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Introduction

Le fil rouge de ce mémoire est I’interaction entre le bord et I'intérieur d’'une
variété portant une structure géométrique. Les deux parties correspondent a
I’étude de deux situations.

La premiére concerne les compactifications, qu’on entendra toujours « a
bord ». Le principe est d’ajouter a une variété ouverte un horizon afin d’ob-
tenir une variété compacte a bord. C’est donc la structure donnée a priori
sur la variété ouverte qui va permettre de définir la structure du bord et
le recollement. A I'intérieur de ce cadre trés général on se concentre sur un
type de structure en particulier, & savoir les variétés riemanniennes et plus
spécialement les espaces symétriques. Les métriques considérées sont déja
complétes, et on ne peut pas espérer les prolonger. On va alors demander
une condition d’équivariance: 'action des isométries doit se prolonger de fa-
¢on réguliére (par exemple lisse ou analytique réelle) sur tout le compactifié
pour que celui-ci soit qualifié de différentiable.

Dans la seconde partie on procéde en sens inverse en s’intéressant aux
remplissages. Cette fois, on part d’une structure sur une variété fermée et on
cherche a la remplir pour en faire le bord d’une variété compacte. Encore une
fois, on s’attache & une structure particuliére: le bord porte une dynamique
CR et l'intérieur une structure complexe. La structure CR est la structure
géométrique naturellement portée par les hypersurfaces réelles de variétés
complexes ; I’hypothése de « dynamique CR », signifie que le bord posséde
un groupe d’automorphismes riche, c’est-a-dire non compact (condition qui
en fait détermine la structure CR). On demande alors que le remplissage soit
équivariant relativement & un gros groupe, c¢’est-a-dire qu’au moins un sous-
groupe d’automorphismes fermé et non compact se prolonge & 'intérieur du
remplissage.

Le point de jonction de ces deux parties est I’espace hyperbolique com-
plexe CH". Tout d’abord, c’est un espace symétrique qui posséde une com-
pactification différentiable bien connue. Un modéle en est donné par la boule
unité de C", dont la métrique de Kobayashi coincide avec la métrique hyper-
bolique. Dans ce modéle la sphére unité munie de sa structure CR s’identifie
au bord de CH". On désigne par boule standard la variété complexe abs-
traite isomorphe a la boule unité et on définit de méme la sphére standard.
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Le groupe des isométries de CH" coincide avec celui des automorphismes
complexes de la boule standard et avec celui des automorphismes CR de la
sphére standard. On peut interpréter ceci en disant qu’a rebours, la boule
standard fermée est un remplissage holomorphe équivariant de la sphére stan-
dard. Ce remplissage se fait du coté convexe de la sphére, et dans la seconde
partie on en étudie les remplissages concaves.

Pour éviter la technicité, on donne dans cette introduction des versions
parfois informelles des théorémes ; pour les énoncés précis on renvoie au corps
du texte.

Présentation de la premiére partie

Comme point de départ, considérons le plan hyperbolique réel RH?. 11
en existe deux modéles classiques: le disque de Klein et celui de Poincaré;
chacun correspond & une construction du plan hyperbolique. Décrivons-les
briévement.

Si l'on fixe sur R? une métrique lorentzienne @, le niveau {Q = —1}
est un hyperboloide 4 deux nappes sur lesquelles () induit une métrique
riemannienne. En projectivant R3, ces nappes sont projetées sur un disque
de RP? qu’on munit du poussé en avant de la métrique induite par Q: c’est
le disque de Klein. On voit dans ce modéle que le groupe des isométries est
SOo(1,2) =~ PSL(2; R).

Indépendamment, on peut fixer sur le disque unité de C la métrique

riemannienne
4ds?
(L=
ou z est le point courant du disque et dsy désigne la métrique euclidienne.
C’est le disque de Poincaré.

Ces deux modéles décrivent le méme espace, c’est-a-dire qu’ils sont iso-
métriquement conjugués. De plus, ils sont tous deux naturellement plongés
dans un espace plus grand sur lequel ’action de leurs isométries se prolonge :
RP? pour le disque de Klein, CP* pour celui de Poincaré. Cette action reste
analytique; en particulier elle se prolonge & la frontiére de chacun de ces
disques: on obtient ainsi deux compactifications différentiables de RH?. Elles
sont topologiquement conjuguées, et coincident avec la compactification (to-
pologique) de Hadamard. Dans cette derniére, les points & I'infini sont définis
comme les classes d’asymptotie de rayons géodésiques unitaires : deux rayons
sont asymptotes s’ils restent & distance bornée 1'un de 'autre.

ds® =



ix

Fait saillant, ces deux compactifications sont différentes au niveau diffé-
rentiable : il n’existe pas de diffeomorphisme entre les adhérences des disques
de Klein et de Poincaré qui conjugue les actions de PSL(2;R). On appelle
compactification projective ’adhérence du disque de Klein et compactifica-
tion conforme celle du disque de Poincaré.

En fait, il existe une infinité dénombrable de compactifications analy-
tiques réelles de RH? deux & deux non conjuguées (Schneider [51], Stowe
[58] et Mitsumatsu [44]). On peut par exemple les paramétrer par I'ordre de
tangence des géodésiques issues d’'un méme point du bord: elles ne sont pas
tangentes dans la compactification projective, sont tangentes & I'ordre 1 dans
la compactification conforme, et a ordre 3/2, 2, 5/2, etc. dans les suivantes.
Toutes ces compactifications sont encore topologiquement conjuguées.

Aprés un premier chapitre qui formalise quelques définitions et passe ra-
pidement en revue la question de I'unicité de la compactification d’une va-
riété différentielle sans structure géométrique particuliére, on aborde dans le
deuxiéme chapitre la généralisation de ce résultat.

D’abord, on montre que I'unicité topologique perdure en toute dimension.

THEOREME A — Soit a une action continue de G = SOy(1,n) sur la
boule fermée de dimension n. Si la restriction de o a la boule ouverte est
topologiquement conjuguée & ’action par isométries de G sur RH", alors «
est topologiquement conjuguée o la compactification de Hadamard (page 19).

Ensuite on aborde les compactifications différentiables. La classification
analytique dans le cas de RH? découle de I’étude des actions analytiques de
SL(2;R) sur les surfaces; un argument géométrique permet de I’étendre en
dimension supérieure et en régularité plus basse.

THEOREME B — Les compactifications analytiques de RH" forment une fa-
mille dénombrable, paramétrée par ’ordre de tangence des géodésiques asymp-
totes. On dispose de cartes explicites pour les décrire (page 26).

THEOREME C — Les compactifications de réqularité €% de RH", n > 3
sont classées par certains reparamétrages de la demi-droite réelle, et on peut
les décrire dans des cartes explicites (page 28).

Une fois qu’on connait la liste des compactifications différentiables de
I’espace hyperbolique réel, il est naturel de se demander si les deux plus
usuelles, la projective et la conforme, peuvent posséder une particularité qui
les distingue des autres. On peut donner plusieurs sens & cette question. Par
exemple, on sait que comme leur nom 'indique, elles portent des structures
géométriques ; sont-elles les seules? Dans le troisiéme chapitre, on répond &
une autre version de la question.
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THEOREME D — Parmi toutes les compactifications €' de RH", seules la
projective et la conforme sont algébriques. De plus, elles sont analytiquement
algébriques (page 38).

Ici, « algébrique » a le sens suivant. Une action o d’un groupe algébrique
réel G sur une variété M est dite €*-algébrique s’il existe une représentation
projective p : G — PGL(n;R) et un plongement 6* de M dans P(R"*!) qui
est équivariant par rapport a a et p.

Pour obtenir ce résultat, on se raméne a la dimension 2 puis on détermine
toutes les actions algébriques de SL(2;R) sur les surfaces.

THEOREME E — La liste de toutes les actions algébriques différentiables
de SL(2;R) sur les surfaces est formée d’un nombre fini de familles finies ou
dénombrables descriptibles explicitement (page 38).

Le chapitre quatre présente les espaces symétriques & courbure négative
et ce qu’il faut de théorie des immeubles pour les comprendre.

Arrivé A ce point, on a en effet étudié assez largement les compactifications
différentielles de ’espace hyperbolique réel. Celui-ci appartient & la famille
des espaces symétriques (c’est-a-dire que toutes les symétries centrales sont
des isométries) a courbure négative. Il est dit « de rang 1 » car on ne peut y
plonger de facon isométrique et totalement géodésique les espaces euclidiens
R* pour k£ > 1 (on appelle plat un tel plongement). Il reste des espaces de
rang 1 & étudier, mais il est vraisemblable que la situation y soit en fait plus
simple. L’étape suivante va donc concerner les espaces de rang supérieur,
dans lesquels on peut trouver des plats.

Les espaces symétriques & courbure négative de rang 1 sont connus, a
I'instar de ’espace hyperbolique réel, pour posséder (au moins) une com-
pactification différentiable. De plus, ils induisent sur le bord des structures
géométriques qui sont les espaces modéles des géométries dites paraboliques
(géométries conforme et CR, par exemple). Une conséquence intéressante des
théorémes B et C est que dans toutes les compactifications de RH", le bord
est le méme: c’est le recollement avec l'intérieur qui change.

Une motivation particuliére pour étudier les compactifications différen-
tiables des espaces de rang supérieur serait d’en déduire de nouvelles struc-
tures géométriques potentiellement intéressantes. Toutefois, on peut montrer
que la structure d’immeuble sur le bord est incompatible avec ’existence
d’une compactification différentiable dont la topologie est celle de la com-
pactification de Hadamard.

THEOREME F — Aucun espace symétrique a courbure négative, de rang
supérieur et non euclidien n’admet de compactification de Hadamard diffé-
rentiable (page 94).
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Il existe des compactifications presque différentiables de ces espaces, les
compactifications de Satake. Si elles présentent 1’avantage de venir avec des
modéles, le compactifié est alors une variété a bord et a coins. De plus la
topologie de ces compactifications, en rang supérieur, n’est plus celle de la
compactification de Hadamard. On peut se demander si encore d’autres topo-
logies sont possibles. De plus, dans les exemples simples on semble constater
une certaine dualité entre la structure d’une compactification de Satake et
celle de I'immeuble & I’infini ; peut-on généraliser et formaliser ce constat?

Présentation de la seconde partie

Dans cette partie le point du vue s’inverse et on cherche & remplir une
structure géométrique, en l'occurrence une dynamique CR.

La question du remplissage de structure est loin d’étre neuve. Les cas du
remplissage d’une variété CR par une variété complexe et celui d’une variété
de contact par une variété symplectique sont, par exemple, trés étudiés. Ici
c’est la condition d’équivariance qui nous intéresse particuliérement.

En ouverture, on donne dans le chapitre six les définitions des princi-
paux objets — variétés CR, variétés complexes & bord — et certaines de
leur propriétés qu’on utilisera par la suite. Citons en particulier le théoréme
de Webster-Schoen, selon lequel la seule variété CR strictement pseudocon-
vexe et compacte dont le groupe d’automorphismes est non compact est la
sphére standard. On voit 14 que, sous I’hypothése de stricte pseudoconvexité,
notre condition dynamique nous limite 4 un objet particulier. On trouve ainsi
dans ce chapitre une étude en dimension 2 de la sphére standard et de ses
automorphismes vus dans leur cadre naturel, CP?.

Dans le chapitre sept, on rappelle quelques notions de géométrie complexe
utiles par la suite, on définit les surfaces rationnelles et on en étudie plus en
détail une famille importante, les surfaces de Hirzebruch.

Enfin, dans le chapitre huit on aborde la question des remplissages ho-
lomorphes, concaves et équivariants de la sphére standard. On n’aborde que
la dimension 2; en dimension supérieure, méme si des résultats partiels sont
susceptibles de persister, la situation est sans doute beaucoup plus intriquée.

Il est facile de construire des exemples. Une transformation hyperbolique
ou parabolique ¢ de la sphére unité de CP? se prolonge en un biholomor-
phisme & tout CP%. On peut priver ce dernier de la boule unité puis éclater
des points fixes ou périodiques de ¢ loin du bord (éventuellement en réécla-
tant successivement). On obtient alors une surface rationnelle collée du coté
concave de la sphére et sur laquelle agit un groupe non compact. On appelle
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ces exemples éclatements standards de CP*\ B. On obtient méme un champ
de vecteurs holomorphe: on a fait en sorte que ’action d’un élément non el-
liptique de SU(1, 2) se prolonge a la surface, mais en fait il partage ses points
fixes dans CP? avec au moins un groupe i un paramétre.

THEOREME G — Les remplissages concaves de la sphére standard S®, équi-
variants relativement a un groupe fermé non compact, sont tous des éclate-
ments standard de CP?\ B (page 134).

Au vu du théoréme de Webster-Schoen, on peut réinterpréter ce résultat.
Ainsi, il entraine que la construction qu’on vient de décrire est la seule facon
d’obtenir des surfaces complexes & bord strictement pseudoconcave dont le
groupe d’automorphismes induit sur le bord un groupe fermé non compact
d’automorphismes CR. La différence avec la formulation précédente est qu’on
n’impose pas la structure au bord a prior:i: le théoréme de Webster-Schoen et
I’hypothése de non-compacité de I'action la déterminent automatiquement.
On peut encore reformuler ceci : la construction précédente est la seule facon
d’obtenir une surface complexe dont assez d’automorphismes préservent une
sphére standard qui borde une boule pour y induire un groupe fermé non
compact d’automorphismes CR. En effet, 'hypothése dynamique permet fa-
cilement de remplir le c6té convexe du bord.

On termine le chapitre par des exemples singuliers construit a partir des
surfaces de Hirzebruch, ot le bord est la sphére standard & une unique sin-
gularité prés. Ce n’est pas seulement une singularité de la structure CR: en
ce point le bord n’est pas lisse.

En annexe on aborde un probléme a priori déconnecté de la géométrie
complexe, mais dont la conclusion est nécessaire pour le chapitre huit. Il
s’agit d’étudier les sous-groupes d’isométries purement elliptiques dans un
espace symétrique M a courbure négative. Un sous groupe F' de son groupe
d’isométries G est dit purement elliptique si tous ses éléments possédent un
point fixe dans M. On peut se demander si les éléments d’un tel groupe
possédent un point fixe commun; c’est le cas dans RH" et R"! sous la
condition n < 5. Toutefois, un exemple de Waterman [60] montre que c’est
faux si n > 5. L’intérét de ce phénomeéne est de comprendre les groupes non
compacts de SU(1, 2). S’ils contiennent une transformation non elliptique (la
suite de ses itérés sort alors de tout compact), la non-compacité de F' est
traduite par un seul élément. L’exemple de Waterman montre qu’il ne faut
pas tenir pour acquise I’existence dans un groupe non relativement compact
d’un tel élément. C’est le role du résultat qu’on obtient dans cette partie.

THEOREME H — Un sous-groupe fermé purement elliptique d’isométries
d’un espace symétrique & courbure négative est compact (page 145).
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Compactifications différentiables
des espaces symétriques






Chapitre I

Compactifications différentiables

Je ne vibrais que pour le concret. Disséquer les planétes, obser-
ver les grenouilles au télescope, découvrir de chouettes nouvelles
maladies, ¢’était ma vocation.

Lewis Trondheim,
Vacances de printemps

Les compactifications différentiables sont le fil conducteur de ce mémoire.
Le but de ce chapitre est d’en motiver, énoncer et illustrer la définition,
d’abord pour une variété différentielle « nue », ensuite pour une variété munie
d’une structure géométrique.

1 Compactification des variétés

1.1 DEFINITION ET MOTIVATION

Le principe général d’'une compactification est de plonger un objet non
compact dans un objet compact pour « matérialiser son horizon » : on appelle
en général les points ajoutés dans l'opération « points & 'infini ». Bien sfr,
on ne souhaite pas ajouter trop de points: les points & I'infini doivent étre
adhérents a la variété de départ. La définition suivante traduit ces exigences.

DEFINITION 1 (COMPACTIFICATION DIFFERENTIABLE) — Soit M une va-
riété différentielle ouverte. On appelle compactification différentiable de M
la donnée d’une variété différentielle compacte (éventuellement & bord) N et
d’un plongement ¢ : M — N tel que ¢(M) soit dense dans N.

On peut préciser en parlant de compactification € si tous les objets (M,
N et ¢) sont de classe €*; on prendra toujours k entier ou co ou w, €%
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signifiant « analytique réel ». On dit qu’une variété est ouverte si elle est
sans bord et non compacte, fermée si elle est compacte sans bord.

Cette définition est trés générale, et une variété peut posséder des com-
pactifications de forme trés différentes. Ainsi une boule ouverte peut étre
compactifiée en boule fermée, en sphére, en espace projectif. Toutefois, elle
peut étre encore généralisée en permettant que le bord de N présente des
coins, comme dans la compactification de Satake d’un espace symétrique
(voir par exemple [6]).

Dans ce mémoire, nous ne nous intéresserons qu’aux compactifications
a bord. En effet, notre but est d’étudier les compactifications de structures
géométriques, dont on peut espérer qu’elles induisent des structures spéci-
fiques sur le bord. Allons plus loin: nous voulons méme nous limiter aux
compactifications qui présentent « le plus de bord possible ». A ce titre, la
compactification d’un anneau ouvert qui consiste & ajouter un cercle & un
bout et un point & ’autre pour obtenir un disque fermé n’est pas satisfai-
sante, I'un des bouts de 'anneau étant effacé (figure 1).

FIGURE 1 - Deuz compactifications de l’anneau

DEFINITION 2 (COMPACTIFICATION ETENDUE) — Soit M une variété dif-
férentielle. Une compactification différentiable (N, ¢) de M est dite étendue
st o(M) est exactement l'intérieur de N, c’est-a-dire si N \ ¢(M) = ON.

Les questions de I'existence et de 'unicité de compactifications étendues
sont évidemment trés naturelles, mais assez complexes. On s’intéressera ici
a celle de 'unicité (en ce qui concerne celle de Iexistence voir par exemple
[7], [55], [25]), car par la suite on s’intéressera & des variétés pour lesquelles
Pexistence ne fait pas de doute (essentiellement la boule ouverte). Pour y
donner un sens il convient de définir sous quelle condition on identifie deux
compactifications.

DEFINITION 3 (CONJUGAISON) — On dit de deuzx compactifications diffé-
rentiables (Ny, 1) et (No, ¢o) d’une variété M qu’elle sont €* conjuguées
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s’il existe des €*-difféomorphismes f : M — M et g : Ny — N, tels que
gogr =20 f.

Evidemment, on suppose que les compactifications sont au moins .

Donnons nous une variété lisse sans bord et non compacte, et supposons
qu’elle admette deux compactifications différentiables étendues. Ces deux
compactifications sont-elles nécessairement conjuguées? La réponse & cette
question est 1’occasion d’un petit parcours a travers des avancées majeures
des années 60 en topologie différentielle, pour lequel je dois remercier Laurent
Siebenmann qui m’a fournit de nombreuses et précieuses indications.

1.2 AUTOUR DE L’UNICITE DES COMPACTIFICATIONS

Le contre-exemple de Milnor

Notre point de départ est la question de l'unicité des compactifications
différentiable étendues. Une autre facon de la présenter consiste & demander
si deux variétés compactes a bord dont les intérieurs sont difféomorphes sont
nécessairement diffeomorphes elles-mémes.

La réponse est négative. Le premier exemple a été donné par Milnor dans
[41] ot1 il démontre entre autres que les variétés & bord Ly x B® et Ly, x B®
ne sont pas difffomorphes, mais ont des intérieurs difféomorphes. Il montre
également que leurs bords Ly x S* et L5 x S* sont h-cobordants mais pas
difféomorphes.

Ici L, , désigne I'espace lenticulaire de type (p,q), B™ la boule fermée et
Sn~1! 1a sphére qui la borde. Les définitions des espaces lenticulaires et du
h-cobordisme sont rappelées ci-dessous.

Les espaces lenticulaires

Etant donnés deux entiers premiers entre eux p et ¢, on leur associe un
espace lenticulaire de la facon suivante. Prenons une boule fermée B et un
équateur sur son bord. Ce dernier divise le bord en deux hémisphéres.

On aplatit maintenant la boule de fagon a en faire une lentille dont les
deux moitiés de bord, qu’on continue d’appeler hémisphéres, forment un angle
de 27 /p comme sur la figure 2. Ensuite, on recolle ’hémisphére supérieur sur
I’hémispheére inférieur a I'aide de I’identification suivante. Un point a de I’hé-
misphére supérieur est identifié au point b obtenu en effectuant une rotation
de ¢q/p tours autour de I’axe de la lentille puis une projection verticale sur

I’hémisphére inférieur. L’espace topologique obtenu est I’espace lenticulaire
L

b,q-
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rotation projection
. verticale

\ ab‘ )

FIGURE 2 - Construction d’un espace lenticulaire

Un point x de I’équateur est ainsi identifié & p — 1 autres points équato-
riaux. En considérant des voisinages dans la lentille de chacun d’eux et en
les recollant selon I'identification que ’on vient de décrire, on reconstitue un
voisinage dans ’espace lenticulaire de la classe de x. Ce voisinage est composé
de p parts de cylindre d’angle 27 /p, et I’espace lenticulaire est naturellement
muni d’une structure de variété lisse.

Notons que Ly ; n’est autre que I'espace projectif RP3. Par ailleurs deux
couples différents d’entiers peuvent mener a des espaces lenticulaires difféo-
morphes, par exemple L7 ~ L7 3. Pour une illustration lumineuse de ce fait
et de plus amples détails, on peut consulter le livre de Thurston [59].

Le h-cobordisme

On dit que deux variétés M; et Ms sont h-cobordantes si leur union dis-
jointe est le bord d’'une variété compacte W admettant des rétractions par
déformations sur M; et sur Ms. C’est une relation d’équivalence et on voit
qu’il existe entre deux variétés h-cobordantes une équivalence d’homotopie.
On dit que le triplet (W, My, M) est un h-cobordisme.

Il est intéressant de noter que les bords de deux variétés compactes ayant
des intérieurs diffeomorphes sont toujours h-cobordants (voir par exemple [7]
dans le cas de bords simplement connexes).

Restriction des ambitions

On pourrait étre tenté de penser qu’en spécifiant le bord, on peut obtenir
I’'unicité. Plus précisément : deux variétés compactes dont les intérieurs et les
bords sont difféomorphes sont-elles nécessairement difféomorphes?

La réponse, encore une fois, est négative: Barden, Mazur et Stallings ont
démontré qu’on peut trouver des variétés W et M telles que (W, M, M’) (ou
M’ est une copie de M) soit un h-cobordisme avec

WA Mx]0,1[, W2 M x [0,1]
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ot 1 désigne l'intérieur de W' ; voir [43].

On peut alors, puisqu’on s’intéressera principalement & des compactifi-
cations de structures sur la boule ouverte, poser la question restreinte: une
variété compacte a bord dont I'intérieur est difféomorphe a la boule ouverte
est-elle nécessairement difféomorphe a la boule fermée?

Comme on va le voir sous peu, en grande dimension la réponse est connue
mais le probléme est loin d’étre élémentaire.

Le théoréme du h-cobordisme

Un des résultat majeurs des années 60 est le théoréme du A-cobordisme,
di & Smale [57] (voir aussi [42]). Celui-ci affirme que si (W, My, M5) est un h-
cobordisme avec W simplement connexe et de dimension au moins 6, alors W
est diffeomorphe & M; x [0, 1] et en particulier M; et M sont difféeomorphes.

Ce théoréme permet en particulier de démontrer la conjecture de Poincaré
généralisée en grande dimension [56|: une variété de dimension n > 5 fermée
qui a les mémes groupes d’homotopie que S™ est homéomorphe & S™. Si n est
5 ou 6, on a alors un diffeomorphisme. Par contre pour des dimensions plus
grande il existe des structures exotiques sur la sphére, c’est-a-dire des variétés
différentielles homéomorphes & S™ mais qui ne lui sont pas diffécomorphes [40].

Une autre conséquence du théoréme du hA-cobordisme est la suivante: si
W™ est une variété compacte contractile dont le bord est simplement connexe
et sin > 6, alors W™ est diffecomorphe & B". Si n = 5, le résultat reste vrai si
on suppose de plus que le bord est difféomorphe & S*; si on suppose seulement
le bord homéomorphe & S*, W? est alors homéomorphe & B°. En particulier,
B™ (n > 6) est la seule variété compacte dont I'intérieur est R™: en effet une
telle variété est contractile et son bord est h-cobordant & S™! donc en a le
type d’homotopie. Pour n = 5, on peut seulement affirmer qu’une telle variété
est homéomorphe & B° en vertu de ce qui précéde et de la démonstration de
la conjecture de Poincaré en dimension 4 par Freedman [20|. Pour n = 4, la
question est encore largement ouverte.

Question 1 — Euiste-t-il une variété compacte a bord dont l'intérieur est
difféomorphe a R* et qui ne soit pas difféomorphe a B* ?

Browder, Levine et Livesay ont, toujours en se basant sur le théoréme
du h-cobordisme, donné dans [7] un résultat assez général : si W, et W5 sont
des variétés compactes a bords de dimension au moins 6 et si leurs intérieurs
sont difféeomorphes et leurs bords simplement connexes, alors W; et W5 sont
diffeomorphes.

Enfin dans [15|, Edwards montre 1'unicité topologique en dimension 3:
deux variétés compactes & bord de dimension 3 dont les intérieurs sont ho-
méomorphes sont elles-mémes homéomorphes.
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Notons que dans cette dimension, d’aprés les travaux de Moise [45], deux
variétés sont homéomorphes si et seulement si elles sont difféomorphes.

2 Compactification des structures

Par la suite, nous nous intéresserons & des compactifications pour les-
quelles la topologie différentielle est fixée, et ot on cherche a prolonger &
I’infini une structure géométrique. Ce terme est assez flou et peut désigner
des choses différentes ((G, X) structures ou G-structures par exemple). En
fait, on s’intéressera surtout a des actions de groupes de Lie, mais pour
indication on montre comment définir naturellement des compactifications
différentiables d’autres structures.

2.1 LES ACTIONS DE GROUPES DE LIE

Quelle que soit le type de structure géométrique dont on parle, il lui
est toujours associé des automorphismes. On peut naturellement demander,
pour qualifier de différentiable un éventuel compactifié, que I’action du groupe
d’automorphismes s’y prolonge en une action différentiable.

Il faut bien siir modérer la portée de ce propos: le groupe d’automor-
phisme peut étre vide ou au contraire étre trop gros (c’est-a-dire ne pas étre
un groupe de Lie) pour appliquer les principes de cette section.

Toutefois, dans le cas par exemple d’une variété ouverte munie d’une
métrique riemannienne compléte, on ne peut espérer prolonger cette métrique
a un compactifié et le prolongement différentiable des isométries est une
propriété trés naturelle.

DEFINITION 4 (COMPACTIFICATION D’UNE ACTION) — Soit o : G x M —
M une action €% d’un groupe de Lie G sur une variété ouverte M. On ap-
pelle compactification différentiable de o la donnée d’une variété différentielle
compacte (éventuellement a bord) N et d’un plongement €%, ¢ - M — N tel
que :

(7) l’image de M par ¢ est dense dans N ;

(1) le poussé en avant ¢.« se prolonge a N tout entier en une action €*,

qu’on note encore ¢.o.
Une compactification différentiable de o est encore dite étendue si ['image

de M est exactement l'intérieur de N.

Notons qu’on demande que l'action ¢, de G et I'action correspondante
de son algébre de Lie soient &*.
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DEFINITION 5 (CONJUGAISON) — Deux compactifications ¢1, N1 et ¢o, No
de o sont dites €*-conjuguées s’il existe des €*-difféomorphismes s : M —
M et b: Ny — Ny tels que
(i) on a la relation de conjugaison b = Pos ;
(i) Uapplication g est équivariante : on a bo (¢, (h)) = (daxx(h)) o b pour
tout h dans G.

Notons que si s et b réalisent une équivalence entre ¢, N et ¢o, Ny, alors
les conditions (7) et (i7) impliquent I’équivariance de s.

Actions algébriques

Dans le cas ot G est un groupe algébrique et M une variété algébrique, il
est naturel de considérer les actions réguliéres de GG sur M, c’est-a-dire telles
que l'application o : G x M — M soit un morphisme de variétés algébriques.
En particulier, étant donné une action réguliére, on peut se demander si elle
posséde des compactifications elles aussi réguliéres.

Dans un esprit proche, introduisons la définition suivante.

DEFINITION 6 (ACTION ALGEBRIQUE) — On considére un groupe algébrique
réel ou complexe G et on note en conséquence K =R ou C.

Une action o de G sur une variété (a priori quelconque) M est dite €*-
algébrique (ou k est un entier strictement positif, co ou w) s’il existe une
représentation projective

p: G — PGL(n; K)
et un plongement €*
¢: M — P(R")

tels que pour tout élément g € G :
poalg)=plg)o¢

Le résultat suivant [26] légitime cette définition; notons toutefois que
'on s’intéressera essentiellement a un groupe algébrique réel, SL(2;R), dans
le chapitre III.

THEOREME 7 — On se place sur le corps des nombres complezes. Si G est
un groupe algébrique et M une variété normale quasi-projective, alors toute
action réguliere de G sur M est algébrique au sens précédent.
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ros
a1 U ™ 7T_1(V)
{ \/
r S
7T‘ ‘ﬂ'
U 1%
M

FIGURE 3 — Changement de carte dans T'M

2.2 LES G-STRUCTURES

Soit M une variété de dimension n et G un sous-groupe fermé de GL(n)R.

Notons 7 la projection du fibré tangent sur M. On dispose sur 7'M d’un
atlas .7 supposé maximal. Etant donné deux trivialisations locales dans cet
atlas, r : 71 (U) - U xR" et s: 7 (V) — V x R", par définition on a

ros ' :UNV xR" — UNV xR" (1)
(5,0) — (@ g(x)0)

ot g: UUV — GL(n)R est une application lisse (voir figure 3).

On appelle G-structure sur M une réduction du fibré tangent 7'M au
groupe G, c’est-a-dire un sous-atlas ¥ de <71 tel que les trivialisations locales
vérifient (1) avec g & valeurs dans G. On dit que ¥, est un G-atlas.

Par exemple, 'existence sur M d’une structure riemannienne implique
Pexistence d’une O(n)-structure.

DEFINITION 8 (COMPACTIFICATION D’UNE G-STRUCTURE) — Soit M une
variété munie d’une G-structure 9r. On appelle compactification différen-
tiable de (M,%r) la donnée d’une compactification différentiable ¢ : M — N
et d’une G-structure 9. sur N compatible avec celle de M, c’est-a-dire telle
que l'union des deux atlas 9} et ¢.9r soit encore un G-atlas.



3. La compactification géodésique 11

2.3 LEs (G,X)-STRUCTURES

Soit X une variété et G un groupe de Lie agissant sur X. On suppose que
le seul élément de G qui agisse trivialement sur un ouvert de X est I’élément
neutre et que ’action est de classe au moins €.

Soit maintenant une variété M de méme dimension que X. On appelle
(G, X)-structure sur M la donnée d’un atlas 4 = (f; : U; — V;); de M &
valeur dans X (c’est-a-dire U; C M et V; C X) tel que les changements de
cartes, 1a ou ils sont définis, soient des restrictions de I’action d’éléments de
G. On dit également que M munie d’un tel atlas est une (G, X)-variété.

Soient M; et M, des variétés munies de (G, X)-structures ¢; et 4. Une
application f : M; — M est un (G, X )-morphisme si, lue dans les cartes
de ¥, et 4, elle est la restriction de 'action d’éléments de G. Ainsi, f est
un (G, X)-morphisme si et seulement si c’est un diffeomorphisme local et
f+«(¢) U9, est encore une (G, X)-structure sur M.

DEFINITION 9 (COMPACTIFICATION D’UNE (G, X )-STRUCTURE) — Soit M
une (G, X)-variété ouverte. On appelle compactification différentiable de M
la donnée d’une compactification différentiable ¢ : M — N de M vue comme
variété ot de plus N est munie d’une (G, X)-structure et ¢ est un (G, X)-
morphisme.

3 La compactification géodésique

Nous allons maintenant rappeler comment on définit sur une certaine
classe d’espaces riemanniens une compactification (topologique) naturelle,
qu’on appelle compactification géodésique ou encore compactification de Ha-
damard.

DEFINITION 10 (VARIETE DE HADAMARD) — Une variété de Hadamard
ou espace de Hadamard est une variété riemannienne (M, g) compléte, sim-
plement conneze et de courbure négative (au sens large).

On peut donner comme exemples R” muni de la métrique euclidienne,
RH? ou les perturbations de ce dernier suffisamment petites pour conserver
le signe de la courbure. Notons également que le produit de deux variétés de
Hadamard est encore une variété de Hadamard.

Les variétés de Hadamard sont topologiquement triviales d’apreés le résul-
tat classique suivant.

THEOREME 11 (CARTAN-HADAMARD) — Les applications exponentielles
des variétés de Hadamard sont des difféomorphismes globauz.
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Un espace de Hadamard est donc toujours difféeomorphe a une boule, et
deuz de ses points sont toujours reli€s par un unique segment géodésique.

Dans la suite on considére une variété M munie d’'une métrique qui en
fait une variété de Hadamard, et on note 7'M son fibré unitaire tangent.

DEFINITION 12 (GEODESIQUES ASYMPTOTES) — Deuz géodésiques uni-
taires (c’est a dire parcourue & vitesse 1) v et 7' de M sont dites asymptotes
st elles restent a distance bornée quand on les parcourt dans le sens positif :

Sup d(y(t),7'(t)) < +oo

Cette relation est une équivalence, et on note y(co) la classe d’'une géodeé-
sique (éventuellement reparamétrée pour étre unitaire). Le quotient de 1’en-
semble des géodésiques unitaires (ou, ce qui revient au méme, de ’ensemble
des rayons géodésiques) par cette relation d’équivalence est noté M (co) et
appelé bord géodésique ou bord de Hadamard de M. On le note aussi parfois
oM.

Notons qu’on dit de deux géodésiques v et ' qu’elles sont paralléles si
elles sont asymptotes et restent asymptotes quand on les parcourt toutes
deux dans le sens négatif.

Etant donné un point z € M et un vecteur tangent v € 7, M, on note 7,
la géodésique engendrée par v: v,(t) = exp,(tv). On peut montrer que pour
toute classe d’asymptotie de géodésiques y(oco) € M(o0) et pour tout point
r € M, il existe un unique vecteur unitaire tangent & M en x, v € TIM,
tel que 7, soit asymptote & . Autrement dit, 'application dite de projection
wisuelle basée en x:

T TPM  —  M(o0)
v o Y(00)

est bijective.

De plus on peut montrer que la composée 7, * o, est continue pour tout
couple de points (z,y). On peut donc définir une topologie sur M (co) en
choisissant un point z € M et en poussant en avant la topologie de 7! M par
7. La topologie obtenue ne dépendra alors pas du choix de .

Pour définir la compactification géodésique de M, on va donner une topo-
logie sur 'union disjointe M U M (00). Cette topologie coincidera sur M (oo)
avec celle qu’on vient de définir et sur M avec sa topologie de variété diffé-
rentielle.

Etant donné un point z et un ouvert U, C TIM, on appelle céne s’ap-
puyant sur U, I'ensemble suivant, illustré par la figure 4:

C(Uy) ={1(t);ve U, et t €]0,400]} C MU M(c0)
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bord a 'infini

un ouvert
du bord

FIGURE 4 — Un ouvert de base de la compactification de Hadamard

DEFINITION 13 — On appelle compactification géodésique ou compactifi-
cation de Hadamard d’une variété de Hadamard M [union disjointe M =
MUM (c0) munie de la topologie engendrée par les cones C(U,) ou = parcourt
M et U, parcourt I’ensemble des ouverts de T} M.

Cette compactification a toutes les qualités annoncées, et méme plus.

PROPOSITION 14 — L’inclusion M — M est un homéomorphisme sur son
image et M est une boule fermée topologique. La topologie induite par M sur
M (o00) fait des projections visuelles des homéomorphismes. Enfin, le groupe
des isométries de M agit contindment sur M.






Chapitre II

Compactifications de ’espace
hyperbolique réel

Voyons, Liberté! Ceci est un triangle... un triangle...?
— Comme il faut!

Non! regarde-le bien! Si ce coté, ce coté et ce cdté ont la
méme longueur, c’est un triangle...?

— Conformiste!
— Non! Un triangle dont les cotés sont égaux est un triangle...
— Ah! Socialiste!

Quino,
Mafalda

Le contenu de ce chapitre est essentiellement une traduction de ’article
[32].

1 Géométrie hyperbolique

Cette section est destinée a rappeler les propriétés essentielles de I’espace
hyperbolique réel et de ses modéles classiques. Par la suite, elles seront uti-
lisées pour en étudier les compactifications. Dans tout ce chapitre, on écrira
souvent « espace hyperbolique » pour parler de ’espace hyperbolique réel.

1.1 DEFINITION ET MODELES

Il est possible de donner différentes définitions de 1’espace hyperbolique
réel, nous allons utiliser celle qui se généralise le plus naturellement aux cas
complexe et quaternionique (voir la section IV-1.5 et la deuxiéme partie).
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Soit Q la métrique lorentzienne standard sur I’espace vectoriel R**!, don-

née par
Q(z1, T2, ..., Tnyy) =27+ -+ + 22 —9?

La surface de niveau {) = —1} est un hyperboloide & deux nappes.
Notons-en H la nappe définie par {y > 0}. Alors @) induit sur H une métrique
riemannienne de courbure sectionnelle constante égale & —1, on appelle espace
hyperbolique réel de dimension n et on note RH" ’espace riemannien obtenu.

Cette construction permet de voir immédiatement 1’espace hyperbolique
comme un espace homogéne: RH" = SOy(1,n)/SO(n). En particulier, le
groupe des isométries directes de RH" est le groupe orthochrone SOq(1,n).

hyperboloide (Q = —1,y > 0)

boule de
Klein

boule de

Klein hémisphére

boule de
Poincaré

cOne isotrope cone isotrope

FIGURE 5 — Construction des boules de Klein et de Poincaré

La projectivation R"™ — RP" et l'utilisation de la carte affine {y = 1}
permet de plonger différentiablement RH" dans R"™. On appelle Boule de
Klein ou modéle projectif 'image de ce plongement munie de la métrique
poussée en avant. Dans ce modéle, les géodésiques sont les segments affines
et les sous-variétés totalement géodésiques sont les sous-espaces affines.

Si I'on projette le modéle de Klein verticalement sur I’hémisphére supé-
rieur de la sphére unité de R"*!, on obtient le modéle de I’hémisphére.

Si l’on opére une projection stéréographique centrée en s = (0,...,0,—1)
du modéle de I’hémisphére sur 'hyperplan {y = 0}, on obtient un nouveau
plongement différentiable de RH" dans R", appelé Boule de Poincaré ou mo-
deéle conforme (voir la figure 5). Le groupe des isométries directes SOq(1, n)
de RH" agit dans ce modéle en préservant la structure conforme standard
de R™. Ainsi la métrique euclidienne sur la boule unité et la métrique hy-
perbolique sont conformément équivalentes. Dans ce modéle, les géodésiques
sont les arcs de cercles de R™ orthogonaux a la frontiére et les sous-variétés
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hémisphére

demi-
espace

boule de Poincaré

» pole sud s

FIGURE 6 — Projection de la boule de Poincaré sur le demi-espace

totalement géodésiques de dimension k sont données par les k-sphéres de R"
orthogonales au bord.

Si l’on opére une projection stéréographique centrée en e = (0,...,0,1,0)
du modéle de I'hémisphére sur le demi-espace {y > 0, z,, = 0} (voir la figure
6), on obtient un nouveau plongement différentiable de RH" dans R", appelé
demi-espace de Poincaré. Dans ce modéle les géodésiques sont les demi-cercles
orthogonaux a la frontiére et les demi droites verticales, les sous-variétés
totalement géodésiques sont les k-demi-plans verticaux et les k-demi-sphéres
euclidiennes orthogonales a la frontiére.

Il faut noter que tous ces modéles sont plus que différentiables: ils sont
analytiques réels.

1.2 COMPACTIFICATION DE HADAMARD

Les modéles sont évidemment tous conjugués via des changements de
coordonnées analytique réels. De plus, les adhérences des boules de Klein
et de Poincaré sont encore topologiquement! conjuguées. Mieux, elle sont
conjuguées a la compactification de Hadamard RH" de l'espace hyperbolique
réel.

En particulier, deux rayons géodésiques sont asymptotes si et seulement
s’ils ont la méme extrémité dans la frontiére de la boule de Poincaré (ou, ce
qui revient au méme, dans la frontiére de la boule de Klein).

1. En fait la conjugaison est Hélder—%, on verra plus loin un argument montrant qu’elle
ne peut pas étre différentiable



18 Chapitre I Compactifications de I’espace hyperbolique réel

L’adhérence du modéle du demi-espace est un demi-plan fermé, donc n’est
pas conjugué a RH". En fait il ne manque qu'un point pour que cela soit le
cas: le compactifié d’Alexandroff du modéle du demi-espace est conjugué a
RH".

En particulier, deux rayons géodésiques sont asymptotes si et seulement,
s’ils ont la méme extrémité dans la frontiére du modéle du demi-espace ou si
ce sont tous les deux des demi-droites verticales dirigés vers le haut.

1.3 ISOMETRIES

On distingue trois types d’éléments dans SOg(1, n). Une isométrie est dite
elliptique si elle admet un point fixe dans RH". Une isométrie qui n’admet
pas de point fixe dans RH" est dite parabolique si elle admet un unique point
fixe dans le bord ORH", hyperbolique si elle en admet deux. Toute isométrie
est soit elliptique, soit parabolique, soit hyperbolique. On définit de la méme
facon les éléments elliptiques, paraboliques et hyperboliques de 'algébre de
lie so(1,n) de SOy(1,n).

Une remarque de terminologie: parfois on refuse le qualificatif « ellip-
tique » & I’élément neutre, et on utilise le terme loxodromique au lieu d’hy-
perbolique.

On peut également caractériser ces trois classes d’isométries par la fonc-
tion de déplacement

z— d(z, g(z))

ol g est une isométrie, z un point de RH" et d la distance. Une isométrie est
elliptique si sa fonction distance s’annule en au moins un point, parabolique
si elle ne s’annule pas mais que son minimum est 0 et hyperbolique sinon.
Dans ce cas elle atteint son minimum le long d’une géodésique.

1.4 NOTATIONS

Dans toute la suite du chapitre, on notera G = SOq(1,n). L’action de G
par isométrie sur RH", identifié 4 la boule ouverte, sera notée isom ou isom” si
on veut préciser la dimension. Comme on considére les actions & changement
de coordonnées prés, 'identification choisie (boule de Klein ou de Poincaré
par exemple) n’importe pas tant qu’on ne considére que la boule ouverte.
Par isom(g) on désigne l'action d’un élément g de G. Les compactifications
projective et conforme de isom seront notées respectivement proj et conf.
On note g l'algébre de Lie de G et on note encore isom, proj et conf les
actions de g dérivant des actions de G. On notera par exemple proj, le
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champ de vecteur de la boule fermée obtenu par I'action projective d’un
élément X € g.

2 Unicité topologique de la compactification

On a vu que les compactifications proj et conf de isom étaient topo-
logiquement conjuguées entre elles et & la compactification de Hadamard
de RH". Plus généralement, I'objectif de cette section est de démontrer le
résultat suivant.

THEOREME A — Soit a une action continue de G sur la boule fermée. Si
la restriction de o a la boule ouverte est conjuguée a isom par un homéo-
morphisme 1) : B" — B", alors celui-ci se prolonge en un homéomorphisme
Y : B® — B™ qui conjugue o et la compactification de Hadamard.

On utilisera dans ce chapitre la définition suivante d’une compactification
différentiable. Le théoréme précédent entraine qu’elle est équivalente a celle
qui a déja été donnée, mais elle est plus pratique dans ce contexte particulier.

DEFINITION 1 — Une compactification 6% (on k est un entier, co ou w) de
isom est un homéomorphisme ® de la boule fermée qui induit un difféomor-
phisme €* sur la boule ouverte et tel que ’action définie par

®*proj(h) = ® ' oproj(h)o® Vhed

soit €% sur la boule fermée.

Autrement dit, on ne distingue pas une compactification de isom de 1’ho-
méomorphisme qui la conjugue topologiquement & proj.

Précisons : étant donné un homéomorphisme ® de la boule fermée comme
dans la définition précédente, on construit un plongement de la boule ouverte
dans la boule fermée par

p=>"1ojg

oil i : B" — B" est un plongement qui correspond & ’action projective :
ioisom(h) =proj(h)oi VYheG

Le plongement ¢ est alors une compactification différentiable au sens du
chapitre 1.

Inversement, considérons une compactification €%, ¢ : B — B™ et no-
tons « I’action de G induite sur B". Sur B” on a

a(h)op =¢oisom(h) VheG
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Ainsi ¢! conjugue topologiquement (et méme 4*) a 4 isom dans la boule
ouverte. D’aprés le théoréme A, il existe un homéomorphisme ® de la boule
fermée qui prolonge ¢! (donc est €* sur la boule ouverte) et conjugue a
et proj. Le plongement i = ® o ¢ correspond alors & la compactification
projective.

Le choix de proj comme modéle de référence est justifié par la forme de
la classification (voir la section 3).

LEMME 2 — Deuz compactifications ®,, ®y sont €* conjuguées si et seule-
ment si ;' ®, est un € difféomorphisme.

DEMONSTRATION : la condition est clairement suffisante. Il suffit de consi-
dérer les diffsomorphismes b = ®,'®, de B" et s = Id de B™ pour retrouver
la définition de la conjugaison du chapitre 1.

Montrons qu’elle est nécessaire. Si ®; et ®5 sont conjuguées, il existe par
hypothése des difféomorphismes s de B" et b de B" tels que bd = ¢os et

bo (é1.proj(h) = (ée.proj(h) ob Vhe G

(rappelons que pour j = 1,2 on a ¢; = @;1 o1 ou ¢ est la compactification
projective). Ceci entraine 1’équivariance de f:

f oproj(h) =proj(h)o f VheG

Considérons deux points z, y € B™ ou la boule est munie de la distance
hyperbolique (poussée via 7). Il existe une transformation hyperbolique h € G
dont I'action projective envoie x sur y et telle que la géodésique passant par
ces deux points est le lieu ou la fonction de déplacement de h atteint son
minimum. Comme f commute & proj(h), la distance de f(z) a f(y) est
une valeur de la fonction de déplacement de h. Il s’ensuit que f dilate les
distances, mais comme f~! commute également avec proj(h), f doit étre
une isométrie. Mais f commute avec tous les éléments de G, donc doit étre
I’identité.

Alors b = ®,'®; sur la boule ouverte donc, par continuité, sur la boule
fermée. Par hypothése c’est un diffeomorphisme. [ ]

Démontrons maintenant le théoréme A.

2.1 PREMIERE ETAPE: L’ACTION SUR LE BORD

On va commencer par montrer que la restriction de a au bord de la
boule fermée est topologiquement conjuguée a 1'action de proj sur le bord
de Hadamard de RH".
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FIGURE 7 — Un point du bord loin de la sphére serait relié & origine

Cette derniére action est, & conjugaison topologique prés, le seul espace
homogéne de G homéomorphe a S™~! (voir la classification des actions transi-
tives de groupes de Lie sur les sphéres, par exemple exposée dans [21], partie
I1, section 2.6). 11 suffit donc de montrer que « est transitive sur le bord.

Considérons le stabilisateur SO(n) C G d’un point de RH". Comme «
est conjugué dans la boule ouverte & isom, les orbites de la boule ouverte
sous 'action de a(SO(n)) sont: un point fixe o, et des sphéres topologiques
déconnectant chacune la boule ouverte en deux composantes, I’'une contenant
o et I'autre adhérente au bord.

Soit x un point du bord de la boule fermée et £ > 0 un nombre inférieur
a la distance entre le bord et o (on peut utiliser ici la distance donnée par
n’importe quelle métrique riemannienne sur la boule fermée). On suppose de
plus € suffisamment petit (ou on considére la métrique usuelle sur la boule
unité) pour que I’ensemble des points qui sont & distance au plus € du bord
en constitue un voisinage tubulaire.

Comme SO(n) est un groupe compact, par uniforme continuité il existe
un point 2’ de la boule ouverte tel que pour tout g € SO(n), a(g)x’ et a(g)x
restent & distance au plus . Si on note S I'orbite de 2/, S est donc une orbite
sphérique de a(SO(n)) qui est contenue dans un voisinage de largeur ¢ du
bord. Inversement, le bord est aussi contenu dans le voisinage de largeur ¢
autour de S. En effet, §’il existait un point p du bord dont la distance & S
était supérieure a ¢, on pourrait trouver un chemin évitant S entre p et un
point ¢ distant du bord de plus de . Comme tous les points de S sont dans
un ¢ voisinage tubulaire du bord, il existerait un chemin évitant S entre ¢
et 0. On construirait ainsi un chemin évitant S entre p et o (voir figure 7).
Comme p est & l'extérieur de S et o & l'intérieur, un tel chemin ne peut
exister.
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On déduit de ce qui précéde que l'orbite de x sous 'action de a(SO(n)) est
e-dense dans le bord pour tout ¢ suffisamment petit, donc est dense. Comme
cette orbite est également compacte, elle est égale au bord tout entier et «
est bien transitive sur le bord.

2.2 DEUXIEME ETAPE: ADHERENCE D’UNE GEODESIQUE

Soit 1) un homéomorphisme de la boule ouverte qui conjugue la restriction
de « a la boule ouverte a isom

Y : B", a — RH" isom

Soit L une géodésique de RH". On note E(L) l'intersection du bord de
la boule et de I'adhérence de I'image réciproque ¢~ '(L) de L. On appellera
extrémités de ¢~1(L) les points de E(L). Notre but est ici de montrer que
Y1 (L) posséde exactement deux extrémités.

Comme E(L) est compact et ¢»~(L) non compact et fermé dans la boule
ouverte, E(L) n’est pas vide.

Notons Stab(L) I’ensemble des éléments g € G dont ’action isom(g) laisse
L globalement invariante. Pour tout g € Stab(L), a(g) laisse ¢»~!(L) et donc
E(L) globalement invariants. Or l'action proj(Stab(L)) de ces isométries
partage le bord de I'espace hyperbolique en deux orbites: 'une d’elles est
formée des extrémités de L, 'autre est son complémentaire. Ainsi, ’action
de « sur le bord étant topologiquement conjuguée a celle de proj et E(L)
étant compact et réunion d’orbites de a(Stab(L)), E(L) contient exactement
deux points ou le bord tout entier.

Supposons que E(L) recouvre tout le bord de la boule fermée. Soit = un
point du bord et a(g) 'action d’une isométrie elliptique fixant ¢)~!(L) point
par point mais pas x. Soit (z,,) une suite de points de ¢~!(L) de limite z.
Alors a(g)x,, = x,, donc par continuité o(g)zr = x ce qui est absurde.

Ainsi, ¥ "!(L) a exactement deux extrémités. Chacune est adhérente a
I'image d’un des deux rayons géodésiques composant L. De plus ces extré-
mités étant caractérisées par leur stabilisateur, les images de deux rayons
géodésiques asymptotes ont la méme extrémité et chaque point du bord de
la boule est I'extrémité de I'image d’un rayon géodésique.

2.3 TROISIEME ETAPE: PROLONGEMENT DE LA CONJUGAISON

_ On peut maintenant étendre ¢) en une bijection {DV de la boule fermée:
™! envoie 'extrémité d’un rayon géodésique sur l'extrémité de son image
réciproque. Ainsi construit, ¢/ conjugue « et proj.
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Il suffit de montrer que J est un homéomorphisme pour achever la dé-
monstration. Comme c’est une bijection et que la boule fermée est compacte,
il suffit de montrer que 1! est continue. Comme elle coincide avec 1) ~! sur la
boule ouverte il suffit de montrer qu’elle est continue en tout point du bord.

Soit = un point du bord et (z,), une suite de points de la boule fermée
de limite x. Soit L un rayon géodésique d’extrémité z. Soit o un point de
L. On note L, le rayon géodésique issu de o passant par x,, P, le plan
hyperbolique totalement géodésique contenant L et L, et @), le plus grand
sous-espace hyperbolique totalement géodésique orthogonal a P, et passant
par o.

Il existe une unique suite (g,) d’éléments elliptiques de G vérifiant :

— proj(g,) est I'identité sur @, ;

— proj(g,) stabilise globalement P, ;

— proj(gn)L = L.

Notons y, = proj(g,) '(z,). Pour tout n, y, € L et y, tend vers .
Comme z,, tend vers =, L, tend vers L donc I'angle de la rotation g, tend
vers 0 et g, tend vers 1.

On a alors:

1/1_1(%) = J_l(prog(gn)yn)
= a(gn)ow_l(yn)

or par définition ¢~ (y,) tend vers I'extrémité ¢»~!(z) de ¢»~!(L). De plus o

est uniformément continue sur un voisinage de 1 dans G donc ¢)~'(z,) tend
vers 1 1(x) et ¢)~1 est bien continue.

3 Classification des compactifications
différentiables

Nous allons maintenant étudier les compactifications différentiables de
I'espace hyperbolique réel, c’est-a-dire de 1’action isom de G = SO¢(1,n) sur
B™. On se place dans le cadre de la définition 1 de ce chapitre.

3.1 MULTIPLICITE

Commencons par constater qu’il n’y a pas unicité. On se base sur 1’obser-
vation suivante: dans la boule de Poincaré, des rayons géodésiques asymp-
totes d’extrémité commune xj sont tangents I'un a ’autre en x(, mais dans la
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Boule de Boule de
Klein Poincaré

FIGURE 8 — Géodésiques dans les boules de Klein et de Poincaré

boule de Klein pour chaque direction transverse au bord il existe une unique
géodésique qui lui soit tangente (voir figure 8). Ainsi, si h est une trans-
formation parabolique fixant un point x, la différentielle en x, de ’action
conforme de h fixe une direction transverse au bord, ce qui n’est pas le cas
dans 'action projective. Comme c’est une propriété stable par conjugaison
€", on a démontré le résultat connu mais frappant qui suit.

PROPOSITION 3 — Les compactifications projective et conforme de I’espace
hyperbolique réel ne sont pas €*-équivalentes.

3.2 CARTES DEMI-ESPACE

Soit B™ la boule fermée de dimension n et R™" le demi-espace fermé
de dimension n. Sur le demi-espace on utilisera des coordonnées canoniques
(x1,29,...,xp_1,y) OU z; € Ret y € RT.

On appelle carte demi-espace de B" tout diffeomorphisme de B" \ {x}
dans R™" (o0 x est un point du bord). On demande bien la différentiabilité
jusqu’au bord.

Comme nous le verrons, ces cartes demi-espaces sont pratiques pour dé-
crire simplement les compactifications différentiables de 1’espace hyperbo-
lique.

Demi-espaces de Poincaré et Klein

Le modéle du demi-espace de Poincaré est ’exemple le plus classique:
c’est Iécriture dans une carte demi-espace (obtenue a partir de la boule de
Poincaré en composant deux projections stéréographiques) de la compactifi-
cation conforme.
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On appellera demi-espace de Klein le poussé en avant du demi-espace de
Poincaré par ’application :

Qo : (21, .., 21, y) — (21, ... ,xn_l,yQ)

On passe du disque de Klein au demi-espace de Klein en composant une
projection verticale sur I’hémisphére, une projection stéréographique sur le
demi-espace et ®,2. Il est facile de vérifier que cette composition donne bien
une carte analytique réelle de la boule fermée. En effet elle s’écrit

Yyt B"\ {70} — R
21 Zn-1 I—sz)

(215 0oy 2n) +— (1_Zn’.”’1_zn’<1_zn)2

ol T, = (0,...,0,1), et sa réciproque s’écrit

S - b o)
bt Sa4y+ 1 ey + 1wty +1

Modéles pour les compactifications

Décrivons maintenant les applications modéles pour les compactifications
de I’espace hyperbolique.

Pour tout homéomorphisme f : Rt —— R qui est & la fois €% sur R
et un ¢*-diffeomorphisme de R**, on note ®; ’homéomorphisme du demi-
espace fermé qui s’écrit :

Dp(xr,.. o, T, Y) = (21, ..., Tno1, f(Y)). (1)

Enfin, pour tout entier strictement positif p, on note
Qo (1, .., T, y) = (21, ..., Tne1, YP)

On dit qu'une compactification ¢ de isom s’écrit en carte demi-espace
sous la forme ®; 1l existe une carte demi-espace ¢, : B"\ {yoo} — R™* telle
que

q)‘gn\{yoo} = 1/};1 o (I)f o wb (2)

ol ¢, est la carte du demi-plan de Klein et y., est un point du bord de la
boule.
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Recouvrement d’une compactification & partir d’une carte

Comme 'action de G est transitive sur le bord et sur I'intérieur, il suffit
de connaitre une compactification ® au voisinage d’un point du bord pour
la connaitre partout. A fortiori, la connaitre sur une carte demi-espace est
suffisant. Voyons comment retrouver la compactification d’origine a partir
d’une carte.

Soit ® une compactification de isom, et supposons qu’elle s’écrit dans une
carte demi-espace v, sous la forme ®;. On note o I'action correspondante :

a(h) = ®*proj(h) = @ 'proj(h)® VheG

Considérons un élément involutif o de GG dont I’action projective envoie z,, =
(0,...,0,1)sur zp = (0,...,—1). Onnote yoo = P! (z4) et yo = (). La
carte 1, évite le point y,,. L’application ¢, o a(c) est une carte demi-espace
qui évite cette fois y5. On a maintenant

D 5 1yo) = (Usproj (o))" o @f 0 (o) (3)

Autrement dit, par un changement de carte naturel au but et & la source, ®
s’écrit encore sous la forme ®; au voisinage de y.. Mieux, le changement de
coordonnées qui permet de passer d’une carte a 'autre s’écrit (voir la figure
9):

oe(o)y ' = @7 proj (o) By

donc ne dépend pas de la carte 1,. On vient de démontrer le lemme suivant.

LEMME 4 — 5@ @ s’écrit en carte sous la forme ®y, la donnée de f détermine
® a conjugaison pres.

En particulier, au vu du lemme 2, si ®; et ®5 sont des compactifications
%" qui s’écrivent dans des cartes vy, ¢ sous la forme @y, ®,, elles sont
€* conjuguées si et seulement si f, ' o f) est un diffecomorphisme €% de R*
(c’est-a-dire que sa dérivée est non nulle en 0).

3.3 CLASSIFICATION ANALYTIQUE

THEOREME B — Pour tout entier p > 0, il existe une compactification
analytique de isom qui s’écrit dans une carte demi-espace sous la forme @ p.
Elle est unique a conjugaison pres.

Pour toute compactification analytique ® de isom, il existe un entier p > 0
tel que dans une carte demi-espace ® s’écrit sous la forme .

Enfin deur nombres py # po définissent des compactifications qui ne sont
pas €1 -conjuguées.
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Dy
proj O @ Y v

Vs D

FIGURE 9 - Description d’une compactification par deuz cartes demi-espace

Ainsi, on a une classification compléte des compactifications analytiques
de isom, qui sont en bijection avec les entiers strictement positifs. Par cons-
truction, p = 1 donne la compactification projective et p = 2 la compactifi-
cation conforme.

La figure 10 illustre les géodésiques et les horosphéres des différentes com-
pactifications analytiques. Pour p = 1, c’est-a-dire dans le modéle de Klein,
les géodésiques sont des paraboles et les horosphéres sont tangentes au bord
a l'ordre 2. Pour p = 2, c’est-a-dire dans le modéle de Poincaré, les géodé-
siques sont les cercles orthogonaux au bord et les horosphéres les sphéres
(euclidiennes) tangentes au bord. Quand p est plus grand, les géodésiques
« s’aplatissent » (dans le modéle demi-espace, vers la droite {y = 1} et les
droites verticales). Les horosphéres, elles, deviennent singuliéres au point de
contact avec le bord.

En dimension 2, le théoréme B découle directement des travaux de Schnei-
der [51] et Stowe [58], exposés par Mitsumatsu [44]. Nous allons le démontrer
pour n = 3.

Remarquons qu’il découle de cette classification que deux compactifica-
tions analytiques qui sont 4’'-conjuguées sont nécessairement analytiquement
conjuguées. En fait, il suffit méme qu’elles soient Holder-(1 — &) conjuguées
pour tous les € > 0 (par exemple Lipschitz-conjuguées suffit).

On peut aussi voir la classification ainsi : les compactifications analytiques
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FIGURE 10 — Géodésiques et horosphéres des différentes compactifications
analytiques

de isom sont obtenues & partir de la boule de Klein

{(xla"'7xn7y) eRnJrl;y: 1azx12 < 1}

par une projection verticale sur une hypersurface de R"*! d’équation

y=1-3

composée avec une projection stéréographique sur

{(xl,---,xn,y) GR"H;@/ZO,ZIE? < 1}

i=1

Dans le cas ol p = 2 on retrouve bien la compactification conforme. Quand
p tend vers l'infini, I’hypersurface sur laquelle on projette se rapproche d’'un
cylindre, ses parois deviennent verticales, ce qui explique les formes observées
dans la figure 10.

3.4 CLASSIFICATION DIFFERENTIABLE

THEOREME C — Soit k un entier strictement positif ou co. On suppose
que n > 3. Soit f : RT —— R* un homéomorphisme qui est & la fois €* sur
RT et un €*-difféeomorphisme de R**.

Il existe une compactification €% de isom qui s’écrit en carte demi-espace
sous la forme @y si et seulement si

f/f admet un prolongement €* au voisinage de 0. (4)
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Toute compactification €* de isom s’écrit en carte demi-espace sous la
forme ®; pour une certaine fonction f vérifiant (4).

Deuz compactifications qui s’écrivent en carte sous la forme @5 et Oy,
sont €*-conjuguées si et seulement si f; ' o fo est un €F-difféomorphisme au
voisinage de 0.

Enfin, la condition (4) est nécessairement vérifice si f est €**! et n’est
pas plate (c’est-a-dire si son développement de Taylor en 0 est non nul).

Remarquons que si f est plate, (4) peut étre vérifiée ou pas. Il suffit pour
cela de considérer les exemples z — exp(—z~2) et o — exp(—z~2), prolongé
¢ par 0 sur R™.

Ces résultats de classification appellent naturellement de nouvelles ques-
tions.

Question 2 — Quelles sont les compactifications différentiables des espace
hyperboliques complexes, quaternioniques et du plan hyperbolique octonio-
nique ¢

L’espace hyperbolique complexe sera présenté dans la deuxiéme partie.
Comme il n’est pas de courbure sectionnelle constante, on peut imaginer qu’il
admette moins de compactifications que 1’espace hyperbolique réel. Peut-étre
méme n’en admet-il qu’'une seule.

3.5 DEMONSTRATION DE LA CLASSIFICATION

La démonstration des théorémes B et C se déroule de la fagcon suivante.

On commence par montrer le lemme central : toute compactification dans
laquelle les géodésiques sont des sous variétés ¢’ transverses au bord s’écrit
sous la forme ®; pour une certaine fonction f de classe €. Quelques chan-
gements de coordonnées suffisent.

Dans la section suivante, on montre que pour n > 3, les géodésiques sont
des sous-variétés €* transverses au bord dans toute compactification €. 1l
s’agit essentiellement d’appliquer le théoréme d’inversion locale.

Ensuite, on finit la démonstration du théoréme B. La derniére assertion
du théoréme B découle des lemmes 4 et 2. on remarque ensuite que si £k = w,
la fonction f peut étre supposée de la forme y — yP ou p est 'ordre du
premier terme non nul dans le développement de Taylor de f en 0 puis on
montre que chacune de ces fonctions produit bien une compactification par
un lemme de « dépliage analytique ».

Enfin, on termine la démonstration du théoréme C. On montre pour cela
que la condition (4) est nécessaire et suffisante pour obtenir une compacti-
fication %" ; il s’agit d'un calcul en cartes & partir des champs de vecteurs
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qui définissent 'action projective. La caractérisation de la conjugaison est
encore une conséquence des lemmes 4 et 2. On conclut en démontrant que la
condition (4) est vérifiée pour les fonctions non plates.

Lemme central

Dans cette section, k est un entier strictement positif, co ou w et n > 2.
On appelle géodésique d’'une compactification ® ’adhérence de I'image
réciproque par ¢ d’une géodésique du demi-plan de Klein.

LEMME 5 — Soit ® une compactification €* de isom. Si les géodésiques de
O sont des sous-variétés €* transverses au bord, alors il existe une appli-
cation f : Rt — RT de classe €%, qui est un homéomorphisme de Rt et
un difféomorphisme de R, telle qu’en carte demi-espace ® s’écrive sous la
forme ®;.

DEMONSTRATION : rappelons que par définition, ® est un homéomorphisme
de la boule fermée et un difféomorphisme de la boule ouverte et que ®*proj,
est une action €* sur la boule fermée.

Pour simplifier les notations, on note co = x., le point du bord de la
boule fermée qui est envoyé & l'infini lors du passage au demi-espace de Klein
et 0 = x( lorigine du demi-espace. Quitte a effectuer un changement de
coordonnées 4 la source de ®, on peut supposer (0) = 0 et $(0c0) = co. On
choisi une carte demi-espace qui évite {oo} arbitraire a la source et la carte
1 au but pour considérer ® comme une application de R"" dans lui méme.

Soit (X3,...,X,_1) une base de la sous-algébre g de g constituée des
éléments paraboliques qui fixent co. Dans le demi-espace de Klein, leur action
s’écrit projy, = 0/0r;. Comme les X; commutent deux & deux, il en est de
méme pour les champs de vecteurs ®*(projy,) définis sur I'intérieur. Par
continuité du crochet, les prolongements différentiables de ces champs de
vecteurs au bord du demi-espace commutent encore.

Quitte & effectuer un changement de coordonnées 6" a la source on peut

donc supposer
L[ 0 0

Remarquons que dans le demi-espace de Klein, les droites verticales sont
des géodésiques et les plans horizontaux (orbites de 'action de g*°) sont les
horosphéres basées en oo.

Soit L I'image réciproque par ¢ de I'axe des y du demi-plan de Klein. Par
définition c’est une géodésique, donc L est une sous-variété ¢’* transverse au
bord. De plus L rencontre chaque hyperplan horizontal une et une seule fois,
transversalement (ces plans sont les horosphéres basées en oo). Il existe donc
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des applications fi,..., f,—1 : Rt — R de classe € telles que

L={(fi)..- far(v),y);y €R'}

Quitte & effectuer un changement de coordonnées (toujours a la source)

('rlv <o 7xn717y> — (xl - f1<y)> sy Tp—1 — fnfl(y%y)

on peut supposer que L est ’axe des y.
Il existe donc un homéomorphisme f : Rt — R™ tel que

®(0,...,0,) =(0,...,0, f(y))

et comme le dernier changement de coordonnées conserve la propriété (5),
on a

<I>(:C1, e ,l’nfluy) = (xh cee 7xn717f(y>>

On voit alors que f est un €% difféomorphisme de R** car par hypothése, ®
est un diffefomorphisme du demi-plan ouvert.

Il reste & montrer que f est une application de classe €% en 0. Or on sait
que dans le demi-plan de Klein, pour chaque direction transverse au bord il
existe une géodésique qui lui est tangente. Il existe donc une géodésique du
demi-plan de Klein qui s’écrit prés de 0 sous la forme:

{(z,ko(x), ... kn_1(x), kn(x)); 2 € [0,€[} (6)

otl les k; sont des applications de classe €. Soit L’ I'image réciproque par
® de cette géodésique. Par hypothése, L' est une sous-variété transverse au
bord, donc il existe des applications 1, ...,l,_1 : Rt — R de classe € telles
que L’ s’écrive au voisinage de 0 sous la forme

{(ll(y)v AR ln—l(y)v y) RS [O’ 5/[}

Alors on a ®(L) = {({1(y), ..., la_1(y), f(y));y € [0,€'[} et, en comparant &
(6), f =k, oly. Ainsi f est bien de classe €*. ]

Transversalité des géodésiques
Dans cette section, k est encore quelconque : entier strictement positif, co
ou w.

LEMME 6 — Soit ® une compactification €* de isom. Sin > 3, les géodé-
siques de ® sont des sous-variétés de classe €* transverses au bord.
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DEMONSTRATION : supposons d’abord n impair. Alors une géodésique est
I’ensemble des points fixes d’une symétrie s € G Les valeurs propres de son
action ®*(proj(s)) en un point de la géodésique sont 1 (avec multiplicité
1) et —1 (avec multiplicité n — 1). Par continuité (I'action de G est par
hypothése au moins €!), ses valeurs propres a 'extrémité de la géodésique
sont les mémes. Donc & cette extrémité une unique direction, nécessairement
transverse au bord, est fixée par s. Le théoréme d’inversion locale permet
alors de conclure que la géodésique est une sous-variété €% transverse au
bord.

Maintenant si n est pair (et difféerent de 2), la symétrie par rapport 4 une
géodésique est de déterminant —1 donc n’est pas dans GG. Mais une géodésique
v est alors I’ensemble des points fixés simultanément par deux symétries par
rapport a deux plans hyperboliques la contenant. On peut de plus choisir
ces plans orthogonaux, de sorte que les deux symétries engendrent le groupe
(Z.)27.)2.

En considérant les différentielles de ses symétries au point 7(f) pour
t € RU {oo}, on obtient une famille continue de représentations (Z/27Z)?,
constante (& conjugaison prés) pour ¢ < oo. L’espace des représentations
d’un groupe fini est discret, la représentation au point du bord 7(oo) est
donc conjuguée a la représentation au point y(0). En particulier, il existe
une unique direction, nécessairement transverse au bord, associée a la va-
leur propre 1 pour chacune des deux symétries. Comme ~ est définie comme
I’ensemble de leurs points fixes communs, on peut a nouveau déduire du
théoréme d’inversion locale que c’est une sous-variété transverse au bord. m

Démonstration du théoréme B

On suppose ici que k = w, et on considére une compactification analytique
® de isom. D’aprés ce qui précéde, il existe une application analytique f :
Rt — R*, qui est également un homéomorphisme et telle que dans une carte
demi-espace ® s’écrive sous la forme ®;.

On veut montrer que quitte a effectuer un nouveau changement de co-
ordonnées, on peut se ramener au cas ou f(y) = y” avec p entier naturel.
Cherchons ce changement de variable sous la forme

1
q);plq) = (Ilu Ce 7.Tn,17y) — ('Tlu Ce ,.Tn,hf(y)p)

Si on prend pour p la valuation du développement de Taylor de f en 0, on
obtient f(y)% = y(g(y))% ou ¢ est une fonction analytique avec g(0) # 0,
donc @;,,1 o ®; est bien un diffétomorphisme analytique du demi-plan fermé,
qui conjugue par construction ® et .
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Le calcul de @' o ®,, montre immédiatement que deux entiers différents
donnent naissance 4 deux compactifications non 6*-conjuguées.
Pour conclure, on utilise le lemme de dépliage suivant.

LEMME 7 (DEPLIAGE ANALYTIQUE) — Soit V' un champ de vecteur ana-
lytique tangent au bord sur le demi-plan fermé. Alors pour tout entier p, le
tiré en arriere par ®,» de la restriction de V' au demi-plan ouvert se prolonge
analytiquement au demi-plan fermé.

DEMONSTRATION : comme V est analytique on peut 1’écrire

V= ZZAsz Yy —+ZBabSL’ (U 8

=1 a,b

ol on effectue les sommes sur tous les entiers naturels b et tous les n-uplets
d’entiers naturels a; x* désigne x{*z5* ... x%".

n
Un calcul direct montre que

ZZA »T ypb——i-ZB plyPl T paa

=1 a,b Y

donc @,,*(V') se prolonge analytiquement au bord si B,y = 0 pour tout a,
c’est-a-dire si V' est tangent au bord. ]

LEMME 8 — soit p un entier strictement positif. Alors Uapplication ®,» est
une compactification de isom.

DEMONSTRATION : d’aprés le lemme 7, le tiré en arriére par ®,» de ’action
projective de I'algébre de Lie de GG en donne bien une action analytique sur la
boule fermée (union de deux cartes demi-espace). Par compacité, cette action
est compléete donc induit une action o du revétement universel G de G. Soit
g € G un élément qui se projette sur I’élément neutre de G. Alors «(g) agit
trivialement sur la boule ouverte donc par continuité, agit trivialement sur la
boule fermée. Ainsi I’action de G passe au quotient en une action analytique
de G, qui est nécessairement ®,,*proj. ]

Démonstration du théoréme C

LEMME 9 — En toute dimensionn > 2, pour tout k entier strictement positif
ou +00, pour tout homéomorphisme f : Rt —— RT qui est a la fois €% sur
R* et un €*-difféomorphisme de R™, ®; se prolonge en une compactification
€* de isom si et seulement si f/f' est €% au voisinage de 0.
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DEMONSTRATION : comme dans le cas analytique, ®; est une compacti-
fication €% de isom si et seulement si pour tout V € g le tiré en arriére
®%(projy ) se prolonge €* au bord de la boule fermée.

Il suffit de vérifier cette condition pour une base de g.

Soit H un élément hyperbolique de g qui préserve l'axe des y, (X;)1<i<n—1
une base de I'espace vectoriel des éléments paraboliques de g fixant le point
a l'infini du demi-espace de Klein, (Y;)1<i<,—1 une base de I'espace vectoriel
des éléments paraboliques de g fixant 0 (ot on choisit les Y; unitaires), et
(Rj)lgjg(n_l)(n_g) /2 une base de 'espace vectoriel des éléments elliptiques de
g fixant ’axe des y.

La réunion de ces familles forme une base de g, et il nous suffit maintenant
de calculer les tirés en arriére de leur actions.

Les projy, et les proj R, sont identiques & leurs tirés en arriére par @y,
donc se prolongent €* au bord.

Les Y; sont conjugués les uns aux autres par des combinaisons linéaires
des R;, donc il suffit d’en étudier un.

Comme on dispose de formule explicites pour le demi-espace de Klein, on
peut facilement exprimer H = ®%(projy) et Y1 = ®%(projy,) en fonction de
I’application f:

n—1 a a
PrOJH($1,---7$n—1,y) = szif+4y—

i=1 ax’ ay
n—1 a
prOjY1<x17"'7xn717y> = (y—l’%—l—Z:L’?) 8—1»1
=2
n—1
0 0
—2x T Axqy—
1 Zz; o 1y8y

n—1
~ 0 0
H('xlw . wxnfluy) = E QZCZ ] +4f(y) a
i=1

n—1
=~ 0
Yi(ze, o 2no1,y) = <f(y)—$%+ E 373) o

et on constate que H et 171 se prolongent €* au bord si et seulement
si f/f' est €% au voisinage de 0. Notons qu’en dehors de 0 il n’y a pas de
probléme puisque f y est un difféfomorphisme. [ ]
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Il ne nous reste plus qu’a démontrer le résultat suivant.

LEMME 10 — Soit f : RT — R™ une application qui envoie 0 sur 0, admet
un prolongement €+ au voisinage de 0 et dont la dérivée ne s’annule pas
sur RY*. Si de plus f n’est pas plate en 0, alors f/f" admet un prolongement
€* au voisinage de 0.

DEMONSTRATION : par hypothése la valuation du développement de Taylor
de f en 0 est finie, notons la p:

f(x) = aa? 4 - -+ o(z* ")

et
f(x) = pax?™ + -+ o(z")

donc f/f" ~ x/p se prolonge continiiment en 0.
Par récurrence on montre que la dérivée n-iéme de f/f’ s’écrit

d (i ): fn
dan \ f' (f/)n+1

ou f, est définie par la relation

fovr=fof = (n+ D) fuf”

La fonction f,, admet un développement limité & I'ordre £ — n dont on note
a,x"" le terme de plus bas degré. Alors la dérivée n-iéme de f/f’ admet un
développement limité en 0 car le terme de plus bas degré putatif s’écrit

an71<vn71 - n(p - 1))xun,1—n(p—1)—1
(ap)™

et est bien un monéme de degré positif sauf quand v,,_; —n(p—1) = 0, auquel
cas ce terme s’annule. Les dérivées de f/f" admettent donc des limites en 0
et cette fonction admet un prolongement 4 au voisinage de 0. [ ]






Chapitre III

Actions algébriques de SL(2; R)
sur les surfaces

— You know, I don’t think math is a science, I think it’s a
religion.

— A religion?

— Yeah. All these equations are like miracles. You take two
numbers and when you add them, they magically become
one new number! No one can say how it happens. You either
believe it or you don’t. This whole book is full of things that
have to be accepted on faith! It’s a religion!

— And in the public schools no less. Call a lawyer.

— As a math atheist, I should be excused from this.

Bill Watterson,
Calvin and Hobbes

Le contenu de ce chapitre est essentiellement une traduction de I’article
[31].

1 Introduction

1.1 MOTIVATION

Parmi les compactifications de I’espace hyperbolique réel, que nous venons
de classifier, deux sont apparues naturelles: la compactification conforme et
la compactification projective. On peut se demander si elles possédent une
propriété particuliére qui les distingue des autres compactifications.
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Comme leurs noms l'indiquent, elles portent chacune une structure géo-
métrique, préservée par 'action de SOg(1, 7). On peut se demander si ce sont
les seules.

Question 3 — Les compactifications projective et conforme sont elles les
seules a porter une structure géométrique invariante ¢

A « structure géométrique », on peut par exemple donner le sens de
Cartan.

Dans ce chapitre nous nous intéressons & une autre particularité de ces
deux compactifications en montrant qu’elle sont les seules & étre algébriques.

1.2 RESULTATS

Notre but principal est de démontrer le résultat suivant.

THEOREME D — Parmi toutes les compactifications €' de isom, seules
proj et conf sont algébriques. De plus, elles sont analytiquement algébriques.

Rappelons que dans la section 2.1 du chapitre I, on a dit qu’une action
¢* d’un groupe algébrique réel G (en particulier une compactification de
isom) est (€*-)algébrique si elle se plonge de fagon €* et équivariante dans
une représentation projective de (. Le corps de base sera R dans tout le
chapitre.

Commencons par remarquer qu’il suffit d’étudier la dimension 2. Consi-
dérons pour cela une compactification algébrique €*, notée o, de SOy(1, n).
C’est une action de SOy(1,n) sur la boule fermée B" telle que ’action sur
I’intérieur soit conjuguée a isom, et qui se plonge de facon équivariante dans
I'espace P(V') d’une représentation linéaire de SOg(1,n). Si on restreint « &
I’adhérence d’un plan hyperbolique totalement géodésique et au sous-groupe
(isomorphe a SOg(1,2)) des éléments de SOq(1,n) qui préservent ce plan,
on obtient une compactification algébrique de méme régularité de isom? (ac-
tion par isométries de SOg(1,2) sur RH?). En effet d’aprés la classification
obtenue dans le chapitre précédent, 'adhérence d’un plan hyperbolique tota-
lement géodésique est toujours une sous-variété transverse au bord et ’action
sur cette adhérence détermine, & conjugaison prés, I’action sur toute la boule
fermeée.

Par ailleurs, rappelons que SOq(1, 2) est isomorphe & PSL(2; R). Le théo-
réme D découle des résultats de la section 3.2. Au passage, on donne plus
généralement la classification de toutes les actions algébriques de SL(2;R)
sur des surfaces.



2. Topologie des orbites algébriques de petite dimension 39

THEOREME E — Les actions algébriques différentiables de SL(2; R) sur les
surfaces fermées sont exactement :
- laction projective sur RP? ;
- laction conforme sur S?;
~ Paction projective produit sur RP' x RP?! ;
— une action sur le plan projectif ayant une orbite dense;
— une famille dénombrable d’actions sur la bouteille de Klein ;
— une famille dénombrable d’actions sur le tore, comportant deux orbites
cylindriques ouvertes et deux orbites circulaires;
— une famille dénombrable d’actions sur le tore, comportant quatre orbites
cylindriques ouvertes et quatre orbites circulaires ;
— une action sur le tore S* x RP*, produit de l’action triviale sur le cercle
par l’action projective sur RP!.
De plus, toute action algébrique de SL(2; R) sur une surface non compacte
ou avec bord est une sous-action (une union d’orbites) d’une des actions
précédentes.

1.3 ORGANISATION DE LA DEMONSTRATION

On commence dans la section 2 en étudiant directement les orbites des
représentations projectives de SL(2;R). On détermine lesquelles sont de di-
mension 1 ou 2 (ce qu’on appellera « petite dimension ») et on décrit leur
topologie. Ensuite, dans la section 2.5, on détermine la topologie de leur
adhérence. Enfin, dans la section 3 on étudie comment elles se collent les
unes aux autres et avec quelle régularité.

2 Topologie des orbites algébriques de petite
dimension

Dans cette section on décrit toutes les orbites de dimension au plus 2 dans
les représentations projectives de SL(2;R). On commence par étudier le cas
des projectivés de représentations linéaires irréductibles, puis on introduit
des notations pratiques pour étudier le cas général.

2.1 REPRESENTATIONS LINEAIRES IRREDUCTIBLES DE SL(2;R)

Pour tout entier naturel n, soit R,,[X, Y] 'espace vectoriel des polyndémes
réels homogénes de degré n en les indéterminées X et Y. On définit une
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représentation linéaire de dimension n + 1 de SL(2; R)par:

D (‘;’ Z) P(X,Y) = P(aX + cY,bX +dY).

On note p,, action sur P(R,,[X,Y]) induite par p,.

THEOREME 1 — Les représentations linéaires irréductibles de SL(2;R) sont
exactement les p,. De plus toute représentation projective de SL(2;R) vient
d’une représentation linéaire.

Remarquons que comme SL(2; R) est un groupe de Lie simple, ses repré-
sentations linéaires sont totalement décomposables, donc ce théoréme clas-
sique permet d’en décrire toutes les représentations projectives.

Disons juste quelques mots de la démonstration. La classification des re-
présentations de I'algébre de Lie s(2; R) est trés classique (on peut la déduire
de la classification des représentations de s[(2; C), voir par exemple [53]). Il
apparait que ce sont exactement les représentations induites par les représen-
tations linéaires p,,. Considérons une représentation projective p de SL(2; R).
Elle se reléve en une représentation linéaire p du revétement double connexe
de SL(2;R), noté G?. Cette représentation linéaire est entiérement détermi-
née par la représentation de ’algébre de Lie s[(2; R) qu’elle induit, car G2 est
connexe. Mais toute représentation de s[(2;R) s’étend en une représentation
linéaire de SL(2;R), donc p est nécessairement la composée de la projection
G2 — SL(2;R) et d’une représentation linéaire de SL(2;R). Notre représen-
tation projective initiale est donc la projectivée d’une représentation linéaire,
comme annonce.

En général, on dira que p,, est irréductible pour dire qu’elle descend d’une
représentation linéaire irréductible.

2.2 ORBITES DANS LES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES

Description de pgy, p1 et po

La représentation irréductible de dimension 1, py, est la représentation
triviale sur Ro[X, Y] = R donc p, agit sur un seul point.

Le projectivé p; de la représentation irréductible de dimension 2 est I’ac-
tion naturelle de SL(2;R) sur la droite projective réelle, donc a une seule
orbite, circulaire.

La premiére action non transitive apparait a la dimension suivante: po
correspond a I’action naturelle de PSL(2; R) = SO(1, 2) sur I’espace de Min-
kowski de dimension 3. On l’identifie de la facon suivante: un polyndéme
homogéne de degré 2 s’écrit P = aX? + XY + ~Y?, et son discriminant
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A(P) = 3* — 4ary donne une forme lorentzienne sur Ry[X, Y] ~ R? qui est
préservée par l'action linéaire py. L’action p, sur le plan projectif a donc
trois orbites: un disque, un cercle et un ruban de Mobius, correspondant
respectivement aux polynémes de discriminant négatif, nul et positif.

En notant [P(X,Y)] I’élément du plan projectif engendré par un poly-
noéme P, on remarque que pour P de discriminant négatif on peut écrire
[P(X,Y)] = [(:X +Y)ZX +Y)] ou 2z est un nombre complexe de partie
imaginaire strictement positive. De plus, z est entiérement déterminé par P.
On a en fait construit ainsi un difféomorphisme équivariant du demi-plan de
Poincaré Ct = {2z € C;Imz > 0} dans l'orbite disque. Il est important de
noter que ce diffeomorphisme ne se prolongera pas au bord, puisque ’action
de SL(2;R) sur I'adhérence de 'orbite disque est naturellement conjuguée
a ’action projective. Cette écriture est toutefois pratique puisque 1’équiva-
riance s’écrit :

P2 <‘C’ Z)-[(zX—irY)(EXJrY)]: [(ZjiZXjLY) <Z§IZX Y)]

De la méme facon, lorbite circulaire est paramétrée par RP! vu comme le
bord de C*. En effet, elle est formé des éléments [(tX + Y)?], ol ¢ appartient
a RU {oo} (avec la convention [(coX + Y)?] = [X?]), et 'action de SL(2;R)
dans ce paramétrage est exactement I’action naturelle sur RP' (c’est-a-dire
p1)-

Enfin, l'orbite Mé6bius est paramétrée par les paires (sans ordre) {ti,s}
d’éléments distincts de RP?.

Généralisation a p,,

Soit n un entier naturel. Un élément de P(R,[X,Y]) se factorise sous la
forme:

k l
[Htxw (X + V)% (zX +Y)% (1)
i=1 j=1

ot les #; sont des éléments deux & deux distincts de RP', les z; sont des
éléments deux & deux distincts de CT et > a; +2) 5; = n.

Comme précédemment, 1'action de SL(2;R) sur cette écriture est natu-
relle: p,(A) agit sur 1’élément décrit par (1) en remplagant ¢; par A-t; et z;
par A-z; avec ’action usuelle:

a b b= atl+b
c d L Cti—i‘d

a b\ - _ azj +b
c d I CZj"‘d.
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Avec ces notations, on peut déterminer facilement les éléments dont 1’or-
bite est de petite dimension.

LEMME 2 — L’orbite d’un élément x écrit sous la forme (1) est de dimension
min(k + 21, 3).

DEMONSTRATION : on considére les différents cas. On considére les actions
de SL(2;R) sur P(R,[X,Y]) et sur le demi-plan fermé C.

Sil=1etk=1,onpeut écrire z = [(tX +Y)*(2X + Y)?’(ZX +Y)"] et
le stabilisateur de = est ’ensemble des éléments de SL(2;R) fixant le point
2z de C* et le point ¢ du bord, donc est réduit a I'identité. L’orbite de z est
donc de la méme dimension que SL(2;R), c’est-a-dire 3.

Sil>1et k> 1, on obtient la méme conclusion.

Si | > 2 ou respectivement k > 3, un élément du stabilisateur de =z
stabilise une paire de points donnés de C' ou respectivement trois points
donnés du bord, donc est discret et on en tire la méme conclusion.

Sil =0et k=1, le stabilisateur de = est I’ensemble des éléments de
SL(2;R) qui fixent un point donné du bord, donc est de dimension 2 et
I’orbite de x est de dimension 1.

Sil=0et k=2 (ourespectivement [ = 1 et k = 0), le stabilisateur de x
est ’ensemble des éléments de SL(2; R) qui fixent une paire de points donnés
du bord de C* (ou respectivement un point de C"), donc est de dimension
1 et 'orbite de = est de dimension 2. [

On distingue donc trois types d’orbites de petite dimension: elliptique
(l=1et k=0), parabolique (I = 0 et k = 1) et hyperbolique (I = 0 et k = 2).
En utilisant I’écriture (1) il est facile de déterminer la topologie des orbites
de petite dimension de p,.
PROPOSITION 3 — Pour tout entier n > 0, les orbites de dimension au plus
2 de p, sont les suivantes (on utilise la notation (1)) :
(i) (1 =0 et k =1) une orbite parabolique

{[tX +Y)"];t € RP'}

(ii) 1 =0, k=2 et oy = ay) sin est pair, une orbite hyperbolique ayant
la topologie du ruban de Mobius

{lthX + V)2 (X +Y)3]ts # £ € RP}

1l n’y a pas de telle orbite si n est impair;
(i) 1 =0, k =2 et a1 # ay) des orbites hyperboliques ayant la topologie
d’un cylindre (il y en a (n —1)/2 sin est impair, (n — 2)/2 sinon) :

{{thX +Y)" (X +Y)) 1y £t € RP'
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(i) (1 =1 etk =0) sin est pair, une orbite elliptique qui a la topologie
d’un disque
{{eX+Y):(ZX +Y)2];z2 € C"}

1l n’y a pas de telle orbite si n est impair.

2.3 NOTATIONS POUR LE CAS REDUCTIBLE

On va maintenant traiter le cas des représentations réductibles. Pour cela,
quelques notations sont nécessaires. Considérons une représentation linéaire
p de SL(2;R), notons V' l'espace de cette représentation et p, agissant sur
P(V'), son projectivé.

Comme SL(2;R) est un groupe de Lie simple, p se décompose sous la
forme

P = Pny D Pny @---ﬁnp

ot les n; sont des entiers naturels. On peut également écrire
V=R, [X,)Y]OR,[X,)Y]® - ®OR,, [X,Y].

Quitte & permuter les n;, on suppose n; = ny = - -+ = ny,.

Comme on aura besoin de considérer I’ensemble des copies d’une repré-
sentation irréductible donnée, on définit I} = [[iy,is — 1], Iy = [is, i3 — 1],
ooy I = lip,ipy1 — 1] (o0t i3 = 1 et 4,417 — 1 = p) les intervalles d’entiers tels
que:

z’Ll:...:ni2_1j>ni2:...:ni3_11>...>n”:...:np.
TV TV %ﬁ
I I I

On dit que I, est pair (respectivement impair) si n;, est lui-méme pair
(respectivement impair).
On écrit un élément x de P(V') sous la forme factorisée suivante :

kq Iq o v
v=|u [JEX + V) [[(ZX + V)% (X + )" (2)

=1 i=1 1<q<p

ot les u, sont des nombres réels et pour tout ¢: >, af +23, 5] = ng.

On appelle élément projectif associé au point = 'élément [uq, ..., u,| de
RP?~!. On appelle support de = (ou de 1’élément projectif associé) et on note
I(z) 'ensemble des intervalles I; dont au moins un indice ¢ vérifie u; # 0.
Par « q est dans le support de x », on entendra « ¢ est dans un intervalle du
support de . »
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On dit d’un support qu’il est pair (respectivement impair) si tous les
intervalles qu’il contient sont pairs (respectivement impairs). On dit d’un
support qu’il n’a pas de parité s’il n’est ni pair ni impair.

On note I (z) (respectivement /_(z)) 'intervalle du support de x qui est
associé aux représentations irréductibles de plus grande (respectivement plus
petite) dimension, c’est-a-dire aux indices les plus petits (respectivement les
plus grands). On note ¢, (z) (respectivement ¢_(x)) le plus petit (respecti-
vement le plus grand) indice ¢ tel que u, # 0. On a donc ¢, (x) € I (z) et
q-(x) € I_(x).

Quand il n’y a de risque de confusion, on écrit I, I_, ¢, et g_ pour I, (z),
I.(2), g-(x) et g_(x).

Enfin, on note k(z) (ou simplement k) le nombre de t; € RP' différents
qui apparaissent dans I’écriture (2) et [(z) (ou simplement [) le nombre de
z) € C* différents.

2.4 ORBITES DES REPRESENTATIONS REDUCTIBLES

Le lemme 2 se généralise facilement au cas réductible sous la forme sui-
vante.

LEMME 4 — Soit x un élément de P(V') dont l’orbite est de dimension au
plus 2. Alors k(x) +2l(z) < 2.

Notons qu’ici seule I'implication annoncée est vraie, comme nous le ver-
rons par la suite.

On utilise & nouveau les appellations elliptique, parabolique et hyperbo-
lique pour désigner les cas (k=0,1=1), (k=1,1=0) et (k=2,1=0).

LEMME 5 — L’orbite d’un élément elliptique est toujours homéomorphe a
un disque.

DEMONSTRATION : un élément elliptique s’écrit, comme £k =0et [ = 1:

x:PM%X+Yﬁﬂ%X+Yﬁl

1<gsp

et son support est nécessairement pair. Quitte a faire agir SL(2; R), on peut
supposer zg = 1.
Alors l’action de SL(2; R) sur x s’écrit

(Z Z) = [uq lci+d|™ (:X +Y) 7 (ZX + Y)%]

1<g<p

ot ai—l—b_ac—i—bd _ad — be ac + bd ) 1

. = +1 = +1
c+d ei+d?  le+d?  |ei4d |ci+d)
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ngy

donc on obtient en multipliant tous les termes par (Im z) =

(Z Z) x = [uq(Im z)nq+2_nq (2X + Y)%q (ZX + Y)%q

q

et on voit que 'orbite de = est paramétrée par z choisi dans le demi-plan de
Poincaré, elle est par conséquent homéomorphe & un disque. [

LEMME 6 — L’orbite d’un élément parabolique dont le support est réduit a
un €élément est homéomorphe & un cercle.

L’orbite d’un élément parabolique dont le support contient plusieurs €élé-
ments est homéomorphe a un cylindre

DEMONSTRATION : soit x un élément parabolique. Quitte a faire agir un
élément de SL(2;R), on peut supposer qu'il s’écrit

T = [uY™ ]q

a b
1= )
de SL(2;R) qui fixe = doit fixer 0 (dans son action sur RP') et donc vérifier
b=0etd=a"' De pluson a

0 —n n
(Z al) = [uqa Y q]q

Si le support de z est réduit & un seul intervalle [, la condition b = 0 est
suffisante pour que A fixe z et

(¢ 8)= L () ],

ot b/d € RP', donc I'orbite de x est un cercle. Notons que si d = 0, on a

(‘Z 8) @ = Ju X",

ce qui est cohérent avec la convention [coX + Y] = [X].
Si le support de = contient plusieurs intervalles, son stabilisateur est cons-
titué des matrices

Un élément

10
A=+ <C 1) € SL(2;R)
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et on voit déja que l'orbite de = est de dimension 2.
De plus

@ Z) @ = uy (bX +dY)™],

donc un point de l'orbite de = est déterminé par un couple (b,d) de réels
non tous deux nuls. Le cylindre R? \ {0} est naturellement homéomorphe
a l'orbite de z si son support n’a pas de parité, mais est naturellement un
revétement & deux feuillets de cette orbite dans le cas contraire, car alors

—a —b ao (@ b .
—c —d ~\c d) 7
Dans les deux cas, l'orbite de = est homéomorphe a un cylindre. ]

Enfin dans une orbite hyperbolique, en faisant agir SL(2; R) on peut trou-
ver un élément qui s’écrit sous la forme

xr = [quO‘qY”q*aq]q

On définit la fonction § qui & un élément ¢ du support de x associe d(q) =
200 — ny-
LEMME 7 — L’orbite de x est de dimension 2 si et seulement si la fonction
0 est constante. Dans ce cas, on note encore § sa valeur. Alors si 6 = 0
et oy, — aq est pair pour tous les indices q du support de x, cette orbite
est homéomorphe a un ruban de Mébius. Sinon, elle est homéomorphe & un

cylindre. Enfin, si 0 n’est pas constante, l’orbite de x est de dimension 3.

DEMONSTRATION : un élément du stabilisateur de x doit fixer, dans ’action
de SL(2;R) sur RP', 0 et co donc est diagonal. De plus

2o
donc le stabilisateur de z est:
— I’ensemble des matrices diagonales de SL(2;R) si ¢ est constante;
— trivial sinon.

On se place maintenant dans le premier cas, oul 'orbite de x est de dimension
2.
L’action d’un élément de SL(2;R) sur x s’écrit

b
(& 0) 0 = fuersdmen(tX + )X + ¥y
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ot t; = a/c et ty = b/d sont des éléments de RP'. En utilisant ad — bc = 1
et & = 2a, — n, et en multipliant chaque coordonnée par d’(cd) *+ on peut
encore écrire

b
<CCL d) r = [Uq(tl — tg)aq‘*iaq (th + Y)aq (tQX —+ Y)aqug]

en notant que si par exemple ¢; est infini, cette écriture reste cohérente quitte
a renormaliser sous la forme suivante.

(6 0) 0 = [rxestux + )]

Un point de l'orbite de = est donc déterminé par le choix de deux points
t; # t de RP'. Si § est nul et g, — oy pair pour tout g dans le support de =,
échanger t; et ¢, ne change pas le point de I'orbite considéré, celle-ci est donc
paramétrée par les paires {t1,t2} et est homéomorphe au ruban de Mobius.
Sinon, 'orbite est paramétrée par les couples (t1,t2) et est homéomorphe &
un cylindre. [

On sait d’ores et déja que les seules orbites de dimension 1 sont les cercles
paraboliques, il suffit de choisir un cercle de telles orbites pour construire un
tore sur lequel SL(2; R) agit trivialement sur un facteur et toute autre surface
ou SL(2;R) agit algébriquement doit contenir une orbite ouverte.

2.5 ADHERENCES DES ORBITES

On va maintenant étudier I’adhérence des orbites de dimension 2. Comme
précédemment, on étudie successivement les cas elliptiques, paraboliques et
hyperboliques.

LEMME 8 — Considérons l'orbite O de

7= [uy(iX +¥) ¥ (=X +¥) 7]
q

Son adhérence, homéomorphe a un disque fermé, est obtenue en y ajoutant

Porbite parabolique circulaire de [ugY ™ ]ger, (2)-

L’expression [u,Y ™41, (») Teprésente bien un élément de P(V/), dont tous
les termes d’indice ¢ ¢ I, (z) sont nuls.
DEMONSTRATION : rappelons que les éléments de l'orbite de x s’écrivent
sous la forme
,

ngy —n

[uq(lm DT (X 4+ V)T EX 1Y)

n,

w0l
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avec Im z > 0. Maintenant si on fait tendre z vers une limite finie ¢ € R, on
voit que 1’élément de I'orbite de x associé tend vers
n
[uq (tX + Y) q]qel+(x)
et si on fait tendre |z| vers +o00, en divisant tous les termes par |z|"+ on voit
que I’élément de ’orbite de x associé tend vers
(g X" ] ger, (a)

et 'adhérence de l'orbite de x dans P(V') est homéomorphe a ’adhérence du
disque de Poincaré dans C. [

Pour le cas parabolique, on ne considére que les orbites de dimension 2
puisque les orbites de dimension 1 sont déja fermées.

LEMME 9 — Soit O Uorbite parabolique d’un élément x = [u,Y ™, dont le
support contient au moins deuz €léments. Son adhérence O est obtenue en y
ajoutant les orbites paraboliques de [ugY " |4er, et [ugY ™) ger .

Si le support de x est pair ou impair et n,_ = 0, alors O est homéomorphe
a un disque fermé.

Si le support de x est pair ou impair et ng_ > 0, alors O est homéomorphe
a un cylindre fermé.

Si le support de x n'a pas de parité et n, =0, alors O est homéomorphe
au plan projectif.

Enfin, si le support de x n’a pas de parité et n,_ > 0, alors O est homéo-
morphe a la bouteille de Klein.

DEMONSTRATION : les éléments de O sont de la forme
mn. b nq
qu q gX + Y
q

(g™ an]q

ou, pour d = 0,

donc en faisant tendre (b, d) vers 0 ou vers l'infini, on voit que I’adhérence
de O est constituée des orbites de [u,Y "] er et [ugY " ]4er, .

Par ailleurs ces orbites sont paraboliques, celle de [u,Y™],c;, est toujours
circulaire tandis que celle de [u,Y™],c;  est circulaire si n, > 0 mais est
réduite & un point sinon.

Enfin, on a

—a —b n a b n
(_C —d) '[qu q]qeli = (C d) '[qu q]qeli
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b, d infinis

" ~~ b, dnuls

FIGURE 11 — Paramétrage d’une orbite parabolique ouverte

donc si le support de x est pair ou impair son orbite cylindrique se colle
une fois sur chacune des orbites circulaires de son adhérence, sinon elle 8’y
colle en faisant deux tours. On a représenté la situation sur la figure 11. Les
quatre parties sont distinctes si le support de x n’a pas de parité, sinon elles
sont, identifiées antipodalement. Elles se recollent de fagon naturelle le long
des cotés adjacents et antipodalement le long des arcs de cercle intérieurs et
extérieurs.

Le résultat annoncé en découle. [ ]

LEMME 10 — Soit O [orbite hyperbolique d’un élément

z = [u Xy o]

q

ol 6 = 2a, — ny est indépendant du choiz de q dans le support de x. L’adhé-
rence de O est obtenue en y ajoutant ’orbite parabolique circulaire de

o' = [ugY "] ger, -

St O est un ruban de Mobius, son adhérence est un ruban de Mobius
fermé. Sinon O est un cylindre et son adhérence est un tore.

DEMONSTRATION : un élément de O s’écrit
[uq(t1 — tg)aq+ ~%a (th —+ Y)aq (tQX + Y)aq_é}

ol t; # t, sont des éléments de RP!. Les points & ajouter pour obtenir
I’adhérence de O s’obtiennent en faisant tendre t; et 5 vers une méme limite ;
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dans le cas oul cette limite est infinie, on peut écrire les éléments de O sous

la forme

1 1 Yo+ % 1 aq 1 og—90

Ug | — — — X+ =Y X+ =Y

ta 1 t1 to
pour constater que le comportement est le méme : dans tous les cas, on obtient
un élément de 'orbite de [ugY"]4er, -

Si O est un ruban de Mobius, son adhérence est homéomorphe au quotient

du tore RP* x RP! par I'involution qui échange les deux facteurs, donc & un
ruban de Md&bius fermé.

Enfin si O est un cylindre, son adhérence est homéomorphe au tore RP! x
RP'. m

3 Recollements et régularité

Nous allons maintenant étudier comment les orbites de petite dimension
se recollent entre elles, et avec quelle régularité.

3.1 LEMME DE REGULARITE

Nous aurons besoin d’un résultat préliminaire pour détecter les singula-
rités.

Considérons une application P : R" — R™, ou m > n, dont les fonc-
tions coordonnées (P;)i<i<n sont des polynémes homogénes. On considére
un voisinage U de 0 dans I'image de P.

Une sous-famille (pi)lgigk, ol on a éventuellement permuté les indices
1 par rapport a la famille initiale des fonctions coordonnées de P et sup-
primé les polynémes constants, sera dite bonne génératrice si elle engendre
R[Py, ..., P,] et si

f}éR[ﬁl,...,ﬁj_l] et
Vi <k P; est de degré minimal parmi les P, (3)
avec cette propriété (1 <i < m)

(en particulier, P, est de degré strictement positif minimal et la famille est
minimale pour I'inclusion). Une famille qui vérifie la propriété 3 peut toujours
étre complétée en une famille bonne génératrice, on dira que c’est une bonne
famille libre.
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LEMME 11 (DE REGULARITE) — Sl eriste une bonne famille libre de car-
dinal strictement supérieur a n, alors U n’est pas une sous-variété lisse de
R™ de dimension n.

Par « lisse » on entend %°°.

DEMONSTRATION : on note (z1,...,z,) les coordonnées canoniques sur R”.

Considérons une bonne famille libre Py, . .., P, qu'on suppose génératrice
quitte & la compléter ; comme elle est minimale, aucun de ses éléments ne
s’exprime comme un polynéme en ses autres éléments.

Notons maintenant dy, ds, . .., d; la liste strictement croissante des degrés
des P; (i < k) et n; le nombre de P; de degré d; (j < ).

On note A; I'ensemble des indices ¢ tels que F; est de degré d;.

Si U est une sous-variété lisse de R™ de dimension n, elle est définie
localement autour de 0 par une équation h(yq,...,y,) = 0 on h : R™ —
R™=" est une application lisse de rang maximal et h(0) = 0. On va exhiber
une famille libre du noyau de dh(0) de cardinal k.

Considérons le développement de Taylor de h en 0 & un ordre arbitraire-
ment grand, composons-le avec P et extrayons le terme de plus bas degré,
c’est-a-dire de degré d; ; on obtient les équations:

> 0:hi(0)P(x) =0 Vj € [1,m—n] (4)

1€ Ay

ol 0; désigne la dérivation en la i-iéme variable, h; la j-iéme fonction coor-

donnée de h et © = (z1,...,2,). En identifiant un polyndme homogéne P; &
la liste (p;x) de ses coefficients, on peut récrire 4 sous une forme matricielle
(0:1;(0)) i (Pig)ig = 0 (5)

ou l'indice 7 parcours A;. Comme les f), de degré d; sont linéairement indé-
pendants, la matrice (p; ;) est de rang au moins n;. On a donc une famille
libre de rang n; dans le noyau de dh(0).

Considérons maintenant le terme de degré d; dans le développement de
Taylor de h o P. Les équations font cette fois intervenir des dérivées d’ordre
supérieur de h:

> oh(0)P(x)+ > 9ih(0)Piw) =0 (6)

1€A2 Z,deg(Pl')ZdQ

oll 7 désigne une famille d’indices (i1, ...,4p), 0; = (1/p!)0;, 0...00;, et P; est
le produit des P, pour ¢ parcourant i. Toutefois, les termes de cette somme
qui font intervenir des multi-indices s’écrivent comme des polynomes en les
éléements P; de degré d,. Eventuellement, certains des polynémes P; de degré
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dy aussi. Soit Fj(ds) I'espace vectoriel des polynémes homogénes de degré
ds qui s’écrivent comme des polynémes en les ]-:’Z de degré dy. Soit Fy(dy)
I’espace vectoriel engendré par les P, de degré d,. Par hypothése, E(ds) et
Es(dy) sont en somme directe et dim Fy(ds) = na.

On déduit donc de (6)

Z 9ih;(0)Fi(z) = 0 (7)

ou cette fois la somme est prise sur les P; de degré dy qui sont dans Fy(dy).
Comme précédemment, en écrivant (7) sous forme matricielle on obtient une
nouvelle famille de rang ny dans le noyau de dh(0).

De la méme facon on obtient pour chacun des degrés d; un systéme du
méme type, qui fournit une famille de rang au moins n; d’éléments du noyau.
Ces familles sont indépendantes puisqu’elles font intervenir des dérivées dif-
férentes des h;. Le rang de leur union est donc au moins égal & > n; = k.
Comme h est supposée de rang m — n, ceci impose k < n. [

3.2 RECOLLEMENT DES ORBITES ELLIPTIQUES

Considérons 'orbite O d’un élément elliptique (dont, rappelons-le, le sup-
port est nécessairement pair) supposé sans perdre de généralité de la forme

v = |u(iX+Y)? (=X +Y)?
q
LEMME 12 — 5% la condition
Ng, — 1N
2
est satisfaite, alors l'union de O, de ’orbite parabolique circulaire qui la borde
et de Uorbite O de I’élément hyperbolique

4 est pair pour tout q € 1(x) (8)

1 nq+47nq
<_Z) uX2Y'?

est une sous-variété analytique de P(V'), homéomorphe au plan projectif réel,
et l'action de SL(2;R) y est analytiquement conjuguée a po.

Alors en particulier I’action de SL(2;R) sur O est analytiquement conju-
guée a la compactification projective.

Si la condition (8) n’est pas vérifiée, notons 2k + 1 le plus petit nombre
impair parmi les (ng, —ng)/2. Alors O est €% conjuguée a la compactification
projective.

q
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DEMONSTRATION : supposons tout d’abord que la condition (8) est vérifiée.
Remarquons qu’alors la topologie annoncée est plausible puisque l'on est
exactement dans le cas ot O’ est un ruban de Mdbius.

On cherche une application ¢ qui conjugue ps a 'action de SL(2;R) au
moins sur O, on cherchera ensuite a la prolonger. Considérons la carte af-
fine {[aX?+0XY + (1 —a)Y?;a,b € R} de P(Ry[X,Y]): elle en contient
I'unique orbite elliptique. On peut choisir arbitrairement 'image d’un point
elliptique fixé. Choisissons par exemple ¢([X2+ Y?]) = z; cette condition et
I’équivariance imposent la valeur de ¢ sur ’adhérence de 1’orbite elliptique.
Un calcul direct montre que pour b*> — 4a(1 —a) < 0 on a

7’Lq+—n

o (0X 40XV (=) = g (a1 -0 =)

(X% +bXY + (1—a)Y?)?

q

Ainsi définie ¢ se prolonge naturellement & toute la carte affine, puis par
équivariance a tout P(R,[X,Y]). La condition (8) assure qu’elle est analy-
tique et les coefficients de plus haut degré qu’elle est partout de rang 2. C’est
donc un plongement analytique équivariant, on vérifie facilement que 'image
de l'orbite hyperbolique est O en faisant tendre b vers I'infini avec a fixé.
Dans le cas o (8) n’est pas vérifiée, la méme application ¢ réalise une
conjugaison, cette fois seulement €%, entre la compactification projective et
O, qui est alors une sous-variété €*. n

LEMME 13 — Sl existe un indice g2 dans le support de x tel que

Mg, — Mgy -1
2

alors l'union de O, de l’orbite parabolique circulaire de

Y = [ugY " ]ger, (@)

qui la borde et de l’orbite elliptique O’ de

ngy —nq

x/:[uq(—l) : <¢X+Y)”Z“(—¢X+Y>’éq]q

est une sous-variété analytique de P(V'), homéomorphe & une sphére, et l’ac-
tion de SL(2;R) y est analytiquement conjuguée G son action sur la sphére
de Riemann.
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DEMONSTRATION : & nouveau, on peut donner explicitement une conjugaison
1 naturelle entre I’action de SL(2;R) sur 'union de O et O’ et sur la sphére
de Riemann par:

CP' — P(V)
nq+ —nq

latib:1] — [uqb = ((a+ D)X + V)% ((a—ib)X + V)7

q
[1:0] — [ugX"ger, ()

Ainsi définie, ¢ est analytique, et les coefficients de 1[a +ib : 1] de plus petit
degré sont ug,, b et u,, n,, a donc 1 est partout de rang 2. |

LEMME 14 — Sl eziste des indices q pour lesquels (ng, —ng)/2 est impair
mais que le plus petit d’entre eux est au moins égal a 3, alors O n’est pas
une sous-variété (6 bord) lisse de P(V').

DEMONSTRATION : considérons I’application v définie dans la démonstra-
tion du lemme 13. Alors O est 'image par ¢ de I’adhérence du demi-plan
supérieur. Si O était une sous-variété lisse, il existerait une application lisse
h, de corang 2 et définissant un prolongement de O dans un voisinage de
1(0). Alors hot serait lisse et nulle dans un demi voisinage de 0, ce qui suffit
pour utiliser le lemme de régularité.

La coordonnée non constante de ¢ de plus bas degré est, & une constante
prés, a. La coordonnée de plus bas degré qui n’est pas un polyndéme en a
est, toujours & une constante prés, a® + b%. Mais la coordonnée de plus bas
degré qui n’est pas un polynome en a et a® + b est b***! ot 2k + 1 est le
plus petit entier impair parmi les (n,, — n,)/2. La famille (a, a® + b2, b**1)
est une bonne famille libre donc d’aprés le lemme de régularité O ne peut
pas étre une sous-variété de dimension 2 ne serait-ce que lisse de P(V). Sa
dimension topologique est 2, donc elle n’est pas lisse. [

D’ors et déja on voit que le théoréme D découle de la discussion page
38 et des lemmes 12, 13 et 14. En effet isom n’est conjugué qu’aux orbites
elliptiques. De plus on obtient le résultat suivant.

THEOREME 15 — En dimension 2, une réalisation algébrique lisse de proj
ou €' de conf est toujours analytique, mais il existe des réalisations €* non
¢*+1 de proj pour tout entier k.

3.3 RECOLLEMENT DES ORBITES PARABOLIQUES

On considére 'orbite O d’un élément parabolique x = [qu"‘l]q. On sup-
pose que cette orbite est de dimension 2, c’est-a-dire que le support de x
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contient plusieurs intervalles I, distincts. Comme on I’a vu dans le lemme 9,
I’adhérence de O s’écrit sous la forme

0:{@MMWL@X+YWﬂwdeRUim¢eRP}
avec les conventions habituelles. Par exemple

g =00) 77 (X 4 )] = [ (~1) 0 (XYY

Soit o4 un indice du support de x tel que ng,, < ng, et ng,, est maximal
avec cette propriété. De méme on note g, un indice du support de x tel que
Ng,_ > Ng_ €t ng, est minimal avec cette propriété. On dira que le support
de x est régulier si toutes les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) sin, =0alorsng, =1;
(i) on a ng, —MNg,, = MNg,_ — Ng_;

(711) pour tout indice ¢ du support de z, n,, —n, divise n, —n,_.

LEMME 16 — Si O est une sous-variété lisse de P(V'), alors le support de
est réqulier.

DEMONSTRATION : Commengons par supposer que n, = 0etn, > 1. Au
voisinage du point [u,Y"],c; correspondant aux parameétres t = 0 et d = 0,
O s’écrit comme I'image de

R? — O
(t,d) = [ugd™ "= (X +Y)"] .

Les coordonnées homogénes d"- et td"- forment une bonne famille libre
des coordonnées de cette application mais n’est pas génératrice puisqu’une
des coordonnées est proportionnelle & t2d"2-, il y a donc une bonne famille
libre comptant au moins 3 éléments et O n’est pas une sous-variété lisse de
P(V).

On suppose maintenant que O est une sous-variété lisse de P(V/), et donc
d’aprés ce qui précéde que la condition () est vérifiée.

Montrons que la condition (74i) est vérifiée. Pour cela il suffit de considérer
la méme application que précédemment : ¢, d"22- "9 est une bonne famille
libre donc doit étre génératrice, et comme on a des coordonnées proportion-
nelles & d"7 "~ pour tous les indices ¢ dans le support de x, nécessairement
Ng, — Mg divise ng —ng .

Maintenant en considérant le voisinage du point [usY™],c;, correspon-
dant aux paramétres d = +oo et ¢ = 0 et en utilisant un changement de
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coordonnées f = d~', on peut écrire localement O comme 1'image de ’appli-
cation

R*> — O
. f) — [ugfr+"(tX + Y)"q]q
et en considérant la famille ¢, /" "*+ on voit que pour tout g, ng, — g,
divise ng, — ng. Alors ng, — ng, divise ng, —n,_ et inversement, donc la
propriété (i) est bien vérifiée. n

LEMME 17 — Si le support de = est régulier, alors O est une sous-variété
analytique réelle de P(V'). De plus les adhérences de deux orbites paraboliques
de dimension 2 sont analytiquement conjuguées si et seulement si elles ont
la méme topologie et la méme valeur pour ng, —mn, .

DEMONSTRATION : supposons d’abord que n, est non nul. Alors en effec-
tuant un changement de variable e = d"-""%- on obtient un plongement

(e,t) — [uqejq (tX + Y)"q}

ou on a noté j, = (n, — n, )/(ng. — n, ). Cette application clairement
analytique est bien un plongement pour e et ¢ finis car j,, = 1. Au voisinage
des points pour lesquels e ou ¢ est infini, il suffit d’effectuer un changement
de coordonnées ad hoc pour construire un plongement similaire, en utilisant
la propriété (ii).

Si n,  est nul, I'application

(b, d) — [uqd"q (gx 4 Y) n}

fait alors I’affaire grace a la condition (7).

De plus les plongements que I’on vient d’exhiber permettent de conjuguer
analytiquement les adhérences d’orbites partageant la méme topologie et la
méme valeur pour n,, —n, . ]

Il reste maintenant & comprendre comment les différentes orbites parabo-
liques de dimension 2 se collent analytiquement entre elles. Remarquons que
d’aprés les résultats qui suivent elles se collent bien entre elles et pas avec des
orbites d’un autre type, ce qui est naturel puisqu’elles sont « moralement »
associées a I’annulation du discriminant d’un polynéme, grandeur analytique
qui si elle s’annule sur un ouvert d’une surface connexe s’annule sur toute la
surface.
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Le lemme précédent donne la réponse pour les orbites dont 1’adhérence
est sans bord.

PROPOSITION 18 — Supposons que le support de x soit réqulier.

Sin, =0, alors O est un plan projectif analytiquement plongé. Deuz
actions algébriques de SL(2; R) sur le plan projectif obtenus de cette maniére
sont toujours analytiquement conjuguées.

Si n, est non nul et ng, —n, est impair, alors O est une bouteille
de Klein analytiquement plongée et la classe de conjugaison analytique de
Paction de SL(2;R) est déterminée par ng, — n, . Il en existe donc une
nfinité dénombrable.

DEMONSTRATION : il suffit de remarquer que le support de x a une parité si
et seulement si ng, —n, est pair. Tout découle alors du lemme 17 et de la
définition d’un support régulier. [ ]

Il reste & s’occuper du cas des orbites dont I’adhérence est un cylindre
fermé, le cas du disque étant écarté par la condition de régularité (7).

Rappelons qu’on note j, = (n, —n,_)/(ng,_ —n, ) pour tout indice ¢ du
support de x.

On définit les éléments suivants de P(V):

¥ = [(—1)jqqu”q}q
2 = [(—l)jq+qu"‘1]q

:L‘”/ — [(_1)j‘l+ —jquqynq] .

et on note @', O” et O"” leurs orbites respectives.

PROPOSITION 19 — Supposons que O est un cylindre fermé analytiquement
plongé dans P(V'), c’est-a-dire que le support de x est régulier, n, est non
nul et ng, — ng, est pair.

St jg. est pair, l'union de O et de O est un tore analytiquement plongé.

Si jg. est impair, Uunion de O, O', 0" et O" est un tore analytiquement
plongé.

On obtient ainsi deux famille infinies dénombrables d’action analytiques
algébriques de SL(2;R) sur le tore, l'une avec deuz orbites ouvertes I’autre
avec quatre.

DEMONSTRATION : appelons « bord inférieur » de O l'orbite circulaire de
[ugY™],er_ et « bord supérieur » celle de [u,Y"],er, . On utilisera la méme
terminologie pour les bords des autres orbites considérées.

Remarquons tout d’abord que O et O ont toujours le méme bord infé-
rieur. De plus, elles ont méme bord supérieur si et seulement si j,, est pair
(auquel cas 2" = x et 2" = 2).
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Si au contraire j,, est impair, O’ a le méme bord supérieur que O”, qui
a le méme bord inférieur que O, qui elle-méme a le méme bord supérieur
que O.

Il ne reste qu’a vérifier que tous ces recollement sont analytiques. Pour
cela, le plongement qu’on a déja utilisé

(e,t) — [uqejq (tX + Y)nq}
permet de conclure. [

On a traité le cas de toute les orbites paraboliques et elliptiques, il ne
reste donc qu’a étudier les hyperboliques pour obtenir le théoréme E.

3.4 RECOLLEMENT DES ORBITES HYPERBOLIQUES

On considére maintenant 1’orbite O d’un élément hyperbolique. Son adhé-
rence peut (voir lemme 10) étre décrite ainsi:

0= {[uq(tl — )M TN (X + Y )N (X + V)T sty € RPl}

avec 0 = 2a, — n, constante sur le support de z.

PROPOSITION 20 — Si O est un ruban de Mobius (c’est-a-dire si 6 = 0
et oy, — o est pair pour tout q pris dans le support de x), alors il existe
une orbite elliptique O telle que l'union de O et de O’ soit une sous-variété
analytique de P(V), et laction de SL(2;R) sur cette union est conjuguée
P2-

S’il existe un indice qo4 dans le support de x pour lequel oy, — o, =1,
alors O est une sous-variété analytique de P(V) et l’action de SL(2;R) y est
conjuguée & Uaction produit naturelle sur RP' x RP!.

Dans tous les autres cas, O n’est pas une sous-variété lisse de P(V).

DEMONSTRATION : si O est un ruban de Mobius, il suffit de considérer le
plongement ¢ de la démonstration du lemme 12 pour conclure.

S’il existe un indice go4 dans le support de = pour lequel g, — ag,, = 1,
on considére ’application naturelle

6 :RP' x RP* — P(V)
(t1,ts) = [ug(ty = 1) 7 (X +Y)* (12X + V)™ 7]

qui est évidemment analytique et équivariante, et partout de rang 2. En effet
ses applications coordonnées correspondant aux mondmes XY™+ 1 et Yo+
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sont, & une constante prés, a,, t1 + (ng, — o, )ta et {1 — to; le déterminant
de la jacobienne partielle associée est —n,, # 0.

Pour traiter le dernier cas, on va utiliser a nouveau le lemme de régularité.
On peut encore voir O comme 1'image de ’application 6, mais cette derniére
n’est plus un plongement. On cherche donc & exhiber une bonne famille libre
de ses applications coordonnées comptant au moins 3 éléments.

Commencons avec le polynéme

Pl(tl, tg) = Oztl —+ ﬁtg

ol on a noté o = oy, et B =ny, — oy, . Clest le seul candidat pour démar-
rer la famille bonne génératrice puisque c’est le seul a étre de degré 1. On
peut continuer avec n’importe quel polyndome de degré 2 qui ne soit pas un
polynome en P;, par exemple le coefficient d’un terme en X2Y "¢+ ~2:

afa —1) BB —-1)
2 2

Si (P, P;) n’est pas une famille génératrice, on peut la compléter en une
famille bonne génératrice, qui comptera au moins 3 éléments. Il nous suffit
donc de trouver une application coordonnée de 6 qui n’appartienne pas a
R[Py, P»]. On distingue deux cas, selon que ¢ est nul ou non.

Commencons par supposer § = 0. Alors il y a au moins un nombre impair
supérieur ou égal & 3, notons-le k, parmi les a,, — o, Sinon O serait un
ruban de Mobius, cas déja traité. De plus 6 = 0 implique o« = 3 donc P; et
P; sont des polynémes symétriques. On exhibe alors, parmi les applications
coordonnée de 6, le polyndéme

Py(ty,ty) = (t1 — t2)k

qui, n’étant pas symétrique, n’appartient pas & R[P;, P].
Supposons maintenant & # 0. Alors «a # 3, et on considére le polynéme
correspondant & un coefficient en X3y e+ —3
ala—1)(a—2
Py(ty,ty) = ( (g( )t§’+

+04Lﬁ2_ 1)t1t§+

Py(ty,ty) = 2+ aftty + t2.

ala—1

BB -1)(E -2
6

3
3.
Pour simplifier les calculs, remarquons qu’en posant

Py(ty, 1) = ot} + B3

on a R[P,, P,] = R[P,, P,]. En utilisant o # 0 et 3 # 0, un calcul montre que
P; ne s’écrit pas comme un polynéme en P; et Ps. [ ]






Chapitre IV

Espaces symétriques a courbure
négative

Donnerwetter ! Une nouvelle machinerie incongrue ! Quel peut bien
en &tre 'usage?

A. Ayroles et J.-L.. Masbou,
Le Mystere de l’ile étrange

L’objet de ce chapitre est d’étudier une classe d’espaces qui généralise 1’es-
pace hyperbolique réel : les espaces symétriques. On se limitera aux espaces
& courbure négative, ce dernier adjectif étant a entendre au sens large.

On s’attardera surtout sur les espaces dits de rang supérieur, dont les
compactifications différentiables feront 'objet du chapitre suivant.

Ce chapitre ne contient pas de résultat nouveau mais se veut une expo-
sition concise du matériel minimal & posséder pour le chapitre suivant. En
particulier, trés peu de démonstrations sont données.

1 Généralités sur les espaces symétriques

Pour cette section, les deux principales références utilisées sont les ou-
vrages de Helgason [24] et Eberlein [14].

1.1 DEFINITION

Les espaces symétriques a courbure négative sont des cas (trés) particu-
liers d’espaces de Hadamard (voir I-3). On commence par construire sur ces
derniers une transformation naturelle.
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Inversions géodésiques

Considérons donc un espace de Hadamard M et fixons-en un point .
Pour tout autre point y de M, on sait qu’il existe une unique géodésique
Vuy telle que 7,,(0) = x et 7,,(1) = y. On définit maintenant 1'inversion
géodésique centrée en x comme I'application s, : y — 7,,(—1) (figure 12).
Elle est conjuguée a 'application —Id de T, M par ’exponentielle, donc c’est
un diffeomorphisme de M. On obtient ainsi une inversion pour chaque point
de M.

FIGURE 12 — Inversion géodésique

DEFINITION 1 (ESPACE SYMETRIQUE) — Un espace symétrique (@ courbure
négative) est un espace de Hadamard dont toutes les inversions géodésiques
sont des isométries.

Remarquons bien qu’on ne demande pas que les inversions géodésiques
soient dans la composante neutre du groupe des isométries.

Cette définition est beaucoup plus restrictive qu’elle peut le paraitre.
En particulier, I'inversion géodésique par rapport au milieu d’'un segment
géodésique échange les extrémités de celui-ci, ce qui montre que tout espace
symétrique est homogeéne.

A titre d’exemple, signalons que R”, RH" sont des espaces symétriques.
Remarquons également qu’un produit d’espaces symétriques est encore un
espace symétrique.

En fait, les espaces symétriques forment une classe fondamentale mais
restreinte, et on dispose d’une classification compléte. A ce sujet, on peut
consulter de nombreux ouvrages parmi lesquels [24]. Briévement, disons qu’un
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espace homogéne peut s’écrire sous la forme d’un quotient de groupes G /K
ol GG est le groupe des isométries et K le stabilisateur d’un point. Dans le
cas d’un espace symétrique, il s’avére (voir par exemple [14] 2.1) que G est
toujours le produit d’un groupe d’isométries affines Isom(R") = O(r) x R" et
d’un groupe semi-simple (une définition est rappelée en 1.3). Comme il est
possible de classifier complétement ces derniers, on classifie du méme coup
les espaces symétriques.

Décomposition de de Rham

Une variété riemannienne M compléte et simplement connexe se décom-
pose toujours comme un produit d’un espace euclidien et de variétés rieman-
niennes irréductibles, c’est-a-dire ne s’écrivant pas elles-mémes comme des
produits Cette décomposition est unique & permutation prés et on ’appelle
décomposition de de Rham (voir [35], chapitre IV, théoréme 6.2).

De plus, la composante neutre du groupe des isométries de M est le
produit des composantes neutres des groupes d’isométries des facteurs. Le
groupe total des isométries de M est un peu plus compliqué puisqu'une iso-
meétrie peut permuter des facteurs isométriques. Toutefois, & indice fini preés
il se décompose de la méme fagon.

Dans le cas ot M est un espace symétrique a courbure négative, on dit
qu'’il est de type non compact s’il n’a pas de facteur euclidien. On aura besoin
d’étudier le cas général, mais parfois on se placera par commodité dans le cas
« type non compact ». [’écriture sous forme d’un produit permettra alors de
généraliser aprés coup.

1.2 RANG ET COURBURE

On sépare usuellement les espaces symétriques en deux catégories: les
espaces de rang 1 et les espaces de rang supérieur. Une fagon de voir est de
dire qu’un espace est de rang 1 s’il est & courbure strictement négative et qu’il
est de rang supérieur sinon, c¢’est-a-dire si sa courbure sectionnelle s’annule
sur certains 2-plans de son fibré tangent.

Toutefois cette définition n’est pas quantitative, elle ne rend pas compte
de la quantité de 2-plans ou la courbure sectionnelle s’annule. C’est cette
lacune qui motive la définition suivante.

DEFINITION 2 (RANG ET PLATS) — On appelle rang d’un espace symétrique
a courbure négative la dimension maximale d’un espace euclidien plongé iso-
métriquement et totalement géodésiquement.

On appelle plat 'image d’un tel plongement mazimal.

Une espace est dit de rang supérieur si son rang est au moins égal a 2.
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Rappelons qu’une sous-variété V' d’un espace riemannien (M, q) est dite
totalement géodésique si toute géodésique de V' (pour la métrique induite par
q) est également une géodésique de M.

Cette définition de rang supérieur est équivalente & la premiére qu’on
a donnée. En effet, ’espace tangent & un plat est de courbure sectionnelle
nulle. Dans 'autre sens, 'image par 'exponentielle d'un 2-plan de courbure
sectionnelle nulle est un plongement isométrique et totalement géodésique de
R2.

Enfin, notons la formule suivante concernant le rang d’un produit :

rang(M; x Ms) = rang My + rang M,

et sa conséquence immeédiate: un espace de rang 1 est nécessairement irré-
ductible. Par contre, c’est loin d’étre une condition suffisante: il existe de
nombreux espaces irréductibles de rang supérieur.

1.3 DECOMPOSITION DE CARTAN

Considérons un espace symétrique M. On le suppose dans un premier
temps de type non compact. On note G son groupe d’isométries et g I’algébre
de Lie de ce dernier.

Forme de Killing

Comme sur n’importe quelle algébre de Lie on définit sur g la représen-
tation adjointe ad : g — End(g) par:

adX:g — g
Y — [X,Y]

On dispose alors d’une forme bilinéaire symétrique invariante par automor-
phismes, appelée forme de Killing, définie par

B(X,Y) =tr(ad X oadY).

Une algébre de Lie est dite simple si elle n’est pas abélienne et n’admet
aucun idéal propre non trivial et semi-simple si elle admet une décomposition
g=01D - -DBg, ot les g, sont des idéaux de g qui sont aussi des algébres de
Lie simples. Quand elle existe, une telle décomposition est unique et les seuls
idéaux de g sont les sommes de g;. Le critére de Cartan permet de caractériser
les algébres de Lie semi-simples: ce sont exactement celles dont la forme de
Killing est non dégénérée. Il se trouve que dans notre cas (M symétrique



1. Généralités sur les espaces symétriques 65

de type non compact), g est toujours semi-simple. Rappelons qu’on dit d’un
groupe de Lie qu’il est semi-simple si son algébre de Lie est semi-simple.

La décomposition d’une algébre semi-simple en idéaux simples permet de
simplifier sa compréhension: en effet [g;, g;] = 0 et B(g;, g;) = 0si i # j.
En particulier la restriction de la forme de Killing de g a 'un des facteur g;
est la forme de Killing de g; en tant qu’algébre de Lie (en fait c’est vrai en
général pour un idéal).

Inversion de Cartan

Fixons maintenant un point z € M. Son stabilisateur K est un sous-
groupe compact maximal de G et on en note £ 'algébre de Lie. I’inversion
géodésique s, étant par hypothése une isométrie de M, elle agit par conju-
gaison sur (G. On note o, 'involution ainsi obtenue:

o, G — G

g = 55,0005,
En différenciant en ’élément neutre, on obtient I'action adjointe de o, sur g:
0,=Ado, =d.o, : g — g.

Cet automorphisme 6, est appelé involution de Cartan au point x.

Comme c’est une involution, elle est diagonalisable et ses valeurs propres
sont 1 et —1. Comme d, s, est égale & —Id et qu'une isométrie est entiérement
définie par sa valeur et sa différentielle en un point, on voit que € est incluse
dans ’espace propre associé & la valeur propre 1. On voit facilement qu’il y
en fait égalité et on note p ’espace propre associé a la valeur propre —1.

Par ailleurs le choix de x donne également une application de G sur
M encore notée = et définie par z(g) = g(x). En prenant la différentielle
en 1’élément neutre e, on obtient une application d.x de g sur T, M, dont le
noyau est exactement €. En conséquence, d.x réalise un isomorphisme linéaire
entre p et T, M.

On obtient ainsi une décomposition, appelée décomposition de Cartan :

g=top
qui, vu que 6, préserve le crochet, vérifie:
[e.e]ce [pe]Cp,  et[pp Ct (1)

et ol p s’identifie naturellement avec I’espace tangent en x. De plus la forme
de Killing est définie négative sur €, définie positive sur p et ces deux sous-
espaces sont orthogonaux.
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Avec un facteur euclidien

Quand M posséde un facteur euclidien, les choses sont un peu différentes.

Par exemple, si le facteur euclidien est de dimension 1, I'algébre de Lie R
étant abélienne sa forme de Killing est nulle.

Plus généralement, la décomposition M = R” x M’ ou M’ est de type
non compact donne une décomposition G = Isom(R") x G’, ot G’ est semi-
simple, qui passe au niveau de I'algébre de Lie: g = isom(R") @ g’ o ¢’ est
semi-simple et [isom(R"), g’'| = 0. Il suffit donc de comprendre 1’algébre de
Lie isom(R"), or celle-ci se décompose sous la forme so(r) & R" ou so(r) est
I’algébre des matrices r x r antisymétriques et R" est 1’algebre abélienne de
dimension r. Le crochet est donné par [u, A] = Au pour A € so(r) et u € R,
Auw représentant ’action usuelle d’une matrice sur un vecteur colonne. Le cal-
cul de la forme de Killing en découle: sur so(r) on a B(A, A) = —2tr(*AA) et
By est définie négative (remarquons que so(r) n’est pas un idéal de isom(R")
donc la restriction de B n’a aucune raison d’y étre égale a la forme de Killing
de isom(R") ; qu’elle le soit & un facteur 2 prés semble assez étonnant). Main-
tenant sur R”, qui est un idéal abélien, B est nécessairement nulle.

1.4 DE L’ALGEBRE A LA GEOMETRIE

On a donné une définition géométrique d’un espace symétrique, et on
en a déduit des propriétés algébriques sur ’algébre de Lie de son groupe
d’isométries. On va maintenant voir comment 1’algébre de Lie décrit & son
tour la géométrie de M. On suppose a nouveau M de type non compact.

La forme de Killing et la métrique riemannienne

On note ¢ la métrique riemannienne sur M. Comme on dispose d’une
identification d.x : p — T, M et que T,M est muni d’un produit scalaire
¢z, on peut tirer celui-ci en arriére sur p. Alors ’action adjointe de K laisse
p et le produit scalaire obtenu invariants. En fait, ce dernier est presque
la restriction & p de la forme de Killing. Le « presque » vient de la possible
réductibilité de M. En effet si M est un produit M; x- - - X M,,, en multipliant
les métriques sur les facteurs par des constantes positives on ne change pas
la composante neutre de GG. La situation est la meilleure possible: B et le
tiré en arriére de ¢, sur p coincident quitte & multiplier ¢, par des constantes
w; > 0 le long des facteurs 7, M; (|14] 2.3.11).
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Systémes triples de Lie et sous-variétés totalement géodésiques

Commencons par considérer les sous-variétés totalement géodésiques les
plus simples. Les géodésiques de M passant par x sont exactement les

vx 1t — exp(tX)x

ou X € p: la correspondance entre 7, M et I’ensemble des géodésiques pas-
sant par z s’étend a p via d.x.

Pour étendre cette correspondance & des sous-variétés de dimension plus
grande, on définit un systéme triple de Lie comme un sous-espace s de p qui
vérifie [[s, s],s] C 5. Alors étant donné un sous-espace s de p, la sous-variété
exp(s)x est totalement géodésique si et seulement si s est un systéme triple de
Lie. De plus on obtient ainsi toutes les sous-variétés totalement géodésiques
de M passant par x ([24] IV-7).

Par exemple, d’aprés (1), p est un systéme triple de Lie; la sous-variété
totalement géodésique associée est M elle-méme.

Crochets et tenseur de courbure

Le tenseur de courbure de Riemann de M est directement lié au crochet
sur g:si X, Y et Z sont des éléments de p on a

R(X,Y)Z = —[[X,Y], Z] (2)

ou on a identifié les éléments de p et les vecteurs tangents & =z en M par
'intermédiaire de d.x ([24] IV-4). Notons que 1’on obtient bien un vecteur de
T, M puisque p est un systéme triple de Lie.

Sous-algébres abéliennes et plats

Considérons un plat A de M. C’est par hypothése une sous-variété to-
talement géodésique et euclidienne de dimension maximale de M. Soit x
un point de A et g = ¢ ® p la décomposition de Cartan au point x. Soit
a = (d.x) }(T,A) le sous-espace de p associé a A. Alors comme A est tota-
lement géodésique, a est un systéme triple de Lie. Mais comme A est plat,
d’aprés (2), B([[X,Y],X],Y) = 0 pour tous X,Y dans a. On en déduit
que [X,Y] = 0 et donc que a est une algébre abélienne. On voit qu’il y a
une correspondance bi-univoque entre les algébres abéliennes de dimension
maximale incluses dans p et les plats de M.

En particulier, on peut définir le rang de M comme la dimension d’une
telle algébre. Si on parle de GG, on dira qu’il s’agit de son rang réel.

Remarquons que pour une sous-algébre abélienne de p comme pour une
sous-variété euclidienne totalement géodésique de M, étre maximale pour
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I’inclusion est équivalent & étre de dimension maximale. En effet si a; et
a, sont deux sous-algeébres abéliennes de p, alors il existe £k € K tel que
Ad(k)a; = as ([24] V-6) et si y = g(z) est un autre point de M, alors
Ad(g)p @ Ad(g)t est la décomposition de Cartan de g au point y.

Avec un facteur euclidien

Ce qui précéde ne demande qu’un ajustement pour s’appliquer au cas ol
M admet un facteur abélien: la forme de Killing restreinte a p et le tiré en
arriére par d.r de la métrique ¢, coincident quitte a multiplier ¢, par des
constantes p; > 0 le long des facteurs 7, M; o, si M, est le facteur euclidien,
o =0 et p; > 0 pour tout 2 > 0.

Les systémes triples de Lie restent en bijection avec les sous-variétés to-
talement géodésiques de M : ceux-la sont les s x R® ol s est un systéme
triple de Lie de la partie de type non compact et R*® est une sous-algébre
de la partie euclidienne, celles-ci sont les produits d’'une variété totalement
géodésique de la partie de type non compact et d’un sous-espace affine de la
partie euclidienne.

La relation (2) reste valable, ainsi que la correspondance entre les sous-
algébres abéliennes maximales de p et les plats: celle-1a sont les produits
d’une algébre abélienne maximale de la partie de type non compacte et du
facteur abélien R", ceux-ci sont les produits d’'un plat de la partie de type
non compact et du facteur euclidien.

1.5 ESPACES DE RANG UN

Classification

Les espaces symétriques & courbure négative de rang 1 sont peu nombreux,
et on en a déja étudié puisque RH" en est le représentant le plus classique.
On peut construire des analogues de ce dernier basés sur les nombres com-
plexes (CH™, dont la construction est détaillée dans la deuxiéme partie), les
quaternions (HH”) ou les octonions (OH?, un seul espace de ce type peut
étre défini).

PROPOSITION 3 — Il n’existe pas d’autre espace symétrique & courbure né-

gative de rang 1 que RH", CH™, HH? et OH?.

Voir par exemple [24] IX-4.
Une propriété particuliérement intéressante des espaces symétriques de
rang 1 est de posséder une structure géométrique naturelle sur le bord.
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FIGURE 13 — Construction du bord conforme de RH"

Structure géométrique au bord

Le bord ORH" de I'espace hyperbolique réel porte une structure conforme
naturelle que nous allons décrire. Notons C' le demi-cone isotrope (Q = 0,y >
0) de I'espace de Minkowski (R, Q), privé de 0. Il se projette sur le bord
de 'espace hyperbolique réel et la projection est un fibré en droites dont les
fibres sont les demi-droites isotropes de () dirigées vers le haut. La restriction
de @) au plan tangent de C' est une métrique sous-riemannienne, c’est-a-dire
qu’on obtient pour chaque point x de C' une forme quadratique positive g,
(mais pas définie positive) sur 7, C. Le noyau de cette forme quadratique est
exactement I’espace tangent a la fibre en x. Ainsi, si on pousse en avant ¢,
par la projection 7 : R"*! — RP” on obtient un produit scalaire défini positif
sur T ORH". Si on remplace x par un autre point sur la méme fibre, on
obtient un autre produit scalaire qui est un multiple du précédent : on vient
de construire une structure conforme sur ORH". Les sections tracées sur le
cone isotrope correspondent aux métriques de cette classe conforme (voir la
figure 13). De plus, la construction ne fait pas intervenir de choix arbitraire
et le groupe des isométries de RH" agit de fagon conforme sur le bord. C’en
est méme exactement le groupe des automorphismes conformes.

Dans la compactification conforme, en prenant dans ’'intérieur de la boule
la classe conforme de la métrique hyperbolique et sur le bord la structure
conforme qu’on vient de définir, on obtient une structure conforme sur la
boule fermée.

Il peut paraitre surprenant qu’on ait pu définir la structure conforme du
bord dans le cadre du modéle projectif. En fait c’est assez naturel puisque
comme on I’a vu dans le chapitre II, toutes les compactifications différen-
tiables de RH" ont le méme bord: elles sont différenciées par la facon dont
I’intérieur se colle dessus.
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Signalons enfin que la structure ainsi obtenue est la sphére conforme stan-
dard: elle coincide avec la structure conforme de la sphére unité de R". C’est
I’espace modéle plat pour les structures conformes.

Le bord de I’espace hyperbolique complexe CH™ porte, lui, une structure
CR naturelle, avec les mémes propriétés que dans le cas réel : les isométries
de l'intérieur agissent par automorphismes au bord, tout automorphisme du
bord se prolonge a 'intérieur en une isométrie, la structure coincide avec la
structure standard sur la sphére unité de C™ qui est ’espace modéle pour
les structure CR plates.

Des constructions similaire sont possible dans les cas quaternioniques et
octonioniques. Pour une présentation unifiée dans le cadre des géométries de
Cartan, on peut consulter [18]. Pour une interprétation en terme de dégéné-
rescence de la métrique & l'infini, voir les travaux de Biquard [5].

2 Exemples d’espaces de rang supérieur

La facgon la plus simple de construire un espace symétrique de rang supé-
rieur est de considérer un produit. Nous allons nous préoccuper dans cette
section des deux produits les plus simples: R x RH? et RH? x RH?. Les
espaces symétriques SL(n; R)/SO(n) sont des exemples fondamentaux, mais
largement traités dans la littérature. Notons que R x RH? est décrit dans [1].

2.1 L’EXEMPLE LE PLUS SIMPLE

Commencons par R x RH?, qui a I’avantage de se dessiner facilement puis-
qu’il est de dimension 3. On est naturellement tenté de le dessiner cylindrique
comme sur la figure 14 oul on a indiqué une géodésique et, en pointillés, ses
projections sur les facteurs. Toutefois, cette figure ne rend pas compte de la
topologie du bord de Hadamard.

FIGURE 14 - Le cylindre produit R x RH?
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Une géodésique se projette sur des géodésiques dans chacun des deux
facteurs. Les géodésiques unitaires de R x RH? s’écrivent donc

v = (voy0, V171)
ou:

— on entend par v;7; la géodésique de méme lieu géométrique que ; mais

de vitesse v; fois plus élevée, c’est-a-dire que v;v;(t) = v;(vit) ;

— les vitesses le long des facteurs vérifient v3 + v} = 1;

— enfin -, désigne 'unique géodésique directe unitaire de R (qu’on sup-

pose orienté) et 7, est une géodésique unitaire de RH?.
Quitte & changer 'orientation de 7;, on supposera toujours v; > 0.

Introduisons pour un bref instant un peu de terminologie. On dira, dans
cette section seulement, qu'une géodésique est verticale si sa projection sur le
facteur R est constante, c’est-a-dire si vg = 0. On dira qu’elle est horizontale
si sa projection sur RH? est constante (v = 0), et qu’elle est diagonale si elle
n’est ni horizontale ni verticale.

Deux géodésiques (voyo, v171) et (vh70,v171) sont asymptotes si et seule-
ment si elles vérifient 1’'une des deux propriétés suivantes:

— elles sont toutes les deux horizontales et de méme sens (vy = v}, = £1);

ou

— les projections 7, et 7] sont asymptotes et vy = vy.

Remarquons que puisqu’on suppose v; et v positifs, on a nécessairement
v = v].

Ainsi, toutes les géodésiques horizontales orientées dans le méme sens,
qui dans la figure 14 touchent a l'infini 'un des deux « couvercles » qui
constituent (OR) x RH? = {400} x RH?, sont asymptotes. De méme, deux
géodésiques verticales dont les extrémités se projettent sur le méme élément
de ORH?, c’est-a-dire telles que 7; et ~1 sont asymptotes, sont asymptotes.
Inversement, deux géodésiques diagonales peuvent avoir la méme extrémité
dans {£o0o} x ORH? mais ne pas étre asymptotes. Cela arrive exactement
quand 7, et ] sont asymptotes mais v; # v].

Donc pour passer du bord du cylindre au bord de Hadamard de R x RH?,
il faut écraser chacun des deux couvercles {+00} x RH* en un point, écraser
la « paroi » R x 9RH? en un cercle et étirer les deux cercles {£oo} x JRH?
en des anneaux. Le résultat est illustré par la figure 15.

Sur celle-ci, les deux points obtenus en écrasant les deux couvercles sont
représentés avec des pointes; ce n’est pas un hasard, on dit que ce sont des
points singuliers. De méme on dit que les géodésiques qui ont un de ces
points comme extrémité (remarquons que nécessairement leur autre extré-
mité est ’autre point singulier puisque ce sont exactement les géodésiques
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plan hyperbolique

' /__'_/ droite réelle

chambres \_/

de Weyl

plat formé de
géodésiques
paralléles

une géodésique
du plan hyperbolique

FIGURE 15 — Compactification de Hadamard de R x RH?

horizontales) sont singuliéres. Elles ont la particularité d’avoir une projection
constante sur un des deux facteurs, mais c’est aussi le cas des géodésiques
verticales qu’on qualifiera pourtant avec les géodésiques diagonales de régu-
lieres. La particularité qui nous intéresse est liée aux plats de notre espace.

La formule du rang d’un produit montre que R x RH? est un espace de
rang 2, il est grand temps d’en identifier les plats. Ceux-ci sont exactement
les produits de plats de R et de RH?. Comme ce sont des espaces de rang
1, leurs plats correspondent & leurs géodésiques. Ainsi un plat de R x RH?
est le produit de R par le lieu géométrique d’une géodésique v, de RH.
On voit maintenant qu’une géodésique réguliére est contenue dans un unique
plat, tandis qu’il y en a une infinité qui contiennent une géodésique singuliére
donnée. C’est cette différence qu’on utilisera pour étendre les définitions au
cas général.

Avant de passer a ’exemple suivant, décrivons la trace d’un plat R x
sur le bord de Hadamard. C’est simplement I'union de deux demi-cercles,
chacun correspondant & un des rayon géodésiques associés a ;. Sur le bord
de Hadamard se dessine une structure formée de points (les deux points
singuliers) reliés par une famille de demi-cercles qu’on appellera chambres
de Weyl, chaque paire de chambres pouvant étre réunie en un bord de plat,
qu’on appellera un appartement. C’est notre premier exemple d’immeuble.
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FIGURE 16 — Le bord de RH? x RH?

2.2 L’EXEMPLE DE TYPE NON COMPACT LE PLUS SIMPLE

L’exemple précédent est un bon préliminaire pour étudier un exemple tout
juste plus complexe, qui a ’avantage de ne pas posséder de facteur euclidien
(on dira qu’il est « de type non compact »): RH? x RH.

Une géodésique unitaire de RH? x RH? s’écrit v = (v171, vay2) ol ; est
une géodésique unitaire du i-iéme facteur et v? + v = 1. Deux géodésiques
v = (v171,v972) et 7 = (Vi) vh75), ot quitte & changer 'orientation des +;
et 7/ on suppose les v; et v, positifs ou nuls, sont asymptotes si et seulement
si v; = v, 71 est asymptote a 7] et v, est asymptote & 5. Notons qu’alors
nécessairement, vy = v.

Comme précédemment, on dit qu'une géodésique unitaire est verticale si
elle se projette sur un point dans le premier facteur, horizontale si elle se
projette sur un point dans le second facteur et diagonale sinon.

Les plats de RH? x RH? sont exactement les produits v x 7, des lieux
géométriques de deux géodésiques, une dans chaque facteur.

Topologiquement, le bord de RH? x RH? est une sphére S° représentée
aprés projection stéréographique par la figure 16.

Une géodésique étant singuliére si elle est contenue dans plusieurs plats,
on déduit de ce qui précéde que les géodésiques singuliéres sont exactement
les géodésiques verticales ou horizontales. La classe d’asymptotie d’une géo-
désique verticale correspond & une classe d’asymptotie dans le second facteur
donc & un point du bord de RH?. De méme les classes d’asymptotie des géo-
désiques horizontales sont en bijection avec les points du bord du premier
facteur. Les points singulier de 9(RH? x RH?) forment donc deux cercles
disjoints, en trait continu sur la figure.
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Pour chaque paire de points singuliers, I'un correspondant & une géodé-
sique 7; du premier facteur, I’autre a v, dans le deuxiéme, on peut associer
le segment des (v17y1, v272) ol v% + v% =1 et les v; sont strictement positifs.
Ce segment (en pointillé sur la figure) relie les deux points singuliers choisis
et ne dépend que des classes d’asymptoties de ~;. Tout point du bord de
RH? x RH? est soit singulier, donc sur un des deux cercles singuliers, soit
régulier, donc sur I'un des segments que 1’on vient de construire. La sphére &
I’infini est ainsi réalisée comme le joint des bords des facteurs. On peut dé-
finir plus généralement le joint de deux espaces topologiques X;, X5 comme
I’union des deux espaces et d’une famille de segments reliant chaque couple
de points (p1,ps2) € X7 x Xo.

Un plat est donné par une géodésique dans chaque facteur, donc par deux
points de chaque bord. Sa trace sur la sphére a I'infini est exactement le cercle
formé des quatre points singuliers définissant le plat et des quatre segments
les reliant les uns aux autres.

On appelle encore chambre de Weyl les segments et appartement le bord
d’un plat.

On voit dans ces deux exemples qu’entre la combinatoire du produit des
compactifications (qui est naturellement une variété a bord et & coins avec
les incidence face-aréte que cela implique) et celle du bord de Hadamard, il
semble y avoir une certaine dualité.

Question 4 — Peut-on définir une dualité qui, a partir de la compactifi-
cation géodésique, donne une compactification a bord et a coins stable par
produit ?

Par « stable par produit », on entend que la compactification du produit
est le produit des compactifications.

3 Immeubles

Les exemples précédents permettent d’entrevoir une structure combina-
toire que nous allons maintenant étudier in abstracto. Notons que les im-
meubles de Tits n’interviennent pas seulement dans I’étude des espaces symé-
triques (voir le théoréme de rigidité de Mostow ou le chapitre V par exemple)
mais aussi dans d’autres pans des mathématiques, comme la cohomologie des
groupes.

Parmi les références sur les immeubles, citons les ouvrages de Brown [8] et
de Ronan [49]. Dans chacun de ces livres, au moins deux chapitres de prélimi-
naires précédent la définition du mot « immeuble ». Bien que nous n’ayons
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besoin que de choses assez basiques, concernant un type particulier d’im-
meubles (& savoir ceux qui sont épais et sphériques), la construction d’une
terminologie cohérente impose de passer ici aussi par quelques préliminaires.

3.1 COMPLEXES SIMPLICIAUX

Ici la notion de complexe simplicial est & entendre au sens purement
combinatoire : aucune topologie n’est impliquée.

DEFINITION 4 — On appelle complexe simplicial la donnée d’un ensemble
non vide Y, dont les éléments sont appelés sommets, et d’un ensemble A de
parties de X, dont les éléments sont appelés simplexes, vérifiant les propriétés
sutvantes :

(7) tout singleton de X est un simpleze;

(7i) toute partie d’un simpleze est un simpleze.

On appelle rang d’un simplexe son cardinal et rang du complexe le rang
maximal d’un simplexe.

Notons qu’avec cette définition I’ensemble vide est un simplexe, de rang
nul. Comme on peut retrouver les sommets a partir de I’ensemble des sim-
plexes, on note parfois un complexe simplicial A plutot que (3, A).

On défini naturellement un sous-compleze de A comme une partie A’ C A
telle que pour tout simplexe A € A’, toutes les parties de A sont également
dans A’. L’ensemble Y’ des sommets de A’ est alors une partie de X, et A’ a
bien une structure de complexe simplicial.

Soient (X, A) et (X', A’) deux complexes simpliciaux et f : ¥ — 3’ une
application. Si pour tout simplexe § € A on a f(4) € A’, f induit une
application A — A’ et on dit que f est un morphisme. Un isomorphisme est
un morphisme bijectif dont la réciproque est également un morphisme.

La relation d’inclusion fait d’un complexe simplicial un ensemble ordonné,
dans lequel deux éléments ont toujours un plus grand minorant (leur inter-
section). On dit que deux simplexes sont incidents si 'un est inclus dans
I’autre.

Donnons maintenant quelques exemples. Un graphe, ol les sommets for-
ment les simplexes de rang 1 et les arétes les simplexes de rang 2, peut étre
vu comme un complexe simplicial de rang 2. Une triangulation d’une variété
de dimension n est un complexe simplicial de rang n+ 1 si on identifie chaque
simplexe topologique & I’ensemble de ses sommets. Dans la section suivante
on décrit un exemple fondamental pour la suite.
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3.2 GROUPES DE REFLEXIONS

Retour aux exemples simples

Considérons un plat A de R x RH? et son espace tangent 7, A en un de
ses points. Ce dernier posséde un hyperplan particulier H, & savoir la droite
tangente a la géodésique singuliére incluse dans A et passant par x. Une
rotation d’un demi-tour autour de cette géodésique, restreinte a 7, A, réalise
la symétrie orthogonale par rapport a H.

De la méme facon, un espace tangent 7, A d’un plat de RH? x RH? posséde
deux hyperplans particuliers H; et H», a savoir les droites tangentes aux deux
géodésiques singuliéres (I'une horizontale, 'autre verticale) incluses dans A
et passant par z. Encore une fois les symétries par rapport & H; et H, sont
réalisable par des isométries de ’espace ambiant, et comme les deux droites
sont orthogonales elles engendrent un groupe fini.

Dans cette section, on développe le cadre qui permettra d’énoncer la pro-
priété générale illustrée par ces deux exemples.

Systémes d’hyperplans

Plagons-nous dans un espace euclidien V' = R”™ muni de son produit
scalaire canonique.

Par hyperplan de V', on entend un hyperplan vectoriel. On supposera
chaque hyperplan H muni d’une orientation arbitraire. A un hyperplan orien-
té correspond une unique forme linéaire de noyau H et de norme 1, qu'on
notera encore H. Le contexte permettra toujours de déterminer si on parle
de la forme ou de son noyau.

Etant donné un hyperplan H de V, on note sy la réflexion orthogonale par
rapport & H. Si on se donne un ensemble (ou systéme) 7 d’hyperplans, les
réflexions associées engendrent un sous-groupe de O(n) qu’on note W (72).
Un groupe obtenu de cette fagon est appelé groupe de réflexions. Un systéme
d’hyperplans est dit clos si W () est fini et S est globalement invariant
sous l'action de 7. Si W () est fini, on peut compléter .7 en un systéme
clos en ajoutant les images par W (7€) des éléments de J7.

Inversement, si on considére un groupe W de réflexions, 1’ensemble des
hyperplans qui sont le lieu fixe d’un élément de W est une famille invariante
d’hyperplans. Il y a ainsi une bijection naturelle entre les systémes clos d’hy-
perplans et les groupes finis de réflexions.

La figure 17 montre deux exemples de systémes clos d’hyperplans. Bien
que de dimensions différentes, ils sont trés semblables. En particulier, leurs
groupes finis de réflexions sont tous les deux isomorphes au groupe diédral
Ds.
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FIGURE 17 — Deuzx systémes d’hyperplans ayant de forts liens de parenté

Partie essentielle

Considérons un systéme clos .7 d’hyperplans, dont on note simplement
W le groupe fini de réflexions. Notons V|, 'intersection des hyperplans H €
JC et V| Porthogonal de V) dans V. On appelle Vj la partie inessentielle de
A et Vi sa partie essentielle (on les appelle aussi parties inessentielles et
essentielles du groupe W). Alors .7 induit par intersection un systéme clos
761 d’hyperplans sur V;. Le groupe de réflexions W; qui lui est associé est
alors isomorphe & W (I'isomorphisme est simplement réalisé par I'opérateur
de restriction & V7). On dit que JZ est essentiel si sa partie inessentielle est
triviale.

3.3 COMPLEXES DE COXETER SPHERIQUES

Les complexes de Coxeter serviront de modéles pour les appartements des
immeubles. Comme nous n’étudierons que les immeubles sphériques, nous ne
définissons que les complexes de Coxeter du méme nom. Nous omettrons
souvent l'adjectif « sphérique » mais il sera toujours présent implicitement.

On se place encore sur un espace euclidien V' dont on note S la sphére
unité centrée a l'origine, et on se donne un systéme clos d’hyperplans 77 =
{Hy,...,Hy} dont on note W le groupe fini de réflexions.

Traces des hyperplans sur la sphére

Notons sgn la fonction définie sur R qui associe 1 aux nombres positif, —1
aux nombres négatifs et 0 & 0. A une famille ¢ = (&;)1<i<q OU &; € {—1,0,1}
pour tout 4, on associe le systéme d’(in)équations:

sgn H;(x) = ¢;
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On dit qu’il s’agit d’une famille consistante si ce systéme admet au moins
une solution dans V', et on associe alors a cette famille la partie ¢(.77, ¢) de
S formée des point qui satisfont au systéme. Les parties de S obtenues de
cette facon et sont appelées les faces de 7.

Remarquons qu’une face correspond & une unique famille de signe (il
suffit de considérer un point dans la face et d’estimer dessus les H € 7).
[’ensemble des faces forme une partition de S privée de la partie inessentielle.
L’intersection de S et de la partie inessentielle correspond & la famille nulle:
g; = 0,Vi. On I'appelle par conséquent la face nulle. Elle est vide si le systéme
d’hyperplan est essentiel.

On peut munir cette partition d’une relation d’incidence naturelle en
écrivant ¢’ < ¢ si et seulement si ¢ est incluse dans I'adhérence de ¢. On
remarque que la face nulle est ainsi incidente a toutes les autres.

Muni de cette relation d’ordre, on peut donner a I’ensemble des faces une
structure de complexe simplicial de la fagon suivante. Les sommets sont les
faces non nulles minimales pour la relation d’incidence. Les simplexes sont
les faces, chacune étant identifiée 4 ’ensemble des faces minimales qui lui
sont incidentes. La face nulle correspond au simplexe vide.

DEFINITION 5 (COMPLEXE DE COXETER) — On appelle complexe de Coxe-
ter sphérique un complexe simplicial obtenu de la facon décrite ci-dessus a
partir d’un systeme d’hyperplans clos et essentiel.

En fait, tout systéme clos d’hyperplans permet de construire un complexe
de Coxeter : il suffit de le restreindre a sa partie essentielle. Par la suite, quand
on ajoutera de la topologie, les systémes non essentiels auront leur impor-
tance dans I’étude des espaces symétriques possédant des facteurs euclidiens.
Donnons tout de suite une définition en ce sens.

DEFINITION 6 (REALISATION METRIQUE) — On appelle réalisation mé-
trique ou simplement réalisation d’un complexe de Cozeter sphérique A la
donnée d’un systéme clos (pas nécessairement essentiel) d’hyperplans dont le
complexe de Cozxeter associé est A.

On a muni V d’un produit scalaire — c’est ce qui permet de définir la
réflexion orthogonale par rapport & un hyperplan. On a donc une distance
naturelle < sur S': étant donnés deux vecteurs unitaires u, v on note < (u,v)
la mesure de I’angle sous lequel on voit I'arc (u,v), ¢’est-a-dire arccos(u - v).

La combinatoire des complexes simpliciaux obtenus & partir de .7 dans
V' et dans sa partie essentielle V; coincident, mais il n’en est pas de méme
des espaces métriques S et S; = SN V. Une réalisation métrique réunit donc
deux types d’informations: combinatoire et métrique.

Dans une réalisation métrique, une face F' posséde une dimension dim(F’)
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FIGURE 18 — Les complexes de Coxeter sphériques de type As, B3 et Hs

(sa dimension topologique) et un rang rg(F') (comme simplexe d’un complexe
simplicial). Ils vérifient I'inégalité

dim(F) > rg(F) — 1

avec égalité si et seulement si la réalisation est essentielle. On convient que la
dimension de la face vide est —1, ce qui permet a ces assertions de 1’englober.

Dans un complexe de Coxeter de rang r on appelle chambres les faces
de rang r et cloisons les faces de rang » — 1. Une cloison d’une réalisation
métrique est contenue dans un unique hyperplan du systéme.

Exemples

Les figures 18 et 19 illustrent quelques exemples de complexes de Coxeter.
Détaillons la construction du systéme essentiel d’hyperplans de type Asz. No-
tons Ai, A\, A3, \s les coordonnées canoniques sur R* et regardons R® comme
le sous-espace défini par ) A\; = 0. Considérons les six hyperplans {\; = \;}
pour toutes les paires i # j. On vérifie facilement qu’ils forment un systéme
clos et essentiel. Le groupe fini de réflexions associé est isomorphe au groupe
des permutations de quatre éléments. Le complexe de Coxeter associé est
représenté & gauche dans la figure 18. On voit que les grands cercles tracés
par les hyperplans sur S s’intersectent parfois deux par deux, parfois trois
par trois. En effet, en un point ot ’hyperplan {A; = A} rencontre ’hyper-
plan {2 = A3} passe nécessairement un troisiéme: {\; = A3}. Par contre,
en un point d’intersection de {\; = X2} et {\3 = A4}, la condition > \; =0
empéche que passe un troisiéme hyperplan.

Systémes de générateurs de W

Etant donnée une chambre C, il existe un unique ensemble minimal
' C A d’hyperplans qui définit C, c’est-a-dire tel que les inéquations
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(OO

FIGURE 19 — Des réalisations des complezes de Coxeter de type Ay et Ao

OO

FIGURE 20 - Des complexes simpliciauzr qui ne sont pas de Cozeter

{(H; =€;); H; € 7'} suffisent & définir C. C’est exactement 1’ensemble des
hyperplans qui contiennent les cloisons incidentes & C'. on appelle murs de C'
les éléments de .7#”. On peut vérifier que C a exactement r murs.

PROPOSITION 7 — Considérons un complexe de Cozeter associé & un sys-
teme d’hyperplans clos et essentiel 7€, dont on note W le groupe fini de
réflexions. Alors:

(i) Uaction de W sur ’ensemble des chambres est simplement transitive ;

(ii) pour toute chambre C, W est engendré par ’ensemble des réflexions sy
ot H parcourt I’ensemble des murs de C.

3.4 MATRICES ET DIAGRAMMES DE COXETER

Dans cette section on va associer a tout complexe de Coxeter une matrice
et un graphe, ce qui permettra d’en présenter la classification.

Considérons donc un complexe de Coxeter défini par un systéme d’hy-
perplans de V' = R™ essentiel et clos, noté ¢ = {H,,..., H;}, de groupe
de réflexion W. Fixons une chambre C' et supposons que les murs de C' sont
Hy, ... H,..Pour alléger les notations on note s; la symétrie orthogonale par
rapport a H;

Pour tout couple (7, j) avec 1 <4, j < r, la composée s;s; est d’ordre fini,
qu’on note m; ;. On appelle matrice de Cozeter du complexe la matrice dont
ce sont les coefficients. On a m;; = 1 et mj; = my; = 2 pour tout couple

i # .
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Cette matrice permet de reconstruire, a isométrie linéaire prés, le systéme
d’hyperplans 57 et donc le complexe de Coxeter. De plus, on peut faire la
liste compléte des matrices qui conviennent. La premiére étape réside dans
le résultat suivant.

PROPOSITION 8 — Une matrice vérifiant m;; = 1 et m;; = m;; > 2 pour
tout couple i # j est la matrice de Coxeter d’un complexe de Coxeter sphé-
rique si et seulement si la matrice (— cos(m/m; ;)):; est définie positive.

Il se trouve que cette condition est trés contraignante; pour énoncer le
résultat précis, on définit le diagramme de Cozeter associé au complexe (ou a
sa matrice) de la fagon suivante. C’est un graphe a r sommets, ou les sommets
i et 7 sont reliés par une aréte si et seulement si m; ; > 2 et ou les arétes sont
étiquetées par m; ;. Quand m;; = 3, on omet en général I'étiquette.

Si on considére deux groupes finis de réflexions W, et W, sur des espaces
euclidiens V; et V5, leur produit direct WW; x W, se réalise comme un groupe
fini de réflexions sur la somme directe orthogonale Vi & V5. On vérifie alors
facilement que le diagramme de IW; x W5 est 'union disjointe des diagrammes
de W et Ws. La réciproque est également vraie: un groupe fini de réflexions
W dont le diagramme de Coxeter est non connexe se décompose en un produit
direct W = W, x --- x W, et 'espace se décompose en une somme directe
orthogonale V =V, @ --- @ V), avec W, se réalisant comme un groupe fini de
réflexions de V; de diagramme de Coxeter connexe, et le diagramme de W est
exactement 'union disjointe des diagrammes des W;. On dit par conséquent
d’un groupe fini de réflexions (ou de son systéme d’hyperplans ou du complexe
de Coxeter associé) qu’il est irréductible si et seulement si son diagramme est
connexe.

THEOREME 9 — La liste compleéte des diagrammes de Cozeter connezes est
donnée par la figure 21.

Notons que dans le nom d’un diagramme, I'indice représente toujours le
nombre de sommets.

Notons que, puisque le diagramme définit complétement la matrice et
donc le complexe de Coxeter, cette liste classifie complétement les complexes
de Coxeter sphériques, et donc les groupes finis de réflexions.

Les diagrammes & au plus 3 sommets sont faciles a illustrer, puisqu’ils cor-
respondent & des groupes finis de réflexion de I’espace euclidien de dimension
au plus 3.

La figure 19 montre, & droite, la partition du cercle S! associé au dia-
gramme A,. A gauche dans la méme figure, le cercle découpé par deux points
en deux segments correspond a un systéme clos non essentiel d’hyperplans
de diagramme A;. C’est le systéme d’hyperplans qu’on observe dans les plats
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FIGURE 21 - Liste des diagrammes de Cozeter connexes

de R x RH?; il a deux chambres, mais une seule cloison puisqu’il y a un
seul hyperplan. Autrement dit, les deux points ne doivent pas étre considérés
séparément, mais comme une seule face dont la topologie, celle de S°, n’est
pas connexe. Remarquons que le complexe est de rang 1 et que cette cloison
est également la face nulle.

A gauche de la figure 18 on trouve le complexe de Coxeter de diagramme
As. Si on y considére une chambre, elle a exactement une paire de murs qui
s’intersectent avec un angle 7/2, les deux autres paires s’intersectent avec un
angle /3.

Les diagrammes connexes & deux sommets correspondent aux groupes
diédraux; le diagramme & deux sommets et sans arétes (A; U A;) corres-
pond au groupe Z/27 x Z/27 et une réalisation dans R? est obtenue par
le systéme formé de deux droites orthogonales. Le complexe de Coxeter a
quatre chambres et deux cloisons. Le dessin correspondant sur S' comporte
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quatre points (deux pour chaque cloison) et quatre segments (un pour chaque
chambre). On observe ce systéme d’hyperplans dans les plats de RH? x RH?.

Pour d’autres détails sur les différents groupes de réflexions, on peut
consulter |8].

3.5 IMMEUBLES SPHERIQUES

Suivant le modéle donné par les bords de R x RH? et RH? x RH?, on va
définir les immeubles sphériques comme des complexes simpliciaux possédant
des « appartements » modelés sur un complexe de Coxeter et vérifiant des
propriétés de symétrie.

DEFINITION 10 — On dit d’un complexe simplicial A de rang r que c’est
un immeuble sphérique sl s’écrit comme ['union d’une famille de sous-
complezes appelés appartements vérifiant les propriétés suivantes :

(7) tout appartement est un compleze de Cozeter sphérique;

(73) étant données deux simplexes quelconques de A, il existe toujours un
appartement les contenant tous les deux;

(731) si X et X sont des appartements contenant tous les deux des simplexes
A et B, il existe un isomorphisme ¥ — X' qui fize les points de A et
de B ;

(iv) tout simplexe de rang r — 1 est incident & au moins trois simplexes de
rang r.

On appelle chambres de Weyl ou simplement chambres les simplezes de
rang r et cloisons les simplexes de rang r — 1.

Notons que dans cette définition, A et B peuvent étre vide, donc deux
appartements sont toujours isomorphes. En particulier, & chaque immeuble
sphérique on peut associer un unique complexe de Coxeter sphérique auquel
sont, isomorphes tous les appartements.

Dans la littérature, on omet parfois la condition (iv) et on qualifie alors
d’épais un immeuble qui la vérifie.

Les bords de R x RH? et RH? x RH? sont naturellement munis d’une struc-
ture d’'immeubles sphériques en prenant comme appartements les bords des
plats. Dans les deux cas le groupe des isométries agit par isomorphismes de
complexes simpliciaux et par homéomorphismes pour la topologie de Hada-
mard du bord. Mieux, on peut toujours prendre comme isomorphismes entre
appartements pour vérifier la propriété (iii) ’action sur le bord d’isométries
de ’espace considéré.
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3.6 IMMEUBLES METRIQUES

Pour I’étude du bord de Hadamard des espaces symétriques & courbure
négative, il est nécessaire de faire intervenir de la topologie — en I’occurrence,
via une distance — en plus de la combinatoire.

Motivation

Pour illustrer cette nécessité, résumons la structure d’immeuble du bord
de R x RH?: il a une unique cloison (qui a la topologie de S°) constituée
des deux points singuliers et une famille infinie, paramétrée par le cercle,
de chambres qui ont la topologie d'un segment. L’union de la cloison et
d’une paire quelconque de chambres est un appartement. Mais le systéme
d’hyperplans naturel pour la topologie n’est pas essentiel. Si on considére
R? x RH?, on obtient exactement la méme structure d’appartements mais
cette fois la cloison a la topologie d'un cercle S! et une chambre celle d’un
disque B2. Combinatoirement, il n’y a aucune différence. Topologiquement,
les dimensions et les types d’homotopie des cloisons sont différents.

Pour introduire la topologie, on a besoin de nouvelles définitions; la no-
tion de CW-complexe, par exemple, n’est pas adaptée puisque nos « briques
élémentaires » n’ont pas forcément une topologie triviale. Ce besoin est spé-
cifique au espaces symétriques admettant un facteur euclidien, c’est pour-
quoi beaucoup d’ouvrages, qui s’intéressent plutdt au type non compact, ne
I’abordent pas.

Complexes métriques

La définition suivante permet d’ajouter de la topologie dans la structure
de complexe simplicial.

DEFINITION 11 (COMPLEXE METRIQUE) — Soit (X, d) un espace métrique
(ot la distance peut éventuellement prendre la valeur co) doté d’une partition
dont les éléments sont appelés les faces. Une face Fi est dite incidente a une
autre face Fy si Fy C F.

On dit que (X, d) est un complexe métrique si la relation d’incidence fait
de l’ensemble des faces un complexe simplicial et si l’adhérence d’une face
est exactement 'union des faces qui lui sont incidentes.

On appelle comme précédemment cloisons les faces de rang r — 1 et
chambres celles de rang 7.

Notons qu’une réalisation d’'un complexe de Coxeter définit un complexe
métrique : la sphére unité S munie de la distance angulaire < et de la partition
en faces.
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Dans la définition d’immeuble les complexes de Coxeter servaient de mo-
déle pour les appartements, dans celle d’immeuble métrique ce seront leurs
réalisations qui joueront le rdle de modéle.

Pour pouvoir parler de modéle, il faut définir les morphismes. Il s’agit
naturellement de préserver aussi bien la métrique que la combinatoire. Une
application ¢ entre deux complexes métriques X, X, (les deux distances
sont notées d) est un morphisme si elle est isométrique

d(p(x), 0(y)) = d(z,y) Yo,y e X

et envoie face sur face en préservant le rang et la relation d’incidence. C’est
un isomorphisme si elle est bijective et que son inverse est également un
morphisme.

On appelle sous-complexe d’un complexe métrique une partie telle que
I’inclusion est un morphisme. En particulier c’est une union de faces.

On peut maintenant définir un immeuble métrique.

DEFINITION 12 (IMMEUBLE METRIQUE) — On dit d’un compleze métrisé X
que c’est un immeuble métrique s’il dispose d’une famille de sous-complezes
appelés appartements métriques ou simplement appartements vérifiant les
propriétés suivantes:
(7) tout appartement est isomorphe & une réalisation d’un complexe de
Cozeter;
(i) étant données deux faces de X, il existe toujours un appartement les
contenant toutes les deux;
(7ii) si X et X' sont des appartements contenant tous les deux des faces A
et B, il eriste un isomorphisme X — X' qui fize les points de A et de
B .

Y

(iv) toute cloison est incidente & au moins trois chambres;

et st sa distance est la distance de Tits, définie comme suit.

St x et y sont deux points de X, un chemin v de x & y est une suite
de points * = xg,x1...,Tpn_1,%, = y dont deux éléments consécutifs sont
toujours dans un méme appartement. La longueur d’un chemin est définie
par

l(v) = Z d(zi-1,7;)
i=1
La distance de Tits est alors définie par
dr(r.y) = inf ()

ot la borne inférieure est prise sur tous les chemins entre x et y.
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Encore une fois, dans cette définition les faces A et B peuvent &tre vides
donc deux appartements sont toujours isomorphes. Pour chaque immeuble
métrique il existe donc un unique complexe de Coxeter sphérique

Appelons entourage d’un point = I’ensemble des appartements contenant
x. Les voisinages de x pour la distance de Tits sont alors les unions de
voisinages de x dans chacun des appartements de son entourage. Autrement
dit, la topologie induite par la distance de Tits est la topologie la moins fine
qui fait de tous les isomorphismes entre la réalisation du complexe de Coxeter
et les appartements des homéomorphismes sur leur image.

Les bords de R x RH? et RH? x RH? sont munis d’une structure d’im-
meubles métriques. La topologie définie par cette distance est, dans ce cas,
différente de la topologie de Hadamard. Par exemple pour R x RH?, enlever
les deux points correspondant & 'unique cloison (qui, dans ce cas, est la face
nulle) déconnecte la topologie de Tits mais pas la topologie originale.

4 Immeuble a l'infini d’un espace symétrique

Nous allons maintenant voir comment définir sur le bord & 'infini d’un
espace symétrique une structure d’immeuble naturelle. Pour cela on va reve-
nir au niveau de ’algébre de Lie en utilisant les notations de 1.3. Il faut en
particulier garder en téte la correspondance entre les plats passant par x et
les sous-algébres abéliennes de p et I’lhoméomorphisme entre la fibre unitaire
tangente en x et le bord a l'infini.

Encore une fois, on suppose dans un premier temps que M est de type
non compact.

4.1 SYSTEMES DE RACINES

Un point = de M étant fixé, on définit sur g toute entiére une forme
bilinéaire définie positive par

ou B est la forme de Killing. On vérifie facilement que (), est invariante
par l'involution de Cartan #,. De plus, pour ce produit scalaire ad X est un
opérateur symétrique si X € p et antisymétrique si X € €.

Soit a une sous-algébre abélienne de p. Les opérateurs ad H ou H par-
court a sont symétriques et commutent deux & deux donc sont simultanément
diagonalisables.
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Pour un élément A du dual a* de a, on note
g ={XegadlA)X =XA)X VAca}

et on dit que \ est une racine si g, # {0}.

Comme ad(a) est, on I’a vu, une famille d’opérateurs simultanément dia-
gonalisables, I’ensemble A des racines définies par a est fini et non vide, et
on a une décomposition en somme directe appelée décomposition en espaces

de racines :
g= E gx
AEA

ou par définition gy est le commutant de a, donc est non trivial: a C go.

De nombreuses propriétés de ces décompositions sont exposées dans 1’ou-
vrage [14] (voir en particulier la section 2.7), on verra trés peu de détails ici.
Certaines d’entre elles, décrivant la structure de A, sont résumées a la section
suivante.

Signalons tout de méme que

[gom gﬁ] C fa+ (3)

et que si a4 3 # 0 les espaces g, et gg sont orthogonaux pour la forme de
Killing.
On aura également besoin de la formule:

Ad(exp(H))X = DX (4)

siAcaet X €gy, A€ A

4.2 LA STRUCTURE D’IMMEUBLE

On dispose maintenant sur I’espace vectoriel a, qui s’identifie & ’espace
tangent & un plat passant par z, d’un systéme fini de racines A C a* et donc
d’un systéme fini d’hyperplans.

Eléments singuliers et géodésiques singuliéres

Pour comprendre ces hyperplans, considérons un élément X de a qui
annule une racine non nulle A € A. On va montrer qu’alors ’espace Z(X)Np
des éléments de p qui commutent & X n’est pas abélien.

Par définition X commute avec tous les éléments de g, et gy Na = 0.
Considérons Y € g, non nul et écrivons Y =Y, +Y,ou Y, €pet Y5 € £ On
a0=[X,Y]=[X,Y1]+[X, Y] or ces deux termes sont respectivement dans
et p,donc Y], Yo €9, SiY; =0, Y, #0et comme Vs € g, il existe A € a
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tel que [Y2, A] # 0. Mais [gy, a] C g, donc [Ys, A] € gy N p. Que Y] soit nul
ou non, g, Np est donc non vide.

Il existe par conséquent une autre sous-algébre abélienne maximale a’ # a
qui contient X. Mais a et o’ étant supposées maximales, ’espace Z(X) Np
des éléments de p qui commutent 4 X n’est pas abélien.

A X est associé une géodésique issue de x, qui va par conséquent étre
incluse dans les plats A et A’ déterminés par a et a’. En conséquence, suivant
les exemples de la section 2, on donne la définition suivante.

DEFINITION 13 (SINGULARITE ET REGULARITE) — Une géodésique de M
est dite singuliére si elle est contenue dans plusieurs plats, réguliére sinon.

Un élément X de p est dit singulier si Z(X)Np n'est pas abélien, régulier
sinon.

On a vu qu’'un élément de p et la géodésique associée sont simultanément
singuliers ou simultanément réguliers, ainsi ce caractére ne dépend que de X
et pas du choix de p. De plus un élément de a est singulier si et seulement
s’il annule une racine, ce qui ne dépend donc pas de a.

Complexe de Coxeter et immeuble a I'infini

Rappelons que B définit sur a un produit scalaire. Etant donné une racine
A, on peut montrer que la symétrie orthogonale (pour B) s, de a par rapport
au noyau de A\ est réalisée par un élément du stabilisateur K de x. Plus
précisément il existe h € K tel que Ad(h) laisse a globalement invariant et
sa restriction y coincide avec s, ([14] 2.9.7).

Comme le systéme d’hyperplans défini sur a par les racines est canonique,
il est stable sous 'action du groupe de réflexions qu’il engendre. Ceci qui
constitue la premiére partie du résultat suivant.

PROPOSITION 14 — Le systéme d’hyperplans défini sur a par ses racines est
clos et essentiel.

Rappelons qu’on suppose M de type non compact ; si on rajoute un fac-
teur euclidien il est facile de voir qu’on obtient un systéme toujours clos mais
qui n’est plus essentiel. Inversement si ce systéme n’est pas essentiel, I'inter-
section des algébres abéliennes de p est non triviale, c’est-a-dire Z(p) # 0 et
M contient un facteur euclidien.

On obtient ainsi une structure de complexe de Coxeter sur la sphére unité
de a, et donc sur I’espace tangent au plat A correspondant. Par la projection
visuelle, on peut porter cette structure sur le bord M(oo) de M, ce qui nous
donne un appartement A(co) dans M (o). Cet appartement est métrique car,
la métrique étant euclidienne sur A, ’angle sous lequel on voit deux points
de A(oo) ne dépend pas du point de A d’ou I’on regarde.
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Comme toute géodésique appartient & au moins un plat, tout point de
M (c0) appartient a au moins un appartement. Les chambres de Weyl d’un
appartement sont les composantes connexes de ’ensemble des éléments ré-
guliers.

THEOREME 15 — Ces appartements définissent sur M(oco) une structure
d’itmmeuble métrique. De plus G agit par automorphismes d’immeuble, pré-
serve la distance de Tits et G agit transitivement sur les chambres de Weyl.
Un élément de G qui stabilise une chambre la fixe point par point. Enfin, tous
les isomorphismes entre appartements requis dans la définition 12 (condition
(#i1) ) sont réalisable par des isométries de M.

DEMONSTRATION : Commengons par remarquer que GG agit en préservant la
structure combinatoire définie par les appartements et la métrique de Tits
car elles sont construites de facon intrinséque. De plus la métrique de Tits
induit la propriété de rigidité: un élément de GGy qui stabilise une chambre
la fixe point par point ([14] 3.6.31, corollaire).

Pour la transitivité de Gy on peut consulter [14], section 2.12.

Vérifions maintenant que les appartements définissent un immeuble. On a
déja veérifié la condition (7). La condition (ii) peut s’obtenir a partir de la mé-
trique de Tits: entre deux points de M (c0) il existe toujours une géodésique
de Tits et toute géodésique de Tits est contenue dans un appartement (voir
|14] section 3.6). Pour la condition (4ii), il suffit d’utiliser deux faits: deux
plats sont toujours image I'un de I’autre par une isométrie, et la propriété de
rigidité. Du méme coup, on voit que les isomorphismes peuvent réalisés par
des isométries de M.

Enfin il est facile de voir pourquoi une cloison est toujours incidente a au
moins trois chambres: une géodésique ~ singuliére dont I'extrémité est dans
une cloison est contenue dans au moins deux plats (en fait, une infinité) qui
s’intersectent transversalement le long de 7 et fournissent quatre chambres
incidentes a la cloison de 7(o00). |

La structure d’immeuble ainsi définie est donc tout-a-fait canonique. Re-
marquons que si M est de rang 1, elle est triviale: les plats sont les géodé-
siques et les appartements sont les paires de points & l'infini. En particulier
I'immeuble est de rang 1. Dans le cas de R x RH?, I'immeuble est de rang 1
(pour la combinatoire) mais de dimension 1 (et pas 0). C’est seulement par
la structure d’immeuble métrique que I’on voit & I'infini le rang de R x RH?.

On peut interpréter en terme de groupes paraboliques la structure d’inci-
dence du complexe simplicial sous-jacent & I'immeuble. Deux points & I’infini
sont dans le méme simplexe si et seulement s’ils ont méme stabilisateur dans
G ([14] 3.6.26). 11 y a donc une bijection entre les faces de M (c0) et les stabi-
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lisateurs de points & I'infini (aussi appelé sous-groupes paraboliques) dans G.
Si on ordonne I’ensemble des faces par la relation d’incidence et ’ensemble
des sous-groupes paraboliques par I'inclusion, cette bijection est strictement
décroissante.

On définit 1’indice d’'un rayon géodésique comme le nombre k£ — f ou k
est le rang de 'immeuble et f celui de la face & laquelle I’extrémité du rayon
appartient. Un rayon régulier est d’indice nul, un rayon dont ’extrémité est
dans une cloison est d’indice 1.

Pour finir, citons un résultat important dans la théorie de la rigidité.

THEOREME 16 — 5% M est de type non compact et ne contient pas de facteur
de rang 1, toutes les applications M(co) — M(o0) qui sont des homéomor-
phismes pour la topologie de Hadamard et des isomorphismes d’immeuble
métrique peuvent étre réalisés par l'action d’éléments de G.

Pour une démonstration, on peut consulter [14] (corollaire 3.10.2). Dans
le cas ot M contient un facteur M; de rang 1, 'immeuble & I'infini ne permet
pas de distinguer les points du bord de M; donc en considérant un homéo-
morphisme de M (00) qui ne préserve pas la structure géométrique (conforme,
CR, etc.) de M;(c0) on obtient un homéomorphisme de M (co) qui préserve
la métrique de Tits et la combinatoire de I'immeuble & I'infini mais qui n’est
pas 'action au bord d’une isométrie. Les hypothéses du théoréme sont donc
indispensables.

4.3 AVEC UN FACTEUR EUCLIDIEN

Si on considére un espace symétrique M = R* x M’ ou M’ est de type
non compact, la situation différe sur quelques points.

Tout d’abord la forme (), est positive mais pas définie: son noyau est
exactement ’espace tangent au facteur euclidien en x. En effet, cet espace
tangent s’identifie au centre Z(p) de p. On peut encore diagonaliser la repré-
sentation adjointe sur g d’une sous-algébre abélienne maximale a et obtenir
une décomposition en espaces de racines. On a simplement les inclusions
Z(p) CacCag.

Les définitions des éléments, géodésiques et points & I'infini singuliers et
réguliers restent inchangées.

La proposition 14 et le théoréme 15 restent vraies & ceci prés que la
réalisation topologique du complexe de Coxeter n’est plus essentielle. Les
géodésiques de la forme v x {z} ol v est une droite de R® et x un point
de M’, définissent les faces nulles des appartements. Pour z fixé toutes ces
géodésiques sont dans les mémes plats mais dés que s > 1 elles ne sont pas
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toutes paralléles et leurs groupes paraboliques différent, on ne peut donc pas
utiliser ceux-ci pour décrire la structure simpliciale.






Chapitre V

Compactification des espaces de
rang supérieur

Mais quand & force de raconter des histoires que nul ne comprend,
vous vous retrouverez entre vous, tellement entre vous que vous
serez tout seuls, alors revenez m’expliquer comment vous parvien-
drez & changer le monde.

F. Vehlmann et F. Duchazeau,
Les cing conteurs de Bagdad

Ce chapitre est essentiellement une traduction de I’article [30].

1 Introduction

Soit M un espace symétrique & courbure négative, G le groupe de ses
isométries et Gy la composante neutre de celui-ci. On note M (o) le bord de
Hadamard de M et k son rang. Suivant I-2.1 on donne la définition suivante.

DEFINITION 1 — On appelle compactification de Hadamard différentiable
de M une structure différentielle sur sa compactification de Hadamard M qui
soit compatible avec la structure différentielle de M et pour laquelle I’action
de G est différentiable. Autrement dit, c’est une compactification différen-
tiable de l’action de G sur M topologiquement conjuguée a la compactification
de Hadamard.

Quand on garantit seulement la différentiabilité de ’action de Gy, on parle
de compactification de Hadamard différentiable faible.

Les espaces de rang 1 possédent des compactifications de Hadamard diffé-
rentiables et on a classé celles de RH".
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Il est facile de voir que I’espace euclidien R™ posséde également une com-
pactification de Hadamard différentiable. Pour cela regardons R” comme ’hy-
perplan affine (zy = 1) dans R"™! et considérons la projection centrée en 0:
elle envoie R™ sur I’hémisphére supérieur de la sphére unité de R"*!. En com-
posant avec une projection stéréographique, on envoie cet hémisphére sur la
boule unité de (xy = 0) (voir figure 22). L’action du groupe des isométries
affines de R", une fois poussée en avant, se prolonge analytiquement & la
boule fermée.

espace euclidien

hémisphére

% boule

FIGURE 22 — Compactification de l’espace euclidien

De plus, le bord & l'infini d’un espace de rang 1 porte une géométrie
intéressante en soi: conforme, CR, (strictement pseudoconvexe), quaternion-
contact, ... Il est donc naturel de se demander si certains espaces de rang
supérieur admettent des compactifications de Hadamard différentiables. On
pourrait alors espérer obtenir sur leur bord & I'infini de nouvelles géométries
a explorer. L’objectif de ce chapitre est de démontrer que ce n’est pas le cas.

THEOREME F — Aucun espace symétrique a courbure négative, de rang
supérieur et non euclidien n’admet de compactification de Hadamard diffé-
rentiable.

En fait, on va méme montrer qu’il n'y a pas de compactification de
Hadamard différentiable faible. Ce théoréme, et surtout sa démonstration,
montrent que le bord de Hadamard d’un espace symétrique porte une struc-
ture différentielle ou une structure combinatoire d’immeuble, mais que les
deux sont incompatibles.

On peut espérer élargir le résultat en répondant & la question suivante.

Question 5 — Un espace symétrique a courbure négative de rang supérieur
peut-il admettre une compactification différentiable dont la topologie n’est pas
celle de Hadamard ?
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On a vu qu’il peut exister, en rang supérieur (par exemple pour un
produit), différente topologies. Les compactifications de Satake en sont un
exemple. En existe-t-il une qu’on puisse lisser? Cela semble peu probable.

Organisation du chapitre

On commence par remarquer que le bord de Hadamard ne peut pas étre
muni d’une structure différentielle juste en projetant celle d’une fibre unitaire
tangente. Dans un second temps, on montre le théoréme F pour R x RH?,
et plus généralement pour les produits R¥~! x F ol F est un espace de rang
1. Enfin, on démontre le théoréme en toute généralité. Les différentes parties
sont assez indépendantes, la section 4 utilise les idées de la section 3 mais les
contingences de la technique empéchent d’en utiliser le résultat.

2 La projection visuelle

Soit x un point de M. L’application de projection visuelle 7, a été définie
au chapitre I, section 3. On a vu que c’était un homéomorphisme T!M —
M (o0) de la fibre unitaire tangente & M en z sur le bord a I'infini de M. 1l
serait satisfaisant de construire une structure différentielle sur M (co) qui en
fasse un difféomorphisme, mais c’est impossible en rang supérieur.

PROPOSITION 2 — 5% M est de rang supérieur, il n’existe pas de structure
différentielle sur M(oco) qui fasse des projections visuelles centrées en chaque
point des difféomorphismes.

DEMONSTRATION : supposons qu’on ait construit sur M (co) une structure
différentielle qui fasse des projections visuelles centrées en chaque point des
diffefomorphismes. Un appartement de M (oo) est la trace sur le bord d’un
plat A de M. Si on considére la projection visuelle centrée en un point x €
A, on voit que 'appartement A(co) est I'image par un difféomorphisme de
I'intersection de T} M et de I’espace tangent T, A. C’est donc une sous-variété
de M (c0). De la méme fagon, on voit que les cloisons sont également des sous-
variétés.

Comme M est de rang supérieur, son bord de Hadamard porte une struc-
ture d’immeuble non triviale. Soit P une cloison et p € P, il existe trois
chambres (', Cy, C3 incidentes & P et chaque union de deux d’entre elles est
incluse dans un appartement (voir la figure 23). Comme les appartements et
les cloisons sont des sous-variétés, les C; ont des demi-espaces tangents E; en
p- Mais ;U E; doit étre I’espace tangent & un appartement pour tout couple
i # 7, ce qui est impossible. [ ]
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Gy

Cs

FIGURE 23 — Trois chambre incidentes a une cloison

3 Produit d’un espace de rang un et d’un
espace euclidien

L’idée essentielle de la démonstration du théoréme F est exactement la
démonstration du résultat suivant. Ce cas particulier permet d’éviter toute
question technique.

PROPOSITION 3 — L’espace R x RH? n’admet pas de compactification de
Hadamard différentiable faible.

DEMONSTRATION : supposons donnée une compactification de Hadamard
différentiable de R x RH2. On a donc une structure différentielle sur M pour
laquelle I'action de G, est €. Considérons une géodésique horizontale 7,
c’est-a-dire dont le lieu géométrique est de la forme R x {z} ou # € RH?
Toutes les géodésiques horizontales orientées dans le méme sens que v lui
sont asymptotes, donc le groupe G; = SOg(1,2) des isométries directes de
RH?, qui agit sur M comme sous-groupe de G, fixe le point singulier v(co) €
M (oc0) défini par v. Comme G préserve M (o0), en différenciant on obtient
une représentation linéaire p de Gy sur T’ o0) M (00).

Considérons maintenant la rotation d’angle 7 autour de =, qu’on note
s € G1. En chaque point de v, la différentielle de s, a pour valeurs propres
1,—1,—1. Comme I'action de G est €', les valeurs propres de la différentielle
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de s, au point y(co) sont les mémes. Comme s, est involutive, sa différentielle
est diagonalisable en tout point. Les directions propres associées a la valeur
propre —1 sont nécessairement tangentes au bord et donc p(s,) = —Id. De
la méme fagon, pour un autre point y € RH? on a p(s,) = —Id. Donc
p(szsy) = Id, mais s,s, est une transformation hyperbolique non triviale de
RH?. La représentation p n’est donc ni fidéle ni triviale, ce qui est impossible
puisque G est un groupe de Lie simple. [

On va maintenant démontrer, avec la méme idée, le méme résultat pour
un produit R*~! x I ou le rang de F' vaut 1. L’utilisation des symétries
géodésiques de F' imposent un préliminaire.

PROPOSITION 4 — Si F' est un espace symétrique a courbure négative de
rang 1, alors soit F' = RH" avec n impair, soit les symétries géodésiques de
F sont dans la composante neutre de son groupe d’isométries.

DEMONSTRATION : Vu la classification des espaces de rang 1, les RH**! sont
les seuls & étre de dimension impaire (ce qui empéche clairement leurs symé-
tries géodésiques d’étre dans la composante neutre: elles renversent 1’orien-
tation).

On utilise pour les espaces de dimension paire le critére suivant: si on
note g = € + p une décomposition de Cartan du groupe des isométries de F/,
les symétries géodésiques sont dans la composante neutre si et seulement si
t contient une algébre abélienne maximale de g (voir [24], chapitre IX, §3).

Il suffit donc de comparer les rangs de g et £, qu’on peut par exemple
trouver dans [34], appendice C:

— dans le cas réel, F = RH", g = so(1,n) est de rang |i(n+1)] et

t = so(n) de rang [n/2]: les deux coincident exactement quand n est
pair;
— dans le cas complexe, F' = CH™, g = su(1,m) et £ = s(u(m) x u(1))
sont tous deux de rang m;

— dans le cas quaternionique, F' = HH?, g = sp(p, 1) et € = sp(p) x sp(1)
sont tous deux de rang p + 1;

— enfin dans le cas octonionique’, F' = OH?, g = f4_a0) et £ = s0(9) sont
tous deux de rang 4.

PROPOSITION 5 — Si M =RF¥! x F ot F est de rang 1, alors M n’admet
pas de compactification de Hadamard différentiable faible.

1. Merci & Fokko Ducloux, Jéréme Germoni et Bruno Sévennec pour leurs explications
concernant ce cas pathologique
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DEMONSTRATION : on raisonne par l’absurde et on suppose donnée une telle
compactification.

Une isométrie g de F' sera identifiée a I'isométrie Id ® g de M, ce qui
permet de considérer la composante neutre G} du groupe des isométries de
F' comme un sous-groupe de Gj.

Supposons d’abord que F' est de dimension paire.

Soient s, et s, les symétries géodésiques de F’ centrées en deux points
et y distincts quelconques. Soit d une droite de R*~1. Alors v; = d x {x} et
v = d X {y} sont des géodésiques asymptotes de M, singuliéres d’indice 1.
On note z = 71(0c0) = y2(00) € M(0).

L’opération g — dg(z), aprés restriction a I’espace tangent au bord, nous
donne un représentation p de G} sur T, M (oc0).

En chaque point de 7, ds, a pour valeurs propre 1 avec multiplicité k — 1
et —1 avec multiplicité dim F', donc les valeurs propres de p(s;) sont 1 avec
multiplicité £k — 2 et —1 avec multiplicité dim F.

Pour conclure comme précédemment, on va maintenant décomposer p.

LEMME 6 — La cloison P qui contient z est une sous-variété différentielle
de M(o0).

DEMONSTRATION : les isométries de F', en particulier s,, fixent chaque point
de P. Dans une carte locale autour de z, I’équation s,(p) —p = 0 est de rang
dim F' vu les valeurs propres de s,. Mais P est une sous-variété topologique de
M (o) de codimension dim F'. D’aprés le théoréme des fonctions implicites,
P est donc une sous-variété différentielle de M (o0). mLemme

D’aprés ce lemme, P posséde un espace tangent 7T,P qui est du coup
I'espace propre de p(s,) associé a la valeur propre 1. Mais T, P est en fait
fixé par tout G&', donc p se décompose en py @ p; ol py est la représentation
triviale sur T, P et p; est une représentation sur un supplémentaire. Mais
alors pi(s;) = p1(sy) = —Id et p1(szs,) =1d: p; n’est ni fidéle ni triviale, ce
qui est absurde.

Il reste a étudier le cas ou F' = RH", n impair.

Comme les symétries géodésiques ne sont pas dans la composante neutre,
on remplace s, par des rotations 7, ro d’angle 7 autour de deux géodésiques
sécantes de F'. La cloison P, comme ensemble des points fixés simultanément
par rq et 9, est & nouveau une sous-variété différentielle. On peut donc définir
p1 de la méme maniére. C’est maintenant une représentation non triviale de
GY =S0¢(1,n) de dimension n, mais ce groupe n’en admet pas de dimension
inférieure & n + 1, ce qui fournit la contradiction. [
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4 Cas général

Nous somme maintenant préts a démontrer le théoréme F en utilisant les
idées utilisées dans les cas particuliers.

Notations

On considére toujours un espace symétrique & courbure négative M de
rang k > 2 et de dimension m. On note encore G le groupe des isométries
de M, GGy sa composante neutre et g son algébre de Lie. Comme précédem-
ment, M désigne la compactification géodésique de M et M (oo) son bord de
Hadamard.

On raisonne par I’absurde en supposant donnée une structure différentielle
sur M compatible avec celle de M et pour laquelle 'action de G est €. On
note a(g) l'action d'un élément du groupe et a(X) celle d'un élément de
l’algébre. Avec cette derniére notation, on a une identification

o:g — Kg(TM)

ot Kg(T M) est I’ensemble des champs de vecteurs sur M qui sont des champs
de Killing sur M. Pour chaque x € M, si g = ¢ + p est la décomposition de
Cartan au point z, cette application descend en une identification

awzpiTxM

et a,(t) = 0.

Quitte & multiplier la métrique de M par des constantes le long des dif-
férents facteurs de de Rham — ce qui ne change pas G ni son action par
isométries — on suppose que la métrique ¢ de M coincide via o avec la forme
de Killing B. C’est-a-dire que I'application «, est une isométrie linéaire de p
sur T, M.

Isolement d’un produit R¥~1 x F

Soit v une géodésique unitaire, singuliére d’indice 1 dans M. Alors (voir
[14], section 3) I'union F), des géodésiques paralléles &  est une sous variété
totalement géodésique de M et isométrique & R¥~! x F ol F est un espace
symétrique de type non compact de rang 1 (voir la figure 24). On note f la
dimension de F.

Décrivons briévement la construction de F,. Plagons-nous au point 7(0)
et choisissons un plat A contenant 7. On note g = p° + €° la décomposition
de Cartan au point v(0) et a ’algébre abélienne associée & A. Comme -y est
d’indice 1, elle annule une racine o de a (et les éventuelles racines colinéaires).



100 Chapitre V. Compactification des espaces de rang supérieur

Comme on ’a vu & la section 4.2 du chapitre IV, Pespace Z(X)Np° contient
a mais n’est pas abélien. On vérifie facilement que c’est un systéme triple de
Lie, et F’, est exactement la sous-variété totalement géodésique associée:

F, = exp(Z(X) Np°)(7(0))
De plus v et chacune des géodésiques qui lui sont paralléles s’écrivent

sous la forme R x {z} oul R représente une droite fixée de R*~! et x parcourt
RF —2 x F': les points de R¥ — 2 x F' paramétrent la famille des géodésiques

paralléles a ~.
géodésiques \
paralléles

extrémité
de ~

g

bord de M

FIGURE 24 - Famille de géodésiques paralléles

Quitte & reparamétrer on écrit donc y(t) = {(¢,0,...,0)} x {p} ou p est
un point de F et on identifie F* = {(¢,0,...,0)} x F avec son image plongée
dans M et F° avec F. On note encore p = 7(0), on le considére donc a la
fois comme un point de M et un point de F.

On note F, 'adhérence de F, dans M et F,(00) = F, N M(00).

Remarquons que Fl, n’a a priori aucune raison d’étre une sous-variété de
M, donc on ne peut pas directement invoquer la proposition 5.

Prolongement des isométries de F'

Soit G*' le groupe de Lie des isométries de I, G}’ sa composante neutre et
gr son algébre de Lie. Notons g = €9 @ p° et gr = € @ pr les décompositions
de Cartan au point v(0) = p. Comme F est une sous-variété totalement
géodésique de M, les identifications naturelles

pO i T'y(O)M et Pr i> TpF
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induites par o permettent de voir pr comme un systéme triple de Lie de
p®. Mais comme F' est de type non compact, I'algébre de Lie engendrée par
pr est gr. Ainsi gr est une sous-algébre de g et G} un sous-groupe de Gy.
Autrement dit, toute isométrie de [’ qui est dans la composante neutre se
prolonge en une isométrie de M tout entier.

Une représentation linéaire a I’infini

Par construction, laction de Gf fixe I'extrémité y(oo) de v, donc en
différenciant en ce point on obtient une représentation p de G sur Ty(o0) M :

p: G(I; — GL(TV(OO)M)
g dv(w)a(g)

Notre but est maintenant de décomposer cette représentation pour en
extraire une sous-représentation qui fournira la contradiction recherchée.

Décomposition de I’espace tangent & I’intérieur

Notons g = ¢ @ p’ la décomposition de Cartan au point (¢). Comme F,
est totalement géodésique, on peut pousser plus loin la décomposition :

p' =pl @l DL

ou les différents termes sont orthogonaux pour la forme de Killing et ou «
envoie ph sur T, F?, pt ., sur T, RF1 et p! sur (T, F,)*

Notons que p’ est de dimension m, p’. de dimension f, p.,, de dimension
k —1 et p' de dimension m — f — k + 1.

Stabilité de la décomposition a I'intérieur
Notons X I'unique élément de p’ tel que o(X) coincide avec le vecteur
vitesse de vy au point y(t). Il est indépendant de ¢ donc X € p* pour tout .
Notons également p! = p% © p,,- Par définition o 'envoie sur T, F, et
c’est I’ensemble des champs de Killing Y € p* qui commutent avec X. Or

p! = Ad(exp(tX))p!

donc par commutativité p'; = pg ne dépend pas de t. On le note par consé-
quent p,.

De la méme fagon on voit que p et p’, ., ne dépendent pas de ¢ et on les
note Pr et Peuct-

Par l'intermédiaire de «, on vient de décomposer T’ M. Il nous faut
maintenant prolonger cette décomposition au bord. Remarquons qu’on ne
peut pas le faire directement en regardant I'image de pr sous « au point
~(o0) puisqu’elle est réduite a 0.
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Décomposition de I’espace tangent au bord (I)

LEMME 7 — L’espace tangent V| a l'orbite de v(o00) sous laction de Gq est
la limite quand t — +oo de (T, F,)™*.

DEMONSTRATION : on va utiliser la constance de p,. On dispose en consi-
dérant les points v(0) et v(¢) de deux décompositions, orthogonales pour la
forme de Killing:

iR iR
g = apl ep) (1)
tL t L t
g = top, op, (2)

De p3 = p!, on déduit p} C & @ p, . Il s’ensuit que, considérée au point (),
« envoie pY dans T, F,. Mais un champ de Killing appartenant a pY ne
s’annule pas, donc par égalité des dimensions on a:

Oy (t) (pti) = (T'Y(t)F'y)L

et ce, pour tout ¢.
Il suffit donc de montrer que V) est I'image par o de p9 au point (o)
pour obtenir par continuité de « le résultat annoncé.
Il est tout d’abord clair que p} est envoyé par a dans 'espace tangent a
Porbite de y(o0):
) (p]) C Vi (3)

Les cloisons sont des variétés topologiques de dimension k — 2, les chambres
sont de dimension k — 1 et ’espace des chambres adjacentes a la cloison P
contenant «y(oo) est paramétré par le bord de F' donc est de dimension f — 1.
L’orbite de v(0o) est donc de dimension m — f — k +1 = dim(pY) et il suffit
de montrer I'injectivité de o, restreinte a p§ pour avoir égalité dans 3.

Or si H € pY était envoyé sur 0 € T,Y(OO)]\_J par o, en conjuguant avec
une inversion géodésique il serait aussi envoyé sur 0 € TA,(,OO)M par a_, (on
utilise ici que p° est un espace propre pour 'involution de Cartan au point
7(0)).

Alors a(exp(H)) transformerait v en une géodésique paralléle et o(H)
serait en tout point de « tangent & F,, ce qui est impossible par définition
de p’. u

Décomposition de I’espace tangent au bord (11)

On va maintenant se servir de la présence d’un groupe compact dans G}/
pour continuer la décomposition au bord, via le résultat suivant.
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LEMME 8 — Soit K un groupe topologique compact et (i;)er une famille
continue de représentations linéaires de K sur un espace vectoriel V de di-
mension finie. Alors les représentations j; sont toutes conjuguées deur @
deux.

DEMONSTRATION : la classe de conjugaison d’une représentation de K est
entiérement déterminée par son caractére. Plus précisément, la multiplicité
d’une représentation irréductible v dans u; est donnée par le produit scalaire
des caractéres de v et yu;, c’est donc une fonction continue de t. Elle est &
valeurs entiéres donc constante. ]

On note p' la représentation naturelle (obtenue en différenciant) du fixa-
teur KJ' C G{ de p sur I'espace vectoriel T, M.

pli K — GL(T,»)M)
ko— dypalk)
On note p™ la restriction de p & K. C’est aussi la limite des p; quand ¢ — oo.

LEMME 9 — Les sous-espaces vectoriels Ty F* et T,(yRF' C T, (yM ad-
mettent quand t — oo des sous-espaces vectoriels limites Vi et Vo C
Tyoo) M.

De plus la restriction p> de p au groupe compact K} agit transitivement
sur Vi et trivialement sur V.

DEMONSTRATION : d’aprés le lemme 8, les p' (t € RU {+o0c}) sont deux
a deux conjuguées. En particulier comme les sous-espaces tangents T, F",
T,iyRF! et (T04 F,)* sont des espaces stables sous p', il existe une décom-
position

Tyoor M = Vi @ Veya ® V1

stable sous p>° et telle que ses restrictions & Vg, V., et V| soient conjuguées
aux restrictions de p' & respectivement T, F, T,R* et (T Fy)™
Comme p' est triviale sur Tq/(t)Rk_l, p>° lest sur V., . De méme p> est
irréductible sur Vi car F', de rang 1, est isotrope.
Enfin par continuité de p! au point t = oo, Vg et V. sont les limites de
Ty F" et T,y RF~! respectivement. [

Notons que Vr est inclus dans T’ M (00) car ce dernier est de codimen-
sion 1 et préservé par Kf qui agit transitivement sur Vp.

Stabilité de la décomposition au bord

Notre but est maintenant de montrer que V est stable par p, autrement
dit qu’on obtient le méme V si on remplace v par une autre géodésique qui
lui est paralléle.
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Rappelons qu’on note X I’élément de p., vérifiant 7/(¢) = a(X) au point
(1)
LEMME 10 — La restriction de p(exp(X)) —1Id a V| est de rang mazimal.

DEMONSTRATION : par définition de p on a

plexp X) = dy(o0)(ax(exp X))

Fixons un plat maximal contenant v et écrivons la décomposition en racines

associée:
g=290+ Z [+
AEA

Comme 7 est singulier, X annule certaines racines. Les champs de Killing
qui commutent avec X sont les éléments de

go + Z gx

AMX)=0

Pl C Z ox

A(X)#0

et par orthogonalité

Or au point v(c0), « est & valeur dans V| et réalise un isomorphisme de
pY sur V|. On induit donc par « une surjection

Z g — Vi

MX)#£0
Maintenant pour tout H € g,, on a
(o) (exp X)) (a(H)) = a(Ad(exp(X))(H)) = X a(H)

donc p(exp(X)) — Id est de rang maximal sur V. |

LEMME 11 — La cloison P qui contient y(o0) est, au voisinage de ce point,
une sous-variété de M(oo).

DEMONSTRATION : la cloison P est contenue dans ’ensemble des points de
M(o0) qui sont fixés par 'action de G et de exp X. On obtient en coor-
données locales un systéme infini d’équation dont le rang est, d’aprés ce qui
précéde, au moins égal & dim V| +dim Vy = m —k+1 (on utilise ici le lemme
10 et lirréductibilité de p™ sur V).

On peut donc extraire un systéme libre de m — k + 1 équations indépen-
dantes, qui par le théoréme des fonctions implicites définit localement une
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sous-variété différentielle S de M(o0), de dimension k& — 2. Mais P est une
sous-variété topologique de codimension k — 2 incluse dans S, donc S et P
sont localement confondues et P est localement une sous-variété différentielle.

]

LEMME 12 — Le sous-espace Vi est un espace stable de p.

DEMONSTRATION : comme V| est 'espace tangent a 'orbite de v(c0) sous
I'action de G, c’est un espace stable de p. Comme G} est un groupe de Lie
simple, p est totalement réductible et il existe un unique supplémentaire de
V) stable par p. Mais Vi & V., est I'unique supplémentaire de V| stable par
p>, restriction de p au groupe compact K!". Ces deux supplémentaires sont
donc identiques, et Vp & V., est stable par p.

Comme T’y (o) M(00) est stable par p, il existe une droite vectorielle L C
T,(s)M stable par p et transverse au bord. Elle est en particulier stable par
p>; elle ne peut étre incluse dans Vp car c’est un espace irréductible de
p>°, donc L est incluse dans V,,,. On peut donc écrire V., = L ® V], ol

e/ucl = ‘/eucl N T’Y(OO)M(OO>

Comme la cloison P est une sous-variété de M (oco) fixée point par point
par GY%, son espace tangent au point y(co) est un espace stable de p sur
lequel p est triviale. En particulier p> y est triviale, donc

eucl

T,Y(OO)P cV/

et comme ces deux espaces sont tous deux de dimension k£ — 2, ils sont égaux.
Comme p est totalement réductible il existe un unique supplémentaire V'

de Vi ® V/,,, dans T, ()M (oc0) stable par p. Mais V' doit étre en particulier
stable par p>°, donc est nécessairement égal & V. ]
Conclusion

On note p; la restriction de p & V. On peut appliquer les idées de la
section précédente.

Si F' est de dimension paire, les inversions géodésiques sont dans la com-
posante neutre G{ et on peut regarder leurs images par p;, qui par continuité
sont —Id. La composition de deux d’entre elle est un élément non trivial de
Gl dont 'image par p; est Id: p; est alors non triviale et non fidéle, ce qui
est impossible.

Si F' est de dimension impaire, p; est une représentation non triviale de
dimension 2m + 1 de SO¢(1,2m + 1) pour un certain m, ce qui est également
impossible.

On a donc montré le théoréme F.
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Philippe Geluck,
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Cette deuxiéme partie est consacrée a 1’étude de certaines variétés com-
plexes & bord. Le but de ce chapitre est de les définir et dans un premier
temps de donner des éléments sur la structure de leur bord. La géométrie
CR (pour Cauchy et Riemann) décrit la structure induite par une variété
complexe sur une sous-variété réelle, c’est donc un objet essentiel pour notre
étude.

1 Eléments de géométrie CR

1.1 DEUX EXEMPLES FONDAMENTAUX

Le cas fondamental en géométrie CR est celui des hypersurfaces de C".
Leur étude est naturelle dés qu’on constate qu’il n’y a pas d’uniformisation
en dimension supérieure ou égale & 2. C’est Poincaré qui le premier démontra,
en étudiant leurs groupes d’automorphismes, que la boule

B** = {(z,y) € C% [a|* + |y[* < 1}
et le polydisque

A’ ={zeClz] <1} x{yeCily| <1}
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ne sont pas biholomorphiquement conjugués.

Comparons briévement les deux hypersurfaces correspondantes : 1a sphére
unité et I’hyperplan (celui-ci est localement biholomorphe aux « faces » du
polydisque: il suffit pour le voir d’uniformiser le bord circulaire d’'un des
facteurs sur une droite). Un hyperplan affine réel de C? contient des droites
affines complexes, qui forment un feuilletage par surfaces de Riemann. Par
exemple le plan {Im z = 0} est feuilleté par les droites {x = r} ot r parcourt
R. Au contraire, la sphére unité S® = {|z|> 4 |y|*> = 1} borde un domaine
strictement convexe de I’espace affine C2, donc ne peut contenir de surface
de Riemann. En effet, pour tout point p € S? il existe une forme affine réelle
a de C? telle que a(p) = 0 et a(q) > 0 pour tout ¢ € S3, ¢ # p. La restriction
d’une telle forme & une surface de Riemann passant par p serait une fonction
harmonique admettant un minimum strict, ce qui n’existe pas. On voit donc
trés simplement que ces deux hypersurfaces sont de nature différente. Dans
la suite on présente des outils qui permettent de raffiner cette distinction.

On parlera toujours de boule standard pour la variété complexe abstraite
isomorphe & la boule unité — pour la norme hermitienne canonique — de C”
et de spheére standard, notée simplement S?"~!, pour la variété CR abstraite
isomorphe & la sphére unité.

1.2 DEFINITIONS

Etudions maintenant les hypersurfaces réelles générales de C™: on en ti-
rera une définition des variétés CR abstraites et leurs propriétés élémentaires.

Considérons donc une hypersurface réelle H de C" (ou d’une variété com-
plexe) de régularité €. Pour tout ce qui est fait ici, k¥ > 6 suffit mais pour
plus de simplicité on peut se restreindre aux hypersurfaces lisses (k = 00) ou
analytiques (w).

Notons J l'opérateur de multiplication par ¢ sur le fibré tangent de C".
L’intersection T, H N J(T,H) définit dans le fibré tangent de H un champ
d’hyperplans, noté £ (sur la figure 25, on triche évidemment sur les dimen-
sions). Par construction, I'opérateur J agit sur £ et on note encore J sa
restriction. Le couple (&, J) constitue la structure CR de H.

Intégrabilité
On sait que dans une variété complexe 'opérateur J satisfait la condition
d’intégrabilité de Nijenhuis
J([X,JY]+ [JX,Y]) = [JX,JY] - [X,Y] (1)

Il en découle que la structure CR d’une hypersurface réelle d’une variété
complexe satisfait une propriété analogue, qu’on appellera encore condition
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J(T,M)

T, M

€

FIGURE 25 — Champ d’hyperplans d’une hypersurface

d’intégrabilité: pour tous champs de vecteurs X, Y définis sur H et partout
tangents a &,

[JX, Y]+ [X,JY] € ¢
et (2)
J([JX, Y]+ [X,JY]) = [JX,JY]-[X,Y]

Forme de Levi et pseudoconvexité

En tant que sous-variété, H peut étre paramétrée implicitement : loca-
lement, elle s’écrit comme un niveau {h = 0} od h : C* — R est une
fonction analytique réelle dont 0 est une valeur réguliére. Si x est un point
de H et v un élément de 7,C", dh,(v) = 0 si et seulement si v € T, H et
dh,(v) = (dh, o J)(v) = 0 si et seulement si v € £,. Si on définit 6, comme
la restriction & T,H de dh, o J, on obtient sur H une 1-forme différentielle
dont le noyau est &. Le choix de h ne change bien évidemment 6 que par
multiplication par une fonction ne s’annulant pas.

Muni de cette forme, on peut définir sur £, une forme quadratique appelée
forme de Levi:

Ly (v) = db,(v, Jv) (3)

Un peu de calcul différentiel extérieur améne une autre expression de la forme
de Levi: pour n’importe quel champ de vecteurs V' défini au voisinage de x
et tangent & &, on a

Cette expression montre en particulier que le choix de h n’influe sur L que
par multiplication par une fonction ne s’annulant pas. Ainsi la signature de
la forme de Levi est bien définie au signe preés. La figure 26 illustre I’équation
(4) dans le cas ou L est non dégénérée. On y a représenté ¢ dans le plan
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¥

ﬁ”_—-—-

FIGURE 26 — La forme de Levi

horizontal, il est supposé invariant par translation verticale. L’opérateur J
est la rotation de £ d’un quart de tour en sens direct. On considére un champ
de vecteur V partout tangent a & et supposé constant dans cette carte. Le
trajet foncé représente de fagon macroscopique le crochet [V, JV]: on suit V,
puis JV, —V et enfin —JV. Le décalage vertical est alors mesuré par L(V).

Cette signature a un sens géométrique fort, par exemple la forme de Levi
est partout non dégénérée si et seulement si € est une distribution de contact.
Si la forme de Levi est partout définie positive ou définie négative, on dit
que H est strictement pseudoconveze. Si elle est partout positive ou partout
négative sans étre nécessairement définie, on dit que H est faiblement pseu-
doconveze. Si elle est partout nulle, on dit que H est Levi-plate et dans ce cas
¢ engendre un feuilletage de codimension 1, dont les feuilles sont des variétés
complexes.

Par exemple les hyperplans affines réels sont Levi-plats et la sphére stan-
dard strictement pseudoconvexe. Le champ d’hyperplans obtenu sur celle-ci
est la structure de contact standard.
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Définition abstraite

On peut maintenant donner les définitions générales.

DEFINITION 1 (VARIETE CR) — On appelle variété CR une variété M

munie d’un champ d’hyperplans & et d’un opérateur presque complexe J sur
¢ (c’est-a-dire J : £ — &, J* = —1d) vérifiant la condition (2).

On ne considérera que des variétés orientables. Une variété CR est néces-
sairement de dimension impaire, en général notée 2n — 1 avec n > 2. Tous
les objets sont supposés €.

DEFINITION 2 (APPLICATION CR) — Etant données des variétés M et N
munies de structures CR (§,J) et (n, K), on appelle application CR de M
dans N une application différentiable F' : M — N telle que F.§ C n et, pour
tout X € §, dF(JX) = KdF(X).

Une application CR qui est également un difféomorphisme est un isomor-
phisme. Un isomorphisme d’une variété CR vers elle-méme est appelé un
automorphisme.

On vérifie facilement que la réciproque d’un isomorphisme est bien une
application CR. Deux variétés entre lesquelles il existe un isomorphisme sont
dites isomorphes ou équivalentes.

La forme de Levi d’une variété CR abstraite est définie comme précédem-
ment par (3), ou # est une forme différentielle de noyau &. La signature de la
forme de Levi est, au signe prés, un invariant CR. On dit encore d’une variété
CR qu’elle est strictement pseudoconvexe ou respectivement Levi-plate si sa
forme de Levi est partout définie (positive ou négative) ou respectivement
partout nulle.

1.3 CALIBRATIONS

Considérons une variété CR (M, ¢, J) de dimension 2n — 1. Comme on I’a
vu la forme de Levi n’est pas intrinséquement définie par la structure CR de
M, mais dépend du choix d’une forme différentielle définissant la distribution
d’hyperplans £. Une telle forme existe toujours car M est supposée orientée
et & est coorienté par J.

DEFINITION 3 (CALIBRATION) — On appelle calibration de M une 1-forme
0 telle qu’en tout point x € M, ker 6, = &,.

Il est important de remarquer qu’une calibration n’a a prior: aucune
raison d’étre préservée par les automorphismes de M ; on sait seulement
que deux calibrations sont multiples I'une de l’autre par une fonction ne
s’annulant pas.
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La donnée d’une calibration rigidifie beaucoup M. Considérons le cas
strictement pseudoconvexe. On sait que la restriction de df & £ est non dégé-
nérée, donc que df est de rang au moins 2n. Mais comme M est de dimension
impaire, la puissance extérieure (n + 1)-iéme de df est nulle, autrement dit
le noyau de df est de dimension 1 et transverse a 6. Il existe par conséquent
un unique champ de vecteurs X vérifiant en tout point X 1 df = 0 et la
condition de normalisation §(X) = 1. On I’appelle le champ de Reeb de &
associé a la calibration 6. Son flot préserve 6 et donc &, comme le montre la
formule magique de Cartan:

Lx0=d(X 20)+X 2d) =0

De plus la donnée d’une calibration fixe la forme de Levi L qui, quitte

a considérer —6, est définie positive sur . Mais la projection 7 : TM — &

sur ¢ dans la direction du champ de Reeb permet d’étendre L a tout ’espace

tangent. On obtient alors une forme quadratique définie positive sur 7'M par
la formule

Gu(v) = Ly 0 m3(v) + 04(v)” ()

otz € M et v e T, M. La donnée d’une calibration détermine donc une
meétrique riemannienne sur M. On 'appelle la métriqgue de Webster associée
4 la calibration.

Notons que ni cette métrique, ni sa classe conforme ne sont canoniques:
si 'on considére une nouvelle calibration ' = f6 ou f est une fonction &
valeurs strictement positives, la nouvelle métrique s’écrit

q/:LIOWI+912:fLO7TI—|—f2¢92

donc on a ¢’ = fq sur £ mais en notant encore X le champ de Reeb associé a
0, ¢ (X)>0'(X)*= f2 Si f n’est pas constante égale & 1, ¢’ n’est donc pas
un multiple de q.

1.4 COTES D’UNE HYPERSURFACE

Soit H une hypersurface de C", supposée strictement pseudoconvexe. On
peut en distinguer les deux cotés, qui ne jouent pas des roles symétriques.
L’un sera appelé cité conveze et I’autre coté concave de H ; on propose deux
méthodes équivalentes pour les définir, toutes deux locales.

Choisissons une fonction h qui définit localement H : h s’annule exacte-
ment le long de H et 0 en est une valeur réguliére. Comme on I’a vu, h définit
une calibration dh o J et donc une forme de Levi L. Quitte & considérer —h,
on peut supposer L positive. On définit alors le c6té convexe de H comme
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le domaine défini par {h < 0} et son coté concave comme le domaine défini
par {h > 0}.

Alternativement, considérons un champ de vecteurs V' défini au voisinage
d’un point de M qui, le long de H, est tangent a la distribution d’hyperplans
€. Le champ de vecteurs JV est alors également tangent a & le long de H ;
comme H est strictement pseudoconvexe le champ [V, JV] est lui toujours
transverse a £. L’orientation de (&, [V, JV]) ne dépend pas du choix de V/
d’aprés (4). Le champ J[V, JV] est donc transverse & H et pointe toujours
vers le coté concave de H.

1.5 QUELQUES PROPRIETES

Pour conclure cette section, présentons quelques résultats importants.
Tout d’abord, la construction de la structure CR d’une hypersurface ne
dépendant que de la structure complexe de C", le résultat suivant est évident.

PROPOSITION 4 — Une transformation biholomorphe entre deux ouverts de
C™ qui envoie une hypersurface sur une autre induit sur les hypersurfaces un
1somorphisme CR.

Si le biholomorphisme n’est défini que d’un cété de I'hypersurface, le
probléme est nettement plus compliqué.

THEOREME 5 (FEFFERMAN [17]) — Si D; et Dy sont des domaines bornés
de C™ dont les bords sont €°° et strictement pseudoconvezes, tout biholomor-
phisme F : D1 — Dy se prolonge en un difféeomorphisme F : Dy — Ds.

Ce résultat a été redémontré avec différentes techniques et étendu, par
exemple aux domaines faiblement pseudoconvexes & bord analytique réel [4].

Le prolongement d’une application CR est également délicat. Notons par
exemple ’hypothése de convexité dans le résultat suivant.

THEOREME 6 (PINCHUK [28]) — Une application CR, € et non constante
entre deuz hypersurfaces analytiques réelles et strictement pseudoconvezes de
C™ se prolonge localement biholomorphiquement.

Enfin on termine ce trés court panorama par des résultats d’existence et
d’unicité des remplissages.

THEOREME 7 (BOUTET DE MONVEL [47|) — Une variété CR compacte,
€ et strictement pseudoconvere de dimension 2n — 1 > 5 est isomorphe a
une hypersurface réelle € de C".

Notons qu’en dimension 3 il existe des contre-exemples analytique réels
globaux [50] et méme locaux [48].



116 Chapitre VI  Géomeétrie CR et variétés complexes a bord

THEOREME 8 (ELIASHBERG [16]) — Soit X une variété compleze a bord,
de dimension 2. Si le bord de X est difféeomorphe a la sphére et strictement
pseudoconvexe, alors X est diffeomorphe a la boule fermée éventuellement
éclatée en quelques points.

2 La boule standard

Dans cette section on étudie plus en détail la boule standard et son bord.
Elle est indissociable de 1’espace hyperbolique complexe, que ’'on commence
par construire.

2.1 CONSTRUCTION DE L’ESPACE HYPERBOLIQUE COMPLEXE

De la méme fagon qu’on construit ’espace hyperbolique réel comme une
nappe de {Q) = —1} pour le produit scalaire lorentzien Q@ sur R" (voir le
chapitre II, section 1.1), on peut construire ’espace hyperbolique complexe.
Plus précisément, considérons sur C"*! la forme hermitienne de signature
lorentzienne :

Q20 20) = — |20 + |21  + -+ [ 2]

et notons H son niveau {¢) = —1}. Remarquons que H est, cette fois,
connexe: en effet la forme symétrique réelle Re(Q) est de signature (2,2n).
Toutefois c’en est encore un quotient qui va servir de modéle pour 1'espace
hyperbolique. En effet, si on multiplie (zo, ..., z,) € H par un complexe de
module 1 on obtient encore un point de H, donc la projection de H dans
le projectif CP" n’est pas injective. C’est une fibration, dont les fibres sont
exactement les cercles obtenus en faisant agir par multiplication le groupe
U(1) des nombres complexes unitaires.

La restriction de Re(Q) au fibré tangent (réel) de H est une métrique lo-
rentzienne pour laquelle 'action de U(1) est isométrique. On appelle d’ailleurs
espace de Sitter cet espace lorentzien. La restriction de Re((Q)) a I'orthogonal
des fibres est définie positive, qu’on pousse par la projection de H sur la
carte affine {2y = 1} (identifiée naturellement & C") de CP" pour obtenir
dans la boule une métrique riemannienne. La variété riemannienne obtenue
est I’espace hyperboliqgue complere CH™ et sa réalisation dans la boule de CP"
en est le modéle de Klein.

Cette construction permet également de voir ’espace hyperbolique com-
plexe comme un espace homogéne: CH" = SU(1,n)/S (U(n) x U(1)). Le
groupe SU(1,n) est I’ensemble des matrices complexes carrées de taille n+ 1
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qui préservent la forme hermitienne () et dont le déterminant vaut 1. Le
groupe S (U(n) x U(1)) est ’ensemble des couples (A, u), ot A est une ma-
trice unitaire de taille n et v un complexe de module 1, qui vérifient u det A =
1.

Remarquons que les isométries de CH" sont exactement, dans le modéle
de Klein, les biholomorphismes de la boule standard. En les prolongeant au
bord, ce sont aussi exactement les automorphismes CR de la sphére standard.

2.2 LES AUTOMORPHISMES EN DIMENSION 2

On va maintenant décrire plus précisément ’action sur la boule standard
de dimension 2 de son groupe d’automorphismes SU(1, 2).

Classification des automorphismes

Dans la suite on utilise sur CP? des coordonnées homogénes [z : y : Z]
dans lesquelles la boule unité, qu’on notera B, s'¢crit {|z|” + |y|* —|z|* < 0}.

Chaque élément de SU(1,2) admet au moins un point fixe dans la boule
fermée B. Comme pour I'espace hyperbolique réel on peut grace i ces points
fixes classer ces isométries en trois catégories: un élément de SU(1,2) est

— elliptique s’il fixe un point de B ;

— parabolique s’il ne fixe aucun point de B mais exactement un point de
0B;

— hyperbolique s’il ne fixe aucun point de B mais exactement deux points
de 0B,

et tout élément est d’un de ces trois types.
Remarquons qu'un point de CP? fixé par A € SU(1,2) correspond 4 un
vecteur propre de la matrice A.

Description de I’algébre de Lie

L’algébre de Lie contient beaucoup d’information sur le groupe, et se
préte souvent mieux aux calculs. Les éléments de su(1,2) sont les matrices
3 x 3 de la forme

—i(by +bg) 11 g
Iy —C by

ou by et by sont des nombres réels tandis que [y, ls et ¢ sont des nombres
complexes.
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La forme de Killing est donnée par

B = a(a?) = -3 (] b2)2 -(25 b2)2 SRR - e ()

2 2

Un élément de su(1,2) est dit elliptique, parabolique ou respectivement
hyperbolique si I’adjectif s’applique & son exponentielle. Autrement dit, il
est elliptique s’il a un vecteur propre v avec Q(v) < 0, parabolique si tous
ses vecteurs propres vérifient Q(v) > 0 avec égalité pour exactement un
d’entre eux et hyperbolique si tous ses vecteurs propres vérifient Q(v) > 0
avec égalité pour exactement deux d’entre eux. Un élément elliptique est de
norme de Killing négative, mais la réciproque est fausse.

Nous nous intéressons maintenant aux transformations paraboliques et
hyperboliques, qui nous seront utiles par la suite.

Eléments hyperboliques

Par définition, un élément hyperbolique A € SU(1,2) a deux points fixes
p1 et ps dans OB. Par chacun de ses points, il passe exactement une droite
projective tangente & la sphére B, dont la direction est la droite complexe
&p, C 1,08 de la distribution de contact sous-jacente & la structure CR.. Ces
deux droites se coupent en un point ¢ de CP? et comme elles sont globalement
préservées, ¢ est un point fixe pour 'action projective de A. Ces trois points
non alignés correspondent & trois vecteurs propres linéairement indépendants,
il n’y en a donc pas d’autre.

L’action de SU(1, 2) est deux fois transitive sur B ; quitte & conjuguer A
on peut donc supposer que les p; sont les points [1: 1: 0] et [1: —1: 0]. Alors
q doit étre le point [0 : 0 : 1], intersection des droites {x = y} et {x = —y}.
En utilisant (6) on peut écrire A sous la forme

w 0
A=exp |l b 0 (8)
0 0 —2

ot [ # 0 et b sont des nombres réels. Quitte a considérer —A qui a la méme
action sur CP?, on peut supposer [ > 0. Les valeurs propres de A sont
exp(l + ib), exp(—l + ib), exp(—2ib) et A est diagonalisable. Un calcul en
coordonnées projectives permet de déterminer la nature des trois points fixes.
L’un des points fixes du bord, disons p;, est attractif avec valeurs propres
exp(—2l) et exp(—I — 3ib). L’autre est répulsif avec valeurs propres exp(21)
et exp(l — 3ib). Enfin, ¢ est hyperbolique avec valeurs propres exp(—I + 3ib)
et exp(l + 3ib). Sur la figure 27, la sphére OB est représentée en dimension 2
au lieu de 3 et les droites complexes sont représentées par des lignes.
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FI1GURE 27 — Dynamique d’une transformation hyperbolique

Eléments paraboliques

Considérons maintenant un élément parabolique a € su(1,2) et A son
exponentielle. Quitte & conjuguer, on peut supposer que son unique point
fixe au bord est p=[1:1:0].

L’action de A sur la droite projective L passant par p et tangente & 0B
ne peut étre hyperbolique, donc la valeur propre de a associée au vecteur
propre (1,1,0) est imaginaire pure et on peut écrire

—i(dl + dg) 7 (d1 + %dg) C
a = —1 (d1 + %dg) Zdl C (9)

C —C ng

ou d; et dy sont réels et ¢ est complexe. Les valeurs propres de a sont ids et
—idy/2 avec multiplicité 2. On peut maintenant distinguer trois cas, selon la
forme de Jordan de A.

Si dy # 0, p définit I'unique direction propre associée a la valeur propre
—idy/2 donc a n’est pas diagonalisable et la forme de Jordan de A est

e (10)
0 el

L’action de A sur L est alors conjuguée & une rotation de CP* et A admet
un deuxiéme point fixe ¢ € L. Sur la figure 28, on a cette fois représenté L
par une section plane pour y montrer la rotation.



120 Chapitre VI  Géomeétrie CR et variétés complexes a bord

FIGURE 28 — Dynamique d’une transformation parabolique & deur points

fizes

Sidy, =0et c =0, aest nilpotente d’ordre 2, la forme de Jordan de A est

(11)

o O =

1
1
0

— o O

et elle fixe chaque point de L (voir la figure 29).

FIGURE 29 - Dynamique d’une transformation parabolique fizant chaque
point d’une droite

Enfin si dy = 0 et ¢ # 0, a est nilpotente d’ordre 3, la forme de Jordan de
A est

(12)

oo~
O =
P

et p est son seul point fixe, & la fois attractif et répulsif (voir la figure 30).
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FIGURE 30 — Dynamique d’une transformation parabolique fixant un seul
point

3 Le théoréme de Webster—Schoen

Dans cette section on s’intéresse au théoréme de Webster—Schoen, qui
caractérise la sphére standard par la non-compacité de son groupe d’auto-
morphisme.

Le théoréme de Webster-Schoen est un analogue CR du théoréme de
géométrie conforme d’Obata-Ferrand. Il a été démontré d’abord sous des
hypothéses trés fortes par Webster [61] puis dans différentes versions par, sans
prétention & exhaustivité, Burns et Shnider [10], Wong [63], Klembeck [29],
Kamishima [27] et Lee [37] avant d’étre démontré dans toute sa généralité
par Schoen [52]. Trés récemment, Frances [18] I’a démontré dans le cadre
général des géométries de Cartan paraboliques (incluant entre autres le cas
conforme).

THEOREME 9 (WEBSTER—-SCHOEN) — Soit M?*"~! une variété CR stricte-
ment pseudoconvexe dont le groupe d’automorphismes agit non proprement.
Alors si M est compacte elle est CR-équivalente ¢ la sphére standard S*" 1,
st M est non compacte elle est CR-équivalente a la sphere standard privée
d’un point.

On dit que 'action de GG sur M est propre si pour tout compact K de M,
I’ensemble
{9€GigKNK # o}

est compact dans G. Si M est compacte, cela revient & dire que G est compact.

On propose maintenant d’en esquisser une démonstration géométrique.
Le but est de montrer pourquoi ce résultat est raisonnable, pas de mener &
bien tous les arguments dans le détail. Ceux-ci sont essentiellement inspirés
des travaux de Webster [61] et Frances et Tarquini [19] ; on ne s’occupe que de
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la partie locale, le passage du local au global étant semblable au cas conforme
traité dans [19]. De plus on traite le cas compact pour plus de simplicité.

Tenseur de courbure

L’outil principal dont nous avons besoin est le tenseur de courbure de
Chern—Moser S défini dans [13], qui est un analogue CR du tenseur de Weyl
en géométrie conforme. C’est un tenseur qui est défini sur une variété CR de
dimension 2n — 1 pourvu que n soit au moins égal & 2; il peut étre défini si
n = 1 mais est alors toujours nul.

Sans entrer dans les détails (pour lesquels on peut consulter [62]), il nous
suffit de savoir qu’on peut en tirer une fonction ||5]|, dépendant de la calibra-
tion (c’est essentiellement une norme de S) qui satisfait les deux propriétés
suivantes:

() si||S]|, s’annule sur un ouvert U C M, alors U est localement équivalent
a la sphére standard ;

(7) la modification de ||S||, sous le changement de calibration ' = f6
s’écrit

1Sl = £ 1151l

Dans le cas n = 1, on peut remplacer | S|, par le tenseur () de Cartan [11],
[12]| tout comme dans le cas conforme on utilise en dimension 3 le tenseur de
Cotton plutot que celui de Weyl.

Calibration canonique

On considére donc une variété CR compacte et strictement pseudoconvexe
(M, ¢, J). A partir d’une calibration arbitraire #, on construit partout ou ||S||,
ne s’annule pas une calibration canonique par

0, = 15ll40 (13)

Changer 0 en f0 n’affecte pas 0, qui est donc préservée par I'action du groupe
G des automorphismes de M.

Si M n’est pas partout localement équivalente & la sphére standard, il
existe un ouvert U sur lequel ||S||, ne s’annule pas. Sur cet ouvert, #; définit
par (5) une métrique riemannienne ¢; qui se prolonge naturellement par 0
la o ||S]|, s’annule. Si le lieu d’annulation est vide, G agit par isométrie
sur la variété riemannienne compacte (M, q;) et est compact. Sinon le lieu
d’annulation est alors & distance finie de tout point de U, et on peut définir
pour tout € > 0 un compact

K.={x e M;d(z,U) <&}
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ou d est la distance définie par la métrique ¢q. En prenant ¢ suffisamment
petit on s’assure que 'intérieur de K. est non vide. Maintenant (K., d) est
un espace métrique compact sur lequel GG agit fidélement par isométries, et
G est nécessairement compact.

4 Variétés complexes & bord

4.1 DEFINITION

On peut généraliser de la facon suivante la notion de variété complexe.

DEFINITION 10 (VARIETE COMPLEXE A BORD) — Fizons un nombre k > 1
entier ou oo ou w. Soient X un espace topologique paracompact séparé et
n un entier positif. On appelle carte complexe (de dimension n) de X tout
quadruplet % = (U, p, H, A) ou

(i) U est un ouvert de X, appelé domaine de la carte;

(i) A est un ouvert de C" et:

— soit H est une hypersurface €* de A et A\ H a deuzr composantes
connezres Dy et D_,

— soit H est vide et on note Dy = A;

(7i1) ¢ est un homéomorphisme de U vers D, U H.

Deuz cartes complezes (U, p, H, D) et (V,v, K, E) sont dites compatibles si
le changement de coordonnées

vop lip(UNV) —p(UNV)

se prolonge en un biholomorphisme dans un voisinage de son domaine de défi-
nition vers un voisinage de son image. On considére cette condition satisfaite
st UNV = @. Un atlas complexe est un ensemble de cartes compatibles dont
les domaines recouvrent X .

On appelle variété complexe & bord €* de dimension n un espace topo-
logique paracompact X muni d’un atlas compleze.

Enrichir un atlas d’une carte compatible a toutes les précédentes est une
opération anodine; on dit que deux atlas sont équivalents si leur union est
encore un atlas et on identifie en fait la structure de variété complexe & bord
a la classe d’équivalence de 1’atlas choisi.

Si on ne précise pas la régularité, on la suppose analytique (k = w). Une
variété complexe & bord est naturellement munie d’une structure de variété
différentielle & bord €*.
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L’intérieur d’une variété complexe & bord est muni d’une structure com-
plexe tandis que son bord porte une structure CR, définie localement par les
cartes.

DEFINITION 11 (ISOMORPHISME) — Soient X et Y deuz variétés complexes
a bord. Un homéomorphisme F' : X — Y est un isomorphisme complexe si
pour toute carte ¥V de Y, F*V est compatible a toute carte de X. Si X =Y,
on parle d’automorphisme.

Considérons une variété complexe a bord X, et supposons que la struc-
ture CR de son bord 0.X est strictement pseudoconvexe. Localement, I’image
d’une carte est a valeurs dans I'un des cotés de I'image du bord. De plus pour
deux cartes dont les domaines s’intersectent, ce coté est le méme. Il en découle
qu’on peut définir une composante de bord comme concave ou convexe, selon
que 'image d’une carte est du cété concave ou convexe de 'image du bord.
On dit que X est a bord strictement pseudoconcave si toutes les composantes
de bord sont concaves, a bord strictement pseudoconvere étant désormais ré-
servé au cas ou toutes les composantes de bord sont convexes. Il faut donc
bien distinguer si ’adjectif « pseudoconvexe » s’applique a un bord ou a une
structure CR abstraite.

4.2 EXEMPLES

On se propose maintenant d’énumérer succinctement trois types d’exem-
ples de variétés complexes compactes a bord, suivant la signature de la forme
de Levi du bord: strictement pseudoconvexe ou concave, de signature in-
termédiaire (dont la forme de Levi n’est ni dégénérée ni définie), et & bord
Levi-plat.

Ces exemples montre qu’il existe une certaine variété de bords possibles
pour une variété complexe. On peut se demander jusqu’ou s’étend cette va-
riété.

Question 6 — Quelles contraintes étre le bord d’une variété complexe im-
pose a une variété CR?

Cette question extrémement générale peut se décliner sous de multiples
formes. Par exemple, Rossi montre (entre autre!) dans [50] qu’en dimension
2n — 1 > 5 une hypothése de convexité impose la connexité du bord. Autre
exemple, dans le cas Levi-plat on peut se demander quels feuilletages peuvent
apparaitre au bord d’'une variété complexe.
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Bord strictement pseudoconvexe ou concave

L’exemple le plus commun est celui de la boule standard fermée, stricte-
ment pseudoconvexe. L’équivalent concave est son complémentaire

{lzaf* + -+ fzua|* = 2l > 0}

dans CP". Dans les deux cas, le bord est la sphére standard.

On peut construire de nombreux autres exemples convexes en considérant
des domaines & bord analytique strictement pseudoconvexe dans C". On peut
également considérer n’importe quelle variété complexe compacte, choisir un
tel domaine contenu dans l'image d’une de ses cartes et en considérer le
complémentaire pour obtenir une variété a bord strictement pseudoconcave.
On appelle cette opération percer la variété.

Bord de signature intermédiaire

Le modéle plat pour les variétés CR de dimension 2n — 1 dont la forme de
Levi est de signature (2p, 2q) avec p + ¢+ 1 = n est ’hyperquadrique définie
dans CP" en coordonnées homogénes par {Q,+1,4+1(2) =0} ot

2 2 2 2
Qp+1,q+1(z) = lzo|" -+ |Zp| - |Zp+1| - |Zp+q+1|

et on obtient une variété complexe a bord de signature (2p, 2¢) en considérant
le domaine de CP" défini par {Qp11,4+1(2) < 0}.

Bord Levi-plat

L’exemple le plus simple de variété CR Levi-plate est sans doute le produit
CP! x S'. On obtient une variété complexe & bord Levi-plat en effectuant le
produit CP! x A ot A est le disque de C. Cette variété se plonge dans toutes
les surfaces rationnelles sauf CP?; plus de détails sur les surfaces rationnelles
seront donnés dans le chapitre VII.

Donnons un exemple ot le bord est Levi-plat mais n’est pas un produit.
On note Hs » la surface complexe obtenue en effectuant le quotient de C?\ {0}
par 'homothétie centrée en 1’origine et de rapport 2. On 'appelle surface de
Hopf et on y place des coordonnées (z,y) € C2 ou 1 < |z]> + |y]> < 4 et
(z,y) = (2z,2y) si |z|> + |y|* = 1. Elle est diffecomorphe a S® x S'. Si 'on
découpe la surface de Hopf le long de I'hypersurface {y € R}, on obtient
une variété complexe {Imy > 0} dont le bord est Levi-plat. Le feuilletage
sous-jacent & la structure CR est donné par les sections verticales {y =
constante}, et on constate facilement qu’il correspond au recollement de deux
composantes de Reeb le long du tore {y = 0}, unique feuille compacte. On
peut voir par exemple la figure 33, ol les cotés fins se recollent par homothétie
a gauche et par translation a droite.
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FIGURE 31 - Hypersurface Levi-plate dans la surface de Hopf

FIGURE 32 — Accumulation d’une feuille sur la feuille compacte

/N

FIGURE 33 - Deuz visions du feuilletage de Reeb



Chapitre VII

Surfaces rationnelles

Un point de fuite mal réglé, ce sont des ennuis en perspective.

Marc-Antoine Mathieu,
La 2,333° dimension

Dans ce chapitre on donne quelques informations sur les surfaces ration-
nelles et des éléments de géométrie complexe, en adoptant un point de vue
adapté a l'usage qu’on en fera et sans rentrer dans les détails. Pour plus
d’informations on peut par exemple consulter le livre de Griffiths et Harris
[23].

En plus de fournir des exemples intéressants, les surfaces rationnelles
seront essentielles dans le chapitre VIII ol on se raménera & leur étude pour
en démontrer le résultat principal.

1 Eléments de géométrie complexe

1.1 FORME D’INTERSECTION

Soit X une surface complexe. En comptant avec signe (selon 'orienta-
tion) le nombre A - B de points d’intersection de représentants génériques
de deux classes d’homologie A, B € Hy(X,Z), on obtient une forme bili-
néaire symétrique. En particulier on définit I’ auto-intersection A - A comme
le nombre de points d’intersection, comptés avec signe, d’'un couple générique
de représentants de A.

On peut ainsi calculer I’auto-intersection d’une courbe complexe de X ou
I'intersection de deux courbes. L’auto-intersection induit par cette identifi-
cation une forme bilinéaire symétrique sur 1’espace de cohomologie Hy' (X).

Remarquons que comme la structure complexe donne une orientation ca-
nonique, l'intersection de deux courbes complexes est toujours positive ou
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nulle et qu'une courbe C' d’auto-intersection strictement négative est rigide,
c’est-a-dire que X n’induit de structure complexe sur aucune autre des sur-
faces réelles représentant la classe de C' dans Hy (X, Z).

1.2 ECLATEMENT ET CONTRACTION

Définitions

Soient U un ouvert de C" et p un point de U. On appelle éclaté de U
en p la variété complexe ouverte U" = {(L,z)} ou x € U et L parcourt
I’ensemble des droites affines complexes qui passent par p et x. Soit £ C U
Iensemble {(L,p)} des droites issues de p. On ’appelle courbe exceptionnelle
de I’éclatement et on a une application naturelle

m: U — U
(Lyx) — =z

qui envoie E sur p, biholomorphe de U" \ E sur U \ {p} et qu’on appelle
contraction. Sa réciproque 7', qui n’est bien définie que sur U \ {p}, est
appelée éclatement de U en p.

Considérons le cas n = 2. On utilise des coordonnées (x,y) dans U = C?
et on suppose, quitte a translater, que p = (0,0). La droite passant par p et
(x,y) peut étre repérée par sa pente x/y, éventuellement infinie. La courbe E
est rationnelle, ¢’est-a-dire que c’est un plongement de CP! et on peut décrire
U par deux cartes (u,v) — (u,uv) et (s,t) — (st,t) ou le changement de
carte s’écrit 1 = sv,t = uv et ou E intersecte les cartes selon (u = 0) et
(t=0).

Si n est plus grand, la situation est semblable et en particulier £ est un
CP"! plongé.

On appelle éclaté d’une surface complexe X en un point p de son intérieur
la variété obtenue en remplacant un ouvert de carte contenant p par son
éclaté en p. La contraction 7 : M — M et I’éclatement sont définis comme
précédemment.

Transformées d’une courbe

Etant donnée une courbe lisse C sur X et 7' : X — X" ’éclatement en
p € X, on appelle transformée totale de C' son image par 7!, qui n’est pas
une courbe lisse si p € C' puisqu’elle contient alors la courbe exceptionnelle
7~ 1(p). On appelle transformée propre de C' I’adhérence dans X de 7=1(C'\
{p})- La transformée propre de C' est notée C" ; c’est une courbe lisse de X"
dont I'auto-intersection vérifie

ch-ch=C-C-1
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En fait, un des intéréts des éclatements est de permettre de désingulariser
des courbes pour les rendre lisses.

Critére de contractibilité et minimalité

Citons un exemple important : la courbe E créée par un éclatement est
une courbe rationnelle d’auto-intersection —1. La réciproque est vraie et im-
portante.

THEOREME 1 (CRITERE DE CASTELNUOVO-ENRIQUES) — Soit X une sur-
face compleze et C une courbe rationnelle lisse d’auto-intersection —1 dans
X. Alors on peut contracter C, c’est-a-dire qu’il existe une surface compleze
XV et une application ™ : X — XV telle que X est l’éclaté en un point p de
XV et C=7"Yp) ou m est la contraction.

Ce critére peut également étre mis sous la forme suivante (grace a la
formule d’adjonction). On note K le fibré canonique de X, qu’on peut inter-
préter comme un diviseur pour calculer des intersections.

THEOREME 2 — Soient X une surface compleze et C' une courbe rationnelle
lisse telle que C'- C' < 0 et C - K < 0. Alors on peut contracter C.

On dit d’une surface ne possédant pas de courbe rationnelle contrac-
tible qu’elle est minimale. Comme un éclatement fait augmenter le deuxiéme
nombre de Betti de 1, en partant d’une surface X on ne peut contracter
successivement qu’un nombre fini de courbes (bien qu’au départ X puisse
posséder une infinité de courbes contractibles). Ainsi toute surface posséde
au moins un modéle minimal & partir duquel elle est obtenue par éclatements
successifs.

2 Surfaces de Hirzebruch

On est maintenant équipé pour définir les surfaces rationnelles.

DEFINITION 3 (SURFACE RATIONNELLE) — On appelle surface rationnelle
toute surface qu’on peut obtenir & partir de CP? par une suite d’éclatements
et de contractions.

On va maintenant en étudier une famille importante, qui contient en
particulier la plupart des surfaces rationnelles minimales.
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2.1 DEFINITION

Les surfaces de Hirzebruch sont les fibrations holomorphes réguliéres en
CP! sur CP'.

Soit X une telle surface. Utilisons deux cartes pour décrire la base, U et V'
avec coordonnées z € C et w € C et changement de coordonnées w = 27!. La
surface ¥ est alors obtenue en recollant les deux cartes (z, [u : v]) € U x CP*
et (w,[s:t]) € V x CP’. On peut effectuer un recollement de la forme

(w,[s:1]) = (27, [u: 2"]) (1)

oll n est un entier positif, et on obtient ainsi, & biholomorphisme prés, toutes
les surfaces de Hirzebruch. On les note X, ot n est l'entier utilisé dans (1).

2.2 RATIONALITE ET AUTRES PROPRIETES

Tout d’abord on constate facilement que X, est la fibration triviale CP! x
CP! et que X est I’éclaté de CP? en un point. Dans ce dernier cas la base de
la fibration s’identifie & la courbe exceptionnelle de ’éclatement et les fibres
sont les transformées propres des droites passant par le point éclaté.

Sections et forme d’intersection

La surface X, est une fibration, et on peut en décrire les sections: elles
s’écrivent en cartes sous la forme

{z, [Z biz' 1] } ou {z,[1:0]} (2)

La derniére est appelée la section infinie tandis que les premiéres sont appe-
lées sections finies.

Toutes les sections sont des courbes rationnelles lisses. Les sections finies
forment un espace vectoriel de dimension n -+ 1, sont d’auto-intersection n et
sont homologues entre elles tandis que la section infinie est d’auto-intersection
—n et est donc rigide.

Les fibres sont des courbes rationnelles homologues entre elles et donc
d’auto-intersection 0. L’homologie de ¥, est engendrée par la classe F' des
fibres et la classe B de la section infinie. On vérifie que la classe des sections
finies est F'+ B.

Il se trouve que la section infinie est la seule courbe lisse d’auto-intersec-
tion négative; 2, est donc une surface minimale pour n # 1. Les surfaces de
Hirzebruch sont toutes rationnelles, et les seules surfaces rationnelles mini-
males sont CP? et les ¥, n # 1.
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(0) (0) (0)

»(0) Fp(=1) p™(0)

FIGURE 34 — Transformation birationnelle entre 3, et 3,1

Rationalité

Décrivons rapidement comment on peut passer de CP? & ¥, par des
éclatements et des contractions. D’abord on a déja vu que X; est I’éclaté de
CP? en un point. Il nous suffit maintenant de passer de £, & Z,,1;.

Si on éclate >, en un point p hors de la base, puis si on contracte la
transformée propre FpA de la fibre contenant p, I’auto-intersection de la base
a augmenté et on obtient >, ;.

Si on éclate un point de la base avant de contracter la transformée propre
de la fibre correspondante, I’auto-intersection de la base augmente et on
obtient >, .

Les deux opérations sont inverses I'une de 'autre car la premiére contrac-
tion envoie F' sur le point )" de la base de %, ;.

Sur la figure 34, on a indiqué les I'auto-intersection de chaque courbe
entre parenthése.






Chapitre VIII

Remplissages concaves
équivariants

— Oui, Sire. Mathématiques modernes et logique floue sont les
deux mamelles du Poupoulou.

— Mais comme vraies armes on a quoi?

— Les maths et la logique sont des armes, Sire. Rien ne leur
résiste.

L. Trondheim, J. Sfar
et Andreas,
La carte majeure

Le contenu de ce chapitre correspond essentiellement a ’article [33].

1 Introduction

1.1 REMPLISSAGES EQUIVARIANTS DE LA SPHERE STANDARD

Le théoréme de Webster—-Schoen montre que la sphére standard est la
seule variété CR strictement pseudoconvexe dont I'action des automorphis-
mes posséde une dynamique riche. De plus cette dynamique se prolonge du
cOté convexe & la boule standard (en une action particuliérement intéres-
sante puisqu’elle s’identifie 4 I'action des isométries de ’espace hyperbolique
complexe). On parle de remplissage équivariant.

DEFINITION 1 (REMPLISSAGE) — Soit M une variété CR ; on appelle rem-
plissage holomorphe (ou simplement remplissage) de M toute variété com-
plexe a bord dont le bord est CR-équivalent a M.
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Quand M est strictement pseudoconveze et connexe, on dit que le rem-
plissage est convexe ou concave selon que la variété est a bord strictement
pseudoconvexe ou strictement pseudoconcave.

DEFINITION 2 (EQUIVARIANCE FORTE) — Soit M une variété CR ; on ap-
pelle remplissage fortement équivariant tout remplissage tel que les automor-
phismes CR du bord se prolongent en des biholomorphismes de toute la va-
riété.

On a vu a la fin du chapitre VI qu’a éclatement prés un remplissage
convexe de la sphére standard est difféeomorphe & la boule. Si on demande de
plus I’équivariance forte, il est trés facile de voir qu’un remplissage convexe
est toujours biholomorphe a la boule standard, sans éclatement possible (voir
les détails plus loin).

Il est alors naturel de se demander quels remplissages sont possibles du
cOté concave. Comme on I’a vu, percer des variétés compactes permet de
construire de nombreux exemples et 1’'unicité du cas convexe n’est plus de
mise. Qu’en est-il si on ajoute une hypothése d’équivariance? Demander
que tout le groupe des automorphismes se prolonge est une hypothése forte
qui améne immédiatement 'unicité (le seul remplissage possible étant alors
I'espace projectif privé de la boule unité, noté CP?\ B) et il est nécessaire
d’assouplir I’hypothése.

DEFINITION 3 (EQUIVARIANCE RELATIVE) — On appelle remplissage équi-
variant de M relativement au groupe F' C Aut(M) tout remplissage de M
ot tous les éléments de I se prolongent en des biholomorphismes.

Notre but dans ce chapitre est de montrer que dans le cas des surfaces on
conserve une grande rigidité dés que le groupe F' est suffisamment gros.

On ne peut pas espérer l'unicité car on construit facilement différents
exemples 4 partir de CP?\ B. Choisissons un élément hyperbolique ou para-
bolique ¢ de SU(1,2) (c’est-a-dire un élément qui engendre un sous-groupe
fermé non compact). Alors ¢ agit sur CP? \ B et s’il admet un point fixe
p en dehors du bord, on peut éclater CP? \ B en p pour obtenir un nouvel
exemple. En effet ¢ agit encore sur I’éclaté et engendre un groupe fermé non
compact. On peut continuer & éclater des points fixes de ’action de ¢ pour
obtenir de nombreux exemples. Ces remplissages concaves de S sont appelés
éclatements standards de CP* \ B.

THEOREME G — Soit R un remplissage concave de la sphére standard S3,
équivariant relativement a un groupe F C Aut(S®) = SU(1,2). Si F est non
compact et fermé dans Aut(S?), alors R est un éclaté standard de CP? \ B.

Remarquons qu’aprés 1’éclatement, ¢ n’est pas le seul élément de SU(1, 2)
qui continue & agir biholomorphiquement sur R : c’est aussi le cas de tous les
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éléments fixant les points successivement éclatés. On obtient ainsi au moins
un groupe a un paramétre contenant ¢ agissant sur R. En particulier, R
admet un champ de vecteurs holomorphe.

On peut envisager plusieurs prolongements naturels de ce résultat.

Question 7 — Que reste-t-il du théoréeme G en dimension supérieure ?
Quand le bord est de signature différente ? Quand on demande seulement
que l'action se prolonge par biméromorphismes ?

1.2 SURFACES COMPLEXES A BORD CONCAVE ET A GROS GROUPE
D’AUTOMORPHISMES

Reformulation

Dans cette section, nous proposons une seconde interprétation du théo-
réme G.

Remarquons tout d’abord que le groupe des automorphismes d’une variété
complexe & bord s’injecte naturellement dans le groupe des automorphismes
CR du bord. Toutefois cette injection, comme on le verra plus bas, n’est pas
nécessairement propre.

COROLLAIRE 4 — Les surfaces complexes a bord strictement pseudoconcave

(i) dont le groupe d’automorphisme est non compact et

(i) tel que Uinclusion de celui-ci dans le groupe d’automorphismes du bord
est propre
sont toutes des éclatés de CP*\ B, obtenues comme dans le théoréme G.

Cet énoncé découle du théoréme G gréace au théoréme de Webster—Schoen.
En effet nos hypothéses assurent que le groupe d’automorphismes du bord
est non compact, donc que le bord est bien la sphére standard.

On peut encore reformuler le résultat en terme de sphére invariante.

COROLLAIRE 5 — Une surface compleze
(1) possédant une sphere S* plongée qui la déconnecte
(#) et ayant suffisamment d’automorphismes qui préservent cette sphére
pour y induire un groupe fermé non compact d’automorphismes CR
est nécessairement un éclaté de CP?, obtenu comme dans le théoréme G.

Pour se ramener & cette forme, il suffit de constater que le remplissage
concave peut étre complété par un remplissage convexe par la boule pour
donner une variété complexe sans bord (voir la démonstration plus loin).

A ce stade, il est clairement vain d’espérer classifier précisément les va-
riétés complexes a bord strictement pseudoconcave. Pour se convaincre que
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demander seulement la non-compacité du groupe d’automorphismes holo-
morphes du remplissage ne rend pas le probléme accessible, considérons un
exemple édifiant dii & McMullen.

L’exemple de McMullen

Dans [38], McMullen décrit une surface K3 (et plus récemment dans [39],
des surfaces rationnelles) possédant un automorphisme ¢ cumulant les deux
propriétés suivantes :

(7) il est d’entropie positive;
(i) il admet un domaine de Siegel.

Comme ¢ est d’entropie positive, il engendre un groupe non compact. Mais
le domaine de Siegel est par définition un ouvert de la surface dans lequel ¢
est conjugué & une rotation, donc il contient un ouvert stable biholomorphe &
la boule standard. Si on prive la surface de cet ouvert, on obtient une surface
a bord strictement pseudoconcave possédant un automorphisme d’entropie
positive. ’image du groupe engendré par ¢ dans le groupe d’automorphismes
du bord est relativement compacte et 'inclusion ne peut pas étre propre.

En un sens, on peut dire que la dynamique de la surface ainsi construite
reste & ’écart du bord.

2 Remplissages équivariants de la sphére

Dans cette derniére section nous donnons une démonstration du théoréme
G. Commencons par en présenter le déroulement.

On considére donc un remplissage concave R de la sphére standard, équi-
variant relativement & un sous-groupe F' C SU(1, 2) fermé et non compact.

Notre premier outil est le théoréme H démontré en annexe, qui implique
que F' n’est pas purement elliptique. Il contient donc au moins une trans-
formation hyperbolique ou parabolique, qui agit sur R et sur CP? aprés
conjugaison par un difféomorphisme CR: OR — S C (CPi ou S désigne la
sphére unité de CP?. On note ¢ ’automorphisme de R et ¢ celui de CP?,
_ On se base alors sur I’étude des bassins d’attraction et de répulsion de
¢. Elle permet de montrer de facon trés élémentaire que R se compléte par
I’ajout d’une boule en une surface sans bord X sur laquelle ¢ agit encore.
Mieux, elle permet d’exhiber dans X une famille de courbes rationnelles
d’auto-intersection 1, homologues entre elles et dont la classe est invariante
sous ’action de ¢. Il découle alors du lemme de Noether que X est une surface
rationnelle.
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On utilise ensuite le théoréme d’indice de Hodge pour montrer que quitte
A élever ¢ A une certaine puissance ¢*, on peut supposer que ¢ préserve
globalement chaque courbe exceptionnelle, ce qui permet de les contracter.

11 suffit alors d’étudier le cas des surfaces rationnelles minimales.

2.1 BASSINS D’ATTRACTION ET DE REPULSION

Etude dans CP?

On se base sur la description des éléments de SU(1, 2) qui a été faite dans
le chapitre VI.

Commencons par considérer un élément hyperbolique. On note p, son
point fixe attractif, p_ son point fixe répulsif et p, son troisiéme point fixe,
hyperbolique et situé hors de la boule B. On note encore L la droite projec-
tive qui passe par p, et p,, L_ celle qui passe par p_ et p,. Ces deux droites
sont tangentes & .S en p, et p_, respectivement. Le bassin d’attraction de p,
est CP?\ L_ tandis que le bassin de répulsion de p_ est CP?\ L,.. Leur union
est donc CP?\ {p;}. Elle contient un voisinage de la boule unité fermée et
de nombreuses droites projectives, dont par exemple celles qui passent par
P4+ et pas par py.

Considérons un élément parabolique ayant un seul point fixe dans CP2.
On voit alors facilement que le bassin d’attraction de ce point est CP? tout
entier.

Considérons un élément parabolique ayant exactement deux points fixes.
L’un de ceux-ci est sur S, on le note p,. L’autre est sur la droite L, tangente
ala sphére en p. . Le bassin d’attraction de p, est CP*\ L, plus p,. lui-méme.

Considérons enfin un élément parabolique fixant chaque point de la droite
L, qui est tangente & la sphére en son unique point fixe p,. Le bassin d’at-
traction est encore (CP*\ L,)U {p,}.

Le résumé suivant découle directement de ces considérations.

LEMME 6 — Notons py le point fize attractif de gg, p_ son point fixe répulsif
s’il est différent et L. la droite projective tangente a la sphére unité en p. .

Tout ouvert de CP? contenant l'union du bassin d’attraction de p, et du
bassin de répulsion de p_ contient :

(1) un voisinage de la boule unité fermée et

(#) la famille des droites projectives passant par p., sauf éventuellement
L.
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Prolongement des conjugaisons

On dit de deux automorphismes 1) et J de variétés complexes (éventuel-
lement & bord) X et Y qu'ils sont localement conjugués s’il existe des ouverts
UcC X etV CY et un biholomorphisme F': U — V tel que Fot) =9 o F
la ol cette expression est définie. On dit que U et V sont les ouverts de
COMJUGAISON.

On va utiliser notre étude des bassins d’attraction grace au lemme élé-
mentaire qui suit.

LEMME 7 (DE PROLONGEMENT) — Soient v et @Z des automorphismes de
variétés complexes (éventuellement ¢ bord) X et Y, localement conjugués
dans des ouverts U C X et V C Y. On peut alors prolonger la conjugaison
a des ouverts stables U' D U et V' D V ou V' contient tous les bassins
d’attraction et de répulsion des points fixes de 1 dans V.

DEMONSTRATION : notons Uy = U, V) =V et Fy = F. On définit récursive-
ment

Upyr = ' (Up)

Viger = ¢ H(Ve)
Fypp = ¢ oFpov

Ainsi F}, est une conjugaison locale entre les ouverts Uy et Vj. De plus 13
ou deux Fj sont définis simultanément, ils coincident par équivariance. En
passant a l'union, on peut donc construire une conjugaison Fl, entre les

ouverts
U U, et U Vk
k k

et ce dernier contient tous les bassins d’attractions des point fixes de {b;conte-
nus dans V. Comme F est également une conjugaison de ¥~ et ¥~ on
peut & nouveau la prolonger jusqu’a englober les bassins de répulsion. Par
construction les ouverts de conjugaison sont stables sous I'action de ¢ et ¢
respectivement. [

Conséquences

Le plongement de S® (avec sa structure CR standard) dans une surface
est localement unique d’aprés le théoréme 6 du chapitre VI. De plus, ’action
d’un automorphisme sur une hypersurface détermine son action partout. Il
s’ensuit que ¢ est localement conjugué, au moins au voisinage de ses points
fixes au bord, 4 la transformation modéle ¢ agissant sur CP? \ B.
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On applique le principe de prolongement des conjugaisons: grace au
lemme 6 on peut prolonger la conjugaison autour des points fixes & une
conjugaison entre des voisinages des bords de R et de CP?\ B. On peut alors
compléter le remplissage R en une variété complexe sans bord en recollant
la boule B du cété concave.

PROPOSITION 8 — Il existe une surface complexe sans bord X et une appli-
cation 1 : R — X biholomorphe sur son image, telles que :

(1) X'\ z(lci{) est isomorphe & la boule standard fermée ;

(i) lautomorphisme i.¢ de i(R) se prolonge en un automorphisme de X,
qu’on note encore ¢ ;

(7i3) laction de ¢ sur X est conjuguée, au voisinage de X \ }O%, a laction de
¢ sur un voisinage de la boule unité fermée de CP2.

Remarquons que de la méme facon on obtient le résultat complétement
élémentaire suivant.

PROPOSITION 9 — A isomorphisme pres, le seul remplissage conveze de la
sphere standard équivariant relativement a un groupe fermé non compact est
la boule standard fermée.

Le seul remplissage concave fortement équivariant de la sphere standard
est CP? \ B.

Le lemme 6 livre une information cruciale sur X.

LEMME 10 — La surface X contient une courbe lisse, irréductible, rationnelle
d’auto-intersection 1 qui appartient a un pinceau préservé par ¢ dont au plus

un €élément est réductible et dont 'unique point-base est le point fize attractif
de ¢ dans OR.

D’aprés le lemme de Noether, comme X contient en particulier une courbe
rationnelle d’auto-intersection 1, c¢’est une surface rationnelle.

On note |C| le pinceau obtenu dans le lemme 10 et C' une de ses courbes
génériques.

2.2 CONTRACTION DES COURBES EXCEPTIONNELLES

On cherche maintenant a contracter les courbes exceptionnelles de X pour
se ramener au cas des surfaces rationnelles minimales, qu’on comprend bien.

LEMME 11 — Il eziste un entier k tel que ¢* fize globalement chacune des
courbes exceptionnelles.

DEMONSTRATION : les diviseurs de X se plongent naturellement dans I’es-
pace de cohomologie Hﬂlgl(X ) sur lequel la forme d’intersection se prolonge
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en une forme quadratique symétrique non dégénérée. Le théoréme d’indice
de Hodge (voir par exemple [2] page 143) dit que cette forme est de signa-
ture lorentzienne. En particulier, puisqu’elle vaut 1 sur la classe de C, elle
préserve son orthogonal C'* et sur celui-ci elle est définie négative.

Un vecteur de Hy'(X) se décompose sous la forme A\C' + D ot D € C*,
et la forme définie positive donnée par

N—-D-D

est alors préservée par ¢.

Considérons ’ensemble & des courbes exceptionnelles de X. C’est une
partie discréte de Hﬂlgl(X ) et comme ¢ agit par isométrie pour une forme
définie positive, il existe un exposant k tel que l'action de ¢* sur & est
triviale. En particulier chaque courbe exceptionnelle est globalement fixée
par ¢F. n

On veut maintenant contracter les courbes rationnelles d’auto-intersec-
tion —1: comme chacune de ces courbes est préservée, ¢ sera rationnellement
conjuguée par cette contraction & un automorphisme d’une surface minimale.

Toutefois, il ne faut pas contracter de courbe qui rencontre R sous peine

de singulariser le bord. Le lemme suivant nous permet de contourner cette
difficulté.

LEMME 12 — Soit E une courbe rationnelle d’auto-intersection —1 qui ren-
contre OR. Alors il existe une autre courbe rationnelle d’auto-intersection —1
et qui évite OR.

DEMONSTRATION : on reprend les détails de la démonstration du lemme de
Noether pour déceler cette nouvelle courbe (voir [23] page 513).

La courbe F, puisqu’elle est préservée par ¢, est nécessairement, tangente
A OR en un point fixe de ¢. De plus la conjugaison & CP? doit ’envoyer, au
moins au voisinage de ce point, sur la droite tangente 4 S® en p, ou p_.

11 s’ensuit que le pinceau |C'| contient bien une courbe réductible Cy, dont
E est I'une des composantes. Eclatons le point-base de |C| et notons C, cl
et £ les transformées propres.

Notons
Co=> aC,

ot les C, sont irréductibles, I'une d’elles est E” et a,, > 0. Maintenant ’auto-
intersection de C" est 0 et les C,, tout comme E” sont disjointes de C”*. On
en déduit que

Cp-C,=CN-C, =0
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puis que toutes les composantes C) sont d’auto-intersection négative. La
formule d’adjonction donne, en notant K le fibré canonique de X,
Cl-CH+Cf - K
2

+1=0 (1)

et, comme C - Cy = 0, C,, - K < 0 pour un certain vy. Il découle du
second critére de contractibilité qu’on a vu que C,, peut étre contractée. Or
'auto-intersection de £ vaut —2, donc C,,, # F et C,, doit éviter (OR)", en
particulier n’est pas affectée par ’éclatement. Avant celui-ci il existait donc
bien une courbe contractible évitant JR. ]

Si X n’est pas minimale, on peut donc trouver une courbe & contrac-
ter. Comme cette courbe est globalement préservée par ¢, on obtient aprés
contraction un biholomorphisme ¢¥ de X" qui fixe le point image de la courbe
contractée. On peut alors continuer car ¢¥ préserve encore une sphére stan-
dard, OR". Aprés un nombre fini d’étapes, on arrive & une surface rationnelle
minimale.

Il suffit maintenant de montrer un dernier lemme pour obtenir le théoréme

G.
LEMME 13 — Si X est minimale, X = CP%.

DEMONSTRATION : supposons que la surface X est une surface de Hirze-
bruch. La classe fondamentale de la courbe C' d’auto-intersection 1 doit alors
se décomposer en

[C] = a[F] + b[B]
ol a, b sont des entiers, F' est une fibre et B est la base. Or si X =X, on a:
F-F=0 F-B=1 B-B=-n
d’ou
1=C-C =2ab—nb®> = b(2a — nb)
On en déduit b=1et a = (n+1)/2, d’on

1—n
2

C-B=a—nb=

Comme l'intersection de deux courbes complexes distinctes est positive, n =
1. Mais ¥; est justement la seule surface de Hirzebruch a ne pas étre mini-
male. [ |
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2.3 EXEMPLES SINGULIERS

En guise de conclusion, nous proposons de montrer comment, en accep-
tant les sphéres & une singularité, on peut construire des presque-exemples
sur >,.

Considérons une transformation parabolique ¢ de CP? préservant la boule
unité, choisie de facon a fixer chaque point d’une droite projective L. Celle-ci
est donc tangente & la sphére unité. Eclatons deux points de L, loin du bord
et notons F;, F» les courbes exceptionnelles obtenues. La transformée propre
L" est alors d’auto-intersection —1, et on peut la contracter. A travers cette
transformation, ¢ passe en un automorphisme de CP' x CP' qui préserve
un domaine biholomorphe & la boule, dont le bord est topologiquement une
sphére mais posséde un point singulier au point image de la courbe contrac-
tée. Ce point est en effet le seul point d’intersection de la sphére avec les
transformées propre E), et si elle était différentiable en ce point elle devrait
leur étre tangente a toutes les deux. Mais ces deux courbes sont chacune une
fibre d’un des deux réglages de CP! x CP! et sont donc transverses.

L/\V

Sphére standard

FIGURE 35 - Construction d’un exemple singulier dans g

Considérons maintenant une transformation ¢ qui posséde un point fixe
hors de la boule unité fermée et éclatons ce point fixe. Dans la surface X;
obtenue la transformée propre L” de la droite joignant le point éclaté a I'un
quelconque des points fixes de ¢ sur la sphére est d’auto-intersection 0. Le
point d’intersection entre L" et la courbe exceptionnelle créée par I’éclate-
ment est alors fixé par ¢", conjugué de ¢ par ’éclatement. On peut donc
éclater X, en ce point puis contracter la transformée propre de L" pour ob-
tenir un automorphisme de X, qui préserve un domaine biholomorphe & la
boule, dont le bord est topologiquement une sphére mais posséde un point
singulier.



2. Remplissages équivariants de la sphére 143

(-1) (0)

Sphére standard

(-1) (-2) | (-2)

FIGURE 36 — Construction d’un exemple singulier dans o

Ensuite on peut passer a X, en répétant autant de fois que nécessaire
I’éclatement du point d’intersection entre la fibre portant le point singulier
et la base et la contraction de la transformée propre de cette fibre.

L’existence de ces exemples, singuliers mais dociles, améne & se poser la
question suivante.

Question 8 — Peut-on trouver une surface X possédant automorphisme
qui :

(7) est d’entropie topologique positive et

(ii) préserve une hypersurface réelle H et
(7i3) induit sur H un groupe non relativement compact
en supposant par ezemple que

(i) H est singuliére en un ou plusieurs points et strictement pseudoconvexe
la ot elle est lisse ou

(73) H est lisse partout et strictement pseudoconveze sauf le long d’une sous-
variété ¢






Annexe

Sous-groupes purement elliptiques

— Ne t’affole pas, il y a autant de réponses qu’il y a de ques-
tions.

— Non... il y a toujours une question de plus!

Andreas,
Fragments

Dans cette annexe nous nous intéressons a certains sous-groupes de trans-
formations d’espaces symétriques a courbure négative. L’objectif principal
est de démontrer un résultat utilisé dans le chapitre VIII, mais c’est aussi
I’occasion de présenter un phénoméne étonnant.

1 Position du probléme

Soit M un espace symétrique & courbure négative et GG son groupe d’iso-
métries. Un élément de G est dit elliptique s’il admet un point fixe dans M.
Un sous-groupe F' de G est dit purement elliptique si tous ses éléments sont
elliptiques. On dit que F' admet un point fixe s’il est purement elliptique et
s’il existe un point de M fixé simultanément par tous les éléments de F'.

Dans ce chapitre, notre but principal est de démontrer le résultat suivant.

THEOREME H — Un sous-groupe fermé purement elliptique d’isométries
d’un espace symétrique a courbure négative est compact.

Plus généralement on se demande quel lien il y a entre la pure ellipticité
et la compacité. Le premier élément de réponse est donné par un résultat
trés naturel di a Elie Cartan.

THEOREME 1 — Un sous-groupe compact de G admet toujours un point fize.
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DEMONSTRATION : Ce résultat est vrai plus généralement si M est une
variété de Hadamard. C’est dans ce cadre qu’on se propose de le démontrer.

Soit p un point quelconque de M et p la mesure de Haar sur F'. On définit
sur M une fonction & valeur dans R™ par la formule

flz) = /F d(g(p), z)*du(g) (1)

ou d représente la distance dans M.

Par construction, f est préservée par I’action de F’ et strictement convexe
sur M. Elle atteint donc son minimum en un unique point [9], qui est fixé
par F. [

On peut facilement exhiber des groupes purement elliptiques et non com-
pacts: il suffit par exemple de considérer le groupe engendré par une rotation
irrationnelle. Toutefois ces groupes sont relativement compacts, c’est-a-dire
que leur adhérence est compacte. Comme les groupes compacts maximaux
de G sont les fixateurs des points de M, on a I’équivalence suivante.

PROPOSITION 2 — Un sous-groupe de G est relativement compact si et seule-
ment s’il admet un point fize.

Notre question est maintenant la suivante: un sous-groupe purement el-
liptique admet-il nécessairement un point fixe? De fagon surprenante, la ré-
ponse se révele négative et le recours a des hypothéses supplémentaires sur
F ou sur M est nécessaire.

2 Le cas des espaces euclidiens et
hyperboliques réels

Les résultats de cette section sont essentiellement tirés des travaux de
Beardon [3], Waterman [60] et Kulkarni [36].

Les espaces euclidiens et hyperboliques réels semblent étre les seuls pour
lesquels le probléme a été traité jusqu’a présent. Ils sont fortement reliés
comme on va le voir sous peu.

La droite et le plan
Commencons par régler le cas euclidien en trés petite dimension, c’est-a-
dire celui de R et R2.

PROPOSITION 3 — Tout sous-groupe purement elliptique d’isométries de R
ou R? admet un point fize.
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DEMONSTRATION : ¢’est évident pour R ; pour R?, il suffit de constater que le
commutateur de deux rotations de centres différents est une translation. En
effet I’action des rotations sur le cercle des directions (c’est-a-dire, en termes
pompeux, sur le bord géodésique de R?) est commutative et les seules isomé-
tries qui agissent trivialement sur ce cercle sont 1'identité et les translations.

|

Lien euclidien-hyperbolique réel
On définit ’ensemble limite de F' par

L(F) = {a: € M(c0); 3(gn) € FN,3p € M tels que g,(p) — x}

ou M(o0) désigne le bord de Hadamard de M (voir le chapitre I, section 3).
Remarquons que L(F) est invariant par F et que L(F) = L(F).

La proposition suivante (voir [22] et [60]) montre que le role de I’ensemble
limite est déterminant.

PROPOSITION 4 — Supposons M = RH".

Si L(F) = @, alors F' admet un point fize.

Si L(F') contient exactement un point, alors F' s’identifie & un sous-groupe
d’isométries de R" 1.

Si L(F') contient au moins deuz points, alors F' contient un élément hy-
perbolique.

Remarquons qu’un élément hyperbolique engendre un groupe non relati-
vement compact, le cas ou L(F') contient exactement un point est donc le
cas qui nous intéresse. Détaillons-le.

Si L(F) contient exactement un point p alors F' agit par transformations
conformes sur la sphére conforme standard ORH™ en fixant p et ne contient
pas d’élément hyperbolique. En effectuant sur ORH" la projection stéréogra-
phique centrée en p, on peut identifier F' & un sous-groupe d’isométries de
R"~!. Inversement comme toute transformation conforme du bord ORH" se
prolonge en une isométrie & I’intérieur, & un sous-groupe d’isométries de R~
on peut associer un sous-groupe d’isométries de RH" avec au plus un point
limite.

Maintenant si /' admet un point fixe ¢ dans M, la géodésique reliant p
a q est fixée par F. L’extrémité de cette géodésique est, dans notre identifi-
cation, un point fixe pour ’action de F sur R"!. Inversement, si dans cette
identification ' admet un point fixe dans R"~! alors la géodésique de RH"
reliant les deux points fixes & I'infini de I’ est globalement préservée. Elle est
en fait fixée point par point, sinon I’ contiendrait un élément hyperbolique
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dont les deux points fixes a U'infini seraient dans L(F'). On obtient ainsi le
résultat suivant.

PROPOSITION 5 — Il existe un sous-groupe purement elliptique et sans point
fixe dans le groupe d’isométries de RH" si et seulement s’il en existe dans le
groupe d’isométries de R" 1.

Résultats connus

Un certain nombre de résultats positifs sont connus.

THEOREME 6 — Soit F' un sous-groupe d’isométries de RH" ou R"~! pure-
ment elliptique. St l'une des conditions suivantes est réalisée :

(i) n <4 ou

(ii) F est discret ou
(#i) F contient un sous-groupe discret, résoluble et d’indice fini ou
(iv) F est un groupe de torsion;

alors F' admet un point fize.

Le cas n < 3 est démontré dans le livre de Beardon [3] et peut se déduire
de ce qui précéde et de la proposition 3. Le cas n = 4 a été démontré par
Waterman [60], les cas (ii) et (417) dans Kulkarni [36].

Le cas (iv) est une conséquence d’un théoréme de Schur selon lequel un
groupe de matrices complexes qui est de torsion est virtuellement abélien
(contient un sous-groupe abélien distingué et d’indice fini). Ceci m’a été
signalé par Serge Cantat.

Dans [60], le résultat le plus frappant est négatif et montre que les groupes
purement elliptiques peuvent se révéler surprenants.

THEOREME 7 (WATERMAN) — Il existe des sous-groupes d’isométries de
RH" et de R ! qui sont purement elliptiques et sans point fize, dés que
n = 5.

On est bien siir tenté de poser la question pour d’autres espaces, en par-
ticulier celui qui nous intéresse le plus dans cette partie.

Question 9 — Les sous-groupes purement elliptiques d’isométries de CH?
ont-ils tous un point fize ?

Enfin, signalons qu’on peut trouver dans 'ouvrage de Serre [54] un résul-
tat de ce type concernant les actions des groupes de type fini sur les arbres.
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3 Le cas fermé

Rappelons les notations: M est un espace symétrique de courbure né-
gative, G est son groupe d’isométries et F' est un sous-groupe de G. On
démontre maintenant le théoréme H, en procédant par étapes. Le principe
est simple: si F' est discret ou connexe, le résultat découle respectivement du
lemme de Selberg ou d’un théoréme de Montgomery et Zippin. Le cas général
se déduit de ses deux cas extrémes.

THEOREME 8 (LEMME DE SELBERG) — Un sous-groupe de GL(n;R) de
type fini est virtuellement sans torsion.

Par « virtuellement sans torsion », on entend qu’il contient un sous-groupe
distingué d’indice fini et sans torsion.

COROLLAIRE 9 — Si F' est purement elliptique et discret, il admet un point
fixe dans M.

DEMONSTRATION : c’est une généralisation d’une démonstration de [60].

Tout élément a de F' est d’ordre fini: a est elliptique donc agit comme
une rotation sur l’espace tangent de I’'un quelconque de ses points fixes, et
comme F’ est discret les angles de cette rotation sont commensurables & 7.

De plus F' est dénombrable donc il est 'union dénombrable de sous-
groupes de type fini F,, = (ay,...,a,).

Comme M est un espace symétrique, GG est un groupe de matrices et il
en est de méme pour F' et F,. On peut ainsi appliquer le lemme de Selberg
a F, qui est donc virtuellement sans torsion. Mais c¢’est un groupe de torsion
donc il est fini.

D’apreés le théoréme 1, il s’ensuit que ’ensemble V,, des points fixes de F,
est non vide. Or V,, est une sous-variété totalement géodésique et compléte
de M. Une suite décroissante de telles sous-variétés est stationnaire, donc
(V. # @ et F admet un point fixe. u

THEOREME 10 (MONTGOMERY-ZIPPIN [46|) — Un groupe de Lie conneze
et non compact contient un sous-groupe & un parameétre fermé et non compact.

COROLLAIRE 11 — Si F' est purement elliptique, fermé et connexe, il admet
un point fize dans M.

DEMONSTRATION : comme F' est purement elliptique, ses sous-groupes fer-
més & un paramétre sont tous des cercles. D’aprés le théoréme 10, F' est donc
compact. On conclut par le théoréme 1. [



150 Annexe  Sous-groupes purement elliptiques

On peut maintenant démontrer le théoréme H. On suppose donc que F'
est un groupe purement elliptique et fermé de G et on va montrer qu’il est
compact.

Pour f € F, on note Fix(f) ’ensemble des points fixes de f.

D’aprés le corollaire 11, la composante neutre Fy de F' est compacte. Alors
I’ensemble

des points fixés par tout Fj est non vide et c’est une sous-variété compléte
et totalement géodésique de M. A ce titre, c’est un espace symétrique.
Considérons g € F'\ Fj. Alors on a

9P = () gFix(f)

donc g agit sur F,. De plus, n’importe quel autre élément de la composante
connexe de g dans F' s’écrit gf ou f € Fy donc cette action passe au quotient
en une action du groupe discret F'/Fy sur l’espace symétrique Fy. D’aprés le
corollaire 9, F'/ Fy est fini et F' est compact.
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