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�6Ù#Æ çg¿8¾#¿��[¿*�'ÆÂçB(�Ò�(*�O�6ÖSÒ[ç�ÄSÀÂÖkÒB�²¾#¿8çgÖkÙ�ç'Ó�Ök×1�)ÄSÓRç �C)%À"ÄâÅYÖkÅ-[OÓÏÖk×1�)ÄSÓ�Æ ç�((¾#¿
F
¿*�Wç

çgÒgÄ ¾#Ù#ÆÂç6¿a�)Ä Ò3Ù#Åj�6¿ÏÙ#ÀE(�À"(�×�¿�Å;çM»IAh! ¿C,�¿Ï×��#ÀÂ¿Û¾#¿ ��Ä çg¿ÏÒ6×(ÄSÅ�×�ÖkÅ;çgÒ6¿ÎØ�ÙI!hÆÂÀ�Å#¿ &CÄSÙ�ç
�)Ä$�cçg¿ÏÅ#ÆGÒG�õÖkÙYÒ�ÄSÓ�ØEÙ#Æ"�6¿3À^! ¿C,�Æ"�[çg¿ÏÅ#Ó�¿\¾)Ä Å��IÙ#Å ÁkÒ6ÖSÙ��õ¿3ÅYÖkÅ Ò6¿�ÀGÄ çgÆx6k¿Ï×(¿ÏÅEçcÓ�Ök×1�)ÄSÓRç
¾
!hÙYÅ ç6¿�À�(�À"(�×�¿�Å;çM» <�!h¿��[çXÀG¿3ÒB{SÀG¿�¾#Ù ÒB(��6Ù#À çBÄ çTØEÙ
! ÖkÅ Ök½YçgÆÂ¿�Å;ç�¾)ÄSÅJ�TÓÏ¿Ïç[çg¿8�)ÄSÒWçgÆG¿ »
�A��������������� " � ³1°�ÊSË;° � &S·[ÊSË�¹Y±XåÏ±�·:à�¸p¹�Ë�·[±�à�±�³)Ì�±�ß�ßJÑó¹�ÌCÑ�(MË#±8¶%ã ÑG°�ÊSà�¸�ÌC·:ÑC±R°
¶%ã Ë�³u±R°O¹�µE´B±3°
; à�¸�ÌC·:Ñ�(MË#± % ´BÊSË�·Ïé�Ë�·[±Î³�¸I&kµkÌCÑ�Ð@±Î±R°RÌL´BÊSàP¹�µE´�Ì /Â¹�µ1&;±32��
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A�¿���Æ��9R�Ò6ÖkÅY¾#Ã#¿�ÆÂ×�)
4#µE´gµk³�´B±R°\¶E±T¹�·:Ñ�³)ÌÍ±�àP¹)°

A�¿*�rÓÏÖk×��#ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ���¾#Æ��I(ÏÒ6¿ÏÅEç6Æ"ÄS½YÀG¿*�E�[ÖkÅ;ç ÀG¿GQ)À)ÓÏÖkÅ#¾#ÙYÓÏçg¿ÏÙ#Ò ¾#¿�Ó�¿�×�(Ï×(ÖSÆGÒ6¿ »
A�¿u½#ÙYç ¾Y¿
ÓÏ¿uÓBÃ)Ä$�#Æ çgÒ6¿�¿��[ç ¾
! ¿�Å�×(Ö çgÆ"6S¿�Ò�)%(�Å#ÖSÅ#Ó�¿ÏÒ ¿Rç ÆGÀÂÀGÙ��WçgÒ6¿ÏÒ8À"Ä�¾J(�Q)Å#Æ çgÆÂÖkÅ
)
¾I!óÄS½�ÖkÒ[¾a��ÖkÙ#Ò�Ù#Å#¿�6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(r¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;çgÆÂ¿�ÀÂÀG¿��TÅEÙ#¿ 
N)�¿ÏÅ��6Ù#Æ çg¿��õÖkÙYÒ%Ù#ÅY¿�6 ÄSÒ6Æ"(ÏçB( ×ÛÙYÅ#ÆG¿
¾I!hÙ#ÅY¿'�WçgÒ6ÙYÓÏçgÙYÒ6¿\Á.(�ÖS×�(RçgÒ6ÆÂØEÙ#¿S»
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: < �>=3?+@*?BAC?I�D@ �EA � �FAC?HGJIKAC?I�D@

A�¿V�YÒ6ÆGÅYÓ�Æ���¿'Á.(�ÅJ(�ÒgÄ À ¾
! Ù#Å#¿(Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆxQ)ÓMÄ ç6ÆGÖkÅu¿��[çÛ¾Y¿��#ÀÂÖkÅ#Ák¿ÏÒ²ÙYÅ�Ök½5�[¿RçÛÅ#ÖSÅ
ÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç%¾)ÄSÅJ��Ù#Å²Ök½5�[¿Ïç�Ó�Ök×1�)ÄSÓRçD��ÖkÙ#Ò �X×(Ä ç�(ÏÒ6ÆGÄSÀGÆ"�6¿�ÒI�6ÖkÅÛÃYÖkÒ6Æ"@�ÖkÅ 
�b ÖSÅÛÄ$����¿�ÀÂÀG¿
¿ÏÅ¢Á.(ÏÅ�(�Ò6ÄSÀ%ÀÂ¿*�H�õÖSÆGÅ;ç��XÄ|�[ÖkÙYçB(*��¾#ÄSÅ��PÀ2!hÖ$�F(ÏÒgÄ ç6ÆGÖkÅ ����ÖkÆGÅ;çB��#�À^! ÆGÅJQ)ÅYÆ 
;»F;LÆÂ¿�Å��ML#Ò*)
ÖSÅ�Å#¿=�[ÖkÙ#Ã)ÄSÆ çg¿=�)Ä$�pÄ|�[ÖSÙYçg¿ÏÒpç6Ò6Ö.�u¾#¿1�õÖSÆGÅ;ç��
b�ÀÂ¿*�8��ÖkÆGÅ;ç��8# À^! ÆGÅ-Q)Å#Æ�¾#ÖSÆ"6k¿ÏÅ;ç'iRçgÒ[¿
Ä ¾#Ã�(�Ò[¿�Å;ç��G#²ÀGÄ86 ÄSÒ[Æ�(ÏçB(�¾#¿X¾J(*�)ÄSÒWçM»5A�Ä²¾�(CQ)Å#Æ çgÆGÖSÅ��[Ù#Æ"6 ÄSÅ;çg¿�çgÒ6ÄS¾#Ù#Æ çrÓ�¿��L¿C,�ÆÂÁk¿�Å#ÓÏ¿*�Ï»
N �JO#��	��"!�����	 �QP ����
3�@���e!��RO#���e�#!�����	-�%�RO�O#������	�!��"�%Éï���KS " # ÊSÑ�Ì

M
Ë�³�±²Ð�µ��

·:ÑC¸�ÌÍ¸ ¶kÑ 	X¸�·[±�³)Ì ÑC±�ß�ß ±�ÊSË�Ð@±�·RÌÍ± $ ? ³1µÏ¹;¹Y±�ß�ß ±3Ó�ÖS×��)Ä ÓÏçgÆxQ)ÓMÄ@çgÆGÖSÅ¢¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;çgÆGÄS½#ÀÂ¿�¶E± Mß]µ(¶EÊS³)³�¸B±²¶%ã Ë�³�±pÐ�µk·:ÑC¸�ÌÍ¸²¶kÑ 	X¸�·[±�³)Ì ÑC±�ß�ß ±²´BÊSàP¹�µE´�Ìn± /a¸�Ð@±�³)ÌCË#±�ß�ß ±�à�±�³)Ì % éBÊS·[¶N6 N ±�Ì
¶%ã Ë�³ ¹�ß ÊS³=&;±�à�±�³)Ì

φ : M → N
Ìn±�ß (MËY±

φ(M)
°�ÊSÑ�Ì ¶E±�³Y°�±Î¶;µk³Y°

N $
��Å1�õ¿ÏÙYçG�YÒB(�ÓÏÆ��[¿�Òr¿�Å��)ÄSÒ6ÀGÄSÅ;çr¾#¿TÓ�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q#ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ

C k �6Æ)çgÖkÙJ� ÀÂ¿*�rÖk½5�[¿Rç���� M )
N

¿Rç
φ
�a�6ÖSÅEç�¾#¿ ÓÏÀ"Ä$���6¿

C k XVÖkÅ	�#Ò[¿�Å#¾YÒgÄ�çgÖkÙg�[ÖSÙ#ÒB� k ¿�Å;çgÆÂ¿�ÒáÖkÙ
∞

ÖkÙ
ω
)
C ω
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�6ÆGÁSÅ#Æ"Q�Ä ÅEç �
ÄSÅ#ÄSÀ"4EçgÆÂØEÙ#¿¦ÒB(Ï¿�À 
k»���Å-¾YÆÂç'ØEÙ
! Ù#Å#¿�6SÄ Ò6Æ�(Rç�(¦¿��[çâÊSË�Ð@±�·:ÌÍ±=�[ÆI¿�ÀÂÀG¿¦¿*�Wç
�gÄSÅ���½�ÖkÒ6¾ ¿RçXÅYÖkÅ�ÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç6¿$)SåÏ±�·:à�¸B±o�6Æ�¿ÏÀGÀG¿P¿*�[çXÓ�ÖS×��)Ä ÓÏçg¿d�6ÄSÅ��T½õÖSÒ6¾e»
<L¿Rç6ç6¿á¾�(�Q)ÅYÆÂçgÆÂÖkÅâ¿��[ç3ç6ÒBU*�PÁ.(�Å�(ÏÒgÄSÀÂ¿$)õ¿Ïç3Ù#ÅY¿a6 ÄSÒ6Æ"(Ïç�(a�õ¿ÏÙYçd��Ö.�B��(�¾#¿ÏÒ3¾#¿*�3ÓÏÖk×=[

�)ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ��'¾#¿7&fÖkÒ6×�¿ ç6ÒBU�� ¾#Æ��I(ÏÒ6¿�Å;ç6¿*��» ¼PÆÂÅ��6Æ�Ù#Å#¿â½õÖkÙYÀG¿ ÖkÙJ6S¿�Ò[ç6¿?��¿�ÙYçViÏçgÒ[¿
Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q�(�¿Û¿ÏÅ�½�ÖkÙ#ÀÂ¿a&f¿�Ò[×�(Ï¿$)e¿ÏÅ����#Ã�U�Ò[¿$)�¿ÏÅ�¿��B�)ÄSÓÏ¿=�#Ò6Ög�[¿ÏÓÏç6Æ"&a»
R�ÖkÙYç6¿�&fÖkÆ"�*)e¿ÏÀGÀG¿
�õ¿ÏÙYçOiÏç6Ò6¿¦¿ÏÅ#Ó�ÖkÒ[¿¦Á.(�ÅJ(�ÒgÄ ÀGÆ���(�¿(¿�Å	�õ¿ÏÒ6×�¿Ïç[çBÄSÅ;çáØEÙ#¿¦ÀÂ¿ ½�ÖkÒ6¾1¾#¿

N
�#ÒB(��6¿ÏÅEç6¿�¾Y¿*�

Ó�ÖkÆÂÅ��*)cÓÏÖk×�×(¿¢¾#ÄSÅ��¦À"Ä�ÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ ¾#¿��YÄ@çBÄ$u ¿
¾I!hÙ#Å�¿*���)ÄSÓÏ¿T� 4�×�(RçgÒ6ÆÂØEÙ#¿
�e6kÖSÆGÒo�)ÄSÒI¿s,�¿�×1�#ÀG¿J��� 	 �R»

Õ�ÄSÅ���Ó�¿ ×�(Ï×(ÖkÆÂÒ6¿Y)�Å#ÖkÙJ�(Å#¿ Å#ÖSÙ��(ÆÂÅ;ç�(�Ò[¿*���6¿�Ò[ÖkÅ��(Ø�ÙI!óÄSÙ5,-Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q#ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ��
#8½õÖkÒ[¾e»ItrÅu¿ �õ¿Ïç*)eÅ#ÖSç6Ò6¿Û½YÙYç\¿*�Wç\¾
!`(RçgÙ#¾YÆG¿�Ò3ÀÂ¿*��ÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ��X¾#¿O�[ç6Ò6Ù#ÓRçgÙ#Ò[¿*�
Á.(�Ök×1(Ïç6Ò6ÆÂØ�ÙY¿*�*)�¾#ÖkÅ;çáÖSÅr�õ¿ÏÙYçÛ¿��B�y(�Ò6¿ÏÒáØEÙ
!h¿ÏÀGÀÂ¿*�ÛÆÂÅ#¾#Ù#Æ"�6¿�Å;çÎ¾#¿*�O�WçgÒ6ÙYÓÏçgÙYÒ6¿*�O���F(ÏÓ�Æ [
Q)ØEÙ#¿*�c�[Ù#Ò�ÀG¿ ½õÖkÒ[¾e»r¼PÀÂÀGÖkÅ��=�#ÀÂÙ���ÀGÖkÆÂÅdbVÅ#ÖkÙ��16kÖkÙ#ÀÂÖkÅ���×�iÏ×(¿ Å#ÖSÙ�� ÀÂÆG×�ÆÂçg¿ÏÒáÄSÙ-,
Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q#ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ��XØEÙ#ÆE�#ÒB(��6¿ÏÅEç6¿�Å;ç �¦ÀÂ¿O�#ÀGÙJ��¾#¿'½õÖSÒ6¾ �õÖ$�B�6ÆÂ½#ÀG¿ 
;»I\ Ó�¿ÛçgÆ çgÒ[¿$)eÀGÄ
Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q#ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ�¾
!hÙYÅ*ÄSÅ#Å#¿�ÄSÙ*ÖkÙJ6k¿ÏÒ[ç'ØEÙ#ÆcÓÏÖkÅ��[Æ��[ç6¿�#�Ä|�[ÖkÙ�çg¿�ÒÎÙ#Å*Ó�¿�Ò[Ó�ÀÂ¿�#¢Ù#Å
½õÖkÙ�çÎ¿RçÛÙ#År��ÖkÆGÅ;ça#�À2!óÄSÙ�çgÒ6¿1��ÖkÙ#ÒÎÖS½Yçg¿ÏÅ#ÆGÒpÙ#Å�¾#Æ"�6ØEÙ#¿V&f¿ÏÒ6×1( Å
! ¿*�Wç �)ÄY� �gÄ ç6Æ�� &CÄSÆx[
�gÄSÅ;çg¿Y))À^! Ù#Å ¾#¿*�T½�ÖkÙYç���¾#¿\À2!óÄSÅYÅ#¿MÄSÙ�(RçBÄSÅ;çT¿ �ïÄSÓ*( � Q)ÁkÙ#Ò[¿J���R»

����������� �"!$# 469&%áQa>MZ _kN@QBA"D '�QaNiA"D�>M5;^P<@4THO= Ni5E5Y4ONM9

N �EOY��	%�"!�����	)( P ����
3� ���e!��RO#���e�Y!�����	*��!���	������KS " # ÊSÑ�Ì
M

Ë�³�±pÐ�µk·RÑC¸�ÌÍ¸Û¶kÑ å �
åÏ¸�·6±�³)ÌCÑC±�ß�ß ± $ � ³�±�´BÊSàP¹�µE´�ÌCÑ , ´gµkÌCÑCÊS³u¶kÑ 	X¸�·6±�³)ÌCÑfµEé�ß ± (N, φ)

¶E±
M

±R°RÌc¶kÑ�ÌÍ±f(Ïçg¿ÏÅ#¾#Ù#¿
°RÑ
φ(M)

±R°RÌ ±gä;µE´�ÌÍ±�à�±�³)Ì ß6ã Ñ�³)ÌÍ¸�·:ÑC±�Ë�·p¶E±
N + ´�ã ±R°RÌ � % �a¶kÑ�·[±\°RÑ N \ φ(M) = ∂N $A�¿��XØEÙ#¿��[çgÆÂÖkÅ��T¾#¿\À^! ¿C,�Æ��Wçg¿ÏÅ#Ó�¿p¿ÏçT¾#¿\À^! Ù#Å#ÆÂÓ�Æ ç�(3¾#¿\Ó�ÖS×��)Ä ÓÏçgÆxQ)ÓMÄ@çgÆGÖSÅ��o(Ïç6¿�Å#¾#ÙY¿*�

�6ÖkÅ;ç (�6�ÆG¾Y¿�×�×(¿ÏÅEç\ç6ÒBU*�pÅ)Ä ç6Ù#Ò6¿ÏÀGÀÂ¿*�*)ï× ÄSÆ"�\Ä$�B�[¿*@�Ó�Ök×1�#ÀÂ¿C,�¿*�Ï» �3ÅT�*! ÆGÅ;çB(�Ò6¿��B�[¿�ÒgÄ�ÆGÓ�Æ
#8Ó�¿�ÀÂÀG¿Û¾Y¿áÀ^! Ù#Å#ÆGÓÏÆÂçB( �C¿ÏÅuÓ�¿'ØEÙ#Æ�Ó�ÖSÅ#Ó�¿ÏÒ6Å#¿'Ó�¿ÏÀGÀÂ¿Û¾#¿áÀ^! ¿C,�Æ"�[çg¿ÏÅ#Ó�¿O6SÖkÆGÒf�#ÄSÒ3¿C,�¿�×1�#ÀÂ¿
�+* 	2) � ��� 	^) � ( �1	 �C)�ÓMÄSÒH�)ÄSÒXÀ"Ä=�6Ù#Æ çg¿²ÖkÅ���!hÆÂÅEçB(�Ò[¿*�B�[¿�Ò6Ä�#(¾#¿���6 ÄSÒ6Æ"(Ïç�(��~��ÖkÙ#ÒXÀG¿��6ØEÙ#¿�ÀÂÀG¿��
À^! ¿C,�Æ��Wçg¿�ÅYÓ�¿ Å#¿�&CÄSÆÂç �)Ä$�'¾#¿ ¾#ÖkÙYç6¿ �C¿*���6¿ÏÅEç6ÆG¿ÏÀGÀG¿Ï×(¿ÏÅ;ç(ÀGÄ¢½õÖSÙ#ÀG¿¦ÖkÙ-6k¿�ÒWçg¿ �R»rê�ÖkÙYÒ=4
¾#ÖkÅ#Å#¿ÏÒPÙ#Å��6¿�ÅJ�3ÆGÀ�Ó�ÖkÅN6�ÆG¿ÏÅ;ç�¾#¿Û¾J(�Q)Å#ÆÂÒ��[ÖkÙ��PØEÙ#¿ÏÀGÀÂ¿ÎÓ�ÖSÅ#¾#ÆÂç6ÆGÖkÅ ÖkÅ¢ÆÂ¾#¿�Å;ç6Æ"Q)¿p¾#¿�Ù5,
Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q#ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ��Ï»
N �EOY��	%�"!�����	-, P ����	/.���È���������	FS " ? ³-¶kÑ�ÌP¶E±¦¶E±�Ë ä�´BÊSàP¹�µE´�ÌCÑ , ´gµkÌCÑCÊS³Y°'¶kÑ 	X¸ �
·6±�³)ÌCÑfµEé�ß ±R°

(N1, φ1)
±�Ì

(N2, φ2)
¶%ã Ë�³�± Ð�µk·:ÑC¸�ÌÍ¸

M
(MËrã ±�ß�ß ±8°�ÊS³)Ì

C k Ó�ÖkÅ|�[Ù#ÁkÙ�(Ï¿*�
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°)ã Ñ�ß�±gäkÑG°RÌn±Û¶E±R°
C k �a¶kÑ 	X¸BÊSà�ÊS·n¹)®�ÑG°Rà�±R° f : M →M

±�Ì
g : N1 → N2

Ìn±�ßó°C(MËY±

g ◦ φ1 = φ2 ◦ f $
æE6�ÆG¾#¿Ï×(×�¿�Å;ç*))ÖkÅ��6Ù�����Ö.�[¿²ØEÙ#¿\ÀG¿���Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q#ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ��G�6ÖkÅ;çXÄSÙ ×(ÖSÆGÅ��

C k »Õ�ÖSÅ#Å#ÖkÅ��TÅ#ÖkÙJ�IÙ#Å#¿d6 ÄSÒ6Æ"(Ïç�(3ÀÂÆ����6¿d�gÄ Å���½õÖkÒ[¾ ¿Ïç�Å#ÖkÅ Ó�ÖS×��)Ä ÓÏçg¿Y)#¿ÏçH�[Ù�����Ö.�6ÖkÅJ�
ØEÙ
! ¿�ÀÂÀG¿uÄS¾Y×(¿Rç6çg¿u¾#¿ÏÙ-,�Ó�ÖS×��)Ä ÓÏçgÆxQ)ÓMÄ@çgÆGÖSÅ��8¾#Æ��I(ÏÒ6¿�Å;ç6Æ"ÄS½#ÀÂ¿*��(Rçg¿�ÅY¾#Ù#¿*�Ï»f<L¿���¾Y¿�Ù-,
ÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ��8�6ÖSÅEç [O¿ÏÀGÀG¿��²ÅJ(�Ó�¿��B�6ÄSÆGÒ[¿�×�¿�Å;çÛÓÏÖkÅg�[Ù#ÁkÙJ(�¿*�=O�A�Ä�Ò�(*��ÖkÅ��6¿c#�Ó�¿Rç6ç6¿
ØEÙ#¿��[ç6ÆGÖkÅ
¿*�Wç²À2!hÖ�Ó�Ó�Ä$�6ÆÂÖkÅ�¾
! Ù#Å ��¿Ïç6ÆÂçd�#ÄSÒ6ÓÏÖkÙ#ÒB� #¦çgÒ6Ä36S¿�Ò��²¾#¿��pÄ36 ÄSÅYÓ*(�¿��²×(Ä|�[¿ÏÙ#Ò6¿��
¾Y¿*�VÄSÅYÅ�(�¿�� ���P¿ÏÅÎçgÖ.��ÖkÀÂÖkÁkÆG¿V¾YÆ��F(�Ò6¿ÏÅ;çgÆG¿ÏÀGÀÂ¿$)3��ÖkÙ#Ò�ÀÂ¿�ØEÙ#¿ÏÀ3�[¿c¾YÖkÆ���Ò6¿Ï×(¿ÏÒ6Ó�ÆÂ¿�Ò]A�ÄSÙ#Ò6¿ÏÅ;ç
��ÆG¿�½�¿�ÅY× ÄSÅYÅ ØEÙ#Æ�×7!hÄO&fÖSÙ#Ò6Å#Æ çI¾#¿\Å#Ök×Î½#Ò6¿ÏÙ��6¿��X¿Rç~�YÒB(�ÓÏÆG¿ÏÙ��6¿��XÆÂÅ#¾#ÆGÓ�Ä çgÆÂÖkÅ��Ï»

: ;�� ��� A � � ��� �
	�� � @*?�
F?BA ��� ����
>�����$I�
 AC?+=3?�
 IKAC?I�D@��

���������! #"$��%&�('!�$)+*�,��.-/�10�2�,3����"
4TÖSçgÒ[¿V��ÖkÆGÅ;çp¾#¿�¾�(*�)Ä Ò[çÛ¿��[çÎÀ"Ä Ø�ÙY¿*�[ç6ÆGÖkÅ�¾#¿ À2!hÙYÅ#ÆGÓÏÆÂç�(á¾Y¿*�ÎÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ��

¾YÆ��F(�Ò6¿ÏÅ;çgÆ"Ä ½#ÀG¿~(Ïçg¿ÏÅ#¾#Ù#¿���»w_TÅ#¿\ÄSÙYç6Ò6¿f&CÄ$}ÏÖkÅ¦¾#¿�ÀGÄ �#ÒB(��6¿�Å;ç6¿�Ò�Ó�ÖkÅJ�6Æ��Wçg¿8#Û¾#¿Ï× Ä Å#¾#¿�Ò
�[Æõ¾Y¿�Ù-,16 ÄSÒ6Æ"(ÏçB(*� Ó�Ök×1�)ÄSÓRçg¿*��#²½�ÖkÒ[¾(¾#ÖSÅEçLÀG¿�� ÆÂÅEçB(�Ò[ÆG¿�ÙYÒB�h�6ÖkÅ;çL¾#Æ��F(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿*�h�[ÖkÅ;ç
ÅJ(�Ó�¿��B�6ÄSÆGÒ[¿�×�¿�Å;çP¾YÆ��F(�Ök×�ÖkÒB�YÃ#¿*�I¿ÏÀGÀG¿�� [n×�iÏ×(¿���»
A�Ä\ÒB(*��ÖkÅ��[¿X¿��[ç Å�(�ÁkÄ çgÆx6k¿S»5A�¿9�#Ò6¿Ï×(ÆÂ¿�ÒV¿s,Y¿Ï×��YÀG¿TÄ (Rç�(T¾#ÖkÅ#ÅJ(~�)Ä Ò º�ÆGÀGÅYÖkÒ�¾)ÄSÅJ�

��� � 	�Ö�7�ÆGÀ)¾J(�×�ÖkÅ;çgÒ6¿X¿�Å;çgÒ[¿PÄ ÙYçgÒ[¿*�LØEÙ#¿XÀG¿��06 ÄSÒ[Æ�(ÏçB(*�0#²½�ÖkÒ[¾
L7,1 × B̄5 ¿Ïç L7,2 × B̄5ÅY¿O�6ÖkÅ;çd�)ÄY�3¾#Æ��F(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿*��)õ×(ÄSÆ"�PÖkÅ;ç3¾#¿��3ÆGÅ;ç�(ÏÒ6ÆÂ¿�Ù#Ò��P¾#Æ��I(ÏÖk×(ÖSÒB�#Ã#¿���» 6OÀ�×�ÖkÅ;çgÒ6¿

(ÏÁ;ÄSÀÂ¿�×�¿�Å;çIØEÙ#¿3ÀG¿ÏÙ#ÒB�I½�ÖkÒ[¾��
L7,1 × S4 ¿Ïç L7,2 × S4 �[ÖkÅ;ç�®3[OÓ�ÖS½õÖkÒ[¾)ÄSÅ;ç��L× ÄSÆ"�G�)ÄY�¾YÆ��F(�Ök×�ÖkÒB�YÃ#¿*�Ï»

6OÓÏÆ
Lp,q

¾�(*�[ÆGÁkÅ#¿pÀ^! ¿*���)ÄSÓÏ¿²ÀÂ¿�Å;çgÆÂÓ�Ù#ÀGÄSÆGÒ[¿�¾#¿\ç 4-��¿
(p, q)

)
B̄n ÀGÄ'½�ÖkÙ#ÀÂ¿d&f¿�Ò6×1(�¿p¿Ïç

Sn−1 À"Ä����#Ã�UÏÒ6¿¦ØEÙ#ÆLÀGÄ�½�ÖkÒ6¾Y¿S»pA�¿��Û¾�(�Q#Å#ÆÂç6ÆGÖkÅ��²¾#¿*�á¿��B�)Ä Ó�¿*�áÀÂ¿�Å;çgÆÂÓ�Ù#ÀGÄSÆGÒ[¿*�p¿Ïçá¾YÙ®3[nÓ�Ök½�ÖkÒ[¾#Æ��[×(¿f�[ÖkÅ;çTÒgÄ$����¿�À"(�¿��TÓÏÆx[n¾#¿*���6ÖkÙ��Ï»
���$5.�$56*87����$59,:�$�! #2:�<;<,�7=23"$�$5

æVçBÄ ÅEçp¾#ÖSÅ#Å�(*�3¾Y¿�Ù-,u¿ÏÅ;çgÆG¿ÏÒB�8�#Ò[¿�×�ÆG¿�Ò���¿�Å;ç6Ò6¿'¿�Ù-,
p
¿Ïç
q
)eÖkÅuÀG¿ÏÙ#Ò3Ä$���6Ö�Ó�ÆÂ¿áÙ#Å

±R°O¹�µE´B±Ûß ±�³)ÌCÑC´�Ë�ß]µkÑ�·[±X¾Y¿ÎÀ"Ä=&CÄ$}�ÖSÅ?�6Ù#Æx6 ÄSÅ;çg¿S»�êrÒ6¿ÏÅ#ÖkÅ���ÙYÅ#¿Î½�ÖkÙ#ÀÂ¿ &f¿ÏÒ6×1(�¿
B̄3 ¿Ïç3ÙYÅ(ÏØEÙ)Ä çg¿ÏÙ#ÒH�6Ù#Ò9�6ÖSÅ�½�ÖkÒ6¾ï»w<L¿\¾#¿�Ò[Å#ÆG¿ÏÒT¾YÆ"6�Æ��[¿3ÀG¿3½�ÖkÒ6¾ ¿�Å ¾#¿ÏÙ-, Ã�(�×�Æ����#Ã�UÏÒ6¿*�Ï»

��Å�ÄY�#À"Ä ç6ÆÂç3×(ÄSÆÂÅEç6¿�Å)Ä ÅEç\ÀGÄ ½�ÖkÙ#ÀÂ¿á¾#¿=&CÄ$}�ÖkÅ�# ¿�Å�&CÄ ÆGÒ6¿áÙYÅ#¿ ÀÂ¿�Å;çgÆÂÀGÀG¿²¾#ÖkÅ;ç²ÀG¿*�
¾Y¿�Ù-,\×�ÖkÆ çgÆ�(��ï¾#¿V½�ÖkÒ[¾
)MØEÙ
! ÖkÅ\Ó�ÖkÅ;çgÆÂÅEÙ#¿r¾
!óÄY���õ¿ÏÀG¿ÏÒeÃ�(�×�Æ����#Ã�UÏÒ6¿*��)L&fÖkÒ6×�¿�Å;ç�Ù#ÅpÄSÅYÁkÀG¿
¾Y¿

2π/p
Ó�ÖS×(×�¿9�6Ù#ÒrÀ"ÄfQ)ÁSÙ#Ò6¿ ( »NtrÅ��6ÙYÆÂçg¿Y)EÖkÅ(Ò[¿�ÓÏÖkÀGÀÂ¿IÀ^! Ã�(�×�Æ����#Ã�U�Ò[¿9�6Ù��y(�Ò[ÆG¿�ÙYÒ0�[Ù#Ò

À2!hÃJ(�×�Æ��B�YÃ�U�Ò[¿TÆÂÅJ&e(�Ò[ÆG¿ÏÙ#Òh#pÀ2!óÄ ÆG¾#¿I¾#¿TÀ^! ÆG¾Y¿�Å;çgÆxQ)ÓMÄ ç6ÆGÖkÅO�[Ù#Æ"6 ÄSÅ;ç6¿S» _XÅ��õÖSÆGÅ;ç
a
¾#¿TÀ^! Ã�(C[

×�Æ����#Ã�UÏÒ6¿f�[Ù��F(ÏÒ6ÆÂ¿�Ù#Òc¿��[ç�ÆÂ¾#¿�Å;çgÆxQ (3ÄSÙ���ÖkÆÂÅEç
b
Ök½�çg¿�ÅEÙ ¿�Å¦¿ �ï¿ÏÓÏç6Ù)ÄSÅ;çTÙ#Å#¿3Ò6Ö çBÄ ç6ÆGÖkÅ

¾Y¿
q/p

çgÖkÙYÒB�²ÄSÙYçgÖSÙ#Ò\¾#¿(À2!óÄ|,Y¿'¾#¿�À"Ä¦ÀÂ¿�Å;çgÆÂÀGÀG¿a�#Ù#Æ��\Ù#ÅY¿��#Ò[Ög�[¿�ÓRçgÆÂÖkÅT6S¿�ÒWçgÆGÓ�ÄSÀG¿=�[Ù#Ò
À2!hÃJ(�×�Æ��B�YÃ�U�Ò[¿�ÆÂÅJ&e(�Ò[ÆG¿ÏÙ#Ò�»�AE! ¿*���)ÄSÓ�¿�çgÖ.��ÖkÀÂÖkÁkÆGØEÙ#¿ÎÖk½Yçg¿ÏÅEÙ�¿*�WçÎÀ2!h¿��B�)Ä Ó�¿�ÀG¿�Å;ç6ÆGÓ�ÙYÀ"ÄSÆÂÒ6¿
Lp,q

»
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2π
p

a

b

6S¿�ÒWçgÆGÓ�ÄSÀG¿�YÒ6Ög�[¿ÏÓÏçgÆÂÖkÅÒ[ÖSçBÄ@çgÆGÖSÅ

����� � ����� !�� >M5;^gA"F[9;QBA"D�>M5¦<�= 9S5 4[^f_kN@QW4XHJ4g5�A"D"QB9 HJNMDGFO4

_TÅ���ÖkÆGÅ;ç
x
¾Y¿²À2!`(ÏØ�Ù#Ä çg¿ÏÙ#ÒX¿��[ç�ÄSÆGÅ��[Æ�ÆG¾#¿ÏÅ;çgÆ"Q�('#

p− 1
ÄSÙYçgÒ[¿*�H�õÖSÆGÅ;ç��H(�ØEÙ)Ä ç6ÖY[

Ò6Æ"Ä Ù-,õ»�t Å�Ó�ÖkÅ��[ÆG¾�(ÏÒgÄSÅ;ç²¾#¿*� 6kÖkÆ"�6ÆÂÅ)ÄSÁk¿��²¾)Ä Å��²ÀGÄ ÀÂ¿�Å;çgÆÂÀGÀÂ¿á¾#¿(ÓBÃ#ÄSÓ�Ù#Å1¾I!h¿ÏÙ-,�¿Ïç²¿�Å
ÀG¿*� Ò6¿ÏÓ�ÖkÀÂÀ"ÄSÅ;ç��6¿�ÀÂÖkÅ¦À^! ÆG¾Y¿�Å;çgÆxQ)ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ'ØEÙ#¿3À2!hÖkÅ16�ÆG¿�Å;çI¾Y¿�¾�(�ÓÏÒ6ÆÂÒ6¿$)�ÖkÅ8Ò[¿�Ó�ÖSÅ��[ç6ÆÂçgÙY¿�Ù#Å
6kÖkÆ"�6ÆGÅ#ÄSÁk¿r¾)ÄSÅ��%À^! ¿*���)ÄSÓ�¿ ÀG¿ÏÅEç6ÆGÓÏÙ#À"ÄSÆÂÒ6¿V¾#¿ À"Ä�Ó�ÀGÄ$�B�[¿L¾#¿

x
»Y<L¿�6kÖSÆ��6ÆÂÅ)ÄSÁk¿ ¿*�Wç�ÓÏÖk×���Ö.��(

¾#¿
p
�)ÄSÒWç�� ¾#¿PÓC4�ÀGÆGÅY¾#Ò6¿T¾
!hÄSÅ#ÁkÀÂ¿

2π/p
);¿RçcÀ2!h¿��B�)ÄSÓÏ¿XÀÂ¿�Å;çgÆÂÓ�Ù#ÀGÄSÆGÒ[¿I¿*�WçcÅ)Ä ç6Ù#Ò6¿ÏÀGÀÂ¿�×�¿�Å;ç

×ÛÙ#Å#Æe¾I!hÙ#ÅY¿'�WçgÒ6ÙYÓÏçgÙYÒ6¿\¾#¿86SÄ Ò6Æ�(Rç�(�ÀÂÆ����6¿S»
4TÖSçgÖSÅ���Ø�ÙY¿

L2,1

ÅI!h¿��[çPÄSÙYçgÒ[¿\Ø�ÙY¿²À2!h¿��B�)ÄSÓÏ¿'�YÒ6Ög�[¿ÏÓÏçgÆx&
R
ê 3 »)ê�ÄSÒTÄSÆÂÀGÀÂ¿�Ù#Ò��c¾#¿�Ù5,

Ó�ÖkÙ��YÀG¿*�X¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;ç��P¾
!h¿ÏÅ;çgÆG¿ÏÒB�f��¿�Ù-6k¿�Å;ç\×�¿�Å#¿ÏÒf# ¾Y¿*��¿��B�)ÄSÓÏ¿*�3ÀÂ¿�Å;çgÆÂÓ�Ù#ÀGÄSÆGÒ[¿*�T¾#Æ��F(�ÖY[
×(ÖkÒ��#Ã#¿��*)J�#ÄSÒc¿C,�¿Ï×��#ÀÂ¿

L7,2 ≈ L7,3
»Yê%ÖkÙ#ÒIÙ#ÅY¿3ÆGÀGÀÂÙ��[ç6ÒgÄ ç6ÆGÖkÅ�ÀGÙY×(ÆÂÅ#¿�Ù��[¿P¾#¿3ÓÏ¿f&CÄSÆÂç

¿Ïç�¾#¿ �#ÀGÙJ��ÄS×��YÀG¿*�I¾J(ÏçBÄ ÆGÀ���)YÖkÅ7��¿�ÙYç�ÓÏÖkÅ��6ÙYÀÂçg¿ÏÒ�ÀG¿3ÀGÆx6�Ò6¿�¾#¿ RIÃEÙ#ÒB�WçgÖkÅ �����
	 »

� ���=%&� �
	 �="$- 235()��
��Å¢¾YÆÂçXØ�ÙY¿Î¾#¿ÏÙ-,�6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(*�

M1

¿Ïç
M2

�[ÖkÅ;ç²® �W´BÊ;éBÊS·W¶;µk³)Ìn±R°o�6Æ�ÀG¿�ÙYÒXÙ#ÅYÆGÖkÅ�¾#Æ��n[
�[ÖkÆGÅ;çg¿á¿��[çpÀG¿á½�ÖkÒ[¾
¾I!hÙ#ÅY¿16 ÄSÒ[Æ�(ÏçB(áÓ�Ök×1�)ÄSÓRçg¿

W
Ä ¾#×(¿Rç6çgÄSÅ;ç\¾#¿*�\ÒB(RçgÒ6ÄSÓÏç6ÆGÖkÅ��8�)Ä Ò

¾�(�&fÖkÒ[× Ä@çgÆGÖSÅ����[Ù#Ò
M1

¿Rç8�6Ù#Ò
M2

»�<�!h¿��[ç²Ù#Å#¿'Ò6¿ÏÀ"Ä ç6ÆGÖkÅ¢¾I!`(ÏØ�ÙYÆ"6 ÄSÀG¿ÏÅ#Ó�¿á¿RçpÖkÅj6kÖkÆ ç
Ø�ÙI!hÆÂÀ�¿C,�Æ"�[çg¿á¿ÏÅ;çgÒ6¿á¾Y¿�Ù-,j6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(*�p®3[OÓ�ÖS½õÖkÒ[¾)ÄSÅ;çg¿���Ù#Å#¿O(ÏØEÙ#Æ"6 ÄSÀÂ¿�Å#ÓÏ¿á¾
!hÃYÖk×(Ö çgÖ.�#ÆÂ¿S»
�3Å ¾#Æ ç�ØEÙ#¿\ÀG¿�çgÒ[Æ��#ÀÂ¿Ïç

(W,M1,M2)
¿*�WçXÙYÅu® �W´BÊ;éBÊS·W¶kÑG°Rà�±�»

6OÀ�¿��[ç ÆGÅ;ç�(ÏÒ6¿*���gÄSÅ;çL¾#¿XÅYÖSçg¿ÏÒ ØEÙ#¿XÀG¿*�r½�ÖkÒ6¾J� ¾#¿T¾#¿ÏÙ-,16SÄ Ò6Æ�(Rç�(�� ÓÏÖk×��#ÄSÓÏç6¿*� Ä34kÄSÅ;ç
¾#¿*� ÆGÅ;ç�(ÏÒ6ÆÂ¿�Ù#Ò��V¾#Æ��F(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿*�h�[ÖkÅ;ç ç6ÖkÙg�[ÖkÙYÒB�c®3[OÓÏÖk½õÖSÒ6¾)ÄSÅ;çB��� 6kÖkÆÂÒE�)ÄSÒr¿C,�¿Ï×��#ÀÂ¿K�+* 	
¾)ÄSÅ���ÀG¿3Ó�Ä$��¾#¿\½õÖSÒ6¾��9�6ÆÂ×��YÀG¿�×�¿�Å;çIÓÏÖkÅ#Å#¿s,�¿*� �:»

� �$5  #" 2:�� 2:��� -/�$5�7=)�	<2  #2:��� 5
��Å1�õÖSÙ#Ò6Ò6ÄSÆÂçhiRçgÒ6¿�çg¿ÏÅ;ç�(T¾#¿9�õ¿ÏÅ��6¿ÏÒLØEÙ
! ¿�ÅV���F(ÏÓ�ÆxQ�ÄSÅ;çLÀÂ¿�½õÖkÒ[¾
);ÖkÅ1�õ¿ÏÙYç Ök½Yç6¿�Å#ÆÂÒ

À^! Ù#Å#ÆGÓÏÆÂçB(S»SêrÀÂÙ����YÒB(�ÓÏÆ���(�×�¿�Å;ç�bE¾#¿�Ù5,�6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(*�rÓÏÖk×��#ÄSÓÏç6¿*�r¾#ÖkÅ;ç ÀG¿*�rÆÂÅEçB(�Ò[ÆG¿�ÙYÒB�r¿Ïç ÀG¿��
½õÖkÒ[¾��o�6ÖSÅEçX¾#Æ��I(ÏÖk×(ÖSÒB�#Ã#¿��o�6ÖkÅ;ç [O¿�ÀÂÀG¿��IÅ�(�ÓÏ¿*�B�6ÄSÆGÒ[¿�×�¿�Å;çT¾#Æ��F(�ÖS×(ÖkÒ��#Ã#¿���O
A�ÄÎÒ�(*��ÖkÅ��[¿$)Y¿ÏÅ#Ó�ÖSÒ6¿�Ù#ÅY¿�&fÖkÆ���)E¿*�[çcÅ�(�Á;Ä@çgÆ"6S¿pb�;LÄSÒ6¾#¿ÏÅ
)#ºâÄ$@�Ù#Ò ¿ÏçH�EçBÄSÀÂÀGÆGÅYÁ.�VÖkÅ;ç

¾�(�×�ÖkÅ;çgÒ�(PØEÙ
! ÖkÅ��õ¿ÏÙYçcç6Ò6ÖkÙJ6S¿�Òc¾Y¿*�%6 ÄSÒ6Æ"(ÏçB(*�
W

¿Rç
M

çg¿ÏÀGÀÂ¿*�LØEÙ#¿
(W,M,M ′)

�fÖ�7
M ′ ¿*�[çXÙ#Å#¿\ÓÏÖ.�#ÆG¿3¾Y¿ M �o�[ÖkÆÂç�ÙYÅu®3[nÓ�Ök½�ÖkÒ6¾YÆ��6×�¿3ÄL6k¿ÏÓ

◦

W ≈M×]0, 1[, W 6≈ M × [0, 1]
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W
¾�(*�[ÆGÁkÅ#¿\À2!hÆÂÅEçB(�Ò[ÆG¿�ÙYÒc¾#¿

W
X�6kÖkÆÂÒ � � , 	Í»

��Å	�õ¿ÏÙYç'ÄSÀÂÖkÒB��)D�#ÙYÆ��6ØEÙ
! ÖkÅ	�*! ÆGÅ;çB(�Ò6¿��B�[¿�ÒgÄ �#Ò[ÆGÅ#ÓÏÆ��)ÄSÀÂ¿�×�¿�Å;ça#¢¾#¿*�áÓÏÖk×��#ÄSÓÏç6Æ"QJ[
Ó�Ä çgÆÂÖkÅ��X¾#¿ �[ç6Ò6Ù#ÓRçgÙ#Ò[¿*�d�[Ù#Ò�À"Ä�½õÖSÙ#ÀG¿²ÖkÙJ6k¿ÏÒ[ç6¿$)
��Ö.�6¿ÏÒ�À"Ä�ØEÙ#¿*�WçgÆGÖSÅ�Ò6¿*�WçgÒ[¿�ÆGÅ;ç6¿pbïÙ#ÅY¿
6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(3Ó�ÖS×��)Ä ÓÏçg¿ #á½�ÖkÒ6¾ ¾#ÖkÅ;çTÀ^! ÆGÅ;ç�(ÏÒ6ÆÂ¿�Ù#Òc¿��[çX¾#Æ��F(�ÖS×(ÖkÒ��#Ã#¿d#'À"Äá½�ÖkÙ#ÀÂ¿3ÖkÙJ6k¿ÏÒ[ç6¿
¿��[ç [O¿�ÀÂÀG¿3Å�(ÏÓ�¿��B�gÄ ÆGÒ6¿Ï×(¿ÏÅ;çX¾YÆ��F(�Ök×�ÖkÒB�YÃ#¿8#áÀ"Äá½õÖSÙ#ÀG¿�&f¿ÏÒ6×1(�¿EO
<LÖk×�×�¿cÖkÅO6 Ä�ÀG¿G6SÖkÆGÒE�[ÖkÙ��E��¿�Ù
);¿ÏÅ�ÁSÒgÄSÅ#¾Y¿I¾#ÆG×�¿�Å��[ÆGÖkÅÎÀ"Ä�ÒB(��õÖSÅ��6¿I¿��[ç Ó�ÖkÅYÅ�ÙY¿

×(ÄSÆ"�cÀG¿d�#Ò[Ök½#À"U�×�¿3¿*�[çTÀÂÖkÆGÅ¦¾
! iÏç6Ò6¿8(�À"(�×�¿�Å;çBÄ ÆGÒ6¿ »
���� ���� �="���)
� - ; �=%&��� 	 ��"�- 235()
�
_TÅâ¾#¿��PÒB(��6Ù#À çBÄ çT×(Ä|�[¿�ÙYÒB�T¾#¿*�XÄSÅ#Å�(Ï¿*� ����¿��[çPÀG¿3çgÃ�(ÏÖkÒBUÏ×(¿\¾#Ùu®3[OÓÏÖk½õÖSÒ6¾#Æ"�6×�¿$)

¾,LV# ��×(ÄSÀG¿ ��� * 	 �e6kÖSÆGÒrÄSÙ����6Æ ��� ( 	 �R» <L¿ÏÀGÙ#Æ [OÓ�Æ#ÄY/�Ò6×�¿IØ�ÙY¿~�[Æ
(W,M1,M2)

¿*�WçLÙYÅ ®3[
ÓÏÖk½�ÖkÒ6¾#Æ"�6×�¿LÄL6S¿�Ó

W
�6ÆÂ×��#ÀÂ¿�×�¿�Å;ç%Ó�ÖkÅ#ÅY¿C,�¿I¿ÏçV¾Y¿L¾#ÆÂ×(¿ÏÅ��6ÆÂÖkÅÛÄSÙá×�ÖkÆÂÅ��

6
)SÄ ÀGÖkÒ��

W¿��[çL¾#Æ��F(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿H#
M1 × [0, 1]

¿Ïç ¿�ÅV�)ÄSÒ[ç6ÆGÓÏÙ#ÀGÆÂ¿�Ò
M1

¿Ïç
M2

�[ÖkÅ;çc¾#Æ��I(ÏÖk×(ÖSÒB�#Ã#¿���»
<L¿ çgÃ�(ÏÖkÒBUÏ×(¿0�õ¿ÏÒ6×�¿Ïç%¿�Å �#ÄSÒ[ç6ÆGÓ�ÙYÀGÆG¿ÏÒe¾#¿ ¾�(�×�ÖkÅ;çgÒ[¿�Ò�À"Ä�Ó�ÖkÅg�[¿ÏÓÏç6Ù#Ò6¿ ¾#¿Lê%ÖkÆGÅ#Ó�ÄSÒB(

Á$(�Å�(ÏÒgÄSÀÂÆ��B(Ï¿X¿ÏÅ8ÁkÒ6ÄSÅ#¾#¿T¾#ÆG×�¿�ÅJ�6ÆGÖSÅ0��� �
	$b�ÙYÅ#¿~6 ÄSÒ[Æ�(ÏçB(X¾Y¿P¾#ÆÂ×(¿ÏÅ��6ÆÂÖkÅ
n > 5

&f¿�Ò[×�(Ï¿
ØEÙ#Æ�Ä3ÀÂ¿*�V×1i�×�¿*�VÁkÒ[ÖkÙ���¿*�V¾
! Ã#Ök×�ÖSçgÖ$�#ÆG¿cØEÙ#¿

Sn ¿��[ç Ã#Ök×1(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿o# Sn »N��Æ n ¿*�Wç
5
ÖkÙ

6
)�ÖkÅ�Ä ÄSÀÂÖkÒB�IÙ#Å�¾#Æ��F(�ÖS×(ÖkÒ��#Ã#Æ"�6×�¿S»#ê�ÄSÒXÓÏÖkÅ;çgÒ[¿'��ÖkÙ#ÒT¾#¿*�T¾#ÆÂ×(¿ÏÅ��6ÆÂÖkÅ��9�#ÀGÙJ�

ÁSÒgÄSÅ#¾Y¿LÆGÀ;¿s,�Æ��[ç6¿L¾#¿��p�[ç6Ò6Ù#ÓRçgÙ#Ò[¿*��¿s,�ÖSçgÆÂØ�ÙY¿*�D�[Ù#Ò�ÀGÄ~���#Ã�U�Ò[¿$) Ó$! ¿*�[ç [n#g[n¾#ÆGÒ[¿ ¾Y¿*�]6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(*�
¾YÆ��F(�Ò6¿ÏÅ;çgÆG¿ÏÀGÀÂ¿*��Ã#Ök×1(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿*�S#

Sn ×(ÄSÆ���ØEÙ#Æ�Å#¿ ÀGÙ#Æ �[ÖkÅ;çD�)ÄY��¾#Æ��I(ÏÖk×(ÖSÒB�#Ã#¿���� � � 	Í»_TÅ#¿'ÄSÙYç6Ò6¿ÛÓÏÖkÅ��B(ÏØEÙ#¿�Å#ÓÏ¿(¾YÙ¢çgÃ�(ÏÖkÒBUÏ×(¿Û¾YÙ1®3[nÓ�Ök½�ÖkÒ[¾#Æ��[×(¿p¿*�Wç\À"ÄV�[Ù#Æ"6 ÄSÅ;çg¿DbI�6Æ
W n ¿*�WçVÙ#Å#¿G6 ÄSÒ[Æ�(Rç�( Ó�Ök×1�)ÄSÓRçg¿LÓÏÖkÅ;çgÒ6ÄSÓÏç6ÆGÀG¿ ¾#ÖkÅ;ç�ÀÂ¿L½�ÖkÒ6¾Î¿*�[çp�6ÆG×1�#ÀÂ¿�×�¿�Å;ç�Ó�ÖkÅ#ÅY¿C,�¿¿RçG�[Æ

n > 6
)�ÄSÀGÖSÒB�

W n ¿*�[ç ¾#Æ��I(ÏÖk×(ÖSÒB�#Ã#¿9# B̄n »-��Æ n = 5
);ÀÂ¿TÒ�(*�[Ù#ÀÂçgÄ çrÒ6¿��[çg¿H6�ÒgÄSÆ �[Æ

ÖSÅ'�[Ù�����Ö.�6¿ ¾#¿0�#ÀGÙ���ØEÙ#¿ ÀG¿V½�ÖkÒ6¾p¿*�Wç�¾#Æ��F(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿h#
S4 X3�[Æ;ÖkÅ'�[Ù�����Ö.�6¿0�6¿ÏÙ#ÀG¿Ï×(¿ÏÅ;çÀÂ¿X½�ÖkÒ[¾ Ã#Ök×1(�ÖS×(ÖkÒ��#Ã#¿H#

S4 ) W 5 ¿��[çcÄSÀGÖkÒ��rÃ#Ök×1(�Ök×�ÖkÒB�YÃ#¿H# B̄5 » trÅc�)ÄSÒWçgÆÂÓ�Ù#ÀÂÆG¿�Ò�)
B̄n � n > 6

� ¿��[çcÀGÄ'�[¿�Ù#ÀÂ¿~6 ÄSÒ6Æ"(ÏçB(PÓ�ÖS×��)Ä ÓÏçg¿X¾#ÖkÅ;çcÀ2!hÆÂÅ;ç�(�Ò[ÆG¿ÏÙ#Òr¿*�[ç
Rn b�¿�Å¦¿ �ï¿RçcÙ#ÅY¿ç6¿�ÀÂÀG¿86SÄ Ò6Æ�(Rç�(p¿*�Wç3Ó�ÖkÅ;ç6ÒgÄSÓRçgÆGÀÂ¿²¿Rçf�[ÖkÅ¢½�ÖkÒ6¾¢¿��[çp®3[OÓ�ÖS½õÖkÒ[¾)ÄSÅ;çd#

Sn−1 ¾#ÖSÅ#ÓÎ¿ÏÅuÄ(ÀG¿ç 45��¿ ¾I!hÃ#ÖS×(ÖSç6Ö.�#ÆÂ¿S»iê�ÖSÙ#Ò
n = 5

)iÖkÅ'�õ¿ÏÙYçS�6¿�ÙYÀG¿�×�¿�Å;ç�ÄY/�Ò6×�¿�Ò�ØEÙ
! Ù#Å#¿ ç6¿�ÀÂÀG¿p6 ÄSÒ6Æ"(ÏçB(
¿��[ç�Ã#ÖS×�(ÏÖk×(ÖSÒB�#Ã#¿�#

B̄5 ¿�Åc6S¿�ÒWçgÙ ¾#¿�Ó�¿3ØEÙ#ÆF�#ÒB(ÏÓ*UÏ¾#¿\¿ÏçI¾#¿3ÀGÄÎ¾�(Ï×(ÖkÅJ�[çgÒ6Ä çgÆÂÖkÅ ¾Y¿ÀGÄáÓ�ÖkÅg�[¿ÏÓÏç6Ù#Ò6¿²¾#¿²ê%ÖkÆGÅYÓMÄSÒ�(p¿ÏÅâ¾#ÆÂ×(¿ÏÅ��6ÆÂÖkÅ
4
�)ÄSÒ �)Ò6¿�¿Ï¾#×(ÄSÅ � ( �1	Í»�ê�ÖSÙ#Ò

n = 4
))ÀGÄ

ØEÙ#¿��[ç6ÆGÖkÅ ¿*�WçX¿ÏÅ#Ó�ÖSÒ6¿pÀ"ÄSÒ[Ák¿�×�¿�Å;çIÖkÙ-6k¿�ÒWçg¿ »
�	��

��� ������� " � äkÑG°RÌÍ± �OÌ �OÑ�ß�Ë�³�±(Ð�µk·:ÑC¸�ÌÍ¸ ´BÊSàP¹�µE´�ÌÍ± % éBÊS·W¶â¶EÊS³)Ì�ß6ã Ñ�³)ÌÍ¸�·:ÑC±�Ë�·�±R°RÌ¶kÑ 	X¸BÊSà�ÊS·n¹)®Y± % R

4 ±�Ì (MË�ÑV³�±\°�ÊSÑ�Ì�¹�µ °\¶kÑ 	X¸BÊSà�ÊS·O¹)®Y± % B̄4 �
;LÒ[Ö3��¾#¿�Ò�)hA�¿C6�ÆGÅ#¿ ¿Ïç1A�Æx6k¿*�6ÄL41ÖkÅ;çL)�ç6ÖkÙg�[ÖkÙ#Ò��á¿�Å	�6¿ ½)ÄY�gÄSÅ;ç1�6Ù#ÒáÀÂ¿8çgÃ�(ÏÖkÒBUÏ×(¿

¾YÙ�®3[nÓ�Ök½�ÖkÒ[¾#Æ��[×(¿Y)�¾YÖkÅ#Å�(3¾)Ä Å�� �+*1	�Ù#Å¦ÒB(��6Ù#À çBÄ çIÄ$�B�[¿*@\Á.(�ÅJ(�ÒgÄ À.bJ�[Æ
W1

¿Rç
W2

�[ÖkÅ;ç
¾Y¿*��6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(*� Ó�ÖS×��)Ä ÓÏçg¿��%#p½õÖkÒ[¾��L¾Y¿X¾#ÆÂ×(¿ÏÅ��6ÆÂÖkÅ(ÄSÙ ×�ÖkÆGÅJ�

6
¿ÏçG�6Æ�ÀG¿ÏÙ#ÒB� ÆGÅ;ç�(ÏÒ6ÆÂ¿�Ù#Ò��

�[ÖkÅ;ç�¾#Æ��F(�ÖS×(ÖkÒ��#Ã#¿��L¿Ïç�ÀÂ¿�Ù#Ò��c½�ÖkÒ6¾��G�6ÆG×1�#ÀÂ¿�×�¿�Å;çcÓÏÖkÅ#Å#¿s,Y¿��*)�ÄSÀÂÖkÒB�
W1

¿Rç
W2

�[ÖkÅ;ç
¾YÆ��F(�Ök×�ÖkÒB�YÃ#¿*�Ï»
trÅJQ)Å*¾)Ä Å�� � �1� 	2)Dtr¾J�LÄSÒ6¾��á×�ÖkÅ;çgÒ[¿8À^! Ù#Å#ÆÂÓ�Æ ç�('çgÖ.��ÖkÀGÖSÁkÆGØEÙ#¿�¿�Å1¾#ÆÂ×(¿ÏÅ��6ÆÂÖkÅ

3
b

¾Y¿�Ù-,j6 ÄSÒ[Æ�(Rç�(*�PÓ�Ök×1�)ÄSÓRçg¿*�8#¦½�ÖkÒ6¾�¾Y¿á¾#ÆG×�¿�Å��[ÆGÖkÅ
3
¾#ÖkÅ;ç\ÀG¿��3ÆGÅ;ç�(ÏÒ6ÆÂ¿�Ù#Ò��f�6ÖkÅ;ç\Ã#Ög[

×1(�ÖS×(ÖkÒ��#Ã#¿��o�6ÖkÅ;çT¿�ÀÂÀG¿*�n[O×1i�×�¿*�cÃYÖk×�(ÏÖk×�ÖkÒB�#ÃY¿*��»
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4TÖSçgÖSÅ��LØEÙ#¿X¾)ÄSÅ�� Ó�¿Ïç[çg¿X¾#ÆG×�¿�Å��[ÆGÖkÅI);¾
!óÄY�#ÒBU��LÀG¿�� ç6ÒgÄL6 ÄSÙ-,(¾#¿PºâÖkÆ��[¿3���M� 	2)E¾#¿�Ù5,
6SÄ Ò6Æ�(Rç�(��o�6ÖkÅ;çTÃ#Ök×1(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿*�o�[Æ�¿ÏçH�6¿ÏÙ#ÀG¿Ï×(¿ÏÅ;ç~�[Æ�¿�ÀÂÀG¿*�o�[ÖkÅ;çT¾#Æ��F(�Ök×�ÖkÒ��#Ã#¿*�Ï»

� 6 &(0 . "��  �% 7 �2"5 �%-&(� ) ��� �  ���� �  �� �/���

ê�ÄSÒ ÀGÄT�[Ù#ÆÂç6¿$) Å#ÖkÙ��(Å#ÖkÙ��(ÆGÅ;ç�(ÏÒ6¿��B�6¿ÏÒ6ÖkÅJ��#�¾#¿�� ÓÏÖk×��#ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ��=�õÖSÙ#Ò(ÀÂ¿*�n[
Ø�ÙY¿�ÀGÀÂ¿*��À"Ä�çgÖ.��ÖkÀÂÖkÁkÆG¿¦¾YÆ��F(�Ò6¿ÏÅ;çgÆG¿ÏÀGÀÂ¿¦¿*�[ç�QJ,-(�¿Y) ¿Rç8Ö�7 ÖkÅ ÓBÃ#¿ÏÒ6ÓBÃ#¿ #T�#Ò6ÖSÀGÖkÅ#ÁS¿�Ò1#
À^! ÆGÅJQ)ÅYÆ�Ù#Å#¿=�[ç6Ò6Ù#ÓRçgÙ#Ò[¿(Á$(�Ök×1(Ïç6Ò6ÆGØEÙ#¿ »S<L¿�ç6¿�Ò[×(¿'¿*�Wç²Ä$�B�[¿*@�l#ÖkÙ�¿Rç �õ¿ÏÙYçp¾�(*�[ÆGÁkÅ#¿ÏÒ
¾#¿*�²ÓBÃ#Ö.�6¿��Î¾#Æ��I(ÏÒ6¿ÏÅEç6¿*� �

(G,X)
�WçgÒ6ÙYÓÏçgÙYÒ6¿*�²ÖkÙ

G
[ �[çgÒ[Ù#ÓÏç6Ù#Ò6¿��a�)Ä Ò²¿s,Y¿Ï×��YÀG¿��:» t Å

&CÄSÆÂç*)cÖkÅ �*! ÆGÅ;ç�(ÏÒ6¿*���6¿ÏÒgÄ �6ÙYÒ[çgÖSÙYç?#*¾#¿��âÄSÓRçgÆÂÖkÅ�� ¾#¿�ÁSÒ6ÖkÙ���¿*� ¾#¿�A�ÆG¿$)I×(ÄSÆ"���õÖkÙYÒ
ÆGÅ#¾#ÆÂÓMÄ ç6ÆGÖkÅ�ÖkÅ*×(ÖSÅEç6Ò6¿8ÓÏÖk×�×(¿ÏÅEçÛ¾�(�Q)ÅYÆGÒáÅ)Ä ç6Ù#Ò6¿ÏÀGÀÂ¿�×�¿�Å;çÛ¾#¿��'Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q#ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ��
¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;çgÆGÄS½#ÀG¿��c¾
!hÄSÙYç6Ò6¿*�H�[ç6Ò6Ù#ÓRçgÙ#Ò[¿*�Ï»

�C;
: � � � I�
 AC?I�D@���� ����� � � � � ��� � � ? �

� Ù#¿ÏÀGÀÂ¿¢ØEÙ#¿ �6ÖkÆ ç ÀG¿âç 45��¿
¾Y¿T�WçgÒ[Ù#ÓÏç6Ù#Ò6¿uÁ.(ÏÖk×�(RçgÒ[ÆGØEÙ#¿�¾#ÖkÅ;ç ÖkÅM�)Ä Ò6ÀG¿Y)cÆGÀXÀGÙ#Æ
¿*�[çTçgÖSÙg�[ÖkÙ#Ò��XÄY�B�6Ö�Ó�Æ"(\¾#¿*�XÄSÙYç6Ök×(ÖSÒB�#Ã#Æ"�6×�¿*�Ï» ��Å���¿�ÙYçTÅ)Ä@çgÙ#Ò[¿�ÀGÀÂ¿�×�¿�Å;ç�¾#¿Ï× ÄSÅY¾#¿�Ò�)
�õÖkÙYÒeØEÙ)ÄSÀGÆxQ)¿�Òï¾#¿V¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;çgÆGÄS½#ÀÂ¿�Ù#Å8(�6S¿�Å;çgÙ#¿ÏÀEÓ�Ök×1�)ÄSÓRçgÆ"Q�($)�ØEÙ#¿rÀ2!óÄSÓRçgÆÂÖkÅ�¾#Ù\ÁkÒ[ÖkÙ���¿
¾
!óÄ ÙYçgÖk×�ÖkÒ��#Ã#Æ��[×(¿��%�*! 4��#Ò[ÖkÀGÖkÅYÁk¿�¿�Å Ù#Å#¿pÄSÓRçgÆÂÖkÅ ¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;çgÆGÄS½#ÀG¿ »

6OÀ%&CÄ ÙYç'½#ÆG¿ÏÅ��ML#Ò'×(Ö�¾�(ÏÒ6¿�ÒáÀGÄ?�õÖSÒ[ç�(Ï¿ ¾#¿ Ó�¿7�#Ò6Ö.��Ö.�
bVÀÂ¿¦ÁkÒ6ÖSÙ��õ¿¦¾I!óÄSÙ�çgÖk×�ÖkÒ [
�#Ã#Æ��[×(¿~�õ¿ÏÙYç9iÏç6Ò6¿f6�ÆG¾Y¿�ÖkÙ ÄSÙ¦ÓÏÖkÅ;çgÒgÄ ÆGÒ6¿�iÏçgÒ[¿PçgÒ[Ö.�¦ÁkÒ[Ö.� �CÓY!h¿��[ç [n#g[n¾#ÆGÒ[¿�Å#¿f�)ÄY�oiÏçgÒ[¿
Ù#Å�ÁSÒ6ÖkÙ���¿3¾#¿ A�ÆG¿ �G�õÖkÙYÒ�Ä$���#ÀÂÆGØEÙ#¿�ÒIÀÂ¿*�o�#Ò[ÆGÅ#ÓÏÆ���¿*�I¾#¿\ÓÏ¿Ïç6ç6¿'�[¿�ÓRçgÆGÖSÅe»
R�ÖkÙYç6¿�&fÖkÆ"�*)c¾#ÄSÅ��¦ÀG¿�Ó�Ä$���)ÄSÒ¦¿s,�¿�×1�#ÀG¿�¾
! Ù#Å#¿j6 ÄSÒ[Æ�(ÏçB(�ÖkÙJ6S¿�Ò[ç6¿u×ÛÙ#Å#ÆÂ¿�¾
!hÙYÅ#¿

×�(RçgÒ6ÆÂØEÙ#¿VÒ6ÆÂ¿�×(ÄSÅ#Å#ÆÂ¿�Å#Å#¿rÓÏÖk×��YÀ�UÏç6¿$)MÖSÅ²Å#¿0��¿�ÙYç�¿*���F(ÏÒ6¿ÏÒD�#Ò[ÖkÀGÖkÅYÁk¿�Ò�ÓÏ¿Ïç6ç6¿ ×1(Ïç6Ò6ÆÂØ�ÙY¿
#-Ù#Å¨Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆxQ (u¿Ïç�ÀG¿ �#Ò6ÖSÀGÖkÅ#ÁS¿�×�¿�Å;ç ¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;çgÆGÄS½#ÀÂ¿
¾Y¿*� Æ��6ÖS×�(RçgÒ6ÆÂ¿*� ¿*�WçâÙYÅ#¿
�#Ò6Ö.�YÒ6Æ�(Rç�(�ç6ÒBU*��Å)Ä@çgÙ#Ò[¿�ÀGÀÂ¿S»
N �EOY��	%�"!�����	 � P ����
3� �e�e!��RO#���e�#!�����	1�
	 ��	��¢���e!�����	FS " # ÊSÑ�Ì

α : G×M →
M

Ë�³�±áµE´�Ì ÑCÊS³
C k ¶%ã Ë�³ &S·[ÊSËi¹Y±'¶E± : ÑC±

G
°RË�·ÎË�³�±ÛÐ�µk·RÑC¸�ÌÍ¸'ÊSË�Ð@±�·:ÌÍ±

M $ ? ³
µÏ¹ �¹Y±�ß�ß ±%Ó�Ök×1�)ÄSÓRçgÆxQ)ÓMÄ ç6ÆGÖkÅ3¾YÆ��F(�Ò6¿ÏÅ;çgÆ"Ä ½#ÀG¿X¶E±
α
ß]µ3¶EÊS³)³�¸B±L¶%ã Ë�³�±LÐ�µk·:ÑC¸�Ìn¸c¶kÑ 	X¸�·[±�³)ÌCÑC±�ß�ß ±

´BÊSàP¹�µE´�Ìn± /a¸�Ð@±�³)ÌCË#±�ß�ß ±�à�±�³)Ì % éBÊS·W¶N6 N ±�Ìr¶%ã Ë�³'¹�ß ÊS³=&;±�à�±�³)Ì
C k + φ : M ↪→ N

Ìn±�ß
(MË#±��
�WÑ �\ß6ã Ñ�à'µ1&;±²¶E±

M
¹�µk·

φ
±R°RÌ ¶E±�³Y°�±²¶;µk³Y°

N ��WÑ�Ñ �3ß ±T¹YÊSËE°B°�¸á±�³
µkÐ�µk³)Ì
φ∗α

°�±T¹�·6ÊSß ÊS³=&;± % N ÌnÊSË�Ì�±�³)ÌCÑC±�·Û±�³�Ë�³�±áµE´�Ì ÑCÊS³
C k +(MËrã ÊS³â³�ÊSÌn±á±�³�´BÊS·[±

φ∗α $
� ³�±�´BÊSàP¹�µE´�ÌCÑ , ´gµkÌ ÑCÊS³�¶kÑ 	X¸�·[±�³)ÌCÑfµEé�ß ±T¶E±

α
±R°RÌ�±�³�´BÊS·[±X¶kÑ�ÌÍ±0(Rçg¿ÏÅ#¾#Ù#¿²°RÑõß6ã Ñ�à'µ1&;±

¶E±
M

±R°RÌc±gä;µE´�ÌÍ±�à�±�³)Ìrß6ã Ñ�³)Ìn¸�·:ÑC±�Ë�·\¶E±
N $

4TÖSçgÖSÅ��XØEÙ
! ÖkÅ�¾#¿�×(ÄSÅ#¾#¿pØEÙ#¿ÎÀ2!óÄ ÓÏçgÆÂÖkÅ
φ∗α

¾#¿
G
¿ÏçXÀ^!hÄSÓRçgÆGÖSÅ ÓÏÖkÒ6Ò[¿*���õÖkÅY¾)ÄSÅ;çg¿

¾#¿8�6ÖkÅ�ÄSÀGÁ$U�½#Ò[¿3¾#¿ A�ÆÂ¿d�6ÖkÆÂ¿�Å;ç
C k »
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N �JO#��	��"!�����	 � P ����	 .Ï�%È��%������	FS " � ±�ËSä�´BÊSàP¹�µE´�ÌCÑ , ´gµkÌ ÑCÊS³Y° φ1, N1

±�Ì
φ2, N2¶E±

α
°�ÊS³)ÌI¶kÑ�ÌÍ±R°

C
k �W´BÊS³*):Ë�&SË#¸B±R°\°)ã Ñ�ß�±gäkÑG°RÌn±á¶E±R°

C
k �a¶kÑ 	X¸BÊSà�ÊS·O¹)®�ÑG°Rà�±R° s : M →

M
±�Ì
b : N1 → N2

ÌÍ±�ßó°K(MËY±
�aÑ �pÊS³�µ8ß]µ8·[±�ß]µkÌ ÑCÊS³�¶E±Î´BÊS³*):Ë�&kµkÑG°�ÊS³

bφ1 = φ2s ��aÑ�Ñ �3ß6ã µÏ¹;¹�ßJÑC´gµkÌ ÑCÊS³
g
±R°RÌr¸ (MË�Ñ�Ð�µk·:Ñfµk³)ÌÍ± ��ÊS³ µ

b ◦ (φ1∗α(h)) = (φ2∗α(h)) ◦ b
¹YÊSË�·

ÌnÊSË�Ì
h
¶;µk³Y°

G $
4TÖSçgÖkÅJ�LØEÙ#¿��[Æ

s
¿Ïç
b
ÒB(MÄ ÀGÆ��[¿�Å;ç Ù#Å#¿~(�ØEÙ#Æ"6 ÄSÀÂ¿�Å#ÓÏ¿X¿ÏÅ;çgÒ6¿

φ1, N1

¿Ïç
φ2, N2

)�ÄSÀÂÖkÒB�
ÀÂ¿*�IÓÏÖkÅ#¾#Æ çgÆGÖSÅ�� �WÑ �L¿Rç �WÑ�Ñ � ÆÂ×��YÀGÆGØEÙ#¿ÏÅ;çIÀ^! (�ØEÙ#Æx6SÄ Ò6Æ"Ä Å#Ó�¿�¾Y¿

s
»

� �  #2��=�/5.7�,�� � 	<" 2�� ;��$5
Õ3Ä Å��LÀÂ¿TÓ�Ä$� Ö�7

G
¿��[çLÙ#Å ÁkÒ[ÖkÙ���¿TÄSÀGÁ.(Ï½#Ò6ÆÂØEÙ#¿�¿Ïç

M
Ù#Å#¿H6 ÄSÒ6Æ"(Ïç�(TÄSÀÂÁ.(�½YÒ6ÆGØEÙ#¿Y);ÆGÀ

¿��[çIÅ#Ä çgÙ#Ò[¿�Àõ¾#¿�Ó�ÖSÅ��6ÆÂ¾�(�Ò[¿�ÒIÀG¿��cÄSÓRçgÆÂÖkÅ��P·[¸I&SË�ßJÑC¯�·[±R° ¾#¿
G
�6Ù#Ò

M
)#Ó$! ¿*�Wç�[n#|[O¾#ÆÂÒ6¿Xç6¿�ÀÂÀG¿*�

ØEÙ#¿TÀ^!hÄ$���YÀGÆGÓ�Ä çgÆÂÖkÅ
α : G×M →M

�6ÖSÆÂçrÙ#Å�×(ÖSÒB�#Ã#Æ"�6×�¿I¾#¿o6 ÄSÒ6Æ"(Ïç�(�� ÄSÀGÁ.(Ï½#Ò6ÆÂØEÙ#¿*�Ï»
trÅ��)ÄSÒWçgÆÂÓ�Ù#ÀÂÆG¿�Ò�) (ÏçBÄ ÅEç�¾YÖkÅ#Å�(�ÙYÅ#¿\ÄSÓÏç6ÆGÖkÅ¦Ò�(�ÁkÙYÀGÆ�UÏÒ6¿Y)�ÖkÅ���¿�Ù�ç9�6¿3¾#¿Ï× ÄSÅY¾#¿�Ò%�[Æe¿�ÀÂÀG¿
��Ö.���BU�¾Y¿²¾#¿��XÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ�� ¿�ÀGÀÂ¿*��ÄSÙJ�B�6Æ�Ò�(�ÁkÙ#ÀÂÆ�UÏÒ6¿*�Ï»

Õ3Ä Å��XÙYÅ�¿��B�#Ò[ÆÂç9�#Ò[Ö�ÓBÃ#¿Y))ÆGÅ;çgÒ[Ö�¾YÙ#Æ��[ÖkÅ��IÀ"Äá¾�(CQ)Å#Æ çgÆGÖSÅ��6Ù#Æx6SÄ ÅEç6¿S»
N �JO#��	��"!�����	 � P ���e!�����	 �%��ÈV��Éï����&����KS " ? ³(´BÊS³Y°RÑf¶E¯�·[±LË�³C&S·[ÊSË�¹Y±Iµkß &;¸ié�·:Ñ�(MËY±·[¸B±�ß�ÊSËâ´BÊSàP¹�ß ±gäE±

G
±�ÌLÊS³¢³�ÊSÌn±á±�³�´BÊS³Y°�¸ (MË#±�³�´B±

K = R
ÊSË

C $
� ³�±ÛµE´�Ì ÑCÊS³

α
¶E±
G
°RË�·pË�³�±ÎÐ�µk·:ÑC¸�Ìn¸�/Oµ²¹�·RÑCÊS·:Ñ>(MËY±�ß ´BÊS³ (MËY± 6

M
±R°RÌ ¶kÑ�Ìn±

C k �Ä ÀGÁ.(Ï½#Ò6ÆÂØ�ÙY¿ /aÊ��
k
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M(∞)
¿Ïç

Ä$����¿�À�(�éBÊS·W¶ &;¸BÊM¶E¸R°RÑ�(MËY±�ÖSÙ�éBÊS·W¶¦¶E±K-�µ;¶;µkà'µk·[¶\¾#¿
M
» ��Å�ÀÂ¿3Å#ÖSçg¿²ÄSÙ����6Æ �)ÄSÒ &fÖkÆ��

∂M
»
4TÖSçgÖSÅ��ÎØEÙ
! ÖkÅ1¾#Æ çÎ¾#¿ ¾#¿�Ù-,�Á.(ÏÖ�¾�(��6ÆÂØ�ÙY¿*�

γ
¿Rç
γ′
ØEÙ
!h¿ÏÀGÀÂ¿*�a�[ÖkÅ;ç²¹�µk·Wµkß�ß ¯�ß ±R°8�[Æ

¿�ÀGÀÂ¿*�1�6ÖkÅ;ç ÄY��4�×���çgÖSç6¿*�8¿Rç8Ò6¿��[ç6¿�Å;ç Ä$� 4�×1�Yç6ÖSçg¿��8ØEÙ)ÄSÅ#¾¬ÖkÅ ÀG¿*���)ÄSÒ[Ó�ÖkÙ#ÒWç ç6ÖkÙYçg¿��
¾#¿�Ù-,¦¾)ÄSÅ��TÀG¿f�[¿�Å��TÅ�(ÏÁ;Ä çgÆx&a»

æVçgÄSÅ;ç�¾#ÖkÅ#Å�(3ÙYÅ7��ÖkÆÂÅEç
x ∈ M

¿RçIÙ#Å�6k¿ÏÓÏçg¿ÏÙ#ÒIçBÄSÅYÁk¿�Å;ç
v ∈ TxM

)#ÖSÅ¦Å#ÖSçg¿
γvÀ"ÄÛÁ.(ÏÖ�¾�(��6ÆÂØ�ÙY¿p¿ÏÅ#Ák¿ÏÅ#¾#ÒB(Ï¿'�#ÄSÒ

v
b
γv(t) = expx(tv)

» ��Å7��¿�Ù�çX×�ÖkÅ;çgÒ[¿�ÒIØEÙ#¿ �õÖSÙ#Ò
çgÖkÙYç6¿ÎÓÏÀ"Ä$���6¿Î¾I!óÄ$� 4�×��Yç6ÖSçgÆÂ¿²¾Y¿ÎÁ.(ÏÖ�¾�(��6ÆÂØ�ÙY¿*�

γ(∞) ∈ M(∞)
¿Ïçf��ÖkÙ#ÒTçgÖkÙ�ç���ÖkÆGÅ;ç

x ∈ M
)�ÆGÀr¿s,YÆ"�[ç6¿8Ù#Å�Ù#ÅYÆGØEÙ#¿V6S¿�ÓÏç6¿�Ù#ÒÎÙ#Å#ÆÂçgÄSÆGÒ[¿�çgÄSÅ#Ák¿ÏÅ;çO#

M
¿ÏÅ

x
)
v ∈ T 1

xM
)

çg¿�À�ØEÙ#¿
γv

�[ÖkÆÂçLÄ$��4�×1�YçgÖ çg¿~#
γ
»�¼PÙYç6Ò6¿�×�¿�Å;çL¾#ÆÂç*)�À2!óÄY���#ÀGÆÂÓMÄ ç6ÆGÖkÅá¾YÆÂçg¿T¾#¿I¹�·[Ê )Ï±B´�Ì ÑCÊS³

ÐiÑG°RË#±�ß�ß ±c½)Ä$��(�¿p¿�Å
x
b

πx : T 1
xM −→ M(∞)

v 7−→ γv(∞)
¿*�[çT½#Æ �[¿�ÓRçgÆ"6S¿S»

ÕP¿��#ÀÂÙ�� ÖSÅc�õ¿ÏÙYç ×(ÖkÅ;ç6Ò6¿�Ò ØEÙ#¿�ÀGÄpÓÏÖk×���Ö.��(�¿
π−1

x ◦πy

¿��[çLÓ�ÖkÅ;çgÆÂÅEÙ#¿���ÖkÙ#ÒrçgÖkÙ�ç
Ó�ÖkÙ��YÀG¿¦¾#¿7�õÖSÆGÅ;ç��

(x, y)
» ��Åk�õ¿ÏÙYç ¾YÖkÅ#Ó ¾�(�Q#Å#ÆGÒ'Ù#Å#¿¦ç6Ö.�õÖSÀGÖkÁkÆÂ¿V�[Ù#Ò

M(∞)
¿�Å

ÓBÃ#ÖkÆ��[Æ����gÄSÅ;ç Ù#ÅV��ÖkÆGÅ;ç
x ∈ M

¿Ïç ¿�ÅV�õÖkÙJ�B�gÄ ÅEçL¿�Å Ä36 ÄSÅ;ç À"Ä3çgÖ.��ÖkÀÂÖkÁkÆG¿L¾#¿
T 1

xM
�)Ä Ò

πx

»wA�Äáç6Ö.��ÖkÀGÖkÁSÆG¿PÖS½Yçg¿ÏÅ�ÙY¿pÅY¿p¾J(*��¿�Å#¾#Ò6Ä ÄSÀÂÖkÒB�G�)Ä$��¾#Ù ÓBÃ#ÖkÆx,¦¾#¿
x
»

ê%ÖkÙ#ÒV¾�(CQ)Å#ÆÂÒ�À"ÄPÓÏÖk×1�)ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅÎÁ$(�Ö�¾�(*�[ÆGØEÙ#¿I¾#¿
M
)SÖkÅO6SÄ�¾YÖkÅ#Å#¿ÏÒVÙ#Å#¿cçgÖ$�õÖY[

ÀGÖkÁkÆÂ¿~�[Ù#ÒIÀ^! Ù#Å#ÆÂÖkÅ ¾YÆ��e�[ÖSÆGÅ;çg¿
M ∪M(∞)

»w<L¿Rç6çg¿�ç6Ö.��ÖkÀGÖkÁSÆG¿�Ó�Ö��ÍÅ#Ó�ÆÂ¾#¿�Ò6Ä �6Ù#Ò
M(∞)Ä36S¿�ÓÛÓÏ¿�ÀÂÀG¿pØ�ÙI!hÖkÅ?6�ÆÂ¿�Å;ç�¾#¿²¾�(�Q#Å#ÆGÒX¿Ïçf�[Ù#Ò

M
ÄL6S¿�ÓO�gÄ�çgÖ.��ÖkÀGÖSÁkÆG¿3¾#¿ 6 ÄSÒ6Æ"(Ïç�(²¾#Æ��F(C[

Ò6¿�Å;ç6ÆG¿�ÀÂÀG¿ »
æVçgÄSÅ;ç²¾YÖkÅ#Å�('Ù#ÅT�õÖSÆGÅ;ç

x
¿Rç²ÙYÅ�ÖkÙ-6k¿�ÒWç

Ux ⊂ T 1
xM

)�ÖSÅ�ÄY���õ¿ÏÀGÀÂ¿ ´��S³�±8��!óÄ$�5[
�#ÙJ4;Ä ÅEç~�6ÙYÒ

Ux
À^! ¿�ÅJ�6¿�×Î½#ÀG¿d�[Ù#Æ"6 ÄSÅ;çL))ÆÂÀGÀÂÙ��[ç6ÒB(f�)Ä ÒIÀ"ÄaQ)ÁkÙYÒ6¿ �ob

C(Ux) = {γv(t); v ∈ Ux

¿Ïç
t ∈]0,+∞]} ⊂M ∪M(∞)
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C(Ux)

Ux

x

���������
	���


T 1

x (M)

� �����
� �

����� ������� � ����� �

� ��� � ����� ! � 5¦>M9S7�46FgAV<@4�?ON�^B4�< 4IHJNÛQa>MZ _kN�QBA"D '%QaN�A"D">M5 < 4�!TN�<�NMZ\NMFO<

N �JO#��	��"!�����	 � , " ? ³ µÏ¹;¹Y±�ß�ß ±'ÓÏÖk×��#ÄSÓÏç6Æ"Q)Ó�Ä çgÆÂÖkÅ�Á.(ÏÖ�¾�(��6ÆÂØ�ÙY¿�ÊSË�ÓÏÖk×��#ÄSÓÏç6Æ"QJ[
Ó�Ä çgÆÂÖkÅ
¾#¿V>XÄS¾)ÄS×(ÄSÒ[¾ ¶%ã Ë�³�± Ð�µk·RÑC¸�ÌÍ¸¦¶E±J-3µ;¶;µkà'µk·W¶

M
ß6ã Ë�³)ÑCÊS³*¶kÑG°�)ÏÊSÑ�³)Ìn±

M̄ =
M∪M(∞)

àáË�³)ÑC±T¶E±cß]µ\ÌnÊR¹YÊSß Ê'&SÑC±�±�³=&;±�³�¶k·[¸B±%¹�µk· ß ±R°I´��S³�±R°
C(Ux)

Ê��
x
¹�µk·[´BÊSË�·:Ì

M
±�Ì
Ux

¹�µk·[´BÊSË�·:Ì ß6ã ±�³Y°�±�à�é�ß ±²¶E±R°²ÊSË�Ð@±�·:Ìf°²¶E±
T 1

xM $<L¿Rç6çg¿pÓ�ÖS×��)Ä ÓÏçgÆxQ)ÓMÄ@çgÆGÖSÅ¦Ä'ç6ÖkÙYç6¿*��ÀG¿��IØ�Ù#ÄSÀGÆ ç�(*��Ä Å#Å#ÖkÅ#Ó�(�¿��*)�¿ÏçT×1i�×�¿d�#ÀGÙ��Ï»
ë �õ���������"!�����	 �*� " : ã Ñ�³�´�ßJË;°RÑCÊS³

M → M̄
±R°RÌIË�³�®YÊSà�¸BÊSà�ÊS·n¹)®�ÑG°Rà�±\°RË�·\°�ÊS³

Ñ�à'µ1&;±\±�Ì
M̄

±R°RÌ�Ë�³�±péBÊSË�ß ±�åÏ±�·:à�¸B±�ÌnÊR¹YÊSß Ê'&SÑ�(MËY± $ : µ'ÌÍÊR¹YÊSß Ê'&SÑC±3Ñ�³�¶kË�Ñ�ÌÍ±c¹�µk· M̄ °RË�·
M(∞)

åRµkÑ�ÌI¶E±R°T¹�·[Ê )Ï±B´�Ì ÑCÊS³Y°²ÐiÑG°RËY±�ß�ß ±R°Î¶E±R°p®YÊSà�¸BÊSà�ÊS·n¹)®�ÑG°Rà�±R° $ � ³*,r³ + ß ± &S·6ÊSËi¹Y±¶E±R°3ÑG°�ÊSà�¸�Ì ·:ÑC±R°p¶E±
M

µ1&SÑ�ÌL´BÊS³)ÌCÑ�³#"�à�±�³)Ì�°RË�·
M̄ $
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A�¿áÓ�ÖSÅEç6¿�ÅEÙu¾#¿áÓ�¿áÓBÃ#Ä$�#ÆÂç6Ò6¿Û¿��[ç3¿��B�[¿�Å;çgÆÂ¿�ÀGÀÂ¿�×�¿�Å;ç\Ù#Å#¿²çgÒgÄ ¾#Ù#ÓÏç6ÆGÖkÅ�¾Y¿ÛÀ^!hÄSÒ[ç6ÆGÓÏÀG¿
� , ( 	 »

5 � � &(0 �2 ��/%-���! . �2�#" & +'%�� � �

<L¿Rç6çg¿~�6¿ÏÓÏçgÆÂÖkÅ8¿��[ç ¾#¿*�WçgÆGÅJ(�¿f#pÒgÄ$�J�õ¿ÏÀG¿�Ò ÀG¿����YÒ6Ö.�#Ò[Æ�(Rç�(*� ¿*���6¿ÏÅEç6ÆG¿ÏÀGÀG¿��L¾#¿TÀ^! ¿*���)ÄSÓÏ¿
ÃN45��¿�Ò6½�ÖkÀÂÆGØEÙ#¿ÎÒ�(�¿ÏÀ%¿Rç�¾#¿'�6¿*�P×(Ö�¾�U�ÀÂ¿*�TÓ�ÀGÄ$�B�[ÆGØEÙ#¿*�Ï»ïê�ÄSÒPÀGÄ��6ÙYÆÂçg¿Y)�¿�ÀGÀÂ¿*�~�6¿�Ò[ÖkÅ;ç�ÙYç6Æx[
ÀÂÆ���(�¿*�9��ÖkÙ#ÒI¿ÏÅ�(RçgÙ#¾#ÆÂ¿�Ò�ÀG¿��IÓ�Ök×1�)ÄSÓRçgÆxQ)ÓMÄ ç6ÆGÖkÅJ��»#Õ3Ä Å��IçgÖkÙYçTÓÏ¿pÓBÃ#Ä$�#ÆÂç6Ò6¿Y))ÖkÅ�(�Ó�Ò[ÆGÒ6Ä
�[ÖkÙJ6S¿�Å;ç �á¿*���)ÄSÓÏ¿²ÃN45�õ¿ÏÒ6½�ÖkÀGÆÂØEÙ#¿ 
���ÖkÙ#Ò9�)Ä Ò6ÀG¿ÏÒc¾#¿\À^! ¿*���)ÄSÓÏ¿pÃN45��¿�Ò6½�ÖkÀÂÆGØEÙ#¿\ÒB(Ï¿�ÀÍ»

: ;
: < �>=3?+@*?BAC?I�D@ �EA � �!� � 	E���

6OÀV¿��[ç'�õÖ.���6ÆÂ½#ÀG¿á¾#¿'¾#ÖSÅ#Å#¿�Ò\¾#Æ��I(ÏÒ6¿ÏÅEç6¿*�\¾�(CQ)Å#ÆÂç6ÆGÖkÅJ�p¾Y¿�À2!h¿��B�)Ä Ó�¿'ÃN4-��¿�Ò[½õÖSÀGÆGØEÙ#¿
Ò�(�¿ÏÀ^))Å#ÖkÙJ�PÄSÀÂÀGÖkÅJ�cÙYçgÆÂÀGÆ"�6¿�ÒLÓ�¿�ÀÂÀG¿\ØEÙ#Æ �6¿pÁ.(�ÅJ(�ÒgÄ ÀGÆ��[¿3ÀG¿8�#ÀÂÙ���Å)Ä çgÙYÒ6¿�ÀÂÀG¿Ï×(¿ÏÅEçTÄ Ù-, ÓMÄY�
ÓÏÖk×1�#ÀG¿s,Y¿3¿RçTØ�Ù#Ä çg¿ÏÒ6Å#ÆÂÖkÅ#ÆGØEÙ#¿ � 6kÖkÆÂÒIÀ"Ä �6¿ÏÓÏç6ÆGÖkÅ 6 z~[ �k» �Î¿RçTÀ"Äá¾#¿�Ù5,YÆ"U�×�¿d�)ÄSÒWçgÆG¿ �R»
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��ÖkÆÂç
Q
À"ÄP×1(Ïç6Ò6ÆÂØ�ÙY¿IÀGÖkÒ[¿�Å;ç�@ÏÆG¿�ÅYÅ#¿o�[çgÄSÅ#¾)ÄSÒ[¾=�6Ù#ÒVÀ2!h¿��B�)ÄSÓÏ¿o6k¿�ÓRçgÖkÒ[ÆG¿ÏÀ

Rn+1 )k¾#ÖkÅ5[Å�(�¿8�)ÄSÒ
Q(x1, x2, . . . , xn, y) = x2

1 + · · · + x2
n − y2

A�Är�6ÙYÒ�&CÄSÓÏ¿
¾Y¿
ÅYÆ"6k¿�ÄSÙ
{Q = −1}

¿*�Wç Ù#Å�Ã 45��¿�Ò[½õÖkÀÂÖ��n¾Y¿ #*¾Y¿�Ù-,�Å)ÄY���õ¿���»
4XÖSç6ÖkÅ�� [n¿�Å

H
ÀGÄTÅ#Ä$����¿ ¾�(CQ)Å#ÆÂ¿0�#ÄSÒ

{y > 0}
»i¼PÀÂÖkÒB�

Q
ÆGÅ#¾YÙ#ÆÂç �[Ù#Ò

H
Ù#Å#¿ ×1(ÏçgÒ[ÆGØEÙ#¿

Ò6ÆG¿Ï× Ä Å#Å#ÆG¿ÏÅ#Å#¿�¾Y¿ ÓÏÖkÙ#Ò[½#Ù#Ò6¿h�[¿�ÓÏç6ÆGÖkÅYÅ#¿�ÀÂÀG¿VÓ�ÖSÅ��[çgÄSÅ;çg¿h(�Á;Ä ÀG¿h#
−1
)iÖkÅ²Ä$����¿�ÀGÀÂ¿�±R°O¹�µE´B±

®=;:¹Y±�·ÏéBÊSßJÑ�(MËY±P·6¸B±�ßS¾#¿X¾YÆG×�¿�Å��[ÆGÖkÅ
n
¿ÏçcÖSÅ(Å#Ö çg¿

R
> n À2!h¿��B�)Ä Ó�¿TÒ6ÆG¿Ï× Ä Å#Å#ÆG¿ÏÅ(ÖS½Yçg¿ÏÅ�Ùï»<L¿Rç6ç6¿ÎÓ�ÖSÅ��[ç6Ò6Ù#ÓRçgÆGÖSÅ���¿�Ò6×�¿ÏçX¾#¿86kÖkÆÂÒXÆÂ×(×1(�¾YÆ"Ä ç6¿�×�¿�Å;çIÀ^! ¿*���)ÄSÓÏ¿ÎÃN45�õ¿ÏÒ6½�ÖkÀGÆÂØ�ÙY¿

Ó�Ök×�×(¿âÙ#Å�¿*�B�#ÄSÓ�¿uÃ#Ök×�ÖkÁ.UÏÅ#¿pb
R
> n =

� �
0

�
1, n

�
/
� ���

n
�Ï»%trÅM�)ÄSÒWçgÆÂÓ�Ù#ÀÂÆG¿�Ò�) ÀÂ¿

ÁkÒ6ÖkÙJ�õ¿3¾#¿��XÆ"�6Ök×1(Ïç6Ò6ÆÂ¿*�c¾#ÆÂÒ6¿ÏÓÏçg¿���¾#¿
R
> n ¿*�[çTÀÂ¿K&S·6ÊSËi¹Y±ÛÊS·:Ì�®YÊi´R®�·6ÊS³�±H� �

0

�
1, n

�R»

��� ��	 ��� ��
�� ����	

����� � 	 � 	

�
	 ��	�� ��� � ��� � 	 (Q = −1, y > 0)
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A�ÄV�YÒ6Ög�[¿ÏÓÏçgÆx6 Ä çgÆÂÖkÅ
Rn+1 → R

ê n ¿Ïç3À2!hÙYç6ÆGÀÂÆ��gÄ@çgÆGÖSÅ¦¾#¿ÎÀGÄ(ÓMÄ Ò[çg¿ÛÄY/�Å#¿ {y = 1}�õ¿ÏÒ6×�¿Ïç8¾Y¿j�#ÀGÖkÅYÁk¿�Ò(¾#Æ��F(�Ò[¿�Å;çgÆGÄS½#ÀG¿Ï×(¿ÏÅ;ç
R
> n ¾)ÄSÅ��

R
n » ��Å�Ä$����¿�ÀÂÀG¿��XÊSË�ß ±u¶E±

�pß ±�Ñ�³�ÖkÙ«à�ÊM¶E¯�ß ±á¹�·6Ê )Ï±B´�ÌCÑ åáÀ2!hÆÂ× ÄSÁS¿¦¾#¿âÓÏ¿��#ÀÂÖkÅ#Ák¿Ï×(¿ÏÅEç�×ÛÙYÅ#ÆG¿ ¾#¿âÀGÄ
×1(Ïç6Ò6ÆÂØ�ÙY¿
�õÖkÙJ�B�B(Ï¿á¿�ÅuÄL6 ÄSÅ;çM»õÕ3ÄSÅ���ÓÏ¿á×(Ö�¾�UÏÀG¿$)�ÀÂ¿*�PÁ$(�Ö�¾�(*�[ÆGØEÙ#¿*�d�[ÖkÅ;ç3ÀG¿��f�6¿ÏÁk×�¿�Å;ç��\ÄY/�Å#¿��
¿Ïç�ÀG¿��9�6ÖkÙ��n[ 6 ÄSÒ[Æ�(ÏçB(*�IçgÖ çBÄSÀÂ¿�×�¿�Å;çIÁ.(ÏÖ�¾�(��6ÆÂØ�ÙY¿*�H�6ÖkÅ;çTÀG¿��o�6ÖkÙ��n[O¿��B�)ÄSÓÏ¿*�PÄY/�Å#¿*�Ï»
��Æ�À^! ÖkÅ?�YÒ6Ög�[¿Rç6çg¿áÀÂ¿Î×�Ö�¾JU�ÀG¿²¾#¿ �3ÀG¿ÏÆGÅ�6S¿�ÒWçgÆGÓ�ÄSÀG¿Ï×(¿ÏÅ;çf�6ÙYÒ3À^! Ã�(�×�Æ����#Ã�U�Ò[¿a�[Ù��F(s[

Ò6ÆG¿ÏÙ#ÒI¾#¿\À"Ä ���#Ã�UÏÒ6¿pÙ#Å#ÆÂçB(3¾#¿
Rn+1 ))ÖkÅ Ök½Yç6ÆG¿ÏÅEçTÀÂ¿áà�ÊM¶E¯�ß ±²¶E±Îß6ã ®Y¸�àáÑG°O¹)®Y¯�·[±�»��Æ�À2!hÖSÅ Ö.�yU�Ò[¿XÙ#ÅY¿��#Ò[Ög�[¿�ÓRçgÆGÖSÅV�[çB(�Ò�(�ÖkÁkÒ6Ä$�#Ã#ÆÂØEÙ#¿PÓÏ¿�Å;çgÒ�(�¿�¿ÏÅ

s = (0, . . . , 0,−1)¾#Ù�×(Ö�¾�UÏÀG¿p¾#¿ÛÀ^! Ã�(Ï×(Æ"�B�#Ã�UÏÒ6¿ �[Ù#Ò�À2!hÃN45�õ¿ÏÒB�#ÀGÄSÅ
{y = 0}

)�ÖkÅ�Ök½�çgÆG¿ÏÅ;ç�Ù#Å�Å#ÖSÙJ6k¿�ÄSÙ
�#ÀGÖkÅYÁk¿�×�¿�Å;çr¾#Æ��I(ÏÒ6¿�Å;ç6Æ"ÄS½#ÀÂ¿I¾#¿

R
> n ¾)ÄSÅ��

R
n )�Ä$����¿�À"(��TÊSË�ß ±�¶E± � ÊSÑ�³�´gµk·[¸rÖkÙ à�Ê �

¶E¯�ß ±�´BÊS³MåÏÊS·:à�± �e6kÖSÆGÒ�À"Ä=Q)ÁkÙ#Ò[¿ � �:»yA�¿²ÁkÒ6ÖSÙ��õ¿p¾#¿���Æ��[Ök×�(RçgÒ[ÆG¿*��¾#ÆÂÒ6¿ÏÓÏçg¿��d� �
0

�
1, n

�
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( � �s� ^ �An �H�������&��� q a�
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(z1, . . . , zn) 7−→

(
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1 − zn
, . . . ,
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∑
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i

(1 − zn)2

)
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∑
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uH|s�'��w }d�l�2��x��E�'�X��x ���^|
\ a���
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� � � � d ]%� � 
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α(h) = Φ∗proj(h) = Φ−1proj(h)Φ ∀h ∈ G

� � ��^ ����a�
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� ^ � �/� �K�c�.
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"� ^ � ��^ �!�QnD��
���� Φf

� �Mq ��� ^ � � �  �X��� y∞ ( � ��� � _sd����>� 	 � �� �	��� � �W���������
"��� ��� a�� ^ � � �U]%��
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�� q a��0� ^ � � � � ��� �����K� � 0 2 (
\^]F\ a,+�b�h'h�m.- m
p^b�e^m./10 b20db3+54de�m �76 g

8:9 7 /�c1;Xk.g=< < > AHV�4L3{AHV�3+1WGB359 1�4 p > 0 % 9LPA1�2�9�<=3;1,V�G�1v?!A.8�B2C�?�3 9 DE?�C�359FAHG
C�GfC�P S 3 9�U�V�1 OJ1

isom
U�V�9U< Q 6!?�4`9:3 O'C�G/< V2G�1 ?�C�4`3�1 OJ1�8$9 Y 1=<
B2C�?V1�<WAHVJ<�P#C�MNA.4=8�1 Φyp

[
? PLP 1+1=<=3EV�GB9�U�V�1 & ?!AHG�J�V@'�C�9�<WAHG=B�4A)=<W[> AHV�4�3{AHV�3�1�?!A.8�B2C�?�3 9 DE?�C�359FAHG C�GfC�P S 3 9�U�V�1 Φ OJ1

isom % 9LP�1�2�9�<=3;1(V2G�1WGB3 9 1�4 p > 03�1WP U�V/1@O'C�G/< V�G�1�?�C�4`3�1�OJ1�8$9 Y 1=<
B2C�?V1 Φ < Q 6!?�4=9:3�<WAHVr< P#C�MNA.4`8�1 Φyp
[

? G�D�GvOJ1WV.2�G A.8=T�471=< p1 6= p2
OJ6`D�GB9�<V<�1WGB3�OJ1=< ?!A.8�B2C�?�359 DE?�C�3 9FAHG/<�U�V�99G�10<WAHGB3

B2CH<
C 1 Y ?!AHG�J�V@'HV�6V1=<W[



����� �%��� �
	����!���
	 ��
 ������� ��� �������
		���!���
	 ��
 �q��		
�)! 
� 
 �
	%��"'�#��� ���

ψbα(σ)

Φf

Φf

proj 	

α 	

ψsproj(σ)

Φ

ψb

ψs

�������
	���
��������!1����������! #"�$
% &'"��E1( #)*�,+ 1-��� .^1(+/���! #"0�1+#�2$3��&/441(+#���5���*$3��)6�879���5�,+Z1:�

S�; ��^ ; dB� � � ��� �,���!� ^7^ ; ���c�'< ; � � ���>=�]�� �?<"�Q�/� ^ ���,=�]B�.�@< ; ���c�'< ; � ��^ � � �.��fA< ; � � � ^�/�
isom

d�� � ; ^ � � <�� � � ; l7���@< ; � � � q ���Q��� ^ � � < ; ��
 ^�^ <�
 ; �?<"�B=�� � <W]�� ^ ; < ; n ^ (/I �.
W��� ��^ b<"
 � �@< ; � � d p = 1
��� ��� �+�!�����,=�]B�.�?< ; �B���'< ; � � ]�
"� l7���?< ; q �+�?< p = 2

�!�����,=�]B�.�@< ; ��b���'< ; � � ��� � nD��
�=�� (
�R� �  �� 
"� 4/C ; ��� ��^ <"
"�?��� ^P a�����a ^ ; � � � ^ �?<���� ^P	 ��
"� ^ ] 	 ��
"� ^ �/� ^ � ; /sa�
"� � <"� ^ ���>=#b]��.�?< ; �B���'< ; � ��^ � � �.� fD< ; � � � ^ ( I � � 
 p = 1

d��.iE� ^ <7b0	 b � ; 
"�Q�B� ��^ ���E=����������0����3K��� ; � d��� ^C a�����a ^ ; � � � ^W^ � � <W��� ^ ]B�.
"�.������� ^ �?<W��� ^A	 �.
"� ^ ] 	 ��
7� ^W^ � � <F<�� �� � � <�� ^ � � ����
7�	L�5i-��
7��
"�
2 (UI � � 
 p = 2

dT�Hi-� ^ < b0	 b�� ; 
7�$�B� ��^ ����=����������$��� I � ; � �c�.
7a.dU��� ^K a�����a`b
^ ; � � � ^'^ � � <���� ^ ����
7����� ^ �.
�< 	 �  � � � � _Z� � �%��
7� �@<'��� ^#	 ��
7� ^ ] 	 ��
7� ^ ��� ^�^ ] 	 ��
"� ^
1 � � ��� ; � ; � ��� � ^ 2 <V� �� � � <"� ^ � � �%�.
"� (�G � � � � p � ^ <#]�� ��^$ 
�� � �sdp��� ^$ a�����a ^ ; � � � ^H ^ iG�.]/�!�'< ; ^"^ � � <JI 1 ��� ��^ ����=����������+���?= ; b � ^ ]B�.���.d q ��
 ^ ���'��
"� ; <�� {y = 1}

�?<0��� ^�/
"� ; <�� ^Cq ��
:< ; ���.��� ^ 2 ( �U� ^W	 ��
7� ^ ] 	 ��
"� ^ d ������� ^ d���� q ; � �/� � � < ^ ; �/ �� � ; ��
7� ^ � � ]�� ; � <A�/���� � <V�.�@<>� q ���Q���K����
"� (
� � � ; =�� ��^ ; � � 2

dj���K< 	 a��.
��B=��*L*��a���� � ���?� ; 
7���?<"�B=�� � <F��� ^ <�
�� q � � _Q�/� � � 	/� � ; b�/��
NMPO 4?Q �?< � <��/R��JMSOH5 Q d��=_�]�� ^ a ^ ]B�H
 �T; < ^"� =��'< ^7� M "(" Q (1U � ��^ �.����� ��^ ���A��a?=�� � <"
"��
]�� � 
 n > 3 (VW�B=��.
"� � � ��^ � � i ; ����a���� � �������#���@<�<"�����!� ^7^ ; ���c�'< ; � � � � ����� � _*���,=�]B�.�@< ; ���c� b< ; � �/^ � � �.� fD< ; � � � ^ � � ; ^ � � < C 1 b ��� � l �� .� a�� ^ ^ � � < � a���� ^"^ � ; 
7�B=�� � <P� � �.��fA< ; � � �B=�� � <��� � l �� .� a�� ^ ( � � n � ; <cd ; � ^7� � <W=�g?=��,� � i-������� ^X^ � ; � � <WX�Y.������
 b 1 1 − ε 2 ��� � l �� �� a�� ^]�� � 
�<"� ��^ ��� ^ ε > 0 1 ]B�.
A�=_��?=�]���� � ; ] ^ � 	 ; <�Z`b ��� � l �� �� a�� ^W^7� � < 2 (� � ]�� � <p� ��^7^ ; q � ; 
F�������!� ^7^ ; �B�c�'< ; � � � ; ��^ ; oj��� ^ ���,=�]B�.�@< ; �B�c�'< ; � �/^ � � �.��fA< ; � � � ^



��� ��������	 
���
 ��� � ��� �������
		���!���
	 ��
 �������������
���������������! 
" � �#	%$�&'�( 
)!�!�

� �8���
	������ �v-��  $������L/�&1�������
	, #�9 #� ��	
��� ����$3���E$#� ����� ��"D�5��� 1( #)*�,+ 1-��� .^1(+/���! #"1�
+#" +����/���0/�&A���

���
isom ^ � � <�����<"� �J� � ^ 	$]B�.
�< ; 
C�/�Q���$�%� � ���&��� 3K��� ; �

{
(x1, . . . , xn, y) ∈ R

n+1; y = 1,
∑

x2
i 6 1

}

]B�.
 ��� �0]�
7� l7���@< ; � �@q ��
:< ; ���.��� ^7� 
 ��� � 	 f�]%��
 ^"� 
7n �.���,��� Rn+1 �TiEa�� � �'< ; � �
yp = 1 −

∑
x2

i

���,=�]%� ^ a��0� q ��� ��� �Q]�
"� l7���?< ; � � ^ <"a�
7a��  
"�.] 	 ; � � � ^"� 

{

(x1, . . . , xn, y) ∈ R
n+1; y = 0,

n∑

i=1

x2
i 6 1

}

\ � ��^ ���0�c� ^ ��r p = 2
� � 
"�@<�
7� �/q �,� ; � � �������,=�]��.�?< ; �B���'< ; � � ��� � nD�.
�=�� ( G � � � �

p
<�� � � q ��
 ^ �5i ; � � � ; d��5i 	 f�]%��
 ^7� 
7n �.��� ^"� 
W�!�H� � �������&� � ]�
7� l7�?<�<�� ^ �0
"�.]�]�
7��� 	 �0�Ti �����f�� ; � ��
"�Hd ^ � ^ ]B�H
"� ; ^ ��� q ; � ��� � � < q ��
�< ; �c�.��� ^ d.����� � ; �=_�]�� ; � � �C��� ^ nD�.
�=�� ^ �.� ^ ��
 q a�� ^�B� ��^ �!� �  �� 
"� 4/C (

\^]�� a,+�b�h'h�m.- m
p^b�e^m./10 i(m.- - 7 c�g�0de�m{b�� +�g
8:9 7 /�c1;Xk.g�� < $ A.9:3 k V�GZ1WGB359 1�4
<=3 4=9F?�3;1�8�1WGB3qB�A <=9:3 9 M AHV ∞ [��dG <~VZB'B�A <�1
U�V�1 n > 3 [ $ A.9:3 f : R+ 7−→ R+ V2G R A.8�6!A.8=A.4 B R 9�<=8�1 U�V�9?1=<=3 & P#C�MNA.9�< C k <~V�4
R

+ 1�3qV�G
C

k Y O�9 �>6!A.8=A.4
B R 9�<=8�1 OJ1 R
+∗ [

� P�1�2�9�<=3�1�V�G�1 ?!A.8�B2C�?�359 DE?�C�3 9FAHG
C k OJ1

isom
U�V�9s< Q 6!?�4=9:3P1WG�?�C�4`3�1�OJ1�8$9 Y 1=<
B2C�?V1

<WAHVJ< P#C�MNA.4`8�1 Φf
<=9 1�3�<�1WV�P 1�8�1WGB3 <=9

f/f ′ C'O�8�1�3EV�G�B�4IAHP%AHG 'r1�8�1WGB3
C

k C�V�K A.9�<=9LGfC 'r1 OJ1 0. 1 " 2



����� �%��� �
	����!���
	 ��
 ������� ��� �������
		���!���
	 ��
 �q��		
�)! 
� 
 �
	%��"'�#��� ���
� AHV�3;1,?!A.8�B2C�?�3 9 DE?�C�3 9FAHG

C k OJ1
isom

< Q 6!?�4`9:301WG ?�C�4`3�1sOJ1�8$9 Y 1=<
B2C�?V1�<WAHVJ< P#C
MNA.4`8�1 Φf

B�AHV�4 V2G�1�?V1�4`3`C�9LG�1EMNAHG ?�359FAHG f K 6�4`9 DqC�GB3 1 " 2 [� 1WVH2 ?!A.8�B2C�?�359 DE?�C�3 9FAHG/<=U�V�9C< Q 6!?�4=9LK 1WGB3X1WG ?�C�4`3�1�<WAHVr<�P#C�MNA.4`8�1 Φf1

1�3 Φf2<WAHGB3
C k Y ?!AHG�J�V('HV/6V1=<W<=9p1�3 <�1WV2P 1�8�1WGB3R<=9 f−1

1 ◦ f2
1=<=3^V�G

C k Y O�9 �>6!A.8=A.4 B R 9�<=8�1�C�V
K A.9�<=9LGfC 'r1 OJ1 0 [? G�D�G % P#C,?!AHGfO�9:3 9FAHG 1 " 2 1=<=3�G�6!?V1=<V<NC�9:471�8�1WGB3(K 6�4`9 D�6V1+<=9 f 1=<=3
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��i65 ^ ].7 8!5:9rf�];5�<>=�?$@ ;BA*C 5�8!?>=�].@B5=_D5 ^ 5!<>7 ].<"a ^ 5!E1<"aGF.7 E ^ @H7IF.5 C _ ; �B=J5M]�7 <:< ; 5 K
� ?>= =J5 ; @*ETiL5 ^ <�].7 ^ F.5M8!? C <(= C <(5 ^ 5�8?< ; ?$E.E.5�@H@B5M8�?$E ^ <07 E1<05Hd ?$E
]�5 C < ; =N7 O ; E.5!< A*C i ; @7PF =N5@<�<>5�=N? ; E ^ F.5Q8!?>=�]�7P8?< ; ��8R73< ; ? E ^ A*C 5S@5iL5 ^ ]�7 8�5S9rf�]�5!<(=;? @ ;HA*C 5T<"a!5�@1KPU45 C <7b g@<0<(5=�gB=J5VETi65!EW7 F =J5?< b ; @ A*C i C E.5 ^ 5 C @B5 K
\^])X Y 7 k /10�hHe^c�b�e^m./10 i(g +2b p +2b�h'h�m -fm p^ble�m./10

�Z7	F�aB=J?$E ^ <0<073< ; ? E:F.5 ^ <09/a!?$<I�B=J5 ^ L[5@< � ^ 5\F�a�<>? C @H5VF.5\@]7
n#7 9 ?$E ^ C ; q 7 E1<05 K� EJ8!?,= =N5�E.8!5A].7 < =N? EA<><>5�<^@H5S@H5?= =J5Q8�5!E1<0<>7 @�o><>? C <05_8�?,=�].7 8?< ; ��8!7'< ; ?$E`F�7 E ^@H7 A*C 5!@B@H5&@H5 ^ O.a!?
F�a ^ ;HA*C 5 ^A^ ?$E1<_F.5 ^W^ ? C ^Aq 7 < ; a?<�a ^ C k <><07 E ^7q 5�< ^ 5 ^ 7 C =;? <>F ^ iEa!8�< ; <
^ ? C ^ @]7
n�?$<�=N5

Φf

]�? C < C E.5a8�5!<:<,7 ; E.5Kn�?$E.8?< ; ?$E f F.5\8!@H7 ^"^ 5 C k K G�C 5!@ A*C 5 ^ 8,9�7 E�bO 5B=J5!E1< ^ F.5\8!?
?$<(F.?$E.E�a�5 ^�^ C � ^ 5!E1<RK\ 7PE ^ @]7 ^ 5!8@< ; ?$E ^ C ; q 7 E1<05.dD?$E =J?$E1<0<(5 A*C 5K]�? C < n > 3
dD@B5 ^ O�a�?DF/a ^ ;BA*C 5 ^C^ ?$E1<F�5 ^X^ ? C ^ b q 7 < ; a?<"a ^ C k <0<07PE ^7q 5!< ^ 5 ^ 7 C =;? <>FIF.7 E ^ <0? C <>5+8�?,=�].7 8?< ; ��8!7'< ; ?$E

C k K � @
^ ib7PO ; <_5 ^"^ 5�E1< ; 5�@H@B5B=J5!E1<_FTiL7.]�].@ ;HA*C 5!<S@B56<09�a�?$<��?=N5\FTi ; E q 5!< ^ ; ?$EG@H?
8R7P@H5 K

� E ^ C ; <>5.dc?$E���E ; <�@]7NF/aB=J?$E ^ <><07'< ; ?$EIF C <09�a�?$<��?=N5�LdKl�Z7�F.5�<>E ; �!<(5e7 ^"^ 5!<:< ; ? EF C <09�a�?$<��?=N5�LfF/a!8!? C @H5gF.5 ^ @H5B= =J5 ^ "+5@< � K*?$EN<>5?=h7 < A*C 5d5�E ^ C ; <05 A*C 5 ^ ; k = ω
d

@H7Yn�? E.8?< ; ?$E f
]�5 C <'g?<><>5 ^ C ]�]�? ^ a!5iF.5G@]7hn�?$<�=N5

y 7→ yp ?Hr
p
5 ^ <h@;i6?$<>F�<>5GF C]�<>5B= ; 5�<6<05�<�=J5eE.?$EjE C @kF.7 E ^ @H5eF�a q 5�@H?�]�]�5B=J5!E1<aF.5	l47cf
@H? <mF�5
f

5�E C ] C ; ^ ?$E
=J?$E1<0<(5 A*C 5e8,9�7P8 C E.5eF�5e8!5 ^ n�? E.8?< ; ?$E ^ ].<>?
F C ; <d= ; 5!E C E.5`8!?>=�]�7P8?< ; ��8R73< ; ? E[]�7 <
C EW@B5B= =N5�F�5 H F�a�].@ ; 7 O$5\7 E.7 @�fA< ;BA*C 5EI$K

� E ��Esd.?$E <>5!<�= ; E�5&@H7aF�a?=N?$E ^ <0<>7'< ; ?$EhF C <09�a�?$<��?=N5 � K � E =J?$E1<0<>5�]�? C <T8�5!@H7
A*C 5	@H7�8!?$E.F ; < ; ?$E 1 " 2 5 ^ <mE�a�8!5 ^"^ 7 ; <>5	5@< ^ C � ^ 7 E1<>5�]�? C <V?$= <05!E ; < C E.5	8�?,=�].7 8?< ; b�.8R7'< ; ?$E

C k � ; @ ^ iL7 O ; <aFsi C En8R7 @B8 C @^5�E28!7 <�<>5 ^ 	e]�7 <:< ; <VF.5 ^ 8,9�7>=�] ^ F�5 q 5!8?<>5 C < ^
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A
C�; F�a���E ; ^"^ 5!E1<J@;iL7 8?< ; ?$EO]�<>? l(5�8?< ; q 5PK���7i8!7 <07P8?<�a�< ; ^ 7'< ; ?$E F.5 @H7I8!?$E l C O 7 ; ^ ?$E 5 ^ <5!E.8�?$<>5 C E.5�8�?$E ^ a A*C 5!E.8�5VF.5 ^ @H5B= =J5 ^ "+5?< � K � EN8!?$E�8!@ C <Q5!EhF�aB=J?$E1<0<>7 E1< A*C 5�@H7
8!?$E.F ; < ; ?$E 1 " 2 5 ^ < q a!< ; �Ba!5Q]�? C <S@H5 ^ n�?$E.8@< ; ? E ^ E.?$E@].@]73<05 ^ K
� u�wyw u���u������ ���

\ 7 E ^ 8!5@<�<05 ^ 5�8?< ; ?$ETd k 5 ^ < C EG5!E1< ; 5!< ^ <>< ; 8?<05?=N5�E1<W];? ^ ; < ; n d ∞ ? C ω 5@<
n > 2

K
� E 7.]/];5�@H@H5JO�a�?DF�a ^ ;BA
C 5�FTi C E.5:8!?>=�]�7P8?< ; ��8R73< ; ? E Φ

@;iL7 F.9�a�<>5�E.8!5�F�5�@;i ; =N7 O$5
<"a!8 ; ].<(? A*C 50]�7P< Φ

FTi C E.5\O�a�?DF�a ^ ;BA
C 5aF C F.5?= ; b ].@H7 E:F.5 3V@H5 ; EcK
��������� O < $ A " � Φ V�G���?!A ��B2C�?!�)" DE?�C$�#"FAHG

C k O*�
isom

[ $ "9P���� ' %!A�O*%���"�U�V���� O*�
Φ �WAHG�� O*���h�WAHV � Y KZC$' "#%!� %�� C

k �)' C�G��~K �!'0�!���sC�V T!A ' O % C�P%A '0��"LPS�0/$"H���1��V�G��vCNB'B P-" Y
?�C$�)"FAHG f : R+ → R+ O*�v?WP#CP�,�!�

C k % U�VD"������ V�G R A �J%!A �=A ' B R "H���J� O*�
R+ �!�

V2GjO$" �&%!A �=A ' B R "H���J� O*�
R+∗ % �1�WPLP���U�V�Q �WG ?�C$' �1� O*�!�e" Y ���
B2C�?,� Φ � Q %!?!'�"LK �m�WAHV � P#C

MNA '��J� Φf
[

	�
���
���������������
�����<>7.]�]�5!@H? E ^ A*C 5�]�7 <kF�a���E ; < ; ?$Esd Φ 5 ^ < C EN9.?,=�a!?,=J?$<"]�9 ; ^ =N5
F.5&@H7m=�? C @B5�n�5�<�=�a!5g5?< C E�F ; /sa�?,=J?$<"].9 ; ^ =J5SF.5g@]7\=;? C @H5g? C q 5!<�<>5d5@< A*C 5 Φ∗proj

d
5 ^ < C E�5a7P8?< ; ?$E

C k ^ C <_@]7e=;? C @H5Xn�5�<�=�a!5PK
U ? C < ^ ; =�]�@ ; �.5!<+@B5 ^ E.?><07'< ; ?$E ^ d4?$E E.?><>5

∞ = x∞
@H5L]�? ; EA<	F C =�?$<(FfF.5 @H7

=;? C @H5�n�5�<�=�a!5 A*C ; 5 ^ <M5�E q ?jf�a 	\@5i ; E ��E ; @H?$< ^ F C ]�7 ^"^ 7 O$5g7 C F.5?= ; b 5 ^ ]�7 8�5SF.5 3\@B5 ; E5?<
0 = x0

@5iL? < ; O ; E.5 F C F.5?= ; b 5 ^ ]�7 8�5 K GVC�; <�<>5 	25�/ 5�8?< C 5!< C E 8,9.7 E.O$5?=N5�EA<�F.5
8!?
?$<>F.? E.E�a!5 ^ 	`@]7 ^ ? C <(8!5\F.5

Φ
d.?$EL]�5 C < ^ C ]�]�? ^ 5!< Φ(0) = 0

5@<
Φ(∞) = ∞

K � E
8,9.? ; ^ ; C E.5m8R7 <:<05mF.5B= ; b 5 ^ ]�7 8!5 A*C ; a q ; <05 {∞}

7 <>= ; <0<>7 ; <(5%	J@H7 ^ ? C <(8!5m5?<&@]7e8R7 <:<05
ψs

7 C = C <>]�? C <S8�?$E ^ ; F�a�<>5!< Φ
8!?,= =J5 C E.5\7.]�]�@ ; 8!7'< ; ?$E�F.5

Rn+ F�7 E ^ @ C ; =�gB=J5 K
� ? ; < (X1, . . . , Xn−1)

C E.5J=�7 ^ 5NF.5J@]7 ^ ? C ^ b 7 @BO��!=�<>5 g∞ F.5
g
8!? E ^ < ; < C a!5hF�5 ^a!@�a?=N5�E1< ^ ]�7 <07P=;?$@ ;HA*C 5 ^ A*C ; �/_D5!E1< ∞ K \ 7PE ^ @B5kF�5B= ; b 5 ^ ]�7P8!5kF.5d3V@H5 ; ETd @B5 C <47 8@< ; ?$E

^ iEa!8!< ; < projXi
= ∂/∂xi

K � ?>= =J5\@H5 ^ Xi

8�?,= = C <05�E1<dF.5 C _ 	NF.5 C _%d ; @ 5!EI5 ^ <dF.5
=�g?=N5@];? C <N@B5 ^ 8,9�7>=�] ^ F.5 q 5�8?<05 C < ^ Φ∗(projXi

)
F�a���E ; ^'^ C <h@5i ; E1<�a!< ; 5 C <!K^U47 <8!?$E1< ; E C ; <"aiF C 8!<(?D8,9.5@<cdQ@B5 ^ ]�<>?$@B?$E.O$5?=N5�EA< ^ F ; /sa�<>5!E1< ; 7 =.@B5 ^ F�5 8!5 ^ 8,9.7>=�] ^ F.5

q 5!8@<05 C < ^ 7 C =;?$<(F F C F�5B= ; b 5 ^ ]�7P8!5V8!?>= = C <05!E1<g5!E�8!?$<(5 K
G�C ; <�<>5 	+5�/ 5�8?< C 5!< C E:8,9�7PE.O$5B=J5!E1<SF�5V8!?
?$<>F.? E.E�a!5 ^ C k 	`@]7 ^ ? C <(8!5V?$E'];5 C <F.?$E.8 ^ C ]�];? ^ 5!<

Φ∗

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂xi
1 O 2

V_5B=N7 < A
C ?$E ^ A*C 5VF�7 E ^ @H5�F.5?= ; b 5 ^ ]�7 8�5VF.5 3V@H5 ; ETd
@H5 ^ F.<>? ; <05 ^�q 5�<�< ; 8R7P@H5 ^A^ ?$E1<F.5 ^ O�a!?
F�a ^ ;HA*C 5 ^ 5?<&@H5 ^ ]�@]7 E ^ 9.?$< ; Z�?$E1<,7 C _ 1 ?$<(= ; <>5 ^ F.5+@5ib7 8@< ; ?$E F.5
g∞ 2A^ ? EA<d@H5 ^9.?$<>? ^ ].9���<>5 ^ =�7 ^ a!5 ^ 5�E ∞

K
� ? ; < L @;i ; =N7 O$5T<7a!8 ; ].<(? A*C 5A]�7P< Φ

F.5_@5ib7 _D5SF.5 ^ y F C F.5B= ; b�].@]7 EaF.5 3V@H5 ; EcK U47 <
F�a���E ; < ; ?$EJ8.i65 ^ < C E.5&O�a!?
F�a ^ ;HA*C 5Hd
F�?$E.8 L 5 ^ < C E.5 ^ ? C ^ b q 7 < ; a?<"a C k <><07 E ^7q 5�< ^ 5\7 C=;?$<(FcK \ 5X]�@ C ^ L <>5!E�8!?$E1<0<(5d8,9�7 A
C 5�9rf�]�5!<7].@]7PE�9.?$< ; Z!? EA<07 @ C E.5&5?< C E.5 ^ 5 C @B5�n�? ; ^ d<0<07PE ^7q 5!< ^ 7 @H5?=N5�E1< 1 8!5 ^ ].@]7PE ^ ^ ?$E1<Q@B5 ^ 9.?$<(? ^ ]�9��!<(5 ^ =.7 ^ a�5 ^ 5�E ∞ 2 K � @�5`_ ; ^ <>5&F�?$E.8
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F�5 ^ 7.]�].@ ; 8R73< ; ? E ^ f1, . . . , fn−1 : R+ → R
F.5\8!@]7 ^"^ 5 C k <>5!@B@H5 ^ A*C 5

L =
{
(f1(y), . . . , fn−1(y), y) ; y ∈ R

+
}

G�C ; <�<>5%		5�/ 5�8?< C 5!< C EG8,9�7 E.O$5?=N5�E1<&F�5m8�?D? <>F.?$E�E�a!5 ^ 1 <0? C l(? C < ^ 	e@]7 ^ ? C <>8�5 2
(x1, . . . , xn−1, y) 7−→ (x1 − f1(y), . . . , xn−1 − fn−1(y), y)

? E@]�5 C < ^ C ]�]�? ^ 5�< A*C 5 L 5 ^ <&@;iL7 _D5VF.5 ^ y K� @ 5`_ ; ^ <>5mF�?$E.8 C EG9.?,=�a!?,=J?$<"]�9 ; ^ =N5
f : R+ → R+ <>5!@ A*C 5

Φ(0, . . . , 0, y) = (0, . . . , 0, f(y))

5@<`8�?,= =J5J@H5hF�5!<>E ; 5!<a8,9�7 E.O 5B=J5!E1<eF.5N8!?
?$<>F.? E.E�a!5 ^ 8!? E ^ 5�< q 5 @H7@].<(?�].< ; a?<"a 1 O 2 d? EW7
Φ(x1, . . . , xn−1, y) = (x1, . . . , xn−1, f(y))

� E q ? ; <Q7 @H?$< ^ A*C 5 f 5 ^ < C E C k F ; /%a!?,=J?$<"]�9 ; ^ =N5_F.5
R+∗ 8R7P<�]�7 <T9Jf�]�?><09�� ^ 5Hd Φ5 ^ < C EGF ; /%a!?>=N?$<7].9 ; ^ =J5dF C F.5B= ; b�].@]7PE�? C q 5!<�<!K� @;<>5 ^ <05�	J=N?$E1<><>5!< A*C 5 f 5 ^ < C E�5V7.]�].@ ; 8!7'< ; ?$E	F.5�8!@H7 ^"^ 5 C

k 5!E
0
K � <T?$E ^ 7 ; <A*C 5mF�7 E ^ @B5mF�5B= ; b ]�@]7 E:F.5 3V@H5 ; ETd�]�? C <_8,9�7 A
C 5+F ; <>5!8@< ; ?$E <0<07PE ^7q 5!< ^ 5`7 C =;? <>F ; @5`_ ; ^ <>5 C E�5`O�a!?
F�a ^ ;HA*C 5 A*C ; @ C ; 5 ^ < <,7PE.O$5!E1<>5 K � @�5=_ ; ^ <05aF.?$E.8 C E.5aO�a!?
F�a ^ ;HA*C 5`F C

F�5B= ; b ]�@]7 E�F�5 3V@B5 ; E A*C ; ^ i-a�8!< ; <�].<�� ^ F�5 0 ^ ? C ^ @]7
n�?$<�=N5po

{(x, k2(x), . . . , kn−1(x), kn(x)); x ∈ [0, ε[} 1�� 2
?Hrn@B5 ^ ki ^ ?$E1<aF.5 ^ 7.]/].@ ; 8R7'< ; ?$E ^ F.5	8!@]7 ^"^ 5 C k K � ? ; < L′ @;i ; =N7 O$5+<7a!8 ; ].<(? A*C 5#]�7 <
Φ

F.5+8!5?<�<05`O.a!?
F�a ^ ;HA*C 5 K;U 7 <&9rf�]�?><>9�� ^ 5.d L′ 5 ^ < C E�5 ^ ? C ^ b q 7 < ; a@<�a <><07 E ^ q 5�< ^ 5	7 C=�?$<(FTdDF�?$E.8 ; @�5=_ ; ^ <05dF�5 ^ 7.]/].@ ; 8R7'< ; ?$E ^ l1, . . . , ln−1 : R+ → R
F.5d8�@]7 ^7^ 5 C k <>5!@H@B5 ^A*C 5 L′ ^ iEa!8!< ; q 5+7 C q ? ; ^ ; E�7 O 5VF.5

0 ^ ? C ^ @H7$n�? <�=J5

{(l1(y), . . . , ln−1(y), y) ; y ∈ [0, ε′[}

� @H?$< ^ ?$EG7
Φ(L′) = {(l1(y), . . . , ln−1(y), f(y)) ; y ∈ [0, ε′[}

5?<�d�5!E 8!?,=�]�7 <>7 E1< 	
1�� 2 d f = kn ◦ l1

K � ; E ^ ; f 5 ^ <&= ; 5!E F.5\8�@]7 ^7^ 5 C k K

�^�����^| ��uH�W|H���Fx����v��uH|��^��� ���H|�x	� �lu�|
\ 7PE ^ 8�5?<�<05 ^ 5�8?< ; ?$ETd k 5 ^ <k5!E.8�?$<>5 A*C 5!@B8!?$E A*C 5po
5�E1< ; 5�< ^ <0< ; 8@<05B=J5!E1<?]�? ^ ; < ; n d ∞? C ω K

� ������� �
< $ A " � Φ V�G�� ?!A ��B2C�?!�#" DE?�C$�#"FAHG

C k O*�
isom

[ $ " n > 3 % P���� ' %!A�O*% Y��"�U�V���� O*� Φ �WAHG��EO*�����WAHV � Y KZC$'�"#%!�1%�� O*� ?WP#CP�,�!� C k �#' C�G��~K �!'0�!��� C�V6T!A ' O�[
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�� � ^ C ]/];? ^ ?$E ^ Fsib7 =�?$<(F

n ; =�]�7 ; <�K � @B?$< ^ C E�5hO�a�?DF�a ^ ;BA
C 5h5 ^ <@;i65!E ^ 5B=`=.@B5aF�5 ^ ]�? ; EA< ^ �/_D5 ^ FTi C E.5 ^ fD=�a@<0< ; 5 s ∈ G
� 5 ^Xq 7 @H5 C < ^ ].<>?.].<>5 ^ F.5 ^ ?$E7 8?< ; ?$E Φ∗(proj(s))

5!E C E ]�? ; E1<JF.5G@]7 O�a!?
F�a ^ ;HA*C 5 ^ ? EA< 1 1 7 q 5!8 = C @ < ; ]�@ ; 8 ; <"a
1 2 5?<

−1 1 7 q 5!8 = C @�< ; ].@ ; 8 ; <�a n − 1 2 KQU47 <:8!?$E1< ; E C ; <"a 1 @5ib7 8@< ; ?$E F.5
G

5 ^ <@]�7 <9Jf�]�?><09�� ^ 5J7 C =J? ; E ^ C 1 2 d ^ 5 ^Kq 7P@H5 C < ^ ].<(?�].<>5 ^ 	�@;i65=_D<0<7aB= ; <�a+F.5e@]7�O�a�?DF/a ^ ;BA*C 5
^ ?$E1<M@H5 ^ =�gB=J5 ^ K \ ? E.8 	m8!5@<�<05&5=_D<0<7aB= ; <"a C E.5 C E ;HA*C 5gF ; <(5!8?< ; ?$Esd E�a!8�5 ^"^ 7 ; <(5B=J5!E1<
<0<07PE ^7q 5!< ^ 5I7 C =;?$<(FTd 5 ^ <.�/_�a!5 ]�7 < s K � 5 <>9�a!?$<I�B=J5:FTi ; E q 5�< ^ ; ?$E @H?
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��P � ',� Ō ����� V�G��d� �HV*� Y K �$' "#%!�1% ��G ��P S �)"�U�V�� O*� U (V ) �!� P�Q � �!�#"��HG,O*� "��
(2; R)

S �����
���HG�J�V('HV�%,� & P�Q � �!�#"��HG ��' ��O�VD" �qG �$�`V
'(�WPLP��\�~V
'

R
U 1 × R

U 1 [
� ��G��\� �HV � P���� ��V
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1yd��}, � ,���d!1 b j�h K b �81:j�� �-�3j�� ¦
��h-�3j ��b e2�30 � d�e21 0�d ¥ ,�0�d �)��b G b 1��3� b � ���!1 b k � � d � �$<2��h bc��b ;`, b �';¯��,��4� b h8�-,��3�
���T� � �T�8,Bi'j b sx

�21�d��41 � d�hC¤4© � ��1�¤ <2� b j�� b ,��-�30A�21-h-, bc��b M   bT���Bb d!�3,�1 � d�hCe2�3�O®8j7¦
�3d�,B�8�3���-j�h

G
� �C���}��1 b σx

� �6,B�4�3� � j}1�,��3�ud�,����-,H�3�}1 b �'j b 8

σx : G −→ G

g 7−→ sx ◦ g ◦ sx.,�� � , :+�Th b ��e2,�d��41 b � � �6� � �T0 b �41�� b j}1�h b  '�3�A�3�}1�, b �41 � ��d�eg1�,B����d � ®8�3,��'1 b{��b σx

�8j�h
g
8

θx = Ad σx = deσx : g −→ g.

! b 1ªd�j}1���0:�3h � ¤�,��-0 b θx
b �81ªd ����bT� � r"#<; � � @7q�r�� # �'o n �3m\q �$# d�j � �3,B�41 x �! �30A0 b e�� b �
1{j�� b ,B�4�3� � j}1�,��3��  bT���Bb«b �
1 � ,�d!�3�3�<d � ,B�-d�� �Bb{b 1 � b � �!d �Bb j�h-� � h-� � h b �

�8�3�41
1 b 1 −1

� ! �30:0 b dxsx
b �81¯�2�4d �Bb '

− ���5b 1 i'j���j}� b ,B�8�30:�g1�h8, b�b �
1 b �41�, <Th b 0 b �41
� � � ��, b�� d�h �-d|��d �Bb j}h b 1{�-d � , :+�Th b �41�, bT�B��b b �uj�� � �3,��41� }�����3�3,91{i'j b k b �81w,���e � j�� b� d���� � � b � � d!e b|� h8� � h b d��8�-�feT,B� ' � d��!d ��b j�h � h-� � h b 1

� ���/�3�3,91 ¬�d�e2, ��b 0 b �41«ifjH��, � ©
b �/¬�d!,�1{�2�4d � ,91�� b 1«�3������1 b p � � b � � d�e b�� h-� � h b d��-�8�7e2,B�1' � d��!d �Bb j�h � h8� � h b −1

�
� d�h d!, �B��b j�h8� �Bb ey¤��3, ¥ ��b x � �3��� b �2�4d �Bb 0 b �41�j}� b d �}��� ,�e�d!1-,B�3� ��b G �8j�h

M b ��e2�3h b ����1-� b x b 1 � � � ��, b/� d�h x(g) = g(x)
� ,�� � h b �<d��41 � d � , :+�Th b �41�, b2�B��b

b � � ��� � �T0 b �41«� b j}1�h b e  J�3���3�}1�, b �41«j�� b d ����� ,Be�dO1�,B��� dex
��b g

�8j�h
TxM

  � ���'1 �Bb
�}��©3d�j b �
1 b\¥ d!e21 b 0 b �41 k

��,��|eT�3�}�-�Ti'j b ��e b   dex
h8��d � ,B� b j���,B�-��0:�3h � ¤�,��-0 b¯� ,B�}��d�,�h b

b �41�h b p b 1 TxM
��C�/�3�}1�, b �41«d�,����-,�j}� b~� �Te2�30 � �3�8,�1�,��3�� }d ����bT� � b��'p�����z � �OvgrYqsr�� # �'o n �3m\q �$# 8

g = k ⊕ p

i'j�,s }�fj i'j b θx
� h-�2� b h
� bc�Bb eTh8�7ey¤ b 1� ����Th8, � b 8

[k, k] ⊂ k, [p, k] ⊂ p, b 1 [p, p] ⊂ k $ p %
b 1{�&� p

�T�6, ��b �'1-, � b �<d!1-j�h b2�B�Bb 0 b �41 d�� b e � � b � � d�e b 1yd���� b �41 b � x ��	 bC�}� j�� � d�¬?�3h80 b�}b  �, �B� ,B��� b �81 � � � ��, b ���T�4dO1�,�� b �-j}h k
  � � � ��, b|� �3�-,91�,�� b �8j�h p b 1~e b � �}b j ¥ �-�3j�� ¦

b � � d!e b �«�-���'1ª�3h
1�¤��3���3�<d�j ¥ �
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� �����M*<��� � �%�\��*� ���* � �s# (�#��!�

�Cj<d!� � M � �3�-�=< ��b j��5¬�d�eg1 b j}h b j�e � , � , b ��  �Bb �¯ey¤��3� b �´�8�3�41�j�� �+b j � , :+�Th b �41 b �2�
� d�h b\¥7b 0 ���Bb  7�8, ��b ¬�d�eg1 b j�h b j�e � , � , b � b �81 ��b � ,�0 b ���-,��3� 1

  � ��d � � <T��h bª��b ;`, b
R�21yd!�'1ªd���� � , b ��� b �-d�¬?�3h80 b��}b  �, �B� ,���� b �81ª�'j �B��b �

� � j����3�2���Th-d �Bb 0 b �41�  � d � �2eT�30 � �3�-,91�,B��� M = Rr ×M ′ ��� M ′ b �
1 ��b 1�© ��b���3� e2�30 � d�e21 � �3�}� b j}� b�� �2eT�30 � �3�-,91�,B��� G = Isom(Rr) ×G′  J�&� G′ b �81 � b 0A,9¦�-,B0 ����b  <i'j�, � d��-� b d�j ��,�� b d�j ��b�� � d � �$<T�}h b~��b ;`, b 8 g = isom(Rr) ⊕ g′ �&� g′ b �
1� b 0A,9¦��-,�0 ����b|b 1 [isom(Rr), g′] = 0
� ��� �8j%��1 � �3�}e ��b eT�30 � h b � � h b:� � d � �$<T�}h b���b;), b isom(Rr)

 J�3hwe b2�B��b ¦�e2,�� b�� �2eT�30 � ��� b �-�3j�� � d|¬?�3h80 b so $ r % ⊕ Rr �&� so $ r % b �81� ��d � �$<2��h b��}b �«0�d!1-h-,�e b � r × r
d!�'1-,B�
©70A�21-h-,�ifj b � b 1

Rr b �
1 � � d � �$<T�}h b d���� � , b �}� b~��b
� ,B0 b ���8,B�3� r � ; b eTh8�7ey¤ b 1 b �81 � �3���}� � d�h [u,A] = Au � �3j�h A ∈ so $ r % b 1 u ∈ Rr  
Au

h b2� h-�2� b �'1�d��41 � ��d�e21-,B�3�cj��-j bT�B��b´� ��j�� b 0�d!1-h-,�e b �-j�h�j}��� b e21 b j�h¯eT� � �3��� b �+; b e�d � ¦
eTj �7��b � d«¬?�3h-0 b´�}b  ~, �B� ,B��� b � � �TeT��j �Bb 8!�-j�h so $ r % �3��d B(A,A) = −2 tr(tAA) b 1
B
© b �81 � � � ��, b ���2�4d!1�,9� b $ h b 0�d!h-i'j��3��� ifj b so $ r % ��� b �
1 � d���j}�|, � �Td �f��b isom(Rr)� �3��e � dCh b �
1�h-,�e21-,B�3� ��b B ����d�d!j�eTj�� b h-d�,B�8�3� � � ©<
21-h b �T�3d �Bb ' � d ¬?��h-0 b{��b  �, �B� ,B���

��b isom(Rr) � i'j�� bT�B��b �Bb �8�3,�1�'~j}��¬�d!e21 b j�h 2 � h=<T��� b 0|� �Bb d��8� b�� �g1��3�}�<d��41 % ����d�,B�f¦1 b ��d��41ª�8j�h
Rr  �i'j�, b �
1ªj}��, � ��d � d��+� � , b ��  B b �81«���Te b �8��d�,�h b 0 b �41ª�'j �B��b �

�/.�� ��.
	�� ,
	 �
�
5E4�.
��	�, � +'9�� + 674 1 .
�C�£d � �3������j�� b�� � � ��,91�,��3�¡�3�2�30A�21�h8,Bi'j b/� �6j�� b � � d�e b �8©f0:�g1�h8,Bi'j b   b 1��3�

b �£d � � � j�,91 ��b � � h8� � h-,��21-�T��d � �3�2��h-,�ifj b ���8j�h � � d � �$<T�}h b/��b ;`, b���b �8�3�£�3h8�3j ��b
� ��,��-�30A�21-h-, b �T�M�C����d�0:d�,B�41 b �<d��41��3�3,�h�e2�30A0 b �'1 � � d � �$<T�}h b���b ;), b:� �TeTh8,�1 '��8�3�
1��3j�h � d|�3�T��0:�g1�h-, b���b M �d�C���8j ��� �3� b '����3j}� b d�j M ��b 1�© ��b ���3�/eT�30 � d�eg1��

� ���-$} ��¢��(%���/#����s#����¡����� �O�¢&��8 �#���*+�� T# ��� ���%� #��!� ���
�C� ����1 b q � d 0A�21-h-,Bi'j b h8, b 0:d����}, b �}� b �-j�h M � ! �30A0 b ��� � ,�� � �3� b/� �6j�� b

, ��b �'1-, � eTd!1�,��3� dex : p → TxM
b 1:i'j b TxM

b �81:0|j���, � ��j�� � h8� � j},�1��-eTd � d!,Bh b
qx
 J�3� �+b j}1 1-,Bh b hwe b2� j�,§¦�eT, b � d�h8h-, <Th b �8j�h p

��� � �3h8� � ��d�e21-,B�3�/d � ®8��,B�41 b~��b K � d!,B�-� b
p b 1 ��b�� h-� � j�,91��8e�d � d�,Bh b �3�}1 b �'j ,B�4�!d�h-,Bd��41��2� ,��£¬�d�,�1T ´e b ��b h8��, b h b �
1 � h b �-i'j b
� d�h b �
1�h8,Be21-,B�3�,'

p ��b�� d�¬?��h-0 bc��b  �, ��� ,B�}��� ; b ' � h b �-i'j b (��7, b �41 ��b�� d � �3�-�8,B� ��b
h-� � j�e21-,B��, � ,�1-� ��b M �+,�� b : b 1��-, M b �81 j�� � h8� � j},�1 M1×· · ·×Mm

  b �|0�j � 1-, ��� ,�d��41
�Bb �ª0:�g1�h8,Bi'j b �ª�-j�h �Bb �«¬�d�e21 b j�h8� � d�h ��b � eT�3���
1yd��41 b � � �3�-,91�,�� b �ª�3��� b ey¤�d���� b|� d��
� d�eT�30 � ����d��41 b � b j71�h b���b G �8;¨d��-,�1-j<d!1-,B�3� b �
1 � d/0 b , ���Bb j}h b�� ���-�-,�� �Bb 8 B b 1 ��b
1�,Bh8� b ��d�h-h8, <Th b{��b qx �-j�h p

e2�����}eT, �}b �41 i'j�,91-1 b '~0|j � 1�, ��� , b h qx � d!h �}b ��eT�3���
1yd��41 b �
µi > 0 �Bb�� �3��� ��b �«¬�d!e21 b j�h-� TxMi $ °�� *�± (f� �}����� % �
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� �30A0 b ���2�3��� � d�h eT�3���8, � �2h b h �Bb �C�-�3j}�
¦��!d�h8,B�g1��T�C1-��1yd �Bb 0 b �41 �3�T� � �T�8,Bi'j b � �Bb �
�}� j��{�8,B0 ���Bb �T�2; b �w�3�2� � �T�-,�i'j b � ��b M � d��-�-d��41 � d!h x �-���'1 b\¥ d!e21 b 0 b �41 ��b �

γX : t 7−→ exp(tX)x

���
X ∈ p

8 � d:e2�3h-h b � � �3� � d���e b�b �41�h b TxM
b 1 � � b �}� b 0�� �Bbc��b �C���T� � �T�8,Bi'j b � � d��
¦

�-d��41 � d�h x �2���g1 b � ��� p ;	r � dex
�

�%�3j�hw�21 b � � h b e b 181 b eT�3h8h b � � ��� � d���e b��5��b �ª�8�3j�� ¦��!d�h-,��21-�T� ��b~� ,B0 b �}�-,B��� ��� j��
��h�d�� �}b  ��3� � ���<��,91{j�� v �	vgq��TzAo~qsm\r ���9o �'o � r�o e2�30:0 b j}�/�8�3j�� ¦ b � � d�e b s �}b p

ifj},
���Th8,�� b [[s, s], s] ⊂ s

� � � ��h-�{�21�d��41 � �3������j�� �8�3j�� ¦ b � � d�e b s ��b p
  � d5�-�3j}�
¦��!d�h8,B�g1��

exp(s)x b �
1 1-��1yd ��b 0 b �41¨�3�T� � �2�-,Bi'j b �-, b 1%� b j �Bb 0 b �'1 �-, s b �81�j}�|�8©f�81 <T0 b 1�h8, ����b¯��b;`, b �P	 b���� j}�«�����3�71�, b �41 d!,B���8,H1��3j71 b � �Bb �w�-�3j�� ¦��!d�h8,B�21-�T�w1���1�d �Bb 0 b �41w�3�T� � �T�8,Bi'j b �
�}b M � d��8��d��41 � d�h x � °)(+*�±�� � ¦ �"!\�

� d�h bg¥7b 0 ����b   � � d � h <2� � ��!\  p b �81~j�� �
©7�
1 <20 b 1-h-, �}�Bb��}b ;`, b � � d��8�3j�� ¦��!d�h-,��21-�
1-��1yd �Bb 0 b �41{���T� � �T�8,Bi'j b d��-�8�7e2,B� b�b �81 M b2�B��b ¦�0�
T0 b �

�  !$C� ���%�-"/�%���g�!� "��J*< u(¨� �4$%*� $# *� !�
; b 1 b �}� b j}h ��b e2�3j�h-�}j�h b���b �«, b 0:d���� ��b M b �81 � ,Bh b eg1 b 0 b �41 � ,���d�j/eTh-�fey¤ b 1

�8j�h
g
8<�-,

X
 
Y b 1 Z �8�3�41 �}b �w� � �T0 b �41�� ��b p

�3� d

R(X, Y )Z = −[[X, Y ], Z] � ("!
���­��� d , ��b �41�,%�<� �Bb ��� � �20 b �41�� ��b p b 1 �Bb �|� b e21 b j�h-��1yd!��� b �41-� � x b � M � d!h
� ��,��41 b h80:� � ,�d!,Bh b´��b dex � ° ( *!±&� � ¦ *'!g�'(«��1�������ifj bª� ���3���3�71�, b �41´�}, b �Aj���� b e21 b j�h �}b
TxM

� j�,��-i'j b p b �81«j��/�8©f�81 <T0 b 1-h-, ���BbC�}b ;`, b �

 $%*�"�� � � �)
&#< !�!" �)#)& ��# �!� ���!"u�%� ��� �K�8"

� �3�}�-, � �Th-�����5j�� ��� d!1 A ��b M � � � b �81 � d!h�¤4© � ��1-¤ <T� b j�� b �8�3j�� ¦��!d�h-,��21-��1��!¦
1�d �Bb 0 b �41u�3�T� � �2�-,Bi'j b b 1 b j�e � , � , b �}� b ��b � ,�0 b ���-,��3�£0�d ¥ ,�0�d �Bb/��b M �+*7�3,91

xj}� � �3,B�41 ��b A b 1 g = k ⊕ p � d � �2eT�30 � �3�-,91�,B��� ��b � d!h81yd!�¡d�j � �3,B�41 x �,*7�3,91
a = (dex)

−1(TxA) �Bb �-�3j}�
¦ b � � d!e b5��b p
d��-�8�7e2,B� � A ��� � �3h-�ªeT�30A0 b A b �81C1-��1yd�¦

��b 0 b �41~�3�2� � �2�-,�ifj b   a b �
1cj}�M�
©7�
1 <20 b 1�h8, ����b|��b ;`, b � ��d�,���eT�30A0 b A b �81 ��� d!1� 
� � d � h <T� � ("!g  B([[X, Y ], X], Y ) = 0 � �3j�h�1-�3j�� X, Y � d���� a

�+-C� b � � � � j},�1
i'j b [X, Y ] = 0 b 1 � ����e�i'j b a b �81|j�� b d � �$<T�}h b d!�+� � , b ��� b �.-C�x���3,�1ci'j���, � ©�d
j}� b e2�3h-h b � � �3� � d���e b ��,§¦�j���,9�3�fi'j b�b �41�h b:��b ��d � � <T��h b ��d���� � , b ��� b � ��bA� ,B0 b ���8,B�3�
0:d ¥ ,B0:d ��b ,B�}e � j}� b � � d���� p b 1 �Bb � �}� d!1-� ��b M �,�� � d�h81-,Be2j � , b hT J�3� ��b j}1 � ���<��,�h �Bb h-d���� ��b M eT��0:0 b|� d � ,B0 b ���8,B�3� � ��j�� b
1 bT���Bb d � �$<T�}h b ��*7,`�3� � d�h ��bC��b G  <�3� � ,Bh-d5ifjH��, � �T��d��3,91 ��b �-�3� m��$#f=:m8pyo � �

� b 0:d�h-i'j������Ci'j b|� �3j�hªj�� b �-��j��
¦�d � �$<2��h b d���� � , b ��� bc��b p
eT�30A0 b�� �3j�h j}� b

�8�3j�� ¦��!d�h-,��21-� b j}e � , � , b ��� b 1���1�d �Bb 0 b �41:���T� � �T�8,Bi'j b �}b M  6
21�h b 0:d ¥ ,B0:d �Bbu� �3j�h
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� �6,B��e � j��8,B�3� b �
1u�Ti'j�,9��d �Bb �41 � 
21�h b���b�� ,B0 b ���8,B�3� 0�d ¥ ,�0�d ��b � ,�� b��+b 1��-, a1

b 1
a2

�-�3�41 �}b j ¥ �-�3j}�
¦ d � �$<2��h b ��d���� � , b �}� b � ��b p
 ´d � ��h-�A, �wbg¥ ,B�
1 b k ∈ K

1 b2� i'j b
Ad(k)a1 = a2 � ° ( *�± � ¦ " ! b 1/�8, y = g(x) b �81/j�� d�j}1�h b � �3,��41 ��b M  «d � �3h8�
Ad(g)p ⊕ Ad(g)k b �81 � d � �TeT��0 � �3�-,91�,��3� ��b � d�h81�d�� ��b g

d!j � �3,B�41 y �

� �����M*<��� � �%�\��*� ���* � �s# (�#��!�
� b i'j�, � h-�2e < ��b � bC��b 0�d!� ��b i'j��6j��/d�®8j��
1 b 0 b �41 � �3j�h´�T��d ����� ,Bi'j b h d�j�e�d!�{�&�

M
d � 0 b 1ªj�� ¬�d�eg1 b j}h�d���� � , b � 8 � d�¬?�3h-0 b���b  �, ��� ,�����h b �
1�h b ,B�41 b � p b 1 ��b 1�,�h-� b �

d�h-h8, <Th b:� d�h dex
�}b�� d/0:�g1�h-,�i'j b qx eT���²��eT, ��b �41|i'j�,91-1 b � 0|j � 1�, ��� , b h qx � d�h ��b �

eT�3���
1yd��41 b � µi > 0 ��b{� �3��� ��b �´¬�d�eg1 b j�h-� TxMi
�&�H 4�-,

M0
b �81 �Bb ¬�d�eg1 b j}h b j�e � , � , b �� 

µ0 = 0 b 1 µi > 0 � �3j�h{1���j}1 i > 0
�; b �C�8©f�81 <T0 b � 1-h-, ���Bb � ��b ;`, b h b �
1 b �'1 b ����, ® b e21-,B�3��d�� b e �Bb �«�-��j��
¦²��d!h-,B�g1��2�ª1��O¦

1yd ��b 0 b �41����T� � �T�8,Bi'j b � ��b M 8 e b j ¥ ¦ � � �8�3�41 �Bb � s × R
s �&�

s b �81�j��¢�8©f�
1 <T0 b
1�h-, ���Bb:��b ;`, b��}bu� d � d�h
1�, b���b 1�© ��b �}�3� eT�30 � d�eg1 b 1

Rs b �81�j�� b �8�3j��
¦�d � � <T��h b
��b�� d � d�h
1�, b5b j�e � , � , b �}� b  �e bT���Bb � ¦�e2,��-�3�41 �Bb � � h-� � j�,91�� � �6j�� b �!d�h-,��21-�|1���1�d �Bb 0 b �'1
�3�T� � �T�8,Bi'j b���b � d � d!h81�, bC��b 1�© ��b ���3�ue2�30 � d�e21 b 1 � �6j��u�-�3j}�
¦ b � � d!e b d��A� b���b�� d
� d�h81-, bCb j�e � , � , b ��� b �;)d�h bT� dO1�,B��� � ( !ªh b �81 b �!d � d�� �Bb  �d�,B���8, i'j b�� d:eT�3h8h b � � ��� � d���e b�b �41�h b5�Bb � �-�3j�� ¦d � �$<2��h b ��d!�+� � , b ��� b ��0:d ¥ ,B0:d �Bb � ��b p b 1 ��b � ��� d!1-�
8�e b2�B�Bb ¦ � � �8�3�41 �Bb � � h-� � j�,�1-�
� ��j}� b d � � <T��h b d���� � , b ��� b 0�d ¥ ,�0�d �Bb���b5� d � d�h81-, b|��b 1�© ��b ���3� eT�30 � d�eg1 b|b 1 � j
¬�d�e21 b j�hcd���� � , b �

Rr  )e b j ¥ ¦�eT,��-���'1 �Bb � � h-� � j�,�1-� � ��j}� ��� dO1 ��b�� d � d�h81-, b���b 1�© ��b
���3��eT�30 � d�eg1 b 1 � j�¬�d�e21 b j�h b j�e � , � , b ���

�/.! " � 	 ,60E. � 
 . 43,53$# 253
� � ��"	"	#&% �!�
�-#�$��

; b � b � � d!e b �¨�8©f0A�21-h-,Bi'j b � � e2�3j�h8��j�h b �}�T�4d!1-,�� b��}b h�d���� 1
�8�3�41 �+b jc����0|��h b j ¥  

b 1��3� b � d � ��® � �21-j � ,B� � j�,B�8i'j b
R
. n b � b �
1 �Bb h bT� h8�T� b �41yd��41 �Bbc��� j}� e � d��-�8,Bi'j b �-�� ��b j71~eT�3���
1�h8j�,Bh b5��b �~d���d � �3��j b � �}b e b5��b h-��, b h��<d��8�T���8j�h �Bb �����30|��h b ��e2�30�¦

���Bb\¥}b � � C . m   � ���'1 � d|eT�����81-h-j�eg1�,B��� b �81 � �21yd!, �B� � bª� d���� � d ��b j ¥ , <T0 bC� d�h
1�, b !g  �Bb �ifj�d!1 b h-��,��3��� � H . p !��3j �Bb ���7eg1��3��,��3��� � O . 2   j�� � b j �{b � � d�e b���b e b 1�© ��bu�+b j}1

21�h b~� ���<�}, !g�
' H D)(�DER =BAC=?DE>+*-, . � # � o U3rBvgq²o0/21!v �8� 13@fqsm8o�ogv�/21�3yo~v �OzApTqsm\r?>�@}o�l43�5�@fm2nT@7m8o�#�p W
=613qsrY;Oo��'o�m71$#f= 1 >�@�o

R
. n 8

C
. m 8

H
. p oTq

O
. 2 �

� ��,Bh � d!h b\¥7b 0 ���Bb °)(+*�±��:9«¦4*��
�«� bu� h8� � h-,��21-� � d�h81-,Be2j � , <Th b 0 b �41|,B�41-�Th b �-�-d��41 b���b � b � � d�e b ���8©f0A�21-h-,Bi'j b � ��b

h�d����
1 b �81 ��b~� ���-�-� ��b h«j�� b �81-h-j�eg1�j�h b �3�T�30A�21-h-,�ifj b �<d!1�j}h bT���Bb �8j�h �Bb ���3h � �
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C

z0 = 1

x
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 �- 7* �%��*< !�
�%&'$��¢&%�- �# ��*H� �¨* #)$} �(
; b ���3h � ∂R

. n ��b{� � b � � d�e b ¤'© ��b h8�+� � ,Bi'j b h8� b2�<� �3h
1 b j}� b �81�h8j�e21-j�h b e2�3�}¬?�3h80 b��d!1�j�h bT���Bb ifj b ���3j���d �B� �3��� � �Te2h-,�h b � (ª��1-�3��� C ��b ��b 0:,§¦�e)(�� b ,��-��1-h-� ��b (Q = 0, y >
0) �}b�� � b � � d�e bc��b � ,B�+*���,w��*', (Rn+1, Q)

  � h8,��3� ��b 0
� � � � b�� h8�O® b 181 b �8j�h ��b �+�3h �

�}b�� � b � � d!e b ¤4© ��b h8�+� � ,Bi'j b h8� b2�`b 1 � d � h8�O® b eg1�,��3� b �81«j�� �<��h8� b � � h-�3,91 b � � �3�41 �Bb �����h b ���8�3�41 �Bb � ��b 0A,9¦ � h-�3,91 b � ,B�8��1�h8� ��b � ��b Q � ,Bh8,B�3� b � � b h8� ��b ¤<d�j}1T�$;)d�h b �81�h8,Beg1�,B���
�}b Q d�j ��� d���1�d���� b �41 �}b C b �81ªj�� b 0A�21-h-,Bi'j b �8�3j�� ¦�h-, b 0:d�����, b ��� b  }e!� b �81
¦ � ¦ � ,Bh b
i'j��6�3���3�}1-, b �41 � �3j�h�ey¤�d�i'j b�� �3,��41 x �}b C j�� b ¬?�3h80 b i'j<d � h�d!1-,Bi'j b5� �3�-,91�,9� b qx� 0�d!,B� � d�� � ���<�}, b � �3�8,�1�,9� b !��8j�h TxC

� ; b �}��©3d�j ��b e b 1-1 b ¬?�3h-0 b ifj�d � h�dO1�,Bi'j bªb �
1
b\¥ d�e21 b 0 b �41 � � b � � d�e b 1�d���� b �41 ��� d �<��h b5b � x � � ,����-,s +�8, �3� � �3j��8� b5b �Md��!d��41

qx� d�h � d � h-��® b e21-,B�3� π : R
n+1 → R

� n �3�5���}1�, b �41�j�� � h-� � j�,�1 �-eTd � d�,�h b�� ������, � �3�-,91�,�¬
�8j�h

Tπ(x)∂R
. n �)*7,��3��h b 0 ��� d!e b x � d�h�j��xd!j}1�h b:� �3,B�41��-j}h � d/0�
T0 b �<��h b  %���

���}1�, b �41wj���d�j}1�h b~� h-� � j�,91{�-eTd � d�,�h b i'j�, b �81«j��/0|j � 1-, ����bª� j � h8�Te2� ��b �'1
8+�3���f, b �'1
�}b e2�3���81-h-j�,�h b j�� b �
1�h-j}e21�j}h b e2�3�}¬?�3h80 b �8j�h ∂R

. n � ; b �~� b e21�,��3���~1�h-d�eT� b ���-j�h �Bbe-(3� b ,B�8��1�h8� �+b e2�3h-h b � � �3� �}b �41�d�j ¥ 0:�g1�h-,�i'j b � ��b e b 181 b e � d!�-� b eT���}¬?�3h-0 b � ���3,Bh � d���3j�h b ��* !\�P	 b��}� j��2  � d�eT�3���
1�h8j�e21-,B�3��� b ¬�d!,�1 � d��«,B�41 b h8� b ��,�h �}b ey¤���, ¥ d�h8��,�1-h�d�,�h b
b 1 �Bb �3h8�3j ��b���b �w,B�8�30A�21�h8, b � ��b

R
. n d��3,91 ��b ¬�d �T���/e2�3�}¬?�3h80 b �8j�h �Bb ���3h � � � � b �

b �81«0�
T0 b�bg¥ d�e21 b 0 b �41 �Bb �3h8�3j ��b���b �ªd�j}1-�30:��h � ¤�,��-0 b � e2�3�}¬?�3h80 b �T�
	�d!��� � d«eT�30 � d�eg1�,%�<e�d!1-,B�3�~e2�3�}¬?�3h80 b   b � � h b �<d��41 � d���� � ��,��'1-�Th8, b j}h �}b � d«�+��j �Bb

� d e � d��-� b eT�3�7¬?�3h-0 b���bu� d 0A�21�h8,Bi'j b ¤4© ��b h-��� � ,Bi'j b�b 15�-j�h ��b ���3h ��� d �81-h-j�eg1�j�h b
e2�3�}¬?�3h80 b i'j��6�3�­�7, b �41 ��b�� ���<�},BhT ¯��� �3�71�, b �41:j}� b �
1�h8j�e21-j�h b eT�3�7¬?�3h-0 b �-j�h � d
���3j ��b ¬ b h80:� b �

� �`��b j}1 � d!h�dO�B1�h b �-j�h � h b �<d��41 i'j��6�3��d�,�1 � j � ���<��,�h � d|�81-h-j�eg1�j�h b e2�3�}¬?�3h80 b�� j
���3h �M� d!��� ��b e�d � h b:� jM0A� � < �Bb5� h-�O® b e21�,9¬ � ,��M¬�d�,91~e�� b �81|d��-� b � �<d!1-j�h b2��� j�,B�8ifj b
e2�30A0 b ��� � � d �fj � d��}� ��b ey¤<d � ,�1�h b � �y �1-�3j}1 b � �Bb �5eT�30 � d�eg1�,���e�d!1-,B�3��� � , � �Th b �7¦
1-,�d�� �Bb � ��b

R
. n ���'1 �Bb 0�
T0 b ���3h � 8 bT���Bb � �-�3�41 � , � �2h b �}eT,B� b � � d�h � d:¬�d �T�3� � ���'1

� ��,��41��Th8, b j�h � b e2� �B��bC��b �8�-j��2�
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*f,B�3�<d � �3��� b �$�<�5i'j b � d«�81-h-j�eg1�j�h b d�,B���8,'�3�}1 b �'j b{b �
1 � d v�/P� �Tm-o03�5 # ��5�m\zAo vgq!1$#PW��13m=� 8 b2�B�Bb e2�����}eT, �}b d�� b e � d��81�h8j�e21-j�h b eT�3�7¬?�3h-0 bw��bª� d�� � ¤ <2h b j���,�1-� ��b

R
n � � � b �81

� � b � � d�e b 0A� � < �BbC�}� d!1 � �3j�h ��b �{�81-h-j�eg1�j�h b �«eT�3�7¬?�3h-0 b �2�; b �+�3h ����b � � b � � d�e b ¤'© ��b h8�+� � ,Bi'j b eT�30 ���Bb\¥7b
C
. m � �3h81 b   � j�,s 4j�� bcvgq�m\@ 3Tq�@7m8o

��� ��d!1�j�h bT���Bb  �d�� b e �Bb � 0�
T0 b � � h-� � h-,B�g1��2�Ci'j b|� d��}� �Bb e�d�� h-� b2� 8 �Bb �ª,B�8�30:�g1�h8, b �
��b�� �6,B�41��2h-, b j�h d��3,B�8� b �'1 � d�hwd�j}1-�30:��h � ¤�,��-0 b � d�ju�+��h �  }1-�3j}1wd!j}1��30A�3h � ¤�,B�80 bª� j
�+�3h � � b�� h8� � ����� b �A� ��,��41��Th8, b j�h b ��j}� b ,��-�30A�21-h-, b   � dA�
1�h-j}e21�j}h b e2�����}eT, �}b d�� b e � d
�81�h8j�e21-j�h b �81�d�� � d�h � �-j}h � d�� � ¤ <Th b j���,91�� ��b

Cm i'j�, b �81 � � b � � d�e b 0:� � < ��b�� �3j}h
�Bb �{�
1�h8j�e21-j�h b � � ��� dO1 b �2�

	 b �Ce2�3���81-h-j�eg1�,��3��� �8,B0A, � d�,Bh b �-�3�41 � �3�8�-,B� �Bb�� d���� �Bb �ªe�d��ªi'j<d!1 b h-��,��3��,�ifj b � b 1
�7eg1��3��,��3��,�ifj b �T���%�3j�h j}� b � h8�T� b �41yd!1-,B�3�uj}��,��<� b � d!��� ��b eTd � h bª��b � �3�T�30A�21-h-, b � ��b� d�h81�d��� ��3� ��b j}1we2�3���8j � 1 b h~°����!±s� � �3j}h{j�� b ,B�41 b h � h8�21�d!1�,��3� b ��1 b h-0 bC��b~� �2�3�T���\¦
h b �8e b ��e bc��b~� d|0A�21�h8,Bi'j b �5� �6,B�$�<��,² f�3�3,�h �Bb � 1�h�d��!d�j ¥u��b ³ ,Bi'j<d�h � °  O±s�

� �
	���
 ��������������������������� �"!#��$ % �'& �)(*!�+,��&�!

;)d~¬�d �T�3� � d ��� j��´�-,�0 ����bw��b e2�3���81-h-j�,�h b j�� b � � d�e b �8©f0A�21�h8,Bi'j bC�}b h�d!�����8j � �\¦
h-, b j�h b �
1 �}b e2�3���8, � �2h b h�j�� � h-� � j�,91���(«�3j���d ��� �3�����}�3j�� � h-�2�7e2eTj ��b h � d��}�ce b 1-1 b
� b eg1�,��3� ��b � ��b j ¥¢� h-� � j�,91�� ��b � ��� j����-,B0 ����b �
8

R × R
. 2 b 1

R
. 2 × R

. 2 � ; b �
b � � d�e b �ª�
©70A�21-h-,�ifj b �+* ;

(n; R)/
* - � n ! �8�3�41 ��b � b\¥}b 0 �}�Bb �{¬?�3� � d�0 b �41yd�j ¥  }0�d�,��

� d�h8� b 0 b �41¯1�h-d�,�1-�T� � d��}� � d � ,�181��Th-d!1�j}h b �'(«��1�������ifj b
R×R

. 2 b �
1 � �TeTh8,�1 � d��}�C°��2±s�

*8.:� - �B./. . �
	 	%. 	�. 	 	%2 � �$1 �
	 	%.
� ��0:0 b ���2�3��� � d�h

R×R
. 2  Oifj},�d � � d��!d��41yd!� b ��b � b �}b �-�8,B� b h ¬�d�e2, �Bb 0 b �41 � j�,B� ¦

ifjH��, �7b �81 ��b´� ,B0 b �}�-,B��� 3
� -C� b �
1¯�<d!1-j�h b2�B��b 0 b �41%1 b �41�� ��b �Bb���b �-�-,�� b h e2© � ,�� � h-,�i'j b

eT�30A0 b �8j�h � d �<�3j}h b � *��&����� d:,�� � ,Bi'j���j�� b �3�T� � �T�8,Bi'j bcb 1�  b � � �3,��41�, ��� �2�T �� b �
� h-�O® b e21-,B�3���w�8j�h �Bb �{¬�d�eg1 b j�h-�2�9$¨�3j}1 b ¬?�3,��T <e b 1-1 b ���3j�h b � b h b � ��� d��weT�30 � 1 b��}bc� d
1�� � � � ���3, bª� j��+�3h ���}b .ªd � d�0:d�h � �

D�EBFHGJI<K L10uP32�S �5416 W�R7[	U�S877U�X\[�]�W �
R × R ' 2



��� ���6�y�
� ���
����� �
�������	�
���6� ��� ��� ����� ����������� �	�
�«� b �3�2� � �2�-,�ifj b � b � h8�O® b 181 b �8j�h ��b ���3�2� � �2�-,�ifj b � � d��}��ey¤<d�e2j�� ��b � �}b j ¥

¬�d!e21 b j�h-�2� ; b �«�3�T� � �T�8,Bi'j b �«j}��,�1�d�,Bh b � ��b
R × R

. 2 �T�6�Te2h-,�� b �41 � �3��e

γ = (v0γ0, v1γ1)
��� 8


 �3� b �41 b � ��� d�h viγi
� d��3�T� � �T�8,Bi'j b«��b 0 
20 bw� , b j��3�2�30:�g1�h8,Bi'j b i'j b γi

0:d�,B�
��b �7,91 b �-� b vi

¬?�3,B� ��� j��{� ��b ��� b  Je!� b �818¦ � ¦ � ,Bh b i'j b viγi(t) = γi(vit) �

 �Bb � �f,91 b �8� b � ��b�� �3��� ��b �{¬�d�e21 b j�h8�w���Th8,�� b �'1 v2

0 + v2
1 = 1 �


 b � �<� γ0
� �2�-,��3� b�� ��j}��,Bi'j b ���T� � �T�8,Bi'j b|� ,�h b e21 b j���,91yd�,�h b���b

R � i'j��6�3� �-j � ¦� �3� b �3h-, b �41�� ! b 1 γ1
b �81«j�� b �3�2� � �2�-,�ifj b j}��,�1�d�,Bh bC��b

R
. 2 �

�Cj�,91-1 b � ey¤�d���� b h � ����h-, b �41yd!1-,B�3� �}b γ1

 <�����8j ��� �3� b h�d51��3jO®8��j�h-� v1 > 0
�

���41�h8� � j�,B�8�3��� � �3j}h{j����}h b ¬ ,B���
1yd��41«j�� �+b j ��b 1 b h-0A,B�}� � �3��, b �$-C� � ,Bh-d}  � d��}�
e b 181 b � b e21�,��3��� b j �Bb 0 b �'1T 3i'j��6j�� b �3�T� � �2�-,Bi'j bwb �81 ;OoTm\qsr&3	1
�9o �8,<��d � h-��® b e21-,B�3�5�8j�h �Bb
¬�d!e21 b j�h

R
b �
1weT�3���
1yd��41 b  }e!� b �81
¦ � ¦ � ,Bh b �-, v0 = 0

��-C� � ,�h�d�i'j�� bT���Bb b �81 � 5�m\r���5��<q!1
�9o
�8,J��d � h-�O® b e21-,B�3�A�-j�h

R
. 2 b �81�eT�����81�d��41 b � v1 = 0

!g  b 1�i'j�� bT���Bbwb �
1�� r 1�=�5�� 1
�9o �-, b2�B�Bb
�H� b �81ª��,�¤��3h8, � �3�41yd ��b ��,H� b h81-,Be�d �Bb �

	 b j ¥ �3�T� � �T�8,Bi'j b � (v0γ0, v1γ1)
b 1 (v′0γ0, v

′
1γ

′
1)
�8�3�41Cd!�8©f0 � 1���1 b � �8, b 1ª� b j �Bb ¦

0 b �41«�-, b2�B��b � ���Th-,%� b �41 � �6j�� b���b � �}b j ¥/� h8� � h8,B�21-�T�{�8j�,��!d��41 b �
8

 bT�B��b �¯�8�3�41�1-�3j}1 b � �Bb � ��b j ¥ ¤}�3h-, � �3�41yd �Bb � b 1 ��b 0 
20 b � b ��� � v0 = v′0 = ±1

!
��3j


 �Bb � � h-�O® b e21�,��3��� γ1
b 1 γ′1 �8�3�41 d!�8©f0 � 1���1 b � b 1 v0 = v′0

�
� b 0:d�h8ifj}�3����i'j b�� j�,��-i'j��6�3�¢�-j ��� ��� b v1

b 1 v′1 � �3�8,�1-,�¬?�T ¯���¢d����2e b �-��d!,Bh b 0 b �41
v1 = v′1

�
�ª,B���8,²  1-�3j}1 b � ��b �5�3�2� � �T�-,�i'j b �A¤��3h8, � ���'1�d �Bb �5�3h-, b �41�� b � � d���� ��b 0 
20 b � b ���2 

i'j�, � d���� � d �<��j�h b � *�1��3j}ey¤ b �41 ��� ��,�� �<��, � �6j�� ��b � ��b j ¥ ' e2�3j}� b h-e �Bb � (¡i'j�,
e2�3���
1�,�1-j b �41 (∂R) × R

. 2 = {±∞} × R
. 2  H�8�3�41~d��
©70 � 1-��1 b �T� 	 b 0 
20 b   �}b j ¥���T� � �T�8,Bi'j b �{� b h81-,BeTd �Bb � � �3�41 �Bb � bg¥ 1�h8�T0A,�1-�T�{� b�� h-�O® b 1-1 b �41ª�8j�h �Bb 0 
20 b � � �20 b �'1

�}b ∂R
. 2  �e!� b �81
¦ � ¦ � ,Bh b 1 bT���Bb ��ifj b γ1

b 1 γ′1 �-�3�41cd��
©70 � 1-��1 b �T ��8�3�41�d!�8©f0 � 1���1 b �T����4� b h-� b 0 b �41�  ��b j ¥ ���T� � �T�8,Bi'j b � � ,�d��3���<d �Bb � ��b j7� b �41cd��3�3,�h � d:0 
20 bcbg¥ 1�h8�T0A,�1��
� d���� {±∞} × ∂R

. 2 0:d�,��c� bu� d�� 
21-h b d��
©f0 � 1-��1 b �T� � b2� d d�h8h-,9� b�b\¥ d!e21 b 0 b �41
i'j<d!� � γ1

b 1 γ′1 �-�3�41ªd��8©f0 � 1��!1 b �w0:d�,B� v1 6= v′1
�

	C����e � �3j�h � d��-� b h � j:���3h �A� j:eg© � ,B� � h b d�jA�+��h ����b . d � d�0�d!h ����b
R×R

. 2  
, � ¬�d!j}1 �2eTh�d!� b h ey¤<d�eTj}� �}b � ��b j ¥ e2�3j}� b h-e �Bb � {±∞}×R

. 2 b �uj�� � �3,��'1T 7�2eTh-d�� b h
� d ' � d�h-�3,K(

R × ∂R
. 2 b �/j��/e b h-e ��b~b 1w�21-,Bh b h �Bb � ��b j ¥ e b h8e ��b � {±∞}× ∂R

. 2

b � �}b �ªd���� b d�j ¥ � ; b h8�T�8j � 1�d!1 b �
1ª, �B� j��81-h-� � d!h � d �<�3j�h b �  7�*7j}hªe bT�B��b ¦�eT,²  �Bb � �}b j ¥�� �3,B�41��w�3�71 b �'j�� b ���Te2h�d��-d��41 ��b � ��b j ¥ eT�3j}� b h8e �Bb � �8�3�41
h bT� h8�T� b �41��2�~d	� b e ��b � � �3,B�41 b � � e b �H� b �81 � d!� j���¤�d���d�h �  ��3� � ,91ªi'j b e b �8�3�41 ��b �
/ 5�r��<qYv vgr��f=�@�� r�oTm�v � 	 b 0�
T0 b �3� � ,�1�ifj b���b �u�3�2� � �T�-,�i'j b ��i'j�,��3�41/j�� ��b e b �
� �3,��'1-�|eT��0:0 b�b\¥ 1-h-�20:,91�� � h b 0:d�h8ifj}�3���|i'j b ���2e b �-��d!,Bh b 0 b �41 �Bb j}h5d�j}1-h b�b\¥ 1-h-�\¦0A,�1-� b �81 � ��d�j}1�h b�� �3,B�41c�-,����3j � , b h � j},B�-i'j b e b �8�3�41 bg¥ d�eg1 b 0 b �41 ��b �c�3�T� � �T�8,Bi'j b �
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D EBFHGJI<K�L� :P��`X�& 7"! �!��W # ��!���W�X	Ru[!S%$&!�[�!�&'!�U�[|[OS
R × R ' 2

¤��3h-, � �3�41�d �Bb ��!¨�8�3�41 vgr��f=�@�� r �Tm-ogv � , �B��b � ���'1 � d � d!h81�,�eTj � d�h-,91�� � ��d	���3,Bh%j�� b{� h8�O® b eg1�,��3�
eT�3���
1yd��41 b �-j}h�j�� �}b � �}b j ¥ ¬�d�eg1 b j}h-�T ¨0:d�,B�~e�� b �
1�d�j��8�-, �Bb e�d!� ��b ���3�2� � �2�-,�ifj b �
� b h
1�,�e�d ��b �«ifjH���3� ifj�d � ,%� b h-d � �3j�h81�d��41Cd�� b e ��b �«�3�T� � �T�8,Bi'j b � � ,�d!�3�3�<d ��b � ��b:m-p�=�@�W
� r �Tm-ogv � ;¨d � d!h81�,�eTj � d�h-,91��ªifj},`���3j��w,B�41-�Th b �-� bcb �81 � ,�� b d�j ¥u��� d!1-� ��b ����1-h b�b � � d�e b �;)d:¬?��h-0|j ��b�� j h-d���� � ��j�� � h-� � j�,�1 0:���'1-h b i'j b

R × R
. 2 b �
1~j�� b � � d�e b5��b

h�d����
2
 �, �)b �
1��3h-d�� � 1 b 0 � � � � b � , ��b �41-,�� b h �Bb � ��� d!1��2� � b j ¥ ¦�e2,��-���'1 bg¥ d�eg1 b 0 b �41

�Bb � � h8� � j},�1�� ��b:��� dO1�� ��b
R
b 1 ��b

R
. 2 � � ��0:0 b e b �8�3�41 ��b � b � � d�e b � �}b h�d!���

1
  ��b j�h8� ��� d!1-�CeT��h-h b � � �3� ��b �41 �u�Bb j�h-�����T� � �T�8,Bi'j b �2� � ,B�}�-,�j�� ��� d!1 ��b

R × R
. 2

b �81 �Bb � h-� � j�,�1 ��b
R
� d�h ��b � , b j �3�T��0:�g1�h-,�i'j b � �6j�� b ���T� � �T�8,Bi'j b γ1

��b
R
. 2 �-����3��,�1�0:d�,B�41 b �<d��41�i'j��6j�� b �3�T� � �T�8,Bi'j b h-�2�3j � , <Th b b �
1 e2�3�41 b �'j bª� d�����j��Aj���,�i'j b

��� d!1T O1�d�� � ,���i'j��6, � © b �AdCj�� b ,B� ����,�1-� i'j�,}e2�3�41�, b ��� b �'1�j�� b �3�T� � �2�-,Bi'j b �8,B����j � , <Th b
� �3����� b � � � b �81�e b 181 b|� , � �2h b ��e b ifjH���3� j}1�, � ,B� b h-d � �3j�hª�21 b � � h b���b � � ���<��,91�,��3���ªd�j
e�d��w�3�2���Th-d � �

�)�!d��41 ��bc� d��8� b h �:� � bg¥7b 0 ����b �8j�,��!d��41T  � �2eTh8,��3����� � d51�h-d�e bc� �6j�� ��� d!1
R × γ1�-j�h �Bb ���3h � ��b . d � d�0:d�h � � � � b �81:�-,B0 ����b 0 b �41 � �6j���,��3� ��b���b j ¥­��b 0A,9¦�e b h8e ��b �T 

ey¤<d�eTj}��eT�3h8h b � � �3� � d��41 � j�� ��b �ªh�d�©3�3� �3�T� � �T�8,Bi'j b �Cd��8�-�feT,B�2� � γ1

�	*7j�h �Bb �+�3h �
��b . d � d!0�d�h � � b ��b �-�-,�� b j�� b �81-h-j�eg1�j�h b ¬?�3h80:� b ��b � ��,B�41�� � �Bb � �}b j ¥ � �3,B�41-�
�-,B�}�3j � , b h8��!ch bT� ,��T� � d!h5j�� b ¬�d�0:, �B��b:��b���b 0:,§¦�e b h-e �Bb �5ifjH���3� d ����bT���Bb h�d 3 �213zAnTm8ogv
� o)(5o�* �  Jey¤<d�i'j b|� d�,Bh bc��b ey¤<d�0|�}h b � � ��j}�!d��41 
21-h b h-�2j���, bcb ��j}���+��h � �}b���� d!1� 
ifjH���3��d ����bT���Bb h�d|j�� 1�/�/213m\q�oTzAo �<q � � � b �
1 ���!1�h b~� h b 0A, b h bg¥7b 0 ����b�� ��,�0:0 b j�� �Bb �
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D�E�FHGJI<K L���P 2+S "�X�U�[�[!S
R ' 2 × R ' 2

*8.+* - �B./. . �
	 	%. 
 . 6�� 	@. 3 9:3 0 9��
	 ,60 6 	%. 	 	�2 � �$1 �
	 	%.
;¯� bg¥7b 0 ���Bb�� h8�Te2� ��b �'1 b �
1%j}�c���3� � h-� � ,B0A,B��d�,Bh b¨� �3j�h)�g1�j � , b h`j�� bg¥7b 0 ����b 1��3j}1

®8j}�81 b ��� j�� eT�30 ���Bb\¥7b  }i'j�,Hd � ��d���d!�'1�d�� bª��b � bC� d�� � ���-�-� ��b h �}b ¬�d�e21 b j�h b j�e � , � , b �
� �3� � ,Bh-d5ifjH��, ��b �
1 ' ��b 1�© �+b ���3��e2�30 � d�e21 (�!98 R . 2 × R

. 2 �
�«� b �3�2� � �2�-,�ifj b j���,91yd�,�h b���b

R
. 2 × R

. 2 �2���2eTh-,91 γ = (v1γ1, v2γ2)
�&�

γi
b �
1

j}� b �3�2� � �2�-,�ifj b j���,91yd�,�h b~� j i ¦�, <20 b ¬�d�e21 b j�h b 1 v2
1 + v2

2 = 1
�9	 b j ¥ �3�T� � �2�-,Bi'j b �

γ = (v1γ1, v2γ2)
b 1 γ′ = (v′1γ

′
1, v

′
2γ

′
2)
 ��&� i'j�,91-1 b � ey¤�d���� b h � �6�3h8, b �41�d!1�,��3� ��b � γib 1 γ′i �3�u�-j ��� ��� b~�Bb � vi

b 1 v′i � �3�8,�1-,�¬?� ��ju�fj � �T 7�-�3�41«d��
©f0 � 1-��1 b �{�-, b 1{� b j �Bb 0 b �41�8,
v1 = v′1

 
γ1

b �
1�d��8©f0 � 1��!1 b � γ′1 b 1 γ2
b �81�d��
©f0 � 1-��1 b � γ′2 � (ª�!1��3��� ifjH� d � �3h-��}�Te b �-�-d�,Bh b 0 b �41 v2 = v′2

�
� �30A0 b�� h-�2eT� �}b 0A0 b �'1T <�3� � ,�1 ifjH��j�� b ���T� � �T�8,Bi'j b j���,91yd�,�h bCb �81w� b h81�,�e�d ��b �-,

b2�B��b � b�� h8�O® b 181 b �-j}hAj}� � �3,��'1 � d���� ��bu� h b 0:, b h�¬�d�eg1 b j�hT �¤}�3h-, � �3�41yd �Bb �8, bT���Bb � b
� h-�O® b 1-1 b �8j�hwj�� � �3,��'1 � d���� �Bb � b eT��� � ¬�d�eg1 b j�h b 1 � ,Bd��3�3�<d �Bb �8,B���3�H�; b � ��� d!1�� ��b

R
. 2 × R

. 2 �8�3�41 b\¥ d�e21 b 0 b �41 ��b � � h8� � j},�1�� γ1 × γ2
��b � � , b j ¥

���T�30A�21-h-,Bi'j b � ��b~��b j ¥ �3�T� � �T�8,Bi'j b �T Jj�� b~� d��}�«ey¤�d�i'j b ¬�d!e21 b j�hT�
$¨� � � � �3��,Bi'j b 0 b �41T  �Bb ���3h ����b

R
. 2 × R

. 2 b �81|j}� b � � ¤ <2h b S3 h b2� h-�2� b �41-� bd � h <2� � h-�O® b e21�,��3���81-�Th-�2�3�3h-d � ¤�,�ifj bc� d!h � d��<�3j}h b � " �
�«� b �3�2� � �T�-,�i'j b �g1yd��41ª�-,B�}�3j � , <Th b �8, bT�B��b~b �81 eT�3�41 b �'j b|� d!��� �}� j��8, b j}h-� ��� d!1-�T 

��� � � � j�,�1 ��b e b i'j�, � h8�Te < ��b i'j bc�Bb �«�3�2� � �2�-,�ifj b �C�8,B���3j � , <2h b �«�8�3�41 b\¥ d!e21 b 0 b �41
��b �w�3�2� � �2�-,�ifj b �w� b h
1�,�e�d ��b �w�3j�¤��3h8, � ���'1�d �Bb �T�2;)d�e � d��-� b�� � d��
©f0 � 1-��1�, b~� ��j}� b �3�T�!¦
� �T�-,�i'j b � b h
1�,�e�d ��b eT�3h8h b � � ��� � � j}� b e � d!�-� bw� ��d��
©70 � 1-��1�, b � d���� ��b � b eT�3� � ¬�d�e21 b j�h
� �3��e � j�� � �3,��'1 � ju���3h �u�}b

R
. 2 �%	 b 0 
20 bª�Bb �´e � d��-� b � � ��d��8©f0 � 1��!1�, bª��b � �3�T�!¦

� �T�-,�i'j b �5¤���h-, � �3�41yd ��b �c�-�3�41 b ���}, ® b eg1�,��3��d�� b e �Bb � � �3,��41�� � j����3h ��� j � h b 0:, b h
¬�d!e21 b j�hT� ; b � � �3,��41����8,B���3j � , b h ��b ∂(R . 2 × R

. 2)
¬?�3h80 b �41 � �3��e ��b j ¥ e b h-e �Bb �

� ,B�?®8��,B�41��2  b ��1�h-d�,�1{e2�3�41�,��fj/�-j}h � d��<�3j�h b �
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�%�3j�h�ey¤<d!ifj bA� d�,Bh b���b5� �3,B�41-�C�-,����3j � , b h8�T  � �6j�� eT��h-h b � � �3� � d!�'1 � j}� b �3�T� � �\¦

�-,Bi'j b γ1
� j � h b 0A, b h{¬�d�e21 b j�h2  � � d�j71�h b � γ2

� d���� �Bb���b j ¥ , <T0 b  ��3� ��b j}1Cd��-�8�7e2, b h
�Bb � b �30 b �41 ��b � (v1γ1, v2γ2)

�&�
v2

1 + v2
2 = 1 b 1 �Bb � vi

�8�3�41 �
1�h-,�e21 b 0 b �41 � �3�8,�1�,9¬?�T�� b � b �30 b �41 � b � � �3,��'1-, ��� � �8j�h � d �<�3j}h b ! h bT� , bC�Bb � ��b j ¥u� �3,��41��w�-,����3j � , b h8� ey¤��3,��-,��
b 1:� b�� � ��b � � i'j b���b �Ae � d��-� b � � � d!�8©f0 � 1���1-, b � ��b γi

��$%��j}1 � �3,��'1 � j¢�+��h �­��b
R
. 2 × R
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�

���4� b h-� b 0 b �41�  �-,��3��e2�3���-, � <Th b j����3h-�3j �+b W ��b h-�
� bg¥ ,B�3�}�T  � � b ��� b 0|� ��b:��b �
¤'© ��b h ��� d��}� i'j�,H�8�3�41 �Bb � , b j � ¥7bC� �6j���� � �T0 b �41 �}b W b �81 j�� b ¬�d�0A, ���Bb ,B�4�!d�h8,�d��41 b
� ��¤4© ��b h �}� d����2�$� � ©Adcd�,B���8,<j�� b ��, ® b e21�,��3���<d!1-j�h b2�B�Bbwb �'1-h bª�Bb ���8©f�
1 <T0 b �´e � �3� � ��¤4©4¦
�+b h ��� d���� b 1 ��b �{�3h8�3j ��b � �<��,�� �}b h8�
� b\¥ ,B�3���2�;)d �<��j�h b ����0A�3�41�h b5��b j ¥ bg¥7b 0 ����b � ��b �
©7�
1 <20 b ��e � �3� � ��¤4© ��b h �}� d����2�)³ , b �
ifj bA�}b5� ,B0 b ���8,B�3�}� � , � �Th b �41 b �T `, � � �8�3�41~1�h <2��� b 0|� � d!� �Bb �T� ,�� � d�h
1�,Be2j � , b h2  ��b j�h8�
�3h-�3j �+b � ����,B� ��b h8�
� b\¥ ,��3�����-�3�41~1���j�� �Bb � �}b j ¥ ,��-�30A�3h � ¤ b �~d�j��3h8�3j ��b5� ,B� � h�d �
D3

�
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� �
�!��������������������� �����
� �3�}�-, � �Th-�����Cj����
©f�81��20 b e � ���

H
� �6¤4© ��b h ��� d!���T  � �3�41C�3� ����1 b �-,�0 �}�Bb 0 b �41

W ��b �3h8�3j ��b �<�}, ��b h-��� bg¥ ,B�����T� (ª��1-�3��� V0
� �6,B�41 b h-� b eg1�,B��� ��b � ¤4© �+b h ��� d���� H ∈

H
b 1 V1

� �6�3h81-¤��3�3�3��d ����b V0
� d���� V �	-C��d ���+b2�B��b V0

� d /213m\qsr�o�r���ogvyvTo �<q�r�o ���9ow�}b
H

b 1 V1

�-d /213mgq�r�o�ogvyvTo �<q�r�o ���9o � �3� ��b ��d ����bT���Bb d!j��-�8, � d�h81-, b �5,B� b �-� b �41�, b2�B��b � b 1
b �-� b �41�, bT�B��b � � j ��h-�3j ��b W !\� � � �3h-�

H
,�� � j�,91 � d�hw,B�41 b h-� b e21-,B�3��j�� �
©7�
1��20 b e � ���

H1
� ��¤4© �+b h ��� d����c�-j�h V1

��� b ��h-�3j ��bA��b h8�
� b\¥ ,��3��� W1

i'j�, � j}, b �81|d��-�8�7e2,B� b �
1
d � �3h8�{,B�-��0:�3h � ¤ b � W � � ��,��-�30A�3h � ¤�,B�80 bªb �81ª�-,�0 �}�Bb 0 b �41wh8��d � ,B�-� � d�h � ��� � �2h�d!1 b j�h�}b h b �81-h-,�e21�,��3� � V1

!g� -C� � ,�1«i'j b
H

b �81 ogvyvTo �<qsr�o � �-,)��d � d�h81-, b ,B� b �-� b �41�, bT���Bb~b �
1
1-h-,9�7,Bd �Bb �

����� �! ��
	 	%./. . � 
 . �! '. .#"L.
4 � 	%$ �
4'&�(32�. �

� b �¯e2�30 ���Bb\¥}b � ��b � � ¥7b 1 b h�� b h8�f,Bh8�3�41 ��b 0A� � � ��b � � �3j�h �Bb � d ��� d!h81 b 0 b �41�� ��b �
,�0:0 b j}� �Bb �T� � ��0:0 b ���3j������6�21-j � , b h-������ifj bª��b �¯,B0A0 b j�� ��b ��� � ¤��2h-,Bi'j b �T '���3j}��� b
� ���<��,��-�8�3���ui'j b �Bb ��e2�30 �}�Bbg¥7b � ��b � � ¥7b 1 b h � j£0�
T0 b ���30/�,(ª�3j����30 b 1-1-h-�3���
�8�3j}� b �41 � � d � ® b eg1�,�¬ ' � � ¤}�Th-,�i'j b (�0:d�,B�{, � � b h�d51���jO®8�3j�h8� � h-�T� b �41ª,B0 ��� ,�eT,�1 b 0 b �41��-C��� b:�}� d�e bAb ��eT��h b �-j�h�j�� b � � d!e b�b j�e � , � , b � V � �3�41��3�����!1 b S � du� � ¤
�Th b
j}��,�1-�ce b �41�h8� b �A� �6�3h-,��3,B� b   b 1 ��� � b�� �3�}� b j����8©f�81��T0 b e � �3� � �6¤4© ��b h ��� d!���

H =
{H1, . . . , Hd}

� ���'1«�3�/����1 b W ��b �3h-�3j �+b �<��, �}b h8�
� b\¥ ,B�3���2�
)���� �*����(������ � �+��� ���I�,���-�}*.� �I�/� ��� 
����

(«��1��3�}�
sgn � d«¬?�3��e21-,B�3� � ���<��, b �-j�h

R
ifj},Jd��-�8�7e2, b 1

d�j ¥ ���30���h b � � �3�8,�1�,9¬   −1d!j ¥ ���30���h b �«�}�T�4d!1-,�¬?� b 1 0 � 0
� � j}� b ¬�d�0:, �B��b ε = (εi)16i6d

�&�
εi ∈ {−1, 0, 1}� �3j�h 1-�3j}1 i  }�3� d!�-�-�feT, b��Bb �
©7�
1��20 b�� � � ,B��!
�Ti'j<dO1�,B�����
8

sgnHi(x) = εi
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��� �	������������� ������� �������
-�� � ,�1�i'j��6, � �T��d��3,�1 � �6j�� b � 13z5r����9o 3�5��}vgrBvgq!1
�<q²o �-,�e b �
©f�81��20 b d � 0 b 1�d�jx0A�3,B���
j�� b �-� � j}1�,��3� � d���� V   b 1«�3� d!�-�-�feT, b d � �3h8� � e b 181 b ¬�d�0:, �B��bª� d � d�h81-, b φ(H , ε) ��b
S
¬?�3h-0A� bA��b � � ��,B�41�ifj},´�-d!1�,��8¬?�3�41�d�j��
©7�
1��20 b � � b � � d�h81-, b � ��b S �3�}1 b �'j b � ��b

e b 181 b ¬�d �2�3� b 1«�-�3�41ªd ����bT� � b � ��b � � 1�3yogv´��b
H

�
� b 0:d�h8ifj}�3����i'j���j}� b ¬�d!e b eT�3h8h b � � �3� � � j�� b j}��,Bi'j b ¬�d�0A, �B��b��}b �8,B�3� b � , ��-j%��1 ��b e2�3���8, � �2h b h�j�� � �3,��41 � d���� � du¬�d�e b�b 1 � � b �
1�,B0 b h ��b �-�8j�� �Bb � H ∈ H

!\�
��� b �}� b 0�� �Bb´��b �¨¬�d�e b �%¬?�3h80 b j�� b´� d�h
1�,�1-,B�3� ��b S � h-,9�3� b ��b´� d � d�h81-, b ,B� b �-� b �41�, bT���Bb �
���6,B�41 b h-� b eg1�,B��� ��b S b 1 ��b � d � d!h81�, b ,�� b �8� b �41-, bT���Bb eT�3h8h b � � ��� � �|� dc¬�d!0:, �B�Bb �'j ���Bb 8
εi = 0, ∀i

�"-C� � � d �}�+b2�B�Bb�� d!h eT�����-�2ifj b �41 � d � 1�3yo �<@����9o ��� ���Bb�b �81 �7, ��b �8, ��b �
©7�
1��20 b
� ��¤4© ��b h �}� d�� b �
1 b �-� b �41�, bT� �-C� �+b j}1/0|j���,�h/e b 181 b�� d�h81-,�1-,B�3� � �6j�� b h b2� d!1-,B�3� � �6,B��e2, ��b ��e b �<d!1-j�h b2�B��b b �
�TeTh8,��!d��41

φ′ 6 φ
�-, b 1c� b j �Bb 0 b �'1c�-, φ′ b �
1|,���e � j�� b�� d��}� � � d � ¤��Th b ��e b���b φ �)-C�

h b 0:d�h8ifj b ifj bc� d�¬�d�e b �'j �B��b�b �
1 d!,B���8,�,B��e2, ��b �41 b � 1��3j}1 b � �Bb �wd�j}1-h b �2�
��j���, ��b e b 181 b h bT� d!1�,��3� � �6�3h � h b  '�3� �+b j}1 � �3��� b h ��� � b ��� b 0|� �Bbw��b ��¬�d�e b �´j}� b

�81�h8j�e21-j�h b���b eT��0 ����bg¥7b �8,B0 ��� ,�eT,�d ����b|� dA¬�d �2�3���-j},��!d��41 b � � b ���8�30:0 b 1-� �8�3�41 �Bb �
¬�d�e b �c�������'j �B��b �~0A,B��,�0�d ��b � � �3j}h � d/h bT� d!1�,��3� � �6,B��e2, ��b ��e b ��� b ���-,�0 �}�Bbg¥7b ���8�3�41
�Bb �|¬�d!e b �2 ¯ey¤<d�e2j�� b �21�d��41:, ��b �41-,��<� b � � � b ��� b 0|� ��bu��b �5¬�d�e b ��0:,���,B0:d ��b �~i'j�, � j�,
�-�3�41«,B��e2, ��b �41 b �2�	�)d5¬�d!e b �'j �B��b eT�3h8h b � � ��� � d!j/�8,B0 ���Bb\¥7b �7, ��b �
:<;�^%=?>L=BAC=?DE>- �F�� D�� (�Q�N��EN��7N�� D��7NPACN9H7S�,  � 1�/�/}o ���9o e2�30 �}�Bbg¥7b���b � � ¥}b ¦
1 b h~� � ¤��Th8,Bi'j b @�� 3�5�z / �9o U'o5vgrYz / � r&3Tr 1
� 54nTq²o �<@ � o ��1 � 1"!�5�� � p�3Tm\rYq�o 3Tr?W � ogvyvg@4vAl
/213mgq�rYm ��� @ �/v�*�vgq �TzAo ��� � *
/}oTm:/ ��1
�}v
3 ��5Ov�oTq ogvyvTo �<q�r�o �9�

���5¬�d�,91� �1��3j}1��8©f�81��T0 b e � ��� � �6¤'© ��b h ��� d��}� �+b h-0 b 1 ��b e2�3���
1�h-j},Bh b j���eT�30 ���Bb\¥7b
��b � � ¥7b 1 b h
8O, � �-j%��1 ��b´��b h b �
1�h b ,B� � h b,� �-d � d!h81�, b¯b �8� b �41-, bT���Bb � � d�h � d{�-j},�1 b  �ifj�d�� �
�3��d�®8�3j71 b h-d ��b�� du1�� � � � ���3, b   �Bb ���8©f�
1��T0 b �5�}�3� b �8� b �'1-, b2� �5d�j}h-�3�41 ��b j�h�,B0 � �3h
¦
1yd���e bw� d���� � �6�21-j ��bw��b � b � � d�e b ���8©f0A�21�h8,Bi'j b � � �3�-�8� � d!�'1 ��b ��¬�d�eg1 b j�h-� b j}e � , � , b ���T�
	C�3���������{1��3j}1 ��b �8j�,�1 b j�� b~� ������,�1-,B�3� b �/e b � b ���2�
:<;�^%=?>L=BAC=?DE> " F�# ;PJLQ�=?RVJ�AC=?DE>$� ;PACHC=&%�'LN S4,  � 1�/�/}o ���9o h-�Td � ,���d!1-,B�3� 0:�\¦
1�h-,�i'j b 5�@MvgrYz / �9oTzAo �<q h8��d � ,B�-d!1�,��3� ��� @�� 3�5�z / �9o U'o � o � 5�U'oTq�oTm�v�/P�}pTmgr?>�@}o ∆ ��1
� 5�� ��pyo ��� @ �uv�*�vgq �TzAo
3 ��5Ov�k /21!v ��p�3yogvyv�13rYm8oTzAo �<q ogvyvTo �<qsr�o � t ��� � *�/}oTm:/ ��1
�}v � 5��<q �9o
3�5�z / �9o U'o � o � 5�U'oTq²oTm
1!vyv 5�3Tr�p|ogvgq ∆ �

-C��d�0|j��},
V � �6j�� � h8� � j�,�1��-eTd � d!,Bh b)( e�� b �
1|e b i'j�, �+b h-0 b 1 ��b�� ���<��,�h � d

h-�
� bg¥ ,B�3�M�3h81-¤��3�3���<d �Bb5� d�hch-d ��� �3h81 � j���¤4© �+b h ��� d����.-C�xd � �3��e:j�� bA� ,B�
1yd���e b
�<d!1�j}h bT���Bb

�
�-j�h

S
8f�21yd!�'1 � �3�����2� ��b j ¥ � b eg1 b j}h-�{j���,91yd�,�h b � u   v ��������1 b �(u, v)� d|0 b �-j}h b���b~� ��d���� �Bb �8�3j�� �Bb ifj bT� �3�u���3,�1 � � d�h8e (u, v)

 �e�� b �
18¦ � ¦ � ,�h b arccos(u · v)
�

�)dAeT�30|�},B�<d!1-�3,Bh b~��b �ªeT�30 ���Bb\¥7b � �8,B0 ��� ,�eT,Bd�j ¥ �3�}1 b �'j�� �:� d�h81-,Bh ��b
H

� d!���
V b 1 � d����~��d � d�h
1�, b5b �-� b �41�, bT���Bb V1

eT� ����e2, ��b �'1T `0�d!,B��, � ��� b � b �81 � d�� ��b 0�
T0 b
��b � b � � d�e b � 0A�21-h-,�ifj b � S b 1 S1 = S∩V1

� �ª� b h-�Td � ,���d!1-,B�3��0:�g1�h-,�i'j b h-�Tj}��,�1 � ����e
��b j ¥ 1�© ��b � � �6,B�}¬?��h-0:d!1�,��3���
87eT�30|�},B�<d!1-�3,Bh b b 1ª0A�21-h-,�ifj b �

	Cd����¯j�� b h8��d � ,B�-d!1�,��3��0A�21-h-,Bi'j b  �j�� b ¬�d�e b F � �3�8��� ��b j�� b � rYzAo �}vgr&5�� dim(F )
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A3 � B3

S �
H3

� ��d � ,B0 b ���8,B�3�~1�� � � � �3�3,Bi'j b ! b 1�j}�5h�d���� rg(F ) � e2�30A0 b �-,�0 �}�Bbg¥7b´� ��j}�|eT�30 ����bg¥7b�8,B0 ��� ,�eT,Bd � !\� � � � �3�2h-,%� b �41 � �6,B���2�4d � ,91��
dim(F ) > rg(F ) − 1

d�� b e«�T�4d � ,�1-� �-, b 1�� b j �Bb 0 b �41��8, � dCh-�Td � ,���d!1-,B�3� b �81 b �-� b �41�, b2�B��b �'-C�AeT�3�4�f, b �'1�i'j bw� d
� ,B0 b ���8,B�3� �}b«� dª¬�d�e b �7, ��b{b �
1 −1

 3e b i'j�, ��b h80 b 1 � e b ��d��8� b h81�,��3��� ��b{� � b ��� � �3� b hT�
	�d!����j�� e2�30 ���Bb\¥}bu�}b � � ¥7b 1 b h ��b h�d!��� r �3�­d ����bT���Bb 3 �213zAnTm8ogvc�Bb �|¬�d�e b �

�}b h-d���� r b 1 3 ��5�rBv 5��}v �Bb ��¬�d�e b � ��b h-d���� r − 1
�C�ª� b e � �3,B�8�3� � ��j�� b h8��d � ,B��dO1�,B���

0A�21-h-,�ifj b�b �81«e2�3�41 b �'j bc� d����wj��/j���,�i'j b ¤'© ��b h ��� d�� � j/�8©f�
1��T0 b �

� �'�����������
� b � ���3j�h b �
��� b 1 ��� , �B� j}�81�h b �41%ifj bT� i'j b � bg¥7b 0 ����b � ��b e2�30 ���Bb\¥}b � ��b � � ¥7b 1 b h2�

	 �21yd!, �B� �3��� � d�e2�3���81-h-j�eg1�,��3� � j:�8©f�81��T0 bCb �8� b �41-, bT�+� �6¤'© ��b h ��� d��}� ��b 1�© ��b A3

� (ª�!¦
1-�3���

λ1, λ2, λ3, λ4
�Bb � eT�f�3h � �3����� b � eTd����3�},Bi'j b �{�8j�h

R4 b 1{h b �4d!h � �3�}� R3 e2�30A0 b
��b �-��j��
¦ b � � d�e b~� ���<��, � d!h ∑λi = 0

� � �3���8, � �2h-�3�}� �Bb � �-, ¥ ¤4© ��b h ��� d!��� {λi = λj}� �3j�h{1-�3j}1 b � ��b � � d�,�h b � i 6= j
� -C�����Th8,�� b ¬�d�e2, �Bb 0 b �41wifjH��, � � ¬?�3h80 b �'1«j����8©f�81��T0 b

e � �3� b 1 b �-� b �41�, bT� �,� b ��h-�3j ��b ����, �}b h-��� bg¥ ,��3���{d��8�-�feT,�� b �
1 ,��-�30A�3h � ¤ b d!j��3h-��j �+b
�}b � ��b h80|j}1�d!1�,��3��� ��b ifj�d!1�h b � � �T0 b �41-�T� � b e2�30 �}�Bbg¥7b/��b � � ¥7b 1 b h�d��-�8�7e2,B� b �
1
h bT� h8�T� b �41�� � �4d�j�ey¤ b5� d���� � d �<�3j�h b ���}��-C�����3,�1�i'j b���b �C�3h-d�� � ��e b h8e �Bb �C1�h-d�eT�2�
� d�h ��b �c¤'© ��b h ��� d��}���-j}h S �T�6,B�41 b h-� b eg1 b �41 � d!h8¬?�3,�� �}b j ¥�� d�h ��b j ¥   � d�h
¬?�3,B�~1�h8�3,B�
� d�hª1-h-�3,��T� ��� b��+b 1T  b � j�� � �3,B�41ª�&� � �6¤4© �+b h ��� d�� {λ1 = λ2}

h b ��e2�3�41�h b�� �6¤'© ��b h ¦
�}� d�� {λ2 = λ3}

� d��8� b �}�Te b �-�-d�,Bh b 0 b �41|j�� 1�h8�3,B�8, �20 b 8 {λ1 = λ3}
� ��d�h�eT���'1-h b  

b ��j}� � �3,B�41 � �6,B�41 b h-� b eg1�,B��� ��b {λ1 = λ2}
b 1 {λ3 = λ4}
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	Cd�����e b 1-1 b � b e21-,B�3���3���!d�d!�-�-�feT, b h � 1��3j71�eT�30 ���Bb\¥7b«�}b � � ¥7b 1 b h�j�� b 0:d!1�h8,Be b
b 1wj��/�3h�d � ¤ b  <e b ifj}, ��b h80 b 1-1-h�d � � b � � h-�2� b �41 b h � d5e � d��-�8,��<eTd!1�,��3���� �����-, � �Th8�3��� � �3�}euj�� eT�30 ���Bb\¥7b���b � � ¥7b 1 b h � ������, � d�h5j}���8©f�81��T0 b/� ��¤4©4¦
�+b h ��� d���� �}b V = Rn b �-� b �41�, bT� b 15e � �3�T ¨����1-�

H = {H1, . . . , Hd}
  ��b �3h8�3j ��b

��b h-��� bg¥ ,B��� W � �%, ¥ �3��� j}� b ey¤<d�0|��h b C b 1w�-j ��� �3�8�3���wi'j b~�Bb �{0�j�h-� ��b C �-�3�41
H1, . . . , Hr

� � �3j}h{d �B� �T� b h �Bb �´����1�d!1�,��3�����3������1 b si
� d��
©70A�21-h-, b �3h
1�¤��3���3�<d ��bª� d!h

h�d ��� �3h
1 � Hi�%�3j�h�1��3j}1´eT��j ���Bb (i, j)
d�� b e 1 6 i, j 6 r

  � d~eT�30 � ���-� b sisj
b �
1 � �6�3h � h b �<��,² 

ifjH���3������1 b mi,j

��-C��d ����bT���Bb~z 13q�mgr&3yo � o � 5�U'oTq²oTm¯� jue2�30 �}�Bbg¥7bª� d~0�d!1-h-,�e b«� �3�41
e b �-�3�41 ��b ��eT� b �AeT, b �41��2� -C��d

mi,i = 1 b 1 mj,i = mi,j > 2 � �3j�h~1���j}1�e2�3j ����b
i 6= j
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� b 1-1 b 0:d!1-h-,Be b ��b h80 b 1 ��b h b eT�����81-h-j�,�h b   � ,B�-��0:�g1�h-, b´� ,B���Td�,Bh b´� h��T�2  �Bb �8©f�81��T0 b
� ��¤4© �+b h ��� d����

H
b 1 � �3��e �Bb eT��0 ����bg¥7b5��b � � ¥7b 1 b hT�@	 b���� j}�T `�3� ��b j}1~¬�d�,�h b5� d

� ,B�
1 b eT��0 ��� �21 b|��b ��0:d!1�h8,Be b ��i'j�,¯eT�3�4�f, b ��� b �'1T�%�¨d � h b 0A, �Th b �21�d �+b h8�T�8, ��b�� d��}�
��b h-�2�-j � 1yd!1w�8j�,��!d��41��
' H D)(�DER =BAC=?DE> � , a ��o:z 13q�m\r&3yo�;OpTm\r ��1
�<q mi,i = 1 oTq mj,i = mi,j > 2 / 5�@7m
q 5�@fq03�5�@�/ �9o i 6= j ogvgq ��1/z 13qsm\r&3yo � o � 5�U'oTq²oTm ��� @�� 3�5�z / �9o U'o � o � 5�U'oTq�oTm~v�/P�}p W
m\r?>�@}o�vgr�oTq¯vToT@ �9oTzAo �<q¯vgr ��1�z 13q�mgr&3yo (− cos(π/mi,j))i,j

ogvgq � p�� �<r�o / 5OvgrYqsrY;Oo	�
� � � b 1�h-��j}� b ifj b e b 1-1 b eT�3� � ,�1-,B�3� b �
1�1�h��T�ceT�3�41�h-d�,B���<d��41 b � � �3j�h��T������e b h �Bbh8�T�8j � 1�d!1 � h-�2eT,��T 4�3� � ���<��,�1 ��b � r 1�=�m713z5zAo � o � 5�U'oTq²oTm d��8�-�feT,B�wd!j:e2�30 �}�Bbg¥7b � �3j �

�-dª0:d!1�h8,Be b ! ��b�� d{¬�d �T�3���-j},��!d��41 b � � � b �
1�j��c�3h�d � ¤ b � r �-�30A0 b 1��2 ��&� ��b �)�-�30A0 b 1��
i b 1 j �8�3�41 h bT� ,��T� � d!h�j}� b d!h 
21 b �8, b 1´� b j �Bb 0 b �41��-, mi,j > 2 b 1´�&� ��b ��d�h�
21 b �´�8�3�41�g1�,�ifj b 1�� b � � d�h mi,j

� �Cj<d�� � mi,j = 3
 ������30 b 1 b �/�3�T���2h�d �`� ���g1�,�ifj b 1-1 b �*7,+�3��e2�3���-, � �Th bC��b j ¥ �3h8�3j ��b � �<��,B� ��b h8�
� b\¥ ,��3��� W1

b 1 W2

�8j�h ��b � b � � d�e b �
b j�e � , � , b ��� V1

b 1 V2
  �Bb j}h � h-� � j�,91 � ,�h b e21 W1 ×W2

� b h8��d � ,B� b eT�30A0 b j����3h-��j �+b����, ��b h-�
� bg¥ ,B�3�}�C�-j�h � d:�8�30A0 bc� ,Bh b e21 b �3h
1�¤��3���3�<d ��b V1 ⊕ V2
� -C���3�2h-,%� b d � �3h-�

¬�d!eT, ��b 0 b �41¨i'j b �Bb�� ,Bd��3h�d!0:0 b¯��b W1×W2
b �
1 � �6j���,��3� � ,B�?®8��,B�41 b���b � � ,�d!�3h�d�0A0 b �

�}b W1
b 1 W2

� �)d�h-�2eT, � h-�fifj b b �
1{�T�3d �Bb 0 b �'1��fh�d�, b 8fj����3h8�3j ��b �<�}, ��b h-�
� bg¥ ,B�3�}�
W � �3�41 �Bb¯� ,Bd��3h-d�0:0 b �}b � � ¥7b 1 b h b �
1 �}�3�~eT�3��� bg¥7b � b�� �Te2�30 � �3� b�b �cj}� � h8� � j�,�1
� ,Bh b e21 W = W1 × · · · ×Wp

  b 1 � � b � � d�e b � b|� �TeT��0 � �3� bcb � j�� b �-�30A0 bc� ,�h b e21 b
��h81�¤}�3�3�3�<d �Bb V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vp

d	� b e Wi

� b h8��d � ,B��d!�'1 eT�30A0 b j��u�3h8�3j ��b �<��, �}b
h8�
� b\¥ ,B�3��� ��b Vi

��b{� ,Bd��3h-d�0:0 b���b � � ¥}b 1 b h´e2�3��� b\¥}b   b 1 ��b � ,�d!�3h�d�0A0 b´��b W b �
1
b\¥ d�e21 b 0 b �41 � �6j���,B��� � ,B�Y®8�3,B�41 b ��b � � ,Bd��3h�d!0:0 b � ��b � Wi

�&-C� � ,91 � d�h e2�3���-�2i'j b �41
� ��j����3h8�3j ��b �<��, ��b h8�
� b\¥ ,B�3��� � �3j ��b �-�3���8©f�
1��T0 b�� �6¤'© ��b h ��� d��}�¨��j � j�e2�30 ���Bb\¥}b�}b � � ¥7b 1 b h´d��-�8�7e2,B��!¯i'j��6, �<b �
1 rYm\m8p � @ 3Tqsr�n �9o �-, b 1´� b j �Bb 0 b �41´�8,J�-�3� � ,�d���h�d�0A0 b´b �
1
e2�3��� b\¥7b �
���@;�DEH�� � N � , � 1 � rBvgq²o 3�5�z / �%�Tq²o � ogv � r 1�=�m713z5zAogv � o � 5�U'oTq�oTm 3�5�� ��o U'ogv~ogvgq
� 5�� ��pyo /213m ��1��%=�@7m8o��	�4�

(«��1��3�}� i'j b|� d!��� ��b ���30 � �6j�� � ,�d��3h-d�0A0 b   � �6,B� � ,Be b h b2� h-�2� b �'1 b 1��3j�®8�3j�h-� �Bb
�}�30|��h b���b �8�30A0 b 1��T�(«��1��3�}��i'j b   � j�,B�8i'j b �Bb�� ,�d���h�d�0A0 bu� ���<��,91ueT��0 ��� �21 b 0 b �41 � d�0:d!1�h8,Be b/b 1
� �3��e �Bb eT�30 ����bg¥7bw��b � � ¥7b 1 b h2 7e b 1-1 b � ,B�81 b e � d��-�8,�� b eT��0 ��� �21 b 0 b �41 �Bb ��eT��0 ����bg¥7b �
�}b � � ¥7b 1 b h«� � ¤}�Th-,�i'j b �2  b 1 � �3��e �Bb �w�3h-�3j �+b � �<��,B� ��b h8�
� b\¥ ,��3���2�

� b � � ,�d!�3h�d�0A0 b � � d�j ��� j}� 3
�-�30A0 b 1��¨�-���'1%¬�d�eT, �Bb � � , ��� j��
1�h b hT  � j},B�-i'j��6, � �)eT�3h ¦

h b � � �3� ��b �41 �~�}b ���3h-�3j �+b � ����,B� ��b h-��� bg¥ ,��3� ��bª� � b � � d!e bwb j�e � , � , b � ��bw� ,B0 b ���8,B�3�
d!j �}� j�� 3

�
�)d �<�3j}h b ��� 0A�3�41�h b   ��� h-�3,91 b   � d � d�h81-,�1-,B�3� � j�e b h-e ��b S1 d��-�8�7e2,B�ud�j � ,�dO¦

��h�d�0A0 b A2

� �£�3d�j�ey¤ bw� d��}� � dC0�
T0 b �<�3j�h b   ��b e b h-e ��b{� �Te2�3j � � � d�h ��b j ¥�� �3,B�41��
b � ��b j ¥ � b �30 b �41���e2�3h-h b � � �3� � � j��M�8©f�81��T0 b e � �3�~���3� b �8� b �41-, bT�´� �6¤'© ��b h ��� d��}�
�}b«� ,�d��3h-d�0A0 b A1

� � � b �
1 ��b �8©f�81��T0 bª� ��¤4© �+b h ��� d�����i'j��6�3�:����� b h8� b«� d��}� ��b � ��� d!1��
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An

 
n > 1

Bn
8 n > 2 4

Dn

 
n > 4

E6

E7

E8

4F4

G2
6

H3
5

H4
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I2(m) m
m = 5 � � m > 7
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R × R
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, � d ��b j ¥ ey¤<d!0|��h b �T �0:d�,B�5j�� b � b j ��b e � �3,��-�3� � j�,��-i'j��6, � ©­d j��

� b j � ¤'© ��b h ��� d��H� � j}1-h b 0 b �41 � ,91�  ��b � ��b j ¥�� �3,B�41��¯� b«� �3,�� b �41 � d���
21-h b eT�����-, � �Th8�T�
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1
� d��{eT����� bg¥7b �J� b 0�d�h8i'j��3��� i'j b~��b eT�30 ����bg¥7bCb �
1 ��b h�d!��� 1 b 1wi'j b e b 1-1 b e � �3,B�8�3�b �81«�2�4d �Bb 0 b �41 � d�¬�d�e b �'j ���Bb �

� �4d�j�ey¤ b ��bª� d ���3j�h b ���c����1�h8�3j}� bª�Bb eT�30 ����bg¥7b ��b � � ¥}b 1 b h ��b � ,�d��3h-d�0A0 b
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� *7,)�3�u©�e2�3���-, � �Th b j�� b ey¤<d�0|��h b   bT���Bb d bg¥ d�eg1 b 0 b �'1ªj�� b�� d�,�h b���b 0|j�h8�wifj},
�T�6,B�41 b h-� b e21 b �41{d�� b e j���d���� ��b π/2   �Bb � ��b j ¥ d�j}1-h b � � d�,�h b ���2��,��41 b h8� b e21 b �41{d�� b e j��d���� ��b π/3 �� b � � ,�d!�3h�d�0A0 b ��eT�3�}� bg¥7b � �M��b j ¥ �-��0:0 b 1-��eT��h-h b � � �3� ��b �41/d�j ¥ �3h-��j �+b �
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�<q�q 5�@'v �9ogv � oT@�U � ogvwvgrYz / �9o U'ogv
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m71
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ifj}�3,)� b d�j�eT��j � � �6�3j}�fh-d�� b �2 Jifj},¨�2��,��41��Th b �8� b �41 �}� j}1�(�1ªd�j/1�© ��b �}�3� e2�30 � d�e21T <� b
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	 r x oTq y v 5��<q � o ��U / 5�r��<qYv � o X 8 � � 3 �}oTz5r�� γ � o x l y ogvgq�����o/v��frYq�o
� o / 5�r��<q?v x = x0, x1 . . . , xn−1, xn = y
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l(γ) =

n∑

i=1

d(xi−1, xi)
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)rYqYv�ogvgq 1
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dT (x, y) = inf
γ
l(γ)
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LNk ; W�SPL ; [mQDS�kH¬ q [ B Q ;>:oq S,M:�dh�L9[m� q O :o� WPLfS q S ; [ :o��: QDOnLXpPL
R
` 2 Kd=�Qb[mL\h\[m�\kmLNS ; Q ;>:oq S ρ S s LNk ; p q SPY�S : ��p\]NOoLlS :T; [ :�� : QDOnLy]DY\L � W : L\k ; :DB h q kik : ��OnLhPW : k � WPL G1

LNk ; W�S���[ q W�h LfpPL2= : Ljk :DB h�OoLDK
WXS � Q B Q : S ; LNSZQyS ; p�� BRq S ; [mL9[N]�Q � LNY�O�Q B y B L : p��\LD] OnL B y B L [i�NkiW�O ; Q ; h q W\[WPS&h\[ q p�W :A;

Rk−1 × F q�� OnL [�QDSP� p�L
F � QDW ; 1

K =®s W ;>: O : k�Q ;?:nq S�p�L\k'ki� B � ; [ : L\k�D� q p��Nk :n� W�LNklp�L F :<B h q kmL\S ; W�S�h [m�NO :DB_: SZQ : [mLyK
E.F��HG �HI ����������� b L a F ^`_ b N f ^`_�hji d ^R_%k ¤T£Nb¡c a O N�^r¨ d�l N c\¥ N c ^ f £ M i b¡a Q7^BnV^c i f�M 1

m�i r�lDc _G_ lDa�b F = R
` n i�Q7^ d n a�¤ hji a�c m®_ lDa�bvr ^`_f_%k ¤T£Nb¡c`a ^`_ M:£�l n £ _ a O NP^`_ nV^

F
_ lqfZb n�i f _ r i d�lD¤ h l _�i fZb ^ f ^�N btc ^ nV^f_ lqf MDc1l N*hP^ n � a _ lD¤T£Nbtc a ^`_N¦

���TSj���UI��0FWV��������@X � WwO�Q3YNOnQDkmk : �ZYNQ ;>:oq Sfp�LNk LNkmh�QDYNL\k®p�L [mQDS�� 1
] OnLNk

R
` 2q+1 k q S ;OoLNk kmLNWPOnk ��y ; [iLXp�L�p :DB LNS�k :nq S :DB hZQ : [mL � Y\L � W : L B hpyNY?MPLXYNOnQ : [iL B LNS ; OoLNW\[ik>kH� B � �; [ : LNk��D� q p��Nk :n� W�LNkjpBs y ; [mL pZQDS�kXOnQRY q�B h q kmQDS ; LwS�L\W ; [iL � L\OnOnL\k [iLNS � L9[mkiLNS ; Ots q [ : L\S �; Q ;>:oq S  KWXS�W ;>: O : kmLTh q W [wOnL\kwLNkihZQDYNL\k�p�L,p :DB LNSPk :nq S hZQ : [mL'OoL�Y�[ :<; ]�[mL,kiW :o� QDS ; � k : q SS q�; L g = k + p

W�S�LGp��\Y q�B h q k :<;?:nq S�p�L g Q�[ ; QDS�p�W���[ q W�h�L�p�LNk : k q�B � ; [ : L\k p�L F ]OoLNk�ki� B � ; [ : LNk��F� q p��\k :n� W�L\kXk q S ; pZQDS�k�O�QRY q�B h q kmQDS ; L�S�LNW ; [mLwk : L ; kmL\W�OnL B L\S ; k :
k
Y q S ;>: L\S ; WPS�LfQDOn��]\�\[mLGQy���\O : L\S�S�L B Q�V :DB QDOnL�p�L g � �Fq�: [Gv J	�Dxt]ZY?MZQDh :A; [mLj��
 ]
��!  K�;O kiW�� ; p q S�Y,pPL,Y q�B hZQ�[iL�[wOoLNk [mQDS��Fk�p�L g

L ; k
] � W s q S�h LNW ; hZQa[wL%V=L B h�OoL

; [ q W � L�[3pZQyS�kfv !��yx«] QDhPh�L\S�p : Y\L g �
� pZQDS�k'OoL Y0Qyk [m�\LNO«]

F = R
` n ] g = so � 1, n  L\k ; p�L [mQDS�� ⌊1

2
(n+ 1)

⌋ L ;
k = so � n  pPL [�QyS�� bn/2c � OoLNklp�LNWjV�Y q	� S�Y : p�L\S ; L%VPQDY ; L B LNS ;�� W�QDS�p n LNk ;hZQ : [��

� pZQDS�kGOnL�YNQDkGY q�B h�OoL%V=LD] F = C
` m ] g = su � 1, m  L ; k = s(u � m  

× u � 1  )k q S ;.;�q WPklpPLNWjVrp�Lb[mQDS�� m �

� pZQDS�k OoL�YNQDk � WZQ ; L9[mS :oq S :o� WPLD] F = H
` p ] g = sp � p, 1  L ; k = sp � p  × sp � 1  k q S ;.;�q WPklpPLNWjVrp�Lb[mQDS�� p+ 1

�

� LNSP�ZS�pZQDS�k OoL�YNQDk q Y ;mq S :oq S :n� W�L�� ] F = O
` 2 ] g = f4(−20)

L ; k = so(9)
k q S ;

;�q W�k3p�L\WjV�p�Lb[mQDS�� 4
K

E.F��HG �HI ����������� b L a M = Rk−1 × F l�� F ^`_ b nV^ c i f�M 1
m i r�lDc _ M f8� i�n ¤ ^ bhjiy_QnV^ d�lD¤ hji dNbta uvd i b¡awlqf nV^ 6oi�n�i ¤ i c nNn a ¢�£Nc ^ fZbta i ¥sr ^ P i a¡¥sr ^�¦

����� ! 0�$
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��� Sj�|� I��0FWV�������� X q S�[�Q : k q SPS�L hZQ�[®OtsuQD�PkmW\[ip�L3L ;<q S�kmWPh�h q kmLlp q S�S��\L3W�S�L ; L\OnOnLY q�B hZQDY ;>: ��Y0Q ;?:nq S K
ZlS�L : k q�B � ; [ : L g p�L

F
kiL�[�Q : p�LNS ;>: �Z�NLr� O«s : k q�B � ; [ : LT�;p ⊗ g

p�L
M
]®YNL � W :h�L9[ B L ; p�L Y q S�k : p��9[mL�[�O�Q�Y q�B h q k�QyS ; L S�L\W ; [iL GF

0

pPW���[ q W�h L�p�L\k : k q�B � ; [ : L\k3p�L
F
Y q�B_B LXW�Srk q W�k � ��[ q W�h LGp�L G0

K} W�h�h q k q SPk�p s	QD� q [mp � W�L F LNk ; p�LGp :DB LNS�k :nq S,h�Q : [iLDK} q�: L\S ; sx

L ; sy

OoLNklki� B � ; [ : LNkl�F� q p��\k :o� WPLNklp�L F Y\LNS ; [i�NLNk�LNS�pPLNWjV�h q�: S ; k xL ; y p : k ;>: S�Y ; k � W�L\OnY q S � W�LNk\K } q�:<; d WPS�L�p [ q�:A; LGp�L Rk−1 K���O q [ik γ1 = d× {x}
L ;

γ2 = d × {y}
k q S ; pPLNkj�F� q p��\k :o� WPLNkjQDkH� B h ;mq�; L\kXp�L M ]Bk : S��FW�O : ]9[mLNklp s : S�p : YNL 1

K
WjS�S qa; L z = γ1(∞) = γ2(∞) ∈M(∞)

K
=®s q h ��[�Q ;>:nq S g 7→ dg(z)

]dQDh [?]Nk [mL\k ; [ : Y ;>:nq S'��Ots	L\kmhZQyYNL ; QDS��FL\S ; QDW�� q [ip ]VS q W�kp q S�S�LGW�S [mL\h\[m�\kmL\S ; Q ;>:oq S ρ p�L GF
0

kiW\[
TzM(∞)

K
8<STY?MZQ � W�L�h q�: S ; p�L γ1

]
dsx

QGh q W [ � QDOoLNW\[ik®h\[ q h\[mL 1
Q � LNY B W�O ;>: h�O : Y :<; � k−1L ; −1

Q � LNY B W�O ;>: hPO : Y :<; � dimF
] p q S�YfOnL\k � QDOoLNW\[ik�h\[ q h\[iLNk�pPL ρ(sx)

k q S ; 1
Q � LNY

B W�O ;?: h�O : Y :<; � k − 2
L ; −1

Q � LNY B W�O ;>: h�O : Y :<; � dimF
K

� q W\[3Y q S�YNOoW\[mLGY q�B4B LXh\[i�NYN�\p�L B_B LNS ; ] q S � Q B Q : S ; LNSZQyS ; p��NY q�B h q kiL�[ ρ K
���TS S���� b 5 i dsr�lDa _ lqf P O N a d�lqfZb¡a ^ fZb z ^`_ b N f ^ _ l N:_ W Q i c`a¡£Nb«£ n a ¢�£Nc ^ fZb¡a ^ rKr ^nV^
M(∞)

¦
��� Sj�|� I��0FWV�������� XPOoLNk : k q�B � ; [ : L\k|p�L F ]yLNS�hZQ�[ ;>: Y\W�O : L�[ sx

]y��V=L\S ; Y?MZQ � WPL h q�: S ;p�L
P
K:UjQDS�k>W�S�L�YNQ�[ ; L�O q YNQDOnLlQDW ;�q W\[�p�L z ]dO«s � � WZQ ;?:nq S sx(p)− p = 0

LNk ; p�L [�QDS��
dimF � W OnL\k � QyOnLNW [mk�h\[ q h\[mL\k p�L sx

K c Q : k P LNk ; W�S�L�k q W�k �«� Qa[ : � ; � ;�q h q O q � :n� W�L|p�L
M(∞)

p�LwY q p :<B L\S�k :oq S dimF
K Uws	QDh\[�]NkXOoL ; MP� q [�] B L p�L\k�¬ q S�Y ;>:nq S�k :<B h�O : Y :<; L\kN]

P
LNk ; p q S�YGW�S�LGk q W�k �«� Qa[ : � ; �jp :�� �9[mL\S ;?: L\OnOnL�p�L M(∞)

K 	 }�
�
 }
U suQDh [?]Nk�YNL OoL B_B Ly] P h q kmk�]Np�L�W�S LNkihZQDYNL ; QDS��DLNS ; TzP

� W : LNk ; p�W&Y q W�hO«s LNkmh�QDYNLRh\[ q h [mL'p�L ρ(sx)
QDkmk q Y : �'��O�Q � QyOnLNW [ h\[ q h\[mL 1

K c Q : k TzP
L\k ; L\S ¬¡Q :<;��V=�XhZQ�[ ;mq W ; GF

0

]=p q S�Y ρ kmLjp��\Y q�B h q kmLXL\S ρ0 ⊕ ρ1
q�� ρ0

L\k ; OnQ [mL\h\[m�\kmL\S ; Q ;>:oq S
; [ :���: QDOoL�kmW [ TzP

L ; ρ1
L\k ; W�S�L [mL\h\[m�\kmL\S ; Q ;>:oq S(kiW\[TW�S~kiW�h�h�Oo� B LNS ; Q : [mLyK c Q : kQDO q [ik ρ1(sx) = ρ1(sy) = −
�;p�L ; ρ1(sxsy) =

�;p � ρ1

S s LNk ; S : �Zp\]\OnLGS :,; [ :�� : QDOnLy]=Y\L� W : LNk ; QD�PkmW\[ip�LDK�;OW[iLNk ; Lf�T� ; W�p : L�[ OoLjY0QDk q�� F = R
` n ] n :DB hZQ : [NKg q�B4B L OnL\k�kH� B � ; [ : LNk<�F� q p��\k :o� WPLNk>SPLlk q S ; h�QDk<pZQDS�k�O�QjY q�B h q k�QyS ; L3S�LNW ; [mLy]q S [iL B h�O�QDY\L sx

hZQ�[<p�L\k [ qa; Q ;?:nq S�k r1 ] r2 p s	QDS��FOoL π QDW ;mq W\[�p�L�pPLNWjVR�F� q p��\k :o� WPLNkkm�NYNQDS ; L\k p�L F Kd=�QGY\O q�: k q S P ]FY q�B4B L L\S�kmL B ��OnL3p�L\k h q�: S ; k���V=�Nk�k :<B W�O ; QDS�� B L\S ;hZQ�[
r1
L ; r2 ] L\k ; ��S q W � L0QyWwW�S�L k q W�k �
� Q�[ : � ; � p :6� ��[mL\S ;>: L\OnOoLDK WXS h LNW ; p q S�Y>p��`�ZS : [

ρ1

pPLfOnQ B y B L B QDS : ]�[iLDK g s	L\k ;CB Q : S ; L\SZQDS ; W�S�Lb[iLNh\[i�NkmL\S ; Q ;?:nq S�S q S ; [ :o��: QDOnL�p�L
GF

0 =
} W

0 � 1, n  p�L>p :DB LNS�k :nq S n ] B Q : k Y\L ��[ q W�h L>S s LNS�QDp B L ; hZQDk|p�L p :<B L\S�k :oq S: SP¬ �9[ : L\W\[mLX� n+ 1
]�Y\L � W : ¬ q W [mS :A; O�Q�Y q S ; [�QDp : Y ;?:nq SBK



� I � �*
��*�?1����
��� 
T


� � %25 1��.1�� (�% 7

� q W�k>k q�B_B L B Q : S ; L\SZQDS ; h [#y ; k �fp�� BTq S ; [iL�[>OoL ; M�� q [?] B L�J�LNS�W ;>: O : kmQDS ; OnLNk
: p��NL\k3W ;>: O : ki�NL\k pZQDS�klOnL\k Y0QDk3hZQa[ ;>: YNW�O : L9[mkNK
�	��������
���
��

WXS Y q S�k : p\]�[iL ;�q W �iq W\[ik�W�S LNkmh�QDYNL,kH� B � ; [ :o� WPL'��Y q W\[i��W\[mL�S��N�:Q ;>:o� L M pPL
[mQDS��

k > 2
L ; p�LTp :<B L\S�k :oq S m K�WjS S q�; L�LNS�Y q [mL G OnL���[ q W�h L�p�LNk : k q�B � ; [ : L\kpPL

M
]
G0

k�Q�Y q�B h q kmQDS ; LfS�LNW ; [mL�L ; g
k q S QDOo��]N�\[iL�pPL = : LyK g q�B4B LGh\[m�\YN�\p�L B��

B LNS ; ] M̄ pP�Nk : �FS�LlO�QGY q�B hZQDY ;>: �ZY0Q ;?:nq ST�F� q p��\k :o� WPL�p�L M L ; M(∞)
k q S�� q [mpRp�L

`�QDpZQ B Q�[ip KWXS [�Q : k q S�SPL®hZQ�[­O«s	QD��kiW\[mpPL�L\SGkmW�h�h q kmQDS ; p q S�S��NL<W�SPL�k ; [iW�Y ; W\[mL�p :6� ��[iLNS ;>: LNOoOnLkiW\[
M̄

Y q�B hZQ ;?: ��OoL3Q � LNYXY\LNOoOnLlp�L M L ; h q W [ OnQ � W�LNOoOnL3O«s	QDY ;?:nq S�p�L G0

L\k ;
C 1 K�WXSS q�; L α(g)

OtsuQyY ;>:oq S�p s W�S&�NOo� B LNS ; p�W&��[ q W�h L�L ; α(X)
Y\LNOoOnL�p s W�S&�NOo� B LNS ; p�LOtsuQyOn��]\�\[mLyK � � LNYfYNL ;?; L�p�L9[mS : ]�[iLfS q�; Q ;?:nq SB] q SrQ�W�S�L : p�L\S ;>: ��Y0Q ;?:nq S

α : g
'

−→ Kg(TM̄)

q�� Kg(TM̄)
L\k ; O«s LNS�kiL B ��OoL<p�LNk Y?MZQ B h�k pPL � LNY ; LNW\[ik�kmW [ M̄ � W : k q S ; p�L\k Y?M�Q B hPkpPL�� : OoO : SP�wkmW\[ M K � q W\[�Y?MZQ � W�L x ∈ M

] k : g = k + p
LNk ; O�Q�p��NY q�B h q k :<;?:nq S�p�Lg Qa[ ; QyS�QDW�h q�: S ; x ]ZY\L ;?; LfQDh�h�O : Y0Q ;>:nq S'p�LNkiYNL\S�p LNSrW�S�L : p�LNS ;>: �ZY0Q ;>:nq S

αx : p
'

−→ TxML ; αx(k) = 0
K

� W :A;?; L�� B W�O ;?: h�O : L�[ OnQ B � ; [ :o� WPL�p�L M hZQ�[�p�LNk�Y q SPk ; QyS ; LNkXOoL�O q S��Rp�LNk�p : ¬ �¬ �9[mL\S ; k�¬¡QDY ; LNW\[ik�p�L,p�L T M�Q B�� YNL � W : S�L,Y?MZQyS��FL�hZQDk G S : k q S QDY ;?:nq S hZQa[
: k q�B � ; [ : LNk � q S�kmW�hPh q kiL � WPLlOnQ B � ; [ :n� W�L q p�L M Y q	� S�Y : p�L Q a i α Q � L\Y O�Q�¬ q [ B LpPL�� : OnO : S�� B K g s LNk ;i� � � p : [mL � W�L�O«s	QDh�h�O : Y0Q ;>:nq S αx

L\k ; WPS�L : k q�B � ; [ : LlO : S��0Q : [mL pPL pkiW\[
TxM

K
��������������
 �! #"%$&
 �(')�* +$&
��

R
k−1 × F} q�:<; γ W�SPL �F� q p��\k :o� WPL�W�S :<; Q : [mLy]�k : S��FW�O : ]9[mLjp s : S�p : YNL 1

pZQDS�k
M
K���O q [mk � �Fq�: [vC�#�Dxt]�kiLNY ;?:nq S !  O«s W�S :nq S Fγ

p�L\kl�D� q p��Nk :n� W�LNk3hZQa[�QDOoOD]NOoLNk>� γ L\k ; W�S�LGk q W�k � Q�[ : � ; �
;mq�; QyOnL B LNS ; �F� q p��\k :n� W�L�p�L M L ;*: k q�B � ; [ :o� WPL �

Rk−1 × F q�� F LNk ; W�S L\kmhZQyYNLkH� B � ; [ :o� W�L p�L ; �dh�L�S q S�Y q�B hZQDY ; p�L [�QyS�� 1 � �Dq�: [3O�Q��Z�FW [mL J	�  KXWXS�S q�; L f OnQp :DB LNS�k :nq S,p�L F KUX�\Y�[ :o�Fq S�kX�\[ : ] � L B LNS ; OnQTY q S�k ; [mW�Y ;>:oq S p�L
Fγ

K �<O�Q�^ q S�k � S q W�k�QDW�h q�: S ; γ(0)L ; Y?M q�: k : kmk q S�k�W�S h�OnQ ; A Y q S ; LNS�QDS ; γ KXWXS S q�; L g = p0 + k0 O�Q�p��NY q�B h q k :<;?:nq SpPL g Q�[ ; QDS�QDWrh q�: S ; γ(0)
L ; a

O«s	QDOn��]N�\[iLGQD���\O : LNS�S�LfQDkik q Y : �NLf� A K g q�B_B L γ L\k ;pBs : S�p : Y\L 1
] LNOoOnL�QDS�SVW�OoL W�SPL [�QyY : SPL α p�L a � L ; OoLNk9� � LNS ; W�L\OnOoLNk�[mQDY : S�LNk9Y q O : SP�0Q : [mLNk  K
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g q�B4B L q S�OtsuQ � W,��OnQfkiLNY ;>:nq S ��K Jfp�W�Y?MZQDh :A; [mLl� � ]VOts	L\kmhZQDY\L Z(X)∩ p0 Y q S ;>: LNS ;
a B Q : k�S s	L\k ; hZQyk QD� �NO : LNS KjWXS � �9[ : �ZL�¬¡QDY : OnL B L\S ;>� W�LXYys	L\k ; W�S,kH�dk ; ] B L ; [ : h�OnLlp�L= : LD]�L ; Fγ

LNk ; L�V�QyY ; L B L\S ; OnQwk q W�k �
� Q�[ : � ; � ;�q�; QDOnL B L\S ; �F� q p��Nk :n� W�LfQDkik q Y : �\L �
Fγ = exp(Z(X) ∩ p0)(γ(0))

U�L�h�OoW�k
γ
L ; Y?MZQDY\W�S�L�pPLNk��D� q p��Nk :n� W�LNk � W : OoW : k q S ; hZQ�[mQDOnO<]NOoLNk�kNs �NY9[ :�� LNS ;k q W�k O�QX¬ q [ B L

R×{x} q�� R
[iLNh\[i�NkmL\S ; LjW�S�Llp\[ q�:<; L3�jVP�\LXp�L

Rk−1 L ; x hZQ�[mY q W\[ ;
Rk − 2× F � OoLNk h q�: S ; k p�L Rk − 2× F

hZQ�[mQ B ] ; [iLNS ; O�Qf¬¡Q B4: OnOoL p�LNk �D� q p��Nk :n� W�LNkhZQ�[�QyOnOD]\OnL\k �
γ
K

F

) ! γ

Fγ

-q. 0�) ) ! M

γ

! ) 3 0 . / ' 3 .
>�.1. ) . " ' ? % !#"
:<;�0�; ' '��(' !1"

2436587:9<;>=��B?	��!FEoI�& & O M�O�

��C�M��1P1I���R�O1P���!
� !�&�&�� &�O1P

� W :A;?; L��_[mL\hZQ�[�Q B � ; [mL9[ q S��\Y�[ :A; p q S�Y γ(t) = {(t, 0, . . . , 0)} × {p} q�� p L\k ;W�S'h q�: S ; p�L F L ; q S : p�LNS ;?: �ZL F t = {(t, 0, . . . , 0)}×F
Q � L\YXk q S :DB QD�FL3h�O q S��F�NLpZQDS�k

M
L ; F 0 Q � LNY F K~WXS S q�; LTLNSPY q [iL p = γ(0)

] q S OoL�Y q SPk : p ]�[mLTp q SPY���O�Q¬ q�: k Y q�B_B LjW�Srh q�: S ; p�L M L ; W�Srh q�: S ; p�L F KWXSrS q�; L F̄γ
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⊥
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] q S�Q
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p q S�Y ρ(exp(X)) −
�;prLNk ; p�L2[mQDS�� B Q�V :DB QDO�kiW\[ V⊥
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0
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V⊥

k ; Qy��OnL3hZQ�[ ρ K�c Q : k VF ⊕Veucl

LNk ; O«s W�S :o� W�L kmW�hPh�On� B L\S ; Q : [iL3p�L V⊥ k ; Qy��OnL3hZQ�[
ρ∞

] [iLNk ; [ : Y ;?:nq S�p�L ρ QDWr��[ q W�h LfY q�B hZQDY ; KF
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GF
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p q S ; Ots :<B QD�DLjhZQ�[ ρ1

LNk ; �;p � ρ1
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LNk ; W�SPL [mL\h\[m�\kmLNS ; Q ;>:oq S S q S ; [ :�� : QDOnLjpPLp :DB LNS�k :nq S 2m+1
p�L } W
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 h q W\[<W�S'Y\L�[ ; Q : S m ]VYNL � W : LNk ; �\�:QDOnL B L\S ;
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IH :KJ<:KL�LNM � MOJ1P�Q �SR5UTWV RGX3Y[Z]\^X3_a`cb N

d M�;?;�MWefMOPGg : ] B]MhL:i [ ;>:KMhMOj ;kQOl3mfj�inQ [po Mrq]Jts o ;�Pfe�M%e�M%QOM [ ;#i�:1m�MOj�uni [ : o ; o jvQOl�BrwLfJKMxgGMyjrq^z�l [ eU{ = M|z�P ;re�M}QOM}Q H i~L\:<; [ M|Myj�;re�M}J1MOj�e ox� m\: [ M9;We:i~m�jWP�m�L [ M9B4:1M [
;pM�B�L�j�e�M}efl3m�m�M [ e�MOj o J o B]Mymd;pjWjpP [ J�i�j ; [ PfQ9;�P [ M}e�M}J1MOP [ z�l [ eU{ = i^� o l�B o ; [ :KMd6��� LNl3P [ d inP�Q H*� M�; � :KM9B<i~m�mS�4e o Q [ :<;rJKi^j�; [ P�Q9;pP [ M :Kmfe�P\:<;pM|L:i [ Pfm�M|u~i [ : o ; oQyl�B�L�JKM�gfM�jpP [ P�m�M�j�l3P�j-w
u~i [ : o ; o [�o MOJ1JKM R Q~s	Myj�;�efl3m�QvPfm}l3z���M9;�MOj�jpMOm�;?:KMOJ�L�lnP [ m�la; [ Mo ;�P�efMn{

� � 7 ��� +.1 +U53*"+ 1����h� �2+W(�/�+ ���
�?�
� �����[�����6���| ?¡f�U¢¤£f¥I¦�§©¨��|��¦�ª�¨I���
= MrQ/injk«¬l3mfe:i�B�MOm�;#inJ­MOm®� o l�B o ; [ :1M d6� MOj ;4QOMOJ1P\:©e�Myj H8� LNM [ jpP [ «cinQOMyj%e�M

C
n {

= MyP [vo ;�P�e�M%MOj�;�m:ia;�P [ MOJ1JKM4e ] j�¯8PUs	lnm°QOl3m�j ;#ia;pM�¯8PUs :KJ?mUs � i<L�injveUs±P�m\:=«¬l [ B_:Kjpia;>:1l3mMym�e\:<B]Mym�j?:1l3mhj�P�L o�[ :1MOP [ M�l3P o �*i~JKM[q 2 { d s±MOj�; 
 l�:1m�Q/i [po ¯8P\:�JKM²L [ M�B_:KM [ e o B]lnmd; [ i RMym o ;�P�e :�inm�;�JKMyP [ j�� [ l3P�LNMOj�eUs	inP ;pl�B]l [ L H :1j?B�MOj R ¯8P�M4J�i�zNl3P�JKM
B2×2 =

{
(x, y) ∈ C

2; |x|2 + |y|2 < 1
}

M�;³JKMkLNl3J � e\:1jp¯8P�M
∆2 = {x ∈ C; |x| < 1} × {y ∈ C; |y| < 1}
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C2 Qyl3m�;>:1MOm�;³e�MOj�e [ l�:A;�Myji���m�MOj4QOl�B�L�J1MxgGMOj R ¯�P :I«¬l [ B�MOm�;4P�m¤«¬MyP\:KJ1JKM�;#in�3M%L:i [ jpP [ «cinQOMyjhefM � :KM9B<i~m�mU{ 
 i [MxgGM�B�L�JKM�J1M�L�J�inm {Im x = 0} Myj�;²«¬MOP\:1JKJ1M9; o L:i [ JKMyj²e [ l�:A;�MOj {x = r} l�� r L:i [ Qyl3P [ ;
R
{ � P QOl3m�; [ i�: [ M R JKi j�L H\]�[ M<P�m :<; o S3 = {|x|2 + |y|2 = 1} z�l [ e�M<Pfm e�l�B]i�:1m�Mj�; [ :KQ�;�M�B�MOm�; Qyl3m*u3MxgGM]e�MrJts±MOjpL�inQOM�i���m�M

C2 R e�l3mfQ�mfM�LNMOP ;hQyl3m�;�Mym\: [ e�Mrj�P [ «cinQyMe�M � :KM9B<inmfmU{ 8 m}M���M�; R L�lnP [ ;pl3P ;6LNl�:1md; p ∈ S3 :KJSMxg :1j�;�MvP�m�Mv«¬l [ B]M�i���m�M [po MyJKJ1M
a e�M C2 ;�MyJKJ1M�¯8P�M a(p) = 0 M9; a(q) > 0 L�l3P [ ;pl3P ; q ∈ S3 R q 6= p { = i [ Myj�; [ :KQ�;>:1l3meUs	Pfm�MC;pMOJ1JKM�«¬l [ B�M³q4Pfm�Mvj�P [ «cinQyM�efM � :KM9B<inmfm]L:i~jpj�i~md;�L:i [ p jpM [ i�:<;²P�mfM�«¬l3m�Q�;>:1l3mH i [ B�l3m\:1¯8P�Mvi~e\B]M�;?;�inm�;�P�m"B_:Km :DB�P\B�j�; [ :KQ�; R QOM�¯8P\:NmUs±Mxg :Kj ;�M�L�injO{��km]u3l�:A;�e�lnm�Q
; [?] j�j?:<B]LfJKM�B�MOm�;³¯8P�MWQOMyj�e�MyPGg H*� L�M [ j�P [ «cinQyMOjkj�l3m�;ke�M�m:i ;�P [ M�e\:�� o�[ MOm�;�M~{��ki~m�jJ�i�jpP :<;�M l3m L [�o j�MOm�;�Mhe�MOj�l3P ;?:KJ1j6¯8P\:7L�M [ B�M9;�;�MOm�;³e�M [ i �]mfM [ QOM�;?;�M4e\:1j�;>:1m�Q9;?:Kl3m�{

��m L:i [ JKM [ i2;pl3P!��l3P [ j6e�M�b"! N _ T$# Y X�%'&*X�()&kLNl3P [ JKihu~i [ : o ; o QOl�B�L�J1MxgGMkinz�j ; [ i�:<;pM
:Kjpl�B]l [ L H M�qkJKi�z�l3PfJKM6P�m :<; o � LNl3P [ J�i�m�l [ B]M H M [ B_:<;?:KMym�m�M6QOinm�l3m\:1¯8P�M+� e�M
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6 ;pP�e\:Klnm�j B]i�:1md;pMOm:i~md;³J1MOj H8� LNM [ jpP [ «cinQOMyj [po MyJKJ1MOj�� o m o�[ i~JKMOj�e�M
C

n ��l3m MOm ;>:=w
[ M [ i�P�mfM6e oy� m\:<;?:Kl3mhe�MOj uni [ : o ; o j d6� inz�j�; [ i�:A;�MyjBM�;©JKMyP [ jBL [ lnL [ : o ; o j o J o B�MOm�;�i�: [ MOjO{d lnm�j?:1e o�[ l3m�jIe�l3m�Q�Pfm�M H8� LNM [ jpP [ «cinQOM [po MOJ1JKM H e�M

Cn
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 l3P [ ;pl3P ;�QOM%¯8P\:BMOj ;v«ci�:A; :1Q�: R k > 6 j�P���; B]i�:Kj�LNl3P [L�JKP�j²e�M³j?:<B]L�J<:KQ9:<; o l3m<LNMOP ;�jpM [ MOj ; [ M�:Kmfe [ MvinPGg H*� L�M [ jpP [ «cinQyMOj�JD:1jpj�MOj � k = ∞ � l3Pinm:inJ � ;?:K¯8P�Myj � ω �x{� l�;�lnm�j J Jts±l3L o�[ i ;�MOP [ e�M�B�P�JA;>:KLfJD:KQOia;>:1l3m L:i [ i j�P [ JKM � z [po ;#i~m��3MOm�; e�M Cn {
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(
[X, JY ] + [JX, Y ]

)
= [JX, JY ] − [X, Y ]
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= [JX, JY ] − [X, Y ]

# ��' ���  ��%$ �'&�
 ��7)( ��� $  ��+* ��
,&&�.-�
)7 �
8 m0/#inm�/r¯8P�M}j�l3P�j wtu~i [211o / o~R H LNMOP'/435/ [ M}L:i [ i76 o / [po M 1 6�L�J 1 Q 1 /�M86]Mym�/ � J1lGQOi!wJ1M96�MOm�/ R MyJKJ1M¤jys o Q [:1 / QOl;6<6]M®P�m m 1 unM/inP {h = 0} l>� h : Cn → R

MOj=/�Pfm�M«¬lnm�Q8/ 1 l3m®inm�inJ � / 1 ¯8P�M [po MOJ1JKM�e�lnm�/ 0 Myj:/4P�m�MWu~inJ1MOP [*[�o �3PfJ 1D]9[ M~{?> 1 x MOj=/ P�m LNl 1 m�/efM H M5/ v P�m o J o 6]Mym�/%e�M TxCn R dhx(v) = 0 j 1 M8/%jpMyP�JKM86]Mym�/%j 1 v ∈ TxH
M8/

dhx(v) = (dhx ◦ J)(v) = 0 j 1 M5/�jpMyP�JKM86]Mym�/kj 1 v ∈ ξx
{@> 1 l3m^e oy� m 1 / θx

Qyl;6<6]MJKi [ Myj:/ [21 Q5/ 1 l3m°q TxH
e�M dhx ◦ J

R l3m®l3z'/ 1 Mym�/�jpP [ H Pfm�M 1 w
«¬l [ 6�M%e 1 � o9[ MOm�/ 1 MOJ1JKMefl3m�/rJKM}m�l � i~P Myj:/ ξ {BA?M}Q H l 1 g e�M h m�M Q H inmf�3M}z 1 Mym o u 1 e�M86�6�MOm�/ θ ¯8P�M L:i [
6%P�JC/ 1 L�J 1 Q/i�/ 1 lnm]L:i [ P�m�Mk«¬l3m�Q5/ 1 lnm mfM4jys i~m�m8P�J�inm�/³L:injy{
c Pfm 1 e�M²QOM5/2/pM�«¬l [ 6�M R lnm�L�MyP'/Be oy� m 1D[ j�P [ ξx P�mfM[«¬l [ 6]MI¯8P:ine [ i7/ 1 ¯8P�M6inLfL�MyJ o MP !>(ED T & T#5UT Q `:�

Lx(v) = dθx(v, Jv)
�GF �

Z m�LNMOP%efM�Q/i~JKQOPfJ�e 1 � o�[ Mym�/ 1 MyJ8MxgH/ o9[21 MyP [ i76 ] m�M�P�mfM6inP'/ [ M²MxgGL [ MOjpj 1 l3mWefM�J�i�«¬l [ 6]MefMIA7Myu 1 �NL�lnP [ m�s 1 6]LNl [ /pM ¯�PfMOJ­Q H iJ6]L e�M%unMOQ8/pMOP [ j V e ox� m 1 inP�unl 1 j 1 m:in�nM4efM xM5/K/#inm��nMOm�/�q ξ R l3m i
Lx(Vx) = −θx([V, JV ]x)

� � �
d M5/2/pM�M�gGL [ Myjpj 1 l3mL6]lnm�/ [ MWMym¤L�i [ / 1 QOPfJ 1 M [ ¯8P�MrJ1M�Q H l 1 g^e�M h mUs 1 m'M:PfMWjpP [ L ¯�PfML�i [ 6%P�JC/ 1 L�J 1 Q/i�/ 1 lnm|L:i [ P�m�M4«¬l3m�Q8/ 1 l3m m�MhjOs	inm�m8P�J�i~m�/vL:injy{ �N1 m�j 1 JKi�j 1 �3m�i7/�P [ MhefMJKi�«¬l [ 6�M�e�MOA7Myu 1 MOj:/[z 1 MOm�e oy� m 1 M³inP�j 1 �nm�M�L [?] jO{HA?i � �3P [ MNP �Q1 J1JKP�j=/ [ M6Jts o ¯8P:i7/ 1 l3m� � �%e:inmfjWJKM}Q/i~jWl�� L MOj=/rm�l3m e o � o m o�[�o M~{ ��m � i [ MOL [�o jpMym�/ o ξ e:inm�jWJ1M}L�J�i~m
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H l
	 1�� l3m�/�inJ R@1 JIMOj:/%jpP�LfL�l3j o 1 m*u~i
	 1 inm�/ L:i
	 /�	pinm�jpJKi7/ 1 l3m°u3M�	:/ 1 Q/inJ1Mn{ A s	lnL o 	�i7/pMOP�	 JMOj:/²JKi�	plJ/�i7/ 1 l3m�e�M ξ eUs±P�m�¯�P�i
	:/Ie�M /pl3P�	 MOm�jpMym�j²e 1 	�MOQ8/O{ ��mrQOl3m�j 1 e���	pM�P�m�Q H iJ6�Le�MWu3MOQ5/�MyP�	 V L:i
	=/�l3P'/ /�inm��3Mym�/�q ξ M8/4jpPfL�L�lnj o QOl3m�j=/#inm�/he:inm�j4QOM5/2/pM]QOi
	:/pMn{+A7M
/�	�i���M8/I«¬l3m�Q o 	�MOL�	 o jpMym�/�M�e�M�«ci
�yl3m�6]inQ�	pl3j�QOl3L 1 ¯8P�M�JKM�Q�	�lGQ H M5/ [V, JV ] �8l3m]j�P 1 / V RL�P 1 j JV R −V M8/�MOm � m −JV { A?M e o Q/inJKin�3M�unM�	:/ 1 QOinJ7MOj=/vi~JKl
	�j 6]MyjpP�	 o L:i
	 L(V ) {d M5/2/pM�j 1 �3m:i7/pP�	pM�ihP�m<jpMOmfj6� o lJ6 o /�	 1 ¯8P�M³«¬l
	:/ R L:i�	�MxgGM86]L�J1M�JKi4«¬l
	:6]M³e�M)A?Mxu 1MOj:/IL�i
	:/pl3P'/ m�lnmWe o � o m o 	 o M�j 1 M8/IjpMyP�JKM86]Mym�/Ij 1 ξ Myj:/IP�mfM�e 1 j=/�	 1 z�P'/ 1 l3mhe�M�QOl3m�/�inQ8/O{
> 1 JKi «¬l
	26�M<efM A?Mxu 1 MOj=/rL:i
	:/pl3P'/We oy� m 1 M|LNl3j 1 / 1 unM<l3P e oy� m 1 M}m o �3i7/ 1 u3M R l3m e 1 /¯�PfM H Myj:/ # Y1(�` V Y T D T %:Y * #OT�� & ! V !>%�� T � T {'> 1 MOJ1JKM�Myj:/�L:i
	:/pl3P'/�LNl3j 1 / 1 u3Mkl3P L:i
	=/�l3P /m o �*i�/ 1 unM j�inm�jN38/�	pM4m o QyMOjpjpi 1 	�M96�MOm�/�e oy� m 1 M R l3m e 1 /³¯8P�M H Myj:/��xX3`cbO_ T D T %:Y * #OT�� �
& ! V !>%�� T � T {�> 1 MyJKJKM�MOj:/[L:i
	=/�l3P /Im�PfJKJKM R l3m�e 1 /©¯�PfM H MOj=/ 5UT ��`�� * _�X3Y T M8/²e:inm�j²QOM�QOinj
ξ Mym��3Mym�e�	pM�P�m<«¬MyP 1 J1JKM8/�in�3M�e�M³QOl�e 1 6]Mym�j 1 l3m 1

R e�l3m�/6J1MOjI«¬MOP 1 JKJ1MOj jplnm�/�e�MOj²u~i
	 11o / o jQOl;6�L�JKM�gGMOjO{

 i
	�M�gGM96�L�JKM�JKMOj H*� LNM�	�L�J�i~m�j�i���m�Myj�	 o MOJKj[jpl3m�/KA7Mxu 1 w+L�JKi7/�jIM5/�J�i jpL H ��	pMkj=/#inm�we:i
	pe j:/�	 1 Q5/�M86]Mym�/�L�j�MOP�e�l�QOlnm8unMxgGMn{+A7M4Q H iJ6�L�eUs H*� L�M�	pL�JKinm�j�l3z /�MOm8P^j�P�	³QOMOJ1JKM�w+Q 1MOj:/³JKi�j:/�	�P�Q8/pP�	pM4e�M QOlnm�/�inQ8/³j=/#inm�e�i
	peU{
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��m L�MyP'/O6<i 1 m�/�MOm�inm�/�e�l3m�mfM�	³JKMOj�e oy� m 1 / 1 l3m�j�� o m o 	pinJKMyjO{

���������	��
���
�� <�������� ����
����������  % X *
*fT _ _ T u~i
	 11o / o d6� � % T � X�(�`  OY" M
D � %:` T &�� � % V"! X;D * &�� !�#"*fT ( * _�X�% # ξ T Y &�� � % ! *  -( X3Y T�� ( * ( T�#%$ ��TWV !JD * _ T � T J # � (
ξ & V � T�# Y �-Z �=&3` ( T J : ξ → ξ ' J2 = − �+e)( �� -(�` *²X�%:Y[_�X V !>%'&3` Yc`?!>% � P3�%+

��m|m�M³QOlnm�j 1 e o 	�M�	�ih¯�PfMve�Myj[u~i
	 11o / o j²l
	 1 MOm�/#inzfJKMOjy{�,�m�M³uni�	 1Ko / o d6� MOj:/�m o QyMOj-wjpi 1 	�M96�MOm�/ e�Mre 1 6]Mym�j 1 l3m 1 6�L:i 1 	pM R MOm¤� o m o 	pinJ m�lJ/ o M 2n − 1 i/u3MyQ n > 2 {.- l3P�jJ1MOj�l3z8��M8/�j³jplnm�/³j�P�L�LNl3j o j
C k {

���������	��
���
�� P �/��0�0�1 ��2 � 
���
��3�����4� 5 Y X�%:Y & !>% %  T�# & T�# � X�(�`  OY" # M T Y N
D � %:` T�# & T # Y?( ��V Y � ( T�#7698 (ξ, J)

T Y (η,K) ' !>%�X *
*fT _ _ T inL�L�J 1 Q/i�/ 1 lnm d6� & T M
&*X�% # N � % T X *
* _a` V X3Yc`?!>% &3` :N -( T %:Yc`¬X8bO_ T F : M → N Y T _ _ T;$ ��T F ∗ξ ⊂ η

T Y ' * ! � (Y ! � Y X ∈ ξ ' dF (JX) = KdF (X) +< % T X *
* _a` V X3Yc`?!>% 698=$ � ` T�# Y, ?>3X3_ T D T %:Y � %3&3` :N "!JD !>( *�! ` # D T�T�# Y � % 1 j�l;6]l
	 wL H 1 j:6]M@+ < % ` # !JD !>( *�! ` # D T &�� � % T � X�(x`  OY! 698 � T ( #°T _ _ TBA DDC9D T�T�# Y%X *
*fT _  � %i~P'/�l;6�l
	�L H 1 j:6]M@+
��m u o 	 11� Mr«cinQ 1 JKM86]Mym�/ ¯8P�M�J�i 	 o Q 1 L�	pl�¯8P�M�eUs	Pfm 1 j�l;6�l
	pL H'1 j26�M�Myj:/hz 1 Mym P�mfMi~L�L�J 1 Q/i7/ 1 l3m d6� {
��MyPGg�uni�	 1Ko / o j²Mym�/�	pM³JKMyjp¯8P�MyJKJKMyj 1 J�M�g 1 j:/pM�P�m 1 j�l;6�l
	pL H'1 j26�M6j�l3m�/e 1 /�Myj ` # !JD !>( *�!fT�# lnP  $ � ` � X3_ T %:Y T�# {
A?i�«¬l
	26�M6e�MOA7Myu 1 eUs±P�m�M�u~i
	 1Ko / o d6� inz�j=/�	pi 1 /pM�MOj:/²e ox� m 1 M�QOl;6<6]M�L�	 o Q o efM96Ww

6�MOm�/�L:i
	 � F � R l�� θ MOj=/6P�m�M�«¬l
	26�M�e 1 � o 	pMym�/ 1 MyJKJ1M³efM�m�l � inP ξ {HA?i%j 1 �3m:i7/pP�	pM�e�MvJKi«¬l
	26�M�e�M A7Mxu 1 MOj:/ R inPWj 1 �3m�M[L�	��yj R Pfm 1 m*u~i
	 1 inm�/ d6� {
��mWe 1 /­MOm�Qyl
	pM�e�s	P�mfM�u~i
	 11o / od6� ¯8PUs	MyJKJ1M�MOj=/�j:/�	 1 Q5/�M96�MOm�/�LfjpMOPfe�lGQyl3m*u3M�gfM4l3P 	�MOjpLNMOQ5/ 1 u3M96�MOm�/OA7Myu 1 w+L�JKi7/�M�j 1 jpi«¬l
	26�M<e�M A?Mxu 1 MOj=/WL:i
	=/�l3P'/%e oy� m 1 M � L�lnj 1 / 1 unM]l3P m o �*i7/ 1 unM��4lnP 	pMyjpLNMOQ8/ 1 unM96�MOm�/L�i
	:/pl3P'/�m8P�JKJ1Mn{
��EGF H�¨6¡ 4?I�J ¨�ª 4+¥I¦�¢

d l3mfj 1 e o 	plnm�j[Pfm�M³u~i
	 1Ko / o d6� (M, ξ, J) e�M³e 1 6�MOm�j 1 l3m 2n−1 { d l;6<6]M�l3m�Jts	iu�P}JKi4«¬l
	:6]M�e�M A7Myu 1 m�s	Myj:/�L:i~j 1 m�/�	 1 m�j �O¯8P�M86]Mym�/�e oy� m 1 M�L�i
	�JKihj:/�	pP�Q5/�P�	�M d6� efM
M
R 6<i 1 j e o LNMOm�ere�PWQ H l 1 gheUs±P�m�M6«¬l
	:6]M[e 1 � o 	�MOm�/ 1 MOJ1JKM²e oy� m 1 jpjpinm�/ J�i�e 1 j=/�	 1 z�P'/ 1 l3me�s H*� L�M�	pL�JKinm�j ξ {�,�mfM /pMOJKJ1Mk«¬l
	26�M Mxg 1 j=/�MQ/�l3P!��lnP�	pj³Q/i
	 M MOj:/�jpPfL�L�lnj o M%l
	 1 MOm�/ o MM5/ ξ MOj:/³QylGl
	 1 Mym�/ o L:i
	 J {���������	��
���
�� F7� 2 ��1 ��K �L� 
���
��M���  % X *
*fT _ _ T Q/inJ 1 z�	pi7/ 1 l3m & T M � % T 1

A � !>(ED T
θ Y T _ _ T�$ � � T %^Y ! � Y * !n` %:Y x ∈ M ' ker θx = ξx

+
�+J MOj=/ 1 6]LNl
	:/�inm�/ e�M 	pM96]i
	�¯�PfM�	 ¯�P�s	P�mfM Q/i~J 1 z 	�i7/ 1 l3m mUs	i X * (�`?!>(�`�i~P�QOP�mfM

	pi 1 j�l3m eUs 38/�	�M L�	 o j�M�	�u o M L:i
	 JKMOj inP /�l;6�l
	pL H 1 j:6]Myj}e�M M N l3m j�i 1 / jpMyP�JKM86]Mym�/¯8P�M®e�MyPGg QOinJ 1 z�	�i7/ 1 l3mfj]j�l3m�/ 6�P�JC/ 1 L�J1MOj]Jts±P�m�M^e�M®J s inP /�	pM�L:i
	|P�mfM®«¬lnm�Q8/ 1 l3m mfMjys i~m�m8P�J�inm�/³L:injy{
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A?i e�l3mfm o M®eUs±P�m�M®Q/i~J 1 z 	�i7/ 1 l3m 	 1 � 1 e 1=� M�zNM/inPfQOl3P�L M { d l3mfj 1 e o 	plnm�j}JKM°QOinjj:/�	 1 Q5/�M96�MOm�/²L�j�MOP�e�l�QOlnm8unMxgGMn{ �km]j�i 1 /²¯�PfM�JKi 	�MOj:/�	 1 Q8/ 1 l3mre�M dθ q ξ MOj:/�m�l3m�e o � o wm o 	 o M R e�l3m�Q�¯8P�M dθ Myj:/Ie�M 	pinm�� inP46�l 1 m�j 2n {��^i 1 j©Qyl;6�6�M M Myj:/Ie�M�e 1 6]Mym�j 1 l3m

1 6�L:i 1 	�M R JKi<L�P 1 jpj�i~m�QOM�M�gH/ o 	 1 MyP�	pM (n + 1) w 1 �96�M e�M dθ Myj:/ m8P�JKJ1M R inP'/�	pM96�MOm�/ve 1 /JKM�m�l � inP efM dθ MOj:/³e�Mke 1 6�MOm�j 1 l3m 1 M5/O/�	�inmfj�u3M�	pj�M%q θ { �+JUMxg 1 j:/�MkL�i
	�QOl3mfj o ¯8P�Mym�/P�m Pfm 1 ¯8P�M Q H iJ6�L e�M unMOQ5/�MOP 	pj X u o 	 1=� inm�/�MOm /pl3P'/�LNl 1 m�/ X y dθ = 0 M8/]J�iQOl3m�e 1 / 1 l3m efM|m�l
	:6<inJ 1 jpi7/ 1 l3m θ(X) = 1 {���m Jts	inL�LNMOJ1JKM�JKM V"! X;D * & T 86T#T b�e�M ξinjpj�lGQ 1Ko q�JKiWQ/inJ 1 z�	pi7/ 1 l3m θ { >�l3m�M:l7/�L 	 o j�M�	 u3M θ M5/vefl3m�Q ξ R Qyl;6�6�MkJKMQ6�l3m�/�	�M4JKi«¬l
	26�PfJKM 6]in� 1 ¯�PfM�e�M d i
	:/�inm.�

LXθ = d(X y θ) +X y dθ = 0

�vM<L�J1P�j%JKi e�lnm�m o M<eUs	Pfm�M<QOinJ 1 z�	�i7/ 1 l3m � gGM]J�i}«¬l
	26�M]efM A7Myu 1 L ¯8P 1 R ¯8P 1 /2/pMq Qyl3m�j 1 e o 	pM�	 −θ R Myj:/4e oy� m 1 MrLNl3j 1 / 1 unMWjpP�	 ξ {��^i 1 j4JKi|L�	pl ��MOQ8/ 1 l3m π : TM → ξjpP�	 ξ e:inm�j²J�i e 1 	�MOQ5/ 1 lnm�efP<Q H iJ6�L<efM � MOMyz<LNM�	26�M8/[eUs o /pMOm�e�	�M L q /�lnP'/�J s	MyjpL:i~QOM
/#inm��nMOm�//{ ��mrl3z'/ 1 MOm�/[inJ1l
	pj©Pfm�M�«¬l
	26�M�¯8P:ine�	pi7/ 1 ¯�PfM³e oy� m 1 M�L�l3j 1 / 1 u3M�j�P�	 TM L:i�	J�i%«¬l
	:6�P�JKM

qx(v) = Lx ◦ πx(v) + θx(v)
2 ��� �

l�� x ∈ M M8/ v ∈ TxM
{ A?i°e�l3mfm o M eUs±P�m�M Q/inJ 1 z�	pi7/ 1 l3m e o /�M�	26 1 m�M e�l3mfQ Pfm�M

6 o /�	 1 ¯8P�M�	 1 M96]inm�m 1 MOm�m�Mkj�P�	 M { ��m J s inLfL�MyJKJKM�J�i�D< OY?(x` $ �fT & T��WT b # Y T (6inj�jpl�Q 1Ko MqrJKi�Q/inJ 1 z�	pi7/ 1 l3mU{
� lJ/�lnm�j�¯8P�Mhm 1 QOM5/2/�M 6 o /�	 1 ¯8P�M R m 1 jpi]QOJKinjpj�M%Qyl3mf«¬l
	:6]M m�Mhjpl3m�/�Q/inm�lnm 1 ¯8P�Myj �j 1 J s	l3m Qyl3m�j 1 e���	pM P�m�M m�l3PGu3MOJ1JKM|QOinJ 1 z�	�i�/ 1 lnm θ′ = fθ l>� f MOj:/�P�mfM «¬lnm�Q8/ 1 l3m�quni~JKMOP 	pj�j:/�	 1 Q8/�M86]Mym�/�LNl3j 1 / 1 u3Myj R JKi�m�l3PfunMOJKJ1MQ6 o /�	 1 ¯8P�MkjOs o Q�	 1 /

q′ = L′ ◦ π′ + θ′2 = fL ◦ π′ + f 2θ2

e�l3m�Q�l3m|i q′ = fq jpP�	 ξ 6]i 1 j²Mym|m�lJ/�inm�/�Mym�QOl
	pM X JKM³Q H iJ6�L|e�M � MyMOz}inj�jpl�Q 11o q
θ
R
q′(X) > θ′(X)2 = f 2 { > 1 f mUs±MOj=/vL�inj�QOl3m�j=/#inm�/pM o �*inJ1M q 1

R
q′ mUs±MOj:/�e�l3mfQ4L�injP�m�6%P�JC/ 1 L�J1Mve�M q {

��E! H#"©ª 2U¢®§%$���¦��'&)(6  � J[¢3� J[£�¨+*©�
>�l 1 / H Pfm�M H*� LNM�	pj�P�	�«ci~QOM�e�M

Cn R jpP�LfL�l3j o M�j=/�	 1 Q8/pM96�MOm�/[L�jpMyP�e�l�QOl3m*u3M�gGMn{ ��mL�MyP'/%Mym e 1 j:/ 1 m��3P�M�	hJ1MOj4e�MOP�g Q-,J/ o j R ¯�P 1 m�Mk��l3P�Mym�/%L:injhe�MOj 	.,3J1MOj%j � 6 o /�	 1 ¯8P�MOjy{
AIs±P�m|j�M�	piWinL�LNMOJ o V0/ Y" V !>%�� T218T M5/6Jts	inP'/�	pM V0/ Y" V !>% V X
� T e�M H N l3m|L 	pl3LNl3jpM�e�MOP�g
6 o / H l�e�MOj o ¯8P 1 u~inJ1MOm�/�Myj³LNl3P�	�J1MOj�e ox� m 1 	 R /�l3P /�MOj�e�MyPGg J1lGQOinJKMyjO{d H l 1 j 1 jpj�l3m�jkP�mfM�«¬l3m�Q8/ 1 l3m h ¯8P 1 e ox� m 1 /kJKl�Q/inJ1M96�MOm�/ H � h jys i~m�m8P�JKMWM�g�i~Q8/�M�w
6]Mym�/©JKM6J1l3m��ke�M H M5/ 0 MOmrMOj=/IP�m�M6u~inJ1MOP�	 	 o �3PfJ 1 ��	pM~{ d l;6<6]M�l3mWJts	ivu�P R h e oy� m 1 /P�m�MkQ/i~J 1 z 	�i7/ 1 l3m dh ◦ J M8/�e�lnm�QkP�m�M�«¬l
	:6]Mve�MQA7Myu 1 L {43�P 1 /:/�Mkq�Qyl3m�j 1 e o 	pM�	 −h Rl3m®L�MyP'/4jpP�L�LNl3j�M�	 L L�lnj 1 / 1 unMn{ ��m®e oy� m 1 /hinJ1l
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e:i~m�j ∂B { � i
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	26�M

A = exp




ib l 0
l ib 0
0 0 −2ib



 ��C �
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C
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exp(−2ib) M5/ A Myj:/�e 1 in�3l3m:i~J 1 jpinz�J1Mn{9,�m Q/inJ1QOP�J6MymQOl�l
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	�e R e 1 jplnm�j p1

R MOj=/ri7/2/�	�inQ5/ 1 «�i/u3MOQ|u~inJ1MOP�	�j�L�	�l3L�	pMyj
exp(−2l) M8/ exp(−l − 3ib) {@A s	inP'/�	pMWMOj=/�	 o L�P�J1j 1 «²i/unMOQWu~inJKMyP�	pj�L 	pl3L�	�MOj exp(2l)M8/ exp(l − 3ib) { 3 m � m R q Myj:/ H*� L�M�	pzNl3J 1 ¯�PfM i�unMOQ u~inJKMyP�	pj�L�	�l3L�	�MOj exp(−l + 3ib)M8/ exp(l+ 3ib) { >GP�	6JKi � �3P 	pMQP 4 R JKi%jpL H ��	pM ∂B Myj:/ 	�MOL�	 o jpMym�/ o M Mym e 1 6�MOm�j 1 l3m 2inP J 1 MyP}e�M 3 M8/�JKMyj�e�	pl 1 /�Myj�QOl;6�L�JKM�gGMOj�jpl3m�/ 	pMyL�	 o jpMym�/ o Myj�L:i
	�e�Myj�J 1 �3mfMOjO{
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d l3mfj 1 e o 	plnm�j�6]i 1 m�/pMOm:i~m�/rPfm o J o 6�MOm�/�L:i
	pinzNl3J 1 ¯�PfM a ∈ su

�
1, 2 �hM8/ A jpl3mM�gGL�l3mfMOm�/ 1 MOJKJ1Mn{ 3�P 1 /2/pM q®Qyl3m!��P��nP�M�	 R l3m�L�MyP'/�jpP�L�LNl3j�M�	�¯�PfM j�l3m P�m 1 ¯8P�M LNl 1 m�/� gfMhinP zNl
	pe MOj=/ p = [1 : 1 : 0] {

A s	inQ8/ 1 l3m^efM A j�P�	�JKi]e�	�l 1 /pMhL�	�l!��MOQ5/ 1 u3M L L:inj�j�inm�/kL�i
	 p M5/)/�inm��3Mym�/pMWq ∂BmfM LNMOP / 38/�	�M H*� LNM�	�z�lnJ 1 ¯8P�M R e�l3mfQ JKi�u~inJKMyP�	�L�	�l3L�	pM}efM a inj�jpl�Q 1Ko M inP u3MyQ8/�MyP�	L 	pl3L�	�M (1, 1, 0) MOj:/ 1 6<in� 1 m:i 1 	pM³L�P�	�M4M5/³l3m L�MyP'/ o Q�	 1 	�M

a =




−i(d1 + d2) i
(
d1 + 1

2
d2

)
c

−i
(
d1 + 1

2
d2

)
id1 c

c −c id2


 ��� �

l>� d1
M8/ d2

j�l3m�/ 	 o MOJ1j�M8/ c MOj=/vQyl;6]LfJKMxgGM~{�A?Myj�uni~JKMOP 	pj�L�	plnL�	pMyj�e�M a j�l3m�/ id2
M8/

−id2/2
i/u3MOQ 6%P�JC/ 1 L�J 1 Q 1 / o 2 {���m}LNMOP'/ 6<i 1 m�/�Mym:inm�/6e 1 j:/ 1 m��3PfM�	,/�	pl 1 j�QOinj R jpMyJKl3m|JKi«¬l
	26�Mke�M��3l
	pe:i~m efM A {

> 1 d2 6= 0
R
p e oy� m 1 / J s	P�m 1 ¯8P�M%e 1 	pMyQ8/ 1 l3m°L�	�l3L�	�MWinjpj�lGQ 1Ko Mrq|J�i]u~inJ1MOP�	�L 	pl3L�	�M

−id2/2
efl3m�Q a mUs±MOj=/³L:inj�e 1 i~�3l3m:inJ 1 jpinz�JKM³M8/³JKi%«¬l
	26�Mke�M��3l
	pe�inm e�M A Myj:/



e−i

d2
2 1 0

0 e−i
d2
2 0

0 0 eid2




�/< @ �

A s	inQ8/ 1 l3m�e�M A jpP�	 L Myj:/4inJ1l
	pj�Qyl3m!��P��nP o Mrq|P�mfM 	plJ/�i7/ 1 l3m^e�M
C
� 1 M5/ A ine 6�M8/Pfm°e�MOPGg 1 �96�M�L�l 1 m�/ � gGM q ∈ L {+>�P�	�J�i � �3P�	�M<P C R l3m®i|QOM5/2/pM%«¬l 1 j 	pMyL�	 o jpMOm�/ o LL�i
	�P�m�M4jpMyQ8/ 1 l3m L�J�i~m�MkL�lnP�	 � 6]lnm�/�	pM�	�J�i 	pl7/#i7/ 1 l3mU{
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> 1 d2 = 0 M8/ c = 0
R
a MOj:/�m 1 J1L�l7/�MOm�/pM³e�s	l
	�e�	pM 2

R J�i�«¬l
	:6]M�e�M �3l
	pe�inm]efM A MOj=/



1 1 0
0 1 0
0 0 1


 �/<�< �

M8/�MOJ1JKM � gGM Q H in¯8P�M4LNl 1 m�/�e�M L � u3l 1 	�J�i � �3P 	pM P � ��{
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2���*HJI �FL � ��
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 � �FLgHN��
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�
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 �*I HwO

3 m � m|j 1 d2 = 0 M8/ c 6= 0
R
a Myj:/�m 1 J1L�lJ/pMOm�/�M³eUs±l
	pe 	pM 3

R JKi «¬l
	26�M�e�M �3l
	pe�inm<e�M
A MOj:/




1 1 0
0 1 1
0 0 1


 �/< Pn�

M8/ p MOj=/�j�l3m jpMOPfJ LNl 1 m�/ � gGM R qWJ�i�«¬l 1 j6i7/2/�	�inQ5/ 1 « M5/ 	 o L�PfJKj 1 « � u3l 1 	�J�i � �nP�	pM F>@ ��{
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	�e j�l3P�j e�MyjH*� LNlJ/ H �yjpMyj�/�	 �Oj?«¬l
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R lnm LNMOP'/ 	�M96�L�J�inQyM�	 ‖S‖θ
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� ! * �4M8/Wlnm � L�JKinQOM<e�MOjWQylGl
	�e�l3m�m o MOj (x, y) ∈ C2 l�� 1 6 |x|2 + |y|2 6 4 M5/
(x, y) = (2x, 2y) j 1 |x|2 + |y|2 = 1 { 3 J1JKM�Myj:/he 1 � o lJ6]l
	�L H MWq S3 × S1 { > 1 J s	l3me o QOlnP�L�M J�i^j�P�	�«ci~QOM e�M � l3Lf«vJKM}J1l3m��®e�M Jts H*� LNM�	�jpP�	 «cinQOM {y ∈ R}

R l3m lnz'/ 1 MOm�/Pfm�M]u~i
	 1Ko / o Qyl;6�L�JKM�gfM {Im y > 0} e�l3m�/%JKM�z�l
	�e Myj:/4A7Mxu 1 w+L�JKi7//{+A7M�«¬MOP 1 JKJKM5/#in�nMj�l3P�j-w1�pinQyMOm�/°q�J�i�j:/�	pP�Q5/�P�	�M d6� MOj=/^e�lnm�m o L:i
	 JKMyj j�MOQ8/ 1 l3mfj unM�	:/ 1 QOinJKMyj {y =Qyl3m�j=/#inm�/�M } R M5/©l3mhQOl3mfj:/#i�/�M�«cinQ 1 J1M96�MOm�/ ¯�P�s 1 JGQyl
	�	�MOjpLNl3m�e�inP 	pMyQOl3J1JKM86]Mym�/ e�M�e�MOPGgQyl;6�L�l3jpinm�/�Myjke�M � MyMOz®JKMhJKl3mf�|e�P /�l
	�M {y = 0}
R P�m 1 ¯8P�M�«¬MOP 1 JKJ1MhQyl;6�L:inQ8/pMn{ ��mLNMOP /Bunl 1 	?L:i
	?M�gfM86]LfJKM²J�i � �3P�	�M FJF R l��%J1MOj?Q�,7/ o j � m�jBjpM�	pMyQOl3J1JKMOm�/ L:i
	 H lJ6]lJ/ H�o / 1 MqW�*i~P�Q H M4M8/�L:i
	 /�	�inm�j�J�i7/ 1 l3m|q�e�	�l 1 /pMn{
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�TSVUXWxw ��YNZH[6\]Y�^ �TS Z`_�\a^cb$degfih 'kjNjNjVlnm6oqpsrutwvxozyVt

{ S Y�| W ^ W _ SV} \]Z U ^~[6Y���[6YwY�^���b�^c�a��b�^c|�\]Yw��[ U`��S Z`\a[6Y�|,|`b U �a^c|J|`b U � SVW ^c| U`S ZH\][6Y wYw^u�a�]^u|�^xZ���^c|=�c�a� � ^cY�Z`|���^.�6�c[ � �cZ U \a^ W [ �s} �a^L�0^Vdg^cY S ��[ } Z S YNZ�b�Y } [6\aYNZ��w^ u bw^S � SV} Z`�T���k�	b�| S �6^���b$�	[VY�^uY���^ UHS ^xZi| S Y�| U ^cYNZ U ^ U � S Y�|i�a^c|����xZ S \]�a| { � [6b U�} �ab�|�g�	\]Yw��[ U`��S Z`\a[6Y�|n[6Y } ^ubwZ }�SKU ^x�0^ �s} �a^ W [6Y�|Xb��]Z`^ U �]^.�a\ uGU ^���^s� U \2�sZ`_�|�^cZ � SVU`U \a|
$	�V� & {

3 Y } �]b�|���^���[6b U Yw\ U ��^u|�^x�0^ �s} �]^u|�\aYNZH� U ^u|X| S YNZ`|udn�a^u|�|`b U � SVW ^u| U`S ZH\][6Y�Y�^c�a�]^u||X^ U [6YNZJ^u|`|X^uYNZH\]^u�]�a^u|�� S Y�|��]^ W _ SV} \]Z U ^ ���X�`� [6�i[VY�|`^ UHSK��� Y�^ U`S � �a^cb U �xZHb���^ } [6b U^cY��w� � [6YNZ U ^ U �a^ U �c|`b��2Z S Z }wU \aY W \ }�S � {
¡ ¢ � �J£ � � ��� � �¥¤ ��¦�£ � � ����� ��¦�£ 	�� ��
 �

§�E
§ ¨�© J,ªi«­¬%$:®B¯8°±«.J�²6«�*³°±®B©´¯
µ [V\]Z

X
b�Y�^�|Xb U � SKW ^ W [ �s} �]^x�0^ { 3 Y W [ ��} Z S YNZ S/u ^ W |X\a�6Y�^·¶z|`^c�a[6Y¸�k�	[ U \a^cY�Z S!wZ`\a[6Y�¹=�a^�Y�[ ��z�U ^ A · B

�w^ } [6\]YNZH| �$�º\aYNZ`^ U |X^ W ZH\a[VY»�w^ U ^ }wU �u|X^uYNZ S Y�Z`|��V�uY�� U \a��b�^c|�w^T��^ubG� W � S |X|`^u|��g�	_�[ � [6�][6�6\]^ A,B ∈ H2(X,Z)
d,[6Y�[ z ZH\]^uYNZib�Yw^¼��[ U`� ^ z \a�]\ wYw� S \ U ^=|X½ � �xZ U \a��b�^ { 3 Y }�SVU Z`\ W bw�a\a^ U [6Y¼�w� � Y�\2Z¾�k� f6¿GÀ y A oqt À ruÁHvurDÂ À ozyVt A · A W [ �s� ^�]^8Y�[ �%z�U ^8�w^ } [V\aYNZH|Ã�g�	\]Y�Z`^ U |`^ W ZH\][6Y$d W [ �s} ZH�c| S�u ^ W |X\a�6Y�^KdV�$�ºb�Y W [Vb } �a^��6�uY�� U \]�Gbw^�w^ U ^ }�U �u|X^uYNZ S YNZ`|¾��^ A {Ä Y } ^ub0Z S \aY�|X\ W?S � W b��]^ U �Å� S bwZ`[ w \]YNZH^ U |`^ W ZH\][6Y.�$�ºb�Y�^ W [6b U�z ^ W [ ��} �a^x�0^J��^ X [Vb�k�	\]YNZH^ U |`^ W ZH\][6YÆ��^���^cb0� W [6b Upz ^u| {±Ç � S bwZH[ w \aYNZH^ U |X^ W Z`\a[6YÆ\aYw��b�\]Z }�SVU�W ^cZXZH^�\]��^uYNZ`\ � wWuS ZH\][6Yib�Yw^���[ U`� ^ z \]�a\]Y�� S \ U ^J|X½ � �cZ U \a��b�^�|Xb U �Å�º^u| }�SVW ^���^ W [V_�[ � [6�a[6�V\a^ H1,1

R
(X) {È ^ ��SVU ��b�[VY�|���b�^ W [ �s� ^J� S |XZ U b W ZHb U ^ W [ ��} �]^x�0^¾�w[6Y�Y�^�b�Y�^¾[ U \a^cYNZ S Z`\a[6Y W?S!wYw[6Y�\a��b�^KdÃ�Å�º\aYNZ`^ U |X^ W ZH\a[VY���^���^ubG� W [6b Upz ^u| W [ �s} �]^x�0^u|.^c|XZOZH[6bÊÉX[6b U | } [6|X\]ZH\ u ^i[Vb
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YGbw�a�a^�^xZn�Gbg�	b�Yw^ W [6b Upz ^ C �$� S bwZH[ w \aYNZ`^ U |X^ W ZH\a[VY�| Z U \ W Z`^ � ^uYNZJY��u� S ZH\ u ^~^u| Z U \a�6\]��^VdW �º^u|XZ w � w ��\ U ^~�Gbw^ X Yg�	\]Y���b�\2ZJ��^�| Z U b W ZHb U ^ W [ �s} �a^L�w^~|Xb U�S b W b�Y�^ S bwZ U ^=��^u|n|`b U-w� SVW ^c| U �u^c�a�a^c| U ^ }�U �c|`^uYNZ S YNZ�� S W � S |X|`^~��^ C � S Yw| H2(X,Z) {
§�E�� � *����g°±«$ªi«g¯8° « ° *M©´¯8°�J��+*³°³®
©�¯
% � �!��

	 
����!�

µ [6\a^cY�Z
U
b�Y�[Vb u ^ U ZO��^

Cn
^xZ
p
b�Y } [6\]Y�Z���^ U { Ä Y SV}�} ^u�]�a^�� Â�
 f6À � ��^ U^uY

p
� S^uKSVU \a�cZ`� W [ �s} �a^L�0^�[6b u ^ U ZH^ U∧ = {(L, x)}

[6�
x ∈ U

^xZ
L }�SKU`W [Vb U Z�Å�º^uY�|X^ ��z �]^��w^u|�� U [6\]Z`^u| S �sY�^u| W [ �s} �a^L�0^u|���b�\ }�S |X|`^uYNZ }�SKU p ^cZ x { µ [6\2Z E ⊂ U�Å�º^uY�|X^ ��z �]^ {(L, p)} �w^u|�� U [6\2ZH^c|�\]|`|Xb�^u|,��^ p { Ä Y��k� SV}w} ^c�a�a^ ÂDy ¿ Á��Dr�r 1 ÂDr�� À ozyVt�t r�
�
2r��^~�Å�º� W � S ZH^ � ^cYNZ�^cZn[6Y S b�Y�^ SV}�} �]\ WuS ZH\][6YiY S Z`b U ^c�a�]^

π : U∧ −→ U

(L, x) 7−→ x�Gbw\�^uY u [6\a^ E |Xb U p d z \]_�[6�a[ � [ UX} _�^s��^ U∧ \ E
|`b U U \ {p}

^cZ.��b$�º[6Y SV}�} ^u�]�a^
ÂDyVt À Á f Â À ozyVt { µ S·U � W \ }�U [G��b�^ π−1

dM��b�\8Yg�	^c|XZ z \a^cY¸��� � Yw\a^���b�^�|`b U U \ {p}
dÃ^c|XZ

SV}�} ^u�a�c^�� Â�
 f6À rupsrut À ��^ U ^uY
p {� [VY�|`\]��� U [6Y�|n�a^ W?S | n = 2 { Ä Y�bwZ`\a�]\a|`^¾��^u| W [G[ U �w[6Y�Y��c^u| (x, y)

� S Y�| U = C2^cZn[6Y�|`b }�} [6|X^Vd ��b�\]ZXZH^=�OZ UHS Yw|`� S ZH^ U d���b�^ p = (0, 0) {�Ç S � U [V\]ZH^ }�S |`| S YNZ }�SKU p ^cZ
(x, y) } ^ub0Z��cZ U ^ U ^ } � U �c^ }�SVU | S�} ^uYNZ`^ x/y dV� u ^uYNZHbw^u�a�]^ � ^uYNZ´\aY � Y�\a^ {VÇ S�W [6b Upz ^ E^u|XZ Á f6À ozyVt�t r�
�
2r d W �º^u| Z w � w ��\ U ^���b�^ W �º^u| ZÃb�Y } �a[6Yw�6^ � ^uYNZ±��^ C

� 1 ^cZÃ[VY } ^ubwZ³��� WcU \ U ^
U∧ }�SVU ��^cb0� W?SVU ZH^c| (u, v) 7→ (u, uv)

^cZ
(s, t) 7→ (st, t)

[6���a^ W _ S Yw�6^ � ^uYNZ=��^W?SVU ZH^�|u�º� WcU \2Z 1 = sv, t = uv
^xZO[6�

E
\aYNZ`^ U |X^ W ZH^��a^c| W?SVU ZH^c|.|`^u�][6Y (u = 0)

^xZ
(t = 0) {µ \

n
^u| Z } �]b�|�� UHS Y��gd � S |X\]Z`b S ZH\][6Y�^u|XZ¾|`^ ��z � S~z �a^~^cZ�^uY }�SVU Z`\ W b��a\]^ U E ^u| Z�b�Y

C
� n−1 } �][6Y��6� {Ä Y SV}w} ^c�a�a^�� Â�
 f6À �³�g�	b�Yw^�|`b U � SVW ^ W [ ��} �a^x�0^ X ^cY.b�Y } [6\aYNZ p ��^�|`[6Y.\]YNZH� U \a^cb U� S°uVSKU \a�xZH��[ z Z`^uY�b�^T^cY U ^ ��} � S��?S Y�Z�b�Y([Vb u ^ U Z���^ W?SVU ZH^ W [6YNZH^cY S YNZ p }�SVU |`[6Y� W � S ZH�~^cY p { Ç SOW [VY�Z UHSVW ZH\][6Y π : M∧ →M

^cZn�Å�º� W � S Z`^ � ^uYNZJ|`[6YNZ���� � Y�\a| W [ �s� ^}�U � W �u�w^ �s� ^cY�Z {
� �����!������� � � � � � + ��� �"! �*�/� - �

# Z S YNZ���[6Y�Yw�u^�b�Yw^ W [6b Upz ^��a\]|`|`^ C |Xb U X ^xZ
π−1 : X → X∧

�Å�º� W � S Z`^ � ^uYNZ,^uY
p ∈ X

d�[VY SV}�} ^u�]�a^ À Á f twv%$cyVÁLp � r À y ÀÅf 
2r �w^ C |`[6Y¼\ ��S �6^ }�SVU π−1
d ��b�\±Yg�	^c|XZ }�S |b�Y�^ W [6b Upz ^ �]\a|`|X^�|X\ p ∈ C } b�\a|X��b$�	^c�a�]^ W [VY�Z`\a^cY�Z S �a[ U |¾� S�W [Vb Upz ^ ^x� W ^ } Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^

π−1(p) { Ä Y SV}w} ^c�a�a^ À Á f twv%$cyVÁLp � r&� ÁXy'� ÁXr �w^ C �Å� S ��_w� U ^cY W ^�� S Y�| X∧
��^
π−1(C \

{p}) {�Ç S Z U`S Y�|X��[ U`� �u^ }�U [ }wU ^n��^ C ^c|XZ8Yw[VZH�c^
C∧ ( W �º^u|XZ�b�Y�^ W [6b Upz ^¾�a\]|`|X^n�w^ X∧��[6YNZn�Å� S bwZH[ w \aYNZ`^ U |X^ W ZH\a[VY u � U \ � ^

C∧ · C∧ = C · C − 1
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3 Y.� S \]ZudKbwYs�w^u|´\aYNZH� U �xZH|M��^c|M� W � S ZH^ � ^cYNZH|M^u| Z´��^ } ^ U`� ^cZXZ U ^8��^����c|`\aYw�6b�� SKU \a|X^ U�w^u| W [6b U�z ^c| } [6b U �a^u| U ^uY�� U ^~�a\a|X|`^c| {
� �(
 	�,���� �*� ! ����	 ��� !�	�
 -/
 	 

	 � � 	 � 
��!
 � � 	 

	 �

� \2ZH[6Y�|~b�YÆ^x�0^ ��} �]^O\ �s} [ U Z S YNZ
	�� SiW [6b Upz ^ E WuU �c�u^ }�SVU b�YÆ� W � S Z`^ � ^uYNZ~^u| ZbwY�^ W [Vb Upz ^ U`S ZH\][6Y�Y�^c�a�a^J�$� S bwZ`[ w \]YNZH^ U |`^ W ZH\][6Y −1 {0Ç S�U � W \ }�U [G��b�^¾^c|XZ uGUHS \a^¾^xZ8\ �rw} [ U Z S YNZH^ {
������
�� ����������� ����� � � � 9 ������� � ��!#"�$�

%

�&('�"�� �*)�$�� �,+.- / yVo À X ¿ t r�v ¿ Á10
$ f ÂDrsÂDyVp � 
2r32�rOr À C ¿ t rsÂDy ¿ Á��Dr.Á f6À ozyVt�t r�
�
2r 
 oavDvurOm.4 f6¿0À y,0Boqt À ruÁHvurDÂ À ozyVt −1 m f twv
X 5 + 
2yVÁHv~yVt �wr ¿0À ÂDyVt À Á f Â À ruÁ C 6´Â74 rxv À 098:0Pm6oqÁXr<; ¿ 4 o�
$r326oav À r ¿ t r�v ¿ Á�$ f ÂDr=ÂDyVp � 
2r32�r
X∨ r À,¿ t r f � � 
 ozÂ f6À ozyVt π : X → X∨ À r�
�
2r=; ¿ r X rxv À 
(4 � Â�
 f6À � rut ¿ t �wyVoqt À p m�r
X∨ r À C = π−1(p) y � π rxv À 
 f ÂDyVt À Á f Â À ozyVt75

� ^ WcU \]Z �uU ^ } ^cbwZ��c� S �a^ � ^cYNZ �cZ U ^ � \a|�|`[6b�|�� S ��[ UX� ^�|`b�\ uKS YNZH^¸¶�� U3>VW ^·� � S��[ U`� b��]^��g� S �ÊÉX[6Y W Z`\a[6Y�¹ { Ä Y�Y�[VZH^ K �a^ � z�U � W?S Y�[VY�\a��b�^��w^ X dG�Gbg�	[6Y } ^ub0Z�\aYNZH^ U w}wU �cZ`^ UJW [ ��� ^�b�Y���\ u \a|X^ub U�} [6b U�WuS � W b��a^ U ��^u|J\]Y�Z`^ U |`^ W ZH\][6Y�| {
?<@���
�� A7BC� � - / yVozrut À X ¿ t r�v ¿ Á�$ f ÂDr�ÂDyVp � 
2r32�r�r À C ¿ t r�ÂDy ¿ Á��Dr�Á f6À ozyVt�t r�
�
2r

 oavDvur À r�
�
2rD; ¿ r C · C < 0 r À C ·K < 0 5 + 
2yVÁHv�yVt �wr ¿GÀ ÂDyVt À Á f Â À ruÁ C 5

Ä Y­��\]Z��$�ºb�Y�^Æ|`b U � SVW ^ÆY�^ } [6|`|X�u� S YNZ }�S |���^ W [6b U�z ^ U`S ZH\][6Y�Y�^c�a�a^ W [6YNZ U`SVWxwZ`\ z �]^���b$�	^c�a�]^n^c|XZ p.oqt�oqp f 
2r { � [ �s� ^Jb�Ys� W � S Z`^ � ^uYNZ´� S \]Z S b�� � ^uYNZH^ U �]^n�w^ub0�0\ �c� ^Yw[ ��z�U ^¼��^ " ^cZXZH\J��^ 1
d�^cY }�SVU Z S YNZ��$�	bwY�^¼|Xb U � SVW ^ X [VY�Y�^ } ^cbwZ W [6YNZ UHSKW ZH^ U|Xb WuW ^u|X|`\ u ^ � ^uYNZi��b$�ºb�Y»Y�[ ��zwU ^ � Yw\8��^ W [6b Upz ^u|�¶ z \a^uY¸��b$� S b¸��� }�SVU Z X } b�\]|`|X^} [6|X|`�u�w^ U b�Y�^s\aY � Yw\]ZH�.�w^ W [6b U�z ^c| W [6YNZ UHSKW ZH\ z �a^c|D¹ {FE \]Y�|`\ÃZ`[6bwZH^O|Xb U � SVW ^ } [6|X| � ��^S b � [6\]Y�|³b�Y � [0� � �a^ � \]Y�\ ��S ��� }�SVU ZH\ U ��b���b�^u��^c�a�]^�^u| Z�[ z ZH^cY�b�^ }�SVU � W � S Z`^ � ^uYNZH||Xb WuW ^u|X|`\]��| {

G �IHKJ�LNM �PORQTSUOWV �1J.XYO[ZUJ�H �]\

Ä Y�^u|XZ ��S \aYNZ`^uY S YNZJ�c�Gbw\ } � } [6b U �w� � Y�\ U �a^c|n|Xb U � SKW ^u| UHS ZH\a[VY�Y�^u�]�a^c| {
^=��_`�*"���� �*
�" � ��� $.� _ �
� �a� � � �*
�"�"��7!b!b� +�- c t f � �wr�
�
2r |`b U � SVW ^ UHS Z`\a[6YwY�^u�]�a^À y ¿GÀ r=v ¿ Á�$ f ÂDrd; ¿ 4 yVt �wr ¿0À y � À rut�oqÁC8 � f Á À oqÁ~m�r C e 2 � f Á ¿ t r~v ¿ o À r�m.4 � Â�
 f6À rupsrut À vr À m�r.ÂDyVt À Á f Â À ozyVtwvf5

Ä Y uKS¸��S \aYNZH^cY S YNZ�^uY �cZHbw��\a^ U bwY�^Æ� SK� \]�a�a^�\ �s} [ U Z S Y�Z`^Vd8��b�\ W [6YNZH\a^cYNZ�^cY}�SVU Z`\ W bw�a\a^ U � SO} �ab }�SKU ZJ��^c|n|Xb U � SKW ^u| UHS ZH\a[VY�Y�^u�]�a^c| � \]Y�\ ��S �]^u| {
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Ç ^c| v ¿ Á�$ f ÂDrxvOm�r � oqÁ
��r��uÁ ¿ Â�� |X[6YNZ~�a^u| � z�UHS Z`\a[6Yw|�_�[6�][ � [ U`} _�^c| U �u�6b��]\ �cU ^u|¾^uY
C e 1 |`b U

C e 1 {µ [6\]Z
Σ
b�Yw^�ZH^c�a�a^,|`b U � SVW ^ {�� Z`\a�]\a|`[VY�|³��^cb0� WuSVU Z`^u| } [6b U �w� WuU \ U ^8� Svz�S |`^Kd U ^xZ

VS�u ^ W�W [0[ U ��[6Y�Yw�u^u| z ∈ C
^cZ
w ∈ C

^cZ W _ S Y��6^ � ^uYNZ´��^ W [0[ U ��[6YwY��u^c| w = z−1 {6Ç S|`b U � SVW ^ Σ
^u|XZ S �a[ U |�[ z ZH^cY�b�^¾^cY U ^ W [6�]� S YNZ,�a^u|���^cb0� WuSVU Z`^u| (z, [u : v]) ∈ U ×C e 1^cZ

(w, [s : t]) ∈ V × C e 1 { Ä Y } ^cbwZn^ ��^ W Z`b�^ U b�Y U ^ W [6�]�a^ � ^uYNZ��w^=� S ��[ U`� ^
(w, [s : t]) = (z−1, [u : znv])

¶ � ¹
[6�

n
^u| Z�bwY�^uYNZ`\a^ U´} [6|`\2ZH\2�Pd6^cZ,[6Ys[ z ZH\]^uYNZ S \aYw|`\Åd6� z \]_�[6�][ � [ U`} _�\]| � ^ }�UX� |cdGZ`[6bwZH^c|�a^u|�|Xb U � SKW ^u|n��^"!�\ U$# ^ z�U b W _ { Ä Y��]^u|�Y�[KZH^ Σn

d�[V�
n
^c|XZ��Å�º^uYNZH\]^ U bwZ`\a�]\a|`�¾� S Y�|�¶ � ¹ {

����� % �g°±®B©´¯ �&�w®Å°��(« ° �'&�°)(´«$²+*,(Ã©-*�(´®.� °)�g²
/ [6bwZÃ�$� S~z [ U �O[6Y W [6Yw|XZ S ZH^8� SVW \a�a^ � ^cYNZ³��b�^ Σ0

^u| Z´� S � zwUHS Z`\a[6Y�Z U \ u \ S �a^
C e 1×

C e 1 ^xZ��Gbw^ Σ1

^c|XZ,�Å�º� W � S Z`�n�w^
C e 2 ^uY�b�Y } [6\]YNZ { { S Yw| W ^���^ U Y�\]^ U�W?S |�� Skz�S |`^n��^� S � z�U`S ZH\][6Y�|u�º\a��^cYNZH\ � ^��.� SOW [6b U�z ^~^x� W ^ } Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^���^~�Å�º� W � S Z`^ � ^uYNZJ^cZn�a^c| � z�U ^u||`[6YNZn�a^c|8Z UHS Y�|X��[ UX� �c^u| }�U [ }�U ^c|J��^u|n� U [V\]ZH^c| }�S |X| S YNZ }�SVU �a^ } [6\]Y�ZJ� W � S ZH� {

021 !�	$35476)8 1 	 �$479
: 1<;>= 3?6�	 1 9
8 1 !�	$3@4A6
Ç S |`b U � SVW ^ Σn

^u|XZ=b�Yw^ � z�UHS Z`\a[6Ygdg^cZ=[6Y } ^ubwZ~^cY �w� WuU \ U ^.�a^u|�|X^ W ZH\a[VY�|F	)^u�]�a^c||u�º� WuU \ u ^uYNZ¾^cY WuSVU Z`^u|J|`[Vb�|�� S ��[ U`� ^
{
z,

[
n∑

i=0

biz
i : 1

]} [6b
{z, [1 : 0]}

¶ � ¹
Ç S �w^ U Yw\ �uU ^�^u| Z SV}�} ^u�]�u^�� S vurDÂ À ozyVt�oqt
B´t�ozr Z S Yw��\a|8��b�^��]^u| }wU ^ � \ �cU ^c|8|`[6YNZ SV}w} ^ w�a�u^c| vurDÂ À ozyVtwv'B´t�ozrxv {/ [6bwZ`^u|��]^u|8|X^ W Z`\a[6Yw|�|`[6YNZ���^c| W [6b Upz ^u| UHS ZH\a[VY�Y�^u�]�a^c|��a\]|`|X^u| {wÇ ^u|�|`^ W Z`\a[6Y�| � Y�\a^c|��[ U`� ^uYNZ�b�Yi^c| }�SVW ^ u ^ W Z`[ U \]^u� ��^��w\ � ^uY�|X\a[6Y n+1

dG|`[VY�Z��$� S bwZH[ w \aYNZ`^ U |X^ W ZH\a[VY n ^cZ|`[6YNZ _�[ � [6�a[V�6b�^u|�^uYNZ U ^´^u�a�]^u|$Z S Y���\]|)�Gbw^�� S |`^ W ZH\][6Y~\aY � Y�\a^Ã^c|XZ �$� S bwZ`[ w \]Y�Z`^ U |`^ W ZH\][6Y
−n

^xZ�^c|XZn��[6Y W=U \a�6\]��^ {Ç ^c| � zwU ^u|s|`[VY�Zs��^c| W [6b U�z ^c| U`S ZH\][6Y�Y�^c�a�a^c| _�[ � [6�][6�6b�^c| ^uYNZ U ^�^c�a�]^u|.^cZs��[VY W�$� S bwZH[ w \aYNZH^ U |X^ W Z`\a[6Y 0 { Ç �º_�[ � [6�a[V�6\a^ �w^ Σn

^u| Z ^uYw�6^uY�� U �u^ }�SVU � S�W � S |`|X^ F ��^c|� z�U ^c|�^cZ�� S�W � S |`|X^ B ��^�� S |`^ W Z`\a[6Y�\]Y � Y�\]^ { Ä Y u � U \ � ^���b�^�� S�W � S |`|X^���^c|�|`^ W ZH\][6Y�|� Y�\a^c|�^u| Z
F +B {� �g|`^�Z U [6b u ^=��b�^�� S |`^ W ZH\][6Y�\aY � Y�\a^¾^u|XZJ� S |`^cb��a^ W [6b Upz ^��a\]|`|X^��$� S bwZH[ w \aYNZ`^ U |X^ W�wZH\a[VY�Y��c� S ZH\ u ^ ( Σn

^c|XZ��w[6Y W bwY�^�|`b U � SVW ^ � \]Y�\ ��S �]^ } [Vb U n 6= 1 {wÇ ^u|�|`b U � SVW ^c|8��^!�\ U
# ^ z�U b W _Æ|`[VY�Z=ZH[VbwZH^c| U`S ZH\][6Y�Y�^c�a�]^u|ud�^cZ=�a^c|~|`^ubw�a^u|~|Xb U � SVW ^u| UHS Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^u| � \]Y�\ w��S �]^u|8|X[6YNZ
C e 2 ^xZJ�a^c| Σn

d
n 6= 1 {
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(−n)

p

(−n)

p∧(−1)

(0) (0)

(1 − n)

(0)

F∧∨
p

Fp(0) F ∧
p (−1) p∧∨(0)

���	��

�������������������	� �!�#"$�!%'&(���*) &+���!%'&(���,�.-0/	/1-2- �3%'��-
Σn

- %
Σn−1

4 � 	$3@476 �.5?3 	76
{ � WuU \ u [VY�| U`SV} \a�w^ � ^uYNZ W [ �s� ^cYNZ�[VY } ^ubwZ }�S |X|`^ U ��^

C e 2 �
Σn

}�SVU ��^c|� W � S ZH^ � ^cY�Z`|J^cZn��^u| W [6YNZ UHSKW ZH\][6Y�| { { � S~z [ U ��[VY S ���BÉ`� u b���b�^ Σ1

^u| Z¾�k�	� W � S ZH���w^
C e 2 ^cY�bwY } [6\aYNZ { � �)Y�[6b�|J|Xbw�OZ ��S \]Y�Z`^uY S Y�ZJ�w^ }�S |`|X^ U ��^ Σn

�
Σn±1

{µ \J[6Y»� W � S Z`^ Σn

^cY�b�Y } [V\aYNZ p _�[ U |s��^�� S°z�S |X^Vd } b�\]|�|X\J[6Y W [6YNZ U`SVW Z`^�� SZ UHS Yw|X��[ UX� �c^ }�U [ }wU ^ F∧
p

��^�� S � z�U ^ W [6YNZH^cY S YNZ p d��k� S b0ZH[ w \aYNZH^ U |`^ W Z`\a[6Yi�w^�� S�z�S |X^SOS bw� � ^cYNZH�~^cZn[6Y�[ z Z`\a^cY�Z Σn−1
{µ \�[VY�� W � S ZH^Jb�Y } [6\]YNZ´��^�� S�z�S |X^ S/uKS YNZ���^ W [6YNZ U`SVW Z`^ U � S Z U`S Y�| ��[ U`� �u^ }�U [ }�U ^�w^ � S � z�U ^ W [ UXU ^c| } [6Y�� S YNZ`^Vdn�Å� S bwZH[ w \aYNZ`^ U |X^ W ZH\a[VY­�w^Æ� S z�S |`^ S b�� � ^uYNZ`^Æ^xZ¼[VY[ z ZH\]^uYNZ Σn+1

{Ç ^u|´��^cb0�s[ } � U`S ZH\][6Y�|Ã|X[6YNZ,\]Y u ^ U |`^c|,�k�	b�Yw^���^J�Å� S bwZ U ^ W?SVU � S�}�U ^ � \ �uU ^ W [6YNZ U`SVWxwZ`\a[6Y�^cY u [6\]^ F∧
p

|Xb U �a^ } [6\aYNZ F∧∨
p

��^~� SWz�S |X^=�w^ Σn−1
{µ b U � S � �6b U ^ �98 d,[6Y S \aYw��\a��b����a^c|��Å� S bwZ`[ w \]YNZH^ U |`^ W ZH\][6Y»��^ W _ S �Gbw^ W [6b Upz ^^cYNZ U ^ }�SVU ^uYNZH_ � |`^ {
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Ç { / U [6Y���_w^u\ � d43 { µ � SKU^cZ E Yw� U ^ S |udegf Â f Á À r�p f65 r ¿ ÁXr

Ç ^ W [6YNZ`^uY�b¼��^ W ^ W _ SV} \]Z U ^ W [ U`U ^c| } [6Y���^u|X|`^uYNZ`\a^u�]�a^ � ^cY�Z��.�Å� SVU ZH\ W �a^87 �6��9t{
¡ :�;(<
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§ �
§ (´«$ª * �w®
²N²��DC8«$² �FE-&8®HG � (�® �8¯8°Ã²�¬�« � � ² *#IKJ (´«�²V°��8¯J¬�� (,¬
Ç ^�ZH_��c[ U`�c� ^���^ML ^ z |XZH^ UON µ W _�[0^cY � [VY�Z U ^���b�^¼� S | } _ �cU ^¼| Z S Yw� SVU � ^u| Zi� S|X^ub��]^QP SVU \]�cZH� � È |XZ U \ W ZH^ � ^cY�Z } |`^cb���[ W [6YRP6^L�0^���[6YNZ~�k� SVW ZH\][6Y¼��^c| S bwZH[ � [ UX} _�\]| w� ^u| } [V|`| � ��^.b�Y�^��w½GY SV� \a��b�^ U \ W _�^ { { ^ } �abw| W ^xZ`Z`^ �w½GY SV� \a��b�^�|`^ }�U [6�a[VY��6^��wbWTS ZH� W [6YRPV^x�0^Æ� � S¤z [Vb��a^�|XZ S Y�� SVU � ¶z^cY(b�Y�^ SKW ZH\][6Y }�SVU Z`\ W bw�a\ �cU ^ � ^cY�Zs\]Y�Z`� U ^u| w| S YNZH^ } b�\a|X�Gbg�	^c�a�a^�|u�º\a��^cYNZH\ � ^����k� SVW ZH\][6Y��w^u|8\]|`[ � �cZ U \a^c|,�w^¾�Å�º^u| }�SVW ^�_N½ } ^ U�z [V�a\a��b�^W [ �s} �a^L�w^?¹ { Ä Y }�SVU �a^���^ U ^ ��} �a\a|X| S �V^��u��b�\"P SKU \ S Y�Z {

^=��_`�*"���� �*
�" ��� � �7BVU�!b� � � �FW � +Y- / yVo À M ¿ t rYX f ÁLo � À �[Z]\_^ yVt f � �wr�
�
2r U ^ �rw} �a\a|X| S �V^._�[6�a[ � [ UX} _�^a` y ¿ vxoqp � 
2rupsrut À U ^ �s} �a\]|`| S �6^cb m�r M À y ¿GÀ rdX f ÁLo � À � ÂDyVp=0
� 
2r32�rd8 �DyVÁXm�m�yVt À 
2r �DyVÁ m�rxv À Z]\ 0 � ; ¿ oeX f 
2rut À 8 M 5
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� ¿0f t m M rxv À v À ÁLozÂ À rupsrut À ��vur ¿ m�y�ÂDyVt4X4r32�r�r À ÂDyVt�t r32�r 6�yVt¸m6o À ; ¿ r 
2r�ÁXrup=0

� 
 oavDv f�� r�rxv À ÂDyVt4X4r32�r�y ¿ ÂDyVt Â f X4r�vur�
2yVt ; ¿ r 
 f X f ÁLo � À � rxv À 8 �DyVÁ m·v À ÁLozÂ À rupsrut À
��vur ¿ m�y�ÂDyVt4X4r32�r�y ¿ v À ÁLozÂ À rupsrut À ��vur ¿ m�y�ÂDyVt Â f X4r 5
^=�7_ �*".��� �*
�" � � �7)�$.� % � ��� � " � � _b
��#� � +R- / yVo À M ¿ t rYX f Áxo � À � Z]\M^ yVt f �70
�wr�
�
2r U ^ �s} �a\]|`| S �6^8��[ U ZH^ � ^uYNZ,�u��b�\"P SKU \ S Y�Z À y ¿GÀ ÁXrup � 
 oavDv f�� r À r�
 ; ¿ r 
2rxv f6¿GÀ yVpsyVÁ10
���Goavxpsrxv Z]\ m ¿ �DyVÁ m�vur�� ÁXy�
2yVt � rut À rut m�rxv �uo �wy�
2yVpsyVÁ ���Goavxpsrxv�m�r À y ¿GÀ r�
 f X f 0Áxo � À � 5Ä Y S PGb­� � S � Y ��b W _ SK} \]Z U ^ �¾� ��b$�	��� W � S ZH^ � ^cYNZ }�U`� |�b�Y U ^ ��} �]\a|X| S �6^W [6YRP6^L�0^���^¾� S | } _ �cU ^�| Z S Yw� SVU ��^u| Z���\ �g�c[ � [ U`} _w^��=� S z [Vb��a^ { µ \ [6Y���^ ��S Y���^n��^} �ab�|��Å�º�u��b�\"P SKU \ S Y W ^~��[ U Z`^Vd \a� ^u| Z�Z UX� |¾� SKW \a�]^��w^8P6[6\ U ��b$�ºb�Y U ^ ��} �a\a|X| S �V^ W [6YRP6^x�0^^u|XZ³ZH[6b4ÉX[Vb U | z \a_�[6�][ � [ U`} _w^���� Svz [Vb��a^,|XZ S Y�� SVU �$dV| S Y�|M� W � S Z`^ � ^uYNZ } [6|`|X\ z �]^�¶eP6[6\ U�a^u|��w�cZ S \a�a| } �ab�|��][6\aY ¹ {� �³^u|XZ S �][ U |�Y S ZHb U ^u�Ã�w^s|X^O��^ ��S Y���^ U ��b�^u�]| U ^ �s} �a\]|`| S �6^u|¾|`[6YNZ } [V|`|`\ z �a^c|���bW S Z`� W [6Y W?S PV^ { � [ ��� ^�[VY��Å� S P0bgd } ^ UXW ^ U ��^u|+P SVU \]�cZH�c| W [ �s}�SVW Z`^u| } ^ U`� ^cZ���^W [6Y�| Z U b�\ U ^i��^iY�[ ��z�U ^cb0��^x�0^ �s} �a^c| ^cZ �Å�ºb�Y�\ W \]Z`����b WuS | W [VY PV^x�0^�Y$�º^u|XZ } �ab�|���^� \]|`^ {�� b$�º^uY ^u| Z w \]��|`\=[6Y S ÉX[6bwZ`^ b�Yw^�_N½ } [VZ`_ � |X^��$�º�u��b�\"P SVU \ S Y W ^�� { ^ ��S Y���^ U�Gbw^�ZH[VbwZ¾�]^�� U [6b } ^��w^u| S bwZH[ � [ UX} _�\a| � ^c|J|`^ }�U [6�a[VY��6^~^u| Z�b�Y�^�_N½ } [VZ`_ � |X^ ��[ U Z`^�Gbw\ SV�s� Y�^�\ �s� �c��\ S ZH^ � ^uYNZn�Å�ºb�Y�\ W \2ZH��¶z�a^�|`^cb�� U ^ ��} �a\a|X| S �V^ } [6|`|X\ z �]^��xZ S YNZ S �][ U |�Å�º^u| }�SVW ^ }�U [4ÉX^ W ZH\2� }�U \ PV�.��^O� S<z [6b��]^.b�Y�\]Z`�Vd�Y�[VZH�

C e 2 \ B
¹¾^xZ~\a�Ã^c|XZ~Y�� W ^u|X| S \ U ^�$� S |`|`[Vb } �a\ U �Å�º_N½ } [VZ`_ � |X^ {

^=�7_ �*".��� �*
�" � � �7)�$.� % � ��� � " � ��� ��! � � � %�� +�- c t f � �wr�
�
2r U ^ �s} �a\]|`| S �6^J�u��b�\ wP SKU \ S Y�Z m�r M U ^u� S ZH\"P6^ � ^cY�Z f6¿	� ÁXy ¿ �wr F ⊂ Aut(M)
À y ¿GÀ ÁXrup � 
 oavDv f�� r�m�r My�
 À y ¿ v 
2rxv � 
 � psrut À v=m�r F vur � ÁXy�
2yVt � rut À rut·m�rxv �uo �wy�
2yVpsyVÁ ���Goavxpsrxvf5

� [VZ U ^ z bwZ�� S Y�| W ^ W _ SV} \]Z U ^n^u| Z���^ � [VY�Z U ^ U ��b�^�� S Y�|��a^ WuS |���^c|�|Xb U � SVW ^u|,[6YW [6Y�|X^ U P6^=b�Y�^=� UHS Yw��^ U \]�6\a��\2ZH��� � |n��b�^~�a^�� U [6b } ^ F ^u|XZn|Xbw�s| SV�s� ^cYNZ�� U [6| {Ä Y(Yw^ } ^cbwZ }�S |i^u| } � U ^ U �Å�ºb�Y�\ W \]Z`� W?SVU [6Y W [6Yw|XZ U b�\]Zs� SVW \a�a^ � ^cYNZ���\ �g� U ^cY�Z`|^x�0^ �s} �a^c|8� }�SVU Z`\ U ��^
C e 2 \B { � _�[6\a|X\a|X|`[6Y�|�b�Yi�u�]� � ^uYNZ8_N½ } ^ Upz [6�]\a��b�^¾[Vb }�SVU`S!wz [6�]\a��b�^ φ ��^ µ � ¶ 1, 2 ¹ ¶ W �	^c|XZ w � w �w\ U ^�b�Y��u�a� � ^cYNZ���b�\Ã^uYw�6^uY�� U ^Ob�Y�|`[6bw| w � U [6b } ^��^ U`� �iY�[VY W [ �s}�SVW ZL¹ {.E �][ U | φ S �6\]Z�|`b U

C e 2 \ B
^cZO|c�	\]� S � � ^cZ�b�Y } [V\aYNZ � �0^

p
^uYÆ��^u_w[ U |���b z [ U �$d�[6Y } ^cbwZ~� W � S Z`^ U

C e 2 \ B
^uY

p } [6b U [ z Z`^uY�\ U b�Y�Y�[6b PV^u�^x�0^ �s} �a^ {�
 Y�^��g^xZ φ S �V\]Z�^uY W [ U ^�|Xb U �k�	� W � S ZH��^cZ8^cY��6^cY�� U ^�bwYi� U [Vb } ^���^ U`� �nY�[6YW [ �s}�SVW Z { Ä Y } ^cbwZ W [6YNZH\aY�b�^ U ��� W � S ZH^ U ��^c| } [V\aYNZH| � �0^u|���^��Å� SVW Z`\a[6Y���^ φ } [6b U[ z ZH^cY�\ U ��^�Y�[ ��zwU ^ubG�O^x�0^ �s} �]^u| { � ^u| U ^ ��} �]\a|X| S �6^c| W [VY W?S P6^c|,�w^ S3
|X[6YNZ SV}�} ^u�a�c|� Â�
 f6À rupsrut À v�v Àkf t m f ÁXmKv ��^ C e 2 \B {

� I �$©'( J$ªi«�� - / yVo À R ¿ t�ÁXrup � 
 oavDv f�� r�ÂDyVt Â f X4r�m�r�
 f v �����uÁ`r�v Àkf t m f Á m S3 6� ; ¿ oeX f ÁLo f t À ÁXr�
 f6À oeX4rupsrut À 8 ¿ t � ÁXy ¿ �wr F ⊂ Aut(S3) =
µ � ¶ 1, 2 ¹ 5 / o F rxv À t yVtÂDyVp � f Â À r À $cruÁLp � m f twv Aut(S3) 6 f 
2yVÁHv R rxv À�¿ t � Â�
 f6À � v Àkf t m f ÁXm�m�r C e 2 \B 5È ^ ��SVU �Gbw[6Y�|M��b$� SV}�U`� |M�Å�º� W � S Z`^ � ^uYNZ?d φ Y$�º^u|XZ }�S |M�a^8|X^ub��w�u�a� � ^cYNZM��^ µ � ¶ 1, 2 ¹�Gbw\ W [6YNZH\]YGbw^�� S �6\ U z \]_�[6�][ � [ U`} _�\]��b�^ � ^uYNZ´|`b U R 	 W �º^u| Z S b�|X|`\ �a^ W?S |���^JZH[6bw|��a^c|
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�c�a� � ^cY�Z`| � � S Y�Z¾�a^c| } [6\]Y�Z`|J|`b WcW ^u|X|`\"P6^ � ^uYNZ~� W � S ZH�u| { Ä Y�[ z Z`\a^uYNZ S \]Y�|`\ S b � [V\aY�|bwY(� U [Vb } ^¼��b�Y }�SVUHSV�s� Z U ^ W [6YNZH^cY S YNZ φ S �6\a|X| S YNZ�|`b U R { 
 Y }�SKU ZH\ W b��]\a^ U d RS � � ^xZJb�Y W _ SV�s} �w^,PV^ W ZH^ub U |¾_w[6�a[ � [ UX} _�^ {Ä Y } ^cbwZn^uYRPG\a| S �6^ UJ} �]b�|`\]^ub U | }�U [6�][6Y��6^ � ^cYNZH|�Y S Z`b U ^c�a|J��^ W ^ U �u|`bw�]Z S Z {
���	��
���
������ - � ¿ r ÁXrxv À rf0 À 0Bo�
=m ¿ À � � yVÁ �upsr�� rut m6oqpsrutwvxozyVt v ¿ � � ÁLozr ¿ ÁXr��� ¿0f t m 
2r �DyVÁ m rxv À m�rTvxo � t f6Àz¿ ÁXr�m6o � � ÁXrut À r�� � ¿wf t m yVt m�rup f t m�r¼vur ¿ 
2rupsrut À
; ¿ r 
(4 f Â À ozyVt�vur � ÁXy�
2yVt � r � f Á �uoqp � ÁXyVpsyVÁ ���Goavxpsrxv��
§ ��� �)& ( �'���Ã«$²��M©´ª * �0«! �«$²�"$#Ã©'(�¬$�M©´¯�� ��G�«�« °�" C (³©�²_C (Ã©-& * «¬&% �'&,°Ã©´ª�©'( *#I�®B²Nªi«g²
4 1 �$479
:('�5 � 	$3@476

{ S Y�| W ^cZXZH^O|`^ W ZH\][6Y$d)Y�[Vb�| }�U [ } [6|X[6Y�|~b�Y�^O|`^ W [6Yw��^�\]YNZH^ UX}�U �xZ S Z`\a[6Y·�wbÆZ`_��u[ wUX�u� ^=� {È ^ ��SVU ��b�[VY�|$ZH[6b0Z �$� S~z [ U �~�Gbw^��]^Ã� U [6b } ^M��^u| S bwZ`[ � [ U`} _w\a| � ^u|g�$�	bwY�^%P SVU \]�cZH�W [ �s} �a^L�w^�� z [ U ��|u�º\aY4ÉX^ W Z`^�Y S Z`b U ^c�a�a^ � ^cYNZ8� S Yw|��a^¾� U [6b } ^���^c| S bwZ`[ � [ U`} _�\]| � ^u|� È ��b z [ U � { / [VbwZH^x��[6\a| W ^cZXZH^�\]Y4ÉX^ W ZH\a[VY$d W [ �s� ^�[6Y��a^ P6^ U`UHS.} �]b�| z�S |ud�Yg�	^c|XZ }�S |Yw� W ^c|`| S \ U ^ � ^uYNZ }wU [ }�U ^ {
� 
�� 
�!b! � �*� � 8 - e rxvnv ¿ Á�$ f ÂDrxv�ÂDyVp � 
2r32�rxv 8 �DyVÁ m v À ÁLozÂ À rupsrut À ��vur ¿ m�y�ÂDyVt Â f X4r¶ o ¹ m�yVt À 
2r � ÁXy ¿ �wr m.4 f6¿0À yVpsyVÁ ���Goavxpsr�rxv À t yVt�ÂDyVp � f Â À r À¶ oqo ¹ À r�

; ¿ r 
(4 oqt Â�
 ¿ vxozyVt�m�r ÂDr�
 ¿ o*0 Âuo³m f twv�
2r � Á`y ¿ �wr�m.4 f6¿GÀ yVpsyVÁ ���Goavxpsrxv�m ¿ �DyVÁ mrxv À � ÁXy'� ÁXr
vuyVt À�À y ¿0À rxv�m�rxv � Â�
 f6À � v�m�r C e 2 \B 6�y � À rut ¿ rxv�ÂDyVp.psr�m f twv 
2r À � � yVÁ �upsr)�R5

� ^xZ³�cY�[6Y W �,��� W [6bw�a^´��b�Z`_��u[ U`�u� ^,� � U(>VW ^ S b~ZH_��c[ U`�c� ^´��^ L ^ z | ZH^ U-N µ W _�[G^uY {

 Y ^ ��^cZ Yw[6|�_N½ } [VZH_ � |`^c| S |`|Xb U ^cYNZ ��b�^��]^�� U [6b } ^O�$� S bwZH[ � [ UX} _�\]| � ^u|~��b z [ U �^c|XZnY�[6Y W [ ��}�SKW Z?dw��[6Y W ��b�^=�a^ z [ U ��^u| Z z \a^cY�� S | } _ �cU ^=|XZ S Y�� SVU � {Ä Y } ^cbwZn^uY W [ U ^ U ^x��[ U`� b��a^ U �a^ U �u|`bw�]Z S Z�^cY�Z`^ UX� ^���^~| } _ �uU ^�\]YRP SKU \ S Y�Z`^ {
� 
�� 
�!b! � �*� �+* - , t r=v ¿ Á�$ f ÂDr ÂDyVp � 
2r32�r¶ o ¹ �wy4vDv � m f t À�¿ t r~v �����uÁXr S3 � 
2yVt � � rd; ¿ o�
 f m � ÂDyVt�t rDÂ À r¶ oqo ¹ r ÀOf.-Vf t À v ¿0/ v f p.psrut À m.4 f6¿0À yVpsyVÁ ���Goavxpsrxv ; ¿ o � Á � vuruÁ X4rut À ÂDr ÀzÀ r�v �����uÁXr

�wy ¿ Á - oqt m ¿ oqÁXr ¿ t � ÁXy ¿ �wr $cruÁLp � t yVt�ÂDyVp � f Â À m.4 f6¿GÀ yVpsyVÁ ���Goavxpsrxv Z]\
rxv À t � ÂDrxvDv f oqÁXrupsrut ÀM¿ t � Â�
 f6À � m�r C e 2 6,y � À rut ¿ ÂDyVp.psr�m f twv 
2r À � � yVÁ �upsr1�R5

e [6b U |X^ UHSK� ^cY�^ U � W ^cZ`Z`^���[ UX� ^Kd \a�´|`bw�OZ���^ W [6Y�|XZ S ZH^ U ��b�^��a^ U ^ �s} �]\a|`| S �6^W [6Y WuS PV^ } ^ub0Z �cZ U ^ W [ �s} �a�xZH� }�SVU b�Y U ^ �s} �]\a|`| S �6^ W [6YRP6^L�0^ }�SVU � S^z [Vb��a^ } [6b U�w[6Y�Y�^ U bwY�^VP SKU \a�xZH� W [ ��} �a^x�0^~| S Y�| z [ U � ¶ P6[V\ U � S ��� � [VY�|XZ UHS Z`\a[6Y } �]b�|��a[V\aY ¹ {2 W ^O| Z S ��^Kd)\a�Ã^c|XZ W � S \ U ^ � ^uYNZ P S \]Y·�$�	^c| } � U ^ U=W � S |`|`\ � ^ U�}wU � W \a|X� � ^uYNZ=�a^u|VP S!wU \a�xZH�u| W [ �s} �a^L�0^u|�� z [ U �·|XZ U \ W ZH^ � ^uYNZ } |`^ubw��[ W [6Y WuS PV^ { e [6b U |X^ W [6YRP S \aY WuU ^��Gbw^
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��^ ��S Y���^ U |`^cb��a^ � ^cYNZ�� S Yw[6Y wBW [ �s}�SVW \2ZH����b � U [Vb } ^��$� S bwZH[ � [ UX} _�\]| � ^u|�_w[6�a[ w� [ UX} _�^c|���b U ^ ��} �]\a|X| S �6^�Y�^ U ^uY�� }�S |��]^ }�U [ z � �u� ^ SVWuW ^u|X|`\ z �a^Vd W [6Yw|`\a�w� U [VY�|�b�Y^x�0^ �s} �a^��c��\ � S YNZ����¼��� W �¼b��a�]^uY {
� = 1��'1 :
	 5 1 ;,1�� ! � '�5 5 1 6

{ S Y�| 7 ��
 9 d�� W ��b��a�]^uYi��� WuU \]Z,b�Y�^¾|Xb U � SKW ^�� � ¶z^cZ } �]b�| U � W ^ �s� ^cY�Z�� S Y�| 7 ����9 d��^u|J|`b U � SVW ^u| UHS Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^u|H¹ } [V|`|`�c� S YNZ�b�Y S bwZH[ � [ UX} _�\a| � ^ φ W b � bw� S YNZJ�a^c|���^ubG�}�U [ }wU \a�xZH�c|�|`b�\"P S Y�Z`^u|F	¶ o ¹i\a��^u|XZ��$�º^uYNZ U [ } \]^ } [6|X\]Z`\ P6^ (¶ oqo ¹i\a� S � � ^cZJb�Y���[ ��S \aYw^���^ µ \a^c�6^u� {� [ ��� ^ φ ^c|XZ¾�$�	^cYNZ U [ } \a^ } [6|X\]Z`\ P6^Kd \a�)^uYw�6^uY�� U ^ b�Y�� U [Vb } ^=Y�[6Y W [ �s}�SVW Z { � S \]|�a^���[ ��S \]Y�^���^ µ \a^c�6^u�g^u|XZ }�SVU �w� � Y�\2ZH\][6Y�b�Y�[Vb P6^ U Z���^~� S |`b U � SVW ^~� S Y�|��]^u��b�^c� φ^u|XZ W [6Y4ÉXb��Vb��J��b�Y�^ U [KZ S Z`\a[6Y$d4��[6Y W \a� W [6YNZH\]^uYNZ´b�YO[6b PV^ U Z´| Z Snz �a^ z \]_�[6�][ � [ U`} _�^��� Skz [Vb��a^�| Z S Y�� SVU � { µ \ [VY }wU \ PV^�� S |`b U � SVW ^J��^ W ^xZ,[Vb P6^ U Z?d�[6Ys[ z Z`\a^cY�Z�b�Yw^�|Xb U � SVW ^� z [ U � | Z U \ W Z`^ � ^uYNZ } |`^ubw��[ W [6Y WuS PV^ } [6|X|`�c� S YNZ.b�Y S bwZH[ � [ UX} _�\a| � ^O�$�º^uYNZ U [ } \]^} [6|X\]Z`\ P6^ {ÊÇ �	\ ��S �V^M��b�� U [6b } ^,^cY��6^cY�� U � }�SVU φ � S Y�| �a^´� U [6b } ^,�$� S bwZ`[ � [ U`} _w\a| � ^u|��b z [ U ��^c|XZ U ^c� S Z`\ PV^ � ^uYNZ W [ �s}�SVW ZH^�^xZ��k�	\]Y W �]b�|`\][6YiY�^ } ^ubwZ }�S | �xZ U ^ }wU [ }�U ^ {

 Y�b�Y�|`^uYw|ud [6Y } ^cbwZn��\ U ^��Gbw^�� S �w½GY SV� \a��b�^~��^~� S |`b U � SVW ^ S \aY�|X\ W [6Yw|XZ U b�\]Z`^U ^u| ZH^=�O�Å�º� W?SKU ZJ��b z [ U � {
G � OJ£ ���c@ Q�Q M~¤dORQ����IH @��CMCJ @ MB;(<�Q SUO�� M Q���\! YJ.O

{ S Y�| W ^cZ`Z`^8��^ U Y�\ �uU ^,|`^ W ZH\][6Y Y�[Vb�|³��[VY�Y�[6Y�|³b�Y�^8��� � [VY�|XZ UHS Z`\a[6Y=��b�Z`_��u[ UX�u� ^� { � [ ��� ^uY � [6Y�| }�SKU ^cY }wU �u|X^uYNZH^ U �]^���� U [6b��]^ � ^uYNZ {Ä Y W [6Y�|X\a� �cU ^n��[6Y W b�Y U ^ �s} �]\a|`| S �6^ W [VY W?S P6^ R ��^n� S | } _ �uU ^¾|XZ S Y�� SKU �$d��u��b�\ wP SKU \ S Y�Z U ^u� S ZH\"P6^ � ^cY�Zn�.b�Y�|`[Vb�| w � U [6b } ^ F ⊂
µ � ¶ 1, 2 ¹���^ U`� �=^xZJY�[6Y W [ �s}�SVW Z {� [VZ U ^ }�U ^ � \]^ U [6bwZ`\a�$^c|XZn�a^�Z`_��u[ U`�u� ^"!!��� � [6YNZ U �=^cY S Y�Y�^x�0^Kd ��b�\ \ ��} �]\a��b�^�Gbw^

F
Y$�º^u| Z }�S | } b U ^ � ^cYNZO^u�a�]\ } Z`\a��b�^ { � � W [VY�Z`\a^cY�Z ��[6Y W�S b � [6\]Y�|=b�Y�^iZ U`S Y�| w��[ U`��S ZH\][6Y�_N½ } ^ Upz [6�a\]�Gbw^Æ[Vb }�SKUHSnz [6�a\]��b�^Vd8��b�\ S �V\]Z�|`b U R ^cZ�|`b U

C e 2 SV}�U`� |W [6Y4ÉXbw� S \a|X[6Y }�SVU b�Y���\ �g�c[ � [ U`} _w\a| � ^ � È 	
∂R → S ⊂ C e 2 [6� S ���u|X\a�6Yw^�� S| } _ �cU ^=b�Y�\2ZH����^

C e 2 { Ä Y�Y�[VZ`^ φ �Å� S bwZH[ � [ UX} _�\]| � ^¾��^ R ^cZ
φ̃ W ^c�ab�\)��^ C e 2 {Ä Y |X^ z�S |`^ S �a[ U |�|Xb U �k�	�xZHb���^���^u| z�S |`|X\aY�|��$� S Z`Z UHSVW ZH\a[VY ^xZ ��^ U � } b��a|X\a[6Y ��^

φ̃ { 
 �]�a^ } ^ U`� ^cZ��w^ � [VY�Z U ^ U ��^�� S�� [6Y¼Z U`� |��u�]� � ^uYNZ S \ U ^��Gbw^ R |`^ W [ �s} � � ZH^ }�SVU�Å� S ÉX[6bwZ=�$�ºb�Y�^ z [6b��]^O^uY b�Yw^�|`b U � SVW ^i| S Yw| z [ U � X |`b U � S ��b�^c�a�]^ φ S �6\2Z=^uY W [ U ^ {
�¼\a^cb0��d�^u�a�]^ } ^ U`� ^cZ��$�º^x�0_�\ z ^ U � S Y�| X bwY�^Æ� SK� \]�a�a^���^ W [6b Upz ^u| UHS Z`\a[6YwY�^u�]�a^u|�$� S bwZH[ w \aYNZH^ U |X^ W Z`\a[6Y 1

d _�[ � [6�a[V�6b�^u|n^uYNZ U ^ ^c�a�a^c|¾^xZ���[6YNZ�� S�W � S |X|`^ ^c|XZ�\]Y P SVU \ S YNZ`^|`[6b�| �Å� SVW ZH\a[VY=�w^ φ { � ����� W [6bw�a^ S �a[ U | ��b��]^ �s� ^M��^ � [G^cZ`_�^ U ��b�^ X ^u| Z³bwY�^�|Xb U � SVW ^UHS Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^ {
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Ä Y�b0ZH\a�]\a|X^8^uY�|Xb�\]Z`^��]^�ZH_��c[ U`�c� ^J�$�º\aY��w\ W ^J��^ !�[G���6^ } [6b U´� [6YNZ U ^ U �Gbw^���b�\2Z`ZH^� �c�a^cP6^ U φ � b�Y�^ W ^ U Z S \aY�^ } b�\a|X| S Y W ^ φk
d8[6Y } ^ub0Z�|`b }w} [6|X^ U ��b�^ φ }�U �u|X^ U PV^�V�a[ z�S �a^ � ^uYNZ W _ S ��b�^ W [6b U�z ^~^x� W ^ } Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^Vd W ^~�Gbw\ } ^ U`� ^cZn��^~�a^c| W [6YNZ U`SVW Z`^ Uy{� �)|Xbw�OZ S �a[ U |��$�	�xZHb��w\a^ U �]^ W?S |J��^c|n|Xb U � SKW ^u| UHS ZH\a[VY�Y�^u�]�a^c| � \]Y�\ ��S �]^u| {

���
§ � �8²N²6®B¯J²·¬&% �g° °2(����³°±®B©´¯�«�° ¬�« ('��* & ��²6®
©�¯
� 	 ' ;�1 ; �76)8

C � 2

Ä Ys|`^ z�S |`^J|Xb U � S ��^u| WuU \ } Z`\a[6Ys��^u|´�c�a� � ^uYNZ`|,��^ µ � ¶ 1, 2 ¹³��b�\ S �cZH�J� S \2ZH^8� S Y�|�]^ W _ SV} \2Z U ^ �¾� {
� [ �s� ^uY � [6Y�| }�SVU.W [6Y�|`\]��� U ^ U b�Y»�u�]� � ^uYNZO_N½ } ^ U�z [V�a\a��b�^ { Ä Y Yw[VZH^ p+

|X[6Y
} [6\]Y�Z � �0^ S ZXZ UHSKW ZH\2�Pd p− |`[VY } [V\aYNZ � �w^ U � } bw�a|`\2�M^cZ ph

|`[VYTZ U [V\a|`\ �u� ^ } [6\]YNZ � �0^Vd_N½ } ^ Upz [6�]\a��b�^�^cZ�|X\]ZHbw�n_w[ U |´��^J� S�z [6b��]^ B̄ { Ä YOY�[VZH^J^cY W [ U ^ L+

� S � U [6\]Z`^ }�U [ÊÉX^ WxwZ`\ PV^¾��b�\ }�S |`|X^ }�SVU p+

^cZ
ph

d
L−

W ^u�a�]^¾��b�\ }�S |`|X^ }�SVU p− ^cZ
ph
{ � ^u|���^cb0�i� U [6\2ZH^u||X[6YNZ�Z S Y��6^cY�Z`^u|�� S ^uY

p+

^cZ
p−
d U ^u| } ^ W Z`\ P6^ � ^cYNZ {�Ç ^ z�S |`|X\aY��$� S Z`Z U`SVW Z`\a[6Y���^ p+^c|XZ

C e 2 \L−

Z S Y���\]|M��b�^��]^ z�S |X|`\]Y���^ U � } b��]|`\][6Y.��^ p− ^u| Z C e 2 \L+
{�Ç ^ub U b�Y�\a[VY^c|XZ~��[VY W

C e 2 \ {ph}
{ 
 �a�]^ W [6YNZ`\a^uYNZ~b�Y PV[6\a|X\aY S �V^ ��^.� S|z [6b��]^�b�Yw\]ZH� ��^ U`� �u^.^xZ�w^�Y�[ �%z�U ^cb�|`^c|�� U [6\]Z`^u| }�U [4ÉX^ W Z`\ P6^c|ud ��[6YNZ }�SVU ^x�0^ �s} �a^ W ^c�a�]^u|=�Gbw\ }�S |`|X^uYNZ }�SVU

p+

^xZ }�S | }�SVU ph
{

� [6Yw|`\a�w� U [VY�|~b�Y��u�a� � ^cYNZ }�SVU`Snz [V�a\a��b�^ S ½ S YNZ~b�Y�|`^cb�� } [6\aYNZ � �w^O� S Y�|
C e 2 {Ä Y P6[6\2Z S �][ U |�� SVW \a�]^ � ^uYNZn�Gbw^��a^ z�S |`|`\]YT�$� S Z`Z UHSVW ZH\][6Y��w^ W ^ } [6\aYNZn^u| Z

C e 2 ZH[6bwZ^cYNZH\a^ UO{
� [6Yw|`\a�w� U [VY�|�b�Y��u�]� � ^uYNZ }�SKUHSnz [6�a\]��b�^ S ½ S Y�Z8^x� SVW Z`^ � ^uYNZn��^ubG� } [6\aYNZH| � �0^u| {Ç �ºb�Ys��^ W ^cb0� wBW \ ^c|XZ�|`b U S d6[6YO�]^�Y�[VZH^ p+

{�Ç � S b0Z U ^�^c|XZ�|`b U � S � U [V\]ZH^ L+

Z S Y��6^uYNZ`^�J� S | } _ �uU ^,^cY p+
{4Ç ^ z�S |`|X\aY=�$� S Z`Z UHSVW ZH\a[VY���^ p+

^u| Z
C e 2\L+

d } �]b�| p+

�]b�\ w
� � � ^ {
� [6Yw|`\a�w� U [VY�|M^uY � Y.b�Y.�u�]� � ^uYNZ }�SKUHSnz [6�a\]��b�^ � � S Y�Z W _ S ��b�^ } [6\aYNZ±��^8� S � U [6\2ZH^

L+

�Gbw\ ^c|XZnZ S Yw�6^uYNZH^��s� S | } _ �cU ^�^uY¼|X[6Y¼bwY�\a��b�^ } [V\aYNZ � �0^ p+
{�Ç ^ z�S |X|`\aY��$� S Z wZ UHSVW ZH\][6Y�^u| Z¾^cY W [ U ^ (C e 2 \ L+) ∪ {p+}

{Ç ^ U �c|`b � �~|`b�\"P S Y�Zn��� W [6bw�a^���\ U ^ W ZH^ � ^cY�Zn��^ W ^u| W [6Y�|X\a��� UHS Z`\a[6Yw| {
� ��BCBC��� - � y À yVtwv p+ 
2r&�wyVoqt À B�2�r f6ÀzÀ Á f Â À o $�m�r φ̃ 6 p− vuyVt �wyVoqt À B�2�r¾Á � � ¿ 
 vxo $v 4 o�
)rxv À m6o � � ÁXrut À r À L+ 
 f m6ÁXyVo À r � ÁXy 5 rDÂ À oeX4r Àkf t � rut À r 8 
 f v �����uÁXr ¿ t�o À � rut p+ 5	 y ¿0À y ¿ X4ruÁ À m�r C e 2 ÂDyVt À rut f t À 
(4 ¿ t�ozyVtTm ¿ � f vDvxoqt·m.4 f6ÀzÀ Á f Â À ozyVt�m�r p+ r À m ¿
� f vDvxoqtTm�r�Á � � ¿ 
 vxozyVt·m�r p− ÂDyVt À ozrut À�
¶ o ¹ ¿ t X4yVoavxoqt f�� r=m�r 
 f �Dy ¿ 
2r ¿ t�o À � $cruÁxp � r�r À¶ oqo ¹ 
 f $ f p.o�
�
2r�m�rxv�m6ÁXyVo À rxv � ÁXy 5 rDÂ À oeX4rxv � f vDv f t À � f Á p+ 6nv f6¿ $ � X4rut Àk¿ r�
�
2rupsrut À

L+ 5
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Ä Y���\]ZJ�w^=�w^ub0� S b0ZH[ � [ U`} _�\a| � ^c| ψ ^cZ
ψ̃
��^VP SVU \]�cZ`�u| W [ �s} �]^x�0^u|�¶z�cP6^cY�Z`b�^u� w�a^ � ^uYNZ�� z [ U � ¹ X ^cZ

Y
��b$�º\a�a|M|X[6YNZ 
2y�Â f 
2rupsrut À ÂDyVt 5L¿��V¿ � v |u�º\a�w^x�0\a| ZH^n��^u|´[6b PV^ U ZH|

U ⊂ X
^cZ
V ⊂ Y

^cZ�b�Y z \a_�[V�a[ � [ U`} _�\a| � ^ F : U → V
ZH^c� �Gbw^

F ◦ ψ = ψ̃ ◦ F�:��[6� W ^xZ`Z`^T^x� }�U ^u|`|X\a[6Y�^c|XZ���� � Yw\a^ { Ä Y(��\2Z���b�^
U
^xZ
V
|X[6YNZi�a^c| y ¿ X4ruÁ À v¼m�rÂDyVt 5L¿ �6f oavuyVt {Ä Y P S bwZH\]�a\]|`^ U Y�[KZ U ^s�cZ`b���^���^u| z�S |`|X\aY�|��$� S Z`Z UHSVW ZH\a[VY � U(>VW ^ S b��]^ �s� ^.�c�a� w� ^cY�Z S \ U ^���b�\ |`b�\2Z {

� ��BCBC�	� ��
 � U7� 
�!b
�" W ��BC��" � +�- / yVozrut À ψ r À ψ̃ m�rxv f6¿GÀ yVpsyVÁ ���Goavxpsrxv�m�rX f Áxo � À � v·ÂDyVp � 
2r32�rxv ` � X4rut Àz¿ r�
�
2rupsrut À 8 �DyVÁ m b X r À Y 6 
2y�Â f 
2rupsrut À ÂDyVt 5L¿ �V¿ � vm f twv.m�rxv.y ¿ X4ruÁ À v U ⊂ X r À V ⊂ Y 5 c t �wr ¿0ÀJf 
2yVÁHv � ÁXy�
2yVt � ruÁ 
 f ÂDyVt 5L¿ �6f oavuyVt
8»m�rxv·y ¿ X4ruÁ À v�v ÀÅf ��
2rxv U ′ ⊃ U r À V ′ ⊃ V y�
 V ′ ÂDyVt À ozrut À�À y ¿ v 
2rxv"� f vDvxoqtwvm.4 f6ÀkÀ Á f Â À ozyVt�r À m�r�Á � � ¿ 
 vxozyVtTm�rxv �wyVoqt À v'B�2�rxv~m�r ψ̃ m f twv V 5
^=�7BC
�" � � � � � �*
�"
� Y�[VZH[VY�|

U0 = U
d
V0 = V

^cZ
F0 = F { Ä Y���� � Y�\]Z U � W b U |X\ PV^ w� ^cY�Z

Uk+1 = ψ−1(Uk)

Vk+1 = ψ̃−1(Vk)

Fk+1 = ψ̃−1 ◦ Fk ◦ ψ

E \aYw|`\ Fk

^u| Z�bwY�^ W [6YÊÉXb�� S \]|`[6Y¸�a[ W?S �a^�^cYNZ U ^��]^u| [6b P6^ U ZH| Uk

^cZ
Vk
{ { ^ } �ab�|.�a�[6� �w^ub0�

Fk

|X[6YNZ���� � Y�\]|�|X\ � b��2Z S Yw� � ^uYNZ?d$\]�a| W [��
Y W \a��^cYNZ }�SKU �c��b�\ P SVU \ S Y W ^ {�
 Y}�S |`| S YNZ��»�k�	b�Yw\a[6Y$d,[6Y } ^cbwZ���[6Y W�W [VY�|XZ U b�\ U ^·b�Y�^ W [VY4ÉXb�� S \]|`[6Y F∞

^cY�Z U ^Æ�a^c|[6b P6^ U Z`| ⋃

k

Uk

^cZ ⋃

k

Vk

^cZ W ^8��^ U Y�\a^ U³W [6YNZH\a^cYNZÃZH[6bw|Ã�a^c| z�S |X|`\aYw|Ã�$� S Z`Z UHSVW ZH\a[VY�|³��^c| } [V\aYNZ � �w^c|M��^ ψ̃ W [6YNZH^ wYGbw|i� S Y�| V { � [ �s� ^ F ^u|XZi�u� S �]^ � ^uYNZibwY�^ W [6YÊÉXb�� S \]|`[6Y(�w^
ψ−1

^xZ
ψ̃−1

[6Y
} ^cbwZ.��Y�[6b PV^ S b�� S�}�U [6�a[VY��6^ U ÉXb�|X��b$� �T^cY��6�][ z ^ U �]^u| z�S |X|`\aYw|���^ U � } b��a|X\a[6Y { e SVUW [6Y�| Z U b W Z`\a[6YT�]^u|�[Vb P6^ U ZH|��w^ W [6YÊÉXb�� S \]|`[6YT|X[6YNZ�|XZ Snz �]^u|�|X[6b�|��Å� SVW ZH\a[VY¼��^ ψ ^cZ

ψ̃U ^u| } ^ W Z`\ P6^ � ^cYNZ {
� 476)896�� ' 1 6 ! 1 8

Ç ^ } �][6Y��6^ � ^cYNZ���^ S3
¶ S P6^ W | S | Z U b W Z`b U ^ � È | Z S Y�� SVU � ¹¾� S Y�|�b�Y�^O|Xb U � SVW ^^u|XZ,�a[ W?S �a^ � ^uYNZ´b�Yw\a��b�^n�$� SK}�U`� |��a^�Z`_��u[ UX�u� ^ � ��b W _ SV} \2Z U ^ ��� { { ^ } �abw|udN�Å� SVW ZH\a[VY�$�	bwY S b0ZH[ � [ U`} _�\a| � ^ |Xb U b�Y�^s_N½ } ^ U |`b U � SVW ^s���xZH^ UX� \]Y�^O|`[6Y SVW ZH\a[VY }�SVU Z`[6bwZ { � �|u�º^uY�|Xb�\]Z¾�Gbw^

φ
^u|XZ¾�a[ W?S �]^ � ^uYNZ W [6YÊÉXb��6b��Kd S b � [V\aY�| S b_PV[6\a|X\aY S �6^~��^�|X^u| } [6\aYNZ`|� �0^u| S b z [ U �$d �.� S Z UHS Y�| ��[ U`��S Z`\a[6Y � [G� � �]^ φ̃ S �6\a|X| S YNZJ|Xb U C e 2 \B {
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Ä Y SV}�} �]\a��b�^��a^ }wU \aY W \ } ^ ��^ }�U [6�a[VY��6^ � ^uYNZ���^c| W [6Y4ÉXb�� S \a|X[6Y�|F	�� U3>VW ^ S b�]^ �s� ^ � [6Y } ^cbwZ }�U [V�a[6Y��V^ U � S�W [6Y4ÉXb�� S \a|`[VY S b0ZH[6b U ��^c| } [6\]Y�Z`| � �0^u|��»b�Yw^W [6Y4ÉXb�� S \a|X[6YO^uYNZ U ^���^c|DPV[6\a|X\aY S �6^u|M��^c| z [ U ��|´��^ R ^cZ���^
C e 2 \B { Ä Y } ^ubwZ S �][ U |W [ �s} �a�xZH^ U �]^ U ^ �s} �]\a|`| S �6^ R ^uYÆb�Y�^ P SKU \a�xZH� W [ ��} �]^x�0^O| S Y�| z [ U � ^cY U ^ W [V�a� S Y�Z� S�z [Vb��a^ B ��b W S Z`� W [6Y WuS PV^ {

�R� 
%U�
 � ��� �*
�" 
 - � 
gr326oav À r ¿ t r�v ¿ Á�$ f ÂDr~ÂDyVp � 
2r32�r¾v f twv �DyVÁ m X r ÀM¿ t r f � � 
 o*0Â f6À ozyVt i : R → X �uo �wy�
2yVpsyVÁ ���wr�v ¿ Á�vuyVtToqp f�� r 6 À r�
�
2rxv ; ¿ r 
¶ o ¹ X \ i(
◦

R) rxv À oavuyVpsyVÁ ���wrd8 
 f �Dy ¿ 
2r=v ÀÅf t m f Á m $cruÁLp � r ^¶ oqo ¹ 
(4 f6¿0À yVpsyVÁ ���Goavxpsr i∗φ m�r i(R) vur � ÁXy�
2yVt � rOrut ¿ t f6¿GÀ yVpsyVÁ ���Goavxpsr.m�r X 6
; ¿ 4 yVtTt y À r.rut ÂDyVÁXr φ ^

¶ oqoqo ¹ 
(4 f Â À ozyVt�m�r φ v ¿ Á X rxv À ÂDyVt 5L¿��V¿ � r 6 f6¿ X4yVoavxoqt f�� r�m�r X \
◦

R 6 8 
(4 f Â À ozyVt�m�r
φ̃ v ¿ Á ¿ t X4yVoavxoqt f�� r�m�r 
 f �Dy ¿ 
2r ¿ t�o À � $cruÁxp � r�m�r C e 2 5È ^ ��SVU ��b�[VY�|~�Gbw^s�w^s� Si� � � ^�� S�� [6Y�[6Y�[ z ZH\a^cYNZ~�a^ U �c|`b��2Z S Z W [ �s} � � ZH^ � ^uYNZ�c�a� � ^cY�Z S \ U ^�|`bw\ P S YNZ {

�R� 
%U�
 � ��� �*
�" � - � oavuyVpsyVÁ ���Goavxpsr � Á �xv�6 
2r=vur ¿ 
 ÁXrup � 
 oavDv f�� r.ÂDyVt4X4r32�r�m�r 
 fv �����uÁXr�v ÀÅf t m f Á m � ; ¿ oeX f ÁLo f t À ÁXr�
 f6À oeX4rupsrut À 8 ¿ t � Á`y ¿ �wr�$cruÁLp � t yVt·ÂDyVp � f Â À rxv À

 f �Dy ¿ 
2r~v Àkf t m f Á m $cruÁLp � r 5e rOvur ¿ 
³ÁXrup � 
 oavDv f�� rOÂDyVt Â f X4r $cyVÁ À rupsrut À � ; ¿ oeX f ÁLo f t À m�r 
 f v �����uÁXr.v Àkf t m f Á mrxv À C e 2 \B 5Ç ^~�a^ ��� ^ � �a\"P U ^�b�Y�^~\aY0��[ U`��S ZH\][6Y WcU b W \ S �]^�|`b U X {
� ��BCBC� ���R- egf v ¿ Á�$ f ÂDr X ÂDyVt À ozrut À�¿ t r�ÂDy ¿ Á��Dr&
 oavDvur 6 oqÁLÁ � m ¿ Â À o ��
2r 6 Á f6À ozyVt�t r�
�
2rm.4 f6¿GÀ y,0Boqt À ruÁHvurDÂ À ozyVt 1 ; ¿ o f � � f Á À ozrut À 8 ¿ t � oqt ÂDr f6¿ � Á � vuruÁ X � � f Á φ m�yVt ÀÃf6¿ � 
 ¿ v¿ t � 
 � psrut À rxv À Á � m ¿ Â À o ��
2r�r À m�yVt À 
(4 ¿ t�o ; ¿ r �wyVoqt À 0�� f vur~rxv À 
2r �wyVoqt À B�2�r f6ÀzÀ Á f Â À o $m�r φ m f twv ∂R 5{ � SV}�UX� |±�a^M�a^ ��� ^M��^ � [G^cZ`_�^ U d W [ �s� ^ X W [VY�Z`\a^cY�Z ^cY }�SVU ZH\ W b��]\a^ U b�Y�^ W [6b Upz ^U`S ZH\][6Y�Y�^c�a�]^¾�$� S bwZ`[ w \]Y�Z`^ U |`^ W ZH\][6Y 1

d W �	^c|XZ�b�Y�^~|`b U � SVW ^ UHS ZH\a[VY�Y�^u�]�a^ {Ä Y�Y�[VZ`^
|C|

�a^ } \aY W ^ S b�[ z ZH^cYGb�� S Y�|��a^��a^ �s� ^ ��� ^xZ C b�Yw^���^�|`^c| W [6b U�z ^c|�V�uY�� U \a��b�^c| {
����� ��©´¯8°2(����³°³®
©�¯ ¬�«g² �M©'& ( #³«g²·«! ��Ã«�*)°±®B©´¯J¯J« � �0«$²

Ä Y W _w^ U`W _w^ ��S \aYNZH^cY S YNZ±� W [6YNZ U`SVW Z`^ U �a^u| W [6b Upz ^u| ^x� W ^ } Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^u| ��^ X } [6b U|X^ UHSK� ^cY�^ U�S b W?S |8��^u|�|Xb U � SKW ^u| UHS Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^u| � \]Y�\ ��S �]^u|udV�Gbg�	[6Y W [ �s}�U ^cY�� z \]^uY {
� ��BCBC� �:� - � 
Ãr326oav À r ¿ t�rut À ozruÁ k À r�
�; ¿ r φk B�2�r � 
2y � f 
2rupsrut À Â�� f Â ¿ t r.m�rxvÂDy ¿ Á��Drxv�r32�ÂDr�� À ozyVt�t r�
�
2rxvf5
^=��BC
�" � � � � � �*
�" � �a^c|���\ PG\]|`^ub U |���^ X |`^ } �][6Y��6^cY�Z�Y S ZHb U ^u�]�a^ � ^cY�Z¾� S Y�|¾�Å�º^u| w}�SVW ^O��^ W [V_�[ � [6�a[6�V\a^ H1,1

R
(X)

|`b U �]^u��b�^c�M� S ��[ UX� ^ �g�	\]Y�Z`^ U |`^ W ZH\][6Y |X^ }�U [6�][6Y��6^
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^uY�bwY�^���[ UX� ^O��b S � UHS Z`\a��b�^s|X½ � �xZ U \a��b�^�Yw[6Y����c�6�uYw� U �c^ {³Ç ^OZH_w�u[ UX�u� ^��$�º\aYw��\ W ^��^ !�[G���6^�¶eP6[6\ U�}�SVU ^x�0^ ��} �]^>7 � 9M}�S �6^ � 8N� ¹¾��\2Z���b�^ W ^cZXZH^.��[ UX� ^ ^c|XZ=��^O|`\]�6Y S!wZHb U ^��][ U ^cY�Z # \]^uY�Y�^ { 
 Y }�SVU Z`\ W b��a\]^ U d } b�\]|`��b$�º^u�a�]^+P S b0Z 1

|`b U � S�W � S |`|X^��w^ C d ^c�a�]^}�U �c|`^ U P6^�|`[6Y�[ U ZH_�[6�V[6Y S � C⊥
^cZJ|`b UnW ^u�]b�\ w
W \$^c�a�a^¾^u|XZ���� � Y�\a^�Yw�u� S Z`\ PV^ {

� Y PV^ W ZH^ub U ��^ H1,1
R

(X)
|`^=��� W [ �s} [V|`^~|`[6bw|�� S ��[ U`� ^ λC +D

[6�
D ∈ C⊥

d^cZJ� S ��[ UX� ^¾��� � Yw\a^ } [V|`\]Z`\ PV^���[6Y�Y��c^ }�SVU
λ2 −D ·D

^u|XZ S �][ U | }�U �c|`^ U P6�c^ }�SVU φ {� [VY�|`\]��� U [6Y�|s�Å�º^uY�|X^ ��z �]^
E
��^c| W [6b U�z ^c|s^L� W ^ } ZH\a[VY�Y�^u�]�a^c|s�w^ X { � �º^u| Z�bwY�^}�SVU Z`\a^i�w\a| WcU`� ZH^���^ H1,1

R
(X)

^xZ W [ �s� ^ φ S �6\2Z }�SVU \a|`[ � �xZ U \]^ } [6b U b�Yw^i��[ U`� ^��� � Yw\a^ } [V|`\]Z`\ PV^Vd�\a��^L�0\a|XZ`^ bwY ^L� } [6| S YNZ k ZH^c�=��b�^Æ�Å� SVW ZH\a[VY­�w^
φk

|Xb U
E
^u| ZZ U \"PG\ S �]^ { 
 Y }�SVU Z`\ W bw�a\a^ U.W _ S ��b�^ W [6b U�z ^�^x� W ^ } Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^�^c|XZ��6�a[ z�S �a^ � ^cYNZ � �0�u^}�SVU φk {

Ä Y PV^ubwZ ��S \aYNZ`^uY S YNZ W [6YNZ U`SVW Z`^ U �]^u| W [6b U�z ^c| UHS Z`\a[6Y�Yw^u�a�]^u|=�$� S bwZH[ w \aYNZ`^ U |X^ W�wZH\a[VY
−1

	 W [ �s� ^ W _ SVW b�Y�^J��^ W ^c| W [6b Upz ^u|M^u| Z }�U �c|`^ U P6�c^Vd φ |`^ UHS�UHS ZH\a[VY�Y�^u�]�a^ � ^cY�ZW [6Y4ÉXbw�6b��u^ }�SVUÃW ^cZ`Z`^ W [6YNZ UHSVW ZH\a[VY.��b�Y S bwZ`[ � [ U`} _w\a| � ^��$�	bwY�^�|`b U � SVW ^ � \]Y�\ ��S �a^ {/ [6bwZ`^c��[6\]|ud6\]��Y�^�� S bwZ }�S | W [6YNZ U`SVW Z`^ U ��^ W [Vb Upz ^J�Gbw\ U ^uY W [6YNZ U ^ ∂R |`[6bw| } ^u\]Y�^��^O|`\aYw�6b�� SKU \a|X^ U �]^ z [ U � { Ç ^��]^ �s� ^�|`b�\"P S Y�Z=Y�[Vb�| } ^ UX� ^xZ=��^ W [6YNZH[6b U Y�^ U�W ^cZ`Z`^��\]� W bw�]ZH� {
� ��BCBC� � � - / yVo À E ¿ t r�ÂDy ¿ Á��Dr�Á f6À ozyVt�t r�
�
2r�m.4 f6¿GÀ y,0Boqt À ruÁHvurDÂ À ozyVt −1 ; ¿ o Á`rut 0ÂDyVt À ÁXr ∂R 5�� 
2yVÁHvJo�
 r326oav À r ¿ t r f6¿0À ÁXr�ÂDy ¿ Á��Dr�Á f6À ozyVt�t r�
�
2r¾m.4 f6¿GÀ y,0Boqt À ruÁHvurDÂ À ozyVt −1r À ; ¿ o � X�o À r ∂R 5
^=�7BC
�" � � � � � �*
�" � [6Y U ^ }�U ^uY����a^c|8���cZ S \a�]|���^�� S ��� � [6Yw|XZ U`S ZH\][6Y���b��]^ �s� ^���^
� [G^cZH_w^ UJ} [Vb U ��� W ^u�]^ UJW ^xZ`ZH^~Y�[Vb P6^c�a�a^ W [6b Upz ^�¶ PV[6\ U 7 �V��9 }�S �6^ * � � ¹ {Ç S=W [6b U�z ^ E d } b�\]|`��b$�º^u�]�a^J^u| Z }�U �u|`^ U PV�u^ }�SVU φ dG^c|XZ,Y�� W ^u|X| S \ U ^ � ^uYNZ8Z S Y��6^cYNZH^�
∂R

^cY¼b�Y } [V\aYNZ � �0^���^ φ { { ^ } �]b�|J� SOW [6Y4ÉXbw� S \a|X[6Y�� C e 2 ��[6\2ZJ�Å�º^uYRP6[�½6^ U d S b� [6\]Y�| S b PV[6\a|X\aY S �V^���^ W ^ } [V\aYNZ?d�|Xb U � S � U [6\]Z`^¾Z S Yw�6^uYNZH^�� S3
^cY

p+

[6b
p−
{� �w|u�º^uY�|Xb�\]Z���b�^J�a^ } \]Y W ^ S b |C| W [VY�Z`\a^cY�Z z \a^uYOb�Yw^ W [6b U�z ^ U �u��b W ZH\ z �a^ C0

dV��[6YNZ
E
^c|XZ8�k�	bwY�^¾��^c| W [ ��} [6| S YNZH^u| { # W � S Z`[6Y�|��a^ } [6\]YNZ w+z�S |`^n��^ |C| ^xZ8Y�[KZH[6Y�| C∧

d
C∧

0^cZ
E∧

�a^u|�Z UHS Y�| ��[ U`� �u^c| }�U [ }�U ^c| {
� [VZH[VY�|

C∧
0 =

∑

ν

aνCν

[6�.�a^c|
Cν

|`[6YNZ´\ U`U �c��b W ZH\ z �a^u|cdV�k�	b�Yw^8�$�º^u�a�]^u|M^c|XZ E∧
^cZ
aν > 0 { � S \]YNZH^uY S YNZ´�Å� S bwZH[ w\aYNZH^ U |`^ W Z`\a[6Y���^ C∧

^u| Z
0
^xZn�a^u|

Cν

ZH[VbwZ W [ �s� ^ E∧
|X[6YNZ��w\a|�ÉX[V\aYNZH^c|���^

C∧ { Ä Y^uY����u��bw\]ZJ��b�^
C∧
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b = 1
^cZ
a = (n + 1)/2

dw�$�º[6�
C ·B = a− nb =
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dw^cZ�[6Y } ^ub0Z�� S�W [6YNZ U`SVW Z`^ UO{ 2 Z U`S PV^ U | W ^cZXZH^Z UHS Y�|X��[ UX��S ZH\a[VY$d φ }�S |X|`^�^uY�bwY S bwZH[ � [ UX} _�\a| � ^s��^

C e 1 × C e 1 ��b�\ }�U �c|`^ U P6^b�Y¼��[ ��S \]Y�^ z \]_�[6�a[ � [ UX} _�^~�O� Srz [Vb��a^Kd���[6YNZ¾�]^ z [ U �¼^c|XZnZH[ } [6�a[V�6\a��b�^ � ^cY�ZJbwY�^| } _ �cU ^ ��S \a| } [6|X| � �w^=bwY } [6\]Y�Z8|`\aYw�6b��a\]^ U�S b } [6\]YNZ�\ ��S �6^���^�� S W [6b Upz ^ W [6YNZ UHSVW�wZH�u^ { � ^ } [V\aYNZ.^u| Zs^uY»^ ��^cZO�a^�|X^ub�� } [6\]Y�Z �$�	\]YNZH^ U |`^ W ZH\][6Y¸��^�� S | } _ �uU ^ S PV^ W �a^c|Z UHS Y�|X��[ UX� �c^u| }�U [ }�U ^ E∨
i

d�^cZJ|X\$^u�]�a^��xZ S \2Z���\ �g� U ^uYNZ`\ Snz �]^¾^cY W ^ } [6\]YNZ�^u�]�a^���^cP UHS \2Z�a^ub U �xZ U ^�Z S Y��6^uYNZ`^¾�~ZH[6bwZ`^u|,�a^u|���^cb0� { � S \a| W ^u|,��^ubG� W [6b U�z ^c|�|`[VY�Z W _ SVW b�Y�^�bwY�^� z�U ^~�$�ºb�Y���^u|n��^cb0� U �c�6� S �6^u|���^
C e 1 × C e 1 ^xZ�|X[6YNZn��[6Y W Z U`S Y�|/P6^ U |`^c| {

L

���	�	
���
����������	�����

(1)
L∧

(−1)

E2

E1

E∨

2

(−1)

(−1)
L∧∨

E∨

1

���+��

�������*��� �!���0%'���! %'&'���#"%$ � ��-'& - ")(./ - �0&+�+*,� / &(- �-" �����
Σ0

�/.1032�4653798�.!032;:=<14>0@?�A90B<10@?-C303AD?�8E<10F2�GH.!8�:�<+?�4>.!0
φ I

C34KJ�.12�2�LM53ANC30OJP.!460Q? �FR A
S .!8�2T53A�U>< z .!C3U6A=CF0346?�7VGHAM8�:V79A�A�?D7MW9U><+?E.!0F2DW9A=J�.14>0@? �XR A {KY <1032ZU><[2�C38�G�<1WMA Σ1. z ?EAM0QC3A\U]<D?E8�<1032^GH.!8�:V79A_J38�.!J38�A L∧

53A\U]<Z538�.!46?�A)`�.!46a!0B<10@?bU6A;J�.14>0@?b79WMU]<+?�7\cNU�deC30

I
CFA9U>WM.!0

I
C3AV53A92fJP.!4>0@?E2 �XR AM2D53A

φ
2�CF8fU><#2�J S LM8�A=A92�?f5gdh<1CF?�. w 460@?EA98�2�AMWM?E46.!0 0 {ji AJ�.!460@?T5kdh460Q?�A98�2�A9W�?E46.!0lAM0Q?�8�A

L∧ A�?DU><[WM.!C38 z AVA R W9AMJF?E46.!0303AMU>U6A=WM8�797MA�JB<+8TU�dh7MW9U]<�?EA w
:=AM0Q?ZA92�?=<1U6.!8�2 �FR 7#JB<18

φ∧ m WM.!0�`�C3a1C37#53A φ
JB<18DU�de79W9U><+?EAM:=AM0@? {�n 0oJPA9CF?p53.103W

79W9U><+?EAM8
Σ1

A90qW9AfJ�.14>0@?rJ3C3462sWM.!0@?E8�<1WM?�A98tU><Z?E8E<+032�GH.!8�:=7MA\J38�.!JF8�A\53A
L∧

JP.!C38r. z�w
?EA90F4>8_C30u<1CF?�.!:=.18�J S 462�:VAZ53A

Σ2 I
C34�JF8�792�A98 P A�CF0u53.1:�<14603A z 4 S .!U>.1:=.!8�J S ADc[U><z .!CFU>A m 53.!0@?DU6A z .!8�5uAM2�?\?E.1J�.!U6.!a!4
I
CFA9:VA90@?\C303AV2�J S L98�AV:=<14>2_JP.!2�2�L953A=C30vJ�.!460@?

2�4>0Fa!C3U>46A98 {



��� 2�� �����	��
�
�
�����
�� !�� �	��
�����
�����
]������
�
������ ��� � � �

�����	
^��
 �H�������������

(1) (0)

(−1) (0)

(−2) (−2)(−1)

L

E

(−1)

���	� 
 ��� ��!*�#� ����� %'���@ %'&(����"%$ �9��- & -0" (�/1- �#&	�+*��9/ & -0�s" ���,�
Σ2


 032�C346?�A[.10 JPA9CX?pJB<12�2�A98Vc
Σn

A90o8�7MJ�7�? <10@?=<1CF?E<10@?p53A GH.!462
I
CFA[0F79W9AM2�2�<14>8�A

U�dh7MW9U><+?EAM:=AM0Q?;53CuJP.!460Q?\5kdh460Q?�A98�2�A9W�?E46.!0 A90@?E8�AVU>< � z 8�ApJP.!8�?E<10@?\U>AZJP.!460Q?\2�4>03a1C3U>46A98
A�?sU]< z <12�A\AM?sU]<NW9.10Q?�8E<1W�?E46.!0 53A\U]<D?E8�<1032^GH.!8�:V79A_J38�.!J38�Af5FAfWMAM?�?EA � z 8�A {

i deA R 4>2^?EA90FW9AN53ATW9A92tA R A9:VJ3U>AM2 m 2�4603a!C3U64>A98�2r:�<1462-5F.XWM4>U>AM2 m <1:VL90FAZc=2�AZJP.!2�AM8tU]<

I
C3AM2�?�4>.!0[2�C34 P <10@?EA {
���	��
���
���� � - "$#&%(' 0*)�+ '-, ) % X #&,.% + #0/1%(, $1243 # X 56) / /&798 2�+ ' 2 %(' )�:;) , 5��=< / : #
; % < 
> <�? #1/1'@8 4 # + '-, )15A< #B' )156)�C�) � < ; %6# 56) / < ' <eX #D#&'
> <E<�?@5 ,F71/&#&, X #B% + # � - 5 #&, /1%=,EG 243 #B,H7 # CEC # H #&'
> <E<E<�?I<E+ 8�% < 'J/1%(,

H
% + � , ) % 5 # +A)�+ ,H# C	2 ' <eX # : # + ' 3 )�:K5(243 '# + /1% 5�56) / 2�+ ' 5(2 ,L# 2 # :K5AC # ; %6#> <�? H #1/1'M/ <E+ � % CN< � ,H#O# + % +0) % 5AC %�/ < #&%(,9/ 56)�<E+ 'E/P#&'Q/1'-, <-3 'R# : # + ' 5 /&#&%68 )�3 )�+4X # 2 #

C 80)�
 # CEC #S#1/1' CN< / /&# ) %> <E<�? H #1/1' CN< / /&# 5(2 ,�' ) %('M#&'A/1'-, <-3 'R# : # + ' 5 /&#&%(8 )�3 )�+4X # 2 #�/ 2 %�G C # C�)�+ � 8 4 % + #T/ ) %�/ 0XU2 , < 7&'R7 �





����� ��� �

���
	���
Y�����
	 � ��� ��	������ ����� �������F����� � 	����

��� �K�! 
#"%$��	�O�4
�
'&(�	�)( 
B
 � ��
����+*��K��� �,$��4
���
 !��  ���-(;
.*�� !�� ��
0/
���1$��4
 �

��� $�� �N�N� �	�2(B
I�3$ �54 $ � ��
 � ��� !�� ��
����1$��6*�� ��� � 
27

E 035F8�A�<+2 m8 , 2 � : # + 'E/

Y <+032�W9A�?�?EA <10303A R Ab0F.!C32 03.1C32�4>0@?E7M8�AM2�2�.1032 ctW9AM8�?E<14>032 2�.!C32 w a!8�.!C3JPA92 5FA/?E8�<1032 w
GH.18�:=<+?E46.!032N5gdeA92�JB<1W9AM2�2:9X:V7M?�8�4

I
CFA92 c W9.1C38 z CF8�A 0F79a@<+?�4 P A {)i dh. z `�A9WM?�46GtJ38�4603W946JB<1U

AM2�?N5FA�537M:=.!0@?�8�A98DC30 8�7M2�C3U ? <+?DCF?E46U>462�7p5B<1032DU>AVW S <1J34 ?E8�A �<;=;>; m :=<1462TW+dhAM2�?p<1CF2�2�4
U�dh.�W9W9<12�46.!0#53A\J38�792�AM0@?EA98-C30[J S 790F.!:=LM03A\7M?�.!030B<10@? {

? @BA Q @ <A@CAB; S H �UJDAdZ �  FE O

GX.146?
M

C30 A92�JB<1WMAT2:9X:V7M?�8�4
I
CFA\cZW9.!C38 z C38�Af0F79a@<+?�4 P A_AM? G 2�.!0 a!8�.!C3JPA_5gdh462�. w

:V7M?�8�46A92 {A� 0[79U>7M:=AM0@?-5FA G A92^?t534 ?B# CECN< 5 ' < ; %6#b29de4>U <15F:=A�?rC30qJP.!460Q? �XR Af5B<10F2 M {
� 0q2�.!C32 w a!8�.!C3JPA F 5FA

G
AM2�?-5346? 5 %=,H# : # + '$# CECN< 5 ' < ; %6#s2�4g?�.!C32s2�AM2-7MU>79:VA90@?�2s2�.!0@?AMU>U64>JF?�4

I
C3A92 {%n 0 534 ?

I
C3A

F
<153:VAM?-C30 JP.!460Q? �FR AD2Mdh46U A92^?;J3C38�A9:VA90@?;AMU>U64>JF?�4

I
C3A_AM?

2Mdh46UgA R 462�?EA\C30[JP.!4>0@?r53A
M

�FR 7T2�4>:ZC3U ? <10F79:VA90@?bJB<18 ?�.!C32rU>AM2r79U>7M:=AM0@?E2b53A
F {

Y <+032 W9ArW S <1J34 ?E8�A m 03.+?E8�A z CF?)J38�4603W946JB<1U�A92^? 5FAb5379:V.!0@?E8�A98�U>A/8�792�C3U6?E<+? 2�CF4 P <10@? {
� I �IH'(DJ�JLK
M - , + / ) %�/ 0 � , ) % 5 #OG #&, : 7 5 %=,F# : # + 'K# CECN< 5 ' < ; % # 8 4 < / )�: 7&'-, < #1/8 4 % + #1/ 5(243 #I/ - : 7&'-, < ; %6# 8.3 ) %=,#N&%=,H# + 7 � 2 ' <eX # #1/1' 3 )�:K5(243 ' 5

e U>CF2sa179037M8E<1U6A9:VA90@?r.!0[2�A\53A9:=<1035FA I C3AMUjU>4>AM0#4>U�9#<pAM0@?E8�AfU]<ZJFC38�A\A9U6U>46JF?E46W946?�7A�?pU]< WM.!:VJB<1W94 ?E7 { i A#J38�AM:=46A98T79U>7M:=AM0@?p53A#8�7MJ�.!0F2�A#A92^?V53.!03037#J3<18ZC30o8�7M2�C3U ? <+?
?�8�LM2s03<+?EC38�A9U 5 � c�O U>4>A�P <+8�? <+0 {
?<@RQTSVU A7BXWZY - , + / ) %�/ 0 � , ) % 5 # 3 )�:K5(243 'Q84#

G 2 8 : #&'M' ) % 5 ) %=,9/�% +�56)�<E+ ' B�2 # 5



� � � ����� ����� � $ � 
0/ ���3$ � �6��
�� � ��� �L� ����� �	���	����� !�� ��

^�Q7BXS��	��
 U
��
�� S�� � P/A 8�7M2�C3U ? <+?[AM2�? P 8E<14_J3U6C32 a!790F798E<+U>A9:VA90@?[2�4

M
A92^? CF03AP <+8�4>7�?E7;5FA ! <15B<+:�<18�5 { PtdhAM2�?s5B<1032bWMA_W�<15F8�A I Cgde.!0 2�A\J38�.1J�.!2�A;53A_U6A;5379:V.!0@?E8�A98 {G�.!46?

p
C30NJP.!4>0@?

I
C3AMU>WM.!0

I
C3Ab53A

M
AM?
µ
U]<t:VA92�C38�Ab5FA ! <!<+8 2�CF8

F {!n 0N5F7 � 034 ?2�C38
M

C303A_GH.!03W�?E4>.10qc P <1U6A9C38b5B<+032
R+

JB<18bU><DGH.!8�:ZCFU>A

f(x) =

∫

F

d(g(p), x)2dµ(g)
> Y ?

.��
d
8�A9J38�792�AM0@?EADU><N534>2^? <103WMA_5B<1032

M {
e <18�W9.1032�?�8�C3W�?E4>.10 m f A92^? JF8�792�A98 P 7MAtJB<18�U�d <+WM?E46.!0Z53A F A�? 2�?�8�4>W�?EAM:=AM0Q? WM.!0 P A R A

2�C38
M { 
 U>U>Ap<�?�?EAM4>0@?f53.!03WV2�.10l:V4>0346:ZC3: A90lCF0uC30F4

I
C3AVJ�.!460@? 7 � 9 m I C34 A92�? �FR 7JB<18

F {
n 0VJ�AMCF? G�<1W946U>AM:=AM0Q? A R S 4 z A98 53AM2 a18�.!C3JPA92 J3CF8�A9:VA90@? A9U6U>4>JX?E4 I C3AM2 AM?)03.10=WM.!: wJB<1WM?�2��@4>U�2�C��V?)JB<+8�A R A9:VJ3U>Ab5FAbW9.!032�4>537M8�AM8�U>A a!8�.!C3JPAbA903a1A903538�7rJB<18�C303Ab8�.1? <�?E4>.10

4>8�8�<+?E46.!0303AMU>U6A { / .!CF?EA�GH.!4>2_WMA92\a!8�.!C3JPA92_2�.10Q?\8�A9U><+?E4 P A9:VA90@?_WM.!:VJB<1WM?�2 m W+dhAM2�? w c w 534>8�A
I
CFA�U>AMC38T<15 S 7M8�A90FW9A AM2�?ZWM.!:VJB<1WM?�A { P/.!:V:=ApU6A92fa!8�.!CFJ�AM2DW9.1:=JB<+WM?E2f:=< R 4>:=<1C R
53A

G
2�.10Q?sU6A92 �FR <+?EAMC38�2s53AM2sJP.!460Q?�2b53A

M m .!0[<NU�de7 I
C34 P <1U6A903WMA_2�C34 P <10@?EA {

� U)S%UTS�����
�� S���� - , + / ) %4/ 0 � , ) % 5 #$84#
G

#1/1' ,F# C	2 ' <eX # : # + ' 3 )�:K5(243 ' / < #&' /&#&% C # 0
: # + 'J/ 4 <EC 2 8 : #&'�% + 56)�<E+ ' B�2 # 5

� .1?E8�A
I
C3AM2�?�4>.!0OAM2�?t:�<1460@?EA903<10@?tU><V2�C34 P <10@?EA���C30 2�.!C32 w a!8�.!C3JPADJ3CF8�A9:VA90@?tA9U w

U>4>JX?E4
I
C3A\<+53:=A�? w 4>Uk0F79W9AM2�2�<14>8�A9:VA90@?;C30qJ�.14>0@? �FR A � Y AfG�<��9.10q2�C38�J38�A90B<+0Q?�A m U]<p8�7 w

J�.!0F2�AN2�AN8�7 P L9U>Ap037Ma@<+?�4 P ADAM?\U>AD8�A9WM.!C38�2Tc 5FA92 S 9XJP.1? S L92�A92\2�C3JFJ3U>7M:=AM0Q?E<14>8�A92_2�C38
F
.!C 2�C38

M
A92^?-0F79W9AM2�2�<14>8�A {

G � O =PMdQ SUORQ ORQ���MB=PORQ ORH>= �T@ S @ O ; Q O <
\�� � OYJ�Z A �T@ ��H ORQ J �[O �fQ

i AM2=8�792�CFU6? <�?E2V53AqWMAM?�?EA 2�A9W�?E4>.10 2�.!0@? A92�2�AM0Q?�4>AMU>U>AM:=AM0@?V?�4>8�792V53A92p?E8�< P <1C R 53A
 A�<18�53.!0 7"! 9 m L <+?�A98�:=<10 7 � � 9 A�? � C3U$#�<18�034 7%! � 9t{

i AM2sAM2�JB<+W9A92sA9CFW9U>46534>AM032 A�? S 9�JPA98 z .!U64 I C3A92b8�79AMU>2r2�AM: z U>AM0@?'&M?E8�A\U>A92b2�A9C3U62rJ�.!CF8U>A92
I
C3A9U62 U>AqJ38�. z U>L9:VAO<u7M?E7O?�8E<14 ?E7N`�C32

I
Cgdhc J38�7M2�AM0Q? { ; U>2=2�.!0@?#GH.!8^?EA9:VA90@?�8�A9U64>7M2

W9.!:V:=At.!0 P <NU>A P .!4>8b2�.!C32rJPA9C {
�)( ; 9 473+* 1<1 * 5 1 	 5,(76

P/.1:=:VA90��M.!032 J3<18 8�7Ma!U>AM8 U>AtW�<12 AMC3W9U64>5346A90 AM0#?E8�LM2bJ�A�?E4 ?EA;5346:=AM032�46.!0 m W1deA92^? w c w
534>8�A_W9A9U6C34g53A

R
A�?

R2 {
� U)S%UTS�����
�� S�� ! - 	 ) %('J/ ) %4/ 0 � , ) % 5 # 5 %(,H# : # + '@# CECN< 5 ' < ; %6#D8 4 < / )�: 7&'-, < #1/�84#

R

) % R2 2 8 : #&'�% + 56)�<E+ ' B�2 # 5



��� 0 ��� 
�
 *���
J��
��4
��9��
T� � �9�	� *��	� �4
 � � � (��6� ��� $���� !�� ��
 ��� � ��
 � � �

^�Q�BXS�� ��
 U
��
�� S�� � W1deA92^? 7 P 4>53AM0Q? J�.1C38
R � J�.1C38 R2 m 46U@2�C �p? 5FA WM.!032�?E<+?EAM8 I

C3A)U>A
WM.!:V:ZCF? <�?EA9CF8b53A\53A9C R 8�.1? <�?E4>.1032b53A\W9AM0Q?�8�AM2-534 � 7M8�AM0Q?�2-AM2�?sC303A_?�8E<1032�U]<+?�4>.!0 {�
 0
A � A�? U�d <1W�?E46.!0=5FA92 8�.1? <+?�4>.!0F2 2�C38/U6A-WMA98�WMU>A-53A92 5F4>8�AMWM?�4>.!032 > W+dhAM2�? w c w 534>8�A m A90 ?�A98�:VA92
JP.!:VJ�AMC R m 2�C38)U>A z .!8�5Va!7M.X537M2�4 I CFA-53A R2 ? AM2�? W9.!:V:ZCF?E<+?E4 P AbA�?/U6A92 2�AMC3U>AM2 462�.!:V7 w?�8�46A92

I
C34 <+a!4>2�2�A90@?b?�8�4 P 4><1U>AM:=AM0Q? 2�CF8bW9A_W9AM8�WMU>A_2�.10Q?rU�dh4653A90@?�46?E7-AM?rU6A92/?�8E<1032�U]<+?�4>.!0F2 {

� 3 1 6 1 '�� 5?3 ; 3 1 6	��

� 	 1 9�� 4.5?3�� ' 1 9 6 1 5
n 0[537 � 0F46?rU�d # + /&# : N C # CN<E:S< 'R#b53A F JB<18

L(F ) =
{
x ∈M(∞); ∃(gn) ∈ FN, ∃p ∈M

?�A9U62
I
CFA

gn(p) → x
}

.��
M(∞)

537M2�46a!03A_U>A z .!8�5#53A ! <15B<+:�<18�5 53A
M

> P .!4>8bU6A;W S <1JF46?E8�A ; m 2�AMWM?�4>.!0 ! ? {� A9:=<18
I
CF.!032

I
C3A

L(F )
AM2�?s4>0 P <18�4]<10@?bJB<+8

F
AM?
I
C3A

L(F ) = L(F̄ ) {
i <_J38�.1J�.!2�46?�4>.!0T2�C34 P <+0Q?�A > P .!4>8 7 ��� 9 AM? 7 � � 9 ? :=.10Q?�8�A I C3ArU6A 8 S U6A 53AbU�dhAM032�AM: z U>AU64>:V46?�A-AM2�?-537M?�A98�:V4>03<10@? {

�FU)S%UTS�����
�� S�� 8�� / % 5�56) / )�+ / M = R
! n 5/ < L(F ) = ∅ 6 2�C�) ,9/ F 2 8 : #&'�% + 56)�<E+ ' B�2 # 5/ < L(F ) 3 )�+ ' < # + 'Q# 2�243 'R# : # + ' % +�56)�<E+ ' 6 2�C�) ,9/ F / 4 < 84# + ' < B # 8 % + / ) %4/ 0 � , ) % 5 #8 4 < / )�: 7&'-, < #1/L84#

Rn−1 5/ < L(F ) 3 )�+ ' < # + ' 2 % :;)�<E+ /D84#&% 2B56)�<E+ 'E/ 6$2�C�) ,9/ F 3 )�+ ' < # + ' % + 7 C 7 : # + ' � - 0
5 #&,CN )�CN< ; %6# 5

� A9:=<18
I
C3.1032

I
CgdhCF0q7MU>79:VA90@? S 9�JPA98 z .!U64 I C3A_A90Fa!A9035F8�A\C30 a!8�.1C3J�At03.!0 8�AMU]<+?�4 wP A9:VA90@?NWM.!:=J3<1WM? m U6A=W9<12Z.�� L(F )

W9.10Q?�4>AM0Q?ZA R <1WM?�A9:VA90@?NC30lJ�.!460@?DAM2�?N53.103W�U6A
W9<12

I
C34 03.!C32r460Q?�798�A92�2�A {%Y 7�? <146U>U>.1032 w U>A {GX4
L(F )

W9.10Q?�4>AM0Q? A R <1WM?�A9:VA90@?rC30#JP.!4>0@?
p
<1U6.!8�2

F
<1a146? JB<18/?�8E<1032^GH.!8�:=<+?�4>.!032

WM.!0FGH.!8�:=AM2-2�C38tU><=2�J S L98�ADWM.!0FGH.!8�:=Af2�?E<1035B<18�5
∂R

! n AM0 �FR <10@?
p
AM?t03ADWM.!0@?E4>AM0@?

J3<12/5gde79U679:VA90@? S 9�JPA98 z .!U64 I C3A { 
 0#A � A9W�?ECB<10@?b2�C38 ∂R
! n U]<TJF8�.�`�AMWM?E46.!0�2^?E7M8�79.1a!8E< w

J S 4
I
C3A=W9A90@?�8�79A=A90

p m
.!0lJPA9CF?T4>5FA90@?E4 � A98

F
cqC30u2�.!C32 w a!8�.!C3JPA=5kdh462�.!:V7M?�8�4>AM2\53A

R
n−1 { ; 0 P AM8�2�A9:VA90@?\W9.!:V:VAf?�.!CF?EAf?E8�<1032�GH.18�:=<+?E46.!0qWM.!0FGH.!8�:=Af53C z .!8�5 ∂R

! n 2�A
JF8�.!U6.!03a!A)A90NC30FA 4>2�.!:=7�?E8�4>A ctU�de4>0@?E7M8�46A9C38 m c-C30N2�.!CF2 w a18�.!C3JPA 5gde4>2�.!:V7M?E8�4>AM2K53A Rn−1

.10OJ�AMCF?_<+2�2�.�W946A98-C30O2�.1C32 w a!8�.!CFJ�AZ5kdh462�.!:V7M?�8�4>AM2-5FA
R
! n < P A9Wp<1C J3U>C32sC30 JP.!4>0@?

U64>:V46?�A {
� <+4>0@?EAM0B<10@?f2�4

F
<15F:=A�?\C30uJP.!460Q? �FR A

q
5B<1032

M m U>< a!79.�53792�4 I
C3Ap8�AMU>4><10@?

pc
q
A92�? �FR 79ADJB<18

F {Pi deA R ?E8�79:V46?E7\53ATW9A�?�?EATa!79.�537M2�4 I C3AfA92^? m 5B<1032-03.1?�8�Af4>53AM0Q?�4 � wW9<+?E46.!0 m C30 J�.!460@? �FR A_J�.1C38bU�dh<1WM?�4>.!0�53A F 2�C38
Rn−1 { ; 0 P AM8�2�A9:VA90@? m 2�4g53<1032bW9A�?�?�A

4653A90@?�4 � W9<+?E46.!0
F
<153:VAM?_C30 JP.!4>0@? �FR AN5B<1032

Rn−1
<1U6.!8�2-U]<�a179.�53792�4

I
C3AN53A

R
! n

8�A9U64]<10@?)U>AM2 53AMC R J�.14>0@?E2 �FR A92 cTU�de4>0 � 034353A
F
A92�? a!U6. z <1U6A9:VA90@? J38�7M2�AM8 P 7MA {�
 U6U>ArA92^?

AM0OG�<146? �FR 79ANJP.!4>0@?tJB<18;JP.!4>0@? m 2�4>03.!0 F W9.10Q?�4>AM03538E<+46?;CF0 79U>7M:=AM0@? S 9XJPA98 z .1U>4 I C3A



� � � ����� ����� � $ � 
0/ ���3$ � �6��
�� � ��� �L� ����� �	���	����� !�� ��

53.!0@?fU>A92f53AMC R J�.14>0@?E2 �FR A92Dc[U�dh460 � 034�2�A98�<14>AM0Q?f5B<+032

L(F ) {Kn 0v. z ?�4>AM0Q?T<146032�4�U6A
8�792�C3U6?E<+?r2�CF4 P <10@? {
� U)S%UTS�����
�� S��+* � � C # 2�< /1'R#P% + / ) %�/ 0 � , ) % 5 # 5 %=,H# : # + '�# CECN< 5 ' < ; %6#K#&'M/ 2�+ / 56)�<E+ '
B�2 #B8 2�+ / C # � , ) % 5 #L8 4 < / )�: 7&' , < #1/�84#

R
! n / < #&' /&#&% C # : # + ' / 4 <EC # + # 2�< /1' #L8 2�+ / C #� , ) % 5 # 8 4 < / )�: 7&'-, < #1/L84#

Rn−1 5

4�6 8 '�5�* (
*
8 ��476)6 '�8
� 0qWMA98^? <1460[0F.!: z 8�A_53A\8�792�C3U6?E<+?E2rJP.!2�4 ?E4 GH2 2�.!0@?sW9.1030QC32 {

? @RQTSVU A�BXW � � / )�< ' F % + / ) %4/ 0 � , ) % 5 #L8 4 < / )�: 7&'-, < #1/K84#
R
! n ) % Rn−1 5 %(,H# 0

: # + '@# CECN< 5 ' < ; %6# 5 / <JC(4 % + #B84#1/ 3 )�+ 8 < ' <-)�+ /O/1% <eXU2�+ 'R#1/ #1/1' ,H7 2�CN< /&7 # 
> <�? n 6 4 ) %> <E<�? F #1/1'@8 < / 3 ,H#&' ) %> <E<E<�? F 3 )�+ ' < # + 'T% + / ) %�/ 0 � , ) % 5 #B8 < / 3 ,F#&' 6 ,H71/ )�C %,N C #D#&'@8 4 <E+ 8 <-3 # B�+ <�) %> <eX4? F #1/1' % + � , ) % 5 # 84# ' ) ,9/ <-)�+ ^
2�C�) , / F 2 8 : #&'�% + 56)�<E+ ' B�2 # 5

i A-W�<12 n 6 3
A92�?/5379:V.!0@?E8�7;5B<10F2/U>A-U>4 P 8�Ar53A  A9<18�53.10 7%! 9 A�? JPA9CF?b2�At537M53C3468�A

53A=WMA
I
C34 J38�79W9LM53A A�?D53AVU]< J38�.!J�.12�46?�4>.!0 ! { i AVW�<12 n = 4

<[7M?E7=5379:V.!0@?E8�7=J3<18L <+?�A98�:�<10 7 � � 9 m U>AM2bW�<12 > <E<�? AM? > <E<E<�? 5B<1032 � C3U$#+<+8�034 7"! � 9 {
i AZW9<12 > <eX4? AM2�?\C30FAZW9.!0F2�7 I C3AM03W9Ap5gdeC30O? S 79.!8�L9:VAZ53A6G�W S CF8_2�A9U6.!0OU6A

I
C3A9UKC30

a!8�.!CFJ�A 53A[:�<�?E8�46W9AM2NW9.!:VJ3U>A R A92
I
CF4sAM2�?=53A ?E.!8�2�4>.10 AM2�? P 468�?�C3A9U6U>A9:VA90@?V< z 79U64>AM0> W9.10Q?�4>AM0Q?[C30 2�.!CF2 w a18�.!C3JPAu< z 7MU>46A90 534>2^?E4603a!C37 A�? 5gde4>0F534>WMA � 034 ? { P/A9W94\:[d <o7M?�7

2�4>a10B<1U>7tJB<18 GXAM8�a!A P <10@? <�? {
Y <1032 7 � � 9 m U>A)8�7M2�C3U ? <+?KU>A)J3U>CF2 GH8�<1J3JB<10@?KA92^? 037Ma@<+?E4 G3A�? :V.!0@?E8�A I C3A/U6A92 a!8�.1C3J�AM2J3C38�AM:=AM0@?-AMU>U64>JF?�4

I
C3A92/J�AMC P AM0Q?-2�A\8�7 P 7MU>AM8-2�C38�J38�A90B<+0Q?�2 {

? @RQTSVU A�BXW � ��� ��
 WTU B ����� � � C # 2�< /1' # 84#1/ / ) %�/ 0 � , ) % 5 #1/ 8 4 < / )�: 7&' , < #1/ 84#
R
! n #&' 84#

Rn−1 ; % < / )�+ ' 5 %=,H# : # + ';# CECN< 5 ' < ; %6#1/ #&'L/ 2�+ / 56)�<E+ ' B�2 # 6 8 � / ; %6#
n > 5 5

n 0 A92^? z 4>AM0[2 � 8 ?EAM0@?E7\53A\J�.12�A98bU>< I C3A92^?E4>.10qJP.!C38b5gdh<1CF?�8�AM2sAM2�JB<+W9A92 m A90 JB<18 w?E4>WMC3U>46A98 W9A9U6C34
I
C34 03.!CF2s460@?E798�A92�2�AfU>A_J3U6C32b5B<1032sW9A�?�?�AfJ3<18�?�4>A {

� �	��
�� 
 ��� � � � #1/ / ) %�/ 0 � , ) % 5 #1/ 5 %=,H# : # + 'P# CECN< 5 ' < ; %6#1/D8 4 < / )�: 7&' , < #1/D84#
C
! 2

)�+ ' 0�<EC /�' ) %�/L% + 56)�<E+ ' B�2 # �

 0 � 0 m 2�4>a!03<1U>.!0F2 I Cgde.!0 JPA9CX?/?E8�.!C P A98/53<1032/U�dh.1C P 8E<1a!As53A GXA98�8�A 7 * 8 9 CF0 8�7M2�C3U w

? <+?r53A\WMA\?39�JPATWM.!03WMA98�03<10@?-U6A92s<1W�?E4>.1032b53A92ra!8�.!C3JPA92r53A_?39�J�A � 034 2�C38rU>AM2r<18 z 8�A92 {



��� 0 � � 
�
�� � �-��� � � �

� � O =YM Q L OYJVE �

� <1J3JPA9U6.!032pU>AM2N03.1? <�?E4>.1032��
M

A92�?VC30 A92�JB<1W9A[2>9�:V7M?�8�4
I
C3A 53A WM.!C38 z C38�A[037 w

a!<+?E4 P A m G AM2�? 2�.10 a!8�.!CFJ�A 5gde4>2�.!:V7M?E8�4>AM2�AM?
F

A92^? C30 2�.!C32 w a!8�.!C3JPAO53A
G {rn 05F79:V.!0@?E8�AV:=<14>0@?EAM0B<10@?TU>AN? S 7M.!8�LM:=A ! m A90lJ38�.�W97M5B<10@?DJ3<18T7�? <1JPA92 { i A=J38�4603W946J�A

AM2�? 2�46:=J3U6A��!2�4
F
A92�? 53462�W98�AM?).!C=W9.!030FA R A m U>Ar8�792�CFU6? <�? 5F79W9.1C3U>Ar8�AM2�JPA9W�?E4 P A9:VA90@? 5FC

U6A9:V:=A)53A GXAMU z A98�a;.!CN5gdeC30Z? S 79.!8�L9:VA 53A � .!0@?�a!.!:VA98>9fA�?��k4>J3J3460 {�i A W�<12 a!79037M8E<1U
2�A\537953CF46?s53A\2�AM2-53AMC R W9<12rA R ?E8�&9:VA92 {
?<@RQTSVU A7BXW 
 � � W�BCBXW 
 W��TW	��
�WTU W � � , + / ) %4/ 0 � , ) % 5 # 84#
� i (n; R)

84#
' - 5 # B�+ < #1/1' X�< ,�'-% # CEC # : # + 'J/ 2�+ /�' ) ,9/ <-)�+75

e <18�� P 4>8^?EC3AMU>U>AM:=AM0@? 2E<10F2 ?�.!8�2�4>.!0�� m .!0fA90@?EAM035 I Cgde4>U!WM.!0@?E46A90@? C30D2�.!C32 w a!8�.1C3J�A5F4>2�?�4>03a1C37_5gde4>035346W9A � 0F4 AM?s2E<10F2r?�.!8�2�4>.!0 {
� SVU)S���� �	� U W � � / < F #1/1' 5 %=,F# : # + 'T# CECN< 5 ' < ; %6#B#&'J8 < / 3 ,H#&' 6 <EC 2 8 : #&' % + 56)�<E+ '
B�2 #B8 2�+ / M 5
^�Q�BXS�� ��
 U
��
�� S�� � W+dhAM2�?-C303A\a!7M03798�<1U>462E<+?�4>.!0 5kdhC30FAT537M:=.1032�?�8E<+?�4>.!0#53A 7 � � 9 {/ .!CF?D79U>7M:=AM0@?

a
5FA

F
A92^?Z5gde.!8�538�A � 034��

a
A92^?ZAMU>U>46JF?E4

I
C3AN53.!03W=<1a!4 ?fW9.!:V:=A

CF03A=8�.1? <�?E4>.10v2�C38fU�deA92�J3<1W9Ap? <10Fa!A90@?T53ApU�deC30
I
C3AMU>WM.!0

I
C3A�5FA=2�A92DJP.!460Q?�2 �FR A92 m AM?

WM.!:V:=A
F
AM2�?s53462�W98�AM?sU>AM2r<103a!U6A92b53A\WMAM?�?�AT8�.1? <�?E4>.10#2�.!0@?sW9.!:V:VA9032�C38E< z U>A92rc π {

Y AuJ3U>CF2
F

AM2�?O5F7903.!: z 8E< z U>A 53.!03Wu4>U_AM2�?qU�deC3034>.10 537M03.!: z 8E< z U6A 53Au2�.!C32 w
a18�.!C3JPA92r53A_?39�JPA � 034

Fn = 〈a1, . . . , an〉
{P/.!:V:VA

M
AM2�?fC30vA92�JB<1W9Ap2:9X:V7M?�8�4

I
CFA m G

AM2�?fC30 a!8�.!C3JPAN53Ap:�<+?�8�46W9A92tAM?f4>U
AM0 AM2�?;5FAD: &9:VAfJP.!C38

F
AM?
Fn

{�n 0 JPA9CF?;<14>032�4j<1J3J3U64
I
C3AM8sU6ATU6A9:V:=A_5FA GXAMU z A98�a

c
Fn I

C34PA92�?/53.!03W P 4>8�?�C3A9U6U>AM:=AM0Q?)2�<1032 ?�.!8�2�4>.!0 { � <14>2)W1deA92^? C30�a!8�.!CFJ�As53A-?�.!8�2�4>.!0
5F.!03W\4>UgAM2�? � 034 {

Y dh<1J38�L92 U>Ar? S 7M.!8�LM:=A Y m 4>UB2MdhAM032�CF46? I C3A-U�deA9032�A9: z U>A Vn

53AM2/JP.!4>0@?�2 �XR AM2/53A
FnAM2�?\03.10 P 4653A { n 8 Vn

A92�?;C303AN2�.1C32 w P <+8�4>7�?E7D?�.1? <+U>A9:VA90@?ta!79.�53792�4 I C3ANA�?\W9.!:VJ3U>L�?EA5FA
M {'� 03A 2�CF46?EA#5F79W98�.!4>2�2E<10@?�A[5FA ?�A9U6U>A92D2�.!C32 w P <18�4>7M?�792pA92^?V2�? <�?E4>.1030B<1468�A m 53.!0FW

⋂
Vn 6= ∅

AM?
F
<153:VAM?rCF0qJP.!4>0@? �XR A {

?<@RQTSVU A7BXW Y � ��� S���
 W S�BXWTU������ �eU U � ����� ��! � � , + � , ) % 5 # 84# � < # 3 )�+ + ##"4##&' +A)�+;3 )�:K5(243 ' 3 )�+ ' < # + 'A% + / ) %4/%$ � , ) % 5 #�&�% +K5(2 , 2�: � '-,F# G #&, : 7 #&' +A)�+;3 )�:K5(243 '('
� SVU)S���� �	� U W Y Y � ) < F #1/1' 5 %(,H# : # + ' # CECN< 5 ' <+* %6#%,4G #&, : 7I#&' 3 )�+ + ##"4#%, <EC 2 8 : #&'
% + 56)�<E+ ' B "4#D8 2�+ / M '
^�Q.-XS�� ��
 U
��
�� S�� � W9.!:V:VA

F
AM2�?-J3C38�AM:=AM0@?;A9U6U>46JF?E4

I
CFA m 2�A92t2�.!C32 w a!8�.!C3JPA92rGHA98 w

:V792 c_C30VJB<18�<1:VLM?E8�Ab2�.!0@? ?E.1C32�53A92)W9AM8�WMU>A92 {@Y dh<1J38�LM2 U>A ? S 79.!8�L9:VA Y � m F AM2�?)53.!0FW
WM.!:VJB<1WM? {%n 0qWM.!03WMU>CF?rJB<+8bU>A;? S 79.!8�L9:VA Y {



� � � ����� ����� � $ � 
0/ ���3$ � �6��
�� � ��� �L� ����� �	���	����� !�� ��

n 0 JPA9CF?\:=<1460Q?�A90B<+0Q?;5379:V.!0@?E8�A98;U6AD? S 7M.!8�LM:=A ! {jn 0 2�CFJ3J�.12�Ap53.!03W

I
C3A

FA92�?\CF0 a!8�.!CFJ�AZJFC38�AM:=AM0Q?\AMU>U64>JF?�4
I
C3AfAM?_GHA98�:=7D53A

G
A�?_.!0 P < :=.10Q?�8�AM8

I
Cgdh46U AM2�?

W9.!:VJB<1W�? {
e .!C38 f ∈ F m

.!0 03.1?�A��K4 R
(f)

U�deA9032�A9: z U>A\53A92rJP.!4>0@?�2 �FR A92s53A f {
Y d <1JF8�L92KU>A W9.18�.!U6U]<1468�A Y Y m U><sWM.!:VJ�.!2�<10@?EA)03A9CX?E8�A F0

53A
F
AM2�?KW9.!:VJB<1W�?EA {�� U>.!8�2

U�deA9032�A9: z U6A
P0 =

⋂

f∈F0

� 4 R
(f)

53A92\JP.!4>0@?E2 �FR 792\JB<18;?�.!CF?
F0

AM2�?f03.!0 P 4>53ANA�?\W1deA92^?TCF03Ap2�.!C32 w P <18�4>7M?�7ZW9.1:=J3U6LM?�A
AM?b?E.+? <1U6A9:VA90@?ra!79.�537M2�4

I
C3A\53A

M { 2 WMA\?�46?�8�A m W1deA92�?-C30[A92�JB<1W9Af2>9�:V7M?�8�4 I C3A {P/.1032�4653798�.!032
g ∈ F \ F0

{�� U6.!8�2b.!0q<
gP0 =

⋂

f∈F0

g
� 4 R

(f)

=
⋂

f∈F0

� 4 R
(gfg−1)

= P0

53.!03W
g
<1a146?r2�CF8

P0
{BY ADJFU>C32 m 0gdh46:=JP.!8^?EA I C3A9U <1CX?E8�A\7MU>79:VA90@?-53A\U]<pW9.!:VJP.!2E<10@?�AW9.!030FA R A-5FA

g
5B<10F2

F
29de79W98�46?

gf
.��

f ∈ F0

5F.!03WrW9A�?�?EAs<1W�?E46.!0NJB<12�2�A-<1C
I
CF.1?E46A90@?

A90 C303A\<1W�?E46.!0#53C a!8�.1C3J�At534>2�W98�A�?
F/F0

2�CF8bU�deA92�J3<1W9A_2:9X:V7M?�8�4
I
CFA

P0
{FY d <1JF8�L92rU6A

W9.!8�.!U>U><14>8�A � m F/F0

AM2�? � 034 A�?
F
A92^?-WM.!:VJB<1WM? {



� ��� �I� ����� � � 	��Z���

Y Y AMC R W9.1:=JB<+WM?E4 � W�<�?E4>.1032 53A\U�dh<1030FA�<1C { {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ �
� P/.!0F2�?E8�C3WM?�4>.!0 5gdeC30[A92�JB<1W9AfU>AM0@?E4>WMC3U]<+4>8�A {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ �
! P S <+03a!A9:VA90@?s53A\W�<+8�?EA\5B<+032

TM {h{4{ {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ Y �
� � 0[.1C P AM8�?-53A z <12�A\53A\U><pWM.!:VJB<1WM?�4 � W9<+?E46.!0 53A��-<15B<1:=<18�5 {h{4{4{ Y !
* P/.!0F2�?E8�C3WM?�4>.!0 53AM2 z .!C3U6A92b53A � U>AM4>0#A�?-5FA�	K.!4>0FW�<18�7 {4{h{4{ {h{4{4{ Y �
� 	 8�.	`�A9WM?�4>.!0 53A\U>< z .!CFU>A_53A
	 .14>03W9<18�7\2�CF8sU6A_53A9:V4 w A92�JB<1W9A { {h{4{4{ Y �
� � 0[JP.!460Q?r5FC z .!8�5 U6.!4>0#53A\U><Z2�J S LM8�Af2�AM8E<14 ?r8�A9U64>7\cNU�de.!8�4>a!4603A {4{4{ � Y

 �_79.�53792�4

I
C3AM2s53<1032rU>AM2 z .!C3U6A92b53A � U>AM4>0#A�?-5FA�	K.!4>0FW�<18�7 {4{ {h{4{4{ � �

� Y AM2�WM8�4>JX?E4>.10[5kdhC30FAfWM.!:VJB<1WM?�4 � W9<+?E46.!0 JB<+8b53A9C R W9<18�?�A92r53AM:=4 w A92�JB<1WMA ���
Y � �_79.�53792�4

I
C3AM2NAM? S .!8�.!2�J S L98�A92p53A92p534��k7M8�AM0Q?�A92pW9.1:=JB<+WM?E4 � W�<�?E4>.1032

<103<1U 9Q?E4
I
C3A92 {h{4{ {h{4{4{h{4{h{4{4{h{4{ {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ � 


Y Y 	 <18E<1:V7M?�8E<1a1A_5gdhCF03A\.!8 z 4 ?EA_JB<+8E< z .!U>4 I C3A;.!C P A98^?EA {h{4{h{4{ {h{4{4{
���
Y�� ; 0 P AM8�2�4>.!0[a!79.�537M2�4 I C3A {4{h{4{h{4{4{h{4{ {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ ���
Y ! P/.!0F2�?E8�C3WM?�4>.!0 53C z .!8�5 W9.10FGH.!8�:VA_53A

R
� n {4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ � �Y � i A_WC9�U64>03538�A\J38�.�53C34 ?

R × R
� 2 {4{4{h{4{ {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ � �

Y�* P/.!:VJB<1W�?E4 � W�<+?�4>.!0�53A��t<15B<+:�<18�5 53A
R × R

� 2 {4{h{4{h{4{ {h{4{4{ ���
Y � i A z .!8�5[53A

R
� 2 × R

� 2 {h{4{h{4{4{h{4{ {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ � !
Y � Y AMC R 2>9�2^?EL9:VA92s5gd S 9XJPA98�J3U]<+032s< 9!<10@?t5FA\GH.18�?E2bU64>AM032b53A\JB<18�A90@?E7 {4{ ���
Y 
 i A92rWM.!:=JFU>A R AM2s5FA.P/. R AM?�A98s2�J S 798�4 I C3A92s53A_?39�J�A A3

m B3

A�?
H3

{4{ � �Y � Y AM2r8�7�<+U>4>2�<+?E46.!032 5FA92rW9.!:VJ3U6A R A92r53A P/. R AM?EAM8-5FA\?39�JPA A1

A�?
A2

{4{�
 �
� � Y AM2rW9.!:VJ3U>A R A92r2�46:=J3U64>WM4]<1C R I

C34 03A\2�.!0@?-J3<12r53A P/. R A�?EA98 { {h{4{4{�
 �
� Y i 4>2^?EA_53AM2r534]<1a18E<1:V:=AM2 53A P/. R AM?EAM8-WM.!0303A R A92 {4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{�
 �

��� P/.!:VJB<1W�?E4 � W�<+?�4>.!0�53A\U�deA92�J3<1W9A\A9CFW9U>46534>AM0 {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{����
� ! / 8�.!462bW S <1: z 8�A\4>03WM4>53AM0@?EA92scNC303A\WMU>.!462�.!0 {4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{�� �
� � �%<1:V4>U6U>Ar53A\a!79.�537M2�4

I
C3AM2-J3<18E<1U6U>LMU>A92 {h{4{ {h{4{h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ Y � �

�.* P S <+:=J 5gd S 9XJPA98�J3U]<+032-5kdhC30FA S 9�JPA98�2�C38�G�<+W9A {h{4{4{h{4{h{4{ {h{4{4{ Y Y Y



� �%� ������� �	����

����������


� � i <NGH.!8�:=A;5FA i A P 4 {4{h{4{h{4{4{4{4{4{h{4{h{4{4{h{4{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y Y��
��� Y 9�0B<1:V4 I C3A\5gdeC303A\?E8E<+032�GH.!8�:�<�?E4>.10 S 9XJPA98 z .1U>4 I C3A {h{ {4{h{4{4{h{4{ Y Y �� 
 Y 9�0B<1:V4 I C3A 5gdeC303A ?E8E<+032�GH.!8�:�<�?E4>.10 JB<18E< z .!U64 I C3A#c 53AMC R JP.!4>0@?E2�FR A92 {h{4{h{ {4{h{4{4{h{4{h{4{4{4{4{4{h{4{h{4{4{h{4{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y�� �
� � Y 9�0B<1:V4 I C3A 5gdeC303A ?E8�<1032^GH.!8�:=<+?E46.!0 J3<18E< z .!U64 I C3A �XR <+0Q? W S < I C3AJ�.!460@?r5gdhCF03A\538�.!4 ?EA {4{h{4{h{4{4{4{4{4{h{4{h{4{4{h{4{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y�� �
! � Y 9�0B<1:V4 I C3A 5gdeC303A#?E8�<1032�GH.18�:=<+?E46.!0 JB<18�< z .!U>4 I CFA �FR <10@?VC30 2�A9C3U

J�.!460@? {h{4{h{ {4{h{4{4{h{4{h{4{4{4{4{4{h{4{h{4{4{h{4{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y�� Y
! Y � 9�J�AM8�2�C38�G�<1WMA i A P 4 w J3U><+?EA_53<1032rU]<Z2�C38�G�<1WMA\53A��-.!JFG { {4{h{4{4{h{4{ Y�� �
! � � W9W9CF:ZC3U]<�?E4>.10[5kdhC30FA\GHAMC34>U6U>A;2�C38rU]<DGHAMC34>U6U>A;WM.!:=J3<1WM?�A {4{h{4{4{h{4{ Y�� �
!�! Y A9C R P 462�4>.1032b53C GHA9C346U>U>A�? <1a1At53A � AMA z {4{h{4{4{h{4{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y�� �
! � / 8�<1032�GH.18�:=<+?E46.!0 z 4>8�<+?E46.!0303AMU>U6A-AM0Q?�8�A Σn

AM?
Σn−1

{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y ! Y
! * P/.!032�?�8�C3W�?E46.!0q5kdhC30[A R AM:=J3U6A\2�4>0Fa!C3U>46A98 5B<1032

Σ0
{4{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y � �

! � P/.!032�?�8�C3W�?E46.!0q5kdhC30[A R AM:=J3U6A\2�4>0Fa!C3U>46A98 5B<1032
Σ2

{4{h{ {4{h{4{4{h{4{ Y � !



� � �����

� W�?E46.!0[<1U>a!7 z 8�4 I C3A m �
� W�?E46.!0 8�79a1C3U>46L98�A m �
� U>a!L z 8�A_5FA i 46A

2�A9:V4 w 2�4>:VJ3U>A m � �
2�4>:VJ3U>A m � �

� J3J3U64>W�<�?E4>.10 P � m Y Y !
� CF?E. w 4>0@?�A98�2�A9W�?E4>.10 m Y�� �
� CF?E.1:=.!8�J S 462�:VA;W9.!:VJ3U6A R A m Y�� �
� CF?E.1:=.!8�J S 462�:VA P � m Y Y !
 .!8�5

53A��-<15B<1:=<18�5 m Y��
a!7M.X5F792�4

I
C3A m Y��

J32�A9C35F.XWM.!03W�< P A m Y�� �
J32�A9C35F.XWM.!0 P A R A m Y�� �

 .!C3U>A_5FA � U6A94>0 m Y �
 .!C3U>A_5FA�	K.!4>0FW�<18�7 m Y �
 .!C3U>A_2^? <10F5B<18�5 m Y Y �
P S ?E7\W9.!0FW�< P A m Y Y �P S ?E7\W9.!0 P A R A m Y Y �P <+U>4 z 8E<+?�4>.!0 m Y Y !P <+8�?EA\53AM:=4 w AM2�JB<1WMA m � �P S <1: z 8�A m � � m 
 !P S <1:=J 53A � A9A z m Y Y �P/U6.!4>2�.!0 m � �P/.1:=JB<+WM?E4 � W�<�?E4>.10#534 ��798�A90@?E4>< z U>A

5gdeC303AT<1W�?E4>.10#53A\a!8�.!CFJ�A m 
 m Y �
5gdeC303A

G w 2^?E8�CFWM?ECF8�A m Y �5gdeC303A
(G,X) w 2^?E8�C3WM?�C38�A m Y Y5gdeC303A P <18�467M?�7 m !

7�?EA90F53C3A m �

P/.!:=JFU>A R A\53A P/. R AM?EAM8 m � 
P/.!:=JFU>A R A\:V7M?E8�4
I
C3A m 
 �P/.!:=JFU>A R A\2�46:=JFU>4>WM4]<1U m �.*P/.!03534 ?E4>.10#5gdh460@?E79a18E< z 46U>4 ?E7 m Y Y YP/.!0�`�C3a@<+4>2�.10 m * m � �P/.!0@?E8E<+WM?E46.!0 m Y�� 
P/.!C38 z A\A R W9AMJF?E46.!0303AMU>U6A m Y�� 
P/.!C38 z A\8E<+?�4>.!0F03A9U6U>A m Y�� 


Y 79WM.!:=JP.!2�46?E46.!0#53A\53A � S <1: m � !
Y 79WM.!:=JP.!2�46?E46.!0#A90[A92�JB<1WMA92t5FA

8�<1W94603A92 m 
 �
Y 79WM.!:=JP.!2�46?E46.!0#53A P <18^? <10 m �.*
Y A9:V4 w A92�J3<1W9A\53A � U>AM4>0 m �.*
Y A9:V4 w A92�J3<1W9A\53A
	 .14>03W9<18�7 m Y �
Y 4]<1a18E<1:V:=A-53A P/. R A�?EAM8 m 
 Y
O)WMU]<+?�A9:VA90@? m Y�� 
O)U679:VA90@?s8�7Ma!C3U>46A98 m 
�
O)U679:VA90@?s2�4603a!C3U64>A98 m 
�


 0F2�A9: z U>A\U>46:=4 ?EA m Y � �

 2�JB<1WMA S 9�J�AM8 z .!U>4 I C3A\8�79AMU m Y �
 2�JB<1WMAT2:9X:V7M?�8�4 I CFA m � �5FA\?39�JPAT0F.!0 W9.!:VJB<1W�? m � !

 2�JB<1WMA92tU6A90@?E46W9C3U><14>8�A92 m *
�P<+W9A\0QC3U>U6A m � 

�P<+W9A92 m � 


5kdhC30[2>9�2^?EL9:VAf5gd S 9�JPA98�JFU]<1032 m � 

�P<+:=46U>U>AsW9.1032�462�? <+0Q?�A m � 

�%.103WM?�4>.!0 53A\537MJ3U]<1WMA9:VA90@? m Y 

�%.18�:VA_53A � 46U>U64>03a m � �



� ��� � � ��� �

�%.18�:VA;53A i A P 4 m Y Y Y
G w <+?EU><12 m Y �
G w 2�?�8�C3W�?EC38�A m Y ��\7M.X537M2�4

I
CFA92

<+2>9�:=JX?E.1?�A92 m Y��
J3<18E<1U6U>LMU>A92 m Y��
8�79a!CFU>4>LM8�AM2 m 
�

2�4>03a1C3U>46L98�AM2 m 
�


�\8�.!C3JPA_53A i 46A_2�AM:=4 w 2�46:=JFU>A m � *
�\8�.!C3JPA_53A\8�7��3A R 4>.!0 m � �
�\8�.!C3JPA_.!8�? S .XW S 8�.!03A m Y �
(G,X) w :V.!8�J S 4>2�:VA m Y Y
(G,X) w 2�?�8�C3W�?EC38�A m Y Y
� w W9. z .!8�534>2�:=A m �
; :=:VA9C z U>A

:V7M?�8�4
I
CFA m 
 *; :=:VA9C z U>A;2�J S 798�4 I C3A m 
 !; 03534>WMA\5gdhCF03A\a!79.�53792�4 I C3A m � �; 0 P A98�2�4>.10qa!7M.X5F792�4 I C3A m � �; 0 P .!U>CX?E4>.10[5FA.P <+8�? <+0 m � *; 2�.!:V7M?�8�4>A m Y 


AMU>U64>JF?�4
I
C3A m Y 
 m Y Y �

S 9�JPA98 z .!U64 I C3A m Y 
J3<18E< z .!U64 I C3A m Y 
; 2�.!:V.!8�J S 4>2�:=A;WM.!:VJ3U>A R A m Y�� �; 2�.!:V.!8�J S 4>2�:=A P � m Y Y !
� 7M?�8�4

I
C3A\53A L A z 2^?EAM8 m Y Y �

� <+?E8�4>WMA_53A P/. R A�?EA98 m 
 �
� .X5FL9U>A_WM.!0FGH.!8�:=A m Y �
� .X5FL9U>A_JF8�.�`�AMWM?E4 G m Y �
	 <18^?E4>A_AM2�2�A90@?E46A9U>U6A m � �	 <18^?E4>A_4603A92�2�AM0Q?�4>AMU>U>A m � �	 A98�W9AM8 m Y��.*	)U><+? m � !	)8�.�`�A9W�?E46.!0 P 462�C3AMU>U6A m Y��
� <1WM4>03A m 
 �
� <10Fa m � !

5gdhCF0qWM.!:=JFU>A R A_2�4>:VJ3U>46W94]<+U m �.*
5gdhCF0qAM2�JB<1WMAT2:9�:=7�?E8�4

I
C3A m � !

� <+03ap8�79AMU m � �
� 79<1U>462E<+?�4>.!0=?E.!JP.!U>.1a!4

I
C3A m � 


� AM:=JFU>4>2�2E<1a1A S .!U6.!:=.18�J S A m Y !�!O
I
C34 P <18�4><10@? m Y ! �

� AMJ38�7M2�AM0Q?E<+?E46.!0q<15�`�.!460Q?�A m � �
GX.!C32 w a!8�.!C3JPA

JB<18E< z .!U64 I C3A m � �J3C38�AM:=AM0@?-AMU>U64>JF?�4
I
C3A m Y � *GX.!C32 w P <18�4>7M?�7;?E.1?E<1U>AM:=AM0@?

a179.�53792�4
I
C3A m � �GXJ S LM8�Af2�?E<1035B<18�5 m Y Y �GXC38^G�<1W9A\53A��-468��MA z 8�C3W S m Y ! �GXC38^G�<1W9A\53A��-.1JFG m Y��.*GXC38^G�<1W9A\:V4>0346:�<1U6A m Y�� �GXC38^G�<1W9A\8E<�?E4>.10303A9U6U>A m Y�� �G 9�2�?�L9:VAf5kd S 9�J�AM8�J3U><1032 m � �

W9U>.12 m � �
A92�2�A90@?E46A9U m � �G 9�2�?�L9:VA\?�8�46J3U>A_53A i 4>A m � �

/ 8�<1032^GH.!8�:V79A\J38�.!J38�A m Y�� 
/ 8�<1032^GH.!8�:V79A_?E.+? <1U6A m Y�� 

� <18�467M?�7

GHA98�:V79A m �
.!C P AM8�?�A m �

� <18�467M?�7_W9.!:VJ3U>A R A\c z .!8�5 m Y�� !
� <18�467M?�7�P � m Y Y !

i A P 4 w JFU]<+?�A m Y Y��
J32�AMC353.�W9.!0 P A R A m Y Y��

� <18�467M?�7_53A��t<15B<+:�<18�5 m Y Y



� � � ���I� �
� � �����I�

7 Y 9 ����� � ��� - �	�	��� �	��
 U�S -XS
� A�?�� � ���
�RU�SVW 
 WTU N�� 2�+ < G )�C 8�/ ) G +A)�+ $
56) / < ' <eX # 3 %(, XU2 '-%(,H# m 	)8�.!a!8�A92�2/4>0 � <+? S AM:�<�?E4>WM2 m P .!U { �,Y m  4>8�# S�� C32�A98  .12�?E.10; 03W�� m  .!2�?�.!0 m � � m Y ��
 * �7 � 9 ��� � ��� �DU�
������ ����� � W �!� � ��"#���	� �FW 
 W-U�� AM? "#� � �	� 
 W � W � NZ )�:K5(243 ' 3 )�:K5AC ##";/1%=,EG 243 #1/ m 2�AMW9.!0F5q7M5$� m 
 8�a!A&%30F4>2�2�AT5FA98 � <+? S A9:=<+?E4$#=CF0354 S 8�AM8 �_8�A90 �9a!A'%34>A�?EA(� ! � �B.!U6a!A(� � G�A98�46A92;.+G � .X5FA98�0 GXCF8 P A 9�2f460 � <+? S A9:=<*)
?�4>W92 7 � A92�CFU6?E2r460 � <+? S AM:�<�?E4>WM2r<1035 � AMU]<+?�A95 � 8�A�<12'� ! 8�5�GXAM8�4>AM2&� � GXAM8�4>AM2r.1G
� .�53AM8�0�GXC38 P AC9�2-4>0 � <+? S A9:=<+?E46W92 9 m P .!U+� � m GXJ38�4>03a!AM8,) � A98�U><1a m  A98�U>460 m � � � � �7%! 9 "#�.-/��� W �DU 
 S�� N 	 � # � # )�: #&'-, - ) GL8 < / 3 ,H#&'R# � , ) % 5 / m �_8E<15FCB<+?EA10 A R ?�2t4>0� <�? S AM:�<+?�4>WM2 m P .!U+� � Y m GXJ38�4>03a1A98,) � A98�U]<1a m � A3254).!8�# m Y ��
 ! �6 �(7 � �8� W.��� A�?�9 � � �;: S<�
���>=@? � 2�4>:VJ3U>4BABW�<+?�4>.!0;<1035fA R ?EAM032�46.!0D.1G�� A ��A98�:�<+0gdh2
? S A9.!8�A9: .10C%34 S .!U6.!:=.18�J S 46WT:=<1J3JF4>03a!2ED m � +�F # + '(' � 2 ' � '.GIH > Y ��
 � ? m 03.J� ! mJ$� � 
 ! = � 
�� �6LK 7>M �<� �;N � �DU 
 =O?EP 7M?�8�4

I
C3AM2t5gdRQ 4>032^?EAM4>0 <12:9�:=JF?�.1?E4

I
C3A9:VA90@?;2:9�:=7�?E8�4

I
C3A92ED m

� /1' 7&, < / * %6# > � � � � ? m 03.J� � � K m J$�TS�4VU Y �XWT�6 � 7 "#��� SVU W.� A�? � ��Y �.=	Z )�:K5(243 ' < [ 392 ' <-)�+ / ) GB/3\ :S: #&' , <-3 2�+ 8 C�)�392�CEC \ /3\ : $
: #&'-, <-3 / 5(243 #1/ m P <+? S A9:=<+?E46W92 �X0 S A9.18>9^] � J3J3U>46W�<+?�4>.!0F2 m  4>8+# S�� C32�AM8  .12�?E.10; 03W�� m  .!2�?�.!0 m P � m � � � � �6 � 7 ����� U�S$_ 
 WTU�� Y$��` W���� �RW AM? 
O�ba^�b` �c�VW ��� �	=d? � 4603534>0Fa <d%P.!C3035B<+8>9
GH.!8r<+0[.1J�AM0q:=<1034 GH.!U>5eD mef : #&, 'hg ' � 2 ' � 'IijH > Y WXk K ? m JI� Yml,Yonm=TYml �(p �6 p 7 � � � �h� U�S$_ �q=sr % <EC 8 <E+ut / m GXJ38�4>03a1A98,) � A98�U]<1a mev A32w4).!8�# m Y W p WT�6 W 7yx ���/� U
�
: S!�.z ���/� U
�
: S AM? � ��{ � ���RS$�|= f 3 ) %(,9/&# <E+ : #&' , <-3�t # )�: # $
'-,}\ m �\8�<153CB<+?�A G�?�C3534>AM2 4>0 P <+? S A9:=<+?E46W92 m S!.1U+� !�! m � :=AM8�46W�<10 P <+? S AM:�<�?E4>W9<1U
GX.�W946AM?39 m 	 8�.mS�4>53AM03W9A m � ; m �(lXl Y �6 Yml 7yx �$�~� U�� �u� Y U � AM? � � ��� �	�;�DW-Us=�? �\AM.!:VAM?E8:9V.1G S 9XJPA98�2�C38^G�<1W9AM2s<1035 :=<1Je)
J34603aZ? S A9.!8�A9:V2b4>0

C
n
D m Z )�:S: # + '(' � 2 ' � 'h�I# C�F '�G�� > Y W n W ? m 03.J� � m J$� Y WXW =� Ymn �

6 Y Y 7 9 � � � U 
��	��=�? GXC38_U><�a!7M.!:=7�?E8�4>AZJ32�A9C35F.�)'WM.!0FGH.!8�:=AN53AM2 S 9XJPA98�2�C38^G�<1W9AM2T5FA
U�dhAM2�JB<1WMA 53A 53A9C R S+<18�4><(%3U6A92pW9.!:VJ3U6A R A92ED mbf + + ' � 2 '('K"@%=, 2 f 5�5AC '��V�(� � �> Y W ! � ? m J$� Ymnm= W l �



� G�� ��� ��� � � ��� ����� � �
6 Y�� 7
	 m ? G�C38�U><va!7M.!:V7M?E8�4>A J32�A9C353.*)'W9.10FGH.!8�:VA[53A92 S 9�JPA98�2�C38^G�<1W9AM2#53A U�dhAM2�JB<1WMA

53A#53A9C R S+<18�4><(%3U6A92DWM.!:VJ3U>A R AM2N4>4 D m.f + + ' ) 3 % )�C	2��I) , : ' ) % 5 '$" < / 2 ' ��
&� �> Y W ! � ? m JI� !�!�! = ! K � �6 Y ! 7 � � � � � �DWTU�� A�? Y$� � � � S�� WTUq= ? � A9<1U S 9�J�AM8�2�CF8�G�<1WMA92;460[WM.!:VJ3U>A R :�<+034B)
GH.!U>532ED m f 3 ' 2 � 2 ' � ' ����� > Y W n � ? m J$� � Y W = �Xn Y �6 Y ��7�� ���y� 9 
)WTU�� W � �O=�� # )�: #&'-,}\ ) G +A)�+�56) / < ' <;F # C \ 3 %(, F #98 : 2�+ < G )�C 8�/ m P S 4>W�<+a!.
i AMWM?�C38�AM2K460 P <+? S A9:=<+?E46W92 m � 034BS!AM8�2�4 ?39_.1G,P S 46W�<1a!. 	 8�A92�2 m P S 4>W9<1a!. m ; i m Y WXWXkT�

6 Y K 7 � � � � 9 �I_ � U��	�u� Y U � = ? P/.!03WMA90@?E8�4>W94 ?39l460
3
)�:�<+0346GH.!U6532,D m
� , 2�+ / ' f : #&, '

� 2 ' � ' ) )�3 ' � ��� > Y WXk � ? m J$� � l k = � � ! �6 Y k 7 z � 9 � �����o��
�WTUI:	=�? �K4>U>U64>03a %�9 S .!U>.!:V.!8�J S 4>WD534>2�W92T<1035l4 ?E2f<1J3JFU>4>W9<+?E46.!032ED m
�\AM.!:=A�?E8:9 .1G#U6.o2!)�534>:VA90F2�4>.10B<1UD:=<1034 GH.!U>5F2 m � > Y C38 S <+: m Y W p W ? m i .!035F.!0P <+? S � G�.XW�� i AMWM?�C38�A v .1?�A G�A98&� m S!.!U � Y K Y m P <+:�%38�4653a!A � 0F4 S�� 	)8�A92�2 m P <1:>)%38�4653a!A m Y WXW l m J$� � K = k n �

6 Yon 7 � � - W����%WTU�- �	� = ? 0 S A  AM8�a!:=<10 #+A98�0FA9Ub<10F5 %34 S .!U>.!:V.!8�J S 4>WN:=<1J3JF4>03a!2
.1G JF2�A9CF53.XWM.!0 S!A R 53.1:�<146032,D m�� +�F # + '(' � 2 ' � '���� > Y W n � ? m J$� Y3= k K �6 Ymp 7 � ��- U��	�h��W �/=O? � �BA98�8E<1035u) n %B<+?E<V? S A9.!8�A9: GH.!8t8�<10�#[.!03ADJ3<18E<(%P.!U64>W\a!A9.*)
:=A�?E8�46A92ED m �(l(l k m <+8��;4BS �h:=<+? S � Y ��� l k lXp K ! n �

6 Y W 7 � �^- U
�	�.��W � AM? � � � �DUIN � � �	� = ? � CF?�.!C38 53C ? S 79.!8�L9:VA 5FA � A98�8E<1035u)
n %3<+? <*D m f + + ' � C�) N 2�C f + 2�C ' � # )�: '!� � > �(lXl�� ? m 0F.J� Y m J$� K Y3= k � �6 �(l 7 �	��� ��- URWTW � - �	� =�? 0 S AZ?E.1J�.!U6.!a 9[.1G GH.!C38E)'5346:=AM032�46.!0B<1U :=<10346GH.1U>532ED m g '" < # #&,H# + ' < 2�C � # )�: ' � H > Y W p � ? m�$�% � ! m J$� ! K n = � K ! �6 � Y 7 � � � ��
 SVU 
 ��
�� WJ���;�
��� "O�.`@� M �	� �o�h�
�	�;�'&)( 9 �.��� � � � 
)W-Uj: =�8 ) % + $8 2 ' <-)�+ / ) G � < # ' � # ) ,3\ 2�+ 8 � < #.' , 2�+ / G ) , : 2 ' <-)�+ t , ) % 5 / m GXJ�*�+ $ a & *,) �,& *�U.-1a m /& *�U.+ $km Y WXW n m 00*1- $�2 U3- (1&54 G6* %87 ( S & �:9 212 +.- $ %�9 � �<; % �5= % 2 2 #>+ m �:&@? *1+ $ (
%BA (DC�& Y WXW ! ( *D- $�2 =3- ( + %8$ 6 � < # t , ) % 5 / 2�+ 8 � < # 2�CRt # N&, 2 / ' ��m Q $�E 9 E = % ? - &54 +.-P - (DC �-G E + � m ��l m G ? *�+ $ a & * m  F& *1=G+ $gm Y WXW ! � P � Y ! l k n ! n > W K A � ����lXl,Y ? 7 �6 ��� 7 `@��
 URWTW ��
�WTUI: = ? Y + 2�E * &@(D& 2 9 %3a8* % 9�? 2H%BA (DC�& i % * & $ ( � a8* % 9�? D m � 2 ' � ') 392�+ 8�' �>I > Y WXk � ? m ? � p K =-YmlXn �6 � ! 7�� ��
 U��J������
�� �K&@( Y$��� �DU U�� ��= " , <E+A3&< 5AC #1/ ) G 2�CRt # N&, 2�<-3 t # )�: #&'-,}\ m�L +.= & 9P/=3- 2�2 + E@2 i + %�*D-M*>9 mON8% C $PL +.= & 9 ] G %8$�2 ; $�E � m�v & 2 4 % *+# m Y WXW � m �<&5? *�+ $ ( %BA(DC�&6Y W n�p % *1+>aB+ $ -B= �

6 � ��7 � ��� W	�u:��	� S��q=Q" < # #&,H# + ' < 2�C�t # )�: #&' ,}\ 2�+ 8 /3\ :S: #&'-, <-3 / 5(243 #1/ m 	 9 * & - $ 4
� ?�? =G+ &@4dP - (DC�& 7 - ( + E@29m � % =+��� ;=; m � E - 4�& 7 + E 	,* & 212MmIv & 2 4 % *+# m Y WXk � �

6 � K 7 `@� � �I��� �o�
�R&)( �>� �	� � U �;��W>=�? �S+ $ 4 + $ a�-�% % 9 $ 4 -M*>9 A6% *T- 3
) 7 - $ + A6% = 4 D m

f + + ' ) G � 2 ' � '!��
&�VU � > Y W n(l ? m ? � ��� ! = � ! K �6 � k 7 �^� ��� - 
 � � ���o� � =�? 	,* % ` & E ( + S & * &5? * & 2 & $ ( - ( + %8$W%MA -M=>a & %�*D-B+ E =G+ $ & -B*)a8* % 9�? 2
%BA ( *D- $�2�A6% * 7 - ( + %8$�2 D m�f : #&, 'hg ' � 2 ' � 'ji�i > Y W(kXk ? m ? � Y WXW = �(l K �



��� ��� � � ��� ����� � � �����
6 �Xn 7 z � ��� - � �o� � - ��= ? � *1+>aB+ 4 + ( 9 (DC�& % * & 7 A6% *VP � 7 - $ + A6% = 4 2 - $ 4 - * & A $ & 7 & $ (

%BA n %�- ( -�- $ 4 i & = %8$ a�) � & *�*D- $ 4 d 2 * & 2 9 = ( D m � & %87 &@( *:9 - $ 4 + ( 2 - ?�? =G+ E - ( + %8$�2> 4 % # % C - 7 - m Y WXW Y ? m�L % *�= 4 G E ++� 	 9 %�= � m � + S & * Q 4 a & m v
N3m Y WXW ! m ? � n ! =ep ! �6 �(p 7 
O���	� �>�RW �h��� � >�� 4 � ? = ) # F #&, 2�C 3 )�:K5AC ##" FU2 , < 2 N C #1/ ' ���1��m Q $�E 9 E = % ? - &54 +.-%BA P - (DC�& 7 - ( + E -B=<G E + & $�E & 29m S % =+�bW m G ? *1+ $ a & *E) �,& *�=3-1a m  /& *1=G+ $gm Y W p W m � & % )
7 &@( *1+ E A 9 $�E ( + %8$ (1C�& % *>9 m � ( *D- $�2 =3- ( + %B$ %BA G % S�* & 7 & $�$ 9 &W? * % %�= & 7 9 7 - (1& )
7 - ( +$# ++� � 9 $ 4 - 7 & $ ( -B= $ 9 & $ - ? *D- S>= & $ + 9 - m 0 %87 W m � # - 4 � v - 9 # G%G%G � m � 2 & )
2�% 9 9 ��� ; $�2 ( � v - 9 E C $ ��+>0 & # C $ � ; $�A6% * 7 � m P %821E@% 2 m Y W p k 6 P � lXp k l k l n
> p n 7 � ! ��l,Y Y ? 7 m 00*1- $�2 =3- ( + %8$ %�9 N � 	 &5&@( * & m 0 *D- $�2 =.- ( + %8$ &54 + (D&@4 %�9 ��� P �
; C�& $ # + $ �6 � W 7 � � -/� �
� W.- 
�W �
� =q? ; � C = & * 7 &@( *1+ E52 %BA:$ & a - ( +BS & E 9 * SM- (19 * & m (DC�&  /& *�a�)
7 - $�$�7 &@( *1+ EV$ & -M* (DC�& % % 9 $ 4 -B*>9 m - $ 4 (1C�& ; % %�- 98- 2 C + 7 &)( *1+ E %8$P2�7K%>% (DC% % 9 $ 4�&54 2 ( *�+ E ( = 9 ? 2 &@9�4 %>E5%8$ S &�� 2 &@( 2 D m�� + 8 < 2�+ 2
	 + <;F ' � 2 ' � '$g '��IH > Y W n(p ? m$�% � � m ? � �(n K = �(p�� �6 ! l 7 ��� � � SVW �
���RW-U�=�? G 9 7K7 &@( *1+ E�2 ? - E & 2�%MA C +>a C�& *
*1- $ # 4 % $�% ( - 4 7 + ( 4 + A )
A & * & $ ( +3-(%�= & E5%B7 ? - E ( +BA E - ( + %B$�2 D m ? * � ?�9 %�=.+ E - ( + %8$ �6 ! Y 7 	 m ? n $ 4 +�� & * & $ ( +3-(%�= & E@%87 ? - E ( + A E - ( + %8$�2 %BA (DC�& C 9 ?!& * % % =.+ E ? =.- $ & - $ 4-B=6a & %�*D-B+ E - E ( + %8$�2�%BA SL2(R) %8$ 2 9 * A - E & 2 D m � # )�: ' " #98 <-392 ' 2 � � H > �(lXl k ? m? � Y k Y3=-Y pXl �

6 ! � 7 	 m ? n $ 4 +�� & * & $ ( +3-(%�= & E@%87 ? - E ( + A E - ( + %8$�20%BA (DC�& C 9 ?!& * % % =.+ E/2 ? - E & D mS� , 2�+ /%$G ) , : ' � , ) % 5 / � � > �(lXl k ? m�$�% � � m ? � Ymp K =-Y W � �6 !�! 7 	 m ? G 9 * = & 2 * & 7 ? =G+ 2�2 -1a & 2 C % = %87K% * ?�C�& 2 ��� 9 +BSM-B*1+.- $ ( 2 D m ��lXl kT�6 ! �(7 "#� ��� � � ��
�
>=�������������������� �"!"#$�%� � �&#$� \ # G ����'(!)��!*'+��,-� t ��#$./����0 	,*�+ $�E &@( %B$P - (DC�& 7 - ( + E -B=%G & *1+ & 2 0 S % =+� ! k 0 	,*1+ $�E &)( %8$ � $ + S & * 2 + ( 9 	,* & 2�2 0 	,*1+ $�E &)( %8$ 0 v
N 0Y W p k 0 � $�% S & * S>+ & 2 % - 2 &54 %8$ &�� - 7 ? = & 2 �6 ! K 7 � � �.S�
 � � �	�o�	� &@(O� �21 S - �*3 � = 84#$.5��67� �8!"#$�9�:#�;<6 ! # ���������"!�� , t �&#$'<���8� \ '
=>#$, � 0 ; $ (D& * 21E + & $�E & 	 9 %�=.+ 2 C�& * 2 0 - 4 + S>+ 2 + %8$R%BA N8% C $ L +.= & 9 ]�G %8$�2 0 v & 24 % *�#X)@? %8$ 4 %8$ 0�Y WXk ! �6 ! k 7 a^� � � � � �u���DU��	��=�? P %8$BA 9DC - E 9 E =3- 212 & 2 + $ M(n)

D 0 P %8$�A6% * 7 -B= C8& %87 &@( *>9E  %8$�$ 0 Y W p K � Y W p k7F 0 � 2 ?�& E ( 2 P - (DC � 0 Q Y��G0 � + & 2 &�CD0	 *D- 9 $�21E C 2 & + CD0 Y W pXp90? � � Y3= k � �6 ! n 7 Y$� �	�$` W-W^=�? P � 7 - $ + A6% = 4 2 2<+ (DC $�%8$�E@%87 ? - E ( E5%8$�$ & E (D&54 - 9�( %87 % * ?�C + 2�7C * % 9�? 2 D 0 g ' �H�&#$' ' f ��� , '!� E Y WXW(k7F 0 $�% � Y 0�? � n W = W l �6 ! p 7 � � �>� � � � � ��� W � = ?JI 9 $ - 7 + E52�%8$ K3 2 9 * A - E & 2 � G�-B= & 7 $ 9 7 % & * 2 - $ 4G�+ &�C8& = 4 + 2 # 2 D 0 g ' ����!*��� f � t ��K ' � � � � '�GJ�IG E �(lXl�� F 0�? � �(l,Y3=�� !�! �
6 ! W 7 	 0'?JI 9 $ - 7 + E@2 %8$ %�= % 2 9�? 2 %BA (DC�& ? * %BA & E ( + S &T? =.- $ & D 0 �(lXl k 05? * � ?�9 %�=G+ E - ( + %B$ �6 � l 7 Y$� � � � �RSVU	=�?�L $ 7 - $ + A6% = 4 2 C %87 & %87 % * ?�C + E ( % (DC�& 7

) 2 ?�C�& * & D 0 f ��� ' #�;� � � � '!��
&� �J� E Y W K k F 0�? � ! WXW = � l K �6 � Y 7 	 0T? 0�2 % E@%87 ? = &���& 2 2 C + E C -B* & C %87 & %B7K% * ?�C + E % 9�( E@%87 %�+ $ - ( % *1+.-B=.= 9 4 + 2 )( + $�E ( D 0 f ��� ' #�; � � � � '!��
&�>He� E Y WXk Y F 0�? � K n K = K W l �



� G i ��� ��� � � ��� ����� � �
6 � � 7
	 0 � �����8.5����� #$�
� � � h $ �&# N #$��6 !)��' � � �&#$����'(0 v:% (D& 2 %�9%?��TG>+ & % & $�7 - $�$ - $ 4

N �-G %8$ 4 % 2 0 	,*1+ $�E &)( %8$ � $ + S & * 2 + ( 9 	,* & 212 0 	,*�+ $�E &@( %B$ 0 v � N � 0�Y WXk K �6 � ! 7
	 0*? L C + (D&@C�& - 4 ( % * 2 + %8$ D 0 rH.5,*, ' f '<��� ' � � � � ' ) #�� 'eH�� E Y WXkXk F 0B? � ! K po= � � kT�6 � ��7 z ��� ��
�� � - ��
�� � =�?
SL(2;R)

) - E ( + %8$�2:%8$ 2 9 * A - E & 2 D 0 � & %87 &)( *�+ E 2 (D9�4 9 %BA
A6% =.+.- ( + %8$�2 E 0 % #�9 % 0 Y W(W ! F 0 LR% *1= 4 G E ++� 	 9 %�=.+ 2 C + $ CD0 � + S & */Q 4DCB&$0 v
N 0 Y WXW � 0? � ! n K = ! p WT�

6 � K 7 9 � 9 � � S�� � W|= �H�&#$'<���8��!�� ��#��9#$,-# t \ !*� 6 !*'<���9��!"#$�9�
2

� ��6
3
0 G ? *1+ $ C8& *E)

�,& *1=.- CD0 v & 2 4 % *+# 0�Y W n(nG0 � *D- 4�9 - (D& 0 &��>( 2 + $ P - (DC�& 7 - ( + E@2 0 � % =+� � n �6 � k 7�x � � S�� 
�: S�-XWTU � &@( ` � � �*
�
 � � =�? Q � + 2 (D& $�E & %BA,2 9 % C * % 9�? 2 + 21%87 % * ?�C + E( % (DC�& * & -B= $ 9 7 % & * 2 D 0 f ��� ' #�; � � � � '!��
&��G � E Y W K Y F 0�? � � W po= ! � kT�
6 � n 7 `@� � S � 
 W 
�� W � S��
� W	�5= ? ; $ ( � C *1- ( + %8$ 4�& 2 ��� 9 - ( + %8$�2 4�& P - 9 E C 9 )

� + & 7 - $�$ + $ 4�9 + (1& 2 A6% * 7 & =G= & 2 D 0 G � 7 + $ -B+.* & � % 9 =3- % 9 + E )J? + %8$�2 ):G E C 2/-B* ( � Y W n � =Y W n K � O � 9 - ( + %8$�2 - 9G�K4�& *1+ S � & 2 ? -B* ( + & =.= & 2 =.+ $ � -B+G* & 2 &)( $�%B$ =.+ $ � -B+G* & 2 0 P & $ ( * &P - (DC � 0 O E5% = & 	 % = 9 (D& E C � 0 	S-B*1+ 2 0�Y W n K 0�? ��Q ��? � v % ��W 0�Y � �6 � p 7 `@� 1 � U W � 
)W-Uj:q=y? � E & * ( -B+ $ ? * % %�= & 7 %BA �
- $�2 ? & 2+9 D 0 	 �J�9� � ! � � � ' � � .����U E Y W n � F 0 $�% � � E Yon k7F 0B? � � � Y3= � K Y 0 00*1- $�2 =3- (1&54 A * %B7 (1C�& Q $ C =.+ 2 C %�9 N 9 � � �Q C % * % S 0 P % =G= & E ( + %8$ %BA -B* ( + E = & 2 4�&54 + E - (D&54 ( % (1C�& 7 & 7 % *>9 %BA ; SM- $ � & % * C + & S>+��	 &@( * % S 2 # +	� 
 E Y W l,Y3=TY W n ! F 0 ; �6 � W 7 �	�ja S�� �	��= � �����8.5�����+#$� N .G!*, 6 !*� t ��0 	 & * 2 ?�& E ( + S & 2 + $ P - (1C�& 7 - ( + E52 0 S % =+� nG0
� E - 4�& 7 + E 	,* & 2�2 ; $�E � 0  %82 ( %8$ 0 P � 0�Y W p WT�

6LK l 7 �#�ya S���� �/= ? � (1( - E C + $ C - $ -B= 9 ( + E�2 ? - E & 2 ( % - $ - $ -B= 9 ( + E�2 ? - E & -B= %B$ C -? 2 &@9�4 %>E5%8$�E - S & % % 9 $ 4 -B*>9 D 0 	,* %>E � P %8$�A � P %B7 ? = &�� � $ -B= 9 2 + 2 E P + $�$ & - ? % =.+ 2 0Y WXk � F 0 G ? *�+ $ CB& * 0� /& *�=.+ $ 0�Y WXk K 0�? � � � �m= � K ke�6LK Y 7 � �Ia � � �
�	�RW �;� WTU =y? SL(2, R)
- E ( + %8$�2T%8$ 2 9 * A - E & 2 D 0 f '<��� '$g ' � � � � ' U��E Y W n � F 0�? � K Y Y3= K �(p �6LK � 7 a � ���
�RSVW �O=~?�L $ (DC�& E@%8$�A6% * 7 -M=�- $ 4 P � - 9�( %87 % * ?�C + 217 C * % 9�? 2 D 0 �H�&#$' '

8 .5����� ' f ��� , 'jG E Y WXW K F 0 $�% � �G0�? � � k � = � p Y �6LK ! 7 Y$� � � � �-WTURU W~= f , t
� N �����26�� � !"�2����'(! $ ��!*'+��,-�����&#$'+��,-� " ����0 L � � �  /& $BA - 7 + $ 0+ $�E � 0 v & 2w4 % *+#X) � 7K2 (D& * 4 - 7 0�Y W(kXkT�
6LK ��7
	 0 f � N ����� , � ' � , t � '<��� ,

SL2

0 G %>E + � ( � P - (DC � 7 - ( + � 9�&K4�& ��*1- $�E &$0 	 -B*�+ 2 0Y W nXnG0 � S & E 9 $K2�%87 7 -B+G* & - $ C =.-B+ 2 0 � � 4 + C � - S & E =3- E@% =.=.-(% % *D- ( + %8$ 4�& � 9 7 - $
 - 212 0 � 2 ( � *�+ 2 � 9�& 0 v % � � kT�6LKXK 7 `@� � � W.
�W ��- ��� �q= ? 0 C�& % % 2 ( * 9 E ( + %8$ ( % A $ 4 + $ C ->% % 9 $ 4 -B*:9 A6% *:- $H% ?�& $
7 - $ + A6% = 4 %BA 4 + 7 & $�2 + %8$ C * & - (1& * (DC - $ AJS & D 0 0 C�� 2 &$0 	,*�+ $�E &@( %B$ � $ + S & * 2 + ( 9 0Y WXk K �

6LK k 7 � � �.- � � W =q? � & $ & *D-B=G+ � &54 	 % + $�E -B* ��� 2 E@%8$BA & E (D9 * & + $ 4 + 7 & $�2 + %8$�2 C * & - (D& *(DC - $ A6% 9 *ED 0 f ��� ' #�; � � � � '!��
&�>He� E Y WXk Y F 0�? � ! W Y3= � l kT�6LK n 7
	 0X?�L $ (1C�& 2 ( * 9 E (D9 * & %BA 7 - $ + A6% = 4 2 D 0 f '<��� '$g ' � � � � '�iJ� E Y W(k � F 0 ? � ! p n =
! WXWT�



��� ��� � � ��� ����� � � �����
6 K p 7yx � � � � 
 S
_ Wy=/? �:& -B=�- $ -B= 9 ( + E - E ( + %8$�2 %BA SL(2,R) %8$ - 2 9 * A - E & D 0�� � t # 6 !��� � �&#$� \ " \ ��� ' ' ) \ ������' � � E Y W p ! F 0 $�% � ! 0�? � � � nm= � WXWe�6 K W 7 ��� � ��� � � U ��
 S��5= � � ���&� $ 6 !*'<���9��!"#$��� , t �&#$'<���"� \ � ��6 � #��9#$,-# t \ ' =>#$, '

� 0 	,*1+ $�E &)( %8$ P - (1C�& 7 - ( + E -B= G & *1+ & 2 0 S % =+� ! K 0 	T*�+ $�E &@( %8$ � $ + S & * 2 + ( 9 	,* & 212 0	,*1+ $�E &)( %8$ 0 v
N 0�Y W(W nG0 Q 4 + (D&54 %�9�G�+G= S>+ % ? & S 9(�6 k l 7 � ��` � � � 
 W-U - �	�^=1? 	 9 * & = 9 & =.=G+ ?�( + E P�� %�+ 9 2 C * % 9�? 2 D 0 � % = %87 % * ?�C + E,A 9 $�E )( + %8$�2 - $ 4 7 % 4�9 =.+ 0 � % = � ;=; E  /& *+# & = & 9 0 P � 0FY W p k7F 0�P - (DC � G E ++� �<& 2 � ; $�2 ( �	 9 %�= � 0 S % = � Y Y 0 G ? *1+ $ C8& * 0 v & 2w4 % *�# 0�Y W pXp90�? � Yon ! =TYon(p �6 k Y 7 � � �	� � W.
 ��
 WTU�=~?�L $ (1C�&T( *D- $�2�A6% * 7 - ( + %8$ C * % 9�? %BA -<* & -B= C 9 ?�& * 2 9 * A - E & D 0
� ��� �9� ' f '<��� ' � � � � ' ) #�� '�� ��� E Y W nXn F 0 $�% � Y 0�? � Ymn W =-Y W l �6 k � 7 	 0&? 	 2 &59�4 % ) � & * 7 + ( +3- $ 2 ( * 9 E (D9 * & 20%8$ -:* & -B= C 9 ?!& * 2 9 * A - E & D 0 g ' " ! # ���������"!�� ,�H�&#$' ' ��� E Y W n(p F 0 $�% � Y$0 ? � � K = � Y �6 k ! 7 ��� � S��h: = ?�L $ (DC�& - 9�( %87 % * ?�C + 217 C * % 9�? %BA/E@%87 ? - E ( 7 & - 2 9 * & C 9 ?�& *E)% % =.+ E 7 - $ + A6% = 4 2 - $ 4 E@%87 ? = &�� - $ -B= 9 ( + E % 9 $ 4 = & 2 2<+ (DC E5%87 ? - E ( 7 & - 2 9 * &C 9 ?!& * % % =.+ E A�%�* & 2 D 0��2��#�� ' f '<��� ' � � � � ' ) #�� ' ��� E Y W n k7F 0 $�% � Y$0S? � K � = K kE Y W nXn F}�





� ��� ��� ����� � ���	��
�� �
�

����������������������� � !
"#���$� %'&)()�*� �+%,� !-�+�

.0/21 3542687-9;:	6<4=7-9#/2>@?BA@9;CED<FHGI>J7-9#4LK@MNGI?
AOGI?PGI?'35426QGI?P?�RS1 D<7'FH9UTWVOGI?

" X2%���YHZ[�*�$��\]�^Z_� ��%,�H�`&)��acbd� ����� ��ZfeHg+��� �
h i %87 ? - E ( +BA E - ( + %8$ 4�& 2 SM-B*1+ � ( � 2 � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � j

h � h I � A $ + ( + %8$ &)( 7 % ( + SM- ( + %8$ ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � j
h �lk m 9�( % 9 * 4�& = � 9 $ + E + ( � 4�& 2:E5%87 ? - E ( + A E - ( + %8$�2 � ��� � ��� � � K

k i %87 ? - E ( +BA E - ( + %8$ 4�& 2:2 ( * 9 E (D9 * & 2 ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � p
ke� h ? & 2 - E ( + %8$�2 4�& C * % 9�?!& 2 4�& ? + & ��� ��� � ��� ��� � ��� � � p
ke�lk ? & 2on ) 2 ( * 9 E (D9 * & 2 � ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h l
ke�pj ? & 2 E n 0 � F ) 2 ( * 9 E (19 * & 2 � � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h*h

j ? - E5%87 ? - E ( +BA E - ( + %8$ C � % 4 � 2 + � 9�& ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h*h
"$" X2%���YHZ[�*�$��\]�^Z_� ��%,�H�`&-�qgsrt���#YHZ[�^�qu�v'Yw�d� ew%�g+�+x�()�	� b���g y G

h n � %87 � ( *1+ & C�z�?�& * % % =.+ � 9�& � ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h K
h � h I � A $ + ( + %8$ &)( 7 % 4�� = & 2 � � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h K
h �lk i %87 ? - E ( + A E - ( + %8$ 4�&L{ - 4 - 7 -B* 4 � ��� � ��� ��� � ��� � � h n
h �pj | 21%87 � ( *1+ & 2 ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h p
h �~} v % ( - ( + %8$�2 ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h p

k � $ + E + ( � ( % ? % = % C + � 9�& 4�& =.- E5%87 ? - E ( +BA E - ( + %8$ � � ��� ��� � ��� � � h W
ke� h � * & 7 + � * & � ( - ?�&�� = � - E ( + %B$W2 9 *<= & % % * 4 � � ��� ��� � ��� � ��k l
ke�lk I &595� + � 7 & � ( - ?!&�� - 4�C � * & $�E &�4 � 9 $ & C � % 4 � 2 + � 9�& � ��� � ��k*k
ke�pj 00* % + 2 + � 7 & � ( - ?�&�� ? * % = %B$ C8& 7 & $ (<4�& =.- E5%8$BA 99C -B+ 2�%8$ � � ��k*k



y ��� ������� �	����

�
��� � ������


j i =3- 2�2 + A E - ( + %8$ 4�& 2 E@%87 ? - E ( + A E - ( + %8$�2 4 +�� � * & $ ( +3-�%�= & 2 � ��� � ��� �Pk*j
jT� h PQ9 = ( + ? =.+ E + ( � ��� ��� � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� �Pk*j
jT� k i -B* (D& 2 4�& 7 + ) & 2 ? - E & � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� �Pk }
jT�lj i =.- 212 + A E - ( + %8$ - $ -B= z ( + � 9�& � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� �Pk(k
jT�p} i =.- 212 + A E - ( + %8$ 4 +�� � * & $ ( +.-(%�= & ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� �Pk p
jT� K I � 7K%B$�2 ( *D- ( + %8$ 4�& =3- E =3- 2�2 +BA E - ( + %8$ � ��� ��� � ��� � ��� �Pk(W

"$"$" �W�*� �+%,�)� Z[g��,bde)��� x�(-���J&)�����
(2; R)

� (-�Sg����J� ()��� Zf�^��� � H
h | $ ( * % 4�9 E ( + %B$ � ��� � ��� ��� � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � j n

h � h P % ( + SM- ( + %8$ � ��� ��� � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � j n
h � k � � 2 9 = ( - ( 2 � ��� ��� � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � j p
h �lj L * C - $ + 2 - ( + %8$ 4�& =3- 4 � 7 %8$�2 ( *D- ( + %8$ � ��� ��� � ��� � ��� � jXW

k 0 % ? % = % C + &
4�& 2<% * %�+ (1& 2 -B= C � %�*�+ � 9�& 2 4�&�?�&@( + (1& 4 + 7 & $�2 + %8$ � � ��� � jXW
ke� h � &5? * � 2 & $ ( - ( + %8$�2 =G+ $ � -B+.* & 2 +G*1* � 4�9 E ( +c%�= & 2 4�&�� ? (2; R)

��� � jXW
ke� k L * %�+ (D& 2 4 - $�2 = & 2 * &@? * � 2 & $ ( - ( + %8$�2 +.*1* � 4�9 E ( + %�= & 2 ��� � ��� � } l
ke�lj v:% ( - ( + %8$�2 ? % 9 * = & E - 2 * � 4�9 E ( + %�= & � � ��� ��� � ��� � ��� � }�j
ke�p} L * %�+ (D& 2 4�& 2 * &@? * � 2 & $ ( - ( + %8$�2 * � 4�9 E ( +c%�= & 2 ��� � ��� � ��� � }^}
ke� K m 4�C � * & $�E & 2 4�& 2:% * %�+ (D& 2 � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � } n

j � & E5% =G= & 7 & $ ( 2 &@( * � C89 =3-M*1+ ( � � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � K l
jT� h ? & 7 7 & 4�& * � CB9 =3-B*�+ ( � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � K l
jT� k � & E@% =.= & 7 & $ (<4�& 2<% * %�+ (1& 2 & =.=.+ ?�( + � 9�& 2 ��� ��� � ��� � ��� � K k
jT�lj � & E@% =.= & 7 & $ (<4�& 2<% * %�+ (1& 2 ? -M*D-(% % =.+ � 9�& 2 � ��� � ��� � ��� � K }
jT�p} � & E@% =.= & 7 & $ (<4�& 2<% * %�+ (1& 2 C�z>?!& * % % =.+ � 9�& 2 ��� � ��� � ��� � K p

"! "=�UY)Z[�^���W�#v-��b��$���+x�()���$#��^%,()� eH()� � �-b%�,Z�� ��!,� � y
h n � $ � *1-B=.+ ( � 2 2 9 *<= & 2 & 2 ? - E & 2
2 z 7 � ( *1+ � 9�& 2 � � ��� ��� � ��� � ��� � k h

h � h I � A $ + ( + %B$ � ��� ��� � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � k h
h � k �:- $ C &@( E@% 9 * % 9 * & � � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � k^j
h �lj I � E5%87 ? %82 + ( + %B$ 4�& i -B* ( - $ ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � k*}
h �p} I & = � -B= C � %�* &'& =3- C � %87 � ( *�+ & ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � kXk
h � K Q 2 ? - E & 2 4�& *D- $ C 9 $ � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � k p

k Q ��& 7 ? = & 2 4 � & 2 ? - E & 2 4�& *1- $ C 2 9�? � *�+ &@9 * ��� � ��� ��� � ��� � ��� � n(l
ke� h ? � &���& 7 ? = & = & ? = 9 2 2 + 7 ? = & � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � n(l
ke� k ? � &���& 7 ? = & 4�& ( z>?�& $�%8$�E@%87 ? - E ( = & ? = 9 2:2 + 7 ? = & � � ��� � n j

j | 7K7 &59 %�= & 2 � � ��� � ��� ��� � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � n }
jT� h i %87 ? = &���& 2<2 + 7 ? =.+ E +3- 95� � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � n K
jT� k n * % 9�?!& 2 4�& * �)( &�� + %8$�2 � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � n k
jT�lj i %87 ? = &���& 2 4�& i % ��&@(D& * 2 ?�C � *1+ � 9�& 2 � ��� ��� � ��� � ��� � nXn
jT�p} P - ( *1+ E & 2 &)(:4 +3- C *D- 7 7 & 2 4�& i % ��&@(1& * ��� ��� � ��� � ��� � pXl
jT� K | 7 7 &@9 %�= & 2 2 ?�C � *�+ � 9�& 2 � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � p j
jT�Lk | 7 7 &@9 %�= & 2 7 � ( *�+ � 9�& 2 � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � p }



������� �	� ��

� �!� � ������
 � ���

} | 7 7 &@9 %�= &'& = � + $ A $ + 4 � 9 $ & 2 ? - E & 2 z 7 � ( *�+ � 9�& � � ��� ��� � ��� � � p k
}J� h ��z 2 ( � 7 & 2 4�& *D- E + $ & 2 ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � p k
}J�lk ? - 2 ( * 9 E (19 * &�4 � + 7 7 &@9 %�= & ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � pXn
}J�pj mhS & E 9 $ A - E (1&59 * &59 E =.+ 4 + & $ ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � W l

 X2%���YHZ[�*�$��\]�^Z_� ��%,�
&-���`���UY)Z[�^����&-�q� Z[� � � (-Ywb�������()� U �
h | $ ( * % 4�9 E ( + %8$ ��� � ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � W*j
k ? - ? * %�A & E ( + %8$ S>+ 2 9�& =G= & � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � W K
j � * % 4�9 + ( 4 � 9 $ & 2 ? - E &�4�& *D- $ CK9 $ &)( 4 � 9 $ & 2 ? - E &�&@9 E =G+ 4 + & $ ��� � � W(k
} i - 2 C � $ � *1-B= ��� � ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � W(W

� GI1 35MN9#?)?-4��2GI?��@/LMN/ 1 / F]3	�OGI? DITWV@9�
=4=FH9U4L>J7)?

 @" �Obd%,��b��$���+� X2� �d�J!_Zf���+b��$b��`�^%,��YHg+��
'��� #�ew% ��& y I U
h � = � 7 & $ ( 2 4�& C � %87 � ( *�+ & i � ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h l W

h � h I &595�H&���& 7 ? = & 2 A6%8$ 4 - 7 & $ ( - 9G� ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h l W
h �lk I � A $ + ( + %8$�2 ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h^h l
h �pj i -B=.+ %�*D- ( + %B$�2 � � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h^h j
h �~} i�� ( � 2 4 � 9 $ &�C�z>?�& * 2 9 * A - E & ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h^h }
h � K � 9�& = � 9�& 2 ? * % ? *1+ � ( � 2 ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h^h Kk ? -�% % 9 = & 2 ( - $ 4 -B* 4 ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h^h kke� h i %8$�2 ( * 9 E ( + %8$ 4�& = � & 2 ? - E &�C�z>?!& * % % =.+ � 9�& E5%87 ? = &���& ��� � � h^h k
ke�lk ? & 2 - 9�( %87K% * ?�C + 217 & 2 & $ 4 + 7 & $�2 + %8$ 2

��� ��� � ��� � ��� � h^h n
j ? & (DC � % * � 7 &�4�& L & % 2 (D& * = � E C % & $ ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k h
} �T-B*�+ � ( � 2 E@%87 ? = &���& 2 & % % * 4 ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k*j

}J� h I � A $ + ( + %8$ ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k*j
}J�lk Q ��& 7 ? = & 2 ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k }

 @"$" �'(-��� Z[�^��� � Z_�$�+%,�)�)��g+g+��� y �jH
h � = � 7 & $ ( 2 4�& C � %87 � ( *�+ & E5%B7 ? = &���& ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k n

h � h � % * 7 & 4 � + $ (D& * 2 & E ( + %8$ � � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k n
h �lk � E =3- (D& 7 & $ (<&)( E@%8$ ( *1- E ( + %8$ � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k p

k ��9 * A - E & 2 4�&L{ +G*�� & %�* 9 E C ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h k(W
ke� h I � A $ + ( + %8$ ��� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� � � h j l
ke�lk � - ( + %B$ -B=.+ ( � &@( - 9�( * & 2 ? * % ? *�+ � ( � 2 � ��� � ��� ��� � ��� � � h j l



y �J� ������� �	����

�
��� � ������


 @"$"$"
�S����YHg �+� �UZ �,���`�^%,�)�^Zd!,���Jb�x (H� !fZf����Z[��� � y ���
h | $ ( * % 4�9 E ( + %B$ � ��� � ��� ��� � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � h j^j

h � h * & 7 ? =.+ 212 - C8& 2 � � 9 + SM-B*1+.- $ ( 2 4�& =.- 2 ?�C�� * & 2 ( - $ 4 -B* 4 � ��� � h j^j
h � k ��9 * A - E & 2 E@%87 ? = &���& 2 & % % * 4 E5%8$�E - S &�&)( & C * %82 C * % 9�?!&4 � - 9�( %87 % * ?�C + 217 & 2 � � � � � ��� ��� � ��� ��� � ��� � ��� � h j Kk � & 7 ? =G+ 2�2 - C8& 2 ��� 9 +BSB-M*1+3- $ ( 2 4�& =3- 2 ?�C�� * & � � ��� ��� � ��� � ��� � h jXk
ke� h � - 212 + $�2 4 � - (1( *D- E ( + %B$ &)(:4�& * � ?�9 = 2 + %8$���������������������� h j nk � k i %8$ ( *D- E ( + %B$ 4�& 2<E5% 9 * % & 2 &�� E &@?�( + %8$�$ & =.= & 2������������������ h jXWk � j Q ��& 7 ? = & 2<2 + $ C89 =.+ & * 2���������������������������������������� h }dk

�O�H�-��
'�	� � %,(H��
�� � %,()Yw��� YH(-�����������W��g+g ��Y)�$� x�(-��� y �IG
h � %82 + ( + %8$ 4�9H? * % %�= � 7 & ��������������������������������������������� h } Kk ? & E - 2 4�& 2 & 2 ? - E & 2 &@9 E =G+ 4 + & $�2 &)(:Cdz>?�& * % % =G+ � 9�& 2 * � & = 2 ����������� h } kj ? & E - 2 A & * 7 � ������������������������������������������������������� h } W

� ZfeHg+� &)���`\ �,(-����� y G y
"U�)&)��
 y G �

`�+eHg ��% � ��Z_Y]u)�+� y G�G


