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�����	���� �� �������� 	���� 6��3���� �� ��� ��	�� ����������- 9��� 6��3���� �������
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E-> $
���� � ������� , 	�� �	����� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - H)
E-! 4����������� �� ����������� �4A - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - HG

E-!-� *��	������� ���� �� �������� $$�8 - - - - - - - - - - - - - - - - - - HG
E-!-> ���������� �4A&J4�5 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - G(
E-!-! ���������� �4A&J�$�' - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - G(
E-!-D *��	������� ���� �� *$� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - G>

E-D 8��������� ��� ������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - G>
E-E 4����������� � ������������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - GE
E-' *��������� � ���	���� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - GE

#	������	� !

����%�� 

� &���'�� �	���	���� 
� �(���	������ ��"� �)�

* ������� 
�� ��	������� 
� ����+��������� �)�



����� ��� ����	
�� G

# #����� 
�� �	�,������ K 
� �(���	������ ��"� �)
*-� :
���	������� �� K - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - �(G
*-> $
���� � ������ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - �(G

� ������� 
� ����� ���
:-� 8�	������� � [H] - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ��!
:-> ���	��<������ �  !-EG" - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ��!
:-! ���	��<������ �  !-EG" - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ��D
:-D 8�	�������� �� Px(t) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ��D
:-E 8�	�������� �� Qx(t) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ��D
:-' :
��������� � ��������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ��E



�( ����� ��� ����	
��



����� ��� ���
�� ��

����� ��� �����

>-� *��;�� � ������������ � ��
�������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - >'
>-> *���� � ������������ �����&���/��� �� �����&������������- - - - - - - - - - - - >'
>-! *��;�� � ������������ � � �
��	����- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - >)
>-D $���� ���? - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - >G
>-E $���� $�$? - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - >G

!-� 4�������� �� 
�
����� � T 0
a,b(α,β) ��� ��� ������� O(b,β)- - - - - - - E(

!-> ��������� � ������� T a,b(α,β)- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - E�

!-! :�������������� ���/����� ��� �������� � N2L2 ����&�������� N ×N - - - E'
!-D :�������������� ���/����� �� �������� M � N �� O- - - - - - - - - - - - - - E)
!-E $����������� ������� j ≤ N - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - EG
!-' $����������� ������� j > N - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - '>
!-) 9��� ������� �������� �� ������� ������� ���� > ������� ����
� �� 4�5&H�

�� ������ � �������� K = 3 �� �� 
��������� � �������� L = 3- - - - - - ')
!-H 9��� ������� �������� �� ������� ������� ���� > ������� ����
� �� 4�5&H�

�� ������ � �������� K = 3 �� �� 
��������� � �������� L = 4- - - - - - 'H
!-G 9��� ������� �������� �� ������� ������� ���� > ������� ����
� �� 4�5&H�

�� ������ � �������� K = 3 �� �� 
��������� � �������� L = 4- - - - - - 'H
!-�( 9��� ������� �������� �� ������� ������� ���� > ������� ����
� �� 4�5&

H� �� ������������ � H(( ��������� �� ������ � �������� K = 3 �� ��

��������� � �������� L = 2,3,4- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 'G

!-�� 9��� ������� �������� �� ������� ������� ���� > ������� ����
� �� J�$&
�'� �� ������ � �������� K = 3 �� �� 
��������� � �������� L = 3- - - - 'G

!-�> 9��� ������� �������� �� ������� ������� ���� > ������� ����
� �� J�$&
�'� �� ������������ � H(( ��������� �� ������ � �������� K = 3 �� ��

��������� � �������� L = 2,3,4- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - )(

!-�! 9��� ������� ������� ������� ������� ! ������� � ���������� ��
������
���� �
����
�- ��� ��������� ���� ������ ��� K = 3 �� L = 3 - - - - - - - - )�

D-� A������������ � ��
�������� 	���&��������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - )D
D-> 8���	�� �
�������� � ��������� J1,4(H,x) %�7= 257 �� L = 3 �� 1000


�����������- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ))
D-! 9��� ������� �������� �� �������� ���� > ������� ����
� J4�5 �� K =

L = 3- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - H�
D-D 9��� ������� �������� �� �������� ���� > ������� ����
� 4�5&H �� K =

L = 3- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - H>



�> ����� ��� ���
��

D-E 9��� ������� �������� �� �������� ���� > ������� ����
� J�$�' �� K =
L = 3- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - H>

D-' 9��� ������� �������� �� �������� ���� > ������� ����
� J4�5 �� K =
L = 4- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - H!

D-) 9��� ������� �������� �� �������� ���� > ������� ����
� 4�5&H �� K =
L = 4- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - H!

D-H 9��� ������� �������� �� �������� ���� > ������� ����
� J�$�' �� K =
L = 4- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - HD

E-� 9��� ������� �������� � ������������ �4A&J4�5 ���� �� ����� � ��������
KKE �� �� �� 
�������� � �������� LK>(- - - - - - - - - - - - - - - - - - - G�

E-> 9��� ������� �������� � ������������ �4A&J�$�' ���� �� ����� � ���&
����� KKD �� �� �� 
�������� � �������� LK�'- - - - - - - - - - - - - - - G�

E-! *��	������� �� ����������� �4A&J4�5 �� �4A&J�$�' ���� �� *$� ����
KK! LK�(- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - G>

E-D 9��� ������� �������� �� ����������� ���� K = 3 �� L = 13 �� ��� ���0���
������������ � �((( 
����������� - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - G'



����� ��� ������� �!

�	��� ��� ��������

E-� ��	������ �� 	����=��� �������� ��� ���������� ���
������- - - - - - - - - H'

*-� :�����	���� �� K(2β+α−4)
(α)  ���� 	�����"- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ���

*-> :�����	���� �� K(2β+α−4)
(α)  >��� 	�����" - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ��>



�D ����� ��� �������



�E

�����	��	���

�4A ��	����� 4��������� A������

*$� *������� $����� ���������

A�% A����� ��	���� %��	����

F�$ F����� ������ ��� $����� ��������������

L?� L��� ?��� ����������

��% ��<���� ��	���� %��	����

��� �����&������&������������

�9� ������ 9��� ���������

$�$? $����	�� ��	�� & $����	�� ?��	��

$$�8 $������ $��� ������ 8����

4�A� 4���������� A������@�����

4�.?: 4������ .?��� :��������@�����

4�5 4���� ����� 5�����

J�$ J�������� ��	����� $��������

J4�5 J�������� 4���� ����� 5�����

%�7 %�		��� ������ , 7����  ��- �+%"

��$? ������ ��	�� & $����	�� ?��	��

���? ������ ��	�� & ������ ?��	��

�+% ������ �� +���� %����  ��- %�7"

�?� ����� ?��� ����������

MA M��� A������

�-�-- ��
	����� �� ������������ �������




�' ��
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�����	���

(·)T 9����	������� ��� ������� �� ���� �������

(·)H 9����	������� L����������  ���	���� ���/���
" ��� �������
�� ���� �������

j +����� ���	���� ��� ��� j =
√
−1

(·)∗ *��	���� ���/���
 ��� ��������� ��� ������� �� ���� �������

| · | $���� ��� ��������

‖ · ‖ +����

‖ · ‖F +���� � A��������

s[t] #� ������ ��
������ , ���	� �������

s(n) #� ������ ��
������ , ���	� ������

s #� ������� � ������� ��
�������

h(i)i=1,...,q i ��� ���N����� � �� �
	���� ��	����������� ��� ����� A�%
����� �q�

H(z) $������ � ��������� ��� <���� A�%

Diag{·} :�������� ���� �������

det{·} :
��������� ���� �������

E[·] $����� �����������

Cp,xq *������� ����� p+ q ������
 �� ������ ��
������ x

J (w) *������ � ��������� ���
 ��� �� ������� ��
������������ w

δ(·) ��	������ � :����

In $������ ������
 � ������ n× n

� 4����� � �����������



�H ���������

�{·} 4����� �
����

�{·} 4����� ����������

N 8������� �� ������� ������� 	�������

N+ 8������� �� ������� ������� ����������� 	�������

Z 8������� �� ������� ������� ��������

R 8������� �� ������� �
���

R[z] 8������� �� 	����=��� �� z−1 , ���N������ �
���

C 8������� �� ������� ���	�����

C[z] 8������� �� 	����=��� �� z−1 , ���N������ ���	�����

C(z) 8������� �� ��������� ������������ �� z−1 , ���N������ ���	�����

H 8������� �� <����� 
���������

S 8������� �� 	�������� �������

T 8������� �� <����� ��������

A 8������� �� ������� 	����� 	�� �� ������  ��	�����"
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�
 ������� �� ���������

��� ��������� ������������ � �������������� ���
������ ��� ���� �		���;��� � ��������
�������� ���� ��
����������� � �������� 	�������� �� ���� 	�
����
�- �� ������� � ����
�� �� 	�������� ������
� ��C���� ��� �� ������
 � ������ ��������� �� ������ �
�������� �
����� ���	�� � �� �������� �� ���/��� ��	����
� 	�� �� ������ 	��� ������� �� �
��	�����
����� ��� �� ������
������ ����
�� 	�� ��� 
�������� �������-

������� ��� ������
������ ���� �����
��� �� �������� ������� 	��� ������ ������ ��� ���/��� ���&
��	��� �������� , �������� �� �
������� ��		���������� 	��� �������� ��
��������- 4�����
�� ������������ � �� �
������ ��		����������� �� �
��	���� ��	��� ���� ��	�� � ������
��������� �� 	��� ����� �/����� ��� 	��������� � ��
�������� 	��� ���	����� ��� ����� �
�����- ��� ����������� � ���������� ��� ������������ �� ��	������� ������������� �� ��	�
������������ ���� �����<
� ����������� ��������- :��� ����� �=�
� ���� ��� ������
������
���� ��	��������� �� ������������ ���� �
������ ��		���������� ������ �N�������� ��&
	��������1 ��
�������� ������
 ��� �� �
&����������� �����������- �� �� ��� � �0�� ������� ��
�
	���� ��	����������� � ����� ��� ������ �� ���� ��� 	��������� � ����� �������� ��	�&
������ 	�� ����	�� ������� ��
������� �� 
	���� ��	������- :��� � ������ ��������������
�� ��� ���� 	��� ���
������� �
������� �� ����� ���� �������� � �
������� ��		����������-
*�� �
����� ���� ������
���� �		��
�� �
����� �������� ��� �!����� �� �� �"�"�# ��-
*���� �� ������� �������� ��� , �������������� � 
���� ������������� �� �
������� ��	&
	���������� ������ �� ������
����� ��/��� 	��� ��� �������������� ���
������- 8� �����
���� ������� 	
������� �� �
������� ��		����������� �� 
��� ������� � ������� �����
/����� �������- �� �������� �������� , ��		����� ��� �
������� ��		����������� �� ���	���
����� �����
�0� ��������� 	��� ��� �
����� �!������-

4���� ��� ������� ��		��������� ���� 	������ ����� ��� ������������������� ������� ��
	������ ��� ������ ��� ������� �� ����������� �� ���� ����������� �� �
������ ���������	����
� ��������������-



>( $%�&��
� '( ���
��$����


�� ���� ��������� �� ������������

��� ����������� �
���������� ������� ���� �		���� ��� �� ����
������ �	��� ��� 	�������
������� � O��6� ���� P'>Q ���� �� ��� ����������� , 
���������� �� R�� )��#��R  ���� ��*
#�!�����"- *���� ��������� 
���� 	�
����
� ��� �� ���� �� �
����� � ��������������
���
������ , �����	������ ��
��������  ���+ ���,���#- "�!����� ��� �.��/�""- *�� �������
	����� � 
����		�� � ��������� ���������� �
���������� ��� �� 
�������� ��� ��� �
&
������� ��		���������� ��
������ 	�� ����
���� �
��������� 	��� 
������� �� ������� ,
��������� ���	����� ��
�����- ������������ 	��	��
 
���� ��� ���<������ � ������&
������ �
���������� �� ������� ����
� ��	������ P!GQ� ���� �������� ���������������
��� ���	� � ����������� ���	 ��	������-

:������� ���������� �� )��#�� ��������� �� �0�� �
� ��� ����� � ���� P'QP!'QPEDQ- 8����
������� �� ��	����
 ������<�� �� ����� ���� �� ����� ������������ � ����	����� � ������

��� �� � �� 	
���� �������- *�� ���������� ��� ���
 �� ����������� ��� ����������� ���
������� � ������� ������������ �<� � ��������� �� ������� ���������� �� �� 	��	���

������ ���
�� ��� �� ��
���� �� 	�������� ������������� � 7������� P)Q-

�� 
��� �� ���
�� G( � �� �		���;��� �� �
����� ���		����� ��� ��� ������������ �����
��	
�����  %��+ %��0 ��"�� � � �� �#�" PE�Q P!DQ P�(Q P!EQ P!Q P''Q P)�Q- 8� ����� ��� ����&
������� ������
� 	������ 0��� �N�������� ��	����
� , ����� �� ������������ � �����
����  ���+ ��#��" ��"�� � � �� �#�" �� ����
�� �� �� �������� 
������������� �����
��- 8�
��������� �� 	��	��� �� ���������� �������� ��� ������� ��� L?�� ���� ��	���������� �����
������������ � F��� P!'Q� ���� ��	���������� ����� ��� ������������ � ������������
� ���������  $��+ $�� ��� ��/���1� ���" P�>Q- ���������� �� �
����� L?�� ���� ���
�
����� �?�� ��� ��� ������������� � 	���� � ����� ��� 	�
����
� P!(Q- *���� �����������
��� ����������� 	��� �������<������ �� �������� , 	���� ��� �������� �� , 	���� ����� P'DQ-

��
���������� ������� �� �������� ���
����� �� ���������� ��� �� ���	�  ���+ ������ ����
��!����� " � 
�
 ��������� 
���
� ����� ��� �� �������� ���
�� P'DQ P!(Q P)EQ- 4��� ��
�������� �� ���	������ ������ ����� ����
�  �� 	�������� �������" �� 	�������� �������  ���&
	���������� ��� ����� ������"  ����+ ������*��.� ��� �.��*��.� �� ����+ ��� �.��*��.� 
������*��.� " P!!Q� ��� ������������ � ����� ���� ��N����� , �������� � ���	����� ��
�������� ���	������� ������<������
 P>)Q P'HQ P�!Q- 4��� ��� �������� , ����
�� �� ���&
���� �����	���  ���� + ��� �.��*��.� ��� �.��*�� .� " �� , ����
� �� ������ ������  ���� +
������*��.� ������*��.� "� ������������� �� L?� ��� 	������ ���/���� ����������� P)>Q P')Q
PD�Q PEGQ PD'Q PD)Q P��Q P�!Q P!(Q P)!Q PD>Q P>GQ PD(� ��-EQ� ���� ��� ��� ��� 	����������� ���� ��� ��
��� ������������
 PE!Q� �� ��� ����������
 P!HQ� �� ���������� �� ������� P>Q PDQ� �� �� ���������
������ �� ������� P!HQ- *���� 
���������� 	��� �� ����� � ������� ��	������ , ������� ��
�������� ��������� �� 	��	��
�
 � ����� �������� P!�Q P>'Q PE>Q P'GQ �� �� 	��	��
�
 � ��
	�������� ��������� P!HQ- 8�<�� ��� �� 	��	��
�
� �� �������� $�$? ��� ����� <���� ,
�
	���� ��	����������� <���  ��
+ ���� � ��.���� 
��.����" 	��� ����� �� ������� A�% PDHQ
�� �� ������� � ��������� � �� <���� ��� � ���� 	���� 	��� ���� z- *���� 	��	��
�
 ��������

�������� 	�� 	��� ��� �������� ���? ��� ��������-

?� 	������� 	����� ��� ��� �
����� L?� �
��������� �� ���	� � ����������� ��	��&
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����� ���� ����� �
� ������ ��� �� ��� ����������� �� �����  ��*����"� �� ��� �
�������
��� �� ���	�- 8� ����� ��� ����������� �
���������� ������� �� ����� ���������� �� ����
��� ���� ������ �
�����������- ��� �������� �
�
�������� ��� �������� ������ ������&
�
������ ����� �� ����� �� ���	� � ����������� �� ����������� ��	����������� �� ��
����������
 , ����������������- :� 	���� ��� 	������ ������� , �� ������ ������� �� ��� , ��
��������� ���&�	������� �� �� 	�� � ����������� ��� ��� �����
 �� �� �� ������ ���
������
��� �����
- *���� 	������� �� ������ 	��� ���
������� ��������� �� ���������� 	�� )��#� ���
0��� �����  �4*����"� 	������ ��������� 	��� �������� ���� 	�������� ��������� � ��������-
:� 	���� ��� ����������� ��	������� ����������� ��� ����� ������������� �� ��� ������	��
��� ������� � ������������ ������
� �� ������������� ���
������ ����� �� ������ 9:$�
 ����*��!����� ��� �.�� �##���"� �� 	��������� �� ���� �� ������ � ��������� ���
�������-
:� ���� ����������� ��� ���������� �
����� ��� ��������� 	��������- ��� ���� ��� ���� �N�����
���� ��� ���� �		����
� , �� ����� ������������ � 	������ �������� �� ��� ��� ���������
�� ��� ������� ��� 	��������� � ����� ������� ��	������ ��� �� ���	� P>EQ P)>Q- 4�����
�������	�� ���� 	�����	�� ������
����� � 
�
 �� ���	�����
 � ������� ���� ����� ����������
�����
��� ���� ������������� � 	���������� 	��� 	�������� �� 	��� ��	��� �����	�������-


�� � !�"���� �� �� ��#��

*���� ����� ���� ��
��� � ��� ���������� �
���������� ������� ��� ���		����� ������ ���
��� ��� ������������ ����� ��	
����� �� ������� ������
�- #�� ��	�
��������� )��# � ���
��� ����������� ��� 	�
����
�� �� ��� 	����� ��� 
���������� ��	�� ��������� �� �����
������������ ���� ������- 4�� ��������� ���� 	�
������� ��� ������� � �������� ���
� ���
�� ������������ �� ��	������ �� ���������� �� ������� 
���- *�� �������� 	���������
��������� �� ������� � ���������� ������� �� ����� ��� ���������� � 
C�����-


�$ ����������� �� �"�����

�� 	�
���� �
����� ��� ���	��
� ����� �� ���	���� ������������� � ������ ���	�����1
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�� ���	���� > �������� �� 	����
������� � �� �
	������� � �������- +��� <���� ���
�� ���	���� ��� ��������� �� ��� ��	������� �����
�
�� ��� �� ����� � �� �
�����-
+��� 	�
������� ��� 	��	��
�
� �� �������� 	���&��������� ������
�� ��� ��� ���	�����
��������- +��� ��		����� 	�� �������� ��� ������ ������������ ������
� 	�� ��� �
�����
��������- +��� 
<������� ����� ��� ������� ��� 	��������� �
������ ��� 	�����������
�� �����������-

• $0�.� �� 2
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�� ���	���� ! 	�
����� �� ���������� �������� ����
 4�.?:- �� 	������� �����

��� �� ���	���� 	��� 0��� �� ����� �� �������������� ��� ������� L?�� �����&,&���
��� ������� ��������� ��� �����&����
������� ���������� � ������� P>DQ P>!Q P�EQ�
���� �� 	��� 0��� �����
 ����� �� �������������� �		���������� ��� ����&��������
� �������� ������������ PHQ-
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+��� 	�
������� ��� �� ���	���� D ������������ 4�A� 
�
 , ��
���������� �������
$�$?- �� 	�����������
 � ��� ���������� ��� ����� ��� ���
 ��� �� ������������� �
<����� 	���&��������� 
<��� ��� P)DQ PD!Q- �� �������� � 	���&��������
 P'!Q PD!Q ���
�� ������� � ��������� � ����� ��� �
��<
� �� ���� ����� ������� �� 	�
&�����������
�� ������������ PEQ- ������������ ��� �
����� � ����� �
���� � 
�
 ������� ��	�
&
����
 ���� ����� ��� ���������� )��#-

• $0�.� �� 7

�� ���	���� E 	�
����� ��� ������� � �������� � ��������� 	��� ��
���������� �������-
*����� ������� � ����� ������� ��� 
<�� �� �������� � �� ��������� � ������ �����&
���- #�� 	������� 
��� 	��� �� ������ ���? ������� , �� ���������� �
����������
�������- *� ������ ��� ��	��� 	��� ��� ����� $�$? ��� �� ���������� � 
C�����-
�� ��������� �� <����� 
��������� ��������� 	�� �� �
���� � ������� , 	�� �	�����-
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S -��. �/ #�0�1 ��
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���� $��!��� �!� ��/ ����65 �;�#; 4����/ 	� "��
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S -�. 2/ 3�4�5 �/ #�0�1 ��
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������ ��
B������� #	���������	��5 3	��5 �����5 ��+�$ ���� �))�5

S -?). 2/ 3�4�5 �/ #�0�15 ��
 &/ �#�345 6����" ���� &������ ��-
�,����1��65 �� �;;; ���������	��� #	�>������ 	� ��	������5 &�����5 ��
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S -?�. 2/ 3�4�5 �/ #�0�15 ��
 &/ �#�345 6;��������	� ������� 
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����	
�� �

���	���	�� ������ �� �������	�� ��
�������

*� ���	���� 	�
����� ��� ������ ������
� ��� ����� �����- *�� ������ ���� �
��������� , ��
���	�
�������� ���� 	���� � �� 	����
������� �
�
���� � ��
���������� �������� �� ������
	���� �� �
����� 	�
����
�� ��� ��� ���	����� ��������- :��� �� 	������ ���	�� ����
	�
������� ��� �������� � �������������� ���
������ ���� �� ���� �����	��� � �� ���;��
� ������������ ��� ������- 8������� ���� ����������� ��� ������ ���? �� $�$? �����
��� ��� ��������� ��
������- +��� 	����� ����� �� 	����
������� � �� �
	������� � �������
���� ��������� ��	�������- +��� 
<������� �� ������ �� #�� ��� �� ����� , ��� �� �������
��	���������� 	��������� � �
	���� �� ������� �
����
��- 4��� <���� ���� ���� �		�����
��� ��������� ������� � 	����������� ��� ���� ����������� 	��� ���	���� ��� �����������
�� ���	����� !� D �� E-

��
 ��� �'��#��� �� "�����"����� ����������

����/����� ��� ������� � ������������� ���
����� ��� ���������� �� �������� ���&
���
 	�� ��� ����� � ��������� ����� ��� 
�
����� ��������� ���� �		��
 ���  ���� �������
��#�. ���- �� ������ � 	��	������� ��� �
	��� ��� ��� 
�
����� 	��� �� ��� � #����
"�  �����������- +��� �		����� ������ �� ������� ��� � 
�
 ��
 	��� ����
 �<� �0���
�������� ���� ����� ����� ��� �� ����� � ������������-

��� ����������

�� ��	������ �
������� � 	��� ��/����� � ������ �� ����� �� ������� ���������� �����
� ��
������ , ������� �� ����� � ������������- *� ������� ���������� ��� 
�����������

	��� ������<
 	�� �� ������������� ����������&���
�����  *�+"- �� �
������ ������� ��
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������ ��� ��������
� � �������� �		�������� , �� ��	����� <��- :��� ��	�� � ����� ����
������� �		����
� ��� �� �
������ 1 �� ����� ������ �� �� ����� �����- �� ����� ������
	����� � �
���� �� ������ � �� �
������ �� �
������ ��� ��������� 	�� ��� ���������
� ���	�������- �� ����� ����� �������� �������������� ��� �������� �����=�
� �<� �

������ �� � �������� ��� ������� �� ������ � �
��	����- *� ����� ��� �
�������� �������
�� ����� � ������������ 	������� ��������� �� ������� ��������- �� �
������ ��
� ���
������� ��	�
� ��� 	��	��
�
� �	�������� � ����� � ������������ ��T�� ��� ����������-
*�����&�� 	������ 	�� ����	�� ���������� �� �	����� ��� ������� ������ ���� ��
������
	��� �� ������� �� ������������- �� ������ ����
 ��� <�������� ����
 	�� ��������� ���
�� ������ � 	��	������� ���� ����� �����- �� <���� >-� �������� �� ���;�� � ������������
� ��
�������-

CodageCAN Modulation

���� >-� S $0�;�� "�  ����������� "� �<���  ���(

���� �� �����

����� 
���� 	��� ��	������ ��
����� ������� 	��� ������� �� �
��	����- ?� 	��� ����� ���
����� � � �� ���/�� �����  ����� ������ �
	����� ��
������� � �
��	����"� �� �� ���/���
�
C
����- *���� ��� ����� �� ��� �� ��� ��� ��� �� 	��	��� , �� �0�� ������� ���
������ ��� ���������� �� ���	��� ���
���� ��� �� ���	� � 	��	������� ��� ��
���� 	���
������ ���/��- ������ �� �
��	���� ������� �� ��	��	������� � 	�������� �������� 
���
��
��� �� ���	� �� ���
��
�� � ������ 
���- ?� 	���� ����� �������
����� ����� ��������  ���
�� �������#� �� �� �-�)��"- �� <���� >-> �������� �� ����� �����&���/��� ��������� � � 	��������

��������&�
��	�����-

bruit

Emetteur 1

Emetteur N

Recepteur 1

Recepteur P

���� >-> S $���� "�  ����������� ��� �* ��:� � � ��� �*� ����� ����(
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���� �� ���������

�� �=�� � �
��	���� ��� � �
��	
��� �� ������� ������������ 
���- *� �
��	���� ��� ���
��������
 �� ��	������� ��� 	��������� ��������� ��� ����� � ��
�������- ������ ��� ��
	������ ���	�� �� ������ ��	�
 	�� ��������� ��� 
����
 �� ���� � ����  ���� �	��&
����� � ������� ����� ���������"- *�	������ �� ������ 
����
 ����� �
�
�������� 	��
�����	�
����� �� �
������� �� ���������� 	��� �	
��<��� �<� � ���	����� ��� ���������� ��&
�������� 	�� �� �����- �� ��	������ � �
��	
������ � 	������� �� 	�������� � ���	�����
�� 
������� 
������ ����� ��� ��
������� 	�������� ������
�� 	�� �� ��������� �� �� 
��&
�������- *� ��	������ 	����� 
�������� � ���	����� ��� 
	������� ��
� , ������ :�		���-
8������� �� ��	������ � ��������������� �� ����� ��U����� ��
�������������� �� �
��	����
���� �� ������ �
������� �� ��������- �� �=�� � ��
�������� �� 0��� � ���	����� ������
��� ���������� ��� �� ����� � ������������- J��� ��� ����� ��	������� ���	������� �����
�=���� �� ��� ����� 	������� � �
��	
��� �� ������� 
���- ?� �		����� ������� �� 
�����
����� 	��� �� 
����� ������ �<� � �
��	
��� �� ������� �������� ��� ��� ���
������
- ��
������������� ���
�����&����������  *+�" 	����� <�������� � ��������� �� ������� 
���
���� ��� ����� ����������- �� <���� >-! ��	��� ��� ��
����� 
�
����� ��� ����������� ��
�
��	����-

CNADémodulation
Récuperation

porteuse ÉgalisationSynchronisation Décodage

���� >-! S $0�;�� "�  ����������� "� "� ��#�. ���(

��� (���������

� ������� ����� ������ ���� ���� ���������� ��� �������� � �������������� ���
������
�������- +��� ��		����� 	�� �������� ��� ��� �������� ���� �����&������������� � �� ����������
��� �� ���	�  ���+ ������ ���� ��!����� "- 8� ����� �� ����� �
�� ����� ��� �� ���	��
���� ��� ��� ������ ��
� ������������  ��N����� 	��� ����� , ���� ��
����������" �� ���
�����
�
 ����� ���
���� �� ��������� ��� �� ���	�- ?� ��		��� � 	��� ��� ��� �������

��� �� 	��	����� ��� �� ������ � 	��	������� ���
����� �� ��� ��
������� ������� ����� ���
��������� ���
����- :� 	���� ���� �����
���� ���������� �� ������ #��!��� ���� ����� ,
��� ������� �� �
	���� ��	����������� � ����� ��
���� ��� �� ���	� �� ������� ��� �������
���� , ����� ����- �� ��� �� ������ � � �,��� �� ��� �� ���� PD(Q  ������� , ���� 
������"
����� 	�� ����
 ��� ����� �����-

�� ��
�������� � ����� �� ���	� ������ 	����� � ������� ��� �������� �� �������� �
���� �
	���� ��	�����������- *����&�� 	��� 0��� <���  ��
+ ���� � ��.���� 
��.����" �� ��<���
 ��
+ ��=�� � ��.���� 
��.����"- ��� �������� ���
������ ���� 
����� ���� ����� 	�����&
����� , ����� � �� ���������
� �� Z � ���� �
	���� ��	�����������- ?� ������� ����� ���

�� ��������� �� 	
�� ��



>H $%�&��
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$��

������� ��� ��� ���N������ ���� �� 	����=�� �� z−1 ��� �� ��� A�% �� ��� ������� ���
��� ���N������ ���� �� ��������� ������������ PDDQ ��� �� ��� ��%-

���� ������ ����

�� ����� ���? ��	�
����� ��� �������� �� ���	������ ����� ���� 
������� �� �� ���� �
��	&
����- +����� s[t] �� ������ �������� , ���	� ������� �� s(k) �� ������ �������� , ���	� ������
���� ��� s(k) = s[kTs] �B Ts ��� �� 	
���� �
��������������- ��������		� ���	���� ���
������ �������� s[t] ������ �� ���� � ����1 s[t] =

∑
k f [t − kTs]s(k)- �	��� 	��	�������

, ������� �� ������ �� ������ ��V� ��� ��������� ��
����1

w[t] =
∑
k∈Z

c[t− kTs]s(k) + b[t]  >-�"

�B c[t] ��� �� �
	���� ��	����������� ������� � ����� � 	��	�������  ����������� � <����
�
�������� � ����� �� � <���� � �
��	����"� �� b[t] �� ����� 	��������� �� �
��	���� �
������- 8� 
�������������� �� ������ ��V� �� 
��� �� �������� 1/Ts� ���� �������� �� �����
������1

w(n) =
∑
k

c(n− k)s(k) + b(n)  >->"

�B c(k) def= c[kTs]- �� <���� c[t] ���� �������
 , �� A�% � �������� K �� ���� �������� ��

���	� ������ �� �
	���� ��	����������� � ��������K 	�� c = [c0, . . . ,cK−1] ���� cn
def= c(n)-

����/����� � ��
���������� 	��� �� ������� ���? �������� , ������� �� <���� 
�������� �
�������� L� ����� , ��� �� ������� h = [h0, . . . ,hL−1]� � ������� , �� ��� �� ������ ������
�� ������ ���� ��� ����� ���������� � ������ �����
� s(k)1

ŝ(n) =
L−1∑
�=0

hlw(n− l).  >-!"

�� <���� ������ � ������� ��� ���
 g = c � h� �B � ��� ���	
������ � �����������- :���
 >->"� ������ ��� ���������� ����	�
� ��� ������ ���	������ 	������� ����� ������� ����� ����
��� �� ���	� �� �
��� ��� ��� ����� �� ���	�����  �� ���� j =

√
−1"� �� ��� 	�����

��
������� �� ���� � ���� �� ������� ������
�- :��� �� ��� ���	����� ��� ������� �����
�
������	����� ��� ������		�� ���	����� �� ������� 
���- :� 	���� ������ ������� � ��
����� s(k)|k∈N �		������� , �� ��	����� � ������ <��� ���
 A ���� � �� ��������� ��	���
�-
?� ������� ��� ����� �� ����� ��� ����� ����� ��� ��������
� � �������� ��
	������ ��
������������ �������
� �  �(�(""- *��� ������ �
�������� ����� 
���� ��� �� ���		����� 	���
	�� ����	��� ��� ���������� , 	���� ��������-

�� <���� >-D �������� �� ����� ���?1 �� ������ s ��� <���
� 	�� �� ����� c� ��� ������������
�����
�� ���� ������� 
�����
�� 	�� h-

� ���� ����	������ �� 	
�� �
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h
s ŝw

b

x
c

���� >-D S ��">�� ����

����� ������ ����

�� ����� $�$? 	����� � ��
����� �� ������� � ������������� ������
 ��������
����
	�� 	�������� ������������- 8� �
�
���� �� ��� ����� ��� ������
 ��������� �
���� ���������
��	�� ��� ������� 
��� 	�� 	�������� 
��������� �� ��������� ���&
������������ �� ������ ��V�
	�� ��� ������� P'EQ- ?� ��		��� ��� N ������� ������ ���� ��V�� 	�� P ��	������ �	���
��0��� 	��	��
� , ������� �� ����� A�%- 8� 
�������������� ��� ������� ��V� �� 
��� ��
�������� 1/Ts� ���� �������� �� ������� �� ������������ w ��� ���1

w(n) =
K−1∑
k=0

C(n− k)s(k) + b(n)  >-D"

�B w(n) = [w1(n), . . . ,wP (n)]T ��� �� ������� �� P ������������� s(k) = [s1(k), . . . ,sN (k)]T

�� ������� �� N �������� b(k) �� ������� ������ �� C(k)|k=0,...K−1 �� ����� �� K ��������
P × N � �� �
	���� ��	����������� � �����- *����� ������� C(k) ��� ��������
� ��

�
����� cij(k) ������	����� , �� �
	���� ��	����������� ����� �� ��	���� i �� �� ������ j ,
��������� k- �� ������� � ��������� � ����� ��� �����1

C(z) def=
K−1∑
k=0

C(k)z−k.  >-E"

+��� 	������ ���� ��� �� <���� >-E ��� ������� si <���
�� 	�� �� ����� C(z) ����� ��� ���

G(z)

s1

sN wP

ŝ1

ŝN

C(z)

w1

H(z)

���� >-E S ��">�� ����

������������ wi 
�����
�� 	�� H(z)- +��� �������� ����� �� m��� ������ � �������1

ŝm(n) =
L−1∑
l=0

P∑
i=1

hmi(l)wi(n− l)  >-'"

=
L−1∑
l=0

P∑
i=1

K−1∑
k=0

N∑
j=1

hmi(l)cij(k)sj(n− l − k).  >-)"
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��
�������� H ��� ������ ��������� ��� �� ���	� �� A�% � �������� L- �� ������� � ���������
��� ���
�

H(z) def=
L−1∑
l=0

H(l)z−l.  >-H"

���� G(z) �� ������� � ��������� ������� � ������� ���	��
 � ����� �� � ��
��������
����� �����
 ��� �� <���� >-E� G �
��<�

G(z) = H(z)C(z),  >-G"

�B �� ������� � ��������� G(z) ��� 
<��� 	��1

G(z) def=
∑
τ

G(m)z−m.  >-�("

+��� �������� ����� �� �������� ����� ��� ����
�� �� ��� ������� � ������� ������1

ŝ(n) =
K+L∑
m=0

G(m)s(n−m).  >-��"

��� &� ��������� �� �')��#���

���� ��� ������!�� �� ���"���#����� ����"��

��� �
����� �!������ � �
	������� � ������� �� �
���������� ��� �� �0�� ��/�����1 �
	����
��� ������������� ����������� � ������� �� ������� ��V��� 	�� �� �
���� � ��	�����
�<� � ��������� ������������� �
�����
� 	�� ������� ������ �����- �� ����� �!����� �����<�
��� ������������� ��� �������
� , 	����� � �� ����� ������ �� �
������ �����
�� ���� ����
	�� � ������������ ��� ��� ������� 
��� �� ��� �� ����� � 	��	�������- 4�� ����	���
��� ���������� ��	���
�� ���� ��������� ��� ��� ���	����� ! �� D  ����������� 4�.?:
�� 4�A�"� ���� 	�� ��� �� ���	���� E  ���������� �4A"- *�	������ �� 	
���� �������
��� ��		��
� ������ ��� ������ � ��� ���- ����	������� ������� ��� �!����� ��� �������
������
� , ����� � "�#��!��� ��� �!����� ��� ��� �������� ��������� �� <���� 
������� ��
�������- *� ������ 	������ 0��� , ������� � 	����  ���� ��� @���� , �����
����� � ������
����
"� , ������� � 	����  ���� ��� @
��� , �����
�����"� �� , 	���� �����  �� @
��� ,
�����
����� �� , �����
����� � ������ ����
"- ?� �� � ��� ��� ������� <����� ������ ����
, 	���� ���&��������- �� �N����
 � ��
���������� 	������� � ����������� �� �������� ,
	���� ���&��������- 8� ����� 	��� ��� <������ ��� @
��� ����
� , �����
����� � ������ ����

��������� �	��� ��������� �� 	=��� ����
� ��� ����� , �����
����� � ������ ����
- :��� ��
��� 	��� ��� �������� ���?� ��������� � <���� ��� �������� �� �� ������� ������ ���
��������-
���		����� ������
� 	��� 
������� �� ������� 
	�� � ����� ������
1

• 	��� �� ������� ���? ��% ����� 	��� �������� � ���������1

c(z) = 1 +
∞∑
k=1

ckz
−k,  >-�>"
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��������?� �� %@&��%	��� !�

��
�������� 	������ ��� �� <���� ������� � �
	���� ��	����������� hZF (z) = 1/c(z) ��
�����&�� ��� ������ �� ������ PDEQ- *�� ������� ��� ������ �� ������ ���� � � ������ � 	=���
��� � @
��� ��� c(z) �� �� ��� 	=��� �� ��� @
��� ���� ��� �� ������ ����
-

• 	��� �� ������� $�$?� �� 	���� � ��.��� ��� "� ����#�� ��� �� ����� �
����� ���
������� ����� ���- 4��� �� ����� A�%� �� ������� � ��������� ��� 	����������- �� �����
������� ��� �����"������� �����&,&��� ����
� � ���� 	���� 	��� ���� z� ����� �� ��������

�������� �� ��������� � ����� ��� ��������� � ����� ������� � ���������- �� ��������
� ��������
 �� �� 	��� 	�� 	������ ��� ������� ��� 	��������� �� ��� ������- 8� �����
�� C(z) ��� ����
� 	����������� ����� C−1(z) = αH(z)� �B H(z) ��� 	����������- ?�
�������� ����� ��� �� ���N����� α ���� 	���� �� ��
������������ � ��
����������-

����� ��������������� �� ���"���#���

0	
'�� &�&�

4��� �� �������� ���?� �� ������ �����
 �� ������ � ��
�������� ��� �����
 �� ��	��<
 ���
������� λ 	�� ��		��� �� ������ �����
� s- ?� 	��� ��� ��� g �		������� , ���������� ��
<����� �������� �� �� �� ��� � �� �����1

g = [0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
d−1

,λ, 0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
L+K−1−d

]  >-�!"

�B d ��� �� ����� ������
 �� ������- ?� ������ ����� ŝ(n) = λs(n− d)-

0	
'�� 0�0�

��� �
����� � �
	������� � ������� ��������� , 	������ ��� ���������� � �������
������- *��� �� 	��� �� ����� ���, �� ������� �
������ �� ��� 	���������� 	���- 8� ����� ���
������� �����
� 	������ 0��� �
�������
� 	�� ��� ������� � 	���������� P � �� �����
� 	��
�� <���� ������� Λ(z)� 	�� ��		��� ��� ������� ������������ 
��� ���� ��� ���� ��������
���� ��
	������- �� 	������� �������� ��� , 
�������� �� <���� G(z) ��� ���

ŝ(n) = P [Λ � s](n) = [G � s](n)  >-�D"

�B ŝ(n) = [ŝ1(n),ŝ2(n), . . . ,ŝN (n)]T ��� �� ������� �� N ������� �����
��- +��� ����� �����
�� i��� ������ 
��� ��� ��� ��V� , �� j��� 	������� ��� �� ������� ŝ ���� �� ����� τ ��
�� 
	������ θ1 ŝj = si(k − τ)ejθ- �� �� ������ s(n) ��� ��� �
������ �-�-- ����� ���
	�������� ��� ��������� Λ(z) �������� ���������� �� ������ 	��� ������	����� , ��
������� �����	��� � �� 	
���� �
��������������� , �� �������� ���	����� 	���- ��� 
�
�����
�������� � Λ(z) ���� ����� � �� ����� γzk� ���� k ∈ Z �� |γ| = 1-

8� ���������  >-G"� ���� ��������1

H(z)C(z) = Λ(z)P .  >-�E"

�� ��� ��� λ ∈ T � ���� ��������� ����
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����� �� ��
$��

9����� ��� ������� ������
������ ���� �����
�
�� ����� � ������ � ����� ��� ��
��������
��� �
	���� ���������� ��� N ������� ��������- ��� 
��	�� 	��������� �
������� �� �������
����1

�- ��/���� �� ����� �� ��� ������
�������

>- ���	����� ��� ����� � ����� � 	��	��������

!- �
	���� ��� ������������� �� ��
������ ������� ����
�0�-

����� ��# $����$�#�#

�� �
	������� � ������� ��	��� ��� ��������� ��	������� ���������� ��� ������� �� ��� ������-
2���� ��� ����� � ������ ��� ��	������� ��� ������ ������
�� , ������� ����� �����-

C��	��'��� ��� ��� �	����� s(n)

&�- ��� ����
�� si(n),∀i ∈ {1, . . . ,N},∀n ∈ N� ���� �� 	�������� ��
������� �(�("( �����
�
�� � �������� 
���� , �-

&�- �� ������� s(n) ��� ������������ /�����, ������ r �����
�
� r ≥ 3� ����� ∀i ∈ {1, . . . ,N}�
��� ��������� � ��������� ����� r1

Cq,si
p [i, . . . ,i︸ ︷︷ ︸

r

; 0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
r

] = Cum(si(n), . . . ,si(n)︸ ︷︷ ︸
p �����	

, s∗i (n), . . . ,s∗i (n)︸ ︷︷ ︸
q=r−p �����	

)  >-�'"

�� 
	����� 	�� � n-

&�- #�� ������ �� 	��� 	����� �� �������� ����� r ���-

& - ��� ������� ��� �� ������������ ��������  ��1 $&4�5� F$�5� J�$�'"-

&�- ��� ������� ���� �������� , ������ >-

&?- ��� ������� ���� � �������� ����
- ���� ����	������ &�� ����� �������� ���� ����
��� ������� �	������� 
���� , IN  �	����� �������� �� 
���� , �"-

&!- ��� ������� s �		���������� , �� ��	����� <�� A ������
���
 	�� ��� d ������� ���	�����
��������� � 	����=�� Q(s(n)) = 0� d 
���� �� ������ � �������� 	�������� ��� ��
�������������-

C��	��'��� ��� ��� 	:�������	�� w(n)

��- 9����� ��� ������������ wi ���� � �������� ����
-

��- �� ������� �� ������������ w(n) ��� ����� �	���������� �� ���	���������� , ������
>1 E[w(n)w(n)H] = I-

�� ���� ��������� ���� 	
�� ��
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���������� &� �� &? ���� ������������ �� ������� � ��������� � ����� �
��<� C(z)CH(1/z∗) =
I� �� ��� ��	����� �� 	���������� ��� ��� ������ � C(z) ���� ����������� 
-

C��	��'��� ��� ��� G�����

"�- ��� <����� C  �����"� H  
��������" �� G  ������" ���� ���������� ��� �� ���	�-

"�- �� ������� ����
� C(z) ��� �����������- 8� 	����������� �� C(z) ��� A�%� ����� ���������
��� A�%-

"�- �� <���� C(z) ��� A�% � �������� ������ K-

" - �� �������� � ��������� � ����� C(z) �
��<� CH(1/z∗)C(z) = I� �����&,&��� �������
��� .���*��� ����  ���� ������� >-D ��&�	���"-

"�- �� �������� � ��������� � ������� ������ G(z) ��� 	���&��������-

+����� ����� ��� ���/���� 	������� � �������� ��� ������������ w(n) �� ��������� �� <���� ���
��������� �� �����
 �	������� � 	�������� ����� ��� �- ��� ��	������� �� �� ��� " ����
����� �
��<
��- ��� <����� 	���&��������� 	������ ��� 0��� ������� 	�� ��� �������������
�	����&���	������ �� ������������-

:� �0��� �� ��� " �� �� ���� �
��<
��� ����� H(z) �� ��� G(z) = H(z)C(z) ���� 	���&
���������  "�"- �� ��� ����� 	������� �
�����1

H(z)C(z)CH(1/z∗)HH(1/z∗) = IN .  >-�)"

C��	��'��� ��� �� :���� b(n)

*�- �� ����� b(n) ���� ��� ����������� ����������-

*�- �� ����� b(n) ��� ���	���������� �����-

*�- �� ����� b(n) ��� � ���������� Rb = E[b(n)b(n)H]-

��$ ��� �����"�� )���*���������

+��� ��		����� ��� �� 	������	�� �� 
<������ ���� ������� 	���&�������� �� ���� 
&
�������� ��� 	��	��
�
� �
��<
�� 	�� � ������ ��������- *�� 	��	��
�
� ���� ������
�� ��� ���
���	����� ! �� D �B ���� ��		��� ��� ��� �������� � ��������� � ����� ���� 	���&���������-
:��� �� 	������	��� ��
�
���� , �� i��� ����� �� j��� ������� � �� ������� H ��� ���
 hij
�� [H]i,j - ��� 	������ �� 	��	��
�
� ���� ������ ���
�� ��� �������� 7-

�� ������ �����! ∀i ∈ [1,P ],∀j ∈ [1,N ],
∑K−1

k=0 C2
ij(k) = 1

�� �����  ���� �� 	���"�
����#��� ��
������ ��� �"����
����� $��% $��%
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��G����	� �/ /� ��������������	
( ��� ��� �� ��#� �� �������� H(z) ∈ C(z)N×N A H(z)
�� .���*��� ���� �� BC6A .( 5DDE+

HH(1/z∗)H(z) = IN  >-�H"

�F IN ∈ RN×N �� �� �� ��#� �"�� � � "�  ����� N ×N (

?� 
��� ���
�������� � ����� 
<������ ��� 	��	��
�
� ���������1

��	������ �/ /� ����� h:,j(z) ��� #������� "� H(z)+

h:,i
H(1/z∗)h:,j(z) = δij

��	������ �/ /� ��� H(z) =
∑

m H(m)z−mA �� H(z) �� .���*��� ���� ����� ��� H(m)
!���=�� + ∑

m

HH(m)H(m− l) = δlI

#	�	������ �/ /� ���� �� #�� "<��� �� ��#� ��
 H(z) "� �������� LA ��� �� ��#�� H(0)
� H(L− 1) ��� �������>���(

��	������ �/ /� ��� #��G#��� � "�� �� ��#�� "� �� ��.���� ��.����������� !���=�� ∑
m

∑
k

h∗ki(m)hkj(m− l) = δij δl  >-�G"

%��������� ��� ��� �� ��� � �� 
������������ �� ��� ���� ���
����� ����� �� ���������
�
�� z � �� �������� ���������
������ �� ������� � ������� ������  ����� W 
��������"1
Rŝ(z) = G(z)Rs(z)GH(1/z∗)���� ������� 
���� ��		��
� �-�-- �� ������������ ��
	��&
������ Rs(z) = I �� ��� �� �������� Rŝ(z) ��� ����� ��� Rŝ(z) = G(z)GH(1/z∗) ��� ��
������� �	��� 
���������� ������� ���� 
���� , �� ������� ������
- *� �� ���� ��� 	�� ��
�������� 	���&��������� �� �� ���� �� 
<������ 	�
�
����  �� 	����� ����� 	�� ��� �� ���
����"- L����������� ��� �� ��� ����
  ������ � ������� ��� � ������� � ��
��������"� ��
	��� �� ������� �� ��� �� �������� 	���&���������-

��	������ �/ / �� H(z) �� .���*��� ���� � #����� ����� HH(1/z∗)A HH(z) � HH(z∗)
��� �������� .���*��� �����(

#	�	������ �/ /� �� H(z) �� .���*��� ���� � #�����A ��� #��G#��� � "�� �� ��#�� "� ��
��.���� ��.����������� !���=�� ∑

m

∑
k

h∗ik(m)hjk(m− l) = δij δl  >->("
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�$�� &�
�*�����
�� !E

��	������ �/ /� �� ����� 8��� �<��"�#�  ��.�9 "�� #������� "�� H(m) �� ������A ��� 
�� �� �� h:,j(m) �� j��� #������ "� H(m)+

∑
m

||h:,j(m)||2 = 1 ∀j  >->�"

��	������ �/ /? �!�# ��� �H��� �� � ���� ,�� 5(6(7A �� � I�� 0������� �I "�� #�������
"�� H(m) �� ������ ��� ��  ��.�+∑

m

h:,i
H(m)h:,j(m) = δij  >->>"

#	�	������ �/ /� �� H(z) �� ��� �� ��#� .���*��� ���� � #�����A ��� !�# ���� ����� "��
�� ��#�� "� �� ��.���� ��.����������� ����#���A ��� hi,:(m) �� i��� ����� "� H(m)A !���=�� +

∑
m

||hi,:(m)||2 = 1 ∀i  >->!"

∑
m

hi,:(m)hj,:H(m) = 0 .��� i 	= j  >->D"

��	������ �/ /! �� �� ��#� .���*��� ����  ����������� �� ��#���������� "��������(

��	������ �/ /$ �� "� ������� "<��� �� ��#� .���*��� ���� #����� �� �� =� �� .����* �� (

#	�	������ �/ / �� H(z) �� .���*��� ���� #����� ��
 8�� ��#� .��-�������9A ����� �� �
��#���������� "� H(z) = az−kA k > 0, |a| = 1(
�� �� ��#� .��-������� #����� �� #��.�� � .�� "<�� �� 1��� ,�� #��/ J �<��=��(

#�� 
�� �������� 2 × 2 �������

��	������ �/ / ��� � �� ��#� .��-������� .���*��� ���� H(z) ∈ R[z]2×2 .�� �� ��# ���*
��� �� BC6E+

H(z) = α QN .Z(z).QN−1Z(z) . . . Q0

(
1 0
0 ±1

)
 >->E"

�F α = ±1A Z(z) =
(

1 0
0 z−1

)
A Qm �� ��� �� ��#� "� ��!���+ Q =

(
cos θm sin θm
− sin θm cos θm

)
,

� N �� �� "���� "� "� ������� "� H(z)(

�� � � ��� N + 2 	��������� ��� ����� ��������� 1 N + 1 ������ θm �� �� ������ �
�� α-
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$��

#�� 
�� �������� 2 × 2 �	����%��

+��� ����� 
���� �� ������������� � P)DQ �� ��� �� �������� ���	�����- 4��� ���� ����
����� ������ � ����� �������1

2���� �/ /� ��� !�# ��� #��.��/� .�� �<�#���� ���� �� �����+ u = ρejψ
(

cos θ
ejϕ sin θ

)
�!�#

θ ∈ [0,π2 ](

��	������ �/ /�) ����� u1 � u2 "��/ !�# ���� #��.��/�� ��� ����  ��� ,��

ui = ρie
jψi

(
cos θi

ejϕi sin θi

)
,θi ∈ [0,

π

2
],i ∈ {1,2}.

u1 � u2 ��� �� 0������/ �� � �������� ��

uH1 u2 = 0,  >->'"

� "��# θ1 = π
2 − θ2 � ϕ2 − ϕ1 = π [2π](

��	������ �/ /�� ��# ����� ��� "<��� �� ��#� ��� ����+ ��� � �� ��#� ��� ���� 2 × 2 .�� 
H �� "�#��.���� ��

U = ejψ
(

cos θ −e−jϕ sin θ
ejϕ sin θ cos θ

)(
1 0
0 e−jα

)
 >->)"

��	������ �/ /�� ��� � �� ��#� .��-������� .���*��� ���� H(z) ∈ C[z]2×2 .�� H �� ��#*
 ������ ��+

H(z) = αQN .Z(z).QN−1Z(z) . . .Q0

(
1 0
0 e−jα0

)
 >->H"

�F α �� �� ���)�� #��.��/� "� ��"��� 'A Z(z) =
(

1 0
0 z−1

)
A Qm �� ��� �� ��#� "� "�

��!��� #��.��/�+ Qm =
(

cos θm ejϕm sin θm
−e−jϕm sin θm cos θm

)
A � N �� �� "���� "� "� ������� 

"� H(z)(

��% +����������� ������ ��)������

+��� 	�
������� ��� �� 	������	�� ��� 	��	��
�
� ������������ ��������� ��� ������� �����&

�
� ��� �� �
�����-
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��
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��%� ���������#�����

���� X ��� �������� ��
������� �����
���� �� �������� ��
������ X̃ ������
� , X 	�� �� ��������
���
���� X̃ = TX- ?� �� ����� � X̃ ������� ��� � ��"��"���� �� )���#0�� �.� ������� �������
�� ������� T ��� ������� � ��V�� , �� ��� �� ���������� ���������� �
��<� E[X̃X̃H] = I PDGQ-
4�� ����	��� �� �� ���� RX �� ������� � ���������� ���������� E[XXH]� ����� T−1 	��� 0���
��� ������ ����
� � RX �� �����&�� ��� � ���� 	����- �� � � ��� ��� ��<���
 � �������� T
��� �
��<��� ����� ��������- 8� 	�������� �� ������� �� ���
�� ��������� X̃ ��� ������� ��
	������ �� ������� �� �������� ���������� , ����� � �� ������� �� ���
�� X� ������
� ���
������� ����������� ��� ������ P�>Q- 4��� 	�
���
����� �� ���� �� 
���	������� �� �������
�����������  �2:" � �� ������� �� ���
�� X ���� �� �����

X = V Σ0X̃  >->G"

�B X̃ ��� � ���� 	���� r� Σ0 ��� ������� �������� 	������� � ������ K× r� �� V �� �������
�� �������� ���������� , ������- ������ �� ��� 	������� � ������� �� ������� T ����� ���

T = Σ+
0 V H  >-!("

�B Σ+
0 ��� �� 	����&������� P!)Q � �� ������� �������� ������������� Σ0-

�� ��� ������������ ���� �����
�� �� �� �� ���������� � ����� Rb ��� ������� �� 	�
����
���������� �� ������� T , 	����� � �� ���������� ��� �����
� Rx̃ = Rw−Rb �� ��� , 	�����
� Rw- :��� �� ���� x̃ ��� ��� ���������� � �� ������ ���&�����
� � �����-

��%�� &�������# ���������#��!��#

+��� 	������� ������	�� ���� �������� ��
������ �
���� ����
� X- +��� �		��������
FX(x0) �� �������� � �
	�������� � X �� 	���� x0- FX(x0) 
<��� �� 	���������
 ��� X ��
������ ��� ������������ ]−∞,x0]1

FX(x0) = P (X ≤ x0).  >-!�"

#�� �������� ��
������ X ��� ����������� �����<
� 	�� �� �����
 � 	���������
 ��� ����
������ pX(x0) ������� �����&�� ��� 	���� �� 	���� x0- 4�� 
<������ �� �����
 � 	���������

������	�� , �� 
���
� � �� �������� � �
	�������� �� 	���� x01

pX(x0)
def=

FX(x0)
dx

∣∣∣∣
X=x0

.  >-!>"

��� ������� �
�
�����
� � X ���� 
<��� 	��1

E[g(X)] =
∫ ∞

−∞
g(x)pX(x)dx  >-!!"

�B g(x) ��� ��� ��������  	����������" 	������ ������� ��� ������� �� ��� ���������-
8� ����� ���� ��� ��������� ��	������������ �� ������� ��� ��������� ������
��������� � ��
�������� ��
������ X1



!H $%�&��
� 5( ����������� ������ �� ��&�
����� �� ��
$��

��G����	� �/�/� �������� �������� ������	��������
 &��� ��� !����)�� ���� ���� XA
�� .����>�� ���# ��� #���# ���� �,�� ΦX(ω) �� "�=��� #���� �� !����� ��-���� "� ejωX A
�!�# ω ∈ R+

ΦX(ω)
���
= E[ejωX ].  >-!D"

*���� 	������� �������� ������
�������� ������	�� �� ���	���� ���/���
 � �� ���������
�
� A������ � pX(x)1

ΦX(ω) =
∫ ∞

−∞
ejωxpX(x)dx.  >-!E"

�� 	������� �������� ������
�������� ��� �������� �� ���� 	���� �� ���� � , ���������- I����
���
 ��� ����� �������� ������
�������� ����� 	�� ����� ��� �� ��������� ������ � �����&
����� ���� 	������ 
<��� ��� ���������� �
	
����� �� ��� ���� ���� �� ������ ��������
������
��������1

��G����	� �/�/� �������� �������� ������	��������
 &��� ��� !����)�� ���� ���� XA
�� ��#��"� ���# ��� #���# ���� �,�� Ψx(ω) �� "�=��� #���� �� ������ 0�� ��.����� "� ��
.����>�� ���# ��� #���# ���� �,��+

ΨX(ω) = ln (ΦX(ω))  >-!'"

+����� ��� ��� ��������� ������
��������� 	��������� � 
����� ���	�������� �� ��������
��
������ X- *�	������ ��� �����
� � 	���������
 �� ���� 	�� ���������� ��	��������� ���
�� �������� 	�� � �������� ���	�� ����� ��� �����
� � 	���������
 �����
� �� � ������ ���
�������- 4��� 	������ ����� �N����
� �� 	�
���� �������� ��� ������� �� ��� ��������� �������
�	��� �� 
����		����� �� �
��� � 9����� �� ��������� ������
���������-

��%�� ������# �� ��������#

0	�����

8� 	����� g(u) = Xr ��� �� 
<������ � ������ �
�
�����
  >-!!"� �� ������� ��� �������
����� r � �� �������� ��
������ X1

��G����	� �/�/� �������
 �� ����� "<��"�� r "<��� !����)�� ���� ���� ������ X �� 
"�=�� #���� �� !����� ��-���� "� �� �ème .������#� "� X+

mX
r

def= E[Xr]  >-!)"
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�� ������ � 	������ ���� (mX) ������	�� , �� ��-���� �� ����� � ������� ����
��� �		��
 !�����#� ���� mX = 0- ������� mX = 0 �� mX

2 = 1� �� �� ��� �� ��������
��
������ X ��� �����
� �� �
����-

��� ������� 	������ ����� 0��� ������� , 	����� � �� 	������� �������� ������
��������- 8�
����� �� 
����		��� �� ��������  >-!E" �� ��������� � (� �� ������� ��� ���N������ � ωr

��� �� 
����		����� �� �
��� � 9�����1

mX
r = (−j)r d

rΦX(ω)
dωr

∣∣∣∣
ω=0

 >-!H"

:��� �� ��� �������������� �� ������ /���� ��� �������� �N ��������� ��
�������X1,X2, . . . ,
XN ��� 
<�� ����� �� ������ ������� � 	����� �� N ���������1

Mom(X1,X2, . . . ,XN ) def= E[X1X2 . . . XN ].  >-!G"

4��� �� 	�������� ������������ X(t) ������������ /�����, ������ r� ��� ������� ����� r
���� 
<��� 	��1

mX
r (τ1,τ2, . . . ,τr−1)

def= Mom(X(t)X(t+ τ1) . . . X(t+ τr−1)).  >-D("

������� �� �������� ��
������ X ��� ���	����� ���� ����� ��
������ 
<������� � ������
����� r�������� �� ������ � X �� � X∗ 	��� �� ���	��- �� ������ ����� r � ��
�������� ��
������ ���	���� X ������1

Mq,X
p

def= Mom(X . . .X︸ ︷︷ ︸
p

X∗ . . . X∗︸ ︷︷ ︸
q

)  >-D�"

���� �� �������� p+ q = r-

#��������

:� �� �0�� ������� ��� 	��� ��� �������� ���� 	������ 
<��� ��� ��������� , 	����� �
�� ������ �������� ������
�������� PDGQ1

��G����	� �/�/ ���������
 �� #������ "<��"�� r "<��� !����)�� ���� ���� ������ X �� 
"�=�� #���� �� ����� � "� "�!���..���� �� ����� "� ��-��� �� !�������� "� K "� �� ��#��"�
���# ��� #���# ���� �,�� ΨX(ω)+

Cum(Xr) = (−j)r d
rΨX(ω)
dωr

∣∣∣∣
ω=0

 >-D>"
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$��

:� �0�� ��� 	��� ��� �������� ��� ��������� ����� r ��� 	�������� ������������ X(t)
������������ /�����, ������ r ��
�������1

C0,X
r [τ1,τ2, . . . ,τr]

def= Cum(X(t+ τ1)X(t+ τ2) . . . X(t+ τr)).  >-D!"

�� �������� /���� � N ��������� ��
������� ��� ���
 Cum(X1,X2, . . . ,XN )� �� ��� �� ��� �B
��� ��������� ���� ���	���� ���� �����1

Cq,Xp [i; τ ] def= Cum(Xi1(t+ τ1) . . . Xip(t+ τp)︸ ︷︷ ︸
p

X∗
ip+1

(t+ τp+1) . . . X∗
N (t+ τN )︸ ︷︷ ︸

q=N−p

)  >-DD"

�B i = [i1, . . . ,iN ] �� τ = [τ1, . . . ,τN ]-

��� ��������� ���� 	��� ��� L?� �� ��� ����������
������ ��� �� �?�- ��� ��������� �����
! �� D ���� ������� ������
� 	��� ������������ �� 	��������� � ������ , ������� �/���
�
 $�"� ���� ��� ����� �������
 ������������ ��� �
�������� �<� �������� ��������������
��� ��������� , 	����� �� ������������-

4�� ����	�� �� �������� � 	������ ���� � �� �������� ��
������ X ��� 
���� , �� �������
mX � �� �� ������ ����� ��� ������	�� , �� �������� Var(X) = E[|X −mX |2]-

4�
������ ��� �� ����
������ �����
� ����� ��� ��������� ��
������� ���	����� X �� Y ��� 
<���
	�� E[(X−mX)(Y −mY )H]- ������ ���� �������� ��� ��������� ��������
� ����� ������1

��G����	� �/�/� ���������
 &��� ��� !����)�� ���� ���� #�� ��� XA �� L�� ���� κX �� 
"�=�� #���� �� #������ "<��"�� 6 "� XA ��������� .�� �� !�����#� Var(X)A .�� �/��.��+

κX =
Cum2,X

2

Var(X)2
=

E
[
|X|4
]
−
∣∣E [X2

]∣∣2
E
[
|X|2
]2 − 2.  >-DE"

3�����	�� ����� �	����� �� ���������

��� ������� �� ��� ��������� ���� �� ��	�
���������� ��
������ ���� �������� ��
������-
�� ����� � ������������� � ���� �� � ������� ��� ��� ������� �� ���� 	��� ��� �������� �
���	�����
 � ������- �� ������ ���� 
�������� �� ����� ����� ��� ������� �� ��� ���������-
�� �������� �
�
���� ����� ��� ������� �� ��� ��������� ����� r� 	��� �� �������� �
��������� X1,X2, . . . ,Xr ��� ���
� 	��1

Cum(X1, . . . ,Xr) =
∑

(−1)k−1(k − 1)!E

⎡
⎣∏
i∈A1

Xi

⎤
⎦E

⎡
⎣ ∏
j∈A2

Xj

⎤
⎦ . . .E

⎡
⎣ ∏
k∈Ap

Xk

⎤
⎦  >-D'"

�B �� ��������� ��
��� ��� ���� ��� ��������� {A1,A2, . . . ,Ap : 1 ≤ p ≤ r} ������� ���
	�������� � {1,2, . . . ,r}� �� k �� ������ �
�
����� ���	����� �� 	��������- ����� 	��� ��
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��������� ��
������� �
����� � �������� ������� �� �������� ����� D ��
���� , 	����� ��
�������1

Cum(X1,X2,X3,X4) = E[X1X2X3X4] − E[X1X2]E[X3X4] − E[X1X3]E[X2X4]
−E[X1X4]E[X2X3]  >-D)"

+����� 	�� �������� �� �������� ������ ����� ��� ������� �� ��� ��������� � ����� ����1

C1,X
1 = m̃X

2
def= mX

2 −
∣∣mX

1

∣∣2.  >-DH"

����� ������� �� �������� ��
������ ��� �����
�� �� �������� ����� > � X ��� 
��� �� ������
����� >-

3����=�� �- 2	� 9���������- ��� ��������� ��
������� ����������� ���� �����������

������ 	�� ��� ������������ � ����� ����� ��� ��������� ����� ��	
����� , > 
���� ����-
8� �������������� ���
������� �� ����� ��� �
�
�������� �������
 , �� 	�������� ���������
����� 	������� �� ������� ��� ��������� ����� ��	
����� , > 	��� �
	���� ��� ������� �����
�-

��	������� 
�� �	����� �� 
�� ���������

+��� ��	������ ��&������ ��� 	��	��
�
� ��� 	��� ������
�� �� 
���������� ������� �� ��� ����
����� ������ ��� �� ����� � �� �
�����- 9����� ��� 	������ ���� ���
�� ��� ��� 
<�������
�� ������� �� �� ���������-

*����
���� N ��������� ��
������� X1,X2, . . . ,XN � ���� �����1

��	������ �/�/� ��������
 �� X1,X2, . . . ,XN ��� ��� �.����� .�� "�� #��� �� �� a1,a2, . . . ,aN A
����� ���� �!���+

Mom(a1X1,a2X2, . . . ,aNXN ) =

(
N∏
i=1

ai

)
Mom(X1,X2, . . . ,XN ),  >-DG"

Cum(a1X1,a2X2, . . . ,aNXN ) =

(
N∏
i=1

ai

)
Cum(X1,X2, . . . ,XN ).  >-E("

��	������ �/�/� ������
 ��� ����� � � #������ � "<��� ����� ��� �� ����� "��
����� � � #������ �+

Mom(X1 + Y1,X2, . . . ,XN ) = Mom(X1,X2, . . . ,XN ) + Mom(Y1,X2, . . . ,XN ), >-E�"
Cum(X1 + Y1,X2, . . . ,XN ) = Cum(X1,X2, . . . ,XN ) + Cum(Y1,X2, . . . ,XN ),  >-E>"

�!�# Y1 ��� !����)�� ���� ���� ������(
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$��

��	������ �/�/� ���������	����	
 ��� "��/ !����)��� ���� ����� ������� X � X̂ �����  �����
,�� X̂ = AXA �!�# ��� �� ��#� ,���#��,�� A ∈ RJ×N ( ��� ����� � � #������ � "� X̂
��� "�� ���# ���� ��������� "� #0�#��� "�� #��.���� �� Aij "� A( &�� �/��.�� J �<��"�� 6+

Mom(X̂i,X̂j ,X̂k,X̂l) =
∑
a,b,c,d

AiaAjbAkcAldMom(Xa,Xb,Xc,Xd)  >-E!"

Cum(X̂i,X̂j ,X̂k,X̂l) =
∑
a,b,c,d

AiaAjbAkcAldCum(Xa,Xb,Xc,Xd)  >-ED"

&��� "�� !�# ���� ���� ����� #��.��/��A A "�� H �� 0���� ����� � �� q 	= 0 "��� 85(669(

�� 	��	��
�
 � ��������
����
 �� 
��� �� 	��	��
�
�  >-E-�" ��  >-E->"-

��	������ �/�/ ������	
 �� X �� ��� !����)�� ���� ���� ������ "�� �� "���� � "� .��)�*
)��� � pX(x) �� .���� A ����� ��� ����� � � #������ � ��.���� ��� ����( �� �� �� "� �H��
.��� ��� !����)�� ���� ���� #��.��/� Z "�� �� "���� � "� .��)�)��� � pZ(z) �� �-�� ��,��
.�� ��..�� �� .��� "�� ��������(

��	������ �/�/� ������������
 &��� ��� #��� �� � a ,���#��,��A ���� �!���+

Mom(a+X1,X2, . . . ,XN ) = aMom(X2, . . . ,XN ) + Mom(X1,X2, . . . ,XN ),
 >-EE"

Cum(a+X1,X2, . . . ,XN ) = aCum(X2, . . . ,XN ) + Cum(X1,X2, . . . ,XN ).
 >-E'"

��� ��������� ������ ��	
������ , � �� 
	����� 	�� � �� ������� � �� �������� ��
�&
������ �� ��� ����� 	�� �� ��� 	��� ��� �������- �� ����������� X̂ = X0 +AX� �B X0 ��� ���
���������� 	������� �� 
	������ � �� 	������� �������� ������
��������� �� ��� �����������
� �� ������ �������� ������
��������- *�	����� ����� ����������� �������� ��� �� �������-

��	������ �/�/? �����������	
 �� !����)�� ���� ���� X �� "� � #��#������ �� ∀θ ∈ RA X
� Xejθ �� ��� �H��� .��.��� �� � � �� �,���( $�#� ��.��,�� ,��A .��� 1 ≤ ik,jk ≤ K � .���
q 	= p+

Cum(Xi1 , . . . ,Xip ,X
∗
j1 , . . . ,X

∗
jq) = 0  >-E)"

� 
E(Xi1 . . . XipX

∗
j1 . . . ,X

∗
jq) = 0  >-EH"

�� ������� ��
������ X ��� �� ���������� , ������ r �� �� 	��	��
�
 	�
�
���� ��� �
��<
�
	��� ���� ��� ������ ���� ��� p+ q = r-

&� ��
��  �
 ��#	��'� ���(�����! A = AH

)� ��#������� ����
�� ��
'� ��� ���������
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+��� ����� �� ��� ��� ��������� ��
������� ����������� ���� ����������� ������
���
�� 	��
����� ������� ������ � �� >� �� ��� �� ������ � ����������
 �� �
������ , �� ����������

, ������ >- ?� ������ �� ���� ������ �������� ��
������ ���������� ��� ���������� �� ��
��������� �� E[XXT] = 0-

��	������ �/�/! ����	��������
 &��� N !����)��� ���� ����� X1,X2, . . . ,XN ��"�.��*
"�� �� �� �� �����A ���� �!���+

Cum(X1,X2, . . . ,XN ) = 0  >-EG"

*���� 	��	��
�
 ����� 	�� ����� �� ����� �
�
���� 	��� ��� �������- #�� ����
������ �
�� 	��	��
�
 >-E-) ��� ��� ���� �������� ����� ��	
����� ��� ������� ��
������� ������&
��
 � ���	������� ������������ ��
	�������� ��� �� ������� �������- *���� ��������
���
������ ��� �� ���� �� �
����� �����-�� �� $��.���� �� ��"�.��"�� ��  �$�"- #��
����� ����
������ ��� ��� ��� ��������� ��� 	�������� ��
������ �-�-- X(t) ��
������� ����
�� �����1

C0,X
N (τ1,τ2, . . . ,τN ) = ¯

C0,X
N δ(τ1)δ(τ2) . . . δ(τN ),  >-'("

�B ¯
C0,X
N ��� �� �������� ����� N � X(t) , �� ������� ���������� t0� �� δ(t) �� �������

� 5�����6�� �-

��%�' �����#��!��# �� #����� �����

4��� �� ������� w� ���� 
<������� �� ����
������ ���������� 	��

Rc
w(n,τ) = E[w(n)w(n+ τ)H],  >-'�"

�� �� ����
������ ��� ����������

Rw(n,τ) = E[w(n)w(n+ τ)T].  >-'>"

:��� �� ��� ������������� ��� �������� �� 
	����� 	�� � ��������� n- 4�� ��������� �� 	��	���
�� 
��������� ��������� ��� L?� �� �� ������ ��� ��� ������������� �������� ��� ��� ��������
� ����
������ �� ���
�� 	��� τ = 0- 8� ������ Rw �� ������� � ����
������ Rw(τ = 0)�
���� �������� ��	���  >-D" ��� �������� � ���������� �� ������������ , 	����� � ������ �
����� �� � ������1

Rc
w = CRc

sC
H + Rc

b
���= Rc

s + Rc
b,  >-'!"

Rw = CRsC
T + Rb

���= Rs + Rb.  >-'D"

�B C ��� ��� ������� 9��	���@ ����
� , 	����� � �� ������� � ��������� � �����- 4���
�� ������������ ������������ �� ����
������ ��� ���������� ��� �����  Rw = 0"- *�	������
������� �� ������� �������� ���� 
�����������
�� , �� 	
���� �������� ��� 	�������� ����
������������� , ������ ���  Rc

w �� 
	�� 	�� � n" �� �� ��� ����������
 ��� 	�
����
�
 Rw 	= 0" PDEQ- *� ��� �� 	����� 	��� ��� ������� 74�5-

�� δ(τ) = 1 	��� t = τ �� δ(τ) = 0 
�������



DD $%�&��
� 5( ����������� ������ �� ��&�
����� �� ��
$��

��%�% �����#��!��# ������� '

:��	���  >-EH"� ���� 	������ ��� ��� ��� ��������� C0,w
4 �� C1,w

3 ���� ���� ������� �� ��&
������� ��
������� ���� �����������- :��� ��� ���������� ��� �
	�������� ��������� ��� ���������
����������� C2,w

2 -

��G����	� �/�/? �����������������
 �� ,��"��#�!�����#� "<�� !�# ��� #��.��/� s �� 
�� #������ "<��"�� 6+

Qc
s = C2,s

2 [i,j,k,l;0] = Cum(si(0),sj(0),s∗k(0),s∗l (0)).  >-'E"

������ �� �������� �������������� ��� ������� �� ��������� ������
�� ���� �������� ��
��������������� �� ������������ , 	����� �  >-�" ���� ����� � ������� �����������1

Qw = [C ⊗ C∗]Qc
s[C ⊗ C∗]H + Qb  >-''"

�B ⊗ ��� �� 	����� � 5�����6��� Qc
s �� ������� � ���������� ���������� � s(n) �� Qb �����

� b(n)- �� 	�������� �� ������� �� ��������� ��� �� ������� � ���������� �� ��������
�� ������ {i,j,k,l} 	����� � ��������� ��� ���
���� ���� ��� i �� j ��	�
������� ��� ������
�� ������� �� k �� l ��� ������ �� ��������- %�		����� ��� �� ������� � ���������������
�� 
	�� 	�� � ��������� n� �� ��� 	��� �� ����� �������� Qb ��� �����-

��, ��� "���#��� �� "�������

*���� ������� 
<��� ��� #�� ��� ��� ����� , ��� ��� �������� ��	���������� 	��� �� �
	�������
������� � �������- :��� 
<������� 	��������� � 	�
������ ��� ����������- �� 	�������
�������� ���������� �� <����� ��� ���������� 	�� ����
	������ �� �������� 	���� ��
 ��
�
����� � �
	������� ������� � �������- �� ������ ��		���� ��� ����� ��������� ��� �
��<�
�� ���������-

��G����	� �/?/� � ������ �������!
 ��� �� !�# ��� ����#� s(n) ����� "� �<�����)�� S
"�� .��#����� ����#��( s(n) !���=� ��� 0-.� 0>��� �"A �# � �$( �� "�=�� �<�����)�� T "��
=� ���  ��!���/A #���� �<�����)�� #�� ����  ��� ��� =� ��� ,�� �<�4�# �� .�� #�� 0-.� 0>���(

8� ������� ������� S ����� ������ �� �� ��� �		����� T - 4�� ����	��� ��� <����� � �� �����
Λ(z)P � �B P ��� ��� ������� � 	���������� �� Λ(z) ��� ������� ��������� ����������
	�� ����
	������ �������� ����� ��� ���	������� � s(n)-

��G����	� �/?/� ����������
 ��� H �� �����)�� "� =� ���A � ��� H · S �<�����)�� "��
.��#����� ��������� � ��"��"���� �) ���� �.�>� �<�..��#� ��� "�� =� ��� "� �<�����)�� H ���
"�� .��#����� "� S(



5(C( ��� ���
�� �� &�
��
���$�� DE

� #�� >�� "<�. ����� ��� J (H; w) ���� �..��� I#�� ��� �I � ���� "�=�� ��� �<���������
H ∈ HA � ��� ��� �)���!� ���� w ∈ H · SA �<�� �� ����� ��/  ���� .��.��� �� ���!�� �� B'2E+

• ����������� �� #�� ��� � �� "�� .�� #0����� ��� �<�����)�� "�� ���� ���� .����)���A
#<�� J "��� ∀w ∈ H·SA ∀H ∈ T A

J (H; w) = J (I; w),  >-')"

�F I �� �� �� ��#� �"�� � �A
• �	������	�� �� ��� ����#�� ��� "�:J ��.�����A �����  �� =� �� �<�..�� ���� .�� J
T ��"�� �� #�� ��� �A #<�� J "��� �� ∀w ∈ SA ∀H ∈ H+

J (H; w) ≤ J (I; w),  >-'H"

• ������������	�� �� ��/���� "� #�� ��� � �� �  ��� ���,����� .��� "�� =� ���
���� ��� ��� ��/ �� ��� .�� "�� =� ���  ��!���/A #<�� J "��� �� ∀w ∈ S+

J (H; w) = J (I; w)A �����+ H ∈ T .  >-'G"

��- ��� ������� �� )�������"��

:��� ��� ���	����� !� D �� E� ���� ���	����� ��� 	����������� �� ����������� 	��� ��
������� ��������� ������� ����������- +��� ������ ��&������ ����� ������� 	��������� �
���	���� ��� �����������-

��(� �� ���) �������� #�� ���#

���� s �� �
������ 
���� �� ŝ �� ������ � ��
��������- �� ������ � ���� ������� ��������
 ��
+ �-�)�� ����� 
� �" �������� , ���	��������� �� ������ � �������� ��
����� ����� ���
�
������� ŝ �� s- ���� � ������������� � ������� 74�5� �� �8% ��� �������
 �� ���� ��������
����  ��
+ �� ����� 
� �" ��� �� ������ �� �� ��� ��	�
����� �� �������- �� 	�����	���
�N����
 	������� � ����
����������� ���
����� �� 	������� �
����������- 8� ����� �����
���� ������� �� ��� �� ������� >-!-> ���� ��
�������  >-�E"� ��� ������� � ��
�������� ����
�����
�� �� 	������ 0��� 	�����
��- #�� ���� �� �������� ����� ��� �
������� ŝ �� s ���
����� �
�������� �<� � �������� �� �8%- 4��� ����� ���� ��������� ��� ���������
������� �����
������ ����
� �� ������ ������ �<� � ������� ��� R	���R ��� 	��� �����<������- *�� �������
	��������� � ��������� �� ������� � 	���������� P �� �� ������� �� ������ �� ��

	������� Λ(z) � ������� ������ ����� �����
 ��  >-�D"-

��(�� �� ��#����� ����� G �� Λ(z)P

�� ������� ����� G �� Λ(z)P 	��� �� ���	�� ��� ������
������ ��������� ����� ��� �������-
�� ������ � ����� ������� ��� 	����� � ��		��� ������ ��� ����� 	��� ������
������  ���
+



D' $%�&��
� 5( ����������� ������ �� ��&�
����� �� ��
$��

������  � �� �������#� .��� ����� 
� ��" PGQ � ������ ������ ��� ������ ������ � ��
��������-
+��� 
<������� �� "�� ��#� ����� �� ������� ������ ��
������ D(z) = Λ(z)P �� �� <����
������ ������� G(z) = H(z)C(z) ����� �� ����� � A�������� � �� ��
����� D(z)−G(z)-

4��� ����� �� �������� �� �������� � ��������� ������� 
<��� ��  >-�(" �� ���� ��	�����
��� �������� �� ���N������ � �� �
	���� ��	����������� G(m) ��� ���� , �� ����� �� ������
��� ��� ������� ������ � ������ N ×N(K + L− 1)� ���
� G1

G = [G(0),G(1), . . . ,G(K + L− 1)]  >-)("

� 	����� � G �� ��� 	������� � �������� �� <���� D(z) �� 	��� 	�����- 4��� ���� �� �������
��� ����
�� � 	��� ���� ����� ��� ������� �� ������ � G� ���� �� ���������� ��� ���
�������� ������ 0��� ��
������ ����� N - ?� 	��� 
������������� �������� �� �
����
����������
������ 
����
� 	�
�
������-

4�� ����	�� ��� �� ��� � �� �
	������� � > �������  N = 2"� ���� ����� 2 ��� 	��������1

• ��� � 1 �� ������� �� ������� 	���� j1 �� �� ������� ��	���� j2 �B ���� ����
�� ���
����
�� � 	��� ���� ����� � �� ����� � �� >� ��� ���� �������� G1,j1 � G2,j2 ���&
	����������-?� ��������� ������� �� ����� � 	�� G1,j1 �� �� ����� > 	�� G2,j2 � 	��� ��
������� �� ����� � A�������� ����� �� ������� Ḡ ����� ������� �� �� ������� D� � ��
�0�� ������ ��� G �� ���	��� � @���� ���� 	��� D1,j1 = D2,j2 = 1-

• ��� > 1 �� ������� ������� j1 ��� ��� �������� ��	����� �� ������� j2 ��� ��� ��������
	�����- ?� ��������� ����� ��� �� ��� � �� �� ������� �� ����� � A�������� � ��
������� �������-

�� "�� ��#� ������� ��� ����� ��� �������� �� ������� � �� ����� ε(G) = ‖Ḡ − D‖F � ����
�����1

ε(G) def= Min
P ,ν1,α1,ν2,α2

‖GP����(ν1z
α1 ,ν2z

α2)‖F  >-)�"



D)

����	
�� �

����	���� �����

�� 	�
���� ���	���� �������� ������������ 4�.?:  4������ �		���������� .?��� :��������&
@�����" �����
 , ��
���������� � �������� �����&������������ �	����&���	�����- ������������

� ��� ���������� ��� ������<�� �� 	����� 	���&�������� � �
����� �� ������������ �		����&
���������� �� ���/��������� �� �������� � �������� �� �����&����
������� ���������� ��
������������ P�)Q- ����	������ ��� ����������� 	�
������ �� ������������ ���� 	����� �
�����
��� ��� �� �
����� ��� .���*��� ����- +��� �������� ��� ������������ ���� 4�.?:
	��� 0��� ������
 ���� ����� ���������� ��
������ ���� ���
� ��� ��� ��������� ����� ������
�� ������������- #�� �
��� � ����������� ���� ������� ������� � ����� ������������ ���
<�������� 	�
����
� �<� �
������ ��� 	����������� � ������������-

��
 ��������� ���  ���������

+��� 	��V��� �� 	������� ��� �� ������������� �����&������������ ��� ��� ���� �������

���� ��� �� ������� >->->� �� �� ������ ���	�� � ����	��� ���	���� ��� �������� �������
��� ������� ���� , ����� ����- �� ����� �	����&���	���� ���� ��� ��������� ����� D
��������1

C0,ŝ
4 [i,i,j; 0,0,�] = Cum(ŝi(n), ŝi(n), ŝj1(n− �1), ŝj2(n− �2))  !-�"

C1,ŝ
3 [i,i,j; 0,0,�] = Cum(ŝi(n), ŝi(n)∗, ŝj1(n− �1), ŝj2(n− �2))  !->"

C2,ŝ
2 [i,i,j; 0,0,�] = Cum(ŝi(n), ŝi(n)∗, ŝj1(n− �1), ŝj2(n− �2)∗)  !-!"

���� j = (j1,j2) �� � = (�1,�2)- 8� 	����� ���������� �� ������ J = [1,N ] ����� ���
���������� �� ������ L = Zq� ���� ����� j ∈ J2 �� � ∈ L2-

+��� 	������ ��������� ��� �� ��������  !-�" ��������� 	�� ��� ���/���
� �� ������������-
?� 	�
���� ��� �������� ��� ��������� 
<��� 	��  !-�" 	��� �� ������� �
���� ������� 	��



DH $%�&��
� 2( ����
��%�� &�3��

����	�� ���� ��� ��������� 74�5- ��� ����������  !->" ��  !-!" ���� ����� � ��� ������
�
���� �� ������� ���	�����-

��� +������ �����

+��� 	�
������� ��� �� 	������	�� �� ��������� 	��������� �
������� ������
���� �� ���&
���� $�$? ���������� , ����� �� ��������� �� ������������ 
<�� ��  !-�"- 4�� ����	���
	��� �� ������� ����
� 74�5 �� 4�$� ��� ��	������ A � ��� ������� �		���������� ,
���������� �� �
���-

���� ������#�� J 0
4

��� ��������� 
<��� ��  !-�" 	��������� � 
<��� �� ��������� � ������� �<� �
������� ���
������� $�$?1

��	�	����	� �/�/� �� ���# ���

J 0
4 (H; w) =

N∑
i=1

∑
j∈J

∑
�∈L

∣∣C0,ŝ
4 [i,i,j; 0,0,�]

∣∣2  !-D"

�� �� #�� ��� � .��� ��� �)���!� ���� w ∈ H · S � ��"��"����� �� 2��� ��"��A � .��� ��
=� �� H ∈ H(

&���!�( 4��� ������� ���  !-D" ��� �� ���������� ���� ����� ������� ��� ��� ! 	��	��
�
�

����
�� ��� �� 
<������ >-'-> ���� ���	���
��- 4��� ����� ������V��� 	�� �

����� ��
�������� ����� ������
� �� �� ������ � ������� ������ G ��	���
� ��  >-��� 	��� !("1

ŝi(n) =
∑
q,m

Giq(m)sq(n−m),  !-E"

�B Giq(m) ������	�� , ��
�
���� � �� ������� G(m) ����� ������
� i , �� ������ q-

�� 	��	��
�
 � ��������
����
 �� ��������� 	�
����
� 	�� �� 
<������ >-E-!  	��� D>"
	����� � 
����		�� �� ���������  !-D"1

J 0
4 =
∑
i

∑
j1,j2

∑
�1,�2

∣∣∣∣∑
q,m

∑
q′,m′

∑
k1,p1

∑
k2,p2

Giq(m)Giq′(m′)Gj1k1(p1)Gj2k2(p2)

Cum[sq(n−m),sq′(n−m′),sk1(n− �1 − p1),sk2(n− �2 − p2)]
∣∣∣∣2.  !-'"

�� ��������� ��� 	
�� ��



2(5( ������ 
���� DG

���� ����	������ &�� ���� �����
���� ��� ������� si(n) �(�("(- ������ ����� ��� ���������
������� 	��� m = m′ = �1 + p1 = �2 + p2 �� ���� 	�� ����� �� ����� ��� si(n) ����
������������ ��
	������� ��� ��������� ��� ���� ���� ����� ������� ������� q = q′ =
k1 = k2- +��� 	������ ����� ���	��<�� ����	�������  !-'" �� ��		������ ��� ������ ���� ��
�� 
����		��� �� ����� �� ����
� �� ��� ���� ����1

J 0
4 =

∑
i

∑
j1,j2

∑
�1,�2

∑
q,m

∑
q′,m′

G2
iq(m)G2∗

iq′(m
′)Gj1q(m− �1)G∗

j1q′(m
′ − �1)

Gj2q(m− �2)G∗
j2q′(m

′ − �2)C
0,sq

4

(
C

0,s′q
4

)∗
 !-)"

��� ��	������� " �� "� 	��������� � ��� ��� �� <���� ������ ��� ��������
 �� ��� ���
�� ��� G ∈ H·S- *��� �� ������ 	�� �� ��������1∑

j,�

Gjq(k − �)G∗
jq′(k

′ − �) = δqq′ δkk′ ,  !-H"

�B δ ��� �� ������� � 5�����6�� 
<�� ��� ���1

δkk′ =
{

1 	��� k = k′,
0 ” k 	= k′.  !-G"

�� ���� �		������� ����� 	��	��
�
 ��� 	����� ������� (j1,�1) �� (j2,�2)� ���� ���� ����1

J 0
4 =

∑
i,q,m

∣∣G2
iq(m)

∣∣2 |C0,sq

4 |2.  !-�("

�� ������������� � G 
����
� 	�
�
������ 	����� � ������ ��� ������ ��� ��� ������
i �� m 	��1 ∑

i,m

|Gij(m)|4 ≤ 1,  !-��"

�� ��� ���� ������ , �� ����� � �������  !-D" P�!Q P'HQ1

J 0
4 ≤

∑
i

∣∣C0,si
4

∣∣2.  !-�>"

������ 	��� ���� <���� G ∈ H �� 	��� ������ ��� ������� s ∈ S� ���� �����1

J 0
4 (H; w) ≤ J 0

4 (I; w).  !-�!"

��
�����
 ��� �������� �� �� ��������� ��
∑

k,i |Gij(k)|4 = 1� �� ��� ����� 	������� ��� 	��� ���
<�����  ��!���/ �- �� ������� ��	����������  !-D" ��� ��� �� ��������� ��� ��� ���� �������

<�� 	��� DD- ♦

� ��� �������� ���� ��������
��� �� �� #����� ������ *���'� +
�� ��������� ���� 	
�� ��



E( $%�&��
� 2( ����
��%�� &�3��

����� 
��#��� ��# ��������# T 0
a,b (α,β)

�� �������  !-D" ������� ��� ��������� �� ������������ ��� �������� ���	�� �� ������ �1 ��
�2- ?�� ���� ����� 	����� �������������� ��� ������� �� ��������� ��� �� ������� �<�
� 	������ ����������� ���/��������� ���������� �� �������� ��� ���	����� �� �������-
:
<������� �� ������� �� ��������� �� ������������1

T 0
a,b(α,β) def= Cum(wa1(n− α1), wa2(n− α2), wb1(n− β1),wb2(n− β2))  !-�D"

�B a = [a1,a2]� α = [α1,α2]� b = [b1,b2] �� β = [β1,β2]- 4�� ������������� ���� ����� a ∈ J2�
b ∈ J2� β ∈ J2� �� α ∈ {0, 1, . . . , L− 1}2-

�� ������� T 0
a,b(α,β) 	��� 0��� ��	��
 ��� �� �������� � N2L2 �������� NL×NL ���

���� ������ O(b,β)- 8� ����� 	��� ����� 	���� (b,β) <�
�� ��� 
�
����� �� �������� O(b,β)
������	����� �� 
�
����� � ������� T 0

a,b(α,β) ���� ���

Oηµ(b,β) = T 0
a,b(α,β),  !-�E"

�B ������� �� ������ η �� ������� �� �������� µ ������	����� , η = α1N + a1 �� µ =
α2N + a2- +��� 	������ ���� ��� �� <���� !-� �� ���������� �� ��������� � �������
T 0

a,b(α,β) ��� ���������� �� �������� O(b,β)-

b = [N,N ],β = [L − 1,L − 1]

a1�1
α1;0

a1�N

a1�N

a1�1
α1;L − 1

a
2

=
1

a
2

=
N

a
2

=
N

a
2

=
1

α2 = L − 1α2 = 0

NL

NL

N2L2

b = [1,1],β = [0,0]

���� !-� S &��#���� "�� ������ � "� T 0
a,b(α,β) "��� ��� �� ��#� O(b,β)(

����� *"���#����� ���� J 0
4 (H ; w)

*����
���� ���������� ��
�������� A�% H(z) ��� �� �
	���� ��	����������� {H(l), 0 ≤
l ≤ L− 1} ��� ����
� ��� �� ������� H ����� ���1

H
def= [H(0),H(1), . . .H(L− 1)] .  !-�'"

+����� Diag{A} �� �������� ���� ������� ���������� A� �� 
<������� �� ����
 � ��
����� � ����� ��������1

||Diag{A}||2 =
∑
i

|Aii|2.  !-�)"



2(5( ������ 
���� E�

+��� 	������ ����� �

����� �� ���������  !-D" ���� ����� ���� �������������� ���/�����1

��	�	����	� �/�/� �� #�� ��� � J 0
4 .�� H �� ���#�� #���� �� #�� >�� "� "���������� ���

�..��/��� �!� � #��:��� � 8&�3��9 "<�� �����)�� "� �� ��#�� "�  ����� NL×NL+

J 0
4 (H; w) =

∑
b

∑
γ

||Diag{H O(b,γ) HT}||2  !-�H"

�F H �� ����*��� ���� � "�  ����� N × NLA � O(b,γ) �� "�=��� �� 82('79 �!�# β ∈ J2 � 
γ ∈ Z2(

2

NL

NL

N

N L
2

N  L
2 2

N  L
3

���� !-> S � ��# ��� "�  ������ T a,b(α,β)(

�� ������ H HT = I



E> $%�&��
� 2( ����
��%�� &�3��

&���!�( �� �������� ��������
���� ��� ��� ��� ��������� ������
� �� ����
� � ��
�������� H(z)
�� ���� ������� �� ������ � �0�� 
�������� ��
����

C0,ŝ
4 [i,i,j; 0,0,�] =

∑
a,b

∑
α,β

Hia1(α1)Hia2(α2)Hj1b1(β1)Hjqb2(β2) T 0
a, b(α,β + �).  !-�G"

��� ��	������� " �� "� 	��������� � ��� ��� ��
�������� H(z) ��� 	���&��������- *���
���� ������ , �� �0�� 	��	��
�
 �������������
 ���  !-H"1∑

j�

H∗
jr(τ + �)Hjr′(τ ′ + �) = δrr′ δττ ′ .  !->("

������ �� 	������ �� ����
 � ����� �  !-�G" 	��� �� ��������� �� ���������� � ��������
γk = βk + �k� ���� �������� ��� 
������� 	��� ���	���� � �������1

J 0
4 =
∑
i

∑
aa′

∑
αα′

∑
bb′

∑
γγ′

Hia1(α1)Hia2(α2)H∗
ia′1

(α′
1)H

∗
ia′2

(α′
2)

·T 0
a,b(α,γ)T 0∗

a′,b′(α′,γ ′) δ(b − b′) δ(γ − γ ′) ,  !->�"

��� ���� 	����� �
����� 	��� ���	������1

J 0
4 (H; x)=

∑
ibγ

∣∣∣∣∣∑
aα

Hia1(α1)Hia2(α2) · T 0
a,b(α,γ)

∣∣∣∣∣
2

.  !->>"

8� ������	��� ��� ������ aj �� αj ��� �� ���� ����� pj ��� ��� pj = αjN + aj � ����
	������ ������ ��� L �������� H(αj), αj ∈ [0,L − 1], j ∈ [1,2] ��� �� ������� H � ������
N ×NL ��� ���� ����� 
<�� ��  !-�'"- +��� �������� ����� �� ��������� �������1

J 0
4 =
∑
ibγ

∣∣∣∣∑
p1p2

Hip1Hip2Op1p2(b,γ)
∣∣∣∣2.  !->!"

����	������ � 	���&��������
 � H(z) ��	����� 
�������� ��� H HT = IN - ♦

+��� 	������ ��������� ��� �� 	���&��������
 � ��
�������� H(z) ��	����� ��� H ��� ����&
��������� ���� �� �
��	����� ����� 	�� �����- ����/����� 
���� � �
	���� N ������� �� ���
	�� NL� ������ ��� N 	�������� ������� � �� �������� �� O(b,β) ���� ������
��- ������ H

������	�� ��� N 	�������� �������� � �� ������� ����
� ��� ���������� ���������� ��
O(b,β)- 8� ������� ������� ����� ��� 	����� � �� 	���&��������
 ��� ��	����
�-

��� +������ "�)�����

�� ��� �� ������� ����� �� ��	����� ���	���� ��� 	����������� ��������� �� ��� 	�
�
���-
�� ������� J 0

4 	��� 
������������� 0��� ������
 	��� �
	���� � ���� �������- +��� 	�
�
����
��	����� �������� ��� ������ ���������� ����� �� ���������  !->" ��  !-!"-



2(2( ������ $��&����� E!

���� ������#��# J 2
2 �� J 1

3

+��� 	������ ��	����� �� 	��	������� !->-� �� ����	���� ��� ��� ������ ���������- +���
�������� �� 	��	������� ��������� ��	�
� ��� ������� ���	�����1

��	�	����	� �/�/� ��� ���# ����

J 2
2 (H; w) =

N∑
i=1

∑
j∈J

∑
�∈L

∣∣C2,ŝ
2 [i,i,j; 0,0,�]

∣∣2  !->D"

� 

J 1
3 (H; w) =

N∑
i=1

∑
j∈J

∑
�∈L

∣∣C1,ŝ
3 [i,i,j; 0,0,�]

∣∣2  !->E"

��� "�� #�� ��� �� .��� ��� �)���!� ���� w ∈ H · S � ��"��"����� �� 2��� ��"��A � .��� ��
=� �� H ∈ H(

�� ������������ 	������� ��� J 2
2 �� J 1

3 ���� �� ���������� ��� �������� , �� 
�����������
� ��������� J 0

4 - :� �� ����� ���� ����������� �, ������ �� ������� 4�.?: �������1

��	�	����	� �/�/� ��� #�� ��� �� J 2
2 � J 1

3 .��!�� H �� ���#�� #���� "�� #�� >�� &�3��+

J 2
2 (H; w) =

∑
b

∑
γ

||Diag{H M(b,γ) HH}||2  !->'"

� 
J 1

3 (H; w) =
∑
b

∑
γ

||Diag{H N(b,γ) HH}||2  !->)"

�F H �� ����*��� ����A b ∈ L2A γ ∈ Z2 � �F ��� �� ��#�� M(b,γ) � N(b,γ) �� �� �H��
� ��# ��� ,�� 82('79+

M(b,γ) def= T 2
a,b(α,γ)

≡ Cum[wa1(n− α1),wa2(n− α2)∗, wb1(n− γ1),wb2(n− γ2)∗]
 !->H"

� 

N(b,γ) def= T 1
a,b(α,γ)

≡ Cum[wa1(n− α1),wa2(n− α2)∗, wb1(n− γ1),wb2(n− γ2)].
 !->G"

�� 	����� ��� ��������� , ����� � �� 	��	������� !->->-

��� �������� J 2
2 ��� ��
���� � ����� 	��	��
 	�� *����� �� ���������� ��� PHQ ��� 	��������

	�����1

• ��� �������� M(b,γ)� N(b,γ) �� O(b,γ) ���� ����������� � ������� ��
����� , �����
� ����� �����������

• ��� �������� ��������
�� �� ���� 	�� �� �������� ����
� ��������� ���� ��������������
	���&���������� �� ��� ��	����� �� ����������� ��
�����-



ED $%�&��
� 2( ����
��%�� &�3��

��$ .�������� �� �������

+��� ����� �� ��� �� ���	���� > ��� �� ������� ������ G �
����� � �� ����������� �����
�� ����� �� ��
��������- ����� ���� ���� ��� A�%� �� ��� ��� 	������� � �� 	����� �����
�������� <�� � �������� �� ��������� 	��� 
������� �� �������- +��� ����� ����� �� 	��&
	������� ��������1

��	�	����	� �/ /� �� �<��������� �� "� �������� =��� LA � �� �� #���� �� "� �������� =���
KA ����� ��� #�� ��� �� J q

4−q "�=��� "��� ��� .��.��� ��� 2(5(5 � 2(2(5A .��!�� H �� ���#�� �
#���� "�� #�� >��� &�3�� "<�� �����)�� =�� "� (2K +L− 2)2N2 �� ��#�� �� .���A �F H

�� ����*��� ����A b !���� "��� J2A � γ "��� M2A �!�# M = [−K + 1,K + L− 2](

2���� �/ /� �� �� #���� � �<��������� ���  ��� "��/ "� �������� ���.�# �!� K � LA �����
���  ������� "� #������ � T q

a,b(α,γ)A q ∈ [0,2]A ��� ���� ,���,�� ��� �<�� ��� γk "� γ ��
"�0��� "� �<�� ��!���� M(

&���!�( 4������ 	�� ����	�� �� 	��	������� !->-> ���� q = 0- � 	����� � �� 
<������  !-�D"
�� �� ��������� �����
�&������ � ����� C� ���� ����� �� i��� �����������1

wi(n) =
∑
qm

Ciq(m) sq(n−m).  !-!("

8� �		������� �� 	��	��
�
 � ��������
����
 
 ��� ��� ��������� �� ������������� ���� ��&
������ �� ������� �� ���������

T 0
a,b(α,γ) =

K−1∑
i,j=0

∑
�

N∑
u,v=1

∑
k1,k2∈J

(
Ca1u(i)Ca2v(j)Cb1k1(�1)Cb2k2(�2)

Cum[su(t− α1 − i), sv(t− α2 − j), sk1(t− γ1 − �1),sk2(t− γ2 − �2)]
)
,  !-!�"

���� � ∈ [0,K − 1]2- I���� ���
 ��� ��� 	�������� su(n) ���� �-�--  ��	������ &�"� ����&
	�������  !-!�" ��� ����� ���� ��������� � � 
�����
 ����� ��� ������

α1 + i = α2 + j = γ1 + �1 = γ2 + �2.  !-!>"

��� su(n) 
���� ������������ ��
	������� ��� ������ � ����	�������  !-!�" ���� ���/����
���� ���� ������� u = v = w1 = w2- *��� ���� ������ ��� , ����	�������1

T 0
a,b(α,γ) =

K−1∑
i=0

N∑
u=1

(
Ca1u(i)Ca2u(i+ α1 − α2)Cb1u(i+ α1 − γ1)Cb2u(i+ α1 − γ2)C0,su

4

)
.

 !-!!"

�� ��������� ���� 	
�� �



2(7( ����
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�?� EE

:� 	���� ����� �� ����� � ��� �
	���� ��	����������� � �������� K� ����� , ��� {C(k),0 ≤
k ≤ K − 1}� ����� ����	�������  !-!!" ��� ����� �� ����� � ������������

0 ≤ i+ α1 − γk ≤ K − 1  !-!D"

	��� ���� k ��� ��� 1 ≤ k ≤ 2- �� ���� ��� α1 �
��<� 0 ≤ α1 ≤ L− 1 	����� 
�������������
�� ����� !-D-�- �� 	����� ��� ��������� 	��� �� 	��	������� !-!->- ♦

8� 	�������� �� ��N� � ����� ������ ��� ����
�� γk ��� �� ����� ������� � ���������� K� �����
, ��� [0,L− 1]-

��% 	�������� ���� �����

+��� �������� ��� �� 	������	�� ��� �� <���� H 	��� 0��� �����
 , 	����� ���� �
����
���
������ ������ , �������� ��� ������� ��� 	����=��- ��� �
����� ���
������� ��� ������&
���� ��������� �� ������ <�� ��	
������� �<� � ��������� ���� ��� �������� �	������- *���
	����� ���	�������� �� ����������� �����-

+��� ��		����� 	�� �� ����� ��� �� ����� ��� � �������� ������ K� �� ��� ��
�������� ���
� �0�� �������� L = K� �� ��<� ���� 	������� L = {0, 1, . . . , L− 1}2-

����/����� � �� �
	������� � ������ ���� �� ������� 4�.?: �������� , ������� ��
����������
��� ������� ����&�������� H � ������ N ×NL� 	��������� � ��������� ��� ��������  !-D"�
 !->)" ��  !->'"- ?�� ��	��� ��� 	��	�������� !->-> �� !-!->� �� ��N� � 	���
�� , ��� ��&
������������ ���/����� � ���������� �� �������� M ,N �� O �<� �������� �� ������� �
�
	������� H- *���� �������������� �		���������� ���	��� ��� ��� �� ��������� � N2L2

�������� � ������ NL×NL ��� ���� �������� 	�� �� ����� M(b1,b2,γ1,γ2) 	��� �� ���������
J 2

2 � N(b1,b2,γ1,γ2) 	��� J 1
3 � �� O(b1,b2,γ1,γ2) 	��� J 0

4 -

������ ����� ���������� , 	��� ��/����� � ��������� �� ����� �� ������ �� ����
 �� N
	�������� ������� �� �������� �� ��������� �� ��������- �� <���� !-! �������� ��� ����&
�������� , �����������  @���� ����
��" ��� ���������� �� ��������-

��%� +�����"� �� ,��� �

4��� �������� ��� ��/������ �� ���� ���� ������� ��� ������� V � � ������ NL×NL ��T�� ,
�������� ���� 	�
������ ��� N 	�������� �������� 	��� ������� �� ������� H � ������ N×NL-
�� ������� �������� V 	��� 0��� ���������� ��T�� , �������������� � ��������� � F�����
���	������ ����� �� ������� ������������ � .����� P!)Q1

V =
∏

1≤i<j≤NL
Θ[i,j]H,  !-!E"
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��%�� &�3��

�

� /
� �

�

%

%
'

%

���� !-! S ����������� ��� #��:��� � "<�� �����)�� "� N2L2 ����*�� ��#�� N ×N (

�B Θ[i,j] ��� 
���� , �� ������� ������
 IN ���� 	��� ��� 
�
����� Θii[i,j] = Θjj [i,j] =
cos(θ[i,j]) �� Θji[i,j] = −Θ∗

ij [i,j] = sin(θ[i,j]) ejψ[i,j]� ����1

Θ[i,j] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

In1

--- 0
--- 0

· · · cos(θ[i,j]) · · · − sin(θ[i,j])e−jψ[i,j] · · ·
0

--- In2

--- 0
· · · sin(θ[i,j])ejψ[i,j] · · · cos(θ[i,j]) · · ·
0

--- 0
--- In3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

 !-!'"

�B n1 + n2 + n3 = NL− 2-

4��� ������ 	���� (i,j) ���� ����� ��� ������� �� 	���� ������� (θ[i,j],ψ[i,j]) ��� ��������
�� ��������� ������ 	��� ��
���������� � �������- +��� 	������ ����� �

����� ��� ����������
 !->D"�  !->E" ��  !-D" �� �������� � �� ������� Θ1

J 2
2 =
∑
b,β

N∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
NL∑
η,µ=1

Θηk[i,j]∗Θµk[i,j]Mηµ(b,β)

∣∣∣∣∣∣
2

,  !-!)"

J 1
3 =
∑
b,β

N∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
NL∑
η,µ=1

Θηk
∗[i,j]Θµk[i,j]Nηµ(b,β)

∣∣∣∣∣∣
2

,  !-!H"

��

J 0
4 =
∑
b,β

N∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
NL∑
η,µ=1

Θηk[i,j]Θµk[i,j]Oηµ(b,β)

∣∣∣∣∣∣
2

.  !-!G"

?� ������� ����� ��� �������������� �		���������� �� ���/�����  4�.?:" ��� �������� �
�������� M(b,β)� N(b,β) �� O(b,β)- *��� ������� , ��� ��� ��� �������� � ������ NL×NL



2(7( ����
��%�� �����
�?� E)

��� �
������� �� 	������
V M(b,β) V H,  !-D("

V N(b,β) V H  !-D�"

��
V O(b,β) V T  !-D>"

��� �� ��������� � ������ N ×N -

O

< < ;

V HV

H

HH

M
N

���� !-D S ����������� ��� #��:��� � "��  ������� M A N �� O(

:
��������� ���������� �� ������� ��� �� ���	
��� ����� �������������� ���/�����-

��%�� 
������ #�� ��# �����#

4��� ���	��<�� ��� 
������������ �� 	��� 
����� ��� �
	
�������� ���� ����������� ����������
���� �� ������� �� ��������� M(b,β)� �� �
���� 
���� �� �0�� 	��� N(b,β) �� O(b,β)-
*���� �� ������ �� 	����� ����
� � �� <���� !-!� ��� ������ [i,j] �� 
������� 	�� ������ ���
	����� � ���������� {1,...,NL}2- 8� ����� ����� ������� k � ���������  !-!)" ��� ���
�����
�� 
���� , N � �� ��N� ��� ������� i ������ ��� N 	�������� ������ �� �������� �� �������� �
M � ���� i ≤ N - :� 	���� ����� ���� ��������� ��� ��������� � F������ ���� ����� ���/����
����� i < j �<� �������� �������������� ��� ���������- 4�� ����
������� ���� ����� ���
	���������
�1

• �� j ≤ N � ����� ���������
∑

b,β (Mii(b,β) +Mjj(b,β))
• �� j > N � ����� ���������

∑
b,β Mii(b,β)-

:��� ��� ��� ���� �� ������������ ��� ��������� ������� , ������� ��� ������� ��� 	�&
���=��� ����� , ��� ��� 	����� ������������� � ���������- +����� cos θ = cos(θ[i,j]) ��
sin θejψ = sin(θ[i,j]) ejψ[i,j]- :��� �� ��� ��� ������� $�$? � ������ 2 × 2� ��
�������
 !-!'" ������1

Θ =
[

cos θ − sin θe−jψ

sin θejψ cos θ

]
,  !-D!"

�� ��� �������� M(k) � �0�� ������1

M(k) =
[

M ii(k) M ij(k)
M ji(k) M jj(k)

]
.  !-DD"



EH $%�&��
� 2( ����
��%�� &�3��

������ 	��� 	��� � �����
 ��� ��� 
������������� ���� �������� ��������
���� �� 
	��&
���� � Mij(k) ��� (b,β)- 8� 
<������� ���������� K 	�� K = {1, . . . ,N qLq}� ���� �����
��� k ∈ K-

+��� 
�������� ��&������ ������������ ���������� 	��� �� ��������� J 2
2 � ��� ����������


���� �� �0�� ��� 	��� �� ��������� J 1
3 - �� ��������� ���������� ���
 ��� �� ��������� J 0

4

��� ��������� � �� �0�� ������� ���� ����� �� ����� 	�� ���	�� �� ������� ���	�����1 ��
�����	������� ����������� (·)H ������ ��� �����	������� ���	�� (·)T-

��%�� -��"�����#����� ���� �� ������#�� J 2
2

*�����V��� 	�� 
�������� �������������� �� 	����� M ′(k) = Θk
HM(k)Θk 	��� ���

����� ������� ����������� � M(k) � M(k)1

M ′(k) =
[
M ′
ii(k) M ′

ij(k)
M ′
ji(k) M ′

jj(k)

]
,  !-DE"

���� ��� ���	�������

M ′
ii(k) = cos2 θkMii(k) + cos θk sin θk(Mji(k)e−jψk +Mij(k)ejψk)

+ sin2 θkMjj(k)  !-D'"

M ′
ij(k) = − cos θk sin θke−jψkMii(k) − sin2 θke

−2jψkMji(k)

+ cos2 θkMij(k) + cos θk sin θke−jψkMjj(k)  !-D)"

M ′
ji(k) = − cos θk sin θkejψkMii(k) − sin2 θke

2jψkMij(k)

+ cos θk sin θkejψkMjj(k) + cos2 θkMji(k)  !-DH"

M ′
jj(k) = − cos θk(sin θke−jψkMji(k) + sin θkejψkMij(k))

+ sin2 θkMii(k) + cos2 θkMjj(k)  !-DG"

:
��������� ����� �� ����
 � ����� � M ′
ii(k)

|M ′
ii(k)|2 = cos4 θk|Mii(k)|2 + sin4 θk|Mjj(k)|2 + cos3 θk sin θkΛ1,k

+ cos θk sin3 θkΛ2,k + cos2 θk sin2 θk(Λ3,k + Λ4,k),  !-E("

���� ��� ���N������ �
��� Λi,k,i ∈ {1, . . . ,4},∀k ∈ K

Λ1,k = 2�{(Mij(k)M∗
ii(k) +M∗

ji(k)Mii(k))︸ ︷︷ ︸
α1,k

ejψk},  !-E�"

Λ2,k = 2�{(Mij(k)M∗
jj(k) +M∗

ji(k)Mjj(k))︸ ︷︷ ︸
α2,k

ejψk},  !-E>"

Λ3,k = 2�{Mii(k)M∗
jj(k)} + |Mij(k)|2 + |Mji(k)|2,  !-E!"

Λ4,k = 2�{M∗
ji(k)Mij(k)︸ ︷︷ ︸

γk

e2jψk}.  !-ED"

�� M ′(k) = M ′(k)H,∀k ∈ K
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+��� 	������ �� ����� � �0�� ���� M ′
jj(k)

|M ′
jj(k)|2 = cos4 θk|Mjj(k)|2 + sin4 θk|Mii(k)|2 − cos3 θk sin θkΛ2,k

− cos θk sin3 θkΛ1,k + cos2 θk sin2 θk(Λ3,k + Λ4,k),  !-EE"

+��� 	������ ���������� �������� ��� ������ θk �� ψk ��� 	��������� �������� �� �������
� ��������� 	��� ���� k ∈ K- 4��� ����� ���� ����� 
����� �� ��� �B ������� j � ��������
� .����� ��� ���
����� �� 
���� , N � �� �� ��� �� j ��� ��	
����� , N -

�	�� j ≤ N

������� j ≤ N � �� ������������ � ��������� J 2
2 ��������� , ������� �� ������������ � ��

����� �� N 	������� ������ � �� �������� � ������ ������� � �������1

J 2
2 |j≤N =

∑
k∈K

|M ′
ii(k)|2 + |M ′

jj(k)|2.  !-E'"

����� ���� ���������� ����	������� ��������� � PHQ  ���� ������ : ������� :-�"- 4��� ������

j

N  L
q q

1
2

i

j

i

���� !-E S ��/����� ��� ����,�� j ≤ N (

������� ����
� 	�� k� ���� ����� �������� �� ����
 �� ������ �� N ��������� �������
�-
����� ���� �������� ��� ��	������� ���
������ ������	��� ��� ������ ������� �  !-E(" ��
�  !-EE"- �� �����  !-E'" ��
����1

J 2
2 |j≤N =

∑
k∈K

(
(cos4 θk + sin4 θk)Λ5,k + cos3 θk sin θk(Λ1,k − Λ2,k)

+ cos2 θk sin2 θk(2Λ3,k + 2Λ4,k) + cos θk sin3 θk(Λ2,k − Λ1,k)
)

 !-E)"

���� �� ���N�����
Λ5,k = |Mii(k)|2 + |Mjj(k)|2.  !-EH"
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��%�� &�3��

+��� 	������ ����� �

�����  !-E)"1

J 2
2 |j≤N =

∑
k∈K

(
(cos4 θk + sin4 θk)Λ5,k + 2 cos3 θk sin θk�{αkejψk}

−2 cos θk sin3 θk�{αkejψk} + 2 cos2 θk sin2 θk(Λ3,k + 2�{γke2jψk})
)
 !-EG"

���� αk = α1,k − α2,k- *���� 
������� 	����� ������� ��� ��	����������� ��� �����������
���������� ψ- 8������� ���� ��������� ��� ����������� � ���������  ���� ������ : �������
:->" �<� � 	������ ������ �� ������� J 2

2 |j≤N ���� ����� ����������- +��� 	������ �����
��������� � ������� J 2

2 |j≤N ��� 	��������� �������� θk �� ψk 	��� ��� ������ � k <�
�- ?�
������� ����� ��� ����� ���	��<
� �  !-E)"

J 2
2 |j≤N =

∑
k∈K

(
Λ5,k

(
cos2 2θk + 0.5 sin2 2θk

)
+ cos 2θk sin 2θk (�{αk} cosψk

−�{αk} sinψk) + sin2 2θk (0.5Λ3,k + �{γk} cos 2ψk −�{γk} sin 2ψ)
)
 !-'("

�� ��� ����� 	������� � �
��������  !-'(" �� ��������� �� ��������� ��������
�������  ���� ��&
���� : ������� :-!"- +��� �������� ����� ��� ����� 
������� �  !-E)" ��� �� ���� 	��������
� ������ J 2

2 |j≤N ���� ����� ����������1

J 2
2 |j≤N =

∑
k∈K

(
Λ5,k

(
cos2 2θk + 0.5 sin2 2θk

)
+ cos 2θk sin 2θk (�{αk} cosψk

−�{αk} sinψk) + sin2 2θk
(
0.5Λ3,k(cos2 ψk + sin2 ψk)

+�{γk}(cos2 ψk − sin2 ψk) −�{γk}(2 cosψk sinψk)
))

 !-'�"

�� 
����		����� � ����	�������  !-'�" ���� ����1

J 2
2 |j≤N =

∑
k∈K

(Λ5,k)︸ ︷︷ ︸
B11,k

cos2 2θk +
∑
k∈K

(�{αk})︸ ︷︷ ︸
2B12,k

cos 2θk sin 2θk cosψk

−
∑
k∈K

(�{αk})︸ ︷︷ ︸
−2B13,k

cos 2θk sin 2θk sinψk

+
∑
k∈K

(
Λ5,k + Λ3,k

2
+ �{γk}

)
︸ ︷︷ ︸

B22,k

sin2 2θk cos2 ψk

+2
∑
k∈K

(�{γk})︸ ︷︷ ︸
B23,k

sin2 2θk cosψk sinψk

+
∑
k∈K

(
Λ5,k + Λ3,k

2
−�{γk}

)
︸ ︷︷ ︸

B33,k

sin2 2θk sin2 ψk  !-'>"



2(7( ����
��%�� �����
�?� '�

������ ���� 	������ ������ �� ��������� J 2
2 |j≤N ���� ����� ����������1

vk
TJkvk  !-'!"

����

vk =

⎡
⎣ cos 2θk

sin 2θk cosψk
sin 2θk sinψk

⎤
⎦  !-'D"

Jk =

⎡
⎣ J11,k J12,k J13,k

J12,k J22,k J23,k

J13,k J23,k J33,k

⎤
⎦  !-'E"

�� ��� ���N������ � �� ������� Jk

J11,k = Λ5,k  !-''"

J12,k = �{αk}/2  !-')"

J13,k = −�{αk}/2  !-'H"

J23,k = −�{γk}  !-'G"

J22,k =
Λ5,k

2
+

Λ3,k

2
+ �{γk}  !-)("

J33,k =
Λ5,k

2
+

Λ3,k

2
−�{γk}.  !-)�"

4��� ��� ������ � k <�
�� �� ��� ������ � ������� �� ������� 	��	��  vk,λ=λmax" ������	�����
, �� 	��� ����� ������ 	��	��  λmax" � �� ������� Jk- �� ������� 	��	�� vk,λ=λmax =
[v1,v2,v3] ���� 	����� ����� � ������� ��� ������ θk �� ψk ��� ���������� �� ���������
 !-'>"- *�� ������ ���� 
������
� ��T�� ��� ���������1

cos 2θk = v1/r,
sin 2θk cosψk = v2/r,
sin 2θk sinψk = v3/r

⇒
cos θk =

√
v1+r
2r =

√
v1+1

2

sin θk = v2/r+jv3/r√
2r(v1+r)

= v2+jv3
2 cos θ

tanψk = v3
v2

���� r �� ����� � ������� v ����� ��� r =
√
v2
1 + v2

2 + v2
3 = 1-

�	�� j > N

:��� �� ��� �B ������� j ��� ��	
����� , N � ���� ��� ������ ����
� 	�� i ������ 0���
�������
- �� ������� , �	������� ������ �����1

J 2
2 |j>N =

∑
k∈K

|M ′
ii(k)|2.  !-)>"

�� ������� ��������
 �� ��������� θ �� ψ ��� ��
���� � 	�
����� ��� �� ��� � 	�� �
���
���� ��� ����	������� � J 2

2 - +��� 	������ 	���
�� � ������� ��V��� 	��� ���������
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i

N  L
q q

1
2

i

j

j

���� !-' S ��/����� ��� ����,�� j > N (

�� ���������- :��� ����� 
���� ���� ��������� �� �
���� � ����� �� � �<� � ������� ��
������� � �������- �� ������� ��������� ����� ��� ����	�������  !-E("1

J 2
2 |j>N =

∑
k∈K

(
cos4 θk|Mii(k)|2 + sin4 θk|Mjj(k)|2 + cos3 θk sin θkΛ1,k

+ cos θk sin3 θkΛ2,k + cos2 θk sin2 θk(Λ3,k + Λ4,k)
)
,  !-)!"

�B ��� ���N������ Λi,i ∈ {1, . . . ,4} ���� 
<��� �  !-E�" ,  !-ED"- +��� ��������� ��� ���������
��������
�������  :->" ��  :-!" �<� � ����� ��������� ��� ������ θk �� ψk- +��� ��������
�����1

J 2
2 |j>N =

∑
k∈K

(
cos4 θk|Mii(k)|2 + sin4 θk|Mjj(k)|2

+2 cos3 θk sin θk(�{α1,k} cosψk −�{α1,k} sinψk)
+2 cos θk sin3 θk(�{α2,k} cosψk −�{α2,k} sinψk)
+2 cos2 θk sin2 θk(�{γk} cos 2ψk −�{γk} sin 2ψk))

+ cos2 θk sin2 θkΛ3,k

)
,  !-)D"

8� ������� �� ���������� � ��������� ��������� z = tan θ� ���� �������� ��� �������

cos θk =
1√

1 + tan2 θk
=

1√
1 + z2

k

,  !-)E"

�� ��� �����

sin θk =
tan θk√

1 + tan2 θk
=

zk√
1 + z2

k

.  !-)'"

&� #������ �������
��  �������� ��� �
����� �� �����#��
�� ����� #
����� �� ,�������� 
��� ��� �����
�
��
"�� $�-%�
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������ ���� 	������ ��	�����  !-)D" �� �������� �� zk1

J 2
2 |j>N =

∑
k∈K

1
(1 + z2

k)
2

(
|Mii(k)|2 + z4

k|Mjj(k)|2

+2zk (�{α1,k} cosψk −�{α1,k} sinψk)
+2z3

k (�{α2,k} cosψk −�{α2,k} sinψk)
+2z2

k (�{γk} cos 2ψk −�{γk} sin 2ψk))

+z2
kΛ3,k

)
,  !-))"

4���
��� � �� �0�� ��V�� ���� ��� ������ ψk �� 	����� ψk = 2ωk ����� ��� tk = tanωk-
*� ���������� � �������� ���� ���� �������� ��� ��������� ���������1

cosψk =
1 − t2k
1 + t2k

 !-)H"

sinψk =
2tk

1 + t2k
 !-)G"

cos 2ψk =
(1 − t2k)

2 − 4t2k
(1 + t2k)

2
 !-H("

sin 2ψk =
4tk − 4t3k
(1 + t2k)

2
 !-H�"

����� ���� �������� ��� ������� 
������� � �������

J 2
2 |j>N =

∑
k∈K

1
(1 + z2

k)
2

(
|Mii(k)|2 + z4

k|Mjj(k)|2

+
2zk

1 + t2k

(
�{α1,k}(1 − t2k) − 2�{α1,k}tk

)
+

2z3
k

1 + t2k

(
�{α2,k}(1 − t2k) − 2�{α2,k}tk

)
+ z2

kΛ3,k

+
2z2
k

(1 + t2k)
2

(
�{γk}((1 − t2k)

2 − 4t2k) −�{γk}(4tk − 4t3k))
)

 !-H>"

�� ������������ � ������� J 2
2 |j>N �	�� ���������� � ���������� �� ���	��� (zk,tk)-

+��� ��������� ��� �� 	������	�� ��� �
���� � �
�������� , ��� ��������� ���������
�		��
� �
���� � �
�������-

�� 	������� 
��	� �������� , 
����� ����	�������  !-H>" �� �������� � z  	������� 
�������
� �������" �� � t  ������� 
������� � �������"- 4��� �� k <�
� �� ���	�� (z,t) ���
�������� �� ������� J 2

2 |j>N �		������� , ���������� �� ���	��� ��� �������� ��� ��� 
��&
�
��� ��� �������� ��� ���
 S ���� S ⊂ R2- +��� 	������� ��� ��������� ��������� 	��� ���
��� 
���
��1

P (z,t) =
∂J 2

2 |j>N
∂z

,  !-H!"

Q(z,t) =
∂J 2

2 |j>N
∂t

.  !-HD"
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• ������� �� z �	��� �����	�������� � P (z,t) 	�� �� 
���������� ������ (1 +
z2)3(1 + t2)2� ���� �������� ��� 
������� � ���
 ������ H  D �� z �� 4 �� t"1

P (z,t) = z4P4(t) + z3P3(t) + z2P2(t) + zP1(t) + P0(t)  !-HE"

���� ��� ��	�������� Px(t),x ∈ {0, . . . ,4} 
������ ��� �� ������� :-D � �������� :-

• ������� �� t 4��� Q(z,t)� ���� �����	����� 	�� (1 + z2)2(1 + t2)3 	��� 
������� ��

���������� ������� 	��� ���	��<��� �� z �� ������ �� ���
������- �� 
���
�
Q(z,t) ��� � ���
 ������ '  > �� z �� D �� t"1

Q(z,t) = z2Q2(t) + zQ1(t) +Q0(t)  !-H'"

���� ��� ��	�������� Qx(t),x ∈ {0, . . . ,2} 
������ ��� �� ������� :-E � �������� :-

����������� 
� &��������

�� ������������� �  !-HE" �� �  !-H'" �� �� �������� z 	����� �������� ��� ������� �
��������� 	��� 	����� ������� ��� ������������� �� �� �������� t- 8� ����� �� �� ������ ���
���
� ������� �� z �  !-HE" ��  !-H'"� ���� �������� �� ���
 ����� � '� ����� �������
�� �������� t �� ����� ������ � H- +��� �������� ����� �� ������� � ��������� � ������ 6× 6
��������1

W =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q2(t) 0 0 0 P4(t) 0
Q1(t) Q2(t) 0 0 P3(t) P4(t)
Q0(t) Q1(t) Q2(t) 0 P2(t) P3(t)

0 Q0(t) Q1(t) Q2(t) P1(t) P2(t)
0 0 Q0(t) Q1(t) P0(t) P1(t)
0 0 0 Q0(t) 0 P0(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .  !-H)"

��� ��� ��� ������� 	���������� �� t- �� ������� �� ���	��<� �� �� ������� , ��� ��������
�� �� ��� 
������� ������� ���� ������ �� 
���������1

det(W ) = 0  !-HH"

+��� �������� ����� �� 	����=�� � ���
 >D �� t- �� ��������� �� ������� � det(W ) 	���
����� �� ����� 	�� �� ���������� ��	�� - I���� ���
 ��� (z,t) ∈ S ⊂ R� ���� �� ������
��� ��� ������� �
�����- *�� ������� ���� ������� ����
��� ��� ���� �	��� ��� ������ ��� Q(z,t)
�<� � ������� ��� ������� �� z- +��� �������� ����� > ������� �� z 	��� ��� ������ �� t-
��� ���	��� (z,t) ����� ����
 ���� <�������� ����
� ��� �� �������  !-H>" �<� � ������� ��
���	�� ��� �������� �� ������� 	��� �� ����� k <�
� - �� 
��������� � ��������� ��� ���

��� �� ������� :-' � �������� : 1

)� �'! 
��� ������. ��� �
����� ���� 	����/#� ���� ��� �
����� 	��	��� ����� #
����� ��#	
���� $�&%
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��%�' -��"�����#����� ���� �� ������#�� J 0
4

+��� 	���
��� � �� �0�� ��V�� ��� 	��� �� ��������� J 2
2 � ���� ���� �� 	����� O′(k) =

Θk
TO(k)Θk �B ��� ���	������� � O′(k) ����1

O′
ii(k) = cos2 θkOii(k) + cos θk sin θkejψk(Oji(k) +Oij(k))

+ sin2 θke
2jψkOjj(k),  !-HG"

O′
ij(k) = cos2 θkOij(k) + cos θk(sin θkejψkOjj(k) − sin θke−jψkOii(k))

− sin2 θkOji(k),  !-G("

O′
ji(k) = cos2 θkOji(k) + cos θk(sin θkejψkOii(k) − sin θke−jψkOii(k))

− sin2 θkOij(k),  !-G�"

O′
jj(k) = cos2 θkOjj(k) − cos θk sin θke−jψk(Oji(k) +Oij(k))

+ sin2 θke
−2jψkOii(k).  !-G>"

�� ����
 � ����� � O′
ii(k) ��
����1

|O′
ii(k)|2 = cos4 θk|Oii(k)|2 + sin4 θk|Ojj(k)|2 + cos3 θk sin θkΓ1,k

+ cos θk sin3 θkΓ2,k + cos2 θk sin2 θk(Γ3,k + Γ4,k),  !-G!"

�� ����� � O′
jj(k)1

|O′
jj(k)|2 = cos4 θk|Ojj(k)|2 + sin4 θk|Oii(k)|2 − cos3 θk sin θkΓ2,k

− cos θk sin3 θkΓ1,k + cos2 θk sin2 θk(Γ3,k + Γ4,k),  !-GD"

�B ��� ���N������ Γi,k,i ∈ {1, . . . ,4},∀k ∈ K ���� ��� ��������1

Γ1,k = 2�{O∗
ii(k)(Oij(k) +Oji(k))︸ ︷︷ ︸

β1,k

ejψk},  !-GE"

Γ2,k = 2�{Ojj(k)(O∗
ij(k) +O∗

ji(k))︸ ︷︷ ︸
β2,k

ejψk},  !-G'"

Γ3,k = 2�{O∗
ij(k)Oji(k)} + |Oij(k)|2 + |Oji(k)|2,  !-G)"

Γ4,k = 2�{O∗
ii(k)Ojj(k)︸ ︷︷ ︸

δk

e2jψk},  !-GH"

Γ5,k = |Oii(k)|2 + |Ojj(k)|2.  !-GG"

+��� 	������ ��������� ��� �� ��������� �� �������� ���	����� O′(k) ��� ��
����� �
����� �� �������� M ′(k)- 8� ���� ��� �������� O′(k) ���� ���
������� �
������ ����� , ���
O′(k) = O′(k)T,∀k ∈ K� �� ��� 	�� ������������ ����� ��� �������� � M(k)-

+��� �� �

������� 	�� ���� �� 
����		����� 	��� �� ������� ��� ���� 	������ ��� �0���
�
����� � �
�������� ��� ������ ��� ���� ����� ������
�� 	��� �� ������� J 2

2 -
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�	�� j ≤ N

�� ��������� �� ���	��� (θk,ψk) ��� ���������� �� �������

J 0
4 |j≤N =

∑
k∈K

|O′
ii(k)|2 + |O′

jj(k)|2.  !-�(("

��������� �� ��������� ��� �������� 	��	��� �������� �� �������� Jk �  !-'E"� ���� ����
��� ���N������ ��������1

J11,k = Γ5,k  !-�(�"

J12,k = �{βk}/2  !-�(>"

J13,k = −�{βk}/2  !-�(!"

J23,k = −�{δk}  !-�(D"

J22,k =
Γ5,k + Γ3,k

2
+ �{δk}  !-�(E"

J33,k =
Γ5,k + Γ3,k

2
−�{δk}.  !-�('"

�B βk = β1,k − β2,k-

�	�� j > N

�� ������� ������1
J 0

4 |j>N =
∑
k∈K

|O′
ii(k)|2.  !-�()"

+��� ��������� 
�������� �� �
���� � �
������� 	��� �
����� �� ������� ��������
 ��
��� 
���
��- 8� ����� �� ��������� �  !-G!" ��� �������� , �����  !-E("� ���� ��� ������&
����� ��������

Λ3 ⇒ Γ3 ,  !-�(H"

αi ⇒ βi, i ∈ {1,2},  !-�(G"

γ ⇒ δ  !-��("

��, &�������"�� �� &	/�.

+��� ����� ����
 ������������ 4�.?: 	��� ��
������ ������� �� 	��������� K  ��������
� �����"� L  �������� � ��
��������"� n  ������ �� ����� ������������" �� ρ  �������� �
�����" , 	����� � �� ��������1

ŝ(n) =
K+L∑
m=0

G(m)s(n−m) + ρ

L−1∑
m=0

H(m)b(n−m)  !-���"
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�B G ��� �� <���� ������  ����� �� 
��������" �� b �� ����� � �������� ����
- ��� ���N������
���	����� � ����� � ������������ ���� �
�
�
� ��
���������� ������� ��� ��� ����������
�����
� �� �
����-

+��� ����� 	�� �������� ������
 ��� ����������� ���� �� ���������� J4�5� 4�5&H �� J�$&
�'- ��� ����������� ��� 
�
 �
	
�
�� >E ���� ������� �� ������ ��� 	��������� �� ������
���� �
�
�
� ��
����������� ����� �� �
���� ��� ������� 	��� ��� 	�����������- *�����

�������� �������
 ��� ����
 ���� ��� �
������ ��
�����  �(((( ��������" � �� �
������
������
� 	�� ������������� 	��������� ����� � ������ �� <������
 � ������������-

��� <����� !-) ���������� ��� 	����������� � 4�.?: 	��� �� ��������� 4�5&H �� 	���
�� ��������� � ������ �� �
��������� ���������1 K = L = 3- +��� ���������� ���
�� ����� � D(( �������� ��N���� 	��� 
������� 	������ 	��� �� ��		��� ������ , �����
 %�7" ��	
����� , >(7� �� ��� � 	��� ������ ������� ������� ���� �� �������� �� �
�������
������������- �� "�� ��#� � ���<��� �� ��� ���	�������� � 4�.?: ���� � �� 	������
�
�������- 4��� D(( ��������� �� ������� ����� �� ������ � 0.2 , 	����� � �E7 � %�7-
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���� !-) S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#� �) ���� �!�# 5 ������/ ��"���� �� &�N*DA
"�� #����/ "� �������� K = 3 � "�� ���������� "� �������� L = 3(

+��� ����� ����� ����
 ������������ 4�.?: ���� �� �
������� 	��� 	������ � ������ � >((
��������- ��� �
������� ���� 	�
����
� <���� !-H- +��� ���������� ���� 
�������� ��� ���
	����������� �� 
������1 �� ���� ������� �������� ��� ��	
����� , 1% 	��� �� %�7 �
>(7 �� �� ������� ����� �� ����� � 0.2- 4�� ��������� ����� <���� �N�� ��� 	�����������
�������� 	��� '(( �� �((( �������� 	��� �� %�7 ���	��� ����� > �� >(7-

��� <����� !-G ��� 
�
 �������� ���� ��� �0��� 	��������� ��� 	�
�
������ ���� ���
�� �������� � ��
�������� � 
�
 �������
�1 L = 4 �� K = 3- +��� ���������� ��� ���
	����������� �� 
������ �� 	�� 	������ ���������� 	��� D(( ��������� �� ���� �������
�������� �� �������� /����� 	��� �� %�7 ���
����� , !E7- �� ������� 	��� � ������
�
������� ����� �� ����� � 0.2� �� �� �� ��� � �0�� ���� �� �
������� � H(( ��������-

�� ���� ������� �&� 	
�� ��
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"�� #����/ "� �������� K = 3 � "�� ���������� "� �������� L = 4(
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���� !-G S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#� �) ���� �!�# 5 ������/ ��"���� �� &�N*DA
"�� #����/ "� �������� K = 3 � "�� ���������� "� �������� L = 4(

������ ���� ���������� ��� �� �������� � ��
�������� ��� ��	������� 	��� ��
����������- ��
��&
�������� ���� ������������ 4�.?: �� ���������� ��� ������� K ≤ L- ��� <����� !-�( 	��&
������� � ���	���� ��� ���� ������� �������� �� ��� �������� ���� �� 
��������� � �������
��
������ �� 	��� H(( ��������- +��� ������ ���������� ��� ������� L < K� �� ��� � 	��&
��������� 	�� �
����������� ���� ������� L ≥ K� ��� 	����������� ���� 	����������� ���
�0���- ��� ��������� 	����������� ���� �������� ������� K = L-

+��� ����� ������� ����
 ������������ 4�.?: ���� �� ������� ����
� J�$&�'- ��� <�����
!-�� ���� �������� ��� 	����������� �������� ���� � ���� �������� 	��� K = L = 3- I����
���
 �� ������ � ������� � ����	����� ���� ��������� J�$&�'� ���� ����� ��������
�� ������������ 	��� ������- 8� ����� �� ������� ����N���� ��������� '(( �������� 	���
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���� !-�( S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#� �) ���� �!�# 5 ������/ ��"���� �� &�N*
DA "�� �)���!� ���� "� DKK �-�)����A "�� #����/ "� �������� K = 3 � "�� ���������� "�
�������� L = 2,3,4(


������� �� �������- 4��� �>(( �������� ���� �������� � ������ 	����������� 	������
���� ������ �� ������ � 0.01% ������� 	��� �� %�7 � >'7� �� ��� ���� ��������
���� �H(( �������� 	��� >7 � ����� � %�7- ��� �������� ���� ��������� ���������
	��� �((( �� �>(( ��������- ����� �� ������� 	��� '(( �������� �
������ � ������N�����
� ������ � �������� ������
� 	��������� � ����� , ���� ��
����������-
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���� !-�� S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#� �) ���� �!�# 5 ������/ ��"���� �� ?��*'MA
"�� #����/ "� �������� K = 3 � "�� ���������� "� �������� L = 3(

+��� 	������ ��������� ��T�� , �� <���� !-�> ��� �� �������� � ��
�������� � ��� ��C�����
	��� ��	������� ���� �� ������� J�$&�' ������� �� ������� 4�5&H- 8� ����� �������
L > K� ��� ���� ������� �������� ������� ��	������� 	��������� �� �������� 	�� ��
������ � 0.6% ������� /�����, !E7 � %�7- ��� �������� ������� �� ����� � 0.2- ���
��������� �
������� ���� ������� 	��� K = L 	������ ���� ������� ��� 0.02% ������� ,
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!E7� ���� !( ���� ����� ������� �� 
�������� � �������� K + 1-
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���� !-�> S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#� �) ���� �!�# 5 ������/ ��"���� �� ?��*
'MA "�� �)���!� ���� "� DKK �-�)����A "�� #����/ "� �������� K = 3 � "�� ���������� "�
�������� L = 2,3,4(

+��� ����� ������� ����
 ������������ 4�.?: ���� �� ������������ ��������
�� � ! �������
� ���������� ��
������  J4�5� 4�5&H �� J�$�'"- ��� ���� ������� �������� �������
������	����� ��� �������� �� ���� ������� �������� � ������ �� �������- +��� �����
����
 ������������ ���� �� ������ �� �� 
��������� � ��������� ��������� K = L = 3
���� �� �
������� ������������� � D((� H(( �� �>(( ��������- �� <���� !-�! ��������
��� 	�����������- �� ���� ������� ��� ���� 	��� ��	������ ������� ��������� > �������
���������� ���� ���� ����� ��������� ������� �>(( �������� ����������� ���� 	������
�� ������ � 0.8% ������� , 	����� ��� %�7 � >(7- *�	������ ���� ������ ����������
��� ��� �
������� � D(( �������� ���� ����N������- ��� �������� ���<��� ���� ��� ���
�������� ���� ��	
������� , � ������ ��� ���� �� �������� �� ������������-

��- ��"����� �� "��)����

+��� ����� �� ��� �� ���	���� �� ���������� �
���������� ������� �����
 ��� ��������
�����&������������ �	����&���	�����- ����/����� � ��� ���������� ��� � ����������� ���/���&
������ �� �������� � �������� ��� ������� �� ���������- 4��� ����� ���� ����� �����
�

�� ����������� 	�
������ �� ������������ �<� � �������� �� �
����� 	���&��������- A�&
��������� ���� ����� �����
 ��� ������������ 	������ �������� ����� ���������� ��
������ ��
�������� � �� ������ �� ������� ������
�- ��� ����������� ���� �������� �� ��� ���	��&
������ � ������������- *�	������ ��� 
��������� �������
� 	�� 4�.?: ���� ����&���������
�� ��� 	���&��������- ������ ���� 	�
������� ��� �� ���	���� ��� ����� �� ���������� �����
��� �0��� ��	������� ��� 4�.?:� ���� ��� ��	��� �� ���������� � 	���&��������
 ���
��
��������-
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����	
�� �

����	���� �� �

*� ���	���� 	�
����� �� ���������� �
���������� ������� ���
 ��� �� ������������� 	���&
��������  4�A�" ������ � <���� 
��������- *���� ���� ������� �� ��� �� ���	���� !� ��
������� � ��������� � ����� ��� 	���&�������� ������� ��� ������� ������
� ���� �	����������
�� ���	���������� ������ , ������ >- *�	������ ������������ 4�.?: � ���	���� ! ��������
�� 
�������� ����&�������� �� ��� 	���&��������- +���� 	�����	��� ���������� 	��� �� ���	����
��� ����� �������� �� 
�������� 	���&�������� �<� � �
	���� ��� �������- 4��� ����� ����
	�
������� ��� �� 	������ ���	� �� ������������� 	���&�������� � ��
��������- 4��� ��� ��
������� ���	�� ���� 
��������� ��� 	��������� � ����� ������������� , ����� �� ������
�� �������� � �������� �� ��� ������� � ���������- 4��� ����� �� ���	����� ���� ��������
��� 	����������� � ������������ ����� ���������-

$�
 0�"�������� )���*��������

+��� ��������� ��� �0��� ��	������� &�� &�� &� �� " ��� 	��� ������������ 4�.?: �
���	���� !� ���� �� ������� � �������������� ���
������ �����&������������ $�$? ��� ���
���� �� 
������� 	��� >G-

������������ � �� ���	���� ������� �� ������������� 	���&�������� � 2���������� P)DQ 
���&
�� �� ��� �� �������� , ���N������ ���	�����- *���� ������������� ���� �		�� ��� ��������
� �������� � F������ �� ��� 	����� � 
����		�� �� ���������� ��
����� � ��	� 3�#�)��
����� ������������ 4�.?:- �� ������������� 	���&�������� � ��
�������� ��� 
����� 	�� ��
	��	������� ��������1

��	�	����	�  /�/� ��� H(z) ∈ C[z]N×N �� =� �� ��
 .���*��� ���� "� �������� L ≥ 0 � 
"� "���� "� �#������ � λh( �� .�� ��# ������ �� �� ��#� .��-������� H(z) ���� �� �����+

H(z) = A(z)QB(z)  D-�"

�� ������ ����� �� ����� �� �����#��
�� �� �
 #
����� 	�����#�
�� $&�. 	� &�&% $��%
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��%�� &���

�F A(z) � B(z) ��� "�� =� ��� ��
 .���*��� ����� "� "����� "� �#������ ���.�# ��� λa � 
λb  ����� ,�� λa,λb ∈ [0,λh]A λa + λb = λhA � Q ∈ CN×N �� ��� �� ��#� ��� ����(

&���!�( �� ��N� �
����� �� ������������� 	���&�������� � P!>Q , �� �������� 	�����������
, ���N������ ���	�����1

H(z) = Qλh
Z(z)Qλh−1 . . .Z(z)Q1Z(z)Q0  D->"

�B ��� �������� Qp ∈ CN×N ���� ��������� 	��� ���� p ∈ P = [0,λh]� ���� �� ���
 �
$�$����� � H(z) �
��<��� λh ≥ L� �� Z(z) ∈ C[z]N×N �� ������� ��������1

Z(z) =
[

IN−1 0
0 z−1

]
.  D-!"

������� �� �������� � <���� A �
��<� 0 < λa ≤ λh − p� ���� 	�����1

A(z) = Qλh
Z(z) . . .Qp+1Z(z)  D-D"

�� ������� �� �������� λb �
��<� 0 < λb ≤ p� ���� �����1

B(z) = Z(z)Qp−1 . . .Z(z)Q0.  D-E"

:� 	���� ������� λa = 0  ���	���������� λb = 0"� �� 	��� ���	����� �� ������� 	����������
A(z)  ���	���������� B(z)" 	�� IN -

������ 	��� �� ����� p ∈ P� �� ��� 	������� � ���������� ���� <���� 	���&�������� � ���
 �
$�$����� λh ��� ��� H(z) = A(z)QpB(z) ♦

Q

w1

A(z)B(z)wN

x1

xN

y1

yN

ŝ1

ŝN

H(z)

���� D-� S ��# ����� ��� "� �<��������� .���*��� ����(

�� <���� D-� �������� ����� ������������� 	���&�������� � ��
�������� H(z) 	��� �� ������� ��
������������ w- ?� ������� �� ������ � <���� 	���&�������� B(z) �� ������� x� �� ������ �
<���� �������� Qp �� ������� y �� �� ������ � ��
�������� H � �� ������� �� ������� �����
�
ŝ-

$�� �������� �������������� ��� ��� "��������

:��� �� ������� >-E ���� ����� �� ��� ��� ��������� ����� D 	��������� � ������� ����
&
	������ ������������ �� ��� � �
	���� ��� ������� �
����
�- +��� ��������� ��� ��� �0���



6(2( 
�������� �� ������ )E

������ ������������ ��� ���� ������
� ���� 4�.?:- *�����V��� 	�� 
<��� ��� ���������
����� D �� ������������ w1

C2,w
2 [j; ν] = Cum(wj1(n− ν1),w∗

j2(n− ν2),wj3(n− ν3),w∗
j4(n− ν4))  D-'"

�B ��� 
�
����� � ������� j = [j1, . . . ,j4] 	������� ����� ������� ��� ������������ [1,N ] ��
��� 
�
����� � ν ��� N+-

8� 
����		��� ��� ��������� ���
����� ����� ��� ����
�� �� ��� ������� � <���� H(z)� ����
�������� ��� ������� �����
� ŝ �� �������� �� ������������ w1

ŝi(n) =
∑

q1,q2,q3,m,l

Aiq1(m)Qq1q2Bq2q3(l)wq3(n−m− l)  D-)"

=
∑

q1,q2,m

Aiq1(m)Qq1q2xq2(n−m),  D-H"

���� {q1,q2,q3} ∈ [1,N ]� �� �B ��� xq2 ���� ��� ������� � <���� B(z) �� ����	������ �� ��������
�� ������������

xq2(n−m) =
∑
q3,l

Bq2q3(l)wq3(n−m− l).  D-G"

I������� 	�� �������� �� ������ � <���� Q �� �������� �� ������������1

yq1(n−m) =
∑
q2,q3,l

Qq1q2Bq2q3(l)wq3(n−m− l).  D-�("

X 	����� � �� ��������  D-H" ���� 	������ ��	����� ��� ��������� �����&���
�����  
<������
>-E-! 	��� D>" ����� ��� ��������� � ������� x �� ��� ��������� � ������� ŝ1

C2,ŝ
2 [i; o] =

∑
a

∑
τ

∑
q

Ai1q1(τ1)A
∗
i2q2(τ2)Ai3q3(τ3)A

∗
i4q4(τ4)Qq1a1Q

∗
q2a2

Qq3a3Q
∗
q4a4

C2,x
2 [a; τ ]

 D-��"
���� τ = [τ1, . . . ,τ4]� q = [q1, . . . ,q4]� a = [a1, . . . ,a4] �� o = [0,0,0,0] �B ������ ��� ���	�&
������ �� �������� i� q �� a 	������� ����� ������� ��� ������������ [1,N ]- *���� ŝ ��� ��
������ � <���� A(z)� ����� τi �		������� , ������������ [0,λa]-

I������� ���������� �� �������� ��������
���� ����� ��� ��������� �� ������������ w , ����
������� �� ������ � <���� B(z)1

C2,x
2 [a; τ ] =

∑
ρ

∑
j

Ba1j1(ρ1)B∗
a2j2(ρ2)Ba3j3(ρ3)B∗

a4j4(ρ4)C
2,w
2 [j; τ + ρ]  D-�>"

���� ρ = [ρ1, . . . ,ρ4] �� j = [j1, . . . ,j4]� �B ������ ρi �		������� , ������������ [0,λb]-

$�� ������� �� 1�����

+��� ����� �� ��� �� 	��	������� D-�-�  	��� )!" ��� ������ ��� �������� Qp ���� ���������
∀p ∈ P- +��� 	������ ��� �������� ��� ��������� � F����� ���������� ��� �� ���	���� !
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�<� � 	��������� ��� �������� ���������- 8� ����� ����� ������� �������� � ������ N ×N
	��� 0��� 
����� ����� �� 	����� � M = N(N − 1)/2 ��������� � F����� P!)� 	- >�EQ-
*�� M ��������� 
������� ������ ��� ������������ 	�������� �� ������ (i,j) ������ ���
1 ≤ i < j ≤ N - +����� Θ[i,j](θ,φ) �� ������� � �������� � F����� ��� ���� ��� �� 	����
(i,j) ���� ��� ������ θ �� φ  ����  !-!'" 	��� E'"- *�� ��������� ���� 	��������� � ������ ��
	���� �� ���������� ��
����� �<� � �������� ��
�������� H(z) 	���&��������� 	������ �
	����
��� ������� ���� �� ���	������ ����	������ " -

%��������� ��� ��	��� �� 	��	������� D-�-�� �� ������������� � ��
�������� �
������� λh + 1
�������� ���������- 4�� ����	��� �� <���� 	���&�������� 
<�� 	�� diag(H(z)) = [−z−1, z−1]
�� 0 ��������� �
������� λh = deg[det(H(z))] = 2 �������� ��������� Z(z) �<� �0��� �����&
���
�- 8� ����� H(z) 	��� 0��� ��������
� � �� ��V�� ��������1

H(z) = Q2.Z(z).Q1.Z(z).ej
π
2  D-�!"

����

Q2 =
[

0 1
−1 0

]
�� Q1 =

[
0 j
j 0

]
.  D-�D"

��� ������ ������	������ ���� ��� �� ���
(
θ2 = π

2 ,φ2 = 0
)
��
(
θ1 = π

2 ,φ1 = π
2

)
- ����	����&

������� ����� , ����� ���� 	����� � �� ������� �������� Λ(z)P � ����� ���� ��� ��	����
 ���
�� ������� >-!-> 	��� !�- ������� L ≥ 1� �� ��� 	������� � ������	�� ������ ��� ��	�����������
��� �� ������� Λ(z)P - 8� ��������� �� 	��	������� D-�-�� ���� 	������ ���������� ��� ���	��
������� � ��C������1

Q =
[

1 0
0 −1

]
=
[

0 −1
1 0

]
·
[

0 1
1 0

]
.  D-�E"

�� �������������  D-�" ��� ��� ��	���� � ���������� ����	���� ������ ������� ��������  ���
�� ��� A(z) = B(z) = I"-

$�$ ����#�� ��)���������

�� ��������� � ��
�������� 	��������� � �
	���� ��� ������� 	��� 0��� ������� , ����� �
��������� 
<�� ��� P�!Q- *����&�� ������� ��� ������������ ����� ��	
����� �� ������������
	�� ��������
����� �� ��������� ��� ���� ����� 
<��� 	�
�
������- �� 	��	�������
�������� ��	��� �� ��������� 	��� ����� �������������1

��	�	����	�  / /� $����"����� "�� ����#�� �!�# "�� L�� ���� � "� �H�� �����A ε = ±1A ��
��.��� ��� "� #�� ����#�� ���,����� J .�� �� "�� �)���!� ���� w �� �������� �� ��/������ 
�� #�� ��� � B'2E+

J1,4(H,ŝ) = ε

N∑
i=1

C2,ŝ
2 [i,i,i,i; o]  D-�'"

� ���� ��������� ���� 	
�� �-
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�F ��� #������ � "�� �� ��� ���� ŝ ��� "�=��� "<�.�>� 86(''9+

C2,ŝ
2 [i,i,i,i; o] =

∑
a

∑
τ

∑
q
Aiq1(τ1)A

∗
iq2(τ2)Aiq3(τ3)A

∗
iq4(τ4)Qq1a1Q

∗
q2a2

Qq3a3Q
∗
q4a4

C2,x
2 [a; τ ].

 D-�)"
�<��������� H(z) �� ����� �� ��� .��

H = Argmax
Q

J1,4(H,x)  D-�H"

�F Q ��.����� � �<�����)�� "�� �� � ���� "� ��!��� "� "��������� N ×N (

�� ������� ��	���������� J1,4 ��� �� ��������� ��� ��� ���� ������� 
<�� ��� �� �������
>-'-> 	��� DD- �� ������������ � J1,4 ��������� 	��� ������� �� 	����� (θ,φ) �����
��- ���
������� � J1,4 ���������� ����� ���� �� ������� ����� ���������� ������	�� � �� <����
D-> ������ ���� ������������ 4�A�-

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2
RSB=25dB, L=K=3

Itérations

C
on

tr
as

te
 J

1,
4

Limite du critère J
1,4

 pour 2 sources QPSK 

���� D-> S �/��.�� "<�!��� ��� "� #�� ��� � J1,4(H,x) 
��= 25"� � L = 3 � 1000
�#0�� ������(

$�% 	�������� �������� �� �')� /�" �

4��� 
������� �� �
���� 	��������� ��������� �� ������� � ���������  D-�'"� ����
	������� ������	�� ���� ����� ��
������ � ������������� ����� , ��� ��� ����� �������� �
F�����- ������������ ������� ����� , ��� �� �������� �� M = N(N−1)

2 	����� 	��� ������
������� �������� Qp-

����/����� , ������ ��
������ ��� � ������� �� 	���� (θ,φ) ��� �������� �� ���������  D-�'"
��
	�������� �� ������ 	�����- 4��� ����� ���� ����� �

����� ��
�������  D-�)" ��
�������� � θ �� φ- +��� 
����		��� ��� ����	������� � ���������  D-�)"� 	��� ����
������	��� ��� ������ �� �������� � θ �� � φ� �� ��� ���� ���� 	��� ��� ��������� ��
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����������� ŝ1

C2,ŝ
2 [i,i,i,i; o] = K(0)

(4) cos4 θ + K(1)
(3) cos3 θ sin θejφ + K(−1)

(3) cos3 θ sin θe−jφ + K(0)
(2) cos2 θ sin2 θ

+K(2)
(2) cos2 θ sin2 θe2jφ + K(−2)

(2) cos2 θ sin2 θe−2jφ + K(1)
(1) cos θ sin3 θejφ

+K(−1)
(1) cos θ sin3 θe−jφ + K(3)

(1) cos θ sin3 θe3jφ + K(−3)
(1) cos θ sin3 θe−3jφ

+K(0)
(0) sin4 θ + K(4)

(0) sin4 θe4jφ + K(−4)
(0) sin4 θe−4jφ

+K(2)
(0) sin4 θe2jφ + K(−2)

(0) sin4 θe−2jφ.  D-�G"

�B ��� ���N������ K(η)
(α)� ���� α ∈ [0,4] �� η ∈ [−4,4]� ���� ��� ���������������� 
<���� 	��

K(η)
(α) cosα θ sin4−α θejηφ

=
∑
τ

Aiq1(τ1)A
∗
iq2(τ2)Aiq3(τ3)A

∗
iq4(τ4)C

2,x
2 [a; τ ] cosα θ sin4−α θejηφ.  D->("

*����� ���N����� K(η)
(α) 
	�� �� ������ �� �������� a �� q 	������ ���� ��������� ��

���	�������� �������1

Qq1a1Q
∗
q2a2

Qq3a3Q
∗
q4a4

↔ cosα θ sin4−α θejηφ.

�������� *-� 
������ ��� ������� �� ������ �� �������� a �� q 	��� ������ ���N����� K(η)
(α)-

+����� ��� ����	�������  D-�G" ��
���� 	��� ���	������ �� 	����� β = η−α+4
2 1

C2,ŝ
2 [i,i,i,i; o] =

4∑
α=0

⎛
⎝4−α∑
β=0

K(2β+α−4)
(α) cosα θ sin4−α θej(2β+α−4)φ

⎞
⎠ .  D->�"

�� ������ ����� , ����� � ������ ������ � K(η)
(α) �������� ������������ �� �� ������ �����

	�� �	�����
- 4��� 
����� ����� ���� �
������ �� ������ � ������� � ������������ ��
�������� ��� ������� �� ��������� ��� �� ������� �� ��� ���N������ K(η)

(α) ��� ��� �������-
��� ���	��<������� � ������������ ���� 
������ ��� �������� *->- F�T�� , ����� �
�����
�� ������ � ������� ������
�� 	��� �� ������ � C2,ŝ

2 [i,i,i,i; o] ��� ����
 	�� N4 ��� ����
��� ���	��<������� �� ������ �
������� (L+ 1)4N8 �������  
�������  D-�)"" ����� ������� ��
�
���� �������
� ��� �������� *-> �� ������ ��������� ���� ((L+ 1)N)4 �������- 4��
��������� ����� �
���� ������� ����� � �
����� 	��� ��������� ��� �������� ����� ���
�������- ���� �� ������� �� ��������� C2,x

2 [a; τ ]� ��� ��� ������
 �� 
��� � ������ �������
�
������� ��� ������ �
����� 	��� ��	������� 	������ ��������� ��� N4(L+ 1)4 �������-

+��� ��������� ���  D-�G" �� ���������� � ��������� ��������� t = tan φ
2 �� u = tan θ� ��

��� ������� , ���	����� ��� 
�
����� ��������1 cosφ = 1−t2
1+t2

� sinφ = 2t
1+t2

� cos θ = 1√
1+u2

��
sin θ = u√

1+u2
-
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�� ���
������ �� �� 
���������� � �� �������� ����������� ������� ���� ���� ��� � ���

������ ������� t8u4- 4��� ������� ��� 	����� ������������� � J1,4� �� ��N� � �������� ���
������� � ������� 	��������� ��������
 �� ��� 
���
�� � ����� ������� �� � 	����� ���
������� �� u ��� ���������� J1,4- ���� �� �������

Φ1(u,t)
def=

∂J1,4

∂u

Φ2(u,t)
def=

∂J1,4

∂t

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ .  D->>"

�� 	����=�� Φ2(u,t) 	�
����� ��� ������ 
������ u = 0� �� ��� ���� 	����� � ���	��<��
�� �������- ��� 	����=��� ������� ���� ����� � ���
� ��
�����1 ���
 ������ t8u4 	���
Φ1(u,t)� �� ���
 ������ t8u3 	��� Φ2(u,t)- 8� �����
���� ���������� �� �������� u 	���
Φ1(u,t) �� Φ2(u,t)� ���� 	������ ������	�� ���� ��� ������ � �0�� ���
 �� u- �� �������
 D->>" ��
���� ���� �� �����1

Φ1(u,t) =
∑4

k=0 χ4−k(t) uk

Φ2(u,t) =
∑3

k=0 ξ3−k(t) u
k

⎫⎬
⎭  D->!"

�B ��� 	�������� χk(t) �� ξk(t) ���� 
���� ��� �������� �-

�� ������� 	���������  D->!" ���� ��� �������� �� �� ��������� �� ��� �
������� � ��� ���
P>>Q- +��� ����� ��� �
�����1∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ0(t) 0 0 0 χ0(t) 0 0
ξ1(t) ξ0(t) 0 0 χ1(t) χ0(t) 0
ξ2(t) ξ1(t) ξ0(t) 0 χ2(t) χ1(t) χ0(t)
ξ3(t) ξ2(t) ξ1(t) ξ0(t) χ3(t) χ2(t) χ1(t)

0 ξ3(t) ξ2(t) ξ1(t) χ4(t) χ3(t) χ2(t)
0 0 ξ3(t) ξ2(t) 0 χ4(t) χ3(t)
0 0 0 ξ3(t) 0 0 χ4(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.  D->D"

�� 	����=�� ������ ��� � ���
 ������ t56- *�	������ ���� ����� �������
 ��� �� �������
������ �
�
�������� 	�� 	��� � �' ������� �
�����- *�����&�� ���� ������� ���	���
�� ���
�� ��������  D-�G" �<� � �
���������� �� �������� ��� 	����� ��������� �� ������� ������
� �� �������� � ���������  D-�H"-

������������ 4�A� ��� �
���
 ��&������1

������ 0��+

#������� C2,w
2 (j; τ + ρ)

�	��� M := N(N − 1)/2 �� T := �√L � + 1

�� �����#��
�� �� �
 #
����� �� ,�������� �� �����#�
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�	��� t := 1..T �� k := 0..Mλh
����������� ∀k1 θk = 0,φk = 0
�	�� ������ t >����
�	�� ������ k >����
#������� C2,x

2 (a; τ )
#������� θk �� φk ��� ���������� J1,4

���������� <����� Qp� A(z) �� B(z)
3��	����� H(z)

�� ������� �� ��������� C2,x
2 (a; τ ) ��� ���	��
 � N2(L− λb + 1)2 ��������� ������� �

������ N(L − λb + 1) ×N(L − λb + 1)- ������������ ��� ��� ����������� N4(L − λb + 1)4

������� �� �
�����- *� ������ �� 	��� �
�
�������� 	�� 0��� ���	��<
 	�������� ��� �
��������
������ �� ������� ������� 	��� �� ������ �� ������� � ������� 	���������  D->!"-

�� ��� 	������� ���������� �� 	�
������ �� ������� �� ������ θ �� φ �� ��������� T =
�√L �+ 1 ���������- 8� ����� �� 	������� ������ 	����� ������ ��� ���������� �� �������
���� ����&�� �� ���� 	�� ��������� 	�
��� 
���� ���
 ��� ��� ����� 	������� ������� ���
������ ������ ���� ���� ����  <�
� , ��
��	� �����������"- �� ��� ��� 	������� ������ ��� 	���
����� 	�
������ ��� ��� ������� � ��� ������ ������� �� ������ 	��� ������ k ��� �
	
�
�
	�������� ����-

$�, &�������"�� �� &	0	

+��� ����� ����
 ������������ 4�A� ���� �� ������� � ���������� J4�5� 4�5&H ��
J�$�'� 	��� ��
������ ������� � ����� ������������- ��� ������ � ������������� ����
	���&��������� �<� � ��������� �� ������� ������ , ������ ���- 4��� ������ ����� �
�
�

��
����������  ��� ����������� �����
� �� �
����"� �� �
���� ��� �
������ �������������
�����
�� ����� ���1

w(n) =
K∑
k=0

C(k)s(n− k) + ρv(n)

�B v(n) ��� �� ����� ����� �������� ���	���� �� ����������� �� �B �� 	�������� ρ ��� ��������
� ������� , �����=��� �� %�7� �� ��� 
<�� 	��1

RSBdB = −20 log10 ρ.  D->E"

+��� 	������ ���	���� ��� "�� ��#�� �� 
��������� ������� ���� ������ �� 
��������� ���
���������� �������� ���������� �������  $$�8"- ��
�������� $$�8� ��� �� ���� �
�
������ ����������� $�$?� ��� 
<�� 	��1

HMMSE(z) = Rs(z)CH(1/z∗)R−1
w (z)  D->'"

�B Rs(z) ��� �� ������� � ����
������ �� ������� �����
� s(n)� Rw(z) �� ������� �
����
������ �� ������������ w(n)� �� C(z) ��� �� ������� � ��������� � �����-
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+��� ���	����� ����� ��� ���� ������� �������� ������� ���� ������������ 4�A� ���� ���
���� ������� �������� �� ��������� MA- 4��� �� �
����� ���������� $�$?� �� �������� MA
�������� , �������� �� ������� � �����- ������ ���� K = L� �� �������� � ��������� �������
���� ��
�������� MA HZF (z) = [G(z)]−1 ���

G(z) =
∑
n

∑
m

C(m)HZF (n)z−(n−m) = Iz−L.  D->)"

+��� ������V��� 	�� ������ ������������ 4�A� ���� �� ������� ����
� J4�5- 4��� �����
���� �
�
���� �� ������ � �������� K = 3 �� ���� ��������� �� 
�������� � ��������
�������� L = 3- ��� <����� D-! ���������� ��� 	����������� �������� ���� ��� 	���������-
��� ���� ������� �������� �� 
��������� MA ��� 
�
 �/���
� ����� ��� ��� �������� �����
G �� Λ(z)P �� ��������� $$�8  ��� ��������� MA 
���� 	���&���������� �� ������� ���
�����"- +��� ���������� ��� ��� 	����������� � ������������ 4�A� ���� ���� 	������ ��
	����������� � MA- �� ������� ��� 	����������� ���/���� �� ������ � 0.2- ��
����������
	��� � ���� ������� ��� ��������� 	�������� �� ��� ��
���� 	�� �� ��� 	��� ������������
4�.?: ����� ���� ������� �� ���� �� <���� !-)-
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���� D-! S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#�� �!�# 5 ������/ ��"���� ?&�N � K = L = 3(

+��� ����� ������
 �� �0�� �
��� � ����� ���� �� ������� ����
� 4�5&H- ��� <����� D-D
�
�������� � ��� ���	�������� � ������������ 	��� � ���� �������-

��� <����� D-E ���� �������� ��� 	����������� �������� ���� 4�A� 	��� �� ������� J�$&
�' �� ���/���� 	��� K = L = 3- �, ������� ��� 	����������� ���� ���� ������ �� �0��
���������� ������� �� ������� 4�5&H- 8� ���� ��� �������� ���� ����� ��	�������� ����
�� ������� J�$&�' ������� �� ������� 4�5&H- :������ 	���� �� ���	����� ����� <����
���� �� <���� !-�� ������� ���� 4�.?:� ���� ��������� ��������� ����
��������� �		���
�
	�� �� ���������� � 	���&��������
 ��	��
� 	�� 4�A�-

+��� ����� ������� ����
 ������������ 4�A� ���� ��� �0��� ���������� ��� 	�
�
������
���� ���� �� <����� 	��� �����1 K = L = 4- ��� <����� D-' ���������� ��� 	����������� 	���
�� ������� J4�5- *�����&�� ���� ���� 	������ �� 	����������� �������� ���� ��� ���������
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K = L = 3- *�	������ ��� �������� ���� 	��� 
���
��� ����� ���� ��������� ��	
������� ,
0.2-

�� <���� D-) ���� ������ ���������� ��� ������������ 4�A� 
	����� �� �N����
� , �
	����
�� ������� 4�5&H ������� K = L = 4- ��� �������� �
�������� ����� ����� � ��� �N����
�
��� ����� ���� ��������� ��	
������� , 0.2-

4��� <���� ���� ������� ������������ 4�A� ���� ��� �0��� ��������� � ������ �� �
��&
������� ���� ���� �� ������� J�$&�'- *������������ ��� ������� 4�5&H� ��� �������
J�$&�' 	������ 0��� 
�����
� �������������� ��������� �� �
������� ������������� 	���
�������- 8� ����� 	��� �((( ��������� ���� �������� �� �8% ���
������ , 0.01% , 	�����
� >'7 � %�7� ����� ��� 	��� �� ������� 4�5&H� �� ���� ������� ������� �� �����
	����������� 	�� �� ������ � 1%- ��� �������� ���� ����� , ����� 	��� 	������ � �� ������
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���� D-) S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#�� �!�# 5 ������/ ��"���� &�N*D � K = L = 4(

�� 0.2 ��� ��� �������� �������� ���� ��� ���������� 4�5&H-

$�- ��"����� �� "��)����

+��� ����� �� , ������� �� ���	���� ��� �� 	������� �
���������� ������� $�$? �	��� ����&
������� 	������ 0��� �
��� , �� ����� 	��� ���	�� ���	��
 ��� ����� �� ��� 
��������
	���&���������- +��� ����� ����� 	�
����
 �� ������������� � ��
�������� �<� � ����� , ����
�� �
	������� ������� �� ������� �������- +��� ����� ������� �����
 ��� �� ������ � ��
��&
������ 	������ 0��� ������
 	�� ��� �
���� ���
������� ��� �N���� 	��� �� ����������
����- *������������ , ������������ 4�.?:� ��
�������� �������
 	�� ������������ 4�A� ���
	���&�������� �� ��� 	��� ����&��������- +��� ����� ����� ������
 ��� �
��� � �����������
���� 4�A�- ��� 	����������� �N��
�� 	�� ��� ���������� ���� 	������ �� 	�����������
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���� D-H S ���/ "<������ �-�)���� � "�� ��#�� �!�# 5 ������/ ��"���� ?��'M � K = L = 4(

�� 
��������� M��� A������- :������ 	���� �� ���	����� ��� 	����������� � 4�A� ����
������ � 4�.?:� ���� ����� 	� �������� ����
��������� ���������� 4�A� ��� ��� ����
������� ��������- *�� ��
���������� ���� ��� , �� ���������� � 	���&��������
 ��	��
� ,
��
��������- +
�������� �� ����� � ���	�����
� 4�.?: ��� 	��� ���
������� ��� 4�A� ���
�� ������ ��� ������ ���	��<������ ��� �� ������ �� 	����� ������������� � �������-
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*� ���	���� 	�
����� ��� ������� � �������� � ���������� 	��� ��
���������� �������- �������&
�����
 � ��� ���������� 	������� � ������������� �� ��	������ �� ���������� ���
������
 �&� + ��.0�)� &��-������ ��  ���" 	��� ����� , ���� ��
���������� � �������- *�����
� ��� �������� ��� 
<�� 	�� �� 	����=�� ������
������ �� ��������� ������
� 	��� �� �
&
�
������ � ������- ����/����� ��� ����� �������� ��� ������� � ������� ��� ��� ���������
��		��
� ������- �� ������� � ��� �������� 	���������� ��� ����� ������� ������� �� ������
�		������� , �� ��	����� ������	����� , �� ��������� ��������
�- +��� 	��	����� ���
�� 	������ ���	� ��� �
���� �
���������� 	��� �� ������ � �������������� ���?� �B
�� ��������� � ������� � ��������� ��� ������� 	�� ��� �
���� � ������� , 	�� �	&
�����- *���� 	������� 
��� ���� 	����� ������� ���������� ������������ ��� ������ ��T��
, �� ���������� � 
C����� 	��� �� �������� $�$?- +��� 	�
������� <�������� ��� 	��&
��������� � �������� ����������� �4A 	��� �� ������ ���?� ����� ��� �� 	�����������
� ������������ �����������-

%�
 ��� "���#��� )�'������

+��� ������V��� �� ���	���� 	�� ��� 	�
��������� �� �������� 	���������� �4A ���
�
��� ��� ���������� ���
������- +��� �����
���� ��� ��� ������� �
��<��� ��� ��	�������
&� �� &�� & ����� ��� ����	������ &!- *���� ������� ��	������ ��� , �� ���� �� ��������
	���������� �4A- 4�� ����	��� ��� ����
� ������� ����
� 4�5&q ��� ������
���
� 	�� ���
������� � 	����=�� Q(s) = sq−1- �� ������� E-� ��	��� ��������� ���������� ���
������
�� ���� 	��� ������� ������ ����	����� A �� �������� ����� ��� ��� 	����=��� Q ������
�-

%��������� ����� ������ s � ��������� 4�5&q ��� ���������� � /�����, ������ q− 1� ����
��� ���������� , ������ q- ������ ������ ������� � �� ������������� �
��<� sq = 1� �� ���
E[sq] = 1 ���� E[sm] = 0,∀m < q-

�� ���� ������� ���� 	
�� �
� ���� ��������� ���� 	
�� �
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$�������� A Q(s)

74�5 {−1,+ 1} s2 − 1

J4�5 {−1,+ 1},{−j,+ j} s4 − 1

4�5&� {ej2kπ/q}|k∈0,...,q−1 sq − 1

J�$�' {±1,± 3},{±j,± 3j} s16 + 17s12 − 221
8 s8 + 12529

16 s4 + 50625
256

���� E-� S ��.0�)� � � .��-�O��� ���� ��� ��/ ��"��� ���� ������,���(

8� ������ ���	�� �� ��	������� 	�
�
����� �� �� �����
���� ��� ����
�� �������� ���
�� ����� ���?� �� ��� 	������� �
������� �� ����� �� ��������� �� ������� 	��������� P�'Q1

4��	�'�� �/�/� ��� S �<�����)�� "�� .��#����� ,�� .������ ����� !������ "��� �<��.0�)� 
A � H �<�����)�� "�� =� ��� ��
( �� #�� >��

JAPF (h,ŝ) = −
∑
n

|Q(ŝ(n))|2  E-�"

�� �� #�� ��� � ���� ��� 0-.� 0>��� �"A �#A �% � �&(

�� ������� E-� ��� 
<�� 	��� �� ������� ���? �� ��� $�$? ����� ���� � 
�
 ���� ���
P�'Q- +��� ����������� ����� �<� � 	������ �
	���� �� ������� � ���������� ��
������
��� ��� �� ��� ��� �������� ���� ��
�����- $������� ��� �� ������� JAPF ���	���� ��� �����
	��	��
�
� ��� ���������  
<������ >-'->"1

&���!�(

• ����������� 	��� ���� <���� ������� λ ∈ T � ���� �����

−JAPF (λ; ŝ) =
∑
n

|Q(λŝ(n+ τ))|2  E->"

���� τ ∈ N� λ ∈ C- �� ŝ(m) �		������� , ���������� S� ����� ��� ������� � ŝ(m)
�		���������� , ����	����� A� �� ��� �� �� ��� � �0�� 	��� ��� ������� � λŝ(m)-
������ ���� ����� ���� Q(λz(m)) = 0-

• �	������	�� �����
∑

n |Q(w(n))|2 ≥ 0� �����
∑

n |Q(w(n))|2 ≥
∑

n |Q(s(n))|2� ���
�� ������� ��� ��� ���� s(n) ∈ S- +��� ����� �����

−JAPF (h; s) ≥ −JAPF (I,s).  E-!"
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• ������������	�� ���� ����� ������� ��� �� ���� ����� ��
�����

∑

n |Q(w(n))|2 = 0�
����� λ ∈ T - +����� w(n) =

∑
k cks(n− k)� ���� s(n) ∈ A �� ck �� k��� ���N����� �

����� c- �� ���� ����� ∀n,Q(w(n)) = 0 ����� ���� ����� Q(
∑

k cks(n− k)) = 0- +���
������ ����� ���� �� �������� � ����� �) � P�'Q� �� ���� ����� �� �������� �����
���� 
�
���� ck ����� 	�� ���- :� 	���� ��� 
�
���� ck �
��<� �
������������ ck ∈ C

	������ ckŝ ∈ A 	��� ���� ŝ ∈ A- +��� �� 
������ ��� �� �
	���� ��	����������� c
� ��� ����
� ��� ����� �� ��� �����-

♦

���
� � ����� �) P�'Q ��� � ������� ��� ���� <���� h �� ������� 	�� 	����� � ����������
�� <����� �������� T � �
���� �� �������� ��� ���		���������� 	�� , ����	����� A-

�� ������� �4A �  E-�" ��� ���
 ���������� ��� �� ��������� ������
� 	��� �� ������������
� �� �
������- ������ ���� �������� �� ������� 	��������� 	��� ������ ��������� ���
&
�����- �� �� ���������� 4�5 ���� ������
�� ��� �� �������� ����� ��� �������� JAPF ����
���������� �� ������� � ����� ��������  $��+ $��� �� &�Q�� ������ 0�" 
���� ��� ����&
����� P�DQ ��� ��� 	������ 0��� ��� ���� �� ����� J (h) = ‖ŝ(n)q − d(n)‖2- 8� ����� ������ ���
���������� 4�5&q 	������ 0��� ������
���
�� ���� d(n) �� q ����� ���� ��� ��������
 ���
P�DQ- +
�������� ������������� ��� ����������� �4A� �� *$� ����� 	�� ��	���� �
�������
�� ������� ���� �� ��	������ ��
������ ����� ��� ���������� J�$- :� 	���� ����
	������ �������� ��� �������� ��T�� �� ��
����� �������1

4��	�'�� �/�/� ����� Jk(w) "�� #�� ��� �� "�=��� ��� H·SkA � ����� {ak} "�� ���)���
� ��# ���� .��� ���A ����� J (w) =

∑
k akJk(w) �� �� #�� ��� � ��� H ·

⋃
k Sk(

&���!�( �� 	��	��
�
 � ������ ��� ��� ��������� ��� ������� ���
�������� ��� ����
��� ������ ���� 	�������1

J (ŝ) =
∑
k

akJk(ŝ) ≤
∑
k

akJk(s) = J (s).  E-D"

���� � � 
�����
 �����
∑

k ak[Jk(s) − Jk(ŝ)] = 0� �� ��� ��� 	������� ���������� �� ����
��� ������ ���������� ��� ��� ���� ���� 	�������- ����� Jk(ŝ) = Jk(s),∀k- *�	������ 	��
��	������s ∈ Sk 	��� �� ������� � k- *���� Jk ��� �� ���������� �� 	��� �� ��������
��� ŝ = g � s� 	��� ��� <����� �������� g � H- ♦

%�� (����� �� �������� 2 )�� )�����

�� �
���� 
����� ��� �� 	������	�� ������� ��� ������� � ������� �<� � �������� ���
���N������ � <���� h 	��������� �
������� �� �������- ��������������� � ������� h �� ����
	��1

h(k) = h(k−1) + µ(k−1)∇(k−1)  E-E"
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�B h(k−1) ��� �� ������� 
�������� , ����
������ k − 1� ∇(k−1) �� ������� � ������� JAPF
������
 , 	����� � ������� h(k−1)� �� µ(k−1) �� 	�� � ������� , ����
������ k-

�� 	��	��� �� ����������� ��
������ ��������� �� 	�� <�� 
	������� �������� �N����
�
������� �� ������� �������� 	�������� 	����� �������������- 8� ����� 	��� �� 	�� ��� 	����� 	���
�� ���	� � ����������� ��� ����- 4�� ��������� �� �� 	�� ��� ���	 ����� ������������ 	���
�� /����� �������� ��� 	����� ������������� �� ��� �� /����� ������� �� <���� �	����� 	���

������� �� �������- :� �0��� �� �� 	�� ��� ���<
 ������������ ����� ��� ������������
� +�3���� ���� ����	0��� 	�� ��� ��
������� � ������ �� ���� ������ ��� �� ���������
�� 	����� ������������� �� � ������� ����������� �� ������ ����������� 	��� �������� ��
����� 	���� ������������- :��� �� ��� �� ���	� � ����������� ����� 	�� ��� 	��� �	�����-

�� ��� 	������� ���
������ �����<���������� �� ���	� � ����������� �� 
��������� �� 	��
��� ������ �	����� 	��� �� �������- 8� ����� �� ������� JAPF ��� ��� �������� ����������� ��
��������� hl ���� ����� ����� ��� �������� ����������� � �� �������� µ �� ���� 	��� �� �������
����  E-E"- �� ������� JAPF (h(k−1) + µ(k−1)∇(k−1)) ��� ��� ��� ����� 
������� � �������
JAPF (h(k)) , ����
������ k- ������ ���� ��� 	����� ������������� ���� ������
� ��	����������
��T�� ��� ������� ��� 	����=�� �� �� ����� �������� µ-

�� �

�������  >-!" ���� ����� ��� 	����� � �������� ���� ����1

ŝ(n) = hTwn  E-'"

�B wn = [w(n),w(n − 1), . . . ,w(n − L + 1)]T ��� �� ������� �� L �������� ������������ ,
��������� n� �� h �� �
	���� ��	����������� � �����- �� ������� ���� ��� ����� ���� �� �����

JAPF (h) = −
∑
n

Q(hTwn)Q(wn
Hh∗).  E-)"

�� ������� ∇ � JAPF (h) ��� ������ �� 
������  E-)" 	�� ��		��� ��� ���	������� � h1

∇ = −
∑
n

wnQ
′(hTwn)Q(wn

Hh∗)  E-H"

�B �� �������� Q′(ŝ) ��� �� 
���
� � 	����=�� Q(ŝ)-

*����
���� ���������� JAPF ����� ��� �������� ����������� �� µ �� ����������� ŝ(n) 	��
(h + µ∇)Twn ���  E-)"1

JAPF (µ) = −
∑
n

Q((h + µ∇)Twn)Q(wn
H(h∗ + µ∇∗)),  E-G"

�� 	������ �� 
���
� �  E-G" 	�� ��		��� , �� �������� µ1

∂JAPF (µ)
∂µ

= −
∑
n

∂Q((h + µ∇)Twn)
∂µ

Q(wn
H(h∗ + µ∇∗))

−
∑
n

∂Q(wn
H(h∗ + µ∇∗))
∂µ

Q((h + µ∇)Twn).
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�� ��N� � ���	����� ��� ������� � ����� 
���
� ��� �� ������� JAPF (µ) �<� � ������� ��
������ �� µ ��� �������� �� �������- ������ ����� ������ ������	�� �� 	�� �	����� 	��� ��
������� � �������- *���� �
���� � ��������� � 	�� �	����� ����� 	�� ���������� 
&
�
� ��� �������� �4A ���� 	��� ����� 0��� ������
� ���� ��� �������� *$� �� 5$�  N�� ����
��/����� ��� ������ 0�" P�!Q-

%�� &�������"�� ��� ���������� 	&0

*����� ��������� ���
����� ���� ��������� , �� ���������� ���
 ��� �� ������� �4A-
:��� ����� ����� ���� �� 	�
��������� ��� ��� �����������1 ���� 	��� �� ��������� J4�5
 �		������� ����� ��� ���������� 4�5&n" �� ������� 	��� �� ��������� J�$&�'-

%��� ��������#�� ���� �� #������� ���.

+��� ���	����� ��� 	����������� � ��� ����������� ���� ��� 
��������� ���
����� ������� ��
���������� �������� �� �������&����
�  ���� +������� ����*�,���� �����"- 8� �����
�� ������� $�8 	��� �� ���	�� �� ����� �� ������ ��� <����� $$�8 	��������� � ���&
	����� ����� ���� ��� ������
������ �����&��������  ���" ��� ��� ���������� ��� �� �����-
*�����V��� 	�� 
����� �������� �� �������&����
�  $�8"1

σ2
MMSE−LE = min

h
E[|s(n) − ŝ(n)|2].  E-�("

� 	����� � �� �������� ���� �������� �� �
	���� A�% � ��
�������� ���
���� $$�8 1

hMMSE = arg min
h

‖hTwn − s(n)‖2.  E-��"

�� �������� ���� ����� ��������
� ��� ����� PEEQ1

hMMSE = r∗
sw(Rc

w)−1,  E-�>"

�B �� ������� � ����
������ ���������� � �� ������������ ��� 
<��� 	�� Rc
w = E[wnwn

H]� ��
�� ������� ����������
������ 	�� rsw = E[s(n−∆)wn

H]- �� ����� ∆ � 	�� ���C����� �������

�� �������� L � ��
�������� ��� ������ ��	����� ���� <���� �� ������ , ∆ =
⌈
L+K−1

2

⌉
� ��

��� ������	�� �� ������ � �� �
	���� ��	����������� � <���� ������ g- *���� ������� �� ��
������� � ����������� ���� 
<���� �� �������� � ����� c 	�� ��������
����� � �� �������
C1

rsw = C[0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
∆−1

,σ2
s , 0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
L+K−1−∆

]T  E-�!"

��
Rc
w = σ2

sCCH + ρ2I  E-�D"

�� ���� ������� ���� 	
�� ��
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�B σ2
s ��� ρ2 ���� ���	���������� ��� ��������� � ������ �����
� s(n) �� � ����� ��������

b(n)� �� C ��� ������� ���� 9��	���@ � ������ L × (L + K − 1) ��������
� � �� �
	����
��	����������� � ����� c1

C =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
c1 c2 · · · cK · · · 0

0 c1
- - - - - - - - -

---
---

- - - - - - - - - - - -
---

0 0 · · · · · · cK−1 cK

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,  E-�E"

�B ��� ���N������ ci,i ∈ [1,K] ���� ��� ���N������ � c-

%���� ��"����$�� ��&/0��1

+��� ����� ��	������
 ������������ �4A&J4�5 ��� ���� ����� ������� ����
 ���� ��
������ ���	����� � �������� K = 5� �� �� ������� ������ � ��������� J4�5 �� �
�������� ����
- 4��� ������ ����� �
�
�
 ��
����������� ���� �/������ ��� �
������ � �����
� �������� ρ ��� ��� ������������ �<� � ������ �� ����������
 �� ����� � ����� ����������1

w(n) =
K∑
k=0

cks(n− k) + ρv(n).

��
���������� � 
�
 ������
� , 	����� � ����� ������������� � ������� ��
������1 D((� H((�
�>(( �� �'(( ��������- �<� � ���� ������� ��� �� ����� 	��� ����� �� ������� ������  ���
���N������ ���� �
�
�
� ������� ��� ��� ����������"� ���� ��������� ��� �� 	������ ���	�
�� $�8 ������ ���� ��
�������� ���
���� $$�8- 4��� �� ����� � ���
����� <�
� ���� ��������
�� 	�� �� <���� ����� �
�
�
 �<� � �� ������ ���� ��
�������� �4A- �� ���� �� �
������� 	�� �����
�
�������� ��� ������ ������� 	�� �������� ������ ���������� ��
����������� �� ���� �������
�������- :��� �� ���� ��� 	����������� �N��
�� �� ���� 	�� �����<�������- ��
�������� �
�������� L = 20 �������
 	�� ������������ ��� ����� ����
 ���� ��� �
������ � �'(( ��������
�<� � �������� �� ���� ������� ��������- �� <���� E-� ���� ������ ��� 	����������� 	���
��� ������� ��� )E ������- �� �
�������� �������� ��� ��� � (1600 ∗ 75)−1 = 8,3.10−6-

+��� 	������ ���� ��� ����� <���� ����� ��, � >!7 � %�7� ������������ 
������ ����
���� �� ������� ���� ���������� �>(( ��������- 8� 	��� �'(( ��������� ������������ �4A&
J4�5 ��� ���� 	����� � �� �������� $$�8� ���� 	��� D(( �� H(( ��������� �������� �����
��	�������-

%���� ��"����$�� ��&/0��2

�� ������� ����������� �		��
 �4A&J�$�'� � 
�
 ��	������
 	��� ��� ���������� J�$&
�'- �� � 
�
 ������� ����
 ��� ��� �0��� ��������� ��� ������������ �4A&J4�5� ���� ����
�� �������� � ����� � K = 4 �� ��� �������� L = 16 	��� ��� <����� 
���������- ����
�� ��������� J�$�'� ���� ����� �������
 �� ������ � �������� 	��� ��� �����������-
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Rapport Signal à Bruit (dB)

APF (400 symb.)
APF (800 symb.)
APF (1200 symb.)
APF (1600 symb.)
MMSE−LE

���� E-� S ���/ "<������ �-�)���� "� �<������ 0�� �&�*?&�N �!�# �� #���� "� ��������
KR7 ��" � �� ��������� "� �������� LR5K(

������ ��� ������ ��
������� ��� 
�
 ����
� ���� �� ����� ������������ ��������� �'((� >D((
�� !>(( ��������- ��
�������� �������
 	�� ������������ �4A&J�$�' ��� ������� ����
 ����
��� �
������ � !>(( ��������- +��� ����� ������
 ��� �
��� � DE ������������ �� ��� ����
���� ��� �
�������� ������� � (3200 ∗ 45)−1 ≈ 7.10−6 	��� �� ���� ������� ��������-
�� <���� E-> ���� ������ ��� 	����������� �������� � ��� ����������- +��� 	������
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Algo. APF−QAM16

APF (1600 symb.)
APF (2400 symb.)
APF (3200 symb.)
MMSE−LE

���� E-> S ���/ "<������ �-�)���� "� �<������ 0�� �&�*?��'M �!�# �� #���� "� ��������
KR6 ��" � �� ��������� "� �������� LR'M(

��������� ������� �'(( �������� ���� �������� ��� 	����������� ��� 	��� �������- 4�� �������
	��� �� ����� ��������
� � 	��� � >D(( ��������� ��� 	����������� ���� ������������ ��
���� !>(( ��������� ������������ �4A&J�$�' ��� ���� 	����� �� ��������� �������� ����
��
�������� $$�8&�8- �� ���� ������� 	��� �� %�7 � >(7 ����� ����� ��� � 0,03%-
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%���' ��������#�� ���� �� ���

+��� ���	����� ��� 	����������� �� ����������� �4A&J4�5 �� �4A&J�$�' ���� ������&
������ � ����� �������� P)(QP>HQ- %�		����� �� ������� � ����� ��������1

JCM (ŝ) = E[(1 − ŝ2)2]  E-�'"

��� ����������� *$� �� �4A �� 
�
 ����
� ���� ��� ������ � �������� K = 3 �� ��
����� ������������� � �>(( ��������- �� �������� �� 
��������� ��� <�
� , L = 10- ���
	����������� ���� ������
�� , 	����� ���� �
������ � >((( ��������- �� <���� E-! ����
������ ��� ������������ �4A&J4�5 ���������� ����� ��� �� *$� 	��� �� %�7 ��	
�����
, �(7- :� 	���� ������������ �4A&J�$�' 	����� �������� �� ���� ������� ���
������ ,
���� ������� ���� �� *$�- *���� <���� �
������ � ��� ���	�������� �� �����������
�������� �4A ���� �� *$�-
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���� E-! S $��.������� "�� ������ 0��� �&�*?&�N � �&�*?��'M ��#� �� $�� �!�#
KR2 LR'K(

%�$ 3����"��� ���� ������

:��� �� ��� � �������� �����&������������ $�$?� �� ��� 	������� ��������� ��� �		����� 	��

C����� 	��� �
	���� ��� ������� ������ � �
����� ����������- 8� ����� �� ���� ��� �������
�������� ���� � ���������� ��
������� �� ��� ����� 	������� ��������� �� ���� ������ ��T��
, �� ������������ � �� ��������� �� ��� � ��� ��	�����- 4��� ����� �� �		����� ��
������� �4A ��� ��� ������������ �<� ��������� �� ������ �������
- +��� ��	������ ����� ���
����������� 
���� 	�
�
������ 	��� �� �������� ���? ���� ��� �
���� � 
C�����
P>EQ P)(Q P�Q �<� ��������� �� , �� ��� ������� �
����
�- �� �������  E-�" ������ ����� ����
��� �0��� ��	������� P�'Q1

JAPF (H,ŝ) = −
N∑
n=1

∑
m

|Q(ŝn(m))|2  E-�)"
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+��� �� ��	������� 	�� �� �����	���� � �� ������� ��� �����&�� ��� �������� �� �������  E-�"
��� �� ������ �B ������ ������ ��� ������� �� , ��- *�	������ 	��� 
������� �� �������
$�$? ���������� ���� �� �
���� � ������� , 	�� �	������ ���� ����� 	�
����� ��� ���
������� �� �������� ��������- 8� ����� ���� 	������ ������	�� �� �������� �� ������������
��� ��� ������� W � ������ PL ×M − L + 1� �B P ��� �� ������ � ��	����� �� M ��
�������� �� �
������� ������
��1

W =

⎡
⎢⎢⎢⎣

w1,L w1,L+1 . . . w1,M

w2,L w2,L+1 . . . w2,M
---

---
---

---
wP,L wP,L+1 . . . wP,M

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,  E-�H"

���� wp,m = [wp(m),wp(m− 1), . . . ,wp(m−L+ 1)]T� �B wp(m) ��� ������������� , ���������
m ��� �� p��� ��	����- ��� <����� 
��������� ���� ����� ������	
� ��� ��� ������� H � ��
��V�� ��������1

H =

⎡
⎢⎣ h1,1 . . . h1,N

---
---

---
hP,1 . . . hP,N

⎤
⎥⎦  E-�G"

�B hp,n ��� �� ������� �� ���N������ � �� �
	���� ��	����������� � ��
�������� ����� �� p���

��	���� �� n��� ������ , ��������- 4�� ��������� ���� ������ Hn �� n��� ������� � �� �������
H� ����� , ��� Hn = [h1,n, . . . ,hP,n]- ��������� ��� �� ������� �� �������� ∇ � ��� �0���
��������� ��� H- +��� 	������� ����� �� �������� ∇n 	��� 
������ �� n��� ������� �
∇- �	��� 
����������� ���� �������� �� ������� �� ������� �����
�1

Ŝ = HTW =

⎡
⎢⎣ ŝ1

---
ŝN

⎤
⎥⎦  E->("

�B ŝn ��� ������������ � n��� ������- ������������ � 
C����� ������� ��� 
��	�� ���������
�<� ��������� �� n��� ������ , 	����� �� ������������1

;���� �/ �������������� � ��������� ������� ������
�� 	�� ������������1

• ��� �������� � �� ������� H1 hp,n = IL×N �

• �� ������� ����0� ε ��� ���		� �� ��������� � ������� �� � 	�� ���� � �� �����������
� ������������1 ε < 1

100
√
N

-

;���� �/ 4��� ������ ����� n ∈ [1,N ]� ������������ ��� �������� �� n��� ������- 4���
����� ���� ������������ �� ������� �� ������������ W 
<��� ��  E-�H"- 9��� ��� �� �������
����0� ����� 	�� �������� �� ��� �
�������� � �������� �� ������� � Hn� ����� , ��� �� �������

∇n = [∇1,n,∇2,n, . . . ,∇P,n]T.  E->�"
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�� ��N� ������� � ��������� �� 	�� �	����� , 	����� � ������� H
(k−1)
n � ����
������

	�
�
����  k − 1" 	��� ����������� �� n��� ������� � �� ������� H� , ����
������ ��������
 k"- �� ������� ����0� ������ �����

ε =
‖H(k−1)

n − H
(k)
n ‖

‖H(k)
n ‖

.  E->>"

�� ε < 1

100
√

(N)
� 	����� , ������� �-

;���� �/ J��� �� <���� 
�������� Hn ��� 
<��� �� 	��� ������� �� n��� ������ �� ������
� �������1

ŝn(m) =
P∑
p=1

L−1∑
l=0

hp,n(l)wp(m− l)  E->!"

���� ���� ����� ��� 	����� � ��������1 ŝn = H
(k)
n

TW -

;����  / +��� 	������ �������� �� ������������ � ������ ŝn(t) ��� ������� �� �����&
������� ���� ��� n < N - 4��� ����� ���� ����� ������� �� ����� ������
 	�� �� �������
������ g ����� ��� �� ������� �
������ λ- +��� 
<������� ����� �� ������� � 9��	���@ Σ1

Σ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
ŝn(1) ŝn(2) . . . ŝn(M) 0 . . . . . . 0

0 ŝn(1) . . . ŝn(M − 1) ŝn(M) 0
- - - 0

--- 0
- - - - - - - - - - - - - - -

---
0 . . . 0 ŝn(1) ŝn(2) . . . . . . ŝn(M + L− T − 1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦  E->D"

�B T ��� ����@ ���� 	��� �������� �� ����� d- :��� ����� ����������� ���� <���� T = 2(K+
L)- +��� 	������ ����� �������� ��� ����
������� rŝnwp(τ) ����� ������� �� ������������ wp
�� �� ������ �����
 ŝn� �� ��� ���� ���� 	��� p ∈ [1,P ]1

rŝnwp(τ) = E[ŝn(τ)wp(m− τ)∗],  E->E"

���� �� ������� rpn = wpΣH/M � �B wp ��� �� ������� �� M + L − 1 ������������ ��� ��
��	���� p-

;���� �/ �� ������������ � ŝn(m) ��� ��� ������� ������
� wp(m) ��� �����
� , 	����� �
�� ����
������ rŝnwp 	��1

ŵpn(m) =
∑
τ

rŝnwp(τ)ŝn(m− τ).  E->'"

+��� 	������ ����� �������� �� ������������ � n��� ������ �� �� ����������� ���
������������1

w(k)
n (m) = w(k−1)

n (m) − ŵpn(m).  E->)"

��� ������������ , ��������� k �� 	����� 	��� �� ������������ � ������ ŝn(m)- �� ���� ���
������� ����� 	�� 
�
 �������� ����� �� �������� , ��
��	� � �� �� ����
����� n-

*�� ���������� � 
C����� ��� �
���
 ��&������1



7(7( &�
��
���$�� �� �<���
�$���� GE

������ 0��+

����������� H � ε = 1� T = 2(K + L)
�	�� n = 1..N
#	�������� W

4��� =�� ε > 1/(100
√
N) >����

#������� ∇n

#������� µ

���������� H
(k)
n = H

(k−1)
n − µ∇(k−1)

n

#�������  E->>"

;������ ŝn = H
(k)
n

TW
&� n < N
#	�������� Σ
�	�� p = 1..P
#������� rpn = wpnΣH/M
#������� ŵpn = rpnΣ/M
;%������ wpn = wpn − ŵpn

"�� p
"�� ��

"�� n

%�% &�������"�� �� �������"���

+��� ����� ������
 ��� �
��� � ����������� �<� ��������� �� ������ ���� ��� ���������
�	
��<��� , 	����� ��� �
����� � �������� K = 3- :��� ����� ����������� ���� �����
�
����
 �� ������� J4�5� 4�5&' �� J�$�'- ����/����� � ������������ 
���� ����� ���&
������ ������ ������ , 	����� �� ������������- *��� 	����� � ������ ���������� ������������
��� ������� ���� �� ������� � ������������ �� ������ �������- �� <���� E-D ���� ������
��� ��� ����������� �4A&J4�5� �4A&4�5' �� �4A&J�$�' ���	�
� ���� �� ���������� �

C����� 	��������� ��������� ��� ������� ���� �� ���� ������� ������������ �������-

%�, ��"����� �� "��)����

+��� ����� 	�
����
 ��� �� ���	���� ��� ������� � �������� 	����������  �4A" ���
�
��� ��� ���������� ��	���
�� �� �������������� ���
������- +��� ����� �� ���, 	�����
� ����	����� ���� ���������� �� ��� 	������� �
������� �� ������� ���� ��� ����� ������-
��� ����������� �4A 	��� ��� ���������� J4�5 �� J�$�' ��� 
�
 ��	�
����
� 	���
��
���������� ���?- +��� ��� ����� ������� ���	�
� ���� �� ���������� ����������� �<� �
	������ �
	���� ��� ������� ����� ��� ������������� �����&������������- 4��� ����� ����
����� �������� ��� �������� 	���������� ��� �� ���������� � 
C����� �<� ��������� ���
������� � ��������� ������ ��� ��� �	��� ��� ������- *�	������ �� 	�����	�� ������
�����
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"<�)���!� ��� "� 'KKK �#0�� ������

�� ����������� �4A �
��� ��� �� ���� ������ �� 	������ ������������ 	�� ���	����� ��

������� �
��� � 	�������- *� 	���� ���� 	����� �� ��/������ , 
����� �<� ������<��
���/��������� �� �
��� � 	�������� �� ����� �� 	��� 	�� ����� ���� �� ������� , �����
��������-



!������	��

+��� ����� �������
 �� ������� � ����� , ��
��� ������������ �
���������� ������� � ���&
����� �����&������������ 	��������� � ��������� �� ������ 	�������� ��� 
������� �������
�� 
�
����
 	�� �� ����� � 	��	������� , ���/��� �����	���-

+��� ����� �������
 	�� 	���� �� 	������� �
���������� ������� 	��� �� �������� �����&
������������ ����������� �� 	�
������� ����
����������� ���
����� , �� 	�������- +��� �����
������� 
����
 ������ ��� ��	������� ��� ��� ������� �����
�
� ����� ��� ��� ��� <������ 	���
�������� ���� ����� �������� �� 	��	��
�
 � 	���&��������
- *���� 	��	��
�
 � 	���&��������

�� �������� � ��������� ��� �
��<
� �� ���� ��� ��� ������������ ���� ��������� �	����������
�� ���	���������� , ������ ���- +��� ��������� ����� 	��	��
�
 ��� ��� ���	����� ! �� D-4��
��������� ���� ����� 
<��� �� ������� � ��������� 	��������� � ����� , ���� ��
����������
�� �������-

+��� ���� ������ ����� ���
����
� , ������������ 4�.?: ��� ������������
 ��� � ��������&
��� ���/��������� �� 	������������ �� �������� � �������� ��������� ��� �����&����
�������
���������� �� ������������- 8� ����� �� ������� ��� /����� 
�
 ���� ��	������� 	��� ��
�������� $�$? �����������- ������������ 4�.?: 	��� ����������� ���� ����� ����������
��
������ �� �������� � �� ������ �
���� �� ���	���� �� ������� ����������� �� ���- +����

������ � 
�
 ��� �� 	������ ���	� � 
<��� �� �������� � ��������� �� ��������
�� ��������� �� ������������- 4��� ��� �� ������� ���	�� �� 
���� �
�������� ��������
�������������� ��� ��������� �� ������������ ��� �� ������� �<� � ����������� ���/���&
������ ��� �������� � �� �������- �� �������������� <���� ��� ������
� 	�� ��� �������
����&�������� 	�������� � �������������� � ��������� � F�����- *��� ���� � ����� 	��&
��� ���	�
������ �� ���������� ���� � ��	� 3�#�)�� ��� ��� ������ �� ��������� ����

������
� � ������� , ��������� �� ������� � ��������� ������- +��� ����� ����� ����
 ���
	����������� � ������������ 4�.?: 	��� �� ���������� �� �� ������ ��
�����- �� ��&
���� � �� ������� ����� ��� 
<��� �� ���	���� > ���� � 	����
 ��� ��� �������� � ���������
�� <����� 
��������� ��
������ 	�� 	���&��������� ���� ����&���������- *���� �		����������
� �� 	���&��������
 	������ ��C������ ��
���������� � �������� ���� ����� ����� ������

, ������� �� 
��������� 	���&��������� ��T�� , ��� ������������� ������ �� �������� 	���&
���������� �� ��� ���� � ���
 , ������������ 4�A�-

������������ 4�A� 	�
����
 ��� �� ���	���� D � 	��� ��/����� � ��������� �� <���� 
��������



GH $��$�����

���� ��� ������� � ��������� 	���&�������� �� ��� ����&�������� ����� �� ���� 4�.?:-
4��� ����� ���� ����� 
����		
 �� ������������� � 2���������� �<� � ���		������ , ��
������������ ���	������ �� ��� ��� /����� 
�
 ���� ��	�������- +��� �������� 	�� �������� ���
����� ������������� ������� ������ ��� �������� 	���&��������� 	��������- *���� �������������
��� ��������
� � ��������� ������������ ��� ��� ������ �� ��������� ���� 
<��� �<� �
��������� �� ������� � ��������� ���
 ��� ��� ��������� �� ������������- 9��� �����
4�.?:� ���� ����� 	��� ���� � 
������� ��� ������� 	��������� � ������� ��� ������ ��
��������� ��� ����������� �� <���� 
�������� 	���&��������- +��� �������� ����� �������
�
���� �� ���	�����
 � ������������ �� ���	��<��� ��� ������� �� �������� �� ���������-

4��� <���� ���� ����� 	�
����
 ��� �������� �4A 
�
� , ��
���������� ������� � ��������
���?- +��� ����� �� ��� ������ �� �������� �4A ��� ���� � ����	����� ���� �����&
���� ���
�����- 8� ����� ������� ����	����� ���� ��������� ������	�� ��� ������� ���
	����=��� ������ 	���� � �� ��������� ������ �� 	����=��- ������ �� ������������ ���
������� �4A ��������� ������� �� ������ �� ������ � ��
�������� �		������� , �� ��	�����
	����� � ����� ��������
 �� ������� � 	����=��- :��� �� ���� �� ����� 	��� 0��� 
�����
-
+��� ����� ������
 �� �
���� � ������� , 	�� �	����� �<� � ����� , ���� ��
����������
��� ����� �
���� , �� 	�����������
 � �������� �� 	�� 	��������� � ��������� �� ������� �
���������- �� ����������� ���� ��� ������ ������� ��� ��� 	��� ��	��- ������������
 � ���
�������� �� �����0�� 	�� �, 	������ ���� ����� �� ����� ���������� � 
C����� 	���������
��������� ��� ������� � ���������� ������� , 	����� ��� �
����� �� ������������- 8�
����� ������ ��������� 	���
��� ��� ������� �4A� ���� 	������ �		������ �� ������� ����
��������� �<� ��������� ���������� ��� ������� ��������� ����� ���������- ������������
��� ������ �	
��<��� ��� ��� �� 	�����	�� �������� �� �������� �4A-

*������� ��	���� � �� ������� 	��������� 0��� 
�����- ������ ��� ����������� 	�
����
� ���
�� �
����� ��		����� ��� �� �������� � ����� ��� ������ �� ����� ����������� 	�
������
�� ������������ � 
�
 ������
- �� ������ ���
������� �
����� ����C����� � �� �������� �
����� �� ����	��� � <���� ������������ ��� ��� 	����������� �� �����������- �� ������ 	��
�������� ����� �
����� �� ���	�������� �� ����������� �� 	�
����� � �
��� � 	��������
���� ����� � ���	����� ��� �
���� ����� ��
����������- 8� ����� ��� �������� �4A 
����
����
� ��� �� ��	������ �� ��� ������������ ������� �� 	������� �� �
������ ���	������
	��� � ������� ��� � ��	����� ��������� 	��� P ������� ���� � �0�� ��	�����-



�������





������ �

"#��
�� ���#���	�� �� �$����	����
�� �

�� ������� 	���������  D->!" ��� ��������
 �� 	����=��� ��������1

ξ0(t) = −2α3t
8 − 4α2t

7 − 4α3t
6 − 12α2t

5 − 12α2t
3 + 4α3t

2 − 4α2t+ 2α3,

ξ1(t) = 4α6t
8 + 16α5t

7 − 16α6t
6 + 16α5t

5 − 40α6t
4 − 16α5t

3 − 16α6t
2 − 16α5t+ 4α6,

ξ2(t) = (−6α10 − 2α8 + 2α9)t8 − 4α7t
7 + (−4α8 + 4α9 + 84α10)t6 − 12α7t

5

−12α7t
3 + (4α8 − 4α9 − 84α10)t2 − 4α7t+ 6α10 − 2α9 + 2α8,

ξ3(t) = (4α15 + 8α13)t8 + (16α14 + 64α12)t7 − (16α15 + 224α13)t6 + (−448α12 + 16α14)t5

+(−40α15 + 560α13)t4 + (−16α14 + 448α12)t3 − (224α13 + 16α15)t2

−(16α14 + 64α12)t+ 4α15 + 8α13,

	��� Φ1(u,t)� �� 	��� Φ2(u,t)1

χ0(t) = −α2t
8 + 2α3t

7 − 2α2t
6 + 6α3t

5 + 6α3t
3 + 2α2t

2 + 2α3t+ α2,

χ1(t) = (−4α1 + 2α4 + 2α5)t8 − 8α6t
7 + (−16α1 − 8α5 + 8α4)t6 − 8α6t

5

+(−24α1 − 20α5 + 12α4)t4 + 8α6t
3 + (−16α1 − 8α5 + 8α4)t2 + 8α6t+ 2α5

+2α4 − 4α1,

χ2(t) = (−3α7 + 3α2)t8 + (−6α9 + 18α10 + 6α8 − 6α3)t7 + (−6α7 + 6α2)t6

+(18α8 − 18α3 − 18α9 − 42α10)t5 + (−18α9 + 18α8 − 18α3 − 42α10)t3

+(6α7 − 6α2)t2 + (18α10 − 6α9 + 6α8 − 6α3)t+ 3α7 − 3α2,

χ3(t) = (4α11 + 4α14 + 4α12 − 2α4 − 2α5)t8 + (−16α15 + 8α6 − 32α13)t7

+(16α11 − 112α12 − 8α4 − 16α14 + 8α5)t6 + (−16α15 + 224α13 + 8α6)t5

+(24α11 + 280α12 − 40α14 + 20α5 − 12α4)t4 + (16α15 − 224α13 − 8α6)t3

+(16α11 − 112α12 − 16α14 − 8α5 − 8α4)t2 + (16α15 + 32α13 − 8α6)t
−2α4 − 2α5 + 4α11 + 4α12 + 4α14,

χ4(t) = α7t
8 + (−6α10 + 2α9 − 2α8)t7 + 2α7t

6 + (−6α8 + 6α9 + 14α10)t5

+(14α10 − 6α8 + 6α9)t3 − 2α7t
2 + (−6α10 + 2α9 − 2α8)t− α7,
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���� ��� ���N������ 
<��� �� �������� �� K(η)
(α)1

α1 = K(0)
(4)

α2 = �
(
K(1)

(3)

)
+ �
(
K(−1)

(3)

)
α3 = �

(
K(−1)

(3)

)
−�
(
K(1)

(3)

)
α4 = K(0)

(2)

α5 = �
(
K(2)

(2)

)
+ �
(
K(−2)

(2)

)
α6 = �

(
K(−2)

(2)

)
−�
(
K(2)

(2)

)
α7 = �

(
K(1)

(1)

)
+ �
(
K(−1)

(1)

)
α8 = �

(
K(−1)

(1)

)
−�
(
K(1)

(1)

)
α9 = �

(
K(3)

(1)

)
+ �
(
K(−3)

(1)

)
α10 = �

(
K(−3)

(1)

)
−�
(
K(3)

(1)

)
α11 = K(0)

(0)

α12 = �
(
K(4)

(0)

)
+ �
(
K(−4)

(0)

)
α13 = �

(
K(−4)

(0)

)
−�
(
K(4)

(0)

)
α14 = �

(
K(2)

(0)

)
+ �
(
K(−2)

(0)

)
α15 = �

(
K(−2)

(0)

)
−�
(
K(2)

(0)

)



������ �

������� ��� �����	���� ��
����%��	���	��

��	������ �/ /� ���� � /

&���!�( �� ��N� � �

����� �� 
<������ � �� 	���&��������
 �� ������� �		���;��� ��� ��&

������ � �� ������� H1

⎛
⎜⎝h:,1

H(1/z∗)
---

h:,n
H( 1
z∗ )

⎞
⎟⎠(h:,1(z) . . . h:,n(z)

)
= I ♦

��	������ �/ /� ���� � /

&���!�( 4�� 
<������� H(z) =
∑

m H(m)z−m� ��B

HH(1/z∗) =

(∑
m

H(m)(1/z∗)−m
)

H =
∑
m

HH(m)z+m.  7-�"

�����

HH(1/z∗)H(z) =
∑
m

HH(m)z+m .
∑
n

H(n)z−n =
∑
m

∑
n

HH(m)H(n)z−(n−m)  7->"

���� �� ������� �� ���������� � �������� l = n−m1

HH(1/z∗)H(z) =
∑
l

{∑
n

HH(n− l)H(n)

}
z−l  7-!"

�� ��� 	�� ��	������ ���� �� ������� ������
 �� ��� ��� ��
	����� � z−l� ∀ l 	= 0 ��B1∑
m HH(m)H(m− l) = δlI ♦

#	�	������ �/ /� ���� � /



�(D ������ �( &
���� ��� &
�&
����� �� &�
�*����
���

&���!�( �� ��N� ��		������ �� 	��	��
�
 >-D->1
∑L−1

m=0 HH(m)H(m − l) = δlI �������
l = L− 1� ��� �� ��� �� ����� �� �
��� , �� ���� �����1 HH(L− 1)H(0) = 0- ♦

��	������ �/ /� ���� � /

&���!�( ?� ������� �� 	��	��
�
 >-D-> ��� ���� 
���� 
�
���� 	�� 
�
����1[∑
m

HH(m)H(m− l)

]
i,j

= δij δl  7-D"

����
[
∑

m HH(m)H(m− l)]i,j =
∑

m

∑
k[H

H(m)]i,k[H(m− l)]k,j
=

∑
m

∑
k h

∗
ki(m)hkj(m− l)

♦

��	������ �/ / ���� � /

&���!�( 8� ����� �� H(z) ��� 	���&�������� �� ����
�� H−1(z) = HH(1/z∗)� ��� ������� ��
��� ������� ��������� �� �1 HH(1/z∗)H(z) = H(z)HH(1/z∗)-

4����� H̃(z) = HH(1/z∗)� ����� H̃H(1/z∗) = H(z) ��B

H̃H(1/z∗)H̃(z) = H(z)HH(1/z∗)

��� ���� �� ������� ������
 	�� ��	������� ���� H̃(z)� ����� , ��� HH(1/z∗) ��� 	���&��������-

4����� ���������� H̃(z) = HH(z)�

H̃H(1/z∗)H̃(z) = H(1/z∗)HH(z) = {H(z)HH(1/z∗)}H

= {HH(1/z∗)H(z)}H = I

� ���� H̃(z)� ����� , ��� HH(z) ��� 	���&��������-

:� �0��� 	����� H̃(z) = HH(z∗)� H̃H(1/z∗) = {HH(1/z)}H = H(1/z) ��B

H̃H(1/z∗)H̃(z) = H(1/z)HH(z∗)
= {H(z∗)HH(1/z)}H

- ?� 	�� ��	������� HH(1/z∗)H(z) = I 	��� ���� z� ����� ��� �� 	���������� ���� 	��� z∗�
��� �� � 
�������� HH(1/z)H(z∗) = I ���  ��� ����
" H(z∗) �� HH(1/z) ��������� ��
����� H̃H(1/z∗)H̃(z) = I- ♦

#	�	������ �/ /� ���� � /
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��� �(E

&���!�( H(z) 
���� 	���&�������� �� ����
�� ��	��� �� 	��	��
�
 >-D-D� HH(1/z∗) ��� 
����&
���� 	���&��������- �� ��N� ��		������ �� 	��	��
�
 >-D-! , ����� �������� ����∑

m

∑
k

h̃∗ki(m)h̃kj(m− l) = δij δl  7-E"

�� h̃ij(m) = h∗ji(−m)� ��B ∑
m

∑
k

hik(−m)h∗jk(l −m) = δij δl  7-'"

���� �� ������� �� ���������� � �������� n = l −m 1∑
n

∑
k

hik(n− l)h∗jk(n) = δij δl  7-)"

♦

��	������ �/ /� ���� ��/

&���!�( �� ��N� � ��������� ���
∑

k |hkj(m)|2 = ||h:,j(m)||2 �� ��		������ �� 	��	��
�

>-D-! ��� �� ��� i = j �� l = 01 ∑

m

∑
k

h∗kj(m)hkj(m) = 1  7-H"

♦

��	������ �/ /? ���� ��/

&���!�( �� ��N� ��		������ �� 	��	��
�
 >-D-! ��� �� ��� i 	= j �� l = 01∑
m

(
∑
k

h∗ki(m)hkj(m)) = 0 =
∑
m

h:,i
H(m)h:,j(m)  7-G"

♦

#	�	������ �/ /� ���� ��/

&���!�( �� ��N� ����� ���� ��		������ ��� �
������� � ���������� >-D->- ♦

��	������ �/ /! ���� ��/

&���!�( H(z) 
���� ������������� �� � h:,1(z) =

⎛
⎜⎜⎜⎝
h11(z)

0
---
0

⎞
⎟⎟⎟⎠- H(z) 
���� 	������������ ���

�������� �
��<��� �� 	��	��
�
 >-D-�� ��B h:,1
H( 1
z∗ )h:,j(z) = δ1j � ���� h∗11(1/z∗)h1j(z) = δ1j -



�(' ������ �( &
���� ��� &
�&
����� �� &�
�*����
���

h11(z) 
���� �
������������ ��� ���� �� ������� h1j(z) = 0, ∀j 	= 1- 8� 	���
��� 	�� �
&
��������� �� ������ �� 	��	��
�
 
����
�- ♦

��	������ �/ /$ ���� ��/

&���!�( �� H(z) ��� 	���&�������� ����
�� ����� HH(1/z∗)H(z) = I ��B

��HH(1/z∗) ��H(z) = 1

� �� ��HH(1/z∗) = {��H(1/z∗)}∗� ��� ��H(z) . ��H(1/z∗)∗ = 1� ����� , ��� ��H(z)
��� 	����&����- ♦

#	�	������ �/ / ���� ��/

&���!�( :��	��� �� 	��	��
�
 	�
�
����� ��H(z) . ��H(1/z∗)∗ = 1� ��� ��� 
����������

���� 	����������� �� �� 	��� 	��� ����� � ���	�������� 	=�� @
��- ♦

��	������ �/ / ���� ��/

&���!�( H(0) 
���� ����������  �� ����������>-D-�"� �� ������ �� ������� v ��� ��� ��� ���
vTH(0) = 0- ?� ������� �� ������� v ����
� ���� ���

(
sin θN cos θN

)
H(0) = 0-

���� QN �� �������� � F����� ������
� , ������� θN � �� ������� QN
T ��� �� ������� �������

� QN �� � ����� ������ ����� �� �������
(
sin θN cos θN

)
-

*�������� QN
TH(z) =

(
cos θN − sin θN
sin θN cos θN

)
(H(0) + H(1)z−1 + · · · + H(L − 1)z−L+1) =(

× ×
0 0

)
+QN

TH(1)z−1+. . .QN
T+H(L−1)z−L−1� �� ������� ����� �� ���	������ 	�� �

����� � ���
 ���� �� 	��� 	����1 QN
TH(z) =

(
G0(z)

z−1G1(z)

)
���� G0(z) �� G1(z) �� ���&

����� ����� 	���������� � ���
 L−1 �� L−2- ?� �

���� QN
TH(z) =

(
1 0
0 z−1

)(
G0(z)
G1(z)

)
�

�� ���� 	��� QN
TH(z) = Z(z)HN−1(z)- ?� ������ ���������� ��� HN−1(z) ��� 	���&

�������� �� ��������� HN−1
T(z−1)HN−1(z)-

H(z) 
���� 	���&��������� �� � det H(z) = βz−N - ?� HN−1(z) = Z−1(z)QN
TH(z)� ��B

det HN−1(z) = z det H(z) = βz−(N−1)- 8� ������� ����� �������������� �� � ��� �����
 ��
���
 � 
��������� ���� ����
-
?� �
����� ������� �� 	�������� ��� HN−1(z)� �� �� ������� <�������� H0(z) ��� ���
det H0(z) = β  ��������" �� H0(z) A�% 	���&��������� ��� ����� ������� �� 	������ 0��� ���
���������� �� ����� ��������- ��� �������� �������� ���� ������� �������� 
���� �� ��������

���������
�� �� 	��� ���������� H0(z) = αQ0

(
1 0
0 ±1

)
���� Q0 ��� �������� �� α = ±β- ♦



������ �( &
���� ��� &
�&
����� �� &�
�*����
��� �()

2���� �/ /� ���� �?/

&���!�( ���� u =
(
r1e

jα1

r2e
jα2

)
� ���� r1 �� r2 	�������� �� ������� ���	���� ����������- ?�

	��� cos θ = r1√
r21+r22

�� sin θ = r2√
r21+r22

�  r1 �� r2 	������� ⇒ θ ∈ [0,π2 ]" ��B

u =
√
r21 + r22e

jα1

(
cos θ

ej(α2−α1) sin θ

)
= ρejψ

(
cos θ

ejϕ sin θ

)
� �B ρ ��� �� ����� � �������- ♦

��	������ �/ /�) ���� �?/

&���!�( uH1 u2 = 0 ⇔ ρ1ρ2e
j(ψ2−ψ1)(cos θ1 cos θ2+ej(ϕ2−ϕ1) sin θ1 sin θ2) = 0� ���� ej(ϕ2−ϕ1) =

− cos θ1 cos θ2
sin θ1 sin θ2

- �� ������ � ������ � ����� ������� 
������� 
���� � ����� �� �� 	�� ��&

	������� cos θi �� sin θi 
���� �
��� 	�������� �� �� 
��� ��� ej(ϕ2−ϕ1) = −1 �� cos θ1 cos θ2 =
sin θ1 sin θ2� ���� ϕ2−ϕ1 = π [2π] �� tan θ1 = 1

θ2
⇔ θ1 = π

2 −θ2 ��� 	�� ��	������ θi ∈ [0,π2 ]-
♦

��	������ �/ /�� ���� �?/

&���!�( ���� U = (u1|u2)� U �������� ⇔ UHU = I ⇔ u1 �� u2 ���� ���������
�- ���� ���
�0��� ��������� ��� 	�
�
������� �� ������� ρ1 = ρ2 = 1 ��

U =
(

ejψ1 cos θ1 ejψ2 cos θ2
ej(ψ1+ϕ1) sin θ1 ej(ψ2+ϕ2) sin θ2

)
.

*���� θ1 + θ2 = π
2 �� ϕ2 − ϕ1 = π�

U =
(

ejψ1 cos θ1 ejψ2 sin θ1
ej(ψ1+ϕ1) sin θ1 ej(ψ2+ϕ1+π) cos θ1

)

= ejψ1

(
cos θ1 −e−jϕ1 sin θ1

ejϕ1 sin θ1 cos θ1

)(
1 0
0 −ej(ψ2−ψ1)ejϕ1

)
ϕ1,ψ1,ψ2 
���� ����������� α ����� �����- ♦

��	������ �/ /�� ���� �?/

&���!�( H(0) 
���� ����������  �� ����������>-D-�"� �� ������ �� ������� v ��� ��� ��� ���
vHH(0) = 0- ?� ������� �� ������� v ����
� ���� ���

(
e−jϕN sin θN cos θN

)
H(0) = 0

���� QN �� �������� � F����� ������
� , ������� θN � �� ������� QN
H ��� �� ������� �������

� QN �� � ����� ������ ����� �� �������
(
e−jϕN sin θN cos θN

)
-

*�������� QN
HH(z) =

(
cos θN −ejϕN sin θN

e−jϕN sin θN cos θN

)
(H(0) + H(1)z−1 + · · · + H(L −

1)z−L+1) =
(
× ×
0 0

)
+ QN

HH(1)z−1 + . . .QN
H + H(L − 1)z−L+1� �� ������� ����� ��



�(H ������ �( &
���� ��� &
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����� �� &�
�*����
���

���	������ 	�� � ����� � ���
 ���� �� 	��� 	����1 QN
HH(z) =

(
G0(z)

z−1G1(z)

)
���� G0(z)

�� G1(z) �� �������� ����� 	���������� � ���
 L − 2 �� L − 1- ?� �

���� QN
HH(z) =(

1 0
0 z−1

)(
G0(z)
G1(z)

)
� �� ���� 	��� QN

HH(z) = Z(z)HN−1(z)- ?� ������ ���������� ���

HN−1(z) ��� 	����������� �� ��������� HN−1
H(1/z∗)HN−1(z)-

H(z) 
���� 	���&��������� �� � det H(z) = βz−N - ?� HN−1(z) = Z−1(z)QN
HH(z)� ��B

det HN−1(z) = z det H(z) = βz−(N−1)- 8� ������� ����� �������������� �� � ��� �����
 ��
���
 � 
��������� ���� ����
-
?� �
����� ������� �� 	�������� ��� HN−1(z)� �� �� ������� <�������� H0(z) ��� ���
det H0(z) = β  ��������"- �� H0(z) ����� 	�� ��� ������� ���������� �� ������ � ���&
���� ��� ������������� 	��� ������� ��� ������� ������� H−1(z) ��� �� 
��������� ������
βz� �� ��� ��� ��	������� ��� ��� ������� ��� H0(z) ��� ��������� �� ����� � 	���
���� ��� 	���&��������� ���� ��� ��������- :��	��� �� 	��	��
�
 >-D-��� �� 	��� ����� ����������

H0(z) = αQ0

(
1 0
0 ejα0

)
���� Q0 ��� �������� � F����� �� α = βe−jα0 ♦



������ �

!����� ��� ���&�	���� K ��
�$����	���� �� �

��
 .�"�)����� ��� K

��� �������� *-� �� *-> ��	������� ��� ���N������ K(η)
(α) � ������������ 4�A�- :��� ���

��������� ������ ���N����� ��� 
<�� �� �������� �� ������� �� ������ an �� qn �  D->("

∀n �� ∀τi- 4�� ����	�� K(0)
(4) ������	�� , �� �����1

K(0)
(4) =

∑
q

∑
τ

Aiq1(τ1)A
∗
iq2(τ2)Aiq3(τ3)A

∗
iq4(τ4)C

2,x
2 [q; τ ].  *-�"

�B �� ������� a ��� 
��� �� ������� q� ����� , ��� a1 = q1, a2 = q2, a3 = q3, a4 = q4- ��
�������� 1

K(2β+α−4)
(α) ⇒

∑
τ

Aiq1(τ1)A
∗
iq2(τ2)Aiq3(τ3)A

∗
iq4(τ4)C

2,x
2 [a,τ ]  *->"

��� (����� �� "��"��

+��� 	������ �
���� �� ���	�����
 � ������ � ������������ 4�A� �� ������������ ���
������� T ∈ CN4×N4

��������� ���� ��� ���N������ K- *���� ������� ��� ����� � �� �����
��������1

T
def=
∑
τ ,i

f i(τ )d(τ )T.  *-!"

�B ��� �������� f �� d ���� 
<��� 	��� N = 2 	��1



��( ������ $( $��$� ��� $�����$����� K �� �<����
��%�� &���

f i(τ ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
f1111
i (τ1,τ2,τ3,τ4)
f1112
i (τ1,τ2,τ3,τ4)
f1121
i (τ1,τ2,τ3,τ4)

---
f2222
i (τ1,τ2,τ3,τ4)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ � �� d(τ ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C2,x
2 [1,1,1,1,τ ]

C2,x
2 [1,1,1,2,τ ]

C2,x
2 [1,2,1,1,τ ]

---
C2,x

2 [2,2,2,2,τ ]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

���� f q1q2q3q4i (τ1,τ2,τ3,τ4) = Aiq1(τ1)A
∗
iq2

(τ2)Aiq3(τ3)A
∗
iq4

(τ4)-

������ 	��� ��� ������� ����������� ���� ����� T ∈ C16×16- ����� ���� �������� ���
N8 = 256 ������� �  D-�)� 	- ))" �� ������� L4 �������� 16 × 16- 8������� ��T�� ��
�������� *-� �� *->� ���� ��������� ������ ���N����� K �� ������� ��� 
�
����� � ��
������� T - :� 	���� ����� ��� 
�
����� �� �������� f i(τ ) �� d(τ ) �� �� �0�� �����������
����� , ��� q1 ≡ a1,q2 ≡ a2,q3 ≡ a3,q4 ≡ a4� ���� 	������ �������� ��� ����� ������ 	���
������� ��� ��������- ����� ���� �
������ �� ������ � ������� � N4-



$(5( ���%��� �� $��$� ���

K(0)
(4) q1 = a1, q2 = a2, q3 = a3, q4 = a4

K(1)
(3)

q1 = a1, q2 = a2, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = a1, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = a4

q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = a3, q4 = a4

K(−1)
(3)

q1 = a1, q2 = a2, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = a1, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = a4

q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = a3, q4 = a4

K(0)
(2)

q1 = a1, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = a1, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = a4

q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = a4

q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

K(2)
(2)

q1 = a1, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1
q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = a4

q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

K(−2)
(2)

q1 = a1, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = a4

q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

K(3)
(1)

q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

K(−3)
(1)

q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

���� *-� S ���#��. ��� "�� K(2β+α−4)
(α) 8'>�� .�� ��9(



��> ������ $( $��$� ��� $�����$����� K �� �<����
��%�� &���

K(1)
(1)

q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1
q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

K(−1)
(1)

q1 = a1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = a1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 2, a1 = 1, q2 = a2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = a3, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = a3, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = a4

q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = a4

K(2)
(0)

q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1

K(−2)
(0)

q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2

K(0)
(0)

q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 1, a1 = 2, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 1, a4 = 2
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1
q1 = 2, a1 = 1, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 2, a4 = 1

K(4)
(0) q1 = 1, a1 = 2, q2 = 2, a2 = 1, q3 = 1, a3 = 2, q4 = 2, a4 = 1

K(−4)
(0) q1 = 2, a1 = 1, q2 = 1, a2 = 2, q3 = 2, a3 = 1, q4 = 1, a4 = 2

���� *-> S ���#��. ��� "�� K(2β+α−4)
(α) 85>�� .�� ��9
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.�
 3�)������ �� [4]

J 2
2 =
∑
b,β

| cos2 θMii + cos θ sin θe−jψMji + cos θ sin θejψMij + sin2 θMjj |2

+| sin2 θMii − cos θ sin θe−jψMji − cos θ sin θejψMij + cos2 θMjj |2,
 :-�"

.�� +��)��5"���� �� 6��%78

�{αkejψk} = �{αk} cosψk −�{αk} sinψk,  :->"

�{γke2jψk} = �{γk} cos 2ψk −�{γk} sin 2ψk,  :-!"

cos4 θk + sin4 θk = cos2 2θk +
1
2

sin2 2θk,  :-D"

4 sin2 θk cos2 θk = sin2 2θk,  :-E"

4 cos θk sin3 θk = (1 − cos 2θk) sin 2θk,  :-'"

4 cos3 θk sin θk = (1 + cos 2θk) sin 2θk,  :-)"

2(cos3 θk sin θk − cos θk sin3 θk) = cos 2θk sin 2θk.  :-H"



��D ������ �( ������� �� &�3��

.�� +��)��5"���� �� 6��%78

cos2 ψk + sin2 ψk = 1  :-G"

cos2 ψk − sin2 ψk = cos 2ψk  :-�("

2 cosψk sinψk = sin 2ψk  :-��"

.�$ 3�)������� ��� Px(t)

P4(t) = 2�{α2}t4 + 4�{α2}t3 + 4�{α2}t− 2�{α2}  :-�>"

P3(t) = (4|Mjj(k)|2 − 2Λ3 − 4�{γ})t4 − 16�{γ}t3

+(8|Mjj(k)|2 − 4Λ3 + 24�{γ})t2 + 16�{γ}t
+4|Mjj(k)|2 − 2Λ3 − 4�{γ}  :-�!"

P2(t) = (6�{α1} − 6�{α2})t4 + (−12�{α2} + 12�{α1})t3

+(−12�{α2} + 12�{α1})t+ (6�{α2} − 6�{α1})  :-�D"

P1(t) = (2Λ3 + 4�{γ} − 4|Mii(k)|2t4 + 16�{γ}t3

+(4Λ3 − 8|Mii(k)|2 − 24�{γ})t2 − 16�{γ}t
+2Λ3 + 4�{γ} − 4|Mii(k)|2  :-�E"

P0(t) = −2�{α1}t4 − 4�{α1}t3 − 4�{α1}t+ 2�{α1}  :-�'"

.�% 3�)������� ��� Qx(t)

Q2(t) = 4�{α2}t4 − 8�{α2}t3 − 8�{α2}t− 4�{α2}  :-�)"

Q1(t) = −8�{γ}t4 + 32�{γ}t3 + 48�{γ}t2 − 32�{γ}t− 8�{γ}  :-�H"

Q0(t) = 4�{α1}t4 − 8�{α1}t3 − 8�{α1}t− 4�{α1}  :-�G"



�(M( ����
������ �� �@������
 ��E

.�, .���������� �� +'�������

det(W ) = P4(t)2Q0(t)4 +Q0(t)3P3(t)2Q2(t) −Q0(t)3P4(t)Q1(t)P3(t)
−2Q0(t)3P4(t)Q2(t)P2(t) −Q0(t)2P3(t)Q2(t)Q1(t)P2(t)
+2Q0(t)2P4(t)Q2(t)2P0(t) + 3Q0(t)2P4(t)Q2(t)Q1(t)P1(t)
+Q0(t)2Q2(t)2P2(t)2 − 2Q0(t)2P3(t)Q2(t)2P1(t)
+Q0(t)2P4(t)Q1(t)2P2(t) −Q0(t)Q1(t)P2(t)Q2(t)2P1(t)
+Q0(t)Q2(t)3P1(t)2 − 2Q0(t)Q2(t)3P2(t)P0(t)
+3Q0(t)P3(t)Q2(t)2P0(t)Q1(t) +Q0(t)P3(t)Q2(t)Q1(t)2P1(t)
−4Q0(t)P4(t)Q2(t)Q1(t)2P0(t) −Q0(t)P4(t)Q1(t)3P1(t)
−Q2(t)3P1(t)P0(t)Q1(t) +Q1(t)2P2(t)Q2(t)2P0(t)
+Q2(t)4P0(t)2 − P3(t)Q2(t)Q1(t)3P0(t)
+P4(t)Q1(t)4P0(t)  :->("
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PDGQ 4- $�*#���FL� ������ �� 0�"� �� � � �� �#�� $������	�� �� ���������� �� �		���
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