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RESUME Modélisation longitudinale de marqueurs du VIH 

L’étude de l’évolution et de la valeur pronostique des marqueurs est très fréquente en 
épidémiologie. Le taux de lymphocytes T CD4+ et la charge virale plasmatique sont des 
marqueurs très important de l’infection par le virus de l’immunodéficience humaine (VIH). 
La modélisation de l’évolution de ces marqueurs présente plusieurs difficultés 
méthodologiques. D’une part, il s’agit de données répétées incomplètes c’est à dire pouvant 
être manquantes du fait de la sortie d’étude de certains sujets et de la censure de la charge 
virale liée à une limite de détection inférieure des techniques de mesure. D’autre part, ces 
deux marqueurs étant corrélés, il est important de prendre en compte cette information dans le 
modèle. Nous avons proposé des méthodes basées sur le maximum de vraisemblance pour 
estimer les paramètres de modèles linéaires mixtes prenant en compte l’ensemble de ces 
difficultés. Nous avons montré l’impact significatif de ces méthodes biostatistiques sur les 
estimations et donc nous avons souligné l’importance de leur utilisation dans le cadre des 
marqueurs du VIH. Pour promouvoir leur diffusion, nous avons présenté des possibilités 
d'implémentation de certaines des méthodes proposées dans des logiciels statistiques 
communs. 
 

ABSTRACT Longitudinal modelling of HIV markers 

The study of evolution and prognostic value of markers is usual in epidemiology. The CD4+ 
T lymphocytes cell count and the plasma viral load are useful markers in human 
immunodeficiency virus infection (HIV). The modelling of those markers evolution raises 
several methodological difficulties. First of all, these is incomplete data including missing 
data because of subjects drop-out and censored observation because of a lower quantification 
limit of assays. Moreover, the two markers are correlated and it is important to take into 
account this information in the model. We proposed maximum likelihood based methods to 
estimate the parameters of linear mixed models handling all of these difficulties. We showed 
the significant impact of these biostatistical methods on the estimations and we underlined 
their usefulness for HIV markers. To promote their spread, we presented possibilities to 
implement some of the proposed methods in standard statistical software. 
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1 Introduction 

1.1 Historique de la pandémie du 21ème siècle 

Les premiers cas d'infection par le virus de l'immunodéficience humaine (VIH) ont été 

diagnostiqués au début des années 1980 [1]. Considérée comme une maladie restreinte à des 

groupes à risque, son impact a été initialement sous-estimé. A partir de 1985, la pandémie du 

VIH était évidente et devenait la préoccupation de tous. La période de 1986 à 1996 est 

marquée par la mobilisation croissante des pouvoirs publics pour lutter contre la pandémie 

(dépistage de l'infection, prévention de la contamination, création de structures spécifiques) 

mais également par une inquiétude croissante face à l'absence de traitements réellement 

efficaces et l'importance de la pandémie (Figure 1). A cette époque, la survie à 10 ans était à 

peu près de 50% et la survie médiane après le diagnostic d'un syndrome d'immunodéficience 

acquise (SIDA) était de 2 ans [2]. A partir de 1996, les traitements antirétroviraux hautement 

actifs (HAART pour Highly Active Antiretroviral Therapy) ont été disponibles dans les pays 

industrialisés modifiant considérablement le pronostique des patients traités. Il s'agissait 

principalement de trithérapies associant trois antirétroviraux dont deux de la classe des 

inhibiteurs de l'enzyme transcriptase inverse et un inhibiteur de la protéase. La survie à 10 ans 

est depuis estimée à près de 80% [2]. Au cours de la même période, la possibilité de quantifier 

la concentration du virus dans le sang (charge virale) a permis de mettre en évidence une 

chute de cette quantité au-delà du seuil de détection des techniques de mesure. Cette 

indétectabilité de la charge virale a engendré des espoirs d'éradication du virus, espoirs très 

vite déçus par la mise en évidence de réservoirs secondaires viraux. Les traitements 

antirétroviraux sont depuis et actuellement prescrits à vie engendrant des difficultés 

d'observance, de résistance du virus au traitement et d'effets secondaires indésirables. Il existe 

un autre versant de l'épidémie, celui des pays en voie de développement comptant 95% des 

cas de patients nouvellement infectés. Pour certains de ces pays, l'espérance de vie a reculé 

d'une vingtaine d'années. 
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Figure 1. Evolution de l'épidémie du VIH (source : ONUSIDA http://www.unaids.org) 
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L'Organisation mondiale de la Santé (OMS) 
lance son Programme spécial de la Lutte 

contre le SIDA

Fondation du Réseau international d'entraide et de lutte contre le SIDA 
(ICASO) et du Réseau mondial de personnes vivant avec le VIH/SIDA

Les Etats-Unis 
donnent le feu vert

 au premier traitement 
contre le SIDA  
azidothymidine 

(AZT)

Dans la période 1991-
1993, premier succès 

contre l'épidémie dans un 
pays en développement: 

la prévalence du VIH chez 
les jeunes femmes 

enceintes de l'Ouganda 
amorce son déclin

Détection d'une 
flambée d'infections 

à VIH parmi les 
consommateurs de 
drogues injectables 
en Europe orientale 

Première discussion 
concernant le traitement 
antirétroviral hautement 

actif (HAART)

Le premier test d'efficacité d'un vaccin potentiel dans 
un pays en développement débute en Thaïlande

Révélation d'une 
épidémie de SIDA à 

transmission 
hétérosexuelle 

en Afrique

Le virus de 
l'immunodéficience 

humaine (VIH) est reconnu 
en tant que cause du SIDA

Le syndrome de 
l'immunodéficience 

acquise (SIDA) est défini 
pour la première fois  

Aux Etats-Unis, la 
Food and Drug 
Administration 

approuve le 
premier test 
d'anticorps 

anti-VIH

Création de 
l'ONUSIDA

Les scientifiques 
mettent au point le 
premier schéma de 
traitement en vue 

de réduire la 
transmission mère-

enfant

Le Brésil, premier pays en 
développement à fournir le 
traitement antirétroviral par 
le biais de son système de 

santé publique

Première discussion au 
Conseil de Sécurité des 

Nations Unies au sujet du 
VIH/SIDA 

Le Secrétaire général des Nations 
Unies Kofi Annan jette les bases 

d'un plan d'action et en appelle à la 
création d'un fonds mondial pour le 

SIDA et la santé

Rock Hudson, premier 
personnage public à 

révéler qu'il a le SIDA

Chaque région du 
monde signale au moins 

un cas de VIH SIDA

Les premiers cas d'une 
déficience immunitaire 

inhabituelle sont repérés 
chez des hommes 

homosexuels aux Etats-Unis

20 ans de VIH/SIDA 

Juin 2001
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1.2 Physiopathologie 

Le VIH est un rétrovirus c'est à dire que son matériel génétique est constitué d'ARN (acide 

ribonucléïque). Pour se multiplier, le virus doit pénétrer à l'intérieur d'une cellule cible. Cette 

étape nécessite la reconnaissance par l'enveloppe virale (gp110/120) de molécules à la surface 

de la cellule cible. Ces molécules sont appelées récepteurs et corécepteurs du VIH, les plus 

connus étant les molécules CD4, CXCR4 (ou fusine) et CCR5 [3, 4]. La seconde étape est la 

synthèse d'ADN proviral résultant de la copie de l'ARN viral par la transcriptase inverse. C'est 

cette enzyme qui est la cible des antirétroviraux inhibiteurs de la transcriptase inverse qu'ils 

soient nucléosidiques ou non nucléosidiques. Par la suite, l'ADN proviral est intégré au 

génome de la cellule hôte grâce à l'intégrase virale puis le provirus est transcrit en ARN 

messager par l'ARN polymérase de l'hôte. Cet ARN messager viral migre dans le cytoplasme 

et permet la synthèse de protéines virales qui seront assemblées en polyprotéïnes et clivées 

notamment par la protéase virale. Cette enzyme est la cible des antirétroviraux de la classe des 

inhibiteurs de la protéase. Enfin les nouvelles particules virales vont bourgeonner à la surface 

de la cellule avant d'être libérées dans le milieu extra-cellulaire. 

Les cellules infectées par le VIH sont principalement celles qui expriment à leur surface le 

récepteur CD4 et l'un des corécepteurs. Il s'agit de la sous-population de lymphocytes T CD4+ 

helper (ou auxilliaire) mais aussi des monocytes/macrophages ou de cellules de la même 

origine telles que les cellules dendritiques et les cellules de Langerhans ainsi que les cellules 

microgliales du cerveau. Dans certaines cellules, les virus sont simplement emprisonnés et ne 

se répliquent pas. C'est le cas, par exemple, des cellules folliculaires dendritiques présentes 

dans les centres germinatifs des ganglions lymphatiques [5]. Les lymphocytes T CD4+ 

infectés représentent plus de 95% des cellules infectées de l’organisme. On distingue parmi 

ces lymphocytes infectés, les cellules à réplication active (activées par les antigènes ou les 

cytokines) et les cellules quiescentes. Ces dernières cellules qui représentent moins de 1% des 

lymphocytes T CD4+ infectés ne produisent pas de virions mais ont déjà été infectées et ont 

intégré le génome viral sous forme de provirus. Il s’agit le plus souvent de cellules T 

mémoires n’exprimant à leur surface aucun marqueur d’activation (CD45RO = HLA –, DR –, 

CD25 –). 

Les organes lymphoïdes (ganglions lymphatiques, rate, intestin, thymus) sont atteints dès le 

stade initial de l'infection ce qui résulte en une activation généralisée et chronique. Il s’agit du 

site d’élection pour la réplication virale. C’est pourquoi, dans les organes lymphoïdes, la 

charge virale est dix fois supérieure à celle mesurée dans le sang périphérique [6]. En dépit de 
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la réponse immunitaire de l'hôte, l'infection VIH persiste du fait de réservoirs viraux et de la 

réplication constante du virus. Pendant plusieurs années, les lymphocytes T CD4+ détruits par 

le virus semblent rapidement renouvelés jusqu'à ce que les altérations des organes lymphoïdes 

centraux (thymus) ne permettent plus leur régénération [7]. Il s'ensuit un déficit quantitatif et 

qualitatif des lymphocytes T CD4+ évoluant vers un déficit immunitaire profond. Ce déficit 

immunitaire se traduit par la survenue de pathologies opportunistes dont certaines d'entre elles 

conduisent à la classification au stade SIDA [8]. Les multithérapies antirétrovirales ont permis 

la chute de la charge virale dans le compartiment plasmatique et une augmentation du nombre 

de lymphocytes T CD4+ ainsi qu’une amélioration de leur fonctionnalité [9]. Cependant, la 

persistance d’un réservoir viral en présence d’un traitement efficace sur la charge virale 

plasmatique [10] conduit au maintien du traitement à long terme [11]. 

 

1.3 Mesure des marqueurs viro-immunologiques 

La mesure du taux de lymphocytes T CD4+ totaux circulants (CD4+) est disponible par 

cytométrie de flux depuis le début de l'épidémie. Bien que les techniques de numération des 

lymphocytes se soient améliorées, la mesure de CD4+ est connue pour avoir une grande 

variabilité (coefficient de variation de 15%) avec des fluctuations diurnes [12, 13]. 

La quantification de la charge virale peut porter sur le virus libre plasmatique (antigénémie, 

virémie plasmatique par culture, quantification moléculaire de l'ARN viral) ou sur le virus 

intégré dans les cellules sanguines mononuclées (virémie cellulaire par culture, mesure de 

l'ADN proviral). Le virus plasmatique reflète essentiellement la multiplication du virus dans 

le tissu lymphoïde et donc la multiplication active du virus dans l'organisme. L'ADN proviral 

étant présent dans les cellules quiescentes et dans les cellules productrices de virus, sa 

signification est moins claire. Toutefois, sous traitement efficace, l'ADN proviral diminue 

plus lentement que le virus libre mais il diminue quand même de façon significative. La 

culture cellulaire du VIH-1 est une méthode longue, coûteuse et nécessitant des laboratoires 

de haute sécurité. Les techniques de quantification moléculaire de l'ARN viral sont 

disponibles sous forme de trousses agrées depuis 1996, ce qui en a permis une large diffusion. 

Bien qu'abusif, le terme « charge virale » est utilisé pour cette quantification de l'ARN viral. 

Le résultat obtenu est rendu en terme de copies/ml correspondant à des molécules d’ARN 

VIH. Du fait de la variabilité et de l’étendue des valeurs en copie/ml, la charge virale est 

souvent exprimée sous la forme d’une transformation logarithmique en base 10. Cette 

transformation permet d’approcher une distribution normale et minimise les variations de 
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faible amplitude. Les techniques de mesure de la charge virale manquent de sensibilité 

empêchant de la quantifier au-dessous d'un certain seuil dépendant de la technique utilisée. La 

sensibilité des techniques s’est améliorée au cours du temps passant de 10 000 copies/ml à 2 

copies/ml aujourd'hui. Ainsi, les techniques dites ultrasensibles ont toutes des seuils de 

détection inférieurs à 200 copies/ml. Cependant, quelle que soit la génération, ces seuils 

dépendent également de la technique. Par exemple, le seuil de détection de la technique par 

ADN branché classique (Quantiplex HIV-1 RNA 2.0 ; Chiron, Emeryville, CA, USA) est de 

500 copies/ml contre 400 copies/ml pour la technique PCR d’amplification génique 

(Amplicor HIV-1 1.0 Monitor ; Roche Molecular Systems, Branchburg, NJ, USA). Enfin, 

même pour des charges virales détectables, la quantification peut être différente selon le test, 

en particulier selon qu’il est ultrasensible ou non. Par exemple, la technique ultrasensible par 

ADN branché version 3.0 dont le seuil de détection est de 50 copies/ml tend à trouver des 

valeurs plus élevées de charge virale par rapport à la technique classique version 2.0 [14, 15]. 

Enfin, il faut noter qu’il existe une limite de quantification supérieure également dépendante 

de la technique (autour de 800 000 copies/ml). La variabilité de la charge virale est moins 

importante que celle des CD4+ (coefficient de variation de 8%) et semble plus lié à des 

facteurs techniques qu’à des facteurs physiologiques [13]. En général, la variabilité liée à 

l’erreur de mesure ou aux variations biologiques pouvant être égale à 0,3 log10 copies/ml, on 

considère une variation de plus de 0,5 log10 copies /ml comme significative. 

 

1.4 Intérêt des marqueurs viro-immunologiques 

Depuis l'avènement des HAART, l'incidence des pathologies opportunistes est si faible que 

l'utilisation de marqueurs de substitution est devenue nécessaire. Un marqueur de substitution 

est un marqueur qu’on mesure à la place du véritable événement d’intérêt [16]. Prentice [17] a 

défini plus formellement cette notion de marqueur de substitution comme une variable 

réponse pour qui le test d’hypothèse nulle d’absence d’effet du groupe de traitement est un 

test valide de l’hypothèse nulle basée sur le vrai critère à savoir l’événement d’intérêt 

(progression clinique par exemple). Il propose également une approche de validation du 

critère de substitution basée sur trois critères : 

! Le marqueur doit être pronostique vis-à-vis de la survenue de l’événement 

! Le marqueur doit pouvoir être affecté par le traitement à évaluer 

! L’effet du traitement sur le marqueur doit mesurer l’ensemble de l’effet du 

traitement sur la survenue de l’événement d’intérêt. 
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Le rôle pronostique du comptage des lymphocytes T CD4+ sur la progression clinique est 

connu depuis le début de l’épidémie. Avant l'ère des HAART, étaient associées à la 

progression clinique la mesure transversale des CD4+ (souvent à l’entrée de l’étude) [18-20] 

et l'évolution au cours du suivi [21]. Depuis l'avènement des HAART, la mesure des CD4+ à 

l’initiation d’un traitement hautement actif [22] et surtout l'évolution des CD4+ en réponse à 

ce traitement [22, 23] sont parmi les variables les plus pronostiques de la progression clinique. 

Cependant son utilisation en tant que marqueur de substitution est discuté en particulier du 

fait du troisième critère [24-29] : une partie seulement des différences de progression clinique 

en fonction du traitement est expliquée par l’effet du traitement sur les lymphocytes T CD4+. 

Certains auteurs ont évoqué la difficulté d'utiliser le taux de CD4+ en tant que marqueur de 

substitution du fait de la grande variabilité des mesures de ce marqueur [12, 13] et donc de 

l’effet de l’erreur de mesure sur l’estimation du risque [30-32] (voir section 2.3.5). Toutefois, 

De Gruttola et al. [33] ont utilisé une modélisation conjointe des données longitudinales des 

CD4+ et de la progression clinique vers le SIDA ou le décès pour prendre en compte cette 

difficulté. Le bénéfice clinique lié au traitement antirétroviral était faiblement expliqué par 

l’impact du traitement sur les CD4+ [25]. 

 

Depuis que la charge virale plasmatique est disponible pour le suivi biologique des patients, 

son rôle pronostique sur la progression clinique à largement été démontré et ceci 

indépendamment des CD4+ [34-36]. L’intérêt de l’utilisation à la fois de la charge virale et 

des CD4+ en tant que marqueurs de substitution a été mis en évidence par la disparition de 

l’effet du traitement une fois ajusté sur la réponse viro-immunologique [37] ou, dans une autre 

étude, une augmentation de la part de l’effet du traitement expliqué par l’évolution des deux 

marqueurs [38]. Cependant, d’autres études ayant évalué l’effet du changement des marqueurs 

à un temps donné présentent des résultats plus mitigés [39, 40]. Globalement, étant donné 

l’importance et la taille de l’intervalle de confiance de l’effet du traitement ajusté sur les 

marqueurs, plusieurs problèmes ont été évoqués. D’une part, les auteurs ont évoqué des 

difficultés méthodologiques telles que l’indétectabilité de la charge virale [37] ou les sorties 

d’étude [40]. D’autre part, la toxicité des traitements, les problèmes d'observance des patients 

au traitement et les résistances virologiques peuvent rendre nécessaire l’utilisation de 

plusieurs traitements séquentiellement pour obtenir une bonne réponse viro-immunologique. 

Ce type de difficultés a engendré des débats concernant l’utilisation de critères de substitution 

combinés de type réponse virologique ou modification du traitement antirétroviral [41]. 
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En pratique, la charge virale plasmatique et les lymphocytes T CD4+ sont utilisés comme 

critère de jugement dans les essais cliniques randomisés comme pour le suivi habituel des 

patients. Aujourd'hui, les guides thérapeutiques anglais [42], américains [43, 44] ou français 

[45] définissent l'initiation et la modification des traitements antirétroviraux selon la valeur 

et/ou l'évolution de ces marqueurs. L’idée est par exemple de modifier un traitement lorsque 

le ou les marqueurs atteignent une certaine valeur afin d’éviter la survenue d’un événement 

clinique [46]. Ainsi, considérant ces marqueurs comme des marqueurs de substitution, l’étude 

des déterminants de l’évolution de ces marqueurs permet de préciser la prise en charge des 

patients. Il peut s'agir de l'étude de la réponse viro-immunologique selon le type de traitement 

dans le cadre d'un essai thérapeutique ou bien de l'étude d'autres facteurs épidémiologiques 

pouvant influencer cette réponse. Dans les essais cliniques contrôlés randomisés, l'analyse 

principale est le plus souvent basée sur des critères définis à un temps donné, par exemple le 

changement moyen de la charge virale à 24 semaines de l'initiation du traitement [47]. 

Cependant l’analyse de l’ensemble de l'évolution des marqueurs sous traitement peut faire 

partie des critères secondaires d’un essai clinique [48]. Dans les cohortes observationnelles, 

les analyses longitudinales de l'évolution des marqueurs viro-immunologiques permettent 

d’étudier les déterminants de cette évolution soit en dehors d'un traitement soit chez les 

patients traités. L’intérêt de ces cohortes est de permettre des études incluant des patients « en 

pratique clinique » avec un suivi qui peut être bien plus long que dans les essais cliniques. 

Cependant, il existe toujours des biais possibles notamment un biais de sélection par 

indication lorsqu’on évalue l’efficacité des traitements avec ce type de données [49, 50]. 

 

En dehors de la prescription de tout traitement antirétroviral, les études publiées se sont 

souvent focalisées sur la réponse immunologique [51-54] ou virologique [55-59]. Outre 

l’accélération de la décroissance des CD4+ et de l’augmentation de la charge virale quelque 

temps avant le passage au stade SIDA, c’est surtout l’effet du sexe qui a soulevé beaucoup de 

questions. En effet, de nombreuses études ont rapporté une charge virale en moyenne plus 

basse chez les femmes par rapport aux hommes pour un taux de CD4+ et un stade clinique 

donné [60, 61]. De plus, la progression clinique semblant identique dans les deux groupes, 

certains auteurs ont suggéré de modifier les guides thérapeutiques pour adapter les règles de 

prescription en fonction du sexe [62]. 
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Chez les patients traités, les facteurs influençant le plus souvent la réponse virologique étaient 

ceux associés aux modalités de traitement : le type de molécule utilisé [63, 64], les 

antécédents de traitement antirétroviral avant l’initiation d’un nouveau traitement [65-67], la 

modification du traitement antirétroviral en cours [63, 65] ou l’observance au traitement [68, 

69]. Les valeurs initiales des marqueurs sont inconstamment rapportées comme étant 

associées à la réponse virologique ultérieure [63, 65, 70]. 

Quant à la réponse immunologique, elle est le plus souvent associée à la réponse virologique 

[65, 71-74]. Par exemple, dans une étude récente [74], nous avons montré l'impact des 

rebonds virologiques sur l'évolution des CD4+ en particulier lorsque ce rebond était au-dessus 

de 10000 copies/ml. 

Les autres facteurs épidémiologiques associés à la réponse viro-immunologique sous 

traitement antirétroviral tels que le sexe [60, 75], l'utilisation de drogues par voie 

intraveineuse [76], ou le délai entre la séroconversion et la date d'initiation du traitement [77] 

ont beaucoup moins été étudiés. Pourtant, ces informations peuvent être très importantes pour 

la prise en charge des patients. Par exemple, savoir quand débuter un traitement antirétroviral 

pour la première fois reste une question d'actualité. En effet, bien qu'ayant des traitements 

efficaces, la question d'initier ces traitements le plus tôt possible se pose dans la mesure où 

peuvent survenir des effets secondaires indésirables ou des mutations du virus responsables 

d'une diminution de l'efficacité et du capital des antirétroviraux disponibles pour le patient 

[78]. Cependant, laisser évoluer la maladie sans intervenir peut conduire à des lésions 

irréversibles du système immunitaire [79, 80]. Il est donc intéressant de connaître l’effet du 

délai entre la séroconversion et l’initiation du traitement antirétroviral sur la réponse viro-

immunologique. 

 

Au total, les deux marqueurs principaux de l’infection par le VIH, la charge virale 

plasmatique (ARN VIH) et les lymphocytes T CD4+ (CD4+), bien qu’incomplètement 

validés en tant que marqueur de substitution, définissent les stratégies de prise en charge des 

patients. L’évolution de ces marqueurs, en particulier sous traitement antirétroviral, est au 

centre de l’intérêt de beaucoup d’études récentes dont l’objectif principal est de connaître les 

déterminants de cette évolution. 
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1.5 Problèmes méthodologiques 

L’étude de l’évolution des marqueurs du VIH présente plusieurs difficultés méthodologiques 

plus ou moins spécifiques à ce domaine. Tout d’abord, la présence de mesures répétées chez 

un même sujet conduit à prendre en compte la corrélation entre ces mesures. 

Proportionnellement au nombre d’études publiées, très peu ont utilisé des modèles adaptés à 

ce type de données. En fait, beaucoup d’auteurs ont plutôt analysé le délai jusqu’au passage 

d’un seuil (croissance des CD4>100 cellules/mm3 par exemple, [77]) à l’aide de technique 

d’analyse de survie. Ce type d’analyse a l’inconvénient de perdre de l’information et surtout 

est beaucoup plus sensible à la fréquence de mesure des marqueurs. 

Un autre point est que les deux marqueurs d’intérêt sont fondamentalement corrélés : les 

lymphocytes T CD4+ sont la cible privilégiée du virus mesuré par la charge virale 

plasmatique. La prise en compte de cette corrélation entre les marqueurs peut permettre non 

seulement d’améliorer l'ajustement du modèle aux données mais également de mieux 

comprendre l’effet de déterminants sur l’évolution de l’un ou l’autre marqueur. L’utilisation 

de tels modèles multivariés dans le cadre de l’infection par le VIH est rare [81-83]. 

L’analyse de la charge virale sur une échelle continue engendre une autre difficulté : la 

censure à gauche des mesures dites indétectables. Plusieurs méthodes pour prendre en compte 

cette difficulté ont été proposées dans le cadre spécifique du VIH mais elles ont été très peu 

appliquées pour des travaux épidémiologiques. Le plus souvent, les auteurs étudient le délai 

jusqu’à la survenue d’une mesure de charge virale indétectable. 

Enfin, une dernière difficulté est la censure du suivi des patients liée à la sortie d’étude ou la 

modification d’un traitement antirétroviral, par exemple. En effet, les patients inclus dans des 

cohortes observationnelles peuvent être perdus de vue pour des raisons très liées à l’évolution 

clinique et donc viro-immunologique. Ou bien, le suivi peut être censuré à la modification du 

traitement antirétroviral dans la mesure où l’investigateur ne s’intéresse qu’à la réponse sous 

le traitement initial. Dans ce cas, si les données manquantes générées sont informatives (voir 

section 2.3), il est nécessaire de prendre en compte le processus de données manquantes. Ce 

type d’analyse a déjà été effectué dans le cadre de la modélisation des marqueurs du VIH 

mais le plus souvent avant l’ère des HAART où la sortie d’étude était essentiellement liée à la 

progression clinique et en particulier au décès [33, 84, 85]. 
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1.6 Objectifs du travail de thèse 

L’objectif principal du travail de thèse présenté ici était de développer des méthodes pour 

modéliser au mieux l’évolution longitudinale des lymphocytes T CD4+ et de la charge virale 

plasmatique en prenant en compte les difficultés méthodologiques présentées ci-dessus. 

Les objectifs secondaires étaient d’appliquer ces méthodes afin de répondre à des questions 

épidémiologiques concrètes et de rendre ces méthodes applicables par le plus grand nombre. 

 

Dans la partie suivante (section 2), les méthodes d’analyses des données longitudinales sont 

présentées dans le cadre général (2.1), puis leur extension pour des modèles multivariés (2.2). 

Ensuite, on présente des méthodes de modélisation de données longitudinales incomplètes soit 

parce qu’elles sont manquantes du fait de la sortie d’étude (2.3), soit parce qu’elles sont 

censurées à gauche du fait d’un manque de sensibilité des techniques de mesure (2.4). Dans la 

section 3, est présenté un article original sur l’utilisation du logiciel SAS® pour estimer les 

paramètres d'un modèle pour des données longitudinales bivariées (3.2). Dans la section 4, la 

première partie est consacrée à nos travaux antérieurs sur la prise en compte de la censure à 

gauche de la charge virale et son utilisation en tant que marqueur pronostique (4.1). Puis, on 

présente l’extension de la modélisation bivariée pour prendre en compte la censure selon deux 

méthodes : la première programmée en Fortran a fait l’objet d’une publication (4.3), la 

seconde utilise le logiciel SAS® (4.4). La première partie de la cinquième section (5.1) est 

consacrée à la prise en compte des données manquantes informatives dans le cadre du VIH. 

Le modèle bivarié des deux marqueurs, prenant en compte la censure de la charge virale et les 

données manquantes informatives, est présenté dans la section 5.2 sous forme d’un article 

original soumis. Une discussion générale se trouve en section 6. 
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2 Méthodes d'analyse de données longitudinales 

L'étude de données longitudinales (répétées) peut être très puissante, car elle permet 

d'analyser les modifications au sein d'un individu au cours du temps. La plupart des 

techniques statistiques standards font l'hypothèse que chaque observation est indépendante 

des autres observations. Cependant, cette hypothèse n'est pas appropriée lorsqu'il s'agit 

d'observations répétées chez un même sujet, dans la mesure où ces observations tendent à être 

corrélées entre elles. Si on prend deux observations chez un même individu, elles ont 

tendance à avoir une valeur plus proche que deux observations prises chez deux individus 

distincts. Ainsi, l'utilisation de techniques statistiques classiques pour analyser des données 

répétées conduit à des inférences incorrectes, notamment en ce qui concerne les écart-types 

des estimations qui sont soit trop petits soit trop larges selon la variable d'intérêt [86]. Si on 

s'intéresse à l'effet de variables constantes au cours du temps chez un même sujet, une mesure 

répétée chez un individu apporte moins d'information qu'une observation chez un nouvel 

individu. De même, si on utilise des techniques classiques d'analyse statistique sur un 

échantillon avec mesures répétées pour étudier la taille moyenne dans une population d'adulte, 

on sous-estime la variance de la taille moyenne de cette population [87]. Si on s'intéresse aux 

variables associées aux observations individuelles, par exemple le temps dans une enquête 

longitudinale, la répétition des observations chez un même sujet mets en évidence les 

changements intra-individuels de la variable réponse. Ce schéma d’étude permet donc de 

répondre à la question en minimisant le bruit issu de la variabilité inter-individuelle. Dans ces 

circonstances, ignorer la structure de corrélation des données engendre une perte 

d'information qui se traduit par des estimations trop larges des écart-types. 

 

Le type de modèle utilisé pour prendre en compte la corrélation des observations dépend du 

type de données et de l'objectif de l'analyse [86]. Le fait qu’on s’intéresse explicitement à la 

variabilité inter-individuelle justifie l'utilisation de modèles à effets aléatoires (ou modèles 

mixtes) au lieu de modèles marginaux. De plus, étant donné que l'on s'intéresse à des 

marqueurs biologiques quantitatifs continus, on considère uniquement les modèles pour 

données longitudinales gaussiennes. 
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2.1 Modèle linéaire mixte pour données longitudinales gaussiennes 

2.1.1 Formulation générale 

On parle de modèle linéaire mixte car ce modèle est composé de deux parties : 

- les effets fixes ( β ) identiques pour tous les sujets de la population, représentant la 

tendance moyenne pour la population, 

- les effets aléatoires ( iγ ) représentant l'écart de chaque individu i par rapport à la 

tendance de la population. 

Ces effets aléatoires permettent d'expliciter les différences entre les individus (et donc les 

corrélations au sein de chaque individu) sans observer les déterminants de cette variabilité 

interindividuelle. Si on était capable de mesurer toutes les variables expliquant les différences 

entre les individus, l'ensemble de la variabilité entre les observations de la variable à 

expliquer (Y ) pourrait être modélisé à l'aide d'effets fixes et d'une erreur de mesure ( ε ) sans 

effet aléatoire. Soit ( )
iinii YYY ,...,1=  le vecteur réponse de dimension in  pour le sujet i d’un 

échantillon de N sujets, le modèle s'écrit [88]: 
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avec iX  la matrice de variables explicatives de dimension pni ×  ( p  étant le nombre de 

variables explicatives et donc le nombre d'effets fixes β ), iZ  une sous-matrice de iX  de 

dimension qni ×  (avec pq ≤  le nombre d'effets aléatoires iγ ). De plus, effets aléatoires et 

erreurs sont indépendants d'un sujet à l'autre et les erreurs sont indépendantes d'une mesure à 

l'autre chez un même sujet : 
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Les effets aléatoires iγ  ne sont pas estimables comme les paramètres fixes β  sous peine 

d’estimer N paramètres supplémentaires. On suppose en fait que l'ensemble des effets 

aléatoires iγ  suit une loi normale centrée de matrice de variance-covariance G . Ceci revient 

donc à estimer au minimum (G  diagonale) q  paramètres de variance et au maximum (G  non 
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structurée) ( )
2

1+× qq  pour q  effets aléatoires. On suppose également que l'erreur de mesure 

est indépendante pour chaque observation suivant une loi normale centrée. La matrice de 

variance de l'erreur de mesure iε  pour l'ensemble des observations d'un sujet i est donc la 

matrice diagonale 
ini I2

εσ=∑ . 

 

Le type de modèle qui vient d'être décrit présente donc deux sources de variabilité : 

- la variabilité inter-individuelle modélisée via les effets aléatoires suivant l'idée que les 

individus représentent un échantillon aléatoire d'une population, 

- la variabilité intra-individuelle modélisée par l'erreur de mesure représentant une 

erreur aléatoire engendrée par la technique de mesure indépendante pour chaque mesure 

de chaque sujet. 

On peut concevoir que la seule erreur de mesure ne puisse pas modéliser l'ensemble de la 

variabilité intra-individuelle. Une part de l'évolution des mesures observées chez un même 

individu peut correspondre à la réalisation d'un processus stochastique dépendant du temps 

propre à chaque individu. Par exemple, les mesures répétées de CD4+ représentent l’évolution 

du système immunitaire de chaque individu à laquelle est ajoutée une erreur de mesure. Ce 

type de variation stochastique engendre une corrélation entre les mesures d'un même individu 

qui dépend de l'écart entre les mesures. Classiquement, cette corrélation diminue avec le 

temps. Pour prendre en compte cette corrélation dite sérielle (ou autocorrélation), il a été 

proposé [89, 90] une extension du modèle de Laird et Ware [88] en incluant un processus 

autorégressif d'ordre 1. Cependant, la corrélation sérielle et la corrélation des effets aléatoires 

ne sont pas toujours distinguables selon l’information disponible. En particulier, ceci peut 

survenir lorsque le nombre d'observations par sujet est à peu près identique et peu important 

[91, 92]. 

Le modèle incluant des effets aléatoires, un terme d'auto-corrélation et une erreur de mesure 

s'écrit : 

iiiiii εWγZβXY +++=  avec 








,G)~N(γ
),R~N(W
),Σ~N(ε

i

ii

ii

0
0
0

 

iW  est le vecteur des réalisations d'un processus autorégressif d'ordre 1, (t)wi , dont la 

covariance entre deux temps s et t est ( ) ( )( ) st
wiii etwswR −×= ασ 2, . 2

wσ  est la variance du 

processus et α  est le paramètre de corrélation du processus. 
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D'autres processus peuvent être utilisés tels que le processus d'Ornstein-Uhlenbeck intégré 

[93]. La covariance et la variance de ce processus sont définies comme suit : 

( ) ( )( ) ( )[ ]ststw
iii eeetstwswR −−−− −−++×= αααα

α
σ

1,min2
2

, 3

2

 

et ( )( ) [ ]1var 3

2

−+= − tw
i ettw αα

α
σ

 

Les deux paramètres du processus 2
wσ  et α  contrôlent la variabilité et le degré de constance 

de la tendance (concept de ‘derivative tracking’), c’est à dire comment un individu tend à 

maintenir la même pente sur une longue période de temps. Quand 2
wσ  et α  sont petits, le 

processus tend à garder la même trajectoire sur une longue période comme dans le cas d’un 

modèle à effets aléatoires. Quand 2
wσ  et α  sont grands, le processus a très peu de mémoire. 

D’ailleurs, le mouvement brownien est un cas particulier de ce processus lorsque ∞→α  et 

2

2

α
σ w  est constant, puisque ( ) ( )( ) ( )tstwswR w

iii ,min, 2

2

α
σ

→ . 

 

2.1.2 Estimation 

On distingue deux formulations du modèle linéaire mixte : la formulation hiérarchique et la 

formulation marginale. La formulation princeps est la formulation hiérarchique où le modèle 

(1) est défini par les distributions ( )..
iiYf γ  et ( ).

i
fγ . Dans une première étape [88], pour 

chaque individu i, β  et iγ  sont fixés. Conditionnellement aux effets aléatoires, iY  est 

distribué normalement de moyenne le vecteur iii γZβX +  et de variance iΣ . Dans une 

seconde étape, seul β  est fixé, les effets aléatoires sont supposés suivre une loi normale 

d'espérance nulle et de matrice de covariance G . En utilisant cette formulation hiérarchique 

du modèle (1), les paramètres peuvent être estimés par les techniques Bayésiennes [88, 94]. 

La fonction de densité marginale de iY  est donné par : 

Il s'agit de la fonction de densité d'une loi multivariée normale de moyenne le vecteur βX i  et 

de matrice de covariance i
T
iii ΣGZZV +=  (du fait de l'hypothèse d'indépendance entre les 

effets aléatoires et l'erreur de mesure). C'est cette formulation du modèle qui est 

classiquement utilisée pour estimer les paramètres. Pourtant, la structure hiérarchique du 

( ) ( ) ( )∫ ==
q

iiii

R
iiYiY duufuyfyf γγ γ
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modèle initial n'est alors pas prise en compte. Les inférences basées sur le modèle marginal ne 

prennent pas explicitement en compte le fait que les effets aléatoires représentent 

l'hétérogénéité entre les sujets. Autrement dit, le modèle marginal n'est pas équivalent au 

modèle hiérarchique original. Par exemple, tant que les matrices de variance-covariance 

i
T
iii ΣGZZV +=  sont définies positives (toutes les valeurs propres sont positives), un modèle 

marginal valide peut être obtenu. Autrement dit, selon la forme de iZ , iV  peut être définie 

positive alors que G  ne l’est pas. Ainsi, une variance d'effet aléatoire négative pourra être 

compatible avec un modèle marginal mais pas avec le modèle hiérarchique initial. Cependant, 

tout en adoptant une formulation marginale, on peut contraindre G  à être défini positive (en 

utilisant une décomposition de Cholesky, par exemple). 

Dans l'approche classique, l'estimation du vecteur de paramètres du modèle ( )TTT ,αβθ =  

avec α  le vecteur de tous les paramètres de variance-covariance de G  et de iΣ , est obtenue 

par maximisation de la vraisemblance marginale : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∏
=

−−−
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Conditionnellement à α  (c'est à dire en supposant α  connu), l'estimateur de maximum de 

vraisemblance de β  est : 
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Si α  est inconnu, mais qu'une estimation est disponible ( α̂ ) on peut définir ( )αVV ii ˆˆ =  et 

estimer β  en remplaçant 1−
iV  par 1ˆ −

iV  dans l'expression (3). α  est estimé par la méthode du 

maximum de vraisemblance ou par la méthode du maximum de vraisemblance restreinte 

(REML pour Restricted Maximum Likelihood). L'estimateur du maximum de vraisemblance 

de α  est obtenu par maximisation de (2) après avoir remplacé β  par (3). La méthode du 

maximum de vraisemblance restreinte est utilisée pour corriger le biais sur l'estimateur des 

paramètres de covariance dû au fait que les estimateurs du maximum de vraisemblance ne 

tiennent pas compte de la perte de degré de liberté engendrée par l'estimation des effets fixes. 

En général, les deux méthodes sont équivalentes mais elles tendent à différer quand le nombre 

p d'effets fixes est grand et/ou l’échantillon est de petite taille. Il faut noter que les inférences 

basées sur le test du rapport de vraisemblance ne sont pas valides lorsque la méthode REML 
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est utilisée. Les travaux de cette thèse ont toujours porté sur des grands échantillons, ce qui a 

permis de préférer les estimations par maximum de vraisemblance. 

Dans l'article princeps de Laird et Ware [88], l'algorithme proposé pour estimer les paramètres 

du modèle par maximisation de la vraisemblance était l'EM algorithme (traitant les effets 

aléatoires comme des données manquantes). Pourtant, les auteurs rapportaient déjà une 

convergence lente pour l'estimation des paramètres de covariance, en particulier lorsque 

l'estimateur du maximum de vraisemblance est proche des limites de l'espace de définition des 

paramètres (variances des effets aléatoires proches de 0). Plus tard, Lindström et Bates [95] 

ont montré que l'algorithme de Newton-Raphson était plus rapide dans ce cadre. C'est 

d'ailleurs ce dernier algorithme qui est implémenté dans la procédure MIXED du logiciel 

SAS® [96]. 

 

2.1.3 Prédictions individuelles 

L’estimation des iγ  peut être intéressante pour repérer des individus particuliers dans la 

mesure où les effets aléatoires représentent les écarts entre les profils individuels et le profil 

moyen. De plus, l’estimation des effets aléatoires est également nécessaire pour prédire les 

valeurs individuelles de la variable réponse iY . 

En utilisant la théorie bayésienne [97], les iγ  sont estimés par la moyenne de la distribution a 

posteriori ( )..
ii Yfγ . On a : 

[ ] ( )( )βαγγ iii
T
iiiii XyVGZyYE −=== −1ˆ  

Cet estimateur correspond aussi à la solution du système linéaire d’équation proposé par 

Henderson [98]. Cet estimateur est appelé estimateur bayésien empirique (« Empirical 

Bayes ») car les paramètres inconnus α  et β  sont remplacés par leurs estimateurs du 

maximum de vraisemblance conduisant à une sous estimation de la véritable variabilité de iγ . 

Une simple étude de la distribution des estimations bayésiennes empiriques par un 

histogramme ne permet pas la vérification de la normalité de la distribution des iγ  du fait de 

cette sous-estimation de la variabilité et de la sensibilité des estimations bayésiennes 

empiriques à l’hypothèse de normalité. Verbecke et al. [94, 99] proposent de détecter la non-

normalité des effets aléatoires par une comparaison des résultats sous l’hypothèse de 

normalité avec des résultats issus d’un modèle avec des hypothèses plus souples sur les effets 

aléatoires. 
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2.2 Modèles multivariés de données longitudinales 

Dans la suite, on appellera données longitudinales univariées des données générées lorsqu'une 

même variable est mesurée de façon répétée chez un même sujet. Toute approche pour 

analyser ce type de données doit prendre en compte la corrélation des observations chez un 

même sujet. Dans le cas de données longitudinales multivariées, plusieurs variables sont 

mesurées de façon répétée chez un même sujet. Si on est intéressé par la relation entre ces 

différentes variables, il est nécessaire de prendre en compte la corrélation entre ces variables 

aux même temps de mesure ou à des temps différents. L'utilisation de modèle multivarié pour 

données longitudinales permet d'évaluer l'association entre plusieurs marqueurs sans imposer 

la régression d'un marqueur (variable dépendante) sur un autre (variable indépendante). En 

épidémiologie, des exemples de ce type de données sont les pressions artérielles systoliques et 

diastoliques [100, 101], les résultats de différents tests psychométriques [102], la filtration 

glomérulaire et la créatinine sérique [103], l’indice de masse corporelle et l’insulinémie [104]. 

L'infection par le VIH n'est pas en reste puisque des modèles ont été présentés pour la 

modélisation conjointe des lymphocytes T CD4+ et CD8+ [81], des lymphocytes T CD4+ et 

de la beta-2-microglobuline [82] et de la charge virale avec les CD4+ [83, 105]. 

 

Les modèles multivariés proposés diffèrent selon leur structure de covariance et la méthode 

d'estimation des paramètres utilisée. Ils peuvent comprendre des effets aléatoires, une erreur 

autocorrélée ou les deux. Pour un modèle bivarié, le vecteur des variables réponses peut être 

partitionné en deux selon la variable considérée : 







= 2

1

i

i
i Y

Y
Y  avec k

iY  le vecteur k
in  de 

mesures du marqueur k (k=1, 2). 

En reprenant les notations de la section 2.1.1, le modèle bivarié à effets aléatoires s'écrit : 

iiiii ZXY εγβ ++=  avec 
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= 2

1

i

i
i ε

ε
ε , 

avec k
iX  une matrice de variable explicative de dimension k

i pn ×  pour le marqueur k, kβ  le 

vecteur d'effets fixes de dimension kp , k
iZ  une matrice k

i qn ×  de variables explicatives pour 

les effets aléatoires k
iγ  de dimension kq  sachant que kk pq ≤ . 



Méthodes d'analyse de données longitudinales 

22 

La matrice de variance-covariance des effets aléatoire G  peut être partitionnée en 4 parties : 
1G  la matrice de variance-covariance des effets aléatoires pour le premier marqueur, 2G  pour 

le second marqueur et 
T

GG 2112 =  la matrice de covariance entre les effets aléatoires des deux 

marqueurs. Les erreurs de mesure sont le plus souvent considérées comme indépendantes à 

chaque mesure et entre les deux marqueurs. Ainsi, iΣ  est une matrice diagonale composée de 

deux éléments 2
1εσ  et 2

2εσ  représentant la variance des erreurs de mesure de chaque marqueur. 

Cependant, lorsque les deux marqueurs sont mesurés au même moment j chez le même sujet i, 

Schluchter [103] propose d'estimer une covariance entre ces deux erreurs. Autrement dit, 

21),cov( 21
εεσεε =ijij  et 0),cov( 2

''
1 =jiij εε  si 'ii ≠  ou 'jj ≠ . L'intérêt du modèle bivarié porte 

sur la sous-matrice
T

GG 2112 = . Si 02112 ==
T

GG  et 0),cov( 21 =ijij εε  alors le modèle bivarié 

est équivalent à deux modèles univariés. Les méthodes d'estimation des paramètres du modèle 

bivarié sont le plus souvent basées sur le maximum de vraisemblance restreint ou non via un 

algorithme EM [81, 83], un Fisher scoring [103] ou un algorithme de Newton-Raphson [94]. 

L’interprétation de la relation entre les deux marqueurs dépend de la structure des effets 

aléatoires. De plus, le lien entre des variables explicatives et les marqueurs peut être précisé 

par l’utilisation d’une variable latente. Par exemple, Roy et Lin [106] propose un modèle à 

variable latente dans lequel les marqueurs sont associés à la variable latente, laquelle est une 

fonction de variables explicatives. L’intérêt de ce type d’approche est de modéliser une 

variable latente (représentant par exemple le système immunitaire) dont plusieurs aspects sont 

mesurés par les marqueurs observés. On peut ainsi tester l’effet global des variables 

explicatives sur la variable latente. 

 

Parmi les structures d'erreur autocorrélée proposée, une des plus classiques est probablement 

le processus autorégressif d'ordre 1 en temps continu ou processus d'Ornstein-Uhlenbeck 

(OU) qui est un processus stochastique gaussien markovien avec une covariance entre deux 

temps s et t définie comme suit : 

( ) ( )( ) stB
iii eCtwswR −×=,  et ts ≤≤0  

où B  et C  sont des matrices de dimension kk × , k étant le nombre de marqueurs. Ces 

matrices sont définies telles que : 

! les valeurs propres de B ont une partie réelle négative 

! C  et ( )CBCBD T+−=  sont symétriques définies positives 
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Ce processus a une espérance infinitésimale ( )( ) ( )tWBtdWE T=  et une matrice de covariance 

D . La matrice de covariance du processus lorsque st =  est C  [82]. 

Plusieurs extensions de ce processus ont été proposées dont le processus d'Ornstein-

Uhlenbeck intégré (IOU) [82] ou le modèle MVRDEC pour « Multivariate Regression with 

Damped Exponential Correlation » [101]. 

Le processus IOU multivarié est un processus gaussien d'espérance nulle et de fonction de 

covariance R [107] : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) tsBseeCBCBsBIetwswR stBBtTTsB
iii

T

≤≤−−+−−= −−− 0,, 22  

Le mouvement brownien correspond à la limite du processus IOU quand les valeurs propres 

de B  tendent vers moins l'infini et quand 1−CB  est une matrice constante. Pour estimer les 

paramètres du IOU, Sy et al. [82] utilisent un algorithme EM. 

Le modèle MVRDEC est défini par Carey et Rosner [101] comme suit : 

iii XY εβ +=  avec ),0(~ ii N Σε  

i∑  est une matrice partitionnée en quatre sous-matrices de dimension ii nn ×  dans le cas d'un 

modèle bivarié 








∑∑
∑∑

=∑ 212

211

ii

ii
i . 1

i∑  et 2
i∑  sont les matrices de covariance spécifiques à 

chaque marqueur k avec ( ) ( )( ) 0,10,2,1,,cov 2 ≥≤≤== −
kk

st
kk

k
i

k
i ksYtY

k

θαασ
θ

. 

Quand 1=kθ  la structure de covariance correspond à un processus auto-régressif d'ordre 1, 

quand ∞→kθ  la structure de covariance tend vers un processus de moyenne mobile d'ordre 

1. 12
i∑  contient les estimations des covariances entre les marqueurs avec : 

( ) ( )( ) 0,11,,cov 12121221
21 12

≥≤≤−= − θαασσ
θst

ii sYtY  

Le paramètre 12α  représente la corrélation simultanée ( )st =  entre les deux marqueurs. La 

vitesse de décroissance de cette corrélation en fonction du temps dépend de θ . Carey et 

Rosner [101] proposent une maximisation classique de vraisemblance par un algorithme de 

Newton-Raphson pour obtenir une estimation des paramètres du modèle. 

 

Un point intéressant de ces modèles est l'interprétation de la relation entre les marqueurs. Pour 

le processus auto-régressif d'ordre 1, si B  est une matrice triangulaire alors un des marqueurs 

influence l'autre mais le contraire n'est pas vrai [82, 90]. Ce même type de raisonnement peu 

être réalisé en étudiant les corrélations entre les marqueurs à des temps différents. Par 

exemple dans l’article de Sy et al. [82], pour deux temps ts < , ils trouvent ( ) ( )( )tWsWcorr 12 ,  
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très supérieur à ( ) ( )( )tWsWcorr 21 , , ce qui indique que 2W  affecte plus 1W  que 1W  n’affecte 

2W . 

 

La spécification de la matrice de covariance joue un rôle important dans la modélisation 

longitudinale et peut avoir un impact non négligeable notamment sur les prédictions [108]. 

Dans le cadre des modèles multivariés, une mauvaise spécification de la matrice de 

covariance d’un marqueur peut influencer non seulement les résultats concernant ce marqueur 

mais également ceux des autres marqueurs. 

 

2.3 Traitement des données manquantes informatives 

Dans un modèle de régression, les données de la variable à expliquer ou des variables 

explicatives peuvent être incomplètes. On considérera uniquement les données incomplètes 

pour la variable à expliquer. Ces données peuvent être manquantes ou censurées. Les données 

manquantes peuvent être manquantes par intermittence (un patient ne se présente pas à une 

visite mais est revu à la visite suivante) ou de façon définitive (un patient perdu de vue, par 

exemple). C'est ce dernier type de données manquantes, appelé monotone, que nous 

considérerons par la suite. 

 

2.3.1 Taxonomie 

En présence de données manquantes, la variable réponse iY  peut être séparée en deux sous-

vecteurs: o
iY  pour les données observées et m

iY  pour les données manquantes. On observe 

également une variable iD  générée par le processus de données manquantes ayant pour 

paramètres ψ . Dans le cadre d’un schéma d’étude comportant des visites définies, iD  peut 

être discret (au même titre que le temps de chaque mesure). Il indique alors à quelle visite est 

survenue la sortie d’étude ou bien, quand le sujet n’est pas sorti prématurément de l’étude, il 

vaut 1+= ii nD . Pour les cohortes basées sur des pratiques cliniques où les visites ne sont pas 

fixes, il est plus adéquat de définir iD  comme un temps continu jusqu’à la sortie d’étude 

(prématurée ou non). Enfin, on observe également une matrice de variables explicatives iX . 

On rappelle que ( )TTT ,αβθ =  est le vecteur de paramètres du modèle linéaire mixte (1). 

 



Méthodes d'analyse de données longitudinales 

25 

La densité conjointe de iY  et iD  peut se factoriser comme suit : 

( ) ( ) ( ),ψ,Xydf,θXyfψ,θX,dyf iiiiiiii =,  (4) 

 

Le premier facteur correspond à la densité marginale de iY  et le second facteur correspond à 

la sélection des individus selon les groupes "observé" ou "manquant". C'est pour cela que 

cette factorisation est la base des modèles dits de sélection. 

 

Une autre factorisation possible conduit aux modèles dits de mélange (pattern-mixture 

models) [109] : 

( ) ( ) ( ),ψXdf,θ,Xdyfψ,X,dyf iiiiiiii =,θ  

La réponse est cette fois étudiée conditionnellement à la date de sortie d'étude. En d'autres 

termes, la population est stratifiée selon la sortie d'étude ce qui implique que le modèle pour 

l'ensemble de la population est un mélange des modèles pour les différents temps de sortie 

d'étude. 

 

Lorsqu'on s'intéresse aux données manquantes concernant la variable à expliquer dans un 

modèle de régression, il est important de définir dans quel but on désire tenir compte de ces 

données manquantes [110, 111]. Si l'intérêt porte sur la réponse complète (observée ou non), 

alors il est utile d'obtenir une description marginale de la réponse, c’est à dire ( ),θXyf ii . Si, 

au contraire, cela n'a pas de sens de se demander quelle réponse aurait eu un sujet s'il était 

resté dans l'étude, alors on préférera une description de la réponse conditionnelle au fait que le 

sujet soit resté dans l'étude, c’est à dire ( ),θ,Xdyf iii . Par exemple, la représentation 

marginale pourrait ne pas être adaptée quand la nature de la sortie d'étude _ le décès, par 

exemple _ rend impossible l'existence d'une réponse. Dans un essai thérapeutique, les sujets 

peuvent arrêter de participer du fait de la survenue d’un effet secondaire indésirable. Quand 

l'essai est explicatif (ou quand il y a des objectifs secondaires explicatifs au sein d'un essai 

pragmatique), on s'intéresse plutôt aux propriétés pharmacologiques du traitement [112]. Dans 

ce cas, la réponse conditionnelle au fait que le sujet soit rester dans l'étude peut sembler être la 

réponse d'intérêt. Cependant, la réponse marginale peut aussi être utile [110]. En effet, 

l'investigateur peut, par exemple, être intéressé par la réponse au traitement si les patients 

n'étaient pas sortis de l'étude pour cause d'effets secondaires indésirables. L'intérêt de ce type 
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d'étude est évident notamment si on pense améliorer ultérieurement la tolérance du traitement 

sans modifier son efficacité. 

 

Par la suite, on s'intéressera spécifiquement aux modèles dits de sélection dans la mesure où 

dans notre travail nous avons utilisé ce type de modèle notamment du fait de l'intérêt porté à 

la réponse marginale (confère section 2.3). Cependant, il faut noter que la réponse marginale 

peut également être obtenue à partir d’un modèle de mélange. 

 

Little et Rubin [113] ont proposé un cadre conceptuel pour définir le type de données 

manquantes à partir de la factorisation (4). Le second facteur de l'expression (4) peut être 

explicité selon le statut des données : 

( ) ( ),ψ,X,yydf,ψ,Xydf i
m
i

o
iiiii =  (5) 

 

Le mécanisme du processus de données manquantes est défini comme : 

! complètement aléatoire (MCAR pour Missing Completely At Random) si la 

probabilité de réponse est indépendante de la variable étudiée qu'elle soit observée 

ou manquante, l'expression (5) se simplifie : ( ) ( ),ψXdf,ψ,Xydf iiiii = . 

! Aléatoire (MAR pour Missing At Random) si conditionnellement aux données 

observées, le processus est indépendant des données manquantes, c'est-à-dire 

( ) ( ),ψ,Xydf,ψ,Xydf i
o
iiiii = . La probabilité qu'une observation soit incomplète 

dépend uniquement des valeurs observées. 

! Informatif (ou non aléatoire ou MNAR pour Missing Not At Random) si le 

processus de réponse dépend des données non observées, 

( ) ( ),ψ,X,yydf,ψ,Xydf i
m
i

o
iiiii =  

Dans le cas particulier des perdus de vue dans les études longitudinales, Diggle et Kenward 

[114] ont suivi cette taxonomie pour définir le processus de sortie d'étude comme : 

! complètement aléatoire (CRD pour completely random drop-out) où les processus 

de sortie d'étude et de mesure sont complètement indépendants. 

! Aléatoire (RD pour random drop-out) où le processus de sortie d'étude dépends 

des mesures déjà observées, c'est à dire précédent la sortie d'étude. 

! Informatif (ID pour informative drop-out) où le processus dépend des mesures non 

observées c'est à dire qui auraient été observée si le sujet n'était pas perdu de vue. 
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On préfère parler de sortie d'étude informative plutôt que de censure informative [115] car les 

observations même du processus de sortie d'étude iD  peuvent être censurées [116]. Dans ce 

cas, iD  est censuré par un temps de censure iC  : la fin de l'étude par exemple, ou une autre 

cause de sortie d'étude supposée non informative. On observe { }ii
o
i cdd ,min=  et un 

indicateur de censure { }ii cdi I ≤=δ . 

 

Par la suite, du fait de l’utilisation des modèles à effets aléatoires, la définition de données 

manquantes informatives a été affinée selon que le processus de données manquantes dépend 

effectivement des valeurs non observées de la variable réponse ou des effets aléatoires non 

observés [116, 117]. 

On définira donc un processus de données manquantes : 

! Variable réponse-dépendant si ( ) ( ),ψ,X,yydf,ψ,X,γydf i
m
i

o
iiiiii =  

! Effets aléatoires-dépendant si ( ) ( ),ψ,X,γydf,ψ,X,γydf ii
o
iiiiii =  

 

Un cas particulier se présente lorsque la variable à expliquer iY  et le processus de données 

manquantes iD  sont tous les deux associés à une variable explicative iX . Si 

conditionnellement à iX , c’est à dire ajusté sur cette variable explicative, iY  et iD  sont 

indépendants, on a ( ) ( ) ( ),ψXdf,θXyfψ,θX,dyf iiiiiii =,  et les données manquantes 

peuvent être considérées comme manquantes complètement au hasard (MCAR). Au contraire, 

si on ignore l'effet de iX , on se retrouve dans un contexte MAR voir MNAR. Cette situation 

est identifiée par Little [117] comme une sortie d'étude covariable-dépendante, réservant le 

terme MCAR lorsque le processus est indépendant des données observées de la réponse et des 

covariables, c'est à dire que l'expression (5) se résume à ( ) ( )ψdf,ψ,Xydf iiii = . 

 

Avant de présenter les modèles de sélection pour la modélisation conjointe du processus de 

données manquantes et des données répétées en section 2.3.4, des techniques simples (2.3.2) 

ou des méthodes usuelles basées sur la maximisation de vraisemblance (2.3.3) sont évoquées. 
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2.3.2 Méthodes simples d'analyse de la réponse en présence de données 

manquantes non informatives 

Pour traiter les données manquantes non informatives, plusieurs méthodes simples sont 

classiquement utilisées. 

La modélisation des données complètes utilise uniquement les sujets pour lesquels toutes les 

mesures ont été observées. Cette méthode présente l'avantage d'être simple et elle peut être 

mise en œuvre avec des logiciels standards. En revanche, non seulement elle entraîne une 

perte de puissance mais en plus elle n'est valide que dans le cas MCAR. Dans le cas contraire, 

elle conduit à des estimations biaisées. 

Une autre méthode souvent utilisée est l'imputation simple. Il s'agit de remplacer les données 

manquantes par des prédictions effectuées à partir d'informations issues d'un même sujet 

(dernière observation observée ou LOCF pour Last Observation Carried Forward), des autres 

sujets (imputation de la moyenne, par exemple) ou des deux (imputation conditionnelle ou 

méthode de Buck, imputation "Hot Deck"). Dans tous les cas ce type d'approche peut poser 

deux problèmes. Tout d'abord le modèle d'imputation peut être faux. Par exemple, la méthode 

LOCF fait l'hypothèse que le marqueur reste à la même valeur après la sortie d'étude du sujet, 

ce qui est souvent peu probable. Cependant, le modèle d'imputation basé sur les observations 

déjà effectuées peut être correct en particulier en cas de données manquantes aléatoirement 

(MAR). L'autre problème majeur est que l'incertitude due à l'incomplétude des données est 

masquée ce qui conduit à une sous-estimation des variances des paramètres. 

Pour corriger ce type de difficulté, les méthodes d’imputation multiple permettent de 

remplacer chaque donnée manquante par plusieurs valeurs [118]. Le principe est de produire 

Mk ,...1=  échantillons du vecteur m
iY  à partir d’un modèle pour la distribution conditionnelle 

( )o
i

m
i yyf . Ensuite, le vecteur de paramètres d'intérêt θ  est estimé séparément avec chacun 

des k échantillons de données complétées ( )mk
i

o
i ,YY . Enfin, les M inférences sont combinées 

et la variance des estimations finale de θ  est calculée en prenant en compte la variance intra 

et inter-imputations. 
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2.3.3 Méthodes basées sur la vraisemblance et ignorabilité du processus de 

données manquantes 

On peut également utiliser des estimations basées sur la vraisemblance. Les inférences étant 

basées sur les données observées ( )i
o
i ,dyf , on écrit la vraisemblance pour ces données : 

( ) ( )ψ,X,dyf,d,yXθ,ψL ii
o
ii

o
ii ,θ∝  

avec 

( ) ( ) ( ) ( ) m
ii

m
i

o
iii

m
i

o
i

m
iii

m
i

o
iii

o
i dy,ψ,X,yydf,θX,yyfdyψ,X,d,yyfψ,X,dyf ∫∫ == ,, θθ  (6) 

 

Lorsqu’on utilise un modèle à effets aléatoires, les distributions de iY  et iD  peuvent 

également dépendre des effets aléatoires non observés. Sachant ( )TTT ,αβθ = , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) m
iiiii

m
i

o
iiii

m
i

o
iii

o
i dydγαγf,ψ,X,γ,yydf,θ,Xγ,yyfψ,X,dyf ∫∫=,θ  (7) 

Sous l'hypothèse d'un processus MAR (section 2.3.1) : 

( ) ( ),ψ,Xydf,ψ,X,γ,yydf i
o
iiii

m
i

o
ii =  

d’où à partir de (7) : 

( ) ( ) ( ) ( ) m
iiii

o
iiii

m
i

o
iii

o
i dydγγf,ψ,Xydf,θX,yyf,ψ,X,dyf αγθ ∫∫= ,  

d’où ( ) ( ) ( ),ψ,Xydf,θXyf,ψ,X,dyf i
o
iii

o
iii

o
i =θ  

Donc la log-vraisemblance peut se décomposer comme suit : 

( ) ( ) ( )o
ii

o
ii

o
i ,yψ;dθ;y,dθ,ψ,y 21 !!! +=  

Si ψ  et θ  sont distincts (c'est à dire que la connaissance de l'un n'entraîne pas de contraintes 

sur les valeurs de l'autre), l'ensemble de l'information concernant les paramètres modélisant la 

variable réponse est comprise dans le terme 1! . Dans ce cas, le processus de données 

manquantes est dit ignorable et les méthodes de maximisation de la vraisemblance basée 

uniquement sur 1!  conduisent à des inférences valides sur le vecteur de paramètres θ . 

Ce résultat est important mais pour s'assurer que le processus de données manquantes est 

aléatoire (MAR) et pas informatif (MNAR), il est nécessaire de savoir s'il dépend ou non des 

observations manquantes. En pratique, ceci n'est pas réalisable puisque par définition les 

observations manquantes sont inconnues. Cependant, certains schémas d'étude peuvent 

générer des données manquantes selon un processus MAR. Par exemple, c'est le cas lorsque la 
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variable réponse n'est pas mesurée pour certaines valeurs d'une variable explicative. Il est 

possible de tester l'hypothèse de données MCAR versus MAR [119, 120]. Dans la situation où 

les données manquantes sont MCAR, une analyse sur données complètes ou des méthodes de 

type équations d'estimation généralisées [121] peuvent être utilisées. 

 

Au total, la condition d'ignorabilité du processus de données manquantes permet l'utilisation 

des techniques classiques de maximisation de vraisemblance pour estimer les paramètres de la 

distribution marginale de la variable réponse. Ces techniques sont disponibles dans des 

logiciels classiques tels que S-PLUS® (fonction lme) ou SAS® (procédure MIXED). 

Cependant, sauf cas particuliers, l'hypothèse MAR n'étant pas vérifiable, des analyses de 

sensibilité sont souvent nécessaires [94]. 

 

2.3.4 Modèles de sélection pour la modélisation conjointe de la variable 

réponse et du processus de données manquantes 

Les modèles de sélection destinés à modéliser conjointement les processus de mesures et de 

données manquantes peuvent être séparées en deux catégories : les modèles variable-réponse-

dépendants et les modèles effets-aléatoires-dépendants [116, 117]. 

 

Dans les modèles variable réponse-dépendants, le processus de données manquantes dépend 

de o
iY  et de m

iY . Ces modèles nécessitent que iY  soit mesuré à des temps discrets, prédéfinis 

et que les données manquantes soient monotones. 

Dans cette classe de modèle, le plus classique est sans doute celui de Diggle et Kenward 

[114]. La probabilité de sortie d'étude au temps ijt  est modélisée par un modèle logistique 

dont les variables explicatives sont les valeurs de Y  du sujet i au temps ijt , et éventuellement 

au temps précédent 1−ijt  ainsi qu'un vecteur de variables explicatives ijK  qui peut être 

différent de ijX  : ( ){ } ijijijijij KyytdP φϕϕϕ +++== −1210logit  

On peut noter que 01 =ϕ  signifie que la sortie d'étude est aléatoire (MAR) et si 01 =ϕ  et 

02 =ϕ  alors la sortie d'étude est complètement aléatoire (MCAR). La maximisation de la 

vraisemblance de leur modèle utilise l’algorithme simplex de Nelder et Mead et nécessite une 

intégration numérique. Parmi les hypothèses du modèle, on retient le lien logistique entre la 

probabilité de sortie et la variable réponse, la normalité de la distribution de la variable 
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réponse [122] et le caractère monotone des données manquantes. Cependant le modèle a été 

étendu à des données manquantes par intermittence [123]. 

 

Il existe des situations dans lesquelles la sortie d'étude est associée à une tendance au cours du 

temps plutôt qu'à une valeur donnée de la variable réponse. Dans ce cas, les modèles effets-

aléatoires-dépendants semblent plus adaptés. Wu et Caroll [115] ont proposé un modèle probit 

liant la probabilité de sortie d'étude à l'intercept ( )oiγ  et la pente ( )i1γ  individuels de chaque 

patient. Considérant iD  comme un temps de sortie d'étude continu et potentiellement censuré, 

la régression probit proposée est : 

( ){ } iijiji tdP 12010
1 γϕγϕϕ ++=≤Φ−  où Φ  est une fonction de répartition univariée normale. 

D'après ce modèle, la sortie d'étude est informative si ( ) ( )0,0, 21 ≠ϕϕ . Les estimations des 

paramètres du modèle sont obtenues à l’aide des estimateurs du pseudo-maximum de 

vraisemblance (PMLE) [124] et de l’algorithme de Newton-Raphson. Par la suite, Wu et 

Bailey [125] et Mori et al. [126] ont proposé d’autres estimateurs basés sur un modèle linéaire 

conditionnel. Cette dernière approche est limitée par le fait que les patients sont supposés être 

potentiellement suivis la même longueur de temps ce qui signifie qu’ils sont tous inclus au 

même moment. De plus les approches par modèle conditionnel comme par PMLE utilisent 

des estimations des pentes par les moindres carrés ce qui rend impossible le calcul d’une 

pente avec un seul point. 

Schluchter [127] et DeGruttola et Tu [33] ont proposé un modèle où ( )ii D,γ  a une 

distribution multivariée normale et les paramètres basés sur le maximum de vraisemblance 

sont obtenus avec un algorithme EM. Bien que les deux modèles soient équivalents, les 

motivations dans les deux approches étaient différentes. Schluchter [127] désirait corriger le 

biais des paramètres du modèle linéaire en présence de sortie informative. Au contraire, 

DeGruttola et Tu [33] étaient intéressés par l'effet de la pente individuelle sur iD , qui était un 

temps de survie dans leur cas. 

 

Par la suite, les modèles conjoints ont été améliorés par l'utilisation de modèles plus souples. 

Par exemple, le modèle de survie ou de sortie d'étude utilisé peut être un modèle de Weibull 

[128] ou un modèle de Cox [129, 130] avec éventuellement un terme de fragilité [131]; le 

modèle longitudinal pour le marqueur peut inclure un processus stochastique en plus des 
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effets aléatoires [132, 133]. Les méthodes d’estimations utilisées sont variées incluant le 

MCMC [129], l’EM [130], le simplex [128] ou une conjonction de ces deux derniers [131]. 

 

2.3.5 Modèles conjoints pour l’étude de l’effet d’un marqueur sur la survenue d’un 

événement 

De manière générale, les méthodes d’analyse de données longitudinales comportant des 

sorties d’études informatives consistent à modéliser conjointement l’évolution longitudinale 

d’un marqueur et le temps de survenue d’un événement engendrant la sortie d’étude. Ces 

modèles conjoints peuvent donc également être utilisés pour étudier l’effet de l’évolution d’un 

marqueur sur la survenue de tout type d’événement. 

 

L’approche la plus simple utilisée pour étudier l’effet d’un marqueur sur la progression 

clinique utilise directement les mesures observées du marqueur en tant que variable 

dépendante du temps dans un modèle de survie. Cette approche a comme inconvénient de 

considérer la valeur du marqueur constante entre deux mesures et de ne pas tenir compte de 

l’erreur de mesure faite sur le marqueur. L’estimation de l’effet du marqueur sur la 

progression clinique est alors biaisée vers 0 (pas de relation) [32, 134]. De plus, à l'occasion 

de l’étude d’un marqueur de substitution (voir section 1.4), une approche naïve ne prenant pas 

en compte l’erreur de mesure sur le marqueur engendre un effet résiduel du traitement ajusté 

sur le marqueur faisant conclure que le marqueur est un mauvais marqueur de substitution 

[31]. 

Une approche en deux étapes a été proposée [135]. Le principe est d'utiliser les estimations 

bayésiennes empiriques issues d'un modèle linéaire mixte (première étape) pour étudier l'effet 

des marqueurs sur la progression clinique au sein d'un modèle de Cox en tant que variables 

dépendantes du temps (deuxième étape). Ce type d'approche permet de réduire le biais sur les 

estimations du modèle de Cox lié à l'erreur de mesure sur la variable explicative dépendante 

du temps. Le modèle linéaire mixte utilisé dans la première étape peut comprendre des effets 

aléatoires [31, 135] éventuellement associé à un mouvement brownien [136] ou plus 

généralement un processus d'Ornstein-Uhlenbeck intégré [137]. Le problème de ce type 

d'approche est que la variabilité engendrée par l'estimation des paramètres du modèle mixte 

dans la première étape n'est pas prise en compte. Self et Pawitan [138] ont proposé un 

estimateur de la variance pour ϕ̂  prenant en compte cette variabilité supplémentaire. D’autres 
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corrections de l’erreur de mesure ont été proposées avec notamment un lissage du marqueur 

par des moyennes mobiles [30] ou une méthode d’imputation multiple [139]. 

 

L'autre solution est de modéliser conjointement le marqueur et le temps de survie comme 

rapporté dans la section précédente 2.3.4. Les modèles effets-aléatoires-dépendants peuvent 

également être assimilés à des modèles à variable latente, l'effet aléatoire joue le rôle d'une 

variable latente [33, 133]. L'idée est qu'un processus stochastique sous-jacent, non observé, η  

représente, par exemple, l'état de santé de l'individu i. Dans ce cas iD  est plutôt un délai 

jusqu'à la survenue d'un événement clinique. Le marqueur iY  représente une mesure 

imparfaite de cet état de santé. On suppose donc que (a) iD  et iY  sont indépendants 

conditionnellement à η , (b) iX  peut affecter iD  soit par l'intermédiaire de η  soit 

directement et (c) iX  peut influencer iY  ou iD  par l'intermédiaire de η . Ceci est résumé par 

le schéma causal présenté figure 2. 

 

Figure 2. Schéma causal de l'influence d'une variable explicative sur un marqueur et un 

événement par l'intermédiaire d'un processus latent 

Marqueur
Y

Evénement
D

Processus latent
η

Variable explicative
X

 
 

Un des critères principaux pour que iY  soit considéré comme un bon marqueur de substitution 

du véritable événement est que l'effet du traitement iX  sur la survenue d'un événement 

clinique iD  passe entièrement par iY . Il faut donc que [ ] [ ]iiiii YDYXD =,  ce qui est testable 
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par cette approche. Cette modélisation conjointe est donc très utile pour l’étude de la qualité 

des biomarqueurs du VIH en tant que marqueur de substitution (voir sections 1.4). 

 

Les développements les plus récents des modèles conjoints ont porté sur l'extension de ces 

modèles à l’étude simultanée de plusieurs marqueurs [140] ou de plusieurs temps de survie 

[141]. Dans ces deux articles le lien entre les marqueurs et la survenue d’un événement est un 

ou plusieurs processus latents dépendants du temps. L'approche bayésienne de Xu et Zeger 

[133, 140] pour estimer les paramètres du modèle utilisent un algorithme MCMC avec des 

distributions a priori non informatives. Huang et al. [141] utilise un algorithme de Newton-

Raphson en calculant les dérivées secondes par différentiation automatique. Toutefois, il faut 

noter que leur vraisemblance et le calcul des intégrales sont simplifiés par l'utilisation de 

variables latentes et de marqueurs binaires. Ainsi, bien qu'il soit un peu hors sujet du fait d'une 

variable réponse binaire plutôt que continue gaussienne, nous citons cet article du fait de son 

caractère novateur. 
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2.4 Mesures censurées 

Dans les modèles de régression, les données sur la variable à expliquer peuvent être 

incomplètes parce que manquantes ou censurées. Dans le contexte des données longitudinales 

gaussiennes, la censure est générée par le manque de sensibilité des techniques de mesure. Il 

faut donc distinguer ce type de censure avec celle d'un temps de survie où le décès n'a pas été 

observé bien que certaines techniques statistiques puissent être utiles dans les deux cas. 

 

2.4.1 Définitions 

Une variable est dite censurée quand sa valeur exacte est inconnue mais que l’on sait 

seulement si elle est inférieure ou supérieure à une valeur. Dans une analyse de survie, il 

s’agit d’un délai entre l’entrée dans l’étude et la survenue d’un événement. Ce délai est 

censuré parce qu’il n’a pas été possible d’observer l’événement du fait de la fin de l’étude 

(censure à droite) ou du fait de sa survenue entre deux périodes d’observation (censure à 

gauche et à droite, c’est à dire par intervalle). Il peut également s’agir de concentrations qui 

ne peuvent être déterminées précisément à partir d’un seuil donné du fait de limitations 

techniques. On peut citer par exemple les concentrations de polluants [142], d’anticorps [143] 

ou de la charge virale plasmatique du VIH (voir section 1.3). Ces observations peuvent être 

censurées à gauche s’il existe un seuil de détection inférieur ou elles peuvent être censurées à 

droite s’il existe un seuil de détection supérieur. Classiquement, on distingue les censures 

aléatoires et non aléatoires. Parmi ces dernières, les censures de type I surviennent lorsque le 

seuil de censure C est fixé a priori pour toutes les observations et que le nombre 

d’observations censurées varient. En analyse de survie, un protocole ou la durée de suivi est 

fixée à l’avance répondrait à cette définition (censure à droite de type I). Le plus souvent, les 

censures liées à une limite de quantification sont de type I puisqu’on connaît le seuil de 

détectabilité de la technique. Les censures de type II surviennent lorsque le nombre 

d’événements est connu à l’avance mais que le point de censure peut être variable. Un 

exemple de censure à droite de type II est une étude de fiabilité qui est arrêtée lorsqu’un 

nombre défini d’événements est observé.  

Par ailleurs, la censure peut être aléatoire ou non. Par exemple, dans une analyse de survie, 

lorsque l’entrée dans l’étude dépend de la survenue d’un événement et que la date de fin 

d’étude est fixée, le délai entre l’entrée et la fin de l’étude est aléatoire. Dans le contexte de la 

quantification d’une variable biologique, si l'intérêt porte sur l’évolution de cette quantité 
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entre deux points et que la valeur au deuxième temps est potentiellement censurée alors la 

différence entre la valeur initiale et la valeur au deuxième temps sera censurée de façon 

aléatoire. Par exemple, la différence entre la charge virale plasmatique du VIH à la mise en 

place d’un traitement antirétroviral et à la date de point (6 mois, par exemple) est un critère 

classique dans les essais thérapeutiques. 

 

2.4.2 Méthodes d’analyse de données censurées 

De nombreuses méthodes d’estimation de la distribution de données censurées de type I 

existent dans la littérature allant de l’imputation simple (de la valeur ou de la moitié de la 

valeur du seuil de censure) à des techniques de régression ou de maximisation de 

vraisemblance [142]. Pour la charge virale plasmatique, Lynn [144] montre les biais 

engendrés par l’imputation simple de la valeur ou de la moitié de la valeur du seuil sur les 

estimations de la moyenne et de l’écart-type de la distribution du logarithme de la charge 

virale. L’imputation multiple peut également induire des estimations biaisées car les données 

censurées traitées comme des données manquantes ne sont pas manquantes par hasard 

(MAR). En effet, celles-ci sont censurées du fait que la valeur est inférieure au seuil de 

détection. La méthode d’imputation multiple peut être améliorée en tenant compte du 

mécanisme de censure. Dans ce cas, elle conduit à des estimations proches de celles du 

maximum de vraisemblance qui sont les moins biaisées. L’hypothèse sous-jacente de ces 

méthodes est une distribution normale de l’ensemble des observations du logarithme de la 

charge virale. Lynn [144] et Lyles et al. [145] proposent également ces méthodes pour évaluer 

la corrélation de la charge virale avec d’autres variables ou bien l’effet de la charge virale sur 

une variable dichotomique en utilisant une régression logistique. 

Plutôt que d’analyser la distribution d’une variable censurée ou son effet en tant que 

prédicteur, on peut également être intéressé par la régression de la variable censurée sur un 

certain nombre de variables explicatives. Si on considère la distribution de la variable 

censurée comme normale, le modèle Tobit et les techniques de régression en analyse de survie 

peuvent être utilisées [146, 147]. Ceci a été proposé pour l’analyse de la charge virale [148]. 

En effet, si 0Y  est la valeur initiale non censurée et 1Y  la valeur de la charge virale au cours du 

suivi potentiellement censurée à gauche, la différence 10 YY −=∆  est potentiellement 

censurée à droite par la valeur RY −0  ( R  étant la valeur du seuil de censure). En pratique, les 

auteurs analysent la différence de charge virale entre la valeur à la date d’initiation d’un 
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traitement antirétroviral et un temps fixe ultérieur en utilisant la procédure LIFETEST de 

SAS® pour la méthode non paramétrique de Kaplan-Meier et la procédure LIFEREG pour 

l'estimation d'un modèle paramétrique de vie accélérée. Lorsque la proportion de mesures 

censurées est importante, l'estimation non paramétrique n'est pas toujours disponible [149, 

150]. D'autre part, les méthodes paramétriques sont sensibles à l'hypothèse de distribution de 

la charge virale [149]. Lorsqu'on analyse la réduction de charge virale, on peut être confronté 

à un problème de censure informative. En effet, si le changement 10 YY −=∆  et donc la 

censure sont dépendants de 0Y , alors il y a censure informative. Pour tester cette hypothèse et 

la prendre en compte, il est nécessaire d'ajuster le modèle paramétrique sur la valeur initiale 

0Y  [148, 149]. Les méthodes paramétriques proposées pour analyser les données censurées 

sont le plus souvent basée sur une hypothèse de distribution normale de la variable 

dépendante. Il a été proposé également des mélanges de distribution pour les données 

observées et les données censurées [143]. 

Le premier article prenant en compte la censure à droite de données longitudinales 

gaussiennes proposait un algorithme EM [151]. L’auteur utilisait en effet un modèle linéaire 

mixte appliqué au logarithme de temps de survie. Pour les données longitudinales gaussiennes 

censurées à gauche, la plupart des développements méthodologiques ont été réalisés pour des 

applications à la charge virale du VIH. La première méthode proposée fut une imputation 

multiple dans le cadre d'un article épidémiologique [56]. Puis, il a été proposé un algorithme 

MCEM pour prendre en compte une variable dépendante censurée à gauche ou à droite dans 

le cadre d'un modèle mixte [152]. Par la suite d'autres méthodes d'estimation ont été 

proposées, toutes basées sur le même modèle [85, 153]. 
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3 Modélisation bivariée de la charge virale et des CD4+ 

3.1 Motivation 

Bien que les modèles pour données longitudinales soient de plus en plus utilisés en médecine, 

les applications utilisant des modèles multivariés longitudinaux sont encore très rares. Bien 

que le nombre de marqueurs mesurés chez les patients infectés par le VIH soit très important, 

les analyses d’étude épidémiologiques sont le plus souvent restreintes à l’explication de 

l’évolution d’un marqueur à partir d’autres marqueurs (voir section 1.4). Seuls quelques 

articles méthodologiques ont présenté une modélisation conjointe des lymphocytes T CD4+ et 

CD8+ [81], des lymphocytes T CD4+ et de la beta-2-microglobuline [82], et de la charge 

virale avec les CD4+ [83, 105]. Pourtant cette modélisation multivariée se justifie pour 

plusieurs raisons. Tout d’abord, l’hypothèse qu’un marqueur influence un autre sans que ce 

dernier n’influence le premier peut être trop restrictive. Par exemple, lors de la primo-

infection, l’évolution de la charge virale dépend de la quantité de CD4+ [154] et après 

l’initiation d’un traitement hautement actif la réponse immunologique (augmentation des 

CD4+) est influencée par la réponse virologique (décroissance de la charge virale) qui semble 

survenir plus tôt [105]. L’autre argument à l’utilisation de modèles multivariés est la prise en 

compte de toute l’information disponible. Le plus souvent, l'étude de l’impact de la charge 

virale sur l'évolution des CD4+ utilise des mesures de charge virale à des temps donnés (voir 

par exemple [74]). La modélisation conjointe des deux marqueurs permet de prendre en 

compte toutes les informations disponibles pour les deux marqueurs qui sont le plus souvent 

mesurés au même moment. 

 

Jusqu’à présent les méthodes présentées et appliquées dans le VIH étaient implémentées avec 

des programmes écrits en C/Fortran [105] ou dans le module IML (calcul matriciel) de SAS® 

[81-83]. Ceci a pour inconvénient une diffusion limitée de ces méthodes ainsi que des temps 

de calcul souvent supérieur à l’utilisation d’un programme compilé et optimisé. 

La disponibilité de procédures d’estimation pour les modèles longitudinaux univariés dans des 

logiciels de statistique (Procédure MIXED dans SAS® ou fonction lme dans S-PLUS) a 

contribué, de façon déterminante, au développement de leur utilisation. Certains modèles 

univariés sont assez simplement généralisables pour une modélisation multivariée en utilisant 

ces mêmes logiciels. Il nous a donc semblé utile de présenter l'estimation d'un modèle pour 

données longitudinales bivariées à partir de la procédure SAS® MIXED et de montrer l'intérêt 



Modélisation bivariée de la charge virale et des CD4+ 

39 

d'une telle approche pour l'étude des marqueurs du VIH. Cet article a été publié dans la revue 

Computer Methods and Programs in Biomedicine. 

 

3.2 Modélisation bivariée à l'aide de la procédure MIXED 
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1. Introduction 

 Longitudinal data are often collected in epidemiological studies, especially to study 

the evolution of biomedical markers. Thus, linear mixed models [1], recently available in 

standard statistical packages [2, 3], are increasingly used to take into account all available 

information and deal with the intra-subject correlation. 

 When several markers are measured repeatedly, longitudinal multivariate models 

could be used, like in econometrics. However, this extension of univariate models is rarely 

used in biomedicine although it could be useful to study the joint evolution of biomarkers. 

Into example, in HIV infection, several markers are available to measure the quantity of virus 

(plasma viral load noted HIV RNA), the status of immune system (CD4+ T lymphocytes 

which are a specific target of the virus, CD8+ T lymphocytes) or the inflammation process 

(β2 microglobuline). These markers are associated as the infection measured by HIV RNA 

induces inflammation and the destruction of immune cells. Several authors have developed 

methods to fit evolution of CD4 and CD8 cells [4] or CD4 and β2 microglobuline [5]. Amrick 

Shah et al. [4] used an EM algorithm to fit a bivariate linear random effects model. Sy et al [5] 

used the Fisher scoring method to fit a bivariate linear random effects model including an 

integrated Orstein-Uhlenbeck process (IOU). IOU is a stochastic process that includes 

Brownian motion as special limiting case. 

Their programs were implemented using IML module of SAS Software [6]. However, their 

flexibility is not sufficient to allow a large use by researchers not familiar with IML. Also, the 

EM algorithm chosen is slow.  

In this paper, we propose some tricks to use SAS MIXED procedure in order to fit 

multivariate linear mixed models to multivariate longitudinal gaussian data. SAS MIXED 

procedure uses Newton-Raphson algorithm known to be faster than the EM algorithm [7]. In 

section 2 and 3, we present bivariate linear mixed models and the code used in SAS to fit 

these models. In section 4, we apply these models to study the joint evolution of HIV RNA 

and CD4+ T lymphocytes in a cohort of HIV-1 infected patients (APROCO) treated with 

highly active antiretroviral treatment. 
 

 

2. Model for bivariate longitudinal gaussian data 

We define a general bivariate linear mixed model including a random component, a first order 

auto-regressive process and an independent error. 
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Let 
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To take into account correlation between both markers, one could use the following bivariate 

linear mixed model: 

iiiiii WZXY εγβ +++=  with 
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The covariance matrix of measurement errors is defined by 
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(the symbol ⊗  represents the Kronecker product). The covariance function of the bivariate 

auto-regressive process 
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 is the process covariance matrix at st =  and B is a 22×  matrix such that 

(i) the eigenvalues of B have negative real parts, and (ii) C and ( )CBCBD '+−=  are positive 
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definite symmetric [5]. The covariance matrix of random effects is the matrix 












= 212

121

GG
GG

G . With the assumption that ii W,γ  and iε  are mutually independent, it is 

obvious that ii
T
iiiii RZGZVY Σ++==)var( . 

 

3. Models using Proc MIXED of SAS software 

3.1 Random effects 

As described in the documentation [3], multivariate random effects models can be fitted using 

the statement random and an indicator variable for each marker to define k
iY , k

iX  and k
iZ . 

To add an independent error for each response variable in a multivariate random effect model, 

one must use the repeated statement with the option GROUP(VAR) where VAR is a binary 

variable indicating the response variable concerned (VAR=0 for 1Y  and VAR=1 for 2Y  into 

example). This option allows estimation of heterogeneous covariance structure, i.e. the 

variances of the measurement errors are different for each response variable. 

An example of SAS code for a bivariate random effect model with random intercept and 

random slopes is: 

Proc mixed data=BIV; 

class CEN_PAT VAR; 

model Y=VAR VAR*T; 

random VAR VAR*T /type=UN sub=CEN_PAT; 

repeated /type=VC grp=VAR sub=CEN_PAT; 

run ; 

 

where CEN_PAT is a single identification number of each patient and T is time. In this 

example, we have 22121 ==== qqpp  and [ ]ijijijijij tZZXX 12121 ====  for the 

measurement j of the subject i. Note that the two markers are independent if 











= 2

1

0
0

G
G

G . 

 

3.2 First order auto-regressive process 

In the repeated statement SAS provides the possibility to fit bivariate models using a 

Kronecker product notation [8]. For instance, in the bivariate case with 3 repeated measures, 

the option type=UN@AR(1) in the statement repeated assumes that the covariance matrix has 
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the following structure: 
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www . Compared with the general 

bivariate auto-regressive process defined in the previous section, this structure has two 

important limitations. First, the covariance structure is a first order auto-regressive process for 

discrete data and assumes the measures are equally spaced for all subjects and for the two 

markers. In the univariate case, a continuous time AR(1) model, which allows non equally 

spaced measures, may be fitted using the structure SP(POW) but this structure is not available 

for multivariate models. The second limitation is that the SAS program allows to estimate 

only one correlation parameter ( )ρ  for the ‘bivariate process’ rather than a matrix B. Thus, 

using this formulation, one assumes that the intra-marker correlation is the same for the two 

markers, i.e. ( )( ) ( )( ) st
iiii twswCorrtwswCorr −== ρ)(,)(, 2211 . Moreover, one assumes that 

inter-marker correlation is proportional to the intra-marker correlation, i.e. 

( )( ) st

ww

ww
ii twswCorr −= ρ

σσ
σ

.)(,
21

2121 . Both markers are independent if the covariance matrix has 

the form 
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To add an independent measurement error for both markers, one must use the option 

LOCAL(EXP <effects>) which produces exponential local effects, <effects>=VAR being still 

the indicator variable of response variable. These local effects have the form 

( )[ ]δσ ε Udiag exp2  where U is a full-rank design matrix. PROC MIXED constructs U in terms 

of 1s and –1s for a classification effect and estimates δ . 

An example of SAS code to fit a bivariate first-order auto-regressive model is: 

Proc mixed data=BIV; 

class CEN_PAT VAR; 

model Y=VAR VAR*T; 

repeated VAR /type=UN@AR(1) local=exp(VAR) sub=CEN_PAT; 

run ; 

 

where T is the time as a continuous variable and VAR is the indicator variable. 

The SAS output contains the following covariance parameters estimates: ‘VAR UN(x,y)’ 

which correspond to the matrix containing covariance parameter of the auto-regressive 
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process 
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, ‘EXP VAR’ which is the local effect parameter ( )δ , ‘Residual’ that 

we noted r  and a parameter called ‘AR(1)’. From this output, the parameters of the model 

could be calculated as: δ
εσ er ×=2

1 , δ
εσ

−×= er2
2  and ( )

r
AR 1=ρ . 

 

3.3 Incomplete data 

Likelihood based inference used by Proc MIXED is valid whenever the mechanism of 

missing data is ignorable, that is MAR (Missing at Random), i.e. the availability of the 

measurement do not depend on the true value of the marker at the same time, and the 

parameters describing the non-response mechanism are distinct from the model parameters 

[9]. However, using an auto-regressive process, one must be careful when missing data occur. 

By default, a dropout mechanism is assumed to be responsible of missing data by MIXED 

procedure: all missing data are considered to occur after the last observed measurement. To 

take into account for intermittent missing data (one observation missing between two 

observed), a class variable must be used in the repeated statement indicating the order of 

observations within a subject. In the following example, the class variable is a copy of the 

variable time, named ‘Tbis’ : 

Proc mixed data=BIV; 

class CEN_PAT VAR Tbis; 

model Y=VAR VAR*T; 

repeated VAR Tbis /type=UN@AR(1) local=exp(VAR) sub=CEN_PAT; 

run ; 

 

When the measurements of the two markers never occur at the same time because of a design 

consideration, auto-regressive process can not be used unlike random effects model. 

 

4. Application 

4.1 The APROCO Cohort 

The APROCO (ANRS-EP11) cohort is a prospective observational cohort ongoing in 47 

clinical centres in France. A total of 1,281 HIV-1-infected patients were enrolled from May 

1997 to June 1999 at the initiation of their first highly active antiretroviral therapy containing 

a protease inhibitor. Standardised clinical and biological data including CD4+ cell counts 

measurements and plasma HIV RNA quantification were collected at baseline (M0), one 
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month later (M1) and every 4 months (M4-M24) thereafter. In order to ensure sufficient 

available information, only a sub-sample of patients having both plasma HIV RNA and CD4+ 

cell counts measurements at M0 and at least two measurements thereafter were included in 

the analyses. The first measurement after baseline (at one month) was deleted to provide a 

data set with equally spaced measures. Follow-up data were included until the 24th month; 

thus patients had a maximum of 7 measures. The study population and evolution of 

virological response were described elsewhere [10]. Available information at each study time 

and description of the evolution of both markers were presented in table 1 and figure 1. 

 

4.2 Modeling 

To assure normality and homoskedasticity of residuals distribution, variable response was the 

change in value of marker at time t since the initial visit, i.e. 

)0(log)(log)( 1010
1 HIVRNAtHIVRNAtYi −=  and )0()()( 44

2 CDtCDtYi −= . 

Fixed effects included a change of slope intensity at time 4 months as suggested in figure 1. 

Note that we did not include intercept because iYY ii ∀== 0)0()0( 21 . 

We compared 4 models providing two forms of covariance structure (random effects or auto-

regressive process) in two formulations (univariate or bivariate). Univariate and bivariate 

random effect models were compared using likelihood ratio test as both models were nested. 

The bivariate model had only four covariance parameters in addition. Comparison of random 

effects versus auto-regressive process were performed using AIC criteria [11]. A general 

model including random slopes and a bivariate first order auto-regressive process did not 

converge as reported in univariate cases by others (see [12] for example). 

The model including two random slopes and a measurement error for each marker was: 

( ) ( ) ( ) ( )
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where k
1β  is the first slope before the time months4=τ , k

2β  is the second slope after the 

time τ  and τ∧it  represents the minimum between it  and τ . 

Moreover, 
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The model including an auto-regressive process and a measurement error was: 

( )
( )
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4.3 SAS programming 

 

The initial data set had the following presentation : 

CEN_PAT CD4 RNA T 

1001 166 -3.02635 4 

1001 147 -1.96563 8 

1001 171 -1.42426 12 

1001 355 -1.07208 16 

1001 223 -3.38035 20 

1001 52 -2.08382 24 

1002 -14 -2.84515 4 

1002 -123 -2.84515 8 

With CEN_PAT being the patient number, CD4 the difference in CD4 cell count since 

baseline, RNA the difference in HIV RNA since baseline and T the date of measurement in 

months. The change in slope intensity at 4 months was computed using a data step:  

Data file; set file; 

if T<4 then do ; T1=T;T2=0; end ; 

if T ge 4 then do; T1=CP;T2=T-4; 

end ; 

Then, the structure of input data was transformed to allow bivariate modeling. Mainly, it 

consists in the integration of CD4 and HIV RNA in the same vector (Y here) and an indicator 

variable (VAR here) 

Data var0; set file; 

VAR=0;Y=RNA; 

keep CEN_PAT Y VAR T T1 T2; 
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Data var1;set file; 

VAR=1;Y=CD4; 

keep CEN_PAT Y VAR T T1 T2; 

 

Data biv ;set var0 var1 ; 

run ; 

Thus, a bivariate random effect model was fitted using the code described below.  

 

Proc mixed data=BIV CL; 

class CEN_PAT VAR; 

model Y=VAR*T1 VAR*T2/noint s; 

random VAR*T1 VAR*T2/type=UN sub=CEN_PAT G GCORR; 

repeated /type=VC grp=VAR sub=CEN_PAT; 

run ; 

The option "CL" requests confidence limits for the covariance parameter estimates. A 

Satterthwaite approximation is used to construct limits for all parameters that have a default 

lower boundary constraint of zero. In the statement model, the option "noint" was used to 

avoid the inclusion of intercepts and "s" to obtain solution for fixed effects. 

In the same way, a bivariate model with an auto-regressive process and separate measurement 

errors was fitted using the following code: 

Proc mixed data=BIV CL; 

class CEN_PAT VAR T; 

model Y=VAR*T1 VAR*T2 /noint s; 

repeated VAR T/type=UN@AR(1) local=exp(VAR) sub=CEN_PAT; 

run ; 

 

4.4 Results 

The bivariate random effects model was significantly better than two separate univariate 

random effects models (-25194 vs. -25307, likelihood ratio = 226 with 4 degrees of freedom, 

p<10-4, table 2) showing a strong association between the two markers. The bivariate random 

effect model allows to estimate the correlation matrix between individual slopes for each 

marker. In this correlation matrix, every element was significantly (p < 0.05) different from 1 

(table 3). Briefly, the highest correlations were between the slopes of the two markers at the 

same period: ( ( ) 41.0, 1
4

1 −=RNAHIVCD ββρ  before 4 months and ( ) 60.0, 2
4

2 −=RNAHIVCD ββρ  after 
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4 months). These results were expected because of biological relation between the two 

markers. Moreover, the second slope of CD4 cell count was highly correlated to the first slope 

of the same marker ( ) 37.0, 4
2

4
1 =CDCD ββρ . 

The bivariate model including a bivariate auto-regressive process was better than the bivariate 

random effects model despite the restrictive assumption that the two intra-marker correlations 

are equal (AIC 50386 vs. 50646). 

Output obtained with the model including a first order auto-regressive process provide 

estimations of 195,54.1 22
21 == ww σσ  and 00.721 −=wwσ , significantly different from 0 (Wald 

test, p<10-4). This last result underlines the relationship between the two markers. The 

parameter 91.0
42.3
11.3 ==ρ  is the correlation between two consecutive measures of CD4 cell 

count or HIV RNA. Variances of measurement error are calculated as: 

00.7742.3 11.32
1 == eεσ  and 15.042.3 11.32

2 == −eεσ . 

Thus, the relationship between the two makers was underlined by the correlation between the 

markers at each period and the improvement of likelihood of the bivariate model compared to 

two univariate models. Bivariate random effect model offers a direct interpretation of the 

relationship between the markers without assumption on the dependence of one marker in 

relation to the other. 

 

5. Conclusion 

Bivariate models are useful for longitudinal data in biomedical research and can be computed 

using standard statistical package like the SAS system. Moreover, the efficiency of the 

procedure MIXED, which allows quick convergence, should be underlined. However, there 

are some limitations inherent in the identical intra-marker correlations or in the assumption of 

constant period between two measurements for the first order auto-regressive covariance 

structure implemented in the SAS system. Finally, although the number of parameters would 

dramatically increase, particularly in the case of multivariate random effect model, bivariate 

models are easily extendable to multivariate models with more than two dependent variables. 
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Table 1. Measures of CD4 cell count and HIV RNA during follow-up. APROCO Study (N=988). 

 

Month Change in CD4 cell count / mm3

from baseline 

Change in log10 copies/ml HIV RNA 

from baseline 

 N 

 

Mean SD N Mean SD 

4 988 97 130 988 -1.95 1.20 

8 935 126 147 919 -2.01 1.27 

12 901 153 169 894 -2.04 1.34 

16 823 176 180 813 -2.03 1.35 

20 708 192 190 703 -2.00 1.37 

24 534 201 196 530 -1.93 1.37 
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Table 2. Likelihood of models according to the type of covariance matrix. APROCO Study (N=988). 

 

 

 

Log Likelihood No. of parameters AIC 

Univariate model with two random slopes 

 

-25307 12 50638 

Bivariate model with two random slopes 

 

-25194 16 50420 

Univariate model with AR(1) 

 

-25313 10 50646 

Bivariate model with AR(1) 

 

-25183 10 50386 

).(2)log2( parametersofNolikelihoodAIC +−=  AR(1) : First order auto-regressive process 
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Table 3. Estimated correlation matrix of the bivariate model including two random slopes. APROCO Study (N=988). 

 

 First slope of HIV RNA Second slope of HIV RNA  

 

First slope of CD4+ Second slope of CD4+ 

First slope of HIV RNA 1    

Second slope of HIV RNA  -0.10 1   

First slope of CD4+ -0.41 0.13 1  

Second slope of CD4+ -0.16 -0.60 0.37 1 

 

 

 



Modélisation bivariée de la charge virale et des CD4+ 

 

Figure 1. Mean change in observed HIV RNA and CD4+ cell count (95% confidence interval) after initiation of an antiretroviral treatment 

containing a protease inhibitor. APROCO study (N=988). 
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4 Censure de la charge virale 

4.1 Travaux antérieurs 

Sont présentées dans la section suivante, d'une part, une méthode de prise en compte des 

données longitudinales gaussiennes censurées à gauche développée au cours de mon Diplôme 

d'Etudes Approfondies d'épidémiologie et publiée dans Biostatistics en 2000 [153]. D'autre 

part, la méthode a été appliquée pour analyser le rôle pronostique de l'évolution de la charge 

virale après l'initiation d'un traitement antirétroviral hautement actif. On a étudié l'effet des 

pentes individuelles [155] ou des valeurs estimées au cours du temps [156]. 

 

4.1.1 Développement d'une méthode d'estimation pour des données 

censurées à gauche 

Avec Hughes [152], nous fument dans les premiers à publier une méthode de prise en compte 

de la censure à gauche de la variable dépendante dans le cadre des modèles mixtes [153]. Le 

principe est de considérer que l'ensemble de la variable réponse 







= c

i

o
i

i Y
Y

Y , comprenant des 

données observées o
iY  et des données censurées c

iY , suit une loi normale. Ainsi, la 

contribution à la vraisemblance du vecteur des mesures observées o
iY  est la densité d'une loi 

multivariée normale et la contribution du vecteur des mesures censurée c
iY  est la probabilité 

conditionnelle à o
iY  que ces mesures soient inférieures au seuil de détection ic . Ainsi, la 

vraisemblance d'un modèle défini avec le vecteur de paramètres θ  pour l'ensemble de N 

sujets peut s'écrire : 

( ) ( ) ( )θθθ ,Pr
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iY yYcYyfL o

i
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=
 

Nous avons clairement montré que l'estimation des paramètres fixes et surtout des paramètres 

de covariance sont moins biaisés avec cette méthode comparativement à l'imputation simple 

de la valeur du seuil de détectabilité. De plus, pour des structures de covariance un peu 

évoluée (de type non structuré avec un intercept et une pente aléatoire), notre méthode conduit 

à des estimations moins biaisées que l'algorithme MCEM proposé par Hughes [152]. Chez des 

patients traités par bithérapie antirétrovirale dans l'essai thérapeutique ALBI ANRS 070, 

l'estimation de la réponse virologique initiale moyenne variait de 1 à 2 log10 copies/ml entre la 
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méthode d'imputation simple et notre méthode. Cette variation était cliniquement très 

significative. 

 

4.1.2 Applications 

Cette méthode a été appliquée pour répondre à des questions épidémiologiques précises 

notamment sur l'effet de l'évolution de la charge virale plasmatique sur l'évolution clinique. 

La première de ces applications étudiait l'impact de l'évolution virologique dans l'année 

suivant la mise en place d'un traitement antirétroviral sur la survenue ultérieure d'événements 

cliniques ou du décès [155]. Pour cela, un modèle mixte prenant en compte la censure de la 

charge virale a été utilisé pour obtenir les estimations des pentes individuelles de la charge 

virale suivant l'initiation du traitement antirétroviral. La pente de la charge virale estimée dans 

le premier mois était hautement prédictive de la survenue d'événement clinique après un an. 

De plus, cette réponse initiale dans le premier mois était très corrélée à la réponse virologique 

au cours de la première année de traitement. 

Par la suite, plutôt que d'utiliser les prédictions des pentes individuelles ( )iγβ ˆˆ + , les 

estimations de charge virale ( )iŶ  ont été directement modélisées en tant que variable 

dépendante du temps dans un modèle de Cox [156]. Dans notre application, la prise en 

compte des données de charge virale indétectable a permis de modéliser l'effet de la charge 

virale sur une échelle continue. Le gain de puissance par rapport à une analyse en classe était 

significatif. Nous concluons que ce type d'analyse peut être utile notamment lorsque l'analyse 

en classe de la charge virale conduit à une absence d'effet significatif [156]. Dans cette étude, 

deux modèles mixtes séparés ont été utilisés pour modéliser respectivement le logarithme en 

base 10 de la charge virale et la racine carrée des CD4+. Cette dernière transformation a été 

retenue car elle permettait aux résidus de satisfaire les conditions d’application du modèle et 

elle conduisait à la vraisemblance maximum comparativement aux autres transformations 

candidates (voir annexe 1). 

 

4.2 Motivation 

Etant donné le gain d'information apporté par la modélisation bivariée et étant donné l'impact 

de la prise en compte de la censure de la charge virale, cette dernière méthode a été étendue 

pour estimer les paramètres d'un modèle linéaire mixte bivarié. Ceci a donné lieu à un article 
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original sous presse dans Journal of Biopharmaceutical Statistics et présenté dans la section 

suivante. 

L'application de ce modèle pour la charge virale et les CD4+ dans la cohorte APROCO [74] a 

donné des résultats très intéressants concernant l'évolution et la corrélation des deux 

marqueurs. En effet, nous avons objectivé la corrélation continue entre la réponse virologique 

(décroissance de la charge virale) et la réponse immunologique (croissance des CD4+) tout au 

long du suivi. De plus, nous avons décrit une décroissance moyenne continue de la charge 

virale la première année. 

Nous avons également étudié la valeur pronostique des estimations obtenues par le modèle 

bivarié prenant en compte la censure de la charge virale sur la survenue d’un événement 

clinique dans la Cohorte Aquitaine. Chaque marqueur était pris en compte dans un modèle de 

Cox en tant que variable dépendante du temps. Le gain d'information obtenu via la 

modélisation bivariée dans la première étape avait peu d'impact sur les estimations du risque 

relatif de progression clinique comparativement à l’utilisation des estimations provenant de 

deux modèles univariés. Nous avons présenté ces résultats lors d’un atelier sur les cohortes 

observationnelles dans le VIH [157]. 
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4.3 Modélisation bivariée prenant en compte la censure de la charge 
virale 
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Title: Bivariate longitudinal model for the analysis of the evolution of HIV RNA and CD4 

cell count in HIV infection taking into account left censoring of HIV RNA measures. 

 

ABSTRACT 

 We present a bivariate linear mixed model taking into account censored measures of 

the response variable due to lower quantification limit of the assays. It allows to estimate the 

correlation between the two response variables and take into account this correlation for the 

estimation of other model parameters. This model was applied in a large cohort study 

(APROCO Cohort) to study the evolution under antiretroviral treatment of the two major 

biomarkers of the progression of Human Immunodeficiency Virus (HIV) infection: plasma 

HIV RNA and CD4+ T lymphocytes cell count. In a sample of 929 patients who started an 

highly active antiretroviral therapy, we illustrate the superiority in terms of likelihood of a 

bivariate model compared to two univariate models and the impact of taking into account the 

left-censoring of HIV-RNA. Moreover, interpretation of the model parameters allow to 

confirm the correlation between these two markers throughout the whole follow-up and the 

continuous decrease of plasma HIV RNA on average. Despite some limitations (distribution 

assumption, ignorance of missingness process), such model appeared to be very useful to 

correctly describe the current evolution of important biomarkers in HIV infection. 

 

Key words: bivariate linear mixed model, CD4+ cell count, censoring, HIV infection, HIV 

RNA 
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1. INTRODUCTION 

Linear mixed models (1) have been increasingly used for the analysis of repeated 

measures of biomarkers as they allow to take into account all available information. HIV 

infection is one example where longitudinal analyses are frequent (2). Since the availability of 

highly active antiretroviral therapy (HAART) for the antiretroviral treatment of Human 

Immunodeficiency Virus (HIV)-infected patients, opportunistic diseases and mortality have 

dramatically decreased. Thus, patients case management (3, 4) and clinical trial outcomes (5) 

are mainly based on biomarkers such as plasma HIV RNA and CD4+ lymphocytes cell count 

(CD4+). These two biomarkers are highly correlated because CD4+ constitute the target of 

the HIV whose replication is partly measured by plasma HIV RNA. Many studies reported the 

association between these markers, often explaining the evolution of one marker according to 

the other (6-8). The joint modelling of the evolution of the two markers using a bivariate 

model allows to study the correlation between markers without assumption on the timing of 

this relation (2, 9, 10). 

However, the study of the evolution of plasma HIV RNA is complicated by the lack of 

sensitivity of the assays used to measure the concentration in plasma. Some measures are 

undetectable, i.e. below the threshold of the assay and so not quantifiable. The left-censoring 

of these values must be taken into account to avoid bias yielding an overestimation of the 

plasma HIV RNA quantity (11-13). We have already proposed a method to estimate a linear 

mixed model for longitudinal data taking left censoring into account (13). A simulation study 

and the analysis of a real data set have validated the method and shown that estimates 

obtained by imputing the threshold are biased. 

In this paper, we propose a method to fit a bivariate linear mixed model taking into 

account censored repeated measures. This is an extension for bivariate data of the previously 

published work (13). This model provides estimations of the evolution of the markers, of the 
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correlations between the markers all over the patients' follow-up and allows to take into 

account undetectable measurements of HIV RNA. We illustrate the usefulness of this kind of 

model in a large cohort of patients who started a combination of antiretrovirals including a 

protease inhibitor: The APROCO study (8). In section 2 and 3, we present the bivariate linear 

mixed model and the method of estimation. The application is presented in section 4. In 

section 5, we discuss the interest of such model. 

 

 

2. THE BIVARIATE LINEAR MIXED MODEL 

We present the extension of a usual univariate linear mixed model [88] to a bivariate model 

for two markers. Let 
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iX  is a k

i pn ×  design matrix of explanatory variables for marker k, kβ  is a kp -vector of 

fixed effects, k
iZ  is a k

i qn ×  design matrix which is usually a subset of k
iX , k

iγ  is a kq -

vector of individual random effects with kk pq ≤ . The covariance matrix of measurement 

errors is a diagonal matrix, denoted by iΣ  and containing the two elements 2
1εσ  and 2

2εσ  

representing the measurement error of each marker. The covariance matrix of random effects 
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is the matrix 
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G . This matrix G is divided in three parts: (i) G1 the covariance 

matrix including variances and covariances of random effects for the first marker (ii) G2 the 

covariance matrix including variances and covariances of random effects for the second 

marker and (iii) G12 the matrix of covariances between random effects of each marker. This is 

through this sub-matrix that correlation between the two markers is taken into account. With 

the assumption that iγ  and iε  are mutually independent, we obtain 
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3. THE LIKELIHOOD WITH CENSORED MEASURES 
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different at each measurement. This is useful as the threshold could vary because of the 

improvement of the assay, into example. After reordering, iY , iX  and iV  can be partitioned 
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Using the properties of the multivariate normal distribution, we find that the conditional 

distribution of c
iY  given o

iY  is gaussian with expectation oc
i

/µ  and covariance oc
iV /  : 

[ ]
tco

i
o

i
co

i
c

i
oc

i

o
i

o
i

o
i

co
i

c
i

oc
i

VVVVV

µYVVX
1/

1/

−

−

−=

−+= βµ
 

For the computation, the likelihood was re-parameterised in terms of the square root for 2
1εσ  

and 2
2εσ  and the Cholesky factorisation for the covariance matrix ( UUG T=  where U  is a 

upper triangular matrix) to impose positivity constraints. The optimisation was performed 

using a Marquardt algorithm (14). The multiple integrals were computed using a subregion 

adaptative algorithm developed by Genz (15). Computational details were presented 

previously for a univariate mixed model (13). 

 

4. APPLICATION 

4.1 Data: the APROCO study 

The APROCO (ANRS-EP11) cohort is a prospective observational cohort ongoing in 47 

clinical centers in France. A total of 1,281 HIV-1-infected patients were enrolled from May 

1997 to June 1999 at the initiation of their antiretroviral treatment containing a protease 

inhibitor. Standardised clinical and biological data including CD4+ cell counts measurements 

and plasma HIV RNA quantification were collected at baseline (M0), and after approximately 

1 month (M1) and every 4 months thereafter. The exact time of measurements in days was 

used in the analyses. In order to ensure sufficient available information, only the sub-sample 

of patients having both plasma HIV RNA and CD4+ cell counts measurements at M0 and at 

least two measurements thereafter was included in the analyses (N=929). Analyses focused on 

the difference between the marker value at a time t and the baseline value at the initiation of 

HAART (CD4t-CD40) and (log10 HIV RNAt- log10 HIV RNA0). Thus, patients with an 

undetectable measure of plasma HIV RNA at baseline were excluded to avoid interval 
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censoring of the difference of plasma HIV RNA value between baseline and other measures 

during follow-up (N=59). Follow-up was restricted to the 12th month to limit the impact of 

patients lost to follow up and potential virological rebound. Only 80 (8.6%) patients did not 

attend the M12 visit. The 929 patients included in the present analysis are accounting for a 

total of 4513 measures of CD4+ and 4491 measures of plasma HIV RNA ; only 122 (13%) 

and 142 (15%) patients did not have the maximum of 5 measures until M12 for CD4 cell 

count and HIV RNA, respectively. CD4+ cell counts were prospectively measured by 

standardised flow cytometry. All plasma HIV RNA levels were prospectively measured by 

the assay routinely available in each center with lower limits of detection varying from 1.3 to 

2.7 log10 copies of HIV-1 RNA/ml. An overall of 2094 (47%) of HIV RNA measures were 

left-censored, that is 42% at M1, 66% at M4, 65% at M8 and 62% at M12. Among censored 

measures, the proportions below the 2.3 log10 copies/ml threshold were 3% at M1, 12% at 

M4, 31% at M8 and 43% at M12 which could be associated with an increase of the sensitivity 

of the assays. The proportions of patients with HIV RNA below 2.7 log10 copies/ml were 2% 

at M0, 56% at M1, 79% at M4, 77% at M8 and 76% at M12. On 731 patients with HIV RNA 

below 2.7 log10 copies/ml at M4, 15% had a measure above 2.7 log10 copies/ml at M12. 

 

4.2 Model used in the application 

Figure 1 displays observed mean change in CD4+ and HIV RNA at the 4 visits replacing 

censored measures of HIV RNA by half of the quantification limit. Plasma HIV RNA 

decreased dramatically during the first month (-1.61 log10 copies/ml, 95% confidence interval 

[CI] -1.67; -1.55) and tended to decrease slowly thereafter (table 1, figure 1). The increase of 

CD4+ at one month (+ 72 cells/mm3 at one month, 95% CI +65; +79) was less pronounced 

than the fall of plasma HIV RNA during the same period (in term of relative variation: +24% 

vs. -39%, respectively). After one month, CD4+ continued to increase regularly (table 1, 
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figure 1). This crude description of markers evolution encouraged a piecewise linear 

formulation of the model using two slopes : 
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Fixed effects, representing the average among the study population, included two slopes for 

each marker. The first one ( k
1β ) represented the short term response (before the time τ ) and 

the second one ( k
2β ) the long term response after time τ . The time when the slopes changed 

was approximated separately for each marker, using a profile of likelihood: the model was 

fitted for different values of the change point and the time leading to the best likelihood was 

kept. The best univariate model for the evolution of CD4+ included a change of the intensity 

of the slope at 40 days. For plasma HIV RNA, this time was at 37 days. For the sake of 

simplicity, because the likelihood of the models did not change a lot near the first month for 

the two markers and because these dates highly depends on schedule of measurement (which 

explains that the two dates were close) a same date of 40 days was chosen for the two markers 

in the bivariate model. The model did not include intercepts because differences were equal to 

0 at baseline. The covariance structure allowed to take into account correlations of repeated 

measures in a same patient within and between each marker. Random effects consisted in two 

individual slopes ( k
i1γ  before τ  and k

i2γ  after τ ) for each marker. Covariances of the 

individual slopes between and within markers were estimated without a priori hypotheses 
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(unstructured covariance matrix). Normality and homoskedasticity of residuals were 

graphically checked for CD4+ (data not shown). 

 

4.3 Results 

Results of the bivariate linear mixed model are shown in table 2 and figure 1 (estimated 

curves). The estimated short term slope (before 40 days) of plasma HIV RNA was -2.03 log10 

copies/ml/month (95% CI -2.11; -1.95) and, for the long term slope, -0.58 log10 

copies/ml/year (95% CI -0.78;-0.37). For CD4+, these estimations were +66 cells/mm3/month 

(95% CI +60; +72) and +78 cells/mm3/year (95% CI +66; +90), respectively (table 2). The 

likelihood of the bivariate model was -8899, and thus much greater than the sum of the 

likelihood of the two univariate models with the same change point of 40 days : -8937 (p<10-4 

for a chi-squared distribution of 4 degrees of freedom) underlining the association of the 

parameters between the two markers. Moreover, the estimated standard error of the second 

slope of HIV RNA (0.10) is smaller than that estimated with a univariate model (0.16). This 

underlines that information provided by CD4 data in the bivariate model contributes to the 

estimation of the long term evolution of HIV RNA. However, the second slope was 

significantly negative in both models. Table 3 shows the estimation of the correlation matrix 

for the random effects and their standard error obtained by the Delta method. The subject-

specific slopes of plasma HIV RNA and CD4+ were negatively correlated in the first period (r 

= -0.33, standard error [SE] = 0.054) and in the second period (r = -0.37, SE = 0.080). So, all 

over follow-up, the more plasma HIV RNA decreased, the more CD4+ increased. The other 

correlation were weak, in particular the correlation within each marker (r = 0.13, SE = 0.074 

for HIV RNA and r = -0.047, SE = 0.051 for CD4+). 

When left-censoring of plasma HIV RNA was not taken into account and undetectable 

measures were replaced by the log of half of the quantification limit (i.e. 2.4 log10 copies/ml 
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for a measure <2.7 log10 copies/ml or 500 copies/ml), the results differed mainly on the 

intensity of the second slope (table 2). The estimated plasma HIV RNA short term slope was -

1.61 log10 copies/ml/month (95% CI -1.66; -1.56) and the estimated long term slope was 

+0.035 log10 copies/ml/year (95% CI -0.04;+0.11) which was not significantly different from 

0, i.e. stable (table 2). The impact of the left-censoring is also illustrated in figure 1 when 

comparing observed and estimated change in log plasma HIV RNA. Moreover, the estimated 

correlation between the two slopes of plasma HIV RNA was also modified: r = 0.047, SE = 

0.065 for the crude model and r = 0.13, SE 0.074 when left-censoring was handled. 

 

7. DISCUSSION 

We have presented a bivariate linear mixed model taking into account censored measures. It 

was applied in a large cohort study to analyse the evolution of the two major markers of the 

progression of HIV infection. To our knowledge, a bivariate random effects model of CD4+ 

and plasma HIV RNA was only reported once by Boscardin et al. (2). Their model was 

applied in a population of patients included in a clinical trial comparing early versus late 

single therapy by zidovudine (non HAART regimen). Thus, CD4+ and plasma HIV RNA 

evolution were modelled using only one slope and without taking into account censored value 

of HIV RNA. In our study, we have modelled the two phases response of the marker after the 

initiation of a HAART regimen which allowed to study the correlation between slopes of two 

different periods (before and after 40 days) without hypothesis on which marker influence the 

other. Moreover, our analyses take into account censored measures of HIV RNA. Like in 

other reports of univariate analysis of HIV RNA evolution (11-13), we underlined the 

importance to take into account left-censoring to avoid a biased estimation of plasma HIV 

RNA slopes. The discrepancies between observed (imputing half of the threshold for censored 

values) and estimated evolution of plasma HIV RNA in figure 1 illustrate this issue.  
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The interpretation of covariance parameters underlines the usefulness of bivariate random 

effects model. In fact, the evolution of the two markers was divided in two periods (a short 

term and a long term response) according to previous reports on the dynamics of these 

markers (16, 17). Thus, we were interested in the correlation between individual slopes within 

and between the two markers through the two periods. The correlation between plasma HIV 

RNA and CD4 cell count was confirmed through all the follow-up instead of a determined 

date (7, 18). This result reinforces the importance of sustaining the virologic response as it is 

usually recommended (19). However, the estimations must be interpreted carefully in regards 

to model assumptions. The model used in the application did the hypothesis of a piecewise 

linear evolution through two slopes and thus did not account for viral rebound compared to 

more flexible approaches (20). That is why we have restricted the follow up to 12 months 

after initiation of HAART leading to few rebounds and few withdrawals. The continued 

estimated decrease of HIV RNA could be partly due to the improvement of the method to 

quantify plasma viral load. Although the left-censoring was taken into account, the assays 

with lower limit of quantification brought more information. But, on the other hand, a simple 

description of the proportion of censored or observed measures of HIV RNA below 2.7 log10 

copies/ml showed a decrease of viral load from 1 months to 4 months which contributes to the 

estimation of the second slope.  

 

We have chosen to take into account the correlation between markers using a bivariate 

random effects model with an unstructured covariance matrix because we were interested in 

the interpretation of the correlation between individual slopes. Thus, this model includes 

many covariance parameters to be estimated. In the model used in the application, the number 

of parameters was 16 (4 fixed effects and 12 covariance parameters). This increases the 
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computation time and could conduct to convergence problem. Other approaches have been 

proposed to take into account correlation between markers with less parameters and more 

flexibility. A bivariate stochastic process (21) including 4 parameters for the stochastic 

process or a non-parametric approach (9) were proposed and showed better predictions than 

two univariate models. However, estimated parameters of these models are difficult to 

interpret compared to our model. Moreover, univariate models including only a brownian 

motion (which is a particular case of Integrated Ornstein Uhlenbeck process (22)) for the 

covariance structure did not fit the data as well as random effects models in our application 

(Likelihood -5667 vs. -5585 for CD4 cell count and -3466 vs. -3352 for HIV RNA). 

 

A limitation of maximum likelihood approaches (11-13) is that they make stringent gaussian 

distribution assumptions. Working on the change of the marker value at a time t compared to 

the baseline value allow to respect homoskedasticity of residuals for CD4 cell count without 

using a transformation like square root which does not allow direct clinical interpretation (22). 

The distribution of the HIV RNA residuals and of random effects are difficult to check 

because of censoring. For residuals, several authors have suggested to compare Kaplan-Meier 

estimates of the distribution function with those of a normal distribution ( )2
1,0 εσN  (13, 23) 

but, in the context of longitudinal data, subject specific residuals computed using empirical 

Bayes estimates do not have a variance equal to 2
1εσ . For random effects, even if a graphical 

assessment of the normality of their distribution has been already proposed with a left-

censored outcome (12), Empirical Bayes estimates are known to be very dependent on their 

assumed prior distribution (24). 

 

Another limit is that our model did not take into account informative drop-out. In fact, 

inferences of linear mixed models are valid if the missingness mechanism is ignorable in the 
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likelihood (25) which implies that data are missing at random, i.e. MAR (26), that is that 

missingness mechanism could depend on previously observed measures but does not depend 

on the current value of the marker. Otherwise, the missingness mechanism could be modelled 

using selection model (27) or pattern mixture model (28). In the example, the follow-up was 

restricted to 12 months, limiting the proportion of patients lost to follow-up. 

 

In summary, we have presented a bivariate mixed model taking into account repeated 

censored measures. Like most of statistical methods to deal with missing data, our approach 

relies on strong distribution assumption which are difficult to check. However, in respect of 

these conditions, this model yields better estimations than two univariate models. Moreover, 

the correlation matrix between random effects could be very informative as illustrated in the 

application of the present paper. 
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Table 1. Measures of CD4 cell count and HIV RNA during follow-up. APROCO Study 

(N=929). 

 

Month Change in CD4 cell count / mm3 

from baseline 

Change in log10 copies/ml HIV RNA 

from baseline* 

 N 

 

Mean SD N Mean SD % censored 

1 929 +72 113 929 -1.74 0.88 42 

4 929 +101 130 929 -2.05 1.14 66 

8 877 +131 147 862 -2.12 1.21 65 

12 849 +159 166 842 -2.13 1.30 62 

 

* Undetectable HIV RNA were replaced by the log10 of half of the assay threshold. 

SD Standard Deviation 
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Table 2. Estimation of fixed parameters of linear mixed models for the evolution of CD4 and HIV RNA according to the method used. 

APROCO Study. 

 

 Analyses taking left-censoring into account Analyses imputing half of the threshold  

for undetectable HIV RNA 

 Two univariate models Bivariate model Bivariate model 

Slope 1 of HIV RNA 

(log10 cp/ml/month) 

-2.05 (0.05) -2.03 (0.04) -1.61 (0.03) 

Slope 2 of HIV RNA 

(log10 cp/ml/year) 

-0.59 (0.16) -0.58 (0.10) +0.035 (0.04) 

Slope 1 of CD4+ 

(cells/mm3/month) 

+66 (3.02) +66 (3.19) +66 (3.19) 

Slope 2 of CD4+ 

(cells/mm3/year) 

+78 (5.99) +78 (6.24) +78 (5.99) 
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Table 3. Correlation matrix (standard error) of a bivariate linear mixed model fitting longitudinal data of CD4 cell count and HIV RNA of 929 

HIV 1 infected patients during 24 months. APROCO Study. 

 

 First slope of CD4 First slope of  

HIV RNA 

Second slope of  

CD4 

Second slope of  

HIV RNA 

First slope of CD4 1 -0.33 (0.054) -0.047 (0.051) 0.12 (0.073) 

First slope of HIV RNA -0.33 (0.054) 1 -0.069 (0.067) 0.13 (0.074) 

Second slope of CD4 -0.047 (0.051) -0.069 (0.067) 1 -0.37 (0.080) 

Second slope of HIV RNA 0.12 (0.073) 0.13 (0.074) -0.37 (0.080) 1 
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Fig. 1. Observed and predicted mean change in log HIV RNA and CD4+ cell count (with 95% confidence interval) after initiation of an 

antiretroviral treatment containing a protease inhibitor. APROCO study (N=929). 
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4.4 Utilisation du logiciel SAS® pour la modélisation de données 
longitudinales censurées 

4.4.1 Introduction 

Depuis la version 7 de SAS®, une nouvelle procédure est disponible : NLMIXED. Cette 

procédure a été programmée afin d'estimer les paramètres de modèles non linéaires à effets 

aléatoires. Les distributions possibles de la variable réponse sont les lois de poisson, 

binomiale et normale. Il existe aussi une fonction dite générale qui permet de maximiser une 

fonction de vraisemblance conditionnelle aux effets aléatoires définie par l'utilisateur. C'est 

cette fonction qu'on propose d'utiliser pour prendre en compte la censure de la charge virale 

dans le cadre d'un modèle linéaire mixte pour données longitudinales gaussiennes. L'avantage 

de cette méthode est bien entendu sa disponibilité et sa simplicité pour tout utilisateur du 

logiciel SAS®. On a comparé cette approche avec la précédente présentée dans la section 4.3 

et dans l'article princeps [153] ainsi qu'à la méthode proposée par Lyles [85] utilisant le 

module IML de SAS®. 

 

4.4.2 Modèle et vraisemblances 

Les trois méthodes sont destinées à estimer les paramètres de modèles mixtes en prenant en 

compte la censure de la variable réponse. Seuls l'écriture de la vraisemblance et/ou la méthode 

d'estimation des paramètres diffèrent. Le modèle utilisé pour la comparaison est un simple 

modèle à intercept et pente aléatoire, potentiellement corrélés. 

Soit la variable réponse ijY  définie comme le logarithme en base 10 de la charge virale, à la 

jème mesure au temps tij (j=1,…, ni) pour le ième sujet (i=1,…, N). On distingue pour un sujet i, 
o

iY  le vecteur de dimension O
in  et c

iY  le vecteur de dimension c
in  correspondant 

respectivement aux données observées et aux données censurées. 

Le modèle s'écrit ( ) ijijiiij etbaY ++++= βα  

avec ( )2
1,0~ σNai , ( )2

2,0~ σNbi , ( ) 12,cov σ=ii ba  et ( )2,0~ σNeij  l’erreur de mesure 

indépendante des effets aléatoires. 

La vraisemblance selon l'approche présentée dans la section 4.3 et implémentée dans le 

programme Fortran CENSAD est une formulation marginale du modèle et s'écrit : 
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Dans l'approche de Lyles [85] et dans NLMIXED, il s'agit d'une formulation hiérarchique de 

la vraisemblance obtenue en conditionnant sur les effets aléatoires. 
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Les différences entre les trois méthodes proposées sont résumées dans le tableau suivant. 

 

Tableau 1. Méthodes d'estimation des paramètres d'un modèle à effet mixte prenant en 

compte la censure à gauche de la variable réponse. 

Méthode Formulation 

vraisemblance 

Algorithme d'optimisation Méthode d'intégration 

CENSAD Fortran 

[153] 

Marginale Marquardt Adaptative par sous-

région, SADMVN [158] 

IML [85] Hiérarchique Quasi-Newton ou autres* Quadrature simple 

NLMIXED Hiérarchique Quasi-Newton ou autres* Quadrature adaptative 

* Autres algorithmes disponibles : Gradient conjugué, Simplex, Double dogleg, Région de 

confiance, Newton-Raphson et apparentés 

 

L'approche du programme CENSAD conduit au calcul d'une intégrale multiple de dimension 

le nombre de mesures censurées par sujet. La fonction à intégrer étant une loi multivariée 

normale des méthodes numériques efficientes sont disponibles notamment la routine Fortran 

SADMVN écrite par Genz [158] et basée sur une méthode adaptative par sous-région. Les 

approches utilisant IML ou NLMIXED conduisent au calcul d'une intégrale multiple aussi 

large que le nombre d'effets aléatoires. Dans son programme Lyles et al. utilisent une méthode 
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de quadrature simple. NLMIXED propose plusieurs méthodes d'intégration, par défaut il s'agit 

de la quadrature adaptative [85]. Quant aux algorithme d'optimisation, CENSAD utilise 

l'algorithme Marquardt [159], IML et NLMIXED un algorithme de Quasi-Newton (par 

défaut). Ces algorithmes sont tous deux proches de l'algorithme de Newton-Raphson. Le 

programme IML de Lyles [85] utilise une routine d'optimisation précompilée (NLPQN); 

d'autres routines sont disponibles dans le module IML (Gradient conjugué NLPCG, Simplex 

NLPNMS, Double dogleg NLPDD, Région de confiance NLPTR, Newton-Raphson 

NLPNRA). 

 

4.4.3 Code SAS® 

Le code présenté ci-dessous permet d'estimer les paramètres du modèle présenté en 4.4.2 avec 

la procédure NLMIXED. 

proc nlmixed data=test2 QTOL=1E-6 ;
parms sigsq1=0.4 sig12=0.03 sigsq2=0.4 sigsq=0.18 

alpha=3.11 beta=0.37;
bounds sigsq1 > 0, sigsq2 > 0, sigsq > 0;

pi=2*arsin(1);mu=alpha+beta*time+a_i+b_i*time ;
if observed=1 then ll=(1/(sqrt(2*pi*sigsq)))

*exp(-(response-mu)**2/(2*sigsq));
if observed=0 then ll=probnorm((response-mu)/sqrt(sigsq));
L=log(ll);
model response ~ general(L);
random a_i b_i ~ normal([0,0],[sigsq1,sig12,sigsq2])
subject=id;  

La déclaration "parms" permet de définir les paramètres du modèle et de leur donner une 

valeur initiale. Cette étape est très importante. En cas de problème de convergence, la 

modification des points de départ est la première chose à faire. 

La déclaration "bounds" permet de définir des contraintes sur les paramètres du modèle 

notamment sur les paramètres de la matrice de variance-covariance. 

Les lignes qui apparaissent en gras représente la vraisemblance conditionnelle aux effets 

aléatoires. On distingue deux situations: les mesures observées ("observed=1") et les mesures 

censurées ("observed=0"). L’espérance conditionnelle aux effets aléatoires est notée µ. La 

procédure maximise une log-vraisemblance d'où l'écriture de l'instruction "L=log(ll)". La 

déclaration "model" permet de définir la variable réponse. La déclaration "random" permet de 
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définir la distribution des effets aléatoires. L’option "subject=id" indique quelle est l'unité de 

regroupement des observations. 

 

On peut aisément étendre le modèle univarié à un modèle multivarié en incluant un indicateur 

pour différencier les deux marqueurs (ici VAR). Dans le code SAS, on retrouve l’espérance 

conditionnelle aux effets aléatoires des deux marqueurs : 

( )
( )
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Proc nlmixed data=test ; 

parms b0v0=3.4 b1v0=-0.2 b0v1=4.4 b1v1=0.01 

s1=29 s2=-0.06 s3=0.2 s4=-11.2 s5=0.3 s6=45  

s7=-0.02 s8=-0.097 s9=-0.5 s10=0.05 sce0=94 sce1=10; 

bounds s1 >=0,s3>=0,s6>=0,s10>=0,sce0>=0,sce1>=0; 

pi=2*arsin(1); 

/* VAR1 toujours observée*/ 

if VAR=1 then do ; 

mu=b0v1+b1v1*T+u0v1+u1v1*T ; 

L=(1/(sqrt(2*pi*sce1)))*exp(-(Y-mu)**2/(2*sce1)); 

end; 

/* VAR2 potentiellement censurée */ 

if VAR=0 and OBS=1 then do ; 

mu=b0v0+b1v0*T+u0v0+u1v0*T ; 

L=(1/(sqrt(2*pi*sce0)))*exp(-(Y-mu)**2/(2*sce0)); 

end; 

if VAR=0 and OBS=0 then do ; 

mu=b0v0+b1v0*T+u0v0+u1v0*T ; 

L=probnorm((Y-mu)/sqrt(sce0)); 

end; 

ll=log(L); 

model Y ~ general(ll); 

random u0v0 u0v1 u1v0 u1v1 ~  

normal([0,0,0,0],[s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8,s9,s10]) 

subject=id; 
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4.4.4 Résultats 

On présente les estimations des paramètres du modèle à effets mixtes en traitant ou non la 

censure de la charge virale et selon la méthode utilisée. Les données utilisées sont les données 

simulées par Lyles et al. [85] et disponibles sur le site internet 

http://www.blackwellpublishers.co.uk/rss/Volumes/Cv49p4.htm. Il s'agit de données simulées 

avec les paramètres suivants : N=50, ni=5 ∀ i, α=3, β=0,5, 2
1σ =0,5, 2

2σ =0,1, 12σ =-0,1. Le 

taux de données censurées était de 15%. 

 

Tableau 2. Estimations des paramètres du modèle à effets mixtes en traitant ou non la 

censure de la charge virale et selon la méthode utilisée. Les données simulées par Lyles 

et al. [85] : k=50, ni=5, αααα=3, ββββ=0,5, 2
1σ =0,5, 2

2σ =0,1, 12σ =-0,1. 

Méthodes α̂ β̂ 2
1σ̂ 12σ̂ 2

2σ̂

Cs non traitée
(MIXED)

3.0837

(0.1044)

0.4268

(0.0523)

0.4381

(0.1096)

-0.02579

(0.04173)

0.06554

(0.02851)

Cs traitée
(NLMIXED)

2.9401

(0.1283)

0.5046

(0.06203)

0.6554

(0.1681)

-0.1052

(0.06629)

0.08898

(0.03988)

Cs traitée
(IML)

2.9401

(0.1283)

0.5046

(0.06203)

0.6554

(0.1681)

-0.1052

(0.06627)

0.08898

(0.03987)

Cs
(Censad)

2.9401

(0.1283)

0.5047

(0.06202)

0.6554

(0.1684)

-0.1052

(0.06632)

0.08898

(0.03992)

 
Les deux résultats principaux sont les suivants : 

! L'absence de prise en compte de la censure de la charge virale conduit à des estimations 

biaisées notamment de la pente 

! Les estimations prenant en compte la censure de la charge virale sont équivalentes quelle 

que soit la méthode utilisée. 

 

4.4.5 Discussion 

La principale distinction entre le programme Fortran CENSAD d’une part et NLMIXED ou le 

programme IML de Lyles et al. d’autre part est la dimension de l’intégration multiple. Dans le 

premier cas, la taille de l’intégrale est égale au nombre de mesures censurées et dans le second 



Censure de la charge virale 

83 

cas, la taille de l’intégrale est égale au nombre d’effets aléatoires. Le choix de l’une au l’autre 

méthodes dépend donc avant tout du type de données (proportion de données censurées) et du 

modèle. Pour cette intégration, le programme Fortran utilise une routine écrite par Genz 

[160]. Celui-ci rapporte une bonne efficacité de sa méthode pour des dimensions inférieures à 

dix. Le programme de Lyles [85] sous IML utilise une méthode de quadrature simple pour le 

calcul des intégrales multiples. Or cette méthode est clairement moins bonne que la 

quadrature adaptative [161] utilisée par NLMIXED par défaut. Dans notre expérience, nous 

avons inclus jusqu'à quatre effets aléatoires avec donc dix paramètres de covariance dans 

NLMIXED. De plus, cette procédure présente l'avantage de pouvoir contraindre certains 

paramètres de covariance à 0 ce qui permet de tester des hypothèses sur un seul paramètre de 

covariance avec un test du rapport de vraisemblance et de limiter le nombre de paramètres de 

covariance si nécessaire.  

Il est très facile d'estimer les paramètres d'un modèle bivarié à l'aide de cette procédure en 

incluant simplement un indicateur pour différencier les deux marqueurs. Cependant, le 

nombre de paramètres de covariance sera une limite. Parmi les trois programmes comparés, 

seul CENSAD permet l’ajout d’une erreur autocorrélée via un processus auto-régressif 

d’ordre 1 ou un mouvement brownien. Quant au programme IML de Lyles et al., il a été écrit 

pour estimer un modèle à intercept et pente aléatoire. Pour estimer les paramètres de tout 

autre modèle, le programme doit être modifié. 
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5 Sortie d'étude informative 

5.1 Etat de la question 

Les articles méthodologiques concernant la modélisation conjointe de données longitudinales 

et d’un temps de survie ou de sortie d’étude avec une application portant sur le VIH sont 

relativement nombreux [33, 84, 85, 129, 162]. On peut également se référer à deux revues de 

la littérature [83, 163]. Cependant, seuls Lyles et al. [85] ont proposé une méthode pour 

prendre en compte deux des difficultés méthodologiques rencontrées dans la modélisation de 

données longitudinales du VIH. En effet, ils proposent un modèle mixte a intercept et pente 

aléatoire prenant en compte la censure de la charge virale et la sortie d’étude informative. 

Ainsi, jusqu’à présent, aucune méthode n’a été proposée pour prendre en compte les trois 

difficultés méthodologiques citées dans la section 1.5. Nous avons donc proposé un modèle 

bivarié à effets mixtes prenant en compte l’incomplétude des marqueurs liée aux données 

manquantes informatives ou à la censure d’un ou des deux marqueurs. La méthode 

d’estimation des paramètres du modèle est basée sur une méthode de maximisation de la 

vraisemblance utilisant un algorithme de Marquardt. Elle a été programmée en Fortran 90. 

Elle a été appliquée sur les données d’une collaboration internationale regroupant une 

vingtaine de cohorte de patients dont la date de séroconversion est connue ou correctement 

estimée (CASCADE Concerted Action on SeroConversion to AIDS and Death in Europe). 

L’objectif épidémiologique était d’étudier la réponse viro-immunologique chez les patients 

infectés par le VIH-1 et traités pour la première fois par un traitement antirétroviral hautement 

actif en fonction de différentes variables d’intérêt dont la toxicomanie intraveineuse ou le 

délai entre la séroconversion et l’initiation du traitement. Le modèle présenté a donc été 

développé pour répondre à cette question ce qui explique l’utilisation de ces données pour 

l’illustration de la méthode. 

Le suivi des patients a été censuré lors de la modification du traitement initial du patient 

(définissant une sortie d'étude). En effet, la modification d'un traitement antirétroviral survient 

assez fréquemment mais à des temps très différents en fonction des individus. De plus, ce 

changement de traitement entraîne souvent une modification de l'évolution des marqueurs, ce 

qui a amené certains auteurs a utilisé des méthodes alternatives à la modélisation linéaire 

paramétrique [164, 165]. Cependant, on peut s'attendre à la génération des données 

manquantes informative dans la mesure ou une grande partie de ces modifications de 

traitement sont liées à une mauvaise efficacité du traitement évaluée par le clinicien d’après 
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l'évolution des marqueurs viro-immunologique mais aussi sur d'autre informations non 

présentes dans le modèle. Ceci justifie donc l'utilisation d'une modélisation conjointe des 

marqueurs et du délai jusqu'à la modification du traitement. 

L'application de la méthode sur les données de CASCADE montre un impact important de 

chacun des problèmes méthodologiques à savoir la corrélation des deux marqueurs, la censure 

de la charge virale et la présence de données manquantes informatives. Dans l'article 

présentant cette méthode (section suivante 5.2), on souligne sa principale limite à savoir le 

caractère complètement paramétrique du modèle. 

De plus, il faut noter que l'application de la méthode a été réalisée en modélisant la différence 

de la valeur des marqueurs en fonction de leur valeur initiale à l'initiation du traitement 

antirétroviral afin d'assurer la normalité et l'homoscédasticité des résidus et de réduire le 

nombre de paramètres de covariance. Cette approche permettait ainsi de ne pas inclure 

d'intercept. Dans le modèle bivarié, onze paramètres étaient économisés. De plus, ceci évitait 

de modéliser des intercepts aléatoires dont la distribution n’est peut être pas noramle. 

Toutefois, ceci a engendré deux difficultés : un problème de régression vers la moyenne et 

une hypothèse d'indépendance et de normalité sur la différence des erreurs de mesure. Le 

premier problème peut être en partie régler par l'ajout de la valeur initiale en tant que variable 

explicative fixe dans le modèle [166]. Le second problème qui concerne l'erreur de mesure 

peut être pris en compte en modifiant la structure de covariance. En effet, si on veut prendre 

en compte la corrélation entre l'erreur de mesure sur la valeur initiale et l'erreur de mesure sur 

la valeur ultérieure, on peut définir ( ) 21 εσii nni I+=Σ  au lieu de 2
εσini I=Σ  [93]. 
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5.2 Modélisation bivariée prenant en compte la censure de la charge 
virale et la sortie d'étude informative 
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SUMMARY 

Several methodological issues occur in the context of the longitudinal study of HIV markers 

evolution. Three of them are of particular importance: i) correlation between CD4+ T 

lymphocytes (CD4+) and plasma HIV RNA, CD4+ being the target of the virus partly 

measured by plasma HIV RNA; ii) left-censoring of HIV RNA due to a lower quantification 

limit; iii) and potential informative dropout. We propose a full parametric approach to 

estimate parameters of a joint model including a bivariate linear mixed model for the two 

markers and a lognormal survival model for the time to dropout. We apply the model to data 

from patients starting antiretroviral treatment in the CASCADE collaboration where all of the 

three issues needed to be addressed. 

 

KEYWORDS: Bivariate mixed model, repeated measurements, left-censoring, informative 

dropout, HIV infection 
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1. INTRODUCTION 

Since 1996, two major improvements have been made in the management of patients 

infected by the human immunodeficiency virus 1 (HIV-1): (i) the availability of highly active 

antiretroviral therapy (HAART) leading to a substantial reduction in mortality [2] and disease 

progression [167] and (ii) the availability of assays for the quantification of virus load in 

blood (plasma HIV RNA) used in addition to CD4+ T lymphocytes cell count (CD4+) which 

is the major target of HIV and a key agent for the immune system. They have both separately 

demonstrated their prognostic value [35] on disease progression (opportunistic diseases and/or 

death). Because of the rarity of clinical events, they are used as outcomes in many clinical 

trials and in routine monitoring of patients in clinical practice. So, the response of these two 

markers after the initiation of HAART is of interest in the evaluation of efficacy of 

antiretroviral treatment and the factors associated with this efficacy. In our example, we were 

interested in the differential response to HAART according to factors such as the likely mode 

of HIV transmission. Some previous epidemiological studies reported a worse response in 

patients infected through intravenous drug use [36, 51] which could be due to poor adherence 

to treatment. If this kind of information is confirmed, these patients would need closer 

monitoring than others. 

Random effects models [88] are increasingly used to deal with repeated measures in 

epidemiological studies. There are several methodological issues in the analysis of data from 

longitudinal studies of the evolution of HIV markers. Three of them are of particular 

importance: i) correlation between CD4+ and HIV RNA; ii) left-censoring of HIV RNA and 

iii) informative dropout. Firstly, because CD4+ and HIV RNA markers are intrinsically 

correlated, a bivariate random effects model is not only necessary for the estimation of the 

correlation between the two markers, but has also been shown to provide a better fit to data 

than two separate univariate models [83, 168]. Secondly, due to a lower quantification limit of 
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the assays used to quantify HIV RNA, measures may be undetectable, i.e. left-censored. This 

problem is more pertinent when analysing the evolution of HIV RNA after the initiation of a 

HAART regimen because a lot of patients experience a fall of HIV RNA below assays 

quantification limit. Crude approaches like imputation of viral load half the limit of the assay 

threshold leads to biased estimations of model parameters and their standard deviations [152, 

153]. Thirdly, incomplete follow up, leading to censored longitudinal data, because of death 

or withdrawal from the study is likely to be informative, i.e. associated with the marker 

trajectory [33, 84, 85]. If this dropout process can be classified as missing at random that is 

depending only on the observed values of the major markers of HIV disease progression and 

if this process is ignorable, then a simple likelihood could be adapted [169]. If not, 

estimations of the mixed model would be biased. For example, when studying natural history 

of CD4+, methods that ignore informative dropouts lead to overoptimistic statements about 

the marker trends, because subjects with worse CD4+ evolution tend to have shorter follow-

up times and hence are weighted less in the estimation of the group rate of the average marker 

decline [170]. Various approaches have been proposed to obtain unbiased inference of the 

longitudinal profiles in the context of informative censoring due to dropout. These were 

mainly based on the joint modelling of the longitudinal and the dropout processes where 

random effects represent the underlying link between the two processes [33, 84, 85, 128, 130]. 

In our example, we chose to censor follow up at the time when the patient’s antiretroviral 

treatment was significantly modified or stopped, because the pattern of marker evolution will 

then be too complicated and the use of linear models would not be appropriate [171]. We 

assume that the modification of the treatment depends on the marker response (whether 

observed or not) and potentially on some other factors not necessarily measured in the study 

(e.g. patient’s adherence to treatment) but associated with the marker response. Modelling the 

dropout process by using a random-effects-dependent selection model [117] favour a 



Sortie d�étude informative 

90 

relationship between treatment modification and trend in markers rather than with absolute 

value of the marker. Moreover, in our example, data were from open cohorts with follow-up 

based on routine clinical practice in different sites and not on fixed predetermined visit times 

for all patients. In such an unbalanced design, outcome-dependent selection models are not 

suitable because the lack of a discrete set of measurement times for the outcome [116]. 

 

Although the three issues have been separately addressed, they have never been 

considered simultaneously. To be able to make accurate inferences, we combined a bivariate 

mixed model for the markers with a lognormal survival model of time-to-dropout taking into 

account left-censoring of HIV RNA using a full parametric approach. This model was applied 

to a large multi-cohort study including HIV-1 infected patients with a known or well 

estimated date of contamination (the Concerted Action on SeroConversion to AIDS or Death 

in Europe CASCADE collaboration) described elsewhere [2]. Our main aim was to 

investigate the influence of HIV mode of transmission on viral and immunological response 

to HAART. 
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2. METHODS 

2.1 Model 

Let 
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each marker and each subject. A bivariate linear mixed model may be written as follows: 
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k
iX  is a k

i pn ×  design matrix of explanatory variables for marker k, kβ  is a kp -vector of 

fixed effects, k
iZ  is a k

i qn ×  design matrix which is usually a subset of k
iX , k

iγ  is a kq -

vector of individual random effects with kk pq ≤  (for k=1, 2). The covariance matrix of 

measurement errors is a diagonal matrix, denoted by iΣ  and containing the two elements 2
1εσ  

and 2
2εσ  representing the measurement error of each marker. The covariance matrix of 

random effects, G, can be partitioned in four sub-matrices: (i) G1 the covariance matrix 

including variances and covariances of random effects for the first marker (ii) G2 the 

covariance matrix including variances and covariances of random effects for the second 

marker and (iii) G12 = G21 the matrix of covariances between random effects of each marker. 

This is through this sub-matrix that correlation between the two markers is taken into account. 

 

The dropout process can be defined by two types of event: 

- informative events, i.e. patients who left before the scheduled end of the study because of 

clinical progression, discontinuation of treatment or any potential informative reason that is 

associated with the latent evolution of the marker, 
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- patients followed until the end of the study or loss to follow up for non-informative reasons. 

Using a survival model, any informative dropout is considered as observed dropout ( )1=iδ  

and any other event leads to right-censoring ( )0=iδ  because the patient is known to be 

followed at least until this date. In other words, the dropout process that generates the 

informative right-censoring of longitudinal profiles, is itself right-censored, but non 

informatively, by the scheduled end of the study. 

In our approach, we used a lognormal survival model to take into account the informative 

dropout. Following Schluchter et al. notations [127], let iC  be the natural logarithm of the 

time from baseline to the scheduled end of follow-up or to a dropout considered as non-

informative. o
iT  is the natural logarithm of the time from baseline to an event that would 

define dropout as informative. So, we observe the pair [ ]( )ii
o

ii CTT δ,,min=  for each patient. 

We assume that the natural logarithm o
iT  is correlated to the random effects iγ  through the q-

vector of covariances B such that 
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2.2 Likelihood 

The likelihood of the joint model fitting longitudinal markers and time to dropout can be 

written: 
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( )..
i

o
iTf γ  and ( )..

i
o

iTF γ  are the conditional probability density function and cumulative 

distribution function of o
iT  given iγ , respectively. Using properties of the multivariate normal 

distribution, ( )..
i

o
iTf γ  is Gaussian with expectation i

1
i γGB −+ T

To
µ  and covariance 

BGB 1
i
−− T

To

2σ . 

If there was no dropout , all dropout  times would be censored. Then, the likelihood (1) would 

reduce to a simpler one accounting for the contribution of Y alone only if ( ) 0=i
o

iT TF
i

o
i

γγ . 

This last condition signifies that no dropout was observed because dropout was not possible. 

When one or more markers present left-censored values, the likelihood needs to be modified. 

For a subject i, let o
iY  the O

in -vector of observed outcomes, c
iY  the c

in -vector of censored 

outcomes and is  the c
in -vector of measurement thresholds. To take into account observed and 

censored values and using the independence between the observations given the random 

effects, the contribution to the likelihood of the vector iiY γ  can be written: 
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with ( )..
i

c
ijYf γ  and ( )..

i
c

ijYF γ  are the conditional probability density function and cumulative 

distribution function of c
iY  given iγ , respectively. 

Finally, the likelihood of a linear mixed model for longitudinal bivariate gaussian data 

accounting for left-censoring and informative dropout is obtained by combining (1) and (2). 

 

2.3 Algorithm 

Model parameters were estimated by direct maximisation of the likelihood (1) using a 

Marquardt algorithm [159]. Multiple integration on random effects was performed by the 

Monte Carlo method using 2000 simulations per subject. In order to impose a positivity 



Sortie d�étude informative 

94 

constraint to variance parameters, the likelihood was reparameterised in terms of the square 

root of variance of measurement errors ( 2
1εσ  and 2

2εσ ) and the Cholesky decomposition for 

the covariance matrix of random effects and time to dropout UU
B

BG T

T
T

o

=







2σ  (where U is 

an upper triangular matrix). The estimate of the variance-covariance matrix of the fixed 

effects was minus the inverse of the matrix of the second derivatives of the likelihood. The 

derivatives were computed numerically by finite difference (central difference for the first 

derivatives and forward difference for the second ones). 

 

3 APPLICATION 

3.1 Objectives 

As mentioned in introduction, we were interested in the analysis of the marker response after 

the initiation of antiretroviral treatment according to patients characteristics. One of those 

characteristics is the HIV transmission category and in particular intravenous drug users 

(IDU). Because the residuals of longitudinal models of CD4+ on natural scale do not appear 

to satisfy the normality and homoskedasticity assumptions, some transformations like 

logarithm or square root are often used. However, this makes interpretation of the parameters 

estimates difficult. In our example, we worked with change from baseline for which the 

model assumptions are more tenable (see figure 1). Moreover, working with change in CD4+ 

and change in HIV RNA follows some guidelines which define a good response to treatment 

in term of a HIV RNA decline of at least 1 log10 copies/mL and CD4+ increase of 50 

cells/mm3 by four to eight weeks [42]. So, in the following application, the main objective 

was to study the change in markers according to HIV transmission group. 
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3.2 The data 

In the CASCADE project, 994 patients were treated by a HAART regimen after 1996 and had 

no previous experience of antiretroviral treatment. HAART treatment was defined as three or 

more antiretroviral drugs, containing at least one of these major drugs: a protease inhibitor, a 

non-nucleoside reverse transcriptase inhibitor or abacavir. In the present study, we selected 

494 patients who must have a measurement of CD4+ and HIV RNA at the time of treatment 

prescription and at least one measurement thereafter to be able to calculate at least one 

difference between marker value during follow-up and marker value at baseline. HIV RNA 

value at baseline must be detectable, that is not censored, to avoid a potential interval 

censoring of the change of marker value. The evolution of the two markers is shown in figures 

2a and 2b. Patient’s follow-up is based on clinical practice that is every 3 to 6 months. 

Follow-up is censored at the time of a modification of at least one major drug because this 

modification is likely to modify significantly the evolution of the markers. The probability of 

being still treated by the first regimen at 12 and 24 months were 53% (95% confidence 

interval [CI]: 48; 57) and 27% (CI: 22; 31), respectively (see figure 3). The median follow-up 

until the date of analysis or modification of the first line regimen was 10 months (Interquartile 

range [IR]: 4; 18). Median number of available measurements on each marker before 

censoring was 4 (IR: 3; 7). A total of 1143 (57%) measures of HIV RNA were left censored. 

The detection limit varied according to the assay used to quantify HIV RNA: 37% were ultra-

sensitive that is with a threshold below or equal to 1.7 log10 copies/mL (Roche 1.5, Chiron b-

DNA 3.0 and local assays). The other assays used (Roche 1.0, Chiron b-DNA 2.0, NASBA 

and other local assay) tend to quantify HIV RNA with a higher value compared to ultra-

sensitive ones so all analyses were adjusted for the assay type by an indicator for ultra-

sensitivity (denoted by 'US' in model equation below). There were 69 (14%) patients infected 

through intravenous drug use. 
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3.3 Model 

Our outcome was the change in the markers k
io

k
ij

k
ij YYY −=~  (for k=1, 2). In addition to 

homoscedasticity of residuals and ease of interpretation, this also has the advantage of 

reducing the number of covariance parameters because no intercept was included in the 

model. The evolution of the two markers after the initiation of HAART is classically bi-

phasic with a change point around two weeks for HIV RNA [172]. Thus, we used a piecewise 

linear model with one slope representing the short term response and a second slope 

representing the long term response. The time of change of slope (τ ) was first estimated 

using separate univariate models accounting for left-censoring for HIV RNA. The estimated 

change time for HIV RNA was earlier than for CD4+: 3.11̂ =τ  months (CI 1.2-1.4) and 

6.1ˆ2 =τ  months (CI 1.4-1.8) (see also figure 2). However, these estimations are highly 

depending on measures schedule; in fact, HIV RNA change point is known to be in the first 

two weeks after treatment initiation [172]. So, for the sake of simplicity, we decided to fix a 

common 5.1=τ  months for the two markers for all subjects. This choice could lead to 

underestimate variance parameters but the estimation of an individual change point for each 

marker increases numerical difficulties. We studied the effect of IDU on the marker evolution 

through interactions with slopes. IDU in the model below is a binary variable indicating 

patients infected through intravenous drug use. 

The model was: 
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3.4 Results 

Estimations of CD4+ evolution and HIV RNA are presented in table 1 and 2, respectively. 

The crude univariate model of change in CD4+ estimated a significantly increasing first slope 

and second slope (86 cells per month before 1.5 months and 69 cells per year after). This 

second slope was significantly lower in IDU patients, tending to decline (-71 cells per year). 

In this univariate model, the estimation of the second slope in non IDU patients became non 

significantly different from 0 (switching from 69 cells to 6 cells per year) when dropout was 

taken into account. In fact, there was a positive correlation between the duration of first 

antiretroviral treatment and the CD4+ slopes (r = 0.42 and r = 0.87 for the first and the second 

slope, respectively). In other words, patients with a poor immune response (a decline of CD4+ 

or a weak increase) tend to have their treatment modified earlier than the others. Thus, their 

CD4 response is weighted less in the estimation of the average slopes leading to an 

overoptimistic estimation of response when time to treatment modification was not handled. 

In the bivariate model, which takes into account for the correlation between individual slopes 

of the two markers and informative dropout, the estimated second slope of CD4+ was 

significantly smaller than the estimate obtained from the crude univariate model (+25 cells 

per year). The evolution of CD4+ estimated under this model is illustrated in figure 3a. 

The crude univariate model of change in log10 HIV RNA imputing half of the threshold for 

left-censored values estimated a significant decline (-1.47 log10 copies/mL/month during the 

first 1.5 months). There was no significant modification in long-term slope and no significant 
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effect of IDU. However, when left-censoring was taken into account, the second slope 

indicated a significant decline in non IDU patients (-0.16 log10 copies/mL/year) and 

significantly higher in IDU patients (+0.47 log10 copies/mL/year). This effect was expected as 

a simple imputation for left-censored values has previously been described to leads to 

underestimation of the true value of HIV RNA. When dropout was taken into account in 

addition to left-censoring, there was no evidence of long term decline in HIV RNA or of IDU 

effect. In fact, there was a negative correlation between the duration of first antiretroviral 

treatment and the HIV RNA slopes (r = -0.22 and r = -0.38 for the first and the second slope, 

respectively). In other words, patients with a poor viral response (an increase of HIV RNA or 

a weak decrease) tend to have their treatment modified earlier than the others. So, adjusting 

for the time to treatment modification corrects for the overestimation of viral response. In the 

bivariate model accounting for left-censoring, informative dropout and correlation between 

markers, the increase of HIV RNA in IDU patients remained significant (+0.58 log10 

copies/mL/year) but not the decrease in non IDU. So, the impact of handling left-censored 

values of HIV RNA was obvious (figure 3b). However, the effects of modelling informative 

dropout and bivariate modelling on fixed effects estimation were less important for HIV RNA 

parameters than for CD4+ parameters. 

The bivariate model was clearly better than two univariate models for fitting the change in 

HIV RNA and CD4+ (likelihood -6534 for 27 parameters vs. -7202 for 25 parameters). This 

full model allowed also the estimation of the correlation matrix between individual slopes of 

each marker and time to dropout. The strongest correlations were between the slopes of HIV 

RNA and the slopes of CD4+: r = -0.48, std = 0.20 for the first slopes and r = -0.73, std = 0.18 

for the second slopes. Thus, throughout the follow-up, better viral response (declining HIV 

RNA) was associated with better immunological response (increasing CD4+). Moreover, the 

correlations of time to dropout with random slopes were significant only with the CD4+ 
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slopes (r = 0.28, std = 0.11 for the first slope and r = 0.38, std = 0.097 for the second slope). 

This indicates that when both markers were taken into account, only individual slopes of 

CD4+ were correlated with the duration of the first treatment. As expected, the better the 

immune response, the longer was the duration of the first regimen. 

 

3.5 Model assumptions 

The distribution of absolute CD4 counts is known to be highly skewed. In the above model, 

we used change in maker value from baseline level as outcome variable. This has resulted in 

residuals that did not appear to deviate from the assumptions of normality and 

homoscedasticity (see figure 1). However, one disadvantage of the change from baseline as 

outcome variable is that baseline marker levels can affect the response because of the problem 

of regression to the mean. So, we studied the effect of IDU on slopes with a univariate model 

of square root of CD4+ including one intercept and two slopes to check if the model on the 

absolute value led to the same conclusions. The model was: 

ijijiijiiijijijijij ttIDUtIDUtttY εγγγβββββ ++++×+×+++= 22110241322110   (3) 

where ijY  was the square root of CD4+ (leading to better fit in terms of normality and 

homoscedasticity of residuals). 

The estimation of fixed intercept was 19.4 cells /mm3 (CI: 18.9; 20.0), with an increase of 

1.9 cells /mm3/month (CI: 1.6; 2.2) during the first 1.5 months, followed by a weaker but 

significant increase 0.83 cells /mm3/year (CI: 0.27; 1.4). Like in model of change in CD4+, 

the effect of IDU was not significant on first slope =3β̂ 0.18 cells /mm3/year (CI: -0.55; 

0.91), but it was on the second slope =4β̂ -2.48 cells /mm3/year (CI: -3.6; -1.4). 

One of the main assumptions using the proposed method is the lognormality of the time to 

dropout (defined by the modification of the first antiretroviral treatment). The estimation of 
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the survival function for a lognormal distribution of the time to dropout and the estimation 

using the non parametric Kaplan-Meier estimator are represented in figure 2. The estimated 

lognormal survival function was always included within the 95% confidence interval of non 

parametric estimations. 

We also did a sensitivity analysis using a univariate mixed model of square root of CD4+ and 

a Cox proportional hazard model rather than a lognormal survival model as proposed by 

Henderson et al [131]. According to their notation, we assume the joint model: 

( )
( ) ( ) ( )( )





=
++×+×+++=

ijii

ijijiijijijijij

tWtt
tWIDUtIDUtttY

20

1241322110

expαλ
εβββββ

 

with, 

( ) ijiijiiiji tUtUUtW 221101 ++=  and ( ) ( )ijiiiiiji tWUUUtW 132211002 γγγγ +++= . 

Thus, compared to our model, the proportional hazard model has less assumption because the 

baseline risk ( )t0α  is not specified and because the dependence of the marker on the event 

time is a function of random effects ( iii UUU 221100 γγγ ++ ) and also of the current value of the 

latent process ( )iji tW1 . Estimations of the parameters of the longitudinal model were 

=0β̂ 19.0, =1β̂ 1.8, =2β̂ 0.87, =3β̂ 0.22, =4β̂ -2.35 with Henderson et al. model. All 

these estimations were close to those obtained from model (3) and were included in their 

confidence intervals. 
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4. DISCUSSION 

We presented a joint model including a bivariate linear mixed model and a lognormal survival 

model applied to two major markers of HIV infection. This approach deals with two kinds of 

incomplete outcome. The marker could be missing because of an informative dropout or 

could be left-censored because of a lack of sensitivity of the assay. In our application, the 

event defining the dropout was a modification of the first HAART regimen. Using our joint 

model, we found a significant correlation between the immune response measured by 

individual random slopes of CD4+ and the time to treatment modification. Moreover, we 

found a poorer viral and immunological responses to treatment in IDU patients. This may be 

due to IDU patients having poorer adherence to treatment or to other confounding factors not 

included in the model. 

 

We demonstrated that the bivariate modelling increased the model likelihood and changed 

significantly the estimations of fixed effects compared to univariate models even after 

accounting for left-censoring and informative dropout. Moreover, the bivariate model 

provides estimates of the correlation between the two markers through the whole follow-up. 

The importance of accounting for left-censoring of HIV-RNA rather than using simple 

imputation has also been previously demonstrated [85, 152, 153]. The effect of informative 

dropout on mixed model estimates has also been shown in the context of HIV infection [33, 

84, 85]. In the present application, there was a clear correlation between CD4+ random slopes 

and time to treatment modification which shows that the probability of treatment modification 

is dependent on the past, current and future values of CD4+ which measure with error the 

immune response to treatment [117]. 
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The main drawback in this kind of joint model lies in the parametric assumptions. In 

particular, the survival model was assumed to be a lognormal model for ease of computation. 

This kind of assumptions needs sensitivity analyses [173]. We did one in our application 

comparing our approach with a less stringent one [131]. Estimates of fixed effects (which 

were of primary interest) were very similar. Because the extension of Henderson et al. model 

to the bivariate model accounting for left-censoring of HIV RNA is difficult, we did a 

sensitivity analysis on the univariate evolution of CD4+. Given the results of this sensitivity 

analysis and the empirical comparison with Kaplan-Meier curves, we considered the 

lognormal assumption of the survival model appropriate for our application. Random effects 

were assumed to have a multivariate normal distribution. A recent paper [174] showed in the 

context of joint modelling that the impact of random effects distribution on fixed effects 

estimations is limited particularly for within subject effects such as slopes. Another limitation 

of our approach is the number of random effects allowed in the model. In fact, increasing the 

number of random effects will increase the dimension of multiple integrals used to calculate 

the likelihood and also the number of covariance parameters as we assumed an unstructured 

covariance matrix leading to numerical difficulties. 

A fundamental extension of such joint model would be the use of a stochastic process like the 

bivariate formulation of the IOU process [82] and a semi-parametric survival model to relax 

model assumptions. 
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Table 1. Estimations of fixed effects parameters (first slope before 1.5 month, second slope 

thereafter) of change in CD4+ count / 100, imputing half of the threshold for left-censored 

HIV RNA measures ("Crude"), handling for left-censoring of HIV RNA ("Left-censoring"), 

and handling for informative drop-out ("Drop-out"). CASCADE collaboration (N = 494). 

 

 In others than IDU 

( )σβ ˆˆ  

Correction for IDU 

( )σβ ˆˆ  

Model 

 

First slope 

per month 

Second slope 

per year 

On first slope 

per month 

On second slope 

per year 

UNIVARIATE 

 

    

Crude 0.86 0.068 0.69 0.096 0.075 0.19 -1.40 0.31 

     

Drop out 0.80 0.070 0.062 0.15 0.28 0.18 -1.14 0.30 

     

BIVARIATE     

     

Left-censoring & 

drop out 

0.88 0.070 0.25 0.12 0.31 0.18 -1.36 0.28 

     

* Parameters significantly different from 0 in bold 
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Table 2. Estimations of fixed effects parameters (first slope before 1.5 month, second slope 

thereafter) of change in log10 HIV RNA, imputing half of the threshold for left-censored HIV 

RNA measures ("Crude"), handling for left-censoring of HIV RNA ("Censoring"), and 

handling for informative drop-out ("Drop-out"). CASCADE collaboration (N = 494). 

 

 In others than IDU 

( )σβ ˆˆ  

Correction for IDU 

( )σβ ˆˆ  

Model 

 

First slope 

per month 

Second slope 

per year 

On first slope 

per month 

On second slope 

per year 

UNIVARIATE 

 

    

Crude -1.47 0.043 0.021 0.061 0.21 0.11 0.25 0.16 

     

Left-censoring -1.89 0.062 -0.16 0.12 0.23 0.16 0.63 0.30 

     

Left-censoring & 

drop out 

-1.95 0.064 -0.036 0.17 0.20 0.16 0.60 0.32 

     

BIVARIATE     

     

Left-censoring & 

drop out 

-1.89 0.057 -0.15 0.10 0.14 0.14 0.73 0.26 

     

* Parameters significantly different from 0 in bold 
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Figure 1. Residuals plot from a univariate linear mixed model of CD4+ without handling 

informative dropout: (a) natural scale and (b) change from baseline. CASCADE collaboration 

(N=494). 
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Figure 2a. Observed change in CD4+ after the initiation of a HAART regimen and predicted 

values using the loess method. CASCADE collaboration (N=494). 
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Figure 2b. Observed change in log10 HIV RNA after the initiation of a HAART regimen and 

predicted values using the loess method (left-censored values were replaced by half of the 

threshold). CASCADE collaboration (N=494). 
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Figure 3. Probability of being still treated by the first HAART regimen: Kaplan-Meier 

estimate (plain line) and log-normal survival distribution function (dashed line). CASCADE 

collaboration (N=494). 
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Figure 4a. Predicted change in CD4+ after the initiation of HAART for non IDU patients 

according to the model used: crude model (univariate model which did not account for 

informative drop-out), univariate model (accounting for informative drop-out), full model 

(accounting for informative drop-out and correlation between HIV RNA and CD4+). 

CASCADE collaboration (N=494). 
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Figure 4b. Predicted change in HIV RNA after the initiation of HAART for non IDU patients 

according to the model used: crude model (univariate model imputing half of the threshold for 

left-censored values which did not account for informative drop-out), univariate model 

(accounting for informative drop-out and left-censoring), bivariate model (accounting for 

informative drop-out, left-censoring and correlation between HIV RNA and CD4+). 

CASCADE collaboration (N=494). 
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6 Discussion 

En épidémiologie, les données manquantes sont très fréquentes du fait notamment de 

l'utilisation d'études observationnelles ou des contraintes liées à l'analyse telles que la 

modification des traitements. La modélisation conjointe des données longitudinales et d'un 

temps de sortie d'étude devrait donc être de plus en plus appliquée. De plus, l'étude de l'effet 

de l'évolution de marqueur (de substitution ou non) sur la survenue d'événements cliniques est 

aussi une application de ces modèles conjoints. 

 

Une difficulté notable est la définition du processus de sortie d’étude. Dans une première 

application de la méthode présentée en section 5.2, le processus de données manquantes était 

défini selon que le patient était encore suivi à la date de point ou non [175]. La sortie d’étude 

était définie comme prématurée lorsqu’un patient n’était pas décédé et qu’il n’avait pas été 

revu dans l’année qui précédait la date de point. Cela concernait 14% des patients inclus. La 

prise en compte de cette sortie prématurée avait peu d’effet sur les autres paramètres du 

modèle. Ceci provient probablement du fait que les causes de sortie d’étude prématurée sont 

hétérogènes depuis la disponibilité des traitements antirétroviraux hautement actifs. En effet, 

certains patients sont perdus de vue du fait d’un mauvais état de santé ou, au contraire, 

certains abandonnent leur suivi hospitalier du fait d’un bon état de santé. Une des solutions 

serait donc de prendre en compte les différentes causes de sortie d’étude [133]. Le problème 

majeur est que l’information des causes de sortie d’étude doit être recueillies. 

 

Des extensions de cette modélisation conjointe ont été présentées dans notre travail afin de 

prendre en compte plusieurs marqueurs potentiellement censurés à gauche. D'autres 

développements ont été proposés notamment des modèles plus souples pour les effets 

aléatoires du modèle mixte [174] ou pour le modèle de survie [131]. Coupler ces différentes 

approches permettrait une plus grande souplesse du modèle pour des applications différentes 

et surtout la réalisation aisée d'études de sensibilité. 

Cependant, un des problèmes majeurs de ces approches est lié aux difficultés numériques 

engendrées par le nombre de paramètres et les calculs complexes d'intégrales multiples ou de 

dérivées. Ces difficultés sont en partie évitées par l'approche bayésienne qui par exemple 

permet de s'affranchir de l'intégration sur les effets aléatoires. De plus, en utilisant des a priori 

vagues, cette approche diffère peu de l'approche fréquentiste. En revanche, on peut critiquer la 

lenteur de convergence et surtout la définition de la convergence en comparaison avec 



Discussion 

116 

l'approche fréquentiste. Parmi les approches fréquentistes utilisées dans ce contexte, on 

distingue l’algorithme EM et les algorithmes de type Newton-Raphson. Lindström et Bates 

décrivaient ce dernier algorithme comme étant le plus rapide [95]. Cependant, l'algorithme 

EM semble particulièrement adapté pour ces problématiques liées à des données incomplètes. 

De plus, des évolutions récentes de l'algorithme EM (PX-EM, par exemple) semblent 

permettre une convergence plus rapide de l'algorithme. 

 

La modélisation employée dans cette thèse est descriptive. Il s’agissait de résumer au mieux 

l'évolution des marqueurs et d’analyser l'effet sur cette évolution de variables explicatives 

mesurées. Il existe une autre approche plus explicative utilisée également pour la modélisation 

de la charge virale et des CD4+ dans le cadre de l'infection par le VIH : les équations 

différentielles. Cette approche peut être considérée comme explicative puisque le modèle est 

construit à partir des hypothèses physiopathologiques d'interaction entre ces deux marqueurs 

ou plus précisément d'interaction entre le virus et les cellules cibles [176]. On peut ainsi 

évaluer l'effet d'une molécule en prenant en compte le lieu d'action exacte de la molécule 

(l'enzyme de transcription inverse pour les inhibiteurs de cette enzyme, par exemple) [177]. 

Ce type de modélisation a donc été récemment proposé comme alternative aux critères de 

jugement classiques dans les essais thérapeutiques sur le VIH [46]. Cependant, de nombreux 

aspects sont encore à développer pour ce type de modèle. Tout d'abord, ils ont le plus souvent 

été utilisés à des fins de simulation plutôt que d'estimation sur des données réelles. L'approche 

par effets aléatoires pour estimer les paramètres de ces modèles n'a été proposée que 

récemment [178]. De plus, l'ajout de composantes stochastiques reflétant à la fois le caractère 

aléatoire de la relation entre le virus et les cellules et l'incertitude du modèle par rapport à la 

vérité biologique est récent et peu développé [154, 179]. En pratique, l'utilisation de cette 

approche pour l'analyse de données réelles nécessite de trouver les solutions de systèmes 

d'équations différentielles stochastiques non linéaires et également d'estimer les paramètres de 

ces solutions. Il s'agit donc d'une perspective de recherche nécessitant une approche 

multidisciplinaire. 
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7 Conclusion 

L'infection par le VIH est un bon exemple de pathologie où les questions clinico-

épidémiologiques sont de plus en plus complexes nécessitant des outils biostatistiques 

toujours plus sophistiqués. Heureusement, cette complexité est souvent liée à une 

amélioration de la prise en charge des patients infectés par le VIH. En effet, la disponibilité de 

la charge virale plasmatique a permis de mieux comprendre la physiopathologie du VIH et de 

mieux suivre les patients ; Les traitements antirétroviraux ont rendu l'évolution des marqueurs 

viro-immunologiques non linéaire parce qu'ils sont efficaces. Il est toutefois difficile de 

promouvoir l'utilisation de méthodes biostatistiques complexes quand bien même elles sont 

utiles. L'utilité de ces méthodes est souvent la première question qui suit leur présentation. 

Dans l’exemple de la censure de la charge virale, les techniques naïves d'analyse statistique 

sous-estiment de plus d'un log la décroissance de la charge virale après l’initiation d’un 

traitement antirétroviral. Cette sous-estimation est cliniquement hautement significative. De 

plus, ne pas analyser la charge virale en continu parce qu'elle est censurée peut engendrer une 

perte de puissance faisant faussement conclure à une absence d'effet pronostique. Montrer que 

ces méthodes sont utiles ne suffit pas à leur promotion : il faut qu'elles soient accessibles au 

plus grand nombre. Il est donc nécessaire que les chercheurs rendent disponibles leur méthode 

dans des logiciels classiques à l'instar du modèle de Diggle et Kenward programmé sous S-

PLUS (module OSWALD) [114]. 

Un autre point concerne les limites de ces méthodes : aucune méthode biostatistique ne 

remplacera un recueil de données adaptées. Dans l'exemple des données manquantes 

informatives, il est crucial de recueillir les raisons de sortie d'étude ou de modification de 

traitement plutôt que de tester des hypothèses invérifiables de dépendance à des données 

absentes. Dans le cas contraire, quelle que soit la complexité du modèle, celui-ci repose sur 

des hypothèses nécessaires à la modélisation de données manquantes. Ces limites doivent être 

gardées à l'esprit en particulier lors de l'interprétation des paramètres du modèle dans les 

applications. 
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Annexes 

Annexe 1 : Liste des abréviations 

ADN : Acide DésoxyriboNucléïque 

APROCO : AntiPROtéase Cohorte, Cohorte française de patients traités par un traitement 

antirétroviral contenant au moins une antiprotéase 

ARN : Acide RiboNucléïque 

AR(1) : Processus autorégressif d'ordre 1 

CASCADE : Concerted Action on SeroConversion to AIDS and Death in Europe, 

collaboration multi-cohorte regroupant des patients à date de séroconversion connue 

CD4+ : Lymphocytes T CD4+ totaux circulants 

CRD : Completely Random Drop-out, sortie d'étude complètement aléatoire (voir MCAR) 

EM : Algorithme EM pour "Expectation Maximisation" 

GEE : Generalized Estimating Equations, équations d'estimation généralisées 

HAART : Highly Active Antiretroviral Therapy, traitement antirétroviral hautement actif 

composé de plusieurs molécules (habituellement trois, i.e. trithérapies) 

ID : Informative Drop-out, sortie d'étude informative (voir MNAR) 

IOU : processus d'Ornstein-Uhlenbeck intégré (Integrated Ornstein-Uhlenbeck) 

MAR : Missing At Random, données manquantes aléatoirement 

MCAR : Missing Completely At Random, données manquantes complètement aléatoirement 

MCEM : "Monte Carlo Expectation Maximisation" algorithme 

MCMC : Markov Chain Monte Carlo, algorithme utilisé dans les approches bayésiennes 

ML : Maximum Likelihood, maximum de vraisemblance 

MNAR : Missing Not At Random, données manquantes non aléatoires 

OU : processus d'Ornstein-Uhlenbeck ou processus autorégressif d'ordre 1 en temps continu 

PMLE : Pseudo Maximum Likelihood Estimator 

RD : Random Drop-out 

SIDA : Syndrome d'ImmunoDéficience Acquise (AIDS pour Acquired ImmunoDeficiency 

Syndrome) 

VIH : Virus de l'Immunodéficience Humaine (HIV pour Human Immunodeficiency Virus) 
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Annexe 2 : Transformation des CD4+ 

Sur l'échelle naturelle, la numération des lymphocytes T CD4+ conduit a des résidus souvent 

hétéroscédastes avec une variance augmentant avec la valeur de la prédiction (figure 3). Il est 

donc souvent nécessaire de travailler sur une transformation des CD4+. Les transformations 

les plus fréquentes sont le logarithme népérien [135] et les racines [52, 108, 180, 181]. Il a 

également été proposé de travailler sur les différences par rapport à la valeur initiale [93]. Ce 

dernier point engendre des modifications plus complexes qu'une simple transformation et il 

est détaillé en annexe 4. 

Lorsque plusieurs transformations sont éligibles suite à l'étude des résidus, une difficulté 

réside dans le choix de la transformation à garder pour la suite des analyses. Une façon 

relativement simple est de comparer les vraisemblances corrigées par le Jacobien de la 

transformation [182]. 

Soit X  une variable aléatoire continue de densité connue ( ).Xf  et ( )XgY =  avec g  une 

fonction bijective monotone de X . Il existe donc une fonction inverse de ( ).g  notée ( ).1−g . 

On peut alors calculer la densité de ( )XgY =  notée ( ).Yf  : 

( ) ( )[ ] ( )
y

ygygfyf XY ∂
∂⋅=

−
−

1
1  

Cette expression signifie que pour trouver la distribution de Y , il faut résoudre ( )xgy =  pour 

x  et substituer cette solution pour x  dans ( )xf X  et ensuite multiplier par la valeur absolue de 

la dérivée ( )
y

yg
∂

∂ −1

. Dans ce contexte, cette dérivée est le Jacobien de la transformation et 

( )
y

yg
∂

∂ −1

 est la valeur absolue du Jacobien. Cette théorie s’applique également au cas 

multivarié où nXXX ,...1=  et nYYY ,...1=  sont des vecteurs de variables aléatoires. Le 

Jacobien de la transformation est : 
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 où ‘det’ correspond au déterminant de la matrice. 

 

En terme de vraisemblance, on a : 
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Avec les transformations simples de type racine carrée ou logarithme, J est diagonale. D’où la 

log-vraisemblance : 
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Par exemple, si on travaille sur la racine carrée des CD4+, la densité connue ( ).Xf  correspond 

à la vraisemblance du modèle pour la variable transformée. On cherche à connaître cette 

vraisemblance pour l’échelle naturelle ( ) 2XXgY == . Autrement dit, ( ) 2/11 YYgX == − . Il 

faudra corriger la log-vraisemblance du modèle estimé avec la variable transformée par le 

Jacobien défini à l’aide de la fonction dérivée ( ) 2
11

2
1 −−

⋅=
∂

∂ y
y

yg . 

Dans le cadre de l’étude sur les données de la multicohorte CASCADE, on a étudié 

différentes transformations possibles car les résidus étaient hétéroscédastes sur l’échelle 

naturelle (figure 3). Les log-vraisemblances corrigées étaient les suivantes : 

 

Echelle Log-vraisemblance corrigée 

Naturelle -75004 

Logarithme -79818 

Racine carrée -73585 

Racine cubique -73617 

Racine quatrième -73763 

 

On a donc retenu la transformation racine carrée qui conduisait à la meilleure vraisemblance 

et à des résidus homoscédastes (figure 4). 
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Figure 3. Résidus d'un modèle mixte univarié pour les CD4+ sur l'échelle naturelle. 

CASCADE (916 sujets, 1 mesure/6.8 mois en médiane). 
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Figure 4. Résidus d'un modèle mixte univarié pour la racine carrée des CD4+. 

CASCADE (916 sujets, 1 mesure/6.8 mois en médiane). 
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Une fois obtenues les estimations du modèle mixte pour la variable dépendante transformée, 

l'interprétation ou l'utilisation des prédictions nécessite une transformation inverse. Par 

exemple, dans l'analyse de la valeur prédictive de l'évolution des CD4+ [156], la meilleure 

transformation pour le modèle mixte était également la racine carrée. 
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Pour faciliter l’interprétation de l’évolution des prédictions de CD4+ ou leur effet au sein d’un 

modèle de Cox, les prédictions issues du modèle mixte pour la racine carrée ont été 

retransformées sur l’échelle naturelle. L’espérance conditionnelle des CD4+ a été calculée à 

l’aide de la formule suivante car la transformation par racine carrée n’est pas linéaire (voir 

notations dans la section 2.1.1) : 

{ } ( ) 222
)/4()/4()/4( εσγβγγγ ++=+= iititiitiitiit ZXCDVarCDECDE  

Cette espérance conditionnelle des CD4+ a pu être utilisée à la place des prédictions 

individuelles de CD4+ dans un modèle de Cox en tant que variable dépendante du temps, par 

exemple. 

Pour la représentation sur des figures, on désire plutôt calculer l’espérance marginale des 

CD4+. Dans ce cas, on utilise la formule suivante : 

( ) { } ( ) )()4()4(4
22

ititititit YVarXCDVarCDECDE +=+= β  où )4( itCDVar  est le tème 

élément sur la diagonale de la matrice 11
ii GZZ  plus 2

1εσ . Les matrices de variables 

explicatives sont définies selon les figures qu’on désire représenter. 
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