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Introduction

Les travaux de recherche présentés ici en vue d’obtenir I’habilitation a diriger les
recherches portent au total sur une période d’environ 10 ans. Ils s’inscrivent dans deux
themes principaux : les méthodes d’équations intégrales et d’éléments de frontiere, les
problemes inverses en mécanique des solides, abordés dans cet ordre chronologique.

Ces deux themes, quoique distincts, se recouvrent partiellement. En effet, une propor-
tion substantielle de problemes inverses de la mécanique des solides concerne des situations
d’essais non destructifs, pour lesquelles les mesures sont faites sur la frontiere externe, et
concernent des conditions aux limites ou des domaines géométriques partiellement incon-
nus. La modélisation du probleme direct par équations intégrales de frontiere donne alors
I’expression mathématique la plus directe de la relation entre mesures et inconnues. Sur
un plan plus général, il existe un lien tres fort entre la théorie des équations intégrales et
la modélisation des problemes inverses.

Huy Duong But, alors aux Etudes et Recherches d’EDF, m’a proposé la régularisation
des équations intégrales en élastodynamique et ’étude des aspects numériques associés
comme sujet de these. Son choix était motivé d’une part bien sur par I'intérét propre de
cette recherche, mais aussi en raison de ses liens avec la modélisation numérique fine de
méthodes de controle non destructif, probleme inverse tres difficile dont EDF commencait
a se préoccuper. Huy Duong BUI m’a ainsi sensibilisé, durant la période suivant la these, a
I'intérét scientifique et aux applications potentielles des problemes inverses en Mécanique
des solides. Je dois donc mon activité dans ces deux domaines a son impulsion.

méthodes d’équations intégrales de frontiere. Mes premiers travaux dans ce
domaine ont porté sur leur régularisation, pour ’élastostatique, élastodynamique et 1’acous-
tique et des développements numériques associés. La reformulation sous forme intégrable
des équations hypersingulieres associées aux solides fissurés était également une étape
importante. Une extension récente a concerné l'établissment de formulations intégrales
variationnelles symétriques et régularisées. Ces travaux sont décrits au chapitre 1.

L’examen durant mon stage post-doctoral de travaux menés notamment a EDF sur
la “méthode 6”7 (qui utilise les éléments finis) m’a conduit & explorer 'idée d’associer
méthodes intégrales et dérivation par rapport au domaine. Cette recherche a conduit
d’une part au développement sous deux formes successives d'une “méthode f-intégrale”,
formulation de I'approche énergétique (reposant sur le calcul des dérivées par rapport au
domaine de I’énergie potentielle a I’équilibre) de problemes de mécanique de la rupture ne
nécessitant que la modélisation de la frontiere et des variables qu’elle supporte (chapitre
3)L. Elle est d’autre part applicable & de nombreux problémes inverses pour lesquels le
domaine est la variable principale, comme en témoigne 1’étude numérique réalisée sur
Iidentification d’obstacles rigides en acoustique linéaire, utilisant éléments de frontiere et
dérivée par rapport au domaine (chapitre 4, section 3.2). 3

1Ceci comprend la thése de Haihong X1A0 dont j’ai assuré ’encadrement.



6 INTRODUCTION

Problémes inverses. Les problemes inverses sont habituellement mal posés (solu-
tion inexistante, ou non unique, ou non-continue par rapport aux données mesurées), et
leur résolution nécessite des approches spécifiques qui font une grande place a la prise en
compte d’informations a priori et a la restriction de ’espace des solutions admissibles.
J’ai mené dans ce cadre des travaux sur le développement et 1’exploitation de l'inversion
gaussienne linéaire puis non-linéaire? pour acoustique et mécanique vibratoire (chapitre
2), dans le cadre d’une collaboration a long terme avec le département Acoustique et
Mécanique Vibratoire d’EDF.

J’ai également abordé divers aspects de la méthode de I'état adjoint qui, appliquée aux
problemes inverses, conduit d’une part a des équations d’observation permettant I’analyse
du probleme inverse linéarisé, d’autre part a un calcul numérique tres efficace du gradient
d’une fonction-cott (chapitre 4).

Ces travaux utilisent, suivant les cas, les éléments finis ou les éléments de frontiere.

Cours et ouvrage. Le domaine des méthodes d’équations intégrales et d’éléments de
frontiere a fait de ma part 'objet de cours approfondis & I’Université de Bucarest (1993) et
aux Etudes doctorales de I’Ecole Polytechnique (1994). Les documents [Bon93], [Bon94]
préparés a ces occasions représentent les premieres ébauches d'un ouvrage [Bon95| en
cours d’achevement, qui je 'espere comblera un vide éditorial, la littérature francophone
consacrée a ce domaine étant tres pauvre.

Nota. Les citations bibliographiques faites dans ce mémoire renvoient a deux listes dis-
tinctes : celle de mes travauz (pages 79 a 84, repérées par [B;année n’réf]) et celle de
références de la littérature, hors travaur personnels (pages 85 a 92, repérées par [n® réf.]) .

2Sujet de la theése de Jalel BEN ABDALLAH dont j’ai assuré I’encadrement.



Chapitre 1

Equations intégrales et éléments de
frontiere

Afin de mieux présenter, dans les sections 1.2 et suivantes, les travaux personnels, ce
chapitre débute par une premiere section introductive.

1.1 Introduction

La plupart des problemes d’intérét pratique posés par la Mécanique des solides défor-
mables sont généralement associés a des domaines géométriques et des conditions aux
limites ne permettant pas l’emploi des techniques classiques de recherche de solutions
exactes : séparation de variables, transformations intégrales. . . et doivent donc étre résolues
par des méthodes numériques. Les plus couramment utilisées sont les différences finies, les
éléments finis et les éléments de frontiere ; la méthode des caractéristiques ou 'approche
spectrale sont également rencontrées.

La méthode des éléments de frontiere repose sur la discrétisation d’équations intégrales
de frontiere. L’étude de ces dernieres a commencé il y a plus d’un siecle et constitue une
branche importante de la physique mathématique classique : la théorie du potentiel (voir
par exemple les ouvrages de Kellogg [43], Gunther [37]). L’identité intégrale de Somigliana
pour 'élastostatique, par exemple, a été publiée en 1886 [87]. Le développement de la
méthode des éléments de frontiere en tant qu’outil de résolution numérique est toutefois
postérieur a celui des méthodes d’éléments finis et de différences finies. Les premiers
développements numériques ont été proposés durant les années 1960 : Shaw [82], Rizzo
[74], Cruse [27], pour n’en citer que quelques-uns.

La théorie du potentiel classique traite de surtout de champs scalaires (température,
potentiel électrostatique, ondes acoustiques, potentiel des vitesses d'un fluide parfait,. .. )
vérifiant des équations aux dérivées partielles faisant intervenir le laplacien : équations de
Poisson, des ondes, de la diffusion. ... Par exemple, des solutions de I’équation de Poisson
peuvent étre représentées comme combinaisons de potentiels créés dans 'espace par des
sources distribuées sur un volume V' ou une surface S : potentiels newtoniens

Viz)= . /V Fly)— D

o ly — |

Viz)= - / oly)—

A ly—z ||

de simple couche
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ou de double couche

1 0 1
V(z) = E/Sl/f(y)a—nmdsy

On peut ainsi ramener la résolution de 1’équation de Poisson a une équation intégrale,
posées sur la frontiere du domaine d’étude (la distribution f du potentiel newtonien étant
donnée : forces, masse, production de chaleur...), d’inconnue ¢ ou 1. On note que les
potentiels sont exprimés en termes d’intégrales singulieres pour & € V. S. L’étude de I'exis-
tence d'une solution, pour des conditions aux limites données, est alors ramenée a celle de
I’existence d’une solution a une équation intégrale de frontiere, ce qui permet d’appliquer
les théoremes de Fredholm [95], étendus aux équations intégrales singulieres multidimen-
sionnelles. Cette démarche a été étendue a ’élasticité statique et dynamique, notamment
par Kupradze [48], [49], qui a défini des potentiels élastiques similaires aux potentiels
scalaires et démontré, au moyen d’une approche de régularisation, que les théoremes de
Fredholm sont applicables aux équations intégrales pour les problemes fondamentaux de
I’élasticité.

Les équations intégrales issues de la théorie du potentiel portent sur une inconnue
intermédiaire : une distribution (réelle ou fictive) de sources, et sont sont qualifiées d’« in-
directes ». Elles sont classiquement utilisées pour la formulation des problemes fonda-
mentaux (de Dirichlet, Neumann ou Robin). D’autres formulations intégrales, dites « di-
rectes », établissent une relation entre les variables physiques (potentiel et flux, déplace-
ment et vecteur-contrainte) sur la frontiere du domaine d’étude, et leur applicabilité n’est
pas restreinte a des conditions aux limites spécifiques.

Les équations intégrales, directes comme indirectes, doivent bien siur étre résolues
numériquement dans la plupart des cas, ce qui a entrainé 'apparition de la méthode des
éléments de frontiere. Celle-ci repose fortement sur ’adaptation de notions initialement
créées et développées dans le contexte de la méthode des éléments finis [12] : maillage, in-
terpolation par fonctions a support borné. L’avantage conceptuel des méthodes intégrales
sur d’autres techniques comme les éléments finis est le gain d’une dimension d’espace
pour la discrétisation : le support des inconnues est la frontiere, et non le domaine qu’elle
limite.

Domaines d’application des équations intégrales de frontiere. La formulation
d’équations intégrales de frontiere est intimement liée a la présence d’un opérateur différentiel
linéaire dans les équations locales vérifiées par les champs physiques ; les équations intégrales
indirectes reposent sur un principe de superposition. Les méthodes d’éléments de frontiere
permettent donc principalement la résolution numérique de problemes régis par des équations
aux dérivées partielles linéaires : équation de Laplace ou de Poisson (problemes de po-
tentiel scalaire, d’origines physiques trés nombreuses), équation des ondes en régime
fréquentiel ou temporel (propagation acoustique ou électromagnétique), équations de
I'élastostatique ou de l'élastodynamique linéaires, équation biharmonique (flexion des
plaques élastiques). Les milieux physiques considérés doivent avoir des caractéristiques
homogenes.

Dans le domaine de la Mécanique des solides, les éléments de frontiere sont notamment
appliqués au calcul des structures élastiques. Dans ce cas, les efficacités relatives (en termes
de nombre d’inconnues et de temps de calcul) des méthodes d’éléments finis et d’équations
intégrales dépendent notamment du caractere massif ou élancé du solide considéré. De
nombreuses applications concernent également les solides fissurés, dans le cadre de la
mécanique de la rupture fragile : les difficultés soulevées par le maillage par éléments
finis de domaines tridimensionnels fissurés, liées en particulier a la nécessité de raffiner le
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maillage autour du front de fissure, rend avantageux I’emploi d’éléments de frontiere, en
particulier si la fissure se propage.

Problemes extérieurs. Un des points forts des méthodes fondées sur les équations
intégrales est la possibilité de traiter des domaines infinis ou semi-infinis sans avoir a
tronquer artificiellement le domaine d’étude. Ce point est particulierement important
en dynamique, ou une frontiere artificielle crée des réflexions parasites (non physiques)
d’ondes sortantes. De plus, I'utilisation de méthodes d’éléments finis ou de différences
finies pour les problemes de propagation d’ondes pose d’autres difficultés liées au fait
que la discrétisation du domaine introduit une anisotropie artificielle des propriétés de
propagation du milieu modélisé (voir 1’étude de Bamberger et coll. [6]). Les problemes
faisant intervenir des milieux considérés comme infinis sont donc prioritairement traités
par équations intégrale et éléments finis de frontiere, notamment en dynamique. Ceci
correspond & des applications pour 'acoustique (propagation en milieu ouvert, aérien ou
sous-marin), la simulation des ondes élastiques, par exemple en géophysique, sismologie
et génie parasismique, la propagation des ondes électromagnétiques, le calcul des champs
élastiques créés par des inclusions, ainsi que tous les problemes couplés dont 1'un des
composants occupe un domaine infini (couplage sol/structure ou sol/fluide/structure).

Probléemes avec non-linéarités. Le fait que les formulations intégrales reposent
sur la présence d’un opérateur linéaire n’implique pas I'impossibilité de considérer des non-
linéarités géométriques ou de comportement. Quand les équations du probleme présentent
une partie linéaire (comportement élasto-plastique, non-linéarités liées a des conditions
aux limites ou des variations du domaine géométrique d’étude), on est conduit a la
résolution d’une succession de problemes linéaires. Les contributions des non-linéarités
prennent souvent la forme de termes additionnels de sources (assimilables a des défor-
mations ou contraintes initiales pour le cas de 1'élastoplasticité), qui conduisent a des
intégrales de domaine connues (le support des inconnues étant toujours la frontiere), ce
qui fait perdre une partie de I’avantage a formuler un probleme sur la frontiere plutot que
sur le domaine. Il est difficile a I’heure actuelle de donner un jugement définitif quant a
I'efficacité comparée des méthode d’éléments finis et d’équations intégrales pour le traite-
ment de non-linéarités, qui dépend fortement de ’étendue relative de la zone géométrique
atteinte par les non-linéarités.

Domaines variables ou inconnus. La méthode des équations intégrales est aussi
bien adaptée a la résolution de problemes dont une variable principale est le domaine, va-
riable ou inconnu : propagation de fissures ou de zones d’endommagement, optimisation
de la forme de structures, problemes inverses a domaine inconnu (identification d’obs-
tacles, d’inclusions, de fissures,...), problemes a surface libre inconnue (simulation de
nappes aquatiques souterraines, ondes de gravité). Cet aspect de I'utilisation des méthodes
intégrales est encore dans une phase de développement, et devrait progresser fortement
durant les prochaines années.

Eléments finis vs. éléments de frontiere. La question de lefficacité relative des
méthodes d’éléments finis et d’éléments de frontiere a fait 1’'objet de nombreux débats. I1
est selon nous peu pertinent de poser le probleme en ces termes. La méthode des éléments
finis occupe une position dominante, son champ d’application étant incontestablement
plus vaste que celui des méthodes intégrales, et notre intention dans cet ouvrage n’est
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nullement de défendre un point de vue contraire. Les méthodes intégrales présente une
supériorité pour le traitement de certaines situations (problémes linéaires, propagation
d’ondes, présence de milieux infinis, frontieres mobiles ou inconnues). Il faut donc sans
doute voir les deux approches comme complémentaires plus que concurrentes, méme si
I'intersection de leurs domaines de compétences est loin d’étre vide. Ce point de vue
est d’ailleurs parfois concrétisé dans certaines méthodes mixtes reposant sur 'utilisation
couplée des éléments finis (pour la portion du domaine d’étude siege de non-linéarités
ou d’hétérogénéités de comportement) et de frontiere (pour la partie complémentaire du
domaine).

1.2 Régularisation des équations intégrales

1.2.1 Régularisation pour I’élastostatique

Les formulations intégrales reposent sur ’application d'un théoreme de réciprocité
analogue a la troisieme formule de Green. En élastostatique, ’application du théoreme de
Maxwell-Betti entre I’état élastostatique (déplacement u(y) et contrainte o (y) au point
courant y du domaine élastique €2) inconnu et une solution élémentaire exacte : réponse
élastique (déplacement U*(z, y) et contrainte $*(a, 4)) & une force ponctuelle unitaire de
direction e (1 < k < 3) appliquée en un point-source x fixé. La solution élémentaire doit
étre définie sur un domaine géométrique incluant le donaine d’étude €2; elle est connue
sous forme analytique pour des configurations géométriques simples : espace élastique
infini (solution de Kelvin), semi-infini (solution de Mindlin)... Cette démarche conduit,
en présence d’efforts de volume F'; aux formules de représentation intégrale tres classiques :

(Ut ey - wwTH @y} s, + / F(y)U@,y)dV,  (11)
oij(T {tk v Y) — we(Y)Cijar X (0, y)ru(y } dsSy

+ / Fu(y)Sh (z, ) AV, (12)
Q

valables pour @ intérieur a 2 (et également, avec un premier membre nul, pour & extérieur
4 09); T" désigne le vecteur-contrainte associé a la contrainte élémentaire X* . Seul le
choix de sources ponctuelles pour la solution élémentaire permet I'obtention de telles for-
mules de représentation intégrale. L’application des formules ci-dessus nécessite la connais-
sance préalable, sur la frontiere 02 (de normale unitaire n extérieure a €2), du déplacement
u et du vecteur-contrainte ¢ = o.n. La résolution d’'un probleme élastique se fait ainsi en
deux étapes :
1. Résolution a la frontiere par rapport a celles des variables qui ne sont pas prescrites
par les conditions aux limites.
2. Calcul des champs aux points intérieurs par des formules explicites du type (1.1),
(1.2), qui utilisent le résultat de I’étape précédente.
Le caractere ponctuel des sources définissant la solution élémentaire est crucial pour ce
qui est de la possibilité d’obtenir des formules de représentation telles que (1.1), (1.2). En
contrepartie, les solutions élémentaires sont singulieres au voisinage de . Par exemple,
pour toute surface fermée S entourant x, 1’équilibre de la solution élémentaire statique
implique :

/ T(x,y) dS, = —bu
S
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et ce pour S aussi petite que 1'on veut. Cela indique notamment que 3(x, y) présente une
singularité en y ~ x du type |y — :c|_2, donc non intégrable sur une surface contenant x.
Les représentations (1.1), (1.2) ne peuvent alors pas étre écrites telles quelles en & € 99, et
I’établissement d’équations intégrales d’inconnues (u, t) passe par un passage a la limite.
Le traitement classique de cette étape (voir par exemple Kupradze [48], [49]) conduit a :

— Des équations intégrales en déplacement obtenues a partir de (1.1) : le déplacement
en x € 0f) est relié aux déplacements et vecteurs contrainte sur I’ensemble de la
frontiere, au moyen d’opérateurs intégraux présentant en @ une singularité intégrable
au sens des valeurs principales de Cauchy (VPC).

— Des équations intégrales en tractions' obtenues a partir de (1.2) : le vecteur contrainte
en x € 0f) est reliée aux déplacements et vecteurs contrainte sur ’ensemble de la
frontiere. Les opérateurs intégraux présentent au point-source une singularité en par-
tie finie (PF)?2, consécutive & application de la loi de Hooke aux équations intégrales
en déplacements, qu’il faut donc dérivér sous le signe intégral.

Ces équations intégrales sont dites de collocation : on impose le respect strict de I’équation
en des points fixés x de la frontiere. Les considérations résumées ici valent aussi en
¢lastodynamique, acoustique, théorie du potentiel. . .

Utilité d’une régularisation. La présence de singularités non-intégrables dans les
équations intégrales ne constitue pas un obstacle de principe majeur dans la mesure
ou le sens donné a la convergence des intégrales est clairement défini. Par contre, cela
pose des problemes pratiques pour leur discrétisation par éléments de frontiere, car les
méthodes classiques d’intégration numérique, reposant généralement sur un changement
de variables (points de Gauss. .. ), ne s’appliquent qu’avec de grandes précautions, sauf a
mener a des résultats faux, comme le montrent un certain nombre d’exemples analytiques
classiques. De plus, la précision d’évaluation des intégrales singulieres est primordiale :
elles contribuent aux termes diagonaux de la matrice du probleme discret et la rendent
méme diagonalement dominante (donc bien conditionnée). Diverses approches s’efforcent
de prendre en compte ces difficultés :

— Méthodes particuliéres d’intégration numérique (Kutt [50]) : points de Gauss adaptés
a l'intégration de certaines VPC, notamment pour des intégrales singulieres curvi-
lignes. Certaines situations particulieres sont ainsi couvertes.

— Ewaluation directe d’intégrales en VPC et en PF (Guiggiani et Gigante [35], Guig-
giani et coll. [36]) : le changement de variables permettant le passage sur 1'élément
de référence est appliqué, le passage a la limite qui définit 'intégration en VPC ou
PF étant effectué ensuite, sur I’élément de référence.

— Régularisation indirecte : on utilise des identités auxiliaires vérifiées par les intégrales
des solutions élémentaires elles-mémes. Par soustraction et addition de termes conve-
nablement choisis, la partie la plus singuliere est isolée dans un terme dont la valeur
est connue.

Mes recherches dans ce domaine concernent la régularisation indirecte des équations
intégrales de I’élasticité statique ou dynamique.

Equations intégrales régularisées en déplacement. L’idée principale utilisée est
I'évaluation de la singularité a I'aide d'une identité de corps rigide (I’équation intégrale

L« Traction »étant & prendre au sens anglophone et signifiant « vecteur contrainte »(traction boundary
integral equations).

2Ce type d’équation intégrale est parfois qualifié d’« hypersinguliere », notamment dans la terminologie
anglo-saxonne.
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correspondant a un déplacement rigidifiant statique du solide considéré), qui a été géné-
ralisée & un domaine infini [BLB85], [LB85], [Bon86], [Bon86]. Ceci permet de donner tres
simplement et sans calculs une forme régularisée de I’équation intégrale en déplacements,
ne présentant que des singularités intégrales (dites encore faibles) :

pup(e) + | {[uwi(y) — w(@)T] (z,y) — t:(y)Uf (z, y) } dSyZ/E(y)Ui’“(m,y) dv,,
o0 Q

(1.3)
avec k = 0 (2 borné) ou k = 1 (R?*—Q borné). Leffet régularisant du terme [u(y) —u(x)]
repose sur I’hypothése de régularité u € C%* en x, qui conditionne également la conver-
gence au sens de la valeur principale de Cauchy en I’absence de régularisation (Kupradze
[49]). La formulation ci-dessus est équivalente a I'identité classique de Somigliana mais se
préte mieux aux applications numériques.

Représentation régularisée du tenseur des contraintes a la frontiére. La résolu-
tion du probleme de I’équilibre d’un solide élastique fissuré est la motivation initiale pour
I’étude des équations intégrales hypersingulieres. En effet les équations intégrales en dépla-
cement appliquées a ces situations présentent un phénomene dit de dégénerescence (Cruse
[28]) : les données en efforts appliqués sur les levres de la fissure (provenant généralement
de l'utilisation du principe de superposition pour une fissure supposée libre de contraintes)
n’y apparaissent pas explicitement. On est alors conduit a écrire une équation intégrale
en tractions, de facon a faire apparaitre explicitement ces données.

La régularisation de ces équations intégrales en traction, singulieres en PF, et plus
généralement celle de la représentation intégrale du tenseur des contraintes a la frontiere,
nécessite deux étapes. Une transformation analytique préliminaire (intégration par parties
au moyen de variantes de la formule de Stokes) de I’équation intégrale en traction conduit
a une forme singuliere en VPC. Cette version est ensuite régularisée par une variante de
I’approche indirecte précédente, dans laquelle une certaine intégrale singuliere résiduelle
doit étre évaluée. L’identité de corps rigide n’est cette fois pas applicable a cette intégrale,
qui doit étre transformée analytiquement par de nouvelles intégrations par parties [Bon86],
[BB87], [BB87|, [BB93| afin d’étre réécrite sous forme intégrable. On obtient ainsi, par
exemple, une forme régularisée de la représentation intégrale de o (), ne présentant que
des singularités intégrales :

1

501'3‘(5’3) =/ {{tr(y) — te(2)]Sf; (2, y) — [Duur(y) — Dyur()]Cija Sy (2, )} dS,

n / Fu(y)Sh (@, y) dV,
Q
+ tk(a:)Afj (x,09) — Dyug(x)CijapAgy(x, 09) (1.4)

ou D;;f =n;f; —n;f; est un opérateur différentiel tangentiel sur f. L'effet régularisant
des termes [Dyui(y) — Dyug(x)] et [t(y) — t(x)] repose sur les hypothese de régularité
plus contraignantes (u,n) € C'* en x. Le terme résiduel Aj(x,S) est :

Al(x,S) = (VPC) / S5 () dS, (1.5)
S

Un des résultats de la these [Bon86] fut précisément de donner de 'intégrale ci-dessus, a
priori non convergente au sens ordinaire, une nouvelle expression, intégrable et explicite,
au moyen de manipulations analytiques (intégrations par parties avec  maintenu hors
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de S suivie d'un passage a la limite  — S), pour la solution élémentaire élastostatique
de Kelvin. Ce résultat?, reporté dans (1.4), achéve la régularisation.

Prendre le produit contracté du résultat (1.4) avec nj(x) permet d’obtenir les équations
intégrales en traction. Pour le cas particulier des fissures planes en milieu infini élastique
(092 = I de normale n = e3), on obtient la relation suivante entre efforts +¢ appliqués
sur les levres de la fissure et saut de déplacement ¢ = u™ — u~ a travers I :

tla) = 2t { [ 1000l) = bmala)] a5 + a1

(@) = gt [(120) (ralona®) = @] = al0a() (o)}
T gy [ Brararalas () = dun (@)
£ 2 (@) (. T) = 5@ (o 1)
= %%ﬁ(wwﬁw(m, y

I(x,S) = — /8 S S (@,.8) = Susly (. 5) + 0 L, ) - /8 S rar vy S

(r = |y — x|, v : normale extérieure a JI', (u,r) : module de cisaillement et coefficient
de Poisson isotropes) qui s’avere étre une forme encore plus régularisée de 1’équation
intégrale proposée par Bui [20], qui elle-méme est la forme intégrale VPC de I’équation
hypersinguliere.

1.2.2 Nouvelle interprétation du caractere singulier des équa-
tions intégrales.

La démarche était initialement posée en termes de régularisation de formulations
intégrales classiques, présentant a priori une singularité non intégrable au sens usuel. Ti-
rant les conséquences logiques de I'approche de régularisation indirecte ainsi développée,
il a été montré [BB93] qu’elle permet en fait d’évacuer completement la nécessité d’intro-
duire a priori des convergences tres particulieres, VPC ou PF, pour établir les équations
intégrales.

Pour montrer ceci, I'idée principale consiste a utiliser un passage a la limite, dont on
donne brievement le principe : pour un point « fixé de 9S2, on considere, pour tout € > 0,
un voisinage connexe v.(x) = v. de x, dit voisinage d’exclusion, de diametre < € et de
forme quelconque (voir figure 1.1). On introduit alors, selon la figure 1.1, Q. = Q — v,
se = QN v, e = 02 Nv.. Les représentations (1.1), (1.2) sont alors considérées pour le
domaine Q. de frontiere 02, = (02 — e.) + s¢).

On fait subir aux intégrales non-singulieres (puisque & ¢ (2. par construction), des
transformations analytiques bien choisies, permettant de leur donner une forme régulari-
sée. Cette étape est suivie du passage final a la limite ¢ — 0, qui se réduit a constater
la convergence d’intégrales faiblement singulieres. Ce traitement conduit a nouveau aux
résultats (1.3), (1.4).

3

non reproduit ici car la formule est lourde.



14 CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES ET ELEMENTS DE FRONTIERE

| <

0Q-e,

F1G. 1.1: Voisinage d’exclusion v.(x) et autres notations utilisées pour le passage
a la limite € — 0.

Commentaires. Cette présentation met en évidence le fait que le caractere forte-
ment singulier ou hypersingulier des équations intégrales n’est qu’apparent. En effet, la
technique de passage a la limite évoquée permet de tout mettre sous forme intégrable, sans
qu’a aucun moment n’intervienne de forme spéciale (VPC,PF) de convergence d’intégrales.

Ce point de vue n’apporte rien de plus sur le plan pratique par rapport a la méthode
antérieure conduisant aux formulations (1.3), (1.4). En revanche, sur le plan fondamen-
tal, il est plutot rassurant de voir que les équations (intégrales) de 1’élasticité ne sont
pas crucialement dépendantes d'un type tres particulier de convergence d’intégrales tres
singulieres.

1.2.3 Extension de la régularisation a I’élastodynamique

L’approche de régularisation indirecte a été généralisée aux équations intégrales de
I’élastodynamique, dans le domaine fréquentiel aussi bien que temporel (méthode des po-
tentiels retardés) [Bon89], [BB93]. Les formulations régularisées obtenues reposent crucia-
lement sur 1’égalité des singularités entre les solutions élémentaires dynamique et statique.
Celle-ci, facilement explicable par un argument mécanique, a été explicitement mise en
évidence au moyen de développements par rapport a r = |y — x| autour de r = 0, en série
infinie pour le domaine fréquentiel [Bon86] ou limités pour le domaine temporel [Bon89].
On peut alors se ramener aux résultats obtenus en statique comme (1.3), (1.4) par sous-
traction et addition a la solution élémentaire dynamique de sa contrepartie statique.

La maitrise des problemes liés aux singularités en statique permet ainsi, par contre-
coup, de résoudre également le probleme de régularisation en dynamique, et joue donc un
role tres important.

1.2.4 Régularisation pour les problemes scalaires

L’approche de régularisation indirecte, traitée dans le cadre principal de I’élastodynamique
tridimensionnelle, a pu étre facilement adaptée a d’autres situations similaires mais mathé-
matiquement un peu plus simples. On a ainsi obtenu, comme « sous-produits »directs, des
équations intégrales régularisées pour les problemes scalaires ou vectoriels faisant interve-
nir le laplacien (potentiel, acoustique et ondes, élasticité antiplane, torsion... ) [Bon86],
[KBM92], [Bon93]. En effet, le parallélisme avec l'élasticité (structure de l'identité de
récriprocité, propriétés des solutions élémentaires) est complet.
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1.2.5 Commentaires

La régularisation, sous une forme ou une autre (incluant des méthodes « propres »d’éva-
luation directe d’intégrales en VPC ou PF), est une étape indispensable sur le plan pra-
tique. Ce theme a suscité une littérature assez abondante, et continue de le faire en ce
qui concerne les équations intégrales « hypersingulieres »(voir par exemple Krishnasamy,
Rizzo & Rudolphi [47], Nishimura & Kobayashi [66], Sladek & Sladek [85], Toh & Mu-
kherjee [94]). L’approche résumée ici, qui a contribué a la compréhension de ces aspects,
était sous-tendue par les considérations suivantes :

— Généralité des formulations : celles obtenues sont valables pour I’élasticité tridimen-
sionnelle pour des domaines quelconques (y compris fissurés), finis ou infinis, ainsi
que des conditions aux limites quelconques.

— Généralité de la mise en oeuvre numérique : les résultats obtenus ne sont pas liés a un
type particulier d’interpolation de la géométrie ou des inconnues, et sont applicables
a toutes les interpolations classiques.

— Calculabilité effective de tous les termes : les opérateurs intégraux sont réécrits en
termes d’intégrales convergentes au sens usuel, et les intégrales correspondantes
sont donc calculables par des méthodes numériques classiques, contrairement aux
formulations intégrales classiques non régularisées.

1.3 Mise en oeuvre numérique de la régularisation

Les équations intégrales avec régularisation indirecte ont fait ’objet de développements
informatiques pour ’élastodynamique (domaine fréquentiel) et 'acoustique tridimension-
nelles pour des domaines finis ou infinis [Bon86], [BV87], [DB89a], [DB89b] (programme
TRIDYN développé pour EDF puis ASTRID pour le LMS). Ceux-ci ont été conduits dans
le cadre, le plus fréquemment rencontré dans la littérature, de la discrétisation par colloca-
tion, consistant a imposer le respect d’une équation intégrale comme (1.3) en un nombre
fini de points de collocation®

Cette étape a contribué a d’autres travaux évoquées dans ce mémoire : reconstruc-
tion de vitesses vibratoires de structures (section 2.3), identification d’obstacles rigides
en acoustique (section 4.3), approche « f-intégrale »en mécanique linéaire de la rupture
(chapitre 3.3).

1.3.1 Mise en oeuvre numérique de la régularisation

Au niveau numérique, 'avantage de la régularisation doit étre concrétisé au stade de
I'intégration numérique singuliere, au moyen d’une procédure spéciale, comme suit.

Un élément de frontiere E est décrit géométriquement au moyen d’un paramétrage
£ = (&,8%) € A — y € E sur I'élément de référence A, en termes de N fonctions de
forme N,, et noeuds y,, :

y=> Nu(&)y" (1.6)

m=1

La procédure d’'intégration singuliere est nécessaire quand le point singulier x est sur
E. Sin e A désigne 'antécédent de € E par le paramétrage de 1’élément, un systeme

4Le terme « collocation »désigne, d’une facon générale, le fait d’imposer le respect exact d’une relation
dépendant d’une variable continue pour un nombre fini de valeurs de cette variable.
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te,
[2

Fia. 1.2: Paramétrage d’un élément de frontiere quadrangulaire a 9 noeuds

de coordonnées polaires sur A, (p, @) centré en n, est introduit, posant :

(&1,&2) = (1,m2) + p(cos a, sin o) d§ = pdpda (1.7)
i3 I3
(+1)] 2 |2
e (1)
n |
A 2,
® o | (+1) a @
| BN\ &
“1) | o +1)

-—-—

N1&s

| (Be)

F1G. 1.3: Elément de référence : coordonnées polaires (gauche), subdivision en
triangles pour les intégrations singulieres (droite).

L’idée principale développée a ce stade réside dans la construction, pour toute fonction
de forme polynomiale N,,(&1,&s), d'une fonction de forme réduite N,,(p, «;n) telle que :

Npu(€) — Nu(m) = pNou(p, a;m)

de sorte que p apparaisse en facteur de la discrétisation de r = |y — x| et du terme
[u(y) — u(x)], qui joue un role essentiel dans le caractere régularisé de (1.3)° :

[w(y) —w@)] =p Y Nnlp,asmu™  r=pro=p

N
Z Nm(p7 a; n)ym
m=1

5011 suppose pour simplifier la présentation une discrétisation isoparamétrique, mais la procédure
)
présentée est clairement applicable au cas non isoparamétrique.
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ou le facteur 1/ry est régulier en p = 0. Les solutions élémentaires >k et U* sont alors
mises sous la forme :
J 1

k _ k ) k _ ik )
Eij(w>y) = ;zij<paaan) Ui(z,y) = pUi (p,a;m)
ol l}', 3 sont non-singuliers en p = 0. Ce qui précede permet par exemple d’écrire les
intégrales singulieres typiques issues de la discrétisation de (1.3) sous une forme totalement
réguliere dans le systeme (p, @) :

/E [Non(€) — Non(m)|TE (2, ) J(€) d = / Non(p, 0 )T (p, 0 ). (€)dpdo
[ ¥ul€UK@ 9 )46 = [ No€)UE . m) T (€)dpdo

La description de I’élément de référence A en coordonnées polaires (p, ) utilise une sub-
division en triangles (figure 1.3). Le calcul numérique effectif des intégrales élémentaires
nécessite alors un dernier changement de variable (p, a) — (vy,v2) € [—1,1], qui permet
d’appliquer la méthode des points de Gauss ordinaires dans le systéeme (vy, vo).

1.3.2 Commentaires.

Cette procédure d’intégration singuliere, qui est une des idées développées dans la the-
se [Bon86], concrétise I'opération de régularisation des équations intégrales. Elle exploite
ainsi les avantages de la méthode des points de Gauss : précision, stabilité, évite les dif-
ficultés liées aux valeurs principales de Cauchy et permet in fine une évaluation fiable et
précise des intégrales singulieres. La technique évoquée est générale en ce qu’elle permet
d’utiliser sans probleme toutes les fonctions de forme courantes, pour la représentation
aussi bien de 9 (éléments de frontiere courbes) que des champs inconnus (interpola-
tions de degré élevé). Dans son principe, elle s’applique aussi aux équations intégrales
« hypersingulieres »dérivées de (1.4).

Le caractere singulier des équations intégrales est, en définitive, un avantage. En effet,
les intégrales élémentaires singulieres tendent a rendre dominants les termes proches de la
diagonale dans la formulation matricielle discrétisée, et donc a produire un systeme linéaire
final bien conditionné. Par conséquent, si on sait évaluer numériquement avec précision
les intégrales singulieres, on profite pleinement de ’avantage du bon conditionnement du
systeme linéaire. Dans le cas contraire, une mauvaise évaluation des intégrales singulieres
est sources d’erreurs importantes, car les termes dominants de la matrice sont altérés.
L’importance d’une évaluation correcte de ces intégrales, et 'intérét de la régularisation
complétée par la technique d’intégration singuliere présentée, apparaissent donc claire-
ment.

Cas des équations intégrales hypersinguliéres. Le fait que I’équation (1.4) nécessite
u € C en x impose certaines restrictions dans I’emploi des méthodes de collocation,
indépendantes de la stratégie suivie pour évaluer les intégrales singulieres :

— Soit les points de collocation sont intérieurs aux éléments (avec, surtout en 3D,
difficulté de faire coincider le nombre d’équations et d’inconnues et donc obligation
de résoudre le probleme discrétisé au sens des moindres carrés)

— Soit on utilise des éléments garantissant une interpolation C** de la géométrie et
des inconnues (faisable en 2D mais difficile en 3D).
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car les éléments de frontiere classiques ne donnent qu’une régularité C%* de u a la frontiere
entre deux éléments contigus. Ceci peut créer de réelles difficultés pour 'application aux
problemes tridimensionnels.

1.3.3 Exemple numérique

A titre d‘illustration du fonctionnement de la méthode des équations intégrales régula-
risées, considerons I'exemple [Bon86] de la diffraction d’une onde plane élastique par une
cavité sphérique de rayon R, centrée a l'origine, a surface libre (¢ = 0 sur 0f2) et située
dans un massif élastique infini €. La cavité est attaquée par une onde plane longitudinale
incidente u!(y) = uge*t¥3e3 se propageant selon ez. Pour calculer I'effet de la présence
de la cavité, on décompose le déplacement total u®® en u!*** = w! + w. L’'inconnue u
satisfait sur 92 la condition de Neumann T"(u) = —T"(u’). Ce probleme a une solution
analytique connue (Eringen & Suhubi [32]).

Grace a la symétrie du domaine par rapport aux trois plans de coordonnées, le maillage
par éléments de frontiere ne concerne qu'un octant de sphere (voir section 1.5). Deux
maillages M; (3 éléments, 16 noeuds) et M, (12 éléments, 49 noeuds), employant I’élément
quadrilatéral a 8 noeuds sont utilisés.

Les écarts nodaux maximaux A, et les écarts en moyenne quadratique Ay,
relevés, pour quelques valeurs du nombre d’onde adimensionnel kR = wR/cy, sont :

| kR 1. 2. | 28 | 3 ]
Aumax 3.5 (Ml) 0.43 (Mg) 1.5 (MQ) 5.4 (MQ) 7.7 (Mg)
Aumoy 2.0 (Ml) 0.19 (MQ) 0.68 (MQ) 2.2 (MQ) 3.5 (MQ)

TAB. 1.1: Ecart entre déplacement u |go exact et calculé par éléments de
frontiere

La figure 1.4 représente les valeurs obtenues pour le module des composantes wu,., ug
de u sur la surface de la cavité (r/R = 1) et en champ lointain (r/R = 100), (r, 6, ¢)
désignant des coordonnées sphériques centrées a 'origine et d’axe de symétrie ez et avec
le maillage M ; le bon accord entre solutions analytique (traits pleins) et numérique
(symboles) est apparent.

Le tableau 1.2 montre l'influence de w (ou de la longueur d’onde) sur les résultats
numériques. Plus précisément, si n désigne le nombre de cotés d’éléments (mesurés le long
du diametre de la sphére) par longueur d’onde transversale, ce tableau met en évidence
un seuil sur n en-dessous duquel la précision des résultats numériques se dégrade assez
rapidement ; ce seuil est d’environ n = 3. Cela signifie que, pour notre choix d’élément
de frontiere (quadrangle a 8 noeuds), il faut prévoir au minimum 3 cotés d’éléments, ou
7 noeuds, par longueur d’onde. Ces résultats numériques correspondent a krR =~ 8/3
(maillage M) et krR ~ 4/3 (maillage M,).

1.4 Propagation dynamique de fissure simulée par
potentiels retardés régularisés
Les potentiels retardés régularisés ont été appliqués, dans un travail réalisé en collabo-

ration avec M. KOLLER (ingénieur détaché a 'IRIGM, Grenoble, séjour financé par I’Etat
suisse) et R. MADARIAGA (IPG Paris), a la modélisation numérique de la propagation
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Fi1c. 1.4: Diffraction d’une onde plane élastique L par une cavité sphérique

(d’apres [Bon86])

Déplacement
Surfasique
(rinz=4)

Déplacement
Reinkowvin
{efRa /iaa)

Maillage M; Maillage My
| Atmer | Aoy | [CondK] ™ | Atngs | Atimey | [Cond K] ™!
3.34 2.1 1.8 0.11 1.4 0.79 0.032
3. 2.1 1.49 0.10 2.7 1.59 0.025
2.73 2.4 1.72 0.094 6.2 3.02 0.003
2.5 5.7 3.42 0.10 10.2 5.64 0.014
2.31 11.9 6.98 0.10 19. 10.4 0.004

TAB. 1.2: Relation entre finesse de maillage et longueur d’onde (K désigne la

matrice associée a 'opérateur intégral discrétisé)

dynamique d’une fissure (les développements numériques ont été effectués par M. Koller
sous mon suivi).
Ce travail reprend et applique, en le spécialisant au cas d’une fissure courbe en milieu

infini et en déformation antiplane, les équations intégrales régularisées en traction (« hy-

persingulieres ») établies dans [Bon89] pour I’élastodynamique en domaine temporel. La
situation antiplane correspond a un probleme scalaire (inconnue ¢) ; la célérité ¢ des ondes
élastiques est dans ce cas unique. De plus, une solution exacte (Kostrov [46]) est connue

pour la propagation d'une fissure semi-infinie suivant le critere mentionné plus bas. Ce
travail avait été entrepris comme prélude a d’autres simulations pour des situations plus
complexes et plus réalistes.
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Equation intégrale régularisée en traction. Les efforts de contact t* = o33n4 ap-
pliqués sur les levres C* d’une fissure courbe C sont reliés au saut ¢(y, ) du déplacement
antiplan a travers C' par I’équation intégrale régularisée [KBM92] :

2 — 0 0
=) [ L St /) - S| as,

0 / 10 1
+ 6—?(&:, t)15() {[TgLogr]ﬁ, + /AC [——T — }—%Logr} ns(y) dsy}

r on
1 - dr
) gm@ [ [ 9t i

Ys — T
— drd
+75(® //638 Y1 )62(72—T2/02)1/2[T+(T2—7“2/62)1/2] 7%y

d¢
+Tﬁ(m)/c o G /ey as, (18)

olt, par commodité, une portion AC' = (A'B’) contenant x est isolée (par exemple AC
est I'union des éléments de frontiere contenant ).

Simulation numérique d’une propagation dynamique de fissure. Dans cet exem-
ple [KBM92], une fissure droite C' de longueur initiale £y, située sur I’axe e; est chargée
par un cisaillement antiplan (mode III) T*#(y) = £7H(t)es, T étant une constante et
H (t) la fonction échelon. La propagation de I'extrémité droite de C' est régie par le critére
K = KY,;, égalité du facteur d’intensité de contraintes dynamique en mode I1] et de
la ténacité du matériau élastique; 'extrémité gauche est supposée fixe. On ne considere
que la propagation de I'extrémité droite de C, et on note £(¢) la longueur de C' a I'instant
t (£(0) =10).

La fissure est discrétisée en J éléments d’égale longueur Az, et 'intervalle d’étude
t € [0, T] est découpé en I pas de temps égaux At. Dans 1'équation intégrale (1.8), une
discrétisation linéaire par morceaux en espace et en temps est adoptée pour 'inconnue
¢(y,t). La collocation de I’équation intégrale est faite aux milieux d’éléments et aux
instants ¢t = iAt, i = 1,2,...1. Le ratio ¢cAt/Ax est choisi égal a 1/2, de maniere a
calculer analytiquement la plupart des intégrales élémentaires permettant la construction
de I'équation de convolution discrete. Le systeme d’équations linéaires qui doit étre résolu

F1G. 1.5: Fissure courbe sous chargement antiplan.
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a chaque pas de temps a ainsi J — 1 inconnues et J équations, et est donc traité au sens
des moindres carrés (bibliotheque de programmes LINPACK [30]).

La propagation est simulée par ajout d’un nouvel élément si le critere de propaga-
tion est vérifié, de sorte que I augmente au long de l'intégration en temps. Les résultats
numériques obtenus pour la propagation de l'extrémité droite (figure 1.6) sont en ac-
cord excellent avec la solution exacte. Ils sont également meilleurs que ceux obtenus
antérieurement dans [96] par différences finies, en particulier pour ce qui est de la phase
d’accélération initiale.

[ e(¢)- e(0)] /dx

40 |

20 |

— Kostrov +7 Present study
- Virieux /Madariaga
" . N i H

0 50 100 150 ct/Ax

F1a. 1.6: Position £(t) de la pointe de la fissure au cours du temps : résultats
numériques de [KBM92] (équations intégrales), comparés avec ceux de [46]
(analytiques) et [96] (différences finies). Les résultats sont normalisés, avec

K'=Kf/(nvrAz).

Ce travail a fait 'objet de publications communes [KBM92|, [BK91]. Considéré comme
une étape de faisabilité, il a contribué a inciter R. MADARIAGA et ses collegues a pour-
suivre dans cette direction pour la modélisation de situations plus directement liés a la

sismologie ; ils ont par exemple incorporé la prise en compte de non-linéarités de friction
([25] et these d’A. COCHARD a I'IPGP).

1.5 Utilisation des symétries géométriques.

Dans le cas d’un domaine vérifiant des symétries géométriques, se pose la question
de la réduction d’un probléeme aux limites linéaire a une « cellule de symétrie », sous-
domaine minimal permettant de reconstituer le domaine initial par ’action des éléments
du groupe de symétrie, et ce en présence d’un chargement non symétrique. Ce probleme
a été étudié de fagon rigoureuse et générale, dans le cadre des formulations variation-
nelles débouchant sur les méthodes d’éléments finis, par A. BossaviT [17]. L’analyse
du probleme et la déduction des regles algorithmiques permettant 1'utilisation pratique
des symétries géométriques dans une grande variété de cas y repose sur la théorie de la
représentation des groupes finis ; ¢’est un bel exemple de mathématiques pures appliquées.

Cette question, qui a pourtant une grande importance pratique, était a peu pres ignorée
de la littérature consacrée aux méthodes d’équations intégrales. La transposition de I'ap-
proche d’A. BOSsSAVIT aux méthodes intégrales est pourtant possible, comme cela est
montré dans [Bon91], en se limitant aux groupes de symétrie commutatifs®. La « cellule

6La prise en compte de groupes de symétrie non commutatifs, comme les combinaisons de symétries
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de symétrie »est alors une sous-frontiere permettant la reconstitution de la frontiere glo-
bale par action du groupe de symétrie. Seule difficulté a résoudre, cette transposition est
menée de maniere a éviter la discrétisation des plans de symétrie. Elle conduit a poser des
équations intégrales dont le support géométrique est une « cellule de symétrie »et dans
lesquelles le caractere symétrique ou antisymétrique des variables élastiques est pris en
compte par l'intermédiaire de coefficients issus de la théorie de représentation linéaire des
groupes finis.

Les équations intégrales ainsi obtenues [Bon91], non présentées ici, sont programmées
dans ASTRID pour les symétries par rapport aux plans de coordonnées et des chargements
non symétriques. Cette approche permet ainsi de réduire la discrétisation a la plus petite
« cellule de symétrie »(soit un huitieme de frontiere initiale pour trois plans de symétrie).
Les types de conditions aux limites sur les images de la cellule de symétrie par le groupe
doivent se correspondre, mais pas nécessairement leur valeur.

Exemple numérique en élastodynamique. Un massif élastique infini contient une
cavité sphérique, de rayon unité, chargée par des efforts de contact t” = (A + Bsinf —
C'sinfe?)e=™! (A, B, C : constantes complexes, , ¢ : angles sphériques). Les constantes
élastiques et la pulsation w sont choisis de facon a avoir k; = 0.5345, k7 = 1. Ce charge-
ment ne présente pas de symétrie particuliere ; il est par ailleurs une combinaison linéaire
des modes sphériques (0,0), (1,0), (1,1) connus analytiquement (Eringen & Suhubi [32]).

!

F1a. 1.7: Cavité sphérique et coordonnées sphériques (a gauche);
Maillage M; (& droite).
F84

On reprend les maillages M, My d'un octant de sphere définis au 1.3.1. Les huit sous-
problemes correspondant a la décomposition, définie par Bossavit [17], d’'un chargement
quelconque en parties symétriques et antisymétriques représentent, apres repérage des
degrés de liberté nuls par symétrie ou antisymétrie, 33, 30, 30, 30, 26, 26, 26 et 21 inconnues
scalaires pour le maillage M; et 120, 113, 113, 113, 105, 105, 105 et 96 pour le maillage
M. En I'absence de ce repérage, chacun des huit sous-problemes aurait 48 (maillage M)
ou 147 (maillage Ms) inconnues.

La résolution sans prise en compte des symétries utilise les maillages M3 (24 éléments,
74 noeuds et 222 inconnues scalaires) et My (96 éléments, 290 noeuds et 870 inconnues
scalaires) de la sphere entiere obtenus par reproduction de My, My respectivement sur les
7 octants restants.

planes et cycliques, serait possible ; 'analyse d’A. Bossavit inclut cette possibilité.
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Les erreurs relatives en moyenne quadratique relevées pour le déplacement sur la
frontiere de la cavité sont :

e=65x10"" (My,Ms3)  52x10"* (Msy, My)

L’intérét principal de cet exemple est bien sur I’étude de 'efficacité de la prise en compte
des symétries géométriques. La majeure partie du temps de calcul est consacrée aux
étapes d’assemblage et de résolution. Le tableau 1.3 présente les temps de calcul (relevés
sur une station de travail de type DN400) pour ’assemblage, la résolution, le calcul de la
représentation intégrale en un point.

| | Assemblage (s) | Résolution (s) | Post-traitement (s) |

M, || 70.7 4.86 6.01
Ms; || 210. 171. 3.49
M, || 488. 184. 23.3
My || 1786. 9430. 13.6

TaB. 1.3: Temps de calcul pour les quatre maillages M1, Mo, M3, M.

Le rapport des temps d’assemblage avec et sans usage de symétries vaut environ 1/4 au
lieu de la valeur idéale 1/8. Ceci semble du a la présence d’opérations supplémentaires
(pondérations de matrices élémentaires par des coefficients différents pour chaque sous-
probleme) et a la complexité accrue de la boucle d’assemblage.

Le rapport des temps de résolution avec et sans usage de symétries vaut environ 1/35
(My, M) et 1/51 (Ma, My), s’approchant ainsi de la valeur idéale 1/64 pour le maillage
le plus fin.

Le temps de post-traitement est plus important pour M; que pour Mj (idem. avec
M, et My). En cas d’utilisation de symétrie (maillages My, My), (u(x), o(x)) sont en fait
évalués simultanément aux 8 images of @ par le groupe de symétrie, mais en x seulement

avec Ms, My.

1.6 Formulations variationnelles intégrales pour les
problemes aux limites mixtes

Nous n’avons parlé jusqu’ici que de la résolution numérique d’équations intégrales par
collocation de formulations similaires a (1.3), (1.4) en un nombre fini de points € 9.
Quoique largement majoritaire dans la littérature, cette voie n’est ni unique ni méme
clairement la meilleure. En effet, une autre approche consiste a considérer ces équations
intégrales au sens des résidus pondérés : par exemple (1.3) et (1.4) sont multipliées scalai-
rement par t(x) et @;(z)n;(x) et intégrées par rapport a & sur Q. Un choix convenable
des fonctions-test en déplacement @ et en vecteur-contrainte ¢ conduit & des formulations
intégrales symétriques en (u, @) ou (t,t) (voir [Bon93] ou Balakrishna et coll. [4]).

Cette voie est en fait, dans son principe, bien connue des mathématiciens appliqués
(Nedelec [61], Hamdi [40], Becache [13]), et présente sur I’approche par collocation cer-
taines supériorités conceptuelles liées notamment au caractere symétrique des formulations
obtenues et au cadre variationnel sous-jacent, qui permet a la fois d’établir des résultats
de convergence et de réduire le cotut de I'inversion du systeme linéaire. On trouve dans la
littérature des formulations variationnelles intégrales connues :
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— Sous forme régularisée et pour des conditions aux limites de type homogene (pro-
blemes de types Dirichlet ou Neumann). Ces travaux sont souvent orientés vers le
traitement par méthode intégrale variationnelle de probléemes de diffraction d’ondes
par des obstacles, cavités ou fissures (Cortey-Dumont [26], Becache [13]). Les formu-
lations sont généralement indirectes (c’est-a-dire exprimées en termes d’inconnues
intermédiaires et non directement des variables physiques).

— Sous forme non régularisée (contenant donc des opérateurs intégraux hypersingu-
liers) pour des problemes aux limites mixtes. Certains de ces travaux (Sirtori et
coll. [84]) proposent des formulations directes, c¢’est-a-dire exprimées en termes des
variables physiques.

Etablissement d’une formulation variationnelle intégrale directe. Une formu-
lation originale a été établie dans [Bon95¢|, pour le probleme de 1’équilibre d’un solide
linéairement élastique en ’absence de forces de volume et avec conditions aux limites
mixtes : déplacement imposé u = u” sur S, C 052, efforts de contact donnés T"(u) = t”
sur Sp = 02 — S,,. Les principales idées utilisées dans cette démarche sont :
— Utilisation d’un principe varitionnel (Washizu [97]) : le champ de déplacement u
solution rend stationnaire 1’énergie potentielle augmentée :

E(v):/gs('v):C:s(v)dV— i tD.vdS—/S t.(v — u”)dS

ou le déplacement v est libre de conditions cinématiques.

— Ecriture de la condition de stationnarité en termes d’intégrales de frontiere : posant
v = u + du et ne considérant que le sous-ensemble des v vérifiant 1’équation locale
d’équilibre élastique, on obtient :

E,(u).0u = /Su u”.T"(du) dS+/

St

w.T"(6u)dS — /

tD.5udS—/ t.oudS =0
ST Su

— Expression des fonctions-test du en termes d’intégrales de frontiere : les formules
(1.1), (1.2) permettent de montrer que tout du vérifiant 1’équilibre statique local
peut étre mis sous la forme :

Sup(a) = /S () ()5 (, ) dS, — /S £ (y)UF (@, ) S,

de plus, @ et t doivent étre de régularités respectives C%* et C* par morceaux sur

09.

Formulation variationnelle intégrale directe. Le report de du ainsi construit
dans la condition de stationnarité conduit a la formulation variationnelle intégrale directe
suivante pour le probleme d’équilibre élastique :

Trouver u € V,,,t € Vr

{ Buu(w, @) + By, (t,u) = L,(a)
=L,

But(ﬂﬁi) + Btt(ta i) (i) V'U, € Vu’ Vt < VT (19)
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ot les formes bilinéaires et linéaires sont données par :
B @) = [ (Ri)u(@) [ Bu(v.2)(Ri)u(y) dS, 5,
ST ST
Buult, @) = / / ty(@) TF (2, )i () dS, dS,
Su J Sy

_/S /S u;(x) T (y, )t (y) dS, dS,
Btt(t,i)Z/S /S te(x)ti(y )Uk(a: y)ds, ds,

(O]
g
g
—~
I~
o~
S—
I

_ /S @)@ / n;()5E (2, ) S, S,

u

_/aQ(Rw)z’q<w)/ Bigks(y, ) (Ra)is(y) dS, dS,

St

£ = [ i) {mf;(w) - [ et) - @l s ey dsy} s,
/S / (1) — uP()}n; ()2 (v, )T (y) S, dS,

/ / t2(x)t;(y)Uf (x,y) dS, dS,
ST u

et avec les espaces de fonctions admissibles V,, Vr :

Vu={u|ueC(Sr)etu=0surdSr}

Vr = {i | t continus par morceaux sur Su}

On a utilisé 'opérateur différentiel tangentiel (Ru);, = e;r,nju; s et la notation u = u—w,
ot w € C%*(9Q) est choisi de sorte que w = u” sur S,”
L’obtention du résultat ci-dessus nécessite un calcul soigneux, reposant sur :
— L’utilisation de résultats antérieurs, notamment I’équation intégrale régularisée (1.3).
— Une double intégration par parties de I'intégrale initialement la plus singuliere, sui-

vant une méthode utilisée par Nedelec [61] et qui repose sur l'identité suivante
vérifiée par la solution élémentaire :

o o 0
Cklaba_zbzij<z7 T) = eijelhsa_xfa_ZhBikqs(za ) (z # )

— Un passage & la limite S — 9Q dans les intégrales doubles, ot S est une surface
auxiliaire fermée réguliere entourant 0f).

Commentaires. Le résultat (1.9), obtenu a partir des conditions de stationnarité de
I’énergie potentielle élastique augmentée, est effectivement une formulation variationnelle
intégrale ; il pouvait également étre établi en termes de résidus pondérés pour les équations

"Ceci afin de conserver la symétrie de la formulation en cas de données en déplacement non nulles ;
merci a D. CLOUTEAU pour ce commentaire pertinent.
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intégrales (1.3), (1.4) sans faire référence a un principe variationnel [Bon93]. De plus, la
formulation est symétrique par rapport a (@, @) et (t,t).

La formulation (1.9) est directe, exprimée en termes des grandeurs physiques (u,t)
sur 02, ce qui tranche avec la plupart de celles proposées dans la littérature, qui sont
indirectes, c¢’est-a-dire exprimées en termes d’inconnues intermédiaires, et doivent donc
étre suivies du calcul aux points de la frontiére de formules de représentation intégrale.
Si nécessaire, une formulation indirecte peut tres facilement étre obtenue au moyen d’une
combinaison adéquate de (1.9) écrite pour 2 et R® — Q.

La forme bilinéaire B,, ne dépend effectivement de w,w que par leur trace sur Sr,
malgré la présence de dérivées cartésiennes de u, w : 'introduction d’un paramétrage local
de St : (£1,&) € A — y(&1,&) € St de base naturelle ay, as permet en effet de montrer
que

€abcna(y)ub,c(y)€c dSy = (U,51 az — u,§2a1) ISUS

Le calcul effectif des intégrales élémentaires utilise alors la formule ci-dessus appliquée au
paramétrage d'un élément de frontiere.

De par le caractere faiblement singulier des intégrales, (1.9) se préte aux applications.
Nous ne l'avons toutefois pas encore utilisé sur le plan numérique. La motivation qui
a conduit a son obtention, en-dehors de son intérét intrinseque, est la perspective de
son application future a ’approche énergétique de problemes d’évolution : stabilité et
propagation de systemes de fissures, changement de phase élastique avec dissipation a
I'interface (chapitre 3.3), pour laquelle 'utilisation de formulations symétriques procure
un avantage important.

Cette démarche, menée pour I’élasticité tridimensionnelle, est bien stur transposable a
d’autres contextes : élastodynamique, acoustique, théorie du potentiel. . .



Chapitre 2

Probléemes inverses

Les sections 2.3 et 2.4 présentent les travaux personnels, les deux premiéres sections
servant d’introduction.

2.1 Introduction

L’identification de la distribution d’un parametre physique dans un solide (constantes
de Lamé, conductivités, lois de comportement d’interfaces. .. ), la recherche de domaines
géométriques inconnus (fissures, inclusions, cavités,... ), le recalage de modeles éléments
finis de structures sont des exemples représentatifs des nombreux problemes inverses posés
par la Mécanique des matériaux, des structures et des systemes et ses applications aux
problemes de I'ingénieur.

Par « probleme inverse », on entend généralement des situations de « mesure indi-
recte » : on souhaite évaluer quantitativement une certaine grandeur physique m inac-
cessible a l’expérience a partir de la mesure d’une autre grandeur d directement accessible
a l’expérience, connaissant un modele mathématique G du probléme direct qui donne ex-
plicitement d a partir de m :

Trouver m € M tel que d = G(m) d € D donné (2.1)

(ou, plus généralement, G(m, d) = 0) et qu’il faut donc inverser. Par exemple, le probleme
direct pourrait étre un calcul de structure élastique classique, avec des forces imposées sur
la frontiere et une distribution spatiale des constantes élastiques connue : les méthodes
classiques permettent alors de calculer le déplacement a la frontiere. Le probleme inverse
consisterait alors a tenter d’évaluer la distribution inconnue de constantes élastiques,
connaissant forces et déplacements sur la frontiere.

Au vu de la définition ci-dessus, on pourrait étre conduit a appeler « probleme in-
verse »toute situation appelant la résolution d’une équation (algébrique, matricielle, différentielle,
aux dérivées partielles, intégrale, ...) ou la minimisation d’une fonctionnelle, y compris
dans les cas les plus classiques et les mieux connus. Les problemes qui, pour toute mesure
d, admettent une solution unique m continue par rapport ¢ d sont dits « bien posés »!:
ils sont généralement résolus (de maniere exacte ou approchée) par des méthodes clas-
siques. On réserve généralement dans la littérature, le qualificatif d’« inverse »a ceux des
problemes d’inversion (au sens ci-dessus) qui sont mal posés : I'existence, I'unicité et la
continuité de la solution m par rapport aux mesures d ne sont pas toutes vérifiées. En
pratique, on rencontre fréquemment une forte sensibilité de I'inversion vis-a-vis de petites

LConditions introduites par Hadamard, et souvent associées & son nom dans la littérature.
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erreurs sur d, de sorte que si m est une solution de (2.1) pour les données exactes d, on
ait

G(m+om)=d+dd
avec 0m « grand »meéme pour od « petit ».

La physique mathématique a longtemps ignoré les problemes mal posés, les considérant
soit dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La perception ac-
tuelle est toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de certains problemes est
reconnu et motive de nombreuses recherches en mathématiques. Les causes d’'incertitude
sont nombreuses : les données ont une origine expérimentale, ce qui implique 'existence
d’erreurs de mesure, et sont collectées en nombre fini, méme si elles sont décrites dans le
modele mathématique par des fonctions. L’algorithme d’inversion lui-méme peut parfois
créer une altération des données : interpolation requise pour la discrétisation d’'un modele
initialement continu par exemple. Enfin, le modele procede d’une idéalisation de la réalité
physique et repose sur des hypotheses simplificatrices et est donc également une source
d’incertitudes, d’autant que certains parametres du modele (constantes physiques d'un
milieu par exemple) ne sont connus que de maniére expérimentale, donc approximative-
ment.

La sensibilité des problemes inverses aux incertitudes induit un changement d’optique
important vis-a-vis du concept de solution du probleme inverse, car la recherche des
solutions au sens strict associées par le modele aux données effectives d, s n’est plus un
objectif pertinent. En effet, tout m qui reproduit auz incertitudes pres, via le modele
physique, la mesure d,s est une réponse a priori possible au probleme inverse. D’autre
part, un probleme inverse, pour un modele physique et une mesure donnés, peut n’avoir
aucune solution au sens strict mais beaucoup de solutions « a € pres » : il peut se produire
que dops € G(M) mais (dyps+0d) € G(M), sila mesure effective dps est entachée d’erreur
ou si le modele G est approché.

Exemple : probleme inverse en gravimétrie. En prospection gravimétrique, on
souhaite déterminer la distribution de masse volumique p(y) dans une certaine région
souterraine V' a partir de mesures en certains points @ de la surface de la perturbation
créée sur la composante verticale gs(x) de I'accélération de la pesanteur, sachant que

0 1
gs(x) = ang /V Tz H,o(y) dV (2.2)

G étant la constante de gravitation universelle de Newton.
On peut faire la remarque suivante : soit f(y) une fonction scalaire définie sur V' et
telle que :

0
(e dV)  fly)= fly)=0 23)
Puisque A(1/ ||z —y ||) =0 (Vy € V) la troisieme formule de Green permet d’écrire :
1 1 of 0 1
—Ade:/ {———f——} ds =0 2.4
/v\w—yl ov U —ylon ~onjz—y| 24

ce qui implique que les distributions de masse volumique p et p + Af (f vérifiant (2.3))
sont indiscernables du point de vue du champ de gravitation créé a 'extérieur de V.

Si on prend par exemple pour V une région sphérique de rayon R et x un point
extérieur a V, il est bien connu que le champ de gravitation créé en & par un V' sphérique
de masse volumique p(r) & symétrie sphérique est égal a celui qui régnerait si toute le masse
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de V était concentrée au centre de la sphere. En d’autres termes, toutes les distributions
p(r) a symétrie sphérique et de méme masse totale créent, hors de V', le méme champ de
gravitation.

Le probleme de la gravimétrie est donc essentiellement sous-déterminé; des infor-
mations supplémentaires indépendantes (« informations a priori ») sur p(y) sont donc
nécessaires.

Cet aspect sous-déterminé s’ajoute aux autres aspects mal posés : en effet, p(y) (in-
connue du probléme inverse), est gouvernée par (2.2), qui est une équation intégrale de
premiere espece, dont l'inversion est connue pour étre une opération mal posée (Tikhonov
& Arsenine [92]), tres sensible aux erreurs sur les données gs3(x). Dans cet exemple, les pa-
thologies propres a ce type d’équation viennent donc en sus du caractere sous-déterminé
de I'inversion gravimétrique, qui est donc mal posée a deux titres différents. Ces remarques
laissent augurer des difficultés qui attendent quiconque tenterait d’évaluer p(y) par une
discrétisation « naive »de (2.2).

Caractéristiques essentielles des méthodes d’inversion. Ce qui précede montre
clairement que le développement de méthodes permettant la résolution pratique de problemes
inverses posés par la Mécanique doit mettre 'accent sur les aspects suivants :

Stabilisation de l’inversion vis-a-vis de données perturbées. Le probleme in-
verse doit étre reformulé de maniere a incorporer des informations a priori complémentaires :
indications générales (valeurs de références, bornes, positivité, régularité,...), quantifi-
cation des incertitudes expérimentales et de modélisation. Cette opération, discutée en
section 2.2, porte le nom consacré de régularisation®. Elle est parfois réalisable par 'in-
troduction et 'interprétation de variables aléatoires, de facon a modéliser les incertitudes
en présence; nous avons développé cet aspect sous une forme particuliere : 'inversion
gaussienne (sections 2.2 & 2.4).

Utilisation de formulations variationnelles ou d’équations intégrales. FEn
effet, le probleme direct est en général posé comme un probleme d’évolution et/ou aux
limites. Les algorithmes de résolution de problemes inverses integrent ainsi les outils
numériques (éléments finis ou de frontiere) permettant d’envisager des configurations assez
générales, en particulier telles que le probleme direct n’admet pas de solution analytique.
Cet aspect intervient dans tous nos travaux qui concernent les problemes inverses.

Calcul efficace de la fonction-coiit et son gradient. La résolution numérique
du probleme inverse passe généralement par la minimisation d’une certaine fonction-cott.
Le calcul d'une valeur de la fonction-cotit ou de son gradient nécessitant généralement la
résolution numérique d’un (ou plusieurs) probleme(s) direct(s), elle représente 1'essentiel
du temps de calcul consacré a la phase de minimisation. La méthode la plus efficace et
élégante pour le calcul du gradient est celle de I'état adjoint, que nous avons étudiée et
mise en oeuvre pour la modélisation de problemes inverses en thermique ou en acoustique ;
cet aspect est discuté au chapitre 4.

2Le terme régularisation, consacré dans ce contexte, n’a rien a voir avec la régularisation des équations
intégrales singulieres évoquée au chapitre précédent ; il signifie plutdt « lissage ».
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2.2 Régularisation et inversion gaussienne

Régularisation des probléemes inverses. Comme le suggere le préambule, toute
« théorie de I'inversion »doit tenir compte du caractere éventuellement incomplet, imprécis
et/ou redondant des données. Une voie maintenant classique, appelée régularisation, a
été ouverte par une école de mathématiciens soviétiques (voir I'ouvrage de Tikhonov &
Arsénine [92]), qui consiste a reformuler (2.1) comme probleme de minimisation « aug-
menté » :

min d(dyps — G(m)) + aR(m) (2.5)

meM

ou d est une distance et la fonctionnelle stabilisatrice R(m), positive, est choisie de
maniére a exprimer mathématiquement une information a priori sur m (valeurs physiques
de référence, bornes, régularité,...) et a > 0 est un (petit) parametre de régularisation.
Parfois le point de vue « dual »est adopté :

min R(m) avec  d(dgps — G(m)) <6

meM
Dans tous les cas, il est démontré que l'introduction d’information a priori par le biais de
R diminue la sensibilité de la solution m aux erreurs de mesure. On observe depuis une
dizaine d’années I'apparition de travaux (Engl & Neubauer [31], Kitagawa & Hosoda [44]
Tikhonov et coll. [93]) portant sur la régularisation optimale, qui consiste & déterminer
par voie algorithmique la meilleure valeur du parametre de régularisation «, a niveau
d’erreur 0 donné sur d, ainsi que des applications de cette approche (Rohal-Tlkiv [77]).

Inversion stochastique. Une autre voie est 'approche probabiliste, ou « inversion sto-
chastique », des problémes inverses (Menke [57], Tarantola [91]) ;nous la présentons un peu
plus longuement que la régularisation car nos travaux concernant l'inversion gaussienne
en relevent.

L’inversion stochastique met en oeuvre le point de vue suivant lequel I'information
possédée sur une variable & peut étre décrite au moyen d’une fonction densité de proba-
bilité fx(x). Le traitement des problemes inverses, selon cette approche, procede comme
suit. Les mesures d et les inconnues m sont dans un premier temps considérées comme
statistiquement indépendantes. On introduit :

— Une loi d’erreur sur les mesures d, sous la forme d’une densité de probabilité fp(d).

— Des informations a priori sur les valeurs de m (étre positif, étre compris entre telle et

telle valeur, etc...) qui correspondent généralement a une connaissance qualitative
de I'inconnue m, également sous la forme d’une densité de probabilité fy;(m).

— Une loi d’erreur qui caractérise le degré supposé d’exactitude du modele physique

direct G, exprimée par une densité de probabilité fo(m,d).
Les densités fy; et fp décrivent ’état de notre connaissance de d et m avant prise
en compte du modeéle physique G (ce stade est qualifié d’a priori), tandis que la den-
sité fo permet d’exprimer une plus ou moins grande confiance. En fait d et m sont
corrélés du fait de 'existence du modele physique G. Tarantola propose donc de traduire
mathématiquement cette conjonction de deux états d’information indépendants sur les
grandeurs m et d par une densité de probabilité a posteriori F(m,d). Cette densité
décrit donc toute 'information que ’on possede apres exploitation de la corrélation par
le modele G. L’opération de conjonction fi, fo — C(fi, f2) de deux états d’information
(représentés par deux densités de probabilité fi, f2), telle que Tarantola la définit, repose
sur une analogie avec le connecteur logique « et »et conduit a la densité a posteriori
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F(m,d) suivante :
fo(d) fu(m) fa(m, d)
p(m, d)

i désignant la densité de probabilité dite d’information nulle ou encore d’ignorance to-
tale. Ce concept de conjonction peut aussi étre interprété comme ’écriture d’une pro-
babilité conditionnelle « généralisée »(présentation bayésienne), pour laquelle la relation
d = G(m) constitue le supplément d’information. Le résultat (2.6) est I'élément central de
I’approche stochastique des problemes inverses. Il fournit la solution du probleme inverse
au sens ou la densité a posteriori F'(m, d) contient toute 'information disponible sur m
et d apres prise en compte (a) des erreurs de mesure, (b) des informations a priori et (c)
du modele physique. Dans la pratique, on souhaite surtout connaitre la loi de probabilité
a posteriori Fy;(m) sur m (loi marginale de F' a m fixé) :

F(m,d) = (2.6)

HWM:Aﬂmmm (2.7)

qui résume toute 'information connue sur m, qu’il reste donc a analyser pour en tirer des
conclusions utiles : valeurs de m, incertitudes sur ces résultats et estimateurs de dispersion,
etc. La possibilité de définir et calculer des indicateurs de dispersion et de corrélation, qui
fournissent des informations sur le degré de confiance vis-a-vis de 'estimation obtenue
m, constitue un avantage conceptuel important. Notons que cette breve présentation
de principe ne s’applique telle quelle qu’aux probléemes inverses discrets ou discrétisés.
Certaines extensions a la dimension infinie sont toutefois possibles (Tarantola [91]).

Inversion gaussienne. La méthode d’inversion gaussienne est ’explicitation des idées
ci-dessus au cas ou les diverses densités de probabilité sont gaussiennes, un vecteur
aléatoire y = [y;]5_, y de loi gaussienne N ((y),C) de moyenne (y) et de matrice de
covariance C' (définie positive) étant caractérisé par la densité de probabilité :

Fly) = [2m)¥det(€)] " exp (—1<y )iy - <y>>)

2
Si on suppose que
— L’écart entre la mesure observée d,ps et la mesure vraie d suit une loi gaussienne
N(dob57 Cd)
— L’écart entre les mesures réelle d et calculée G(m) (incertitude de modélisation)
suit une loi gaussienne N'(G(m),Cr).
— L’information a priori sur m suit une loi gaussienne N (Mypriors Car)-
L’intégrale (2.7) est calculable analytiquement et la loi de probabilité a posteriori sur m
est donnée par :

Fy(m) = csteexp(—S(m)/2)
Su(m) = (G(m) — dos) Cp (G(M) — dops) + (M — Mprior) Clyf (M — Mprioy)  (2.8)
Cp=C,+Cr

Les incertitudes de modélisation et de mesure s’ajoutent, on peut donc raisonner comme
si le modele était exact.
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Critique a posteriori de I’hypothése gaussienne. Un autre trait saillant des
lois gaussiennes est que la valeur de S({m)) suit une loi du x* & M (M : nombre de
mesures) degrés de liberté, dont la moyenne et 1’écart-type valent respectivement M et
(v/2M) [91]. Une valeur éloignée, en valeur relative, de Uintervalle [M —/2M, M 4+/2M|
signifie que les hypotheses gaussiennes formulées doivent étre remises en cause : soit elles
sont fondamentalement inadéquates, soit le résultat de I'inversion est faussé par un petit
nombre de mesures aberrantes. Ce manque de robustesse des méthodes de moindres carrés,
dont I'inversion gaussienne est une forme évoluée, est bien connu.

Commentaires. Les approches de régularisation et d’inversion stochastique) mettent
en oeuvre des points de vue différents. Elles procedent toutefois toutes deux du souci
d’incorporer et de représenter mathématiquement des informations a priori qui viennent
compléter les données expérimentales qu’il s’agit d’inverser. Elles présentent d’autre part
la caractéristique commune de conduire fréquemment a des problemes de minimisation.
La différence entre les deux approches réside dans I'interprétation des quantités qui com-
posent la fonctionnelle a optimiser.

Par exemple, si dans la formule d’inversion gaussienne (2.8) on prend Cy; = 03,1,
Cp = 041, la minimisation de S(m) revient & une régularisation du type (2.5) avec
o = (op/oy)? comme parametre de régularisation et R(m) = |m — mye,|° comme
fonctionnelle stabilisatrice. Toutefois, dans la philosophie de la premiere approche, «
doit étre ajusté suivant des considérations fonctionnelles et algorithmiques (théorie de
la régularisation optimale); pour la deuxiéme, sa valeur est fizée et égale au rapport de
deux indicateurs statistiques représentatifs des incertitudes sur d et sur 'information a
priori. Remarquons quand méme qu’une connaissance précise de cette derniere n’est guere
réaliste.

Enfin, pour autant que nous puissions en juger, I’approche de Tikhonov semble mieux
adaptée a I'inversion de problemes continus que I'approche probabiliste qui permet surtout
d’aborder des problemes inverses déja discrétisés (ou discrets). Tarantola considere que
I’argument « technologique », suivant lequel de toute maniere une fonction sera toujours
représentée, dans un ordinateur, par une suite finie de nombres tronqués, suggere que la
théorie des problemes inverses puisse étre limitée a la dimension finie. Cela permettrait
d’évacuer les difficultés soulevées par ’extension aux problemes continus des concepts issus
de la théorie des probabilités. Mais dans cette hypothese, la théorie ne saura pas proposer
de critere permettant de répondre a la question : qu’est-ce qu’une bonne discrétisation du
probleme inverse continu ?

Indiquons qu'une synthese plus complete sur les problemes mal posés et leur régulari-
sation a été présentée dans [Bon89]. D’autres considérations générales ont été présentées
dans [BB89] (&4 propos des équations intégrales appliquées a 'identification de défauts),
[BCI3] (a propos de I'identification de constantes élastiques).

2.3 Inversion gaussienne linéaire en variable complexe
pour ’acoustique

On parle d’inversion gaussienne linéaire quand le modele physique G est linéaire :
G(m) = Gm. Dans ce cas, la quantité S(m) est quadratique et F); est gaussienne. Elle
est donc entierement caractérisée par (i) sa moyenne (y) et (ii) sa matrice de covariance
C'. Le calcul de ces deux quantités, a partir des données G, mMprior, C s, dops, Cp, ne fait
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intervenir que 'algebre linéaire (une seule inversion de matrice) :
C=[G'C,)G+Cy] (m) = C|G'Cp'dos + Cyf Miprion] (2.9)

Le cadre gaussien, par la simplicité de sa mise en oeuvre et de l'interprétation du résultat,
est privilégié : c’est I'unique choix de lois de probabilité pour lequel la solution d'un
probleme inverse associé a G linéaire ne nécessite qu'une inversion de matrice et ne fasse
pas intervenir un algorithme (itératif) d’optimisation. Il fournit en fait une interprétation
probabiliste de méthodes classiques de moindres carrés « pondérés »et « régularisés »au
sens de Tikhonov :

— Si C); = oo (ie pas d’information a priori sur la valeur de m), on retrouve I'ajuste-
ment « simple »par moindres carrés entre parametres inconnus et mesures (recherche
de quasi-solutions).

— Si C); < oo on retrouve l'ajustement par moindres carrés avec addition d’un
terme « régularisant »dont le coefficient multiplicateur quantifie les degrés relatifs
de confiance accordes aux mesures et aux informations a priori.

2.3.1 Inversion gaussienne en variable complexe

A Toccasion d’une étude soutenue par EDF/AMV? [Bon90], [Bon91], nous avons
étendu l'inversion gaussienne linéaire au traitement de problemes inverses discrétisés en
variable complexe. Du point de vue des applications, cette étude est motivée par I'exis-
tence de nombreux problémes inverses linéaires liés aux vibrations et a I’acoustique (donc
traités en variable complexe) dans les installations d’EDF, qui se rameénent généralement
a déterminer des forces ou autres sources, ainsi que des conditions aux limites, dans des
situations mal posées.

Cette extension est relativement simple, sauf en ce qui concerne l'interprétation des
matrices de covariance (& coefficients complexes, hermitiennes, définies positives) associées
aux variables aléatoires complexes : leur emploi signifie qu’on fait 'hypothese selon la-
quelle, pour un couple de composantes complexes du vecteur aléatoire, les corrélations
entre parties réelles et entre parties imaginaires sont égales tandis que les corrélations
croisées entre une partie réelle et une partie imaginaire sont opposées®. Diverses amé-
liorations originales d’ordre algorithmique, que nous décrivons brievement ci-apres, ont
été proposées, mises en oeuvre et testées a cette occasion; elles utilisent la matrice de
covariance a posteriori C (2.9), résultat de 'inversion gaussienne.

Calcul d’indicateurs de qualité du résultat. A partir de la matrice de covariance
a posteriori C' (2.9), on peut par exemple définir les quantités :

(o7t — [det(C)]Y> 1= %Tr(I _cci (2.10)

respectivement moyenne géométrique des écarts-types a posteriori sur m et indicateur de
proximité du résultat m de 'inversion gaussienne a la solution que donnerait en I’absence
de mauvais conditionnement la méthode des moindres carrés simples. On doit avoir r < 1
par construction car C'y;, C' sont définies positives; » = 1 est la valeur ideale.

3Département Acoustique et Mécanique Vibratoire, Direction des Etudes et Recherches, EDF, Cla-
mart.

4Par conséquent, en termes d’autocorrélation, les parties réelles et imaginaire d’un nombre aléatoire
gaussien ont des variances égales et une corrélation nulle
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Elimination automatique de mesures aberrantes. D’autre part, la robustesse
de 'algorithme a été améliorée par élimination automatique de données aberrantes. Cette
derniere fonctionnalité repose sur le calcul de l'effet de la suppression d’'une mesure, fait
tour & tour pour toutes les mesures, associé au test du x? utilisé pour décider de la
conservation ou de la suppression d’'une donnée. Afin d’éviter de refaire une inversion
complete pour chaque donnée supprimée, nous avons eu 1'idée d’utiliser des formules de
réactualisation d’inverses de matrices pour des perturbations de rang 1 [38]. Ainsi, le
résultat ((m)*, C*) que donne I'inversion gaussienne apres suppression de la ligne g de G
et de la valeur correspondante d de d est exprimé en fonction de ((m), C') correspondant
a (G, d) complets comme :

c—C+ m(ch)(ch)T (2.11)
(m)* = (m) + S (o) (2.12)

On a fait 'hypothese que les incertitudes expérimentales sont indépendantes, et donc que
Cp est diagonale; o2 dans (2.11-2.12) désigne le terme diagonal de Cp correspondant
a la mesure supprimée. Une fois (m,C) connu, le calcul de (2.11-2.12) est clairement
beaucoup plus rapide qu’une réinversion complete.

Logiciel d’inversion gaussienne. Cette étude a conduit a l’écriture en FORTRAN
d’un logiciel d’inversion gaussienne, susceptible de traiter tout probleme inverse linéaire
en variable complexe, qui nous semble inclure tous les perfectionnements que 1’on peut en-
visager dans le cadre de cette approche. Il est actuellement implanté au sein d’EDF/AMV
et a été depuis utilisé par ce département pour le traitement d’applications liées a des
besoins internes et nécessitant 'inversion de données expérimentales réelles, comme :
— Démonstration du caractere anti-vibratoire d’une bretelle de ligne (via une identifi-
cation de forces équivalentes) [3].
— Etude des vibrations d'un déme d’alternateur de centrale nucléaire (identification
de conditions aux limites inconnues).
— Etude en cours sur 'apport de l'inversion stochastique gaussienne dans les tech-
niques d’intensimétrie vibratoire.

2.3.2 Exemple numérique d’inversion gaussienne en variable com-
plexe

Une étude des performances comparées de cette méthode et de celle des moindres carrés
ordinaires met nettement en évidence les améliorations résultant de la prise en compte
d’information a priori. Le probleme inverse de la reconstruction de la vitesse normale
U(y),y € 0N de vibration d'un solide (2 a I’aide de valeurs connues de la pression p(x;),
en des capteurs x; extérieurs au solide, créée par son rayonnement acoustique® [Bon90],
[Bon91].

Le probleme direct : calculer {p(x;)} connaissant U, est linéaire. Il est résolu a 'aide
de la méthode des éléments de frontiere (chapitre 1.2) : I'équation intégrale reliant (p, U)
sur df est résolue en p pour U donné, puis les {p(x;)} sont calculés a 'aide de la formule
de représentation intégrale.

5Parfois appelé holographie acoustique



35

2.3. Inversion gaussienne linéaire en variable complexe pour I’acoustique

Fic. 2.1: Nombre de conditionnement Cond(G) : sphére en vibration axi-
symétrique, solution exacte, 10 coefficients et 10 capteurs

Le probleme inverse (calculer U connaissant {p(x;)}) est mal conditionné. Pour le voir,
on a représenté (figure 2.1 ci-dessus), pour un solide (2 sphérique (rayon a) en vibration
axisymétrique®, le nombre de conditionnement Cond(G) de la matrice G' (10 x 10, coef-
ficients complexes) donnant les valeurs de p en 10 capteurs en fonction des 10 premiers
coefficients du développement de U sur les polynémes de Legendre. Cond(G) prend des
valeurs d’autant plus grandes (jusqu’a 10% & 10°, valeurs élevées pour une matrice de taille
modeste), et donc le probleme inverse est d’autant plus mal posé, que la distance ra des
capteurs au centre de la sphere est grande et que la fréquence adimensionnelle ka est
basse.

Des résultats de reconstruction numérique ont été obtenus sur I’exemple d’un cylindre
vibrant (axe z, rayon R = 1m, longueur 6m), la vitesse de vibration « exacte »a recons-
truire étant donnée (en coordonnées cylindriques (6, z) sur la surface » = R) par :

cos?  cos®(mz/3)
0

|z| < 1.5,
sinon

6] < m/2 (2.13)

U,z = {
On a défini 282 capteurs x; : deux grilles carrées G1,G2 disposées symétriquement par rap-
port & l’axe du cylindre, écartées de 10m et de coté 10m, en contiennent chacune 112 = 121,
les 40 autres étant disposées sur un carré C de coté 10m et situé parallelement et a égale
distance de G1,G2 (figure 2.2). La surface 0S2 est discrétisée par 54 éléments de frontiere
a 8 noeuds, supportant au total n = 188 valeurs nodales de U, inconnues du probleme
inverse discrétisé. Les 282 valeurs p(x;) sont synthétiques (calculées numériquement). On
a considéré deux nombres d’onde acoustiques kR = 0.5,kR = 2. Le modele physique
discrétisé G est une matrice complexe 188 x 282 pleine. L’information a priori introduite
consiste en :
— Une matrice de covariance Cy dont les coefficients ont la forme (C);; = o3, exp(|y;
ou les y, sont les noeuds du maillage de OS2 et L est une longueur de corrélation

5Probleme classique possédant une solution exacte en termes de fonctions de Bessel et d’harmoniques
sphériques

_yj}/L)v
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Fia. 2.2: Configuration géométrique du cylindre vibrant et des capteurs de
pression

permettant d’exprimer un certain degré de connaissance qualitative sur la fréquence
spatiale de vibration de 0f2; les informations a priori sont donc o), et L.

— Une matrice de covariance Cp = Diag{o?} avec g; = 1072 [p(x;)|".

On notera que cet exemple particulier de matrice de covariance a priori C); est assez
intéressant car il illustre une maniere non immédiate d’introduire une donnée a priori
physiquement fondée (L dépend de la connaissance du comportement vibratoire de la
structure).

La figure 2.3 montre qu’une valeur trop petite < 1 de L dégrade le résultat, ainsi
qu'une valeur (= 1) trop petite de oy, ce dernier cas correspondant a une information
a priori trop restrictive. La figure 2.4 présente pour la génératrice # = 0 du cylindre les
valeurs nodales U; encadrées par U; £ (C};/2)Y?; on voit que la solution « exacte »est &
I'intérieur de cet encadrement. Le tableau 2.1 mettent en évidence le fait que l'inversion
gaussienne résiste mieux que la méthode des moindres carrés ordinaire a l'introduction
d’erreurs, simulées a I’aide de nombres aléatoires gaussiens d’écart-type op x |p(x;)|. Le
tableau 2.2 présente les valeurs des indicateurs (2.10) calculés a partir du résultat (U, C)
de I'inversion gaussienne (et sans connaitre la solution exacte!). On voit que ces dernieres
suivent la méme tendance que l'erreur L? entre solution numérique et exacte (les valeurs
« idéales »sont (oP*") =0F, r=17).

Enfin, la figure 2.5 montre I'algorithme d’élimination de mesures aberrantes au moyen
du test du x? en action : les valeurs nodales de U obtenues sur la génératrice § = 0
sont représentées aux divers stades d’élimination de mesures aberrantes. Sur cet exemple
particulier, les trois (sur 282) valeurs aberrantes de p (n® 76, 77, 78) qui avaient été
introduites dans les données ont été détectées et le résultat final (c.a.d sans utiliser les

"Valeur en fait peu vraisemblable pratiquement, car trop faible, et donc mal choisie, mais ce point est
de peu d’importance ici puisque ’exemple présenté n’a porté que sur des données simulées.
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FiG. 2.3: Erreur relative L? entre solution « exacte »(2.13) et calculée par in-
version gaussienne pour U, en fonction de L et pour quelques valeurs de o (&
gauche :kR = 2, a droite : kR = 0.5).

données aberrantes) pour U calculé.

Commentaires. Cet exemple met nettement en évidence ’amélioration apportée par
la prise en compte d’informations a priori et 'influence du choix de ces dernieres : les
meilleurs résultats sont obtenus quand les valeurs de L, o), sont compatibles avec la so-
lution U effective. De méme, I'évolution des indicateurs a posteriori (o?°!) r (calculés a

Moindres carrés
Erreur L | P{x* = S((m))}

Inversion gaussienne

Erreur L? \ P{x* = S((m))}

o,=0. |[0.0086 |O0. 16107 0.

o, =107° [ 0.0089 | 0. 0.23 1.010 ™
o, = 10 [ 0.024 0. 2.27 16107
o, = 107° [ 0.23 8410 % 22.7 87107°
o, =102 | 1.37 1. 227. 0.63

o, =101 [ 2.09 1. 2271. 1.

Moindres carrés

Erreur L? \ P{x*=S((m))}

Inversion gaussienne

Erreur L? \ P{x*=S((m))}

o, =0. | 0.0018 |0 1.610° | 0.

o, =107 || 0.0033 | 0. 0.022 8710 122
o, = 107 [/ 0.024 0. 0.22 56107
o, =10 ([0.24 1.810 % 2.18 77105
o, = 102 || 1.25 1. 21.8 0.62

o, =101 [ 2.37 1. 218. 1.

TaB. 2.1: Comparaison d’erreurs relatives quadratiques sur U reconstruit par
inversion gaussienne ou moindres carrés ordinaires, en fonction de ’écart-type
op du bruit simulé (en haut : kR = 0.5, en bas : kR = 2.).
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FiG. 2.4: Encadrement des valeurs nodales de U & ’aide des écarts-types dia-
gonaux a posteriori

partir de la matrice de covariance a posteriori) et celle de l'erreur effectivement commise
sur la solution du probleme inverse sont concordantes. Enfin, la recherche et ’élimination
de données aberrantes, qui par le biais du test du x? fait usage de l'interprétation gaus-
sienne du résultat de I'inversion, fonctionne tres bien, ce qui fournit un remede pratique
aux problemes de robustesse communs a toutes les méthodes de type moindres carrés.

Ces remarques tendent a confirmer 'intérét pratique que peut présenter la démarche
d’inversion gaussienne pour les problemes inverses linéaires.

2.4 Identification de défauts dans des structures a
partir de mesures vibratoires

La suite naturelle du travail qu’on vient d’évoquer consiste a étendre I'inversion gaus-
sienne au cas ou le modele physique est non-linéaire. Ceci couvre un tres grand nombre de
situations. Cette recherche bénéficie encore du soutien et de la coopération® ’EDF/AMYV,
pour qui certains problemes sont susceptibles de relever de ce traitement.

C’est notamment le cas pour la surveillance de structures en service au moyen de

8Qui comprend notamment la fourniture de données expérimentales.

champ lointain champ proche
kR =0.5 \ kR=2. | kKR=0. \ kR = 2.

Erreur L2 8.3810% [ 4.481072 | 1.441073 | 2.610~*
(oPost) (2.10) || 0.57 0.080 0.010 2.81073
r (2.10) 0.316 0.523 0.908 0.976

TaB. 2.2: Indicateurs de confiance (oP°%!),r et erreur L? pour quatre cas
(« champ lointain »et « champ proche »désignent respectivement le jeu de cap-
teurs décrit dans le texte et un autre similaire mais tels que G1, G2 et C sont
rectangulaires (2.5m x 6.5m) et G1,G2 sont distants de 2.5m).
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Fia. 2.5: Valeurs nodales de U, pour les mémes noeuds que sur la figure 2.4,
apres détection et élimination automatique de (i) aucune donnée (ii) donnée 78
(iii) données 78,77 (iv) données 78, 77 et 76, par l'algorithme.

mesures modales (fréquences propres et valeurs de déplacements modaux), dont le but
est l'identification de zones endommagées. C’est un probleme difficile en raison de la
pauvreté des données disponibles?; de la complexité des structures, de la petitesse (en
étendue et en variation relative des caractéristiques mécaniques) des défauts envisagés. 11
est généralement abordé par le biais de 'identification paramétrique de modeles éléments
finis de structures (coefficients multiplicatifs des matrices de masse et de raideur), les
défauts étant donc représentés a 'aide de variations de masse ou de raideur.

L’extension de l'inversion gaussienne a ce type de probleme inverse non-linéaire vise
ici encore la prise en compte d’informations a priori et la modélisation des incertitudes
sur les données mesurées, ainsi que l'obtention d’indicateurs de qualité sur le résultat de
Iidentification. Ce travail a été pour la plus grande part effectué dans le cadre de la these
de J. BEN ABDALLAH, sous ma direction.

Définition du probleme inverse. Il s’agit d’identifier des défauts structuraux, sup-
posés décrits par des perturbations de raideur ou de masse d’une structure élastique, par
I'intermédiaire d’'un modele éléments finis de la structure et, outre des conditions aux
limites bien posées, des données vibratoires (valeurs propres A et composantes de modes
propres X liés par (K — AM)X = 0, K et M étant les matrices globales de raideur et
de masse). Les inconnues sont des parametres adimensionnels multiplicatifs k; et m; tels
que :

n n
K =) kK, M=) mM,
i=1 i=1
(K;, M;) étant n couples de matrices de raideur et de masse pour une structure sans

défaut (matrices élémentaires du modele éléments finis ou regroupements de telles matrices
en macro-éléments). Le probleme direct est : m étant donné, trouver d = (A, X)) ; le modéle

9Disposer des capteurs de déplacement sur des aéroréfrigérants de centrales nucléaires est une opération
pénible et onéreuse!
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physique G(m), non-linéaire en m, donne les grandeurs spectrales d = (A, X) en fonction
des parametres de masse et de raideur m = {k;, m;}.

La reconstruction (par voie analytique ou numérique) des caractéristiques mécaniques
de poutres élastiques a I’aide de données spectrales a été abordée par Barcilon [10], Ben-
Haim [15], Gladwell [34], entre autres. Sur le plan mathématique, il ressort notamment
de ces travaux que la donnée du spectre complet des fréquences propres de la structure
pour une configuration donnée de conditions aux limites ne permet pas a elle seule cette
reconstruction : il est donc nécessaire, pour une structure en service, de disposer aussi
d’informations sur les déformées modales.

Méthodes de pré-localisation Un travail préliminaire [BBA91]|, [BBA92| a permis
de comparer les aptitudes a la localisation préliminaire (avant inversion des données) du
support géométrique des défauts de deux méthodes existantes : calcul d'une ”erreur en
loi de comportement répartie” (Reynier [72], Ladeveze et coll. [51]) ou procédure d’or-
thogonalisation de vecteurs propres mesurés (Andriambololona [1]). L’erreur en loi de
comportement répartie a donné en moyenne les meilleurs résultats sur les simulations
effectuées.

Inversion. Nous avons ainsi été amenés a proposer la mise en oeuvre combinée, pour
le probleme inverse considéré ici, de 'inversion gaussienne non-linéaire et du calcul préli-
minaire de 'erreur en loi de comportement répartie, utilisée comme information a priori
(pré-localisation) [BBA93|. Les données nécessaires a une inversion, en plus de d, sont
donc :

1. Une information a priori sur m, décrite par une variable aléatoire N (mior, Car) ol
Myrior €5t le jeu de parametres de la structure de référence (sans défaut) et Cyy est
une matrice diagonale construite a partir de valeurs d’erreur en loi de comportement
obtenues sur chaque (macro-) élément.

2. La donnée des incertitudes de mesure, supposées gaussiennes, de moyenne nulle et
d’opérateur de covariance C'p.

On est conduit & chercher (m) minimisant S(m) donné par (2.8) par rapport a m.
L’information a priori my,i.r, Car permet une régularisation du probleme inverse.

La minimisation est effectuée a 'aide d’un algorithme de type Quasi-Newton (BFGS),
qui utilise le gradient de S par rapport a m. Ce dernier est calculé a partir d’une expression
analytique, de facon a éviter 'emploi des différences finies. Nous avons au voisinage de
(m) :

25(m) = 25((m)) + (m — (m))C ' (m — (m)) + o(|| m — (m) ||*)

ou C, l'inverse du Hessien de S en m, se comporte (au second ordre pres en m — (m))
comme une matrice de covariance a posteriori et permet d’obtenir a posteriori des indi-
cations sur la fiabilité du résultat (m).

Il faut souligner que, le modele physique étant ici non-linéaire, parler d’inversion gaus-
sienne non-linéaire est ici un abus de langage : on voit clairement dans la définition (1.7)
que la densité a posteriori Fjy; n’est gaussienne que quand G est linéaire. En fait, les
valeurs a convergence de m et de l'inverse du hessien de S(m) permettent de définir une
variable aléatoire gaussienne tangente, que 1'on interprete par analogie au cas linéaire et
avec une prudence accrue.
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Mise en oeuvre numérique Les aspects suivants sont incorporés dans le programme
informatique développé dans le cadre de cette étude :

— Interprétation de la variable gaussienne tangente a convergence en termes de calcul

d’indicateurs a posteriori de la qualité de I'inversion.

— Regroupement d’éléments finis en macro-éléments.

— Algorithme de détection a posteriori de mesures aberrantes par le test du x?.

Les tests numériques, portent sur des données soit synthétiques, soit réelles. Ces dernieres,
fournies par EDF/AMV, concernent deux poutres (une avec masselotte, une avec section
variable). Les données synthétiques permettent la simulation de bruit expérimental. Les
résultats obtenus mettent notamment en évidence le caractere nécessaire de la régula-
risation en cas de données bruitées. La phase finale de cette étude, en cours, porte sur
une structure cylindrique (banc d’expériences a EDF/AMYV) sur laquelle un défaut sera
artificiellement introduit. Une inversion gaussienne sera alors effectuée a partir des mesures
réelles sur cette structure avec défaut.

Sur le plan informatique, le programme actuel est écrit en FORTRAN. 1l est raisonna-
blement validé dans son état actuel mais sa forme ne permet pas encore son utilisation sur
un autre site. Il est envisagé de conclure ce travail par la fourniture & EDF/AMV d’une
version opérationnelle, faisant appel aux fonctionnalités de la bibliotheque MATLAB.

Exemple avec données synthétiques ou réelles. Un dispositif expérimental, installé
au sein A’EDF/AMV, consiste en une poutre métallique encastrée en x = 0 et libre en
xr = L (figure 2.6) : module d'Young £ = 1.205 10" Pa, masse volumique 7800 kg/m?,
longueur L = 0.92 m ; la section a pour aire A = 210~* m? et pour inertie / = 4.166 1010
m*. Une masse ajoutée m = 7.51072 kg est fixée en x = 0.54 m. Ce montage a pour
but de tester si les méthodes d’identification de défauts parviennent a détecter la masse
ajoutée, a partir de mesures de fréquences et modes propres.

Un modele élément fini de la poutre (13 éléments a 4 degrés de liberté de flexion
chacun : fleche et rotation aux deux extrémités) a été utilisé pour 'inversion gaussienne
(figure 2.6); certains noeuds coincident avec les capteurs. La masse ajoutée est située
sur I’élément 8. L’inversion gaussienne est effectuée soit en prenant pour inconnues les
coefficients de raideur et masse de chaque élément (26 inconnues), soit en regroupant les
éléments en 6 macro-éléments comme indiqué en figure 2.6 (12 inconnues).

Influence de la régularisation. Elle est testée a 1'aide de données synthétiques
pour les 5 premiers modes (fréquences, déplacements modaux aux 5 capteurs). La figure
2.8 montre les coeefficients de masse obtenus sans régularisation (Cj; = 0) et respec-
tivement sans et avec macro-éléments. Dans ce dernier cas, les résultats sont montrés

m @ @ (6)
T2[a 145 e |7 8] ol

F1G. 2.6: Maillage de la poutre, positions des capteurs (S1 a S5) et de la masse
ajoutée, macro-éléments.



42 CHAPITRE 2. PROBLEMES INVERSES

125

—— Noise-free synthetic data
== Noisy synthetic data

=
8

o
S
a

=]
Q
3

Error in constitutive eg.

o
N
&

0.00

5 elérne'z]ts 8 10 1 12 13
F1G. 2.7: Erreur en loi de comportement répartie (poutre avec masselotte, 12
inconnues).

pour des données non bruitées (courbe grisée) ou bruitées (bruit uniforme simulé au
moyen de nombres aléatoires uniformément répartis, multiplicatif, d’écart-type 1% pour
les fréquences et 5% pour les modes). Les résultats avec données bruitées et 12 inconnues,
figure 2.8d, ne sont pas inacceptables, au contraire de ceux avec données bruitées et 26
inconnues, non montrés sur la figure 2.8g, qui sont tres mauvais.

La figure 2.7 montre 'erreur en loi de comportement répartie (cas a 12 inconnues)
utilisée pour définir les termes de C;, qui tend a localiser correctement la masse ajoutée
(plus ou moins, selon la présence ou I’absence de bruit).

Les résultats obtenus sur données simulées et avec régularisation sont présentés en
figure 2.10 (données bruitées) et figure 2.9 (données non bruitées), sans et avec utilisation
de macro-éléments. Ces figures montrent également les valeurs de

ki £+/Ci m; £ \/Citnitn

Comme anticipé, I'usage de la régularisation améliore les résultats en présence de bruit,
au prix d’'une légere perte de précision en ’absence de bruit.

Elimination de mesures aberrantes. Un exemple d’élimination automatique de
mesures aberrantes & I'aide du test du x?2, sur les données synthétiques définies plus haut,
est présenté en figure 2.11. Deux valeurs aberrantes ont été simulées par addition d’une

175 2.00

—-—- Computed | | | | = Noise-free data
Exact ———- Noisy data

g

H
8

I
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&

Mass parameters
Mass parameters
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5 6 7 8 9 4 s_ 6 1 8
Elements Element no.

F1a. 2.8: Valeurs des parameétres de masse, sans régularisation, sans bruit (&
gauche : cas a 26 inconnues, a droite : cas & 12 inconnues).
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F1G. 2.9: Valeurs des parametres de masse, avec régularisation, sans bruit (a
gauche : cas a 26 inconnues, a droite : cas & 12 inconnues).

perturbation de 20% a la 2¢ fréquence propre et au 1" mode propre mesuré en S1. Les
données ne sont pas autrement bruitées, et on a pris Cp = (0.01)I. Les valeurs des m;
sont montrées a trois stades : avant élimination, apres élimination d’une donnée aberrante,
apres élimination des deux donnée aberrantes (grisé). Comme dans le cas des problemes
inverses linéaires, cette composante de la méthode d’inversion exploite le caractere gaus-
sien (au moins au second ordre en m — (m)) des variables en présence.

Inversion des données réelles. Les mesures disponibles jugées fiables par 1'expé-
rimentateur concernent les modes de flexion n®® 3,4 : fréquences, valeurs des déplacements
modaux en 5 capteurs, situés en x = 0.22, 0.36, 0.50, 0.64, 0.78. Les m; identifiés sont
présentés en figure 2.12 (grisé), et comparés avec les résultats d’inversion des des données
correspondantes simulées, pour les modes 3,4 ou 1 a 5. La masse totale identifiée a partir
des données réelles, quoique répartie entre les éléments 7 et 8, est acceptable en ce que
la valeur prédite de la masse totale ajoutée est proche de la réalité. On observe aussi
I’amélioration des résultats simulés quand on passe de 2 a 5 modes mesurés.

Dans tous les résultats qui précedent, masses et raideurs étaient inconnues : I'informa-
tion selon laquelle on cherchait un défaut de masse n’a pas été introduite dans C); (cela
aurait été possible en jouant sur la pondération des termes diagonaux de C'yy).
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5 6 7
Element no.

F1G. 2.10: Valeurs des parametres de masse, avec régularisation, avec bruit (a
gauche : cas a 26 inconnues, a droite : cas a 12 inconnues).
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Fiag. 2.11: Exemple d’élimination automatique de mesures aberrantes a 1’aide
du test du x? : parametres de masse.

Indicateurs a posteriori sur la solution. Une fois la matrice de covariance C
calculée, on peut considérer comme dans le cas linéaire le calcul d’indicateurs a poste-
riori : (oP°) = [det(C)]"/*" (moyenne géométrique des écarts-types de la loi gaussienne
tangente a posteriori) ou () = [det(CC};})]'/?" (rapport des moyennes géométriques des
écarts-types a posteriori et a priori, qui mesure le gain relatif d’information apporté par
I'inversion). Voici par exemple les valeurs obtenues pour la poutre avec masselotte, avec
26 inconnues :

’ H modes 3,4 mesurés \ modes 3-4 simulés \ modes 1 a 5 simulés ‘

(oPost) 0.453 0.421 0.0448
) 0.592 0.575 0.089
225 225
—— Real data —— Real data
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et on voit que leur classement relatif recoupe celui, apparent sur la figure 2.12, de la

5 6 7 8
Element no.

1 2 3 4 5 6 7 8
Element no.

F1G. 2.12: Données réelles (modes n? 3,4) et comparaison avec des données
simulées, parametres de masse (& gauche : cas a 26 inconnues, a droite : cas a

12 inconnues).

qualité des valeurs des paramétres de masse fournies par 'inversion.
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Conclusion et perspectives. L’algorithme d’inversion gaussienne non-linéaire, pro-
duit de cette étude, est assez général et pourra donc voir ultérieurement des applications
autres que les problemes d’identification par correction paramétrique, motivation initiale
de ce travail. Toutefois, I’exploitation de ’aspect gaussien au niveau du dépouillement et
de l'interprétation a posteriori des résultats est encore insuffisante; les prochains déve-
loppements devront 'approfondir, afin de pouvoir exploiter au maximum les résultats du
calcul.

La derniere phase de cette étude, en cours de réalisation, comprend l'inversion de
données expérimentales sur une structure (coque cylindrique) avec défaut. Les résultats
obtenus par l'inversion gaussienne non-linéaire seront comparés avec ceux obtenus par
une autre méthode de recalage, développée par INTESPACE [79], déja implantée au sein
d’EDF/AMV. Ainsi, I'inversion gaussienne non-linéaire aura, au terme de ce travail, subi
les épreuves des données réelles et de la comparaison.
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Chapitre 3

Approche énergétique en rupture
fragile et équations intégrales sur
domaines variables

3.1 Introduction

La considération des variations premieres et secondes de fonctionnelles intégrales dans
une transformation de domaine géométrique intervient dans nombre de situations ou le
domaine lui-méme est une variable importante. Parmi celles-ci figurent les problemes
d’optimisation de forme, ou la fonction-objectif et les contraintes sont généralement des
intégrales posées sur le domaine de la structure ou sa frontiere et faisant intervenir les va-
riables mécaniques (déplacement, contraintes. .. ), qui dépendent elles-mémes de la forme
de la structure. Les problemes inverses géométriques, ou le domaine est partiellement in-
connu (identification de fissures, défauts,. .. ) constituent une famille de probléemes voisine
de la précédente. La partie inconnue du domaine (ou de sa frontiere) est généralement
recherchée de fagon & minimiser une distance entre valeurs calculées (pour une configu-
ration géométrique fixée) et données (pour la configuration géométrique réelle, inconnue)
d’'une certaine grandeur mécanique. Enfin, les problemes d’évolution en mécanique de
la rupture ou de I'’endommagement font fréquemment intervenir des fronts géométriques
dont la propagation suit un critere de type Griffith, dans lequel la dérivée seconde de
I’énergie potentielle a 1’équilibre par rapport a des perturbations du front joue un role
essentiel. Toutes ces situations ont pour point commun de faire intervenir les variations
de fonctionnelles intégrales qui dépendent du domaine géométrique de maniere directe
(par 'intermédiaire du support d’intégration) mais aussi indirecte (par I'intermédiaire de
I’état mécanique, solution d’un probléme aux limites).

Pour de nombreuses raisons, il est important de pouvoir évaluer les variations premieres
et secondes de telles fonctionnelles. La plupart des algorithmes d’optimisation utilisent les
dérivées premieres de la fonctionnelle optimisée, les algorithmes de type Newton utilisant
méme les dérivées secondes. De plus, une évaluation précise des dérivées secondes donne
le moyen pratique de vérifier a posteriori que la solution vérifie les conditions d’optima-
lité. Enfin, nous avons évoqué plus haut le role joué par la dérivée seconde de 1’énergie
potentielle dans certains problemes. Par ailleurs, il est bien connu que l'estimation de
telles dérivées par différences finies (qui ici reposent sur des perturbations petites mais
finies du domaine géométrique) sont numériquement cotiteuses, en raison de la nécessité
de résoudre un probleme aux limites sur chaque domaine perturbé, et tres sensibles aux
petites erreurs faites sur I’évaluation de la fonctionnelle elle-méme (Tikhonov & Arsenin
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92)).

Ceci conduit a s’intéresser aux méthodes analytiques de dérivation dans une transfor-
mation de domaine. Elles consistent essentiellement a décrire une variation du domaine
par rapport a sa configuration actuelle par la donnée d’'un champ 6(y) de « vitesse »de
transformation de la frontiere. Cela permet de reprendre les résultats classiques de la
cinématique des milieux continus, et notamment les formules de dérivation matérielles
d’intégrales, a ceci pres que le « mouvement », utilisé pour décrire mathématiquement un
changement infinitésimal du domaine support d’un probleme aux limites et non une trans-
formation matérielle, est fictif. Simon [83] a traité le concept mathématique de dérivée
par rapport au domaine. D’autres travaux (voir par exemple Haug et coll. [41], Petryk
et Mroz [68]) sont orientés vers les méthodes d’éléments finis. Pourtant, le fait que tous
les problemes évoqués ont le domaine ou sa frontiere comme variable principale, il est
naturel d’envisager 1'utilisation de méthodes d’équations intégrales, qui représentent en
quelque sorte la modélisation « minimale ». On cherche alors a calculer les variations de
fonctionnelles en combinant les équations intégrales de surface et la dérivation par rapport
a un domaine variable. Cela peut étre accompli au moyen soit de la dérivation directe,
soit de la méthode de I’état adjoint.

Méthode de I’état adjoint. La fonctionnelle intégrale est augmentée d’un terme de
contrainte exprimant que ’équation d’état doit rester vérifiée sur les domaines perturbés.
L’étude des variations de ce lagrangien conduit a isoler une valeur spécifique pour le
champ des multiplicateurs de Lagrange associés a la contrainte : c’est 1’état adjoint. La
variation de la fonctionnelle peut alors étre calculée dans toute transformation infinité-
simale du domaine [Bon93|, [Bon92|, ([Bon93]). Cette approche est élégante et efficace :
d’une part une expression explicite de la premiere variation par rapport au domaine de
la fonctionnelle intégrale est obtenue, d’autre part elle permet I'évaluation numérique du
gradient au moindre cott. Elle ne donne par contre pas la valeur des variations de ’état
lui-méme, contrairement a la dérivation directe. D’autre part, elle repose sur 'utilisation
de formules de dérivation de type « eulérien », ce qui est problématique par exemple en
mécanique de la rupture en raison du fait que les singularités élastiques en front de fissure
sont aggravées par I’emploi de dérivées « eulériennes »et deviennent non-intégrables. La
méthode de I’état adjoint est 'objet du chapitre 4.

Dérivation directe. Elle consiste a dériver dans une transformation de domaine
donnée les équations de I’état mécanique. Cela permet le calcul de la dérivée de 1’état,
utilisé comme résultat intermédiaire pour ’évaluation de la dérivée de la fonctionnelle
intégrale. Cette méthode permet I'emploi de formules de dérivation de type lagrangien,
ce qui la rend applicable par exemple en présence de singularités en front de fissure.

Ce chapitre présente la dérivation directe des équations intégrales de 1’élasticité (sec-
tion 3.2) et son application a I’approche énergétique de la mécanique de la rupture linéaire :
« méthode f-intégrale », transposition de la « méthode 6§ »classique (section 3.3 et sui-
vantes).

3.2 Dérivation directe des équations intégrales dans
une transformation géométrique

Transposant les concepts classiques de la cinématique des milieux continus (voir par
exemple Salengon [80]), le changement du domaine est décrit mathématiquement par une
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famille de difféomorphismes F' dépendant d'un paramétre cinématique (temps fictif) n
(description de type « lagrangien ») :

XeQ—-ax=F(X,n) eQnet(vX € Q) F(X,0)=X (3.1)

On définit la vitesse de transformation 0(x,n), « vitesse »au point courant x, en repré-
sentation « eulérienne », associée a la transformation F' :

O(x,n) =F ,(X,n) z=F(X,n) (3.2)

La dérivée « lagrangienne » f d’une fonction quelconque f(x,n), représentative des varia-
tions de f en suivant le « mouvement! »x = F(X,n), est donnée par :

*

Cette définition, appliquée habituellement a des transformations matérielles, est classique
en cinématique des milieux continus (V f désigne le gradient eulérien de f, par rapport a

Les dérivées matérielles d’intégrales sur un domaine (7)) ou une surface S(n) trans-
portés par la transformation géométrique F' sont données par les formules :

d —
dn /ﬂ(n) fdv= /Q(m [f i 0} © .

La formule précédente est alors appliquée a I’équation intégrale qui gouverne 1’état
pour une configuration géométrique fixée (« équation d’état »). Cette équation intégrale
doit étre prise sous forme régularisée. Le résultat est exprimé en termes des dérivées
lagrangiennes des variables sur la frontiere, I’évolution de ces dernieres étant ainsi suivie en
accompagnant le mouvement de la frontiere. Par exemple, a partir de I’équation intégrale
régularisée (1.3) pour 1’élastostatique, nous avons établi le résultat suivant, qui gouverne

les dérivées w1, des variables élastiques 4 la fronticre [Bon90], [Bon95b] :
K &k (33) +/ {[?*Lz (y)— 73@' (@]EZ(%?J)W(Z/)— t; (y)Ui’“(a:,y)} dSy
1)
= |t {10.9) ~ 0. @)U (o, 0) + Uk w) D0, ()} 45,

- /8 [60(3) ~ 0 @)Dy S ) 05, (3.6)

L’équation intégrale dérivée ci-dessus est régularisée. Son second membre est linéaire par
rapport a la vitesse de transformation 6 et dépend des variables élastiques (u,t), qui
doivent donc étre connues a ce stade. Le méme opérateur intégral agit sur (u,t) dans
I’équation intégrale initiale (1.3) et sur les dérivées (u, i) ici.

La méthode de dérivation matérielle d’équations intégrales s’applique a priori a toutes
situations décrites en termes d’équations intégrales de frontiere régularisées : élastodyna-
mique et acoustique, solides fissurées,. .. et les propriétés mentionnées ci-dessus demeurent
vraies.

1Les guillemets, qui rappellent que les termes correspondants font référence & une transformation F
géométrique et non matérielle, seront abandonnés dans la suite pour ne pas alourdir ’écriture .
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La validité mathématique de la dérivation n’est pas évidente si elle est appliquée a
des équations intégrales non régularisées, singulieres en valeur principale ou partie finie,
mais est en revanche parfaitement licite pour les équations intégrales régularisées, qui
ne présentent que des singularités intégrables. On peut donc souligner que la possibilité
d’obtenir des équations intégrales dérivées est un sous-produit important de l'approche
de régularisation indirecte (chapitre 1).

Supposant le domaine décrit en pratique par un nombre N fini de parametres (par-
fois dits « de conception ») : centre, rayon, position des noeuds du maillage,. . .le calcul
du gradient d'une fonctionnelle intégrale par cette approche demande la résolution de
N équations intégrales dérivées. Celles-ci sont écrites en termes des meémes opérateurs
intégrauxr que I'équation intégrale d’état. Le supplément de calcul numérique nécessaire
a 1’évaluation du gradient est donc restreint a la construction de N nouveaux seconds
membres et la résolution de NV systemes linéaires, chacun d’eux utilisant la matrice déja
construite et factorisée lors de la résolution de I’équation d’état.

La dérivation directe permet d’évaluer non seulement le gradient d’une fonctionnelle
intégrale, mais encore les sensibilités en tout point du domaine des variables mécaniques
par rapport au changement de domaine.

3.3 Formulations intégrales pour ’approche énergé-
tique de la rupture fragile

Considérons un solide € fissuré, I" désignant la (réunion des) fissures présentes. Il est
maintenant bien connu que beaucoup de problemes de Mécanique de la rupture peuvent
étre abordés par des méthodes énergétiques. En particulier, la dérivée premiere de ’énergie
potentielle a I’équilibre W par rapport a une extension du front de fissure 0I'" définit le taux
de restitution d’énergie I'(s) (caractéristique de la dissipation d’énergie par avancement
de la fissure T, et relié a la singularité des contraintes dans le cas élastique), par :

/G@V ds+Wq0=0 VOcO (3.7)
I

© désignant I’ensemble de toutes les vitesses de transformation 8 décrivant une extension
du front de fissure. Ensuite, I’étude de I'extension réelle de la fissure (calcul de la vitesse
d’extension du front, étude de I'unicité de la solution en vitesse et de 'instabilité éventuelle
de cette extension) au moyen d’un critere du type Griffith g(G) < 0 nécessite celle des
variations de GG, donc le calcul des dérivées secondes de W.

3.3.1 Principe des méthodes énergétiques en Mécanique de la
rupture

Les premieres applications du point de vue énergétique ont consisté a calculer, au
moyen de modeles éléments finis, des valeurs numériques approchées de la dérivée premiere
de I'énergie potentielle a 1’équilibre W dans une extension de fissure (et donc du taux de
restitution d’énergie GG), obtenues par différences finies. C’est la méthode de 'extension
virtuelle de fissure, proposée par Hellen [42] et Parks [67] : pour un probléme bidimen-
sionnel, on suppose une extension (virtuelle) de la fissure Al et on calcule la variation de
I’énergie potentielle AW de la structure fissurée. La valeur de G peut alors étre obtenue

par sa définition :
AW

N
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La méthode des différences finies peut engendrer des erreurs numériques non controlées
suivant le choix de I'accroissement virtuel de fissure Al, en raison des difficultés numériques
déja mentionnées liées a 'opération de dérivation numérique.

Une approche pour le probleme continu est développée par exemple dans le cadre
général des matériaux standard généralisés (Halphen & Nguyen [39], Nguyen & Stolz
[64], Pradeilles-Duval [70]) dont le propos est de donner un formalisme unique pour le
traitement de nombreux problemes mécaniques dans lesquels intervient une dissipation,
celle-ci pouvant étre interne (plasticité,...) ou concentrée le long de surfaces ou inter-
faces (extension de fissures, endommagement, changement de phase,. .. ). Cette approche
a conduit a des résultats généraux pour la formulation du « probléme en vitesse »(ef-
fet d'un incrément de chargement sur la structure) et les conditions de stabilité et de
non-bifurcation de la réponse de la structure a I'incrément. La particularisation de cette
approche a la Mécanique de la rupture permet de relier la vitesse réelle d’extension de
fissure p & la vitesse d’évolution du chargement X’ par I'inégalité variationnelle

e 0.,V e, (0 — p).(Prr.0 + WryX) >0 (3.8)

(® désignant la somme de I'énergie potentielle a I’équilibre W (X, T') et de I’énergie poten-
tielle de dissipation W*(T') = G. [, dS) qui tient compte du critere de Griffith (de seuil
G.), et dans laquelle ©, € © désigne I'ensemble des vitesses d’extension compatibles avec
le critere de Griffith.

Analyse de la stablité et de la bifurcation. Pour I'analyse de la stabilité (contro-
labilité par la variable de chargement A) et de la bifurcation, la forme quadratique

Q(6,0) = 0.2 .0 (3.9)

joue un role tres important. Ensuite, suivant Nguyen [63], 'extension de la fissure a partir
de I'état d’équilibre actuel est stable si

Q6.0)>0 VHcO,0,+#0 (3.10)

(ou la forme quadratique @ est donnée par Q(0,0) = 0.9 rr.0); la solution du probleme
en vitesse d’extension (3.3) est de plus unique si la condition plus forte

QO - p0—p)>0 VIcO.VueO, 0, +m (3.11)

est réalisée.

L’évaluation pratique des dérivées premiere Wr.0 et secondes W rrW gy de W joue
ainsi un role important pour la simulation incrémentale du processus d’extension de la fis-
sure. Cette étape peut étre accomplie par la « méthode 6 »(Destuynder et coll. [29], Mialon
[58], Suo et Combescure [88]), orientée vers I'emploi des éléments finis, ou la « méthode
f-intégrale »résultant de nos travaux; toutes deux reposent sur un calcul analytique de
dérivées de W et une discrétisation du résultat. La dérivation analytique est plus précise
et plus économe en temps de calcul que I'emploi de différences finies. L’économie provient
du fait que le calcul des dérivées de 1'énergie potentielle est fait sur une configuration
géomeétrique fixe.
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3.3.2 La « méthode 0 »

Rappelons brievement le principe de la « méthode 6 ». L’énergie potentielle a I’équilibre
W, donnée (en élasticité linéaire et en 'absence d’efforts de volume) par :

1

W = —/J(u) : VudV—/ t°udS
2 Ja Sr

(u étant le déplacement solution du probleme d’équilibre élastique avec données aux

limites u” = 0,t") est dérivée dans une transformation de domaine, pour obtenir, apres

prise en compte de I’équation d’équilibre élastique sous forme variationnelle, I’expression :

W= /Q {%a(u)  Vudivl — o(u) (vu.ve)} v (3.12)

On note que l'expression ci-dessus donne la dérivée de W en fonction de 6 et de I'état
élastique actuel : conformément a la théorie et de la méme maniere que l'intégrale J,
la dérivée de 1’état élastique dans la transformation de domaine n’apparait pas. La
matérialisation de cette propriété dans (3.12) repose sur une utilisation astucieuse du
caractere symétrique de la formulation variationnelle de I’équilibre élastique.
L’expression (3.12), reportée dans (3.7), se préte a une discrétisation par éléments
finis. La construction d’une base 61, ... 0yc définissant un sous-espace de dimension finie

NC de © et I’évaluation de V*V ci-dessus pour chaque @ permet ainsi a partir de (3.7) la
construction d’un systeme linéaire dont les inconnues sont les valeurs nodales de G en NC
noeuds du front OI". Le calcul de la vitesse réelle d’extension au moyen d’un critere de type
Griffith peut ensuite étre développé, sous réserve d’établir les expressions des dérivées de

W, éq. (3.12), dans une variation du domaine ou du chargement.

Précisons que (3.12) est obtenue par dérivation matérielle d’intégrales au moyen des
formules (3.4-3.5), de fagon a faire apparaitre des dérivées de type lagrangien. Ceci
présente l'avantage sur une dérivation de type eulérien de ne pas conduire a des singula-
rités élastiques non intégrables le long de OT'. En contrepartie, la formule (3.12) masque le

fait, établi par ailleurs [58], [70] que la valeur prise par W dépend uniquement de la trace
normale 0, |sr de @ le long de OI" et non de son prolongement sur 2. On a en quelque
sorte troqué la lisibilité du résultat contre sa calculabilité effective.

3.3.3 La « méthode #-intégrale »

Les méthodes d’équations intégrales de frontiere sont d’'un emploi fréquent en Mécanique
de la rupture. Les avantages habituellement procurés par les méthodes d’éléments de
frontiere sont liés au gain d’une dimension d’espace dans la formulation et la discrétisation.
De plus, si on s’intéresse au suivi numérique de trajets d’extension de fissures dans des
situations tridimensionnelles, il est beaucoup plus facile de réactualiser le maillage (en
éléments de frontiere) d’une surface que le maillage éléments finis d’'un volume, et ce
d’autant plus que le probleme du remaillage est généralement compliqué par la nécessité
de transporter un maillage raffiné au voisinage du front de fissure. Ces remarques militent
pour l'utilisation de méthodes intégrales pour la formulation de problemes d’extension,
quand cela est possible; la mise en oeuvre de ces dernieres, par rapport aux méthodes
d’éléments finis, est toutefois complexe en présence de non-linéarités géométriques ou de
comportement.

Ces considérations nous ont incité a développer les bases d'une approche « f-intégrale »de
problemes tridimensionnels de Mécanique linéaire de la rupture, c¢’est-a-dire a formuler
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une chaine de traitement de problemes d’extension qui permette de mener le calcul ef-
fectif des dérivées premiere et seconde de W par rapport a une extension de OI' en ne
manipulant que des quantités (données ou inconnues) portées par la frontiére du solide
fissuré. Celle-ci repose sur le calcul des dérivées de W a 'aide de ’expression suivante, ne
contenant que des intégrales de frontiere :

1 1
W = —/ u”.tdS — —/ uw.t”dS (3.13)
2 Js, 2 Js,

dont les conditions d’application sont restrictives : linéarité géométrique et de comporte-
ment, absence d’efforts de volume?.

La méthode 6-intégrale ne conduit pas a des résultats nouveaux concernant les prin-
cipes ou les aspects physiques de ’approche énergétique de la Mécanique de la rupture. Sa
contribution originale réside dans la reformulation de ces approches en termes d’éléments
de frontiere et en leur mise en oeuvre numérique dans ce contexte. Deux variantes de I’ap-
proche f-intégrale, reposant sur I’emploi de formulations intégrales du type collocation et
variationnelle respectivement, ont été abordées.

3.4 Utilisation des équations intégrales régularisées
en déplacements

Les méthodes d’éléments de frontiere pour les solides élastiques fissurés reposent le plus
souvent sur la discrétisation d’équations intégrales en traction. On a évoqué au chapitre 1
les difficultés liées a leur régularisation. De plus, ces formulations sont lourdes et la forme
régularisée du terme résiduel Afj (1.5) renferme les éléments de courbure de la fissure T'.
Prendre la dérivée lagrangienne des équations intégrales en traction conduirait donc a une
équation intégrale dérivée tres lourde et comprenant des quantités (dérivées lagrangiennes
de courbures) délicates & manipuler sur le probleme discrétisé.

On est ainsi amené a chercher a définir un traitement reposant sur les équations
intégrales en déplacements, d’un maniement plus facile mais moins naturellement associées
aux solides fissurés®. L’approche multirégion (Cruse [28]) répond & ce souci. Elle consiste
a décomposer le domaine fissuré €2 en deux parties complementaires fictives Q2 et Q~,
séparées par une surface S qui contient la fissure I' (figure 3.1). Le probleme du solide
fissuré est alors transformé en deux problemes élastiques couplés, pour chacun desquels
une équation intégrale en déplacements classique (1.3) peut étre utilisée. Cette approche
de la méthode f-intégrale, initialement proposée dans [BX91], est générale du point de
vue de la géométrie et des conditions aux limites; elle a constitué le theme du travail
de these de H. X1A0 [100] fait sous ma direction (voir également les références [BX93],
[BH93], [BX95]).

La dérivée premiere de W dans une extension virtuelle de fissure (vitesse 0 laissant fixe
la frontiere extérieure) et en 'absence de variation de chargement (données aux frontieres
u” et t” invariables) est simplement donnée par :

1 * 1 .
Wr.0 = —/ t.u”dS — —/ t°. u dS (3.14)
7 2 u 2 ST

2Notons cependant que certaines classes d’efforts de volume, telles que les intégrales de volume qui
apparaissent dans la méthode des équations intégrales sont transformables en intégrales de frontiere (ce
qui comprend notamment la gravité, l'inertie de rotation, les effets d’une distribution stationnaire de
température), pourraient étre incorporées.

3En raison de leur dégenerescence sur la fissure, signalée en section 1.2.
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F1a. 3.1: Solide élastique fissuré €2 : méthode multirégions

L’évaluation de cette expression demande le calcul de la dérivée premicre (u, 1*5) des va-
riables élastiques portées par la frontiere pour @ donné, qui est gouvernée sur chaque
sous-domaine QF par 1'équation intégrale (3.6). Substituer & Wr.0 I'expression (3.14) de

W dans I’équation variationnelle (3.7) permet, apres discrétisation, le calcul de G.

La construction du probleme en vitesse repose alors sur le calcul des dérivées de (3.14)
dans l'extension réelle de vitesse g (pour un chargement invariable) et par rapport au
chargement (pour une fissure fixe), qui donne :

d
—(Wr.0) =0.(Wrr.pp + Wy X)

dn
_! / dvt.uDdS—/ . dvudS}
2 Su St
1 * «/ ! *
+, { / {t (u?)+ ¢ .uD} ds — / 7 () dS} (3.15)
u St

N
Cette expression nécessite le calcul des dérivées secondes (dvu, dvt) et (1*1,/, t) de I'état
élastique ((V) désigne la dérivée dans la transformation de vitesse p et a chargement
constant). Celles-ci sont gouvernées par des équations intégrales obtenues par dérivation
de (3.6) dans I'extension réelle de vitesse p (pour un chargement invariable) et par rapport
au chargement (pour une fissure fixe) ; elles sont données dans la these [100].

Les équations intégrales en déplacement et leurs dérivées premieres et secondes, néces-
saire a la mise en oeuvre de cette version de la méthode f-intégrale, sont formulées en
termes du méme opérateur intégral, qui ne doit donc étre construit et factorisé qu’une
seule fois, les équations intégrales dérivées ne différant que par leurs seconds membres.
On s’attend ainsi a ce que le temps de calcul nécessaire a la construction du probleme en
vitesse d’extension (3.3) pour une configuration donnée soit du méme ordre de grandeur
que celui nécessaire pour la simple résolution numérique de 1’équilibre élastique.

Les résultats numériques obtenus jusqu’ici ne portent que sur le calcul de G, la phase
suivante (construction et résolution du probléme en vitesse d’extension) n’ayant pas a
ce jour été achevée. La mise en oeuvre numérique de la méthode #-intégrale repose no-
tamment sur le développement de fonctions d’interpolation vectorielles B*(€) permettant
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la définition d’un prolongement des vitesses normales d’extension (6.v, p.v) |sr, de la
forme :

0(y) = > B (&)

ol 0y désigne la valeur de 6, au noeud k du front de fissure. Ces fonctions sont construites
de sorte que leur support géométrique soit restreint aux couronnes d’éléments de frontiere
immédiatement adjacents au front, et d’autre part que l'interpolation ci-dessus se réduise
a une interpolation unidimensionnelle classique quand y € OT'.

F1G. 3.2: Fissure semi-elliptique débouchante : notations géométriques pour le
plan de fissure

Exemple numérique : fissure semi-elliptique débouchante. La fissure semi-elliptique
débouchante située sur le plan z = 0 dans un solide parallélipipédique (—L < z < L,
0 <y <t —H < 2z < H), soumis a une traction uniforme +pe, en z = +H,
est un probleme classique en mécanique de la rupture (voir fig. 3.2 pour les notations
géométriques). En raison des symétries géométriques, seuls le quart z > 0,z > 0 de la
frontiere extérieure du solide et la moitié x > 0 du plan de fissure ont été maillés. Au
total 136 éléments a 9 noeuds ont été utilisés pour les résultats reproduits ci-apres; le
(demi-) front de fissure représente 6 cotés d’éléments, de sorte que G et la vitesse d’ex-
tension virtuelle du front sont représentées par interpolation quadratique de 13 valeurs
nodales. Deux variantes de maillage (figure 3.3) sont utilisées, les espacements angulaires
(au sens de la figure 3.2) entre deux noeuds du front étant respectivement uniformes

crack front—!

crack front

F1G. 3.3: Fissure semi-elliptique débouchante : maillage par éléments de frontiere
du plan de fissure (& gauche : maillage M1, b = a; a droite, maillage M2, b—0.6a)
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F1G. 3.4: Fissure semi-elliptique débouchante allongée (b = 0.4a) : comparai-
sons.

(A0 = 7/24, maillage M;) ou non-uniformes (A0 = 7/32 (resp. 7/16) for 6 € [0, 7/4]
(resp. 0 € [r/4,7/2]),, maillage My; 6 = 0 correspond au point de débouchement du
front.

Les figures 3.4 a 3.7 présentent des comparaisons sur le facteur d’intensité de contraintes
adimensionnel K7 = K;/K¢, ou :

e 1 _ I e v o _ [ 1=(/a)* (b<a)
KI—Qp\/ﬁ Q—E(k‘)—/o 1 — k2sin® 0d6 k_{l—(a/b)Q (b> a)

Les valeurs numériques de K7 ont été obtenues par la formule d’Irwin a partir des valeurs
de G calculées par méthode #-intégrale. Elles sont comparées a des valeurs proposées par
Newman & Raju [62] (provenant de simulations par éléments finis) et par Tanaka & Itoh
[90] (figures 3.5, 3.6) (obtenues a l'aide d’un élément spécial perfectionné qui permet la
représentation de la singularité usuelle en front de fissure mais aussi celle, différente et
fonction de v, au point de débouchemment). On s’attend a ce que ces dernieres valeurs
donnent la meilleure référence pres du point de débouchement. Les figures 3.5, 3.6 mettent
en évidence la meilleure aptitude du maillage M2, comparé a M1, a reproduire le pic
secondaire pres du point de débouchement. De fagon générale, nos résultats présentent
un accord satisfaisant avec les résultats de [62], [90]. Les valeurs de K} obtenues par
extrapolation de I'ouverture normale de fissure sont également reportées; elles présentent
un accord moins satisfaisant, bien que la discrétisation ait utilisé des éléments avec noeud
au quart.
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3.5 Utilisation de formulations intégrales variation-
nelles

L’approche décrite dans la section précédente ne repose pas sur I'utilisation d’un prin-
cipe variationnel et une formulation symétrique. Pour cette raison, le calcul de la dérivée
n®" de I’énergie potentielle par rapport au domaine nécessite celui de la dérivée n®™¢ de
I'état élastique, tandis que la méthode @ classique se contente de la (n — 1)¢™¢. Ceci est
pénalisant en pratique, et n’est pas tres élégant. En particulier les seconds membres de
I’équation intégrale gouvernant les dérivées secondes de I'état élastostatique, obtenue par
dérivation de (1.7) dans un champ de vitesses de transformation g [100], ont des expres-
sions volumineuses, de programmation délicate et entrainant un volume d’intégrations
numériques élevé. De plus, des difficultés ont été rencontrées et sont a ce jour mal
élucidées : sensibilité de I'intégration numérique au maillage et au nombre de points de
Gauss sur les éléments situés le long du front, support des fonctions d’interpolation B*.

C’est pourquoi, les inconvénients de I’approche exposée dans la section précédente de-
venant progressivement apparents, 'idée de faire appel aux formulations intégrales varia-
tionnelles (section 1.6), s’est progressivement imposée a nous. En effet, grace au caractere
symétrique de ces dernieres [Bon93], [Bon94], [Bon94], les dérivées de W admettent des
expressions analogues par leur structure a celles de la méthode 0 classique.

Cette solution, présentant au plan conceptuel de nombreux avantages, est assez lourde
a mettre en oeuvre en toute généralité, notamment en raison de la relative complexité
des expressions des formes bilinéaire et linéaire entrant dans la formulation intégrale-
variationnelle et plus encore de leurs dérivées par rapport au domaine. Des simplifications
apparaissent si on considere des catégories particulieres de problemes. A ce jour, nous
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F1G. 3.6: Fissure semi-circulaire débouchante (b = a) : comparaisons.

avons développé en détail [Bon99] cette voie pour la situation modele d'une fissure plane
de forme quelconque dans un milieu élastique infini tridimensionnel. La démarche suivie
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F1G. 3.7: Fissure semi-elliptique débouchante profonde (b = 2a) : comparaisons.
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se généralise sans difficulté essentielle, au prix d'un accroissement de la complexité des
expressions a manipuler et évaluer numériquement.

Probleme en vitesse d’extension pour une fissure plane en milieu infini. Un
milieu infini tridimensionnel ) élastique isotrope rapporté a un repere cartésien ortho-
normé (ey, e, e3) (module de cisaillement p, coefficient de Poisson v), contient une fissure
' de levres I't, chargée symétriquement par des tractions =7, dans le cadre des petites
perturbations; les forces de volume sont nulles. Désignons par n (resp. v) la normale
unitaire a ' orientée de I'~ vers I'" (resp. a 9T, situé dans le plan tangent a T" et sortant
de T"). L’ouverture de fissure ¢ (saut a travers I' du déplacement u) réalisant I’équilibre

élastique du systeme minimise par rapport aux champs d’ouverture admissibles @ ’énergie
potentielle E(v¢; T, T") :

1
E(;T,T) = §B(¢,1p) — (¢, T)r enposant (P, T)r = /wl(w)TZ(:n) ds, (3.16)
r
et est donc solution de 1’équation intégrale variationnelle

VipeV={p: I =R’ v |or=0, B, 9) < oo} Ble,¢) = (4, T)r  (3.17)

ou B(p,¥) = Buu(p, ), en utilisant l'expression de B, associée a la formulation va-
riationnelle (1.9) et pour Sy = I'. La formulation (3.17) est die a Nedelec [61], Bui [20]
et Bonnemay [16] ayant antérieurement donné les équations correspondantes pour une
fissure plane.

On peut facilement montrer que ’énergie potentielle a ’équilibre vaut :

W(T.T) = (e, T)r (3.18)

Y ’, RN * , . . . .
Dérivées premieres de . Notons - la dérivation lagrangienne dans la vitesse
*

d’extension @ et a chargement constant (soit pour T= VT.0), ()" la dérivée O(-)/0t
en labsence de toute variation du domaine. Les dérivées ¢’ et ¢ sont respectivement
gouvernées par les formulations variationnelles :

(Vip € V) B¢, ¥) = (¢, T")r (3.19)
(Vip €V) B(p,¥) = —(V9.0,T)r — B (¢, ;) (3.20)
ou l'expression explicite (en termes d’intégrales sur I' X I') du terme complémentaire

B(p, ), bilinéaire en ¢, et linéaire en 6, est donnée dans [Bon93]. Le résultat (3.20)
est obtenu par dérivation de I’équation variationnelle (3.17) dans une extension de fissure

de vitesse 8 au moyen de (3.5) ; suivant Mialon [58], on a posé ¥= 0 pour la fonction-test,
I'espace V(t) associé a I'(t) pouvant étre mis en bijection avec V(0) = V par transport :

P eV - (x) =1P(x+0t) € V().

Dérivée premiere de W et taux de restitution d’énergie. Premier résultat de ce
travail, I’équation variationnelle gouvernant le taux de restitution d’énergie G est :

(VO € ©) /ar G(s)0,(s)ds = —0.W(T,I') = —(V¢.0,T)r — %Bl(go, p;0) (3.21)



60 CHAPITRE 3. APPROCHE ENERGETIQUE ET DOMAINES VARIABLES

Elle est bien exprimée en termes de champs et d’intégrales (simples ou doubles) sur I'
uniquement, ce qui était notre objectif. Pour I'obtenir, on dérive (3.18) au moyen de
(3.5) :
d 1 x
ZP(T.0) = Pr(T.1).0 = 5 |(V¢.6,T)r - (&, T>p] (3.22)
Comme ¢ € V, @€ V, on particularise la fonction-test 1 dans les équations (3.17) et

(3.20) par ¢ =¢p et 9 = ¢ respectivement, d’ot1 :

<9*07T>F = B(QO, Q*O) B(Q*O, QO) = _Bl<90a P; 0) - <V¢'07T>F

Le résultat (3.21) découle alors de la symétrie de B(-,-), et on voit ainsi le role joué par
cette propriété dans I’élimination de la dépendance de (3.21) en P.

DERIVEES SECONDES DE L'ENERGIE POTENTIELLE. Notant - la dérivation lagrangienne
dans la vitesse d’extension p et a chargement constant, les dérivées 6.Prr(T,T").p et
0.Prr(T,T)T" sont ensuite données [Bon93] par :

0.Prr(T, )T = (V$.0, T )r — (o, T )r (3.23)
1 * \Y

0.Prr(T,T).pp = 5B°(p, 60, 11) — B, )
+(V .0, (Tdivsp + VT.u))r — (V. V-0, T)r (3.24)

Le résultat (3.23-3.24) isole les contributions respectives a la variation de G de I’évolution
du front et du chargement, et exprime le probleme (3.8) en termes de champs et d’intégra-
les (simples ou doubles) sur I uniquement. Elles menent a une forme quadratique Q(6, 0)
symétrique.

Commentaires. Les équations (3.20), (3.21) et (3.24-3.23), principaux résultats de
ce travail, permettent avec la formulation (3.17) de traiter numériquement ’ensemble du
probleme par éléments finis de frontiere. Présentées par commodité pour une fissure en
milieu infini, elles s’étendent sans modification a un solide multifissuré (I étant 1'union
des fissures), avec tractions prescrites sur la frontiere extérieure S, prenant I' = S UT".

Mise en oeuvre numérique. La discrétisation adoptée utilise des quadrangles a 9
noeuds ; des éléments spéciaux (du type « noeud au quart »), permettant la représentation
de la singularité du gradient de déplacement, sont employés le long du front. Les fonctions
de forme vectorielles B¥(&), permettant I'interpolation des valeurs nodales sur OI" de 0, p,
sont ici encore utilisées.

Des exemples numériques concernant 1’évaluation de G le long du front et 1'étude
du probleme en vitesse d’extension ont été obtenus. Le plus significatif d’entre eux est
présenté ci-apres.

Exemple numérique. Le probleme de la fissure circulaire de rayon a située dans le
plan (Oy,y2) chargée par deux forces ponctuelles +Fe3 appliquées symétriquement, aux
points (0,0, +h) (fig. 3.5) a une solution exacte connue (Tada, Paris, Irwin [89)]) :

1—v* F? a(k+a?) a 2—v
f— = — pu -2
=T G QT a (O‘ g y) (3:25)
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On a utilisé trois maillages M(8,2), M(12,3), M(16,5), M(n,p) étant composé de p
couronnes de n éléments chacune; le maillage M(n,p) a ainsi 2n noeuds sur le front de
fissure, associés a autant de valeurs de GG et de vitesses normales d’extension. De méme,
la matrice de la forme quadratique Q(6, 1) discrétisé est 2n x 2n symétrique.

Calcul de GG. La figure 3.8 présente 'erreur relative faite sur les valeurs nodales de
G obtenues soit par extrapolation du saut de déplacement, soit a ’aide de la méthode
f-intégrale, pour h/a € [2,2.5] et sur le maillage M(12,3). On remarque notamment que,
malgré I'utilisation d’élément spéciaux, qui améliorent le calcul direct des singularités le
long du front, la méthode #-intégrale fournit les résultats les plus précis.

Probléeme en vitesse d’extension. Il découle de (3.25) que :

dG dG
%>0 (> ap) et %<0 (0 < a<ap)

avec

2 _ V1612 — 720 + 105 — 2v + 9
" 2(2—-v)

ce qui montre que I'extension circulaire, supposée vérifier le critere de Griffith classique
G — G, est stable si a > «,, et instable sinon. La valeur critique a = «, correspon-
dra donc a la perte du caractére défini positif pour la forme quadratique Q(6,0). Cette
derniere a été construite pour h/a = a~! balayant l'intervalle [2.,2.5] avec un pas de
0.005 et sur le maillage M(12,3); cela donne «,, ~ 2.27. Ensuite, un balayage plus
fin a été fait pour ™' € [2.26,2.28] avec un pas de 0.0005 et sur les trois maillages
M(8,2), M(12,3), M(16,5). Les valeurs numériques ainsi obtenues pour «,, sont :

«

Maillage Encadrement de « Erreur relative
M(8,2) 2.267 < o} < 2.2675 <3.91073
M(12,3) || 2.268 < ;! < 2.2685 <3.51073
M(16,5) || 2277 < ot <2.275 <7.0107*

et on voit qu’elles sont en excellent accord avec la valeur analytique v, ~ 2.27589 (on a
ici v = 0.3). Quand a > «,, (extension stable), 'incrément de rayon da est relié a celui

de chargement dF' par :
da 2 o(l+ao?)(k+a?)

dF ~ F3a'+ (7Tk —5)a? — k
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2.0e-02
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F1a. 3.8: Erreur relative L2 sur G obtenue (a) par méthode 6-intégrale (b) par

extrapolation des déplacements.

L’écart relative sur la vitesse normale d’extension calculée numériquement comparée a la
solution ci-dessus, pour diverses valeurs de o~ ! et sur le maillage M(16,5), est présentée
en figure 3.9. On y voit clairement la détérioration de précision quand h/a s’approche du
seuil o}, associée & une dégradation du conditionnement de Q. Il faut noter que le calcul
numeérique ne tient pas compte du caractere axisymétrique du probleme considéré, ce qui
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F1G. 3.9: Erreur relative L2 sur la vitesse d’extension :
maillage M(16,5), 2. < h/a < 2.3.
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indique que le caractere circulaire de ’extension est retrouvé numériquement.

Commentaire. Les résultats numériques obtenus pour les fissures planes sont tres en-
courageants : la solution exacte (cas de fissure circulaire ou elliptique pour diverses formes
de chargement) est tres bien retrouvée, y compris pour la valeur de la dérivée seconde de
I'énergie et ses conséquences (étude de la stabilité de 'extension). Ceci nous semble confir-
mer l'intérét d’'une extension de cette démarche a d’autres situations ou les dérivées de
I’énergie potentielle jouent un role important : changement de phase élastique, délaminage
de plaques, stabilité de systemes de fissures. .. A noter que la formulation générale de ces
problemes est traitée dans la these [70].



64

CHAPITRE 3. APPROCHE ENERGETIQUE ET DOMAINES VARIABLES




Chapitre 4

Méthode de I’état adjoint pour les
problemes inverses

4.1 Meéthode de I’état adjoint

La résolution numérique des problemes inverses passe généralement par la minimi-
sation d’une fonction-cout J, généralement construite comme distance d’écart mesure-
calcul augmentée d’un terme régularisant, telle (2.5) ou 'exposant (2.8) d’'une densité a
posteriori gaussienne. En mécanique des solides’, la valeur de J est définie & travers la
résolution d’un probleme direct d’évolution et/ou aux limites, qui demande en pratique
un calcul numérique par éléments finis ou de frontiere, différences finies,. . .

De plus, on cherche chaque fois que cela est possible a utiliser des méthodes de mini-
misation avec gradient. L’évaluation du gradient de J par différences finies demande la
résolution numérique d’un probleme direct pour chaque perturbation finie Am de l'in-
connue m du probleme inverse. Si cette derniere est de dimension finie N, cela représente
au total N + 1 problemes directs pour une évaluation de J(m) et son gradient. On
imagine sans peine que cela peut conduire a des temps de calcul prohibitifs. De plus,
la dérivation numérique est une opération mathématiquement mal posée (Tikhonov &
Arsénine [92]), dont le résultat est tres sensible a d’éventuelles erreurs sur les valeurs de
J(m) et J(m + Am) et sur le choix du pas Am.

I1 faut alors faire appel soit a la dérivation directe (abordée au chapitre précédent pour
les domaines variables), soit a la méthode de I’état adjoint. Cette derniere, objet du présent
chapitre, conduit a une expression analytique du gradient de J en fonction des solutions
aux problemes direct et adjoint. Le calcul de ces deux états utilise les mémes éléments de
discrétisation. Le recours aux différences finies est évité. Cette méthode est brievement
exposée ci-apres sur la formulation du probleme inverse de la conductivité thermique
(traitée dans [BBP89], [BBMP93|, avec H.D. Bui, H. MAIGRE, J. PLANCHARD), de
facon a mettre en évidence ses principales caractéristiques sur un exemple précis. La
méme démarche est applicable a un grand nombre de situations, que le probleme direct
soit linéaire ou non, et conduit a des conclusions similaires.

Exemple : un probléme inverse en conduction thermique. Considérant un so-
lide Q thermiquement conducteur (de conductivité isotrope k(y) inhomogene), on peut
s’intéresser au probleme de la reconstruction de k(y) inconnu a partir de mesures ex-
ternes (connaissance simultanée de la température et du flux thermique sur une portion

let aussi en acoustique, thermique,. ..
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de la frontiere). Ce type de probléme intervient par exemple en controle non destructif
thermique, les inhomogénéités de k étant alors considérées comme indicatrices de défauts
internes.

Probléeme direct. Supposant la conductivité k(y) connue, trouver la température
ug(y, t) solution du probléme de conduction instationnaire (pour fixer les idées, on suppose
la température initiale (a t = 0) nulle et le flux thermique donné égal & f en tout point

de 00).

Probléme inverse. Supposant que sur S C 0f2 la température u a la valeur mesurée
u”(y,t) (conditions aux limites surabondantes sur S), on cherche a utiliser ce supplément
d’information pour évaluer le coefficient inconnu k(y). La maniere la plus simple de
procéder consiste a poser le probléme inverse comme la minimisation d’une fonctionnelle
d’écart J(k), par exemple :

T = J)  J(u) = % /0 /S (up(@, 1) — (@, £))* dS, dt (4.1)

La méthode de 1’état adjoint. L’idée consiste a considérer la minimisation de
J (k) par rapport a k comme une minimisation de J(u) par rapport a k sous la contrainte
que u est solution du probleme de conduction associé a la conductivité k. Cette contrainte
est exprimable par une formulation faible, et on introduit alors un lagrangien :

Clu v k) = J(u) + /0 ' { /Q o+ EVaveldv — [ fo dS} d (4.2)

o9
dans lequel la fonction-test v € V = {v € H(Q), v(-,0) = 0 dans Q} joue le role
d’'un multiplicateur de Lagrange. On considere alors la variation de £ sous leffet de

perturbations du, 0k :
0L =L ,.0u+ L0k

Seul l'effet net de 0k étant recherché, le choix du multiplicateur v peut étre restreint en
imposant que 0L = 0 pour ok = 0, soit :
L, ou=0 YoueV (4.3)

Cela définit un état adjoint v = v, qui tous calculs faits est solution de la formulation
faible :

T
J 4w —|—/ {(Uw) lt=r —1—/ [—v,w + kVoVuw] dt} dV=0 VYweV
Q 0

dont on voit qu’elle est associée a I’équation de la chaleur rétrograde avec condition finale
v(-,T) = 0. On remarque aussi que le terme J,.w correspond pour l'état adjoint v;, & un
flux imposé et fonction de 1’écart uy — u®.

Comme résultat de cette démarche, la variation 0.7 induite par 0k est donc finalement
donnée par 'expression explicite :

T
0 Q
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Commentaires. Le probleme inverse thermique et le résultat (4.4) associé fournissent
une bonne illustration de la méthode de I’état adjoint et mettent en évidence les points
qui suivent.

Calcul du gradient. La résolution des problemes direct et adjoint permet d’ob-
tenir explicitement le gradient complet de J (k). Sur un plan pratique, cela permet un
calcul numérique stable et économique du gradient de J, et donc d’utiliser efficacement
les méthodes de minimisation avec gradient. De plus, le calcul numérique de I’état adjoint
vy réutilise certaines opérations d’assemblage (en particulier la construction et la factori-
sation de I'opérateur « de rigidité » fOT Jo kVuVudV di, et est donc plus économique que
celui de I'état u. Par conséquent, une évaluation de J et de son gradient ne cotite pas
beaucoup plus cher qu’'une évaluation de J seule.

Equation d’observation pour le probléeme inverse linéarisé. Sur un plan plus
théorique, un résultat tel que (4.4) peut étre interprété comme une « équation d’obser-
vation »associée au probleme inverse linéarisé (cas ou 'inconnue k se met sous la forme
ko + 0k, ko étant une valeur de référence connue et 0k l'écart a kg inconnu mais petit
en valeur relative) qui donne un lien mathématique direct entre une fonction connue de
I’observable u” et I'inconnue dk dans le cas linéarisé.

Ces équations d’observation ont souvent (c’est le cas pour (4.4)) la structure d’équations
intégrales de premiére espéce (Tricomi [95], Wing [99]). Cette classe d’équations est connue
pour étre mal posée : d’une part la sensibilité de 'inconnue 6k aux petites perturbations
du second membre est tres grande, d’autre part I'existence et 1'unicité de la solution ne
sont pas garanties. L’obtention de telles équations d’observation par l'intermédiaire de
la méthode de 1’état adjoint permet donc de mettre en évidence le caractere mal posé
du probléeme inverse linéarisé, qu’on s’attend donc a fortior: a retrouver en ’absence de
linéarisation.

D’autres équations d’observation sont discutées dans [BBP89], [BBMP93] (avec H.D.
Bui, H. MAIGRE, J. PLANCHARD) pour la thermique ou dans [BC93] (avec A. CONSTAN-
TINESCU) pour l'identification de coefficients élastiques hétérogenes).

Dans le méme ordre d’idées, si on prend 27 = [u(x,7) — u”(x,7)]* pour un point
x € 0N et un instant 7 > 0 fixés, I'état adjoint dépend de x, 7 : vy, = vi(y, t;x,7) et le
résultat (4.4) conduit a la relation :

T
[u(x, 7) — u"(x, 7)) + / / 0kVur(y,t)Vor(y, T — t;x,7)dV,dt =0
o Ja

en écrivant que l'inconnue 0k est telle que u(x,7) = u”(x,7) pour tout (x,7), et donc
que 0. = —7. On est également en présence d’une équation intégrale de premiere espece.

Role pratique de la méthode de I’état adjoint. Il faut souligner que la méthode
de I’état adjoint permet, sur le plan numérique, de tirer le maximum d’une formulation
donnée mais ne conduit pas a une formulation modifiée du probleme inverse ; elle ne rend
pas mieux posé un probleme mal posé. Par contre, il est parfaitement possible de combiner
régularisation de Tikhonov ou inversion stochastique et méthode de I’état adjoint, de fagcon
a appliquer efficacement une méthode de minimisation avec gradient a un probleme inverse
régularisé.
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@ Interfacial defects

FiG. 4.1: Identification de résistances d’interface : schéma de principe

4.2 Utilisation de la méthode de I’état adjoint

Quelques exemples d’utilisation de la méthode de 1’état adjoint auxquels nous avons
contribué sont brievement décrits ci-apres. L’utilisation conjointe de la méthode d’état
adjoint et de la dérivée par rapport au domaine est présenté a part, en section 4.3.

Identification de la résistance d’interface. Dans un travail fait avec H. MAIGRE et
M. MANAA [BMM92], une démarche similaire a été appliquée a une situation relativement
simple : la quantification de résistances thermiques d’interface R au moyen de mesures de
température en surface, pour des géométries unidimensionnelles et en régime transitoire.
La résistance R représente la géne induite sur la conduction thermique a travers une
interface S;, liée a un défaut (délamination, présence de matiere parasite,...), et est
définie comme le coefficient de proportionnalité entre le flux thermique ¢ (continu) et le
saut de la température u a travers S; :

[u](y,t) = —R(y)a(y, )

Supposons le flux thermique imposé sur toute la frontiere de I’échantillon (condition a la
frontiere bien posée pour le probleme direct, pour lequel R serait connue). L’identification
utilise des informations surabondantes sur une partie .S, la frontiere, a savoir des mesures
um(y,t) de la température, et est formulée comme un probléeme de minimisation :

j(R) = % /(; / [ucalc(ya t; R) - um(y7 t)]Q dSdt + &[(R)

la fonctionnelle J dépendant de R de maniere implicite a travers la solution wu.q. du
probleme direct.

Le tableau 4.1 montre quelques résultats de simulation dans le cas unidimensionnel
(R indépendante de x, fig. 4.1), réalisés avec ou sans bruit simulé sur les données : la
fonctionnelle J a été minimisée, sans terme régularisant (/(R) = 0), au moyen d’un algo-
rithme de descente assez « artisanal »qui utilise le gradient, évalué a ’aide de la méthode
de I’état adjoint. Les résultats numériques mettent en évidence la grande sensibilité au ni-
veau de bruit sur les données, ce qui met clairement en évidence la nécessité de régulariser
le probleme inverse.
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R simulé R calculé

T | ki | ko 0%bruit |  1%bruit 3%bruit

1211 ] 1 1 1-1 0.84 —1.14 | 0.54 — 1.49

12110 1 1 1-1 0.94 -1.05|0.83-1.19

1211 |10 1 1-1 0.92-1.06 | 0.75 — 1.23

1211 |1 3 3-3 |246-347| 1.7-49

6 | 1] 1 1 1-1 0.57 — 1.68

41111 1 1-1 0.16 — 6.5

TAB. 4.1: Reconstruction de la résistance d’interface : exemple unidimensionnel
simulé [BMM92]

Ce travail a été poursuivi par H. MAIGRE et B. BERNAY (stagiaire ENSTA) sur des
situations bidimensionnelles en régime stationnaire, ’algorithme étant développé dans le
cadre du code d’éléments finis CASTEM 2000.

Il était en fait motivé par la perspective d’'un projet BRITE, pour lequel le LMS avait
été sollicité pour travailler sur l'inversion numérique de données thermiques (obtenues
par exemple au moyen de la thermographie infra-rouge) permettant de remonter a la
détermination par voie non destructive de divers défauts, et notamment des résistances
d’interfaces, dans des échantillons. Ce travail aurait notamment consisté en I'application
de la méthode de I'état adjoint a des fonctions-cott régularisées (au sens de Tikhonov),
les problemes direct et adjoint étant résolus numériquement par éléments finis (en espace)
et différences finies (en temps) de manieére a pouvoir traiter des éprouvettes de formes
arbitraires. L’échec de la soumission de ce projet a pour l'instant entrainé une mise en
sommeil de ce travail, que nous ne désespérons pas voir redémarrer dans le futur.

Probléeme inverse pour les essais dynamiques avec les barres d’Hopkinson.
Laurent ROTA, dans son travail de these, applique ’approche inverse a l'interprétation
quantitative des données expérimentales fournies par les barres d’Hopkinson. Ce dispositif
permet de mesurer forces et déplacements en fonction du temps aux deux extrémités d’un
échantillon, dans des conditions de dynamique rapide. Ces informations sont surabon-
dantes si le comportement du matériau constitutif de I’échantillon est connu.

Dans cette étude, 1’état mécanique de 1’échantillon dépend du temps et d’une coor-
donnée d’espace. On cherche a affaiblir les hypotheses simplificatrices (état mécanique uni-
forme dans 1’échantillon) habituellement utilisées pour le dépouillement des mesures, qui
consiste en la détermination des parametres {p;} associés au modele de comportement pos-
tulé. Cette stratégie repose alors sur la minimisation d’une fonctionnelle d’écart mesure-
calcul J({pi}). Celle-ci procede de maniere itérative, selon un algorithme classique, et
chaque évaluation de J exige la simulation numérique de la dynamique de 1’éprouvette
pour un comportement donné, c’est-a-dire un jeu donné de parametres {p;}. Les premiers
résultats obtenus par L. ROTA sont encourageants [78]. Les recherches en cours portent
notamment sur la définition des fonctionnelles d’écart entre données mesurées et calculées,
dans 'esprit des fonctionnelles d’erreur en loi de comportement développées au LMT, ENS
Cachan.

La méthode de I’état adjoint est utilisée pour le calcul numérique du gradient de la
fonctionnelle d’écart. Le probleme direct (a parametres de comportement donnés) est
non-linéaire, alors que 1’état adjoint est solution d’un « probleme linéaire tangent ». En
raison du caractere dynamique du probleme inverse considéré, le gradient de la fonction-
nelle d’écart est finalement exprimé sous la forme de I'intégrale spatiale d'un produit de
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convolution temporel entre les états primaire (probleme avec conditions initiales) et ad-
joint (probleéme avec conditions finales). Le calcul numérique de ce produit de convolution
est assez gourmand en temps de calcul, il exige de plus le stockage de toutes les valeurs
espace-temps du probleme direct et le stockage ou le re-calcul des opérateurs linéaires
tangents a tous les pas de temps.

Un calcul typique (20 pas d’espace, pas de temps de 100 us) représente 25 itérations
pour 'algorithme de minimisation et dure environ 18 minutes sur une station de travail
HP-ApoLLO 400. Le calcul de J et de son gradient prennent environ 1 et 6 secondes
de calcul respectivement. Les parametres {p;} étant ici au nombre de quatre (modele
de Sokolowski-Malvern), on peut estimer que la technique de 1’état adjoint n’est pas
substantiellement plus rapide qu’une technique de dérivation directe par rapport aux
parametres {p;}, qui demanderait de résoudre un probleme d’évolution associé a une
variation de chaque p;. Toutefois, ’état adjoint ne dépend pas du nombre de parametres
{pi}, et devient d’autant plus performante que leur nombre est élevé.

4.3 Identification de domaines inconnus par équa-
tions intégrales de frontiere

Ce travail [Bon92|, [Bon93], [Bon93] avait pour but d’illustrer la mise en oeuvre
conjointe de la méthode de I'état adjoint, la dérivation dans une transformation de do-
maine et l'utilisation des équations intégrales de frontiere. Nous avons donc considéré un
probleme-modele : I'identification d’un obstacle rigide spatialement borné 2~ de frontiére
I, situé dans un milieu acoustique infini = R?® — Q. Une onde de pression incidente
p!(y) exp(—iwt), donnée et telle que (A + k?)p! = 0, induit I'apparition d’une onde p
diffractée par 'obstacle, solution du probleme direct :

(A+EHp=0 dans 2
pn+ph, =0 sur I’ (4.5)
p=0(r), p, +ikp=0(r) r=|y|— +o0

La solution p de (4.5) dépend de I : p = pr.

Probléme inverse. On cherche a identifier la forme, inconnue, de 2~ (donc de I'), a
partir de données supplémentaires sous la forme de valeurs connues p de p sur une surface
de mesure C extérieure a I' et en minimisant une distance 7 :

IO) = I avee J) =3 [ p=if as (4.6)

Etat adjoint. Ici encore une fonctionnelle augmentée est introduite :
L(p,w;I') = J(p) + A(p, w; I') (4.7)

dans laquelle la contrainte A(p,w;T"), associée au champ de multiplicateurs w, est la
formulation faible du probleme direct (4.5) :

A(p,w;T') = / (Vp.Vw — k*pw) dV, + /wp’ln ds, =0 (Vw, (4.53 et w € H}(Q))

e T
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F1G. 4.2: Detection d’un obstacle au moyen d’ondes acoustiques : schéma de
principe.

On dérive cette fonctionnelle dans une transformation de domaine (évolution de I'), en
appliquant des formules de type eulérien. L’état adjoint wr est alors défini par la condition
L,p,=0,Yp, e H..(Q), et est solution du probleme :

loc

(A+Ek*)w=—|pr — p|éc dans Q
w, =0 sur I’ (4.8)
w=0(r), w, +ikw = O(r) r=ly| — +oo

On remarque, ce qui est un fait général, que 1’état adjoint est associé a une source pro-
portionnelle a 1'écart entre grandeur mesurée et calculée; il est donc en particulier nul
quand ces dernieres coincident.

Equations intégrales directe et adjointe. Les problemes direct (4.5) et adjoint
(4.8) sont respectivement gouvernés par les équations intégrales régularisées :

plz) + / P()[Conl@, y) — GO, (@, )] dS, + / p(y) — p()]GY, (@, y) dS,
. / P (y)G(z, y) dS, (4.9)

w(z) +/Fw(y)[G,n(w,y) — Gh(x,y)] d5y+/r[w(y) —w(®)]|G},(z, y) dS,

- /C r 5| )G, y)dC,  (4.10)

ot G(x,y) = e /(4nr) et GO(x,y) = 1/(47r) désignent les solutions élémentaires dyna-
mique et statique et r =[] € — y ||. On remarque immédiatement que le méme opérateur
intégral gouverne les deux équations intégrales. Une fois ’assemblage et la factorisation
de ce dernier effectués lors de la résolution du probleme direct et 1’évalution de J(I'), le
calcul de I'état adjoint ne nécessite que 'assemblage du second membre de (4.10) et la
résolution d’un systeme d’équations triangulaire.
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Dérivée de J(I') par rapport au domaine. Nous avons ainsi pu établir que la dérivée
matérielle de J(I") est donnée par :

*

jzz (pr,wr; F) = /(jre) de,r = VS@F-VS(PF +p1) - kQWF(pr +p1)
r

Cette formule donne, d’une maniére explicite et élégante, le gradient de J(I") par rapport
a I' comme une forme linéaire (dérivée par rapport au domaine, Simon [83]) en 0, vitesse
normale d’évolution de I' dont le noyau Jr est construit en termes des états direct et
adjoint. Nous avons traité dans [Bon95a] I'extension de cette démarche aux cas d’obstacles
pénétrables en acoustique et de cavités en élastodynamique.

Application numérique. Elle a été faite pour la recherche d’un obstacle rigide de
forme « n-ellipsoidale »(n est un exposant : n = 1,2, +00 donnant respectivement un
octaedre, un ellipsoide et un parallélipipede), définie par 10 parametres (3 coordonnées
du centre de gravité géométrique, 3 axes principaux, 3 angles d’Euler et l’exposant n).

La surface courante I'; sur laquelle porte la minimisation de J(I"), est discrétisée ainsi
que les valeurs de p par éléments finis de frontiere : 24 quadrilateres courbes a 8 noeuds,
dans 'exemple traité. Elle est décrite par un nombre fini N de parametres, qui sont les
inconnues de la minimisation. Deux possibilités ont été traitées :

— Les noeuds du maillage sont pilotés par les valeurs des parametres géométriques

d’un n-ellipsoide (N = 10).

— Les coordonnées des noeuds du maillage (N = 222 dans notre exemple) : I'informa-
tion a priori sur la forme inconnue est alors beaucoup moins forte que dans le cas
précédent.

La minimisation de J utilise la méthode BFGS avec « line-search »imparfait (Fletcher
[33]).

La figure 4.3 présente les valeurs de J et des erreurs relatives ey, eg, ; commises sur
le volume, aire et I'inertie géométrique (prise par rapport a une origine et des axes fixés)
de €27, en fonction du numéro d’itération de l'algorithme de minimisation. On remarque
que le cas a 9 inconnues ('exposant n était absent de la recherche pour cet exemple)
fournit d’excellents résultats, probablement parce que le probleme inverse, que 1’on sait
mal posé en toute généralité, devient ici bien posé en raison de la restriction tres forte des
formes possibles. Avec 222 inconnues, le centre d’inertie, le volume et I'inertie géométrique
(représentative de 'orientation dans l'espace) de I'obstacle inconnu sont convenablement
retrouvés. Une aire trop importante de 30% environ est trouvée, symptome d’oscillations
de la surface reconstruite par EFF. Les résultats de la figure 4.3 ont été obtenus avec une
surface initiale assez proche de celle recherchée, ce qui montre qu’en pratique 'utilisation
des coordonnées nodales comme parametres géométriques gouvernant l'évolution de I’
est une mauvaise solution. En revanche, d’excellents résultats continuent d’étre obtenus,
avec 10 inconnues, en prenant des surfaces initiales relativement éloignées de la solution
[Bon95a]. Dans le cas ot la solution était un parallélipipede (n = 4+00), la valeur trouvée
pour n était de I'ordre de 1000 (donc infinie en pratique); il a été constaté que les deux
derniers tiers des itérations étaient prsque totalement utilisés a la recherche de n seul.

La méthode BFGS [33], [71] avec « line-search »imparfait [33] a été retenue apres essais
avec gradient conjugué et BFGS avec « line-search »parfait, car elle est apparue comme la
plus efficace (nombre d’évaluations de fonction-cout et gradient nécessaires), et parfois la
meilleure du point de vue du résultat atteint a convergence. Elle est d’autre part sensible
a l'initialisation du « line-search »(qui doit utiliser des valeurs pertinentes du point de
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vue dimensionnel) et a une bonne programmation de la formule BFGS elle-méme (erreurs
d’arrondi possibles dans la réactualisation du pseudo-hessien).
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F1a. 4.3: Detection d’un obstacle au moyen d’ondes acoustiques : comparaison
entre 9 et 222 inconnues.

Commentaires et perspectives. Cette démarche est applicable a des situations plus
générales faisant intervenir des milieux linéaires et homogenes : domaine d’étude borné,
autres contextes tels que 1’élasticité ou la thermique, régime transitoire. .. Elle permet
d’utiliser une méthode de minimisation avec gradient dans des conditions optimales pour
ce qui est de la rapidité et de la précision du calcul du gradient et donc a un intérét clair
du point de vue numérique. En revanche, elle n’apporte pas d’éclairage particulier sur
certaines questions plus fondamentales telles que 'existence ou 1'unicité de la solution au
probleme inverse pour les données en notre possession.

Les tres bons résultats numériques que nous avons obtenus pour des exemples a faible
nombre de parametres géométriques valident 'efficacité des composants de la méthode
d’inversion, et notamment celle du calcul numérique du gradient de J (celui-ci demande
un supplément de temps calcul d’environ 30% du temps nécessaire a une évaluation de
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J seule?). L’emploi couplé d’éléments de frontiere et de I'état adjoint est tres efficace
sur le plan numérique. La détérioration des résultats qui apparait avec I'augmentation du
nombre de parametres géométriques, qui était attendue, souligne clairement la nécessité
d’introduire une régularisation pour traiter ce type de probléeme inverse, conduisant a mini-
miser une fonction-cotut augmentée J(I') + aP(I") (0 < a < 1). On peut par exemple pro-
poser de pénaliser les courbures élevées et les sauts de normale sur les frontieres d’éléments,
avec :

P(T) = %/F(diVSn)2 dsS + ﬁ/L(l —ntn)ds

D’autre part, a notre connaissance, trouver des représentations paramétrées permettant
de décrire des formes tridimensionnelles (surfaces fermées) aussi générales que possible a
I’aide d’un nombre de parametres géométriques aussi réduit que possible est un probleme
largement ouvert.

2Comparer le rapport 0,3 :1 constaté ici au rapport 6 :1 relevé pour la méthode de ’état adjoint en
régime temporel (page 70).



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

En ce qui concerne le theme général des méthodes d’équations intégrales et d’éléments
de frontiere, on peut dire a posteriori que les travaux que nous avons menés ont sur-
tout consisté en l'investigation de certains aspects “innovants” de la méthodologie :
régularisation, dérivation dans un domaine variable, exploitation des symétries géométriques,
méthodes variationnelles et approche #-intégrale. Le choix de ces aspects et les résultats
obtenus sont, pour autant que nous puissions en juger, au niveau des préoccupations et
de I’état de 'art international.

Nous considérons 'aspect “régularisation” comme maintenant bien compris, et essen-
tiellement achevé (ce qui n’était sans doute pas vrai cinq ans plus tot), grace aux travaux
apparus ces quelques dernieres années, parmi lesquels notre contribution personnelle. Les
divers angles d’attaque relevés pour le probleme de la régularisation ont mené a des
conclusions identiques, la plus importante d’entre elles sur le plan pratique étant le ca-
ractere “incontournable”, et contraignant, de l'exigence d’une interpolation de régularité
C1 (donc en particulier dérivable) au point de collocation pour les équations intégrales
hypersingulieres, considérées sous forme régularisée ou non. Le travail restant a faire dans
ce domaine particulier consiste principalement a affiner les techniques numériques qui
permettent de tirer parti de principes maintenant établis.

Les difficultés pratiques liées a la nécessité d’employer des interpolations dérivables,
ainsi que la lourdeur générale des formulations, associées aux équations intégrales “hyper-
singulieres”, nous laissent penser que les méthodes intégrales variationnelles exerceront
une concurrence plus importante dans le futur, comme le suggere également 1’observa-
tion de tendances récentes dans la littérature internationale. De fait, les formulations
intégrales variationnelles avaient a l'origine été développées dans le double but d’éviter
les problemes liés aux fortes singularités et d’obtenir des formulations symétriques. Les
travaux “fondateurs” anciens de 12 ou 15 ans issus de la communauté des mathématiques
appliqués avaient rencontré peu d’écho dans la communauté de la mécanique numérique,
et restent toujours fortement ignorés. Il est vrai que la construction des formes bilinéaires
en présence de conditions aux limites mixtes, aspect essentiel en mécanique des struc-
tures, n’avait guere été abordée. C’est pourquoi notre contribution [Bon95¢|, qui comble
cette lacune, devrait permettre une meilleure compréhension et diffusion de I’approche
variationnelle intégrale. Actuellement, avec A. FRANGI, une étude démarre sur le sujet de
formulations intégrales variationnelles pour la statique des plaques, qui constitueraient a
notre connaissance des résultats entierement originaux.

L’aspect “domaine variable et dérivation” est tres prometteur et suscite un intérét
rapidement croissant au plan international, comme en témoigne la référence [BB95].
Cela tient a la variété des situations qui peuvent relever de ce type de technique, main-

5
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tenant mieux comprise : problemes inverses d’identification de domaines, optimisation
de forme, et aussi approche énergétique f-intégrale en rupture. Il faut noter que la
régularisation des équations intégrales joue un role important dans la mesure ou le ca-
ractere mathématiquement licite des dérivations d’intégrales est alors garanti. En ce qui
concerne 'identification de formes inconnues, ’approche que nous avons menée jusqu’ici
pour le probleme modele en acoustique linéaire peut assez facilement (dans le principe)
étre étendue aux problemes d’identification en élastodynamique ou en thermique, et aussi
a la recherche de fissures; chaque situation particuliere differe principalement par la
définition de I'état adjoint nécessaire au calcul du gradient d’une fonction-cotut. Le traite-
ment de problemes d’optimisation de forme au moyen de méthodes intégrales et dérivation
par rapport au domaine doit aussi étre envisagé. D’autre part, 'approche #-intégrale est
actuellement tres originale par rapport a I’état de 'art et correspond a un large champ
d’application potentiel, presque entierement inexploré. Par exemple, une fois obtenues des
formulations intégrales variationnelles pour les plaques, on envisage (en liaison avec I’'OR!
“stabilité” et notamment dans le cadre du travail actuellement démaré d’A. FRANGI) le
calcul numérique de taux de restitution d’énergie pour les plaques fissurées? et I’étude
numérique de problemes de délaminage (stabilité du front et résolution du probleme en
vitesse d’extension). D’autre situations sont envisageables, comme 1’étude de systemes de
fissures. Dans tous ces exemples, les calculs sont reportés a la frontiere, qui inclut fissure
ou front de délaminage. L’expérience acquise actuellement dans ce secteur me porte a
privilégier nettement, pour les recherches futures, 'emploi de formulations variationnelles
intégrales. Ces dernieres rendent I’approche f-intégrale plus élégante (en raison de leur
caractere symétrique et de 1’économie ainsi permise d'un ordre de dérivation pour 1’état
élastique), mais aussi plus performante et robuste sur le plan numérique.

L’application de méthodes intégrales a la recherche de domaines inconnus est no-
tamment associée a des problemes inverses : identification de fissures, controle non-des-
tructif numérique,... sur lesquels beaucoup reste a faire. Les travaux menés jusqu’ici
sur un probleme modele mettent en évidence l'importance que revét la possibilité de
représenter des formes aussi générales que possible tout en minimisant le nombre de pa-
rametres géométriques, aspect non encore maitrisé pour les situations tridimensionnelles.
De plus, le résultat d’inversion devenant sensible aux erreurs sur les données a mesure
que le nombre de parametres augmente, il est nécessaire d’envisager la régularisation du
probléme inverse, par exemple au moyen de 'inversion gaussienne non-linéaire. Moyennant
ces nécessaires perfectionnements et suivant les opportunités d’applications qui seraient
rencontrées dans le futur, la formulation du probléeme comme minimisation d’une distance
calcul-mesure et le calcul du gradient de cette derniere a 1’aide de ’état adjoint est trans-
posable sans difficulté de principe a des situations liées (par exemple) a I’élastodynamique
ou la thermique.

Il faut souligner ici encore que beaucoup de problemes inverses correspondent a des
situations d’essais non destructifs, et donc a des mesures effectuées sur la frontiere du
systeme considéré. Les équations intégrales fournissent alors la relation mathématique
la plus directe entre mesures et inconnues, et ont une place privilégiée pour 1’étude de
situation u soit des conditions aux limites soit une partie de la frontiere elle-méme sont
inconnues. L’examen d’actes de conférences récentes montre d’ailleurs que les méthodes
d’équations intégrales et d’éléments de frontiere sont utilisées dans une proportion sub-

LOR : “Opération de Recherches”. Le Laboratoire de Mécanique des Solides en comprend actuellement
dix.

2Sujet envisagé d’une collaboration future avec S. Mukherjee, Cornell Univ., USA, & la suite de son
séjour sabbatique au Laboratoire de Mécanique des Solides.
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stantielle (de I'ordre du quart ou du tiers) des travaux présentés. D’autre part, il y a
une convergence naturelle entre méthode d’état adjoint et formulations intégrales varia-
tionnelles, liée au caractere symétrique de ces dernieres, qui n’a pas encore été exploité.
L’exploration de ces recouvrements entre mes deux themes de recherche est encore loin
d’étre complete.

Concernant les problemes inverses, d’autres sujets pourront étre abordés dans le futur.
On pense notamment aux problemes de la détermination par le calcul de contraintes
résiduelles, de I'identification de coefficients de frottement locaux, de lois de contact ou de
la détermination de lois de comportement d’interfaces minces, par exemple en collage, qui
intéressent I’O.R. “durabilité” et qui pourraient étre traités en collaboration. Il faut noter
que tous ces problemes se prétent bien a priori a I'utilisation de méthodes intégrales : un
algorithme est proposé dans ce sens par Ballard et Constantinescu [5] pour les contraintes
résiduelles, tandis que pour les autres problemes évoqués les variables essentielles sont
confinées a la frontiere du ou des solides en présence.

Le theme de la modélisation du controle non destructif thermique a été 'objet d’un
travail d’ampleur nettement plus faible que souhaité initialement. En effet, le LMS avait
été pressenti avec ’ONERA pour travailler sur des techniques d’inversion numérique dans
le cadre d'un projet européen BRITE portant sur le développement de méthodes de
controle non destructif thermique ;celui-ci, malgré deux présentations successives (avril
1992, avril 1993), n’a pas été retenu par la CEE malgré des appréciations positives des
experts. La réussite de cette soumission aurait donné les moyens d’accomplir un tra-
vail tres intéressant, ou simulations et inversions numériques auraient été confrontées a
I’expérience. Ce volet de mon activité reste donc quelque peu “en sommeil” mais ne de-
mande qu’a resurgir dans le futur.

Sur un plan plus théorique, la reformulation par équations intégrales de I’approche dite
de quasi-réversibilité, introduite par Lions et Lattes [52] dans le but de stabiliser la solu-
tion de certains problemes mal posés dans lesquels une partie de la frontiere du domaine
supporte des données aux limites surabondantes tandis qu'une autre n’en supporte aucune
(comme le probléme de Cauchy pour le Laplacien), constitue une direction inexplorée a
ce jour et qui permettrait de faire un lien supplémentaire entre méthodes d’équations
intégrales et problemes inverses. La résolution pratique d’assez nombreux problemes in-
verses, comme par exemple l'estimation de la température en peau interne (supposée
inaccessible expérimentalement) d’un tube a partir de mesures de température et flux en
peau externe, pourrait bénéficier de cette approche, qui fait jouer un role privilégié aux
variables définies sur la frontiere.

Il n’existe pas de méthode générale, au sens fort et un peu algorithmique du terme,
permettant d’extraire des réponses concretes. Par contre, un cadre de pensée et des
méthodes, développés par les Mathématiques et diverses branches de la Physique, se
sont dégagés assez clairement. L’accent est mis sur I'information possédée ou souhaitée
(mesures, connaissance des incertitudes, recherches d’informations complémentaires), la
modélisation (représentation mathématique de la physique considérée, choix de représentation
des grandeurs inconnues) et I'adéquation entre les deux (la finesse de la modélisation
choisie pour I'inconnue doit étre commensurable avec 'information disponible dans les
données). L’accent est aussi mis sur la sensibilité aux données incertaines, le doute (le
résultat de I'inversion est-il fiable ? cette fiabilité est-elle évaluable?). Un grand nombre
de situations peuvent en pratique étre considérées comme des problemes inverses et donc
relever de ce mode de pensée et des techniques de résolution le rendant, dans une cer-
taine mesure, opératoire (régularisation, inversion stochastique). Ces dernieres conduisent
fréquemment a des problemes d’optimisation. Il importe alors de maximiser l'efficacité
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de la méthode d’optimisation retenue, ce que permet notamment la méthode de 1’état
adjoint.

Dans toutes ces situations, un travail important est nécessaire pour obtenir soit des
résultats concrets soit des indications nettes sur la faisabilité effective et les conditions
qui lui sont associées. Ce travail trouve généralement la plus grande partie de sa justifica-
tion dans la perspective d’applications immédiates ou potentielles. Les problemes inverses
sur lesquels mon activité future portera concretement sera donc en partie dépendant de
facteurs externes, et notamment des possibilités de collaboration qui se présenteront avec
le milieu industriel ou scientifique (de fagon soit interne avec d’autres themes du labora-
toire, soit externe). Par exemple, notre groupe est pressenti ® pour I'identification de la
distribution des gouttelettes d’eau dans les turbomachines a partir de mesures optiques de
diffraction laser ; des sollicitations externes ont aussi en partie motivé mes travaux relatifs
a l'inversion gaussienne. En contrepartie, ’engagement de travaux est parfois conditionné
par 'environnement extérieur, comme 1’échec du projet BRITE le montre a contrario.

Les perspectives dans ce domaine me paraissent en fait devoir étre considérées a
I'échelle du groupe (OR “problemes inverses”, composante que je contribue a animer
de l'activité du Laboratoire de Mécanique des Solides), plus qu’en termes de recherche
personnelle. En effet, la multiplicité des directions d’application potentielles d’un mode
de pensée et de méthodes de résolution complexes et multidisciplinaires nécessitent sans
doute une certaine “masse critique” de culture et d’expérience accumulés et partagés par
un groupe.

3par EDF, Direction des Etudes et Recherches, Chatou
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