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Comportement asymptotique de la
distribution des pluies extrêmes en France
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Remerciements
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Résumé étendu 9

Introduction 12

I Approches probabilistes et analyse des incertitudes sur les valeurs
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1.2 Théorie des valeurs extrêmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2.1 Analyse par les valeurs maximales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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2.1 Intervalles de confiance de quantiles de valeurs extrêmes . . . . . . . . . . . . 42
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7.1.3 Une procédure de simulation du modèle ML . . . . . . . . . . . . . . . 155
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Résumé étendu

Résumé étendu

Différentes approches de la théorie des valeurs extrêmes ont été mises en oeuvre pour
analyser les pluies extrêmes, à partir de séries pluviométriques mises à disposition par le
Cemagref et Météo-France. Le point de vue adopté dans la thèse est local : les pluies sont
analysées en un site donné, et nous laissons les points de vue régional et spatial en perspec-
tives.

Dans une première partie, nous rappelons différents aspects de la théorie probabiliste des
valeurs extrêmes uni-variées et bi-variées, et présentons des méthodes statistiques d’estima-
tion des incertitudes de modèles probabilistes appliqués en hydrologie.

En hydrologie, les maxima saisonniers ou annuels sont souvent modélisés par une loi
Gumbel. Cependant, la littérature hydrologique montre depuis peu un certain scepticisme
vis-à-vis de la modélisation des maxima annuels ou saisonniers par une loi Gumbel. Il ne
parâıt en effet pas justifié d’utiliser la loi Gumbel, au lieu d’une loi GEV, plus générale. Nous
avons analysé cette question dans la seconde partie de la thèse, à partir de longues séries de
plus de 100 ans de mesures quotidiennes, après vérification de la stationnarité au second ordre
des séries étudiées. Cette première approche a montré que dans un grand nombre de cas, la loi
Gumbel traditionnellement utilisée par les hydrologues français est rejetée au profit de la loi
GEV non bornée supérieurement et de paramètre de forme non nul, impliquant des quantiles
de pluie extrême bien plus forts qu’avec une loi Gumbel. Cependant, une conclusion unique
est difficile à établir car les résultats différent suivant les séries étudiées. En effet, compte
tenu de la forte incertitude liée à l’estimation du paramètre de forme de la loi GEV, la loi
Gumbel est acceptable dans un nombre non négligeable de cas, pour modéliser les maxima
annuels.

Le problème du comportement des maxima annuels ou saisonniers a ensuite été étudié
via une analyse multi-variée des maxima des cumuls de pluies mesurés sur différents pas de
temps horaires (entre 1 heure et 72 heures) et journalier. D’un point de vue mathématique,
nous avons utilisé un théorème sur les extrêmes ordonnés, ainsi que la théorie des valeurs
extrêmes de séries stationnaires pour des variables mesurées à différentes fréquences. Plus
précisément, les cumuls journaliers et les cumuls de pluie en 24 heures sont mesurés sur
des pas de temps de 24 heures, mais selon un protocole expérimental différent (les cumuls
journaliers sont mesurés une fois par jour à heure fixe, tandis que les cumuls de pluie en 24
heures sont mesurés par fenêtres glissantes de 1 heure). L’intérêt hydrologique du modèle a
été de permettre l’estimation de la distribution des pluies maximales saisonnières mesurées
sur différentes durées, grâce à un couplage de l’information horaire, souvent assez restreinte,
avec une information journalière, en général mieux renseignée. Les courtes séries horaires
peuvent en effet être pauvres en valeurs fortes, du fait de l’échantillonnage ou de valeurs
manquantes. L’exemple étudié dans la thèse porte sur une série pluviographique de Marseille,
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longue de 67 années de mesures au pas de temps 5 minutes, entre 1918 et 2002, associée à
une série pluviométrique, longue de 122 années de mesures quotidiennes entre 1882 et 2003.
Les valeurs de pluie les plus fortes sont absentes de la série pluviograhique, à cause d’un
mauvais fonctionnement du pluviographe sous de très fortes intensités de pluie. En revanche,
la série pluviométrique contient les valeurs fortes non mesurées par le pluviographe. Trois
modèles de dépendance entre les pluies de différentes durées ont été proposés, en particulier en
associant les connaissances hydrologiques sur les pluies de différentes durées avec la théorie
des valeurs extrêmes uni-variée et bi-variée. La comparaison des trois modèles a montré
que la dépendance des pluies de 24 heures et 72 heures, modélisée via une loi bi-variée des
valeurs extrêmes du type logistique donne de bons résultats. Cette approche multi-variée
a montré que les distributions des maxima de la saison pluvieuse de Marseille sont mieux
modélisées par une distribution GEV non bornée supérieurement et de paramètre de forme
non nul, que par la loi Gumbel. En particulier, une analyse uniquement marginale des données
induit des quantiles sous-estimés et peu respectueux des contraintes physiques, du fait de la
mauvaise qualité des séries pluviographiques en terme de valeurs extrêmes. En revanche, avec
le modèle multi-varié, les quantiles sont revus à la hausse, et de manière plus cohérente avec
la réalité. Les estimations de cette étude ont été réalisées dans un cadre bayésien, à l’aide
d’algorithmes Monte Carlo de Châınes de Markov (MCMC), qui ont permis l’estimation
d’intervalles de crédibilité des distributions des extrêmes de pluies de différentes durées.
Cette étude a fait l’objet d’un article, accepté à la revue Stochastic Environmental Research
and Risk Assessment.

Dans la troisième partie, le comportement asymptotique de la distribution des pluies est
étudié au travers de modèles stochastiques, générateurs de pluie. Un premier chapitre présente
une bibliographie des différents types de générateurs, à des pas de temps journaliers ou ho-
raires. Le second chapitre analyse plus particulièrement les incertitudes du modèle Shypre,
développé au Cemagref. Dans sa version simplifiée, le modèle Shypre possède trois paramètres
et simule des averses de pluies. Les paramètres de Shypre sont estimés par des moyennes
d’un grand nombre de valeurs (nombre moyen d’événements pluvieux par an, moyenne de
la pluie maximale d’un événement pluvieux, durée moyenne d’un événement pluvieux). Les
résultats obtenus avec ce modèle ont été comparés en terme d’estimation et d’incertitudes
des quantiles de pluie, avec les résultats donnés par une approche probabiliste classique des
valeurs extrêmes. L’analyse des incertitudes a pris en compte l’incertitude d’échantillonnage
des données (via une analyse fréquentielle) et l’incertitude des paramètres (via une ana-
lyse bayésienne). Cette étude montre d’une part que les estimations du modèle Shypre sont
peu sensibles à l’échantillonnage, du fait de la paramétrisation par des paramètres moyens.
D’autre part, l’étude montre que les incertitudes de modélisation sont très faibles : les in-
tervalles de crédibilité des quantiles obtenus sont très étroits. L’étroitesse des intervalles de
crédibilité obtenus suggère que la vraie valeur de quantile est recouverte avec une probabilité
inférieure à celle du niveau de l’intervalle de crédibilité. Dans le cas de la loi des valeurs
extrêmes, les conclusions observées sont à l’opposé de celles obtenues pour Shypre. La loi
des valeurs extrêmes se montre fortement sensible à l’échantillonnage, essentiellement du fait
de son paramètre de forme, et les intervalles de crédibilité obtenus peuvent être très larges,
voire irréalistes pour des mesures de pluie. Cette étude fait l’objet d’un article en cours de
finalisation, à soumettre dans la revue Hydrological Sciences Journal.

Dans les analyses précédentes, les valeurs extrêmes de pluies ont été étudiées via une
extraction des maxima annuels ou saisonniers, ou via les dépassements de seuil. En revanche,
le comportement temporel des valeurs de pluies successives a été ignoré. L’objet de la dernière

10



Résumé étendu

partie de la thèse est donc de proposer un modèle stationnaire, capable de modéliser une série
temporelle de pluie, ainsi que ses valeurs extrêmes. L’enjeu particulier d’un tel modèle est
de représenter la dépendance temporelle entre des valeurs extrêmes successives de pluie. Le
modèle proposé est un processus markovien, il combine la théorie des valeurs extrêmes uni-
variée pour définir la loi marginale du processus, et bi-variée pour définir la dépendance par
la fonction de saut de la châıne de Markov. Deux chapitres sont consacrés à l’étude d’un
tel modèle. Le premier permet de valider le modèle sur un processus stationnaire théorique
connu, dont la loi marginale est asymptotiquement une loi des valeurs extrêmes, et dont
la dépendance temporelle est définie par une structure de dépendance de Morgenstern. Le
modèle proposé est ensuite appliqué dans le second chapitre à des données réelles d’averses
de Marseille. L’intérêt opérationnel du modèle est de pouvoir être inséré dans le modèle
Shypre. En effet, parmi les différents générateurs de pluies existant, la spécificité du modèle
Shypre est de modéliser les valeurs extrêmes, et plus particulièrement un phénomène de
persistance des fortes averses. Ce phénomène de persistance est défini par le fait que lors
d’un événement pluvieux extrême, les averses composant l’événement sont dépendantes les
unes des autres. Cette persistance des fortes averses est actuellement modélisée dans Shypre
de manière empirique. L’approche théorique proposée dans la thèse est donc une alternative
à la modélisation empirique uilisée dans Shypre.
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Introduction

Pour protéger les populations avec leurs habitations, les zones industrielles, etc., des
inondations, plusieurs mesures peuvent être prises. Des ouvrages hydrauliques (barrages,
digues, ponts, etc.) peuvent être construits, des Plans de Préventions des Risques d’Inonda-
tion peuvent être établis. Le dimensionnement des ouvrages hydrauliques, l’établissement des
Plans de Prévention des Risques d’Inondation sont fondés sur le calculs de crues extrêmes
de référence (de fréquence d’apparition de l’ordre de 10−2 à 10−4). Par ailleurs, lorsqu’un
événement pluvieux extrême survient, il est positionné sur une échelle d’intensité de la gravité
de l’événement pluvieux (faible, moyenne, forte, exceptionnelle). En hydrologie, des méthodes
ont été proposées pour estimer les crues extrêmes de référence, ainsi qu’une échelle d’inten-
sité, à partir de la distribution des pluies extrêmes. En effet, l’information pluviométrique,
mesurée avec des pluviométres ou pluviographes, est en général mieux renseignée que les me-
sures de débits de rivières, alors en crues pendant les événements extrêmes. Certaines de ces
méthodes, couramment employées en France (par exemple, la méthode du Gradex (Guillot et
Duband, 1967), (CFGB, 1994)), reposent sur l’hypothèse forte suivante : la distribution des
pluies maximales annuelles ou saisonnières est une loi Gumbel. La loi Gumbel n’est cepen-
dant qu’un cas particulier d’une loi des valeurs extrêmes plus générale : la loi GEV. Quelques
auteurs (Wilks, 1993; Koutsoyiannis et Baloutsos, 2000; Chaouche et al., 2002; Coles et al.,
2003; Coles et Pericchi, 2003; Sisson et al., 2006; Koutsoyiannis, 2004a,b; Bacro et Chaouche,
2006) ont récemment mis en cause la validité d’une loi Gumbel, et préféré l’usage de la loi
GEV pour modéliser les maxima annuels ou saisonniers des pluies. Or la différence entre les
quantiles estimés sous une hypothèse de loi Gumbel ou sous une hypothèse de loi GEV est
considérable. Pour une fréquence donnée, les quantiles d’une loi GEV peuvent par exemple
être deux ou trois fois plus grands que les quantiles d’une loi Gumbel. Ces remarques ne sont
donc pas sans conséquence pour la sécurité des ouvrages hydrauliques, pour la validité des
Plans de Prévention des Risques d’Inondation ou pour la définition de l’échelle d’intensité
des événements extrêmes. En particulier, le Cemagref a introduit un assouplissement dans
l’utilisation de la méthode du Gradex, en autorisant des lois présentant une courbure sur un
graphique de probabilité à échelle logarithmique (Margoum et al., 1994; Lang, 1997).

D’autre part, l’approche fréquentielle n’est pas la seule méthode proposée en hydrologie
pour estimer les quantiles de pluies extrêmes, notamment lorsque les données observées sont
peu nombreuses ou de mauvaise qualité. Une alternative est proposée avec des méthodes
stochastiques : les estimations des distributions de pluies ou de débits reposent sur des simu-
lations de très longues chroniques de pluie par un générateur de pluie, couplé d’un modèle
pluie-débit transformant des données de pluie en données de débit. Au Cemagref, un tel
générateur (nommé Shypre) a été en particulier développé dans le but d’estimer des quan-
tiles de fréquence rare. Arnaud et al. (1998) ont montré, à partir d’observations sur une
dizaine de postes pluviographiques du sud-est de la France, que la distribution simulée par le
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modèle Shypre est proche d’une distribution GEV non bornée supérieurement, et estime des
quantiles de pluies plus forts qu’une estimation par une loi Gumbel. Ces résultats rejoignent
donc ceux de (Wilks, 1993; Koutsoyiannis et Baloutsos, 2000; Chaouche et al., 2002; Coles
et al., 2003; Coles et Pericchi, 2003; Sisson et al., 2006; Koutsoyiannis, 2004a,b; Bacro et
Chaouche, 2006).

L’objet de cette thèse est donc de considérer la distribution de probabilité des pluies
extrêmes, à partir d’observations sur des postes de mesures français. La définition même
de pluie extrême est délicate. De manière classique, une pluie extrême peut être définie par
une pluie dépassant un seuil élevé donné, ou par la pluie maximale observée en une année
donnée. Les compétences de trois disciplines sont conjuguées dans cette thèse : les probabilités
avec en particulier la théorie des valeurs extrêmes, les statistiques, et l’hydrologie et plus
particulièrement l’étude fréquentielle des pluies.

Le comportement des valeurs extrêmes de pluie est décrit dans la thèse sous différents
angles. Nous analysons les valeurs extrêmes de pluie via :(a) les maxima annuels ou saisonniers
de pluie ; (b) l’analyse multi-variée des maxima annuels ou saisonniers d’un processus de
pluie décrit à différents pas de temps de mesure ; (c) les valeurs dépassant un seuil élevé ;
(d) un générateur stochastique de pluie, en particulier le modèle Shypre ; (e) enfin l’analyse
temporelle d’un processus pluvieux comportant des événements extrêmes.

Les modèles proposés dans la thèse combinent différents aspects de la théorie uni-variée
et bi-variée des valeurs extrêmes. Les modèles proposés sont appliqués à des processus de
pluie réels, ou à des processus théoriques, définis par un générateur de pluie ou, dans la
dernière partie de la thèse, par un processus markovien de fonction de saut déterminée par
une structure de dépendance de Morgenstern. La structure de dépendance de Morgenstern a
été utilisée dans un but exploratoire, et dans un but de validation d’un modèle stationnaire
particulier proposé dans la thèse.

Des chroniques de mesures de pluie ont été mises à notre disposition par Météo-France et
le Cemagref. Nous étudions plus particulièrement de longues chroniques, de plus de 100 ans
de mesures quotidiennes. D’autre part, nous disposons de chroniques de mesures de pluie au
pas de temps 1 heure, ce qui nous permet d’étudier le comportement des événements pluvieux
extrêmes à des pas de temps entre 1 heure et 72 heures. Enfin, nous étudions le processus
pluvieux par une chronique d’événements pluvieux décrits en termes d’averses.

Des méthodes d’estimations bayésiennes sont mises en oeuvre avec des algorithmes Monte
Carlo de Châınes de Markov pour estimer les quantiles et les incertitudes associées, corres-
pondant aux modèles proposés.

La première partie de la thèse est un rappel des théories probabilistes des valeurs extrêmes
uni-variées et bi-variées (chapitre 1 ), et une présentation des méthodes statistiques d’esti-
mation des incertitudes des quantiles de modèles probabilistes ou stochastiques complexes
(chapitre 2 ).

Dans la deuxième partie, nous donnons une analyse bibliographique sur les raisons du choix
de la loi Gumbel en hydrologie et les récentes évolutions pour modéliser les maxima annuels ou
saisonniers de pluie (chapitre 3 ). Nous étayons ensuite les résultats bibliographiques par une
analyse des maxima annuels de longues séries de mesures en France, mises à notre disposition
par Météo-France. Enfin, nous complétons cette étude par la proposition d’un modèle multi-
varié (chapitre 4 ) pour analyser conjointement les maxima annuels ou saisonniers de pluie
mesurées sur différents pas de temps (entre 1 heure et 72 heures). L’une des nouveautés du
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modèle proposé est l’analyse dans une même étude, des pluies mesurées sur plusieurs pas de
temps mobiles multiples de l’heure et des pluies journalières, mesurées sur des pas de temps
fixes de 24 heures.

Les processus pluvieux sont décrits dans la troisième partie, par les générateurs sto-
chastiques de pluie. Un chapitre est consacré à une bibliographie des différents types de
générateurs de pluie, aux pas de temps journalier ou inférieurs à 24 heures (chapitre 5 ). L’at-
tention est plus particulièrement portée sur leur capacité à modéliser les valeurs extrêmes.
Le chapitre suivant analyse plus particulièrement la distribution asymptotique des pluies si-
mulées par une version simplifiée du générateur Shypre, ainsi que les incertitudes associées
aux quantiles estimés (chapitre 6 ).

Enfin, la dernière partie de la thèse est consacrée à la description temporelle d’une série
stationnaire présentant des valeurs extrêmes. Un modèle markovien au premier ordre est
proposé, et validé sur deux cas d’étude : un cas d’étude théorique avec un processus markovien
au premier ordre de structure de dépendance définie par un modèle de Morgenstern (chapitre
7 ), puis des données réelles d’averses de Marseille (chapitre 8 ).

Une conclusion générale dresse une synthèse des principaux résultats obtenus pendant la
thèse et donne quelques perspectives possibles de recherches ultérieures.
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Première partie

Approches probabilistes et analyse
des incertitudes sur les valeurs

extrêmes
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Chapitre 1

Théorie probabiliste

1.1 Analyse exploratoire des valeurs extrêmes

Avant d’exposer la théorie des valeurs extrêmes, un premier aperçu du comportement des
extrêmes est donné par une analyse graphique des données. Un QQ-plot représente les quan-
tiles empiriques en fonction des quantiles d’une distribution G choisie. Une correspondance
linéaire entre quantiles observés et théoriques indique une bonne adéquation des observations
à la loi G. Le tracé d’un QQ-plot pour un échantillon ordonné X1,n ≤ . . . ≤ Xn,n, nécessite

un estimateur de P (X ≤ Xi,n), noté f̂i et appelé fréquence empirique.

Dans la littérature, différents estimateurs sont proposés pour les fréquences empiriques,
voici quelques exemples :

f̂i = i/n, (1.1)

f̂i = (i− a)/(n+ 1 − 2a), (1.2)

où a ∈ [0, 0.5]. Le choix de la meilleure formule de fréquence empirique dépend de la loi
sous-jacente de l’échantillon, modélisée par la distribution G. En hydrologie, elle est choisie
en fonction de certains critères, établis par Cunnane (1978). En particulier, le QQ-plot tracé
avec la distribution G doit permettre de juger si l’échantillon est tiré de la distribution G. Un
tel estimateur f̂i est donné par G(E(Xi,n)), la fréquence de la moyenne de la i-ème statistique
d’ordre d’un n−échantillon tiré dans la distribution G. Une approximation, compromis entre
plusieurs distributions pour G (dont la loi Gumbel), est donnée par f̂i = (i− 0.4)/(n+ 0.2)
(Cunnane, 1978).

Guo (1990), cité par Naulet (2002), a comparé plusieurs formulations de la fréquence
empirique, et montré que la formule de Cunnane (1978) est la moins biaisée sur les valeurs
extrêmes. Dans la thèse, on utilisera donc la formule f̂i = (i−0.4)/(n+0.2), afin de se situer
dans un cadre général.
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1.2. Théorie des valeurs extrêmes

1.2 Théorie des valeurs extrêmes

1.2.1 Analyse par les valeurs maximales

L’étude des extrêmes d’un processus passe naturellement par l’analyse du maximum d’un
échantillon de taille n donnée : Mn = max{X1, . . . , Xn}, où X1, . . . , Xn est un échantillon
i.i.d. de loi F . L’analyse des maxima d’échantillons de taille n est également appelée analyse
des maxima par bloc. Si on note xF = sup{x, F (x) < 1}, alors Mn → xF presque sûrement
si n→ ∞. D’autre part, la distribution de Mn est connue exactement :

P (Mn ≤ z) = (F (z))n. (1.3)

En pratique, F est inconnue, et la relation 1.3 n’est donc pas utilisable directement. De façon
analogue au théorème central limite, la théorie des valeurs extrêmes montre qu’il existe des
suites {an}, {bn}, avec an > 0, bn ∈ R telles que

P (
Mn − bn

an
≤ x) → G(x) (1.4)

si n→ ∞, avec G non dégénérée. Deux questions se posent ici : quelle est la loi G ? et quelles
conditions doit vérifier F pour qu’il existe des suites {an}, {bn} satisfaisant 1.4 ?

– Fisher et Tippett (1928), Gnedenko (1943), de Haan (1970) ont montré que les seules dis-
tributions limites non-dégénérées G possibles sont les distributions de valeurs extrêmes.
Le théorème suivant résume ce résultat :

Théorème : S’il existe des suites de réels {an}, {bn} satisfaisant la relation limite 1.4
lorsque n→ ∞ pour une distribution G non dégénérée, alors G appartient à la famille
des distributions GEV (Generalized Extreme Value) :

G(z) = exp{−[1 − k(z − β)/α]1/k} (1.5)

G est définie sur {z ∈ R : 1− k(z − β)/α > 0}, avec β ∈ R, α > 0, k ∈ R les paramètres
de position, échelle, forme de G.

La distribution du maximum d’un échantillon de taille suffisamment élevée est donc
approximativement une GEV.
Certaines démonstrations de ce théorème utilisent les distributions max-stables (Lead-
better et al., 1983), d’autres utilisent le théorème de Helly-Bray (Beirlant et al., 2004).
Suivant le signe de k, le comportement de G est différent, on définit trois types de lois
GEV : les cas k < 0, k = 0, k > 0 sont respectivement appelés distributions de type
Fréchet, Gumbel et Weibull. Le comportement des extrêmes est fortement influencé par
le signe et la valeur de k. Si k < 0, xG = +∞, mais G a un support borné à gauche. Si
k = 0 le support de la distribution G est R. Si k > 0, xG <∞, et le support de G n’est
pas borné à gauche. Les densités des trois types de distributions sont présentées dans
la figure 1.1 (a). Les distributions de type Weibull ont les queues les moins lourdes,
les distributions de type Fréchet ont les queues les plus lourdes, comme le montre le
QQ-plot de la figure 1.1 (b).

– Pour répondre à la deuxième question, on définit le domaine d’attraction :
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1 Théorie probabiliste

−1 0 1 2 3
−2

0

2

4

6

8

10

−log(−log F )

qu
an

til
e 

de
 fr

éq
ue

nc
e 

F

k = 0
k = 1
k = −1

−10 0 10 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

g(
x)

k = 0
k = 1
k = −1

Fig. 1.1: (a). Allure des fonctions de densité des lois GEV et Gumbel pour différentes
valeurs du paramètre de forme k. (b). Allure des QQ-plot dans un diagramme de Gumbel.

Définition : Une variable aléatoire X appartient au domaine d’attraction de la dis-
tribution de valeurs extrêmes G s’il existe des suites {an}, {bn} avec an > 0, bn ∈ R

satisfaisant la relation 1.4.
Avant de caractériser les domaines d’attraction, on définit les fonctions à variation lente.

Définition : Une fonction positive L est à variation lente en l’infini si limx→∞
L(tx)
L(x) = 1

pour tout t > 0. Une fonction positive f est à variation régulière en l’infini, et d’indice
c ∈ R si limx→∞

f(tx)
f(x) = tc, pour tout t > 0.

Soit F une distribution vérifiant la relation limite 1.4, trois cas de figure peuvent se
produire sur la distribution G limite : le paramètre de forme k est nul, strictement
positif ou strictement négatif. Le théorème suivant résume les différents cas :
Théorème :

– La distribution F appartient au domaine d’attraction de la loi GEV de paramètre de
forme k < 0 si et seulement si F̄ (x) = xkL(x), avec L une fonction à variation lente
en l’infini. Ces fonctions sont dites de type Pareto : F̄ (x) ≈ Kxk lorsque x → ∞,
pour K > 0 (de Haan, 1970).

– La distribution F appartient au domaine d’attraction de la loi GEV de paramètre de
forme k > 0 si et seulement si xF <∞ et F̄ (xF −x−1) = xkL(x), avec L une fonction
à variation lente en l’infini (Resnick, 1987).

– La distribution F appartient au domaine d’attraction de la loi GEV de paramètre de
forme k = 0 si et seulement s’il existe une fonction positive ã telle que

lim
x→xF

F̄ (x+ tã(x))

F̄ (x)
= exp(−t), t ∈ R.

Donc la partie droite de la distribution de F décrôıt vers 0 plus vite que n’importe
quelle fonction puissance (de Haan, 1970).

L’analyse des valeurs extrêmes via les maxima par blocs comporte certaines limites.
Considérons par exemple les maxima annuels d’une série de pluies journalières, les blocs
sont les années. Du fait de l’échantillonnage, il peut arriver qu’une année contienne plusieurs
valeurs extrêmes, et qu’une autre année n’en contienne aucune. Dans le premier cas de fi-
gure, une seule réalisation de valeur extrême est conservée ; dans le deuxième cas de figure,
le maximum n’est pas une réalisation de valeur extrême.
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1.2.2 Analyse par les dépassements d’un seuil élevé

Une autre approche consiste à considérer les dépassements d’un seuil élevé (Leadbetter,
1983).

Théorème : Soit F une fonction de distribution de la variable aléatoire X, telle que F
appartienne au domaine d’attraction de la loi GEV de paramètres de position, échelle et
forme notés β, α, k. Alors pour un seuil u→ ∞, la distribution des dépassements Y = X−u,
conditionnelle à X > u, est approximativement :

H(y) =






1 − (1 − ky/αu)1/k y ∈ (0,∞), si k < 0
1 − exp(−y/αu) y ∈ (0,∞), si k = 0

1 − (1 − ky/αu)1/k y ∈ (0, αu/k), si k > 0

(1.6)

avec

αu = α− k(u− β). (1.7)

La distribution H est appelée Generalized Pareto Distribution (GPD), de paramètre d’échelle
αu et de forme k. En particulier αu + ku est une constante indépendante de u.

La méthode Peak Over Threshold (POT) (Beirlant et al., 2004) consiste à modéliser les
dépassements de seuil extraits d’un échantillon par une loi GPD.

La modélisation des dépassements de seuil par une loi GPD est aussi justifiée, dans un
cadre plus général, par une caractérisation des dépassements de seuil avec un processus
ponctuel (Beirlant et al., 2004). Soit X1, . . . , Xn un échantillon de variables aléatoires, de
distribution F appartenant au domaine d’attraction de la loi GEV de paramètre de forme
k. Soit le processus bi-dimensionnel Pn = { i

n+1 ,
Xi−bn

an
; i = 1, . . . , n}, où an, bn normalisent

max{X1, . . . , Xn}. Alors le processus Pn converge en probabilité vers un processus de Poisson
bi-dimensionnel, d’intensité Λ telle que Λ((t1, t2) × (x,∞)) = (t2 − t1)(1 − kx)1/k.

Choix du seuil

Il existe différentes méthodes pour choisir le seuil u au dessus duquel les valeurs sont
modélisées par une loi GPD. En effet, le seuil doit être suffisamment élevé pour satisfaire le
caractère asymptotique du modèle, mais pas trop élevé pour garder un nombre suffisant de
dépassements pour estimer les paramètres du modèle. Coles (2001) présente deux méthodes,
qui ont été implémentées en langage R par Ribatet (2006) avec le package POT. La première
méthode est exploratoire, et ne nécessite pas d’estimer les paramètres du modèle. La seconde
méthode repose sur la stabilité des estimateurs des paramètres du modèle sur une gamme
de seuils. Les deux méthodes reposent sur le fait que si la loi GPD est valide pour les
dépassements d’un seuil u0, avec des paramètres d’échelle et de forme notés αu0 , ku0 , alors la
loi GPD est encore valide pour les dépassements de seuils u > u0, et les paramètres vérifient
αu = αu0 − k(u − u0) et ku0 = ku, d’après 1.7. Plus particulièrement, la première méthode
est fondée sur la moyenne de la loi GPD :

E(X − u0|X > u0) =
αu0

1 + ku0

, (1.8)
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avec ku0 > −1. Pour des dépassements d’un seuil u > u0, on a

E(X − u|X > u) =
αu

1 + ku
=
αu0 − k(u− u0)

1 + ku0

(1.9)

d’après 1.7. Ainsi, E(X − u|X > u) est une fonction linéaire en u, et est estimée simplement
par la moyenne empirique des dépassements de u. La recherche du seuil u0 à partir duquel il
est justifié de modéliser les dépassements par une loi GPD est donc réalisée graphiquement,
par la recherche d’une linéarité dans la fonction E(X − u|X > u) estimée empiriquement.
Cette méthode est délicate car le graphe de d’estimation de E(X − u|X > u) est souvent
d’allure saccadée, et donc difficile à interpréter. La deuxième méthode proposée par Coles
(2001) cherche u0 de telle sorte que αmodifié = αu + kuu et ku soient constants à partir de
u > u0. En pratique, on considère les estimateurs α̂modifié, k̂u et leurs intervalles de confiance
pour différents seuils u. C’est cette deuxième méthode que nous utiliserons dans la thèse pour
chercher le seuil d’une loi GPD.

1.2.3 Estimation

Les paramètres des lois GEV et GPD peuvent être estimés par maximum de vraisemblance,
moments pondérés (Greenwood et al., 1979), méthode des moments (Christopeit, 1994) ou
encore par des méthodes bayésiennes (Lye et al., 1993). Hosking et al. (1985) et Hosking
et Wallis (1987) comparent les estimateurs du maximum de vraisemblance et des moments
pondérés et montrent que la méthode des moments pondérés donne de meilleurs résultats en
terme d’estimation des paramètres et des quantiles, pour des tailles d’échantillon inférieures
à 100 pour la loi GEV et 500 pour la loi GPD, avec un paramètre de forme k < 0 (c’est-à-dire
une loi GEV ou GPD non bornée supérieurement). Il existe également des estimateurs non
paramétriques : l’estimateur de Hill (1975) (pour le cas des distribution de type Fréchet),
l’estimateur de Pickands (1975), l’estimateur de Dekkers-Einmahl-de Hann (Dekkers et al.,
1989). Ces estimateurs non paramétriques sont comparés par Embrechts et al. (1997) : la
question du meilleur estimateur du paramètre de forme k n’a pas de réponse tranchée, et les
propriétés des estimateurs varient en fonction de la valeur de k. L’estimateur de Pickands est
en particulier difficile à utiliser car il présente une forte instabilité.

1.3 Théorie multivariée des valeurs extrêmes

L’analyse des processus extrêmes peut bénéficier d’informations fournies par d’autres pro-
cessus. Le comportement des pluies extrêmes peut par exemple être mieux expliqué par
l’étude simultanée des pluies de différentes durées, ou des pluies de différents postes plu-
viographiques voisins. L’intérêt de l’analyse multivariée des processus est donc de mieux
représenter la complexité des phénomènes étudiés et d’éclairer chaque processus marginal
par l’apport des autres processus.

Pour simplifier, et puisque les modèles de valeurs extrêmes présentés dans la thèse sont
uniquement bi-variés, on présente seulement le cas bi-varié. On travaille donc ici avec un
échantillon bi-varié (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) de fonction de distribution F (x, y). De même que
dans le cas univarié, les valeurs extrêmes peuvent être étudiées par les maxima par bloc, par
les dépassements de seuil, ou par un processus ponctuel. On s’intéressera ici au processus
(max{Xi}, i = 1, . . . , n; max{Yi}, i = 1, . . . , n) des maxima par bloc. La théorie des valeurs
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extrêmes s’applique donc aux distributions marginales. Pour simplifier les notations, on no-
tera de la même manière la distribution bi-variée et la distribution marginale. On suppose que
les variables Xi, Yi suivent une loi de Fréchet standard, de distribution F (z) = exp(−1/z).
Ceci n’est pas une perte de généralité puisque, si nécessaire, on peut se rapporter à une loi
de Fréchet standard par le changement de variable Z = − 1

log F (X) . En effet,

P (Z ≤ z) = P (F (X) ≤ exp−1/z) = exp−1/z (1.10)

car F (X) suit une loi uniforme sur [0,1].

1.3.1 Lois bi-variées extrêmes

Dans le cadre présenté précédemment, on a le théorème :

Théorème : Soit (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) un échantillon de variables i.i.d., de loi marginale
Fréchet standard. Si

P (max{Xi}/n ≤ x,max{Yi}/n ≤ y) → G(x, y), (1.11)

lorsque n→ ∞, où G est une fonction de distribution non-dégénérée, alors G est de la forme

G(x, y) = exp(−V (x, y)), (1.12)

x > 0, y > 0 où

V (x, y) = 2

∫ 1

0
max(

w

x
,
1 − w

y
)dH(w), (1.13)

et H est une fonction de distribution sur [0,1] satisfaisant la contrainte

∫ 1

0
wdH(w) = 1/2. (1.14)

Les fonctions limites G de l’équation 1.11 sont appelées distributions extrêmes bi-variées.
L’ensemble de ces fonctions est infini, et ne possède pas de paramétrisation finie. Huit familles
principales ont été identifiées :

– La famille logistique, avec un paramètre 0 < Φ ≤ 1.

G(x, y) = exp(−(x−1/Φ + y−1/Φ)Φ), x > 0, y > 0. (1.15)

Si Φ → 0, G(x, y) = exp(−max(x−1, y−1)) : ce cas correspond au cas de variables
parfaitement dépendantes. Si Φ → 1, G(x, y) = exp(−(x−1 + y−1)) : ce cas correspond
au cas de variables indépendantes.

– La famille logistique asymétrique généralise la famille logistique, avec les paramètres
0 < Φ ≤ 1,Ψi ∈ [0, 1].

G(x, y) = exp{−(1 − Ψ1)/x− (1 − Ψ2)/y − ((Ψ1/x)
1/Φ + (Ψ2/y)

1/Φ)Φ}, (1.16)

x > 0, y > 0. On a indépendance si Φ = 1 ou Ψ1 = 0 ou Ψ2 = 0. On a dépendance
complète si Ψ1 = Ψ2 = 1 et Φ → 0.
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– La distribution de Husler-Reiss (Husler et Reiss, 1989) :

G(x, y) = exp{−xφ(Φ−1 + Φ log(x/y)/2) − yφ(Φ−1 + Φ log(y/x)/2)} (1.17)

avec Φ > 0 le paramètre de dépendance, et φ(.) la distribution de probabilité de la loi
normale centrée réduite. Le cas d’indépendance est obtenu pour Φ → 0, et le cas de
dépendance complète est obtenu pour Φ → ∞.

– La distribution bi-variée logistique négative (Galambos, 1975) :

G(x, y) = exp{−x− y + [x−Φ + y−Φ]−1/Φ} (1.18)

avec Φ > 0. C’est un cas particulier de la distribution bi-variée logistique négative
asymétrique. L’indépendance est obtenue pour Φ → 0, et la dépendance complète pour
Φ → ∞.

– La distribution bi-variée logistique négative asymétrique (Joe, 1990) :

G(x, y) = exp{−x− y + [(Ψ1x)
−Φ + (Ψ2y)

−Φ]−1/Φ} (1.19)

avec Φ > 0, 0 < Ψ1,Ψ2 ≤ 1. Ψ1 = Ψ2 = 1 correspond au cas de la distribution bi-variée
logistique négative. L’indépendance est obtenue à la limite si Φ,Ψ1, ou Ψ2 tend vers 0.
La dépendance complète est obtenue à la limite si Ψ1 = Ψ2 = 1 et Φ → ∞.

– La distribution bilogistique, de paramètres Φ1,Φ2 (Smith, 1990) :

G(x, y) = exp{−xq1−Φ1 − y(1 − q)1−Φ2} (1.20)

où q = q(x, y; Φ1,Φ2) est la racine de l’équation :

(1 − Φ1)x(1 − q)Φ2 − (1 − Φ2)yq
Φ1 = 0, (1.21)

avec 0 < Φ1,Φ2 < 1. Si Φ1 = Φ2, le modèle bilogistique est équivalent au modèle
logistique de paramètre de dépendance Φ1 = Φ2. L’indépendance est obtenue si Φ1 = Φ2

et approchent 1, ou lorsque l’un des deux paramètres Φ1,Φ2 est fixé, et le second tend
vers 1. La dépendance complète est obtenue si Φ1 = Φ2 et approchent 0.

– La distribution bilogistique négative, de paramètres Φ1,Φ2 (Coles et Tawn, 1994) :

G(x, y) = exp{−x− y + xq1+Φ1 + y(1 − q)1+Φ2} (1.22)

où q = q(x, y; Φ1,Φ2) est la racine de l’équation :

(1 + Φ1)xq
Φ1 − (1 + Φ2)y(1 − q)Φ2 = 0, (1.23)

avec Φ1 > 0,Φ2 > 0. Si Φ1 = Φ2, le modèle bilogistique négatif est équivalent au
modèle logistique, de paramètre Φ = 1/Φ1 = 1/Φ2. L’indépendance est obtenue si
Φ1 = Φ2 tendent vers ∞, ou si Φ1 ou Φ2 est fixé et l’autre tend vers ∞. La dépendance
complète est obtenue à la limite si Φ1 = Φ2 approchent 0.

– La distribution proposée par Coles et Tawn (1991)

G(x, y) = exp{−x[1 −B(q; Φ1 + 1,Φ2)] − yB(q; Φ1,Φ2 + 1)} (1.24)

où q = Φ1y/(Φ1y + Φ2x) et B(q; Φ1,Φ2) est la distribution Beta, évaluée en q de
paramètres (Φ1,Φ2). L’indépendance est obtenue si Φ1 = Φ2 tendent vers 0, ou si l’un
des deux paramètres est fixé et le second tend vers 0. La dépendance complète est
obtenue à la limite si Φ1 = Φ2 tendent vers ∞.
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La structure de dépendance de toute distribution bi-variée extrême G peut être décrite
de diverses manières. Une méthode souvent utilisée est l’étude de la fonction de dépendan-
ce de Pickands A, satisfaisant certaines propriétés (Beirlant et al., 2004). La fonction de
dépendance de Pickands A(t) est définie pour t ∈ [0, 1], par

A(t) = − ln(G[G−1
1 (exp(−1 + t)), G−1

2 (exp(−t))]), (1.25)

oùG1, G2 sont les deux lois marginales. Une distribution bi-variée extrêmeG est complètement
déterminée par ses marginalesG1, G2 et sa fonction de dépendance de Pickands, via l’équation
1.25. A peut être estimée par des méthodes non paramétriques (Pickands, 1981), (Pickands,
1989), (Capéraà et al., 1997), ou par des méthodes paramétriques (maximum de vraisem-
blance par exemple), en supposant un modèle paramétrique pour G. La comparaison des esti-
mateurs paramétriques et non paramétriques de A permet de valider un modèle paramétrique
particulier.

Par exemple, la fonction de distribution bi-variée asymétrique mélangée, de paramètres
Φ1,Φ2 a une fonction de dépendance de Pickands définie par :

A(t) = 1 − (Φ1 + Φ2)t+ Φ1t
2 + Φ2t

3 (1.26)

avec Φ1 > 0,Φ1 + 3Φ2 > 0,Φ1 + Φ2 ≤ 1,Φ1 + 2Φ2 ≤ 1 (Tawn, 1988). Ces contraintes
impliquent que Φ1 ∈ [0, 1.5],Φ2 ∈ [−0.5, 0.5]. Le degré de dépendance augmente avec Φ1, à
Φ2 fixé. La dépendance complète ne peut pas être atteinte, l’indépendance est obtenue si les
deux paramètres sont nuls.

1.3.2 Autre formalisation des lois bi-variées

Nous verrons dans la section suivante que les lois bi-variées extrêmes sont asymptotique-
ment dépendantes, sauf dans le cas de l’indépendance. Cette hypothèse ne convient pas pour
modéliser les processus asymptotiquement indépendants. Ledford et Tawn (1996, 1997) ont
introduit la modélisation suivante pour la loi jointe d’un couple (X,Y ) de mêmes marginales :

P (X > x, Y > y) ≈ L(
−1

logF (x)
,

−1

logF (y)
)(− logF (x))c1(− logF (y))c2 , (1.27)

avec ci > 0, c1 + c2 ≥ 1, et L une fonction à variation lente bi-dimensionnelle. Dans le cas de
marginales Fréchet standard, on a :

P (X > x, Y > y) ≈ L(x, y)x−c1y−c2 (1.28)

L’intérêt de cette formulation est qu’elle permet de modéliser des processus asympto-
tiquement dépendants, mais également des processus asymptotiquement indépendants. Le
paramètre 0 < η = 1/(c1 + c2) ≤ 1 mesure la dépendance entre les queues de distributions
marginales. La distribution 1.27 vérifie les propriétés suivantes :

– Si 0 < η < 1 alors les variables sont asymptotiquement indépendantes.
– Si 1/2 < η ≤ 1, les variables marginales sont positivement associées : la probabilité

qu’une variable soit extrême est plus forte si la seconde variable est extrême, que sans
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condition sur la seconde variable. De même, si 0 < η < 1/2, elles sont négativement
associées. En effet, soit z → ∞, et w = F (z) → 1, on a :

P (Y > z|X > z)/P (X > z) = L(− 1

logF (z)
,− 1

logF (z)
)
(− logF (z))1/η

F̄ (z)2

= L(− 1

logw
,− 1

logw
)
(− logw)1/η

(1 − w)2

≈ L(
1

1 − w
,

1

1 − w
)(1 − w)1/η−2.

(1.29)

Or si η < 1/2 et si l’on considère le logarithme de l’expression ci-dessus, que l’on divise
par log( 1

1−w ) > 0, on a1 :

log(L(
1

1 − w
,

1

1 − u
))/ log(

1

1 − w
) − (1/η − 2) → −(1/η − 2) < 0. (1.30)

Donc P (Y > z|X > z)/P (X > z) < 1 si 0 < η < 1/2 et le contraire si 1/2 < η < 1.
– Si les variables marginales sont indépendantes, alors η = 1/2.
– Les variables sont asymptotiquement dépendantes si et seulement si η = 1 et L(x) →
c 6= 0 quand x→ ∞.

Pour l’estimation de η, on peut utiliser les techniques uni-variées : en notant T = min(X,Y ),
on a (dans le cas Fréchet standard, auquel on peut se ramener par changement de variables) :
P (T > x) = P (X > x, Y > x) ≈ L(x)x−1/η, avec L fonction à variation lente uni-variée. η est
le paramètre de forme d’une distribution uni-variée, et peut donc être estimé par l’estimateur
de Hill (1975), ou d’autres méthodes référencées dans (Embrechts et al., 1997).

1.3.3 Autres paramétrisations de la dépendance des extrêmes

On considère un couple de variables aléatoires (X,Y ), de loi jointe F (x, y), de loi marginale
F (x) (on suppose que X et Y sont de mêmes lois marginales). Dans cette section, certains
des résultats ne sont vrais que si la loi marginale est une loi de Fréchet standard. Cette
restriction n’est pas une perte de généralité puisque la transformation Z = − 1

log F (X) permet
de se ramener à une loi de Fréchet standard. Un grand nombre des résultats présentés ci-
dessous sont repris de (Bacro, 2005).

Le coefficient χ

Joe (1993) a introduit la mesure χ :

χ = lim
x→x∗

P (Y > x|X > x), (1.31)

où x∗ = sup{x ∈ R : F (x) < 1}.
χ mesure la relation de dépendance asymptotique entre deux variables, et s’appele coeffi-

cient de dépendance de queue. Plus précisément, χ ∈ [0, 1] est la probabilité que, si l’une des
variables est extrême, l’autre variable le soit aussi.

1d’après la formule de Resnick (1987) : si L est une fonction à variation lente, logL(x)/ log(x) → 0 si
x → ∞.
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Dans le cas de l’indépendance stricte (c’est-à-dire X et Y indépendants), χ = 0. Ce-
pendant, χ peut être nul sans que X et Y soient indépendants. Dans ce cas, X et Y sont
asymptotiquement indépendants.

Si χ > 0, les X et Y sont asymptotiquement dépendants, et le degré de dépendance
augmente avec χ. Dans le cas de la dépendance totale, χ = 1.

Partant de (X,Y ), on se ramène à (U, V ) de même lois marginales uniformes par la
transformation U = F (X), V = F (Y ). La structure de dépendance de (X,Y ) est conservée
dans celle de (U, V ) : en effet,

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (U ≤ F (x), V ≤ F (y)). (1.32)

On a donc

χ = lim
u→1

P (V > u|U > u). (1.33)

Or,

P (V > u|U > u) = P (U>u)−(P (V <u)−P (U<u,V <u))
P (U>u)

= 2 − 1−P (U<u,V <u)
P (U>u)

≈ 2 − log(P (U < u, V < u))/ log(P (U < u))

(1.34)

On pose χ(u) = 2 − log(P (U < u, V < u))/ log(P (U < u)) et on a finalement :

χ = lim
u→1

χ(u). (1.35)

La fonction χ(u) et le paramètre χ vérifient certaines propriétés :
– Dans le cas de la dépendance totale, χ(u) = 1,∀u ∈ [0, 1]. Dans le cas de l’indépendance

stricte χ(u) = 0,∀u ∈ [0, 1].
– Pour une distribution bi-variée extrême, χ(u) = 2 − V (1, 1) est constant en u (pour
u assez grand) (Coles, 2001), et χ > 0, sauf dans le cas de l’indépendance stricte. En
d’autre termes, la notion d’indépendance asymptotique n’existe pas dans le cas des
distributions bi-variées extrêmes. En effet,

2 − V (1, 1) = 2(1 −
∫ 1
0 max(w, 1 − w)dH(w)) =

= 2
∫ 1
0 min(w, 1 − w)dH(w) > 0.

(1.36)

– Dans le cas d’une distribution bi-variée donnée par l’équation 1.27, si X et Y sont
asymptotiquement dépendants, alors L(z, z) → c > 0 lorsque z → ∞ et η = 1, et l’on a
c = χ (Coles et al., 2002).

– La fonction χ(u) est en général complexe. Par exemple, un couple gaussien de corréla-
tion 0 < ρ < 1 est asymptotiquement indépendant. Or, Coles et al. (2002) montrent que
χ(u) augmente avec ρ, mais que lorsque u→ 1, χ(u) converge vers 0 de manière lente et
asymptotiquement abrupte. Cet exemple montre que sur la base d’un graphique de χ(u),
estimé empiriquement, il est possible de conclure à tort que des extrêmes sont asymp-
totiquement dépendants. Cette remarque est importante puisque nous serons amenés à
choisir des modèles pour des processus asymptotiquement indépendants et des processus
asymptotiquement dépendants. Par exemple, les modèles d’extrêmes multivariés ne sont
pas adaptés au cas de variables asymptotiquement indépendantes, et reflètent donc mal
le comportement des extrêmes multivariés en dehors d’une dépendance asymptotique.
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χ est donc une mesure de la dépendance asymptotique, intéressante si les variables sont
asymptotiquement dépendantes. Elle n’est pas suffisante pour discriminer les variables asymp-
totiquement indépendantes. C’est pourquoi on introduit une autre mesure χ̄, qui mesure le
degré de dépendance pour des variables asymptotiquement indépendantes (Coles et al., 2002).

Le coefficient χ̄

Pour 0 ≤ u ≤ 1, la fonction χ̄(u) est définie par :

χ̄(u) =
2 logP (U > u)

logP (U > u, V > u)
− 1, (1.37)

où (U, V ) sont les lois uniformes du paragraphe précédent sur χ. La fonction χ̄(u) vérifie
certaines propriétés :

– ∀u ∈ [0, 1],−1 < χ̄(u) ≤ 1 (-1 est impossible, par la définition de χ̄(u)).
– Si, au delà de u, on a indépendance stricte, alors χ̄(u) = 0, ou si on a dépendance totale,
χ̄(u) = 1.

– Si 0 < χ̄(u) < 1, alors P (V > u|U > u) > P (V > u) : les extrêmes sont associés
positivement. Cela signifie qu’on a une plus grande probabilité de dépassement de l’une
des variables lorsque l’autre est extrême, que sous l’indépendance.
Si −1 < χ̄(u) < 0, P (V > u|U > u) < P (V > u) : les extrêmes sont associés
négativement. En effet, Bacro (2005) montre que

P (V > u|U > u) = P (U > u)
1−χ̄(u)
1+χ̄(u) . (1.38)

– On déduit également de 1.38 que |χ̄(u)| augmente avec la dépendance.

Par analogie avec χ, on définit :

χ̄ = lim
u→1

χ̄(u). (1.39)

Le coefficient χ̄ complète l’information donnée par χ. Dans le cas de l’indépendance asymp-
totique (χ = 0), χ̄ permet de mesurer le degré de dépendance. Par exemple, dans le cas
d’un couple gaussien de corrélation ρ, χ̄ = ρ, et χ̄(u) est approximativement linéaire pour
0.5 < u < 1 : on peut alors conclure à l’indépendance asymptotique, contrairement à ce
qu’aurait pu laisser croire une interprétation directe de χ.

χ̄ vérifie les propriétés suivantes :
– −1 < χ̄ ≤ 1,
– le cas χ̄ = 1 correspond à la dépendance asymptotique de X et Y ,
– et le cas χ̄ ∈]−1, 1[ correspond à l’indépendance asymptotique de X et Y (Coles, 2001).

En résumé, χ, χ̄

Le couple (χ, χ̄) permet de caractériser la dépendance des extrêmes :

χ ∈ [0, 1], et le cas χ ∈]0, 1] correspond à la dépendance asymptotique
χ̄ ∈] − 1, 1], et le cas χ̄ ∈] − 1, 1[ correspond à l’indépendance asymptotique.

(1.40)

Ainsi,
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– le cas (χ ∈]0, 1], χ̄ = 1) correspond à la dépendance asymptotique, et χ détermine le
degré de la dépendance ;

– le cas (χ = 0, χ̄ ∈] − 1, 1[) correspond à l’indépendance asymptotique, et χ̄(u) donne
une mesure du degré de dépendance à des niveaux u élevés.

On peut utiliser les mesures χ(u), χ̄(u) de manière exploratoire. En pratique, ces coeffi-
cients sont estimés empiriquement, en se ramenant à des lois uniformes.

Coles et al. (2002) donnent d’autres méthodes pour estimer χ et χ̄. Par exemple dans le
cas des lois bi-variées extrêmes, χ = 2 − V (1, 1) et χ > 0 sauf dans le cas de l’indépendance
stricte, l’estimation de V (1, 1) permet donc d’estimer χ. La formalisation des lois bi-variées
présentée dans la section précédente introduit un paramètre de dépendance de queue η. On
peut montrer une relation entre η et χ̄ (Bacro, 2005). En reprenant les notations de 1.27, on
a pour x grand :

P (X > x, Y > x) ≈ L(x)P (X > x)1/η, (1.41)

où L est une fonction à variation lente en dimension 1, et 0 < η ≤ 1. D’autre part, si x est
grand, on a aussi P (X > x) = 1 − exp(−1/x) ≈ 1/x. Alors

χ̄(u) ≈ 2 log(1 − u)

logL(1 − u)−1 + log(1 − u)/η
− 1 → 2η − 1,

d’après le résultat suivant (Resnick, 1987) : si L est une fonction à variation lente, logL(x)/ log(x) →
0 si x→ ∞. On a donc

χ̄ = 2η − 1. (1.42)

L’estimation de η assure alors celle de χ̄.

Enfin, si X et Y sont asymptotiquement dépendantes, on a L(z, z) → χ lorsque z → ∞
et χ̄ = 1.

1.4 Théorie des valeurs extrêmes d’une série temporelle sta-
tionnaire

En général, sur des séries temporelles telles que les pluies journalières, l’hypothèse d’in-
dépendance dans un échantillon n’est plus vérifiée. En particulier, les conditions extrêmes
peuvent persister sur plusieurs observations consécutives. On généralise le cas des séries i.i.d.
par le cas des séries stationnaires.

Définition : (stationnarité stricte)

X1, X2, . . . est une série stationnaire si pour tout j, k, l, Xj , . . . , Xj+k a la même loi que
Xl+j , . . . , Xl+j+k.

On fera attention à ne pas confondre cette définition avec celle de la stationnarité physique
d’une série temporelle (stationnarité d’ordre deux), dans le contexte des changements clima-
tiques par exemple. Une série temporelle de réalisations d’une grandeur aléatoire, à un pas
de temps donné, est dite stationnaire d’ordre deux si ses réalisations sont issues d’un même
processus aléatoire dont les paramètres (moyenne, variance, asymétrie, auto-corrélation...)
restent constants au cours du temps.
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1.4.1 Indice extrémal

La convergence en loi des maxima par blocs est encore vérifiée pour une série stationnaire,
si celle-ci satisfait une

Condition D(un) de non-dépendance à long terme : (Leadbetter, 1974) Une série
stationnaire X1, X2, . . . satisfait la condition D(un) au seuil un si, pour tous entiers

i1 < . . . < ip < j1 < . . . < jq avec j1 − ip > ln,

|P (Xi1 ≤ un, . . . , Xip ≤ un, Xj1 ≤ un, . . . , Xjq ≤ un)

−P (Xi1 ≤ un, . . . , Xip ≤ un)P (Xj1 ≤ un, . . . , Xjq ≤ un)| ≤ α(n, ln), (1.43)

avec α(n, ln) → 0 pour une suite ln telle que ln/n→ 0 quand n→ ∞.

Un théorème de Leadbetter (1974) montre que, si une série stationnaire vérifie d’une part
la relation limite 1.4, et d’autre part la condition D(un) avec un = anx+ bn, an, bn étant les
suites de la relation 1.4, pour tout x tel que G(x) > 0, alors G est encore une distribution
des valeurs extrêmes. Ce résultat implique que si une série stationnaire vérifie la condition
D(un) dans les extrêmes, alors les maxima par bloc suivent le même type de distribution
limite que dans le cas d’une série indépendante. Néanmoins, les paramètres de la distribution
limite sont affectés par la dépendance dans la série. C’est ce qu’exprime le :

théorème (Leadbetter, 1983) : Soit X1, X2, . . . un processus stationnaire et X∗
1 , X

∗
2 , . . .

une suite de variables aléatoires i.i.d. de même distribution marginale que le processus sta-
tionnaire. On définit Mn = max{X1, . . . , Xn} et M∗

n = max{X∗
1 , . . . , X

∗
n}. S’il existe des

constantes an > 0, bn ∈ R et une distribution non-dégénérée telle que

P (
M∗

n − bn
an

≤ x) → G1(x), (1.44)

quand n → ∞ et si le processus stationnaire vérifie d’une part la condition D(un) avec
un = anx+ bn pour tout x tel que G1(x) > 0, et d’autre part

P (
Mn − bn

an
≤ x) → G2(x), (1.45)

quand n→ ∞, alors G2(x) = G1(x)
IE où 0 ≤ IE ≤ 1 est appelé indice extrémal.

Le cas IE = 0 correspond à un cas pathologique (Leadbetter, 1983). On ne s’intéressera
qu’au cas où 0 < IE ≤ 1. Les paramètres de position, échelle et forme des distributions
G1, G2 sont donc liés par :

β1 = β2 + α2(1 − IE−k2)/k2 (1.46)

α1 = α2IE
−k2 (1.47)

k1 = k2 (1.48)

si k1 6= 0, ou

β1 = β2 + α2 log IE (1.49)

α1 = α2 (1.50)

k1 = k2 = 0 (1.51)
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si k1 = 0.

Le paramètre IE donne une mesure de la dépendance à court terme des extrêmes. Il
indique la tendance des extrêmes à se regrouper en clusters. Il n’existe pas de méthode
spécifique pour identifier les clusters, et l’identification des clusters peut donc être assez
arbitraire. Pour représenter un cluster, prenons un échantillon X1, . . . , Xn de taille n d’une
série stationnaire de loi F , rn une suite d’entiers avec rn = o(n), et un une suite de seuils
réels tel que nF̄ (un) = O(1).

– L’identification des clusters par bloc consiste à partager les données en blocs de longueur
rn. On suppose alors que les dépassements de un appartiennent au même cluster si elles
appartiennent au même bloc.

– Une autre manière, plus stable, consiste à considérer que des dépassements séparés de
moins de rn dépassements appartiennent au même cluster.

Soit Nrn(un) =
∑rn

i=1 1(Xi > un). La distribution πn de la taille d’un cluster est définie
par

πn(j;un, rn) = P{Nrn(un) = j|Nrn(un) > 0}, (1.52)

pour j = 1, . . . , rn, et 1(.) est la fonction indicatrice. Sous certaines conditions de sommabilité
sur πn, données par Hsing et al. (1988), on a

IE−1 = lim
n→∞

rn∑

i=1

jπn(j;un, rn), (1.53)

c’est-à-dire la limite de la taille moyenne des clusters.

D’autre part, O’Brien (1987) montre que θ(un, rn) défini par

θ(un, rn) = P (max{X2, . . . , Xrn} < un|X1 > un) (1.54)

vérifie limn→∞ θ(un, rn) = IE avec rn une suite d’entiers satisfaisant rn = o(un) et un → ∞.

Pour des variables aléatoires X1, X2, . . . , indépendantes, IE = 1, mais IE peut être égal
à 1, sans que les variables aléatoires soient indépendantes. Dans ce cas, il s’agit de processus
asymptotiquement indépendants. Plus IE est proche de 1, plus la dépendance est faible.

Il existe d’autres méthodes pour estimer l’indice extrémal IE, quelques une sont présen-
tées dans (Beirlant et al., 2004). Ancona-Navarrete et Tawn (2000) comparent différentes
méthodes. Nous présentons ici l’estimateur utilisé dans la thèse (appelé ’runs estimator’ dans
la littérature anglaise), choisi d’après les études de biais asymptotiques, réalisés par Smith
et Weissman (1994), Weissman et Novak (1998) :

θ̂(un, rn) =
(n− rn)−1

∑n−rn
i=1 1(Xi > un,Mi,i+rn ≤ un)

n−1
∑n

i=1 1(Xi > un)
, (1.55)

avec Mi,i+r = max{Xi, . . . , Xi+r}, ce que l’on peut écrire aussi :

θ̂(un, rn) =
(n− rn)−1nc(un, rn)

n−1nu(un)
, (1.56)
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où nc(un, rn) est le nombre de clusters, et nu(un) est le nombre de dépassements du seuil un.
Cet estimateur est l’estimateur empirique de θ(un, rn). Il permet de donner une représentation
pratique des clusters : un cluster commence lorsque une valeur dépasse le seuil un, et se
termine lorsque rn valeurs consécutives sont sous le seuil un. Cette description des clusters
correspond à la seconde méthode d’identification des clusters présentée plus haut.

Enfin, l’utilisation des processus ponctuels fournit une méthode élégante pour décrire le
phénomène de clusterisation des extrêmes des processus stationnaires. Soit {Xi} un processus
stationnaire de loi marginale F , et d’indice extrémal IE > 0. On suppose que le processus
vérifie une condition de non-dépendance à long terme (voir (Beirlant et al., 2004) pour plus
de précision sur cette condition), pour des seuils un vérifiant nF̄ (un) → τ ∈ (0,∞). Hsing
et al. (1988) montrent que si la distribution πn de la taille des clusters converge vers une
distribution π, alors le processus d’arrivée des clusters, associé au processus de la taille des
clusters converge en distribution vers un processus de Poisson composé d’intensité IE · τ et
la taille des clusters converge en loi vers la taille limite des clusters, de loi π.

En conséquence du théorème de Hsing et al. (1988), un intervalle de temps normalisé (0, 1]
compte en moyenne IE · τ clusters, de tailles indépendantes et de loi π. La taille des clusters
est en moyenne égale à 1/IE.

De même, Leadbetter (1991) montre que sous des conditions semblables à celles du
théorème de Hsing et al. (1988), le processus d’arrivée des clusters, associé au processus
du pic maximum du cluster, converge vers un processus de Poisson composé d’intensité IE ·τ
et dont les maxima des pics des clusters suivent une loi GPD. Le théorème de Leadbetter
(1991) donne le fondement mathématique de la méthode POT (Peak over Threshold).

1.4.2 Approches par châınes de Markov

Jusqu’à présent, la structure de dépendance entre les variables successives d’une série
stationnaire n’a été décrite que par l’hypothèse de non-dépendance à long terme, et le degré IE
de dépendance à court terme. Les châınes de Markov sont un modèle intuitif pour représenter
la dépendance temporelle de la série, et donc la structure interne des clusters. On s’intéresse
ici à des châınes de Markov d’ordre 1. On note F (x1, x2), f(x1, x2) les fonctions jointes de
répartition et de densité de (X1, X2), deux variables consécutives de la châıne de Markov.
Pour simplifier les notations, on note de la même manière les fonctions de densité bi-variées
et marginales. Les fonctions de répartition et de densité marginales sont notées F (x), f(x).
Alors, la densité jointe d’un échantillon est

f(x1, . . . , xn) = f(x1)
n∏

i=2

f(xi|xi−1) =
n∏

i=2

f(xi−1, xi)/
n−1∏

i=2

f(xi). (1.57)

On suppose que la distribution marginale appartient au domaine d’attraction d’une loi GEV.
Alors la distribution des dépassements d’un seuil u élevé est modélisée par une distribution
GPD : P (X > x|X > u) = (1 − k(x− u)/α)1/k. Un calcul simple montre que

F (x) = 1 − λ(1 − k(x− u)/α)
1/k
+ , (1.58)

pour x > u, λ = P (X > u), et (x)+ = max(x, 0).
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On modélise les extrêmes de la châıne par une hypothèse sur la loi jointe f(x1, x2). On
peut supposer, comme Smith et al. (1997), que la loi jointe bi-variée est dans le domaine
d’attraction d’une distribution bi-variée extrême. Dans ce cas, plusieurs auteurs Coles et
Tawn (1991), Joe et al. (1992), Ledford et Tawn (1996) montrent l’approximation :

F (x, y) ≈ exp(−V [−1/ log(F (x)),−1/ log(F (y))]), x > u, y > u, (1.59)

V est une fonction définie par la relation 1.13. Dans le cas d’une dépendance par loi bi-
variée extrême, on rappelle que la châıne de Markov est asymptotiquement dépendante (sauf
cas d’indépendance). De plus, la dépendance entre dépassements consécutifs, mesurée par
χ, est constante avec le seuil. Cette modélisation est donc seulement adaptée au cas des
processus asymptotiquement dépendants. Un exemple classique est la distribution logistique
avec V (x, y) = ((−1/x)1/Φ + (−1/y)1/Φ)Φ.

Un autre modèle, proposé par Ledford et Tawn (1996, 1997), avec les fonctions à variation
lente, est cette fois adapté au cas des processus asymptotiquement indépendants. On modélise
la distribution jointe par l’équation 1.27 pour x, y > u.

Exemples de lois bi-variées avec indépendance asymptotique pour la loi de tran-

sition de la châıne de Markov

Différents modèles, avec indépendance asymptotique, ont été proposés par Ledford et
Tawn (1997), Bortot et Tawn (1998), Sisson et Coles (2003), Ledford et Tawn (2003) et
Heffernan et Resnick (2005). Nous en présentons ci-dessous quelques uns.

1. Bortot et Tawn (1998) et Ancona-Navarrete et Tawn (2000) particularisent le modèle
de Ledford et Tawn (1997), donné par l’équation 1.28 avec L une fonction bi-variée à
variation lente définie par

L(x, y) = a+
x+ y

(xy)1/2
{1 − xy

x+ y
V (x, y)} (1.60)

et V est une fonction bi-variée définie dans l’équation 1.12. Par exemple, si V est
donné par la loi bi-variée extrême logistique : V (x, y) = (x−1/Φ + y−1/Φ)Φ, x > 0, y >
0, 0 < Φ ≤ 1. Ce modèle est asymptotiquement indépendant si η = (c1 + c2)

−1 < 1 et
a+ 2 − 2Φ > 0 car alors P (X > x, Y > x) = (a+ 2 − 2Φ)x−1/η → 0.

2. Coles et Pauli (2002) et Sisson et Coles (2003) proposent un autre modèle :

P (X > x, Y > y) = [S1(x)
1−ξ + S2(y)

1−ξ − 1]
q

1−ξ [S1(x)S2(y)]
1−q (1.61)

où Si sont des fonctions de survies marginales, 0 ≤ q ≤ 1, ξ ≥ 1. Ce modèle est asymp-
totiquement indépendant si q 6= 1. En effet 0 ≤ S(x, x) ≤ [2 max(S1(x)

1−ξ, S2(x)
1−ξ)−

1]
q

1−ξ [S1(x)S2(x)]
1−q et le terme de droite tend vers 0 lorsque x→ ∞.

3. La structure de dépendance de Morgenstern (Morgenstern, 1956) est définie par

F (x, y) = F (x)F (y)(1 − αF̄ (x)F̄ (y)), (1.62)

où F et F̄ désignent les fonctions de répartition et survie d’une loi de Fréchet standard,
et α ∈ [−1, 1]. On peut montrer facilement que P (X > x, Y > x) → 0 lorsque x→ ∞ :
la structure de dépendance de Morgenstern est donc asymptotiquement indépendante.
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α = 0 correspond à l’indépendance. Ledford et Tawn (2003) montrent qu’un processus
markovien dont la structure de dépendance est donnée par Morgenstern vérifie IE = 1.
De plus θ(un, rn) défini par l’équation 1.54, vérifie 1-θ(un, rn) = O(u−1

n ) lorsque un →
∞. Dans le cas de la structure de dépendance de Morgenstern, IE = 1 et la convergence
de θ(un, rn) vers IE = 1 est rapide.

Estimation des paramètres de la châıne de Markov

Bortot et Tawn (1998) et Sisson et Coles (2003) estiment les paramètres de la châıne de
Markov par une méthode de maximum de vraisemblance censurée. La vraisemblance de la
série temporelle Xi, i = 1, . . . , n est donnée par l’équation 1.57, dans laquelle les valeurs des
densités f(x) et f(x, y) sont censurées pour x et/ou y inférieurs à u.

Par exemple, si la queue de distribution de la marginale est modélisée par : F (x) =
1 − λ{1 − k(x− u)/α}1/k, avec λ = P (X1 > u) pour x > u, alors

si x ≥ u f(x) est donné par F ′(x),
si x < u f(x) est remplacé par 1-λ

De même, si la queue de distribution de la loi jointe est modélisée par l’équation 1.27,
soit :

F (x, y) = F (x) + F (y) − 1 + L{−1/ logF (x),−1/ logF (y)}{− logF (x)}c1{− logF (y)}c2

pour x, y > u, alors

si x < u, y < u f(x, y) est remplacé par F (u, u)
si x < u, y > u f(x, y) est remplacé par ∂F

∂y
(u, y)

si x > u, y < u f(x, y) est remplacé par ∂F
∂x

(x, u)

si x > u, y > u f(x, y) est remplacé par ∂F2

∂x∂y
(x, y)

Les paramètres peuvent être également estimés avec une procédure bayésienne, en consi-
dérant la vraisemblance présentée ci-dessus.

Une autre méthode d’estimation est proposée par Ledford et Tawn (2003), avec une
pseudo-vraisemblance censurée en utilisant la variable Tτ = min{X1, X1+τ}. Ils proposent
également une méthode fondée sur du bootstrap, pour calculer les intervalles de confiance
des paramètres.

Simulation des clusters

Les méthodes proposées par Smith et al. (1997) et Bortot et Tawn (1998) supposent
qu’à l’intérieur des clusters d’une série stationnaire, le processus est markovien de premier
ordre. Ils ajustent alors un processus markovien à la série, par une méthode de vraisem-
blance censurée par exemple, puis simulent des clusters de taille r donnée, via le processus
ajusté, avec r tel que deux dépassements de seuil u, séparées d’un pas de temps r soient
quasiment indépendants. Ledford et Tawn (2003) proposent une méthode pour déterminer

35
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un tel r. La simulation des extrêmes de la châıne de Markov peut permettre ensuite d’estimer
θ(un, rn), πn, χ(un), χ̄(un) ou d’autres statistiques associées aux clusters.

La méthode générale de Smith et al. (1997), Bortot et Tawn (1998) et Sisson et Coles
(2003) consiste à simuler les maxima des clusters, selon une loi GPD. Le choix de la loi GPD
est justifié par un théorème de Leadbetter (1991) sur les processus ponctuels stationnaires,
fondement mathématique de la méthode POT (Peak over Threshold), et cité par Beirlant
et al. (2004). Le choix de la loi GPD est également justifié heuristiquement puisque les
maxima des clusters sont en fait des dépassements de seuil.

Ensuite, pour chaque maximum de cluster X0, on simule le contenu du cluster

X1, . . . , X[r/2], X−1, . . . , X−[r/2]

([x] est la partie entière de x) à partir de la distribution de la châıne de Markov, en contrai-
gnant les valeurs simulées à être inférieures au maximum X0. Le cluster correspond à toutes
les valeurs Xi simulées à l’intérieur de la fenêtre du cluster simulé (de largeur r + 1), et qui
dépassent le seuil u. La taille du cluster correspond au nombre de dépassements à l’intérieur
de la fenêtre du cluster simulé.

1.4.3 Comportement à l’intérieur des clusters

Le comportement à l’intérieur des clusters est décrit par :
– une approximation de IE à un seuil un donné : θ(un, rn),
– la distribution de la taille des clusters πn(j;un, rn) définie par l’équation 1.52,
– l’agrégation des dépassements de seuil un : A(un, rn) =

∑rn
i=1(Xi − un)+. Dans le cas

des pluies, A correspond au cumul des dépassements d’un cluster.
Nous avons cité des théorèmes limites à la section 1.4.1. Dans le cas de châınes de Mar-

kov d’ordre 1, θ(un, rn), πn, A(un, rn) sont déterminés par la distribution jointe de deux
termes consécutifs de la châıne. Les analyses suivantes ont été réalisées dans le cas où les
dépassements de seuil un sont modélisés par une châıne de Markov au premier ordre.

Lorsque Xt, Xt+1 sont asymptotiquement dépendants

θ(un, rn) → IE < 1

πn(1;un, rn) → π(1) < 1
(1.63)

lorsque n→ ∞, d’après Smith (1992), Perfekt (1994), Smith et al. (1997) et Bortot et Tawn
(1998).

Lorsque Xt, Xt+1 sont asymptotiquement indépendants,

θ(un, rn) → 1

πn(j;un, rn) → 1 si j = 1 ou 0 si j > 1,
(1.64)

lorsque n→ ∞. Asymptotiquement, les clusters sont donc constitués d’un seul dépassement,
et sous certaines conditions, la distribution des agrégations des dépassements converge vers
celle des dépassements :

P (A(un, rn) ≤ w|Mrn − un > 0) → lim
n→∞

P (Mrn − un ≤ w|Mrn − un > 0), (1.65)

où Mr = max{X1, . . . , Xr} (Bortot et Tawn, 1998).
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Ces résultats limites ne donnent pas d’information sur le comportement des fonctions
θ(un, rn), πn, A(un, rn) pour des seuils un finis, ni la vitesse avec laquelle la taille des clusters
s’affaiblit lorsque le seuil un augmente.

Cependant, en pratique, on s’intéresse au comportement des clusters au delà de seuils un

élevés, mais finis. Par exemple, deux variables consécutives peuvent être asymptotiquement
indépendantes, mais former des clusters au dessus de seuils finis. Beaucoup de recherches ont
été menées sur IE et ses estimateurs θ̂(un, rn) dépendants du seuil, sur πn(j;un, rn), A(un, rn)
notamment dans le cas des séries stationnaires modélisées par des châınes de Markov (Smith
et al., 1997), (Bortot et Tawn, 1998), (Ancona-Navarrete et Tawn, 2000), (Ledford et Tawn,
2003).

Smith et al. (1997), Bortot et Tawn (1998) et Ledford et Tawn (2003) se sont intéressés à ce
problème, et ont analysé le comportement des variables θ(un, rn), πn, A(un, rn) en fonction de
un et rn. Smith et al. (1997) ont travaillé avec des processus asymptotiquement dépendants,
en définissant la fonction de transition entre deux valeurs supérieures à un par une loi bi-
variée extrême. Ensuite, Bortot et Tawn (1998) et Ledford et Tawn (2003) se sont intéressés
aux processus asymptotiquement indépendants, en définissant la fonction de transition entre
deux valeurs consécutives supérieures à un par une loi bi-variée définie avec une fonction à
variation lente d’équation 1.27 pour x > un, y > un. Bortot et Tawn (1998) ont proposé un
équivalent de θ(un, rn) lorsque un est grand, et des vitesses de convergence de πn et A(un, rn).
Les résultats de Bortot et Tawn (1998) permettent :

– d’identifier l’effet du paramètre η de la loi bi-variée, sur le comportement des clusters,
en fonction du seuil un où on les extrait,

– d’estimer facilement θ(un, rn).
Les résultats de Bortot et Tawn (1998) sont donnés sous la condition ∆(2)(un, rn) suivante :

Condition ∆(2)(un, rn) :

rn∑

j=3

P (X1 > un,max{X2, . . . , Xj−1} ≤ un, Xj > un)

P (X1 > un, X2 > un)
→ 0 (1.66)

lorsque n→ ∞.

Cette condition contrôle la forme des clusters. Bortot et Tawn (1998) font la conjec-
ture que la condition ∆(2)(un, rn) est vérifiée pour les châınes de Markov asymptotiquement
indépendantes et positivement associées (c’est-à-dire avec 1

2 ≤ η < 1).

Pour des châınes de Markov asymptotiquement indépendantes vérifiant la condition

∆(2)(un, rn), on a, pour tout r ≥ 2 fixé et un → ∞,

1 − θ(un, rn) ∼ 1 − θ(un, r). (1.67)

Donc pour toute suite rn satisfaisant ∆(2)(un, rn), θ(un, rn) peut être approché par θ(un) =
θ(un, r) pour n’importe quel entier r fixé.

Bortot et Tawn (1998) montrent ensuite que

1 − θ(un) ∼ L(un, un)u1−1/η
n . (1.68)

L’estimation de θ(un, rn), πn, A(un, rn) reste cependant délicate, car elle s’appuie sur des
données extrêmes, supérieures à des seuils élevés un. Les valeurs extrêmes d’un échantillon
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sont en effet peu nombreuses, relativement à la taille de l’échantillon. On voit ici l’intérêt de
modéliser le processus stationnaire à l’intérieur des clusters par un processus markovien au
premier ordre : Smith et al. (1997), Bortot et Tawn (1998) et Sisson et Coles (2003) ajustent
un modèle markovien sur les données, et simulent des clusters avec le processus markovien
ajusté. Ces simulations permettent d’obtenir un grand nombre de valeurs et ainsi mieux
estimer θ(un, rn), πn, A(un, rn). Remarquons que pour simuler un cluster, on doit auparavant
fixer le seuil un et le nombre rn de valeurs à l’intérieur du cluster. Comme Bortot et Tawn
(1998) l’ont montré pour η < 1, les résultats obtenus sont robustes par rapport au choix de
rn. Pour de grandes valeurs de un, rn doit néanmoins être suffisamment grand pour ne pas
tronquer les clusters. D’autre part, si rn est trop grand, le nombre de clusters sera petit et
l’estimation incertaine.

À propos du choix de rn, Ledford et Tawn (2003) ont donné une méthode pour estimer la
valeur de rn au delà de laquelle on peut accepter l’hypothèse de non-dépendance entre deux
variables du processus séparées de rn pas de temps. La méthode de Ledford et Tawn (2003)
est fondée sur une hypothèse markovienne : la dépendance dans les clusters du processus est
markovienne au premier ordre, et la fonction de transition entre deux variables consécutives
supérieures à un seuil élevé est modélisée par une loi bi-variée exprimée à l’aide de fonction
à variation lente. Une autre méthode pour selectionner rn a été proposée par Ferro et Segers
(2003).

Enfin, dans le cas de séries stationnaires, où la dépendance entre deux variables consécutives
est modélisée via une loi bi-variée des valeurs extrêmes, la propriété de max-stabilité de la
famille des distributions des valeurs extrêmes implique que la dépendance extrême, mesurée
par θ(un, rn) est constante à tous les niveaux un élevés.

1.5 Remarques et conclusions

Nous avons présenté différents modèles de valeurs extrêmes, utilisables en hydrologie. Les
applications sont en effet nombreuses, pour modéliser par exemple des maxima annuels de
pluie, des dépassements de seuils élevés par deux familles paramétriques de lois de valeurs
extrêmes (GEV et GPD). En hydrologie, la loi des valeurs extrêmes la plus couramment
employée en modélisation uni-variée est la loi Gumbel pour les maxima annuels et la loi ex-
ponentielle pour les dépassements de seuils. Cette utilisation est justifiée par la simplicité de
la loi Gumbel et le nombre parfois réduit de données disponibles. Les problèmes hydrologiques
plus complexes nécessitent une modélisation multivariée des valeurs extrêmes, pour modéliser
plusieurs durées de pluie ou plusieurs variables comme la pluie, la température, les débits,
etc. La difficulté de la modélisation multi-variée réside dans l’infinité des modèles multi-variés
et dans le choix à réaliser entre modèles asymptotiquement dépendants et asymptotiquement
indépendants. Certaines fonctions de dépendance des extrêmes, comme χ et χ̄ peuvent aider
à différencier les deux cas. Des modélisations plus précises des processus pluvieux cherchent
parfois à représenter non seulement les valeurs maximales annuelles ou les dépassements
mais toute la chronique de pluie. Dans ce cas, on peut s’intéresser à la modélisation des
clusters et en particulier à la dépendance à l’intérieur des clusters. La dépendance tempo-
relle à l’intérieur des clusters peut être modélisée et simulée par un processus markovien, et
étudiée par certains paramètres de dépendance de queue comme χ, χ̄, η. Les estimations des
paramètres des modèles peuvent être paramétriques ou non paramétriques, et permettent de
déduire les quantiles de pluie pour des fréquences données.
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Ces modèles permettent d’estimer des quantiles de manière ponctuelle. Le chapitre suivant
s’intéresse à l’incertitude d’estimation des valeurs extrêmes.
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Chapitre 2

Incertitudes sur les valeurs
extrêmes

Les modèles probabilistes ou stochastiques utilisés pour représenter des phénomènes réels
sont entachés d’erreur, qu’il est nécessaire de préciser. L’estimation de quantiles pour le di-
mensionnement d’ouvrages hydrauliques, ou pour les Plans de Prévention des Risques liés aux
Inondations, requiert un certain niveau de confiance, que l’on doit prendre en considération.
La connaissance de ces incertitudes est d’autant plus importante si l’on est dans le domaine
d’extrapolation des données observées. L’objectif de cette section est de présenter différentes
méthodes pour estimer les incertitudes des modèles et des quantiles estimés par les modèles.

En modélisation hydrologique, les incertitudes peuvent être dues aux données ou au
modèle :

– incertitudes sur les données d’entrée du modèle (échantillonnage, erreurs de mesure,
faible nombre de données en particuliers dans les extrêmes),

– incertitudes statistiques sur les paramètres du modèle lors de son calage,
– incertitudes de modélisation : la structure du modèle statistique ou stochastique choisi

peut être représentative ou non du phénomène modélisé.

Dans l’état actuel de nos connaissances, aucune recherche ne traite explicitement l’analyse des
incertitudes en considérant simultanément les différentes sources d’erreurs. Néanmoins, Beven
et Binley (1992) ont proposé une méthode (GLUE, présentée dans la section 2.1.3) prenant en
compte implicitement toutes les sources d’incertitude. D’après une analyse bibliographique
de Engeland et al. (2005), plusieurs études montrent que les mesures de pluies causent de
plus grandes incertitudes que les paramètres (Storm et al., 1988), (Thorsen et al., 2001) ou
la structure du modèle (Krzysztofowicz, 1999).

En pratique, on présente les incertitudes par des intervalles permettant de quantifier la dis-
persion d’une variable ou d’un paramètre autour de la valeur attendue. Pour γ un paramètre,
un quantile, ou toute fonction d’un paramètre, on présente deux types d’intervalles.

– En analyse fréquentielle, γ est supposé fixé, et estimé par un estimateur γ̂, aléatoire.
On peut alors définir un intervalle de confiance de niveau de confiance 1 − α de γ par
deux limites aléatoires G1, G2, telles que [G1, G2] contient la vraie valeur γ avec une
probabilité 1 − α.
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– Si X est une variable aléatoire, et si [xα/2, x1−α/2] est un intervalle tel que P (xα/2 ≤
X ≤ x1−α/2) = 1− α, alors l’intervalle [xα/2, x1−α/2] est également appelé intervalle de
confiance de niveau 1 − α de la variable aléatoire X.

– Dans le cadre bayésien, les paramètres sont supposés aléatoires. On peut donc définir
un intervalle de confiance des paramètres, à un niveau 1− α par deux réels G1, G2 tels
que γ appartient à [G1, G2] avec probabilité 1 − α. Pour différencier le cas bayésien du
cas fréquentiel, on appelle intervalle de crédibilité de γ, l’intervalle de confiance ainsi
défini.

Nous avons vu dans le chapitre précédent différentes méthodes pour estimer des quantiles
de valeurs extrêmes. Or ces estimations sont soumises aux différentes incertitudes citées plus
haut. Le présent chapitre donne donc, dans une première partie, des méthodes pour calculer
les intervalles de confiance des quantiles de valeurs extrêmes.

Dans une deuxième partie, nous analysons l’incertitude des fréquences empiriques et des
statistiques d’ordre, dont les plus fortes ont un rôle important dans la validation graphique
des modèles. Cette analyse permet de relativiser les comparaisons graphiques des quantiles
observés (dont les fréquences sont estimés par les fréquences empiriques) avec les quantiles
estimés issus des modèles.

Enfin, puisque la loi GEV sera largement utilisée dans cette thèse, nous présentons une
courte analyse des incertitudes relatives à l’estimation de ses paramètres.

2.1 Intervalles de confiance de quantiles de valeurs extrêmes

Suivant le modèle hydrologique utilisé (loi de probabilité ou modèle stochastique com-
plexe), l’analyse des incertitudes des quantiles est menée avec différentes méthodes. On
présente d’abord les méthodes adaptées pour des lois de probabilité, puis des méthodes
spécifiquement proposées en hydrologie, et enfin des méthodes bayésiennes, utilisables pour
de nombreux modèles probabilistes simples ou complexes.

2.1.1 Calculs d’intervalles de confiance dans le cas de modèles décrits par
une loi de probabilité

Soit une variable modélisée par une loi de probabilité. Dans le cas paramétrique, l’incerti-
tude est représentée par la variabilité aléatoire des estimateurs des paramètres, et se propage
dans la variabilité aléatoire des estimateurs des quantiles. On présente ici, de manière non
exhaustive, les méthodes les plus répandues en statistiques : une méthode non paramétrique
(le bootstrap), puis des méthodes paramétriques fondées sur des simulations, ou sur des es-
timations par une méthode de maximum de vraisemblance, des moments, ou des moments
pondérés, et enfin quelques méthodes développées pour les distributions des valeurs extrêmes.

1. Le bootstrap (Efron, 1979) est une méthode non paramétrique, elle consiste à ti-
rer avec remise des valeurs de l’échantillon de départ, pour produire de nouveaux
échantillons (appelés échantillons bootstrap) de même taille que l’échantillon de départ.
Pour chacun des B échantillons Bootstrap ainsi créés, on estime le quantile de fréquence
donnée, via une méthode paramétrique ou non paramétrique. On obtient par conséquent
une suite de quantiles. Sous certaines conditions de régularité, la théorie montre que
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la distribution de la suite de quantiles obtenus converge vers la réelle distribution
d’échantillonnage du quantile. Si qB,α/2, qB,1−α/2 désignent les quantiles empiriques
de fréquence α/2, 1 − α/2 de la distribution empirique de q, simulée par bootstrap,
[qB,α/2, qB,1−α/2] est un intervalle de confiance bootstrap de niveau 1 − α autour du
quantile q.

Il existe d’autres méthodes de bootstrap, en particulier la méthode t-bootstrap (Efron,
1981). La méthode échantillonne B échantillons bootstrap. Sur chaque échantillon
bootstrap, on estime le quantile q̂b et l’écart-type de l’estimateur : σ̂(qb), pour b =

1 . . . , B. On note T b = bqb−bqbσ(qb)
, où q̂ est l’estimation du quantile q sur l’échantillon de

départ. On obtient ainsi une suite de T b, et si TB,α/2, TB,1−α/2 désignent les quantiles
empiriques de fréquence α/2 et 1 − α/2 de la distribution de T , alors l’intervalle de
confiance t-bootstrap de q est donné par

[q̂ − TB,α/2, q̂ − TB,1−α/2] (2.1)

Si l’on s’intéresse aux valeurs extrêmes, la méthode du bootstrap a l’inconvénient de ne
pas créer des échantillons avec des valeurs supérieures à la valeur maximale observée
dans l’échantillon de départ. De plus, il est possible de tirer des échantillons avec un
grand nombre de valeurs extrêmes, du fait du tirage avec remise dans l’échantillon de
départ. Pour éviter ce dernier problème, Davison et al. (1986) proposent une méthode,
appelée ’balanced resampling’, dans laquelle chaque observation de l’échantillon de
départ apparâıt le même nombre de fois dans la réunion de tous les échantillons boots-
trap créés. Le ’balanced resampling’ est équivalent à concaténer B copies identiques à
l’échantillon de départ (de taille n), permuter les nB valeurs de l’échantillon réuni, et
ensuite diviser l’échantillon réuni en B échantillons de taille n. Cette méthode a été
appliquée à l’étude des quantiles de crues extrêmes (Burn, 2003).

De manière plus théorique, différents auteurs ont proposé et vérifié des méthodes mo-
difiées du bootstrap pour l’étude des quantiles extrêmes (Swanepoel, 1986), (Deheuvels
et al., 1993), (Angus, 1993), (Bacro et Brito, 1998), (Athreya et Fukuchi, 1997). La
modification la plus connue consiste à prendre une taille m d’échantillons bootstrap,
avec m → ∞ et m/n → 0 si n → ∞, où n est la taille de l’échantillon de départ. Zel-
terman (1993) propose une méthode de bootstrap semi-paramétrique dans laquelle la
loi des variables de l’échantillon appartient au domaine d’attraction de la loi Gumbel.
La méthode semi-paramétrique proposée simule la loi jointe des j plus grandes valeurs
d’un échantillon de grande taille.

Enfin, le nombre B d’échantillons bootstrap est souvent choisi (de manière convention-
nelle) de l’ordre de 1000. Lee (2000) montre que ce nombre n’est pas toujours adéquat :
la probabilité de recouvrement souhaitée peut être fausse. Il propose une méthode pour
choisir B, fondée sur un choix adaptatif de B.

2. Dans un cadre théorique où l’on connâıt la loi paramétrique Fθ dont est issu l’échan-
tillon, il est possible de simuler la distribution d’échantillonnage des quantiles, et d’en
déduire les intervalles de confiance des quantiles. Pour cela, on simule un grand nombre
d’échantillons (de taille fixée au préalable) avec la distribution Fθ, on estime Fbθ, et on
en déduit les quantiles correspondant, par inversion de Fbθ. Dans le cas d’un modèle non-
paramétrique, un intervalle de confiance des quantiles peut également être estimé par
un grand nombre de simulations des quantiles via le modèle non-paramétrique. Dans
les cas paramétrique ou non-paramétrique, l’intervalle de confiance est jugé correct dès
qu’il est stable par rapport au nombre de simulations.
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3. Si les paramètres de la distribution ajustée aux observations sont estimés par maximum
de vraisemblance, le résultat connu de normalité asymptotique des estimateurs des
paramètres permet le calcul d’intervalles de confiance (Kendall et Stuart, 1987).

On rappelle le théorème (voir (Coles, 2001)) :

Théorème : Soient x1, . . . , xn des réalisations indépendantes d’une distribution ap-
partenant à une famille paramétrique. Soient l(.) et θ̂ la fonction de log-vraisemblance
et l’estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre d-dimensionnel θ. Alors,
sous certaines conditions de régularité, pour n grand,

θ̂ ∼ Nd(θ, IE(θ)−1), (2.2)

où IE(θ) est la matrice d’information de Fisher.

En pratique, on peut donc approcher la loi de l’estimateur du paramètre par une loi
gaussienne, centrée sur θ̂ et de matrice de variance-covariance donnée par l’inverse de
la matrice d’information de Fisher estimée en θ̂.

Par la suite, le calcul des intervalles de confiance des quantiles peut être réalisé d’au
moins deux manières. Une première méthode est de simuler les paramètres, selon leur
distribution normale approchée, puis d’en déduire les quantiles par inversion de la
fonction de répartition. Un tri des quantiles simulés permet ensuite d’en déduire des
intervalles de confiance pour les quantiles. Cette méthode a été appliquée par Seong
et Lee (2003). Une seconde méthode est analytique, et généralement appelée delta
méthode. Elle repose sur le théorème suivant :

Théorème : On reprend les notations et hypothèses du théorème précédent. Soit
Φ = g(θ) une fonction réelle du paramètre θ, continûment dérivable. Soit ∇Φ =
[ ∂Φ
∂θ1

, . . . , ∂Φ
∂θd

]T évalué en θ̂, on suppose ∇Φ 6= 0. Alors l’estimateur du maximum de

vraisemblance de Φ satisfait Φ̂ = g(θ̂) et Φ̂ ∼ N (Φ, V ) où V = ∇ΦT IE(θ)−1∇Φ.

D’après ce théorème, et puisque les quantiles sont fonctions des paramètres, les inter-
valles de confiance des quantiles sont symétriques pour un échantillon de taille impor-
tante.

Dans la première méthode, les intervalles de confiance des quantiles ne sont pas en
général symétriques. Par exemple, dans le cas de la loi GEV, si les paramètres sont si-
mulés dans leur distribution asymptotique gaussienne, les quantiles ont une dissymétrie
positive, particulièrement forte pour les quantiles de fréquence élevée. Cette dissymétrie
est plus réaliste dans le cas des quantiles extrêmes de pluie : on peut en effet penser,
intuitivement, que l’incertitude est plus forte sur la borne supérieure des quantiles que
sur la borne inférieure.

4. Si le paramètre θ = (θ1, . . . , θd) de la distribution étudiée est de dimension d ≥ 2, il est
possible de calculer des intervalles de confiance des paramètres marginaux θi avec la
méthode précédente, en considérant les lois marginales de la loi normale asymptotique
de l’estimateur de θ. Une autre méthode, habituellement plus précise, est fondée sur la
vraisemblance profilée (Coles, 2001). On note la log-vraisemblance l(θ) = l(θi, θ−i), où
θ−i représente toutes les composantes de θ, excepté θi. La log-vraisemblance profilée
du paramètre marginal θi est définie par

lp(θi) = max
θ−i

l(θi, θ−i). (2.3)

Pour toute valeur de θi, la log-vraisemblance profilée de θi est la log-vraisemblance
maximisée sur toutes les autres composantes du paramètre θ. En d’autres termes, lp(θi)
est la projection de la surface de log-vraisemblance ’vue’ de l’axe θi.

44



2 Incertitudes sur les valeurs extrêmes

Cette définition se généralise : soit θ = (θ(1), θ(2)), avec θ(1) de dimension k, et θ(2) de
dimension d− k. La log-vraisemblance profilée de θ(1) est définie par

lp(θ
(1)) = max

θ(2)
l(θ(1), θ(2)). (2.4)

Si k = 1, cette définition se réduit à la définition précédente. Le théorème suivant (voir
(Coles, 2001)) permet de définir une procédure pour définir un intervalle de confiance
sur θ(1).

Théorème de déviance : Soient (x1, . . . , xn) des réalisations indépendantes d’une
distribution appartenant à une famille paramétrique. Soit θ̂ l’estimateur du maximum
de vraisemblance du paramètre à d dimensions θ = (θ(1), θ(2)) de cette distribution,
avec θ(1) de dimension k. Alors sous certaines conditions de régularité, et pour n assez
grand,

Dp(θ
(1)) = 2{l(θ̂) − lp(θ̂

(1))} ∼ χ2
k. (2.5)

Ce théorème permet d’en déduire une région de confiance de niveau 1 − α sur θ(1) :
{θ(1) : Dp(θ

(1)) ≤ χ2
k,α}, où χ2

k,α est le quantile de fréquence 1−α de la distribution χ2

à k degrés de liberté.

Si un changement de variable permet de remplacer un paramètre par un quantile, on
peut calculer des intervalles de confiance sur le quantile. Cette méthode est proposée
par Coles et Tawn (1996), ainsi que Seong et Lee (2003) pour estimer un intervalle
de confiance des quantiles d’une loi GEV. Les paramètres de position, échelle et forme
de la loi GEV βGEV , αGEV et kGEV sont remplacés par βGEV , kGEV , qT , avec T une
période de retour fixée. La région de confiance à deux dimensions en (kGEV ,qT ) est
déterminée par les valeurs kGEV et qT qui vérifient

2[l(β̂GEV , k̂GEV , q̂T ) − lp(kGEV , qT )] ≤ χ2
2,α

où lp = maxβGEV
l(βGEV , kGEV , qT ), et χ2

2,α représente le quantile d’ordre 1 − α de la

distribution du χ2 à deux degrés de liberté.

Seong et Lee (2003) comparent la delta méthode et la méthode de la vraisemblance
profilée, sur plusieurs séries de Corée du Sud. La différence relative entre les bornes
supérieures des deux types d’intervalles de confiance des quantiles de pluie maximale
annuelle en 30, 60 ou 120 minutes (modélisée par une loi GEV) est de l’ordre de 10%.

5. Lorsque la distribution de probabilité possède deux paramètres et qu’ils sont estimés
par une méthode des moments, Colin (1977) a proposé une méthode pour le calcul des
intervalles de confiance de quantiles. Cette méthode repose sur une hypothèse forte
de normalité. Cependant, Lang (1995) a montré par simulations que ces intervalles de
confiance ne sont pas recouverts avec la probabilité de recouvrement attendue pour les
lois normale, Gumbel, Pearson III.

6. Des études ont été proposées pour des lois particulières souvent utilisées en hydrologie.
Nous en présentons ici quelques unes, de manière non exhaustive. Moran (1957) a donné
une approximation asymptotique de la variance des quantiles estimés par maximum
de vraisemblance, dans le cas des lois normale, lognormale, gamma ; de même, Kite
(1975) pour les lois à trois paramètres Pearson III et log-Pearson III. Stedinger (1983)
montre que la méthode de Kite (1975) ne donne pas de bons résultats, en terme de
taux de recouvrement du vrai quantile par l’intervalle de confiance. Il propose une
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autre méthode pour calculer les intervalles de confiance des quantiles d’une loi Pearson
III ou log-Person III, lorsque le coefficient d’asymétrie γ est connu, en utilisant les
intervalles de confiance exacts des quantiles d’une loi normale. Si les quantiles xp et
yp de fréquence p, des lois respectivement normales et Pearson III sont obtenus par
la méthode des moments, alors un développement au premier ordre des variances des
estimateurs des quantiles donne :

λ2 =
var(ŷp)

var(x̂p)
≈

1 + γKp + 1
2(1 + 3

4γ
2)K2

p

1 + 1
2z

2
p

(2.6)

avec Kp, zp les quantiles de fréquence p d’une loi de Pearson III centrée réduite, et d’une
loi normale centrée réduite. Alors un intervalle de confiance des quantiles yp, pour un
échantillon y1, . . . , yn de réalisations d’une loi de Pearson III, est donné par

[ȳ + sy{Kp + λ(ζα(p) − zp)}, ȳ + sy{Kp + λ(ζ1−α(p) − zp)}], (2.7)

où ζα(p), ζ1−α(p) sont des quantiles d’une distribution de Student non centrée, dont les
tables sont données dans (Stedinger, 1983).

Une autre méthode est proposée par Ashkar et Bobee (1988), et généralisée au cas où
le coefficient d’asymétrie est inconnu. L’idée de Ashkar et Bobee (1988) reprend celle
de Stedinger (1983), mais avec une méthode d’anamorphose vers une loi quelconque.
Soit Y une variable aléatoire dont on ne sait pas construire d’intervalle de confiance
pour les quantiles Yp, et X une variable aléatoire dont on peut calculer les intervalles
de confiance [Lα(p), Uα(p)] des quantiles Xp à un niveau α. Alors si
– p1 = FX(Lα(p)),
– p2 = FX(Uα(p)),
– Ypi = F−1

Y oFX(Xpi), i = 1, 2
[Yp1 , Yp2 ] est un intervalle de confiance de niveau α de Yp. FY étant inconnu, on aura
un intervalle de confiance approché pour Yp en remplaçant FY par son estimateur F̂Y .
Ashkar et Bobee (1988) appliquent cette méthode au cas où Y est de loi Pearson III
ou log-Pearson III, et X de loi normale, lognormale à trois paramètres1, exponentielle,
Weibull à deux paramètres a, b > 0 (de densité, pour x > 0 : f(x) = b

a(x
a )b−1 exp(−x

a
b)),

ou Gumbel. Ashkar et Bobee (1988) montrent par simulations Monte-Carlo que la dis-
tribution normale donne de meilleurs résultats dans le cas où le coefficient d’asymétrie
γ de Y est connu. Dans le cas où γ est inconnu, la distribution de Weibull à deux
paramètres donne de bons résultats, pour γ positif et dans un domaine de valeurs cou-
rantes en hydrologie, et pour une fréquence des quantiles étudiés supérieure à 0.9. Ces
résultats sont intéressants pour l’étude des extrêmes en hydrologie, car le coefficient
d’asymétrie des quantités de pluie est positif.

7. Dans le cas des lois GEV ou GPD, Hosking et al. (1985) et Hosking et Wallis (1987)
donnent une approximation de la variance asymptotique des paramètres et des quan-
tiles estimés par les moments pondérés, introduits par Greenwood et al. (1979). Ils
montrent également que la distribution asymptotique des paramètres est normale. Il est
donc possible d’utiliser cette propriété pour construire des intervalles de confiance des
paramètres et des quantiles, par exemple par simulation Monte-Carlo des paramètres,
puis calcul des quantiles correspondants. Hosking et Wallis (1987) comparent les taux

1X suit une loi lognormale à trois paramètres si il existe x0 ∈ R tel que Y = log(X − x0) suit une loi
normale.
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de recouvrements d’intervalles de confiance de paramètres et de quantiles de loi GPD,
calculés avec des méthodes de maximum de vraisemblance, de moments ou de mo-
ments pondérés. Les conclusions varient avec les valeurs de la taille de l’échantillon, la
valeur du paramètre de forme k, la fréquence du quantile estimé. Pour des quantiles
de fréquence élevée, les intervalles de confiance obtenus avec la méthode des moments
pondérés ont un meilleur taux de recouvrement qu’avec la méthode de maximum de
vraisemblance, pour des tailles d’échantillons entre 15 et 500. Néanmoins, les résultats
de Hosking et Wallis (1987) montrent que les intervalles de confiance sont souvent trop
étroits (intervalles correspondant à un recouvrement de l’ordre de 80% au lieu de 90%,
pour le quantile de fréquence 0.99, et une taille d’échantillon égale à 50).

Lu et Stedinger (1992) donnent d’autres estimateurs des variances des quantiles de la
loi GEV de paramètre de forme connu ou inconnu, lorsque les paramètres sont estimés
par une méthode des moments pondérés. Ils montrent que les formules de variance des
quantiles de Hosking et al. (1985) peuvent être imprécises lorsque la taille d’échantillon
n est inférieure à 10, ou que le quantile est de fréquence supérieure à 0.99 (période
de retour 100 ans), ou que le paramètre de forme k est inférieur à -0.2. Ils montrent
que la distribution des quantiles de la GEV, estimés par les moments pondérés, n’est
pas normale pour une petite taille d’échantillon, mais le taux de recouvrement est
cependant correct si la vraie valeur du paramètre de forme k est utilisée, et faux si le
paramètre de forme est estimé.

Dans leur étude, Lu et Stedinger (1992) comparent la variabilité des estimateurs des
quantiles, lorsque le paramètre de forme k de la GEV est supposé connu (par exemple,
par une estimation régionale), et lorsqu’il est inconnu. Pour des échantillons de tailles
20 à 100, ils montrent que la variance d’échantillonnage des quantiles de fréquence
supérieure à 0.95 (période de retour supérieure à 20 ans) est significativement réduite
par l’estimation avec k supposé connu. Si on compare les erreurs quadratiques moyennes
des quantiles, le biais introduit par une mauvaise représentation du paramètre de forme
k est compensé par la réduction de variance d’échantillonnage de l’estimation à deux
paramètres. C’est pourquoi, lorsque k est proche de 0, la loi Gumbel est préférée à la loi
GEV à trois paramètres, pour des quantiles de fréquence supérieure à 1-1/n (période de
retour supérieure à n), avec n la taille de l’échantillon. Ce résultat n’est pas surprenant
puisque dans le cas d’une loi GEV, où le paramètre de forme est fixé, les moments
d’ordre 1 et 2 suffisent à estimer les deux autres paramètres, tandis que si le paramètre
de forme est inconnu, le coefficient d’asymétrie est nécessaire pour l’estimation des
paramètres.

Cependant, pour des quantiles de fréquence inférieure à 0.9 (période de retour inférieure
à 10 ans), et k ≤ 0, les quantiles estimés avec une loi GEV à trois paramètres ont une
variance d’échantillonnage plus faible que dans le cas d’une loi GEV avec un paramètre
de forme k fixé. Selon Lu et Stedinger (1992), cela est dû au manque de flexibilité de
l’estimateur à deux paramètres, par rapport aux valeurs extrêmes de l’échantillon.

2.1.2 Méthodes spécifiquement proposées en hydrologie

Classiquement, les paramètres des modèles hydrologiques sont estimés de manière à re-
produire au mieux les observations. Cependant, les données utilisées pour estimer ou caler les
modèles sont incertaines (du fait des erreurs de mesures, de l’échantillonnage), et les struc-
tures des modèles sont également incertaines. Une partie des hydrologues a donc rejeté la
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notion de ”paramètre optimal” au profit d’un ensemble de paramètres acceptables pour le
modèle. Il semble que Young (1978), Spear et Hornberger (1980), Hornberger et Spear (1981)
soient les premiers à avoir proposé cette idée. Plus tard, Beven et Binley (1992) introduisent
la notion d’équifinalité : des paramètres différents peuvent donner des résultats similaires et
corrects.

La méthode proposée par Young (1978), Spear et Hornberger (1980), Hornberger et Spear
(1981) est une classification binaire des paramètres, avec la définition d’un ensemble de
paramètres acceptables et d’un ensemble de paramètres non acceptables. Cette méthode est
appelée RSA (Regionalized Sensitivity Analysis), et est constituée de trois étapes :

- Première étape : les observations disponibles pour l’estimation ou le calage des pa-
ramètres du modèle sont remplacées par des intervalles de valeurs, de manière à figurer
(mais de façon qualitative et subjective) les incertitudes qui affectent ces données.

- Deuxième étape : plusieurs paramètres sont tirés aléatoirement dans une loi a priori des
paramètres, puis insérés dans le modèle. Seuls les paramètres dont le modèle produit
des sorties respectant les intervalles de valeurs observées (définies à l’étape 1) sont
conservés. Après un nombre suffisant de tirages, on obtient un ensemble A de paramètres
acceptables ou représentatifs du système réel, et son ensemble complémentaire A, formé
des paramètres non représentatifs du système réel.

- Troisième étape : la fonction de répartition des paramètres est calculée sur chacun des
ensembles A et A. Si la distribution cumulée des valeurs acceptables diffère significati-
vement de la distribution cumulée des valeurs non acceptables, les sorties du modèles
sont sensibles à la valeur du paramètre. Si les deux distributions sont similaires, les
sorties du modèle sont peu sensibles aux valeurs du paramètre.

Pour des références bibliographiques d’utilisation de cette méthode, on renvoie à (Zin, 2002).

Dans la méthode RSA, aucune distinction n’est introduite entre les paramètres dits accep-
tables. Des modifications ont été proposées par la suite par différents auteurs, par exemple :
Keesman et Van Straten (1990), Beven et Binley (1992), Klepper et Hendrix (1994), cités
par Zin (2002).

Beven et Binley (1992) ont notamment proposé de pondérer les paramètres acceptables par
une ’mesure de vraisemblance’, relative à la capacité des paramètres à bien reproduire les ob-
servations. La méthode proposée par Beven et Binley (1992) est nommée GLUE (Generalized
Likelihood Uncertainty Estimation). GLUE a été appliquée à la modélisation hydrologique
par Freer et al. (1996), Romanowicz et al. (1996), Blazkova et Beven (1997), Cameron et al.
(1999), Beven et Freer (2001), Hossain et Anagnostou (2005) et Mo et al. (2006). En particu-
lier, elle a été appliquée sur des modèles de génération de pluies, pour estimer les paramètres
de la loi GPD utilisée dans un modèle stochastique de pluies horaires du type Bartlett-
Lewis (ce type de modèle est présenté dans le chapitre 5) par Cameron et al. (2000c). Elle
est présentée avec plus de détails dans la section suivante, comme une généralisation d’une
méthode bayésienne.

Ces deux méthodes (RSA, GLUE) nécessitent un balayage de l’espace des paramètres, par
une loi a priori. Elles aboutissent à la spécification d’un ensemble de paramètres acceptables
pour la modélisation, avec une approximation de leur distribution. Suivant la dispersion de
la loi a priori, les temps de calcul pour ces méthodes peuvent être très longs.
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2.1.3 Méthodes bayésiennes

Pour des modèles probabilistes ou stochastiques complexes, les incertitudes peuvent être
analysées par la modélisation probabiliste des erreurs entre les valeurs observées et simulées
(par exemple (Montanari et Brath, 2004), (Engeland et al., 2005)). Les incertitudes sont
alors quantifiées par une fonction objectif, la fonction de vraisemblance, et estimées par des
méthodes de maximum de vraisemblance ou bayésiennes. L’approche bayésienne est un cadre
intéressant pour l’étude des incertitudes puisqu’elle inclue les observations, l’information a
priori sur les paramètres, et permet de comparer objectivement les sorties du modèle avec
les observations (via la vraisemblance). Cette approche a été développée en hydrologie avec
la notion d’équifinalité, introduite par Beven et Binley (1992) : des jeux de paramètres
différents peuvent produire des résultats semblables. Les algorithmes Monte Carlo de châınes
de Markov et l’échantillonnage préférentiel (Gelman et al., 1997) figurent parmi les méthodes
bayésiennes les plus connues.

On considère un échantillon d’observations x = (x1, . . . , xn), supposées être des réalisations
d’une variable aléatoire dont la densité appartient à une famille paramétrique {f(x; θ) : θ ∈
Θ}. La vraisemblance des observations est égale à f(x|θ) =

∏n
i=1 f(xi; θ). Dans le cadre

bayésien, on suppose qu’il est possible d’exprimer les connaissances sur les paramètres à
travers une distribution a priori f(θ), indépendante des observations (x1, . . . , xn).

Alors le théorème de Bayes (1763) permet de calculer la distribution des paramètres,
connaissant les observations. Pour cela, l’information a priori et les observations sont com-
binées de manière à définir la loi a posteriori f(θ|x) :

f(θ|x) =
f(θ)f(x|θ)∫

Θ f(θ)f(x|θ)dθ . (2.8)

Le cadre bayésien a ses avantages et ses inconvénients. L’intérêt de spécifier une loi a priori
permet de compléter l’information détenue dans les observations, souvent très limitée, avec
d’autres sources d’informations. En contrepartie, la loi a posteriori est influencée par la loi a
priori. On doit donc reconnâıtre une part de subjectivité aux résultats a posteriori. Malgré la
subjectivité du résultat a posteriori, la méthode bayésienne permet d’estimer ponctuellement
et par intervalles aussi bien les paramètres que les variables prédictives, déduites des pa-
ramètres (par exemple les quantiles). La distribution d’une variable prédictive z, dépendante
de θ, est donnée par : f(z|x) =

∫
Θ f(z|θ)f(θ|x)dθ, où f(z|θ) est la densité de z étant donné

le modèle paramétré par θ. Cette densité prédictive reflète à la fois l’incertitude de la pa-
ramétrisation (par f(θ|x)) et l’incertitude due à la variabilité de la variable z (par f(z|θ)).

A propos de la loi GEV appliquée à l’étude des pluies extrêmes, Coles et Tawn (1996)
montrent que les paramètres d’échelle et de forme dépendent des caractéristiques régionales
du processus de pluie. La loi a priori de ces deux paramètres peut donc contenir des informa-
tions régionales. Coles et Tawn (1996) examinent l’effet d’une loi a priori non informative :
pour des périodes de retour de l’ordre de la taille de l’échantillon, les estimations moyennes
et les intervalles de confiance sont semblables dans le cas informatif et dans le cas non in-
formatif. Pour des périodes de retour élevées, la moyenne des quantiles est plus faible et les
intervalles de confiance sont plus larges dans le cas non informatif. Enfin, il peut être difficile
de spécifier une loi a priori sur les paramètres, du fait du manque de représentativité physique
des paramètres. Coles et Tawn (1996) pallient ce problème par un changement de variables,
dans lequel ils remplacent les paramètres par des quantiles. En effet, la signification physique
des quantiles permet aux experts en hydrologie de donner une loi a priori sur les quantiles.
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En général, le dénominateur de la formule 2.8 est incalculable numériquement. Dans
quelques rares cas, on peut utiliser des familles conjuguées de lois a priori et de vraisem-
blance, ce qui permet d’éviter le calcul de l’intégrale dans la formule 2.8. Deux techniques
particulières permettent de dépasser cette difficulté : il s’agit des châınes de Markov et des
méthodes d’échantillonnade préférentiel.

Simulation Monte Carlo de châınes de Markov

L’idée de l’algorithme de Metropolis est de simuler une loi de probabilité quelconque. Dans
notre cas, nous nous sommes intéressés aux lois a posteriori des paramètres f(θ|x). L’algo-
rithme simule θ grâce à une châıne de Markov, dont la loi converge vers une loi stationnaire,
en l’occurrence la loi a posteriori f(θ|x).

L’algorithme de Metropolis a été décrit pour la première fois par Metropolis et Ulam (1949)
et Metropolis et al. (1953), et généralisé par Hastings (1970). Cet algorithme est fondé sur
la théorie asymptotique des châınes de Markov réversibles, indécomposables et apériodiques.
C’est une méthode Monte Carlo de simulation de châıne de Markov (MCMC), permettant
de simuler la loi a posteriori des modèles, après convergence de la châıne de Markov. Cette
méthode est largement utilisée en statistique bayésienne (Chib et Greenberg, 1995), (Gelman
et al., 1997), (Geyer, 1992), et a été appliquée aux modèles hydrologiques (Engeland et al.,
2005), (Gaume et al., 1998), (Kuczera et Parent, 1998), (Marshall et al., 2004), (Renard
et al., 2006), (Thyer et al., 2002), (Vrugt et al., 2003).

La châıne de Markov est simulée suivant les étapes suivantes :

1. On choisit un point de départ θ(0) = (θ
(0)
1 , . . . , θ

(0)
d ), et une distribution de saut symé-

trique J(θ(i+1)|θ(i)) = J(θ(i)|θ(i+1)). Cette fonction de saut doit être facile à simuler.
La loi normale centrée en θ(i) est souvent utilisée.

2. A l’étape i :

– On génère θ(i+1) par la loi de saut J(θ(i+1)|θ(i)).
– Le nouveau paramètre θ(i+1) est conservé avec probabilité min{1, f(θ(i+1)|x)/f(θi|x)}.

S’il est rejeté, θ(i+1) = θ(i).

Remarque : il est possible de complexifier les étapes, en particulier d’utiliser une fonction
de saut non symétrique, c’est le cas de l’algorithme de Metropolis-Hastings (Hastings, 1970).

Il faut alors remplacer min{1, f(θ(i+1)|x)/f(θi|x)} par min{1, f(θ(i+1)|x)/J(θ(i+1)|θ(i))

f(θ(i)|x)/J(θ(i)|θ(i+1))
}

La difficulté de cet algorithme est la vérification de sa convergence : au bout de combien
d’itérations peut-on considérer que la châıne de Markov a atteint sa loi stationnaire ? Pour
répondre à cette question, Gelman et al. (1997) estiment une statistique R sur plusieurs
châınes de Markov simulées en parallèle avec des points de départs différents tirés dans la loi
a priori des paramètres. Cette statistique mesure la variabilité des termes simulés à l’intérieur
des séquences, et entre les séquences. Si R̂ est ”proche” de 1, on peut accepter l’hypothèse
de convergence de la châıne.

La simulation d’un grand nombre de paramètres, suivant leur loi a posteriori, permet d’en
déduire les distributions marginales, et les distributions de variables prédictives.

50



2 Incertitudes sur les valeurs extrêmes

Méthode d’échantillonnage préférentiel, méthode GLUE

La méthode d’échantillonnage préférentiel consiste à explorer et évaluer la fonction objectif
dans tout l’espace des modèles. Le but est de déterminer un ensemble de modèles ”accep-
tables”, au sens d’un critère sur la fonction objectif. Tanner (1992) présente la méthode
d’échantillonnage préférentiel de manière exhaustive. La méthode d’échantillonnage préfé-
rentiel est simple, et permet dans certains cas d’estimer la valeur d’une intégrale : supposons
que l’on cherche à calculer l’intégrale E(h(θ)|x), où θ est une variable aléatoire de densité
f(θ|x). On considère le cas où l’on ne sait pas simuler θ selon sa loi.

Soit une densité g selon laquelle on sait simuler, alors on peut écrire

E[h(θ|x)] =

∫
h(θ)f(θ|x)

g(θ)
g(θ)dθ (2.9)

qui peut être estimé par

1

L

L∑

i=1

h(θi)f(θi|x)/g(θi), (2.10)

avec L tirages θ1, . . . , θL sous la loi g(θ). Selon Gelman et al. (1997), il n’existe pas de méthode
pour estimer la précision d’une estimation par échantillonnage préférentiel. Néanmoins, si g
est tel que les ratios h(θi)f(θi|x)/g(θi) varient fortement, ou si les ratios sont faibles avec une
forte probabilité et très forts avec une faible probabilité, alors l’estimation sera peu précise,
voire fausse. Tanner (1992) et Gelman et al. (1997) observent que le succès de la méthode
dépend fortement du choix de g. Pour une meilleure estimation, g doit être choisie proche de
f(.|x).

Si on ne connâıt pas la forme approximative de la distribution f(.|x), il est possible de
manquer des θi dans l’équation 2.10, dont les ratios sont de très faible probabilité, mais de
valeurs très élevées. Pour déceler les éventuels problèmes, on regarde souvent la distribution
des ratios. En pratique, on regarde l’histogramme des logarithmes des plus grands ratios : les
estimations ne seront pas correctes si les plus grands ratios sont trop grands par rapport aux
autres. Le comportement des petits ratios est moins important puisque ils influencent peu le
calcul de l’estimateur. Néanmoins, s’ils sont très nombreux, l’estimation peut être mauvaise.

Cette méthode peut être appliquée dans le cadre bayésien, pour le calcul des densités a
posteriori marginales et pour le calcul des distributions prédictives.

Estimation des densités a posteriori marginales des paramètres Soit θ = (λ, φ)
une partition de l’espace des paramètres, avec la factorisation correspondante de la densité :
f(θ|x) = f(γ|φ,x)f(φ|x). On suppose que l’on sait approcher la densité a posteriori condi-
tionnelle de γ par fapprox1(γ|φ,x). Alors la densité a posteriori marginale de φ est, pour toute
valeur du paramètre φ :

f(φ|x) =

∫
f(γ, φ|x)dγ (2.11)

= Eapprox1(
f(γ, φ|x)

fapprox1(γ|φ,x)
) (2.12)

≈ 1

L

L∑

i=1

f(γi, φ|x)

fapprox1(γi|φ,x)
, (2.13)
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où Eapprox1 est la moyenne sur γ sous la loi fapprox1(γ|φ,x), et γi est simulé sous la loi
fapprox1(γ|φ,x).

Estimation des distributions a posteriori prédictives Soit z une variable prédictive
(aléatoire ou non), dépendante de θ (par exemple un quantile associé à θ). On suppose que
l’on sait approcher la distribution a posteriori f(θ|x) par fapprox2(θ), facile à simuler. Alors
la distribution prédictive a posteriori de z est :

P (z ≤ x|x) =

∫
P (z ≤ x|θ)f(θ|x)dθ (2.14)

= Eapprox2(
P (z ≤ x|θ)f(θ|x)

fapprox2(θ|x)
) (2.15)

≈ 1

L

L∑

i=1

P (z ≤ x|θi)f(θi|x)

fapprox2(θi|x)
, (2.16)

où θi est simulé sous la loi fapprox2(θ|x).

Si fapprox2(θ|x) est la loi a priori de θ, notée f(θ), alors l’approximation 2.16 est propor-
tionnelle à :

1

L

L∑

i=1

P (z ≤ x|θi)v(x|θi), (2.17)

avec f(θ|x) ∝ f(θ)v(x|θ), d’après le théorème de Bayes, où v(x|θ) est la vraisemblance de x

étant donné le paramètre θ.

La méthode d’échantillonnage préférentiel a été généralisée par la méthode GLUE (Ge-
neralized Likelihood Uncertainty Estimation) introduite par Beven et Binley (1992). Elle
généralise l’approximation 2.17 en remplaçant la vraisemblance par une ”mesure de vraisem-
blance”, non nécessairement issue de modèles probabilistes. Par exemple, cette mesure de
vraisemblance peut être le critère de Nash et Sutcliffe, avec un facteur de forme N > 0 :
(1−σ2

e/σ
2
0)

N où σe est la variance résiduelle et σ0 la variance des observations. La mesure de
vraisemblance peut également être une mesure quelconque calculant l’écart entre les obser-
vations et les résultats du modèle : par exemple (σ2

e)
−N , ou exp(−Nσ2

e), avec un paramètre
de forme N > 0.

La méthode GLUE est intéressante pour observer le comportement de fonctions objectifs
particulières sur l’espace des paramètres ; mais les bases mathématiques de cette méthode
sont encore mal connues. En particulier, les résultats sont conditionnés par le choix de la
mesure de vraisemblance. Les propriétés des mesures de vraisemblances ’non classiques’ sont
moins connues. D’autre part, si la ”mesure de vraisemblance” définie dans la méthode GLUE
n’est pas associée à une distribution de probabilité, la théorie bayésienne ne permet plus
d’affirmer que la distribution prédictive ainsi estimée correspond à la distribution prédictive
a posteriori classique. L’usage de ces mesures nécessite donc d’abord d’en comprendre le com-
portement statistique. On préférera la vraisemblance classique chaque fois que c’est possible.
Par exemple, si la sortie du modèle est complexe, mais peut s’ajuster à une loi de probabilité
connue, on pourra prendre la vraisemblance associée à la loi de probabilité ajustée à la sortie
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du modèle. Différentes mesures de vraisemblance ont été comparées par Freer et al. (1996) :
les résultats obtenus sont nettement influencés par le choix de la mesure de vraisemblance.

La méthode GLUE introduite par Beven et Binley (1992) inclue également une procédure
de rejet de paramètres non acceptables. Un paramètre est dit non-acceptable si la mesure de
vraisemblance associée est trop faible. Cette procédure de rejet nécessite la définition d’un
seuil de mesure de vraisemblance en dessous duquel les paramètres sont rejetés. La définition
d’un tel seuil est subjective. Cameron et al. (2000c) proposent un critère fondé sur le théorème
de déviance (voir (Saporta, 1990) ou (Coles, 2001)) pour choisir le seuil de manière objective.

Kuczera et Parent (1998) comparent une méthode MCMC avec une méthode d’échantil-
lonnage préférentiel, sur une étude de cas théorique. Dans le cas étudié, ils montrent que la
méthode MCMC conduit à des intervalles de crédibilité proches des intervalles de crédibilité
théoriques, tandis que les intervalles de crédibilité de l’échantillonnage préférentiel montrent
de forts écarts avec les intervalles de crédibilité théoriques.

On doit garder en mémoire que les résultats d’incertitudes obtenus par ces méthodes, dé-
pendent des données d’entrée du modèle, des réponses du modèle, du choix de la distribution a
priori des paramètres, du choix de la mesure de vraisemblance, et des observations impliquées
dans le calcul de la vraisemblance.

Comparaison des deux méthodes sur un exemple

On compare les taux de recouvrement des intervalles de confiance obtenus par les méthodes
MCMC et échantillonnage préférentiel, et pour un nombre donné d’itérations.

La comparaison est menée sur la base d’un échantillon de taille n = 10, et issu d’une
population de loi GEV de paramètres α = 1, β = 0, k = −0.05. Dans les deux cas, les lois
a priori des paramètres sont les suivantes : loi lognormale de paramètres (0,100) pour α, loi
normale de paramètres (0,100) pour β, et loi uniforme sur [-1,1] pour k. L’algorithme MCMC
utilisé ici est l’algorithme de Metropolis (algorithme dans sa version simple, sans mise à jour
de la variance).

Théoriquement, les intervalles de crédibilité obtenus avec les deux méthodes doivent
être identiques, puisque les lois a priori et les vraisemblances utilisées dans les deux cas
sont identiques. Néanmoins, dans le cas de l’échantillonnage préférentiel, il est nécessaire
d’échantillonner de manière suffisante l’espace des paramètres pour obtenir le taux théorique
de recouvrement. Dans le cas de l’algorithme MCMC, le problème est différent : on doit
vérifier la convergence de l’algorithme pour s’assurer du fait que la distribution simulée par
l’algorithme est bien la distribution a posteriori.

Les résultats sont présentés dans le tableau 2.1. Les taux de recouvrement ne sont pas
exactement égaux à 90% puisque les intervalles de crédibilité des quantiles sont des inter-
valles de confiance des quantiles, considérés comme des variables aléatoires : ce ne sont pas
des intervalles de confiance de l’estimateur des quantiles. Rien ne justifie que le taux de recou-
vrement de la vraie valeur d’un quantile (considéré réel fixé), par un intervalle de crédibilité
du quantile (considéré aléatoire) à 90% soit égal à 90%.

Pour comparer les résultats, on suppose que le taux de recouvrement théorique est estimé
lorsqu’il est stable avec le nombre d’itérations. La stabilité est atteinte entre 20000 et 30000

53



2.2. Intervalles de confiance pour les statistiques d’ordre

méthode nombre d’itérations T = 2 T = 56 T = 10 T = 100 T = 1000

MCMC 5000 0.087 0.083 0.084 0.087 0.088
MCMC 10000 0.089 0.083 0.084 0.088 0.091
MCMC 20000 0.090 0.085 0.087 0.089 0.091
MCMC 30000 0.091 0.086 0.088 0.090 0.092
MCMC 50000 0.091 0.086 0.088 0.090 0.092
MCMC 70000 0.091 0.087 0.088 0.090 0.092

Echantillonnage préférentiel 5000 0.082 0.074 0.073 0.079 0.081
Echantillonnage préférentiel 10000 0.087 0.082 0.081 0.085 0.087
Echantillonnage préférentiel 20000 0.090 0.085 0.085 0.088 0.090
Echantillonnage préférentiel 30000 0.090 0.084 0.086 0.088 0.090
Echantillonnage préférentiel 50000 0.091 0.086 0.087 0.089 0.090
Echantillonnage préférentiel 70000 0.091 0.087 0.087 0.090 0.091
Echantillonnage préférentiel 90000 0.091 0.086 0.087 0.090 0.091

Tab. 2.1: Taux de recouvrement des quantiles de période de retour 2, 5, 10, 100, 1000 ans,
de la loi GEV de paramètres α = 1, β = 0, k = −0.05, par les intervalles de crédibilité à 90%

estimés par un algorithme de Metropolis, et par échantillonnage préférentiel.

itérations pour l’algorithme de Metropolis et entre 50000 et 70000 itérations pour l’algo-
rithme de l’échantillonnage préférentiel. Cette comparaison montre que la convergence de la
méthode de l’échantillonnage préférentiel nécessite un plus grand nombre d’itérations que la
méthode MCMC. En terme de temps de calcul, les deux méthodes sont équivalentes. Dans
l’échantillonnage préférentiel, les paramètres sont tirés dans leur loi a priori, et les vraisem-
blances correspondantes sont calculées. Dans la méthode MCMC, les paramètres sont tirés
par une loi de saut, et acceptés ou rejetés en fonction de leur probabilité a posteriori.

D’autre part, dans la méthode de l’échantillonnage préférentiel, il est difficile de déterminer
si le nombre d’itérations effectuées est suffisant. Au contraire, dans la méthode MCMC,
il existe une statistique R permettant de vérifier la convergence de l’algorithme (Gelman
et al., 1997). Après ces considérations, nous avons décidé d’utiliser les méthodes MCMC pour
analyser les incertitudes des modèles. Dans la suite, nous utiliserons une méthode MCMC
proposée par Renard et al. (2006), combinant un algorithme de Gibbs-Metropolis (pour son
efficacité) et un algorithme de Metropolis (pour sa rapidité). Cette combinaison d’algorithmes
est également présentée dans l’article (Muller et al., 2006) en annexe.

2.2 Intervalles de confiance pour les statistiques d’ordre

Nous nous intéressons à présent aux statistiques d’ordre, dont les plus fortes sont parti-
culièrement importantes dans l’étude des valeurs extrêmes.

Statistiques d’ordre d’un échantillon

On note X la variable aléatoire étudiée, de fonction de répartition FX , et de densité fX .
Soient X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤ Xn,n les n statistiques d’ordre d’un échantillon de variables
aléatoires i.i.d. de distribution FX . Les densités fXi,n et les fonctions de répartition FXi,n des
statistiques d’ordre Xi,n, i = 1, . . . , n sont (Embrechts et al., 1997), (Naulet, 2002) :

fXi,n(x) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
FX(x)i−1[1 − FX(x)]n−ifX(x), (2.18)
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FXi,n(x) =
n−i∑

k=0

Ck
nFX(x)n−k[1 − FX(x)]k (2.19)

Notons xi,n,α/2, xi,n,1−α/2, les quantiles d’ordres α/2 et 1−α/2 de Xi,n. [xi,n,α/2, xi,n,1−α/2]
est donc un intervalle de confiance de Xi,n, de fréquence de recouvrement 1 − α.

Statistiques d’ordre des fréquences

On peut aussi considérer les fréquences associées aux statistiques d’ordre : Fi,n = FX(Xi,n)
(Weibull, 1939). Fi,n suit une loi Beta de paramètres (i, n− i+ 1).

En effet : soit u ∈ [0, 1]

P (Fi,n ≤ u) =

∫

R

1FX(x)≤u

n!

(i− 1)!(n− i)!
FX(x)i−1[1 − FX(x)]n−ifX(x)dx

=

∫ 1

0

1y≤u

n!

(i− 1)!(n− i)!
yi−1(1 − y)n−idy.

(2.20)

Soit fi,n,α/2 et fi,n,1−α/2 les quantiles d’ordres α/2 et 1 − α/2 de Fi,n = FX(Xi,n). On
montre que FX(xi,n,p) = fi,n,p pour tout p ∈ [0, 1].

En effet :

P{Fi,n ≤ FX(xi,n,p)} = P{FX(Xi,n) ≤ FX(xi,n,p)}
= P (Xi,n ≤ xi,n,p) = p

(2.21)

car FX est croissante.

On a donc les résultats suivants :
– la loi de Fi,n = FX(Xi,n) est indépendante de la loi de X. Dans une série ordonnée

d’observations, on peut alors associer à chaque statistique d’ordre Xi,n un intervalle de
confiance sur sa fréquence, sans connâıtre la loi que suit la variable observée.

–

FX([xi,n,α/2, xi,n,1−α/2]) = [fi,n,α/2, fi,n,1−α/2]

ou

[xi,n,α/2, xi,n,1−α/2] = F−1
X ([fi,n,α/2, fi,n,1−α/2])

(2.22)

l’image par FX de l’intervalle de confiance de la i-ème statistique d’ordre Xi,n ne dépend
donc pas de la loi de X.

Connaissant FX , on peut calculer les intervalles [xi,n,α/2, xi,n,1−α/2] de manière analytique
(via la relation 2.22), ou par simulation Monte-Carlo d’échantillons de loi FX . Si FX est
inconnue, une méthode (non paramétrique) du bootstrap consiste à créer des échantillons de
même taille n que l’échantillon de départ, par tirage avec remise dans l’échantillon de départ.
Si B échantillons ont été créés, on dispose de B valeurs pour chaque statistique d’ordre.
L’intervalle de confiance de chaque statistique d’ordre est calculé en ôtant les valeurs les plus
faibles et les plus fortes.

On dispose donc de deux types d’intervalles de confiance, pour la description des statis-
tiques d’ordre :

– les intervalles de confiance sur la fréquence de chaque statistique d’ordre, ils ne dépendent
pas de la loi suivie par les valeurs de la série,

– les intervalles de confiance sur les statistiques d’ordre.
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2.2. Intervalles de confiance pour les statistiques d’ordre

2.2.1 Exemple d’application

Soit un échantillon de taille n = 100. On calcule d’abord les intervalles de confiance des
fréquences empiriques [fi,n,α/2, fi,n,1−α/2], à l’aide des quantiles de la loi Beta. Supposons
que la loi de l’échantillon est une loi Gumbel standard (α = 1, β = 0, k = 0). On calcule
alors les intervalles de confiance des statistiques d’ordre via la relation 2.22. Les intervalles
de confiance obtenus ne reflètent que la variabilité des statistiques d’ordre d’un échantillon
de taille n = 100 d’une loi Gumbel standard.
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Fig. 2.1: Intervalles de confiance à 90% pour les statistiques d’ordre Xi,n : ICSO, et pour
leurs fréquences associées Fi,n : ICF .

La figure 2.1 illustre les intervalles de confiance à 90% des statistiques d’ordre Xi,n et
de leurs fréquences associées Fi,n pour un échantillon de taille n=100 d’une population de
loi Gumbel. La largeur des intervalles de confiance sur les fréquences Fi,n montre la forte
incertitude des fréquences associées aux événements extrêmes observés. C’est pourquoi dans
un graphe, on n’accordera pas une trop forte importance au positionnement des observations
extrêmes. De la même manière, la largeur des intervalles de confiance des statistiques d’ordre
montre la grande incertitude sur les valeurs observées les plus fortes. L’intervalle de confiance
à 90% de la valeur la plus forte de l’échantillon est [3.5, 7.6], alors que E(X100,100) = 5.2.
L’écart relatif entre la valeur moyenne de X100,100 et la borne supérieure de son intervalle
de confiance à 90% est prés de 50%. De manière générale, on peut associer un rectangle de
confiance à une statistique d’ordre, montrant l’incertitude relative à sa fréquence et sa valeur.

On compare ensuite les intervalles de confiance des statistiques d’ordre issues d’échantillons
de loi Gumbel standard (α = 1, β = 0, k = 0), de loi GEV de paramètres α = 1, β = 0, k =
−0.05, et de loi GEV de paramètres α = 1, β = 0, k = 0.05. Les intervalles de confiance sont
comparés pour des tailles d’échantillon n = 10 et 100.

La figure 2.2 montre la forte influence du choix du paramètre de forme de la GEV. Sauf
pour les très petites fréquences (FX(x) ≤ 0.37, c’est-à-dire T ≤ 1.58 ans), la largeur des
intervalles de confiance augmente lorsque k diminue. On retrouve la remarque de Lu et
Stedinger (1992) : sur les petites fréquences et pour un paramètre de forme négatif, la variance
du quantile de la loi GEV est moins forte que celle du quantile de la loi Gumbel.
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Fig. 2.2: Intervalles de confiance à 90% pour les statistiques d’ordre d’un échantillon de
taille (a) n=10, (b) n=100, d’une population de loi GEV, pour différents paramètres de

forme (Gumbel standard, GEV de paramètres α = 1, β = 0, k = −0.05, GEV de paramètres
α = 1, β = 0, k = 0.05).
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2.2. Intervalles de confiance pour les statistiques d’ordre

Bâ et al. (2001) utilisent cette méthode en remplaçant la loi théorique F par la loi F̂
estimée sur un échantillon. Cela permet de construire des intervalles de confiance des sta-
tistiques d’ordre d’un échantillon donné, en supposant que la loi estimée de l’échantillon est
la loi de l’échantillon. Supposer que la loi estimée est la loi réelle de l’échantillon est une
hypothèse forte. L’incertitude des statistiques d’ordre peut être mieux décrite, si l’on accepte
de reconnâıtre le caractère incertain des paramètres. On présente cela dans le paragraphe
suivant, dans un cadre bayésien.

Enfin, la figure 2.3 compare les intervalles de confiance des statistiques d’ordre avec les
intervalles de confiance des quantiles : les intervalles de confiance des statistiques d’ordre
deviennent plus larges que les intervalles de confiance des quantiles, lorsque l’on s’approche
des plus grandes statistiques d’ordre. Ceci est dû au fait que dans le cas des quantiles, on
fait l’hypothèse supplémentaire sur la loi de probabilité de la variable échantillonnée.
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Fig. 2.3: Comparaison des intervalles de confiance des quantiles de la loi Gumbel standard
avec les intervalles de confiance des statistiques d’ordre (pour un échantillon de taille
n = 100). Les fréquences empiriques de l’échantillon sont calculées par la formule de

Cunnane (1978) :f̂i = i−0.4
n+0.2 , d’où une fréquence f̂100,100= 0.994 pour la valeur maximale de

l’échantillon de taille 100, et une période de retour 1

1− bf100,100
=167 ans.

Intervalle de confiance ”global” pour les statistiques d’ordre On définit l’intervalle
de confiance ”global” par la réunion des intervalles de confiance à 90% des Xi,n, pour i =
1, . . . , n. Le but de ce paragraphe est simplement de montrer que la réunion des intervalles
de confiance de niveau 1-α des statistiques d’ordre ne constitue pas un intervalle de confiance
de niveau 1-α de l’échantillon. Ce résultat est intuitif, puisque les statistiques d’ordre d’un
échantillon ne sont pas indépendantes.

Par exemple, sur 5000 simulations d’échantillons de taille 100 et de loi Gumbel standard,
le taux de simulations pour lesquelles les 100 statistiques d’ordre sont toutes dans leurs
intervalles de confiance à 95% respectifs est de 45%, ce qui est largement supérieur à 95%100 =
0.6%, mais bien inférieur au taux local de 95%. Pour des n plus grands (n=200,500,800), il
semble que ce pourcentage converge vers 35 %. Si le niveau des intervalles de confiance est de
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2 Incertitudes sur les valeurs extrêmes

99%, le taux de simulations pour lesquelles les n statistiques d’ordre sont toutes dans leurs
intervalles de confiance est de 91% si n = 20, 86% si n = 50, 82% si n = 100.

Comme attendu intuitivement, le taux de l’intervalle de confiance ”global” pour toutes
les statistiques d’ordre n’est donc pas égal au produit des taux des intervalles de confiance
des statistiques d’ordre.

La densité jointe des statistiques d’ordre (Embrechts et al., 1997)

fX1,n,...,Xn,n(x1, . . . , xn) = n!
n∏

i=1

fX(xi) si x1 ≤, . . . ,≤ xn (2.23)

= 0 sinon, (2.24)

peut permettre de calculer l’intervalle de confiance pour l’ensemble des statistiques d’ordre,
par simulation, par exemple avec une technique de Metropolis (Hastings, 1970).

2.2.2 Distribution a posteriori des statistiques d’ordre

Soit un échantillon d’une loi Fθ, paramétrée par θ. On cherche à étudier l’incertitude liée
au choix du paramètre θ. Si θ est connu, la densité fXi,n|θ de Xi,n est donnée par l’expression

2.18. Dans ce paragraphe, on suppose θ aléatoire. Étant donné l’échantillon x, on note f(θ|x)
la loi a posteriori de θ. La densité a posteriori de Xi,n est alors :

fXi,n(x|x) =

∫
fXi,n|θ(x, θ)f(θ|x)dθ. (2.25)

On peut calculer P (Xi,n ≤ x|x) de manière analytique :

P (Xi,n ≤ x|x) =

∫ x

0
fXi,n(u|x)du

=

∫ x

0

∫
fXi,n|θ(u, θ)f(θ|x)dθdu

=

∫
f(θ|x)P (Xi,n ≤ x|θ)dθ

=

∫
f(θ|x)P{Bi,n ≤ Fθ(x)}dθ,

(2.26)

avec Bi,n une variable aléatoire de loi Beta(i, n− i+1). On peut également calculer P (Xi,n ≤
x|x) par simulation, d’après 2.26, on a :

P (Xi,n ≤ x|x) = Eθ|x{P (Xi,n ≤ x|θ)} (2.27)

≈ 1

L

L∑

l=1

P (Xi,n ≤ x|θl) (2.28)

≈ 1

L

L∑

l=1

1

L′

L′∑

l′=1

1Xl,l′,i,n≤x (2.29)

(2.30)
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2.2. Intervalles de confiance pour les statistiques d’ordre

avec θl tiré dans la loi a posteriori de θ, et Xl,l′,i,n un tirage de la ième statistique d’ordre
d’un échantillon de taille n, et de loi Fθl

.

On compare les incertitudes liées uniquement à l’échantillonnage (méthode de Bâ et al.
(2001)) avec les incertitudes liées à l’échantillonnage et l’estimation des paramètres (méthode
présentée ici). Dans notre exemple, Fθ est la famille des distributions de valeurs extrêmes
(GEV). On considère un échantillon de taille n=10, ou 100. On applique dans un premier
temps la méthode de Bâ et al. (2001) : on suppose que la loi de Xi,n est donnée par l’équation
2.19, avec la distribution estimée de l’échantillon. Dans un deuxième temps, on ne suppose
plus que θ est fixé par l’estimation, mais on suppose que θ suit une loi a posteriori, simulée par
un algorithme MCMC. La loi a priori choisie pour les paramètres est large : loi lognormale de
paramètres (0,100) pour α, loi normale de paramètres (0,100) pour β, loi uniforme sur [-1,1]
pour k. La convergence de l’algorithme MCMC est vérifiée avec la statistique R de Gelman
et al. (1997). On vérifie que l’algorithme a convergé après 6000 itérations de l’algorithme
MCMC dans le cas n = 10 et après 100 itérations dans le cas n=100. On utilise 10000
valeurs simulées après convergence de l’algorithme. On présente les résultats dans les cas où
n=10 et 100, sur la figure 2.4.
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Fig. 2.4: Estimation de la fonction de répartition des statistiques d’ordre (a) X1,10 et (b)
X10,10 d’un échantillon de taille n = 10, (c) X1,100, et (d) X100,100 d’un échantillon de taille
n = 100. Comparaison du cas où la distribution de l’échantillon est supposée fixée à la

distribution GEV ajustée à l’échantillon, et du cas où la distribution de l’échantillon est
seulement supposée appartenir à la famille GEV, avec des paramètres aléatoires suivant la

loi a posteriori.
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2 Incertitudes sur les valeurs extrêmes

L’allure de la fonction de répartition du cas bayésien, sans loi d’échantillon Fbθ fixée au
départ, reflète une plus grande incertitude que dans le cas de la méthode avec Fbθ fixée.

2.3 Incertitudes d’estimation des paramètres de la loi GEV

Les incertitudes d’estimation des paramètres de la GEV sont très grandes sur le paramètre
de forme, même pour une taille d’échantillon égale à 100. Pour illustrer ce fait, on a calculé
les intervalles de confiance et les médianes des estimateurs de maximum de vraisemblance
des paramètres de la GEV de paramètres α = 1, β = 0, k = −0.05, pour des tailles n
d’échantillon allant de 10 à 5000. Pour le calcul de ces quantités, on a procédé, pour chaque
taille n, par simulation de 1000 échantillons de taille n. Le tableau 2.2 donne les résultats
de cette étude. La distribution semble symétrique pour les grands échantillons, confirmant
le résultat connu de normalité asymptotique des estimateurs de maximum de vraisemblance.
Pour les petits échantillons, la distribution des estimateurs de maximum de vraisemblance
est asymétrique. En particulier, la médiane de k̂ est inférieure à la moyenne de k̂. La même
étude est reproduite avec k = 0 (tableau 2.3) et k = 0.05 (tableau 2.4). Qu’il soit négatif,
positif ou nul, le paramètre de forme k présente une asymétrie positive (la médiane est à
gauche du milieu des intervalles de confiance), comme le montrent les résultats des tableaux
2.2, 2.3 et 2.4.

n α̂ β̂ k̂

5000 1.00(0.98,1.01) 0.00(-0.02,0.02) -0.05(-0.06,-0.03)
1000 1.00(0.96,1.04) 0.00(-0.06,0.06) -0.05(-0.08,-0.01)
100 0.98(0.85,1.13) 0.01(-0.17,0.19) -0.05(-0.17,0.08)
10 0.88(0.43,1.92) 0.02(-0.55,0.67) -0.01(-0.72,1.16)

Tab. 2.2: Médiane (avec intervalles de confiance à 90%) des estimateurs de maximum de
vraisemblance des paramètres de la GEV de paramètres α = 1, β = 0, k = −0.05, pour

différentes tailles n d’échantillon. Valeurs calculées par simulation de 1000 échantillons de
taille n.

n α̂ β̂ k̂

1000 1.00(0.96,1.04) 0.00(-0.06,0.06) 0.00(-0.03,0.03)
100 0.98(0.85,1.13) 0.01(-0.17,0.19) 0.00(-0.11,0.13)
10 0.87(0.44,1.69) 0.01(-0.58,0.74) 0.04(-0.64,1.09)

Tab. 2.3: Médiane (avec intervalles de confiance à 90%) des estimateurs de maximum de
vraisemblance des paramètres de la loi Gumbel standard (α = 1, β = 0, k = 0), pour

différentes tailles n d’échantillon. Valeurs calculées par simulation de 1000 échantillons de
taille n.
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2.4. Conclusions

n α̂ β̂ k̂

1000 1.00(0.96,1.04) 0.00(-0.06,0.06) 0.05(0.02,0.08)
100 0.98(0.86,1.12) 0.01(-0.17,0.19) 0.05(-0.06,0.18)
10 0.89(0.45,2.20) -0.01(-0.54,0.64) 0.10(-0.58,1.18)

Tab. 2.4: Médiane (avec intervalles de confiance à 90%) des estimateurs de maximum de
vraisemblance des paramètres de la loi Gumbel standard (α = 1, β = 0, k = 0.05), pour

différentes tailles n d’échantillon. Valeurs calculées par simulation de 1000 échantillons de
taille n.

2.4 Conclusions

Nous avons présenté des méthodes statistiques pour analyser les incertitudes d’échantil-
lonnage et d’estimation dans un contexte paramétrique.

– Les incertitudes des estimateurs des quantiles de lois de probabilités peuvent être
évaluées différemment, suivant la méthode d’estimation des paramètres (par maximum
de vraisemblance, moments, moments pondérés). Des théorèmes de normalité asymp-
totiques ont été formulés dans le cas des estimations par maximum de vraisemblance,
mais également dans le cas particulier des lois des valeurs extrêmes dont les paramètres
sont estimés par la méthode des moments pondérés. Un théorème de déviance permet,
dans le cas de l’estimation par maximum de vraisemblance, d’estimer des régions de
confiance d’un sous-ensemble de paramètres. Il existe également des méthodes non pa-
ramétriques données par le bootstrap et ses variantes. Nous avons proposé une revue
bibliographique sur les estimations des variances de quantiles pour des lois particulières
utilisées en hydrologie.

– D’un point de vue hydrologique, des méthodes ont été proposées pour des modèles plus
complexes que de simples lois de probabilité (méthodes RSA et GLUE). Ces méthodes
sont des généralisations de méthodes bayésiennes, justifiées de manière heuristique. A
notre connaissance, la justification mathématique n’est pas encore démontrée.

– Contrairement aux approches fréquentielles, les méthodes bayésiennes supposent que
les paramètres des modèles sont aléatoires. L’intérêt de ces méthodes est de permettre
d’inclure des informations a priori sur les paramètres (lorsque l’on en possède) et de
considérer à la fois les incertitudes d’échantillonnage (dans la vraisemblance) et de
modélisation (par la loi a priori). De plus, les méthodes bayésiennes ne reposent pas sur
des hypothèses asymptotiques, comme dans le cas de la normalité asymptotique des es-
timateurs du maximum de vraisemblance. Malgré ces qualités, les méthodes bayésiennes
ont quelques limites : puisque la loi a priori apporte des informations qui influencent la
loi a posteriori, les résultats obtenus a posteriori sont dépendants de la loi a priori,
d’où une certaine subjectivité des résultats. D’autre part, les lois a posteriori sont
généralement impossibles à simuler de façon simple, et l’on doit recourir à des méthodes
assez lourdes pour simuler les lois a posteriori. Deux grands types de méthodes per-
mettent de mettre en pratique les estimations bayésiennes : les algorithmes MCMC et
l’échantillonnage préférentiel. Un exemple d’application des deux méthodes est donné.
D’après les résultats obtenus, et en accord avec d’autres études données dans la biblio-
graphie, nous préférons utiliser les méthodes MCMC.

– Dans l’étude des valeurs extrêmes, nous sommes amenés à considérer les valeurs les plus
fortes des échantillons et des graphiques en fréquence des observations et des quantiles
estimés. Les statistiques d’ordre et les fréquences empiriques ont donc un rôle descriptif
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2 Incertitudes sur les valeurs extrêmes

important pour les valeurs extrêmes. Comme on peut s’y attendre les statistiques d’ordre
les plus fortes d’un échantillon et les fréquences des plus fortes valeurs d’un échantillon
sont très incertaines, et nous avons quantifié cette incertitude.

– Enfin, puisque la loi GEV est particulièrement importante dans la théorie des valeurs
extrêmes, nous avons considéré l’incertitude d’échantillonnage des estimateurs de ses pa-
ramètres, lorsque ceux-ci sont estimés par maximum de vraisemblance. L’incertitude des
estimateurs est considérable, notamment l’incertitude de l’estimateur du paramètre de
forme. Le paramètre de forme étant déterminant pour le calcul des quantiles extrêmes,
l’incertitude sur le paramètre de forme se propage dans l’incertitude sur les quantiles
extrêmes. Cette forte incertitude du paramètre de forme a conduit un grand nombre
d’hydrologues à préférer la loi Gumbel à la loi GEV, en particulier avec les tailles
d’échantillons couramment employés en hydrologie.
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Deuxième partie

Applications à l’analyse des valeurs
extrêmes de longues séries

pluviométriques
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Chapitre 3

Diagnostic sur le comportement
asymptotique des pluies

3.1 Bibliographie

En hydrologie, la distribution Gumbel a été, et est encore largement utilisée pour estimer
les quantiles de valeurs extrêmes. Lu et Stedinger (1992) ont montré que les quantiles de la loi
Gumbel avaient une variance d’échantillonnage plus faible que les quantiles d’une loi GEV,
pour des échantillons de tailles courantes en hydrologie (n = 20 à 100), et pour des fréquences
supérieures à 0.95. Ils affirment que les quantiles de période de fréquence supérieure à 1-
1/n sont mieux estimés par une loi Gumbel. A l’inverse, les quantiles de période de retour
inférieure à 10 ans sont estimés de façon plus précise (c’est-à-dire avec une variance plus
faible) par la loi GEV à trois paramètres, plus flexible que la loi Gumbel. C’est aussi ce que
nous avions remarqué en examinant la largeur des intervalles de confiance de la figure 2.2.

De plus, la plupart des distributions utilisées en hydrologie (exponentielle, gamma, Wei-
bull, normale, lognormale) appartiennent au domaine d’attraction de la loi Gumbel. Le do-
maine d’attraction de la loi de Fréchet (k < 0) contient des distributions moins utilisées en
hydrologie (Pareto, Cauchy, log-gamma).

L’usage de la loi Gumbel s’explique aussi par la simplicité de cette loi, et par son tracé
linéaire dans un diagramme de Gumbel, avec une échelle en − ln(− ln(F )), où F est la pro-
babilité cumulée. D’autre part, du fait des tailles d’échantillons disponibles en hydrologie
(souvent une trentaine d’années), les tracés des points empiriques ont souvent une allure
alignée sur les diagrammes de Gumbel, suggérant une loi Gumbel.

Dans le cas des pluies, plusieurs auteurs ont montré que la loi Gumbel pouvait sous-estimer
les quantités de pluies les plus fortes : Wilks (1993), Koutsoyiannis et Baloutsos (2000),
Chaouche et al. (2002), Coles et al. (2003), Coles et Pericchi (2003), Sisson et al. (2006),
Koutsoyiannis (2004a,b) et Bacro et Chaouche (2006). Cet inconvénient est très important
du point de vue de l’ingénierie, dans la construction des ouvrages prévus pour résister à des
événements de périodes de retour 100 ans, 1000 ans, voire 100 000 ans dans certains cas.
Koutsoyiannis (2004a) montre même qu’utiliser la loi Gumbel au lieu de la loi GEV revient à
donner le risque maximum aux structures d’ingénierie : ’Normally, this would be a sufficient
reason to avoid the use of EV1 in engineering studies’ écrit Koutsoyiannis (2004a).
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Koutsoyiannis (2004a) analyse la vitesse de convergence de la distribution du maximum
d’un échantillon de taille n (cf. équation 1.4), si la loi F de l’échantillon appartient au domaine
d’attraction de la loi Gumbel. Avec une loi normale centrée réduite ou une loi Weibull pour F ,
la courbure de la distribution du maximum dans un diagramme de Gumbel est encore visible
pour n de l’ordre de 106. En hydrologie, on ne peut pas analyser le maximum d’un si grand
nombre d’événements dans une année ou une saison. On n’est donc pas dans les conditions
asymptotiques, pour ces deux distributions F évoquées par Koutsoyiannis (2004a). Pour
les valeurs de n rencontrées en hydrologie, la distribution GEV semble donc plus adaptée à
l’allure convexe de la distribution du maximum dans le diagramme de Gumbel. Koutsoyiannis
(2004a) reproduit la même étude, mais avec une distribution F appartenant au domaine
d’attraction de la GEV, avec k < 0. La distribution du maximum d’un échantillon de taille
n finie est convexe dans un diagramme de Gumbel : la loi GEV, bien qu’avec des paramètres
différents de ceux de la loi GEV limite, semble encore adaptée pour modéliser la distribution
du maximum d’un échantillon de taille n finie.

Par une étude des biais des estimateurs du paramètre de forme k, avec différentes méthodes
(moments, moments pondérés, maximum de vraisemblance), Koutsoyiannis (2004a) montre
qu’il est difficile de rejeter l’hypothèse k = 0 sur des échantillons de tailles 20 à 50, voire 150.

A l’échelle mondiale, Koutsoyiannis (2004b) utilise 169 séries longues de 100 à 154 années
de mesures, et examine la variabilité des estimateurs du paramètre de forme k de la GEV.
En comparant la variabilité des 169 estimateurs de k avec celle des 169 estimateurs de k sur
des séries simulées par une loi GEV dont le paramètre de forme et le rapport des paramètres
de position et d’échelle sont fixés, il conclue que la variabilité observée sur les 169 séries
mondiales correspond à la variabilité statistique du paramètre de forme k, et que celui-ci
pourrait être constant sur la partie du monde contenant les 169 séries (Etats-Unis, Royaume-
Uni, France, Italie, Grèce). La valeur constante proposée par Koutsoyiannis (2004b) est de
-0.15. D’autre part, sur 90% des 169 séries, le paramètre de forme k est estimé négatif. Si
au lieu de considérer une loi Gumbel, on considère une loi GEV de paramètre de forme fixé
à k = −0.15, on retrouve les avantages de la loi Gumbel : la variabilité des estimateurs est
plus faible car k est fixé, et on peut créer des diagrammes de type diagrammes de Gumbel
dans lesquels la distribution GEV de paramètre de forme k = −0.15 est une droite.

Enfin, dans une étude de Koutsoyiannis et Baloutsos (2000) sur la longue série plu-
viométrique d’Athènes (136 années), on constate que la loi Gumbel n’est pas adaptée aux
maxima annuels de la série de 136 années, tandis qu’elle parâıt appropriée si l’on ne considère
par exemple que les 34 dernières années.

3.2 Cas d’étude

Météo-France a mis à notre disposition un grand nombre de séries pluviométriques : 308
séries de la base de données des Séries Quotidiennes de Référence (SQR), et 47 séries de la
Banque Pluvio. Les Séries Quotidiennes de Référence sont des séries dont certains critères
de qualité ont été vérifiés :

– le taux de données quotidiennes manquantes est inférieur à 10%
– l’amplitude de la plus grosse rupture1 en valeur absolue est inférieure à 10%

1Une rupture est un changement brutal de la valeur d’un paramètre descriptif d’une série chronologique.
Dans l’étude des pluies journalières, une rupture peut être due à une variation du climat, un changement de
capteur, un déplacement, un changement de l’environnement de mesure, etc.
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– la somme des amplitudes des ruptures est inférieure à 10%
– le plus grand déplacement horizontal est inférieur à 10 km
– le plus grand déplacement vertical est inférieur à 50 m
– le numéro du poste ne doit pas avoir subi de changements.

Pour l’étude du comportement asymptotique des pluies, on choisit de travailler sur des séries
avec plus de 100 ans de mesures. On a posé ce choix en raison des difficultés d’estimation du
paramètre de forme de la loi GEV sur des petites séries (voir le chapitre 1).

On retient donc 39 séries de plus de 100 ans, réparties sur 14 départements français (02,
08,12,13,19,21,25,33,40,46,48,75,87,89) : 7 Séries Quotidiennes de Référence et 32 séries de la
Banque Pluvio.

Les séries sont échantillonnées par maximum annuel, sur l’année civile (janvier-décembre).
Avant d’aller plus loin dans l’étude des séries, on vérifie que celles-ci sont stationnaires au
second ordre. En effet, sur des périodes de mesures de plus de 100 ans, les séries peuvent être
affectées d’une variabilité climatiques ou d’erreurs métrologiques.

Un test de stationnarité simple consiste à appliquer le test du rapport de vraisemblance, ou
test de déviance (Coles, 2001) entre deux distributions embôıtées. Les distributions embôıtées
utilisées dans notre cas sont les suivantes : le modèle stationnaire est une distribution GEV
de paramètres d’échelle, position, forme notés αs, βs, ks. Le modèle non stationnaire est une
distribution GEV avec une tendance linéaire sur ses paramètres de position et d’échelle,
et un paramètre de forme fixe : αtend = αs + tα′, βtend = βs + tβ′, ktend = ks. Le modèle
stationnaire est un sous modèle du modèle non-stationnaire. La modélisation non-stationnaire
est empruntée à celle de Coles (2001).

Après application du test, on ne garde que les séries dont l’hypothèse de non-stationnarité
(α′ = 0, β′ = 0) n’est pas rejetée, au niveau 5%. On garde ainsi 6 Séries Quotidiennes de
Référence, et 21 séries de la Banque Pluvio. En fait, 5 Séries Quotidiennes de Référence sont
issues de postes déjà présents dans les 21 séries conservées de la Banque Pluvio. Pour ne pas
répéter l’information de deux mêmes postes, on ne garde que 22 postes, dont 6 sont référencés
dans les Séries Quotidiennes de Référence. Les 22 postes sont répartis dans 11 départements
français : 02, 13, 21, 25, 33, 40, 46, 48, 75, 87, 89. La répartition des postes par département
est présentée dans le tableau 3.1.

département nombre de séries dans le département

02 1
13 2
21 4
25 1
33 2
40 1
46 1
48 6
75 1
87 2
89 1

Tab. 3.1: Répartition des 22 longues séries stationnaires dans les départements français.

Les maxima annuels de ces postes sont modélisés par une loi GEV (stationnaire), et
analysés dans un cadre bayésien. Les lois a priori choisies pour les paramètres sont larges, et
courantes en hydrologie (Coles et Pericchi, 2003) : la loi lognormale de paramètres (0,100)
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pour αs, la loi normale de paramètres (0,100) pour βs, et la loi uniforme sur [-1,1] pour k.
Les résultats sont présentés sur la figure 3.1.

2 13 13 21 21 21 21 25 33 33 40 46 48 48 48 48 48 48 75 87 87 89
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Fig. 3.1: Intervalles de crédibilité à 90% du paramètre de forme k de la loi GEV, modèle
des maxima annuels journaliers de 22 postes possédant une longue chronique de mesures

(plus de 100 ans).

Sur les 22 séries, 9 séries ne contiennent pas la valeur 0 dans l’intervalle de crédibilité
du paramètre de forme k, et aucune série ne possède un intervalle de crédibilité entièrement
inclus dans R+. Donc tester k < 0 revient à tester si 0 n’appartient pas à l’intervalle de
crédibilité de k. Du fait de la dépendance des postes, on ne peut pas conclure que le taux
pk<0 de postes vérifiant k < 0 est égal à 9/22 ≈ 41%. Pour avoir une idée de la valeur
de ce taux, et pour s’affranchir de la dépendance entre postes du même département, on
échantillonne un seul poste par département.

Si on échantillonne les séries en ne gardant qu’un seul poste par département, on peut
créer 1 · 2 · 4 · 1 · 2 · 1 · 1 · 6 · 1 · 2 · 1 = 192 échantillons de 11 séries. On considère que les postes
de différents départements sont indépendants. On peut alors estimer sur chaque échantillon
le taux de postes pk<0 tels que k < 0 par pk<0 ≈ ∑11

i=1 10/∈ICi(k)/11 où ICi(k) désigne
l’intervalle de crédibilité de k d’un poste d’un des 11 départements, représenté sur la figure
3.1. Les valeurs du taux pk<0 ainsi obtenues sont entre 27.3% et 63.6%, et leur répartition
est représentée dans l’histogramme de la figure 3.2. Ces résultats montrent qu’une partie
non négligeable des séries vérifie k < 0. Mais comme le remarquait Koutsoyiannis (2004a),
l’autre partie, non négligeable, des séries vérifie 0 ∈ IC(k). Notons que sur les 22 postes, 14
postes vérifient −0.15 ∈ IC(k), où -0.15 est la valeur du paramètre de forme k proposée par
Koutsoyiannis (2004b) pour la loi GEV des pluies maximales annuelles, dans l’Hémisphère
Nord, et IC(k) est l’intervalle de crédibilité du paramètre de forme.

L’analyse aurait pu être améliorée, en conservant les séries avec tendance, et en reprodui-
sant l’analyse bayésienne avec des paramètres de position et d’échelle à tendance linéaire.
Néanmoins, par manque de temps, cette analyse n’a pas été réalisée. Les résultats montrés
jusqu’ici laissent penser que cette analyse aboutirait certainement à la même conclusion : le
paramètre de forme k est significativement négatif sur un nombre important de postes.
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Fig. 3.2: Histogramme du taux pk<0 de postes tels que k < 0, estimé sur les 192
échantillons de 11 séries appartenant à des départements français différents.

3.3 Conclusions

Même si la loi Gumbel présente certains avantages qui ont provoqué un large usage de
cette loi en hydrologie (simplicité, faible variabilité des estimateurs des quantiles extrêmes),
de nombreux auteurs ont récemment montré l’inadéquation de cette loi avec la distribution
des maxima annuels de pluie. L’enjeu d’un tel débat entre la loi de Gumbel et la loi GEV est
considérable, puisqu’il est directement lié à la sécurité des structures hydrauliques. Cepen-
dant, la variabilité de l’estimateur du paramètre de forme k de la loi GEV est telle (comme
montré au chapitre 2), que les tests d’hypothèse nulle k = 0 contre l’hypothèse alterna-
tive k < 0 sont souvent acceptés, en particulier avec les tailles d’échantillons fréquemment
rencontrés en hydrologie. Une autre approche, proposée par Koutsoyiannis (2004b), est de
considérer une loi GEV avec k fixé à -0.15, valeur fréquente sur des estimations de 169 longues
séries de l’Hémisphère Nord.

Nous avons également étudié le problème de la valeur du paramètre de forme k à partir de
22 séries pluviométriques de plus de 100 ans de mesures, fournies par Météo-France. Sur les 22
postes considérés, il apparâıt clairement que l’hypothèse k < 0 est acceptée pour un nombre
important de postes. Cependant, du fait de la variabilité de l’estimateur de k, l’hypothèse
k = 0 est également vérifiée pour un nombre important de postes. Cela souligne la difficulté
de rejeter la loi Gumbel au profit de la loi GEV.
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Chapitre 4

Analyse des extrêmes de pluie de
différentes durées

4.1 Introduction

L’analyse du comportement asymptotique des pluies a été présentée jusqu’ici par l’ana-
lyse des valeurs extrêmes de pluie mesurée au pas de temps journalier. Or, le comportement
des extrêmes de pluie est mieux expliqué si l’on considère les extrêmes de pluie mesurée sur
d’autres pas de temps (plus fins mais aussi plus grossiers). En hydrologie, le terme couram-
ment employé pour désigner le pas de temps de mesure est ’durée’. Les courbes Hauteur-
Durée-Fréquence sont un outil largement utilisé en ingénierie hydrologique, notamment dans
les systèmes de drainage urbains. Elles représentent les distributions des extrêmes de pluie
(échantillonnés par maxima annuels ou saisonniers, ou par valeurs supérieures à un seuil
élevé). L’objectif des courbes Hauteur-Durée-Fréquence est donc d’estimer les quantiles de
pluie mesurée sur un pas de temps donné, et pour une fréquence ou période de retour donnée.
Si l’on dispose d’une série de mesures à un pas de temps fin (par exemple, des mesures de
cumuls au pas de temps 1 h), on peut produire des séries de mesures des cumuls en 2 h, 3 h,
etc. À partir de ces séries, on peut produire des séries de maxima annuels (ou saisonniers) ou
de valeurs supérieures à un seuil élevé, pour différentes durées (supérieures au pas de temps
de mesure initiale), et ajuster une distribution de probabilité marginale à chaque durée.
Cependant, l’étude des distributions des pluies de différentes durées par leurs distributions
marginales peut aboutir à des contradictions entre les estimateurs de pluie : les quantiles de
pluie d’une durée d < d′ peuvent être supérieurs aux quantiles de pluie de durée d′, ce qui
est absurde.

Une analyse multivariée des échantillons de pluie de différentes durées fournit une approche
plus complète. En particulier, l’analyse Hauteur-Durée-Fréquence empêche l’intersection des
distributions de quantiles de différentes durées.

La première relation entre durées est apparue en 1932 (Bernard, 1932). L’approche clas-
sique de construction des courbes Hauteur-Durée-Fréquence est constituée de trois étapes
(Chow et al., 1988). Dans la première étape, une distribution de probabilité est ajustée à
chaque échantillon de chaque durée. Dans la seconde étape, on calcule les quantiles corres-
pondant à plusieurs périodes de retour, en utilisant la distribution ajustée à l’étape 1. Enfin,
on détermine les courbes Hauteur-Durée-Fréquence en ajustant une équation paramétrique
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pour chaque période de retour, par exemple avec des procédés de régression entre les quan-
tiles et les durées. L’inconvénient de cette procédure est qu’elle nécessite un grand nombre
de paramètres, et une régression fondée sur des valeurs dépendantes (puisque les quantiles
estimés proviennent de la même série observée, mais avec des cumuls sur différents pas de
temps).

Plusieurs modèles empiriques ont été proposés, Garcia-Bartual et Schneider (2001) donnent
des références bibliographiques. Plus récemment, Burlando et Rosso (1996), de Lima et Gras-
man (1999), Veneziano et Furcolo (2002), Borga et al. (2005) ont proposé des approches em-
pruntées aux processus multi-fractals. Toutes ces approches nécessitent moins de paramètres
que l’approche classique, mais il reste encore à modéliser la dépendance entre les différentes
durées.

Dans ce chapitre, on présente deux modèles : un modèle empirique classique, et un modèle
empirique amélioré, modélisant conjointement les pluies journalières et les pluies mesurées
sur des pas de temps multiples de l’heure.

Avant de présenter les modèles, on pose quelques notations pour fixer les idées.
– Si on note I(t) l’intensité de la pluie à l’instant t, alors Yi(δ) =

∫ i+δ
i I(t)dt est le cumul

de pluie précipitée entre les instants i et i+ δ.
– Les séries de pluies de 1 h, 24 h et journalières sont donc notées respectivement {Yi(1)},
{Yi(24)}et {Y24i(24)}.

– Les variables étudiées ici sont les cumuls maximum en d heures : Hd = max{Yi(d)},
et les cumuls maximum journaliers : HJ = max{Y24i(24)}. Les maxima peuvent être
considérés sur l’année ou sur la saison.

On note la différence entre pluies de 24 h et pluies journalières : les pluies de 24 h {Yi(24)}
sont mesurées toutes les heures sur des pas de temps de 24 h. Les pluies journalières {Y24i(24)}
sont mesurées quotidiennement, à heure fixe (en général à 6 h T.U.) sur des pas de temps
de 24 h. Pour différencier les pluies de type {Yi(d)} mesurées toutes les heures, des pluies
journalières {Y24i(24)} mesurées une seule fois par jour, on appelle les premières pluies

horaires, et les secondes pluies journalières. Les premières sont données dans une série
pluviographique, les secondes dans une série pluviométrique.

4.2 Présentation des modèles

D’après la théorie des valeurs extrêmes, on considère que les distributions marginales Gd

des cumuls maximum Hd en d heures sont des lois GEV. L’analyse conjointe des différentes
durées est présentée dans les deux paragraphes suivants.

4.2.1 Modèle Hauteur-Durée-Fréquence pour les pluies horaires

Garcia-Bartual et Schneider (2001) présentent neuf modèles empiriques, à deux ou trois
paramètres. Koutsoyiannis et al. (1998) généralisent les modèles proposés :

Id(T ) = a(T )/b(d), (4.1)

où Id(T ) désigne le quantile de période de retour T années, de l’intensité maximale annuelle
(ou saisonnière) mesurée sur un pas de temps de d heures ; b(d) = (d+ϑ)ǫ avec ϑ > 0, ǫ ∈ (0, 1)
et a(T ) = F−1(1− 1/T ) avec F une distribution de probabilité cumulée (par exemple GEV,
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lognormale, gamma, log-Pearson III, GPD) du processus d’intensité normalisé Id(T )b(d).
Pour des raisons théoriques, on considère ici que F est la loi GEV, de paramètres α, β, k.
Alors Hd suit une distribution GEV, dont les quantiles sont donnés par :

Hd(T ) = dId(T ) = d(β +
α

k
[1 − (− log(1 − 1/T ))k])/(d+ ϑ)ǫ. (4.2)

Les paramètres d’échelle, position et forme αd, βd, kd de la distribution de Hd s’expriment
simplement en fonction de α, β, k, ϑ, ǫ :

αd = dα/(d+ ϑ)ǫ, βd = dβ/(d+ ϑ)ǫ, kd = k. (4.3)

Avant d’appliquer un tel modèle, on doit vérifier s’il est adapté pour l’ensemble des durées
que l’on souhaite modéliser. Le cas de figure suivant peut également se réaliser : le modèle
4.2 est adapté, mais avec des paramètres différents sur différentes plages de durées.

4.2.2 Modèle Hauteur-Durée-Fréquence pour les pluies horaires et jour-
nalières

Ce second modèle complète le précédent en incluant la modélisation des pluies journalières.
Le lien entre les pluies horaires et journalières est modélisé grâce à la relation entre les pluies
de 24 h, appartenant aux pluies horaires, et les pluies journalières, mesurées au même pas de
temps que les pluies de 24 h. En hydrologie, une relation empirique est couramment utilisée
pour estimer les maxima de pluies de 24 h, à partir des maxima des pluies journalières
(Hershfield, 1961), (Weiss, 1964) :

H24 = c ·HJ (4.4)

où c est le facteur Hershfield. Weiss (1964) donne une estimation du facteur de Hershfield :
c = 1.14. van Montfort (1997) propose une méthode statistique pour estimer ce facteur. On
présente ci-dessous une relation plus générale, fondée sur la théorie des valeurs extrêmes des
séries stationnaires, proposée par Robinson et Tawn (2000).

Les deux séries de pluies de 24 h et de pluies journalières sont des séries de variables
aléatoires non pas i.i.d., mais seulement i.d. On en déduit donc la présence de clusters, c’est-
à-dire de regroupements dans le temps de valeurs fortes, comme le montre la figure 4.1.
Heuristiquement, un cluster sur la série de pluies journalières formera également un cluster

Fig. 4.1: Exemple de clusters sur la série journalière de Marseille.

sur la série de pluie de 24 h, et le cluster des pluies de 24 h aura une taille plus grande que
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le cluster de pluies journalières. Cela est dû à la forte fréquence avec laquelle sont mesurées
les pluies de 24 h. La taille des clusters reflète la dépendance des extrêmes, or la pluie de 24
h mesurée à l’heure h est fortement dépendante de la pluie de 24 h mesurée à l’heure h+ 1.

Dans la théorie des valeurs extrêmes des séries stationnaires, l’indice extrémal (noté IE,
IE ∈ [0, 1]) peut s’interpréter comme une mesure de la dépendance des extrêmes dans la
série. On a vu au premier chapitre de la thèse que ce paramètre correspond à l’inverse de la
taille moyenne des clusters.

On reprend les notations introduites précédemment, en les précisant.
– Le cumul de pluie maximum précipité en 24 heures est noté

H24 = max{Y1(24), Y2(24), . . . , Ym(24)}

où m désigne le nombre de fenêtres mobiles de 24 heures mesurées dans une année. On
note IE24 l’indice extrémal des pluies de 24 heures.

– Le cumul de pluie maximum précipité en un jour est noté

HJ = max{Y24(24), Y48(24), . . . , Y24[m/24](24)}

où [m/24] est la partie entière de m/24 et désigne le nombre de jours de mesures dans
l’année. On note IEJ l’indice extrémal des pluies journalières.

– On note F la distribution des Yi(24). On suppose qu’elle est identique pour tout i, et on
suppose que les séries de pluies de 24 h et journalières sont stationnaires au sens strict.
Cela peut être justifié si on considère des séries sur des saisons homogènes. D’autre part,
la condition D(un) de non-dépendance à long terme, est une hypothèse physiquement
raisonnable dans le cas des pluies.

Alors, d’après la théorie des valeurs extrêmes des séries stationnaires, on a, en reprenant les
notations du théorème de Leadbetter (1983) de la section 1.4.1 :

P (H24 ≤ x) ≈ P (H∗
24 ≤ x)IE24 = F (x)mIE24 (4.5)

P (HJ ≤ x) ≈ P (H∗
J ≤ x)IEJ = F (x)[m/24]IEJ . (4.6)

On a donc la relation

P (H24 ≤ x) ≈ P (HJ ≤ x)24IE24/IEJ , (4.7)

montrée par Robinson et Tawn (2000). Dans la suite, on note Θ = 24IE24/IEJ .

La relation 4.7 implique des relations entre les paramètres marginaux des lois GEV des
deux distributions (Ancona-Navarrete et Tawn, 2000), (Coles, 2001) :

si kJ = 0 :

β24 = βJ + log(Θ)αJ , α24 = αJ , k24 = kJ , (4.8)

si kJ 6= 0 :

β24 = βJ + αJ(1 − Θ−kj )/kJ , α24 = αJΘ−kJ , k24 = kJ . (4.9)

On a donc défini un nouveau modèle, de paramètres αJ , βJ , kJ ,Θ, ϑ, ǫ. Les quantiles des
pluies de différentes durées sont donnés par :

Hd(T ) = (d/24)(βJ + αJ/kJ(1 − Θ−kJ (− log(1 − 1/T ))kJ ))((24 + ϑ)/(d+ ϑ))ǫ. (4.10)
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Tous les paramètres des GEV marginales des variables Hd se déduisent de ces six paramètres.
Par exemple, si kJ 6= 0, on a

αd =
d(24 + ϑ)ǫ

24(d+ ϑ)ǫ
αJΘ−kJ

βd =
d(24 + ϑ)ǫ

24(d+ ϑ)ǫ
(βJ + αJ(1 − Θ−kJ )/kJ)

kd = kJ

(4.11)

Dans le modèle, le paramètre de forme kd est constant sur les différentes durées, et égal au
paramètre de forme des pluies journalières kJ . Cette conséquence du modèle empirique de
Koutsoyiannis et al. (1998) est justifiée théoriquement par une étude de Nadarajah et al.
(1998). Nadarajah et al. (1998) ont montré par une étude multivariée des extrêmes ordonnés,
que si Hd, Hd′ suivent des distributions GEV, alors la relation

d ≤ d′ ⇒ Hd ≤ Hd′ ≤
d′

d
Hd, (4.12)

impose certaines restrictions sur les marginales. En particulier, les paramètres de forme
vérifient

kd = kd′ ≤ 0 ou kd > 0, kd′ > 0. (4.13)

Dans le cas des pluies horaires, la relation 4.12 est vérifiée, et les quantités de pluies sont sup-
posées non bornées supérieurement, donc leurs paramètres de formes sont négatifs. D’autre
part, la relation théorique 4.7 entrâıne kJ = k24. Le paramètre de forme est donc constant
sur toutes les durées considérées ici.

4.2.3 Choix de deux plages de durées

Puisque les cumuls de pluie sur des durées courtes ou longues sont issus de processus
pluvieux différents, on sépare les durées en deux plages : les ’petites’ durées et les ’grandes’
durées. On suppose que les pluies journalières appartiennent aux pluies de grandes durées, le
modèle défini par l’équation 4.10 est donc choisi pour décrire les pluies de grandes durées. Le
modèle empirique donné par l’équation 4.2 est choisi pour décrire les petites durées. Soit df

la durée frontière séparant les grandes des petites durées. Pour assurer une cohérence entre
les quantiles de petites et grandes durées, les paramètres estimés sur les deux plages doivent
satisfaire des propriétés de continuité en df . Le paramètre de forme reste constant sur les
deux plages (égal à kJ), selon l’étude de Nadarajah et al. (1998).

Soit fd(x;αd, βd, kd) la densité de la loi GEV du maximum annuel (ou saisonnier) de la
pluie mesurée en d heures. Les relations entre les paramètres sont les suivantes :

– pour les petites durées d ≤ df , on note αp, βp, kJ , ϑp, ǫp les paramètres de l’équation
4.2, alors pour d ≤ df :

αd = dαp/(d+ ϑp)
ǫp , βd = dβp/(d+ ϑp)

ǫp , kd = kJ , (4.14)

– pour les grandes durées d ≥ df , on note αJ , βJ , kJ ,Θ, ϑ, ǫ les paramètres de l’équation
4.10.
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4.2. Présentation des modèles

Les hypothèses de continuité à la durée frontière df impliquent que les paramètres αdf
, βdf

soient égaux dans les deux équations 4.11 et 4.14. Cela implique :

βp = αpβ24/α24, ǫp =
ln[24αp(df + ϑ)ǫ] − ln[α24(24 + ϑ)ǫ]

ln(df + ϑp)
. (4.15)

Avec deux plages de durées, huit paramètres (αJ , βJ , kJ ,Θ, ϑ, ǫ, αp, ϑp) suffisent donc à cal-
culer les paramètres αd, βd, kd pour tout d appartenant aux plages de durées.

4.2.4 Estimation bayésienne des paramètres

Le modèle dont on dispose possède huit paramètres. Ces paramètres peuvent être estimés
par maximum de vraisemblance, si un modèle de vraisemblance est donné. Des méthodes
asymptotiques typiquement associées aux estimateurs de vraisemblance (matrice de Fisher,
delta-méthode, profil de vraisemblance : voir chapitre 1) permettent d’estimer un intervalle
de confiance des estimateurs des paramètres et des quantiles. Cependant, ces méthodes sont
asymptotiques : dans le cas de notre modèle à huit paramètres, on ne connâıt pas la vitesse
de convergence des lois des estimateurs vers leurs lois asymptotiques.

D’autre part, les distributions étudiées ici vérifient un certain nombre de propriétés phy-
siques, qu’il est intéressant de prendre en compte dans la procédure d’estimation. Des études
régionales fournissent également des ordres de grandeurs des quantiles de pluie des différentes
durées.

Pour ces raisons, il parâıt intéressant d’utiliser une méthode bayésienne pour estimer les
paramètres et leur distribution conjointe.

En pratique, nous avons utilisé un algorithme MCMC combinant un algorithme de Gibbs-
Metropolis avec un algorithme de Metropolis. Cet algorithme a été proposé par Renard et al.
(2006). L’intérêt de cette combinaison est de profiter de l’efficacité de l’algorithme de Gibbs-
Metropolis, et la rapidité de l’algorithme de Metropolis. Les détails de ces algorithmes sont
donnés dans l’article soumis (Muller et al., 2006), en annexe.

Modèles de vraisemblances

Pour estimer les paramètres (par maximum de vraisemblance, ou par une méthode ba-
yésienne), il est nécessaire de formuler une vraisemblance des observations, sachant les pa-
ramètres.

Nous proposons trois modèles de vraisemblance. Le problème essentiel est ici de modéliser
la dépendance entre les durées.

- Vraisemblance V1 : hypothèse d’indépendance entre les différentes durées

Nous posons d’abord l’hypothèse forte (souvent implicitement utilisée dans la construction
des courbes Hauteur-Durée-Fréquence, via les régressions entre les paramètres et les durées)
que les mesures sur les durées 1 h, 6 h, 12 h, 24 h, 48 h, 72 h et journalières (durées les
plus couramment utilisées en hydrologie) sont indépendantes. La mesure de vraisemblance
est donnée par :

V1 =
∏

d=1,6,12,24,48,72,J

id∏

i=1

fd(x
(d)
i ;αd, βd, kd) (4.16)
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4 Analyse des extrêmes de pluie de différentes durées

où αd, βd, kd sont donnés par les équations 4.11, 4.14 et 4.15 ; x
(d)
i , i = 1, . . . , id sont les

cumuls maximum annuels (ou saisonniers) mesurés sur les pas de temps d heures. L’avantage
de cette vraisemblance est l’utilisation d’un nombre important d’informations. Néanmoins,
la dépendance des observations de différentes durées peut se traduire par des redondances
d’informations. En particulier, la variabilité des estimateurs des quantiles et des paramètres
est sous-estimée.

- Vraisemblance V2 : hypothèse d’indépendance entre quatre durées

L’hypothèse d’indépendance entre les sept durées précédentes est trop forte, on ne considère
plus que quatre durées, dont la plus petite (1 h) et la plus grande (72 h). Les données jour-
nalières et de 24 h sont également importantes : d’une part les données journalières sont
souvent abondamment renseignées, d’autre part elles ont un rôle important dans l’estima-
tion des paramètres αJ , βJ , kJ ,Θ.

Les maxima de pluies mesurées sur des petites durées sont dus à des phénomènes orageux
ou convectifs, tandis que les maxima de pluies mesurées sur des grandes durées sont dus à
des phénomènes dépressionnaires, ou frontaux. On considère donc les maxima mesurés sur
des durées de 1 h indépendants de ceux mesurés sur des durées de 24 h, 72 h et journalières
(Kieffer Weisse, 1998).

En général, les séries journalières sont plus longues que les séries horaires, et, pour éviter
la redondance d’information et les problèmes de dépendance entre les maxima de pluies en
24 h et journalières, nous ne gardons que les pluies journalières des années (ou saisons) sans
mesures horaires. La mesure de vraisemblance est donnée par :

V2 =
∏

d=1,24,72,J

i′d∏

i=1

fd(x
(d)
i ;αd, βd, kd) (4.17)

où αd, βd, kd sont donnés par les équations 4.11, 4.14 et 4.15 ; i′1 = i1, i
′
24 = i24, i

′
72 = i72 et

i′J est le nombre d’années de mesures journalières disjointes des années de mesures horaires.

L’inconvénient de cette dernière vraisemblance est de négliger la relation de dépendance
entre les pluies de 24 h et de 72 h. Les maxima de pluie de ces deux durées sont en effet
souvent dus au même phénomène pluvieux (dépression frontale). Une modélisation de la
dépendance est proposée dans la troisième vraisemblance.

- Vraisemblance V3 : quatre durées, avec modélisation de la dépendance entre

les durées dépendantes.

Nous généralisons la seconde vraisemblance par une modélisation de la dépendance entre
les pluies de 24 h et les pluies de 72 h, via une distribution bi-variée extrême (voir le cha-
pitre 1 pour la théorie des lois bi-variées extrêmes). Les variables transformées ud(Hd) =
−1/ ln(Gd(Hd)), avec Gd la distribution GEV de la variable Hd, suivent une loi de Fréchet
standard. La loi bi-variée choisie est la loi logistique, elle est couramment utilisée pour
modéliser les extrêmes d’un processus bi-varié (Coles, 2001) :

G(x, y) = P (u24(H24) ≤ x, u72(H72) ≤ y) = exp{−(x−1/Φ + y−1/Φ)Φ}, x > 0, y > 0, (4.18)

avec un paramètre de dépendance Φ ∈ (0, 1), alors on a :

P (H24 ≤ x,H72 ≤ y) = G(u24(x), u72(y)), x > 0, y > 0. (4.19)
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4.2. Présentation des modèles

Lorsque Φ = 1, les variables sont indépendantes, si Φ → 0, les variables sont parfaitement
dépendantes. Pour évaluer la pertinance de ce modèle, les estimations non paramétriques de la
fonction de dépendance de Pickands (Pickands, 1981), (Pickands, 1989), (Capéraà et al., 1997)
peuvent être comparées à l’estimation paramétrique, sous hypothèse d’un modèle logistique.

La vraisemblance est alors donnée par :

V3 =

i24∏

i=1

g(u24(x
(24)
i ), u72(x

(72)
i );α24, β24, k24, α72, β72, k72,Φ)u′24(x

(24)
i )u′72(x

(72)
i )

i′J∏

i=1

fJ(x
(J)
i ;αJ , βJ , kJ)

i1∏

i=1

f1(x
(1)
i ;α1, β1, k1)

(4.20)

où u′d est la fonction dérivée de ud, g est la densité de la loi bi-variée logistique. Si kd = 0,
ud(x) = exp(−(x− βd)/αd), et si kd 6= 0, ud(x) = (1 − kd(x− βd)/αd)

−1/kd .

Formulation des lois a priori

Le tableau 4.1 présente les lois a priori choisies pour les paramètres du modèle. Les lois
des paramètres de la GEV sont semblables à celles choisies par Coles et Pericchi (2003).

Paramètre Loi a priori

αJ lognormale de paramètres (0,100)
βJ normale de moyenne 0, et variance 100
kJ loi uniforme sur [-1,1]
Θ loi uniforme sur [1,24]
ϑ loi normale de moyenne 0, et variance 100, tronquée en 0
ǫ loi lognormale de paramètres (0,100)
Φ loi uniforme sur [0,1]

Tab. 4.1: Lois a priori des paramètres

ǫ, ϑ sont des paramètres positifs, c’est pourquoi nous leur avons choisi une loi lognormale
et une loi normale tronquée en 0. On n’impose pas la condition ϑ < 1 comme supposé par
Koutsoyiannis et al. (1998). Cette généralisation que nous proposons est justifiée par le fait
que ϑ < 1 n’est pas imposé par des relations théoriques ou physiques. D’autre part, un
algorithme MCMC a été implémenté avec une loi a priori uniforme sur [0,1] pour ϑ, mais les
résultats n’ont pas été convaincants : l’algorithme n’a pas convergé.

Le paramètre Θ est relatif aux indices extrémaux des séries de pluies en 24 h et journalières,
et donc à la taille des clusters de ces deux séries. Dans le cas des pluies de 24 h, les clusters
sont de taille supérieure à ceux de la série journalière, du fait de la grande fréquence de mesure
dans le cas des pluies de 24 h. En conséquence, IE24 ≤ IEJ , donc Θ = 24IE24/IEJ ≤ 24. De
plus, Θ ≥ 1. En effet, soit Nrn(un) le nombre de dépassements du seuil un parmi rn mesures
consécutives (Y1(24), Y2(24), . . . , Yrn(24)) de la pluie en 24 h, avec rn/n → 0, si n → ∞.
On dit qu’il y a un cluster lorsque Nrn(un) > 0, et l’ensemble des valeurs supérieures à un

appartiennent au cluster. Les valeurs supérieures à un sont alors les valeurs du clusters. On
définit, comme dans la section 1.4.1, la distribution de la taille des clusters par

π24,n(j) = P (Nrn(un) = j|Nrn(un) > 0) pour j = 1, . . . , rn. (4.21)
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4 Analyse des extrêmes de pluie de différentes durées

La distribution limite de la taille des clusters est

π24(j) = lim
n→∞

π24,n(j), pour j = 1, . . . ,∞. (4.22)

Robinson et Tawn (2000) ont montré que

IEJ ≤ 24IE24[1 −
23∑

i=1

(1 − i/24)π24(i)], (4.23)

donc, puisque

1 −
23∑

i=1

(1 − i/24)π24(i) ≥ 1 −
∞∑

i=1

π24(i) +
23∑

i=1

i/24π24(i) =
23∑

i=1

i/24π24(i) > 0, (4.24)

cela implique que

Θ = 24EI24/EID ≥ 1/{1 −
23∑

i=1

(1 − i/24)π24(i)} ≥ 1. (4.25)

Ainsi Θ ∈ [1, 24], ce qui explique la loi a priori choisie pour Θ.

D’autre part, les paramètres du modèle doivent vérifier certaines conditions physiques,
que l’on inclue dans la loi a priori. Si un paramètre ne vérifie pas ces conditions, la densité
a priori en ce point est nulle.

– d ≤ d′ ⇒ Hd ≤ Hd′ ≤ d′

d Hd

– HJ < H24 < 2HJ

– les quantiles de fréquence 0.9 (période de retour 10 ans) des pluies en 1 h et en 6 h
doivent respectivement être compris entre [21 mm, 60 mm] et [51 mm, 95 mm], d’après
une information régionale sur le département des Bouches du Rhône.

4.3 Cas d’étude de Marseille

4.3.1 Présentation des séries horaires et journalières

Nous disposons de deux séries à Marseille :
– une série pluviographique, avec 67 années de mesures horaires (1918-2002),
– une série pluviométrique, avec 122 années de mesures journalières (1882-2003).

La série pluviométrique appartient aux Séries Quotidiennes de Référence de Météo-France.
Chacune des deux séries a moins de 10% de valeurs manquantes.

Pour ne pas être pénalisés par des problèmes de non homogénéité dus à la saisonnalité des
processus, nous définissons deux saisons. La discrimination des saisons est réalisée à partir
d’une méthode proposée par Kieffer Weisse (1998), sur la base des moyennes des maxima
mensuels.

Les pluies les plus fortes en 1 h et journalières tombent entre septembre et janvier (voir
fig. 4.2). Nous considérons donc que cette période est représentative des événements les plus
forts. Tous les résultats de cette section ont été calculés sur cette période.
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Fig. 4.2: Fluctuation saisonnière de la moyenne du maximum mensuel de pluie, normalisée
et centrée, pour les pluies journalières et de 1 h.

La cohérence entre les deux séries a été vérifiée, en comparant leurs maxima annuels.
Puisque la série journalière est de bonne qualité, on l’utilise comme série de référence. On
compare les maxima annuels journaliers de la série horaire avec les maxima annuels journaliers
de la série journalière (qui sert de référence). Si les mesures étaient exactes, les maxima
annuels des deux séries devraient être égaux. Du fait des erreurs de mesures et des valeurs
manquantes, en particulier lors des forts événements, les maxima des deux séries peuvent
être différents. On veut donc rejeter les années de la série horaire pour lesquelles la différence
entre les maxima journaliers est trop forte, et garder les années où la différence est tolérable.
On doit donc fixer un seul de tolérance : si la différence entre les maxima est inférieure au
seuil, l’année est conservée, et dans le cas contraire, elle est rejetée. Plus le seuil sera élevé,
plus le nombre d’années conservées sera grand, mais la qualité des données horaires sera
moins bonne. Le seuil cherché doit donc être assez élevé pour conserver un nombre suffisant
d’années de la série horaire, et assez bas pour que les maxima annuels de la série horaire
soient réellement des maxima annuels. En pratique, pour s’assurer de la qualité des données
horaires observées, on compare également les quantiles de périodes de retour 2 et 10 ans des
deux séries1. Avec des données parfaites, ceux-ci devraient être égaux. D’après la figure 4.3,
on peut considérer que le seuil 19 mm est correct. Il correspond à une différence relative
inférieure à 6% entre les quantiles journaliers de période de retour 2 et 10 ans, et à 45 années
validées dans la série horaire. Dans la suite de cette étude, nous travaillons avec les données
journalières et les 45 années de données horaires.

Une comparaison entre les valeurs extrêmes des deux séries (voir figure 4.4) montre que
plusieurs valeurs fortes, présentes dans la longue série pluviométrique, n’ont pas été mesurées
dans la série horaire. Par exemple, les événements extrêmes de 2000 (200 mm), 1973 (140
mm), 1932 (120 mm) sont des valeurs manquantes dans la série pluviographique.

1Les quantiles de la série journalière sont estimés à partir des maxima annuels de la série journalière, les
quantiles de la série horaire sont estimés, pour chaque seuil de tolérance fixé, avec les maxima annuels de la
série horaire, pour lesquels la différence avec les maxima annuels correspondant dans la série journalière est
inférieure au seuil de tolérance.
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Fig. 4.3: Sélection du seuil en dessous duquel la différence entre les maxima annuels
journaliers des deux séries horaires et journalières est acceptable. Axe des ordonnées de

gauche : différence relative entre les quantiles journaliers des deux séries (courbes
correspondantes : trait plein et pointillés pour T = 2 ans et 10 ans). Axe des ordonnées de
droite : nombre d’années dans la série horaire, pour lesquelles la différence entre les maxima

annuels journaliers de la série horaire et de la série journalière est inférieure au seuil de
tolérance, pour un seuil de tolérance donné.
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Fig. 4.4: Figure du dessus : pluie maximale journalière sur la saison des fortes pluies, à
Marseille, pour la série journalière (122 années). Figure du bas : pluie maximale journalière
sur la saison des fortes pluies, à Marseille, pour la série horaire (67 années). Les rectangles
noirs représentent les 45 années sélectionnées de la série horaire, après vérification de la

cohérence entre les séries.
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La série journalière étant longue (122 années), on vérifie certains aspects de stationnarité
au second ordre. Avec la même méthode qu’à la section 3.2, la série est stationnaire au sens
où un modèle GEV à tendance linéaire dans les paramètres de position et d’échelle n’est
pas significativement meilleur qu’un modèle GEV stationnaire. D’autre part, on vérifie la
stationnarité de certaines variables : la moyenne annuelle de la quantité de pluie précipitée lors
des jours pluvieux (c’est-à-dire avec plus d’1 mm de précipitation journalière), le maximum
annuel, le taux annuel de jours sans pluie, le taux annuel de valeurs supérieures à un seuil
élevé. Le test non paramétrique de Mann-Kendall (Mann, 1945), (Kendall, 1975) est utilisé
pour détecter des tendances monotones dans des séries de données indépendantes. Nous avons
d’abord vérifié l’hypothèse d’indépendance préalable pour appliquer le test de Mann-Kendall.
La dépendance sérielle est analysée via le test non paramétrique de Wald-Wolfowitz (Wald
et Wolfowitz, 1943). Aucune dépendance sérielle significative n’est détectée au niveau 25%.
Aucune tendance significative n’est détectée par le test de Mann-Kendall, sur les quatre
variables étudiées, pour un niveau 10%.

4.3.2 Analyse des dépendances entre les durées

Le coefficient de corrélation entre les maximum de pluies de 1 h et de 72 h, sur la saison des
fortes pluies, est égal à 0.41. Cette valeur est assez forte, et l’hypothèse d’indépendance que
l’on admet est seulement justifiée par des raisons physiques, puisque les processus pluvieux
correspondants sont considérés différents (Kieffer Weisse, 1998). De même, le coefficient de
corrélation est de 0.56 entre les pluies maximales de 1 h et de 24 h, et 0.90 entre les pluies
maximales de 24 h et 72 h. Cette dernière corrélation est forte, et justifie l’usage d’une loi
bi-variée dans la vraisemblance V3 entre les pluies de 24 h et de 72 h.

Pour montrer l’intérêt de l’étude, on examine les estimations marginales des paramètres
et des quantiles. On constate sur la figure 4.5 des quantiles centennaux de la pluie maximale
sur la saison des fortes pluies, que le quantile de la pluie en 6 h est trop fort pour satisfaire
la contrainte d’ordre avec le quantile de pluie en 12 h (6 ≤ 12 ⇒ H6 ≤ H12). Cela est dû
à la valeur du paramètre k̂6 = −0.295 (estimé marginalement sur la série des maxima en 6
h2), qui est inférieure à la valeur de k̂12 = −0.166 (estimé marginalement sur la série des
maxima en 12 h). D’autre part, Ĥ24(100), Ĥ48(100), Ĥ72(100) ont des valeurs trop faibles
pour satisfaire les contraintes d’ordre avec ĤJ : HJ < H24 < 2HJ et Hd ≤ Hd′ ≤ d′

d Hd pour
d ≤ d′.

Cela s’explique par le fait que la série horaire ne contient que 45 années, tandis que la
série journalière en contient 122, et les valeurs les plus fortes sont manquantes dans la série
horaire.

Afin de vérifier la validité du modèle bi-varié proposé dans le modèle de vraisemblance V3,
nous avons ajusté la distribution logistique bi-variée extrême aux données de pluie maximales
en 24 h et 72 h. La figure 4.6 montre que les estimations des fonctions de dépendance de
Pickands paramétriques et non-paramétriques (avec les méthodes non paramétriques de Pi-
ckands (1981), Pickands (1989), Capéraà et al. (1997)) cöıncident. L’adéquation graphique des
fonctions de dépendance de Pickands montre que la distribution bi-variée logistique modélise
bien la dépendance entre les pluies de 24 h et de 72 h. De plus, un test de rapport de vraisem-

2Nous verrons plus loin pourquoi cette valeur est si forte en valeur absolue.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

A
(t

)

t

distribution bi−variée logistique
estimateur de Capéràa−Fougères−Genest 
estimateur de Pickands 
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blance a été appliqué entre des modèles embôıtés de loi bi-variée : le modèle d’indépendance,
le modèle de distribution bi-variée extrême logistique, et le modèle de distribution bi-variée
extrême logistique asymétrique, dont la fonction de distribution est, pour des marginales
Fréchet standard :

Ga(x, y) = exp(−(1 − ψ1)x
−1 + (1 − ψ2)y

−1 + {(ψ1x
−1)1/Φ + (ψ2y

−1)1/Φ}Φ) (4.26)

avec ψ1, ψ2 ∈ [0, 1]. La distribution bi-variée extrême logistique asymétrique est une généra-
lisation de la distribution extrême bi-variée logistique. Dans le cas de la loi logistique, les va-
riables jouent un rôle symétrique, mais pas dans le cas de la loi logistique asymétrique. Aucune
différence significative n’est détectée au niveau 10% entre les modèles logistiques symétrique
et asymétrique (les estimations du maximum de vraisemblance donnent Ψ̂1 = 1, Ψ̂2 = 1), mais
le modèle logistique est significativement meilleur que le modèle d’indépendance (la p-valeur
est inférieure à 0.1%). Le paramètre de dépendance Φ de la distribution logistique est estimé
à 0.24 par maximum de vraisemblance, affirmant une forte dépendance entre les pluies maxi-
males en 24 h et en 72 h. L’effet de la modélisation par une loi bi-variée extrême logistique est
de changer l’estimation du paramètre de forme. Marginalement, on estime k̂24 = 0, k̂72 = 0.04,
mais avec la modélisation de la dépendance entre les maxima de pluie en 24 h et de 72 h et
sans imposer la contrainte k24 = k72, on obtient k̂24 = −0.14, k̂72 = −0.12, ce qui est proche
de l’estimation marginale par maximum de vraisemblance de kJ : k̂J = −0.13. Nous laissons
ici une question en suspens, n’ayant pas trouvé de réponse immédiate : le fait de trouver
des paramètres de forme proches de kJ est-il dû à une cöıncidence ? ou bien à la structure
de dépendance de la loi bi-variée logistique extrême, qui réussit à décrire marginalement les
extrêmes à partir de données avec des lacunes importantes dans les extrêmes ?

4.3.3 Choix des plages de durées

Les durées sont séparées en deux plages. La durée frontière df entre les petites et grandes
durées est considérée ici comme un paramètre supplémentaire, dans les modèles de vraisem-
blance V1, V2, V3. La durée frontière df est alors estimée par maximum de vraisemblance, sous

les contraintes d ≤ d′ ⇒ Hd ≤ Hd′ ≤ d′

d Hd et HJ < H24 < 2HJ . L’estimateur du maximum
de vraisemblance est égal à 5.6, avec la vraisemblance V1, tandis que les vraisemblances V2, V3

ne sont pas discriminantes pour df . Elles donnent en effet des vraisemblances égales pour
df = 5, 6, ou 7 heures, tandis que les autres paramètres changent peu.

Afin de déterminer une durée de séparation entre les petites et grandes durées de pluie,
on compare les estimations des paramètres αd, βd, kd du modèle à deux plages, avec les esti-
mations marginales des paramètres. La figure 4.7 montre que l’adéquation entre l’approche
marginale et les approches multi-variées proposées est correcte pour df = 7 heures : les esti-
mations des paramètres αd, βd restent à l’intérieur des intervalles de confiance à 95% des esti-
mateurs marginaux de αd, βd. Les estimations avec df=5 heures sont proches des estimations
marginales des paramètres αd, mais en dehors des intervalles de confiance des estimateurs
marginaux des paramètres βd. Les estimations pour df=6 heures sont intermédiaires, mais
extérieures aux intervalles de confiance des estimateurs marginaux de βd.

Le paramètre kd n’est pas utilisé pour le choix de df car kd est constant dans le modèle
(kd = kJ) et df n’affecte pas le paramètre kJ des pluies journalières. La valeur choisie pour
df est donc 7 heures.
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Fig. 4.7: Choix de la durée df de séparation entre les petites et grandes durées.

87



4.3. Cas d’étude de Marseille

(a)
1 6 12 24 48 72

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

durée (h)

lo
g(

α)

α
d

IC à 95% de α
d

α
J

estimation avec V
1

estimation avec V
2

estimation avec V
3

(b)
1 6 12 24 48 72

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4

4.2

lo
g(

β)

durée (h)

β
d

IC à 95% de β
d

β
J

estimation avec V
1

estimation avec V
2

estimation avec V
3

(c)
0 10 20 30 40 50 60 70 80

−0.6

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

durée (h)

k

k
d

IC à 95% de k
d

k
J

estimation avec V
1

estimation avec V
2

estimation avec V
3

Fig. 4.8: Comparaison des estimations de (a) αd, (b) βd, (c) kd par maximum de
vraisemblances V1, V2, V3, et sous les contraintes d ≤ d′ ⇒ Hd ≤ Hd′ ≤ d′

d Hd et
HJ < H24 < 2HJ .

88
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La figure 4.8 montre le bon ajustement des estimations par maximum de vraisemblance
sous les contraintes d ≤ d′ ⇒ Hd ≤ Hd′ ≤ d′

d Hd et HJ < H24 < 2HJ , et pour les vraisem-
blances V1, V2, V3. Les estimations de αd, βd avec les vraisemblances V1, V2, V3 sont proches
des estimations marginales des paramètres. Les estimations marginales de kd sont approxi-
mativement constantes pour d ≥ 24 h, et présentent un minimum pour les durées de 4 h.
Cette variabilité de k̂d, contraire à l’hypothèse théorique 4.13, est due à l’échantillonnage
et à la sensibilité de l’estimation de kd à l’échantillonnage. En effet, la pluie maximale en 6
heures observée sur la série horaire est de 103 mm, et est très proche de la pluie maximale
en 15 heures observée sur la série horaire (104 mm).

4.3.4 Résultats, comparaison des trois modèles de vraisemblance

Les paramètres estimés sont présentés dans le tableau 4.2, par la médiane et un intervalle
de crédibilité à 90% estimés sur 40000 paramètres simulés selon leur loi a posteriori, à l’aide
d’un algorithme MCMC (voir les détails techniques dans l’article (Muller et al., 2006) en
annexe). La comparaison de la valeur médiane avec le milieu des intervalles de crédibilité à
90% des paramètres montre que la distribution a posteriori de αJ , βJ est symétrique, ce qui
n’est pas vérifié pour les autres paramètres.

Le paramètre de dépendance Φ a une influence significative sur les estimations : sa médiane
est estimée à 0.26, et son intervalle de crédibilité à 90% ne contient pas la valeur 1, qui
correspond au cas de l’indépendance.

V1 V2 V3

αJ 20.05(18.45,21.83) 21.38(19.16,23.87) 21.23(18.89,23.89)
βJ 44.06(41.07,46.99) 44.82(40.92,48.65) 44.47(40.44,48.39)
kJ -0.083(-0.158,-.014) -0.076(-0.183,0.015) -0.131(-0.236,-0.035)
Θ 1.17(1.02,1.42) 1.18(1.02,1.48) 1.19(1.02,1.54)
ϑ 4.09(-1.03,11.88) 5.61(-1.33,21.66) 9.22(-1.42,32.96)
ǫ 0.89(0.69,1.12) 0.96(0.74,1.25) 0.96(0.75,1.41)

αp 10.15(4.41,16.89) 10.23(4.38,21.24) 9.36(4.27,18.51)
ϑp 0.94(-0.50,2.08) 0.88(-0.55,2.95) 0.68(-0.55,2.45)
Φ 0.265(0.212,0.335)

Tab. 4.2: Paramètres estimés et intervalles de crédibilité à 90% des paramètres.

Les estimations bayésiennes des médianes des paramètres αd, βd, kd (non représentées gra-
phiquement) sont semblables à celles obtenues par maximum de vraisemblance (présentées
dans la figure 4.8). Dans les trois cas de vraisemblance, les estimations de kJ sont négatives,
impliquant des quantiles non bornés supérieurement.

Les distributions a posteriori des quantiles Hd(T ) sont présentées dans les figures 4.9 et
4.10, pour les périodes de retour T = 10, 100 ans. La forme des distributions est généralement
asymétrique, et le support des distributions devient de plus en plus large avec les modèles
de vraisemblance V1 à V3. Ce dernier résultat est cohérent avec le fait que moins de données
sont utilisées dans les vraisemblances V2, V3, et la vraisemblance V3 inclue un paramètre
supplémentaire Φ.

Puisque la série des pluies journalières contient un grand nombre de valeurs extrêmes
(200 mm, 148 mm, 140 mm, 138 mm, etc.) et la série horaire ne contient pas ces valeurs
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extrêmes, les quantiles estimés des pluies de grandes durées sont significativement plus forts
dans le cas de notre modèle que dans le cas marginal (traits verticaux dans les figures 4.9
et 4.10). Cette constatation est d’autant plus visible que le nombre de données horaires
n’est pas trop important (cas des vraisemblances V2, V3) : dans le cas de V1, le modèle est
plus influencé par les données horaires que dans le cas V2, V3, or les données horaires ne
contiennent que peu de valeurs extrêmes. L’augmentation des valeurs des quantiles de pluie
horaires des grandes durées est due à la liaison entre ces pluies et les pluies journalières, en
particulier via les relations 4.8, 4.9 et les relations d’ordre entre les quantiles de différentes
durées. Pour la même raison, les quantiles journaliers estimés sont légèrement inférieurs à
leurs estimations marginales. D’autre part, les pluies de courtes durées sont liées aux pluies
journalières seulement par le paramètre kJ , par l’hypothèse de continuité des paramètres
αd, βd à la durée frontière entre petites et grandes durées (voir les équations 4.14 et 4.15) et
par les relations d’ordre entre quantiles définies dans la loi a priori. Les pluies journalières
produisent donc moins d’effet sur les pluies de courtes durées. Les pluies de 6 h sont estimées
moins fortes que dans leur estimation marginale, en raison de la liaison entre les pluies de 1 h
et de 6 h. Les estimations marginales des pluies de 6 h sont fortes du fait de la présence dans
la série des pluies de 6 h observées, du maximum de pluie précipitée en 15 h, non présent
dans la série des pluies de 1 h.
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Fig. 4.11: Médiane des distributions a posteriori des quantiles Hd(T ) de cumuls maximum
de pluies en d heures, d=1 h à 72 h (estimées par 40000 simulations par un algorithme

MCMC)

Les figures 4.11 et 4.12 montrent les courbes Hauteur-Durée-Fréquence : les médianes des
quantiles sont assez semblables entre les vraisemblances V1, V2 et sont plus fortes avec la
vraisemblance V3, du fait de la valeur de kJ dans ce cas (voir le tableau 4.2), et de la prise
en compte de la dépendance entre les pluies de 24 h et de 72 h.
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4.4 Conclusions

L’étude présentée ici a montré plusieurs points.

– A partir d’une série horaire, avec des lacunes importantes au niveau des valeurs extrêmes,
et à partir d’une série journalière de bonne qualité, les modèles proposés ont permis
d’estimer des quantiles de différentes durées entre 1 heure et 72 heures.

– La dépendance entre les durées a été modélisée par trois modèles différents. Les modèles
proposés possèdent huit ou neuf paramètres et sont fondés sur des distributions margi-
nales GEV. Parmi ces modèles, plusieurs hypothèses ont été faites pour modéliser les
dépendances entre durées.

1. Les paramètres des lois marginales s’expriment en fonction de la durée et des huit
ou neuf paramètres du modèle. D’autre part, les paramètres de forme des lois GEV
marginales sont constants entre les différentes durées, d’après une étude théorique,
vérifiée sur les données.

2. Une étude de la relation entre la distribution des pluies de 24 heures et la dis-
tribution des pluies journalières a été le fondement de la modélisation simultanée
de pluies de durées horaires et de pluies journalières. Cette modélisation est em-
pruntée à la théorie des processus stationnaires de valeurs extrêmes et à l’indice
extrémal. En ingénierie, l’intérêt d’inclure l’information journalière est important,
puisque les données journalières sont en général mieux renseignées que les données
horaires : les séries journalières sont plus longues, et dans le cas de Marseille, de
meilleure qualité, en particulier au niveau des extrêmes.

3. L’hypothèse d’indépendance entre pluies de petites durées, souvent dues à des
orages, et pluies de grandes durées, a également été utilisée.

4. La dépendance entre pluies de durées 24 heures et 72 heures a été modélisée par
une loi bi-variée extrême : la loi logistique.

– Les paramètres ont été estimés dans un cadre bayésien. Le cadre bayésien a permis d’in-
clure dans les lois a priori un certain nombre d’informations sur les quantiles (relations
d’ordre entre durées, informations régionales).
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– Les quantiles estimés par les trois modèles de dépendance sont plus forts que dans
le cas de leurs estimations marginales. Les estimations marginales sont en effet sous-
estimées du fait du manque de données extrêmes dans la série horaire. Ce résultat
montre que dans le cas de Marseille, l’effet de la prise en compte des données journalières
dans un modèle Hauteur-Durée-Fréquence est non négligeable, puisque les estimations
des quantiles des pluies de grandes durées sont en effet plus fortes que leurs estima-
tions marginales. D’autre part, l’estimation plus forte des quantiles avec les modèles
de dépendance, reste raisonnable, car les paramètres des lois GEV, estimés avec les
modèles de dépendance, sont cohérents avec les intervalles de confiance des paramètres
estimés marginalement sur les différentes séries.

– Les résultats ont également montré que la modélisation de la dépendance des pluies de
24 heures et de 72 heures via la loi bi-variée logistique est significativement meilleure
que l’hypothèse d’indépendance. Cela a été montré de diverses manières : par un test de
rapport de vraisemblance et par l’intervalle de crédibilité du paramètre de dépendance
Φ. Les résultats pourraient certes être améliorés avec des lois multivariées de dimension
supérieure à 2. Les lois multivariées les plus simples à manipuler sont les lois gaussiennes,
mais elles sont fondées sur une hypothèse forte de vecteurs gaussiens. De plus, les
modèles gaussiens impliquent l’indépendance asymptotique des co-variables, ce qui n’est
peut-être pas le cas des pluies de différentes durées. La famille des lois multivariées des
valeurs extrêmes impliquent en revanche la dépendance asymptotique des co-variables.
Cette famille ne possède pas de paramétrisation finie, et les modèles paramétriques en
dimension supérieure à trois deviennent rapidement compliqués (Barakat et al., 2004).
Le problème du choix d’une loi spécifique pourrait être contourné par une estimation
non paramétrique de la distribution multi-variée (Beirlant et al., 2004). Ces modèles
plus complexes sont des perspectives pour de futures recherches.

– Enfin, dans le débat entre la loi Gumbel et la loi GEV de paramètre de forme k < 0,
deux des intervalles de crédibilité de k sont entièrement inclus dans R−, tandis que le
troisième intervalle de crédibilité a une borne supérieure légèrement supérieure à 0 :
0.015. Ces résultats confirment ceux de Bacro et Chaouche (2006) qui ont montré que
les pluies journalières pré-hivernales (entre le 1er août et le 8 novembre) de Marseille
n’appartiennent pas au domaine d’attraction de la loi Gumbel mais à celui de Fréchet :
les maxima journaliers de la saison pré-hivernale sont modélisés par une loi GEV de
paramètre de forme k < 0.
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Troisième partie

Simulateurs stochastiques de pluie
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Chapitre 5

Bibliographie des générateurs de
pluie

Pour analyser les événements pluvieux, nous avons besoin de mesures d’intensités moyen-
nes ou de cumuls, et ce sur différents pas de temps (de quelques minutes à environ trois jours).
Pour analyser plus particulièrement les événements extrêmes, nous avons besoin de longues
séries de mesures à ces différents pas de temps. En effet, d’un point de vue statistique,
nous avons montré au chapitre 2 la forte incertitude des quantiles extrêmes estimés avec
une série courte. D’autre part, les données de pluie peuvent servir de données d’entrée dans
d’autres types de modèles : des modèles de pluie-débit, des modèles d’agronomie, des modèles
climatiques, etc. Face à ces besoins, les problèmes fréquemment rencontrés sont l’insuffisance
de données : faible nombre d’années de mesures, nombre important de données manquantes,
ou insuffisance de la couverture spatiale par les stations de mesures. Des modèles générateurs
de pluie ont donc été développés, afin de simuler des chroniques de pluie représentatives de
l’ensemble des événements susceptibles de se produire. Du fait de la nature complexe du
climat, la pluie est souvent modélisée comme un processus stochastique. Nous présentons
dans ce chapitre les générateurs stochastiques temporels de pluie. Nous commentons plus
particulièrement les modélisations des valeurs extrêmes via ces générateurs.

De nombreux modèles ont été développés, pour répondre à différents objectifs (par exemple
la description des sécheresses extrêmes, et/ou la description des pluies extrêmes) tout en
préservant les caractéristiques de la distribution centrale des pluies (saisonnalité, moyennes et
variances annuelle, mensuelle, journalière des pluies). Nous nous intéressons ici à des modèles
stochastiques capables de reproduire les valeurs extrêmes, pour différentes durées, tout en
respectant les caractéristiques de la distribution centrale des observations. Nous présentons
les grandes familles de modèles, en précisant leurs avantages et leurs inconvénients.

Certaines caractéristiques sont essentielles et doivent être prises en compte par les modèles
temporels :

1. la présence de saisons,

2. la présence potentielle de tendances dues à un éventuel changement climatique de la
pluviométrie (dans ce cas, la notion de valeur extrême varie au cours du temps),

3. la dépendance temporelle de la pluie : les intensités ou les cumuls successifs ne sont pas
indépendants les uns des autres,
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4. la variabilité inter-annuelle, causée par des fluctuations basse-fréquence du climat. Les
fluctuations sont essentiellement dues à des interactions océan-atmosphère (Katz et
Parlange, 1998). Par exemple, le phénomène de l’Oscillation du Sud El-Niño (ENSO)
se caractérise par le réchauffement de la surface de l’océan qui s’étend du Pacifique
central jusqu’aux côtes du Pérou et de l’Équateur. Ce réchauffement de la surface de
la mer, de l’ordre de 4oC à 6oC, s’accompagne d’une interaction océan-atmosphère
qui perturbe la circulation atmosphérique. Toute la ceinture tropicale du globe subit
un bouleversement climatique qui provoque régionalement des précipitations intenses
ou des périodes de sécheresse exceptionnelles. D’autres phénomènes de fluctuations
climatiques basse-fréquence existent, comme l’Oscillation Nord Atlantique (NAO), l’un
des plus vieux phénomènes météorologique connus. Il régit les hivers d’Europe du Nord,
qui sont alors soit humides et chauds soit froids et secs.

Les méthodes les plus souvent utilisées pour modéliser ces différentes caractéristiques sont
décrites ci-dessous.

1. Les effets saisonniers peuvent être modélisés par une paramétrisation spécifique pour
chaque saison ou chaque mois. Les paramètres sont parfois définis par une fonction
périodique du temps, nécessitant des hyper-paramètres. La fonction périodique peut
être donnée par une série de Fourier :

θ(t) = θ0 +

nθ∑

k=1

θ2k−1 sin(2kπt/365) + θ2k cos(2kπt/365), (5.1)

avec nθ le nombre de paires d’harmoniques utilisées dans la somme de Fourier (Coles,
1994).

L’intérêt d’une paramétrisation continue est d’éviter le découpage arbitraire des saisons.

Récemment, des approches non paramétriques ont été présentées par Rajagopalan et al.
(1996), dans le cas des séries temporelles au pas de temps journalier. La saisonnalité
est modélisée par l’intermédiaire de fenêtres mobiles des observations, centrées sur la
date du jour simulé.

2. Pour un modèle paramétrique, la présence de tendance est modélisée via une fonction
temporelle des paramètres θ(t). La dépendance temporelle des paramètres peut être
linéaire, quadratique, ou représentée par un changement discontinu des paramètres à
un instant donné (Coles, 2001).

3. L’auto-corrélation des processus peut être modélisée par des processus auto-corrélés
(châınes de Markov, processus autorégressifs dans le cas des débits, etc.). Quelques
exemples sont donnés dans ce chapitre, et un modèle markovien est proposé dans la
partie IV de la thèse.

4. Plusieurs méthodes ont été proposées pour tenir compte de la variabilité inter-annuelle
des pluies, pour les régions concernées. Une méthode consiste à conditionner les pa-
ramètres par une co-variable (Wilks, 1999). Par exemple, Thyer et Kuczera (2000) et
Thyer et Kuczera (2003) utilisent des châınes de Markov cachées, pour modéliser les
années sèches et les années humides. Wang et Nathan (2002) et Dubrovsky et al. (2004)
proposent de forcer les simulations journalières par des données mensuelles ou annuelles.
Dubrovsky et al. (2004) montrent qu’après avoir inséré les simulations de pluies dans
un modèle pluie-débit, la variabilité mensuelle des crues, et la queue de distribution
des crues sont mieux restituées avec un conditionnement aux données mensuelles que
sans conditionnement.
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Avant de présenter les différents générateurs de pluie dans les sections suivantes, la section
5.1 présente des critères statistiques BIC et AIC utilisés par des hydrologues pour comparer
les modèles.

Les deux sections suivantes présentent les générateurs de pluie. La pluie est souvent me-
surée au pas de temps journalier. À partir de ce pas de temps, des séries de pluie au pas de
temps mensuel ou annuel peuvent être créées (par agrégation des pas de temps journaliers).
En France, les forts événements ont une durée de quelque minutes à quelques jours, c’est
pourquoi nous nous intéressons ici seulement aux générateurs stochastiques de pluie à des
pas de temps journalier (section 5.2) ou inférieurs à 24 h (section 5.3).

5.1 Critères d’évaluation des modèles

On présente sommairement les critères d’Akaike (AIC) proposé par Akaike (1974) et
Bayésien (BIC) proposé par Schwarz (1978). Le but de ces critères est de chercher un com-
promis entre une paramétrisation suffisante pour bien ajuster un modèle aux observations,
et une paramétrisation la moins complexe possible. Un tel compromis permet de respecter
le principe de parcimonie des modèles. Le maximum de vraisemblance ne peut donc pas être
un tel critère, puisqu’il conduirait à choisir le modèle le plus complexe. Les deux critères
s’expriment par

− 2l(θ̂) + 2ξ(θ̂) (5.2)

où l(θ̂) est la fonction de log-vraisemblance calculée en l’estimateur du maximum de vrai-
semblance du paramètre : θ̂, et ξ(θ̂) pénalise la complexité du modèle.

5.1.1 Critère d’Akaike (AIC)

Le critère d’Akaike est fondé sur une pseudo-distance entre une ’vraie’ distribution g,
inconnue, et une distribution arbitraire f , paramétrée par θ de dimension K. Cette pseudo-
distance, appelée nombre d’information de Kullback-Leibler, est définie par

I(g : f) = Eg[log
g(X)

f(X)
] =

∫

R

log
g(x)

f(x)
g(x)dx. (5.3)

−I(g : f) est également appelée entropie. On cherche donc un modèle qui minimise la pseudo-
distance ou encore maximise l’entropie.

Or I(g : f) = Eg(log g(X)) −Eg(log f(X)). Le problème revient maintenant à maximiser
Eg(log f(X)). Akaike (1974) a montré que l’expression suivante :

− 1

N

N∑

i=1

log f(Xi|θ̂) +
K

N
, (5.4)

avec N la taille de l’échantillon sur lequel est estimé θ̂, est un estimateur asymptotiquement
sans biais de Eg(log f(X|θ̂)).

En posant

AIC(f) = −2l(θ̂) + 2K, (5.5)
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avec l(θ̂) =
∑N

i=1 log f(Xi|θ̂), minimiser I(g : f) revient donc à sélectionner fAIC minimisant
AIC.

On peut également montrer, par définition du critère AIC, que sélectionner un modèle
via le critère AIC revient à chercher le modèle faisant le meilleur compromis biais-variance
pour le nombre de données N dont on dispose (Lebarbier et Mary-Huard, 2004). Le meilleur
modèle au sens de AIC dépend donc de N .

Des modifications de ce critère ont été proposées, en particulier lorsque le nombre de
paramètres K est grand par rapport à N (ce qui inclue le cas des petits échantillons), voir
(Burnham et Anderson, 2004) pour des références.

En pratique Cahill (2003) montre que les différences entre les valeurs des AIC sont très
petites relativement aux valeurs des AIC. Cahill (2003) suggère alors d’utiliser le test du
rapport de vraisemblance, lorsque les modèles appartiennent à la même famille. Si les modèles
comparés ne sont pas issus de la même famille de modèles (par exemple la loi gamma et le
mélange d’exponentielles), on peut utiliser une famille plus générale de modèles (par exemple
les mélanges de loi gamma et d’exponentielles).

5.1.2 Critère Bayésien (BIC)

Cette fois, on se place dans un cadre bayésien : les paramètres θ des modèles M , et
les modèles eux-mêmes sont aléatoires, munis d’une loi a priori P (M) pour les modèles et
P (θ|M) pour les paramètres des modèles. On suppose que la loi a priori des modèles est
non-informative.

On recherche ici le modèle MBIC qui maximise la distribution a posteriori des modèles
MBIC = argmaxMP (M |X), c’est-à-dire le modèle le plus vraisemblable au vu des données.

Une approximation de Laplace permet (voir (Raftery, 1994), (Lebarbier et Mary-Huard,
2004)) de donner l’approximation suivante :

logP (M |X) ≈ l(θ̂) − K

2
log(N), (5.6)

où θ̂, K,N sont l’estimateur du maximum de vraisemblance, la dimension du paramètre θ,
et la taille de l’échantillon.

Le critère BIC est défini par :

BICM = −2l(θ̂) +K log(N). (5.7)

La maximisation de la distribution a posteriori des modèles revient à minimiser la valeur de
BIC. Si la loi a priori des modèles est informative, on utilise le critère modifié

BICM = −2l(θ̂) +K log(N) − 2 logP (M). (5.8)

On remarque que les lois a priori des paramètres des modèles n’interviennent pas dans le
critère BIC. Cette remarque n’est valide qu’asymptotiquement : l’apport des informations a
priori sur les paramètres est négligeable devant l’information apportée par l’échantillon.

Si on dispose d’une suite de modèles embôıtés M1 ⊂ . . . ⊂ Mm, la suite des pseudo-
distances de Kullback-Leibler décrôıt, et il existe un modèle Mt pour lequel pour laquelle le
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critère AIC ne décrôıt plus (ce modèle existe toujours, dans le pire des cas, Mt = Mm). On
appelle Mt ’quasi-vrai’ modèle. Le critère BIC possède la propriété d’être consistant pour le
quasi-vrai modèle : asymptotiquement le critère BIC donne une valeur +∞ aux modèles Mi

avec i 6= t (Lebarbier et Mary-Huard, 2004). Cette propriété n’est pas partagée par le critère
AIC (Lebarbier et Mary-Huard, 2004).

Dans la pratique, il a été observé que le critère BIC sélectionne des modèles de dimension
plus petite que le critère AIC, ce qui n’est pas étonnant puisque le critère BIC pénalise plus
que le critère AIC (dès que N > 7). Burnham et Anderson (2004) et Lebarbier et Mary-
Huard (2004) donnent quelques comparaisons des deux critères AIC et BIC. Ils concluent
qu’aucun critère n’est universellement meilleur que l’autre, et donnent des indications sur le
choix du critère préférable à utiliser suivant les situations (complexité des modèles, taille de
l’échantillon). Des références sur l’utilisation et les limites de AIC et BIC, en hydrologie, sont
données dans (Srikanthan et McMahon, 2001), et (Cahill, 2003).

5.1.3 Autres méthodes

Pour des modèles embôıtés, la méthode classique du test du rapport de vraisemblance
peut être utilisée.

Dans le cadre bayésien, on peut simplement calculer les probabilités a posteriori des
différents modèles, et sélectionner le modèle possédant la plus grande probabilité a posteriori.
On peut également calculer les distributions prédictives de certaines variables, et les comparer
avec les observations (dans le cas de l’étude des valeurs extrêmes, on peut considérer les quan-
tiles, ou les courbes Intensité-Durée-Fréquence). Des exemples sont donnés dans (Chaouche
et Parent, 1999), (Cameron et al., 2000a).

Dans le cadre non paramétrique, les méthodes citées ci-dessus ne sont pas applicables. Une
méthode, également valable dans le cas paramétrique, est alors de simuler plusieurs sorties
du modèle, et d’en déduire des intervalles de confiance de variables comparables avec les
observations.

5.2 Générateurs de pluie au pas de temps journalier

Les modèles les plus répandus en simulation journalière des pluies combinent un processus
d’occurrence pour modéliser les arrivées d’évenements pluvieux, avec un modèle de cumuls
de pluie pour modéliser la quantité précipitée dans l’événement. Ce type de modèle est utilisé
aussi bien en version paramétrique que non paramétrique.

D’après des études de Wilks (1999) et Cahill (2003) ces générateurs de pluie sous-estiment
souvent la fréquence des événements extrêmes (en particulier des sécheresses et des fortes
pluies), et la variabilité inter-annuelle des précipitations (indiquée par la variabilité du cumul
annuel, saisonnier ou mensuel au cours des années) pour les régions soumises à des variations
inter-annuelles. Ce fait a été maintes fois constaté dans la littérature hydrologique (voir
(Wilks, 1999) pour des références).

Nous présentons de manière générale ces modèles aux sections 5.2.1 et 5.2.2, puis nous
en donnerons des exemples et commentaires dans la section 5.2.3, issus de la littérature
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hydrologique. Enfin, nous présentons des versions non-paramétriques de ces modèles dans la
section 5.2.4.

5.2.1 Processus des occurrences d’événements pluvieux

Les processus d’occurrences les plus couramment employés dans la simulation des pluies
journalières sont les

– modèles markoviens : l’état pluvieux ou sec de chaque jour j dépend de l’état des jours
précédents,

– modèles d’alternance entre durées sèches et pluvieuses : on simule bout à bout des
durées, alternativement sèches et pluvieuses,

– processus poissonnien d’arrivées : cette modélisation est utilisée par Sharma (1996)
pour modéliser des occurrences de périodes pluvieuses dans les zones semi-humides et
semi-arides du Kenya, en Afrique. Néanmoins, l’utilisation de processus ponctuels reste
marginale en simulation journalière des pluies, mais est plus fréquente en modélisation à
temps continu. Les modèles à processus ponctuels seront donc présentés dans la section
5.3.

Dans certains modèles markoviens, il est possible de calculer théoriquement les lois des durées
sèches et pluvieuses. Le modèle d’alternance ainsi défini est donc une autre formulation du
modèle markovien.

Modèles markoviens

La modélisation markovienne du processus d’occurrences des pluies consiste à simuler les
états (sec ou pluvieux) des jours successifs. Le plus souvent, l’ordre des châınes de Markov est
fixé à 1. Srikanthan et McMahon (2001) donnent un grand nombre de références. Cependant,
il a été montré plusieurs fois que les châınes de Markov d’ordre 1 sous-estiment souvent
les durées sèches extrêmes (Buishand, 1978), (Guttorp, 1995), (Racsko et al., 1991) (Wilks,
1999).

Plus récemment, les ordres 2 et 3 ont également été utilisés (Wilks, 1999), (Koutsoyiannis,
2006). Dans le cas de modèles non paramétriques, pour prendre en compte un grand nombre
d’intervalles de temps passés, l’occurrence de pluie est modélisée conditionnellement au cumul
des jours pluvieux précédents (Sharma et O’Neill, 2002), ou au nombre de jours pluvieux
précédents (Harrold et al., 2003a). Nous reviendrons sur les modèles non-paramétriques à la
section 5.2.4.

Les châınes de Markov à l’ordre k ont été généralisées par Stern et Coe (1984) par des
châınes de Markov d’ordre hybride : la mémoire de la châıne markovienne s’étend du jour
précédent au jour pluvieux le plus récent, si ce temps est inférieur à k. Ainsi, à l’intérieur
des événements pluvieux, les jours sont liés par un modèle markovien d’ordre 1, et dans
les périodes sèches, la châıne de Markov peut être d’ordre supérieur. L’auto-corrélation
des événements secs est donc mieux respectée, permettant ainsi de mieux reproduire les
sécheresses. L’intérêt de cette méthode, par rapport à une châıne de Markov d’ordre k est de
réduire le nombre de paramètres : le modèle hybride nécessite k + 1 paramètres, tandis que
le modèle markovien nécessite 2k paramètres.

Le nombre d’états de ces modèles est généralement de deux : sec et pluvieux. Des modèles
à plus de deux états ont été également proposés. Haan et al. (1976), Srikanthan et McMahon
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(1985) et Wang et Nathan (2002) proposent des modèles à sept états dont les états dépendent
de la quantité d’eau précipitée dans la journée : cette classification permet de distinguer
les jours avec des valeurs extrêmes. Dans ces modèles, la dernière classe correspond aux
plus fortes pluies, et les cumuls sont modélisés par une anamorphose vers une loi normale
(Srikanthan et McMahon, 1985), ou par une loi gamma d’après une modification de Wang
et Nathan (2002). Le respect de la variété des types de pluies a conduit ces modèles à bien
reproduire la variance et le coefficient d’asymétrie des pluies journalières, suggérant que les
extrêmes peuvent être bien reproduits. De même Gregory et al. (1993) proposent un modèle
à dix états, et la loi du cumul de l’état correspondant aux plus fortes pluies est la loi gamma.
Cette modélisation a permis de mieux restituer les variations saisonnières qu’un modèle à
deux états.

Le critère d’information d’Akaike (AIC) introduit par Akaike (1974), et le critère d’infor-
mation Bayésien (BIC) Schwarz (1978) ont été beaucoup utilisés pour choisir l’ordre optimal
de la châıne de Markov. Ces critères sont présentés dans la section 5.1.

Processus d’alternance de temps sec et pluvieux

Dans la modélisation par un processus d’alternance, on simule alternativement des durées
sèches et pluvieuses, supposées indépendantes. Les durées sont souvent modélisées par les
lois exponentielle ou Weibull. Des références pour ces modèles sont données dans (Chapman,
1998), (Srikanthan et McMahon, 2001) et (Salvadori et De Michele, 2006).

Les modèles d’alternance sont parfois simplement une autre formulation des modèles mar-
koviens. Par exemple, pour les modèles markoviens au premier ordre, la distribution des
durées est une loi géométrique. En effet, on note p01 la probabilité de saut d’un jour sec à
un jour pluvieux, et p11 la probabilité qu’un jour pluvieux reste pluvieux le lendemain, S la
durée d’une période sèche, et H la durée d’une période humide,

P (S = x|état initial sec) = p01(1 − p01)
x−1, x = 1, 2, . . .

P (H = x|état initial humide) = (1 − p11)p
x−1
11 , x = 1, 2, . . . (5.9)

En fait, l’équation 5.9 est vraie seulement si p01, p11 sont constants. Or p01, p11 varient avec
les variations climatiques annuelles : l’équation 5.9 est donc seulement une approximation.

Racsko et al. (1991) ont montré que pour des données de Hongrie, la distribution du
mélange de deux lois géométriques s’ajuste mieux aux durées sèches :

P (S = x|état initial sec) = αp1(1 − p1)
x−1 + (1 − α)p2(1 − p2)

x−1, x = 1, 2, . . . , (5.10)

avec α ∈ [0, 1], et Racsko et al. (1991) gardent la loi géométrique pour les durées pluvieuses.

La loi géométrique est également généralisée par la loi binomiale négative (de paramètres
p ∈ [0, 1], k > 1) :

P (S = x|état initial sec) =

x−1∏

i=1

k + i− 1

i
pk(1 − p)x−1, x = 1, 2, . . . . (5.11)

Si k = 1, la loi binomiale négative est égale à la loi géométrique. Si k > 1, la loi binomiale
négative à une queue plus légère que la loi géométrique. Si k < 1, la loi binomiale négative a
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une queue plus lourde que la loi géométrique. Cette loi a été peu employée, la première utili-
sation semble être celle de Wilby et al. (1998). Cependant, une autre forme de loi binomiale
négative, la loi binomiale négative tronquée, a été utilisée par Buishand (1978), Roldan et
Woolhiser (1982).

Plus récemment, Salvadori et De Michele (2006) ont utilisé des distributions à queue
lourde, la loi GPD, pour modéliser les durées sèches et pluvieuses.

Dans la plupart des modèles, les lois des durées sèches et pluvieuses sont supposées
indépendantes. Mais Salvadori et De Michele (2006) ont montré sur une série du Nord-Ouest
de l’Italie que les durées sèches et pluvieuses étaient significativement dépendantes. Ils ont
donc modélisé la dépendance entre les durées sèches S et humides H, via une loi bi-variée,
définie par une copule de Franck :

P (S ≤ s,H ≤ h) =C(P (S ≤ s), P (H ≤ h)), (5.12)

(5.13)

où

C(u, v) = 1
ln δ ln(1 + (δu−1)(δv−1)

δ−1 ), (5.14)

avec δ ≥ 0 un paramètre de dépendance : δ > 1 (respectivement δ < 1; δ = 1) modélise des
variables aléatoires négativement dépendantes (respectivement positivement dépendantes ;
indépendantes).

Des comparaisons de certains de ces modèles ont été menées, avec les critères d’AIC ou
BIC (Chapman, 1997), (Wilks, 1999), (Srikanthan et McMahon, 2001).

5.2.2 Modèles de simulation des quantités de pluie

Après avoir identifié les jours pluvieux, il reste à simuler la quantité de pluie précipitée
lors de ces jours. Dans la plupart des modèles, les cumuls journaliers sont considérés i.i.d.
et indépendants des durées pluvieuses. Il a été montré que l’auto-corrélation des pluies jour-
nalières non nulles est faible, mais significative (Buishand, 1978), (Katz et Parlange, 1998),
(Madden et al., 1999)1. Cette auto-corrélation est due à des passages frontaux lents et,
pour les régions sujettes à des cyclones, à des passages lents de cyclones. De nombreux
modèles supposent que cette auto-corrélation n’a pas de conséquences importantes. L’hy-
pothèse d’indépendance des pluies journalières non nulles a donc été largement utilisée (Wilks,
1999).

La distribution des cumuls de pluie présente une forte asymétrie positive (la médiane est
inférieure à la moyenne). La loi gamma à deux paramètres a donc été la plus couramment
employée pour modéliser les cumuls de pluie journalière (Wilks, 1999), et la loi exponentielle
pour modéliser les intensités de pluie journalière (Salvadori et De Michele, 2006). Une hy-
pothèse classique posée dans de nombreux modèles est de supposer les cumuls ou les intensités
i.i.d..

L’hypothèse des pluies ’identiquement distribuées’ a été assouplie par la considération de
plusieurs lois gamma : les paramètres dépendent de la position du jour pluvieux dans la
chronique des jours pluvieux et secs. Katz (1977), Chin et Miller (1980) et Guttorp (1995)

1Pour les pluies horaires, la corrélation temporelle a été considérée par Katz et Parlange (1995).
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définissent deux distributions : l’une pour les jours pluvieux suivant un jour sec, l’autre
pour les jours pluvieux suivant un jour pluvieux. Buishand (1978), Wilby et al. (1996) et
Chapman (1998) définissent la distribution des quantités de pluie par trois lois : une loi pour
les jours pluvieux isolés, une loi pour les jours pluvieux de début ou de fin d’événement, une
loi pour les jours pluvieux à l’intérieur d’un événement. Cette définition s’appuie sur des
statistiques observées ou sur des considérations physiques sur les différents types de pluie,
comme expliqué ci-dessous.

– La moyenne des cumuls augmente généralement avec ces trois cas de figure. Par exemple,
une étude de Chapman (1998) montre que la moyenne de la pluie des jours pluvieux
isolés dans le Pacifique Ouest est inférieure à quatre fois la moyenne de la pluie jour-
nalière.

– Si l’on ajuste une loi gamma à chaque type de pluies (de jours isolés, ou de début ou fin
d’événement, ou en cours d’événement), on constate que les paramètres de forme des
lois gamma restent identiques, pour un poste donné et en un mois donné (Buishand,
1978).

– Les pluies d’un jour proviennent en général de systèmes convectifs, et les autres pluies
de systèmes frontaux.

– Les événements pluvieux peuvent débuter ou terminer à n’importe quelle heure du jour,
et l’événement peut déborder de seulement quelques heures sur le premier ou le dernier
jour, qui ne contient dans ce cas qu’une faible partie des précipitations.

Ces considérations ont amené des hydrologues à définir un modèle de trois lois gamma,
de même paramètre de forme mais de paramètres d’échelles différents. Ce modèle à quatre
paramètres est parfois appelé ’common-α gamma’ (ici α désigne implicitement le paramètre
de forme des lois gamma). La validité de cette classification a été vérifiée par Chapman
(1998) sur des longues séries d’Amérique du Nord, d’Afrique du Sud et d’Australie. Cette
classification a été reprise dans les modèles non paramétriques, par exemple par Harrold et al.
(2003b).

Un autre modèle, peu utilisé, mais capable de donner de bons résultats, d’après des études
de Woolhiser et Roldan (1982), Foufoula-Georgiou et Lettenmeier (1987) et Wilks (1998),
est donné par un modèle à trois paramètres de mélange de deux lois exponentielles.

Chapman (1998) a comparé avec le critère AIC différentes lois pour les quantités de pluie.
Il a par exemple montré que le mélange d’exponentielles donnait de meilleurs résultats que
la loi gamma.

5.2.3 Exemples et commentaires de ces modèles

Exemple de validation bayésienne d’un modèle simple

Chaouche et Parent (1999) ont proposé une validation bayésienne du générateur de pluies
journalières simple de Stern et Coe (1984), appliqué à un régime de mousson (données d’une
station soudano-sahélienne du Burkina-Faso). Ce générateur modélise le processus des occur-
rences par une châıne de Markov d’ordre 1, et les cumuls journaliers des jours pluvieux par
une loi gamma. Pour modéliser la saisonnalité, les paramètres sont exprimés par une somme
de Fourier limitée à deux harmoniques. La méthode de validation bayésienne consiste à com-
parer les distributions a posteriori de certaines variables prédictives avec les observations.
En particulier, Chaouche et Parent (1999) vérifient le comportement du modèle vis-à-vis des
valeurs extrêmes. Ils considèrent pour chaque jour de l’année, la pluie maximale précipitée ce
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jour, sur les 29 années dont ils disposent. Les intervalles de crédibilité à 90% de ces maxima
contiennent les observations : le modèle restitue donc bien les maxima journaliers. Concer-
nant le processus d’occurrences, ils valident la pertinence du modèle markovien par rapport à
un modèle ’pile ou face’ de Bernoulli (où la probabilité d’occurrence d’une pluie chaque jour
est indépendante de l’état pluvieux ou sec du jour précédent). Ils montrent que le comporte-
ment central et la dispersion du nombre annuel de jours de pluie et les durées des épisodes
pluvieux sont bien restitués par le modèle. Concernant les intensités simulées, le cumul an-
nuel des pluies est bien reproduit. D’autre part, ils montrent que la loi exponentielle (cas
particulier de la loi gamma) suffit à modéliser la hauteur de pluies journalières. Par contre,
le modèle ne conserve pas la forme des épisodes pluvieux : l’hypothèse d’indépendance entre
les cumuls journaliers successifs est mise en défaut. Pour résoudre ce problème, ils proposent
d’introduire une modélisation de la dépendance entre les cumuls successifs, ou bien si les
cumuls de pluie simulés sont corrects sur différents pas de temps, de réarranger l’ordre des
jours de pluie, à l’intérieur d’un épisode pluvieux.

Comparaisons de modèles

Simulation des durées sèches par les modèles d’occurrences

Les valeurs extrêmes des durées sèches intéressent particulièrement les hydrologues. Ce
point est donc plus développé dans la littérature que d’autres aspects de la pluie.

Comme déjà remarqué par d’autres auteurs, Wilks (1999) montre que les modèles mar-
koviens au premier ordre sous-estiment la fréquence d’apparition des longues durées sèches.
Cette sous-estimation est significative sur les postes de République Tchèque et de l’Ouest
des États-Unis (caractérisé par un climat avec un faible cumul annuel et une forte variabilité
saisonnière), mais peu importante sur l’Est (caractérisé par un climat avec un fort cumul an-
nuel, et une faible variabilité saisonnière) et le Centre des États-Unis. En République Tchèque
et sur l’Ouest des États-Unis, Wilks (1999) montre également que les modèles markoviens
d’ordres supérieurs ou égaux à 2, les modèles markoviens hybrides et la loi binomiale négative
améliorent les résultats du modèle markovien d’ordre 1. Dubrovsky et al. (2004) montrent
que les modèles markoviens d’ordres supérieurs améliorent les résultats sur des données de
République Tchèque.

De bons résultats sont donnés par le mélange de lois géométriques pour la République
Tchèque, et par le modèle de loi binomiale négative pour l’Ouest des États-Unis. En Hongrie,
Racsko et al. (1991) montrent de même que les châınes de Markov d’ordre 1 sous-estiment
fortement les extrêmes des durées sèches, tandis que le mélange de lois géométriques donne
de bon résultats.

Par contre, à l’Est et au Centre des États-Unis, le modèle markovien au premier ordre
donne des résultats corrects. Dans le même sens, Small et Morgan (1986) ont montré que la
pluie journalière de certains postes des États-Unis était mieux modélisée par un processus
markovien, que par un processus d’alternance supposant une loi gamma pour les durées
sèches.

Concernant le biais des estimations des durées sèches, Wilks (1999) montre que les modèles
markoviens plus complexes (hybrides, ordres supérieurs) diminuent le biais négatif des durées
sèches maximales mensuelles, et peuvent le rendre positif. Les modèles d’alternance avec une
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loi binomiale négative, ou un mélange de lois géométriques améliorent parfois les résultats,
mais le biais est positif : les durées sèches maximales mensuelles simulées ont tendance à être
plus longues que celles des observations.

Ces différences entre modèles markoviens et d’alternance dépendent de la capacité à res-
pecter la saisonnalité. Dans chacun des modèles, les paramètres sont estimés pour chaque
mois de l’année. Cependant, dans le modèle d’alternance, une durée est simulée dans la loi du
mois auquel appartient le premier jour de la durée, or les durées simulées peuvent chevaucher
plusieurs mois (les plus longues durées sèches observées sont supérieures à 100 jours dans
l’Ouest des États-Unis).

Simulation des durées pluvieuses par les modèles d’occurrences

Les extrêmes des longueurs des durées pluvieuses semblent bien respectés par les différents
modèles, pour les postes des États-Unis (Wilks, 1999). Racsko et al. (1991) montrent que la
loi géométrique donne de bons résultats pour les durées pluvieuses. En République Tchèque,
Wilks (1999) montre que le mélange de lois géométriques donne de bon résultats.

Simulation du nombre de jours pluvieux par les modèles d’occurrences

Katz et Parlange (1998) et Wilks (1999) montrent que le nombre mensuel de jours pluvieux
est bien reproduit en moyenne, mais sa variance est sous-estimée par les différents modèles
d’occurrence proposés. En particulier pour l’Est et le Centre des États-Unis, le modèle mar-
kovien au premier ordre est le modèle le plus adéquat, tandis que les modèles d’alternance
donnent de meilleurs résultats pour les postes de l’Ouest des États-Unis.

Comparaison des modèles d’occurrences via les critères BIC et AIC

Wilks (1999) compare également les différents modèles markoviens via le critère BIC et
montre des résultats cohérents avec les précédents. Il montre que les châınes de Markov à
l’ordre 1 sont souvent plus adéquates pour les postes de l’Est et du Centre des États-Unis.
Dans l’Ouest, le modèle markovien hybride d’ordre 2 est majoritairement mieux adapté.
De même, il compare les modèles d’alternance. Dans l’Ouest et le Centre, la loi binomiale
négative de paramètre k < 1 est souvent préférée à la loi géométrique, et permet de simuler
des durées sèches longues plus fréquentes. Dans l’Est, la loi binomiale négative de paramètre
k > 1 est préférée à la loi géométrique, simulant moins fréquemment de longues durées sèches.
Les résultats suivants sont fondés sur le critère AIC. Roldan et Woolhiser (1982) ont montré
sur des sites des États-Unis, que la châıne de Markov au premier ordre était préférable à
un processus d’alternance avec des lois géométriques tronquées (pour les durées pluvieuses)
et binomiales négatives tronquées (pour les durées sèches). Chapman (1997) a montré que
les pluies journalières d’̂ıles de l’Ouest du Pacifique étaient bien modélisées par un modèle
markovien du premier ordre ou un processus d’alternance avec une distribution géométrique
tronquée pour les postes situés au nord de la latitude 14 Nord. Sur une étude de 24 postes
en Amérique du Nord, Chapman (1998) montre également que le critère AIC sélectionne les
modèles de châıne de Markov au second ordre (pour 12 postes), et les modèles d’alternance
avec la loi binomiale négative tronquée (pour les 12 autres postes).
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Chapman (1998) montre avec le critère AIC que le modèle markovien à sept états de
Srikanthan et McMahon (1985) est plus performant que les modèles markoviens à deux états,
même si ceux-ci traitent les données par classes de jours pluvieux isolés, début, milieu ou fin
d’événements. Bien qu’il ne classe pas les jours pluvieux selon qu’ils sont isolés, en début,
milieu ou fin d’événement, le modèle de Srikanthan et McMahon (1985) reproduit bien le
nombre de jours de pluie dans chaque classe (isolé, début/fin ou milieu d’événement), ainsi
que les variances des pluies annuelles et mensuelles.

Pour différents critères de comparaison, et pour un même type de climat, les résultats
concordent. En revanche, les modèles n’ont pas les mêmes performances sur des climats
différents. Le choix d’un modèle dépend donc essentiellement du climat de la région étudiée.

Comparaison des modèles des cumuls via les critères BIC et AIC

Il apparâıt clairement dans les résultats de Wilks (1999) que le modèle de loi gamma
i.i.d. donne de bien moins bons résultats que le modèle de mélange de lois exponentielles.
Le critère BIC montre que le mélange de lois exponentielles est plus adapté pour l’Est et le
Centre des États-Unis, et dans une majorité des postes de l’Ouest des Etats-Unis. Certains
postes de l’Ouest des Etats-Unis sont mieux modélisés par le modèle ’common-α-gamma’.

Comme Wilks (1999), Cahill (2003) compare les modèles de mélange d’exponentielles,
les modèles ”common-α-gamma”, et les modèles gamma. L’outil de comparaison utilisé par
Cahill (2003) est le critère AIC. Il montre que dans l’ordre du meilleur au moins bon, le critère
AIC choisit les modèles de mélange d’exponentielles, les modèles ”common-α-gamma”, et en
dernier les modèles gamma. Par un test du rapport de vraisemblance, il montre également
que les modèles gamma et mélange d’exponentielles sont significativement différents, ainsi
que les modèles gamma et ”common-α-gamma”.

Comparaison des valeurs extrêmes simulées par les modèles de cumuls

Le biais entre la valeur maximale simulée en un poste et un mois donnés, et la valeur
de même fréquence dans la série observée, est négatif sur les trois modèles (lois gamma,
’common-α-gamma’, et mélange d’exponentielles) comparés par Wilks (1999) : les modèles
ne reproduisent pas des valeurs maximales suffisamment élevées. Le modèle de mélange d’ex-
ponentielles et le modèle de lois gamma ont respectivement le biais le moins important, et le
biais le plus important.

Comparaison des variances mensuelles des pluies journalières par les modèles

de cumuls

Les résultats précédents restent vrais lorsque le critère de comparaison est la restitution
de la variance mensuelle des pluies journalières. La variance reste biaisée, du fait d’une
estimation par maximum de vraisemblance, et non par une méthode des moments (dans les
trois modèles comparés, la moyenne n’est pas biaisée).

La sous-estimation de la variance des pluies journalières, associée à la sous-estimation
de la variance du nombre de jours pluvieux ont pour conséquence la sous-estimation de la
variabilité saisonnière des cumuls pluvieux (Wilks, 1999).
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Conclusions

La plupart des modèles présentés ici sont ajustés sur l’ensemble des valeurs journalières.
Or, les valeurs extrêmes observées proviennent souvent d’événements météorologiques inha-
bituels (ouragans, phénomènes convectifs méso-échelle complexes), et donc d’une popula-
tion différente de celle de la majorité des observations journalières. Si la particularité des
phénomènes extrêmes est prise en compte, via un mélange de modèles, ou une classification,
les résultats concernant les extrêmes sont meilleurs.

Le degré de complexité du modèle dépend des caractéristiques climatiques, et du résultat
souhaité. Sur certains postes, les modèles d’alternance des durées (loi binomiale négative et
mélange de lois géométriques) montrent de meilleurs résultats au niveau des extrêmes et de
la variabilité inter-annuelle des pluies (Wilks, 1999). Mais les modèles markoviens (hybrides
ou non) sont intéressants pour la modélisation multi-site, grâce à leur capacité à prendre en
compte les corrélations spatiales (Wilks, 1998).

Enfin, pour les postes où la variabilité inter-annuelle est importante (par exemple en
Australie), Katz et Parlange (1998) et Wilks (1999) concluent qu’aucune combinaison de
modèles n’a permis de respecter la variance inter-annuelle des cumuls mensuels, même si les
résultats sont meilleurs avec des modèles plus complexes.

Évolutions récentes : introduction de lois à queue lourde, et de la dépendance

entre variables

Salvadori et De Michele (2006) considèrent la dépendance entre la durée pluvieuse H d’un
événement, la durée sèche S suivante, et l’intensité moyenne I de pluie précipitée pendant
la période pluvieuse. Ils montrent que la durée pluvieuse et l’intensité de pluie précipitée en
cette durée sont négativement associées (à partir de données du Nord Ouest de l’Italie). Cette
dépendance a été également relevée par Arnaud (1997) sur des postes français, ou Heneker
et al. (2001) sur des données australiennes. Salvadori et De Michele (2006) montrent de plus
une corrélation négative entre une durée pluvieuse et la durée sèche suivante.

Salvadori et De Michele (2006) montrent que si les distributions de I,H ne sont pas à queue
lourde, alors la distribution du volume V = I · H de pluie précipitée pendant l’événement
n’est pas à queue lourde. Les trois variables I,H, S sont modélisées marginalement par des
lois GPD, et conjointement par une loi multivariée de dimension trois, à l’aide d’une copule
particulière. Dans le cas d’étude italien proposé, la loi de V s’ajuste visuellement bien aux
données. Par ailleurs, ils développent théoriquement le calcul de la distribution du nombre
d’événements dans une fenêtre temporelle donnée, et donnent un résultat asymptotique pour
la convergence de cette loi lorsque la fenêtre temporelle devient infinie. Cependant, le résultat
théorique ne s’applique pas dans leur cas d’étude, car la fenêtre temporelle utilisée est trop pe-
tite (120 h). Ils introduisent également un algorithme original pour approcher la distribution
du volume de pluie dans une fenêtre temporelle de taille arbitraire, précédant un événement
fort. La méthode est fondée sur un mélange de lois et des convolutions multi-dimensionnelles.

Un exemple : la version journalière de Shypre

Le principe du modèle journalier Shypre a été repris de Buishand (1977). Les durées
sèches et pluvieuses sont générées alternativement. Les durées sèches sont simulées par une
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loi binomiale négative tronquée, les durées pluvieuses sont générées par une loi géométrique.
Lorsqu’on génère une durée pluvieuse, on génère en même temps les hauteurs d’eau corres-
pondant à chaque jour de l’épisode pluvieux. Ce modèle différencie les hauteurs de pluie
d’un jour pluvieux isolé, d’un jour aux extrémités d’un événement pluvieux, et d’un jour
au milieu d’un événement pluvieux. Ces hauteurs sont calées sur une loi de Weibull à trois
paramètres. Les cumuls de pluies des jours successifs sont supposés indépendants (faible co-
efficient d’auto-corrélation de la série des cumuls non nuls), de même que la durée sèche avec
la durée pluvieuse qui suit. Ces lois sont calées aux variables mois par mois, pour 52 postes
du Sud de la France (Arnaud, 1997).

La validation du modèle Shypre journalier repose sur la restitution des distributions de la
pluie journalière maximale du mois, et de la pluie totale du mois, par une chronique simulée
de taille 1000 années. Pour les pluies journalières maximales dont la moyenne et l’écart-type
sont bien restitués, la distribution des valeurs simulées est très proche de la distribution
des valeurs observées. Cependant, même si l’erreur relative sur l’écart-type est supérieure à
±30%, les distributions simulées et observées sont assez proches (Arnaud, 1997).

Arnaud (1997) montre que, tous mois confondus :
– sur la moyenne des pluies maximales journalières du mois, 85% des postes étudiés ont

une erreur relative comprise entre ±20%,
– sur la moyenne des pluies mensuelles, 80% des postes étudiés ont une erreur relative

comprise entre ±20%,
– sur l’écart-type des pluies maximales journalières du mois, 90% des postes étudiés ont

une erreur relative comprise entre ±30%,
– sur l’écart-type des pluies mensuelles, 75% des postes étudiés ont une erreur relative

comprise entre ±30%.
De ces points de vue, les performances du générateur Shypre journalier sont satisfaisantes.

Le modèle horaire de Shypre est décrit plus loin dans la section 5.3 : au lieu de simuler une
chronologie continue d’alternance entre périodes sèches et pluvieuses, il simule une succession
d’événements composés d’averses.

5.2.4 Modèles non-paramétriques

Les modèles non paramétriques ont été proposés comme alternative aux modèles pa-
ramétriques multivariés, devenus trop complexes (Young, 1994). On rencontre les modèles
non paramétriques principalement dans la modélisation multi-site des précipitations, ou dans
la modélisation conjointe de variables climatiques (pluie, température, évapo-transpiration,
pression atmosphérique, couverture neigeuse, etc.). Ces derniers modèles sont utilisés par
exemple dans des modèles hydrologiques pluie-débit ou de ressources en eau, pour des
générations de scénarios de changement climatique, ou en agronomie.

La méthode non paramétrique la plus répandue est appelée en anglais ’nearest-neighbour
resampling’, que nous traduirons ici par méthode du voisinage le plus proche. Cette méthode
est présentée par Rajagopalan et Lall (1995) et Lall et Sharma (1996). Comme son nom l’in-
dique, cette méthode consiste à effectuer des tirages avec remise dans une fenêtre temporelle
centrée sur la date pour laquelle on veut simuler des variables climatiques. L’utilisation de
la fenêtre temporelle permet de reproduire les variations saisonnières des variables.

La méthode des analogues, utilisée en météorologie, est un cas particulier de la méthode
du voisinage le plus proche (Zorita et al., 1995). La méthode du voisinage le plus proche a été
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appliquée par Lall et Sharma (1996) pour générer des séries temporelles hydrologiques, par
Rajagopalan et al. (1996) pour simuler la pluie journalière avec un modèle de Markov non-
homogène, par Lall et al. (1996) pour simuler des occurrences de pluie avec une méthode de
retirage homogène par saison, par Rajagopalan et al. (1997) pour simuler plusieurs variables
climatiques journalières, par Tarboton et al. (1998) avec une procédure de désagrégation pour
simuler des débits, par Wojcik et Buishand (2003) pour simuler la pluie et la température
sur des pas de temps de 6 heures, à l’aide d’une méthode de désagrégation (les méthodes de
désagrégation sont présentées à la section 5.3.3). Le modèle de Wojcik et Buishand (2003)
reproduit d’ailleurs bien les valeurs extrêmes de pluie.

Principe de la méthode du voisinage le plus proche

La méthode permet de simuler une série temporelle constituée de m ≥ 1 variable(s)
climatique(s). On note Xu = (x1(u), . . . , xm(u)) le vecteur des m variables observées le jour
u, et on note X∗

t = (x∗1(t), . . . , x
∗
m(t)) le vecteur des m variables du jour t de la série simulée.

Supposons que les variables ont été simulées du jour 1 au jour t. La simulation des variables
du jour t + 1 repose sur les données X∗

t : on recherche dans une fenêtre centrée en t de la
chronique observée, les situations climatiques les plus ’proches’ de la situation X∗

t .

– A propos de la fenêtre temporelle :

Si la date en cours de simulation est le jour t, la fenêtre temporelle des observations
autour de cette date est définie par l’ensemble des jours autour du jour Julien corres-
pondant à la date t, et ceci pour les différentes années de la série d’observation. Donnons
un exemple pour une fenêtre temporelle de 61 jours : si l’on souhaite simuler le jour t
numéro 380 de la série simulée, on considère le jour u = 380 modulo 365, et la fenêtre
temporelle est définie par les intervalles de jours [u−30 modulo 365,u+30 modulo 365]i
pour chaque année i de la série observée.

– A propos de la distance :

La notion de voisinage nécessite la définition d’une distance, et au préalable la définition
des variables prises en compte dans le calcul de la distance. Ces variables sont appelées
variables de conditionnement. Par exemple, les variables de conditionnement peuvent
être le cumul de pluie et la température du jour t simulé. Les plus ’proches’ situa-
tions correspondent alors aux situations de la fenêtre temporelle, avec une pluie et une
température ’proches’ de la situation en X∗

t . La notion de proximité est objectivée par
une distance. Les distances les plus couramment employées sont la distance Euclidienne
pondérée (voir par exemple (Brandsma et Buishand, 1998)), et la distance de Mahala-
nobis (voir par exemple (Kendall et al., 1983) pour la définition de cette distance, et
(Wojcik et Buishand, 2003) pour un exemple d’utilisation).

Une des situations voisines est ensuite tirée aléatoirement, avec remise. Soit Xv cette
situation observée. La situation X∗

t+1 est alors égale à la situation Xv+1, c’est-à-dire la
situation du jour suivant dans la chronique observée.

La méthode ci-dessus nécessite de préciser :
– la définition d’une distance entre situations climatiques.
– la largeur de la fenêtre temporelle autour du jour t. La fenêtre temporelle permet de res-

pecter le cycle annuel des variables climatiques, et ne pose pas le problème du découpage
de l’année en saisons. Brandsma et Buishand (1998), Sharma et Lall (1999), Wojcik et
Buishand (2003) utilisent une fenêtre de 61 jours.
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– l’entier k ∈ N∗ égal au nombre de voisins le plus proches. k est de l’ordre de
√
n, où n

est le nombre d’observations utilisées dans la fenêtre temporelle (Lall et Sharma, 1996).
n est donc égal au nombre d’années de la série observée multiplié par la largeur de la
fenêtre temporelle. Buishand et Brandsma (2001) donnent quelques conseils sur le choix
de k.

– la loi de probabilité discrète pour le tirage du voisinage Xv. Souvent, la probabilité de
tirer le jème plus proche voisin, 1 ≤ j ≤ k est donnée par pj = 1/jPk

j=1 1/j
.

Exemples et résultats de ces méthodes

Dans un modèle simulant les pluies et les températures, Brandsma et Buishand (1998) et
Wojcik et Buishand (2003) montrent que la méthode du voisinage le plus proche est capable
de :

– bien reproduire la distribution des valeurs extrêmes des maxima journaliers (et en 6 h
avec la procédure de désagrégation de Wojcik et Buishand (2003)). Les maxima en un,
quatre et dix jours sont bien reproduits, et leurs distributions dans un diagramme de
Gumbel présentent une allure alignée, suggérant une loi Gumbel. Wojcik et Buishand
(2003) utilisent une série de 42 ans de données. A ce propos, nous rappelons ici que
l’estimateur du paramètre de forme d’une loi GEV est fortement variable pour une taille
d’échantillon égale à 42. D’autre part, Koutsoyiannis et Baloutsos (2000) ont montré
que, sur une portion d’une série pluviométrique longue, la distribution des maxima
annuels peut présenter une allure alignée sur un diagramme de Gumbel, alors que la
distribution des maxima de la série entière présente une allure convexe.
La procédure de désagrégation de Wojcik et Buishand (2003) permet également d’en
déduire la distribution des maxima saisonniers en 6 h. Wojcik et Buishand (2003)
présentent le résultat dans un diagramme de Gumbel. La distribution a une courbure
convexe et un plafond. La courbure suggère une distribution GEV pour les maxima. Le
plafonnement de la distribution est dû à la méthode, qui ne peut simuler des valeurs
supérieures aux observations.

– bien reproduire les coefficients d’auto-corrélation de la série temporelle des précipitations,
– bien reproduire les moments d’ordre 1 et 2 des cumuls mensuels.

Les modèles paramétriques de pluie journalière ont été adaptés en modélisation non pa-
ramétrique. On donne ci-dessous trois exemples.

1. Le modèle présenté par Sharma et Lall (1999) est une version non paramétrique des
modèles combinant un processus d’occurrences avec un modèle de cumuls de pluie jour-
nalières. Dans le processus d’occurrences, la variable de conditionnement pour simuler
les durées est :
– la durée de l’événement pluvieux précédent, si l’on simule une durée sèche,
– la durée sèche précédente, si l’on simule une durée pluvieuse.

Dans le modèle des cumuls de pluie, les variables de conditionnement sont :
– la date du début de l’événement : pour respecter la fonction d’auto-corrélation des

pluies journalières d’un événement,
– la durée de l’événement : pour tenir compte de la dépendance entre les cumuls de

pluie et la durée des événements pluvieux (les événements de type orage sont souvent
courts et de volumes élevés, les événements de type dépression sont souvent longs et
de volumes faibles).
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– le cumul de pluie du jour précédent.

Sharma et Lall (1999) montrent sur une longue série de 123 années à Sydney (Australie)
que le modèle reproduit bien la variation saisonnière de la moyenne, la variance, et
l’asymétrie de la pluie journalière. De même, la variation saisonnière du nombre de
jours pluvieux dans les fenêtres mobiles de 60 jours est bien reproduite.

Sharma et Lall (1999) ne précisent pas si la distribution des valeurs extrêmes est
préservée, ni le type de distribution des valeurs extrêmes qui ressort de cette modéli-
sation.

D’autre part, le modèle ne respecte pas la variabilité inter-annuelle, causée par les
fluctuations climatiques basse-fréquence. L’inclusion d’une variable de conditionnement
de périodicité basse-fréquence (relative par exemple aux interactions océan-atmosphère,
telles que l’Oscillation du Sud El-Niño dans le cas de Sydney) permettrait peut-être
d’améliorer la variabilité inter-annuelle. Par exemple, Harrold et al. (2003a) introduisent
des variables de conditionnement caractérisant l’état très sec, sec, moyen, humide, ou
très humide des périodes précédentes (trois mois, un an, cinq ans). Ces variables ne
sont pas exogènes aux données pluviométriques, ce qui peut être utile lorsqu’on ne
dispose pas des autres données climatologiques. Harrold et al. (2003a) montrent que
cette méthode donne de bons résultats sur la série de Sydney.

2. Le modèle proposé par Harrold et al. (2003a,b) combine également un processus d’oc-
currences et un modèle de cumuls des pluies. La particularité de ce modèle, par rapport
à celui de Sharma et Lall (1999), est d’introduire un classement des jours pluvieux (jour
pluvieux isolé, jour de début, fin ou milieu d’événement), comme déjà introduit dans
certains modèles paramétriques. D’autre part, il génère les cumuls avec une densité
estimée par une méthode de noyaux. La méthode, appliquée aux données de Sydney,
montre que la moyenne, l’écart-type et le coefficient d’asymétrie des pluies journalières
sont bien reproduits, ainsi que le coefficient d’auto-corrélation d’ordre 1.

3. Rajagopalan et al. (1996) présentent un modèle de Markov au premier ordre pour la
génération de la pluie journalière sur un site. La matrice de probabilités de transitions
de la châıne de Markov varie jour après jour tout au long de l’année, elle est estimée
via une méthode de noyau. Les cumuls de pluie sont également simulés à partir d’une
distribution estimée par une méthode de noyaux. Une application du modèle à la pluie
de Salt Lake City montre que les statistiques de pluie sont bien reproduites aux échelles
saisonnières et annuelles.

Limites des approches non paramétriques

Les simulations sont dépendantes des observations : si des erreurs existent dans les données,
elles seront propagées dans les simulations. Plus la série observée est longue (et de bonne
qualité), plus la qualité de la simulation sera meilleure. Si la série observée est trop courte
pour contenir des événements forts, la simulation n’en contiendra pas. Ce type de modèle ne
permet pas l’extrapolation. Pour éviter de ne retirer que des valeurs observées, Harrold et al.
(2003b) proposent de modéliser les quantités de pluie journalière à l’aide d’une fonction de
densité estimée par la méthode non-paramétrique des noyaux.
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5.3 Générateurs de pluie à des pas de temps inférieurs à 24 h

Les séries de mesure de la pluie à un pas de temps inférieur à 24 h sont bien moins
renseignées que les séries journalières. Or, la connaissance des processus pluvieux à des faibles
pas de temps est importante en hydrologie urbaine (en particulier pour l’estimation des
crues). À des pas de temps fins, la pluviométrie est beaucoup plus variable qu’au pas de
temps journalier, les modèles sont donc plus compliqués. On distingue différentes approches
conceptuelles de simulation de la pluie au pas de temps horaire. Nous présentons d’abord le
modèle Shypre, une approche directe originale pour construire des hyétogrammes en simulant
des averses successives. Nous présentons ensuite deux autres types de modèles. Les modèles
d’agrégation simulent des arrivées d’entités pluvieuses, qui peuvent se chevaucher dans le
temps, et définissent la pluie à chaque instant par la somme des entités pluvieuses présentes
à cet instant. Enfin, les modèles de désagrégation simulent la pluie à un pas de temps donné,
puis la désagrègent en un pas de temps inférieur.

5.3.1 Modèle de construction de hyétogrammes : Shypre

Inspiré des travaux de Tourasse (1981), puis Lebel (1984), Shypre est un modèle de si-
mulation pluie-débit développé au Cemagref d’Aix-en-Provence avec les thèses de Cernesson
(1993) et Arnaud (1997). Ce modèle est fondé sur une description des hyétogrammes, au
moyen de variables aléatoires. Le modèle reconstruit des événements pluvieux constitués
d’averses, par simulation de ces variables aléatoires (Arnaud, 1997).

Description des événements et des averses

– Les événements pluvieux sont d’abord extraits de la série journalière : un événement
pluvieux est une successions de jours pluvieux, pour lesquels la pluie journalière est
supérieure ou égale à 4 mm, et l’un au moins des jours a une pluie journalière supérieure
à 20 mm.

– Une fois identifié au pas de temps journalier, l’événement est décrit au pas de temps
horaire par des averses et des périodes sèches. Une averse est définie par une pluie
continue avec un seul maximum. Si une pluie continue, au pas de temps horaire, présente
deux pics, on dit qu’il y a deux averses. Par convention, le minimum relatif appartient
à la première averse. À l’intérieur d’un événement, un regroupement d’averses, sans
période sèche, forme une période pluvieuse. Un événement contient une ou plusieurs
périodes pluvieuses, séparées d’une ou plusieurs heures sans pluie.

La figure 5.1 illustre la définition d’événement pluvieux, de périodes pluvieuse et sèche, et
d’averses.

Les variables descriptives des hyétogrammes sont :

– NE le nombre d’événements par an ou par saison,
– NG le nombre de périodes pluvieuses par événement,
– DIA la durée sèche entre deux périodes pluvieuses (en heures),
– NA le nombre d’averses par périodes pluvieuses,
– DA la durée d’une averse (en heures),
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Fig. 5.1: Description d’un événement pluvieux, au pas de temps horaire. L’événement est
constitué de trois périodes pluvieuses. La première période pluvieuse contient une averse, la
deuxième en contient trois, et la dernière en contient une. Figure issue de (Arnaud, 2004).

– V OL le volume d’une averse (en dixièmes de mm) 2

– RX le rapport entre la pluie maximale en 1 heure de l’averse et le volume de l’averse
(V OL), RX n’a de sens que pour les averses de plus d’une heure et 1/DA ≤ RX ≤ 1.

Arnaud (1997) distingue deux populations d’averses : les averses apportant les plus grandes
quantités d’eau sont appelées averses principales, les autres averses sont appelées averses

ordinaires. Une autre variable doit définir le nombre d’averses principales par événement.
Arnaud et al. (2003) fait l’hypothèse que ce nombre est égal au nombre de jours consécutifs
avec une pluie journalière supérieure à 20 mm. L’intérêt d’expliquer ce nombre par l’infor-
mation journalière est de permettre, pour d’autres études, la régionalisation du générateur
Shypre. Une nouvelle variable est donc introduite :

– DUR20C le nombre de jours consécutifs avec plus de 20 mm de pluie journalière.

Arnaud (2004) a analysé en détail les événements extrêmes :
– les événements extrêmes ne sont pas nécessairement dus aux plus fortes averses, surtout

en climat méditerranéen.
– Mais un événement présentant la plus forte pluie journalière dure souvent dans le temps,

et présente plusieurs journées successives avec plus de 20 mm. Il est composé d’averses de
volumes forts, mais pas des plus forts. La pluie maximale journalière n’est pas constituée
d’une seule averse principale mais de plusieurs fortes averses (principales et ordinaires).
Le nombre d’averses principales d’un événement a également un rôle important sur le
caractère extrême de l’événement.

– D’autre part, les plus fortes averses d’une série (principales ou ordinaires) ont tendance
à être regroupées dans un même événement. Ce phénomène est appelé ’persistance

des averses’. Par exemple, sur un poste de Saint-Michel du Touvet dans le massif de la
Chartreuse, Arnaud (2004) montre que le plus fort événement pluvieux observé a une
pluie totale de 234 mm, dont 152 mm sont tombés en 24 heures. Cet événement possède
trois averses principales. Or ces trois averses principales sont aussi les trois plus fortes
averses principales de la saison hiver. De plus, les deux plus fortes averses ordinaires de
la saison sont dans cet événement, et placées à côté de la plus forte averse principale.

2La caractérisation des averses par leur volume semble préférable à la caractérisation par leur intensité.
En effet, si le mode de dépouillement des données est de mauvaise qualité, la durée et l’intensité des averses
risquent d’en être influencées. De plus, la corrélation entre le volume et la durée est moins importante qu’entre
l’intensité et la durée.
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Arnaud (2004) a montré que le phénomène de persistance se traduit par une dépendance
entre les averses fortes :

– lorsqu’il y a plusieurs averses principales dans un événement pluvieux, ces averses ne
sont pas indépendantes les unes des autres.

– Lorsque le nombre d’averses principales augmente, on a logiquement une plus grande
probabilité d’avoir une averse principale forte, mais on constate aussi que les autres
averses principales et les averses ordinaires de l’événement sont fortes.

– Le degré de la persistance des averses principales est croissant avec la variable DUR20C.
– Plus l’averse principale la plus forte de l’événement est forte, plus les autres averses

principales de l’événement seront fortes, et ceci même pour les postes du climat tempéré,
et d’autant plus pour les postes méditerranéens.

– La persistance des averses principales n’est pas marquée en climat tempéré.
– La persistance des averses principales est marquée en climat méditerranéen.

Enfin, Arnaud (1997) montre un phénomène d’agglomération des averses les plus fortes
autour de la plus forte averse de l’événement. Il est important de prendre en compte cet
aspect dans la simulation car il est responsable de pluies extrêmes. Il est surtout visible dans
les postes d’altitude ou de climat méditerranéen.

Simulation des événements

Le tableau 5.1 liste les variables descriptives et les lois de probabilité utilisées pour le
modèle, classées dans l’ordre de leur tirage dans le modèle. Ces lois de probabilités ont
été déterminées par l’étude d’une cinquantaine de postes pluviographiques situés dans les
départements du pourtour méditerranéen français.

Les incertitudes de modélisation sont dues à la fois au choix des lois, à l’estimation des
paramètres, mais également à la typologie des averses. En effet, la typologie des averses est
une étape délicate qui peut influencer les estimations des paramètres des lois des variables.

La modélisation du nombre d’averses principales par événement et la prise en compte
de la dépendance entre les variables RXP et V OLP a été formulée dans le modèle Shypre
à l’aide de lois empiriques. De même, la persistance des averses, qui se traduit par une
dépendance des fréquences des volumes des averses, a été modélisée de manière empirique.
Enfin, l’agglomération des fortes averses est modélisée en regroupant les averses les plus fortes
d’un événement autour de la plus forte averse principale de l’événement.

Le schéma 5.2 suivant représente le déroulement de la simulation des événements dans le
modèle Shypre.

Validation du modèle

Le modèle Shypre parvient à reproduire les quantiles de pluie sur différents climats
(méditerranéen, tempéré, alpin). En particulier, l’inclusion de la dépendance entre RXP
et V OLP a conduit le modèle à bien restituer les pluies maximales en 1 h. La modélisation
de l’agglomération des fortes averses permet de bien restituer les quantiles de durée 6 h, et la
modélisation de la persistance associée à celle de l’agglomération des averses permet de bien
reproduire les quantiles de durées 24 h.
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Variable Définition Loi de probabilité

NE Nombre d’événements pluvieux
par an

Poisson

NG Nombre de périodes pluvieuses
par événement

géométrique

NA Nombre d’averses par périodes
pluvieuses

géométrique

DUR20C Nombre d’averses principales par
événement

empirique, estimée régionalement

V OLP Volume des averses principales exponentielle

V OLO Volume des averses ordinaires exponentielle

DAP Durée des averses principales (14
à 20 heures maximum selon la sai-
son)

Hiver : DAP ≤ 10 : Poisson ;
10 ≤ DAP ≤ 20 : uniforme
Eté : DAP ≤ 8 : Poisson ;
8 ≤ DAP ≤ 14 : uniforme

DAO Durée des averses ordinaires (12
h maximum)

DAO ≤ 6 : Poisson ;
6≤ DAO ≤ 12 : uniforme

RXP Rapport de la pluie maximale en
1 heure de l’averse sur le volume
de l’averse (cas averse principale)

empirique, dépendante de V OLP

RXO Rapport de la pluie maximale en
1 heure de l’averse sur le volume
de l’averse (cas averse ordinaire)

empirique

DIA Durée sèche entre les périodes
pluvieuses

DIA ≤ 12 : géométrique ;
DIA ≥ 12 : uniforme

Tab. 5.1: Liste des variables descriptives et des lois utilisées par le modèle. Sauf RXP et
V OLP et si cela est mentionné dans la description des techniques de simulation ci-dessous,

les différentes variables descriptives sont supposées indépendantes entre elles. L’hiver
correspond aux mois décembre-mai, et l’été correspond aux mois juin-novembre.

Fig. 5.2: Organigramme du programme de simulation des événements au pas de temps
horaire, par Shypre

Enfin, une version journalisée de ce modèle a été proposée, dans laquelle la plupart des
paramètres est estimée régionalement, tandis que d’autres sont expliqués par l’information
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journalière locale. Nous analyserons l’incertitude des quantiles de pluies de 24 h simulés par
cette version journalisée dans le prochain chapitre.

5.3.2 Modèles fondés sur des regroupements ou agrégation d’entités plu-
vieuses : Bartlett-Lewis et Neyman-Scott

Parmi les modèles de génération de pluie, les modèles fondés sur des agrégations d’en-
tités pluvieuses font l’objet de très nombreuses publications. Ces modèles sont construits
à partir de processus ponctuels : la propriété de regroupement des événements pluvieux
a été modélisée par deux processus de Poisson, correspondant à un processus d’arrivée
d’événements, et un processus d’arrivée des averses à l’intérieur des événements. A l’ori-
gine, ces modèles ont été empruntés à un modèle de distribution spatiale des galaxies de
Neyman et Scott (1952) pour décrire la propriété de regroupement des galaxies.

Deux modèles, assez proches, ont été proposés et décrivent un processus continu de la
pluie : ce sont les modèles de Neyman-Scott et de Bartlett-Lewis Rodriguez-Iturbe (1987,
1988). Ils sont utilisés pour décrire la pluie sur des pas de temps allant de quelques minutes à
plusieurs jours. Deux processus de Poisson modélisent les occurrences des événements et des
entités pluvieuses qui les composent. À chaque unité de temps, le cumul est égal à la somme
des contributions de pluie apportées par la ou les entités pluvieuses présentes pendant cette
unité de temps. Les entités pluvieuses sont décrites par leurs origines, leurs durées de vie et
leurs intensités moyennes. Le processus de génération de la pluie dans ces modèles est décrit
ci-dessous :

– l’origine des événement suit une loi de Poisson,
– chaque événement contient une ou plusieurs entités pluvieuses (ce point est modélisé

différemment dans les modèles de Neyman-Scott et de Bartlett-Lewis),
– la durée de vie des entités suit une loi exponentielle,
– les intensités moyennes des entités suivent une loi exponentielle,
– à chaque pas de temps, l’intensité est obtenue par la somme des intensités des entités

présentes sur le pas de temps.

Les origines temporelles des entités au sein des événements sont positionnées différemment
suivant le processus de Neyman-Scott ou de Bartlett-Lewis utilisé :

– dans l’approche de Neyman-Scott, le nombre d’entités dans un événement pluvieux suit
une loi de Poisson ou une loi géométrique et leur positionnement à partir de l’origine de
l’épisode suit une loi exponentielle. La durée totale de l’événement se déduit du nombre,
de la position et de la durée des entités composant l’événement. Le cas de Neyman-Scott
est illustré dans la figure 5.3,

– dans l’approche de Bartlett-Lewis, la durée de l’événement est simulée en premier,
suivant une loi exponentielle. Les dates d’origine des entités de l’événement sont alors
simulées suivant un processus de Poisson, jusqu’à ce que cette date dépasse la durée de
l’événement. Dans ce cas, le nombre d’entités par événements découle de la durée de
l’événement et du résultat du processus poissonnien. On peut montrer qu’il suit une loi
géométrique (Rodriguez-Iturbe, 1987).

Les deux modèles possèdent chacun cinq paramètres. Cowpertwait (1998) a montré que les
deux modèles avaient les mêmes propriétés au second ordre (c’est-à-dire variance, covariance
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Fig. 5.3: Graphique du dessus : les origines des événements arrivent suivant un processus
de Poisson. Chaque événement génère ensuite un nombre aléatoire d’entités pluvieuses, et le
temps d’attente entre l’origine de l’événement et l’arrivée d’une entité est distribué selon
une loi exponentielle. Graphique du milieu : les entités pluvieuses ont une durée et une

intensité moyenne distribuées selon des lois exponentielles. Graphique du bas : l’intensité
totale en chaque instant est égale à la somme de toutes les intensités présentes à cet instant.

et moyenne des cumuls de pluie sur différentes durées). Les modèles originaux sous-estiment
les quantiles extrêmes des pluies maximales entre 1 heure et 24 heures, sur-estiment le taux
de périodes sèches, et reproduisent mal l’auto-corrélation des pluies journalières. Rodriguez-
Iturbe (1988) a donc modifié le modèle Bartlett-Lewis en faisant varier le paramètre de
la loi exponentielle des durées des entités, suivant une loi gamma. Cela a permis de mieux
reproduire les périodes sèches, l’auto-corrélation des intensités et les valeurs extrêmes (Velghe
et al., 1994).

Pour améliorer l’auto-corrélation des pluies journalières et les événements extrêmes, Onof
et Wheater (1994) modélisent les intensités par une loi avec une queue plus lourde que la loi
exponentielle : la loi gamma. Le modèle ainsi modifié améliore la restitution des distributions
des maxima annuels, mais cette amélioration n’est pas encore satisfaisante selon différents au-
teurs (Onof et Wheater, 1994), (Khaliq et Cunnane, 1996), (Verhoest et al., 1997), (Cameron
et al., 2000a).

Plus particulièrement, des études sur des postes de Belgique et du Royaume Uni, par
Verhoest et al. (1997) et Cameron et al. (2000a), ont montré que le modèle de Bartlett-
Lewis modifié par Onof et Wheater (1994) reproduit bien les extrêmes des pluies de 24
h : les intervalles de confiance des quantiles simulés contiennent les intervalles de confiance
des observations, et la médiane des quantiles simulés de pluie maximale en 24 heures est
convexe sur le diagramme de Gumbel (Cameron et al., 2000a). Cependant, le modèle sous-
estime encore les valeurs extrêmes sur les petites durées : pour 120 simulations, la médiane
des quantiles (de périodes de retour de 1 an à 100 ans) simulés de pluie maximale en 1
heure a une allure légèrement concave sur un diagramme de Gumbel, et les observations
sont supérieures à l’intervalle de confiance à 95% des quantiles simulés, obtenu par les 120
simulations.
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Or, la restitution des pluies maximales en 1 h est un sujet important en hydrologie, no-
tamment en hydrologie urbaine. Pour mieux estimer les pluies de 1 h, Cameron et al. (2000a)
suggèrent d’utiliser une loi plus flexible que la loi gamma pour les intensités, par exemple
une loi GPD. Une autre idée, empruntée à Cowpertwait et O’Connell (1997), consiste à dis-
tinguer la population des entités pluvieuses de type convectif, de celles de types stratiforme.
Cette méthode a permis de reproduire avec succès les valeurs extrêmes. Dans la même idée,
Cameron et al. (2000c) distinguent les entités de fortes intensités et les autres. Ils simulent
les intensités des entités de fortes intensité par une loi de Pareto généralisée, les autres entités
par une loi exponentielle. Cette fois, les valeurs extrêmes des hauteurs de pluie sont bien re-
produites au pas de temps horaire, mais légèrement surestimées au pas de temps journalier.
Notons que Cameron et al. (2000b) utilisent une procédure GLUE sur les paramètres de la loi
GPD, pour estimer l’incertitude autour des quantiles simulés. La médiane et les intervalles
d’incertitudes autour des quantiles de pluie maximale en 1 et 24 heures, déterminés par la
méthode GLUE aux paramètres de la loi de Pareto généralisée sont satisfaisants.

Concernant les statistiques de la distribution centrale des pluies simulées (moyenne et
variance des pluies en 1 h et 24 h, coefficients d’auto-corrélation, proportion de périodes
sèches, moyenne et variance des durées sèches et pluvieuses, nombre moyen d’événements
par saison), le modèle de Bartlett-Lewis modifié par Onof et Wheater (1994) donne d’assez
bons résultats sur des données du Royaume-Uni, selon Cameron et al. (2000a). Ils notent
cependant une sur-estimation de la moyenne de la pluie en 1 h, et une sous-estimation des
durées moyennes des événements en 1 h et 24 h.

Enfin, le modèle de Neyman-Scott a été généralisé au cas spatio-temporel par Cowpertwait
et al. (2002). Frost et al. (2005) ont montré que les courbes Hauteur-Durée-Fréquence estimées
à partir des simulations du modèle Neyman-Scott spatio-temporel restent significativement
proches des observations.

Estimation des paramètres

L’estimation des paramètres de ces modèles est délicate : plusieurs procédures d’estima-
tion ont été proposées. La méthode du maximum de vraisemblance n’est pas réalisable, en
particulier avec les données agrégées (Rodriguez-Iturbe, 1988) : les pluies horaires simulées
par le modèle ont une structure de dépendance et une distribution marginale compliquées.

La méthode la plus fréquemment utilisée, parce qu’elle est réalisable et possède un sens
physique, généralise la méthode des moments. Elle consiste à établir des équations entre des
caractéristiques simulées et observées. Une méthode d’optimisation permet de résoudre les
équations. Le choix des caractéristiques est discuté par Cowpertwait et al. (1996), Khaliq et
Cunnane (1996), Smithers et al. (2002). Parmi les caractéristiques importantes, on distingue
celles relatives aux valeurs extrêmes et au taux de périodes sèches.

Favre et al. (2004) donnent une nouvelle technique d’estimation des paramètres. Ils cal-
culent les paramètres en deux étapes de façon à diminuer le nombre de paramètres à estimer
dans la procédure de minimisation de l’erreur entre le modèle et les observations. Par ailleurs,
ils proposent une méthode d’évaluation des incertitudes avec des formules de Taylor pour es-
timer la variance des paramètres.
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5.3.3 Modèles de désagrégation

Bien que le nombre de séries de mesures journalières est assez important dans de nom-
breuses régions du monde, les données à des pas de temps inférieurs à la journée sont plus
rares. Les modèles de désagrégation ont été proposés pour tenter de désagréger l’information
de pluie contenue dans une série, afin de créer une nouvelle série avec un pas de temps plus
fin. Ces approches reposent souvent sur des relations entre les moments et les pas de temps
de mesure de la pluie : ces relations sont établies via des analyses fréquentielles régionales,
ou des modèles d’échelle.

Utilisation des modèles de Neyman-Scott et Bartlett-Lewis avec des données

journalières

Certains auteurs Bo et al. (1994), Koutsoyiannis et Onof (2001), Cowpertwait et al. (1996),
Smithers et al. (2002), Gyasi-Agyei (2005) ont tenté d’appliquer les modèles Neyman-Scott ou
Bartlett-Lewis avec des données journalières. La méthode générale dans ce cas est d’expliquer
les paramètres du modèle Neyman-Scott ou Bartlett-Lewis par des statistiques journalières,
ou par une information régionale sur les pluies horaires.

Cowpertwait et al. (1996), Smithers et al. (2002) montrent que les performances des
modèles Neyman-Scott ou Bartlett-Lewis, dont les paramètres sont estimés avec unique-
ment l’information journalière sont mauvaises. Compte tenu des différents processus de pluie
générant par exemple les pluies maximales en 1 h et les pluies maximales journalières (orages
et dépressions), les niveaux d’agrégation supérieurs ne contiennent pas suffisamment d’infor-
mations sur le comportement de la pluie à des pas de temps plus fins. Cowpertwait et al.
(1996), Gyasi-Agyei (2005) ont alors suggéré de considérer des relations empiriques régionales
entre les variances horaires et journalières, ce qui permet d’estimer la variance des pluies ho-
raires à partir d’une estimation de la variance des pluies journalières. Gyasi-Agyei (2005)
montre de bons résultats au niveau des extrêmes.

Selon Smithers et al. (2002), la méthode régionale n’est pas applicable en Afrique du
Sud pour cause de manque de données : ils montrent alors une relation approximativement
linéaire entre le logarithme de la variance des pluies et le logarithme de la durée, pour des
durées supérieures à 1 h et lors des saisons pluvieuses.

Smithers et al. (2002) utilisent le modèle de Bartlett-Lewis modifié par Onof et Wheater
(1994) et montrent que les quantiles simulés, pour des pas de temps inférieurs à 24 h, sont
corrects pour l’Afrique du Sud.

Processus de cascades multiplicatives

Les processus de cascades multiplicatives distribuent, de manière aléatoire, une quantité
mesurée sur un intervalle initial, sur b subdivisions de cet intervalle. Ce processus de dis-
tribution est ensuite répété sur les subdivisions, et ainsi de suite. L’idée de ce modèle est
empruntée à un modèle de turbulence de l’énergie cinétique. On présente ce processus de
manière succincte. Pour plus de détails, voir (Gupta et Waymire, 1993), (Over et Gupta,
1994), (Over et Gupta, 1996).
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On note I(T0) (ou H(T0)) l’intensité (ou le cumul) de pluie mesurée sur le pas de temps
initial T0, et qu’il s’agit de répartir sur des pas de temps inférieurs à T0. La figure 5.4
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Fig. 5.4: Schéma descriptif de la construction d’une cascade multiplicative

présente un exemple simple, où le pas de temps est successivement divisé par b = 2. Le
niveau correspondant à l’intensité initiale est le niveau 0. Au niveau 1 on a deux pas de
temps de longueur ∆t1 = T0

2 et deux intensités dont les valeurs sont respectivement :

I11 = η11I(T0) (5.15)

I12 = η12I(T0) (5.16)

η12, η11 ≥ 0 et η11+η12

2 = 1 pour conserver les quantités de pluie.

De la même manière, au niveau 2, les intensités I11, I12 sont réparties en deux pour obtenir
quatre pas de temps de longueur ∆t2 = T0

4 . Les intensités correspondantes sont alors :

I21 = η21η11I(T0) (5.17)

I22 = η22η11I(T0) (5.18)

I23 = η23η12I(T0) (5.19)

I24 = η24η12I(T0) (5.20)

(5.21)

De même et avec des notations évidentes, ηi,j , ηi,j+1 ≥ 0 et
ηi,j+ηi,j+1

2 = 1 pour conserver les
quantités de pluie. Dans le modèle de cascade multiplicative, ηi,j est une réalisation d’une
variable aléatoire η, appelée générateur de la cascade.

Si on continue la désagrégation jusqu’au niveau n, nous obtenons 2n pas de temps de
longueur ∆tn = 2−nT0 avec des intensités correspondantes de :

Iij(∆tn) = I(T0)
n∏

k=1

ηk (5.22)

– i est le niveau de la cascade,
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– j est la position du pas de temps dans le niveau considéré,
– ηk est une réalisation de la variable aléatoire η.

Si on se place dans un cas plus général où les intensités ne sont plus réparties en deux à
chaque niveau mais en b pas de temps, l’expression du pas de temps au niveau n est donnée
par

∆tn = b−nT0. (5.23)

Pour simplifier, on reste dans le cas b = 2. Dans certains modèles de cascade multiplica-
tive, on impose la contrainte de conservation de la masse :

ηi,j+ηi,j+1

2 = 1 (la cascade est
dite ’micro-canonique’). Dans ce cas, la distribution de η est celle d’une partition. Dans les
autres modèles, on impose seulement E(η) = 1 avec des variables η i.i.d. (la cascade est dite
’canonique’). Les modèles canoniques sont les modèles de cascades multiplicatives les plus
utilisés.

Le réalisme des séries ainsi générées dépend de la pertinence du générateur η. Les lois uti-
lisées pour η peuvent être discrètes ou continues. Mouhous (2003) donne quelques exemples
et considérations sur le choix de la loi de η. Par exemple, l’intermittence de la pluie est ca-
ractérisée par une alternance de durées sèches et pluvieuses. Cette intermittence est respectée
par le modèle, si η a une probabilité non nulle de prendre la valeur 0. La variable aléatoire
η peut donc suivre une loi semi-continue : elle possède une mesure non nulle en 0 (parfois
aussi en 1), et une distribution continue entre 0 et 1.

Les modèles de cascade multiplicative vérifient certaines propriétés statistiques, que nous
présentons très succinctement. Ces résultats sont issus de la théorie des fractales et multi-
fractales présentée avec plus de détails dans (Hubert et al., 1993), (de Lima et Grasman,
1999), (Schertzer et Lovejoy, 1987), (Tessier et al., 1993), (Pandey et al., 1998), (Lavallee
et al., 1991), (Tessier et al., 1996).

Les moments d’ordre q des séries générées par cascade multiplicative s’écrivent comme
une fonction puissance du pas de temps de désagrégation ∆tn :

E[I(∆tn)q] = I(T0)
q∆t−K(q)

n T
logb E(ηq)
0 (5.24)

K(q) = logbE(ηq) est appelée fonction exposant d’échelle, c’est une fonction linéaire et
convexe.

Cette propriété s’écrit plus simplement, avec λ = T0
∆tn

, et Iλ = I(∆tn)
I(T0) :

E[Iq
λ] ∝ λK(q) (5.25)

Les processus dont les séries ont des moments d’ordre q qui s’écrivent comme une fonction
puissance du pas de temps sont dits invariants d’échelle. Les propriétés d’invariance d’échelle
et la validité des modèles de cascade pour la pluie ont été vérifiées par Olsson et al. (1993),
Hubert et al. (1993), Olsson (1995), Svensson et al. (1996), Tessier et al. (1996), Venugopal et
Foufoula-Geoorgiou (1996), Veneziano et al. (1996), Olsson et Burlando (2002), Pavlopoulos
et Gupta (2003), Bernardara (2004). La propriété d’invariance d’échelle a également été
vérifiée par Olsson et Burlando (2002) sur des séries simulées par le modèle de Neyman-
Scott.

On peut également montrer que la distribution des extrêmes est à queue lourde :

P (Iλ ≥ λγ) ≈ λ−C(γ), (5.26)
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pour γ > 0 et C(γ), appelée fonction de codimension fractale, est une fonction convexe et
non linéaire.

Guntner et al. (2001) présentent un modèle de cascade multiplicative micro-canonique.
Pour désagréger une intensité (ou un cumul) I(T ), ils utilisent une loi η conditionnelle à la
position de T (en début, fin, ou milieu d’événement pluvieux ou encore si T est un intervalle
pluvieux isolé). L’utilité de ce conditionnement a déjà été démontré dans le cas des pluies par
Buishand (1978), et appliqué dans le cas des modèles de cascade multiplicative par Olsson
(1998). Dans chaque classe de conditionnement, la loi η choisie par Guntner et al. (2001) est
la loi empirique estimée sur les données observées (à un pas de temps de 1 h). Pour cela,
Guntner et al. (2001) agrègent des données mesurées à des pas de temps 1 h, en des données
de pas de temps 32 h.

Guntner et al. (2001) montrent que les hypothèses d’invariance d’échelle sont vérifiées
sur les climats semi-aride du Brésil et tempéré du Royaume-Uni, entre les pas de temps
1 h et 32 h. De plus, le modèle reproduit les caractéristiques de la pluie en 1 h avec une
bonne précision dans les deux climats (moyennes et variances du volume de la pluie en
1 h, du volume des événements, de la durée des événements, et de la durée sèche entre
événements). Cependant, en climat tempéré, les événements extrêmes sont sur-estimés. Du
fait des précipitations frontales sur le Royaume-Uni, les forts volumes sont accumulés sur de
longues durées : à une fine résolution, les volumes sont bien moins forts. Le modèle ne parâıt
pas capable de reproduire cette désagrégation de volumes forts sur un pas de temps grossier
à des volumes beaucoup plus atténués sur des pas de temps fins. En revanche, le modèle
reproduit bien les maxima et le nombre de dépassements d’un seuil élevé en climat semi-
aride : du fait de la forte activité convective des précipitations au Brésil, les forts volumes
sont principalement constitués d’événements pluvieux courts et de fortes intensités.

Molnar et Burlando (2005) comparent un modèle canonique et un modèle micro-canonique
pour désagréger des pluies de 1280 minutes (soit 21.3 h) en pluies de 10 minutes. Ils montrent
que les deux modèles reproduisent bien l’intermittence de la pluie au pas de temps 10 minutes.
Le modèle micro-canonique préserve bien la moyenne des maxima annuels, mais sous-estime
leur variance. En revanche, la variance est bien reproduite par le modèle canonique pour le pas
de temps 10 minutes. Ces différences entre le modèle micro-canonique et le modèle canonique
montrent l’influence de la loi du générateur η de la cascade : l’hypothèse de conservation de la
masse en moyenne (dans le modèle canonique), et non pas de manière exacte (dans le modèle
micro-canonique) laisse un degré de liberté supplémentaire dans la génération des pluies.
Enfin, en terme de pluies extrêmes, les modèles micro-canonique et canonique préservent
la moyenne des maxima annuels observés, mais le modèle micro-canonique sous-estime sa
variabilité. En revanche, la variabilité des observations est respectée par le modèle canonique,
mais les résultats du modèle canonique se détériorent sur les longues durées : les extrêmes
sont sur-estimés. Ce résultat est peut-être à rapprocher du résultat de Guntner et al. (2001)
sur le climat tempéré car le cas d’étude de Molnar et Burlando (2005) est situé à Zürich, en
Suisse.

Ces modèles de cascades sont également utilisés pour désagréger des événements. Menabde
et Sivapalan (2000) simulent une succession d’événements, via une loi empirique pour les
durées sèches, et des distributions Levy-stables à queue lourde (indépendantes) pour les
durées et les intensités moyennes des événements3. Ils utilisent ensuite un modèle de cascade

3La distribution Levy-stable possède quatre paramètres (α ∈ (0, 2) décrit le comportement de la queue
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pour passer de cette chronologie à une série au pas de temps 5 minutes. Ils trouvent que ces
distributions s’ajustent mieux à la queue de distribution des durées et des quantités de pluies
que les modèles classiques avec une loi gamma pour l’intensité des événements.

Modèles de désagrégation événementiels par profils d’averses

De même que certains modèles journaliers, les modèles de désagrégation à profil d’averses
utilisent des distributions indépendantes ou jointes pour caractériser un événement en terme
de son intensité moyenne, sa durée, et la durée entre deux événements. A la différence des
modèles journaliers, le cumul total apporté par un événement est ensuite désagrégé en un
hyétogramme à un pas de temps donné, selon un profil ou une courbe de répartition de la
masse aléatoire. La loi des intensités est souvent conditionnelle à la durée de l’événement.
La figure 5.5 illustre la méthode de désagrégation. Des exemples de ces modèles sont donnés
par Eagleson (1972), Acreman (1990), Heneker et al. (2001).

Fig. 5.5: Modèle de désagrégation. Graphique du dessus : dans une première étape, des
événements sont simulés (par leurs durées, et leurs intensités moyennes). Graphique du

bas : les événements sont désagrégés en hyéogrammes, selon un profil aléatoire.

Le modèle d’Eagleson (1972), modifié ensuite par Hebson et Wood (1982), Diaz-Granados
et al. (1984), Moughamian et al. (1987), Beven (1987), Blazkova et Beven (1997), génère
l’intensité moyenne, la durée des événements, et la durée entre événements par trois lois
exponentielles indépendantes. Pour une saison donnée, le modèle ne nécessite donc que trois
paramètres, estimés par la moyenne des trois variables. Durant la simulation d’un événement,
un profil d’averse est tiré au hasard parmi tous les profils d’averse de la série horaire observée4,

de distribution, σ ∈ R+∗ le paramètre d’échelle, β ∈ [−1, 1] le paramètre de forme, µ ∈ R le paramètre de
position). Il n’existe pas de forme analytique explicite pour la densité de la distribution Levy-stable, cependant
le comportement asymptotique est décrit par f(x) ∝ x−α−1 pour x → ∞, α < 2. Le cas α = 2 est dégénéré,
et la loi Levy-stable cöıncide avec une loi gaussienne.

4Le profil d’une averse observée est défini par la courbe de l’intensité en fonction du temps, pendant la
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et dans la saison donnée. Acreman (1990) et Blazkova et Beven (1997) montrent sur des cas
d’études que ces modèles reproduisent bien les caractéristiques des durées entre événements,
et ce à différents pas de temps. En particulier, ils montrent que ces modèles reproduisent
bien les extrêmes.

Contrairement aux cas d’études de Acreman (1990) et Blazkova et Beven (1997), Cameron
et al. (2000a) montrent sur un autre cas d’étude que le modèle d’Eagleson (1972) sous-
estime les quantiles des pluies maximales en 1 heure et en 24 heures (pour les périodes de
retour de 1 à 100 ans). Pour 120 simulations, les intervalles de confiance à 95% des quantiles
simulés ne contiennent pas les observations. Ce mauvais résultat peut être dû à l’hypothèse
d’indépendance entre la durée et l’intensité d’un événement, et/ou au choix de la loi des
intensités.

Cameron et al. (1999) proposent un autre modèle, fondé sur des lois empiriques. Comme
le modèle précédent, ce modèle simule des événements par leurs durées, leurs intensités
moyennes, les durées entre événements, et les profils des averses, et le modèle est défini sur
deux saisons. Les temps d’inter-arrivée entre les événements sont supposés indépendants de
l’intensité et de la durée des événements et sont simulés à partir de leur loi empirique, évaluée
sur les données disponibles. La durée est également simulée à partir de la distribution empi-
rique des durées. Elle est cependant extrapolée par une loi de Pareto généralisée, ajustée à 5%
des valeurs les plus fortes de l’échantillon des durées, tout en étant bornée supérieurement
par des records. La loi de Pareto généralisée permet de simuler des événements avec des
durées plus longues que les durées observées.

Contrairement au modèle précédent, les intensités moyennes des événements dépendent
des durées. Cette dépendance est modélisée grâce à la classification des événements en sept
classes de durées (1 h, 2-3 h, 4-10 h, 11-16 h, 17-27 h, 28-62 h, ≥ 63 h). Dans chaque classe,
les intensités sont simulées suivant leur loi empirique. Si le nombre d’événements de la classe
est suffisant, la queue de distribution des intensités est extrapolée par une loi GPD, bornée
supérieurement si nécessaire.

Enfin, les profils d’averses observés sont triés par saisons, classes de durées, et type
d’événement (intensité extrême ou non). Ils sont normalisés et tirés au hasard, condition-
nellement à la saison, la durée, et le caractère extrême ou non de l’intensité.

Cameron et al. (2000a) annalysent les quantiles simulés par ce modèle. Selon Cameron
et al. (2000a), les maxima annuels observés sont à l’intérieur des limites de l’intervalle de
confiance à 95% des quantiles des pluies maximales en 1 heure et en 24 heures (de périodes de
retour 1 à 100 ans), calculés avec 120 simulations et représentés sur un diagramme de Gumbel.
L’allure de la médiane des quantiles simulés est légèrement convexe pour les pluies maximales
en 1 heure, et convexe pour les pluies maximales en 24 heures. Cependant, la médiane des
quantiles en 1 h simulés est inférieure à la borne inférieure de l’intervalle de confiance des
quantiles en 1 h observés. Selon Cameron et al. (2000a), cette sous-estimation vient du fait
qu’environ 25% des pluies maximales en 1 h sont associées à des évenements de durées longues
(supérieures ou égales à 5 h). Pour reproduire des valeurs extrêmes de 1 h, dans un événement
de longue durée, il faut un profil d’averse particulier. Or ces profils d’averses forment une très
petite partie des profils d’averse des événements de longues durées. En revanche, le modèle
reproduit bien les valeurs extrêmes en 1 h, pour des événements de petites durées (1 h-3 h).

durée de l’averse. Puisque les averses ont des durées différentes, les profils d’averses sont normalisés par un
terme d’échelle en intensité et en durée, avant d’être utilisés dans le modèle.
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Pour améliorer le modèle, Cameron et al. (2000a) proposent différentes méthodes : utiliser
d’autres classes de durées, et générer des profils d’averse capables d’augmenter la fréquence
des profils générateurs d’averses extrêmes de 1 h dans des événements de longue durée.

En conclusion, les lois empiriques extrapolées en queue de distribution par une loi appro-
priée (GPD), et la prise en compte de différents types d’événements, par une classification
suivant la durée des événements et l’intensité extrême ou non de l’événement, ont amélioré
les résultats du modèle d’Eagleson (1972). En effet, les événements orage et dépression sont
de nature différentes, et les pluies qu’ils génèrent appartiennent à des populations différentes.
La modélisation de Cameron et al. (1999) permet de le prendre en compte.

Concernant les statistiques de la distribution centrale des pluies simulées (moyenne et
variance des pluies en 1 h et 24 h, coefficient d’auto-corrélation, proportion de périodes
sèches, moyenne et variance des durées sèches et pluvieuses, nombre moyen d’événements
par saison), les deux modèles d’Eagleson (1972) et Cameron et al. (1999) donnent d’assez
bons résultats sur des données du Royaume-Uni, selon Cameron et al. (2000a). On constate
une légère sous-estimation de la variance des pluies en 1 h. Le modèle d’Eagleson (1972)
sous-estime les durées sèches (moyenne, variance et proportion).

Nous présentons enfin un modèle largement utilisé en Australie : le modèle de Heneker
et al. (2001). Les données d’entrée de ce modèle sont les événements, calculés sur des données
de 6 minutes. Ces données d’événements permettent au modèle d’être peu sensible aux valeurs
manquantes dans la série de pas de temps 6 minutes.

Le modèle fonctionne en deux étapes :
– il simule d’abord une série d’événements, par leurs durées, leurs intensités moyennes, et

les durées sèches entre événements. Les durées entre événements et les durées d’événe-
ments sont simulées par une loi exponentielle généralisée de paramètres θ1, θ2, θ3, θ4 et
de fonction de répartition :

F (x) = 1 − exp(−θ1xθ2)(1 − θ3x/θ4)
1/θ3 (5.27)

avec θ3 < 0, θ1, θ2, θ4 > 0. L’avantage de cette loi par rapport à la loi exponentielle est
sa plus grande flexibilité et sa capacité à reproduire les extrêmes. On remarque qu’elle
généralise la loi GPD.
Les intensités moyennes des événements sont simulées par une loi GPD. Les paramètres
de la GPD tiennent compte de la relation entre l’intensité et la durée de l’événement.

– La deuxième étape est l’étape de désagrégation des événements, elle répartit la quantité
de pluie dans l’événement. La méthode de désagrégation est fondée sur une marche
aléatoire qui génère une courbe adimensionnelle du profil du cumul (rendu adimension-
nel par normalisation) pendant la durée d’un événement (rendue adimensionnelle par
normalisation). La méthode, reprise de Woolhiser et Osbortn (1985), inclue des périodes
sèches dans les événements.

Ce modèle utilise 54 paramètres, estimés par maximum de vraisemblance.

Heneker et al. (2001) ont montré que le modèle reproduit bien les caractéristiques tem-
porelles internes aux événements. Frost et al. (2005) ont montré que ce modèle reproduit
bien les courbes Intensité-Durée-Fréquence de postes d’Australie. Cependant, le modèle de
Heneker et al. (2001) sur-estime fortement la queue de distribution des pluies de durée 10
minutes. Frost et al. (2005) ont également montré que le modèle de Heneker et al. (2001)
donnait de meilleurs résultats que le modèle de Neyman-Scott de Cowpertwait et al. (2002)
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sur les petits pas de temps (1 h-6 h). Cette meilleure performance du modèle de Heneker
et al. (2001) semble due à la modélisation explicite des durées d’événements et des durées
entre événements, selon Frost et al. (2005).

Ce dernier exemple montre encore que l’introduction de distributions à queues lourdes, et
la prise en compte de la dépendance entre durées et intensités donnent de bons résultats.

Néanmoins, comme déjà constaté pour de nombreux modèles appliqués sur des postes
australiens, la variabilité inter-annuelle des pluie est sous-estimée. En effet, le modèle ne
prend pas en compte la variabilité inter-annuelle, mais seulement la variabilité saisonnière.

5.4 Conclusions

Ce chapitre a cherché à présenter les différentes classes de modèles stochastiques de simu-
lation temporelle de la pluie. On distingue deux grandes classes de modèles : les générateurs
de pluie journalière, et les générateurs de pluie à des pas de temps plus fins que 24 heures.

Les générateurs de pluie journalière sont essentiellement composés de deux générateurs.
Le premier générateur simule les occurrences, et peut être un processus markovien ou un
processus d’alternance entre durées sèches et pluvieuses. Le second générateur simule les
quantités de pluie précipitées dans les événements simulés par le premier générateur. Les
lois utilisées pour les générations des cumuls ou des intensités des événements sont souvent
de type gamma ou exponentielle. Récemment, des distributions à queues lourdes ont été
utilisées.

Des références bibliographiques montrent que ces modèles sous-estiment souvent la fré-
quence des événements extrêmes et la variabilité inter-annuelles des précipitations.

Ces modèles journaliers existent en versions paramétriques et non-paramétriques.

Pour la modélisation des pluies à des pas de temps inférieurs à la journée, de nombreux
générateurs différents existent. En particulier, nous avons présenté le modèle Shypre de
génération de hyétogrammes par simulation d’événements, les modèles de type Bartlett-
Lewis et Neyman-Scott, fondés sur des processus poissonniens simulant les occurrences des
événements pluvieux, et enfin les modèles de désagrégation. Les modèles de désagrégation
sont eux-même de différents types : on retrouve des modèles Bartlett-Lewis et Neyman-Scott,
des modèles de cascades multiplicatives empruntées à la théorie des fractales, et enfin des
modèles fondés sur les profils d’averses.

Différents critères statistiques ou visuels de comparaison de distributions ou de moments
entre les quantiles observés et simulés permettent de juger des aptitudes des modèles. Dans
l’ensemble, les analyses référencées dans la bibliographie montrent que la validité des modèles
dépend du climat de la région étudiée. Les modèles prenant en compte les différents types
de pluie donnent de meilleurs résultats. Différentes classifications de la pluie existent :

– dans le cas des pluies journalières, les pluies peuvent être classées en fonction de leur
place dans l’événement pluvieux (événement de durée un jour, ou pluie en début ou fin
d’événement, ou pluie en milieu d’événement),

– en fonction de l’intensité de pluie de l’événement pluvieux,
– en fonction de la durée de l’événement pluvieux.

128



5 Bibliographie des générateurs de pluie

Enfin, dans l’exemple de Shypre, la modélisation empirique de la dépendance des valeurs
extrêmes d’un même événement et la modélisation de la dépendance entre certaines variables
du modèle ont permis à Shypre de respecter les valeurs extrêmes.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons plus particulièrement au modèle Shypre,
dont nous analysons les incertitudes et la capacité à respecter les valeurs extrêmes.
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Chapitre 6

Calculs d’incertitudes du modèle
Shypre journalisé et de la loi GPD

Après avoir présenté les différents générateurs de pluie, nous analysons plus particuliè-
rement les incertitudes et la capacité à reproduire les valeurs extrêmes du modèle Shypre
journalisé. Le modèle Shypre journalisé simule des chroniques de pluies horaires. A partir
de ces chroniques horaires, on extrait la distribution des pluies maximales ou supérieures à
un seuil donné, pour différents pas de temps (journalier et durées supérieures ou égales à 1
heure). Ainsi, lorsque nous parlons de quantiles simulés ou estimés par Shypre, il s’agit de
quantiles déduits de la simulation des chroniques de pluies horaires.

Bien qu’une simulation par le modèle de pluies conduise à disposer de l’ensemble des
pluies de différentes durées, on ne s’intéressera qu’à la restitution des pluies journalières, pour
simplifier l’étude. Dans ce chapitre, nous comparons les incertitudes des quantiles estimés par
Shypre avec l’incertitude des quantiles estimés par une méthode classique issue de la théorie
des valeurs extrêmes. Plus particulièrement, nous analysons les incertitudes dues aux données
d’entrée et aux estimateurs des paramètres des modèles.

Nous présentons d’abord le modèle Shypre journalisé et les données du cas d’étude. Nous
étudions ensuite l’incertitude des données d’entrée seules, à travers une analyse de la sensibi-
lité à l’échantillonnage. L’évaluation de la sensibilité à l’échantillonnage est particulièrement
importante pour évaluer la robustesse des estimations vis à vis de la taille et des valeurs
extrêmes de l’échantillon. Après cette première analyse, nous évaluons enfin l’effet de l’incer-
titude des paramètres sur les quantiles estimés.

6.1 Présentation du modèle Shypre journalisé et des données

6.1.1 Le modèle Shypre horaire journalisé

Le modèle Shypre journalisé est identique au modèle Shypre horaire. La différence est
dans l’estimation des paramètres. Dans le modèle journalisé, la paramétrisation du modèle de
pluies horaires est réalisée par la seule information disponible en journalier. Cette information
journalière permet de déterminer, par des relations linéaires, certains paramètres principaux
du modèle de pluie. Les autres paramètres sont fixés régionalement, car ils varient peu ou
car le modèle est peu sensible à leurs variations.
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Les paramètres utilisés dans la version journalisée de Shypre sont les valeurs moyennes
ne, pjx, dtot des variables suivantes :

– NE : le nombre d’événements par an, ou par saison,
– PJX : la pluie journalière maximale de l’événement (en mm),
– DTOT : la durée totale de l’événement (en jours).

Le modèle génère de longues séries d’événements indépendants (par exemple 1000 séries de
1000 ans), et calcule ensuite la moyenne des distributions empiriques simulées1. En sortie, le
modèle donne les distributions des cumuls annuels maximum et des dépassements du seuil
20 mm2, pour différents durées entre 1 h et 72 h. Le modèle est paramétré sur deux saisons :
l’été entre Juin et Novembre, et l’hiver entre Décembre et Mai.

Nous analyserons ici l’incertitude des quantiles simulés de pluie journalière supérieurs au
seuil 20 mm.

D’après la théorie des valeurs extrêmes, et puisque nous considérons des pluies supérieures
à un seuil, nous comparons les résultats de Shypre avec ceux d’une loi GPD, ajustée sur les
dépassements du seuil. La fonction de répartition de la loi GPD est notée F (x) = 1 − (1 −
k(x − 20)/α)1/k, avec x la pluie journalière supérieure à 20 mm, exprimée en mm. En fait,
x est la pluie journalière maximale d’un événement, la moyenne des valeurs x observées est
donc égale à pjx.

6.1.2 Les données journalières de Marseille

Notre étude est réalisée sur la longue série de Marseille, présentée au chapitre 4 (122
années de mesures, entre 1882 et 2003). À Marseille, la saison des plus fortes pluie est l’été.
Nous basons donc notre étude sur cette saison, et pour se placer dans les mêmes conditions
que Shypre, nous considérons que l’été est défini par les mois de Juin à Novembre.

On reprend la définition des événements, selon le modèle Shypre. La définition des évé-
nements est donnée à la section 5.3.1. Puisque les événements sont séparés par un minimum
d’un jour avec moins de 4 mm, les événements sont supposés indépendants. La série de
Marseille contient 444 événements. Le seuil au dessus duquel les valeurs sont ajustées à une
loi GPD est choisi à partir de la méthode de Coles (2001), expliquée au premier chapitre.
D’après la figure 6.1, on constate que le seuil 20 mm est acceptable. Ainsi, on sélectionne le
même seuil que le modèle Shypre dans sa définition des événements. Les données de Marseille
supérieures à 20 mm sont présentées sur la figure 6.2, ainsi que l’estimation des quantiles
par Shypre et par ajustement d’une loi GPD. On constate la plus forte valeur de la série
(200 mm) observée en 2000. Là encore, nous avons vérifié la stationnarité au second ordre
(ou plus précisément l’absence de tendance linéaire du paramètre d’échelle) de la série des
dépassements de seuil à l’aide d’un test de rapport de vraisemblance. Le test a comparé une
loi GPD ’stationnaire’ (c’est-à-dire à paramètres d’échelle et de forme fixes), avec une loi
GPD à tendance linéaire sur le paramètre d’échelle. Le modèle à tendance linéaire n’est pas
significativement meilleur que le modèle ’stationnaire’, à un niveau de risque supérieur à 25%.
Cela confirme les précédents résultats de stationnarité de la série de Marseille, présentés au
chapitre 4.

1pour chaque fréquence, le quantile correspondant est estimé par la moyenne des quantiles empiriques des
1000 simulations.

2le seuil 20 mm correspond à la valeur minimale de pluie journalière pour identifier un événement.
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Fig. 6.1: Estimation des paramètres en fonction du seuil pour les pluies journalières de
Marseille, avec intervalle de confiance à 95%. Les graphes ont été tracés avec le package
POT proposé par Ribatet (2006) sous le logiciel libre R. αmodifié(u) = α(u) + k(u)u où
α(u), k(u) sont les paramètres d’échelle et de forme de la loi GPD au dessus du seuil u.
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Fig. 6.2: Série des pluies journalières dépassant le seuil 20 mm à Marseille, pour la saison
Juin-Novembre. À gauche : série temporelle entre 1882 et 2003 ; à droite : ajustement des
valeurs journalières supérieures au seuil 20 mm par une loi GPD, et distribution simulée

par Shypre.
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6.2 Analyse des incertitudes d’échantillonnage

Nous nous intéressons à la sensibilité des modèles (Shypre et GPD) à l’échantillonnage.
Plus particulièrement, nous étudions la sensibilité des modèles à la présence plus ou moins
importante de valeurs extrêmes dans l’échantillon. Pour cela, nous considérons l’incertitude
des estimateurs des paramètres et des quantiles. Les quantiles considérés ici sont les quantiles
de pluie journalière supérieure à 20 mm.

6.2.1 Méthodologie

Cas du générateur Shypre

La paramétrisation de Shypre est fondée sur des événements. Si le nombre d’événements
est grand, l’estimation des paramètres sera précise. Par exemple, dans le cas de Marseille,
la série est longue de 122 années, et possède 444 événements (donc 444 dépassements de
seuils supposés indépendants). Les moyennes ne, pjx, dtot sont respectivement calculées sur
122, 444 et 444 valeurs. Nous considérons que les distributions d’échantillonnage marginales
des paramètres sont des lois gaussiennes. Sur la série de Marseille, la corrélation entre les
paramètres pjx et dtot est 0.22, et elle est inférieure à 0.05 entre ne et les autres paramètres.
La distribution jointe des trois paramètres est donc modélisée par une loi gaussienne en
trois dimensions, de marginales indépendantes, centrées sur les estimateurs des paramètres
et de variances égales aux variances d’échantillonnage des paramètres. Un grand nombre
de paramètres est ensuite simulé dans cette distribution gaussienne, ainsi que les quantiles
correspondants. La médiane et les intervalles de confiance des quantiles sont ensuite déduits.

Le point de vue adopté ici pour analyser les incertitudes d’échantillonnage est fréquentiel.

Cas de la loi GPD

Par souci de cohérence avec l’analyse des incertitudes de Shypre, nous adoptons ici une
analyse fréquentielle des incertitudes des estimations de loi GPD. Nous utilisons la méthode
des moments pondérés, d’après une analyse comparative des estimateurs des moments pon-
dérés, des moments et du maximum de vraisemblance, réalisée par Hosking et Wallis (1987)
et mentionnée au chapitre 2 de la thèse. Hosking et Wallis (1987) montrent en effet que la
méthode des moments pondérés donne de meilleurs résultats lorsque le paramètre de forme
est négatif, et proche de -0.2. Or dans notre cas, différentes estimations de k (par maximum
de vraisemblance et moments pondérés) montrent que k est négatif et de l’ordre de -0.1.
D’après Hosking et Wallis (1987), la distribution asymptotique des estimateurs des moments
pondérés des paramètres est normale de matrice de variance-covariance

var

(
α̂

k̂

)
(6.1)

approchée par :

1

n(1 + 2k)(3 + 2k)

(
α2(7 + 18k + 11k2 + 2k3) α(2 + k)(2 + 6k + 7k2 + 2k3)

α(2 + k)(2 + 6k + 7k2 + 2k3) (1 + k)(2 + k)2(1 + k + 2k2)

)
(6.2)
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où n est le nombre de dépassements utilisés pour l’estimation. La simulation de la loi des
estimateurs α̂, k̂ permet d’en déduire la distribution des estimateurs des quantiles. Nous
utilisons la procédure suivante de simulation des estimateurs des paramètres : soient α̂0, k̂0

les valeurs des estimateurs de α, k par les moments pondérés, alors α̂, k̂ sont simulés via la
relation suivante :

α̂ = α̂0 +
√
var(α̂)Z1

k̂ = k̂0 +

√
var(k̂)(ρZ1 + (1 − ρ2)1/2Z2)

(6.3)

avec Z1, Z2 des lois normales centrées réduites indépendantes et ρ = Cov(bα,bk)√
var(bk)

√
var(bα)

. L’intérêt

de cette méthode de simulation est d’éviter le calcul parfois délicat de la racine carrée de la
matrice de variance-covariance des estimateurs des paramètres.

Avant de poursuivre l’analyse des incertitudes d’échantillonnage de la loi GPD, nous
présentons une courte comparaison des intervalles de confiance obtenus par la méthode du
maximum de vraisemblance (la matrice de variance-covariance des estimateurs s’exprime à
l’aide de la matrice d’information de Fisher) et par la méthode des moments pondérés (de ma-
trice de variance-covariance des paramètres donnée par 6.2). Cette étude a déjà été menée par
Hosking et Wallis (1987) dans le cas d’estimation des paramètres par maximum de vraisem-
blance via une méthode d’optimisation fondée sur l’algorithme de Newton-Raphson. D’autres
méthodes existent, en particulier la méthode du simplexe (Press et al., 1987). Nous avons
vérifié le résultat de Hosking et Wallis (1987) en considérant l’algorithme d’optimisation du
simplexe au lieu de celui de Newton-Raphson, dans l’estimation par maximum de vraisem-
blance. Nous avons donc comparé les deux méthodes d’estimation (maximum de vraisem-
blance via la méthode d’optimisation du simplexe, et moments pondérés) sur un échantillon
de taille 78 (la valeur 78 est la taille d’un échantillon d’une série de 20 ans étudiée à la sec-
tion 6.2.2) de loi GPD de paramètres d’échelle α = 1 et de forme k = −0.2,−0.1, 0, 0.1 (ces
valeurs de k sont celles rencontrées en pratique lors d’estimations des échantillons observés à
la section 6.2.2). Les méthodes d’estimation étant invariantes par changement d’échelle des
données, le choix de α n’affecte pas les résultats. Le tableau 6.1 montre que même avec la
méthode du simplexe, les intervalles de confiance à 90% des quantiles de fréquences 0.9, 0.99
et 0.999, calculés par la méthode du maximum de vraisemblance, ne recouvrent pas mieux
les vraies valeurs des quantiles que la méthode des moments pondérés.

ML PWM

F=0.9 F=0.99 F=0.999 F=0.9 F=0.99 F=0.999

k=-0.2 87.7 84.5 84.5 86.7 86.7 87.4
k = −0.1 87.5 84.1 84.2 88.3 90 92.1
k = 0 87.6 82.9 83 88.2 91.1 92.7
k = 0.1 87.6 82.3 82.4 87.8 91.5 92.5

Tab. 6.1: Taux de recouvrement (en %) des vraies valeurs des quantiles par les intervalles
de confiance à 90% estimés avec la méthode de maximum de vraisemblance (ML) et avec la

méthode des moments pondérés (PWM), pour un échantillon de loi GPD de taille 78.
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6.2.2 Application à la série de Marseille

Analyse des incertitudes d’échantillonnage avec la série entière

Les paramètres de Shypre sont estimés par des moyennes d’un grand nombre de données.
Les variances des estimateurs des paramètres sont donc très faibles, comme le montre le
tableau 6.2. On constate d’autre part que le paramètre de forme k est significativement
différent de 0 au niveau 90% (l’intervalle de confiance est [-0.21, -0.03]). Cela confirme les
précédentes études du paramètre de forme des maxima saisonniers de la pluie journalière de
la série de Marseille (voir le tableau 4.2 du chapitre 4).

Paramètre Moyenne (Ecart-type)

ne 3.7 (0.17)
pjx (mm) 39.64 (1.03)
dtot (jours) 1.72 (0.05)

α 17.3 (1.3)
k -0.119(0.22)

Tab. 6.2: Estimations des paramètres : moyennes et écarts-types d’échantillonnage.

L’intervalle de confiance des quantiles simulés par Shypre est plus étroit que celui des
estimateurs des quantiles de la distribution GPD, comme le montre la figure 6.3. En effet,
les paramètres de Shypre sont estimés par des moyennes, tandis que les estimateurs des
paramètres de la GPD dépendent de moments pondérés d’ordre 0 et 1 (le moment pondéré
d’ordre 0 est égal à la moyenne de l’échantillon et le moment pondéré d’ordre 1 est estimé
par la moyenne pondérée 1

n

∑n
i=1 pi,nxi,n avec xi,n les statistiques d’ordre de l’échantillon

et pi,n la probabilité empirique associée à xi,n). Ainsi, même si le modèle Shypre a trois
paramètres, tandis que la loi GPD en a seulement deux, les quantiles simulés par Shypre ont
une variabilité moins forte.
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Fig. 6.3: Intervalle de confiance à 90% des quantiles de pluie journalière supérieure à 20
mm simulés par Shypre et estimés avec les moments pondérés (PWM) pour la loi GPD.
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Analyse des incertitudes d’échantillonnage avec des sous-séries de 20 ans

Le plus souvent, les séries pluviométriques sont bien plus courtes que la série de Marseille,
et ont une taille d’environ 20 à 30 années. En raison de l’échantillonnage, une série de 20
ans peut contenir aucune, une ou plusieurs valeurs extrêmes. Les conséquences de cette
répartition aléatoire des valeurs extrêmes sont explorées ici. La longue série de 122 années est
décomposée en six sous-séries de 20 ans chacune. Quelques caractéristiques des valeurs fortes
des sous-séries sont présentées dans le tableau 6.3. Si les nombres moyens d’événements par

1882-1901 1902-1921 1922-1941 1942-1961 1962-1981 1982-2001

ne 3.79(0.38) 3.74(0.41) 3.63(0.47) 3.88(0.41) 3.58(0.43) 3.53(0.33)
pjx (mm) 36.74(1.86) 44.17(2.74) 42.39(2.85) 39.03(2.33) 37.47(2.49) 39.48(3.19)
dtot (jours) 1.65(0.09) 1.69(0.11) 1.78(0.11) 1.69(0.11) 1.84(0.15) 1.74(0.13)
PJ > 100 (mm) aucune 148 113,120,135 107 140 200

Tab. 6.3: Estimation des moyennes et écarts-types des paramètres des six sous-séries de
Marseille (le nombre de valeurs utilisées pour l’estimation des paramètres est

respectivement de 20 pour ne, et environ 74 pour pjx et dtot). Valeurs fortes (supérieures à
100 mm) relevées dans chaque sous-série.

été (ne) sont à peu près équivalents parmi les sous-séries, les moyennes de pluies journalières
maximales par événement pjx, le nombre et les valeurs des forts événements varient fortement
d’une série à l’autre.

On reproduit l’étude précédente sur chacune des six sous-séries. La figure 6.4 montre
les intervalles de confiance des estimateurs des paramètres de Shypre et de la GPD. Les
différences les plus importantes sont observées entre les séries 1 et 2 pour Shypre et entre
les séries 2 et 5 pour la GPD. On constate dans notre cas d’étude une relative stabilité des
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Fig. 6.4: Intervalles de confiance à 90% et médianes des estimateurs des paramètres de
Shypre et de la loi GPD, pour chaque sous-série.

estimateurs du paramètre k, qui est pourtant délicat à estimer de manière générale. Avec
seulement 20 ans de données, l’incertitude des estimateurs est plus grande, et la valeur 0 est
cette fois incluse dans les intervalles de confiance de k : le rejet de la loi exponentielle n’est
donc plus évident au niveau 10%.
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La figure 6.5 montre les intervalles de confiance ainsi que les médianes des quantiles estimés
par le modèle Shypre et la loi GPD.
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Fig. 6.5: Intervalles de confiance à 90% et médianes des estimations des quantiles de pluie
journalière supérieure à 20 mm simulés par Shypre et estimés par la loi GPD, pour chaque

sous-série. Les périodes de retour considérées sont 10 et 1000 ans.

Analyse des médianes des quantiles

La variabilité des quantiles, due à l’échantillonnage, est peu marquée pour la période
de retour 10 ans : les différences relatives entre les médianes des quantiles estimés sur les
six sous-séries sont faibles, et similaires entre les deux approches (voir la figure 6.5). Les
quantiles des deux modèles se situent autour de 80 et 120 mm. Par contre, en extrapolation,
les résultats des deux modèles diffèrent de manière significative. Pour la période de retour
1000 ans, les médianes des quantiles varient entre 170 et 315 mm dans le cas de la loi GPD,
et entre 235 et 350 mm dans le cas du modèle Shypre. En terme de médianes des quantiles,
Shypre est donc plus stable que le modèle GPD. Cette stabilité est due à la paramétrisation :
Shypre est paramétré par des moyennes, tandis que les paramètres de la loi GPD dépendent
des deux premiers moments pondérés.

Analyse des intervalles de confiance des quantiles

Les distributions d’échantillonnage des quantiles semblent symétriques dans le cas de
Shypre, tandis qu’elles sont asymétriques dans le cas de la loi GPD. Dans le cas de Shypre, la
symétrie des distributions des quantiles est due à la distribution symétrique des estimateurs
des paramètres (de loi normale) et à la réponse de Shypre à une variation de ses paramètres.
Dans le cas de la loi GPD, les quantiles sont très sensibles à la valeur du paramètre de forme
k. Les largeurs des intervalles de confiance des quantiles millennaux de Shypre et de la loi
GPD sont très différentes. La forte incertitude relevée sur les quantiles millennaux des séries
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3, 5 et 6 est due à des valeurs assez fortement négatives des estimateurs du paramètre de
forme k.

Les intervalles de confiance obtenus montrent d’autre part que le taux de recouvrement
des vraies valeurs des quantiles de pluie par les intervalles de confiance estimés n’est pas
nécessairement de 90%. Dans le cas de la loi GPD, nous remarquons que l’intervalle de
confiance à 90% du quantile millennal estimé avec la troisième série est inclus dans l’intervalle
de confiance à 90% du quantile millennal estimé avec la cinquième série : cela prouve que
l’intervalle de confiance du quantile millennal de la cinquième série a un taux de recouvrement
supérieur à celui de la troisième série. De même, sur le quantile décennal, l’intervalle de
confiance estimé avec la série 4 est inclus dans l’intervalle de confiance estimé avec la série
5. Ces résultats sont à rapprocher de l’analyse préliminaire sur le taux de recouvrement des
vraies valeurs de quantiles par les intervalles de confiance à 90% estimés à partir des moments
pondérés (voir le tableau 6.1) : pour des paramètres de forme k entre -0.1 et 0.1, le taux de
recouvrement des quantiles élevés est supérieur à 90%.

En revanche, l’étroitesse des intervalles de confiance des estimateurs des quantiles de
Shypre implique qu’ils peuvent être quasiment disjoints (séries 1 et 2). Cette disjonction
entre les intervalles de confiance montre que le taux de recouvrement de la vraie valeur du
quantile par les intervalles de confiance obtenus est inférieur à 90%. En effet, il est impossible
que l’intersection de deux ensembles de probabilité 0.9 soit presque vide. Néanmoins, nous
devons nuancer ce propos. En effet, les intervalles de confiance obtenus sont des intervalles
aléatoires, et chaque intervalle contient la vraie valeur du quantile avec une probabilité 90%.
Les six intervalles étant indépendants, puisque construits sur des données disjointes en temps,
on peut montrer à l’aide d’un raisonnement avec une loi binomiale, que la probabilité qu’au
moins un intervalle ne contienne pas la vraie valeur du quantile est égale à 0.47. Il est donc
probable, sur six intervalles, d’observer un intervalle ne contenant pas la vraie valeur avec la
probabilité 90%. En résumé, les intervalles de confiance obtenus pour Shypre indiquent :

– la plage de variation des valeurs des quantiles simulés par le modèle (cette plage de
variation semble cohérente avec les données observées, d’après la figure 6.3),

– et la stabilité de Shypre par rapport à l’échantillonnage.

6.3 Analyse des incertitudes de modélisation

6.3.1 Méthodologie

La section précédente a présenté une analyse des incertitudes d’échantillonnage des quan-
tiles estimés par les modèles Shypre et GPD. À présent, nous analysons l’incertitude de
modélisation du modèle Shypre et de la loi GPD. Nous définissons l’incertitude de modélisation
par les faits suivants :

– la structure du modèle n’est pas parfaite,
– le choix des paramètres est soumis aux incertitudes sur les données d’entrée du modèle,
– des jeux de paramètres différents peuvent donner des résultats semblables (d’après la

notion d’équifinalité de Beven et Binley (1992)).

Notons que Shypre n’est pas un modèle dont les paramètres sont estimés par une calibration
des sorties sur les observations. Il est donc important de vérifier que le modèle reste fidèle
aux observations.
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Afin de quantifier l’incertitude de modélisation, nous proposons une analyse bayésienne.
A la différence du point de vue fréquentiel précédent, on considère les paramètres eux-même
aléatoires. Cette analyse permet d’associer une probabilité a posteriori à chaque jeu de pa-
ramètre, décrivant la capacité du modèle à être fidèle aux observations. Les observations
prises en compte dans cette comparaison entre simulations et observations sont les pluies
journalières supérieures à 20 mm.

Notons qu’avec un échantillon de taille 444, nous pourrions heuristiquement penser que
la distribution a posteriori est beaucoup plus influencée par les données que par la loi a
priori des paramètres. Dans ce cas, la distribution a posteriori des paramètres approcherait la
distribution d’échantillonnage de l’estimateur du maximum de vraisemblance des paramètres.
Cette hypothèse heuristique est en fait un théorème, valable sous certaines conditions de
régularité, et démontré par Le Cam (1953).

En pratique, la distribution a posteriori des paramètres est simulée à l’aide d’un algorithme
MCMC proposé par Renard et al. (2006) et présenté en annexe dans l’article de Muller et al.
(2006).

Cas du générateur Shypre

La définition de la loi a posteriori des paramètres de Shypre nécessite une fonction de
vraisemblance, et donc une loi de probabilité pour les pluies journalières supérieures à 20 mm,
de paramètres ne, pjx, dtot. Or Shypre n’est pas une loi de probabilité. Cependant, puisque
la distribution étudiée ici et simulée par Shypre est la distribution des pluies journalières
supérieures à 20 mm, nous supposons que cette distribution est proche de celle d’une loi GPD.
Nous proposons alors une procédure d’ajustement d’une distribution GPD sur la distribution
simulée par Shypre. D’un point de vue pratique, cet ajustement a été réalisé avec une méthode
des moindres carrés pondérés, par minimisation de

∑

i

{Fth(yi)[Fth(yi) − F̂ (yi)]/[1 − Fth(yi)]}2, (6.4)

où Fth est la distribution de probabilité d’une loi GPD de paramètre αs, ks, F̂ (x) est la
fréquence empirique associée à la valeur x, et (yi)i sont les quantiles simulés3, donnés pour
différentes périodes de retour. Les paramètres à optimiser sont les paramètres αs, ks. Le
facteur Fth/(1−Fth) donne un poids plus important aux valeurs de fortes périodes de retour.

L’étude des estimations des paramètres de Shypre dans un rayon de 50 km autour de
Marseille a permis de définir des lois a priori des paramètres par des lois uniformes sur [3,6]
pour ne, [33,45] pour pjx, [1.4,2.1] pour dtot.

La méthode des moindres carrés a été testée avec 10000 jeux de paramètres, échantillonnés
dans leur loi a priori. Les erreurs relatives entre les quantiles simulés et les quantiles déduits
de la distribution GPD ajustée sur la distribution simulée sont inférieures à 10% pour les
périodes de retour 2 à 100 ans, et inférieures à 4% pour la période de retour 1000 ans.
Ces résultats confirment que la distribution simulée est proche d’une loi GPD. Un exemple
d’ajustement est montré sur la figure 6.6.

3En sortie de Shypre, on dispose de 35 quantiles dont 9 ont des périodes de retour supérieures à 100 ans
et 21 ont des périodes de retour inférieures à 10 ans. La somme 6.4 est calculée sur ces 35 quantiles.
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Fig. 6.6: Exemple d’ajustement d’une loi GPD sur une distribution simulée par Shypre.

Cas de la loi GPD

Les lois a priori des paramètres sont choisies larges : la loi lognormale de paramètres 0 et
100 pour le paramètre d’échelle α et uniforme sur [-1,1] pour le paramètre de forme k. Les
paramètres sont simulés selon leur loi a posteriori, via un algorithme Monte Carlo de châıne
de Markov.

6.3.2 Analyse avec la série entière des observations

Dans les deux cas, Shypre et GPD, nous avons vérifié la convergence de l’algorithme
MCMC par le calcul de la statistique R de Gelman et al. (1997) sur six séries simulées par
l’algorithme de Metropolis (de 80 000 itérations), simulées en parallèle, et possédant des
points de départ tirés dans la loi a priori des paramètres. Dans le cas de Shypre, R est égal
à 1.000 après 40 000 itérations de l’algorithme de Metropolis. Les 40 000 itérations suivantes
sont considérées comme des réalisations des paramètres selon leur loi a posteriori. Dans le cas
de la loi GPD, la valeur de R est proche de 1 (1.000) après 50 000 itérations de l’algorithme
de Metropolis. Les 30 000 simulations suivantes sont considérées comme simulations des
paramètres selon leur loi a posteriori.

Dans le cas de la loi GPD, les intervalles de crédibilité du cas bayésien sont assez semblables
aux estimations du cas fréquentiel (avec les moments pondérés), comme le montre le tableau
6.4, confirmant l’hypothèse heuristique sur le comportement asymptotique de la distribution
a posteriori des quantiles de la loi GPD.

T (ans) PWM Méthode bayésienne

2 59.1(55.8,62.5) 59.4(56.1,63.1)
5 80.3(74.1,85.9) 80.6(74.9,88.0)
10 98.0(88.3,106.4) 98.1(89.6,110.2)
100 168.5(136.3,198.1) 167.1(140.2,213.6)
1000 261.1(186.0,339.1) 256.6(194.0,381.5)

Tab. 6.4: Estimations des quantiles et des intervalles de confiance et de crédibilité à 90%,
avec les moments pondérés (PWM) et une méthode bayésienne. La valeur estimée du cas

bayésien est la valeur médiane de la distribution a posteriori des quantiles.

Dans le cas de Shypre, les résultats montrent que les distributions a posteriori marginales
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6.3. Analyse des incertitudes de modélisation

des paramètres ne et dtot de Shypre sont très semblables à leur loi a priori uniforme. En re-
vanche, la distribution a posteriori de pjx est proche d’une distribution normale, de moyenne
40.3 et d’écart-type 1.01. La distribution a posteriori de pjx est donc proche de la distribu-
tion d’échantillonnage de pjx (voir tableau 6.2). Ces résultats montrent que la calibration de
Shypre n’est pas sensible aux deux paramètres ne, dtot, et ne dépend que du paramètre pjx,
qui est lui-même peu variable.

L’intervalle de crédibilité des quantiles obtenu est étroit (voir la figure 6.7), du fait de
l’étroitesse de la loi a posteriori de pjx.
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Fig. 6.7: Intervalles de crédibilité à 90% des quantiles de Shypre et de la GPD.

Malgré l’étroitesse de l’intervalle de crédibilité des quantiles du modèle Shypre, on observe
que les simulations de Shypre sont fidèles aux observations :

– la médiane estimée est proche des observations, et proche de la loi GPD estimée sur les
données,

– l’intervalle de crédibilité contient 443 des 444 observations,
– à partir de la période de retour 10 ans, l’intervalle de crédibilité des quantiles simulés

par Shypre est inclus dans l’intervalle de crédibilité des quantiles de la loi GPD.

Enfin, la différence de taille entre les intervalles de crédibilité des quantiles des deux
modèles s’explique en partie par la différence de précision des lois a priori utilisées dans les
deux cas de figure. Dans le cas de la loi GPD, les lois a priori sont larges, et peu informa-
tives, tandis que dans le cas de Shypre, les lois a priori sont plus informatives, du fait de
l’interprétation physique des paramètres de Shypre.

6.3.3 Analyse avec seulement les 20 dernières années

A présent, nous nous intéressons à l’incertitude de modélisation de Shypre, si seules les
20 dernières années de la série sont considérées (1883-2003)4. Nous reproduisons la même

4Il y a objectivement 21 années, mais l’année 2001 ne contient aucun événement avec une pluie journalière
supérieure à 20 mm.
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analyse que précédemment, avec la modification suivante. Avec 20 années de données, la
distribution des pluies journalières simulées par Shypre peut être fortement incertaine en
queue de distribution. Dans la procédure d’ajustement d’une loi GPD à la distribution simulée
par Shypre, la méthode des moindres carrés pondérés de la relation 6.4 est réutilisée, mais
la somme ne porte que sur les quantiles yi de périodes de retour inférieures à 10 ans. On
calcule ainsi les paramètres αs, ks de la GPD qui s’ajuste le mieux à la distribution simulée
par Shypre, sur sa partie inférieure (c’est-à-dire pour des périodes de retour inférieures à 10
ans). La méthode d’ajustement a été vérifiée : sur 10 000 paramètres de Shypre tirés dans
leur loi a priori, la différence relative entre les quantiles donnés par Shypre et les quantiles de
la GPD est inférieure à 4% pour les périodes de retour 2, 5 et 10 ans. Comme la procédure
des moindres carrés n’a pas pris en compte la partie supérieure de la distribution de Shypre,
ces différences relatives entre les quantiles de périodes de retour 100 et 1000 ans peuvent
atteindre 50%.

De même que précédemment, six algorithmes MCMC sont simulés en parallèle pour es-
timer la loi a posteriori des paramètres de Shypre. La loi a priori est la même que dans la
section précédente avec l’ensemble de la série. La vraisemblance est celle d’une loi GPD de
paramètres αs, ks calculée sur les pluies journalières supérieures à 20 mm des 20 dernières
années, avec αs, ks les paramètres de la GPD ajustée à la distribution de Shypre (sur sa
partie inférieure).

Après vérification de la convergence des algorithmes, avec la statistique R de Gelman, on
estime les intervalles de crédibilité à 90% des quantiles de Shypre. Comme attendu, ceux-ci
sont plus larges que dans le cas de la série entière puisque les données sont moins nombreuses.
On observe qu’ils contiennent les valeurs observées de la série des 20 dernières années. La
figure 6.8 illustre le résultat, et compare le nouvel intervalle de crédibilité obtenu avec celui
obtenu avec la série entière. On remarque que le nouvel intervalle contient l’ancien, or celui-ci
contenait 443 des 444 observations de la série entière.
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Fig. 6.8: Analyse des incertitudes de modélisation de Shypre dans le cas où on ne considère
que les 20 dernières années de mesures de Marseille. Comparaison avec le cas où toutes les

années sont considérées.
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Enfin, nous avons comparé ce dernier intervalle de Shypre avec l’intervalle de crédibilité
donné par une modélisation par une loi GPD. Les intervalles de crédibilité des quantiles de
la loi GPD sont calculés avec un algorithme MCMC. Les données utilisées dans la vraisem-
blance sont les pluies journalières supérieures à 20 mm des 20 dernières années de mesures de
Marseille, la vraisemblance est celle de la loi GPD, et la loi a priori des paramètres de la loi
GPD est encore la loi a priori utilisée dans les sections précédentes pour la loi GPD. Cette
fois encore, l’intervalle obtenu pour les quantiles de la loi GPD est bien plus large que celui
obtenu pour les quantiles de Shypre, donnant des quantiles irréalistes5, comme le montre la
figure 6.9.
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Fig. 6.9: Intervalles de crédibilité à 90% des quantiles de Shypre et de la loi GPD, calculés
avec les 20 dernières années de mesures de la série de Marseille.

La figure 6.9 montre que les quantiles estimés par la loi GPD sont à l’intérieur de l’intervalle
de crédibilité des quantiles de Shypre, pour les périodes de retour inférieures à 100 ans, mais
le quantile millennal estimé par la loi GPD prend une valeur de 374 mm, dépassant la limite
supérieure de l’intervalle de Shypre. Une fois encore, ces résultats montrent

– la forte variabilité des estimations des quantiles par une loi GPD, avec les lois a priori
considérées dans cette étude,

– la faible variabilité de Shypre.

Pour terminer, la redéfinition des paramètres de la GPD par des quantiles (à la manière
de Coles et Tawn (1996) et Seong et Lee (2003)), à l’aide d’un changement de variables,
pourrait permettre de mieux appréhender la loi a priori des paramètres. En effet, une telle
redéfinition mettrait à profit les connaissances sur les quantiles des experts en hydrologie. En
particulier, les records observés en France ou dans le monde peuvent déjà donner une borne
supérieure à la loi a priori des quantiles. Une autre idée serait de conserver la paramétrisation

5Toutes les valeurs de pluies journalières observées dans la région sont inférieures à 500 mm, le record
pluviométrique français est de 1000 mm, et le record mondial est de 1800 mm, sur l’̂ıle de la Réunion.
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par α, k telle qu’elle a été considérée dans cette étude, mais de rajouter une condition a priori
sur les quantiles, qui ne sont en fait qu’une fonction des deux paramètres α et k. Cette idée
a été mise en pratique en imposant la condition suivante : le quantile millennal doit être
inférieur à 1000 mm, record pluviométrique observé en France. Cette condition est certes
discutable, mais permet de donner un premier aperçu des conséquences d’une loi a priori
plus informative. Cette méthode a été implémentée avec un algorithme MCMC, et le résultat
(voir figure 6.10) montre que la borne supérieure de l’intervalle de crédibilité du quantile
millennal a presque été divisée par deux. L’estimation médiane en revanche reste quasiment
identique.
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Fig. 6.10: Comparaison des incertitudes des deux modèles Shypre et GPD sur les 20
dernières années, effet d’une loi a priori plus informative sur les paramètres de la loi GPD.

Priori 1 désigne la loi a priori large sur les paramètres de la loi GPD, utilisée dans les
analyses du chapitre. Priori 2 désigne la loi a priori 1 tronquée par la condition suivante : le
quantile millennal doit être inférieur à 1000 mm, record pluviométrique observé en France.

6.4 Conclusions

Cette étude a permis de montrer plusieurs points.
– Le modèle Shypre horaire, en version journalisée, est capable de bien reproduire les

valeurs extrêmes de la pluie journalière. Ce résultat a été montré via les analyses d’in-
certitude d’échantillonnage et de modélisation.

– Nous avons proposé une analyse des incertitudes de Shypre, comparée avec celle de
la loi GPD. Dans le cas de Shypre, les différentes sources d’incertitudes sont difficiles
à évaluer en même temps. Les incertitudes d’échantillonnage et de modélisation ont
été évaluées dans deux analyses séparées. Les outils utilisés sont également différents :
l’analyse fréquentielle et l’analyse bayésienne ne sont certes pas fondées sur les mêmes
hypothèses, mais elles ont permis de quantifier certaines incertitudes.
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– Shypre estime des quantiles en étant peu sensible à l’échantillonnage, ce qui n’est pas
le cas de la loi GPD.
Les intervalles des quantiles de Shypre sont très étroits, et le fait que deux intervalles
de confiance à 90% de quantiles soient disjoints pourrait laisser penser que le taux de
recouvrement de la vraie valeur des quantiles par l’intervalle estimé dans le cas de Shypre
est en réalité inférieur à 90%. Cependant, en statistique, la probabilité que la vraie valeur
d’un quantile de fréquence donnée soit contenue dans l’intervalle de confiance à 90%
de l’estimateur du quantile est de 90%. La vraie valeur du quantile peut donc être en
dehors de l’intervalle avec une probabilité de 10%. Il n’est donc pas impossible que, sur
six intervalles de confiance de la même variable, deux intervalles de confiance soient
disjoints.
A l’inverse, les intervalles de confiance des quantiles de la loi GPD peuvent être très
larges, et un intervalle de confiance estimé sur une série de 20 ans peut être inclus dans
l’intervalle de confiance estimé sur une autre série de 20 ans. L’analyse préliminaire
des taux de recouvrement de la vraie valeur des quantiles élevés laisse penser que le
taux de recouvrement des quantiles élevés par les intervalles de confiance à 90% estimés
par les moments pondérés peuvent être plus grands que 90%. Notons que l’analyse des
incertitudes sur la série entière, avec la loi GPD, a montré que le paramètre de forme
est significativement négatif (impliquant une loi GPD non bornée supérieurement et
non exponentielle), tandis que l’analyse sur des périodes de 20 ans ne permet pas de
donner cette conclusion (l’incertitude étant plus forte, les intervalles de confiance sont
plus larges et contiennent 0).

– Les incertitudes de modélisation, analysées comme des incertitudes de paramétrisation,
ont été analysées dans un cadre bayésien. Les résultats sont similaires aux incertitudes
d’échantillonnage, lorsque la série entière des données est exploitée. Avec une série de
20 ans, les incertitudes de modélisation augmentent, avec une incertitude excessivement
large pour la loi GPD : les bornes supérieures des intervalles de confiance obtenus sont
irréalistes. Néanmoins, les deux modèles GPD et Shypre sont comparés avec des lois
a priori de différents types : la loi a priori des paramètres de la loi GPD est large,
par manque d’information sur ses paramètres, tandis que la loi a priori des paramètres
de Shypre est plus informative, grâce à une analyse régionale de ses paramètres. Dans
le but de restreindre l’incertitude de modélisation dans le cas de la loi GPD, nous
proposons de donner une loi a priori plus informative sur les paramètres de la GPD. Un
exemple a été donné en imposant une borne supérieure aux quantiles millennaux, donnée
par le record pluviométrique observé en France : la borne supérieure de l’intervalle de
crédibilité du quantile millennal a presque été divisée par deux. Une loi a priori fondée
sur une analyse régionale de la variabilité des paramètres de la loi GPD permettrait
également de restreindre l’incertitude de modélisation de la loi GPD.

Nous avons considéré l’incertitude de modélisation via l’incertitude du choix des paramètres
du modèle. Cependant l’incertitude de modélisation d’un modèle tel que Shypre peut re-
grouper d’autres sources d’incertitude que sa paramétrisation. Par exemple nous n’avons pas
considéré l’incertitude relative à certains choix dans la construction du modèle (le choix des
lois, la définition des averses en deux classes : averses principales et ordinaires, etc.). Ces in-
certitudes sont plus difficiles à évaluer. Une première ébauche d’analyse pourrait être donnée
par une comparaison des résultats de différentes variantes du modèle, via par exemple les
outils de choix de modèle donnés par l’analyse bayésienne.
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Cette étude a été réalisée sur les données de pluie journalière supérieure à 20 mm. Cepen-
dant, le modèle simule également les pluies de durées 1 h à 72 h, et l’analyse des incertitudes
des simulations de Shypre dans ces cas là reste encore à explorer. La méthode proposée ici
peut être réutilisée à cette fin.
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Quatrième partie

Modélisation de la dépendance des
extrêmes
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Chapitre 7

Un modèle de dépendance des
extrêmes

On cherche ici à modéliser la dépendance des valeurs extrêmes d’un processus X1, X2, . . .
stationnaire, de loi marginale notée F (.). Pour un processus stationnaire, le comportement
des valeurs supérieures à un seuil élevé est décrit par :

– la probabilité de dépasser le seuil,
– la distribution des dépassements de seuil,
– la structure de dépendance ou plutôt de non-dépendance à long terme entre des dépas-

sements,
– et la structure de dépendance à l’intérieur d’un regroupement de valeurs fortes dépen-

dantes (cluster).
Les deux premiers items sont déterminés par la loi marginale du processus des dépassements.
Pour le troisième item, on peut supposer qu’à long terme, les dépassements sont approximati-
vement indépendants, si le processus vérifie la condition 1.43 de non-dépendance à long terme
D(un) de Leadbetter et al. (1983). Cette condition est vérifiée par toute châıne de Markov à
espace d’état continu, avec des fonctions de transition non dégénérées (O’Brien, 1987). Nous
nous intéressons ici au quatrième item, déterminé par la structure de dépendance temporelle
à court terme, ou encore par la structure de dépendance entre valeurs d’un même cluster. En
particulier, nous reprenons la notion de persistance des valeurs fortes, introduite par Arnaud
et al. (1998) pour les averses, définie par la propagation dans le temps de fortes valeurs de
la variable Xt du processus. Nous parlerons de persistance pour désigner la persistance des
valeurs fortes de la série.

La modélisation de la dépendance des valeurs extrêmes passe par les lois multivariées. Nous
nous limitons ici à la modélisation bi-variée. La prise en compte de plus de deux variables est
un domaine encore en perspectives. Au premier chapitre, nous avons présenté des modèles
de lois bi-variées : les lois bi-variées extrêmes, et les lois bi-variées utilisant les fonctions à
variation lente et introduites par Ledford et Tawn (1996, 1997). En particulier, nous avons
vu que la notion d’indépendance asymptotique n’existe pas dans les lois bi-variées extrêmes,
excepté le cas trivial de deux lois indépendantes. En revanche, les lois bi-variées introduites
par Ledford et Tawn (1996, 1997) permettent de modéliser des variables asymptotiquement
indépendantes, ou asymptotiquement dépendantes.

Dans la suite, nous avons repris l’idée de Smith et al. (1997), Bortot et Tawn (1998), Led-
ford et Tawn (2003) et Sisson et Coles (2003) : à l’intérieur des clusters, la dépendance entre
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valeurs consécutives fortes est modélisée via un processus markovien. Nous présentons dans
la section 7.1 un modèle de dépendance des extrêmes (noté ML). Avant d’utiliser ce modèle
pour représenter des données réelles de pluie (chapitre 8), nous proposons dans ce chapitre de
l’appliquer à des données simulées. Nous présentons donc à la section 7.2 un modèle théorique
de Morgenstern, duquel seront tirées les données simulées. Puis nous vérifions à la section 7.3
la capacité du modèle de dépendance ML à restituer le phénomène de persistance des valeurs
extrêmes des données simulées. Les conclusions de cette étude sont tirées dans la section 7.4.

7.1 Modèle de dépendance ML

7.1.1 Présentation du modèle

Soit X1, X2, . . . un processus stationnaire i.d.. Nous proposons le modèle de dépendance
ML suivant (le L de ML désigne Ledford et Tawn (1996, 1997), dont le modèle est inspiré) :

– la loi marginale est modélisée par

F (x) =

{
(1 − λ)Fv;u(x) si v < x < u;

1 − λ(1 − k x−u
α )1/k si x ≥ u et 1 − k x−u

α > 0
(7.1)

où v est la valeur minimale des réalisations de Xt et u est choisi de telle sorte que les
variables aléatoires Xt supérieures à u suivent une loi GPD. Le choix de la distribution
de type GPD pour Xt ≥ u est justifié par la théorie des valeurs extrêmes. A partir d’une
série d’observations de X1, X2, . . ., u est choisi avec la seconde méthode proposée par
Coles (2001), et présentée au premier chapitre de la thèse. Fv;u est la loi des variables
Xt, conditionnellement à Xt < u. Puisque l’objectif pratique de cette étude est de
proposer un modèle de dépendance temporelle pour les séries d’averses, le choix de la
loi exponentielle pour v < x < u est repris de la modélisation des volumes d’averses
dans Shypre (Arnaud et al., 1998) :

Fv;u(x) =
1 − exp{−α′(x− v)}
1 − exp{−α′(u− v)} , (7.2)

pour v < x < u et α′ > 0.
– la dépendance temporelle entre les variables successives du processus est modélisée par

une châıne de Markov. Nous empruntons la formalisation de Ledford et Tawn (1996,
1997) pour modéliser la loi jointe de (Xt, Xt+1) :

F̄ (x, y) = P (Xt > x,Xt+1 > y) = a{− logF (x)}1/2η{− logF (y)}1/2η (7.3)

avec 0 < η ≤ 1, a > 0. Rappelons que le cas 0 < η < 1 correspond au cas de
l’indépendance asymptotique de (Xt, Xt+1), avec association positive si 1/2 < η < 1 et
association négative si 0 < η < 1/2.

7.1.2 Calcul analytique de la loi jointe du modèle ML

Nous donnons ci-dessous les expressions analytiques de la loi jointe du modèle ML. Ces
expressions sont valables pour toute fonction de répartition F (.) marginale. On note f(.)
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la fonction de densité marginale, et F (x, y) = P (Xt ≤ x,Xt+1 ≤ y), F̄ (x, y) = P (Xt >
x,Xt+1 > y) les fonctions de répartition et de survie jointes. Notons que

F (x, y) = F (x) + F (y) − P (Xt ≤ x ou Xt+1 ≤ y)

= F (x) + F (y) − {1 − F̄ (x, y)}. (7.4)

Pour le calcul de la vraisemblance, nous aurons besoin de connâıtre l’expression de f(x, y) =
∂2F
∂x∂y (x, y). Nous donnons aussi l’expression de

P (X2 ≤ y|X1 = x) =
∂F
∂x (x, y)

f(x)
, (7.5)

qui sera utile dans la section 7.1.3 pour la simulation de la série {Xt}.
Avant d’établir ces équations, nous posons les hypothèses suivantes :

– H1 : conditionnellement à X2 ≤ u, X2 est indépendant de X1. On ne modélise la
dépendance qu’au dessus du seuil.

– H2 : conditionnellement à X1 = x, avec x < u, la loi de X2 ne dépend que du fait que
X1 < u. Dans le cas où X2 ≤ u, on a X1 et X2 indépendants d’après H1.

On distingue quatre cas.

Cas x ≥ u, y ≥ u

F̄ (x, y) = a(− logF (x))1/2η(− logF (y))1/2η, avec a > 0, 0 < η ≤ 1.

F̄ vérifie 0 ≤ F̄ (x, y) ≤ 1 si la condition suivante est vérifiée :

0 ≤ F̄ (u, u) = a(− log(1 − λ))1/η ≤ 1. (7.6)

Des équations 7.3 et 7.4, on déduit :

∂F

∂x
(x, y) =f(x) +

∂F̄

∂x
(x, y)

=f(x) − f(x)

F (x)

a

2η
(− logF (y))1/2η(− logF (x))1/2η−1

(7.7)

d’où

P (X2 ≤ y|X1 = x) = 1 − a

2η

(− logF (y))1/2η(− logF (x))1/2η−1

F (x)
. (7.8)

Cette fonction de probabilité est croissante en y. On a P (X2 ≤ y|X1 = x) ≤ 1, et il faut
imposer la condition suivante :

1 − a

2η

(− log(1 − λ))1/η−1

1 − λ
≥ 0 (7.9)

pour que la fonction de probabilité reste positive.

La densité f(x, y) est alors donnée par :

f(x, y) = (
1

2η
)2a(− logF (x))1/2η−1(− logF (y))1/2η−1 f(x)f(y)

F (x)F (y)
. (7.10)
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Cas x ≥ u, y < u

Par conditionnement, on a :

P (X2 ≤ y|X1 = x) = P (X2 ≤ u|X1 = x)P (X2 ≤ y|X1 = x,X2 ≤ u)

= (1 − a

2η

(− log(1 − λ))1/2η(− logF (x))1/2η−1

F (x)
)Fv;u(y).

(7.11)

Pour établir cette équation, nous avons utilisé l’équation 7.8 et l’hypothèse H1. Si y → u,
les deux équations 7.8 et 7.11 donnent des résultats identiques. Cette fonction appartient à
[0,1], quelles que soient les valeurs des paramètres, et la densité f(x, y) est donnée par :

f(x, y) = f(x){1 − a

2η

(− log(1 − λ))1/2η(− logF (x))1/2η−1

F (x)
} α′ exp{−α′(y − v)}
1 − exp{−α′(u− v)} . (7.12)

Cas x < u, y ≥ u

D’après l’hypothèse H2 :

P (X2 ≤ y|X1 = x) = P (X2 ≤ y|X1 < u)

=
F (y) − λ+ F̄ (u, y)

1 − λ
.

(7.13)

Cette fonction appartient à [0,1] puisque en dérivant la fonction g(y) = F (y) + F̄ (u, y), on
peut montrer que g est croissante à condition que la relation 7.9 soit vérifiée. La densité
f(x, y) est donnée par :

f(x, y) =
f(x)f(y)

1 − λ
(1 − a

2η

(− logF (y))1/2η−1(− log(1 − λ))1/2η

F (y)
). (7.14)

Cas x < u, y < u

En utilisant les hypothèses H1, H2, on a :

P (X2 ≤ y|X1 = x) = P (X2 ≤ y|X1 < u)

= P (X2 ≤ y,X2 < u|X1 < u)

= P (X2 ≤ y|X1 < u,X2 < u)P (X2 < u|X1 < u)

= Fv;u(y)
1 − 2λ+ F̄ (u, u)

1 − λ
.

(7.15)

Les deux équations 7.13 et 7.15 ont la même limite lorsque y → u.

La fonction de probabilité est comprise entre 0 et 1 si la condition suivante est vérifiée

0 ≤ 1 − 2λ+ a(− log(1 − λ))1/η

1 − λ
≤ 1. (7.16)

La densité f(x, y) est donnée par :

f(x, y) = f(x)
1 − 2λ+ a(− log(1 − λ))1/η

1 − λ

α′ exp(−α′(y − v))

1 − exp(−α′(u− v))
. (7.17)

Les conditions 7.6, 7.9 et 7.16 seront prises en compte dans l’estimation des paramètres.
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7.1.3 Une procédure de simulation du modèle ML

Nous donnons ci-dessous une méthode de simulation du modèle ML. Simuler des données
selon le modèle ML peut être utile si l’on souhaite par exemple compléter des données
observées par des données simulées, ou, dans le cadre bayésien, inférer sur des variables
prédictives.

On définit p1, p2 :

p1 = P (Xi+1 < u|Xi > u)

= 1 − F̄ (u, u)/λ

= 1 − a(− log(1 − λ))1/η

λ
,

(7.18)

et

p2 = P (Xi+1 < u|Xi < u)

=
P (Xi+1 < u) + P (Xi < u) − (1 − F̄ (u, u))

1 − λ

=
1 − 2λ+ F̄ (u, u)

1 − λ

= 1 − λ− a(− log(1 − λ))1/η

1 − λ
.

(7.19)

Puisque P (Xt < u) = 1 − λ, on simule x1 une réalisation de X1 de la manière suivante :
on tire un nombre alea dans une loi uniforme sur [0,1].

– Si alea < 1 − λ, alors la valeur x1 ≤ u, et

x1 = F−1(alea) = v − 1

α′
log[1 − alea

1 − exp{−α′(u− v)}
1 − λ

]. (7.20)

– Si alea > 1 − λ, alors x1 ≥ u et

x1 = F−1(alea) = u+
α

k
(1 − (

1 − alea

λ
)k). (7.21)

Ensuite, à partir de la réalisation xi de la variable Xi, Xi+1 est simulée suivant le schéma
présenté ci-dessous. On reprend la notation de 7.19. Les valeurs de xi+1 se calculent en
inversant P (Xi+1 ≤ xi+1|Xi = xi) = alea.

1. Si Xi ≥ u, soient xi sa valeur, et alea un nombre tiré dans une loi uniforme sur [0,1].
La probabilité critique séparant les cas Xi+1 ≥ et ≤ u est :

p3 = P (Xi+1 ≤ u|Xi = xi) = 1 − a

2η

{− log(1 − λ)}1/2η{− logF (xi)}1/2η−1

F (xi)
. (7.22)

– si alea < p3 : xi+1 < u et

xi+1 = v − 1

α′
log[1 − alea(1 − exp{−α′(u− v)})/p3]. (7.23)

– si alea ≥ p3 : xi+1 ≥ u, et

xi+1 = F−1(−alea′), (7.24)

où alea′ = exp{−[ (1−alea)F (x)2η

a(− log F (x))1/2η−1 ]2η}, et F est la loi marginale de Xi.
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2. Si Xi < u, soient xi sa valeur et alea un nombre tiré dans une loi uniforme sur [0,1].
– si alea < p2 : xi+1 < u, et

xi+1 = v − 1

α′
log[1 − alea(1 − λ)(1 − exp{−α′(u− v)})

1 − 2λ+ F̄ (u, u)
]. (7.25)

– si alea ≥ p2 : xi+1 ≥ u, et xi+1 s’obtient en résolvant

F (xi+1) − λ+ F̄ (u, xi+1)

1 − λ
= alea, (7.26)

par exemple, par une méthode de dichotomie.

7.2 Validation du modèle ML sur simulations : le modèle de
Morgenstern

7.2.1 Le modèle de Morgenstern

Le processus théorique

Soit une suite {Xt} de variables aléatoires. La loi marginale de la série est encore donnée
par :

F (x) =

{
(1 − λ)Fv;u(x) si v < x < u;

1 − λ(1 − k x−u
α )1/k si x ≥ u et 1 − k x−u

α > 0
(7.27)

où u, v sont fixés arbitrairement à u = 30, v = 15, et Fv;u est la distribution d’une loi
exponentielle de paramètre α′ tronquée en u et de seuil v.

La structure de dépendance entre deux variables Xt, Xt+1 est donnée par la loi bi-variée
de (Morgenstern, 1956) :

FM (x, y) = F (x)F (y)(1 + µF̄ (x)F̄ (y)), x > v (7.28)

où F (.) est la distribution marginale de Xt et −1 ≤ µ ≤ 1 le paramètre de la distribution
de Morgenstern. Le choix de la loi de Morgenstern est exploratoire. La loi de Morgenstern
permet de décrire différents types de corrélation entre les variables modélisées. Le cas µ = 0
correspond à des variables indépendantes, le cas µ < 0 à des variables asymptotiquement
indépendantes et négativement associées et le cas µ > 0 correspond à des variables asymp-
totiquement indépendantes et positivement associées. Le degré de l’association crôıt avec
|µ|.

Remarquons qu’un développement limité de la fonction de survie bi-variée de Morgenstern
F̄M (x, y), avec une marginale F (x) de loi Fréchet standard1, donne à l’ordre 1 pour x, y
tendant vers l’infini :

F̄M (x, y) ≈ (1 + µ)x−1y−1. (7.29)

Si on modélise des données simulées avec le modèle de Morgenstern, par le modèle de
dépendance ML, on peut donc s’attendre à ce que le paramètre a de l’équation 7.3 soit
proche de 1 + µ, et η proche de 1/2. Nous retrouvons ainsi que le processus de Morgenstern
est asymptotiquement indépendant.

1F (x) = exp(−1/x)
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Simulation

La simulation d’une telle suite de variables aléatoires est simple : on simule tout d’abord
une réalisation de X1, le premier terme de la suite, selon la loi marginale F (.). Ensuite,
connaissant la réalisation de la variable aléatoire Xt, on simule une réalisation de la variable
aléatoire Xt+1 selon la structure de dépendance de Morgenstern. Pour cela, on doit connâıtre

P (Xt+1 ≤ y|Xt = x) =

∫ y

−∞

f(x, z)

f(x)
dz. (7.30)

Dans le cas de la structure de dépendance de Morgenstern, on a

f(x, y) =
∂2FM

∂x∂y
(x, y) = f(x)f(y){1 + µ(2F (x) − 1)(2F (y) − 1)}, (7.31)

d’où

P (Xt+1 ≤ y|Xt = x) = F (y)2µ(2F (x) − 1) + F (y){1 − µ(2F (x) − 1)}. (7.32)

Une réalisation y de Xt+1 connaissant Xt = x est donc tirée en résolvant

F (y)2µ(2F (x) − 1) + F (y){1 − µ(2F (x) − 1)} = alea (7.33)

avec alea un réel aléatoire entre 0 et 1. L’équation 7.33 de second degré en F (y) possède
deux solutions

r1,2 =
1 − µ(2F (x) − 1) ±

√
∆

−2µ(2F (x) − 1)
, (7.34)

où

∆ = {1 − µ(2F (x) − 1)}2 + 4µ(2F (x) − 1)alea (7.35)

est le discriminant. Or une seule de ces deux solutions appartient à [0,1] :

r2 =
1 − µ(2F (x) − 1) −

√
∆

−2µ(2F (x) − 1)
, si F (y) 6= 1, (7.36)

si 2F (x) − 1 = 0, alors la solution est F (y) = alea. Une fois F (y) calculé, on obtient y en
inversant F (y) = r2.

Évaluation de la dépendance des extrêmes et de la persistance des valeurs fortes

du modèle de Morgenstern

L’objectif est ici de décrire les types dépendance des extrêmes et de persistance présents
dans un processus de Morgenstern. Nous voulons savoir si la persistance des valeurs fortes est
fortement ou faiblement marquée. Pour cela, on simule un échantillon de taille 100 000, suffi-
samment grand pour que les estimations de la dépendance des extrêmes et de la persistance
du processus soient précises.

Nous analysons tout d’abord la dépendance des extrêmes, via les estimations empiriques
de P{F (Xt+1) > w|F (Xt) > w}, χ, χ̄ et η.
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Comme le montre la figure 7.1, l’indépendance asymptotique du processus semble vérifiée,
car χ̄ 6= 1, χ(w) semble s’approcher de 0 lorsque w → 1 et η 6= 1. A des niveaux finis (w < 1),
les extrêmes semblent positivement associés, puisque χ̄(w) est positif, η(w) est supérieur à
0.5, et P{F (Xt+1) > w|F (Xt) > w} > P{F (Xt) > w} = 1 − w.
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Fig. 7.1: Estimation empirique des fonctions P{F (Xt+1) > w|F (Xt) > w}, χ(w), χ̄(w) et
η(w) sur un échantillon de taille 100 000.

Ensuite, nous examinons la persistance des valeurs fortes. Une manière d’évaluer cette
persistance est d’examiner la distribution de la somme de plusieurs variables consécutives. La
figure 7.2 présente les distributions de la somme de deux variables consécutivesXt+Xt+1 dans
le cas du processus de Morgenstern d’équations 7.27 et 7.282, et pour différents paramètres
µ de dépendance : µ = 1 (le cas de la dépendance avec corrélation positive maximale) ;
µ = 0.8 (que l’on choisira par la suite) ; µ = 0 (le cas de l’indépendance) ; µ = −1 (le
cas de la dépendance avec corrélation négative maximale3). La structure de dépendance de
Morgenstern ne crée pas de dépendance asymptotique, donc il n’est pas étonnant que les
deux distributions se ressemblent en queue de distribution. Les figures montrent que pour
une forte fréquence d’apparition donnée, les quantiles sont croissants avec la valeur de µ,
tandis que pour une faible fréquence on observe le contraire. Ceci est un résultat attendu
puisque avec µ=1 par exemple, la corrélation entre variables Xt et Xt+1 est positive et
maximale (si Xt prend une valeur forte, Xt+1 aura tendance à prendre une valeur forte, et
si Xt prend une valeur faible, Xt+1 aura tendance à prendre une valeur faible), tandis que
si µ = −1 la corrélation est négative et maximale. Nous pouvons remarquer graphiquement
que l’inversion de l’ordre des distributions a lieu autour de la fréquence 0.83 (dans notre cas
d’étude, avec F donnée par l’équation 7.27).

Par rapport au cas de l’indépendance (µ = 0), la structure de dépendance de Morgenstern
avec µ = 1 ou 0.8 se traduit donc par une hausse des quantiles de Xt +Xt+1, à partir de la

2Pour que la représentation des distributions soit lisible et ait l’allure lisse théorique, et pour éviter les
problèmes d’échantillonnage, la figure a été tronquée à la fréquence F=0.993, correspondant à -log(− log F ) =
−5.

3maximale pour la valeur absolue
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7 Un modèle de dépendance des extrêmes
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Fig. 7.2: Distribution de la somme de deux variables consécutives du processus de
Morgenstern d’équations 7.27 et 7.28. Comparaison de différents cas avec

µ = 1, µ = 0.8, µ = 0, µ = −1. Les distributions ont été évaluées à partir d’une simulation
d’un échantillon de 100 000 valeurs. Au dessus : tracé des distributions entre les fréquences
6.2.10−4 et 0.993, au milieu : zoom des distributions entre les fréquences 6.2.10−4 et 0.37,

en bas : zoom des distributions entre les fréquences 0.982 et 0.993.

fréquence ≈ 0.83, et une baisse des quantiles de fréquence inférieure à ≈ 0.83. Cependant,
la différence entre les quantiles des différentes distributions (µ = 1, µ = 0.8, µ = 0, µ = −1)
est peu marquée : la structure de dépendance de Morgenstern ne marque pas de persistance
forte.

En fait, Gumbel (1960) et Schucany et al. (1978) ont montré que pour une distribution
bi-variée de Morgenstern, la corrélation entre les deux variables est toujours inférieure à 1/3
en valeur absolue. De plus, pour que la persistance soit marquée, il faudrait que, condition-
nellement à une forte valeur de Xt, Xt+1 prenne une forte valeur avec une probabilité forte.
Or, étant donné Xt = x, Xt+1 est tiré en résolvant 7.33. Par exemple, si µ = 1, la solution
r2 de l’équation 7.33 est croissante avec F (x) et est donnée par :

r2 =
1 − F (x) −

√
(1 − F (x))2 + alea(2F (x) − 1)

1 − 2F (x)
, (7.37)

et si F (x) = 0.5, r2 = alea. Si F (x) < 0.5, alors r2 < alea, et si F (x) > 0.5, r2 > alea. Ainsi,
quelle que soit la distribution marginale F , la structure de dépendance de Morgenstern ne
permet pas de modéliser une persistance fortement marquée.
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Enfin, nous avons également analysé la persistance des valeurs fortes du modèle de Mor-
genstern en examinant la distribution de la variable conditionnelle Xt + Xt+1|Xt ≥ u. Ce
point de vue permet d’évaluer l’effet d’une grande valeur de Xt sur la somme Xt +Xt+1, et
donc de donner une meilleure idée de la persistance. La figure 7.3 représente les distributions
de la variable conditionnelle Xt +Xt+1|Xt ≥ u. Cette fois, les différences de persistance sont
plus marquées entre les modèles de Morgenstern de différents paramètres µ. La figure 7.3
permet, sinon de justifier, au moins de ne pas rejeter le modèle ML de persistance que nous
avons proposé. En effet, le modèle ML définit la persistance de manière particulière pour les
cas où Xt ≥ u (à la fois dans la loi marginale, qui est alors une loi GPD, et dans la loi jointe
de (Xt, Xt+1)|Xt ≥ u).
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Fig. 7.3: Distribution de la somme de deux variables consécutives Xt +Xt+1,
conditionnellement à Xt ≥ u du processus de Morgenstern d’équations 7.27 et 7.28.

Comparaison de différents cas avec µ = 1, µ = 0.8, µ = 0, µ = −1. Les distributions ont été
évaluées à partir d’une simulation d’un échantillon de 100 000 valeurs.

Nous avons donc mis en évidence l’existence de la notion de persistance dans un processus
temporel dont la dépendance entreXt, Xt+1 est modélisée par la loi bi-variée de Morgenstern :
l’effet de la persistance est visible sur l’estimation des quantiles. Cependant, la structure de
Morgenstern ne discrimine pas fortement les différents types de persistance. Certes, il pourrait
sembler plus intéressant, du point de vue pratique pour un travail ensuite sur des averses, de
travailler avec une loi bi-variée créant une forte persistance entre valeurs consécutives. Mais
nous verrons dans le prochain chapitre que les données de pluie de Marseille ne présentent
pas une persistance fortement marquée. Les résultats apportés par le modèle de Morgenstern
sont une première ébauche de modélisation de la dépendance dans des cas de persistance
faiblement marquée.

7.2.2 Estimations des paramètres du modèle ML

Dorénavant, nous travaillons avec un échantillon X1, . . . , X100 de 100 valeurs, simulé se-
lon le modèle de Morgenstern avec µ = 0.8, λ = 0.25, α = 100, k = −0.5, α′ = 0.1. Dans
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7 Un modèle de dépendance des extrêmes

cette étude, nous avons fixé µ = 0.8, afin d’avoir une dépendance avec association positive
relativement forte (µ n’a pas été choisi égal à 1 pour éviter les problèmes de bord lors des
estimations). Le choix du seuil u au dessus duquel la loi marginale de l’échantillon peut être
modélisée par une loi GPD est reporté dans la figure 7.4. u est choisi égal à 30. Nous ajustons
ensuite le modèle ML à ce processus simulé. Nous présentons deux méthodes pour estimer
les paramètres λ, α, k, a, η, α′ du modèle ML : par maximum de vraisemblance et dans un
cadre bayésien.
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Fig. 7.4: Estimation des paramètres de la GPD en fonction du seuil pour la loi marginale
de Xt, avec intervalle de confiance à 95%. Les graphes ont été tracés avec le package POT

proposé par Ribatet (2006) sous le logiciel libre R. αmodifié(w) = α(w) + k(w)w avec
α(w), k(w) les paramètres de la GPD pour des données supérieures à w.
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Estimation par maximum de vraisemblance

La vraisemblance du modèle ML est donnée par :

f(x1, . . . , xn) = f(x1)
n−1∏

i=1

f(xi, xi+1)/f(xi), (7.38)

où f(.), f(., .) sont les densités marginale et jointe du processus {Xt}.
L’estimation par maximum de vraisemblance sur l’échantillon X1, . . . , X100 fournit λ̂ =

0.23, α̂ = 89.8, k̂ = −0.12, â = 2.11, η̂ = 0.45, α̂′ = 0.11. La loi marginale est bien reproduite,
comme le montre la figure 7.5. En ce qui concerne la loi jointe, nous vérifions que le modèle

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

−log(−log(F))

observations
estimation par maximum de vraisemblance

Fig. 7.5: Estimation par maximum de vraisemblance de la loi marginale de Xt.

estime correctement P (Xt+1 > u|Xt > u). Empiriquement la valeur obtenue est 0.5. Avec le
modèle ajusté on a â(− log(1− λ̂))1/η̂/λ̂ = 0.48, ce qui est proche de la valeur empirique. De
plus, on a théoriquement,

P (Xt+1 > u|Xt > u) = F̄ (u, u)/F̄ (u) =
2λ− 1 + (1 − λ)2(1 + µλ2)

λ
= 0.36,

et si λ est remplacé par son estimateur du maximum de vraisemblance, on obtient 0.34.
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7 Un modèle de dépendance des extrêmes

Estimation dans un cadre bayésien

À présent, un algorithme MCMC permet d’estimer la loi a posteriori des paramètres,
en considérant la vraisemblance donnée par l’équation 7.38, et une loi a priori large sur les
paramètres (des lois uniformes sur [0,1] pour λ, η, sur [-1.5,1.5] pour k, sur [0,10 000] pour
α, a, α′). La borne 10 000 de la loi a priori des paramètres α, a, α′ est bien supérieure à la
valeur maximale simulée dans la loi a posteriori par l’algorithme MCMC. L’intérêt d’une
telle loi non informative est seulement de donner une loi a priori non impropre (sinon la loi
a priori ne serait pas une loi de probabilité).

La convergence de l’algorithme a été vérifiée avec la statistique R de Gelman et al. (1997),
calculée sur les paramètres et pour sept châınes simulées en parallèle avec des points de
départs tirés dans les lois uniformes a priori. Après 150 000 itérations, la valeur de la statis-
tique calculée sur les six paramètres est proche de 1 (entre 1.001 et 1.08). Nous travaillons
donc avec les 50 000 dernières simulations d’un algorithme de 200 000 itérations.

Fig. 7.6: Histogrammes des paramètres simulés par l’algorithme MCMC par les 50 000
dernières itérations d’algorithme MCMC. Représentation de la corrélation entre paramètres

par le tracé des paramètres deux à deux.

Les distributions a posteriori des paramètres semblent loin d’être des lois gaussiennes,
comme le montre la figure 7.6. Ceci est dû à la complexité de la fonction de vraisemblance
et au lien existant entre les paramètres (voir les conditions 7.6, 7.9, 7.16).

Malgré la bonne valeur de la statistique de Gelman, proche de 1, nous observons que les
algorithmes MCMC convergent difficilement sur le paramètre a. Comme le montre la figure
7.6, ce paramètre a en effet une queue lourde, et il est fortement dépendant des paramètres
η et λ. Nous remarquons que différentes châınes de Markov simulées en parallèle ont des
résultats différents en terme d’intervalles de crédibilité et moyenne sur le paramètre a, tandis
que la médiane reste stable (voir la figure 7.7).
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7.2. Validation du modèle ML sur simulations : le modèle de Morgenstern

0 2 4 6 8
0

0.2

0.4

λ

0 2 4 6 8
0

100

200

300

α

0 2 4 6 8
−2

−1

0

1

k
0 2 4 6 8

0

50

100

a

0 2 4 6 8

0.5

numéro algorithme

η

0 2 4 6 8
0

0.2

0.4

numéro algorithme

α’

moyenne
médiane
IC 90%

Fig. 7.7: Évolution des estimations des paramètres, sur sept châınes de Markov simulées en
parallèle (points de départs tirés dans la loi a priori). Les longueurs des châınes de Markov

considérées sont 200 000, et les estimations sont réalisées avec les 50 000 dernières
simulations de chaque châıne.

Les résultats sur les autres paramètres sont stables entre les différentes châınes de Markov
simulées en parallèle. Néanmoins, le manque de précision sur l’estimation de la loi a posteriori
de a n’a pas de conséquence sur l’estimation de la loi marginale puisque celle-ci ne dépend
pas de a. En revanche, l’effet de cette imprécision pourrait être important sur les estimations
de la persistance : celle-ci dépend de la loi bi-variée, qui dépend elle-même de a. Or, comme le
montre la figure 7.8, l’imprécision sur a n’a presque pas d’effet sur l’estimation de P (Xt+1 >
u|Xt > u) = a(− log(1 − λ))1/η/λ. D’autre part, les bons résultats présentés dans la section
7.3 sur la distribution de la somme de plusieurs variables consécutives montrent que l’effet
de l’imprécision de a n’est pas important.
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Fig. 7.8: Évolution des estimations de P (Xt+1 > u|Xt > u) = a(− log(1 − λ))1/η/λ, sur les
sept châınes de Markov simulées en parallèle (points de départs tirés dans la loi a priori).
Les estimations sont réalisées avec les 50 000 dernières simulations de chaque châıne, de

longueur 200 000.
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7 Un modèle de dépendance des extrêmes

Les estimations moyennes, médianes et les intervalles de crédibilité à 90% des paramètres
sont présentés dans le tableau 7.1. Les paramètres simulés (les 50 000 des sept châınes simulées

Paramètre Moyenne Médiane Intervalle de crédibilité

λ 0.20 0.19 (0.12,0.29)
α 112.71 105.55 (54.8,193.9)
k -0.276 -0.220 (-1.023,0.269)
a 13.3 4.1 (1.1,58.7)
η 0.395 0.391 (0.249,0.559)
α′ 0.12 0.12 (0.06,0.15)

Tab. 7.1: Estimation des moyennes, médianes et des intervalles de crédibilité des
paramètres, réalisés avec l’ensemble des 50 000 itérations de sept châınes de Markov

simulées en parallèle.

en parallèle) sont utilisés ensuite pour estimer certaines distributions prédictives, comme la
distribution a posteriori des quantiles (cf. figure 7.9) ou la distribution a posteriori de la
quantité P (Xt+1 > u|Xt > u) : on obtient une moyenne et une médiane de 0.4, et un
intervalle de crédibilité à 90% de (0.24,0.58), ce qui contient la valeur 0.36 théorique.
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Fig. 7.9: Distribution a posteriori de la loi marginale du processus Xt étudié.

7.3 Représentation de la persistance par le modèle ML

Pour évaluer la capacité du modèle ML à représenter la persistance des données simulées
avec le modèle théorique de Morgenstern, nous comparons les distributions des sommes de
plusieurs variables consécutives (Xt +Xt+1, Xt +Xt+1 +Xt+2 et Xt +Xt+1 +Xt+2 +Xt+3)
dans quatre cas différents.

Les deux premiers cas sont théoriques :

– tout d’abord, pour fixer les idées, nous représentons les distributions théoriques. Le
calcul des distributions de Xt +Xt+1, Xt +Xt+1 +Xt+2 et Xt +Xt+1 +Xt+2 +Xt+3

n’étant pas trivial, nous estimons ces distributions par la simulation d’un échantillon
de taille 100 000, pour avoir une estimation assez précise. De même que précédemment,

165



7.3. Représentation de la persistance par le modèle ML

pour éviter le problème d’échantillonnage et pour une meilleure lisibilité des figures, nous
avons tronqué les figures à la fréquence F=0.993, correspondant à -log(− logF ) = 5.
Afin de mettre en parallèle les résultats sous hypothèse de dépendance et les résultats
sous hypothèse d’indépendance (µ = 0), nous représentons les distributions théoriques
dans le cas µ = 0.8 et dans le cas µ = 0.

Les deux cas suivants sont liés à l’échantillon de taille 100 X1, . . . , X100, simulé selon le
modèle de Morgenstern, de paramètres α = 0.8, λ = 0.25, α = 100, k = −0.5, α′ = 0.1. Le
modèle ML est ajusté à cet échantillon simulé.

– Nous considérons le modèle de Morgenstern de paramètre µ = 0.8. Les autres pa-
ramètres du modèle (λ, α, k, α′) sont donnés par les simulations MCMC de la section
7.2.2. Pour chaque jeu de paramètres, simulé via l’algorithme MCMC, on simule une
série X1, . . . , X100 selon le modèle de Morgenstern et on en déduit les distributions
empiriques des sommes de plusieurs variables consécutives. On en déduit finalement
la médiane et les intervalles de crédibilité à 90% des quantiles de la distribution de la
somme de plusieurs variables consécutives.

– Nous considérons enfin le modèle ML avec les paramètres λ, α, k, a, η, α′ simulés par
l’algorithme MCMC. Pour chaque jeu de paramètres donné par l’algorithme MCMC, on
simule une série X1, . . . , X100 selon le modèle ML, avec la méthode de simulation de la
section 7.1.3, et on en déduit les distributions empiriques, les médianes et les intervalles
de crédibilité à 90% des quantiles de la somme de plusieurs variables consécutives.
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Fig. 7.10: Distribution de la somme de deux variables consécutives : estimation sur
l’échantillon de taille 100, dans les cas théoriques du modèle de Morgenstern (avec µ = 0.8)

et i.i.d. (c’est-à-dire µ = 0), et dans les cas des modèles de Morgenstern et ML (de
paramètres suivant la loi a posteriori définie à la section 7.2.2, avec les données de

l’échantillon de taille 100).

Les résultats sont illustrés dans les figures 7.10, 7.11 et 7.12. Nous constatons que :
– les distributions correspondant à l’échantillon de taille 100 donnent des quantiles assez

différents de ceux de la distribution théorique de Morgenstern de paramètre µ = 0.8 et
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de laquelle est issu l’échantillon (la distribution théorique est en fait estimée avec un
échantillon de taille 100 000). Ceci est un effet d’échantillonnage et de taille d’échantillon
(100 reste une taille assez petite). Nous pouvons remarquer visuellement que l’écart entre
les distributions théoriques et de l’échantillon de taille 100 devient important pour des
fréquences supérieures à environ 0.92.

– le modèle ML respecte les distributions des sommes de plusieurs variables consécuti-
ves. En effet, dans chacune des figures, la distribution ’théorique’ de la loi parente de
l’échantillon est comprise dans les intervalles de crédibilité des quantiles obtenus avec
le modèle ML.

– De plus, le modèle ML, dont la structure de dépendance n’est pas explicitement celle
de Morgenstern, donne des résultats similaires aux résultats obtenus par le modèle de
Morgenstern. Ceci montre que le modèle ML est capable de modéliser correctement une
structure de dépendance particulière.

– Enfin, on constate encore que le modèle d’indépendance n’est pas significativement
inadéquat avec les observations, puisque la distribution théorique, sous hypothèse d’in-
dépendance, est non seulement incluse dans l’intervalle de crédibilité du modèle ML,
mais elle est également proche de la distribution théorique avec hypothèse de dépendance.
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Fig. 7.11: Idem figure 7.10 mais avec la somme de trois variables consécutives.
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Fig. 7.12: Idem figure 7.10 mais avec la somme de quatre variables consécutives.

7.4 Conclusions

Nous avons proposé un modèle ML de dépendance pour une série stationnaire. La loi
marginale est modélisée par une loi GPD au delà d’un certain seuil élevé u, et exponentielle
en deçà du seuil (le choix de la loi exponentielle est repris d’une modélisation de volumes
d’averses (Arnaud et al., 1998)). La loi jointe de deux variables consécutives est modélisée
au delà de u par F̄ (x, y) = a(− logF (x))1/2η(− logF (y))1/2η avec a > 0, 0 < η ≤ 1 et
F (x), F (y) les probabilités marginales au non dépassement de X,Y . Ce modèle bi-varié est
emprunté à Ledford et Tawn (1996, 1997). Il permet de modéliser des variables aléatoires
asymptotiquement indépendantes (pour η < 1) et dépendantes (pour η = 1). Une méthode
de simulation du modèle ML a été proposée. Les paramètres du modèle ML sont estimés
par maximum de vraisemblance et dans un cadre bayésien, avec un algorithme MCMC. En
pratique, l’algorithme MCMC semble avoir quelques difficultés à estimer le paramètre a, dont
la distribution a posteriori est à queue lourde. Cependant, l’effet du paramètre difficilement
estimé semble être négligeable sur les résultats du modèle ML.

Dans ce chapitre, nous avons analysé la pertinence du modèle ML en l’appliquant à un
processus stationnaire dont la loi est connue : la loi jointe de deux variables consécutives du
processus étudié ici est décrite par la structure de dépendance de Morgenstern. Le choix de
la loi bi-variée de Morgenstern est expérimental.

En pratique, la structure de dépendance des valeurs extrêmes d’une série est en particulier
visible dans la persistance de ses valeurs fortes. Cette persistance, définie par la propagation
dans le temps de fortes valeurs de la variable de la série, s’exprime par exemple via la
distribution de la somme de plusieurs variables consécutives du processus. Pour examiner
la capacité du modèle ML à reproduire la persistance, nous avons comparé les distributions
de la somme de plusieurs variables consécutives sous hypothèse du modèle théorique de
Morgenstern, et sous hypothèse du modèle ML ajusté à un échantillon simulé avec le modèle
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théorique de Morgenstern. Il s’est avéré que la structure de dépendance de Morgenstern
n’entrâıne qu’une légère dépendance entre les deux variables modélisées, car les distributions
de la somme de plusieurs variables consécutives dans le cas stationnaire sont proches des
mêmes distributions dans le cas d’un processus indépendant et identiquement distribué (µ =
0). Cependant, malgré cette faible persistance de Morgenstern, les résultats montrent que le
modèle ML réussit à représenter la structure de dépendance de Morgenstern.

Il serait intéressant, dans des recherches ultérieures, d’appliquer le modèle ML à d’autres
processus où la persistance est plus fortement marquée. De tels processus peuvent être encore
donnés par des processus markoviens, avec une loi de saut donnée par exemple par une loi
bi-variée extrême, ou une loi multi-variée gaussienne (de dimension supérieure ou égale à 2),
ou d’autres lois bi-variées (des exemples sont donnés dans la thèse de Mousavi Nadoshani
(1997)).
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Chapitre 8

Application : modélisation de la
persistance des averses

Dans ce chapitre, on se place dans le contexte des événements pluvieux, tels qu’ils sont
définis à la section 5.3.1.

8.1 Présentation du problème

Arnaud (2004) a remarqué que :

– les averses les plus fortes d’une série observée sont parfois regroupées dans un même
événement,

– si l’événement contient une averse forte, la fréquence du volume d’une autre forte averse
est supérieure à celle obtenue avec une hypothèse d’indépendance entre les fortes averses
d’un événement,

– la fréquence moyenne des plus fortes averses d’un événement augmente avec le nombre
d’averses de l’événement, ce qui montre encore que l’hypothèse d’indépendance des
fortes averses d’un même événement ne peut pas être acceptée.

On parle donc de persistance des averses : si un événement contient une forte averse, les
volumes des autres averses de l’événement ont tendance à être également forts.

On cherche à modéliser cette persistance des averses par une dépendance chronologique
des averses. Pour cela, on propose d’utiliser les châınes de Markov : le volume d’une averse
dépend des volumes des averses précédentes. Les modèles de châınes de Markov ont déjà été
utilisés par Smith et al. (1997) et Bortot et Tawn (1998) sur des températures, par Ledford et
Tawn (2003) et Sisson et Coles (2003) sur des extrêmes de pluies ou de taux de change, ou par
Ledford et Tawn (1996, 1997) pour des modèles couplant deux variables (pluie-vent ou vagues-
déferlement). Les modèles de châınes de Markov, ainsi que les paramètres de dépendance des
extrêmes sont présentés dans le premier chapitre de la thèse. Pour simplifier, nous utilisons
dans ce chapitre des châınes de Markov à l’ordre 1 : connaissant les averses numéro 1,. . . , i−1
d’un événement, le volume de l’averse numéro i (notée Xi) dépend seulement de l’averse
numéro i − 1 (notée Xi−1). Pour autant, les averses numéro i − 2 (notée Xi−2) et i ne sont
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pas indépendantes, puisque

P (Xi−2 = x,Xi = y) =

∫
P (Xi−2 = x,Xi−1 = z,Xi = y)dz

=

∫
P (Xi = y|Xi−1 = z)P (Xi−1 = z|Xi−2 = x)P (Xi−2 = x)dz.

(8.1)

Le modèle de châıne de Markov peut être utilisé d’au moins deux manières différentes. En
effet, on peut modéliser P (Xi+1 = y|Xi = x), c’est-à-dire la dépendance entre deux averses
successives, ou modéliser P (Xi+τ = y|Xi = x), c’est-à-dire la dépendance entre deux averses
séparées d’un nombre τ − 1 fixé d’averses. Cette étude permet en outre d’estimer le nombre
d’averses nécessaires entre deux averses pour les considérer indépendantes.

8.2 Présentation du modèle

On s’intéresse au comportement bi-varié du couple (Xt, Xt+τ ) oùXt, Xt+τ sont les volumes
des averses t et t + τ . Marginalement, la loi de Xt, conditionnellement à Xt > u, avec u un
seuil élevé, est une GPD, de paramètres d’échelle et de forme α > 0 et k :

Fu(x) = P (Xt ≤ x|Xt > u)

=

{
1 − (1 − k(x− u)/α)1/k, pour x > u et 1 − k(x− u)/α > 0, si k 6= 0 ;
1 − exp(−(x− u)/α), pour x > u, si k = 0.

(8.2)

La loi non conditionnelle est donc, pour x ≥ u et λ = P (Xt > u) :

F (x) =

{
1 − λ(1 − k(x− u)/α)1/k, si k 6= 0 ;
1 − λ exp(−(x− u)/α), si k = 0.

(8.3)

D’autre part, on modélise la dépendance temporelle de la série par une châıne de Markov
d’ordre 1. La loi jointe F̄τ (x, y) = P (Xt > x,Xt+τ > y) de deux variables successives est
donnée, pour x, y > u, par la formalisation proposée par Ledford et Tawn (1996, 1997).
Cette formalisation est capable de modéliser des variables asymptotiquement dépendantes et
asymptotiquement indépendantes.

F̄τ (x, y) = Lτ (−1/ logF (x),−1/ logF (y)){− logF (x)}c1,τ {− logF (y)}c2,τ (8.4)

avec c1,τ > 0, c2,τ > 0, c1,τ + c2,τ ≥ 1, et Lτ une fonction bi-variée à variation lente.

Le modèle de variation lente utilisé ici est une constante :

Lτ (x, y) = aτ > 0 (8.5)

On pose ητ = 1/(c1,τ + c2,τ ), et pour simplifier, on utilise c1,τ = c2,τ = cτ .

8.3 Cas d’étude

On travaille sur une série événementielle de volumes d’averses de Marseille, pour la saison
été (juin-novembre). La définition des événements est donnée dans la section 5.3. La série est
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8 Application : modélisation de la persistance des averses

une suite d’événements, décomposés en averses. Les volumes des averses sont exprimés en
dixièmes de mm. Deux événements différents sont séparés d’au moins un jour avec moins de
4 mm de pluie, et sont supposés indépendants. La série de mesures de la saison été contient
231 événements, pour un total de 1105 averses.

En supposant les événements indépendants et en notant na(E) le nombre d’averses de
l’événement E, on peut exprimer la densité de probabilité d’un échantillon d’averses contenues
dans ne événements

(x1,1, . . . , x1,na(1), x2,1, . . . , x2,na(2), xne,1, . . . , xne,na(ne)) par :

ne∏

E=1

f(xE,1, . . . , xE,na(E)) =
ne∏

E=1

f(xE,1)

na(E)−1∏

i=1

f(xE,i, xE,i+1)/f(xE,i), (8.6)

d’après les propriétés de la densité d’une châıne de Markov.

8.3.1 Loi marginale

On recherche tout d’abord le seuil u à partir duquel il est justifié de modéliser les dépasse-
ments de seuil par la loi GPD. Pour cela, on considère la variable Y égale au volume maximal
d’une averse pour un événement donné. L’intérêt de cette variable est que ses réalisations
sont indépendantes, puisque les événements sont supposés indépendants. On ajuste alors une
GPD de paramètres αY , kY à cette variable. Le seuil u est choisi de manière à ce que les
paramètres estimés kY (v) et αmodifié

Y (v) = αY (v)+kY (v)v soient stables pour v ≥ u, d’après
l’approche de Coles (2001). Le seuil choisi est u = 25 mm (cf fig. 8.1).
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Fig. 8.1: Evolution de αmodifié
Y (u) = αY (u) + kY (u)u et kY (u) en fonction du seuil u, en

dixièmes de mm, avec intervalles de confiance à 95%. Les graphes ont été tracés avec le
package POT de Ribatet (2006) sous R. On choisit u=250 dixièmes de mm.

Alors en notant λY = P (Y > u), on a λ̂Y ≈ 0.24, calculé empiriquement sur les maxima
des 231 événements. λY représente la probabilité que l’averse maximale d’un événement
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dépasse 25 mm. Les paramètres αY , kY de la GPD sont estimés par maximum de vraisem-
blance, sur les maxima de chaque événement : α̂Y = 106 et k̂Y = 0.035. L’ajustement des
maxima des averses par événement est présenté dans la figure 8.2.

Il est important de remarquer que la distribution de Y n’est pas la même que la distribution
F de Xt. Y n’a servi ici qu’à donner un cadre théorique pour estimer un seuil u au dessus
duquel il est justifié de modéliser Y par une GPD. On supposera que ce seuil est encore
valable pour la distribution de Xt. On a P (Xt ≥ u) ≤ P (Y ≥ u) = λY . Même si les valeurs
de Xt peuvent être modélisées par une GPD avec un seuil inférieur à 25 mm, la théorie des
valeurs extrêmes montre que la valeur du paramètre de forme de la GPD n’est pas changée.
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Fig. 8.2: Ajustement de la loi GPD aux averses maximales des événements, supérieures à
25 mm, par maximum de vraisemblance.

8.3.2 Étude de la dépendance entre averses

Cette section présente une étude de la dépendance entre deux averses successives ou
séparées d’une ou plusieurs averses. L’intérêt est d’analyser l’effet d’une averse sur une
averse suivante (immédiate ou non). Nous allons montrer que deux averses fortes peuvent
être séparées de quelques petites averses. Dans ce cas, la châıne de Markov à l’ordre 1 ne
modélise pas bien la dépendance des extrêmes. Or, c’est cette dépendance ou persistance des
valeurs fortes qui nous intéresse. Dans la section suivante, nous remédierons à ce problème
en considérant seulement les fortes averses (les petites averses seront négligées et les fortes
averses agglomérées).

La dépendance des averses séparées par un nombre τ d’averses est donc analysée par
l’intermédiaire du modèle de châıne de Markov. Plus particulièrement, à l’image de Ledford
et Tawn (2003), on étudie la série temporelle définie par

T τ
t = min{Xt, Xt+τ} (8.7)

pour t = 1, . . . , n− τ , où n est la longueur de la série {Xt}.
Sous les hypothèses du modèle ML par l’équation 8.4, la loi marginale de T τ vérifie

P (T τ
t > x) = P (Xt > x,Xt+τ > x) = aτ (− logF (x))1/ητ , (8.8)
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8 Application : modélisation de la persistance des averses

pour x > uτ où uτ est un seuil élevé. La difficulté, soulignée par Ledford et Tawn (2003),
est que la série temporelle {T τ

t } n’est pas indépendante, puisqu’elle est construite à partir
de données dépendantes. Néanmoins, pour avoir une idée de la valeur des paramètres aτ , ητ

et des paramètres de F (.), on propose une vraisemblance fondée sur l’hypothèse (fausse)
d’indépendance. La vraisemblance ainsi définie est une vraisemblance censurée, parfois ap-
pelée pseudo-vraisemblance (Ledford et Tawn, 2003). Elle est donnée par :

∏

t:T τ
t <uτ

G(uτ )
∏

t:T τ
t >uτ

g(T τ
t ), (8.9)

où G(.), g(.) désigne les fonctions de répartition et de densité de T τ , et uτ est le seuil au
dessus duquel la loi jointe de Xt, Xt+τ est modélisée par le modèle 8.4.

G(u) = 1 − P (T t > u) = 1 − a(− log(1 − λ))1/η,

g(x) =
a

η
(− logF (x))1/η−1 f(x)

F (x)
, pourx ≥ u

(8.10)

avec F (.), et f(.) les fonctions de répartition et de densité marginales du processus {Xt}.
Outre la méthode du maximum de vraisemblance, les paramètres ητ peuvent également être
estimés par l’estimateur non paramétrique de Hill (Ledford et Tawn, 2003), (Embrechts et al.,
1997).

Dans le cas des averses de Marseille, nous devons prendre en compte la partition des
données en événements. Dans la définition de T τ

t , nous rajoutons la contrainte du même
événement :

T τ
t = min{Xt, Xt+τ avec Xt et Xt+τ dans le même événement}. (8.11)

On considère que tous les seuils uτ sont égaux à u = 25 mm.

Les algorithmes d’estimation du maximum de vraisemblance présentent des difficultés à
capturer les paramètres maximisant la vraisemblance. Après examen des vraisemblances, il
semble que la surface de vraisemblance a une forme fortement aplatie sur une large gamme
de paramètres. On estime alors l’ensemble des cinq paramètres λ, α, k, a, η dans un cadre
bayésien. La loi a priori choisie est uniforme sur [0,1] pour λ, η, sur [-1.5,1.5] pour k, sur
[0,10 000] pour α et a. Le peu d’information de cette loi a priori en fait une loi a priori non
informative, mais non impropre. Dans la loi a priori, on rajoute les conditions

max{2λτ − 1, 0} < aτ (− log(1 − λτ ))
1/ητ < λτ (8.12)

pour respecter le fait que :

P (X1 < uτ , X1+τ < uτ ),

P (X1 > uτ , X1+τ > uτ ),

P (X1 < uτ , X1+τ > uτ ),

P (X1 > uτ , X1+τ < uτ )

(8.13)

sont entre 0 et 1.

La distribution a posteriori définie par la vraisemblance censurée 8.9 et la loi a priori
ne reflètent pas la variance réelle du modèle, puisqu’elle est fondée sur l’hypothèse fausse de
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l’indépendance des données. Néanmoins, l’hypothèse d’indépendance entre deux T τ
t consécutifs

est vraie s’ils correspondent à des événements distincts (deux événements distincts sont
indépendants).

Les distributions a posteriori des paramètres du modèle sont simulées avec un algorithme
MCMC, de 200 000 itérations.

Laissant de côté une période de chauffe de 150 000 itérations, on calcule P (Xt+τ > u|Xt >
u) de manière théorique, pour chacun des 50 000 derniers paramètres simulés par l’algorithme
MCMC :

P (Xt+τ > u|Xt > u) = aτ{− log(1 − λτ )}1/ητ /λτ . (8.14)

Ensuite, on détermine les moyennes et les intervalles de crédibilité de P (Xt+τ > u|Xt > u).

Les résultats obtenus avec le modèle estimé dans le cadre bayésien sont comparés avec la
probabilité P (Xt+τ > u|Xt > u) estimée sur les observations. De manière plus générale, on
note, pour x > v :

pτ,x,v = P (Xt+τ > x|Xt > x,Xt et Xt+τ dans le même événement, Xt > v,Xt+τ > v),(8.15)

on s’intéresse ici à pτ,u,0.

On choisit une méthode empirique pour estimer pτ,x,v, avec x > v, par l’expression :

ne∑

E=1

na(E)−τ∑

i=1

1XE
i >x,XE

i+τ >x/
ne∑

E=1

na(E)−τ∑

i=1

1XE
i >x,XE

i+τ >v. (8.16)

Les résultats des estimations bayésiennes et des estimations sur les observations sont
présentés dans la figure 8.3.
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Fig. 8.3: Estimation de P (Xt+τ > u|Xt > u), pour différents τ entre 1 et 5. Les
’observations’ correspondent aux estimations sur la série des averses d’été de Marseille. La

courbe nommée ’moyenne’ correspond à la moyenne de la distribution a posteriori de
P (Xt+τ > u|Xt > u), simulée avec un algorithme MCMC. ’IC 90%’ correspond à l’intervalle

de crédibilité de P (Xt+τ > u|Xt > u) estimé par l’algorithme MCMC.

La figure 8.3 nous informe sur plusieurs points :
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8 Application : modélisation de la persistance des averses

– sur les averses observées, la dépendance entre deux averses consécutives est moins forte
qu’entre deux averses séparées de deux ou trois averses.

– Même si l’estimation de P (Xt+τ > x|Xt > x) par le modèle est biaisée, le modèle
reproduit bien le fait que les extrêmes des averses séparées par deux ou trois averses
sont plus dépendants que les averses consécutives.

Afin de représenter correctement les dépendances entre averses, les résultats précédents
indiquent qu’il est préférable d’utiliser une châıne de Markov d’ordre 4. Mais étant donné la
complexité d’une châıne de Markov d’ordre 4, nous préférons une méthode plus simple, et
nous laissons la modélisation par châıne de Markov d’ordre supérieur en perspectives. Nous
proposons de ne pas tenir compte des petites averses intermédiaires entre les fortes averses.
Pour cela, un seuil doit être défini, et seules les averses de volume supérieur au seuil sont
conservées.

8.3.3 Agglomération des fortes averses

La châıne de Markov à l’ordre 1 ne modélise pas de façon optimale la dépendance entre
fortes averses successives si une ou plusieurs faibles averses s’intercalent entre les deux fortes
averses. Pour palier ce problème, on agglomère les fortes averses entre elles, en ignorant les
averses de faibles volumes. Pour cela, on doit fixer un seuil v < u avec u = 25 mm en deçà
duquel les averses sont dites de faible volume. Ce seuil doit satisfaire certains critères. D’une
part, v ne doit pas être trop grand, sinon le nombre d’événements sera faible, ainsi que le
nombre d’averses par événement, et l’estimation sera très imprécise. D’autre part, pour que
la modélisation par châıne de Markov à l’ordre 1 soit pertinente, la dépendance entre deux
averses consécutives doit être plus forte que la dépendance entre deux averses séparées d’une
ou plusieurs averses : la fonction pτ,x,v doit décrôıtre avec τ .

Remarquons que le modèle présenté ci-dessus par les équations 8.3 et 8.4, est encore valable
si l’on agglomère les fortes averses : soit x > u > v,

P (X > x|X > v) = λ(1 − k(x− u)/α)1/k/P (X > v) (8.17)

= λ′(1 − k(x− u)/α)1/k, (8.18)

et

P (Xt+τ > x,Xt > x|Xt+τ > v,Xt > v) = P (Xt+τ > x,Xt > x)/P (Xt+τ > v,Xt > v),
(8.19)

et P (Xt+τ > v,Xt > v) est une constante.

Nous donnons ci-dessous les lois marginale et jointe des averses, lorsque l’on ne considère
plus que les averses de volume supérieure à un volume v donné. Ces lois nous seront utiles
dans la suite pour simuler des averses. Pour ne pas surcharger les notations, les variables Xt

des volumes d’averses sont implicitement conditionnées par Xt ≥ v.

Loi marginale des averses agglomérées

Soit Fv;u la fonction de distribution des averses Xt, conditionnellement à v < Xt < u,
avec u = 25 mm, alors

F (x) =

{
(1 − λ)Fv;u(x) si v < x < u;

1 − λ(1 − k x−u
α )1/k si x ≥ u.

(8.20)
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Dans la suite, nous considérons que Fv;u est une loi exponentielle, la loi déjà utilisée par
Arnaud (2004) pour simuler les volumes des averses.

Loi jointe des averses agglomérées

On considère la loi donnée par l’équation 8.4 et on note : F (x, y) = P (Xt ≤ x,Xt+1 ≤ y),
et F̄ (x, y) = P (Xt > x,Xt+1 > y) où Xt, Xt+1 sont deux averses consécutives dans un même
événement.
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0 50 100 150 200 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

seuil v (dixièmes de mm)

P
(X

t+
τ>

25
0|

X
t>

25
0)

τ=1
τ=2

Fig. 8.4: Recherche du seuil en deçà duquel les averses sont considérées de faible volume.

La croissance de pτ,x,v n’est vérifiée que pour τ = 1 et 2, en raison de la forte incertitude
d’estimation pour τ ≥ 3. D’après les résultats de la figure 8.4, le seuil v = 10 mm parâıt
satisfaire la condition p1,u,v ≥ p2,u,v. Cependant, l’analyse des dépendances simulées avec les
averses supérieures à 10 mm n’a pas donné de bons résultats. Finalement, le seuil v est choisi
égal à 13 mm. On remarque cependant que

p̂2,x,v > p̂1,x,v

pour des valeurs de v supérieures à 13 mm, mais ces valeurs sont calculées avec un faible
nombre de données lorsque v augmente : par exemple, pour v = 13 mm, il y a 13 couples
(Xt, Xt+1) vérifiant Xt > u,Xt+1 appartenant au même événement que Xt, dont 4 tels que
Xt > u,Xt+1 > u ; et il y a 3 couples (Xt, Xt+2) vérifiant Xt > u,Xt+2 appartenant au
même événement que Xt, dont un tel que Xt > u,Xt+2 > u. Cela illustre le peu de données
extrêmes disponibles, et nous avertit d’éventuels problèmes dans les estimations par des
approches empiriques.

La série ainsi définie contient 263 averses, réparties dans 190 événements :

– 134 événements d’une seule averse,
– 43 événements de deux averses,
– 10 événements de trois averses,
– 2 événements de quatre averses,
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– 1 événement de cinq averses.
Le fait de négliger les petites averses est susceptible d’introduire des dépendances artifi-

cielles entre les averses. Néanmoins ces dépendances artificielles ne devraient pas être trop im-
portantes puisque les dépendances étudiées sont limitées aux averses d’un même événement.
Dorénavant, la dépendance entre valeurs successives (supérieures à v) est modélisée par une
châıne de Markov d’ordre 1, et τ = 1. Pour simplifier les notations, on note η et a pour η1 et
a1.

8.3.4 Analyse des dépendances, Estimations

L’étude des dépendances des extrêmes de la série des averses est réalisée à partir de
paramètres et de mesures de dépendance χ̄(u) (défini ci-dessous), η, P (Xt > x,Xt+1 > x).
Lorsque l’on écrit la loi jointe de Xt, Xt+1, on considère Xt, Xt+1 dans le même

événement. On rappelle que les événements sont indépendants entre eux. Cette

indépendance a été prise en compte dans toutes les estimations. De plus, toutes

les estimations sont réalisées sur les averses supérieures à 13 mm, agglomérées

entre elles au sein de chaque événement.

– L’estimation empirique de P (Xt > x,Xt+1 > x) est :

ne∑

E=1

na(E)∑

i=1

1XE
i >x,XE

i+1>x/

ne∑

E=1

(na(E) − 1) (8.21)

et l’estimation empirique de P (Xt+1 > x|Xt > x) est :

ne∑

E=1

na(E)∑

i=1

1XE
i >x,XE

i+1>x/

ne∑

E=1

na(E)∑

i=1

1XE
i >x,XE

i+1 6=0 (8.22)

– χ̄ est défini ici par :

χ̄ = lim
w→1

χ̄(w), (8.23)

avec χ̄(w) lui-même défini par :

χ̄(w) =
2 logP (Ut > w)

logP (Ut > w,Ut+1 > w)
− 1, (8.24)

où Ut = F (Xt) suit une loi uniforme. Xt, Xt+1 appartiennent au même événement.
– Le paramètre η mesure, s’il est différent de 1, le degré d’indépendance asymptotique

entre les valeurs extrêmes consécutives de la série. On a η = χ̄+1
2 (voir le chapitre 1).

On définit alors η(w) = χ̄(w)+1
2 .

La figure 8.5 illustre une estimation de η via χ̄.

On peut également estimer η par l’estimateur de Hill (Embrechts et al., 1997). Pour
cela, on considère T̃t = min(Zt, Zt+1), avec Zt = −1/ logF (Xt), Zt+1 = −1/ logF (Xt+1), et
Xt, Xt+1 dans le même événement, et F la loi marginale des volumes d’averses :

P (T̃t > x) = P (Zt > x,Zt+1 > x)

= P (Xt > F−1(exp(−1/x)), Xt+1 > F−1(exp(−1/x))) = ax−1/η.
(8.25)
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Parmi les 263 averses, il reste seulement 73 couples d’averses dont les deux averses sont dans
le même événement. La figure 8.6 montre l’estimateur de Hill η̂ = (j − 1)−1

∑j−1
i=1{log T̃(i) −

log T̃(j)} avec T̃(j) ≤ . . . ≤ T̃(2) ≤ T̃(1) les j plus grandes statistiques d’ordre de T̃ . Cet
estimateur ne semble pas converger lorsque j approche 73 : on constate deux paliers (autour
de 0.62 et 0.8). Le manque de stabilité peut s’expliquer par la petite taille de l’échantillon
(73 couples), et par le fait que les statistiques d’ordres les plus élevés ont une forte variance.
Néanmoins, il apparâıt que η > 0.5.
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Fig. 8.5: Estimation de η, à partir de l’estimation de χ̄1(w) : η(w) = χ̄1(w)+1
2 , sur les

averses de Marseille supérieures à 13 mm.

0 10 20 30 40 50 60 70
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

j

estimateur de Hill

η

Fig. 8.6: Estimateur de Hill de η : j est le nombre des plus grandes valeurs de l’échantillon
utilisées pour la construction de l’estimateur de Hill.

D’autre part, η et les autres paramètres du modèle peuvent être estimés par maximum
de vraisemblance. La vraisemblance est donnée par l’équation 8.6, où la densité marginale
est donnée par la dérivée de la fonction de répartition marginale 8.20, et les densités jointes
sont données aux équations 7.10, 7.12, 7.14 et 7.17. Les paramètres ainsi estimés sont :
λ̂ = 0.236, α̂ = 93, k̂ = −0.048, â = 1.05, η̂ = 0.536 et α̂′ = 0.008. Le calcul théorique

de p1,u = P (Xt+1 > u|Xt > u) = a(− log(1−λ))1/η

λ donne p̂1,u = 0.386 > λ̂ = P (Xt > u).
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Globalement, η semble supérieur à 0.5 : les fortes averses sont donc positivement associées.

Enfin, dans le cadre bayésien, les distributions a priori choisies sont encore des lois uni-
formes sur [0,1] pour λ, η, sur [-1.5,1.5] pour k et sur [0,10 000] pour α, a, α′. On impose
de plus les conditions 7.6, 7.9, 7.16 et 8.12 sur les paramètres. On simule sept châınes de
Markov en parallèle, de 200 000 itérations. La statistique R de Gelman est calculée sur les
sept châınes, pour les six paramètres. La valeur de la statistique est inférieure à 1.04 à par-
tir de 150 000 itérations et pour les six paramètres. Les 50 000 dernières itérations sont
considérées comme des réalisations de la loi a posteriori. De même que dans le cas théorique,
on rencontre encore le problème du manque de stabilité de l’estimation du paramètre a
dans les sept châınes de Markov. Cependant, même avec cette instabilité, l’estimation de

P (Xt+1 > u|Xt > u) = a(− log(1−λ))1/η

λ est stable sur les sept châınes de Markov, comme dans
l’étude théorique du chapitre précédent. On regroupe alors les 50 000 dernières itérations des
sept châınes pour donner les estimations du tableau 8.1.

Paramètre Moyenne Médiane Intervalle de crédibilité à 90%

λ 0.23 0.23 (0.19,0.28)
α 95.0 93.3 (62.3,133.8)
k -0.128 -0.103 (-0.516,0.174)
a 2.86 1.31 (0.41,8.91)
η 0.503 0.484 (0.278,0.814)
α′ 0.008 0.008 (0.004,0.011)

Tab. 8.1: Moyennes, médianes et intervalles de crédibilité à 90% des paramètres du modèle
de persistance des averses.

8.3.5 Validation du modèle par calculs théoriques

Capacité du modèle à reproduire les valeurs extrêmes

À présent, nous utilisons les simulations des paramètres selon leur loi a posteriori, pour en
déduire les distributions prédictives a posteriori de la probabilité conditionnelle P (Xt+1 >

x|Xt > x) = a[− log(1−λ(1−k(x−u)/α)1/k)]1/η

λ(1−k(x−u)/α)1/k . Cette étude est réalisée avec les paramètres si-

mulés par les sept algorithmes MCMC en parallèle. On compare les estimations de p1,x,v

pour x ≥ u (c’est-à-dire la probabilité conditionnelle de dépassement d’une forte valeur) cal-
culées à partir de la série observée des averses supérieures à 13 mm, et à partir des paramètres
simulés par MCMC selon leur loi a posteriori. Les résultats sont présentés sur la figure 8.7.
On constate des résultats certes différents pour les sept châınes de Markov, mais relative-
ment proches les uns des autres (les différences relatives entre les valeurs obtenues pour une
même variable sont inférieures à 20%). Les instabilités observées sont dues à l’instabilité du
paramètre a. Les probabilités conditionnelles de dépassement d’une forte valeur estimées à
partir des observations sont cohérentes avec la distribution a posteriori théorique des pro-
babilités conditionnelles. Cependant, la courbe des probabilités conditionnelles présente une
allure monotone dans le cas du modèle, qui n’est pas reproduite dans le cas des observa-
tions. Cette allure pourrait remettre en cause l’hypothèse d’indépendance asymptotique des
averses. Néanmoins, l’estimation sur les observations est très imprécise : par exemple, pour
x = 27.5 mm, on observe seulement neuf couples d’averses (Xt, Xt+1) avec Xt > x (sur les
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8.3. Cas d’étude

190 événements de la série), dont un seul couple tel que Xt > x,Xt+1 > x1. Pour des x
supérieurs, le nombre d’observations est encore plus réduit.
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Fig. 8.7: Comparaison de P (Xt+1 > x|Xt > x) estimé sur les observations et à partir du
modèle dont les paramètres sont simulés par sept algorithmes MCMC simulés en parallèle.

Pour chaque algorithme MCMC, les intervalles en pointillés sont les intervalles de
crédibilité à 90% de P (Xt+1 > x|Xt > x). Les observations utilisées sont les averses de plus

de 13 mm agglomérées au sein de chaque événement.

Dans la suite, les résultats sont calculés avec les 50 000 dernières itérations de l’un des
sept algorithmes MCMC.

Capacité du modèle à reproduire le nombre de dépassements de seuil élevé

Il est possible de calculer théoriquement la probabilité d’observer j dépassements, 0 ≤ j ≤
na dans un événement de taille na (noté P (j|na)). On note p1 = P (Xt+1 < u|Xt > u), p2 =
P (Xt+1 < u|Xt < u) les probabilités données par les équations 7.18 et 7.19.

Alors, on a pour na = 1 :

P (0|1) = 1 − λ, P (1|1) = λ. (8.26)

Pour na = 2 :

P (0|2) = P (X1 < u)P (X2 < u|X1 < u) = (1 − λ)p2

P (1|2) = P (X1 < u,X2 > u) + P (X1 > u,X2 < u) = λp1 + (1 − λ)(1 − p2).
(8.27)

De manière générale, on a :

P (0|na) = (1 − λ)pna−1
2 , P (na|na) = λ(1 − p1)

na−1 (8.28)

1Ce couple correspond aux valeurs (38.4 mm, 38.4 mm). Le fait que les deux valeurs du couple soient
égales est dû à un problème de dépouillement des données. En effet, si une averse dure plus de 20 h, elle est
décomposée en deux averses de même volume. On voit ici l’incertitude due aux données.
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8 Application : modélisation de la persistance des averses

et P (j|na) se calcule facilement, mais a une forme compliquée, à na et 0 < j < na fixés.

Nous avons donc reconsidéré les cinq paramètres λ, α, k, a, η du modèle, simulés selon leur
loi a posteriori par une des châınes de Markov. Pour chaque jeu de paramètres, nous avons
calculé P (j|na) de manière théorique. Puis nous en avons déduit des estimations moyennes
et des intervalles de crédibilité à 90% de P (j|na) et les fonctions de répartition F (j|na) =∑j

i=0 P (i|na). Les résultats théoriques sont confrontés aux résultats observés. La probabilité
P (j|na) est estimée empiriquement par :

ne∑

E=1

1na(E)=na,nd(E)=j/
ne∑

E=1

1na(E)=na, (8.29)

en notant nd(E) le nombre de dépassements du seuil u dans l’événement E. Les résultats
sont présentés dans la figure 8.8.
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Fig. 8.8: Comparaison de P (j|na) estimé sur les observations (points) et à partir du
modèle (trait plein) dont les paramètres sont simulés par un algorithme MCMC. Les

intervalles de crédibilités des probabilités P (j|na) sont tracés en courbes pointillées. Les
observations utilisées sont les averses de plus de 13 mm agglomérées au sein de chaque

événement. Remarque : la valeur observée P (2|5) = 1 est due au fait que la série observée
ne possède qu’un événement de cinq averses, et cet événement contient deux dépassements.
Dans le cas de na ≥ 3, il n’y a aucun événement observé avec 3 averses dépassant le seuil 25

mm, c’est pourquoi l’estimation de P (j|na) sur les observations est 0.

Puisque les nombres d’événements de trois averses ou plus sont très faibles (inférieurs
à 10), les estimations empiriques des observations sont très incertaines. Le fait que ces
observations soient en dehors des intervalles peut s’expliquer ainsi. D’autre part, il est
intéressant de comparer les résultats observés et simulés avec les résultats obtenus sous condi-
tion d’indépendance des averses d’un même événement. Sous hypothèse d’indépendance des
averses d’un même événement, le nombre de dépassement du seuil u d’un événement conte-
nant na averses, suit théoriquement une loi binomiale de paramètres na et λ = P (Xt >
u). Pour na=1 (l’événement ne contient qu’une averse), les modèles d’indépendance et de
dépendance sont évidemment les mêmes.
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8.3. Cas d’étude

Le modèle de persistance simule plus souvent les grands nombres de dépassements que
sous hypothèse d’indépendance des averses. Par exemple, dans le cas d’un événement de
taille na = 5, la probabilité d’observer 5 dépassements de 25 mm est égale à λ5 ≈ 0.73 10−4,
tandis que dans le cas du modèle de persistance proposé ici, on observe en moyenne prédictive
(c’est-à-dire, d’après l’analyse bayésienne) une probabilité de 0.006 : ce qui est 12 fois plus
grand que dans le cas indépendant. De même, la probabilité d’observer 3 dépassements dans
un événement de taille na = 3, 4 ou 5 est supérieure dans le cas du modèle de persistance
que dans le cas du modèle d’indépendance, comme le montre la figure 8.8.
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Fig. 8.9: Comparaison de F (j|na) estimé sur les observations et à partir du modèle dont les
paramètres sont simulés par un algorithme MCMC. Les intervalles de crédibilités des

probabilités F (j|na) sont tracés en courbes pointillées. Les observations utilisées sont les
averses de plus de 13 mm agglomérées au sein de chaque événement.

L’intérêt de la figure 8.9 est d’illustrer autrement la persistance. Notons pour simplifier
F̄ (j|na), F̄indep(j|na) les fonctions de survie respectivement estimée de façon moyenne par le
modèle, et calculée de manière théorique sous hypothèse d’indépendance. Pour tout 1 ≤ na ≤
5, les probabilités au dépassement vérifient l’inégalité F̄ (j|na) > F̄indep(j|na) pour j ≥ 1, et
l’inégalité contraire pour j = 0. Cela signifie que :

– le modèle de persistance simule plus fréquemment des non-dépassements que le modèle
d’indépendance,

– mais lorsqu’il y a dépassement, le modèle simule plus fréquemment un grand nombre
de dépassements que le modèle d’indépendance.

D’autre part, les valeurs des probabilités P (j|na) sous hypothèse d’indépendance sont
incluses dans les intervalles de crédibilité à 90% des valeurs de P (j|na) prédites par le
modèle. Ceci montre, comme dans la figure 8.8, que les valeurs estimées sous hypothèse
d’indépendance ne sont pas significativement différentes des valeurs estimées par le modèle.
Ceci peut s’expliquer par une faible persistance des valeurs fortes de la série de Marseille.
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8 Application : modélisation de la persistance des averses

8.3.6 Validation du modèle par simulation

Technique de simulation

Une chronique d’événements constitués d’averses est simulée avec la méthode de simulation
donnée à la section 7.1.3. Nous rappelons que les événements sont indépendants. A l’intérieur
de chaque événement, la première averse est tirée selon la loi marginale du modèle ML, les
autres averses sont simulées à partir du schéma de simulation donné à la section 7.1.3.

Pour travailler sur des variables comparables, et puisque la série des averses de plus de 13
mm compte 190 événements, on simule des séries d’événements E1, . . . , E190 possédant les
mêmes nombres d’averses de plus de 13 mm que dans la série observée :

na(E1), . . . , na(E190). (8.30)

Capacité du modèle à reproduire les valeurs extrêmes

Nous reconsidérons l’analyse des dépendances réalisée de manière théorique dans la section
précédente, et illustrée dans la figure 8.7. Dans la section précédente, nous avons calculé
P (Xt+1 > x|Xt > x) de manière théorique, selon le modèle : P (Xt+1 > x|Xt > x) =
a(− log(1−λ(1−k(x−u))1/k))1/η

λ(1−k(x−u))1/k . Ici, on recalcule P (Xt+1 > x|Xt > x) de manière empirique (voir

l’estimateur 8.22) à partir de simulations du modèle. L’intérêt de cette approche est d’une
part, de vérifier que l’estimateur empirique de P (Xt+1 > x|Xt > x) est proche de la valeur
théorique de P (Xt+1 > x|Xt > x). D’autre part, cette phase de la validation permet de
comparer les probabilités P (Xt+1 > x|Xt > x) des données observées et du modèle, avec une
méthode d’estimation identique dans les deux cas.
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Fig. 8.10: Estimation de P (Xt+1 > x|Xt > x) : comparaison des résultats observés et des
résultats du modèle (moyenne en traits continus, et intervalles de crédibilité à 90% en traits

pointillés). La validation théorique est reprise de la figure 8.7.

On reprend les paramètres simulés selon la loi a posteriori par l’algorithme MCMC. Pour
chaque jeu de paramètres, on simule une série d’événements E1, . . . , E190. On estime alors
P (Xt+1 > x|Xt > x) de manière empirique. On reproduit cette procédure sur les jeux de pa-
ramètres simulés par l’algorithme MCMC. On peut alors en déduire une estimation moyenne
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8.3. Cas d’étude

et des intervalles de crédibilité pour P (Xt+1 > x|Xt > x) (voir le résultat sur la figure 8.10).
La figure montre la bonne cohérence des résultats du modèle avec les observations.

Le fait de simuler des séries avec le même nombre d’événements et le même nombre
d’averses que la série observée permet de restituer les incertitudes dues aux données. De plus,
pour un jeu de paramètres donné, la série des événements simulée est aléatoire : deux séries
d’événements simulées avec le même jeu de paramètres sont différentes, et les estimations em-
piriques de P (Xt+1 > x|Xt > x) sont donc différentes. Les intervalles de crédibilité reflètent
donc également l’incertitude de simulation, c’est pourquoi les intervalles de crédibilité sont
plus larges que lors de la phase de validation théorique.

La méthode d’estimation empirique semble non biaisée : les moyennes des estimations de
P (Xt+1 > x|Xt > x) sur les paramètres simulés par MCMC, dans le cas théorique et dans le
cas de validation par simulation sont semblables.

Capacité du modèle à reproduire le nombre de dépassements de seuil élevé

On étudie ici le nombre de dépassements du seuil 25 mm par événement, conditionnelle-
ment au nombre d’averses dans l’événement.

De même que précédemment, on simule des séries d’événements E1, . . . , E190 possédant
les mêmes nombres d’averses que dans la série observée

na(E1), . . . , na(E190). (8.31)

Ainsi, les nombres d’événements de na averses seront les mêmes dans la série observée et dans
la série simulée. Par exemple, la série observée ne contient qu’un événement de cinq averses.
La distribution du nombre de dépassements est donc estimée de manière plus qu’incertaine
dans la série observée. Cette incertitude due à l’échantillonnage est conservée dans la série
simulée, et est reflétée par les intervalles de crédibilités calculés en analyse bayésienne.

On reprend les paramètres simulés par l’algorithme MCMC. Pour chaque paramètre, on
simule une série de 190 événements, possédant le même nombre d’averses que dans la série
observée des averses de plus de 13 mm. On calcule alors les probabilités P (j|na) pour chaque
jeu de paramètre (via l’estimateur 8.29). On peut également calculer la fonction de répartition
des dépassements :

F (j|na) =

j∑

i=0

P (i|na). (8.32)

De manière classique, on estime alors la moyenne et les intervalles de crédibilité à 90% de
ces probabilités ponctuelles P (j|na) et des probabilités au non dépassement F (j|na).

Les figures 8.11 et 8.12 représentent respectivement les probabilités conditionnelles P (j|na)
et les probabilités au non dépassement conditionnelles F (j|na), ainsi que les probabilités sous
hypothèse d’indépendance.

On compare les résultats obtenus à partir de la série observée des averses supérieures à 13
mm, à partir des simulations du modèle, et sous hypothèse d’indépendance des averses d’un
même événement. Les résultats du modèle sont cohérents avec les observations. Les résultats
présentés ici incluent les incertitudes dues à l’échantillonnage : les intervalles de crédibilités
sont donc plus larges que dans le cas des figures 8.8 et 8.9.
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Fig. 8.11: Estimation des probabilités conditionnelles de dépassement du seuil u=25 mm
p(j|na). Les courbes en pointillés représentent les intervalles de crédibilités à 90% des

probabilités p(j|na) sous hypothèse du modèle de persistance.
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Fig. 8.12: Estimation des fonctions de répartition conditionnelles de dépassement du seuil
u=25 mm F (j|na). Les courbes en pointillés représentent les intervalles de crédibilité à 90%

des probabilités F (j|na) sous hypothèse du modèle de persistance.

187



8.3. Cas d’étude

Enfin, nous examinons l’effet de la modélisation de la persistance sur le nombre moyen
d’averses de volume supérieur à 25 mm, dans un événement de taille na donnée. Pour cela,
on compare les résultats sur la série observée (cf. tableau 8.2), avec les résultats obtenus
avec le modèle (cf. tableau 8.3), et les résultats obtenus si l’on suppose l’indépendance des
averses (cf. tableau 8.4). En ce qui concerne les observations, ces moyennes sont calculées
empiriquement. De même, les moyennes sont calculées empiriquement pour chaque chronique
simulée (de même caractéristiques que la série observée) par le modèle avec chacun des
paramètres échantillonnés par l’algorithme MCMC. On donne la moyenne et l’intervalle de
crédibilité à 90% du nombre moyen de dépassements dans le tableau 8.3. Dans le cas où
les averses sont supposées indépendantes entre elles, le nombre moyen de dépassements du
seuil 25 mm par événement de taille na se calcule théoriquement par la moyenne d’une loi
binomiale de paramètres (na,λ), c’est-à-dire na · λ. On suppose que λ ≈ 0.23.

Lorsque l’événement ne contient qu’une averse, la modélisation de la persistance n’entre
pas en jeu, et on peut s’attendre à observer en moyenne λ dépassements de 25 mm. Or, on
observe dans le tableau 8.2 qu’environ 29% des averses des événements mono-averse sont
supérieures à 25 mm. Cela peut s’expliquer par un nombre important d’événements forts
isolés, de type orage par exemple.

na Nombre moyen de dépassements de u par événement de taille na Nombre d’événements de taille na

1 0.29 134
2 0.3 43
3 0.5 10
4 1 2
5 2 1

Tab. 8.2: Nombre moyen d’averses de volume supérieur à u=25 mm, dans un événement de
taille na donnée. Estimations sur la série observée.

na Nombre moyen de dépassements de u par événement de taille na

1 0.23 (0.157,0.306)
2 0.31 (0.162,0.511)
3 0.39 (0.1,0.8)
4 0.48 (0,1.5)
5 0.57 (0,2)

Tab. 8.3: Nombre moyen d’averses de volume supérieur à 25 mm, dans un événement de
taille na donnée. Estimations moyennes et intervalles de crédibilité à 90%, obtenus sur les

séries simulées par le modèle, dans le cadre bayésien.

na Nombre moyen de dépassements de u par événement de taille na

1 0.23
2 0.46
3 0.69
4 0.92
5 1.15

Tab. 8.4: Nombre moyen d’averses de volume supérieur à 25 mm, dans un événement de
taille na donnée. Estimations dans le cas où les averses sont supposées indépendantes.

Là encore, on constate que l’indépendance ne donne pas de résultats significativement
différents de l’hypothèse de persistance du modèle. Ceci peut être dû à la faible persistance
des averses de Marseille.
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8 Application : modélisation de la persistance des averses

Capacité du modèle à reproduire la distribution des maxima des volumes d’averses

par événement

Nous présentons ici une analyse des maxima des volumes des averses par événement. Plus
particulièrement, le volume maximal d’une averse, le volume maximal du cumul de deux,
trois ou quatre averses successives sont analysés.
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Fig. 8.13: Distribution du volume maximum d’une averse par événement : observation,
modèle avec et sans persistance. Les averses utilisées sont uniquement celles de plus de 13

mm.
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Fig. 8.14: Distribution du cumul maximum de deux averses consécutives par événement :
observation, modèle avec et sans persistance. Les averses utilisées sont uniquement celles de

plus de 13 mm.

La figure 8.13 montre la distribution du maximum de volumes d’averses par événement.
Les figures 8.14, 8.15, 8.16 représentent les distributions du maximum de la somme de 2, 3,
4 averses successives dans un événement.

– Les points sont les distributions empiriques observées,
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Fig. 8.15: Distribution du cumul maximum de trois averses consécutives par événement :
observation, modèle avec et sans persistance. Les averses utilisées sont uniquement celles de

plus de 13 mm.
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Fig. 8.16: Distribution du cumul maximum de quatre averses consécutives par événement :
observation, modèle avec et sans persistance. Les averses utilisées sont uniquement celles de

plus de 13 mm.
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– les courbes noires en trait fin sont les distributions obtenues par 1000 simulations de
chroniques des 190 événements de Marseille, avec le modèle dont les paramètres sont
estimés par maximum de vraisemblance,

– les courbes grises en trait fin sont les distributions obtenues par 1000 simulations de
chroniques des 190 événements de Marseille, en utilisant seulement la loi marginale
de paramètres estimés par maximum de vraisemblance (c’est-à-dire sous hypothèse
d’indépendance des averses entre elles),

– les courbes en trait plein épais et en pointillés sont obtenues par analyse bayésienne :
pour chaque réalisation de la loi a posteriori des paramètres, on simule une chronique
des 190 événements de Marseille. Ensuite les maxima des événements et de la somme de
deux, trois ou quatre averses consécutives sont triés dans l’ordre croissant. Les médianes
et intervalles de crédibilité à 90% de ces statistiques d’ordre sont ensuite calculées.

La figure 8.13 représente la distribution du maximum du volume d’une averse dans un
événement. Il n’y a pas de différence entre le modèle avec persistance et le modèle sans
persistance, ce qui n’est pas surprenant puisque si on ne fait pas la somme d’averses, la
modélisation de la persistance n’est pas visible. Cette figure montre que le modèle reproduit
bien la loi marginale des volumes des averses.

Encore une fois, le modèle d’indépendance ne semble pas significativement différent du
modèle de persistance, puisque les distributions correspondant au modèle d’indépendance
sont incluses dans les intervalles de crédibilité des distributions des maxima, estimées dans le
cadre bayésien (cf. figures 8.14, 8.15 et 8.16). De même que dans le cas théorique étudié au
chapitre précédent, la modélisation de la persistance induit des quantiles d’averses légèrement
plus élevés que la modélisation sans persistance, pour des fréquences élevées (correspondant
à la fréquence au delà de laquelle Xt > u). Sur des fréquences basses, le contraire est observé
car la dépendance est essentiellement gouvernée par le paramètre p2 = P (Xt+1 < u|Xt < u)
(estimé à environ 0.8, dans le cas de l’estimation par maximum de vraisemblance).

La comparaison des résultats des modèles avec ou sans persistance et des observations
montre des résultats corrects, sauf pour les maxima de la somme de deux averses consécutives.
En effet, les modèles avec ou sans persistance semblent légèrement surestimer la distribution
observée.

Marginalement, on a bien P (Xt > u) ≈ 0.23 dans les deux modèles avec ou sans per-
sistance. Mais on a P (Xt+1 > u|Xt > u) ≈ 0.35 en moyenne (d’après les estimations
bayésiennes, et avec un intervalle de crédibilité à 90% de [0.18,0.54]) dans le cas de la
modélisation avec persistance, et P (Xt+1 > u|Xt > u) ≈ 0.23 dans le cas de la modélisation
sans persistance. On obtient 0.31 dans le cas des observations.

Au vu des figures, et de ces résultats, il semble que la modélisation de la persistance peut
légèrement sur-estimer les quantiles d’averses. Le regroupement des averses fortes introduit
peut-être des dépendances artificielles.

8.4 Conclusions

L’analyse des averses a montré que la dépendance entre averses séparées de trois ou quatre
averses est plus forte qu’entre deux averses consécutives. Cela signifie que des petites averses
s’intercalent entre les fortes averses. Or, c’est la dépendance des fortes averses qui est res-
ponsable des plus fortes pluies observées, et c’est la dépendance des fortes averses que nous
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cherchons à modéliser. Nous avons d’abord éliminé les petites averses, inférieures à un seuil
fixé à 13 mm, puis avons uniquement considéré les averses supérieures à ce seuil. L’analyse
de la persistance des fortes averses a été réalisée via le modèle ML, présenté au chapitre
précédent. Le modèle ML définit le comportement marginal des averses, ainsi que le compor-
tement bi-varié de deux averses consécutives via une modélisation markovienne au premier
ordre de la dépendance temporelle. La modélisation proposée traite explitement les valeurs
extrêmes en séparant les averses en deux populations par l’intermédiaire d’un seuil, fixé à 25
mm. En particulier, la loi marginale des averses supérieures à 25 mm est une loi GPD, tandis
que la loi marginale des averses inférieures à 25 mm est une loi exponentielle. La loi bi-variée
des averses consécutives supérieures à 25 mm est modélisée via le modèle de Ledford et Tawn
(1996, 1997). Les paramètres du modèle ML sont estimés par maximum de vraisemblance et
dans un cadre bayésien.

Pour un jeu de paramètres donné, il est possible de simuler une chronique d’événements
constitués d’averses. La simulation de chroniques peut permettre ensuite d’estimer les distri-
butions de certaines variables des averses extrêmes (nombre de dépassements de seuil donné
par événement, valeurs des dépassements, valeurs des cumuls des dépassements, etc.)

Par ailleurs, la modélisation proposée considère deux populations d’averses selon que ces
averses sont supérieures ou inférieures à un seuil assez élevé (dans le cas de Marseille, ce seuil
a été fixé à 25 mm). Cette distinction est une alternative à celle des ’averses principales’ et
’averses ordinaires’ proposée par Arnaud (1997). La définition de deux populations d’averses,
par une loi exponentielle et une loi GPD semble donner de bons résultats en terme de valeurs
extrêmes simulées.

Nous avons constaté, comme dans le cas théorique du chapitre précédent, que la mo-
délisation de la persistance n’a pas beaucoup d’effet sur la distribution de la somme de
plusieurs averses successives. Ceci peut être dû au fait que les données issues de simulation
du modèle de Morgenstern et les données de Marseille présentent une faible persistance et
sont asymptotiquement indépendantes (car 1 n’appartient pas à l’intervalle de crédibilité à
90% de η). De plus, sur les averses de Marseille, 134 événements sur 190 possèdent une seule
averse, et la dépendance ne peut s’étudier que sur des événements de taille supérieure à
deux averses. Nous avons également vu que le nombre moyen de dépassements du seuil u est
plus grand dans le cas des événements mono-averses que dans l’ensemble des événements de
toutes tailles confondues. Cela suggère peut-être la nécéssité d’introduire une modélisation
spécifique au nombre d’averses de l’événement.

Pour permettre d’analyser le modèle de façon plus probante, il serait intéressant de l’ap-
pliquer à des données présentant une plus forte persistance (par exemple, données de poste
des Cévennes, ou en milieu tropical).

Enfin, le modèle proposé ici utilise des châınes de Markov d’ordre 1 avec une modélisation
bi-variée empruntée à un modèle de Ledford et Tawn (1996, 1997). Nous laissons en perspec-
tives l’utilisation de modèles d’ordres supérieurs, ou de lois multi-variées avec dépendance
asymptotique si les données présentent une dépendance asymptotique. Citons également
Mousavi Nadoshani (1997) qui présente plusieurs lois bi-variées appliquées à l’étude des
régimes de crue, en précisant les avantages et inconvénients de chacune.
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Nous nous sommes intéressés dans cette thèse au comportement de la distribution locale
des pluies extrêmes en France. Les valeurs extrêmes ont été considérées au travers de diverses
variables : les maxima annuels ou saisonniers de pluie journalière ou horaire, les valeurs de
pluie journalière dépassant un seuil élevé, et enfin le processus temporel de la succession
des événements pluvieux. Les lois de ces variables et des processus ont essentiellement été
étudiées avec des modèles issus de la théorie des valeurs extrêmes, ou avec des modèles de
génération de pluie.

Avant de conclure sur les résultats des différents modèles, précisons que la validation et
les applications des modèles à des données réelles sont soumises aux erreurs et incertitudes
associées aux données et au choix des modèles eux-mêmes. Nous avons donc inclus l’analyse
des incertitudes dans les analyses des modèles, via des méthodes fréquentistes ou bayésiennes.
Nous avons souvent préféré les méthodes bayésiennes, qui présentent l’avantage de ne pas re-
poser sur des hypothèses asymptotiques et permettent de prendre en compte une information
exogène aux données via la loi a priori (par exemple : information régionale, avis d’expertise).
Il faut cependant être conscient de l’effet important de la loi a priori sur la quantification de
l’incertitude. De même que l’apport d’informations a priori sur le comportement d’un modèle
modifie le point de vue de l’expert, un changement de loi a priori n’est pas sans conséquences
sur les bornes des intervalles de crédibilité de quantiles.

Nous avons tout d’abord analysé la distribution des maxima annuels de pluie journalières
au travers du modèle général des valeurs extrêmes : la loi GEV. Une analyse préliminaire,
avec des données simulées, a montré l’incertitude considérable de l’estimateur du paramètre
de forme, incertitude qui se propage dans l’estimation des quantiles de valeurs extrêmes. Afin
de réduire l’incertitude des estimations des quantiles extrêmes, de nombreuses publications
ont modélisé les maxima annuels de pluie journalière par une loi Gumbel, fixant ainsi le
paramètre de forme à 0. Récemment, certains auteurs ont montré l’inadéquation de la loi
Gumbel aux données de maxima annuels de pluie journalière. En outre, les publications
récentes ont en général supprimé l’hypothèse simplificatrice de loi Gumbel, et utilisé une
loi GEV sans imposer la nullité du paramètre de forme. L’enjeu d’un tel débat entre la loi
Gumbel et la loi GEV est considérable puisqu’il est directement lié à la sécurité des structures
hydrauliques, à l’établissement des zones d’inondation et aux estimations des événements
extrêmes. Cependant, il est difficile de donner une réponse tranchée à la question ’Que choisir
entre une loi Gumbel et une loi GEV ?’. En effet, la variabilité de l’estimateur du paramètre
de forme de la loi GEV est telle que l’hypothèse d’une loi Gumbel contre une loi GEV
non bornée supérieurement et non Gumbel est souvent acceptée. Ce résultat, donné par
quelques publications récentes sur différents postes à l’échelle mondiale, a été vérifié dans
cette thèse par l’analyse des maxima annuels journaliers de 22 postes français de plus de 100
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ans de mesures, fournis par Météo-France. Pour ces 22 postes, l’hypothèse de la loi Gumbel
est rejetée sur environ la moitié des postes, et acceptée sur l’autre moitié. Ces résultats
soulignent la difficulté de rejeter la loi Gumbel au profit de la loi GEV. Enfin, signalons
une proposition formulée dans la littérature : afin de réduire l’incertitude de l’estimateur du
paramètre de forme de la loi GEV, tout en conservant l’hypothèse d’une loi GEV non bornée
supérieurement et non Gumbel, Koutsoyiannis (2004b) suggère de considérer une loi GEV
de paramètre de forme constant sur une région donnée (en l’occurrence, l’Hémisphère Nord,
et avec un paramètre de forme égal à -0.15).

Nous avons ensuite proposé une analyse plus détaillée des maxima annuels ou saisonniers
de pluie, via une analyse multi-variée des pluies mesurées à différents pas de temps mobiles
entre 1 heure et 72 heures, et des pluies journalières mesurées à un pas de temps fixe de 24
heures. Les lois marginales des distributions des pluies sont supposées être des lois GEV. En
ce qui concerne la modélisation multi-variée des variables, trois modèles de dépendance entre
les pluies de différentes durées ont été proposés et comparés. Deux analyses bibliographiques
nous ont permis de justifier théoriquement une relation d’égalité entre les paramètres de
forme des lois GEV des maxima annuels de différentes durées (Nadarajah et al., 1998) et une
relation entre les paramètres de la loi GEV des pluies maximales en 24 heures (Robinson et
Tawn, 2000), mesurées sur des pas de temps mobiles de 24 heures, et des pluies maximales
journalières, mesurées sur des pas de temps fixes de 24 heures. Une référence bibliographique
d’hydrologie (Koutsoyiannis et al., 1998) a permis de définir d’autres relations entre les
paramètres des lois GEV des pluies de différentes durées. Nous avons en particulier modélisé
la relation de dépendance entre les maxima de pluie en 24 heures et les maxima de pluie en
72 heures, via une loi extrême bi-variée (la loi logistique). Enfin, pour des raisons physiques,
nous avons supposé l’indépendance des pluies de courtes durées et des pluies de longues
durées. Les trois modèles proposés ont huit ou neuf paramètres, dont l’estimation nécessite
des données de pluies horaires et journalières. Ces modèles présentent un intérêt en ingénierie
hydrologique puisque les données journalières sont souvent mieux renseignées (en couverture
spatiale et en taille des séries) que les données horaires. Dans notre cas d’étude situé à
Marseille, les pluies journalières sont en outre de meilleure qualité en particulier au niveau
des valeurs extrêmes, puisque la série horaire de Marseille présente des lacunes importantes
lors des événements extrêmes, tandis que la série journalière, longue de 122 années, contient
les événements extrêmes en lacune dans la série horaire. L’intérêt de l’analyse multi-durée de
la pluie est réel puisque les trois modèles multi-variés ont permis d’estimer des quantiles plus
forts qu’avec des estimations marginales. De plus et excepté pour l’un des trois modèles, les
résultats montrent que la loi Gumbel n’est pas adaptée pour modéliser les valeurs extrêmes,
tandis que la loi GEV non bornée supérieurement l’est (à un niveau de risque de 10%). Dans
le cas du modèle pour lequel la loi Gumbel est acceptée au niveau 10%, il est à noter que
l’intervalle de crédibilité à 90% du paramètre de forme ([-0.18, 0.01]) contient 0 de manière
presque frontalière et donne une préférence à une loi GEV non bornée supérieurement. Enfin,
différents tests ont montré que la dépendance entre les pluies maximales en 24 heures et 72
heures est significativement mieux représentée par la loi extrême bi-variée logistique que par
une hypothèse d’indépendance.

Le comportement des pluies extrêmes peut également être étudié avec un générateur de
pluie. Nous avons présenté une analyse bibliographique des générateurs de pluie existants.
Plus particulièrement, nous avons étudié les valeurs extrêmes de pluie des hyétogrammes
simulés par le modèle Shypre. Nous avons également analysé les incertitudes associées aux
quantiles estimés par le modèle. Cette analyse a été fondée sur un cas d’étude, avec la
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longue série de données journalières de Marseille, et comparée avec une modélisation proba-
biliste issue de la théorie des valeurs extrêmes : la loi GPD ajustée aux dépassements d’un
seuil élevé. Les incertitudes d’échantillonnage et la sensibilité des modèles Shypre et GPD à
l’échantillonnage ont été analysés avec une méthode fréquentielle. Les résultats ont montré
que le modèle Shypre est peu sensible à l’échantillonnage et respecte les valeurs extrêmes
observées. Au niveau des quantiles de période de retour moyenne (10 ans par exemple), les
estimations issues de Shypre et de la GPD sont assez similaires. En revanche, sur les grandes
périodes de retour (1000 ans), l’analyse des incertitudes de la loi GPD a montré des résultats
contraires à ceux de Shypre : la loi GPD est plus sensible à l’échantillonnage, et les quantiles
estimés sont plus incertains. Enfin, nous avons noté encore une fois la difficulté de donner un
avis tranché entre une loi GPD et une loi exponentielle. L’analyse fréquentielle sur la série
entière de Marseille (122 années) a montré que la loi GPD modélisant les dépassements de
seuil élevé a un paramètre de forme significativement négatif : la loi est donc non bornée
supérieurement et non exponentielle. En revanche, la même analyse sur des sous séries de 20
ans est teintée d’une plus grande incertitude. Les intervalles de confiance du paramètre de
forme sont alors plus larges, ils contiennent la valeur 0, et l’on ne peut plus conclure au rejet
de la loi exponentielle. Nous avons ensuite analysé les incertitudes de paramétrisation des
deux modèles, avec une méthode bayésienne. Les résultats, à prendre avec précaution car la
loi a priori des paramètres de Shypre est informative, tandis qu’elle l’est très peu dans le cas
des paramètres de la GPD, montrent que les incertitudes de paramétrisation de Shypre sont
faibles, tandis qu’elles sont importantes dans le cas de la loi GPD.

Enfin, la dernière partie de la thèse aborde une description événementielle du processus
pluvieux, via une succession temporelle supposée stationnaire d’une série d’averses. La parti-
cularité d’une telle série est la dépendance temporelle entre ses valeurs consécutives, et plus
encore, la dépendance des valeurs extrêmes : lorsqu’une averse forte compose un événement
composé de plusieurs averses, d’autres fortes averses peuvent apparâıtre dans l’événement
avec une plus forte probabilité. Nous appelons ce phénomène la persistance des averses fortes.
Nous avons proposé de modéliser cette persistance via un processus markovien au premier
ordre. Plus précisément, la dépendance temporelle entre valeurs fortes est modélisée avec une
loi bi-variée paramétrée avec un coefficient de dépendance de queue, directement lié au type
de dépendance des averses fortes. De plus, au delà d’un certain seuil, la loi marginale du
modèle est supposée être une loi GPD. Le modèle ainsi proposé (noté ML) a été appliqué à
deux cas d’étude : un cas d’étude théorique, de loi parfaitement connue, avec une structure
de dépendance de Morgenstern et une loi marginale GPD au delà d’un seuil élevé, et un
cas d’étude réel avec des averses de Marseille. Dans les deux cas étudiés (cas théorique de
Morgenstern et réel de Marseille), les variables consécutives des processus sont asymptoti-
quement indépendantes, et la persistance est faiblement marquée, mais bien représentée par
le modèle ML. Cependant, la persistance étant faible, le modèle d’indépendance n’est pas
significativement différent du modèle ML. L’intérêt du modèle ML par rapport à un modèle
d’indépendance n’a donc pas pu être complètement mis en valeur, par manque de temps. En
perspectives, une application du modèle ML à des données présentant une forte persistance
(données de postes des Cévennes, ou de climat tropical) permettrait de conclure de façon
plus précise quant à l’intérêt et la pertinence du modèle.
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Nous avons utilisé les outils de la modélisation multi-variée pour représenter la distri-
bution des extrêmes de pluies mesurées sur différents pas de temps, au niveau local. Ces
mêmes méthodes d’analyse multi-variée des valeurs extrêmes, associées à des techniques
de géostatistique peuvent être appliqués en analyse régionale pour étudier les données de
différents postes. Ce point de vue régional permettrait d’enrichir les résultats par une ana-
lyse plus globale, comprenant un nombre plus important de données. Le risque régional de
dépassement de valeurs de référence pourrait être évalué et comparé avec le risque local,
estimé avec la distribution locale des pluies maximales.

Les modèles multi-variés proposés pourraient également être appliqués à l’analyse spatiale
des pluies. Cette analyse concerne l’abattement des intensités de pluies en fonction de la
superficie touchée par l’événement. L’étude de la distribution des valeurs maximales de la
lame d’eau spatiale de bassins peut permettre d’évaluer le risque pluviométrique à différentes
échelles spatiales.

Le choix d’une loi multi-variée adéquate reste cependant un point délicat : il existe un
nombre infini de modèles multi-variés des valeurs extrêmes (il n’existe pas de paramétrisation
finie de ces modèles), et ces modèles impliquent la dépendance asymptotique des co-variables.
En dimension supérieure à trois, ces modèles peuvent devenir rapidement compliqués. Il
existe également un nombre infini de modèles n’appartenant pas aux modèles multi-variés
des valeurs extrêmes. Par exemple, les lois multi-variées les plus simples à manipuler sont les
lois gaussiennes, mais elles reposent sur une hypothèse de normalité des vecteurs modélisés.
Des estimations non-paramétriques peuvent être une alternative au problème du choix d’un
modèle paramétrique particulier.

Le phénomène de persistance des averses fortes, observé par Arnaud (1997, 2004), a été
modélisé dans la thèse via un modèle markovien au premier ordre (noté ML). Le modèle ML a
été appliqué à des données théoriques ou réelles présentant une faible persistance des valeurs
fortes. Bien que le modèle donne des résultats corrects, la faible persistance des données
ne met pas en valeur l’intérêt d’utiliser un tel modèle au lieu d’un modèle, plus simple,
d’indépendance. Des résultats plus probants pourraient être obtenus en appliquant le modèle
proposé à des données présentant une forte persistance (par exemple des données théoriques
issues d’un modèle impliquant une dépendance importante entre les fortes valeurs, ou des
données réelles de postes des Cévennes ou de milieu tropical). La modélisation proposée, si elle
apporte des résultats satisfaisants, peut être insérée dans le modèle Shypre. Le cadre bayésien
proposé au chapitre 6, pourra être repris pour comparer les incertitudes issues de différentes
formulations de la persistance des averses (voire de différentes définitions des averses).

Enfin, la loi de saut du processus markovien inclus dans le modèle ML a été définie avec
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une loi bi-variée proposée par Ledford et Tawn (1996, 1997). Ce choix peut être modifié,
par exemple en utilisant une loi bi-variée des valeurs extrêmes. Une telle loi implique la
dépendance asymptotique entre averses successives. Cette hypothèse serait justifiée pour
des types particuliers de pluies (par exemple sur des postes soumis à des pluies intenses de
longues durées). Par ailleurs, l’application du modèle sur les averses des données de Marseille a
nécessité le choix d’un seuil au delà duquel les averses peuvent être simplement modélisées par
un processus markovien d’ordre 1. Une modélisation markovienne d’ordre supérieur pourrait
peut-être apporter une meilleure modélisation de la persistance et éviter la définition du seuil
nécessaire dans le cas de la modélisation markovienne au premier ordre.
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Kieffer Weisse, A. (1998). Etude des précipitations exceptionnelles de pas de temps court
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Abstract 

Depth-Duration-Frequency curves estimate the rainfall intensity patterns for various return periods 

and rainfall durations. An empirical model based on the Generalized Extreme Value Distribution is 

presented for hourly maximum rainfall, and improved by the inclusion of daily maximum rainfall, 

through the extremal indexes of 24 hourly and daily rainfall data. The model is then divided into 

two sub-models for the short and long rainfall durations. Three likelihood formulations are 

proposed to model and compare independence or dependence hypotheses between the different 

durations. Dependence is modelled using the bivariate extreme logistic distribution. The results are 

calculated in a Bayesian framework with a Markov Chain Monte Carlo algorithm. The application 

to a data series from Marseille shows an improvement of the hourly estimations thanks to the 

combination between hourly and daily data in the model. Moreover, results are significantly 

different with or without dependence hypotheses: the dependence between 24 hours and 72 hours 

durations is significant, and the quantile estimates are more severe in the dependence case.  
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Depth-Duration-Frequency; Extreme value distributions; Bivariate extreme 

distributions; Extremal index;Bayesian framework  
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1. Introduction 

The rainfall intensity patterns for various return periods are required for designing 

hydraulic structures (dams, levees, drainage systems, bridges, etc.) or for flood 

mapping and zoning. The objective of the rainfall depth-duration-frequency 

(DDF) curves is to estimate the maximum amount of rainfall for any duration and 

return period. This frequency analysis uses annual or seasonal maximum series, or 

independent values above a high threshold selected for different durations. If each 

duration is treated separately, contradictions between rainfall estimates can occur. 

DDF analysis takes into account the different durations in a single study, and 

prevents curves from intersecting.  

 

The first relationship goes back as early as 1932 (Bernard, 1932). The classical 

approach for building DDF curves has three steps (Chow et al., 1988). In the first 

step, a probability distribution function is fitted to each duration sample. In the 

second step, the quantiles of several return periods T are calculated using the 

estimated distribution function from step one. Lastly, the DDF curves are 

determined by fitting a parametric equation for each return period, using 

regression techniques between the quantile estimates and the duration. The 

disadvantages of this procedure are the need to have a large number of 

parameters, and the calculation of a regression based on dependent values (since 

the estimated quantiles come from the same observed series, but aggregated into 

different time scales).  

 

Several empirical models have been proposed (see Garcia-Bartual and Schneider, 

2001 for a review). More recently, some approaches have been derived from a 

multifractal process (Burlando and Rosso, 1996; de Lima and Grasman, 1999; 

Veneziano and Furcolo, 2002; Borga et al., 2005). All these approaches need 

fewer parameters than the classical one, but the dependence problem remains. In 

section 2, two models are presented: an empirical classical model and an 

improved empirical model including a relation between the daily and 24 hourly 

maximum rainfall distributions. Section 3 presents theoretical and practical 

methods for estimating model parameters, quantiles and confidence intervals in a 

Bayesian framework, using a Markov Chain Monte Carlo (MCMC) algorithm. 
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Section 4 gives an application to a rainfall series for Marseille, in southern of 

France. Section 5 gives the conclusions of this study. 

 

2. Depth-Duration-Frequency (DDF) relationships 

2.1.  Distribution of annual maximum rainfall 

 If X(t) is the rainfall intensity at time t, then ∫
+

=
δ

δ
i

i
i dttXY )()(  is the aggregated 

rainfall from time i over δ hours. Then the hourly and daily observations 

correspond to the time series {Yi(1)} and {Y24i(24)} respectively. The studied 

variables are Hd=max{Yi(d)}, the annual maximum rainfall depth measured in a 

moving window of d hours width, and HD=max{Y24i(24)} the daily annual 

maximum rainfall depth. 

 

A traditional approach for estimating the annual maximum rainfall H in France is 

based on the Gumbel distribution (Gumbel 1958):  

 

{ }( )  ,)/-(- exp-exp=)()( αβxxHPxG ≤=  (1) 

which is a particular form (k = 0) of the GEV distribution:  

 

{ }( ) 0)(,)/-(- 1-exp=)()( /1 >+−≤= αβαβ xkwithxkxHPxG k  (2)

 

This paper will show an example where a GEV distribution with a negative shape 

parameter k is more suitable  than the Gumbel distribution. 

2.1.1. The empirical DDF model 

The following model attempts to estimate the behavior of the hourly variables Hd.  

Garcia-Bartual and Schneider (2001) give a review and a comparison of nine 

empirical models, with two or three parameters. Koutsoyiannis et al. (1998) give 

the general formula: 

 

)(/)()( dbTaTId =  (3) 
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where Id(T) is the annual maximum rainfall intensity at the return period T for the 

duration d; b(d)=(d+θ)η, with θ>0, η∈(0,1), and a(T)=FY
-1 (1-1/T) where FY is a 

distribution function (for example GEV, lognormal, Gamma, log Pearson III, 

generalized Pareto distribution) of the normalized process of intensity Id(.)b(d).  

  

In this study FY will be the GEV distribution of the annual or seasonal maximum 

rainfall. Then, Hd has a GEV distribution, with a quantile Hd(T) given by:  

 

{ }{ }( ) ( )ηθαβ +−−−+== dTkdTdITH k
dd /)/11(log1/)()( . (4) 

 

The parameters αd, βd, kd of the distribution of Hd are simply expressed with α, β, 

k, θ, η:   

 

( ) ( ) .,/,/ kkdddd ddd =+=+= ηη θββθαα  (5) 

 

Before using these relationships, it needs to be determined whether one DDF 

model can be applied to the whole range of durations, rather than several DDF 

sub-models on different sub-ranges of durations. 

 

2.1.2. The extremal index DDF model 

This second model improves the first one and attempts to estimate the behavior of 

the variables Hd and HD. The extremal index (noted EI) is a measure of the 

extremal dependence in the series. Namely, the dependence of extreme values can 

be measured through the size of clusters of extreme values. A cluster definition is 

the following: a cluster of extreme values begins with a value above a high 

threshold u, and finishes when r consecutive values are under the threshold u 

(Beirlant et al. 2004). Let nu denote the number of times an upper threshold u is 

exceeded, and nc the number of clusters above u; nc depends on u and r. Careful 

choices of u and r are needed, as if r is too small, clusters can be dependent and if 

r is too large, nc becomes too small.  

 

Leadbetter (1983) showed that EI=(mean cluster size)-1. Several methods exist to 

estimate EI, the extremal index of a stationary series (Beirlant et al., 2004). 
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According to Robinson and Tawn (2000), the following estimator generally 

produces good estimates: 

 

uc nnruIE /),(ˆ = . (6) 

 

The asymptotic value ),(ˆlim ruIEEI u ∞→= can be approached using a sequence of 

thresholds (u1, …, un) that increase with n. The limit is considered to have been 

reached when estimations of ),(ˆ ruIE n  are stable for un above some threshold u.  

 

When daily data are available, their series are often longer and should be included 

in the model. An empirical relation can be used (Weiss 1964):  

 

DHH 14.124= . (7) 

 

Where 1.14 is an estimation of the Hershfield factor (Hershfield, 1961). Van 

Montfort (1997) proposed a method for estimating this factor. A theoretical 

relation between distributions of H24 and HD has been proposed by Robinson and 

Tawn (2000): 

 

( ) DEIEI
D xHPxHP /24

24
24)( ≤=≤  (8) 

 

 

where 0≤ EID, EI24≤ 1 are the extremal indexes of the daily and 24 hourly series. 

Relation (8) is based on hypotheses of stationarity and strong-mixing dependence 

of the series. Stationarity is taken in the strict sense: a process X1, X2,… is said to 

be stationary if, for any subset of integers {i1,…,ik}, and any integer m, the joint 

distributions of ),...,(
1 kii XX and of ),...,(

1 mimi k
XX ++ are identical. The strong-mixing 

dependence is defined by: for all i1<…<ip<j1<…<jq  with j1-ip> ln 

 

( ) ( ) ),(,...,,...,
),...,,,...,(

11

11

nnjnjnini

njnjnini

lnuXuXPuXuXP
uXuXuXuXP

qp

pp

α≤≤≤≤≤−
≤≤≤≤

(9)
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where α(n,ln)→0 for a sequence ln such that ln→0 as n→ ∞, and a sequence of 

thresholds un that increase with n.  

  

Let Θ=24EI24/EID, the equation (8) implies relations between GEV parameters of 

both distributions (Ancona-Navarrete and Tawn, 2000; Coles, 2001): 

 

0,,)log(:0 242424 ==Θ+== kk DDDD αααββif  

D
k

D
k

DDDD kkkk dd =Θ=Θ−+=≠ −−
242424 ,),1(/:0 αααββ if  

(10) 

 

The daily data are included in the model (4). A new model is then defined, whose 

parameters are αD, βD, kD, Θ, θ and η. All the parameters αd, βd and kd  of the 

GEV distribution of Hd are simple functions of the model parameters. For 

example, in the case kD≠0, model (4) becomes: 

 

( ){ }( ) ( ) ./24)/11log(1/)24/()( ηη θθαβ ++











−−−Θ−+= d

k
TkkdTH DD

DDDd  (11) 

 

In the model, the shape parameter kd is constant for the different durations, and 

equal to the shape parameter kD. Nadarajah et al. (1998) showed theoretically, 

with a study of ordered multivariate extremes, that the relationship Hd  ≤ Hd ' ≤ 

(d’/d) Hd imposes restrictions on the marginal distributions. In particular,  

 

0',0or0' >>≤= dddd kkkk  (12) 

 

In our case, the rainfall is assumed not to be upwardly bounded, thus kd ≤ 0, and 

all the shape parameters are equal. Moreover, the relationship (8) between daily 

and 24 hours maximum rainfall implies equality between k24 and kD. 

2.2. Selection of two duration ranges 

Since cumulative rainfalls on short and long durations are derived from different 

rainfall processes, two duration ranges will be considered. The empirical model 

from eq. (4) is chosen for the short duration rainfalls. Since long duration rainfalls 

are assumed to contain daily rainfall, the extremal index model from eq. (11) is 
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used for the long duration rainfalls. Let db be the boundary duration that separates 

the short and long durations. To ensure consistency between short and long 

durations, the estimated parameters of both ranges have to satisfy continuity in db. 

The shape parameter is constant in both ranges, according to the theoretical study 

of Nadarajah et al. (1998).  

 

Let fd (x;αd, βd, kd) be the GEV density of the maximum annual or seasonal 

rainfall in d hours, where αd, βd and kd are the scale, location and shape 

parameters. Therefore, the relationships between the parameters (αd, βd, kd) and 

the duration d are asfollows: 

 

- for short durations, d ≤ db, and αs,βs,ηs, θs denote the parameters of eq. (4): 

Ddssdssd kkdddd ss =+=+= ;)/(;)/( ηη θββθαα  (13) 

 

- for long durations, d ≥ db, and αD, βD, kD, Θ, θ, η denote the parameters of 

eq. (11), for example if kd ≠ 0: 

{ } Dd
k

dDDdD kkdkddd DDk

d
=++Θ−+=++Θ= −− ;)/()24()1(/)24/(;)/()24()24/( ηηηη θθαββθθαα (14) 

 

Continuity hypotheses on the boundary db imply that bb dd βα , have the same values 

in both equations (13) and (14). This implies: 

 

2424/αβαβ ss =  

{ } )log(/])24(log[])(24log[ 24 sbbss dd θθαθαη ηη ++−+=  
(15) 

 

With two ranges of durations, eight parameters (αD, βD, kD, Θ, θ, η, αs and θs) are 

sufficient to calculate αd, βd, kd, for all d in the ranges of durations. 
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3. Bayesian framework 

3.1. Presentation of the Bayesian method 

 

In the Bayesian paradigm, a prior density of parameters can express the 

knowledge or a physical constraint about the parameters, without reference to the 

data. The Bayes' theorem projects this prior information on parameters onto the 

additional information provided by the data, to calculate a posterior distribution. 

Since the posterior distribution is not easily tractable, a Markov Chain Monte 

Carlo algorithm (MCMC) is required to simulate this distribution. In this paper, 

the algorithm proposed by Renard et al. (2006) is used, with a combination of the 

Gibbs-Metropolis and Metropolis algorithms. The interest of this mixed MCMC 

algorithm is to combine the efficiency of the Gibbs sampler, and the speed of the 

Metropolis algorithm. The steps of the algorithm are the following:  

  

(i) Begin with a set of parameters (αD
(0)

, βD
(0)

, kD
(0), Θ(0), θ(0), η(0)). A normal 

jumping distribution is chosen, with a mean equal to 0, and a variance given by 

prior knowledge. 

  

(ii) As a first step, 1000 iterations of the Gibbs sampler are run. Each iteration 

cycles through the six parameters (αD, βD, kD, Θ, θ, η), sampling each parameter 

conditionally on the value of all the others. Since sampling from the conditional 

distribution is impossible, 100 iterations of Metropolis algorithm are required to 

construct an approximation of the conditional distribution (Gelman et al., 1997).  

  

(iii) As a second step, 80 000 iterations of the Metropolis algorithm are run, with a 

starting point given by the mean of the 500 last parameter sets of the first step, 

and a normal jumping distribution whose covariance matrix is defined by the 

covariance of the 500 last parameter sets of the first step. The convergence of the 

algorithm is monitored by the R statistic calculated on several parallel sequences  

(Gelman et al., 1997).  
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3.2. Prior elicitation 

 A priori distribution of the parametersgives the different prior distributions, 

which are similar to the choice of Coles and Pericchi (2003) for the GEV 

parameters.  

 

Parameter Distribution 

αD lognormal with mean 0 and variance 100 

βD normal with mean 0 and variance 100 

kD uniform on [-1,1] 

Θ uniform on [1,24] 

θ normal with mean 0 and variance 100, truncated at 0 

η lognormal with mean 0 and variance 100 

Φ uniform on [0,1] 

Table 1: A priori distribution of the parameters 

 

Since the clusters are larger in the time series of 24 hourly rainfall data than in the 

time series of daily rainfall, EI24 ≤ EID, therefore Θ = 24EI24/EID ≤ 24. Moreover, 

Θ ≥ 1. Indeed, let )( nr uN n  denote the number of excess of un in rn consecutive 

measures of 24 hourly rainfall (
nr

HH
,24

,...,
1,24

), for rn such that limn→∞ rn/n = 0. A 

cluster of extremes is defined to occur when )( nr uN n  > 0, with the values in the 

cluster being the excedances of un. The cluster size distribution π24,n is defined by: 

 

nnrnrn rjforuNjuNPj
nn

,...,1),0)()(()(,24 =>==π  (16) 

 

The limiting cluster size distribution is: 

∞== ∞→ ,...,1),(lim)( ,2424 jforjj nn ππ  (17) 

 

Robinson and Tawn (2000) showed that: 
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Therefore, as: 
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this implies that: 
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Therefore Θ ∈ [1,24]. 

 

As θ must be positive, a normal distribution truncated at 0 is chosen. Moreover, 

parameters of both models have to satisfy some physical constraints: 

 

ddd HddHHdd )/'(' ' ≤≤⇒<  

DD HHH 224 ≤≤  
(21) 

 

If the quantiles calculated for different return periods T=2, 5, 10, 100 and 1,000 

years do not verify these two relations, the parameters are rejected in the MCMC 

algorithm.  

  

3.3. Likelihood definition 

Three different likelihood formulations L1, L2 and L3 will be used. 

 

- Likelihood L1: independence between seven durations. 

 

Firstly, independence is supposed between durations d = 1 h, 6 h, 12 h, 24 h, 48 h, 

72 h and daily (D) observations. The likelihood is expressed as  
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where xi
(d), i=1,…,id are the annual or seasonal maximum rainfall measured in d 

hours and αd, βd, kd are given by equations (13) to (15). The advantage of this 

likelihood is the use of a large set of available data.  

 

- Likelihood L2: independence between four durations 

 

Secondly, since independence between all these durations is an unlikely 

hypothesis, only four durations will be considered. Since the one-hour maximum 

rainfall generally occurs during a thunderstorm, whereas the 72-hours maximum 

rainfall occurs generally during a frontal rainfall event, both maxima are assumed  

to originate from different processes. Both durations may be considered 

independent, as shown by Kieffer Weisse (1998). Moreover, 24 hourly data, and 

daily data of years without hourly measurements will be used. The likelihood 

formula is given by: 
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where αd, βd, kd are given by equations (13) to (15), i'1=i1, i’24=i24 i'72=i72 and i'D is 

the number of years of daily measurements without hourly measurements. 

 

- Likelihood L3: four durations, with dependence between both of them. 

 

Lastly, a generalization of the second likelihood is introduced: the dependence 

between 24 hours and 72 hours maximum rainfall is considered through a 

bivariate extreme distribution, from the logistic family (Coles, 2001).  

 

{ } ,0,0,)(exp))(,)((),( /1/1
72722424 >>+−=≤≤= ΦΦ−Φ− yxyxyHuxHuPyxG  (24) 

 

for a dependence parameter Φ∈(0,1). As Φ→1, G(x,y)→exp{-(x-1+y-1)}, 

corresponding to independent variables; as Φ→0, G(x,y)→exp{-max(x-1, y-1)}, 

corresponding to perfectly dependent variables. This is the most widely used 

model in bivariate extreme value analysis. The transformed variable ud(Hd)=-
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1/log(Gd(Hd)), with Gd the GEV distribution of rainfall Hd is standard Fréchet 

distributed. 

(proof: P(-1/log(Gd(Hd)) ≤ x) = P(Gd(Hd) ≤ exp(-1/x)) = exp(-1/x) since Gd(Hd) is 

uniformly distributed between 0 and 1).  

The dependence structure of any bivariate extreme value distribution function G 

can be described in several ways. A quite popular way is the Pickands dependence 

function A, satisfying some properties (Beirlant et al., 2004). The Pickands 

dependence function A(t), is defined for t∈[0,1] by: 

 

{ } { }[ ]( ))exp(,)1exp(log)( 1
2

1
1 tGtGGtA −+−−= −−  (25) 

 

where G1, G2 are the two marginal distributions. G is completely determined by 

its margins G1, G2 and its Pickands dependence function A(t) through equation 

(25). A can be estimated by non-parametric (Pickands 1981, 1989; Capéraà et al. 

1997), or by parametric methods. The comparison between non-parametric and 

parametric estimators of A is a way to validate the parametric model.  

 

The likelihood is given by: 
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where u'd is the derivative function of ud, and g is the density function of the 

bivariate logistic distribution. Note that if kd=0, ud(x)=exp((x-β)/α), and if kd≠0, 

dk
dd xkxu /1)/)(1()( −−−= αβ . 
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4. Applications of the DDF models to the Marseille 
rainfall data series 

4.1. Presentation of the series 

Two data series at Marseille are available, with 67 years of hourly data (1918-

2002) and 122 years of daily data (1882-2003). The daily series have been 

reviewed by Météo-France through the European project IMFREX for the study 

of climate changes, using homogeneity criteria. In both hourly and daily series, 

each year has less than 10% of missing values. In order to exclude problems of 

non-homogeneity due to seasonality, two different seasons have been considered 

based on the mean of monthly maximum rainfall (Kieffer Weisse, 1998) (see 

Figure 1). As heavy hourly and daily rainfalls occur within the September-January 

period, this period will be chosen as representative of extremal events. All the 

results presented are calculated within this period.  
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Figure 1: Seasonal fluctuation of monthly maximum rainfall: normalized and centered mean of 

monthly maximum rainfall for the daily and one hour rainfall data. 
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Figure 2: Selection of the tolerance threshold for the difference between daily annual maxima of 

both daily and hourly series. Left Y axis: relative difference between daily quantiles of both series 

(corresponding curves: solid and dotted lines for T = 2 and 10 years). Right Y axis: number of 

tolerated years in the hourly series, in common with the daily series (corresponding curve: bold 

line). 

 

 

The consistency between the two data series has been tested, comparing their 

annual maximum values, and retaining the years of the hourly series where the 

absolute value of the difference between daily annual maxima is less than some 

tolerance threshold. This tolerance threshold is calculated by the following 

method: for any tolerance threshold between 1 mm and around 160 mm, two 

hourly and daily sub-series are defined. Both sub-series contain only those years 

whose difference between rainfall maximum amounts is lower than the tolerance. 

The optimum tolerance threshold is a compromise between the number of selected 

years in the sub-series (bold curve in Figure 2) and the relative difference between 

daily quantiles estimated for both sub-series (solid and dotted lines Figure 2, for 

return periods 2 and 10 years). The chosen threshold is 19 mm, which corresponds 

to a relative difference less than 6%, and 45 validated years in the hourly series. 
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Figure 3: Top: daily seasonal maximum rainfall amount of the daily Marseille series (122 years). 

Bottom: daily seasonal maximum rainfall depth calculated on the hourly series (67 years). Black 

bars represent the 45 selected years of hourly series, after check of the consistency between series. 

 

A comparison between the extreme values of the two data sets (daily and hourly 

values on Figure 3) shows that the hourly recording rain gauge has some 

difficulties in recording very extreme rainfall events. For example, the extreme 

events in 2000 (200 mm), 1973 (140 mm) and 1932 (120 mm) are missing values 

in the hourly rainfall series.  

  

Some aspects of stationarity of the 122 years series have been checked. Firstly, a 

likelihood ratio test has been applied between a GEV distribution with a temporal 

trend in scale and position parameters, and a GEV distribution with fixed 

parameters. Both distributions are nested models Ms⊂Mt, where Ms, Mt are the 

stationary and trend models. Therefore the deviance statistic: 

 

))()((2 sstt MlMlD −=  (27) 

 

is χ2
2 distributed, where ls(Ms), and lt(Mt) are the maximized log-likelihoods for 

models Ms and Mt respectively. The stationarity hypothesis is rejected at the level 
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of significance α if D>χ2,α
2, where χ2,α

2 is the (1-α) quantile of the χ2
2 

distribution. As the computed statistic D = 0.186, the stationary model is not 

rejected at a level larger than α=25%. Secondly, stationarity has been tested on 

different annual variables: mean annual rainfall of wet days (with more than 1 mm 

precipitation), annual maximum, annual ratio of zero rainfall, annual ratio of 

values above upper thresholds. The non-parametric Mann-Kendall test (Mann, 

1945; Kendall, 1975) is used to detect monotonic trends in series of independent 

data. The Mann-Kendall statistic S computes, for every ordered pair of the studied 

series, the number of pairs where the first value is larger than the second, and the 

number of pairs where the first value is lower than the second, and calculates the 

difference between the two quantities ∑∑
+=

−

=

−=
n

ij
ij

n

i
XXsignS

1

1

1
)( . Let a variable Z 

be defined: 
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(28) 

 

If n≥10, Z follows approximatively a standard normal distribution. No significant 

trend was detected for the four variables by the Mann-Kendall test, for a level 

α=10%.   

  

4.2. Dependence between rainfall depths 

The correlation coefficient between 1 hourly and 72 hourly maximum rainfall is 

equal to 0.41. This value is quite high, therefore the  independence hypotheses is 

only justified by physical reasons, as the corresponding rainfall processes are 

considered to be different (Kieffer Weisse, 1998). The correlation coefficient is 

0.56 between 1 hour and 24 hours, and 0.90 between 24 hours and 72 hours, 

justifying the bivariate distribution in likelihood L3 between 24 hourly and 72 

hourly rainfalls.  
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Figure 4: Marginal estimates and 90% confidence intervals (estimated by a Bayesian 

analysis) of HD(100) (stars) and Hd(100) for d=1 h to 72 h. 

 

From Figure 4, it is seen that the estimated value for H6(100) is too large to meet 

the required marginal ordering constraint with H12(100). This is due to the 

marginal estimator 12k̂ , which is larger than 6̂k . H24(100), H48(100), H72(100) are 

too small to meet the ordering constraints with HD. This is explained by the fact 

that the hourly series contains only 45 years, whereas the daily series is 122 years 

long, and the largest rainfall values are not included within the hourly series.  

 

The logistic bivariate extreme distribution is fitted to the bivariate rainfall data (24 

h, 72 h). The Pickands dependence function of this particular distribution 

compares well with its non-parametric estimators by Pickands (1981, 1989) and 

Capéraà et al. (1997) (see Figure 5).  
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Figure 5: Estimation of  the Pickands dependence function A(t): comparison between non-

parametric Pickands and Capéraà et al. estimations and logistic estimation. 

 

Moreover, a likelihood ratio test has been applied between three nested models, 

fitted to the bivariate data (24 h, 72 h): independence case, logistic bivariate 

distribution and a logistic asymmetric bivariate distribution, whose bivariate 

distribution is: 

 

 

 

The logistic asymmetric bivariate distribution is a more general model than the 

logistic symmetric one: the two variables are exchangeable in the symmetric case, 

but not in the asymmetric case. No significant difference was detected at the 10% 

level between the logistic and asymmetric logistic models ( 1ˆ,1ˆ 21 == ψψ ), but the 

logistic model was better than the independence model, with a significant ratio 

test (the p-value is lower than 0.1%). The dependence parameter Φ of the logistic 

distribution was estimated to be 0.24 by likelihood maximization, implying a high 
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level of dependence between 24 hourly and 72 hourly rainfall data. The effect of 

the bivariate logistic distribution is to change the shape parameter estimation: 

marginally, 24k̂ =0, 72k̂ =0.04, but with the bivariate logistic distribution, applied on 

24 and 72 hourly data and without the constraint k24=k72:  

24k̂ =-0.14, 72k̂ =-0.12, which is close to the daily marginal estimator: .13.0ˆ −=Dk   

 

4.3. Choice of duration ranges 

The durations are separated into two ranges. The boundary duration db between 

short and long durations is added as an extra parameter, in likelihood definitions 

L1, L2, and L3. Then the boundary duration is estimated by likelihood 

maximization, under the constraints (21). The maximum likelihood estimator of db 

is 5.6, with likelihood L1, whereas likelihoods L2, L3 are not discriminant for db, 

and give equal maximum likelihoods with db=5, 6 or 7 hours, while other 

parameters change slightly.  
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Figure 6: Choice of the duration db of the boundary between short and long durations.  

Comparison under L2 and L3 maximizations and constraints (21), with two splits 

(db = 5 or 7 hours), of: (a) αd estimates; (b) βd estimates. 

 

Figure 6 shows that db=7 hours gives a better fit of the parameters, with 

estimations inside the 95% confidence for αd and βd. Estimations with db =5 hours 
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are closed to the marginal estimate dα̂ , but outside the 95% confidence interval of 

dβ̂ . Results with db =6 hours are intermediate, but outside the 95% confidence 

interval of dβ̂ . The parameter kd is not used for the choice of db, since kd is 

constant in the model (kd=kD), and db does not affect the parameter kD of the daily 

data. The chosen value for db is therefore 7 hours.  
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Figure 7: Comparison of αd, βd, kd estimates under L1, L2 and L3 maximizations and constraints 

(21): (a) αd estimates; (b) βd estimates; (c) kd estimates. 

 

 

Figure 7 shows the good fit of the maximum likelihood estimations under 

constraints (21), for L1, L2, L3. The estimations of dd βα ˆ,ˆ  with likelihoods L1, L2 

and L3 are close to the marginally estimated parameters. The marginal estimates 

of dk̂  are approximatively constant after about 24 hours, and present a minimum 

for the 4 hours duration. The variability of dk̂  is due to the sampling sensitivity of 

the estimator, and to the fact that the maximum rainfall in six hours (103 mm) is 

very close to the maximum rainfall in 15 hours (104 mm). 

4.4. Comparison between the three likelihood definitions 

The results are presented after the run of 80 000 MCMC simulations. The 

parameters were computed on the last 40 000 iterations, thus allowing 40 000 

burning iterations. The convergence of the MCMC algorithm is assessed by the R 

statistic (Gelman et al., 1997) calculated for each parameter in the second half of 

the burning iterations. Eight parallel sequences of Metropolis algorithm have been 

considered, with a random starting point, sampled in the prior distribution. As the 

computed ratio R is very close to one, the convergence of the MCMC simulations 

can be accepted. 
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The estimated parameters are presented in the Table 2, with the median of the 40 

000 last simulated parameters. The 90% confidence intervals are calculated by 

sorting each marginal simulated parameter, and excluding the values lower and 

larger than the 5% and 95% empirical quantiles. The comparison between the 

median and the middle of the 90% confidence interval shows that the posterior 

distribution of (αD, βD, kD) is symmetric, but this was not the case for the other 

parameters. 

 L1 L2 L3 

αD 44.06(41.07,46.99) 44.82(40.92,48.65) 44.47(40.44,48.39) 

βD 20.05(18.45,21.83) 21.38(19.16,23.87) 21.23(18.89,23.89) 

kD -0.083(-0.158,-.014) -0.076(-0.183,0.015) -0.131(-0.236,-0.035) 

Θ 1.17(1.02,1.42) 1.18(1.02,1.48) 1.19(1.02,1.54) 

θ 4.09(-1.03,11.88) 5.61(-1.33,21.66) 9.22(-1.42,32.96) 

η 0.89(0.69,1.12) 0.96(0.74,1.25) 0.96(0.75,1.41) 

αs 10.15(4.41,16.89) 10.23(4.38,21.24) 9.36(4.27,18.51) 

θs 0.94(-0.50,2.08) 0.88(-0.55,2.95) 0.68(-0.55,2.45) 

Φ   0.265(0.212,0.335) 

 

Table 2: Estimated parameters and 90% confidence intervals. 

 

The MCMC estimates of the parameters αd, βd, kd, for d between 1 h and 72 h (not 

graphically shown) are similar to those obtained with the maximum likelihood 

(presented in Figure 7). In the three cases, the kd estimations are negative, 

implying unbounded quantiles, when the return period becomes infinite.  
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Figure 8: Posterior distributions of the quantiles Hd(10) for d=1 h, 6 h, 12 h, 24 h, 48 h, 72 h 

and d=1 day (with the last 40 000 simulations of the MCMC algorithm). The vertical lines are 

the marginally estimated quantiles Hd(10). 
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Figure 9: Posterior distributions of the quantiles Hd (100) for d=1 h, 6 h, 12 h, 24 h, 48 h, 72 h 

and d=1 day (with the last 40 000 simulations of the MCMC algorithm). The vertical lines are 

the marginally estimated quantiles Hd (100). 
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The posterior distributions of the quantiles Hd(T) are presented in Figure 8 and 

Figure 9 for the return periods T = 10 and 100 years. The shape of the 

distributions is generally skewed, and the supports become larger with the 

successive likelihood definitions (L1 to L3). Namely, less data are used in the L2 

definition than in the L1 one, and the L3 definition includes an extra dependence 

parameter Φ.  

 

As the daily series contains a large number of extreme values (200 mm, 148 mm, 

140 mm, 138 mm, etc.) and as the hourly series does not contain the most extreme 

values, the estimated long duration quantiles are significantly larger than the 

marginal estimates (vertical lines in Figure 8 and Figure 9), especially when fewer 

hourly data are included in the estimation procedure (L2, L3). This is due to the 

link between long durations and daily rainfalls, by Θ in equation (11). For the 

same reason, daily quantiles are slightly lower than their marginal estimates. 

Moreover, the short durations are linked to the long durations only by kD, and by 

continuity hypotheses of the parameters αd, βd at the boundary between short and 

long durations (cf. equations (13) to (15)). Thus daily data produce less effect on 

the short duration estimations. The six hours quantiles estimations are lower than 

their marginal estimations, because of the linkage between 1 hourly and 6 hourly 

rainfalls. The six hourly marginal quantiles are high because of the presence in the 

six hours series of the maximum rainfall falling in 15 hours, not present in the one 

hourly series.  
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Figure 10: Median of the simulated distributions of maximum rainfall amount Hd, 
d=1 h to 72 h (with the last 40 000 MCMC simulations). 

2   5   10  100 1000
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

m
m

T (years)

data
L

1
L

2
L

3
confidence interval 90%, L

3

 

Figure 11: Median of the simulated distribution of maximum daily rainfall amount (with the last 

40 000 MCMC simulations). 

Figure 10 and Figure 11 show the DDF curves: the median quantiles are quite 

similar with the L1 and L2 likelihood definitions, and are larger with L3, due to the 

kD value in this last case (cf. Table 2). Thus the logistic dependence model has a 

significant influence on the estimations, with a dependence parameter Φ equal to 
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0.26: its 90% confidence interval does not contain 1, which corresponds to the 

independent case.  

  

5. Conclusions 

Based on hypotheses of GEV or Gumbel distribution for the seasonal maximum 

rainfall distribution, the DDF models agree with a GEV distribution, with 

negative shape parameter. The quantiles of any duration between 1 hour and 72 

hours, and any return period between 2 years and 1000 years have been estimated 

by the proposed empirical model, associated with three different likelihood 

definitions. The durations have been separated into short (less than 7 hours) and 

long (above 7 hours) durations. The proposed model has eight parameters, or nine 

if the 24 hours and 72 hours rainfalls are modeled by a bivariate logistic 

distribution. The likelihood choice formulates hypotheses of independence or 

dependence between data, and needs a choice of the most representative and non-

redundant data. Both independence hypotheses and the bivariate distribution have 

been used to define likelihoods. In a future work, multivariate distributions with 

more than two dimensions would provide the model with more information.  

  

The daily rainfall data have been included into the DDF study, through the 

extremal indexes. Then estimates have been improved since daily series are often 

longer than hourly series. Namely, the daily Marseille series contains 

measurements that have not been recorded by the hourly rain gauge, and 

particularly extreme values. The rainfall intensities on durations 12 hours to 72 

hours are linked together and with daily rainfalls, by the extremal indexes of the 

daily and 24 hourly series, and by the same shape parameter. The quantiles 

estimated by the models are thus significantly larger than those marginally 

estimated, in the case of the long durations, proving the important effect of adding 

the daily data into the model.  

 

A significant difference between independence hypotheses and bivariate logistic 

distribution has been shown in the case of the 24 hourly and 72 hourly rainfall 

data. The dependence case, treated with the bivariate logistic distribution, gives a 

stronger negative scale parameter, close to the parameter Dk̂  estimated on the 
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daily maximal data. The dependence parameter estimated in this case is about 

0.26 with a 90% confidence interval equal to [0.21, 0.33], showing the strong 

dependence between these two durations. Moreover, the likelihood ratio test 

between models with or without dependence shows that the bivariate logistic 

distribution is significantly valid relative to the more general asymmetric bivariate 

logistic distribution, and significantly better than the model under independence 

hypotheses.  

 

These results have been allowed by the Bayesian framework, which gives a 

method for defining the posterior distribution of parameters, and includes the prior 

knowledge on the parameters and the physical behavior of rainfall. Estimations 

and confidence intervals of parameters have been calculated through a two-step 

MCMC algorithm. The posterior distributions are generally far from  normal and 

reproduce the heavy tail of the quantiles, proving the usefulness of the Bayesian 

approach instead of a maximum likelihood estimation of confidence intervals, 

based on the asymptotic normality of the estimators. Bayesian and maximum 

likelihood estimations of the medians are quite similar. 
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Comportement asymptotique de la distribution des pluies
extrêmes en France

Résumé :

Le comportement des valeurs extrêmes de pluie en France a été analysé au travers de
variables locales telles que les maxima annuels ou saisonniers de pluies mesurées sur différents
pas de temps entre l’heure et la journée, les valeurs supérieures à un seuil élevé, ou la série
temporelle de succession d’averses. Différents modèles, issus de la théorie des valeurs extrêmes
uni-variée et bi-variée ou de générateurs stochastiques de pluie, ont été présentés pour étudier
le comportement asymptotique de ces variables aléatoires. Dans le cas des séries temporelles
d’averses, la persistance dans le temps des valeurs fortes a été modélisée à l’aide d’un processus
Markovien. Les incertitudes associées aux différents modèles ont également été analysées,
avec des méthodes bayésiennes ou fréquentielles. Nous avons pu valider nos modèles avec
de longues séries de mesures pluviométriques, avec des chroniques de pluies horaires et avec
des chroniques d’événements pluvieux décrits par des averses fournis par Météo-France et
le Cemagref. Dans de nombreux cas, nous avons en particulier noté que la distribution des
extrêmes est non bornée, et de queue plus lourde qu’une loi Gumbel ou exponentielle.

Asymptotic behavior of extreme rainfall distribution in France

Abstract :

Rainfall extremes are analyzed by local variables such as annual or seasonal maximum of
rainfall for various durations between one hour and one day, the excess over a high threshold,
or the temporal series of storm events. Models from univariate or bivariate extreme value
analysis or stochastic rainfall generators have been presented to describe the asymptotic be-
havior of these variables. In the case of temporal storm events series, the temporal persistence
has been modeled through a Markovian process. The models uncertainties have been analy-
zed too, with Bayesian or frequency analysis methods. Models have been validated with long
series of daily rainfall, hourly series and storm events series, provided by Météo-France and
Cemagref. In particular, it has been often noted that the distribution of the extremes has no
bound and a heavier tail than the Gumbel or exponential distribution.

Mots Clés : Théorie des valeurs extrêmes, Maxima annuels, Dépassements de seuil,
Générateur stochastique de pluie, Processus Markovien, Analyse bayésienne, Dépendance
temporelle.
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