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temporalité au formalisme B :

Utilisation du calcul des durées en tant

que sémantique temporelle pour B

THÈSE
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Chapitre 1

Introduction :
Méthodes formelles et expression du temps
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1.1 Méthodes formelles

Lorsqu’il est question de résoudre un problème par l’utilisation d’un système mécanique,
électronique ou informatique, il se pose le problème de la manière dont ce système sera conçu.
Sa conception doitin fine garantir qu’il résout effectivement le problème pour lequel il est
utilisé.

Il existe des systèmes dits «critiques» pour lesquels toutedéfaillance est absolument hors
de question. Dans le cas de systèmes logiciels (ou, parfois,électroniques) se pose la question
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suivante : quelle méthode peut garantir que le système conçurépond bien à ces exigences de
criticité ? C’est dans ce contexte que sont invoquées les méthodes formelles.

Nous allons donc, après avoir défini toutes ces notions, détailler quelles sont les particular-
ités des méthodes formelles, et pourquoi ces particularités sont importantes.

1.1.1 Systèmes critiques

La nature d’un problème critique est celle d’un problème quiimplique des vies humaines
ou, parfois plus prosaïquement, de grandes quantités d’argent. Un système critique est donc un
système opérant dans un tel contexte, c’est-à-dire qu’il devra gérer des entités dont la valeur
estimée est, sinon incommensurable (vies humaines), particulièrement grande. Des exemples
de contextes critiques sont, par exemple et sans souci d’exhaustivité, le domaine du transport
(aérien, ferroviaire, routier), le domaine économique (banquier, boursier), le domaine médical
ou celui de la production énergétique.

Par conséquent, toute défaillance d’un système opérant dans un contexte critique est à éviter
autant que faire se peut. Cela signifie que la conception de cesystème doit absolument garantir
que celui-ci ne peut pas faillir à sa tâche, et ce, dès sa mise en service. Il est donc nécessaire de
disposer de méthodes de conception qui permettent de vérifier cette forte contrainte.

Ces méthodes de conception ont toutes un point commun : ellesobéissent strictement à des
règles établies (ou découvertes) selon le domaine dans lequel elles sont utilisées. L’architecte en
génie civil doit absolument suivre les règles physiques immuables des matériaux qu’il manipule
pour garantir que son ouvrage ne s’effondrera pas. Le chimiste sait qu’il doit suivre certaines
précautions pour éviter que les produits qu’il fait interagir n’engendrent pas une réaction in-
contrôlable. De la même manière, l’ingénieur informaticien doit se plier à certaines règles des
conception pour éviter que le système qu’il conçoit développe un comportement imprévu et
potentiellement dangereux.

Ces règles de conception définissent un cadre formel, en ce sens qu’elles obéissent à des lois
(physiques ou mathématiques, par exemple) immuables qui définissent un contexte de concep-
tion. C’est pour cette raison que les méthodes de conceptionlogicielle obéissant à des règles de
ce type sont appeléesméthodes formelles.

1.1.2 Méthodes formelles et semi-formelles

À la différence, par exemple, du domaine de l’architecture ou de la chimie cités plus haut,
le domaine de l’informatique n’est pas soumis aux lois du monde physique, de par sa nature
abstraite. L’informatique est une branche à part entière des mathématiques. Comme l’a souligné
Edsger Dijkstra, « l’informatique ne traite pas plus des ordinateurs que l’astronomie traite des
téléscopes.»1

Il n’est pas rare de comparer la programmation, l’acte de développement logiciel, à de l’art
au sens esthétique du terme. Sans traiter ici du bien-fondé ou non de ces points de vue, nous
pouvons remarquer qu’ils dénotent le haut niveau d’abstraction souvent associé à la discipline.

Dès lors que le domaine est si abstrait, comment alors garantir qu’un système informatique
réalise ce pour quoi il est conçu ? Quelles sont les règles du domaine qui régissent la conception

1«Computer Science is no more about computers than astronomyis about telescopes.»
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de systèmes informatiques critiques ? La réponse vient également ici d’un point commun avec
d’autres domaines d’ingénierie : les mathématiques.

En effet, le besoin ici est de disposer de règles qui permettent de raisonner sur les objets
du domaine informatique, les programmes. Ces règles se doivent d’êtreformelles, c’est-à-dire
de laisser le moins possible de place à l’intuition et aux erreurs. Donc, idéalement, ces règles
doivent être vérifiables automatiquement (mécaniquement,informatiquement) sans devoir re-
courir au raisonnement d’un être humain.

Le principe est alors d’utiliser les mathématiques pour exprimer ce que signifie (saséman-
tique) un algorithme, et s’il répond au besoin pour lequel il a été conçu (savalidation).

Les propriétés vérifiées par un système s’expriment donc surla base de la sémantique qui
aura été utilisée pour le décrire.

Une méthode sera doncformellesi elle dispose des entités suivantes :
– Un langage : un moyen pour exprimer et concevoir un système.La nature de ce langage

peut être symbolique, graphique,etc
– Une sémantique : la signification mathématique des éléments de ce langage
– Des règles de validation : il doit être possible d’exprimerles propriétés désirées du sys-

tème, et d’utiliser la sémantique du système pour le valider.
Une méthode serasemi-formellesi la sémantique ou les règles de validation sont incomplètes.
Un exemple de méthode semi-formelle est UML [Bur97, UML] : elle dispose d’un langage
(graphique, via les différents types de diagrammes), d’unesémantique (associations, quelques
propriétés exprimables via OCL ) et de règles de validation (celles d’OCL, proche de la logique
classique). Un exemple de méthode formelle est la méthode B,présentée ci-après.

1.1.3 Intérêt de la méthode B

Le besoin pour des méthodes formelles étant présent, il a bien entendu fallu le combler :
c’est ainsi que la méthode B est apparue au début des années 1980.

En premier lieu, qu’est-ce qui fait de la méthode B (aussi appelée «B») une méthode
formelle ? Reprenons la définition plus haut :

– Elle dispose d’un langage, qui permet de définir des composants et leur comportement
dynamique

– Elle dispose également d’une sémantique : les propriétés statiques des modèles se basent
sur la logique classique et la théorie des ensembles. Les actions ont une sémantique en
transformateurs de prédicats, décrivant comment passer d’un état à un autre

– Les règles de validation se basent sur la démonstration logique que les propriétés statiques
d’un modèle B sont maintenues par les propriétés dynamiquesde la machine. La valida-
tion en elle-même peut être faite par toute méthode de raisonnement sur des formules de
la théorie des ensembles.

Tout cela est décrit dans le détail dans levade-mecumde la méthode B écrit par Jean-Raymond
Abrial [Abr96].

Par rapport aux autres méthodes cependant, quels sont les points forts de B ? Sa conception
fait d’elle un bon compromis entre la formalisation et la facilité d’utilisation :

– La théorie des ensembles est connue depuis plus d’un siècle, et est bien comprise. Elle
est de plus enseignée partout dans l’éducation supérieure,ce qui signifie qu’un ingénieur
pourra plus facilement s’y adapter
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– Son langage est simple à comprendre, sans sacrifier à l’expressivité ni à la facilité de val-
idation. Il dispose de nombreux concepts proches de langages de développements moins
formels (la modularité en est un exemple)

– Sa grande force est de disposer d’un mécanisme de développement incrémental parfaite-
ment intégré à la validation : la complexité d’un système développé avec B peut donc être
aisément maîtrisée.

Nous détaillons tous ces points au chapitre 3.

1.2 Anciennes méthodes formelles pour nouveaux problèmes

Les méthodes formelles sont utilisées dans l’industrie pour la conception de systèmes cri-
tiques, et à chaque nouveau projet logiciel sont associés denouveaux défis de conception.
Chaque nouveau défi est susceptible de remettre en cause l’adoption de la méthode formelle
précédemment choisie. C’est pour cela que nous allons détailler ici les raisons de l’intérêt d’être
capable d’étendre une méthode formelle.

1.2.1 Motivations industrielles

La discussion de l’adoption des méthodes formelles par le monde industriel est loin d’être
close [Sai96], et tout un chacun a une opinion sur la question. Le fait est que cette adoption est
lente et souvent difficile, quand bien même les bénéfices soient avérés [HB95].

Selon le même type d’arguments (difficulté apparente, faible visibilité du retour sur in-
vestissement), comment alors convaincre un industriel d’abandonner toute l’expertise qu’il a
acquise avec une méthode formelle, pour en utiliser une autre plus expressive, plus complète,
mais basée sur des fondations différentes ? Sachant que l’adoption fut difficile en premier lieu,
le changement risque d’être encore plus ardu.

C’est la raison pour laquelle, en prévision du long-terme, il est important que la méthode
formelle adoptée soit suffisamment puissante pour pouvoir exprimer une grande classe de prob-
lèmes, ou qu’il soit possible de la faire évoluer.

1.2.2 Méthodes souples

Penchons-nous d’abord sur les méthodes à forte puissance expressive : leur avantage induit
leur principal inconvénient, c’est-à-dire que la plupart du temps le formalisme fera appel à des
notions abstraites mathématiques plus ou moins complexes.Or du point de vue de l’industriel,
trouver un ingénieur capable, ou en former un pour un tel formalisme, est très difficile.

Ensuite, nous avons les méthodes faciles à faire évoluer. Nous pouvons ici distinguer deux
écoles :

– La méthode contient déjà une notion d’évolutivité dans la manière dont elle est conçue.
Il s’agit là d’une particularité des méthodes dites algébriques, qui sont encore notable-
ment jeunes. C’est par exemple le cas de CASL [BM04]. Remarquons également que les
apports théoriques de ces travaux sur l’évolutivité d’un formalisme sont nombreux en ce
domaine, par exemple pour CASL : l’ordre supérieur (HasCASL[SM02]), le raffinement
entre sémantiques hétérogènes (HetCASL [Mos03])
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– La méthode est suffisamment générique pour exprimer tout oupartie d’autres formal-
ismes. Il s’agit souvent du chemin pris pour exprimer des classes de systèmes qui étaient
a priori difficilement exprimables (nous en donnerons quelques exemples d’utilisation
avec B au chapitre 3).

Comme il se trouve que B est en partie fondé par la théorie des ensembles, avec laquelle
nombre d’autres formalismes peuvent être exprimés, cette méthode est déjà, dans le contexte de
l’évolutivité, un bon candidat.

1.2.3 Choix de la méthode B

Résumons les contraintes et questions qui sont déjà posées :il est difficile de faire changer
à un industriel la méthode formelle qu’il utilise, et sur le long terme, l’idéal pour celle-ci est de
faire preuve d’évolutivité.

Nous savons que la méthode B est basée sur un formalisme dans lequel une grande classe
de problèmes peuvent être modélisés. De plus, B fait partie du cercle relativement fermé des
méthodes formelles dont l’adoption par le monde industrielest réussie [BBFM99, SL00].

Toutes ces raisons font de la méthode B le candidat idéal pourétudier son évolutivité vers
une classe de problèmes de plus en plus aigus constitués de contraintes temporelles.

1.3 Expression de problèmes à contraintes temporelles

Initialement, les problèmes auxquels les développeurs de systèmes informatiques avaient à
faire face pouvaient se réduire à des problèmes de calcul : comment garantir que les états du
système correspondent au domaine de valeurs que les contraintes fixaient ?

Puis, avec l’apparition de la notion de composition de systèmes développés indépendam-
ment, est arrivée la question de savoir si cette compositions’avérait harmonieuse. Également,
en particulier dans le domaine du transport, des contraintes sur lamanièredont le système doit
fonctionner sont également apparues. Si en effet, par exemple, c’est un logiciel qui pilote une
locomotive, une contrainte est de réactualiser l’état du système pour garantir qu’il pourra réagir
en un temps minimal à un problème soudain.

Ces notions de fonctionnement composé de systèmes, de contraintes temporelles, font partie
de la classe des problèmes de typetemps-réel. Les formalismes qui devront servir à modéliser
les systèmes critiques devront donc refléter de manière plusou moins fidèle ce type de prob-
lèmes. Ces problèmes de type temps-réel sont scindés en deuxclasses2 : les approches discrètes
et les approches continues.

1.3.1 Approches discrètes

Les approches discrètes se basent sur une modélisation dénombrable des états du sys-
tème. Des langages tels Lustre [LUS, CPHP87], Esterel [EST,Ber00], des logiques telles LTL
[Var96], CTL [EH85], font partie de ce type d’approches.

2Bien qu’il existe, pour certains formalismes, des façons depasser d’une classe à l’autre
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Le fait qu’elles modélisent des états dénombrables permet de faciliter le contrôle sur le
formalisme. Grâce à cela, il est possible d’utiliser des techniques du type de celles utilisées
pour les automates pour valider les systèmes modélisés. En effet, les outils de validation pour
ces formalismes se basent le plus souvent sur de la vérification de modèle.

Leur avantage est aussi leur défaut : leurs mécanismes sont adaptés à une représentation
dénombrable. Cela implique que des opérations telles que l’ajout d’états (pour une modélisation
incrémentale) ou la composition de systèmes peuvent poser problèmes. Soit ces opérations sont
difficiles à faire, soit c’est la vérification qu’elles sont correctes qui est difficile. Sans entrer dans
les détails, ces problèmes correspondent respectivement aux états indiscernables du modèle
abstrait, et à l’explosion combinatoire du nombre d’états.

La machine B en figure 1.1, tirée d’une étude de cas de [TS99], introduit un mécanisme de
spécification du temps. Deux opérationsReadTime etSetTime permettent de consulter le temps
et de le mettre à jour, respectivement.

MACHINE
Timer

VARIABLES
time

INVARIANT
time∈ IN

INITIALISATION
time :=0

OPERATIONS

tt←−ReadTime =
BEGIN

tt :=time
END ;

SetTime(tt) =
PRE

tt ∈ IN
∧ tt >time
THEN

time :=tt
END

END

FIG. 1.1 – Une machine B pour modéliser le temps

Cette machine B modélise le temps de manière dénombrable, via une variable entièretime .
Dans l’article de [TS99], cette machineTimer est utilisée par un contrôleur dont les opérations
ont des contraintes de temps, et l’influencent. Les contraintes sont spécifiées dans les précondi-
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tions.
Les prédicats sont par exemple de la formeinputReceived+15≤ time, pour spécifier que

l’opération ne peut être déclenchée qu’au moins 15 secondesaprès que le contrôleur ait reçu
une donnée en entrée. Les substitutions qui modifient le temps ont la forme suivante :

ANY endTime
WHEREendTime> time

∧endTime≤ inputReceived+5
THEN SetTime(endTime)
END

Cette dernière substitution permet d’indiquer que l’opération se termine en moins de 5 sec-
ondes après réception d’une donnée.

Cette modélisation du temps est bien adaptée pour le problème auquel elle est appliquée,
un contrôleur au comportement séquentiel. Que se passe-t-il alors lorsque plusieurs composants
ayant eux aussi des contraintes temporelles doivent être assemblés ? Ont-ils des horloges dif-
férentes, ou fonctionnent-ils sur la même ? Dans l’exemple indiqué plus haut, des horloges dif-
férentes signifient une synchronisation de ces mêmes horloges : cela se traduirait par une aug-
mentation exponentielle de la taille des préconditions desopérations pour prendre en compte
tous les cas. Si l’horloge est partagée, ça n’est tout simplement pas possible en B : plusieurs
machines ne peuvent pas modifier (par le biais ici de l’opération SetTime , par exemple) les
variables d’une même machine qu’elles utilisent.

Comme nous venons de le voir, une modélisation du temps discrète, se servant des mécan-
ismes de B, est limitée à des systèmes simples. Des remarquessimilaires peuvent être formulées
pour d’autres formalismes discrets du temps.

1.3.2 Approches continues

Les approches continues visent à être un reflet plus proche dumonde physique où le temps
est effectivement continu. Parmi ces approches peuvent se ranger les automates temporisés
[AD94](où les transitions sont étiquetées par des contraintes de temps) ou des logiques comme
la logique d’intervalle [HMM83] et les logiques se basant sur celle-ci, comme le calcul des
durées [HZ04].

L’avantage de tels formalismes réside dans leur puissance d’expression, qui résume en des
phrases concises des spécifications temporelles complexes. L’inconvénient est à l’avenant : la
puissance expressive est telle que la validation peut être particulièrement difficile pour certaines
formes de phrases du formalisme. Certaines validations peuvent être même impossibles, au sens
que le problème modélisé correspond à des formules qui font partie de la classe indécidable du
formalisme.

1.3.3 Étendre B

La question qui se pose alors est la suivante :
Quelle classe de problèmes de nature temporelle la méthode Bpeut-elle traiter ? Théorique-

ment, beaucoup de formalismes peuvent être exprimés via la théorie des ensembles. Il est cepen-
dant plus raisonnable d’exprimer des problèmes qui s’adaptent bien à une modélisation discrète.
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Cette limitation choisie s’explique par les difficultés qu’il est déjà possible de rencontrer lors
de la conception et la vérification de formalismes discrets,telles que l’indique l’exemple des
horloges partagées de la section 1.3.1.

Dès lors, est-il possible d’adapter B de manière à pouvoir exprimer simplement des spécifi-
cations du domaine temporel continu ? C’est la réponse à cette question que nous développons
tout au long de ce document.

Nous devrons également tenir compte du fait que l’adoption par la pratique industrielle
d’une méthode formelle spécifique, donc pointue, est généralement longue et difficile. En re-
vanche, puisque la méthode B a déjà franchi ce cap, est-il alors possible de s’appuyer sur cette
acceptation pour envisager le traitement de problèmes « temps-réels» par une extension ciblée
du formalisme.

1.4 Plan

Nous détaillons dans un premier temps les deux formalismes que nous utilisons : les calculs
de durées en chapitre 2, et la méthode B (ainsi que sa récente variante, le B événementiel) en
chapitre 3. Dans ce même chapitre, nous présentons les différents moyens qui existent pour
exprimer des systèmes à contraintes temporelles avec leursavantages et leurs inconvénients.

Puis, sur la base de ces deux formalismes, nous montrerons qu’il est possible d’étendre B à
des spécifications temporelles, dans le contexte d’un domaine temporel continu. Il en résultera
B+DC, un B étendu via le calcul des durées. La validation de projets en B+DC se fera donc
en deux temps : une validation fonctionnelle, qui utilise les mécanismes usuels de B. L’exten-
sion reste donc compatible avec le B d’origine. Le deuxième temps de la validation concerne
la validation temporelle, qui passe par l’extraction de prédicats temporels en calcul des durées
à partir des opérations. Ces prédicats temporels sont ensuite utilisés pour démontrer les spéci-
fications temporelles associées à ces mêmes opérations. La démarche reste donc très proche de
la démarche du B classique, avec l’ajout de l’expressivité apportée par le calcul des durées.

Ensuite, puisque B est une méthode formelle outillée, nous apportons des éléments nou-
veaux dans la mise en oeuvre du calcul des durées dans un outilde preuve à portée générique,
Coq, au chapitre 5. Nous en déduisons une bibliothèque en Coqpour le calcul des durées, ainsi
qu’un retour sur expérience ayant trait à l’implémentationde logiques modales dans un prou-
veur à vocation générique tel que Coq.

Nous terminons au chapitre 6 en rappelant les résultats que nous avons obtenu, d’une part
en étendant B par un formalisme temporel continu, d’autre part en mettant en oeuvre les règles
de validation de ce formalisme dans un outil de preuve. Nous concluons en traçant quelques
prospectives sur l’extensibilité de B et du B événementiel,au niveau de la relation entre tempo-
ralité, compositionalité et raffinement.
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Ce chapitre présente le calcul des durées et ses extensions que nous utilisons par la suite.
Outre un historique du calcul des durées, nous présentons lasémantique et le système de preuve
pour celui-ci, et pour chacune des extensions. Pour une présentation plus approfondie, complète
et pragmatique de cette logique, se référer à [HZ04].

2.1 La logique temporelle d’intervalle

Le calcul des durées peut être basé sur différentes logiquestemporelles, auxquelles est ajouté
un opérateur de durée. Historiquement, il est basé sur la logique d’intervalle temporelle. Cette
section est dédiée à un rapide historique de cette logique, et à ses syntaxe, sémantique et système
de preuve.

2.1.1 Historique

ITL (Logique Temporelle d’Intervalle) a été introduite parHalpern, Manna et Moszkowski
[HMM83, Mos85] : son but est de permettre le raisonnement surdes intervalles continus de
temps, leurs sous-intervalles, voire un découpage arbitraire des intervalles de temps. La logique
ainsi obtenue possède des propriétés modales : certains connecteurs logiques ne représentent
plus la même valeur selon leur place dans la formule. Des travaux ultérieurs de Moszkowski
présentent un système de preuve pour pour ITL, et des travauxde Dutertre [Dut95a, Dut95b]
montrent différentes axiomatisations pour ITL, avec des résultats de complétude, d’expressiv-
ité et d’adaptabilité à certaines extensions de la logique.Nous allons dans un premier temps
indiquer la syntaxe et la sémantique d’ITL utilisées par la suite.
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2.1.2 Syntaxe et sémantique

Syntaxe

ITL se base sur la logique des prédicats du premier ordre. Nous formalisons en premier lieu
les notations pour celle-ci :

∨ la disjonction
∧ la conjonction
¬ la négation
⇒ l’implication
∀x la quantification universelle sur une variablex
∃x la quantification existentielle sur une variablex
⇔ l’équivalence

Ces connecteurs logiques ont la signification usuelle. Comme nous nous plaçons dans le
cadre de la logique des prédicats du premier ordre, certainsconnecteurs peuvent être exprimés
à l’aide d’autres, comme la conjonctionP∧Q≡¬ (¬ P∨¬Q).

ITL étant une logique temporelle continue, elle dispose également de moyens pour exprimer
les relations entre des quantités et des opérations sur celles-ci. Ces quantités sont usuellement
les nombres réels. Il est possible de définir ITL sur les entiers naturels, mais cela lui fait perdre
son caractère continu. ITL dispose donc également de :

– Nombres réels
– Opérations arithmétiques sur les réels :+,−,∗,/
– Relations sur les réels :<,≤,=,≥,>

La quantification de la logique du premier ordre s’appliquera donc à des nombres réels.
À la logique du premier ordre et les prédicats sur les nombresréels, ITL ajoute les con-

necteurs modaux suivants :
– Le découpage d’intervalle, noté «⌢ » ou « ;» comme le fait Dutertre[Dut95b]. En effet le

découpage d’intervalle représente naturellement la séquence
– La longueur d’intervalle, notéeℓ. Cette quantité change selon sa place dans la formule,

puisque des deux côtés d’un⌢, elle représentera un (sous-)intervalle différent. Cettepar-
ticularité est due à sa nature qui, comme nous le verrons plusloin, est celle d’une fonction
des intervalles vers les réels. Dans le système de preuve cependant, sa nature fonctionnelle
n’est pas visible, d’où ce comportement particulier.
La variableℓ se manipule comme un nombre réel. Cependant, nous pouvons déjà nous
rendre compte intuitivement que si elle peut ne pas représenter le même intervalle, rem-
placer une variable quantifiée parℓ sans discernement pourra causer des problèmes.

La version d’ITL que nous présentons diffère de celle de Moszkowski[Mos85]. Cette dif-
férence tient à la réutilisation du système de preuve d’ITL tel que présenté par Dutertre[Dut95b],
et cette version-ci d’ITL ne contient pas l’opérateur de répétition ∗ (comparable à l’étoile de
Kleene). Cet opérateur de répétition sera néanmoins réintroduit plus tard.

Pour récapituler, la syntaxe d’ITL est représentée par la syntaxe en forme BNF, dans le
tableau 2.1.x représente une variable temporelle,v une variable globale,X une variable propo-
sitionnelle,Rune relation, etf une fonction mathématique.
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formule : := atome |¬ formule | formule∨ formule | formule⌢ formule |∃x. formule
atome : := true | X | R(terme,. . .,terme)
terme : := x | v |ℓ | f(terme,. . .,terme)

TAB. 2.1 – Syntaxe d’ITL

La distinction entre la variable temporellex et la variable globalev est quex verra sa valeur
changer en fonction de l’intervalle de temps courant, alorsquev a une valeur indépendante du
temps (elle sert à représenter les constantes, par exemple).

Les notations suivantes correspondent à des concepts voisins d’autres logiques temporelles :
– 3(P)≡ true⌢P⌢true : cet opérateur permet de spécifier une propriétéP pour un sous-

intervalle quelconque. Dans d’autres logiques temporelles, cet opérateur signifiefatale-
ment. Dans d’autres logiques modales il peut signifier la notion de «possibilité».

– 2(P)≡ ¬ (3(¬ P)) : permet de spécifier une propriétéP pour tout sous-intervalle. Dans
d’autres logiques temporelles, cet opérateur signifietoujours. Dans d’autres logiques
modales il peut signifier la notion de «nécessité».

Sémantique

Comme il s’agit d’une logique temporelle, les valeurs des variables ou des propositions
peuvent changer selon le moment où elles sont observées. La précision d’ITL est relative aux
intervalles de temps : les états qui ne sont valables qu’à un point du temps (intervalle de temps
nul) ne sont donc pas observables. Pour parler des intervalles de temps, nous définissons les
domaines suivants :

– Time, le domaine auquel appartiennent les unités de temps. Usuellement il s’agit du do-
maine des nombres réelsR

– Interval≡ {[b,e]|b,e∈ Time∧b≤ e} le domaine des intervalles de temps.
– B≡ {true, false} le domaine des booléens (nous reprenons la notation des atomes)
– I terme≡ (terme→ Time)→ Interval→ terme→ Time le domaine des fonctions d’in-

terprétation des termes
Nous définissons les fonctions d’interprétation des termessuivantes :
– IT ∈ I terme
– IF ∈ (I terme)→ (terme→ Time)→ Interval→ f ormule→ B

Nous introduisons également la fonction de valuation suivante, qui à une variable associe
une valeur du domaine temporel :

– VT ∈ terme→ Time
Deux valuationsVT etV ′T sontx-équivalentes pour une variable globalex si pour toute variable
y différente dex, VT(y) = V ′T(y).

Les variables temporelles sont interprétées comme des fonctions deInterval vers Time.
Les variables globales sont interprétées en obtenant leur valeur grâce à la fonction de valuation
mentionnée au-dessus.

La sémantique des termes d’ITL est présentée au tableau 2.2.Nous faisons l’amalgame
entre les fonctions et leur interprétation : par exemple la fonction+ a son interprétation usuelle
d’addition.
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IT(VT , [b,e])(x) = x([b,e])
IT(VT , [b,e])(v) = VT(v)
IT(VT , [b,e])(ℓ) = e-b
IT(VT , [b,e])( f (x1, . . . ,xn)) = f (IT([b,e])(x1), . . . ,IT([b,e])(xn))

TAB. 2.2 – Sémantique des termes d’ITL

La sémantique des formules d’ITL est présentée au tableau 2.3. Comme avec les fonctions
pour les termes, nous amalgamons les relations et leur interprétation. Nous faisons également
d’autres abus de notations en amalgamant par exemple la disjonction d’ITL et la disjonction
logique usuelle.

IF(IT ,VT , [b,e])(true) = true
IF(IT ,VT , [b,e])(X) = X([b,e]),
IF(IT ,VT , [b,e])(R(t1, . . . , tn)) = R(c1, . . . ,cn) avecci = IT(VT , [b,e])(ti)
IF(IT ,VT , [b,e])(¬P) = ¬ IF(IT ,VT , [b,e])(P)
IF(IT ,VT , [b,e])(P1∨P2) = IF(IT ,VT , [b,e])(P1)∨ IF(IT ,VT , [b,e])(P2)
IF(IT ,VT , [b,e])(∃x.P) = IF(IT ,V ′T , [b,e])(P)

pour unV ′T x-équivalent àVT

IF(IT ,VT , [b,e])(P1
⌢P2) = ∃k.(b≤ k∧k≤ e

∧IF(IT ,VT , [b,k])(P1)
∧IF(IT ,VT , [k,e])(P2))

TAB. 2.3 – Sémantique des formules d’ITL

Notons que la notion de variable propositionnelle, dans la sémantique d’ITL, est représen-
tée par une fonction d’un intervalle de temps vers les booléens. Cela correspond à la notation
X([b,e]) du tableau 2.3. La raison en est que la variable propositionnelle peut représenter une
valeur de vérité qui peut être dépendante du temps, de la mêmemanière qu’un prédicat comme
ℓ = 1 est dépendant de l’intervalle dans lequel sa valeur de vérité est recherchée (ℓ = 1 n’est
vrai que si l’intervalle[b,e] considéré est de longueur 1, soite−b = 1).

La condition de bord sur l’x-équivalence pour une formule de la forme∃x.P correspond au
fait de trouver une valuation acceptable pourx telle que la formule soit vraie. Il s’agit de la
signification usuelle du quantificateur existentiel. Nous remarquons que la quantification exis-
tentielle ne se fait que sur les variables globales, donc indépendantes du temps.

La sémantique d’ITL représente l’idée que l’on se fait naturellement des intervalles et de
leur découpage. Il est pertinent ici de mentionner l’existence d’un formalisme très proche, dont
la principale différence réside dans le fait que le point de découpage peut se situeraprèsl’in-
tervalle qu’il découpe. Si nous nous référons au tableau 2.3, cela signifie que la contrainte
k ≤ e disparaît. Cette logique est appelée SIL (logique d’intervalle signée) et est présentée
en détail dans la thèse de Rasmussen[Ras02]. Ainsi, le⌢ de ITL est ditcontractant(pour
«contracting») puisqu’il n’agit que sur les sous-intervalles. En revanche⌢ de SIL estexpansif
(pour «expanding») parce que, le point de découpage pouvantse situer en-dehors (à droite) de
l’intervalle, il permet d’exprimer des propriétés sur le futur.

En résumé, la conséquence de la sémantique d’ITL est que celle-ci contraint le raisonnement
à intervalle fermé. La notion de vivacité reste néanmoins exprimable : en effetles intervalles,
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bien que fermés, peuvent être de longueur arbitraire. Une propriété qui serait vraie indépen-
damment de la longueur de l’intervalle courant pourra donc être vraie arbitrairement loin dans
le futur, le futur étant pris par rapport au début de cet intervalle de longueur arbitraire.

Nous concluons cette présentation de la sémantique d’ITL par quelques exemples d’inter-
prétation de formule. Pour simplifier la lecture, nous ne noterons que l’ensemble de valuations
(sous la forme{xi 7→ vi , . . .}) et l’intervalle courant en préfixe du terme ou de la formule,les
fonctions d’interprétation pouvant être déduites du contexte.

/0, [b,e],(∃x.ℓ = x)
= {x 7→?}, [b,e],(ℓ = x)
= ({x 7→?}, [b,e], ℓ) = ({x 7→?}, [b,e],x)
= e−b =?

Nous pouvons donc conclure que la valuation correcte pourx este−b, et que la formule
∃x.ℓ = x est vraie.

/0, [b,e],(P⇒ true⌢P⌢true)
= /0, [b,e],(¬P∨ true⌢P⌢true)
= ¬(P([b,e]))∨ (∃k.b≤ k∧k≤ e∧ (∃m.k≤m∧m≤ e.(true∧P([b,e])∧ true)))

Il suffit de choisirk = b et m= e et la formule se réduit à¬(P([b,e]))∨P([b,e]), ce qui est
vrai quelle que soit la valeur de la variable propositionnelle P sur[b,e].

2.1.3 Système de preuve

Le système de preuve d’ITL est une extension du système de preuve de la logique des
prédicats du premier ordre (avec une théorie arithmétique pour les nombres réels) avec des
axiomes pour le chop⌢ (découpage d’intervalle) et la variable spécialeℓ. Cette extension n’est
pas conservatrice en ce sens que l’instanciation de variables liées par un quantificateur universel
possède des conditions d’utilisation supplémentaires.

Afin de définir quelques conditions de bord particulières surcertains axiomes du système
de preuve, nous introduisons les termes suivants :

Flexibilité Une formule estflexiblesi elle contient une variable propositionnelle ou la variable
spécialeℓ

Rigidité Une formule estrigide si elle n’est pas flexible

sans coupureUne formule est sans coupure (chop-freedans la littérature du domaine) si elle
ne contient pas le connecteur⌢

libre pour. . . Ce terme est utilisé dans la littérature du domaine de la manière suivante : un
termet estlibre pour xdans la formuleP si x n’apparaît pas sous un quantificateur∀y ou
∃y, avecy étant une variable apparaissant danst. Par exemple, soit la formule∀x.P(x) =
∀x.∃y.y = x. Le termey+1 n’est pas libre pour x dansP : P(y+1) = ∃y.y = y+1. Cette
formulation a pour but de pouvoir exprimer la notion de capture de variable.
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Autrement dit,t est libre pourx dansP si le remplacement dex par t dansP ne capture
aucune variable libre det. Pour plus de clarté, nous utiliserons cette dernière dénomina-
tion. Le terme « libre pour... » n’était introduit ici que pour faire le lien avec la littérature
du domaine.

Le tableau 2.4 présente l’axiomatique du système de preuve,oùP,Q,Rsont des propositions
etx,y des variables du domaineTime.

A0 l ≥ 0
A1l ((P⌢Q)∧¬ (P⌢R))⇒ (P⌢(Q∧¬R))
A1r ((P⌢Q)∧¬ (R⌢Q))⇒ ((P∧¬ R)⌢Q)
A2 (P⌢Q)⌢R⇔ P⌢(Q⌢R)
Rl P⌢Q⇒ P si P est rigide
Rr P⌢Q⇒Q si Q est rigide
Bl ((∃x)P)⌢Q⇒ (∃x)((P)⌢Q) si x n’est pas libre dans Q
Br (P)⌢(∃x)Q⇒ (∃x)((P)⌢Q) si x n’est pas libre dans P
L1l (ℓ = x)⌢P⇒¬ ((ℓ = x)⌢¬ P)
L1r P⌢(ℓ = x)⇒¬ (¬ P⌢(ℓ = x))
L2 x≥ 0∧y≥ 0⇒ ((ℓ = x+y)⇔ (ℓ = x⌢ℓ = y))
L3l P⇒ P⌢ℓ = 0
L3r P⇒ ℓ = 0⌢P
Q ∀x.P(x)⇒ P(t) si P ne capture aucune variable libre de t

et t est rigide ou P est sans coupure

TAB. 2.4 – Axiomatique d’ITL

Dans la littérature, le schéma d’axiomeQ est parfois regroupé avec les règles d’inférence
présentées dans le tableau 2.5. Certaines sont héritées de la logique des prédicats premier ordre,
parfois avec quelques modifications, et d’autres sont spécifiques au connecteur modal⌢.

MP P P⇒Q
Q

Le Modus Ponensde la logique du premier ordre

G P
∀x.P

La généralisation

Nl
P

¬ (¬ P⌢Q)
La nécessitation gauche

Nr
Q

¬ (P⌢¬Q)
La nécessitation droite

Ml
P⇒Q

P⌢R⇒Q⌢R
La monotonie gauche

Mr
P⇒Q

R⌢P⇒ R⌢Q
La monotonie droite

TAB. 2.5 – Règles d’inférence d’ITL
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Ce système de preuve est-il correct et complet ? Des preuves de correction (tout théorème du
système de preuve est un théorème de la logique) pour divers systèmes de preuve existent, via
Dutertre [Dut95b], Zhou et Hansen [ZH98] ou Moszkowski [Mos94]. À chaque fois ce système
est prouvé complet pour un domaine de temps ayant les propriétés d’un groupe commutatif
totalement ordonné, ce qui bien entendu inclut les nombres réels. Il est cependant possible de
construire la logique d’intervalle sur les entiers naturels, par exemple.

Choisir un domaine discret discret pour ITL le rend beaucoupplus proche de logiques tem-
porelles discrètes, et donc moins intéressant si les contraintes temporelles peuvent être directe-
ment exprimées dans ces logiques discrètes. C’est pour cette raison que le domaine des réels est
choisi à chaque fois.

La limitation principale est qu’il n’existe aucune manièred’axiomatiser au premier ordre
les réels, de manière à ce que le système décrive uniquement les nombres réels (Théorème de
Löwenheim-Skolem). Donc un système de preuve pour ITL ou, plus loin, le calcul des durées,
est au mieux complet par rapport à une axiomatisation particulière des nombres réels.

2.1.4 Exemples

Avant de montrer quelques exemples de formules et leur signification, prenons une conven-
tion : puisque la manipulation de formules définies sur un domaine de temps implique l’utilisa-
tion d’unités de ce domaine de temps, nous choisissons commeunité de temps laseconde. Cela
simplifiera l’explication de formules.

Voici quelques exemples de formules ou théorèmes d’ITL :
–

ℓ = 1⌢ℓ = 1

Cette formule spécifie un intervalle d’une seconde, suivie d’un autre intervalle d’une sec-
onde. Grâce au système de preuve ou à la sémantique présentéejuste avant, il sera possible
d’en déduire queℓ = 2

–
P⌢ℓ = x∧Q⌢ℓ = x⇒ (P∧Q)⌢ℓ = x

Ce théorème d’ITL indique que deux formulesP etQ vraie sous des contextes similaires,
peuvent être rassemblées sous ce même contexte.

Maintenant que la logique d’intervalle a été introduite, nous pouvons présenter les exten-
sions faites à celle-ci pour obtenir le calcul des durées.

2.2 Un calcul de durées

Nous présentons ici le calcul des durées tel qu’il a été défini, à partir de la logique d’inter-
valle. Après un historique sur la naissance de DC (pour «Duration Calculus»), nous présentons
sa syntaxe, sa sémantique et le système de preuve associé.

2.2.1 Historique

Le calcul des durées est le résultat d’une action de recherche visant à explorer les propriétés
alors mal connues des durées d’états en tant que mesures du comportement des systèmes temps-
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réels. Cette action de recherche a été initiée au sein du projet ProCoS3 dans les BRA4 du
programme ESPRIT5 [BHB+89]. Ces actions de recherche ont vite donné lieu à un premier
document [ZHR91] décrivant le calcul des durées et ses propriétés. Ce document fut suivi par
d’autres décrivant les propriétés intrinsèques de cette logique telles sa complétude et sa décid-
abilité [HZ97], des extensions (par exemple avec des intervalles de temps infinis [ZWR95]),
ou le passage à l’ordre supérieur [ZGN99]. Un livre reprenant la majeure partie des résultats
de recherche sur DC a été récemment publié [HZ04]. L’institution la plus active dans ce do-
maine est à ce jour l’institut international pour la technologie logicielle, affilié à l’université des
Nations-Unies[DC] (UNU/IIST6).

2.2.2 Syntaxe et sémantique

Syntaxe

Les ajouts de DC à ITL se situent au niveau destermes, au tableau 2.6.

formule : := atome |¬ formule | formule∨ formule | formule⌢ formule |∃x. formule
atome : := true | X | R(terme,. . .,terme)
terme : := x |ℓ | f(terme,. . .,terme) |

R

etat
etat : := 0 | 1 |S | etat∨ etat |¬ etat

TAB. 2.6 – Ajouts syntaxiques de DC

La classe des états correspond à la valeur de vérité de certains événements (ou de la rela-
tion logique entre eux) en un point précis du temps. L’opérateur de durée

R

permet d’exprimer
alors la durée d’un événement. Nous faisons un abus de notation en dénotant∨ la disjonction
logique, et la disjonction d’états. Heureusement le contexte permet à chaque fois de savoir de
laquelle il s’agit. Pour la même raison, il nous arrivera de noter 1 true et 0 false. Les autres
connecteurs logiques usuels ont également leur équivalentpour les états, et se contruisent de la
même manière à partir de la disjonction et de la négation.

Nous introduisons également les notations suivantes :
– VSW≡

R

S= ℓ∧ ℓ > 0 signifie que nous considérons un événementSayant lieu pour tout
l’intervalle non-nul de temps courant. Cette notation est fréquemment utilisée

– VW≡ ℓ = 0 signifie que nous considérons un point du temps
Précisons maintenant plus formellement la sémantique des états et de l’opérateur

R

.

Sémantique

Nous définissons la fonction d’interprétation suivante pour les états :
– IS∈ Time→ etat→{0,1}
La sémantique des ajouts de DC à ITL est indiquée au tableau 2.7.

3Provably Correct Systems, système prouvablement corrects
4Basic Research Action, action basique de recherche
5European Strategic Program for Research in Information Technology, programme européen stratéguique pour

la recherche en informatique
6United Nations University/International Institute for Software Technology
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IT([b,e])(
R

S) =
R e

b IS(t)(S)dt
IS(t)(0) = 0
IS(t)(1) = 1

IS(t)(S) =

{
1 si S est vrai au temps t
0 sinon

IS(t)(S1∨S2) = max(IS(t)(S1))(IS(t)(S2))
IS(t)(¬S) = 1− IS(t)(S)

TAB. 2.7 – Sémantique des ajouts de DC à ITL

Nous pouvons nous rendre compte que par exemple, 0 correspond à l’événement qui n’ar-
rive jamais, et 1 à l’événement qui arrive tout le temps, ou l’état qui est toujours vérifié. La
sémantique de l’opérateur

R

justifie naturellement sa notation particulière.
Seulement, la notion d’intégration d’une fonction (ici, dutemps) est liée à la continuité de

cette fonction. DC fait donc une hypothèse très importante sur les états (vus comme des fonc-
tions) : les fonctions doivent être finiment variables. Autrement dit, pour un intervalle de temps
donné, un état ne doit pas varier indéfiniment, la fonction lereprésentant ne doit pas avoir un
nombre infini de points de discontinuité. Cette hypothèse supplémentaire n’est pas handica-
pante en pratique, puisque les phénomènes modélisés avec DCont rarement cette propriété de
variabilité infinie.

L’exemple usuel de fonction infiniment variable est le suivant :

f (t) =

{
0 si t est irrationnel
1 sinon

Cette sémantique permet de voir immédiatement que la durée de l’événement qui arrive
toujours (

R e
b IS(1)(S)dt) est la même que la durée de l’intervalle courant. Cette relation entre

R

1
etℓ, ainsi que d’autres, sont axiomatisées par le système de preuve présenté en section suivante.

2.2.3 Système de preuve

De la même manière qu’en section 2.1.3, nous séparons la présentation du système de preuve
entre axiomes, au tableau 2.8 et règles d’inférence, au tableau 2.9.

Notons que pour ce système, la définition de la flexibilité (etpar conséquent, de la rigidité)
d’une formule évolue :

– Une formule estflexiblesi elle contient une variable propositionnelle, ou un termeflexible
– Un terme est flexible s’il s’agit deℓ, ou de l’opérateur de durée

R

SavecSun état flexible
– Un état est flexible s’il ne se réduit pas à 0, car la seule valeur rigide que peut prendre

R

S
est 0.

Les axiomes illustrent les concepts suivants :
– La relation entre l’opérateur de durée

R

et la longueur d’intervalle
– La relation entre durée d’événements et leurs propriétés logiques.
– Le fait que deux événements indiscernables logiquement ont les mêmes durées
L’axiome DCA4 sert à « factoriser» différemment deux événements pour isoler une possible

relation logique entre eux et raisonner dessus par rapport àleurs durées. Cet axiome sert par
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DCA1
R

0 = 0
DCA2

R

1 = ℓ
DCA3

R

S≥ 0
DCA4

R

S1+
R

S2 =
R

(S1∨S2)+
R

(S1∧S2)
DCA5

R

S= x+y⇔ (
R

S= x)⌢(
R

S= y)
DCA6

R

S1 =
R

S2 si S1⇔ S2 en logique propositionnelle

TAB. 2.8 – Axiomes du calcul des durées

exemple à démontrer que
R

S+
R

¬S= ℓ, ce qui ne serait pas possible avec les autres axiomes.
La figure 2.1 illustre à quoi correspond l’axiome DCA4.

ℓ

0

1

0

1

0

1

0

1

S1∧S2

S1∨S2

S2

S1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

FIG. 2.1 – Illustration de l’axiome DCA4

L’état (ou événement)S1 est vrai de 6 à 15, donc dure 9 secondes. L’étatS2 est vrai de 0 à
10, donc dure 10 secondes. La disjonction des deux dure 15 secondes (de 0 à 15) alors que la
conjonction des deux dure 4 secondes (de 6 à 10). La somme des durées deS1 et S2 (9+10) est
bien égale à la somme de leur disjonction et de leur conjonction (15+4).

Le tableau 2.9 introduit les règles d’inférence de DC.
Elles expriment une propriété d’induction sur le découpagedes intervalles. Elles sont util-

isées pour démontrer les propriétés qui se vérifient sur des intervalles quelconques. Un exemple
de telle propriété est la formuleφ≡ VW∨ true⌢VSW∨ true⌢V¬SW. Cette formule se démontre
en prenant pourH(X) la formule2(X⇒ φ).

Le principe d’induction est le suivant : si une propriété dépend d’un sous-intervalle, et que
ce sous-intervalle peut être étendu arbitrairement en partant de la longueur nulle, alors cette
propriété est vraie pour tout sous-intervalle. Donc ce sous-intervalle peut être remplacé par le
sous-intervalle quelconque,true.
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IRDCl
H(VW) H(X) ⊢ H((X∨ (X⌢VS1W)∨ . . .∨ (X⌢VSnW)))

H(true)

avecS1∨ . . .∨Sn⇔ true

IRDCr
H(VW) H(X) ⊢ H((X∨ (VS1W

⌢X)∨ . . .∨ (VSnW
⌢X)))

H(true)

avecS1∨ . . .∨Sn⇔ true

TAB. 2.9 – Règles d’inférence du calcul des durées

Quels sont les résultats connus sur ce système de preuve ? Hansen et Zhou [HZ04] démon-
trent que le système de preuve proposé est correct et completpar rapport à l’axiomatisation des
réels utilisée. La décidabilité, en revanche, pose plus de problèmes.

Décidabilité [HZ04] indique quelques résultats sur la décidabilité ou l’indécidabilité de cer-
tains classes de formules du calcul des durées.

La grammaire BNF suivante montre un schéma de construction de formules décidables pour
DC, que le domaine de temps choisi soit discret ou continu. SoientP une formule etSun état :

P ::= VSW|¬P|P∨P|P⌢P

La preuve de décidabilité se fait par traduction vers un langage régulier, une formule étant
satisfiable si sa traduction dans le langage en question est non-vide. Cette technique est notam-
ment une illustration de la relation entre des sous-classesde DC, et les automates.

Lorsque la longueur d’intervalle intervient explicitement, l’indécidabilité est vite atteinte.
SoientP une formule,Sun état etk un nombre :

P ::= ℓ = k|VSW|¬P|P∨P|P⌢P

Cette grammaire montre par exemple une sous-classe de formules qui sont décidables pour une
longueur spécifique d’intervallek discret et un domaine temporel discret. En revanche, dans le
cas continu, cette sous-classe devient indécidable. La raison en est que dans le cas discret, il
est possible de revenir à la sous-classe indiquée plus haut,alors que dans le cas continu cette
sous-classe permet de modéliser le problème de l’arrêt de machines à compteurs sous forme
d’un problème de satisfaisabilité de formules de cette sous-classe.

Il y a d’autres sous-classes avec peu de règles de construction qui sont également démontrées
indécidables, toujours dans [HZ04]. SoientP une formule,Sun état etx une variable globale :

P ::=
R

S=
R

S|¬P|P∨P|P⌢P

P ::= VSW|ℓ = x|¬P|P∨P|P⌢P|∃x.P

Ces deux dernières sous-classes sont elles aussi indécidables.
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2.2.4 Exemples

Vivacité

Bien que les intervalles soient fermés (du fait de la sémantique d’ITL), il est possible d’ex-
primer des propriétés de vivacité de typeleadsto. Soit par exemple la formule suivante :

2(VE1W
⌢true⇒ true⌢(VE2W∧ ℓ≥ 1))

Cette formule signifie que l’activation de l’événementE1, aussi courte soit-elle (mais non
nulle, du fait de la constructionV. . .W), déclenche l’activation de l’événementE2 plus tard (pos-
siblement en même temps, cartrue peut représenter un intervalle nul) pendant au moins une
seconde. Comme la longueur de l’intervalle global n’est passpécifiée, alors cette propriété est
vérifiée dans tout l’intervalle de temps pendant lequel le système est surveillé. Ce type de for-
mule est utilisé fréquemment pour exprimer des propriétés de vivacité de ce genre (comme dans
l’exemple du brûleur à gaz plus bas).

Le brûleur à gaz

L’exemple classique indiqué dans la plupart des ouvrages décrivant DC est le brûleur à gaz.
Un brûleur à gaz chauffe lorsqu’il est enflammé, ou ne fait rien, et alterne entre les deux états
(pour maintenir une température dans un récipient, par exemple). Seulement, pour passer d’un
état à l’autre, il doit s’écouler un peu de temps entre le début de l’envoi du gaz et la mise à feu
du gaz pour assurer que le gaz peut être enflammé. Pendant ce temps où le gaz ne brûle pas, il
fuit.

Une contrainte de bon fonctionnement peut être donc d’éviter que le gaz s’accumule, et
d’autres experts (en mécanique des fluides, par exemple) peuvent déterminer que pour que cette
contrainte soit vérifiée, il faut que le gaz ne fuie pas plus d’un vingtième du temps, pour des
intervalles de temps plus grands qu’une minute.

Nous définissons donc les événements suivants :
– Gaz(t) : si le gaz s’écoule au tempst
– Flamme(t) : si une flamme est présente (détectée par des capteurs) au tempst
– Fuite(t) ≡ Gaz(t)∧¬ Flamme(t) : il y a une fuite si le gaz s’écoule mais n’est pas

enflammé.
Avec ces définitions, la contrainte s’écrit :

ℓ≥ 60⇒ 20∗
Z

Fuite≤ ℓ

Maintenant, il faut concevoir le brûleur de telle manière qu’une conséquence de la con-
ception soit le respect de cette contrainte. Par exemple, nous pouvons faire les décisions de
conception suivantes :

– Pour toute période de temps où la contrainte est vérifiée, une fuite de gaz peut être détectée
et stoppée en moins d’une seconde

2(VFuiteW⇒ ℓ≤ 1)

Cette formule nous dit que pour tout sous-intervalle où le gaz fuit sans interruption, ce
sous-intervalle dure moins d’une seconde.
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– Nous pouvons vouloir éviter les fuites, même courtes, tropfréquentes. Donc par exemple,
nous décidons qu’après une fuite, l’écoulement du gaz est stoppé pour 30 secondes au
moins

2(VFuiteW⌢V¬ FuiteW⌢VFuiteW⇒ ℓ≥ 30)

Cette formule nous dit que pour tout sous-intervalle où il y aune alternance entre deux
fuites (le temps où il n’y a pas de fuite est non-nul), alors cesous-intervalle dure plus de
30 secondes.
En effet, chaque côté de l’implication représente le même intervalle. Ce qui signifie que
si une alternance existe, elle doit durer au moins 30 secondes. De plus, la formule est
préfixée par l’opérateur2, ce qui signifie qu’elle doit être vraie pour tout sous-intervalle.
Cela induit que l’intervalle où a lieu l’alternance peut être aussi petit que possible, tant
que l’alternance est présente, alors il doit durer plus que 30 secondes.

Pour vérifier que la conception du brûleur à gaz respecte ses contraintes de fonctionnement,
nous devons donc vérifier que ses propriétés de conception permettent de déduire cette con-
trainte :

2(VFuiteW⇒ ℓ≤ 1)
∧2(VFuiteW⌢V¬ FuiteW⌢VFuiteW⇒ ℓ≥ 30)

⇒
ℓ≥ 60⇒ 20∗

R

Fuite≤ ℓ

Cette formule a été démontrée comme vraie en calcul des durées. Alternativement, obser-
vons également le fait que le brûleur à gaz où le gaz ne s’écoule jamais est également une mise
en oeuvre correcte (mais peu utile en pratique) : il serait donc possible de rajouter une contrainte
de vivacité (le brûleur fonctionne tout de même).

2.3 Calcul des durées avec itération

L’ajout d’un opérateur d’itération à DC a été opéré par Van Hung et Guelev [GH99], avec
des résultats sur la complétude et la décidabilité du système obtenu. DC∗ (DC avec itération)
peut être vu de deux manières :

– En tant que la logique d’intervalle originelle (i.e. avec itération), augmentée avec un
opérateur de durée

– En tant que DC augmenté avec un connecteur d’itération.
Nous avons choisi de présenter la seconde vision car, comme nous le verrons en section 2.3.2,
l’ajout de l’opérateur d’itération se reflète dans le système de preuve par l’ajout d’une règle
d’inférence liée à la notion d’état.

Précisons en premier quel est cet opérateur, ainsi que sa sémantique.

2.3.1 Syntaxe et sémantique

Le connecteur étoile∗ est ajouté aux formules, comme illustré au tableau 2.10.
La signification de cet opérateur correspond intuitivementà l’étoile que l’on rencontre dans

d’autres logiques temporelles :P∗ est vraie siP est vrai un nombre arbitraire de fois en suivant.
Dans le cas de DC, c’est de découpage d’intervalle qu’il s’agit.
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formule : := atome |¬ formule | formule∨ formule | formule⌢ formule
| ∃x. formule |formule∗

atome : := true | X | R(terme,. . .,terme)
terme : := x |ℓ | f(terme,. . .,terme) |

R

etat
etat : := 0 | 1 |S | etat∨ etat |¬ etat

TAB. 2.10 – Syntaxe de DC∗

IF(IT ,VT , [b,e])(P∗) =







b = e
ou ∃t1, . . . , tn, t1 = b, tn = e, t1 < t2 < .. . < tn,∀i ∈ 1..n−1,

IF((IT ,VT , [ti, ti+1])(P)

TAB. 2.11 – Sémantique de l’itération

Usuellement, l’opérateur d’itération n’est pas défini tel quel, mais par le biais d’un opérateur
d’itération bornée, défini de la manière suivante :

– P0 = ℓ = 0
– Pk = P⌢ . . .⌢P

︸ ︷︷ ︸

k fois

, soit encorePk = P⌢Pk−1

À partir de cette itération bornée, la définition de l’itération est :P∗ =
S

n∈N Pn. L’intérêt de
cette définition est de permettre de spécifier la règle d’inférence pour DC∗ présentée en section
suivante.

2.3.2 Système de preuve

Les axiomes ajoutés à DC ont deux objectifs :
– Reprendre la sémantique de l’opérateur d’itération (DC∗1,DC∗2)
– Spécifier la relation entre cet opérateur et les autres connecteurs logiques (DC∗3).

Ces axiomes sont présentés au tableau 2.12.

DC∗1 ℓ = 0⇒ P∗

DC∗2 (P∗⌢P)⇒ P∗

DC∗3

{
((P∗∧Q)⌢true)⇒ ((Q∧ ℓ = 0)⌢true)
∨(((P∗∧¬Q)⌢P)∧Q)⌢true

TAB. 2.12 – Axiomes d’itération

Les règlesDC∗1 etDC∗2 sont à rapprocher de la définition de la répétition :
– DC∗1 : si une formule répétée 0 fois est vraie, alors il existe bienune répétition de cette

formule qui est vérifiée.
– DC∗2 : s’il existe un découpage entre une formule et sa répétitionqui est vérifié, alors il

existe bien une répétition de cette formule qui est vérifiée (l’ancienne avec le découpage
supplémentaire)

L’intuition de DC∗3 est plus difficile à saisir. SoitQ le préfixe d’un intervalle, préfixe qui peut
être découpé en plusieurs sous-intervalles vérifiant chacun P. Alors :
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– SoitQ est vérifié dès le début du sous-intervalle (et donc vérifié pour l’intervalle initial
de longueur nulle)

– Soit il y a un plus petit découpage tel queQ n’est pas vérifié sur celui-ci.
Notons que ces axiomes proviennent d’une traduction d’axiomes similaires provenant d’une
logique proche, la logique dynamique propositionnelle [AGM92]. Plus de détails sur cette tra-
duction se trouvent dans [Gue98].

La règle d’inférence de DC∗ est à rapprocher de celles de DC : si une propriété est vraie
pour un intervalle découpé arbitrairement en des sous-intervalles plausibles (un certain étatS
est toujours vrai ou toujours faux dans chacun de ces sous-intervalles), alors la propriété est
vraie quel que soit l’intervalle de temps. Cette règle d’inférence est présentée au tableau 2.13.

ω ∀k < ω.[(VSW∨V¬ SW)k/A]P
[true/A]P

ω correspond à l’infini des entiers naturels

TAB. 2.13 – Règles d’inférence de DC∗

Les règles d’inférence de DC (tableau 2.9) se basaient sur lacroissance fournie par un seul
découpage. Cette règle-ci permet un raisonnement plus direct sur un découpage arbitraire, grâce
à l’itération bornée.

2.3.3 Intérêt

Ce système de preuve est démontré comme étant correct. En revanche, la complétude est
uniquement démontrée pour une classe de formules appeléesimples, i.e. si une formule appar-
tient à cette classe, alors elle est démontrable dans ce système de preuve. Ces formulessimples
correspondent en pratique à des spécifications de systèmes,ce qui les rend si intéressantes. Plus
de détails se trouvent dans l’article de Van Hung et Guelev[GH99].

Dans le même ordre d’idées, les formules ditessimplesjouissent d’une autre propriété in-
téressante : leur satisfaisabilité est décidable, à condition que les inégalités avecℓ soient des
entiers. Ce résultat, indiqué dans [GH99], est une conséquence de l’équivalence des formules
simples avec un autre formalisme appeléexpressions rationnelles temporisées7, que nous ne
détaillerons pas ici.

Toutes ces propriétés font de DC∗ une logique intéressante pour exprimer la sémantique des
langages de programmation et/ou de spécification.

2.3.4 Exemples

L’exemple suivant de formule avec itération spécifie que tant qu’un événement est vrai (VSW)
alors une certaine variablex est positive ou nulle, et queS est vrai pour un nombre arbitraire
d’intervalles (VSW∗). Alors il est possible d’en déduire quex est toujours positif ou nul :

(VSW∗∧VSW⇒ x≥ 0)⇒ 2(x≥ 0)

Cette formule est représentative des obligations de preuvepour des boucles :VSW∗ signifie
qu’un nombre arbitraire de tours de boucle déclenchant ou maintenant l’événementS a lieu.

7Timed Regular Expressions
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VSW⇒ x≥ 0 spécifie une relation entre cet événementSet une variablex. Ces deux hypothèses
nous permettent de spécifier une propriété de sûreté (x n’est jamais négatif) pouvant correspon-
dre à un invariant de boucle.

DC∗ est efficace pour les répétitions et les intervalles de temps, mais ne permet toujours
pas d’exprimer ce qu’il se passe en des points du temps. La prochaine section présente un
formalisme qui le permet.

2.4 Calcul des durées avec itération, faiblement monotone

Nous avons constaté dans la section précédente, que DC∗ avait des propriétés suffisamment
intéressantes pour permettre d’exprimer la sémantique deslangages de programmation. Cepen-
dant, qu’en est-il des programmes concurrents et de leur composition ? Il arrive fréquemment
qu’un modèle de programme concurrent définisse des points desynchronisation : comment ex-
primer alors ce qu’il se passe en ces points ? Nous avons à disposition deux solutions :

– Utiliser effectivement DC∗ pour exprimer cela : cependant, en pratique, les points de
synchronisation d’un programme concurrent sont des endroits ou peu d’actions sont ef-
fectuées, la majorité du fonctionnement se passant dans lesdifférents processus

– Utiliser une logique qui sépare deux domaines : un domaine où les contraintes temporelles
sont suffisamment importantes pour nécessiter d’être prises en compte, et un domaine
ou les actions sont suffisamment rapides en regard des contraintes temporelles pour être
assimilées à des actions immédiates.

Cette dernière solution s’appelle l’hypothèse du vrai synchronisme8 : cette hypothèse spé-
cifie que certaines actions d’un programme temps-réel sont suffisamment rapides en regard des
délais ou attentes du programme pour que négliger leur tempsd’exécution n’a pas d’impact
sur le modèle du programme. Plus concrètement, si le programme est un système de surveil-
lance d’un capteur, par exemple, on peut considérer que l’envoi des informations est immédiat
par rapport à la période de surveillance du capteur. L’envoides informations peut être com-
pris comme la mise à jour d’une variable, i.e. une simple affectation, par exemple. Dans les
langages de programmation usuels, l’hypothèse du vrai synchronisme s’applique aux simples
affectations.

Partant de l’utilisation de cette hypothèse, il y aura donc des points du temps où plusieurs
actions auront lieu (plusieurs affectations en séquence, par exemple). C’est de ce constat qu’est
né le calcul des durées faiblement monotone, introduit par Pandya et Van Hung [HP98]. Un
opérateur d’itération y a été plus tard ajouté par Siewe et Van Hung [SH01]. Cette logique
permet d’exprimer des propriétés selon leurs contraintes temporelles, mais aussi séquentielle :
ainsi il est possible de spécifier des propriétés limitées à un point précis du temps.

Contrairement aux sections précédentes, où nous présentions les calculs par ajouts succes-
sifs de constructions, nous présentons ici WDC∗ (que nous appellerons parfois simplement
WDC), en commençant par la syntaxe et la sémantique, puis sonsystème de preuve.

8true synchrony hypothesis
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2.4.1 Syntaxe et Sémantique

La syntaxe de WDC∗ change peu par rapport à DC∗. Les changements sont plus visibles au
niveau de la sémantique.

Syntaxe

La syntaxe de WDC∗ est indiquée au tableau 2.14.

formule : := ⌈etat⌉0 | atome |¬ formule | formule∨ formule | formule⌢ formule
| ∃x. formule | formule∗

atome : := true | X | R(réel,. . .,réel) | R(entier,. . .,entier)
reel : := x |ℓ | f(reel,. . .,reel) |

R

état
entier : := k | η | f(entier,. . .,entier)
etat : := 0 | 1 |S | etat∨ etat |¬ etat

TAB. 2.14 – Syntaxe de WDC∗

Ici, les relationsR sont représentées par la même lettre, mais s’appliquent à deux domaines
différents : aux entiers, pour le domaine deη, et aux réels, pour le domaine deℓ. Le contexte
permet de déterminer facilement de quelle relation il s’agit.

Les deux principaux changements par rapport à DC∗ sont l’apparition d’une nouvelle vari-
able spécialeη (modale, elle aussi), et de la possibilité d’exprimer qu’unévénementSest vrai
en un point du temps⌈S⌉0.

La variableη va servir à spécifier une séparation entre deux actions dans une séquence. De
la même manière queℓ sépare deux points du temps de manière continue (si les nombres réels
sont choisis comme domaine),η marque le nombre d’actions séparant deux actions particulières
dans une séquence, d’où l’utilisation de nombres entiers (η est une variable discrète). Pandya
[HP98] parle de séparation dephases. Deux phases successives seront donc séparées parη = 1,
et pourront avoir lieu aussi bien en un point du temps qu’au long d’un intervalle de temps.

La construction⌈S⌉0 est le plus petit intervalle de temps et de phase où il est possible
d’exprimer la validité de l’événementS : il s’agit de l’intervalle de temps nul et de phase nulle,
c’est-à-dire un point unique du temps. La notation du0 en exposant signifie que la phase est
nulle. Les crochets d’intervalle permettent de distinguerqueSest bien un état.

Sémantique

Puisque désormais, en plus des intervalles, il faut compterles phases, le domaine temporel
est changé : il est changé en un domaine qui fait la distinction entre un domaine continu pour
les intervalles, et un domaine discret pour les phases. Nousnoterons le domaine continuR et
le domaine discretN. Nous appellerons le domaine continumacro-tempset le domaine discret
micro-temps.

Nous introduisons les définitions suivantes (provenant de [SH01]) :
– Time⊂R×N

– Wtime= (Time,≪)

– ≪ est l’ordre lexicographique surWtime: (t1, i1)≪ (t2, i2) si

{
t1 < t2
ou t1 = t2∧ i1 < i2
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– Les opérateurs de projection :

{
π1 ∈ Time→ R.π1(T) = {t|(t, i)∈ T}
π2 ∈ Time→ N.π2(T) = {i|(t, i)∈ T}

Des hypothèses supplémentaires sont faites sur l’ordre deWtime:

Monotonie de phaset1 < t2∧ (t1, i1) ∈ Time∧ (t2, i2) ∈ Time⇒ i1≤ i2

Progrès Pour une formule donnée, seul le macro-temps peut augmenterindéfiniment :
π1(Time) = R

Il existe une autre possibilité mentionnée dans [HP98] où lemicro-temps peut augmenter
indéfiniment : cela autoriserait les formules où l’état du système est bloqué en un point
du temps, par exemple.

Fermeture du passéπ2(Time) est fermé à gauche (fermeture inférieure) pour≪ surN. Cela
signifie que pour arriver à une phase donnée, il faut être passé par toutes les phases précé-
dentes.

Les états peuvent donc désormais changer de valeur plusieurs fois en un même point du
temps. Le principe des phases est de pouvoir observer des intervalles de temps où un état est
stable, que cet intervalle de temps soit nul ou non. Pour cela, [HP98] introduit une hypothèse
destabilité de phase. Soit la fonctionPer∈ P (R×N)×N→ P (R) définie par :Per(Time, i) =
{t|(t, i)∈ Time}.

Per représente lapérioded’une phase, c’est-à-dire l’intervalle de macro-temps associée à
cette phase. Elle est utilisée pour spécifier l’hypothèse destabilité de phase qui suit. Soit la
fonction d’interprétation des étatsIS∈ Time→ etat→{0,1}, etSun état :

∀i ∈ π2(Time),∀b,e∈ Per(Time, i),IS(b, i)(S) = IS(e, i)(S)

Cette hypothèse signifie que si un état change, alors les deuxchangements d’états se trou-
veront dans des phases différentes. Cette hypothèse permetd’avoir une granularité très fine dans
l’expression des propriétés.

Maintenant que le problème des changements d’états est traité, il faut adapter cette fonction
θ pour qu’elle puisse être utilisée par l’opérateur d’intégration

R

. Nous ajoutons donc la fonction
partielleICS∈R→ etat→{0,1} :

ICS(t)(S) =

{
IS(t, i)(S) si {i|(t, i)∈ Time} est un singleton
⊥ sinon

Cela signifie que nous pourrons faire une intégration sur un intervalle de temps, à la con-
dition que la phase ne change pas pendant cet intervalle de temps. Armés de ces nouvelles
définitions, nous pouvons maintenant définir la sémantique de WDC∗. Soient les domaines et
les fonctions d’interprétation suivants, modifiés par rapport à la sémantique de DC∗ :

– Interval≡ {[b,e]|b,e∈ Time∧b≪ e} le domaine des intervalles de temps. Ceux-ci sont
désormais définis à la fois sur les intervalles de macro-temps et les phases

– IS∈ Time→ etat→{0,1} définie plus haut
– ICS∈ R→ etat→{0,1} définie plus haut
– VT ∈ terme→R une fonction de valuation
– I terme≡ (terme→R)→ Interval→ terme→R le domaine des fonctions d’interpréta-

tion des termes
– IT ∈ I terme
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– IF ∈ (I terme)→ (terme→ R)→ Interval→ f ormule→ B

La sémantique des formules de WDC∗ est présentée au tableau 2.15.

IS(t)(0) = 0
IS(t)(1) = 1

IS(t)(S) =

{
1 si S est vrai au temps t
0 sinon

IS(t)(S1∨S2) = max(IS(t)(S1))(IS(t)(S2))
IS(t)(¬ S) = 1− IS(t)(S)
IT(VT , [b,e])(x) = x([b,e])
IT(VT , [b,e])(v) = VT(v)
IT(VT , [b,e])(ℓ) = π1(e)−π1(b)
IT(VT , [b,e])(η) = π2(e)−π2(b)
IT(VT , [b,e])( f (x1, . . . ,xn)) = f (IT(VT , [b,e])(x1), . . . ,IT(VT , [b,e])(xn))

IT(VT , [b,e])(
R

S) =
R π1(e)

π1(b) ICS(t)(S)dt

IF(IT ,VT , [b,e])(⌈S⌉0) = IS(b)(S) si b = e
IF(IT ,VT , [b,e])(true) = true
IF(IT ,VT , [b,e])(X) = X([b,e]),
IF(IT ,VT , [b,e])(R(t1, . . . , tn)) = R(c1, . . . ,cn) avecci = IT(VT , [b,e])(ti)
IF(IT ,VT , [b,e])(¬ P) = ¬ IF(IT ,VT , [b,e])(P)
IF(IT ,VT , [b,e])(P1∨P2) = IF(IT ,VT , [b,e])(P1)∨ IF(IT ,VT , [b,e])(P2)
IF(IT ,VT , [b,e])(∃x.P) = IF(IT ,V ′T , [b,e])(P)

pour unV ′T x-équivalent àVT

IF(IT ,VT , [b,e])(P1
⌢P2) = ∃k.b≤ k∧k≤ e

∧IF(IT ,VT , [b,k])(P1)
∧IF(IT ,VT , [k,e])(P2)

IF(IT ,VT , [b,e])(P∗) =







b = e
ou ∃t1. . . . , tn, t1 = b, tn = e, t1 < t2 < .. . < tn,

∀i ∈ 1..n−1,IF(IT ,VT , [ti, ti+1])(P)

TAB. 2.15 – Sémantique de WDC∗

Cette sémantique illustre l’existence de deux domaines orthogonaux du temps :
– Un temps dense, ou macro-temps (modélisé parR) : ℓ représente un intervalle de temps,

i.e. la distance entre deux points du temps
– Un temps « logique», ou micro-temps (modélisé parN) : η représente un nombre de

phases, i.e. le nombre de phases d’état du système entre deuxphases données.
Cela permet donc d’exprimer des évolutions du système imperceptibles temporellement, i.e. qui
peuvent avoir lieu en un point donné du macro-temps.
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Notations additionnelles

Nous introduisons également les définitions et notations suivantes, qui permettent d’affiner
la spécification de propriétés en macro et micro-temps, au tableau 2.16. Ces notations seront
beaucoup utilisées lors de la définition de la sémantique temporelle des substitutions B du
chapitre 4.

Pti ⌈1⌉0 une phase réduite à un point de temps (l’inter-
valle et la phase sont nuls)

Exti ¬ Pti une évolution (de macro-temps ou de micro-
temps)

Ptl ℓ = 0 un point du temps (pouvant contenir plusieurs
phases)

Extm ¬ Ptl un intervalle de temps (pouvant contenir
plusieurs phases)

Unit Exti ∧¬ (Exti⌢Exti) une et une seule phase, de macro-temps nul
⌈P⌉ ¬ (Exti⌢⌈¬ P⌉0⌢Exti) P est vrai pour toute cette phase strictement
⌈P⌉1 ⌈P⌉0⌢Unit P est vrai au début de cette phase
VP⌉ ⌈P⌉0⌢⌈P⌉ le préfixe de cette phase voitP vrai
VP⌉− VP⌉∨⌈⌉ le préfixe de cette phase voitP vrai, ou bien l’in-

tervalle (de phase) est nul, i.e. la phase est inex-
istante

VP⌉+ VP⌉∨⌈P⌉0 le préfixe de cette phase est vraie, ou alors cette
phase est réduite à un point du macro-temps

VPW ⌈P⌉0⌢⌈P⌉⌢⌈P⌉0 toute cette phase voitP vrai, y compris au début
et à la fin

VPW− VPW∨⌈⌉ toute cette phase voitP vrai, ou cette phase est
inexistante

VPW+ VPW∨⌈P⌉0 toute cette phase voitP vrai, ou bien est réduite
à un point du macro-temps

TAB. 2.16 – Notations additionnelles pour WDC∗

Quelques commentaires additionnels sur le tableau 2.16 peuvent aider à la compréhension
de l’utilité de certaines de ces définitions. Supposons un intervalle[b,e] ∈ Interval :

– Unit signifie effectivement une et une seule phase de macro-tempsnul car si nous l’ex-
pansons selon la sémantique de WDC∗, nous obtenons :

b 6= e∧¬ (∃k∈ [b,e],b 6= k∧k 6= e)

⇒







(π1(b) 6= π1(e)∨π2(b) 6= π2(e))

∧∀k∈ [b,e],

(
π1(b) = π1(k)∧π2(b) = π2(k)
∨π1(k) = π1(e)∧π2(k) = π2(e)

)

Ensuite faisons un rapide raisonnement par cas informel :
– Si π1(b) = π1(e) : alors il faut que pour tout point du macro-temps dans[π2(b),π2(e)]

soit ou bien égal àπ2(b), ou bien égal àπ2(e). Ce n’est possible que siπ2(b) = π2(e),
mais cela rendrait la formule fausse
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– Si π1(b) <= π1(e) + 2 : cette fois il est possible de trouver unk (= π1(b) + 1, par
exemple) qui ne soit égal à aucun des bords d’intervalle de phase, donc ici aussi la
formule est fausse.

– Resteπ1(b)+1 = π1(e), i.e. il y a exactement une phase :
– Si π2(b) = π2(e) : alors effectivementπ2(k) sera égal aux deux extrémités de l’in-

tervalle de macro-temps, donc la formule est vraie
– Si π2(b) 6= π2(e) : d’après la formule il faut absolument que dans tous les cas,π2(k)

soit égal à l’une des deux extrémités. Seulement la densité du domaine de macro-
temps l’interdit. Donc ce cas est impossible.

Comme nous le pouvons voir, l’interprétationUnit correspond bien à la description que
nous en avons faite.

– De la même manière,⌈P⌉ a pour interprétation :∀k,b < k∧ k < e⇒ θ(P)(k) ce qui
signifie queP est vraià l’intérieur de l’intervalle[b,e], c’est-à-dire qu’on ne sait pas s’il
est vrai aux extrémités.

2.4.2 Système de preuve

L’introduction d’une nouvelle variableη déterminant les intervalles de micro-temps fait que
désormais chaque intervalle est déterminé par au moinsℓ et η. Certains axiomes ne changent
pas (ceux qui concernent uniquement⌢, par exemple), d’autres sont adaptés ou ajoutés pour
refléter l’introduction deη dans la logique. Ils sont illustrés au tableau 2.17.

Les axiomes de DC oùℓ seul était présent sont adaptés pour prendre également en compte
l’intervalle de phaseη (WDC∗1,L1l par exemple). Il y a également duplication des axiomes
décrivantℓ, pourη, puisque celui-ci jouit de propriétés similaires (L2η par exemple). L’axiome
supplémentaireAXM permet de donner des informations sur un intervalle de macro-temps nul :
en effet celui-ci peut contenir plusieurs phases discrètesde micro-temps (tout sous-intervalle
d’un intervalleℓ = 0 correspond soit à une absence de phase, soit à un sous-intervalle de macro-
temps nul qui commence et termine par une phase).

Les règles d’inférence de ce système sont indiquées au tableau 2.18. Chacune des règles
IRWDC∗r de ce tableau possède une règle symétriqueIRWDC∗l . De la même manière que
IRWDC1r définit l’induction sur le sous-intervalle droit,IRWDC1l définit l’induction sur le
sous-intervalle gauche. Il en va de même pourIRWDC2r et IRWDC3r .

Sans surprise, les règles d’inférence définissent plusieurs styles d’induction selon les dif-
férent cas : intervalle de macro-temps non-nuls, phases, etphases sur un intervalle de macro-
temps nul.

Nous allons voir dans la section suivante quelle est l’utilité d’un système logique aussi
complexe.

2.4.3 Intérêt

Puisque WDC∗ permet d’exprimer des propriétés aux points d’intervalle,nous pouvons l’u-
tiliser comme sémantique d’un langage de programmation, comme nous l’avions indiqué en
début de section. Des exemples appliqués à un langage proposant la concurrence avec partage
de variables, ou d’une version temporisée de CSP, se trouvent dans [HP98].
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A0 ℓ≥ 0∧η≥ 0
A1l ((P⌢Q)∧¬ (P⌢R))⇒ (P⌢(Q∧¬R))
A1r ((P⌢Q)∧¬ (R⌢Q))⇒ ((P∧¬ R)⌢Q)
A2 (P⌢Q)⌢R⇔ P⌢(Q⌢R)
Rl P⌢Q⇒ P si P est rigide
Rr P⌢Q⇒Q si Q est rigide
Bl ((∃x)P)⌢Q⇒ (∃x)((P)⌢Q) si x n’est pas libre dans Q
Br (P)⌢(∃x)Q⇒ (∃x)((P)⌢Q) si x n’est pas libre dans P
Point Pti⇔ η = 0∧ ℓ = 0
L1l (ℓ = x∧η = k)⌢P⇒¬ ((ℓ = x∧η = k)⌢¬ P)
L1r P⌢(ℓ = x∧η = k)⇒¬ (¬ P⌢(ℓ = x∧η = k))
L2ℓ x≥ 0∧y≥ 0⇒ ((ℓ = x+y)⇔ (ℓ = x⌢ℓ = y))
L2η i ≥ 0∧ j ≥ 0⇒ ((η = i + j)⇔ (η = i⌢η = j))
L3l P⇒ P⌢Pti
L3r P⇒ Pti⌢P
AXM ℓ = 0⇒ 2(Pti ∨ ((Unit⌢true)∧ (true⌢Unit)))
Q ∀x.P(x)⇒ P(t) si t est libre pour x dans P, et t est rigide ou P sans coupure
WDC∗1 Pti⇒ P∗

WDC∗2 (P∗⌢P)⇒ P∗

WDC∗3

{
(P∗∧Q⌢true)⇒Q∧ (Pti⌢true)
((P∗∧¬Q⌢P)∧Q)⌢true

TAB. 2.17 – Axiomatique de WDC∗

Les nombreux axiomes et règles de WDC∗ le rendent difficile à implémenter dans un outil
de preuve, en vue de prouver la correction d’un programme parexemple. Posons-nous la ques-
tion suivante : nous voulons prouver des programmes temps-réels, avons-nous donc besoin de
savoir ce qui se passe en tous les points du temps ? Non, pour unprogramme, ce sont les in-
tervalles de macro-temps (les contraintes temporelles de la spécification initiales) qui nous in-
téressent.

Donc, sachant que nous avons une sémantique WDC∗ d’un langage, comment pouvons-nous
obtenir, pour une formule donnée, l’équivalent débarrassédes phases ? La réponse, indiquée
également dans [SH01], est l’utilisation d’un opérateur deprojection. Cet opérateur fera une
abstraction sur les intervalles de micro-temps pour permettre d’obtenir une formule de DC∗.
Soit Π cet opérateur de projection définit au tableau 2.19.

La définition de cet opérateur est intuitive, pour la plupartdes cas. Les cas plus subtils sont
les suivants :

– Π(R(entier,entier)) : comme nous oublions les contraintes de phase, le fait que deux
phases données soient en relation n’a plus d’importance

– Π(⌈S⌉0⌢Unit) : ceci signifie que notre étatSest valable juste avant une phase d’intervalle
de macro-temps nul. Cela signifie queSest vrai au moins pourℓ = 0, doncSest vrai au
moins pour une itération nulle deVSW. Seulement, comme il est possible que cette formule
soit incluse dans un intervalle plus grand, il est possible en fait queS soit vrai pour un
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Les règles d’inférence de DC restent valides :

IRWDC1r
H(⌈⌉) H(X) ⊢ H((X∨ (X⌢⌈S⌉)∨ (X⌢⌈¬ S⌉)))

H(true)
L’induction est basée sur les phases des intervalles :

IRWDC2r
H(η = 0) H(X) ⊢ H(X∨ (X⌢η = 1))

H(true)
L’induction est restreinte à un intervalle-point :

IRWDC3r
H(Pti) H(X∧ ℓ = 0) ⊢ H(X∧ ℓ = 0∨ (X∧ ℓ = 0⌢Unit))

H(ℓ = 0)

WDCω
∀k < ω.[(VSW∨V¬ SW)k/A]P

[true/A]P

TAB. 2.18 – Règles d’inférence de WDC∗

Π(⌈S⌉0) ≡ ℓ = 0
Π(⌈S⌉0⌢Unit) ≡ VSW∗

Π(R(entier,entier)) ≡ true
Π(R(reel, reel)) ≡ R(reel, reel)
Π(P∧Q) ≡ Π(P)∧Π(Q)
Π(∃x.P) ≡ ∃x.Π(P)
Π(P⌢Q) ≡ Π(P)⌢Π(Q)
Π(P∗) ≡ (Π(P))∗

TAB. 2.19 – Projection de WDC∗ vers DC∗

temps plus grand, d’où l’utilisation de l’itération : en effet dans ce cas, l’intervalle de
temps oùS est vrai devient morcelable arbitrairement, ce qui correspond à la définition
de l’itération.

Cet opérateur définit bien une projection :

(Time,θ, [b,e]) � P⇒ (π1(Time),θπ1, [π1(b),π1(e)]) � Π(P)

Pour tout modèle dans WDC∗ d’une formuleP, son projeté sur le macro-temps est un mod-
èle dans DC∗ de Π(P). Il a également la propriété de monotonicité : Si dans WDC∗ P⇒ Q,
alorsΠ(P)⇒Π(Q) (il suffit d’appliquer la définition deΠ).

De cette manière nous disposons d’un moyen pour obtenir les propriétés en macro-temps
d’un programme, si la sémantique de celui-ci est définie par WDC∗.

2.4.4 Exemples

Les quelques formules suivantes aident à donner l’intuition de l’utilisation de WDC∗ :

– ℓ≥ 1⇒ η≥ 1000 : en une seconde il y a au moins 1000 phases par lesquellesle système
peut passer. Bien entendu, comme ici les phases en question ne sont pas spécifiées, ce
qu’il se passe peut correspondre à «ne rien faire»

46



2.5. Conclusion

–
ℓ = 1∧ (((η = 1∧⌈P⌉)⌢(η = 1∧⌈¬ P⌉))∗

⇒
η≤ 1000∧ ((η = 1∧ ℓ≥ 0.001∧⌈P⌉)⌢(η = 1∧ ℓ≥ 0.001∧⌈¬ P⌉))∗

Si il y a plusieurs alternances d’étatsP consécutives pendant une seconde, alors il y en a
au plus 1000, et chaque alternance dure au moins 2 millièmes de secondes (un millième
pourP et un millième pour¬ P).

– {
Unit⌢⌈x = 1⌉0⌢Unit⌢⌈y = 0⌉0

∨Unit⌢⌈y = 0⌉0⌢Unit⌢⌈x = 1⌉0

Il s’agit du genre de formule que l’on est susceptible de retrouver pour la sémantique de
programmes concurrents. Soit le programmex := 1‖y := 0 qui metx à 1 et en parallèle
y à 0, alors en pratique les instructions seront ordonnancéesde telle manière que soit ce
sera d’abordx qui est mis à jour et ensuitey, ou bien le contraire. LeUnit avant chaque
mise à jour de variable sert à indiquer que l’affectation correspond à un changement de
phase : cela permet d’ordonnancer les différentes instructions du programme selon les
différentes phases.

2.5 Conclusion

Comme nous avons pu le constater, le panel de l’expressivitéde DC et de ses extensions
est particulièrement large. Rappelons la possibilité d’exprimer l’ordre supérieur [ZGN99], des
intervalles de temps infinis[ZWR95], par exemple, à l’aide d’autres extensions de DC. Simi-
lairement, il n’est pas nécessaire que DC soit basé sur la logique d’intervalle. Il peut être basé
sur la logique de voisinage[ZH98].

Dans cette profusion de logiques, toutes avec des propriétés plus ou moins proches, la ques-
tion du choix est légitime : avons-nous choisi la bonne logique pour exprimer les propriétés
de ma modélisation ? Et la réponse ici est rassurante : il est possible d’unifier beaucoup de
ces extensions. En effet, He [HJ04] introduit une logique temporelle dans laquelle peuvent
s’exprimer les logiques temporelles suivantes : la logiquede voisinage[ZH98], DC∗, DC à l’or-
dre supérieur[ZGN99], DC avec découpage super-dense [ZL94], le calcul des durées récursif
[PR95].

En guise de conclusion, nous pouvons donc dire que grâce à ce dernier travail d’intégration,
tout travail utilisant un calcul de durées a donc de fortes chances d’être adaptable à une logique
temporelle plus expressive, comme l’une de celles mentionnée ci-avant. Une conséquence de
cela est que si un outil existe pour cette logique plus expressive, il pourra être utilisé avec des
travaux utilisant la logique moins expressive. Cela facilitera d’autant des extensions séman-
tiques, des preuves plus simples de propriétés,etc.

Maintenant que nous avons présenté en détail les logiques temporelles que nous allons
utiliser, le chapitre suivant est consacré au langage de modélisation que nous utilisons.
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Quelques-unes des méthodes présentées en section 3.3 ont fait l’objet d’une étude de com-
patibilité avec un modèle de passage à niveau en B obtenu à partir d’une spécification UML,
dans notre article co-écrit avec Marcano [MCM04].

3.1 Présentation de la méthode B

Cette section présente B en mettant l’accent sur ses aspectsles plus pertinents : après un
rapide historique et un rappel de ses caractéristiques les plus remarquables, nous présentons le
coeur du langage B et sa sémantique en transformateurs de prédicats.

3.1.1 Historique

Les idées qui président à la fondation de la méthode B remontent à la première moitié de
la décennie 1980-1990 : Jean-Raymond Abrial avait proposé auparavant une notation appelée
Z [Abr74], servant à spécifier de manière mathématique, via la théorie des ensembles et la
logique du premier ordre, un système informatique. Cherchant à aller plus loin, il a conçu la
méthode B [Abr84b, Abr84a, Abr88] pour pouvoir développer un logiciel de manière correcte
et sûre. La totalité des idées présentant la méthode B dans ses plus infimes détails est regroupée
dans le B-Book[Abr96a]. Notons que le nom de «B» a été choisi pour rendre hommage aux
mathématiciens qui ont repensé les mathématiques à partir du début du vingtième siècle et
qui signaient sous le pseudonyme commun deNicolas Bourbaki. Les travaux de ce «groupe
Bourbaki» continuent encore aujourd’hui.

La méthode B a été utilisée pour démontrer son efficacité sur des études de cas non-triviales,
comme un système de contrôle de chaudière [Abr96c] ou un système banquaire [Büc98]. Elle
a été également utilisée dans la spécification de systèmes industriels critiques, comme le coeur
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logiciel d’un métro automatisé [BBFM99]. Elle sera par ailleurs réutilisée pour la modernisation
d’une ligne de métro de la même compagnie (Régie Autonome desTransports Parisiens), avec
l’expertise de l’entreprise (Siemens Transportation Systems) qui a réalisé la spécification du
métro automatisé, METEOR, la première fois. La méthode B est, de manière plus générale,
essentiellement utilisée dans l’industrie ferroviaire [BDM97].

Puisque la méthode B a un tel succès, quelles sont les caractéristiques qui la rendent si
attrayante ?

3.1.2 Principales caractéristiques

La méthode B permet de spécifier et de vérifier la correction d’un logiciel depuis sa spécifi-
cation mathématique abstraite, jusqu’au code informatique correspondant, généré automatique-
ment. Cette correspondance est garantie par des mécanismesde preuve validant le passage d’une
spécification abstraite à une spécification plus concrète. Ce passage de l’abstrait au concret est
appeléraffinement.

L’abstraction utilisée pour spécifier les composants B se base sur la théorie des ensembles et
la logique du premier ordre, pour spécifier les propriétés statiques, et un langage de substitutions
pour spécifier les propriétés dynamiques des machines. Un composant B est la donnée d’une
machine abstraite qui spécifie les propriétés du composant,et de ses raffinements.

Pour rester très schématiques, nous dirons que les machinesB sont définies par les classes
de clauses suivantes :

– Des clausesVARIABLESet INITIALISATION , définissant les variables représentant l’état
de la machine l’état initial de la machine, respectivement

– Une clauseINVARIANT, un prédicat qui définit les conditions de sûreté de la machine
– Une clauseOPERATIONSdéfinissant les changements d’état possibles pour cette machine.
Une machine B peut également utiliser d’autres machines B, via des clauses de modularité

INCLUDES ou IMPORTSqui rendent accessibles les entités des machines. Les variables sont
accessibles en lecture, et ne peuvent être modifiées que via l’appel des opérationsad hoc. Des
clauses de modularitéSEESpermettent de référencer les variables d’une autre machine, mais en
lecture seulement, i.e. les opérations qui modifient les variables ne peuvent pas être appelées. Il
existe d’autres clauses de modularité, mais il est préférable pour notre discours de s’en tenir là :
des descriptions détaillées de la modularité de B et de ses extensions possibles se trouvent dans
[BPR96, PR98, Pet03].

Enfin, une machine B peut être le raffinement (REFINEMENT) d’une autre machine B : le
but est alors de réduire l’indéterminisme de la machine plusabstraite, ainsi que de changer la
représentation de l’état. L’idée dans un projet B est de constituer une chaîne de raffinements,
lesquels «déterminisent» à chaque fois un peu plus le raffinement précédent et rendent l’état
plus facile à manipuler pour un programme informatique (parexemple la transformation de cer-
taines fonctions en tableaux), pour arriver à l’implémentation (IMPLEMENTATION) qui définira
un pseudo-code suffisamment déterminisé pour être traduit sous forme de code informatique.

Après cette étape d’implémentation vient l’étape de génération de code (C ou Ada, par
exemple), que nous ne détaillerons pas ici, et qui est elle aussi décrite dans la thèse de Dorian
Petit[Pet03]. Nous décrivons dans les sections suivantes les substitutions du langage B, la notion
de raffinement en B, et les contraintes sur les machines B pourdémontrer qu’elles sont correctes.
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Nous illustrons l’organisation d’une machine B représentant une horloge (reprise d’un ex-
emple de Dominique Cansell) précise aux heures près, en figure 3.1.

MACHINE
Clock

VARIABLES
hour

INVARIANT
hour∈ 0.. 23

INITIALISATION
hour :∈ 10.. 16

OPERATIONS
tick =

IF
hour=23

THEN
hour :=0

ELSE
hour :=hour+1

END

END

FIG. 3.1 – Un exemple de machine B

Cette machine spécifie un état conservant les heures (hour ), initialisé à la mise en route
de l’horloge à un nombre entre 10 et 16. Cela spécifie par exemple que l’horloge sera forcé-
ment mise en route pendant ces heures. La condition de sûretépour que l’horloge fonctionne
correctement, est que les heures affichées restent bien entre 0 et 23. Enfin une opérationtick
permet de faire avancer l’heure : cette opération pourra parexemple être appelée par un com-
posant lorsqu’un cristal de quartz aura oscillé un certain nombre de fois, comme cela est fait
dans les montres à quartz.

3.1.3 Substitutions

Le langage des actions de B est défini à partir d’un noyau d’instructions, les GSL (Langage
des Substitutions Généralisées). il s’agit d’instructions dont la sémantique est définie en plus
faible précondition : si une substitutionS doit établir une postconditionP, quelle est l’état
sine qua nondans lequel doit se trouver notre système pour que cette postcondition soit vraie
après application de la substitution ? Cette plus faible précondition est notée[S]P. Les règles
d’application d’une substitution à un prédicat pour calculer la plus faible précondition sont
indiquées en figure 3.2.

Faisons quelques remarques supplémentaires :
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Nom S [S]P

skip skip P
affectation x := E P[E/x]
affectation multiple x,y := E,F P[E/x,F/y]
précondition g|S g∧ [S]P
garde g =⇒ S g⇒ [S]P
séquence S;T [S]([T]P)
choix borné S[]T [S]P∧ [T]P
choix non borné @x.S ∀x.[S]P
parallèle S‖T transformé en affectation multiple par l’utilisa-

tion de règles de réécriture
WHILE C I ∧C⇒ [S]I

boucle DO S I ⇒V ∈N

VARIANT V I ∧C⇒ [n := V][S](V < n)
INVARIANT I I ∧¬C⇒ P

END

FIG. 3.2 – Substitutions généralisées et sémantique en transformateur de prédicat

– Nous utilisons le termesubstitutionpour désigner à la fois une substitution généralisée,
et une instruction du langage B. Nous pourrons utiliser aussi le termeGSLplutôt que
substitutions.

– Pour toutes les substitutions indiquées en figure 3.2, il s’agit de la plus faible précon-
dition, sauf pour la boucle. En ce qui concerne celle-ci, lesformules indiquées servent
à vérifier que l’invariant est suffisamment expressif pour vérifier P. Il s’agit donc plutôt
d’une précondition suffisamment expressive, plutôt qu’uneplus faible précondition.

La sémantique en transformateurs de prédicats provient d’une extension des triplets de
Hoare [Hoa69] par Dijkstra [Dij75]. Des structures de contrôles complexes peuvent être con-
struites à partir de ces transformateurs de prédicats, telsle if-then-else à partir d’un choix
borné et de gardes. Cette apparente austérité confère aux GSL deux avantages :

– La sémantique en transformateurs est plus concise et plus simple à formuler pour le jeu
réduit des GSL, qu’elle le serait pour toute la syntaxe de B

– Le comportement d’un composant B est définissable de manière encore plus abstraite.
Par exemple, le choix borné spécifie deux chemins que peut prendre le programme, sans
discrimination : il pourra être déterminisé (via raffinement) en ajoutant des gardes. Cet
ajout de gardes peut correspondre par exemple à des états de la machine qui ne sont pas
censés être connus à l’extérieur de cette machine.

Nous introduisons également les prédicats permettant de vérifier certaines propriétés des
substitutions :

Terminaison : trm(S)≡ [S](x= x) : ce prédicat représente l’espace des états pour queSpuisse
établir une postcondition.

Prédicat avant-après: prdx(S)≡¬ [S](x′ 6= x) : ce prédicat caractérise la modification parSde
la variablex. Le x′ représente la valeur de la variablex après évaluation deS, par rapport

55



Chapitre 3. Méthode B et temporalité

à sa valeur de départ.

Toute substitution peut être décrite en termes detrm et prd. Pour pouvoir faire le lien entre
les GSL et la syntaxe B usuelle, nous indiquons en figure 3.3 lamanière dont s’écrivent les
substitutions de B avec les GSL.

Nous disposons jusqu’ici de mécanismes qui permettent de démontrer la validité de n’im-
porte quel programme. Est-ce seulement faisable en pratique ? Il peut devenir rapidement très
difficile de spécifier un système suffisamment complexe à l’aide d’une simple machine B. Donc
pour simplifier la spécification et la rendre plus progressive, la méthode B introduit un mécan-
isme permettant de spécifier incrémentalement un système, présenté en section suivante.

3.1.4 Raffinement

Le raffinement d’une machine par une autre permet de déterminiser, de préciser deux aspects
de la machine : son état, et son comportement dynamique.

Lors du raffinement, l’état de la machine peut être détaillé en précisant avec une granularité
plus fine les variables de la machine, ou en ajoutant de nouvelles variables. De manière duale, le
comportement dynamique de la machine est précisé en modifiant les opérations conformément
aux anciennes et nouvelles variables. La figure 3.4 illustreun raffinement de notre machine
Clock de la figure 3.1.

Ce raffinement appelle à plusieurs commentaires :
– Le raffinement définit une nouvelle variableh : comme les heures ont un comportement

plus précis dans le raffinement (à cause de l’initialisation), alors il est nécessaire de définir
cette nouvelle variable. Ensuite il est nécessaire de spécifier quelle est la relation entreh
et hour : le prédicathour= h est ditde collage, car il fait la relation entre les états de la
machine abstraite et ceux du raffinement.

– L’initialisation dans le raffinement est plus précis : l’heure qui auparavant pouvait être
initialisée entre 10 et 16, est désormais initialisée à 11

– Le raffinement ajoute une variableminute qui permettra de préciser à quel moment la
variable des heures changera

– L’opérationtick est modifiée pour exprimer le changement d’état de la machinelorsque
cette opération est appelée. Or nous nous rendons compte quecette fois-ci, lorsque l’opéra-
tion tick est appelée, la variable des heures ne change pas forcément.Donc l’opération
de la machine abstraite n’était pas correcte : il nous faut désormais spécifier que les heures
peuvent ne pas changer. La machine abstraite est corrigée dans ce sens.

De par l’obligation pour le raffinement d’être plus précis (plus exactement, «moins indéter-
ministe») que la machine qu’il raffine, il se constitue donc en B une chaîne de raffinements pour
une machine donnée. Cette chaîne de raffinements est complétée par son composant le plus
déterministe, l’implémentation. L’implémentation est lamachine B dont le code sera traduit
vers un autre langage, comme le C ou Ada. Ce déterminisme de lamachine, est assuré par l’in-
terdiction de certaines constructions non-déterministes(telles que le choix borné, la substitution
parallèle) dans le code de l’implémentation.

La machine B et son raffinement, présentés en figure 3.4, sont corrects : la méthode B définit
en effet des formules à démontrer, appeléesobligations de preuve, pour les machines abstraites,
leurs raffinements, et leurs implémentations, et ce pour assurer la correction du projet B. Ces
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PRE P
THEN S
END

P|S

CHOICE
S

OR
T

END

S[]T

IF P
THEN S
ELSE T
END

P =⇒ S[]¬ P =⇒ T

SELECT
WHEN P THEN S
...
WHEN Q THEN T
ELSE R

P =⇒ S[] . . . []Q =⇒ T[]R

VAR x IN
S

END
@x.S

ANY x
WHERE P
THEN

S
END

@x.P =⇒ S

x:(P) @x′.[x,x0 := x′,x]P =⇒ x := x′

x::E @z.z∈ E =⇒ x := z

FIG. 3.3 – Correspondance des substitutions B avec les substitutions généralisées
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MACHINE
Clock

VARIABLES
hour

INVARIANT
hour∈ 0.. 23

INITIALISATION
hour :∈ 10.. 16

OPERATIONS
tick =

CHOICE
IF

hour=23
THEN

hour :=0
ELSE

hour :=hour+1
END

OR
skip

END

END

REFINEMENT
Clockhm

REFINES
Clock

VARIABLES
h,minute

INVARIANT
minute∈ 0.. 59∧h=hour

INITIALISATION
h:=11
|| minute :∈ 0.. 45

OPERATIONS
tick =

IF
minute=59

THEN
IF

h=23
THEN

h:=0
|| minute:=0
ELSE

h:=h+1
|| minute:=0
END

ELSE
minute:=minute+1

END

END

FIG. 3.4 – Une machine B et un raffinement possible
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formules sont présentées dans la section suivante.

3.1.5 Obligations de preuve

Le mécanisme des obligations de preuve peut se résumer ainsi:
– L’invariant de machine doit être vrai quel que soit l’état de la machine.

– Il doit donc être vérifié à l’initialisation de la machine
– Il faut aussi vérifier que si la machine est dans un état correct (l’invariant est vrai), alors

toute opération de cette machine maintient celle-ci dans unétat correct.
– Le raffinement de machine doit vérifier lui aussi les mêmes contraintes pour l’invariant,

avec la contrainte que la nouvelle machine soit au pire, aussi non-déterministe, au mieux,
moins non-déterministe (donc, plus déterministe), que la machine qu’elle raffine.
– Cela signifie que l’initialisation du raffinement ne doit pas se situeren dehorsdes états

d’initialisation de la machine raffinée : l’initialisationn’est pas moins déterministe que
celle de la machine raffinée.

– Pour chaque opération raffinée, il faut également vérifier que le code de l’opération
dans le raffinement ne permet pas d’arriver dans un état au-dehors de l’état correct de
la machine abstraite.

Ces dernières obligations de preuve n’assurent pas que le raffinement sera plus déter-
miste : simplement que ses états sont inclus dans les états dela machine abstraite. Cela
correspond à la contrainte, indiquée plus haut, que la machine doit au mieux amoindrir le
non-déterminisme de la machine raffinée.

Donc un raffinement ne peut pas accepter «plus» d’états que lamachine abstraite correspon-
dante : c’est ce qui garantit qu’un raffinement peut être utilisé en lieu et place de la machine
qu’il raffine. In fine, ce sera donc l’implémentation qui vérifiera les spécifications de la machine
abstraite : nous sommes donc certains que le code traduit de l’implémentation fera ce pour quoi
il a été spécifié (en supposant que cette étape de traduction est sûre elle aussi).

La figure 3.5 présente des schémas de machines et de raffinements.
Les obligations de preuve des machines de la figure 3.5 sont indiquées en figure 3.6. Nous

les explicitons en nous focalisons sur le rôle joué par chacun des buts à prouver :
– [U1]I1 : la plus faible préconditionU1 pour établirI1 est-elle toujours vraie ? En d’autres

termes, est-ce que les valeurs initiales établissent l’invariant dans tous les cas ?
– I1∧Q1⇒ [V1]I1 : Si nous plaçons la machine dans un état où l’invariant est vérifié, et

l’opérationop1 appelée dans ses conditions de définitions, est-ce suffisantpour garantir
queV1 établit l’invariantI1 ?

– [Un]¬ [Un−1]¬ In :
– ¬In est l’ensemble des états interdits à la machine
– [Un−1]¬ In représente les états initiaux incohérents de la machine abstraiteMn−1

– ¬ [Un−1]¬ In est l’ensemble des initialisations de la machine raffinée qui garantissent
que le raffinement est dans un état cohérent

– Donc [Un]¬ [Un−1]¬ In est l’ensemble des initialisations du raffinement qui sont in-
cluses dans les initialisations de la machine raffinée garantissant un état cohérent pour
le raffinement

En d’autres termes, l’initialisation du raffinement est moins imprécise que celle de la
machine raffinée, et est correcte car vérifie l’invariant du raffinement.
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MACHINE M1(X1,x1)
CONSTRAINTS C1

SETSS1;T1 = {a1,b1}
CONSTANTS c1

PROPERTIES P1

VARIABLES v1

INVARIANT I1
INITIALISATION U1

OPERATIONS

u1←− op1(w1)≡
PRE Q1

THEN V1

END ;

. . .
END

REFINEMENT Mn(X1,x1)
REFINES Mn−1

SETSSn;Tn = {an,bn}
CONSTANTS cn

PROPERTIES Pn

VARIABLES vn

INVARIANT In
INITIALISATION Un

OPERATIONS

u1←− op1(w1)≡
PRE Qn

THEN Vn

END ;

. . .
END

FIG. 3.5 – Schéma de machines B

Soient les formules additionnelles suivantes :
Ai ≡ Xi ∈ P1(INT)
Bi ≡ Si ∈ P1(INT)∧Ti ∈ P1(INT)∧T = {a,b}∧a 6= b

A1∧B1∧C1∧P1∧
⇒
[U1]I1

Initialisation de M1

A1∧B1∧C1∧P1∧ I1∧Q1

⇒
[V1]I1

Opération op1 deM1

A1∧B1∧ . . .∧Bn∧
C1∧P1∧ . . .∧Pn∧
⇒
[Un]¬ [Un−1]¬ In

Initialisation du raffinement Mn

A1∧B1∧ . . .∧Bn∧
C1∧P1∧ . . .∧Pn∧
I1∧ . . .∧ In∧Q1∧
⇒
Qn∧ [[u1 := u′1]Vn]¬ [Vn−1]¬ (In∧u1 = u′1)

Opération op1 du raffinement Mn

FIG. 3.6 – Obligations de preuve pour la figure 3.5
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Pour clarifier les explications, l’obligation de preuve pour le raffinement d’une opération
est scindée en deux parties :

– I1∧ . . .∧ In∧Q1 ⇒ Qn : cette formule garantit que les états de départ autorisés pour
l’opération raffinante contient au moins les états de départautorisés de la machine ab-
straite. Elle permet de garantir qu’il est possible d’appeler l’opération raffinante à la place
de l’opération abstraite

– I1∧ . . .∧ In∧Q1⇒ [[u1 := u′1]Vn]¬ [Vn−1]¬ (In∧u1 = u′1) :
– ¬ (In∧u1 = u′1) correspond aux états incohérents du raffinement, en termes d’invariant

et de valeur calculée
– [Vn−1]¬ (In∧u1 = u′1) sont les états permettant d’arriver dans un état incohérentou de

calculer une mauvaise valeur en activant l’opération raffinée
– ¬ [Vn−1]¬ (In∧u1 = u′1) sont donc les états garantissant que l’opération raffinée laisse

le raffinement dans un état cohérent et fait un calcul correct
– [[u1 := u′1]Vn]¬ [Vn−1]¬ (In∧ u1 = u′1) correspond donc aux états de la machine raf-

finée qui garantissent d’arriver après exécution de l’opération raffinante dans un état
où l’opération raffinée établira un état cohérent pour le raffinement, et produira un cal-
cul correct.

En d’autres termes, l’opération raffinante est aussi (voireplus) précise que l’opération
qu’elle raffine, et est correcte puisqu’elle conserve l’invariant de machine et produit un
résultat similaire à l’opération qu’elle raffine.

La théorie des ensembles et le calcul des prédicats, utilisés par B pour la modélisation des
propriétés, semble suffisamment puissante pour exprimer laplupart des problèmes. Cependant,
la mise en pratique pose quelques problèmes, que nous illustrons par deux exemples concrets :

Premier exemple Lorsque nous reprenons l’exemple de la figure 3.4, nous voyons que nous
avons dû modifier une opération la machine abstraite pour «préparer» l’introduction d’un com-
portement qui n’est pas visible dans l’abstraction mais l’est dans le raffinement.

Ce phénomène est dû à un changement de granularité : le but du raffinement est d’observer
des actions qui n’étaient pas visibles au niveau de l’abstraction. Ces actions invisibles corre-
spondent à ce qui dans d’autres formalismes est appeléε− transitions(dans les systèmes de
transition [Gil62, HU79]), oubégaiement(stuttering) comme dans TLA+[Lam02]. Il est en
règle générale désirable de pouvoir spécifier celles-ci.

Pour ce faire, B impose au développeur de prévoir des cas où l’état n’évolue apparemment
pas, au niveau abstrait. Ces cas correspondent aux états quiapparaîtront lors du raffinement,
dans les niveaux plus concrets.

De plus, le raffinement a pour but de simplifier la validation d’un modèle en permettant
l’ajout progressif de complexité à la vision abstraite du modèle, qui se traduira par des formules
plus simples à prouver.

La limitation citée plus haut sur la granularité et les étatsinvisibles peut donc obliger à
garder l’absence apparente d’évolution de l’état pendant plusieurs étapes de raffinement. Le
développeur devra prendre bien garde à l’étape de raffinement où un état reste invisible ou non.
L’apparition d’un état visible est liée le plus souvent à l’apparition d’une nouvelle variable (ou
du changement de représentation de l’une d’entre elles). Sices nouvelles variables sont forte-
ment corrélées entre elles et avec les anciennes, il peut être difficile de séparer le développement
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en étapes de raffinement suffisamment nombreuses. Ce dernierpoint dépend cependant de la na-
ture du problème modélisé.

Enfin, le fait de ne pas pouvoir morceler les opérations à mesure du raffinement peut con-
duire à des formules qui, bien que simples à prouver, contiennent beaucoup de grand termes qui
correspondent au code final du modèle. Cela est particulièrement visible dans les raffinements.
Ce point peut être déterminant si l’outil utilisé pour la preuve ne sait pas faire de l’unification de
terme efficacement. Là encore, le problème peut être contourné en donnant une définition à ces
grands termes, un «alias», qui raccourcira les formules logiques engendrées. Il s’agit cependant
d’un contournement qui incombe au développeur, et amoindrit les possibilités d’automatisation.

Deuxième exemple Très souvent la finalité des opérations B est de calculer un résultat déjà
pensé commefinal. La figure 3.7 montre un calcul de factorielle :

– La machine abstraite spécifie la signification de la factorielle à l’aide de prédicats, et
spécifie l’opération «calculer la factorielle de b» en faisant appel à cette définition

– Son implémentation spécifie comment calculer la factorielle den, sans donner la possi-
bilité d’accéder aux états intermédiaires. Il pourrait cependant être intéressant de pouvoir
utiliser certaines des factorielles intermédiaires calculées par la boucle, par exemple.

Parallèlement, l’exemple de l’horloge en figure 3.4 spécifiecomment évolue l’horloge, mais
pas ce qu’elle fait, i.e. son but final. De plus, le fonctionnement de la machine est dévolu à une
machine tiers qui appellerait letick d’horloge lorsque nécessaire. Cette manière de faire est
contre-intuitive, puisque ce qui est attendu ici est plutôtque l’horloge avance par elle-même,
et d’autres composants se mettent à jour en fonction de celle-ci. Cette manière de faire n’est
pas possible en B, puisque cette notion de fonctionnement perpétuel est interdite par le fait que
les boucles doivent s’arrêter, alors que ce sont les seules structures de contrôle exprimant une
notion de répétition.

Tous ces exemples nous indiquent que B possède des limitations (pratiques ou théoriques)
dans les domaines suivants :

– L’apparition d’étapes de calcul auparavant indiscernables
– L’impossibilité d’accéder aux états intermédiaires d’une machine lors d’une opération (la

granularité observable se limite aux étatsentreles opérations)
– L’impossibilité de spécifier qu’un système fonctionnetout le temps
Les réponses à ces problèmes sont apportées par le B événementiel.

3.2 Présentation du B événementiel

3.2.1 Historique

Le déplacement de paradigme de modèles invoqués vers des modèles autonomes provient
d’un article sur la spécification de contraintes dynamiquesen B [AM98]. Il illustre que B peut
être utilisé pour spécifier des systèmes distribués, en partant d’une spécification tellement ab-
straite que cette notion de distribution n’y est pas apparente, seulement les propriétés voulues
du système distribué.

L’idée initiale est de spécifier un projet B normalement, et d’ajouter des contraintes dy-
namiques pour spécifier que la machine atteindra un certain état futur. Il faudra s’assurer que
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MACHINE
Factorielle

CONCRETE CONSTANTS
n

ABSTRACT CONSTANTS
factorielle

PROPERTIES
n∈N

∧ factorielle∈ N→N

∧ factorielle(0)=1
∧ ∀n.(n∈ IN1

⇒ factorielle(n)=n*factorielle(n-1))

OPERATIONS

r←−calcul =
BEGIN

r :=factorielle(n)
END

END

IMPLEMENTATION
Factorielle_1

REFINES
Factorielle

VALUES
n=5

OPERATIONS

r←−calcul =
VAR

i
IN

i :=0
; r :=1
; WHILE

i<n
DO

i :=i+1
; r :=r*i

INVARIANT
i ∈ 0.. n
∧ r =factorielle(i)
∧ r ≤factorielle(n)
VARIANT

n-i
END

END

END

FIG. 3.7 – Exemple de code B en «one-shot» pour la factorielle
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ces contraintes dynamiques sont compatibles avec les contraintes statiques déjà spécifiées.
Cet ajout de contraintes dynamiques, et les problèmes de B évoqués plus haut ont amené

à repenser la notion de fonctionnement et de raffinement d’unprojet B. Les systèmes ne sont
plus vus comme des composants contrôlés, mais comme des systèmes autonomes où différents
événements activent différents comportements au sein du système. Le raffinement est pensé
comme une vue de plus en plus précise de ces événements et de ces comportements.

Une première description d’un système conçu dans cet esprita vu le jour au sein du projet
Matisse [Abr00] et jette les bases d’un Bévénementiel, que nous appellerons eventB. Les ex-
emples se succèdent depuis, notamment une modélisation complète d’algorithmes [ACM03a,
ACM03b] pour la recherche d’arbres minimaux couvrants de graphes, nécessaires dans le cadre
du protocole IEEE1394.

Les spécifications finales du B événementiel ont vu le jour vers le milieu de l’année 2005
au sein du projet RODIN [ROD05], avec une mise à disposition d’outils libres vers le mois de
mai 2006.

3.2.2 Différences avec B

Les avantages d’eventB par rapport au B classique sont déjà résumés à la fin de la sec-
tion 3.1 :

– Un composant n’est plus «appelable» : il est désormais un système autonome dénommé
modèle

– Chaque modèle est composé de plusieurs actions activableslorsque les gardes de celles-ci
sont déclenchables. Ces actions gardées sont appeléesévénements

– Chaque modèle définit un invariant qui établit une propriété qui restera vraie tout le temps
de l’exécution du système

– Un modèle fonctionne tant qu’un de ses événements est activable. Lorsque le contraire
arrive, selon le point de vue, soit le calcul fait par le système est terminé, soit le système
est bloqué. Cette dernière propriété n’est pas désirable lorsque le système est conçu pour
justement ne pas s’arrêter.

– Un modèle peut être raffiné en un ou plusieurs sous-modèles reprenant les anciens événe-
ments et en définissant de nouveaux. Ce raffinement de modèlesest très similaire à celui
de B : le nouveau système raffinant rend plus déterministe le système abstrait.

Les substitutions autorisées en eventB sont moins nombreuses, elles sont indiquées en fig-
ure 3.8. La raison de cette réduction du nombre de substitutions est liée au fait qu’eventB oblige
à raisonner en termes d’activation d’événéments plutôt qu’en termes d’appel de sous-routines.
Ceci a pour conséquence que toutes les substitutions décrivant le flot de contrôle en B classique
ne se retrouvent pas en eventB.

La substitution parallèle ici n’est pas à proprement parlerune substitution de base, puisqu’avec
des règles de réécriture il est possible de la réduire à une subsitution déterministe ou non-
déterministe, selon la forme deSetT. Notons au passage que les règles de réécriture pour cette
substitutionen B classiquesouffrent de quelques exceptions : certaines substitutions ne peu-
vent pas être réduites. En effet deux substitutions contenant chacune une garde ne peuvent être
réduite que si leur terminaison est vérifiée (cf [Abr96a, section 7.1])

En eventB, pas d’exception, la sémantique des substitutions permet d’arriver à une forme
normale. La substitution classique «devient tel que»x : (P) et d’appartenancex :∈ S peuvent
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Vide skip
Déterministe x :=E(v)

Non-déterministe

ANY t
WHERE

P(t,v)
THEN

x :=t
END

Parallèle S‖T

FIG. 3.8 – Substitutions en B événementiel

être tous deux définis en termes de substitutions non-déterministes.
Les événements, construits sur les substitutions, ont la forme décrite en figure 3.9. Ils sont

définis par un nom, une garde optionnelle et une substitution. Si la garde n’est pas présente, alors
seule la substitution reste, délimitée par les mots-clefsBEGINetENDs’il s’agit d’une substitution
déterministe ou parallèle.

event name≡
WHEN Guard
THEN Substitution
END

FIG. 3.9 – Événéments en eventB

Les systèmes décrits en eventB ont la forme indiquée en figure3.10. La présentation diffère
de celle de [ROD05], puisqu’ici nous nous efforçons de fairele lien avec les concepts duaux du
B classique. Les différences principales tiennent à ceci :

– Le nommage des variables qui représentent les différentesclauses
– Les expressions et les prédicats dans [ROD05] sont montrésexplicitement comme dépen-

dants des variables et des constantes du modèle dans lequel elles sont définies. Par exem-
ple, une expression est écriteE(c,v) pour indiquer qu’elle dépend des entitésc et v. Ici
nous supposons que cette dépendance est implicite pour alléger la notation.

Nous ajoutons deux remarques sur ces schémas de modèles :
– Il n’y a en fait pas de clausePROPERTIES: les modèles eventB ont à la place une clause

SEESqui «voit » un contexte qui définit des ensembles, des constantes et des propriétés
sur ceux-ci. Son rôle est similaire à la clause du même nom en Bclassique

– Il n’y a pas non plus de clauseINITIALISATION : l’initialisation des variables se fait
dans un événement spécial, sans garde, appeléinitialization . Son rôle est similaire à
la clause d’initialisation du B classique.

En eventB, un événement est donc composé d’un prédicat appelé la gardeet de l’action
correspondant à cette garde. La garde est un prédicat qui définit la condition d’activation d’ac-
tivation, et l’action est définie par une substitution.

La modularité en eventB est en quelque sorte l’inverse de celle du B classique. Alors que
des machines B peuvent être développées séparément puis composées plus tard, le développe-

65



Chapitre 3. Méthode B et temporalité

MODEL M1

VARIABLES x
INVARIANT I1
INITIALISATION U1

OPERATIONS

event1≡
WHEN Q1

THEN V1

END ;

. . .
eventn≡
WHEN Qn

THEN Vn

END

END

REFINEMENT M2

REFINES M1

VARIABLES y
VARIANT A2

INVARIANT I2
INITIALISATION U2

OPERATIONS

event1≡
WHEN R1

THEN W1

END ;

. . .

eventn+1≡
WHEN Rn+1

THEN Wn+1

END ;

. . .
eventn≡
WHEN Rn

THEN Wn

END ;

eventn+m≡
WHEN Rn+m

THEN Wn+m

END

END

FIG. 3.10 – Schéma de modèles en B événementiel

ment en eventB part de l’expression des propriétés les plus abstraites du modèle, puis au fur et
à mesure des raffinements les modèles peuvent être séparés endifférents sous-modèles. Ils peu-
vent également être rassemblés plus tard en un autre point duraffinement, bien que l’utilité de
ce rassemblement soit discutable, puisqu’il fait perdre lamodularité. La modularité d’eventB
ne dispose pas des particularités de celle du B classique : niles différentes sortes d’accès au
machines (lecture seule, appel d’opérations), ni la notions de paramètres de machine.

Un modèle eventB est correct s’il ne diverge pas. Ladivergence, mentionnée à plusieurs
reprises dans le document de référence de eventB, peut désigner différentes notions :

– L’invariant n’est plus établi (le système n’est plus sûr)
– Les calculs sont incohérents (le système atteint un état incohérent)
– Aucune garde ne peut plus être activée (le système est bloqué)

Valider un modèle eventB revient donc à démontrer qu’il ne diverge pas (les obligations de
preuve correspondantes se trouvent plus loin en section 3.2.4).

3.2.3 Raffinement de données et d’opérations

En B classique, le raffinement était à la fois de données et d’opérations, mais sans aucune
gestion de complexité au niveau du raffinement d’opérations. Le modèle abstrait initial devait
définir suffisamment d’opérations pour que l’implémentation finale ne soit pas trop complexe.
En effet il n’était pas possible de morceler une opération pendant un raffinement si elle devenait
trop «grande». La seule possibilité résidait dans l’extension du code de l’opération.

En B événementiel, le raffinement gère la complexité pour lesdeux aspects :
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– Des données correspondant à une vue de plus en plus précise peuvent être introduites au
fur et à mesure des raffinements, à l’instar du B classique.

– De nouveaux événements peuvent être définis pour prendre encompte le comportement
de ces nouvelles données.

Si nous reprenons l’exemple de l’horloge en figure 3.4, le modèle en B événementiel corre-
spondant peut être décrit comme en figure 3.11.

MODEL
Clock

VARIABLES
hour

INVARIANT
hour∈ 0.. 23

INITIALISATION
hour :∈ 10.. 16

EVENTS

update_h =
WHEN hour<23
THEN hour :=hour+1
END ;

reset_h =
WHEN hour =23
THEN hour :=0
END

END

REFINEMENT
Clockhm

REFINES
Clock

VARIABLES
h,minute

INVARIANT
minute∈ 0.. 59∧h=hour

INITIALISATION
h:=11
|| minute :∈ 0.. 45

EVENTS

update_h =
WHEN hour<23∧m=59
THEN hour :=hour+1||m:=0
END ;

reset_h =
WHEN hour =23∧m=59
THEN hour :=0||m:=0
END ;

update_m =
WHEN m <59
THEN m :=m+1
END

END

FIG. 3.11 – L’horloge en eventB, et son raffinement

Les contraintes pour un raffinement sont d’être plus déterministe que le modèle qu’il raffine,
et de ne pas introduire de comportements que le modèle abstrait n’avait pas. Cela signifie qu’il y
aura des vérifications à faire pour les raffinements d’anciens événements, et pour les nouveaux
événements introduits :

– Pour les anciens événements :
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– Ils calculent encore des valeurs valides
– Si l’événement raffinant est activé, alors cela correspondnécessairement à un cas où

l’événement raffiné était activé
– L’événement raffinant établit l’invariant, et calcule desétatsau plusdu même «do-

maine» que celui de l’événement raffiné (il ne fait pas «plus qu’il ne faudrait »).
– Pour les nouveaux événements :

– Ils calculent des valeurs valides
– Ils établissent l’invariant du modèle
– Ils ne bloquent pas indéfiniment les événements déjà définis(ceux du modèle raffiné).

En effet, dans le cas contraire, les anciens événements ne seraient plus activables, ce
qui constitue un changement de comportement par rapport au modèle raffiné.

Ces contraintes sur les événements, nouveaux et anciens, contribuent elles aussi à éviter les
phénomènes de divergence dont il était question plus haut. De plus, pour tous les événements
du modèle raffiné, pour garantir l’absence de blocage, il faut assurer que la possibilité d’acti-
vation d’un événement correspond toujours à une possibilité d’activation dans le raffinement.
Autrement dit, le modèle raffinant doit être activable lorsque le modèle raffiné l’était. Cela se
traduit de deux manières :

– Contrainte faible : si un événement était activable, alorsau moins un événement (peut
importe lequel) est activable dans le raffinement.

– Contrainte forte : si un événement était activable, alors il l’est aussi dans le raffinement,
ou bien un des nouveaux événements est activable.

La deuxième contrainte est plus forte dans le sens qu’elle interdit un changement dans l’ordre
des événements activables. La première était plus souple puisqu’elle permettait de « remplacer»
un ancien événement par un autre événement.

Toutes ces contraintes, sur les modèles et les raffinements,donnent lieu à des obligations de
preuve en section suivante.

3.2.4 Obligations de preuves

Les OPs pour les modèles abstraits sont indiquées en figure 3.10. Chaque OP est accompa-
gnée par sa signification plus informelle, et correspond au discours que nous avons eu dans les
sections précédentes.

Notons qu’une autre lecture, purement logique, des OPs d’existence des valeurs calculées
peut être faite : en effet le résultat (prédicat avant-après) de l’action est ajouté dans l’OP d’in-
variant parmi les hypothèses. S’il est incohérent avec les autres hypothèses, alors la preuve est
triviale (la proposition fausse permet de déduire n’importe quelle formule). Cela signifie qu’il
n’y a plus aucune garantie sur le système s’il atteint un étatincohérent. Ces OPs d’existence
assurent également que les événements sont capables de s’exécuter, i.e. que le calcul fait par
l’action est possible, ce qui se rattache à la vivacité du système. D’où le besoin d’OPs d’ex-
istence pour assurer qu’à chaque fois le système ne devient pas incohérent ou ne se bloque
pas.

En appliquant les OPs de la figure 3.12 au modèle de la figure 3.11, la validité du mod-
èle pour l’horloge. La remarque est la même pour son raffinement, avec les OPs indiquées en
figure 3.13.
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L’événementi est faisable si la garde est activable, sous l’hy-
pothèse que l’invariant et les éventuelles propriétés sontvéri-
fiées

P1∧ I1∧Qi

⇒∃x′.prdx(Vi)

L’événementi conserve l’invariant
P1∧ I1∧Qi ∧ prdx(Vi)
⇒ I1[x′/x]

Les valeurs d’initialisation sont faisables
P1

⇒∃x′.prdx(U1)

L’initialisation établit l’invariant
P1∧ prdx(U1)
⇒ I [x′/x]

À tout moment au moins un événement est activable
P1∧ I1
⇒Q1∨ . . .∨Qn

FIG. 3.12 – Obligations de preuve pour un modèle eventB

L’événement raffinant calcule une valeur qui existe
P1∧ I1∧ I2∧Ri

⇒∃y′.prdy(Wi)

Lorsque l’événement raffinant est activé, le raffiné l’é-
tait également

P1∧ I1∧ I2∧Ri

⇒Qi

L’événement raffinant établit l’invariant du modèle, et
calcule des valeurs du même domaine que l’événe-
ment raffiné

P1∧ I1∧ I2∧Ri ∧ prdy(Wi)
⇒∃x′.(prdx(Vi)∧ I2[x′/x,y′/y])

Le nouvel événement calcule une valeur qui existe
P1∧ I1∧ I2∧Rn+i

⇒∃y′.prdy(Wn+i)

Le nouvel événement établit l’invariant
P1∧ I1∧ I2∧Rn+i ∧ prdy(Wn+i)
⇒ I2[y/y′]

Le nouvel événement n’empêche pas indéfiniment les
anciens événements d’être activés

P1∧ I1∧ I2∧Rn+i ∧ prdy(Wn+i)
⇒ A2 ∈N∧A2[y′/y] < A2

FIG. 3.13 – Obligations de preuve pour le raffinement d’événements (anciens et nouveaux)
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La figure 3.14 montre les deux formes de contraintes (faible et forte) possibles pour le
raffinement des états bloquants.

Si la garde d’un ancien événement était activable,
alors cela signifie qu’au moins un événement du
raffinement est activable

P1∧ I1∧ I2∧Qi

⇒ R1∨ . . .∨Rn∨Rn+1∨ . . .∨Rn+m

Si la garde d’un ancien événement était activable,
alors son extension par les nouveaux événements
dans le raffinement est aussi activable

P1∧ I1∧ I2∧Qi

⇒ Ri ∨Rn+1∨ . . .∨Rn+m

FIG. 3.14 – Obligations de preuve pour le raffinement de l’absence de blocage

Les formules présentées ici sont restreintes à des formes demachines simples. En pratique
elles s’appliquent à des chaînes de raffinements qui peuventdéfinir de nouvelles propriétés,
de nouveaux ensembles,. . . Elles s’appliquent aussi à la modularité d’eventB, que nous ne
traiterons pas ici.

Cette introduction courte des deux formalismes (par ailleurs décrits complètement dans la
littérature [Abr96a, ROD05]) va nous permettre de décrire les solutions qu’ils apportent à l’ex-
pression et à la validation de problèmes à contraintes temporelles.

3.3 B et l’expression de problèmes temps-réel

Nous présentons dans cette section des solutions utilisantB pour modéliser et valider des
problèmes temps-réels. Ces solutions se basent sur B, ou l’augmentent pour faire ce traitement.

Nous introduisons les notions ayant trait aux problèmes de temporalité (causalité entre états
du système, liens avec une notion de temps ou de durée) et de simultanéité (concurrence, vi-
vacité,. . .), puis nous faisons un large tour d’horizon sur les problèmes de l’expression de la
concurrence en B, et enfin abordons la question de la non-terminaison.

3.3.1 Terminologie

Concurrence

En premier lieu, qu’entendons-nous par concurrence ? Nous prendrons pour définition de la
concurrence la possibilité pour deux processus (pris dans un sens très général) de s’exécuter en
même temps. Sur les machines modernes, lorsqu’ il n’y a qu’unseul processeur, les différents
processus du système ne s’exécute bien entendu pas de manière concurrente, ils se partagent
le temps de calcul du processeur selon leur priorité. Néanmoins, de la même manière que pour
la vraie concurrence, cette exécution en temps partagé ne renseignepas sur la manière dont
s’exécuteront les processus, dans quel ordre, à quels moments ils peuvent être interrompus pour
faire exécuter un autre processus,etc. Ainsi, quelle que soit la manière dont la concurrence est
implantée d’un point de vue concret, les problèmes usuels restent valables, i.e. :

– La mise à jour de variables partagées : on ne sait pas à l’avance à quel moment une
variable sera modifiée par rapport à un autre processus
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– Les problèmes d’équité : selon que l’on fait l’hypothèse que tous les processus avancent
ou que certains peuvent rester bloqués car les autres processus sont plus avantagés (plus
rapides, ou ont plus de temps processeur), alors le raisonnement sur le problème diffèrera

Dans le cadre d’une méthode formelle, ces problèmes peuventdevenir des contraintes à faire
vérifier par le modèle.

Sûreté, vivacité

Les différents concepts présentés ici sont étroitement liés à la notion de concurrence. Ils
permettent de caractériser les comportements de processusagissant les uns sur les autres en
concurrence. Afin d’illustrer chacun d’entre eux, nous rappelons le fameux exemple du dîner
des philosophes [Dij71]. Cinq philosophes sont attablés pour manger un plat de spaghettis parti-
culièrement retors, et qui de ce fait nécessitent l’utilisation de deux fourchettes pour les manger.
Le système est présenté comme suit :

– Un philosophe alterne indéfiniment entre la réflexion, et laconsommation de spaghettis
– Chaque philosophe dispose d’une assiette contenant les spaghettis et d’une unique fourchette

pour manger
– Les spaghettis, cuisinés de manière particulière, nécessitent deux fourchettes pour manger.

Tout le problème est donc d’assurer que les philosophes pourront arriver à la fin de leur repas.
Un philosophe affamé peut donc prendre la fourchette de son voisin de droite pendant que
celui-ci réfléchit par exemple. La conséquence en est que deux philosophes voisins ne peuvent
pas manger simultanément. L’exemple du dîner des philosophes permet d’illustrer de manière
intuitive beaucoup de concepts liés aux systèmes concurrents partageant des ressources :

Sûreté La notion de sûreté exprimée la plus simplement est «quelquechose de mauvais n’ar-
rive jamais». En d’autres termes, le modèle que l’on proposene doit pas exhiber un
comportement décrit dans le cahier des charges comme non souhaitable.

Dans le cadre de notre exemple, une notion de sûreté peut êtrequ’aucun philosophe ne
prend jamais la fourchette de son voisin degauche.

Vivacité La vivacité est le dual de la sûreté, et s’exprime par “quelque chose de bon est toujours
possible”. Les propriétés de vivacité d’un modèle permettent de spécifier la progression
du programme.

Cela correspond par exemple au fait qu’à tout moment nous pouvons assurer qu’il y a au
moins un philosophe qui peut penser ou manger (i.e. faire quelque chose).

Équité Un modèle équitable est un modèle où les processus qui veulent progresser ne sont
pas bloqués indéfiniment par d’autres qui seraient favorisés par l’environnement (plus de
temps processeur, par exemple).

Dans l’exemple du dîner des philosophes, une absence d’équité signifierait qu’un ou
plusieurs philosophes n’ont plus le droit de faire quoi que ce soit (réfléchir, manger, pren-
dre la fourchette du voisin,. . .).

Interblocage Il s’agit du cas où chaque processus concurrent d’un modèle attend qu’un autre
fasse une certaine action (généralement, libérer une ressource critique, modifier une vari-
able,. . .). Donc puisque tous les processus attendent que les autres progressent, ils sont
bloqués entre eux.
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Si l’on se réfère à notre exemple, cela correspondrait au casoù chaque philosophe a une
seule fourchette, attend d’en prendre une autre à un voisin mais n’a pas l’intention de
laisser la sienne.

Famine Les problèmes de famine se divisent en deux catégories : le cas où un processus ne
peut pas progresser, ou le cas plus général où le système dansson ensemble ne progresse
plus, sans nécessairement être bloqué.

Le premier cas correspond au philosophe auquel sont perpétuellement refusées les fourchettes
par les autres philosophes.

Le second cas, plus difficile à détecter, correspond au cas oùtous les philosophes ont une
fourchette mais jamais deux, bien qu’ils en changent (par exemple ils se départissent de
leur première fourchette et prennent l’autre, mais comme chaque voisin fait de même,
tous les philosophes se retrouvent à nouveau avec une seule fourchette).

Les problèmes de famine peuvent éventuellement être évité s’ils sont pris en compte dans
les propriétés de vivacité.

Selon le formalisme utilisé, les définitions ci-dessus peuvent être plus ou moins formelles. Par
exemple, enTLA+ [Lam02], ces propriétés s’expriment en utilisant les connecteursalways2

et eventually3 :
– L’équité est représentée par les notions deWeak Fairnesset de Strong Fairness, i.e.

d’équité faible et d’équité forte. Par exemple, l’équité faible est exprimée par la formule
32ENABLED〈A〉v⇒ 23〈A〉v). Elle signifie que si l’actionA est continûment activable
alors elle sera infiniment souvent activée. Plus de détails sur ces notions se trouvent dans
le livre de Lamport [Lam02]

– La vivacité s’exprime par le fait qu’une propriétéF finit toujours par être vérifiée :23F.
Notons qu’enTLA+ les propriétés de vivacité peuvent être exprimées comme unecon-
séquence des propriétés d’équité

– La sûreté est exprimée en général par un théorème disant quesi un modèleTLA+ véri-
fie certaines propriétés, alors il vérifie une propriété particulière associée au cahier des
charges du modèle. Par exemple, le premier modèle que Lamport [Lam02] introduit est
celui d’une horloge. Le modèle exprime un état initial, la manière dont les heures pro-
gressent, et une propriété disant que la variable représentant les heures appartient à un
certain intervalle d’entier (de 1 à 12). La propriété de sûreté est représentée par le fait
que l’état initial de l’horloge et ses progressions possibles permettent de déduire que la
variable des heures reste toujours dans l’intervalle 1..12, vérifiant ainsi la propriété de
sûreté.

3.3.2 B et la spécification de contraintes temps-réel

Des exemples d’extension de la méthode B pour exprimer la concurrence et/ou le temps-
réel ont déjà été proposés par le passé. Il y a globalement deux manières d’étendre B pour ce
faire : étendre la sémantique de B, ou bien associer B à un autre formalisme pour bénéficier des
avantages de chacun. Ces mécanismes d’extension sont détaillés dans des sections ultérieures,
l’objectif étant ici de tracer simplement un point de vue global.
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Extensions sémantiques Les extensions sémantiques faites à B peuvent se faire à plusieurs
niveaux : les substitutions, la logique utilisée ou au niveau des machines B. Les extensions
suivantes se placent dans la catégorie des extensions sémantiques :

– Étendre le champ d’expression de la substitution parallèle‖ comme Bodeveix [BFM99],
ou Bert [BPR96]. Ces approches sont détaillées en section 3.3.4

– Étendre les machines B en les considérant comme des activateurs d’événements : il suffit
pour cela de contraindre ces machines à avoir des traces d’exécution précises, comme
Lano et Dick [LD96]. Plus de détails en section 3.3.5

– Nous avons déjà mentionné le B événementiel en section 3.2,en exhibant le fait qu’une
des obligations de preuve assurant la correction d’un modèle était une obligation de
preuve de vivacité

Extensions par d’autres formalismes Les exemples d’extension suivants se placent plutôt
dans la catégorie des adjonctions à B :

– Treharne et Schneider [TS99, TS00, ST02] montrent qu’il est possible d’utiliser CSP
pour décrire le contrôle d’exécution des opérations de machines B. Les opérations des
machines B deviennent des événements pour les termes de CSP,et l’enchaînement des
différents événements est décrit en utilisant la syntaxe deCSP. La correction d’un tel
système est assurée par la vérification de l’établissement d’un invariant de boucle de
contrôle, i.e. une formule permettant d’assurer que la boucle d’exécution ne peut jamais se
bloquer. Ainsi on peut modéliser et vérifier que certains schémas d’exécution de machines
B fonctionnent sans nécessairement terminer.

– Bodeveix [BFR04] utilise un fragment TLTL [ZM95] (Timed linear temporal logic) per-
mettant d’exprimer des propriétés temporelles simples. Deces formules temporelles il
déduit une machine B les implémentant. Il suffit alors de vérifier le modèle B pour dé-
montrer la correction fonctionnelle et temporelle du modèle complet.

– Hammad [HJMO03] montre qu’il est possible d’associer un automate temporisé à un
modèle event B pour exprimer des contraintes temporelles (progression, changement d’é-
tat, durée)

3.3.3 Extensions de la méthode B — gestion du temps

Les diverses extensions présentées ci-après présentent plusieurs manières d’associer un flot
de contrôle à un projet B ou event B. Elles ne se veulent pas exhaustives, mais donnent un
aperçu assez complet des techniques utilisées pour y parvenir.

Étendre la logique

Lano et Dick [LD96] proposent d’étendre les clauses de B par les suivantes :
– Une clauseTRACESpermettant d’exprimer la trace d’exécution des opérationsde la ma-

chine. Ces traces sont par exemple de la forme(a;b;c)∗, qui signifient que la machine
n’a le droit que d’exécuter les opérationsa, b et c, consécutivement, et ce un nombre
arbitraire de fois.

– Une clauseGUARDSpermettant d’empêcher l’exécution de certaines opérations si elles ne
vérifient pas une certaine contrainte. Cette clause semblea priori superflue, puisqu’il est

73



Chapitre 3. Méthode B et temporalité

déjà possible de spécifier des gardes en B. En fait, la différence se situe dans le fait que
cette garde peut aussi contenir un connecteurcount énumérant le nombre d’exécutions de
l’opération. Cela permet ainsi d’exprimer des contraintessimples à propos de l’historique
de l’opération ainsi gardée

– Une clauseTHREADSassociant à des opérations des gardes et des commandes supplé-
mentaires : lorsqu’une opération est appelée, la garde doitêtre vérifiée à ce moment,
sinon l’appelant est bloqué tant qu’elle n’est pas vérifiée.Puis l’opération est exécutée,
et lorsqu’elle est finie elle rend la main à la machine appelante (qui était bloquée tant
que l’opération s’exécutait). Ensuite la commande correspondante est exécutée. De cette
manière, la commande fonctionne en même temps que la suite des opérations dans la ma-
chine appelante. Ce mécanisme permet de définir un opérateurpouvant faire fonctionner
deux substitutions en parallèle

– Une clauseHISTORY contenant des formules de logique temporelle discrète, pour ex-
primer des contraintes d’équité et de vivacité sur les opérations de la machine.

Ils montrent ensuite que cette extension préserve le raffinement de B. Ils présentent une
étude de cas (la cellule de production) reprenant toutes lesnouvelles notions présentées avant.
Pour résumer, cette extension définit une forme de concurrence en B, avec la possibilité d’ex-
primer des contraintes sur les traces d’exécution, tout en conservant les mécanismes de raffine-
ment de B. Certaines des notions introduites dans cette extension (déclenchement d’opérations,
équité) préfigurent d’ailleurs le B événementiel introduitquelques années plus tard.

Associer une autre logique

Il est également possible d’associer un fragment d’une logique temporelle à un projet B.
Butler et Falampin [BF02] montrent comment utiliser une certaine classe des formules de TLTL
(timed linear temporal logic) pour spécifier des propriétés temporelles avec les machines B.
Cette classe correspond aux formules de typeleadstoet permet de spécifier des propriétés de
vivacité. Plus tard, Bodeveix [BFR04] reprend ce travail enajoutant la possibilité d’exprimer
la conjonction de plusieurs événements, et la possible répétition d’évènements. Soit la formule
TLTL en figure 3.15, avecP et Q des prédicats etk une constante.

P ;≤k Q Le fait que la propriétéP soit vraie à un tempst implique que
la propriétéQ sera vraie à un temps au plust +k.

FIG. 3.15 – Formule de typeleadsto

Butler et Falampin [BF02] spécifient une façon de dériver uneformule de logique classique
pour l’utiliser dans un projet B. Cette formule a la forme :Ptime+ k≤ t ⇒ Q signifiant que si
le compteur de tempst a dépassé la limitePtime+ k (temps oùP était vraie plus la limite de
temps), alors la propriétéQ est vraie.

Les ajouts de Bodeveix [BFR04] se font à deux niveaux :
– la formule B correspondante ne reflétait pas correctement de multiples activations possi-

bles du même événement,
– La conjonction de plusieurs contraintes de temps (de la forme de la figure 3.15) n’était

pas prise en compte
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La méthode utilisée revient à dériver une machine B représentant la formule temporelle dont
il est question. Cette machine contient des variables représentant le moment de l’activation
d’un événement, le fait que l’événement est activé ou non (pour garder trace des activations
multiples) et une variable représentant le temps. Elle contient aussi la formule B correspondant
à la formule temporelle, en utilisant les variables de la machine.

Le modèle prenant en compte la conjonction de formules est obtenu quant à lui en générant
une machine pour chaque interaction entre deux événements.En effet, Bodeveix [BFR04] sup-
pose qu’il y a une formule temporelle pour chaque interaction entre deux événements, possi-
blement le même. Le modèle de machine B résulte de la conjonction parallèle des différentes
opérations correspondant à un même événement d’origine, etce pour chaque événement, i.e. si
P1,P2, . . . ,Pn sont des événements, alors il y aura une opérationOPi qui sera la conjonction par-
allèlePi ; P1, . . . ,Pi ; Pn, pour chaque événementPi . Les opérations d’avancement du temps
sont réunies de la même manière. Enfin le modèle final est obtenu en composant parallèlement
l’opération d’origine et l’opération contenant la contrainte temporelle.

Les avantages d’une telle extension sont la disponibilité des contraintes temporelles de type
vivacité sans devoir changer la méthode B elle-même, puisque ces mêmes contraintes tem-
porelles sont exprimables par des machines B. Les deux principaux inconvénients sont en re-
vanche la multiplication des machines dans le cas de la conjonction de formules temporelles,
comme indiqué plus tôt, et la limitation justement à cette seule classe de contraintes temporelles.

Associer un autre formalisme

Schneider et Treharne [TS99, TS00, ST02] utilisent CSP pourdécrire le contrôle d’exécu-
tion des opérations de machines B. Les opérations des machines B deviennent des événements
pour les termes de CSP, et l’enchaînement des différents événements est décrit en utilisant la
syntaxe de CSP. La sûreté d’un tel système est obtenue en vérifiant un invariant de boucle de
contrôle: cette formule spécifie les conditions selon lesquelles le système ne peut pas se blo-
quer. Cet invariant modélise les schémas d’exécution selonlesquels les machines B appelées
devront fonctionner, indéfiniment (d’où la dénominationboucle de contrôle). Plus précisément,
la modélisation est séparée en trois étapes :

– Le comportement du modèle, et la façon dont il évolue au cours du temps. À cet effet,
une machine introduisant une variable de temps ainsi que desopérations de consulta-
tion/avancement du temps est modélisée. Une machine peut donc «avancer le temps»
pour indiquer ses propriétés temporelles. C’est nécessaire du point de vue de la modélisa-
tion du fonctionnement du modèle, mais il s’agit d’un paradoxe pour le sens commun. En
effet les opérations du modèle devraient être «soumises» autemps plutôt qu’être capables
de le faire avancer.
Les machines B qui décrivent le comportement du modèles fontappel à cette «machine-
horloge» pour spécifier comment elles évoluent, temporellement parlant.

– Les contraintes du système, spécifiées via des machines non-temporisées. Celles-ci sont
ensuite incluses dans des machines au dessein similaire, mais rajoutant les contraintes
temporelles, comme mentionné ci-dessus.

– Un modèle CSP décrivant les interactions entre les différentes machines, où les passages
de messages correspondent aux opérations des machines.

De cette manière, les différentes classes de spécification du système sont bien séparées :
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– Ce que font les éléments du système (machines B à la base du fonctionnement du système)
– Les contraintes temporelles sur l’évolution du système (les machines B « temporisées»)
– Le comportement global du système (ordonnancement de l’activation des différents élé-

ments du système).
Valider un tel projet revient à valider d’abord les machinesB, puis à générer les traces

d’exécution depuis le modèle CSP et de vérifier la correctionde ces traces d’exécution par
rapport à des contraintes temporelles sur le système dans son ensemble. Les traces d’exécution
correspondent aux séquences d’appels d’opérations B autorisées par le modèle CSP.

3.3.4 Extensions de la méthode B — parallélisme

La substitution généralisée de B se rapprochant le plus de lanotion de simultanéité est
la substitution parallèle. Cette substitution a comme particularité d’avoir été définie après les
autres dans le B-Book[Abr96a] en termes determinaison9 et deprédicat avant-après. Soient S
et T deux substitutions, avecVAR (S)= x etVAR (T) = y (nous représentons chaque ensemble
de variables par une seule variable par souci de lisibilité), tels quex∩y = /0 :

S‖ T ≡ trm(S)∧ trm(T)|
@{x,y}′.(prdx(S)∧ prdy(T)
=⇒{x,y} := {x,y}′)

La substitution parallèle permet de composer deux substitutions pour modéliser le fait que
l’ordre d’exécution des deux substitutions n’a pas d’importance, d’où sa qualification de substi-
tution non-déterministe. Deux remarques importantes concernant l’utilisation de cette substitu-
tion :

– Les ensembles des variables modifiées (donc à gauche d’une affectation) doivent être
disjoints. En effet[x := 1 ‖ x := 2] n’est pas défini, par exemple

– Lors de l’application à un prédicat, ce n’est pas la définition plus haut de cette substitution
qui est utilisée, mais une réécriture du parallèle (qui donne le même résultat final).

La première remarque empêche donc d’envisager des variables partagées avec cette défi-
nition de‖. La deuxième remarque indique que lorsque la réécriture aura lieu, les conditions
de bord devront être vérifiées : certaines, comme la vérification qu’il n’y a pas de conflit de
noms dans les variables, sont normales, alors que la réécriture pour la garde impose de vérifier
la terminaison – au sens B – de la substitution que l’on réduitdans la substitution de la garde.
Par exemple,S‖ (P =⇒ T) se réduit enP =⇒ (S‖ T) à condition de vérifiertrm(S).

Disjonction parallèle

Cependant, les travaux de Bodeveix, Filali et Munoz [BFM99]montrent qu’il est possible
de donner une définition différente à la substitution‖. Soient S et T deux substitutions, avec
VAR (S) = x et VAR (T) = y :

S‖ T ≡ trm(S)∧ trm(T)|
@{x,y}′.(prdx\(x∩y)(S)∧ prdy\(x∩y)(T)∧

(prdx∩y(S)∨ prdx∩y(T))
=⇒{x,y} := {x,y}′)

9au sens B, i.e. si la substitution est capable d’établir quelque chose
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Cette nouvelle définition dispose de plusieurs avantages :
– Elle reste compatible avec l’ancienne : lorsque les ensembles de variables modifiées sont

disjoints (x∩y = /0), on obtient l’ancienne formule
– Elle conserve de bonnes propriétés : commutativité, associativité, et monotonie par rap-

port au raffinement. Il est à noter que cette dernière propriété n’est vérifiée que si les
variables modifiées sont préservées par le raffinement.

– Les composants de la substitution parallèle sont considérés commeatomiques, c’est-à-
dire qu’on ne considère pas l’entrelacement des deux. Ainsiil n’est plus nécessaire d’ap-
pliquer la réécriture.

Cependant, elle ne suffit pas toujours pour exprimer les propriétés d’une exécution concurrente
de deux substitutions. Prenons comme exemple :

x := x+1 ‖ x := x+1

Avec la sémantique de la substitution parallèle indiquée plus haut, il ne serait pas possible de
prouver la formule suivante :

x = 0⇒ [x := x+1 ‖ x := x+1](x = 2)
⇔ x = 0⇒ [@x′.(x′ = x+1∨x′ = x+1) =⇒ x := x′](x = 2)
⇔ x = 0⇒∀x′.((x′ = x+1∨x′ = x+1)⇒ x′ = 2)

En effet, la sémantique du parallèle introduite par Bodeveix[BFM99] reste une sémantique
demodélisation, i.e. servant à décrire une transition globale sur les variables, et non à décrire
de manière pertinente une sémantique pour l’exécution en parallèle de deux substitutions (avec
les problèmes d’ordre d’évaluation que cela comporte).

Conjonction parallèle

Une autre extension sémantique du parallèle, alors noté⊗, est introduite par Bert, Potet et
Rouzaud [BPR96].

SoientVAR (S) = x∪z et VAR (T) = y∪z :

S⊗T ≡ trm(S)∧ trm(T)|
@x′,y′,z′.(prdz,x(S)∧ prdz,y(T)
=⇒{z,x,y} := {z,x,y}′)

Encore une fois, nous remarquons que lorsque les deux substitutionsSetT n’ont pas de vari-
able en commun (z= /0), la sémantique de l’opérateur⊗ se réduit à celle du parallèle classique
‖. Lorsqu’en revanchez n’est pas vide (i.e. les deux substitutions spécifient des changements
d’état différents enz), alors l’opérateur⊗ permet de spécifier que le résultat du changement
dez est l’intersection des changements d’état dez. Ainsi, pour reprendre quelques exemples de
l’article de Bert [BPR96] :

– (v :∈ {1,2,3})⊗ (v :∈ {2,3,4})≡ (v :∈ {2,3})
– (v := 1)⊗ (v := 2)≡ (v :∈ /0)
Ce dernier exemple est important, puisqu’il permet de s’apercevoir que cette sémantique

ne convient pas non plus pour décrire l’exécution parallèlede deux substitutions. En effet dans
d’autres langages permettant d’exprimer la concurrence nous nous attendrions plutôt à ce que
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l’exécution de(v := 1) ‖ (v := 2) résulte en le prédicatv = 1∨v = 2, puisqu’un entrelacement
de ces deux affectations conduit effectivement à une valeurde 1 ou de 2 pour la variablev.

Les diverses extensions sémantiques de la substitution parallèle de B présentées ci-avant
ne conviennent pas en tant qu’expression de l’exécution concurrente de substitutions, pour les
raisons invoquées pour chacune d’entre elles. Il nous restedonc à trouver un opérateur de com-
position concurrente permettant d’exprimer la notion d’entrelacement des substitutions.

3.3.5 Composition concurrente et variables partagées

Lano et Dick [LD96] introduisent une première notion de composition concurrente par le bi-
ais d’un opérateur9 permettant l’appel asynchrone d’opérations, avec synchronisation lorsque
les deux opérations ont terminé leurs traitements. SoientOP 1 etOP 2 des opérations se trou-
vant dans une machineN1 etN2, respectivement. Il est possible de définir la compositioncon-
currenteOP 19 OP 2 en exploitant la clauseTHREAD(citée en section 3.3.2), et créant les
implémentationAsyncNi−imp comme indiqué figure 3.16 (tirée de [LBS96]). Les machines ab-
straites correspondantes sont similaires, sans la clauseTHREAD.

IMPLEMENTATION
Async_Ni_imp

REFINES
Async_Ni

IMPORTS
Ni

OPERATIONS

async_OP_i = skip ;
complete_OP_i = skip ;

THREAD
WHILE

true
DO

SELECT
ANSWER async_OP_i

THEN
OP_i
; ANSWER complete_OP_i

END
INVARIANT

true
END

END

FIG. 3.16 – Introduire la concurrence en B
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Les clausesANSWERsont des points de la boucle infinie de la machine sur lesquelsles
machines appelantes doivent se synchroniser. Ainsi dans l’exemple en figure 3.16, une ma-
chine appelante peutdéclencherl’exécution deOP i en appelant l’opérationasync OPi. Puis
Async Ni imp rendra la main à la machine appelante tout en exécutant l’opérationOP i. Pen-
dant ce temps la machine appelante peut faire un autre traitement. La synchronisation avec la fin
de l’exécution deOP i se fait en appelantcompleteOP i. De toute manière il n’est pas pos-
sible pour la machineAsync Ni imp d’exécuter un autre traitement tant quecompleteOP i
n’est pas appelée : cette contrainte est vérifiée lorsque lesobligations de preuve de la machine
sont prouvées. Cette mise en oeuvre du parallélisme permet la synchronisation de tous lesOP i
appelés en même temps par le connecteur9.

Cette manière de faire est avantageuse pour les raisons suivantes, indiquées de manière
informelle :

– Le mécanisme d’inclusion/importation de Lano et Dick [LD96] reste celui du B standard :
les substitutions mises en parallèle ont des ensembles de variables disjoints. Il n’y a donc
pas d’interférence possible entre deux substitutions mises en parallèle

– Le blocage induit par cette substitution (introduit parcompleteOP i dans la version
expansée en figure 3.16) garantit qu’aucune autre opérationde la machineNi ne peut être
appelée dans le même temps. De cette manière l’invariant de la machine ne peut pas être
violé.

Il est donc possible de spécifier une exécution simultanée deplusieurs tâches en B, sous
condition (par les contraintes d’inclusion de B) que les ensembles de variables sur lesquels
agissent les tâches respectives soient disjoints. Que se passe-t-il en revanche dans le cas de
variables partagées ?

Le problème se pose en fait lorsque deux processus consultent et/ou mettent à jour des
variables qu’ils ont en commun. En B, cela est interdit par lefait que dans un projet B, il ne soit
pas possible d’accéder à une même machine incluse par deux chemins d’inclusion différents. À
ce sujet, le B-Book [Abr96a, section 7.2.3] donne un exemplede machine, repris en figure 3.17,
pour laquelle une composition parallèle des opérations brise l’invariant, par exemple :

PREv < w THEN increment‖decrement END

Les préconditions de chacun des appels d’opération sont respectées, mais la composition des
deux peut briser l’invariant, par exemple dans le cas oùv+1 = w, l’effet des deux opérations
aura pour résultatv = w+ 1, ce qui invalide l’invariant de la machine. Notons également que
les autres substitutions de composition ne posent pas ce problème. Soit une machine abstraite
possédant deux substitutionsSet T :

– La composition séquentielle de deux substitutions ne brise pas l’invariant.

PROOF:
1. ASSUME: PrédicatsP et R
2. ASSUME: I ⇒ [S]I
3. ASSUME: I ⇒ [T]I
4. ASSUME: [S]P∧ (P⇒ [T]R)⇒ [S;T]R ([Abr96a, propriété 9.1.1])
5. [S]I ∧ (I ⇒ [T]I)⇒ [S;T]I (1,R≡ I ,P≡ I ,4)
6. I ∧ (I ⇒ [T]I)⇒ [S;T]I (2,5)
7. I ⇒ [S;T]I (3,6)
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MACHINE
M1

VARIABLES
v,w

INVARIANT
v ∈N

∧ w ∈ N

∧ v ≤w

OPERATIONS

increment =
PRE

v <w
THEN

v :=v +1
END
;

decrement =
PRE

v <w
THEN

w :=w−1
END

FIG. 3.17 – Exemple de machine pour laquelle on ne doit pas trouver deux chemins d’inclusion
différents
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– La composition en choix borné de deux substitutions ne brise pas l’invariant

PROOF:
1. ASSUME: I ⇒ [S]I
2. ASSUME: I ⇒ [T]I
3. I ⇒ [S]I ∧ [T]I (1,2)
4. I ⇒ [S[]T]I (1,[Abr96a, 4.14])

– En revanche, la composition‖ peut ne pas préserver l’invariant. En effet, soientS une
substitution modifiant une variablex et T une substitution modifiant une variabley (x et
y sont distinctes), on a la propriété suivante [Abr96a, théorème 7.1.1] :

[S]P∧ [T]Q⇒ [S‖T](P∧Q) si x\Q∧y\P

Si nous nous référons à la figure 3.17, que nous instancionsP≡ I etQ≡ I et sachant que
I ⇔ I ∧ I , alors les conditions de bord ne sont pas respectées, puisque les variablesv et w
sont libres dans l’invariantI de la machine.

Pour résoudre ce problème, une approche basée sur l’absence d’interférencea été proposée
à au moins deux moments : par Lano [LBS96, section 4.5], où l’auteur décrit informellement
à quelles conditions une machine peut être partagée, et de manière similaire et plus détaillée
par Büchi [BB99] où l’auteur introduit la notion derôle permettant de spécifier les différentes
classes de changement d’état autorisés par la machine.

Dans les deux cas cependant, la méthode sous-jacente décrite n’est autre que la vérification
d’absence d’interférence10 décrite originellement par Owicki et Gries [OG76]. On en trouve
par exemple une description détaillée dans le livre d’Apt etOlderog [AO97].

{0 mod 2= 0} x := 0 9
{ x+2 mod 2= 0} x := x+1;
{ x+1 mod 2= 0} x := x+1

{x mod 2= 0}

FIG. 3.18 – Exemple simple montrant la présence d’interférence

La figure 3.18 montre par exemple un programme composé de deuxsous-programmes con-
currents et qui contient une interférence entre les deux sous-programmes. En effet, supposons
que nous voulions que ce programme établisse que x est pair (x mod 2= 0). Nous avons préfixé
chacune des instructions de base de notre programme par la plus faible précondition perme-
ttant d’établir notre postcondition. Nous voyons qu’elle est trivialement établie pour le sous-
programme de gauche, et qu’à droite elle est établie également si x est pair à l’origine. Pour
montrer que la composition des deux sous-programmes continue d’établir la postcondition, il
suffit de montrer (comme indiqué par Apt et Olderog [AO97]) que chaque instruction d’un
sous-programme ne brise aucune assertion (précondition oupostcondition) des autres sous-
programmes. Plus formellement, soientSet T deux sous-programmes, soits une instruction de

10interference freedom
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base deS (dans le cas de B il s’agirait d’une substitution),Pre(s) la précondition associée etP
une assertion deT :

– s n’interfère pas avecP si et seulement si :

{P∧Pre(s)}s{P}

c’est-à-dire que l’exécution des(d’où la présence dePre(s)) continue d’établir l’assertion
P.

– Si aucunsdeSn’interfère avec aucune assertion deT, et si aucunt deT n’interfère avec
aucune assertion deS, alorsSet T sont sans interférence

Si nous reprenons l’exemple de la figure 3.18, cela revient à vérifier les triplets de Hoare
suivants :

1. {0 mod 2= 0∧x+1 mod 2= 0} x := x+1 {0 mod 2= 0}

2. {0 mod 2= 0∧x+2 mod 2= 0} x := x+1 {0 mod 2= 0}

3. {x+1 mod 2= 0∧0 mod 2= 0} x := 0 {x+1 mod 2= 0}

4. {x+2 mod 2= 0∧0 mod 2= 0} x := 0 {x+2 mod 2= 0}

Il est assez facile de voir que le troisième triplet n’est pasvérifié, puisqu’il impliquerait de
prouver que 1 mod 2= 0.

De la même manière, les aménagements proposés par Lano [LBS96] et Büchi [BB99] pro-
posent d’ajouter des obligations de preuve supplémentaires pour vérifier cette absence d’in-
terférence au niveau de l’invariant. Büchi [BB99] propose de rajouter une clauseCONTRACTS
qui permet de spécifier quels différents rôles (ensembles d’appels d’opérations différents) la
machine partagée peut jouer.

Soit une machineMS pouvant être partagée par plusieurs autres machines dontM, la véri-
fication d’absence d’interférence se fait en vérifiant que les opérations deMS autres que celles
appelées parM ne brisent pas l’invariant deM : il s’agit donc de vérifier que les opérations
pouvant provoquer une interférence, n’en provoquent effectivement pas :

– Lano [LBS96] propose pour cela de vérifier que toutes les opérations deMS pouvant
modifier les variables deMS référencées dans l’invariant deM ne brisent pas l’invariant
deM

– Büchi [BB99] propose de vérifier que ce sont lesrôles de MS que M ne déclare pas
(et donc n’utilise pas) qui ne brisent pas l’invariant deM. Les rôles sont des substitutions
spécifiant la manière dont les opérations deMS sont appelées (selon un choix borné, selon
une séquence particulière,. . .)

Dans les deux cas, le résultat est que nous disposons d’un moyen de composer et partager des
machines en B.

Cependant, cette manière de faire pose problème lorsque l’on souhaite rajouter une sub-
stitution qui compose d’autres substitutions en prenant encompte l’entrelacement. En effet,
en se basant sur l’exemple de la figure 3.18, les différents entrelacements possibles des deux
sous-programmes permettent également de vérifier la postcondition : en effet l’entrelacement
x := x+1;x := 0;x := x+1 ne vérifie pas la postcondition donc la composition concurrente des
deux sous-programmes ne vérifie pas la post-condition. Nousvoyons donc qu’ici la granularité
des programmes (ou, duallement, l’atomicité des instructions qui les composent) joue un rôle
dans l’expressivité des programmes.
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Ce problème apparaît également lors du raffinement : en effet, comme en B le raffinement
est un raffinement de données, la manière dont elles sont traitées peut varier d’une machine à
son raffinement, comme illustré en figure 3.19.

MACHINE
M_S

VARIABLES
x

INVARIANT
x mod2 = 0

OPERATIONS

Set0 =
x :=0
;

Incr2 =
x:=x +2

REFINEMENT
M_S’

REFINES
M_S

OPERATIONS

Set0 =
x :=0
;

Incr2 =
BEGIN

x:=x +1
; x:=x +1

END

FIG. 3.19 – Raffinement et granularité

Il existe bien entendu plusieurs solutions permettant de régler ce problème :
– Par exemple, il serait possible de définir une substitutiongénéralisée de la forme :

[S;T 9U ;V] ≡ S; [T 9U ;V]
[]U ; [S;T 9V]

avec bien entendu une expansion similaire dans d’autres substitutions. Cette solution a le
désagrément de générer beaucoup de traces d’exécution à vérifier (que l’on peut réduire
lorsque les espaces de variables sont disjoints) mais s’intégrerait assez facilement aux
outils pour B déjà existants.

– L’approche compositionnelle présentée dans [Qiw96] pourrait également être utilisée
dans ce sens, en raison de certaines de ses caractéristiques:
– Elle est basée sur les méthodes bien connues et comprises derely-guarantee(aussi

dites d’assumption-commitment)
– Le raffinement traité est un raffinement enforward simulation, qui est aussi le type de

raffinement de B (construction d’une spécification concrèteà partir d’une spécification
abstraite)

– La conclusion de [Qiw96] laisse entendre qu’il est possible de dériver les conditions de
garantie (sur lesquelles les preuves de non-interférence se basent) à partir du système
de transition lui-même. Par exemple il serait possible d’utiliser l’invariant de machine
et les différentes opérations pour obtenir ces conditions de garantie.
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– Une dernière approche, plus en phase avec les développements B tels qu’ils sont faits et
compris en pratique, est de garantir qu’à tout moment dans lemodèle, deux opérations de
la même machine partagée ne sont jamais appelées en même temps. En effet, le renom-
mage de machines (conséquence de la modularité particulière de B) permet de représenter
fidèlement des processus du monde physique (comme par exemple les différentes pompes
du modèle duBoiler d’Abrial [Abr96c])

L’approche que nous choisissons est la dernière, puisque l’adjonction d’une sémantique
temporelle en calcul des durées à B permet d’exprimer ce genre de contraintes temporelles.
Nous autoriserons l’utilisation de variables partagées, avec comme restriction que ces variables
ne peuvent apparaître que dans la même machine. Cette restriction correspond à l’interdiction
pour deux machines B différentes d’inclure une même machine, si ces deux machines font partie
du même développement.

Après avoir indiqué les tenants de l’introduction de la concurrence en B, nous traitons dans
la section suivante des problèmes de non-terminaison.

3.3.6 Non-terminaison

Originellement, la non-terminaison d’un programme a été vue comme un problème plutôt
qu’une propriété voulue d’un programme. Cette dualité dansla manière de considérer la termi-
naison d’un programme se retrouve encore dans la manière dont sont considérés les systèmes
permettant de prouver la correction d’un programme. Par exemple, Apt et Olderog [AO97] font
la distinction entre correctionpartielleet totaled’un programme : cette distinction se retrouve
dans les règles de correction pour l’instructionwhile.

Dans le cas de la correction partielle, les formules à démontrer permettent d’établir que l’in-
variant est établi pour les trois étapes suivantes : à l’entrée de la boucle, à l’exécution du corps
de la boucle, sous l’hypothèse que la condition d’arrêt n’est pas vérifiée, et la postcondition
sous l’hypothèse que l’invariant et la condition d’arrêt sont vérifiés. Dans le cas de la correc-
tion totale, la démonstration ajoute une formule qui permetde garantir la décroissance d’une
quantité (liée au test de la condition d’arrêt).

En B également se retrouve cette notion de correction totale. Le while est défini à partir
d’une substitution de répétition, comme indiqué figure 3.20.

Ŝ (S; Ŝ )[] skip
WHILE C DO
S
END

(C =⇒ S)ˆ;¬C =⇒ skip

FIG. 3.20 – Définition duwhileen B

Ainsi que nous l’avons vu en section 3.1.3, la terminaison d’une substitution est vue comme
l’ensemble des états dans lequel doit se trouver le programme avant exécution pour que le
programme puisse être exécuté jusqu’à son terme.

Cependant, il arrive de plus en plus souvent que les programmes pour lesquels il faille
une preuve de sûreté soient des programmes embarqués qui devront fonctionner indéfiniment,
et donc qui ne termineront jamais. De ce fait, ce genre de programmes utilisent un mécanisme
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permettant de définir une répétition infinie d’étapes, soit de manière implicite (Lustre, OCCAM,
CSP) ou explicite (ESTEREL, et d’une manière générale tout langage permettant les boucles
while (true) do. . .).

De ce fait pour pouvoir traiter de modèles ou le système ne doit jamais terminer, nous de-
vrons affaiblir les contraintes pour la boucle en ne requérant plus la décroissance d’une quantité
liée à la condition de boucle.

3.4 B événementiel et temps-réel

3.4.1 Mécanismes du B événementiel

Les mécanismes de B événementiel lui fournissent cependantune expressivité proche des
logiques temporelles discrètes, comme LTL par exemple, si l’on considère les événements
comme des points d’observation. La continuité peut être modélisée implicitement par des vari-
ables qui représentent des horloges et par des gardes qui bornent ces variables à certains in-
tervalles. Des propriétés de vivacité peut aussi être exprimées, sans changement fondamental
[AM98] ou en modifiant les mécanismes de raffinement du B événementiel [ACM05].

Abrial et Mussat ont démontré que B pouvait être utilisé pourspécifier facilement des sys-
tèmes distribués [Abr96b], avec l’exemple d’un protocole de transmission [AM97]. Cette util-
isation de B est déjà un premier pas vers le B événementiel. Cepas est continué plus tard en
montrant que ce que les auteurs appellent «contraintes dynamiques» peuvent être exprimées
avec le B événementiel. Dans d’autres méthodes ou domaines,ces contraintes portent le nom
de contraintes temporelles, ou de contraintes de vivacité.Ces contraintes dynamiques [AM98]
sont traitées en quatre temps :

– Autoriser le raffinement à complexifier le système en y rajoutant de nouveaux états (et
donc de nouveaux événements qui les traitent)

– Spécifier les évolutions possibles des états du programme
– Spécifier les états que le système peut atteindre, i.e. l’atteignabilitéde certains états
– Empêcher les blocages.
Ces quatre points correspondent à la modélisation d’un système, ses contraintes de sûreté

ainsi que sa vivacité. Cette dernière est obtenue en spécifiant l’atteignabilité de certains états
désirables du système et l’impossibilité pour le système dese bloquer. Les trois derniers points
ramènent aux définitions de la section 3.3.1, respectivement la sûreté, la vivacité (voire l’équité)
et l’absence d’interblocage. Nous allons maintenant voir brièvement comment ces mécanismes
sont obtenus par Abrial et Mussat [AM98].

Raffinement

Le problème du raffinement dans un système dynamique est l’introduction de nouveaux
événements pour le système. Pour ceux-ci, la question suivante se pose : à quel événement du
système abstrait correspondent-ils ? En fait, il est dit queces “nouveaux” événements raffinent
un événement qui ne fait rien (skipen B). En effet, au niveau abstrait, ces événements ne sont
pas visibles, et donc sont “contenus” dans un événement invisible, qui semble ne rien faire.
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D’ailleurs, Abrial [AM98] compare ces événements invisibles aux «stuttering steps» deTLA ,
connus depuis longtemps, dont la fonction est similaire.

Pour garantir que le raffinement est correct, il faut donc s’assurer que les nouveaux événe-
ments ne s’exécutent pas indéfiniment. Si c’était le cas, cela signifierait que dans le système
abstrait,skips’exécuterait indéfiniment, ce qui empêcherait les événements déjà présents d’être
déclenchés. Le mécanisme proposé par Abrial et Mussat [AM98] pour empêcher cela est d’in-
troduire une clauseVARIANT contenant une quantité qui doit forcément décroître à chaque dé-
clenchement desnouveauxévénements. De cette manière le déclenchement des événements
déjà présents dans le système abstrait est garanti.

Notons toutefois que si le fonctionnement de cette clauseVARIANT est similaire à la clause
homonyme de la boucleWHILEde B, son rôle est différent :

– Dans le premier cas, il s’agit d’empêcher un fonctionnement indéfini des nouveaux événe-
ments. Rien n’interdit aux anciens événements de faire croître la quantité diminuée par
les nouveaux événements. Dans ce cas le système dans son ensemble peut fonctionner
indéfiniment

– Dans le second cas, il s’agit de garantir que la boucle s’arrête forcément.

Dynamique

Une clause appeléeDYNAMICScontenant un prédicat est introduite pour pouvoir spécifier
l’évolution des variables. De l’aveu d’Abrial [AM98], cette clause est redondante avec les
événements eux-mêmes (qui sont au fond des prédicats exprimés différemment). Elle permet
cependant d’éclaircir un modèle en B événementiel, et éventuellement de faciliter la preuve par
l’expression des propriétés importantes.

Modalités

Les auteurs retiennent pour modalitésLEADSTO ; et UNTIL pour exprimer des propriétés
de vivacité, invoquant la constatation qu’elles suffisent pour exprimer la plupart des contraintes
temporelles usuelles. La modalitéP ; Q, P et Q étant des prédicats, est exprimée par le biais
d’une substitution gardée parP, et contenant une boucle dont la garde est la négation deQ.
Le corps de la boucle est composé d’un choix borné entre les événements du système. Des
contraintes supplémentaires (que nous ne détaillerons pasici) et les obligations de preuve de
cette substitution, une fois prouvées, garantissent que laformule; dont est issue la substitution
est vérifiée.

Le UNTIL est spécifié de la même manière : en fait il est même exprimé à partir d’une
construction particulière deLEADSTO.

Absence de blocage

Le raffinement de modèles B événementiel pose un problème supplémentaire : comment
garantir qu’un événement n’est pastrop raffiné, c’est-à-dire que sa garde est tellement renforcée
qu’elle en devient impossible à déclencher ? En effet dans cecas, si un événement (voire tous)
ne peut plus être déclenché, le système peut se bloquer. La solution proposée par Abrial [AM98]
est de s’assurer que la garde de l’opération se retrouve dansla disjonction de la nouvelle garde
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et des gardes de nouveaux événements. En d’autres termes, ons’assure que le déclenchement
est toujours possible quelque part, dans l’événement raffiné ou dans les nouveaux événements
introduits.

Travaux ultérieurs

Des travaux ultérieurs de Abrial, Cansell et Méry [ACM05] sur le B événementiel résolvent
des problèmes posés par les mécanismes introduits plus haut:

– Les introductions successives de nouveauxVARIANTS au cours des raffinements rend la
preuve de décroissance de plus en plus difficile : en effet certains nouveaux événements
peuvent avoir besoin de modifier les variables déjà présentes. Ils interfèrent avec les an-
ciens variants.

– La multiplication des nouveaux événements peut rendre le modèle plus difficile à analyser
et à traiter

– Les nouvelles constructions traitant de contraintes temporelles (LEADSTO et UNTIL ) peu-
vent peut-être être évitées.

Ces problèmes et interrogations sont résolus des manières suivantes :
– Le problème vient en fait de la manière dont sont introduitsles nouveaux événements :

sont-ils plutôt liés aux nouvelles variables introduites,ou modifient-ils l’évolution des
variables déjà présentes (et donc sont liés aux variants) ? Abrial [ACM05] propose de lier
plutôt les nouveaux événements aux variants en introduisant desévénements anticipatifs
dans la version abstraite du modèle. Autrement dit, il s’agit d’introduire dans le modèle
des événements dont on ne sait presque rien, sauf qu’ils modifieront les variables du mod-
èle. Abrial [ACM05] définit pour ces événements anticipatifs les contraintes suivantes :
– Ils raffinentskip(comme attendu)
– Ils modifient de manière non-déterministe la variable qu’ils manipuleront plus tard de

manière déterministe dans le raffinement
– Ils ne modifient pas leVARIANT pour cette même variable dans le modèle courant.
Ces trois contraintes sur les événements anticipatifs permet donc de simplifier le raffine-
ment dans un modèle complexe

– Un mécanisme defusiondes événements est défini. Il revient simplement à faire la dis-
jonction de gardes d’événements dont le corps est identique.

– La méthode pour obtenir la vérification d’une contrainte d’atteignabilité (qui correspond
en fait à une contrainte de vivacité) est elle illustré par une technique étayée d’un exem-
ple. En quelques mots, l’atteignabilité est déjà spécifiée dans le modèle abstrait par un
événement dit «one-shot» (en un coup). Il suffit donc de partir du principe que la pro-
priété recherchée est obtenue en une seule fois, et de raffiner pour compléter le système
avec les événements manquants.
L’exemple étudié par Abrial, Cansell et Méry [ACM05] est celui d’un client dans un
restaurant. Pour garantir qu’il sera forcément servi (absence de famine, il s’agit donc
bien d’une contrainte de vivacité), le modèle abstrait montre un événement où il est servi
immédiatement. Puis les étapes successives de raffinement ajoute des événements sup-
plémentaires où les autres clients sont servis, jusqu’au raffinement final. Les techniques
utilisées pour parvenir à ce résultat sont celles décrites dans le même article, pour la
simplification des raffinements et la fusion des événements.
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Ce dernier article montre donc que le B événementiel peut traiter de problèmes temporels
simples sans faire appel à des mécanismes extérieurs. Cependant ces problèmes temporels sim-
ples peuvent aussi vus comme de simples problèmes de causalité, puisque la notion de temps
n’apparaît jamais. Il est évidemment possible de déclarer des variables qui représenteront le
temps, un compte d’horloge,etc mais on en revient aux problèmes de complexité que l’on
retrouve pour les approches similaires en B classique (cf section 3.3.3.0).

3.4.2 Automates temporisés

Hammad [HJMO03] présente une approche créée spécifiquementpour exprimer en B les
systèmes réactifs temps-réel. Cette démarche est à rapprocher des démarches en section 3.3.3.
L’exemple retenu pour l’illustrer est celui du passage à niveau.

Le principe est de coupler l’utilisation d’automates temporisés à un modèle en B événe-
mentiel. Unautomate temporisé à invariantsest un automate dont les états sont étiquetés par
un invariant. Celui-ci doit être vérifié pour un état donné tant qu’une transition ne le fait pas
passer dans une autre transition. Cet automate est temporisé parce qu’il définit des horloges, sur
lesquelles des contraintes peuvent être définies dans les invariants d’états, et que les transitions
peuvent remettre à zéro ces horloges.

À partir des ces automates temporisés à invariants, Hammad [HJMO03] définit une traduc-
tion en automates des régions. Ces automates sont à états finis et permettent de rendre discret
un automate temporisé : il suffit de regrouper dans de mêmes états les configurations dont les
évolutions ne modifient pas l’état du système. L’avantage immédiat d’une telle traduction est
de pouvoir utiliser les outils sur les automates «classiques», puisque les automates des régions
sont à états finis. Un de ces outils fait notamment la traduction en un modèle B événementiel.

La traduction se passe de la manière suivante :
– Les différentes régions de l’automate forment un domaine auquel appartiendra une vari-

able décrivant le temps. Il peut y avoir plusieurs variablessi plusieurs horloges avaient
été définies dans l’automate

– Les événements décrivent les différentes transitions de l’automate : leurs gardes sont
des prédicats indiquant l’état courant dans l’automate temporisé ainsi que la région du
temps dans laquelle ils se trouvent. Il y a deux sortes d’événements : les événéments qui
modélisent les états de l’automate, et un événement qui faitavancer l’horloge. Donc à tout
moment, deux événéments sont activables, un événement de transition, et un événement
d’horloge. Les événements de transition remettent l’horloge à 0. L’événément d’horloge
est activable dans les limites imposées par les contraintessur les transitions. Donc à un
moment donné, seul un événément de transition sera activable

– Un événement supplémentaire,tic, fait avancer le temps, i.e. fait passer le système d’une
région du temps à l’autre, toujours en utilisant les régionstemporelles déclarées dans le
modèle. La garde de cet événement assure qu’il n’est activé que lorsque nécessaire. Ainsi
dans la pratique, les transitions de l’automate sont entrecoupées d’autant d’événements
tick qu’il y a de régions temporelles à traverser pour un état donné.

Il s’avère que le modèle B obtenu correspond à l’automate desrégions minimisé de l’automate
initial.

Hammad [HJMO03] suggère ensuite d’étendre le B événementiel pour simplifier la notation
de ces machines temporisées :

88



3.5. Vue d’ensemble des extensions

– une clauseCLOCKcontient les horloges du système. Ces horloges remplacent l’ensemble
énuméré décrivant les régions de l’automate temporisé

– Les contraintes portant anciennement sur ces régions deviennent des prédicats bornant
sur les valeurs de l’horloge

– L’évènementtick devient implicite
En bref, la notation obtenue est une traduction directe de l’automate temporisé à invariants
originel. Sachant que le passage de cette notation “continue” à la notation discrète précédente
est automatique, la vérification par model-checking devient possible.

Le deuxième intérêt de cet ajout de notation est la possibilité du raffinement. Hammad
[HJMO03] définit pour les systèmes de transition une relation de raffinement très proche de
celle du B événementiel (cf section 3.4.1.0). Les auteurs définissent à partir de cette relation
de raffinement une autre relation, celle-ci pour les systèmes de transition temporisés (STT). Ils
illustrent sur un exemple que le raffinement d’un STT par l’autre implique le raffinement entre
leurs automates des régions respectifs. La démonstration de ce résultat impliquerait qu’il est
possible de relater le raffinement de B et le raffinement de B étendu avec des horloges, ce qui
simplifierait la modélisation et surtout la validation de cegenre de système.

3.5 Vue d’ensemble des extensions

Que pouvons-nous retenir des différentes extensions de B etdu B événementiel pour traiter
du temps et de la concurrence ? Nous pouvons tout d’abord retenir que ces extensions peuvent
diviser en deux grandes catégories :

– Les extensions utilisant les mécanismes de B
– Les extensions lui adjoignant une nouvelle sémantique, demanière interne ou externe,

devant permettre d’exprimer de nouvelles propriétés.
Les extensions utilisant les mécanismes de B restent assez simples : Bodeveix [BFR04] qui

exprime certaines classes de contraintes temporelles, et Büchi [BB99] qui propose un mécan-
isme de type assumption/commitment. L’intérêt d’utiliserles mécanismes de B est de pouvoir
utiliser les outils existants. Le défaut de ce genre d’approche est le risque que les modèles
obtenus aient une complexité résultante inadaptée à ces mêmes outils.

Les extensions sémantiques internes permettent d’augmenter l’expressivité de B lui-même.
Les diverses extensions du‖ illustrent à petite échelle comment changer la sémantique des
instructions de B. Ce changement reste cependant dans le cadre théorique de la théorie des en-
sembles. D’autres extensions touchant à la logique utilisée, ou aux hypothèses implicites faites,
démontrent la possibilité d’exprimer plus directement descontraintes de type temporel : at-
teignabilité, vivacité, simultanéité. Le B événementiel fait par exemple l’hypothèse implicite de
non-terminaison du système : des problèmes de vivacité, de blocage apparaissent et deviennent
explicite dans la validation du modèle. L’extension de Lanoet Dick [LFD96] propose d’utiliser
une logique temporelle simple pour la validation des machines, et étend la notion de machine à
la notion demachine threadée. Il devient donc possible d’exprimer la simultanéité, et derajouter
des contraintes temporelles de vivacité sur les machines.

Les extensions sémantiques externes utilisent B pour sa facilité à exprimer des propriétés
mathématiques et lui adjoignent un autre formalisme pour spécifier des séquences d’actions
non-terminantes. CSP‖B utilise B pour valider les composants d’un modèle, et la partie CSP
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les mets en séquence. La validation se fait en vérifiant certaines contraintes additionnelles sur
l’interconnexion entre les machines B et les processus CSP.Hammad [HJMO03] utilise les
automates temporisés pour donner à B la notion de continuitédes actions. B y est utilisé pour
accueillir les contraintes mises sur les états et transitions, et spécifier des contraintes temporelles
additionnelles portant sur ceux-ci. La difficulté ici est depouvoir faire correspondre le raffine-
ment d’automates temporisés et le raffinement du B événementiel.

Globalement, les extensions utilisant B comme format final restent d’une expressivité assez
simple. Le problème réside donc surtout dans la complexité des spécifications B obtenues, qui
peuvent être alors plus difficile à valider. Les extensions augmentant B de manière interne per-
mettent d’élargir considérablement le champ d’action de B,en gardant une certaine simplicité
de modélisation. Le problème de la validation dépend, lui, de la sémantique utilisée pour l’ex-
tension. Les extensions externes ont pour avantage d’utiliser le “meilleur de deux formalismes”.
La difficulté vient ici du point de rencontre entre les deux formalismes, où il faut vérifier que
certaines bonnes propriétés (modularité, raffinement) sont conservées.

Nous présentons au chapitre suivant une extension interne de B, qui se base sur une logique
temporelle continue pour en exprimer la sémantique.
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Chapitre 4

B + Calcul des durées : une sémantique
temporelle pour B
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Nous allons présenter dans ce chapitre les aménagements apportés par l’adjonction de DC∗

à la méthode B et à son récent développement en B événementiel. En réponse aux méthodes
présentées pour étendre B temporellement au chapitre 3, nous présentons dans une première
section les ajouts que nous faisons à la méthode B. Nous précisons la sémantique en DC∗ des
substitutions, puis nous montrons comment construite une machine B temporisée. Nous présen-
tons ensuite les particularités de la concurrence telle quenous l’avons introduite, et présentons
la notion de raffinement temporel. Nous finissons sur quelques remarques concernant le lien
entre B événementiel et B+DC, revenons sur ce dont nous aurons traité dans ce chapitre. Nous
terminons sur quelques perspectives visant à simplifier lespoints plus difficiles du formalisme.
Des parties de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication [CMP04a].

4.1 Extension temporelle de B

Les extensions à B présentées en section 3.3 indiquaient deux approches : soit utiliser les
définitions préexistantes de B (différentes sémantiques du‖, par exemple), soit utiliser un autre
formalisme apportant à B ce qui manque pour l’expression de problèmes temps-réel et/ou con-
currents. Notre approche ici est plutôt de définir une sémantique en logique temporelle des
substitutions B et ainsi d’obtenir un moyen de prouver la correction temporelle des machines B.
Cette définition en logique temporelle, présentée en détailen annexe A est mise en place selon
le principe suivant :

– Définir la signification enWDC∗ des substitutions B
– S’assurer que les propriétésfonctionnellesdes substitutions sont conservées (cf annexe

A)
– Déduire de la sémantiqueWDC∗ une sémantiqueDC∗ plus adaptée à la preuve de correc-

tion de machine : en effet la première utilise des constructions complexes peu utiles pour
la démonstration de propriétés temporelles basées sur les intervalles

Dans cette section, nous partons du principe que cette sémantique enWDC∗ est déjà à notre
disposition, et que nous devons appareiller B pour permettre d’utiliser toute l’expressivité par
cette nouvelle sémantique. Ainsi, nous introduisons les substitutions de délai, d’attente réactive
(ou synchronisation), de mise en concurrence et de postcondition.
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4.1.1 Délai d’attente et attente réactive

Nous pouvons vouloir spécifier que certaines opérations prennent un certain temps avant de
pouvoir s’effectuer, comme par exemple l’interrogation del’état d’un capteur. Nous définissons
à cet effet une substitutiondelay d, oùd est une quantité réelle (mais n’est pas une variable de
la machine).

Nous la définissons de la manière informelle suivante (voir annexe A pour la définition
formelle) : delay d laisse inchangé l’état de la machine dans laquelle elle se trouve, et fait
attendre au programmed unités de temps.

Comme nous faisons de plus l’hypothèse du vrai synchronisme(les affectations ne prennent
pas de temps), il est laissé à la discrétion du développeur l’ajout ou non de délais pertinents
pour les opérations prenant un temps non négligeable. Notons cependant que ce dernier choix
pourrait être supporté de manière automatique, en associant pour chaque opérateur arithmétique
un délai arbitraire.

Dans le cadre de systèmes temps-réels, une autre propriété désirable est de pouvoir réagir
en un temps (prouvablement) minimal lorsqu’une certaine condition est vérifiée. Cette condi-
tion peut correspondre à une requête, un changement d’environnement,etc. Pour modéliser une
telle condition, il est possible d’avoir recours à une structure de contrôle qui surveille régulière-
ment si la condition est vérifiée. La granularité temporelledu système correspondra donc à la
fréquence de cette vérification.

Le problème de cette approche est lié au fait que c’est la boucle qui sert de support à cette
construction, et les boucles sont notablement difficile à manipuler formellement. De par le fait,
vérifier une simple attente réactive modélisée par une boucle devient difficile. C’est la raison
pour laquelle une autre construction, plus flexible, est utilisée pour spécifier cette notion d’at-
tente réactive, et est usuellement notéeawait suivi de la condition sur laquelle réagir.

Nous ajoutons donc à B une substitutionawait c qui permet d’exprimer l’attente réactive.
Notons que d’autres langages définissent une version plus longue de cette instruction, de la
formeawait c then S end. Cette construction permet d’exécuter de manièreatomiquel’instruc-
tion S lorsque la conditionc est vérifiée. En B, la granularité des opérations n’est pas connue
a priori, elle n’est visible qu’à l’étape d’implémentation. Pour cette raison, donner la capacité
à une substitution possiblement complexe d’être atomique n’est pas avisé. En effet, selon le
langage de destination, celles-ci pourront être plus ou moins fiables ou plus ou moins faciles à
définir. Nous considérerons donc plutôt la forme simple (await c).

L’attente réactive joue également un autre rôle : elle permet la synchronisation dans le cadre
d’un système où de la concurrence est présente.

4.1.2 Concurrence

L’usage d’une sémantique temporelle continue a comme avantage d’exprimer facilement la
simultanéité (il s’agit d’une conjonction). Il devient donc intéressant d’équiper B d’une con-
struction permettant d’exprimer la simultanéité de plusieurs spécifications, donc une construc-
tion de composition concurrente.

Les substitutions précédentes (délai et attente réactive)sont des substitutions de base : elles
ne sont pas construites sur d’autres substitutions. En revanche, la concurrence, qui permet d’-
exprimer la notion de simultanéité, compose des morceaux deprogramme ensemble, ces pro-
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grammes pouvant eux-même être définis par le biais de substitutions structurantes (choix borné,
séquencement,. . .). Se pose donc à nous la question de ce qui pourra être composé : sont-ce les
machines, les opérations, ou les substitutions ?

La composition concurrente de machines fait peu de sens dansun cadre où celles-ci sont
des composants appelables, et non des entités indépendantes les unes des autres, comme dans
[LD96]. Dans le cadre du B classique, il est alors plus naturel de choisir de composer entre elles
des substitutions (les opérations étant de toute façon des substitutions).

Ensuite il nous faut savoir quelles sont les contraintes quiopèrent sur cette composition
concurrence des substitutions. En effet la section 3.3 du chapitre précédent nous indique que
la composition peut briser l’invariant de machines, si la sémantique de la composition n’est
pas suffisamment liée à la modularité du langage (l’exemple cité étant la composition via‖ de
deux opérations d’une même machine). Nous préciserons doncles contraintes d’utilisation de
la concurrence lorsque nous présenterons plus formellement celle-ci.

Nous rappelons que des travaux introduisant la concurrenceen B existent, nous en avons
présenté un large panel au chapitre 3. Cependant la concurrence introduite est la plupart du
temps triviale : amenée par un formalisme extérieur [ST02],implicite (eventB) ou sans inter-
férence des variables entre elles [LD96]. Les travaux mentionnant une notion de partage de
composants ou de synchronisation sont plus rares [BB99, LBS96].

4.1.3 Postcondition

Pour obtenir un prédicat temporel, nous devrons partir d’unétat connu atteignable après
la substitution. Un état qui spécifie adéquatement cette substitution permettra donc d’obtenir
un prédicat temporel qui décrit bien la substitution en question. Comme la méthode que nous
utilisons se base sur le calcul de plus faible précondition,nous nous tournons donc vers un
moyen d’exprimer une postcondition. Si l’invariant d’une machine peut effectivement servir de
postcondition, il possède néanmoins deux défauts en regardde notre méthode :

– Il spécifie le comportement de toutes les opérations, et donc ne permet pas de le rattacher
à une opération donnée.Il informe sur une condition de sûreté des données en général, et
non sur l’état exact après exécution d’une opération donnée

– Toutes les opérations d’une machine ne manipulent pas forcément toutes les variables de
cette même machine : calculer une formule temporelle pour une opération en prenant en
compte toutes les variables de la machine peut s’avérer inutilement encombrant.

Pour ces deux raisons nous [CMP04b] avons défini une substitution de postcondition en
utilisant les mécanismes de B. Si le principe apporte peu au niveau théorique (le même effet
peut être obtenu par un raffinement), il est utile d’un point de vue pragmatique :

– Les postconditions permettent de spécifier une information la plus pertinente possible sur
le résultat du calcul d’une opération

– Les opérations des machines B peuvent être désormais caractérisées uniquement par rap-
port aux variables qu’elles modifient.

Ces deux points résolvent les problèmes évoqués plus haut.
De plus, la postcondition, alliée à la précondition, peuvent faire des prédicats idéaux dans le

cas où les machines B ne sont qu’une étape intermédiaire avant implémentation : en effet il est
possible de générer à partir de machines B un code source dansun autre langage (historique-
ment, ce furent d’abord C et Ada). Or ce langage peut être équipé de contrats, ou tout du moins
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en avoir certains traits, comme le décrit le travail de thèsede Dorian Petit [Pet03].
Par exemple, des opérateurs d’assertions peuvent se retrouver en C, en Java ou en Eiffel

(même si ils ne recouvrent pas exactement les mêmes notions dans ces différents langages).
Ainsi les postconditions peuvent aider à spécifier des propriétés à retrouver dans le code final
d’implémentation en vue de simplifier l’étape de test.

Du point de vue théorique, les postconditions sont définies selon la forme générale des
substitutions généralisées de B :

S≡ trm(S)|@x′.(prdx(S) =⇒ x := x′)

Les variables contenues dansx n’apparaissent pas forcément dans la substitutionS, et donc leur
absence de changement est reflétée par l’expressionprdx(S).

Nous notonsS⊲ P la substitutionScaractérisée par la postconditionP. Elle a la sémantique
présentée en figure 4.1.

trm(S⊲ P) ≡ [x0 := x]([S]P)
prdx(S⊲ P) ≡ [x0,x := x,x′]P

FIG. 4.1 – Définition de la postcondition

Nous [CMP04b] montrons que cette définition de la postcondition est cohérente avec les
formules résultantes observées : la postcondition caractérise la substitution à laquelle elle est
attachée. De plus, la forme des obligations de preuve contenant une postcondition rappelle la
forme des obligations de preuve de raffinement. Ces deux dernières observations confirment que
les postconditions peuvent effectivement être émuléesvia raffinement: la postcondition serait
alors représentée par une substitution généralisée («devient tel que»), et le code correspondant
serait représenté par son raffinement.

Néanmoins c’est pour leur intérêt pratique que nous les utilisons : elles sont un point d’an-
crage pour le calcul des formules temporelles. Elles décrivent l’état des variables modifiées
par la substitution juste après exécution de celle-ci. Cecinous ramène d’ailleurs aux arguments
invoqués au début de cette section (pertinence, faible encombrement des variables). Nous pou-
vons de surcroît invoquer l’argument de la clarté comme pourla clauseDYNAMICS d’eventB en
section 3.4.1.

La machine en figure 4.2 gère un ensemble en diminuant ou augmentant son contenu via
les opérationsdiminuer et augmenter. L’ensemble contient des entiers naturels et ne doit ja-
mais être vide. L’opérationaugmenterajoute un élément, passé en paramètre de l’opération,
à l’ensemble. Il est obligatoire que l’opérationaugmenterincrémente effectivement la taille
de l’ensemble, ce qui explique la précondition qui précise que l’élément fourni n’est pas déjà
présent dans l’ensemble. L’opérationdiminuerenlève un élément non déterminé de l’ensemble,
mais, pour des raisons pratiques par exemple, il est plus simple d’enlever le plus petit élément.
En B classique, cette dernière spécification se ferait via unraffinement, nous le faisons ici avec
une postcondition.

L’obligation de preuve (PO) de l’opérationdiminueraura la forme suivante :

PROOF:
1. ASSUME: ensemble6= ∅∧ensemble⊂ IN∧card(ensemble)≥ 2
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MACHINE
Ensemble

VARIABLES
ensemble

INVARIANT
ensemble6=∅∧ensemble⊂ IN

INITIALISATION
ensemble :={ 0 }

OPERATIONS

diminuer =
PRE

card(ensemble)≥2
THEN

ensemble :=ensemble\{ min(ensemble)}
POST
∃x.(x ∈ IN∧ensemble$0 =ensemble∪{x})

END
augmenter(n) =

PRE
n∈ IN∧n /∈ ensemble

THEN
ensemble :=ensemble∪{n}

POST
ensemble$0 =ensemble∪{n}

END

END

FIG. 4.2 – Un exemple de postcondition
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(Hypothèses de la PO)
2. [ensemble:= ensemble\{min(ensemble)}) ⊲ ∃x.(ensemble0 = ensemble∪{x})]

(ensemble6= ∅∧ensemble⊂ IN)
(But de la PO)

3. [ensemble0 := ensemble][ensemble:= ensemble\{min(ensemble)})]
(∃x.(ensemble0 = ensemble∪{x}))

(2,Expansion du termetrm de la postcondition)
PROOF:

3.1. ∃x.(ensemble= (ensemble\{min(ensemble)})∪{x})
(3, application des substitutions)

3.2. x = min(ensemble)
(3.1,ensemble6= ∅)

3.3. Q.E.D.
4. ∀ensemble′.

([ensemble0,ensemble:= ensemble,ensemble′](∃x.(ensemble0 = ensemble∪{x}))
⇒ [ensemble:= ensemble′](ensemble6= ∅∧ensemble⊂ IN))

(2,Expansion du termeprd de la postcondition)
PROOF:

4.1. ∀ensemble′.(∃x.(ensemble= ensemble′∪{x}))
⇒ ensemble′ 6= ∅∧ensemble′ ⊂ IN)

(4, application des substitutions)
4.2. Vrai

(card(ensemble)≥ 2)
4.3. Q.E.D.

L’opérationdiminuervérifie donc bien l’invariant de la machine, et sa postcondition permet
de renforcer l’indéterminisme sur l’élément qui est enlevéde l’ensemble.

Après avoir présenté les nouveaux concepts que nous introduisons dans B, la prochaine
section traite de leur définition formelle.

4.2 Sémantique temporelle

La sémantique que nous introduisons ici doit servir deux buts :

– Conserver le lien avec la sémantique « théorie des ensembles» et calcul des prédicats de
B, et conserver ses propriétés

– Introduire les nouvelles propriétés et contraintes liéesau temps, i.e. la concurrence, la
non-terminaison possible et bien entendu l’expression de contraintes temporelles

Nous laissons la description de la sémantique en WDC∗ et les preuves afférentes en an-
nexe A. Nous nous limiterons ici à la description des propriétés en DC∗ des substitutions, et de
la sémantique en transformateur de prédicats des nouvellessubstitutions introduites.
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4.2.1 Principe de la sémantique

Le principe sous-jacent à cette sémantique temporelle, présenté en détail en annexe A, se
base sur une représentation en WDC∗ d’un ordonnanceur. Plusieurs substitutions peuvent être
composées par l’opérateur de concurrence : chacune de ces substitutions correspond alors à un
processus abstrait. Chaque processus est représenté par des variables spécifiant s’il est en fonc-
tion ou en attente d’être ordonnancé. Des hypothèses sur cesvariables sont faites pour simuler
le comportement «physique» d’un ordonnanceur (deux processus ne peuvent pas mobiliser le
processeur en même temps, . . .).

Ensuite, la sémantique de chacune des substitutions est donnée. L’affectation correspond
par exemple à un changement atomique, et qui fait avancer d’une phase (au sens de WDC∗)
le processus dans lequel elle se trouve. Grâce à la formulation en WDC∗ des substitutions et
des hypothèses additionnelles, il est alors possible d’exprimer le comportement de substitutions
(construites à partir de substitutions plus simples) misesen concurrence.

La difficulté réside dans la complexité des formules obtenues : cette complexité découle de
la possibilité d’exprimer des propriétés sur les intervalles de temps nuls (qui peuvent contenir
plusieurs phases). Cependant, les obligations de preuve deB ne s’intéressent en fait qu’à un
seul point du temps : celui qui se trouve entre les appels d’opérations d’une machine, c’est-à-
dire l’invariant. Nous sommes plutôt intéressés par ce qu’il se passependantle déroulement
des appels d’opérations, donc sur des intervalles de temps non nuls. Pour circonvenir à cette
complexité des formules de WDC∗, un opérateur de projection permet de passer des formules
WDC∗ à des formules DC∗, i.e. où les informations de phase ont disparu. Ce sont ces dernières
formules qui seront utilisées pour la démonstration de propriétés temporelles au sein des ma-
chines B.

La démonstration temporelle de machines B sera donc en fait concentrée au niveau des
opérations, puisque ce sont de celles-ci que peuvent être obtenues les formules temporelles. Une
machine B validable temporellement sera donc une machine B normale, où les opérations seront
équipées de formules DC∗ qui spécifient les contraintes temporelles à vérifier pour l’opération
qui y est associée. Le processus de validation temporelle consistera en l’obtention de formules
temporelles à partir du corps des opérations, et à la vérification des spécifications temporelles
par rapport à ces formules temporelles extraites.

Une contrainte additionnelle est que cette étape de validation soit compatible avec la vali-
dation «classique» de machines B, c’est-à-dire qu’une validation d’une machine B temporelle
sera divisée en deux étapes :

– L’étape de validation «classique» qui utilise la sémantique usuelle en transformateurs de
prédicats pour vérifier l’invariant

– Une étape de validation temporelle basée sur le corps de opérations pour vérifier les con-
traintes temporelles spécifiées pour chacune des opérations.

Nous allons donc introduire en premier lieu quelques définitions, puis nous séparerons la
présentation en deux étapes : l’une focalisée sur les substitutions purement temporelles, l’autre
sur la notion de concurrence.
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4.2.2 Notations et définitions

Boucle while

Nous utiliserons une notations condensée pour représenterla boucle while, de deux façons :
– W (g,S, I ,V) : il s’agit de la boucle définie par la condition d’arrêtg, le corpsS, l’invariant

I et le variantV
– W (g,S, I) : il s’agit de la même chose, mais sans le variant (ce qui en outre signifie que

la démonstration de l’arrêt de la boucle via décroissance duvariant n’est pas requise).

(Non)-terminaison

La notion de terminaison en B correspond à la cohérence logique d’une substitution. Ici
nous l’utiliserons au sens plus usuel du terme, c’est-à-dire la possibilité pour un programme de
s’achever (terminaison) ou non (non-terminaison). En effet, l’utilisation de substitutions pos-
siblement non-terminantes (boucle, attente réactive) impose de traiter le cas où un programme
peut ne pas s’arrêter. Lorsqu’il s’agira de terminaison au sens de B, nous le préciserons comme
nous venons de le faire.

La terminaison et la non-terminaison sont définies formellement au tableau 4.1. Elles seront
notéesTerm(S) pour la terminaison deSetNTerm(S) pour la non-terminaison deS. SiTerm(S)
est vrai, alorsS terminetoujours. Si NTerm(S) est vrai,Sne terminejamais.

SubstitutionS Terminaison deS

skip true
x := E true
delayd true
g|S Term(S)
g =⇒ S g⇒ Term(S)
S;T Term(S)∧Term(T)
S[]T Term(S)∧Term(T)
@x.S ∀x.Term(S)
S‖T Term(S)∧Term(T)
S9T Term(S)∧Term(T)
awaitg g⇔ true
W (g,S, I ,V) true
W (g,S, I) g⇔ false

SubstitutionS Non-terminaison deS

skip false
x := E false
delayd false
g|S NTerm(S)
g =⇒ S g⇒ NTerm(S)
S;T NTerm(S)∨NTerm(T)
S[]T NTerm(S)∧NTerm(T)
@x.S ∀x.NTerm(S)
S‖T NTerm(S)∨NTerm(T)
S9T NTerm(S)∨NTerm(T)
awaitg g⇔ false
W (g,S, I ,V) false
W (g,S, I) g⇔ true

TAB. 4.1 – Terminaison et non-terminaison

Opérateur de durées

Cet opérateur servira à obtenir à partir des substitutions les formules temporelles en DC∗

qui y correspondent. Il sera noté de deux manières différentes :
– Dans le cas terminant :dur(S,P) prend pour paramètres une substitutionSet un prédicat

P en logique classique
– Dans le cas non-terminant :dur∞(S) prendra pour seul paramètre une substitutionS
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Traces temporelles

La notion de « trace» se trouve principalement dans le domaine du model-checking, où
une trace est une représentation des états successifs que peut prendre un programme. Nous
utiliserons ce terme pour désigner les formules temporelles en DC∗ extraites des substitutions.
La raison en est que, bien qu’abstraites, ces formules temporelles ont une expressivité proche
de la notion de traces. Plus précisément,dur(S,P) sera une (représentation abstraite de la) trace
temporelle de la substitutionS(par rapport à un état connu immédiatement postérieur représenté
par la postconditionP).

Préfixes

Pour pouvoir exprimer des propriétés temporelles dans le cas où un processus ne termine
jamais, nous avons besoin de pouvoir exprimer des propriétés sur l’ensemble de ses préfixes. À
cette fin nous utilisons l’opérateur d’extraction de préfixePREF :

PREF(VSW) ≡ VSW∗

PREF(a≤ ℓ) ≡ ℓ≥ 0
PREF(ℓ≤ a) ≡ ℓ≤ a
PREF(φ∨φ′) ≡ PREF(φ)∨PREF(φ′)
PREF(φ∧φ′) ≡ PREF(φ)∧PREF(φ′)
PREF(φ⌢φ′) ≡ PREF(φ)∨φ⌢PREF(φ′)

PREF(φ∗) ≡ φ∗⌢PREF(φ)

Cette opération d’extraction est par exemple bien illustrée par l’extraction de tous les pré-
fixes d’un découpage : il s’agit de tous les préfixes de la première partie de l’intervalle, unis
avec tous les préfixes qui ont la première partie de l’intervalle en commun. L’extraction de
préfixe pourVSW est peut-être plus difficile à saisir :VSW implique queℓ > 0. Il pourrait être
suffisant de spécifier pour le préfixe de cette formule

R

S= ℓ∧ ℓ≥ 0. Il est en fait plus efficace
d’utiliser la forme itérée de la formule, pour simplifier l’étape de raisonnement en utilisant di-
rectement les axiomes et théorèmes liés à l’itération pour faire la correspondance avec d’autres
sous-intervalles en disjonction. Par exemple, soient les deux formules suivantes :

– (VSW)∗∨ (VSW⌢V¬SW)∗

– (
R

S= ℓ∧ ℓ≥ 0)∨ (VSW⌢V¬SW)∗

Les deux parties de ces formules comprenantSsont équivalentes, cependant la première est
plus facile à utiliser pour obtenir((VSW∨VSW)⌢(VSW∨V¬SW))∗, ce qui se réduit en(VSW⌢true)∗.
C’est donc l’utilisation de l’itération dans les formules qui motive cette forme pour l’extraction
des préfixes d’une formule de la formeVSW. Remarquons enfin que la notion de préfixe s’ac-
corde naturellement avec la notion de trace temporelle telle que nous l’avons décrite plus haut.

4.2.3 Sémantique enDC∗ des substitutions

À l’aide des définitions introduites plus tôt, nous pouvons maintenant définir les traces tem-
porelles des substitutions. Comme nous introduisons de nouvelles substitutions, nous devons
également indiquer leur sémantique en transformateur de prédicat.
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4.2. Sémantique temporelle

GSL [GSL]P dur(GSL,P)

skip P VW
x := E P[x := E] VW
delayd P (ℓ = d)∧VPW
C|S C∧ [S]P dur(S,P)
C =⇒ S C⇒ [S]P dur(S,P)
S;T [S]([T]P) dur(S,([T]P))⌢dur(T,P)

S[]T [S]P∧ [T]P
∨ dur(S,P)∨dur(T,P)
∨ NTerm(S)⇒ dur(T,P)
∨ NTerm(T)⇒ dur(S,P)

@x.S ∀x.[S]P ∃x.dur(S,P)
S‖T Transformé selon des règles de

réécriture
Transformé selon des règles de
réécriture

S9T [S9T]P dur(S,P)∧dur(T,P)
awaitC C⇒ P V¬C∧PW∗

WHILE C I ∧C⇒ [S]I
DO S I ⇒V ∈ N dur(S, I)⇒ ℓ > 0
VARIANT V I ∧C⇒ [n := V][S](V < n) ∧dur(S, I)∗

INVARIANT I I ∧¬C⇒ P
I

TAB. 4.2 – Calcul d’une formule de durées à partir d’une postcondition P, dans le cas terminant

Le tableau 4.2 présente cette sémantique, ainsi que les traces temporelles des substitutions
dans un cadre terminant, i.e. la substitution considérée est supposée terminer.

Les définitions fonctionnelles des nouvelles substitutions introduites au tableau 4.2 ont les
significations suivantes :

– Le délai, fonctionnellement parlant, ne fait rien : il ne change pas l’état de la machine
– L’attente ressemble beaucoup à la garde, bien qu’elles aient des rôles différents. Cette

ressemblance correspond à la notion d’obligation de véritépour la condition gardée ou
attendue. En effet le code gardé n’est exécuté que si la gardeest vérifiée, donc, tem-
porellement parlant, si ce bout de code est en train d’être considéré alors il est possible de
supposer qu’à un moment donné la garde a été vérifiée. De la même manière, si le code
qui suit l’attente réactive est en train d’être considéré, alors cela signifie qu’il est possible
de supposer qu’elle a été vérifiée. La vérification elle-mêmede cette garde est liée à la
propagation de la garde lors du calcul de plus faible précondition. De ceci nous pouvons
dire que l’attente peut être vue comme une garde, fonctionnellement parlant, qui dispose
également d’une dimension temporelle

– La substitution concurrente : il s’agit en fait d’une transformation en une substitution sans
concurrence. Cette transformation aboutit à une substitution définissant au moins la même
dynamique que la substitution originale. Par conséquent, la validité de la substitution
transformée implique la validité de la susbtitution concurrente. Le fonctionnement de
cette transformation est indiqué plus loin en section 4.4.
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Explicitons ensuite les formules temporelles qui peuvent être calculées à partir des différents
substitutions :

– L’affectation (et le skip) ne prennent aucun temps, ce qui correspond à l’hypothèse du
vrai synchronisme

– Le délai maintient la postcondition connue pendant le nombre de secondes spécifié
– La précondition et la garde ne sont vrais qu’en un point du temps. Notons que leur sé-

mantique en WDC∗ illustre cela. Ils n’apparaissent donc pas dans la forme calculée.
– La séquence est représentée par un découpage d’intervalle, comme l’on doit s’y attendre
– Le choix borné présente une alternative dans les intervalles, donc les deux chemins de-

vront être utilisés pour la vérification des propriétés temporelles d’une opération. De plus,
la possibilité que l’un des deux chemins ne termine pas impose que l’autre termine, pour
qu’effectivement le contexte reste celui d’une substitution terminante

– Pour le choix non-borné, nous conservons simplement la quantification universelle, en
considérant que toutes les alternatives doivent être terminantes.

– La substitution parallèle peut être réduite. Elle est de nature très abstraite et indépendante
de toute notion de durée, donc nous laissons son traitement au mécanisme usuels de B.
Il serait tout aussi valide de ne pas la réduire, et de considérer que les deux substitu-
tions mises en parallèle se suivent l’une l’autre, puisqu’elles ne prennent aucun temps (la
réécriture n’inclut pas la notion de délai) ni ne modifient les mêmes variables.

– La concurrence est définie en termes fonctionnel et temporel. Temporellement parlant,
les deux traces temporelles des substitutions concurrentes doivent être vraies «en même
temps». Leurs traces sont donc mises en conjonction. La définition fonctionnelle de la
substitution concurrente est définie plus loin, par une transformation en un entrelacement
de substitutions usuelles

– L’attente réactive définit une attente de longueur inconnue a priori, pendant laquelle la
condition d’attente n’est pas vérifiée (¬C) et la postconditionP n’évolue pas

– La boucle est représentée par une répétition arbitraire deson corps. Notons que cette
répétition abstrait la connaissance indirecte du moment desa terminaison : en effet dans
certains cas où le corps est simple, le nombre de boucles peutêtre prédit (comme dans le
cas du calcul de complexité d’un algorithme simple, par exemple). Puisque nous restons
généraux (pas d’hypothèses sur la simplicité du corps de la boucle), nous en resterons
à cette abstraction sur le nombre d’itérations. De plus, nous rajoutons une obligation de
preuve servant à s’assurer que le corps de la boucle dure un temps non-nul, pour éviter
les phénomènes de Zénon.

Les traces temporelles des substitutions dans un cadre non-terminant sont présentées au
tableau 4.3.
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GSL dur∞(GSL)

skip false
x := E false
delayd false
C|S dur∞(S)
C =⇒ S dur∞(S)

S;T

∨







∨ dur∞(S)
∨ PREF(dur(S,(true))
∨ dur(S,(true))⌢dur∞(T)

∨ Term(S)⇒

{
∨ dur(S,(true))⌢dur∞(T)
∨ PREF(dur(S,(true))

∨ NTerm(S)⇒ dur∞(S)

S[]T
∨ dur∞([S])∨dur∞(T)
∨ Term(S)⇒ dur∞(T)
∨ Term(T)⇒ dur∞(S)

@x.S ∃x.dur∞(S)
S‖T Transformé selon des règles de réécriture
S9T dur∞(S)∨dur∞(T)
awaitC V¬C∧PW∗

WHILE C
DO S
INVARIANT I

∨

{
Term(S)∧ (dur(S, I)⇒ ℓ > 0)⇒
(dur(S, I))∗⌢PREF(dur(S, I))

∨ NTerm(S)⇒ dur∞(S)

∨







dur∞(S)∧ (dur(S, I))⇒ ℓ > 0)∧dur(S, I)⇒
{
∨ (dur(S, I))∗⌢dur∞(S)
∨ (dur(S, I))∗⌢PREF(dur(S, I))

TAB. 4.3 – Calcul d’une formule de durées dans le cas non-terminant

Les formules pour le cas non-terminant sont plus complexes car certaines distinctions sur la
terminaison connue ou non de parties du programme doivent être prises en compte :

– L’affectation, le skip et le délai terminent forcément. Ilest donc normal que leur trace
dans le cas non-terminant soit fausse

– La précondition et la garde ont la même justification que dans le cas terminant : elles ne
«durent» que pendant un point du temps

– Pour la séquence, plusieurs cas doivent être considérés :
– Il n’est pas possible de savoir laquelle des parties de la séquence est non-terminante.

Nous devons donc prendre en compte le cas où la première ne termine pas, le cas où
un préfixe de la première est nécessaire s’il y a une autre substitution en concurrence,
et le cas où c’est la deuxième qui ne termine pas

– Si la première substitution termine forcément, alors nousdevons prendre en compte
un préfixe d’exécution, ainsi que le cas où la deuxième substitution de la séquence ne
termine pas

– Si seule la première substitution ne termine pas, alors le calcul dans le cas non-terminant
se limite à celle-ci.
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Lestrue qui apparaissent ici sont utilisés pour fournir une postcondition la plus générique
possible àS, à partir de laquelle calculer les traces. En effet il n’est pas possible d’extraire
une précondition deT, puisque les parties de la formule où elle n’est pas considérée sont
aussi les cas où elle est supposée ne pas terminer

– Le choix borné dans ce cas-ci doit prendre en compte le cas oùl’un des deux chemins
termine

– Le choix non-borné est réellement non-terminant si toutesles alternatives possibles sont
non-terminantes

– La justification ici pour la substitution parallèle est la même que pour le cas terminant
– Pour la substitution concurrente, la justification est la même que pour le cas terminant
– Pour la boucle, son corps doit durer un temps non nul. De plus, plusieurs cas de figures

peuvent se produire :
– Le corps termine : dans ce cas nous devons prendre en compte le fait qu’en réalité

c’est une substitution concurrente qui ne termine pas, et donc nous devons calculer un
préfixe pour une exécution de la boucle

– Le corps ne termine pas : donc nous obtenons sa trace dans le cas non-terminant
– Ou enfin, il y a des cas où le corps termine, et d’autres où il netermine pas. Nous devons

alors prendre en compte les cas où l’exécution parvient dansun état non-terminant, et
les cas où nous devons avoir un préfixe d’exécution de la boucle, dans le cas où il s’agit
d’une substitution concurrente qui ne terminerait pas.

Toujours dans le cas non-terminant, certaines substitutions ont des formules de durées con-
tenant plusieurs disjonctions, certaines gardées par une analyse de la terminaison (ou non) de
parties de ces substitutions. Ces disjonctions gardées sont superflues dans la sémantique en
WDC∗ des substitutions correspondantes. Mais comme nous utilisons celles-ci dans un cadre
DC∗, elles permettent de compléter et simplifier la validation (NTermet Termsont basés sur la
syntaxe de la substitution).

Avec la possibilité d’extraire les propriétés temporellesdes substitutions, vient la capacité
à vérifier des contraintes temporelles dans le cadre de DC∗. Nous présentons dans la section
suivante comment ajouter ces contraintes temporelles à unemachine B.

4.3 Construction des machines B temporisées

Le principe derrière la sémantique que nous avons présentéeplus tôt est d’exprimer les
substitutions sous une forme validable, DC∗ en l’occurrence. Cette sémantique est de nature
opérationnelle, et est de ce point de vue orthogonale à la sémantique en transformateurs de
prédicats des substitutions. Nous devons donc introduire de nouvelles clauses pour exprimer les
propriétés temporelles que nous souhaitons voir vérifiées par le système en conception.

4.3.1 Schéma de machine temporisée

La figure 4.3 indique les clauses supplémentaires, du point de vue de la machine et des
opérations.

La machine est équipée d’une clauseTIME INVARIANT qui désigne la propriété temporelle
qu’elle vérifie à tout moment. Chacune des opérations est équipée, en plus de la précondition et

108



4.3. Construction des machines B temporisées

MACHINE
M

TIME_INVARIANT
XM

INVARIANT
IM

OPERATIONS

opM_1 =
PRE PM_1
THEN SM_1
POSTQM_1
TIMING XM_1
END

END

FIG. 4.3 – Machine B temporisée

de la substitution, des clauses supplémentaires suivantes:
– POST: elle représente la postcondition vérifiée par l’opération. Elle doit permettre de car-

actériser plus finement le comportement de l’opération, et servira au calcul des propriétés
temporelles de l’opération. Elle est exprimée sous forme d’un prédicat de B.

– TIMING : elle représente la formule temporelle que l’opération doit vérifier. Elle est ex-
primée sous forme d’un prédicat du calcul des durées. Nous interposons une clause par
opération pour deux raisons : pour simplifier la preuve de la clause temporelle de la ma-
chine, et pour prendre en compte le cas où l’opération peut nepas terminer.

La machine de la figure 4.3 seratemporellementcorrecte si les formules suivantes sont
démontrées :

– l’opérationopM1 vérifie sa spécification temporelle, dans le cas où elle termine et dans
le cas où elle ne termine pas.

Term(SMi)⇒ dur(SMi,QMi)⇒ XMi

∧NTerm(SMi)⇒ dur∞(SMi)⇒ XMi

– XM1∨ . . .∨XMn⇒XM : les opérations garantissent que la condition de sûreté temporelle
de la machine est vérifiée. La disjonction en hypothèse est laconséquence du fait que cer-
taines opérations puissent ne pas être appelées. Donc chacune d’entre elles, séparément,
doit permettre de s’assurer que la propriété temporelle de la machine entière est vérifié.

Ces contraintes sont bien entendues soumises à l’existencedes clauses qui y correspondent :
– Une clauseTIME INVARIANT absente est remplacée partrue, donc l’implication indiquée

ci-avant est trivialement vérifiée
– Une clauseTIMING absente (deopi) peut être remplacée par le calcul direct des propriétés

temporelles de l’opération (dur(SMi ,QMi))
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– Une clausePOSTabsente (deopi) pourra être remplacée par l’invariant (puisque l’invari-
ant de machine est une postcondition commune à toutes les opérations) pour calculer la
propriété temporelle de l’opération (dur(SMi, IM)).

Reste le cas où le corps de l’opération contient un appel d’opération d’une machine incluse.
La validation se passe alors comme suit :

– La validation fonctionnelle reste similaire à celle de B, c’est-à-dire que l’appel d’opéra-
tion est expansé

– La validation temporelle en revanche bénéficie du fait que la sémantique soit opéra-
tionnelle. Dans le calcul dedur(OP,P), plutôt que de remplacer l’appel d’opération par
son corps, nous remplaçons l’expression complète par la contrainte temporelle vérifiée
par l’opération. Si par exemple la trace temporelle dedur(opM1,Q) doit être calculée, il
suffit de remplacer l’expression entière parXM1

4.3.2 Exemple

La figure 4.4 présente une machine capable d’ouvrir et de fermer une valve d’admission de
gaz, pour un brûleur par exemple. Les opérations ont des temps minimaux d’activation, à la fin
desquels la valve atteint l’état demandé.

Les corrections fonctionnelle et temporelle sont facilement vérifiées :
– La correction fonctionnelle est obtenue par la vérification de l’OP d’initialisation, et des

OPs d’opérations :

–
valve∈Valve state
⇒ [valve:= closed](valve∈Valve state)

–
valve∈Valve state∧valve= closed
⇒ [(delay 0.5;valve:= open) ⊲ valve= open]valve∈Valve state

–
valve∈Valve state∧valve= open
⇒ [(delay 0.1;valve:= closed) ⊲ valve= closed]valve∈Valve state

Ces trois prédicats sont trivialement vérifiés.
– La correction temporelle est obtenue en calculant la formule de durées pour chacune des

opérations
– SoitS≡ delay 0.5;valve:= open.

((Term(S)⇒ dur(S,valve= open))∧ (NTerm(S)⇒ dur∞(S)))⇒ ℓ≤ 0.5
((true⇒ (ℓ = 0.5∧VtrueW)∧ (false⇒ dur∞(S)))⇒ ℓ≤ 0.5
ℓ = 0.5⇒ ℓ≤ 0.5

L’expression complètedur∞(S) se réduit enℓ = 0.5, par le biais des sous-disjonctions
qui utilisentPREFpour le séquencement. Mais comme dans les hypothèsesNTerm(S)
est faux, le cas non-terminant se réduit finalement entrue, donc la validation se limite
naturellement ici au cas terminant.

– SoitS≡ delay 0.1;valve:= closed.
((Term(S)⇒ dur(S,valve= closed))⇒ ℓ≤ 0.1
((true⇒ (ℓ = 0.1∧VtrueW)⇒ ℓ≤ 0.1
ℓ = 0.1⇒ ℓ≤ 0.1

Les deux OPs temporelles sont similaires pour les deux opérations. L’OP pour la version
non-terminante est trivialement vérifiée, puisqueNTerm(S) se réduit à faux.
Le calcul de la trace temporelle se fait comme suit, pour l’opération d’ouverture de valve :
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MACHINE
Gas_valve

VARIABLES
valve

SETS
Valve_state ={ open, closed }

INVARIANT
valve∈ Valve_state

TIMEINVARIANT
true

INITIALISATION
valve :=closed

OPERATIONS

open_valve =
PRE

valve =closed
THEN

delay 0.5
; valve :=open

POST
valve =open

TIMING
ℓ≤0.5

END
;

close_valve =
PRE

valve =open
THEN

delay 0.1
; valve :=closed

POST
valve =closed

TIMING
ℓ≤0.1

END

END

FIG. 4.4 – Une machine B temporisée pour une valve de gaz
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dur(S,valve= open) ; dur(delay 0.5,open= open) ; ℓ = 0.5
Nous pouvons observer que le changement d’état (la valve passe de l’état fermé à l’état
ouvert) se place à la fin de la substitution. La trace temporelle illustre que pendant 0.5
secondes, l’état de la valve n’est pas connu. Cette manière de spécifier les changements
d’états est plus courte que celle de[LD96], où les changements d’états sont divisés en le
démarrage du changement d’état, sa continuation puis sa fin,avec les opérations corre-
spondantes. Cette distinction est nécessaire pour capturer à la fois les points du temps où
surviennent les changements d’état, et les intervalles du temps où les états sont stables.
Dans notre exemple, avec l’utilisation de DC∗ pour la spécification et la vérification d’in-
tervalles du temps, nous pouvons écrire des spécifications de ce genre.

Nous utiliserons la machine que nous venons de présenter pour proposer un modèle de
brûleur à gaz, validé fonctionnellement et temporellement. Le prochain exemple illustrera l’u-
tilisation de la concurrence, présentée dans la section suivante.

4.4 Concurrence

Nous précisons dans cette section comment calculer l’expression[S9T]P du tableau 4.2.

4.4.1 Concurrence et plus faible précondition

Si nous introduisons la concurrence en B pour pouvoir exprimer le caractère simultané de
l’exécution d’au moins deux parties d’un système, nous devons disposer d’un moyen pour véri-
fier la correction fonctionnelle de ce système. Il est donc nécessaire de pouvoir donner une
assise formelle à la composition concurrente de plusieurs processus. Nos critères pour choisir
ce moyen sont précis : il doit pouvoir être automatisable, etcompatible avec la sémantique en
plus faible précondition de B. Ce moyen devra pouvoir prendre en compte l’entrelacement des
substitutions et l’introduction de délais. En effet, si nous tenons compte de l’hypothèse du vrai
synchronisme, une affectation prendra toujours moins de temps qu’un délai aussi petit soit-il.

Le chapitre 3 a été l’occasion de traiter des problèmes de composition concurrente (notions
de parallélisme, problème des variables partagées). Nous présentons ici quelques solutions pos-
sibles ainsi que les raisons pour lesquelles elles conviennent ou pas.

La méthode d’Owicki et Gries [OG76] : il s’agit de vérifier que toutes les assertions locales
d’un processus sont conservées par chacune des instructions des autres processus, en supposant
que ces instructions sont exécutées dans leur précondition. En B cela reviendrait à annoter
chaque étape d’une séquence d’un processus par sa plus faible précondition (par rapport à l’in-
variant de machine) et à vérifier que les instructions des autres processus conservent cette plus
faible précondition. L’avantage de cette méthode est de permettre de prouver l’interaction har-
monieuse de plusieurs processus, mais son principal inconvénient est de ne pas permettre de
calculer effectivement la plus faible précondition de l’ensemble des processus.

La méthode de Lamport de vérification du plus faible invariant [Lam90] : cette méthode,
si on la rapporte à B, généralise l’invariant entre chaque appel d’opération d’une machine, en
un invariant qui doit être maintenu aussipendantchaque appel d’opération. De cette manière
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l’absence d’interférence est ici une conséquence naturelle de la méthode. De plus, il n’y a au-
cune hypothèse sur l’atomicité des instructions, ce qui permet de découvrir plus facilement des
hypothèses cachées ayant été incluses dans la conception duprogramme (l’auteur indique l’ex-
emple de l’algorithme de la boulangerie). Cependant, le principal inconvénient de cette méthode
est de nécessiter des informations sur le flot de contrôle pour pouvoir exprimer certaines pro-
priétés : par le biais d’étiquettes pour chaque étape du programme, ou bien en utilisant des
variables locales pour simuler le flot de contrôle. B ne dispose pas de tels mécanismes dans le
premier cas, et la mise en place des secondes en B alourdiraitpour un faible gain les obligations
de preuves générées. Notons cependant que les transitionsone-shot11 d’eventB se prêteraient
mieux à un formalisme de ce genre.

La génération des traces du programme : C’est la méthode utilisée en vérification de mod-
èle. Cela revient à exécuter tous les cas possibles d’entrelacements, et vérifier que chacun d’en-
tre eux vérifie les propriétés spécifiées pour l’ensemble desprocessus. Le bénéfice de cette ap-
proche est son automatisation aisée, mais son défaut est d’être limitée à de petits programmes.
Vouloir faire la même chose en B reviendrait à tester les entrelacements pour toutes les valeurs
qui peuvent être prises par une variable introduite par un choix non-borné. Il est possible de faire
des approximations, mais dès que beaucoup d’entre elles sont nécessaires, la méthode revient
à faire de l’interprétation abstraite. Cela a pour effet, à cause des multiples approximations, de
risquer de rejeter plus de programmes qui pourtant étaient valides. Or le choix de la vérification
de modèle était peut-être lié à ce besoin de précision initialement.

La prochaine section présente la manière dont se fait le calcul d’entrelacement. Ce calcul
est une conséquence de la sémantique en WDC∗ donnée à B.

4.4.2 Calcul d’entrelacement

L’idée est ici de remplacer un ensemble de substitutions composées concurrentiellement par
une expression équivalentefonctionnellement. Il suffit pour cela d’identifier la manière dont
s’entrelacent les substitutions qui sont considérées comme atomiques, puis de faire passer cet
entrelacement aux substitutions de structure. Pour cela nous définissons des règles pour réécrire
la substitutionS9 T en une substitution plus simple, en itérant jusqu’à ce que lesymbole9
n’apparaisse plus.

La réécriture se fait par discrimination sur l’opérateur deséquencement, puisque c’est celui-
ci qui dirige la réécriture. En effet, l’annexe A montre que la séquencialisation est dépendante
de la conservation d’un état d’un intervalle à l’autre, ainsi que de l’état du processus courant.
Nous fermons ici cette parenthèse (voir l’annexe A pour plusde détails).

Nous découpons la présentation de cette réécriture selon les substitutions qui se trouvent en
tête d’un séquencement : atomiques, ou non. Si la substitution considérée n’est pas un séquence-
ment, non considérons qu’elle est suivie parskip. Cela signifie que si les substitutions en concur-
rence sont, par exemple,x := E9y := F, nous les réécrivons en(x := E;skip)9 (y := F;skip).
Le cas de base pour la réécriture d’entrelacement est, pour toute substitutionS :

(skip9S)≡ (S9skip)≡ S

11en une seule instruction
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De plus, la substitution de concurrence est commutative et associative :

(S9T)≡ (T 9S)
(S9T)9U ≡ S9 (T 9U)

Ceci est une conséquence de sa sémantique en WDC∗, puisqu’il s’agit d’une conjonction. Cela
nous permet de ne présenter que la moitié des cas : la discrimination sur la substitution de
séquencement pourra aussi bien se faire à droite qu’à gauchede l’opérateur de concurrence. De
plus, dans le cas de plus de deux substitutions mises en concurrence, l’expansion pourra se faire
en choisissant les opérateurs de concurrence à expanser dans un ordre arbitraire.

Substitutions atomiques

Les substitutions purement atomiques sont l’affectation,le skip, l’attente réactive et le délai.
Leur entrelacement est présenté au tableau 4.4.

(Sa;S)9 (Ta;T)
Sa;(S9 (Ta;T))
[]Ta;((Sa;S)9T)

si S?,T?≡







x := E
skip
awaitc

(delaya;S)9 (Ta;T) Ta;((delaya;S)9T) si Ta≡

{
x := E
skip

(Sa;S)9 (delayb;T) Sa;(S9 (delayb;T)) si Sa≡

{
x := E
skip

(delaya;S)9 (awaitb;T)
(delaya;(S9 (awaitb;T)))
[](awaitb;((delaya;S)9T))

(awaita;S)9 (delayb;T)
(awaita;(S9 (delayb;T)))
[](delayb;((awaita;S)9T))

(delaya;S)9 (delayb;T) delaya;(S9 (delay(b−a);T)) si a < b

TAB. 4.4 – Séquentialisation : substitutions atomiques

Les entrelacements de l’affectation, du skip et de l’attente réactive sont très similaires, raison
pour laquelle nous les avons regroupés. Comme dans d’autresformalismes, l’entrelacement de
deux affectations résulte en un ordonnancement arbitrairede l’une par rapport à l’autre.

L’attente réactive fonctionne différemment, comme cela sera illustré par la suite : le fait
qu’elle puisse être activée à tout moment dans l’exécution fait que son entrelacement la place à
tout endroit du code,y compris si une attente est présente dans l’autre processus.

Le délai se comporte de la manière attendue : il « laisse passer» les autres substitutions qui
ne prennent aucun temps. Lorsque deux délais sont mis en concurrence, il faut d’abord laisser
passer la plus petite durée, puis continuer l’entrelacement en prenant en compte la diminution
du délai dans le processus concurrent.

Cette présentation de l’expansion montre que la réduction de l’entrelacement se fait des
deux côtés. Cela est rendu nécessaire à cause de la possibilité de l’existence de délais des deux
côtés de l’opérateur de concurrence. Il s’agit de la manièrela plus simple de faire, si nous
considérons la sémantique en WDC∗ qui sous-tend toutes ces substitutions. La réduction des
substitutions a lieu des deux côtés (à droite autant qu’à gauche) pour les mêmes raisons.
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Substitutions de structure

Nous allons exploiter quelques-unes des propriétés du séquencement de B. Le BBook [Abr96,
section 9.1.3] nous présente les propriétés d’absorption du séquencement par rapport aux autres
substitutions. Nous les rappelons au tableau 4.5.

skip;S = S
(P|S);T = P|(S;T)
(P =⇒ S);T = P =⇒ (S;T)
(S[]T);U = (S;U)[](T;U)
(@x.S);T = @x.(S;T) si x n’est pas libre dans T
(S;T);U = S;(T;U)
S;skip = S
S;(P|T) = [S]P|(S;T)
(x := E);(P =⇒ S) = [x := E]P =⇒ (x := E;S)
S;(T[]U) = (S;T)[](S;U)
S;@x.T = @x.(S;T) si x n’est pas libre dans S

TAB. 4.5 – Relations entre séquencement et autres substitutions

Les règles qui nous intéressent sont celles où la séquencesuit la substitution de structure,
i.e. de la formeS;T oùSest une précondition, une garde, un choix borné ou un choix non borné.

Nous définissons donc l’expansion de l’entrelacement commesuit. Soit S une précondition,
une garde, un choix borné ou non borné :

((S;T)9U)≡ (R9U)

Avec R une réécriture comme décrite au tableau 4.5. Ensuite nous définissons au tableau 4.6
l’entrelacement entre une substitution de structure, et une substitution atomique.

(C =⇒ S)9 (Tb;T)
(C =⇒ (S9 (Tb;T)))
[](Tb;(C =⇒ S)9T)

si Tb≡







x := E
skip
awaitc

(C =⇒ S)9 (delayb;T) C =⇒ (S9 (delayb;T))

(C|S)9 (Tb;T)
(C|(S9 (Tb;T)))
[](Tb;(C|S)9T)

si Tb≡







x := E
skip
awaitc

(C|S)9 (delayb;T) C|(S9 (delayb;T))

(S[]T)9U
(S9U)
[](T 9U)

(@x.S)9T @x.(S9T)

TAB. 4.6 – Entrelacement de substitutions atomiques et de structure

Dans la sémantique en WDC∗, la garde et la précondition ont la même sémantique, et sont
des prédicats vrais uniquement en un point du temps. C’est cequi explique le fait qu’ils puissent
être entrelacés à de nombreux points du code, à moins qu’un délai ne force ces prédicats à être
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évalués immédiatement. Cela se voit dans la différenciation entre les règles lorsque la substi-
tution atomique en tête du processus concurrent est une affectation ou une attente réactive, et
lorsqu’il s’agit d’un délai. Notons également que dans le cas de la substitution non bornée, le
problème se réduit plutôt à un placement de quantification universelle : la forme correspond au
délai aurait tout autant suffi pour toutes les substitutionsatomiques.

Nous définissons l’entrelacement de deux substitutions de structure au tableau 4.7. Nous
supposons que les réécritures par rapport au séquencement ont déjà été opérées. Les choix
bornés et non bornés ne sont pas présents, puisqu’il ne font aucune discrimination sur la forme
du processus à droite. Comme la substitution de concurrenceest commutative, le choix borné
(ou non-borné) se traite de manière similaire au tableau 4.6.

(Ca →֒a Sa)9 (Cb →֒b Sb)
(Ca →֒a (Sa9 (Cb →֒b Sb)))
[](Cb →֒b ((Ca →֒a Sa)9Sb))

avec→֒?≡

{
|
=⇒

TAB. 4.7 – Entrelacement de substitutions de structure

La sémantique en WDC∗ de la précondition et de la garde sont similaires. De plus, comme
nous l’avons indiqué plus haut, les conditions sont vraies en un point du temps, et donc peuvent
être vraies en tout point du processus mis en concurrence, aux délais stoppant l’expansion près.
Il est donc normal que leur expansion soit similaire.

Boucle

Il nous reste à traiter d’une substitution qui n’est pas atomique, et n’obéit pas aux mêmes
règles d’expansion que les autres substitutions : la boucle. Le lien entre la boucle est prob-
lématique : elle contient forcément un délai (pour éviter les phénomènes de Zénon) répété un
nombre arbitraire de fois. De plus, l’entrelacement entre le corps de la boucle et une substitution
concurrente devient arbitraire, justement à cause la répétition.

Il devient donc plus difficile de proposer un entrelacement qui soit capable de prendre en
compte le délai de la boucle, sans pour autant sacrifier la correction du programme. La con-
séquence est que la solution que nous proposons pour la boucle a pour défaut de causer de
« faux positifs», i.e. des programmes vus comme incorrects àla validation, alors qu’en réalité
les états du programme détectés comme invalides ne sont jamais atteints.

Les règles d’expansion pour la boucle sont présentées au tableau 4.8.
Nous n’avons pas traité le cas où le processus à droite est un choix (borné ou non-borné) :

les règles présentées au tableau 4.6 sont valables ici aussi(la règle s’applique alors au processus
de droite plutôt qu’à celui de gauche).

La fonctionundelayintroduite dans le tableau 4.8 est une fonction qui débarrasse une sub-
stitution de tous ses délais, en les remplaçant parskip.

Les règles pour l’entrelacement d’une boucle sont plus complexes que les précédentes, parce
qu’il faut s’efforcer de prendre en compte les délais dans laprogression de part et d’autre de la
substitution de concurrence.

– Nous observons que pour l’affectation, le skip, la précondition et la garde, l’entrelacement
induit deux cas. Dans le premier cas, la boucle n’est pas exécutée, et dans le deuxième, il
y a au minimum une exécution du corps. À cause du fait que le corps prend forcément un
temps non nul (non-Zénon), il contient un délai. C’est donc ce délai qui absorbera tous les
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(W (C,Sa, I);S)9 (Tb;T)

¬C =⇒ (S9 (Tb;T)))
[]((C =⇒ Sa);W (C,Sa, I);S)9 (Tb;T)

si Tb≡

{
x := E
skip

(W (C,Sa, I);S)9 (awaitb;T)
awaitb;((W (C,Sa, I);S)9T)
[]((I ⇒ [Sa9awaitb]I)|(W (C,Sa, I);S))9T
[]W (C,Sa, I);(S9 (awaitb;T))

(W (C,Sa, I);S)9 (Cb →֒b T)

¬C =⇒ (S9 (Cb →֒b T))
[]((C =⇒ Sa);W (C,Sa, I);S)9 (Cb →֒b T)

avec→֒b≡

{
|
=⇒

(W (C,Sa, I);S)9 (delayb;T)
¬C =⇒ (S9 (delayB;T))
[]((C =⇒ Sa);W (C,Sa, I);S)9 (delayb;T)

(Wa;S)9 (Wb;T)

S9T

[]







[(Ca =⇒ (S′a))9 (Cb =⇒ (S′b))]((Ia∧ Ib))|(
Wa;(S9 (Wb;T))
[]Wb;((Wa;S)9T)

avecWX ≡W (CX,SX, IX)
et S′X ≡ undelay(SX)

TAB. 4.8 – Entrelacement d’une boucle

éléments du processus concurrent qui prennent un temps nul,c’est-à-dire l’affectation, le
skip, la précondition et la garde. Il fallait ne pas oublier de prendre en compte le cas où la
boucle n’est pas exécutée (i.e. le cas où la condition n’est pas vérifiée du départ).
De plus, cette forme de réécriture de l’entrelacement est enfait une conséquence implicite
de la définition de la boucle :
W (C,S, I)≡ ((C =⇒ S)ˆ;¬C =⇒ skip)
Cette définition se retrouve dans l’expansion que nous proposons, où le choix est fait entre
une répétition nulle, et au moins une répétition.

– Comme pour toutes les autres substitutions, l’attente réactive se propage partout. Nous
devons cependant nous assurer que l’attente réactive n’apparaîtra pasplusieurs foisdans
le corps de la boucle. Pour ce faire, nous ajoutons (deuxièmecas du choix borné) une
précondition qui vérifie que la condition d’attente réactive n’interfère pas avec le corps
de la boucle.

– La forme de l’expansion pour le délai s’explique de la même manière que pour les substi-
tutions atomiques : la différence est que le corps de la boucle pourra potentiellement être
absorbé plusieurs fois par le délai en concurrence. Au final,l’expression obtenue corre-
spond à tous les points du temps, par rapport au délai concurrent, où la boucle risque de
s’arrêter.

– La mise en concurrence de deux boucles implique que les corps des boucles peuvent
s’entrelacer de toutes les manières possibles. La seule exception à ce cas est lorsque les
corps de la boucle ont exactement les mêmes délais, avec des chemins identiques. Pour
simplifier l’expansion, nous conservons donc le cas général. L’expression de l’expansion
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se lit comme suit :
– Dans le premier cas, il est possible qu’aucune des deux boucles ne soit exécutée
– Sinon, nous nous assurons que l’entrelacement arbitraire(donc sans l’absorption provo-

quée par les délais) des corps des boucles est valide par une précondition. Puis deux cas
peuvent se produire, selon que la boucle de gauche ou de droite s’achève en premier.

4.4.3 Utilisation dans les machines temporisées

La concurrence, telle que nous l’avons présentée ici, mais également dans la sémantique en
WDC∗, autorise les variables partagées. Seulement, comme nous l’avons vu en section 3.3.5,
prendre en compte les variables partagées requiert des changements profonds en B.

D’un côté, nous pourrions proposer un aménagement de ce typequi permettrait de prendre
en compte les variables partagées dans un cadre concurrent.Ce serait cependant risquer un
faible retour sur investissement, eu égard aux différenteslimitations des solutions proposées, et
augmenterait la complexité de B+DC d’un cran supplémentaire.

D’un autre côté, il semble possible d’exprimer des spécifications sans l’aide de variables
partagées (voir section 3.3.5). Nous pouvons aussi remarquer qu’en règle générale, l’utilisation
de variables partagées sous-tend un besoin de synchronisation entre processus. Il y a donc en
pratique une séparation entre les processus mis en concurrence, et les moyens mis en oeuvre
pour les synchroniser.

C’est pour cette dernière raison que nous proposons de conserver la notion de variable
partagée (en regard de la concurrence), sans pour autant amender les contraintes sur les espaces
de variables dans les machines B. Cela signifie que ceux-ci restent disjoints. Le seul endroit où
pourront apparaître des variables partagées sera la machine où elles sont déclarées. Implicite-
ment, si elles sont partagées, cela indique qu’elles se retrouvent, dans le corps des opérations,
de part et d’autre des substitutions concurrentes utilisées.

Par exemple, soit l’opération de la forme suivante :

operation =
BEGIN

S9T
END

SoientVAR (S) et VAR (T) les ensembles des variables apparaissant dansSet T respec-
tivement.VAR (S)∩VAR (T) doit être inclus dans l’ensemble des variables de la machine
dans laquelle se trouve l’opérationoperation .

4.5 Raffinement temporel

La définition du raffinement habituel de B a toujours cours : ici c’est de raffinement temporel
dont il est question.

Nous pouvons définir le raffinement temporel comme l’inclusion de traces temporelles.
C’est-à-dire qu’une machine en raffine temporellement une autre s’il est possible de déduire
les propriétés temporelles de la machine raffinée à partir des propriétés temporelles de la ma-
chine raffinante.
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REFINEMENT
N

REFINES
M

TIME_INVARIANT
XN

INVARIANT
IN

OPERATIONS

opM_1 =
PRE PN_1
THEN SN_1
POSTQN_1
TIMING XN_1
END

END

FIG. 4.5 – Raffinement temporisé

Prenons comme raffinement de la machine M de la figure 4.3 la machine N de la figure 4.5.
La machine N raffinetemporellementla machine M si les formules suivantes sont vérifiées :
– XN∧ IN ⇒ XM : la sûreté temporelle de N peut être déduite de la sûreté temporelle de

son raffinement, en précisant la relation entre les anciennes et les nouvelles variables via
l’invariant de collage

– (Term(SNi)⇒ dur(SNi,QNi))∨(NTerm(SNi)⇒dur∞(SNi))⇒XNi : les opérations véri-
fient leurs spécifications temporelles

– XN1∨ . . .∨XNn⇒ XN : toutes les opérations vérifient l’invariant temporel global de la
machine.

– XNi ∧ IN⇒ XMi : La spécification temporelle de l’opération raffinante doitinclure celle
de l’opération raffinée

Les conséquences pratiques de cette définition souffrent dedéfauts que nous n’avons eu
que peu l’occasion d’étudier. Le raffinement temporel est-il pertinent ? En effet, il est déjà en
pratique difficile de raffiner un modèle de manière à en faire la preuve simplement. Rajouter un
raffinement temporel au-dessus de ce processus de concrétisation multiplie les contraintes :

– Le raffinement permet de rajouter des états du programme viades nouvelles variables ou
des variables qui miment le comportement des variables raffinées. Du point de vue des
traces d’exécution du système, il est fréquent que si, fonctionnellement, le changement
est transparent, temporellement la nouvelle variable se comporte différemment. Donc,
temporellement parlant, l’invariant de collage n’est que de peu d’aide pour la preuve
temporelle.

– Le fait d’avoir une spécification du comportement du programme très tôt contrecarre
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l’objectif initial de B, qui est de permettre de spécifier lespropriétés très abstraites du
système (ce qu’il calcule) et de procéder par étapes pour spécifier la manière dont il
vérifie ces propriétés (comment il le calcule). En ce sens, devoir spécifier trop tôt le flot
de contrôle du système interfère avec la manière dont un développement B est conduit.

Deux solutions peuvent être apportées à ce problème, cependant :
– Le système abstrait peut spécifier les propriétés temporelles, mais celles-ci pourront n’être

à vérifier que dans une étape de raffinement où le flot de contrôle du programme est
suffisamment spécifié, au plus tard dans l’implémentation

– Le système abstrait et ses raffinements doivent inclure un flot de contrôle implicite. De
par le fait, c’est le cas d’eventB. Nous décrivons donc l’utilisation de DC∗ avec eventB
dans la prochaine section 4.6. plus loin.

Bien entendu, il existe des méthodes permettant de raffiner des systèmes concurrents selon
des logiques temporelles simples, comme le système de Mokkedem et Méry [MM95]. D’autres
travaux construisant des systèmes concurrents au raffinement modulaire comme ceux de Qiwen
[Qiw96] suggèrent que les méthodes dites d’«assumption-commitment» semblent plus adap-
tées. C’est cette même méthode qui est utilisée pour spécifier un système utilisant DC∗ (une
logique temporelle continue, donc) dans les travaux de Siewe [SHZC04]. Ces deux derniers
résultats semblent donc indiquer que les méthodes d’assumption-commitment équipées d’une
logique temporelle semblent plus adaptées pour la validation de la spécification et du raffine-
ment de systèmes concurrents à contraintes temporelles.

Nous présentons dans la prochaine section quelques résultats de l’utilisation du calcul des
durées avec eventB.

4.6 B événementiel et sémantique temporelle

Comme nous l’avons pu voir, B se prête bien à un passage à une sémantique temporelle.
Il en va différemment d’eventB. Le «glissement» de B vers eventB fait perdre certaines des
propriétés qui nous intéressaient auparavant et qui s’avèrent cruciales pour la définition d’une
sémantique temporelle.

Notons que cette section constitue plutôt un travail de réflexion sur eventB et le temps,
puisque la majeure partie de notre travail portait sur le B classique. Cependant, puisque les
spécifications finales d’eventB sont disponibles depuis la moitié de l’année 2005 [ROD05], il
nous a semblé intéressant de donner quelques arguments en faveur ou en défaveur de l’utilisation
d’une sémantique en calcul de durées pour eventB.

Les différences d’eventB par rapport à B sont de deux ordres :
– EventB est focalisé sur le changement d’état. Ainsi les substitutions qui expriment des

comportements complexes d’évolution des états n’apparaissent plus. Ne restent que les
substitutions les plus simples, ou abstraites mathématiquement parlant, comme l’affecta-
tion et la substitution non-déterministe

– Le cadre d’eventB, focalisé sur le changement d’état, s’intéresse moins à la manière dont
les états évoluent. C’est là la différence entre événémentset opérations. Cela signifie
que si certaines propriétés d’évolution doivent être respectées par un modèle, il faut les
préciser dans les contraintes à vérifier par le modèle. Ce point est notamment illustré par
la manière dont est exprimée la vivacité dans [ACM05].

120



4.7. Conclusions

Par conséquent, eventB n’a plus de notion de flot de contrôle explicite, comme il était ap-
porté par le choix borné ou la séquence en B classique. C’est désormais le déclenchement de
gardes d’événements qui conditionne l’évolution de l’étatdu système.

Dans ce contexte, une idée pour ajouter des contraintes temporelles, comme nous l’avons
fait pour le B classique, est d’ajouter une formule temporelle à chaque événement. Cette for-
mule décrirait les propriétés de l’action associée, comme sa durée par exemple. Ces formules
resteraient dans le cadre d’eventB, i.e. dans un cadre où le flot de contrôle est implicite.

Le problème de cette approche survient au raffinement : si nous nous plaçons dans le cadre
d’eventB, les événements abstraits peuvent ne pas être la conséquence des événements raffinés
respectifs. L’exemple le plus simple est celui de l’horloge: un événement qui avance d’heure
en heure a une granularité de 3600 secondes. Le même événement raffiné pour introduire les
minutes a une granularité de 60 secondes. La formule qui démontrerait le raffinement est de la
forme(ℓ = 60)∗⇒ (ℓ = 3600)∗, ce qui est faux. Plusieurs moyens pour surmonter ce problème
peuvent être mis en oeuvre :

– Limiter la validation aux préfixes des formules temporelles. Dans ce cas, la validation sur
le suffixe est perdue, sachant que le suffixe en eventB représente l’exécution indéfinie du
modèle

– S’assurer d’un nombre minimal de répétitions qui corresponde au modèle abstrait. Comme
l’opérateur d’itération de DC∗ correspond à un nombre arbitraire de répétitions, cette so-
lution ne peut pas non plus être retenue.

Dans cette optique, naïve mais révélatrice, le problème peut venir de deux sources :
– DC∗ n’est pas adapté pour ce problème. Dans ce cas, il est préférable de choisir une

logique temporelle plus adaptée aux hypothèses de fonctionnement des modèles eventB
– Les hypothèses de fonctionnement d’eventB, parce qu’implicites, manquent d’une défi-

nition du point de vue opérationnel. Dans ce cas, il est possible d’utiliser (W)DC∗ pour
expliciter ces hypothèses, voire en définir d’autres.

Nous explicitons ces points en perspective, en section 4.7.2.

4.7 Conclusions

Nous voulions au départ définir un moyen d’exprimer et valider des propriétés temporelles
en B. Pour ce faire, nous avons décidé d’utiliser DC∗, une logique temporelle continue permet-
tant de raisonner sur des durées d’événements. Nous avons utilisé une extension de DC∗ appelée
WDC∗ : elle possède des propriétés simlaires à DC∗, avec en plus la possibilité de raisonner sur
des intervalles de temps nuls. Cela en fait une logique idéale pour représenter les entrelace-
ments d’exécution qui peuvent survenir à divers points d’unprogramme composé de plusieurs
processus.

4.7.1 Apports d’une sémantique en logique temporelle continue

Nous avons exprimé la sémantique des substitutions de B avecWDC∗ en suivant une tech-
nique déjà présentée par Siewe dans [SH01]. La difficulté supplémentaire ici était de préciser la
sémantique de l’entrelacement de processus concurrents, et de s’assurer que la sémantique en
calcul de plus faible précondition reste compatible avec lanouvelle sémantique temporelle.
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Notre proposition étend donc B selon deux axes :
– B est étendufonctionnellementpar l’expression de la concurrence (9) et la notion de non-

terminaison (await , while). Il est désormais envisageablede développer des programmes
B qui ne terminent pas, alors qu’auparavant la notion de non-terminaison d’un programme
n’était pas permise : les boucles devaient forcément terminer. Cela correspond à une cor-
rection totale d’un programme dans la logique de Hoare. Autoriser la non-terminaison
nous conduit donc à une correction partielle des programmes: introduire des formules de
durées pour les programmes permet de spécifier et vérifier leur comportement lorsqu’ils
ne terminent pas

– B est étendutemporellementgrâce à la génération de formules temporelles représentant
les traces d’exécution d’un composant B. Cela étend d’autant les possibilités d’expression
de sûreté et de vivacité en B

Résultats

C’est principalement le fait que B soit basé sur des paradigmes bien connus (théorie des
ensembles, logique de Hoare) qui a favorisé l’adjonction d’une logique temporelle, elle-même
définie selon des paradigmes bien connus (calcul des prédicats)

Le résultat obtenu est conforme aux attentes : il apporte la concurrence, la non-terminaison,
ce qui permet d’étendre le champ d’utilisation de la méthodeB. Ce résultat est important,
puisque la méthode B, pour de nombreuses entreprises, constitue un pari vers les méthodes
formelles. La possibilité de conserver une méthodologie similaire de développement pour des
systèmes plus complexes est donc un atout non négligeable. Un composant B validé selon le
B classique restera alors correct avec BDC. Cette extensionB+DC a donc les conséquences
suivantes pour la méthode B :

– Elle permet d’exprimer les systèmes infinis, explicitement
– Elle permet un suivi du flot de contrôle des opérations
– Elle permet la composition concurrente (assez modestement, au vu de la technique util-

isée, cependant)
L’extension de B se rapprochant le plus de la nôtre est celle de Lano et Dick [LD96], aussi nous
raffiner un peu la comparaison des deux extensions :

– Elles permettent toutes deux les systèmes infinis
– Seule la nôtre ajoute la composition concurrente avec variables partagées
– L’extension de Lano et Dick permet le suivi du flot de contrôle via une logique temporelle

discrète. Nous utilisons une logique temporelle continue.
Ces deux extensions montrent par ailleurs le potentiel d’extension du B classique. Nous pouvons
également comparer ce travail à celui d’Eric Hehner (par exemple [Heh94]). Il propose une
approche intégratrice où les notions de correction partielle ou totale sont effacée au profit de la
notion de correction et de mesure du temps. Son formalisme introduit une algèbre ressemblant
aux classes d’instructions d’un programme (les programmessont des spécifications) et une
variable représentant le temps et sur laquelle il est possible de raisonner, pour connaître le
temps d’exécution d’un bout de code donné, par exemple. Notre travail sépare le code et sa
sémantique, mais vise à un même résultat : être capable d’exprimer des mesures sur le temps
(variableℓ) sans devoir se soucier de la terminaison (notion de temps contractant de IL/DC).
L’avantage du formalisme de Hehner par rapport au nôtre est sa définition plus naturelle de la
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non-terminaison, où il peut l’exprimer même en présence de récursivité. Le problème ne s’est
pas posé à nous, B n’autorisant pas le code récursif.

Dans notre approche, l’utilisation de paradigmes bien connus possède un effet de bord désir-
able : il existe déjà des outils implémentant chacun de ces paradigmes. La disponibilité d’outils
pour BDC peut donc se résumer à la mise en commun d’outils pourB et d’outils pour DC∗,
aux modifications près. Pour peu que les outils suivent la théorie au plus proche, adapter les
extensions à l’un ou l’autre outil devient alors aisé. Au vu de la maturité de B et de DC, nous
pouvons considérer que c’est le cas.

L’expressivité théorique de DC∗ fait que l’extension BDC peut englober toutes les autres
extensions temporelles pour B présentées en section 3.3. Donc, théoriquement, pour chaque
extension, il est possible de trouver une traduction de composants B de cette extension vers
BDC. Cette possibilité théorique offre donc à disposition un moyen supplémentaire de vérifier
la correction de composants B de ces extensions.

Limitations

La première conséquence de l’utilisation de DC∗ est que le développeur devra se familiariser
avec cette logique, dont certains aspects ne sont pas triviaux (voir chapitre 5). Cette remarque
est cependant valable pour tout autre système utilisant descadres logiques moins habituels.

Une autre difficulté est de garder trace de tout changement devaleur des variables du pro-
gramme. En effet, le fait de continuer à utiliser le calcul deplus faible précondition concentre
le maximum d’expressivité pour un programme à sa fin. Or si le programme est correct, il n’en
reste pas moins vrai que certains morceaux de «code mort» (dupoint de vue de la preuve)
peuvent être retrouvés dans l’implémentation finale. Cela signifie que le programme peut se
retrouver dans un état non souhaitable lorsqu’il traverse ces portions de code non détectées
à la preuve. Les mécanismes nécessaires pour résoudre ce problème peuvent s’avérer néan-
moins très lourdes et font perdre de l’expressivité au système. Des solutions existent cependant,
comme indiqué en section 4.7.2.

Il reste également des décisions sur l’utilisation en pratique des spécifications temporelle,
des points de vue d’une machine abstraite et de ses raffinements :

– Le code de la machine abstraite doit-il être validé temporellement, ou ne doit-il avoir pour
but que la spécification ? Dans ce dernier cas, est-il préférable de valider temporellement
un raffinement par rapport à la machine qu’il raffine, ou par rapport à la spécification
temporelle abstraite ?

– À quel moment est-il possible d’utiliser les substitutions intéressantes du point de vue
du flot de contrôle (séquencement, boucle) ? Théoriquement parlant, il est possible de les
utiliser dans les abstractions, mais qu’en est-il en pratique ?

Enfin, quelques tentatives triviales d’utilisation de DC∗ pour exprimer et valider temporelle-
ment des modèles d’eventB ont illustré en quoi cette logiquen’était pas adaptée à eventB. Il sera
donc nécessaire de chercher d’autres voies (ou, plus simplement, un dérivé de DC proche) pour
valider temporellement des machines B.
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4.7.2 Perspectives

Des travaux récents [HJ04] d’unification des différentes extensions de DC montrent com-
ment, à partir d’une seule logique, déduire plusieurs variantes de DC. Plusieurs de ces variantes
ont des propriétés intéressantes pour la représentation deparadigmes particuliers des langages
de programmation : l’itération (pour la boucle), découpagesuper-denseet voisinage (vrai syn-
chronisme, séquencement), ordre supérieur et récursivité(fonctions récursives, par exemple).
Toutes ces propriétés en font un candidat intéressant à considérer pour exprimer une séman-
tique de B comme nous l’avons fait avec WDC∗, avec des propriétés supplémentaires. Mais
pourquoi, alors que nous avons déjà une sémantique temporelle pour B ? Elle pourrait en fait
unifier la sémantique sous-jacente des substitutions avec la logique utilisée pour les preuves
de programmes. De plus, cette logique unifiante semble également être un candidat idéal pour
l’exploration des propriétés temporelles des modèles eventB.

Nous avons d’ailleurs indiqué plus haut que DC∗ ne semble pas être la sémantique idéale
pour eventB. Néanmoins, les travaux de Hammad [HJMO03] sur eventB et les automates de
région, et la possibilité d’exprimer les automates de région en calcul des durées, laissent à
imaginer d’intéressantes possibilités pour la validationet le raffinement temporels de modèles
B. Au vu de l’engouement suscité par eventB, et la proximité d’eventB avec les systèmes de
transition, qui sont un formalisme bien compris, il nous semble que la piste de modèles B
exprimés en corrélation avec une logique temporelle continue suffisamment expressive est un
terrain de recherche particulièrement prometteur.
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5.2 Un théorème est vrai pour tous ses sous-intervalles . . . .. . . . . . . . . . 141

Ce chapitre traite des problèmes liés à l’implémentation ducalcul des durées dans un assis-
tant de preuve à vocation générique (ici Coq). Nous commençons ce chapitre par quelques déf-
initions préliminaires. Ensuite nous décrirons les raisons qui nous ont poussés à faire une telle
implémentation. Puis, après une rapide présentation de Coq, nous évoquerons les problèmes
soulevés par cette implémentation, les solutions déjà proposées par ailleurs pour des implé-
mentations similaires, et les solutions retenues ainsi queleur description. Nous conclurons sur
quelques exemples d’utilisation et réflexions conséquentes à cette implémentation. Les réflex-
ions présentées ici ont fait l’objet d’une publication [CPM03].

5.1 Définitions

5.1.1 Plongement léger, plongement profond

Le terme de plongement12 est utilisé pour qualifier la mise en oeuvre d’un formalisme à
l’aide d’un autre. Dans le cadre des logiques, il aide usuellement à décrire la manière dont
est implémentée une logique donnée à l’aide d’un outil de preuve. Inversement, il permet de
caractériser un outil par la manière dont il permet d’implémenter d’autres logiques. Définissons
plus précisément de quoi il s’agit.

Soit L une logique, etL ′ une logique basée surL . Si nous supposons que nous avons à
disposition un assistant de preuve qui définitL , alors :

– Un plongement léger(ou superficiel) deL ′ dans cet assistant de preuves est l’extension
des règles deL à L ′. En d’autres termes, seules les nouvelles règles deL ′ par rapport à
L doivent être ajoutées

– Unplongement profonddeL ′ dans cet assistant de preuves est l’implémentation complète
deL ′, y compris l’implémentation deL . Un tel plongement estconservatif, au sens qu’il
ne nécessite aucune adaptation deL ′ à l’outil de preuve.

Notons également que la notion de plongement se définit avec un rapport de point de vue :
si L est elle-même un plongement profond, alorsL ′ sera un plongement profond par rapport à
l’outil de preuve, mais sera un plongement léger par rapportà L .

Le choix entre plongement léger et profond a également des conséquences pratiques :
– Un plongement léger nécessite d’adapter les nouvelles règles de la logique aux mécan-

ismes fondamentaux de l’outil de preuve. La mise en oeuvre peut donc être plus difficile.
Cependant, comme ce sont les mécanismes fondamentaux qui sont utilisés, l’outil résul-
tant bénéficie de toutes les optimisations et les particularités de l’assistant de preuve. Un
exemple d’optimisation sont les règles de déduction automatique fournies par l’outil. Un
exemple de particularité est de pouvoir déduire un code informatique d’une preuve de
théorème (conformément à l’isomorphisme de Curry-Howard).

– Un plongement profond a les avantages et inconvénients inverses : comme il s’agit d’une
réimplémentation depuis la base de la logique, il n’y a pas lieu de manipuler celle-ci pour

12Les termes anglophones correspondants sontshallow embeddingpour le plongement léger/superficiel, etdeep-
embeddingpour le plongement profond
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l’adapter à l’outil (hormis la syntaxe). En revanche, le surplus de syntaxe et de définitions
engendré rend peu exploitables les optimisations et particularités de l’assistant de preuve.

Enfin, certains outils de preuve, en particulier Isabelle-HOL [Isa93], sont des méta-moteurs
logiques, i.e. ils n’ont à disposition que les règles de déduction à l’ordre supérieur, et des règles
d’unification pour les termes-preuves. Dans de tels outils,les logiques implémentées sont donc
forcément des plongements profonds. On parle d’ailleurs leplus souvent du duo Isabelle/HOL :
il s’agit de Isabelle avec une librairie de règles et axiomespour la logique d’ordre supérieure.
Dans de tels cas, on parle alors delogiques objetsou deplongements objets.

5.1.2 Déductions

Pour éviter des erreurs de lecture par la suite, nous définissons ici les notations que nous
utiliserons pour représenter des déductions et des raisonnements. Dans un système logique, la
notation suivante signifie que par la règle d’inférence nomméeR il est possible de déduireQ si
la propositionP est vraie :

P R
Q

Une suite d’applications de règles d’inférences, appelée déduction, peut être notée selon ce
qui dans la déduction porte l’emphase : la description précise de la preuve, ou bien les théorèmes
démontrés. SoientTi des théorèmes ou des axiomes etRi des règles d’inférence d’un système,
la table 5.1 décrit une même déduction écrite de deux manières différentes.

T1

P T2 R1
L1 R2

Q

P⊢Q

TAB. 5.1 – Plusieurs notations pour une déduction

La notation de gauche de la table 5.1 présente une preuve (unedéduction) deQ à partir de
P en utilisant les règlesR1 etR2 en conjonction avec les axiomes (ou théorèmes)T1 etT2. Cette
notation met en évidence une manière de faire une déduction.La notation de droite de la table
5.1 met plutôt en évidence le fait queQ peut se déduire deP, sans plus de détails. Le symbole
⊢ signifie «permet de déduire». Il peut être utilisé pour indiquer les différentes étapes d’un
raisonnement, ou en tant que simple connecteur.

Selon le contexte, donc, nous utiliserons⊢ pour représenter soit une déduction complète, soit
comme un connecteur. Par rapport à notre discours, cela signifiera que si le contexte correspond
au système de preuve de DC,⊢ indiquera une déduction d’après application d’une ou plusieurs
règles d’inférences de DC. Si le contexte correspond plutôtà Coq, alors⊢ représentera l’habituel
connecteur des séquents, séparant les hypothèses et la conclusion.

5.2 Motivations

Le point de départ de cette implémentation peut se résumer à la question suivante : sup-
posons que nous soyons capables de générer des obligations de preuves temporelles. Comment
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pouvons-nous les vérifier ? Cette section présente dans un premier temps les solutions déjà à dis-
position. Partant de remarques sur ces solutions, nous proposons notre solution en section 5.2.2.

5.2.1 Différents choix

Notre problème est donc ici de pouvoir valider des formules temporelles, si possible au-
tomatiquement, donc d’implémenter la logique utilisée d’une manière ou d’une autre. À quoi
servira l’implémentation : à vérifier seulement la validitéde formules, ou plus ?

– Dans le cas de la vérification de la validité d’une formule par algorithme de décision, une
approche de type vérification de modèle (ou «model-checking») n’est-elle pas préférable ?
Ou une traduction des formules vers un autre formalisme est-elle possible ?

– Si les algorithmes de décision s’avèrent trop complexes (ou si l’idée est de traiter des
fragments de la logique qui ne sont pas complètement décidables), l’utilisation d’un outil
de preuve est plus profitable. L’automatisation est ici perdue, au profit de théorèmes qui
passent difficilement les procédures de décision mentionnées plus haut. Mais il reste des
choix d’implémentation à faire :
– Devons-nous utiliser la sémantique de la logique ?
– Devons-nous (et pouvons-nous) adapter la logique à l’outil, ou l’inverse ?

Détaillons maintenant ces différentes approches par rapport aux solutions existantes.

Approche par procédures de décision

Model-checking Notre but initial est d’être capable de valider toute formule de DC : a priori
les obligations de preuve provenant d’un modèleB+ DC n’ont pas de forme particulière. En
effet, les approches en vérification de modèle pour le calculdes durées, comme par exemple
DCVALID [Pan01], sont restreintes à une sous-classe particulière du calcul des durées. Cela
suppose donc de pouvoir modéliser un problème à résoudre en termes de cette sous-classe.
Cette contrainte est vérifiée en pratique dans de nombreux cas, ce qui justifie de l’utilité de cette
approche. Cependant, puisque ne faisons aucune hypothèse sur la classe des formules, nous
devons écarter l’approche par vérification de modèles.

Traduction de formules Une autre approche existante est la traduction des formulesdu calcul
des durées en un autre formalisme : Enslev et Nielsen [EN05] proposent un outil, basé sur les
travaux de Fränzle [Frä02], traduisant les formules de DC ensystèmes de contraintes linéaires.
Ces systèmes linéaires seront ensuite résolus par un solveur dédié. L’attrait de cette approche
est l’efficacité obtenue dans la validation des formules, bien que cette efficacité soit dépendante
du solveur utilisé. L’inconvénient est que la résolution nepeut se faire que pour des intervalles
de temps bornés (dans le cas non borné, la résolution est indécidable).

Comme nous venons de le voir, les méthodes par vérification demodèle sont limitées par la
classe des formules à résoudre. Qu’en est-il des approches par outil de preuve ?

Suivre la sémantique

L’approche la plus immédiate, si un outil de preuve est utilisé, est d’implémenter directe-
ment la sémantique des formules de DC. C’est ce que fait Skakkebæk [Ska94] en implémen-
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tant DC avec PVS : les formules sont interprétées dans leur sémantique naturelle, c’est-à-dire
qu’elles sont paramétrées par des intervalles de temps.

Une approche assez similaire,DC/RJ− [Xia98], a été utilisée pour l’extension de RAISE
[RAI85]. Le langage de spécifications a tout d’abord été étendu pour pouvoir exprimer des
formules de DC, en utilisant la sémantique en intervalles deDC (comme pour PVS). Des
termes permettant de spécifier des propriétés sur les formules ont également été implémen-
tés (comme la variabilité finie d’une formule, par exemple).Ensuite, des modules de théorie
utilisant cette extension implémentent l’axiomatique du calcul comme une conséquence de la
définition des termes de DC. Yong [Xia98] montre par exemple des preuves d’un de ces ax-
iomes, d’un théorème classique pour les logiques temporelles, et une preuve de correction du
modèle du brûleur à gaz spécifié avecDC/RJ−. L’intérêt de cette approche tient dans son in-
tégration à un outil de spécification pratique d’usage (RAISE), et la simplicité de la mise en
oeuvre de l’extension (via la sémantique naturelle de DC). Les inconvénients sont duaux des
avantages, cependant : l’efficacité de l’outil est dépendante de l’ensemble de théorèmes util-
isé et du problème à traiter. De plus, l’outil souffre de ce que RAISE est moins un assistant
de preuve qu’un outil de conception : de ce fait, tout changement aux théories de base sont
plus difficilement rejouables au niveau des théories qui lesutilisent. Ceci rend la conception de
l’outil logique plus ardue.

Suivre le système de preuve

L’autre approche existante est l’utilisation d’un méta-moteur logique, Isabelle-HOL [Isa93],
pour mettre en oeuvre les règles du système d’axiomes et de règles d’inférence de DC. Cette
mise en oeuvre est présentée exhaustivement par Heilmann [Hei99]. Rappelons ici rapidement
comment une logique est mise en oeuvre dans Isabelle/HOL :

– Isabelle/HOL est, fondamentalement, un assistant de preuve pour une logique d’ordre
supérieur intuitionniste, appelée méta-logique

– Pour implémenter une logique en Isabelle/HOL, la méta-logique doit être complétée avec
les axiomes et règles d’inférence de cette logique, appeléealors logiqueobjet. Ces ax-
iomes et règles d’inférence représenteront la syntaxe et lesystème logique de la logique
objet

– Isabelle/HOL dispose également de mécanismes de réécriture et d’unification pour la
résolution de formules et l’application de règles d’inférence

– Enfin Isabelle/HOL fournit également des possibilités de redéfinition syntaxique pour
simplifier la manipulation de la logique objet.

Dans le cas de Heilmann [Hei99], la logique objet est la logique d’intervalle, augmentée ensuite
avec le calcul des durées, bien que ce ne soient pas les seules: en effet, la logique d’intervalle
s’appuie sur la logique classique et une théorie de l’arithmétique sur les réels. Le résultat final
est un assistant de preuve (baptiséIsabelle/DC) utilisant directement le système de preuve pour
DC introduit par Hansen et Zhou [HZ04], et qui met à disposition une bibliothèque particulière-
ment riche de théorèmes sur DC. Cette approche a néanmoins deux défauts :

– Il faut réimplémenter les logiques sur lesquelles s’appuient IL et DC, plutôt que réutiliser
des bibliothèques existantes. La raison en est que certainsaxiomes de base, triviaux, ne
sont plus valides tels quels dans IL. L’axiome de l’égalité en est un exemple.

– Un fait plus gênant, est que l’implémentation choisie représente le système de preuve
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comme un système de séquents. Or le système présenté par Hansen et Zhou [HZ04] n’est
pas représenté sous cette forme. De ce fait, certaines règles d’inférence de DC doivent
être modifiées.

Notons cependant que ce dernier problème tient plus au système de preuve de DC qu’à l’ap-
proche choisie. En effet, un système où les règles d’inférence sont sous forme de séquents est
usuellement beaucoup plus facile à manipuler pour la preuvede théorèmes. Néanmoins, cette
nécessité de devoir réimplémenter les logiques de base amoindrit la modularité du système
résultant, et c’est ce qui motive notre travail comme présenté en section 5.4.

Il existe également une extension de IL appelée SIL (la logique d’intervalle signée) qui af-
faiblit la définition du découpage d’intervalle pour permettre d’exprimer des propriétés sur le
futur. C’est-à-dire qu’avec SIL, il est possible de spécifier des propriétés qui portent au-delà de
l’intervalle de temps que l’on considère. SIL dispose d’unemise en oeuvre avec Isabelle/HOL
(par Rasmussen [Ras02]) basée sur un système en déduction naturelle, rappelant le système
présenté au paragraphe précédent. De la même manière que la logique de voisinage et DC sont
basés sur IL, il est possible de les baser également sur SIL, les faisant bénéficier de l’expres-
sion étendue de celle-ci. La clarté de la mise en oeuvre de SILdans Isabelle/HOL contribue
également à faciliter la mise en oeuvre de DC basé sur SIL, toujours dans Isabelle/HOL.

Récapitulons donc les choix qui s’offrent à nous, selon les diverses approches :

Vérification de modèle : Le problème à traiter doit pouvoir être exprimable selon uneforme
particulière. Comme nous choisissons de rester généraux, nous écartons cette solution.

Traduction de formules : Il s’agit d’une approche récente. Elle se cantonne aux intervalles de
temps bornés, et son efficacité dépend fortement du solveur utilisé en bout de chaîne.

Suivre la sémantique : L’approche est simple puisque la sémantique de DC est facileà saisir.
Cependant les quantificateurs existentiels imposés par le découpage d’intervalle peuvent
rendre la résolution de formules très difficile. De plus, l’extension par changement de
certains théorèmes de base est difficile.

Suivre le système de preuve :cette solution semble la plus prometteuse, au vu du nombre
d’assistants de preuve existants actuellement. Dans le casd’un plongement léger, l’in-
convénient est l’obligation d’adapter le système de preuveà un nouveau fonctionnement
(avec des séquents). Dans le cas d’un plongement léger, la mise en oeuvre pose moins de
difficultés, mais les bibliothèques résultantes ne bénéficient plus des tactiques et optimi-
sations dédiées conçues pour l’assistant de preuve.

5.2.2 Choix retenus

D’après les exemples que nous avons décrit ci-avant, les outils basés ou à destination de
la vérification de modèle ne nous sont que de peu d’utilité, puisqu’ils se limitent à certaines
classes de formules de DC, alors que nous n’avons aucuna priori à ce niveau.

Il reste donc à choisir parmi les possibilités offertes par les assistants de preuve : une mise
en oeuvre qui suit la sémantique permettrait d’obtenir plusrapidement un outil, au prix de son
efficacité (voir section 5.2.1.0). En effet, la base des formules de DC étant le découpage d’in-
tervalles, celui-ci est défini sémantiquement par l’utilisation d’une quantification existentielle :
un découpage d’intervalle suppose l’existence d’un nombre(compris dans l’intervalle de temps
considéré) pour lequel la formule est valide. Or les quantificateurs existentiels sont souvent
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source de difficultés pour les assistants de preuve, puisqu’il leur est difficile de trouver avec
quelle valeur instancier ladite variable existentielle. En revanche, la disponibilité d’une mise
en oeuvre de DC qui suit la sémantique permet d’en déduire le système de preuve, ou tout au
moins quelques axiomes et théorèmes usuels.

Outre suivre la sémantique, l’autre approche possible, quisuit le système de preuve, serait
plus efficace, mais nécessiterait d’effectuer quelques adaptations au système de preuve originel.
En effet, le système de preuve de DC ne prend pas en compte les séquents, alors que c’est le
cas de la plupart des assistants de preuve d’ordre supérieur. L’inconvénient, pour l’implémen-
tation existante avec Isabelle/HOL, est de devoir redéfinirune bibliothèque pour des théories
répandues (premier ordre, arithmétique des réels) sans en avoir réutilisé d’existantes. Ceci fait
d’ailleurs qu’il n’est pas possible de profiter de théorèmesou de tactiques puissantes déjà exis-
tantes sur ces mêmes théories.

Des critères pratiques entrent également en ligne de compte: l’outil le plus abouti, basé sur
Isabelle/HOL, n’est plus maintenu, et n’est pas utilisableavec des versions récentes d’Isabelle.
Un outil similaire, qui base DC sur SIL [Ras02], a vu le jour ily a peu, et nous n’avons pu con-
sidérer à l’époque son utilisation pour la preuve de théorèmes de DC. Néanmoins, comme SIL
est une version de ITL qui supprime certaines contraintes, son utilisation dans un cadre ITL/DC
est envisageable, en rajoutant certaines contraintes manquantes (le point de découpage d’inter-
valle dans SIL n’est plus forcément au milieu, mais peut se trouver au-delà, en particulier).

De plus, nous avons déjà utilisé un assistant de preuve dans le cadre d’un outil pour le
développement de projets B. Cet outil s’appelle B/PhoX et fait partie du projet BRILLANT
[CPR+05]. L’assistant de preuve PhoX est initialement basé sur unlambda-calcul (AF2), ce qui
le dote de caractéristiques proches de celles de Coq. La plusintéressante est la possibilité de
raisonnement à l’ordre supérieur. Ainsi les travaux qui restent dans un contexte suffisamment
générique dans Coq peuvent être adaptés à PhoX, et vice-versa.

Récapitulons :

– En suivant la sémantique de DC, nous obtiendrions un outil peu efficace
– Suivre le système de preuve est plus prometteur, mais les adaptations à opérer nous oblig-

eraient à redéfinir également des bibliothèques pour des définitions triviales car déjà ex-
istantes (logique du premier ordre, arithmétique des réels)

– L’outil le plus abouti, en Isabelle/HOL, n’est (n’était) plus maintenu
– PhoX, un assistant de preuve au formalisme proche de Coq, est déjà utilisé par ailleurs en

tant que prouveur d’obligations de machines B.

Pour toutes ces raisons, nous proposons d’utiliser l’assistant de preuve Coq, qui dispose de
bibliothèques très fournies sur le premier ordre et sur l’arithmétique des réels. L’implémentation
du calcul des durées que nous proposons sera un plongement léger, ce qui signifie que le travail
est divisé en deux temps : adapter le système de preuve de DC pour qu’il reste correct dans
le moteur d’inférence de Coq (qui, comme Isabelle/HOL, fonctionne avec des séquents), et la
mise en oeuvre proprement dite.
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5.3 Coq, une mise en oeuvre du calcul des constructions in-
ductives

Cette section présente, sans trop la détailler, la théorie sur laquelle est basée Coq, puis les
propriétés de l’outil pertinentes pour nos besoins d’implémentation.

5.3.1 Le calcul des constructions inductives

Le CCI (calcul des constructions inductives) est un systèmelogique constitué du calcul des
constructions, étendu par la possibilité d’exprimer des types inductifs. Intéressons-nous dans
un premier temps au simple calcul des constructions. Il s’agit d’un lambda-calcul qui permet
d’exprimer :

– Les types dépendants. Ils permettent par exemple de modéliser des types qui dépendent
d’un terme. Par exemple, le type des tableaux de taillen peut être modélisé de cette
manière

– Les constructions de types. Elles permettent de construire des types plus complexes à
partir des types de base. Elles rendent possibles d’exprimer des types plus complexes
(des listes de listes d’entiers, par exemple)

– Les types polymorphes. Ils permettent de paramétrer les types par des sortes, ce qui rend
ces mêmes types indépendants d’autres types sous-jacents.Ils permettent d’exprimer des
propriétés générales sur des prédicats ou des fonctions (comme une fonction qui associe
à un type sa fonction identité, ou une propriété sur les ensembles d’entiers, par exemple)

En se restreignant à deux univers (les types et les sortes), différentes combinaisons de ces
trois constructions abstraites forment différents systèmes logiques : leλΠ-calcul, le système
F ,. . . Ces systèmes forment le système du cube [Bar92], en figure 5.1. Le lambda-calcul sim-
plement typéλ→) est le formalisme de départ. Le calcul des constructionsλC est obtenu en
rajoutant à ce dernier les trois extensions du typage citéesplus haut. Il est décrit plus en détail
dans [Coq85, CH85, CH87, CH88].

λ→ λΠ

λω λΠω

F λΠ2

Fω λC

: Types dépendants

: Constructeurs de types

: Types polymorphes

FIG. 5.1 – Le système du cube de Barendregt

Le calcul des constructions peut également exprimer nombrede fonctions mathématiques,
puisque l’ordre supérieur permet d’exprimer des notions derécurrence. Cependant, cette manière
de représenter est peu efficace pour deux raisons :
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– Les calculs ne peuvent pas exploiter une forme d’inductivité génériques sur les termes
pour être plus efficaces

– Utiliser l’ordre supérieur plutôt que des schémas de récurrence rend difficile la manipu-
lation du système logique obtenu

Donc le calcul des constructions a été étendu en CCI [CPM90].En effet il existait déjà une
extension de la théorie des types simples : la théorie des types de Martin-Löf. Elle étend celle-ci
avec les axiomes suivants :

– Un schéma d’axiomes sur les propositions : il permet de remplacer un terme par un autre
dans une proposition s’ils sont égaux

– Un schéma d’axiomes pour la récurrence sur les entiers naturels
– Les axiomes de Peano

Cette extension dispose de règles de réduction pour calculer efficacement les termes définis
inductivement (ici, les entiers naturels). Le calcul des constructions a été étendu en CCI de
manière presque similaire. Seulement, les règles sur les types et les sortes du calcul des con-
structions permettaient d’aller plus loin que les seuls entiers naturels. Par conséquent, le CCI
est une extension du calcul des constructions, avec un mécanisme de définitions inductives des
types (sur les termes, les propositions, ainsi qu’à l’ordresupérieur). Ce mécanisme définit im-
plicitement les schémas d’axiomes de récurrence pour les types définis inductivement, que le
système de réduction peut utiliser pour calculer efficacement sur les termes.

Toutes ces propriétés font du CCI, et par extension, de Coq, un outil idéal pour pouvoir
implanter et raisonner sur tout système défini par règles d’inférences, en particulier si des calculs
sont impliqués. Nous illustrons dans la section suivante les propriétés qui nous intéressent pour
la mise en oeuvre de DC dans Coq.

5.3.2 Propriétés de l’outil

Exprimons tout d’abord quelques-unes des caractéristiques de DC, pour ensuite déterminer
en quoi Coq est adapté par rapport à ces caractéristiques.

Premier ordre : DC est basé sur la logique classique, donc est du premier ordre. Coq est
basé sur une logique constructiviste, mais permet de raisonner en logique classique en rajoutant
simplement l’axiome du tiers-exclu. Ainsi dans le cadre d’un plongement superficiel, il n’est
pas besoin de recréer tout ce pan de la logique.

Définitions inductives : Les formules, termes et états de DC sont définis inductivement : il
est alors possible d’implanter exactement ces définitions en Coq dans le cadre d’un plongement
profond.

De plus les conditions de bord sur les axiomes (par exemple larigidité de certaines for-
mules) ou sur les règles d’inférence (l’absence d’opérateur ⌢) rendent nécessaire la possibilité
de parcourir la structure. Selon le type de plongement, celapeut être fait à l’aide de prédicats
définis inductivement, ou à l’aide de fonctions qui analysent la structure des formules.

Nombres réels : Bien qu’il soit possible d’utiliser comme domaine numérique pour DC celui
des entiers, le domaine des nombres réels est plus intéressant. Par les nombres réels il est possi-
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ble d’exploiter toute la notion de continuité autorisée parDC. Il se trouve que Coq possède une
librairie particulièrement fournie et complète sur les nombres réels : il s’agit donc encore d’un
des pans de la définition du calcul des durées qu’il devient inutile de recréer.

Grammaire et syntaxe : D’un point de vue strictement syntaxique, DC est assez particulier,
puisqu’il dispose de connecteurs logiques en double : les uns pour les formules logiques, les
autres pour les formules d’état. Il y a d’ailleurs une relation entre ces dernières et la logique
propositionnelle, cette relation étant illustrée par un des axiomes de DC (noté DCA6). De plus,
comme toute logique temporelle, il est d’usage d’avoir une notation particulière pour certains
connecteurs complexes définis à partir de la logique de base :2 (“toujours”),3 (“fatalement”),
; (“jusqu’à ce que”).

Coq permet, grâce à des possibilités de (re)définitions syntaxiques, d’associer des nota-
tions particulières à certains termes. Les premières versions des bibliothèques de support de DC
étaient implémentées en utilisant la version 7.3 de Coq, mais les dernières utilisent la version
8.0. Comme dans cette dernière version la manière d’introduire de nouvelles notations a été
revue, les redéfinitions syntaxiques sont encore plus claires et plus simples à spécifier.

5.4 Implémentation : problèmes et solutions

Nous avons donc choisi d’implémenter DC sur le mode d’un plongement léger dans Coq.
Cela signifie que, dans l’idéal, seuls auront à être ajoutés les connecteurs spécifiques à DC, i.e.
ℓ, ⌢,

R

et les états. Cette implémentation se fera dans le cadre des bibliothèques du premier
ordre de Coq.

5.4.1 Intérêt

Les problèmes décrits en section 5.2.1 concernant l’implémentation de DC en Isabelle lais-
sent à penser qu’une adaptation de DC sera nécessaire pour unsystème d’inférence utilisant la
notion de séquents. Pour ce plongement léger, nous partons du principe qu’il faut modifier Coq
le moins possible13, et plutôt adapter DC à celui-ci.

Pourquoi vouloir apporter le moins de changements à Coq ? Lesraisons en sont théoriques
et pratiques :

Théoriques

– Une des règles d’inférence du système de preuve de DC concerne la généralisation d’une
variable : or la généralisation en Coq est l’un des mécanismes fondamentaux. Vouloir le
modifier directement reviendrait à modifier profondément lecalcul des constructions.

– L’axiome d’égalité devrait aussi être modifié, or celui-ci, dans Coq, est une définition
inductive de l’égalité de Leibniz. La technique (présentéepar Heilmann [Hei99]) donne
une hypothèse supplémentaire pour l’application d’un remplacement dans le cadre d’une
égalité. Or les définitions inductives, en Coq, requièrent la décroissance de leur argument.

13Même si la disponibilité du code source de Coq nous laisse beaucoup de choix et de libertés à ce niveau
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La version de l’égalité de Coq ne pourrait donc pas accueillir cette hypothèse supplémen-
taire.

Pratiques

– Parallèlement à la raison théorique sur la généralisation, en pratique cela revient à inter-
venir directement sur le programme source de Coq. Une telle intervention est bien trop
complexe à réaliser dans le cadre de la simple implémentation d’une logique.

– Si réellement nous reprenions l’axiome de l’égalité pour qu’il fonctionne dans le cadre de
DC, il nous faudrait réimplémenter un très grand pan des bibliothèques de Coq. En effet,
la bibliothèque de théorèmes sur les réels ne pourrait pas faire usage d’une telle définition
de l’égalité. Donc cela reviendrait à suivre l’approche de Heilmann [Hei99], et nous n’y
gagnerions rien.

– Enfin, un plongement léger permet de bénéficier des optimisations déjà apportées au mo-
teur de Coq pour la résolution de formules du premier ordre (puisque que c’est dans cet
univers que la plupart des bibliothèques sont définies).

Avec toutes ces raisons à l’esprit, nous résumons dans un premier temps les difficultés d’im-
plémentation auxquelles nous avons dû faire face, puis explicitons celles-ci en introduisant les
solutions que nous avons apportées.

5.4.2 Description

Les difficultés d’implémentation tiennent principalementà ce qu’une mise en oeuvre directe
du système de preuve peut rendre le système complet incohérent. L’implémentation de DC en
Isabelle, présentée en section 5.2.1, illustre bien ce problème. Pour ce qui nous concerne ici,
changer les règles de fonctionnement de Coq est hors de question : toute intervention à ce
niveau nécessite de revérifier la cohérence du système dans son ensemble. Cela n’apporterait
rien de plus que la mise en oeuvre de DC en Isabelle/HOL. Le problème principal est donc ici
pour nous d’adapter le système de preuve de DC à (la bibliothèque du premier ordre de) Coq.

Notre argumentation se divisera selon les points qui nous ont posés problème. Ces points
correspondent globalement à chacune des règles d’inférence du système de preuve de DC,
avec en plus les hypothèses implicites posées par la variable spécialeℓ. Beaucoup des contre-
exemples montrant la fausseté de certaines implémentations naïves proviennent de Heilmann
[Hei99]. Après avoir présenté les problèmes cas par cas et les solutions que nous avons choisies,
nous présenterons le système de preuve résultant, ainsi quela preuve de correction de celui-ci.

La variable spécialeℓ

D’après la syntaxe de DC [HZ04],ℓ est une variable spéciale (puisqu’elle est intégrée à la
syntaxe) représentant la longueur de l’intervalle courant. La première idée qui vient est donc de
la représenter telle quelle en Coq :

Parameter l : R.

Cette définition signifie quel est une variable réelle. Le problème est que cette définitionne
fonctionne pas. Dans un système avec séquents, l’égalité deℓ avec une valeur fait que l’on est
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tenté de remplacerℓ par la valeur avec laquelle elle est identifiée. Pour reprendre l’exemple de
Heilmann [Hei99] sur ce sujet :

ℓ = 3 ⊢ ℓ = 1⌢ℓ = 2
ℓ = 3 ⊢ 3 = 1⌢3 = 2

La prémisse montre qu’on l’on peut découper un intervalle de3 unités de temps en deux
intervalles, l’un de une seconde et le suivant de deux secondes. Le résultat de cette déduction
montre une conclusion fausse, puisque le découpage de deux intervalles faux est un intervalle
faux. Donc cette règle est incohérente avec DC, puisqu’on n’aurait pas dû pouvoir remplacerℓ
par sa valeur.

La proposition de Heilmann [Hei99] à ce niveau est de rajouter une hypothèse à la règle de
substitution (qui découle de l’égalité de deux termes), comme suit :

2(a = b),P(a) ⊢ P(b)

avecP un prédicat. Intuitivement, l’idée fonctionne, puisque l’hypothèse supplémentaire
2(a = b) garantit que les deux termes seront égaux sur tout l’intervalle de temps considéré.
Ainsi la déduction erronée faite précédemment n’est plus possible. Cependant, dans notre cas,
cette modification de l’égalité est autrement plus difficile. La définition de l’égalité de Coq est
la suivante :

Inductive eq (A:Type) (x:A) : A -> Prop :=
refl_equal : x = x :>A
where "x = y :> A" := (@eq A x y) : type_scope.

C’est-à-dire que l’égalité est définie comme étant le plus petit prédicat réflexif. On retrouve
la définition de l’égalité de Leibniz dans le schéma d’axiomepour les preuves inductives généré
par Coq pour cette définition. En d’autres termes, l’égalitéest définie minimalement, et l’égalité
propositionnelle en est une conséquence. Or cela nous pose problème pour une implémentation
en Coq, puisque l’ajout d’une hypothèse de la forme2(a = b) induit deux difficultés :

– Cette définition n’est plus minimale
– Parallèlement, Coq interdit les définitions inductives dont les arguments croissent : ajouter

une hypothèse à cette définition serait donc rejeté
Enfin, comme nous l’avons déjà indiqué, redéfinir l’égalité rendrait caducs la plupart des théorèmes
sur les réels, ce qui obligerait à redéfinir ceux-ci. Donc la solution de Heilmann [Hei99] n’est
clairement pas viable dans notre cas. Nous proposons donc une solution plus adaptée à l’intu-
ition de la longueur d’un intervalle.

Celle-ci est en fait dépendante du contexte de la formule (etdonc du découpage d’inter-
valle ⌢), ce qui, justement, fait de DC une logique modale. Donc il s’agit en fait d’un prédicat
dépendant de⌢. Notre idée est de rendre sa prédicativité àℓ, en en faisant un prédicat comme
les autres, et en spécifiant ses propriétés une à une. Comme ils’agit de représenter la longueur
d’intervalle, ses propriétés se bornent en fait à être comparé avec d’autres valeurs. Donc nous
proposons de représenterℓ par deux prédicats :

Parameter length_eq : R -> Prop.
Parameter length_lt : R -> Prop.
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où length eq (resp. length lt ) est le prédicat représentant l’égalité (resp. l’infériorité
stricte) de la longueur de l’intervalle avec une valeur. Lesautres prédicats de différence, et
d’inégalité, peuvent être définis à partir de ceux-là. Grâceà cette définition, nous sommes cer-
tains d’éviter les effets indésirables d’une définition plus triviale de l’égalité. En effet, comme
désormais nous devons expliciter les propriétés de ces prédicats, nous redevenons maîtres de
celles-ci.

À partir de ces deux définitions, nous pouvons définir les autres inéquations mettant en jeu
la longueur d’intervalle :

Definition length_le (x:R):=(length_eq x) \/ (length_lt x ).
Definition length_gt (x:R):=~(length_le x).
Definition length_ge (x:R):=(length_eq x) \/ (length_gt x ).

Cette définition des autres prédicats de relation permet d’obtenir immédiatement un théorème
de totalité pour la durée d’intervalle :

Theorem total_length:forall x:R, l<x \/ l=x \/ l>x.

Il suffit de remarquer que la définition deℓ > x est la négation deℓ < x∨ ℓ = x. Notons
également ici que les notations prédicatives sont cachées grâce aux redéfinitions syntaxiques
permises par Coq. Ainsi, par exemple,ℓ < x correspond en fait à(length lt x) .

Il nous faut également une axiomatique permettant de mettreen relation la durée d’inter-
valle, et le domaine des réels. Suivent quelques exemples d’axiomes :

Axiom length_eq_Rgt:forall x y:R,l=x -> x>y -> l>y.
Axiom length_gt_length_lt:forall x y:R,l>x -> l<y -> x<y.

La bibliothèque Coq contient tous les axiomes nécessaires,ainsi que des théorèmes utiles
pour que la véritable nature prédicative deℓ soit transparente à l’utilisateur. Néanmoins, ces
axiomes ne sont pas suffisants. En effet, nous avons désormais à disposition une axiomatique
de la longueur d’intervalle. Cependant cette axiomatique fait apparaître une possibilité que la
longueur d’intervalle ne puisse pas être représentée commeune constante exprimée en Coq.

La raison pour laquelle ce problème n’arrivait pas dans l’implémentation de DC en Isabelle,
est queℓ était une variable spéciale définie comme appartenant àR. Et le fait d’être membre
d’une classe en théorie des types, garantit automatiquement l’existence. Ainsi, toute implémen-
tation qui fait deℓ un membre des réels permet de prouver facilement le théorème∃x, ℓ = x. Il
suffit pour cela de choisir pourx ℓ lui-même, et d’utiliser l’axiome de l’égalité.

Pour notre implémentation prédicative de la longueur d’intervalle, ce n’est plus possible.
L’axiome ℓ ≥ 0 permet effectivement de prouver queℓ n’est pas l’infini négatif, mais il n’est
pas possible de prouver queℓ n’est pas infini positif. Nous sommes donc obligés de rajouter
un axiome nous garantissant que la longueur d’un intervalleest forcément une valeur réelle at-
teignable. Donc le théorème∃x, ℓ = x devient un axiome dans notre implémentation. Ce nouvel
axiome nous permet alors de profiter des propriétés du nombreréel correspondant àℓ lorsque
sa valeur n’est pas spécifiée dans un théorème.

Notation : Bien que dans la suite nous ne considérerons que cette implémentation prédicative
pour la longueur d’intervalle, nous noteronsℓR (i.e. la variable indicée par le prédicat de relation
représenté) le prédicat correspondant àℓR x.
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Règle d’inférence : monotonie

SoientP,Q,Rdes propositions, la règle de monotonie gauche est décrite de la manière suiv-
ante :

P⇒Q
P⌢R⇒Q⌢R

avec la règle symétrique pour la monotonie droite. Comme pour la nécessitation, notre dis-
cours se limitera à une seule des deux règles de monotonie, puisque les conclusions sont iden-
tiques à la symétrie près.

Remarquons tout d’abord que l’ajout naïf d’hypothèses permet d’avoir une déduction fausse :

ℓ = 2⊢ ℓ = 1⇒ ℓ = 33
ℓ = 2⊢ ℓ = 1⌢ℓ = 1⇒ ℓ = 33⌢ℓ = 1

La prémisse est valide (implication entre deux propositions fausses), mais la conclusion est
fausse. Comment pouvons-nous alors éviter ce problème ? La règle que nous voulons définir
aura la forme :

Γ ⊢ X(P,Q)

Γ ⊢ P⌢R⇒Q⌢R

avecX(P,Q) une certaine formule mettant en jeuP et Q. Il se trouve que l’implication de
Coq implémente lemodus ponensà plusieurs ordres (termes de type Set, Prop, Type). Il est
donc envisageable de profiter de cela, pour définir un axiome qui aura le même effet :

Γ ⊢ X(P,Q) ⊢ X(P,Q)⇒ (P⌢R⇒Q⌢R)

Γ ⊢ P⌢R⇒Q⌢R

Il nous reste donc à définir à quoi correspondX(P,Q). La réponse nous est en fait déjà
fournie par Heilmann [Hei99] :X(P,Q)≡ 2(P⇒ Q). Donc l’axiome que nous devons implé-
menter dans Coq sera :

Axiom monotony_left :
forall p q : Prop, [](p -> q) ->

forall r : Prop, chop p r -> chop q r.

Règle d’inférence : nécessitation

SoientP,Q deux propositions, la règle de nécessitation gauche est décrite par Hansen et
Zhou [HZ04] de la manière suivante :

P
¬ (¬ P⌢Q)
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P ⊢ ¬ (¬ P⌢Q)
⊢ ¬ (R⌢¬ (¬ (¬ P⌢Q)))
⊢ ¬ (R⌢(¬ P⌢Q))
⊢ ¬ (true⌢(¬ P⌢true))
⊢ 2P

FIG. 5.2 – Un théorème est vrai pour tous ses sous-intervalles

avec la règle symétrique pour la nécessitation droite. Nousnous limiterons à la nécessitation
gauche puisque les arguments que nous développons ici sont applicables à la symétrie près.

Cette règle nous indique que tout théorèmeP du système de preuve ne peut devenir faux
sur aucun sous-intervalle gauche de l’intervalle complet courant. Cette règle est importante,
puisqu’elle permet d’obtenir larègle de déductionde la logique d’intervalle (et de DC par
extension). Soit une propositionP, appliquons-lui la nécessitation gauche et droite, en figure 5.2.

Donc la figure 5.2 nous indique que tout théorème de la logiqued’intervalle devient au-
tomatiquement vrai pour tous ses sous-intervalles (nous avons omis l’étape où nous éliminons
la double négation, il suffit pour cela de se référer à la logique classique).

Remarquons cependant que cette déduction n’est valide que parce nous n’avons pas d’hy-
pothèses supplémentaires. En effet, supposons que nous définissions comme règle de nécessi-
tation la règle d’inférence suivante :

Γ ⊢ P
Γ ⊢ ¬ (¬ P⌢Q)

Alors il devient facile de dériver une preuve fausse de la forme :

ℓ=2 ⊢ ℓ>1
ℓ=2 ⊢ ¬ (¬ (ℓ>1)⌢Q)

⊢ ¬ (ℓ≤1⌢Q)

Cette dérivation signifierait que sur un intervalle de 2 secondes on ne peut pas trouver de
sous-intervalle gauche de moins d’une seconde. Donc si la règle initiale est vraie (un intervalle
de 2 secondes est plus long qu’une seconde), la conclusion est fausse. Ce contre-exemple montre
que la nécessitation ne doit pas être modélisée naïvement lorsque d’autres hypothèses entrent
en jeu.

La solution proposée par Heilmann [Hei99] est une règle de laforme :

Γ2 ⊢ P
Γ ⊢ 2P

où Γ2 sont les formules deΓ préfixées par2. Cette solution n’est pas envisageable pour
nous, puisque nous n’avons pas le contrôle detoutesles hypothèses locales d’une preuve. Par
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exemple, supposons que nous mettions cette règle sous formed’axiomes utilisant la simple im-
plication14 : (2P⇒Q)⇒ (P⇒2Q). Si nous choisissonsP≡ true, nous pouvons dériver une
déduction deℓ=1⊢2(ℓ=1), ce qui est faux. Sachant que nous ne pouvons pas intervenir directe-
ment sur les tactiques de base de Coq, comment pouvons-nous alors obtenir le comportement
désiré de la nécessitation ? Observons un instant la règle denécessitation telle qu’elle existe
dans d’autres logiques. Elle a souvent la forme :

P
2P

C’est-à-dire que tout théorème de la logique est forcément vrai tout le temps. C’est également ce
qu’il se passe dans le cas de IL : la règle de nécessitation de IL n’est qu’une forme compatible
avec⌢ de la règle indiquée ci-dessus. De plus, nous avons également les théorèmes suivants :
2P⇒ P et P⇒ 3P. Nous pouvons donc observer une sorte de «gradation» de la puissance
des formules selon leur définition d’intervalle : respectivement pour tout sous-intervalle, sans
information d’intervalle, pour un sous-intervalle donné.

Cette notion de gradation est par ailleurs utilisée dans d’autres logiques modales (par exem-
ple pour l’encodage de la logique S5[LL32] par de Wind[dW01]). Elle est présente également
dans IL. La règle de nécessitation présente dans le système de preuves de IL sert donc deux
buts :

– créer un pont entre les théorèmes hors nécessitation, et les théorèmes soumis à la néces-
sitation

– donner la relation entre la notion de nécessitation, le découpage d’intervalles et les théorèmes
de la logique

Le deuxième point est implicite tant dans le système de preuve que dans ses encodages,
puisque2 est à chaque fois défini en termes de découpage d’intervalle⌢. En revanche, le pre-
mier point est plus délicat puisque notre contrainte d’encodage ne nous permet pas de redéfinir
les tactiques de Coq. Dès lors, la solution est de rétablir nous-mêmes ce pont entre les théorèmes
«normaux» et les théorèmes de formules nécessitées.

Notre encodage de la règle de nécessitation passe par les axiomes sur lesquels celle-ci a une
influence. Il s’agit de faire passer les axiomes à la nécessitation (ainsi nous «court-circuitons»
la règle d’inférence de nécessitation) et de fournir un moyen pour raisonner sur les formules
nécessitées (i.e. valables pour tout sous-intervalle de temps).

En pratique, tous les axiomes de la logique d’intervalle sont passés à la nécessité. De la
même manière, pour les connecteurs logiques déjà définis (ceux de Coq), il faut également
rajouter les théorèmes mais cette fois valables pour tout sous-intervalle. Enfin, nous devons
toujours être capable de :

– Faire le pont entre les formules nécessitées et les formules normales. Pour cela nous
rajoutons un axiome2P⇒ P.

– Raisonner sur des formules nécessitées. Pour cela nous rajoutons un axiome qui porte le
Modus Ponens au niveau des formules nécessitées :2(P⇒Q)⇒ 2P⇒ 2Q.

Ces deux axiomes sont des théorèmes dans d’autres mises en oeuvre d’IL. Pour résumer, la
mise en oeuvre de la règle de nécessitation dans notre plongement léger consiste en :

– L’ajout de deux axiomes faisant le lien entre les formules normales et les formules tout le
temps vraies :⊢2P⇒ P et⊢2(P⇒Q)⇒ 2P⇒ 2Q

14Précisons ici que le passage de la déduction à l’implicationest en général faux
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– Une implémentation particulière des axiomes de la logique:
– Les axiomes de IL (et, plus loin, de DC) sont implémentés sous la formenécessitée,

i.e. ils sont pris comme vrais pour tout sous-intervalle. Les axiomes classiques de IL
peuvent être déduits de ceux-là par l’un des deux axiomes cités au-dessus

– Les axiomes déjà présents sont augmentés par leur version nécessitée. SiP est un
axiome de Coq, alors nous ajoutons l’axiome2P.

Un dernier problème subsiste : lorsque nous parlons des axiomes de Coq, de quels axiomes
s’agit-il en fait ? Les connecteurs logiques de Coq ne sont pas définis par une liste de proposi-
tions bien précises reprenant par exemple les axiomes de Hilbert pour la logique classique. Ils
sont en fait définisinductivement, et des schémas d’axiomes sont générés par Coq à partir de
cette définition inductive. Pour chaque définition inductive faite en Coq, trois schémas d’axiome
sont générés : chacun d’entre eux définit le schéma d’axiome d’induction sur une sorte de Coq
(Set , Prop ou Type ).

Ce qui nous intéresse donc ici, c’est de faire passer pour chaque connecteur logique son
schéma d’axiome surProp à la nécessité. Par exemple, le connecteur logique de conjonction
est défini de la façon suivante :

Inductive and (A B:Prop) : Prop :=
conj : A -> B -> A /\ B

where "A /\ B" := (and A B) : type_scope.

De cette définition, Coq génère les trois schémas d’axiomes :

and_ind : forall A B P : Prop,
(A -> B -> P) -> A /\ B -> P

and_rec : forall (A B : Prop) (P : Set),
(A -> B -> P) -> A /\ B -> P

and_rect : forall (A B : Prop) (P : Type),
(A -> B -> P) -> A /\ B -> P

Ici c’est le schéma d’axiomeand ind qui nous intéresse, puisque c’est lui qui définit la
conjonction sur le typeProp . Nous devons donc définir pour ce schéma d’axiome (ditd’élimi-
nation) et l’axiomeA−> B−> A/ B (dit d’introduction), définir les axiomes correspondants,
passés à la nécessité :

Axiom always_conj :
forall p q:Prop, [](p -> q -> p /\ q).

Axiom always_and_ind :
forall p q r:Prop, []((p -> q -> r) -> p /\ q -> r).

Des axiomes similaires doivent être introduits pour chaqueaxiome utilisé dans le système
de preuve de DC : connecteurs de la logique classique, et bibliothèque sur les réels.

Au vu de cette contrainte, la question se pose : dans ce cas, plutôt que compléter chaque
axiome avec la version nécessitée manquante, créer une tactique Coq dédiée n’aurait-il pas
été plus intéressant ? En supposant que nous soyons capableseffectivement d’écrire la tactique
en question (qui requerrait l’intervention d’un programmeen OCaml, comme pour les autres
tactiques), cette tactique risquerait d’avoir des effets de bord néfastes :
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– Elle fonctionnerait pour tout axiome ou théorème utilisé,y compris ceux de nouvelles
théories introduites par l’utilisateur. Considérons par exemples les axiomes sur les listes :
avec une telle tactique, les axiomes nécessités deviendraient disponibles. Or, qu’est-ce
qui nous indique que ces axiomes nécessités sont voulus dansl’extension théorique de
l’utilisateur ? Le danger ici est donc de potentiellement rendre une extension théorique
incohérente en pratique.

– Comment cette tactique se comporterait-elle avec les autres, notamment les tactiques à
visée automatique ? Bien qu’il n’y ait pas de réponse claire àcette question, les scénarios
de mauvais comportement existent : par exemple la tactique de nécessitation pourrait
retirer trop tôt la nécessité, et rendrait le théorème impossible à prouver.

Ces deux dernières exemples indiquent que notre solution, qui est de rajouter les versions
nécessitées des axiomes, et l’approche la plus prudente et contrôlable. La prochaine section
traite des règles d’instanciation et de généralisation.

Règles d’inférence : instanciation et généralisation

Les règles concernant les quantificateurs, dans le système de preuve de DC, agissent sur des
valeurs du domaine numérique sur lequel est basé le système.Il s’agit donc du domaine des
nombres réels, usuellement.

Généralisation : La règle de généralisation de DC est :

P(x)
∀x.P(x)

Cette règle correspond à la règle que l’on a l’habitude de retrouver en logique classique. La
particularité qui nous la fait citer ici, c’est son nom : généralisation. En effet si nous lisons dans
le sens prémisse-conclusion, nous voyons que la variablex passe à la généralisation. En Coq,
soit un typeR, la règle similaire est la suivante :

Γ,x : R ⊢ P(x)
intro

Γ ⊢ ∀x : R,P(x)

est plutôt appelée une règle d’introduction, puisque la variable x est introduite dans les hy-
pothèses pendant le déroulement de la preuve. En effet, en Coq les preuves s’écrivent plutôt
de la conclusion (à prouver) vers les prémisses (qui à leur tour doivent être prouvés). C’est la
différence entre l’approchebottom-updu système de preuve de DC, qui va des axiomes vers les
théorèmes, et l’approchetop-downde Coq, qui va des théorèmes à prouver vers les axiomes à
partir desquels la preuve est dérivée.

Cette remarque était nécessaire pour éviter le contresens dangereux qui peut arriver lorsque
l’instanciation de DC sera traitée. Comme nous le voyons juste après, celle-ci aura le nom
opposé en Coq.
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Instanciation La règle d’instanciation (abrégée enQ pour "quantification") de DC est en fait
un schéma d’axiome :

∀x.P(x)⇒ P(t)
si t est libre pourx dansP(x) et
{

ou t est rigide
ouP(x) ne contient pas de⌢

La règle de Coq correspondante, qui est lue dans l’autre sens, a pour nomgeneralize . Si
nous adaptons l’exemple du manuel de référence de Coq, la règle a la forme :

x,y∈ N ⊢ ∀n∈N,n≥ 0
generalize

x,y∈ N ⊢ x+y≥ 0

La question que nous nous posons donc est la suivante : cette tactique, sans aucune modi-
fication, est-elle compatible avec les autres adaptations que nous avons faites ? Penchons-nous
un instant sur la raison d’être de la condition d’utilisation de la règle d’instanciation. Elle existe
pour éviter des déductions de la forme :

∀x.ℓ = x⌢ℓ = x⇒ ℓ = 2x
ℓ = ℓ⌢ℓ = ℓ⇒ ℓ = 2ℓ

La prémisse est correcte (la concaténation de deux intervalles de même longueur est un
intervalle de longueur double) et la conclusion est fausse (ℓ est égal à deux fois lui-même, ce
qui n’est valide que siℓ vaut 0). La condition de bord permet donc d’éviter de remplacer ce
qui était pensé êtrerigide par un terme flexible. Dans l’exemple,x était pensé comme étant une
valeur référence rigide à laquelleℓ était mesuré. Remplacerx parℓ était donc un contresens.

Or nous avons codéℓ prédicativement : la fausse déduction de la forme indiquée plus haut
n’est plus possible, puisquex ne peut plus être remplacé directement parℓ. Mais cela suffit-il
pour nous garantir que d’autres déductions fallacieuses sont impossibles ? Observons plus at-
tentivement la condition de bord du schéma d’axiome d’instanciation de IL : la formule doit
être ou bien exempte de découpage d’intervalle, ou bien le terme instancié doit être rigide (nous
faisons abstraction des problèmes de capture de visibilité, puisqu’ils sont traités automatique-
ment par Coq). Cela signifie qu’une instanciation «dangereuse» se fait sur une formule con-
tenant plusieurs intervalles, avec un terme flexible. Cela apour but d’éviter la «capture» par les
contextes locaux de la portée réelle du terme flexible, initialement défini dans un contexte plus
global. Autrement dit, cette condition de bord particulière est le dual temporel de la condition
de bord habituelle de l’instanciation classique : de la mêmemanière que la condition de bord sur
la liberté d’une variable permet son instanciation en évitant sa capture par un quantificateur, les
conditions de bord pour l’instanciation des termes permettent aussi l’instanciation, en évitant la
capture par un contexte local.

La solution de Heilmann [Hei99] est de remplacer l’axiome d’égalité par une version qui
passe au contexte local, en obligeant les valeurs égales à l’êtrepour tout sous-intervalle(cf
section 5.4.2.0). Donc cette solution, plutôt que d’éviterla capture d’une variable flexible par un
contexte local, s’assure plutôt que la variable conserve ses propriétés pour tout sous-intervalle,
donc y compris pour un sous-intervalle particulier.
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Notre solution est plutôt de ne rien spécifier : en effet, pourqu’une variable soit «dange-
reuse», il faut qu’elle soit flexible, c’est-à-dire qu’elledoit être au final la représentation d’une
fraction deℓ, même si cette fraction change selon les sous-intervalles locaux. Orℓ, dans notre
implémentation, n’existe plus en tant que quantité : elle est devenue un prédicat. Il n’est donc
plus possible d’instancier une variablex parℓ ou une fraction de celle-ci.

En conclusion, les règles d’instanciation et de généralisation de Coq ne sont aucunement
modifiées dans notre implémentation. Les prochaines sections traitent des ajouts pour passer de
la logique d’intervalle au calcul des durées.

Axiomes de DC

La partie difficile de la mise en oeuvre reste la partie qui concerne la logique d’intervalle.
En effet, le calcul des durées ne fait pas d’hypothèses sur lalogique d’intervalle sur laquelle il
se base : il existe des versions du calcul des durées basées sur la logique de voisinage (Neigh-
bourhood logic, voir l’article de Pilegaard [PHS03]) et surla logique d’intervalle signée (voir la
thèse de Rasmussen [Ras02]). La seule réelle difficulté pourla mise en oeuvre de DC sera donc
l’adaptation aux changements apportés à la logique d’intervalle. Nous nous bornerons donc ici
à la description de ces changements particuliers.

Plusieurs axiomes deDC∗ mettent en relation d’égalité la longueur d’intervalleℓ et la durée
d’un état, par exemple :⊢ ℓ =

R

1. La durée d’état est donc un terme intrinsèquement flexible.
L’erreur serait donc de l’implanter comme une fonction à valeurs réelles, de la même façon
que l’erreur naïve était d’implanterℓ comme une variable réelle. Les modifications apportées à
l’opérateur de durée d’état

R

seront donc du même type que celle apportées àℓ : nous rendons
R

prédicatif, et définissons un ordre sur celui-ci comme nous l’avons fait pourℓ :

Inductive DCState : Set :=
| SZero : DCState
| SOne : DCState
| SOr : DCState -> DCState -> DCState
| SNot : DCState -> DCState

Parameter duration_eq:DCState -> R -> Prop.
Parameter duration_lt:DCState -> R -> Prop.

Notation "# s #= x":=(duration_eq s x)
(at level 0, no associativity).

Notation "# s #< x":=(duration_lt s x)
(at level 0, no associativity).

Supposons que nous ayions choisi une représentation naïve pour
R

: dans ce cas une fausse
dérivation comme il pouvait être fait avec le schéma d’instanciation aurait été possible. Donc,
avec cette définition, l’axiome⊢

R

1 = ℓ devient dans notre implémentation :

∀x∈R,

Z

=(1,x)⇔ ℓ=x
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Cette formule signifie qu’il est équivalent de dire que l’intervalle dure un certain temps, et
que l’événement qui est tout le temps vrai dure tout ce temps.La version Coq de cet axiome est
la suivante :

Axiom DCA2 : forall (x:R), [](#1#= x <-> l=x).

Comme les codages deℓ et
R

ne peuvent plus être mis en relation directe, nous devons
passer par une valeur intermédiaire. Les adaptations aux autres axiomes sont similaires. Égale-
ment, nous devons passer l’axiome à la nécessité2, pour les raisons invoquées au sujet de la
nécessitation.

Règles d’inférence de DC

Les changements des règles d’inférence pour la durée d’états sont encore plus minimes.
Nous pouvons nous servir directement dumodus ponensde Coq pour définir les règles d’induc-
tion sur le découpage d’intervalles d’événements. L’une deces règles (il y a une règle pour le
sous-intervalle gauche et une pour le sous-intervalle droit) est la suivante :

⊢ H(VW) H(X) ⊢ H(X∨X⌢VS1W∨ . . .∨X⌢VSnW)

⊢ H(true)

avecS1∨ ...∨Sn⇔ true. Cet axiome est mis en oeuvre tel quel sous la forme d’une im-
plication, et nous utilisons une structure de liste ainsi que quelques fonctionsad hoc. Nous en
déduisons également le théorème similaire à cette règle d’inférence, oùS1∨ . . .∨Sn ≡ S∨¬ S,
plus pratique d’utilisation.

Règles d’inférence de DC∗

La règle d’inférence de DC∗ fait appel à une définition bornée de l’itération, et à la durée
d’états. Elle est très similaire dans son principe aux règles d’induction sur le découpage d’inter-
valle :

∀k < ω, [(VSW∨V¬ SW)k/A]ϕ
⊢ [true/A]ϕ

Le ω est l’infini positif des entiers naturels. Étant donné que laprémisse de cette règle est
quantifiée par un entier naturel, elle sera démontrée la plupart du temps via un raisonnement par
induction sur celui-ci. Nous disposons donc de deux choix dans la définition de l’itération :

– Une définition purement axiomatique, qui sera plus tard mise en relation avec la notion
d’itération bornéeϕk

– Une définition qui est une conséquence de la définition de l’itération bornée.
Puisque la règle d’inférence utilise naturellement cette dernière, c’est de cette manière que

nous choisissons de la mettre en oeuvre. Nous définissons unefonction Coq qui réalise la con-
caténation enn intervalles d’une formuleP, puis une fonction construisant une disjonction entre
toutes les concaténations composées de 0 àn formules concaténées :
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Fixpoint repetition (p:Prop) (n:nat) {struct n} :Prop :=
match n with

| 0 => (length_eq 0%R)
| (S k) => chop (repetition p k) p

end.

Fixpoint repetition_closure (p:Prop) (n:nat) {struct n} : Prop :=
match n with

| 0 => repetition p 0
| (S k ) => (repetition p n) \/ (repetition_closure p k)

end.

Grâce à cette dernière fonction, nous pouvons donc donner ladéfinition d’une formule
itérée :

Parameter iteration : Prop -> Prop.

Axiom star : forall p :Prop,
[]((iteration p) <-> (forall n:nat, (repetition_closure p n))).

Cet axiome est passé à la nécessitation pour les raisons déjàinvoquées précédemment. Nous
donnons également la définition de la règle d’inférence exploitant la définition de la répétition
plus haut :

Axiom IRDCstar : forall P : Prop -> Prop,
(forall n : nat, forall S:DCState,

(P (repetition ([[ S ]] \/ [[ ~S ]]) n))) -> (P True).

Axiomes de DC∗

De la même manière que pour les axiomes de DC, nous ajoutons laversion nécessitée des
axiomes de DC∗. À vrai dire, l’axiomatique pour le connecteur d’itérations’applique plus à la
logique d’intervalle qu’au calcul des durées, puisqu’aucun opérateur de durée n’apparaît dans
ces axiomes. Un exemple d’axiome est :⊢ ℓ = 0⇒ φ∗, qui signifie qu’un intervalle de longueur
nulle est aussi un intervalle itéré (itéré 0 fois, précisément).

La version Coq de cet axiome, à la nécessitation près, ne change pas :

Theorem DCstar1 : forall P:Prop,
[]((length_eq 0) -> (iteration P)).

La différence notable est que nous ne l’avons pas défini commeun axiome, mais comme
un théorème : en effet l’itération telle que nous l’avons définie nous permet de déduire cet
axiome. Il en va de même pour les autres axiomes de DC∗.

Avec l’ajout de ces derniers axiomes, le système résultant permet alors de raisonner sur des
formules du calcul des durées avec itération. La section suivante résume de quoi ce système est
constitué.
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Système de preuve résultant

Pour faciliter la lecture, nous avons noté⊢2 les axiomes implémentés sous forme nécessitée,
et dont la forme non nécessitée est immédiatement déduite par la règleN1re f l. Les implémen-
tations complètes se trouvent en annexe B.

Le tableau 5.2 présente sous formes de formules mathématiques les axiomes ajoutés à Coq
pour obtenir un système de preuve utilisable pour démontrerdes théorèmes de la logique d’in-
tervalle.

ℓ< 6= ⊢2 ℓ<x⇒ ℓ 6=x
ℓ= > ⊢2 ℓ=x⇒ x > y⇒ ℓ>y
ℓ= < ⊢2 ℓ=x⇒ x < y⇒ ℓ<y
ℓ=ℓ< ⊢2 ℓ=x⇒ ℓ<y⇒ x < y
ℓ=ℓ= ⊢2 ℓ=x⇒ ℓ=y⇒ x = y
ℓ=ℓ> ⊢2 ℓ=x⇒ ℓ>y⇒ x > y

ℓ> > ⊢2 ℓ>x⇒ x > y⇒ ℓ>y
ℓ> < ⊢2 ℓ>x⇒ ℓ<y⇒ x < y
ℓ> = ⊢2 ℓ>x⇒ ℓ=y⇒ x < y
ℓ< < ⊢2 ℓ<x⇒ x < y⇒ ℓ<y
ℓ< = ⊢2 ℓ<x⇒ ℓ=y⇒ y < x
ℓ< > ⊢2 ℓ<x⇒ ℓ>y⇒ y < x

ℓ∃ ⊢2 ∃x.ℓ=x
A0 ⊢2 ℓ≥0

A1r ⊢2

{
(φ⌢ψ)∧¬ (φ⌢ϕ)
⇒ (φ⌢(ψ∧¬ ϕ))

A1l ⊢2

{
(φ⌢ψ)∧¬ (ϕ⌢ψ)
⇒ ((φ∧¬ ϕ)⌢ψ)

A2 ⊢2 (p⌢q)⌢r⇔ p⌢q⌢r
Rl ⊢2 φ⌢ψ⇒ φ si φ est rigide
Rr ⊢2 φ⌢ψ⇒ ψ si ψ est rigide

Bl ⊢2 (∃x.φ)⌢ψ⇒∃x.φ⌢ψ
Br ⊢2 φ⌢(∃x.ψ)⇒∃x.φ⌢ψ

L1r ⊢2 ℓ=x⌢p⇒¬ (ℓ=x⌢¬ p)
L1l ⊢2 p⌢ℓ=x⇒¬ (¬ p⌢ℓ=x)

L2 ⊢2

{
x≥ 0∧y≥ 0
⇒ ((ℓ=x+y)⇔ ℓ=x⌢ℓ=y)

L3l ⊢2 φ⇒ φ⌢ℓ=0
L3r ⊢2 φ⇒ ℓ=0⌢φ

Ml ⊢2(p⇒ q)⇒ (p⌢r ⇒ q⌢r)
Mr ⊢2(p⇒ q)⇒ (r⌢p⇒ r⌢q)

N1MP ⊢2(p⇒ q)⇒ 2p⇒ 2q
N2re f l ⊢2p⇒ p

True2 ⊢2True
Trueind2 ⊢2(p⇒ True⇒ p)

and2 ⊢2(p⇒ q⇒ p∧q)
andind2 ⊢2((p⇒ q⇒ r)⇒ p∧q⇒ r)
orle f t2 ⊢2(p⇒ p∨q)
orright2 ⊢2(q⇒ p∨q)
orind2 ⊢2((p⇒ r)⇒ (q⇒ r)⇒ p∨q⇒ r)

always S ⊢2(p⇒ q⇒ p)
always K ⊢2((p⇒ q)⇒ (p⇒ q⇒ r)⇒ (p⇒ r))

TAB. 5.2 – Axiomes et règles d’inférence pour IL

Le tableau 5.3 montre les axiomes à ajouter au tableau précédent pour obtenir un système
pour le calcul des durées.

Le tableau 5.4 montre les axiomes à ajouter aux tableaux précédents pour obtenir un système
de preuve pour le calcul des durées avec itération. Il est à noter que les axiomes présentés dans
ce tableau sont en fait des théorèmes conséquence de la définition de la répétition de formules
sur un intervalle de temps, comme indiqué à la fin de la section5.4.2
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DCA1 ⊢2

R

=(0,0)
DCA2 ⊢2

R

=(1,x)⇔ ℓ=x
DCA3 ⊢2

R

≥(s,0)

DCA4 ⊢2







R

=(s1,x1)
⇒

R

=(s2,x2)
⇒

R

=(s1∧s2,and12)
⇒

R

=(s1∨s2,or12)
⇒ x1 +x2 = and12+or12

DCA5 ⊢2

R

=(s,x)⌢
R

=(s,y)⇒
R

=(s,x+y)
DCA6 ⊢2 (PL(s1⇒ s2))⇒ (∀x∈R.

R

=(s1,x)⇒
R

=(s2,x))

IR1 ⊢







(PL(s1∨ . . .∨sn))
⇒ (H VW)
⇒ ((H X)⇒ (H (X∨ (X⌢Vs1W)∨ . . .∨ (X⌢VsnW)))
⇒ (H true)

IR2 ⊢







(PL(s1∨ . . .∨sn))
⇒ (H VW)
⇒ ((H X)⇒ (H (X∨ (Vs1W

⌢X)∨ . . .∨ (VsnW
⌢X)))

⇒ (H true)

TAB. 5.3 – Axiomes et règles d’inférence pour DC

DC∗1 ⊢2 ℓ=0⇒ φ∗
DC∗2 ⊢2 φ∗⌢φ⇒ φ∗
DC∗3 ⊢2 (φ∗∧ψ⌢true⇒ (ψ∧ ℓ=0⌢true))∨ (((φ∗∧¬ ψ⌢φ)∧ψ)⌢true)

ω ⊢ (φ(VSW∨V¬ SW)k)⇒ (φ(true))

TAB. 5.4 – DC∗-Coq
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La façon dont ce système est construit nous permet d’énoncerle théorème suivant :

Théorème 5.1Le système de preuves, appelé DC-Coq, mis en oeuvre par les tableaux 5.2, 5.3
et 5.4 est correct. C’est-à-dire que tout théorème de DC-Coqest également un théorème du
système de preuves de DC.

PROOF: La preuve est simple et se fait par induction sur la longueurde l’arbre de preuve :
– Les preuves de taille 0 sont les axiomes de notre système : cesont tous des axiomes (A0 par

exemple), des théorèmes (True2 par exemple) ou des définitions (l’itération par exemple).
Donc ces preuves correspondent à des preuves existantes du système de preuve de DC

– Qu’en est-il des preuves de taille n+1 ? Nous pouvons déjà dire qu’elles sont le résultat de
l’application d’une tactique de Coq, sur des preuves dont aumoins l’une d’entre elles a la
longueur n et les autres des longueurs d’au plus n. Donc ces sous-preuves ont pour conclusion
des théorèmes de DC, par application de l’hypothèse d’induction. Ces théorèmes permettent-
ils de déduire la conclusion de notre preuve de longueur n+1 ?Nous devons vérifier au cas
par cas, selon la tactique employée. Puisque les tactiques de Coq sont des cas particuliers des
règles d’inférence du calcul des constructions inductives, les cas à examiner se ramènent à
ces mêmes règles d’inférence :

Let La règleLet un mécanisme de définition de variable locale, surtout utileà Coq pour
inférer le terme correspondant à une preuve, et aux règles deconversion des lambdas-
expressions, et n’a aucune influence sur la proposition elle-même. Donc la preuve de
longueurn+1 est valide.

App Il s’agit du Modus Ponens de Coq, que l’on fait correspondre au Modus Ponens de DC
ou à l’instanciation de DC. Le Modus Ponens se retrouve également dans DC. L’instan-
ciation telle que nous l’avons mise en oeuvre empêche d’utiliser des termes flexibles,
puisque nous avons renduℓ prédicatif. Donc la preuve de longueurn+1 est valide.

Lambda Cette règle permet de construire les formules de type produit, i.e. une conclusion
de la forme∀x : T,U : Prop (de même pour les types Set et Type, mais nous nous
limitons à Prop). Selon que x apparaît ou non dansU , il s’agit d’un produit dépendant
ou non-dépendant (et dans ce cas Coq l’afficheraT →U ). Cette règle correspond soit
à la généralisation, soit à l’affaiblissement de formule (si Q alorsP→ Q, si P est un
théorème) dans DC. Donc notre preuve de longueurn+1 est valide.

Les autres règles concernent le typage et la bonne formationdes termes du CCI.
Donc nous pouvons en conclure qu’à toute preuve d’un théorème dans DC-Coq correspond un
théorème dans le système de preuve de DC.

Notre mise en oeuvre de DC∗ est assez proche de celle de Heilmann [Hei99], qui laisse de
nombreux indices arguant en faveur de la complétude de sa mise en oeuvre (i.e. tout théorème
de DC a une preuve en Isabelle/DC). La proximité de notre encodage laisse à penser que celui-
ci est également complet. Le seul argument en défaveur correspondrait au fait que les variables
du systèmes de preuve de DC n’apparaissent plus explicitement dans notre bibliothèque, et sont
plutôt gérées par Coq lui-même. Nous savons donc pas pour le moment quel est l’impact de
cette limitation par rapport à la complétude du système.
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5.5 Conclusion

Quels apports pouvons-nous déduire de cette bibliothèque de manipulations de formules de
DC∗ en Coq ? Les apports se situent à deux niveaux, théorique et pratique.

5.5.1 Apport théorique

Les questions de départ, avant l’implémentation, étaient les suivantes :

1. Est-il possible de fournir une bibliothèque pour un outilde preuve pour une logique tem-
porelle en temps continu telle que DC, sans se limiter à une certaine sous-classe de la
logique ?

2. Est-il possible de le faire en plongement léger ?

3. Est-il possible de le faire sans devoir implémenter de nouveau les théories sur lesquelles
elle est fondée ?

4. Pouvons-nous le faire sans apporter de modifications dangereuses à l’outil de preuve (i.e.
qui interviennent directement sur son fonctionnement interne) ?

Des implémentations déjà existantes répondent affirmativement à la première question, en
plus de la nôtre. En revanche, pour les questions suivantes notre mise en oeuvre se distingue :

– La mise en oeuvre de Skakkebæk[Ska94] correspond plutôt à un plongement profond, de
par l’encodage de la logique selon sa sémantique. La mise en oeuvre de Heilmann[Hei99]
correspond également à un plongement profond, cependant lefonctionnement d’Isabelle
fait que toute implémentation sera nécessairement un tel plongement. Sachant que les
théories sur lesquelles DC est basé sont bien comprises (arithmétique des réels, logique
classique), et que les tactiques sont optimisées pour cela,il est raisonnable de l’assimiler
à un plongement léger.

– Dans le cadre des assistants de preuve, notre implémentation est la seule en plongement
léger (à notre connaissance) qui ne réimplémente pas en grande partie les théories qui
fondent DC.

– Toute intervention malvenue sur un assistant de preuve peut le rendre incohérent : notre
mise en oeuvre ne manipule en rien les mécanismes internes deCoq. Cet avantage se fait
cependant au prix de l’ajout de lourdeur au niveau de l’axiomatique du système (mise en
nécessitation de théorèmes). Ce coût est rapidement amortipar la mise à disponibilité de
théorèmes permettant de manipuler plus aisément ces formules nécessitées.

Ces réponses nous confirment donc que le contrat que nous nousétions donné à l’origine
est rempli. De plus, cette mise en oeuvre indique une façon possible pour dépasser la difficulté
d’implémentation liée aux règles d’inférence particulières (nécessitation) des logiques modales,
dans un plongement léger.

5.5.2 Apport pratique

L’apport pratique est, de la même manière que l’implémentation en Isabelle, un outil de
preuve pour des formules du calcul des durées. Nous allons même un peu plus loin puisque
notre implémentation s’applique au calcul des duréesavec itération. L’apport de Heilmann
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[Hei99] en ce domaine est un outil disposant de tactiques dédiées, appuyées par un outil de
raisonnement sur l’arithmétique des réels, pour la preuve dans le calcul des durées.

Plus de sûreté est également apportée, puisqu’à aucun moment le recours à un autre outil
n’est nécessaire. L’exemple illustrant le mieux ceci est lapré-existence d’une bibliothèque
pour Coq et de tactiques dédiées à la résolution d’équationset d’inéquations sur les réels. Une
éventuelle introduction d’erreurs est ainsi évitée.

Impact sur les preuves en B

Il existe des travaux implémentant B ou sa partie preuve en Coq par Bodeveix [BFM99],
ou dans un formalisme proche de Coq par notre équipe[RCMP04]. Quel impact a donc notre
implémentation sur ces travaux ?

Le système de preuve de DC reste compatible avec un calcul desprédicats de premier ordre :
il en va de même pour notre mise en oeuvre. Du reste, elle est elle-même déjà construite par-
dessus un système permettant le raisonnement en logique classique. Donc fondamentalement,
pour les preuves «classiques» de machines B, aucune modification n’est à apporter, puisque
le système logique de B est du premier ordre. Dans le cas de formalismes proches, si l’im-
plémentation est elle aussi du premier ordre, alors la problématique du passage à Coq se situe
principalement au niveau syntaxique.

Donc en définitive, notre bibliothèque est transparente parrapport aux preuves classiques de
machines B : elle pourra donc servir à la fois pour celles-ci,et pour des machines augmentées
de contraintes temporelles.

5.5.3 Perspectives

Ce chapitre présentait une mise en oeuvre en plongement léger. Il est également possible de
définir un type inductif représentant les formules, et définir plusieurs fonctions ou prédicats qui
représenteront l’interprétation de ces formules dans leursémantique naturelle, ou bien dans le
système de preuve lui-même. Il s’agirait là d’un plongementprofond plus abstrait que celui fait
en Isabelle/HOL, puisqu’il laisserait la place à plusieurssémantiques possibles. Cette manière
de faire est par exemple, pour un autre type de logique temporelle, très proche de la mise en
oeuvre de de Wind [dW01]. Un début d’implémentation est en cours à l’heure où ces lignes
sont écrites.

Notre travail peut également être amélioré, au niveau du plongement profond, par l’écriture
de tactiques dédiées aux formules particulières du calcul des durées. Nous nous sommes focal-
isés sur l’aspect interactif puisque dans le cas de formulesdifficiles à prouver, c’est toujours cet
aspect qui est perçu par le développeur. Maintenant le côté automatique peut être développé par
l’apport de tactiques, autant pour prouver automatiquement des formules du calcul des durées
que pour faciliter la preuve interactive.

Nous avons également rapidement traité en section 5.4.2 du cas spécifique de la néces-
sitation, qui est «éliminée» par l’utilisation d’une axiomatique judicieusement choisie. Nous
avions justifié de cette élimination par le fait que l’autre choix possible était de devoir intervenir
dans les mécanismes de Coq. À des fins d’expérimentation, il peut cependant être intéressant
d’observer l’impact de l’introduction d’une nouvelle tactique du point de vue de la facilité d’u-
tilisation. Les changements à apporter au système pour ce faire sont minimes : les axiomes né-
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cessités devraient être changés en leur version non nécessitée. La difficulté provient simplement
de la programmation dans la mécanique interne de Coq de cettetactique. Cette expérimentation
peut donc constituer un objectif à court terme.
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives
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Nous résumons dans ce chapitre les buts que nous nous étions fixés, et les moyens mis en
oeuvre ainsi que les difficultés rencontrées pour atteindreces buts. Dans chaque cas, nous nous
efforcerons de détailler les avantages et limitations des solutions que nous apportons. Lorsque
c’est possible, nous indiquons des perspectives possiblespour dépasser ces limitations.

Cette thèse se compose de deux grandes parties : une description de l’extension de B au cal-
cul des durées, et une mise en oeuvre dans un assistant de preuves de ce calcul. Nous reprenons
cette décomposition, puis nous conjecturons d’autres résultats, plus indirects, découlant de nos
travaux.

6.1 Apports d’une sémantique temporelle à B

L’idée initiale était d’offrir à B la possibilité d’exprimer et valider des systèmes comprenant
des contraintes temporelles. Les questions pouvaient se résumer aux suivantes :

– Est-ce possible, et est-ce que ça a déjà été fait ? Si oui, dans quelle mesure ? Pouvons-nous
aller plus loin ?

– Quelle est l’expressivité de l’extension que nous proposons ?
– Qu’est-ce qui change par rapport au B classique ?
Les premières questions trouvent leur écho au chapitre 3 où sont présentées diverses méthodolo-

gies étendant B vers la temporalité ou la concurrence. L’extension qui rassemble le plus de traits
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intéressants, celle de Lano et Dick[LD96], va jusqu’à la concurrence sans partage de variables
et une temporalité discrète. D’autres extensions vont parfois plus loin, mais uniquement dans
l’un des deux domaines (temporalité ou concurrence). Notrebut était alors de pouvoir exprimer
en B une concurrence avec partage de variables, et une temporalité qui soit au moins discrète,
l’idéal étant de pouvoir exprimer des notions de continuité.

6.1.1 Aménagements nécessaires

Pour ce faire, nous avons exprimé la basedynamiquede B, les substitutions, dans un formal-
isme temporel particulièrement expressif : WDC∗, le calcul des durées avec itérations, faible-
ment monotone.

L’expression temporelle des substitutions se base sur une modélisation logique prenant en
compte la notion d’exécution de processus et de séquencement d’instructions. Les substitu-
tions qui ne correspondent pas à des comportements dynamiques (telles la précondition) y sont
également intégrées. Puisque WDC∗ contient la logique classique, il est possible de vérifier ou
modifier la sémantique ainsi produite pour s’assurer que la sémantique en transformateur de
prédicats des substitutions de B est toujours valide.

Ensuite, WDC∗ a plutôt une vocation de modélisation que de validation. En effet, puisque
nous en appelons à l’hypothèse du vrai synchronisme, nous nesommes intéressés que par les
opérations créant des délaisdiscernables, comme des attentes ou des délais, spécifiés dans le
cahier des charges du système à modéliser. Dans cette optique, nous extrayons donc par une
opération de projection des formules DC∗ à partir des formules WDC∗ des substitutions. Ces
formules exprimées en DC∗ permettent alors de vérifier simplement les contraintes du système.

La mise en oeuvre suit donc deux lignes directrices : la conservation des propriétés du B
classique, et l’exploitation de la puissance d’expressionobtenue via la sémantique temporelle.

Conservation des propriétés

La vérification de la sémantique temporelle des substitutions indique que la validité du cal-
cul de plus faible précondition est conservée dans notre extension. Cela signifie donc que la
validationfonctionnelle(par opposition à temporelle) des machines B doit aussi êtreréalisée.

De plus, la notion de raffinement est conservée : du côté fonctionnel, c’est le raffinement
de B qui continue à être utilisé. Du côté temporel, le raffinement existe également, mais est
différent du raffinement fonctionnel : là où celui-ci permetd’assurer que ce sont bien les mêmes
calculs qui sont opérés au long de la chaîne de raffinements, le raffinement temporel permet
d’assurer que lamanièredont les calculs sont opérés reste la même. La continuité de (W)DC∗,
de par la continuité de son domaine de définition (les réels),fait se résumer le raffinement à une
implication logique.

Ce dernier résultat constitue un avantage non négligeable par rapport à la plupart des méth-
odes discrètes. En effet celles-ci doivent disposer d’un mécanisme de bégaiment pour pouvoir
introduire de nouveaux sous-événements au long du raffinement. C’est le cas par exemple la
définition d’un raffinement pour les systèmes de transition temporisés de [HJMO03].
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Puissance d’expression

Les substitutions de B, en tant que telles, contiennent peu de notions relatives à la temporal-
ité. Pour pouvoir exploiter cette nouvelle expressivité, nous avons rajouté des substitutions qui
complètent ce manque (illustrées par exemple au tableau 4.2du chapitre 4) :

– Le délai, qui permet de spécifier une attente durant un certain nombre d’unités de temps
– La concurrence, grâce à laquelle il est désormais possibled’exprimer la simultanéité dans

le fonctionnement de composants B
– L’attente réactive, qui met le processus courant en attente de la vérification d’une con-

dition donnée. Il s’agit d’une substitution qui apporte la synchronisation à la notion de
simultanéité apportée par la concurrence

Ces nouvelles substitutions, grâce à la manière dont leur sémantique temporelle a été spé-
cifiée, permettent d’apporter la concurrenceavec variables partagées, et l’expression de pro-
priétés temporellesselon un temps continu. Elles sont utilisées comme le sont les substitutions
classiques, et leur utilisation est transparente dans le cadre de la double validation (fonctionnelle
et temporelle) que nous proposons :

– Comme pour les autres substitutions, nous spécifions une sémantique temporelle de ces
substitutions. La nature continue de cette sémantique la rend simple à exprimer (la con-
currence, par exemple, se résume quasiment à une conjonction logique)

– Nous donnons une sémantique en calcul de plus faible précondition à ces nouvelles sub-
stitutions, et nous vérifions que celle-ci est compatible avec leur sémantique temporelle.
De cette manière nous sommes capables d’utiliser ces nouvelles substitutions dans un
cadre fonctionnel.

En résumé, il est désormais possible de valider les contraintes fonctionnelles et temporelles
de composants B faisant appel à la concurrence, et à des contraintes temporelles (y compris la
non-terminaison).

6.1.2 Limitations

Une limitation conséquente à l’ajout d’expressivité est que la validation fonctionnelle de
composants mis en concurrence peut être mise à mal. En effet,dans le cas où les composants ont
peu de variables partagées, la transformation de la substitution concurrente en une substitution
équivalente produit un terme de taille raisonnable. Cependant la technique de transformation
utilisée montre clairement que beaucoup de synchronisations entre composants fait grandir ex-
ponentiellement la taille de ce terme. Ce problème est connupour tout formalisme où la séquen-
tialité le dispute à la compositionnalité (la composition de systèmes de transition, par exemple).
Les formalismes qui évitent ce piège sont les formalismes detype assumption/commitment,
mais un tel concept, bien qu’adaptable au B classique, semble s’adapter plus difficilement à
B+DC. De ce point de vue, eventB semble être plus adéquat pourune telle transformation.

Une autre limitation concerne la logique temporelle retenue. En effet, nous avons vu que
la logique fonctionnait à intervalle fermé : il est donc difficile de spécifier localement des pro-
priétés sur le futur du système. Par exemple, il n’est pas possible de spécifier une contrainte
sur l’ordre dans lequel seront appelées les opérations de lamachine. Pour cela le contexte doit
être celui de l’appelant. Pour résoudre ce problème, il serait possible de spécifier cette con-
trainte comme devant être vérifiée par l’appelant, mais dansce cas nous nous dirigerions vers
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un formalisme de typeassumption/commitment, ce qui rejoindrait nos commentaires plus haut.
Une autre manière de faire pourrait être d’utiliser une logique temporelle continue (telle SIL
[Ras02]) qui inclut la notion de futur. Comme les possibilités restent nombreuses, nous nous en
tiendrons ici à de simples conjectures.

6.2 Apports de Coq au calcul des durées

Puisque nous utilisons DC∗ pour obtenir les propriétés temporelles de composants B, nous
devions avoir à disposition un outil pour valider celles-ci. Les approches existantes nous sem-
blaient insuffisantes selon des critères qui diffèrent selon les approches :

– Elles se limitent à une sous-classe de la logique
– Leur efficacité peut trop souvent être mise en défaut par la forme de la formule
– Elles peuvent être générales et efficaces, mais alors requièrent une implémentation de

toute la logique et de ce sur quoi elle se base (logique classique, arithmétique des réels)
Toutes ces raisons nous ont décidés à essayer une mise en oeuvre qui s’efforcerait d’éviter ces
pièges, en utilisant Coq.

6.2.1 Mise en lumière des particularités

La mise en oeuvre de DC∗ en Coq correspond à un plongement léger du système de preuve.
Notre but était de suivre une approche similaire à l’implémentation en Isabelle/HOL de DC,
mais en évitant les problèmes posés par les changements apportés par DC à la logique classique
(le problème de l’égalité, par exemple).

Pour ce faire, nous avons rendu prédicatives les relations qui mettaient en oeuvre les élé-
ments reliés à la longueur d’intervalle. Ceci nous a permis d’éviter de redéfinir la relation d’é-
galité de Coq, ce qui aurait eu pour conséquence de suivre la même voie que la mise en oeuvre
Isabelle/HOL. Cette transformation met également en lumière la difficulté à mettre en oeuvre
les mécanismes modaux des logiques de ce type. En effet ces mécanismes modaux font qu’une
même sous-formule n’a pas la même valeur de vérité selon sa place dans la formule : c’est cela
qui rend si difficile l’implémentation des logiques modalesdans des prouveurs généraux (hors
plongement profond, bien entendu).

Une autre difficulté, liée elle aussi à la modalité de la logique, est la gradation de l’expres-
sivité d’une formule selon qu’elle est considérée sur un sous-intervalle, l’intervalle complet ou
tout sous-intervalle. Nous avons reproduit cette gradation en rajoutant les axiomes manquants :
en effet la logique d’intervalle (et par extension le calculdes durées) spécifie que tout axiome,
tout théorème est également vérifié pour tous ses sous-intervalles. Les axiomes que nous avions
rajouté à Coq pour DC n’étant pas suffisant pour obtenir ce résultat, nous avons complété l’ax-
iomatique en rajoutant la forme des axiomes de Coq vraie pourtout sous-intervalle. Le résultat
en est que tout théorème prouvé en Coq sera effectivement un théorème de DC.

Cependant, si la correction de notre système est vérifiée, nous n’avons pas de résultats de
complétude. L’implémentation est assez proche de celle faite avec Isabelle/HOL, ce qui nous
laisse à penser que l’implémentation en Coq est très proche de la complétude (tout théorème du
système de preuve de DC∗ est aussi démontrable avec l’implémentation en Coq).
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6.2.2 Intérêt pratique pour B

Cette implémentation a une conséquence particulièrement importante, non seulement pour
B, mais également pour toute autre méthode formelle «étendue» de manière similaire.

D’un côté, nous avons pris soin d’étendre B avec un formalisme compatible avec sa logique.
D’un autre côté, nous avons pris soin d’étendre un outil de preuve avec ce même formalisme.
Puisque Coq est suffisant pour valider les propriétésfonctionnellesdes composants B, la con-
séquence en est que Coq augmenté des librairies pour DC est également suffisant pour valider
leurs propriétéstemporelles.

Cela signifie que si l’outil de validation pour une méthode formelle n’est pas spécifique
à cette méthode, mais qu’il s’agit de la spécialisation d’unoutil plus générique, alors il est
possible de réaliser une extension conservative de cette méthode formelle et de son outil de val-
idation. Cela signifie, par exemple, qu’un outil trop spécialisé pour une méthode formelle sera
trop difficile à faire évoluer pour prendre en compte une extension de cette méthode formelle.
Cela pourra même nécessiter le développement d’un nouvel outil.

Cette dernière remarque trouve son écho dans les travaux surles institutions, où la notion
d’extensibilité du formalisme est intégrée dès le départ. Grâce aux institutions, il est en théorie
possible de réunir plusieurs extensions du même formalismeà condition que ces extensions
respectent certaines propriétés. Étant donné toutes les extensions de B existantes, il peut être
intéressant d’observer celles-ci sous l’angle des institutions. Il existe des travaux [LMA+01]
qui mettent par exemple en parallèle deux modélisations d’un même système avec la méthode
B et avec CASL [BM04, Ini04, CAS]. Le résultat de ces travaux peut être résumé de la manière
suivante, au dire des auteurs : :

– Les capacités d’abstraction de CASL en font un outil particulièrement souple et concis
pour la spécification d’opérations relativement complexe.Sa jeunesse et la particularité
de son approche font néanmoins que l’obtention du modèle estdifficile en premier lieu,
bien que l’approche utilisée par CASL existe depuis longtemps

– Inversement, la spécification de ces opérations en B se faitnaturellement, l’inconvénient
étant la complexité (en taille) et la faible lisibilité du modèle obtenu.

L’article [LMA +01] comparant les deux approches conclut que celles-ci sontde nature trop
différentes pour pouvoir trancher en faveur de l’une ou de l’autre, et suggère de les utiliser
ensemble (modélisation abstraite avec CASL, manipulationdu modèle en B après une forme de
raffinement de CASL vers B).

6.3 En résumé...

6.3.1 Conclusions

L’extension que nous avons proposée remplit son rôle : elle introduit la concurrence avec
variables partagées en B, avec la possibilité d’exprimer des contraintes temporelles. La séman-
tique en transformateurs de prédicats des substitutions deB est conservée, ce qui offre la possi-
bilité d’opérer une validation en deux temps des développements : une validation fonctionnelle,
et une validation temporelle. Les limitations que nous avons pu observer sont pour la plupart
inhérentes aux formalismes choisis.
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La mise en oeuvre de bibliothèques pour le calcul des durées en Coq, selon un plonge-
ment léger, nous dote d’un prouveur pour cette logique réutilisant une grande partie de l’outil
de départ (notamment les théorèmes sur l’arithmétique des réels). Cette mise en oeuvre illus-
tre également les difficultés et les contournements pour réaliser un plongement d’une logique
modale dans un outil de preuve générique, dans le cadre particulier d’un plongement léger.

6.3.2 Perspectives

Les limitations à l’extension B+DC que nous évoquons plus haut n’existent pas dans des
formalismes orthogonaux, ou sont résolues par généralisation, comme nous l’allons voir :

– Les problèmes de compositionnalité (notamment concurrente) sont connus et disposent
de solutions axiomatiques depuis longtemps [OG76]. Les approches passant le mieux à
l’échelle, et donc éventuellement plus pertinentes pour des développements de grande
taille, se basent plutôt sur les approches de typeassumption/commitment(aussi appelées
rely/guarantee). Ces approches apportent une compositionnalité naturelle en ce que chaque
composant spécifie quelles propriétés il vérifie (commitment–guarantee), et quelles pro-
priétés l’environnement doit vérifier (assumption–rely) pour que le composant fonctionne
correctement. Une composition correcte découle donc de la vérification des propriétés
d’environnement de composants avec les propriétés de fonctionnement des autres com-
posants. Bien qu’eventB décompose les modèles B plutôt que de les composer, sa modu-
larité évoque néanmoins des liens similaires à ceux qui se retrouvent dans les mécanismes
cités plus haut.
S’ajoute à cela le problème du raffinement des compositions,mais des travaux [Qiw96]
indiquent qu’il est possible d’apporter un raffinement du même type que celui de B (for-
ward refinement) à ces approches de typeassumption/commitment. Il pourrait donc être
intéressant de voir de quelle manière ces différents formalismes peuvent interagir. Il s’a-
girait là d’un changement complet de perspective par rapport à B cependant, puisque le
B classique est plutôt orienté «flot d’instructions».

– La logique temporelle que nous avons choisie est expressive, mais il existe des variantes
dont les particularités peuvent s’avérer tout aussi intéressantes pour faciliter l’expression
de certaines classes de contraintes temporelles : des intervalles de temps infinis [ZWR95],
l’ordre supérieur[ZGN99],. . . Des travaux montrent que toutes ces variantes (y compris
DC∗) peuvent être exprimées à l’aide d’un formalisme unique [HJ04]. Étant donné que les
méthodes d’assumption/commitment décrites plus haut sontrelativement indépendantes
des logiques choisies, il est donc possible de réaliser des avancées intéressantes liant plus
finement les raffinements fonctionnel et temporel à ces méthodes.
Il est à noter qu’un article de Siewe [SHZC04] va dans ce sens :il suggère pour le
développement un formalisme de type assumption/commitment intégrant DC∗.

Du côté de la preuve de formules temporelles, nous avons également commencé une implé-
mentation sous forme de plongement profond. Le but est de disposer dans un même outil d’un
mécanisme de validation (la version en plongement léger) etd’un mécanisme de raisonnement
sur le formalisme (le plongement profond). De cette manièrele même outil sert à prouver la
correction de son extension en plus de mettre à disposition celle-ci. L’autre intérêt d’un plonge-
ment profond est de donner une base de départ pour la mise en oeuvre d’une version proche
du formalisme implémenté, comme par exemple la version plusgénérale de DC cité plus haut.
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Des travaux sur l’implémentation de logiques modales dans Coq , réalisés par de Wind [dW01],
illustrent d’ailleurs une approche graduelle de ce type, enplongement profond. Le plongement
profond peut également s’avérer une base de départ pour un calcul des durées basé sur la logique
d’intervalle signée [Ras02] ou sur une logique de voisinage[ZH98].
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Annexe A

Preuves de la sémantique temporelle de B
en WDC∗
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Nous avons décrit au chapitre 4 la sémantique en DC∗ des substitutions. Nous allons décrire
ici comment l’obtenir à partir d’une définition de la sémantique des substitutions en WDC∗.

Nous reprenons cette approche de Siewe[SH01] : nous définissons des variables représentant
les états de fonctionnement des processus composant le programme pour spécifier les évolutions
possibles de celui-ci. Ces variables booléennes représentent le fait qu’un processus soit en fonc-
tionnement, en ordonnancement ou bien autorise tout autre processus à fonctionner (lorsqu’il
attend une condition particulière, par exemple). Les différentes formules obtenues reflètent le
comportement des différentes substitutions : il s’agit d’une description des entrelacements des
différentes exécutions possibles du programme. Cet entrelacement est caché par l’expressivité
de la logiqueWDC∗. Cependant, si Siewe [SH01] montre effectivement le côtétemporelde
l’entrelacement, son côtéfonctionnelest beaucoup moins visible. Celui-ci n’apparaît que dans
les courts exemples présentés pour chaque élément du langage utilisé par Siewe [SH01]. L’ex-
emple le plus visible est la définition du parallélisme qui montre les différents entrelacements
d’un programme, mais pas comment les obtenir.

Nous allons donc en premier lieu introduire les définitions que nous utiliserons pour ex-
primer l’équivalent en WDC∗ des substitutions, puis nous démontrons que le calcul de plus
faible précondition de B est conservé par cette sémantique.Nous déduisons ensuite de la sé-
mantique en WDC∗ des substitutions leur sémantique en DC∗. Nous terminons sur la preuve de
validité de l’expansion du symbole de concurrence9.
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A.1 Définitions préliminaires

Le cadre proposé par Siewe [SH01] est celui de processus s’exécutant dans un «ordinateur
abstrait » capable d’ordonnancer les processus ou de les mettre en attente. Cet ordinateur sait
prendre en compte le fait qu’un processus est en attente réactive ou exécute un délai, et donc
peut exécuter un autre processus à la place.

Ces processus sont modélisés par des états représentant le fait qu’ils soient en fonction-
nement ou en attente. Des hypothèses sont ajoutées pour modéliser le comportement du système
(deux processus ne peuvent pas fonctionner en même temps, ily a au moins un processus qui
fonctionne,. . .). Finalement, la sémantique en WDC∗ des substitutions est définie à partir de ces
variables, dans un cadre terminant et dans un cadre non-terminant. Un programme pourra donc
par exemple traduit en une formule WDC∗ qui représente la manière dont il peut fonctionner.

A.1.1 Variables temporelles

Soient :
– W O(Pi) les variables modifiées par le processusPi

– Ri et Wi des variables booléennes indiquant siPi est en fonctionnement (respectivement
fonctionne ou est déplacé dans la file d’attente) au micro-point de temps considéré. On a
en outreRi ⇒Wi .

– Nous notonsui les éléments deW O(Pi). Notons que nous manipulons indifféremment
des variables seules ou des ensembles de variables par soucide lisibilité.

– SCHi la variable booléenne indiquant quePi n’est pas en fonctionnement et attend d’être
traité. On aSCHi ≡ VWi ∧¬ Ri⌉

−

– ENDi l’état du processusPi qui a terminé son exécution. On aENDi ≡ V¬WiW
−∧ ℓ = 0

Dans la sémantique en DC∗ des substitutions B, la notion de processus n’apparaît pas ex-
plicitement, sauf lors de l’utilisation de l’opérateur de concurrence. Mais même dans ce cas, les
variables qui décrivent les états des processus n’apparaissent pas.

Dans la sémantique en WDC∗, chaque partie de programme qui est délimitée par un opéra-
teur, ou qui est une séquence délimitée par une mise en concurrence d’autres processus, peut
être considéré comme un processus à part. Par exemple, dans la substitution de la forme suiv-
ante :S1;(S2 9 S3), chacun desSi est un séquencement qui ne contient aucune substitution9.
Il est possible de considérer alors chacun desSi comme un processus indépendant. Il est égale-
ment possible de considérerS1 et S2 comme le même processus. Que l’une ou l’autre approche
soit considérée, cela ne change rien à la manière dont la miseen oeuvre en WDC∗ fonctionne.

Ces considérations pourraient néanmoins avoir une incidence sur la génération de code,
dans la manière dont sont créés les processus concurrents. Par exemple, le cas oùS1 et S2 sont
le même processus peuvent correspondre à un appel unixfork où S3 est dérivé à la fin deS1.
Comme le propos n’est pas ici le problème de la génération de code, nous refermons ici la
parenthèse.

A.1.2 Hypothèses de fonctionnement

Le système de processus est ensuite doté des hypothèses de fonctionnement suivantes :
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– L’ordonnancement d’un processus ne prend aucun temps :

ASS≡ SCHi⇒ ℓ = 0

La formule signifie que les opérations d’ordonnancement se font en micro-temps (le
temps que met un processeur à ordonnancer est suffisamment petit en regard des délais
explicites du programme qu’il exécute, par exemple)

– Un seul processus peut fonctionner à la fois (l’exécution des processus est entrelacée) :

COND0≡ V
^

i, j ,i 6= j

¬ (Ri ∧Rj)W
+

À tout moment, il est impossible que deux processus fonctionnent en même temps (atten-
tion, le fonctionnement n’inclut pas l’attente explicite, voirla sémantique temporelle des
substitutions plus loin)

– S’il y a des processus en attente, alors il y a un processus enfonctionnement :

COND1≡ V(
_

i

Wi)⇒ (
_

i

Ri)W
+

À tout moment, s’il y a au moins un processus en attente, alorsil y a au moins un pro-
cessus en fonctionnement. Cette formule garantit que les ordonnancements s’enchaînent
sans « temps mort»

– Seul le processusPi peut modifier la variableui :

COND2≡ V¬RiW⇒¬ (true⌢⌈ui = a⌉0⌢true⌢⌈ui = c∧a 6= c⌉0⌢true)

Cette formule introduit l’atomicité : pendant le temps qu’un processus fonctionne, ses
variables ne peuvent pas être modifiées (sauf par le processus lui-même, la définition
n’est pas incompatible avec la sémantique de l’affectation)

– Lorsqu’un programme (ensemble de processus) est terminé,cela signifie que tous ses
processus sont terminés :

COND3≡ ¬ (true⌢V
^

i

WiW
+)

Cette contrainte sert principalement à indiquer où se trouve la fin de l’exécution des pro-
cessus, si fin il y a. La contrainte qui permet de réaliser celaestENDi , il faudra donc
prendre soin de positionner celle-ci à la fin de chaque processus.

Maintenant que nous avons défini le cadre de fonctionnement,nous exprimons les formules
en WDC∗ qui correspondent à chacune des substitutions.

A.2 Sémantique enWDC∗ des substitutions

Sauf pour les substitutions qui diffèrent, la sémantique est la même que celle de Siewe
[SH01].
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1. Dans le cas terminant, le processus fonctionne, et à la fin du fonctionnement la variablex
a pris la valeurE0 telle qu’elle était au moment où l’exécution a débuté. Toutel’opération
a pris un temps nul (hypothèse du vrai synchronisme). Dans lecas non terminant, il est
impossible qu’une affectation ne termine pas.

M f in(x := E) ≡ ⌈Ri⌉
1⌢⌈x = E0⌉

0∧ ℓ = 0
Min f (x := E) ≡ false

2. Dans le cas terminant, le processus est en fonctionnementet ses variables ne changent
pas de valeur. Il est impossible que leskipne termine pas.

M f in(skip) ≡ M f in(x := x) (x sont les variables modifiées par le processus)
Min f (skip) ≡ false

3. Dans le cas terminant, le processus n’est pas en fonctionnement (ce qui permet aux autres
processus de fonctionner) et n’est pas en attente (ce qui permet d’éviter de le considérer
pour traitement tant qu’il attend). Il laisse ensuite la main à l’ordonnanceur (d’où l’intro-
duction duUnit). Le tout aura prisd unités de temps. Bien entendu, une attente durant un
délai fixe termine forcément.

M f in(delayd) ≡ V¬WiW
+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = d

Min f (delayd) ≡ false

4. Cette substitution, qui n’apparaît pas dans l’article deSiewe [SH01], est un peu partic-
ulière du point de vue dynamique. En B, une substitution avecune précondition n’offre
aucune garantie dynamique. Elle sert simplement à spécifierstatiquement les états au-
torisés pour l’utilisation de cette substitution. Mais elle n’interdit en aucun cas d’exécuter
cette substitution, à la différence de la garde. Si la précondition est fausse, il n’y a plus au-
cune garantie sur le bon fonctionnement de la substitution (style de programmation offen-
sif). Nous considérons donc que dynamiquement, la précondition de B n’a pas d’impact
sur les intervalles.

M f in(g|S) ≡ M f in(S)
Min f (g|S) ≡ Min f (S)

5. De la même manière que pour la précondition plus haut, nousdevons supposer que la
conditiong est vraie au début de l’exécution du processus pour pouvoir exécuterS.

M f in(g =⇒ S) ≡ ⌈g⌉0⌢M f in(S)
Min f (g =⇒ S) ≡ ⌈g⌉0⌢Min f (S)

6. Deux instructions sont exécutées l’une à la suite de l’autre, avec l’opportunité de faire un
ordonnancement après la fin de la première instruction pour permettre aux autres proces-
sus de fonctionner s’il est besoin. C’est la présence de cette phase d’ordonnancement au
sein d’une séquence qui permet l’entrelacement des processus. Dans le cas où la séquence
S;T puisse ne pas terminer, plusieurs cas peuvent se présenter :
– SoitSne termine pas
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– Soit un élément deS ne termine pas (et donc seul un préfixe de l’exécution deS est
valide)

– SoitS termine effectivement mais c’estT qui ne termine pas.
M f in(S;T) ≡ M f in(S)⌢SCHi

⌢M f in(T)
Min f (S;T) ≡ Min f (S)∨PREF(M f in(S)⌢SCHi)∨M f in(S)⌢SCHi

⌢Min f (T)

7. L’exécution du programme peut prendre deux chemins différents.

M f in(S[]T) ≡ M f in(S)∨M f in(T)
Min f (S[]T) ≡ Min f (S)∨Min f (T)

8. La déclaration de variable locale n’a pas d’influence sur le comportement dynamique
du processus. Il pourra arriver que nous omettions simplement les quantifications uni-
verselles lorsque cela ne pose pas de problème.

M f in(@x.S) ≡ ∃x.M f in(S)
Min f (@x.S) ≡ ∃x.Min f (S)

9. S’il y a terminaison, tous les processus sont ordonnancésau début, fonctionnent et se
finissent. Dans ce cas, la fin de tous les processus est validéeparENDi etCOND3.
S’il n’y a pas terminaison, alors d’un côté certains processus peuvent fonctionner in-
définiment, et les autres processus (ceux qui terminent) fonctionnent normalement et se
finissent, mais doivent attendre indéfiniment les processusqui ne terminent pas.

M f in(S19 . . .9Sn) ≡
V

1≤i≤n

(
SCHi

⌢M f in(Si)
⌢ENDi

)

∧COND0∧COND1∧COND2∧COND3

Min f (S19 . . .9Sn) ≡
W

/06=J⊆{1,...,n}(
(

V

i∈J SCHi
⌢Min f (Si)

)
∧

(
V

i∈{1,...,n}\J PREF(SCHi
⌢M f in(Si)

⌢V¬WiW)
)

)

∧COND0∧COND1∧COND2∧COND3

10. De la même manière que le délai, l’attente réactive laisse le champ libre aux autres pro-
cessus tant que la condition n’est pas vérifiée. Ensuite, dans le cas où l’attente se termine,
la garde est vérifiée à la fin de l’intervalle, et dans le cas où l’attente ne se termine pas,
elle continue indéfiniment.

M f in(awaitg) ≡ V¬Wi ∧¬ g⌉−⌢⌈g⌉0

Min f (awaitg) ≡ V¬Wi ∧¬ g⌉

11. À chaque tour de boucle, la garde est vérifiée, et le corps de boucle exécuté. À la fin du
tour de boucle, une phase d’ordonnancement a lieu (comme pour la séquence). Dans le
cas terminant, la garde finit par ne plus être vraie. Dans le cas non terminant :
– soit le corps de la boucle finit par ne plus terminer (par exemple une attente réactive

peut finir par ne plus être satisfiable par les autres processus)
– soit un des éléments du corps de la boucle ne termine plus.

M f in(W (g,S, I)) ≡ (⌈g⌉0⌢M f in(S)⌢SCHi)
∗⌢⌈¬ g⌉0

Min f (W (g,S, I)) ≡ (⌈g⌉0⌢M f in(S)⌢SCHi)
∗⌢⌈g⌉0

⌢(Min f (S)∨PREF(M f in(S)⌢SCHi))
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Pour vérifier que les formules des tableaux 4.2 et 4.3 sont correctes, les implications suiv-
antes doivent être valides :

– Si le programmeS est exécuté dans l’état pour lequel on est capable d’établirune post-
conditionP (prouvé par les mécanismes B habituels), alorsP sera effectivement vérifié
après exécution deS :

⌈[S]P⌉⌢M f in(S)⇒WDC∗ M f in(S)⌢⌈P⌉

De plus, le programme doit vérifier la formule de durées correspondante (l’opérateurΠ
est décrit au chapitre 2) :

Π(⌈[S]P⌉⌢M f in(S))⇒DC∗ dur(S,P)

– Dans le cas non-terminant, seule la vérification de la formule de durées est nécessaire (en
effet,P n’est jamais atteignable) :

Π(⌈[S]P⌉⌢Min f (S))⇒DC∗ dur∞(S)

– Il faut pouvoir relier la terminaison temporelle d’une substitution avec sa sémantique en
WDC∗ :
– Term(S)≡Min f (S)⇔ false
– Nterm(S)≡M f in(S)⇔ false
Il y aura donc des cas où la terminaison, ou la non-terminaison, seront particulièrement
difficiles à prouver.

A.3 Preuves de la sémantique de durées

Beaucoup de substitutions de B sont similaires à des instructions du langage proposé par
Siewe [SH01]. Ces instructions ont là une présentation sousforme de triplets de Hoare, et nous
savons que le calcul de plus faible précondition induit ces triplets. Nous nous limiterons donc
aux substitutions qui n’apparaissent pas dans le langage proposé par Siewe.

Choix borné
1. ⌈[S[]T]P⌉⌢M f in(S[]T)⇒WDC∗ M f in(S[]T)⌢⌈P⌉
PROOF:

1.1. ASSUME: ⌈[S]P⌉⌢M f in(S)⇒M f in(S)⌢⌈P⌉
1.2. ASSUME: ⌈[T]P⌉⌢M f in(T)⇒M f in(T)⌢⌈P⌉
1.3. ⌈[S[]T]P⌉⌢M f in(S[]T)
1.4. ⌈[S]P∧ [T ]P⌉⌢(M f in(S)∨M f in(T)) (application de[], déf. deM f in(S[]T))
1.5. (⌈[S]P∧ [T]P⌉⌢M f in(S))∨ (⌈[S]P∧ [T]P⌉⌢M f in(T)) (WDC∗)
1.6. (M f in(S)⌢⌈P⌉)∨ (M f in(T)⌢⌈P⌉) (WDC∗, 1.1, 1.2)
1.7. (M f in(S)∨M f in(T))⌢⌈P⌉ (WDC∗)
1.8. M f in(S[]T)⌢⌈P⌉ (WDC∗)
1.9. Q.E.D.

2. Π(⌈[S[]T]P⌉⌢M f in(S[]T))⇒DC∗ dur(S[]T,P)
PROOF:

2.1. Π(⌈[S[]T]P⌉⌢M f in(S[]T))
2.2. Π(⌈[S]P∧ [T]P⌉⌢(M f in(S)∨M f in(T))) (WDC∗)
2.3. Π(⌈[S]P∧ [T]P⌉⌢(M f in(S)))∨Π(⌈[S]P∧ [T]P⌉⌢(M f in(T))) (WDC∗, déf. deΠ)
2.4. Π(⌈[S]P⌉⌢M f in(S))∨Π(⌈[T]P⌉⌢M f in(T))
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2.5.

Π(⌈[S]P⌉⌢M f in(S))
∨Π(⌈[T]P⌉⌢M f in(T))
∨(M f in(S)⇔ false)⇒Π((⌈[T]P⌉⌢M f in(T)))
∨(M f in(S)⇔ false)⇒Π((⌈[S]P⌉⌢M f in(S)))

(WDC∗)

2.6. dur(S,P)∨dur(T,P)∨ (NTerm(S)⇒ dur(T,P))∨ (NTerm(T)⇒ dur(S,P)) (déf. dedur( , ),NTerm)
2.7. Q.E.D.

3. Π(⌈[S[]T]P⌉⌢Min f (S[]T))⇒DC∗ dur∞(S[]T)
PROOF:

3.1. La preuve est similaire à celle de l’étape 2
4. Term(S[]T)≡Min f (S[]T)⇔ false
PROOF:

4.1. Min f (S[]T)⇔ false (WDC∗)
4.2. (Min f (S)∨Min f (T))⇔ false (WDC∗)
4.3. (Min f (S)⇒ false)∧ (Min f (T)⇒ false) (WDC∗)
4.4. (Min f (S)⇔ false)∧ (Min f (T)⇔ false) (WDC∗)
4.5. Term(S)∧Term(T) (WDC∗)
4.6. Q.E.D.

5. Nterm(S[]T)≡M f in(S[]T)⇔ false
PROOF:

5.1. Ntermet M f in( ) sont symétriques àTermet Min f (), la preuve est similaire à celle de l’étape 4
6. Q.E.D.

Garde
1. ⌈[g =⇒ S]P⌉⌢M f in(g =⇒ S)⇒WDC∗ M f in(g =⇒ S)⌢⌈P⌉
PROOF:

1.1. ASSUME: ⌈[S]P⌉⌢M f in(S)⇒M f in(S)⌢⌈P⌉
1.2. ⌈[g =⇒ S]P⌉⌢M f in(g=⇒ S)
1.3. ⌈g⇒ [S]P⌉⌢⌈g⌉⌢M f in(S) (WDC∗)
1.4. ⌈(g⇒ [S]P)∧g⌉⌢M f in(S) (WDC∗)
1.5. ⌈g∧ [S]P⌉⌢M f in(S) (WDC∗)
1.6. ⌈g⌉⌢M f in(S)⌢⌈P⌉ (WDC∗,1.1)
1.7. M f in(g =⇒ S)⌢⌈P⌉ (WDC∗)
1.8. Q.E.D.

2. Π(⌈[g =⇒ S]P⌉⌢M f in(g =⇒ S))⇒DC∗ dur(g =⇒ S,P)
PROOF:

2.1. Π(⌈[g=⇒ S]P⌉⌢M f in(g =⇒ S))
2.2. Π(⌈g∧ [S]P⌉⌢M f in(S)) (WDC∗, déf. deM f in(g =⇒ S))
2.3. Π(⌈[S]P⌉⌢M f in(S)) (WDC∗)
2.4. dur(S,P)
2.5. Q.E.D.

3. Π(⌈[g =⇒ S]P⌉⌢Min f (g =⇒ S))⇒DC∗ dur∞(g =⇒ S)
PROOF:

3.1. Preuve similaire à celle de l’étape 2
3.2. Q.E.D.

4. Term(g =⇒ S)≡Min f (g=⇒ S)⇔ false
PROOF:

4.1. Min f (g =⇒ S)⇔ false
4.2. (⌈g⌉⌢Min f (S))⇒ false (définition, WDC∗)
4.3. (¬⌈g⌉∨¬Min f (S)) (WDC∗, propriétés de⌈ ⌉)
4.4. ⌈g⌉ ⇒ (Min f (S)⇔ false) (WDC∗)
4.5. g⇒ Term(S) (passage au calcul des prédicats simple)
4.6. Q.E.D.

5. Nterm(g =⇒ S)≡M f in(g =⇒ S)⇔ false
PROOF:

5.1. Ntermet M f in( ) sont symétriques àTermet Min f (), la preuve est similaire à celle de l’étape 4
5.2. Q.E.D.

6. Q.E.D.
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Nous pouvons remarque que la définition de Siewe pour l’alternative if then else dé-
coule naturellement de la définition pour le choix borné et lagarde que nous venons de démon-
trer.

Précondition
1. ⌈[g|S]P⌉⌢M f in(g|S)⇒WDC∗ M f in(g|S)⌢⌈P⌉
PROOF:

1.1. ASSUME: ⌈[S]P⌉⌢M f in(S)⇒M f in(S)⌢⌈P⌉
1.2. ⌈[g|S]P⌉⌢M f in(g|S)
1.3. ⌈g∧ [S]P⌉⌢M f in(S) (précondition,WDC∗ )
1.4. ⌈[S]P⌉⌢M f in(S) (WDC∗)
1.5. M f in(S)⌢⌈P⌉ (WDC∗,1.1)
1.6. Q.E.D.

2. Π(⌈[g|S]P⌉⌢M f in(g|S))⇒DC∗ dur(g|S,P)
PROOF:

2.1. Π(⌈[g|S]P⌉⌢M f in(g|S))
2.2. Π(⌈g∧ [S]P⌉⌢M f in(S)) (WDC∗)
2.3. dur(S,P) (WDC∗)
2.4. Q.E.D.

3. Π(⌈[g|S]P⌉⌢Min f (g|S))⇒DC∗ dur∞(g|S)
PROOF:

3.1. Preuve similaire à celle de l’étape 2
3.2. Q.E.D.

4. Term(g|S)≡Min f (g|S)⇔ false
PROOF:

4.1. Min f (g|S)⇔ false
4.2. Min f (S)⇔ false (WDC∗, définitions)
4.3. Term(S) (définition)
4.4. Q.E.D.

5. Nterm(g|S)≡M f in(g|S)⇔ false
PROOF:

5.1. Ntermet M f in( ) sont symétriques àTermet Min f (), la preuve est similaire à celle de l’étape 4
5.2. Q.E.D.

6. Q.E.D.

Choix non borné
1. ⌈[@x.S]P⌉⌢M f in(@x.S)⇒WDC∗ M f in(@x.S)⌢⌈P⌉
PROOF:

1.1. ASSUME: ⌈[S]P⌉⌢M f in(S)⇒M f in(S)⌢⌈P⌉
1.2. ⌈[@x.S]P⌉⌢M f in(@x.S)
1.3. ⌈[∀x.[S]P⌉⌢∃x.M f in(S) (définitions)
1.4. ⌈[S]P⌉⌢∃y.(M f in(S)[y/x]) (instanciation dex, renommage du secondx eny)
1.5. ⌈[S]P⌉⌢M f in(S) (instanciation dey parx)
1.6. M f in(S)⌢⌈P⌉ (WDC∗, 1.1)
1.7. ∃x.(M f in(S)⌢⌈P⌉) (existenciation)
1.8. Q.E.D.

2. Π(⌈[@x.S]P⌉⌢M f in(@x.S))⇒DC∗ dur(@x.S,P)
PROOF:

2.1. Π(⌈[@x.S]P⌉⌢M f in(@x.S))
2.2. Π(⌈[S]P⌉⌢M f in(S)) (instanciations)
2.3. Π(M f in(S)⌢⌈P⌉) (WDC∗)
2.4. Π(∃x.(M f in(S)⌢⌈P⌉)) (existenciation)
2.5. ∃x.dur(S,P) (déf. deΠ)
2.6. Q.E.D.

3. Π(⌈[@x.S]P⌉⌢Min f (@x.S))⇒DC∗ dur∞(@x.S)
PROOF:
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3.1. Preuve similaire à celle de l’étape 2
3.2. Q.E.D.

4. Term(@x.S) ≡Min f (@x.S)⇔ false
PROOF:

4.1. Min f (@x.S)⇔ false
4.2. ∃x.Min f (S)⇒ false (définitions,WDC∗)
4.3. ∀x.(Min f (S)⇒ false) (WDC∗)
4.4. ∀x.Term(S) (WDC∗, définitions)
4.5. Q.E.D.

5. Nterm(@x.S) ≡M f in(@x.S)⇔ false
PROOF:

5.1. Ntermet M f in( ) sont symétriques àTermet Min f (), la preuve est similaire à celle de l’étape 4
5.2. Q.E.D.

6. Q.E.D.

A.4 Preuve de la séquentialisation

A.4.1 Lemmes préliminaires

Nous introduisons dans cette section quelques lemmes utilisés dans les preuves des sections
suivantes.

Lemme A.1 (Séquentialisation)Deux processus réduits à une phase (une opération atom-
ique) ordonnançables en cours d’exécution sont équivalents à une séquence où soit le premier
processus s’exécute et l’autre attend, puis l’autre s’exécute, soit l’inverse :

(
∧ SCH1

⌢⌈R1⌉
1⌢SCH1

∧ SCH2
⌢⌈R2⌉

1⌢SCH2

)

⇔

(
∨ (VW1∧¬R1⌉∧⌈R2⌉

1)⌢(⌈R1⌉
1∧VW2∧¬R2⌉)

∨ (⌈R1⌉
1∧VW2∧¬ R2⌉)

⌢(VW1∧¬ R1⌉∧⌈R2⌉
1)

)

1. CASE: ⇒
PROOF:

PROVE:
∨ (VW1∧¬ R1⌉∧⌈R2⌉

1)⌢(⌈R1⌉
1∧VW2∧¬ R2⌉)

∨ (⌈R1⌉
1∧VW2∧¬ R2⌉)

⌢(VW1∧¬ R1⌉∧⌈R2⌉
1)

1.1. ASSUME:
∧ SCH1

⌢⌈R1⌉
1⌢SCH1

∧ SCH2
⌢⌈R2⌉

1⌢SCH2

1.2.
∧ VW1∧¬ R1⌉

−⌢⌈R1⌉
1⌢VW1∧¬ R1⌉

−

∧ VW2∧¬ R2⌉
−⌢⌈R2⌉

1⌢VW2∧¬ R2⌉
−

(définition deSCHi )

1.3.

∨

{
∧ VW1∧¬ R1⌉

⌢⌈R1⌉
1⌢VW1∧¬ R1⌉

∧ VW2∧¬ R2⌉
⌢⌈R2⌉

1⌢VW2∧¬ R2⌉

∨

{
∧ ⌈⌉⌢⌈R1⌉

1⌢VW1∧¬ R1⌉
∧ VW2∧¬ R2⌉

⌢⌈R2⌉
1⌢VW2∧¬ R2⌉

∨ . . .

∨

{
∧ ⌈⌉⌢⌈R1⌉

1⌢⌈⌉
∧ ⌈⌉⌢⌈R2⌉

1⌢⌈⌉

(définition deVP⌉−, distributivité du∨)

1.4.
∨

{
∧ VW1∧¬ R1⌉

⌢⌈R1⌉
1⌢⌈⌉

∧ ⌈⌉⌢⌈R2⌉
1⌢VW2∧¬ R2⌉

∨

{
∧ ⌈⌉⌢⌈R1⌉

1⌢VW1∧¬ R1⌉
∧ VW2∧¬ R2⌉

⌢⌈R2⌉
1⌢⌈⌉

(COND0,COND1)

1.5.
∨

{
∧ VW1∧¬ R1⌉

⌢⌈R1⌉
1

∧ ⌈R2⌉
1⌢VW2∧¬ R2⌉

∨

{
∧ ⌈R1⌉

1⌢VW1∧¬ R1⌉
∧ VW2∧¬ R2⌉

⌢⌈R2⌉
1

(WDC∗)
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1.6.
∨ (VW1∧¬ R1⌉∧⌈R2⌉

1)⌢(⌈R1⌉
1∧VW2∧¬ R2⌉)

∨ (⌈R1⌉
1∧VW2∧¬ R2⌉)

⌢(VW1∧¬ R1⌉∧⌈R2⌉
1)

(COND0,COND1,WDC∗)
1.7. Q.E.D.

2. CASE: ⇐
PROOF:

PROVE:
∧ SCH1

⌢⌈R1⌉
1⌢SCH1

∧ SCH2
⌢⌈R2⌉

1⌢SCH2

2.1. ASSUME:
∨ (VW1∧¬ R1⌉∧⌈R2⌉

1)⌢(⌈R1⌉
1∧VW2∧¬ R2⌉)

∨ (⌈R1⌉
1∧VW2∧¬ R2⌉)

⌢(VW1∧¬ R1⌉∧⌈R2⌉
1)

2.2.
∨

{
∧ VW1∧¬ R1⌉

⌢⌈R1⌉
1

∧ ⌈R2⌉
1⌢VW2∧¬ R2⌉

∨

{
∧ ⌈R1⌉

1⌢VW1∧¬ R1⌉
∧ VW2∧¬ R2⌉

⌢⌈R2⌉
1

(WDC∗)

2.3.
∧ VW1∧¬ R1⌉

−⌢⌈R1⌉
1⌢VW1∧¬ R1⌉

−

∧ VW2∧¬ R2⌉
−⌢⌈R2⌉

1⌢VW2∧¬ R2⌉
−

(Ajouts de⌈⌉ et de disjonctions, définition deVP⌉−)

2.4.
∧ SCH1

⌢⌈R1⌉
1⌢SCH1

∧ SCH2
⌢⌈R2⌉

1⌢SCH2
2.5. Q.E.D.

3. Q.E.D.

A.4.2 Mise en parallèle

Nous prouvons ici que l’entrelacement présenté en section 4.4 est cohérent avec la séman-
tique en WDC∗ des substitutions. Nous reprenons l’ordre de présentationdes tableaux pour ces
preuves.

Celles-ci se font par récurrence sur la structure des substitutions considérées.

Substitutions atomiques

1. PROVE: ⌈((Sa;S)9 (Tb;T)]P⌉0⌢M f in((Sa;S)9 (Tb;T))⇒M f in((Sa;S)9 (Tb;T))⌢⌈P⌉0

avecSa,Tb des affectations, skip, ou attentes réactives
PROOF:

1.1. ASSUME: skip≡ (x := x)
1.2. ASSUME: ⌈(S9 (Ta;T))]P⌉0⌢M f in(S9 (Ta;T))⇒M f in(S9 (Ta;T))⌢⌈P⌉0

1.3. ASSUME: ⌈((Sa;S)9T)]P⌉0⌢M f in((Sa;S)9T)⇒M f in((Sa;S)9T)⌢⌈P⌉0

1.4. CASE: Sa ≡ x := A,Tb ≡ y := B
1.4.1. ⌈[(x := A;S)9 (y := B;T)]P⌉⌢M f in((x := A;S)9 (y := B;T))

(hypothèses)

1.4.2.

⌈
∧ [x := A;(S9 (Tb;T))]P
∧ [y := B;((Sa;S)9T)]P

⌉0
⌢M f in((x := A;S)9 (y := B;T))

(définition)

1.4.3.

⌈
∧ [x := A;(S9 (Tb;T))]P
∧ [y := B;((Sa;S)9T)]P

⌉0
⌢

(
∧ SCH1

⌢M f in(x := A)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢M f in(y := B)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(définition)

1.4.4.

⌈
∧ [x := A;(S9 (Tb;T))]P
∧ [y := B;((Sa;S)9T)]P

⌉0
⌢

(
∧ SCH1

⌢(⌈R1⌉
1⌢⌈x= A0⌉

0∧ ℓ = 0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈R2⌉

1⌢⌈y= B0⌉
0∧ ℓ = 0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(définition)

1.4.5.

⌈
∧ [x := A;(S9 (Tb;T))]P
∧ [y := B;((Sa;S)9T)]P

⌉0
⌢

(
∨ (SCH1∧M f in(y := B))⌢M f in((Sa;S)9T)
∨ (SCH2∧M f in(x := A))⌢M f in(S9 (Tb;T))

)

(lemme de séquentialisation)

1.4.6.
∨

⌈
∧ ([S9 (Tb;T)]P)[x\E]
∧ ([(Sa;S)9T]P)[y\B]

⌉0
⌢(SCH1∧M f in(y := B))⌢M f in((Sa;S)9T)

∨

⌈
∧ ([S9 (Tb;T)]P)[x\A]
∧ ([(Sa;S)9T]P)[y\B]

⌉0
⌢(SCH2∧M f in(x := A))⌢M f in(S9 (Tb;T))

(déf. substitution, distributivité de la disjonction)
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A.4. Preuve de la séquentialisation

1.4.7.
∨ ⌈([(Sa;S)9T]P)[y\B]⌉0⌢(SCH1∧M f in(y := B))⌢M f in((Sa;S)9T)
∨ ⌈([S9 (Tb;T)]P)[x\A]⌉0⌢(SCH2∧M f in(x := A))⌢M f in(S9 (Tb;T))

(WDC∗)

1.4.8.
∨ (SCH1∧M f in(y := B))⌢⌈[(Sa;S)9T]P⌉0⌢M f in((Sa;S)9T)
∨ (SCH2∧M f in(x := A))⌢⌈[S9 (Tb;T)]P⌉0⌢M f in(S9 (Tb;T))

(COND2)

1.4.9.
∨ (SCH1∧M f in(y := B))⌢M f in((Sa;S)9T)⌢⌈P⌉0

∨ (SCH2∧M f in(x := A))⌢M f in(S9 (Tb;T))⌢⌈P⌉0

(par hypothèse d’induction)

1.4.10.

(
∧ SCH1

⌢M f in(x := A)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢M f in(y := B)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

⌢⌈P⌉0

(séquentialisation,WDC∗)
1.4.11. M f in((Sa;S)9 (Tb;T))⌢⌈P⌉

(déf. (Sa;S) et (Tb;T) )
1.4.12. Q.E.D.

1.5. CASE: Sa ≡ awaita,Tb ≡ y := B
(ainsi que le cas symétrique)

PROOF SKETCH: L’attente peut être achevée à tout moment : immédiatement parce qu’un autre processus a rendu la condition vraie, ou
plus tard. Si c’est plus tard, alors toute substitution qui ne prend aucun temps s’exécutera immédiatement.

1.5.1.

⌈[
awaita;(S9 (Tb;T))
[]y := B;((Sa;S)9T)

]

P

⌉0
⌢

(
∧ SCH1

⌢(V¬W1∧¬ a⌉−⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈R2⌉

1⌢⌈y = B0⌉
0∧ ℓ = 0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(définitions)

1.5.2.

⌈
∧ [awaita;(S9 (Tb;T))]P
∧ [y := B;((Sa;S)9T)]P

⌉0
⌢




∧
∨ SCH1

⌢(⌈⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∨ SCH1
⌢(⌈¬W1∧¬ a⌉0⌢⌈¬W1∧¬ a⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1

⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈R2⌉

1⌢⌈y = B0⌉
0∧ ℓ = 0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2





1.5.3.
∨

⌈
∧ a⇒ [S9 (Tb;T)]P
∧ ([(Sa;S)9T]P)[y\B]

⌉0
⌢

{
∧ SCH1

⌢(⌈⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈R2⌉

1⌢⌈y = B0⌉
0∧ ℓ = 0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

∨

⌈
∧ a⇒ [S9 (Tb;T)]P
∧ ([(Sa;S)9T ]P)[y\B]

⌉0
⌢

{
∧ SCH1

⌢(⌈¬W1∧¬ a⌉0⌢⌈¬W1∧¬ a⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈R2⌉

1⌢⌈y= B0⌉
0∧ ℓ = 0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

(WDC∗)

1.5.4.
∨

⌈
∧ a⇒ [S9 (Tb;T)]P
∧ ([(Sa;S)9T]P)[y\B]

⌉0
⌢

{
∨ (⌈a⌉0∧SCH2)

⌢M f in(S9 (Tb;T))
∨ ((⌈R2⌉

1⌢⌈y= B0⌉
0∧ ℓ = 0)∧SCH1)

⌢M f in((Sa;S)9T)

∨

⌈
∧ a⇒ [S9 (Tb;T)]P
∧ ([(Sa;S)9T ]P)[y\B]

⌉0
⌢

{
∨ SCH1

⌢((SCH2
⌢⌈R2⌉

1⌢⌈y = B0⌉
0∧ ℓ = 0)∧⌈¬W1∧¬ a⌉)⌢M f in((Sa;S)9T)

∨ ((⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)∧SCH1)
⌢M f in((Sa;S)9T)

(séquencialisation, parallélisme dû à¬W1)

1.5.5.

∨ (⌈a∧a⇒ [S9 (Tb;T)]P⌉0∧SCH2)
⌢M f in(S9 (Tb;T))

∨ ⌈([(Sa;S)9T]P)[y\B]⌉0⌢((⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)∧SCH1)
⌢M f in((Sa;S)9T)

∨ ⌈([(Sa;S)9T]P)[y\B]⌉0⌢SCH1
⌢((SCH2

⌢⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)∧⌈¬W1∧¬ a⌉)⌢M f in((Sa;S)9T)
∨ ⌈([(Sa;S)9T]P)[y\B]⌉0⌢((⌈R2⌉

1⌢⌈y = B0⌉
0∧ ℓ = 0)∧SCH1)

⌢M f in((Sa;S)9T)
(WDC∗)

1.5.6.

∨ (⌈a⌉0∧SCH2)
⌢M f in(S9 (Tb;T))⌢⌈P⌉0

∨ ((⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)∧SCH1)
⌢M f in((Sa;S)9T)⌢⌈P⌉0

∨ SCH1
⌢((SCH2

⌢⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)∧⌈¬W1∧¬ a⌉)⌢M f in((Sa;S)9T)⌢⌈P⌉0

∨ ((⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)∧SCH1)
⌢M f in((Sa;S)9T)⌢⌈P⌉0

(WDC∗)
1.5.7. M f in((Sa;S)9 (Tb;T))⌢⌈P⌉0

(séquencialisation, parallélisme du¬W1, WDC∗)
1.5.8. Q.E.D.

1.6. CASE: Sa ≡ awaita,Tb ≡ awaitb

1.6.1.

⌈[
awaita;(S9 (Tb;T))
[]awaitb;((Sa;S)9T)

]

P

⌉0
⌢

(
∧ SCH1

⌢(V¬W1∧¬ a⌉−⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(V¬W2∧¬ b⌉−⌢⌈a⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(définitions)

1.6.2.

⌈
∧ a⇒ [S9 (Tb;T)]P
∧ b⇒ [(Sa;S)9T ]P

⌉0
⌢

∨

{
∧ SCH1

⌢(⌈⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

∨

{
∧ SCH1

⌢(⌈¬W1∧¬ a⌉0⌢⌈¬W1∧¬ a⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

∨

{
∧ SCH1

⌢(⌈⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

∨

{
∧ SCH1

⌢(⌈¬W1∧¬ a⌉0⌢⌈¬W1∧¬ a⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

(expansion desV¬Wi ∧¬ ⌉
−)
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1.6.3.

∨

(
∧ SCH1

⌢(⌈⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

⌢⌈P⌉0

∨

(
∧ SCH1

⌢(⌈¬W1∧¬ a⌉0⌢⌈¬W1∧¬ a⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

⌢⌈P⌉0

∨

(
∧ SCH1

⌢(⌈⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

⌢⌈P⌉0

∨

(
∧ SCH1

⌢(⌈¬W1∧¬ a⌉0⌢⌈¬W1∧¬ a⌉⌢⌈a⌉0)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

⌢⌈P⌉0

(Hypothèses de récurrence, séquentialisation)
1.6.4. Le passage de l’étape 1.6.2 à 1.6.3 s’effectue comme suit :

– Premier membre de la disjonction : le lemme de séquentialisation s’applique
– Deuxième membre :b est vérifié avanta, c’est doncb⇒ [(Sa;S)9T ]P qui s’applique
– Troisième membre :a est vérifié avantb, c’est donca⇒ [S9 (Tb;T)]P qui s’applique
– Dernier membre : soita est vérifié avantb, soit b est vérifié avanta, alors ces deux cas sont similaires aux deuxième et

troisième membre. Soita et b sont vérifiés en même temps, et donc ce cas est similaire au premier membre
1.6.5. Q.E.D.

1.7. Q.E.D.

2. PROVE: ⌈[(delaya;S)9 (y := B;T)]P⌉0⌢M f in((delaya;S)9T)⇒M f in((delaya;S)9 (y := B;T))⌢⌈P⌉0

PROOF:
ASSUME: ⌈[(delaya;S)9T ]P⌉0⌢M f in((delaya;S)9T)⇒M f in((delaya;S)9T)⌢⌈P⌉0

2.1. ⌈[y := B;((delaya;S)9T)]P⌉0⌢M f in((delaya;S)9S2)
(hypothèse)

2.2. ⌈[(delaya;S)9T]P)[y\B]⌉0⌢

(
∧ SCH1

⌢(V¬W1W
+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = d)⌢SCH1

⌢M f in(T1)
⌢END1

∧ SCH2
⌢M f in(y := B)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(définitions)

2.3. ⌈[(delaya;S)9T]P)[y\B]⌉0⌢

(
∧ VW1∧¬ R1⌉

−⌢(V¬W1W
+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = d)⌢SCH1

⌢M f in(T1)
⌢END1

∧ VW2∧¬ R2⌉
−⌢(⌈R2⌉

1⌢⌈y= B0⌉
0∧ ℓ = 0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(définitions)

2.4. ⌈[(((delaya;S)9T)]P)[y\B]⌉0⌢

(
∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = d)⌢SCH1
⌢M f in(T1)

⌢END1

∧ (⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)⌢SCH2
⌢M f in(T)⌢END2

)

(COND0,COND1 : puisqueR1 n’attend pas,R2 doit s’exécuter)

2.5. ⌈[(((delaya;S)9T)]P)[y\B]⌉0⌢

(
∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = d)⌢SCH1
⌢M f in(T1)

⌢END1

∧ (⌈R2⌉
1⌢⌈y = B0⌉

0∧ ℓ = 0)⌢SCH2
⌢M f in(T)⌢END2

)

(COND0,COND1 : puisque(delaya;S) n’attend pas,S2 doit s’exécuter)

2.6.

(
∧ (ℓ = 0∧⌈W1⌉

1)⌢⌈[((delaya;S)9T)]P⌉0⌢(V¬W1W
+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = d)⌢SCH1

⌢M f in(T1)
⌢END1

∧ (⌈R2⌉
1⌢⌈y= B0⌉

0∧ ℓ = 0)⌢⌈[((delaya;S)9T)]P⌉0⌢SCH2
⌢M f in(T)⌢END2

)

(propriétés deVPW+, COND2)

2.7.

(
∧ (ℓ = 0∧⌈W1⌉

1)
∧ (⌈R2⌉

1⌢⌈y= B0⌉
0∧ ℓ = 0)

)

⌢⌈[((delaya;S)9T)]P⌉0⌢M f in((delaya;S)9T)

(définitions,WDC∗)

2.8.

(
∧ (ℓ = 0∧⌈W1⌉

1)
∧ (⌈R2⌉

1⌢⌈y= B0⌉
0∧ ℓ = 0)

)

⌢M f in((delaya;S)9T)⌢⌈P⌉0

(définitions,WDC∗)
2.9. M f in((delaya;S)9 (y := B;T))⌢⌈P⌉0

(définitions,WDC∗)
2.10. Q.E.D.

3. PROVE: ⌈[(x := A;S)9 (delayb;T)]P⌉0⌢M f in((x := A;S)9 (delayb;T))⇒M f in((x := A;S)9 (delayb;T))⌢⌈P⌉0

PROOF:
3.1. La preuve est similaire à 2, à la symétrie des termes près
3.2. Q.E.D.

4. PROVE: ⌈[(delaya;S)9 (awaitb;T)]P⌉0⌢M f in((delaya;S)9 (awaitb;T))⇒M f in((delaya;S)9 (awaitb;T))⌢⌈P⌉0

PROOF:
ASSUME: ⌈[delaya;(S9 (awaitb;T))]P⌉0⌢M f in(delaya;(S9 (awaitb;T)))⇒M f in(delaya;(S9 (awaitb;T)))⌢⌈P⌉0

ASSUME: ⌈[awaitb;((delaya;S)9T)]P⌉0⌢M f in(awaitb;((delaya;S)9T))⇒M f in(awaitb;((delaya;S)9T))⌢⌈P⌉0

4.1.

⌈
∧ [delaya;(S9 (awaitb;T))]P
∧ [awaitb;((delaya;S)9T)]P

⌉0
⌢M f in((delaya;S)9 (awaitb;T))

(définitions)

4.2.

⌈
∧ [delaya;(S9 (awaitb;T))]P
∧ [awaitb;((delaya;S)9T)]P

⌉0
⌢∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(V¬W2∧¬ b⌉−⌢⌈a⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2
(définitions)

4.3.

⌈
∧ [delaya;(S9 (awaitb;T))]P
∧ [awaitb;((delaya;S)9T)]P

⌉0
⌢
∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧

{
∨ SCH2

⌢(⌈⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2
⌢M f in(T)⌢END2

∨ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2
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A.4. Preuve de la séquentialisation

(WDC∗)

4.4.

⌈
∧ [S9 (awaitb;T)]P
∧ [awaitb;((delaya;S)9T)]P

⌉0
⌢
∨ ⌈b⌉0⌢

{
∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢M f in(T)⌢END2

∨

{
∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

(WDC∗)

4.5.
∨ ⌈[awaitb;((delaya;S)9T)]P⌉0⌢⌈b⌉0⌢

{
∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ SCH2
⌢M f in(T)⌢END2

∨ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉∧ ℓ = a)⌢⌈[S9 (awaitb;T)]P⌉0⌢

{
∧ SCH1

⌢M f in(S)⌢END1

∧ ((⌈¬W2∧¬ b⌉∨⌈)⌉⌢⌈b⌉0)⌢SCH2
⌢M f in(T)⌢END2

(WDC∗, l’attente continue car la condition n’est pas vérifiée : l’autre processus est en attente par un délai)

4.6.
∨ ⌈b⇒ [(delaya;S)9T]P⌉0⌢M f in(b =⇒ ((delaya;S)9T))
∨ SCH2

⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉∧ ℓ = a)⌢⌈[S9 (awaitb;T)]P⌉0⌢M f in(S9 (awaitb;T))
(WDC∗)

4.7.
∨M f in(b =⇒ ((delaya;S)9T))⌢⌈P⌉0

∨ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉∧ ℓ = a)⌢M f in(S9 (awaitb;T))⌢⌈P⌉0

(WDC∗)

4.8.
∨M f in(b =⇒ ((delaya;S)9T))⌢⌈P⌉0

∨ SCH2
⌢(⌈¬W2∧¬ b⌉0⌢⌈¬W2∧¬ b⌉∧ ℓ = a)⌢M f in(S9 (awaitb;T))⌢⌈P⌉0

(WDC∗)

4.9.
∨ ⌈b⌉0⌢M f in((delaya;S)9T)⌢⌈P⌉0

∨⌢M f in((delaya;S)9 (awaitb;T))⌢⌈P⌉0

(WDC∗, définitions)
4.10. ∨⌢M f in((delaya;S)9 (awaitb;T))⌢⌈P⌉0

(WDC∗, le premier membre de la conjonction est un sous-cas du deuxième)
4.11. Q.E.D.

5. PROVE: ⌈[(awaita;S)9 (delayb;T)]P⌉0⌢M f in((awaita;S)9 (delayb;T))⇒M f in((awaita;S)9 (delayb;T))⌢⌈P⌉0

PROOF:
5.1. La preuve est similaire à 4, à la symétrie des termes près
5.2. Q.E.D.

6. PROVE: ⌈[(delaya;S)9 (delayb;T)]P⌉0⌢M f in((delaya;S)9 (delayb;T))⇒M f in((delaya;S)9 (delayb;T))⌢⌈P⌉0

PROOF:
ASSUME: a < b
ASSUME: ⌈[(S9 (delay(b−a);T)]P⌉0⌢M f in(S9 (delay(b−a);T)⇒M f in((delaya;(S9 (delay(b−a);T))⌢⌈P⌉0

6.1. ⌈[(delaya;(S9 (delay(b−a);T))]P⌉0⌢M f in(S1 9S2)

6.2. ⌈[(delaya;(S9 (delay(b−a);T))]P⌉0⌢

(
∧ (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢SCH1
⌢M f in(S)⌢END1

∧ (V¬W2W
+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = b)⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(définitions)
6.3. (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢⌈[(delaya;(S9 (delay(b−a);T))]P⌉0

⌢

(
∧⌢SCH1

⌢M f in(S)⌢END1

∧ (V¬W2W
+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = (b−a))⌢SCH2

⌢M f in(T)⌢END2

)

(b > a,W DC∗)
6.4. (V¬W1W

+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢⌈[(delaya;(S9 (delay(b−a);T))]P⌉0⌢M f in(S9 (delay(b−a);T))
(définitions)

6.5. (V¬W1W
+⌢Unit⌢⌈1⌉0∧ ℓ = a)⌢⌈[(S9 (delay(b−a);T)]P⌉0⌢M f in(S9 (delay(b−a);T))

(définition de la substitution delay )
6.6. M f in((delaya;S)9 (delayb;T))⌢⌈P⌉0

(définitions,WDC∗)
6.7. Q.E.D.
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Annexe A. Preuves de la sémantique temporelle de B en WDC∗
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Annexe B

Implémentation en Coq de DC∗

Module PL utils

Require Import Classical Type.

Theorem contrapositionnot : ∀ A B : Prop, (A→ B)→¬ B→¬ A.
unfold not in⊢ × ; intros; tauto.
Qed.

Theorem not contraposition: ∀ A B : Prop, (˜ A→¬ B)→ B→ A.
intros.
apply NNPP; unfold not in⊢ × ; intros; apply H.
assumption.
assumption.
Qed.

Theorem or false: ∀ A : Prop, A∨ False→ A.
intros A AF.
elim AF; [ trivial | tauto ].
Qed.

Theorem false or : ∀ A : Prop, False∨ A→ A.
intros A AF.
elim AF; [ tauto | trivial ].
Qed.

Theorem or false r : ∀ A : Prop, A→ A∨ False.
intros A HA; left ; assumption.
Qed.

Theorem false or r : ∀ A : Prop, A→ False∨ A.
intros A HA; right ; assumption.
Qed.

Theorem and true : ∀ A : Prop, A∧ True→ A.
intros A AT.
elim AT; intros; assumption.
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Module PL utils

Qed.

Theorem true and : ∀ A : Prop, True∧ A→ A.
intros A AT.
elim AT; intros; assumption.
Qed.

Theorem and true r : ∀ A : Prop, A→ A∧ True.
intros A HA.
split ; [ assumption | trivial ].
Qed.

Theorem true and r : ∀ A : Prop, A→ True∧ A.
intros A AT.
split ; [ trivial | assumption ].
Qed.

Theorem and comm: ∀ A B : Prop, A∧ B→ B∧ A.
intros A B AB; elim AB; intros; split ; [ assumption | assumption ].
Qed.

Theorem or comm: ∀ A B : Prop, A∨ B→ B∨ A.
intros A B AB; elim AB;
[ intros ; right ; assumption | intros ; left ; assumption ].

Qed.

Theorem and distr or : ∀ A B C : Prop, A∧ (B∨ C)→ A∧ B∨ A∧ C.
intros A B C AaBoC.
elim AaBoC; intros HA HBoC.
elim HBoC.
intros; left ; split ; [ assumption | assumption ].
intros; right ; split ; [ assumption | assumption ].

Qed.

Theorem and distr or r :
∀ A B C : Prop, A∧ B∨ A∧ C→ A∧ (B∨ C).

intros A B C AaBoAaC.
elim AaBoAaC; intros Aand.
elim Aand; intros; split ; [ assumption | left ; assumption ].
elim Aand; intros; split ; [ assumption | right ; assumption ].

Qed.

Theorem or distr and :
∀ A B C : Prop, A∨ B∧ C→ (A∨ B) ∧ (A∨ C).

intros A B C AoBaC.
elim AoBaC.
intro HA ; split ; [ left ; assumption | left ; assumption ].
intro BaC; elim BaC; intros; split ;
[ right ; assumption | right ; assumption ].

Qed.
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Theorem or distr and r :
∀ A B C : Prop, (A∨ B) ∧ (A∨ C)→ A∨ B∧ C.

intros A B C; apply not contraposition.
intro nAoBC.
apply or not and.
cut (˜ A∧ ¬ B∨ ¬ A∧ ¬ C).
intro nAnBonAnC; elim nAnBonAnC; intro hypo.
left ; apply and not or ; assumption.
right ; apply and not or ; assumption.

apply and distr or.
cut (˜ A∧ ¬ (B∧ C)).
intro nAnBC; elim nAnBC; intros; split ;
[ assumption | apply notand or ; assumption ].

apply not or and; assumption.
Qed.

Module IL base

Require Export Reals.

Parameter length eq: R→ Prop.
Parameter length lt : R→ Prop.

Definition length le (x :R) :=(length eq x) ∨ (length lt x).
Definition length gt (x :R) :=˜(length le x).
Definition length ge(x :R) :=(length eq x) ∨ (length gt x).

Parameter chop: Prop→ Prop→ Prop.

A few handy definitions

Definition point := (length eq0).
Definition sometimes(P : Prop) := chop True(chop P True).
Definition always(P : Prop) := ¬ sometimes(˜ P).

– "sometime" readsfor some subinterval
– "always" readsfor all subintervals

Infix "⌢" := chop(at level79, right associativity).

Notation "’ l’ = x" := (length eq x) (at level65,no associativity).
Notation "’ l’ 6= x" := (˜ (length eq x)) (at level65,no associativity).
Notation "’ l’ ≤ x" := (length le x) (at level65,no associativity).
Notation "’ l’ < x" := (length lt x) (at level65,no associativity).
Notation "’ l’ ≥ x" := (length ge x) (at level65,no associativity).
Notation "’ l’ > x" := (length gt x) (at level65,no associativity).

Notation "VW" :=point (at level33,no associativity).
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Module Commonfunctions

Notation "3 P" :=(sometimes P) (at level34,no associativity).

Notation "2 P" :=(always P) (at level35,no associativity).

Module Common functions

Require Import IL base.

All functions in this file should be considered as "calculation" functions, because they are con-
sidered in corresponding proof systems as side-conditions.

Definition of the rigidity of a formula. Valid for both pure Interval Logic and Duration
Calculus

Note that a state can be not rigid. Indeed S(1) = l, thus any state other than 0 will be flexible.
For 0 states, as S(0)=0, replacing through equality allows finishing testing the rigidity of a term

Inductive rigid term: R→ Prop :=
| rig r0 : rigid term0%R
| rig r1 : rigid term1%R
| rig rbin :
∀ (F : R→ R→ R) (x y : R),
rigid term x∧ rigid term y→ rigid term(F x y)

| rig opp: ∀ x : R, rigid term x→ rigid term(- x)%R
| rig inv : ∀ x : R, rigid term x→ rigid term(/ x)%R
| rig sqrt : ∀ x : R, rigid term x→ rigid term(sqrt x).

Inductive rigid : Prop→ Prop :=
| rig true : rigid True
| rig false: rigid False
| rig chop: ∀ p q : Prop, rigid p ∧ rigid q→ rigid (chop p q)
| rig imp : ∀ p q : Prop, rigid p ∧ rigid q→ rigid (p→ q)
| rig and : ∀ p q : Prop, rigid p ∧ rigid q→ rigid (p∧ q)
| rig or : ∀ p q : Prop, rigid p ∧ rigid q→ rigid (p∨ q)
| rig not : ∀ p : Prop, rigid p→ rigid (˜ p)
| rig ex : ∀ p : R→ Prop, rigid (p 0%R)→ rigid (ex p)
| rig all : ∀ p : R→ Prop, rigid (p 0%R)→ rigid (all p)
| rig rel :
∀ (r : R→ R→ Prop) (x y : R),
rigid term x∧ rigid term y→ rigid (r x y).

What is important in this inductive definition of rigidity iswhat is not defined, i.e. all the *Var
"constructions", andℓ. They don’t appear in the definition, so when using the tacticRigidity
defined below, you won’t be able to state that a formula containing ℓ or a variable is rigid,
which correspond to the definition of rigidity. Note that we don’t define flexibility, as such a
side-condition never appears in the axioms and inference rules of the proof system of IL or DC.

Ltac Rigidity := repeat first[ constructor | split ].
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Inductive chop free: Prop→ Prop :=
| cf true : chop free True
| cf false: chop free False
| cf imp :

∀ p q : Prop, chop free p∧ chop free q→ chop free(p→ q)
| cf and :

∀ p q : Prop, chop free p∧ chop free q→ chop free(p∧ q)
| cf or :

∀ p q : Prop, chop free p∧ chop free q→ chop free(p∨ q)
| cf not : ∀ p : Prop, chop free p→ chop free(˜ p)
| cf ex : ∀ p : R→ Prop, chop free(p 0%R)→ chop free(ex p)
| cf all : ∀ p : R→ Prop, chop free(p 0%R)→ chop free(all p)
| cf rel : ∀ (F : R→ R→ Prop) (x y : R), chop free(F x y).

Ltac ChopFree:= repeat first[ constructor | split ].

Module IL length

Require Import IL base.
Require Import IL axioms.
Require Import Commonfunctions.
Require Import Classical Type.
Require Import PL utils.
Require Import Fourier.

Theorem length gt not eq :∀ x :R, l>x→¬ l=x.
compute.
intros; apply H.
left ; assumption.
Qed.

Theorem length eq not gt :∀ x :R,l=x→ ˜(l>x).
compute; intros.
apply lengthgt not eq with x.
assumption.
assumption.
Qed.

Theorem length eq not lt :∀ x :R,l=x→ ˜(l<x).
compute; intros.
apply length lt not eq with x.
assumption.
assumption.
Qed.

Theorem length diff lt gt :∀ x :R,l 6=x↔ l<x ∨ l>x.
intros; split.
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Module IL length

intros.
cut (˜(˜l<x ∧ ¬ l>x)).
intro.
apply NNPP.
intro.
elim H0.
apply not or and; assumption.
intro.
elim H0; intros.
compute in H2.
tauto.
intros; elim H ; intros.
apply length lt not eq; assumption.
apply lengthgt not eq; assumption.
Qed.

Theorem length lt gt false:∀ x :R, l<x ∧ l>x→ False.
compute; intros.
elim H ; intros.
apply H1; right ; assumption.
Qed.

Theorem total length:∀ x :R, l<x ∨ l=x∨ l>x.
compute; intros.
elim (classic(l < x ∨ l = x)).
tauto.
tauto.
Qed.

Theorem length lt not ge:∀ x :R, l<x↔ ¬ l≥x.
intros; split.
intro.
unfold lengthge.
apply and not or ; split.
apply length lt not eq; assumption.
intro ; apply H0; right ; assumption.
intro.
compute in H.
cut (l 6=x ∧ ˜(l = x ∨ l < x→ False)).
intros.
elim H0; intros.
cut (l≤x).
intros.
elim H3; intros.
contradiction.
assumption.
apply NNPP; assumption.
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apply not or and; assumption.
Qed.

Theorem length le not gt :∀ x :R, l≤x↔¬ l>x.
intros; split.
intro.
unfold lengthgt.
tauto.
intro.
apply NNPP.
intro.
apply H.
assumption.
Qed.

Theorem length eq Rge:∀ x y :R,l=x→ x≥y→ l≥y.
intros.
elim H0; intros.
right ; apply lengtheq Rgt with x; assumption.
left ; rewrite← H1 ; assumption.
Qed.

Theorem length eq Rle:∀ x y :R,l=x→ x≤y→ l≤y.
intros.
elim H0; intros.
right ; apply lengtheq Rlt with x; assumption.
left ; rewrite← H1 ; assumption.
Qed.

Theorem length eq length le :∀ x y :R,l=x→ l≤y→ x≤y.
intros.
elim H0; intros.
right ; apply lengtheq length eq; assumption.
left ; apply lengtheq length lt ; assumption.
Qed.

Theorem length eq length ge:∀ x y :R,l=x→ l≥y→ x≥y.
intros.
elim H0; intros.
right ; apply lengtheq length eq; assumption.
left ; apply lengtheq length gt ; assumption.
Qed.

Theorem length gt Rge:∀ x y :R,l>x→ x≥y→ l>y.
intros.
elim H0; intros.
apply lengthgt Rgt with x; assumption.
rewrite← H1 ; assumption.
Qed.
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Module IL length

Theorem length ge Rgt :∀ x y :R,l≥x→ x>y→ l>y.
intros.
elim H ; intros.
apply lengtheq Rgt with x; assumption.
apply lengthgt Rgt with x; assumption.
Qed.

Theorem length ge Rge:∀ x y :R,l≥x→ x≥y→ l≥y.
intros.
elim H ; intros.
apply lengtheq Rge with x; assumption.
right ; apply lengthgt Rge with x; assumption.
Qed.

Theorem length ge length lt :∀ x y :R,l≥x→ l<y→ x<y.
intros.
elim H ; intros.
apply length lt length eq; assumption.
apply lengthgt length lt ; assumption.
Qed.

Theorem length gt length le :∀ x y :R,l>x→ l≤y→ x<y.
intros.
elim H0; intros.
apply lengthgt length eq; assumption.
apply lengthgt length lt ; assumption.
Qed.

Theorem length ge length le :∀ x y :R,l≥x→ l≤y→ x≤y.
intros.
elim H ; intros.
apply lengtheq length le ; assumption.
left ; apply lengthgt length le ; assumption.
Qed.

Theorem length ge length eq :∀ x y :R,l≥x→ l=y→ x≤y.
intros.
apply Rgele.
apply lengtheq length ge; assumption.
Qed.

Theorem length le Rlt :∀ x y :R,l≤x→ x<y→ l<y.
intros.
elim H ; intros.
apply lengtheq Rlt with x; assumption.
apply length lt Rlt with x; assumption.
Qed.

Theorem length lt Rle:∀ x y :R,l<x→ x≤y→ l<y.
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intros.
elim H0; intros.
apply length lt Rlt with x; assumption.
rewrite← H1 ; assumption.
Qed.

Theorem length le Rle:∀ x y :R,l≤x→ x≤y→ l≤y.
intros.
elim H ; intros.
apply lengtheq Rle with x; assumption.
right ; apply length lt Rle with x; assumption.
Qed.

Theorem length le length eq :∀ x y :R,l≤x→ l=y→ y≤x.
intros.
elim H ; intros.
apply lengtheq length le ; assumption.
left ; apply length lt length eq; assumption.
Qed.

Theorem length le length gt :∀ x y :R,l≤x→ l>y→ y<x.
intros.
elim H ; intros.
apply lengthgt length eq; assumption.
apply length lt length gt ; assumption.
Qed.

Theorem length lt length ge:∀ x y :R,l<x→ l≥y→ y<x.
intros.
elim H0; intros.
apply length lt length eq; assumption.
apply length lt length gt ; assumption.
Qed.

Theorem length le length ge:∀ x y :R,l≤x→ l≥y→ y≤x.
intros.
elim H ; intros.
apply lengthge length eq; assumption.
left ; apply length lt length ge; assumption.
Qed.

Theorem length between:∀ x :R, l≤x→ l≥x→ l=x.
intros.
elim H0; intros.
assumption.
contradiction.
Qed.
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Module IL axioms

Module IL axioms

Require Import IL base.
Require Import Commonfunctions.
Require Reals.

Axiom IL1 : ∀ p q :Prop, 2 (p→q)→ 2p→ 2q.
Axiom IL2 : ∀ p :Prop, 2p→ p.

Open Scope Rscope.

Axiom always length lt not eq : 2 ( ∀ x :R,ℓ<x→ ℓ 6=x ) .
Theorem length lt not eq :∀ x :R,ℓ<x→ ℓ 6=x .
apply IL2; apply alwayslength lt not eq. Qed.

Axiom always length eq Rgt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ=x→ x>y→ ℓ>y ) .
Theorem length eq Rgt :∀ x y :R,ℓ=x→ x>y→ ℓ>y .
apply IL2; apply alwayslength eq Rgt. Qed.

Axiom always length eq Rlt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ=x→ x<y→ ℓ<y ) .
Theorem length eq Rlt : ∀ x y :R,ℓ=x→ x<y→ ℓ<y .
apply IL2; apply alwayslength eq Rlt. Qed.
Axiom always length eq length lt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ=x→ ℓ<y→ x<y ) .
Theorem length eq length lt : ∀ x y :R,ℓ=x→ ℓ<y→ x<y .
apply IL2; apply alwayslength eq length lt. Qed.
Axiom always length eq length eq : 2 ( ∀ x y :R,ℓ=x→ ℓ=y→ x=y ) .
Theorem length eq length eq : ∀ x y :R,ℓ=x→ ℓ=y→ x=y .
apply IL2; apply alwayslength eq length eq. Qed.
Axiom always length eq length gt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ=x→ ℓ>y→ x>y ) .
Theorem length eq length gt : ∀ x y :R,ℓ=x→ ℓ>y→ x>y .
apply IL2; apply alwayslength eq length gt. Qed.

Axiom always length gt Rgt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ>x→ x>y→ ℓ>y ) .
Theorem length gt Rgt : ∀ x y :R,ℓ>x→ x>y→ ℓ>y .
apply IL2; apply alwayslength gt Rgt. Qed.
Axiom always length gt length lt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ>x→ ℓ<y→ x<y ) .
Theorem length gt length lt : ∀ x y :R,ℓ>x→ ℓ<y→ x<y .
apply IL2; apply alwayslength gt length lt. Qed.
Axiom always length gt length eq : 2 ( ∀ x y :R,ℓ>x→ ℓ=y→ x<y ) .
Theorem length gt length eq : ∀ x y :R,ℓ>x→ ℓ=y→ x<y .
apply IL2; apply alwayslength gt length eq. Qed.

Axiom always length lt Rlt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ<x→ x<y→ ℓ<y ) .
Theorem length lt Rlt : ∀ x y :R,ℓ<x→ x<y→ ℓ<y .
apply IL2; apply alwayslength lt Rlt. Qed.
Axiom always length lt length eq : 2 ( ∀ x y :R,ℓ<x→ ℓ=y→ y<x ) .
Theorem length lt length eq : ∀ x y :R,ℓ<x→ ℓ=y→ y<x .
apply IL2; apply alwayslength lt length eq. Qed.
Axiom always length lt length gt : 2 ( ∀ x y :R,ℓ<x→ ℓ>y→ y<x ) .
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Theorem length lt length gt : ∀ x y :R,ℓ<x→ ℓ>y→ y<x .
apply IL2; apply alwayslength lt length gt. Qed.

Axiom always length exists: 2 ( ∃ x :R, ℓ=x) .
Theorem length exists: ∃ x :R, ℓ=x.
apply IL2; apply alwayslength exists. Qed.

– Now for the original axioms

Axiom always pos interval : 2 (ℓ≥ 0).
Theorem pos interval : ℓ ≥ 0.
apply IL2; apply alwayspos interval. Qed.

Definition A0 := pos interval.

Axiom
always chop and right :
∀ p q r : Prop, 2 (chop p q∧ ¬ chop p r→ chop p(q∧ ¬ r)).

Axiom
always chop and left :
∀ p q r : Prop, 2 (chop p q∧ ¬ chop r q→ chop(p∧ ¬ r) q).

Theorem chop and right : ∀ p q r : Prop, chop p q∧ ¬ chop p r→ chop p(q∧ ¬ r).
intros p q r; apply IL2; apply alwayschop and right. Qed.
Theorem chop and left : ∀ p q r : Prop, chop p q∧ ¬ chop r q→ chop(p∧ ¬ r) q.
intros p q r; apply IL2; apply alwayschop and left. Qed.

Definition A1 right := chop and right.
Definition A1 left := chop and left.

Axiom
always chop assoc: ∀ p q r : Prop, 2 (chop(chop p q) r ↔ chop p(chop q r)).

Theorem chop assoc: ∀ p q r : Prop, chop(chop p q) r ↔ chop p(chop q r).
intros p q r; apply IL2; apply alwayschop assoc. Qed.
Definition A2 := chop assoc.

Theorem chop assocleft right :
∀ P Q R: Prop, chop(chop P Q) R→ chop P(chop Q R).

intros P Q R chopleft.
cut (chop(chop P Q) R↔ chop P(chop Q R)).
intros H.
elim H ; intros CLR CRL.
apply CLR; assumption.
apply chopassoc.
Qed.

Theorem chop assocright left :
∀ P Q R: Prop, chop P(chop Q R)→ chop(chop P Q) R.

intros P Q R chopright.
cut (chop(chop P Q) R↔ chop P(chop Q R)).
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intros H.
elim H ; intros CLR CRL.
apply CRL; assumption.
apply chopassoc.
Qed.

Ltac ChopAssoc:=
match goal with
| ⊢ (chop?X1 (chop?X2?X3))⇒ apply chopassocleft right
| ⊢ (chop(chop?X1?X2) ?X3)⇒ apply chopassocright left
end.

Axiom always rigid chop left : ∀ p q : Prop, rigid p→ 2 (chop p q→ p).
Axiom always rigid chop right : ∀ p q : Prop, rigid q→ 2 (chop p q→ q).
Theorem rigid chop left : ∀ p q : Prop, rigid p→ chop p q→ p.
intros p q H; apply IL2; apply alwaysrigid chop left ; assumption. Qed.
Theorem rigid chop right : ∀ p q : Prop, rigid q→ chop p q→ q.
intros p q H; apply IL2; apply alwaysrigid chop right ; assumption. Qed.
Definition R left := rigid chop left.
Definition R right := rigid chop right.

Axiom
always exists chop left :
∀ (p : R→ Prop) (q : Prop),
2 (chop(∃ x : , p x) q→ ∃ x : , chop(p x) q).

Axiom
always exists chop right :
∀ (p : Prop) (q : R→ Prop),
2 (chop p(∃ x : , q x)→ ∃ x : , chop p(q x)).

Theorem
exists chop left :
∀ (p : R→ Prop) (q : Prop),
chop(∃ x : , p x) q→ ∃ x : , chop(p x) q.

intros p q; apply IL2; apply alwaysexists chop left. Qed.
Theorem

exists chop right :
∀ (p : Prop) (q : R→ Prop),
chop p(∃ x : , q x)→ ∃ x : , chop p(q x).

intros p q; apply IL2; apply alwaysexists chop right. Qed.
Definition B left := exists chop left.
Definition B right := exists chop right.

Axiom
always lx chop not right :
∀ (x : R) (p : Prop), 2 (chop(ℓ = x) p→¬ chop(ℓ = x) (˜ p)).

Axiom
always lx chop not left :
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∀ (x : R) (p : Prop), 2 (chop p(ℓ = x)→ ¬ chop(˜ p) (ℓ = x)).
Theorem

lx chop not right :
∀ (x : R) (p : Prop), chop(ℓ = x) p→¬ chop(ℓ = x) (˜ p).

intros x p; apply IL2; apply alwayslx chop not right. Qed.
Theorem

lx chop not left :
∀ (x : R) (p : Prop), chop p(ℓ = x)→¬ chop(˜ p) (ℓ = x).

intros x p; apply IL2; apply alwayslx chop not left. Qed.
Definition L1 right := lx chop not right.
Definition L1 left := lx chop not left.

Axiom
always interval chopping:
∀ x y : R,
2 ((x≥ 0)%R∧ (y≥ 0)%R→ (ℓ = (x + y)%R↔ chop(ℓ = x) (ℓ = y))).

Theorem
interval chopping:
∀ x y : R,
(x≥ 0)%R∧ (y≥ 0)%R→ (ℓ = (x + y)%R↔ chop(ℓ = x) (ℓ = y)).

intros x y; apply IL2; apply alwaysinterval chopping. Qed.
Definition L2 := interval chopping.

Axiom always add point left : ∀ p : Prop, 2 (p→ chop p(ℓ = 0%R)).
Axiom always add point right : ∀ p : Prop, 2 (p→ chop(ℓ = 0%R) p).
Theorem add point left : ∀ p : Prop, p→ chop p(ℓ = 0%R).
intros p; apply IL2; apply alwaysadd point left. Qed.
Theorem add point right : ∀ p : Prop, p→ chop(ℓ = 0%R) p.
intros p; apply IL2; apply alwaysadd point right. Qed.
Definition L3 left := add point left.
Definition L3 right := add point right.

Axiom
quantification:
∀ (p : R→ Prop) (x : R),
chop free(p 0%R) ∨ rigid term x→ all (fun y⇒ p y)→ p x.

Ltac Quantification term:= apply quantification with(x := term).

Axiom
monotonyleft :
∀ p q : Prop, 2 (p→ q)→ ∀ r : Prop, chop p r→ chop q r.

Axiom
monotonyright :
∀ p q : Prop, 2 (p→ q)→ ∀ r : Prop, chop r p→ chop r q.

Definition monotonechop:= monotonyleft.
Definition chop monotone:= monotonyright.

Ltac Monotony:=
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match goal with
| :(chop?X1 (chop?X2?X3)) ⊢ (chop(chop?X1?X4) ?X5)⇒

ChopAssoc; Monotony
| :(chop(chop?X1?X2) ?X3) ⊢ (chop?X4 (chop?X5?X3))⇒

ChopAssoc; Monotony
| hyp :(chop(chop?X1?X2) ?X3) ⊢ (chop?X1 (chop?X4?X5))⇒

cut (chop X1(chop X2 X3)) ;
[ clear hyp ; intros ; Monotony | ChopAssoc ; assumption ]

| hyp :(chop?X1 (chop?X2?X3)) ⊢ (chop(chop?X4?X5) ?X3)⇒
cut (chop(chop X1 X2) X3) ;
[ clear hyp ; intros ; Monotony | ChopAssoc ; assumption ]

| :(chop?X1?X3) ⊢ (chop?X2?X3)⇒
apply monotonyleft with (p := X1) ; [ idtac | assumption ]

| :(chop?X3?X1) ⊢ (chop?X3?X2)⇒
apply monotonyright with (p := X1) ; [ idtac | assumption ]

end.

Finally we complete the axioms of classical logic with theirnecessitated counterpart

Axiom always S : ∀ p q : Prop, 2 (p→q→p).
Axiom always K : ∀ p q r : Prop, 2 ((p→q)→ (p→q→r)→ (p→r)).

Axiom always and ind : ∀ p q r : Prop, 2 ( (p→ q→ r)→ p∧ q→ r).
Axiom always and : ∀ p q : Prop, 2 (p→ q→ p∧ q).

Theorem always id : ∀ p : Prop, 2 (p→p).
intros.
apply IL1 with(p->(p→p)->p).
2 :apply alwaysS.
apply IL1 with(p→p→p).
apply alwaysK.
apply alwaysS.
Qed.

Theorem always Sprime: ∀ p q : Prop, 2 (p→ q→ q).
intros.
apply IL1 with(q→q).
apply alwaysS.
apply alwaysid.
Qed.

Theorem always proj1 : ∀ p q :Prop, 2 (p∧ q→ p).
intros p q.
apply IL1 with(p→q→p).
apply alwaysand ind.
apply alwaysS.
Qed.

Theorem always proj2 : ∀ p q :Prop, 2 (p∧ q→q).
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intros p q.
cut ([] (q∧p→ q)).
intros.
apply IL1 with(p→q→q).
apply alwaysand ind.
apply alwaysSprime.
apply IL1 with(q→p→q).
apply alwaysand ind.
apply alwaysS.
Qed.

Theorem always false: False→ 2False.
apply Falseind ; assumption.
Qed.

Axiom always True ind : ∀ p : Prop, 2 (p→ True→ p).
Axiom always True: 2True.

Axiom always or ind : ∀ p q r : Prop, 2 ((p→ r)→ (q→r)→ p∨q→r).
Axiom always or introl : ∀ p q : Prop, 2 (p→ p∨ q).
Axiom always or intror : ∀ p q : Prop, 2 (q→ p∨ q).

Module DC base

Require Import IL base.

Require Export Reals.

Inductive DCState: Set:=
| SZero: DCState
| SOne: DCState
| SOr : DCState→ DCState→ DCState
| SNot: DCState→ DCState
| SAnd: DCState→ DCState→ DCState
| SImply: DCState→ DCState→ DCState
| SIff : DCState→ DCState→ DCState.

Axiom
SAnd def : ∀ S T : DCState, SAnd S T= SNot(SOr (SNot S) (SNot T)).

Axiom SImply def : ∀ S T : DCState, SImply S T= SOr(SNot S) T.
Axiom

SIff def : ∀ S T : DCState, SIff S T= SAnd(SImply S T) (SImply T S).

Parameter SVar: DCState→ DCState.

Parameter duration eq :DCState→ R→ Prop.
Parameter duration lt :DCState→ R→ Prop.

Definition duration le S x:=(duration eq S x) ∨ (duration lt S x).
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Definition duration gt S x:=˜(duration le S x) .
Definition duration ge S x:=(duration eq S x) ∨ (duration gt S x).

Fixpoint proplogic(S : DCState) : Prop :=
match S with
| SZero⇒ False
| SOne⇒ True
| SOr S1 S2⇒ proplogic S1∨ proplogic S2
| SNot S1⇒¬ proplogic S1
| SAnd S1 S2⇒ proplogic S1∧ proplogic S2
| SImply S1 S2⇒ proplogic S1→ proplogic S2
| SIff S1 S2⇒ proplogic S1↔ proplogic S2
end.

Delimit Scope statesscope with S.
Bind Scope statesscope with DCState.
Open Scope statesscope.
Notation "1" :=(SOne) (at level70,no associativity) : statesscope.
Notation "0" :=(SZero) (at level70,no associativity) : statesscope.

Notation "¬ A" :=(SNot A) (at level75, right associativity) : statesscope.
Notation "A∧ B" :=(SAnd A B) (at level80, right associativity) : statesscope.
Notation "A∨ B" :=(SOr A B) (at level85, right associativity) : statesscope.
Notation "A –> B" :=(SImply A B) (at level90, right associativity) : statesscope.
Notation "A↔ B" :=(SIff A B) (at level95,no associativity) : statesscope.

Notation " ! s!" :=(proplogic s) (at level0, no associativity).

Notation "# s#= x" :=(duration eq s x) (at level0, no associativity).
Notation "# s#< x" :=(duration lt s x) (at level0, no associativity).
Notation "# s#<= x" :=(duration le s x) (at level0, no associativity).
Notation "# s#> x" :=(duration gt s x) (at level0, no associativity).
Notation "# s#>= x" :=(duration ge s x) (at level0, no associativity).
Notation "# s#<> x" :=(˜(duration eq s x) )(at level0, no associativity).

Close Scope statesscope.

Module DC axioms

Require Import IL base.
Require Import DC base.
Require Import Commonfunctions.

Definition pr (S : DCState) := ∀ (x :R), #S#=x∧ (l= x) ∧ (x>0)%R.
Notation "[[ s ]]" :=( pr s) (at level0, no associativity).

Open Scope statesscope.

Axiom DCA1 : #0#= 0.
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Axiom DCA2 : ∀ (x :R), #1#=x↔ l=x.
Axiom DCA3 : ∀ s : DCState, #s#>= 0.
Axiom

DCA4 :
∀ (s1 s2: DCState) (x1 x2 and12 or12:R),
#s1#= x1→ #s2#=x2→ #s1∧ s2#=and12→ #s1∨ s2#=or12→
(x1 + x2 = and12+ or12)%R.

Axiom
DCA5 :
∀ (x y : R) (s : DCState),
#s#=x ˆˆ #s#=y→ #s#= (x+y).

Axiom
DCA6 :
∀ s1 s2: DCState,
(proplogic s1↔ proplogic s2)→ (∀ (x :R), #s1#=x↔ #s2#=x).

Close Scope statesscope.
Require Export List.

Fixpoint disjunction(LS : list DCState) : DCState:=
match LS with
| state: : sequel⇒

match sequel with
| nil ⇒ state
| ⇒ SOr state(disjunction sequel)
end

| nil⇒ SZero
end.

Fixpoint chop sharing left (X : Prop) (LS : list DCState) { struct LS} :
Prop :=
match LS with
| state: : sequel⇒

match sequel with
| nil ⇒ chop X(pr state)
| ⇒ chop X(pr state) ∨ (chop sharing left X sequel)
end

| nil⇒ False
end.

Fixpoint chop sharing right (X : Prop) (LS : list DCState) { struct LS} :
Prop :=
match LS with
| state: : sequel⇒

match sequel with
| nil ⇒ chop(pr state) X
| ⇒ chop(pr state) X ∨ chop sharing right X sequel
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end
| nil⇒ False
end.

Axiom
IR1 :
∀ (H : Prop→ Prop) (LS : list DCState),
(proplogic(disjunction LS)↔ True)→
H point→
(∀ X : Prop, H X→ H (X ∨ chop sharing left X LS))→ H True.

Axiom
IR2 :
∀ (H : Prop→ Prop) (LS : list DCState),
(proplogic(disjunction LS)↔ True)→
H point→
(∀ X : Prop, H X→ H (X ∨ chop sharing right X LS))→ H True.

Require Import Classical.

Theorem IR1 simple:
∀ (H : Prop→ Prop) (S : DCState),
H point→
(∀ X : Prop, H X→ H (X ∨ chop X(pr S) ∨ chop X(pr (SNot S))))→
H True.

intros H S Hpoint IR1hypo.
apply IR1 with(LS := S : : SNot S: : nil) ;
[ simpl in⊢ × ; split ; [ tauto | intros ; apply classic ]
| assumption
| assumption].

Qed.

Theorem IR2 simple:
∀ (H : Prop→ Prop) (S : DCState),
H point→
(∀ X : Prop, H X→ H (X ∨ chop(pr S) X ∨ chop(pr (SNot S)) X))→
H True.

intros H S Hpoint IR2hypo.
apply IR2 with(LS := S : : SNot S: : nil) ;
[ simpl in⊢ × ; split ; [ tauto | intros ; apply classic ]
| assumption
| assumption].

Qed.
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Résumé

Dans le domaine des systèmes informatisés où la fiabilité estla première priorité, les méthodes
formelles ont prouvé leur efficacité pour la conception de logiciels sûrs. La dépendance à de tels systèmes
augmente, et les contraintes rencontrées se font plus diverses et précises, en particulier les contraintes
temporelles. Certaines méthodes formelles, notamment la méthode B, rendent la conception malaisée
sous de telles contraintes, puisqu’elles n’ont pas été prévues pour cela à l’origine.

Nous nous proposons donc d’étendre la méthode B pour lui permettre de spécifier et valider des
systèmes à contraintes temporelles complexes. Nous utilisons pour ce faire des calculs de durées pour
exprimer la sémantique du langage B et en déduire une extension conservative qui permet de l’utiliser à
la fois dans son cadre d’origine et dans le cadre de systèmes àcontraintes temporelles.

Nous nous penchons également sur le problème de l’utilisation d’un outil de preuve générique pour
valider des formules de calcul des durées. La généricité de ce type d’outil répond à la multiplication
des méthodes formelles, mais pose le problème de l’intégration des fondations mathématiques de ces
méthodes à un outil générique. Nous proposons donc d’étudier la mise en oeuvre en plongement léger
du calcul des durées dans l’assistant de preuve Coq. Nous en déduisons un retour sur expérience de la
définition d’une logique modale particulière dans un outil àvocation générique.

Mots-clés:méthode formelle, méthode B, logique temporelle, calcul des durées, assistant de preuve, Coq

Abstract

In the field of automated systems where reliability is the first requirement, formal methods proved
to be efficient for the design of safe software. The dependency towards such systems is increasing, and
the constraints to be met by these systems become more and more various and precise, particularly
timed constraints. Some formal methods, notably the B method, make designing difficult under these
constraints, because this is not what they have been made forin the first place.

We therefore propose to extend the B method so that it can helpspecifying and validating systems
with complex timed constraints. We use calculi of durationsin order to express the semantics of the B
language and deduce a conservative extension allowing its use in both its original context and in the
context of time-constrained systems.

We also study the problem of using a generic proof tool for validating duration calculus formulas. The
genericity of this kind of tool helps answering the growing number of formal methods, but introduces
the problem of adapting the mathematical foundations of such formal methods to a generic tool. We
thus propose to study the implementation of duration calculus as a shallow embedding in the Coq proof
assistant. We draw from it more general conclusions about the implementation of a particular modal logic
in a generic-oriented tool.

Keywords: formal method, B method, temporal logic, duration calculus, proof assistant, Coq




