N

N

Contribution a ’étude du contrdéle optimal des transferts
orbitaux mono-entrée

Romain Dujol

» To cite this version:

Romain Dujol. Contribution a 1’étude du contréle optimal des transferts orbitaux mono-entrée. Math-
ématiques [math]. Institut National Polytechnique de Toulouse - INPT, 2006. Francais. NNT: .
tel-00124029

HAL Id: tel-00124029
https://theses.hal.science/tel-00124029
Submitted on 12 Jan 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00124029
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d’ordre : 2400 Année 2006

THESE

présenée pour obtenir le titre de

DOCTEUR DE LINSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE
TOULOUSE

Ecole doctorale : Informatique et T elecommunications
Specialite . Matlematiques Appligées

par

Romain DUJOL

Contribution a I'étude du contrdle optimal
des transferts orbitaux mono-entiee

Soutenue publiguement le 23 Novembre 2006 devant le jury coembms

Prof. Joseph MAILLES Directeur de thése
Prof. Moritz DIEHL Rapporteur

Prof. Emmanuel RELAT Rapporteur

Prof. Bernard B NNARD Examinateur

Dr. Jean-Baptiste QLLAU Examinateur
Dr. Richard EPENOY Examinateur



Contributiona I’ étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-e¥gr



A mes parents

A mes grands-parents
A Martin
A Martine

Ce qui est ceé par I'esprit est plus vivant que la mate.
Charles BUDELAIRE, Fustes(1851)

Les matlmaticiens sont comme les Francaissdju’on
leur dit quelque chose, ils le traduisent dans leur langue,
et cela devient tout autre chose.

Johan Wolfgang G THE, Maximes et Bflexiong1833)

Contributiona I'étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-dgr



Contributiona I’ étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-dgr



Introduction

Contexte de l'etude

Le présent rapport @eloppe leétude d’'un prol#me de rdcanique spatiale.
Plus pEcisment, nougtudions le transfert d'un satellite d’'une orbiteine autre,
en nous restreignant aux trajectoires elliptiques autour de la Terre. Leeprebl
de transfert orbital nous @t soumis par le Centre NationalEtudes Spatiales
(CNEY) de Toulouse. En plus détudes eali®es par l&eNESIui-méme [8, 36, 38]
et de nombreux travaux exieurs [7, 24,49, 53, 54, 68] montrant I'mét scienti-
fique d’'un tel probdme, le transfert orbital @te a I'origine de plusieurs contrats
triennaux passs par lecNES avec l'equipeAlgorithmes Parakles et Optimisa-
tion et de nombreux rapports, articles etsles onéte publiés. En particulier, deux
théses [26, 47] ont permis urigude tés pousse du proleme de transfert orbi-
tal en temps minimal aussi bien&briguement que nueniquement. Deux autres
theses [41, 50] ont par la suite triaite probéme en consommation minimale en
tirant parti de la puissance de€thodes homotopiques [5, 67].

Comme dans lestudes pecedents, notrétude met profit la theorie du con-
trdle optimal [32, 48] et son fameux principe du maximum @NPRYAGIN [56].
Nous nous consacrerons plus partietgimenta I'utilisation des outils gonetri-
gues appligésa la theorie du confile [1, 23,43, 46].

Nos travaux s'inscrivent ainsi danstude des conditions d’optimait avec
par exemple les principes du maximum d’ordre&gur [25, 45] ou I'analyse de
formes quadratiques [3,58,63]. Suite aux nombreatedes effectéies sur le trans-
fert orbital, nous avons choisi de nous attachene configuration particéie : le
transfert ditmono-entee Dans une telle configuration, la poéssest uniquement
dirigée selon la vitesse instan@ndu satellite. De magiie gerérale, l'etude d’'un
syséme de confile mono-ente requiert une attention particele ainsi que le
montrent lesttudes de Hector B3SMANN dans le plan [65, 66] puis lestudes
réaliges en dimension trois [2, 10, 60]. En effet, les cbles optimaux peuvent
étre “ bang-bang ” et il faut alors formuler d’autré&sultats et d’autres conditions
(cf. [2,61] dansR3 et [4, 59, 64] dans le casegéral). Notons que le probine de
transfert orbital est, comme nous le verrons plus tard, un enablen dimension
quatre au moins.
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Organisation du rapport

Ce rapport est divisen trois parties :

1. La premeére partie intitube Modele et conditions d’optimalité contient

trois chapitres :

— leChapitre 1 présente le prokime de transfert orbital dans son ensemble ;

— le Chapitre 2 rappelle et éveloppe les conditions d'optimaditau pre-
mier et au second ordre dans le cadeeagal d’'un probéme de confile
guelconque;

— le Chapitre 3 revient sur le prolime de transfert orbital vu comme pro-
bleme de confile optimal et applique le€sultats du chapitre pcedent.

2. La seconde partie intitté Moyennation développe la technique de moyen-
nation (introduite pour le cas particulier du transfert orbital dans [37]) et
contient deux chapitres :

— le Chapitre 4 présente le proime de minimisation deédhergie du trans-
fert orbital qui sera plongdans un contexte sous-Riemannien [22h53
ralisation du cadre Riemannien;

— le Chapitre 5 présente les simulations n@mques ealifes.

3. La troiskme et dermire partie intittbe Homotopies lissesdéveloppe les
régularisations du probime mono-enée par I'outil homotopique [5] et con-
tient deux chapitres :

— le Chapitre 6 présente les processusgularisants utiliss et analyse leur
pertinence ;

— leChapitre 7 utilise les processus introduits dans le chapitésgdent et
étudie les esultats obtenus.

Enfin, 'Annexe A présente une &thode constructive decgération de transferts
sous-optimau@ partir de [31].

Contributions

Le transfert mono-ende est un prokime nouveau et n'avait pas enc@te
étudé auparavant. Ce prairhe est & a I'étude de la contrainte déwe [41] dont
il est le cas limite. Le transfert mono-e@#r est physiquement &ressangé de
nombreux titres. Laéduction des de@s de libert de la pousse n’affecte en rien
les proprétes de confilabilité du transfert et lestsultats obtenus montrent que
I'on observe une faible@hradation du temps de transfert par rapport au transfert
coplanaire bi-enées.

Le contble optimal est discontinu ou “ bang-bang ", ce qui constitue une
difféerence majeure avec letides pecedentes sur le temps minimal sans contrainte
sur ladirection de pousse. Cela nous agmea consi@rer des approximations
lisses du transfert mono-eat. Une approximation Riemannienne est obtenue en
consicérant le transfert moye@ravec minimisation de&nergie i.e. norme > du
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contidle) ai la contrainte sur le coridile est relake. Nous connectoregalement
le transfert mono-ente avec des transferts bi-eggs connus : la contrainte de
contidle reste, mais les coidfies obtenus dans de tels cas sont lisses.

Pour chacune de ces approximations, une analyse fine de I'opérastiali-
sée. L'étude de la ratrigue Riemannienne du transfert moyerest faite et met
en évidence le caraete plat des transferts vers les orbites circulaires (dont les
orbites gostationnaires sont des exemples) : dans des cod@dsratages, les
trajectoires minimisantes sont démites On étudieégalement les conditions du
deuxime ordre de type point conjugsur les homotopies lisses.
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Premiere partie

Modele et conditions d’optimalite
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Chapitre 1

Le probleme de transfert orbital

1.1 Modele

Soit (1, J, K) un regere Galieen dont 'origineO est le centre de la Terre et
(1,J) est le plaréquatorial. Le satellite est assig@ un point méériel de masse
variablem(t) dont la position est néeq = (qi, 02, g3). La notationF (t) désigne la
pousge dont I'amplitude est boée, ||F (t)|| < Fnax €t on suppose que la direction
de pousse est laigse libre. Siu est la constante de gravitation terrestre, leeyst
s'écrit :

—a O L F
= e T -
r'n_—\'/:e, (1.2)

ou Ve est la vitesse @jection des gaz. Le métk dont par le systme déquations
(1.1) est un systme de KePLER contdlé. Pour [etude g@onetrique du prol#me,
on reglige la variation de masse (1.2) et le ratedest dita masse constant®ans
le cadre de la poués faible, I'action du confile F /m est petite devant le terme de
gravitation—u g/|/q||3. En régligeant la variation de masse, on obtient unéyst

de la forme :
3

K0 = Fob(t) +€ 3 u(OR ()

ou x = (q, q) est l'état, e est un petit paragetre et lesu;(t) sont les trois com-
posantes du cordfe u(t) repesentant la @composition de la pouss selon les
directionsk = d/d¢q;, i =1, 2,3 et||u]| < 1.

1.2 Problemes de transfert orbital

Le probEme pratique du cahier des chargesd&sest de trangfrer le systme
d'une orbite basse et fortement elliptigad’orbite géostationnaire. En pouss
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14 Premiere partie. Modele et conditions d’optimalité

faible, le temps de transfert est long et on observe w@ferchation lente des pa-
rametres orbitaux écrivant les ellipses osculatrices.

N —— Orbite finale

40 _ -~ | 7~ _ Orbite finale
Ve N
Ve | g N\
20l 7 Orbite initiale
/ \
1 \
s o : &
| ‘ ‘ ‘ ‘
// —40 -20 0 20 40
\
-20 N / 4,
AN /
N e

Fic. 1.1 — Orbites initiales et finales du transfert vers une orl@tsstationnaire

La pousge est continue, mais de faible amplitude et derast un petit pa-
rametre d’al I'id ée introduite dans [38] d'utiliser déschniques de moyennation

1.3 Les deux probemes physiques

Les deux crigres physiques de Gbsont :

T
Temps minimal M(i?/ ldtouT estlibre.
u(- 0

T
Maximisation de la masse finale M(igl/ lu(t)||dtou T est fixé.
u(-) Jo

Dans le second cas, une approximation peut consisemplacer la norme'L
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Chapitre 1. Le probleme de transfert orbital 15

du contble par la norme £:

]
Min/ u(t)|2dt
i) Jo

et a relaxer le contile ||ul| < 1 en choissisant a posteriori un temps de trans-
fert T suffisamment grand pour que le cai& optimal \erifie naturellement la
contrainte. On a donc uprobleme de minimisation dedhergie pour un systme
non lingaire.

Le lien avec la mathode de continuation se faitdeux niveaux. On peut com-
mencer par effectuer urentinuation sur le paragire de pous=ee [26] car pour
une pousse forte, la loi optimale est plus simple. Puis pour une valeardtmrée,
on réalise une homotopie du aie L2 au crigre L [40-42, 50], par exemple se-
lon:

Mi ! 1-A 242 d
u('.?/o {@=2)[Ju®)[|*+ Aljut)]| } dt.

Contributiona I'étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-dgr



16

Premiere partie. Modele et conditions d’optimalité

Contributiona I’ étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-dgr



Chapitre 2

Les conditions recessaires
d’optimalit & via le principe du
maximum

2.1 Methode indirecte

Dans un contexte @pnetrique, le prol#me de confile optimal est analgs
par la néthode dite indirecte : on utilise les conditioresxcessaires du principe du
maximum [32,48,56] pourédectionner les trajectoires optimales parmi une famille
de trajectoiregxtrémalessolutions d’un sygme Hamiltonien.

2.1.1 Formulation du principe du maximum

On consi@re un systme suppdaslisséde la forme :

avecx € R" etu(t) € U domaine de conie ainsi qu’un crigred minimiser de la
forme :

Min /0 " f(x(t), u(t)) dit

et des conditions aux limiteg0) € Mo, X(T) € M1 ou Mg est la varete des condi-
tions initiales etV est la varete cible.

On introduit lepseudo-Hamiltonien
H(x, p, u) = (p, f(x u) + p°f°(x, u)

ol p € R" est levecteur adjointet p° une constante@yative qui est la variable
duale du cat. Si(x(-), u(-)) est optimal suf0, T}, il existe (p(-), p°) # O tel que

liisse au seng™
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18 Premiere partie. Modele et conditions d’optimalité

les équations (2.1-2.2) et leonditiondite de maximisatior(2.3) soient erifiees
presque partout sy@, T] :

x(t) = ‘f)';<x<t>, o). u(t)) 2.1)
p(t) = 2L (X(1), 1), ult) 22)
HX(). plt). 1)) = MaxH (1), p(V). ) 2.3)

De plusM(x(t), p(t)) = Maxycu H(X(t), p(t), v) est constant et cette constante est
nulle si le temps de transfert est libre.

Enfin le sysekme \&rifie lesconditions de transversadit : a l'instant initial,
p(0) est perpendiculaira I'espace tangent ddp enx(0) eta l'instant final,p(T)
est perpendiculaira I'espace tangent dd; enx(T).

Définition 2.1 (Extrémale). On appelle exé&male (respectivement BC-extnale)
un triplet (x(-), p(-), u(-)) solution desquations peccdentes (respectivement des
équations peccdentes et des conditions de transvergalit

2.1.2 Mise en ceuvre pratique : la rethode de tir

Le calcul de la loi optimale en utilisant le principe du maximum est éosar
le principe suivant :

Etape 1 En un point(x(t), p(t)) de la trajectoire, on calcule le coble avec la
condition de maximisation. Ce cofte s’exprime comme un feedback dynamique
(fonction en @réral multi-valiee)u(t) = G(x(t), p(t)).

Etape 2 Dans le casla condition de maximisation cond@itin contble unique
d(x, p), on c&finit unvrai Hamiltonien H(x, p) = H(x, p, G(x, p)) qui définit par
intégration les trajectoires optimales. On applique udthwde de tir, pour calculer
le vecteur adjoint initialpp = p(0), qui doit \erifier les conditions de transversa-
lité. Pour le calcul dgyg, on doit donc @soudre unéquation de tir(non linéaire)
S(po) = 0. Le probéme est bien péscar le nombre d&quations de tir docide
avec le nombre d’inconnues.

2.1.3 Lien avec la nethode de continuation

Si I'on veut converger vers la solution, |l&solution de Equation par une
méthode de type EWTON nécessite d'avoir undonne approximation du vec-
teur p(0) initial. Pratiquement, on effectue souvent le calcul en immergeant le
probleme dans une famille de pr@phesa un pararatre A ou I'équation de tir
s’écrit S, (po) = 0, par exemplel = &, module de la poug®, ou en prenant un
colt [y {(1—A)|u(t)|[2+Alu(t)]|}dt, A € [0, 1] pour le transfert orbital.
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Chapitre 2. Les conditions recessaires d’optimalié 19

2.2 Application du principe du maximum : calcul des ex-
tr émales en transfert orbital

2.2.1 Temps minimal

Afin de simplifier les calculs, on suppose que la masse est constante.émsyst
est de la forme :

X(t) = Folx(t) +_§ui OR(XD)

et 3", u? < 1. On noteR, les HamiltoniensR (x, p) = (p,F(X)) et le pseudo-
Hamiltonien est :

m
H(x, p, u) = Po(x, p) + Zuiﬂ(x, p)+p°-1
i=

avec||ul| < 1. On noteX la surface de commutatioréfinie par :
Z={(x p)|Vie[1,m],R(x p)=0}.

En dehors d&, la condition de maximisation donne clairement :

R

et les trajectoires ex@males assoees sont des solutions du syste Hamiltonien
défini par le HamiltonierH ou :

Al ) =R+ 5 P2

est le Hamiltonien&duit propre au temps minimal.

Ces extemales sont donc lisses. Pour avoir toutes leemdies, il faut aussi
etudier celles contenues danst les jonctions possibles entre les trajectoirekide
en passant pax.

On utilise ici le principe du maximum pougaliser lastratification des trajec-
toires extémales

Vi e [1,m], Gi(x, p) =

2.2.2 Minimisation de I'énergie

On suppose ici que la masse est constante. Le pseudo-Hamiltoniergasgoci

m m
H(x, p,u) =R+ lepl +p° Zlu,z
i= i=
Onadeuxcas:
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20 Premiere partie. Modele et conditions d’optimalité

— le casnormalotl p° < 0 et par homogreité, on peut utiliser la normalisation
p°=-1/2;
— le casanormalotl p° = 0.
Dans le cas normal, la condition de maximisationHlenu avecu € U = R™
donnedH /du =0, etdH /du; = 0 impliqueu; = B. On obtient donc dans ce cas
le vrai Hamiltonien :

A(x p) = Rot ;_ipﬁ (2.4)

2.2.3 Cas de maximisation de la masse

Remarque2.1 Bien que le principe du maximum soit forngupage 17 pour un
syseme lisse, seule la contin@ipar rapport au coriite est effectivement requise,
ce qui est le cas ici.

Dans ce cas, il faut prendre en comptegliation de la variation de la masse
(1.2) page 13 et la condition de maximisation est plus complexe et candué po-
litique de contble dont la caraéfristique est d’avoir une conéatation de conféiles
ou la pous€e est maximaleou nulle, ceci donnant donc, &me @grériguement,
un contrdle optimal discontinu, ce qui affecte nuriquement la rathode de tir.
Les calculs sont extraits de [41] et sont les suivants. Legysiest compoé en :

4=v

. q €

VR T 1 S
Ja® " m

= —Be|lul

et le criere estfo = fOT |lu(t)||dt. Le Hamiltonien se @compose en :

£
H = Bl — Bellullpm-+ vy + ()~ 5 (0 )

Consicerons le cas normaltop® # 0. En renormalisanp® = —1, on doit donc
calculer pourf|u|| < 1 le maximum de la fonction-||u|| — B&]|ul| pm+ €(u, py)/m.

Regardons pour simplifier le cas scalaire apgez 0. On a don@ maximiser
une fonction du type (u) = —|u| + au ou on peut supposex > 0. L'examen du
graphe (voir FG. 2.1) montre que ss— 1 > 0, le maximum est atteint pour= 1
etsia—1 < 0, le maximum est atteint pour= 0.

Dans le casgréral, on posgr = —1— Bepm+ €||pv||/metona:

— six > 0, le maximum est atteint pour= py/||pv||, la pouséeétantmaxi-

male;
— siy < 0, le maximum est atteint pour= 0 et c’est donc une poussnulle.

2.2.3.1 Preuve heuristique du principe du maximum dd?°ONTRYAGIN

Pour comprendre le principe du maximum, on peut esquisser la preuve dans le
cas suivant ditaible.
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Chapitre 2. Les conditions recessaires d’optimalié 21

f(u) | | f(u)

(@a—-1<0 (b)ya—1>0
FIG. 2.1 — Graphe de la fonctiam— —|u| +ausur[—1, 1]

Hypothése. Le domaine de commande U est tel que(sj ast un contdle alors
u(-) + éu(-) est admissible,wla variation du(-) est petite dank* ([0, T], R™).

C’est le cas en transfert orbitalidé) = R pour le probéme de minimisation
de I'energie et pour le probine de minimisation du tempsia € U = S? (on passe
en coordonaes locales).

Esquisse de la preuvedn consi@re :
T
x=fx u,ucy | Min/ £O(x(t), u(t)) dt
0

On introduit le systme augmest dont l'etat estx= (x, x%) avecx? = fO(x, u)
et x2(0) = 0 que l'onécrit X = f(X, u) et 'ensemble des corittes admissibles
%« est'ensemble des applications mesurables &ssa valeurs dansl. On note
X(t, Xo, u) la réponse et

(%, T)= ] R(T, %,u)
u(-) e

I'ensemble deétats accessiblesstemps Tdu syseme augmegt

Si la trajectoirex(-) est optimale, alors le poin(T) final du syséme aug-
mene appartiend la frontere de« (%(0), T). FixonsxX{0) = %, et T et introduisons
I'application exttemie du syseme augmet E : u(-) — X(T, %o, u), de sorte que
E(%) soit exactement? (X(0), T). Dans le casi f est lisse, d’ags le tleome
de I'application ouverteE est cerivable. De plus si la trajectoire asseeau(-) est
optimale, alors elle est ex@male dans le sens raBfj< n+1 etE’ est la @rivee
de FRECHET calcuEe pour la norme du sup.

Le calcul de la derige s'effectue comme suit. Pouré&tdler les notations, on
remplacera par x (on noteran la dimension dex) et f par f. Ainsi x(-) est la
réeponseiu(-) et on notex(-) + 6x(-) la reponseu(-) + du(-) :

X+ 6x = f (x4 0x, u+ du).
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22 Premiere partie. Modele et conditions d’optimalité

En identifiant les termes jusqu’au premier ordre, on obtient :

x= f(x,u),
. of of
OX = &(x, u)ox+ %(x, u)ou,

ou la secondeequation est’ équation aux variationslu syséme contdlé. On a
0x(0) = 0 carx(0) = (x+ 6x)(0) = Xo et la solution scritent =T :

]
5X(T) = &(T) /O ®(s)"1B(s)8u(-)ds

ol ® est la solution de &quationd(t) = A(t)®(t) telle qued(0) = Id et :

A = 2 v, uv). B0 = 2L (xt), uit).

Dans le cas exémal, on a dinﬁdJ(T)foT d(s)~!B(s)du(-)ds} < net il existe
un vecteur (lignepon nul p € (R")* orthogonak 'image deE}, i.e.:

pO(T) /OT (s)B(s)du(-) ds=0
ce quiéquivauta :
PO(T)d(s)~1B(s) = 0 presque partout
On introduit la fonction vectorielle (ligned : t — p(t) = pP(T)P(t)~1. En no-

tantH (x, p, u) = (p, f(x, u)), on obtient le principe du maximum dans sa version
faible :

KO = FX0 00) = 50 (0. PO u()
) = ~PVA®) =~ ST (x(), p(D), u()
0= PUBH) = Gr(x(). plL). u(D).

O]

Remarque.2 On obtient ici I'interpétation gongtrique dep(t). En notanE(,HO‘q

la déerivee ai u est restreint [0, t] avect < T, le vecteurp(t) est orthogonah
I'image de cette drivee (voir RG. 2.2).
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FIG. 2.2 — Caradrisation g@onetrique dep(t).

2.3 Conditions du second ordreEquation de JAcOBI

On peut observer queédme dans le cagside domaine de commantieest ou-
vert, la condition de maximisation d¢ conduita dH /du = 0 de la version faible,
mais de plus on obtient une condition du second ordre qui estridition deL E-
GENDRE: d?H /du? < 0. Cette condition est erégéral insuffisante pour conclure
sur I'optimalite, lorsque le temps de transfdrtest grand. On doit alors comme
dans le calcul des variations classiques introduire un concepoidé conjugé.
C’est une notion qui s'introduit avec\ariation seconde de 'application e&mié
mais qui a aussi uniaterprétation geonetrique en utilisant le flot exémal Pour
simplifier la pesentation, on se limite ici au pré@vhe dutemps minimalavec des
hypotheses restrictives (I'exémale de &férencectant injective).

2.3.1 Hypotheses

On consi@re un systme lisse d&®" : x = f(x, u), u € U et on suppose que le
domaine de command est ouvert.

D’apres I'analyse faite plus haut, dans le cas du temps minima#(>gi, T)
est 'ensemble deétats accessibles en tempsdu syséme, une trajectoire—
(X(t), u(t)), t € [0, T] minimale en temps est telle que pouxQ@ < T, x(t) appar-
tienta la frontere deA(xo, t). De plus,uy, r,) est une singulai de I'application
extremite avec O< tp < t; < T calcuke avec = X(tp) a l'instantt; —tp. On note
K(to, t1) la codimension de la singulagitLa premére hypotise est :

Hypothése 2.1.Le probEme esfortement egulier, c’esta-dire que Ktp, t1) = 1
pourO<to<t; <T.

La seconde hypo#ise consista renforcer la condition deEGENDRE:
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Hypothese 2.2 Avec Hx, p, u) = p°- 14 (p, f(x, u)), la condition de LEGENDRE
fortele long de(x(-), u(-)) est \érifiée :

9°H/ou? < 0.

On peut alors&soudre)H /du = 0 avec le tko®me des fonctions implicites et
calculer localement un comdtle extémal comme un feedback dynamiquie, p)
et on noteH (x, p) = H(X, p, U(x, p)). Cette Esolution est locale et on doit aussi
imposer quai est unmaximum global deH.

Hypothése 2.3.0n est dans le cas normale. p° # 0.

2.3.2 Definitions

Sous les hypotses pecedentes, on introduit laédinition suivante :

Définition 2.2 (Dérivée seconde intringque). Soit K+ est l'application extre-
mitea l'instant0 <t < T. On appelle E la dérivee seconde intriggjuela restric-

tion de la variation seconde au noyau dg Eu) (ou u est le conble extémal de
réference) et projéte sur{ImE;_, (u)}*.

Son calcul explicite est @savec lévaluation de la variation seconde et
{ImE;_ (u)}* est un espace vectoriel de dimension un doparRp(t) d’aprés
l'interprétation gonmétrique du vecteur adjoint (Remarque 2.2 page 22). On peut
donner une prerdre cfinition de la notion de point conjugu

Définition 2.3 (Point conjugué). On appelleemps conjugéle long de I'extemale
de réference un instand < t; < T ol la dérivée seconde intrikgjue, vue en tant
que forme quadratique, admet une valeur propre nulle. Le pdtpt &'appelle un
point conjugé a xp = X(0).

On pésente maintenant la caradsation gonetrique.

Définition 2.4 (Point conjugué geomeétrique). Soit H(x, p) un Hamiltonienlisse
etZ-) = (x(-), p(-)) une trajectoire deH définie sur[0, T]. On appelleéquation
de XAcosl le long de z-) I' équation aux variations

8z(t) = dH (z(t)) - 5z(t).

Un champ de Acosi est une solution non-triviale(d) de cetteéquation. En
notant J-) = (6x(+), 6p(+)), on dit que J est vertical 'instant t siox(t) = 0.

Le tempsdet le point correspondani(t) sont ditsgéonétriquement conjugs
a0etx0) respectivement s'il existe un champJde 0Bl vertical aux instants+ 0
ett=tc.
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expo) (2 te)

champ central X(tc)

p X

X(tc)

champ central

FIG. 2.3 — Point conjugé et champ central

Définition 2.5 (Application exponentielle). Soit H(x, p) un Hamiltonien lisse. On
noteexp, : (p,t) — X(t, Xo, o) I'application exponentiell@éfinie sur un ouvert

de T X x R ol Z(t, X, Po) = (X(t, X0, Po), P(t, Xo, Po)) €St la trajectoire deH de
condition initiale(xp, po). Son image s’appelle uthamp centrafvoir FIG. 2.3).

On adopte la convention suivante. Le Hamiltonien du temps minimal gaiii’
H(x, p,u) = (p, f(x,u)) + p° est identiquement nul car le temps de transfert est
libre. Avec nos hypotises on peut choisp® = —1 et le vecteump est donc nor-
malise par la conditionp, f(x,u)) = 1, ce qui restreint, pour tout tempsle do-
maine de exg (-, t) et les variation$ p(0) a une hypersurface d&"\{0}. Les trois
concepts pEcites sont alors redis via le esultat suivant :

Proposition 2.6. Sous les hypo#ises pecadentes, la trajectoire(k) est% -opti-
male sur|0, T] si une des conditions suivantes eatifiée :

(i) Il n’existe pas de point conjugusur[0, T].

(i) Il n’existe pas de point conjugugeonetrique sur(0, T].
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(iii) L'application expy, est une immersion.
De plus, si t> tic oU tjc est le premier temps conjugula trajectoire X-) n’est pas
minimale en temps pour la topolodi€ sur I'espace des coriifes.

La justification de ceésultat technique se trouve dans [20]. Nousspntons
ici I'algorithme pour calculer les points conjugst

2.3.3 Algorithme

On choisit une basgs ); de I'espace de dimension- 1 des champs verticaux
enxg. SoitJ(-) = (6x(-), 6pi(+)) les champs deatoBl assodeésa §p;(0) = &.
En dehors d’un point conju@y le rang dgdx(t), ..., dxp—1(t)) estn—1 et en
un point conjuge, il est inrieur ouégalan— 2 : ce qui permet en particulier de
calculer lepremier point conjugéle long de notre exémale de &férence.

2.3.4 Champ central et fonction de tir

Un point important est que, sous les hypeths pecedentes, en immergeant
la trajectoire exéemale de &férence dans un champ central issuxgleon obtient
I'optimalité au seng®, mais aussi un estiendu tube.Z ol cette optimali est
vraie. Sur ce domaine,8guation de tirS(pg) = x; admet une solution unique,
calcuke avec le thoeme des fonctions implicites car le rang$lest maximum et
le vecteur adjoint initiap(0) est une fonction lisse dq.

Contributiona I’ étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-dgr



Chapitre 3

Transfert orbital : pr eliminaires
geonetriques

On va peésenter le€léments fondamentaux du syste ccrivant le transfert
orbital en pousse faible.

3.1 Equation de KEPLERet coordonrées orbitales

Le syseme libre est dcrit par l'equation

.. q
G=—p s
HllalP

et posgde trois inkgrales prengires classiques :
— le moment cigtiquec =qgAq;

— lintégrale de lAPLACE L = —uw +QgAc;
, . . 1, u
— I'énergieH (g, ) = =7 — —.
@9=37"q

On c&finit le vecteur excentricét € par la relation. = u €.

Proposition 3.1 (Propriétées du syséme).
(i) Ona(L,c) =0. Sic# 0, L est contenu dans le plan du mouvement.
(i) Onal?=pu?+2Hc%.
(iii) Le cas c= 0 corresponch une collision. Sig£0:
— soit L= 0 et le mouvement est circulaire uniforme;
— soitL# 0 et H < 0, la trajectoire est une ellipse doée par :

C2
 pt|Lfcog6 —60)’

al
avec6p argument du prigée.
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On introduit ledomaine elliptiquee défini parc # 0 etH < 0. En fixant(c, L)
on obtient une unique orbite orié®. On a donc un syshe de coordor@es pour
repiesenter les ellipses en utilisgiat L). En utilisant 'angle polaire, on r&pe le
point sur I'ellipse.

En pousée faible, on a donc:

— les coordonéees(c, L) qui decrivent les paragtres de I'ellipse et quiont

evoluer lentement

— la variable angulaire qui repsente lavariable rapide

Parametres orbitaux On a une reg@sentation plusé&taillee [68] en introduisant
(voir FIG. 3.1) :
— linclinaisoni du plan orbital par rapport au plé&guatorial ;
— l'angle Q entrel (premier axe du regre Galieen gocentriquecf. page 13)
et le nceud ascendant;;
— lalongitudel qui est I'angle entre le noeud ascendary position du satel-
lite ;
— l'anomalie vraiev qui est I'angle entrég’ etq (noté w dans la figure) ;
— l'angle  entre la ligne des nceuds et
L'ellipse est caraérisee geonetriquement par :
— le demi-grand axa;
— son excentricée.

satellite

périgée

plan équatorial

orbite
T

Fic. 3.1 —Elements orbitaux

Le syseme de coordor@res est singulier dans deux cas :
— le mouvement est dans le plaguatoria(l, J) : le transfert est dicoplanaire
eti=0;
— le mouvement est circulairee:= 0.
Dans tous les cas, on peut s’affranchir de ces singétarit
— dans le cas= 0, on introduit levecteur inclinaison k= (hy, hy) défini par :

i i\
hy = tan<2> cosQ, hy = tan<2> SinQ
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— dans le cas= 0, on introduit levecteur excentrickt € = (e, &) défini par :

e =ecodw+Q), ey =esin(w+ Q)

3.2 Le probleme de contble

En dehors d’'une collisiontoc = qA q= 0, on peut écomposer la poués
dans un repre mobile, des choix standardgnt le repre tangentiel-normalbu
le repereradial-orthoradial. Dans le premier cas, drcrit F = u R + upFn + U
avec (voir FG. 3.2) :

=

a .
o 19l 99°
— la direction normal&, = Fc A R dans le plan osculateur;
qng

arq
landl’

— la direction tangentiellg; =

— la direction hors-plaf; = c'esta-dire perpendiculaire au plan os-

culateur.

FiG. 3.2 — Repgre tangentiel-normal

Le repere (Fy, R, Fc) est orthonorra direct et la contrainte sur le module de la
pousge se traduit pafu? + u2 + u2)Y? < Fnax La construction du ree radial-
orthoradial est similaire ave = (q/||q||)d/dq oriengé selon le rayon vecteur
(O, q) (voir FIG. 3.3).

Cas coplanaire Le cas coplanaire (ou 2D) est le ca$ la composante. est
nulle et le satellite est astreint au plan osculateur (fix€|). On a donc un sysme
dansR* avecx = (g, g) € R? x R? et on peut identifier le plan au pla@guatorial
(I, J). Lalongitudel devient 'angle polaire, mes@mpar rapporal.

En choisissant des coorddres orbitales et uneédomposition du conbte
dans le repre tangentiel-normal ou radial-orthoradial, on obtierémient le€qua-
tions du systme. Nousttudierons plus particéirement I'action du conbte li-
mitéea la direction tangentielle = u;R + u,F, avecu, = 0, qui correspond au cas
mono-entée Dans ce cas, en utilisant le mouvement moyenv/ u /a® au lieu du
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Fe

FiG. 3.3 — Repre radial-orthoradial

demi-grand axe, leséquations prennent la forme suivante [19, 37] :

3n?/3 |1+ 2ecosv+ €
‘1_11/3 1-¢2 U,

2(e+cosv) 1-¢€
(un)/3 11 2ecosvt @

o Zsinv\/ 1€ "
(un)Y/3e\ 1+2ecosv+e ™’
i n(1+ ecosv)?
(1—e2)32

ouv=I|—m estlalongitude vraie. La singula&it = 1 correspond aux trajectoires
paraboliques, qui forment le bord du domaine elliptiqigeLa singularié e=0
est liée au choix des coordo@es et correspond aux trajectoires circulaires.

3.2.1 Forme @nérale du syseéme
Le syséme assoéiau transfert orbital est de la forme :
X=UF(x ),
I'=go(x, 1),

ollu=u,x=(n,e o) cXetlanglelc St
Dans le domaine elliptique, la vitesse angulajgene s'annule pas et on peut
parangtrer les courbes par langitude cumude:

%_UF(XJ)
dl — “go(x 1)’

xe X
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ou F et gp sont des fonctions lisses etrpériodiques. De fagcon plusegerale,
par exemple su, # 0, le syséme prend la forme d’'un syshe multi-entees Z-
périodiques de la forme :

dx 2 1
a:.ZlUiGi(XJ), (x,1) e Xx S

3.2.2 Le probleme de contblabilité

Avant d’analyser le proime optimal, on peuwdtudier le prol#me de conbila-
bilité du systme restreint au domaine elliptiqd® ou toutes les trajectoires du
syseme libre {.e. sans intervention de la commande) soatipdiques. Reprenons
I'étude du cas mono-ebt ai le contble est uniguement orieatselonk : on a
donc un systme de la forme = Fy(x) + u:/ (X), |ut| < Fmax-

Si F et G sont deux champs de vecteurs lisses, éfinit le crochet de Le
[F,G](x) = 9 (x)G(x) — 22 (x)F (x). Pourétudier la condlabilité du systme, on
peut supposer que le codle est constant par morceaux et prend les valebgax
ou Fnax : de tels coniles sont ditshang-bang Par un ésultat classique [43],
comme les trajectoires d& sont toutes eriodiques efy et i sont analytiques
sure, on a le esultat suivant.

Proposition 3.2 (Carac€risation de la controlabilit €). Le syséme est conflable
avec des condiles constants par morceawx valeurs dans{—Fmayx, Fmax} Si et
seulement si la dimension de I'égre deLie engendee par{Fy, R} est de di-
mension gquatre.

Remarque. Rappelons que nous nous placons dans un cadre strictegpiarid6.
Sil'on prend en compte les phongnes perturbateurs comme l'influence de I'apla-
tissement desQpes terrestres (terme en “ J2 ) ou encore l'influence de la Lune
ou du Soleil, alors ces perturbations introduisent wtdlage de I'inclinaison de
I'orbite. Lors d’'une absence de composante hors-plan de la jg@u@g) comme
c'est le cas pour les transferts bi-ear coplanaire et mono-eie, il est alors
impossible de corriger le@talage d'inclinaison et la propeie de contblabilité
n'est plus valable.

Par un calcul simple, on montre que la condition éstfiee. Plus peci€£ment,
les champsy, R, [Fo,R] et[Fo, [Fo,R]] sont independants et forment un &,
en tout pointx du domaine elliptique.

Géonetriguement, cela signifie que I'on peut joindre deux points quelconques
du domaine elliptique avec une coneaation d’arcs issus des deux charfps-
W ol u; = £Fnhax parcourus en des temps positifs ; ce qui assure a fortiori la pos-
sibilité de ealiser le transfert d’orbitetol’on ne contble pas la longitude finale.
Ce esultat suggre donc unétude @onetrique non triviale iréiressante physique-
ment, car en appliquank = —Fnyax qui S’opposea la vitesse on dissipedhergie
du syséme, au contraire du cobte Uy = +Fmax.
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Remarque3.1 Ce Esultat et son application sorégeraux mais ne sont pas cons-
tructifs. Dans le cas&s particulier du transfert d’orbite, il est possible @selop-
per une nethode de grération de transferts d'orbites : ils santidemment sous-
optimaux, mais leur performance reste acceptable. Ceithode est f@senge
dans lAnnexe A page 79.

Les techniques @pmrétriques permettent d'analyser eatail la structure de
I'ensemble degtats accessibles en temps petit, cétteleétant leée au prol#me
du temps minimal. Cettétude est aie dans le cas qui nous émesse, lorsque
la pousge est uniquement orieéd® le long de. En effet, le calcul montre que
[/, [Fo,R]] appartienta I'espace engenémarky, | et [y, R], ce qui permet de
montrer le ésultat suivant [20] :

Proposition 3.3. Chaque trajectoire temps-minimale du gyeex = Fy + uhR,
U < Fnaxest bang-bang.

Esquisse de I'analyse des extnales.On c&finit la fonction de commutatiod®

par® :t — (p(t),R(x(t)). Une extemale est ditesinguliére si la condition de
maximisation ne permet de retrouver la commande optimale : donc notre cas, cela
revienta la nullitt de® le long de ladite exémale. Une exémaleréguliereadmet
presque partout = signd® comme commande optimale.

En utilisant la classification introduite dans [20], on montre que le€mdtes
singulieres sont d’ordre minimal et elliptiques. Donc elles sont maximisantes en
temps.

L'analyse de la structure de I'afpre de LLE montre que les extmales egu-
lieres d'ordre deuxsont recessairement paraboliques ou elliptiques. Dans le cas
d’extrémales paraboliques, il y a au plus deux commutations localement (voir par
exemple FG. 3.7 page 37). Dans le cas elliptique, le nombre de commutations
n'est pas bora a priori.

En utilisant [46], on montre qu’il n'y a pas de phoneme de BLLER (i.e.
pas d’accumulation des points de commutations) et que lesneates sont bang-
bang. O

On peut aussi conclure sur I'existence d’'une trajectoire temps-minimale joi-
gnant deuxétats (Xo, lo) et (x1,11) du domaine elliptique. En effet, d'as le
résultat de conidabilité, il existe un confile constant par morceaux joignant ces
deuxétats, en restant dans le domaine. Cette trajecteite la collision : il existe
ro > 0 tel quel|q|| > ro et on peut appliquer lthéoréme d’existencde HLIPOV en
imposant la contraintgq|| > ro sur les trajectoires pour obtenir que les trajectoires
sont unifornement borgées.

On a donc un algorithme simple pour calculer desé&rales pour le probme
du temps minimal lorsque le cobte est uniquement orieate long de .

1L a classification des exémales eguliéres se fait selon l'ordre de contact avec la surface de
commutation.
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3.2.3 Quelques esultats nuneriques

Avant de passei la pésentation de la technigue de moyennation, nogseaur-
tons quelques premiergsultats nurariques obtenus pour le préohe du temps
minimala I'aide de la réthode de tir. Les extmales sont calcéés pour le proit+
mea masse variable ainsi que pour le pevhka masse constante.

3.2.3.1 Conditions de simulation

Comme cela &t brievementévoqle auparavant, nougalisons une conti-
nuation sur la poug®e maximaleFnx en prenant comme point deeglart une
pousge dite forte (60 Newtons). En cela nous reprenonséthodologie utili€e
dans [26, 30] et en particulier l@ésultat suivant (t& de [30]) :

Proposition 3.4. Sous I'hypotBse que les trajectoires restent dans un compact
fixe, le temps minimum T est une fonction contidudroite de la borne de la
pous&e Fhax

Afin d'accélerer la continuation et de diminuer le nombrétdpes, on peut
tirer partie de I'heuristiqud - Fnax ~ cste [26, 30] dont on constate qu’elle reste
vraie en mono-enée (voir HG. 3.4 page 35).

La valeur physique de la constante de gravitation terrestre est
u = 51658620912 Mni.h=?, le coefficient déjection des gaz est
B =0,0142 MnTL.h pour le probmea masse variable. Les conditions @&xirales
sont donies dans la table 3.1.

H Conditions initiales H Conditions finales H
11,625 Mm P ) 42,165 Mm

P(0) (T

ex(0) 0,75 e(T) | 0,00

e/(0) 0,00 e(T) | 0,00

hx(0) 0,0612 rad || hy(T) | 0,00 rad

hy(0) 0,00 rad || hy(T) | 0,00 rad
1(0) T rad 1(T)

m(0) | 1500 kg m(T)

TAB. 3.1 — Conditions initiales et finales

Les valeurs dé(T) etm(T) sont usuellement laiégs libres, sauf mention ex-
plicite du contraire.

3.2.3.2 FPResultats

On donne lesésultats obtenus dans les tables 3.2(a)-(b). Les simulations ont
et reali®esa I'aide du logicielCOTCOT21] issu deTfMin [29] sur un ordina-
teur de bureau avec un processeur cagdéng,8 GHz. L'inegrateur utili®& dans
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COTCOTpour inggrer le systme Hamiltonien (et donévaluer la fonction de
tir) est l'intégrateurRKF45 [62] (modification de EHLBERG [35] d'ordre 5 de

la méthode de RNGE-KUTTA d’ordre 4), le second membre du systeétant cal-

culé par diferentiation automatique avédiFOR [9]. Le solveur dequations non
linéaires utili€ pour Esoudre Equation de tir est le solvettYBROmodification

hybride de BWELL [57] de la néthode de KWTON).

Dans les tables 3.2(a)-(b}, est le temps de transfert obtenu||&T, p(0))||
est la norme de la fonction de&irUne valeur de la colonngyec €st la somme
(si desétapes interidiaires sont @cessaires) des temp£gécutiona partir de la
solution de lequation de tir de la pouss pecdente.

Ainsi par exemple, dans le mekka masse constante, en utilisant la valeur de
(T, p(0)) solution de la fonction de tir poUfmax = 30 Newtons, il a fallu 241
secondes pour converger versésultat pouFmax = 24 Newtons.

H Frmax H T (h) ‘ [IS(T, po)l ‘ texec H H Fmax H T (h) ‘ [IS(T, po)| ‘ texec H
600N || 1875 530E_09 | 009s]/[[ 600N || 1674 | 3.38E-08 | 0095
300N || 3451 | 950E-09 | 230s|/|| 300N || 3231 | 6,80E-08 | 2,185
240N 4482 | 3/49E-08 241s 240N 40,76 | 3,20E-08 106s
120N || 9270 | 596E-08 | 512s|||| 120N || 8544 | 368E-08 | 461s
100N || 11040 | 293e-07 | 262s|||| 100N || 10102 | 7,76E—08 | 681s
90N 11907 | 1,16E-07 | 1581s 90N 10967 | 7,86E-08 3,15s
75N || 14165 | 363E-08 | 238sl|||| 75N || 13167 | 278E-07 | 841s
6,0N 17614 | 8,45E-08 563s 6,0N || 16532 | 559E-08 10,08 s
50N || 21149 | 1.11E-07 | 563s|/|| 50N || 19898 | 524E-07 | 1210
45N || 23534 | 577E-08 | 362s||| 45N || 22081 | 7,42E-08 | 4295
40N 26492 | 1,16E-07 | 1342s 40N || 24815 | 3)91E-08 7,98s
35N 30287 | 1,35E-07 | 2247 s 35N || 28643 | 7,56E-06 1240s
30N || 35407 | 902E-07 | 2723s|||| 30N || 33193 | 1.56E-08 | 6565
25N 42438 | 2,05E-07 | 2953 s 25N || 40047 | 6,26E-07 2305s
20N 53104 | 1,15E-07 | 21,39s 20N || 50007 | 1,32E-07 16,46 s
15N || 71371 | 3936-07 | 55005s|/|| 15N || 66396 | 592E-07 | 66955
10N || 106565 | 4,44E-06 | 46565s|/|| 10N || 99709 | 2.41E-07 | 17851 s

(a) Masse constante (b) Masse variable

TAB. 3.2 — Extémales pour le temps minimum

L'approximation du moéle a masse variable par le m@d a masse constante
introduit une diminution du temps total de calcul (4 min 20 s pour le &éwd
masse constante contre 6 min 05 s pour le é®d masse variable) pour une
augmentation du temps de transféntaisonnable (entre 6% et 9% en moyenne).

La figure 3.4 pesente Evolution du temps minimuri en fonction de 1Fnax
afin de \erifier a posterioril’heuristique.

2| e temps finall étant libre dans le cas du préohe du temps minimum, il devient une inconnue
suppEmentaire dans la formulation de&djuation de tir : Bquation sup@mentaire assaee vient
des conditions de transversalit porte sur la valeur de I'Hamiltonien.
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™ F max

(a) Masse constante (b) Masse variable
FiG. 3.4 —Evolution du temps minimurit en fonction de 1FRnax

3.2.3.3 Analyse des exémales

Localisation des plages de commandeNous pésentons dans les figures 3.5(a)-
(b) et 3.6 I'extémale obtenue poW,ax = 6 Newtons. La nature bang-bang du
contdle est clairement visible. Tout en constatant que les plagegadedation
(u = —Fmnax) sont de plus en plus larges, on obsezgalement une fortegularié
dans les commutations.

Cette Egulari® peut s’expliquer en observant plus egtall la figure 3.6 :
on peut constater que la poéssproduit une a&ération (plages de pousss in-
diguées par des croix) autour deogee L'apocentre est le point le plusoigre
de la Terre et est donc le pointid'effet de la gravitation y est le plus faible,
c’esta-dire b au I'accélération produite sera la plus efficace. De lame fagon,
la pousge produit une elelération (plages de powsss indigées par des ronds)
autour dupérigée point le plus proche de la Terrg, &l la gravitation est la plus
forte et doncé au la decélération produite sera la plus efficace.
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Controle
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(a) Etat etétat adjoint (b) Contble
FiG. 3.5 — Extémale pouFnax = 6 Newtons
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FiG. 3.6 — Trajectoire pouFmnax = 6 Newtons. Les croix correspondeatdes
acelérations (; = +Fnax) €t les ronds des @celerations ¢ = —Fmax)-
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I I I I
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I
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(b) Extremales voisines autour de la prém& commutation

Fic. 3.7 — Commutations poufnax = 6 Newtons. L'extemale pesenge ici est
réguliere en vertu dessultats pecedents et tous les contacts avec la surface de
commutation sont d'ordre un. En consérdnt les exmales egulieres voisines (en
pointillés dans la deu&me figure), on peut observer que le point de commutation
est au voisinage d’un point de contact d’ordre deux de type parabolique.
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Chapitre 4

Le probleme de minimisation de
I’ energie et la moyennation en
transfert orbital

4.1 Le cadre sous-Riemannien

On consi@re sur une vagite X le probEme optimal suivant :

)'((t):muiF.(x(t)) , Min ! mui(t)zdt
i; u-) Jo i;

ou lesk sontm champs lisses irgpendants. Le ¢ est la longueur de la courbe
t— x(t) tangente la distributiorD = {F, ..., Fy} et, par construction, les champs
Fi, ..., Fm sont orthonorrés pour la ratrique. Ce type de proline gréralise le
cas @m=n=dim X, qui est le cadre Riemannien. Pour ce type de @miel, on

a des prop#étes ineressantes, en supposant que la dimension deébedgde LE
engendée par les champs asen tout point, voir [12].

En supposanX connexe, on éfinit une distancesur X, dont la topologie
caoincide avec la topologie initiale eréfinissantd(xp, x;) comme la plus petite
longueur parmi les courbes-) joignantxy ax; et tangenteaD.

Par ailleursjocalement le thoreme d’existencest valide et chaque couple de
points(Xo, X1) assez voisins peétre joint par une solution minimisante, q@nifie
la condition d’extemali& du principe du maximum.

On peut montrer que le praishe de minimisation de la longuegquivaut au
probme de minimisation dedhergief; Y, u?(t)dt ol T est fixe, de néme
que minimiser le temps de transfert sous la contrainte géupghtaires ™, u2 < 1.
Donc, dans leadre sous-Riemannien, les trois prolimes assoéis au transfert
orbital : minimisation L*, minimisation L2 ou temps minimal sontéquivalents.
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En utilisant I'energie, le pseudo-Hamiltonien est :
m m
H(x, p, u) = ZluiP.+p°§lui2 (4.2)
i= i=

avecR, = (p,F(x)). Dans lecas normal p° est normaliéa —1/2 etp® = 0 est le
cas anormal

En résolvanvH /du = 0 dans le cas normal, on obtient= B, et le vrai Hamil-
tonien estd (x, p) = (1/2) yM P2 et les trajectoires paraetiées par la longueur
sont sur le niveatd = 1/2. On designe par exp I'application exponentielle dans
le cas normal. On not8(xg, r) la sptere de centrg, formée des pointa distance
r dexo. Dans le cas normal, un instagtest ditconjugwe si exg, (-, tc) n'est pas
une immersion. Le point conju@uest alors la valeur critique correspondante. Le
lieu conjuge C(xg) est I'ensemble des premiers points conjegen consigrant
toutes les exrmales issues dg. Le premier point @ une extemale cesse dtre
minimisante s'appelle Ipoint de coupurg et 'ensemble des points forment le
lieu de coupuré.

Dans le cas Riemannien, contrairement au cas sous-Riemannien, il n'y a que
des extemales normales. De plus, localement I'application exponentielle est une
bijection, la splkre de petit rayotant lisse et construite comme image de I'ap-
plication exponentielle pour des temps assez petits. Dans le cas sous-Riemannien,
la sprere de petit rayon n’est pas lisse et les points corfagiaccumulent exy.

Ces propftes sont cruciales dans noéteide du transfert orbital moye@n

4.2 Latechnique de moyennation dans le proleéime de mi-
nimisation de I'énergie

On consi@re un systme de la forme :
m
X = Zuilzl(x7 l)
i=
I =go(x 1) , (x1)eXxs
ou les K et go sont lissesgo > O et le probkme est de minimiser &nergie

fOT s, U2(t)dt, le contdle vérifiant la contrainte{u|| < e.
En introduisant la variable é, on adjoint lequationc(t) = S, u?(t)dt. En

Lcut point
2cut locus
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remplacant pareu on obtient un sygtmeétendu avec = ex? de la forme :

m
Uk (x|
dX_ei; il
dl 7 go(x 1)
AL
u.
e ‘; | ol |lul| < 1
dl — “go(x 1) -7

Apres relaxation de la contrainte sur le céfay; le pseudo-Hamiltonien asséci

est:
€ 0 2
(X p7 I) gO( I) <p i;ul +UIPI>

ol P = (p,FR(x1)). La variablep® est la variable duale d€. Si la longitude est
libre, on est dans le cas normal. On peut donc pp8er —1/2 et les trajectoires
extremales sont les solutions du vrai Hamiltonien :

ZlPZ x, p, 1)

S 200(x, 1)

H(x p,1)

Le Hamiltonien ainsi dfini est @riodique en la variable angulairet on pose :

Définition 4.1 (Hamiltonien moyenrg). On appelleHamiltonien moyenale Ha-
miltonien

_ 1 [2m
H(X7 p)zg/o H(X7 p?')dl

Il s’agit de moyennation par rappartuneseule variable angulairdes champs
de vecteurs Hamiltoniens. Les trajectoires respectives sop¢sgbar les #oemes
issus de [6]. Notonz= (x, p) la trajectoire deH issue dez(0) etx° le calt (renor-
malist) asso@ etz = (X, p) la trajectoire deH issue du réme pointz(0) etX° la
moyenne de®, nous avons alors :

Proposition 4.2. On a||z—Z|| < ¢ et|xX° —x°| < e uniformément pour une longueur
de I'ordre O(1/¢).

DoncH est une bonne approximation Hepour la topologie de la convergence
uniforme etx® une bonne approximation du @iy ce qui justifie le remplacement
deH parH, en particulier dans les@hodes de tir. Le coriite extémalu(x, p, )
est une fonction 2-périodique erl pouvantetre modifé en pratique en remplagant
(x, p) par (X, p). L'effet de la moyennation est &iminer la variable angulaire et
sonévolution : d'ai I'intérét d’'introduire un prol#me de confile optimal inverse
comme on va le voir dans la suite.
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Non moyené

FiG. 4.1 — Moyennation

4.3 Probleme sous-Riemannien assdacau moyenre

Par constructiofl est une forme quadratique positive pet de rang constant
m. On dit que le moyeriH est egulier si son rang ep est constant eégala
k (k > m nécessairementf. [13]). En utilisant le toeme de @uss, on peut
alorsécrireH = (1/2) 5%, P? avecP, = (p,F;) (cette derriéreégalié cefinissant
de nouveaux champs de vectebrgle la seule variablg) etH est le Hamiltonien
assock au probkme sous-Riemannien :

k T m 5
x= Y uFi(x) , Min/ ucdt.
i; ik 0 i; I

En particulier sk = n=dimX, H est le Hamiltonien d’un proBime Riemannien.
Les contblesu; ne sont pas redis ici aux conibles initiaux, mais le prokime sous-
Riemannien est lui une bonne approximation du pFoi# initial.

4.4 Calcul du moyenré asso@ au transfert orbital et ana-
lyse du probleme optimal asso@

441 Calculs

Donnons le étail des calculs dans le cas mono-éatrc’esta-dire lorsque la
pousge est orierite dans la direction tangentielle. ©critH = (1/2) 'pA(v, X)p ol
v=1|— w est la longitude vraie ¢ est la matrice sy@&trique dont les coefficients

Contributiona I’ étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-d¥gr



Chapitre 4. Le probleme de minimisation de Ienergie 45

sont [19]:

A= 9n1/3(1—ez)1/21+ 2ecosv+ €

(1+ecosv)? ’
_41-e)d? 1 e+cosv 2

Aee= "85 14 2ecow+ & <1+ecos/) ’
A — 4(1—e?)5/2 1 sinv \?

®7 ndBe2 1+ 2ecosv+e? <1+ ecos\/) ’
Ao 6(1—€)%? e+cosv

°T mB  (1+ecosv)?’
Ay — 6(1—€2)%2  sinv

®7 " n2Be (1+ecosv)?’
Ay 4(1—€?)5/? 1 (e+ cosv) sinv

n°/3e  1+2ecosv+€? (1+ecosv)?

Alors H = (1/2)'pA(x) p ol I'on obtientA en moyennant les six coefficients Ae

Le calcul, bien que long, est beaucoup simelén remplacant la moyennation
relativementl par la moyennation par rapp@t. Les inegrandes sont de la forme
Q(cosy, sinv) ou Q est une fraction rationnelle : ils sont aldrgallesa partir des
résidus de fractions rationnelles en Iédgs assoés aux @nominateurs 4 ecosv
et 14 2ecosv+ €, c'esta-direz= (—1++/1—€?)/eetz= —erespectivement.

Le choix des coordorées(n, e, ) est remarquable car, comme dans le cas
bi-entiées [13], il conduiti une matricé diagonaledont les coefficients sont :

Knnzgnl/s,
- 1 4(1-¢€?)%?
T MRIVI_&
1 41-€)

Roo = 1573 (1+vVi-¢&)

Le Hamiltonien moyena est donc :

H

ivier Vi ee

qui se Eecrit sous la forme

fols (pFx)?
-3 3 PR
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avec
- 3n o
1= 6 on
= _ 2 (1-e¥3* 9
2= /6 (1+V1—e)l/20¢’
=2 (1-e43* 9
T M1 VI-_@)2d0
On en eduit :

Proposition 4.3. Le Hamiltonien moyeré&H est assoé a la métrique :

_drP nPB14V1-¢& n?14+vV1-€e )
9= onis " 2 (1—e2)3/2deer 4 1-¢& edo

pour laquelle les coordor&es(n, e, ®) sontorthogonales

Cas du transfert coplanaire Comparons ceésultat avec la moyennation as-
socée au transfert coplanairies. avec un confile bi-entées. La nadtrique assoéie
est dans ce cas [14] :

dr? n°/3 n>/3 5

o3 25 5d€ T2z, do”

Dans ce calcul, il faut tenir compte du cddler agissant dans la direction tangen-
tielle R mais également du corfite agissant dans la direction norm#&eet le
calcul est plus complexe.

Malgré I'analogie entre les deux @triques [15], les propgiés initiales du
syseéme sont s differentes. En effet, dans le cas coplanaire biéstrles cro-
chets de LE de longueur un sont suffisants powrgrer I'algebre de LE, alors
que les crochets de longueur deux sortessaires dans le cas mono-eatDonc
malgi€ I'analogie structurelle [15] des dewéitniques, une difrence est notable
pour I'analyse du moyern(cf. [14] pour le cas bi-enées coplanaire et [19] pour
le cas mono-enge).

g:

Pour terminer, analysons les éxnales anormales.

Lemme 4.4. 1l n'existe pas d’extemale anormale pour le probine de minimisa-
tion de I'énergiea longitude finale fi&e et temps final libre.

Démonstration.Consicerons le prol#me de minimisation de &nhergie lorsque
la variable duale du dd est nulle. L'Hamiltonien €crit : H = p°u? + (p, Fo) +
uw(p,R) avecp® = 0. La condition de maximisation donp,R) = 0.
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Dans le prol@me de transfert orbital, la condition de transversalibnnea
l'instant finalH = 0 quand le temps final est libre. Erivant la condition de
maximisation, on obtient les relations :

(p,R)=0
(p,[Fo,R])=0.

Dans le cas mono-ei@e, c'esta-dire lorsque la poués est uniguement orierd
selonk, on obtient en drivant une nouvelle fois la condition de maximisation les
relations suivantes :

(p,R)
(p,[R,Fol)
(p,[[R,Fo], Fo]) + u(p, [/, Fo] . R)

(p,Fo) = 0alinstant final

0
0
0

A l'instant final, avec la structure de I'adfpre de LE, il vient que le coefficient de
u est nul caf[R ,Fo],R]| est colireairea Fy : donc(p,[[R,Fo],Fo]) = 0. Comme
Fo, R, [R,Fo] et[[R,Fo], Fo] forment une base, on &ocessairememi = 0 a I'ins-
tant final : I'existence d’exémales anormales est exclue. O

4.4.2 Mise sous forme normale

On observe que la atrique fait appafitre deux nétriques en dimension deux :
_dr?
o= oni/3
g2 = n°3[G1(e)d€ + Gy(e)dw?].
La mise sous forme normale est essentiellement le calcul de co@el®plates
pour la premére netrique {.e. dont la courbure de @uss est nulle). On progde

comme suit.
On posep = (2/5)n% etg; = dp? + p2d6? ol O est ckfini par :

+n®3G,(e)dé

2
2_ |5(1+VI-e)'?
doc = 4 (1-@k de| .

On obtient par ir&gration :
6 = (5/4)arcsi1—2y/1—€?). (4.3)

La metriqueg; = dp?+ p?d6? est sous forme polaire ce qui permet d’aboutir
a la netrique platey; = dx? 4 dy? en posank = p cosd ety = p siné.

L’ étude de la ratriqueg, et sa mise sous forme deduviLLE (voir [19] pour
plus de @tails) permet dtablir le tfeoeme suivant :

Théoreéme 4.5.Le flot extemal c&fini par le Hamiltonien moye@H est compite-
ment inégrable.
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4.4.2.1 Etude de la restriction & p, =0

Nousétudions ici plus ené&tail la nétriqueg; et le domaine obtenu par le chan-
gement de variablén, e) — (p, ). Rappelons que le domaine initial i =
{n>0,ec]—-1,1[}.

Le changement de variable est biefidi poure €] — 1, 0[ oue €]0, 1] et dans
chaque cas, le domaine obtenu est kenme et vauk = {p > 0, 6 €| — 6, 6;[}
avec6. = 5/8 — la reciproque de (4.3) est en effet multiforme —.

DoncZe est compos de deux copies de (une poure < 0 et une poue > 0)
accokes selore=0 (.e. 6 = —6; = —57/8). On note dans la sui@;o =2e0MN
{e< 0} etZ , = ZeoN{e> 0} chacune de ces copies. On peut alo&xizer le
comportement des ex@males au contact ae= 0.

Proposition 4.6 (Contacts avee= 0). Les contacts avec-e 0 sont soit des points
stationnaires soit deséflexions dans les coordoges plates (d&,, versZ], ou
réciproquement).

Démonstration.Comme le Hamiltonien moyegnest une forme quadratique par
rapporta I'état adjointe = cste etpe = 0 sont des points stationnaires du syse.
Ecrivons lesquations de et pe dérivees du Hamiltonien moye#ér(4.2) page 45 :

o 4(1—¢?)%/? )
1+vi—e'”

. 4e/1-&@(3+2/1-&)

e T Ve

On a done# 0 hors du domaing. = 0 : soit le contact est un point stationnaire,
soit le signe change d’une coggi¢’autre. Dans ce cas, comréie= (5/4) arcsin1—
2v1—¢€2), 6 a des limitesa gauche eh droite opposes au momenttoe vaut 0.
Plus pEcigment :

5V2,

fe—0- = —Beo- = 4 Ge0#0.
En revenant dans les coordd@as plates, on peétrire en complexes :
& =x+iy =pe?
E=x+iy=(p+ip6)e®
de sorte que I'on %‘6504 = |§"k0_| et:
Eeor —Eeo =20 0:&,

ce qui céfinit une Eflexion au contact avex= 0 (voir FIG. 4.2).
O
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FIG. 4.2 — Contact avee = 0 (cas non-stationnaire)

Remarquet.L On a une singulatit des exéemales dans les coordares plates
(x,y) autour dee=0car :

e_i\/l_ (1—sin2(49/5)>2

mais dans les coordo@as(n, €) I'extrémale se prolonge de facon lisse en attei-
gnante = 0 (voir FIG. 4.3),le radical introduisant une complexite suppEmen-
taire par rapport au cas bi-entrée

Remarquet.2 Commef; > /2, E n'est pas convexe dexistence de solution
optimale n’est donc pas assuge sur tout le domaine
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(a) Dans les coordotes plate$x, y) (b) Dans les coordorées orbitalege, n)
FIG. 4.3 — Exttmales du proime moyena avec(e(0), n(0)) = (0.75, 0.5)

Proposition 4.7. Soit&o = (po, 6o) € 2.
(i) Si6y > 6.=m— 6, il nexiste des exemales que vers les poirfs= (p, )
deZ, tels qued > 6o — 7.
(i) Si|6o| < 6, il existe des exémales vers tout point d&, ; mais il n'existe

des extemales que vers les poiris= (p, ) dezgo tels qued < & — 26, —
6p.
(i) Si 6p < —6,, il Nexiste des exémales que vers les poinfs= (p, 0)
deZ, tels qued < m + 6 et vers les point§ = (p, 6) de Zgo tels que
0 < m—26;— 6.
Et synétriquement poué € ZJ,,.

Les iesultats sontasunés dans les figures 4iX(iii) .
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(i) 60 > 6 — 71— 6

Z;,O

(i) |60| < 6

Z;o
e=0 e=0 m—26.—6g
(iii) 60 < —6;

e=+1 vy

e=0 ' e=0
FIG. 4.4 — Domaines d’existence de solution optimale. En blanc, les points pou-
vantétre atteints depui € Z,, par une solution optimale ; en gris, les points du
domaine elliptique ne le pouvant pas; en noir, on est dehors du domaine elliptique.
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Chapitre 5

Mise en ceuvre pratique et
simulation

5.1 Lesrestrictions

Pour I'utilisation pratique desesultats en transfert orbital, certaieéments
sonta prendre en compte.

5.1.1 Lacollision

Pratiquement, on doit imposélg|| > rr ou rr est le rayon de la Terre. En
consicerant l'equation de KpPLERcontdléeq'= —q/||q||®+ y avec||q|| > r1, on a
donc la limitation de l'acélération||¢j|| < 1/r?+||y|| et donc :

L T T
la-aO)] < 5+ [ Irt)t
1 0

ce qui assure une majoration de la nornfede (g, §) par une fonction de la norme
L! dey. Ce type de majoration eséoessaire pour assurer legdemes d’exis-
tence avec des conditions de convexdur la fonction cot.

5.1.2 Le bord du domaine elliptique

A priori pour les tleoemes d’existence classiques, il n'est pasessaire de
contraindre la trajectoire au domaine elliptique. Par contre pour avoir une bonne
approximation par le moye#nil faut éviter d'atteindre le bord du domaine para-
bolique : en effet sur ce bord, la vitesse angulgiyéend vers &ro.

Dans la pratique, cela revieatcontraindre les trajectoirésun compact isél
du bord, ceci pour avoir une bonne correspondance entre les trajectoires g®gyenn
et non moyenaes.
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5.2 La méthode de continuation

5.2.1 Presentation

On peut, avec les restrictionsgeedentes, bien impmenter nurariguement
la continuation entre le moyearet le non-moyerf Le point le plus irfressant
de notreétude porte sur le transfert vers une orbié®stationnaire. On peut en
effet, dans le castol’orbite finale est circulaire galiser le transfert en maintenant
I'angle @ du perigée fixe, ce qui corresporap, = O et les trajectoires asséeis
sont celles de lanétrique platedont les coordonies lirearisantes sont explicites.
Le vecteur adjoint (constant) réggente alorsimplement la pente de la droite
Notre étude trivialise donc l'initialisation du vecteur adjoint pour la m éthode
de continuation pour un transfert vers une orbite geostationnaire.

5.2.2 Realisation

L'extrémale exprirge dans les coordo@as lirearisanteg = (x, y) vérifie que
I état adjointp: = (px, Py) assod est constant é(l) = £(0) + pe|.

Ainsi la donrée de deux points exmauxé (0) et& (L) et de la longitude finale
L fournit immédiatement la valeur dg: = (§(L) — &(0))/L et donc I'expression
de& sur (0, L]. Rappelons que cette valeur gg est solution de Bquation de tir
pour le probéme moyena et c'est cette valeur qui est utéis pour l'initialisation
de la methode de tir dans le cas non-moyérmpoure suffisamment petit.

Dans lafigure 5.1, on psente une ex¢male moyenee partant den(0), €(0)) =
(0.75,0.5) ainsi que les exémales non moyer@@s assoées aux paragtrese =
le—2,5—2 et le— 3. Sion analyse les trajectoires obtenues dans les coor-

Flat coordinates

— &=1.000000e-02
— &£=5.000000e-02
— &= 1.000000e-03

FiG. 5.1 — Extémales moyeri#e et non moyeraes

donrees cagésiennes gocentriques, on observe que I'@ttrale moyenee est une
suite d’ellipses osculatricesla trajectoire non-moyege (voir HG. 5.2).
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Trajectoire en coordonnnes cartesiennes

9

FiG. 5.2 — Trajectoires moye@e et non moyerée avege(0), n(0)) = (0.75, 0.5)
et (e(L),n(L)) = (0.05,0.3). La trajectoire non-moyer@e est assogé au pa-
rametree = le— 2.

5.2.3 Calcul des points conjugéas

Les figures 5.3 et 5.4 psentent deux jeux d’exmales avec les calculs de
points conjugés assoés. Chaque jeu comporte I'e&tnale moyenge et trois
extremales non-moyer@es poure = 5e— 2, 1le— 2, 5e— 3. Les points conjugks
ontété recherchs jusqua huit fois le temps final.

Flat coordinates.

arcsh det(3 x)

Y
©
N
>
N
®

usin(y)

(a) Extiemales (b) Calcul des champs dedosi

FIG. 5.3 —(ep, Ng) = (0.5,0.2), (e, ns) = (0.75,0.5)

L'analyse des solutions du pra@vhe non-moyerénmontre qu'il n'y a pas de
point conjug@ dans cet intervalle de recherche.
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Flat coordinates

or 12r
— — — Averaged
: A‘fmgm 10F — £=5.000000e-02
— &=1.000000e-02
04 : zs —— & =5.000000e-03
LA i
-0 5 4 I
0.2 : 71 I
i 1 L/
i ., 0 1 2 3 4 5 6 7 8
= Wi viv,
> -04 7 4
7 I
-05 ] i 3F
4 ! o 21
— G
0.6 o :
g ‘ it
07t & ! N
. . . £ . | . . . . SEEEE
-0.5 0.4 -0.3 02 -0.1 0 0.1 02 0.3 0.4 0 1 2 3 4 5 6 7 8
veosth
(a) Extemales (b) Calcul des champs dedosi

FIG. 5.4 —(ep, ng) = (0.5, 2.2), (e, ns) = (0.75,0.5)
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Chapitre 6

Les methodes de continuation

Remarque.Dans toute la partie, on consiek le probdme de transfert orbital en
temps minimum et on utilise le répe mobiletangentiel-normal (cf. section 3.2
page 29 et K. 3.2 page 29) pour repsenter le conire.

Motivation

D’apres laPropri été 3.3page 32, la commande optimale pour le pevbé de
temps minimum dans le cas mono-é&etrest bang-bang, c’eatdire qu'elle est
discontinue. Le vrai HamiltonieH (x, p) = H(x, p, i(x, p)) est donmon-lisse

Les conditions suffisantesgsengées auChapitre 2 requierent que le Hamil-
tonien soit lisse et ne peuvent dogize utilies directement ici. On propose donc
une approche bas sur uneégularisation lisse du pradine. Il seraittgalement
possible de faire appel aux conditions du dénxé ordre dans le cas bang-bang [2]
ainsi qu'aux néthodes num@riques assoees [51].

Il s'agit dans cette partie d’approcher le transfert monoé&mnpar des trans-
ferts bi-entées lisses, qu'ils soient coplanaires ou non. Ce choix est gugiii,
d’une part, le fait que nougalisons une connectiandes esultats connus sur les
transferts coplanaires [26, 47], d’autre part le fait que ces approximations lisses
nous permettent d'utiliser le calcul de point conjéglisponible dans le cas lisse
et implemenés dan<COTCOT21].

6.1 Principe

Plus pEcigment, consiérons le prol#me en temps minimum avec extnites
fixesxg etx;. Un probEme important pour assurer la convergence vers la solution
de I'équation de ti§(T, pg) = 0 est d’avoir un bon point deggart initial pourpg ;
pour cela une @thode puissante est lagthode de continuation [5]. On plonge
le probEme de transfert mono-ea& noé (P1) dans une famillé un pararétre
(P,) de probémes @ A parcourt[0, 1]. Ce principe &té exploié dans le cas du
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60 Troisiéme partie. Homotopies lisses

probleme du temps minimum avec la continuation sur la peessaximald=ax
dans [26], maig€galement dans [41, 50].

Une propréte fondamentale pour de tellesethodes de continuation est la
régularie du chemin homotopique.

6.2 Continuations utilisees

Dans les deux homotopies que nous allorespnter, il s’agit de lisser le pro-
bleme en relaxant une des deux composantes dudderitrormaleu, ou hors-plan
Uc) : les deux prol@mes(Py) seront ainsi des probines de transfert bi-eiis @
seule une des trois composantes du ddatsera nulle.

6.2.1 Continuation sur le domaine de contble

Soit (Py) le probEme de transfert coplanaine.(= 0) avecu = u R + usF,. On
relie le transfert mono-eréea un probéme avec un coritte bi-entées.

L'homotopie entreRy) et (P;) peut alortre céfinie comme suit. Le probime
(P,) est un transfert orbital avec le domaine de ocdletlJ,, ou U, est 'ellipse
(voir FIG. 6.1) :

— decentre g;

— de demi-grand axe de longudti.x dirigé selon la direction tangentielig;

— de demi-petit axe de longue(lt — A )Fnax dirigé selon la direction normale

Fn.

AFt

> o >

oA

>0
A
-

=y

Fic. 6.1 — Continuation sur le domaine de cddy.

La contrainte de norme de la poésssécrit alors :

2 tn )2
ug + < Fnax

1-2
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Sauf en des singulaés isokes [26], le prol@meP), est lisse poudl € [0, 1] et il
est assoé avec le vrai Hamiltonien (lisse lui aussi) :

1 Fmax
H, =H HZ+ (1—A)HZ
A 0+ m(t) 1 +( ) n
OU HO = <p7F0>1 Ht = <p7Ft> etHI’] = <ApaFl’]>-
Notons que lorsqu# tend vers 1H, converge versly+ (Fmax/m)|Ht|, qui est
le vrai HamiltonienH; de (Py).
De plus, on a leésultat suivant [18] :

Proposition 6.1 (Regularité de la fonction valeur). Si les trajectoires admissibles
restent dans un compact fixe nepgndant pas d&, alors le temps minimum T
A — T(A) est une fonction continue én= 1.

Démonstration.Telle qu’elle est éfinie, la suite des domaines de céier(U, ),
est cecroissante au sens de l'inclusion. S@ik)x une suite célements dgo0, 1]
convergeant vers 1. Lhypodise de compadtet la convexé de la dynamique as-
surent I'existence d’une solutidf, X, Ux) pour toutk et la suite(Ty)x est majoee
par la valeuiT (1) du probBme(P;). On peut donc trouver une sous-suitg)x (on
reprend la rBme indexation pour la sous-suite) qui converge wefST(1). On
peutégalement supposer que la familie)x borrée etequicontinue converge uni-
formément. Soik cette limite.

On axi € f(t, x, Uy, ) C f(t,x,Uo) presque partout parédroissance de la
suite (U, ), avect(t, x, u) = Fo(x) +uR(X) + unFa(x). Or f(t, x, Ug) est convexe
doncx € f(t, x, Up) (cf. [48], Chapitre 4, teoeme 4). CommeéJy est compact, on
peut choisir un conéile u mesurable tel que = f(t, x, u) et la suiteuy converge
pour la topologie duale faible de™Let le principe de la borne uniforme donne
llull < liminfy||uk||. En particulier, cette relation est valable pour chaque com-
posante du conbte et on obtient alors, = 0 et ||ui|| < Fmax & la limite. Donc
(1, x, u) est admissible poutP;) et necessairement optimal, puisque< T(1).
Donct =T(1). O]

6.2.2 Continuation sur l'inclinaison initiale

Contrairemend I'orbite finale qui se trouve dans le plaquatorial, on conséte
gue l'orbite initiale n'est pas coplanaidd’orbite finale et qu’elle n'est notamment
pas dans le pla@quatorial. Oné&alise alors une homotopie convexe sur I'inclinai-
son de l'orbite initiale (c’esi-dire sur la condition initiale)&finie par le vecteur
h (cf. section 3.1 page 28). L'homotopie e€ffithie comme suit (voir 6. 6.2) :

hy2(0) = (1—-24)n

oun = hy o(0) # 0 est l'inclinaison initiale du proleime(R).
En effet, le transfert mono-e@ est un transfert coplanaire et on utilise le
résultat suivant [26].
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WA
— >0
A
-

FiG. 6.2 — Continuation sur l'inclinaison.

Lemme 6.2. Toute extemale pour le transfert coplanaire eégalement une eXar
male pour le transfert non-coplanaire, sousserve que l'inclinaison initiale et
l'inclinaison finale soienégales.

On cefinit alors(Py) en fixantu, = 0, i.e. u= wR + UcFe, /UZ 4+ U2 < Frax.
On relie le probkme de transfert mono-ea&ra un probkme avec un corite bi-
entiées, incluant une pouss non-coplanaire. dans ce cas.

6.3 Regularitée du chemin de continuation

A partir des ésultats obtenus dans@hapitre 2, on a le Esultat suivant :

Proposition 6.3. S'il n'y a pas de point conjugdile long du chemin de conti-
nuation, I'applicationA — (T (1), po(A)) assoceea n'importe laquelle des deux
continuations pesenges ci-avant est lisse po0r< A < 1.

Démonstration.Consicerons pourk fixé I'équation de tilS, (T, po) = 0. Sl n'y
a pas de point conju@ysS, est de rang maximum (voDéfinition 2.3 page 24).
A — S, (T, po) étant lisse par constructionéfjuation peuétre €solue de maere
lisse en invoquant le #oeme des fonctions implicites. O
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Mise en ceuvre pratigue et
simulations

7.1 Algorithme de continuation

Dans toute la suite, on consick le probkmea masseariable.

Dans le cas du probine de maximisation de la masse, le peold aété traié
avec des techniques de continuation incorporant une gestion automatique du pa-
rametre homotopiquehomotopie difrentiellepour [41] ethomotopie simpliciale
pour [50]. Comme on va le voir, une continuation deter faisant appeh une
suite determirée heuristiqguement de paratres homotopiques sulffit ié obtenir
la convergence de chacune des deux homotopfesgalement la table 7.1).

Les homotopies @senkes dans I€hapitre 6 relient deux types de transfert
differents maigpour la meéme valeur de la borne,xde la pousée Pour chacune
des deux continuations congiées, 'homotopie est par@née park parcourant le
segment0, 1]. La valeurd = 0 est alors assogk un des deux transferts bi-ezs
présenés dans le chapitre @edent (c’esta-dire coplanaire ou non-coplanaire se-
lon le cas) et la valeuk = 1 est assoéia notre prolme cible, c’esk-dire au
transfert mono-enée.

Dans la table 7.1 page suivante, noussentons I'algorithme utilés pour ef-
fectuer la continuation dans les deux cas.

7.2 Resultats

7.2.1 Resolution des probémes initiaux (Py)

Avant de ealiser le suivi homotopique, nous devons tout d’ab@sbudre
I’équation de tir pour les deux pra@phes(Py) qui constituent le point deé&part
(et le point de passage obdpgde chague homotopie : transferts bi-eag copla-
naire et non-coplanaire. Afin d’avoir défements de comparaison par rapola
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Soit une valeur d&nmax pour laquelle le prol@me(P,) est Esolu.

0. Onsedonne:

unevaleur cibleA* € [0, 1] du paranétre homotopique ;

unpas initial de progressioige,<€]0, 1 ;

uncoefficient d’adaptation de pas €|0, 1[;

etun pas minimum de progressidlg{‘ég €]0, 1] au-ded duquel on a#te
l'algorithme.

1. ;0
Astep<_ sotep
2. Sl la méthode de tir converge pour le prebie(P,, ), ALORS
)LnJrl —An+ Astep
Onrevient en 2 avec+ 1 a la place de.
SINON
An — An—1+ GAstep
)Lstep<_ Odrstep
On revient en 2.

3. Lalgorithme s’aréte :
— SiAdg=A%: Ifalgorithmeréussit;
— SiAstep< S“Qe'r,‘): I'algorithme échoue

TAB. 7.1 — Algorithme de continuation

résolution faite pour le transfert mono-er#; on éalisera les simulations, c’est-
a-dire aussi bien laéisolution de Equation de tir initiale que la continuation elle-
méme, pour les mes valeurs de la powssmaximald-nax que celles qui ongte
choisies pour le transfert mono-egdr Cf. table 3.2 page 34).

Les calculs sont&ali€s dans les Bmes conditions que @edemment (or-
dinateur de bureau avec un processeur ca&lan2.8 GHz). Les ésultats sont
donrées dans les tables 7.2(a)-(b) page 71. On observe sans surprise que la conver-
gence et les temps d’égution sont meilleurs que dans le cas monoéstcar
ces probdmes réficient d’'un Hamiltonien lisse (principalement parce que la
commande est bi-erites). Notons pouétre plus pecis que la convergence est
meilleure en termes de norme de fonction de tir et de tem@sedution dans le
cas coplanaire que dans le cas non-coplanaire.

Remarquons par ailleurs que les temps de transfert obtenus pour le transfert
mono-entee €f. 3.2 page 34) ne sont sepeurs que de 20% environ par rapport
aux temps de transfert obtenus pour le transfert biéestcoplanaire. On souligne
ainsi la bonne performance d’'un transfert mono-@atpar rapporé un transfert
bi-entiees coplanaire.
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7.2.2 Suivi homotopique

Une fois que les probimes initiaux ) ont éte résolus, nous appliquons l'al-
gorithme de suivi homotopique ésené dans la table 7.1 page ci-contre. Les va-
leurs nunériques utili€es dans l'algorithme sont :

- 1*=0,9999=1-1le—4;

— Adep€ {1e—1,1e—2 1e—3};

- a=1e-1,;

— Agiep = 1le—6.

7.2.2.1 Quali€ du suivi

Dans les tables 7.3 page 72 et 7.4 page 73, nous donnons en fonction de la
pous&e maximald-yax et du pas initial de progressidué’tep:
le nombre cétapesdN nécessaires;;
la valeurAy du parangétre homotopique atteint lorsque l'algorithme s&er
au bout de cebl étapes;
le temps d&xécution de cedl étapes;
la valeur de la norme de la fonction de (i, (T, po)|| lorsque le suivi a
reussi (c’est@a-dire lorsquely est suffisamment proche d€) ; dans le cas
contraire, la mentioNC(poursuivi non convergeahest pésente.

La premere difference marquante entre les deux homotopies que I'on peut
constater est que le suivi est coregigblement plus aésdans le cas de ’lhomotopie
sur l'inclinaison, notamment podr_?tep: 0,1 et pour les pouges en-dessous de 6
Newtons. Toutefois, pour les valeurs Bgax ou les deux homotopies convergent,
on observe un temps de calcul moindre pour I’homotopie sur le domaine déleontr

Les chiffres nous montrent pour les deux homotopies (lorsqu’elles convergent),
deux comportements logiques et attendus :

— plus /lsotep est petit, plus le nombr&l d’'étapes et le temps de calcul sont

élewés : cela vient directement de la nature de I'algorithme ;

— plus la pousseFax est faible, plus le temps de transfert est grand, donc plus

le calcul de la fonction de tir est long : ainsi pour ume nombre dtapes,

le temps d’ekcution pour une pouges moins importante est plus grand. De
plus, compte tenu de la diffic@tunerique grandissante au fur@mesure
gue Fnax diminue. On observe une perte degision dans lagsolution de

I’ équation de tir.

7.2.2.2 Qualié des ésultats (temps finaux)

Nous pésentons dans la table 7.5 page 74 les temps filades extemales
obtenues poui = Ay lorsque le suivi s’est bien pasdg.e. pas de mentiolsSNC
dans les cases correspondantes des tables 7.3 ou 7.4 ; dans le cas contraire, on re-
porte encore la menticBNQ. Les valeurs obtenues directement par &hode de

1Ce temps ne comprend pas le calcul des points coggigoir plus loin).
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tir (cf. table 3.2 page 34) soigalement rappéés pour faciliter la comparaison.
Lafigure 7.1 de la @rsente page donne le graphe @wdlution du temps de trans-
fert en fonction de la pougés maximald-,ax pour les trois cas (tir sans homotopie,
homotopie sur le domaine de cobir et homotopie sur I'inclinaison finale).

1000 h

900 - =

800 - 1

700 1

600 , R

+ 500 2 .

400 - / b

300 - 4

200 - i

T — - Homotopie sur le domaine de controle
100 L= — — Homotopie sur linclinaison finale
P2 Tir sans homotopie
1 | | | | | | | | | | | | | |
60 30 24 12 10 9 75 6 5 45 4 35 3 25 2 15 A

F (Newtons)
max

FiG. 7.1 —Evolution du temps de transféFten fonction deFmax

Excepé pourFnax = 60 Newtons eFnhax= 6 Newtons, les deux homotopies es-
timent en @réral le temps de transfert par &sc Cette observation valide la bonne
qualite du tir sans homotopie effe@wans IeChapitre 3, bien que le nombre de
commutations soilewe.

7.2.2.3 Evolution de la pousge le long du chemin

Les figures 7.2 page ci-contre et 7.3 page 68 montrérblution du confble
optimal le long du chemin homotopique pdtiax = 6 Newtons.

En étudiant plus particulirement levolution de la composante tangentielje
nous pouvons observer que le c@htroptimal obtenu pout = 0 est une prengire
approximation du conble optimal obtenu el = 1. Dans le cas de I’homoto-
pie sur l'inclination, on peut @me dire qu’il s’agit une excellente approximation.
Cela veut donc dire que &@me si les commutations n’existent pas encore, on peut
déja deviner leurs emplacements (avec plus ou moins @eigon selon I’'homo-
topie utilisee) en analysant le codte optimal du pro®me(R). A noter que des
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FiG. 7.2 —Evolution du contdle optimal (homotopie sur le domaine de cofe)

constatations du &me ordre ont pétre faites en ce qui concerne les solutions du
probleme de minimisation deé&hergie par rapport au pr@vhe de maximisation
de la masse finale [40,41].

Quelle homotopie ?

A beaucoup gards, la continuation sur l'inclinaison finale est plugias-
sante que celle sur le domaine de cdler Bien que le calcul des ekmales du
probleme(Ry) soit legerement plus lente, l&solution du prol@ime bi-entees non-
coplanaire fournit une excellente approximation de la solution du nedimono-
entée comme le montrent les temps de transfert obtenus engneamalyse. Cette
constatation est renfage par la comparaison des poess optimales é&s proche.

On verifie en fait que, dans le cas de 'homotopie sur I'inclinaison, la structure
finale des commutations est quasiment observatddalprenire i€ration.

Physiquement, cesultat s’explique eatudiant la structure du sgshe dife-
rentiel du probkme. En effet, la composante hors-plgrest naturellementa&tou-
plée des deux autres composantes. Quand les composantes tangareietier-
male uy, interviennent toutes deux sur la forme de I'orbi2 €), la composante

hors-planu; n'agit que sur l'inclinaison de lorbiteh .
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FIG. 7.3 —Evolution du contble optimal (homotopie sur l'inclinaison initiale)

L'introduction d’'une composante hors-plagpour I’homotopie sur I'inclinai-
son initiale modifie donc peu la forme de I'orbite par rapport au cas coplanaire, ce
qui expligue la proximi¢ des solutions eh = 0 etA = 1 pour cette homotopie.

7.2.3 Points conjugé&s

Le cadre naturel du calcul de points conjagétant I'extémalea extémites
fixées, on s'irtresse en pratique des prol#imesa longitude finale fige (cette
longitude finaledtant d’autant plus grande gbgax est petit).

Comme nous l'avons vu dans la section 2.3.3 page 26, les points césjugu
peuventétre cetermirés en @étectant une perte de rang : ici c’est le premier point
conjugle qui nous inéresse plus particérement, car c’est celui-ci qui est crucial
pour établir I'optimalite locale. Deux rathodes sont possibles et irapienées
dansCOTCOT21] :

— la matrice dont le rang eatétudier est de taill@— 1 parn, on peut alors y
adjoindre un nouveau vecteur iygendant afin d’obtenir une matrice &ar
d’ordre n et la perte de rang devient I'annulation déaterminant de cette
nouvelle matrice;

— on peutégalement calculer la plus petitiee( la n — 1°™9) valeur singulere
et la perte de rang devient I'annulation de cette valeur siagili
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Nous pésentons dans les figures 7.4 de lasente page et 7.5 page suivante
I' évolution de la plus petite valeur singade le long du chemin homotopique pour
Fmax = 6 Newtons avec une longitude findl€l) fixéea 62 radians. Chaque
extrémale g&te prolonge jusqua quatre fois son temps de transfert.

T = 6.000000 Newtons
max

0.04 T T T T T T

A = 0.0000
A = 0.4000
0.0351 ~ ~ A=0.7000 ||
—— A=0.9999
003} .
0.025| .
T o002} ! J
(=
o
0015} .
001 .

0.005

700

FIG. 7.4 —Evolution de la derrire valeur singudire (homotopie sur le domaine de
contdle,|(T) = 62 rad)

Une analyse fine des graphes montrent que les premiers points cesjagru
paraissent autour de trois fois et demi le temps de transfert, ce qui nous permet
de conclure sur I'optimalit locale. Ces temps conjuggisemblent converger dans
les deux cas vers une valeur autourtgde 54508 h (rappelons que le temps de
transfert troue estT = 165,32 h, soit un rapport de,3 environ).
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70
T _ =6.000000 Newtons
max
0.012 ; ]
A = 0.0000
A = 0.5000
— - A=0.8000
— A=0.9999
0.01F
0.008 |- -
=,
! 0.006 \ .
c ¥,
b A
H N
| N
| i
I g
0.004 | "\ / |
|
!
N
I
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!
]
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0
0 600 700

FIG. 7.5 —Evolution de la derrire valeur singudire (homotopie sur l'inclinaison
initiale, [ (T) = 62 rad)
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| Fmax || T(h) [ [IS(T, po)ll | texec |
600N || 14,73 ] 7.84E-14 | 0,08s
300N || 3145 403E-13 | 050s
240N || 3634| 195E-13 | 064s
120N | 6929 | 253E-13 | 1,15s
100N | 8353|213E-13 | 080s
90N || 9319|320E-13 | 1,04s
75N || 11164 | 453E-13 | 7,56s
6,0N || 13938 | 3,68E-13 | 1,73s
50N || 16633 | 453E-13 | 643s
45N || 18605 | 1,07E-12 | 522s
40N || 20843 | 9,32E-13 | 1,70s
35N || 24035 | 6,03E-13 | 554s
30N || 27791 | 5,04E-13 | 2,10s
25N || 33592 | 1,78E-12 | 7,13s
20N || 41839 | 1,24E-12 | 746s
15N || 56010 | 1,14E-11 | 890s
10N | 83812 | 6,14E-11 | 1544s

(a) Cas coplanaire

H Fmax H T (h) ‘ ”S)(T7 pO)H ‘ lexec H
60,0 N 17,24 [ 515E-14 | 038s
300N 3254 | 7,70E-13 2,28s
24,0 N 4112 | 534E-13 | 2,13s
120N 94,78 | 8,99E-13 | 7,06s
100N | 10577 | 6,63E-13 | 3,16s
90N || 12220 | 580E-13 | 278s
75N || 13532 | 145E-12 | 521s
60N | 16686 | 1,28E-12 | 5945
50N | 20318 | 3,02E-13 | 801s
45N || 22617 | 412E-12 | 585s
40N 25893 | 3,32E-12 | 1575s
35N || 28977 | 204E-12 | 1236s
30N || 34346 | 1,94E-11 | 660s
25N || 41886 | 1,31E-12 | 6,60s
20N || 51668 | 2,02E-11 | 2866 S
15N || 67648 | 1,16E-11 | 20,28's
1,0N || 103247 | 1,47E-10 | 61,07 s

(b) Cas non-coplanaire

TAB. 7.2 — Resolution de equation de tir pour les transferts bi-érds
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Eo AJep=1e—1 AJep=1e—2 AJep=1—3
N »z _ texec __@5 A._.“ Uov__ N _ »z _ texec _ :m\ﬁz A._.J Uo:_ N _ \ez _ texec _ :m\ﬁz A._.u Uov:
60,0 N 46 | 0,9999 1328 s| 4,32E-13 117 | 0,9998 2395s| 7,79E-13 1008 | 0,9998 17726 s| 8,27E-13
300N 37 | 0,9999 1264 s| 1,02E-08 117 | 0,9998 3891s| 168E-11 1008 | 0,9998 31644 s| 2,87E-11
240N 20 | 0,430029 22317 s SNC 52 | 0,430025 7921s SNC 439 | 0,430025| 20877s SNC
120N 37 | 0,9999 2425s| 2,43E-12 117 | 0,9998 6218 s| 4,06E-13 1008 | 0,9998 54334 s| 1,98E-13
100N 5 | 0,4000 577s SNC 117 | 0,9998 8256s| 1,19E-12 1008 | 0,9998 69896 s| 525E-12
9,0N 74 | 0,542174 7571s SNC 117 | 0,9998 90,86 s| 1,56E-12 1008 | 0,9998 71477 s| 7,08E-13
75N 37 | 0,9999 4210s| 7,56E-12 117 | 0,9998 11040s| 197E-12 1008 | 0,9998 82993 s| 493E-12
6,0 N || 699903 | 0,999899 | 68533989 s| 4,38E-08 117 | 0,9998 13836 s| 1,47E-09 1008 | 0,9998 148262 s| 1,43E-10
50N 63 | 0,549255 123280s SNC 61 | 0,456017| 10687 s SNC 466 | 0,456017| 69176s SNC
45N 40 | 0,536594 96,46 s SNC 85 | 0,536594| 17067 s SNC 555 | 0,536594 | 94485s SNC
40N 2 | 0,1000 7,72s SNC 42 | 0,18324 20339 s SNC 216 | 0,18324 64192 s SNC
35N 28 | 0,565290 10559 s SNC 81 | 0,565284| 18940s SNC 585 | 0,565284 | 109362 s SNC
30N 95 | 0,463397 21479 s SNC 53 | 0,414016| 19117s SNC 421 | 0,414015| 111278s SNC
25N 37 | 0,9999 19466 s| 4,73E-09 68 | 0,496372| 55251s SNC 482 | 0,464347 | 125382 s SNC
20N 27 | 0,170738 13303 s SNC 103 | 0,775301 | 334483 s SNC 788 | 0,775300| 331392s SNC
15N 77 | 0,058863 43832 s SNC 30 | 0,072491| 38274s SNC 92 | 0,072491| 67616s SNC
10N 31039 | 0,410343| 17939565 s SNC 61 | 0,168688| 78877s SNC 451 | 0,431564 | 373982 s SNC

TAB. 7.3 — Suivi homotopique pour la continuation sur le domaine du otentr

r
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600N || 1675h [0,1] 16,75h [0,1] 16,74 h
300N || 3590h [0,1] 3231h [0,1] | 3231h
240N SNC 4077h [0, | 4076h
120N || 8244h [0,1] 9450 h [0,1] 85,44 h
100N | 9851h [0,01] | 10521h [0,4] | 10102h
90N || 12936 h [0,001]| 12162h [0,1] | 10967 h
75N | 15476 h [0,1] 13420h [0,1] | 13167h
6,0N || 16532h [0,1] 16532h [0,1] | 16532h
5,0N SNC 20108 h [0,1] | 19898 h
45N SNC 22377h [0,1] | 22081h
4,0N SNC 25530h [0,1] | 24815h
3,5N SNC 28633 h [0,1] | 28643h
3,0N SNC 33852 h [0,001 | 33193 h
25N | 40111h [0,1] | 41216h [0,1] | 40047 h
2 ON SNC 50968 h [0,1] | 50007 h
1,5N SNC 66921 h [0,01] | 66396 h
1,0N SNC 102482 h [0,1] | 997,09 h

La valeur delsotepchoisie est donge entre crochets.
21 - Homotopie sur le domaine de cobi
¢ . Homotopie sur I'inclinaison finale
Tir : Méthode de tir sans homotopie

TAB. 7.5 — Comparaison des temps de transfert obtenus
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Conclusion

Bilan

L’ étude du transfert orbital mono-eedret en particulier le probine en temps
minimum nous a permis de confirmer lesfficité de ce type de transfert, bien que
s’'inscrivant logiquement dans la famille des transferts orbitaux.

Comme pour le transfert bi-eg& coplanaire, I'application desabemes clas-
siques de conblabilité a permis ctablir que le transfert coplanaire mono-éstr
reste contlable, en épit de la éduction des degs de liber de la pousse.

De plus, les valeurs des temps de transfert sont pguadbes par rapport au
transfert coplanaire : on observe une augmentation de vingt pour cent seulement
environ.

Contrairement aux transferésudiés auparavant, nous avoegalement péta-
blir que le contéle mono-engeétait discontinu. L&tude des approximations lisses
dévelopges pour remdiera ce constat a permis de mettre @ndence de nou-
veaux Bsultats.

Ainsi l'utilisation du probEme de minimisation deéhergie avec relaxation
de la contrainte de coritle comme approximation Riemanniennecigriable lisse
du transfert mono-erée nous a permis @tablir avec pecision la structure des
transferts vers des orbites circulaires. Outre la misé@wdence de la platitude
(inconnue jusqu’alors) du sysne dans le cas des transferts vers des orbites cir-
culaires, des restrictions sur I'existence de solution du proablmoyena ontéte
établies, qui traduisent la non-convéxihhérentea I'approximation eali€e.

De méme I'utilisation de deux types de transferts bi-éaf (coplanaire et
non-coplanaire) comme approximations lisses a permigtude approfondie des
conditions du second ordre sur ces approximationggaéement valid la nethode
du tir simple pour le transfert mono-e@é qui s’aere au final tes efficace, malgr
les nombreuses commutations du colgrautour de quatre-vingt-dix pobax =
1 Newton).

Perspectives

Dans le cadre de I'approximation Riemannienn&tute exhaustive de lagtri-
gue Riemannienne dodttre compktee avec l'analyse de laétrique compite en
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dimension trois. Enfin, la continuation entre I'approximation Riemannienne de la
minimisation de lénergie et le prolime cible du temps minimum est en cours de
réalisation.

Afin de réaliser une analyse pertinente de nesuttats avec les @hodes de
continuation, nous devons les comparer &pentes implantations des conditions
du second-ordre dans le cas bang-bang [51]. Essltats de convergence sent
affiner, notamment pour les coales extemaux obtenus les longs des éifintes
homotopies traéies. La egularié des points conjud@s par rapport au paratne
homotopique estgalemena piéciser.

Dans un second temps, il faudegalement mettre en place des outils gum
ques plus adaps. Ainsi, les rathodes variationnelles aubase de diffrentiation
interne fournissent de meilleursgultats qu’un simple idgrateur de typRKF45;
dans le cas @quations diférentiellesa second membre discontinu, latdction
préalable des instants de commutations s'egtke tes efficace.

Le suivi homotopique peldtre affire, notamment dans le cas de 'homotopie
sur le domaine de coritle, en utilisant des Btanismes de suivi de typeaglicteur-
correcteur [5] évelopges par exemple dans le cas du transfert 3D pour le enobl
de minimisation de la masse [41].

Enfin, le probéme de minimisation de la masse pétre étudié dans le cas
mono-entee en utilisant par exemple légides faites ces deames anges [41,50].

Le probEme de transfert mono-eé, comme ses grandefes, est donc une
source renouvék de travaux passionnants. Affairsuivre. ..
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Annexe A

Construction de transferts
d’orbites sous-optimaux

Motivation

Dans cet annexe, nous proposons uihodeanalytique — c’est-a-dire qui
fournit une expression mamatique exacte — de construction d'un transfert. Le
transfert ainsi obtenu est exp@navec des fonctions usuelles simples (poipes
de dege deux et fonctions trigonoatriques). De plus, la &thode de construction
permet une reparagtrisation du transfed chaque erigee.

Nous traitons uniquement le transfedplanaireet nous @écomposons la pous-
sée dans le regreradial-orthoradial (cf. page 30). La pouggu s’écrit doncu =
UrF + UorFor-

A.1 Construction des formes implicites

A.1.1 Préliminaires

Notations Etant dongs les paragtres orbitau®, e, e, etl, on cefinit les vec-
teurs T = (cod, sinl) et € = (e, ) ainsi que :

N =g ny) =€+ 7 = (ex+cos, g +sinl)

W = nycosl +mysinl = 1+eccod +gsinl >0 (car\/e§+e§ < 1>

D = nysinl —nycod = esinl —g,codl.
Caractérisation des ferigées et des apaees |l est possible de caraatiser les
périgéesa 'aide des quan#ésD etW :

Proposition A.1. x est un grigée (respectivement un ap@Ee) si et seulement si
D=0etW2> 1 (respectivement B- 0 et W< 1).

Contributiona I'étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-dgr



80 Annexe A. Construction de transferts d’orbites sous-optimaux

Démonstration.Géorretriguement, on est aggée lorsque la longitudecoincide
avec 'argument du g@rigée, c’esta-dire lorsque le vecteur excentri® et le
vecteur 7 sont colireaires et dans le @me sens. Cela&crit detn, 7) = 0 et
(€]7)>0,ie.D=0etW > 1.

On se situe I'apocge lorsque les vecteurs et T sont colireaires et de sens
oppo®s. Alors on a déy, 7) = 0 et (€| 7) <0, c'esta-direD = 0 etW <
1. O

Reformulation de la dynamique Dans le cadre ainsigini, le syséme de trans-
fert orbital sécrit :

. u u
x = Fo(X) + arFr(X) + %For(x) /U4 U2 < Fax
= Fo(X) + % F (X) + YorFor (X)

ou I'on notey =u/m,x= (P, e &, 1) et:

0 2P /W 0

/| O [P | cosl +ny/W [P | sinl
Folx) = \/; o | = \/; sinl +ny/W |’ For(x) = u | —cod

W/P 0 0

Donc | = /uW2/P%2 > 0 ne cepend ni du temps ni du codte! et on peut
donc reformuler la dynamique en prenant la longitudemme nouvelle variable
indépendanta la place du temps. On note encrre (P, g, g/) eton a le systime :

X0 = R0, X0+ 26 () For, X0)) 1 (A1)
avec :
) L 02 2P /W
F(l,X) = R (X 1) = —— | cosl +nx/W
! HWE A sinl +ny/W
. 1 P2 0
For(l,X) = If.For(x, 1) = W2 (s(l:r(l)ls|

A.1.2 Formes implicites

L'id ée principale de la Bthode pesengée dans cet annexe est d’exhiber des
conditions d’admissibil& pour un transferbu seules les composantes dectat
X apparaissent c’esta-dire ai le contble u n’intervient pas. De telleéquations
seront appé@esformes implicites

Nous pouvons formuler la pregme forme implicite dans la proposition sui-
vante :

1Ce qui n'est pas le cas pour le transfegtigral 3D, a1 | depend de la composante hors-pian
de la pousse
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Proposition A.2 (Premiere forme implicite). La trajectoire x est admissible si et
seulement si :

d /1 d /e d /ey .
dal (P) +a <5> cod +a <5> sinl=0 , VI. (A.2)
Démonstration.La trajectoirex: | — x(I) est simplement admissible
— VI, Z'I)I((l) e ImF(1, x(1)). avecF (I, x(1)) = [F (1, x(1))  For(l,x(1))]

Le sous-espace vectoriel Fl, x(I)) de RS vérifie par @finition :
ImF (I, x(1)) = Vect{ F (1, x(1)), For (I, x(1))}

et les deux vecteurs forment une base par hygsethDongIm F(l, x(I)))L est de
dimension 1 et est enger&dpar le vecteuf¢(l, x(1)) = K (I, x(1)) A For (I, X(1)).

P5 _W/P
Tous calculs faits, on B(I, x(1)) = ——= | cod |. d’ou la condition :
paws |
sinl
WdP de, . dg,
“par (cosl)m + (sml)m =0.

On développeW = 1+ eccod + g,sinl et on divise cett@quation paP. On fait
alors apparire les @rivees des quotients'P, e,/P ete,/P pour obtenir la relation
(A.2). O

Cette relation permet deédver de nombreuses autres formes implicites parmi
lesquelles I'une des plus concises :

Corollaire A.3. La trajectoire x est admissible si et seulement si
d /7|
— = =0.
(a (7))

Corollaire A.4. La trajectoire x est admissible si et seulement si :

d /W D
¢ (¥)- 8 9

Ce corollaire nous permet déduire la forme suivante :

On obtientegalement :

Proposition A.5 (Deuxieme forme implicite). La trajectoire x est admissible si

et seulement si q b b
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. , P
Démonstration.Décomposons d’abor% <In W) :

i () =S =% ()

"<W/P>2<;jl <VFY>

o=

Doncx est admissible

—

W D .
I (P) =5 (cf. Corollaire A.4)
_ d(,PY_ P D

di\"w/,  w P

d P D

d
d

De nombreuses autres formes peu\gre cerivées, voir [31].

A.2 Reconstruction de l'etata partir des formes implicites

A.2.1 Determination d'un ensemble suffisant de fonctions

Proposition A.6. La premere forme implicite s'irigrea I'aide de deux fonctions
K1 et k» définies comme suit :

a-i(®) ()

est un noyau de la forme implicite (A.2).

Démonstration.Le processus de reconstructionxdest le suivant :
1. oninggrek; etxy :

|

Oy (1) = ‘;*((I')) _ i‘((g)) +/0 Ka(A)dA (A.5)
|

®y(1) = epy((l')) - i,y((g))+/o ka(2) dA (A.6)

2. on obtientps = % <:)> al'aide de la forme implicite :
@3(l) = —x1(l) cod — xo(1) sinl (A7)
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3. oninkgrees :
1
D3(l) = Py —+/ @3(A (A.8)
4. on en @duit alors letatx :

__1 _ () _ ®2(l)

5. enécrivant

=5 T%ai\p) 0 2T pa TYarle

on en eéduitd € /dI :

O(IT?((I) =P() (k1 (1) — ex(gs(1)) (A.10)

dd?y( ) =P() (k1) —&y(Nes(l)). (A.11)
0

Proposition A.7. La deuxéme forme implicite s'iigrea I'aide de deux fonctions
K3 et k4 définies comme suit :

Kk=|€ll=Ve+e | ko=

w
est un noyau de la forme implicite (A.4).

Démonstration.Le processus de reconstructionxdest le suivant ;
1. enremarquant quB = || € || coql — @) et quew = 1+ || €||sin(l — w) avec
o argument du @rigée, il vient :
ks(l) cogl — a(l)]
ol

) =
k) = T e sin — ()]
eton tirepy (1) = w(l) = arg€(l).
2. on peut alors calcules ete, et leurs @rivées :

&(l) = xs(l)cospa(l) , ey(l)=x3(l)singa(l)
de dxs doy

51 = 5 cospr(l) = rs() 2 (1) singa()
C8 1) = T2 )singu(1) + (1) S22 1) cosgn(1)
3. onen @duitgx(l) =W(I) = 1+e(l)cos +ey(l)sinl.

4. la forme implicite (A.4) crit égalementc%(ln P/W) = k4, ce qui permet
d’obtenirP :

|
P(I)z(pz(l)lfgj(zo)exp</o m(/l)dl). O
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A.2.2 Construction des fonctions

Maintenant que nous avons ider@ifesélements permettant de retrouveatht
et le contdle, nous allons f@senter une éthode pour lesayeérer.

A.2.2.1 Premere forme implicite

Nous consiérons letude d'une &volution : autrement dit, la longitudepar-
court l'intervalle [0, 27] et nous nous fixong(0) et x(2x). Si nous reprenons le
processus de reconstruction de la premiforme implicite, nous pouvorerire
(cf.étapes 1.et3.):

P (27) = Hor) _ 0 /2” K (A

P(2 7r) P(0)
2n
@3(27‘5):P(§n) P(10)+ A @3(A)dA

Les valeurs initiale et finale de, pour le transfertcomplet(i.e. sur plusieurs
révolutions) que nous congbns sont nulles. Donc les valeurs sur chagwelu-
tion g/(0) etey(2r) le serontegalement. De plus, on choisit = 0, ce qui revient
notammentie, = 0 : doncD = gcod et les [erigées se situent dn= 0[2x] (cf.
Proposition A.1), ce qui justifie le choix de l'intervall@, 2x] pour la longitudé.

Enfin, on contraint le support de; a &tre inclus dan$d/2, 2z — §/2] ou
§ € R’ estun parartre arbitrairé.

On obtient alors les relations suivantes p&ut

2 _&(2m) &0

/0 }a(A)d = 520 ~ PO)
/2”K1(z)cos(x)d/1:1— t
0 P(0) ~ P(2n)

De plus les relations (A.8) et (A.10) nous permetterécdtre de/dl = P(1+
eccod ) k1 = PWkj. Autrement dit,||de;/dl||. est domie par]| k1| — carPW
est domi@ par||X||e (14 2||X||) —. OF || 7]/ €St clairement domée par|de/dl || .
Ainsi on peut contler ||v]|. par le biais dé| ki ||e.

Il s’agit donc de choisik; avec une valeur dgxs || aussi faible que possible.
Une possibilié est alors deasoudre le proeime(P) d’optimisation suivant :

Min [ K.
2 &(21) &(0)

) fy mma=2o0 -0
1 1

2n
/0 (1) €SA) 01 = G55~ By

2|’introduction de ce paragtre aéte motivee par des valeudevees de la commande autour de
| = 0[2n] (c’esta-dire les grigées), diminuant consédablement I'efficacé de la nethode.
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Malheureusement, la nornfle || n’est pas suffisammenéguliere pour permettre
une ©solution aige. Il nous faut trouver une norme hilbertienne plus fine|gije.
Les contraintes sut; s’expriment naturellement en terme de produits scalaires sur
I'espace de HLBERT L2([0, 2x], R) : mais la norme induit - || > n’est pas plus
fine que la normd - ||c.

En vertu du lemme de®NCARE et des contraintes sur le supportiig I'es-
pace cherohest :

H§ = H3([0, 2], R) N {f €L2((0, 27, R)

0 0
suppf C [2, 2717—2] }

ot H3([0, 27], R) est I'espace de @BOLEV :

H3([0, 2x], R) =
{f eL?([0,2n], R)| f' € L?([0, 2x], R) A f(0) = f(27) = O}.

H} est un sous-espace hilbertien d¥ 8, 2], R) muni du produit scalaire induit :

2r 2r—-3/2
(flgw = [ roga= [ 7 raga

Nous consiérons alors le problme d'optimisation suivant :

Min, il
2 0
(Kl‘COS)Lzzi— ! .
P(O) P(2r)

On réécrit les produits scalaires suf ([0, 2], R) comme des produits scalaires
sur H:
5

(K‘1|1)L2 = (K]-’hl)Hé avech1 i I %|(27‘L’—|) — }ﬁ <27'L'— 6)

(k1] co9) 2 = (k1| hz)H% avech, : | — cod cos(i) .

avech; eth, deuxélements de B, i.e.qui sont nulles en dehors @8/2, 27— §/2].
Le probEme(Ps) devient :

Min,
2 0
(Ps) (K1[hg)py = b1 = 2(((277;)) B %(((0))
1 1
() =b2= 565 ~ Bg)-

Contributiona I'étude du confile optimal des transferts orbitaux mono-dgr



86 Annexe A. Construction de transferts d’orbites sous-optimaux

qui n’est rien d’autre qu’un probme de projection hilbertienne d&Ement Q%

sur une vagte linéaireV de direction{hy, ho}*. Le proje€x; € V vérifie la condi-
tionk, —0€V+ =Vect{h;, hy} : g € VNVL
On peut doné&crirexk; = oihy + azhy et la conditionk; € V s'écrit :

o (e [y + oa(hz [y ) = by
0 (N1 | h2)ps + o2(he [ h2)ys = b2

eta = (a1, o) est donc la solution d’un sy&te lirtaire de dimension deux.

Procédure de construction dex; Nous Esumons la iethode de construction de
K.

1. On se donng(0) etx(2r) et on calcule le vecteur= (b, by).
2. On choisit une valeu¥ et on calcule la matrice deram du couplehg, hy) :

oo — (el (R2[hy)ye
O\l (hafhe)y

3. On obtient alorsx = (01, o) = G5 b, puisky = ohy + .

Une fois k7 construit (rappelons que, = 0), on peut alors obtenirétatx et la
commandey comme vu auparavant.

Remarquons que; est une combinaison affine delyndmes de dege deuxet
defonctions trigonométriques, ce qui rend les calculs @tieurs de reconstruction
tres simples.

A.2.2.2 Deuxeme forme implicite

Si on cherché analyser la stabiBtau moins nur@rique du proede que nous
venons d’introduire, on observe que la condition= 0, i.e. § = 0 est tes contrai-
gnante : en effet, une erreur ser ne pourra pagtre detecée et encore moins
corrigée. Il nous faut donc nous affranchir de cette contrainte et relaxer les condi-
tions surey.

Comme pour la prerare forme, on travaille paévolution, de grigeea perige.
Cependant, comng n’est plus nuk priori, I'intervalle dévolution dd n’est plus
exactemenf0, 2r| et épend explicitement de la valeur détht aux bornes.g.
aux rerigées). En effet, la relatioD(l) = 0 estequivalentél = o(l) [2x].

Plus pecigmentgtant dongs dewétatsxg etx; correspondard des grigees,
on connait alors les valeurs des argumengs= arg €) et w; = arg( €1). Alors
la longitudel parcourt l'intervallg]lg, 11] aveclo = wp [27] etl; = @y [27)°.

30n ne peut pas se contenter d'w@walie simple du typé = w car la largeur de l'intervalle doit
approcher 2 (le satellite doit faire un vrai tour!), ce qui ne serait pas toujours le cas avezgaftié&
directe.
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Pour les némes raisons que dans le cas de la peeenforme, on contraint le
support de la commande Plus péciment, on se donne un parairec € R’ et
on impose :

o |0 + |1
2 2
Dans la zone © y = 0, le syséme est un sy8tme de KPLER libre et les pa-
rametres orbitaux sont constants, c'@stlire que I'on &(l) = Xo pourl € [lo, linf] €t
X(1) = x4 pourl € [lsyp, l1]. Notammentc; = || €| etky = D/W sont inegralement
connues suflo, linf) U [lsup, 11]-

Reste don@ definir k3 et k4 sur[linf, lsup. ON pro@de comme suit :

o
suppy C [t lsupl = [l2= 5112+ 5 | avecs o =

1. On cefinit k3 comme une fonction affine par morceaux, plusgiement :

€0l sil & [lo, linf]
I — ling :
k(1) = €)= { I€oll+ (€] = II?oII)% sil € [lint, lsup)
sup— linf

ce qui permet un calcul simple d&g /dl.

2. Rappelons qué(InP/W)/dl = k4. P/W estégalement connu siiip, linf] U
(Isup, I1] et on cfinit INP/W entreli etlsyp comme un polydime de ded¥
cing en utilisant la rathode de HHRMITE, c'esta-dire que les valeurs de
InP/W et dexs = d(InP/W)/dl coincidenta gauche eh droite enliy et
lsup"- Les coefficients dudit polyime sont solutions d’un sysne lirtaire
de dimension six et 'on&duitégalemenik;.

On peut donc ainsi retrouvegffatx et la commande.

A.3 Mise en ceuvre pratique et simulations

A.3.1 Algorithme général de construction

Dans le cas gréral, on se donne deldtats quelconques et x¢ entre les-
quels on veut effectuer un transfert avec une contrainte ié®gssr la commande :
171l < T'max. Comme nous I'avons vu auparavant, nous allons subdiviser le segment
[Xo0, Xf] en plusieurs segments correspondant chacune évolution de la trajec-
toire globale finale. Sur chacune de cegalutions, nous appliquons les peattres
gue nous venons degsenter.

Comme on ne confiigpas a priori le nombre deevolutions recessaires pour
satisfaire la contrainte, il faut augmenter le nombre&mlutions jusqua trouver
le nombre minimum deavolutions, ce qui est expliétdans I'algorithme f@seng
dans la table A.1.

40n assure ainsi que RyW est de class&™ sur|lo, |1] et donc quex est de class&”® sur|lp, 11]
par recollement.
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0. On se donne :
— unétat initial xg et unétat final cible % ;
— une borne de comman€ig,ay;
— unnombre maximal de&volutions N,ax au-deh duquel on aféte I'algo-
rithme.

1. N1
2. On subdivise le segmep, x;| enN sous-segments;, Xi;1],i € [0, N—1]
avecxy = Xt.
3. Sur le segment nueno i € [O,N — 1], on utilise une des préciures
précdentes :
(@) On calcule 'intervallél;, l;+1] d’évolution de la longitude.
(b) On construit le noyaw?” sur|l;, li11].

(c) On calcule letat sur lintervalle ave; comme condition initiale et
Xi+1 comme condition finale.

(d) On en @duit I'expression de la commangesur [l;, li1].

4. S| sur tous les segments de la subdivision, la contrajimi. < Imax

ALORS

On construit la trajectoire finale en coneaant les trajectoires obte-
nues sur le®\ segments.

L'algorithme s'aréte : ilréussit
SINON

N—N+1

On revient en 2.

5. Lalgorithme s’aréte :
— sila commandeérifie la contraintedf. plus haut) : I'algorithme éussit;
— siN atteintNpyay : I'algorithme échoue

TAB. A.1 — Algorithme gréral de construction

A.3.2 Résultats
A.3.2.1 Premere forme implicite

Subdivisions uniforme et non uniforme Le choix de la subdivision uniforme
sur le segmeno, Xt| est naturel :

i .
Xi:XO+N(Xf—X0) , 1€[0,N-1].

Néanmoins, I'analyse des trajectoires optimales a permis de d’observer que le pa-
rametre P augmentait de plus en plus vite au cours daslutions. Il a donc paru
intéressant de construire une subdivisimm uniformetelle que les longueurs des
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intervalles successifs;, x;, 1] Soit une suite gonétrique de raisoRy, > 1°:

Xit1—% =RdX—x-1) , 1€[L,N-1].

Résultats Nous pésentons dans la table A.2 I&sultats obtenus. On reprend les
conditions initiales et finales de la table 3.1 pageNB8st le nombre deewvolutions
obtenuesT est le temps de transfert (obtenu paégration de kquationdt/d| =

1/1), cr est le quotient du temp$ par le temps minimum de transfert pour la
méme pousse Fnax, M(T) est la masse finale en fin de transferfgf = ||ul|c.

Il se peut en effet que la contrainte ne soit jamais &&tyrendant le transfert. La
mentionN/C indique que I'on ne disposait pas de la valeur du temps minimum
pour la pousse correspondante.

[Foax(N) [ N [ T(h) [ cr [ m(T) (kg) | Ferr (N) |

60,0 4 6507 | 440 136631 56,05
30,0 8| 12934 | 464| 136632 27,03
10,0 22| 35505| 4,16 | 136633 | 9,65
75 29| 46797| 4,05| 136633 | 492
4,0 53| 85515|399| 136633 | 3,99
3,0 80| 129076 | 455| 136633 | 264
25 85| 137143 | 4,05| 136633 | 2488
2.0 106 | 171024 | 3,94 | 136633 | 1,995

1,0 212 | 342046 | 3,83 | 136633 | 0,997
0,9 235| 379154 | 3,85 | 136633 | 0,899
0,8 265 | 427557 | 401 | 136633 | 0,798
0,7 302 | 487253 | 4,02 | 136633 | 0,700

0,6 353| 569538 | 402 | 136633 | 0,599
0,5 423 | 682476 | 401 | 136633 | 0,500
0,4 529 | 853499 | 402 | 136633 | 0,400
0,3 705 | 1137460 | 4,01 | 136633 | 0,300

0,2 || 1057| 1705383 | 401 | 136633 | 0,200
0,1 || 2114| 3410766 | 401 | 136633 | 0,100
0,075 || 2818 | 4546613 | N/IC | 136633 | 0,075

TAB. A.2 — Premere forme implicite : @sultats avec la subdivision uniforme

Atitre de comparaison, on rappelle que la masse finale obtenue dans le cas d’un

transfert en temps minimum se situe autour de 1343 kg, et que la masse minimale

pour des tempaquivalenté se situe autour de 1389 kg. Autrement dit, les transferts
obtenus ici fournissent une valeur de la masse fiaatei-chemin et constituent
donc un compromis toutfait interessant entre consommation et temps de transfert.

5Si Ry = 1, on retrouve la subdivision uniforme.
6Le probBme de maximisation de la masséemps final libre n’a pas de sens pour des peess
continues.
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Cas de la subdivision non uniforme Quelques simulations nous ont permis
d’obtenir de meilleurs temps de transfepour des subdivisions non uniformes
(gain d’environ 25%¢f. table A.3).

’ Fmax (N) H R« ‘ N ‘ Cr ‘
60 || 1.675| 3| 3,09
30 || 1,327 | 6| 3,19

TAB. A.3 — Premére forme implicite : quelquegsultats avec la subdivision non
uniforme

Nous pésentons dans les figures A.1 et A.2 des trajectoires obtenues pour les
deux types de subdivisions. Les vecteurs de perisst re@sengs sur les trajec-
toires. La courbe d’erreur A.1(b) est obtenue en comparatsticalcud par notre
méthode et letat obtenu par iggration nurgrique de la dynamique eny injectant
la commande obtenue.

(a) Trajectoire (b) Courbe d’erreur

FiG. A.1 — Trajectoire pouFmax = 30 Newtons, subdivision uniforme

A.3.2.2 Deuxeme forme implicite

Dans ce cas, nous cherchonsacnous rapprocher du transfert obtenu pour
le probEme de consommation minimale. Ainsi, nous utilisons la connaissance a
priori de ce transfert et nous en tirons &ements de la subdivision et les largeurs
o des zones de pousss (la figure A.3 montre la trajectoire et la p@essbtenue
pour le probéme de consommation minimale pdax = 10 Newtons).

"mais pas de meilleures masses finales, celles-ci @@nibtenues avec une subdivision uni-
forme
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(a) Trajectoire (b) Commande gréree

FIG. A.2 — Trajectoire pouFmax = 60 Newtons, subdivision non uniformBy=
1,4)

40- 1 0.021
o 30F 1 =0
20 1 -0.02

L L L L L L L L L

(a) Trajectoire (b) Pousee

FiG. A.3 — Transferth consommation minimale poB,ax = 10 Newtons

Nous essayons donc ici de reproduire la trajectoire.ésiltat est encoura-
geant, mais malheureusement pas #fdit concluané cause de difficuisa sa-
tisfaire la contrainte de module maximum sur les denes evolutions (la derrire
notamment).

Conclusion

Ces approches constructives donnent dssiltats intressants et constituent
des néthodes s flexibles. En effet, si on change la cilsleen cours de transfert,
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(a) Commande (b) Courbe d’erreur

FIG. A.4 — Trajectoire pouFmnax = 60 Newtons, subdivision hon uniformBy=
1,4)

quelques calculs simples peuvent remeitjeur leselements de la subdivision.
Le mécanisme deé&yeération de ces transfertsegalement permis de geiser
(a cefaut de la prouver) la nature de I'heuristiqiieFyax ~ cste :

Proposition A.8. Sous des hypo#ises convenablesf( [31]), le produit T - Fyax
est minoé et majoré.

La demonstration se trouv&galement dans [31].
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Résunt Nous pésentons ici Btude d'un prol#me de rdcanique spatiale, le
transfert en temps minimal vers une orbifgtationnaire. Plus @ci£ment, nous

nous inéressons un cas particulier : le transfert mono-&wr Reprenant lesén
thodes et lesasultats de€tudes pecadentes, le transfert mono-exdr optimal

est calcud et montre des performances excellentes compte tenu des contraintes
suppEmentaires introduites sur la direction de la péesd.e contble optimal

étant discontinu, nous introduisons deux approximations lisses. Nous earsd

tout d’abord une approximation Riemannienne avec la moyennation du transfert
en minimium dénergie avec relaxation de la contrainte sur le @etr|'étude de

la métrique Riemannienne asseeimontre que, dans des coordees adajes,

les trajectoires optimales vers les orbites circulaires sont des droites. Nous re-
lions ensuite le transfert mono-ed¢ra des transferts bi-ei@es contraints mais
lisses et utilisons les conditions lisses du déme ordre sur ces approximations :
cette proédure nous permet notamment de valider I'effiéadi¢ la néthode du tir
simple sur le transfert mono-eag.

Mots-clés transfert d’orbite mono-erée, contdle en temps minimal, points con-
jugués, moyennation, continuation

Classification AApmqS (MSC2000 49K15, 70Q05

Abstract We deal with a problem from celestial mechanics, namely the minimum-
time orbit transfer towards a geostationary orbit. More precisely, we are concer-
ned with the particular case of single-input transfer. Using results and methods
from previous studies, the optimal single-input transfer is computed and we ob-
serve excellent results given the additional constraints on the thrust direction in
this case. Since the optimal control is discontinuous, we introduce two smooth ap-
proximations. First, we consider a Riemannian approximation relying on the ave-
raged minimum-energy transfer without constraint on the control : the analysis of
the underlying metric shows that, in suitable coordinates, optimal trajectories to-
wards circular orbits are straight lines. Then we connect the single-input transfer
to constrained and yet smooth double-input transfers and we apply smooth second-
order optimality conditions to these approximations : this process validates the
efficiency of the single-shooting method on the single-input transfer.

Keywords single-input orbit transfer, minimum-time control, conjugate points,
averaging, continuation
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