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À Martin
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Introduction

Contexte de l’́etude

Le pŕesent rapport d́eveloppe l’́etude d’un probl̀eme de ḿecanique spatiale.
Plus pŕeciśement, nouśetudions le transfert d’un satellite d’une orbiteà une autre,
en nous restreignant aux trajectoires elliptiques autour de la Terre. Le problème
de transfert orbital nous áet́e soumis par le Centre National d’Études Spatiales
(CNES) de Toulouse. En plus desétudes ŕealiśees par leCNES lui-même [8,36,38]
et de nombreux travaux extérieurs [7, 24, 49, 53, 54, 68] montrant l’intér̂et scienti-
fique d’un tel probl̀eme, le transfert orbital áet́e à l’origine de plusieurs contrats
triennaux pasśes par leCNES avec l’́equipeAlgorithmes Parall̀eles et Optimisa-
tion et de nombreux rapports, articles et thèses ont́et́e publíes. En particulier, deux
thèses [26, 47] ont permis unéetude tr̀es pousśee du probl̀eme de transfert orbi-
tal en temps minimal aussi bien théoriquement que nuḿeriquement. Deux autres
thèses [41, 50] ont par la suite traité le probl̀eme en consommation minimale en
tirant parti de la puissance des méthodes homotopiques [5,67].

Comme dans leśetudes pŕećedents, notréetude met̀a profit la th́eorie du con-
trôle optimal [32, 48] et son fameux principe du maximum de PONTRYAGIN [56].
Nous nous consacrerons plus particulièrement̀a l’utilisation des outils ǵeoḿetri-
ques appliqúesà la th́eorie du contr̂ole [1,23,43,46].

Nos travaux s’inscrivent ainsi dans l’étude des conditions d’optimalité, avec
par exemple les principes du maximum d’ordre supérieur [25, 45] ou l’analyse de
formes quadratiques [3,58,63]. Suite aux nombreusesétudes effectúees sur le trans-
fert orbital, nous avons choisi de nous attacherà une configuration particulière : le
transfert ditmono-entŕee. Dans une telle configuration, la poussée est uniquement
dirigée selon la vitesse instantanée du satellite. De manière ǵeńerale, l’́etude d’un
syst̀eme de contr̂ole mono-entŕee requiert une attention particulière ainsi que le
montrent leśetudes de Hector SUSSMANN dans le plan [65, 66] puis leśetudes
réaliśees en dimension trois [2, 10, 60]. En effet, les contrôles optimaux peuvent
être “ bang-bang ” et il faut alors formuler d’autres résultats et d’autres conditions
(cf. [2, 61] dansR3 et [4, 59, 64] dans le cas géńeral). Notons que le problème de
transfert orbital est, comme nous le verrons plus tard, un problème en dimension
quatre au moins.
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Organisation du rapport

Ce rapport est diviśe en trois parties :

1. La premìere partie intituĺee Modèle et conditions d’optimalité contient
trois chapitres :
– leChapitre 1 présente le problème de transfert orbital dans son ensemble ;
– le Chapitre 2 rappelle et d́eveloppe les conditions d’optimalité au pre-

mier et au second ordre dans le cadre géńeral d’un probl̀eme de contr̂ole
quelconque ;

– le Chapitre 3 revient sur le probl̀eme de transfert orbital vu comme pro-
blème de contr̂ole optimal et applique les résultats du chapitre préćedent.

2. La seconde partie intituléeMoyennation développe la technique de moyen-
nation (introduite pour le cas particulier du transfert orbital dans [37]) et
contient deux chapitres :
– leChapitre 4 présente le problème de minimisation de l’énergie du trans-

fert orbital qui sera plonǵe dans un contexte sous-Riemannien [22], géńe-
ralisation du cadre Riemannien ;

– leChapitre 5 présente les simulations numériques ŕealiśees.

3. La troisìeme et dernìere partie intituĺee Homotopies lissesdéveloppe les
régularisations du problème mono-entŕee par l’outil homotopique [5] et con-
tient deux chapitres :
– le Chapitre 6 présente les processus régularisants utiliśes et analyse leur

pertinence ;
– leChapitre 7 utilise les processus introduits dans le chapitre préćedent et

étudie les ŕesultats obtenus.

Enfin, l’Annexe A présente une ḿethode constructive de géńeration de transferts
sous-optimaux̀a partir de [31].

Contributions

Le transfert mono-entrée est un problème nouveau et n’avait pas encoreét́e
étudíe auparavant. Ce problème est líe à l’étude de la contrainte de cône [41] dont
il est le cas limite. Le transfert mono-entrée est physiquement intéressant̀a de
nombreux titres. La ŕeduction des degrés de libert́e de la pousśee n’affecte en rien
les propríet́es de contr̂olabilité du transfert et les résultats obtenus montrent que
l’on observe une faible d́egradation du temps de transfert par rapport au transfert
coplanaire bi-entŕees.

Le contr̂ole optimal est discontinu ou “ bang-bang ”, ce qui constitue une
diff érence majeure avec lesétudes pŕećedentes sur le temps minimal sans contrainte
sur la direction de pousśee. Cela nous am̀ene à consid́erer des approximations
lisses du transfert mono-entrée. Une approximation Riemannienne est obtenue en
consid́erant le transfert moyenné avec minimisation de l’énergie (i.e. norme L2 du
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contr̂ole) òu la contrainte sur le contrôle est relax́ee. Nous connectonśegalement
le transfert mono-entrée avec des transferts bi-entrées connus : la contrainte de
contr̂ole reste, mais les contrôles obtenus dans de tels cas sont lisses.

Pour chacune de ces approximations, une analyse fine de l’optimalité est ŕeali-
sée. L’étude de la ḿetrique Riemannienne du transfert moyenné est faite et met
en évidence le caractère plat des transferts vers les orbites circulaires (dont les
orbites ǵeostationnaires sont des exemples) : dans des coordonnées adaptées, les
trajectoires minimisantes sont desdroites. On étudieégalement les conditions du
deuxìeme ordre de type point conjugué sur les homotopies lisses.

Collaborations et financements

Ce travail aét́e ŕealiśe dans l’́equipeAlgorithmes Parall̀eles et Optimisation
de l’ENSEEIHT-IRIT (IRIT : Institut de Recherche en Informatique de Toulouse,
UMR CNRS 5505) et finanće par une allocation de recherche du Ministère de
l’ Éducation, de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche.

Ce travail aét́e effectúe en partie dans le cadre d’un contrat avec le Centre
National d’Études Spatiales (contrat02/CNES/0257/00 ) et dans le cadre du
réseau d’excellence HYCON1 (contratFP6-IST-511368 ).

Dans le cadre du programme européenControl Training Site(action Marie-
Curie,www.mc-cts.org ), j’ai béńeficié de trois mois (novembre 2004, décem-
bre 2004 et janvier 2005) de formationà la Scuola Internazionale Superiore di
Studi Avanzatide Trieste en Italie. Toujours dans le cadre du programmeCTS, j’ai
également b́eńeficié d’une formation intensive d’une semaine en contrôle optimal
non-linéaireà l’École Nationale des Ponts et Chausséesà Paris en f́evrier 2005.

1pour HYbrid CONtrol, www.ist-hycon.org
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Contributionà l’ étude du contr̂ole optimal des transferts orbitaux mono-entrée



Première partie
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Chapitre 1

Le probl ème de transfert orbital

1.1 Modèle

Soit (I , J, K) un rep̀ere Galiĺeen dont l’origineO est le centre de la Terre et
(I , J) est le plańequatorial. Le satellite est assimilé à un point mat́eriel de masse
variablem(t) dont la position est notéeq= (q1, q2, q3). La notationF(t) désigne la
pousśee dont l’amplitude est bornée,‖F(t)‖ ≤ Fmax, et on suppose que la direction
de pousśee est laisśee libre. Siµ est la constante de gravitation terrestre, le système
s’écrit :

q̈ =−µ
q
‖q‖3

+
F
m

, (1.1)

ṁ=−F
ve

, (1.2)

où ve est la vitesse d’éjection des gaz. Le modèle donńe par le syst̀eme d’́equations
(1.1) est un système de KEPLERcontr̂olé. Pour l’́etude ǵeoḿetrique du probl̀eme,
on ńeglige la variation de masse (1.2) et le modèle est dit̀a masse constante. Dans
le cadre de la poussée faible, l’action du contrôleF/mest petite devant le terme de
gravitation−µ q/‖q‖3. En ńegligeant la variation de masse, on obtient un système
de la forme :

ẋ(t) = F0(x(t))+ ε

3

∑
i=1

ui(t)Fi(x(t))

où x = (q, q̇) est l’état,ε est un petit param̀etre et lesui(t) sont les trois com-
posantes du contrôle u(t) repŕesentant la d́ecomposition de la poussée selon les
directionsFi = ∂/∂ q̇i , i = 1, 2, 3 et‖u‖ ≤ 1.

1.2 Problèmes de transfert orbital

Le probl̀eme pratique du cahier des charges duCNESest de transf́erer le syst̀eme
d’une orbite basse et fortement elliptiqueà l’orbite ǵeostationnaire. En poussée
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faible, le temps de transfert est long et on observe une déformation lente des pa-
ramètres orbitaux d́ecrivant les ellipses osculatrices.
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FIG. 1.1 – Orbites initiales et finales du transfert vers une orbite géostationnaire

La pousśee est continue, mais de faible amplitude et doncε est un petit pa-
ramètre d’òu l’id ée introduite dans [38] d’utiliser destechniques de moyennation.

1.3 Les deux probl̀emes physiques

Les deux crit̀eres physiques de coût sont :

Temps minimal Min
u(·)

∫ T

0
1dt où T est libre.

Maximisation de la masse finale Min
u(·)

∫ T

0
‖u(t)‖dt où T est fix́e.

Dans le second cas, une approximation peut consisterà remplacer la norme L1
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du contr̂ole par la norme L2 :

Min
u(·)

∫ T

0
‖u(t)‖2dt

et à relaxer le contr̂ole ‖u‖ ≤ 1 en choissisant a posteriori un temps de trans-
fert T suffisamment grand pour que le contrôle optimal v́erifie naturellement la
contrainte. On a donc unproblème de minimisation de l’énergie, pour un syst̀eme
non linéaire.

Le lien avec la ḿethode de continuation se faità deux niveaux. On peut com-
mencer par effectuer unecontinuation sur le param̀etre de pousśeeε [26] car pour
une pousśee forte, la loi optimale est plus simple. Puis pour une valeur deε donńee,
on ŕealise une homotopie du critère L2 au crit̀ere L1 [40–42, 50], par exemple se-
lon :

Min
u(·)

∫ T

0

{
(1−λ )‖u(t)‖2 +λ‖u(t)‖

}
dt.
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16 Première partie. Modèle et conditions d’optimalité
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Chapitre 2

Les conditions ńecessaires
d’optimalit é via le principe du
maximum

2.1 Méthode indirecte

Dans un contexte ǵeoḿetrique, le probl̀eme de contr̂ole optimal est analysé
par la ḿethode dite indirecte : on utilise les conditions nécessaires du principe du
maximum [32,48,56] pour sélectionner les trajectoires optimales parmi une famille
de trajectoiresextŕemales, solutions d’un système Hamiltonien.

2.1.1 Formulation du principe du maximum

On consid̀ere un syst̀eme suppośe lisse1de la forme :

ẋ(t) = f (x(t), u(t))

avecx∈ Rn et u(t) ∈U domaine de contrôle ainsi qu’un crit̀ereà minimiser de la
forme :

Min
u(·)

∫ T

0
f 0(x(t), u(t))dt

et des conditions aux limitesx(0) ∈M0, x(T) ∈M1 où M0 est la varíet́e des condi-
tions initiales etM1 est la varíet́e cible.

On introduit lepseudo-Hamiltonien:

H(x, p, u) = 〈p, f (x, u)〉+ p0 f 0(x, u)

où p ∈ Rn est levecteur adjointet p0 une constante ńegative qui est la variable
duale du côut. Si (x(·), u(·)) est optimal sur[0, T], il existe(p(·), p0) 6= 0 tel que

1lisse au sensC ∞
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18 Première partie. Modèle et conditions d’optimalité

les équations (2.1-2.2) et laconditiondite de maximisation(2.3) soient v́erifiées
presque partout sur[0, T] :

ẋ(t) =
∂H
∂ p

(x(t), p(t), u(t)) (2.1)

ṗ(t) =−∂H
∂x

(x(t), p(t), u(t)) (2.2)

H(x(t), p(t), u(t)) = Max
v∈U

H(x(t), p(t), v) (2.3)

De plusM(x(t), p(t)) = Maxv∈U H(x(t), p(t), v) est constant et cette constante est
nulle si le temps de transfert est libre.

Enfin le syst̀eme v́erifie lesconditions de transversalité : à l’instant initial,
p(0) est perpendiculairèa l’espace tangent deM0 enx(0) et à l’instant final,p(T)
est perpendiculairèa l’espace tangent deM1 enx(T).

Définition 2.1 (Extrémale). On appelle extŕemale (respectivement BC-extrémale)
un triplet (x(·), p(·), u(·)) solution deśequations pŕećedentes (respectivement des
équations pŕećedentes et des conditions de transversalité).

2.1.2 Mise en œuvre pratique : la ḿethode de tir

Le calcul de la loi optimale en utilisant le principe du maximum est fondé sur
le principe suivant :

Étape 1 En un point(x(t), p(t)) de la trajectoire, on calcule le contrôle avec la
condition de maximisation. Ce contrôle s’exprime comme un feedback dynamique
(fonction en ǵeńeral multi-valúee)u(t) = û(x(t), p(t)).

Étape 2 Dans le cas òu la condition de maximisation conduità un contr̂ole unique
û(x, p), on d́efinit unvrai Hamiltonien Ĥ(x, p) = H(x, p, û(x, p)) qui définit par
intégration les trajectoires optimales. On applique une méthode de tir, pour calculer
le vecteur adjoint initialp0 = p(0), qui doit v́erifier les conditions de transversa-
lit é. Pour le calcul dep0, on doit donc ŕesoudre unéequation de tir(non linéaire)
S(p0) = 0. Le probl̀eme est bien posé car le nombre d’équations de tir cöıncide
avec le nombre d’inconnues.

2.1.3 Lien avec la ḿethode de continuation

Si l’on veut converger vers la solution, la résolution de l’́equation par une
méthode de type NEWTON nécessite d’avoir unebonne approximation du vec-
teur p(0) initial . Pratiquement, on effectue souvent le calcul en immergeant le
probl̀eme dans une famille de problèmesà un param̀etre λ où l’ équation de tir
s’écrit Sλ (p0) = 0, par exempleλ = ε, module de la poussée, ou en prenant un
coût

∫ T
0 {(1−λ )‖u(t)‖2 +λ‖u(t)‖}dt, λ ∈ [0, 1] pour le transfert orbital.
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Chapitre 2. Les conditions ńecessaires d’optimalit́e 19

2.2 Application du principe du maximum : calcul des ex-
tr émales en transfert orbital

2.2.1 Temps minimal

Afin de simplifier les calculs, on suppose que la masse est constante. Le système
est de la forme :

ẋ(t) = F0(x(t))+
m

∑
i=1

ui(t)Fi(x(t))

et ∑m
i=1u2

i ≤ 1. On notePi les HamiltoniensPi(x, p) = 〈p,Fi(x)〉 et le pseudo-
Hamiltonien est :

H(x, p, u) = P0(x, p)+
m

∑
i=1

uiPi(x, p)+ p0 ·1

avec‖u‖ ≤ 1. On noteΣ la surface de commutation définie par :

Σ = {(x, p) |∀ i ∈ J1, mK, Pi(x, p) = 0}.

En dehors deΣ, la condition de maximisation donne clairement :

∀ i ∈ J1, mK, ûi(x, p) =
Pi√
m

∑
i=1

P2
i

et les trajectoires extrémales associées sont des solutions du système Hamiltonien
défini par le HamiltonienĤ où :

Ĥ(x, p) = P0 +

√
m

∑
i=1

P2
i .

est le Hamiltonien ŕeduit propre au temps minimal.
Ces extŕemales sont donc lisses. Pour avoir toutes les extrémales, il faut aussi

étudier celles contenues dansΣ et les jonctions possibles entre les trajectoires deĤ
en passant parΣ.

On utilise ici le principe du maximum pour réaliser lastratification des trajec-
toires extŕemales.

2.2.2 Minimisation de l’énergie

On suppose ici que la masse est constante. Le pseudo-Hamiltonien associé est :

H(x, p, u) = P0 +
m

∑
i=1

uiPi + p0
m

∑
i=1

u2
i .

On a deux cas :

Contributionà l’ étude du contr̂ole optimal des transferts orbitaux mono-entrée



20 Première partie. Modèle et conditions d’optimalité

– le casnormaloù p0 < 0 et par homoǵeńeité, on peut utiliser la normalisation
p0 =−1/2 ;

– le casanormaloù p0 = 0.
Dans le cas normal, la condition de maximisation deH en u avecu ∈ U = Rm

donne∂H/∂u = 0, et∂H/∂ui = 0 impliqueui = Pi . On obtient donc dans ce cas
le vrai Hamiltonien :

Ĥ(x, p) = P0 +
1
2

m

∑
i=1

P2
i . (2.4)

2.2.3 Cas de maximisation de la masse

Remarque2.1. Bien que le principe du maximum soit formulé page 17 pour un
syst̀eme lisse, seule la continuité par rapport au contrôle est effectivement requise,
ce qui est le cas ici.

Dans ce cas, il faut prendre en compte l’équation de la variation de la masse
(1.2) page 13 et la condition de maximisation est plus complexe et conduità une po-
litique de contr̂ole dont la caractéristique est d’avoir une concaténation de contr̂oles
où la pousśee est maximaleou nulle, ceci donnant donc, m̂eme ǵeńeriquement,
un contrôle optimal discontinu, ce qui affecte nuḿeriquement la ḿethode de tir.
Les calculs sont extraits de [41] et sont les suivants. Le système est d́ecompośe en :

q̇ = v

v̇ =−µ
q
‖q‖3

+u
ε

m
, ‖u‖ ≤ 1

ṁ=−βε‖u‖

et le crit̀ere estf0 =
∫ T

0 ‖u(t)‖dt. Le Hamiltonien se d́ecompose en :

H = p0‖u‖−βε‖u‖pm+vpq +
ε

m
〈u, pv〉−

µ

‖q‖3
〈q, pv〉.

Consid́erons le cas normal où p0 6= 0. En renormalisantp0 = −1, on doit donc
calculer pour‖u‖ ≤ 1 le maximum de la fonction−‖u‖−βε‖u‖pm+ ε〈u, pv〉/m.

Regardons pour simplifier le cas scalaire avecpv 6= 0. On a donc̀a maximiser
une fonction du typef (u) = −|u|+ au où on peut supposera > 0. L’examen du
graphe (voir FIG. 2.1) montre que sia−1 > 0, le maximum est atteint pouru = 1
et sia−1 < 0, le maximum est atteint pouru = 0.

Dans le cas ǵeńeral, on poseχ =−1−βε pm+ ε‖pv‖/m et on a :
– si χ > 0, le maximum est atteint pouru = pv/‖pv‖, la pousśeeétantmaxi-

male;
– si χ < 0, le maximum est atteint pouru = 0 et c’est donc une pousséenulle.

2.2.3.1 Preuve heuristique du principe du maximum dePONTRYAGIN

Pour comprendre le principe du maximum, on peut esquisser la preuve dans le
cas suivant ditfaible.
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−1 1

u

f (u)

(a)a−1 < 0

−1 1

u

f (u)

(b) a−1 > 0

FIG. 2.1 – Graphe de la fonctionu 7→ −|u|+ausur[−1, 1]

Hypothèse.Le domaine de commande U est tel que si u(·) est un contr̂ole alors
u(·)+δu(·) est admissible, òu la variationδu(·) est petite dansL∞([0, T], Rm).

C’est le cas en transfert orbital où U = R3 pour le probl̀eme de minimisation
de l’énergie et pour le problème de minimisation du temps où u∈U = S2 (on passe
en coordonńees locales).

Esquisse de la preuve.On consid̀ere :

ẋ = f (x, u), u∈U , Min
∫ T

0
f 0(x(t), u(t))dt

On introduit le syst̀eme augmenté dont l’́etat est ˆx = (x, x0) avec ẋ0 = f 0(x, u)
et x0(0) = 0 que l’on écrit ˙̂x = f̂ (x̂, u) et l’ensemble des contrôles admissibles
U est l’ensemble des applications mesurables bornéesà valeurs dansU . On note
x̂(t, x̂0, u) la réponse et

ˆA (x̂0, T) =
⋃

u(·)∈U
x̂(T, x̂0, u)

l’ensemble deśetats accessibles̀a temps Tdu syst̀eme augmenté.
Si la trajectoirex(·) est optimale, alors le point ˆx(T) final du syst̀eme aug-

ment́e appartient̀a la frontìere de ˆA (x̂(0), T). Fixonsx̂(0) = x̂0 etT et introduisons
l’application extŕemit́e du syst̀eme augmenté, Ê : u(·) 7→ x̂(T, x̂0, u), de sorte que
Ê(U ) soit exactement ˆA (x̂(0), T). Dans le cas òu f̂ est lisse, d’apr̀es le th́eor̀eme
de l’application ouverte,̂E est d́erivable. De plus si la trajectoire associéeàu(·) est
optimale, alors elle est extrémale dans le sens rangÊ′u < n+1 et Ê′ est la d́erivée
de FRÉCHET calcuĺee pour la norme du sup.

Le calcul de la deriv́ee s’effectue comme suit. Pour alléger les notations, on
remplacera ˆx par x (on noteran la dimension dex) et f̂ par f . Ainsi x(·) est la
réponsèau(·) et on notex(·)+δx(·) la réponsèau(·)+δu(·) :

ẋ+ δ̇x = f (x+δx, u+δu).
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En identifiant les termes jusqu’au premier ordre, on obtient :

ẋ = f (x, u),

δ̇x =
∂ f
∂x

(x, u)δx+
∂ f
∂u

(x, u)δu,

où la secondéequation estl’ équation aux variationsdu syst̀eme contr̂olé. On a
δx(0) = 0 carx(0) = (x+δx)(0) = x0 et la solution s’́ecrit ent = T :

δx(T) = Φ(T)
∫ T

0
Φ(s)−1B(s)δu(·)ds

où Φ est la solution de l’́equationΦ̇(t) = A(t)Φ(t) telle queΦ(0) = Id et :

A(t) =
∂ f
∂x

(x(t), u(t)), B(t) =
∂ f
∂u

(x(t), u(t)).

Dans le cas extrémal, on a dim{Φ(T)
∫ T

0 Φ(s)−1B(s)δu(·)ds} < n et il existe
un vecteur (ligne)non nul p∈ (Rn)∗ orthogonal̀a l’image deE′u i.e. :

pΦ(T)
∫ T

0
Φ(s)−1B(s)δu(·)ds= 0

ce quiéquivautà :

pΦ(T)Φ(s)−1B(s) = 0 presque partout.

On introduit la fonction vectorielle (ligne)p : t 7→ p(t) = pΦ(T)Φ(t)−1. En no-
tantH(x, p, u) = 〈p, f (x, u)〉, on obtient le principe du maximum dans sa version
faible :

ẋ(t) = f (x(t), u(t)) =
∂H
∂ p

(x(t), p(t), u(t))

ṗ(t) =−p(t)A(t) =−∂H
∂x

(x(t), p(t), u(t))

0 = p(t)B(t) =
∂H
∂u

(x(t), p(t), u(t)).

Remarque2.2. On obtient ici l’interpŕetation ǵeoḿetrique dep(t). En notantE′u|[0, t]

la dérivée òu u est restreint̀a [0, t] avect ≤ T, le vecteurp(t) est orthogonal̀a
l’image de cette d́erivée (voir FIG. 2.2).
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x(0)

x(t)

A (x(0), t) = E|[0, t](U )

ImE′u|[0, t]

p(t)

FIG. 2.2 – Caract́erisation ǵeoḿetrique dep(t).

2.3 Conditions du second ordre.́Equation de JACOBI

On peut observer que m̂eme dans le cas où le domaine de commandeU est ou-
vert, la condition de maximisation deH conduità∂H/∂u = 0 de la version faible,
mais de plus on obtient une condition du second ordre qui est lacondition deLE-
GENDRE : ∂ 2H/∂u2≤ 0. Cette condition est en géńeral insuffisante pour conclure
sur l’optimalit́e, lorsque le temps de transfertT est grand. On doit alors comme
dans le calcul des variations classiques introduire un concept depoint conjugúe.
C’est une notion qui s’introduit avec lavariation seconde de l’application extrêmit́e
mais qui a aussi uneinterprétation ǵeoḿetrique en utilisant le flot extrémal. Pour
simplifier la pŕesentation, on se limite ici au problème dutemps minimal, avec des
hypoth̀eses restrictives (l’extrémale de ŕeférencéetant injective).

2.3.1 Hypoth̀eses

On consid̀ere un syst̀eme lisse deRn : ẋ = f (x, u), u∈U et on suppose que le
domaine de commandeU est ouvert.

D’après l’analyse faite plus haut, dans le cas du temps minimal, siA(x0, T)
est l’ensemble deśetats accessibles en tempsT du syst̀eme, une trajectoiret 7→
(x(t), u(t)), t ∈ [0, T] minimale en temps est telle que pour 0< t ≤ T, x(t) appar-
tient à la frontìere deA(x0, t). De plus,u|[t0, t1] est une singularité de l’application
extr̂emit́e avec 0< t0 < t1 ≤ T calcuĺee avecx0 = x(t0) à l’instantt1− t0. On note
k(t0, t1) la codimension de la singularité. La premìere hypoth̀ese est :

Hypothèse 2.1.Le probl̀eme estfortement ŕegulier, c’est-̀a-dire que k(t0, t1) = 1
pour0 < t0 < t1≤ T.

La seconde hypoth̀ese consistèa renforcer la condition de LEGENDRE:
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Hypothèse 2.2.Avec H(x, p, u) = p0 ·1+〈p, f (x, u)〉, la condition de LEGENDRE

forte le long de(x(·), u(·)) est v́erifiée :

∂
2H/∂u2 < 0.

On peut alors ŕesoudre∂H/∂u= 0 avec le th́eor̀eme des fonctions implicites et
calculer localement un contrôle extŕemal comme un feedback dynamique ˆu(x, p)
et on noteĤ(x, p) = H(x, p, û(x, p)). Cette ŕesolution est locale et on doit aussi
imposer que ˆu est unmaximum global deH.

Hypothèse 2.3.On est dans le cas normal,i.e. p0 6= 0.

2.3.2 D́efinitions

Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, on introduit la définition suivante :

Définition 2.2 (Dérivée seconde intrins̀eque). Soit Ex0, t est l’application extre-
mité à l’instant0 < t ≤ T. On appelle E′′t la dérivée seconde intrinsèquela restric-
tion de la variation seconde au noyau de E′x0, t(u) (où u est le contr̂ole extŕemal de
réf́erence) et projet́ee sur{ImE′x0, t(u)}⊥.

Son calcul explicite est aisé avec l’́evaluation de la variation seconde et
{ImE′x0, t(u)}⊥ est un espace vectoriel de dimension un donné parRp(t) d’apr̀es
l’interprétation ǵeoḿetrique du vecteur adjoint (Remarque 2.2 page 22). On peut
donner une première d́efinition de la notion de point conjugué.

Définition 2.3 (Point conjugúe). On appelletemps conjugúe le long de l’extŕemale
de ŕef́erence un instant0 < tc ≤ T où la dérivée seconde intrinsèque, vue en tant
que forme quadratique, admet une valeur propre nulle. Le point x(tc) s’appelle un
point conjugúe à x0 = x(0).

On pŕesente maintenant la caractérisation ǵeoḿetrique.

Définition 2.4 (Point conjugúe ǵeométrique). Soit H(x, p) un Hamiltonienlisse
et z(·) = (x(·), p(·)) une trajectoire de

−→
H définie sur[0, T]. On appelleéquation

de JACOBI le long de z(·) l’ équation aux variations

δ̇z(t) = d
−→
H (z(t)) ·δz(t).

Un champ de JACOBI est une solution non-triviale J(·) de cettéequation. En
notant J(·) = (δx(·), δ p(·)), on dit que J est vertical̀a l’instant t siδx(t) = 0.

Le temps tc et le point correspondant x(tc) sont ditsgéoḿetriquement conjugúes
à0et x(0) respectivement s’il existe un champ deJACOBI vertical aux instants t= 0
et t = tc.
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p

xx(0) x(tc)

p(0) ∈P

expx(0)(P, 0)

expx(0)(P, ti)

expx(0)(P, tc)

champ central

y

x(0)

x(tc)

champ central

FIG. 2.3 – Point conjugúe et champ central

Définition 2.5 (Application exponentielle).Soit H(x, p) un Hamiltonien lisse. On
noteexpx0

: (p, t) 7→ x(t, x0, p0) l’application exponentielledéfinie sur un ouvert

de T∗x0
X×R où z(t, x0, p0) = (x(t, x0, p0), p(t, x0, p0)) est la trajectoire de

−→
H de

condition initiale(x0, p0). Son image s’appelle unchamp central(voir FIG. 2.3).

On adopte la convention suivante. Le Hamiltonien du temps minimal qui s’écrit
H(x, p, u) = 〈p, f (x,u)〉+ p0 est identiquement nul car le temps de transfert est
libre. Avec nos hypoth̀eses on peut choisirp0 = −1 et le vecteurp est donc nor-
maliśe par la condition〈p, f (x,u)〉 = 1, ce qui restreint, pour tout tempst, le do-
maine de expx0

(·, t) et les variationsδ p(0) à une hypersurface deRn\{0}. Les trois
concepts pŕecit́es sont alors reliés via le ŕesultat suivant :

Proposition 2.6. Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, la trajectoire x(t) estC 0-opti-
male sur[0, T] si une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) Il n’existe pas de point conjugué sur[0, T].
(ii) Il n’existe pas de point conjugúe ǵeoḿetrique sur[0, T].
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(iii) L’application expx0 est une immersion.
De plus, si t> t1c où t1c est le premier temps conjugué, la trajectoire x(·) n’est pas
minimale en temps pour la topologieL∞ sur l’espace des contrôles.

La justification de ce ŕesultat technique se trouve dans [20]. Nous présentons
ici l’algorithme pour calculer les points conjugués.

2.3.3 Algorithme

On choisit une base(ei)i de l’espace de dimensionn−1 des champs verticaux
en x0. Soit Ji(·) = (δxi(·), δ pi(·)) les champs de JACOBI assocíesà δ pi(0) = ei .
En dehors d’un point conjugué, le rang de(δx1(t), . . . , δxn−1(t)) estn− 1 et en
un point conjugúe, il est inf́erieur ouégalà n−2 : ce qui permet en particulier de
calculer lepremier point conjugúe le long de notre extrémale de ŕeférence.

2.3.4 Champ central et fonction de tir

Un point important est que, sous les hypothèses pŕećedentes, en immergeant
la trajectoire extŕemale de ŕeférence dans un champ central issu dex0, on obtient
l’optimalité au sensC 0, mais aussi un estiḿe du tubeT où cette optimalit́e est
vraie. Sur ce domaine, l’équation de tirS(p0) = x1 admet une solution unique,
calcuĺee avec le th́eor̀eme des fonctions implicites car le rang deSest maximum et
le vecteur adjoint initialp(0) est une fonction lisse dex1.
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Chapitre 3

Transfert orbital : pr éliminaires
géométriques

On va pŕesenter leśeléments fondamentaux du système d́ecrivant le transfert
orbital en pousśee faible.

3.1 Équation de KEPLERet coordonńees orbitales

Le syst̀eme libre est d́ecrit par l’́equation

q̈ =−µ
q
‖q‖3

et poss̀ede trois int́egrales premières classiques :
– le moment cińetiquec = q∧ q̇ ;

– l’int égrale de LAPLACE L =−µ
q
‖q‖

+ q̇∧c ;

– l’ énergieH(q, q̇) =
1
2

q̇2− µ

‖q‖
.

On d́efinit levecteur excentricit́e−→e par la relationL = µ
−→e .

Proposition 3.1 (Propriétés du syst̀eme).
(i) On a 〈L ,c〉= 0. Si c 6= 0, L est contenu dans le plan du mouvement.
(ii) On a L2 = µ2 +2Hc2.
(iii) Le cas c= 0 correspond̀a une collision. Si c6= 0 :

– soit L= 0 et le mouvement est circulaire uniforme ;
– soit L 6= 0 et H < 0, la trajectoire est une ellipse donnée par :

|q|= c2

µ +‖L‖cos(θ −θ0)
,

avecθ0 argument du ṕerigée.
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On introduit ledomaine elliptiqueΣe défini parc 6= 0 etH < 0. En fixant(c, L)
on obtient une unique orbite orientée. On a donc un système de coordonńees pour
repŕesenter les ellipses en utilisant(c, L). En utilisant l’angle polaire, on repère le
point sur l’ellipse.

En pousśee faible, on a donc :
– les coordonńees(c, L) qui décrivent les param̀etres de l’ellipse et quivont

évoluer lentement;
– la variable angulaire qui représente lavariable rapide.

Paramètres orbitaux On a une repŕesentation plus d́etaillée [68] en introduisant
(voir FIG. 3.1) :

– l’inclinaison i du plan orbital par rapport au planéquatorial ;
– l’angleΩ entreI (premier axe du rep̀ere Galiĺeen ǵeocentrique,cf. page 13)

et le nœud ascendant ;
– la longitudel qui est l’angle entre le nœud ascendant etq position du satel-

lite ;
– l’anomalie vraiev qui est l’angle entre−→e etq (not́ew dans la figure) ;
– l’angleω entre la ligne des nœuds et−→e .

L’ellipse est caract́eriśee ǵeoḿetriquement par :
– le demi-grand axea ;
– son excentricit́ee.

Z

Y
X

satellite

plan équatorial

orbite

périgée

v

Ω
ω

i

FIG. 3.1 –Élements orbitaux

Le syst̀eme de coordonńees est singulier dans deux cas :
– le mouvement est dans le planéquatorial(I , J) : le transfert est ditcoplanaire

et i = 0 ;
– le mouvement est circulaire :e= 0.

Dans tous les cas, on peut s’affranchir de ces singularités :
– dans le casi = 0, on introduit levecteur inclinaison h= (hx, hy) défini par :

hx = tan

(
i
2

)
cosΩ, hy = tan

(
i
2

)
sinΩ
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– dans le case= 0, on introduit levecteur excentricit́e−→e = (ex, ey) défini par :

ex = ecos(ω +Ω), ey = esin(ω +Ω)

3.2 Le problème de contr̂ole

En dehors d’une collision òu c = q∧ q̇ = 0, on peut d́ecomposer la poussée
dans un rep̀ere mobile, des choix standardsétant le rep̀ere tangentiel-normalou
le rep̀ereradial-orthoradial. Dans le premier cas, ońecrit F = utFt +unFn +ucFc

avec (voir FIG. 3.2) :

– la direction tangentielleFt =
q̇
‖q̇‖

∂

∂ q̇
;

– la direction normaleFn = Fc∧Ft dans le plan osculateur ;

– la direction hors-planFc =
q∧ q̇
‖q∧ q̇‖

, c’est-̀a-dire perpendiculaire au plan os-

culateur.

q

Ft

Fn

Fc

FIG. 3.2 – Rep̀ere tangentiel-normal

Le rep̀ere (Fn, Ft , Fc) est orthonorḿe direct et la contrainte sur le module de la
pousśee se traduit par(u2

t + u2
n + u2

c)
1/2 ≤ Fmax. La construction du rep̀ere radial-

orthoradial est similaire avecFr = (q/‖q‖)∂/∂q orient́e selon le rayon vecteur
(O, q) (voir FIG. 3.3).

Cas coplanaire Le cas coplanaire (ou 2D) est le cas où la composanteuc est
nulle et le satellite est astreint au plan osculateur fixe(q, q̇). On a donc un système
dansR4 avecx = (q, q̇) ∈ R2×R2 et on peut identifier le plan au planéquatorial
(I , J). La longitudel devient l’angle polaire, mesuré par rapport̀a I .

En choisissant des coordonnées orbitales et une décomposition du contrôle
dans le rep̀ere tangentiel-normal ou radial-orthoradial, on obtient aisément leśequa-
tions du syst̀eme. Nouśetudierons plus particulièrement l’action du contrôle li-
mitéeà la direction tangentielleF = utFt +unFn avecun = 0, qui correspond au cas
mono-entŕee. Dans ce cas, en utilisant le mouvement moyenn=

√
µ/a3 au lieu du
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O

q

For
Fr

Fc

FIG. 3.3 – Rep̀ere radial-orthoradial

demi-grand axea, leséquations prennent la forme suivante [19,37] :

ṅ =−3n2/3

µ1/3

√
1+2ecosv+e2

1−e2 ut ,

ė=
2(e+cosv)

(µn)1/3

√
1−e2

1+2ecosv+e2ut ,

ω̇ =
2sinv

(µn)1/3e

√
1−e2

1+2ecosv+e2ut ,

l̇ =
n(1+ecosv)2

(1−e2)3/2
.

où v= l−ω est la longitude vraie. La singularitée= 1 correspond aux trajectoires
paraboliques, qui forment le bord du domaine elliptiqueΣe. La singularit́e e= 0
est líee au choix des coordonnées et correspond aux trajectoires circulaires.

3.2.1 Forme ǵenérale du syst̀eme

Le syst̀eme associé au transfert orbital est de la forme :

ẋ = uF(x, l),
l̇ = g0(x, l),

où u = ut , x = (n, e, ω) ∈ X et l’angle l∈ S1.
Dans le domaine elliptique, la vitesse angulaireg0 ne s’annule pas et on peut

paraḿetrer les courbes par lalongitude cumuĺee:

dx
dl

= u
F(x, l)
g0(x, l)

, x∈ X
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où F et g0 sont des fonctions lisses et 2π-périodiques. De façon plus géńerale,
par exemple siun 6= 0, le syst̀eme prend la forme d’un système multi-entŕees 2π-
périodiques de la forme :

dx
dl

=
m

∑
i=1

uiGi(x, l), (x, l) ∈ X×S1.

3.2.2 Le probl̀eme de contr̂olabilit é

Avant d’analyser le problème optimal, on peut́etudier le probl̀eme de contr̂ola-
bilit é du syst̀eme restreint au domaine elliptiqueΣe où toutes les trajectoires du
syst̀eme libre (i.e.sans intervention de la commande) sont périodiques. Reprenons
l’ étude du cas mono-entrée òu le contr̂ole est uniquement orienté selonFt : on a
donc un syst̀eme de la forme ˙x = F0(x)+utFt(x), |ut | ≤ Fmax.

Si F et G sont deux champs de vecteurs lisses, on définit le crochet de LIE
[F ,G](x) = ∂F

∂x (x)G(x)− ∂G
∂x (x)F(x). Pourétudier la contr̂olabilité du syst̀eme, on

peut supposer que le contrôle est constant par morceaux et prend les valeurs−Fmax

ou Fmax : de tels contr̂oles sont ditsbang-bang. Par un ŕesultat classique [43],
comme les trajectoires deF0 sont toutes ṕeriodiques etF0 et Ft sont analytiques
surΣe, on a le ŕesultat suivant.

Proposition 3.2 (Caract́erisation de la contrôlabilit é). Le syst̀eme est contr̂olable
avec des contr̂oles constants par morceaux̀a valeurs dans{−Fmax, Fmax} si et
seulement si la dimension de l’algèbre deL IE engendŕee par{F0, Ft} est de di-
mension quatre.

Remarque. Rappelons que nous nous plaçons dans un cadre strictement Képlerien.
Si l’on prend en compte les phénom̀enes perturbateurs comme l’influence de l’apla-
tissement des pôles terrestres (terme en “ J2 ”) ou encore l’influence de la Lune
ou du Soleil, alors ces perturbations introduisent un décalage de l’inclinaison de
l’orbite. Lors d’une absence de composante hors-plan de la poussée (uc) comme
c’est le cas pour les transferts bi-entrée coplanaire et mono-entrée, il est alors
impossible de corriger le d́ecalage d’inclinaison et la propriét́e de contr̂olabilité
n’est plus valable.

Par un calcul simple, on montre que la condition est vérifiée. Plus pŕeciśement,
les champsF0, Ft , [F0 ,Ft ] et [F0 , [F0 ,Ft ]] sont ind́ependants et forment un repère,
en tout pointx du domaine elliptique.

Géoḿetriquement, cela signifie que l’on peut joindre deux points quelconques
du domaine elliptique avec une concaténation d’arcs issus des deux champsF0 +
utFt où ut =±Fmax parcourus en des temps positifs ; ce qui assure a fortiori la pos-
sibilité de ŕealiser le transfert d’orbite où l’on ne contr̂ole pas la longitude finale.
Ce ŕesultat sugg̀ere donc unéetude ǵeoḿetrique non triviale int́eressante physique-
ment, car en appliquantut = −Fmax qui s’opposèa la vitesse on dissipe l’énergie
du syst̀eme, au contraire du contrôleut = +Fmax.
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32 Première partie. Modèle et conditions d’optimalité

Remarque3.1. Ce ŕesultat et son application sont géńeraux mais ne sont pas cons-
tructifs. Dans le cas très particulier du transfert d’orbite, il est possible de dévelop-
per une ḿethode de ǵeńeration de transferts d’orbites : ils sontévidemment sous-
optimaux, mais leur performance reste acceptable. Cette méthode est présent́ee
dans l’Annexe Apage 79.

Les techniques ǵeoḿetriques permettent d’analyser en détail la structure de
l’ensemble deśetats accessibles en temps petit, cetteétudeétant líee au probl̀eme
du temps minimal. Cettéetude est aiśee dans le cas qui nous intéresse, lorsque
la pousśee est uniquement orientée le long deFt . En effet, le calcul montre que
[Ft , [F0 ,Ft ]] appartient̀a l’espace engendré parF0, Ft et [F0 ,Ft ], ce qui permet de
montrer le ŕesultat suivant [20] :

Proposition 3.3. Chaque trajectoire temps-minimale du systèmeẋ = F0 + utFt ,
ut ≤ Fmax est bang-bang.

Esquisse de l’analyse des extrémales.On d́efinit la fonction de commutationΦ
par Φ : t 7→ 〈p(t),Ft(x(t)). Une extŕemale est ditesingulìere si la condition de
maximisation ne permet de retrouver la commande optimale : donc notre cas, cela
revientà la nullit́e deΦ le long de ladite extŕemale. Une extŕemalerégulìereadmet
presque partout ˆu = signΦ comme commande optimale.

En utilisant la classification introduite dans [20], on montre que les extrémales
singulìeres sont d’ordre minimal et elliptiques. Donc elles sont maximisantes en
temps.

L’analyse de la structure de l’algèbre de LIE montre que les extrémales ŕegu-
li ères d’ordre deux1 sont ńecessairement paraboliques ou elliptiques. Dans le cas
d’extrémales paraboliques, il y a au plus deux commutations localement (voir par
exemple FIG. 3.7 page 37). Dans le cas elliptique, le nombre de commutations
n’est pas borńe a priori.

En utilisant [46], on montre qu’il n’y a pas de phénom̀eme de FULLER (i.e.
pas d’accumulation des points de commutations) et que les extrémales sont bang-
bang.

On peut aussi conclure sur l’existence d’une trajectoire temps-minimale joi-
gnant deuxétats(x0, l0) et (x1, l1) du domaine elliptique. En effet, d’après le
résultat de contr̂olabilité, il existe un contr̂ole constant par morceaux joignant ces
deuxétats, en restant dans le domaine. Cette trajectoireévite la collision : il existe
r0 > 0 tel que‖q‖ ≥ r0 et on peut appliquer lethéor̀eme d’existencede FILIPOV en
imposant la contrainte‖q‖ ≥ r0 sur les trajectoires pour obtenir que les trajectoires
sont uniforḿement borńees.

On a donc un algorithme simple pour calculer des extrémales pour le problème
du temps minimal lorsque le contrôle est uniquement orienté le long deFt .

1La classification des extrémales ŕegulìeres se fait selon l’ordre de contact avec la surface de
commutation.

Contributionà l’ étude du contr̂ole optimal des transferts orbitaux mono-entrée



Chapitre 3. Transfert orbital : pr éliminaires géométriques 33

3.2.3 Quelques ŕesultats nuḿeriques

Avant de passer̀a la pŕesentation de la technique de moyennation, nous présen-
tons quelques premiers résultats nuḿeriques obtenus pour le problème du temps
minimal à l’aide de la ḿethode de tir. Les extrémales sont calculées pour le problè-
meà masse variable ainsi que pour le problèmeà masse constante.

3.2.3.1 Conditions de simulation

Comme cela áet́e brìevementévoqúe auparavant, nous réalisons une conti-
nuation sur la poussée maximaleFmax en prenant comme point de départ une
pousśee dite forte (60 Newtons). En cela nous reprenons la méthodologie utiliśee
dans [26,30] et en particulier le résultat suivant (tiŕe de [30]) :

Proposition 3.4. Sous l’hypoth̀ese que les trajectoires restent dans un compact
fixe, le temps minimum T est une fonction continueà droite de la borne de la
pousśee Fmax.

Afin d’accélerer la continuation et de diminuer le nombre d’étapes, on peut
tirer partie de l’heuristiqueT ·Fmax' cste [26, 30] dont on constate qu’elle reste
vraie en mono-entrée (voir FIG. 3.4 page 35).

La valeur physique de la constante de gravitation terrestre est
µ = 5165,8620912 Mm3.h−2, le coefficient d’́ejection des gaz est
β = 0,0142 Mm−1.h pour le probl̀emeà masse variable. Les conditions extrêmales
sont donńees dans la table 3.1.

Conditions initiales Conditions finales

P(0) 11,625 Mm P(T) 42,165 Mm
ex(0) 0,75 ex(T) 0,00
ey(0) 0,00 ey(T) 0,00
hx(0) 0,0612 rad hx(T) 0,00 rad
hy(0) 0,00 rad hy(T) 0,00 rad
l(0) π rad l(T)

m(0) 1500 kg m(T)

TAB . 3.1 – Conditions initiales et finales

Les valeurs del(T) et m(T) sont usuellement laissées libres, sauf mention ex-
plicite du contraire.

3.2.3.2 Ŕesultats

On donne les ŕesultats obtenus dans les tables 3.2(a)-(b). Les simulations ont
ét́e ŕealiśeesà l’aide du logicielCOTCOT[21] issu deTfMin [29] sur un ordina-
teur de bureau avec un processeur cadencé à 2,8 GHz. L’int́egrateur utiliśe dans
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COTCOTpour int́egrer le syst̀eme Hamiltonien (et donćevaluer la fonction de
tir) est l’intégrateurRKF45 [62] (modification de FEHLBERG [35] d’ordre 5 de
la méthode de RUNGE-KUTTA d’ordre 4), le second membre du systèmeétant cal-
culé par diff́erentiation automatique avecAdiFOR [9]. Le solveur d’́equations non
linéaires utiliśe pour ŕesoudre l’́equation de tir est le solveurHYBRD(modification
hybride de POWELL [57] de la ḿethode de NEWTON).

Dans les tables 3.2(a)-(b),T est le temps de transfert obtenu et‖S(T, p(0))‖
est la norme de la fonction de tir2. Une valeur de la colonnetexec est la somme
(si desétapes interḿediaires sont ńecessaires) des temps d’éxecutionà partir de la
solution de l’́equation de tir de la poussée pŕećedente.

Ainsi par exemple, dans le modèleà masse constante, en utilisant la valeur de
(T, p(0)) solution de la fonction de tir pourFmax = 30 Newtons, il a fallu 2,41
secondes pour converger vers le résultat pourFmax = 24 Newtons.

Fmax T (h) ‖S(T, p0)‖ texec

60,0 N 18,75 5,30E−09 0,09 s
30,0 N 34,51 9,50E−09 2,30 s
24,0 N 44,82 3,49E−08 2,41 s
12,0 N 92,70 5,96E−08 5,12 s
10,0 N 110,40 2,93E−07 2,62 s
9,0 N 119,07 1,16E−07 15,81 s
7,5 N 141,65 3,63E−08 2,38 s
6,0 N 176,14 8,45E−08 5,63 s
5,0 N 211,49 1,11E−07 5,63 s
4,5 N 235,34 5,77E−08 3,62 s
4,0 N 264,92 1,16E−07 13,42 s
3,5 N 302,87 1,35E−07 22,47 s
3,0 N 354,07 9,02E−07 27,23 s
2,5 N 424,38 2,05E−07 29,53 s
2,0 N 531,04 1,15E−07 21,39 s
1,5 N 713,71 3,93E−07 55,00 s
1,0 N 1065,65 4,44E−06 46,56 s

(a) Masse constante

Fmax T (h) ‖S(T, p0)‖ texec

60,0 N 16,74 3,38E−08 0,09 s
30,0 N 32,31 6,80E−08 2,18 s
24,0 N 40,76 3,20E−08 1,06 s
12,0 N 85,44 3,68E−08 4,61 s
10,0 N 101,02 7,76E−08 6,81 s
9,0 N 109,67 7,86E−08 3,15 s
7,5 N 131,67 2,78E−07 8,41 s
6,0 N 165,32 5,59E−08 10,08 s
5,0 N 198,98 5,24E−07 12,10 s
4,5 N 220,81 7,42E−08 4,29 s
4,0 N 248,15 3,91E−08 7,98 s
3,5 N 286,43 7,56E−06 12,40 s
3,0 N 331,93 1,56E−08 6,56 s
2,5 N 400,47 6,26E−07 23,05 s
2,0 N 500,07 1,32E−07 16,46 s
1,5 N 663,96 5,92E−07 66,95 s
1,0 N 997,09 2,41E−07 178,51 s

(b) Masse variable

TAB . 3.2 – Extŕemales pour le temps minimum

L’approximation du mod̀eleà masse variable par le modèleà masse constante
introduit une diminution du temps total de calcul (4 min 20 s pour le modèle à
masse constante contre 6 min 05 s pour le modèle à masse variable) pour une
augmentation du temps de transfertT raisonnable (entre 6% et 9% en moyenne).

La figure 3.4 pŕesente l’́evolution du temps minimumT en fonction de 1/Fmax

afin de v́erifiera posterioril’heuristique.

2Le temps finalT étant libre dans le cas du problème du temps minimum, il devient une inconnue
suppĺementaire dans la formulation de l’équation de tir : l’́equation supplémentaire associée vient
des conditions de transversalité et porte sur la valeur de l’Hamiltonien.
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FIG. 3.4 –Évolution du temps minimumT en fonction de 1/Fmax

3.2.3.3 Analyse des extŕemales

Localisation des plages de commandeNous pŕesentons dans les figures 3.5(a)-
(b) et 3.6 l’extŕemale obtenue pourFmax = 6 Newtons. La nature bang-bang du
contr̂ole est clairement visible. Tout en constatant que les plages de déćelération
(ut =−Fmax) sont de plus en plus larges, on observeégalement une forte régularit́e
dans les commutations.

Cette ŕegularit́e peut s’expliquer en observant plus en détail la figure 3.6 :
on peut constater que la poussée produit une accélération (plages de poussées in-
diquées par des croix) autour de l’apoǵee. L’apocentre est le point le pluśeloigńe
de la Terre et est donc le point où l’effet de la gravitation y est le plus faible,
c’est-̀a-dire l̀a òu l’accélération produite sera la plus efficace. De la même façon,
la pousśee produit une d́ećelération (plages de poussées indiqúees par des ronds)
autour dupérigée, point le plus proche de la Terre, là òu la gravitation est la plus
forte et donc l̀a òu la d́ećelération produite sera la plus efficace.
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FIG. 3.5 – Extŕemale pourFmax = 6 Newtons

−60 −50 −40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40
−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

q
1

q 2

FIG. 3.6 – Trajectoire pourFmax = 6 Newtons. Les croix correspondentà des
acćelérations (ut = +Fmax) et les ronds̀a des d́ećelerations (ut =−Fmax).
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FIG. 3.7 – Commutations pourFmax = 6 Newtons. L’extŕemale pŕesent́ee ici est
régulìere en vertu des résultats pŕećedents et tous les contacts avec la surface de
commutation sont d’ordre un. En considérant les extŕemales ŕegulìeres voisines (en
pointillés dans la deuxième figure), on peut observer que le point de commutation
est au voisinage d’un point de contact d’ordre deux de type parabolique.
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Chapitre 4

Le probl ème de minimisation de
l’ énergie et la moyennation en
transfert orbital

4.1 Le cadre sous-Riemannien

On consid̀ere sur une variét́eX le probl̀eme optimal suivant :

ẋ(t) =
m

∑
i=1

uiFi(x(t)) , Min
u(·)

∫ T

0

√
m

∑
i=1

ui(t)2dt

où lesFi sontm champs lisses ind́ependants. Le côut est la longueur de la courbe
t 7→ x(t) tangentèa la distributionD = {F1, . . . , Fm} et, par construction, les champs
F1, . . . , Fm sont orthonorḿes pour la ḿetrique. Ce type de problème ǵeńeralise le
cas òu m= n = dim X, qui est le cadre Riemannien. Pour ce type de problème, on
a des propríet́es int́eressantes, en supposant que la dimension de l’algèbre de LIE
engendŕee par les champs estn en tout point, voir [12].

En supposantX connexe, on d́efinit une distancesur X, dont la topologie
cöıncide avec la topologie initiale en définissantd(x0, x1) comme la plus petite
longueur parmi les courbesx(·) joignantx0 àx1 et tangentes̀aD.

Par ailleurs,localement le th́eor̀eme d’existenceest valide et chaque couple de
points(x0, x1) assez voisins peutêtre joint par une solution minimisante, qui vérifie
la condition d’extŕemalit́e du principe du maximum.

On peut montrer que le problème de minimisation de la longueuréquivaut au
probl̀eme de minimisation de l’énergie

∫ T
0 ∑m

i=1u2
i (t)dt où T est fix́e, de m̂eme

que minimiser le temps de transfert sous la contrainte supplémentaire∑m
i=1u2

i ≤ 1.
Donc, dans lecadre sous-Riemannien, les trois problèmes associés au transfert
orbital : minimisation L1, minimisation L2 ou temps minimal sontéquivalents.
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En utilisant l’́energie, le pseudo-Hamiltonien est :

H(x, p, u) =
m

∑
i=1

uiPi + p0
m

∑
i=1

u2
i (4.1)

avecPi = 〈p,Fi(x)〉. Dans lecas normal, p0 est normaliśe à−1/2 et p0 = 0 est le
cas anormal.

En ŕesolvant∂H/∂u= 0 dans le cas normal, on obtientui = Pi et le vrai Hamil-
tonien estĤ(x, p) = (1/2)∑m

i=1P2
i et les trajectoires paraḿetŕees par la longueur

sont sur le niveaûH = 1/2. On d́esigne par expx0
l’application exponentielle dans

le cas normal. On noteS(x0, r) la sph̀ere de centrex0 formée des points̀a distance
r de x0. Dans le cas normal, un instanttc est ditconjugúe si expx0

(·, tc) n’est pas
une immersion. Le point conjugué est alors la valeur critique correspondante. Le
lieu conjugúe C(x0) est l’ensemble des premiers points conjugués en consid́erant
toutes les extŕemales issues dex0. Le premier point òu une extŕemale cesse d’être
minimisante s’appelle lepoint de coupure1, et l’ensemble des points forment le
lieu de coupure2.

Dans le cas Riemannien, contrairement au cas sous-Riemannien, il n’y a que
des extŕemales normales. De plus, localement l’application exponentielle est une
bijection, la sph̀ere de petit rayońetant lisse et construite comme image de l’ap-
plication exponentielle pour des temps assez petits. Dans le cas sous-Riemannien,
la sph̀ere de petit rayon n’est pas lisse et les points conjugués s’accumulent enx0.
Ces propríetes sont cruciales dans notreétude du transfert orbital moyenné.

4.2 La technique de moyennation dans le problème de mi-
nimisation de l’énergie

On consid̀ere un syst̀eme de la forme :

ẋ =
m

∑
i=1

uiFi(x, l)

l̇ = g0(x, l) , (x, l) ∈ X×S1

où les Fi et g0 sont lisses,g0 > 0 et le probl̀eme est de minimiser l’énergie∫ T
0 ∑m

i=1u2
i (t)dt, le contr̂ole vérifiant la contrainte‖u‖ ≤ ε.

En introduisant la variable coût, on adjoint l’́equation ˙c(t) = ∑m
i=1u2

i (t)dt. En

1cut point
2cut locus
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remplaçantu parεu on obtient un systèmeétendu avecc = εx0 de la forme :

dx
dl

= ε

m

∑
i=1

uiFi(x, l)

g0(x, l)

dx0

dl
= ε

m

∑
i=1

u2
i

g0(x, l)
où ‖u‖ ≤ 1.

Après relaxation de la contrainte sur le contrôle, le pseudo-Hamiltonien associé
est :

H(x, p, l) =
ε

g0(x, l)

(
p0

m

∑
i=1

u2
i +uiPi

)

où Pi = 〈p,Fi(x, l)〉. La variablep0 est la variable duale dex0. Si la longitude est
libre, on est dans le cas normal. On peut donc poserp0 = −1/2 et les trajectoires
extŕemales sont les solutions du vrai Hamiltonien :

Ĥ(x, p, l) = ε

m

∑
i=1

P2
i (x, p, l)

2g0(x, l)
.

Le Hamiltonien ainsi d́efini est ṕeriodique en la variable angulairel et on pose :

Définition 4.1 (Hamiltonien moyenńe). On appelleHamiltonien moyenńe le Ha-
miltonien

H(x, p) =
1

2π

∫ 2π

0
Ĥ(x, p, l)dl.

Il s’agit de moyennation par rapportà uneseule variable angulairedes champs
de vecteurs Hamiltoniens. Les trajectoires respectives sont reliées par les th́eor̀emes
issus de [6]. Notonsz= (x, p) la trajectoire deH issue dez(0) etx0 le côut (renor-
maliśe) assocíe etz= (x, p) la trajectoire deH issue du m̂eme pointz(0) et x0 la
moyenne dex0, nous avons alors :

Proposition 4.2. On a‖z−z‖≤ ε et |x0−x0| ≤ ε uniformément pour une longueur
de l’ordre O(1/ε).

DoncH est une bonne approximation deĤ pour la topologie de la convergence
uniforme etx0 une bonne approximation du coût, ce qui justifie le remplacement
deĤ parH, en particulier dans les ḿethodes de tir. Le contrôle extŕemalu(x, p, l)
est une fonction 2π-périodique enl pouvant̂etre modifíe en pratique en remplaçant
(x, p) par (x, p). L’effet de la moyennation est d’éliminer la variable angulaire et
sonévolution : d’òu l’int ér̂et d’introduire un probl̀eme de contr̂ole optimal inverse
comme on va le voir dans la suite.
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FIG. 4.1 – Moyennation

4.3 Problème sous-Riemannien associé au moyenńe

Par construction̂H est une forme quadratique positive enp et de rang constant
m. On dit que le moyenńe H est ŕegulier si son rang enp est constant et́egal à
k (k ≥ m nécessairement,cf. [13]). En utilisant le th́eor̀eme de GAUSS, on peut
alorsécrireH = (1/2)∑k

i=1P2
i avecPi = 〈p,F i〉 (cette dernìereégalit́e d́efinissant

de nouveaux champs de vecteursF i de la seule variablex) etH est le Hamiltonien
assocíe au probl̀eme sous-Riemannien :

ẋ =
k

∑
i=1

uiF i(x) , Min
∫ T

0

m

∑
i=1

u2
i dt.

En particulier sik = n = dimX, H est le Hamiltonien d’un problème Riemannien.
Les contr̂olesui ne sont pas reliés ici aux contr̂oles initiaux, mais le problème sous-
Riemannien est lui une bonne approximation du problème initial.

4.4 Calcul du moyenńe assocíe au transfert orbital et ana-
lyse du problème optimal assocíe

4.4.1 Calculs

Donnons le d́etail des calculs dans le cas mono-entrée, c’est-̀a-dire lorsque la
pousśee est orient́ee dans la direction tangentielle. OnécritĤ = (1/2) tpA(v, x)p où
v = l −ω est la longitude vraie etA est la matrice syḿetrique dont les coefficients
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sont [19] :

Ann = 9n1/3(1−e2)1/21+2ecosv+e2

(1+ecosv)2 ,

Aee=
4(1−e2)5/2

n5/3

1
1+2ecosv+e2

(
e+cosv

1+ecosv

)2

,

Aωω =
4(1−e2)5/2

n5/3e2

1
1+2ecosv+e2

(
sinv

1+ecosv

)2

,

Ane =−6(1−e2)3/2

n2/3

e+cosv
(1+ecosv)2 ,

Anω =−6(1−e2)3/2

n2/3e

sinv
(1+ecosv)2 ,

Aeω =
4(1−e2)5/2

n5/3e

1
1+2ecosv+e2

(e+cosv)sinv
(1+ecosv)2 .

Alors H = (1/2) tpA(x)p où l’on obtientA en moyennant les six coefficients deA.

Le calcul, bien que long, est beaucoup simplifié en remplaçant la moyennation
relativement̀a l par la moyennation par rapportàv. Les int́egrandes sont de la forme
Q(cosv, sinv) où Q est une fraction rationnelle : ils sont alorsévalúesà partir des
résidus de fractions rationnelles en les pôles associés aux d́enominateurs 1+ecosv
et 1+2ecosv+e2, c’est-̀a-direz= (−1+

√
1−e2)/eetz=−e respectivement.

Le choix des coordonńees(n, e, ω) est remarquable car, comme dans le cas
bi-entŕees [13], il conduit̀a une matriceA diagonaledont les coefficients sont :

Ann = 9n1/3,

Aee=
1

n5/3

4(1−e2)3/2

1+
√

1−e2
,

Aωω =
1

n5/3

4(1−e2)
e2(1+

√
1−e2)

.

Le Hamiltonien moyenńe est donc :

H =
1

2n5/3

[
9n2p2

n +
4(1−e2)3/2

1+
√

1−e2
p2

e +
4(1−e2)

1+
√

1−e2

p2
ω

e2

]
(4.2)

qui se ŕeecrit sous la forme

H =
1
2

3

∑
i=1

〈p,F i(x)〉2
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avec

F1 =
3n

n5/6

∂

∂n
,

F2 =
2

n5/6

(1−e2)3/4

(1+
√

1−e2)1/2

∂

∂e
,

F3 =
2

n5/6

(1−e2)3/4

e(1+
√

1−e2)1/2

∂

∂ω
.

On en d́eduit :

Proposition 4.3. Le Hamiltonien moyenńeH est assocíe à la métrique :

g =
dn2

9n1/3
+

n5/3

4
1+
√

1−e2

(1−e2)3/2
de2 +

n5/3

4
1+
√

1−e2

1−e2 e2dω
2

pour laquelle les coordonńees(n, e, ω) sontorthogonales.

Cas du transfert coplanaire Comparons ce résultat avec la moyennation as-
socíee au transfert coplanaire,i.e.avec un contr̂ole bi-entŕees. La ḿetrique associée
est dans ce cas [14] :

g =
dn2

9n1/3
+2

n5/3

5−5e2de2 +2
n5/3

5−4e2e2dω
2.

Dans ce calcul, il faut tenir compte du contrôle agissant dans la direction tangen-
tielle Ft mais également du contrôle agissant dans la direction normaleFn et le
calcul est plus complexe.

Malgré l’analogie entre les deux ḿetriques [15], les propriét́es initiales du
syst̀eme sont tr̀es diff́erentes. En effet, dans le cas coplanaire bi-entrées, les cro-
chets de LIE de longueur un sont suffisants pour géńerer l’alg̀ebre de LIE, alors
que les crochets de longueur deux sont nécessaires dans le cas mono-entrée. Donc
malgŕe l’analogie structurelle [15] des deux métriques, une diff́erence est notable
pour l’analyse du moyenné (cf. [14] pour le cas bi-entrées coplanaire et [19] pour
le cas mono-entrée).

Pour terminer, analysons les extrémales anormales.

Lemme 4.4. Il n’existe pas d’extŕemale anormale pour le problème de minimisa-
tion de l’énergieà longitude finale fix́ee et temps final libre.

Démonstration.Consid́erons le probl̀eme de minimisation de l’énergie lorsque
la variable duale du côut est nulle. L’Hamiltonien s’́ecrit : H = p0u2

t + 〈p,F0〉+
ut〈p,Ft〉 avecp0 = 0. La condition de maximisation donne〈p,Ft〉= 0.
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Dans le probl̀eme de transfert orbital, la condition de transversalité donneà
l’instant final H = 0 quand le temps final est libre. En dérivant la condition de
maximisation, on obtient les relations :

〈p,Ft〉= 0

〈p, [F0 ,Ft ]〉= 0.

Dans le cas mono-entrée, c’est-̀a-dire lorsque la poussée est uniquement orientée
selonFt , on obtient en d́erivant une nouvelle fois la condition de maximisation les
relations suivantes :

〈p,Ft〉= 0

〈p, [Ft ,F0]〉= 0

〈p, [[Ft ,F0] ,F0]〉+ut〈p, [[Ft ,F0] ,Ft ]〉= 0

〈p,F0〉= 0 à l’instant final.

A l’instant final, avec la structure de l’algèbre de LIE, il vient que le coefficient de
ut est nul car[[Ft ,F0] ,Ft ] est colińeaireà F0 : donc〈p, [[Ft ,F0] ,F0]〉 = 0. Comme
F0, Ft , [Ft ,F0] et [[Ft ,F0] ,F0] forment une base, on a nécessairementp = 0 à l’ins-
tant final : l’existence d’extŕemales anormales est exclue.

4.4.2 Mise sous forme normale

On observe que la ḿetrique fait apparâıtre deux ḿetriques en dimension deux :

g1 =
dn2

9n1/3
+n5/3G1(e)de2

g2 = n5/3[G1(e)de2 +G2(e)dω
2].

La mise sous forme normale est essentiellement le calcul de coordonnées plates
pour la premìere ḿetrique (i.e. dont la courbure de GAUSS est nulle). On proc̀ede
comme suit.

On poseρ = (2/5)n5/6 etg1 = dρ2 +ρ2dθ 2 où θ est d́efini par :

dθ
2 =

[
5
4

(1+
√

1−e2)1/2

(1−e2)3/4
de

]2

.

On obtient par int́egration :

θ = (5/4)arcsin(1−2
√

1−e2). (4.3)

La métriqueg1 = dρ2 +ρ2dθ 2 est sous forme polaire ce qui permet d’aboutir
à la ḿetrique plateg1 = dx2 +dy2 en posantx = ρ cosθ ety = ρ sinθ .

L’ étude de la ḿetriqueg2 et sa mise sous forme de LIOUVILLE (voir [19] pour
plus de d́etails) permet d’́etablir le th́eor̀eme suivant :

Théorème 4.5.Le flot extŕemal d́efini par le Hamiltonien moyennéH est compl̀ete-
ment int́egrable.
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4.4.2.1 Étude de la restriction à pω ≡ 0

Nousétudions ici plus en d́etail la ḿetriqueg1 et le domaine obtenu par le chan-
gement de variable(n, e) 7→ (ρ, θ). Rappelons que le domaine initial estΣe,0 =
{n > 0, e∈]−1, 1[}.

Le changement de variable est bien défini poure∈]−1, 0[ oue∈]0, 1[ et dans
chaque cas, le domaine obtenu est le même et vautE = {ρ > 0, θ ∈]− θc, θc[}
avecθc = 5π/8 — la ŕeciproque de (4.3) est en effet multiforme —.

DoncΣe,0 est compośe de deux copies deE (une poure< 0 et une poure> 0)
accoĺees selone= 0 (i.e. θ = −θc = −5π/8). On note dans la suiteΣ−e,0 = Σe,0∩
{e< 0} et Σ+

e,0 = Σe,0∩{e> 0} chacune de ces copies. On peut alors préciser le
comportement des extrémales au contact dee= 0.

Proposition 4.6 (Contacts avece= 0). Les contacts avec e= 0 sont soit des points
stationnaires soit des réflexions dans les coordonnées plates (deΣ−e,0 versΣ+

e,0 ou
réciproquement).

Démonstration.Comme le Hamiltonien moyenné est une forme quadratique par
rapportà l’état adjoint,e= cste etpe = 0 sont des points stationnaires du système.
Écrivons leśequations deeet pe dérivées du Hamiltonien moyenné (4.2) page 45 :

ė=
4(1−e2)3/2

1+
√

1−e2
pe

ṗe =
4e
√

1−e2(3+2
√

1−e2)
(1+
√

1−e2)2
p2

e.

On a donc ˙e 6= 0 hors du domainepe = 0 : soit le contact est un point stationnaire,
soit le signe change d’une copieà l’autre. Dans ce cas, commeθ = (5/4)arcsin(1−
2
√

1−e2), θ̇ a des limites̀a gauche et̀a droite oppośees au moment où e vaut 0.
Plus pŕeciśement :

θ̇|e=0+ =−θ̇|e=0− =
5
√

2
4

ė|e=0 6= 0.

En revenant dans les coordonnées plates, on peutécrire en complexes :

ξ = x+ iy =ρeiθ

ξ̇ = ẋ+ iẏ =(ρ̇ + iρθ̇)eiθ

de sorte que l’on a|ξ̇|e=0+ |= |ξ̇|e=0− | et :

ξ̇|e=0+− ξ̇|e=0− = 2iθ̇|e=0+ξ ,

ce qui d́efinit une ŕeflexion au contact avece= 0 (voir FIG. 4.2).
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ξ

2iθ̇|e=0+ξ

ξ|e=0−

ξ|e=0+

−−−→

θ|e=0 =−5π

8

ξ

ξ|e=0−

ξ|e=0+

FIG. 4.2 – Contact avece= 0 (cas non-stationnaire)

Remarque4.1. On a une singularité des extŕemales dans les coordonnées plates
(x, y) autour dee= 0 car :

e=±

√
1−
(

1−sin(4θ/5)
2

)2

mais dans les coordonnées(n, e) l’extrémale se prolonge de façon lisse en attei-
gnante= 0 (voir FIG. 4.3), le radical introduisant une complexité suppĺemen-
taire par rapport au cas bi-entr ée.

Remarque4.2. Commeθc > π/2, E n’est pas convexe etl’existence de solution
optimale n’est donc pas assuŕee sur tout le domaine.
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(a) Dans les coordonnées plates(x, y)
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(b) Dans les coordonnées orbitales(e, n)

FIG. 4.3 – Extŕemales du problème moyenńe avec(e(0), n(0)) = (0.75, 0.5)

Proposition 4.7. Soitξ0 = (ρ0, θ0) ∈ Σ−e,0.
(i) Si θ0≥ θ ′c = π−θc, il n’existe des extŕemales que vers les pointsξ = (ρ, θ)

deΣ−e,0 tels queθ > θ0−π.
(ii) Si |θ0|< θ ′c, il existe des extŕemales vers tout point deΣ−e,0 mais il n’existe

des extŕemales que vers les pointsξ = (ρ, θ) deΣ+
e,0 tels queθ < π−2θc−

θ0.
(iii) Si θ0 ≤ −θ ′c, il n’existe des extŕemales que vers les pointsξ = (ρ, θ)

de Σ−e,0 tels queθ < π + θ0 et vers les pointsξ = (ρ, θ) de Σ+
e,0 tels que

θ < π−2θc−θ0.
Et syḿetriquement pourξ ∈ Σ+

e,0.

Les ŕesultats sont ŕesuḿes dans les figures 4.4(i)-(iii) .
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(i) θ0≥ θ ′c = π−θc

x

y

θc

e=−1

e= 0

ξ0

θ0

Σ−e,0
θ0−π

x

y

θc

e= +1

e= 0

Σ+
e,0

(ii) |θ0|< θ ′c

x

y

θc

e=−1

e= 0

ξ0

θ0

Σ−e,0

x

y

θc

e= +1

e= 0 π−2θc−θ0

Σ+
e,0

(iii) θ0≤−θ ′c

x

y

θc

e= 0
ξ0

θ0

Σ−e,0

θ0 +π

x

y

θc

e= +1

e= 0

π−2θc−θ0

Σ+
e,0

FIG. 4.4 – Domaines d’existence de solution optimale. En blanc, les points pou-
vantêtre atteints depuisξ0 ∈ Σ−e,0 par une solution optimale ; en gris, les points du
domaine elliptique ne le pouvant pas ; en noir, on est dehors du domaine elliptique.
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Chapitre 5

Mise en œuvre pratique et
simulation

5.1 Les restrictions

Pour l’utilisation pratique des résultats en transfert orbital, certainséléments
sontà prendre en compte.

5.1.1 La collision

Pratiquement, on doit imposer‖q‖ ≥ rT où rT est le rayon de la Terre. En
consid́erant l’́equation de KEPLERcontr̂oléeq̈ =−q/‖q‖3 + γ avec‖q‖ ≥ r1, on a
donc la limitation de l’acćelération‖q̈‖ ≤ 1/r2

1 +‖γ‖ et donc :

‖q̇− q̇(0)‖ ≤ T

r2
1

+
∫ T

0
‖γ(t)‖dt

ce qui assure une majoration de la norme L∞ de(q, q̇) par une fonction de la norme
L1 de γ. Ce type de majoration est nécessaire pour assurer les théor̀emes d’exis-
tence avec des conditions de convexité sur la fonction côut.

5.1.2 Le bord du domaine elliptique

A priori pour les th́eor̀emes d’existence classiques, il n’est pas nécessaire de
contraindre la trajectoire au domaine elliptique. Par contre pour avoir une bonne
approximation par le moyenné, il faut éviter d’atteindre le bord du domaine para-
bolique : en effet sur ce bord, la vitesse angulaireg0 tend vers źero.

Dans la pratique, cela revientà contraindre les trajectoiresà un compact isolé
du bord, ceci pour avoir une bonne correspondance entre les trajectoires moyennées
et non moyenńees.
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5.2 La méthode de continuation

5.2.1 Pŕesentation

On peut, avec les restrictions préćedentes, bien implémenter nuḿeriquement
la continuation entre le moyenné et le non-moyenńe. Le point le plus int́eressant
de notreétude porte sur le transfert vers une orbite géostationnaire. On peut en
effet, dans le cas òu l’orbite finale est circulaire, réaliser le transfert en maintenant
l’angle ω du ṕerigée fixe, ce qui correspond̀a pω = 0 et les trajectoires associées
sont celles de lamétrique platedont les coordonńees lińearisantes sont explicites.
Le vecteur adjoint (constant) représente alorssimplement la pente de la droite.
Notre étude trivialise donc l’initialisation du vecteur adjoint pour la m éthode
de continuation pour un transfert vers une orbite ǵeostationnaire.

5.2.2 Ŕealisation

L’extrémale expriḿee dans les coordonnées lińearisantesξ = (x, y) vérifie que
l’ état adjointpξ = (px, py) assocíe est constant etξ (l) = ξ (0)+ pξ l .

Ainsi la donńee de deux points extrémauxξ (0) etξ (L) et de la longitude finale
L fournit immédiatement la valeur depξ = (ξ (L)− ξ (0))/L et donc l’expression
de ξ sur [0, L]. Rappelons que cette valeur depξ est solution de l’́equation de tir
pour le probl̀eme moyenńe et c’est cette valeur qui est utilisée pour l’initialisation
de la ḿethode de tir dans le cas non-moyenné pourε suffisamment petit.

Dans la figure 5.1, on présente une extrémale moyenńee partant de(n(0), e(0))=
(0.75, 0.5) ainsi que les extrémales non moyennées associées aux param̀etresε =
1e− 2, 5e− 2 et 1e− 3. Si on analyse les trajectoires obtenues dans les coor-
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Flat coordinates
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ε = 1.000000e−02
ε = 5.000000e−02
ε = 1.000000e−03

FIG. 5.1 – Extŕemales moyenńee et non moyenńees

donńees cart́esiennes ǵeocentriques, on observe que l’extrémale moyenńee est une
suite d’ellipses osculatrices̀a la trajectoire non-moyennée (voir FIG. 5.2).
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Trajectoire en coordonnnes cartesiennes

q
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ε = 1.000000e−02

FIG. 5.2 – Trajectoires moyennée et non moyenńee avec(e(0), n(0)) = (0.75, 0.5)
et (e(L), n(L)) = (0.05, 0.3). La trajectoire non-moyennée est associée au pa-
ramètreε = 1e−2.

5.2.3 Calcul des points conjugúes

Les figures 5.3 et 5.4 présentent deux jeux d’extrémales avec les calculs de
points conjugúes associés. Chaque jeu comporte l’extrémale moyenńee et trois
extŕemales non-moyennées pourε = 5e−2, 1e−2, 5e−3. Les points conjugúes
ont ét́e recherch́es jusqu’̀a huit fois le temps final.
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(b) Calcul des champs de JACOBI

FIG. 5.3 –(e0, n0) = (0.5, 0.2), (ef , nf ) = (0.75, 0.5)

L’analyse des solutions du problème non-moyenńe montre qu’il n’y a pas de
point conjugúe dans cet intervalle de recherche.
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(b) Calcul des champs de JACOBI

FIG. 5.4 –(e0, n0) = (0.5, 2.2), (ef , nf ) = (0.75, 0.5)
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Les méthodes de continuation

Remarque.Dans toute la partie, on considère le probl̀eme de transfert orbital en
temps minimum et on utilise le repère mobiletangentiel-normal (cf. section 3.2
page 29 et FIG. 3.2 page 29) pour représenter le contrôle.

Motivation

D’après laPropri été 3.3page 32, la commande optimale pour le problème de
temps minimum dans le cas mono-entrée est bang-bang, c’est-à-dire qu’elle est
discontinue. Le vrai Hamiltonien̂H(x, p) = H(x, p, û(x, p)) est doncnon-lisse.

Les conditions suffisantes présent́ees auChapitre 2 requìerent que le Hamil-
tonien soit lisse et ne peuvent doncêtre utiliśees directement ici. On propose donc
une approche basée sur une ŕegularisation lisse du problème. Il serait́egalement
possible de faire appel aux conditions du deuxième ordre dans le cas bang-bang [2]
ainsi qu’aux ḿethodes nuḿeriques associées [51].

Il s’agit dans cette partie d’approcher le transfert mono-entrée par des trans-
ferts bi-entŕees lisses, qu’ils soient coplanaires ou non. Ce choix est justifié par,
d’une part, le fait que nous réalisons une connectioǹa des ŕesultats connus sur les
transferts coplanaires [26, 47], d’autre part le fait que ces approximations lisses
nous permettent d’utiliser le calcul de point conjugué disponible dans le cas lisse
et impĺement́es dansCOTCOT[21].

6.1 Principe

Plus pŕeciśement, consid́erons le probl̀eme en temps minimum avec extrêmit́es
fixesx0 et xf . Un probl̀eme important pour assurer la convergence vers la solution
de l’équation de tirS(T, p0) = 0 est d’avoir un bon point de départ initial pourp0 ;
pour cela une ḿethode puissante est la méthode de continuation [5]. On plonge
le probl̀eme de transfert mono-entrée not́e (P1) dans une famillèa un param̀etre
(Pλ ) de probl̀emes òu λ parcourt[0, 1]. Ce principe áet́e exploit́e dans le cas du
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probl̀eme du temps minimum avec la continuation sur la poussée maximaleFmax

dans [26], maiśegalement dans [41,50].
Une propríet́e fondamentale pour de telles méthodes de continuation est la

régularit́e du chemin homotopique.

6.2 Continuations utilisées

Dans les deux homotopies que nous allons présenter, il s’agit de lisser le pro-
blème en relaxant une des deux composantes du contrôle (normaleun ou hors-plan
uc) : les deux probl̀emes(P0) seront ainsi des problèmes de transfert bi-entrées òu
seule une des trois composantes du contrôle sera nulle.

6.2.1 Continuation sur le domaine de contr̂ole

Soit (P0) le probl̀eme de transfert coplanaire (uc = 0) avecu = utFt +unFn. On
relie le transfert mono-entréeà un probl̀eme avec un contrôle bi-entŕees.

L’homotopie entre(P0) et (P1) peut alorŝetre d́efinie comme suit. Le problème
(Pλ ) est un transfert orbital avec le domaine de contrôle Uλ , où Uλ est l’ellipse
(voir FIG. 6.1) :

– de centre 0R2 ;
– de demi-grand axe de longueurFmax dirigé selon la direction tangentielleFt ;
– de demi-petit axe de longueur(1−λ )Fmax dirigé selon la direction normale

Fn.

λ = 0
0 < λ < 1
λ = 1

Ft

Fn

FIG. 6.1 – Continuation sur le domaine de contrôle.

La contrainte de norme de la poussée s’́ecrit alors :√
u2

t +
(

un

1−λ

)2

≤ Fmax
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Chapitre 6. Les méthodes de continuation 61

Sauf en des singularités isoĺees [26], le probl̀emePλ est lisse pourλ ∈ [0, 1[ et il
est associé avec le vrai Hamiltonien (lisse lui aussi) :

Ĥλ = H0 +
Fmax

m(t)

√
H2

t +(1−λ )H2
n

où H0 = 〈p,F0〉, Ht = 〈p,Ft〉 etHn = 〈p,Fn〉.
Notons que lorsqueλ tend vers 1,Ĥλ converge versH0+(Fmax/m)|Ht |, qui est

le vrai HamiltonienĤ1 de(P1).
De plus, on a le ŕesultat suivant [18] :

Proposition 6.1 (Ŕegularité de la fonction valeur).Si les trajectoires admissibles
restent dans un compact fixe ne dépendant pas deλ , alors le temps minimum T:
λ → T(λ ) est une fonction continue enλ = 1.

Démonstration.Telle qu’elle est d́efinie, la suite des domaines de contrôle (Uλ )λ

est d́ecroissante au sens de l’inclusion. Soit(λk)k une suite d’́eléments de[0, 1]
convergeant vers 1. L’hypothèse de compacité et la convexit́e de la dynamique as-
surent l’existence d’une solution(Tk, xk, uk) pour toutk et la suite(Tk)k est majoŕee
par la valeurT(1) du probl̀eme(P1). On peut donc trouver une sous-suite(Tk)k (on
reprend la m̂eme indexation pour la sous-suite) qui converge versτ ≤ T(1). On
peutégalement supposer que la famille(xk)k borńee etéquicontinue converge uni-
formément. Soitx cette limite.

On a ẋk ∈ f (t, xk, Uλk
) ⊂ f (t, xk, U0) presque partout par décroissance de la

suite(Uλ )λ avec f (t, x, u) = F0(x)+utFt(x)+unFn(x). Or f (t, x, U0) est convexe
doncẋ∈ f (t, x, U0) (cf. [48], Chapitre 4, th́eor̀eme 4). CommeU0 est compact, on
peut choisir un contr̂ole u mesurable tel que ˙x = f (t, x, u) et la suiteuk converge
pour la topologie duale faible de L∞ et le principe de la borne uniforme donne
‖u‖∞ ≤ liminf k‖uk‖. En particulier, cette relation est valable pour chaque com-
posante du contrôle et on obtient alorsun = 0 et ‖ut‖∞ ≤ Fmax à la limite. Donc
(τ, x, u) est admissible pour(P1) et ńecessairement optimal, puisqueτ ≤ T(1).
Doncτ = T(1).

6.2.2 Continuation sur l’inclinaison initiale

Contrairement̀a l’orbite finale qui se trouve dans le planéquatorial, on consid̀ere
que l’orbite initiale n’est pas coplanaireà l’orbite finale et qu’elle n’est notamment
pas dans le plańequatorial. On ŕealise alors une homotopie convexe sur l’inclinai-
son de l’orbite initiale (c’est-̀a-dire sur la condition initiale) d́efinie par le vecteur
h (cf. section 3.1 page 28). L’homotopie est définie comme suit (voir FIG. 6.2) :

hx,λ (0) = (1−λ )η

où η = hx,0(0) 6= 0 est l’inclinaison initiale du problème(P0).
En effet, le transfert mono-entrée est un transfert coplanaire et on utilise le

résultat suivant [26].
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λ = 0
0 < λ < 1
λ = 1

η (1−λ )η

FIG. 6.2 – Continuation sur l’inclinaison.

Lemme 6.2. Toute extŕemale pour le transfert coplanaire estégalement une extré-
male pour le transfert non-coplanaire, sous réserve que l’inclinaison initiale et
l’inclinaison finale soient́egales.

On d́efinit alors(P0) en fixantun = 0, i.e. u= utFt + ucFc,
√

u2
t +u2

c ≤ Fmax.
On relie le probl̀eme de transfert mono-entréeà un probl̀eme avec un contrôle bi-
entŕees, incluant une poussée non-coplanaireuc dans ce cas.

6.3 Régularité du chemin de continuation

À partir des ŕesultats obtenus dans leChapitre 2, on a le ŕesultat suivant :

Proposition 6.3. S’il n’y a pas de point conjugúe le long du chemin de conti-
nuation, l’applicationλ 7→ (T(λ ), p0(λ )) assocíeeà n’importe laquelle des deux
continuations pŕesent́ees ci-avant est lisse pour0≤ λ < 1.

Démonstration.Consid́erons pourλ fixé l’équation de tirSλ (T, p0) = 0. S’il n’y
a pas de point conjugué, Sλ est de rang maximum (voirDéfinition 2.3 page 24).
λ 7→ Sλ (T, p0) étant lisse par construction, l’équation peut̂etre ŕesolue de manière
lisse en invoquant le th́eor̀eme des fonctions implicites.
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Chapitre 7

Mise en œuvre pratique et
simulations

7.1 Algorithme de continuation

Dans toute la suite, on considère le probl̀emeà massevariable.

Dans le cas du problème de maximisation de la masse, le problème aét́e trait́e
avec des techniques de continuation incorporant une gestion automatique du pa-
ramètre homotopique :homotopie diff́erentiellepour [41] ethomotopie simpliciale
pour [50]. Comme on va le voir, une continuation discrète faisant appel̀a une
suite d́etermińee heuristiquement de paramètres homotopiques suffit icià obtenir
la convergence de chacune des deux homotopies (cf. également la table 7.1).

Les homotopies présent́ees dans leChapitre 6 relient deux types de transfert
diff érents maispour la m̂eme valeur de la borne Fmax de la pousśee. Pour chacune
des deux continuations considéŕees, l’homotopie est paramétŕee parλ parcourant le
segment[0, 1]. La valeurλ = 0 est alors associé à un des deux transferts bi-entrées
présent́es dans le chapitre préćedent (c’est-̀a-dire coplanaire ou non-coplanaire se-
lon le cas) et la valeurλ = 1 est associé à notre probl̀eme cible, c’est-̀a-dire au
transfert mono-entrée.

Dans la table 7.1 page suivante, nous présentons l’algorithme utiliśe pour ef-
fectuer la continuation dans les deux cas.

7.2 Résultats

7.2.1 Ŕesolution des probl̀emes initiaux(P0)

Avant de ŕealiser le suivi homotopique, nous devons tout d’abord résoudre
l’ équation de tir pour les deux problèmes(P0) qui constituent le point de départ
(et le point de passage obligé) de chaque homotopie : transferts bi-entrées copla-
naire et non-coplanaire. Afin d’avoir deséléments de comparaison par rapportà la
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Soit une valeur deFmax pour laquelle le problème(P0) est ŕesolu.

0. On se donne :
– unevaleur cibleλ ∗ ∈ [0, 1] du param̀etre homotopique ;
– unpas initial de progressionλ 0

step∈]0, 1] ;
– uncoefficient d’adaptation de pasα ∈]0, 1[ ;
– et un pas minimum de progressionλ min

step∈]0, 1] au-del̀a duquel on arr̂ete
l’algorithme.

1. λ1← 0
λstep← λ 0

step.

2. SI la méthode de tir converge pour le problème(Pλn
), ALORS

λn+1← λn +λstep

On revient en 2 avecn+1 à la place den.
SINON

λn← λn−1 +αλstep

λstep← αλstep

On revient en 2.

3. L’algorithme s’arr̂ete :
– si λn = λ ∗ : l’algorithmer éussit;
– si λstep< λ min

step : l’algorithmeéchoue.

TAB . 7.1 – Algorithme de continuation

résolution faite pour le transfert mono-entrée, on ŕealisera les simulations, c’est-
à-dire aussi bien la résolution de l’́equation de tir initiale que la continuation elle-
même, pour les m̂emes valeurs de la poussée maximaleFmax que celles qui ont́et́e
choisies pour le transfert mono-entrée (cf. table 3.2 page 34).

Les calculs sont ŕealiśes dans les m̂emes conditions que préćedemment (or-
dinateur de bureau avec un processeur cadencé à 2.8 GHz). Les ŕesultats sont
donńees dans les tables 7.2(a)-(b) page 71. On observe sans surprise que la conver-
gence et les temps d’exécution sont meilleurs que dans le cas mono-entrée, car
ces probl̀emes b́eńeficient d’un Hamiltonien lisse (principalement parce que la
commande est bi-entrées). Notons pour̂etre plus pŕecis que la convergence est
meilleure en termes de norme de fonction de tir et de temps d’éxecution dans le
cas coplanaire que dans le cas non-coplanaire.

Remarquons par ailleurs que les temps de transfert obtenus pour le transfert
mono-entŕee (cf. 3.2 page 34) ne sont supérieurs que de 20% environ par rapport
aux temps de transfert obtenus pour le transfert bi-entrées coplanaire. On souligne
ainsi la bonne performance d’un transfert mono-entrée par rapport̀a un transfert
bi-entŕees coplanaire.
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7.2.2 Suivi homotopique

Une fois que les problèmes initiaux(P0) ont ét́e ŕesolus, nous appliquons l’al-
gorithme de suivi homotopique présent́e dans la table 7.1 page ci-contre. Les va-
leurs nuḿeriques utiliśees dans l’algorithme sont :

– λ ∗ = 0,9999= 1−1e−4 ;
– λ 0

step∈ {1e−1, 1e−2, 1e−3} ;
– α = 1e−1 ;
– λ min

step = 1e−6.

7.2.2.1 Qualit́e du suivi

Dans les tables 7.3 page 72 et 7.4 page 73, nous donnons en fonction de la
pousśee maximaleFmax et du pas initial de progressionλ 0

step :
– le nombre d’́etapesN nécessaires ;
– la valeurλN du param̀etre homotopique atteint lorsque l’algorithme s’arrête

au bout de cesN étapes ;
– le temps d’́exécution de cesN étapes1 ;
– la valeur de la norme de la fonction de tir‖SλN

(T, p0)‖ lorsque le suivi a
réussi (c’est-̀a-dire lorsqueλN est suffisamment proche deλ ∗) ; dans le cas
contraire, la mentionSNC(poursuivi non convergeant) est pŕesente.

La premìere diff́erence marquante entre les deux homotopies que l’on peut
constater est que le suivi est considérablement plus aisé dans le cas de l’homotopie
sur l’inclinaison, notamment pourλ 0

step= 0,1 et pour les poussées en-dessous de 6
Newtons. Toutefois, pour les valeurs deFmax où les deux homotopies convergent,
on observe un temps de calcul moindre pour l’homotopie sur le domaine de contrôle.

Les chiffres nous montrent pour les deux homotopies (lorsqu’elles convergent),
deux comportements logiques et attendus :

– plus λ 0
step est petit, plus le nombreN d’étapes et le temps de calcul sont

élev́es : cela vient directement de la nature de l’algorithme ;
– plus la pousśeeFmax est faible, plus le temps de transfert est grand, donc plus

le calcul de la fonction de tir est long : ainsi pour un même nombre d’́etapes,
le temps d’ex́ecution pour une poussée moins importante est plus grand. De
plus, compte tenu de la difficulté nuḿerique grandissante au fur età mesure
queFmax diminue. On observe une perte de précision dans la ŕesolution de
l’ équation de tir.

7.2.2.2 Qualit́e des ŕesultats (temps finaux)

Nous pŕesentons dans la table 7.5 page 74 les temps finauxT des extŕemales
obtenues pourλ = λN lorsque le suivi s’est bien passé (i.e. pas de mentionSNC
dans les cases correspondantes des tables 7.3 ou 7.4 ; dans le cas contraire, on re-
porte encore la mentionSNC). Les valeurs obtenues directement par la méthode de

1Ce temps ne comprend pas le calcul des points conjugués (voir plus loin).
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tir (cf. table 3.2 page 34) sontégalement rappelées pour faciliter la comparaison.
La figure 7.1 de la pŕesente page donne le graphe de l’évolution du temps de trans-
fert en fonction de la poussée maximaleFmax pour les trois cas (tir sans homotopie,
homotopie sur le domaine de contrôle et homotopie sur l’inclinaison finale).

60 30 24 12 10 9 7.5 6 5 4.5 4 3.5 3 2.5 2 1.5 1
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Homotopie sur le domaine de controle
Homotopie sur l’inclinaison finale
Tir sans homotopie

FIG. 7.1 –Évolution du temps de transfertT en fonction deFmax

Except́e pourFmax= 60 Newtons etFmax= 6 Newtons, les deux homotopies es-
timent en ǵeńeral le temps de transfert par excès. Cette observation valide la bonne
qualit́e du tir sans homotopie effectué dans leChapitre 3, bien que le nombre de
commutations soit́elev́e.

7.2.2.3 Évolution de la pousśee le long du chemin

Les figures 7.2 page ci-contre et 7.3 page 68 montrent l’évolution du contr̂ole
optimal le long du chemin homotopique pourFmax = 6 Newtons.

En étudiant plus particulièrement l’́evolution de la composante tangentielleut ,
nous pouvons observer que le contrôle optimal obtenu pourλ = 0 est une première
approximation du contrôle optimal obtenu enλ = 1. Dans le cas de l’homoto-
pie sur l’inclination, on peut m̂eme dire qu’il s’agit une excellente approximation.
Cela veut donc dire que m̂eme si les commutations n’existent pas encore, on peut
déjà deviner leurs emplacements (avec plus ou moins de précision selon l’homo-
topie utiliśee) en analysant le contrôle optimal du probl̀eme(P0). À noter que des
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FIG. 7.2 –Évolution du contr̂ole optimal (homotopie sur le domaine de contrôle)

constatations du m̂eme ordre ont pûetre faites en ce qui concerne les solutions du
probl̀eme de minimisation de l’énergie par rapport au problème de maximisation
de la masse finale [40,41].

Quelle homotopie ?

À beaucoup d’́egards, la continuation sur l’inclinaison finale est plus intéres-
sante que celle sur le domaine de contrôle. Bien que le calcul des extrémales du
probl̀eme(P0) soit lég̀erement plus lente, la résolution du probl̀eme bi-entŕees non-
coplanaire fournit une excellente approximation de la solution du problème mono-
entŕee comme le montrent les temps de transfert obtenus en première analyse. Cette
constatation est renforcée par la comparaison des poussées optimales très proche.

On vérifie en fait que, dans le cas de l’homotopie sur l’inclinaison, la structure
finale des commutations est quasiment observable dès la premìere it́eration.

Physiquement, ce résultat s’explique eńetudiant la structure du système diff́e-
rentiel du probl̀eme. En effet, la composante hors-planuc est naturellement d́ecou-
plée des deux autres composantes. Quand les composantes tangentielleut et nor-
maleun interviennent toutes deux sur la forme de l’orbite(P,−→e ), la composante

hors-planuc n’agit que sur l’inclinaison de l’orbite
−→
h .
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FIG. 7.3 –Évolution du contr̂ole optimal (homotopie sur l’inclinaison initiale)

L’introduction d’une composante hors-planuc pour l’homotopie sur l’inclinai-
son initiale modifie donc peu la forme de l’orbite par rapport au cas coplanaire, ce
qui explique la proximit́e des solutions enλ = 0 etλ = 1 pour cette homotopie.

7.2.3 Points conjugúes

Le cadre naturel du calcul de points conjuguésétant l’extŕemaleà extr̂emit́es
fixées, on s’int́eresse en pratiquèa des probl̀emesà longitude finale fix́ee (cette
longitude finaléetant d’autant plus grande queFmax est petit).

Comme nous l’avons vu dans la section 2.3.3 page 26, les points conjugués
peuvent̂etre d́etermińes en d́etectant une perte de rang : ici c’est le premier point
conjugúe qui nous int́eresse plus particulièrement, car c’est celui-ci qui est crucial
pour établir l’optimalit́e locale. Deux ḿethodes sont possibles et implément́ees
dansCOTCOT[21] :

– la matrice dont le rang està étudier est de taillen−1 parn, on peut alors y
adjoindre un nouveau vecteur indépendant afin d’obtenir une matrice carrée
d’ordre n et la perte de rang devient l’annulation du déterminant de cette
nouvelle matrice ;

– on peutégalement calculer la plus petite (i.e. la n−1ème) valeur singulìere
et la perte de rang devient l’annulation de cette valeur singulière.
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Nous pŕesentons dans les figures 7.4 de la présente page et 7.5 page suivante
l’ évolution de la plus petite valeur singulière le long du chemin homotopique pour
Fmax = 6 Newtons avec une longitude finalel(T) fixée à 62 radians. Chaque
extŕemale áet́e prolonǵee jusqu’̀a quatre fois son temps de transfert.
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FIG. 7.4 –Évolution de la dernìere valeur singulìere (homotopie sur le domaine de
contr̂ole, l(T) = 62 rad)

Une analyse fine des graphes montrent que les premiers points conjugués ap-
paraissent autour de trois fois et demi le temps de transfert, ce qui nous permet
de conclure sur l’optimalit́e locale. Ces temps conjugués semblent converger dans
les deux cas vers une valeur autour detc = 545,08 h (rappelons que le temps de
transfert trouv́e estT = 165,32 h, soit un rapport de 3,3 environ).
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FIG. 7.5 –Évolution de la dernìere valeur singulìere (homotopie sur l’inclinaison
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Fmax T (h) ‖S0(T, p0)‖ texec

60,0 N 14,73 7,84E−14 0,08 s
30,0 N 31,45 4,03E−13 0,50 s
24,0 N 36,34 1,95E−13 0,64 s
12,0 N 69,29 2,53E−13 1,15 s
10,0 N 83,53 2,13E−13 0,80 s
9,0 N 93,19 3,20E−13 1,04 s
7,5 N 111,64 4,53E−13 7,56 s
6,0 N 139,38 3,68E−13 1,73 s
5,0 N 166,33 4,53E−13 6,43 s
4,5 N 186,05 1,07E−12 5,22 s
4,0 N 208,43 9,32E−13 1,70 s
3,5 N 240,35 6,03E−13 5,54 s
3,0 N 277,91 5,04E−13 2,10 s
2,5 N 335,92 1,78E−12 7,13 s
2,0 N 418,39 1,24E−12 7,46 s
1,5 N 560,10 1,14E−11 8,90 s
1,0 N 838,12 6,14E−11 15,44 s

(a) Cas coplanaire

Fmax T (h) ‖S0(T, p0)‖ texec

60,0 N 17,24 5,15E−14 0,38 s
30,0 N 32,54 7,70E−13 2,28 s
24,0 N 41,12 5,34E−13 2,13 s
12,0 N 94,78 8,99E−13 7,06 s
10,0 N 105,77 6,63E−13 3,16 s
9,0 N 122,20 5,80E−13 2,78 s
7,5 N 135,32 1,45E−12 5,21 s
6,0 N 166,86 1,28E−12 5,94 s
5,0 N 203,18 3,02E−13 8,01 s
4,5 N 226,17 4,12E−12 5,85 s
4,0 N 258,93 3,32E−12 15,75 s
3,5 N 289,77 2,04E−12 12,36 s
3,0 N 343,46 1,94E−11 6,60 s
2,5 N 418,86 1,31E−12 6,60 s
2,0 N 516,68 2,02E−11 28,66 s
1,5 N 676,48 1,16E−11 20,28 s
1,0 N 1032,47 1,47E−10 61,07 s

(b) Cas non-coplanaire

TAB . 7.2 – Ŕesolution de l’́equation de tir pour les transferts bi-entrées
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Contributionà l’ étude du contr̂ole optimal des transferts orbitaux mono-entrée



Chapitre 7. Mise en œuvre pratique et simulations 73

F m
ax

λ
0 st

ep
=

1e
−

1
λ

0 st
ep

=
1e
−

2
λ

0 st
ep

=
1e
−

3
N

λ
N

t e
xe

c
‖S

λ
N
(T

,
p 0

)‖
N

λ
N

t e
xe

c
‖S

λ
N
(T

,
p 0

)‖
N

λ
N

t e
xe

c
‖S

λ
N
(T

,
p 0

)‖
60

,0
N

37
0,

99
99

27
,6

5
s

4,
32

E−
13

11
7

0,
99

98
62

,0
6

s
6,

55
E−

13
10

08
0,

99
98

52
8,

05
s

7,
53

E−
13

30
,0

N
37

0,
99

99
29

,1
9

s
1,

14
E−

12
11

7
0,

99
98

79
,3

0
s

6,
87

E−
13

10
08

0,
99

98
48

1,
54

s
8,

24
E−

13
24

,0
N

37
0,

99
99

39
,0

0
s

6,
69

E−
13

11
7

0,
99

98
89

,7
8

s
1,

87
E−

13
10

08
0,

99
98

59
5,

55
s

2,
23

E−
13

12
,0

N
37

0,
99

99
12

8,
79

s
9,

01
E−

13
11

7
0,

99
98

27
0,

68
s

1,
24

E−
12

10
08

0,
99

98
18

97
,3

3
s

1,
82

E−
12

10
,0

N
37

0,
99

99
12

4,
66

s
2,

54
E−

13
11

7
0,

99
98

24
8,

74
s

2,
09

E−
12

10
08

0,
99

98
18

69
,8

6
s

6,
41

E−
13

9,
0

N
37

0,
99

99
14

6,
77

s
4,

87
E−

12
11

7
0,

99
98

29
0,

71
s

3,
31

E−
13

10
08

0,
99

98
20

87
,4

2
s

9,
82

E−
13

7,
5

N
37

0,
99

99
13

9,
44

s
3,

62
E−

13
11

7
0,

99
98

32
2,

08
s

1,
76

E−
12

10
08

0,
99

98
22

16
,8

6
s

1,
01

E−
12

6,
0

N
37

0,
99

99
17

8,
48

s
4,

55
E−

12
11

7
0,

99
98

42
6,

12
s

9,
74

E−
13

10
08

0,
99

98
26

11
,8

7
s

6,
37

E−
13

5,
0

N
37

0,
99

99
13

9,
42

s
7,

47
E−

12
11

7
0,

99
98

44
5,

63
s

1,
00

E−
11

16
84

0,
99

99
50

71
,1

7
s

8,
57

E−
08

4,
5

N
37

0,
99

99
22

4,
11

s
3,

00
E−

11
11

7
0,

99
98

49
8,

35
s

6,
24

E−
13

15
75

0,
99

98
21

52
38

,3
2

s
1,

56
E−

07
4,

0
N

63
0,

99
98

99
36

7,
55

s
4,

90
E−

07
12

3
0,

99
94

09
52

5,
97

s
5,

57
E−

07
10

08
0,

99
98

29
29

,5
2

s
1,

23
E−

11
3,

5
N

14
4

0,
99

98
99

83
3,

92
s

1,
84

E−
07

21
9

0,
99

98
74

11
04

,1
4

s
3,

06
E−

08
10

19
0,

99
95

31
33

56
,1

4
s

6,
79

E−
07

3,
0

N
11

78
0,

99
98

91
62

53
,8

8
s

2,
51

E−
07

34
2

0,
99

98
75

18
87

,8
1

s
7,

34
E−

08
10

45
0,

99
99

37
95

,1
5

s
6,

12
E−

08
2,

5
N

14
1

0,
99

98
24

10
38

,4
0

s
8,

57
E−

08
81

2
0,

99
98

08
50

07
,8

1
s

4,
28

E−
08

10
19

0,
99

97
91

42
63

,7
9

s
7,

34
E−

08
2,

0
N

10
20

0,
99

96
95

93
62

,7
0

s
1,

60
E−

07
74

9
0,

99
92

06
54

90
,8

2
s

2,
43

E−
07

13
47

0,
99

96
19

83
58

,0
3

s
6,

52
E−

08
1,

5
N

55
11

0,
99

83
44

49
89

7,2
0

s
1,

59
E−

07
14

5
0,

99
95

22
16

24
,8

8
s

9,
22

E−
08

12
14

0,
99

92
43

99
42

,0
5

s
9,

30
E−

08
1,

0
N

69
0,

99
91

38
21

55
,9

3
s

1,
96

E−
07

76
15

0,
99

19
84

10
94

60
,9

8
s

1,
41

E−
07

Te
m

ps
de

ca
lc

ul
tr

op
lo

ng

T
A

B
.7

.4
–

S
ui

vi
ho

m
ot

op
iq

ue
po

ur
la

co
nt

in
ua

tio
n

su
r

l’i
nc

lin
ai

so
n

in
iti

al
e
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Fmax H1 [λ 0
step] H2 [λ 0

step] Tir

60,0N 16,75 h [0,1] 16,75 h [0,1] 16,74 h
30,0N 35,90 h [0,1] 32,31 h [0,1] 32,31 h
24,0N SNC 40,77 h [0,1] 40,76 h
12,0N 82,44 h [0,1] 94,50 h [0,1] 85,44 h
10,0N 98,51 h [0,01] 105,21 h [0,1] 101,02 h
9,0N 129,36 h [0,001] 121,62 h [0,1] 109,67 h
7,5N 154,76 h [0,1] 134,20 h [0,1] 131,67 h
6,0N 165,32 h [0,1] 165,32 h [0,1] 165,32 h
5,0N SNC 201,08 h [0,1] 198,98 h
4,5N SNC 223,77 h [0,1] 220,81 h
4,0N SNC 255,30 h [0,1] 248,15 h
3,5N SNC 286,33 h [0,1] 286,43 h
3,0N SNC 338,52 h [0,001] 331,93 h
2,5N 401,11 h [0,1] 412,16 h [0,1] 400,47 h
2,0N SNC 509,68 h [0,1] 500,07 h
1,5N SNC 669,21 h [0,01] 663,96 h
1,0N SNC 1024,82 h [0,1] 997,09 h

La valeur deλ 0
stepchoisie est donńee entre crochets.

H1 : Homotopie sur le domaine de contrôle
H2 : Homotopie sur l’inclinaison finale
Tir : Méthode de tir sans homotopie

TAB . 7.5 – Comparaison des temps de transfert obtenus
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Conclusion

Bilan

L’ étude du transfert orbital mono-entrée et en particulier le problème en temps
minimum nous a permis de confirmer la spécificité de ce type de transfert, bien que
s’inscrivant logiquement dans la famille des transferts orbitaux.

Comme pour le transfert bi-entrée coplanaire, l’application des théor̀emes clas-
siques de contrôlabilité a permis d’́etablir que le transfert coplanaire mono-entrée
reste contr̂olable, en d́epit de la ŕeduction des degrés de libert́e de la pousśee.

De plus, les valeurs des temps de transfert sont peu dégrad́ees par rapport au
transfert coplanaire : on observe une augmentation de vingt pour cent seulement
environ.

Contrairement aux transfertsétudíes auparavant, nous avonségalement púeta-
blir que le contr̂ole mono-entŕeeétait discontinu. L’́etude des approximations lisses
dévelopṕees pour reḿedier à ce constat a permis de mettre enévidence de nou-
veaux ŕesultats.

Ainsi l’utilisation du probl̀eme de minimisation de l’énergie avec relaxation
de la contrainte de contrôle comme approximation Riemannienne intégrable lisse
du transfert mono-entrée nous a permis d’établir avec pŕecision la structure des
transferts vers des orbites circulaires. Outre la mise enévidence de la platitude
(inconnue jusqu’alors) du système dans le cas des transferts vers des orbites cir-
culaires, des restrictions sur l’existence de solution du problème moyenńe ontét́e
établies, qui traduisent la non-convexité inh́erentèa l’approximation ŕealiśee.

De même l’utilisation de deux types de transferts bi-entrées (coplanaire et
non-coplanaire) comme approximations lisses a permis uneétude approfondie des
conditions du second ordre sur ces approximations et aégalement valid́e la ḿethode
du tir simple pour le transfert mono-entrée qui s’av̀ere au final tr̀es efficace, malgré
les nombreuses commutations du contrôle (autour de quatre-vingt-dix pourFmax=
1 Newton).

Perspectives

Dans le cadre de l’approximation Riemannienne, l’étude exhaustive de la métri-
que Riemannienne doitêtre compĺet́ee avec l’analyse de la ḿetrique compl̀ete en
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dimension trois. Enfin, la continuation entre l’approximation Riemannienne de la
minimisation de l’́energie et le problème cible du temps minimum est en cours de
réalisation.

Afin de ŕealiser une analyse pertinente de nos résultats avec les ḿethodes de
continuation, nous devons les comparer aux récentes implantations des conditions
du second-ordre dans le cas bang-bang [51]. Les résultats de convergence sontà
affiner, notamment pour les contrôles extŕemaux obtenus les longs des différentes
homotopies trait́ees. La ŕegularit́e des points conjugués par rapport au paramètre
homotopique est́egalement̀a pŕeciser.

Dans un second temps, il faudraégalement mettre en place des outils numéri-
ques plus adaptés. Ainsi, les ḿethodes variationnelles oùa base de diff́erentiation
interne fournissent de meilleurs résultats qu’un simple intégrateur de typeRKF45;
dans le cas d’équations diff́erentiellesà second membre discontinu, la détection
préalable des instants de commutations s’est réveĺee tr̀es efficace.

Le suivi homotopique peut̂etre affińe, notamment dans le cas de l’homotopie
sur le domaine de contrôle, en utilisant des ḿecanismes de suivi de type prédicteur-
correcteur [5] d́evelopṕes par exemple dans le cas du transfert 3D pour le problème
de minimisation de la masse [41].

Enfin, le probl̀eme de minimisation de la masse peutêtre étudíe dans le cas
mono-entŕee en utilisant par exemple lesétudes faites ces dernières anńees [41,50].

Le probl̀eme de transfert mono-entrée, comme ses grands frères, est donc une
source renouvelée de travaux passionnants. Affaireà suivre. . .
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Annexe A

Construction de transferts
d’orbites sous-optimaux

Motivation

Dans cet annexe, nous proposons une méthodeanalytique — c’est-̀a-dire qui
fournit une expression mathématique exacte — de construction d’un transfert. Le
transfert ainsi obtenu est exprimé avec des fonctions usuelles simples (polynômes
de degŕe deux et fonctions trigonoḿetriques). De plus, la ḿethode de construction
permet une reparaḿetrisation du transfert̀a chaque ṕerigée.

Nous traitons uniquement le transfertcoplanaireet nous d́ecomposons la pous-
sée dans le rep̀ereradial-orthoradial (cf. page 30). La pousséeu s’écrit doncu =
urFr +uorFor.

A.1 Construction des formes implicites

A.1.1 Préliminaires

Notations Étant donńes les param̀etres orbitauxP, ex, ey et l , on d́efinit les vec-
teurs−→τ = (cosl , sinl) et−→e = (ex, ey) ainsi que :

−→
η = (ηx, ηy) =−→e +−→τ = (ex +cosl , ey +sinl)

W = ηxcosl +ηysinl = 1+excosl +eysinl > 0
(

car
√

e2
x +e2

y < 1
)

D = ηxsinl −ηycosl = exsinl −eycosl .

Caractérisation des ṕerigées et des apoǵees Il est possible de caractériser les
périgéesà l’aide des quantitésD etW :

Proposition A.1. x est un ṕerigée (respectivement un apogée) si et seulement si
D = 0 et W≥ 1 (respectivement D= 0 et W≤ 1).
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Démonstration.Géoḿetriquement, on est au périgée lorsque la longitudel cöıncide
avec l’argument du ṕerigée, c’est-̀a-dire lorsque le vecteur excentricité −→e et le
vecteur−→τ sont colińeaires et dans le m̂eme sens. Cela s’écrit det(−→η ,−→τ ) = 0 et
(−→e |−→τ )≥ 0, i.e. D= 0 etW ≥ 1.

On se situèa l’apoǵee lorsque les vecteurs−→e et−→τ sont colińeaires et de sens
oppośes. Alors on a det(−→η ,−→τ ) = 0 et (−→e |−→τ ) ≤ 0, c’est-̀a-direD = 0 etW ≤
1.

Reformulation de la dynamique Dans le cadre ainsi défini, le syst̀eme de trans-
fert orbital s’́ecrit :

ẋ = F0(x)+
ur

m
Fr(x)+

uor

m
For(x) ,

√
u2

r +u2
or ≤ Fmax

= F0(x)+ γrFr(x)+ γorFor(x)

où l’on noteγ = u/m, x = (P, ex, ey, l) et :

F0(x) =
√

µ

P


0
0
0

W/P

 , Fr(x) =

√
P
µ


2P/W

cosl +ηx/W
sinl +ηy/W

0

 , For(x) =

√
P
µ


0

sinl
−cosl

0

 .

Donc l̇ =
√

µW2/P3/2 > 0 ne d́epend ni du temps ni du contrôle1 et on peut
donc reformuler la dynamique en prenant la longitudel comme nouvelle variable
indépendantèa la place du temps. On note encorex= (P, ex, ey) et on a le syst̀eme :

dx
dl

(l) = γr(l)F̃r(l , x(l))+ γor(l)F̃or(l , x(l)) , ∀ l (A.1)

avec :

F̃r(l , x) =
1

l̇
Fr(x, l) =

P2

µW2

 2P/W
cosl +ηx/W
sinl +ηy/W


F̃or(l , x) =

1

l̇
For(x, l) =

P2

µW2

 0
sinl
−cosl

 .

A.1.2 Formes implicites

L’id ée principale de la ḿethode pŕesent́ee dans cet annexe est d’exhiber des
conditions d’admissibilit́e pour un transfertoù seules les composantes de l’état
x apparaissent, c’est-̀a-dire òu le contr̂ole u n’intervient pas. De telleśequations
seront appeléesformes implicites.

Nous pouvons formuler la première forme implicite dans la proposition sui-
vante :

1Ce qui n’est pas le cas pour le transfert géńeral 3D, òu l̇ dépend de la composante hors-planuc

de la pousśee
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Proposition A.2 (Première forme implicite). La trajectoire x est admissible si et
seulement si :

d
dl

(
1
P

)
+

d
dl

(ex

P

)
cosl +

d
dl

(ey

P

)
sinl = 0 , ∀ l . (A.2)

Démonstration.La trajectoirex : l 7→ x(l) est simplement admissible

⇐⇒ ∀ l ,
dx
dl

(l) ∈ Im F̃(l , x(l)). avecF̃(l , x(l)) =
[
F̃r(l , x(l)) F̃or(l , x(l))

]
Le sous-espace vectoriel Im̃F(l , x(l)) deR3 vérifie par d́efinition :

Im F̃(l , x(l)) = Vect{F̃r(l , x(l)), F̃or(l , x(l))}

et les deux vecteurs forment une base par hypothèse. Donc(Im F̃(l , x(l)))⊥ est de
dimension 1 et est engendré par le vecteur̃Fc(l , x(l)) = F̃r(l , x(l))∧ F̃or(l , x(l)).

Tous calculs faits, on ãFc(l , x(l)) =
2P5

µ2W5

−W/P
cosl
sinl

. d’où la condition :

−W
P

dP
dl

+(cosl)
dex

dl
+(sinl)

dey

dl
= 0.

On d́eveloppeW = 1+ excosl + eysinl et on divise cettéequation parP. On fait
alors apparâıtre les d́erivées des quotients 1/P, ex/P etey/P pour obtenir la relation
(A.2).

Cette relation permet de dériver de nombreuses autres formes implicites parmi
lesquelles l’une des plus concises :

Corollaire A.3. La trajectoire x est admissible si et seulement si(
d
dl

(−→
η

P

)∣∣∣∣−→τ )= 0.

On obtientégalement :

Corollaire A.4. La trajectoire x est admissible si et seulement si :

d
dl

(
W
P

)
=−D

P
. (A.3)

Ce corollaire nous permet de déduire la forme suivante :

Proposition A.5 (Deuxìeme forme implicite). La trajectoire x est admissible si
et seulement si

d
dl

(
ln

P
W

)
=

D
W

. (A.4)
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Démonstration.Décomposons d’abord
d
dl

(
ln

P
W

)
:

d
dl

(
ln

P
W

)
=

d
dl (P/W)

P/W
=

W
P

d
dl

(
1

W/P

)
=

W
P
·− 1

(W/P)2

d
dl

(
W
P

)
=− P

W
d
dl

(
W
P

)
.

Doncx est admissible

⇐⇒ d
dl

(
W
P

)
=−D

P
(cf. Corollaire A.4)

⇐⇒ d
dl

(
ln

P
W

)
=− P

W
·−D

P

⇐⇒ d
dl

(
ln

P
W

)
=

D
W

.

De nombreuses autres formes peuventêtre d́erivées, voir [31].

A.2 Reconstruction de l’́etat à partir des formes implicites

A.2.1 Détermination d’un ensemble suffisant de fonctions

Proposition A.6. La premìere forme implicite s’int̀egreà l’aide de deux fonctions
κ1 et κ2 définies comme suit :

κ1 =
d
dl

(ex

P

)
, κ2 =

d
dl

(ey

P

)
est un noyau de la forme implicite (A.2).

Démonstration.Le processus de reconstruction dex est le suivant :

1. on int̀egreκ1 et κ2 :

Φ1(l) =
ex(l)
P(l)

=
ex(0)
P(0)

+
∫ l

0
κ1(λ )dλ (A.5)

Φ2(l) =
ey(l)
P(l)

=
ey(0)
P(0)

+
∫ l

0
κ2(λ )dλ (A.6)

2. on obtientϕ3 =
d
dl

(
1
P

)
à l’aide de la forme implicite :

ϕ3(l) =−κ1(l)cosl −κ2(l)sinl (A.7)
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3. on int̀egreϕ3 :

Φ3(l) =
1

P(l)
=

1
P(0)

+
∫ l

0
ϕ3(λ )dλ (A.8)

4. on en d́eduit alors l’́etatx :

P(l) =
1

Φ3(l)
, ex(l) =

Φ1(l)
Φ3(l)

, ey(l) =
Φ2(l)
Φ3(l)

(A.9)

5. enécrivant

κ1 =
1
P

dex

dl
+ex

d
dl

(
1
P

)
, κ2 =

1
P

dey

dl
+ey

d
dl

(
1
P

)
on en d́eduitd−→e /dl :

dex

dl
(l) = P(l)

(
κ1(l)−ex(l)ϕ3(l)

)
(A.10)

dey

dl
(l) = P(l)

(
κ1(l)−ey(l)ϕ3(l)

)
. (A.11)

Proposition A.7. La deuxìeme forme implicite s’intègreà l’aide de deux fonctions
κ3 et κ4 définies comme suit :

κ3 = ‖−→e ‖=
√

e2
x +e2

y , κ4 =
D
W

est un noyau de la forme implicite (A.4).

Démonstration.Le processus de reconstruction dex est le suivant :

1. en remarquant queD = ‖−→e ‖cos(l−ω) et queW = 1+‖−→e ‖sin(l−ω) avec
ω argument du ṕerigée, il vient :

κ4(l) =
κ3(l)cos[l −ω(l)]

1+κ3(l)sin[l −ω(l)]

et on tireϕ1(l) = ω(l) = arg−→e (l).
2. on peut alors calculerex etey et leurs d́erivées :

ex(l) = κ3(l)cosϕ1(l) , ey(l) = κ3(l)sinϕ1(l)
dex

dl
(l) =

dκ3

dl
(l)cosϕ1(l)−κ3(l)

dϕ1

dl
(l)sinϕ1(l)

dey

dl
(l) =

dκ3

dl
(l)sinϕ1(l)+κ3(l)

dϕ1

dl
(l)cosϕ1(l)

3. on en d́eduitϕ2(l) = W(l) = 1+ex(l)cosl +ey(l)sinl .

4. la forme implicite (A.4) s’́ecrit égalementddl (lnP/W) = κ4, ce qui permet
d’obtenirP :

P(l) = ϕ2(l)
P(0)

1+ex(0)
exp

(∫ l

0
κ4(λ )dλ

)
.
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A.2.2 Construction des fonctions

Maintenant que nous avons identifié leséléments permettant de retrouver l’état
et le contr̂ole, nous allons présenter une ḿethode pour les ǵeńerer.

A.2.2.1 Premìere forme implicite

Nous consid́erons l’́etude d’une ŕevolution : autrement dit, la longitudel par-
court l’intervalle [0, 2π] et nous nous fixonsx(0) et x(2π). Si nous reprenons le
processus de reconstruction de la première forme implicite, nous pouvonśecrire
(cf. étapes 1. et 3.) :

Φ1(2π) =
ex(2π)
P(2π)

=
ex(0)
P(0)

+
∫ 2π

0
κ1(λ )dλ

Φ2(2π) =
ey(2π)
P(2π)

=
ey(0)
P(0)

+
∫ 2π

0
κ2(λ )dλ

Φ3(2π) =
1

P(2π)
=

1
P(0)

+
∫ 2π

0
ϕ3(λ )dλ

Les valeurs initiale et finale deey pour le transfertcomplet (i.e. sur plusieurs
révolutions) que nous considérons sont nulles. Donc les valeurs sur chaque révolu-
tion ey(0) et ey(2π) le seront́egalement. De plus, on choisitκ2≡ 0, ce qui revient
notamment̀a ey ≡ 0 : doncD = excosl et les ṕerigées se situent enl ≡ 0 [2π] (cf.
Proposition A.1), ce qui justifie le choix de l’intervalle[0, 2π] pour la longitudel .

Enfin, on contraint le support deκ1 à être inclus dans[δ/2, 2π − δ/2] où
δ ∈ R∗+ est un param̀etre arbitraire2.

On obtient alors les relations suivantes pourκ1 :∫ 2π

0
κ1(λ )dλ =

ex(2π)
P(2π)

− ex(0)
P(0)∫ 2π

0
κ1(λ )cos(λ )dλ =

1
P(0)

− 1
P(2π)

.

De plus les relations (A.8) et (A.10) nous permettent d’écrire dex/dl = P(1+
excosl)κ1 = PWκ1. Autrement dit,‖dex/dl‖∞ est domińee par‖κ1‖∞ — carPW
est domińe par‖x‖∞(1+2‖x‖∞) —. Or‖γ‖∞ est clairement domińee par‖dex/dl‖∞.
Ainsi on peut contr̂oler‖γ‖∞ par le biais de‖κ1‖∞.

Il s’agit donc de choisirκ1 avec une valeur de‖κ1‖∞ aussi faible que possible.
Une possibilit́e est alors de résoudre le problème(P) d’optimisation suivant :

(P)



Min ‖κ1‖∞ ∫ 2π

0
κ1(λ )dλ =

ex(2π)
P(2π)

− ex(0)
P(0)∫ 2π

0
κ1(λ )cos(λ )dλ =

1
P(0)

− 1
P(2π)

.

2L’introduction de ce param̀etre aét́e motiv́ee par des valeurśelev́ees de la commande autour de
l ≡ 0[2π] (c’est-̀a-dire les ṕerigées), diminuant considérablement l’efficacit́e de la ḿethode.
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Malheureusement, la norme‖ · ‖∞ n’est pas suffisamment régulìere pour permettre
une ŕesolution aiśee. Il nous faut trouver une norme hilbertienne plus fine que‖·‖∞.
Les contraintes surκ1 s’expriment naturellement en terme de produits scalaires sur
l’espace de HILBERT L2([0, 2π], R) : mais la norme induite‖ · ‖L2 n’est pas plus
fine que la norme‖ · ‖∞.

En vertu du lemme de POINCARÉ et des contraintes sur le support deκ1, l’es-
pace cherch́e est :

H1
δ

= H1
0([0, 2π], R)∩

{
f ∈ L2([0, 2π], R)

∣∣∣∣suppf ⊂
[

δ

2
, 2π− δ

2

]}
où H1

0([0, 2π], R) est l’espace de SOBOLEV :

H1
0([0, 2π], R) =

{ f ∈ L2([0, 2π], R) | f ′ ∈ L2([0, 2π], R)∧ f (0) = f (2π) = 0}.

H1
δ

est un sous-espace hilbertien de H1
0([0, 2π], R) muni du produit scalaire induit :

( f |g)H1
δ

=
∫ 2π

0
f ′(t)g′(t)dt =

∫ 2π−δ/2

δ/2
f ′(t)g′(t)dt.

Nous consid́erons alors le problème d’optimisation suivant :

(Pδ )



Min
κ1∈H1

δ

‖κ1‖H1
δ

(κ1 |1)L2 =
ex(2π)
P(2π)

− ex(0)
P(0)

(κ1 | cos)L2 =
1

P(0)
− 1

P(2π)
.

On ŕeécrit les produits scalaires sur L2([0, 2π], R) comme des produits scalaires
sur H1

δ
:

(κ1 |1)L2 = (κ1 |h1)H1
δ

avech1 : l 7→ 1
2

l(2π− l)− 1
2

δ

2

(
2π− δ

2

)
(κ1 | cos)L2 = (κ1 |h2)H1

δ

avech2 : l 7→ cosl −cos

(
δ

2

)
.

avech1 eth2 deuxéléments de H1
δ
, i.e.qui sont nulles en dehors de[δ/2, 2π−δ/2].

Le probl̀eme(Pδ ) devient :

(Pδ )



Min
κ1∈H1

δ

‖κ1‖H1
δ

(κ1 |h1)H1
δ

= b1 =
ex(2π)
P(2π)

− ex(0)
P(0)

(κ1 |h2)H1
δ

= b2 =
1

P(0)
− 1

P(2π)
.
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qui n’est rien d’autre qu’un problème de projection hilbertienne de l’élément 0H1
δ

sur une varíet́e linéaireV de direction{h1, h2}⊥. Le projet́eκ1∈V vérifie la condi-
tion κ1−0∈V⊥ = Vect{h1, h2} : κ1 ∈V ∩V⊥.

On peut donćecrireκ1 = α1h1 +α2h2 et la conditionκ1 ∈V s’écrit :

α1(h1 |h1)H1
δ

+α2(h2 |h1)H1
δ

= b1

α1(h1 |h2)H1
δ

+α2(h1 |h2)H1
δ

= b2

et α = (α1, α2) est donc la solution d’un système lińeaire de dimension deux.

Procédure de construction deκ1 Nous ŕesumons la ḿethode de construction de
κ1.

1. On se donnex(0) etx(2π) et on calcule le vecteurb = (b1, b2).

2. On choisit une valeurδ et on calcule la matrice de GRAM du couple(h1, h2) :

Gδ =

(
(h1 |h1)H1

δ

(h2 |h1)H1
δ

(h1 |h2)H1
δ

(h1 |h2)H1
δ

)

3. On obtient alorsα = (α1, α2) = G−1
δ

b, puisκ1 = α1h1 +α2h2.

Une foisκ1 construit (rappelons queκ2 ≡ 0), on peut alors obtenir l’étatx et la
commandeγ comme vu auparavant.

Remarquons queκ1 est une combinaison affine depolynômes de degŕe deuxet
defonctions trigonométriques, ce qui rend les calculs ultérieurs de reconstruction
très simples.

A.2.2.2 Deuxìeme forme implicite

Si on cherchèa analyser la stabilité au moins nuḿerique du proćed́e que nous
venons d’introduire, on observe que la conditionκ2≡ 0, i.e. ey≡ 0 est tr̀es contrai-
gnante : en effet, une erreur surey ne pourra paŝetre d́etect́ee et encore moins
corrigée. Il nous faut donc nous affranchir de cette contrainte et relaxer les condi-
tions surey.

Comme pour la première forme, on travaille par révolution, de ṕerigéeà periǵee.
Cependant, commeey n’est plus nul̀a priori, l’intervalle d’́evolution del n’est plus
exactement[0, 2π] et d́epend explicitement de la valeur de l’état aux bornes (i.e.
aux ṕerigées). En effet, la relationD(l) = 0 estéquivalentèa l ≡ ω(l) [2π].

Plus pŕeciśement,́etant donńes deux́etatsx0 etx1 correspondant̀a des ṕerigées,
on connait alors les valeurs des argumentsω0 = arg(−→e 0) et ω1 = arg(−→e 1). Alors
la longitudel parcourt l’intervalle[l0, l1] avecl0≡ ω0 [2π] et l1≡ ω1 [2π]3.

3On ne peut pas se contenter d’uneégalit́e simple du typel = ω car la largeur de l’intervalle doit
approcher 2π (le satellite doit faire un vrai tour !), ce qui ne serait pas toujours le cas avec uneégalit́e
directe.
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Pour les m̂emes raisons que dans le cas de la première forme, on contraint le
support de la commandeγ. Plus pŕeciśement, on se donne un paramètreσ ∈R∗+ et
on impose :

suppγ ⊂ [l inf , lsup] =
[
l1/2−

σ

2
, l1/2 +

σ

2

]
avecl1/2 =

l0 + l1
2

.

Dans la zone òu γ ≡ 0, le syst̀eme est un système de KEPLER libre et les pa-
ramètres orbitaux sont constants, c’est-à-dire que l’on ax(l) = x0 pourl ∈ [l0, l inf ] et
x(l) = x1 pourl ∈ [lsup, l1]. Notammentκ3 = ‖−→e ‖ etκ4 = D/W sont int́egralement
connues sur[l0, l inf ]∪ [lsup, l1].

Reste donc̀a d́efinir κ3 et κ4 sur[l inf , lsup]. On proc̀ede comme suit :

1. On d́efinit κ3 comme une fonction affine par morceaux, plus préciśement :

κ3(l) = ‖−→e (l)‖=


‖−→e 0‖ si l ∈ [l0, l inf ]

‖−→e 0‖+(‖−→e 1‖−‖−→e 0‖)
l − l inf

lsup− l inf
si l ∈ [l inf , lsup]

‖−→e 1‖ si l ∈ [lsup, l1]

ce qui permet un calcul simple ded−→e /dl.

2. Rappelons qued(lnP/W)/dl = κ4. P/W estégalement connu sur[l0, l inf ]∪
[lsup, l1] et on d́efinit lnP/W entrel inf et lsup comme un polyn̂ome de degŕe
cinq en utilisant la ḿethode de HERMITE, c’est-̀a-dire que les valeurs de
lnP/W et deκ4 = d(lnP/W)/dl cöıncidentà gauche et̀a droite enl inf et
lsup

4. Les coefficients dudit polyn̂ome sont solutions d’un système lińeaire
de dimension six et l’on d́eduitégalementκ4.

On peut donc ainsi retrouver l’étatx et la commandeγ.

A.3 Mise en œuvre pratique et simulations

A.3.1 Algorithme général de construction

Dans le cas ǵeńeral, on se donne deux́etats quelconquesx0 et xf entre les-
quels on veut effectuer un transfert avec une contrainte imposée sur la commande :
‖γ‖≤ Γmax. Comme nous l’avons vu auparavant, nous allons subdiviser le segment
[x0, xf ] en plusieurs segments correspondant chacunà une ŕevolution de la trajec-
toire globale finale. Sur chacune de ces révolutions, nous appliquons les procédures
que nous venons de présenter.

Comme on ne connaı̂t pas a priori le nombre de révolutions ńecessaires pour
satisfaire la contrainte, il faut augmenter le nombre de révolutions jusqu’̀a trouver
le nombre minimum de révolutions, ce qui est explicité dans l’algorithme présent́e
dans la table A.1.

4On assure ainsi que lnP/W est de classeC 1 sur[l0, l1] et donc queκ4 est de classeC 0 sur[l0, l1]
par recollement.
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0. On se donne :
– unétat initial x0 et unétat final cible xf ;
– une borne de commandeΓmax ;
– unnombre maximal de révolutions Nmax au-del̀a duquel on arr̂ete l’algo-

rithme.

1. N← 1

2. On subdivise le segment[x0, xf ] enN sous-segments[xi , xi+1], i ∈ J0, N−1K
avecxN = xf .

3. Sur le segment nuḿero i ∈ J0, N − 1K, on utilise une des procédures
préćedentes :

(a) On calcule l’intervalle[l i , l i+1] d’évolution de la longitude.

(b) On construit le noyauK sur[l i , l i+1].

(c) On calcule l’́etat sur l’intervalle avecxi comme condition initiale et
xi+1 comme condition finale.

(d) On en d́eduit l’expression de la commandeγi sur[l i , l i+1].

4. SI sur tous les segments de la subdivision, la contrainte‖γi‖∞ ≤ Γmax,
ALORS

On construit la trajectoire finale en concaténant les trajectoires obte-
nues sur lesN segments.

L’algorithme s’arr̂ete : il r éussit.
SINON

N← N+1
On revient en 2.

5. L’algorithme s’arr̂ete :
– si la commande v́erifie la contrainte (cf. plus haut) : l’algorithmer éussit;
– siN atteintNmax : l’algorithmeéchoue.

TAB . A.1 – Algorithme ǵeńeral de construction

A.3.2 Résultats

A.3.2.1 Premìere forme implicite

Subdivisions uniforme et non uniforme Le choix de la subdivision uniforme
sur le segment[x0, xf ] est naturel :

xi = x0 +
i
N

(xf −x0) , i ∈ J0, N−1K.

Néanmoins, l’analyse des trajectoires optimales a permis de d’observer que le pa-
ramètreP augmentait de plus en plus vite au cours des révolutions. Il a donc paru
intéressant de construire une subdivisionnon uniformetelle que les longueurs des
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intervalles successifs[xi , xi+1] soit une suite ǵeoḿetrique de raisonRx > 15 :

xi+1−xi = Rx(xi−xi−1) , i ∈ J1, N−1K.

Résultats Nous pŕesentons dans la table A.2 les résultats obtenus. On reprend les
conditions initiales et finales de la table 3.1 page 33.N est le nombre de révolutions
obtenues,T est le temps de transfert (obtenu par intégration de l’́equationdt/dl =
1/l̇ ), cT est le quotient du tempsT par le temps minimum de transfert pour la
même pousśeeFmax, m(T) est la masse finale en fin de transfert etFeff = ‖u‖∞.
Il se peut en effet que la contrainte ne soit jamais saturée pendant le transfert. La
mentionN/C indique que l’on ne disposait pas de la valeur du temps minimum
pour la pousśee correspondante.

Fmax (N) N T (h) cT m(T) (kg) Feff (N)

60,0 4 65,07 4,40 1366,31 56,05
30,0 8 129,34 4,64 1366,32 27,03
10,0 22 355,05 4,16 1366,33 9,65
7,5 29 467,97 4,05 1366,33 4,92
4,0 53 855,15 3,99 1366,33 3,99
3,0 80 1290,76 4,55 1366,33 2,64
2,5 85 1371,43 4,05 1366,33 2,488
2,0 106 1710,24 3,94 1366,33 1,995
1,0 212 3420,46 3,83 1366,33 0,997
0,9 235 3791,54 3,85 1366,33 0,899
0,8 265 4275,57 4,01 1366,33 0,798
0,7 302 4872,53 4,02 1366,33 0,700
0,6 353 5695,38 4,02 1366,33 0,599
0,5 423 6824,76 4,01 1366,33 0,500
0,4 529 8534,99 4,02 1366,33 0,400
0,3 705 11374,60 4,01 1366,33 0,300
0,2 1057 17053,83 4,01 1366,33 0,200
0,1 2114 34107,66 4,01 1366,33 0,100
0,075 2818 45466,13 N/C 1366,33 0,075

TAB . A.2 – Premìere forme implicite : ŕesultats avec la subdivision uniforme

À titre de comparaison, on rappelle que la masse finale obtenue dans le cas d’un
transfert en temps minimum se situe autour de 1343 kg, et que la masse minimale
pour des tempśequivalents6 se situe autour de 1389 kg. Autrement dit, les transferts
obtenus ici fournissent une valeur de la masse finaleà mi-chemin et constituent
donc un compromis toutà fait int́eressant entre consommation et temps de transfert.

5Si Rx = 1, on retrouve la subdivision uniforme.
6Le probl̀eme de maximisation de la masseà temps final libre n’a pas de sens pour des poussées

continues.
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Cas de la subdivision non uniforme Quelques simulations nous ont permis
d’obtenir de meilleurs temps de transfert7 pour des subdivisions non uniformes
(gain d’environ 25%,cf. table A.3).

Fmax (N) Rx N cT

60 1,675 3 3,09
30 1,327 6 3,19

TAB . A.3 – Premìere forme implicite : quelques résultats avec la subdivision non
uniforme

Nous pŕesentons dans les figures A.1 et A.2 des trajectoires obtenues pour les
deux types de subdivisions. Les vecteurs de poussée est repŕesent́es sur les trajec-
toires. La courbe d’erreur A.1(b) est obtenue en comparant l’état calcuĺe par notre
méthode et l’́etat obtenu par intégration nuḿerique de la dynamique en y injectant
la commande obtenue.

−40

−20

0

20

40

−40
−30

−20
−10

0
10

20
30

−101

r
1

r
2

r 3

−50 0 50
−40

−20

0

20

r
1

r 2

−40 −20 0 20 40

−2

−1

0

1

2

r
2

r 3

(a) Trajectoire

0 10 20 30 40 50 60
0

1

2

3

4

5
x 10−9

∆ 
P

L

0 10 20 30 40 50 60
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
x 10−10

∆ 
e x

L

(b) Courbe d’erreur

FIG. A.1 – Trajectoire pourFmax = 30 Newtons, subdivision uniforme

A.3.2.2 Deuxìeme forme implicite

Dans ce cas, nous cherchons icià nous rapprocher du transfert obtenu pour
le probl̀eme de consommation minimale. Ainsi, nous utilisons la connaissance a
priori de ce transfert et nous en tirons leséléments de la subdivision et les largeurs
σ des zones de poussées (la figure A.3 montre la trajectoire et la poussée obtenue
pour le probl̀eme de consommation minimale pourFmax = 10 Newtons).

7mais pas de meilleures masses finales, celles-ci ayantét́e obtenues avec une subdivision uni-
forme
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FIG. A.2 – Trajectoire pourFmax = 60 Newtons, subdivision non uniforme (Rx =
1,4)
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FIG. A.3 – Transfert̀a consommation minimale pourFmax = 10 Newtons

Nous essayons donc ici de reproduire la trajectoire. Le résultat est encoura-
geant, mais malheureusement pas toutà fait concluant̀a cause de difficultésà sa-
tisfaire la contrainte de module maximum sur les dernières ŕevolutions (la dernìere
notamment).

Conclusion

Ces approches constructives donnent des résultats int́eressants et constituent
des ḿethodes tr̀es flexibles. En effet, si on change la ciblexf en cours de transfert,
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FIG. A.4 – Trajectoire pourFmax = 60 Newtons, subdivision non uniforme (Rx =
1,4)

quelques calculs simples peuvent remettreà jour leséléments de la subdivision.
Le mécanisme de ǵeńeration de ces transferts aégalement permis de préciser

(à d́efaut de la prouver) la nature de l’heuristiqueT ·Fmax' cste :

Proposition A.8. Sous des hypothèses convenables (cf. [31]), le produit T ·Fmax

est minoŕeet majoŕe.

La démonstration se trouvéegalement dans [31].
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Contributionà l’ étude du contr̂ole optimal des transferts orbitaux mono-entrée



94 Liste des tableaux
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3.4 Évolution du temps minimumT en fonction de 1/Fmax . . . . . . 35
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Contributionà l’ étude du contr̂ole optimal des transferts orbitaux mono-entrée



98 Bibliographie

[11] Bernard BONNARD and Jean-Baptiste CAILLAU . Introduction to nonlinear
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nal Polytechnique de Toulouse, Toulouse (France), Novembre 2005.
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lieu conjugúe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
lieu de coupure . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
longitude . . voir param̀etres orbitaux,

longitude

M
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26
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version faible . . . . . . . . . . . . . . 22

pseudo-Hamiltonien . . voir Hamilto-
nien, pseudo-Hamiltonien

R
rep̀ere

radial-orthoradial . . . . . . . 29, 79
tangentiel-normal . . . . . . . 29, 59

Riemannien. . . . . . . . . . . . . . . . .41, 42

S
solveurHYBRD. . . . . . . . . . . . . . . . . 34
sous-Riemannien . . . . . . . . 41, 42, 44
stratification (des trajectoires) . . . . 19
surface de commutation . . . . . . . . voir

commutation, surface
syst̀eme de KEPLER
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Résuḿe Nous pŕesentons ici l’́etude d’un probl̀eme de ḿecanique spatiale, le
transfert en temps minimal vers une orbite géostationnaire. Plus préciśement, nous
nous int́eressons̀a un cas particulier : le transfert mono-entrée. Reprenant les ḿe-
thodes et les ŕesultats deśetudes pŕećedentes, le transfert mono-entrée optimal
est calcuĺe et montre des performances excellentes compte tenu des contraintes
suppĺementaires introduites sur la direction de la poussée. Le contr̂ole optimal
étant discontinu, nous introduisons deux approximations lisses. Nous considérons
tout d’abord une approximation Riemannienne avec la moyennation du transfert
en minimium d’́energie avec relaxation de la contrainte sur le contrôle : l’étude de
la métrique Riemannienne associée montre que, dans des coordonnées adaptées,
les trajectoires optimales vers les orbites circulaires sont des droites. Nous re-
lions ensuite le transfert mono-entrée à des transferts bi-entrées contraints mais
lisses et utilisons les conditions lisses du deuxième ordre sur ces approximations :
cette proćedure nous permet notamment de valider l’efficacité de la ḿethode du tir
simple sur le transfert mono-entrée.

Mots-clés transfert d’orbite mono-entrée, contr̂ole en temps minimal, points con-
jugués, moyennation, continuation
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Abstract We deal with a problem from celestial mechanics, namely the minimum-
time orbit transfer towards a geostationary orbit. More precisely, we are concer-
ned with the particular case of single-input transfer. Using results and methods
from previous studies, the optimal single-input transfer is computed and we ob-
serve excellent results given the additional constraints on the thrust direction in
this case. Since the optimal control is discontinuous, we introduce two smooth ap-
proximations. First, we consider a Riemannian approximation relying on the ave-
raged minimum-energy transfer without constraint on the control : the analysis of
the underlying metric shows that, in suitable coordinates, optimal trajectories to-
wards circular orbits are straight lines. Then we connect the single-input transfer
to constrained and yet smooth double-input transfers and we apply smooth second-
order optimality conditions to these approximations : this process validates the
efficiency of the single-shooting method on the single-input transfer.
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