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Introduction

Durant ces vingt dernieres années, grace a I'apparition de nouvelles technolo-
gies, les sources électromagnétiques se sont multipliées et 1'exposition quotidienne
de ’homme a ces champs s’est d’autant plus accrue. C’est pourquoi de nombreuses
études se sont orientées vers les interactions entre champs électromagnétiques et
tissus biologiques.

La connaissance de l'influence de ces champs sur le corps humain est d’une
importance considérable, aussi bien dans le milieu médical qu’industriel. D’une
part les champs électromagnétiques sont utilisés a des fins médicales, aussi bien
pour les diagnostics (par exemple, en Imagerie par Résonnance Magnétique (I.RM.)
ou plus généralement en imagerie médicale [16], [46]) que pour les traitements (en
oncologie pour les traitements par électrochimiothérapie [61]). D’autre part, les
matériels électriques sont soumis & une réglementation stricte imposée en vertu du
principe de précaution [52] qui semble excessive & certains, laxiste a d’autres, et
reste a justifier scientifiquement.

Pour modéliser précisément la distribution des champs électromagnétiques dans
un organe du corps humain, une approche consiste a partir d’'une modélisation mi-
croscopique (c’est-a-dire au niveau cellulaire) afin de construire un modéle macro-
scopique de l'organe par des méthodes d’homogénéisation; un modele électrique
ainsi qu’une connaissance précise de la distribution des champs dans la cellule bio-
logique sont alors indispensables [52].

A Téchelle cellulaire, le calcul des champs présente des difficultés dues aux parti-
cularités de la cellule biologique [26], [50], [64] : fort contraste entre les parametres
électromagnétiques des différents milieux, présence d’une fine membrane difficile a
mailler, géométrie complexe, présence d’inclusions dans le cytoplasme etc. C’est
pourquoi de nombreuses approches numériques utilisent des modélisations sim-
plifiées, qui, soit négligent certains phénomenes électromagnétiques, tels que les cou-
rants de déplacements ou les variations temporelles des champs, soit considerent des
cellules & géométries simples (circulaire, ovale) mais biologiquement peu réalistes.

Cette these présente des méthodes asymptotiques mathématiquement justifiées
permettant de contourner les difficultés numériques que pose le modele de la cel-
lule biologique tout en permettant de rester le plus proche possible de la réalité
biologique.

REMARQUE. Nous avons choisi d’écrire une introduction détaillée, avec un
rappel sur les équations de Mazwell, une présentation de la cellule biologique et
l’énoncé de nos principauz théorémes, lemmes ou propositions, afin que le lecteur
soucieur de connaitre la motivation de notre travail et le cadre de validité de nos
résultats, et désirant les appliquer sans s’occuper des démonstrations, ait juste a
lire ces premieres pages.



2 INTRODUCTION

1. Les équations de Maxwell en régime harmonique

Les équations de Maxwell décrivent les phénomenes électromagnétiques dans
un matériau. Nous notons €, p et o respectivement les permittivité diélectrique,
perméabilité magnétique et conductivité électrique de ce matériau.

Les équations de Maxwell relient les champs de vecteurs E;, H (appelés champs
électriques et magnétiques) ainsi que les champs de vecteurs D et B (appelés induc-
tions électrique et magnétique) & la densité de courant J et & la densité de charge
électrique p. Le lecteur désirant de plus amples précisions a ce sujet se référera
au livre de Balanis et Constantine [12] pour une approche physique ou & ceux de
Bossavit [17] ou Cessenat [21] pour une approche plus mathématique. Le systéme
d’équations fondamentales s’écrit sous la forme suivante :

(1.1a) Loi de Faraday :rot E 4+ 9;B =0,
(1.1b) Loi d’Ampere :rot H — ;D = J,
(1.1c) Loi de Gauss magnétique :divB = 0,
(1.1d) Loi de Gauss électrique : divD = p.

La relation de conservation de la charge se déduit de la loi d’Ampere (1.1b) et de
la loi de Gauss électrique (1.1d) :

divJ + atp =0.

Afin de modéliser completement les phénomenes électromagnétiques, il est néces-
saire de rajouter les équations constitutives suivantes :

(1.2a) D =¢E,
(1.2b) B = uH,

ainsi que la loi d’Ohm

(1.2¢) J =oE.

Remarquons que la dépendance linéaire de B et D respectivement par rapport a H
et E, bien qu’assez générale, n’a pas lieu pour une classe importante de matériaux
(les matériaux ferromagnétiques par exemple). Cependant, dans cette thése, nous
ne considérons que des matériaux vérifiant les équations (1.2), et nous supposons
que les constantes €, p et o sont des quantités positives qui ne dépendent que de la
variable d’espace et sont indépendantes des champs électromagnétiques. De cette
modélisation, nous déduisons les équations satisfaites par E et H, en éliminant les
inconnues D et B.

1.1. L’équation vectorielle des ondes en régime harmonique. En régi-
me harmonique, nous supposons que les champs électrique et magnétique s’écrivent
sous la forme suivante :

(1.3) E(z,t) = E(x)e“!, H(x,t) = H(z)e"?,
ou w est la pulsation a laquelle se déroule le phénomene étudié. Dans cette these,
nous parlerons aussi bien de pulsation que de fréquence. Nous rappelons le lien
entre ces deux entités :

w=27f.
Notons que l'unité du systeéme international (S.1.) de la pulsation est le radian par
seconde (rad/s) et celle de la fréquence le hertz (Hz).
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Nous déduisons des équations (1.1) et (1.2) les équations de Maxwell en régime
harmonique :

(1.4a) rot B = —iwpH,
(1.4b) rot H = iweE + oF.

Remarquons que le systeme de Maxwell harmonique (1.4) est un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles (EDP) d’ordre 1. Si nous ne nous intéressons qu’a une
seule grandeur (E ou H), il est possible de transformer le systéme (1.4) d’ordre 1
en une EDP d’ordre 2. Cette nouvelle EDP, appelée équation vectorielle des ondes
en régime harmonique, s’écrit, pour E, sous la forme suivante :

1

(1.5) rot (— rotE) —w? (e —io/w)E =0;
I

le champ H vérifie quant a lui

1
(1.6) rot <7 rotH) —WuH = 0.
e —io/w

Ces égalités sont écrites au sens faible, ce qui signifie que des conditions de trans-
mission sont sous-entendues lorsque les parametres o, € ou u présentent des discon-
tinuités.

Il reste & imposer une condition aux limites du domaine étudié pour déterminer
de maniere unique le champ électrique E ou le champ magnétique H. Différents
types de conditions aux limites (C.L.) du domaine sont utilisés, par exemple, celles
de type Neumann

(1.7) rot E x n =< C.L. imposées sur le bord du domaine >,
ou de Dirichlet

E xn =< C.L. imposées sur le bord du domaine > .

Il existe aussi des conditions d’impédance reliant le champ électrique au champ
magnétique qui traduisent le fait que ’'onde ne peut pénétrer dans le matériau que
sur une faible épaisseur d appelée épaisseur de peau :

1
—rot E xn —dn x E xn =< C.L. imposées sur le bord du domaine > .
1

Ces conditions d’impédance sont aussi appelées conditions de radiation lorsqu’elles
permettent de ramener les problemes de diffraction & des domaines bornés [21].

1.2. L’équation de Helmholtz. Dans la plupart des matériaux, les parame-
tres o et € sont constants par morceau et € —io/w n’est jamais nul, ce qui implique
(en prenant la divergence de (1.4b)) que le champ électrique est & divergence nulle
presque partout. De méme, si p est constant par morceau, div H est nul presque
partout. Il est alors judicieux de transformer l'opérateur rot((1/u) rot) de I’équation
(1.5). En utilisant les relations suivantes! :

1 1 1
rot (— rot) = grad (— div) —div (— grad) ,
I I I

div(FEz)
IRappelons grad(E) = [grad(Exz), grad(Ey), grad(E;)] et div(E) = |:diV(Ey):|
div(E>)



4 INTRODUCTION

nous obtenons I’équation de Helmholtz sur E :

1
(1.8) div (— gradE) +w? (e —io/w) E = 0.

I
De maniere analogue, nous obtenons pour H :

1
div <7 gradH) +w?uH = 0.

e —io/w

Différentes conditions aux limites sont utilisés pour déterminer completement le

champ E. Les plus courantes et les plus simples sont les conditions de Dirichlet :

E =< C.L. imposées sur le bord du domaine >,

ou de Neumann
oE
on
Il existe aussi des conditions mixtes liant E et sa dérivée normale OE/On, telles
que la condition de Robin par exemple :

OF
aa— + bE =< C.L. imposées sur le bord du domaine >,
n

avec a et b des parametres & ajuster en fonction des constantes électromagnétiques.

=< C.L. imposées sur le bord du domaine > .

1.3. La formulation diélectrique. Dans cette formulation, aussi appelée
approximation quasistatique, les variations temporelles de 'induction magnétique
sont négligées. La loi de Faraday (1.1a) devient alors :

rot £ = 0.
En régime harmonique, nous obtenons alors :
(1.9a) rot E =0,
(1.9b) rot H =iweE + oF.

Comme rot E est nul, cela revient a supposer que E dérive d'un potentiel V' appelé
potentiel scalaire :

E =gradV.

En prenant la divergence de (1.9b), nous obtenons I'EDP elliptique suivante pour
V', appelée formulation diélectrique :

(1.10) div((we — io) grad V) = 0.

Les conditions aux limites usuelles pour cette EDP sont des conditions de Neu-
mann :
ov

o =< C.L. imposées sur le bord du domaine >,
n

ou de Dirichlet

V =< C.L. imposées sur le bord du domaine > .

Nous insistons sur le fait qu’a la différence des équations (1.4), (1.5), (1.6) et (1.8)
qui ne négligent aucun phénomene, la formulation diélectrique néglige la partie
rotationnelle du champ électrique.
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Deux questions apparaissent alors. La premiere porte sur les conditions aux
limites. Considérons le champ électrique E satisfaisant a ’équation vectorielle des
ondes (1.5) avec une condition aux limites de Neumann (1.7) et soit V' le poten-
tiel scalaire satisfaisant & la formulation diélectrique (1.10). Quelles conditions aux
limites faut-il imposer a V' pour que les champs électriques E et grad(V') soient com-
parables 7 Autrement dit, avec quelles conditions aux limites sur V' pouvons-nous
dire que le champ grad(V) est la partie statique du champ total E ?

La seconde interrogation porte sur 'utilisation de la formulation diélectrique.
Comme nous venons de le voir, cette formulation est une approximation de I’équa-
tion vectorielle des ondes. Dans cette approximation, les variations temporelles de
I'induction magnétique sont considérées comme nulles, c’est-a-dire que le rotationnel
du champ électrique est nul. Est-il possible de quantifier, a priori et en fonction des
parametres du milieu et de la pulsation, I'erreur faite en utilisant I’approximation
quasistatique et ainsi de savoir a priori quelle formulation il est plus judicieux
d’utiliser ?

2. La cellule biologique

La motivation principale de ce travail de these est I’étude des champs électro-
magnétiques en régime harmonique dans une cellule biologique. Nous présentons,
dans ce paragraphe, un modele électrique de cellule biologique. Ce modele a été
utilisé par Fear et Stuchly [26], [27] ou plus récemment par Sebastidn, Muioz et
al. [50], [64] pour étudier numériquement I'influence du champ électrique sur une
cellule biologique.

Tout d’abord nous décrivons la structure moléculaire de la membrane plasmique
qui lui permet de jouer a la fois un role d’isolant et de filtre entre 'intérieur de la
cellule et le milieu extérieur. En revanche, suivant les travaux de Fear et Stuchly [26]
et [27], nous ne présentons pas les différents éléments (cytosol, organelles, appareil
de Golgi, noyau et autres constituants biologiques) composant le cytoplasme ; pour
simplifier, nous le considérons comme un matériau électriquement homogene. Enfin,
nous présentons le modele électrique de la cellule biologique que nous utilisons dans
cette these.

2.1. La membrane cellulaire. La membrane plasmique cellulaire joue un
role primordial dans la vie de la cellule [5]. Elle entoure le cytosol et les organites
qui y baignent, définit la frontiere de la cellule et la protege de I’environnement
extracellulaire. Elle forme un film protecteur tres fin (Fig. 1) constitué de molécules
lipidiques et protéinaires.

Les molécules lipidiques (phospholipides) sont arrangées en une double couche
épaisse d’environ 5 nanometres (nm). Cette bicouche lipidique fournit la structure
fluide de base de la membrane et forme une barriere imperméable a la plupart des
molécules solubles dans ’eau. Elle est parsemée de molécules protéinaires (Fig. 2)
qui permettent notamment, la catalyse de réaction telles que la synthése d’ATP, ou
le transport de molécules a travers la membrane. Ces protéines jouent ainsi le role
de lien structurel entre le cytosquelette et la matrice extracellulaire ou une cellule
adjacente.
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F1G. 1. Vues au microscope de membranes plasmiques [5].
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Protéines transmembranaires

F1G. 2. Schéma bidimensionnel d’une membrane plasmique [5].

La membrane plasmique présente donc une structure moléculaire inhomogene
qui lui permet de jouer un double role. Les phospholipides, qui constituent la matiere
de base de la membrane, en font un corps imperméable et isolant, protégeant ainsi
la cellule des agressions extérieures, tandis que les molécules protéinaires éparses
permettent, dans certaines circonstances, des échanges entre le cytoplasme et le
milieu environnant (matrice cellulaire, ou autre cellule par exemple).

2.2. Le modele électrique de la cellule biologique. Pour étudier 'in-
fluence des champs électromagnétiques sur les cellules biologiques, il est nécessaire
de construire un modele électrique de ces cellules. A I'aide de mesures d’impédance
macroscopiques effectuées sur des organes (les travaux de Gabriel et al. [30], [31] et
[32] font actuellement référence), Fear, Foster, Schwan et Stuchly (voir [26], [27],
[29] et [68] par exemple) ont extrapolé un modele électrique simplifié de la cellule.
Dans ce modele, cette derniere est considérée comme un matériau électriquement
hétérogene composé d’un cytoplasme homogene dont la taille varie de 1 a quelques
micrometres (um) suivant les cellules, entouré d’une fine membrane elle aussi ho-
mogene dont la taille est de 'ordre du nanometre. Le cytoplasme présente une
conductivité de 1 Siemens par metre (S/m) alors que la conductivité de la mem-
brane varie de 1077S/m & 107°S/m, suivant le type de cellule. Les permittivités
relatives sont respectivement égales a 80 dans le cytoplasme et &4 11.3 dans la mem-
brane. La perméabilité dans toute la cellule est égale a celle du vide.
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Nous donnons a la figure 3 les parametres électriques de ce modele. Nous rap-
pelons les valeurs des perméabilité et permittivité du vide en unités S.I.

po = 4w 1077,
1
=—_——107".
07 36n

Ainsi, suivant la pulsation & laquelle est étudié le champ électrique, le rapport
des permittivités complexes varie énormément. Pour des pulsations inférieures a
10%rad/s, nous avons

Em — 1O, Jw

~107°
gc —loe/w ‘

tandis que pour des pulsations dépassant 10%rad/s,

Em — 1O, Jw

~ 107t
gc —loe/w ‘

o =105 2 1077S/m
€m = 11.3 €9, 1t = o
h=10"3 4 102

I ~ quelques pm

FiG. 3. Parametres de la cellule biologique.

La cellule ainsi modélisée présente donc un double comportement. Lorsque la
pulsation est inférieure & 103rad/s c’est un matériau fortement hétérogene & couche
mince, composé d’un milieu intérieur conducteur, le cytoplasme, entouré d’une fine
membrane isolante, la membrane plasmique. Lorsque la fréquence est supérieure
4 108Hz, c’est un matériau diélectrique faiblement hétérogene car le rapport des
permittivités est grand devant 1’épaisseur de la membrane (|z,,/z:| ~ 0.1 tandis
que h ~ 1073).

Dans notre modele, les échanges intercellulaires ou les échanges cellule-milieu
extracellulaire ne sont pas pris en compte. Ce modele est valable pour une gamme de
fréquence allant du hertz & quelques gigahertz [64]. Des recherches sont actuellement
menées & Ampere? pour modéliser les phénomenes d’électroperméabilisation [65],
[69], [72]. Cependant dans toute cette these, suivant les travaux de Sebastidn et
al. [50], [64], nous considérons la membrane comme un milieu homogene dont les

2Ampére est I'ex laboratoire CEGELY, le CEntre de Genie Electrique de LYon.
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parametres sont ceux donnés a la figure 3, et nous ne tenons pas compte des échanges
entre le cytoplasme et la membrane.

3. Problématique

De nombreuses études utilisant le modele présenté a la figure 3 ont été menées
pour étudier le champ électrique dans une cellule biologique. Par exemple, dans [26]
daté de 1998, Fear et Stuchly ont étudié le potentiel transmembranaire (TMP pour
TransMembranar Potential) afin de modéliser 'influence du champ sur les cellules.

Plus récemment, en 2001, Sebastian et al. ont montré, par des calculs par
éléments finis, l'influence de la géométrie sur la distribution du champ dans une
cellule. Ils ont ainsi mis en évidence I'importance d’utiliser des modeles géométri-
quement réalistes de cellules biologiques [64]. En 2004, les mémes auteurs ont étudié
le TMP sur des cellules ayant des géométries distinctes [50].

Enfin, Pucihar et al. ont donné dans [61] une modélisation de la membrane per-
mettant de calculer le champ électrostatique dans une cellule sans avoir a mailler
la fine membrane. Se basant sur des résultats d’imagerie et des considérations phy-
siques, ils déduisent que la densité totale de courant J dans la membrane est égale
a sa composante normale. Ceci revient a remplacer w par 0 dans I’équation (1.10)
et a imposer la continuité du potentiel électrostatique V' et de 00,V a travers la
membrane. En notant k,, la conductivité spécifique de surface de la membrane
égale au quotient de la conductivité par 1’épaisseur de la membrane, ils obtiennent
le potentiel transmembranaire via la formule

Vmemb - ‘/cyto = J//fm

L’inconvénient principal de ces études par éléments finis vient des erreurs
numériques et de la difficulté & quantifier de maniere précise et a priori ces er-
reurs. En effet, les résulats sont sujets a des erreurs numériques dues d’une part
aux forts contrastes entre les parametres diélectriques de la membrane et du cyto-
plasme, et d’autre part a la finesse de la membrane, difficile a mailler. Pour pallier
ces difficultés numériques, différentes approximations sont utilisées. Une premiere
simplification est d’utiliser des géométries simples (sphériques, ovales etc. ) qui
présentent I'inconvénient d’étre rarement réalistes d’un point de vue biologique.
Une seconde simplification est de négliger certains phénomenes électromagnétiques
et d’implémenter des formulations plus simples ; par exemple, a basse fréquence, la
formulation diélectrique.

Ces approximations suscitent quelques interrogations. Une premiere question
porte sur la formulation utilisée. En effet, la cellule biologique présente des pa-
rametres diélectriques peu courants dans le domaine électrotechnique : jusqu’a
quelle fréquence est-il pertinent d’utiliser 'approximation quasistatique ? De plus,
dans le cas ou des solutions analytiques ne sont pas connues, comment quantifier
I'erreur numérique commise ? Le champ calculé numériquement est-il raisonnable-
ment proche du champ réel 7 Comment estimer a priori Uerreur lorsque des cellules
de géométries complexes sont étudiées?

Le but de cette these est de présenter des méthodes asymptotiques mathéma-
tiquement justifiées qui permettent de répondre & ces précédentes questions et qui
ont l'avantage d’avoir un large spectre d’applications, car ce sont des méthodes
génériques. Tous les résultats de cette these portent sur la dimension 2 d’espace,
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mais nous pensons que les mémes techniques mathématiques sont applicables aux
dimensions supérieures.

4. Etat de l’art et démarche suivie

La littérature mathématique est riche d’articles traitant de problemes asymp-
totiques en diffraction électromagnétique dans des matériaux a couche mince. Am-
mari, Berreta, Kang, Santosa et Vogelius présentent une bibliographie impression-
nante sur le sujet.

Généralement, ils considerent un milieu homogene dans lequel est incluse une
fine membrane de parameétres électromagnétiques différents du milieu (voir entre
autres [6], [7], [10], [13], [14] ou [15]); puis ils comparent le champ réel (ou le
potentiel électrostatique, suivant le probleme étudié) au champ du milieu homogene
sans inclusion, qu’ils appellent “background electric field” ou “background voltage
potential”. Ils estiment la différence de ces deux champs sur le bord du domaine en
utilisant le tenseur de polarisation défini dans [8].

Cependant, avec cette approche, le champ dans l'inhomogénéité ainsi qu’a
I'intérieur du domaine n’est pas connu, ni méme estimé. De plus, les constantes
intervenant dans les estimations dépendent des parametres du milieu et de I’inho-
mogénéité, or dans le cas des cellules biologiques la membrane est tres isolante par
rapport au cytoplasme. Ainsi, lorsque le terme o/w est plus grand que la permitti-
vité ¢, les résultats des précédents auteurs ne nous donnent aucun controéle sur les
constantes intervenant dans les estimations.

En outre, lorsque la cellule est plongée dans un milieu ambiant (le milieu
extracellulaire par exemple, ou une solution pour préparation microscopique), il
semble peu probable que ce milieu présente les mémes caractéristiques électroma-
gnétiques que le cytoplasme, ce qui nous amene a considérer trois domaines au lieu
de deux.

Enfin, ces résultats ne nous sont d’aucun secours lorsque la condition aux limites
est imposée sur le bord extérieur de la couche mince. Ce dernier cas est peu réaliste
dans le cas d’une cellule biologique (vu la petitesse de la cellule, imposer un potentiel
ou un champ sur le bord de la membrane semble tres difficile & réaliser) mais il est
utile par exemple lorsque ’on veut connaitre le champ a l'intérieur d’un matériau
recouvert d’un film treés fin (piece de métal recouverte d’une couche de peinture par
exemple).

Pour ces précédentes raisons, nous avons adopté une approche mathématique
différente de celle développée dans [6], [7], [10], [13], [14] ou [15]. A T'aide d’un
changement en coordonnées locales, nous faisons apparaitre I’épaisseur h dans I’ex-
pression de l'opérateur considéré (par exemple le Laplacien), les coordonnées locales
étant dans un domaine indépendant de h. Nous obtenons aussi de nouvelles condi-
tions de transmission, dans lesquelles h intervient. En supposant que le champ u
s’écrit sous la forme ug + huy + - - -, nous identifions les termes de puissances iden-
tiques en h. Ce raisonnement nous permet d’obtenir des expressions explicites des
premiers termes du développement asymptotique du champ u dans la membrane.
En ce qui concerne le champ en dehors de la fine couche, nous obtenons des condi-
tions de transmission (ou des conditions aux limites suivant le cas) asymptotiques
de part et d’autre de la membrane : nous évitons ainsi de mailler la membrane
en la remplacant par une condition appropriée. Dans la couche mince, nous avons
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explicitement le champ approché et nous donnons I'erreur commise par rapport au
champ réel.

Cette méthode asymptotique n’est plus applicable pour les hautes fréquences
(w tend vers 4+o00) car alors il faudrait lier 'épaisseur h & 1/w, ce qui n’a pas de
sens. L’outil mathématique adéquat pour ce cas est le calcul pseudodifférentiel.
Le but est de remplacer la membrane par une condition d’impédance généralisée
haute fréquence, c’est-a-dire une condition qui lie le champ électrique et le champ
magnétique. Le lecteur se référera a Treves [71] ou Hormander [70] et [41] pour une
approche générale des opérateurs pseudodifférentiels et & Antoine, Barucq, Halpern,
Lafitte, Rauch par exemple, [11], [37], [36], [43] et [44] pour une application du cal-
cul pseudodifférentiel dans le but d’obtenir une condition d’impédance généralisée.

Olivier Lafitte [43], [44] donne une condition d’impédance pseudodifférentielle
haute fréquence pour un conducteur parfait entouré d’une fine membrane fortement
conductrice : il suppose que la conductivité de la membrane est de la forme

0= aw,

oll a est une constante strictement positive. Il donne la condition d’impédance
généralisée sous forme d’un opérateur w-pseudodifférentiel dont il donne le symbole
principal.

Nous nous placons dans le cas de la dimension 2. Nous supposons que le milieu
intérieur n’est pas un conducteur parfait et que la conductivité de la membrane est
de la forme

o=aw',
avec v € [0, 1]. Ainsi, lorsque v vaut 0, nous sommes dans le cas de Lafitte [43], et
lorsque  vaut 1, nous sommes dans le cas d’'un matériau électrique usuel. L’intro-
duction de ce type de conductivité fait apparaitre des ondes évanescentes, ce qui se
traduit par un calcul symbolique plus complexe.

Comme nous travaillons en dimension 2 d’espace, le bord des ouverts bornés
considérés sont difféomorphes au cercle, et les fonctions dépendant de la coordonnée
curviligne sont périodiques. C’est pourquoi nous utilisons le calcul pseudodifférentiel
sur le tore introduit par Agranovic [4] et développé, entre autres, par Melo, Saranen,
Turunen et Vainikko [49], [63], [74], [73].

5. Plan et principaux résultats

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier chapitre traite des basses
fréquences et donne des résultats sur la formulation diélectrique. Dans le deuxieme
chapitre, nous donnons les asymptotiques du champ électrique en mode transverse
magnétique (TM) dans une cellule plongée dans un domaine ambiant. Enfin, le
troisieme chapitre traite des méthodes asymptotiques pour les hautes fréquences.

Résumons et expliquons les principaux résultats de cette these.

NOTATION. Dans toute la suite de ce travail de these, la lettre p désignera la
perméabilité relative, q, la permittivité complexe adimensionnée :

q=wPuo (g0 — io/w),

et z représentera le produit pug. Notons que z peut étre écrit a l'aide de la longueur
d’onde \ et de l’épaisseur de peau 6. Rappelons les définitions de A et § :

2m 2
A= 5= ——:
wy/pE’ wpo’
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nous obtenons alors : ) )
l

l
2 .
z=4m sVl 21—62.

Nous utiliserons les indices e, ¢ et m pour désigner les valeurs des quantités précé-
dentes prises respectivement dans le milieu extérieur, le cytoplasme et la membrane.

5.1. Le champ électrique a basse fréquence. Dans une premiere partie,
nous supposons que la cellule est circulaire. Nous présentons tout d’abord une
“adimensionnalisation” de I’équation vectorielle des ondes, ce qui nous permettra
dans toute la suite de ce travail de ne considérer que des nombres sans dimension.
Une fois cette adimensionnalisation faite, nous étudions le champ électrique. Dans
ce premier chapitre, la condition aux limites de Neumann est imposée sur le bord
extérieur de la membrane.

5.1.a. La formulation diélectrique.

Nous considérons le potentiel électrique V', solution de la formulation diélectri-
que avec une condition de Neumann inhomogene imposée aux limites de la cellule.

Plus précisément, soit O le disque unité, et soit Oy, la couronne d’épaisseur h
qui entoure O. Nous notons

Qnp =0 U Oy,
Soit h dans (0, 1) et soient g. et ¢, deux complexes. La fonction gy, est défini comme

suit :
qm, dans Oy,
h =
¢ gc, dans O.

Soit ¢ dans H~/2(T) vérifiant la condition de compatibilité :

/T $(6) d9 = 0.

Nous notons V la solution du probleme suivant
div (gn grad V) = 0, dans €y, au sens faible,

oV
o= @/(1+ h) sur OQp,

avec la condition de jauge suivante :

/ Vdo =0.
20

REMARQUE 5.1 (Remarque 1.1.1). La division de ¢ par 1 + h nous permet
d’obtenir une symétrie dans les formules des coefficients de Fourier de V. Dans un
souci de clareté et afin que nos résultats soient plus lisibles, nous avons donc choisi
cette convention. Le lecteur désirant travailler avec ¢ plutét que ¢/(1 4 h) déduira
directement les formules adéquates de celles que nous présentons ici.
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o Solution exacte dans toute la cellule.
La proposition suivante nous donne 1’expression exacte du potentiel électrostatique
V' dans une cellule biologique.

PROPOSITION (Proposition 1.1.3 p. 37). Si ¢ /qc €] — 00, —1], alors V est dans
HY(Q). De plus, V est donné explicitement par son développement en série de
Fourier :

V(r,0) € [0,1] x T, i.e dans le cytoplasme :

_ 2Qm ;b\k T‘k‘ . .
V(T, 0) = % kg* ﬂm eXp(lk’@),

V(r,0) € [1,14 h] x T, i.e dans la membrane :

V(r,8) = (1+qm/ec) D (ﬁL ex (ik0)>
) = dm/4c = |k| (1—|—h)‘k‘Dk p

L
(1= aqm/qc) Z Qﬁm exp(1k9)>.

keZ>
Les coefficients Dy, sont donnés pour k € Z* par

D=1+ (1+h) 2k 4 Z—m (1 (14 h)*%‘) :

et nous rappelons la définition des coefficients de Fourier de ¢ :
~ 1 [27 .
Vk €L, pp = — $(0) 944,
21 0

REMARQUE (Remarque 1.1.5 p. 38). Lorsque le rapport qm/q. appartient a
| — 00, —1], nous montrons que le probléme satisfait par V est mal posé.

Récrivons le potentiel V' dans la membrane sous la forme suivante :
V(r,0) € 1,1+ h] x T,

Bp rM gl
Vr,0) = Z (rém exp(lkﬁ))

keZ*

qm aki rlkl +7‘7|k| .

— — k) |.
T m<|k| (5 Dy PO

En remarquant que le terme (7! — =% /(14 h)!* est de Pordre de O(h) alors que
(rlkl 4 =k /(1 4 h)IF! est en O(1), il est aisé de voir que dans le cytoplasme, le
potentiel V est de 'ordre de |g,,/q.| alors que dans la membrane, il est de ordre
de h + |gm/qc|- Ainsi, pour des valeurs de |gn/q.| petite devant h, le potentiel se
concentre sur la membrane. Nous retrouvons ainsi les observations de Sebastian et
al. [64] et de Pucihar [61].

De cette expression analytique, nous allons extraire les deux premiers termes
du développement asymptotique du champ statique grad(V') par rapport a k. Dans
la membrane, nous obtenons une expression explicite de grad(V') en fonction de la
donnée de Neumann ¢ et dans le cytoplasme, le potentiel électrostatique approché
est la solution d’une formulation diélectrique avec une condition aux limites parti-
culiere, exprimée en fonction de ¢ et des parametres diélectriques de la membrane.
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o Asymptotiques dans la membrane.
Rappelons la définition de la transformée de Hilbert sur les fonctions 2mw-périodi-
ques :

H(f) = sen(k) fi exp(iko).
kEZ

La proposition suivante nous permet d’obtenir les deux premiers termes des asymp-
totiques du champ statique dans la membrane.

PROPOSITION (Proposition 1.1.6 p. 42). Soit ¢ € H3(T) vérifiant la condition
de compatibilité

/T 5(6)d = 0.

Définissons sur [1,1 4+ h] x T les deuzx fonctions suivantes, notées £1(¢) et

() -
Vr e [1,1+ hl,

G dé
Zi(0)0) =012 <r—1—h>%(@),

m . 2\ d
fg((b)(r,-) = (‘;—61%((;5)4— <7‘— 1 —hqq—g) d_z

Il existe une constante C > 0 telle que pour tout r € [1,1+ hj,

roV(r,) — () (r, ->\ < CR2(L+ g /el) 1] s o

AV (r,) — Za(0)(r, ')‘ < Ch2 (1 + gm/qe)) 16/l s -

Notons EP-stat Je champ statique approché a O(h?). La proposition pré-
cédente nous donne l'expression explicite des composantes normale E2PP-stat- et

tangentielle E§P*'*" en fonction de ¢., ¢, et de la donnée aux bords :
1 m d
Eovpstat — — g jdm (r—1-=h)t do )
T qc d9
Eapp.stat. _ q—mjf -1 hq_m — .
o T dc ' ((b) -\ qz do

REMARQUE. Lorsque |qm/qc| et h sont petits devant 1, seule la composante
normale du champ 8,V est non négligeable dans la membrane d Uordre h+|qm /qec|.
De plus, elle est constante en r, & une erreur en h + |qm/qc| pres.

Dans leur modélisation, Pucihar et al. [61] intuitent que la densité de courant
dans la membrane est égale a sa composante normale J :

Om
J=—W - Vi),
(1~ Vi)

ou Vy et V; sont les valeurs du potentiel prises de part et d’autre de la membrane, o,
est la conductivité de la membrane et d est son épaisseur. Comme d tend vers 0, le
terme (Vo—V;)/d peut étre vu comme une dérivée normale. Ainsi, nos asymptotiques
a lordre 0 corroborent l'intuition de Pucihar et al.
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Cette proposition nous donne une expression explicite en fonction de la donnée
aux bords du champ électrique statique approché & O(h?) prés. Par exemple, si la
donnée aux bords est de la forme

#(0) = acos(mb) + bsin(nh), V0 € T,
pour a,b € R et m,n € N, alors

H(¢) = asin(mb) — bcos(nd), V0 € T.
Ainsi, nous obtenons

A <%) = am cos(mf) + bnsin(nh), Vo € T.

Nous avons explicitement le champ statique approché & O(h?) pres dans la mem-
brane [1,1 + h] x T via I’égalité (5.11).

o Asymptotiques dans le cytoplasme.
Le théoreme suivant donne la condition aux bords du cytoplasme satisfaite par le
potentiel électrostatique Vg, approché a O(h?). Cette condition permet de rem-
placer la membrane par une condition aux limites du cytoplasme : la membrane n’a
plus besoin d’étre maillée.

PROPOSITION (Proposition 1.1.7 p. 44). Notons V¢ la restriction de V au cy-
lindre C =10,1] x T.

Soit V¢ la solution du probléme® suivant :

app
Y(r,0) € [0,1] x T,

2
1&( 0 ve > + ia—VC =0, au sens faible,

- re
ror\ Or PP r2 9062 PP

ov,, qm .dm d¢
o (i ()

app
avec la condition de jauge

27
/O Ve (1,6)d6 = 0.
Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que :

||, - 2
||VC_Vacpp||H1(C) Scmh (1+ |Qm/QC|) H¢||H3(T)
Ainsi, dans le cas d’une cellule circulaire, étant donnée la condition aux bords ¢,

il suffit de calculer % (d¢/df) pour obtenir la condition aux bords du cytoplasme :

d
(5.12) G (g4 Gy (921
c c do
satisfaite par le potentiel électrostatique V,,, approché a l'ordre 2. Nous n’avons

plus & mailler la membrane, son effet est contenu dans la donnée aux bords (5.12).
L’erreur est en O(h?), ol la constante du O est connue explicitement en fonction
des parametres diélectriques du milieu.

30Observons que le potentiel V&  satisfait & I’équation de Laplace écrite en coordonnées

app
polaires.
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Dans la proposition 1.1.8, a I'aide du théoreme de l'application conforme de
Riemann, nous étendons ces résultats a des domaines simplement connexes assez
réguliers. Cependant, du point de vue de I'implémentation numérique, ces derniers
résultats sont difficilement applicables & des géométries complexes car ils nécessitent
la connaissance explicite de I'application conforme qui envoie le cytoplasme sur le
disque unité.

5.1.b. L’équation vectorielle des ondes.

Considérons maintenant le champ électrique E solution de I’équation vectorielle
des ondes. Nous énongons tout d’abord un résultat de régularité simple.

THEOREME (Théoreme 1.1.11 p. 47). Soient q. et q,, deuz complexes non réels
de la forme a —ib, a > 0 et b > 0. D’un point de vue physique, a correspond a la
permittivité “adimensionnée” w?l?pge et b correspond a la conductivité “adimen-
sionnée” wl?pgo. Soient . et p,, deux nombres strictement positifs, qui corres-
pondent aux perméabilités relatives des milieux. Soit f dans H3/?(0Q).

Alors, il existe une unique solution E satisfaisant au probléme suivant

122
rot B X n|yq, = f.

1
rot <— rotE) —qgnE =0 dans Qp,

Cette solution a la régularité suivante :
2
Ee (H' ().

REMARQUE. Le résultat précédent est valable quelquesoit le domaine Qp,, pour-
vu qu’il soit assez régulier.

A Tl'aide de la transformation en série de Fourier, nous obtenons les expres-
sions explicites des coefficients de Fourier de E, en fonction des fonctions de Bessel
de premiere et seconde especes. Le théoreme précédent nous assure a la fois que
chaque coefficient de Fourier est uniquement déterminé et que la série de Fourier de
E converge bien vers E. Cependant, les formules exactes obtenues, de par leur com-
plexité, sont difficilement exploitables telles quelles. Aussi allons-nous en déduire
les asymptotiques du champ E dans le cytoplasme et dans la membrane.

o Asymptotiques dans le cytoplasme.

Le théoreme suivant est ’analogue de la proposition 1.1.7 p. 44. Il nous donne la
condition a imposer aux limites du cytoplasme pour avoir une approximation en
O(h?) du champ électrique sans avoir & mailler la membrane.

THEOREME (Théoréme 1.1.12 p. 55). Soit f dans H3(T). Supposons qu’il existe
Cy strictement positive telle que

_S'um
CO e

< Cy.

Soit E°PP la solution dans le cylindre C = [0,1] x T, du probléme suivant :

rotrot EPP 4 2 PP = (),

1
(5.13) rot B x = He f Litm 47 )
Hm Ze dé
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Nous avons alors l'estimation suivante :

Zm
|Zc| « ||E_ Eapp||(L2(C))2 = <(|Zm|h+h,2 <1 + || ||)> ’f fO

+ (|ZC|2 + |20|h2) ‘ﬁ)‘)a

H3(T)

lorsque z,, z. et h tendent vers zero.

REMARQUE (Remarque 1.1.13 p. 56). Observons que lorsque pi. = pm = 1, la
condition aux limites imposée a EPP est exactement la méme que celle imposé a
(qe/Gm)On VPP (voir proposition 1.1.7 p. 44).

Ce théoreme nous permet, lorsque les coefficients

(it o (1+25))

et |zc|? +]|z.|h? sont petits devant 1, de remplacer la membrane par la condition aux
limites (5.13). Nous obtenons alors le champ dans le cytoplasme avec une erreur
estimée par les constantes précédentes.

o Asymptotiques dans la membrane.
Dans la membrane, I'expression explicite du champ approché est donnée a la pro-
position suivante en fonction de la donnée aux bords et des parametres z. et z,.

PROPOSITION (Proposition 1.1.14 p. 57). Soit f dans H3(T). Soit E la solution
de l’équation vectorielle des ondes avec f comme donnée de Neumann auzx bords de
la cellule.

Alors, nous obtenons les asymptotiques suivantes pour zy,, z. et h tendant vers

Zero !
1 (df a2f

1 [z df 22, d?f

(('Zm'“ (1)1 'H3<T>>>'

REMARQUE (Remarque I1.1.15 p. 58). Supposons i, = p. = 1 et posons
df
¢ —

dans la proposition 1.1.6. Nous obtenons alors l’estimation suivante entre le champ
total et le champ statique dans la membrane

V(r,0) € [1,1+h] x T,

(e B — grad V) (r,6) = <(|zm|h+h2 (1+0)) |f|Hs<T>>-
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Ainsi, lorsque la constante du O est petite devant 1, il suffit de calculer grad V' pour
obtenir une approximation de z, E dans la membrane.

e Comparaison champ statique/champ total dans le cytoplasme.
Maintenant, nous comparons les champs statique et total dans le cytoplasme.

THEOREME (Théoreme 1.1.16 p. 59). Soit f dans H3(T). Soit ¢ définie par
df

¢ = T
Le potentiel Vyp, est donnée a la proposition 1.1.7.

Alors, nous obtenons lestimation suivante dans le cytoplasme, lorsque 2z, zc
et h tendent vers zero :

2. E — 2o grad (Vapp)

m

:o<<m (1+

2 |2m| 7
h (” w))‘f ol gy + 124

Zm
zZ

h) + |zm|h

C

(L2(C))*

i)

Ainsi, lorsque les constantes

\/@<1+

et |z.| sont treés petites devant 1, le champ statique donne une bonne approximation
du champ total dans le cytoplasme.

Ainsi, le théoréme précédent et la remarque 1.1.15 nous donnent des criteres
optimaux (car ce sont des asymptotiques de 'erreur) sur les parametres z., 2z, et
h permettant de savoir a priori quelle formulation utiliser, avec une estimation de
Perreur.

Dans la section suivante, nous donnons un critere valable dans n’importe quel
domaine borné simplement connexe. Cependant, ce critere n’est pas optimal car il
est obtenu par des estimations d’énergie.

Zm
z

h) + |zm|h + B? (1 + @>

c |ZC|

5.1.c. Comparaison champ statique/champ global.

Maintenant, le domaine O n’est plus un disque mais un ouvert borné a bord
régulier simplement connexe entouré d’une fine membrane d’épaisseur constante h
notée Oy,. Nous notons

Qp =0UQOy,.

Nous étudions le champ électrique F solution de ’équation vectorielle des ondes
avec une condition aux limites de Neumann notée f. Nous donnons la relation entre
¢ et f pour que le potentiel électrostatique V' soit la partie statique du champ F puis
nous estimons la différence E'— grad(V') en fonction des parametres diélectriques de
la cellule et de I’épaisseur h. Cette estimation justifie I'utilisation de la formulation
diélectrique dans le cas des basses fréquences.

THEOREME (Théoreme 1.1.17 p. 60). Soit h € (0,1) et soit f € H3(0Q,). Nous
supposons qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

(5.14) I div o0, (F)la-172004) = Crll fll2004)-
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Soient z. et z,, deur nombres complexes non-réels de la forme a—ib, a > 0 et b > 0
tels que Notons Cy la constante suivante :

max(|3‘i(zc)| ) m(z’”)')
min(|§(zc)| ) |%(Zm)|) '

(5.15) Cp =

Nous posons

Ze, in O,
Zhp =

Zm, in Op.
Soit E la solution de ’équation vectorielle des ondes

rotrot B — zp E = 0, dans Qp,
avec la condition de Neumann

rot E xn = f sur 0Qy.
Soit V' la solution de la formulation diélectrique

div (z, grad V') = 0, dans Qy, ,
oV

e, = div |aq, (f)-

Il existe une constante C' > 0 dépendant de O et de Cy telle que :

1
|z B — grad Vll(L2(Qh))2 < C(1+Cy) (1 + m) (|Zm|

+1zl) llgrad V| 2q,) -

Dans le cas ou f est un polyndome trigonométrique non constant en fonction de
la variable curviligne, I'inégalité (5.14) est satisfaite. Ainsi, il suffit que la constante

(14 Cy) (1 + ;> (Izm! + |2c|),

|2m/ze| + D
avec Cy définie en (5.15) soit petite devant 1 pour savoir que le formulation diélec-
trique donne une bonne approximation du champ.
Rappelons que z,, et z. sont de la forme w?I?u(e —io/w), avec [ une longueur
caractéristique du domaine O (son diametre par exemple). Dans le cas de la cellule
biologique, nous obtenons, pour w < 107 I'estimation suivante :

1+ o 1 ) (enl ) < 2 107,

1
+ —
|2m/2c| + R
donc le champ statique est une bonne approximation du champ total.
Nous concluons la section 1.1 par des simulations numériques. La section 1.2
permet de calculer le potentiel électrostatique dans une cellule de géométrie quel-
conque.
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5.1.d. Le potentiel électrostatique dans une cellule de forme quelconque.

A la section 1.2, nous traitons du cas de la géométrie quelconque. Pour une

donnée ¢ assez réguliere, nous notons V la solution du probléme suivant

div (gn grad V) = 0, dans €y, au sens faible,

ov

— = ¢ sur Iy,

on
avec la condition de jauge suivante :

Vdo =0.
a0

e Premiers termes du développement asymptotique de V.
Nous notons f la fonction ¢ “ramenée” au bord du cytoplasme. Plus précisément,
soit I un voisinage ouvert de [0,1] et notons ®(n,0) le difféomorphisme de I x T
vers son image qui est un voisinage ouvert de la membrane, nous avons alors

f=®|,—1000®[, .
La courbure de 0O est notée x(#). Nous posons :
Vr € 00, R(x) = ko ® ! |,=o.

Notons Vj et Vi les deux premiers termes du développement asymptotique de V.
Les potentiels Vi et V|° sont définis comme suit.

AVy =0, dans O,

I Viloo = (am/qe)t,

AVF =0, dans O,

I Viloo = (am/qc) (atzvoc +Rf) )

Vi satisfait a{

V¢ satisfait a{
avec les conditions de jauge :

Vydo =0, / Vifdo = 0.

80 80

Dans la membrane, V™" et V" sont donnés explicitement dans les coordonnées
locales (n,60) € [0,1] x T par :

v(n,0) € [0,1] x T, Vg™ (n,0) = Vg 0 o(6),
V(n,0) € [0,1] x T, V{™(n,0) =nf + Vo®o(0).

e FEstimation de ’erreur.
Le théoreme suivant donne une estimation de 'erreur commise par I’approximation
asymptotique précédente. Nous prenons soin d’avoir une expression de la constante
intervenant dans ’estimation explicite en fonction des parametres diélectriques de
la cellule.

THEOREME (Théoréme 1.2.1 p. 73). Nous notons k la courbure de 0O et nous
définissons hg € (0,1) tel que
1

hy < ——.
1]l oo
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Soit h dans (0, hg) et soit q. et q,, deux nombres complexes non nuls tels que

%(QC/Qm) > 07 ot <%(QC/Qm) = 07 et g(C]c/(]m) 7é 0) .

Soit ¢ dans H3(0Q4).
Soit W la fonction définie sur Qy, par :

V — (V5 + hV), dans O,
W =
V= (Vgmo® t +hV" 0 ®7t), dans Oj.

Alors, il existe une constante Co > 0 dépendant uniquement de O telle que

Ll el /2 )
max (R(qe/qm)s 13(qe/am)]) (00

Wl o) < Co(L =+ |am/ael)h*2[[f || 2 00) -

Les potentiels Vi et V° sont solutions d’'un probleme de Laplace dans le cy-
toplasme avec des conditions aux limites spécifiques. La membrane n’a plus a étre
maillée : son effet est contenu dans les conditions aux limites du cytoplasme satis-
faites par V" et V.

Remarquons que ces potentiels se calculent successivement car la condition aux
limites satisfaite par V;* dépend de V. De plus, nous avons une expression explicite
du potentiel approché dans la membrane, et les erreurs dans chaque domaine sont
estimées.

Contrairement a ['utilisation de la transformation conforme, les résultats du
théoreme précédent sont facilement implémentables numériquement, et nous illus-
trons la théorie a I’aide d’un calcul par éléments finis a la section 1.3 p. 81.

Nous concluons en donnant un résultat sur la dérivée tangentielle seconde d’un
probleme elliptique particulier, qui nous permet d’expliquer, a partir du théore-
me 1.2.1 p. 73, la condition aux limites trouvées a la proposition 1.1.7 p. 44.

LEMME (Lemme 1.4.5 p. 90). Soit ¢ > 0. Soient g; dans H'/*T7(00) et soit
W la solution du probleme

AW =0, dans O ,
OnW oo =91 — /6 . g1(y) dvolao (y)-

Alors ;W |p0 € HY?*+7(00) et nous avons :
W | g — g1 € HY*T7(90).

Wllz10) < Co

De plus il existe une constante Cy 0 > 0 dépendant de O uniquement telle que :

10:W oo =i 91l ya/210 90y < C2.0l91l 17240 (50)-
La dérivée tangentielle seconde de O2W |po est dans Uespace H~Y/?*+7(90) et :
OFW |, — #0191 € H'*T7(00).
De plus il existe une constante Ca 0 > 0 dépendant de O uniquement telle que :

|| 83W|ao o i%atglum/zw 80 < 02,O|\91|\H1/2+”(80)'
(00)
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Du lemme précédent, nous déduisons que la partie principale (au sens de moins
réguliere) de la dérivée tangentielle seconde 92Vp|po de V1 le long de O vaut :

2Voloo = 10,6,

Ainsi, la condition de Neumann aux bords du cytoplasme a laquelle satisfait Vy+hV;
est égale a :

877, (VO + h‘/l) |(9(9

dm dm 2
q_ <¢+ Zh 8t‘/0|60) 5

(&

dm <¢5 + indm 3@) + termes plus réguliers.
4c

c

Nous retrouvons donc la condition aux limites trouvées a la proposition 1.1.7 p. 44
dans le cas de la géométrie circulaire .

5.2. L’équation de Helmholtz. Le deuxieme chapitre traite des moyennes
fréquences dans le mode transverse magnétique (TM) [12]. Nous considérons cette
fois-ci une cellule plongée dans un domaine ambiant. Le terme moyenne fréquence
signifie que le parameétre w?ul?(e — io/w) est de l'ordre de 1 dans le cytoplasme
et dans le milieu extérieur. Nous notons O, le cytoplasme, O}, la fine membrane
d’épaisseur fh, f > 0, qui 'entoure et O, le milieu extérieur a la cellule. Nous
posons

Q=0.U0,UQO,.

Notons que I’épaisseur de la membrane varie en fontion de la coordonnée curviligne.
Nous supposons cependant que cette épaisseur est toujours strictement positive.
Nous nous intéressons au champ électrique en mode TM solution de :

1
div (; grad(u)) + gu = 0dans Q,

avec la condition aux limites®

Onulan = ¢,
ol
ge, dans O p, tte, dans O p,
q = { qm, dans Oy, =< oy dans Op,
gc, dans O, e, dans O,.

Rappelons z = uq. Les constantes ge, ¢, et ¢. sont de la forme a — ib, avec a et b
strictement positifs.

Contrairement au théoréme 1.2.1 du chapitre I ou la condition aux limites était
imposée sur le bord extérieur de la membrane, I’analyse asymptotique suivante nous
donne des conditions de transmission entre le milieu ambiant qui entoure la cellule
et le cytoplasme. Dans la membrane, le champ approché est connu explicitement.

Dans un premier temps, nous donnons les deux premiers termes du dévelop-
pement asymptotique du champ, avec une estimation dans laquelle la constante
dépend implicitement des parametres électromagnétiques.

o Expression des deux premiers termes du développement asymptotique.

41es résultats suivants sont démontrés dans le cas d’une condition aux limites de Neumann
imposée aux bords du milieu extérieur, mais la méme démarche est applicable s’il est imposé une
condition aux limites de Dirichlet.
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La fonction f est la fonction f écrite dans les coordonnées euclidiennes sur le bord
du cytoplasme. Notons ¥ le difféomorphisme du tore T sur 0O, et posons :

f=foW L
La courbure du domaine fonction de la variable curviligne est notée . Nous posons :
Vo €00, Rf(z)=ro¥ L
— Termes d’ordre 0. Les champs électriques u§ et u§ sont solution du probleme
suivant dans € :
Au§ + zeu§ = 0, dans Q \ O,
Au§ + zeuf = 0, dans O,

avec les conditions de transmission

1
— Opuglyr. = — Onug|
olr n“0Irg
He O e 0

et la donnée de Neumann

Onuglon = ¢.
Dans la membrane, ug® vaut
V(n,0) € [0,1] x T, ug" = ugoPo().
— Termes d’ordre 1. Les champs u§ et u§ vérifient :

Au§ + zeu§ = 0, dans Q\ O,
Au§ 4 zeu§ =0, dans O,
Oui|yg =0,

avec les conditions de transmission

1 C 1 e 1 C C C
_anu1|Fo - ‘u_anuﬂfo = ,U_ (fat?udfo + meuO|Fo + (3tf)atuo|l“o)

C e

f o2 e 1 c
+ Z@%Uoho + Eﬁfan’u@'roﬂ

uSlry — uSlry = 50, u8
C

Dans la membrane

V(n,0) € [0,1] x T, ul= nfiﬂanugo¢o + S o By,

REMARQUE. Observons que le premier terme (d’ordre 0) impose la continuité
du champ u ainsi que celle de (1/p)0nu. Nous avons ainsi justifié le résulat de Puci-
har et al. [61], basé sur des raisonnements physiques et des observations d’imagerie.
De plus, nous améliorons ce résultat en donnant le terme d’ordre 1 de l'asympto-
tique. Enfin, notre méthode permet de construire le champ.

e FEstimation de lerreur.
Le théoréme suivant nous donne une estimation de 'erreur commise en calculant
le champ par la méthode asymptotique précédente.
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THEOREME (Théoréme I1.1.4 p. 122). Soit f dans C(T), telle que

Vo eT, f(0)>0,

et soit hg tel que

1
0<hy< .
1/ 5lloo

Soit h dans (0,ho) et ¢ dans H*(0R), s > 7/2. Nous notons (v¢,v°) les fonctions
définies dans Q par :

v® = uf + huf, dans Q\ O,
v¢ = ug + huf, dans O,.
1l existe une constante C > 0 indépendante de h telle que
lu = vl 0.y < O 6l (002)

< Oh3/2||¢||Hs(aQ),

1 1
lu —v|laoL2 (c) + ' —du — —dv°
Hm ALL2,(C)

e

lu =%l (0,.) < CPY2 6]l 2 (00

Supposons maintenant que p est une constante égale, par exemple, & 1. Lorsque
la membrane est tres isolante, c’est-a-dire lorsque le parametre z,, tend vers 0, nous
remplagons z,, par 0 dans les formules asymptotiques précédentes. Le théoreme
suivant nous donne une estimation de l’erreur.

THEOREME (Théoréme 11.1.13 p. 132). Supposons que zp, est tel que
|Zm| = O(h)v
et qu’il existe ¢ > 0 tel que

|2m|
S(zm)

<c.

Les fonctions (u§, ug), ul', (u§,u§), et ul® sont celles définis au théoréme précédent
en remplacant z, par 0.
Soit W la fonction définie dans Q2 par :

u— (u§ + huf), dans O p,
W =< u— (u§ + huf), dans O,
u— (ug"”o(b’l + huﬂ”o‘b’l) , dans Oy,

Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que
1W< € (B2 + Lzl ) 6]+ (o0)-

Nous illustrons ces résultats a ’aide de calculs par éléments finis a la sec-
tion II.2 p. 135.
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5.3. Les hautes fréquences. Dans le dernier chapitre, nous présentons une
analyse haute fréquence : nous supposons que la pulsation w tend vers l'infini.
Afin d’étre en conformité avec la plupart des articles traitant des hautes fréquences
([43], [44],[11] entre autres), nous changeons de modélisation. Nous supposons que
les champs E et H sont de la forme :

E(z,t) = E(x)e " H(x,t) = H(x)e .
Dans cette modélisation, la permittivité complexe devient :
E=c+io/w,

ol ¢, o et w sont strictement positifs. Ce dernier chapitre comporte deux parties.

5.3.a. Condition d’impédance pseudodifférentielle.

Tout d’abord, nous considérons un domaine 25 composé d’un domaine intérieur
O entouré d’une fine membrane d’épaisseur d et notée Os. Nous avons évité la nota-
tion h, car h désignera la 2-forme différentielle représentant le champ magnétique.
L’analogie avec la cellule biologique est évidente, cependant ce cas n’est pas réaliste
d’un point de vue biologique car il est connu (voir [69], [72], [65]) qu’au dela de
plusieurs centaines de gigahertz, un phénomeéne d’ouverture de la membrane, appelé
électroperméabilisation ou encore électroporation apparait. Le modele électrique de
la cellule décrit a la figure 3 n’est plus valable.

Toutefois, il nous a semblé intéressant d’étudier des méthodes hautes fréquences
dans des matériaux & couches minces, afin de nous familiariser aux outils mathéma-
tiques particuliers a ces méthodes. Ceci, nous ’espérons, nous permettrera de savoir
les appliquer, dans des travaux ultérieurs, a un modele cellulaire plus complexe
tenant compte de 'ouverture de la membrane.

Nous supposons que la conductivité de la membrane est de la forme

oc=aw'™, avec0<~y<1.

Contrairement au cas d’une cellule biologique a basse fréquence, nous ne supposons
pas le domaine €25 fortement hétérogene.

L’objectif de cette premiere partie est d’obtenir une condition d’impédance
généralisée équivalente a la membrane sous forme d’opérateurs pseudodifférentiels.

Dans un premier temps, nous faisons un calcul simple explicite dans le cas d’une
cellule plate infinie. Puis nous passons a la géométrie quelconque bidimensionnelle.
Du fait de la décroissance de la partie imaginaire de &, = &, + io,,/w?, deux
cas sont a considérer suivant que la pulsation w s’approche d’une pulsation de
résonnance ou pas.

Lorsque nous omettons les ondes évanescentes, le w-calcul pseudodifférentiel
s’effectue de maniere similaire au cas v = 0. Nous obtenons une condition d’impé-
dance généralisée du type [43]. Nous construisons trois opérateurs pseudodifféren-
tiels sur le tore, 2, & et ¥ qui permettent d’obtenir les deux résultats suivants.

LEMME (Lemme IT1.1.4 p. 163). Soit g € H~Y/?(90).
Alors il existe un unique v dans H'(O) satisfaisant I’équation suivante :

1
div (g— grad v) +w?ev =0, dans O,

Em

= Oy — {@ — %’}vbo =g, sur 00.
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De plus v satisfait aux inégalités suivantes :

C
[v| 172000y < ;|9|H—1/2(6O)7

C

w72 |9|H—1/2(ao) )
C

-7z |9|H—1/2(ac9) :

IN

llvllz2(0)

o]l 0) <

Par ailleurs, nous avons l'estimation d’erreur suivante lorsque nous remplacons
la membrane par la condition d’impédance pseudodifférentielle aux bords du cyto-
plasme :

LEMME (Lemme IT1.1.5 p. 166). Soit g € H~'/2(0Qs). Nous notons g la fonc-
tion g “ramenée” aux bords du milieu intérieur par difféomorphisme :
g=(g0®1)0d;".
Soit v dans H(O) satisfaisant & I’équation suivante :

1
div (5— grad v) +w?pv =0, dans O,
efg_m OnV|p0 — {@ — %}vbo =Yg, sur 90.

(&

Soit H la solution de ’équation de Helmholtz dans toute la cellule :
1 __
div (:gradH) + w2uH =0, dans Qs = O U Oy,
€
H|pq, = g, sur 0Qs.
Nous avons alors ’estimation suivante :

C
|H —vl20) < ﬁ|g|H1/2(8(’))7

A

C
I1H = vl o) < F|9|H1/2(80)'

Dans le cas des ondes évanescentes, I’analyse pseudodifférentielle est difficile a
mener. Dans le cas d’'un domaine circulaire, nous présentons les calculs explicites
par transformation de Fourier qui nous permettent de construire une condition
d’impédance généralisée aux bords du cytoplasme.

Le résultat obtenu généralise le travail d’Olivier Lafitte [43]—-[44)] effectué dans
le cas d’'un matériau fortement conducteur fin, c’est-a-dire v = 0, entourant un
conducteur parfait.

5.3.b. Diffraction d’une onde incidente par un petit objet.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous présentons un article® écrit en
collaboration avec Michael Vogelius et Derek Hansen qui traite d’une onde a la
pulsation w diffractée par une disque de rayon ¢ lorsque w tend vers 400, € tend
vers 0 et we tend vers +o0.

Nous notons €, la permittivité réelle du “background” et e la permittivité com-
plexe de l'inhomogénéité. Les perméabilités respectives de I'inhomogénéité et du

5Ce travail a été effectué lors d’un séjour Eurodoc de 6 mois, de septembre 2005 & mars 2006,
a Rutgers University (USA), sous la direction de Michael Vogelius.
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“background” sont notées p and p.. Nous considérons une inhomogénéité forte-
ment conductrice. Nous imposons

e=a-+1ib, a>0,b>0,

et nous notons ¢. et ¢ les constantes suivantes :

e = [He€e, (G = UE.
A laide d’une analyse pseudodifférentielle qui ressemble a celle effectuée dans le
paragraphe précédent, nous remplagons I'inhomogénéité par une condition d’impé-
dance généralisée sur sa frontiere. Ensuite, nous bornons la trace du champ approché
u sur I'inhomogénéité. Une estimation de la différence entre le champ diffracté total
et le champ diffracté approché par la condition d’impédance généralisée nous permet
d’obtenir le théoreme suivant.

THEOREME. Soit u® une onde incidente de la forme
u'(r,0) = Z arJy (v/qewr) €.
€z
Soit (ut,u®) la solution du probléme suivant :
Aul + gw?ut =0, (r,0) €[0,e[xT,
Au® + qew?u® =0, (r,0) €le, +0o[xT,

avec les conditions de transmission enr =¢ :

{%arut‘r—s = i (8Tys‘r:s + 8TUi|T:5) ’

t| — s| 1|
u r=e u r:a+u r=e’

et la condition de radiation classique a linfini :
dpu® — iy/qewu® = O(r~3/2).

Alors, il existe deuz constantes C' = const(q, ge, pb/pe) et o > 1 dépendant uni-
quement de q telles que pour tout r > 1 et pour tous € > 0 et w > 0 tels que
Ew > >\07

1l 17208, < CVElalloo:

Ce résulat justifie ’analyse formelle de M. Vogelius et D. Hansen [38] basée sur
un raisonnement d’optique géométrique.



CHAPITRE 1

Asymptotiques B.F. du champ électrique

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique du champ
électrique en régime harmonique & basse fréquence dans un milieu a couche mince
hétérogene.

La section 1.1 présente trois objectifs. Tout d’abord, apres avoir rappelé les ca-
ractéristiques électromagnétiques du modele effectif de la cellule, nous présentons au
paragraphe I.1.1.a une adimensionnalisation de ’équation (I.1.16) appelée équation
vectorielle des ondes. Cette adimensionnalisation va nous permettre de ne plus tra-
vailler qu’avec des quantités sans dimension, que nous pourrons donc comparer a
1. Ainsi, les criteres ultérieurs que nous allons donner pour valider nos asympto-
tiques seront applicables a n’importe quel matériau électromagnétique, pourvu que
ses parametres satisfassent aux hypotheses de nos propositions. Dans toute la suite
de ce manuscrit, nous utiliserons les équations adimensionnées que nous présentons
dans ce chapitre.

Ensuite, nous considérons une cellule circulaire, ce qui nous permet de faire
des calculs explicites a ’aide des séries de Fourier et ainsi, de mieux comprendre
les phénomenes qui se produisent. En 1.1.2, nous présentons la formulation dite
diélectrique (1.1.23); cette formulation est utilisée pour obtenir le champ électrique
a basse fréquence. Elle ne tient compte que de la partie statique du champ. Cela
revient & poser F = grad(V) dans le systéme d’équations de Maxwell et & prendre
la divergence de 1’équation d’Ampere (1.4b).

A Taide des séries de Fourier, nous donnons a la proposition 1.1.3 le déve-
loppement exact du potentiel V' solution de la formulation diélectrique (I.1.23).
De ce développement en série de Fourier, nous extrayons les premiers termes du
développement asymptotique du champ électrique statique grad(V'). Dans la mem-
brane, la proposition I.1.6 nous donne une expression approchée explicite du champ
statique en fonction de la condition aux limites et des parametres diélectriques de la
cellule, avec une erreur estimée; tandis que dans le cytoplasme, le champ statique
approché satisfait a I’équation de Laplace avec une donnée de Neumann appropriée
(voir proposition I1.1.7).

Le théoreme de l'application conforme de Riemann (voir Rudin [62]), nous
permet de généraliser la proposition 1.1.7 & n’importe quel domaine simplement
connexe assez régulier (disons & bord lisse pour simplifier). Cependant, en raison
de la difficulté a expliciter 'application conforme, le résultat de la proposition 1.1.8
est difficilement implémentable pour un domaine régulier quelconque. La section 1.2
pallie cette difficulté.

Ensuite, nous nous intéressons a la solution E de I’équation vectorielle des
ondes. Nous énoncgons un résultat de régularité au théoreme I.1.3.a. Puis, nous
donnons les coeflicients de Fourier de chaque composante de E. Nous en tirons des
asymptotiques dans le cytoplasme au théoreme 1.1.12. Nous concluons cette partie
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en comparant asymptotiquement les champs total et statique dans le cytoplasme
au théoreme 1.1.16

Dans le paragraphe 1.1.4 nous comparons les champs statique et total dans
un domaine de géométrie quelconque. Tout d’abord nous donnons la condition de
Neumann a imposer sur le champ statique pour pouvoir le comparer au champ
total. Ensuite, a ’aide du théoreme 1.1.17, nous estimons les erreurs absolue et re-
lative commises par ’approximation quasistatique.Ceci justifie, a priori, qu’a basse
fréquence, le rotationnel du champ est négligé. Remarquons que ces estimations
sont a priori moins précises que celles des théoremes 1.1.12 et 1.1.16. Cependant,
nous avons jugé intéressant de présenter ce résultat car il est valable pour n’im-
porte quel domaine du plan simplement connexe assez régulier entouré d’'une fine
membrane, alors que les résultats des théoremes 1.1.12 et 1.1.16 ne sont démontrés
qu’en géométrie circulaire.

Nous illustrons les résultats de la section I.1 par des simulations numériques
dans une géométrie circulaire avec le logiciel élément finis GetDP [25].

La section 1.2 est une extension & une géométrie quelconque (assez réguliere)
des propositions I1.1.6 et 1.1.7. Nous donnons au théoreme 1.2.1 les deux premiers
termes du développement asymptotique du potentiel scalaire solution de la formu-
lation diélectrique avec une estimation de I’erreur commise. Le principe général des
asymptotiques est de supposer que le potentiel V' solution de 1’équation (1.2.75)
vérifie 'ansatz suivant :

V=Vo+hVi+

Puis, en identifiant les termes en puissance de h, nous obtenons successivement des
conditions sur les potentiels Vp, Vi ... Ainsi, alors qu’au théoreme 1.1.8 le champ
statique approché est solution d'un probleme de Laplace avec une condition aux
limites appropriée, le champ approché a I'ordre h? par la méthode des asympto-
tiques est obtenu en résolvant deux problémes de Laplace bien posés successifs (voir
théoreme 1.2.1). L’avantage de cette approche par rapport & celle du théoréeme 1.2.1
est d’une part que nous n’avons pas besoin d’expliciter ’application conforme : c’est
donc tres facilement implémentable & ’aide un logiciel éléments finis, d’autre part,
elle peut se généraliser & d’autres problemes elliptiques (par exemple, et c’est ce
que nous ferons au chapitre suivant, a 1’équation de Helmholtz) et a des dimensions
d’espace supérieures a 2. Enfin, formellement nous pouvons, par cette méthode,
aller aussi loin que nécessaire dans le développement asymptotique de V. Ainsi,
si nous désirons approcher le potentiel scalaire avec une erreur de 'ordre de A",
il nous faudra résoudre n problemes de Laplace successifs. Remarquons cependant
que, bien que conceptuellement il est possible d’aller aussi loin que nécessaire dans
le développement, la technicité des calculs et celle de la preuve du développement
deviennent vite tres importantes et fastidieuses.

Pour conclure ce chapitre, nous illustrons, a la section 1.3, les résultats de la
section 1.2 dans le cas d’une cellule allongée, a I’aide du logiciel GetDP.

En appendice, nous présentons un résultat sur la dérivée tangentielle seconde
d’un probleme particulier (voir le théoréeme 1.4.2). Le lemme 1.4.5 nous permet de
relier le théoreme 1.1.8 de la section 1.1 et le théoreme 1.2.
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I.1. Asymptotiques du champ dans une cellule circulaire

Asymptotic Expansions Of The Electric Field In The Biological Cell At
Low Frequencies : The Circular Case

CLAIR POIGNARD

ABSTRACT : We consider a 2D circular dielectric material surrounded by a thin
layer with constant thickness h. We study the behavior of the electric field in time-
harmonic regime for low frequencies. Two problems are considered: the vector wave
equation and its quasistatic approximation also called the dielectric formulation.
By Fourier analysis we give the explicit Fourier expansions of the solution of the
dielectric formulation. We simplify its solution by giving asymptotics for h tending
to zero. Then we compare both formulations by estimating the difference of the
electric fields. This result leads to criterium on the frequency and on the dielectric
parameters of the material to know a priori, which formulation has to be computed to
obtain the electric field with a good accuracy. We illustrate our results by numerical
simulations.

Les résultats numériques du paragraphe 1.1.4.d ont été présentés a la conférence
COMPUMAG’05, [57]. Lors de la conférence Waves’05, [55] le cas d’une cellule
de forme quelconque a été traité.

Introduction. We study in this paper the behavior of the electric field in
time-harmonic regime in a highly contrasted circular domain €2; 5, composed by an
interior medium O; with a characteristic length [ surrounded by a thin layer Oy 4,
with a constant thickness [h. The motivation of this work comes from numerical
problems, which appear in the computation of the solution of the vector wave equa-
tion (I.1.16) in a biological cell. Because of its non common dielectric parameters,
the computation of the electric field in a biological cell leads to matrices with very
small coeflicients, which are not easily invertible with the presently available nu-
merical methods. To avoid these difficulties, at low frequency, the electrotechnician
researchers of the CEGELY"! used to approach the field by a quasi-static approx-
imation also called dielectric formulation. It consists of neglecting the curl part
of the electric field solution of (I.1.16), and in solving the following scalar partial
differential equation with Neumann boundary condition:

div ((e —io/w)grad V) =0, in £, in the weak sense,

a—v = d) , On 891 hs

on ’
where € — io /w is the complex permitttivity of the material. Remark that to deter-
mine V', we need a gauge condition, which will be chosen later. The electric field is
then given by E ~ grad(V'). The function V is called scalar potential.

Several natural questions appear: first of all, which function ¢ related to the
boundary condition of (I.1.16) must we take to obtain a good approximation of
the electric field? Given dielectric parameters and frequency, can we know a priori

IThe CEGELY is the center of electrical engineering of Lyon (France).
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the error estimate made by the dielectric formulation to compute the electric field?
What is the effect of the thin layer on the field of the interior domain? In this
article we answer these questions in a simple geometry: a circular domain, which
permits explicit calculus using Fourier analysis. A following work will consist of the
generalization of these results to a smooth bidimensionnal domain. Now we present
the biological cell.

In the simplest modelization, the biological cell consists of a circular cytoplasm,
a conducting dielectric material of length 2um, surrounded by a thin insulating
membrane, which is a few nanometers thick. The typical parameters of the biolog-
ical cell are described in Fig. 1. The permeability pg and the permittivity €y are
constant, equal in MKSA units as everything else in this article to:

po =411077, g9 =8.851071%

The membranar thickness is constant equal to [h. The conductivities of these

o = 1077 to 1077S/m
em = 10 €, H = Ho
h =10"2 to 1072

O r=1um

0. =1S/m
ec = 30 ¢€o, 14 = Lo

~

Qi

FI1GURE 1. Typical parameters of the biological cell.

materials are highly contrasted, whereas the relative permittivities vary from 10
in the membrane to 80 in the cytoplasm. Thus, the cell is a highly heterogeneous
dielectric material.

In Fig. 1 we denote by € ;, the part of the plane filled by the biological cell, O,
the one filled by its cytoplasm and O, j the one filled by its membrane. We define
the cell conductivity and permittivity as follows:

0., ifyeO €, ifyeO
o(y) = . e(y) = . :
Om,s if Yy e Ohh €m, if Yy e Ohh

Let f be a function defined on the boundary 0€2; 5, of ; j,. The vector wave equation
stemmed from Maxwell equations is:

1
(I.1.16a) rot <— rot) E—-w?€E+iwocE =0in Q,
w

(I.1.16b) rot E x n =f on 0Q .

Here, n designates the unitary exterior normal vector of 0§2; . We remark that in
the biological cells, the permeability p is constant equal to .
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To study the behavior of E in §2; , we structured this article in four parts. First
we set the problem: we present the non dimensionalized equation of (I.1.16), and we
precise the choice of coordinates we made. Once our conventions are presented, we
introduce the dielectric formulation also called the quasistatic approximation with
Neumann boundary condition. This formulation leads to compute the gradient
component of Hodge decomposition of the electric field E, which is solution of
Problem (I.1.16). This amounts to saying that the curl part of E is null.

In Proposition 1.1.3 we give the explicit Fourier expansion of the solution of
the dielectric formulation. From these expansions, we derive asymptotic estimates
of the static electric field for the membranar thickness h tending to 0 with an
assumption on the dielectric parameters and on the frequency. These expansions
are given in Proposition 1.1.6 for the field in the membrane and in Proposition 1.1.7
for the field in the cytoplasm. They lead to simple formulae for the gradient of
the scalar potential in terms of the boundary data, with an error estimate. Using
conformal mapping theorem (see Rudin [62]) we generalize Proposition 1.1.7 to a
simply connected bidimensional domain (say smooth to simplify).

In the third part, we come back to the vector wave equation. First, in Theo-
rem 1.1.11 we show a classical regularity result on the electric field F for a boundary
condition in the Sobolev space H3/2(9§,). Then we use Fourier transform and we
give the expressions of Fourier coefficients of each components of E. Assuming
that p is constant equal to 1, w e deduce the asymptotics of the electric field in the
cytoplasm. We also compare asymptotically the electric field and the static field.

The fourth part is devoted to the comparison of both formulations in a domain
with an arbitrary shape. We assume that u is constant. First, we give the bound-
ary data of the dielectric formulation, which has to be imposed to compare the
solution of the vector wave equation with Neumann boundary data and the static
field computed by the dielectric formulation. Then we compare both formulations
used to compute the electric field (the dielectric formulation and the vector wave
equation). Theorem I.1.17 gives a simple criterium on the dielectric parameters of
the domain and on the frequency so that the quasi-static approximation gives the
electric field, with an error estimate. This part justify that at low frequencies, the
electrotechnician researchers used to compute the solution of the dielectric formu-
lation. It gives a cut-off frequency under which the dielectric approximation gives
good results. Finally we illustrate the previous results by numerical simulations in
a circular domain.

I1.1.1. Statement of the problem.

I.1.1.a. Non dimensionalization. In this paragraph, we study the dimensions
of the physical quantities present in (I.1.16). We use the system MKSA. The re-
spective physical dimensions of conductivity, absolute electric permittivity, absolute
magnetic permeability, electric field and electric potential are as follows:

electric conductivity o : m™2kg 's3A2

absolute electric permittivity e : rn_gkgfls‘lA2
absolute magnetic permeability p : mkgs 2A 2
electric field E:mkgs 2A~!

electric potential V : m%kgs 3A~!
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We will now perform a non dimensionalization, in order to work only with dimen-
sionless quantities.

Let Vp be a potential scale to be chosen. For example, we can take the trans-
membrane potential (TMP) of the cell without excitation. We scale the spatial
domain, so that it will be of size 1:

Qp = n/l,
0 =01,
On = O /l.

Therefore in the following, €, is the disc of radius 1+ h around 0, O is the unit
disc and O}, is the annulus Q \ O.

We denote by x an element of €2;, and by x an element of €; ;. The equality
x = [x gives x in terms of x. We define the non dimensionalized following quantities:

(L1.17) E(z) = VLOE(X).
(1.1.18) fla) = ﬁf(x).

W
In the new spatial variables, the conductivity of the cell is a function given by:

oe, ifxe O,
on(x) = :
Om, ifxe Oy,
its permittivity is:
€., ifxzeq,
en(z) = .
€m, ifx € Oy,
and its permeability is:
( ) He, lf T e 07
h\T) = .
K tm, if z € O,

We use expressions (I.1.17) and (I.1.18) to perform a change of variable in (1.1.19).
A simple calculation shows that E satisfies the following non dimensionalized equa-
tions:

1
(I.1.19a) rot (— rot E) —1?w?, E+ilPwo, E =0, in Qy,

122
From now on, we consider non dimensionalized problem (I.1.19). The non dimen-
sionalized permittivity, conductivity and complex permittivity are functions defined

on the scaled cell Q0 by:
ap = lzwgeh,
qn = o, — 10,

We rewrite problem (I1.1.19):

By, = Pwoy,
Zh = Hhqh-

(1.1.20)

1
(I.1.21a) rot (— rot E> —qnE=01n Qp,

Kh

(I.1.21b) rot E x n = f on 08y,
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In order to understand the relevant orders of their magnitude and their relation-
ships, let us introduce the wavelength (see the book of Balanis and Constantine
[12] page 150):

A =2/ (w /Re),

and the skin depth,

0 =+/2/wpuo.

We have of course distinct values of these expressions in the membrane and in the
cytoplasm, and we may emphasize their differences by subscripting A and § with m
or c. The characteristic sizes of the membrane and the cytoplasm are respectively
l;m = lh and [, = [. With these notations, we may write

P -
Zm = 4m hQ)\?n—thd?n,
9 2 .12

Zc:47T ﬁ—215—2

Let us plot the modulus of z against w in log-log scale.
Fig. 2 shows the behavior of the two curves for following choice of electromag-
netic parameters:
Il= 10"¢ h= 0.001
oc= 1 op= 107°
ec= 80ep €, = 10¢
and pp, = 1. It is plain on Fig. 2 that there are different regimes, and that transitions
occur at:

Wm ~ O'm/ema
We ~ ¢/ €c.

Of course with different parameters, the curves could be in different positions, and
the elbows also.
We observe that for w < min(we, wy,),

~ log

log

Zm
zZ

c

and for w > max(we, W),

Zm

Ze

€m

€c

log ~ log

[.1.1.b. Choice of coordinates. We choose to work in a disc because we can
separate variables and use Fourier analysis. We work in the polar coordinates.
The vectors of the polar basis (eg, eg1r/2) of R? are given in the Euclidian

coordinates by:
0 — cosd
9= \sin6 )

—sinf
Cotm/2 =\ cosh |-

The electric field is then decomposed as follows:
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w

1. del ded ded des le+05 le+0B le+07 le+08 le+09
1e-08 L 1 1 L 11l 1 1 L I}

le-03—

le-10~

le-11

le-12 ~

le-13

le-14 o

le-15+

le-16 =

le-17 o

le-15 o

le-18+

Te-20—

le-21

le-22 =

le-23

le-24

— |zc]

lzml

FIGURE 2. Modulus of z. and z,, for the biological cell parameters.

E =Erep + Egegyr/2,

and the curl of F is:
O0Ey Ey 10K,
tE = — 4+ — — = ]
ro or + r r 00

To simplify calculation, we take the following convention:

1
E=E,eg + ;E0€9+n/2-
thus,
Eg = ’I"]Eg.

We emphasize that this convention is the standard geometric convention, which will
be needed in case of a cell of arbitrary shape. The nice property of this convention
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e(9-1—71'/2

eg

€2

€1

is that it yields a simple expression of the curl in polar coordinates

rot B = 1 <% — 8ET> )

r \ Or 00

At last, if we assume that the field E is derived from a scalar potential V', that is
if F =gradV, we have the simple relation:

Eyp = 0pV, E,=0,V.

I1.1.2. The dielectric formulation with Neumann condition. In that
part, we study the problem so-called dielectric formulation by the electrotechnician
researchers. Let ¢ be a function defined on the boundary 02, such that

(1.1.22) / ¢do = 0.
th
Let g, be a piecewise-constant function:

qe, ifx €O,
Vo € Qp, x) =
h Qh( ) {qm if x € Oy,.
We are interested in the following problem:
find V € H'(Qy,) such that:

(I.1.23a) div (gp grad V) = 0 in Qp,
with Neumann boundary condition:

ov_ ¢
on  1+h

To determine V', we impose the gauge condition on the boundary of the cytoplasm:

(I.1.23b) on 0Qy,.

(I.1.23c¢) Vdo=0.
00

REMARK 1.1.1. To simplify the next calculations, we have divided the boundary
data ¢ by 1 + h at (1.1.23b). Of course, the same calculations could have been
perfomed with ¢ instead of ¢/(1+ h).

In Section 1.1.4 we explicit the link between the gradient of V' and the electric
field solution of Problem (I.1.21).
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[.1.2.a. Explicit expression of V in Fourier series. We use polar coordinates in
order to perform explicit calculation by Fourier analysis. First of all, in Proposi-
tion I.1.3 we give the explicit formulae of the scalar potential V. From these Fourier
expansions we derive the expression of the gradient of V' in terms of the boundary
data ¢, with an estimated error.

Let us denote by T the torus:

T = R/2rZ.
The domain 0, is parametrized by:
Qn ={(rcos,rsinf), (r,0) €[0,1+ h]x T},

and the boundary 0, is isomorphic to the torus T. Problem (I.1.23) can be
rewritten as follows:

Y(r,0) € [0,1+ h] x T,

0 0 qn 0? _

(I.1.24b) (ra—v> = ¢.

or r=1+h
with the transmission conditions on 9O:
(I.1.24c) V(T,0)=V(1T,0),

0 0
1.1.24d — = qgn=—V
( ) GerV il

The gauge condition (I1.1.23c) on the boundary of the cytoplasm is

2
(1.1.24¢) / V(1,6)d0 = 0.
0

Observe that the transmission conditions are derived from (I.1.24a) taken weakly.
NOTATION L1.1.2. The k™ -Fourier coefficient of a function
g:(r, 0) —g(r, 0),

assumed to be 2mw-periodic with respect to 6, is defined by:

~ 1 2 ]
gr(r) = %/0 g(r,0) exp(—ik6) do.

A function g belongs to L*(Qy) iff:

1+h 27
/ / 19(r, 0)2 r dr df < +o0,
0 0

and g belongs to HY(Qy) iff g is in L*(Qn) and both following integrands:

27 1+h
/ / |0rg(r, 9)|27“drd9,
o Jo
27 1+h
/ / |89g(r, 0)| dr de,
o Jo

are finite.
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Remark that the condition (I.1.22) on the boundary condition ¢ implies b0 = 0.

PROPOSITION 1.1.3. Let h € (0,1), q. and g, in C* satisfying :
qm
qc

For ¢ € H-Y2(T) satisfying (1.1.22), the solution V of the problem (1.1.24) is in
HY(Qy). It is given by the following Fourier expansions:

(L1.25) ] — o0, —1].

V(r,0) € [0,1] x T, i.e in the cytoplasm:

(L.1.26a) Vr,0) = 20m 3 o oM (ik0);
.1.26a r,0) = .« 2= K (T 1)F Dy exp(ikf);
V(r,0) € [1,1+ h] x T, i.e in the membrane:
o M :
0) = (14 gm/qc — k6
V(6 = (14 an/a %(w T CPl)
(1.1.26b) R .
S T ,
— (1= qm/qe A — k) ).
(1= gm/a) Y (|k| T mAD, P ))
keZx*
Here the quantities Dy are given for k € Z* by
(1.1.27) Dy =1+ (14 h)~2Mkl 4 9 (1 1+ h)‘Q‘k‘) .

(&

REMARK 1.1.4. Observe that according to hypothesis (1.1.25), there exists a

constant C, which only depends on q. and q., such that for all k € Z*, for all
h e (0,1),

(L.1.28) |Di| > C > 0.

Actually, denote qm/qe by a +ib and replace (1 + h) =¥ by = in the expression of
Dy.. We obtain

IDil* = (1+a+2(1—a)? +b2(1 —2),
=22 ((1—a)?+b%) +22 (1 — a®) = b*) + (1 +a)* + b°.
The reduced discriminant A’ of the above polynomial defined by
A= (1—-a%) =8 = (1 +a)® + ) (1 - a)? + %),
is equal through a simple calculation to
A = —4p*.

Thus, two cases appear.

o Ifb +#£ 0, the above trinomial in x never vanishes and since x belongs to the
compact [0, 1], we infer that there exists C > 0 such that for all x € [0, 1],

2 (1—a)?+b*) +22((1—a®) —b°) + (1+a)®+b*>C,
hence, for all k € Z, for all h € (0,1),
|Dy| > C > 0.
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e Suppose b= 0, and set a = —1 + ¢, with ¢ > 0. Then Dy, is equal to:
Dy =c+ (2-c)z.

Thus for all x € [0,1], ¢+ (2 — ¢)x > min(2,¢) hence for all k € Z*, for
al h e (0,1),

|Dg| > min(2,¢) > 0,
hence inequality (1.1.28).

REMARK L.1.5. Before proving our proposition we show that when ¢, /q. belongs
to | — 0o, —1], problem (1.1.24) satisfied by V is ill posed.
Denote by q the ratio

q= _Qm/qca
and suppose that q. = 1.
e Supppose q > 1. Since
q—1
—— € (0,1),
qg+1 (0,1)
it is obvious that for all hy € (0,1) there exists ko € N* and h € (0, ho)
such that
_ qg—1
1.1.29 L h) 2o = 2 -
(1129) e

Let g be equal to
9(8) = koe™ /(1 + h),

and let V' be the solution of problem (1.1.24) with g as Neumann boundary
condition. Using Fourier coefficients, if V exists, it necessarily has the
following expression:

Vi (1) = acro, foro<r<1
Vi (1) = amt* + b F0 for 1 <r <1+ h.
Transmission conditions imply:
Gm + by, = g,
—q(am — bp) = ac,

am (L4 h)* — b, (1+h)~F =1,

hence:
(1=q)am + (1 4+ ¢)b,, =0,
am (L4 h)* — b, (1+h)~F =1,
or
w1,
qg—1

am = (1+h)"2b,, + (14 h)~*o.
Therefore, through equality (1.1.29) we infer:
0= (1+h)",

which is clearly a non-sense.
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Let h € (0,1).
Suppose ¢ = 1. Let (gp)pen+ be a sequence of functions defined by:
L
9p(0) = Z ﬁelke'
k=1

Let us define the sequence of functions V), defined by

(1+ )Pl R0 v < p < 1,

[
%) -

Vy(r,0) =

b
Il
—

(14 h)Flp=IFleik0 vl < p <14 h.

[
%) -

V" (r,0) =

b
Il

1

39

For all p € N, the function V), is €°°-solution of problem (1.1.24) with g,

as Neumann boundary condition, but the serie )
to L*(C), while 3 . gp belongs to L*(T).

peEN*

Vp does not belong

the potential in the whole cell. It is convenient to write \7kc the k*P-Fourier coefficient
of the potential V' in the domain [0, 1] x T corresponding to the cytoplasm, and V™
the k' Fourier coefficient of V in the domain [1,1+ h] x T corresponding to the

membrane and ]/”;C
We have for all k € Z, for all r € [0, 1],

(I.1.30a)

d2ve dve ~
2 k k _ p2y/¢c _
Pk e =0

forall € [1, 1+ A :

azvm o avm

2 2{,m
(I.1.30b) (N +r Er kvt =0,
with the transmission conditions:
(1130(:) Vk 1 = Vk T:1+,
avye avem
1.1.30d . —k = gy —E
(1.1.30d) Ge 3 In =3, ;
r=1- r=1+
and the boundary condition :
avm ~
(1.1.30€) - =¢/(1+h).
dr
r=1+h
Since the gauge condition is:
(1.1.30f) VE(L) =0,

we obtain immediately:
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For k # 0, a basis of solutions of the ordinary differential equation of the second
order r?u” 4+ ru’ — k*>u = 0 is r/¥l,7=1¥I. The energy of the solution of (I.1.23) is
finite on the domain €, so the two entities V¢ and V," are necessarily of the form:

U k
Vi = irl |7
Vi = Al Bk

where A7, AJ", and B} are constants, which will be determined by the transmis-
sion conditions (I.1.30¢)—(I.1.30d) and the boundary condition (I.1.30e). More pre-
cisely, we have:

(I.1.31b) QeAS = qm (AT — B,
(I1.1.31c) AP (14 h)F = B 4 p) M = %

We denote by by = (1 + h) =2kl and we write:

1 -1 -1
(1132) My=1g —9m am )
0 1 —by,
Aj
A=A ),
By
0
a=( 0
On/ (IKI(L+ R)IM)

The system (I.1.31) can be written as following:

M;, Ak = ..
Let det (My) be the determinant of the matrix M. We have:

(1.1.33) det (My) = — (ge(1 + by) + gm (1 — by)),
(1134) = _QCDka

where Dy, is given by (1.1.27). Thus, according to (I.1.28), M}, is invertible and:

B 1 * % 2qm
= (1
We obtain the expression for Ayg:
2¢m/4c ~
(1.1.35) Ap=| 1+ am/qc

Ikl Dy
1+ gm/g.) FILH P D
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Thereby, we have:
Se 2qm @ /r-‘k‘
M ge k[ (14 R)F Dy
@L_(l_ / )@ r
5] (T + h)* Dy, D 4e) T T+ MR Dy
Thus the following expansion in Fourier series for V' hold:
V(r,0) €[0,1] x T,
2Qm Z< rlk| .
7kexp(1k0) ,
4 2= \TI {1+ W) D
V(r,0) € 1,1+ h] x T,
o rlM .

V(r,0) = (14 gm/qec _—— kO

(10) = (1 anf) 3 (s explik9)

keZx*

o rlk .
- (1 - Qm/QC) Z <%m exp(1k9)) .

keZx*

‘7]€m - (1 + Qm/QC)

Now we prove the regularity result. According to (1.1.28), we have

rlkl 1

Vk € Z,Vr € [0,1+ hj, AxmFD.| = C

— O )
For all integer k € Z*, we have:

1+h
/0

QA% (1 + h)2Ikl+2
(2|k| + 2)k2 (1 + h)IFI Dy,
2

oprlFl
k(L + h)* Dy

rdr =

1 r
C kP

/\

So, if ¢ € H=3/2(08,), we have:

1+h
/0

thus, by Parseval equality, if ¢ is in H~3/2(99Q4), V belongs to the space L?(Qp).
Moreover, if ¢ is in H~1/2(98y,), by the same way we show that:

1+h Tk
/ (bk?"' |
0

(1 + h)IkI Dy,
which proves, by Parseval equality, that both integrands

27 1+h

/ / 8,V (r, ) r dr a6,
o Jo
27 1+h

/ / |8,V (r,0)? dr a6,
o Jo

are finite, and the regularity result is shown. O

onrlk]

2
_ d L*(Z
Rt D, | " e L®),

rdr € L*(Z),
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[.1.2.b. Asymptotic Estimates of the Electric Field. From these explicit formu-
lae, we give now the first two terms of the asymptotic expansion in power of h of
the static electric field £ = grad(V). Actually, we give asymptotics of 0,V and
0pV.

Asymptotics in the membrane. We remember the definition of Hilbert transform
(see Stein [66], Stein and Weiss [67] or Katznelson [42]) on 27-periodic functions

f= Z sgn(k)ﬁ exp(ik6).
keZ
PROPOSITION 1.1.6. Let ¢ € H3(T) satisfiy compatibility condition (1.1.22).
Let (qe, gm) € (C*)? satisfy condition (1.1.25), and h be in (0,1). We denote by V

the solution of Problem (1.1.24) with Neumann boundary condition ¢.
We define the two following functions Z1(¢p) and Za(¢) on [1,1+ h] x T by:

Vre[1,1+ hl,
A(8) ) =612 (=1 - 1) 2,
2
Lo (¢)(r,-) = G5y <7“ -1- hq—”;> %
The following estimates hold, for all v in [1,14 h] when h tends to zero:
(11.36a) roV(r,) —-;za(¢)<r7o\ = O(R2(1 + am /@c))? 9]l 15 )
(11.36b) %vmo—zﬂ@v»}deu+mm%wwwm@»

ProoF. We make asymptotic estimates on Fourier coefficients of r0,.V and
0pV for h tending to zero. Fourier expansion (I.1.26b) of V' in the membrane for
all » in [1,1 + h] implies, for all k € Z*:

d‘7k rlkl _|_ 7"7‘]@‘ —~ qm ,',.‘k‘ — r7|k| (/5]@
Tar (W o zm) Dy
Denote by f and g the functions defined on [0, A by:

Vs € [0, hl,
1+ s (14 s) M
(L4 s — (14 s) I

thus, for all 7 € [1,1+ A,
d‘/}k dm ;b\k
k) = D+ 1)) 2R
P = (1= 1+ 22— ) 2

In the following, we use the notation O of Landau. The notation O(]|g||) denotes a
quantity v such that | v | < C ||g|| for some constant C' > 0.
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Observe that the constants, which appear in the following O depend neither on
h nor on k. Moreover they are independant of ¢, and ¢p,.
Using Taylor formula with integral remainder we have

Vk € Z*, Vs € [0, h],

1

1) = G +1° [ = engat
1

6) = o + 17 [ (1= 0" ek

moreover
1
(L137) (4R =1 = [klh o+ [k (k] + 1) h2/ (1—)(1+ ht)~H-2qz,
0
we infer the existence of a constant C independant of k such that:

Vk € Z*, Vs € [0, ),

(1.1.384) ‘f(s) —2(1 - |k[h)| < Ch2k?,

(1.1.38b) }g(s) - 25|kw < Ch2k2.
Since Dy, is equal to:

Dy =1+ (1+h) 2 4 22 (1 (14 p)=2H),

(&

there exists a constant, still denoted by C', such that:
Yk € 77,
1 1
1. — = - < 252 .

L3 |- (1 G = a/a0)| < OO+ lan/ac))
Using (1.1.38) and (I.1.39), there exists a constant C' > 0 such that:

Vk e Z*, Vs € [0,1],
1= hlklgm/qc)| < CR*(1+ |gm/qc|)K?,

S
‘% _ S|k|‘ < Ch*(1+ |gm/qc))K°.
k

We infer:
Vk € Z*Vr € [1,1+ h),
Ve O (14 122 (r = 1= 1) | < CH2(L+ g a7 [
dr e -

This estimate implies (I.1.36a). We obtain the asymptotic for dgV by the same
way. Actually, we have for all non-zero integer k, for all r in [1,1 4 h]:

','-lkl _T-_lkl ~ Gm T‘k‘ +7ﬂ_‘k‘ ~

(1.1.40) ikVi(r) = isgn(k)mﬁbk + isgn(k)z mﬁbk,
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using the previous notations, we have

Gn Jr=1) g(r—1)
g Dy * Dy, )’

ikVi(r) = isgn(k)qgk (
thus we infer:

o~ ~ m 2
ikVi(r) = isgn(k)ox ((i]— +R|(r—1) - h|k‘;_g) ,

(&

this implies directly estimate (I.1.36b). O

Asymptotics in the cytoplasm. To obtain the asymptotics of the electric field in
the cytoplasm, we just have to use the following expression of Vj in [0, 1]:

Vk € ZF,
e 2gm (Ek rlEl
Mg [kl (14 h)FIDy

Using estimates (1.1.37) and (I.1.39) of (1 + h)~1¥l and Dy, we obtain easily:

vk e Z*
d/\vk -~ dm 2 213 |7
_ — — - < .
<7~ 5 ) N ¢k(1 |k|h " )‘ < Ch* (1 + |gm/qc|)°k }cbk}

We infer

dV .qm d¢~5 2 2

.1 - VLT < 3 :

(1.1.41) (r—dr> L (¢+1 " hda)‘ < Ch(1+ |gm /qe)” 91l g5 ()

Therefore we obtain Neumann condition at the boundary O of the cytolpasm with
an error in h2. More precisely we have the following proposition.

PROPOSITION 1.1.7. Let ¢ € H3(T) satisfy compatibility condition (1.1.22). Let
V' be the solution of Problem (1.1.24). Let q. and g, be non null complex numbers
satisfying condition (1.1.25), and let h be in (0,1). Let V¢ be the restriction to
[0,1] x T of the solution V' of Problem (1.1.24).

Let Vypp be the solution of the following problem:

V(r,0) € [0,1] x T,

o( 0 1 62
ar <3—V> T gge e =0

<T(9Vapp) — q_m <¢+lq_mhd_¢~)> .
or

r=1 qc gc db
with gauge condition on the boundary of the cytoplasm

2w
/ Vipp(1,6) d6 = 0.
0

Denote by C the cylinder [0,1] x T.
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There exists a constant ¢ > 0 such that:

o1

| | h2(1 + |qm/QC|) H¢||H3('[[‘)
PROOF. Obviously ¢ + (¢mh/q.)dé/dd satisfies condition (1.1.22), thus V,, is

well-defined. To prove Proposition 1.1.7, we just have to study the difference W

between V' and V,,. It satisfies in C:

(1.1.42) IV = Vappll 1 () <

AW =0, in C,
aw dve dé
- — _h_
' dT r=1 " dT r=1- qc <¢ + qde d0 )

Transmission condition (I.1.24d) implies:

G AV dé
=2 r— —h
r=1 qC (r dlr r=1+ <¢ + d9>>

Estimate (I.1.41) implies directly Proposition I.1.7. g

Using Riemann conformal mapping theorem, we obtain directly the following
result for any domain €2;, composed of a smooth simply connected domain O sur-
rounded by a thin membrane Oy, with constant thickess h.

PROPOSITION 1.1.8. Let o € H3(08Y,) satisfy compatibility condition (1.1.22).
Let V' be the solution of Problem (1.1.24) with Neumann boundary condition 1.

Denote by v the conformal mapping, which maps O unto the unit disc and ¢
the restriction of v to 00, which maps 0O unto T. Let ¢ be defined on the torus
by:

¢ =10
We denote by f and g the following functions defined on 0O:
f = ¢0707

_ (49
g = d9 070-

Let q. and g, be in C* satisfying condition (1.1.25), and h be in (0,1). let V¢ be
the restriction to O of the solution V' of Problem (1.1.24).
Let Vypp be the solution of the following problem:

AVypp =0, in O,

% (Im <f + _hg)
90 qc qc

on
with gauge condition on the boundary of the cytoplasm gives:

/ Vapp do = 0.
00

There exists a constant ¢ > 0 depending on O such that:

(I'1~43) ||V - VappHHl(o) < Ch2(1 + |Qm/(Ic|)2Hf||H3(BO)-
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Thus, we have given the first two terms of the asymptotic expansion of V in
power of h in the cytoplasm. However, given a simply connected domain O, it is
difficult to compute V,,,;, since we need the conformal map + to obtain the boundary
data. In [59] we give the first two terms of V' by resolving two successive problems,
which are easily computable.

REMARK 1.1.9. In the following, we need a lower bound on grad(V'). Let s > 0.

Denote by Vopp the first two terms of the asymptotic expension of V' given in
Proposition 1.1.6 and Proposition 1.1.7.

Let Neumann boundary data ¢ be in H>**(T), s > 0. According to Propo-
sition 1.1.6 and to Proposition 1.1.7 and using Fourier coefficients we infer the
following lower bounds on the approximated potential:

g |gm|
(I.1.44a) ||grad(Vapp)||H1+S(O) > o] Pl rr-1/245 () — hm||¢”H1/2+S(T) .
and
g |gm|
(1.1.44b) ”grad(Va:DP)HHHS(Oh) > <h+ m Nl er+s ¢y — hmHQS”HHS(T) .

Using Riemann mapping theorem, we obtain the following result for any domain Qy,
composed of a smooth simply connected domain O surrounded by a thin membrane
Oy, with constant thickess h.

PROPOSITION 1.1.10. Let ¢ € H3(0Qy,) and ¢ € H?(T) defined as in Proposi-
tion 1.1.8. We suppose that there exists a constant Cy > 0 such that:

(1.1.45) 9l 17201y = Collllms (1)-

Let q. and g, be in C* satisfying (1.1.25). Denote by V the solution of Problem
(I.1.24) in Q. Then there exists co. > 0 depending on the domain O and on Cy
and there exists hy € (0,1) such that:

Vh € (0, ho),
|gm |
(I.1.46a) VI 0) 2 m00,¢||¢||H3(T);
|Gm|
(L1.46b) Wlhision = (1 52 co gloteco,

PRrROOF. We just have to write

V112 0y 2 WVapnll s oy = IV = Va0

and the previous results (I.1.44) with hypothesis (I.1.45) imply directly estima-
tes (1.1.46). O

1.1.3. The Vector Wave Equation with a Neumann condition. In this
section, we study the solution of the vector wave equation. We remember that

Qp =0 U Oy,

is the circular domain defined in Section I.1.1.a.

Let f be a given function in H3/%(T). Let ¢. and g,, be two non-real complex
numbers with positive real part and negative imaginary part, and let p. and g,
be two stricly positive numbers. We define the piecewise constant functions g, and
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wn as (1.1.20). This section is devoted to the study of the solution E of the vector
wave equation (I.1.21):

1
rot <— I‘OtE) — th =0in Qh,
122

rot B xnl,_ ., = f.

First Theorem 1.1.11 gives a regularity result on £ and we deduce Helmholtz equa-
tion satisfied by FE. Then, we separate variables to perform Fourier transform and
we give the equations satisfied by each components of the field E. We obtain ex-
plicit formulae of Fourier coefficients of each components of F, from which we infer
asymptotics. Then we compare E with the static electric field grad(V'), where V' is
the solution of the dielectric formulation.

[.1.3.a. Regularity result. Let us give the regularity result on F.

THEOREM 1.1.11. Let q. and q,, be non-real complex numbers with positive real
part and negative imaginary part and let p. and p,y, be two stricly positive numbers.
Let f be in H3/2(0%)y,).

Therefore, there exists an unique solution E satisfying Problem (1.1.21). This
solution has the following regularity:

E e (H'(2)).

PROOF. The proof of this result is easy. First, by Lax-Milgram Lemma (see
Necas [51] or Brézis [18]) we prove the existence and the uniqueness in the space?
Hyot (21,) of the solution of Problem (I.1.21). We leave this classical part to the
reader.

Since div(E) is in L2(£2p,) (it is null almost everywhere in Q4), we infer that £
is in Hgiv N Hyot (21,), so by Corollary 2.10 of Girault and Raviart [35] page 36, we
infer:

E e (HL ().

Since 01}, is regular, we may define the unitary exterior normal vector of 00, in
a tubular neighborhood of the boundary. We still denote it by n. We perform the
scalar product of (I.1.21a) with n and we restrict the result to the boundary. To
simplify, we denote respectively by z. and by z,, the products p.q. and i, gn,. We
obtain:

rotrot £ -n— z, E-n=0.

Using the properties of the operators curl and divergence restricted to the boundary
(see T. Abboud and J.C. Nédélec [1]) , we obtain:

zmE -n = div|sq, (ot E x n) ,
boundary condition (I.1.21b) implies:
sz -n = div |th (f) .

Since f is assumed to be in H3/2(9€y,), we obtain that E - n is in HY/2(98,). We
have E € (Hlloc(Qh))2 and E -n € H/2(0,), therefore E is in (Hl(Qh))2. O

2Hrot (Q4,) is the subspace of the functions in L2(Qy,) x L?(9,) whose curl in L?(9;). We
have a similar definition of Hgjy ().
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Let us present how we go from the vector wave equation to Helmholtz equation.
Since the solution E of Problem (I.1.21) is in H'(Qy) x HY(Qy,), its divergence is
in L?(Q4). The following equalities hold in the weak sense:

div (rotv) =0,
1 1 . . 1
rot <— rot v) = grad (— div v) —div <— grad v) ,
1220 Hh Hh

where div (Nih grad v) is defined by:

div (L g = (W memaden)

Thus we obtain that the solution E of Problem (I.1.21) satisfies:
divE =0, in L*(Qy,),

1
(1.1.47) div (M_ gradE) +qnE =0, in Q.
h

with the conditions:

(I.1.48) rot (E) x n/up and E X n/uy, are continuous in r = 1.

[.1.3.b. Separation of variables. We remember that according to Section I.1.1.b
the field £ is decomposed on the orthonormal basis (eg, €91 /2) as follows:

E=E;eg+Egegira,

1
=E,eq + ;Egeg_,_ﬂ./g.
and we have the simple formula for the curl of E:

1
curl £ = ; (8TE9 — agET) .

Using these conventions, we rewrite Problem (I.1.21) in cylindrical coordinates:

__0Ey OE,

114 =
( %) or 00’

. = <r< <0<
(.1.49b) TQ(%( > @By =0, for 0<r<1+h,0<0<2m
(1.1.49c¢) ( )—i—thg—O for0<r <1+4+h,0<6 <27,
(1.1.49d) ( +h,0)=(1+h)f(9), for 0 <6 < 2.

We perform the Fourier transform in the variable 6 in equations (I.1.49). We
denote by E¥ = (EX, E¥/r) the k'-Fourier coefficients of E, and p*, those of p.
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For k € Z and r € [0, 1 + h], we have the following equalities:

dEF ~

L1. =0 _iLEF
(1.1.50a) pr=—g —ikE;

p* =k
1.1.50b ik — guEF =
( ) 1 Mhrg ghl, 5

d (7" ok
L1. — (= EkF =
( 50C) Td'l" <,Uh7’) + dh 0 07
(1.1.50d) PFlien = (1 +h) fr.

We multiply by r equation (I.1.50b) and we differentiate with respect to r the

results; we obtain:
d ~ d [ pF
Bl Ek) =ik— ),
dr (th " War (,uhr>

or, using (I1.1.50c),

d ~
r— (thEf) = —ikqp Fy.
dr

Let us differentiate one more time with respect to r. Using equalities (I.1.50a)—
(I.1.50b), we conclude that:

1d d =~ k2
—— (L— (quf)) = (— - 7‘) gnrE,.
pn dr \ g dr HRT
and we have the following transmission conditions:

1 d N 1 d ~
ze dr (q ™ pe1—  2m dr ImT

=g By

b)
r=1+

~

qc EF

=1+

Let us denote by Ef the following quantity:

B = /BE.
We obtain easily that Ef is solution of Bessel equation in each domain:
(I.1.51a) d—2Ek + liEk + (pngn — K*/1°) EF=0
o dr2™"  pdr " r ’

with the following transmission conditions in r = 1 for E, :

1 dE} 1 dEF
(I.1.51b) pe dr | pom - dr r=1+
ok _ ok
Qe Br| __=am Er|

We remember that z, = unqpn. Relation (1.1.50b) gives Ef in terms of p*:

N ik
(1.1.52) Er = 5,
ZRpT
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According to boundary condition (I.1.50d), we obtain the following Dirichlet bound-
ary condition for E¥ in r =1+ h:

ik ~
= =

(1.1.53) EF
1+h  Zm

We remark that for all non-zero integer k, for all r in [0, 1 + h], we have easily Eg /r
in terms of E¥. Actually, replacing equality (I.1.52) in relation (I.1.50c), we obatin:

~ 1 d /-~
1.1.54 Ef = —r— (EF)
(L.154) ¢ T % ar )
or,

~ 1d / ~

Bf = o — (vBF)

" ikdar ")

thus the knowledge of Eﬁ suffices to obtain all the non-zero Fourier modi of E.

The case £ = 0 has to be considered separately. Actuallyi if £k = 0, using equali-
ties (1.1.50) we obtain directly the following equation for E?:

for r € [0, 1 + A],

d (1 dEY -
(L1.55a) P — | —=2 | +arE)=0,
dr \ ppr dr

Replacing boundary condition (I.1.50d) in equality (I.1.50a) applied in r = 1 + h,
we obtain the following Neumann boundary condition for Ej:

dE)
dr

= (1+h)fo.
r=1+h

(1.1.56)

[.1.3.c. Study of E,. In this section we give Fourier expansion of the normal
component E, of E. Since we know explicitly the solutions of Bessel equation
satisfied by E,, it is more convenient to study E,, which is equal to 7E,..

Let h be in (0, 1). Let gc, Gm, pte and i, be given constants as in Theorem I.1.11.
We define :

Re = MelGe;,  Zm = BUmGm,

ge, if0<r<1,
an(r) = .
Gm, f1<r<1+h,

pe, if0<r <1,
pn(r) = .
M, If 1 <7 <1+h,
Zh = HhQh-

Let f be a given function in L?(T). For all integer k, E,’? is the solution of the
following problem:
d? 1d

(11578“) ﬁEf + ;E‘Ef + (Zh — k2/7‘2) Ef = ()7
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with the following transmission conditions in r = 1:

1 dEF 1 dE*
(I.1.57b) 1 A5 - A5 )

pe dr B P dr 1+
(1.1.57c) Ge Br| __=am Er|

and with the Dirichlet Boundary condition:

. ik ~
= —fi;

1.1.57d
( ) r=14+h Zm

T

in particular
ES =0.

Let Ji,_and Y} be Bessel functions of first and second kind. Since, for all integer &
in Z*, E¥ is the solution of Problem (I.1.57), we know (see Watson [76] or Nikiforov
and Ouvarov [53]) that E* can be written under the following form:

(I.1.58a) vr e [0,1], Ef(r) = agpJig (Vzer)
(1.1.58b) Vre [1,1+h], EFr)=alJdpy (Vamr) + Y (Vamr) -

Transmission conditions (I.1.57b) and (I.1.57c) with Neumann boundary condi-
tion (I.1.57d) should permit to determine the constants aj, aj* and ;. Actually,
these constants must satisfied a 3 x 3 matricial system of 3 equations with 3 un-
knowns. For all n in N*| for all we define the sequence of matrices <7 (h):

QCJn (\/Z—c) _Qm']n (\/%) _QmYn (\/%)
(1.1.59) n(h) = | pmv/ZeT} (VZe) e —Emdh (VEm)  —v/Zm Y (VEm) |
0 Jn (Zm(1+ 1)) Yo (\/Zm(1+h))
and af, o} and §;" must satisfy:
af, ik 0
(I.1.60) . (h) | ot | = - 0
e "\ Sk

[.1.3.d. Study of Ey. For k non nul, we have the following expression of Eg in
terms of EF:

~ 1 d /-~
k_ L+ k

(1.1.61) Ej= oo (E) .

The 0*"Fourier coefficient of Ey satisfies the following equation

for r € [0, 1 + h),

d {1 dE? ~
1.1.62 2 == EY =
( 6 a) r dr <Mhr dr > +Qh7' 0 07
dE? .
(I.1.62b) d—9 = (1+h)fo.
" 1+h
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Equation (I.1.62a) is an ordinary differential equation of type Laplace at the sense
of Hille [40]. With change of variables, we obtain the general solution of (I.1.62a)
in each interval where zj is constant, with Bessel functions. Define

¢ =V,
n=V2m,
=1+ h)yzm,
and set:
w(s) = 7@3(5/\/,27)

The function w is the solution, in the complex segments ([0, 1] and n[1, 1 + h] of
following Bessel equation:

s*w” + sw' + (s* — 1)w = 0.

A fundamental system of solutions of this equation consists of Bessel functions of
first and second kinds, denoted respectively by J; and by Y;.
We define the matrix % by:

¢J1(€) -nJ1(n) -nY1(n)
o(h) = | gcJ1(C) —qmJ1(n) —qmY{(n)
0 n(nJ1(7) + J1(7)  n@Y(7) + Ya(7))

Then, Eg is equal to:
(I.1.63a) Eg(r) =agr¢Ji(r¢)for 0 <r <1,
(I.1.63b) Eg(r) =ag'rnJi(rn) + bg'rnYi(rn), for 1 <r <1+h

where the constants a§, a’, bj"* are defined by:

ag 0
o(h) | ot | = 0 R
0 (L+h)fo

[.1.3.e. Resolubility. We could perform calculations on Bessel functions to show
that for each k, Fourier coefficients are well defined by the previous expressions,
and we could show that Fourier series converge in appropriate spaces. However,

there is a simpler reasoning. According to Theorem I.1.3.a, F is in (Hl(Qh))2, thus
its components E, and Ey are in H'(Qy,). Since

E,.=rE,,

E, is also in H(,). Thus for each k € Z, the vector
o
oy
Bi

is well-defined by (I.1.60) and the serie

> Ef(r) exp(ikf),

keZ
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with coefficients Eﬁ defined by (I.1.58), converges in L?(T) for almost all 7 in
[0,1 4+ h], and its sum is a function, which belongs to H'(Q,). We have the same
result for

Z E%(r) exp(ikf).
keZ

Now we show asymptotic expansion of each components of E, when the Neu-
mann boundary data f is a trigonometric polynomial.
[.1.3.f. Asymptotics.

o Asymptotics in the cytoplasm.
Let k € Z* and suppose that there exists a constant Cy > 0 such that

1§Nm

Co = e

< Cy.

We remember that z,, and z. are the respective products p,, g, and p.qe.
Denote by Dy and D5 the two following expressions:

Dy = g (Vam(1+ 1) Yy (VZm) = T (Vam) Yie) (Vam(L+ 1))
Dy = Jir (VZm) Yig) (VZm (L + 1)) = Ty (VZm (1 + 1) Yig) (VZm (1 + ) -
Recall (see Watson [76] page 76) that:

Vz € C*, Ty (2)Yy(2) — Ty (2) Yk (2) = %

From (I.1.60), we infer through a simple calculation the following expression of a§:

2/ (7/Zm) L wekfe
Dy + (Vamlze) (i (VZ) 191 (V7)) Do #mzediug (V)

Using Taylor formula, we obtain :

af =

2Z 1
Dy =2 4 e / <1—th>2< ! (a1 th)Y ]y (vZm)

T/Zm 2

— Vi (Vam(1 + th))%(%)) dt,

2 2 2m
DQZ_h_hz

s

1
|- (J',;wml £ h) Vi (v/7m)

- |’k’|<%<1+th>m<m>>dt.

We have for all k£ € N, for all z € C*,
2fi(2) = kfe(2) — fe41(2),

for fi equal to Jjj| or Y. Thus, as straightforward consequences of the well known
asymptotics properties of Bessel functions (see Watson), there exists C' > 0 such
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that
s (T V(L 0 Y (V) = Vi (Vo1 e () ) | < O/ Tl
o (T (VB0 )Y (V) = Vi (V1 ) (V) )| < O,

for z,, and h tending to zero, thus we infer:

D (1 + O(k2h2)),

T/ Zm

We also have, for z. tending to zero:

Tam /e = 2 1o <1¢+|z|—ck||> |

Therefore we obtain:

D+ (Vamlze) (T (V22) [ (V2)) D2 =2/ (m/z) (14 O(k212))

(1.1.64)
+ (Vamlz) (1k/ vz + 0 (VIzd/(1+ k) ) (2h/7 + O(*h%))
thus
c _ _ Zm |2m|h 272 @ 27,13 McikJ?k
af = <1 - |k|h+0(1+|k| + h?k? + o h2|k| )) i ()

Thus, we infer the asymptotic expression of Eﬁ, for all k € Z*:

B = (1= 22t o (Ll pzge g Lol
Ze 1+ |k

|2c]

(I.1.65) R
o peik fi Ji| ( zcr)

pmze g (Vze)

Using equality (I.1.61), we infer

5 h |2m|
Ek: 1_Z_m |Zm| 21,2 mig2 3
A ( Zc|k|h+0<1+|k|+hk el

y piefr V7T (VZer) + iy (V7e)
pomZe Tkl (V/ze) '

It remains to study EY defined by (.1.63).

(1.1.66)
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A simple (but tedious!) calculation implies:
B = (2/(rEm)/ (ma AR (AR AR+ )

~V(VE A (VR ) + VEH (VE) (Va(VEm) A (L + h)
~ BVEVER L))+ (V) zm (14 1) (Y (VE) (VL4 h)
— HVEY Vel +h) + I(VEVE (Y (V) I (Vo (14 1)

pre(L 4 h)\/Zm
Hmy/Ze

Using properties of Bessel fonctions, as we did above, we infer

Vaezn (L4 W) (VE) (I (VED Y (V14 h)

V(B (VL )+ Ve (VZ) (Vi (VEm) D (v (L B)
(Va1 h)) ) J(/7) 2m 1+h)( (Va) T (VEm(L + h))
~ BVEY (Va1 +h) + I(VE)VE (Y (V) h (Va4 b))

— J{(VEm) Y1 (VZm(1 + b)) ) ( 1+h/w+0(|zc|+h2(1+\/|z_mHzm|)))
x J1(V/zc)-

Thereby, we deduce the asymptotic for Eg . A simple calculation implies:

B9 = (140 (Jzel + 12 (14 Vzwl + 12l ) ) ) T%h

—J{(@wmmh»)) X1y (VEr) o

Therefore, we infer the following theorem.

THEOREM L.1.12. Let f be H3(T). Suppose that there exists a constant Cy > 0
such that

CO e
Let E, and Ey be the components of the solution of Problem (1.1.49). We define
E®PP the solution in [0,1] x T of the following problem:

(L.1.67a) rot rot EPP 4 2, E*PP = (),

(I.1.67b) rot PP x n = — . <f+ = <j‘£))

We denote by Egpp(-,k) and by E%P(- k) the Fourier coefficients of each compo-
nents of E*PP. Then for all k € Z*, we have

~ ~a |Zm|h |Zm|
(B Bmen) o (g +oow+ zpetee) ),

_ m~app _ |Zm|h 2 2 |Zm| 2 3
zc(Ee £ (,k))_0<(1+|k|+hk R ‘f‘

and
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and for k =0, we have:
B9 — E2PP(,0) =0 (|zc|—|—h2 (1+ V]zm] + |zm|))r‘fo‘.

Remember that C = [0,1] x T. The above estimates imply in particular:

umw—Emwme=0<Qmm+# i) |7 - 7

H3(T)

+ (|z0|2 =+ |Zc|h2) ‘f()‘),
for zm, z. and h tending to zero.

REMARK 1.1.13. Observe that if pe = pm and if & = zof/zm, the boundary
condition imposed for E®PP is exactly the same as those imposed on 0,V PP in
Proposition 1.1.7.

o Asymptotics in the membrane.

In the membrane, E¥ has the following expression, for k # 0:
Ef = o' i (VZmr) + B Y (Vamr) |
with o} and 37" are given by:

Y (V) = Vel (T (VE) 1 (VE) ) Vi (vEm) ik
D+ (VaZ) (g VR P (VE) ) D2 o
Thy (VEm) = Vemlze (T (VZ) 1 (VZ) ) T (VEm) ik

D1+ (Vamlze) (h (VZ2) ikt (VZ2)) D2 "

o= -

We infer:

B _ <Jk (VZmr) Yy (VZm) = Yie (VZr) Ty (VZm)
' Dy + (\/W) (J|/k| (\/z_c) /1K) (\/Z—c)) Dy
~Vamlze (T (VZ) [T (V)
T (VEnT) Yier (V) = Yik (VZmr) Jin
Dy + (vzm/ze) (T (VE) 1w (Ve
y ik fi

Zm.

~ |[—
N—
=

v}

Using Taylor formula, we obtain:

it (VEmT) Y (VEm) — iy (VEmr) Ty (V) = —

T/ Zm
Jik) (Vzmr) Yig) (VzEm) = Vi) (Vamr) Jjgg (Vem) = (r = 1)\k|% +O(h%k?).

Using (I1.1.64), we infer easily:

E m mh m k/\
Ef = (1—Z—Ik|(r—1—h)+0<|’z | + W2k + |2 |h2|k|3>> ke fr.
Fe 1+ [k| |z m

(1 + O(thQ)),
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Therefore, by summing for k € Z*, we obtain the following asymptotic in the
membrane,

Vr e (1,14 h],

1 (df | em d*f

()

For EF, we use (L1.61). We obtain:

Vr e [1,1+ hl,
B = (\/%Jf/q (vZmr) ik (vzm) - VamYy (vZm7) ik (vzm)
D+ (Vanlz) (i (V&) 11 (VE)) D2
~Vam /e (T (V2 [ (VZ2))
L VEmdly (VEnr) Yie (vVam) = anYy (VEar) (%))
D+ (Vamfze) (i (VZ) [k (VZ) ) D

r
X fk .
Zm

Exactly by the same way, we obtain:

Bb = 2ok - k2(r — 1) + Zin g2y,
0 Ze z2

c

+0 <|zm|h+ h2k?* + @h%ﬁ)) « Ir
Z,

|zl m
A simple estimate shows that
-0 (i)
Therefore, if f belongs to H3(T), we obtain:

1 [ df 22, 5\ d3f

c

+ O((Izmlm h (1 + %)) IfIHzar)))-

We have therefore showed the following proposition.

PROPOSITION 1.1.14. Let f belong to H3(T). Let E be the solution of the vector
wave equation in all the cell, with f as Neumann boundary condition.
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Then, we have the following asymptotics for zy,, z. and h tending to zero, for
allrin [1,14 h]:

Vr e [1,1+ hl,

_1 df azf
<(|2m|h+ h? <1 + ||Zm||)> |f|H3('H‘)>>a
2 2
:im< +((r—1)—%k2h)%

+ 0( |z |h + B2 (1 + ||Zm||)> |f|H3<T>>>'

REMARK 1.1.15. Let us suppose pp, = . = 1. We observe that if we set
df

Q/)_

in Proposition 1.1.6, we get straight to the following estimate in the membrane, i.e.
for all r € [1,1+ h],

(z2mE — grad V) (r,) = <(|zm|h + B2 <1 + ||Z’”||)> |f|H3m>.

[.1.3.g. Comparison with the dielectric formulation in the cytoplasm. Now we
compare FE with V7 given in Proposition 1.1.7. We suppose that

m

He

=1

Since we have for all » € (0,1), for all k € Z*, for 2. tending to zero:

Sk ( Zcr) k| (

TN — o (14 OV
ikl (Vze)

we infer from (I.1.65), for h, z,, and z. tending to zero the following asymptotic

- | k[R |2
Bt = (1 2zl Vzl (1
4 < ~ +O( |z|( + >+1+|k|

Zm

C

m ik f
_’_thkQ |Z |h2|k|3)> 1 fk,r.‘k‘
z

|2 c

We emphasize that the constant in O depends on k.
Let us remember the asymptotic expression of Fourier coefficient of V,,, given
in Proposition 1.1.7:

c Ze |k|

_— k
Vapp = Zm <1 - Zm|k|h> P rlkl
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thus:

—k m ml|Elh \ ~
Tarvapp :Z_<1_Z | | >¢kr|k|7

C

——— k ~
Vo = 22 <1 - M)isgn(lﬂ)(bkrlkl

ZC C

Thereby, if QAS;.C = ikﬁc/zm, we have shown that for each k € Z*, for all r € (0,1),

Sk ——k |Zm|h
El —r0.Vypp, = O<\/|zc| (1 + ) TR

i
VA ||Zm||h2|k|3) | |r‘k‘.
C zC

Using equality (I.1.61), and using well known properties of Bessel functions, we
infer that for each k € Z*, for all r € (0, 1),

|Zm|h

1 + |k|

~ /\k
EF —ikVipy = O<\/|zc| (1 +
J14]
+V/|zm|h2K + ||Zm||h2|k|3) o rltl,
C zC

Therefore, we infer the following theorem.

THEOREM 1.1.16. Let f belong to H*(T). Let E, and Ey be the components of
the solution of Problem (1.1.49). Let ¢ be the following function

¢_f

and Vypp 18 given in Proposition 1.1.7.
Then for all k € Z*, we have

2Bl — ij—ckvam,k = (\/|zc| (1 +
+ V/lzmlh?h? + |’”'h2|/c|3 [ 1,

)
)
) [2m|P
)

Zm

Zm

h) +

zcE —7" ava,,,, —O<\/|zc| <1—|— T R
4 /|Zm|h2k2 |zm|h2|]€|3 ’f‘ \k\

In particular, we infer, when zp,, z. and h tend to Z€T0:

:o((m <1+ Zm h) + |2mlh
+ VJzm B + |Zm|h2>‘f o fo‘.

In the next section, we shall give estimates between the static ﬁeld and the
total field in a domain with an arbitrary shape.

z.E — 1— grad( Vapp)

(L2(0))*

‘|’ |2c]

H3
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I1.1.4. Comparison of the formulations in a domain with an arbitrary
shape. In the following, the permeability up is constant, equal to 1.

At low frequencies, to compute the electric field in a dielectric material, elec-
trotechnician researchers got into the habit of working with the dielectric formula-
tion instead of computing the solution of the vector wave equation. This means that
they neglect the curl part of the field, and make the quasi-static approximation:

(I.1.68) E ~ gradV.

Given a dielectric material, it is convenient to know the cut-off frequency under
which the dielectric formulation gives good results and to be able to estimate the
error made with this approximation.

I.1.4.a. Which boundary data has to be imposed? First of all, we have to find
the boundary data for dielectric formulation (I.1.23), so that we may compare the
solutions of the dielectric formulation and the vector wave equation. We recall that
the electric field is solution of the following problem:

find E € H(curl, ;) such that :
(I.1.69a) rotrot E — zp £ =0, in Qp,

with Neumann boundary condition:

(I.1.69b) rot E x n = f on 0.

Taking the divergence of (I1.1.69a), we obtain div (z,E) = 0. Moreover, extending
the vector n to a neighbourhood of 09, and taking the scalar product by n of
(I.1.69a), boundary condition (I.1.69b) gives the boundary condition on E - n on
O0Qy,:

zmE - n|aq, = rotrot E - n,

= div|aq, (rot E X n),
thus, by Neumann boundary condition (I.1.69b), we obtain:

(1.1.70) zmE - nloq, = divaq, (f)-

We refer the reader to T. Abboud and J.C. Nédélec [1] for more details on the
operators div and rot restricted to a boundary.

Replacing E by approximation (I.1.68) in equality (I.1.70), we obtain the fol-
lowing Neumann boundary condition on V:

ov 1

A P T .
o iv[aq, (f)

1.1.4.b. Error estimate. In this section we compare the electric field computed
by assuming that its curl part is null (i.e the solution of the dielectric formulation)
to the solution of the whole vector wave equation. This is to justify that at low
frequencies the electric field can be computed by the dielectric formulation. We
give error estimates and criteria on the electric parameters of the domain, so that
the quasi-static approximation might be validated.

THEOREM 1.1.17 (Relative and absolute errors). Let h € (0,1). Let f belong
to H3(082y,). We suppose that there exists a constant C¢ > 0 such that

(L.1.71) I div [o0, (F)la-172004) = Crll fll2004)-
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Observe that such inequality holds for trigonometric polynomials. Let z. and zn,
be two mon-real complex with positive real part and negative imaginary part; and
denote by Cy

max(m(zcﬂ ) |8‘E(zm)|)
min(|§(zc)| ) |S(zm)|) .

We denote by zj, the piecewise-constant function defined by:

Ze, in O,
Zhp =

(L.1.72) Co =

Zm, in Op.
Let E be the solution of the vector wave equation:
(1.1.73a) rotrot £ — zp B =0, in Qp,
with Neumann boundary condition:

(I.1.73b) rot E xn = f on 0Qy,.

Let V' be the solution of the following dielectric formulation:
div (zp grad V) =0, in Qp ,
ov

-  =divisq, (f)-
o |aq,

There exists a constant C' depending on the domain O and on Cy such that we have
the following estimate for the absolute error:

|zmE — grad V||(L2(Qh))2 <C(1+ CO)(|Zc| + |Zm|)||f||H1/2(<?Qh)a

and for the relative error

1
[zmE — grad V| (12(q,))2 < C(1 4 Co) (1 + m) (l2m]

+ |zel) lgrad V| 12 g, ) -
PROOF. Denote by A:
A=z E —grad(V).

A simple computation shows:

rotrot A — zp A = zp, grad(V), in Qp,
with Neumann boundary condition:

rot A X n =z, f on 0Q,.
Observe that

A- n|th =0,

moreover, div(A) = 0, thus [35] Lemma 3.6 (page 53) and [35] Theorem 3.8 (page
54) imply the existence of a constant C' depending on the domain such that:

||A||(H1(Qh))2 <C ||r0t(A)||L2(Qh) :
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Observe that a priori, the above constant C' depends on A since it depends on €2j,.
However, it is clear that it does not blow up for h tending to zero, and it might be
bounded by a constant depending on O, which is independent on h.

By classical way, using imaginary and real parts of z; and hypothesis (1.1.72),
we infer that there exists a constant ¢ such that

. max(|R(z0)] [R(z)] )
min(|$(2c)| ) |%(2m)|)
+Jzel) (lerad Vi g, + 17 Lor2c00,))
It is obvious that there exists an h-independent constant C such that
lgrad Vi 20, < Cllflla1/200,):

hence the estimate of the absolute error. We also have:
. max(|3‘i(zc)| ) m(Zm)D
min (IS (z0)],|3(m)])

+ lzel) (lgrad Vil g, + 11 00,

According to Proposition 1.1.10, there exists a constant ¢ depending on the domain
O such that:

(Izm/ze| + h (L + |zm/ze) ) | f | 3y < €llgrad V| Laq, ) -
This ends the proof of Theorem 1.1.17.

||r0t(A)||L2(Qh) <c

[rot(A)] 12, < ¢

(|Zm|

O

I.1.4.c. Application to the biological cell. Let us apply the previous result to
the biological cell described by Fig. 1. We remember the values of the parameters
of the cell:

Em =8851071% o, =107,
e. =88510"7 o, =1 |,
l =10"¢ h =103,

and
o = 4w1077.
We also remember the definition of z. and z,,:
Zm = W2 pol? (e — iop /W),
2o = wlpgl? (g0 — ioe/w).
We remember the definition of Cjy:

max(|3‘i(zc)| ) m(z’”)')
min(|$(zc)| ) |%(Zm)|) '

Therefore, we have the following bounds:
Co <1+10" 4w,
2| + |2e| <2107 8w? (1077 —i/w) .

0=
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We infer that if w < 104,

(1+Co) (1 + m> (Izm| + |2e]) < 2107w,
and if 10* < w < 108,

(14 Cyp) <1 + m> (|zm] + |ze]) < 2107w,
Observe also that for w > 1010,

(14 Co) <1 + m> (Jzml| + |2¢]) > 1070w,

Replacing these bounds in Theorem 1.1.17, we justify the use of the dielectric for-
mulation to compute the electric field in a single biological cell for pulsations under
107rad/s: the relative error performed is of order 1075.

1.1.4.d. Numerical simulations. We illustrate by numerical simulations the re-
sults of Section I.1.4. We perform calculus on a circular material of 2 meters radius
surrounded by a shell of relative thickness equal to h = 0.1. The dielectric param-
eters of these materials are in the following table:

Oc = 11 om = 0.11
ge= 10%g e, = 10%,

Thus, we have:
Ze = (445107 ") w? —i(5.5310°) w
Zm = (445107 %) w? —i(5.53107 ) w.

We choose a simple boundary data: g(f) = cos(20) + 1. With these parameters,
we have the following bounds of the constants Cy, |zm/zc| and |zm| + |2¢|, which
appear in Theorem 1.1.17:

w 103 104 10°
[2ze| + |zm| | ~ 61072 | ~ 61071 | ~6
(1.1.74) lzm/ze| | ~ 1072 [ ~1072 | ~1072 ,

Col~10"3 | ~1072 | ~ 107!
Cl~6101]~ 6 ~ 60

where C' is the following constant:

C=(1+4Cy) (1 + m) (|Zm| + |Zc|)

The numerical simulations have been computed by FEM. We used the scientific
software GetDP [25].

Fig. 3, Fig. 4 and Fig. 5 represent, in the cytoplasm the euclidian norm of z.E*¢
and in the membrane, the euclidian norm of z,, E™ respectively at the pulsations
10%rad/s, 10%rad/s and 10°rad/s for the vector wave equation (V.W.E) and the
dielectric formulation (Diel Form).

For pulsations bigger than 10%rad/s, since the constant C' defined above would
be greater that 1 , the dielectric formulation should not give the electric field with
good accuracy. At 10°rad/s, we observe that a wave phenomenom appears in
the cytoplasm: the dielectric formulation cannot be used anymore to compute the
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(a) V.W.E. at w = 103

(b) Diel.Form at w = 103

FIGURE 3. Simulations at 10%rad/s. | = 2, h = 0.1, 2z, =
4.45107% —i5.531072, z,,, =4.451077 —i5.5310~*

electric field; this shows that the curl part of the field is no more neglectable for
pulsations bigger than 10%rad/s.
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(a) V.W.E. at w = 10*

(b) Diel.Form at w = 10%

FIGURE 4. Simulations at 10%rad/s. | = 2, h = 0.1, 2, =
4.45107% — 553107, z,, =4.45107° —i5.531073
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(a) V.W.E. at w = 10°

(b) Diel.Form at w = 10°

FIGURE 5. Simulations at 10°rad/s. [ = 2, h = 0.1, 2z, =
4.45107* — i5.53, 2, = 4.451073 — i5.53 1072
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1.2. Asymptotiques du potentiel électrostatique dans un milieu
fortement hétérogéne a couche mince

Rigorous Asymptotics for Steady State Voltage Potentials in a
Bidimensional Highly Contrasted Medium

Submitted to M2AN in may 2006, [59].

CLAIR POIGNARD 3

ABSTRACT : We study the behavior of steady state wvoltage potentials in a
bidimensional highly contrasted medium composed of a conducting cytoplasm sur-
rounded by an insulating membrane of thickness h. We provide a rigorous derivation
of the first two terms of the asymptotic expansion of steady state voltage potentials
as h tends to zero. The first two terms of the potential in the membrane are given
explicitly in local coordinates in terms of the boundary data, while the first terms
of the cytoplasmic potential are the solutions of the so-called dielectric formulation
with appropriate boundary conditions given in terms of the boundary data. The
error estimates are given in terms of the conductivities and of the boundary data.

Introduction. We study in this paper the behavior of the solution of steady
state voltage potentials in a bidimensional highly contrasted medium. This work
is the generalization to a domain of class ¥ °° of arbitrary shape of the asymptotic
expansion performed by the author in the case of a circular domain [57] and [58] for
the so-called dielectric formulation with Neumann boundary condition (see Propo-
sitions III.1, III.2 and Corollary IIL.1 of [58]). The motivation of the present work
and of [58] comes from numerical problems raised by the researchers in computa-
tional electromagnetics of CEGELY*, who want to compute the electric field in the
biological cell. Because of its unsusal dielectric parameters, the computation of the
vector wave equation (see [58]) leads to matrices with very small coefficients, which
are not easily invertible with the presently available numerical methods. To avoid
these numerical difficulties, they used to neglect the curl part of the electric field.
They compute the solution of the so called dielectric formulation (see [58]), which
gives the steady state potentials. In the present paper, we give rigorous asymptotics
of these potentials. In Fig. 6 we give the dielectric and geometric parameters of the
biological cell. The permeability ;o and the permittivity g are constant, equal to:

po =411077, g9 =8.851071%

In [58], we denoted by gy, the following piecewise constant function, giving the non
dimensionalized complex permittivity:

e =P (e —ioe/w), in O,
= Gm = P01 (em —iom/w), in O.

As has been proved in [58] in the case of a circular biological cell, up to 100GHz
the dielectric formulation gives an approximation of the solution of the vector wave
equation; in this frequency range, |gc|+ |gm| is at most 1072 and the relative error is
of order |g.|+ |gm|.- This is the reason why, in this paper, we focus on the dielectric

3We would like to thank Prof. Michelle Schatzman for reading carefully the manuscript.
4The CEGELY is the center of electrical engineering of Lyon (France).
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om = 1075 to 1077S/n]
€m = 10 €0, p = po

e

. =1S/m

€c =80 €, pb = po

2] ~ 2 pm

FIGURE 6. Typical parameters of the biological cell.

formulation. In upcoming papers, the author deals with the vector wave equation in
a smooth domain of arbitrary shape; the circular case for the vector wave equation
is treated in Section IV of [58].

Let Qj be a smooth bounded bidimensional domain, composed of a smooth
domain O surrounded by a thin membrane O} with a small constant thickness h
(see Fig. 6):

Q= 0UOy,.

Since we impose a Neumann boundary condition on 02, the data ¢ must satisfy
the compatibility condition:

¢do = 0.
th

Let ¢, and g, be two non vanishing complex numbers. We denote by ¢; the
following piecewise constant function:

qe, ifx €O,
Vo € Qp, x) =
h Qh( ) {qm if x € Oy,.

We would like to understand the behavior for h tending to zero of the solution V
of Problem (I.2.75) with Neumann boundary condition:

(I.2.75a) div (gp grad V) = 0 in Qp, ,
ov

To determine V', we impose the following gauge condition on the boundary of the
cytoplasm:

(1.2.75¢) Vdo =0.
o0

Several authors have worked on similar problems (see for instance Beretta et
al. [14] and [15]). They compared the exact solution to the so-called background
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solution defined by replacing the material of the membrane by cytoplasmic material.
The difference between these two solutions has then been given through an integral
involving the polarization tensor defined for instance in [8], [9], [14], [15], [19],
plus some remainder terms. The remainder terms are estimated in terms of the
measure of the inhomogeneity. In this paper, we do not use this approach, for
several reasons.

First of all, the Beretta et al. estimate of the remainder terms depends linearly
on |¢m|, |ge| and |ge/qm|. Here the ratio |g.,/q.| varies from 1075 to 10~2 according
to the frequency. Secondly, g,,, and g. are complex-valued, hence differential opera-
tors involved in our case are not self-adjoint, so that the I'-convergence techniques
of Beretta et al. do not apply. Thirdly, the potential in the membrane is not given
explicitly in [14], [15] or [19], while we are definitely interested in this potential, in
order to obtain the transmembranar potential (see Fear and Stuchly [26]). In this
paper we work with bidimensional domain and we expect that the same analysis
could be perfomed in higher dimensions.

The heuristics of this work consist in performing a change of coordinates in the
membrane Oy, so as to parameterize it by local coordinates (7, 8), which vary in
a domain independently of h; in particular, if we denote by L the length of 0O,
the variables (n,6) should vary in [0,1] x R/LZ. This change of coordinates leads
to an expression of the Laplacian in the membrane, which depends on h. Once
the transmission conditions of the new problem are derived, we perform a formal
asymptotic expansion of the solution of (I.2.75) in terms of h. It remains to validate
this expansion.

This paper is structured as follows. In Section 1.2.1, we make precise our geo-
metric conventions. We perform a change of variables in the membrane, and with
the help of some differential geometry results, we write Problem (1.2.75) in the lan-
guage of differential forms. We refer the reader to the book of Flanders [28] or those
of Dubrovin et al. [24] (or [23] for the french version) for courses on differential
geometry. We derive transmission conditions in the intrinsic language of differen-
tial forms, and we have to express these relations in local coordinates: euclidean
coordinates in the cytoplasm, and local (7,6) coordinates in the membrane, and
this is what we do in Section III. In Section 1.2.3, we derive formally the first two
terms of the asymptotic expansion of the solution of our problem in terms of h.
Section 1.2.4 is devoted to a proof of the estimate of the error. In the Appendix,
we give some useful differential geometry formulae.

I1.2.1. Geometry. The boundary of the domain O is assumed to be of class
©&>°. The orientation of the boundary 0O is the trigonometric orientation and we
denote by 0; the tangential derivative along O. To simplify, we suppose that the
length of 0O is equal to 2w. We denote by T the flat torus:

T = R/2rZ.

Since 0O is of class €°°, we can parameterize it by a function ¥ of class € from
T to R? satisfying:

VO eT, |¥(0)=1.
Therefore the following identities holds:
00 ={¥(0),0 € T},
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and
0, ={Y(0) + hn(6),0 € T}.

Here n(f) is the unitary exterior normal at U(6) to 9O. The boundary 09, of
the cell is parallel to the boundary 9O of the cytoplasm. We parameterize the
membrane O, as follows:

Op = {¥(0) + himn(9), (n, 0) €]0, 1[xT}.
We define now:
D(n,0) =V (0) + hnn(0).

Let us denote by & the curvature of 90, which depends on the curvilinear variable.
Let hgo belong to (0, 1) such that:

1

(I.2.76) ho < ——.
[l

Then, for all h in [0, ho], there exists an open intervall I containing (0,1) such
that ® is a diffeomorphism of class €°° from I x R/27Z to its image, which is a

neighborhood of the membrane. The metric in Oy, is:
(1.2.77) h2dn? + (1 + hnk)2d6>.

Thus, we use two systems of coordinates, depending on the domains O and Op: in
the interior domain O, we use Euclidean coordinates (z,y) and in the membrane
Op, we use local (n,0) coordinates with metric (I1.2.77). Now, we translate into the
language of differential forms Problem (1.2.75). We refer the reader to the book of
Dubrovin, Fomenko and Novikov [24] or the book of Flanders [28] for the definition
of the exterior derivative denoted by d, the exterior product denoted by ext, the
interior derivative denoted by § and the interior product denoted by int. In the
Appendix, we give the formulae describing these operators in the case of a general
2D metric. Our aim, while rewriting Problem (1.2.75) is to take into account nicely
the change of coordinates in the thin membrane.

Let V be the 0-form on €2 such that, in the Euclidean coordinate (z,y), V is
equal to V, and let F' be the 0-form, which is equal to ¢ on 0€;. We denote by N
the 1-form corresponding to the inward unit normal on the boundary € (see for
example the book Gilkey and al. [34] p.33):

N = N,dz + N,dy,

= N,dn.
N* is the inward unit normal 1-form. Problem (I1.2.75) takes now the intrinsic form:
(I.2.78a) § (gndV) =0, in Qy,
(1.2.78b) int(N*)dV = F, on 90Q,.

According to Green’s formula (Lemma 1.5.1 of [34]), we obtain the following trans-
mission conditions for V along 00:
gec nt(N*)dV|s0 = gm int(N*)dV|a(9h\(')Qh,

1.2.78¢ . :
( ) ext(N*)V]po = ext(N*)V]s0,\00,, -
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1.2.2. Statement of the problem. In this section, we write Problem (I1.2.78)
in local coordinates. It is convenient to write:

VO eT, ®o(0)=2(0,0),P(0)=2(1,0).
We denote by f the function, defined on the torus T by
VH€T7 f(o):¢0‘1)1(9)7

and R is the curvature of 00 in Euclidean coordinates
(I.2.79) Vo € 00, R=rod;(z),
f is the function defined on 0O by

(1.2.80) vz € 00, f= fod;' ().

Let us denote by V¢ the potential V' in O, written in Euclidean coordinates, and
by V™ the potential V' in O, in the local coordinates:

Ve=V,in O,

V™ =Vo®,in[0,1] x T.
Using the expressions of the differential operators d and §, which are respectively
the exterior and the interior derivatives (see the Appendix), applied to the metric

(1.2.77), we can see that the Laplacian applied to V' in the membrane is given in
the local coordinates (7, 6) by:

V(n,6) €0,1] x T,

(1.2.81)
1 1+ hnk 1 1
A — m m .
( V)|¢(n’9) h(1 + hnk) O ( h OV ) * 1+ hﬂliae (1 + h'l]liaev )
Therefore, we rewrite Problem (1.2.78) as follows:
(I.2.82a) AV®=0,in O,
V(n,0) €0,1] x T,
1 1
1.2.82 — 1 m S m) =
(12:820) 500 (L 00y 04 (- anv™ ) =0,

with the following transmission conditions according to (I.2.78¢) translated into
local coordinates

am

(1.2.82¢) 4.0,V 0% = L0,V

3

n=0
(I.2.82d) Vio®o= V™| _,
with the boundary condition according to (I.2.78b) translated into local coordinates
(1.2.82¢) 8,71/m|77:1 =hf.

To determine completely (V¢ V™), we impose the same gauge condition as in

(1.2.75¢):
/ Vdo=0.
20
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1.2.3. Formal asymptotic expansion. In this section, we derive asymptotic
expansions of the potentials (V¢, V™) solution of (1.2.82) in terms of the thickness
h. We write the following ansatz:

(1.2.83a) VE=VE+hVi4 -,

(1.2.83b) V= VRV

We multiply (I.2.82b) by h2(1 + hnk)? and we order the powers of h to obtain:
V(n,0) € [0,1] x T,

(1.2.84)

V™ 4+ his {3n0; V™ + 0.V} 4+ B {3n?K20;V™ + 20K20, V™ + 05V}

+ W3 PPV + P RPO, VT 4 nrOGV™ — E 0V} =0

We are now ready to derive the first two terms of the asymptotic expansions of V¢

and V™ by identifying the terms of the same power in h.

e First step.

Substituting in (I.2.84) the potential V™ by its expansion (I1.2.83b), and using the
boundary condition (I.2.82e), we obtain:

a2Vg" =0,
OV, _y = 0.

Thus, we obtain:
(1.2.85) V(1,0) € 0,1 x T, V"(n,6) = Vy"(6).
We will determine Vg™ in the following.

e Second step.

Substituting in (I.2.84) potential V™ by its expansion (1.2.83b), and using boundary
condition (I.2.82¢) and equality (1.2.85), we obtain:

a2V =0,
anvlm|n:1 = f
Thus, we infer:

Substituting in (I.2.82a) the potential V¢ by its expansion (1.2.83a), and substitut-
ing in the transmission conditions (I.2.82c) expression (1.2.86) of 0, V™ we obtain:

{AVOC =0,in O,

(1.2.87a) .
On Vo |ao = (qm/qc)f,

with gauge condition:

(1.2.87b) Vedo = 0.

a0
According to the transmission condition (I1.2.82d), VJ" is equal to:
(1.2.88) V(n,0) €[0,L] xT, Vi"(n,0)=Vyo®q(h).

We have determined Vi and V{".
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e Third step.

As in the previous paragraph, substituting in (1.2.84) the potential V™ by its
expansion (1.2.83b) and using equalities (1.2.85)—(1.2.86), we obtain:

(1.2.89a) RV + kf + V" =0,

(1.2.89b) V3", =0,

and hence integrating (I1.2.89) with respect to 7 the following equality holds

(1.2.90) O Va" = (1—n) (V" +&f).

By the transmission condition (I1.2.82c¢) and equality (I.2.88), V¢ is the solution of:
AVFE =0, i

(1.2.91a) ' 0,in O, .
M Vilpo = (am/qc) (at Vo +Rf) )

with gauge condition

(1.2.91b) / Vedo = 0.
00
Recall that & and f are defined by (1.2.79) and (1.2.80).
Integrating (I1.2.86) with respect to 1 we obtain the value of V/™:
(1.2.92a) V(n,0) € [0,L] x T, V" (n,0) = nf + V" (0,0),

with V] determined by the transmission condition (I.2.82d)

(1.2.92b) VOET, Vi0,0)=Viod(6).

We have given the first two terms of the asymptotic expansion of V¢ and V™. It
remains to prove that the remainder terms are small.

1.2.4. Error Estimates. We give an error estimate, which proves that the
first two terms found in Section 1.2.3 by a formal argument are indeed the first
terms, in the sense that the remainder is smaller. We have the following theorem.

THEOREM 1.2.1. We remember that ho is defined in (1.2.76). Let h be in (0, ho).
Let q. and gy, be two non vanishing complex numbers such that:

(1.2.93) R(qge/qm) > 0, or <%(qc/qm) =0, and 3(qc/qm) # 0)-

Let ¢ be in H°/2(0Qy,). We remember that f is defined in (1.2.80). We de-
note by V the solution of Problem (1.2.75), and V7, V", V¢, and V™ are defined
in Section 1.2.3 respectively by equalities (1.2.87)—(1.2.88)—(1.2.91)—(1.2.92). More
precisely Vi is the solution of the following problem:

AVE =0, in O,
811VOC|8(9 = (gm /o),

V¢ satisfies

AVf = O, m 07
8nvvlclao = (Qm/QC) (8,52‘/;)6 + ﬁf) s
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with gauge conditions:

/ Vodo =0, Vi‘do = 0.

o0 00

Vg™ and Vi™ are defined in [0,1] x T by:

V(n,0) € [0,1] x T, V5"™(n,0) = Vi o Po(0),

V(’% 9) € [07 1] X T? Vlm(na 9) = ’7f + Vlc 0@0(9)
Let W be the function defined on €y, by:

W V —(V§ 4+ hVY), in O,

V- (ot +hVM 0@, in O,

Then, there exists a constant Co > 0 depending only on the domain O such that

e A L P
max (R(qe/qm), [S(ge/qm)|) (80

Wl o) < Co(l+ lam/ael)h* 2]l gs/200) -

PROOF. The proof of Theorem 1.2.1 is based on estimates of the tangential and
the second tangential derivatives of Vj"|,=o and V{"|,=o.
Denote by W€ and W™ the following functions:

(1.2.94) We =V — (V¢ +hVE), in O,
(1.2.95) W™ =V™— (V" +hVy™), in [0,1] x T.

W10y < Co

In order to simplify the notations, we introduce .%;, ¢, the Laplacian in the local
coordinates (7, 6) given by (1.2.81):

1 1 h
gnyg —m <Ean ((]. + h'f]li)an) + 69 <1 n h’q,‘ﬂ‘,ae)> .

Let us write the problem satisfied by (W<, W™). We use the expressions of V7, V|,
Vg™ and V™ found in Section 1.2.3 to obtain, by a simple calculation:

(I.2.96a) AW =0, in O,
v(n,0) € [0,1] x T,

m 1 h 2ym
ZnoW™ = h(l—&-hnn){hl{f_'—l—i—hnnaevo

2( 77'%/ m 89V1m
+h( (1+h77f~€)2agvO +89<1+hnff)>}'

with the transmission conditions coming from (I.2.82¢)—(1.2.82d)

(1.2.96b)

(1.2.96¢) 4D WE 0By = %” (8,7Wm|n:0 — B2 (Ve + nf)) ,
(1.2.96d) Weodo = W™, .

and the boundary condition

(1.2.96¢) OyW™|,_, =0.
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Let us denote by V5 the primitive with respect to 1 of 0,V5™ defined in (1.2.90),
which vanishes in n = 0:
(1.2.97) V(n,0) € [0,1] x T, Va(n,0) =n(1—n/2) (xf +ZV5").

The trick of the proof consists in introducing the function A™ defined on [0, 1] x T
by:

(1.2.98) A™ = W™ — W2V,

It is obvious that A™ satisfies the following equalities:
(1.2.99a) A", _g = W™ _y — h2FFV",
(I.2.99b) A™, o= WM o>

(I.2.99c¢) 67714”"”|n:1 =0.

According to equalities (1.2.96b)—(1.2.98) a simple calculation shows that for all
(n,0) in [0,1] x T:

m 1 —h2nKrOZV™ m
Lo A = T ) { 1+ tho ~ (@ = 1) (V5" + vS)
(1.2.99d)
2( 77’%/69 Vom 89V1m + hag‘/g
h < (1+h77/£)2+89( 1+ hnk '

Let us denote by ¢ the right-hand side of equality (1.2.99d) multiplied by (1 +
hnk)/h:
V(n,0) € [0,1] x T,

Iiava
9(n,0) = {M — k(20 —1) (vf +HV5")

14 hnk
’r]lilaevom B Op Vlm + hOp Vs
(1 + hnk)? 1+ hnk '

According to (1.2.97) it is obvious that there exists a constant C' > 0, depending
only on the geometry of 9O such that:

Vo € T,

sup g (1,0)] < C(If|+ || + |f"| + 106 V5" | + |95 V5" | + |05 V5" |
(1.2.100) ~ "€l0:1]
+|03V5" | + 186 Vi" [n=0| + |95 V™ [1=0])-

Let us denote by D the unit disc:
D=10,1] x T.

We remember that the L? norm of a 0-form u in the [0, 1] x T with the metric (1.2.77),
denoted by [|ul|p0z2 (p), is equal to:

1 27 1/2
lullaozz oy = ( Ja A hnn>|u<n,e>|2dnde) ,
0 0

= ||u||L2(Oh)a
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and the L? norm of its exterior derivative du, denoted by ||dulls1z2 is equal to

1 r27 1/2
1+ hnk 2 h 2
dul|a1r2 = 0 e 0)|” dndb
udwzzo = ([ [ 00 + 1 ) dnat)

= |l gradul[z2(0,)-

In O parameterized by Euclidean coordinates, the L? norm of a 0-form v, denoted
by [|v][a0r2, is equal to:

llvllaor2(0) = ] L2(0),

and the L? norm of its exterior derivative dv, denoted by ||dul[s172 is equal to

HdU”AlL?(O) = || gradv||L2(O).
According to (1.2.99) and (1.2.96), (W€, A™) is the solution of the following problem:
(I.2.101a) AW =0, in O,
v(n,0) €[0,1] x T,
hg(n,9)
1.2.101b Ly oA = —————.
( ) e (14 hnr)

with the transmission conditions coming from (I1.2.96¢)—(1.2.96d) and from equali-
ties (1.2.99)

(L.2.101c) G0, Weody = Imp Am|
h n=0
(1.2.101d) Weody= A", .

and the boundary condition

(I.2.101e) 877Am|n:1 =0.
and with gauge condition:
2m
(1.2.101f) A™(0,60)dd = 0.
0

We multiply equality (1.2.101a) by ¢.W¢, we integrate by parts, and we multi-
ply (I1.2.101b) by gnh(1l + hnr)A™ and we integrate by parts. Using the trans-
mission conditions (1.2.101¢)—(1.2.101d) and the boundary condition (I1.2.101e) we

obtain:
9 27 1 1+ h'l’]ﬁ; 9
—qc/ lgrad W€|* dvolep —qm/ / |0, A™|
e} o Jo h

L
14 hnk

27 1
|89Am|2> dndf = th2/0 /O g (n,0) A™ dn ds.

Since ¢y, # 0, and using hypothesis (1.2.93) we infer:

g\
cn2 m||2 3/2 WA
R(qe/qm)||dW HA1L2(O) +[|dA ||A1L$n(D) Sh </0 /0 1+ hnk dn d0>

x HAm”AOLEn(D)-
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Observe that we also have:

27 1/2
c 3/2 |g nu
(1.2.102) 3(ge/am)| [[dW ||A1L2(O h (/ / T+ h77 dn d9>

x [|A™ ”AOL?,L(D)

Since 00 is of class €, using equalities (1.2.88)-(1.2.92b) and problems (I1.2.87)-
(I.2.91) there exists a constant C' > 0 depending only on O such that:

(1.2.103) Vie{0,1,2,3,4}, 05V |L2em < C |1

=[]l 512 00)
(&

. iym 4m
(1.2.104) i €40, 1,2} 105V ln=ollz2em) < €| 7=

(&

£l 57250 -

Using (I1.2.100) we infer
(1.2.105) R(ge/@m) AW |31 1200y + [AA™ A1 22 () < CH** (14 g /ge])
X ||f||H5/2(8(9)HAmHAOL%n(D)'

It remains to use Poincaré-Wirtinger inequality. Actually, according to gauge con-
dition (1.2.101f) and according to (1.2.101d), it is obvious that:

we dVOlao =0.
00

Thus, using Poincaré-Wirtinger inequality, there exists a constant C' depending on
the domain O such that:

(1.2.106) ||Wc||A0L2(O) < C@HdWC”AlLQ(O).

We are going to prove the existence of a constant C» depending on the domain O
such that:

(I.2.107) ||Am||A0L$n(D) < COHdAm”AlL%n(Dy

Suppose that (1.2.107) holds. Thus, according to (I1.2.106)—(1.2.107), and according
to hypothesis (I1.2.93), we deduce from (I.2.105) the existence of a constant C' > 0
depending on O such that:

IA™|noz2 (py + IdA™ a1z, (p) < C(L+ |gm/ac)h* 2 ([ 52 00)-
According to (1.2.98) and to (I1.2.103), it is obvious that there exists a constant C
depending only on O such that:

(I1A™ = W™ || nor2 (py + |AA™ — AW ™ || a1 12 (p)) < CBY2 (1 + |@m/gel) £l 5372009

thus according to (1.2.93), and since we supposed that ¢,, # 0, we have proved the
existence of Co > 0 such that:

IWllmt0n) < Co (L + lam /el B2 |[E 1o/ 00y

Moreover, we infer

R(ge/qm) Wl 1 (0) < C(L+ lgm/qeDh* (]| g2 00
and
|%(QC/qm)| HWCHHl((’)) < C(l + |qm/q0|)h3/2||f||H5/2(8(’))7

thus
1+ |gm/qc|

h3/2 £ ) ’
max (|S(qe/qm)| > R(qe/qm)) €]l 57200y

Wl g0y <C
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which ends the proof of Theorem 1.2.1.

It remains to prove (1.2.107). According to the definition of k¢ in (I.2.76) there
exists two constants C, and C% depending on the domain O such that the following
inequalities hold:

1 27
(12.108a)  [|[A™R0L2 (py < c}gh/ / |A™(n,0)|° d6 dn,
" o Jo

1 21 Am 9 2
(L2.108b)  [[dA™ 3152 (o) = C (/ / w hIGpA™ g dn )
" o Jo

Let us denote by (ﬁ)k for k € Z the k*'-Fourier coefficient (with respect to 6)
of A™:
_ 1 27 )
(a7) =5 [ am@ e a0
k 2w 0

Since (8714\’“)1C =ik (ﬂ)k, it is easy to see that:

Vk £ 0, Al\(ﬁ)k(mfdnsfoly(m)k<n>\2dn.

According to gauge condition (I.2.101f), we have:
am) (0) =0,
(A7), 0

thus, using the equality

(), 0= [ (57 o

we infer
L1, @f w= [ (@7, of o
Therefore,
%/0 \(ﬁ)kme)fdmke}%{/o @), ol an+ [ |(@77), o}

We end the proof of (I.2.107) by using Parseval inequality and inequalities (1.2.108).
O

REMARK 1.2.2. If we suppose that q,, = 0, which is equivalent to consider a
perfectly conducting cytoplasm, from Theorem I.2.1 we infer:

Vi =nf,in[0,1] x T,
IV = hVi" 0@ mi(0,) < Coh® [t ms/2(00)-

REMARK 1.2.3. Since q. and q,, are complex permittivities, there are both of
the same form (see Balanis and Constantine [12]) :

ge = ac — ibe, and g = Gy — ibpy,,
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or

Gc = Gc + ibca and Gm = Qm + 1bma

with ac, am, be and by, positive. Thus the hypothesis (1.2.93) is always satisfied for
dielectric materials.

Appendix. Let x denote the Hodge star operator, which maps O-forms to 2-
forms, 1-forms to 1-forms and 2-forms to O-forms (see Flanders [28]). We give
explicit formulae for the operators d, J, ext and int. These formulae can be easily
obtained from their definitions and from the operators %, d and § = x~'dx. We
refer the reader to Dubrovin, Fomenko and Novikov [24].

We consider the metric given by the following matrix G

(1.2.109) G = <g“ 912) .

g12 g22
We denote by |G| the determinant of G. The inverse of G is denoted by G=1 =

(g% )i, and we suppose that the signature of G is equal to 1. Thereby, the operator
x2 is equal to Id on the space of O-forms and 2-forms and it is equal to —Id on
1-forms.
1.2.4.a. Star operator in R2.
e On 0-forms and on 2-forms.
Let T be a O0-form and let S be the 2-form v dy'dy?. Then T is the 2-form p dy*dy?
and %S is the 0-form f. Then, we have:

n=VIGIT,
1
f=—v.
G|
e On 1-forms.

Let T be the 1-form T dy' + T> dy?. Then T is the 1-form p; dy! + pp dy?, and
we have:

p = —/I|G| (911 + ¢*°T>)
M2 =/ |G| (gllTl —|—gl2T2) .

1.2.4.b. The action of d acting on 0-forms in R%. Let u be a 0 form, then we
have :

O o1 O o
dp = =——d —dy~.
1.2.4.c. The action of § acting on 1-forms on R2. Let p be the 1-form pydy! +
p2dy?, and define 1 = a. Then, we have :

+ aiyg (\/@ (9" + g”m)) }

1.2.4.d. The exterior product of a 1-form with a 0-form. Let N be the 1-form
Nidy' + Nody? and f be a 0-form. We have :

ext(N)f = fNidy' + fNody?.
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[.2.4.e. The interior product of a 1-form with a I-form. Let N and u be the
1-forms Nydy! + Nody?, and pidyt + pody?. Then, we have :

int(N)u = Ny (pag™' + p2g'?) + Na (p1g™ + p2g™) .



I.3. SIMULATIONS NUMERIQUES 81

1.3. Simulations numériques

Les résultats numériques® de cette section ont été présentés & la conférence
NUMELEC 2006 [56].

Nous illustrons les résultats de la section 1.2 par des simulations numériques
avec le logiciel Eléments Finis GetDP [25] sur une cellule allongée. Tout d’abord,
nous rappelons le probleme étudié et les résultats obtenus a la section 1.2 et nous
précisons la géométrie de notre domaine. Ensuite nous présentons le maillage utilisé.
Enfin, nous présentons les résultats numériques qui illustrent la théorie.

Nous utilisons les unités du Systeme International (S.I.), ¢’est pourquoi dans la
suite, nous ne précisons pas les unités des quantités utilisées. Nous rappelons dans
le tableau suivant leurs unités écrites en M KSA :

pulsation w :rads™*

conductivité électrique o : m_?’kgfls?’A2

permittivité électrique absolue € : m™ kg 's*A2
perméabilité magnétique absolue : mkgs 2A ™2
champ électrique E:mkgs3A~!

potentiel électrique V : m?kgs 2A7!

1.3.1. Position du probléme. Nous considérons un matériau électromagné-
tique constitué d’un milieu intérieur O de taille L entouré d’une fine membrane Oy,
d’épaisseur constante égale a h. Le milieu intérieur est constitué d’un carré auquel
deux demi-cercles sont collés aux extrémités, voir figure 7.

Les caractéristiques électromagnétiques du cytoplasme O sont décrites par z.
et celles de la membrane par z,,. Nous rappelons les formules pour z. et z,, :

2o = pow?L? (ec —ioc/w),
Zm = pow?L? (e — iop Jw) .

Nous notons z; la fonction égale a z. dans O et a z,, dans Oy,.
Nous nous choisissons une donnée de Neumann ¢ et nous considérons la solution
V' du probleme ci-dessous :

(I.3.110a) div (z5 grad V') = 0 dans Qp = O U Op,
ov

Nous imposons la jauge sur V :

(I.3.110c¢) Vdo=0.
o0
Rapplelons que les fonctions & et  sont données par les équations (1.2.79) et
(I.2.80). Les asymptotiques (I1.2.87) et (I1.2.91) nous permettent de connaitre le
potentiel scalaire dans le milieu intérieur sans avoir a tenir compte de la membrane,

5Nous voulons remercier chaleureusement P.Dular de 'Université de Liége pour son aide
précieuse dans 'utilisation de GetDP.
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Fia. 7. Cellule allongée de taille L, constituée d’un cytoplasme O
entouré d’une membrane O;, d’épaisseur h.

en résolvant deux problémes successifs uniquement dans le matériau central. Plus
précsiément, Vj est solution de :

(I.3.111a) div (2. grad V) = 0 dans O,
oo  zZm

1.3.111 — =—f

(I.3.111Db) on 2 sur 00,

avec la jauge :

(I.3.111c¢) Vo do = 0;
200

et V7 est solution de :

(I.3.112a) div (2. grad V1) = 0 dans O,
(1.3.112b) % = Zz—m (07 Vo + Rf) sur 90,

avec la jauge :

(I.3.112¢) / Vido = 0.
80

A T'ordre 0, le potentiel V' est approché par Vy et a 'ordre 1, il est approché par
Vo + hV1.

1.3.2. Implémentation numérique.
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[.3.2.a. Maillage. Nous maillons la cellule allongée de la figure 7 a ’aide du
mailleur Gmsh [25]. Afin de ne pas avoir de probleme de convergence numérique
lorsque I’épaisseur de la membrane tend vers 0, et comme nous désirons avoir une
couche de deux éléments dans la membrane, nous la maillons par un maillage trans-
fini, voir figure 8.

<
&441'-

Fia. 8. Maillage utilisé.

1.3.2.b. Implémentation. L’implémentation des problémes (1.3.110) et (1.3.111)
ne pose aucun probléeme. Pour implémenter le probleme (I1.3.112), il faut changer la
dérivée tangentielle seconde de Vj en une dérivée premiere car le logiciel GetDP ne
geére que les dérivées tangentielles premieres. Il suffit de remarquer 1’égalité suivante :

/ OVoloU dogo = —/ 0:Volo 0:U dogo.
20 20

A la figure 9, nous présentons le champ statique d’une cellule de taille L = 2
dont I’épaisseur de la membrane est égale & 2 10~2. Cette grosse cellule (les cellules
biologiques ont un diameétre I'ordre de 10~°%) présente les mémes caractéristiques
électromagnétiques que la cellule biologique :

o.= 1 op,= 1075
ee= 809 e, = 10¢gg

Rappelons les valeurs de €qg et g :
po =411077, g9 =8.851071%

Nous nous plagons a la pulsation w = 10*rad/S.

Nous pouvons voir que le champ électrique est piégé dans la membrane, alors
que dans le cytoplasme, le champ est quasi-nul. Nous retrouvons ici ce que nous
avions observé pour les simulations numériques de la section 1.1 dans le cas d’une
cellule circulaire.

1.3.3. Illustration des asymptotiques. Nous prenons ¢ égale a :
V(z,y) € 00, ¢(z,y) = sin (2Arctan (y/z)) .
Ce choix de donnée de Neumann nous donne directement 1’expression de f :
V(z,y) € 00, f(z,y) = sin (2Arctan (y/z)),
car ¢ ne dépend que de langle (Ox, OM) ot M est le point d’abscisse (z,y).
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M ™

|4
—0.0591 0.103

Fic. 9. Ligne d’isovaleurs de V dans une cellule allongée avec
membrane isolante.

A la figure 10, nous tragons les isovaleurs du potentiel statique V' dans le cyto-
plasme. Nous comparons le potentiel V' calculé en maillant la membrane au poten-
tiel Vo du développement asymptotique : nous pouvons voir que les champs sont
identiques.

Pour illustrer les ordres de convergence des asymptotiques prouvés a la sec-
tion 1.2, nous choisissons un matériau particulier qui n’a plus rien avoir avec la
cellule biologique. En effet, les parametres biologiques sont tels que le potentiel
scalaire total est calculé avec une erreur numérique trop grande, et donc il est
impossible d’illustrer ’amélioration qu’apporte le calcul & 'ordre 1 par rapport a
Pordre 0. En fait, dans ce cas la, ’asymptotique V) + hV; est plus précise que le
calcul du potentiel V' calculé en maillant la membrane.

Voici les parametres que nous avons utilisés :

o= 01 o,= 1
ge= 10%g e, = 10%,
L= 2 w = 10

La figure 11 nous donne ’erreur commise en fonction de I’épaisseur i pour un milieu
faiblement conducteur entouré d’une membrane plus conductrice. Remarquons, par
exemple, que pour une épaisseur relative de 5.1073, I'erreur relative est de 10% a
lordre 0 et de 1% & l'ordre 1.



FiG.

1.3. SIMULATIONS NUMERIQUES

-1.7310°¢ 1.21107°

(a) Potentiel V'

Vo
—1.731076 1.21107°

(b) Potentiel Vp

10. Isovaleurs des potentiels scalaires V' et V[ dans le cytoplasme.
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Erreur relative L2 sur le potentiel ¥ en fonction de h pour une cellule allongee

7

Ordre 0 —+— ]

Ordre 1

86
1
Err.
01 |
0.01
0.001
16-04
1e-04

0.001 0.01

h

Fi1G. 11. Erreur sur le potentiel statique en fonction 1’épaisseur.

Résultats numériques obtenus sur la cellule de la figure 9.

0.1
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I.4. Appendice

Un résultat sur la dérivée tangentielle seconde d’un probléme elliptique
particulier.

CLAIR POIGNARD

Pour justifier un développement asymptotique par un argument de bootstrap
(que nous ne présentons pas dans cette these), il nous a fallu estimer la dérivée
tangentielle seconde du probleme (1.4.115) suivant. Un calcul simple en géométrie
circulaire nous a permis d’intuiter le résultat du théoreme 1.4.2. I’avantage de ’ap-
proche utilisée pour démontrer ce théoreme est qu’elle peut s’appliquer en dimension
d’espace supérieure a 2, bien qu’ici nous nous placions dans ce cas.

Nous avons jugé utile de présenter ce résultat car le lemme 1.4.5 nous permet
de relier la proposition 1.1.8 de la section I.1 au théorerne 1.2.1 de la section 1.2. En
effet, en appliquant le lemme 1.4.5 au potentiel V4 du théoreme 1.2.1, nous obtenons
I'expression suivante du terme principal (au sens le moins régulier) de 97Vp|so :

BtQVO|ao = 10:¢ + termes plus réguliers,

ou ¢ est la condition de Neumann aux bords la cellule du probléme initial 1.2.75.
Ainsi, la condition de Neumann aux bords du cytoplasme a laquelle satisfait Vy+hV;
est égale a :

On (Vo + hV1) oo = qq—m <¢+ Z—mh 3,52‘/0|60) ;

— m <¢ + ihqﬂj‘f@tqﬁ) + termes plus réguliers,
qc qc

ce qui est en accord avec les résulats des propositions 1.1.7 et 1.1.8.

I.4.1. Position du probléme. Soit © un ouvert borné de R2, & bord 00
régulier, de classe €°, orienté dans le sens trigonométrique. Nous le supposons de
longueur 27. Les notations :

8717 ata

désignent respectivement les dérivées normales et tangentielles.

Nous notons P(z,y) le noyau de Poisson. C’est le noyau de 'opérateur de La-
place avec des conditions aux limites de Dirichlet non-homogenes. Dans la remarque
suivante, nous montrons que pour tout y € 90, P(-,y) intégrable sur O. Ceci dé-
coule facilement du Théoréeme 1.1 de D'article de L.A. Carvalho Dos Santos et J.
Hounie [20] que nous redonnons ici :

THEOREME (Carvalho Dos Santos et Hounie). Soit Q, un ouvert borné de
R™, a bord régulier 3. Soit P(z,x) le noyau de Poisson dans Q, c’est le noyau
de lopérateur de Laplace avec condition aux limites de Dirichlet non-homogénes.
Alors, nous avons :

V(a, ) € N* x N1 3C, 5(Q) > 0, tel que :

9200 P(z, z)| < — Lot

(1.4.113) V(z,x) € 2 x X, = [z = z[n—1Flal+1AT
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REMARQUE I.4.1 (Intégrabilité du noyau de Poisson). En appliquant ce théo-
réeme a O, il existe C > 0 telle que pour presque tout (z,y) € O x 90 :

C
Pz, y)| < —.
Pyl <
Notons pour y € 00 et r >0,
By(r)={2€0:|z—y|<r}.
Soient (y,r) € 00x]0, +0o[. Nous avons :

1 1 1
/ dx :/ dx—i—/ dzx,
o |z =yl O\By(r) lz -yl B, lz -yl
1 27 r 1
< —dx + —sdsd#,
O\By(r) |z — vy 0 0o S

1
< / ——— dx + 27r < cc.
O\B, (1) |z -y

Ce qui prouve Uintégrabilité de K (-,y) sur O, pour presque tout y € 00.

Ainsi, nous pouvons définir & (y) pour presque tout y € 90 :

f@(y):/OP(w,y)dvolo(x).

Soient (g, g1) deux fonctions de H'/2(00) x H3/2(90) telles que :

(1.4.114) / (@g — gl> dvolgp = 0.
00

Nous nous intéressons aux problemes :
(1.4.115a) {AU:O’

4.115a

U|ao =9,

et
(L4.115b) { A =-U

o 8"S|6(9 = J1.

Remarquons que la condition d’intégrabilité pour que le probleme de Neumann
(I.4.115b) soit bien posé est vérifiée grace a la relation (I1.4.114) entre les données
aux bords. En effet, nous avons les égalités suivantes,

/ U(z)dvolp(z) = / P(z,y)g(y) dvolpo (y) dvolo (z)
o 0 Joo

:/ /P(x,y)dvolo(x)g(y)dvolao(y)
00 Jo

= gzg dVOlao,
20

2/ g1 dvolpo .
o0

Le but de ce papier est de démontrer le théoreme 1.4.2 ci-apres, qui donne expli-
citement le terme principal de la dérivée tangentielle seconde 925 | a0 de S le long
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de 0O en fonction des données g et g7 ; les termes négligés étant plus réguliers que
51,0

Nous notons 7 la transformée de Hilbert. Pour les fonctions 2m-périodiques,
elle est définie (voir les livres de Katznelson [42], Stein [66] et Stein et Weiss [67])
sur les coefficients de Fourier par :

P o~

H(f),, = sgn(k) fr-

THEOREME 1.4.2. Soit s > 0. Soient (g,g1) dans H'/?T5(d0) x H3/?T5(90)
satisfaisant & Uhypothése (1.4.114) et soit S la solution du probléme (1.4.115).
Alors 02S|po € HY?+35(00) et :

(1.4.116)

1
7S |0 + 59— 10 € H3/*3(90).

De plus, il existe une constante Co > 0 dépendant uniquement de O telle que :

(1.4.117)
H3/2+5(00)

.
‘ 8t25|ao + §g — 0
REMARQUE 1.4.3. Nous définissons sur H'/?**5(00) x H3/?+3(90) la fonction
reg par :

< Co (lgll grrz+=a0) + 911l g3r2+450)) -

(g, 1) € HY*T2(00) x H*/?+(90),
1
reg(g,91) = 05|50 + 59— i 0ig1.

La bilinéarité de reg est évidente, et le théoreme 1.4.2 implique la continuité de reg
de H'/?%35(00) x H?/**5(00) dans H3/*T(00).

Dans un premier temps, nous montrons comment scinder le probleme en U et S
en deux sous-problémes indépendants. Ensuite, nous traitons chaque sous-probleme
séparément.

Soient les espaces :

Y = {(71,72) € HY/?%5(00) x H¥?%(00) : / (3271 — 72> dvolpo = 0},
00

Y = {(’yl,c) e HY?T5(90) : ¢ = @ /ao P (y) dvolao(y)} cv.

et

Vo = {(0172)7 Y2 € H¥*T5(90) : / Y2(y) dvoloo (y) = 0} c7.
80
Nous avons 'égalité
V="&%.
Ainsi, le probleme (I.4.115a)—(I1.4.115b) peut étre découplé en deux sous-problémes.
Le probleme en (U, V),
AU =0, dans O ,
(L4.118a)

U|ao =9,
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et

AV = —U, dans O,
1.4.118b 1
(4HED) 0Vloo = 55 [ 2 W)(y) dvolao(y);

00| Jao
et le probleme en W :
(I.4.119a) AW =0, dans O,
(1.4.119b) W oo = g1 — / 91(y) dvolso(y).
o0

Il est clair que (U,V 4+ W) est solution de (1.4.115), ainsi,
(I.4.120) S=V+W.

Maintenant, nous énongons deux lemmes qui, via la décomposition (1.4.120) de S,
impliquent directement le théoreme 1.4.2.

LEMME 1.4.4. Soit s > 0. Soient g une fonction dans H'/?*3(90) et soit V la
solution du probléme (1.4.118).
Alors 02V |p0 est dans HY?+5(00) et :
1
2 3/2+s
(1.4.121) RV |,0+ J9€H /2+3(90).

De plus il existe une constante Co > 0 dépendant uniquement de O telle que :

(1.4.122) ‘

1
2
8t V|8(’) + 59‘

< Collgll gr/2+2 90
H3/2+s(ao)

Pour W, nous avons le lemme suivant :

LEMME 1.4.5. Soit o > 0. Soient g1 dans HY/?**7(90) et soit W la solution du
probléme (1.4.119).
Alors 0,W|po € HY?*17(90O) et nous avons :

(1.4.123a) W yp — g1 € HY?17(0).

De plus il existe une constante Cy 0 > 0 dépendant de O uniquement telle que :
(1.4.123b) | IWlpo — i*%pngH?’/zw(ao) = C27OH91||H1/2+U(80)'

La dérivée tangentielle seconde de 0?W|po est dans l’espace H™1/2+7(00) et :

(1.4.124a) OFW |, — i 0ig1 € H'?T7(00).
De plus il existe une constante Cy 0 > 0 dépendant de O uniquement telle que :

(I4124b) || 8752W|8(9 — ij‘f@tngHUHU(ao) S OQ,OHgl||H1/2+U(ao).

REMARQUE 1.4.6. Le théoreme 1.4.2 découle immédiatement des lemme 1.4.4
et lemme 1.4.5 en prenant o0 = 1+ s dans le lemme 1.4.5.
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Pour ne pas alourdir les notations, nous ne démontrons que le cas s = 0. Le
lecteur vérifiera sans mal que la démonstration est la méme pour s > 0.

Dans un premier temps, nous démontrons le lemme 1.4.4. Nous montrons un
résultat classique d’existence et d’unicité a la section 1.4.2. Dans la partie 1.4.3, par
réductions successives et partition de I'unité, nous nous ramenons a un probleme
similaire mais plus simple a traiter. Enfin, a ’aide d’opérateurs pseudodifférentiels
sur le tore, nous exprimons, dans la partie 1.4.4 la dérivée tangentielle seconde de
V', solution du probleme (1.4.118) le long de dO. Enfin, dans la partie 1.4.5, nous
démontrons le lemme 1.4.5.

I.4.2. Existence et unicité du probléme (1.4.118a)—(I1.4.118b). Commen-
gons par un résultat fonctionnel sur le probleme (I1.4.118). Rappelons que la donnée
aux bords, g, du probleme (1.4.118a) est dans H/2(90), et posons :

1

=50 ) 2(y)g(y) dvolao (y)-

Cc

Avec ces notations, le probleme (I1.4.118) s’écrit :

(1.4.125a) AU =0, dans O ,
o Ulspo = g sur 00,

et

(1.4.125b) AV = —U, dans O ,
o OV oo = ¢ sur 00,

Insistons sur le fait que, par définition de ¢, le probleme (I1.4.125) est bien posé.

Une application directe du lemme de Lax-Milgram nous donne l’existence et
I'unicité de U dans H'(O), puis de V dans H?(O)/R (voir Necas [51], Gilbarg et
Trudinger [33] ou le chapitre IX.6. du livre de Brézis [18]).

I.4.3. Réductions successives du probleme (1.4.125). Dans cette partie,
par partition de 1'unité, nous ramenons I’étude de (1.4.125) & un probléme réduit
plus simple, dont la solution est de méme régularité que la solution du probleme
initial (I.4.125) et telle que la différence entre ces deux solutions est une fonction
plus réguliere que les précédentes. La solution du probleme réduit est alors la partie
principale de la solution du probleme initial, les termes négligés étant plus réguliers.
Mais avant tout, nous donnons une majoration de c en fonction de ||g|| g1/2(90)-

REMARQUE 1.4.7. Il est classique (voir le livre de Brézis [18] par exzemple) de
montrer ['existence d’une constante C' > 0 dépendant de O telle que :

1U 10y < Clligllgrr200)-
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Ainsi, nous avons :

1
le| = 201 | oo {2W)gv)} dy',

= @ /ao {g(y)/OP(x,y) dw} dy‘,
= @ /O {/609(9)13(1‘,1/) dy} dz

3

1 /
= — U(x)dzx|,
501 | Jo ')
@
< mHUHH(O),

< C~'||9||Hl/2(a(9),

avec C = C|0|/]90)|.

[.4.3.a. Partition de 'unité. Soit hg, un réel strictement positif, que 'on dé-
terminera par la suite. Pour w ouvert de R%, nous notons @ 1’adhérence de w. La
distance euclidienne de R? est notée dist. Soit (Og, O1) un recouvrement par les
ouverts de O,

(1.4.126a) 0y C 0,0, CO, 0, NHO = IO,
(1.4.126b) dist (00, \ 00, dO) = hy,
(1.4.126¢) dist (00g, DO, \ O) = hy /2,
(1.4.126d) Oy U0, = 0.

Soient ¢g, ¢1 deux fonctions €>°(R?) formant une partition de 1'unité subordonnée
au recouvrement Oy U O de O. Plus précisément (voir figure 12) ,

supp(¢o) C Oo,
¢O|O\01 = 1,

supp(¢1) N O = Oy,
¢1|O\OO = 1,

et

@0+ ¢1 =1, dans O .

Pour ¢ = 0,1, nous notons U; = U¢; et V; = V¢;. Dans O, il résulte des
équations (1.4.125) que les fonctions Uy et V; vérifient respectivement :

(L4.1272) AUy = UA¢; +2VU - V1, dans Oy,
h Uiloo =g, U1|aol\ao =0,

et

(L.4.127b) AVy = —Uy 4+ VA¢; +2VV - Véy, dans Oy,
h OnViloo = ¢, Vilso,\o0 = 0.
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FiGc. 12. Partition de 'unité.

Remarquons que le probleme vérifié par Vi est bien posé, grace a la condition
de Dirichlet sur 907 \ 00, ainsi, nous n’avons pas a vérifier de condition de com-
patibilité sur les données. Comme U est dans H'(O) et ¢; dans €>°(R?), nous
avons :

(1.4.128) UAg¢, +2VU -V, € L*(0y),

et donc comme g est dans H'/2(90), U, appartient & H'(O;) (voir par exemple
[33], [48] ou [51]). Par un raisonnement similaire, nous montrons ’appartenance
de Vi & H3(O).

Afin de simplifier le probleme (I1.4.127), nous considérons uniquement ses termes
principaux. Définissons ainsi Us et V5 les solutions de :

(I A 129&) AUQ = 0, dans 01,

Usloo = g, Uzlpo\00 = 0,
et
(1.4.120D) AVy = —Us, dans Oy,

O Valoo = ¢, Valpo, o0 = 0.

Les fonctions Us et V5 ont la méme régularité, respectivement, que les fonctions Uy
et V4 du probleme (1.4.127), c’est-a-dire Us appartient & H(O1) et Vo & H3(O).
En fait, Uy — Uy € H?(O4) et Vi — Vo € HY(O1). En effet, posons ag = U; — Us et
bo = V1 — V,. Les fonctions ag et bg sont solutions respectives des problemes :

(1.4.130a) Aag = UA$, +2VU - V¢y, dans Oy,
h aoloo = 0, aolso,\00 = 0,

et

(1.4.130D) Abg = —ag + VA¢y +2VV - Vo, dans Oy,
h Onboloo =0, bo|aol\ao =0.

Or nous savons, par (1.4.128), que le second membre de (1.4.130a) est dans L?(01).
Donc, comme ag vérifie des conditions aux limites de Dirichlet homogenes, nous
obtenons, d’apres Girault-Raviart [35] § 1.1.3-4 (voir aussi [33] ou [48]), que ag est
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dans H2(0;). De méme, nous pouvons montrer que by appartient & H*(O;). Ainsi,
nous avons :
Uy = Uz + ao,
Vl = ‘/2 + b07
ol ag et by sont des fonctions plus régulieres, respectivement, que les fonctions U,
et V5. De plus, par des estimations classiques, nous obtenons (voir par exemple
[35] I § 1.3-4), l’existence d’une constante Cp, > 0 dépendant uniquement de Oy
telle que :
laollz2(0,) < Co, 9]l a1/2(50),
||b0||H4(01) < CVO1 ||g||H1/2(8(’))'
Maintenant, nous étudions le probleme (1.4.129b) vérifié par Us et V5.
1.4.3.b. Le probléme prés du bord. Nous récrivons le probleme réduit (1.4.129b)
en coordonnées locales. Nous ferons alors une ultime réduction du probleme (1.4.115)
en un probleme encore plus simple que nous traiterons par opérateurs pseudo-
différentiels dans la partie suivante.
Tout d’abord, choisissons hg de maniere adéquate. Nous paramétrons le bord

00 (que nous supposons de longueur 27) comme suit ; comme le bord est de classe
¢, il existe un difféomorphisme de classe €, noté ¢, de R/27Z sur 9O tel que :

00 ={v(0),0 e R/Z}.
Pour alléger les notations, nous posons :
T =R/27Z.

Nous notons « la courbure de 9O et n la normale extérieure & 0O. Nous fixons
alors hg tel que :

0 < ho < inf 1/||Kco-

D’apres les propriétés de 'ouvert O définies en (1.4.126) celui-ci est assez proche
du bord 0O pour étre paramétré en coordonnées locales :

O1 = {¢(0) + honn(0), (n,0) €] —1,0[xT}.

Nous notons ¥ le difféomorphisme d’un voisinage de [—1,0] x T sur un voisinage
de 01 :

Y(n,0) € [-1,0] x T, ©(n,0) =1(0) + honn(9).

De plus, pour A € [—1,0], la notation ¥, désigne la fonction définie sur T par

Ty =0\, ).
Nous munissons [—1,0] x T de la métrique :
(1.4.131) v = hZdn® + (1 + honk)? d6?,
et, nous définissons sur [—1,0] x T les fonctions Us et V3 par :
Us=Us0V,
Vs =V20V,

et, sur T :

v =goV¥y.
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Nous récrivons le probleme (1.4.129b) dans les coordonnées locales comme suit.
Posons, pour (n,0) € [-1,0] x T :
ho

1.4.132 )= ———.
(14.132) a(m.0) = T

Dans [—1,0] x T nous avons,

(1.4.1334) { < 0 U3> o (a89U3>} .

= 3_1u'):07

et

1 1

—Jo,(=a,v5) +0s(adevs )\ = —Us,
(L.4.133b) ho{ ”(a " 3) * 9<a ¢ 3)} °

9,V3(0,) = hoe,  Vi(—1,-) = 0.

Nous simplifions ce probléme en sortant o du premier terme du premier membre de
gauche de (1.4.133Db). Soient alors Uy et Vj les solutions respectives des problemes
suivants :

(9,2]U4 + a0y (a89U4> =0, dans [—1, 0] x T,
U4(07') =7 U4(_17) :07

831/4 + a0y (a89\/4> = —hoaUy, dans [-1,0] x T,
O Vi(0,-) = hoc,  Va(—1,-) =0.

Nous montrons que a; = Us — Uy est plus régulier que Uy et de méme, by = V53—V
est plus régulier que V4. En effet, dans [—1,0] x T, ag et by vérifient respectivement :

(1.4.134a) d2a1 + ady (aagal) = —kad,Us,
(1.4.134b) a1(0,-) =0, ai(-1,-)=0,

et

(1.4.134c) 83()1 + ady <oz39b1> = —hoaar — ka0, V3,
(1.4.134d) Opb1(0,-) =0, bi(—1,-)=0.

Notons C le cylindre [0, 1] x T. Pour s € R, nous définissons les espaces de Sobolev
sur C muni de la métrique (1.4.131) comme suit :

H (C) = {f: foU¥ te HS((’)l)},

et Iespace L% est défini par

Li(()) = {f s folTte LQ((’)l)}.
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Comme Uj appartient & H!(O;) et comme le choix de hg implique que la fonction :

(1,0) — a(n,0),

est dans €*° (C), il en découle que Us est dans

i (c) .

Ainsi, le second membre de (1.4.134b) est dans
2
2 (e).

P(T]707D) = 67? + (069)27

L’opérateur :

est elliptique, & coefficients dans €, donc, (voir Lions-Magenes [48]), la fonction aq

vérifie :
a; € H,% (C) R

donc elle a un degré de régularité de plus que les fonctions Us et Uy = Us — a;. Par
un raisonnement similaire, nous montrons que by appartient a I’espace de Sobolev

suivant :
by € H (C)

et donc a un degré de régularité de plus que Vy. Ainsi, nous avons montré que, dans
[—1,0] x T :
UioV =Us+apoV +an,
VioVv =Vy+byoW + by.
Les fonctions (a1,ap0¥) et (b1,bo0¥) ont un cran de plus de régularité respecti-
vement que Uy et que V4. Nous obtenons par une méthode classique d’estimations
(multiplication par le conjugué puis intégration sur le domaine) les estimations sui-
vantes sur a; et b; : il existe C'y 0, dépendant du domaine O; et du difféomorphisme
U tel que ,
-1
a1 0¥ a2(0,) < Cw,0, 19l 117200
-1
[b10 ¥ | 4(0,) < Cw.0, 9l 112050

Dans la partie suivante, nous étudions les fonctions Uy et V4. Rappelons que nous
nous intéressons & 92v ; or le changement de variable a été choisi de telle sorte que :

(97v) oW = 95 (vo ),

ainsi, nous allons maintenant nous intéresser a 93 Vj.
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1.4.4. Etude pseudodifférentielle du probléme réduit. Deux racines é-
videntes de I'opérateur pseudodifférentiel — (a69)2 sont +iady, cependant ces deux
opérateurs sur T présentent I'inconvénient de ne pas étre positifs. Ainsi, I’approche
de Treves [71] Chapitre III devient inutilisable. C’est pourquoi nous faisons une
ultime transformation, afin de ne pas considérer 'opérateur 82 + (dp)? mais un
opérateur du type :

(1.4.135) (99 — A() (9 + A(n)),

ou A(n) est un opérateur positif d’ordre 1 sur T, lisse par rapport a la variable
n € [—1,0] et choisi de telle sorte que :

{02+ (@00)*} = (8, — A() (8 + A()),

soit un opérateur d’ordre au plus 1.

[.4.4.a. Opérateurs pseudodifférentiels sur le tore. Nous appliquons les métho-
des usuelles de la théorie des opérateurs pseudodifférentiels, notamment la cons-
truction d’une parametrix pour 1’équation de la chaleur (voir les livres de Treves
[71] Chapitre III, P.Gilkey [34] Chapitre 1 pour plus de détails).

Cependant, a la différence de ces auteurs, nous travaillons avec des opérateurs
pseudodifférentiels 27-périodiques. En effet, il nous a semblé essentiel d’utiliser la
périodicité des quantités exprimées en coordonnées locales.

Le calcul symbolique sur les opérateurs pseudodifférentiels périodiques, intro-
duit par Agranovi¢ [4] est développé dans les articles de Turunen [73], Turu-
nen et Vainikko [74] ou encore Melo [49] ainsi que dans le livre de Saranen et
Vainikko [63] Chapitre 7. L’équivalence entre les classes des opérateurs pseudo-
différentiels classiques sur le tore et des opérateurs pseudodifférentiels périodiques
est démontrée dans l’article de Turunen [73] Théoréme 4.2 (voir aussi [63] Theo-
rem 7.2.1). Ce résultat nous permet d’utiliser les résultats connus sur les opérateurs
pseudodifférentiels classiques (voir les livres de Treves [71], ou de Gilkey [34]) et de
les transposer aux opérateurs pseudodifférentiels périodiques. Dans ce paragraphe,
nous définissons les notations utilisées par la suite.

Nous définissons la classe des symboles discrets (voir 'article de Turunen et
Vainikko [74]). Tout d’abord, & toute suite (a(k))xrez, nous associons la suite :

da(k) = a(k+ 1) — a(k).
Pour a € N, nous posons §% l'opérateur sur les suites défini par récurrence :

d*a(k) = 0 (---(da(k))). L’ensemble des symboles d’ordre p € Z U {—o0, 00} sur
T, que nous appelons symboles discrets est :

) {a(a, k) :Vk € Z, a(-, k) € €(T) et V(a, B) € N*,3Cpp > o,}
B V(0,k) € T x Z, |956%a(6,k)| < Cap(1 + [k|)P~°

A tout opérateur pseudodifférentiel d’ordre p sur T est associé son symbole discret
op, élément de P, via la formule :

(1.4.136) V(6,k) € T x Z, op(8, k) = exp(—ikf) P (exp(ikd)).
Nous notons WDO? I'ensemble des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre p sur T.

Nous notons de plus YDO ™ I’ensemble des opérateurs pseudodifférentiels régula-
risants sur T ou encore :

UDO™ = N,z WDOP.
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Etant donné un symbole o dans .7, nous notons Op(o) 'opérateur pseudodiffé-
rentiel élément de YDOP associé a o, défini modulo les opérateurs compacts par :

Yu € € (T), Op(o)u = Z o (0, k)l exp(ikd).
kez
1.4.4.b. Détermination de A. Notons :

£=02+ (adp)®.
Soit d, le symbole défini par :
(14.137) V(n.0,k) € [~1,0]x T x Z, d(n,0,k) = a(n,0) |k,

et soit D, 'opérateur défini par D = Op(d). Il est clair que D est un opérateur
positif elliptique d’ordre 1 sur T, lisse par rapport a la variable 7, car O est a bord
lisse. Posons :

R=£—-(0,—D)(0,+ D).

Un calcul simple montre :
(14138) or(0.0.8) = K ((040) (1.0) + a(0.0) (iseaB)pa -+ D) () 1.0 ).

ainsi, o est un symbole élément de .#! et donc R est un opérateur d’ordre 1.
[.4.4.c. Deux opérateurs pseudodifférentiels utiles. Soient u et v les solutions
des problemes suivants :

(1.4.139a) (95 — D)) (9y + D(n))u =0,

(1.4.139b) u(0,-) =y,u(-1,-) =0,

et,

(1.4.140a) (0n — D(1)) (8, + D(n))v = —hoow,

(1.4.140Db) Onv(0, ) = hoc,v(—1,-) = 0.

Nous allons montrer que 97v(0, ) = —v/2+reg(y) ot reg(7y) est une fonction plus

réguliere que v, dépendant linéairement de ~.

Construisons une paramétrix de ’équation de la chaleur (voir par exemple
Treves [71] Chapitre III).

Nous présentons deux opérateurs pseudifférentiels U(n, n’) et V(n, n’) issus de la
factorisation (I.4.135). Ces deux opérateurs sont définis comme étant des opérateurs
pseudodifférentiels sur T, lisses par rapport & (n,7') € [—1,0], et solutions des
équations suivantes. Pour 0’ € [—1,0] :

dﬂ !
—(n, - D ) , " — O7 dans _1’ N % T7
(L4.1412) ay (1) = D) ns [=1, 7]

U(n',n') =1d, dans T,
et,

a, , /
—(n, + D(n)Y(n, =0, d 0] X T,
(L4.141b) @ 1)+ D)V ') ans [/, 0]

B(n',n') =1d, dans T.

Notons respectivement oy et oy les symboles de i et . La définition (I1.4.136)
nous donne 1’équation suivante :
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Y(n,0,k) € [-1,7] x T x Z,

dO’U_ / , ,
X, 0, 0,k) —d(n, 0,k ,0,k)— D . 0.k) =0,
(1.4.142a) dn (n,7',0,k) = d(n,0, k)ou(n,n', 0,k) — D(n) {ou} (0,1, 0, k)

Uﬂ(n’?n/)07k) = 17
Y(n,0,k) € [-1,7] x T x Z,

dUQ] , , ,
— (1, 0,k) +d(n, 0,k n,0,k)+D 0. k) =0,
(1.4.142b)  dp (m,n',0,k) +d(n,0,k)ox(n,n',0,k) + D(n) {ow} (0,7, 6, k)

oy(n',n',0,k) =1d.
Fixons k € Z et posons :

(1.4.143)

’

n .
au(n, 7,8, k) = exp (—/ d(s,&,k)ds) (1+sgl+sg2+---+sgﬂ+---),
n

Suivant I’approche de Tréves, la preuve du Théoréme 1.1 du Chapitre III [71] nous
montre que les s’ satisfaisant

Sy’ ln=n =0,
sont dans .# /. Remarquons que dés que 1’ # 7, exp (— f;/ d(s797k)) (SIS 2

Comme pour tout j € Z*, 5;j €. et s;j(n’, 7',0,k) = 0, nous en déduisons :

(1.4.144) oy = exp <— /77 d(s,0,k) ds) mod [ ~%°].

De maniere similaire, nous avons :

n

ox(n,m',0,k) = exp (—/ d(s,0,k) ds) mod [ ).
,r]/

L’expression (1.4.137) de d nous donne explicitement :

(L4.1452) ou(n, 1,0, k) = exp (—m (z((g))) %) mod [# ),
(L4.145b) ow (.1, 0,k) = exp (—m (Z%)) %) mod [.# =),

= O'Ll('r]/a 7, 97 k) mod [‘y—OOL
ainsi, nous avons les propriétés suivantes :
(L.4.146a) Y(n,1's1'") € [=1,00%, U(n, n") = Uln, n" YU’ n"),

(I.4.146b) V—1<n<n <0,4n,n) e DO, V(n',n) € ¥DO™>,
(I.4.146¢) V—1<n<n <0, U4nn") =B, n).
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1.4.4.d. Ezxpression de u. Nous récrivons le probleme (I1.4.139) sous la forme :

(I1.4.147a) Opu(n,0) — D(n)u(n, ) = i, dans [—1,0] x T,
(14.147b) Oui(1,0) + D()p(,0) = 0, dans [~1,0] x T,
Nous cherchons alors (u, i) sous la forme :

(1.4.148a) u(n, ) = / U, p(n') dy',
(I.4.148b) w(n, ) =B, —1)u

Il est facile de vérifier que sous ces expressions, u et p vérifient bien (I.4.147a)-
(1.4.147b). Déterminons u(—1). En fait, en appliquant Pégalité (I.4.147a) en —1,
nous obtenons p(—1) = d,u(—1). Nous avons ainsi, via (I.4.148a), I’égalité :

0
p(=1) = 0,8 (1,00~ [ ((anm (—Ln’)u(n')) dnf + (1, ~1)(-1).
—1
Or, Y(—1,—1) =1d, d’our la condition nécessaire sur p(—1) :
0
/ (<8nu> (L) —1)) dof u(~1) = (D,40) (~1,0)

(1.4.149) o .
= D(—1)84(—1,0)y

Nous montrons maintenant que p(—1) est une fonction de classe € (T). Remar-
quons tout d’abord 1’égalité suivante, qui découle de la définition (1.4.137) de d :

1+ hon'k
Lt hot™s by o),

(L4.150) V(n,n') € [-1,0], D(n) = 5 houn

Ainsi, nous obtenons :

/01 <(3nil) (=L,7)0(', —1)) dn’ = /01

Une simple intégration par parties nous donne :

/_01 (n (9,5%) (n, —1)) dn =1d — /_01 U?(n, —1) dn,

ce qui implique :

0
/ (D(—1)m2(n, —1)) dn = —% Id +ﬁ%(—m)

-1
hoF& 0 2
S ~1)d
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soit :

hot o a4 1 -
( (1_h05)1d+D )/ V2(n, —1)dn = Id TR )m( 1,0).

Comme l'opérateur hor Id/ (2(1 — hor)) + D(—1) est elliptique d’ordre 1, il existe
une paramétrix elliptique B & droite et a gauche d’ordre —1. Ainsi, nous obtenons :

0 2 1 1 —oo

Comme U(—1,0) est régularisant, nous obtenons que l'opérateur :

0
/ 0?(n, —1) dn,
-1

est elliptique d’ordre —1, et donc il existe une paramétrix P d’ordre 1. La fonction
u(—1) définie par :
p(—1) = P(-1,0)v,

est bien de classe € car (—1,0) est régularisant et P est d’ordre 1. Nous venons
de montrer :

(1.4.151) Vi € [-1,0], u(n, ) — U(n,0)y € €= (T).

1.4.4.e. Expression de v. Nous opérons de maniere similaire pour v. Nous réc-
rivons le probleme (I.4.140) sous la forme :

(I.4.152a) Oyv(n,0) — D(n)v(n,0) = v, dans [—1,0] x T,
(I.4.152b) Opv(n,0) + D(n)v(n,0) = —hoou, dans [—1,0] x T,
(1.4.152¢) 0nv(0,-) = hoc, v(—1,-) =0.

Posons vy = v(0, -). Nous cherchons alors (v, v) sous la forme :
(I.4.153a) v(n, ) = Un,0)vg —/ Un,n" (') dry,

(I.4.153Db) v(n,:) =By, —1v(-1) + / 1 (Q?(n, ") (hoau(n ))) dn'.

11 est facile de vérifier que sous ces expressions, v et v vérifient bien (I.4.152a)-
(I.4.152b). L’égalité (I1.4.152a) associée a la condition initiale (I.4.152c) impliquent :

(Onv) (0,-) = hoc = (0,40) (0,0)vo + ©(0, -).
Ainsi, nous obtenons :
D(0)vg = hoc — v(0,),
= hoc —B(0, —1)v(-1,-) + /

-1

0

<m(o, s) (hoau(s))) ds.

En remarquant que hoc —B(0, —1)v(—1,-) est de classe € (T), et en utilisant la
propriété (1.4.151), nous obtenons :

D(0)vg — hg /O

-1

(m(o, s) (atd(s, 0)7)) ds € €>(T).
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1.4.4.f. Fin de la prewve du résultat. Nous déterminer d3v(0, -). Par construc-
tion de D, D?(0) = —a?(0)97 et a(0) = hg. Ainsi, nous n’avons plus qu’a estimer :

D) [ 0 (m S)(aii(&o)v)) ds,

—1

nous aurons alors —h397v(0, -).
Définissons, pour s € [—1,0], Popérateur Z(s) par :

Z(s) = hoD(s)U?(s,0),

et posons, pour s € [—1,0], Q(s) = D(0)D(0, s) (al(0, s)). La propriété (1.4.146c¢)
implique :

Q(s) = D(0)(s,0) (all(s,0)) .
Ainsi, le symbole principal og de @ vaut :

0Q = A0 D(0)0uU2(s,0)s
= hoop(s)T02(s,0)5
= O'E

Ainsi Popérateur R = Q — Z est dans¥DO . Ceci implique :

0 0
/ Q(s)ds = / Z(s)ds mod [¥DO™1].
-1 -1
Calculons maintenant :

0 0
/ E(s)yds = hO/ 0s44(s,0)84(s,0)y ds,
—1

-1
h
= 707 — hol(—1,0).

Comme Popérateur $4(—1,0) ést régularisant, nous déduisons pour v € H?(T),
1
%v(0,) + 57 € H32(T).

De plus, il existe Cp, > 0 :

Ainsi, nous avons montré qu’il existe Co, v :
,

1
831)(07 ) + =

<C .
5 HH?’/Q('H‘) = Lo, H7||H3/2(Tr)

(1.4.154) ‘

1
2
6t V}{)O + 59}

< Coy, 19l /200 -
H3/2(90)

Le lemme 1.4.4 est ainsi démontré.
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I.4.5. Etude du probléeme (1.4.119). Maintenant, nous donnons la dérivée
tangentielle seconde de W, solution de (1.4.119), le long de 9O. 1l est clair que ce
probléme admet une unique solution, qui est dans H?(O) car g; € H'/?(d0) (voir
Girault-Raviart [35]). Posons Wi = ¢ W, ol ¢; est définie dans la partie 1.4.3.a.
Alors, Wy est solution, dans @7 du probleme :

(1.4.155a) AW, = WA¢, +2VW Ve,

(I.4.155b) anW1|a(9 =g —/ g1 dvolyp, et W1|3(91\30 =0.
o0

Comme O est assez prés du bord pour utiliser les coordonnées locales (voir les
parties 1.4.3.a et 1.4.3.b), en notant :

w = W1 (6] \I/,

A= (WA +2VIVVe1)0 ¥,

Y1 =g10¥ — / g1 dvolpo,
80

L- =02+ (ady)? _85_38’7
nous obtenons :
(I.4.156a) V(n,0) € [-1,0] x T, Lw = a),
(1.4.156b) Onw(0,-) = hoy1, w(—1,-) = 0.

Maintenant, contrairement & ce que nous avons fait précédemment, nous allons
garder le terme de degré 1 de l'opérateur L. En suivant ’approche de Treves
(voir le livre de Treves [71] Chapitre III ou larticle de Carvalho Dos Santos
[20] Théoreme I), appliquée aux symboles discrets (voir la partie 1.4.4.a), nous
aboutissons a une factorisation de L, modulo les opérateurs compacts, sous la forme
L= (8,7 + Al) (8,7 — Al) mod [\IJDO_OO],

ou l'opérateur A; est elliptique d’ordre 1 sur T et lisse par rapport a n. Pour
construire cet opérateur, nous définissons :

(1.4.157) dy = alk|,

et par récurrence, supposons construits di,do,--- ,d—;. Posons D_; = Op(d—;),
pour i = NU {—1}, et définissons :
Vie NU{-1}, Ri=L— (0, +(D1+ -+ D_;)) (8 — (D1 +---+D_)).
En notant r; le symbole discret de R;, nous définissons
1 T1—i
REY e

Pour tout ¢ € N, il est clair que d_; est un élément de .¥ . Posons

VieN,d_; =

a(n,0,k) = Z di—; mod [,
=0

alors nous obtenons :
A1 —Op(a1) =0 mod [YDO™ .

De maniere analogue a la partie 1.4.4.c, nous définissons les opérateurs i; et U,
par :
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Pour 7' € [-1,0] :

ast
(L4.1588) d—nl(m n') — A1(n)ti(n,n') = 0, dans [-1,7] x T,
Ui(n',n') =1d, dans T,
et,
a0
(L4.158b) )+ AT ) =0, dans o, 0] x T

Ti(n',n") =1d, dans T.

De maniere analogue au paragraphe 1.4.4.e, nous récrivons le probleme vérifié par
w sous la forme :

(I.4.159a) Opw(n, ) — Ai1(n)w(n,d) = w, dans [—1,0] x T,
(1.4.159b) Opw(n,8) + A1(n)w(n,d) = )\ dans [-1,0] x T,
(1.4.159¢) Ipw(0,-) = hoy1, w(—1,-) = 0.

Posons wy = w(0, -). Nous cherchons alors (w,w) sous la forme :

(L41608) () = th (1, 0)wo — / 0y (1 Y ) b
n
(4100 i) = Da0n -1+ [ (D)@l NG )
L’égalité (1.4.159a) appliquée en n = 0 implique :
hoy1 — A1(0)we = w(0, -).
Remarquons que A est nulle au voisinage du bord, car ¢; est égale a 1 sur le domaine
O1\(02n0y).

Ainsi, il existe une constante hy €]0, ho[ dépendant de O telle que :

h1
(0. = B 0, -1+ | (wo,n')(a(n’, NG, ->)) ar.

-1
Comme U1 (n,n') € YDO™ > pour n € [—1,n'[, nous obtenons :
w(0,-) € €= (T),
ainsi,
hoy1 — A1(0)wy € € (T).

Comme d; = « |k|, nous obtenons modulo les opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
0 sur le tore T I'expression suivante de A;(0) :

A1(0) = —ihg 9y mod [¥DOY].
Or nous avons
Ogo I = 00y,
et

2 =1d.
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Ainsi, comme g; € H/?(0), nous obtenons successivement
dowo — iy, € H?(T),
d3wy — i gy € HY?(T).
Ainsi, nous avons prouvé les égalités (1.4.123) et (1.4.124) du lemme 1.4.5 :
W oo —iH# g1 € H¥*(0),
O2W a0 — 10,91 € HY?(0).

Ceci clos la preuve du lemme 1.4.5.
O






CHAPITRE I

Asymptotiques M.F. du champ électrique en mode
T™™

Le but de ce chapitre est d’établir les deux premiers termes du développement
asymptotique du champ électrique & moyenne fréquence. Nous utilisons le terme
moyenne fréquence pour indiquer que le parametre sans dimension z. du cytoplasme
n’est plus négligeable devant 1, contrairement au chapitre I. Afin de travailler avec
un champ scalaire, nous nous plagons en mode transverse magnétique (TM). Le
champ électrique scalaire satisfait alors a I’équation de Helmholtz (II.1.2).

A la différence des résultats du chapitre I, nous considérons une cellule plongée
dans un milieu ambiant. Ceci va nous amener a des conditions de transmission
particuliere & 'interface milieu intérieur /milieu extérieur, alors qu’au théoréme 1.2
du chapitre I, nous avions obtenu des conditions aux limites spéciales aux bords de
la cellule. De plus, la membrane n’est plus supposée d’épaisseur constante.

L’heuristique de ce papier est la méme que celle de la section 1.2 : la mem-
brane est supposée assez fine afin qu’elle puisse-t-étre paramétrée par les coor-
données locales. Dans ces coordonnées, nous faisons un changement d’échelle en
la variable normale, afin de travailler avec des domaines de taille 1. En écrivant
lopérateur de Laplace dans ces nouvelles coordonnées, nous faisons apparaitre ex-
plicitement le parametre h. Tout est alors mis en place pour appliquer la technique
des asymptotiques. A la différence de la preuve du théoreme 1.2.1, nous avons be-
soin d'un résultat de régularité que nous donnons a la section I1.1.4 pour prouver
notre résultat principal (voir théoréme I1.1.4).

A la remarque I1.1.8, nous supposons que la condition de Neumann est imposée
aux bords la cellule. Remarquons que dans le cas d’une épaisseur constante et en
supposant z. et z,, nuls, nous retrouvons les résultats de la section 1.2 du chapitre I.

A la section I1.1.6, nous appliquons les résultats a une cellule biologique placée
dans un milieu ambiant, et soumise & un champ & moyenne fréquence, c’est-a-
dire, au vu des parametres électromagnétiques, que la pulsation est supérieure a
10%3rad/s.

La section II.2 illustre les résultats théoriques de la section II.1 par des simu-
lations numériques.
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II.1. Asymptotiques pour I’équation de Helmholtz dans un milieu a
couche mince

Rigorous Asymptotics For The Electric Field in TM mode at
Mid-Frequency in a Bidimensional Medium With a Thin Layer

Submitted to SIAM J. APPL. MATH. in september 2006, [60].

CLAIR POIGNARD

ABSTRACT : Consider an ambient medium and a heterogeneous entity composed
of a bidimensional material surrounded by a thin membrane. The electromagnetic
constants of these three materials are different. By analogy with biological cells, we
call this entity a cell. We study the asymptotic behavior of the electric field in the
transverse magnetic (TM) mode, when the thickness of the membrane tends to zero.
The membrane is of thickness of hf(0), with 0 a curvilinear coordinate. We provide
a rigorous derivation of the first two terms of the asymptotic expansion for h tending
to zero. In the membrane, these terms are given explicitly in local coordinates in
terms of the boundary data and of the function f, while outside the membrane they
are the solutions of a scalar Helmholtz equation with appropriate boundary and
transmissions conditions given explicitly in terms of the boundary data and of the
above function f. We prove that the remainder terms are of order O(h3/2). In
addition, if the complex dielectric permittivity in the membrane, denoted by zmn,
tends to zero faster than h, we give the difference between the exact solution and
the above asymptotic with z, = 0; it is of order O(h*/? 4 |z ]).

Introduction. We study in this paper the behavior of the solution of Helm-
holtz equation in a bidimensional medium in transverse magnetic (TM) mode (see
Balanis and Constantine [12]). The medium is made out of three materials: a cen-
tral region surrounded by a thin membrane of thickness hf (), with 6 a curvilinear
coordinate, and a third material, which is not assumed to be thin; see Fig. 1. This
assemblage is submitted to a field of pulsation w; after proper scalings, w is included
in the complex dielectric permittivity, which may be different in the three materials.
By analogy with the biological cell, we call this entity a cell in an environment. In
this article, we show that as the thickness of the membrane tends to zero, i.e as h
tends to zero, the electric field tends to the solution of a Helmholtz equation with
an appropriate transmission condition at the boundary between the cell and the
ambient medium. This work is a sequel to the author’s former article on the static
case [59].

Let us give now precise notations. Let 2 be a bidimensional bounded domain
composed of three subdomains: a bounded domain O, surrounded by a thin mem-
brane O, with small thickness hf, and an exterior domain O, p:

Q=0.U0y, UOe,h.
We suppose that the cell is strictly embbeded in the ambient domain, that is:

(0. UO0R) NI = 0.



110 II. ASYMPTOTIQUES DU CHAMP A MOYENNE FREQUENCE

Iy

fim

FIGURE 1. Geometric and dielectric data.

The closed curves I'g and T'j, are supposed to be of class €. We denote by I'y and
I'j, respectively the boundaries of 00, and of 00, N OO, 4:

FO = 8067
IT'), =00,N 5067}1.

Let e, tmm and pe be the magnetic permittivities: they are constant and strictly
positive. Let ¢e, ¢ and ¢, be three complex numbers with strictly negative imag-
inary part and strictly positive real part; they are non dimensionalized complex
permittivities ( see [59] or [58] for a description of the non dimensionalization).
We define piecewise constant functions g and g on €2 as follows:

He, in Oaha Ge, in Oe,ha
n = Hm,, in Oh, q = dm in th
,LLC, in OC? QC7 in Oc-

To simplify, we denote by z the product pgq, and z., z, and z. designate the
restrictions of z respectively to the domains O, 5, O and O.. We summarize our
hypotheses in Fig 1.

Let ¢ be a given function on 0f2. Its regularity will be chosen later on. We
consider the electric field u, which solves the following Helmholtz equation with
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Neumann boundary condition:

1
(II.1.2a) div (; gradu) +qu =0, in Q,
(IL.1.2b) On|ag = ¢, on 0

here 0,, denotes the derivative in the direction of the vector n: n is the exterior

normal to I'g, and is oriented by continuity on I'j, and also on 952 (see Fig. 1). Let
us denote by u¢, u” and u® the restrictions of u respectively to the domains Oe,h,
O}, and O,.. These restrictions satisfy the following transmission conditions:

1 1
(IL.1.3a) —Onuln, = lu—anuhhoa
1 1
(I1.1.3b) N_ hufr, = _anuh|Fh7
(I1.1.3c) ulry = u"|r,
(I1.1.3d) ullp, = u"lp,.

We would like to understand the behavior for h tending to zero of the solution u
of Problem (II.1.2).

In our proof, we assume that u.,, and g, are given constants; ti., fte, ¢c and ge
could be continuous functions of the spatial coordinates with the imaginary part of
ge and g, bounded away from zero, without changing the argument.

Beretta and Francini have worked on a similar problem in [13]. They considered
a thin dielectric material Oy, in an ambient medium, and they studied a Helmholtz
equation with Dirichlet boundary condition. They compared on the boundary of
the domain 02 the exact solution to the so-called background solution defined by
replacing the material of the membrane by the interior material. The difference
between these two solutions restricted to the boundary 92 is then given through
an integral involving the polarization tensor, plus some remainder terms. This
polarization tensor is defined for instance in [8], [9], [14], [15], [19]. In this paper,
we do not use this approach since we are interested in the transmembranar potential
(see Fear and Stuchly [26]), and in the behavior of the field in the whole domain.
We work with bidimensional domains and we expect that the same analysis could
be performed in higher dimensions.

The heuristics of this work are the same as in [59]. We parameterize O by
local coordinates (7, ) varying in the h-independent domain [0, 1] x R/LZ. Here L
is simply the length of the curve 0O,

A change of coordinates in the membrane Oy, is performed, so as to param-
eterize it by local coordinates (7, #), which vary in a domain independently of h;
in particular, if we denote by L the length of 9O, the variables (7, 6) belong to
[0,1] x R/LZ. This change of coordinates leads to h-independent expression of the
Laplacian in the membrane. Once the transmission conditions of the new problem
are derived, we perform a formal asymptotic expansion of the solution of (II.1.2)
in terms of h. It remains to validate this expansion.

This paper is structured as follows. First, we suppose that the parameters ¢,
Gms Qe Mhes bm and pe are constant with respect to space and to h and do not vanish.
Moreover we assume that the imaginary parts of z., z,, and z, which always have
the same sign for physical reasons are negative and bounded away from 0.
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In Section II.1.1, we define our geometric conventions. We perform the above
described change of variables in the membrane. We refer the reader to [59] for more
information on the local coordinates. In Section I1.1.3, we derive formally the first
two terms of the asymptotic expansion of the solution of our problem in terms of
h. Section I1.1.4 contains regularity result, which is necessary for estimating the
error, and Section II.1.5 is devoted to estimating the error.

In addition, in Remark II.1.8, we give the first two terms of the asymptotic
expansion of the electric field for a thin membrane on the boundary of O, and in
Remark I1.1.10, we consider the case z,, = 0. The proofs of these asymptotics are
very close to the proof performed in Section I1.1.5 and therefore, they are omitted.

In the case of a biological cell, 1 is identically equal to 1, z. and z. are constants
as above and z,, is very small. In Section IL.1.6, we show that if |z,,| is small
compared to h , we just have to replace z,, by 0 in the asymptotics found in
Section II.1.3 to obtain the electric field in all of the domain Q with an error in
O(h372 + |z )).

I1.1.1. Geometry of the problem. The boundary of the domain O, is as-
sumed to be smooth. The boundary I'g is counterclockwise oriented, and we denote
by 0; the tangential derivative along O.. Thanks to a change of units of length, we
may suppose that the length of Iy is equal to 2. We denote by T the flat torus:

T = R/2nZ.

Since T’y is of class €>°, we can parameterize it by a smooth function ¥ from T to
R? satisfying:

VO eT, |V (0)=1.

We suppose that there exists a function f of class ¥>°(T) strictly positive, such
that the membrane is of thickness hf.
The following identities hold:

Iy ={v(0),0 € T},
and
Ty ={Y(0)+ hf(@)n(h),0 € T}.

Here n(f) is the unitary exterior normal at ¥() to I'g. We parameterize the
membrane O, as follows:

Op = {¥(0) + hf(0)nn(0), (n, 0) €]0, 1[xT}.
We define now:
®(n,0) = ¥ (0) + hf(O)nn(0).

We denote by x the curvature of the I'y in curvilinear coordinate, and by K the
curvature in Euclidean coordinates:

(I1.1.4) Ve €900, R=rod;'(z).
Let ho satisfy:

1
(I1.1.5) 0<ho < 57—
15 lloo
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Then, for all h in [0, hg], there exists an open interval I containing (0,1) such
that @ is a diffeomorphism of class €°° from I x R/27Z to its image, which is a
neighborhood of the membrane. The metric in Oy, is given by:

(I1.1.6) h2f(0)%dn? + (1 + hf(8)nk(8))” d6>.

We use two systems of coordinates, depending on the domains O, 5, O, and Op: in
the interior and exterior domains O, p, and O, we use Euclidean coordinates (z,y)
and in the membrane Oy, we use local coordinates with metric (II.1.6).

I1.1.2. Statement of the problem. In this section, we express our Prob-
lem (II.1.2) in local coordinates. It is convenient to write:

VOET, o(0)=®(0,0), P, (0)=(1,0).

Let us denote by u® and u® respectively the electric field in O, and in O, written
in Euclidean coordinates, and by u™ the electric field in Oy, in the local coordinates:

u® = u, in O,
u® = u, in O,
u™ =wuwo®,in [0,1] x T.

We have shown in [59] that the Laplacian in the local coordinates is given by:

B 1 14+ hfnk hf
(I1.1.7) A|q>(?779) _hf(l ) <877 ( Y (977> + Oy (m@e))

Therefore, we rewrite Problem (II.1.2) as follows:

(I1.1.8a)

Au’ + z.u® =0, in O p,
(I1.1.8b)

Au + z.u® =0, in O,

V(n,0) €0,1] x T,
(I1.1.8¢)

1+h h
8?7 <+Tmanum) + 0y <ﬁ8€um) + zmhf(1+ hfnr)u™ =0,

with transmission conditions (II.1.3) expressed in local coordinates at n = 0:

(I1.1.8d)

1 1
— o uo®Py = —0,u™ ,
He hfpm K n=0

(I1.1.8¢)
uo®y = u™|, _,

atn=1:

(I1.1.8f) 18u€0<1> ! Opu™

A —On 1= 77 )

He hf tim K n=1

(I1.1.8g)

e . .m
uo®y = u"|,_,,
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and with boundary condition

(I.1.8h)
Onu’| 5 = ¢

I1.1.3. Formal asymptotic expansion. In this section, we derive asymp-
totic expansions of the electric field (u®, u® u™) solution of (II.1.8) in terms of
the parameter h. In the limit, we want to be able to replace the membrane by
transmission conditions.

We multiply (II.1.8¢) by hf(1+hfnk)? and we order the result in powers of h,
in order to obtain the partial differential equation (PDE) satisfied by u™:

V(n,0) € [0,1] x T,
agum + hfk {3n6§um + 8,,um} + h2f{3172fn283um
+ 20 fR20pu™ + fORU™ + Zp fu™ + f’@eum}
+ h3f3{773/$38$um + n?k30u™ + nrdju™
— K Opu™ + Bzmnru™ } + 3ht fAzmn?K2u™ 4+ B o3RS 2mu™ = 0

(11.1.9)

We assume the following ansatz:

(IL.1.10a) u® = u§ + hu§ + - - -,
(IL.1.10Db) u® = ul + hu§ + - - -,
(I1.1.10c) u™ = ult 4 hul A+ -

We will to derive the first two terms of the asymptotic expansions of u¢, u® and
u™ by identifying the terms of coefficients of a given power of h.

We extend formally u® to Q\ O, by extending a finite number of coefficients
of the powers of h. Moreover, we suppose that ¢ is as regular as needed. We will
also need the first two terms of

u®o®(n,0) =uo (¥(0) + hf(0)nm(0))

and O, u® o ®(n, ). This amounts to composing two asymptotics series. We remem-
ber that we introduced &y = ¥ and ®; = ®(1,-) to homogenize our notations. A
simple calculation gives:

uo® =u®0®y+ h(ufoPo+nfouiodo)+---,
and similarly
Opu®o® = 0,uoPy+ h ((%uio(bo + nfazugoq)o) e
These expansions enable us to rewrite transmission condition (IL.1.8f) as:

hfpim
(I1.1.11a) He

= Ohug'ly=1 + h Opui’|, _, + K2 Anuy',_y +

<8nu80<1>o+h(3nui0‘1’0+f32u80q)0) "’)

and transmission condition (I1.1.8g) as

(IL1.11b)  u§o®o + h(ujo P+ fOruioPo) + - = ug'|p=1 + u"|p=1 + - -



II.1. RIGOROUS ASYMPTOTICS FOR THE ELECTRIC FIELD IN TM MODE 115

Observe that we have chosen to limit the order of explicit asymptotic expansions
to what will be needed below.

We systematically substitute the fields u¢, u¢ and «™ by their asymptotic
expansion (II.1.10) in (II.1.8). For transmission condition, at n = 1, it is more
convenient to use transmission conditions (II.1.11) instead of (II.1.8f)—(II.1.8g).

We are going to select all terms of an appropriate order in these expanded
equations in order to get the conditions satisfied by u(’, uf, u§ and uj}, (i = 0,1).

First step : identification of 0'* order terms. Substituting into (I1.1.9)
the field u™ by its expansion (II.1.10c) we obtain:

(I1.1.12) d2ug =0,¥(n,0) € (0,1) x T.
Moreover, we obtain easily:

(I1.1.13a) Auf + zeu§ =0, in Q\ O,
(I1.1.13b) Aug§ + zcug =0, in O,

and the boundary condition

(11.1.130) anu8|ag = (b
Equality (I1.1.8d) implies:

Oug'ln=0 = 0,
and equality (IL.1.11a) implies:

Onug =1 = 0.

Therefore, uf' depends only on 6. By identifying 0" order term in (I1.1.8d)-
(IT.1.11a), we infer:

(I1.1.14) ug 0Py = ug' = ug o Py,
thus we obtain the following transmission condidtion:
(IL.1.15) ug o Po = ugo Po.

We will determine ug' later on.

Second step : identification of first order terms. Substituting into equal-
ity (I1.1.9) the field u™ by its expansion (II.1.10c), and using that in (0,1) x T, we
have

(’92%” = Opuy' =0,

we obtain:

(I1.1.16) 2uf* = 0.
Moreover, we obtain easily:

(I1.1.17a) Au§ + zeu§ =0, in Q\ O,
(I1.1.17b) Auf + z.u§ =0, in O,

and the boundary condition

(II.1.17¢) Onuilon = 0.
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Equality (II.1.8d) implies:
(I1.1.18a) Opul =0 = T—manugo@o,

C

and equality (II.1.11a) implies:

(I.1.18b) D=y = T—manugo%.

We infer the following transmission condition between 0, u§ and 0,u§:

1 1
(IL.1.19) —ug0®y = —ugoPo.

C €

Therefore, with (I1.1.13), (I1.1.15) and (II.1.19) we infer that (uf§,u§) satisfies the
following PDE in :

Auf + zeuf = 0, in O p,
(I1.1.20a) { U zetip = 0,40 e

Au§ + zeu§ =0, in O,

with the transmission conditions

(I1.1.20D) uglr, = uglro,
1 1
(I1.1.20¢) " Onuglp, = ™ Onuglr, ,

and with Neumann boundary condition:

(I1.1.20d) Onuflon = 0.
According to (I1.1.14), ug® is equal to:
(I1.1.21) V(n,0) €[0,L] xT, wui(n,0)=u;oPyb).

We have determined uf, ug and ug'.
Observe that the identification of the first order term in (II.1.8e) implies:

(I1.1.22) ul|p=0 = uf 0 Py,
and u{ will be determine later.

Third step : identification of second order terms. According to (I1.1.16)
and (IT.1.21), we have
Oug' = OZul* = 0.
Therefore, by identifying the second order term in A of (II.1.9), we obtain:
(I1.1.23) Duy' +my =0,
with
(I1.1.24) my = f (KOyul" + fOFul’ + zm ful’ + f'Opuf’) -

Observe that m; depends only on 6.
The identification of second order terms of (II.1.8d) implies

Onuy' =0 = J bt Onuf 0D,
e
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and those of (II.1.11a) implies
fim (

€

Observe that d,uf* depends only on 6 thanks to (IL.1.16).
Hence by integrating (I1.1.23) with respect to n we obtain:

(I1.1.25) O |y=1 = Opuso®g + fO2uf0Dy).

(I1.1.26) Opuy'(n, ) = —nmy + f:jm Onuf o Pg.

From (I1.1.25) and (II.1.26) we will obtain a transmission condition for (uf,uf).

More precisely, by taking n =1 in (I1.1.26), with the help of (II.1.25) we obtain:
m m 1

THm g 0@y — T 48 0 By — miy + fﬂﬂmu—agug 0 B,

(11.1.27)

and the right-hand side of (I1.1.27) is entirely determined.
By identifying the terms of order 1 in (II.1.11b) we obtain:

(I1.1.28) u§ o ®y — ufo Py = (1 - “’”) fOnu§ o Pg.
fhe

For convenience, we denote by f the following function corresponding to f written
in Euclidean coordinates on 00,.:

Vo € 00, f(x)=fo¥ (),

and we will write equations satisfied by (u$, u$) in Euclidean coordinates.
Thanks to (II.1.13), (I1.1.27) and (II.1.28) we infer that (u§,u{) solves:

Au§ + zeu§ =0, in Q \ O,
(II.1.292a) < Au§ + z.u§ =0, in O,
Onuf|gq = 0,

with transmission conditions

Hm c Hm e c c c
—8nu1|p0 - _8nU1|Fo = f8§U0|Fo =+ meu0|Fo + (Orf) 8tU0|Fo
(I1.1.29b) fe fe P i
+ “f02ul|r, + S RfOnus|r,
Lle O| 0 Le 0| 0
(I1.1.20¢) u§lr, — S, = <1 - ’;—m) O], -

In Section II.1.4, we prove the existence and uniqueness of (u§,u$) defined by
(IL.1.29). Therefore, uj* given by equality (II.1.22) is entirely determined and 0, u3’
is entirely determined by (II.1.26).

Observe that (I1.1.29b) contains a second normal derivative; this is a feature of
the asymptotics of a cell in an ambient medium; no second derivative appeared in
[69], where there is a cell with boundary condition on the exterior of the membrane.

Let us summarize the first two terms of the asymptotics we obtained formally.

e The 0™order terms. The electric fields u§ and u§ are solution of the
following problem in Q:
{Aug + zeu§ =0, in Q\ O,

(I1.1.30a) .
Au§ + zeuf =0, in O,
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with transmission conditions

(I1.1.30b) uglre = uglro,
1 1
(I1.1.30c) N_ 87LU(CJ|PO = M_ 8"u(e)|r‘0 )

and with Neumann boundary condition

(I1.1.30d) Inuglon = ¢.
In the membrane, the field u{* is equal to:
(I1.1.31) V(n,0) € [0,1] x T, uf® = uioPo(h).

o The first order terms. The fields u§ and u{ are solution of the following
problem in :

Au§ + zeu§ =0, in Q\ O,
(I1.1.32a) Au§ + zeu§ =0, in O,
Onuflyn =0,

with the transmission conditions

1, 1, ., 1 . . .
M_87LU1|FO - M_87LU1|FO = (fafu’0|ro + meu0|ro + (8tf)atu0|rﬂ)
(IL.1.32b) ¢ ¢ ’;m 1
+ —0%u|r, + —RfOnu§|r,
LLe 0| 0 Lo 0| 0
(I1.1.32¢) u§lry — ulr, = Me;i“mfanﬁlro-

In the membrane, we have:

(IL1.33) V(n,0) € [0,1] x T, ul= nf’i—m(?nugo@o + S 0 By,

REMARK IL1.1. We may write 02ug|r, in terms of Opug|r,, of ullr, and of
its tangential derivatives. Actually, we perform the change in local coordinates in a
neighborhood of 00.. According to (11.1.30), the following identity holds along T'y:

2, e e 2, e e
anuO|Fo = _ﬁanuO|Fo - at U’Olro - Z€UO|F07
thus we can rewrite transmission condition (I1.1.32b) as follows:

ae i

0 1 1
tf 815”8 + ﬁf (u_aTLU’S'Fo - u_anu(eJ'Fo) :

1 1
_87Lu§|rg - M_anuﬂpo = < 8t2u8 -

: a?us) T (gt — o)
(I.1.34) "° ¢

+

m

We have given the first two terms of the asymptotic expansion of u¢, u® and
u". It remains to prove that the remainder terms are small. First we need to study
the regularity of u§ and u{ in a neighborhood of I'y.
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I1.1.4. Regularity Result. In this section, we study the regularity of the
solution of Helmhotz equation with our transmission condition, which is non usual.
This result is required to prove Theorem II.1.4 of Section II.1.5, which estimates
the errors between the asymptotics and the exact solution. The following result is
natural and expected; it is very close to a result of [47] (Appendix, page 147) by
Li and Vogelius, but different enough to require a proof. We thank very warmly
Michael Vogelius for his suggestions on the reflection principle.

THEOREM IL.1.2. Let G belong to H*(Ty), s > —1/2. Let (U¢,U€) be the
solution of the following problem.:

1
div <M_ gradUc) +q.U =0, in O,

1

div <M_ grad Ue> +4q.U° =0, i Q\ O,
with the following transmission condition:

U8|F0 = UC|F0a

1 1

— 0 U®r, — —0nUCr, = G,

Lhe fhe
and with the Neumann boundary condition on OS2

O U% o = 0.
Then we have:
Ue e Hs+3/2(Q \@)’ Ue e H5+3/2((96).
Moreover let m be a non negative integer, and s > m + 1/2. Then,
Uce¢™(@Q\0.), U e€?™(O).

PROOF. Since I'y is smooth, we use local coordinates in a neighborhood of T'y.
Actually, as in Section I1.1.1, there exists hy such that:

7/1 = {\Il(e) + hlnn(e)a (nu 0) € (_17 1) X T}v
is an open neighborhood of 'y and
(n,6) — W (0) + hann(0)

is a diffeomorphism from (—1,1) x T to ¥#;. We denote by g the function G written
in local coordinates:

VOET, g(0)=Go¥(h).

We denote by C the cylinder [0,1] x T and by H}, (C) the space of the functions
o defined on C' such that:

1 27
lollar o) = </ h1(1 + hank)|e(n, 6)|* dn de
0

0
1/2
1 p2m /g + hink 5 hy )
+/0 /0 <T |81701(7779)| + m |8904(77, 9)| )dn do ,
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is finite. We equip H},(C) with such a norm, which is equivalent to the ordianry

norm
1/2

1 27
</ / (Jaf? + 8,0l + [Bpaf?) d9dn> ,
0 0

because we have the following equality:

||uo<1rlHH1(%) = vl g1 o -

We use a partition of unity and classical elliptic regularity to reduce our problem
to establishing the regularity of the solutions (V¢, V<) of the following problem:

Y(n,0) € [=1,0] x T,

1+ hink hy

-t c s c . 1 c _ ,
8,7 ( Trte (977‘/ > + Op ((1 n h177:‘€) MC&@V > +q hl( + th]li)V 0
V(n,0) € 0,1] x T,

1+h . h e e
O (Wmanv > + Oy (maev > + geh1(1+ hinr)Ve =0,

with Dirichlet boundary conditions
Vc|n:—1 =0, Ve|77:1 =0
and with transmission conditions
Vc|n:0 = Ve|n:07
1 o, Ve 1 o,V
— =0 — — =0 =Y,
PR RS

We use the reflection principle, suggested by Vogelius and coming from an idea
of Nirenberg (see [47], page 147 or [2] and [3]). With the help of this principle,
we transform transmission conditions into boundary conditions. We define V" on
[0,1] x T by:

V(n,0) € [0,1] x T, V"(n,0) =V(-n,0).
The functions V¢, V" satisfy the following problem in (0,1) x T:
V(n,0) € (0,1) x T,

(I.1.35a)
1+ hink hy
Oy [ 0,V ) + 05 [ ——————0pV° ) + gy (1 + hanr)VE =0,
n( hipre " )+ 9((1+h1nf€)ue ’ )+q 11+ hare)
(IL.1.35b)
o, (250 v} oy (— 9,07 4 qehn (1 — hamr) VT =0
"\ hape N T te A

with Dirichlet boundary conditions in n =1

(I.1.35c¢)
VT|77:1 = 07 V€|77:1 = 07
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with boundary conditions in n = 0:
(I1.1.35d)
V=0 = Vly=0 =0,
(I1.1.35e)
i877‘/T|77:0 + ia77V€|77:0 =9,
He He

Multiplying (I1.1.35a) by V¢ and (I1.1.35b) by V", integrating by parts and sum-
ming, we obtain:

27
1+ hink . hink -
[ ( R g, e 4 L

1 e|2
o |8 VE2 +
(1+h177/<’),u8| o |

2
—qeh1(1+h1n/£)|Ve|2>dnd0z/ <
0

hitie
M0V b (1 - )|V
1—-h . ¢
(IL.1.36a) (1= hanp 1

hape ea Ve|n OV |n 0

1 —r
—— 0, V" =0V =
+ R fhe Ui |n—0 |n—0>

Using boundary conditions (II.1.35d)—(11.1.35e), we obtain:

2 27
1 —e 1 ” —r _
(I1.1.36b) / <—8,7V€|,7_0V ln=0 + — 0y V" |p=0V |17—0) :/ gVedd.
0 He He 0

We argue as in [51] or in [9], and the reader will verify that (II.1.36a) and (I11.1.36b)
suffice to give existence and uniqueness of solutions of (I1.1.35) in H} (C).

To obtain the regularity result, we just have to apply the method of frozen
coefficients. Let 0y € T, and denote by rq the value of k at 8. A classical argument
(see for instance [2], [3], [22], [48] or [51] ) shows that (V¢ V") have the same
respective regularity as (V', V") solution of:

V(n,0) € [0,1] x T

Ko h152V/
—62 78 Ve —0 =0,
1 + hink (1 + hinko)?
Lopyn 0 gy MmOV _
hl 1-— hln/io K (1 — hlﬁﬁo)z

with Dirichlet boundary conditions
V/|n:1 =0, VN|17:1 =0,
with transmission conditions
V/|n:0 = V”|n:07
LoV o+ =0,V o0 = g
A 1, Y In=

The regularity results of this last problem is obtained directly by working in Fourier
coefficients, hence the regularity result, in 7.

The end of the proof follows by classical regularity theorems (see [51] for in-
stance). O
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I1.1.5. Error Estimates. We give an error estimate, which proves that the
first two terms obtained in Section II.1.3 through a formal argument are indeed the
first terms, i.e. the remainder is smaller.

REMARK I1.1.3. Recall that the L? norm of a 0-form a in C with the met-
ric (I1.1.6), denoted by |[a|laorLz (c), is equal to:

1 27
lolfossicr= [ [ Ar+bmla(.0)? dnas.
= [lao® 220,

and that the L? norm of the exterior derivative da of o, denoted by [dallarzz (o)
is equal to

YA 14 hfnk hf
2 _ I+ hfnk 2, M 2
lalfossior= [ [ (S 0ol + 1 vt 6) ) .
= || grad (ozo(bfl) ||%2(Oh)'

We have the following theorem.
THEOREM II.1.4. Let f be in C°(T), such that
Vo eT, f(0)>0,

and let hg be such that:
1
0<hy< 7.

1/ 5lloo
Let h belong to (0, ho) and ¢ to H*(0N2), s > 7/2.

We denote by u the solution of Problem (11.1.2). Let (u§,u§) and (u$,u§) be
defined by (11.1.30)—-(I1.1.33). Let (v¢,v°) be defined in 2 by:
(I1.1.37a) v® =ug + hui, in Q\ O,
(I1.1.37b) v =ug + hui, in O..
Then there exists a constant C > 0 independent of h but depending on the domain

O, on the function f and on the dielectric parameters i, e, qe, Gm and q. of the
material such that

(I1.1.38a) lu = vl 10,y < OBl 1o (o0
1 1
(IL1.38b)  [lu —v|laor2 (o) + ‘ —du — —dv* < CR*2)¢l| = o0
Hm He llarrz o)
(I1.1.38¢) lu—=olla1 0.y < OB 6ll s 00)-

REMARK I1.1.5. The estimates of Theorem II.1.} are piecewise H' estimates
since estimate (11.1.38b) involves

1 1
—du — —dv°
Hm He

)

ALE.(C)

which is not the norm of a difference of gradients. However, we could have global
estimate with an appropriate norm involving the permeabilities pic, pm and pe and
by defining an appropriately modified p; details are left to the reader.
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Since ¢ belongs to H*(9€2), s > 7/2 and Theorem I1.1.2 holds, u§ belongs to
%3(Oh) and u§ to %Z(Oh).
To prove Theorem II.1.4, we need the following lemma.

LEMMA I1.1.6. Let h belong to (0, ho).
Let u§, u$, uy* and u* be defined by (11.1.30) and (11.1.32). We denote by v
the following function:

(I1.1.39) V(n,0) € [0,1] x T, o(n,0) =uy® + hui".

Then, there exists a constant C > 0 independent of h but depending on the domain
O, on the function f and on the dielectric parameters pe, pm, e, Ge, Gm and qc
of the material such that

(11140) ||’Ue od — ’U”A0L2(C) < Ch3/2H¢”Hs(8Q)a
1 I

(I1.1.41) ‘—d(veoq)) ——dv < CW*"?)||| g+ (o02)
He Hm ATL2(C)

and

[0 0 @1 — Bp=1la0L2(ry < CR?(|]l 1+ (902),

(11.1.42) ||69Ue O(I)l — 895|77:1||A0L2(T) S ChQH(b”HS(BQ)a

1050 0 @1 — 950]y=1 | x0L2(m) < Ch?||@l| = (902
REMARK I1.1.7. A priori, one would have expected that the statement of Theo-
rem 11.1.4would have given a comparison of the exact solution with its asymptotics
in the three regions O, On and O.. Actually, Lemma I1.1.6 shows that we may
dispense with the asymptotics in Oy, provided that v¢ defined by (11.1.37) has been

extended up to the inner boundary of the membrane, and this is precisely how v
has been constructed.

PRrOOF OF LEMMA I1.1.6. Since u§ o ® belongs to €3([0, 1] x T) and since u§ o ®
belongs to €2([0,1] x T), using Taylor formula with integral remainder, we obtain
for all (n,6) € [0,1] x T:

Ve 0 @[, 5 = ujo®|0,0) + hfnIpuio®|(,0) + huio |,

1 j—
+ h2772f/ (1—-1¢) ((%uf 0®(tn,0) + (1—215)5,211180(1)(7517, 9)) dt,
0

and

Oy (v 0 @) |(n,9) = hfOpu§o®|e +hf <8nu‘f 0P, g

1
+f77/0 (1 — 1)02us 0 B(t,0) dt).

Since we have:

T(1,0) = uS 0 Po(0) + hinf E0,u 0 Do (6) + hus 0 Do(6),

C

8nu8 (6] (I)Q (0),

o

Oyv(n,0) = hf /Z
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using transmission condition (II.1.30b), we obtain for all (n,6) € [0,1] x T:

(V0@ =), , = h(nf(@) <1 - Zm> Onug o Py +ufoPy —ujo Py

€

(1-1)
2

1
+ hr]f/ (1—1) ((%ui o®(tn,0) + 1 O2ug 0 ®(tn, 0)) dt).
0

This equality implies directly estimate (I1.1.40). Moreover, using transmission con-
ditions (II.1.30b) and (II.1.32c), we obtain for all § € T:

veo®1(A) —v(1,0) = h%f /01(1 —t) (anuﬁ o ®(t,0) + u ; 2 D2uf o d(t, 0)) dt,

which implies the first estimate of (II.1.42). Applying the same reasoning to
dpv® 0 ® and to 93v° o P, we obtain the two last estimates of (I1.1.42).
Observe that:

~ h? !
0, (" 0 ®)(1.0) = ——0,(1.0) = — (9)<77f / (1 — 1)32u§ 0 B(tn, 6) dt

€

+ Opuf o ®(n, 9)) ,

hence estimate (I1.1.41). This ends the proof of Lemma II.1.6 d
Let us prove now Theorem II.1.4.

PROOF OF THEOREM 11.1.4. Define mg by
_ fom

mo Onug 0o Po,
He
and uy" by
0

agn(na ) = _?ml + nmo,

where m; is defined by (11.1.24).
Let

(I1.1.43a) W =u® — (ug + hui), in O p,
(I1.1.43b) W =u® — (u§ + hu§) — h?B¢, in O,
(I1.1.43c) W™ =u™ — (uf' + hui") — h*B™, in [0,1] x T,
where
(IL1.44) B (1,6) = " + a™ (6) + nb™ (n),

and B¢, a™ and b™ are allowed to depend on h and will be chosen later, so that
yield the easiest estimates of W€, W¢ and W™.

Let us write the problem satisfied by (W€, W€, W™). In order to simplify the
notations, we introduce .Z, the Helmholtz operator written in the local coordinates

(n,0) given by

1+h h
& =0, <+Tf”“a,,) + o <ﬁ59> + 2mh f(1 + hfnr).
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We obtain
(II.1.45a) AW+ 2, W°= 0, in O, p,
(IL.1.45b)  AW® + 2,W° = —h? (AB° + 2.B°), in O,
V(n,0) € [0,1] x T,
LW = - (uf* + hu* + ®’B™)

with transmission conditions coming from (II.1.3)

1 1 1 1
9, WDy =— W™| _ +h(—a B™|,_o — —dpuo® )
(IL1.45¢) He O =i O o F R OnB =0 = O oo
— h20,B¢0®,
(I1.1.45d) Weo®g=W"| _o+ h* (B™|,=0 — B°0®y),
1 1
(IL145e) —-0nT 0By =3 (a,,wm|n:1 + RO U™ + h28an|n:1)
1 e h [
(11145f) — —8,11,600(1)1 — —8nul 0@1,

e e
we O(I)l = Wm|n:1 + h2Bm|n:1 + U81|77:1

(IL.1.45g)
+ hui'[p=1 — ugo ®; — huf o @y,

and the boundary condition
(I1.1.45h) 0, W€ yq =0.
We calculate £ W™, knowing that d,ug" and dpu}" vanish and we obtain:
(I1.1.46)
gW = — hﬁ@nul — han (faﬂB — h@g m&g (U’O
+ hu* + h*B™) — zphf (14 hfne) (ug + hul* + R*B™),
and we find that in the above expression, the coefficient of terms of order 1 in A is:
1
f

By definition (II.1.44) of B™, the first term of (I1.1.47) is m1/f, and according to
the definition (I1.1.24) of m;, the expression (II1.1.47) vanishes.

We will determine o™ and b™ so as to have nice transmission conditions. Ob-
serve that if y satisfies, in the weak sense:

(11.1.47) D2B™ — KO — g (fOpuf') — 2 full

1
div (; grady) +qy =0, in Ocp UOp,

with discontinuous p on the outer boundary of the membrane Oy, then the trans-
mission conditions on this boundary are:

yeody =y"|=1,
7 1
_manyeo(bl - h_f 817ym|17:1 .

€



126 II. ASYMPTOTIQUES DU CHAMP A MOYENNE FREQUENCE

Therefore, it is natural to write transmission conditions of this form on the outer
boundary of Oy,. The continuity condition (II.1.45g) may be rewritten :

Weo® — W™ _ = h*B"|)=1 — Uly=1 — v°0 @,
where ¥ and v¢ are respectively defined by (I1.1.39) and (I.1.37). We choose B™
so that the right-hand side of the above equality vanishes:
5|n:1 —v°o0 (bl
B2
and thanks to Lemma II.1.6 estimate (I1.1.42), the right-hand side of (I1.1.48) is

bounded in H?(T).
The condition (II.1.45f) is rewritten into:

(I1.1.48) am™ 4" = — @1,

1 1 1
— O Wo® — ——— 0,W™| _| = —— (Opuy" + hd, B™|,=
LLe 1 hf fim n |17—1 f,um( 1 Y] ln=1)
(11.1.49) 1 L
- —8nu8 O(I)l — —8711,6? O(I)l,

Observe that:

1 2
1-t¢
anugoiln:anu80<1>0+hf62u80<1>0+h2f2/ %%ugo@dt,
0

1
Opufo®y =0,ufo®o+hf / (1 —1)0%u§o®dt,
0
and recall that

Oput = f“—’”anug 0®y.

Therefore, in order for the right-hand side of (I1.1.49) to be of order 2, we impose:
1 f 1
——0,B™|,=1 — —92uf 0Py — —Opu§ o Py = 0,
Jhim ! I He 0 e !
which implies
S bm

€

(I1.1.50) by = My — mo + g 0 @o +

2
S g Bnus 0 By,

thanks to (II.1.44). We infer from (I.1.48) and (II.1.50) that a,, and b,, are
bounded in H?(T) independently of h, and therefore, since B™ is polynomial in 7,
it belongs to € ([0, 1]; H?(T)) , the space of functions, which are €"> in 7 € [0, 1]
with values in H2(T). Particularly, there exists C' > 0 independent of h such that
(IL1.51) v e 0,1, 1B™(n, Moo imy < Clléllarcony-

Observe that with such B™, we have:

8an|n:0 =b,, + mo,

2
ToHm 52 o @ 4+ 217 5 4 .y,

e He

thanks to (II1.1.50). Transmission condition (II.1.27) with definition (II.1.24) of m4
imply:

:m1+

By B o = 10,08 0 B,
n

C
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Therefore, transmission condition (H 1.45¢) is simplified into:

1
I1.1.52 —0,WCody = OyW™| _ — h*0, B0 ®,
( ) e 0%o = hf Lo | 0 %o

It remains to define B€. It is simply define by
AB¢+ 2.B°=0, in O,,
B.|po, = B o’

Since B™ € H*(T), a classical argument and estimate (I1.1.51) imply that there
exists C' > 0 independent on h such that:

(IL.1.53a) 10,800, | H1(00.) < Clldll ms (00,
(IL.1.53Db) 1Bl gr2+1/2(0,) < Cllllz=00)-

To simplify our notations, we define

1 m
g9(n,0) = ﬁf( + hu* + K*B™) ,
1 1 1 h
g1(0) = <f (OpuT* + h0yB™|y=1) — p —Opugo Py — Iu—B,mfo(Iﬁ) .

We equip L? (C) with the ordinary norm
1/2

1 27
'WWZU/'mWO’
0 0

and L?(T) with the ordinary norm

1 27
nmngjWWMQ
0 0

We have chosen B™ and B¢ such that there exists an h-independent constant C' > 0
such that

1/2

(I1.1.54a) l9llz2c) < Cli¢llms(o0),
and
(I1.1.54b) lg1llzz(r) < Clldl s a0
We rewrite Problem (II.1.45) as follows:
(I1.1.55a) AWE + 2. W =0, in O,
(I1.1.55b) AW 4 z.W€ = 0, in O,
V(n,0) €0,1] x T
(I1.1.55¢) LW™ = —h?g,
with transmission conditions
1 1
(I1.1.55d) —0,Wo®y = W™ _y — h*0,B° 0 @y,
e hf Hm
(I1.1.55e) Weody = VVm|77:07
1 . 1 m
(I1.1.55f) EGnW od; = hf . oW |n 1 + h2g1,
(I1.1.55g) Weody =W™| _,
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and the boundary condition
(I1.1.55h) 0n W€ 5 =0.

Now we are ready to perform L? estimates as it has been performed in [59].
In O, parameterized by Euclidean coordinates, the L? norm of a 0-form S,
denoted by [|8|z2(0.), is equal to:

1Blla0z2(0.) = [18llL2(0.)>

and the L? norm of its exterior derivative d3, denoted by |[[dulls1r2(0,) is equal to

[dBllarr2(0,) = Ilgrad Bl L2(0.)-
In O, j, parameterized by Euclidean coordinates, the L? norm of a 0-form -, denoted
by (17l z2(0. ), 18 equal to:

IVllaoz2(0..0) = IVl L2(0. 1)

and the L? norm of its exterior derivative dv, denoted by |/dul| a1 L2(0..,) is equal
to

ldyllarrz(o, ) = ll grad vl 2o, ,)-

We multiply equalities (II.1.55a), (I1.1.55b) and (II.1.55¢) respectively by the con-
jugates of W, W¢ and W™. Using transmission conditions (II.1.55d)—(II.1.55g),
we integrate by parts and we take the imaginary part of the result. To simplify the
notations, we define ||W||3\0L2(Q) and ||dW||?\1L2(Q)as follows:

IWRoz2() = IWelRoL2(0,.) + W™ R0z, () + IWCIIRoL2(0,)
”dW“?\lLQ(Q) = ||dWe||?\lL2(Oe,h) + HdWm“ilLﬁn(C’) + HdWC“?\lL?(OC)a
Defining
o= min(%(ze), S(zm)s S(zc)),
we obtain:

2 h?
‘THWHAOL?(Q) < ,U_

(6]

9n BSW* dvolr,
T'o

2m
/ (14 hfr) g W* 0®, d9‘
0

h2
+ —

m

1 27
+ h? / fgW " dn dﬁ‘ .
0 0

Therefore, there exists an h-independent constant C' such that:

W30 2y < CRP? <\/ﬁ (||3nBc||L2(r0) + ||gl||L2('£[‘))

1 p2r 1/2
([ [ takanas) )(||W||A0Lz<m+||dW||A1L2<Q>).
0 Jo

Observe that C' depends on the dielectric parameters. One more time, we multiply
equalities (IT.1.55a)—(I1.1.55b)—(I1.1.55¢) respectively by the conjugates of W€, W€

(11.1.56)
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and W™. Using transmission conditions we integrate by parts and we take the real
part of the result. Defining

a = max {R(z¢), R(zm ), R(zc)},
We infer:

h2
1AW 31 20y < allWlRor2(0) + o

/ 8, BW* dvolp,
To

h2
_|_ -

1 2 —m
/ / gW dn dﬁ‘ .
Hm o Jo

Using (I1.1.56) we infer that there exists an h-independent constant C' > 0 such
that:

27
/ GW o, db| + h2f

0

IW | aor2(@) + [[AW [|a1 L2 () < Ch*? <\/ﬁ (HanBch(ro) + ||91HL2('[[‘))

1 p2m 1/2
+ </ / |g|2dnd9> )
0 0

Therefore, estimating the right-hand side of (I1.1.57) with estimates (II.1.53) and
(I1.1.54), we infer that there exists an h-independent constant C' > 0 such that:

W laom 0y < CR*2(|]| = (o) -
Since we have respectively in the cylinder C

um _ ug)n _ hu71n — Wm _ hQBm,

(IL.1.57)

in O,
u’ —u§ — hu§ = W — h?B°,
and in O,
u® —uf — hu§ = W€,
we have proved Theorem II.1.4. O

REMARK I1.1.8 (Neumann boundary condition imposed on the cell). Consider
the domain Q, defined by:

Qp =0.UQOy,.

Let v be in H*(0Q,), s > 7/2, and we denote by g and g the following function
defined on the torus:

(I1.1.58) V9 eT, g(0)=~v0®(6),
(I1.1.59) Vo € 00, g(z) =gody ().
Let u be the solution of the following problem:

1
div <— gradu) +qu =20, in Qp,
I

Ontt|aq, =7, i Qn,

Then, we have the following theorem:
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THEOREM I1.1.9. We remember that hg and f are defined in Theorem I1.1.4.
Let v be in H*(02,) We denote by u§, ul’, ui, and ui" the functions defined as
follows:

Au§ + zeuf = 0, in O,
Onulry = (pe/pm) 8, on Lo

In the membrane, the field ug® is equal to:
V(n,0) € [0,1] x T, wug* = ugoPo(h).
The field u§ is the solution of the following problem in O,:

Au§ + zeu§ =0, in O,
(Mm/MC) anuﬂro =i (Rg + 82u8|p0) + meu(c)|Fo + 3tf3tu8|p0, on L'o.

In the membrane, we have:

V(n,0) € [0,1] x T, ui" = fny+ujoo.
Let W be the function defined on €, by:
u— (u§ + huf) , in O,
W= 1 ~1\
u— (uf'o® ' +huT 0o ® ), in Op.

Then, there exists a constant C > 0 independent of h but depending on the domain
O, on the function fand on the dielectric parameters z,, and z. of the material
such that

Wz, < Ohg/QHEHHS(aoc)-

REMARK I1.1.10 (The case z,,, = 0in Oy). In Theorem I1.1.4, we can replace z,
by zero. The proof is then very similar, except that we need the following inequality.

PROPERTY II.1.11. Let h and f be as in Theorem II.1.4. Let u be a function
of class C1([0,1] x T). In the cylinder [0,1] x T, we use Euclidean metric (11.1.6)
written in local coordinates defined at Section I1.1.1, that is

R2f2dn + (14 hfnr)de.

Then, there exists a constant C depending on O and on f and independent of
h such that

2
(11160) ||u||?\0L$n(C) < C (||du||ilL3n(C) +A |U(0,9)|2d0> .
PROOF. Actually, according to the definition of hg in (II.1.5) there exists two

constants C7 and Cs depending on the domain O and on f such that the following
inequalities hold:

1 27
ista)  Julforg o <Cib [ [ utr.o) o,
0 0

1 27 2
(H.l.ﬁlb) Hdu”iqg (©) > Cy </ / M +h |39u|2 do d7]> .
" 0o Jo
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Let us denote by (@), for k € Z the k*P-Fourier coefficient (with respect to ) of u:
Uy = / u(6) e 3L .
0

Since (%)k = 2irkuy, it is easy to see that:

vk # 0, /O [k () dy < 4® /O [(@m), e an

Using the following equality
n o,
Aol = [ (3), (5)ds + a0),
0

we infer

1 1, 2
[t an <2 [ |(3,47), @] + 20 an
0 0 0
We deduce directly inequality (I1.1.60). O

I1.1.6. Application to the biological cell. In biological cells, the mem-
brane is insulating (see Fear and Stuchly [26] or Sebastidn al. [64]). This means
that at mid frequencies, the ratio |z.,|/|2c| and |z,|/|2e| are small compared to h.
Actually, the thickness is of order 1073, while |2,|/|2.| is about 1075 (see [59]).
We say that we work at mid frequency since we suppose that z. and z. are of order
1. Moreover, the relative permeabiltiy is constant equal to 1, thus in the following,
we suppose:

Pe = fim = pte = 1.

The following results show that the asymptotics obtained by replacing z,, by
zero in the expansions of Theorem II.1.4 give a good approximation of the electric
field in the biological cell. We have the following proposition.

ProPERTY I1.1.12. Let z. and z. be complexr constants with strictly negative
imaginary part.

We suppose that |zm,| tends to zero and that there exists a constant ¢ > 0 such
that:

(I1.1.62) 0<—ml .

Let z and Z be such that:

Ze, 1 O, Ze, 1 Oe p,
z =1 Zm, in O, Z=140, in Oy,

Ze, 1 O, Ze, 1 Oe.
Let ¢ in H'/2(0Q). Let u the solution of the following problem.:
(I1.1.63a) Au+zu =0, in §,
(I1.1.63b) Onttlog = ¢, in Q,
and let v be such that
(I1.1.63c) Av+ZzZv =0, in ),

(I1.1.63d) Onvloa = ¢, in Q.
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Then, there exists a constant C' depending on O, ¢ and on the function f such
that:
lu = vll g1 () < Clzmll[@ll H1/2(50)-

Proor. First, using hypothesis (I1.1.62), we prove by classical argument that
there exists an h-independent constant C' such that:

ull 7y < Cll@lir2(a0)-

Then, we just have to write the problem satisfies by u — v in local coordinates in
the membrane. As usual, we multiply in by u — v and we integrate by parts. Then,
according to inequality (II.1.60) the following inequality holds:

= oll g1y < Clzml s
which ends the proof of the theorem. O
Using Proposition I1.1.12 and Remark 11.1.10, we infer the following theorem.
THEOREM I1.1.13. Let f be in C°(T), such that
Vo eT, f(0)>0,

and let ho be in (0,1) such that

1
1/ Ailloo”

ho <

Let h be in (0, ho).
Let z. and z. be complex constants with strictly negative imaginary part.
We suppose that |zm| = o(h) and that there exists a constant ¢ > 0 such that:

. |2m|
S(zm)

<c.
Let ¢ be in H*(0R2), s > 7/2.
We denote by u the solution of the following problem:

Au+zu =0, in Q,
Onu = ¢, on 0N.

We define (uf,u§), ug', (uf,uf), and u* are defined as follows.
e The 0% order terms. The electric fields u§ and u§ are solution of the
following problem in Ogp U O,:

{Aug + zeu§ = 0, in O p,

(I1.1.64a) . . )
Auf + zeuf =0, in O,
with transmission conditions

(I1.1.64b) uglro = uglro,
(I1.1.64c) anu(CJ|FO = 8"u(e)|r‘0 )

with Neumann boundary condition:

(I1.1.64d) Inugloa = ¢.
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In the membrane, the field ug® is equal to:
(I1.1.65) V(n,0) € [0,1] x T, wug* = ufoD(H).
o The first order terms. The fields u§ and u§ are solution of the following
problem in O p U O,
Au§ + zeu§ =0, in O p,
(I1.1.66a) Au§ + zeu§ =0, in O,
IMuilpg =0,
with the following transmission conditions
(I1.1.66b)  Opu|r, — Onus|r, = fOFu§|r, + ' Orus|r, + F02us|r, + Rfonus|r,,
(IL.1.66¢)  uf|r, — uS|r, = 0.
Recall that R is defined by (I1.1.4). In the membrane, we have:
(I1.1.67) V(n,0) € [0,1] x T, ul® =nfopufoPo+ ufo Dg.
Let W be the function defined in € by:
u— (u§ + huf), in Ocp,
W = u— (u§+ hu§), in O,
u— (ugro® ! + huf" o @), in Oy.

Then, there exists a constant C > 0 independent of h but depending on the domain
Oc, on the function f and on the dielectric parameters z, and z. of the material
such that

Wl < € (B2 + lzml) 1]l o)-
Acknowledgments. The author thanks very warmly Michelle Schatzman for

reading carefully the manuscript and Michael Vogelius for his advice on the regu-
larity result of Section II1.1.4.
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I1.2. Simulations numériques

Nous considérons un matériau électromagnétique constitué d’un milieu intérieur
O de taille L entouré d’une fine membrane Oj d’épaisseur h. Bien qu’au théore-
me I1.1.4, I'épaisseur de la membrane puisse varier en fonction de la coordonnée
curviligne le long du bord du cytoplasme, dans les applications numériques nous ne
considérons que des membranes d’épaisseur constantes.

Deux types de simulations sont présentées. Tout d’abord, nous supposons, que
la condition aux limites est imposée sur le bord extérieur de la cellule. A I’aide du
logiciel GetDP, nous calculons le champ électrique E dans une cellule allongée et
nous le comparons aux asymptotiques.

Ensuite, nous plagons la cellule dans un milieu ambiant. Dans le cas de la
géométrie circulaire, des calculs en série de Fourier ont été effectués grace au lo-
giciel Scilab. Ils illustrent la convergence des asymptotiques pour la formulation
diélectrique. Mais, en raison des conditions de transmission peu usuelles, les si-
mulations numériques avec GetDP n’ont pas encore abouties et sont en cours. En
particulier, des difficultés interviennent pour le calcul de E7, en raison de la présence
de saut de continuité a la fois sur les dérivées normales et sur le champ lui-méme.
Nous espérons obtenir des résultats rapidement. Notons que ce travail est effectué
en collaboration avec Patrick Dular de I’Université de Liege.

I1.2.1. Condition de Neumann aux bords extérieurs de la cellule.
Dans un premier temps, nous illustrons le théoreme I1.1.8 par des simulations
numériques avec le logiciel éléments finis GetDP [25] sur une cellule allongée (voir
figure 2) identique & celle de la section 1.3. Une description précise du maillage
utilisé est faite dans cette précédente section.

Fia. 2. Cellule allongée de taille L, constituée d’un cytoplasme O
entouré d’une membrane O, d’épaisseur h.
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Comme au chapitre I, nous imposons une condition de Neumann sur le bord
extérieur de la cellule. Plus précisément, nous nous donnons une donnée de Neu-
mann ¢ et nous considérons la solution E du probleme ci-dessous :

div <Mi gradE) +qnEE =0 dans Qp = OU Oy,
h

8—E = ¢ sur 0%y,

on
Rapplelons que les fonctions K et g sont données par les équations (I1.1.4) et
(I1.1.59). Les asymptotiques du théoréme II.1.8 nous permettent de connaitre le
champ électrique dans le milieu intérieur sans avoir a tenir compte de la membrane,
en résolvant deux problemes successifs similaires uniquement dans le matériau cen-

tral, a savoir :
1

div <— grad E0> + g.Fy = 0 dans O,
He

0E ¢
oo _ K g sur 00,
on  m

pour Ey et, pour Ej :

1
div <— grad E1> + q.F1 =0 dans O,,
He

OF c
8—711 = 5 (87 Eoloo + Ra) + pieqm Eoloo sur 00,

Nous rappelons que ¢, et g, sont définis par :
qe = W2 L% (e, — 0. w),
Gm = W2 L? (g — i0 /W) .
La fonction gj est égale a ¢, dans O et a ¢, dans Oj. Etant donnés deux réels
strictement positifs, p. et p.,, nous définissons de maniere analogue a g la fonction

up. Elle est égale a p. dans O et a p,, dans O,.
Nous prenons ¢ égale a :

V(o.9) € 0, 9lr.y) = — sin (2Arctan (/)
0
ainsi,

2
V(z,y) € 00, g(z,y) = — sin (2Arctan (y/x)).
Ho
A la figure 3, nous présentons le champ électrique TM d’une cellule de taille
L = 2 dont l'épaisseur de la membrane est égale & 2102, Cette grosse cellule
possede les caractéristiques électromagnétiques suivantes :

o= 1 o,= 107°
ce= 800 em= 10eg
Mc = MO /’Lm = /’LO

L= 2 w= 108

Rappelons les valeurs de €qg et g :
po =411077, g9 =8.8510711
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P
-/

—0.52 0.52

Fia. 3. Ligne d’isovaleurs du champ électrique dans une cellule
allongée avec membrane isolante.

A la figure 4, nous tragons les isovaleurs du champ électrique Transverse Magné-
tique (TM) E dans le cytoplasme. Nous comparons le champ E calculé en maillant
la membrane au champ Ey du développement asymptotique. Du fait des parametres
électromagnétiques, I’erreur commise n’est pas visible.

Comme a la section 1.3, nous pouvons remarquer que le champ est piégé dans
la membrane.

Pour illustrer les ordres de convergence des asymptotiques prouvés a la sec-
tion II.1, nous choisissons un matériau particulier qui possede les caractéristiques
suivantes :

Oc = 0.1 Om = 1
L= 2 w= 10
ce= 10%g e, = 10%,
Pe= po  Hm= 3o

La figure 5 nous donne Ierreur commise en fonction de 1’épaisseur h pour un milieu
faiblement conducteur entouré d’une membrane plus conductrice. Remarquons, par
exemple, que pour une épaisseur relative de 5.1073, I'erreur relative est de 10% a
Pordre 0 et de 1% & l'ordre 1.
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.

-

E
—-0.214 0.214

(a) Champ TM E

.

-

Ey
—0.204 0.204

(b) Champ TM Eg

Fia. 4. Isovaleurs des champs scalaires TM E et Fy dans le cytoplasme
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Erreur relative L2 sur le champ E en fonction de h pour une cellule allongee

Ordre 0 —+—

/ Ordre 1 -~

/

0.1

0.01 —

0.001

1e-04

1e-05
1e-05 1e-04 0.001 0.01

Fic. 5. Erreur sur le champ électrique en fonction 1’épaisseur.
Résultats numériques obtenus sur la cellule de la figure 3 par rap-
port a la solution avec maillage de la membrane.
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11.2.2. Cellule plongée dans un milieu ambiant. Dans cette partie, nous
considérons une cellule circulaire placée dans un milieu ambiant concentrique a
cette cellule. Les parametres électromagnétiques et géométriques sont donnés a la
figure 6.

Zm = 0.005(1 — i)

h=0510"2410"1

Fia. 6. Cellule circulaire placée dans un milieu ambiant.

Nous définissons les fonctions z et Z comme suit :
Ze, dans O,

z =X zZm, dans Oy,
Ze, dans O,

- {zc, dans O,

- Ze, dans Q\ O.

Soit ¢ une donnée aux bords du milieu extérieur a la cellule. Nous considérons
le potentiel scalaire V' solution du probléeme suivant :

div (zgrad V') = 0, au sens faible,
M Vl]oa = ¢.
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Le potentiel V} est solution de :
div (Zgrad Vp) =0,
OV |oa = ¢.
Le potentiel V; est solution de :
div (Zgrad V1) = 0, dans €,
InViloa =0,

avec les conditions de transmissions suivantes :

2:0Vilpo- — 2e0Vilpo+ = 2m0; Volpo- + 207 Volpo+ + 2:0xVolao-

Ze
Viloo- — Viloo+ = <1 - Z—) OnVolao+-

m
Nous avons effectué des simulations avec le logiciel Scilab. Nous avons pris
comme condition aux limites de Neumann un polynéme trigonométrique de degré
4 généré aléatoirement (voir figure 7).

Boundary data

-0.15 T T T T T T T T T T
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Boundary data g

Fic. 7. Donnée de Neumann imposée sur 0f2.
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L2 Norms of the Relative Errors

=
10 7
Err. ]
-1
10 4
,2;
10 7
,3;
10 o
-4 T T 17 T T T
10 -4 -3 -2
10 Zeroth Order 10 10
— First Order h

Fia. 8. Erreur sur le potentiel statique en fonction ’épaisseur.
Résultats numériques obtenus sur la cellule de la figure 6.



CHAPITRE III

Méthode asymptotiques hautes fréquences

Ce dernier chapitre porte sur les méthodes asymptotiques hautes fréquences.

Dans une premiere partie, nous considérons un domaine semblable a notre
cellule biologique. Nous supposons que les conductivités des milieux sont de la
forme ow!=7, pour v € [0,1], de telle sorte que lorsque v = 1, nous nous placions
dans le cas de milieux diélectrique classique et lorsque v = 0, nous nous placions
dans le cade théorique de Barucq, Lafitte et al. [11], [43], [44]. Nous remplagons
la fine membrane par une condition d’impédance généralisée pseudodifférentielle
sur le bord du milieu intérieur. A I'aide d’un calcul dans la variable de Fourier
dans le cas du plan, nous explicitons le symbole des opérateurs pseudodifférentiels
intervenant dans la condition d’impédance généralisée. Puis nous nous replagons
dans le cas d’une géométrie semblable a la cellule. Dans la membrane, nous faisons
une factorisation formelle de 'opérateur de Helmholtz sous la forme

(0-+5) (0. ).

ol z est la variable normale. Dans le cas des ondes non-évanescentes, le calcul sym-
bolique est identique & celui de Lafitte [43]. La factorisation de 'opérateur de Helm-
holtz nous permet d’obtenir une condition d’'impédance généralisée équivalente a la
membrane. Nous énongons un résultat d’existence et d’unicité, puis nous estimons
Perreur commise par cette approximation. Nous traitons les ondes évanescentes dans
une géométrie circulaire. Nous construisons explicitement la condition d’impédance
généralisée de la méme maniere que précédemment.

Les résultats de cette premiere partie sont difficilement implémentable. 11 est
nécessaire de simplifier et d’approcher les symboles des opérateurs obtenus pour
travailler avec des opérateurs différentiels. Ce travail reste a effectuer.

La deuxieme partie de ce chapitre est un travail effectué en collaboration avec
Michael Vogelius, et qui traite de la diffraction a la pulsation w d’une onde par
un disque de rayon ¢ lorsque ¢ tend vers 0, w tend vers 4+o0 et cw tend vers
+o00. L’objectif est de borné la trace du champ sur tout cercle de rayon R > 0.
A T’aide d’une approche pseudo-différentielle, nous remplagons I'inhomogénéité par
une condition d’impédance généralisée sur le bord, puis nous bornons la trace du
champ approché sur le bord de I'inhomogénéité. En estimant I’erreur commise entre
I’approximation pseudodifférentielle et le champ réel, nous en déduisons le résultat.
Des simulations illustrent les résultats obtenus.

143
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ITI.1. Condition d’impédance généralisée hautes fréquences dans un
matériau & couche mince

CLAIR POIGNARD !

Introduction. Nous considérons un matériau hétérogene (voir Fig.1) composé
d’un matériau diélectrique dénoté O, de diametre 1, représenté par un ouvert a bord
lisse, auquel est collée une fine membrane dénotée O d’épaisseur constante notée
0. Les parametres diélectriques de O sont €., o, et p., respectivement pour la per-
mittivité, la perméabilité et la conductivité. De maniere similaire, nous munissons
Os des parametres diélectriques e,,, oy, €t . Soit v € [0,1]. Les permittivités
complexes des deux matériaux sont égales respectivement pour O et Os a :

Ec(w) =ec +ioc /w7,
Em(W) = em +iom /w7,
et nous définissons la fonction €5 par :

Ec(w),siz € O,

folww) = Em(w), si z € Os.

L’ensemble de la cellule est noté Q.

Em = Em + oy /WY
Hm

Qs

F1g. 1. Cellule bidimensionnelle.

Pour alléger les notations, lorsque que ce sera évident nous omettrons les va-
riables dont dépendent les quantités étudiées.

Nous notons & et ¢ les champs électrique et magnétique. Comme nous sommes
en dimension 2, & est un champ de vecteurs a deux composantes alors que 77 est
une fonction a valeurs dans C.

Soit ¢ une fonction aussi réguliere que nécessaire. Les équations de Maxwell
considérées sont :

(II1.1.68a) rot & = —iwpl,
(II1.1.68b) rot S = iwes &,
(I11.1.68¢) Ao, =9

1Je tiens & remercier Olivier Lafitte pour ses conseils avisés.
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Le but de ce papier est de trouver une condition aux limites de O satisfaite par 7
(ou & suivant le champ que I'on veut) qui nous permette de résoudre I’équation de
Helmholtz découlant des équations de Maxwell (II1.1.68) précédentes uniquement
dans le domaine homogene intérieur. Cela revient a dire que nous voulons “concen-
trer” leffet de la membrane sur le bord de O, ce, lorsque la fréquence w tend vers
+00.

A Taide du w-calcul pseudodifférentiel, nous donnons une condition d’impédance
généralisée aux bords du cytoplasme. De nombreux articles sur les conditions d’im-
pédance généralisées ont traité de tels probleme, notamment ceux d’Olivier Lafitte
[43], [44]. Cependant, & notre connaissance, ils traitaient uniquement le cas d’un
matériau fortement conducteur : v = 0. Dans les applications physiques que nous
avons rencontrées, les matériaux avaient un y égal a 1, c¢’est pourquoi nous avons
jugé utile d’étudier le cas y € [0, 1]. La décroissance de € en w? complique le w-calcul
de maniere significative, faisant apparaitre des ondes évanescentes, si la pulsation
est “mal choisie”.

L’article suivant est composé de deux parties. Dans une premiere partie, nous
considérons une cellule plate infinie, ce qui nous permet de faire des calculs expli-
cites et de déterminer 'opérateur pseudodifférentiel entrant en jeu dans la condition
d’impédance généralisée. Dans la seconde partie, nous traitons du cas bidimension-
nel, pour un ouvert simplement connexe O de forme quelconque. Nous commencgons
par omettre les ondes évanescentes : le calcul w-pseudodifférentiel est semblable a
[43] et [44]. Apres avoir construit les opérateurs pseudodifférentiels apparaissant
dans la condition d’impédance généralisée, nous montrons I’existence et 'unicité de
la solution de I’équation de Helmholtz avec la condition d’impédance généralisée im-
posée sur le bord du cytoplasme. Par des estimations d’énergie, nous majorons 1’er-
reur commise en remplagant la membrane par cette condition pseudodifférentielle.

Nous concluons en donnant la condition d’impédance généralisée dans le cas des
ondes évanescentes pour une géomeétrie circulaire. En troisieme partie, nous donnons
un formulaire sur les formes différentielles qui nous permet d’écrire directement les
équations considérées en coordonnées locales. Ces formules ne sont pas démontrées

ici; ce sont des applications directes des résultats de Doubrovine et al. [23].
II1.1.1. Heuristique : le cas plan. Dans cette partie, le domaine ()5 est le
demi-plan | — o0, §] x R.

Nous notons (e, ey) les composantes du champ électrique e et h le champ ma-
gnétique. Les champs e et h sont reliés par les équations de Maxwell en régime
harmonique, écrites simplement en les variables (z,y) sous la forme suivante :

V(x,y7w) S Qts X [17+OO[7

(II1.1.69a) Orey — Oye, = —iwph,
(II1.1.69b) Oyh = iwese,,
(I11.1.69c¢) Ozh = —iweEsey,.

Nous prenons comme condition aux limites en x = §, c’est-a-dire aux bords de la
membrane, la condition de Dirichlet sur le champ A :

hlz=s = g, sur R,
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et pour z tendant vers —oo, nous prenons une condition de radiation classique notée
CRC :

pour z — o0, h satisfait CRC(h).

Nous notons CRC'(e) la condition de radiation classique vérifiée par e qui découle
de CRC(h) et des équations de Maxwell. Nous ne donnons pas explicitement cette
condition de radiation, car notre objectif principal est de considérer un domaine
borné, et donc la condition de radiation est remplacée par une condition aux bords.

Le but du calcul suivant est de trouver une condition d’impédance généralisée
qui remplacerait l'effet de la membrane lorsque la fréquence w tend vers +oo et
I’épaisseur de la membrane § tend vers 0. Ce calcul explicite permet de comprendre
I’approche a suivre dans le cas d’un matériau de forme quelconque.

III.1.1.a. Dans la membrane. Supposons connu h en x = 0. Nous posons

h|z=0 = ho.

Nous donnons la relation liant la dérivée normale de h en x = 0 et hg. Des équations
de Maxwell (I11.1.69), nous dérivons I’équation de Helmholtz suivante, vérifiée par
h:

Doh+ Oh + w’pémh = 0.

Notons h la transformée de Fourier en y. Elle vérifie I’équation différentielle ordi-
naire suivante :

(I11.1.70a) h + (WP pEm — 1°)h =0,
avec les conditions aux limites :
(I11.1.70b) h =0 h = ho.

Soit v la racine carrée complexe de (n/w)? — ug,, avec partie réelle positive :

v(n,w) = v (n/w)? = pém, R(¥(n,w)) >0.

Nous obtenons, pour 0 <z < :

(IT1.1.71) h =Bt sinh(zwv(n,w)) + B~ cosh(zwr(n,w)).

Notons que B' et B~ dépendent des variables 3,7 et w, mais nous omettons de le
noter pour alléger les formules. Les conditions aux limites (III.1.70b) impliquent :
sinh (zwr(n,w))
sinh (6w (n, w))
sinh (zwr(n, w)) E\sinh((x — d)wr(n,w))

:gsinh(&uy(n, w)) -0 sinh (Swv(n, w))

h= (§ — ho cosh (bwr(n, w))) +ho cosh(zwr(n,w)),

Ce qui nous permet d’obtenir la relation suivante en z = 0% :

o~

L wr(nw) —~  wr(pw)

e=0+  tanh(dwr(n,w)) o sinh(&wu(mw))g

Notons ¢q le produit dw ; les continuités en = 0 de h et d,h impliquent alors :

+ ¢ V(777w) T _ COV(% (U) /g
=0 tanh(cov(n,w)) lz=0  sinh(cor(n,w))”

~

(I1.1.72) 5 dyoh
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Des équations de Maxwell (II1.1.69) et de la condition (IIL1.72) en = = 0 sur A,
nous déduisons la condition en z = 0 sur le champ électrique (e, e,). Nous notons
F (Ozey — Oyey) la transformée de Fourier de 0,e, — 0ye,. Nous obtenons :

(I1.1.73)

_ cotanh(cor(n,w))

0 F (Ovey — Oyer)|,_g — HEm Coti g

é SR N —
v(n,w) vla=o cosh(cou(mw))g
II1.1.1.b. Equations de Helmholtz a résoudre dans le milieu intérieur R~ X
R.

Nous définissons les opérateurs pseudodifférentiels sur R, o, A, Bm €t B,
a l’aide de leur symbole respectif ooy, , o1,,, 0, €t 0%, :

oo (g = co— )
m \Ys 1] tanh(coV(%w)),
___covinw)
Ay, (y777’ W) B Sinh(Col/(n; w)) ’
co tanh(COV(TI?w))
0%, (y,1,w) =
v(n,w)
co
U%m (2/77% OJ) =

cosh(cor(n,w))’
Nous rappelons que l'action d’un opérateur pseudodifférentiel & de symbole op
sur une fonction ¢ de classe G5°(R) est donnée par la formule :

VyeR, (o =5 //crp Y, ”’(yfs) dsdn.
T

La conditions aux bords de 0O (II1.1.72) nous permet de déterminer entiere-
ment le champ magnétique dans le mlheu intérieur sans tenir compte de la mem-
brane. En effet, h satisfait a ’équation de Helmholtz

(IT1.1.74a) Ah + pé.w?h =0, dans O,
€o

(II1.1.74b) = Oehlo—o + (Do) = Am(9),
(III.1.74c) h satisfait CRC(h) en —oo.
Quant au champ électrique, il est solution dans R~ x R de I’équation suivante :

d.7da e+ pe.w-e =0, dans O,
(IT1.1.75a) Ae + péw?e = 0, dans O

€o ~ .

(IIL.1.75b) " (Ouey — Oyea)|,_o + HEmBim (eyl,_o) = —inBm(9),
(II1.1.75¢) e satisfait CRC(e) en —oo0.

IT1.1.2. Le cas bidimensionnel. Dans cette partie, nous considérons un ma-
tériau plat de forme quelconque (voir Fig. 2), & bord lisse. Nous suivons la méme
approche que la section IT1.1.1. Ainsi, en supposant le champ magnétique connu sur
le bord du milieu intérieur, nous déduisons une relation d’impédance généralisée
entre la dérivée normale de H et H sur le bord intérieur, nous obtenons ainsi une
condition d’impédance généralisée équivalente a la membrane sur le bord du milieu
intérieur O. Nous allons utiliser le w-calcul développé dans [43]. Cependant avant
toute chose, il nous faut écrire les équations de Maxwell en les coordonnées locales
dans la membrane et faire une remise a 1’échelle, afin d’obtenir une forme simple
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des équations considérées et de travailler avec des coordonnées qui sont dans un
domaine indépendant de 4.

Fic. 2. La cellule 2D de géométrie quelconque.

Soit G une 1-forme définie sur 0y, aussi réguliere que nécessaire. Le champ
électrique est représenté par la 1-forme F tandis que le champ magnétique est la 2-
forme H. Nous considérons les équations de Maxwell écrites a ’aide des opérateurs
d et ¢ (voir les livres de Doubrovine et al. [23] ou Flanders [28], ainsi que Particle
de Warnick et Arnold [75]), & savoir :

(II1.1.76) dE = —iwpuH, O0H =iwekE,
avec la donnée aux bords de la cellule :

int(N)H =G.
Nous obtenons ’équation de Helmholtz sur H :
(IT1.1.77a) d (ést) +w?uH =0,
(II1.1.77b) int(N)H = G.

II1.1.2.a. Des équations de Maxwell aux équations de Helmholtz considérées
dans la membrane. Nous supposons la 1-forme H connue sur le bord intérieur de
la membrane. Quitte & effectuer une remise a 1’échelle, nous supposons la longueur
du bord du milieu intérieur égale a 1. Nous avons choisi de travailler avec des
coordonnées locales et des opérateurs pseudodifférentiels sur le tore T = R/Z.

Puisque 00 est de classe €2, il existe ¥ de classe €2 de T dans R? telle que ¥
paramétrise 00

VyeT, [¥(y)]=L1
Ainsi, nous obtenons :

00 = {¥(y),y € T},
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et
o, = {¥(y) + dn(y),y € T},

ot n(y) est la normale unitaire extérieure & 9O0. Puisque la membrane est d’épaisseur
constante J, nous la paramétrisons comme suit :

O5 = {¥(y) + dzn(y), (z, y) €0, 1[xT}.

Posons

(II1.1.78) ®(n,0) = T(0) + onn(0).
Nous notons

(I11.1.79) Dy =P|—9, P1=D=1.

La courbure du bord de la cellule est noté k. Nous supposons que I’épaisseur § de
la membrane est assez petite afin que I'on puisse utiliser les coordonnées locales,
c’est-a dire que nous supposons que 0 vérifie I'inégalité suivante :

1
SUPy o0, #%(y)] .

Pour (z,y) € [0,1] x T, la métrique issue de la métrique euclidienne considérée est :

(IT1.1.80) s d’z+ (1+ 5&(1/)3@)2 d?y,

0<d<

et nous notons, pour (z,y) € [0,1] x T :

(II1.1.81) Gz, y) =6(1+ 6k(y)z), alz,y)=6/(1+k(y)z)

Le champ électrique est représenté par la 1-forme E tandis que le champ magnétique
est la 2-forme H :

E=e;dx +eydy,
H = hV/Gdx Ady.
La normale extérieure N est :

N =dz.
Nous posons de plus :
G=ga|,_, dy, et int(N)H|y—o = hody.

Les équations de Maxwell (II1.1.76) se récrivent sous la forme :

(I11.1.82a) Opey — Oyey = —iwphr/G(z,y),
(II1.1.82b) aOyh = iweme,,
(I11.1.82c¢) l Ozh = —iwemey,

o

avec les conditions aux bords :

(I11.1.82d) hle=0 = ho, hls=1=g.

Il suffit d’appliquer directement les égalités données dans le formulaire a la Se-
ction II1.1.4 dans le cas de la métrique (I11.1.80).
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Le systéme d’équations (I11.1.82) conduit directement & 1’équation aux dérivées
partielles en h suivante, pour (z,y) € (0,1) x T :

(I11.1.83a) B, <$azh) + 0y (adyh) + wEn/Gh =0,

avec les conditions aux bords de la membrane :

(I11.1.83b) hlo=o0 = ho, hle=1=g.

qui est ’équation de Helmholtz écrite dans les coordonnées locales. La connaissance
du champ H entraine directement celle de E, via les égalités (IT1.1.82b)—(I11.1.82c¢).

En supposant connu le champ h en z = 0, nous allons exprimer la dérivée
normale O;h|z—p de h en = 0, afin d’obtenir une condition aux limites du milieu
intérieur similaire a la condition aux limites (III.1.74b). L’outil analytique est le
calcul pseudodifférentiel, cependant, comme nous nous intéressons a I’asymptotique
w — 400, nous ne pouvons faire du calcul pseudodifférentiel classique, car alors
lopérateur w?us,, Id bien que d’ordre 0 dans le calcul pseudodifférentiel classique ne
peut étre négligé. Nous allons devoir considérer la multiplication par w® comme un
opérateur d’ordre s. C’est le w—calcul (voir larticle de O. Lafitte [43]). Cependant,
nous voulons garder la périodicité des symboles. Nous allons donc utiliser la théorie
des opérateurs pseudodifférentiels sur le tore, introduits par Agranovi¢ [4] puis
développée par Melo, Saranen, Turunen et Vainniko (voir les articles [63], [74], [73]
et [49]). La difficulté de 'analyse qui suit provient du fait que la partie imaginaire
de &, est égale & 0, /w7, avec v € [0, 1].

I11.1.2.b. Factorisation formelle de l'opérateur de Helmholtz. Dans cette sec-
tion, nous factorisons formellement 'opérateur de Helmholtz. L’équation (I111.1.83a)
se récrit, pour (z,y) € (0,1) x T :

(I11.1.84) éﬁih + ajh + (1 + 6rx)* W uEmh + garh — ar'zdyh = 0.
Posons :

V(z,y) € [0,1] x T, PB(x,y) =1+ dx(y)x.
Nous rappelons la formule suivante :

V(mvy) € [07 1] x T, O‘(x’y) = 6/5(3:,3/)

REMARQUE III.1.1. Si nous posons :
h =+/Bh,

nous obtenons :
1 9+ -
5—28$h +Yh =0,
ou U est défini par
1 1\? K2
Uy =|—=0 —) u+ (wQ,ugm G+ —) u.
(ﬁ v 7B Vit i

Cependant cette transformation ne simplifie les calculs ultérieurs c’est pourquoi
nous avons préféré utiliser (I111.1.84).
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Nous notons .Z l'opérateur suivant :

1 1 ~

1 /(K OKk'x
+5 (5 a).

Nous allons chercher deux opérateurs pseudodifférentiels D et D tels que .Z se
factorise sous la forme :

L= (%az + f)) (%az - D) + Ry,

ou Ry sera un opérateur d’ordre supposé strictement inférieur a 1, de norme bornée
indépendamment de w.
Le symbole 0. de £ vaut :

Vw>1,Y(z,7,y,k) €[0,1] x Rx T x Z,
™k ~ 32 2,12
Gf(waira’nyﬂk):_d_g_@(1_/'067’”5(“}/k)

+ l (iTE — ik—(sﬁ/m)
g\ 9 g )

Pour alléger les notations, nous posons :
dm = HEm,

=a+ib/w7.

Nous construisons les opérateurs D et D de la factorisation de £ de maniere
inductive.
Pour k£ = 0, nous avons la factorisation exacte suivante de o.g|r—¢ :

Vw>1,V(z,7,y) € [0,1] x Rx T,

. ) :
oz|k=0 = <% + % (fﬂ + VK= 4qm52w2)> (%

- % (—Fa + VK- 4qm62w2)>

Notons v la racine carrée, de partie réelle positive, du nombre complexe 1—q,,w?/k? :
Vo > 1, V(z,y) € [0,1] x T, Vk € Z*,

viw,z,y, k) = /1 — qgnfB?w?/k2, R(v)>0.

pour k£ = 0, nous posons

V(waxayvo) = VK- 4Qﬂ162w2'

En observant que :

L E = . k . k
o h () = (154 1) (5 - B,

nous définissons d; comme suit,

(I11.1.85)

v(w,z,y,0)/(28), si k=0,

(I11.1.86) dy(w, ,y, k) = {(|k|/5)y(w7m7y, k), sik#0.
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Nous notons Dy = Op(dy), 'opérateur associé a dj.
e Factorisation du premier ordre.
Soit R; l'opérateur défini par :

1 1
R1 =9 — (gaw +D1> <Saw _Dl) )

1 1
~ 2 - (08 ;.01 - 1}).

Calculons le symbole o2 de I'opérateur D? en (z,w). Soit m € Z*, et y € T. Nous
avons :

op2(z,y, m,w) = e ™Y Dy (Dyel™Y),

1 ) 27 27
= ——e ™Y / dl(x,y,l,w)( / dy(z, s, k,w)
Loy | >

leZ keZ

eimteik(s—t)dt> eil(y—s)ds'
Un calcul simple montre :

1
UD% = d%(xay7m7w) + % Z (dl(x7y7l+mvw)
leZ*

2m
— dy(z, y7m7w)) / dy (z, s,rmw)eil(y*s)ds.
0
Posons
(I11.1.87) ri(z,y,m,w) =opz — 2.
Le symbole de R; est égal a :

(I11.1.88) OR, =
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e Factorisation du second ordre.
Définissons le symbole s; par :

s1 —op —ir
1=0R, 1T5ﬂ’
ok’ k(y)ds
(I11.1.89) = ik S

Maintenant, nous cherchons a construire deux opérateurs Dy et 50 (nous notons
dp et dp leur symbole respectif) tels que lopérateur Ry défini par :

Ry=.% — (%aw + (D + f)o)) (%aw — (D1 + Do)> :

(I11.1.90) s (DO * 50) Dit % (DO B 50) Oz + [D1, Do

1 _
+ 5 [0z, Do + Do Do,

soit un opérateur que nous espérons d’ordre strictement inférieur & R;. Pour ce
faire, nous imposons, pour k # 0 :

~ K
dolk0 — dolkz0 = 5

~ S
dolkzo + dolk2o = _d_l’
1

ol s; est défini en (II1.1.89). En k = 0, la factorisation (III.1.85) nous donne
directement :

dolk=0 = —+,
dolk=0 = K,
et pour k # 0, nous obtenons :
7 S1 K
I11.1.91 d =2 4
( a) O|k;«£0 24, +2ﬂ’
S1 K
I11.1.91b d =
( ) olk£0 o0, 20

Définissons les symboles d et d comme suit :

(IT1.1.92a) d(z,y, k,w) = di(z,y, k,w) + do(z,y, k,w),
(I11.1.92Db) E(a:, Yy, k,w) =di(z,y, k,w)+ Eo(x,y, k,w),
et posons :

(I11.1.92¢) D =O0p(d), D = Op(d).

Nous avons ainsi factorisé 'opérateur . sous la forme voulue :
1 1 ~
(111.1.93) L = <56w + Dy + D0> <55gp — Dy — D0> + Ry,

En vertu de (I11.1.90) et de la définition des symboles d1, dy et JO donnés respecti-
vement en (I11.1.86) et (II1.1.91), le symbole de Ry est égal a :

1
(111.1.94) ORy = J(DoJrf)o)Dl + 51+ 0[Dy,Do] + gawdo + T Bo Do



III.1. CONDITION D’IMPEDANCE GENERALISEE HAUTES FREQUENCES 155

Les opérateurs D et D sont des opérateurs pseudodifférentiels qui satisfont a 1’égalité
(II1.1.93). Dans le cas d’un matériau fortement conducteur, ou la partie imaginaire
de ¢,, ne décroit pas, il a été démontré que 'opérateur Ry est d’ordre 0 dans le
w-calcul (voir [43]). Cependant, dans ce papier, nous considérons ¢,, de la forme

Gm = a+1ib/w7.

Cette décroissance de la partie imaginaire complique le w-calcul pseudodifférentiel
car il fait apparaitre des puissances non entieres de k et w dans les symboles. C’est
pourquoi nous avons choisi, dans un premier temps, de présenter une factorisation
formelle de 'opérateur de Helmholtz, sans estimation sur les symboles.

Dans la section suivante, nous nous plagons dans un cadre particulier qui nous
permet d’éviter les ondes évanescentes. Nous donnons les estimations sur les sym-
boles, et nous prouvons que l'opérateur Ry de la factorisation (III.1.93) est bien
d’ordre 0. Enfin, nous obtenons une condition d’impédance généralisée.

Dans le cas ou la pulsation w ne satisfait plus a ’hypothese II1.1.3 qui suit,
le w-calcul n’est plus utilisable tel quel, comme nous l'expliquerons par la suite :
nous nous plagons alors dans le cas d’un cercle et nous faisons des calculs explicites
par transformation de Fourier. Le cas de la géométrie quelconque pour de telles
pulsation n’est pas traité ici.

REMARQUE II1.1.2. Lorsque v est égal a 0, nous pouvons construire une facto-
risation de la forme de I’égalité (I11.1.93) modulo des opérateurs aussi réguliers que
nécéssaire, de maniere inductive. Pour cela, nous définissons la suite de symboles
(d—j)j=1 par :

1 ORy

_§d1+ (do—i—%) /27

(I11.1.95a) d_y =

nous posons
(111195b) D_1 = Op(d_l).

Pour j > 2, nous définissons

(111.1.950) e@l_j =Di1+Dog+D_4 +"'—|-D1_j,
(I11.1.95d) D1 j=Di+Do+D_y+--+Di_,
1 1 ~
(111.1.958) Rl_j =9 — (3895 + e@l_j) (3895 + e@l_j> ,
et nous posons :
1 A
(II1.1.95f) d_j=—= _ T ,
2di + (do—i—do) /2+d 1+ +dij
et :
(111195g) D,j = Op(d,j).

Nous avons dy d’ordre 1, dy et Eg d’ordre strictement inférieur a 1 et par récurrence,
des formules (II1.1.95), nous obtenons que pour chaque entier j > 1, le symbole d_;
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est d’ordre strictement inférieur a —2j+42. Nous définissons deo et doo comme suit :

(II1.1.96a)  doo(w,y, k,w) ~ di(x,y, k,w) + do(z, y, k, w) + Z d_j(z,y, k,w),
jz1

(I11.1.96Db) Jw(x, Yy kyw) ~dy(x,y, kw) + Jo(x, Yy, k,w) + Z d_j(z,y, k,w).
jz1

Les opérateurs Doy = Op(deo) et Dy = Op(c?w) sont des opérateurs pseudo-
différentiels agissant sur le tore qui satisfont a égalité (111.1.93) modulo les ré-
gularisants, dans le w-calcul.

II1.1.2.c. Cas des ondes non évanescentes.

HypoTHESE II1.1.3 (Omission des modes évanescents). Dans ce paragraphe,
nous supposons que la pulsation w tend vers linfini en évitant certaines valeurs.
Plus précisément, nous supposons qu’il existe une constante C' > 0 et une pulsation
wo telles que :

VYw > wo, Vk € Z*, V6 € (0,1), V(z,y) € [0,1] x T,

aF%w?
L2

(I11.1.97a) }1 - > C.

Observons que Uinégalité (111.1.97a) implique existence de 69 € (0,1) et d’une
constante C > 0 tels que

Yw > wo, Yk € Z*, V6 € (0,dp), ¥(x,y) € [0,1] x T,
e

>C.

(IT1.1.97b) -

e Estimations symboliques.
Nous allons donner des estimations sur les symboles de la factorisation formelle
(I11.1.93) en supposant ’hypothese II1.1.3 vérifiée.

Soit k # 0. De I’expression (II1.1.86), nous tirons les deux égalités suivantes :

|k| aw?B? bBPw?
_ﬁ 1- 2 2

2 . b
—“ﬁ\/m‘l‘lm’

Sous I'hypothese II1.1.3, il existe deux constantes strictement positives C' > 0 et
c > 0 telles que

Yw > wo, Yk € Z*, V6 € (0,8p), V(x,y) € [0,1] x T,
(II1.1.98a) c(1+ k| +w) <|di(z,y, k,w)| <C 1+ |kl +w),
(IT1.1.98b) c(1+|k|+w) <R(d) (z,9,k,w) <C(1+ k| +w),
(II1.1.98¢) c(1+ |kl +w) <S(dr) (z,y,k,w) <C(1+ k| +w),
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Ainsi, la division par d; diminuera ’ordre d’un symbole de 1. Estimons maintenant
le symbole r; défini par U'expression (ITI.1.87).

L Z (dl(x,y,l+m,w)

21
leZ*

2
_dl(x,y,m,w))/ dy(z, s, m,w)e' V=) ds.
0

T1

Par intégration par parties successives, nous obtenons :

1
HZEQ@W%”W”
(I11.1.99) 2% 93dy (w,8,m,w) .
B dl(x,y,m,w))/ y#ell(yfs)ds.
0 (_ll)

Nous avons :

V| 21 12

diliym —dilm = 5 <\/1 + muv2?| * m2v?| - 1) 7
1 12 +2ml

O 1@+ m)vlism + mvln
A T’aide des deux égalités précédentes et de I'hypothese I11.1.3, nous montrons qu’il
existe une constante C' > 0 telle que

Yw > wp, Y(I,m) € Z*, V5 € (0,d0), V(z,y) € [0,1] x T,
(II1.1.100) dy(z,y,l +m,w) — dl(m,y,m,w)‘ <O+l +w).

Remarquons de plus ’égalité suivante :
Yw > wo, Ym € Z*, V4§ € (0,0p), Y(x,y) € [0,1] x T,
B m2dxk’
B3dy

En dérivant 3 fois (II1.1.101) et en utilisant I’hypothese (II1.1.97), nous prouvons
I'existence d’une constante C' > 0 telle que

(I11.1.101) Oydi(z,y,m,w) =

(I11.1.102) }agdl(a:,y,m,w)} < CH(1+ |m| + w).

A Taide des estimations (II1.1.100)—(II1.1.102) et de lexpression (II1.1.99) nous
tirons ’existence d’une constante C' > 0 telle que

Yw > wo, Vk € Z*, V6 € (0,80), Y(z,y) € [0,1] x T,
I (x,y, k,w)| < C6(1 + |k| +w).
De plus, des expressions (I11.1.88) et (II1.1.89) nous obtenons directement les esti-
mations suivantes sur og, et s;
AC > 0, V7 € R, Yw > wy, Vk € Z*, V6 € (0,8p), V(z,y) € [0,1] x T,
(II1.1.103) lor, (x,y, k,w)| < C 1+ k| +w+]7]),
(II1.1.104) [si(z,y, kyw)| < C(1+ |k +w).
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Ainsi les symboles Ry et s; sont bien d’ordre 1~dans le w-calcul. De plus, les esti-
mations précédentes et les expressions de dg et dp données en (I11.1.91) impliquent
I'existence d’une constante C' > 0 telle que :

Vw > wo, Yk € Z*, Y6 € (0,80),V(z,y) € [0,1] x T,
(II1.1.105a) |do(z,y, k,w)| < C,
(I11.1.105b) do(x,y, k,w)| < C.

Nous avons la méme estimation pour le symbole o, défini en (IT1.1.94) :
AC > 0, Yw > wy, Yk € Z*, V5 € (0,60), V(z,y) € [0,1] x T,
(II1.1.106) lor, (z,y, k,w)| < C.

De (I11.1.98), nous déduisons alors l'existence de deux constantes C' > 0 et ¢ > 0
telles que :

Yw > wy, Yk € Z*, V6 € (0,dp), ¥(x,y) € [0,1] x T,

(IT1.1.107a) c(1+ k| +w) <|d(z,y,k,w)| <C(1+ k| +w),
(II1.1.107Db) c(l+kl+w) <R@) (2,9, k,w) <C 1+ k| +w),
(II1.1.107c¢) c(l+kl+w) <) (2,9, k,w) <C 1+ k|l +w),

1IL.1.2.d. Paramétriz de 0,/6 — D et 9,/8 + D. Nous construisons mainte-
nant une paramétrix de 'opérateur 9,/0 — D, c’est-a-dire que nous construisons
un opérateur sur T noté iU(x,z’) et vérifiant, pour tout (x,z’) € (0,1), tels que
0 <z <2’ <1, ’équation suivante :
1
Sawﬂ(x, z') — D(z)ih(z,2") = 0,
(' ") =1d.

Nous suivons l'approche de Tréves [71] Chapitre III. Soit A et B deux opérateurs
pseudodifférentiels, nous utilisons la notation de [71] :

oAa®OoRB

pour désigner le symbole de 'opérateur composé Ao B. Notons sy le symbole de
sl L’équation vérifiée par sy est :

1

§Oesu(a.a) = d(z) © su(a.a') =0,

sy(2’,2’) = 1.
Nous nous proposons de chercher s¢ sous la forme suivante :

V(z',z) € [0,1] x [0, 2],

(I11.1.108)

sy(x, 2y, k,w) = exp (—/ dd(s,y, k,w) ds) (1 —|—5Ql —1—552 + .- ) ,

Vi >0, sy’ y.kw) =0,

avec les sgj des symboles d’ordre —j. En fait, la preuve de Treves du théoreme 1.1
Chapitre III montre que les symboles s” peuvent étre construits inductivement de
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maniere similaire au symbole d et sont d’ordre —j dans le calcul pseudodifférentiel
classique mais aussi dans le w-calcul pseudodifférentiel (voir [43]).

De la méme fagon, nous construisons une paramétrix U de 9, /9 + D. Un rai-
sonnement similaire nous mene a une construction inductive du symbole sy de U
sous la forme :

V(z',z) € [0,1] x [2,1],
(I11.1.109) sy (z,2",y,k,w) = exp (/ §J(s,y7k,w) ds) (1 +5‘71 +5‘72 + - ) ,

Vi>0, s 2y, kw) = 0.

La construction de Treves implique aussi I’existence d’'une constante C' > 0 telle
que pour tout k € Z, pour tout w > 1 et pour tout J € (0, dp), nous ayons :

V(z',z) € 10,1] x [2,1],

(IIL.1.110a)  |su(z,2’,y, k,w) — exp (/z dd(s,y, k,w) ds) = %’
o 5
(LIL1.110b)  |sy(z,2',y, k,w) — exp (/ﬂc dd(s,y, k,w) d8>| = m

Nous notons oy, et oy, les symboles suivants :

Oy, = €Xp (/f dd(s,y, k,w) ds) ,

O, = €exp (/jﬂ §J(s,y7k,w) ds) ,

et Uy et Yy les opérateurs associés :

Uy =Op (exp (/i&d(&y,l@w) ds)) ,
Uy = Op (exp (/f(sg(s,y,k,w)ds)) )

Notons C' le cylindre [0,1] x T. L’estimation (II.1.110) implique que pour tout
ue H*(T), s >0,

(II1.1.111a)

(ITL.1.111b)

Co
18 = Lo ullgresr o) < — llullar=(my,
Co
160 = Vo) ullgrera(cy < - lullecm)-
I11.1.2.e. Condition d’impédance généralisée le long de OO. Nous supposons h

connu en z = 0 et nous le notons hy. Nous rappelons que h satisfait a I’équation de
Helmholtz suivante :

Lh =0,
{ h(0,) = ho, h(1,-)=g.
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Gréce a la factorisation (I11.1.93) de %, nous approchons ce probléme par le pro-
bleme factorisé suivant :

(IT1.1.112a) %@Ev(m,y) — D(z)v(x,y) =, dans [0,1] x T,
(TI1.1.112b) %817(33, y) + D(z)y(z,y) = 0, dans [0,1] x T,
(IIL.1.112c) v(0,-) = ho, v(1,:) = g.

Nous cherchons alors (v, y) sous la forme :

(II1.1.113a) v(x,) = / U(z, 2" )y(z") da’
(IIL.1.113b) +(z, ) = Bz, 0)7(0).

Sous ces expressions, v et v vérifient bien (III.1.112a)—(II1.1.112b).
— Déterminons v(0). En appliquant l'identité (III.1.112a) en & = 0 puis en
utilisant les expressions (II1.1.113) de v et de ~y, nous aboutissons a ’égalité :

1
(ITL.1.114) / (0, 5)B(s, 0) ds 7(0) = (0, 1)g — ho.
0
Il nous faut prouver que l'opérateur suivant :

/ (0, 5)0(s,0) ds,
0

est elliptique d’ordre —1. Montrons d’abord que 'opérateur

1
/0 MO(Ov S)WO(Sv O) dS,

est elliptique. En vertu de la définition (III.1.111a) des symboles oy, et om,,
nous avons :

/1 o, (0. 8)o (5. 0) ds — + 1— we—ﬂg((ﬂﬂlmﬂdt
0 5(d+d)|z:0 (d+d)|m:1
B /1 690 (d+ J)Q |$:s e*5f05((d+g)\z=t)dtds.
° 5(a+d) Joms

En utilisant le théoreme de Rolle, il existe £ € (0,1) tel que

(d+£lv) le=0 = (d+67) le=1 — Oz (d—i—c?) |lz=¢0
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ce qui implique

1 o d t
/0 110 (0, ), (5,0) ds = W (1 — e 0o ((d+d)le=s)d )

Or (A4 ) lomgy o8 13 ((@+0)12-)at
5(d+3) le=0 (d—i—c?) lo=1

10, (d+d) |aes o~

_/ ( — )2 | o0 S5 ((d+d) o= )dt g o
° 5(a+d) Jus

Remarquons ’égalité suivante, pour (s,t) € [0,1], m € Z* :

Opdi|eo=t m2k(t)

S(d+d) o B0l (d+d) s
Ainsi, nous obtenons,

8zd1 |r:t m2

5(d+3) lozs _O(l+|m|+w)2'

De plus, en vertu de la définition de dp, nous obtenons :

awsl Slawdl (5:%2

2d, 202 232

Ordp = —

Un calcul simple nous montre qu’il existe C' > 0 indépendant de m € Z* et
de w tel que :

|0z81| < C6,
d’ont
Oz (d + 3) o=t

6 (d+d) o=, =€

Ainsi, il existe C' > 0 telle que
Yw > wo, V0 € (0,dp), Vm € Z*,
O (A4 Q) lamgy ¢=0 3 ((@+T)1—e)at _ <
6(d+d)lmo  (d+d)lem |- OFHF)

3

/1 0. (d+d2|x_565 ()|« C
0 5(d+§) locs (1+ [k +w)

Par hypothese, il existe ¢ > 0 telle que

Yw > wp, V6 € (0,00), wd>c>0,
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donc il existe C; > 0 et Cy > 0 indépendantes de J, w et m telles que :
Yw > wo, V0 € (0,00), Ym € Z*,

o 1
I G R §
S+ |ml+w) — /0 41, (0, s)o, (s,0) ds| <

Cs

I1.1.115 e B
( ) (14 |m| +w)

Ainsi, nous avons montré que l'opérateur

1
/0 MO(Ov S)WO(Sv O) dS,

est elliptique d’ordre —1. Les estimations (II1.1.110) montrent qu’il en est de

méme pour
1
/ (0, 5)0(s,0) ds
0

B- ( /O 40, )0 (s,0) ds)

L’estimation (III1.1.115) implique l'existence d’une constante C' > 0 telle que :
Yy € T, Vw > wq, Y6 € (0,00), Ym € Z*,
0(1+ |m| +w)
c

Ainsi, v(0) est entierement déterminée par ’égalité (I11.1.114).
— Estimation de ||v||r2(c). Rappelons 'expression de v :

v(x,) = / U(x, ")
V(@,-) = B(z,0)7(0)

En utilisant 'expression (I11.1.108) du symbole de 4, nous déduisons esti-
mation suivante :

Nous notons
-1

(II1.1.116) <|log(y,m,w)| <C6(1+|m|+w).

lvllz2cc) < Clglpa(my +

)

1
/ U(z, 2" )B(2',0) dz’'v(0)
z L2(C)

ou C est une constante indépendante de w et de §. De plus, par simple
intégration par parties, en utilisant (II1.1.108), (II1.1.109) et l'estimation
(II1.1.115), nous montrons l'existence d’une constante C' strictement positive
et indépendante de § et de w telle que :

< Cowvlo=o| gra/z(r) -
L2(C)

/ Uz, 2')D(a',0) da'~(0)

Nous en déduisons qu’il existe C' > 0 telle que :
(1111117) ||U||L2(C) S C|g|L2(’H‘) + ow |’U|I:0|H1/2(T) .

— Condition d’impédance généralisée. Nous posons :

(II1.1.118) 7(0) = B(u(m)g) — B (hy).
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Ainsi, & I'aide de l'identité (II1.1.112a) appliquée en = 0, nous obtenons la
relation entre 9,v|,—0 et v|z=o :

(III.1.119) % 0|,y — {D(O) - B}U|$_0 = Boil(1,0)(g),

ot D(0) = Op(d|z=0), le symbole d étant donné par ’égalité (I11.1.92a).

Notons 7, # et ¥ respectivement les opérateurs D(0), B et Bot(1,0) écrit dans
les coordonnées euclidiennes. C’est-a-dire que pour toute fonction u définie sur 90,
nous avons :

Pu = D(0) (uo®y),

PBu =D (uo@gl) ,

Yu= (Boi(1,0)) (uo®y"'),
ot ¥ est défini en (II1.1.79).

Soit
g=g0%g.

En utilisant les conditions de transmission aux bords de O issues de (II1.1.77),

c’est-a-dire :

1 1
78,111 o CDO = Tazv|z:07
Ec 55m

vo®y = v|z—o,

la condition d’impédance généralisée (II1.1.119) nous donne la condition d’impé-
dance équivalente a la membrane sur le bord de O :

(I11.1.120) Eg—’” IMvlpo — {@ - %}vlao =7

Ainsi, le champ v approché par la condition d’impédance (II1.1.120) satisfait a

I’équation aux dérivées partielles suivante dans O :

1
div (g_ grad v) +w?pev =0, dans O,

Z—m OnV|p0 — {@ - %’}Ubo =Yg, sur 00.

II1.1.2.f. Existence, unicité et estimations.

LemME IT1.1.4. Soit g € H=/2(00
Alors il existe un unique v dans H'

O) satisfaisant & 'équation suivante :

—_——

1
(III.1.121a) div (5— grad v) +w?pev =0, dans O,

(III.1.121b) z—m 0|50 — {@ - 93}143@ =g, sur 00.

c
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De plus v satisfait aux inégalités suivantes :

C
(I11.1.122a) [vlm/200) < Zl8lu-1r200),
C
(IT1.1.122b) vl L20) < =] 19/ rr-1/2(50) -
C
(II1.1.122¢) vl a0y < a2 18] rr-1/2(00) -

DEMONSTRATION. Unicité et Ezistence. Supposons g nul.
Notons b. = p.0.. En multipliant (III.1.121a) par £.0 et en intégrant par
parties, nous obtenons :

(I11.1.123) bcwH/ |v]? dvolp +S (/ e {@ %}maomao dvolao> =0.
O le) Em
Posons
VyeT, wu(y)=wvloooPo.

Par définition, nous avons :

<@U|30> 0P = Z d| =0 (y, L, w)wel™.

I€Z

Ainsi, nous obtenons :

{(@”|8O)U|60}0¢0 = (Zd|w —o(y, 1, w)iue™ ) <Zuke i “) ,

leZ kEZ
= Z d|$:0 (y7 l7 UJ) |ﬂl|2 + Z d|I:0(ya la w)alﬁkei(l_k)y
ez k£l

Par intégrations par parties, nous obtenons, pour k # [ :

2m ) 27 93| o (y, 1, _
/ d|a—o(y, l,w)e! =Py dy = / Uo—we‘(l’k)ydy.
0 0 l(l — k)

De Pestimation (II1.1.102), nous déduisons l'existence d’une constante C' > 0 telle
que :

1+ | +w

7 0pd|o=o(y, 1, w)
ylz ' l(l k) yd <Cs
/0 COTTip

i(1— k)3

Alnsi, pour u € H*(T), s € R, nous avons :

27
/ D 0+ 1) =0y, 1 w)iiiige' Y dy| < Cowlulf.
£l

De méme, 'estimation (II1.1.116) implique l'existence d’une constante C > 0 telle

que
/077 (2:(1—|—|l|)25 Lop(y, 1, w)ue’ ) <Zuke ik )dy

l€Z kEZ

< Cowlulgy.r,
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Comme Destimation (II11.1.107¢) implique Pexistence d’une constante C' > 0 telle
que :
- ~ 2 2
Z(l +1N)*7S(d) |e=o(y, L, w) [a]” > Cw |U|Hs(ao) ’
1€z
nous en déduisons qu’il existe dy > 0 et une constante C' > 0 tels que pour tout
NS (07 50)5

(I11.1.124) S <{ ((@ ) vlao)ﬂao}) > Cw Ivlés@m > 0.
Nous montrons de méme
(I11.1.125) R <{ ((@ ) vlao)ﬂao}) > Cwloffe o0y = 0.

Posons €. = a. + ib.w™7 et &, = aym + iby,w ™" Nous avons :
C C C

Ec el — bebmw ™27 +iw™Y (ambe — achpm)
Em a2, + b2,w=27 '
En utilisant (I11.1.124) et (II1.1.125), nous en déduisons qu'il existe C' > 0, dp > 0

et wo tels que pour tous w > wo, d € (0, ), pour tout u € H/?(T),

(I11.1.126) S (/ ;i—c{@ - %’}Ubomao dvolao> > Cw Ivlipxz(am = 0.
o0 &m

Nous déduisons immédiatement de (II1.1.123), I'unicité du probleme (III.1.121),
puis Pexistence, par le théoréme de Lax-Milgram [51].

Estimations. Soient wgy et dp comme ci-dessus, et solent w > wp et § € (0,00). En
multipliant (II1.1.121a) par .0, en intégrant par parties et en prenant la partie
imaginaire du résulat, il existe, d’apres (II1.1.126), une constante C' > 0 telle que

bew? [v[|72(0y + Cwlvlipz 00y < |8lH-1/2(00) V] 172 (00) -

Nous en déduisons successivement qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

C
[0l 172000y < ;|9|H—1/2(8O)7
C
lvllz20) < mmmflﬂ(w)v

C

mbm—w(aoy

IN

0]z 0)
(]

I11.1.2.g. Estimation de lerreur. 1l s’agit maintenant de montrer que l'erreur
commise en remplagant 'opérateur de Helmholtz par sa factorisation a ’ordre 0
donnée a 'égalité (II1.1.93) est bien négligeable. Rappelons que le cylindre C est
muni de la métrique (II1.1.80). Pour une fonction f définie sur C, nous posouns,
quand cela a un sens :

1/2

1 27
e = ([ [ 50+ P asar)

LA 4 Sak(y) 2 5 2
ldfllaor2cy = </o /o —5 |02 f|” + T4 ozr(y) 10y f1 dydx)

1/2
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Nous avons le lemme suivant :

LEMME IT1.1.5 (Erreur dans la cellule). Soient g € H'/2(05). Soit ® le difféo-
morphisme défini en (IIL.1.78) et @1 et g sont définis en (II1.1.79). Nous notons :

g=g0®;.
Soient p et € les deux fonctions suivantes :
|} b, dans O, s e, dans O,
N i, dans Oy, N Em, dans Ogs.
H est la solution de ’équation de Helmholtz suivante :
1 _
(IT1.1.127a) div (?grad H) + w2uH =0, dans Qs = O U Oy,
(HI.l.lQ?b) H|8Q5 =g, sur 6(25.
Soit v la solution du probléme suivant :
(TI1.1.128a) <8x + 65) (896 - 5D)v =0, pour (x,y) € [0,1] x T,
1
(III.1.128b) div <g— grad ’U) +w?pev =0, dans O,
avec les conditions de transmission :
1 1
(111.1.1280) ranv o (I)() = T81v|x:0,
€e 0Em
(II1.1.128d) v0 Dy = v|z=0,

et la condition auz limites

(III1.1.128e) V|g=1=g.

Alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de w telle que,

(IIL.1.129) |Ho® —vlxorzo) < Il
(IIL1.130)  [[Ho® —vl[por2(c) + [[d(Ho® = v)|y1p2c) < wlc,v [vllaoz2(c),
et dans O

(ITL1.131) 18 = vll0) < == lollaozzco),

(I11.1.132) IH = vl 0) < wf_7||u||AoL2(C).

Nous en déduisons les erreurs globales suivantes :

(I11.1.133) |H 0@ —vlxoro) < =gl ),

C
(IIL1.134)  [[Ho® —v|[sorz(c) + [[d(H 0P = v)|p1z2(c) < F|Q|Hl/2(aﬂ5)a
et dans O
C
(IT1.1.135) |H — U||L2(o) < F|Q|H1/2(an5),

c
(I11.1.136) |H — v g1 o) < F|Q|H1/2(895)'
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DEMONSTRATION. Posons :

h=Hod

1 1 ~

et nous rappelons que .Z est 'opérateur

Nous notons

Hm

1
(II1.1.137) Z =div ( grad) + W2 gm,

écrit dans les coordonnées locales (z,y). Soit

h — v, dans Oy,
w =
H — v, dans O.

La fonction w satisfait au probleme homogene suivant :

(II1.1.138a) Lw=—-(¥%—-%)v,dans [0,1] x T,
1

(IT1.1.138b) div (5— grad w) + w?pow = 0,dans O,
avec les conditions de transmission :

1 1
(11111393) ranwofl)o = T(?Iw|z:0,

Ee 55771
(IT1.1.139b) wo Py = w|y=o,

et la condition aux limites

(II1.1.139¢) W|g=1 = 0.

L’estimation (II1.1.106) du symbole de Ry = .£ — % défini en (I11.1.90) prouve
qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de w,

(£ = Zo) vllaor2() < cllvllaorzc)-

Multiplions (II1.1.138) par W et intégrons par parties, en utilisant les conditions de
transmission et la condition aux limites données en (IT1.1.139). Comme la membrane
a un coefficient de conductivité non-nul, & (u&,,) = b/w?, nous aboutissons aux
inégalités suivantes :

&
lwllaor2(c)y < F”UHAOLQ(C%
&
lwllaozz) + ldwllarrzoy < —= vllacz2(o),
et dans le cytoplasme :

C
lwllz20y < e lvl|aoL2(c),
C
wl=7

lwl z1 0y < lvllaoL2(c)-
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Pour obtenir les erreurs globales, il suffit d’observer que v satisfait dans le cyto-
plasme au probleme suivant :

1
div (g— grad v) +w?p.v =0, dans O,

Eg—m OnV|yo — {@ - %’}Ubo =Yg, sur 00.

C

11 est clair que pour tout u € H*(90),

178l 5s 00y < 181+ (00) -

La premiére estimation du Lemme III.1.4 et Iinégalité (II1.1.117) impliquent im-
médiatement 'existence d’une constante C' > 0 telle que :

[vllaoz2ce) < C (Iglz2(ry + 81glm-1r2(m)) »

ce qui termine la preuve du lemme. |

II1.1.3. Cas des ondes évanescentes. Dans le cas des ondes évanescentes,
I’hypothese II1.1.3 n’est plus vérifiée.

HypOTHESE II1.1.6 (Modes évanescents). Nous supposons que

1 aw?

52 k2
tend vers 0 lorsque w et k tendent vers +00, pour tout 6 € (0,dp). Cela signifie

que w et k ont le méme comportement asymptotique. Ainsi, nous pouvons moter
indifférement :

2
(I11.1.140) ‘% - % = u(k),
1 aw?

ou ¢ et & sont des fonctions tendant vers 0 en +oc0.
Nous notons (w, k) € &y les (w, k) vérifiant Uhypothése précédente.

L’analyse pseudodifférentielle dans une membrane de géométrie quelconque
semble difficile & mener. En effet, 'expression de d,d; (II1.1.101) nous montre que
dans le cas des ondes évanescentes, les dérivations successives de d; intervenant dans
les intégrations par parties augmentent l'ordre du symbole. Ainsi, par exemple, le
symbole principal de D? ne sera plus égal & d7 : il est nécessaire de rajouter des
termes. C’est pourquoi, dans ce papier, nous traitons le cas des ondes évanescentes
uniquement dans le cas du cercle.

Cas du cercle. Nous nous plagons dans le cas du cercle : la courbure x est
constante, indépendante de y. Ainsi, la parametre

B=1+0dzk

est indépendant de y. L’opérateur de Helmholtz . écrit dans les coordonnées locales
est alors :

1 1 K
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Comme dans la Section II1.1.2.b, nous allons factoriser .Z sous la forme :

L= (%aw + f)) (%aw - D) + Ro,

ol Ry sera un opérateur d’ordre supposé inférieur a 1, de norme bornée indépen-
damment de w.
Le symbole o de .Z vaut :

Vw>1,Vze€l0,1],Vk € Z7,
2 2

T k K
oy(w,z,7,k) = —— — — (1 — aw?B2w?/k?) + ibw?> 7 + ir—.
Nous construisons les opérateurs D et D de la factorisation de . de maniére
inductive, comme cela a été fait dans la Section II1.1.2.b. Du fait de la constance de
la courbure, la factorisation est plus facile. En effet, par exemple, le symbole de D?
est exactement donné par d?, ainsi, le symbole 7, défini en (II1.1.87) est nul. Nous
donnons juste les symboles et leur estimations, car la démarche est exactement la
méme que celle présentée en Section II1.1.2.b, seules les estimations changent.

V(w, k) € &, Yo € ]0,1],

1 2
(II1.1.142) dy (2, k,w) = \/k2 (@ - %) + w27,
(I11.1.143) r =0,
. K K
(I11.1.144) ORy = iS5~ Bdl,
(I11.1.145) s1= —%dl,
51 K

I11.1.14 dy = —— + —
( 6) 0 54, + 23

~ 51 K
I11.1.147 dy= —— — —
( ) 07 T2d, 2B
(I11.1.148) ORy = %@do + dodp.

En remarquant les deux égalités suivantes :

3k
b =35
~ K
=355

nous obtenons immédiatement 1’estimation suivante sur og, :

IC >0, Vw > wo, Yz € [0,1],V|k| > ko,
|UR0| <C.
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De plus, d’apres ’hypothese I11.1.6, il est facile de montrer qu’il existe une constante
C > 0 telle que :

vz € [0,1], Ve > 0,
Skl /max (€), 1/w7) < ld(a, b, )| < Ol /max €@), 1/a7),

2kl (€, 1767) < |d(a, b )| < Ol y/max (€(), 1/7).

Remarquons qu’en vertu de ’'Hypothese III1.1.6, quitte a changer la constante C,
nous avons aussi :

%|k|\/max (e(k), 1/k7) < |d(z, k,w)| < Clk|y/max (c(k), 1/kY),
%|k|\/max (u(k), 1/k7) < |d(z, k,w)| < C|k|v/max (c(k), 1/k7),

ou encore

Se/max (@), 177 < ld(e, k)| < Co/max €@), 177,

%w\/max (W), 1/w7) < |d(z, k,w)| < Cwy/max (£(w), 1/w?).

Pour (w, k) € &a, nous considérons alors la solution (vy,%) du probleme sui-
vant :

%8005(;3, k) —d(z, k,w)v(z, k) =7(z, k),

1 -
5895;)7(557 k) + d(;v, kvw)’/y\(% k) =0,

avec les conditions aux limites
5(0,k) = ho(k), ©(1,k) =3.

Une application directe de la regle de Duhamel implique, formellement,

1 !’ ~
@((E, k) _ :q\(k)efé [ld(s,wk)ds _ / 676‘]: (der)(S’w’k)dS’/‘/\("El, k)d(El,

F(x, k) = F(0, k)e 0 Jo dlswk)ds

Ainsi, nous obtenons ’égalité suivante :

1 ’ ~ . —
(IT1.1.149) < /0 e 0 (der)(S""’k)dsdx’) 3(0,k) = Glk)e =0 Jo dlorhds g (k).

11 faut montrer : .
/ e_‘;l}f,(d““;)(s’“”k)dsdx/ 7& 07
0

pour déterminer 7(0, k).

Deux cas se présentent.

— Soit dwy/max (£(w), 1/w?) tend vers 0.

Dans ce cas, d(d + d) tend aussi vers 0 et donc il est clair qu'il existe
do > 0 tel que pour tout § € (0, dp),

1 ! o~
/ efmsfom (d+d)(s7w7k)dsdx/ > %7
0
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et donc 7|y, est bien déterminé par (I11.1.149).
— Soit il exziste ¢ > 0 tel que dw+/max (£(w), 1/w7) > ¢ > 0. Alors il existe deux
constantes ¢y et co telles que

0<e < ‘e_éjg((d+d~)|m:t)dt

<CQ.

X . A 1
Dans ce cas la, nous faisons le méme calcul que [, oy, (0, s)ow, (s,0)ds.

/01 e_gf(;(dJrg)(s,w,k)dst _ . (d +} — (1 . e—éfol((d+07)|m:t)dt)
Or (A+d) lomgy (=8 i () o-)at
+ ~ =
5 (d+d) le—0 (d+d) lom1
d+d

|z:s

_ /1 &C(—%eéﬁ((wj)hﬂ)dtds'
) (d +d

8zd1|r:t m2/£(t)

6(d+d)loes FOdilemr (d+) lams

de plus, en vertu de la définition de dy et glvo, nous obtenons :

O (do + 670) = —%fa
ainsi

0 (a4 ) Lozt .
) (d+ 5) lo—s = Cmax(b(m), 1/|m|7)

Nous en déduisons qu’il existe C' > 0 telle que
V(w, m) € Eva, V6 € (0, 6p),
Or (d+d) lomgy 3 J2((@+0) 1 )at < c
6(d+d) oo (d+d) Loz | Il (max(e(m), 1/jm)**

10, (d+d) |o=s ., -

/ ( : 2| e 0I5 ((d+d)la=e)dtgq| < C .
05 (d + d) lozs Im| (max(¢(m),1/|m|7))
Ainsi, il existe C7 > 0 et Cy > 0 indépendantes de §, w et m telles que :

Y(w,m) € Eya,

1 _
Cy6 Im| < / e—éf(f(d+d)(s,w,k) ds| < Cy6 Im| :
Vvmax(c(m), 1/|m|7) ~ /o B Vmax(e(m), 1/[m]7)

ce qui prouve que (IT1.1.149) détermine entierement 5(0, k).
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Nous en déduisons la condition d’impédance sur les coefficients de v en x = 0 :
1, . ~ o~
g@ka —d(0, k)vr, = ~(0, k).

Soient 7, A et ¥ les opérateurs pseudo-différentiels sur le tore dont les symboles
respectifs sont, pour (w, k) € &,

Og = d(O7 k,w),

—1

1 ~
g = (/ e—éfgs (d—i—d)(s,w,k)dsds) ’
0

e Jo d(s,w,k)ds

= fol o0 5 (d+d) (sw.k)ds g

et

oy

Nous en déduisons le probleme satisfait par v dans O :

1
(ITL.1.150a) div (5— grad v) +w?pev =0, dans O,

(II1.1.150Db) Eg—m ORrV|p_ — {@ - @}U|R_1 =7%g, en R=1.

(&

Remerciements. Nous tenons a remercier chaleureusement O.Lafitte pour ses
conseils avisés sur ce travail.
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I11.1.4. Formulaire. Nous donnons les formules des opérateurs d et & qui
apparaissent dans la formulation des équations de Maxwell a ’aide des formes
différentielles. Ces formules découlent directement des définitions des opérateurs
%, d et § = x~1dx. Nous nous referrons essentiellement au livre de Doubrovine,
Fomenko et Novikov [23]. Nous nous plagons dans le cas du plan.

Nous considérons une métrique donnée par la matrice symétrique G suivante

(IIL.1.151) G (911 912) |

giz2  g22

de déterminant noté g’. L’inverse de G est notée G~ = (¢%);;, et nous suppose G
de signature égale & 1. De sorte que I'opérateur x2 soit égal & l'identité Id sur les
0-formes et les 2-formes et soit égal a — Id sur les 1-formes.

Etoile de Hodge sur RZ.

Sur les 0-formes et les 2-formes. Soit T une 0-forme et S une 2-forme. Alors
*T est une 2-forme et xS est une 0-forme notée f. Posons +T' = pdy'dy? et S =
vdy'dy?.Alors :

1=1/g'T,
1

f:ﬁu.

I1.1.4.a. Sur les 1-formes. Soit T une 1-forme, T = T dy! + T dy?. Alors xT'
est une 1-forme, que nous notons p; dy* + o dy?. Nous avons :

m=—V9g (4" + g Tn),
p2 =g (9" T+ 9" T).

Formule du d pour une 1-forme sur R2. Soit p = Zle 1;dy’, posons
dp = Apdytdy?.

Alors :
Ao — 8/@ 5/141
2= 957" §,2°
oyt Oy
Formule du é§ pour une 2-forme sur R2. Soit A = \;2dy'dy?, posons

OX = ardy' + asdy?. On a alors :
6 )\12 8 )\12
_ / 12 = 22 (Y
O“‘“g_{g (ayl (ﬁ))” (ay<¢g7)>}
8 )\12 (9 /\12
— _ / 11 _ = 12 Y
wa= v (g (35)) +o (5 (32)) )

Formule du § pour une 1-forme sur R?. Soit u = pu1dy’ + pedy?, posons
op = . On a alors :

_ 1 a / 11 12
o= <—5y1 (\/g_(g B+ g M2))
2 (\/? (9" + g”m)))
0y
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Formule du produit intérieur d’une 1-forme sur une 2-forme. Soient
N = Nidy" + Nady?,
A = Ao dytdy?.

Nous avons :

. 1 1
int(N)\ = ?()\12 (g12N1 — g11N2))dy" + ?()\12 (g22N1 — g12N2) ) dy”.
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IT1.2. Estimation du champ diffracté a hautes fréquences par un petit
objet circulaire

Rigorous Norm Estimates of High Frequency Scattering from a Small
Circular Inhomogeneity

Derek J. Hansen, Clair Poignard and Michael S. Vogelius 2
The following section is lifted from [39].

I11.2.1. Introduction. In this paper we shall rigorously estimate the size
of the electromagnetic scattering caused by a single small inhomogeneity at all
frequencies. For simplicity we restrict our attention to the “transverse magnetic”
situation, in which case the scalar electric field satisfies a two dimensional Helmholtz
equation. We take the inhomogeneity (or to be quite precise, the cross-section of
the inhomogeneity) to be a disk of radius € , but we do believe similar estimates
hold for rather arbitrary convex inhomogeneities. The coordinate system is chosen
so that the inhomogeneity is centered at the origin. For simplicity we assume that
the magnetic permeability equals 1 inside as well as outside the inhomogeneity. The
electric permittivity, ¢., equals ¢ inside the inhomogeneity and g¢ outside, in other

words
(v) = qg forr=lyl<e
=Y qo forr=|y|>e

We shall assume that qq is real and positive. The coefficient ¢, the electric permit-
tivity of the inhomogeneity, may be complex, but must have a positive real part
and a non-negative imaginary part. At certain points we shall require that the
inhomogeneity is electrically conducting, i.e., we shall suppose that $(g) > 0. The
object of study is the solution, u., to the equation

(I11.2.152) Aug + w?qeu. = in R? |

for which the “backscattered” part ul® (y) = ue(y) — ul™®) (y) satisfies the “outgo-

ing” radiation condition

0
(I11.2.153) Eu@ —iwy/qu® = o(r™Y?) asr — oo

The incident wave, u(?¢) | is prescribed and satisfies Au(9) 4+ w2gyu(¢) = ( in R2.
We shall always assume it has the form
(I11.2.154) w9 (r, §) = Z arJe(v/qowr)e*?

k=—oc0
with {ag}2 . € 1°°. Here Ji(-) denotes the Bessel function of the first kind of
order k. This assumption does allow a “plane wave”, of incident direction n =
(cos by, sinbp):

(II1.2.155) w9 (y) = VY = Z Ji(\/Gowr)e ™ F(Bo=3) gik?

k=—o0

2Department of Mathematics, Rutgers University, New Brunswick, NJ 08903, USA, and
Institut Camille Jordan, UMR CNRS 5208, Université Claude Bernard Lyon 1, 69622 Villeurbanne
cedex, France.
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The identity (I111.2.155) follows directly from symmetry considerations and the in-
tegral representation formula
1 us
Ji(z) = —/ cos(zsinf — k) df |
0

™

valid for (z) > 0, and any integer k. The main focus of this paper is to give
rigorous norm estimates for the scattered part of the solution (the component uﬁ”)
at a fixed distance from the inhomogeneity.

In the present paper we shall provide estimates that largely explain the be-
haviour of these graphs for w of magnitude ¢~!, and greater, as ¢ — 0. In
particular, with varying assumtions about the incident wave, we shall show that
HuS) | L2({r=2}), is bounded by C'\/e. This bound is also consistent with the asymp-

totic formulas for u€5)|T:2 obtained by (formal) techniques of geometric optics in
[38].

II1.2.2. Some simple estimates for the scattered solution. The problem
(I11.2.152) with its associated outgoing radiation condition may also be written

I11.2.156a Aul) +w?qu® =0, forr=y<e ,
1> £

(I11.2.156b) Aul) + wPqoul? =0,  forr =yl >¢c ,

with the following transmission conditions at r = e:

(II1.2.156¢) dpul® = dyul! - Ay ulin® o
(I11.2.156d) ul® = ul? - ) o
and the asymptotic relationship:

(II1.2.156e) rul® —iw /qoul® = o(r~'/?) asr— oo .

Here we have used the notation ug) for solution wu. inside r < €, and we have

decomposed the solution in r > € as

ue = ul®) 4 o)

For a 2m-periodic function g, we denote by gy, the k*® Fourier coefficient of g, defined
by
1 27

Ok = — 0)e 0 qo keZ .
e =5 ; g(B)e , €

In terms of the Fourier coefficients the equations (I11.2.156a)-(111.2.156e) translate
into

d? 1d . ~

(11121573) Wuifgé—’_;% itzc + (qu kQ/T'Q) ’U,SL = 07 r<e 5
d? o 1d s ~(s

(1112157]3) Wui,l)c—’_;% i)) + ((UQQQ — kQ/T'Q) ’u,i])C = 07 r>ec 5
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with the transmission conditions

d ~(s) d ~(t) d ~inc)
(II1.2.157¢) 7 e . = o Uek . 2 U o
(I1.2.157d) a|  =al) i) ,
r=e r=¢ r=¢
and the radiation condition
d ~(s . ~\ S —
(II1.2.157e) —ui’,l—lw L]Oui’])f =o(rY?) asr—oo .

dr
The differential equations in (II1.2.157a)-(II1.2.157b) are socalled Bessel’s equations
— the outgoing radiation condition at infinity, (II1.2.157¢), and the fact that ﬂg@
stays bounded as r — 0 now imply that

@Sl)c(T) = akHél)( qowr) , T>¢€ and ﬁ?k(r) = Bdi(\Jqwr) , r<e .
H ,gl) is a Hankel function of order k. The transmission conditions (II11.2.157¢) and

(I11.2.157d) yield the following identities for the coefficients aj and Gy

ak{mﬂ,i”)’( T0e) Ji (/@) — Vi, (yawe) HY ( qows>}
=ak{mz (we) Ji (v/@owe) — Vit (vasws) Ji wawe)} ,

m{m—o(Hé”)'( Gowe) Ji, (vawe) — v/ady (awe) HV ( qowa>}

:ak{mw;”)’( Towe) Ji (Vinwe) — ol (Vaswe) HY ( qowe>} ,

where ay, and by, are the coefficients from the incident wave expression (II1.2.154).
We observe that

LemMA II1.2.1. For any qo > 0, q € C, with $(q) >0,k €Z, andr >0
Vao Y (Vaor) T (Var) = vadi, (Var) By (Vaor) £ 0

ProoOF. This non-degeneracy may be deduced from a general uniqueness and
exitence result for the Helmholtz equation (II1.2.152) with a prescribed incident
wave, and an outgoing radiation condition. However, it also has a very direct and
simple proof: if for some k and rg > 0

Vao (M) (Vaore) Tk (vare) = VaJi (Varo) H" (vaore) =0
then, either Jy(\/qro) # 0, and
(1)
H, ' (\/q07m0) k0
e Y / ! < ,
U(T, 0) — Jk(\/@"o) k(\/a'f')e r To
H,gl)( qor)e*?  r>rg
or Jy (\/qro) # 0, and
(1)ys
Vao(Hy ") (\/aoro) k6
J r)e' r<ry ,
U(r,0) = V@i (\/aro) k(var) 0
H,gl)(\/q_or)e‘ke r>rg
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is a solution to

(I11.2.158) AU +q¢*U =0 in R?* |
with
(I11.2.159) U —iy/qU = o(r~Y?) as r—o0 .

Here ¢* is given by

. qg forr=|yl <ro
q"(y) = B
qo for r=1ly| > ro

Multiplication of (II1.2.158) by U and integration by parts, using (I11.2.159), now
gives

lim l—/ VU |? dy+/ q*|U)? dy+i\/q—o/ U? doyl =0,
R—oo lyl<R lyl<R lyl=R

and so

. S(g) 2
lim U1 do :——/ |U? dy <0 .
Rr=c0 Jjy =R Va0 Sy

On the other hand, based on the asymptotics of the Hankel function H ,gl), namely

2
HY(r) =/ =075 7D 10 . asr oo

we easily calculate that

4
lim U doy = —
=% Jiy=r ' V@
and so we have obviously reached a contradiction. We conclude that the nondegen-
eracy statement of this lemma must hold. O

Based on this non-degeneracy lemma and the previous formulas for oy and g
we conclude that

(I11.2.160)
o L) i (V) — VI (V) i ()
Va(HDY (Jawwe) e (Viwe) - iy (awe) HY (/awwe)
g = VY (J02) B (V%) = VT, (Vwe) H (i)

VI H)Y (Vaowe) Ji (vawe) = Vadi (awe) B (y/aowe)
2iay, 1

™l VI H Y (arwe) Je (Viwe) = vaTi (vae) B (yaows)|

where we have used a well-known formula for the Wronskian of the functions Jy,
and H ,gl) to obtain the last identity. In order to rigorously estimate the size of the
scattered part, ugs), for small we, the following observations about the asymptotic

behaviour of Bessel (and Hankel) functions are essential.

LEmMmA II1.2.2. For any integer k > 0

MBS

Vo (H) (Vaor) e (Var) = Vadi(/ar) Hy qm:%(i) o)
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and

Vi (Var) Te(vaor) = Vao T (aor) Je(var) = Cil(ago) * (qo—a)r* ! + o)
as v — 04. The constant Cy, is given by

k+2
O, — 9—(2k+2)
TR+ 1)
PROOF. The identities are straightforward consequences of the well known as-

ymptotic properties of Bessel functions and their derivatives, as found for instance
in [76]. We omit the details of the derivation. O

From the identities in the above lemma, and the formulas for the ay, and the
B, we immediately conclude that, for any integer k > 0

(II1.2.161) a4y = —aik%erqg(qo — @) (we)?? 4 o((we)*?)  aswe — 04
and
k/2
Bik = axk (%O) + o(1) aswe— 04

Here we have also used the fact that J_j = (—1)*.J; and H(}g = (—l)kH,gl) for
any integer k > 0. In order to rigorously estimate the size of the scattered part,
ugs), for large we we shall require that the inhomogeneity be electrically conducting
(i.e., that S(g) > 0). This asumption implies the following result, which will prove
essential.

LEMMA II1.2.3. Let ¢ = a+1ib be a complex constant with b > 0. Then, for any
integer k > 0

br i(l—a)r
(1), e 1
(Hy ) (r)dg(cr) = 177”4\/6 (1+0(r™ 1Y)
, 1 ) ebrei(l—a)r .
Jk(C'I")Hk (7’) = —IT\/E (1 —+ O(T )) s

as r — oo. Furthermore, there ezxist constants Cy, . such that

br

| T (r) T (cr)] < ClmeT , and
br

ien) ()] < Cremr

for all r > 0.

PROOF. These identities and bounds follow immediately from well known as-
ymptotic behaviour of Bessel functions. For brevity we provide only the details
of the derivation of the first identity, and the first bound. We leave the (similar)
derivation for the two remaining statements to the reader. We have

(I11.2.162) (HOY (1) i (er) = % (ngljlm - H,ﬁﬁl(r)) Ju(er) |

for k£ > 0, and
(I11.2.163) (HDY (1) Jo(er) = —HD () Jo (cr)



180 III. METHODE ASYMPTOTIQUES HAUTES FREQUENCES

As r — oo we also have

/2
(111.2.164) H]gl)(r) — <%> el(T—gﬂ—z) (1 +O(T_1)) 7

see [45] page 122, or [76] page 198. Insertion of (II1.2.164) into (II1.2.162) and
(II1.2.163) gives

1/2 . .
(HLY (1) Jk(er) = l<i> ei<r’5”4><e‘2 (1+00™h)

2 \7r

—e7'2 (14+0(r™h)) )Jk(cr)

2N .
(I11.2.165) = z(;) =2 (14 0(r™Y)) Ji(er)
for k£ > 0, and
(1)y/ 2\ i(r—Z—1I) -1
(Hy ) (r)Jo(er) = — — e"T2 73 (l—i—O(r ))Jo(cr)
2\Y? .,
(I11.2.166) = z(;) =5 (14+0(r™1)) Jo(er) .

Due to the fact that ¢ = a 4 ib has a positive imaginary part

1/2  _i(er—kr—x)
2 e 2771
Te(er) = <—) L

wer
and upon insertion of this into (II1.2.165) and (II1.2.166) we now get
1 .
(HDY () Jk(er) = i—rz 797 (1406 Y))

T/

(1+00™h)

) eb'rei(lfa)r

= 11—
T/
for any k& > 0. This verifies the first of the asymptotic identities. We now proceed
to verify the first of the inequalities. To this end we have

(1+0(r™") asr—oo ,

(II1.2.167) Ji(r)Ji(er) = % (Jo=1(r) = Jgg1 (1)) Ji(er)
for k£ > 0, and
(I11.2.168) Jo(r)Jo(er) = —Ji(r)Jo(er) .

From [45] page 122, or [76] page 198 we get

9 \1/2
|Jk(2)] < Ch <—) el 3|

7lz|
Insertion of this estimate into (I111.2.167) and (I11.2.168) immediately yields

9 \2 /o \1/2
: < 2 1S(er)|
e < a(2) ()
br
S Ok,ce_a
r

as desired. 0
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The formula (I111.2.161) for the coefficients ay, and Lemma II1.2.2 and Lemma
II1.2.3 enable us to prove the following result.

PROPOSITION II1.2.4. Suppose 0 < we, and suppose the incident wave u'™¢ is
given by

u(r,0) = Z arJy (vgowr) e,
|k|<ko

for some integer kg > 0, and some coefficients ai, —ko < k < ko. We denote by

|a|oo the mazimum of the moduli of the coefficients ay. Let ug) and u§S> be the
solutions to the following two dimensional scattering problem

Aul + q?u® =0 forr=ly <e ,
Aul®) + qouul® =0 forr=yl >¢e ,
with the transmission conditions

_ Hpulne)
r=€

ou = ogul

r=¢

)
=€

ugs) _ Ugt) _ u(znc)

r=¢

)

r=¢ r=¢&

and the outgoing radiation condition
rul® —iw/qoul® = o(r~Y2?) asr— oo .

Suppose I(q) > 0. There exists a constant C = Cl,, depending only on ko (and g,
qo) but independent of w, €, and R, such that, for any R > ¢

2BV (WR ‘ 0<we<1
(I11.2.169) HU(S R‘ < Chy | (we) ‘ 0 (WR) for we )
r= LQ(O 27T) 1/ /wR fO']" 1 S we .

Proor. The function ugs)( ), lyl =r > e, is given by

(I11.2.170) ul(r,0) = ) arH"Y (/gowr)e*?
|kl <ko

where the coefficients oy, are as before. Due to (II1.2.161) and the asymptotics of
the Hankel function H 121) we get for any integer k # 0
arH ( qows)‘ < Dplap](we)*+2 | as we —0 .
For k = 0 we have
|| < Dolao|(we)? , as we—0 .

Here Dy, is a constant that depends only on k, g and ¢, but is independent of w
and e. Due to the fact that aj depends smoothly on we € (0,1], it immediately
follows that

akH,gl) (Vaowe)| < Ciylaloo(we)® forall 0< |k <ky , andall 0<we<1 .
It also follows that

log| < Claloo(we)? forall 0 <we<1 .
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We may thus estimate

2
s 1
1]l 0on = 27 laol? |HS? (VaowR)
2

(1)
H VaowR
+27 g |ozkH,gl)( qowe) |2 —k VT ( 1 )

(1)
o<k <ko H,” (qowe)
< Gl o) ([EP R + @)
< Culaf (o)t [HO@R| | 0<we<t

For this estimate we have used a well known fact about Hankel functions, namely
that

|Hk (> _s
I11.2.171 - f < k .
( ) |H1(S)| r or 0<877" s #0
2
The estimate (I11.2.171) follows from the fact that the function r — r ‘H,gl) (T‘)‘ is

a decreasing function on (0, 00) (cf. [76] pg. 446) for any integer k # 0. Altogether
we have now proven the estimate (I11.2.169) for we € (0,1). In order to complete
the proof of this lemma it thus remains to prove that

2.
R ?
Lemma III.2.3, with ¢ = /q/\/qo and r = |/qowe, implies that

VOHMY (Vaowe) Ji (vawe) — vty (Vawe) HLY (Vgowe)

_ i \/%+ \/_ ws\s \f) i(v/q0—R(y/q))we
- TWE (qoq)1/4 (1+O(( ) )) )

s la
(I11.2.172) [ul] _pll720.2m) < Cro—2 we € [1,00) .

as we — 0o, and

Vadi (Vawe) Ju (Vaowe) = v/ao i, (Vaowe) Ji (Vawe)| < Cre?=S VD (we) ™!

with Cf depending only on k (and ¢p and ¢). As a consequence of these two
estimates, the formula (IT1.2.160) (and the fact that o depends smoothly on we €
[1,00)) we now get

lo| < Crlag| ,  for1<we |

with Cf only dependent on k (and ¢o and ¢) but independent of w and . A
combination of this and the representation formula (II1.2.170) yields

10l _glle0zn = 27 > lanlPIHP (VaowR)P

[k|<ko
2 —1
Crolalse(WR) ™

IN

for we > 1. Here we have used the well known fact that [H\" (r)|2 < Cjr=? for
r > rg > 0. This completes the proof of (II1.2.172) and thus the proof of the
lemma. (I



III.2. RIGOROUS ESTIMATES FOR HIGH FREQUENCY SCATTERING 183

We call an inhomogeneity a hard scatterer if there is no transmitted wave, and
the boundary conditions (II1.2.156¢)-(111.2.156d) on the boundary of the inhomo-
geneity are replaced by

u® 4+ul™) =0 on r=|y=¢ .
PROPOSITION IIL.2.5. Suppose 0 < we, and suppose the incident wave u'™¢ is
given by

oo

u™(r, ) = Z arJx (/qowr) elhl.

k=—oc0

for some coefficients ay, We denote by |als the mazimum of the moduli of the

coefficients ay. Let ugs) be the solution to the following two dimensional scattering
problem

Aul® + gutul® =0 forr=|y >e ,
with the boundary condition

US_.S) - _ u(znc)

r=¢€ r=¢
and the outgoing radiation condition
Arul® —iw/qoul® = o(r=Y?) asr — oo .

Then there exists a constant C, depending only on qqo, such that for any R > €

‘ U,(S)‘ ‘ < Clal (|log(we)| +1)7* ‘Hél)(wR)‘ for 0<we<1 ,
¢ Ir=Rl|p2(0,27) ~ \/g/\/}—g for 1<<we .
PROOF. The function u'® has the representation
= HY (Jqowr) |
ul® (r,0) = — Z arJx( qowe)welke ,
k=—o00 Hy (Vaowe)
from which it immediately follows that
2 ) | B (yawR) [
[l = 2mlaol (e P | =i I
L2(02m I (aowe)
2
Y R
213 (Jaof? + Janf?) | (ywe)? | B B0
E>1 Hy "’ (\/qowe)
H" (J/qowR) ? e
(IT1.2.173) < 2mlaol?|Jo(v/qowe)|? — = + 27|al?, =
Hy (Vqowe) R
For the last inequality we have used that
1 «— 1
(II1.2.174) D 1 k(Vaowe)? < 3 > Ik(Vaowe)|* = 3

k>1 k=—o0
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and that
H (JawR) |
(I11.2.175) ’“(1)7 <e¢/R ,
H, "’ (y/qowe)

for any k > 1 and any R > £ > 0. The estimate (IT1.2.174) follows immediately from
the representation formula for a plane wave, (I11.2.155), and Parseval’s identity. The
derivation of (II1.2.175) was already explained in the proof of Proposition I11.2.4.
The L? estimate of this lemma follows from (II1.2.173), by observing that, due to
the well known asymptotic behaviour of Bessel functions

(1) 2
(1) 2 Hy ' (wR)
|Jo(v/qowe)|? w <C u for O<we<l1 ,
Hél)(\/(]_owg) - (| log(w€)| + 1)2
1/(wR) <e/R for 1<we |,
and by observing that
(1) 2
Hy ' (wR)
E:W—8<Cu forO<we<l , e<R .

R wR ™ (Jlog(we)|+1)2 °
O

REMARK II1.2.6. In Proposition II1.2.4 and Proposition I11.2.5 the two different
cases of the estimate are distinguished according to whether 0 < we < 1, or 1 < we.
There is of course nothing “sacred” about the number 1 in this dichotomy. Due to
the continuous dependence of the solution ue on we, we could distinguish according
to whether 0 < we < M, or M < we for any fized M > 0.

In the following we shall outline an approach using pseudodifferential opera-
tors, which establishes an estimate of the same nature as the bottom estimate of
Proposition II1.2.5 for the case of a (soft and) conducting inhomogeneity. This may
also be viewed as a generalization of the bottom estimate of Proposition 1I1.2.4 to
the case when the incident wave has an infinite Fourier Series, for instance is a
plane wave. Even though we only perform the analysis for a circular inhomogene-
ity, we expect that a very similar approach may be applied to any smooth, convex
inhomogeneity of the form ¢D.

I11.2.3. Pseudodifferential approach when we tends to +oco. We con-
sider a problem more general than (I11.2.156) in the sense that the permeability p
is supposed piecewise constant (instead of constant). Let ¢, be the real permittivity
of the background. We denote by € the complex permittivity of the inhomogene-
ity and by p and pe the real permeabilities respectively of the inhomogeneity and
the background. We consider a highly conducting inhomogeneity. Specifically, we
impose that € has a constant imaginary part:

e=a-+ib, a>0,b>0,
and we denote by ¢g. and ¢ the following constants:

Ge = He€e, G = HE.
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We study the following problem, which represents the magnetic field scattered by
a small inhomogeneity:

t 2,,t
(I11.2.176a) {A“ +gqwiut =0, (r,0) € [0,e[xT,

Au® + gew?u® =0, (r,0) €]e, +oo[xT,

with the following transmission conditions in r = e:

(IT1.2.176b) o], = 5 @]+ 9] )
foe =], + ]

r=e r=e r=e’

at the infinity, u® satisfies the usual outgoing radiation condition:
(II1.2.176¢) Opu® — iy/Gewu® = O(r=3/2),

In order to work in a fixed domain, we make the rescaling R = r/e. We write the
functions depending on the new variable R in capital letters. We therefore have

(I11.2.177a) AU + q(we)?Ut =0, VY(R,0) € [0, 1[xT,
(IT1.2.177b) AU + qo(we)?*U® =0, V(R,0) €]1,+00[xT,

with the following transmission conditions

1 1 :
(II1.2.177c¢) m 8RUt‘Rzl - e (OrU® |y + 8RUZ|R:1) ’
(I11.2.1774) Ul pey = Uy + Uy

and with the radiation condition for U® corresponding to that of u®:

(II1.2.177e) ORU*® —iy/GeweU* = O(R™%/2).

We suppose that w, 1/¢ and we tend to infinity. We denote by A the rescaled
frequency:

A = we.

The analysis we present here is made in the case of a circular inhomogeneity. The
authors expect that it might be extended to an inhomogeneity under the form
eD, where D is a smooth domain of size 1, using the tools of pseudodifferential
operators on the flat torus. We chose to present the circular case in a heuristic
goal, but the reader with a background in microlocal analysis will be able to see the
pseudodifferential calculus hidden behind our explicit calculations. Such a calculus
has already been performed by Poignard in a bidimensionnal domain of arbitrary
shape in [54] to obtain an impedance boundary condition, which translates the
effect of the thin membrane of a biological cell on its cytoplasm into a special
boundary condition on the boundary of the cytoplasm.

The main idea consists in replacing the inhomogeneity by a boundary condition:
we concentrate the effect of the ball on its boundary. To obtain such a condition,
since we are in a circular geometry, we use Fouier analysis, which leads us to a kind
of Dirichlet-to-Neumann (also called Steklov-Poincaré) operator on the boundary
of the ball. This calculus leads to a relation between the transmitted field and
its normal derivative on the boundary of the inhomogeneity, so called impedance
boundary condition. Then, using the transmission conditions we obtain a boundary
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condition for the scattered field on the boundary of the conducting inhomogeneity.
It remains to obtain the L? estimates, using the classical Fourier analysis.
I11.2.3.a. Factorization of Hemholtz operator in the unit ball. Here we suppose

(I11.2.178) q = a + ib, with both a and b strictly positive.
Let us denote by . the Helmholtz operator written in polar coordinates:

L= A+ g\

In this section we find two operators, denoted by D, and lN)q, such that the
Helmbholtz operator . can be factorized as

% = (0n+D,) (05— Dy) + R,

where the operator Rg is of order 0.
Our first step will be to find an operator D; such that

% = (0r+ D)) (0r — D,) + Ry,
with Ré an operator of order 1. Then using the expression of the symbol of R;, we
will find two operators D and lN)g such that
_ 1, 70 1 0 0
= (8R+Dq+Dq)(8R—Dq —Dq) +RY.
Denote by C the annulus:
C={(r0): 1/2<r<1,0€T}.
The symbol o of £ in C is:
VYA>1,V(,R,&) € Z x [1/2,1] x R,
12
 R?

If I = 0, we easily find the following factorization:

1 1
— ; _ 2)\2 1€ —
O’f|l_0—<1§+2R<1+ 1 4qR)\)><1§ 2R( 1
+ 1—4qR2/\2>>.

Here, and throughout this paper, /- is the principal square root:

Vz=/|z]eAeD/2 _n < Argz <.
Accordingly, (\/1 — 4qR2/\2) > 0. We define
1
(II1.2.180a) dg(0, R, \) = — (—1 +/1- 4qR2)\2) ,

°R
- 1
= — _ 21\2
(II1.2.180b) A0, B, N) = 3 (1+ 1—4qR /\).

+q/\2+§.

03(17R7fu )‘) = _52 R

(I11.2.179)
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Now suppose [ # 0. The factorization analogous to (II1.2.179), namely

osli-0 = (if+ %3 <1 + V1402 - qR2)\2)>> <i§ - %(—1
+ \/1 +4(12 _qRQ)\Q))),

will not meet our needs. Instead, define

(IT1.2.181) ve(l, R, \) = /T — qR2N2 /12,

and denote by d} the symbol

1
dL(0, R, \) = /1 — 4gR2)2,

qR2)\2
dy(l, R, \) = %' 1-— ST for 1 # 0.
We have the following factorization of o ¢:
oy = (i +dy) (i€ —dy) + %.

Denote by D; the operator whose symbol is d; and by Ré the operator of order 1
defined by

Ry =% — (9p+ D) (0r - D})

— % — (0% - DyD} ~ [0, D}] ).

Thus the symbol of R; is

N S |
fa ™ R Ry, R)
_iE

R Ru(L,R)

Now we seek two operators Dy = Op(d)) and bvg = Op(d~2) such that

Rng—(aR+D;+bvg) (aR—D;—Dg)

is of order 0, with its symbol rg independent of £ and well controlled in its depen-

dence on [, R and A\ > 1. A simple computation leads to
Ry = Ry~ (~D}(D + D3) + (D — D) s — [9r. D] ~ D§DY)

thus,

~ - d ~
ry=op) — (—d;(dg +dy) +i€(d —dy) — 75dg - dgdg) :
We define dg and &2 by the following system:

dolizo =1, dgli=o = -1,
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for [ # 0,
) —d) =1/R,
do do —
% T R R)
Solving, we find

1
dd=—— (1 — 1/Vq2),

q 2R
B =5 (141/2).

We now define the symbols d,; and dq by
dg = dy +dy,
dg = d} +do.
More precisely, we have
VieZ* VR € [1/2,1], VA > 1,
U 1

(I11.2.182a) c@UJiA):iE 2R(1—1/ 2,

'l I 1
(I11.2.182b) qu%R,A)::jiuqﬁ-2}3(1%—1/V)
and for [ = 0,

VR € [1/2,1], VA > 1,

(II1.2.182¢) dg(0, R, \) = iR (—1 +/1- 4qR2)\2) ,
(IIL.2.182d) dg(0, R, \) —l—(l—k\/l——4qR2A2)

We set D, = Op (dq) and 5q = Op(d q). These operators act on the functions
defined on the torus T. Let us define %, by

(II1.2.183) Zy = (0r+Dy) (0r - D).

If | = 0, according to (II1.2.182¢) we have

d
0w 2 li=0 = @dqh:o

1 /11— 4qR2\2 — 1

2R\ /1— 4gR2\?

(I11.2.184a) =

and for all | € Z* we have

d
Op—ty = a§@+ww
g2 (12 + qR?)%) g (1% — qR%)\?/2)
2(12 _ qRQ/\Q)Q 2(12 _ qRQ)\Q)Q
q(I?/X* + qR?/4)
(12/X2 — qR?)?

(I11.2.184b) =
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As a result, we have the following bounds: there exists a C' depending only on ¢
such that for all R € [1/2,1] and A > 1, we have

(I11.2.185a) loy—zli=0| < C,

and for [ # 0,

(III.2.185b) low_z| <C.
Therefore there exists C' such that for all v € L?(C),
(I1.2.186) (£ — Zo)vlr2c) < CllvlL2(c)-

II1.2.3.b. Properties of dy. In this section, we give some useful properties of d,.
We recall

qg=a+1ib, a>0,b>0.
e Upper bound for |dg|.

Since 3(g) # 0, it is clear that there exists a constant C' > 0 depending on ¢ such
that for all integer [, for all A > 1 and for all R in [1/2, 1] we have

(I11.2.187) ldy| < C (I +N).
Similarly, we have:
(IIL.2.188) ‘ch‘ <C(I|+ ).

e Lower bound for R(d,) and §R(£lvq)
Now we give a lower bound on the real part of d.
PrROPERTY II1.2.7. Let ¢ = a + ib with a and b be strictly positive.

There exists a constant C > 0 and Ag > 1 both depending on q such that for all
R € [1/2,1] we have

YA > Ao, VI € Z,
(I11.2.189) R(dg (I,R,N) = C(A+1]),
(I11.2.190) R(dy (1, R,A) > C A+ 1))

PROOF. We just prove (I11.2.189).

Since
. 1 1
dalimo = A\ ~Ha+ i)+ 57 — 37 |

the result is obvious for [ = 0.
Suppose [ # 0.

1
R

With = /aRA/|l|,

) - . 1+ib/a

1+1ib/a
(1/22 —1—1b/a)’

2 2
T— gV R P + 5 X R/I

K (- R

Since
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is bounded independently of = > 0, and since there exists C' > 0 such that

%(\/%—1—ib/a> > C,

the end of the proof is clear. O

e Lower bound for (dy).
We denote by d and v the following functions:

VE>0, v(t)=+1-qt?
Ve ZF V>0, d(l,t)=|lv(t)— (1-1/v°(1)) /2.

PRrROPERTY II1.2.8. Let ¢ = a+ib with a and b strictly positive. There exists a
constant Cq > 0 and a Ao > 1 depending on q such that for R =1,

(I11.2.191) VA > 1, S(dq (0, 1,/\)) < —Cy\,
(I11.2.192) YA > Ao, Vi € Z*, S(dq Q, 17/\)) < —CyAmin(1, \/]1]).

PRrROOF. The case ! = 0 is simple, so we leave it to the reader and assume [ # 0.
Since (v(t)) > 0 for all ¢ > 0, we may write
v(t) =pe?, —m/2<60<0,
so that

tlpsin(9) — 2220

2p2
= SH;# (J1[p* — cos(0)) .

To prove S(dq(1,1,X)) = S(d(l, A/|l])) < 0, it suffices to prove there exists a Ag > 1
such that for every integer [ # 0 and all A > Ay,
(I11.2.193) |1]p® > 2.

Since

S3(d(i.1)

v))? = (1- at2)2 + b4,

there exists a to > 0 depending only on ¢ such that for all ¢t > g, [v(¢)]® > 2.
Moreover, a simple calculation shows that

ab

Therefore, if |I| > 2(a® + b%)3/(ab)? then I(d(l,A/|l|)) < 0 for all . Otherwise, we
simply choose Ao such that
Ao > t()(CLQ + b2)3/(ab)3.

We now have that $(dg(l,1, 1)) < 0.
To finish the proof, we let t = A/|l| observe that for A > A,

sin(8) |1|p®
Ls(dn) < %%%
— 130w,

2t
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Since

S(u(t)) = —%\/\/(1 — a2 + 62 — (1 — at?),

the continuous and strictly negative function

f(t) :== max{1, 1/15}2%S(V(t))7 t €10, 00[,

satisfies
f(t) — const(q) <0 ast — 0,
f(t) — const(q) < 0 as t — oo,
and therefore has a negative maximum on [0, oo]. O

I11.2.3.c. Study of the factorized problem. In this section we suppose we know
U? on OB and we study the solution U of the following Cauchy problem:

(I11.2.194a) OrU — Dy(R)U =0, in (1/2,1] x T,
(I11.2.194b) U(1,0) =U!

In Fourier space, we obtain for all [ € Z:

(II1.2.195a) drU; — d,U; = 0, in (1/2,1),
I11.2.195b o =ut

( ) a1t 1l

Therefore, for all [ we have:
(I11.2.196) Uy =Uf e Jrda(s)ds,

and we infer easily the relation between OrU? and U? at R = 1 in terms of Fourier
coefficients. Actually, we have

(I11.2.197) dRﬁl‘ —d, ﬁl‘ — 0.

LEMMA I11.2.9. Let U} be in L*(T).
Then the solution U of (111.2.194) is in H'(C). And the following estimates
hold, for a constant C > 0 depending only on q.

(111.2.198) IUlng(T <NUlmi ey < CVAIUL| sy -
We have also:
(I11.2.199) |U1}H vagny S VAU ey < C|UF o gy -

Moreover, for all o € R, there exists two constants C, > 0 and c,, which also
depend on q, such that:

(I11.2.200) \U1|R:1 /2‘ < Cree Ut

o (T) |12 (T)

PRrOOF. The first inequality of (II1.2.198) is a direct consequence of the conti-
nuity of the trace Theorem from H!(C) unto L?(T).

The second inequality is a direct consequence of expression (I111.2.196) of Fourier
coefficients of U, and Property I11.2.7.
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Actually, we have:

T 2 2 gl )
/ ‘Ul dR = Ufl / e_2fl?, R(dq)(s) dst,
1/2 T Jaye

1 12 =R 2 1 .
/ ’ZUI dR = U{l / lze_QfR é}e(dq)(s)dst’
1/2 ’ 1/2

1 2 N 2 1
/ }aRUl dR = U}, / |dy(R)|2e~2/a Rd)() dsq .
1/2 1/2
By Property II1.2.7, there exists C' > 0 such that:

1 L O
/ c2IERAN @ dsgp < _C
1/2 1]+ A

1 2
/ e faRa©asqp « O
1/2 T+ A

1
[ dimpe 2O tag < 1+ ).
1

/2
Therefore, we have proved:

1 2 C |~
dR < —‘Ut
/1/2‘ I+ A b

AJMQM<JTJ@¥’

2

)

S5

2

)

1 2 R
/ ‘GRUl dR < C(I| + \) ‘Uf)l
1/2
hence estimates (I11.2.198).

According to (II1.2.187), there exists C' > 0 and ¢ > 0 such that

%’ﬁil e~ CUI+N(R-1) ‘ﬁz‘ < C’ﬁiz e=CUI+N(E-1)
hence there exists C' > 0 depending on ¢ such that
2
g oum)| rar< —S ot |’
< |, ] Rar < 1]
C(L+]l] +\) /1/2 (R R CENTEE

Therefore, we infer that there exists a constant C' > 0 depending on ¢ such that

1 + c t
(1112201) m ‘Ul‘H—l/Z('[[‘) < ||U||L2(C) < A\1/2 ‘U1|L2(’]1‘)'

To prove estimate (II1.2.200), we just have to observe that:
ﬁz‘ = Ut e fipda(e)ds

R=1/2 ' ’

and according to Property II1.2.7, there exists C' > 0 such that

‘e— [z da(e)ds| o —C(lUl+X)

For all o > 0 there exists C, > 0 such that:
lo'efCH\ < 00.7
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hence estimate (I11.2.200). O

I11.2.3.d. Approximation of U®. Now we come back to the exterior problem.
Using the impedance boundary condition found in (I11.2.197) and the transmission
conditions (II1.2.177¢)—(111.2.177d), we replace the ball by an impedance boundary
condition in R =1 and we study this approximate solution of U*?.

Specifically, if we let (V*,V*) be the approximation of (U?, U") that solves the
following analogue of problem (I11.2.177):

(IT1.2.202a) AV 4 ¢ V=0, (R,0)€]l,+oo[xT,
(I11.2.202b) OrRV' —D,V! =0, (R,0)€ (1/2,1)xT,

with the transmission conditions

1 1 s i
(111.2.202c) m ORV'| o, = - (OrRV®| gy + ORV'| 5,
(I11.2.202d) Vs = Vg + Vit
and the radiation condition
(I11.2.202€) (Br — iV V' = O(R™3/?).
Then (I11.2.202¢) and (II1.2.202d), along with the impedance relation
aRVt|R:1 - qut‘R:I =0,

yield the following boundary condition for V*:

s He s He i 1
(I11.2.203) ORV®| oy — 7qu lpey = ;Dq Uy —0rU |5, -

We will now demonstrate that the approximation V* of U® satisfies the H~1/2
bound we seek for U?.

For convenience, we extend V* by continuity up to R = 0 by defining it as
follows:
(I11.2.204) AVt 4+ g 2Vt =0, for (R,6) € (0,1/2) x T,

(I11.2.205) Vperys- = V' goryor -

Observe that according to (II1.2.200), if we prove that V*|,_; belongs to H*(T)
for some s € R, we infer that for all o € R there exists two constants C, > 0 and
cs > 0, which depend on d, such that

||Vt < Co_efCu)\“/lt

e 5,0y < |bremy

where B, is the ball of radius 1/2 around 0. In particular, we infer that for all
o > 0, there exists C, > 0 and ¢, > 0 such that:

—Co A t
(I11.2.206) |0RV |, =1/2+ — ORV |r=1/2- | 11 ) < Coe Vi -

LeMMA II1.2.10. Let g be a given function in H°(T), o > —1/2. Let V* be the
solution of the following problem:

{AVS AV =0, Y(R,0) €]l,+oo[xT,
8RVS|R:1 - (Me/ﬂ) DqVS|R:1 =g,

with the radiation condition

(I11.2.207) (Or — VGV = O(R3/?).
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Then there exists a constant C = const(q, u/pe) > 0 and a Ao > 1 depending on q
such that for all X > Ao,

. 1 1
(IT1.2.208) IV et oy < C <X||g||Ha<T> " pmnwm) |

PRrROOF. The [*" Fourier coefficient ‘A/ls of V* satisfies the following ordinary
differential equation:

1 d d ~ 12 .
I11.2.2 —— |R—V* N - ——= |V = 1
( 09a) 7 1R <RdRVl>+/\ (q (R/\)Q)Vl 0, < R < o0,

s Me irs
(I11.2.209D) dVi'| - ;dq v

with the radiation condition as written in Fourier mode,

:Al
Re1 gi,

(II1.2.209c¢) ORV? — V@AV = O(R™/2),

We multiply (I11.2.209a) by the conjugate of RIA/ZS and then integrate over R €
[1,4+o00[. Using the boundary condition (III.2.209b) and the radiation condition
and then taking the imaginary part, we obtain

2 2 -
. = He = ~ 5
WA R‘Vs ~ Hega,) Ve ‘ :0( Vs‘ )
Va Rffoo( z ) 2l L P B A (7 P
Then since I(dy) <0,
_ Wb

AS
v,

< .
R:l‘ = 73(dy) 9

By Property I11.2.8, there exists a constant C' and a Ag > 1, both depending on ¢,
such that for all A > Ag,

and therefore

|l|2a ‘75 ’2 < C |l|2a + |l|20+2 /\|2
l R=1 — Q1] e AQ A4 gl -
O
In the context of problem (II1.2.202),
He i i
9= ZDF.I U ‘R:l —0rU ‘3:1'

By (II1.2.187), dg¢|r=1 < C (A + |I|), and therefore

lgllzrecry < C (MU || oy + 1U | o1 (1)) + 10U | 1o () »

where C' depends only on g and pe/pu.
In the case where U* has the form

Ul(z) = Z arJi (/@ AR)eM,
lez

which includes the case of a plane wave,
Ul(z) = eMVErn -y =1,
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U' satisfies for all o > 0,
(I11.2.210a) U N g1y < Caoro A llalloo
(I11.2.210b) [0RU |7 (1) < Ca oA la]| oo -

PROOF. The second inequality is an easy consequence of the first (resp. third)
inequality and the identity

2J[(2) = 101(2) — 2J141(2).

The first inequality will be a consequence of the identity

z
(I1.2.211) 1Ji(z) = 5(Jl_l(z) + Ji11(2)).
By repeatedly applying (II1.2.211), we find that for any positive integer m,
. 2™ &N (m
U™ 0= < S > i | Ji—m2;(2)];
j=0

which implies

|l|2m|Jl(Z)|2 < Cm|z|2m Z |Jl_m+2j(z)|25
=0

which in turn implies (II1.2.210a) for o = m. The case of non-integral o > 0 follows
by choosing any m > ¢ and using the interpolation inequality

1 inl—o/m ino/m
1T o cry < MU oty ™ 10N 5ty

Consequently, for o > 0,

Igllae (1) < Clage.omsuo A" llallo,
and thus

. 1 1
IV sl ey < G ( $allaeco, + 5 lllncn) )

= C(q,qe,o,u/ue))‘ana”oo-

We have therefore proved

PROPOSITION I11.2.11. Let (V*,V*) solve problem (111.2.202) with the incoming
wave U' satisfying

Ul(z) = Z arJi(VEAR)eMY,
=

for some sequence a = (a;) € L>®(Z). Then for all o € R, there exists a constant
C depending only on q, qe, 0 and p/p. and a Ao depending only on q such that for
all A\ > Ao, for o >0

IV a=1ll o (zy < CA?[lal]oo-
Particularly, we have

(I11.2.212) IV* ret 2y < Cllalle.



196 III. METHODE ASYMPTOTIQUES HAUTES FREQUENCES
I11.2.3.e. Final estimate. Before proving our main theorem, we need the fol-
lowing lemma.

LEMMA II1.2.12. Let X\ be greater than 1 and let ¢ = a + ib with a,b > 0. Let
u be in L?(B), such that

Au+ Nqu=0, in B.
Then there exists a constant C > 0 and a Ay > 1, both depending on q, such that
(I11.2.213) VA >N, Nulr=1llg-12er) < CAY2|ull 2.

PROOF. Let us denote by g the trace of u on the boundary R = 1. Let v be
the solution of the factorized problem:

Orv — Dy(R)v =0, in C,
V|r=1 =g,

and in Bl/27

Av+ X qu=0 in By,
U|R:1/2* = U|R:1/2+-

Recall that .Z is Helmholtz operator while .%} is its factorization (II1.2.183) at the
order 0. We denote by w the difference u — v. w satisfies

Aw + Nqw = — (£ — L) v, in C,

Aw 4+ Nqw = 0, in By,
with transmission conditions

w|R:1/2* = w|R:1/2+,

Orw|r=1/2- = OpW|r=1/2+ + OrRV|g=1/2- — ORV|R=1/2+"
and with boundary condition

’LU|R:1 =0.

Observe that by applying (I11.2.201) with U = v the proof is finished if we can
show

(I11.2.214) lollz2(s) < Cllullas)

for \ sufficiently large. According to £ — %, is an operator from L?(C) unto
L?(C), bounded independently of \, and using inequality (I11.2.206), we obtain by
classical energy estimates:

w5y < CllvllL2(B),
and then
C
lwliz2m) < 3z lvllzzm),

hence (II1.2.214), and the proof is finished. O
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COROLLARY II1.2.13. Let X\ be greater that 1 and ¢ = a + ib with a,b > 0. Let
f and u be in L*(B) such that
Au+ Nqu=f in B.
Then there exists a constant C >0 and a Ao > 1, both depending on q, such that

1
(IT1.2.215) VYA > Ao, HU|R21||H—1/2(?1‘) < CAY/? <|u||L2(B) + WUB”L%B)) .

PROOF. Let u® € H}(B) solve ZLu’ = f. We write this equation in the Fourier
mode:

1 d d — —_
- 4,0 2. _12/R2),0, — :
RdR(RdRul)—i—(Aq l/R)ul fi in [0,1],
;Bl|R:1:0.

Multiplying by Ru?, integrating and then taking imaginary parts, we find

I 1/2 1 1/2
bA? (/ |u01|2RdR) g(/ |fl|2RdR) ,
0 0

1
[l L2y < WHme(B)-

and therefore,

The corollary follows by applying Lemma II1.2.12 to u — u°. t

It remains to show that V*® is a nice approximation of U?®. This will be proved
in the following result.

PROPOSITION I11.2.14. Let U? be an incident wave of the form
(I11.2.216) U'(R,0) =Y aiJi (GeAR) €,

IEZ

where (a;) € L>(Z). Let ¢ = a + ib with a,b > 0. Let (U',U®) be the solution
of problem (IIL.2.177) and let (V*,V*®) be that of problem (I11.2.202). Then there

exists a constant C > 0 depending on q and a Ay depending only on q such that for
all A > Mg,

10|22 (8) < CIV' || 12(c)-
PROOF. Denote by W# and W? the following fields:
WS =U* —V*, W'=U'-Vt
They satisfy
AW! + g Wh = — (L~ L)V, (R,0) € (1/2,1) x T,

AW' 4+ g\*W' =0, (R,0) € (0,1/2) x T,
AWS + g N°W* =0, (R,0) €]1,+00[xT,
with the following transmission conditions at R = 1/2:
t _ t t t
OrW ‘R:1/2+ = rW 1 /90— + OrV ‘R:1/2+ — OrV ‘R:1/2— ’

Wt|R:1/2+ = Wt|R:1/2— ’
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with the following transmission conditions across 0B:

1 1

—OpW?" = —OrW?* )

e R=1  [le R=1
Wt|R:1 = Wlp_y,

and the radiation condition
(Or — V@A)V = O(R™3/?).

Claim:
There exists C' > 0 such that

N0|WH 2y < CIVH i (o)-

To prove this, note that because Wt and W* solve the above transmission
problem, we have

(I11.2.217)

—/ |VWt|2+q>\2/ |Wt|2=—/ (&~ %)V Widvole— [ a,WTWido
B B C OB

2 ’
+/ (aRVt|R:1/2+ - 8RVt|R:1/2*) Wt|g=1/2d0
0
and for any R > 1,

—/ |VWS|2+qu2/ |WS|2:—/ 9, WTT do
A A 0A

= — O, WWsdo + O, W*Wsdo

OBRr OB
= —i\/q_e)\/ [W*|2 do + O(R™3?)W* do

(I11.2.218)
LB [ 5, Wit do,
n JoB

where A = B\ B. Taking the imaginary part of (II1.2.217) yields

b)\2||WtH%2(B) = —%{/ [(g - %) Vt] W} B %{/
c oB
27
+ & {A (aRVt}R:1/2+ - 8RVt|R:1/2—) Wt'R_l/Qda} ,

and taking the imaginary part of (I111.2.218) yields

o, Wrwt da}

0= —VaMW* 22 om0 + %g{ aVWtha} +0(1) fooos

OB

which implies

s{ a,,Wtha} > 0.
oB
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Combining, we get

AW 22, < ‘ | ez -z

27
" ‘/ (8th|R:1/2+ - 8th|R:1/2—) Wt|R—1/2d0‘
0
thus, for any s > 0,

NBIW G2y < 12 = L)V L2y Wl L2em)+

+ (‘8th|R—1/2+ - 8RVt|R:1/2+

According to estimate (I11.2.186) we have
12 = L)V | 2oy < Cq ||V

HS(’]T)> ‘Wt|R:1/2|H75(T) )

||L2(C')’

and by (II1.2.206) with Lemma III1.2.9, for any s > 0, there exists Cy s > 0 such
that

S Cq,se_C)\ ||Vt

‘ath‘Rzl/Tr - aRVt|R:1/2+ ||L2(C)'

H#(T)
Moreover, according to lemma I11.2.12, we have:

\Wt|R:1/2 \Hfl/z(r]r) < \/XHWt”LQ(Bl/Q)a

the claim follows from the three last estimates.
Thus, for some constant C' depending on ¢, we have

C
W28y < pHVtHLz(C),
hence the theorem. O

Therefore, by Lemma I11.2.9, we have:
C
t t
[VillL2m) < 7 |V |R:1|L2(T),
hence by (111.2.212) (Proposition III.2.11 with o = 0), we have:
o
t
[V el oy < Zlalle.
By Lemma II1.2.12, we have:
c t ¢
ﬁll U gy L2y < U 2y -
Thanks to Proposition I11.2.14, we infer

| U |R:1 |H*1/2(BB) < C||a||L°°(Z)-

We are now in a position to state and prove the main theorem.

THEOREM II1.2.15. Let (u',u®) solve problem (I11.2.176), with the incident
wave u' of the form

u'(r,0) = Z arJ; (/qewr) €.

IEZ
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Then there exists a constant C = const(q, ge, pt/fte) and a Ao > 1 depending only
on q such that for any r > 1 and for any € > 0 and w > 0 such that ew > Ao,

01120, < CVEllall.

PRrROOF.
——  Hy( r) 2
2 l GewW
[ = 8pee ) ———= 1+ |1
(w5 120B,) = T Ez (u®]r=c), H(/gewe) /( 1)

5|2
< Co. 1w r-1r2(08.)
)12
=Cqc|lU HH—1/2(8B) )
where the inequality follows from the fact that for [ £ 0
Hi(y/gewr)|?

€
Hlyaws)| =7
as well as from the fact that for [ =0
. Hy(y/qewr) 2 _ qewr}Ho(\/q_ewr)}2
Ho(\/qewe) Qewe ‘Ho( qews)‘z

< 2/m
~ @ | Ho(va)|

since t — ¢|Ho(t)|” is increasing for ¢ > 0 (to the limit 2/7) and since we are
assuming A = ew > 1 [76]. The theorem follows from proposition II1.2.14 and
proposition IT1.2.11. O
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