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| Introduction:
1.1 Articles et références:

Mes recherches sont consacrées a I’étude des systemes dynamiques et les possibilités
d’application de ces résultats a des problemes issus de la mécanique céleste.. Dans ce cadre,
une question centrale est celle de la stabilité ou de 'instabilité des systemes hamiltoniens
proches de systemes intégrables.

Ce mémoire présente trois articles sur ce sujet

[1] Exponential stability for small perturbations of steep integrable Hamil-
tonian systems, Ergodic Theory and Dynamical Systems, 24, pp. 593-608, 2004.

[2] Hamiltonian stability and subanalytic geometry, Annales de I’Institut Fourier,
56 (3), pp. 795-813, 2006.

[3] On the prevalence of exponential stability among nearly integrable Hamil-
tonian systems, a paraitre dans Ergodic Theory and Dynamical Systems (disponible
sur ArXiv ou sur Mathematical Physics Preprint Archive, mp_arc 06-273), 2006.

1.2 Le probleme général

Tout d’abord, nous rappelons brievement les avantages du formalisme hamiltonien
pour étudier les systemes mécaniques ou la force dérive d’un potentiel et, plus généralement,
les systemes lagrangiens globalement réguliers (voir [AKN]).

Les résultats suivants sont valables pour un systeme hamiltonien quelconque mais nous
allons exposer ces théoremes dans le cas particulier des systemes mécaniques. On étudie
alors le mouvement d’un point sur une variété riemannienne M (variété de configuration)
et le systéme d’ordre un associé aux équations de la mécanique classique (i.e.: § = —9U(q)
pour l'espace euclidien usuel) peut étre transformé par dualité grace a la transformation
de Legendre. Il prend alors la forme canonique:

p=—0,H(p,q) ; ¢=0,H(p,q) (1)

ou H est une fonction numérique différentiable sur le fibré cotangent T* M, q désigne des
coordonnées locales de M et p les coordonnées conjuguées a q.

Cette fonction H est appelée hamiltonien.

Dans le cas de ’espace euclidien usuel, le hamiltonien prend la forme habituelle de
I’énergie avec la somme de I'énergie cinétique @ et de ’énergie potentielle U(q)

D’un point de vue plus géométrique, T*M peut étre muni d’une structure symplec-
tique canonique grace & la forme de Liouville w = ) . dp; A dg; ou (¢i,...,¢,) sont des
coordonnées locales sur M et (p1,...,pn) les coordonnées conjuguées (aussi appelées im-
pulsions). L’équation (1) est ainsi celle qui est associée au gradient symplectique X7}; de
H défini par Ty (w) = —dH.

De plus, on dit qu’'un difféomophisme (local) ® du fibré cotangent T* M est symplec-
tique ou canonique s’il préserve la forme de Liouville, i.e.: ®*w = w. Notamment, si 'on
considére un hamiltonien X défini sur 7* M alors le flot ®% associé au systéme canonique
gouverné par X est une transformation symplectique sur son domaine de définition (voir
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[MH]). Un tel difféomorphisme conserve la forme canonique (1) des équations de Hamil-
ton, c’est a dire que le systéeme dans les nouvelles variables (p,q) = ®(P,Q) est associé
au gradient symplectique du hamiltonien K(P,Q) = H o ®(P,Q). Ceci est un avantage
important du formalisme hamiltonien puisque dans le systeme initial défini sur le fibré
tangent 7'M, une transformation ne peut pas faire intervenir les positions g et les vitesses
g tout en conservant la forme des équations étudiées, alors que dans le cadre canonique on
peut mélanger les positions g et les impulsions p. C’est un des ingrédients centraux dans
la théorie des perturbations hamiltoniennes qui sera utilisée par la suite.

I.2.a. Les systemes intégrables:

Un autre point remarquable apparait dans I’étude des systemes hamiltoniens.

A priori, intégrer un systeme différentiel ordinaire de dimension 2n impose de déterminer
2n intégrales premieres. Ici, 'existence de n intégrales premieres peut permettre de garan-
tir que le systéme (1) est intégrable par quadrature.

Remarquons d’abord qu’une fonction F € ¢ (T*M,R) est constante le long des
solutions (p(t), q(t)) du systéme associé & un hamiltonien H € C™V) (T* M, R) si et seulement
si

d
dt
sur le domaine de définition de la solution considérée.

La fonction {F, H} s’appelle le crochet de Poisson de F et de H.
On peut alors énoncer le:

Théoreme 1.1 (Arnold-Liouville)

(F(p(1),q(t)) = 0 FOp H — 0p O H = {F, H}(t) = 0 (2)

On considére un hamiltonien H € C) (T*M,R) dont le systéme associé admet n
intégrales premiéres indépendantes en involutions ¥; € CV) (T*M,R) pouri € {1,... ,n},
.e.:

Uy =H; {9,,9,} =0 pour (3,5) € {1,... ,n}? et d¥; A...Ad¥,, #0.

Soit a € R™ tel que N, = {(p,q) € T*M avec (V1,...,¥,) = a} est non vide, com-
pact et connezxe.

Alors, N, est difféomorphe au tore T™ de dimension n.

De plus, il existe un ouvert V.C T*M qui contient N, invariant pour le flot hamil-
tonien associé a H qui est canoniquement difféomorphe a U x T™ ou U est un ouvert dans
R™.

En effet, il existe un difféomophisme canonique ® tel que le systéeme (1) dans les
nouvelles variables (I,0) = ®~1(p,q) est associé au hamiltonien K(I) = Ho®(I,0) qui est
indépendant des angles. Alors les équations associées sont trivialement intégrables puisque

I=0et§=VK(I) ou VK est le gradient de K sur U.

Les variables (I,0) € U x T™ sont appelées variables actions-angles du hamiltonien
intégrable K.

Géométriquement, les propriétés précédentes se traduisent par le fait que ’espace des
phases est feuilleté en tores invariants de dimension n qui portent des solutions quasi-
périodiques.



1.2.b. Trois exemples de systemes intégrables:

— Une chaine de rotateurs dont le hamiltonien associé s’écrit K (I) =

— Une chaine d’oscillateurs harmoniques (i.e.: n ressorts découplés de raideurs
n 2 2
k? pour i variant entre 1 et n) dont le hamiltonien associé s’écrit K (p, q) = E %
i=1

Le passage en variables actions-angles s’obtient en utilisant les coordonnées polaires sym-
plectiques:

/o Li
pi = \/2k;1;cos(0;) ; ¢ = T sin(f;) pour i € {1,... ,n}

7

ainsi les actions correspondent aux rayons des tores invariants et le hamiltonien devient

n
K(I)= Zkifi qui est intégrable.
i=1
— Le probleme de Kepler ou 'on étudie le mouvement d’un point soumis a
I’attraction gravitationnelle d’un corps fixe placé a l'origine.
Le hamiltonien considéré est a trois degrés de liberté et s’écrit en coordonnées cartésiennes

2
H(p,q) = % — II_ZII avec une constante k positive.

Il est bien connu que pour des énergie négatives H(p,q) < 0, les solutions sont des
ellipses admettant un foyer a l'origine. Les variables actions-angles (dites de Delaunay)
s’expriment alors en fonction des éléments caractéristiques de l’ellipse parcouru.

Plus précisément, il s’agit de la longueur du demi-grand-, de ’excentricité, des trois
angles d’Euler permettant de repérer la direction du demi-grand- dans 1’espace par rapport
a un axe de référence. Enfin, la seule variable évoluant rapidement est ’angle polaire du
point considéré défini a partir du demi-grand-axe. Alors, le hamiltonien transformé ne
dépend plus que du demi-grand-axe et est donc intégrable (on a cinq intégrales premieres
indépendantes en involutions alors que trois suffiraient).

Par contre, 'expression des variables actions-angles en fonction des coordonnées cartésiennes
initiales est compliquée (voir [M], [Nil])

1.3. Les systémes quasi-intégrables:

Nous avons vu que les flots des systemes hamiltoniens intégrables peuvent étre étudiés
en détail. Ces systemes présentent un deuxieme intérét qui justifie leurs importances:
de nombreux problemes de physique mathématique peuvent étre considérés comme des
perturbations de systemes intégrables que l'on appelle aussi des systemes quasi-intégrables,
plus précisément :

Définition 1.2 (systémes quasi-intégrables: cas analytique)

Un systéme hamiltonien quasi-intégrable est une fonction H € C¥ (] — 9, e0[xXT* M, R)
ot g9 > 0 telle que le hamiltonien H = H(0,.) : T*M — R est intégrable.

En utilisant les variables actions-angles (I,0) associées a H(0,.), on se rameéne a une
famille de hamiltoniens prenant la forme

H(e, I1,0) = ho(I) +eF(e,1,0) ou F € C¥ (] — e0,e0[xU x T",R) (3)
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avec U ouvert dans R™.
En fait pour les problemes étudiés ici, on pourra considérer sans perte de généralité,
la famille de hamiltoniens:

H(e,I,0) = ho(I) +ef(I,0) ott f € C* (U x T™,R). (4)

Cette situation apparait notamment pour ’étude du mouvement des planetes dans le
systeme solaire (voir [M]). En effet, si la (faible) interaction mutuelle entre les planétes
est négligée, alors le systeme considéré se découple en plusieurs problemes de Kepler
indépendants et est intégrable. C’est précisément pour 1’étude de ce probleme que la
théorie des perturbations a été initiée au dix huitieme siecle.

Le résultat le plus ambitieux serait de montrer que les systemes quasi-intégrables sont
conjugués a des systemes intégrables. C’est a dire qu’il faudrait trouver une famille a un
parametre V. C T*M constituée d’ouverts connexes invariants pour le flot hamiltonien
associé a H(e,.,.) qui sont canoniquement difféomorphes & U. x T™ ou U, est un ouvert
dans R™. De plus, le hamiltonien H(e, .,.) sur V. doit étre transformé en ho(I) avec une
famille a un parametre de fonctions analytiques h. de U, x T™ dans R.

Poincaré [P] a montré que ce résultat est génériquement faux, I’énoncé et la preuve
de ce théoreme seront donnés plus loin apres I’exposé du principe de moyennisation et des
méthodes de moyennisation des perturbations.

I.4. Principe de moyennisation:

Pour ce paragraphe et le suivant, on peut consulter les présentations Arnold, Kozlov
et Neishtadt ([AKN]) ou Giorgilli ([Gi]).
On voit que dans le cas quasi-intégrable, le systeme considéré prend la forme:

I =—ebgf(I1,0); 6 =Vh(I)+edrf(I,6) (5)

ou Vh est le gradient de h. Les variables sont scindées en deux groupes: celles qui varient
sur une échelle temporelle rapide tandis que les autres dérivent lentement, c¢’est notamment
le cas pour les actions.

Le principe de moyennisation consiste a remplacer le systéme initial par sa moyenne
temporelle suivant le flot non perturbé ®¢ associé & h, c’est a dire que l'on passe a:

1 [t
<H>(I,0) =h(I)+e<f>(I,0) avec <f> (I,0) = tlim (E/ f(I,9+th(I))ds>.
—00
0
En fait, cette moyenne va dépendre des relations de commensurabilité qui sont vérifiées
par les composantes du vecteur VAi(I).
Plus précisément, a un sous-module M C Z", on associe une zone de résonance:

Zp = {1 € R" tels que k.Vh(I) = 0 si et seulement si k € M}

Sile rang de M est égal ar € {0,... ,n—1}, il existe une transformation symplectique
¢ =RO et I ='RJ ou R € SL(n,Z) est une matrice unimodulaire dont les r premiéres
lignes constituent une base de M.



Dans les nouvelles variables, le hamiltonien considéré devient h(J)+ef(J,¢) on J =
(J1,J2) ER"XR™™ et ¢ = (¢1,¢2) € T™ x T telles que VA(J) = (0,w(J)) lorsque
'RJ € Zpm avec w(J) € R"™" qui ne vérifie aucune relation de commensurabilité.

Alors le flot linéaire de fréquence w(J) sur le tore T" ™" est ergodique et la moyenne
temporelle < f> (J, ¢) tend vers la moyenne spatiale

< > (Ji,Ja, 1) = (%) i / Tn_rf(Jl’J%d)l’%)d@' (6)

Ainsi, le hamiltonien moyennisé ne dépend plus des angles rapides et le systeme
considéré ne fait intervenir que des variables qui évoluent lentement (par exemple pour
déterminer numériquement les solutions, on peut prendre un pas d’intégration de 'ordre
de 1/e).

De maniere équivalente, le principe de moyennisation est basé sur I’idée que les termes
ignorés dans le champ de vecteur initial entraine seulement de petites oscillations qui sont
superposées aux solutions générales du systéme moyennisé, notamment on peut énoncer :

Théoréme 1.3.

Les actions Jy conjuguées aux angles rapides 05 deviennent des intégrales premieres
du systéme moyennisé (qui est donc plus simple que le systéme initial).

De maniere équivalente, on trouve n—r intégrales premiéres qui sont des combinaisons
entieres des variables d’action initiales I.

Par contre, ’ensemble des points résonants (i.e.: situé dans une zone Zp avec M
différent de {0}) peut étre:

— vide (cas d’une chaine d’oscillateurs avec des fréquences (w1, . .. ,w;,) non résonantes).

— dense (c’est la situation générale lorsque I'application fréquence 0;h(I) est locale-
ment inversible : ‘8%h([ )| # 0, par exemple c’est le cas pour la particule libre).

— égal a R"™ tout entier dans le cas ou la différentielle de I’hamiltonien intégrable n’est
pas de rang maximal, on dit qu’il admet une dégénérescence propre.

Cette derniere situation apparait pour le probleme de Kepler ou le hamiltonien con-
sidéré ne dépend que du demi-grand-axe de ’ellipse parcourue.

Le principe de moyennisation a été introduit par Lagrange et Laplace dans leurs
travaux sur les perturbations séculaires des orbites planétaires. Dans ce cas, le systeme
non perturbé est constitué de n problemes de Kepler découplés donc le théoreme 1.3 et la
remarque précédente entrainent que les demi-grands-axes des planetes sont des intégrales
premieres du systeme moyen si leurs périodes de révolution autour du corps central ne sont
pas commensurables. Ce résultat a été démontré par Laplace dans son étude de la stabilité
du systeme solaire (1773).

1.5. Théorie des perturbations classiques:

Il s’agit maintenant de vérifier la validité du principe de moyennisation donc de
s’assurer que les solutions du systeme complet restent proches de celles du systéme moyen-
nisé.



Notamment, ceci sera le cas si I’on trouve une transformation canonique tangente
a l’identité qui conjugue le hamiltonien initial & sa moyenne suivant les angles rapides
¢2 (i-e.: dans les variables adaptées a la résonance étudiée). On est donc ramené a un
probleme de forme normale ot ’on recherche un systéeme de coordonnées adéquat dans
lequel les équations considérées prennent la forme la plus «simple» possible.

Ici, on considerera une transformation correspondant au flot au temps 1 d’un systeme
gouverné par un hamiltonien X (I,6) = ¢X;(I,0) que 'on notera ®%.

Avec la formule de Taylor et la définition du crochet de Poisson, on obtient :

FodY =F+{F X} + /01(1 —u){{F,X}X} o ®%du

pour toute fonction vectorielle F' € C2 (U x T™, R™).
Ainsi, le hamiltonien transformé H o ®% admet le développement suivant en ¢:

Ho®y =h+e(f+{hX1})+0(?)
donc pour obtenir H o &L = h(I) + ¢ < f>, on doit résoudre:
f+H{h, X1} =<f><= Vh(I).0X:(1,0) = —f+ < f> (7)

qui est ’équation de conjuguaison linéarisée ou équation homologique. 11 s’agit de ’équation
centrale de la théorie des perturbations.

On est dans le cadre analytique donc la fonction f admet le développement en série

de Fourier f(I,0) Z frx(I) exp (ik6).

kezn
Dans la zone de résonance Z,, en utilisant 'expression de la moyenne spatiale (6) et

apres le changement de variable (I,6) = (tRJ R_1¢) on voit que la moyenne temporelle

admet le développement en série de Fourier < f > (I, 6) Z fr(I)exp (ik6).
keM
Donc la fonction D)
X1 (L,0) = Y —E__exp (ikf

fournit une solution formelle de ’équation homologique (7) définie sur Z, puisque les
dénominateurs ne s’annulent pas sur cette zone.

On obtient ainsi une transformation qui normalise le hamiltonien au premier ordre et,
par le méme procédé, on peut éliminer formellement les angles rapides a tous les ordres
(i.e.: le méme type d’équation homologique apparait pour déterminer X,, ou n > 1).

Cette construction s’appelle la méthode de Linstedt.

1.6. Deux exemples de série divergentes en théorie des perturbations:

a. Présence de petits dénominateurs:
C’est la situation la plus connue qui correspond, par exemple, au théoreme de non-
intégrabilité analytique de Poincaré:



Théoreme 1.4.

On considére un hamiltonien H(e, I1,0) = ho(I)+ef(I,0) ou H € C¥ (U x T™,R) avec
U un ouvert dans R™, qui vérifie les conditions de

— Non-dégénérescence : application fréquence Orh(I) est de rang mazimal (i.e.:
|02h(I)| # 0 sur U).

— Généricité : la perturbations a un développement en série de Fourier f(I,0) =
Y wezn Ju(I)exp (ik0) complet (i.e.: aucun coefficient fy n’est identiquement nul sur U ).

Alors, il n’existe pas de transformation canonique analytique définie sur un ouvert
dans U qui transforme H(e,.,.) en un hamiltonien intégrable.

Preuve: comme on l'a vu, cette transformation ne peut étre définie que dans la
zone de non-résonance (Zy = {I € R tels que k.Vh(I) = 0 si et seulement si k = 0}) qui
admet un complémentaire dense avec notre condition de non-dégénérescence.p»

De plus, avec 'hypothese de non-dégénérescence, les tores associés a des résonances
d’ordre maximal (i.e.: avec rang (M) = n — 1) sont denses. Ils sont feuilletés en orbites
périodiques pour le systeme non perturbé mais, en général, seulement un nombre fini
d’entre elles subsistent dans le probleme perturbé pendant que les autres donnent naissance
a un comportement chaotique. On a donc un ensemble dense de tores invariants qui sont
détruits par la perturbation.

Notamment, ceci implique qu’un systeme hamiltonien générique n’est pas intégrable
(voir [MM]).

Par contre, la conjugaison a un systeme intégrable est formellement possible sur Z,
dont le complémentaire est de mesure nulle. Poincaré ([P]) pensait que la convergence des
séries de Lindstedt était «hautement improbable» mais Kolmogorov ([Ko]) a montré en
1954 (toujours avec la condition de non-dégénérescence du théoreme I.4.) que la plupart
des tores au-dessus de Z; se prolongent en tores invariants sous le flot perturbé. Arnold
([A1]) a prouvé que le complémentaire de ces tores invariants a une mesure qui tend vers
zéro avec la taille de la perturbation et Moser ([Mo]) a étendu ce résultat aux hamiltoniens
suffisamment différentiables.

Pour un panorama de la théorie de Kolmogorov-Arnold-Moser, on peut se référer a la
présentation de Sevryuk ([Sel]).

On obtient ainsi un résultat de stabilité en mesure car la plupart des orbites sont situées
sur un tore invariant donc quasi-périodiques et perpetuellement stables. En contrepartie,
ces tores forment un ensemble de Cantor nul part dense sans points intérieurs et, du point
de vue de la physique, il est impossible de déterminer si une condition initiale conduit a
une solution quasi-périodique ou pas.

b. Présence de grands multiplicateurs:

Méme en ’absence de petits dénominateurs, la méthode de moyennisation peut con-
duire & des séries divergentes, ceci avait déja été remarqué par Poincaré:

«Ce qui empéche la convergence, ce n’est donc pas la présence de petits diviseurs
s’introduisant par 'intégration, mais celle des grands multiplicateurs s’introduisant par la
différentiationy ([P]).



Plus précisément, Ramis et Schéfke ([RS], voir aussi [S]) ont montré que dans le
cadre analytique considéré en (4), avec la méthode de moyennisation on va obtenir des
transformations Gevrey-2.

C’est a dire qu’il existe une transformation 7 qui est Gevrey-2 sur U x T™ (i.e.:
T € C>® (U xT™) ou H@’“THOO < CM?*IE12 avec des constantes positives C, M et k =
(k1,...  kan) € N2 k| = |kq|+. . .+|kan|; k!=k1!. .. kap!) telle que le hamiltonien H(e, ., .)
sur U xT™ est transformé en hg(f ) avec une famille & un parametre h. de fonctions Gevrey-2
de U x T™ dans R.

Plus généralement, Marco et Sauzin ([MS]) ont montré que si I'on part d’'un hamil-
tonien Gevrey-a, c’est a dire: ||O*H (1, 0)] |Oo < CMeIFI(EN* avec les conventions précédentes
sur k € N?7 alors on va obtenir une transformation normalisatrice Gevrey-a+1. Dans ce
cas, en utilisant le procédé de «sommation au plus petit termey (voir [R] et plus loin dans
ce mémoire), on obtient un changement de coordonnées canonique qui permet de nor-
maliser le hamiltonien jusqu’a un reste exponentiellement petit par rapport a la taille de
la perturbation.

Pour présenter ces techniques, nous allons développer un exemple tiré d’un article de
Neishtadt ([Nei]) qui illustre de maniére simple les problemes d’analyse qui apparaissent.

On considere le systeme quasi-intégrable gouverné par le hamiltonien

H(Il,fg;el,eg) = Il — & [IQ — cos(@l)f(QQ)] défini sur RQ X TQ

avec f(6) = Z dm cos(mb) ol oy, = exp(—am) pour 0 < o < 1.
m>1

De maniére équivalente, f'(0) = Re (g(—a +i6)) ol g(z) = (1 —exp(z)) " donc la
singularité complexe de f la plus proche de ’axe réel est située en —ia. Inversement, toute
fonction réelle admettant une extension holomorphe sur une bande complexe de largeur «
autour de I’axe réel (i.e.: |Im(z)| < «) a des coefficients de Fourier majorés par (Ca,y,)
avec une constante positive C.

On note aussi que le systeme associé a H est intégrable par quadratures.

meN*

Il s’agit maintenant de construire une forme normale résonante par rapport a la partie
intégrable I; dans laquelle ’angle rapide #; a disparu. En fait, formellement, il est possible
d’éliminer totalement les angles dans la perturbation. En effet, si on considere la transfor-
mation canonique ®% correspondant au flot au temps 1 associé au systéme gouverné par
un hamiltonien auxiliaire X (61,62) = >, <, "X (01,62) alors, a cause de la linéarité de
H en (I, 1) et du fait que X ne dépend que des angles (61, 602), le hamiltonien transformé
prend la forme:

Hody =H+{H X}+ /1(1 —w){{H,X}X}o®%du=H+ {H,X}.

Dans ce cas, pour éliminer le terme angulaire cos(6;)f(62), on est ramené a résoudre
les équations

891X1 (01, HQ)ZCOS(Ql)f(eg) et &ngn (01, 92) = 892Xn_1 (91, 92)
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ce qui est possible car les moyennes par rapport a #; des fonctions qui interviennent sont
toutes nulles.
On voit qu’aucun petit dénominateur n’apparait dans cette construction.

La solution s’écrit X, (01, 03)=cos <91 —n— > fln—= 1)(92) pour n € N*, donc

X (01,05)= Z Z —m cos (91 —n— ) sin (m02 + n%)

neN* meN*

et, par exemple, X (E,O) = €D meN* D keN exp(—am)(em)? donc X (g,O) est une

2
s . : 1
série divergente pour tout € > 0 puisque ’on peut prendre € > —
m’
N
Par contre, si l'on effectue une transformation polynomiale engendrée par ZEan (01,02)
n>1

alors le hamiltonien transformé prend la forme

H(I1,15;01,05) = I} — eIy + 105, X n(01,62)

avec 0y, X N (61, 62) = cos (91 — N2> FN(0y) et fFV)(,) = Z amm? cos (m92 + N2>

meN*
Avec le choix des coefficients «,,, = exp(—am), on obtient notamment :

692X2N (0,92) = Re (g(2N) (292 — O_/)) et (9@2X2N+1 (g, 92) =Im (g(2N+1) (292 — a))
(8)
1
1 —exp(z)
Pour (a, 62) €]0, 1] x [—7, 7], le pole de g le plus proche de —a+if5 se situe a 'origine.
On peut alors montrer que le terme dominant dans le développement asymptotique de
g™ (ify — a) lorsque n tend vers l'infini est donné par la dérivée de la partie polaire du
développement en série de Laurent de g en 0, plus précisément :

toujours avec la fonction g(z) =

on!

= iy — "

(=1)"n!
(i6y — )" !

V6 >0, IN(J, o, 02) tel que n > N — g™ (02 — o) +

L’estimation précédente permet de prouver la majoration:

N!

(67



et les minorations:

|06, Xan (0,0)] > (1 = A)~5ny

VA >0, INa(A) tel que N> Ny —>
- . (2N +1)!
’802X2N+1 (—E,tan (—4(N+1)) a) ‘ >(1— A)W

donc la partie non normalisée au bout de N pas de théorie des perturbations est exactement

N!
de taille comparable a eV *+1 —.

On voit que le reste décroit rapidement avant de croitre vers l'infini, c’est ce que
Poincaré appelle une série «convergente au sens des astronomes» et «divergente au sens
des géometres) .

Nous pouvons alors utiliser le procédé de « sommation au plus petit terme) : pour e > 0
fizé, la qualité de 'approximation est optimale lorsque ||0s, Xn—1||,, = ||0s, X~ ||, ce qui
impose N = E(%). Dans les problemes qui suivent, il est plus difficile de prévoir la place
précise du plus petit terme. On prend alors un «pseudo plus petit terme» en choisissant
pour N la partie entiere de 27 ou les constantes positives a et k sont fixées par la structure
du probleme étudié.

Avec la formule de Stirling, on a alors un reste de taille comparable a v/2mae exp(—a/e)
qui est exponentiellement petit par rapport a la perturbation initiale. On peut aussi noter
la dépendance exponentielle de cette approximation par rapport a la largeur d’analyticité
complexe du hamiltonien considéré.

Nous avons trouvé un changement de variables qui donne une forme normale approchée
avec une erreur minimale dans le cas d’une transformation analytique par rapport aux
variables actions-angles et au parametre €. En fait, cette derniere hypothese d’analyticité
par rapport a € n’est pas nécessaire comme on peut le voir en suivant les raisonnements
de l'article de Neishtadt ([Nei]) exposés ci-dessous.

Sil’on considere un changement de variable symplectique qui ne dépend que des angles:

T (I1,12,01,02) = (I + Uy (01, 025¢) , I + €Uz (01,025 €) ,01,02)
ou Ui, U, sont des fonctions continuement différentiables sur T? avec une dépendance

arbitraire en €, alors nécessairement U; = 0p, X (01,02;¢) pour j € {1,2} ou X € c® (T?).
On note le développement en série de Fourier de X avec des exponentielles complexes:

X (01,006) = > Ay, exp[ilkfy + ka65)].
kl,k2€Z2

Le hamiltonien transformé s’écrit: H o T (I1,15,601,02) = Iy —ela + eF (61,602;¢) ou
F (61, 02; 8) = 891X (61, 02) - 6892X (91, 02) + COS(el)f(eg).
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Suivant la méthode de Neishtadt, nous allons calculer la moyenne de F' le long du
cercle 1 = m6fy pour m € N*, on a:

27 27 27
/ F(m0,0)d0 =i Y (k1 — eka)n / expli(kym + k2)0]d6 + / cos(m®) f(6)do
0 0

k1,ko€Z? 0

am
=2im(1 —em) Z k:’y,(cf)_mk—k 27r%
k40

donc, en prenant ¢ = 1/m on trouve une suite de perturbations F,,(61,602) = L F(61,65)
telles que I’on ne peut éliminer la phase rapide ; au-deld d’un terme d’ordre &2 exp(—a/¢)
avec notre choix des coefficients «,,.

En fait, dans I’exemple précédent, on voit apparaitre le petit dénominateur asympto-
tique (k1 — 51{:2)71 lorsque € € Q. Cette situation est celle qui sera tout le temps présente
pour établir les résultats de stabilité qui suivent.

Enfin, il convient de noter que 'obtention d’un hamiltonien normalisé ne permet pas
de confiner les solutions du systeme perturbé. Par exemple, on peut considérer la forme
normale H (Iy,15,01,02) = 21115 + esin(fy) par rapport au module M = 7i avec le
vecteur i = (1,0), elle admet la solution (I1(t), I(t), 01 (t), 02(t)) = (0,et,et?/2,0) qui part
de lorigine (0,0,0,0) au temps t = 0 et n’est pas bornée. On peut aussi remarquer que la
vitesse de dérive de 'action I5 est maximale compte tenu de la taille de la perturbation.

Par contre, une forme normale non résonante (donc relativement au module nul {0})
est intégrable, les nouvelles variables d’action sont constantes. Notamment, si I’on con-
sidere une forme normale intégrable approchée avec une erreur exponentiellement petite
par rapport a la taille de la perturbation alors la vitesse de dérive des actions initiales
sera au plus exponentiellement lente. C’est I'un des ingrédients centraux de la théorie de
Nekhorochev qui va étre exposé dans le prochain chapitre.
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Il Stabilité exponentielle des systémes hamiltoniens quasi-intégrables:

En 1977, Nekhorochev ([Ne2], [Ne3|) a montré des résultats de stabilité du type suiv-
ant :

Définition 1l.1. (stabilité exponentielle)

On considére un ensemble ouvert 2 C R™, un hamiltonien intégrable analytique h :
Q — R avec les variables actions-angles associées (I,p) € Q x T™ ou T = R/Z.

Pour une constante arbitraire p > 0, on note O, l’espace des fonctions analytiques sur
un voisinage compleze Q, C C*" de taille p autour de Q x T muni de la norme L> sur
Q, qui sera noté ||.||,.

On dira que le hamiltonien h est exponentiellement stable sur un ensemble QcQ sl
existe des constantes positives p, Cy, Co, a, b et €9 qui dépendent seulement de h et (2
telles que :

i) heO,.

ii) Pour toute fonction H(I,p) € O, telle que ||H — h||, = € < €9, une solution
arbitraire (I(t),p(t)) du systéme hamiltonien associé a H avec une action initiale I(to)
dans Q est définie sur Uintervalle de temps [t — exp(Ca /%), to + exp(Ca/e®)] et vérifie:

I[I1(t) — I(to)|] < C1e® pour |t — to| < exp(Ca/e?) &)

a et b sont appelés exposants de stabilité.

Remarque 11.2.: La définition précédente peut étre étendue au cas d’un hamiltonien
intégrable de classe Gevrey.

Il s’agit donc de résultats de stabilité effective par opposition aux résultats de stabilité
en mesure de type KAM.

Pour introduire le probléme, on commence par un exemple typique de hamiltonien non
exponentiellement stable: h(I1, I) = I? — I2. En effet, une dérive des actions (I1(t), I2(t))
sur un segment de longueur 1 et sur un temps de 'ordre de 1 /¢ apparait dans le cas d’une
solution du systéme perturbé associé a h([y,I3) + esin (6; + 03) avec une action initiale
située sur la premiere diagonale (I;(0) = I2(0)) . On note aussi que la vitesse de dérive
des actions dans cet exemple est maximale compte tenu de la taille € de la perturbation.

Le point important dans cet exemple qui doit étre évité pour garantir une stabilité
exponentielle est le fait que le gradient Vh(I1, I7) reste orthogonal & la premiére diagonale.

De maniere équivalente, le gradient de la restriction de h sur la premiere diagonale est
identiquement nul.

Nekhorochev ([Nel], [Ne2], [Ne3]) a introduit la classe des fonctions escarpées ou le
probleme précédent est évité, cette notion va étre précisée ci-dessous.

Dans ce cadre, Nekhorochev a montré que:

Théoreme 11.3. ([Ne2], [Ne3))
Si le hamiltonien intégrable h est réel-analytique, non-dégénéré (|V2h(I)| # 0 pour
tout I € Q) et escarpé alors h est exponentiellement stable.

La premiere étape de la preuve consiste a construire des formes normales résonantes
qui imposent les directions ou une dérive des variables d’action peut intervenir lorsque ’on
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considere une solution du systeme perturbé. Ceci impose de définir des régions ou 'on
controle les petits dénominateurs qui peuvent apparaitre.

Soit M un sous-module de Z™, o une constante positive et K un entier non nul, un
sous-ensemble A C  C R™ est dit («, K)-non-résonant modulo A si:

pour tout point I € A, on a: |k.Orh(I)| > « lorsque k € Zi\A

ou Z% = {k € Z™ tel que ||k||1 = k1] + ... + |kn| < K}.

Sur ce type de domaine, on peut normaliser le hamiltonien jusqu’a un reste exponen-
tiellement petit grace aux méthodes de sommation au plus petit terme exposées dans le
premier chapitre, plus précisément :

Lemme 11.4. ([P61])

On considere le domaine D = ) x T™ ou () est un ouvert dans R™ et un hamiltonien
H quasi-intégrable, analytique sur un voisinage compleze D, C C** de taille p autour de
Q x T,

Soit A un sous-ensemble de 2 qui est (o, K)-non-résonant modulo M, on suppose que
les inégalitées suivantes sont vérifiées :

<Cap~ <Ca
€ 1K,,0 2K

ou C7 et Cy sont deux constantes positives indépendantes de €, o, K et p.
Alors il existe un symplectomorphisme ® défini au voisinage de A x T™ qui transforme
H en une forme normale résonante relativement au module M.
C’est a dire que Ho® = h+ g+ f. avec une partie principale de la perturbation g dont
le développement en série de Fourier prend la forme g(I, ) Z gk (I) exp (iky) et:
keM

lgll, < Cse et ||fill, < Cacp 0u 0 <e <<1 et p=exp(—C5K)
avec des constantes positives C3, Cy et Cs indépendantes de ¢, a, K et p.

Corollaire 11.5.
Avec les hypotheses précédentes, pour toute solution du systéme associé a H définie
sur |a,bl, avec (I,p) = ®(I',¢") on obtient:

1 ~ 1
dist (I'(t), M(to)) < 2% pour Sup (a,to - —) =a<t<b=Inf (b, to + —>
7 [

ot M(tg) est le sous espace affine dans R™ passant par I(tg) de direction M = M QR qui
est le sous espace vectoriel dans R™ engendré par M.

Démonstration: Si ¥ est un vecteur unitaire orthogonal & M alors:

OHod
10 (I'(t) = I' (o)) || <Supy j (‘ . o (I'(t),w’(t))‘ It—to\)
< || <=
w0, P
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dg
car 5<p =1 Z kgi(I) exp (ikp) € M et les inégalités de Cauchy donnent :
keM

of.
H&p

— ||f*|| <2y
/ P

La condition d’escarpement va précisément permettre de garantir qu'une dérive d’ordre
b des variables d’action le long du sous espace affine M(t() entraine que si la solution
considérée sort d’un voisinage de la zone de résonance d’ordre K € N* associée a M :

Z8 ={I €R™ / k.Vh(I) = 0 pour tout k € M avec |ki| + ...+ k.| < K}

alors elle va passer dans une zone (&, K)-non-résonante associée & un module M de di-
mension strictement inférieure a celle de M.

En poursuivant ce procédé, on peut montrer que si les variables d’action I(t) sortent
d’une boule de rayon £° centrée en I(ty), elles passent nécessairement dans une zone non-
résonante a l'ordre K (i.e.: k.Vh(I) # 0 pour tout k € Z" avec ||k||y < K). On peut
alors construire une forme normale intégrable approchée avec une erreur exponentiellement
petite par rapport a la taille de la perturbation. Ainsi, les actions restent au moins un
temps exponentiellement long au voisinage de I(to).

On donne maintenant la définition d’une fonction escarpée :

Définition 11.6. (Escarpement: [Nel], [Ne2], [2])

Soit Q0 un ouvert dans R™, une fonction h différentiable sur ) est escarpée au point
I € Q le long d’un sous-espace affine A C R™ qui contient I si il existe des constantes
positives C, § et p telles que le long de toute courbe continue v dans A qui joint I et un
point a une distance r < §, la norme de la projection du gradient Vh(z) sur la direction de
A est plus grande que CrP en un point vy(t.) tel que ||y(t«) — I|| < 1 pour tout t € [0,t.].

(C,6) and p sont appelés respectivement les coefficients d’escarpement et les indices
d’escarpement.

Avec les hypothéses précédentes, la fonction h est escarpée au point I € Q si I nest
pas un point critique pour h et si, pour tout k € {1,... ,n — 1}, il existe des constantes
positives Cy, O et pr telles que h est escarpée en I le long de tous sous-espace affine de
dimension k qui contient I avec les coefficients (Cy,d) et les indices py.

Finalement, une fonction h différentiable est escarpée sur un domaine % C 2 C R™
avec les coefficients d’escarpement (C1,... ,Cp_1,01,... ,0,_1) et les indices d’escarpement
(P1, .- ,Pn—1) $'il N’y a pas de point critique pour h dans ¥ et si h est escarpée en tout
point I € X avec ces coefficients et indices.

Remarque 11.7.: On voit que le gradient Vh(I) ne peut pas rester perpendiculaire a
I’espace vectoriel M = M ® R dans le cas d’une dérive des variables d’action suivant un
sous espace affine de direction M.

Par exemple, les fonctions convexes ou quasi-convexes (i.e.: le systéme Vh(z).n =
V2h(z)n.n = 0 n’admet pas de solutions non nulles en tout point = € Q) sont escarpées avec
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tous les indices d’escarpement égaux & un. Inversement, h(z,y) = 22 — y? est typiquement
une fonction non escarpée mais en ajoutant un terme du troisieme ordre 33, on retrouve
une fonction escarpée. En effet, la propriété d’escarpement est garantie par la condition
suivante sur les jets d’ordre 3 de h qui généralise la quasi-convexité: le systeme Vh(z).n =
V2h(z)n.n = V3h(z)nmn = 0 n’admet pas de solutions 1 non nulles en tout point = € .
On peut ainsi montrer que les fonctions escarpées sont génériques parmi les fonctions de
deux ou trois variables. Par contre pour les jets d’ordre 4 et au-dela, la situation devient
plus compliquée avec la formule de Faa de Bruno.

De plus, la définition I1.6. est minimale puisqu’une fonction peut étre escarpée le long
de tous les sous-espaces de dimension inférieure ou égale a k < n—1 et non escarpée pour un
sous-espace de dimension / plus grande que k (considérer la fonction h(z,y, z) = (2% —y)?+2
en (0,0,0) le long de toutes les droites et le long du plan z = 0).

Enfin, la définition I1.6. parait légérement moins restrictive que celle donnée initiale-
ment par Nekhorochev ([Nel|, [Ne2]). En fait, elle retient la propriété centrale nécessaire
pour établir des résultats de stabilité en dynamique hamiltonienne avec les méthodes ex-
posées plus haut et on prouve dans [2] que ces définitions sont équivalentes a celles de
Nekhorochev dans le cas d’une fonction réelle-analytique.

Aucune étude générale de la stabilité des systemes hamiltoniens proche d’un systéeme
intégrable escarpé n’a été mené depuis ’article original de Nekhorochev et c’est précisément
Pobjectif du premier travail ([1]) dans ce mémoire.

En effet, Benettin and Gallavotti ([BG]) ont montrés que la quasi-convexité du hamil-
tonien non perturbé permet de simplifier considérablement la preuve de ce type de théoremes.
On peut alors utiliser la conservation de I’énergie perturbée alors que cet ingrédient n’est
pas utilisé dans les raisonnements originaux de Nekhorochev. Plus précisément, apres avoir
construit une forme normale résonante, la quasi-convexité du hamiltonien non perturbé et
la conservation de I’énergie fournit une fonction de Liapounov approchée sur des intervalles
de temps exponentiellement longs, ceci permet de confiner les actions sur le temps désiré.
Ainsi, il suffit de construire une seule forme normale au voisinage de la condition initiale
de Dorbite considérée. Au contraire, la construction originale de Nekhorochev impose une
étude délicate de la géométrie des résonances qui donne une partition précise de 1’espace
des phases en ouverts ou ’on peut construire des formes normales résonantes associées a
des modules de dimension fizée. On conclut alors avec I’argument basé sur I’escarpement
de la partie intégrable énoncé plus haut. Pour cette raison, pratiquement toutes les études
de stabilité de ce type ont été faites dans le cas convexe au cours des années 80 et 90.

En particulier, toujours dans le cadre convexe, Lochak-Neishtadt ([Lo], [LN], [LNN])
et Poschel ([P61]) ont obtenu indépendamment les exposants de stabilité a = b = 1/2n
globalement pour les systemes a n degrés de liberté et a = b = 1/2(n — m) pour les tra-
jectoires partant dans une zone associée a une résonance de multiplicité m. Le résultat de
Péschel ([P61]) utilise ’argument de confinement par la convexité de Benettin et Gallavotti
mais aussi une étude de la géometrie des résonances qui est plus raffinée que celle de
Nekhorochev. Au contraire, La preuve de Lochak est basée sur des normalisations autour
des orbites périodiques du hamiltonien intégrable. De cette maniere, Lochak obtient des
ensembles ouverts sur lesquels on a des trajectoires exponentiellements stables. Puis, le
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théoreme de Dirichlet d’approximation diophantienne simultanée assure que ces ensembles
ouverts recouvrent l’espace des phases ce qui donne le résultat global de stabilité.

Enfin, Marco et Sauzin ([MS]) dans le cas de systémes de classe Gevrey puis Marco
et Lochak ([ML]) dans le cas analytique ont montré que l’exposant local a = 1/2(n —m)
associé au temps de stabilité est presque optimal pour n = 4 et m = 2.

Par contre, en suivant les démonstrations précédentes, on ne peut pas étudier la sta-
bilité des systemes hamiltoniens proches d’un systeme intégrable escarpé et méme simple-
ment le cas d'une perturbation non-autonome arbitraire d’un hamiltonien intégrable con-
vexe malgrés I'importance de ces situations en physique. Par exemple, on peut ramener
un hamiltonien convexe perturbé periodiquement par rapport au temps a un hamiltonien
quasi-convexe avec une perturbation autonome en passant a l’espace des phases étendu
avec le temps et ’énergie. Par contre, la méme réduction n’est pas possible pour une per-
turbation dépendant arbitrairement du temps et on ne peut plus utiliser la conservation de
I’énergie pour prouver des résultats de stabilité. Cette situation apparait dans I’étude de
la dynamique d’une particule avec un potentiel dépendant du temps et une grande énergie
cinétique. Un hamiltonien intégrable convexe avec une perturbation non-autonome arbi-
traire apparait aussi dans I’étude de la dynamique d’un astéroide dans le systeme solaire.
Des résultats de stabilité exponentielle de type Nekhorochev ont été montrés dans ces
deux derniers problemes respectivement par Giorgilli-Zehnder ([GZ]) et Guzzo-Morbidelli
([GM]) en suivant les raisonnements originaux de Nekhorochev dans le cas convexe. Finale-
ment, la théorie de Nekhorochev s’applique aussi au cas d’un point d’équilibre elliptique
dans un systeme hamiltonien (voir [Ne2], [FGB], [Ni2], [P62]). Mais l'exemple le plus
classique de ce type de probleme en astronomie, a savoir la stabilité d’un astéroide situé
au sommet d’un triangle équilatéral avec le Soleil et Jupiter (les points de Lagrange L4
et L5) ne peut pas étre abordé avec les démonstrations précédentes. Benettin, Fasso et
Guzzo ([BFGJ) ont montré que ce probleme de la stabilité des points de Lagrange pouvait
se ramener a ’étude d’un hamiltonien quasi-intégrable a trois degrés de liberté qui vérifie
la condition d’escarpement a ’ordre 3 énoncée plus haut. Ceci permet de garantir un
confinement des astéroides situés suffisamment prés des points de Lagrange L4 ou L5 sur
de tres longs intervalles de temps.
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Il Description des résultats de I'article [1]:

Ici, nous reprenons le probleme de stabilité étudié initialement par Nekhorochev ([Ne2],
[Ne3]). Notre démonstration reprend le mécanisme de Nekhorochev puisque l'on analyse
la dynamique autour des résonances en utilisant des formes normales résonantes. Mais
on remplace la construction globale dans la démonstration originale par une construction
semi-locale le long de chaque trajectoire qui est basée sur 'approximation des fréquences
Vh(I(t)) a certains instants par des vecteurs rationnels comme dans la preuve de Lochak de
ce résultat de stabilité exponentielle pour le cas convexe ([Lo]). Ceci permet de simplifier
notablement la démonstration initiale et donne une clarification de la dépendance des
exposants de stabilité par rapport aux parametres intervenant dans la preuve. De plus, les
estimations de ces exposants sont aussi améliorées, plus particulierement nous obtenons:

Théoreme Il11.1.

Avec les hypothéses d’escarpement et d’analyticité, pour une perturbation suffisamment
petite (e < gg) et pour toute orbite avec des conditions initiales (I(to), p(to)) € 2 x T™ o1
I(tg) est suffisamment loin de la frontiere de 2, nous avons:

11(t) = I(to)|| < R(e) pour [t <T(e) ,
ot R(e) et T(e) sont respectivemt d’ordre €° et exp(C/e®) pour une constante C > 1 et

1
@n—Dp1 - pnat1

a:b:

Notamment, dans le cas quasi-convexe, les indices d’escarpement sont tous égaux a un
et nous retrouvons les exposants 1/2n de Lochak-Neishtadt et Poschel dont les résultats
sont ainsi généralisés dans le cas escarpé. Ceci peut étre comparé aux expressions obtenues
par Nekhorochev qui étaient beaucoup plus compliquées et donnaient dans le cas quasi-
convexe a = 23 et b= 38 avec 3 = (6n? — 3n + 14)~! et pas 1/2n.

Notre preuve est basée sur la propriété algébrique suivante : si I’on considere un vecteur
w € R™ qui est rationel, c’est a dire le multiple d’un vecteur a coordonnées entieres, alors
les produits scalaires |k.w| pour k € Z™ tels que k.w # 0 sont bornés inférieurement par
une constante ¢ strictement positive. Ceci entraine que pour tout entier positif K € N* il
existe un petit voisinage V de w qui dépend de K tel que:

14
kw'| > 5 pour tout ' € V et tout k € Z™\ < w >+ avec |[k||1 = k1| + ... + |[kn| < K.

De plus, si nous trouvons un autre vecteur rationel w € V, alors les produits scalaires
|k.&0| sont bornés inférieurement pour tout k € Z"\{< w >+ N <@ >1} et [|k]|: < K.
De plus, si w et w sont linéairement indépendants, on a aussi

Dim(<w>'N<&>")=n-2.
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En poursuivant ces raisonnements, on peut garantir que si ’on trouve une suite
(wi,...,wy) de vecteurs rationels qui sont linéairement independants (c’est a dire que
(wi,...,wy) forment une base de R™), alors il existe une borne inférieure uniforme pour
tous les produits scalaires |k.w,,| avec k € Z™ et ||k||; < K ou K € N*.

Maintenant, considérons une trajectoire du systéme perturbé partant a un instant ¢
qui admet une suite croissante de temps tg < t; < ... < t, < to + exp(C5K) avec la
constante C5 du lemme II.4. et un entier K € N* telle que chaque vecteur fréquence
Vh(I(ty)) est proche d’un vecteur rationel wy pour tout k € {1,... ,n}. Supposons que
(wi,...,wy) soit une base de R™ composée de vecteurs rationels qui sont suffisamment
proches les uns des autres pour vérifier la propriété algébrique précédente avec la constante
K. Alors, I(t,) est situé dans une zone sans résonances jusqu’a l'ordre K. Notamment, si
K est de I'ordre de €%, on peut construire une forme normale intégrable au voisinage de
I(tg) ce qui permet de confiner les variables d’action.

Notre résultat de stabilité (théoreme III.1) est alors prouvé par ’absurde avec le
raisonnement suivant. Considérons une solution du systeme perturbé partant a un instant
initial ¢y qui admet une dérive des variables d’action sur un temps exponentiellement
long. Alors 'escarpement du hamiltonien intégrable assure que pour une perturbation
suffisamment petite, la suite de temps (¢1,...,t,) et la base (w1,...,w,) peuvent étre
construite récursivemment. Ainsi les actions sont confinées ce qui donne la contradiction
désirée.

La proximité de Vh(I(t;)) a wg pour k € {1,... ,n} est donnée par une application du
théoreme classique de Dirichlet sur 'approximation diophantienne simultanée qui fournit
une vitesse minimale d’approximation d’un vecteur arbitraire par un vecteur rationnel.
Ceci permet d’obtenir une borne supérieure sur 'ordre K et sur la taille du reste dans les
formes normales résonantes qui peuvent étre construites. Ainsi on détermine les valeurs
des exposants de stabilité a et b admissibles.
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IV. Une condition géométrique équivalente a ’escarpement ([2]).

IV.1. Description des résultats.

Dans le contexte de la théorie KAM, la condition usuelle de non-dégénérescence est
I'inversibilité locale de ’application gradient associée au hamiltonien non perturbé. Mais la
condition minimale nécessaire pour garantir I’existence de tores invariants dans un systeme
quasi-intégrable est la condition de Riissmann (voir [BHS] ou [Ru]) : 'image de I’application
gradient ne doit pas étre incluse dans un hyperplan. Cette derniére propriété est beau-
coup plus facile a vérifier pour un hamiltonien intégrable arbitraire. En particulier dans
I’approximation du probleme a n-corps correspondant aux mouvements des planetes dans le
systeme solaire, le systeme non perturbé est constitué de n problemes de Kepler découplés
qui sont fortement dégénérés. Dans ce cadre, M. Herman a montré que 'utilisation de
la condition de Riissman est cruciale pour prouver ’existence de trajectoires planétaires
quasi-périodiques. Une preuve complete de ce dernier résultat a été donné récemment par
Féjoz ([Fe]).

Ceci motive la recherche d’une condition minimale de non-dégénérescence dans le cadre
des théories de stabilité effective en temps exponentiellement longs. C’est précisément
I’'objet du deuxieme article associé a ce mémoire ou l'on donne une condition de non-
dégénérescence sur le hamiltonien non perturbé nécessaire pour établir un résultat de
stabilité exponentielle qui est strictement plus faible que ’escarpement ainsi qu’un critere
géométrique équivalent a ’escarpement.

Premierement, ’absence de points critiques dans la définition II1.6 et la condition de
non-dégénérescence dans le théoreme II.3 sur le hamiltonien non-perturbé ne sont pas
nécessaires pour montrer un résultat de stabilité exponentielle (voir [3]). La présence
de points critiques est surmontée suivant les raisonnements de Nekhorochev ([Ne2, sect.
1.9]) en supposant que notre hamiltonien intégrable est escarpé pas seulement le long
des sous-espaces affines propres mais aussi le long de l'espace R™ tout entier avec les
coefficients (C,,d,) et lindice p,, les exposants de stabilité sont alors modifiés avec
a = (14 2np; .. .pn_l)_l et b = a/p,. En suivant la terminologie de Nekhorochev,
on dira qu’une fonction escarpée le long de tous sous-espace affine, y compris R"”, est
escarpée symétriqguement (ou S-escarpée).

En utilisant des résultats de géométrie sous-analytique (voir [BM]): le lemme de
sélection de courbe et les inégalitiés de Lojasiewicz pour une fonction continue et sous-
analytique, on obtient alors:

Théoreme 1V.1.

Soit h une fonction numérique qui est réelle-analytique sur un ouvert Q C R™. Alors
h est S-escarpée (resp. escarpée) sur tout compact ¥ C € si et seulement si sa restriction
h|, @ tout sous-espace affine A C R™ admet seulement des points critiques isolés (resp. si
f n’a pas de points critiques, Vh(x) # 0 pour tout x € ), et si sa restriction h|, a tout
sous-espace affine propre A C R™ admet seulement des points critiques isolés).

Un critere géométrique similaire qui entraine ’escarpement a déja été obtenu par
Ilyashenko ([I]). Il a montré qu’une fonction a valeurs complexes, holomorphe sur un
domaine de C™ dont la restriction a tout sous-espace affine (complexe) admet seulement
des points critiques C-isolés est escarpée sur C™ (avec une généralisation de notre définition
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I1.6. dans le domaine complexe). Ilyashenko considére donc une propriété plus forte que
I’escarpement dans le cas réel.

On donne aussi une condition nécessaire pour la stabilité exponentielle :

Théoreme 1V.2.

Considérons un hamiltonien intégrable h qui est réel-analytique sur un ouvert 2 C R™
(ici il s’agit de l’espace des actions). Si h est exponentiellement stable alors sa restriction a
tout sous-espace affine propre dont la direction est engendrée par des vecteurs a coordonnées
entieres admet seulement des points critiques isolés.

Ce dernier théoreme est montré grace a un résultat de Nekhorochev ([Ne3, sect IV])
qui donne des conditions suffisantes sur un hamiltonien intégrable pour garantir ’existence
de perturbations qui génerent des solutions avec une dérive des variables d’action sur des
temps linéaires par rapport a la taille de la perturbation. Le méme probleme a été étudié
dans le cadre de la théorie KAM par Herman [H| qui a considéré des systéemes hamiltoniens
quasi-intégrables admettant un ensemble de Cantor de tores invariants dense dans ’espace
des phases et conjointement des orbites qui dérivent jusqu’a l'infini.

On voit qu’un écart subsiste entre la condition suffisante pour la stabilité exponen-
tielle donnée dans le théoreme IV.1. et la condition nécessaire du théoreme IV.2. Clest
précisément ’objet du troisieme article associé a ce mémoire.

IV.2. Démonstration des résultats.
Les preuves des théoremes IV.1. et IV.2. sont basées sur deux résultats importants
de géométrie sous analytique dont nous rappelons les définitions de base (voir [BM]).

Définition 1V.3.
Soit M une variété réelle analytique.

i) un sous ensemble A C M est dit semi-analytique s’il peut étre défini par des
inégalités analytique (f(z) > 0) au voisinage de tout point de A.

i1) Un sous-ensemble X C M est dit sous-analytique s’il est la projection d’un ensemble
semi-analytique relativement compact A (i.e. il existe une variété réelle analytique N et
un ensemble semi-analytique relativement compact A C M x N tel que X NU =1I(A) avec
la projection canonique I1 de M x N dans N ).

ii1) Soit X C M et N une variété réelle analytique, une application f : X — N est
dite sous-analytique si son graphe est sous-analytique dans M x N

Notamment, on peut montrer que la distance a un ensemble sous-analytique est une
fonction sous-analytique, de méme pour une fonction du type:

M(r,y) = Maxo<i<r (MinHmH:t (]-"(x,y))) pour (r,y) € [0, R] x K

ou K est une variété réelle analytique compacte et F est une fonction réelle analytique sur
Br x K avec Bg la boule fermée centrée a ’origine de rayon R.

Le premier théoreme utilisé ici est:
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Théoreme IV.4. (Lemme de sélection de courbes)
Soit X une ensemble sous-analytique d’une variété réelle analytique M et x un point
d’accumulation de X, alors il existe un chemin réel-analytique non constant 7y :]—1, +1[—

M avec v(0) = z and v(]0,1]) C X.

Le deuxiéme point est le fait que, sous les hypotheses du théoreme IV.1, les indices
d’escarpement peuvent étre vus comme les exposants de Lojasiewicz de deux fonctions
avec:

Théoreme IV.5. (Inégalités de Lojasiewicz)
Soit M wune variété réelle analytique, K un compact inclus dans M et f, g deux
fonctions a valeurs vectorielles, continues et sous-analytiques sur K telles que

Zy={zeK [ g() =0} C Zs = {z € K | (z) = 0}
alors l’ensemble :
Ex(f,9)={a € Ry tel qu’il existe une constante C avec ||f(u)||* <C||g(u)|],Vu € K}

est non vide.

Le réel ak(f,g9) = Inf{Ex(f,g)} est appelé l’exposant de Lojasiewicz de f par rapport
ag sur K et on a ak(f,g) € Q ainsi que ak(f,9) € Ex(f,9).

On va ausst considérer le cas ou f est défini sur un compact dans R™ et admet un
zero isolé en x, alors on pose:

az(f) =Inf{a € Ry tel que 3 C >0, r > 0 avec ||u — z||* < C||f(u)]] si ||lu—z| <r}

c’est a dire o, (f) = ax(f,dist(.,z)).
Ces deux ingrédients permettent d’établir:

Lemme IV.6.

Soit F une fonction & valeurs réelles positives continue et sous-analytique sur Br x K
ot Br est la boule fermée de rayon R centrée & lorigine dans R™ et K est un compact
dans une variété réelle analytique, alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Pour toute valeur fizée du paramétre y € K, la fonction Fy, = F(.,y) a un
zero isolé a lorigine dans Br ou F,(0) # 0.
(i) 1l existe deuzx constantes C > 0 et a > 0 telles que l'inégalité

Maxo<t¢<, (Min|z|=:F(z,y)) > Cr®

est vérifiée pour tout (r,y) €0, R] x K.

(iii) 1l existe deuz constantes C > 0 et o > 0 telles que le long de toute courbe
continue v dans By reliant 'origine & un point ¢ une distance r < R et pour tout parameétre
y € K, la norme de la fonction F, = F(.,y) est supérieure a Cr* en un point y(t.) tel
que ||T(ts) — I|| < r pour tout t € [0,t.].

Remarque IV.7.: On recherche des bornes inférieures sur la croissance des fonctions
F, qui soient uniformes par rapport a y. Dans la plupart des cas, on ne peut pas espérer
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trouver des constantes C' > 0 et o > 0 telles que F (x) > C||z||* pour tout (z,y) € B x K.
Par exemple, la fonction F(z,y) = |z(x — y)| définie sur [-R,+R] x [0,1] vérifie nos
hypotheses mais I'inégalité désirée est manifestement fausse. Par contre, on peut prouver
que

Maxg<e<r (Minm:g(}"(w,y))) > (3— 2\/5)7“2 pour tout (r,y) € [0, R] x [0,1]

et nous voulons généraliser ce type d’estimation pour une fonction sous-analytique arbi-
traire qui vérifie notre condition de racines isolées pour un parametre fixé.

Démonstration:
La premiere implication (i=>ii) est obtenue en considérant l'inégalité de Lojasiewicz
avec les fonctions continues sous-analytiques sur le compact [0, R] x K :

M(r,y) = Maxo<i<, (Min) = F(z,y)) et N (r,y) =r

La deuxieme implication (ii==-iii) est triviale.
La troisitme implication (iii==-i) est démontrée par I’absurde en appliquant le lemme
de sélection de courbes & I’ensemble sous-analytique Z, = {z € By tel que F,(z) = 0}.»

Démonstration du théoréeme IV.1.:

Elle s’obtient en considérant les fonctions hj suivantes pour k € {1,... ,n}.

Pour tout k£ € {1,...,n}, la Grassmannienne k-dimensionnelle dans R™ est notée
Gr(R™) et on introduit la fonction numérique hy (X, Xo, Ax) = ||[Proja, (VA(X + Xo))||
définie sur ’ensemble compact

{(X, Xo0,Ar) € R" x X x Gi(R") tels que X € A et X + X € X}

ou Y est un compact inclus dans (2.

Alors, les hypotheses du théoréeme IV.1. entrainent que la propriété (i) de racines
isolées dans le lemme IV.6. est vérifiée.

La propriété équivalente (iii) correspond exactement a ’escarpement de la fonction h.»

Démonstration du théoreme IV.2.:

Ceci s’obtient par I’absurde en appliquant le lemme de sélection de courbes IV.5. a
lensemble analytique Z, = {z € A tels que Proj, (Vh(z)) = 0} ou A est un sous espace
affine engendré par des vecteurs entiers.

Si 'ensemble Z, possede un point d’accumulation, comme dans la preuve du lemme
IV.6, cet ensemble est réel-analytique et on peut trouver un chemin analytique non-
constant 7, in Z, composé de points critiques pour la restriction de A a A. Dans ce
cas, un théoreme de Nekhorochev ([Ne3, sect. IV]) qui généralise ’exemple de hamil-
tonien perturbé non exponentiellement stable I? — I3 + esin (01 + 62) considéré au début
du chapitre II montre que ’on peut construire une perturbation qui donne une dérive des
variables d’action sur un temps 1/e le long de vj. De plus, 7, est une courbe de longueur
indépendante de €, ce qui donne la contradiction désirée.p

Finalement, on peut calculer des bornes inférieures fines sur les indices d’escarpements
grace au résultat suivant :
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Théoreme 1V.8.
Soit h une fonction qui vérifie les hypothéses de notre théoréme IV.1.
Soit A un sous-espace affine dans R™, on considére I’ensemble

Zy = {x € A tels que Projp (Vh(z)) =0}

_>
ou A est la direction de A donc Zp est composé de points isolés.
L’indice d’escarpement d’ordre k sur un compact ¥ C € vérifie:

Pk > SUPAcGrafis (k,n) (SUPzez, (z (fa)))

ot a (fa) est Uexposant de Lojasiewicz a la racine isolée x € Zy de la restriction fy au
sous espace affine A de la fonction f(u) = HPI‘OJX) (Vh(u))|| et Graffs,(k,n) est 'ensemble
des sous espaces affines de dimension k dans R™ qui coupent 2.

Le point important vient du fait que nos bornes inférieures sur les indices d’escarpements
peuvent étre obtenus comme le maximum des exposants de Lojasiewicz pour un zero isolé
d’une famille de fonctions réelles-analytiques et ces quantitée peuvent étre calculées grace
a la propriété suivante due a Gwozdziewicz ([Gw]).

Soit ¢ une fonction numérique réelle analytique dans un ensemble ouvert  C R¥, avec
(€1,...,€r) la base canonique de R¥, on considére la courbe polaire :

PY) = Vg ! (RE;) = {u €V tels que Vg(u) = A\é; pour A € R}.

Pour x € Q un zero isolé de g et j € {1,... ,k}, on définit 'exposant partiel:

: lu—zl[ < R
oW (g)=Inf{a € R, tels que 3C > 0, R > Oavec ||u — z||* < C|g(u)] si ,
et u € PU)

alors l'exposant de Lojasiewicz en z est donné par o, (9) = Maxi<,<k (a(mj)(g)>.

En résumé, pour calculer I'exposant d’une fonction réelle-analytique en un zero isolé,
on doit seulement estimer la croissance de la fonction le long d’une des courbes polaires
qui sont généralement des ensemble analytiques de dimension un.

Ici, pour un sous-espace affine A C R”, on applique le résultat précédent a la fonction
réelle-analytique g (u) = (fa(u))® = HPTOJK) (Vh(u))H2 et az (ga) = 2a, (fa) pour tout
zero isolé x de fj, alors:

1
Dk = §SupA€Graffz(k,n) (Supzez, (az (ga))) -

On peut enfin noter que I'exposant de Lojasiewicz dans le cas complexe est en général
beaucoup plus grand que son analogue dans le domaine réel (voir [2] et [Pl]). Ainsi les
méthodes d’analyse complexe utilisées dans 'article d’Ilyashenko ([Il]) ne permettent pas
d’avoir des estimations fines sur les indices d’escarpement.

23



V. Stabilité générique des systémes hamiltoniens quasi-intégrables ([3]).

V.1. Description des résultats.

Dans l’article précédent, on a vu que la condition nécessaire pour la stabilité exponen-
tielle obtenue dans le théoreme IV.2. est plus faible que la condition suffisante du théoreme
IV.1. De plus, Guzzo ([GLF]) a exhibé des hamiltoniens quadratiques exponentiellement
stables et non escarpés.

Dans l'article [3], on montre un théoreme de type Nekhorochev avec une hypothese de
non-dégénérescence strictement plus faible que I’escarpement (théoréme V.2.). L’intérét de
cette généralisation vient du fait qu’elle permet de prouver le résultat de stabilité générique
suivant :

Théoreme V.1. (Généricité de la stabilité exponentielle)
Soit h un hamiltonien intégrable réel-analytique arbitraire défini sur un voisinage de
la boule fermée Fﬁ? de rayon R centrée a l'origine dans R"™.

Pour presque tout Q € R™, le hamiltonien intégrable hq(z) = h(I) — Q.1 est exponen-
tiellement stable avec les exposants:

b
= th= ——.
Ty 2(2 + (2n)™)

La différence fondamentale entre notre résultat de stabilité générique et les théoremes
du méme type qui peuvent étre montrés avec le travail initial de Nekhorochev est la valeur
fixée des exposants a and b dans notre théoreme V.1.

En effet, I’ensemble des fonctions escarpées est générique parmi les fonctions suffisam-
ment régulieres. Par exemple, on a vu que la fonction 2 — y? n’est pas escarpée mais
on peut montrer facilement que z? — y? + x2 est escarpée et, généralement, une fonction
arbitraire peut étre transformée en une fonction escarpée en ajoutant des termes d’ordre
plus élevé. En effet, si J,.(n) est I'espace des jets d’ordre r des fonctions numériques C*
a n variables réelles, Nekhorochev ([Ne3]) a montré que les fonctions non escarpées ad-
mettent un jet d’ordre r dans un ensemble algébrique de J,.(n) dont la codimension tend
vers 'infini lorsque r tend vers l'infini. Ainsi, le théoréme initial (I.3.) permet de trouver
un ensemble générique de hamiltoniens exponentiellement stables mais avec des exposants
de stabilité qui sont arbitrairement petits puisqu’ils sont inversement proportionnels aux
indices d’escarpement (voir le théoréme I11.1.). En conséquence, on ne peut pas obtenir des
exposants de stabilité uniformes pour un ensemble générique de hamiltoniens intégrables.

Ici, d’apres notre théoreme V.1, des exposants de stabilité fixés sont obtenus sur un en-
semble de hamiltoniens intégrables générique au sens de la mesure. Plus précisemmment,
nous mettons en évidence un ensemble de hamiltoniens intégrables exponentiallement sta-
bles qui est prévalent suivant la terminologie de Hunt, Sauer et Yorke ([HSY]) ou Kaloshin
([K1)).

Différentes propriétés génériques au sens de la prévalence ont été montrées en systemes
dynamiques dans ([HSY], [K1], [K2], [OY]) mais il me semble qu’il y a seulement un
seul résultat de ce type pour les systemes hamiltoniens quasi-intégrables. Il est da a
Pérez-Marco ([PM]) qui a montré que les formes normales de Birkhoff sont convergentes
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ou divergentes pour un ensemble générique au sens de la mesure de hamiltoniens quasi-
intégrables (en fait, il utilise une notion plus forte de généricité que la prévalence, voir [3]
et plus loin dans ce mémoire).

V.2. Stabilité des hamiltoniens admettant un escarpement diophantien.

On donne maintenant la définition d’une fonction admettant escarpement diophantien.
Pour m € {1,... ,n}, on note Graffg(n,m) la Grassmanienne affine m-dimensionelle

au dessus de EEZJ) C R™ (c’est a dire ’ensemble des sous espaces affines de dimension m

dans R™ qui coupent la boule fermée Eg) de rayon R > 0 autour de 'origine).

Pour un entier K € N* donné, on considere Grafff (n,m) C Graffg(n,m) qui est
I’ensemble des sous espaces affines de dimension m dans R™ dont la direction est engendrée
par des vecteurs & coordonnées enticres de longueur | |||y = k1| + ...+ |kn| < K .

Définition V.2.

On dit qu’une fonction différentiable f définie sur un voisinage de Fgl) C R™ admet
un escarpement (7, T)—diophantien avec deux constantes positives vy et T, si pour tout
m € {1,...,n}, il existe un indice p,, > 1 et des coefficients C,, > 0, 0., > 0 tels que
le long de tout sous espace affine A, € Graffk (n,m) et toute courbe continue I' de [0, 1]

dans Ay, N By avec ||T'(0) —T'(1)|| =r < 5m%, on a:

|IT(0) — T(t)|| < 7 pour tout t € [0,t,]

Jt. € [0,1] tel que HProjﬁm(Vf(’Y(t*)))H > O, P

%
ou A ,, est la direction de A,,.

Remarque V.3.: L’espace R™ est lui-méme le seul élément de Graff};(n,n). Donc, le
long de tout arc dans Bg de longueur r < 4,7, il existe un point ou la norme du gradient
V f est plus grande ou égale a C,,rP~ (la projection se réduit a 'identité dans ce cas).

On peut alors énoncer le principal résultat de ce paragraphe:

Théoreme V.4.

Si le hamiltonien intégrable h est réel-analytique et admet un escarpement (v, T)—diophantien,
alors h est exponentiellement stable avec les exposants :

1 B B
B= n ;4= ; b= —
2(14+n"p1...pn-1) 1471 Dn

pour des perturbations de taille € inférieures ou égales a C' Inf (Wl/a,yl/b) ou C est une
constante positive qui ne dépend pas de € ni de .

Remarque V.5.: (i) Dans ’étude [3], on n’a pas recherché une estimation fine des
exposants a et b comme dans [1] mais on a privilégié la simplicité de la démonstration du
résultat de stabilité avec la condition d’escarpement diophantien. En fait, notre objectif
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est d’établir ’existence d’un exposant de stabilité uniforme valable pour un ensemble
générique de hamiltoniens intégrables. La question de 'optimalité de cet exposant n’est
pas tres pertinente puisque l'on est obligé d’utiliser des estimations tres générales et on
n’exploite pas les spécificités d’un hamiltonien.

(ii) Le fait que les exposants de stabilité soient indépendants de v est crucial pour nos
raisonnements ultérieurs. Par ailleurs, la borne supérieure sur la taille de la perturbation
dans ce théoreme (V.4) dépend de 7y, c’est similaire a la théorie KAM ou cette borne est
proportionnelle a /7.

La démonstration du théoreme de stabilité V.4. est analogue a celle du théoreme III.1.
Mais cette démonstration (dans [1]) est généralisé dans trois directions. Premiérement,
on remplace la condition d’escarpement originale II1.6. par notre condition plus faible
d’escarpement diophantien V.2. De plus, grace a la construction des ensembles non-
résonants directement dans l’espace des fréquences, on peut enlever la condition de non
dégénérescence sur 'application fréquence (’VQh‘ # 0) qui était supposée dans le théoreme
ITI.1. Finalement, d’apres la remarque V.3., le hamiltonien intégrable h peut admettre des
points critiques sous réserve que h vérifie une condition globale d’escarpement sur ’espace
R"™ tout entier.

D’autre part, je pense que la rédaction de cette démonstration est notablement améliorée
par rapport au premier article ([1]) grace aux remarques de Francois Ledrappier.

V.3. C¥—généricité des fonctions admettant un escarpement diophantien.

Premiérement, toute forme linéaire h(I) = w.I avec un vecteur w € R™ qui est (v, 7}
diophantien admet un escarpement diophantien avec des indices et des coefficients égaux
a un. Donc une forme linéaire admet presque toujours un escarpement diophantien alors
qu’elle ne peut pas étre escarpée d’apres notre définition II.6.

De la méme maniere, au second ordre, on peut prouver qu’une forme quadratique
admet presque toujours un escarpement Diophantien avec des indices égaux a 2 (on peut
montrer que pour toute forme quadratique ¢(I) = T AI, pour tout 7 > n? et pour presque
tout A € R, il existe v > 0 tel que la forme quadratique modifiée gy (I) = TAI + M||I]]?
admet un escarpement (v, 7 )}diophantien).

Donc, au premier et au second ordre, I’ensemble des fonctions admettant un escarpe-
ment diophantien est beaucoup plus grand que la classe initiale des fonctions escarpées
définie dans le chapitre II. En effet, une forme linéaire ne peut pas étre escarpée et une
forme quadratique est escarpée si et seulement si elle est de signe défini.

A partir de ces exemples, on cherche un ensemble de mesure pleine composé de fonc-
tions admettant un escarpement diophantien dans l’espace des fonctions de classe C* &
valeurs réelles définies sur un ouvert dans R".

En fait, un ensemble dans un espace de dimension infini qui est invariant par transla-
tion ne peut étre de mesure nulle que s’il s’agit d’'un ensemble trivial (voir [HSY]). Pour
cette raison, Christensen [C], Hunt, Sauer et Yorke ([HSY]), Kaloshin ([K1]) ont intro-
duit une notion plus faible pour définir des ensembles de mesure pleine dans un espace de
dimension infini appelé prévalence qui correspond a la propriété usuelle dans le cas d'un
espace de dimension fini.
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En considérant le cas le plus simple, un ensemble P est dit prévalent s’il existe un
sous espace F' de dimension fini appelé espace test tel que tout sous espace affine de
direction F' coupe P suivant un ensemble de mesure pleine (i.e.: avec un complémentaire
de mesure nulle) pour la measure de Lebesgue usuelle sur ce sous espace. Des notions de
prévalence plus fortes peuvent étre définies (voir [HSY], [K1], [K2] or [PM]). Par exemple,
les ensembles considérés par Pérez-Marco dans [PM] coupent tout sous espace affine de
dimension finie suivant un ensemble de mesure pleine pour la mesure de Lebesgue.

Un exemple d’ensemble prévalent est celui des fonctions de Morse dans ’espace de

Banach (C2 (Eg),R) , ||||C2) ol Eg) est la boule fermée de rayon R centrée a 'origine

dans R™. En effet, pour toute fonction f € C? (Eg),R), en appliquant le théoreme de

Sard a ’application gradient V f on peut prouver que pour presque toute forme linéaire
w € L (R™ R), la fonction f,, = f+w est de Morse et I’espace test est constitué des formes
linéaires. On dit que la fonction modifiée f,, est appelée une morsification de f (voir [1] et

[6])-
V.4. Théorie quantitative de Morse-Sard et applications

Ici, on cherche un ensemble P de fonctions admettant un escarpement Diophantien
avec des indices fizés pour obtenir des exposants de stabilité fixés avec le théoreme V .4.

_(n

qui est prévalent dans C* (B R ), ]R) pour un entier k € N* a déterminer.
Comme on 'a déja indiqué, ceci va étre obtenu en introduisant la classe des fonctions
de Morse Diophantiennes (définition V.6.) en montrant sa prévalence dans C2*+2 (Eg) R

grace a la théorie de Morse-Sard quantitative développée par Yomdin ([Y1], [YC]) avec des
raisonnements similaires a ceux utilisés pour les fonctions de Morse usuelles. De plus, on
montre que les fonctions de Morse Diophantienne admettent un escarpement Diophantien
avec des indices égaux a deux et ces deux derniers ingrédients fournissent notre théoreme
principal V.1.
D’autre part, d’apres Yomdin [Y2], les estimations données dans la preuve des théorémes

V.7. et V.8 devraient étre utiles pour localiser les points presque-critiques d’une application
générique (i.e.: il s’agit du probleme des «centres organisateurs», voir [Y2, p. 296]).

Définition et théoreme V.6. (Fonctions de Morse diophantiennes)

On note Gr(n,m) l’ensemble des sous espaces vectoriels de dimension m dans R™ et,
pour K € N*, Grg(n,m) C Gr(n,m) est l’ensemble des sous espaces vectoriels dans R™
engendré par des vecteurs & coordonnées entiéres de longueur ||k||y = |k1|+. ..+ |kn| < K,
de plus Grg(n) = Ul _,Grg(n,m).

Une fonction deuz fois différentiable f € C* (R™,R) définie au voisinage de la boule

fermée Eg) C R™ de rayon R centrée a l'origine est dite Morse (v, T)—Diophantienne

avec deux constantes positives vy et T si, pour tout K € N*, tout m € {1,... ,n} et tout
A € Grg(n,m), il existe (e1,...,em) (resp. (fi,-.., fn—m)) une base orthonormée de A
(resp. de AL) telle que la fonction

fA(aa/B) = f (0(161 +...+omen +/81f1 +...+ ﬁn—mfn—m)a
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qut est deux fois différentiable au voisinage de Fg), satisfait :

a5 o G

B
V(a, B) € R on a T

) m
)| >—=|Inll (vneR™).

Enfin, si une fonction différentiable f € C3 (R™,R) définie au voisinage de la boule
fermée Eé’}g C R™ est Morse (v, 7)—Diophantienne pour deuz constantes positives y et T
alors f admet un escarpement (v, T)—Diophantien sur Br avec les coefficients C,, =

Om = ﬁ et les indices py, = 2 pour m € {1,... ,n}.

Remarque V.7.: Notre définition d’une fonction de Morse Diophantienne s’appuie
sur le choix d’une base orthonormée dans tout sous espace A € Gri(n) et des valeurs
propres de la matrice Hessienne qui sont extrinseques. Mais la propriété d’escarpement
Diophantien fait seulement intervenir la norme du gradient V f puisque

H% H = |[Proja (V. (arer + . + ame + By + -+ Bucsnfom))|

ne dépend pas de la base orthonormée considérée.

Maintenant, ’application de la version quantitative du théoréeme de Sard due a Yomdin
([Y1]) permet de montrer que, pour une valeur fixée du parametre 7 > 0 assez grande,
toute fonction suffisamment réguliere f € CP (R™,R) peut étre transformée en une fonction
de Morse (v, 7)—diophantienne en lui ajoutant presque toute forme linéaire.

En suivant les raisonnements de Yomdin (voir [Y1] et surtout le livre introductif [YC]),

on obtient :
Théoréme V.8. )
Pour k €]0,1] et g € C***1 (BF? ,Rm) avec ||gl|czntr = M > 1, il existe un sous

ensemble C,, C R™ et une constante positive C' tels que:
Vol (C.) < Ok
et, pour tout w € R™\Cy, la fonction g, (x) = g(x) — w vérifie en tout point x € B( )

190 (@) > & ou ||dg(2)C[| > &l|C]] (V¢ € R™).

On considére maintenant les constantes v > 0, 7 > 0 et une fonction arbitraire
f € C*F2(R™ R) définie sur un voisinage de la boule fermée B( ») « R avec la borne

| fllgzn+2 = M > 1.

Le théoreme précédent permet de borner la mesure de ’ensemble des valeurs 2 € R"
telle que la fonction modifiée f(x) — Q.z n’est pas Morse (7, 7)—Diophantienne.

Plus précisément, pour tout (K,n,m) € N3 avec 1 < m < n et tout sous espace
A € Grg(n,m), grace au choix d’une base orthonormée dans A et AL, la fonction fa
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considérée dans la définition V.6. admet la borne supérieure ||0y fa|lczn+1 < || f]lc2zn+z = M
pour la norme usuelle sur C2”+1(§$), Rm).

Alors, en appliquant le théoreme V.8. avec la constante kK = /K7 sur la fonction
g(a, B) = Oufa(a, B) € C2"T1 (R™,R™), on obtient le:

Corollaire V.9.

Soit v € N*, K € N* et A € Grg(n,m), il exriste un sous ensemble CI(\V) c B oq
B,(jn) est la boule ouverte de rayon v centrée a l’origine dans R™ avec :

CICYRL RIS

ot la constante C’fﬁ) ne dépend que de n, m, M, R et v telle que, pour tout €} € Bl(,n)\C[(\V)
la fonction modifiée fo(x) = f(x) — Q.x vérifie en tout point x € B( ™)

|80 fia,0) (@ B)]| = =

T

ou |92 fin.c (e Bl | = L lnl| (¥n € ™)

(la fonction fa q) est définie par rapport a fo de la méme maniere que fx par rapport a
f dans la définition V.6).

V.5. Fin de la preuve du théoréme V.1.:

On considere une constante arbitraire 7 > 2(n?+1) et une fonction f € C2"*2 (Eg) , ]R)

définie au voisinage la boule fermé B%) C R™.

Pour tout v € N* et K € N*, on considere I’ensemble Cg) = Up=1 UreGri (n,m) C(V)
en appliquant le corollaire V.9.; on obtient:

vol (¢ < Z Card (Gric(n,m)) O | L < <Z c ")) e

Donc pour v > 0 fixé, I’ensemble CSYV) =U KeN*Cg) vérifie

)< (£ ) (£ 0w

m=1 KeN*

et cette borne supérieure est convergente avec notre hypothese 7 > 2(n? + 1).
Pour C*) = ﬂ7>OC§ *) on a Vol (C)) =0 et C = U,en-C™) vérifie Vol (C) = 0.

Finalement, pour tout 2 € R™\C, il existe v > 0 tel que la fonction fo(x) = f(x)—

est de Morse (v, 7)—diophantienne sur Bg%).

Ainsi, si 'on choisit 7 = 2n? + 3 > 2(n? + 1), on en déduit que I'ensemble des
fonctions de Morse (+, 2n? + 3)Diophantiennes pour v > 0 quelconque est prévalent dans
C?nt2 (R, R).
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En revenant a la dynamique, notre résultat de stabilité exponentielle (théoréme V.4.)
conjugué a la prévalence des fonctions de Morse diophantiennes (corollaire V.9.) entrainent
que pour un hamiltonien intégrable réel-analytique arbitraire et pour presque toute forme
linéaire w € £ (R™,R), le hamiltonien modifié h,(x) = h(z) + w(z) est exponentiellement
stable avec des exposants de stabilité fixés.

En effet, pour presque tout €2 € R" il existe v > 0 tel que le hamiltonien intégrable
ho(I) = h(I) + Q.I est de Morse (v, 7)—diophantien avec 7 = 3 + 2n?.

Ainsi, le hamiltonien intégrable hq (1) = h(I)+£2.I admet un escarpement (-, 7)—diophantien
avec des indices égaux a deux et finalement le théoreme V.4. entraine que hq est expo-
nentiellement stable avec les exposants désirés.p»
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V1. Perspectives et questions.
Au moins deux questions directement liées a ce travail apparaissent.

Le théoréme de généricité V.1. établit dans [3] est basé sur la prévalence des fonctions
de Morse diophantiennes. On voit de voir que cette propriété est valable pour des fonctions
de classe C?"*2 (théoreme V.3). L’analyticité des systémes étudiés n’intervient que pour
la construction des formes normales & un ordre exponentiellement élevé. Il serait naturel
d’établir les résultats de stabilité analogues au théoreme V.2. dans le cas des fonctions de
classe C* pour k > 2n+ 2. Il s’agirait alors de stabilité en temps polynomiaux. Ce type de
théoreme devrait aisément s’obtenir a partir de nos résultats avec des méthodes de lissage
analytique comme dans la théorie KAM (voir Salomon [Sa]), Marco a déja des résultats
dans cette direction.

Un probleme plus ambitieux est la question de la stabilisation par les résonances.
Lochak ([Lo]) a montré que pour un systeme presque intégrable quasi-convexe, les ex-
posants de stabilité sont plus grands lorsque 1’on considere des conditions initiales proches
des résonances. D’autre part, Marco-Sauzin ([MS]) puis Marco-Lochak ([ML]) ont montrés
que ces exposants améliorés sont pratiquement atteints dans certains exemples.

Il serait intéressant de voir si ce type d’estimations apparaissent aussi dans les cas
génériques considérés ici. Cela ne semble pas possible avec les démonstrations développées
dans le premier et le troisieme article associés a ce mémoire. En effet, le résultat de Lochak
est basé sur le fait que pour obtenir le confinement des actions, il suffit d’approcher une
partie du vecteur fréquence par des vecteurs rationnels lorsque 1’on considere une condition
initiale presque-résonante. Ici, on construit toujours une base de vecteurs rationnels qui
approchent les vecteurs fréquences considérés. Par contre, on peut espérer obtenir des
résultats améliorés lorsque ’on considere un systeme intégrable escarpé qui est partielle-
ment convexe suivant un certain nombre de degrés de liberté. Ceci pourrait se révéler
trés utile dans les équations aux dérivés partielles (voir plus bas). On peut noter que
dans le cadre de la théorie KAM, Sevryuk ([Se2]) vient de considérer le probleme de
I’existence de tores invariants pour des systemes intégrables vérifiant une condition de
non-dégénérescence forte (i.e.: de Kolmogorov) sur certains degrés de liberté et une con-
dition faible (i.e.: de Russmann) sur I’ensemble des variables.

La question suivante qui provient d’un exposé de C. Simo ([Si]) est peut étre liée au
mécanisme de stabilisation par les résonances évoqué ci-dessus.

Les résultats de stabilité globaux comme le théoreme V.2. ne sont évidemment valables
que si 'on prend en compte les estimations les plus pessimistes. Par contre, on vient de
voir que ces résultats peuvent étre améliorés localement. Il serait pertinent de faire une
étude de 'exposant de stabilité moyen, ce qui n’existe méme pas dans le cas quasi-convexe.

Une premiere possibilité serait d’essayer de calculer la moyenne spatiale de ces ex-
posants en considérant la moyenne sur toutes les conditions initiales.

La question la plus difficile serait de calculer la moyenne temporelle de ces exposants
en considérant 1’évolution de la vitesse de dérive des actions au cours du temps. Cela
nécessiterait une connaissance fine de la diffusion d’Arnold que ’on ne semble pas avoir
actuellement.
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Enfin, il y a trés peu d’estimations de type Nekhorochev pour les équations aux dérivées
partielles. A ma connaissance, le seul travail de ce type est celui de Bambusi ([Ba]) qui
a obtenu de tels résultats pour I’équation de Schrodinger non linéaire. Dans ce cas, il
se ramene a l’étude une position d’équilibre elliptique dans un systeme Hamiltonien de
dimension infinie qui admet une torsion de signe définie, ce qui correspond a une forme
normale de Birkhoff convexe. On peut alors étendre en dimension infinie un résultat de sta-
bilité en temps exponentiellement longs par rapport a 'inverse de la distance a la position
d’équilibre (voir [FGBJ, [Ni2], [P62], [P63]). Par contre, ce type de raisonnement utilise
le mécanisme de stabilisation par les résonances de Lochak qui permet ici d’obtenir des
résultats de stabilité prés des orbites périodiques du systeme intégrable avec des exposants
qui ne dépendent pas du nombre de degrés de liberté ce qui est évidemment crucial pour
passer a la dimension infinie. Avec Bambusi, on espere établir des résultats analogues sur
des EDP qui se raménent a systeme hamiltonien quasi-intégrable avec une partie princi-
pale qui est quasi-convexe par rapport a toutes les variables a partir d’un certain rang
et escarpée par rapport a l’ensemble des variables (I’équation KdV semble étre un bon
candidat).
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