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Un modele microscopique de population logistique structurée par age



Motivations

» populations structurées : les individus sont caractérisés par des
variables qui affectent leurs capacités reproductives et leurs survies
(traits, 4ges...)

» modeéle de population discréte, basé sur les dynamiques individuelles,

» 3dge : modélisation des histoires de vie et applications en biologie, en
écologie (S. Méléard, R. Ferriere), applications en épidémiologie (H.
De Arazoza, P. Bertail, S. Clémengon)
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populations structurées : les individus sont caractérisés par des
variables qui affectent leurs capacités reproductives et leurs survies
(traits, 4ges...)

modeéle de population discréte, basé sur les dynamiques individuelles,

age : modélisation des histoires de vie et applications en biologie, en
écologie (S. Méléard, R. Ferriere), applications en épidémiologie (H.
De Arazoza, P. Bertail, S. Clémengon)

But :

Description d'un modele simple de population particulaire,
stochastique et structurée par age; expliquer le comportement en
temps "grand” et en grande population.

Considérer des modeles d'évolution pour des populations structurées
en traits et en age : exemples et approximations obtenues en
séparant les échelles de temps de I'écologie et de I'évolution.



Population logistique structurée par age

Dynamique :
» Chaque individu d'dge a € R, dans la population de taille N :

1. se reproduit de fagon asexuée au taux b(a).
2. vieillit avec la vitesse 1
3. meurt au taux d(a) + nN,
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Dynamique :
» Chaque individu d'dge a € R, dans la population de taille N :

1. se reproduit de fagon asexuée au taux b(a).
2. vieillit avec la vitesse 1
3. meurt au taux d(a) + nN,

» Généralisation a des ages vectoriels a croissance non linéaire, a des
taux de morts non logistiques,

Historique :

> Processus de branchement structurés par age : Bellman Harris (1952)
Athreya Ney (70)

> Processus de naissances et de morts structuré par dge : Kendall (49),
Crump Mode (68-69), Jagers (69), Doney (72)

> Interactions : Wang (77) Solomon (87) Oelschlager (90)



Systeme de particules

age

temps



Dynamique de la population globale
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Description par une EDS dirigée par une mesure aléatoire de Poisson
(Fournier Méléard (03), Champagnat et al. (06))



Dynamique de la population globale

1M
a) = ; Z 62,-(1_‘)
i=1

Description par une EDS dirigée par une mesure aléatoire de Poisson
(Fournier Méléard (03), Champagnat et al. (06))

Renormalisation en grande population
» Populations initiales de tailles proportionnelle 3 n € N*
» Poids des individus renormalisé par 1/n
> Z0 =15 5,0 = € Mp(R,) en o,
> d(a) +nN; = d(a) + n(Z],1).



Propriétés de moments et de martingales

Sous de bonnes conditions de moment pour Zj, il existe une unique
solution forte (Z;):ecr, pour I'EDS renormalisée par n € N*.
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Propriétés de moments et de martingales

Sous de bonnes conditions de moment pour Zj, il existe une unique
solution forte (Z;):ecr, pour I'EDS renormalisée par n € N*.

et Vf : (a,s) — fi(a) de CE(R2,R),

@i =@+ [ [ [+ G

+ £,(0)b(a) — £i(a) (d(a) +n(Z],1))] 20 (da) ds + M

ol M™f définit une martingale de carré intégrable issue de 0, et de
variation quadratique prévisible :

(M / /R RO6) + £6) (4(a) +0(201)] Z2(0a) s



Limite en grande population

Sous de bonnes hypotheéses de moments pour (ZJ)nen=, et si (Z§)nen~
converge étroitement en loi vers & € Mg(R,)

(Z")nen+ converge en loi dans D(R ., Mg(R)) vers
€ € C(Ry, Mp(Ry)) tel que : Vf € CL(R%,R),

(& fe) = (6o, To) + //[ (a)

(0)b(a) — f( ) (d(a) +n{&s, 1)) &s(da) ds



Limite en grande population

Sous de bonnes hypotheéses de moments pour (ZJ)nen=, et si (Z§)nen~
converge étroitement en loi vers & € Mg(R,)

(Z")nen+ converge en loi dans D(R ., Mg(R)) vers
€ € C(Ry, Mp(Ry)) tel que : Vf € CL(R%,R),

(& fe) = (6o, To) + //[ S(a)

(0)b(a) — £(a) (d(a) + 1{és; 1))] €s(da) ds

Il existe une unique solution a cette équation.



Equation de Gurtin-McCamy

Lorsque &y est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur Ry, les marginales &; pour tout t € R, sont absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R..
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Equation de Gurtin-McCamy

Lorsque &y est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur Ry, les marginales &; pour tout t € R, sont absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R..

La famille des densités vérifie :

om om
@00+ 50 (@, 1) = —m(a, ) (d(2) + M)

m(0, t) :/ m(a, t)b(a)da, M; = / m(a, t)da,
R, JR:
m(a,0) =mg(a).
McKendrick (26) Von Foerster (59), Gurtin-MacCamy (74)

Il existe une unique solution classique a cette équation si
mo(a) € CY(Ry) N LY(Ry) (expression explicite).

Comportement en temps long : Marcati (82) Busenberg lanelli (83)
Webb (85).
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Comportement en temps long dans le cas sur-critique

Cas sur-critique : [, b(a)exp (— [5 d(a)da) da > 1, alors :

tl!Too m(a, t) =:m(a).
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Comportement en temps long dans le cas sur-critique

Cas sur-critique : [, b(a)exp (— [5 d(a)da) da > 1, alors :

tl!Too m(a, t) =:m(a).

Théoréme Central Limite : sur [0, T]

En particulier, Z" "entre” dans un voisinage de m(a)da au bout d'un
temps en log n. Mais :

P(3t e Ry, (Z/,1)=0)=1
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Déviations exponentielles

T > 0. Pour tout ensemble mesurable B C D([0, T], (M£(R4), w)),

— inf Zl(z) < I|m|nf7|og]P’(Z"€B)

zeBNn® n—+oo

IN

n—+o00

La minoration est locale, mais & contient £.

limsup = Iog]P’(Z" €B)< - mf I5 (2).
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Déviations exponentielles

T > 0. Pour tout ensemble mesurable B C D([0, T], (Mr(R+), w)),

— inf Zl(z) < I|m|nf7 logP(Z" € B)
zeBne n—+o00
< limsup = Iog]P’(Z €B)<— mf I5 (2).
n—-+o0o

La minoration est locale, mais & contient £.

Adaptation des résultats de Freidlin et Ventzell (84) sur les temps de sortie de

domaine.
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Plan de la preuve

Tension exponentielle + majoration des grandes déviations :
» Dembo et Zeitouni (93),
> Difficulté liée aux masses non bornées :
Cv=inf{te Ry, (Z7,1+|a])> N}
> Tension exponentielle du processus localisé (Z"’Mlnv) : Dawson et
Gartner (87), Graham et Méléard (97),

» adaptation d'un argument de martingales exponentielles de DG (87)
pour s'affranchir de la localisation, P(¢f, > T) < e™"
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Plan de la preuve

Tension exponentielle + majoration des grandes déviations :
» Dembo et Zeitouni (93),
> Difficulté liée aux masses non bornées :
Cv=inf{te Ry, (Z7,1+|a])> N}
> Tension exponentielle du processus localisé (Z',}\C;\'/) : Dawson et
Gartner (87), Graham et Méléard (97),

» adaptation d'un argument de martingales exponentielles de DG (87)
pour s'affranchir de la localisation, P(¢f, > T) < e™"

Minoration des grandes déviations :
» Léonard (95), Kipnis Léonard (95).
» Par un théoréme de Riesz sur les espaces d'Orlicz : Lien entre les
trajectoires du domaine de Ig; et des équations perturbées.
» Difficultés : Prendre en compte des événements différents, régulariser
les perturbations pour appliquer un théoréme de Girsanov (Lemme

de Bishop-Phelps-Israel).
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Populations structurées par traits et age : application aux dynamiques
adaptatives
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Populations structurées par traits et age

On considere maintenant une population structurée par un dge a € R et
par un trait x € X C R? qui se transmet héréditairement, sauf s'il se
produit une mutation.

Applications en théorie de I'évolution :
» comment |'age influence-t-il I'évolution du trait?
» quelles stratégies d’histoires de vie vont se dégager?

» Quelles sont les structures d'age qui vont apparaitre a I'équilibre
pour un trait donné?

15



Dynamique d'une population avec traits et age

. reproduction asexuée : taux b(x, a)

> avec probabilité p € [0, 1] : mutation et le nouveau trait est tiré dans
une distribution k(x, h)dh,

> avec probabilité 1 — p € [0, 1] : transmission héréditaire du trait du
parent a3 ses descendants.

2. vieillissement avec vitesse 1,

3. mort au taux d(x, a) + fXX]R+ U(x,y)Z(dy, da), ou U est un noyau

de compétition ne dépendant que des traits.

Exemple 1 :

>

>
>
>
>

trait 1 : taille x € [0, 4],

age a € Ry,

b(x,a) = x(4 — x)e~?,

mutations gaussiennes avec p € [0, 1],

taux de mort logistique : d(x, a, N;) = 3 + 0.001(4 — x) N,

16



Application aux dynamiques adaptatives

> Metz et al. (96), Champagnat (06)
» Hypotheses :
1. Mutations rares : probabilité de mutation u,p,
e " << u, << 1/(nlogn),
2. Grandes populations,
3. Non coexistence a long terme de deux traits différents,

> Séparation des échelles de temps.

17



Processus de Trait Substitution Sequence structuré par age

Générateur infinitésimal :
Lox) = [ (6 + b) = 6()
X

(1 —zo(x + h,x))p /]R b(x, a)m(x, a)da k(x, h)P(dh).

> pk(x,h) O+°° b(x, a)m(x, a)da : taux de génération d'un mutant de trait
X + h par une population de trait x a I'équilibre

» (1 — zo(x + h,x)) : fitness d’'un mutant de trait x + h dans la population
de trait x. zp(x + h, x) est solution de I'équation suivante :

+oo B N
7= / e(z—l)f0 b(y,a)dad(y, a, x)e_ Is d(y,a,x)dada.
0

18



Trait

Time
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Exemple 2

X A
x=xo+g(anam)
X=Xxpt+ga
X0
0 am 5

Fig.: Taille x d’un individu de taux de croissance g et d'4dge a maturité am en
fonction de son age.

» taux de mort naturelle juvénile en dy X g ol dp parametre
I""hostilité” de I'environnement,

» compétition non logistique faisant intervenir un noyau privilégiant les
individus de grande taille.

20



dop = 3,3.1073, dp=1

Density

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

0.0

0.0

T T T
0.5 1.0 15

Age of the mother at childbirth

2.0

Density

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

T T T
0.5 1.0 15

Age of the mother at childbirth

2.0
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Density of births.

‘Age at chidbirth

0x100

Density of deaths

Lifelength
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Approximations des solutions statistiques d'EDP a conditions initiales
aléatoires
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Solutions statistiques d'EDP

» EDP avec conditions initiales aléatoires,
» flot aléatoire : sa loi est appelée solution statistique de I'EDP

» modélisation de phénoménes complexes, introduction de la notion
d'incertitude sur la C.I.

» Vishik et Fursikov (1980) Constantin et Wu (1997) : Navier-Stokes
2D, outils analytiques

» Marchioro-Pulvirenti (1982), Méléard (2000) : interprétation
probabiliste avec Cl déterministe, équation des vortex,

» Talay et Vaillant (2003) : McKean-Vlasov Cl aléatoire, approche
probabiliste.
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Une EDP de McKean-Vlasov "simple”

1. O(w) est une variable aléatoire réelle de loi v absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et :
P(dw) — a.s., YVt € [0, T], ¥x € R,

D2 p(t,x,0) = —2 (us(t,x,0)p(t, x,0)) + 5 Ap(t, x, )
p(O,X,H) = po(X 9)
up(t,x,0) =[5 b(x,y)p(t,y,0)dy
L(0) =v.
Exemple :

i) = e (057 )

ou la loi de 6 est un mélange de lois normales
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Une EDP de McKean-Vlasov "simple”

1. O(w) est une variable aléatoire réelle de loi v absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et :
P(dw) —a.s.,Vt € [0, T], ¥x € R,

D p(t,x,0) = —2 (us(t,x,0)p(t, x,0)) + 5 Ap(t, x, 0)
p(O,X,O) - pp(X,f))

up(t,x,0) = [z b(x,y)p(t.y,0)dy

L(0) =wv.

2. Solutions faibles mesures : P(dw) — a.s.,Vé € Ci(R,R),Vt € [0, T],
[ st0auax.0) = [ otmix.0dx+ [ [ s x.0)520)Qu(k.0)ds
£ g2
7A s )
+/0 /R - A6(x)Qu(dx,0) s

up(t, x,0) :/Rb(x,y)Qt(dy,@)
Qo(dx, 0) =po(x,0)dx, L(0)=r.

25



Solutions statistiques

Résumé :
0 ® 1 s
Q - R — LY(R) = C([o, T], P(R))
w o= oa e po(-, a) = (Qi(dx; a))icp, 7
P v pu=vodl m=vo(So®d)L

Solutions statistiques :
m= L(Q) € P(C([0, T], P(R))).

Solutions statistiques spatiales :

m; = L(Q:) € P(P(R)).

Intensité de m; :

(I(me), ) = /P (@ Am(e@) = / (IS o ®(a)]e. F)(da)

26



Premiere approche (Talay et Vaillant 2003)

Talay et Vaillant (2003) : Simulations imbriquées,
(I(me), £) = [ (S o ®(a)]s, F)v(da) = [ E(f(Xe(a))) v(da).

Sznitman (1991), Méléard (1996) : Q:(dx, a) = L(X:(a))

up(t, x,a) = E (b(x, X:(a)))

{ dX:(a) = up(t, X:(a), a)dt + odW,;
L (Xo(a)) ;po(x, a)dx.
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Premiere approche (Talay et Vaillant 2003)

Talay et Vaillant (2003) : Simulations imbriquées, Simulations directes.
(I(me), £) = J([S o ®(a)]e, Flr(da) = [ E(f(X:(a))) v(da).

Sznitman (1991), Méléard (1996) : Q:(dx, a) = L(X:(a))

up(t, x,a) = E (b(x, X:(a)))

{ dX:(a) = up(t, X:(a), a)dt + odW,;
L (Xo(a)) ;po(x, a)dx.
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Approximation directe de (/(m;), f)

X:(0) =Xo(0) + o Ws + / (s, Xo(0), 6)ds

L(X0(0),0) =po(x; a)dxv(da),  up(s, Xs(0),0) = E(b(x, Xs(0)) | 0) [x=xs(6)-

28



Approximation directe de (/(m;), f)

X:(0) =Xo(0) + o Ws + / (s, Xo(0), 6)ds

L(X0(0),0) =po(x; a)dxv(da),  us(s, Xs(0),0) = E(b(x, Xs(0)) | 0) |x=x.(0)

Approximation :
N
W (R0)).

On simule N réalisations (6;);cq1,n de 0,

On associe a chaque 6; une particule de Cl de loi po(x, 6;)dx et telle que :

X:

tit1

—>'<tk + Up(te, X4, ,e)At+U(W' Wi ),

ol Tp(t,x,a) est un estimateur de E (b (x, Xo(0)) | 6 = a)
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Utilisation d’'estimateurs a ondelettes

1. ¥_10 0,0 ondelettes pere et mere,
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Utilisation d’'estimateurs a ondelettes

1. ¥_1,0 o0 ondelettes pére et mére,
2. heN L ez,
Vi, (X) = 2l1/21b0¢0(2,1X — /2)
Yo1,5(x) = Y_1,0(x — h).

3. (¥nn)h>—1,nez Base Hilbertienne de L2(R).
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1. ¥_10 0,0 ondelettes pere et mere,
2. heN L ez,
Vi, (x) = 2172900 5(20x — b)
Yo1h(x) =v_10(x — k).
3. (7/}1112)1127171262 Base Hilbertienne de L2(R)
4. Kerkyacharian et Picard (2003) :
a € [0,1] — up(ty,x, G 1(a)) =E (b(x, Xt,(0)) | 6 = G_l(a)) € L2([o,1])
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1. ¥_10 0,0 ondelettes pere et mere,
2. heN L ez,
P (x) = 21240 o(2"x — by)
Yo1,5(x) = Y_10(x — ).
3. (7/}1112)1127171262 Base Hilbertienne de L2(R)
4. Kerkyacharian et Picard (2003) :
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Utilisation d’'estimateurs a ondelettes

1. ¥_10 0,0 ondelettes pere et mere,
2. heN L ez,
Vi, (x) = 20240 0(21x — )
Yo1(x) = P_10(x — k).
3. (1/)/1/2)/12,17/262 Base Hilbertienne de L2(R)
4. Kerkyacharian et Picard (2003) :

a € [0,1] — up(ti, x, G~ Ha)) =E (b(x, Xg, (9)) | 0 = G~

5. Va € [0,1],up(te. x, G H(a)) = 5, , B ()1, (@)

Ha)) € L2([0,1])

6. Equivalent a : Va€ ©, uy(ti.x,a) = 32, A1) (x)u, (G(2)) . ol

6/(12()() :/ Y1, (G(a))ub(tk, x, a)v(da).

B () = th,z Gu(6:)) b (x. X

20))
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Utilisation d’'estimateurs a ondelettes

1. ¥_10 0,0 ondelettes pere et mere,
2. kL GN,IQEZ,
Vi, (x) = 20240 0(21x — )
Yo1(x) = P_10(x — k).
3. (1/)/1/2)/12,17/262 Base Hilbertienne de L2(R)
4. Kerkyacharian et Picard (2003) :
a € [0,1] — up(ty,x, G 1(a)) =E (b(x, Xt,(0)) | 6 = G_l(a)) € L2([o,1])
5. Va € [0, 1],up(te, x, G H(a)) = 32, B ()0, (@)
6. Equivalent & : Va € ©, uy(ti.x.a) = 3, , B) ()i, (G(a)) . ob

300 = [ nn(Gaun(tex,2)u(ca)

B () = Zw,l,z Gu(6:)) b (x X" (0:))

7 B(te X5V 0) = S 3, B (XM (6(6)
Si Wi (po(x, G~ (a1))dx, po(x, G 1(az))dx) < Llag — asl® alors
o = Nz,
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Vitesse de convergence

E[(I(mr), ) = & S AXEN(0)] < € (Bt + Viog NN~ =)

)_<lfk+1 (9,) :)?fik (0,) + Ub(tk7 )_<t’k(0;), 0,-)At + O’( Wfik+1 — thk)

XM 0 =X 0) + By (6, X0V (0.6) At + o (Wi, — W)

thi1 tht1
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Clé pour le calcul de I'erreur de régression

Il suffit de prouver une inégalité de déviation de la forme :
¥y >0, 3k = K(v, b, 0,9, v),

(K) /i $(k) o Kk [log N C
<|ﬁ/1/3(x ) — ﬁl(llz(xtk)‘ > 5 N > < N

Al e Zw (Gn(0:)) b(x, X))

N

51112 (x) =E ( L Zwlllz (0,))b(x, X (0 )))

2

By =130 —E (B{200 1 61,0+ ,0) |
B =[E (B (x) | 61, 0n) —E () 00) |
Bs =I5 (5)(X4)) - A1) (X))
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Généralisations

» Estimateurs seuillés adaptatifs, lorsque s est inconnu.

» Généralisation a I'équation de Navier-Stokes 2D et a I'équation des
vortex 2D qui décrivent |'évolution d'un fluide visqueux
incompressible dans le plan :

» Condition initiale signée et de norme L' différente de 1,
> noyau d’interaction de Biot et Savart :
K(X1 — XQ) = b(X1,X2) = ﬁ (—XQ,Xl)

> E(v(t,x,0)) = E (K * w(t, x,0)) = (I(m), K(x —.)).

Time 11
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Tests numériques

Dans le cas ou P(dw) — a.s., wo(., 6) est une densité de probabilité :

(Ie(db), [xI2) = (lo(a). xP?) +2¢02.

Erreur relative :

At) = Z XN o

33



Exemple 1 : mélange de lois normales

> la loi de 6 est un mélange de lois normales
0 =1y10M +1y_o0?,

ot Y, 01 et ) sont indépendantes, Y est une variable de
Bernoulli de parametre p = 0.3, 61 et A sont deux variables
normales d'espérances 1.3 et 0, et d'écart-type 0.2.

> L(Xo(0)) = N(U(6),0.6), ot U est 1-Lipschitzienne et bornée par

UetU.
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Exemple 1 : mélange de lois normales

0.006
|

0.004
|

Relative error

0.002
|

0.000

Time

Fig.: Evolution de I'erreur relative.
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Exemple 2 : gaussienne a large variance

> 0 est une variable gaussienne de "grande” variance N/(0,5),
> L(Xo(0)) = N(U(6),0.6), ou U est 1-Lipschitzienne et bornée par

U et U.
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Exemple 2 : gaussienne a large variance

0.006
|

Relative errors
0.004
|

0.002
|

0.000
|

Time

Fig.: Evolution de I'erreur relative pour la méthode 1 (avec 1 024 particules en
-.-, avec 32 768 particules en ...), 2 (en tiret, 1 024 particules) et 3 (ligne
continue, 1 024 particules).
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