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Introduction
La plupart des problèmes que l�on rencontre dans les phénomènes phy-

siques utilisent des méthodes mathématiques dans leurs résolutions numé-
riques. Ces méthodes numériques de résolution di¤érentes les unes des autres
ont depuis fort longtemps fait appel à une subdivision du domaine ou à un
maillage. Il s�agit par exemple de la méthode des di¤érences �nies, des élé-

ments �nis ou des volumes �nis. Plusieurs auteurs utilisant ces méthodes ont
résolu avec succès de nombreux problèmes liés aux équations aux dérivées
partielles. On peut par exemple citer CIARLET [5], RAVIART et THOMAS

[43], GOUT [19]. Il va de soi que toutes ces méthodes dans leurs diversités
utilisent des approximations numériques et des estimations à priori de la so-
lution au problème a�n de rendre compte de l�exactitude de la méthode et de
contrôler les erreurs commises dans la résolution. Le but étant évidemment

de minimiser ces erreurs et de trouver la meilleure approximation. On peut
à ce sujet citer QUARTERONI et VALLI [42] puis GUESSAB [20].

Durant la décennie, plus précisement en 1990, KANSA [28] et [29] a in-
troduit une nouvelle méthode numérique de résolution des équations aux
dérivées partielles appelée méthode de collocation par les fonctions radiales
de base(RBF). Cette méthode est basée sur la théorie d�interpolation utili-

sant les fonctions radiales de base et a été utilisée avec succès par les auteurs
suivants : POWELL [40], LI, CHEN, PEPPER [31], FASSHAUER [12], HON
[21], HON. XZ [23]. Pour des raisons de �abilité, de simplicité et d�actualité,

nous avons donc choisi d�utiliser la méthode de collocation par les RBF dans
notre travail.
Dans ce travail, on présente donc une méthode numérique basée sur la

quasi-interpolation et sur l�approximation par les fonctions radiales de base

pour résoudre certaines équations aux dérivées partielles. Cette méthode
n�exige pas une subdivision du domaine ou un maillage comme dans le cas
de la méthode des di¤érences �nies ou la méthode des éléments �nis ou celle
des volumes �nis. La méthode de la quasi-interpolation s�applique à la ré-
solution des équations aux dirivées partielles par le principe suivant : Une

équation aux dérivées partielles étant donnée, on cherche d�abord à quasi-
interpoler le terme forcé de l�équation en utilisant les fonctions radiales de
base. Une approximation très exacte de la solution peut alors être obtenue
par résolution de l�équation fondamentale correspondante et un petit sys-
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tème d�équations relatives à la condition initiale ou à la condition limite.
Les exemples traités dans ce travail portent sur la dimension 1 dans le cas
d�une équation di¤érentielle du second ordre raide et dans le cas du modèle
black-scholes, puis sur la dimension 2 dans le cas de la concentration d�un
contaminant et dans le cas du champ classique d�un méson de masse donnée.
Les estimations d�erreurs données s�appuient sur la fonction puissance de Po-
well construite à partir d�une classe spéciale de fonctions radiales. Dans le
cas du problème raide, l�usage des multiquadriques ou une classe spéciale de
fonctions radiales de base montre qu�un choix raisonnable du paramètre de
forme optimale est obtenu en prenant la même valeur du paramètre perturbé
contenu dans l�équation raide. La solution analytique de l�équation di¤éren-
tielle du second ordre raide est alors très approximativement égale à celle
obtenue par quasi-interpolation. Dans le cas du champ classique d�un méson,
on établit l�existence et l�unicité de la solution du problème grâce à la théorie
des semi- groupes et au théorème du point �xe de Banach.
Dans ce travail nous commencerons d�adord par justi�er le choix des

fonctions de base utilisées dans la méthode de la quasi-interpolation a�n
de légitimer le bien-fondé de cette démarche. Voici donc comment est posé
le problème en dimension 1 par exemple pour simpli�er. On considère 
 =
[a; b] ; f 2 C2 [a; b] et les points (xi)0�i�N tels que a = x0 < x1 < ::: < xN = b,
f (xi) = fi, i = 0; :::; N . Par la méthode d�interpolation on peut trouver une
fonction f � qui peut approcher la fonction f et telle que f � (xi) = fi, i =

0; :::; N ; en résolvant le système d�inconnus (�i)0�i�N avec
NP
j=0

�j�j (xi) = fi,

i = 0; :::; N et en prenant f � =
NP
j=0

�j�j où les �j sont des fonctions radiales

de base. L�idée de la quasi-interpolation est de choisir judicieusement les
fonctions �i telles que �i = f (xi), i = 0; :::; N . On considère donc l�équation
aux dérivées partielles suivante :

Lu (x) = f (x) , x 2 
, (1)

avec une condition limite

Qu (x) = g (x) , x 2 @
. (2)

On cherche d�abord à quasi-interpoler le terme forcé f de (1) par les fonctions
de base

�
�j
�
0�j�N telles que
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�j (x) = � (jx� xjj) , 8x 2 
 = [a; b] , (3)

où � est une fonction radiale de base. La matrice résultante de la quasi-
interpolation aura donc pour coe¢ cients

�j (xi)0�i;j�N . (4)

On voit que si N est assez grand, le problème consiste en la résolution d�un
système d�équations correspondant à une matrice pleine de dimension élévée

pour un choix arbitraire des fonctions radiales �j = �
�
k:� xjk2

�
. La nécés-

sité de bien choisir les fonctions radiales s�impose donc à ce niveau. Ce choix
doit donc tenir compte de :

- La structure de la matrice d�interpolation pour maîtriser le problème
mal conditionné qui résulterait de l�utilisation des fonctions radiales comme
interpolant global.

-Obtenir une bonne estimation d�erreur dans l�analyse numérique du pro-
blème.
-Obtenir une bonne valeur du paramètre de forme optimale en vue de la

convergence et de l�e¢ cacité de la méthode.

1) Choix des fonctions de base
�
�j
�
0�j�N telles que

�0 (x) =
1

2
+
jx� x1j � (x� x0)

2 (x1 � x0)
,

�j (x) =
jx� xj+1j � jx� xjj

2 (xj+1 � xj)
� jx� xjj � jx� xj�1j

2 (xj � xj�1)
; 1 � j � N � 1,

�N (x) =
1

2
+
jxN�1 � xj � (xN � x)

2 (xN � xN�1)
.

On peut facilement véri�er que les
�
�j
�
0�j�N sont des fonctions a¢ nes par

morceaux véri�ant

�j (xi) = �ij; 0 � i; j � N .

On a donc une matrice nulle partout sauf sur la diagonale principale valant
1 ; ce qui donne une bonne structure de la matrice. La densité h des points
est alors donnée par h = max

1�j�N
(xj � xj�1). Pour tout f 2 C2 [x0; xN ] et les

données fxj; fjgNj=0, le quasi-interpolant donné par Wu et Schaback [49] est
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Ldf (x) = f0�0 (x)+f1�1 (x)+

N�2X
j=2

fj j (x)+fN�1�N�1 (x)+fN�N (x) , (5)

où

�0 (x) = 1
2
+
�1 (x)� (x� x0)

2 (x1 � x0)
,

�1 (x) =
�2 (x)� �1 (x)

2 (x2 � x1)
� �1 (x)� (x� x0)

2 (x1 � x0)
,

 j (x) =
�j+1 (x)� �j (x)

2 (xj+1 � xj)
�
�j (x)� �j�1 (x)

2 (xj � xj�1)
, j = 2; :::; N � 2,

�N�1 (x) =
(xN � x)� �N�1 (x)

2 (xN � xN�1)
� �N�1 (x)� �N�2 (x)

2 (xN�1 � xN�2)
,

�N (x) =
1

2
+
�N�1 (x)� (xN � x)

2 (xN � xN�1)
.

(6)
La quasi-interpolation de la formule (5) ne demande pas un calcul des dérivées
des fonctions et a été prouvée comme ayant la propriété de conservation de la

forme avec un ordre de convergence de O (h2 lnh). Cette quasi-interpolation
est celle utilisée par Y.C Hon [21] pour la résolution de l�équation Black-
Scholes par la méthode de quasi-RBFs. Si en outre les points donnés forment
une subdivision uniforme, i:e,

xj � xj�1 = h; 1 � j � N ,

alors un ordre d�approximation maximum du quasi-interpolant sur les fonc-
tions radiales de base est obtenu.

Ldf (x) =
X
j2Z

fj	j (x) , (7)

avec

	j =
 j+1 �  j

2 (xj+2 � xj�1)
�

 j �  j�1
2 (xj+1 � xj�2)

, j 2 Z, (8)

 j (x) =
�j+1 (x)� �j (x)

2 (xj+1 � xj)
�
�j (x)� �j�1 (x)

2 (xj � xj�1)
, j 2 Z. (9)

2) Interêt de la méthode : La formule (7) a l�avantage de choisir des points
hors du domaine. Exemple :
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x�2 < x�1 < x0 < x1 < ::: < xN�1 < xN < xN+1 < xN+2.

On appliquera cette méthode pour la résolution du problème raide :

"upp (x) + up (x) = f (x) , x 2 [0; 1] ,

u (0) = a, u (1) = b,

où " est un petit paramètre constant. En posant Ldf = f �, alors (5) s�écrira

f � (x) =

N+2X
j=�2

f (xj)B
1
j (x) t f (x) ,

où
�
B1
j

�
�2�j�N+2 est la base de B-splines linéaires donnée par

B1
�2 (x) =

1

2
+
jx� x�1j � jx� x�2j

2 (x�1 � x�2)
,

B1
j (x) =

jx� xj+1j � jx� xjj
2 (xj+1 � xj)

� jx� xjj � jx� xj�1j
2 (xj � xj�1)

,� 1 � j � N + 1,

B1
N+2 (x) =

1

2
+
jx� xN+1j � jx� xN+2j

2 (xN+2 � xN+1)
.

L�ensemble de ce travail comprend ainsi quatre chapitres. Dans le premier
chapitre on cherche d�abord à formuler le problème d�interpolation par des
fonctions radiales dans un espace de Hilbert V , comme on peut le retrouver
dans la plupart des articles traitant ce domaine. Comme références, on peut
par exemple citer [33] et [34]. La motivation principale de ce chapitre est
d�exprimer l�interpolant radial dé�ni en (10) dans la base du sous-espaceW �
V des interpolés, a�n d�en trouver une écriture plus commode d�utilisation.

Plus précisement, au lieu de

sf;X (x) =

NX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
+ p (x) , (10)

où X et p sont dé�nis en page 12, sf;X peut s�écrire comme dans [33] sous la
forme suivante
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sf;X (x) =

NX
j=1

�jK (x; xj) , (11)

où les coe¢ cients
�
�j
�
1�j�N sont déterminés par la résolution du système

NX
j=1

�jK (xi:; xj) = fi, 1 � i � N . (12)

Pour cela, une théorie variationnelle dûe à Golomb Weinberger [18], nous
permet d�expliciter les coe¢ cients (�j)1�j�N et (cr)1�r�l qui interviennent
dans la formule

NX
j=1

�j�
�
kxi � xjk2

�
+

lX
r=1

crpr (xi) = fi, 1 � i � N , (13)

où l = dim �k�1 avec �k�1 que nous dé�nirons par la suite. L�idée de construire
une base fK (:; x1) ; :::; K (:; xN)g de W nous conduit à la construction du
noyau reproduisant de l�espace de Hilbert V , comme dans [33], grâce au
théorème de représentation de Riesz. Nous avons apporté l�hypothèse (1.37),
à savoir : Pour chaque x 2 Rd il existe une constante Mx > 0 telle que

v (xi) = 0, i = 1; :::; l) jv (x)j �Mx

p
hv; vi, (14)

comme étant une modi�cation de l�hypothèse analogue considérée jusqu�à
présent, c�est à dire : Pour chaque x 2 Rd il existe une constante Mx > 0
telle que

v (xi) = 0 , i = 1; :::; N ) jv (x)j �Mx

p
hv; vi,

comme dans [32], [33] et [34]. Par ailleurs, par rapport à la norme k:k dé�nie
sur V par :

kvk =
p
(v; v) 8v 2 V ,

où (:; :) est le produit scalaire sur V dé�ni par

(u; v) = hu; vi+
lX
i=1

u (xi) v (xi) , 8 u; v 2 V ,

on veut que sf;X soit la meilleure approximation de f au sens

kf � sf;Xk = inf
v2W

kf � vk .
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Soit alors d > 0 un entier donné et 
 � Rd un ouvert borné de frontière
@
. On notera C (
) l�ensemble des fonctions continues sur 
 à valeurs réelles
et

R�0 = fr 2 R : r � 0g .
Soit X = fx1; :::; xNg � 
 un ensemble de points distincts de 
. On suppose
que pour toute fonction f 2 C (
), fj = f (xj) est connue 8j, 1 � j � N .
Le problème est d�interpoler la fonction f sur X par un interpolant sf;X :

! R de la forme

sf;X (x) =
NX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
+ p (x) , (15)

i:e:,
sf;X (xi) = f (xi) , 1 � i � N , (16)

où p appartient au sous espace �k�1 de C
�
Rd
�
des polynômes de degré total

au plus k � 1 et
� : R�0 ! R,

est une fonction continue appelée fonction radiale. En notant k:k2 la norme
euclidienne de Rd, le problème revient donc à trouver des réels �j, 1 � j � N
tels que

NX
j=1

�j�
�
kxi � xjk2

�
+ p (xi) = fi, 1 � i � N . (17)

Sous certaines hypothèses, il a été montré dans l�article de Micchelli [38]
que le système (17) admet une unique solution. C�est le cas pour des choix

particuliers de la fonction radiale �. Les plus communément utilisées sont :

Linear splines, � (r) = r, (18)

Thin-plate-splines, � (r) = r� ln r (� pair), (19)

Fonction radiale de type conique : � (r) = r�(� impair), (20)
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Multiquadriques : � (r) =
�
r2 + c2

��
2 (� impair), c > 0, (21)

Gaussians, � (r) = exp
�
�cr2

�
, c > 0, (22)

où le nombre c > 0 sera appelé paramètre de forme.

Fonction radiale à support compact :

� (r) =

8><>:
�
1� r

�

�3 
1 + 3

r

�
+

�
r

�

�2!
, si 0 � r � �

0, si r > �.

(23)

Grâce à la théorie variationnelle de Golomb Weinberger [18], on montre que

dans le cas de l�interpolation par des fonctions radiales, l�interpolé sf;X pos-
sède un ordre d�approximation O

�
hl
�
de f , i:e:, il existe une constante C

telle que

ksf;X � fk1 � Chl, (24)

où h désigne la densité des points donnée par

h = sup
x2


min
1�j�N

kx� xjk2 , (25)

et l est un nombre rationnel positif.

Dans le second chapitre on veut estimer l�erreur d�interpolation du pro-
blème formulé en (1.9) et (1.10) dans des cas particuliers de la fonction
radiale �. Comme dans [33] et [34], cette estimation d�erreur repose sur la
fonction puissance de Powell. Les techniques utilisées dans la déduction des

constantes intervenant dans les majorations d�erreurs sont celles qu�on re-
trouve dans [2], et nous les avons renforcées par de nombreux résultats. La
déduction de ces constantes résulte de quelques applications de la méthode
de la fonction puissance. Dans le cas des dimensions d = 1; 2; 3, et pour

k = 2, on trouve les meilleures constantes dans les majorations d�erreurs
correspondantes respectivement à :

�1 (R) ; � (r) = r3,

�1
�
R2
�
; � (r) = r2 ln r,

�1
�
R3
�
; � (r) = r.
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On travaille ici avec des géométries simples : Dans le premier cas (d = 1), x
est sur un segment dé�ni par les noeuds d�interpolation x1 < x2 < ::: < xN .

Dans le second cas (d = 2), x est sur un segment ou à l�intérieur d�un triangle
dé�ni par trois points pris parmi x1; x2:::; xN . Dans le troisième cas (d = 3), x
est à l�intérieur ou sur une face d�un cube ou d�un tétraèdre dont les sommets
sont pris parmi les N points d�interpolation x1; x2:::; xN .

Le troisième chapitre est consacré au problème de la quasi-interpolation.
Soit donc 
 un ouvert borné de Rd ayant la propriété de cône et de frontière
@
 lipschitzienne. D�après le premier chapitre, le problème d�interpolation
d�une fonction f 2 C (
) sur un ensemble �k�1-unisolvant X = fx1,...,xNg
par un interpolant sf;X de la forme

sf;X (x) =
NX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
+ p (x) , où p 2 �k�1, (26)

peut se ramener à

sf;X (x) =
NX
j=1

�jK (x; xj) où K (x; xj) = qj (x) 8x 2 
, (27)

les (qj)1�j�N étant ici les représentants sur V (espace fonctionnel où l�on
étudie le problème d�interpolation) des points d�évalution en xj ; i:e:,

v (xj) = (v; qj) , 8v 2 V . (28)

Cette méthode demande la résolution d�un système d�équations pour les co-
e¢ cients inconnnus �j. L�idée de la quasi-interpolation que nous utiliserons

pour la résolution du problème raide, est de choisir les fonctions de base �j
telles que

fj = sf;X (xj) =
NX
k=1

�k�k (xj) = �j, 1 � j � N , (29)

c�est à dire

f (xj) = �j, 1 � j � N . (30)

L�idée est d�interpoler le terme forcé de (1) en utilisant une classe spéciale de
fonctions radiales de base �

�
k:� xjk2

�
. Une approximation très exacte de
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la solution peut alors être obtenue par résolution de l�équation fondamentale
corrrespondante et un petit système d�équations correspondant à la condition
initiale ou à la condition limite. On arrive à interpoler le terme forcé f de
(1) en appliquant les résultats précédents pour N = n+m et sf;X = f �. On
a donc

f � (x) =

n+mX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
, (31)

où

(xj)1�j�n � 
 et (xj)n+1�j�n+m � @
, (32)

véri�ent

f � (xk) =
n+mX
j=1

�j�
�
kxk � xjk2

�
= f (xk) , k = 1; :::; n. (33)

La solution numérique de (1) et (2) est alors obtenue en résolvant l�équation
fondamentale

L� (x) = � (kxk2) , (34)

et en résolvant le système
n+mX
j=1

�jQ� (xk � xj) = g (xk) , k = n+ 1; :::; n+m. (35)

Nous appliquerons la méthode de collocation par les RBF pour la résolution
des autres problèmes traités dans ce travail. Dans l�étude du problème modèle
du champ classique d�un méson, on rappelera d�abord quelques notions es-
sentielles sur les opérateurs linéaires non-bornés et sur les semi-groupes ainsi
que les résultats des théorèmes qui constituent l�outil éssentiel de l�étude du
problème modèle de la mécanique quantique du champ classique d�un méson.
Il s�agira donc du problème

(P)

8>>>>><>>>>>:

@2u

@t2
��u+m2u = ��u3 sur 
� ]0; T [ ,

u (x; 0) = u0 (x) sur 
,
@u

@t
(x; 0) = v0 (x) sur 
,

u (x; t) = 0 sur @
� ]0; T [,

(36)
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où 
 est un ouvert borné de Rd (d � 1) de frontière @
 régulière ; � � 0
est un paramètre réel. Dans le cas où � = 0 on obtient l�équation de Klein-

Gordon décrite dans la mécanique quantique relativiste. Cette équation est

dans ce cas de la forme (L+m2) = 0 où l�opérateur L =
@2

@t2
�� et m est

la masse de la particule. Le problème (36) décrit le champ classique u d�un
méson de masse m. Le terme non linéaire ��u3 avec � > 0, décrit le self

interaction du champ. Pour � > 0, on montre d�abord l�existence et l�unicité
de la solution du problème (36) grâce à la théorie des semis-groupes, des
opérateurs linéaires non bornés et au théorème du point �xe de Banach [50]
(théorème 1.A). Pour la résolution numérique du problème (P), on utilisera
un schéma numérique basé sur la collocation RBF semblable à celui utilisé
par Y.C. Hon [21] pour la résolution de l�équation Black-Scholes.

Le quatrième chapitre sera reservé aux tests numériques de quelques mo-
dèles et nous terminerons par une conclusion générale et des perspectives.
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Chapitre 1

Théorie d�interpolation
utilisant les fonctions radiales
de base

Dans ce chapitre on cherche d�abord à formuler le problème d�interpola-
tion par des fonctions radiales comme on peut le retrouver dans la plupart
des articles traitant ce domaine. Comme références, on peut par exemple citer
[33] et [34]. La motivation principale de ce chapitre est d�exprimer l�interpo-

lant radial dé�ni en (1.1) dans la base du sous-espace W � V des interpolés,
a�n d�en trouver une écriture plus commode d�utilisation. Plus précisement,
au lieu de

sf;X (x) =
NX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
+ p (x) , (1.1)

sf;X peut s�écrire comme dans [33] sous la forme suivante

sf;X (x) =
NX
j=1

�jK (x; xj) , (1.2)

où les coe¢ cients
�
�j
�
1�j�N sont déterminés par la résolution du système

NX
j=1

�jK (xi; xj) = fi, 1 � i � N . (1.3)
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Pour cela, une théorie variationnelle, dûe à Golomb Weinberger [18], nous
permettra d�expliciter les coe¢ cients (�j)1�j�N et (cr)1�r�l qui interviennent

dans la formule

NX
j=1

�j�
�
kxi � xjk2

�
+

lX
r=1

crpr (xi) = fi, 1 � i � N . (1.4)

Ces coe¢ cients seront donnés par les formules

�r =

�
�r � f (xr) ; r = 1; :::; l
�r; r = l + 1; :::; N

(1.5)

et

ci = f (xi) +
lX

r=1

f (xr) xr (xi)�
NX
r=1

�r xr (xi) , i = 1; :::; l ; (1.6)

où
 z (y) = � (ky � zk2) , 8y; z 2 Rd. (1.7)

L�idée de construire une base fK (:; x1) ; :::; K (:; xN)g de W nous conduira à
la construction du noyau reproduisant de l�espace de Hilbert V , qui sera en

l�occurence la fonction

K : Rd � Rd ! R (x; y) 7! qx (y) , (1.8)

où l�expression de qx (y) sera démontré dans la suite au lemme 9, comme

dans [33], grâce au théorème de représentation de Riesz. Nous avons apporté
l�hypothèse (1.37), à savoir : Pour chaque x 2 Rd il existe une constante
Mx > 0 telle que

v (xi) = 0, i = 1; :::; l) jv (x)j �Mx

p
hv; vi,

comme étant une modi�cation de l�hypothèse analogue considérée jusqu�à
présent, c�est à dire : Pour chaque x 2 Rd il existe une constante Mx > 0
telle que

v (xi) = 0, i = 1; :::; N ) jv (x)j �Mx

p
hv; vi,

comme dans [32], [33] et [34]. Par ailleurs, par rapport à la norme k:k dé�nie
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sur V par :
kvk =

p
(v; v), 8v 2 V ,

où (:; :) est le produit scalaire sur V dé�ni par

(u; v) = hu; vi+
lX
i=1

u (xi) v (xi) , 8u; v 2 V ,

on veut que sf;X soit la meilleure approximation de f au sens

kf � sf;Xk = inf
v2W

kf � vk .

1.1 Formulation du problème d�interpolation
à résoudre

Soit alors d > 0 un entier donné et 
 � Rd un ouvert borné de frontière
@
. On notera C (
) l�ensemble des fonctions continues sur 
 à valeurs réelles
et

R�0 = fr 2 R : r � 0g .
Soit X = fx1; :::; xNg � 
 un ensemble de points distincts de 
. On suppose
que pour toute fonction f 2 C (
), fj = f (xj) est connue 8j,1 � j � N .

Le problème est d�interpoler la fonction f sur X par un interpolant sf;X :

! R de la forme

sf;X (x) =

NX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
+ p (x) , (1.9)

i:e:,

sf;X (xi) = f (xi) , 1 � i � N , (1.10)

où p appartient au sous espace �k�1 de C
�
Rd
�
des polynômes de degré total

au plus k � 1 et
� : R�0 ! R,
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est une fonction continue appelée fonction radiale. k:k2 étant la norme eucli-
dienne de Rd, le problème revient donc à trouver des réels �j; 1 � j � N tels
que

NX
j=1

�j�
�
kxi � xjk2

�
+ p (xi) = fi; 1 � i � N . (1.11)

1.1.1 Hypothèses du problème

Unisolvance

On suppose que X est unisolvant par rapport à �k�1 i:e:,

8p 2 �k�1 ; p (xj) = 0, 1 � j � N ) p � 0. (1.12)

Condition d�orthogonalité

On suppose en outre que

NX
j=1

�jq (xj) = 0, 8q 2 �k�1. (1.13)

1.1.2 Système à résoudre

Si l�on choisit une base fp1; :::; plg de �k�1, il est clair que le système
(1.11) s�écrit :

NX
j=1

�j�
�
kxi � xjk2

�
+

lX
r=1

crpr (xi) = fi; 1 � i � N , (1.14)

et l�égalité (1.13) est équivalente à

NX
j=1

�jpr (xj) = 0; 1 � r � l. (1.15)

Les systèmes (1.14) et (1.15) s�écrivent alors sous la forme matricielle�
A P
P T O

��
�
c

�
=

�
�
0

�
, (1.16)
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dans laquelle

Aij = �
�
kxi � xjk2

�
; i; j = 1; :::; N , (1.17)

Pij = pj (xi) ; i = 1; :::; N; j = 1; :::; l, (1.18)

� = (�1; :::�N)
T , (1.19)

c = (c1; :::; cl)
T , (1.20)

� = (f1; :::; fN)
T . (1.21)

O est la matrice nulle l� l et 0 est le vecteur nul de Rl. Avant de discuter la
résolution du système (1.16), donnons d�abord les dé�nitions suivantes.

1.1.3 Dé�nitions essentielles à la résolution du système

Dé�nition 1 Une fonction  2 C
�
Rd
�
est dite dé�nie positive sur 
 si pour

tout ensemble X = fx1; :::; xNg � 
 de points distincts, et pour tout vecteur
� = (�i)1�i�N 2 RN on a :

NX
i;j=1

�i�j (xi � xj) � 0,

avec égalité si et seulement si � = 0.

Dé�nition 2 Une fonction  2 C
�
Rd
�
est dite conditionnellement dé�nie

positive d�ordre k sur 
 si pour tout ensemble X = fx1; :::; xNg � 
 de points
distincts, et pour tout vecteur � = (�i)1�i�N 2 RN satisfaisant la condition
d�orthogonalité (1.15), on a

NX
i;j=1

�i�j (xi � xj) � 0, (1.22)

avec égalité si et seulement si � = 0.
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1.1.4 Résolution du système rendu possible

Lorsque les conditions (1.12) et (1.13) sont satisfaites et que la fonction
 (x) = � (kxk2) est conditionnellement dé�nie positive d�ordre k sur 
, il a
été montré dans l�article de Micchelli [38] que le système (1.16) admet une
unique solution. C�est le cas pour des choix particuliers de la fonction radiale
�. Les plus communément utilisées sont :

Linear splines, � (r) = r, (1.23)

Thin-plate-splines, � (r) = r� ln r (� pair), (1.24)

Fonction radiale de type conique : � (r) = r�(� impair), (1.25)

Multiquadriques : � (r) =
�
r2 + c2

��
2 (� impair), c > 0, (1.26)

Gaussians, � (r) = exp
�
�cr2

�
, c > 0. (1.27)

Fonction radiale à support compact :

� (r) =

8><>:
�
1� r

�

�3 
1 + 3

r

�
+

�
r

�

�2!
, si 0 � r � �

0, si r > �,

(1.28)

où le nombre c > 0 sera appelé paramètre de forme. Dans les cas (1.23),

(1.24) et (1.27) avec c = 1 , il a été montré dans l�article de Light et Wayne
[33], via la transformée de Fourier b de la fonction  (x) = � (kxk2), que la
matrice A est dé�nie positive. Dans le cas général l�égalité (1.1) s�écrira

sf;X (x) =

NX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
+

X
�2Zd;��0
j�j�k�1

��x
�, (1.29)
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où

� = (�1; :::; �d) ,

j�j =
dX
i=1

�i.

Nous aurons parfois besoin des fonctions radiales à support compact dé�nies
positives. Une technique simple de la construction de telles fonctions est basée

sur la convolution.

1.2 Fonctions radiales dé�nies positives à sup-
port compact

Dé�nition 3 Soit  : R�0 ! R une fonction continue non nulle à support
compact. On dé�nit la fonction � par

� (kxk2) =
Z
Rd
 (kyk2) (kx� yk2) dy. (1.30)

Par des arguments sur la tranformée de Fourier, le résultat obtenu est une
fonction radiale. De plus cette fonction est à support compact par constrution.
Elle est en outre dé�nie positive par le fait que

NX
i;j=1

�i�j�
�
kxi � xjk2

�
=

Z
Rd

 
NX
j=1

�j 
�
kxj � yk2

�!2
dy. (1.31)

1.3 Ordre d�approximation de l�interpolé

Grâce à la théorie variationnelle de Golomb- Weinberger [18] , on montre
que dans le cas de l�interpolation par des fonctions radiales, l�interpolé sf;X
possède un ordre d�approximation O

�
hl
�
de f , i:e:, il existe une constante

C telle que

ksf;X � fk1 � Chl, (1.32)

où h désigne la densité des points donnée par
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h = sup
x2


min
1�j�N

kx� xjk2 . (1.33)

Dans la suite on notera

 x = � (k:� xk2) pour tout x 2 Rd. (1.34)

De la continuité de � sur R�0 on en déduit que  x 2 C
�
Rd
�
8x 2 Rd. On

supposera en outre que la fonction  = � (k:k2) est conditionnellement dé�nie
positive d�ordre k.

1.4 Théorie variationnelle du problème d�ap-
proximation par interpolation

Soit V un sous espace vectoriel de C
�
Rd
�
. On suppose que pour toute

fonction f 2 V , fj = f (xj) est connue 8j, 1 � j � N . De cette connaissance
on veut alors trouver une autre fonction u 2 V telle que u (x) approche f (x)
et u (xj) = f (xj) 8j,1 � j � N , où x 2 Rd. Comme cela est usuel en théorie
d�approximation, l�idée est de trouver u dans un sous espace de V possédant
de bonnes propriétés et donc utiliser u (x) pour approcher f (x). On suppose
que sur V est dé�ni un semi-produit scalaire

h:; :i : V � V ! R,

jouissant de toutes les propriétés d�un produit scalaire sauf que hv; vi = 0
n�implique pas nécéssairement v = 0. En posant

jvjk =
p
hv; vi,

pour tout v 2 V , on dé�nit ainsi une semi-norme sur V , de noyau

N = fv 2 V ; hv; vi = 0g , avec N 6= f0g . (1.35)

On suppose en outre que N � l ; N = �k�1 et fx1; :::; xlg est unisolvant par
rapport à �k�1. L�hypothèse (1.12) est alors satisfaite et on a :

si p 2 �k�1 et p (xi) = 0, 1 � i � l alors p � 0. (1.36)
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1.4.1 Modi�cation de l�hypothèse originale

On suppose que pour chaque x 2 Rd il existe une constante Mx > 0 telle
que

v (xi) = 0, i = 1; :::; l) jv (x)j �Mx

p
hv; vi. (1.37)

1.4.2 L�espace de Hilbert V

Nous pouvons maintenant dé�nir sur V un produit scalaire (:; :) et une
norme k:k par :

(u; v) = hu; vi+
lX
i=1

u (xi) v (xi) , 8 u,v 2 V , (1.38)

kvk =
p
(v; v), 8v 2 V , (1.39)

et supposer que V est complet pour cette norme. Notons

�0 = fv 2 V ; v (xi) = 0; 1 � i � lg , (1.40)

� = fv 2 V ; v (xi) = 0; 1 � i � Ng .

D�après (1.38) on a

8i = 1; :::; l, 8v 2 V , jv (xi)j � kvk , (1.41)

ce qui montre que �0 est un sous-espace fermé de V donc

� � �0. (1.42)

D�après (1.37) on a

8i = 1; :::; N , 8v 2 �0, jv (xi)j �Mxi

p
hv; vi �M kvk , (1.43)

où

M = max
1�i�N

fMxig . (1.44)

(1.42) et (1.43) montrent que � est un sous-espace fermé de V . On supposera
en�n que pour chaque x 2 Rd l�application

�x : V ! R, v 7! v (x) est bornée. (1.45)
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1.4.3 Représentant dans V du point d�évaluation

L�application �x étant bornée, par le théorème de représentation de Riesz,
il existe donc qx 2 V unique tel que

v (x) = (v; qx) 8v 2 V . (1.46)

Pour tout x 2 Rd, qx est appelé représentant dans V de �x.

1.4.4 Sous-espace des interpolés

On notera

W =

(
s =

NP
j=1

�j xj + p ; �1; :::; �N 2 R ; p 2 �k�1

et
NP
j=1

�jq (xj) = 0 8q 2 �k�1

)
,

(1.47)

le sous-espace des interpolés sf;X dé�nis en (1.1), des fonctions f de V . Pour
tout f; g 2 V on peut alors noter

hf; gi =
NX

i;j=1

�i�j�
�
kxi � xjk2

�
, (1.48)

où �i et �j sont des réels tels que sf;X =
NP
i=1

�i xi + p et sg;X =
NP
j=1

�j xj + q

appartiennnent à W . On peut alors dégager des propriétés intéressantes de

h:; :i :

8u; v 2 W ;u =
NX
i=1

�i xi + p ; v =
NX
j=1

�j xj + q où p; q 2 �k�1,

on a
NX

i;j=1

�i�j�
�
kxi � xjk2

�
=

NX
i=1

�iv (xi) . (1.49)

On a de même
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NX
i;j=1

�i�j�
�
kxi � xjk2

�
=

NX
i=1

�iu (xi) . (1.50)

Du fait que la fonction  = � (k:k2) est conditionnellement dé�nie positive
d�ordre k sur 
, on en déduit que l�égalité (1.48) dé�nit un produit sémi-

scalaire sur V de noyau N � �k�1. On peut également véri�er que l�égalité
(1.38) dé�nit un produit scalaire sur V dont la norme induite est dé�nie par
l�égalité (1.39). En e¤et, la seule propriété à véri�er dans (1.38) est :

8v 2 V ; (v; v) = 0) v = 0.

1.4.5 Décomposition Hilbertienne de V en somme di-
recte et conséquence

Soit (pj)1�j�l la base de Lagrange de �k�1 associée à fx1; :::; xlg et

Q : V ! �k�1 v 7!
lX

j=1

v (xj) pj. (1.51)

On a pour tout i; 1 � i � l,

Qv (xi) =
lX

j=1

v (xj) pj (xi) = v (xi) . (1.52)

On peut alors montrer que Q est la projection orthogonale de V sur �k�1 ;
i:e:,

�k�1 = fv 2 V ;Qv = vg et �?k�1 = fv 2 V ;Qv = 0g . (1.53)

Par ailleurs on montre facilement que

�?k�1 = �0 = fv 2 V ; v (xi) = 0; 1 � i � lg . (1.54)

Soit f 2 V . Notons

Cf = fv 2 V ; (v; v) � (f; f) ; v (xi) = f (xi) ; 1 � i � Ng . (1.55)
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Il est clair que f 2 Cf et Cf est une partie convexe fermée de V donc Cf
admet un élément de norme minimale u noté Uf . Revenons à la notation

� = fv 2 V ; v (xi) = 0; 1 � i � Ng .

En écrivant
V = �� �?, (1.56)

on a
u = u1 + u2 où u1 2 � et u2 2 �?. (1.57)

On a donc
u2 (xi) = u (xi) = f (xi) 8i = 1; :::; N . (1.58)

u2 est donc un interpolant de f sur X = fx1; :::; xNg. Par suite kuk � ku2k.
Or d�aprrès (1.57) on a ku2k � kuk. Donc kuk = ku2k. Comme kuk2 =
ku1k2 + ku2k2, alors u1 = 0. Donc

u = u2 2 �?. (1.59)

1.4.6 Localisation de l�interpolant de norme minimale

Soit x 2 Rd. Supposons que les applications �x; �x1 ; :::; �xN , soient linéai-
rement indépendantes sur V �, le dual topologique de V . Du fait de (1.45) et
par le théorème de représentation de Riesz, il existe qx; q1; :::; qN 2 V uniques
tels que

v (x) = (v; qx) et v (xi) = (v; qi) ; 1 � i � N , 8v 2 V .

Il est donc clair que qx; q1 ; :::; qN sont linéairement indépendantes sur V . En
notant

S = vect (q1 ; :::; qN ) , (1.60)

on a
S? = fv 2 V ; (v; qi) = v (xi) = 0; 1 � i � Ng = �. (1.61)

Ainsi,
�? = S = vect (q1 ; :::; qN ) . (1.62)
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Théorème 4 Soit f 2 V et u l�unique élément de norme minimale de

Cf = fv 2 V ; (v; v) � (f; f) ; v (xi) = f (xi) ; 1 � i � Ng . (1.63)

Pour tout x 2 Rd, si qx est le représentant de �x dans V , avec

qxi = qi, 1 � i � N , (1.64)

alors il existe des réels �1; :::; �N tels que

u =

NX
i=1

�iqi. (1.65)

Les constantes �1; :::; �N sont déterminées par les équations

f (xj) = u (xj) = (u; qj) =
NX
i=1

�i (qi; qj) ; 1 � j � N . (1.66)

La démonstration du théorème 4 est une conséquence immédiate de (1.59)
et (1.62).

1.4.7 Majoration de l�erreur entre f et son interpolant
de norme minimale

qx; q1 ; :::; qN étant linéairement indépendantes sur V , alors qx =2 �?. On
construit donc un élément

! =
1

kPqxk
Pqx, (1.67)

où
P : V �! � est la projection orthogonale de V dans �. (1.68)

Cet élément ! 2 �, véri�e

k!k = 1 et ! (x) = (!; qx) = (!;Pqx) = kPqxk . (1.69)

Or

kPqxk = sup fj(v;Pqx)j ; v 2 �; kvk = 1g (1.70)

= sup fj(v; qx)j ; v 2 �; kvk = 1g
= sup fjv (x)j ; v 2 �; kvk = 1g .
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On a ainsi construit un unique élément ! 2 � tel que

k!k = 1 et ! (x) = sup fjv (x)j ; v 2 �, kvk = 1g . (1.71)

L�élément de norme minimale u de Cf étant noté Uf , on l�appelera l�interpo-
lant de norme minimale de f . Comme f � Uf 2 � et Uf 2 �?, on a

jf (x)� Uf (x)j2 � w (x)2 kf � Ufk2
= w (x)2 hf � Uf ; f � Ufi
= fhf; fi � hf; Ufi � hUf ; fi+ hUf ; Ufigw (x)2
= fhf; fi � hf � Uf ; Ufi � 2hUf ; Ufi
� hUf ; f � Ufi+ hUf ; Ufigw (x)2
= fhf; fi � hUf ; Ufigw (x)2
� w (x)2 hf; fi,

(1.72)

d�où

jf (x)� Uf (x)j � w (x)
p
hf; fi. (1.73)

Théorème 5 Soit X = fx1; :::; xNg un ensemble de points de Rd et u l�in-
terpolant de norme minimale de f 2 V en ses points. Soit v l�interpolant de
f aux points x; x1; :::; xN . Dans la notation du théorème 4, on suppose que v
est de la forme

v = �qx +
NX
i=1

�iqi + p, où p 2 �k�1. (1.74)

Alors,
jf (x)� u (x)j = j�j kPqxk2 . (1.75)

Démonstration. On a u =
NP
i=1

�iqi. Comme v (xi) = u (xi) = f (xi),
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1 � i � N , on a v � u = �qx + p 2 �. D�où

jf (x)� u (x)j = jv (x)� u (x)j
= j(v � u) (x)j
= j(v � u; qx)j
= j(v � u;Pqx)j
= j(�qx;Pqx) + (p;Pqx)j
= j(�qx;Pqx) + hp;Pqxij
= j(�qx;Pqx)j
= j�j kPqxk2.

(1.76)

1.4.8 Expression de w dans la majoration de l�erreur
précédente :

Lemme 6 Soient x1; :::; xN 2 Rd ayant pour représentant q1; :::; qN 2 V tels
que v (xi) = (v; qi) ; 1 � i � N pour tout v 2 V . Soit x 2 Rd ayant pour
représentant qx = q0. Soit ! =

1

kPqxk
Pqx dé�ni par (1.67). Alors :

il existe �0; :::; �N 2 R tels que w =
NX
i=0

�iqi. (1.77)

De plus ces coe¢ cients sont déterminés par les équations

kwk = 1 et w (xj) =
NX
i=0

�i (qi; qj) = 0; 1 � j � N . (1.78)

Démonstration. On dé�nit

�x = � \ fv 2 V ; v (x) = 0g . (1.79)

En utilisant les répresentants on peut écrire

�x = fv 2 V ; (v; qi) = 0; i = 0; :::; Ng . (1.80)
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Soit
L : V �! �x la projection orthogonale de V dans �x.

Comme ! 2 � et L! 2 �x � �, on a !�L! 2 �. Par ailleurs ! (x)�L! (x) =
! (x). Par unicité de ! on a donc L! = 0. D�où ! 2 �?x =vect(q0 ; :::; qN ). Il

existe donc �0; :::; �N 2 R tels que w =
NP
i=0

�iqi. De plus, les coe¢ cients

�0; :::; �N sont déterminés par les équations kwk = 1 et
NP
i=0

�i (qi; qj) =

NP
i=0

�iqi (xj) = 0; 1 � j � N .

Lemme 7 Soit p1; :::; pl 2 �k�1 tels que pi (xj) = �ij; 1 � i; j � l. Alors,
pour tout v 2 V ,

v (xi) = (v; pi) ; 1 � i � l. (1.81)

Démonstration.
On a (v; pi) = hv; pii+

lP
j=1

v (xj) pi (xj)

= 0 +
lP

j=1

v (xj) pi (xj) = v (xi).

Lemme 8 Soient �0; :::; �N dé�nis au lemme 6 et p1; :::; pl dé�nis au lemme
7. Alors,

NX
r=0

�rp (xr) = 0, 8p 2 �k�1. (1.82)

Démonstration. On a pour 1 � i � l,

NX
r=0

�rpi (xr) =
NX
r=0

�r (pi; qr) =
NX
r=0

�rqr (xi) = w (xi) = 0:

Comme p1; :::; pl est une base, le résultat s�en suit.
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1.4.9 Base du Sous-espace W des interpolés

Considerons maintenant les hypothèses (H) suivantes faites sur V :

(i) V � C
�
Rd
�
, et un produit semi- scalaire h:; :i est dé�ni sur V , de

noyau �k�1.
(ii) fx1; :::; xlg est un sous ensemble �k�1- unisolvant et p1; :::; pl 2 �k�1

satisfait pi (xj) = �ij; 1 � i; j � l.

On suppose en outre que la fonction radiale � 2 C (R�0) est telle que
8x 2 Rd, il existe rx 2 V tel que

rx (y) = � (ky � xk2)�
lX
i=1

pi (x)� (ky � xik2) , 8y 2 Rd, (1.83)

et

(v; rx) = v (x) , 8v 2 �0, (1.84)

avec (u; v) = hu; vi+
lP
i=1

u (xi) v (xi), 8u; v 2 V .

1.4.10 Expression du représentant qx du point d�éva-

luation �x en x 2 Rd

Lemme 9 On suppose que les hypothèses (H) faites sur V sont satisfaites.
Alors, le représentant qx du point d�évaluation �x en x 2 Rd, c�est à dire
l�unique élément de V tel que v (x) = (v; qx) 8v 2 V , est de la forme

qx (y) = � (ky � xk2)

�
lP
i=1

pi (x)� (ky � xik2)�
lP
i=1

pi (y)� (kx� xik2)

+
lP

i;j=1

�
�
kxi � xjk2

�
pi (x) pj (y) +

lP
i=1

pi (x) pi (y) .

(1.85)

qx est le noyau reproduisant.
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Démonstration. Soit �0 = fv 2 V ; v (xi) = 0; 1 � i � lg. On dé�nit

Q : V ! �k�1 par Qv =
lP
i=1

v (xi) pi =
lP
i=1

(v; pi) pi. On a vu au (1.51) que

Q est la projection orthogonale de V sur �k�1 = �?0 et donc I � Q est la
projection orthogonale sur �0. On a :

(v; (I �Q) rx) = (v; rx) = v (x) 8v 2 �0,
(v; (I �Q) rx) = 0 8v 2 �?0 .

(1.86)

8 v 2 V (v; (I �Q) rx) = ((I �Q) v; rx) = (I �Q) v (x)
= v (x)�Qv (x)

= (v; qx)�
lP
i=1

v (xi) pi (x)

= (v; qx)�
lP
i=1

(v; pi) pi (x).

(1.87)
D�où

(v; (I �Q) rx) =
 
v; qx �

lX
i=1

pi (x) pi

!
8v 2 V

et

(I �Q) rx = qx �
lX
i=1

pi (x) pi;

par suite,

qx = (I �Q) rx +
lX
i=1

pi (x) pi. (1.88)

8y 2 Rd on a qx (y) = rx (y)�Qrx (y)+
lP
i=1

pi (x) pi (y). Après calculs et arran-

gement on aboutit au résultat. Soit maintenant qx l�élément de V véri�ant
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(I �Q) rx = qx �
lP
i=1

pi (x) pi. En utilisant le lemme 7 on a :

8v 2 V v (x) = (v �Qv) (x) + (Qv) (x)
= ((I �Q) v; rx) + (Qv) (x)

= (v; (I �Q) rx) +
lP
i=1

v (xi) pi (x)

= (v; (I �Q) rx) +
lP
i=1

(v; pi) pi (x)

v (x) =

�
v; (I �Q) rx +

lP
i=1

pi (x) pi

�
v (x) = (v; qx) 8v 2 V .

(1.89)

1.4.11 Autres dé�nitions de w (x) et propriétés

Théorème 10 On dé�nit x0 = x et on suppose que x0; :::; xN admettent
pour représentants q0; :::; qN respectivement. Soit �0; :::; �N 2 R tels que w =
NP
i=0

�iqi. Alors,

(w (x))2 =
NX

r;s=0

�r�s� (kxr � xsk2) , (1.90)

où �r = �r=�0, r = 0; :::; N .

Démonstration. D�après la notation (1.34) on a  z (y) = � (ky � zk2),
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8y; z 2 Rd. Alors d�après le lemme 9

w =
NP
r=0

�rqr

=
NP
r=0

�r

8>><>>:
 xr �

lP
i=1

pi (xr) xi �
lP
i=1

 xi (xr) pi

+
lP

i;j=1

 xi (xj) pj (xr) pi +
lP
i=1

pi (xr) pi

9>>=>>;
=

NP
r=0

�r xr �
lP
i=1

�
NP
r=0

�rpi (xr)

�
 xi + � où � 2 �k�1

=
lP

r=1

�r xr �
lP

r=1

�
NP
s=0

�spr (xs)

�
 xr +

NP
r=0;l+1

�r xr + �

=
lP

r=1

�
�r �

NP
s=0

�spr (xs)

�
 xr +

NP
r=0;l+1

�r xr + �

=
NP
r=0

�r xr + �,

(1.91)

où

�r =

8<:
�r ; r = 0; l + 1; :::; N

�r �
NP
s=0

�spr (xs) ; r = 1; :::; l
, (1.92)

� =
NX
r=0

�r

(
lX

i;j=1

 xi (xj) pj (xr) pi �
lX
i=1

 xi (xr) pi +
lX
i=1

pi (xr) pi

)
. (1.93)

Comme
NP
s=0

�spr (xs) = 0 , r = 1; :::; l d�après le lemme 8, alors

�r = �r; r = 0; :::; N . (1.94)

De même

� = �
lP
i=1

�
NP
r=0

�r xi (xr)

�
pi +

lP
i;j=1

 xj (xi)

�
NP
r=0

�rpj (xr)

�
pi

+
lP
i=1

�
NP
r=0

�rpi (xr)

�
pi,

� = �
lX
i=1

 
NX
r=0

�r xi (xr)

!
pi. (1.95)
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Ainsi

w =
NX
r=0

�r xr �
lX
i=1

 
NX
r=0

�r xi (xr)

!
pi. (1.96)

Comme w (xi) = 0, i = 1; :::; N on a

1 = kwk2 = (w;w) =

�
NP
s=0

�sqs; w

�
= (�0q0; w) +

NP
s=1

�s (qs; w)

= �0 (q0; w) +
NP
s=1

�sw (xs)

= �0w (x).

De plus (w;w) =

�
NP
s=0

�sqs; w

�
=

NP
s=0

�sw (xs)

=
NP

r;s=0

�r�s xr (xs)�
lP
i=1

NP
r=0

�r xi (xr)
NP
s=0

�spi (xs)

(1.97)
D�où

(w;w) =
NX

r;s=0

�r�s xr (xs) . (1.98)

Finalement,
NP

r;s=0

�r�s xr (xs) =
NP

r;s=0

(�r�s=�
2
0) xr (xs) = (1=�20)�0w (x) =

(w (x))2. D�où

NX
r;s=0

�r�s xr (xs) = (w (x))
2 . (1.99)

Si l�on dé�nit

i = ��i, i = 1; :::; N , (1.100)

alors
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(w (x))2 =
NX

r;s=1


r
s� (kxr � xsk2)� 2
NX
r=1


r� (kx� xrk2) + � (0) . (1.101)

Lemme 11 Soient A et B deux sous-ensemble de Rd qui sont unisolvants
par rapport à �k�1. Soient wA et wB associés à A et B respectivement. Si A

� B alors
wA � wB:

Démonstration. Fixons x 2 Rd. Si �A =
�
v 2 V ; vjA = 0

	
et �B =�

v 2 V ; vjB = 0
	
, alors �B � �A et donc

wB (x) = sup fjv (x)j ; v 2 �B, kvk = 1g
� sup fjv (x)j ; v 2 �A, kvk = 1g = wA (x).

(1.102)

Théorème 12 On suppose que V satisfait les hypothèses (H). Soit Uf l�in-
terpolant de norme minimale de f sur x1; :::; xN 2 Rd. On suppose que l � N

et fx1; :::; xlg unisolvant par rapport à �k�1. Alors

jf (x)� (Uf ) (x)j2 �
�
� (0)� 2

lP
r=1

pr (x)� (kx� xrk2)

+
lP

r;s=1

pr (x) ps (x)� (kxr � xsk2)
�
hf; fi.

(1.103)

Démonstration. De (1.73), on a (f (x)� (Uf ) (x))2 � (w (x))2 hf; fi ;
w étant dé�nit par rappart à fx1; :::; xNg, comme fx1; :::; xlg � fx1; :::; xNg,
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cette inégalité est encore vraie lorsque w est dé�ni par rapport à fx1; :::; xlg
à cause du lemme 11. D�après le théorème 10,

(w (x))2 =
lX

r;s=0

�r�s� (kxr � xsk2) où �r = �r=�0

et w =

lX
i=0

�iqi = �0q0 +

lX
i=1

�iqi,

d�après le lemme 6. Or 8v 2 V , (v; qi) = v (xi) = (v; pi), 1 � i � l , d�après
le lemme 7. Donc,

qi = pi; 1 � i � l.

Pour j = 1; :::; l,

0 = w (xj) = �0q0 (xj) +
lP
i=1

�ipi (xj)

= �0q0 (xj) + �j
= �0 (q0; pj) + �j
= �0pj (x) + �j.

(1.104)

Ainsi,
�j=�0 = �pj (x) , j = 1; :::; l, (1.105)

et le résultat s�en suit.

Corollaire 13 Soit V satisfaisant les hypothèses (H). On suppose que v 2 V
véri�e v (x1) = ::: = v (xl) = 0, où fx1; :::; xlg est un ensemble de points
unisolvant par rapport à �k�1. Alors,

(v (x))2 �
�
� (0)� 2

lP
r=1

pr (x)� (kx� xrk2)

+
lP

r;s=1

pr (x) ps (x)� (kxr � xsk2)
�
hv; vi.

(1.106)

Démonstration. D�après (1.71), si v (x1) = ::: = v (xl) = 0, alors
(v (x))2 � (w (x))2 hv; vi, w étant dé�ni ici par rapport à fx1; :::; xlg dans
le théorème 12.
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1.4.12 Noyau reproduisant de l�espace de Hilbert V

En dé�nissant les fonctions K et � par

� : Rd � Rd ! R, (x; y) 7! � (ky � xk2) , (1.107)

et
K : Rd � Rd ! R, (x; y) 7! qx (y) , (1.108)

on a

K (:; x) = qx 8x 2 Rd,

8x; y 2 Rd, K (x; y) = � (x; y)�
lP
i=1

pi (x) � (xi; y)�
lP

j=1

pj (y) � (x; xj)

+
lP

i;j=1

pi (x) pj (y) � (xi; xj) +
lP
i=1

pi (x) pi (y)

K (:; xr) = pr 8r = 1; :::; l.
(1.109)

On voit donc que K possède les propriétés suivantes :
(a) K (x; y) = K (y; x) 8x; y 2 Rd,
(b) K (:; x) 2 V 8x 2 Rd,

�
d�après 1.85

(c) K est dé�nie positive,
(d) v (x) = (v;K (:; x)) 8v 2 V et x 2 Rd. Une telle fonction K est

appelée noyau générateur de l�espace de Hilbert V .

1.4.13 Transformation de l�interpolé sf;X et écriture
dans la base du sous-espace W des interpolés

En utilisant la notation (1.34) et l�écriture (1.4), il est clair que l�interpo-
lant radial de base dé�ni en (1.1) et (1.13) s�écrit,

sf;X =

NX
r=1

�r xr +
lX

j=1

cjpj. (1.110)

Par ailleurs d�après (1.85) et (1.34)
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NP
r=1

�rqr =
NP
r=1

�r

�
 xr �

lP
i=1

pi (xr) xi �
lP
i=1

 xi (xr) pi

+
lP

i;j=1

 xi (xj) pj (xr) pi +
lP
i=1

pi (xr) pi

)
=

NP
r=1

�r xr �
lP
i=1

�
NP
r=1

�rpi (xr)

�
 xi + � où � 2 �k�1

=
lP

r=1

�r xr �
lP

r=1

�
NP
s=1

�spr (xs)

�
 xr +

NP
r=l+1

�r xr + �

=
lP

r=1

�
�r �

NP
s=1

�spr (xs)

�
 xr +

NP
r=l+1

�r xr + �

=
NP
r=1

�r xr + �,

(1.111)

car
NP
s=1

�spr (xs) = 0, r = 1; :::; l.

� =
NP
r=1

�r

(
lP

i;j=1

 xi (xj) pj (xr) pi �
lP
i=1

 xi (xr) pi +
lP
i=1

pi (xr) pi

)
= �

lP
i=1

�
NP
r=1

�r xi (xr)

�
pi +

lP
i;j=1

 xj (xi)

�
NP
r=1

�rpj (xr)

�
pi

+
lP
i=1

�
NP
r=1

�rpi (xr)

�
pi.

(1.112)

Comme
NP
r=1

�rpk (xr) = 0, k = 1; :::; l,

� = �
lX
i=1

 
NX
r=1

�r xi (xr)

!
pi. (1.113)

Ainsi,

NX
r=1

�rqr =
NX
r=1

�r xr �
lX
i=1

 
NX
r=1

�r xr (xi)

!
pi, (1.114)

donc,
NX
r=1

�r xr =
NX
r=1

�rqr +
lX
i=1

 
NX
r=1

�r xr (xi)

!
pi. (1.115)
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Or d�après (1.110) on a,

f (xi) = sf;X (xi) =
NX
r=1

�r xr (xi) + ci, 1 � i � l. (1.116)

D�après (1.115) et (1.116), (1.110) devient

sf;X =
NP
r=1

�r xr +
lP

j=1

cjpj

=
NP
r=1

�rqr +
lP
i=1

�
NP
r=1

�r xr (xi)

�
pi +

lP
j=1

cjpj

=
NP
r=1

�rqr +
lP
i=1

�
NP
r=1

�r xr (xi) + ci

�
pi

=
NP
r=1

�rqr +
lP
i=1

f (xi) pi

=
lP

r=1

�rqr +
lP
i=1

f (xi) pi +
NP

r=l+1

�rqr

=
lP

r=1

(�r + f (xr)) qr +
NP

r=l+1

�rqr,

(1.117)

car pi = qi, 1 � i � l.par 1.109. Ainsi,

sf;X =
NX
r=1

�rqr, (1.118)

où

�r =

�
�r + f (xr) ; r = 1; :::; l
�r ; r = l + 1; :::; N .

(1.119)

Comme
qr = K (:; xr) , 1 � r � N , (1.120)

l�interpolant radial de base dé�ni en (1.1) et (1.13) peut alors s�exprimer sous
la forme

sf;X =

NX
j=1

�jK (:; xj) , (1.121)

où les coe¢ cients �j sont donnés par les équations
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NX
j=1

�jK (xi:; xj) = fi, 1 � i � N . (1.122)

La matrice dé�nie positive associée à ce système linéaire est donnée par ses
coe¢ cients

Kij = K (xi; xj) , 1 � i; j � N . (1.123)

L�ensemble X = fx1; :::; xNg est donc supposé contenir l�ensemble fx1; :::; xlg
qui est �k�1-unisolvant.

fK (:; x1) ; :::; K (:; xN)g peut donc être choisi comme (1.124)

base du sous-espace W des interpolés dé�nis en (1.47).

1.4.14 coe¢ cients (�j)1�j�N et (cr)1�r�l qui interviennent

dans la formule (1.14)

D�après (1.119) on a

�r =

�
�r � f (xr), r = 1; :::; l,
�r, r = l + 1; :::; N .

(1.125)

En posant
�r = �r � �r, r = 1; :::; N , (1.126)

on a

�r =

�
f (xr) ; r = 1; :::; l,
0 ; r = l + 1; :::; N .

(1.127)

D�où pour tout i = 1; :::; l on a

NP
r=1

�r xr (xi) =
NP
r=1

�r xr (xi) +
NP
r=1

�r xr (xi)

NP
r=1

�r xr (xi) +
lP

r=1

�r xr (xi) +
NP

r=l+1

�r xr (xi)

NP
r=1

�r xr (xi) +
lP

r=1

f (xr) xr (xi)
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Ainsi,

NX
r=1

�r xr (xi) =
NX
r=1

�r xr (xi)�
lX

r=1

f (xr) xr (xi) , i = 1; :::; l. (1.128)

Par ailleurs d�après (1.116) et (1.128) on a

ci = f (xi) +
lX

r=1

f (xr) xr (xi)�
NX
r=1

�r xr (xi) , i = 1; :::; l. (1.129)

Ainsi (1.121) est une alternative potentielle de (1.1) pour la résolution des
problèmes d�interpolation par les fonctions radiales.

1.4.15 Egalité entre sf;X et l�interpolant de norme mi-
nimale u

L�interpolant de norme minimale dé�ni au (1.65) véri�e

u (xi) =
NX
j=1

�jqj (xi) =
NX
j=1

�jK (xi; xj) = fi, 1 � i � N . (1.130)

D�après l�unicité de la solution du système (1.122) on a

�j = �j, 1 � j � N . (1.131)

D�où

u = sf;X =
NX
r=1

�rqr =
NX
r=1

�r xr +
lX

j=1

cjpj. (1.132)

1.4.16 sf;X meilleure approximation de f

Soit S =vect(q1 ; :::; qN ) et

Q : V �! S la projection orthogonale de V dans S. (1.133)
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8v 2 V , Qv (xi) = (Qv; qi) = (v; qi) = v (xi) , 1 � i � N . (1.134)

Q est donc l�opérateur d�interpolation. associé au problème (1.1). Comme

QV = S, (1.135)

S est donc le sous espace des interpolés. Donc

S = W . (1.136)

Soit u 2 S l�interpolé de norme minimale de f étudié précédemment. On a

(f � u; qi) = (f � u) (xi) = 0, 1 � i � N , (1.137)

donc f � u 2 S?. Ainsi,

f = u+ f � u
= Qf + f �Qf , (1.138)

avec Qf 2 S et f�Qf 2 S?, la décomposition unique de f dans V = S�S?
implique

u = Qf . (1.139)

On a donc
kf � uk = kf �Qfk = inf

v2W
kf � vk . (1.140)

Comme Qf = u = sf;X ,

sf;X est la meilleure approximation de f au sens (1.140). (1.141)

1.4.17 Un exemple d�espace de Hilbert V répondant
aux hypothèses Précédentes

Dans ce paragraphe nous allons voir d�après Duchon [8] et [9] comment
l�élément rx dé�nit précédemment peut être choisi lorsque V est l�espace
des distributions dont toutes les dérivées partielles d�ordre k sont de carré
intrégrables dans Rd. On suppose que
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k > d=2, (1.142)

alors par l�injection de Sobolev,

V ,! C
�
Rd
�
. (1.143)

On note D l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables et à support
compact dans Rd. Une distribution est alors une forme linéaire continue sur
D munie d�une topologie appropriée. [:; :] désigne la paire de dualité entre D
et D0 et �x est la distribution de dirac en x 2 Rd dé�nie par

[v; �x] = v (x) 8v 2 D.

Le semi-produit scalaire sur V est dé�ni pour tout u; v 2 V par

hu; vi =
X
j�j=k

c�

Z
Rd
(D�u) (x) (D�v) (x) dx, (1.144)

où c� =
k!

�!
, fc� ; j�j = kg est choisi tel que la semi-norme correspondante soit

rotationnellement invariante. Explicitement, ces paramètres sont spéci�és par

l�expansion formelle k�k2k2 =
P
j�j=k

c��
2k,

x = (x1; x2; :::; xd) , (1.145)

� = (�1; :::; �d) 2 Zd+, j�j =
dX
r=1

�r, c� =
k!

�!
, �! = �1!�2!:::�d!, (1.146)

D� =
@j�j

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�d
d

. (1.147)

Exemple : Dans le cas où d = k = 2, on a

hv; vi =
Z Z

R2

"�
@2v

@s2

�2
+ 2

�
@2v

@s@t

�2
+

�
@2v

@t2

�2#
dsdt. (1.148)

IL est clair que si hv; vi = 0, alors toutes les dérivées partielles d�ordre 2
dans l�intégrale sont nulles, donc les dérivées partielles premières de v sont
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constantes, et donc v 2 �1 (R2). En général, le noyau de la semi-norme asso-
ciée à ce produit semi-scalaire est �k�1

�
Rd
�
. Le produit scalaire sur V étant

dé�ni comme précédemment, on dé�nit �0 = fv 2 V ; v (xi) = 0; 1 � i � lg,
avec dim�k�1 = l. Fixons x 2 Rd. (�0; k:k) étant un espace de Hilbert, on
cherche le représentant de x 2 Rd dans �0 ; c�est à dire l�unique fonction
gx 2 �0 telle que v (x) = (v; gx), 8v 2 �0. Supposons d�abord v 2 �0. Comme
le produit scalaire est dé�ni par,

(u; v) = hu; vi+
lX
i=1

u (xi) v (xi) ,8u; v 2 V , (1.149)

on a
8w 2 V , (w; v) = hw; vi. (1.150)

Si v =2 �0, on dé�nit

Q : V ! �k�1, v 7!
lX
i=1

v (xi) pi, (1.151)

où fp1; :::; plg est la base de Lagrange de �k�1 associée aux points x1; :::; xl.
On a vu que Q est la projection orthogonale de V sur �k�1 = �?0 , et donc

I �Q est la projection orthogonale sur �0. On a 8v 2 V ,

v (x)� (Qv) (x) = (I �Q) v (x)
= ((I �Q) v; gx)
= hv �Qv; gxi
= hv; gxi
=

P
j�j=k

c�

Z
Rd
(D�v) (y) (D�gx) (y) dy.

(1.152)

8v 2 D, on a v (x)� (Qv) (x) =
P
j�j=k

c� [D
�v;D�gx]

=

"
v; (�1)k

P
j�j=k

c�D
2�gx

#
,

(1.153)

de plus,
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v (x)� (Qv) (x) = v (x)�
lX
i=1

v (xi) pi (x) =

"
v; �x �

lX
i=1

pi (x) �xi

#
. (1.154)

(1.153) et (1.154) montre que gx est une solution de l�équation di¤érentielle

distributionnelle

(�1)k
X
j�j=k

c�D
2�gx = �x �

lX
i=1

pi (x) �xi. (1.155)

Si l�on dé�nit  x : Rd ! R par :  x (y) = � (ky � xk2) où

� (r) =

�
ck;dr

2k�d ln r si d pair,
ck;dr

2k�d si d impair,
(1.156)

alors d�après l�article [9] de Duchon, on a

(�1)k
X
j�j=k

c�D
2� x = �x, (1.157)

avec ck;d des constantes données d�après Duchon par

ck;d =

8>>>><>>>>:
(�1)k�

d�1
2
�
k � d+1

2

�
!

2d�
d�1
2 (k � 1)! (2k � d)!

si d est impair,

(�1)k�
d
2
+1

22d�1�
d
2 (k � 1)!

�
k � d

2

�
!
si d est pair.

(1.158)

Ainsi, une solution particulière de l�équation (1.155) est

rx =  x �
lX
i=1

pi (x) xi, d�où (1.83). (1.159)

Cet élément rx n�appartient pas à �0, et donc on prend sa projection ortho-
gonale (I �Q) rx sur �0, égale à gx. D�où

gx = (I �Q) rx
=  x �

lP
i=1

pi (x) xi �
lP
i=1

 x (xi) pi +
lP

i;j=1

pi (x) xi (xj) pj.
(1.160)
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gx étant le représentant de x 2 Rd dans �0, et Q la projection orthogonale
dé�nie au (1.151), alors en utilisant le lemme énnoncé au (1.81) on a

8v 2 V , (v; gx) = (v �Qv; gx) + (Qv; gx)
= v (x)� (Qv) (x) + 0

= v (x)�
lP
i=1

(v; pi) pi (x).
(1.161)

D�où

8v 2 V , v (x) = (v; gx) +
lP
i=1

(v; pi) pi (x)

=

�
v; gx +

lP
i=1

pi (x) pi

�
.

(1.162)

Ainsi, le représentant qx dans V du point d�évaluation �x en x 2 Rd est

qx = gx +
lX
i=1

pi (x) pi, d�où (1.85). (1.163)

Puisque gx = (I �Q) rx, alors, 8v 2 �0, (v; rx) = (v; (I �Q) rx) = (v; gx) =
v (x). Ainsi,

8v 2 �0, (v; rx) = v (x) , d�où (1.84) . (1.164)
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Chapitre 2

Estimations d�erreurs par la
méthode de la fonction
puissance de Powell : cas
particulier des thin-plates
splines et des fonctions radiales
de type conique

Dans ce chapitre on veut estimer l�erreur d�interpolation du problème
formulé en (1.9) et (1.10) dans des cas particuliers de la fonction radiale

�. Comme dans [33] et [34], cette estimation d�erreur repose sur la fonction

puissance de Powell �
�
x; eX� dé�nie en (2.20) ; i:e:,

jf (x)� sf;X (x)j �
�
�
�
x; eX�� 1

2 jf jk ,

où
X = fx1; :::; xNg � 
,


 étant un ouvert borné de Rd et eX = fx1; :::; xlg avec l � N , eX étant sup-
posé �k�1-unisolvant. Les techniques utilisées dans la déduction des constantes

intervenant dans les majorations de l�erreur sont celles qu�on retrouve dans
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[2], et nous les avons renforcées par les résultats (2.137), (2.138),...,(2.143)
puis (2.168), (2.169),...,(2.181) et (2.183), (2.184),...,(2.202). La déduction

de ces constantes résulte de quelques applications de la méthode de la fonc-
tion puissance de Powell devéloppée dans [39]. Dans le cas des dimensions
d = 1; 2; 3,et pour k = 2, on trouve les meilleurs constantes dans les majora-
tions de l�erreur correspondantes respectivement à :

�1 (R) ; � (r) = r3

�1
�
R2
�
; � (r) = r2 ln r

�1
�
R3
�
; � (r) = r.

On travaille ici avec des géométries simples : Dans le premier cas (d = 1), x
est sur un segment dé�ni par les noeuds d�interpolation x1 < x2 < ::: < xN .

Dans le second cas (d = 2), x est sur un segment ou à l�intérieur d�un triangle
dé�ni par trois points pris parmi les N points d�interpolation x1; x2:::; xN .

Dans le troisième cas (d = 3), x est à l�intérieur ou sur une face d�un cube ou
d�un tétraèdre dont les sommets sont pris parmi les N points d�interpolation

x1; x2; :::; xN .

Dans la suite on note donc

X = fx1; :::; xNg � 
, (2.1)

où 
 est un sous ensemble borné de Rd et

eX = fx1; :::; xlg avec l � N , (2.2)

eX étant supposé �k�1-unisolvant et p1; :::; pl est la base de Lagrange de �k�1
telle que

pi (xj) = �ij, 1 � i; j � l. (2.3)

Comme précédemment, on suppose que

k > d=2, (2.4)

donc par l�injection de Sobolev,

V ,! C
�
Rd
�
. (2.5)

51



Le semi-produit scalaire sur V étant dé�ni pour tout u; v 2 V par

hu; vi =
X
j�j=k

c�

Z
Rd
(D�u) (x) (D�v) (x) dx, (2.6)

le produit scalaire sur V est dé�ni par

(u; v) = hu; vi+
lX
i=1

u (xi) v (xi) ;8u; v 2 V . (2.7)

2.1 Fonction puissance de Powell dans le cas
des thin-plates splines et les fonctions ra-
diales de type conique

En considerant la fonction radiale � dé�nie par

� (r) =

�
r2k�d ln r, si d pair,
r2k�d, si d impair,

(2.8)

on a d�après (2.4),

2k � d� 1 � 0) lim
r!0+

r2k�d ln r = lim
r!0+

r2k�d�1r ln r = 0, (2.9)

car lim
r!0+

r ln r = 0. Par suite,

� (0) = lim
r!0

� (r) = 0. (2.10)

En notant wX (x) la valeur de w (x) en (1.101) associée à la fonction radiale
ck;d� (r), où la constante ck;d est donnée par (1.158), et � (r) est dé�nie en

(2.8), on a :

(wX (x))
2 = ck;d

(
NX

r;s=1


r
s� (kxr � xsk2)� 2
NX
r=1


r� (kx� xrk2)
)
, (2.11)

où

r = ��r=�0, r = 1; :::; N , (2.12)
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d�après (1.90) et (1.100). Les coe¢ cients �0; :::; �N sont déterminés au lemme
6. De même, le théorème 12 nous permet de déduire, d�après l�expression entre

parenthèse en (1.103), la valeur w eX (x) associée à la fonction radiale ck;d� (r).
On a :

�
w eX (x)�2 = ck;d

(
lX

r;s=1

pr (x) ps (x)� (kxr � xsk2)� 2
lX

r=1

pr (x)� (kx� xrk2)
)
.

(2.13)
On a vu au (1.105) que

pr (x) = ��r=�0, r = 1; :::; l, (2.14)

donc d�après (2.12) et (2.14) on a


r = pr (x) , r = 1; :::; l. (2.15)

On sait que d�après le lemme 8

NX
r=0

�rp (xr) = 0, 8p 2 �k�1. (2.16)

On a donc 8p 2 �k�1, �0p (x) +
NP
r=1

�rp (xr) = 0. D�où

p (x) =
NX
r=1

(��r=�0) p (xr) . (2.17)

Ainsi les coe¢ cients 
r dé�nis au (2.12) véri�ent

p (x) =
NX
r=1


rp (xr) 8p 2 �k�1. (2.18)

En notant
� (x;X) = (wX (x))

2 , (2.19)

et
�
�
x; eX� = �w eX (x)�2 , (2.20)

avec pour fonction radiale la fonction ck;d� (r) dé�nie précédemment, et Uf =
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sf;X , alors l�inégalité (1.73) devient

jf (x)� sf;X (x)j � (� (x;X))
1
2 jf jk . (2.21)

Comme

wX (x) � w eX (x) , (2.22)

d�après le lemme 11, on a

jf (x)� sf;X (x)j �
�
�
�
x; eX�� 1

2 jf jk . (2.23)

La fonction � (x;X) est appelée fonction puissance. L�inégalité (2.23) corres-

pond à l�inégalité (1.103) avec pour fonction radiale ck;d� (r).

Lemme 14 Soit �� dé�nie par �� (r) = r2 ln (�r), où r � 0 et � > 0. Pour
de telles valeurs de �, posons

�� (�) =
3X

i;j=1

�i�j�� kxi � xjk2 � 2
3X
i=1

�i�� kx� xik2 , (2.24)

et continuons à noter �1 (�) par � (�), i:e:, �1 = �.

Si x =
3X
i=1

�ixi avec
3X
i=1

�i = 1, alors �� (�) = � (�) . (2.25)

Démonstration. Ecrivons �� comme

�� (r) = r2 ln r + r2 ln�
= � (r) + r2 ln�,

(2.26)

alors, �� (�) devient

�� (�) =
3P

i;j=1

�i�j� kxi � xjk2 + ln�
3P

i;j=1

�i�j kxi � xjk22

�2
3P
i=1

�i� kx� xik2 � 2 ln�
3P
i=1

�i kx� xik22

= �(�) + ln�

(
3P

i;j=1

�i�j kxi � xjk22 � 2
3P
i=1

�i kx� xik22

)
.

(2.27)
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En remplaçant la condition x =
3P
i=1

�ixi par
4P
i=1

�ixi = 0, avec �4 = �1 et
x4 = x, on a

4X
i=1

�i =

4X
i=1

�ixi = 0. (2.28)

Or

4P
i;j=1

�i�j kxi � xjk22 =
3P

i;j=1

�i�j kxi � xjk22 + 2
3P
i=1

�i�4 kxi � x4k22

=
3P

i;j=1

�i�j kxi � xjk22 � 2
3P
i=1

�i kx� xik22.
(2.29)

Par ailleurs on sait que kxi � xjk22 = kxik
2
2 � 2xixj + kxjk

2
2. On a alors,

3P
i;j=1

�i�j kxi � xjk22 � 2
3P
i=1

�i kx� xik22 =
4P

i;j=1

�i�j kxi � xjk22

=
4P
i=1

�i kxik22
4P
j=1

�j � 2
4P
i=1

�ixi
4P
j=1

�jxj

+
4P
j=1

�j kxjk22
4P
i=1

�i

= 0.
(2.30)

D�où
�� (�) = � (�) . (2.31)

Lemme 15 Pour 0 � r <1, la fonction �� dé�nie par �� (r) = r2 ln�r est
minorée par �1

2
(�2e)

�1 pour tout � > 0.

Démonstration. Une étude élémentaire des variations de �� montre
l�existence des extremums de �� en r0 = 0 et r1 = ��1e

�1
2 ; le premier donnant

lieu au maximum local �� (r0) = 0, tandis que le second tient de minimum
global �� (r1) = �1

2
(�2e)

�1.
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Lemme 16 Lorsque tous les vecteurs de Rd dans (2.11) sont a¤ectés d�un
coe¢ cient positif � tel qu�aucun des paramètres 
1; :::; 
N de (2.12) ne soit
modi�é, alors la fonction puissance dans (2.19) est a¤ectée du coe¢ cient
�2k�d.

Démonstration. Désignons par �a et �n les valeurs de la fonction
puissance � (x;X) dans (2.19) respectivement avant et après l�a¤ectaction
du coe¢ cient �. Si d est impair, d�après (2.8) on a � (r) = r2k�d. Donc
� (�r) = �2k�d� (r). Or d�après (2.11),

�n = ck;d

�
NP

r;s=1


r
s� (� kxr � xsk2)� 2
NP
r=1


r� (� kx� xrk2)
�

= �2k�dck;d

�
NP

r;s=1


r
s� (kxr � xsk2)� 2
NP
r=1


r� (kx� xrk2)
�

= �2k�d�a.
(2.32)

Si d est pair, d�après (2.8), on a � (r) = r2k�d ln r, donc

� (�r) = �2k�dr2k�d ln�r
= �2k�dr2k�d (ln� + ln r)
= �2k�d

�
r2k�d ln� + � (r)

�
.

(2.33)

Or d�après (2.11),

�n = ck;d

�
NP

r;s=1


r
s� (� kxr � xsk2)� 2
NP
r=1


r� (� kx� xrk2)
�

= ck;d

�
�2k�d

�
NP

r;s=1


r
s� (kxr � xsk2) + ln�
NP

r;s=1


r
s kxr � xsk2k�d2

�2
NP
r=1


r� (kx� xrk2)� 2 ln�
NP
r=1


r kx� xrk2k�d2

��

= �2k�d�a + ck;d�
2k�d

8>><>>:
NP

r;s=1


r
s kxr � xsk2k�d2

�2
NP
r=1


r kx� xrk2k�d2

9>>=>>; ln�.
(2.34)

Posons bN = N + 1, 
̂r = 
r et x̂r = xr, r = 1; :::; N .

̂N+1 = �1,
x̂N+1 = x,

(2.35)
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alors,

bNP
r;s=1


̂r
̂s kx̂r � x̂sk2k�d2 =
NP

r;s=1


r
s kxr � xsk2k�d2

+2
N+1P
r=1


̂r
̂N+1 kx̂r � x̂N+1k2k�d2

=
NP

r;s=1


r
s kxr � xsk2k�d2 � 2
N+1P
r=1


̂r kx̂r � xk2k�d2

=
NP

r;s=1


r
s kxr � xsk2k�d2 � 2
NP
r=1


r kxr � xk2k�d2 .

(2.36)
Or d�après (2.18) on a :

bNX
r=1


̂rp (x̂r) = 0 8p 2 �k�1. (2.37)

On en déduit donc que

NX
r;s=1


r
s kxr � xsk2k�d2 � 2
NX
r=1


r kxr � xk2k�d2 = 0. (2.38)

D�où
�n = �2k�d�a, si d est pair. (2.39)

Théorème 17 Soit 
 � Rd un ensemble borné contenant un �k�1
�
Rd
�
-

unisolvant sous-ensemble. Pour un choix de points d�interpolation, soit h =
hX le nombre

h = sup
x2


min
1�j�N

kx� xjk2 . (2.40)

Alors, pour h su¢ samment petit, l�erreur de l�interpolant sf;X de f 2 V sur
X pour la spline naturelle de type (2.8), est bornée par l�inégalité

jf (x)� sf;X (x)j � c jf jk

8<:
h
1
2 si 2k � d = 1,

h jlnhj
1
2 si 2k � d = 2

h si 2k � d � 3,
, x 2 
, (2.41)

où c est une constante positive qui ne depend que de d, q et 
 et non de X,
f ou x.

57



La preuve du théorème 17 repose sur l�inégalité (2.23) dans laquelle

�
�
x; eX� = �w eX (x)�2 = ck;d

�
lP

r;s=1

pr (x) ps (x)� (kxr � xsk2)

�2
lP

r=1

pr (x)� (kx� xrk2)
�
.

(2.42)

Pour tout x 2 
 �xé, la preuve du théorème 17 demande le choix d�un sous-
ensemble �k�1

�
Rd
�
-unisolvant eX = fx1; :::; xlg de l�ensemble d�interpolation

X = fx1; :::; xNg. On supposera donc sans perte de généralité que


 [ eX � B

�
0;
1

2

�
, (2.43)

où

B

�
0;
1

2

�
=

�
z 2 Rd; kzk2 �

1

2

�
. (2.44)

Puisque d�après le lemme 16, l�a¤ectation d�un coe¢ cient positif � aux vec-

teurs de Rd n�a pour e¤et que la multiplication de (2.19) par �2k�d lorsque les
coe¢ cients 
r = pr (x), r = 1; :::; l de (2.15) sont conservés. Par ailleurs, la
propriété de l�invariance par multiplication scalaire de notre problème d�in-
terpolation (1.1), i:e:,

8� 2 R, s�f;X (xi) = �f (xi) , 1 � i � N , (2.45)

montre que l�interpolant sf;�X de la nouvelle fonction

f (y) = f
�
��1y

�
, y 2 Rd, (2.46)

est dé�ni par
sf;�X (y) = sf;X

�
��1y

�
, y 2 Rd ; (2.47)

puisqu�en posant
y = �x, x 2 X, (2.48)

on a
y 2 �X , ��1y 2 X. (2.49)

Ainsi
f (x)� sf;X (x) = f (�x)� sf;�X (�x) , 8x 2 Rd. (2.50)
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Comme �
�
�x; � eX� = �2k�d�

�
x; eX� d�après le lemme 16, et

jf (x)� sf;X (x)j �
�
�
�
x; eX�� 1

2 jf jk

d�après (2.23), en posant y = �x, x 2 eX, on a��f (y)� sf;�X (y)
�� �

�
��(2k�d)�

�
�x; � eX�� 1

2 jf jk

= �
�
�x; � eX� 1

2 �
��(2k�d) jf j2k

� 1
2

= �
�
�x; � eX� 1

2 ��f ��
k
,

(2.51)

où ��f ��
k
=
�
��(2k�d) jf j2k

� 1
2 . (2.52)

Ces arguments montrent que nos estimations de l�erreur basées sur (2.23) sont

scalairement invariants. Notons que si eX = fx1; :::; xlg est un sous-ensemble
�k�1

�
Rd
�
-unisolvant de X �xé, et si on considère une suite (xn) � 
 de

valeurs de x telle que
kxn � x1k2 �! 0, (2.53)

alors, d�après (2.15) on peut dé�nir


ni = pi (xn) , i = 1; :::; l, (2.54)

et par continuité des pi , i = 1; :::; l, on a


ni �! pi (x1) , i = 1; :::; l. (2.55)

D�où


n1 �! 1 et (2.56)


ni �! 0, i = 2; :::; l.

(2.53) et (2.56) implique qu�il existe un entier n0 2 N tel que 8n � n0 on a,8>>>>><>>>>>:

kxn � x1k2 � h
j
n1 � 1j � ech
j
n2 j � ech
...
j
nl j � ech,

(2.57)
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où ec est une constante positive donnée. En posant
xn0 = x, on a 
n0i = pi (xn0) = pi (x) = 
i, i = 1; :::; l. (2.58)

D�où
kx� x1k2 � h
j
1 � 1j � ech
j
2j � ech
...
j
lj � ech,

(2.59)

par suite
kx� x1k2 � h, (2.60)

et
max fj
1 � 1j ; j
2j ; :::; j
ljg � ech, (2.61)

où 
1; 
2; :::; 
l sont les coe¢ cients dé�nis par (2.15).

Lemme 18 Soit 
, X et h dé�nis au théorème 17 avec h � e�1. Fixons un
point x 2 
 et prenons un ensemble eX qui satisfait les conditions du dernier

paragraphe. On suppose en outre qu�aucun des points x2; :::; xl n�appartient
au segment d�extremités x1 et x. Alors l�expression correspondant (2.20) a la
propriété

�
�
x; eX� � c2

8<:
h si 2k � d = 1,

h2 jlnhj si 2k � d = 2,
h2 si 2k � d � 3.

(2.62)

Démonstration. En Transformant l�expression (2.42),

�
�
x; eX� = �w eX (x)�2 = ck;d

�
lP

r;s=1

pr (x) ps (x)� (kxr � xsk2)

�2
lP

r=1

pr (x)� (kx� xrk2)
�
,

(2.63)

où
pr (x) = 
r, r = 1; :::; l, (2.64)
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on a

�
�
x; eX� = 2ck;d

�
1
2

lP
r;s=1


r
s� (kxr � xsk2)�
lP

r=1


r� (kx� xrk2)
�

= 2ck;d

8<: 1
2

lP
r;s=1


r
s� (kxr � xsk2)�
lP

r=2


r� (kx� xrk2)

�
1� (kx� x1k2)

9=;.
(2.65)

Or
1
2

lP
r;s=1


r
s� (kxr � xsk2) = 1
2

lP
s=1


1
s� (kx1 � xsk2)

+1
2

lP
r=2

lP
s=1


r
s� (kxr � xsk2)

= 1
2

lP
s=2


1
s� (kx1 � xsk2)

+1
2

lP
r=2

lP
s=1


r
s� (kxr � xsk2),

et

1
2

lP
r=2

lP
s=1


r
s� (kxr � xsk2) = 1
2

lP
r=2


1
r� (kxr � x1k2)

+1
2

lP
r=2

lP
s=2


r
s� (kxr � xsk2) .
(2.66)

D�où

1
2

lP
r;s=1


r
s� (kxr � xsk2) =
lP

r=2


1
r� (kxr � x1k2)

+1
2

lP
r=2

lP
s=2


r
s� (kxr � xsk2) .
(2.67)

On a
lP

r=2

lP
s=2


r
s� (kxr � xsk2) =
lP

r=2

rP
s=2


r
s� (kxr � xsk2)

+
lP

r=2

lP
s=r


r
s� (kxr � xsk2) ,
(2.68)

car
lX

r=2


2r� (kxr � xrk2) = 0. (2.69)
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Par ailleurs on véri�e facilement que

lX
r=2

lX
s=r


r
s� (kxr � xsk2) =
l�1X
r=2

lX
s=r+1


r
s� (kxr � xsk2) , (2.70)

et on montre par réccurence que pour tout entier p tel que

3 � p � l, on a
pX
r=2

rX
s=2


r
s� (kxr � xsk2) =
p�1X
r=2

pX
s=r+1


r
s� (kxr � xsk2) .

(2.71)
Par suite

lX
r=2

lX
s=2


r
s� (kxr � xsk2) = 2
l�1X
r=2

lX
s=r+1


r
s� (kxr � xsk2) . (2.72)

(2.67) s�écrit donc

1
2

lP
r;s=1


r
s� (kxr � xsk2) =
l�1P
r=2

lP
s=r+1


r
s� (kxr � xsk2)

+
lP

r=2


1
r� (kxr � x1k2) .
(2.73)

En reportant ce résultat dans (2.65), on a

�
�
x; eX� = 2ck;d

�
l�1P
r=2

lP
s=r+1


r
s� (kxr � xsk2) +
lP

r=2


1
r� (kxr � x1k2)

�
lP

r=2


r� (kx� xrk2)� 
1� (kx� x1k2)
�
,

(2.74)
d�où

�
�
x; eX� = 2ck;d

�
l�1P
r=2

lP
s=r+1


r
s� (kxr � xsk2)

+
lP

r=2

(
1 � 1) 
r� (kxr � x1k2)

+
lP

r=2


r [� (kxr � x1k2)� � (kx� xrk2)]� 
1� (kx� x1k2)
�
.

(2.75)
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Ainsi,
�
�
x; eX� = 2ck;d fT1 + T2 � 
1� (kx� x1k2)g , (2.76)

où

T1 =

l�1X
r=2

lX
s=r+1


r
s� (kxr � xsk2) +
lX

r=2

(
1 � 1) 
r� (kxr � x1k2) , (2.77)

et

T2 =
lX

r=2


r [� (kxr � x1k2)� � (kx� xrk2)] . (2.78)

On va donc chercher à majorer chacun des trois termes dans la parenthèse

de (2.76). On étudie alors les variations de la fonction

' (t) = j� (t)j 8t 2 [0; 1] . (2.79)

Si d est impair on a

' (t) = t2k�d et '0 (t) = (2k � d) t2k�d�1, (2.80)

' est alors monotone strictement croissante sur [0; 1] . (2.81)

Si d est pair on a

' (t) = �t2k�d ln t et '0 (t) = �t2k�d�1 [1 + (2k � d) ln t] , (2.82)

' est alors monotone
�
strictement croissante sur

�
0; exp

� �1
2k�d

��
,

strictement décroissante sur
�
exp

� �1
2k�d

�
; 1
�
.
(2.83)

A�n de majorer le dernier terme de (2.76), notons que (2.61) implique

j
1j � 1 + j
1 � 1j � 1 + ech � 1 + ece�1. (2.84)

Par ailleurs puisque h � e�1 � exp
� �1
2k�d

�
, (2.60) et l�étude des variations de
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la fonction ' implique

j� (kx� x1k2)j � j� (h)j =
�
h2k�d, si d est impair,
h2k�d jlnhj, si d est pair. (2.85)

Par suite,

j�
1� (kx� x1k2)j �
�
1 + ece�1�� h2k�d, si d est impair,

h2k�d jlnhj, si d est pair. (2.86)

A�n de majorer T1, notons que 2.43 implique

kxr � xsk2 � 1, r; s = 1; :::; l. (2.87)

Posons

x0 = exp

�
�1
2k � d

�
, (2.88)

alors lnx0 = �1
2k�d , d�où

x2k�d0 = exp
�
lnx2k�d0

�
= exp ((2k � d) ln x0) = e�1. (2.89)

Comme

' (x0) = j� (x0)j =
�
x2k�d0 , si d est impair,
x2k�d0 jlnx0j, si d est pair,

(2.90)

on a

' (x0) =

� 1
e
, si d est impair,
1

(2k�d)e , si d est pair.
(2.91)

Par ailleurs,

' (1) =

�
1, si d est impair,
0, si d est pair.

(2.92)

(2.91) et (2.92) implique

max f' (x0) ; ' (1)g =
�
1, si d est impair,

1
(2k�d)e , si d est pair.

(2.93)

Comme max
n
1; 1

(2k�d)e

o
= 1, par les propriétés de la monotonie de ', il est

clair que

8t 2 [0; 1] , ' (t) = j� (t)j � max f' (x0) ; ' (1)g � 1. (2.94)
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(2.61), (2.77), (2.86) et (2.94) implique

jT1j �
l�1P
r=2

lP
s=r+1

j
rj j
sj j� (kxr � xsk2)j

+
lP

r=2

j(
1 � 1)j j
rj j� (kxr � x1k2)j

� (l�2)(l�1)
2

ec2h2 + (l � 1)ec2h2,
(2.95)

d�où

jT1j �
l (l � 1)
2

ec2h2. (2.96)

A�n de majorer T2, Posons

 r (�) = � (k�x1 + (1� �)x� xrk2) , 0 � � � 1, r = 2; :::; l. (2.97)

Ainsi, (2.78) devient

T2 =
lX

r=2


r [ r (1)�  r (0)] . (2.98)

L�hypothèse qu�aucun des points x2; :::; xl n�appartient au segment d�extre-

mités x1 et x implique que  r a sa dérivée première continue.

 0r (�) = F 0 (�)�0 (F (�)) , (2.99)

où

F (�) = ky (�)k2 avec y (�) = � (x1 � x) + x� xr, 0 � � � 1. (2.100)

On a
F (�) = k(1� �) (x� x1) + x1 � xrk2

� kx� x1k2 + kx1 � xrk2
� h+ 1
� e�1 + 1,

(2.101)

jF (� + u)� F (�)j = jky (� + u)k2 � ky (�)k2j
� ky (� + u)� y (�)k2
= u kx1 � xk2,

(2.102)

ainsi ����F (� + u)� F (�)

u

���� � kx1 � xk2 , 8u 2 ]0; 1[ . (2.103)
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Par passage à la limite quand u! 0+, on a

jF 0 (�)j � kx1 � xk2 8� 2 [0; 1] . (2.104)

(2.99), (2.101) et (2.104) implique

j 0r (�)j � kx1 � xk2 max
0�t�e�1+1

j�0 (t)j , r = 2; :::; l , 8� 2 [0; 1] , (2.105)

et comme j�0j est une fonction continue sur [0;+1[ d�après (2.8), la quantité

c0 = max
0�t�e�1+1

j�0 (t)j , (2.106)

est une constante positive qui ne dépend que de d et k. Par ailleurs l�inégalité

généralisée des accroissements �nis appliquée à  r sur [0; 1] donne

j r (1)�  r (0)j � max
0���1

j 0r (�)j . (2.107)

Par suite (2.60), (2.105), (2.106) et (2.107) implique

j r (1)�  r (0)j � c0h, r = 2; :::; l. (2.108)

Ainsi (2.61), (2.98) et (2.108) permet de majorer T2 par

jT2j �
lX

r=2

j
rj j r (1)�  r (0)j � (l � 1) c0ech2. (2.109)

D�après (2.76), on a

�
�
x; eX� � 2 jck;dj [jT1j+ jT2j+ j�
1� (kx� x1k2)j] . (2.110)

(2.86), (2.96) et (2.109) implique

�
�
x; eX� � h jck;dj

�
l (l � 1)ec2h+ 2 (l � 1) c0ech

+2 (1 + ece�1)
�
, (2.111)

si 2k � d = 1,
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�
�
x; eX� � h2 jlnhj jck;dj

24 l (l � 1)ec2 jlnhj�1
+2 (l � 1) c0ec jlnhj�1

+2 (1 + ece�1)
35 , (2.112)

si 2k � d = 2,

comme
0 < h � e�1 � 1, (2.113)

on a

�
�
x; eX� � h jck;dj

�
l (l � 1)ec2 + 2 (l � 1) c0ec

+2 (1 + ece�1)
�
, (2.114)

si 2k � d = 1,

�
�
x; eX� � h2 jlnhj jck;dj

�
l (l � 1)ec2 + 2 (l � 1) c0ec

+2 (1 + ece�1)
�
, (2.115)

si 2k � d = 2.

Si 2k�d � 3 en appliquant la formule des accroissements �nis à ln sur [h; 1],

il existe � 2 ]h; 1[ tel que jln 1� lnhj = (1� h) jln0 �j . (2.116)

Ainsi

h2k�d�2 jlnhj = h2k�d�2
1� h

�
� h2k�d�3 � 1, (2.117)

car h � 1 et 2k � d� 3 � 0. Or d�après (2.86), on a

j�
1� (kx� x1k2)j � h2
�
1 + ece�1�� h2k�d�2, si d est impair,

h2k�d�2 jlnhj, si d est pair, (2.118)

donc,

j�
1� (kx� x1k2)j � h2
�
1 + ece�1� , si 2k � d � 3. (2.119)

D�où

�
�
x; eX� � h2 jck;dj

�
l (l � 1)ec2 + 2 (l � 1) c0ec+ 2 �1 + ece�1�� , si 2k� d � 3.

(2.120)
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En posant

c2 = jck;dj
�
l (l � 1)ec2 + 2 (l � 1) c0ec+ 2 �1 + ece�1�� , (2.121)

on a

�
�
x; eX� � c2

8<:
h si 2k � d = 1,

h2 jlnhj si 2k � d = 2,
h2 si 2k � d � 3.

(2.122)

D�où le résultat du lemme 18.

Notons que le cas d = k = 1 est plus simple car dans ce cas l = 1, ce
qui implique T1 = T2 = 0. Avant de donner la preuve du théorème 17 on
introduit la notation suivante : Pour un ensemble quelconque fv1;v2; :::; vlg
de vecteurs de Rd on note

D (v1;v2; :::; vl) = det (Pj (vi))1�i;j�l , (2.123)

où fP1; P2:::Plg est la base des monômes de �k�1
�
Rd
�
.

La �k�1
�
Rd
�
-unisolvance de eX est donc équivalente à la condition

D (x1;x2; :::; xl) 6= 0. (2.124)

On a par ailleurs

D (x1;x2; :::; xi�1;x; xi+1; :::; xl) =�����������������

P1 (x1) P2 (x1) ::: Pl�1 (x1) Pl (x1)
P1 (x2) P2 (x2) ::: Pl�1 (x2) P1 (x2)
...

...
...

...
P1 (xi�1) P2 (xi�1) ::: Pl�1 (xi�1) Pl (xi�1)
P1 (x) P2 (x) ::: Pl�1 (x) Pl (x)
P1 (xi+1) P2 (xi+1) ::: Pl�1 (xi+1) Pl (xi+1)
...

...
...

...
P1 (xl) P2 (xl) ::: Pl�1 (xl) Pl (xl)

�����������������

(2.125)

Le développement de ce déterminant suivant la i� i�eme ligne donne

D (x1;x2; :::; xi�1;x; xi+1; :::; xl) =
lX

j=1

(�1)i+j Pj (x)�ij, (2.126)
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où �ij désigne le mineur relatif à Pj (xi). Or

Pj (x) =

lX
i=1

pi (x)Pj (xi) , j = 1; :::; l. (2.127)

On sait que 
i = pi (x), i = 1; :::; l. En notant

P = (Pj (xi))1�i;j�l

 = (pi (x))1�i�l
� = (Pi (x))1�i�l

co (P ) =
�
(�1)i+j �ij

�
1�i;j�l

, la comatrice de P ,

(2.128)

l�égalité (2.127) s�écrit sous la forme matricielle

� = P T
, (2.129)

d�où

 =

�
P T
��1

� =
�
P�1

�T
�, (2.130)

avec
P�1 =

1

det (P )
(co (P ))T . (2.131)

D�où �
P�1

�T
=

1

det (P )
co (P ) . (2.132)

Ainsi pour tout i = 1; :::; l on a


i = pi (x) =

lP
j=1

(�1)i+j Pj (x)�ij

det (P )
=
D (x1;x2; :::; xi�1;x; xi+1; :::; xl)

D (x1;x2; :::; xl)
.

(2.133)
La preuve du théorème 17 repose sur la propriété de (2.123) qui est donnée

dans le lemme suivant. On dé�ni en plus pour chaque x 2 
, le nombre

�(x) = max
�
jD (x;v2; :::; vl)j ; vi 2 
, i = 2; :::; l

	
. (2.134)
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Lemme 19 Il existe une constante M > 0 qui ne dépend que de d et k telle
que pour tout vecteur y1; y2; u2; u3; :::ul de la boule B

�
0; 1

2

�
nous ayons

jD (y1;u2; u3; :::; ul)�D (y2; u2; u3; :::; ul)j �M ky1 � y2k2 . (2.135)

Par conséquent, la fonction
�
�(x) ; x 2 


	
est lipschitzienne continue.

P1 (y1)� P1 (y2) P2 (y1)� P2 (y2) ::: Pl (y1)� Pl (y2)
P1 (u2) P2 (u2) ::: Pl (u2)
...

...
...

P1 (ul) P2 (ul) ::: Pl (ul)

Lemme 20 Démonstration. Démonstration. De la dé�nition (2.123) on
a

D (y1;u2; u3; :::; ul)�D (y2; u2; u3; :::; ul) =

det

26664
P1 (y1)� P1 (y2) ::: Pl (y1)� Pl (y2)
P1 (u2) ::: Pl (u2)
...

...
...

P1 (ul) ::: Pl (ul)

37775
=

lP
j=1

(�1)1+j (Pj (y1)� Pj (y2))�1j,

(2.136)

où fP1; P2:::Plg est la base des monômes de �k�1
�
Rd
�
. Comme y1; y2 2

B
�
0; 1

2

�
, on a

[y1; y2] � B

�
0;
1

2

�
� B0 (0; 1) , (2.137)

où B0 (0; 1) est la boule unité ouverte de Rd centrée en 0. Par ailleurs

8j = 1; :::; l, Pj : B0 (0; 1) � Rd �! R, (2.138)

est continue sur [y1; y2], di¤érentiable en tout point de]y1; y2[. De plus,

il existe C > 0 telle que kdPj (c)k� � C pour tout c 2 ]y1; y2[ . (2.139)
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En e¤et,

8h, khk2 � 1) jdPj (c) � hj =

���� dP
i=1

@Pj
@xi

(c)hi

����
�

dP
i=1

����@Pj@xi
(c)

���� jhij
� krPj (c)k2 .

(2.140)

Posons
C = max

1�j�l
krPj (c)k2 . (2.141)

Le théorème de l�inégalité des accroissements �nis appliqué à Pj sur [y1; y2],

montre qu�il existe C > 0 ne dépendant que de d et k telle que

jPj (y1)� Pj (y2)j � C ky1 � y2k2 , j = 1; :::; l. (2.142)

D�après (2.136), on a

jD (y1;u2; u3; :::; ul)�D (y2; u2; u3; :::; ul)j �M ky1 � y2k2 ,

où

M = C
lX

j=1

j�1jj , ne dépend que de d et k. (2.143)

La continuité lipschitzienne de �(x) résulte du fait que si y1; y2 2 
 satisfait
�(y1) � �(y2) et si �(y1) = jD (y1;u2; u3; :::; ul)j avec ui 2 
, i = 2; :::; l,
alors

�(y1)��(y2) = jD (y1;u2; u3; :::; ul)j � jD (y2;u2; u3; :::; ul)j
� jD (y1;u2; u3; :::; ul)�D (y2; u2; u3; :::; ul)j
� M ky1 � y2k2,

(2.144)

où l�on a utilisé l�hypotèse (2.43) que 
 � B
�
0; 1

2

�
.

Démonstration. Du Théorème 17 : Par des arguments donnés au début
de cette section, on suppose sans perte de généralité que (2.43) est véri�ée.
On pose

� = inf
�
�(x) ; x 2 


	
, (2.145)
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qui est un nombre positif par le fait de la continuité de �(x) sur 
 (lemme
19) et le fait que 
 contient au moins un ensemble de points �k�1

�
Rd
�
-

unisolvant. Posons

h0 =
�

(l + 2)M
, (2.146)

où M est donnée au lemme 10. Soit X = fx1; :::; xNg un ensemble �ni de
points de Rd et soit h = hX donné par (2.40). Nous allons donner la preuve
du théorème lorsque

h � min
�
h0; e

�1	 . (2.147)

Soit alors x un point générique de 
. L�essentiel de la preuve sera d�établir
l�existence des points x1;x2; :::; xl de X tels que les conditions du lemme 18
soient satisfaites car dans ce cas le résultat demandé serait une conséquence
de (2.23). D�après la dé�nition (2.134), il existe v2; :::; vl dans 
 tels que
�(x) = jD (x;v2; :::; vl)j. On en déduit donc de (2.145) que

jD (x;v2; :::; vl)j � �. (2.148)

De la dé�nition (2.40) il résulte que

min
1�i�N

kt� xik2 � h, 8t 2 
, (2.149)

comme min
1�i�N

kt� xik2 = kt� xrk2 pour un certain entier r 2 f1; 2; :::; Ng,

alors t 2 B (xr; h). (2.149) implique donc que


 �
N
[
i=1
B (xi; h) . (2.150)

Or
N
[
i=1
B (xi; h) est fermée. Donc


 �
N
[
i=1
B (xi; h) . (2.151)

Aux points x; v2; :::; vl de
 on associe donc les entiers r1; r2; :::; rl 2 f1; 2; :::; Ng
tels que

kx� xr1k2 � h,
kv2 � xr2k2 � h,
...
kvl � xrlk2 � h.

(2.152)
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En notant x1;x2; :::; xl les vecteurs xr1 ; xr2 ; :::; xrl, on a

max fkx� x1k2 ; kv2 � x2k2 ; :::; kvl � xlk2g � h. (2.153)

Montrons à présent que

eX = fx1; :::; xlg est �k�1
�
Rd
�
-unisolvant, i:e:, D (x1;x2; :::; xl) 6= 0.

(2.154)
On va utiliser (2.148), (2.153) et appliquer (2.135) l fois. On a

jD (x; v2; v3; :::; vl)�D (x1;v2; v3; :::; vl)j � M kx� x1k2
jD (x1;v2; v3; :::; vl)�D (x1;x2; v3; :::; vl)j � M kv2 � x2k2
jD (x1;v2; v3; :::; vl)�D (x1;x2; x3; :::; vl)j � M kv3 � x3k2
...

...
...

jD (x1;x2; x3; :::; vl�1; vl)�D (x1;x2; x3; :::; xl�1; vl)j � M kvl�1 � xl�1k2
jD (x1;x2; x3; :::; xl�1; vl)�D (x1;x2; x3; :::; xl�1; xl)j � M kvl � xlk2.

(2.155)
Ainsi

jD (x; v2; v3; :::; vl)�D (x1;x2; x3; :::; xl�1; xl)j � lMh, (2.156)

par suite

jD (x;v2; v3; :::; vl)j � jD (x1;x2; x3; :::; xl)j � lMh, (2.157)

d�où

jD (x1;x2; x3; :::; xl)j � �� lMh � �� lMh0 = 2Mh0 > 0. (2.158)

La dernière étape consiste à prouver l�inégalité

kx� vik2 > 2h, i = 2; :::; l, (2.159)

car dans ce cas (2.153) implique kx� xik2 + h � kx� xik2 + kvi � xik2 �
kx� vik2 > 2h. Donc

kx� xik2 > h, i = 2; :::; l, (2.160)

de telle sorte qu�aucun des points x2; x3; :::; xl n�appartient au segment [x; x1].
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Supposons au contraire que

kx� vkk2 � 2h, (2.161)

pour au moins un entier k 2 f2; 3; :::; lg. Comme 
 � B
�
0; 1

2

�
, dans (2.135)

on pose y1 = x, y2 = vk, uj = vj, j = 2; :::; l. Par conséquent on a

jD (x;v2; v3; :::; vl)j �M kx� vkk2 . (2.162)

D�après (2.146), (2.147), (2.148), (2.161) et (2.162), � � jD (x;v2; :::; vl)j �
M kx� vkk2 � 2Mh � 2Mh0 < �, ce qui est contradictoire. Par suite

(2.159) est véri�ée. Comme (2.60) est contenu dans (2.153), la seule hypo-
thèse à véri�er dans le lemme 18 est l�hypothèse (2.61) où nous utilisons la

dé�nition (2.133) des coe¢ cients f
1; 
2; :::; 
lg. Pour i = 2; :::; l, notons queeX � B
�
0; 1

2

�
nous permet d�estimer le numérateur de (2.133). De même dans

(2.135) si l�on prend y1 = x1; y2 = x et ui = xi, i = 2; :::; l, alors

jD (x1;x2; :::; xi�1;x; xi+1; :::; xl)j �M kx� x1k2 . (2.163)

Ainsi (2.133), (2.60), (2.146), (2.158) et (2.163) implique

j
ij �
Mh

�� lMh0
=

h

2h0
, i = 2; :::; l. (2.164)

Dans (2.135) si l�on prend y1 = x; y2 = x1 et ui = xi, i = 2; :::; l, alors

j
1 � 1j =
����D (x; x2; :::; xl)D (x1;x2; :::; xl)

� 1
���� =

jD (x; x2; :::; xl)�D (x1;x2; :::; xl)j
jD (x1;x2; :::; xl)j

� M kx� x1k2
�� lMh0

� Mh

2Mh0
=

h

2h0
:

(2.165)
Il s�en suit de (2.164) et (2.165), que (2.61) est satisfait en posant

ec = 1

2h0
, (2.166)

qui est une constante qui ne dépend que de d, k et 
. De plus les modi�cations

de tous les arguments précédents quand d = k = 1 sont plus simples. La

preuve du théorème 17 est alors complète.
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2.2 Quelques applications de la méthode de
la fonction puissance

Dans le cas où d = k = 2 on a � (r) = r2 ln r ; l = dim �1 (R2) = 3. Il s�en
suit les théorèmes suivants :

Théorème 21 (Powell) : Si x 2 R2 est sur un segment joignant deux points
donnés x1; x2, alors l�erreur entre une fonction f : R2 �! R et sa thin plate
spline interpolant, sf;X , est bornée par l�inégalité

jf (x)� sf;X (x)j �
�
ln 2

16�

� 1
2

jf j2 h, (2.167)

où h = kx1 � x2k2 et j�j2 désigne la semi-norme associée au produit semi-
scalaire h:; :i.

Démonstration. Soit x 2 [x1; x2] de la forme

x = �x1 + (1� �)x2 pour un certain � 2 [0; 1] . (2.168)

Nous pouvons alors poser

x =
3X
i=1

�ixi avec �1 = �; �2 = 1� �; �3 = 0, (2.169)

où x3 est tel que (x1; x2; x3) est un triangle non dégénéré. Prenons eX =

fx1; x2; x3g et (e1; e2) la base canonique de R2. Soient q1; q2; q 2 �1 (R2) tels
que

8y = (y1; y2) 2 R2
8<:

q1 (y) = y(1;0) = y1
q2 (y) = y(0;1) = y2
q (y) = y(0;0) = 1.

(2.170)

On sait d�après (2.18) que 8p 2 �1 (R2), p (x) =
3P
j=1


jp (xj) avec 
j = pj (x).
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En appliquant cette propriété à q1 (x), q2 (x) et q (x), on a

(x; e1) =

 
3P
j=1


jxj; e1

!
,

(x; e2) =

 
3P
j=1


jxj; e2

!
,

3P
j=1


j = 1.

(2.171)

D�où  
x�

3P
j=1


jxj; e1

!
= 0, 

x�
3P
j=1


jxj; e2

!
= 0,

3P
j=1


j = 1.

(2.172)

(2.172) implique 8>><>>:
x =

3P
j=1


jxj,

3P
j=1


j = 1.
(2.173)

Les 
j = pj (x), j = 1; :::; 3, sont donc les coordonnées barycentriques de x
par rapport à x1; x2; x3. Or d�après (2.169)

x =
3P
j=1

�jxj,

3P
j=1

�j = 1, 0 � �j � 1, j = 1; :::; 3.
(2.174)

Par unicité de la solution du système (2.174), on a

�j = 
j = pj (x) , j = 1; :::; 3. (2.175)

Ainsi, d�après (2.42), (2.169) et le fait que c2;2 = 1
8�
d�après (1.158), on a

�
�
x; eX� = 1

8�

(
3X

r;s=1

�r�s� (kxr � xsk2)� 2
3X
r=1

�r� (kx� xrk2)
)
, (2.176)
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d�où

�
�
x; eX� = 1

8�

�
3P

r;s=1

�r�s� (kxr � xsk2)� 2
3P
r=1

�r� (kx� xrk2)
�

= 1
8�

(
[�1�2� (kx2 � x1k2) + �1�2� (kx1 � x2k2)]
�2 [�1� (kx� x1k2) + �2� (kx� x2k2)]

)
= 1

8�
[2�1�2� (h)� 2�1� ((1� �)h)� 2�2� (�h)]

= 1
4�
� (1� �)h2

�
lnh� (1� �) ln (1� �)� (1� �) lnh

�� ln�� � lnh

�
= 1

4�
� (1� �)h2 [(�� 1) ln (1� �)� � ln�].

(2.177)
L�étude des variations sur [0; 1] des fonctions

'1 : � 7�! � (1� �),
'2 : � 7�! (�� 1) ln (1� �)� � ln�,

(2.178)

montre que A1
�
1
2
; 1
4

�
est le maximum de '1 et A2

�
1
2
; ln 2

�
est le maximum

de '2. Ainsi

� (1� �) � 1
4

(�� 1) ln (1� �) �� ln� � ln 2

�
, 0 � � � 1. (2.179)

D�où

�
�
x; eX� � ln 2

16�
h2, (2.180)

et

jf (x)� sf;X (x)j �
�
ln 2

16�

� 1
2

jf j2 h. (2.181)

Théorème 22 (Powell) : Si x 2 R2 est à l�interieur d�un triangle formé par
des points donnés x1; x2; x3, alors l�erreur entre une fonction f : R2 �! R
et sa thin plate spline interpolant, sf;X , est bornée par l�inégalité

jf (x)� sf;X (x)j �
�
ln 3

24�

� 1
2

jf j2 h, (2.182)

où h est la longueur du plus grand côté du triangle et j�j2 désigne la semi-
norme associée au produit semi-scalaire h:; :i.
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Démonstration. Puisque x est à l�interieur du triangle, on peut le re-
présenter comme une combinaison linéaire convexe de x1; x2; x3 i:e,

x =
3P
i=1

�ixi,

3P
i=1

�i = 1, �i � 0, i = 1; :::; 3.
(2.183)

En utilisant le lemme 14, pour tout � > 0, on a

� (�) = �� (�) = 2�1�2�� kx1 � x2k2 + 2�2�3�� kx2 � x3k2
+2�3�1�� kx3 � x1k2 � 2

3P
i=1

�i�� kx� xik2.

(2.184)
Alors, par le lemme 15, on peut minorer �� par �1

2
(�2e)

�1 tel que

�� (�) � 2�1�2�� kx1 � x2k2 + 2�2�3�� kx2 � x3k2
+2�3�1�� kx3 � x1k2 + (�1 + �2 + �3) (�

2e)
�1

= 2�1�2�� kx1 � x2k2 + 2�2�3�� kx2 � x3k2
+2�3�1�� kx3 � x1k2 + (�2e)

�1,

(2.185)

car
3P
i=1

�i = 1. En introduisant �1 = kx2 � x3k22, �2 = kx1 � x3k22 et �3 =

kx1 � x2k22, on a

�� (�) � �1�2�3 ln�
2�3 + �2�3�1 ln�

2�1 + �3�1�2 ln�
2�2 +

�
�2e
��1

.
(2.186)

En tant que fonction de �2, le second menbre de l�inégalité (2.186) a pour

dérivée la fonction

'
�
�2
�
=
1

�2

�
�1�2�3 + �2�3�1 + �3�1�2 �

1

e�2

�
, (2.187)

qui s�annulle pour �2 = fe (�1�2�3 + �2�3�1 + �3�1�2)g�1. Il est donc clair
que le second membre de l�inégalité (2.186) est minimum pour

�2 = fe (�1�2�3 + �2�3�1 + �3�1�2)g�1 . (2.188)
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On obtient ainsi

� (�) � �1�2�3 ln�3 + �2�3�1 ln�1 + �3�1�2 ln�2

� (�1�2�3 + �2�3�1 + �3�1�2) ln (�1�2�3 + �2�3�1 + �3�1�2).
(2.189)

De plus, puisque ln�j � lnh2, j = 1; 2; 3, on a

� (�) � � lnh2 �� ln�, (2.190)

où � = �1�2�3 + �2�3�1 + �3�1�2. Or la fonction � 7�! � lnh2 � � ln�
a pour dérivée la fonction f (�) = lnh2 � ln� � 1 qui est strictement
décroissante et qui s�annulle pour � = h2

e
. Ainsi le second membre de

(2.190) est une fonction croissante de � pour 0 � � � h2

e
. Par ailleurs on a

� � (�1�2 + �2�3 + �3�1)h
2. Comme �1+�2+�3 = 1, on a �1�2+�2�3+�3�1 =

�1 + �2 � �1�2 � �21 ��22. Soit

f : K �! R
(x; y) 7�! x+ y � xy � x2 � y2,

(2.191)

où K est le compact de R2 dé�ni par

K =
�
(x; y) 2 R2; 0 � x � 1; 0 � y � 1, x+ y � 1

	
, (2.192)

et dont sa frontière est

� = Fr (K) = [AB] [ [AC] [ [BC] , (2.193)

avec A (0; 0), B (1; 0), C (0; 1). On a

@f

@x
= 1� y � 2x,

@f

@y
= 1� x� 2y.

(2.194)

(x; y) est un point critique de f () @f

@x
= 0 et

@f

@y
= 0, i:e:,

�
2x+ y = 1
x+ 2y = 1

, soit (x; y) =
�
1

3
;
1

3

�
. (2.195)
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De plus

r =
@2f

@x2
= �2,

s =
@2f

@x@y
= �1,

t =
@2f

@y2
= �2.

(2.196)

La matrice Héssienne de f en
�
1

3
;
1

3

�
a pour déterminant rt � s2 = 3 > 0.

Comme r < 0, le point
�
1

3
;
1

3

�
2

�
K est l�unique maximum relatif de f dont

la valeur est f
�
1

3
;
1

3

�
=
1

3
. Par ailleurs f étant continue sur le compact K,

admet un maximum en un point (a; b) 2 K. On a

f (a; b) = sup
(x;y)2K

f (x; y) , (2.197)

comme
�
1

3
;
1

3

�
2 K, on a

1

3
� f (a; b). D�autres parts on véri�e aisément

que 8 (x; y) 2 �, f (x; y) � 1

4
<
1

3
. Il est donc clair que (a; b) =2 �. Comme

{R2� =
�
{R2K

�
[

�
K et (a; b) 2 K, on a (a; b) 2

�
K. L�unicité du maximum

relatif de f intérieur à K implique (a; b) =
�
1

3
;
1

3

�
. Ainsi f

�
1

3
;
1

3

�
=
1

3
est

le maximum absolu de f sur K. D�où

f (x; y) � 1

3
, 8 (x; y) 2 K, (2.198)

par suite on a

0 � � � f (�1; �2)h
2 � 1

3
h2 � h2

e
, (2.199)

� (�) � � lnh2 �� ln� � 1

3
h2 lnh2 � 1

3
h2 ln

�
1

3
h2
�
=
1

3
h2 ln 3, (2.200)

comme c2;2 = 1
8�
, on a

�
�
x; eX� = c2;2� (�) �

h2

24�
ln 3. (2.201)
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D�où

jf (x)� sf;X (x)j � �
�
x; eX� 1

2 jf j2 �
�
ln 3

24�

� 1
2

jf j2 h. (2.202)

Puisque d = 1 et d = 3 sont les seules autres possibilités véri�ant la condi-
tion k > d

2
lorsque k = 2, nous allons fournir les constantes correspondantes

pour ces deux cas.

Dans le cas où d = 1 et k = 2, la fonction radiale est � (r) = r3 et
l = dim �1 (R) = 2. Nous sommes donc dans le cas de la cubique spline
naturelle d�interpolation aux noeuds x1 < x2 < ::: < xN .

Proposition 23 Soit f 2 V = BL2 (R) l�espace des distributions dont la
dérivée d�ordre 2 est de carré intégrable dans R et h = max

1�i�N�1
(xi+1 � xi).

Alors l�erreur entre f et sa cubique spline interpolant sf;X , est bornée par
l�inégalité

jf (x)� sf;X (x)j �
1

4
p
3
jf j2 h

3
2 , 8x 2 [x1; xN ] . (2.203)

De plus, le facteur 1
4
p
3
ne peut être remplacé par un nombre plus petit indé-

pendant de N et f .

Démonstration. Fixons x 2 [xi; xi+1]. x peut alors s�écrire x = �1xi +
�2xi+1, où �1 = 1 � �, �2 = �, � 2 [0; 1] et i 2 f1; 2; :::; N � 1g. PrenonseX = fxi; xi+1g. Comme c2;1 = 1

12
d�après (1.158), on a

�
�
x; eX� = 1

12

�
3P

r;s=1

�r�s� (kxr � xsk2)� 2
3P
r=1

�r� (kx� xrk2)
�

= 1
12

�
2�1�2� (kxi � xi+1k2)� 2�1� (kx� xik2)

�2�2� (kx� xi+1k2)

�
= 1

12

�
2� (1� �) (xi+1 � xi)

3 � 2
�
(1� �) (x� xi)

3

+� (xi+1 � x)3

��
=

�2 (1� �)2

3
(xi � xi+1)

3 � 1
48
(xi+1 � xi)

3 � 1
48
h3.

(2.204)
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D�où

jf (x)� sf;X (x)j � �
�
x; eX� 1

2 jf j2 �
1

4
p
3
jf j2 h

3
2 , 8x 2 [x1; xN ] . (2.205)

On travaille avec N = l = 2, i:e:, X = eX = fx1; x2g. On sait que si
(Si)1�i�2 est la base de fonctions cardinales associées au problème d�interpo-

lation (1.1), i:e:, Si (xj) = �ij, 1 � i; j � 2, alors sf;X (x) =
2P
i=1

f (xi)Si (x).

D�où sf;X (x) = 0, 8f 2 � = fv 2 V ; v (xi) = 0, 1 � i � 2g. Par ailleurs, no-
tons que pour � =

1

2
et xi+1�xi = x2�x1 = h, (2.204) est une égalité. Ainsi

dans ce cas le second membre de l�inégalité (2.205) vaut

�
�
x; eX� 1

2 jf j2 , (2.206)

pour tout f convenable. Or d�après la dé�nition de  x dépendant de (1.156),
la dé�nition de gx donnée en (1.160), et le fait que � (r) = r3 s�annule en 0,

on a

gx (x) = c2;1

�
2P

r;s=1

pr (x) ps (x)� (kxr � xsk2)� 2
2P
r=1

pr (x)� (kx� xrk2)
�

= �
�
x; eX�.

(2.207)
D�autre part on a vu que gx 2 �0 = � est telle que 8v 2 �0, v (x) = (v; gx). En
prenant f = gx, on a sg;X (x) = 0 et f (x) = gx (x) = (gx; gx) = jgxj22 = jf j

2
2.

D�où

jf (x)� sf;X (x)j = jgx (x)� sgx;X (x)j = jgxj
2
2 , (2.208)

et

�
�
x; eX� 1

2 jf j2 =
�
�
�
x; eX� jf j22� 1

2
= jgxj22 . (2.209)

Les relations (2.208) et (2.209) montrent donc que (2.203) est une égalité

pour N = l = 2, � =
1

2
, h = x2 � x1 et f = gx. Dans (2.203), le facteur 1

4
p
3

ne peut donc être remplacé par un nombre c 2
i
0; 1

4
p
3

h
indépendant de N

et f .
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Dans le cas où d = 3 et k = 2, la fonction radiale est � (r) = r et
l = dim �1 (R3) = 4. Nous sommes donc dans le cas de la fonction radiale
linéaire en dimension 3.

Proposition 24 soit f 2 V = BL2 (R3). On suppose que x 2 R3 est à
l�intérieur ou sur une face d�un tétraèdre dont les sommets x1; x2; x3 et x4
sont 4 des N points d�interpolation de X. Alors l�erreur entre f et sa spline

naturelle linéaire trivariable interpolant sf;X , en x est bornée par l�inégalité

jf (x)� sf;X (x)j �
1

4
p
�
jf j2 h

1
2 . (2.210)

où h est la longueur du plus grand côté du tétraèdre. De plus, le facteur 1
4
p
�

ne peut être remplacé par un nombre plus petit indépendant de N et f .

Démonstration. Prenons eX = fx1; x2; x3; x4g. Alors x =
4P
i=1

�ixi avec

0 � �i � 1, i = 1; 2; 3; 4 et
4P
i=1

�i = 1. Comme au théorème 21 par (2.175),

on montre que �i = 
i = pi (x), i = 1; 2; 3; 4. Par ailleurs on peut d�après le
lemme 18 par (2.76), écrire

�
�
x; eX� = 2ck;d fT1 + T2 � 
1� (kx� x1k2)g ,

avec ck;d = c2;3 = � 1
8�
d�après (1.158), et T1,T2 dé�nis en (2.77) et (2.78)

respectivement. �
�
x; eX� peut donc s�écrire sous la forme

�
�
x; eX� = 1

4�

(
4X
i=1

�i kx� xik2 �
3X
i=1

4X
j=i+1

�i�j kxi � xjk2

)
. (2.211)

Comme dans la preuve du lemme 16 par (2.35), on adopte la notation �̂i = �i,

x̂i = xi, i = 1; 2; 3; 4, �̂5 = �1, x̂5 = x et on considère l�expression
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5P
i=1

5P
j=1

�̂i�̂j kx̂i � x̂jk22 =
4P
i=1

4P
j=1

�i�j kxi � xjk22 + 2
4P
i=1

�i�̂5 kxi � x̂5k22

=
4P
i=1

4P
j=1

�i�j kxi � xjk22 � 2
4P
i=1

�i kx� xik22

= 2

(
3P
i=1

4P
j=i+1

�i�j kxi � xjk22 �
4P
i=1

�i kx� xik22

)
.

(2.212)

Or kx̂i � x̂jk22 = kx̂ik22 � 2x̂ix̂j + kx̂jk
2
2 et

5P
i=1

�̂ix̂i = 0,
5P
i=1

�̂i = 0, donc

5P
i=1

5P
j=1

�̂i�̂j kx̂i � x̂jk22 =
5P
i=1

�̂i kx̂ik22

 
5P
j=1

�̂j

!
� 2

�
5P
i=1

�̂ix̂i

��
5P
i=1

�̂jx̂j

�
+

5P
j=1

�̂j kx̂jk22

 
5P
j=1

�̂i

!
= 0. D�où

3X
i=1

4X
j=i+1

�i�j kxi � xjk22 �
4X
i=1

�i kx� xik22 = 0. (2.213)

En multipliant (2.213) par (4�h)�1 et en additionnant le produit à (2.211),
on en déduit

�
�
x; eX� =

�

4�

�
4P
i=1

�i
kx� xik2

h

�
1� kx� xik2

h

�
�

3P
i=1

4P
j=i+1

�i�j
kxi � xjk2

h

�
1�

kxi � xjk2
h

�)
� �

4�

4P
i=1

�i
kx� xik2

h

�
1� kx� xik2

h

�
� h

16�

4P
i=1

�i

=
h

16�
,

(2.214)

car
kx� xik2

h
, i = 1; 2; 3; 4 et

kxi � xjk2
h

, i; j = 1; 2; 3; 4, i < j, appartiennent

tous à l�intervalle [0; 1], et 8t 2 [0; 1], on a 0 � t (1� t) � 1

4
. D�où

jf (x)� sf;X (x)j � �
�
x; eX� 1

2 jf j2 �
1

4
p
�
jf j2 h

1
2 . (2.215)
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Nous utilisons les mêmes arguments que dans la preuve de la dernière partie

de la proposition 23 pour prouver la dernière partie de la proposition 24
en ramarquant d�abord que (2.214) est une égalité lorsque x est le milieu

du plus grand côté du tétraèdre. Pour ce choix donc de x, on pose f = gx
avec gx dé�ni au (1.160). L�interpolant correspondant à f sur X = eX est

donc sg;X � 0, comme précédemment. L�inégalité (2.210) est donc satisfaite
comme une égalité dans ce cas. Ainsi, dans (2.210), le facteur 1

4
p
�
ne peut

être remplacé par un nombre c 2
i
0; 1

4
p
�

h
indépendant de N et f .

Se reférant à l�article [2] pour la preuve de la proposition, nous énnonçons
sans preuve la proposition suivante :

Proposition 25 Soit f 2 V = BL2 (R3). On suppose que x 2 R3 est à
l�intérieur ou sur une face d�un cube h� h� h dont les sommets sont 8 des

N points d�interpolation de X. Alors l�erreur entre f et sa spline naturelle
linéaire trivariable interpolant sf;X , en x est bornée par l�inégalité

jf (x)� sf;X (x)j �
 
7
p
3� 3

p
2� 3

64�

! 1
2

jf j2 h
1
2 . (2.216)

De plus, le facteur
�
7
p
3�3

p
2�3

64�

� 1
2
ne peut être remplacé par un nombre plus

petit indépendant de N et f .
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Chapitre 3

Le problème de la
quasi-interpolation

3.1 Application pour la résolution d�une équa-
tion di¤érentielle du second ordre raide

Soit 
 un ouvert borné de Rd ayant la propriété de cône et de frontière
@
 lipschitzienne. Dans le chapitre I nous avons montré que le problème
d�interpolation d�une fonction f 2 C (
) sur un ensemble �k�1-unisolvant
X = fx1,...,xNg par un interpolant sf;X de la forme

sf;X (x) =
NX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
+ p (x) , où p 2 �k�1, (3.1)

peut se ramener à

sf;X (x) =

NX
j=1

�jK (x; xj) où K (x; xj) = qj (x) 8x 2 
, (3.2)

les (qj)1�j�N étant ici les représentants sur V (espace fonctionnel où l�on
étudie le problème d�interpolation) des points d�évalution en xj ; i:e:,

v (xj) = (v; qj) , 8v 2 V . (3.3)

Cette méthode demande la résolution d�un système d�équations pour les co-
e¢ cients inconnnus �j. L�idée de la quasi-interpolation est de choisir les
fonctions de base �j telles que
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fj = sf;X (xj) =

NX
k=1

�k�k (xj) = �j, 1 � j � N , (3.4)

c�est à dire
f (xj) = �j, 1 � j � N . (3.5)

Dans cette sous-section l�ensemble X = fx1,...,xNg comprendra n points
intérieurs de 
 et m points du bord @
 ; i:e:, N = n + m, et on posera
sf;X = f �. On considère donc l�équation aux dérivées partielles suivante

Lu (x) = f (x), x 2 
 � Rd,
Qu (x) = g (x), x 2 @
. (3.6)

Soit
(xj)1�j�n � 
 et (xj)n+1�j�n+m � @
. (3.7)

3.2 Résolution utilisant la collocation RBF

Par la méthode de collocation RBF on cherche une solution approchée
u�, du problème (3.6), sous la forme

u� (x) =
n+mX
j=1

�j�j (x) , (3.8)

où �j (x) = �
�
kx� xjk2

�
, � étant une fonction radiale. L etQ étant linéaires,

en remplaçant u� dans (3.6), on a

Lu� (xi) =
n+mX
j=1

�jL�j (xi) = f (xi) , 1 � i � n,

Qu� (xi) =

n+mX
j=1

�jQ�j (xi) = g (xi) , n+ 1 � i � n+m.

On résout donc le système d�inconnus (�j)1�j�n+m,

n+mX
j=1

�jL�j (xi) = f (xi) , 1 � i � n, (3.9)

n+mX
j=1

�jQ�j (xi) = g (xi) , n+ 1 � i � n+m.
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3.3 Résolution utilisant la quasi-interpolation
RBF

Par la méthode utilisant la quasi-interpolation, l�idée est d�interpoler le
terme forcé f de (3.6) en utilisant les splines des fonctions radiales de base
�
�
k:� xjk2

�
. Une bonne approximation u� de la solution u peut alors être

obtenue par résolution de l�équation fondamentale correspondante et un petit
système d�équations correspondant à la condition initiale ou à la condition
limite. On arrive à interpoler le terme forcé f de (3.6) en appliquant les
résultats précédents. On doit donc trouver f � telle que

f � (x) =
n+mX
j=1

�j�
�
kx� xjk2

�
, (3.10)

et

f � (xi) =
n+mX
j=1

�j�
�
kxi � xjk2

�
= f (xi) , i = 1; :::; n. (3.11)

Le système (3.11) s�écrit,
n+mX
j=1

�jL� (xi � xj) = f (xi) , 1 � i � n, (3.12)

si l�on a résolu l�équation fondamentale

L� (x) = � (kxk2) . (3.13)

A la relation (3.12) on ajoute la condition de bord
n+mX
j=1

�jQ� (xi � xj) = g (xi) , i = n+ 1; :::; n+m, (3.14)

correspondant à la deuxième équation de (4.5). La solution approchée u�, du
problème (3.6) est alors obtenue via une solution fondamentale � de (3.13),
et en résolvant le système

n+mX
j=1

�j�
�
kxi � xjk2

�
= f (xi) , i = 1; :::; n, (3.15)

n+mX
j=1

�jQ� (xi � xj) = g (xi) , i = n+ 1; :::; n+m.
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On prend alors

u� (x) =

n+mX
j=1

�jwj (x) , (3.16)

où (wj)1�j�n+m est telle que

Lwj (x) = L� (x� xj) = �
�
kx� xjk2

�
= �j (x) , 8x 2 
, (3.17)

Qwj (x) = Q� (x� xj) , 8x 2 @
.

Pour la résolution du problème raide on se propose donc d�appliquer la tech-
nique de quasi-interpolation suivante. On suppose que f � s�écrit

f � (x) =
n+mX
j=1

f (xj)�
�
kx� xjk2

�
, (3.18)

i:e:, dans (3.10)
�j = f (xj) , 1 � j � n+m. (3.19)

Notons qu�un tel choix est possible lorsqu�on prend par exemple

�i (xj) = �ij, 1 � i; j � n+m. (3.20)

Nous avons vu aux chapitres I et II que f � possède un ordre d�approximation
O (h�) de f , i:e:, il existe une constante C telle que

kf � � fk1 � Ch�, (3.21)

où h désigne la densité des points donnés par

h = max
x2


min
xj

kx� xjk . (3.22)

(3.17), (3.18) et (3.21) impliquent




L
n+mX
j=1

f (xj)wj � f







1

� Ch�. (3.23)

Pour trouver une approximation u� de la solution u de (3.6), on reécrit f �

sous la forme générale (3.1) ; i:e:,

f � =
n+mX
j=1

�j�j + p; où p 2 �k�1, (3.24)
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les
�
�j
�
1�j�n+m étant choisies de manière à véri�er (3.20). Sachant que (3.17)

est véri�ée, (3.24) s�écrit

f � = L

"
n+mX
j=1

�jwj

#
+ p.

On prend alors

u� =
n+mX
j=1

�jwj + v, (3.25)

où v 2 �k�1, est telle que
Lv = p. (3.26)

Il est donc clair que
Lu� = f �. (3.27)

Par ailleurs (3.20), (3.18), (3.24) et (3.26) impliquent

f (xi) = f � (xi) = �i + Lv (xi) , 1 � i � n+m. (3.28)

On a donc

�i = f (xi)� Lv (xi) , 1 � i � n+m. (3.29)

D�après (3.25) u� s�écrit donc

u� =
n+mX
j=1

[f (xj)� Lv (xj)]wj + v. (3.30)

L�élément v sera déterminé de telle sorte que u� véri�e les conditions aux

limites de (3.6) ; i:e:,

Qu� (xi) = g (xi) , n+ 1 � i � n+m. (3.31)

Pour simpli�er, on suppose que 
 = ]a; b[ et les points donnés sont

a = x0 < x1 < ::: < xn = b. (3.32)

La densité h des points donnés est alors

h = max
1�j�n

(xj � xj�1) . (3.33)
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Pour f 2 C2 [x0; xn] et les données fxj; fjgnj=0, le quasi-interpolant donné par
Wu et Schaback ([49]) est

Ldf (x) = f0�0 (x)+f1�1 (x)+
n�2X
j=2

fj j (x)+fn�1�n�1 (x)+fn�n (x) , (3.34)

où

�0 (x) =
1

2
+
�1 (x)� (x� x0)

2 (x1 � x0)
, (3.35)

�1 (x) =
�2 (x)� �1 (x)

2 (x2 � x1)
� �1 (x)� (x� x0)

2 (x1 � x0)
,

 j (x) =
�j+1 (x)� �j (x)

2 (xj+1 � xj)
�
�j (x)� �j�1 (x)

2 (xj � xj�1)
, j = 2; :::; n� 2,

�n�1 (x) =
(xn � x)� �n�1 (x)

2 (xn � xn�1)
� �n�1 (x)� �n�2 (x)

2 (xn�1 � xn�2)
,

�n (x) =
1

2
+
�n�1 (x)� (xn � x)

2 (xn � xn�1)
.

Si l�on choisi par exemple pour fonction radiale les splines linéaires, i:e:
� (r) = r, on aura �j (x) = �

�
kx� xjk2

�
= jx� xjj, et on véri�e facile-

ment que les fonctions �0, �1,
�
 j
�
2�j�n�2, �n�1, �n sont telles que pour

i = 0; 1; 2; :::; n� 2; n� 1; n, on a :

�0 (xi) = �i0, (3.36)

�1 (xi) = �i1,

 j (xi) = �ij,

�n�1 (xi) = �in�1,

�n (xi) = �in.

Pour le choix � (r) = r, si l�on dé�nit les fonctions (	j)0�j�n par

	0 = �0, (3.37)

	1 = �1,

	j =  j, 2 � j � n� 2,
	n�1 = �n�1,

	n = �n,
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on peut véri�er que

	j (x) =

8>>>>><>>>>>:

0; x � xj�1
x� xj�1
xj � xj�1

; xj�1 � x � xj

xj+1 � x

xj+1 � xj
; xj � x � xj+1

0 xj+1 � x,

(3.38)

et
	j (xi) = �ij, i; j = 0; :::; n. (3.39)

Ldf (x) =
nX
j=0

fj	j (x) , (3.40)

est donc un exemple simple de quasi-interpolation. Comme dans ( [22]), nous

allons appliquer la méthode au problème raide suivant :

"u00 (x) + u0 (x) = f (x) , x 2 (0; 1) , (3.41)

u (0) = a, u (1) = b, (3.42)

où " > 0 est un petit paramètre constant. Il est bien connu que quand le

paramètre " est très petit et f (x) � 0, la solution forme une couche limite
au voisinage de 0, et pour cela, on choisi proportionnellement plus de points

auprès de la couche limite en prenant un total de (n+ 5) points donnés

yj = sign (j)

�
j

n

�p
, j = �2;�1; :::; (n+ 2) , p 2 N �. (3.43)

sign (j) =

8<:
�1 si j < 0,
0 si j = 0,
1 si j > 0.

(3.44)

Notons que la méthode permet une sensibilité de choisir des points hors du

domaine pourvu que les fonctions de base soient bien dé�nies. Nous supposons

en premier lieu une quasi- interpolation du terme forcé de (3.41) en utilisant
les fonctions linéaires de base (elles seront changées plus tard en multiqua-
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driques si bien que les dérivées des fonctions peuvent aussi être approchées.)

f � (x) =
n+2X
j=�2

f (yj)B
1
j (x)

�= f (x) , (3.45)

où B1
j est une fonction linéaire de base B-spline donnée par

B1
j (x) =

jx� yj+1j � jx� yjj
2 (yj+1 � yj)

� jx� yjj � jx� yj�1j
2 (yj � yj�1)

. (3.46)

On a

y�2 =
(�1)p+1 2p

np
, (3.47)

y�1 =
(�1)p+1

np
,

y0 = 0,

y1 =
1

np
,

y2 =
2p

np
,

yn = 1,

yn+1 =
(n+ 1)p

np
,

yn+2 =
(n+ 2)p

np
.

Si p est pair on a :

y�2 < y�1 < y0 < y1 < y2 < ::: < yn < yn+1 < yn+2, (3.48)

B1
�2 (x) =

1

2
+
jx� y�1j � jx� y�2j

2 (y�1 � y�2)
,

B1
n+2 (x) =

1

2
+
jx� yn+1j � jx� yn+2j

2 (yn+2 � yn+1)
.
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Si p est impair on a :

y0 < y�1 = y1 < y�2 = y2 < ::: < yn < yn+1 < yn+2, (3.49)

B1
�1 (x) = B1

1 (x) ,

B1
�2 (x) = B1

2 (x) ,

B1
n+2 (x) =

1

2
� jx� yn+2j � jx� yn+1j

2 (yn+2 � yn+1)
.

B1
j (x) étant une combinaison linéaire de �j (x) = �

�
kx� xjk2

�
= jx� xjj

(� (r) = r), avant de résoudre les équations LWj (x) = B1
j (x), on résout

d�abord l�équation L� (x) = � (kxk2) = jxj. Notons que si � (x) = x2=2�"x;
alors "�00 (x) + �0 (x) = x. Ainsi, si � (x) = (x=2� ") jxj, alors L� (x) = jxj,
sauf au point x = 0. Puisque la fonction � (x) n�est pas C2 (
), on remplace
l�approximation en utilisant les multiquadriques comme suit : Soit

� (x) = (x=2� ")
p
c2 + x2, (3.50)

alors "�00 (x) + �0 (x) �= jxj (l�erreur exacte sera donnée plutart). En outre,
si on dé�nit

Wj (x) =
� (x� yj+1)� � (x� yj)

2 (yj+1 � yj)
� � (x� yj)� � (x� yj�1)

2 (yj � yj�1)
, (3.51)

alors "W 00
j (x) + W 0

j (x)
�= B1

j (x). Le schéma donné de quasi-interpolation
pour résoudre l�équation (3.41) est

uq (x) =
n+2X
j=�2

f (yj)Wj (x) , (3.52)

qui satisfait clairement Luq (x) =
n+2X
j=�2

f (yj)LWj (x) �=
n+2X
j=�2

f (yj)B
1
j (x)

�=

f (x). En outre, pour une certaine fonction v (x) 2 C2 (
), si vq (x) = v (x)�
n+2X
j=�2

("v00 (yj) + v0 (yj))Wj (x), alors "v00q (x) + v
0
q (x)

�= 0. De (3.41), la quasi-

interpolation pour la solution devient

u� (x) = v (x) +

n+2X
j=�2

[f (yj)� ("v00 (yj) + v0 (yj))]Wj (x). (3.53)
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Pour satisfaire la condition limite (3.42), on pose v (x) = v0 + v1x. Les deux

paramètres libres v0 et v1 peuvent alors être trouvés en résolvant les équations

simples suivantes :

u (0) = a = u� (0) = v0 +

n+2X
j=�2

[f (yj)� v1]Wj (0) , (3.54)

u (1) = b = u� (1) = v0 + v1 +
n+2X
j=�2

[f (yj)� v1]Wj (1) . (3.55)

Dans le cas où a = 0 et b = 1, v0 et v1 peuvent être obtenus facilement par :

v1 =
1 +

XN+2

j=�2
f (yj) (Wj (0)�Wj (1))

1 +
XN+2

j=�2
(Wj (0)�Wj (1))

, (3.56)

v0 =
N+2X
j=�2

[v1 � f (yj)]Wj (0) . (3.57)

La solution numérique de l�équation peut alors être obtenue en utilisant

(3.53). Le schéma numérique correspondant à l�équation homogène (f (x) � 0)

"u00 (x) + u0 (x) = 0, x 2 ]0; 1[ , (3.58)

u (0) = 0, u (1) = 1,

dont la solution exacte est donnée par

u (x) =
1� e�x="

1� e�1="
, (3.59)

donne une très bonne approximation de la solution comme cela sera montré

dans les applications numériques.
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3.4 Les majorations de l�erreur

En dérivant deux fois la fonction � (x) = (x=2� ")
p
c2 + x2, on trouve

�0 (x) =
x4 � "x3 + 3

2
c2x2 � "c2x+ 1

2
c4

(c2 + x2)3=2
, (3.60)

�00 (x) =
x3 + 3

2
c2x2 � "c2

(c2 + x2)3=2
,

"�00 (x) + �0 (x) =
x4 + 3

2
c2x2 + 1

2
"c2x� "2c2 + 1

2
c4

(c2 + x2)3=2
.

On a donc jjxj � "�00 (x)� �0 (x)j �
�����jxj � x4

(c2 + x2)3=2

�����
+

����� 32c2x2 + 1
2
"c2x� "2c2 + 1

2
c4

(c2 + x2)3=2

����� = T1 + T2, où

T1 = jxj
�����1� jxj3

(c2 + x2)3=2

����� = jxj
 
1� jxj3

(c2 + x2)3=2

!
, (3.61)

et

T2 =

����� 32c2x2 + 1
2
"c2x� "2c2 + 1

2
c4

(c2 + x2)3=2

����� . (3.62)

Pour tout x 6= 0, on a T1 = jxj
 
1� jxj3

(c2 + x2)3=2

!
= jxj

0BBB@1� 1�
1 +

c2

x2

�3=2
1CCCA.

On pose � = arctan
c

jxj , donc 0 < � <
�

2
et tan� =

c

jxj , par suite,

T1 = c
1� cos3 �
tan�

. (3.63)

On applique donc le théorème des accroissement �nis aux fonctions g (�) =
1 � cos3 � et l (�) = tan� sur [0; �]. Il existe �1; �2 2 ]0; �[ tels que g (�) �
g (0) = �g0 (�1) et l (�)� l (0) = �l0 (�2). On trouve après calculs,

T1 = c
�
3 sin �1 cos

2 �1 cos
2 �2
�
=
3c

2

�
sin 2�1 cos �1 cos

2 �2
�
� 3

2
c. (3.64)
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On a

T2 �
3
2
c2x2 + 1

2
"c2 jxj+ "2c2 + 1

2
c4

(c2 + x2)3=2
�

3
2
c2 (x2 + c2) + 1

2
"c (c2 + x2) + "2 (c2 + x2)

(c2 + x2)3=2

+
1
2
c4

(c2 + x2)3=2
.

Après simpli�cation on obtient donc

T2 �
3
2
c2 + 1

2
"c+ "2

(c2 + x2)1=2
+
1

2
c � 7

2
c, si " � c. (3.65)

Ainsi
jjxj � "�00 (x)� �0 (x)j � T1 + T2 � 5c. (3.66)

Notons h = max
�2�j�(n+1)

(yj+1 � yj), et h = min
�2�j�(n+1)

(yj+1 � yj). Puisque

T1 + T2 � 5c, nous avons��"W 00
j (x) +W 0

j (x)�B1
j (x)

�� � 10c

h
. (3.67)

Si u (x) est la solution exacte de l�équation et u� (x) est la solution numérique
utilisant la quasi-interpolation, nous avons alors

��" (u� � u)00 + (u� � u)0
�� �

kfk 9c
h2
+ kf 00kh2, où kf 00kh2 est l�erreur sur les fonctions de base linéaires

d�interpolation et kfk 9c
h2
est l�erreur causée par la quasi -interpolation aux

fonctions de base linéaires d�interpolation. Dans les précédents calculs, si
nous utilisons la solution exacte de l�équation fondamentale, l�erreur sera en
outre améliorée et sera indépendante du paramètre de raideur ". De plus, si
nous dé�nissons

F (x) =

Z x

0

0@1� e

t� x

"

1A f (t) dt, (3.68)

alors la solution exacte de l�équation di¤érentielle avec condition limite ho-
mogène peut être écrite comme

u0 (x) = F (x)� F (1)
1� e�x="

1� e�1="
. (3.69)
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Il est alors aisé d�estimer cela par

kF (x)k1 �
Z x

0

jf (t)j dt �
Z 1

0

jf (t)j dt � kfk1 . (3.70)

Ainsi, nous avons ku0 (x)k1 � 2 kFk1 � 2 kfk1. Puisque les deux solutions
exactes et la solution numérique satisfont les mêmes conditions aux limites, la

fonction u0 = u��u satisfait la condition limite nulle, et donc nous obtenons
l�estimation d�erreur suivante

ku� � uk1 � 2
�
kfk 9c

h2
+ kf 00k1 h

2
�
. (3.71)

si " � c. Puisque l�amplitude de " dans le précédent problème raide est

normalement très petit (" << h), l�estimation d�erreur précédente indique
que nous pouvons même obtenir une solution plus exacte en dimunuant la

valeur de c. C�est très di¤érent selon plusieurs méthodes numériques d�exis-
tence pour résoudre les problèmes raides qui d�habitude donnent une solution

moins exacte quand " est plus petit. par exemple , on peut choisir c tel que

" � c �
�
hh
�2
, (3.72)

a�n que l�estimation d�erreur devienne

ku� � uk1 � kh
2
. (3.73)

Dans les calculs précédents, nous prenons simplement " = c pour une véri�-
cation des erreurs.

3.5 Résolution du problèmemodèle du champ
classique d�un méson.

Avant d�aborder cette section nous allons d�abord rappeler quelques no-
tions éssentielles sur les opérateurs linéaires non-bornés et sur les semi-
groupes ainsi que les résultas des théorèmes qui constituent l�outil éssentiel
de l�étude du problème modèle du champ classique d�un méson.
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3.5.1 Opérateurs linéaires non-bornés

Dans les paragraphes de 3.5.1 à 3.5.5 nous utilisons les dé�nitions et
théorèmes qu�on retrouve dans [4] et [50].

Dé�nition 26 Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur
linéaire non borné de E dans F toute application linéaire A : D (A) � E �!
F dé�nie sur un sous-epace vectoriel D (A) � E, à valeur dans F . D (A) est
le domaine de A.
On dit que A est borné s�il existe une constante c � 0 telle que

kAuk � c kuk 8u 2 D (A) . (3.74)

On appelle Graphe de A, la partie G (A) = [
u2D(A)

[u;Au] � E � F .

On appelle Image de A, la partie R (A) = [
u2D(A)

Au � F .

On appelle Noyau de A, la partie N (A) = fu 2 D (A) ; Au = 0g � E.

Dé�nition 27 On dit qu�un opérateur A est fermé si G (A) est fermé dans
E � F .

Remarque 28 Pour prouver qu�un opérateur A est fermé on procède géné-
ralement de la manière suivante. On prend une suite (un) dans D (A) telle
que un ! u dans E et Aun ! f dans F . Il s�agit ensuite de véri�er que
(a) u 2 D (A)
(b) f = Au
Si A est fermé, alors N (A) est fermé.
En pratique, la plupart des opérateurs non-bornés que l�on rencontrera

sont fermés et à domaine dense dans E.
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3.5.2 Adjoint d�un opérateur non-borné

Dé�nition 29 de l�adjoint A�. Soit A : D (A) � E �! F un opérateur non
borné à domaine dense. On va dé�nir un opérateur non-borné A� : D (A�) �
F 0 �! E 0 comme suite. On pose

D (A�) = fv 2 F 0 ; 9 c � 0 tel que jhv; Auij � c kuk 8u 2 D (A)g . (3.75)

Il est clair que D (A�) est un sous espace vectoriel de F 0. On va mainte-
nant dé�nir A�v pour tout v 2 D (A�)

Etant donné v 2 D (A�) on considère l�application g : D (A) � E �! R
dé�nie par g (u) = hv; Aui 8u 2 D (A). On a jg (u)j � c kuk 8u 2 D (A).
Grâce au théorème de Hahn-Banach on sait que g peut être prolongée en une
application linéaire f : E �! R telle que jf (u)j � c kuk 8u 2 E ; par suite
f 2 E 0. On remarquera que le prolongement de g est unique puisque f est

linéaire continue sur E et que D (A) est dense. On pose A�v = f . Il est clair
que A� est linéaire. L�opérateur A� : D (A�) � F 0 �! E 0 est appélé l�adjoint

de A. On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lie A et A� :

hv; AuiF 0;F = hA�v; uiE0;E 8u 2 D (A) , 8v 2 D (A�) . (3.76)

Remarque 30 Dans la dé�nition précédente si E est un espace de Hilbert,
en identi�ant E à son dual E 0, on dé�nit l�adjoint A� de l�opérateur li-
néaire A : D (A) � E �! E, avec D (A) = E, par A� : D (A�) � E �!
E véri�ant (u;Av) = (A�u; v), 8u 2 D (A�), 8v 2 D (A) où D (A�) =

fu 2 E : 9f 2 E ; (u;Av) = (f; v) ;8v 2 D (A)g. Pour u 2 D (A), on pose
alors A�u = f . L�opérateur A, est dit auto-adjoint si A = A� i:e:;

(u;Av) = (Au; v) , 8u; v 2 D (A) . (3.77)

L�opérateur A est dit skew-adjoint si A = �A� i:e:;

(u;Av) = � (Au; v) , 8u; v 2 D (A) . (3.78)
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3.5.3 Opérateur symétrique

Dé�nition 31 Un opérateur linéaire B : D (B) � E �! E sur l�espace de
Hilbert E est dit symétrique si et seulement si D (B) = E et

(Bu; v) = (u;Bv) , 8u; v 2 D (B) . (3.79)

L�opérateur B est dit skew-symétrique si et seulement si

(Bu; v) = � (u;Bv) , 8u; v 2 D (B) . (3.80)

Dé�nition 32 Un opérateur A : D (A) � E �! E sur un espace de Hilbert
réel E est dit monotone ou dissipatif si

(Au� Av; u� v) � 0 8u; v 2 D (A) . (3.81)

De plus, l�opérateur A est dit strictement monotone si

(Au� Av; u� v) > 0 8u; v 2 D (A) , avec u 6= v. (3.82)

Finalement l�opérateur A est dit fortement monotone s�il existe une constante
c > 0 telle que

(Au� Av; u� v) � c ku� vk2 8u; v 2 D (A) . (3.83)

Si l�opérateur A est linéaire, alors la condition de monotonicité précédente
est équivalente à la simple condition de positivité

(Au; u) � 0 8u 2 D (A) , (3.84)

et la condition fortement monotone est équivalente à

(Au; u) � c kuk2 8u 2 D (A) . (3.85)

Dé�nition 33 Un opérateur linéaire non-borné A : D (A) � E �! E sur
un espace de Hilbert réel E est dit maximal monotone s�il est monotone et si

R (I + A) = E i:e:; 8f 2 E; 9u 2 D (A) tel que u+ Au = f . (3.86)
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Proposition 34 Soit A : D (A) � E �! E un opérateur linéaire non-borné
sur un espace de Hilbert réel E. Si A est maximal monotone, alors

a) D (A) est dense dans E
b) A est fermé
c) pour tout � > 0; (I + �A) est bijectif de D (A) sur E, (I + �A)�1 est

un opérateur borné et


(I + �A)�1




L(E) � 1.

3.5.4 Extension de Friedrichs des opérateurs symétriques

On écrit A � B si l�opérateur B est une extension de l�opérateur A i:e:,

D (A) � D (B) et Au = Bu 8u 2 D (A) . (3.87)

Soit A : D (A) � E �! E un opérateur linéaire symétrique. On considère
l�équation

Au = f , u 2 D (A) . (3.88)

Cette équation correspond à un problème aux limites classique pour une
équation linéaire élliptique, donc en principe le problème (3.88) n�est pas
solvable pour tout f 2 E. Alors à travers (3.88), on étudie les deux problèmes
généralisés

AFu = f , u 2 D (AF ) , (3.89)

(u;Av) = (f; v) pour u �xé dans XE et pour tout v 2 D (A) , (3.90)

ici A � AF . En résumé, on montrera que (3.89) et (3.90) sont équivalents et

pour tout f 2 E, les deux équations ont une unique solution. Cette solution
peut aussi être obtenue par le problème variationnel suivant :

1

2
(u; u)E � (f; u) = min!, u 2 XE. (3.91)

On fait l�hypothèse suivante :

(H) L�opérateur linéaire A : D (A) � E �! E est symérique sur l�espace
de Hilbert E avec D (A) = E et A est fortement monotone, i:e (Au; u) �
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c kuk2 pour tout u 2 D (A) et c > 0 �xé. Le but est de construire les ex-
tensions A � AF � AE, où AF est appelé extension de Friedrichs et AE est

appelé extension énergétique de A. Notons que l�image X�
E de l�opérateur

AE : XE �! X�
E demeure dans l�espace d�origine E. L�espace énergétique

XE est le complété de D (A) par rapport au produit scalaire énergétique

(u; v)E = (Au; v) 8u; v 2 D (A) . (3.92)

Théorème 35 (Friedrichs) On suppose que l�hypothèse (H) est véri�ée. Alors
(a) il existe une extension auto-adjointe AF : D (AF ) � E �! E de

l�opérateur A avec D (AF ) � XE � E et

(AFu; u) � c kuk2 8u 2 D (AF ) .

(b) l�opérateur inverse A�1F : E �! E existe et est linéaire, continu, et
auto-adjoint. Par conséquent, pour chaque f 2 E, l�équation (3.88) a une

unique solution.
(c) l�opérateur A�1F : E �! XE est linéaire continu.
(d) les injections XE � E � X�

E sont continues.
(e) l�opérateur AF a l�extension AE : XE �! X�

E, où AE est l�application
duale de X�

E, i:e:; AE est un homéomorphisme avec

hAEu; vi = kuk2E pour tout u 2 XE.

De plus,
A�1F f = A�1E f pour tout f 2 E.

(f) si l�injection XE � E est compacte, alors l�opérateur A�1F : E �! E
est compact.

Corollaire 36 Pour f 2 E donné, les problèmes (3.89), (3.90) , et (3.91)
sont mutuellement équivalents. Chaque solution du problème original (3.88)

est aussi une solution de (3.89), (3.90), et (3.91).
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Démonstration.Montrons que (3.88))(3.89). En e¤et, commeA � AF ,
toute solution u 2 D (A) de (3.88) véri�e u 2 D (AF ) et Au = AFu.
d�où AFu = f avec u 2 D (AF ). Ainsi (3.88))(3.89). De plus, comme AF
est auto-adjoint, on a (AFu; v) = (u;AFv) = (u;Av) v 2 D (A). Puisque

D (AF ) � XE, on en déduit que (3.89))(3.90). On montre que les implica-
tions réciproques sont aussi vraies.

La preuve du théorème de Friedrichs repose sur le corollaire précédent,
elle est donnée dans [50].

3.5.5 Notion de semi-groupe

Dé�nition 37 Un semi-groupe fS (t)g sur un espace de Banach E est une
famille d�opérateurs S (t) : E �! E pour tout t � 0, véri�ant

(a) S (t+ s) = S (t)S (s) 8t; s � 0,
(b) S (0) = I où I est l�identité de E.

(3.93)

Le générateur B : D (B) � E �! E du semi-groupe fS (t)g est dé�nit
par

Bw = lim
t!0+

S (t)w � w

t
où w 2 D (B) , et si cette limite existe. (3.94)

Un groupe à un paramètre fS (t)g sur l�espace de Banach E est une fa-
mille d�opérateurs S (t) : E �! E 8t 2 R avec (a) et (b) 8t; s 2 R. Toutes
fois les générateurs sont aussi appelés générateurs in�nitésimaux.

Exemple 38 On considère l�équation di¤érentielle�
up (t) = Bu (t) sur R+

u (0) = w
(3.95)

Soit B : E �! E un opérateur linéaire continu sur l�espace de Banach
E: On pose S (t) = etB où

etB =

1X
n=0

tnBn

n!
. (3.96)

Cette série converge sur l�espace de Banach L (E;E) pour tout t 2 R, i:e:;
cette série converge par rapport à la norme d�opérateur. fS (t)g est un groupe
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à un paramètre et la solution de (3.95) est donnée par

u (t) = S (t)w. (3.97)

En e¤et d�aprrès (3.95) �
up (0) = Bu (0)
u (0) = w,

(3.98)

or

up (0) = lim
t!0+

u (t)� u (0)

t
= lim

t!0+
u (t)� w

t

et Bu (0) = Bw = lim
t!0+

S (t)w � w

t
.

Considerons maintenant le problème

(P)

8>>>>><>>>>>:

@2u

@t2
��u+m2u = ��u3 sur 
� ]0; T [ ,

u (x; 0) = u0 (x) sur 
 ,
@u

@t
(x; 0) = v0 (x) sur 
 ,

u (x; t) = 0 sur @
� ]0; T [

(3.99)

où 
 est un ouvert borné de Rd (d � 1) de frontière @
 régulière. Le nombre
� � 0 est un paramètre réel. Dans le cas où � = 0 on obtient l�équation de
Klein-Gordon décrite dans la mécanique quantique relativiste. Cette équation

est de la forme (L+m2) = 0 où l�opérateur L =
@2

@t2
�� et m est la masse

de la particule. Le problème (3.99) décrit le champ classique u d�un méson de
masse m. Le terme non linéaire ��u3 avec � > 0, décrit le self interaction du
champ. On peut reformuler (3.99) sous forme d�une équation d�opérateurs

upp + Au = f (u) sur ]0; T [
u (0) = u0, up (0) = v0

avec f (u) = ��u3. (3.100)

On pose X = L2 (
), D (A) = C10 (
) où C10 (
) est l�ensemble des fonctions
u 2 C1 (
) à support compact K qui dépend de u. 8u 2 D (A), on a

(Au; u) = (��u; u) +m2 (u; u)
(Au; u) = (ru;ru) +m2 (u; u) � m2 (u; u).

(3.101)
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Soit eA : D � eA� � X �! X l�extension de Friedrichs de A. Alors les espaces
d�énergie de A et �� sont les mêmes en norme équivalente, i:e:; l�espace

d�énergie de A est égal à XE =
�
W

1

2 (
).

Lemme 39 Soit 
 � R3 un ouvert borné. Alors l�opérateur

g :
�
W

1

2 (
) �! L2 (
)
u 7�! u3

est localement lipschitzien continu. (3.102)

Démonstration. Soit u; v 2 C10 (
) tels que kuk � r ; kvk � r (k:k

norme sur
�
W

1

2 (
)) par l�inégalité de Hölder basée sur
1

3
+
2

3
= 1, on a

kf (u)� f (v)k2 = k(u� v) (u2 + uv + v2)k2
� ku� vk6 ku2 + uv + v2k23
� ku� vk6

�
kuk26 + kuk6 kvk6 + kvk

2
6

�2
.

(3.103)

On va montrer que
�
kuk26 + kuk6 kvk6 + kvk

2
6

�2 � C où C est une constante.

Lemme 40 Soit 
 � R3 un ouvert borné. Alors l�injection
�
W

1

2 (
) � L6 (
)
est continue.

Démonstration. Soit x = (�; �; �) et u 2 C10 (
). L�intégration de

(u4)� = 4u3u� donne ju (x)j4 =
Z x

�1
4u3u�d� � 4

Z +1

�1
ju3u�j d�. En rem-

plaçant � par �, on obtient

ju (x)j6 � 23
�Z +1

�1

��u3u��� d��1=2 ��Z +1

�1

��u3u��� d��1=2�Z +1

�1

��u3u��� d��1=2 .
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On intègre sur 
 et on applique l�inégalité de Hölder basée sur
1

2
+
1

2
= 1.

Alors kuk66 � K kuk
18
4
6 kuk

6
4
6 . Ainsi

kuk6 � K kuk 8u 2 C10 (
) . (3.104)

(3.103) et (3.104))

kf (u)� f (v)k2 � ku� vk6
�
K2 kuk2 +K2 kuk kvk

+K2 kvk2
�2

� 9K4r4 ku� vk6
= C ku� vk6, avec C = 9K4r4

On considère le problème initial suivant :�
upp (t) + Au (t) = f (u (t)), 0 < t <1,
u (0) = u0, up (0) = v0.

(3.105)

On fait les hypothèses suivantes :
(H1) l�opérateur linéaire A : D (A) � X �! X est auto-adjoint et forte-

ment monotone sur le H espace X sur K = R, C.
Soit XE l�espace d�énergie de A avec la norme k:kE, i:e:, XE est le com-

plété de D (A) par rapport au produit scalaire (u; v)E = (Au; v).
(H2) l�opérateur f : XE �! X est lipschitzienne continu i:e:, 8R > 0 il

existe L tel que kf (u)� f (v)k � L ku� vkE pour tout u; v 2 XE

avec kukE � R ; kvkE � R.
On pose v = up. Au lieu de (3.105) on considère le système du premier

ordre �
up

vp

�
=

�
0 I
�A 0

��
u

v

�
+

�
0

f (u)

�
. (3.106)

On pose de plus z = (u; v) et on écrit (3.105) sous la forme�
zp (t) = Cz (t) + F (z (t)), 0 < t <1,
z (0) = z0.

(3.107)

Soit Z = XE �X et D (C) = D (A)�XE.

Hypothèse : On suppose que l�opérateur C : D (C) � Z �! Z est skew-
adjoint et génère un groupe unitaire à un paramètrefS (t)g.
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Corollaire 41 On suppose (H1) et f � 0 i:e:, F � 0. Alors pour chaque
z0 2 D (C), l�équation (3.107) a une solution classique unique dans le sens

de la dé�nition ci-dessous donnée par z (t) = S (t) z0 pour chaque z0 2 Z. La
fonction z est appelée solution milieu de l�équation (3.107).

Dé�nition 42 La fonction z : ]0;1[ �! Z étant donnée,
(i) z est appelée solution classique de (3.107) si et seulement si z 2

C1 (]0;+1[) ; est continue sur [0;+1[ et véri�e (3.107).
(ii) Toute solution z véri�ant

z (t) = S (t) z0 +

Z t

0

S (t� s)F (z (s)) ds, (3.108)

est appelée solution milieu du problème initial (3.107).

Démonstration. Du corollaire 42
On pose B = A1=2. On a (u; u)E = (Bu;Bu) 8u; u 2 XE donc 8z; z 2 Z,

(z; z)Z = (u; u)E + (v; v) = (Bu;Bu) + (v; v)
où (:; :) est le produit scalaire sur X. Notons que Cz = (v;�Au) :
8z; z 2 D (C), (z; Cz)Z = (Bu;Bv)� (v; Au) = (Au; v)� (v; Au).
(Cz; z)Z = (Bv;Bu)� (Au; v) = (v; Au)� (Au; v).
Ainsi (z; Cz)Z = � (Cz; z)Z i:e:; C est skew-symétrique.
De plus R (I � C) = Z. En e¤et, l�équation z = z �Cz est équivalente à

u = u� v, v = v � Au et la dernière équation a la solution

u = (I + A)�1 (u� v), v = � (u� u), part conséquent, les deux opéra-
teurs C et �C sont maximum dissipative. Le théorème suivant conduit à
l�assertion.

Théorème 43 Soit B : D (B) � X �! X un opérateur linéaire sur le
H-espace X sur K = R, C. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) B est le générateur d�un groupe unitaire à un paramètre
(ii) B et �B sont maximaux dissipatifs et D (B) = X
(iii) B est skew-adjoint.
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Notons l�important fait suivant : Puisque (Au; u) � 0 8u 2 D (A) la
résolution de (I + A)�1 : X �! X existe

Théorème 44 On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) précédentes sont
véri�ées. Alors pour chaque z0 = (u0; v0) dans Z, il existe des nombres T > 0
et r > 0 tels que le problème (3.107) ait exactement une solution milieu z 2 Y
avec kz � z0kY � r, où Y = C1 ([�T; T ] ; Z) est muni de la norme usuelle
kzkY = max

�T�t�T
kz (t)kZ.

Pour résoudre le problème initial (3.107) avec F non identiquement nulle,
on considère l�équation intégrale :

z (t) = S (t) z0 +

Z t

0

S (t� s)F (z (s)) ds. (3.109)

Les solutions de (3.109) sont appelées solutions milieu de (3.107) par le
théorème 19.D (voir référence).

Démonstration. Du Théorème 45
Soit k:k la norme sur Y . Notons M = fz 2 Y ; kz � z0k � rg, on écrit

(3.109) dans la forme suivante du point �xe de l�équation

z = Kz, z 2M . (3.110)

Notons (H2) et kS (t)kZ � 1. On obtient donc

kKz �Kzk � max
�T�t�T

����Z t

0

kF (z (s))� F (z (s))kZ ds
����,

� TL (r) kz � zk pour tout z; z 2M ,
(3.111)

ce qui implique

kKz � z0k � kKz �Kz0k+ kKz0 � z0k
� TL (r) kz � z0k+ kKz0 � z0k 8z 2M .

Ainsi on peut choisir r et T dans une voie telle que

K (M) �M et K :M �!M est k � contractante. (3.112)
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Comme conséquence, (3.110) a une unique solution par le théorème du point

�xe de Banach.
Pour � > 0, l�existence et l�unicité de la solution du problème sera alors

acquise par le théorème du point �xe de Banach [50] (théorème 1.A.). Pour

la résolution numérique du problème (P), on utilisera un schéma numérique
de collocation par les RBF semblable à celui utilisé par Y.C. Hon [21] pour

la résolution de l�équation Black-Scholes.
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Chapitre 4

La méthode de collocation RBF
et ses applications

4.1 Présentation des fonctions radiales de bases
utiles dans la Méthode de collocation RBF
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Fig. 4.1 �Thin-plate spline � (r) = r� ln r (� pair)

112



r

φ(
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

n = 1
n = 3
n = 5
n = 7
n = 9

r

Fig. 4.2 �Fonction radiale de type conique : � (r) = rn(n impair)
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Fig. 4.3 �Multiquadriques : � (r) = (r2 + c2)
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2 (� impair), c > 0.
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Fig. 4.4 �Gaussians : � (r) = exp (�cr2), c > 0.
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Fig. 4.5 � Fonction radiale à support compact : � (r) =�
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�2!
si 0 � r � �, � (r) = 0 si r > �
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Nous allons maintenant passer à l�application de la méthode de collocation
RBF.
On considère l�équation aux dérivées partielles suivante

Lu (x) = f (x), x 2 
 � Rd,
Qu (x) = g (x),x 2 @
. (4.1)

Soit
(xj)1�j�n � 
 et (xj)n+1�j�n+m � @
. (4.2)

La méthode de collocation par les RBF consiste à chercher une solution

approchée u�, du problème (4.1), sous la forme

u� (x) =
n+mX
j=1

�j�j (x) , (4.3)

où �j (x) = �
�
kx� xjk2

�
, � étant la fonction radiale. L et Q étant linéaires,

en remplaçant u� dans (4.1), on a

Lu� (xi) =
n+mX
j=1

�jL�j (xi) = f (xi) , 1 � i � n, (4.4)

Qu� (xi) =
n+mX
j=1

�jQ�j (xi) = g (xi) , n+ 1 � i � n+m.

On résout donc le système d�inconnus (�j)1�j�n+m,

n+mX
j=1

�jL�j (xi) = f (xi) , 1 � i � n, (4.5)

n+mX
j=1

�jQ�j (xi) = g (xi) , n+ 1 � i � n+m,

et la solution approchée est donnée par (4.3). Pour un problème d�évolution

en dimension d, par exemple de la forme

@u

@t
+ Lu = f sur 
� [0; T ],

Bu = g sur @
,
(4.6)
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on utilise un schéma de discrétisation en temps ; par exemple Cranck-Nicolson8<: un+1 � un

�t
= � (Lun+1 + f (x; tn+1)) + (1� �) (Lun + f (x; tn))

et des (C:L) ,
(4.7)

où �t = tn+1� tn est le pas de temps, un (n = 0; 1; 2:::) est la solution au pas
de temps tn = n�t et � = 1=2. Dans ce cas la solution approchée à l�instant

tn par la méthode de collocation RBF s�écrit

un (x; tn) =
n+mX
j=1

�j (tn)�j (x) . (4.8)

4.2 Résultats numériques relatifs au problème
raide : "u00 (x) + u0 (x) = f (x)

4.2.1 Second membre nul

"u00 (x) + u0 (x) = 0, x 2 (0; 1) , (4.9)

u (0) = 0, u (1) = 1.

solution analytique

u (x) =
1� exp

�x
"

�
1� exp

�
�1
"

� . (4.10)

4.2.2 Second membre non nul

"u00 (x) + u0 (x) = �1, x 2 (0; 1) ,
u (0) = 0, u (1) = 1,
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Fig. 4.6 �Problème raide avec second membre nul. " = c = 10�5, n = 60,
p = 6 Multiquadriques. p dé�nissant (3.43)
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Fig. 4.7 �Problème raide avec second membre non nul : f (x) = �1, " =
c = 10�5, n = 60, p = 6. Multiquadriques. p dé�nissant (3.43)
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solution analytique

u (x) =

2

�
1� exp

�
�x
"

��
�
1� exp

�
�1
"

�� � x. (4.11)

Pour les solutions numériques dans les deux cas selon la méthode de la quasi-

interpolation, les calculs ont été é¤ectués en double précision à l�aide de
FORTRAN 77. On a pris 1001 points réguliers 0 : 0:001 : 1 de l�intervalle

[0; 1]. L�écart type entre la solution analytique u et la solution numérique u�

est dé�ni par

RMSE =
1

1001

vuut1001X
i=1

�
u� (xi)� u (xi)

u (xi)

�2
. (4.12)

où u� est donnée par (3.53) qui utilise (3.50), (3.51), (3.56) et (3.57). La
spline linéaire B1

j qui permet d�approcher f par f
� dans (3.45), est donnée

par (3.46).

Table du RMSE pour la résolution de : "u00 (x)+u0 (x) = f (x) avec
" = c.

121



" = c n p RMSE (f (x) = 0) RMSE (f (x) = �1)
10�8 200 2 4; 3:10�2 6; 7:10�2

10�6 200 2 2:10�3 3:10�3

10�4 200 2 2:10�5 2:10�5

10�8 100 3 3; 2:�9 4; 7:10�9

10�6 100 3 2; 6:10�9 3; 8:10�9

10�4 100 3 2; 9:10�6 2; 9:10�6

10�8 80 4 3; 4:10�2 5:10�2

10�6 80 4 1; 9:10�6 3:10�6

10�4 80 4 3; 5:10�6 3; 5:10�6

10�6 80 3 5; 6:10�10 5; 6:10�10

10�3 70 5 2; 2:10�4 2; 2:10�4

10�4 70 5 3; 5:10�6 3; 5:10�6

10�5 70 5 7; 5:10�7 9; 5:10�7

10�3 60 6 2; 2:10�4 2; 2:10�4

10�4 60 6 3; 6:10�6 3; 9:10�6

10�5 60 6 7; 1:10�6 1; 2:10�5

10�6 60 3 5:10�11 5; 1:10�11

10�6 40 3 5; 3:10�12 5; 3:10�12

Table du RMSE pour la résolution de : "u00 (x)+u0 (x) = f (x) avec
" 6= c.

" c n p RMSE (f (x) = 0) RMSE (f (x) = �1)
10�6 10�8 100 3 2; 6:10�9 1; 9:10�9

10�6 10�8 100 4 1; 6:10�2 2; 5:10�2

10�5 10�7 200 5 10�4 1; 6:10�4

10�5 10�7 200 6 1; 7:10�2 2; 6:10�2

10�4 10�6 80 2 2; 6:10�4 2; 6:10�4

10�4 10�6 80 6 5; 7:10�6 8; 4:10�6

10�3 10�5 70 5 6:10�4 6; 4:10�4

10�3 10�5 70 4 6:10�4 6:10�4

10�2 10�4 60 3 1; 1:10�2 10�2

10�4 10�5 60 2 4; 6:10�4 4; 6:10�4

Il est aussi interessant d�observer d�après les deux tableaux que les erreurs
pour les cas f (x) = 0 et f (x) = �1 ont le même ordre de grandeur.
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4.3 Résultats numériques relatifs à la concen-
tration d�un contaminant :

On considère l�équation générale de transport

@c

@t
= Dx

@2c

@x2
+Dy

@2c

@y2
+Dz

@2c

@z2
� Vx

@c

@x
� Vy

@c

@y
� Vz

@c

@z
� �c, (4.13)

avec les conditions aux limites

c (x; y; z; t) = e��t (c1 + c2)

0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA
0B@c5 + c6e

Vz
Dz

z

1CA en x = 0,

@c

@x
(x; y; z; t) = e��t

0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA
0B@c5 + c6e

Vz
Dz

z

1CA c2
Vx
Dx

e

Vx
Dx en x = 1,

@c

@y
(x; y; z; t) = e��t

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c5 + c6e

Vz
Dz

z

1CA c4
Vy
Dy

en y = 0,

@c

@y
(x; y; z; t) = e��t

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c5 + c6e

Vz
Dz

z

1CA c4
Vy
Dy

e

Vy
Dy en y = 1,

@c

@z
(x; y; z; t) = e��t

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA c6
Vz
Dz

en z = 0,

@c

@z
(x; y; z; t) = e��t

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA c6
Vz
Dz

e

Vz
Dz en z = 1,

(4.14)
et la condition initiale

c (x; y; z; 0) =

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA
0B@c5 + c6e

Vz
Dz

z

1CA , (4.15)
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où c est la concentration d�un contaminant, V = (Vx; Vy; Vz) est sa vitesse

d�in�ltration, Dx, Dy, Dz sont ses coe¢ cients de dispersion dans les direc-
tions x, y, z respectivement, � est sa vitesse de chute. La solution exacte du

problème s�écrit

c (x; y; z; t) = e��t

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA
0B@c5 + c6e

Vz
Dz

z

1CA .
(4.16)

Nous allons tester un modèle 2D , i:e:,

Dz = Vz = 0 dans l�équation (4.13). (4.17)

La solution exacte sera donc

c (x; y; t) = e��t

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA . (4.18)

4.3.1 Problème stationnaire avec conditions de raccor-
dement

c (x; y) = c (x; y; 0) =

0B@c1 + c2e

Vx
Dx

x

1CA
0B@c3 + c4e

Vy
Dy

y

1CA . (4.19)

Pour simpli�er on suppose que

Dx = Dy = Vx = Vy = � = 1. (4.20)

En tenant compte des conditions de raccordement, on trouve la solution

exacte du problème stationnaire

c (x; y) = c2c4e
x+y. (4.21)

Pour les applications on prendra

c2 = c4 = 1, (4.22)
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donc
c (x; y) = ex+y. (4.23)

La solution numérique du problème stationnaire par la méthode de colloca-

tion utilisant les RBF (fonctions radiales de base) a été testée sur le domaine

 = [0; 1]2. Dans Toute la suite, le RMSE entre la solution analytique u et

la solution numérique u� sera dé�ni par

RMSE =

vuuuuut
0BB@

nP
i=0

[u� (xi)� u (xi)]
2

nP
i=0

[u (xi)]
2

1CCA (4.24)

Table du RMSE pour la résolution de :

@2c

@x2
+
@2c

@y2
� @c

@x
� @c

@y
� c = 0 sur 


c (x; y) = ey en x = 0,
@c

@x
= e1+y en x = 1,

@c

@y
= ex en y = 0,

@c

@y
= e1+x en y = 1.

(4.25)

La solution exacte du problème étant donnée en (4.23), on trouve :

N = n� n (mailles) � (r) = r4 ln r � (r) = r6 ln r.
n RMSE RMSE
10 5; 2:10�3 6:10�2

15 1; 6:10�2 1; 3:10�2

20 6; 8:10�4 5; 2:10�3

25 3; 5:10�3 2; 5:10�3

30 2:10�3 1; 3:10�3

35 1; 2:10�3 8; 2:10�4

40 8; 2:10�4 5; 3:10�4
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Fig. 4.8 �Problème de la concentration stationnaire avec conditions de rac-
cordement. Isovaleurs de la solution numérique. � (r) = r5.

N = n� n (mailles) � (r) = r5 � (r) = (r2 + c2)

3

2 , c = 10�5 � (r) = (r2 + c2)

5

2 , c = 10�5

n RMSE RMSE RMSE
10 2; 1:10�3 1; 1:10�2 2:10�3

15 2; 3:10�4 5; 6:10�3 2; 3:10�4

20 1; 3:10�4 3; 7:10�3 1; 3:10�4

25 1; 2:10�4 2; 7:10�3 1; 2:10�4

30 10�4 2; 1:10�3 10�4

35 8; 2:10�5 1; 7:10�3 8; 2:10�5

40 6; 6:10�5 1; 4:10�3 6; 6:10�5

On peut alors représenter les isovaleurs de la solution numérique puis le
champ de vitesses.
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Fig. 4.9 �Problème de la concentration stationnaire avec conditions de rac-
cordement. Champ de vitesses. � (r) = r5.
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4.3.2 Problème instationnaire avec conditions de rac-
cordement

Avec le choix des constantes données en (4.20), la solution exacte du
problème d�évolution s�écrit alors

c (x; y; t) = ex+y�t. (4.26)

On a
c (0; y; t) = ey�t,
@c

@x
(1; y; t) = e1+y�t,

@c

@y
(x; 0; t) = ex�t,

@c

@y
(x; 1; t) = ex+1�t.

(4.27)

D�où

c (0; y; t)jy=0 =
@c

@y
(x; 0; t)jx=0 = e�t,

c (0; y; t)jy=1 =
@c

@y
(x; 1; t)jx=0 = e1�t,

@c

@x
(1; y; t)jy=0 =

@c

@y
(x; 0; t)jx=1 = e1�t,

@c

@x
(1; y; t)jy=1 =

@c

@y
(x; 1; t)jx=1 = e2�t.

(4.28)

Les conditions de raccordement sont donc bien véri�ées.

Table du RMSE pour la résolution de :

@c

@t
=
@2c

@x2
+
@2c

@y2
� @c

@x
� @c

@y
� c sur 


c (x; y; t) = ey�t en x = 0,
@c

@x
= e1+y�t en x = 1,

@c

@y
= ex�t en y = 0,

@c

@y
= e1+x�t en y = 1.
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N = n� n (mailles), � (r) = exp (�cr2)
n c RMSE c RMSE c RMSE
10 10�1 5; 7:10�4 1 1; 5:10�5 1; 1 4; 9:10�6

15 10�1 3; 8:10�3 1 1; 9:10�6 1; 1 8; 2:10�6

20 10�1 4; 2:10�3 1 2:10�6 1; 1 5; 1:10�6

25 10�1 1; 7:10�3 1 6:10�6 1; 1 2; 4:10�5

30 10�1 1:10�3 1 1; 1:10�5 1; 1 4:10�6

35 10�1 3; 3:10�2 1 1; 2:10�4 1; 1 1; 1:10�5

40 10�1 1; 5:10�2 1 4; 3:10�5 1; 1 8; 2:10�5

N = n� n (mailles), � (r) = r�, 200�eme pas de temps
n � RMSE
10 5 4; 1:10�3

15 5 8; 5:10�4

20 5 2; 5:10�4

25 5 8; 7:10�5

30 5 3; 2:10�5

35 5 1; 6:10�5

40 5 1; 5:10�5

On peut aisément remarquer que dans ce cas, on obtient les meilleurs résul-

tats pour c = 1; 1. Nous pouvons alors tracer les isovaleurs de la fonction
analytique aux di¤érents pas de temps.

4.3.3 Problème instationnaire sans conditions de rac-
cordement

On a le même problème sans tenir compte des conditions de raccordement.

4.4 Résultats numériques relatifs à un pro-
blème économique

On Considère l�équation black-Scholes de l�évaluation d�un prix

@V

@t
+
1

2
�2x2

@2V

@x2
+Rx

@V

@x
�RV = 0, (4.29)
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Fig. 4.10 �Problème de la concentration d�un contaminant tenant compte
des conditions de raccordement.Isovaleurs de la fonction analytique n = 0�t
, n = 50�t , n = 70�t , n = 202�t
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Fig. 4.11 �Problème de la concentration d�un contaminant sans tenir compte
des conditions de raccordement ; élévations de la fonction analytique aux pas
de temps n = 0�t, n = 70�t, n = 202�t.
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où R et le taux d�intérêt sans risques, � est la volatilité et V = V (x; t) est
choix du prix au temps t en fonction du stock x avec x 2 [0;+1[ et t 2 [0; T ],
T étant le temps �nal de l�expiration du choix. V est en outre soumis aux
conditions

V (x; T ) =

�
E � x si x � E
0 si x � E

(4.30)

Pour les calculs des prix Européens, on impose les conditions aux limites
suivantes : �

V (0; t) = Ee�R(T�t)

V (S; t) �! 0 , S �! +1 (4.31)

La solution exacte de l�équation (4.29) soumis à la condition terminale (4.30)
est donnée par Wilmott [46] sous la forme

V (x; t) = Ee�R(T�t)Z (�d2)� xZ (�d1) , (4.32)

où Z (�) est la distribution standard cumulative normale, i:e:

Z (a) = P (0 � x � jaj) =
Z jaj

0

f (t) dt, (4.33)

avec

f (t) =
exp (�t2=2)p

2�
, (4.34)

d1 =
ln (x=E) +

�
R + 1

2
�2
�
(T � t)

�
p
T � t

, (4.35)

d2 =
ln (x=E) +

�
R� 1

2
�2
�
(T � t)

�
p
T � t

.

Pour les apllications numériques on prendra :

E = 10, R = 0; 05, � = 0; 2, et T = 0; 5 (année). (4.36)

Table du RMSE pour la résolution de :

@V

@t
+ 1

2
�2x2

@2V

@x2
+Rx

@V

@x
�RV = 0

V (x; T ) =

�
E � x si x � E
0 si x � E�

V (0; t) = Ee�R(T�t)

V (S; t) �! 0 , S �! +1
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� (r) = r5 � (r) = (r2 + c2)

3

2 � (r) = r4 ln r � (r) = r3 � (r) =FRSC � = 10�3

n(noeux) RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
16 2; 4:10�3 3; 7:10�3 2; 7:10�3 3; 7:10�3 2:10�2

31 6; 1:10�4 1; 1:10�3 6; 7:10�4 1; 1:10�3 2; 6:10�2

61 1; 6:10�4 3; 2:10�4 1; 7:10�4 3; 2:10�4 2; 7:10�2

91 7; 3:10�5 1; 5:10�4 7; 5:10�5 1; 5:10�4 2; 8:10�2

121 4; 2:10�5 8; 4:10�5 4; 3:10�5 8; 4:10�5 2; 8:10�2

151 2; 7:10�5 5; 4:10�5 2; 8:10�5 5; 4:10�5 2; 8:10�2

181 1; 9:10�5 3; 8:10�5 2:10�5 3; 8:10�5 2; 8:10�2

211 1; 4:10�5 2; 8:10�5 1; 4:10�5 2; 8:10�5 2; 8:10�2

241 1; 1:10�5 2; 2:10�5 1; 1:10�5 2; 2:10�5 2; 8:10�2

271 9:10�6 1; 7:10�5 9:10�6 1; 7:10�5 2; 8:10�2

301 7; 4:10�6 1; 4:10�5 7; 5:10�6 1; 4:10�5 2; 8:10�2

La superposition entre la solution analytique V et la solution numérique
V � est donnée par le graphique ci-dessous.
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Fig. 4.12 �Problème Economique au pas de temps 200 (t = 0). Comparaison
solution analytique-solution numérique � (r) = r5, n = 61
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4.5 Résultats numériques relatifs au champ
classique d�un méson

Considerons maintenant le problème

(P)

8>>>>><>>>>>:

@2u

@t2
��u+m2u = ��u3 sur 
� ]0; T [ ,

u (x; 0) = u0 (x) sur 
 ,
@u

@t
(x; 0) = v0 (x) sur 
 ,

u (x; t) = 0 sur @
� ]0; T [

(4.37)

où : 
 est un ouvert borné de RN (N � 1) de frontière @
 régulière. Pour
les applications numériques on prendra 
 = ]0; 1[ � ]0; 1[, � � 0 est un
paramètre réel. Dans le cas où � = 0 on obtient l�équation de Klein-Gordon

décrite dans la mécanique quantique relativiste, et qui se met sous la forme

(L+m2) = 0 où l�opérateur L =
@2

@t2
�� et m est la masse de la particule.

Le problème (4.37) décrit le champ classique u d�un méson de masse m. Le
terme non linéaire ��u3 avec � > 0, décrit le self interaction du champ. On
peut reformuler (4.37) sous forme d�une équation d�opérateurs

upp + Au = f (u) sur ]0; T [,
u (0) = u0, up (0) = v0,
avec f (u) = ��u3,
Au = ��u+m2u.

(4.38)

upp (t) + Au (t) = f (u (t)) , 0 < t <1
u (0) = u0, up (0) = v0.

(4.39)

On pose v = up. Au lieu de (4.39), on considère le système du premier ordre�
up

vp

�
=

�
0 I
�A 0

��
u

v

�
+

�
0

f (u)

�
. (4.40)

De plus, on pose z = (u; v) et on écrit (4.39) sous la forme�
zp (t) = Cz (t) + F (z (t)) , 0 < t <1
z (0) = z0.

(4.41)
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avec

C =

�
0 I
�A 0

�
, F (z) =

�
0

f (u)

�
. (4.42)

Avant de résoudre le problème (P), rappelons d�abord la méthode de réso-
lution des systèmes non linéaires par l�algorithme de Newton. Nous allons
traiter le cas qui nous concerne ; c�est à dire le cas de deux fonctions incon-

nues. Soit à résoudre un système de deux équations non linéaires, du type :

F (u; v) = 0, (4.43)

G (u; v) = 0,

où le couple (u; v) est l�inconnue du système. Ce système peut se mettre sous

la forme : �!
L (u; v) =

�!
0 , (4.44)

avec :
�!
L =

�
F
G

�
. (4.45)

4.5.1 Application à l�équation de Klein-Gordon non li-
néaire

Soit à résoudre le problème évolutif de l�équation des ondes avec condition
initiale (C:I) : 8<: @

�!
U

@t
= C:

�!
U +

�!
L
��!
U
�

�!
U (x; 0) =

�!
U 0 (x) (C:I)

(4.46)

où L est un opérateur non linéaire et

�!
U =

�
u
v

�
, avec v =

@u

@t
, (4.47)

est le vecteur inconnu. On impose des conditions aux limites (C:L) à chaque

instant t. Etant donné un pas de temps �t, on résout à chaque itérration en
temps n par la méthode de Cranck-Nicolson, le problème non linéaire
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8>>><>>>:
�!
U n+1 ��!U n

�t
= �

�
C:
�!
U n+1 +

�!
L
��!
U n+1

��
+(1� �)

�
C:
�!
U n +

�!
L
��!
U n
��

et des (C:L) ,

(4.48)

c�est à dire :

�!
U n+1 � ��t

h
C:
�!
U n+1 +

�!
L
��!
U n+1

�i
=
�!
U n + (1� �)�t

"
C:
�!
U n

+
�!
L
��!
U n
� # ,
(4.49)

où C est la matrice d�opérateurs

C =

�
c1 c2
c3 c4

�
. (4.50)

On suppose que chaque fonction scalaire inconnue u; v : RN �! R peut
s�écrire : 8>>>><>>>>:

u (x) =
NX
i=0

ui�i (x) ,

v (x) =
NX
i=0

vi�i (x) .

(4.51)

Les (�i)0�i�N sont des fonctions radiales données de Rn �! R (avec n =

N + 1), les inconnues sont les scalaires (ui)0�i�N et (vi)0�i�N . On a donc

�!
U (x; t) =

8>>>><>>>>:
NX
i=0

ui (t)�i (x)

NX
i=0

vi (t)�i (x) .

(4.52)
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On obtient alors :2666666666666664

NX
i=0

un+1i (t)�i (x)

���t
 
c1

 
NX
i=0

un+1i (t)�i

!
(x) + c2

 
NX
i=0

vn+1i (t)�i

!
(x)

!
+ L1

��!
U n+1

�
NX
i=0

vn+1i (t)�i (x)

���t
 
c3

 
NX
i=0

un+1i (t)�i

!
(x) + c4

 
NX
i=0

vn+1i (t)�i

!
(x)

!
+ L2

��!
U n+1

�

3777777777777775
��!S n (x) = 0

(4.53)

avec

�!
S n (x) =

 �!
S n
1 (x)�!

S n
2 (x)

!
=
�!
U n + (1� �)�t

h
C:
�!
U n +

�!
L
��!
U n
�i
. (4.54)

D�après la notation
�!
L =

�
F
G

�
donnée en (4.45), on a

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

F (x) =
NX
j=0

un+1j (t)�j (x)

���t
 
c1

 
NX
j=0

un+1j (t)�j

!
(x) + c2

 
NX
j=0

vn+1j (t)�j

!
(x)

!
+L1

��!
U n+1

�
��!S n

1 (x) ,

G (x) =

NX
j=0

vn+1j (t)�j (x)

���t
 
c3

 
NX
j=0

un+1j (t)�j

!
(x) + c4

 
NX
j=0

vn+1j (t)�j

!
(x)

!
+L2

��!
U n+1

�
��!S n

2 (x) ,

(4.55)
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donc :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Fi = F (xi) =
NX

j=0

un+1j (t)�j (xi)

���t
 
c1

 
NX
j=0

un+1j (t)�j

!
(xi) + c2

 
NX
j=0

vn+1j (t)�j

!
(xi)

!
+L1

��!
U n+1

�
(xi)�

�!
S n
1 (xi) ,

Gi = G (xi) =
NX
j=0

vn+1j (t)�j (xi)

���t
 
c3

 
NX
j=0

un+1j (t)�j

!
(xi) + c4

 
NX
j=0

vn+1j (t)�j

!
(xi)

!
+L2

��!
U n+1

�
(xi)�

�!
S n
2 (xi) ,

(4.56)

d�où 8>><>>:
@Fi
@uj

= �j (xi)� ��t � c1
�
�j
�
(xi) +

@L1
@uj

(xi)

@Gi
@uj

= ���t � c3
�
�j
�
(xi) +

@L2
@uj

(xi)
(4.57)

8>><>>:
@Fi
@vj

= ���t � c2
�
�j
�
(xi) +

@L1
@vj

(xi)

@Gi
@vj

= �j (xi)� ��t � c4
�
�j
�
(xi) +

@L2
@vj

(xi) .
(4.58)

Nous avons (
L1 = 0

L2

��!
U
�
= f (u) = ��u3 (4.59)

�
c1 = 0 c2 = Id
c3 = �A c4 = 0

(4.60)

avec
A (u) = ��u+m2u. (4.61)

�!� 0 étant un vecteur �arbitrairement donné�, on fabrique la suite :

�!� s+1 =
�!� s � J�1:

�!
F (�!� s) , (4.62)
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ce qui équivaut à
J: (�!� s+1 ��!� s) = �

�!
F (�!� s) , (4.63)

c�est à dire à résoudre le système(
J:
��!
Z s

�
= ��!F (�!� s)

�!� s+1 =
�!� s +

�!
Z s,

(4.64)

où J est la matrice jacobienne :

J =

26666666666666666666666666666666666664

@F0
@u0

@F0
@u1

:::
@F0
@uj

:::
@F0
@uN

@F0
@v0

@F0
@v1

:::
@F0
@vj

:::
@F0
@vN

@F1
@u0

@F1
@u1

:::
@F1
@uj

:::
@F1
@v0

@F1
@v1

@F1
@v1

:::
@F1
@vj

:::
@F1
@vN

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

@Fi
@u0

@Fi
@u1

:::
@Fi
@uj

:::
@Fi
@uN

@Fi
@v0

@Fi
@v1

:::
@Fi
@vj

:::
@Fi
@vN

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

@FN
@u0

@FN
@u1

:::
@FN
@uj

:::
@FN
@uN

@FN
@v0

@FN
@v1

:::
@FN
@vj

:::
@FN
@vN

@G0
@u0

@G0
@u1

:::
@G0
@uj

:::
@G0
@uN

@G0
@v0

@G0
@v1

:::
@G0
@vj

:::
@G0
@vN

@G1
@u0

@G1
@u1

:::
@G1
@uj

:::
@G1
@uN

@G1
@v0

@G1
@v1

:::
@G1
@vj

:::
@G1
@vN

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

@Gi
@u0

@Gi
@u1

:::
@Gi
@uj

:::
@Gi
@uN

@Gi
@v0

@Gi
@v1

:::
@Gi
@vj

:::
@Gi
@vN

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

@GN
@u0

@GN
@u1

:::
@GN
@uj

:::
@GN
@uN

@GN
@v0

@GN
@v1

:::
@GN
@vj

:::
@GN
@vN

37777777777777777777777777777777777775
4.5.2 Problème Stationnaire avec � = 0

��u+m2u = 0 , sur ]0; 1[� ]0; 1[,
u (0; y) = u (1; y) = f (y),
u (x; 0) = u (x; 1) = f (x),

(4.65)

140



où
f (0) = f (1) = 1. (4.66)

On peut déterminer f telle que

u (x; y) = f (x) f (y) , (4.67)

soit la solution exacte de (4.65). On trouve,

f (x) =

�
1� exp

�
�mp
2

��
exp

�
mp
2
x

�
+

�
exp

�
mp
2

�
� 1
�
exp

�
�mp
2
x

�
exp

�
mp
2

�
� exp

�
�mp
2

� .

(4.68)

4.5.3 Problème stationnaire avec � > 0

Le problème stationnaire s�écrit donc

��u+m2u = ��u3 sur 
, (4.69)

uj� = u0.

On cherche une solution approchée u� de u telle que

u� (x; y) =
NX
j=1

�j�j (x; y) . (4.70)

On a

�u� (x; y) =

NX
j=1

�j��j (x; y) . (4.71)

Soit L l�opérateur dé�ni par

L (u) = ��u+m2u+ �u3. (4.72)

On résout
L (u�) (Xi) = 0, où Xi = (xi; yi) , 1 � i � N , (4.73)
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soit

Fi (
�!� ) = �

NX
j=1

�j��j (Xi) +m2

NX
j=1

�j�j (Xi) (4.74)

+�

"
NX
j=1

�j�j (Xi)

#3
= 0, (4.75)

i:e:,
�!
F (�!� ) = 0, avec

�!
F = (F1; F2; :::; FN) , (4.76)

�!� =

0B@ �1
...
�N

1CA (4.77)

et Fi = L (u�) (Xi) , 1 � i � N . (4.78)

Soit
�!
�0 donné et

��!
�s
�
s2N

une suite telle que

�!
�s �! �!� , s �! +1,
��!
�s+1 =

�!
�s � [J�1s ] :

�!
F
��!
�s
�
,

Js:
��!
�s+1 = Js:

�!
�s ��!F

��!
�s
�
.

(4.79)

En posant
�!
Zs =

��!
�s+1 ��!�s, (4.80)

on résoud
Js:
�!
Zs = ��!F

��!
�s
�
, et donc,

��!
�s+1 =

�!
�s +

�!
Zs. (4.81)

J = Js =
�
@Fi
@�j

�
1�i;j�N

Fi

��!
�s
�
=

NX
k=1

�
(s)
k ��k (Xi)�m2

NX
j=1

�
(s)
k �k (Xi) + �

 
NX
j=1

�
(s)
k �k (Xi)

!3

Jij =
�
@Fi
@�j

�
= ��j (Xi)�m2

NX
j=1

�j (Xi)� 3�
 

NX
j=1

�
(s)
k �k (Xi)

!2
:�j (Xi)

= ��j (Xi) +m2

24 NX
j=1

�j (Xi) + 3�

 
NX
j=1

�
(s)
k �k (Xi)

!235 :�j (Xi)

= �Fi (�!� )
(4.82)
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4.5.4 Problème instationnaire avec � = 0

(P)

8>>>>><>>>>>:

@2u

@t2
��u+m2u = 0 , sur ]0; 1[� ]0; 1[� ]0; T [

u (X; 0) = u0 (X) , sur]0; 1[� ]0; 1[ ,
@u

@t
(X; 0) = v0 (X) , sur]0; 1[� ]0; 1[,

u (X; t) = 0, sur @
� ]0; T [.

(4.83)

Solution exacte
u (x; y; t) = cos!t sin �x sin �y, (4.84)

avec
!2 = 2�2 +m2,
u0 (x; y) = sin �x sin �y,
v0 (x; y) = 0.

(4.85)

Table du RMSE pour la résolution de :

��u+m2u = 0,

avec les conditions aux limites de (4.65)

� (r) = r5.

n m RMSE
10 10�2 2; 8:10�5

10 1 1; 8:10�2

10 10�1 2:10�4

15 10�2 9:10�6

20 1 1; 9:10�2

20 10�2 4; 9:10�6

20 10�1 2:10�4

Table du RMSE pour la résolution de :
@2u

@t2
��u+m2u = 0, avec les

conditions aux limites de (4.83)

� (r) = r5, ! =
p
2�2 +m2 138ème pas de temps m = 1.

n �t RMSE
10 10�2 1; 27:10�3

15 10�2 3; 7:10�4

20 10�2 1; 4:10�4
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λ = 2 X Y

Z

λ = 3

Fig. 4.13 �Solution numérique de l�équation de Klein-Gordon stationnaire.

on a fait varier �t de 10�2 à 10�3 et aucun changement signi�catif sur le

RMSE ne s�est produit avec le reste des paramètres inchangés ; ça ne sert
donc à rien de faire varier le temps. Le 102ème pas de temps correspond à

t = 102� 10�2.
Nous allons maintenant représenter les di¤érentes fonctions correspon-

dantes à la solution de l�équation de Klein-Gordon dans les di¤érents cas
étudiés.
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Fig. 4.14 �Solution numérique de l�équation de Klein -Gordon instationnaire
linéaire. 3�eme pas de temps m = 1, � = 1

2
, �t = 10�3.
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Fig. 4.15 �Solution numérique de l�équation de Klein -Gordon au 3�eme pas
de temps. � = 0, �t = 10�3, m = 1.

146



X Y

Z

ω t = π/2

X Y

Z

ω t = 3π/2

X Y

Z

ω t = 2π

X Y

Z

ω t = π

X Y

Z

ω t = 0

Fig. 4.16 �Solution numérique de l�équation de Klein -Gordon instationnaire
et linéaire. m = 1, � = 1

2
, �t = 10�2.
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Fig. 4.17 �Solution numérique de l�équation de Klein -Gordon au 3�eme pas
de temps. � = 1, �t = 10�3, m = 1.
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Fig. 4.18 �Solution numérique de l�équation de Klein -Gordon au 3�eme pas
de temps. � = 1, �t = 10�3, m = 1.
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Fig. 4.19 �Solution numérique de l�équation de Klein-Gordon au 102�eme pas
de temps. m = 1
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Conclusion et perspectives
Le but principal de ce travail a été de tester l�é¢ cacité de la Méthode

de collocation RBF utilisant l�interpolation par les fonctions radiales de base
pour résoudre certaines équations aux dérivées partielles. Une telle étude
étant motivée par la comparaison au moyen du RMSE entre la solution
analytique et la solution numérique selon la méthode, l�aspect traditionnel
des EDP beaucoup plus pointilleux sur le cadre fonctionnel de l�étude puis
sur des nombreux résultats théoriques abordant la question d�un problème
bien posé, a été pour la plus grande partie du travail moins abordé sauf dans
le cas du problème non linéaire du champ classique d�un méson. Dès lors,
le second membre de nos EDP a été une fonction su¢ sament régulière. Les
problèmes abordés dans ce travail ayant donc à priori une solution analy-
tique (non évidente du point de vue constructive) pour la plupart des cas,
nous nous sommes préoccupés de trouver la solution analytique qui véri�e
les conditions aux limites et plus particulièrement les conditions de raccor-
dement car la précision de la méthode a été d�autant plus meilleure pour
une telle solution que pour une solution analytique qui ne satisfaisait pas les
conditions de raccordement. Cette hypothèse s�est con�rmée lors du tracé des
élévations aux di¤érents pas de temps de la solution analytique instationnaire
du problème de la concentration d�un contaminant. Une contribution consi-
dérable a été apportée dans ce travail pour la résolution de l�équation non
linéaire de Klein-Gordon utilisant la méthode de collocation RBF, le schéma
numérique temporel de Crank-Nicolson puis l�algorithme itératif de Newton.
Au regard des di¤érents tableaux du RMSE donnés et les di¤érentes repré-
sentations graphiques é¤ectuées de la solution, nous pouvons dans l�ensemble
a¢ rmer l�é¢ cacité et la convergence de la méthode jusqu�à un seuil tolérable
du nombre de noeuds d�interpolation. Cependant, soulignons tout de même
que la méthode commence à perdre de l�é¢ cacité lorsque le nombre de noeud
d�interpolation devient très élévé, pour preuve en 2D par exemple un nombre
de noeuds n = 600 disposés sur [0; 1] engendre N = n2 = 360000 noeuds
du domaine 
 = [0; 1]� [0; 1]. Par ailleurs, étant limité par la capacité de la
machine, on ne peut se permettre un libre choix d�un nombre de noeuds trop
élévé. En�n, une investigation plus générale de l�étude que nous venons de
faire serait par exemple d�approfondir la méthode dans le cas plus général où
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le second membre de l�équation aux dérivées partielles serait une distribution

des espaces de SobolevWm;p (
) classiques, car cela permettrait par exemple
une comparaison des résultats de la méthode de collocation RBF avec des

résultats qu�on obtiendrait via la méthode des éléments �nis dans Wm;p (
).
Le problème reste donc ouvert à ce niveau bien que de nombreux auteurs ont

comparé les deux méthodes pour f 2 C2 (
) par exemple.
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