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Introduction

La plupart des problemes que 1’on rencontre dans les phénomenes phy-
siques utilisent des méthodes mathématiques dans leurs résolutions numé-
riques. Ces méthodes numériques de résolution différentes les unes des autres
ont depuis fort longtemps fait appel a une subdivision du domaine ou a un
maillage. Il s’agit par exemple de la méthode des différences finies, des élé-

ments finis ou des volumes finis. Plusieurs auteurs utilisant ces méthodes ont
résolu avec succeés de nombreux problémes liés aux équations aux dérivées
partielles. On peut par exemple citer CTARLET [5], RAVIART et THOMAS

[43], GOUT [19]. Il va de soi que toutes ces méthodes dans leurs diversités
utilisent des approximations numériques et des estimations & priori de la so-
lution au probléme afin de rendre compte de 'exactitude de la méthode et de
controler les erreurs commises dans la résolution. Le but étant évidemment

de minimiser ces erreurs et de trouver la meilleure approximation. On peut

a ce sujet citer QUARTERONI et VALLI [42] puis GUESSAB [20].

Durant la décennie, plus précisement en 1990, KANSA [28] et [29] a in-
troduit une nouvelle méthode numérique de résolution des équations aux
dérivées partielles appelée méthode de collocation par les fonctions radiales
de base(RBF). Cette méthode est basée sur la théorie d’interpolation utili-

sant les fonctions radiales de base et a été utilisée avec succes par les auteurs
suivants : POWELL [40], LI, CHEN, PEPPER [31], FASSHAUER [12], HON
[21], HON. XZ [23]. Pour des raisons de fiabilité, de simplicité et d’actualité,

nous avons donc choisi d’utiliser la méthode de collocation par les RBF dans
notre travail.

Dans ce travail, on présente donc une méthode numérique basée sur la
quasi-interpolation et sur ’approximation par les fonctions radiales de base

pour résoudre certaines équations aux dérivées partielles. Cette méthode
n’exige pas une subdivision du domaine ou un maillage comme dans le cas
de la méthode des différences finies ou la méthode des éléments finis ou celle
des volumes finis. La méthode de la quasi-interpolation s’applique a la ré-
solution des équations aux dirivées partielles par le principe suivant : Une

équation aux dérivées partielles étant donnée, on cherche d’abord & quasi-
interpoler le terme forcé de ’équation en utilisant les fonctions radiales de
base. Une approximation trés exacte de la solution peut alors étre obtenue
par résolution de I’équation fondamentale correspondante et un petit sys-



téme d’équations relatives a la condition initiale ou & la condition limite.
Les exemples traités dans ce travail portent sur la dimension 1 dans le cas
d’une équation différentielle du second ordre raide et dans le cas du modeéle
black-scholes, puis sur la dimension 2 dans le cas de la concentration d’un

contaminant et dans le cas du champ classique d’un méson de masse donnée.
Les estimations d’erreurs données s’appuient sur la fonction puissance de Po-
well construite & partir d’une classe spéciale de fonctions radiales. Dans le
cas du probléme raide, I'usage des multiquadriques ou une classe spéciale de

fonctions radiales de base montre qu'un choix raisonnable du paramétre de
forme optimale est obtenu en prenant la méme valeur du parameétre perturbé
contenu dans 1’équation raide. La solution analytique de I’équation différen-
tielle du second ordre raide est alors trés approximativement égale a celle

obtenue par quasi-interpolation. Dans le cas du champ classique d’un méson,
on établit I’existence et 1'unicité de la solution du probléme grace a la théorie
des semi- groupes et au théoréme du point fixe de Banach.

Dans ce travail nous commencerons d’adord par justifier le choix des
fonctions de base utilisées dans la méthode de la quasi-interpolation afin
de légitimer le bien-fondé de cette démarche. Voici donc comment est posé
le probléme en dimension 1 par exemple pour simplifier. On considére 2 =
la,b]; f € C?[a,b] et les points (x;) ;< tels que a = 29 < 21 < ... < zy =,
f(z;) = fi,i=0,...,N. Par la méthode d’interpolation on peut trouver une
fonction f* qui peut approcher la fonction f et telle que f*(x;) = fi, i =

N
0,..., N; en résolvant le systéme d’inconnus (\;),<,<y avec Y \;d; (v;) = fi,
<i< =

N
i=0,..,N et en prenant f* = ) \;¢; ou les ¢, sont des fonctions radiales
=0

de base. L’idée de la quasi-interpolation est de choisir judicieusement les
fonctions ¢, telles que \; = f (;), i = 0, ..., N. On considére donc 1’équation
aux dérivées partielles suivante :

Lu(e) = f(2), 2 €9, 1)
avec une condition limite
Qu(z) =g (x), z € 0N (2)

On cherche d’abord & quasi-interpoler le terme forcé f de (1) par les fonctions

de base (¢j)0<j<N telles que



¢; (x) = ¢ (lx — z5]), Vo € @ = [a, 0], (3)

ol ¢ est une fonction radiale de base. La matrice résultante de la quasi-
interpolation aura donc pour coefficients

¢j <$i)0§i,j§N : (4)

On voit que si N est assez grand, le probléme consiste en la résolution d’un
systéme d’équations correspondant a une matrice pleine de dimension élévée

pour un choix arbitraire des fonctions radiales ¢, = ¢ (||. — 2;]|,). La nécés-
sité de bien choisir les fonctions radiales s’impose donc a ce niveau. Ce choix
doit donc tenir compte de :

- La structure de la matrice d’interpolation pour maitriser le probléeme
mal conditionné qui résulterait de 1'utilisation des fonctions radiales comme
interpolant global.

-Obtenir une bonne estimation d’erreur dans ’analyse numérique du pro-
bléme.

-Obtenir une bonne valeur du parametre de forme optimale en vue de la
convergence et de 'efficacité de la méthode.

1) Choix des fonctions de base (qﬁj)g <i<N telles que
1= — (2 — @)
¢0 ('I) - 2 + 2 (371 _ -CEO) )
[z — il =z -] e -z -z — :
’ 2 (xj11 — ;) 2 () — 1)
1 Jenoi—z|—(zy —x)
on(z) = =+ .
N( ) 2 2((’17]\[—(13]\7,1)

On peut facilement vérifier que les (qu) sont des fonctions affines par

0<j<N
morceaux vérifiant

¢; (w5) = d4j, 0 <4,5 < N.

On a donc une matrice nulle partout sauf sur la diagonale principale valant
1; ce qui donne une bonne structure de la matrice. La densité h des points

est alors donnée par h = max (z; — xj_1). Pour tout f € C? [z, zn] et les
N )>
=0’

données {z;, f;}._,, le quasi-interpolant donné par Wu et Schaback [49] est



N-2

Laf () = fooo (2)+ fron (2)+ Y fi1h; (@) + fy—ran-1 () + fyvay (), (5)

w0 = 3 AR,
a1 (z) _ @) =i (z) ¢y (x) — (& —m)
N e O
v - j;:vm - ;J) h j2 (x; — :Zj_ll) I =2 N =2,
an-1(z) = (tn—2) — oy () Oy (2) — On o (2)
N-1 1 2é$N _(;:E)N—l()x ) 2(xn_1 — TN_2)
an (l’) = 5 + ;l(xN — xN—l)

(6)
La quasi-interpolation de la formule (5) ne demande pas un calcul des dérivées
des fonctions et a été prouvée comme ayant la propriété de conservation de la

forme avec un ordre de convergence de O (h?In h). Cette quasi-interpolation
est celle utilisée par Y.C Hon [21] pour la résolution de I’équation Black-
Scholes par la méthode de quasi-RBF's. Si en outre les points donnés forment
une subdivision uniforme, i.e,

r;—xj1=h,1<j<N,

alors un ordre d’approximation maximum du quasi-interpolant sur les fonc-
tions radiales de base est obtenu.

Laf (x) =) f;9;(2), (7)
jez
Vi1 — Y5 V=Y

P, = — ,J € Z, 8
ST 3w — i) 2@ — 25) ®)

1/@‘ () = ¢j+1 (z) — ¢j (z) B (bj (z) — ¢j—1 (33>, jez. 9)

2(zj41 — ) 2(x; —xj1)

2) Interét de la méthode : La formule (7) a ’avantage de choisir des points

avec

hors du domaine. Exemple :



T o<T_ 1< <2; <...<IN1 <IN <TINg1 <TN42-
On appliquera cette méthode pour la résolution du probléme raide :

eu' (z) +u' (z) = f(z), z €[0,1],

u(0) =a, u(l) =b,

ol ¢ est un petit parameétre constant. En posant L, f = f*, alors (5) s’écrira

N+2
J @)= f(x)) B} (x) = [ (2),
j=—2
ol (B;)_2 <i<N42 est la base de B-splines linéaires donnée par
Bl (113) _ 1 |ZE—I_1|—|ZE—I_2|
-2 2 2 (.Z'_l — 13_2)
r—Tj| — v —xj| v —x5] —|r— x| :
Bj (z) = [ v = - ’ —,—1<j< N+,
’ 2(zj1 — ) 2(x; —xj-1)
1 o =2yl — |z — 2N
B; = =

L’ensemble de ce travail comprend ainsi quatre chapitres. Dans le premier
chapitre on cherche d’abord & formuler le probléme d’interpolation par des
fonctions radiales dans un espace de Hilbert V', comme on peut le retrouver
dans la plupart des articles traitant ce domaine. Comme références, on peut
par exemple citer [33] et [34]. La motivation principale de ce chapitre est
d’exprimer l'interpolant radial défini en (10) dans la base du sous-espace W C
V' des interpolés, afin d’en trouver une écriture plus commode d’utilisation.

Plus précisement, au lieu de
N
spx (@) =) No (e —ll,) +p (@), (10)
j=1

ou X et p sont définis en page 12, s; x peut s’écrire comme dans [33] sous la
forme suivante

10



SfX Z:u] [C x] (11)

ou les coefficients (,uj) sont déterminés par la résolution du systéme

1<j<N

Zu] (i, z;) = fi, 1 <i < N. (12)

Pour cela, une théorie variationnelle dte & Golomb Weinberger [18], nous
permet d’expliciter les coefficients (A;), .y et (¢r),<, qui interviennent

dans la formule
N I
ST A6 (s — 25l,) + S e (w) = fir 1 <0 < N, (13)
j=1 r=1

ou ! = dimmj_; avec m,_1 que nous définirons par la suite. L’idée de construire

une base {K (.,z1),..., K (.,zx)} de W nous conduit a la construction du
noyau reproduisant de l’espace de Hilbert V', comme dans [33], grace au
théoréeme de représentation de Riesz. Nous avons apporté ’hypothese (1.37),
a savoir : Pour chaque = € R? il existe une constante M, > 0 telle que

v(z;)=0,i=1,...,l=|v(z)| < Mz\/(v,v), (14)

comme étant une modification de I'hypothése analogue considérée jusqu’a
présent, c’est & dire : Pour chaque z € RY il existe une constante M, > 0
telle que

v(z;))=0,i=1,..,N = |v(x)] < M/ (v,0),

comme dans [32], [33] et [34]. Par ailleurs, par rapport a la norme ||.|| définie

sur V par :
[oll = v/ (v,0) Yo €V,
ou (.,.) est le produit scalaire sur V' défini par

l

(u,v) = <u,v>—|—2u(:pi)v(xi),‘v’u,v eV,

=1

on veut que sy x soit la meilleure approximation de f au sens

- = inf ||f —v].
If = ssxll = inf |[f = ol

11



Soit alors d > 0 un entier donné et Q C R? un ouvert borné de frontiére
0. On notera C (£2) ’ensemble des fonctions continues sur 2 & valeurs réelles
et

RZOZ{TER 7"20}
Soit X = {x1,...,xy} C Q un ensemble de points distincts de 2. On suppose

que pour toute fonction f € C(Q2), f; = f(x;) est connue Vj, 1 < j < N.
Le probleme est d’interpoler la fonction f sur X par un interpolant sy x :
2 — R de la forme

s (1) = Y N6 (e = a5l,) +p (), (15)
h spx (0 = f (@), 1<i< N, (16)

ol p appartient au sous espace m;_; de C (Rd) des polynomes de degré total
au plus k£ — 1 et
(b . RZO — R,

est une fonction continue appelée fonction radiale. En notant ||.||, la norme
euclidienne de R?, le probléme revient donc & trouver des réels \j, 1 < j < N
tels que

N
> N6 (i = ally) +p(x:) = fi, 1 <i < N. (17)
j=1

Sous certaines hypotheses, il a été montré dans Particle de Micchelli [38]
que le systéme (17) admet une unique solution. C’est le cas pour des choix

particuliers de la fonction radiale ¢. Les plus communément utilisées sont :

Linear splines, ¢ (r) =, (18)
Thin-plate-splines, ¢ (r) = r“Inr (« pair), (19)
Fonction radiale de type conique : ¢ (r) = r“(« impair), (20)

12
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2

Multiquadriques : ¢ (r) = (r® + ¢*) * (3 impair), ¢ > 0, (21)

Gaussians, ¢ (r) = exp (—cr?) , ¢ > 0, (22)

ou le nombre ¢ > 0 sera appelé paramétre de forme.

Fonction radiale a support compact :

o) = (1—%)3<1+3£+<£)2>,SiOSTSp (23)

0,sir > p.

Gréce a la théorie variationnelle de Golomb Weinberger [18], on montre que

dans le cas de I'interpolation par des fonctions radiales, I'interpolé s; x pos-
séde un ordre d’approximation O (hl) de f, i.e., il existe une constante C'
telle que

Isx = fll, < CH', (24)

ou h désigne la densité des points donnée par

- i — 2 2
h=sup min flz =z, (25)

et [ est un nombre rationnel positif.

Dans le second chapitre on veut estimer I’erreur d’interpolation du pro-
bleme formulé en (1.9) et (1.10) dans des cas particuliers de la fonction
radiale ¢. Comme dans [33] et [34], cette estimation d’erreur repose sur la
fonction puissance de Powell. Les techniques utilisées dans la déduction des

constantes intervenant dans les majorations d’erreurs sont celles qu’on re-
trouve dans [2], et nous les avons renforcées par de nombreux résultats. La
déduction de ces constantes résulte de quelques applications de la méthode
de la fonction puissance. Dans le cas des dimensions d = 1,2,3, et pour

k = 2, on trouve les meilleures constantes dans les majorations d’erreurs
correspondantes respectivement a :

T (R) ;

ASE
~—
=
SN~—
=
w



On travaille ici avec des géométries simples : Dans le premier cas (d = 1), z
est sur un segment défini par les noeuds d’interpolation x; < z9 < ... < xp.

Dans le second cas (d = 2),  est sur un segment ou a l'intérieur d’un triangle
défini par trois points pris parmi 1, Zs..., zy. Dans le troisiéme cas (d = 3), x
est a l'intérieur ou sur une face d’'un cube ou d’un tétraédre dont les sommets
sont pris parmi les NV points d’interpolation x1, zs..., Ty.

Le troisiéme chapitre est consacré au probléme de la quasi-interpolation.
Soit donc © un ouvert borné de R? ayant la propriété de cone et de frontiére

0N lipschitzienne. D’aprés le premier chapitre, le probléeme d’interpolation
d’une fonction f € C(§2) sur un ensemble 7;_;-unisolvant X = {xy,...,.xx}
par un interpolant sy x de la forme

N
spx (@)=Y Mo (lle = ally) +p (@), ot p € mey, (26)
j=1

peut se ramener a

sfx (z) = Zqu (x,x;) ou K (x,x;) = q; (x) Yo € Q, (27)

Jj=1

les (g;),<;<n €tant ici les représentants sur V' (espace fonctionnel ou I'on
étudie le probleme d’interpolation) des points d’évalution en z; ; i.e.,

v(z;) = (v,q;), Vo EV. (28)
Cette méthode demande la résolution d’'un systeme d’équations pour les co-
efficients inconnnus y;. L’idée de la quasi-interpolation que nous utiliserons

pour la résolution du probléme raide, est de choisir les fonctions de base ¢,
telles que

N
fi=spx () =Y Mty () = A, 1< <N, (29)
k=1

c’est a dire

flzj) =X, 1<j<N. (30)
L’idée est d’interpoler le terme forcé de (1) en utilisant une classe spéciale de
fonctions radiales de base ¢ (||. — z;|,). Une approximation trés exacte de

14



la solution peut alors étre obtenue par résolution de I’équation fondamentale
corrrespondante et un petit systéme d’équations correspondant a la condition

initiale ou a la condition limite. On arrive & interpoler le terme forcé f de
(1) en appliquant les résultats précédents pour N =n+m et sy x = f*. On
a donc

n+m

fr(z) = ZAjszs(Hx—xsz), (31)

ou

()1<jcn C €6 (25)11<jcnim C O (32)
vérifient

n+m

F* () = Z Xid (k= 2ill,) = f (@), k=1,...,n. (33)

La solution numérique de (1) et (2) est alors obtenue en résolvant 1’équation
fondamentale

Lo (z) = o (=), (34)
et en résolvant le systéme
n+m
Z)\jQ@(xk—xj):g(a:k), k=n+1,..,n+m. (35)
j=1

Nous appliquerons la méthode de collocation par les RBF pour la résolution

des autres problemes traités dans ce travail. Dans ’étude du probléme modele
du champ classique d’un méson, on rappelera d’abord quelques notions es-
sentielles sur les opérateurs linéaires non-bornés et sur les semi-groupes ainsi
que les résultats des théorémes qui constituent 1’outil éssentiel de I’étude du
probléme modéle de la mécanique quantique du champ classique d’un méson.
Il s’agira donc du probléme

( Pu 2 3
W—Au+mu = —\u sur Q x 0,77,
u(z,0) =wug(z) sur,
ou
o (2,0) = vg () sur Q,

u(x,t) =0 sur 09 x 10,77,

(36)

\
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ot  est un ouvert borné de R? (d > 1) de frontiére 9 réguliere; A > 0
est un parametre réel. Dans le cas ou A = 0 on obtient 1’équation de Klein-

Gordon décrite dans la mécanique quantique relativiste. Cette équation est
2

dans ce cas de la forme (L + m?) ¢ = 0 ou opérateur L = 5 — Aetmest
la masse de la particule. Le probléme (36) décrit le champ classique v d'un
méson de masse m. Le terme non linéaire —\u® avec A\ > 0, décrit le self

interaction du champ. Pour A > 0, on montre d’abord ’existence et 'unicité
de la solution du probléme (36) grace a la théorie des semis-groupes, des
opérateurs linéaires non bornés et au théoréme du point fixe de Banach [50]
(théoreme 1.A). Pour la résolution numeérique du probléeme (P), on utilisera

un schéma numérique basé sur la collocation RBF semblable & celui utilisé
par Y.C. Hon [21] pour la résolution de I’équation Black-Scholes.

Le quatriéme chapitre sera reservé aux tests numériques de quelques mo-
déles et nous terminerons par une conclusion générale et des perspectives.
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Chapitre 1

Théorie d’interpolation
utilisant les fonctions radiales
de base

Dans ce chapitre on cherche d’abord & formuler le probléme d’interpola-
tion par des fonctions radiales comme on peut le retrouver dans la plupart
des articles traitant ce domaine. Comme références, on peut par exemple citer
[33] et [34]. La motivation principale de ce chapitre est d’exprimer l'interpo-

lant radial défini en (1.1) dans la base du sous-espace W C V' des interpolés,
afin d’en trouver une écriture plus commode d’utilisation. Plus précisement,
au lieu de

spx (@ ZAM lz = ;) +p (), (1.1)
sfx peut s’écrire comme dans [33] sous la forme suivante
syx (x Zu] (x, ;) (1.2)

ou les coefficients (,uj) sont déterminés par la résolution du systéme

1<j<N
Z% (z;,2;) = fi,1<i < N. (1.3)

17



Pour cela, une théorie variationnelle, diie & Golomb Weinberger [18], nous
permettra d’expliciter les coefficients (1), <j<n €t (¢r)1<r<; qui interviennent

dans la formule
N !
S 00 (o= aslly) + > epr (2 = f 1< N, (L4)
j=1 r=1

Ces coefficients seront donnés par les formules

o= f(z),r=1,..1
Ar = { po, T =14+1,....N (1.5)

et
! N
ci=f @)+ Y ), (@) =Y mab, (@), i=1,..1; (1.6)
r=1 r=1
ou
. (y) = ¢ (ly —zll,) . Vy,z € R”. (1.7)
L’idée de construire une base {K (.,z1),..., K (.,zn)} de W nous conduira a

la construction du noyau reproduisant de I’espace de Hilbert V', qui sera en

l’occurence la fonction
K:R'xR!—R (z,y) = ¢ (y) (1.8)

ou lexpression de ¢, (y) sera démontré dans la suite au lemme 9, comme

dans [33], grace au théoréme de représentation de Riesz. Nous avons apporté
I'hypotheése (1.37), & savoir : Pour chaque € R? il existe une constante
M, > 0 telle que

v(z))=0,1=1,.., = |v(x)] < M/ {v,v),

comme étant une modification de I'hypothése analogue considérée jusqu’a
présent, c’est a dire : Pour chaque x € R? il existe une constante M, > 0
telle que

v(z;))=0,i=1,...N = |v(z)] < Mz+/{(v,0),

comme dans [32], [33] et [34]. Par ailleurs, par rapport a la norme ||.|| définie

18



sur V par :
ol = V/(v,0), Vv €V,

ou (.,.) est le produit scalaire sur V' défini par

l
(U,U) = <u7 U> + ZU ('Iz) v (xz) ) \V/U, CS Va
i=1
on veut que sy x soit la meilleure approximation de f au sens

- = inf || f— .
I = spxll = inf 1 =l

1.1 Formulation du probléme d’interpolation
a résoudre

Soit alors d > 0 un entier donné et Q C R? un ouvert borné de frontiere
J€2. On notera C (£2) 'ensemble des fonctions continues sur 2 a valeurs réelles
et

RZOZ{TER ’I"ZO}
Soit X = {x1,...,xy} C 2 un ensemble de points distincts de 2. On suppose
que pour toute fonction f € C (), f; = f(z;) est connue Vj,1 < j < N.

Le probléme est d’interpoler la fonction f sur X par un interpolant s; x :
2 — R de la forme

sgx (z) = Z%sﬁ(llx—%!b) +p(2), (1.9)
syx (zi) = f(z:), 1 <i <N, (1.10)

ou p appartient au sous espace m_1 de C (Rd) des polynomes de degré total
au plus k£ — 1 et

QSIRZ()—)]R,
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est une fonction continue appelée fonction radiale. ||.||, étant la norme eucli-
dienne de R?, le probléme revient donc & trouver des réels A\;, 1 < j < N tels
que

N
S n6 (o = jll,) +p(a:) = fi, 1<i <N, (1.11)
j=1

1.1.1 Hypothéses du probléme
Unisolvance

On suppose que X est unisolvant par rapport a m,_1 i.e.,
Vpemp_1;p(x;) =0,1<j<N=p=0. (1.12)

Condition d’orthogonalité

On suppose en outre que

N
> Naq(x;) =0, Vg € 1. (1.13)

j=1

1.1.2 Systéme a résoudre

Si l'on choisit une base {pi,...,p;} de m,_1, il est clair que le systéme
(1.11) s’écrit :

N l
D> X6 (s — ajlly) + D eopr () = fi, 1< i <N, (1.14)
j=1 r=1

et 'égalité (1.13) est équivalente a

N
S Npr(z) =0, 1<r <1 (1.15)

J=1

Les systémes (1.14) et (1.15) s’écrivent alors sous la forme matricielle

(L)) aw
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dans laquelle

Aij ZQS(H‘%.’L_'%JHQ) ) Zaj: 17'-'7N7 (117)
Py=pj(zi), i=1,...N, j=1,...1, (1.18)
A= (A A" (1.19)
c=(c1, ), (1.20)
B=(fr,.r )" (1.21)

O est la matrice nulle [ x [ et 0 est le vecteur nul de R'. Avant de discuter la
résolution du systéme (1.16), donnons d’abord les définitions suivantes.

1.1.3 Définitions essentielles a la résolution du systéme

Définition 1 Une fonction 1) € C (Rd) est dite définie positive sur € si pour
tout ensemble X = {xy,...,xn} C Q de points distincts, et pour tout vecteur
A= (N)icicy ERY ona:

N
Z >\1>\J’Lp (IZ — J?j) Z O,

ij=1

avec éqalité si et seulement si A = 0.

Définition 2 Une fonction ¢ € C (]Rd) est dite conditionnellement définie
positive d’ordre k sur Q) si pour tout ensemble X = {xy,...,xn} C Q de points
distincts, et pour tout vecteur A = (\;),<;cy € RY satisfaisant la condition
d’orthogonalité (1.15), on a o

N

1,j=1

avec égalité si et seulement si A = 0.
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1.1.4 Reésolution du systéme rendu possible

Lorsque les conditions (1.12) et (1.13) sont satisfaites et que la fonction
Y (x) = ¢ (||z]|,) est conditionnellement définie positive d’ordre k sur €, il a
été montré dans l'article de Micchelli [38] que le systéme (1.16) admet une
unique solution. C’est le cas pour des choix particuliers de la fonction radiale
¢. Les plus communément utilisées sont :

Linear splines, ¢ (r) =, (1.23)

Thin-plate-splines, ¢ (r) = r*Inr (« pair), (1.24)

Fonction radiale de type conique : ¢ (r) = r“(a impair), (1.25)
8

Multiquadriques : ¢ (r) = (r* 4+ ¢*)* (8 impair), ¢ > 0, (1.26)

Gaussians, ¢ (r) = exp (—cr?), ¢ > 0. (1.27)

Fonction radiale a support compact :

o) = (1—2)3<1+3£+(£>2>,siOSrSp (1.28)

0,sir>p,

ou le nombre ¢ > 0 sera appelé paramétre de forme. Dans les cas (1.23),

(1.24) et (1.27) avec ¢ = 1, il a été montré dans article de Light et Wayne

33], via la transformée de Fourier 1 de la fonction ¢ (z) = ¢ (llz]l,), que la
matrice A est définie positive. Dans le cas général I'égalité (1.1) s’écrira

N
spx (@) =Y Mo (le—zil,) + ) Ha®, (1.29)
j=1

a€Zd.a>0
|| <k—1
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ou

a = (Oél,...,Oéd>,
d

la] = Zai.
i=1

Nous aurons parfois besoin des fonctions radiales a support compact définies
positives. Une technique simple de la construction de telles fonctions est basée

sur la convolution.

1.2 Fonctions radiales définies positives a sup-
port compact

Définition 3 Soit ¢ : R>¢g — R une fonction continue non nulle & support
compact. On définit la fonction ¢ par

¢ (llz]],) / ¥ (lylle) ¢ (lz = yll,) dy (1.30)

Par des arguments sur la tranformée de Fourier, le résultat obtenu est une
fonction radiale. De plus cette fonction est a support compact par constrution.
Elle est en outre définie positive par le fait que

> o (o) = [ (Zam s ~ o1 )) (1.31)

,j=1

1.3 Ordre d’approximation de l’interpolé

Gréce a la théorie variationnelle de Golomb- Weinberger [18] , on montre
que dans le cas de I'interpolation par des fonctions radiales, I'interpolé sy x
posséde un ordre d’approximation O (hl) de f, i.e., il existe une constante
C telle que

lssx = fll < CH, (1.32)

ou h désigne la densité des points donnée par
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hzs:lle% 12}ISHN”1'_.’,EJ‘H2. (1.33)

Dans la suite on notera

Y, =¢(||. — z|,) pour tout x € R~ (1.34)

De la continuité de ¢ sur R>( on en déduit que ¢, € C (Rd) Vo € R? On
supposera en outre que la fonction ¢ = ¢ (||.||,) est conditionnellement définie

positive d’ordre k.

1.4 Théorie variationnelle du probléme d’ap-
proximation par interpolation

Soit V' un sous espace vectoriel de C (Rd). On suppose que pour toute

fonction f € V', f; = f (x;) est connue Vj, 1 < j < N. De cette connaissance

on veut alors trouver une autre fonction u € V telle que u (x) approche f (x)
et u(z;) = f(z;) Vj,1 <j < N,ouz € RL Comme cela est usuel en théorie

d’approximation, I’idée est de trouver v dans un sous espace de V' possédant
de bonnes propriétés et donc utiliser u (z) pour approcher f (x). On suppose
que sur V est défini un semi-produit scalaire

(,): VXV -oR,

jouissant de toutes les propriétés d’un produit scalaire sauf que (v,v) = 0
n’implique pas nécéssairement v = 0. En posant

|U|k; =V <U7U>7

pour tout v € V, on définit ainsi une semi-norme sur V', de noyau

N ={v e V;{v,v) =0}, avec N # {0}. (1.35)
On suppose en outre que N > [; N = m_; et {x1,...,2;} est unisolvant par

rapport & m_1. L’hypothese (1.12) est alors satisfaite et on a :

sipemp_yetp(r;)=0,1<i<[alors p=0. (1.36)
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1.4.1 Modification de I’hypothése originale

On suppose que pour chaque x € R? il existe une constante M, > 0 telle
que
v(w) =0,i=1..,1=|v(z)] < M/ {v,v). (1.37)

1.4.2 L’espace de Hilbert V'

Nous pouvons maintenant définir sur V' un produit scalaire (.,.) et une
norme ||.|| par :

(u,v) = (u,v) + Z w(zi)v(z),Yuw eV, (1.38)

vl = v/ (v,v), Vv e V, (1.39)

et supposer que V' est complet pour cette norme. Notons

I' = {veViv(z;) =0, 1 <i<N}.

D’apres (1.38) on a
Vi=1,..,LYweV, |v(z) <|v|, (1.41)

ce qui montre que I'y est un sous-espace fermé de V' donc

T cT,. (1.42)
D’apres (1.37) on a
Vi=1,..,N, Vv €Ty, |v(z;)| <M/ {v,0) <M ||, (1.43)
ou
M = max {M,,}. (1.44)

(1.42) et (1.43) montrent que I' est un sous-espace fermé de V' . On supposera
enfin que pour chaque = € R? I’application

0z 1V = R, v v (x) est bornée. (1.45)
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1.4.3 Représentant dans V' du point d’évaluation

L’application d, étant bornée, par le théoréme de représentation de Riesz,
il existe donc ¢, € V' unique tel que

v(z) = (v,q,) YveV. (1.46)
Pour tout « € R%, ¢, est appelé représentant dans V de 6.

1.4.4 Sous-espace des interpolés

On notera

N
W:{SZZ jw +pa)\17-'-7>\N€R;p€ﬂ-k71
(1.47)

N
et Y Ng(xr;) =0Vqe Wk_l} ,

le sous-espace des interpolés sy, y définis en (1.1), des fonctions f de V. Pour
tout f,g € V on peut alors noter

Z it ([l = 5l,) (1.48)
1,j=1
N N
ol \; et p1; sont des réels tels que sy x = > \ith, +pet syx =D pth, +q
i=1 j=1
appartiennnent & . On peut alors dégager des propriétés intéressantes de
()

N N
Va0 € Win=3 Aty +p5 0= i, +qoup,qemy,

i=1 j=1
on a

Z Xit;¢ (2 — 4l,) = Zm (2;) . (1.49)

1,j=1

On a de méme
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}:&% (s = willo) = 3 pow (w2). (1.50)

2,J=1

Du fait que la fonction ¢ = ¢ (||.||,) est conditionnellement définie positive
d’ordre k sur 2, on en déduit que Iégalité (1.48) définit un produit sémi-

scalaire sur V' de noyau N’ D m;,_1. On peut également vérifier que 1’égalité
(1.38) définit un produit scalaire sur V' dont la norme induite est définie par
légalité (1.39). En effet, la seule propriété a vérifier dans (1.38) est :

YoeV; (v,v) =0=v=0.

1.4.5 Décomposition Hilbertienne de V' en somme di-
recte et conséquence

l’l} et

ceey

Soit (p;),<,<; la base de Lagrange de mj_; associée a {z,

l
Q . V—>7Tk,1 UHZU(Ij)p]'. (151)
j=1

On a pour tout 7,1 < i </,

l

Zv () pj (z;) = v (z5). (1.52)

Jj=1

On peut alors montrer que Q est la projection orthogonale de V sur m_1;
1.€.,

Teer={veV;Qu=uv} et , ={veV;Qu=0}. (1.53)

Par ailleurs on montre facilement que

T =To={veViv(x;)=0, 1<i<I}. (1.54)
Soit f € V. Notons

Cr={veViww) < (f,f), v(w)=f(z),1<i<N}.  (L55)
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Il est clair que f € Cf et C} est une partie convexe fermée de V' donc CY
admet un élément de norme minimale v noté U;. Revenons a la notation

F={veVu(z;) =0, 1<i<N}.

En écrivant

V=ralt (1.56)
on a
U=1u; +uy ot u € etuy eIt (1.57)
On a donc
ug (x;) = u(x;) = f(x;) Yi=1,...,N. (1.58)
ug est donc un interpolant de f sur X = {xy,...,xx}. Par suite ||u| < |Juz-
Or d’aprres (1.57) on a |lug|| < |jul. Donc ||ul| = |jug||. Comme |ju|® =

||U1||2 + ||U2||2, alors u; = 0. Donc

u=uy €T+, (1.59)

1.4.6 Localisation de l’interpolant de norme minimale

Soit z € RY. Supposons que les applications d,, ,,, ..., 0z, soient linéai-
rement indépendantes sur V*, le dual topologique de V. Du fait de (1.45) et
par le théoréme de représentation de Riesz, il existe q,, ¢1, ..., v € V uniques
tels que

v(z)=(v,q:) et v(z;) = (v,¢),1 <i< N, VveV.

Il est donc clair que ¢, q,, ..., ¢, sont linéairement indépendantes sur V. En
notant
S =vect (q,, ., qy) (1.60)
on a
St={veV;(v,q)=v(x)=0 1<i<N}=T. (1.61)
Ainsi,
I+ =8 =vect(q,, ., qy)- (1.62)
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Théoréme 4 Soit f € V' et u l'unique élément de norme minimale de
Cr={veVi(v,0) <(f,f), v(zi) = f(x:i), 1 <i < N}. (1.63)
Pour tout x € R?, si q, est le représentant de &, dans V', avec
G, = 4 1 <P <N, (1.64)

alors il existe des réels A, ..., \y tels que

N
uw=>> g (1.65)
=1

Les constantes Ay, ..., \y sont déterminées par les équations

f(2)) =ulz;) = (u,q5) = Y Nilaig5), 1 <j<N. (1.66)

i=1

La démonstration du théoréme 4 est une conséquence immeédiate de (1.59)
et (1.62).

1.4.7 Majoration de I’erreur entre f et son interpolant
de norme minimale

Qe Gy -5y etant lindairement indépendantes sur V, alors ¢, ¢ I't. On
construit donc un élément

1
w= ——Pq,, (1.67)
1Pl

ou

P :V — I est la projection orthogonale de V' dans I'. (1.68)
Cet élément w € I, vérifie

lwl] = T et w(z) = (W, ¢) = (@, Pga) = [Pl - (1.69)

Or
IPgll = sup{|(v.Pg)| ; veT, |v]|=1} (1.70)

= sup{|(v,q)| ; veTl, |lv]=1}
= sup{lv(z)| ; vel, |v|=1}.
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On a ainsi construit un unique élément w € I' tel que
lwll =1 et w(z) =sup{lv(z)];vel, [v]=1}. (1.71)

L’élément de norme minimale v de C'y étant noté Uy, on I'appelera I'interpo-
lant de norme minimale de f. Comme f —U; € T et Uy € 't on a

f (@) = Up (@) <w(@)?|If = Uyl
=w(z)’ (f = Uy, f —Uy)
= {(f, ) = (£,Up) = {Us, ) + (U, Up)}w ()
={(f,f) = {f = Up, Us) —2(Uy, Uy) (1.72)
— Uy, f = Up) + (U, Up)} w (z)?
(f, ) = (U, Up}yw (x)

d’ou

|f (x) = Uy (2)] < w (x) V{f, f)- (1.73)

Théoréme 5 Soit X = {x1,...,xn} un ensemble de points de RY et u 'in-
terpolant de norme minimale de f € V en ses points. Soit v l'interpolant de
f aux points x,x1,...,xN. Dans la notation du théoréme 4, on suppose que v

est de la forme
N

v = Ay + Z NiGi +p, oUp E Th_1. (1.74)
i=1
Alors,
2
[/ (x) —u (@) = [A[ |Pgl” - (1.75)

N
Démonstration. On a u = Y \;¢;. Comme v (z;) = u(z;) = f(x;),
i—1
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1<i<N,onav—u=MAg+pel.Dou

[f (z) —u(z)] =

(
E Paq.)|
(Ao, 7;qx()h+ (P, Pqz)| (1.76)
( |

(

Az, Paz)|

1.4.8 Expression de w dans la majoration de l’erreur
précédente :

Lemme 6 Soient x1,...,xx € R? ayant pour représentant q1, ...,qn €V tels
que v (x;) = (v,q;), 1 < i < N pour tout v € V. Soit x € R? ayant pour

1
représentant q, = qo. Soit w = mpqw défini par (1.67). Alors :
dx
N
il existe ay, ...,any € R tels que w = Z@i(h- (1.77)
i=0

De plus ces coefficients sont déterminés par les équations

N
lwl =1 et w(z;) = oi(giq) =0 1<j<N. (1.78)
i=0
Démonstration. On définit
I',=Tn{veV;v(z)=0}. (1.79)

En utilisant les répresentants on peut écrire

I,={veV;v,q¢) =0,i=0,..,N}. (1.80)
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Soit
L :V — T, la projection orthogonale de V' dans T',.

Commew € et Lw €', CT',onaw—Lw € I'. Par ailleurs w () — Lw (x) =

w (z). Par unicité de w on a donc Lw = 0. Dot w € 'y =vect(q,, ..., q,)- 11
N

existe donc «ay,...,ay € R tels que w = > ;q. De plus, les coefficients
=0
' N
Qo, ...,y sont déterminés par les équations ||w| = 1 et > a; (¢ q5) =
i=0

N
Oéz'ql'(lﬂj>:0, 1§j§N |
i=0

Lemme 7 Soit py,...,p1 € mp_1 tels que p; (x;) = 6;5,1 < i,j < 1. Alors,
pour tout v € V,
v(z) = (v,pi), 1 <i<lL. (1.81)

Ona (v,p;)) = (v,pi) + > v () pi (x5)
Démonstration. } ]

Lemme 8 Soient ay, ..., an définis au lemme 6 et pq, ..., p; définis au lemme
7. Alors,

N
Zan (x,) =0, Vp € mg_1. (1.82)
r=0

Démonstration. On a pour 1 <1 </,

N

Zarpi (z,) = ZO‘T (pirqr) = ZQT’QT (z:) = w(z;) = 0.

r=0

Comme py, ..., p; est une base, le résultat s’en suit. m
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1.4.9 Base du Sous-espace IV des interpolés

Considerons maintenant les hypothéses (H) suivantes faites sur V' :

(1)) VccC (Rd), et un produit semi- scalaire (.,.) est défini sur V, de
noyau mj_1.

(12) {x1,...,x;} est un sous ensemble 7j_1- unisolvant et py,...,p; € Tp_1
satisfait Di ((L’j) = 61’]’; 1 S Z,j S l.

On suppose en outre que la fonction radiale ¢ € C (Rxg) est telle que
Vo € R?, il existe r, € V tel que

l

re(y) = (ly —zll,) = D _pi (@) o (lly — zll,), Yy € RY, (1.83)

=1

et

(v,r2) = v (z), Vv € T, (1.84)

I
avec (u,v) = (u,v) + Y u (z;) v (z;), Vu,v € V.
=1

1.4.10 Expression du représentant ¢, du point d’éva-

luation §, en x € R

Lemme 9 On suppose que les hypothéses (H) faites sur V' sont satisfaites.
Alors, le représentant q, du point d’évaluation &, en © € R?, c’est a dire
Punique élément de V' tel que v (x) = (v,q,) Yv € V, est de la forme

¢ (y) = ¢ (lly — =)

Sn@oly-al) - Xn@olle-al) o
+”Z::1¢ (i = 25ll,) pi () pj () + i:lez' (@) pi (y) -

¢ est le noyau reproduisant.
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Démonstration. Soit FO ={veV;v(x)=0,1<i<I}. On définit
Q:V — m_q par Qu = Zv(xz)pl = Z(v pi)pi- On a vu au (1.51) que

=1
Q) est la projection orthogonale de V sur m,_; = [y et donc I — Q est la
projection orthogonale sur I'y. On a :

(v,(I =Q)ry) = (v,ry) =v(x) Vv €Ty,
(v,(I = Q)r,) =0Vverl;.

VoeV (v,(I-9Q)r,) = ({-Quvry) ={U—-Q)v(x)
=v(z) - Qv (z)
= (v,¢s) — ;v (z) s ()
= (0,0) — 3 (0,90) pi (2).

=1

(1.86)

(1.87)
D’ou
(Uv([_Q)Tx - ( sz ) YoeV
et
(I—-Q)r sz ) pi,
par suite,
l
= -Q)ry + sz‘ (2) pi- (1.88)

Vy e Réonagq, (y) =7, (y)— Qr. (y )+sz (x) p;i (y). Apres calculs et arran-

gement on aboutit au résultat. Soit mamtenant q. ’élément de V' vérifiant
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I
(I — Q)ry = qu — >_p; () p;. En utilisant le lemme 7 on a :
i=1

VoeV wv(x) =(v—Qu)(x)+ (Qu)(z)
= (I = Q)v,rz) + (l v) (x)
= (v,({ = Q)rz) + v (w) pi (2)

- Q)+ Y opn@

v(z) = (U» (I—=Q)r: + épi (ﬁ)pz)
v(z) =(v,q) Yo e V.

1.4.11 Autres définitions de w () et propriétés

Théoréme 10 On définit xo = x et on suppose que xg,...,xn admettent
pour représentants qq, ..., qn respectivement. Soit ay, ..., any € R tels que w =

N
> a,q;. Alors,

=0

(w(@)* = Y B8 ler =l (1.90)

r,s=0

ot 8, = a./ag, 7=0,...,N.

Démonstration. D’apreés la notation (1.34) on a ¢, (y) = ¢ (|ly — z|[,),
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Yy, z € R?. Alors d’aprés le lemme 9
N
w = Zaqu
r=0 .
i=1

N .
_ Zar l i=1 .
=0 Sy () py () pe+ Sops () ps

ij=1 i=1
N Jl N

= oty — > (Zarpi (%)) Uy, +p Ol pE My
r70 z:ll r]—VO N

— o, - ( oy (1)) b S oty b p
r=1 r=1 \s=0 r=0,l+1
l N N

S (ar ~Sau <x8>) bo + S anp, +p
r=1 s=0 r=0,l+1

N
= Zour%ﬁrp,
ou
o, r=0,1+1..,N

fy = N
" ar — Y asp (zs) ,r=1,..,1"
s=0

l l

p=> o { D b @) py (@) pi= Y Wy, (@) i+ Y _pi () ps

ij=1 i=1 i=1
N
Comme Y ap, (x5) =0, 7 =1,...,] d’apres le lemme 8, alors
s=0
py = ap,r=0,...,N.

De méme

p= -2 (St @) it 30 (@) (S awms o))

i=1 \r= i,j=1

+ii1 (éarm (%)) Dis

l
pP=-

<ZO‘T¢$¢ (xT)> Di-

=1 =
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Ainsi

N l N
w=) oty =) (Zar% (%)) pi- (1.96)
r=0 i=1 r=0
Comme w (z;) =0,i=1,...,N on a
) N
L= ol = (wow) = (Zaaw)
s=0 N
= (apqo,w) + > s (gs, w)

s=1

= ag (qo, w) + Z:lasw (zs)
= aqow (). B
N
De plus (w,w) (Z A5G, W )
(xs)
—0
N I N N
= Z::[]Oéraswa (‘IS) - ;Z::O@Mbmi (xr) Zaspi (:Cs)

8:0 (1.97)
D’ou
N
w) =Y apagt,, (). (1.98)
r,s=0
N N
Finalement, 3. §,8,0,, (v,) = 3 (aya,/a2) v, (@) = (1/a3) aow (x) =
r,s=0 r,s=0
(w (z))>. D’ou
N
D BB, () = (w(x))*. (1.99)
r,s=0
Si 'on définit
—B;i=1,.., N, (1.100)

alors
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Z%% ¢ (|2, — 4,) 22% ¢ (|l — z,ll,) + ¢ (0). (1.101)

r,s=1

Lemme 11 Soient A et B deuzw sous-ensemble de R? qui sont unisolvants
par rapport & w,_1. Soient w4 et wp associés a A et B respectivement. Si A

C B alors
Wy > WR.

Démonstration. Fixons z € R% Si 'y = {v eViv, = 0} et I'p =

{v eViuv, = 0}, alors I'g C I'4 et donc
wp (IE) = Sup{|v (‘(E)‘ NS FB: HUH = 1} (1102)
<sup{[v(@)] ; v el [[v]| =1} =ws ().

Théoréme 12 On suppose que V' satisfait les hypothéses (H). Soit Uy in-
terpolant de norme minimale de f sur xq,...,xy € RL. On suppose quel < N

et {x1,...,x;} unisolvant par rapport a mp_1. Alors

|f (@) = (Up) (2)]” < )= 22,00 (@) 6 (llz = 2rll,)

60
, (1.103)
#3509 (0) 6l — ) (5.

Démonstration. De (1.73), on a (f (z) — (Uy) ())* < (w(2))* (f, f);
w étant définit par rappart a {z1, ...,zx}, comme {xy,...,z;} C {x1,...,xn},
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cette inégalité est encore vraie lorsque w est défini par rapport a {xy, ..., z;}
a cause du lemme 11. D’apres le théoreme 10,

(w(@)® = Y BB ler —z,) ot B, = /e

r,s=0

l l
etw = Y g =o0h+ Y g,
=0 =1

d’apres le lemme 6. Or Vo € V', (v,q;) = v (z;) = (v,pi), 1 <@ <[, d’apres
le lemme 7. Donc,
¢ =pi,1 <i <1
Pour j =1, ..., 1,
!
O0=w(z;) = aogo(x;)+ > cupi(x;)
i=1
=  pqo (l'j) + Q5 (1104)
o (90, pj) +
= Qopj (l’) + Qy.
Ainsi,
Oéj/Oé() i (ZL'),] = 17"'717 (1105)

et le résultat s’en suit. m

Corollaire 13 Soit V satisfaisant les hypothéses (H). On suppose quev € V
vérifie v(x1) = ... = v(x;) = 0, ot {xy,...,x;} est un ensemble de points

unisolvant par rapport a m,_1. Alors,

(v (@) < {¢<0> 25 (@) 6 (2 — 2 l)
. r=1 (1.106)
Y b (@) pe (@) 6 (flzr — %!b)} (0,0).

r,s=1
Démonstration. D’apres (1.71), si v (z1) = ... = v(x;) = 0, alors

(v (z))® < (w(x))® (v,v), w étant défini ici par rapport & {x1,...,2;} dans
le théoreme 12. m
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1.4.12 Noyau reproduisant de I’espace de Hilbert V
En définissant les fonctions K et & par
d: RIXRI SR, (2,9) - 6 (lly—zly)., (1.107)
et

K: R'XR!=R, (2,9) — ¢ (), (1.108)

on a
K(.,z)=q, Vx € RY,
l l
Va,y € RY, K (z,y) = @ (2,y) - lez- () @ (24,y) — lej () @ (v, ;)
i= j=

! !
+‘lei (@) pj (y) @ (i, 25) + lez' () pi (y)
1,j= i=
K(,x.)=p Yr=1,..,1L
(1.109)
On voit donc que K posseéde les propriétés suivantes :

(a) K(Jﬁ,y) :K(y,l’) Vl’,yERd, ; N
(b) K(.,z)€eV VreRY, d’apres 1.85

(¢) K est définie positive,
(d) v(x) = (v,K(,z)) Vv € V et x € RL Une telle fonction K est
appelée noyau générateur de ’espace de Hilbert V.

1.4.13 Transformation de l’interpolé s;x et écriture
dans la base du sous-espace IV des interpolés

En utilisant la notation (1.34) et écriture (1.4), il est clair que I'interpo-
lant radial de base défini en (1.1) et (1.13) s’écrit,

N l
= M+ e (1110
r=1 j=1

Par ailleurs d’apres (1.85) et (1.34)
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N N l l
Sha =S { - S ), - 30, )
l
+-le (zj) pj (zr) pi + sz () pi
INES
:ﬁ)\rer (Z)‘sz zr)@b +poupéEm_
r:l i= 1 r=1 (1111)
= S, (zxspr xs)w LS A, 4o
r=1 r 1 \s=1 r=l+1
= Z (A - stpr (:rs)) Y, + Z MNthy, +p
; s=1 r=I+1
; Ay + Py
N
car Y Ay (z5) =0, 7 =1,...,1
s=1
N l l l
p = ;)‘r {Zl% (25) pj () pi — ;% () pi + ;pi (xr)pi}
l N ! N
=5 (S o))+ S ) (S ) )
= r= INES r=
l N
4y (zlArpz (a:r)) »

(1.112)

r=1

(zwm cm) . (1.113)

7 r=1
Ainsi,
N N
D M=) My, - Z (ZMD ) pi, (1.114)
r=1 r=1 i=1 r=1
donc,

N N l N
r=1 r=1 i=1 r=1



Or d’apres (1.110) on a,

f @) = spx (a3) ZArw (@) +en 1<i <L
r=1

D’apres (1.115) et (1.116), (1.110) devient

Sfx = Z)‘rw +chpj

l

= 2)\7’(]7” 2 (Zl)\r%r (932‘)) pi + icjpj

Jj=1

= ZMT + Zl: (%Ar% (i) + Ci) pi

r=1

= Z)\qu + Zf (i) pi
= Z)‘TQT+ Zf (xz)pz + Z Ary

7“ +1

_ Zl:(/\r+f($r))qr+ S Mo

r=1 r=[+1

car p; = q;, 1 <1 < l.par 1.109. Ainsi,

N
Sf)X - ZILLTqT7
r=1

ou
AT’ —|— f (‘TT> ) 17 Y l
Hr A\ r=141,..N
Comme
QT’_K('vxT)a 1§T§N7
I'interpolant radial de base défini en (1.1) et
la forme

N
j=1

ol les coefficients p; sont donnés par les équations
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(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

1.13) peut alors s’exprimer sous

(1.121)



N
> K (i a;) = fi, 1<i < N, (1.122)
j=1

La matrice définie positive associée & ce systéme linéaire est donnée par ses
coefficients

L’ensemble X = {xy, ..., zx} est donc supposé contenir 'ensemble {x1, ..., z;}
qui est 7j_1-unisolvant.

{K(.,z1),... K (.,xzy)} peut donc étre choisi comme (1.124)

base du sous-espace W des interpolés définis en (1.47).

1.4.14 coefficients (};),_,y et (¢;);,, qui interviennent

dans la formule (1.14)
D’apres (1.119) on a

M= { /lj_r fz(ﬁf: }vl (1.125)
En posant
Or =ty = Ay 7= 1,0, N, (1.126)
on a 1 |
" { g@;): TR (1.127)

D’ou pour tout ¢ =1,....,l on a

N N N
;ur¢xr (*rl) = ;Ar¢xr ('IZ) + ;07“7)/}:“ (LUZ)
N l N
3 A, (@) + 3000, )+ 5 0, (@)

r=[+1

%1 Mty (25) + z f (@), ()
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Ainsi,

l

D Aty (@) =D by, (@) = Y f (@), (@), i=1,..,0.  (1.128)

r=1
Par ailleurs d’aprés (1.116) et (1.128) on a

l

= F )+ 0 @), () = St (@), =1l (1129)

r=1

Ainsi (1.121) est une alternative potentielle de (1.1) pour la résolution des
problémes d’interpolation par les fonctions radiales.

1.4.15 Egalité entre s; x et I'interpolant de norme mi-
nimale u

L’interpolant de norme minimale défini au (1.65) vérifie

N N
w(z) =Y Ngj(w:) =Y MK (z,2;) = fi, 1<i < N. (1.130)
j=1 j=1

D’apres 'unicité de la solution du systéme (1.122) on a

A=y 1< <N, (1.131)
D’ou
N N l
u=Spx = Z,urqr = Z Ay + chpj. (1.132)
r=1 r=1 J=1

1.4.16 sy x meilleure approximation de f

Soit S =vect(q,,...,q,) et

Q :V — S la projection orthogonale de V' dans S. (1.133)
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YoeV, Qu(z;) =(Qu,¢) = (v,¢:) =v(x;), 1 <i<N. (1.134)
Q est donc l'opérateur d’interpolation. associé au probléme (1.1). Comme
QV =8, (1.135)
S est donc le sous espace des interpolés. Donc
S =W. (1.136)
Soit u € S l'interpolé de norme minimale de f étudié précédemment. On a
(f —u,q)=(f—u)(z;)=0,1<i<N, (1.137)
donc f —u € S*+. Ainsi,

f =u+f—-u
=Qf+/f-9f,

avec Qf € Set f—Qf € S+, la décomposition unique de f dans V = S S+
implique

(1.138)

u=Qf. (1.139)
On a donc
If =ull=1f = Qfll = inf |If =l (1.140)
Comme Qf =u = sy x,
sy x est la meilleure approximation de f au sens (1.140). (1.141)

1.4.17 Un exemple d’espace de Hilbert V répondant
aux hypothéses Précédentes

Dans ce paragraphe nous allons voir d’aprés Duchon [8] et [9] comment

I’élément r, définit précédemment peut étre choisi lorsque V' est l'espace

des distributions dont toutes les dérivées partielles d’ordre k sont de carré
intrégrables dans R?. On suppose que
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k> df2, (1.142)
alors par 'injection de Sobolev,
V —C(RY). (1.143)

On note D l'espace des fonctions indéfiniment différentiables et a support
compact dans R?. Une distribution est alors une forme linéaire continue sur
D munie d’une topologie appropriée. |.,.| désigne la paire de dualité entre D
et D' et 4, est la distribution de dirac en x € R? définie par

[v,0,] =v(z) Vv e D.

Le semi-produit scalaire sur V' est défini pour tout u,v € V par

(u,v) an/ D) (z) dx, (1.144)

|laf=k

k!
ol ¢, = L {ca ;|a| = k} est choisi tel que la semi-norme correspondante soit

rotatlonnellement invariante. Explicitement, ces parameétres sont spécifiés par

Pexpansion formelle [[£]12F = 3 ¢,
|al=Fk
r = (21,22, ..., Tq), (1.145)
a=(ag,....,aq) € Zi, la| = Zoz,,, Co = —, al =ajlaglay!,  (1.146)
olel
De = . (1.147)

a1 a2 g
0x{'0x5?...0x,

Exemple : Dans le casou d = k=2, on a

(v, ) //R [(632) 2<§;;t>2+(g;)]dsdt (1.148)

IL est clair que si (v,v) = 0, alors toutes les dérivées partielles d’ordre 2
dans l'intégrale sont nulles, donc les dérivées partielles premiéres de v sont
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constantes, et donc v € 7, (R?). En général, le noyau de la semi-norme asso-
ciée a ce produit semi-scalaire est m;_q (]Rd). Le produit scalaire sur V' étant
défini comme précédemment, on définit I'y = {v € Vv (z;) =0, 1 <i <[},
avec dimmy,_; = [. Fixons x € R% (T, ||.||) étant un espace de Hilbert, on
cherche le représentant de € R? dans I'y; c’est a dire I'unique fonction
gz € Iy telle que v (z) = (v, g,), Yv € T'y. Supposons d’abord v € T'y. Comme
le produit scalaire est défini par,

l
(u,v) = (u,v) + Z u(x;)v(z;) Yu,v €V, (1.149)

on a

Yw eV, (w,v) = (w,v). (1.150)
Si v ¢ I, on définit

QVHWHWHE: ) iy (1.151)

ou {p1,...,p} est la base de Lagrange de mj_; associée aux points z1, ..., z;.
On a vu que Q est la projection orthogonale de V sur m;_; = 'y, et donc

I — Q est la projection orthogonale sur I'y. On a Vv € V/,

v(z) = (Qu)(z) = (I- Q) €
- EZ,gﬁU > (1.152)
= Co, D%y D%gq, d
o [ D) 0) (0702 )y
Vv € D,onav(r)— (Qu)(x Z_: “v, D*g,]
i ] (1.153)
> caD*g. |,
\a| k

de plus,
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l

v (@) = (Qu) (2) = v (2) = Y v(z)pi(e) = [v, Or — Zm () b

i=1

. (1.154)

(1.153) et (1.154) montre que g, est une solution de I’équation différentielle

distributionnelle

l
(_1)k anD2a9x =0, — Zpi () Oz, -
=1

la|=k
Si l'on définit ¢, : R? — R par : ¢, (y) = ¢ (||ly — z]|,) ou

2k—d

6 (r) crar® 4nr  sid pair,
r)= ’ .o )
Ch,aT si d impair,

alors d’apres l'article [9] de Duchon, on a

(_1)k ZCaD2a¢x = 5z7

laf=k

avec ¢y 4 des constantes données d’aprés Duchon par

i d=1

—1)" 7 (k — dEL))
( d7)1 ( 2 ) si d est impair,
_ ) 297z (k- 1) (2k —d)!
Ck,d (_1)]€—%+1

si d est pair.
it (b~ 1)1 (k- )

Ainsi, une solution particuliére de 1’équation (1.155) est

!
Ty =1, — Zpi (z)),,, dou (1.83).
i=1

(1.155)

(1.156)

(1.157)

(1.158)

(1.159)

Cet élément r, n’appartient pas a 'y, et donc on prend sa projection ortho-

gonale (I — Q) r, sur Iy, égale a g,. D’ou

gz = ([_Q)Tw
l

SR AT NCAIESS S AT

i=1 ij=1
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g, ¢tant le représentant de x € R? dans I'y, et Q la projection orthogonale
définie au (1.151), alors en utilisant le lemme énnoncé au (1.81) on a

VoeV, (v,g.) = (v—Qu,g.)+ (QU 9z)
= v (:L‘) ( )(l‘) (1.161)
= v(z) - ; (v, i) pi (@).
D’ou l

YVoeV,v(x) = (v,6:)+ Z (v, i) pi ()
=1 (1.162)

= (vot Znlon).

=1

Ainsi, le représentant g, dans V du point d’évaluation &, en x € R? est

= 0.+ Zp, ) pi, dout (1.85). (1.163)

Puisque g, = (I — Q) ry, alors, Vv € Ty, (v,7,) = (v,(I — Q)ry) = (v,g:) =
v (x). Ainsi,
Vo €T, (v,7,) =v(x), don (1.84) . (1.164)
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Chapitre 2

Estimations d’erreurs par la
méthode de la fonction
puissance de Powell : cas
particulier des thin-plates
splines et des fonctions radiales
de type conique

Dans ce chapitre on veut estimer l’erreur d’interpolation du probléeme
formulé en (1.9) et (1.10) dans des cas particuliers de la fonction radiale

¢. Comme dans [33] et [34], cette estimation d’erreur repose sur la fonction

puissance de Powell ® (ac, X > définie en (2.20); i.e.,

£ @)= s (@)1 < (o (2.%)) 1l

ou
X ={z1,..,an} C Q,

Q étant un ouvert borné de RY et X = {z1,....,7;} avec | < N, X étant sup-
posé 7;,_1-unisolvant. Les techniques utilisées dans la déduction des constantes

intervenant dans les majorations de I'erreur sont celles qu’on retrouve dans
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[2], et nous les avons renforcées par les résultats (2.137), (2.138),...,(2.143)
puis (2.168), (2.169),...,(2.181) et (2.183), (2.184),...,(2.202). La déduction

de ces constantes résulte de quelques applications de la méthode de la fonc-
tion puissance de Powell devéloppée dans [39]. Dans le cas des dimensions
d=1,2,3,et pour k£ = 2, on trouve les meilleurs constantes dans les majora-
tions de 'erreur correspondantes respectivement a :

T (R*) ;0(r) = r’Inr
T (R3) s o(r) = 7.

On travaille ici avec des géométries simples : Dans le premier cas (d = 1), =
est sur un segment défini par les noeuds d’interpolation x; < zs < ... < xp.

Dans le second cas (d = 2), = est sur un segment ou a l'intérieur d’un triangle
défini par trois points pris parmi les N points d’interpolation xy, xs..., x .

Dans le troisiéme cas (d = 3), = est & 'intérieur ou sur une face d’un cube ou
d’un tétraédre dont les sommets sont pris parmi les N points d’interpolation

T1,T2, ..., TN-

Dans la suite on note donc
X ={z1,...,xn} C 9, (2.1)
ol  est un sous ensemble borné de R? et
X = {zy,..,m} avec | < N, (2.2)

X étant supposé m_i-unisolvant et py, ..., p; est la base de Lagrange de mj_4
telle que

Comme précédemment, on suppose que
k>dj2, (2.4)
donc par l'injection de Sobolev,
V —C(RY). (2.5)
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Le semi-produit scalaire sur V' étant défini pour tout u,v € V par

<u,v>::j{:cajéd([V%U(w)(ﬂww)(x)dm, (2.6)

la|=k
le produit scalaire sur V' est défini par

(u,v) = (u,v) + Z u(x;)v(z;),Yu,v € V. (2.7)

=1

2.1 Fonction puissance de Powell dans le cas
des thin-plates splines et les fonctions ra-
diales de type conique

En considerant la fonction radiale ¢ définie par

2%—d - -
o Inr, sid pair,
¢(r) = { r2hd, si d impair, (2:8)
on a d’apres (2.4),
2k—d—-1>0= lir(r)1+r2k_dlnr = li%l+7’2k_d_17‘ln7” =0, (2.9)

car lim rInr = 0. Par suite,
r—0t

6 (0) = limo (r) = 0. (2.10)

r—0

En notant wx (z) la valeur de w () en (1.101) associée a la fonction radiale
cra® (r), ol la constante cj 4 est donnée par (1.158), et ¢ (r) est définie en

(2.8),ona:

(wx (2))* = era { D0 (e = zslly) = 2D 7,0 (|2 — $r||z)} , (211)

r,s=1

ou
v, = —ap/ag, r=1,..., N, (2.12)

52



d’apres (1.90) et (1.100). Les coefficients ay, ..., iy sont déterminés au lemme
6. De méme, le théoréme 12 nous permet de déduire, d’apres I’expression entre

parenthése en (1.103), la valeur w (x) associée a la fonction radiale ¢y q¢ (7).

On a:

(wg (& —de{zpr ps (2) & ([lzr = 25[l,) —22297« IIx—wrll)}-

o (2.13)
On a vu au (1.105) que
pr(x) = —a./ag, r=1,...,1, (2.14)
donc d’aprés (2.12) et (2.14) on a
Ve =pr (), r=1,.L (2.15)
On sait que d’apres le lemme 8
Zan (x,) =0, Vp € Tp_1. (2.16)
N
On a donc Vp € my_1, aop () + T:z:larp (z,) = 0. D’ou
N

p (I‘) = Z (—Oér/Oéo)p ($r> . (217)

Ainsi les coefficients v, définis au (2.12) vérifient

= Z%p () Vp € mp_1. (2.18)
En notant
O (z,X) = (wx (:z;))2 , (2.19)
et
® (9055> = (wg (@), (2:20)

avec pour fonction radiale la fonction ¢y 4¢ (r) définie précédemment, et Uy =
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sf.x, alors 'inégalité (1.73) devient

1f (2) = spx (2)] < (@ (2, X))? |f], - (2.21)

Comme
wy (z) <wg (2), (2.22)

d’apres le lemme 11, on a

£ @)= s @) < (@ (2.%)) 17 (229

La fonction @ (z, X) est appelée fonction puissance. L'inégalité (2.23) corres-

pond & I'inégalité (1.103) avec pour fonction radiale ¢ q¢ (7).

Lemme 14 Soit ¢, définie par ¢, (r) = r?*In(or), ot r > 0 et 0 > 0. Pour
de telles valeurs de o, posons

3 3
O, (0) = D _0:60;0, |lv: — x5, — 2)_0id, |z — il (2:24)
ij—1 i1

et continuons a noter ®q (0) par ® (0), i.e., ¢, = .

3 3
Six = Zé’ixi avec ZQi =1, alors ®, (0) = @ (0) . (2.25)
i=1 i=1

Démonstration. Ecrivons ¢, comme

¢,(r) = r?lnr+r*lno
= ¢(r)+riho, (2.26)
alors, @, (0) devient
3 3 )
B(0) = 300,00~ w,l, +1no X 00, 0~ 5
)= 1,0=
3 3
_Q;Qiﬁbnx_%‘HQ —21110;@ lz = il (2.27)

3 3

i,j=1
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3 4
En remplagant la condition z = > 0,x; par > 0,x; = 0, avec 0, = —1 et
i=1 i=1

4 4
i=1 =1

Ty =T, 0N a

Or
1 2 3 2 2 2
2 00 [l —xjlly = 22 0 lws — ajlly +2220i04 (s — 2l
=1 =1 =1
i - S o (229
= 2000, ||z — ajlly = 2220; || — il
ij=1 =1
Par ailleurs on sait que ||z; — xj||§ = ||lzi|l2 — 22z, + ||9:J||§ On a alors,

3 3 4
2 2 2
2 0:0; v = wjlly = 220 llx —wlly = 22 0:0; flwi — 5l
1=

i=1 1,j=1

4 4 4 4
=320, |lzill; 05 — 230230,z
i=1 =1 =1 =1

4 4
+3°0; |21 S0
=1 i=1
=0.
(2.30)
D’ou

o, (0) =3 (0). (2.31)

Lemme 15 Pour 0 < r < oo, la fonction ¢, définie par ¢, (r) = r*Inor est

. , 1
minorée par —3 (0%€)”" pour tout o > 0.

Démonstration. Une étude élémentaire des variations de ¢, montre
I’existence des extremums de ¢, enrg = 0 et ry = oclez ; le premier donnant
lieu au maximum local ¢, (r¢) = 0, tandis que le second tient de minimum
global ¢, (r1) = —2 (02%) . m

T2
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Lemme 16 Lorsque tous les vecteurs de R? dans (2.11) sont affectés d’un
coefficient positif o tel qu’aucun des paramétres 7y, ..., vy de (2.12) ne soit

modifié, alors la fonction puissance dans (2.19) est affectée du coefficient
2%k—d
o

Démonstration. Désignons par ¢, et &, les valeurs de la fonction
puissance @ (z, X) dans (2.19) respectivement avant et apres l'affectaction
du coefficient o. Si d est impair, d’aprés (2.8) on a ¢ (r) = r?**¢. Donc
¢ (or) = o*~4¢ (r). Or d’aprés (2.11),

N N
q)'n, - Ck,d{ Zlf)/r’ysgb (O'“.I',,« _ISHQ) _2;7r¢ (U||x_$r||2)}

r,s=

N N
= e 302,01 = mll) = 237,6 (e — )

r,s=

— O.2k—dq)a.
(2.32)
Si d est pair, d’aprés (2.8), on a ¢ (r) = r?*~?Inr, donc
¢ (or) = o*k~dp2=dlngr
= o dp*=d(Ing +Inr) (2.33)
o= (r*~dng + ¢ (r)).

Or d’apres (2.11),

N N
D, = Cra { Zlfmsd) (o ]|z, — x4]ly) — 22231%¢ (o]lz - erQ)}

r,8=

N N
_— {o— [ 3 7,726 (e = ) + 10 3 7,7 ey =

r,s= r,s=

N N
2k—d
25,00 - all) ~ 2oL, o - o)

N
k—d
Z Yr Vs ||$7~ - xSHg

— a.2kfd(1)a + Ck:,dojkid r,sle an'.
2k—d
~23 1, o
r—=

(2.34)
Posons R
N=N+1, %4, =~v.e 2, =z,7r=1,..,N.
'?N—i—l =-1, (2-35)
TNy = T,
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alors,

N N
JNEDN ~ ~ k—d k—d
Z VrYs H‘IT - st; = Z YrYVs H'TT - xs”i
r,s=1 r,s=1
N+1

. . k—d
+2 Zl%%vﬂ |2 — fEN+1H§
r=

N N+41
2k—d A A~ 2k—d
= 2 sl =l =2 2, Al = ol
r=

r,s=1
N N
= 217r75 er - xs”gkid - 2;7r er - m”g’“*d.
’ (2.36)
Or d’apres (2.18) on a :
N
> 4,p (&) =0Vp € mpy. (2.37)
r=1
On en déduit donc que
N N
Z%ﬁs |z — xSH;k_d - 2Z7r |z — ngk_d = 0. (2.38)
r,s=1 r=1
D’ou
®, = o?71®,, si d est pair. (2.39)
[ |

Théoréme 17 Soit Q C R un ensemble borné contenant un mj_, (Rd)—
unisolvant sous-ensemble. Pour un choix de points d’interpolation, soit h =

hx le nombre
h = iﬁglg}énw |z — ], - (2.40)

Alors, pour h suffisamment petit, l'erreur de l'interpolant s;x de f € V sur
X pour la spline naturelle de type (2.8), est bornée par l'inégalité
he si2k —d=1,
1f () = spx (@) < c|fly$ hllnh|? si2k—d=2.z€Q, (2.41)
h si2k—d> 3,

ot ¢ est une constante positive qui ne depend que de d, q et 2 et non de X,
f oux.
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La preuve du théoréme 17 repose sur l'inégalité (2.23) dans laquelle

8 (5.%) = (w5 @)’ = cua {zp On@otie—al)

255 )6 (o - ol }

Pour tout z € (2 fix¢, la preuve du théoréme 17 demande le choix d’un sous-
ensemble 7j_4 (]Rd)—unisolvant X ={x,...,x;} de I'ensemble d’interpolation
X ={x1,...,xzy}. On supposera donc sans perte de généralité que

- 1
QUXCB (o, 5) , (2.43)

1 1
B (o, 5) = {z eR% |z, < 5}. (2.44)

Puisque d’aprés le lemme 16, I'affectation d’un coefficient positif o aux vec-

ou

teurs de RY n’a pour effet que la multiplication de (2.19) par 02*~? lorsque les
coefficients v, = p, (z), r = 1,...,1 de (2.15) sont conservés. Par ailleurs, la
propriété de 'invariance par multiplication scalaire de notre probléme d’in-
terpolation (1.1), i.e.,

VA ER, sarx () =Af(x;), 1 <i<N, (2.45)

montre que 'interpolant s,y de la nouvelle fonction

7(9) =f (0_1y) , Y € Rd, (2.46)
est défini par
Stox (W) =spx (07'y) , y € R ; (2.47)
puisqu’en posant
y=oz,x € X, (2.48)
on a
yeoX o lyeX. (2.49)
Ainsi
fx) = spx (x) = f(ox) — 57.x (o), Vo € R, (2.50)
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Comme ¢ (a:c, 0’)?) = g?—dp <a:, )?) d’apres le lemme 16, et

@) —spx @] < (0 (2.5)) 111,

d’apres (2.23), en posant y = ox, © € )Af, on a

A

T = sl = (%99 (00.0%)) I
ox, 0)?)5 (o= (k=) |f]i)% (2.51)

ou )
|7l = (70 1110)* (2.52)
Ces arguments montrent que nos estimations de ’erreur basées sur (2.23) sont

scalairement invariants. Notons que si X = {z1,...,2;} est un sous-ensemble
M1 (Rd)—unisolvant de X fixé, et si on considére une suite (x,) C Q de
valeurs de x telle que

|lzn, — 21]ly — 0, (2.53)
alors, d’aprés (2.15) on peut définir
v =pi(xn), i =1,..,1, (2.54)
et par continuité des p; , 2 =1,...,[, on a
v —pi(z1),1=1,...,1L (2.55)
D’ou
7P — let (2.56)

vio— 0,1=2,..,L
(2.53) et (2.56) implique qu’il existe un entier ng € N tel que Vn > ng on a,

([ lzn — 2]y <
vy =1 <ch
[y < ch (2.57)

L ] < ek
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ou ¢ est une constante positive donnée. En posant

no __

Tpy =T, 0n a7 =p; (Tn,) =pi(x) =70 =1,..., 1

D’ou
|z — a1l < h
|y, — 1] <¢h
|75| < ¢h
h/l| S Eh‘?
par suite
|z — a1l < h,
et

maX{h’l - 1‘ ) ‘72| PREXY h/l|} S Eh?
Ol 7Yy, Vs, -, Y; sSont les coefficients définis par (2.15).

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

Lemme 18 Soit 2, X et h définis au théoreme 17 avec h < e~ L. Fizons un
point x € Q) et prenons un ensemble X qui satisfait les conditions du dernier

paragraphe. On suppose en outre qu’aucun des points xs,...,x; n’appartient
au segment d’extremités xq et x. Alors l'expression correspondant (2.20) a la

propriété
B h si2k—d=1,
o (xX) <{ h?|nh| si2k—d=2,
h? si 2k —d > 3.

Démonstration. En Transformant 1’expression (2.42),

8 (. = (wg (@))° = { > pr (&) s (2) 6 (o — 3],

r,s=1

225 )0l - 5l |,

ou
pr(x) =", r=1,..,1,
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on a

8 (r%) - 2{ > 17,9 (I~ 2.l) - iwwnx—mz)}

T‘Sf

l
e | 3026 s — k) = 3,6 e — )
k,d r=2

7‘8—

—719 (lz — 21][,)
(2.65)
Or l l
% 217r73¢(||x7“ - 563”2) = %Z_:’Ylfys(ﬁ(l‘l'l - 33'5“2)
- 22 3776l — )
= 527173 (lz1 = 2 l5)
+ 2:22’71”75 (er _'TSHQ)?
et
1 1 1 l
32 200 ([ — zlly) = 5271% ¢ (zr — 21ll,)
== (2.66)
+3 22277"73 (”xT _xSHZ)‘
D’ou
l
: Z 77’75 (Hx?" - ‘TSHQ) - 2717r¢(||x7" - ‘7;1”2)
T (2.67)
+ 22277“75 (HxT - x8||2) .
On a
1
2222%7@ (lzr = 2sll,) 222%75 (lzr = 2sll5) 268
s = 2.68
+Z227T78¢ (H‘rT - xSHZ) )
car

Z% (llzr = 2]l5) = 0. (2.69)
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Par ailleurs on vérifie facilement que

ZZ’Y’F’YS |‘TT ‘ISH Z Z ’YT"YS |IT $3H2)7

r=2 s=r r=2s=r+1

et on montre par réccurence que pour tout entier p tel que

(2.70)

p T p—1 p
3 S p S l? on a ZZVT’YSQS(H:UT - ‘rS”Q) = Z Z ’yr’ysQS(“xT - $5H2) .

r=2s=2 r=2s=r+1
Par suite
l l -1 1
IS v (lee —zally) =2> 0> 77,0 (e — lly)
r=2 s=2 r=2s=r+1

(2.67) s’écrit donc

! -1 1
2 2 00 (e = wslla) = 2 2 970 (e = )

r=2s=r+1

!
+Z2V17r¢ ([Jwy — 21l5) -

En reportant ce résultat dans (2.65), on a

(2.71)

(2.72)

(2.73)

~ -1 1 l
0 (0.X) = 200{T % vn0(a - al) + Lo (o - ol

r=2s=r+1
l
= Sle = all) ~ 6 e = ail)
d’ou
~ -1 1
0 (0.%) =20{Z ¥ 10l -l

r=2s=r+1

l
+Z:32 (V1 = 1) 7,0 (|2 — 21]l,)

(2.74)

#3710 — i) = 0 (1 = )] = 70 (I — )
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Ainsi,
@ (,X) = 2000 {Ti + T = 716 (| = m1]1,)} (2.76)
ou

-1 l

l
T =) > 7706 (e — 2lly) + > (= D y,8 (e — aally),  (277)

r=2s=r+1 r=2

et
=) 7 [0 (e —lly) = & (& = )] - (2.78)

On va donc chercher & majorer chacun des trois termes dans la parenthése

de (2.76). On étudie alors les variations de la fonction

@ (t)=|o(t)| Vt €[0,1]. (2.79)
Si d est impair on a
o (t) =t et ¢ (t) = (2k — d) t* 071, (2.80)
¢ est alors monotone strictement croissante sur [0, 1]. (2.81)
Si d est pair on a
o) =—t*"Int et ¢ (t) = —t* 11+ (2k — d) Int], (2.82)

strictement croissante sur [O, exp (ﬁ)],
strictement décroissante sur [exp (ﬁ) , 1].
(2.83)

Afin de majorer le dernier terme de (2.76), notons que (2.61) implique

© est alors monotone {

V| 14|y, — 1| <1+ch<1+Ce . (2.84)

Par ailleurs puisque h < e™! < exp (ﬁ), (2.60) et I’étude des variations de
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la fonction ¢ implique

il =l <1600 = { s p e (289)
Par suite,
ol - el < @) {Tam it e
Afin de majorer 77, notons que 2.43 implique
|z, — a5l < 1,7, =1,..., L (2.87)
Posons 1
Ty = exp (2k — d) ) (2.88)
alors Inzy = ﬁ, d’ou
z5" ¢ = exp (Inzg" %) = exp ((2k — d) Inzo) = " (2.89)
Comme 2274 si d est impair
# (20) = |6 (wo)| = { x%k_d7|lnxo|, si d est I;air, (2.90)
one 1 si d est impair,
oo = { T8 T 291)
Par ailleurs,
o= o 5oty 29
(2.91) et (2.92) implique
ma (20, (1)) = { L e (2.93)

Comme max {1, M} = 1, par les propriétés de la monotonie de ¢, il est

clair que
Vi€ [0,1], ¢ (t) = | ()] < max{p (o), (1)} < 1. (2.94)
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(2.61), (2.77), (2.86) et (2.94) implique

-1 1
Tl < > > el slle (e — 24ll,)]

r=2s=r+1
3 lon = Dl 6=l &)
< EEDR2R2 4 (1- 1) 282,
d’ou
| < @a‘zh? (2.96)
Afin de majorer T5, Posons
Y, () =¢ (|01 4+ (1 —-0)x —x,],),0<0<1,r=2,..,L (2.97)
Ainsi, (2.78) devient
I
To= 7 [, (1) = ¢, (0)]. (2.98)
r=2

L’hypothése qu’aucun des points s, ..., x; n’appartient au segment d’extre-

mités x; et x implique que ¥, a sa dérivée premiere continue.
U (0) = F'(0) ¢' (F(0)), (2.99)
ou

F)=|y@®)], avecy(0) =0 (z1 —x)+z—x,,0<6<1.  (2.100)

On a
FO) = [[(1-0)(z—z1)+z1 — 2,
< Hx - x1||2 + ||x1 - $TH2
< hel (2.101)
< e+,
F0+u)—F@) = |lly@+u)ly,— Iy @l
< Ny (0+u)—y(0)], (2.102)
= ullzy -z,
alnsi
F(0+u)—F(0)

< oy — x|, Vu €10,1]. (2.103)
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Par passage a la limite quand u — 0%, on a
[ (0)] < [lz1 — x|, VO €0,1]. (2.104)
(2.99), (2.101) et (2.104) implique

[ (O)] < [l — zll, max |¢ (8)],r=2,...1,V0€[0,1], (2.105)

0<t<e—1l+1

et comme |¢'| est une fonction continue sur [0, +oo| d’apres (2.8), la quantité

co= max |¢(t)], (2.106)

0<t<e—1+41

est une constante positive qui ne dépend que de d et k. Par ailleurs 'inégalité

généralisée des accroissements finis appliquée a 1), sur [0, 1] donne

[, (1) = 5, (0)] < max 10 6)]. (2107)

Par suite (2.60), (2.105), (2.106) et (2.107) implique

¥, (1) = ¥, (0)] < cohy 7 =2,..., L. (2.108)

Ainsi (2.61), (2.98) et (2.108) permet de majorer T, par

!
o] <Y Il [, (1) = ¢, (0)] < (1= 1) coch?®. (2.109)
r=2
D’apres (2.76), on a

@ (2, X) < 2l (T3] + 1To] + =726 (2 = @1 l,)]] (2.110)
(2.86), (2.96) et (2.109) implique

[(1—1)2h+2(1—1)coch

12(1 4 7)) o (211)

@(1},)?) S h|Ck’d||:
si2k—d = 1,
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1(1—1)2|lnh|™

o (a:)?) < B nhllogal | +2(1—1)coe|lnh|™" |, (2.112)
+2(1+ce™)
si2k—d = 2,
comme
0<h<e'<l, (2.113)
on a
= I(l-1)F+2(1—1)cc
< ~ .
q) (xX> < Dlerdl { +2(1+2e ) ,  (2114)
si2k—d = 1,
2
o (a:X) < h?|lnh||cpdl { fo (L4 Bl . (2.115)

si2k—d = 2.
Si 2k — d > 3 en appliquant la formule des accroissements finis a In sur [h, 1],
il existe « € |h, 1] tel que |In1 —Inh|= (1 —h)|In’a]. (2.116)

Ainsi 1—h
j,2k—d—2 Inh| = p2k—d-2_-__ < pPd=d <, (2.117)
o

car h < 1et 2k —d—32>0.0Or d’apres (2.86), on a

=00 (o =)l <2 (143) { S 2y
donc,
=710 (|lz — zaly)| < R* (1 +cet), si2k —d > 3. (2.119)
D’ou

o (a:)?) <Ko [[1— 1)@ +2(1-1)cd+2(1+2 )], si2k—d > 3.
(2.120)
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En posant

F=lopa (1= +2(1—1)coc+2 (142 )], (2.121)
on a
- hsi2k—d=1,
o (:cX) < R2|lnh| si2%—d=2, (2.122)
h? si2k —d > 3.

D’ou le résultat du lemme 18. m

Notons que le cas d = k = 1 est plus simple car dans ce cas [ = 1, ce
qui implique 77 = T5 = 0. Avant de donner la preuve du théoréme 17 on
introduit la notation suivante : Pour un ensemble quelconque {v; vo,...,v;}
de vecteurs de R on note

D (1,03, ..., v1) = det (P} (v3)),; s » (2.123)

ou {Py, P,...P} est la base des mondmes de 7j_4 (Rd).

La 71 (]Rd)—unisolvance de X est donc équivalente a la condition
D (331733'2, cey 331) # 0. (2124)
On a par ailleurs

D (I‘LIL’Q, ceey I‘i_L.I, Lid1y -y l’l) =

Py () Py (z1) e P () Py (z1)

P1 (IQ) P2 (I’Q) Pl—l (1‘2) P1 (I‘Q)

.Pl ($i_1> .PQ (337;_1) E—l (337;_1> ]31 (:Ui—l) (2125)
P, (l’z‘ﬂ) Py ($i+1) . P ($i+1) P, (%’H)

Pi() P(w) .. Pi(m) B

Le développement de ce déterminant suivant la ¢ — ieme ligne donne

l
D (ZL‘LCE27 vy Li—1, Ly Xjg 1y ey T Z Z+] P Aija (2126)

J=1
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ot A;; désigne le mineur relatif & P; (x;). Or

Py(a) = pi (@) Py (), j =1, (2.127)

i=1

On sait que v, = p; (x), i = 1,...,1. En notant

P = (B (@)1

Y = (i (35))13@

A = (Pi(v) 1<i<l (2.128)
co(P) = <(—1)”j Ajj it la comatrice de P,

légalité (2.127) s’écrit sous la forme matricielle

A= Py, (2.129)
d’ol )
y= (P 'a=(P )"\ (2.130)
avec 1
-l = P)T. 2.131
det (P) (co(P)) ( )
D’ou
(P = L o(p). (2.132)
det (P)
Ainsi pour tout i =1,...,l on a
l i+
—1D)™ Py (2) Ay
j:l( ) 5 (@) A ~ D(z1,x0, 0 i1, W, Tig, -, 1)

7= pile) = det (P) B D (zq,29, ..., 21)

(2.133)
La preuve du théoréme 17 repose sur la propriété de (2.123) qui est donnée

dans le lemme suivant. On défini en plus pour chaque z € €2, le nombre

A (z) = max {|D (zva, ..., v)|; v €Q, 1 =2,...,1}. (2.134)
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Lemme 19 I existe une constante M > 0 qui ne dépend que de d et k telle

que pour tout vecteur yi,ys, Us, Uz, ...u; de la boule B (0, %) nous ayons

|D (y1,uz, us, ..., w;) — D (ya, u2, us, ..., w)| < M |ly1 — yal|, - (2.135)

Par conséquent, la fonction {A (x); = € ﬁ} est lipschitzienne continue.

Pi(y1) = Pi(y2) Pa(y1) — Pa(y2) - Pi(yi) — Bi(ye)
Py (ug) Py (ug) o Bi(ug)
Py (w) Py (w) . P(w)

Lemme 20 Démonstration. Démonstration. De la définition (2.123) on

a
D (y1,ug, us, ..., u;) — D (y2, ug, us, ..., u;) =
Pi(y1) = Pi(y2) - FBi(y)—Fi(y2)
dot Py (us) o P (ug)
: Do (2.136)
P1 (ul) Pl (Ul)

- i(—l)w (P (1) — P, (1)) Ay,

ot {Py, Ps...P,} est la base des mondmes de mj_4 (Rd). Comme y1,ys €
B (0, %), on a

1
[yl, y2] CB (O, 5) C B() (0, ].) 5 (2137)
ot By (0,1) est la boule unité ouverte de R? centrée en 0. Par ailleurs
Vi=1,..,1, P; : By(0,1) C R — R, (2.138)

est continue sur [y1,ys|, différentiable en tout point de]yy,yz[. De plus,

il existe C > 0 telle que ||dP; (c)||, < C pour tout ¢ € Jyr,y2[.  (2.139)

70



En effet,

a 9P
Vh, bl 1= 1dPy ()b = |52 ()
d |OP; (2.140)
< J ,
<3 |5 )| Ind
< [IVP; (o), -
Posons
C = max |[VP; (¢, - (2.141)

1<5<l
Le théoréme de l'inégalité des accroissements finis appliqué a P; sur [y, Ya],

montre qu’il existe C' > 0 ne dépendant que de d et k telle que

1P (y1) = P (g2)l < Cllyn —w2lly, 5 = 1,1 (2.142)

D’apreés (2.136), on a

1D (y1,uz, uz, ... wr) — D (yo, ug, uz, ..y w)| < M lyr — wal,
ou
!
M = C’Z |Ay;|, ne dépend que de d et k. (2.143)
j=1

La continuité lipschitzienne de A (z) résulte du fait que si y, Y2 € Q satisfait
A(y1) > Aye) et st A(yr) = |D (y1,ug, us, ..., )| avec u; € Q, i = 2,...,1,

alors

A (yl) - A (yQ) |D (yl,u27u3a "'aul)l - |D (y27U2,U3, ...,Ul)|
‘D (y17u2, U3,y --ey ul) — D (yg, U2, U3, ..., ul)] (2144)

M Hy1 - Z/2H2,

INIA I

ot l'on a utilisé l’hypotése (2.43) que Q2 C B (O, %) [ I |

Démonstration. Du Théoréme 17 : Par des arguments donnés au début
de cette section, on suppose sans perte de généralité que (2.43) est vérifiée.
On pose

A =inf {A(z) ;2 € Q}, (2.145)
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qui est un nombre positif par le fait de la continuité de A (x) sur Q (lemme
19) et le fait que €2 contient au moins un ensemble de points mj_; (Rd)—

unisolvant. Posons

A
(l+2) M’
ot M est donnée au lemme 10. Soit X = {xy,...,2x} un ensemble fini de
points de R? et soit h = hx donné par (2.40). Nous allons donner la preuve

ho = (2.146)

du théoréme lorsque

h < min {hg,e""}. (2.147)

Soit alors z un point générique de ). L’essentiel de la preuve sera d’établir
I'existence des points 1 9, ...,x; de X tels que les conditions du lemme 18
soient satisfaites car dans ce cas le résultat demandé serait une conséquence

de (2.23). D’aprés la définition (2.134), il existe vy,...,v; dans Q tels que
A (z) = |D (z v, ...,u;)|. On en déduit donc de (2.145) que

|D (zvg,...;v)| > A. (2.148)

De la définition (2.40) il résulte que

min ([t —aifl, < h, vt €L (2.149)
comme min ||t — x|, = ||t — ||, pour un certain entier r € {1,2,..., N},
1<i<N

alors ¢ € B (2, h). (2.149) implique donc que

N
QC UB(wih). (2.150)
N
Or -le (x;, h) est fermée. Donc

QcC ﬁlB (z5,h) . (2.151)

Aux points x, vy, ..., v; de {2 on associe donc les entiers r1, ro, ...,r; € {1,2,..., N}

tels que
| = 27|l < B,
”U2 - xT2||2 < h?

(2.152)

[or = 2n, [, < h.
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En notant x; xs, ..., 2; les vecteurs z,,, z;,, ..., T,,, O0 &

max { ||z — 21y, v = 2lly, s o = lly} < A (2.153)

Montrons a présent que
X = {z1, ..., 21} est mp_q (Rd) -unisolvant, i.e., D (xy 3, ..., x;) # 0.
(2.154)
On va utiliser (2.148), (2.153) et appliquer (2.135) [ fois. On a

| D (%, v2,03, ..., v1) — D (21,02, 03, ..., vy))] < Mz — 2,
’D (3:1,,0271}37 "'7”[) - D (xl’l’g,'l]g, ...,'Ul)| < M Hv2 - ‘T2H2
|-D ([El’Ug,Ug,-.-,Ul) —D(x17x2,x3,...,vl)| < M||U3—ZL’3”2
1D (21,72, 73, ..., vi—1,01) — D (21,22, 73, .yt v)| - <0 M [uey — 2y
|D (1,22, 23, ..., x1—1,v;) — D (21,22, 23, ..., x1-1,21)| < M |Jug — 2|,
(2.155)
Ainsi
|D (x,v9,v3,...,u1) — D (21,29, 23, ..., 11, 1) | < IMh, (2.156)
par suite
|D (zv2,v3,...,u)| — |D (x1, 22, 23, ..., x1)| < IMh, (2.157)
d’ou

|D (ZELlEQ,J}g, ...7l'l)| > A —IMh > A — tho = 2M]’L0 > 0. (2158)
La derniere étape consiste a prouver 'inégalité
|z —villy > 2h,i=2,...,1, (2.159)

car dans ce cas (2.153) implique ||z — x;l|, + h > || — x|, + ||vi — zi|, >
|z — v;||, > 2h. Donc

o — illy > hy i =2, ....1, (2.160)

de telle sorte qu’aucun des points s, x3, ..., £; n”’appartient au segment [z, x1].
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Supposons au contraire que
|z — wvgll, < 2h, (2.161)

pour au moins un entier k € {2,3,...,1}. Comme Q C B (0, %), dans (2.135)

on pose y; = &, Ya = Vg, Uj = V;, ] = 2, ,l Par Conséquent on a
|D (‘T,U27U37 "'7Ul)| < M HQ? - Uk||2 . (2162)

Dapres (2.146), (2.147), (2.148), (2.161) et (2.162), A < |D (z.vs, ..., v1)| <
M|z —wgll, < 2Mh < 2Mhy < A, ce qui est contradictoire. Par suite

(2.159) est veérifice. Comme (2.60) est contenu dans (2.153), la seule hypo-
these a vérifier dans le lemme 18 est 'hypothése (2.61) ou nous utilisons la

définition (2.133) des coefficients {v4,7s,...,7;}. Pour i = 2, ..., [, notons que

XCcB (O, %) nous permet d’estimer le numérateur de (2.133). De méme dans
(2.135) si 'on prend y; = 1,92 = x et u; = x4, t = 2, ..., [, alors

|D (21,%2, ooy Tim1, 2, Tig, s )| < M ||z — 1] - (2.163)

Ainsi (2.133), (2.60), (2.146), (2.158) et (2.163) implique

| < Mh h
1A

— =, 1=2,..,1l 2.164
_thO 2h077‘ (AR ( 6)

Dans (2.135) si I'on prend y; = z, yo = x1 et u; = x4, t = 2,..., 1, alors

1D (&, 22, oy 1) = D (01,02, )|

)= [P @) ) D (@7 70
! D (z1,x9, ..., 7)) < M ||z — x4, < Mh_ h
=TA_IMhy — 2Mhy  2hg
(2.165)
Il s’en suit de (2.164) et (2.165), que (2.61) est satisfait en posant
R (2.166)
‘T 2y '

qui est une constante qui ne dépend que de d, k et §2. De plus les modifications
de tous les arguments précédents quand d = k = 1 sont plus simples. La

preuve du théoreme 17 est alors complete. m
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2.2 Quelques applications de la méthode de
la fonction puissance

Danslecasoud=Fk=2ona¢(r)=r’lnr; [ =dimm (R?) =3. Il s'en
suit les théoremes suivants :

Théoréme 21 (Powell) : Si z € R? est sur un segment joignant deuz points
donnés x1, s, alors Uerreur entre une fonction f : R? — R et sa thin plate
spline interpolant, sf x, est bornée par l'inégalité

X S xr . [
X =116 J 1o 1ty
ol h = ”x]_ — .CCQHQ et ||2 dészgne l(l semi-norme associée au pTOdUZt semi-

scalaire (., .).

Démonstration. Soit = € [z1, 2] de la forme
r = A1 + (1 — \) x5 pour un certain A € [0,1]. (2.168)

Nous pouvons alors poser

3
x =Y O avec Oy =X Op=1-X 05=0, (2.169)
=1

ou z3 est tel que (x1,z2,r3) est un triangle non dégénéré. Prenons X =
{x1, 19,23} et (e1,e3) la base canonique de R?. Soient ¢y, ¢z, ¢ € 71 (R?) tels

que

y —=
Yy = (y1,12) €ER*S g2 (y) =y =y (2.170)

3
On sait d’apres (2.18) que Vp € w1 (R?), p(z) = > v;p (z;) avec v; = p; ().
j=1
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En appliquant cette propriété a ¢ (z), ¢2 () et ¢ (x), on a
3
(7,61) = 27j$j>61 )
j=1

3
(z,e2) = | Dovi2j,e2 |, (2.171)
j=1

-Mw
32

I

—_

<
Il
—

D’ou
3
— > 5,61 | =0,
j=1
3
~ e =0, (2.172)
j=1
3
>
(2.172) implique

3
Tr = 27j$j7
Jj=1

3
Z'yj =1.
=1

Les v; = pj (7), j = 1,...,3, sont donc les coordonnées barycentriques de x

(2.173)

par rapport a xy, Ts, x3. Or d’apreés (2.169)

3
v =207,
, (2.174)
S0, =1, 0<60;,<1,j=1,..3.
j=1
Par unicité de la solution du systéme (2.174), on a
0j=v;,=pi(x),j=1,..,3. (2.175)

Ainsi, d’aprés (2.42), (2.169) et le fait que ¢y = &= d’apres (1.158), on a

81
~ 1
@( ,X)z—
o 87T{

3

3
0,00 (|, — 2]l,) — 23 0,6 (| — xTHQ)} . (2.176)
1 r=1

r,s=
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o1
/N
ﬁ

>
N———
I
OolH

S5 000l — )~ 250,6 (Jo — )}

r,s=1

01029 ([|x2 — 21|y) + 016020 (|21 — 22[[5)]
=201 (|7 — 21lly) + 020 (|2 — 22|,)]
= [29192925( ) = 2019 ((1 = A\) h) — 2026 (Ah)]
IOV {mh (1 )\)ln(l—)\)—(l—)\)lnh}
) h

-

—AlnA—Alnh

= FA1-=NR[(A=1)n(1-X)—AlnA.
(2.177)
L’étude des variations sur [0, 1] des fonctions
01 A= A (1= )), (2.178)

Wy Ar— (A=1)In(1—=X) = Aln A\,

montre que A; (%, }l) est le maximum de ¢, et A (%, In 2) est le maximum

de ¢,. Ainsi

AMl-=)) <1
A—Dln(1-A) -Alnx <2 [PVSASE (2.179)
D’ou -
4 (l’ff) < 1%—7Th2, (2.180)
et 1
In2|2
@) = spx @< || 1Fbh (2.181)
|

Théoréme 22 (Powell) : Siz € R? est a linterieur d’un triangle formé par
des points donnés x1,xs,x3, alors Uerreur entre une fonction f : R? — R
et sa thin plate spline interpolant, sy x, est bornée par l'inégalité

7@ - srx @l < 5] 11lh (2.152)

ou h est la longueur du plus grand cété du triangle et |-|, désigne la semi-
norme associée au produit semi-scalaire (., .).
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Démonstration. Puisque = est a l'interieur du triangle, on peut le re-
présenter comme une combinaison linéaire convexe de 1, xo, x3 i.€,

3
T = Zezmw
, = (2.183)
S0, =1, 6;,>0,i=1,..,3.
=1

En utilisant le lemme 14, pour tout ¢ > 0, on a

D) = O,(0) = 201020, ||v1 — 22|, + 202030, ||v2 — 23,
3

+205010, (|3 — 11]|5 — 2> 0:0, |7 — 24|,
=1

(2.184)
Alors, par le lemme 15, on peut minorer ¢, par — (0'26)71 tel que

D, (0) < 201020, ||v1 — 22|, + 202030, [|v2 — 3], X
+293(91¢0 ||{L‘3 — I’1||2 + (61 + 02 + 93) (0’26>_

2.185
= 29192¢g||331—I2||2+292‘93¢a|1|952—$3||2 ( )
+293(91¢J ||ZL‘3 - ZE1||2 + (0'26)_ s
3
car ; = 1. En 1ntroduisant Ay = ||xy — X3 o = ||lx1 — x3||5 et Ag =
>_0; = 1. En introduisant A; = || I3, A2 = | I3 et A
i=1

|1 — xz”; on a
CI)U ((9) S ‘9192A3 In 0'2A3 + 0293A1 In O'2A1 + 9381A2 In 0'2A2 + (0’26)_1 .
(2.186)

En tant que fonction de o2, le second menbre de I'inégalité (2.186) a pour

dérivée la fonction
2 1 1
p (0°) = =5 (01020 + 020301 + 036180 — — |, (2.187)
o eo

qui s’annulle pour 02 = {e (010225 + 050571 + 050, A5)} . 11 est donc clair

que le second membre de l'inégalité (2.186) est minimum pour

O'2 = {6 (0192A3 + 0293A1 + 9301A2)}_1 . (2188)
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On obtient ainsi

LiiJ (9) S 91(92A3 In Ag + 9293A1 In Al + 9391A2 In Ag
- (91(92A3 + 9293A1 + 9391A2) In (9192A3 + 9293A1 + 9391A2).
(2.189)
De plus, puisque InA; <Inh? j=1,2,3,0n a

®(#) < Alnh*—AlnA, (2.190)

ol A = 010575 + 05051 + 050, ,. Or la fonction A — Alnh? — AlnA

a pour dérivée la fonction f(A) = Inh? — InA — 1 qui est strictement
. . 2 . .
décroissante et qui s’annulle pour A = % Ainsi le second membre de

(2.190) est une fonction croissante de A pour 0 < A < h; Par ailleurs on a

A < (0105 + 0203 + 030;) h*. Comme 01 +05+03 = 1, 0n a 0105+0503+050, =
61+ 0 — 0165 — 62 —62. Soit

f ' K—R

(z,y) — 2ty —zy—a® -y (2.191)
ol K est le compact de R? défini par
K={(z,y) eR} 0<2<1, 0<y<1,z4+y<1}, (2.192)
et dont sa frontiére est
I'=Fr(K)=[AB|U[AC|U[BC], (2.193)
avec A (0,0), B(1,0), C'(0,1). On a
g =1—-y—2x,
gy (2.194)
S R
dy v
9, 9,
(x,y) est un point critique de f <= of =0et of =0, i.e.,
ox dy
2r+y=1 : (11
{ vt 2 =1 , soit (x,y) = (5’ 3/ (2.195)
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De plus

_of
2 )
o f
—_1
s = 32368 : (2.196)
o°f
— 9.
t=5
11

La matrice Héssienne de f en (5, §) a pour déterminant rt — s2 = 3 > 0.

11 o
Comme r < 0, le point (5’ §> € K est 'unique maximum relatif de f dont

11 1
la valeur est f ( ) = —. Par ailleurs f étant continue sur le compact K,

373 3

admet un maximum en un point (a,b) € K. On a

fla,b) = sup f(z,y), (2.197)

(z,y)eK
11 1 . .
comme <§, §> € K,on a 3 < < f(a,b). D’autres parts on vérifie aisément
1 1

que ¥ (z,y) € I', f(x,y) < 1573 Il est donc clair que (a,b) ¢ I'. Comme
Crol = (CreK) U K et (a,b) € K, on a (a,b) € K. L'unicité du maximum

11 11 1
relatif de f intérieur & K implique (a,b) = <§, 5) Ainsi f (5, 5) =3 est

le maximum absolu de f sur K. D’ou
1

par suite on a

0< AL f(01,60:)h° < (2.199)

1 1 1
®(0) <Alnh*>—AlnA < §h2 Inh® — —h*In (gh > §h2 In3, (2.200)

comme Cp o = %, on a

® (:w?) = 50 (0) < ——In3. (2.201)
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D’ou

<\ 3 In3)?
P -spx@l <o (0 3) 1< (i) Il @20)

Puisque d = 1 et d = 3 sont les seules autres possibilités vérifiant la condi-
tion k > g lorsque k£ = 2, nous allons fournir les constantes correspondantes
pour ces deux cas.

Dans le cas ou d = 1 et k = 2, la fonction radiale est ¢ (r) = r3 et
[ = dimm (R) = 2. Nous sommes donc dans le cas de la cubique spline
naturelle d’interpolation aux noeuds z; < x5 < ... < Ty.

Proposition 23 Soit f € V = BL?(R) l’espace des distributions dont la

dérivée d’ordre 2 est de carré intégrable dans R et h = max (Tip1 — ;).
1<i<N-—1

Alors Uerreur entre f et sa cubique spline interpolant sy x, est bornée par
linégalité

|f (@) = spx (2)] < —= \/— [flyh?, Vo € [w1,2x] . (2.203)

De plus, le facteur ﬁg ne peut étre remplacé par un nombre plus petit indé-
pendant de N et f.

Démonstration. Fixons © € [x;, x;.1].  peut alors s’écrire © = 0,2; +
Osxitq, o0 6y =1—a,0, =a, ac|0,1] et e {1,2,..,N —1}. Prenons
X ={z;,x;41}. Comme coy = 1—12 d’aprés (1.158), on a

8 () = _{zee@(nmr xsug—zgerqb(ux—mm}

r,s=1

20,029 (|lzi = wially) = 2010 (| — ill,) }

L
12

—202¢ (lz = wivall,)

{
{za (1 — ) (5os — 22 _2[(1_04)(35—%)3]}
(

Sl=

+a (xi—i-l — l‘)3

2
1-—
= ( —z1)’ < &= (@1 — z;)° < =h3.

(2.204)

Q
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D’ou

(@)= spx @] <@ (2,5)7 /], < h3,Va € [r1,an].  (2.205)

1
m|f|2

On travaille avec N = [ = 2, je., X = X = {z1,22}. On sait que si
(Si)1<i<o est la base de fonctions cardinales associées au probléme d’interpo-
lation (1.1), i.e., S; (x;) = d;5, 1 < 4,5 < 2, alors sy x (x) = if(:cl)sl ().
Douspx(z)=0,Vfel' ={veViv(zr;)=0,1<i<2}. Pza:rlailleurs, no-
tons que pour o = 5 et xi1 —x; = xo — 1 = h, (2.204) est une égalité. Ainsi

dans ce cas le second membre de I'inégalité (2.205) vaut

® (x)?)é £y s (2.206)

pour tout f convenable. Or d’apres la définition de v, dépendant de (1.156),
la définition de g, donnée en (1.160), et le fait que ¢ (r) = r® s’annule en 0,

on a

0(@) = e & 5@ p 08l = wal) - 250 (1) 6 e~ )

= ¢ (m,g%;.
(2.207)

D’autre part on a vu que g, € I'g = I est telle que Vv € T'g, v (z) = (v, 9,). En

prenant f = g,, ona sy, x (x) =0et f(2) = g, (2) = (¢u, G2) = |gx]§ = \f];
D’ou

f (@) = spx (@) = 192 (2) = 5g,,x ()] = 925, (2.208)
et
1 1
<\ 2 SANAE: 2
@ (2, %) 1= (2 (= X) 1FB)" = loals (2:209)
Les relations (2.208) et (2.209) montrent donc que (2.203) est une égalité
1
pour N=1[01=2 o= 3 h =y — z1 et f = g,. Dans (2.203), le facteur ﬁg

ne peut donc étre remplacé par un nombre ¢ € }O, ﬁg[ indépendant de N
et f. m
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Dans le cas ou d = 3 et k& = 2, la fonction radiale est ¢ (r) = r et
[ = dimm; (R®) = 4. Nous sommes donc dans le cas de la fonction radiale
linéaire en dimension 3.

Proposition 24 soit [ € V = BL?*(R3). On suppose que v € R? est a
lintérieur ou sur une face d’un tétraédre dont les sommets x1,xs, T3 et x4
sont 4 des N points d’interpolation de X . Alors ’erreur entre f et sa spline

naturelle linéaire trivariable interpolant sy x, en x est bornée par l'inégalité

1 1
|f(z) —spx (2)] < V- VAPYER (2.210)

ou h est la longueur du plus grand coté du tétraédre. De plus, le facteur ﬁ;

ne peut étre remplacé par un nombre plus petit indépendant de N et f.

- 4
Démonstration. Prenons X = {z1, x5, x3,24}. Alors x = > 0;x; avec
i=1

4

0<6;,<1,i=1,2,3,4et > 0; = 1. Comme au théoréme 21 par (2.175),
i=1

on montre que 0; = v, = p; (x), i = 1,2,3,4. Par ailleurs on peut d’apres le

lemme 18 par (2.76), écrire

@ (,X) = 2000 {Ti + Lo = 716 (| = m1]l,)}

avec Cpq = (23 = —5= d'aprés (1.158), et 71,7y définis en (2.77) et (2.78)

respectivement. ¢ (:U, X > peut donc s’écrire sous la forme

3

4 4
@ (. X) = i {Zei lo—ailly = 503 00, s - xj||2} (2210
=1

i=1 j=i+1

Comme dans la preuve du lemme 16 par (2.35), on adopte la notation 6, = 0;,

Ti=uw;,1=1,2,3,4, 05 = —1, 5 = = et on considére I'expression
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@%>
m%>
=
8
o N

|
.M%
M,a;

~
Il

-
<.
Il

-

QMU‘
e

.
Il
—

Il
M-
M.a;

i=1j=1
3 4 9
= 292 2 0l |z —
i=1j=i+1
5 .
Or [|#; = &5l = l12:ll; — 2245 + [|13]l5 et 2 0% =
i=

'
0:0; |z — 5|2 +23°0,05 ||z — 3s][5
=1

4

2 2

0.0l = [} ~ 201 o - )
1=

4
=2 bz - %Hg}
i=1

(2.212)
5 .
0, >.6; = 0, donc

5 5 5 5 . 5 . 5 .
320, i~ 351 = 316 (m) ~2(2ha) (£00)

5 . 5
+Zlej ||j]||§ (Z@) = (0. D’ou
J:

2299 s — ;15 — 29 |z — aill; =

i=1j5=i+1

— 0. (2.213)

En multipliant (2.213) par (47h) " et en additionnant le produit a (2.211),

on en déduit

> o [& ||z — |z — 4|
() - gl -
—Z Z 0.0, |z h%Hg (1_ | —hﬂ?j\b)

i=15=1+1
o &, llz - |z — | (2.214)
< =X, 2(1—- 2 '
- 47Tizzl h h
h & 0,
<
- 167 Z
~ 167
car M, 1=1,2,3,4et M, 1,7 =1,2,3,4,1 < j, appartiennent
1
tous a lintervalle [0, 1], et V¢t € [0,1], ona 0 <¢(1 —1t) < 1 D’ou
<\ 2 1 |
7 @) = spx @] < @ (2.X)" 1l < o1l b (2.215)
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Nous utilisons les mémes arguments que dans la preuve de la derniére partie

de la proposition 23 pour prouver la derniére partie de la proposition 24
en ramarquant d’abord que (2.214) est une égalité lorsque z est le milieu

du plus grand coté du tétraedre. Pour ce choix donc de z, on pose f = g,
avec ¢, défini au (1.160). L’interpolant correspondant a f sur X = X est

donc s, x = 0, comme précédemment. L’inégalité (2.210) est donc satisfaite

comme une égalité dans ce cas. Ainsi, dans (2.210), le facteur ﬁ% ne peut
étre remplacé par un nombre ¢ € }O, ﬁ%[ indépendant de N et f. =

Se reférant & P'article [2] pour la preuve de la proposition, nous énnongons
sans preuve la proposition suivante :

Proposition 25 Soit f € V = BL*(R3). On suppose que x € R® est a
lintérieur ou sur une face d’un cube h X h X h dont les sommets sont 8 des

N points d’interpolation de X. Alors l'erreur entre f et sa spline naturelle
linéaire trivariable interpolant sy x, en x est bornée par l'inégalité

7‘/5_3‘/5_3)2 FiRz2 (2.216)

£ (@) = spx ()] < ( -

1
De plus, le facteur (%) * ne peut étre remplacé par un nombre plus
petit indépendant de N et f.
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Chapitre 3

Le probléme de la
quasi-interpolation

3.1 Application pour la résolution d’une équa-
tion différentielle du second ordre raide

Soit € un ouvert borné de R? ayant la propriété de cone et de frontiére
0f) lipschitzienne. Dans le chapitre I nous avons montré que le probléme

d’interpolation d’une fonction f € C (£2) sur un ensemble 7;_;-unisolvant
X = {z1,...,xn} par un interpolant s; x de la forme

N
spx () = Z)\j¢ (llz = z4ll,) +p(2), ot p € mp 1, (3.1)
j=1
peut se ramener a
N
spx (@) =Y K (z,2) ot K (w,2;) = g; (z) Vo € Q, (32)
j=1

les (g;),<;<n €tant ici les représentants sur V' (espace fonctionnel ou I'on
étudie le probleme d’interpolation) des points d’évalution en z; ; i.e.,

v(z;) = (v,q;), Yo eV. (3.3)

Cette méthode demande la résolution d’un systéme d’équations pour les co-
efficients inconnnus p;. L’idée de la quasi-interpolation est de choisir les
fonctions de base ¢; telles que
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N

fi=spx (x;) = My (2;) = Aj, 1< j < N, (3.4)
k=1
c’est a dire
flzj) =2 1<j<N. (3.5)

Dans cette sous-section I’ensemble X = {x1,....xy} comprendra n points

intérieurs de Q0 et m points du bord 90Q; i.e., N = n + m, et on posera
sf,x = f*. On considére donc 1'équation aux dérivées partielles suivante

Lu(z) = f(z), 2 € QCRY,
Qu(z) = g(x), v € O (3.6)
Soit

(%) 1<jen CELEE (25), 41 0i<pnim C O (3.7)

3.2 Résolution utilisant la collocation RBF

Par la méthode de collocation RBF on cherche une solution approchée
u*, du probléme (3.6), sous la forme

n+m

u' (1) = 3 Ao (a), (33

ot ¢; (z) = ¢ (||z — z;]|,), ¢ étant une fonction radiale. L et () ¢tant lindaires,
en remplacgant u* dans (3.6), on a

n+m

Lu* (z;) = 2:%b@@0:f@m1gigm

n+m

Qu* (z;) = ZAngf)j(xi):g(xi),n—i-l§i§n+m.

i=1
2 IN 9.
On résout donc le systéme d’inconnus (A;j), <<, -

n+m

Y NLg; () = fla),1<i<n, (3.9)

n-+m

> NQe; () = glx), n+1<i<n+m.
j=1
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3.3 Reésolution utilisant la quasi-interpolation
RBF

Par la méthode utilisant la quasi-interpolation, 1’idée est d’interpoler le
terme forcé f de (3.6) en utilisant les splines des fonctions radiales de base
¢ (||l = z;l,). Une bonne approximation u* de la solution u peut alors étre

obtenue par résolution de ’équation fondamentale correspondante et un petit
systéme d’équations correspondant & la condition initiale ou & la condition

limite. On arrive a interpoler le terme forcé f de (3.6) en appliquant les
résultats précédents. On doit donc trouver f* telle que

n+m

Fr @) =3 X0 (e = 2l,) (3.10)

et

n+m

f*(x) = Z Xid (|2 — 5lly) = f2),i=1,..,n. (3.11)

Le systéme (3.11) s’écrit,
n+m

> ONLE (1 — ;) = f (1), 1< i <, (3.12)
j=1

si 'on a résolu ’équation fondamentale
Lo (z) = ¢ ([|[],) - (3.13)

A la relation (3.12) on ajoute la condition de bord

n+m

Z)\jQqD (i —xj) =g(x;), i=n+1..,n+m, (3.14)
j=1

correspondant a la deuxiéme équation de (4.5). La solution approchée u*, du
probléme (3.6) est alors obtenue via une solution fondamentale ® de (3.13),

et en résolvant le systéme

n+m

S No (lzi —zll,) = flz),i=1,..n, (3.15)
j=1

n+m

Z NQO (2, — ;) = g(x),i=n+1..,n+m
j=1
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On prend alors
n+m

ut (x) = Z Aw; () (3.16)

ol (W) jcp i €t telle que

Lwy (@) = L& (e —2;) = (o —a,ll,) = 6, (), Vo €, (3.17)
Qu;(z) = QP (x—z;), Vo e Q.
Pour la résolution du probléme raide on se propose donc d’appliquer la tech-

nique de quasi-interpolation suivante. On suppose que f* s’écrit

n+m

fr@) =3 f@)o(le =), (3.18)

i.e., dans (3.10)
A=f(z;),1<j<n+m. (3.19)
Notons qu'un tel choix est possible lorsqu’on prend par exemple

Nous avons vu aux chapitres I et II que f* posséde un ordre d’approximation
O (h*) de f, i.e., il existe une constante C' telle que

1f* = fllo < CR?, (3.21)
ou h désigne la densité des points donnés par
h = max min |z — z;|| . (3.22)

(3.17), (3.18) et (3.21) impliquent

n+m
LY f(z)w—f|| <Che (3.23)
j=1

o0

Pour trouver une approximation u* de la solution u de (3.6), on reécrit f*
sous la forme générale (3.1); i.e.,

n+m

f7=>B;6;+poupemy, (3.24)

J=1
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les (¢;) 1< jnim ANt choisies de maniére a vérifier (3.20). Sachant que (3.17)
est vérifiée, (3.24) s’écrit

n-+m

fr=1r [Zﬁjwj

J=1

+p.

On prend alors

n+m

ut = Zﬁjwj + v, (3.25)

j=1
ou v € m,_1, est telle que
Lv = p. (3.26)
Il est donc clair que
Lu* = f*. (3.27)
Par ailleurs (3.20), (3.18), (3.24) et (3.26) impliquent

flx)=f"(x;)=0,+Lv(z;), 1 <i<n+m. (3.28)
On a donc
Bi=f(z;) —Lv(z;),1 <i<n+m. (3.29)
D’apres (3.25) u* s’écrit donc
n+m
wt =Y [f (25) = Lo (25)] w; + v, (3.30)
j=1

L’élément v sera déterminé de telle sorte que u* vérifie les conditions aux
limites de (3.6); i.e.,

Qu* (x;)) =g (x;), n+1<i<n+m. (3.31)
Pour simplifier, on suppose que 2 = ]a, b] et les points donnés sont
a=1x9 <z <..<x,=0 (3.32)
La densité h des points donnés est alors

h = max (z; — xj_1). (3.33)

1<j<n
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Pour f € C? [x¢, z,) et les données {x;, f;}"
Wu et Schaback ([49]) est

=0 le quasi-interpolant donné par

Lif (x) = foao (x)+ frou (z +ng L)+ fr10n-1 (2)+ fuan (7), (3.34)

ou
1 ¢y (2) — (z — o)
= = 3.35
Qp (l’) 2 + 2 (331 _ -Z'O) ) ( )
) - aD=0@) 6@ ==
2 (%2 — Zﬂl) 2 (131 .To)
by = Gm@ 0@ 4w saw
2 (zj11 — ;) 2 (w; — 1)
Ty — ) — @y ( o1 () — &, _5 (T
Oén,1($) — ( ) (b 1()_¢ 1() ¢ 2()’
2 ('Tn - xnfl) 2 (.Z'n,1 - xn72)
_ 1 ¢ (7)) = (@0 — )
an(7) = 2 + 2(xp — Tp1)
Si 'on choisi par exemple pour fonction radiale les splines linéaires, i.e.
¢(r) = r, on aura ¢; (z) = ¢ (||x —x]l,) = |z — x|, et on vérifie facile-
ment que les fonctions «q, aq, (10]) 2<jcn_z’ On—1, Cn sont telles que pour

1=0,1,2,...n—2,n—1,n,ona:

ap (z;) = i, (3.36)
o (z;) = da,
@/Jj (i) = dj,
1 (zi) = bin-1,
an () = Oin-
Pour le choix ¢ (r) = r, si I'on définit les fonctions (¥;),_,, par

Uy, = ap, (3.37)

¥y =

U = 4, 2<j<n-2,

Vo1 = -,
U, = g,
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on peut vérifier que

( O, Tz < Tj-1
T —Tj
——, 1z <x <

Tj—Tj-1
V() =9 2% (3.38)
—, T, ST ST

Tjp1 =T
(0 Tjp1 ST,
et
\IIj (ZL’Z) = 51']', ’L,j = 0, ey N (339)
Laf (x) =) f;9;(2), (3.40)
j=0

est donc un exemple simple de quasi-interpolation. Comme dans ( [22]), nous

allons appliquer la méthode au probléme raide suivant :

eu" (x) +u' ()= f(z), x€(0,1), (3.41)

u(0) =a, u(l) =b, (3.42)
ol € > 0 est un petit parameétre constant. Il est bien connu que quand le

parameétre € est trés petit et f () = 0, la solution forme une couche limite
au voisinage de 0, et pour cela, on choisi proportionnellement plus de points

aupres de la couche limite en prenant un total de (n + 5) points donnés

<\ P
w=sign() (1) =2l @apen @
-1 sij <0,
sign(j)=4¢ 0 sij=0, (3.44)
1 sij>0.

Notons que la méthode permet une sensibilité de choisir des points hors du
domaine pourvu que les fonctions de base soient bien définies. Nous supposons

en premier lieu une quasi- interpolation du terme forcé de (3.41) en utilisant
les fonctions linéaires de base (elles seront changées plus tard en multiqua-
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driques si bien que les dérivées des fonctions peuvent aussi étre approchées.)

n+2

J(@) = fly) B} (2) = [ (2), (3.45)

j=—2

ol le est une fonction linéaire de base B-spline donnée par

=Yl — e -yl [z -yl — ey
B} (a;)=| J L ] . (3.46)
! 2 (Yj+1 — ¥j) 2 (yj — yj-1)
On a
(12
Yo = (3.47)
-1 p+1
v = (—1) ,
npP
Yo = 07
1
N = npv
21’
Y2 = ﬁv
Yn = 17
_ (n41)°
Ynt1 = T
(n+2)"
Yn+2 = —— .
np

Si p est pair on a :

Yo < Y 1<Yo<y1 <Y2< .. <Ynp<Ynst1<Ynio, (3.48)
1 |z —ya| = |z —yo
By(z) = =+
2 (7) 2 2(y-1—y-2)
L2 = Ynga| = |7 — Yna|
2 2 (yn+2 - yn+1)
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Si p est impair on a :
Yo < Y=y <Y 2=y <. <Yn<Unt1 < Ynr2, (3.49)
Bl (x) = Bj(),
B!y (x) = By(),

1|z = Ynsa| = |7 — Yo
B}L ) = — —
#2(7) 2 2 (Yn+2 = Ynt1)
B! (z) étant une combinaison linéaire de ¢; (z) = ¢ (|lz — z;,) = |z — z;]

(¢ (r) = r), avant de résoudre les équations LW (z) = Bj (x), on résout
d’abord léquation L® () = ¢ (||z||,) = |z|. Notons que si ® (z) = 2?/2 —ex,
alors e®” (z) + @' () = x. Ainsi, si ¢ (z) = (x/2 — ¢) |z|, alors L® (z) = |z|,
sauf au point z = 0. Puisque la fonction ® (z) n’est pas C%(2), on remplace
I’approximation en utilisant les multiquadriques comme suit : Soit

O () = (/2 — ) /@ + a2, (3.50)

alors e®” (z) + @' () = |x| (Perreur exacte sera donnée plutart). En outre,
si on définit

= 2@ —y) —P(r—y)  Plr—yy) - P(r -y
W () 2 (Y1 — ) 2 (y; — yj-1) » (351)

alors eW/ (z) + W/ (z) = Bj (z). Le schéma donné de quasi-interpolation

pour résoudre ’équation (3.41) est

n+2
ug (2) = D f () W (), (3.52)
jin—l—Z n+2
qui satisfait clairement Lu, (x) = Zf (y;) LW; (x) = Zf (y;) Bj (z) =

f (z). En outre, pour une certaine fonction v (z) € C*(Q), si v, () = v (z) —
n+2

Z (ev" (y;) + ' (y;)) Wj (), alors evy (z) + v (z) = 0. De (3.41), la quasi-
j=—2
interpolation pour la solution devient

n+2

wt(z) = (@) + Y [f () = (0 () + 0 ()] Wi (). (3.53)

i=—2
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Pour satisfaire la condition limite (3.42), on pose v (x) = vy + v12. Les deux
parametres libres vy et v peuvent alors étre trouvés en résolvant les équations

simples suivantes :

n+2

u(0) =a=u*( —Ug—i-z ) — v1] W; (0), (3.54)
u(l)=b=u"(1) —U0+U1+§: ) — o] W5 (1). (3.55)

Dans le cas ot a =0 et b = 1, vy et v; peuvent étre obtenus facilement par :

1+Zf“ () (W5 (0) = W; (1)

vy = s , (3.56)
1+ Z —W; (1))
vy = Z [or = £ (y;)] W; (0) - (3.57)

La solution numérique de I’équation peut alors étre obtenue en utilisant

(3.53). Le schéma numérique correspondant a ’équation homogene (f (z) = 0)

eu () +u' (z) = 0,2€]0,1], (3.58)
w(0) = 0,u(l) =1,
dont la solution exacte est donnée par
1—e@/e
u(@) =T 7 (3.59)

donne une trés bonne approximation de la solution comme cela sera montré

dans les applications numériques.
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3.4 Les majorations de ’erreur

En dérivant deux fois la fonction ® (z) = (z/2 — €) \/¢? + 22, on trouve

at —exd 4 2322? —ecx 4+ Lt
o (1) — 2 2 (3.60)
(c®+ :U2)3/2
2? + 2% —ec?
(2 + x2)3/2
O () L0 (2) — ot + 32?4 fectr — 2 + 3¢t
(2 + x2)3/2

@l/ (.ZE) —

134

. " _ ® —_— =
On a donc ||z] —®” (z) — ' (2)] < (2 —i—x2)3/2

x| —

3222 + LecPn — 22 + 4t

2
(2 + x2)3/2

:Tl +T2, ou

jf* ]
T=la|[1- —A—| =z [1 - —"—= ], (3.61)
(c2 + 22)3/? (c2 + 22)3/?
et
3c20% 4 Llec?x — 2 + Lt
T, = |2 2 2 (3.62)
(2 + :z:2)3/2
_ jf* _ 1
Pour tout x # 0, ona T} = || (1 — m = x| | 1— ﬁ
1+ —)
72
cC T C .
On pose o = arctan H, donc 0 < a < 5 et tana = H, par suite,
T T
1 — 3
T =c— ¢ (3.63)
tan «

On applique donc le théoréme des accroissement finis aux fonctions g () =
1 —cos®a et [ (a) = tana sur [0, al. Il existe 01,0, € ]0, ] tels que g (o) —
g(0)=ag (01) et I (a) —1(0) =ad’

—~

02). On trouve apres calculs,

T =c (3 sin 0, cos? 0 cos? 92) =

bo| &

(sin 201 cos 01 cos? 02) <

DN W

c. (3.64)
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On a

3222 + Led® w| + 2 + 1! - 32 (a2 4+ ) + jec (P +a?) + 2 (A + 2?)

IA

(2 + x2)3/2 - (2 + x2)3/2

C4

N |=

+<62 + x2)3/2'

Apres simplification on obtient donc

34 lec+e? 17
T, <2 2 - tocsgesie<c (3.65)
(24 x2) 2 72
Ainsi
|z| — e®” (x) — @' (2)] < Ty + T < 5e. (3.66)
Notons h = 72§1§1§(§+1) (Yj+1 —y;), et b = 72§1;n§i(1;+1) (yj+1 — y;). Puisque

T, +T5 < be, nous avons

10c
|eW! (z) + W) (z) — B} (z)| < - (3.67)
Siu (x) est la solution exacte de I'équation et u* (x) est la solution numérique
utilisant la quasi-interpolation, nous avons alors |5 (u* —u)" + (u* — u)’} <
9c
h

W= + 17l 52, ou ||f”l R” est Verreur sur les fonctions de base linéaires

) . 9c , ) . .
d’interpolation et || f|| & est lerreur causée par la quasi -interpolation aux

fonctions de base linéaires d’interpolation. Dans les précédents calculs, si
nous utilisons la solution exacte de ’équation fondamentale, ’erreur sera en

outre améliorée et sera indépendante du parameétre de raideur . De plus, si
nous définissons

t—2x

F(;U)—/Ox e = | fyar, (3.68)

alors la solution exacte de I’équation différentielle avec condition limite ho-

mogene peut étre écrite comme
1— efz/s

1 — e /e :

ug (x) = F (x) — F (1) (3.69)
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Il est alors aisé d’estimer cela par

IF @), < /Oxlf(t)!dté / FOldE < |f]. (3.70)

Ainsi, nous avons |ug (z)||, < 2[|F|l, < 2] f|,- Puisque les deux solutions
exactes et la solution numérique satisfont les mémes conditions aux limites, la

fonction ug = u* — u satisfait la condition limite nulle, et donc nous obtenons
I’estimation d’erreur suivante

. 9c —2
o =l < 2 (U1 55 41717 371)

si € < c¢. Puisque I'amplitude de € dans le précédent probléme raide est

normalement trés petit (¢ << h), 'estimation d’erreur précédente indique
que nous pouvons méme obtenir une solution plus exacte en dimunuant la

valeur de c. C’est trés différent selon plusieurs méthodes numériques d’exis-
tence pour résoudre les problémes raides qui d’habitude donnent une solution

moins exacte quand ¢ est plus petit. par exemple , on peut choisir ¢ tel que
e<c< (bh), (3.72)
afin que 'estimation d’erreur devienne
lu* —ul, < kB (3.73)

Dans les calculs précédents, nous prenons simplement € = ¢ pour une vérifi-
cation des erreurs.

3.5 Reésolution du probléme modéle du champ
classique d’un méson.

Avant d’aborder cette section nous allons d’abord rappeler quelques no-

tions éssentielles sur les opérateurs linéaires non-bornés et sur les semi-

groupes ainsi que les résultas des théoremes qui constituent 1’outil éssentiel
de I’étude du probléme modeéle du champ classique d’un méson.
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3.5.1 Opérateurs linéaires non-bornés

Dans les paragraphes de 3.5.1 & 3.5.5 nous utilisons les définitions et
théorémes qu’on retrouve dans [4] et [50].

Définition 26 Soient E et F' deux espaces de Banach. On appelle opérateur
linéaire non borné de E dans F' toute application linéaire A : D (A) C E —
F définie sur un sous-epace vectoriel D (A) C E, a valeur dans F'. D (A) est
le domaine de A.

On dit que A est borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

|Aul| < cllul] Yu € D (A). (3.74)
On appelle Graphe de A, la partie G (A) = 1L)J(A) [u, Au] C E X F.
ue
On appelle Image de A, la partie R(A) = lL)J(A)Au C F.
ue

On appelle Noyau de A, la partie N (A) ={u € D (A) ; Au=0} C E.

Définition 27 On dit qu’un opérateur A est fermé si G (A) est fermé dans
ExF.

Remarque 28 Pour prouver qu’un opérateur A est fermé on procéde géné-
ralement de la maniére suivante. On prend une suite (u,) dans D (A) telle
que u, — u dans E et Au, — f dans F. Il s’agit ensuite de vérifier que

(a) ue D(A)

(0) f = Au

Si A est fermé, alors N (A) est fermé.

En pratique, la plupart des opérateurs non-bornés que [’on rencontrera
sont fermés et a domaine dense dans E.
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3.5.2 Adjoint d’un opérateur non-borné

Définition 29 de l'adjoint A*. Soit A : D (A) C E — F un opérateur non
borné a domaine dense. On va définir un opérateur non-borné A* : D (A*) C
F' — E' comme suite. On pose

D (A" ={ve F ;3 ¢>0 tel que |(v,Au)| < c||ul| Yu € D (A)}. (3.75)

Il est clair que D (A*) est un sous espace vectoriel de F'. On va mainte-
nant définir A*v pour tout v € D (A*)

Etant donné v € D (A*) on considére l'application g : D(A) C E — R
définie par g (u) = (v, Au) Yu € D(A). On a |g (u)| < cllu|| Yu € D (A).
Grace au théoreme de Hahn-Banach on sait que g peut étre prolongée en une
application linéaire f : E — R telle que |f (u)| < ¢||lu]| Yu € E; par suite
f € E'. On remarquera que le prolongement de g est unique puisque f est
linéaire continue sur £ et que D (A) est dense. On pose A*v = f. Il est clair
que A* est linéaire. L’opérateur A* : D (A*) C F' — E’ est appélé I'adjoint

de A. On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lie A et A* :

(v, Auypr p = (A", u)pr g Yu € D (A), Yv € D (A"). (3.76)

Remarque 30 Dans la définition précédente si E est un espace de Hilbert,
en identifiant E & son dual E', on définit l'adjoint A* de 'opérateur li-
néaire A : D(A) C E — FE, avec D(A) = E, par A* : D(A*) C E —
E wvérifiant (u, Av) = (A*u,v), Yu € D(A*), Vv € D(A) ou D (A*) =
{ue F :3f e E; (u,Av) = (f,v),Yv € D(A)}. Pour u € D(A), on pose
alors A*u = f. L’opérateur A, est dit auto-adjoint si A = A* i.e.,

(u, Av) = (Au,v), Yu,v € D (A). (3.77)
L’opérateur A est dit skew-adjoint st A = —A* i.e.,

(u, Av) = — (Au,v), Yu,v € D (A). (3.78)
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3.5.3 Opérateur symétrique

Définition 31 Un opérateur linéaire B : D (B) C E — FE sur [’espace de
Hilbert E est dit symétrique si et seulement si D (B) = E et

(Bu,v) = (u, Bv) , Yu,v € D (B). (3.79)
L’opérateur B est dit skew-symétrique si et seulement si

(Bu,v) = — (u, Bv), Yu,v € D(B). (3.80)

Définition 32 Un opérateur A : D (A) C E — E sur un espace de Hilbert
réel E/ est dit monotone ou dissipatif si

(Au — Av,u —v) > 0 Vu,v € D (A). (3.81)
De plus, Uopérateur A est dit strictement monotone si
(Au — Av,u —v) > 0 Yu,v € D (A), avec u # v. (3.82)

Finalement 'opérateur A est dit fortement monotone s’il existe une constante
c > 0 telle que

(Au — Av,u —v) > clju —v|* Yu,v € D(A). (3.83)

St lopérateur A est linéaire, alors la condition de monotonicité précédente
est équivalente a la simple condition de positivité

(Au,u) > 0Vu e D(A), (3.84)
et la condition fortement monotone est équivalente a
(Au,u) > c|jul|® Yue D(A). (3.85)

Définition 33 Un opérateur linéaire non-borné A : D (A) C E — E sur
un espace de Hilbert réel E est dit maximal monotone s’il est monotone et si

R(I+A)=Fie,VfeE, Jue D(A) tel queu+ Au= f.  (3.86)
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Proposition 34 Soit A : D (A) C E — E un opérateur linéaire non-borné
sur un espace de Hilbert réel E. Si A est maximal monotone, alors

a) D (A) est dense dans E

b) A est fermé

¢) pour tout X > 0, (I + MA) est bijectif de D (A) sur E, (I + AA)™" est

un opérateur borné et H(I + )\A)71||£(E) <1.

3.5.4 Extension de Friedrichs des opérateurs symétriques
On écrit A C B si l'opérateur B est une extension de 'opérateur A i.e.,
D(A) C D(B) et Au= BuYue€ D (A). (3.87)

Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire symétrique. On considére
I’équation

Au= f,ue D(A). (3.88)
Cette équation correspond a un probléme aux limites classique pour une
équation linéaire élliptique, donc en principe le probléme (3.88) n’est pas
solvable pour tout f € E. Alors a travers (3.88), on étudie les deux problémes
généralisés

AFU = f, u €D (AF) 3 (389)

(u, Av) = (f,v) pour u fixé dans Xp et pour tout v € D (4),  (3.90)

ici A C Ap. En résumé, on montrera que (3.89) et (3.90) sont équivalents et
pour tout f € F, les deux équations ont une unique solution. Cette solution

peut aussi étre obtenue par le probléme variationnel suivant :

5 () — (f,u) = mind, w € X, (3.91)

On fait ’hypothése suivante :
(H) L’opérateur linéaire A : D (A) C E — E est symérique sur I’espace
de Hilbert E avec D (A) = E et A est fortement monotone, i.e (Au,u) >
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¢||ul|* pour tout u € D (A) et ¢ > 0 fixé. Le but est de construire les ex-
tensions A C Arp C Apg, oul Ar est appelé extension de Friedrichs et Ag est

appelé extension énergétique de A. Notons que I'image X} de l'opérateur
Ap : Xgp — X}, demeure dans 'espace d’origine E. L’espace énergétique

Xp est le complété de D (A) par rapport au produit scalaire énergétique

(u,v)p = (Au,v) Yu,v € D (A). (3.92)

Théoréme 35 (Friedrichs) On suppose que ’hypothése (H) est vérifiée. Alors
(a) il existe une extension auto-adjointe Ap : D(Ap) C E — FE de
lopérateur A avec D (Ar) C Xp C F et

(Apu,u) > c|lul®> Yu € D (Ap) .

(b) l'opérateur inverse A;l . F — FE existe et est linéaire, continu, et
auto-adjoint. Par conséquent, pour chaque f € E, l’équation (3.88) a une
unique solution.

(¢) Uopérateur Ay : E — Xp est linéaire continu.

(d) les injections Xp C E C X3, sont continues.

(e) Uopérateur Ap a lextension A : Xgp — X3, ou Ag est Uapplication
duale de X}, i.e., Ap est un homéomorphisme avec

(Apu,v) = |Jull% pour tout u € Xg.

De plus,
AN f = AL f pour tout f € E.

(f) si Uinjection Xg C E est compacte, alors l’opérateur A;l cE— F
est compact.

Corollaire 36 Pour f € E donné, les probléemes (3.89), (3.90) , et (3.91)
sont mutuellement équivalents. Chaque solution du probléme original (3.88)

est aussi une solution de (3.89), (3.90), et (3.91).
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Démonstration. Montrons que (3.88)=-(3.89). En effet, comme A C Ap,
toute solution u € D (A) de (3.88) vérifie u € D (Ap) et Au = Apu.
d’ott Apu = f avec u € D (Ap). Ainsi (3.88)=-(3.89). De plus, comme Ap
est auto-adjoint, on a (Apu,v) = (u, Apv) = (u, Av) v € D (A). Puisque
D (Ar) € Xg, on en déduit que (3.89)=(3.90). On montre que les implica-
tions réciproques sont aussi vraies. m

La preuve du théoréme de Friedrichs repose sur le corollaire précédent,
elle est donnée dans [50].

3.5.5 Notion de semi-groupe

Définition 37 Un semi-groupe {S (t)} sur un espace de Banach E est une
famille d’opérateurs S (t) : E — E pour tout t > 0, vérifiant

(@) S(t+s)=5(t)S(s) Vt,s >0,

() S(0) =1 oul est lidentité de E. (3.93)

Le générateur B : D (B) C E — E du semi-groupe {S (t)} est définit
par
St)w—w

Bw = lim
t—0+

ouww € D (B), et si cette limite existe.  (3.94)

Un groupe & un paramétre {S (t)} sur l’espace de Banach E est une fa-
mille d’opérateurs S (t) : E — E YVt € R avec (a) et (b) Vt,s € R. Toutes
fois les générateurs sont aussi appelés générateurs infinitésimauz.

Exemple 38 On considére I’équation différentielle

{ u'(t) = Bu(t) sur R (3.95)

u(0) =w
Soit B : E — FE un opérateur linéaire continu sur l’espace de Banach
E. On pose S (t) = ¢! ou

o0

t"B"
=Y : (3.96)

n!
n=0

Cette série converge sur ’espace de Banach L (E, E') pour tout t € R, i.e.,
cette série converge par rapport a la norme d’opérateur. {S (¢)} est un groupe
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a un parameétre et la solution de (3.95) est donnée par

u(t)=5(t)w. (3.97)
En effet d’aprres (3.95)
Y (3.98)
oy o w®)—w(0) L u(t) —w
W(0) = fim == = i =
S(t)w—w

et Bu(0) = Bw= lim

t—0t t

Considerons maintenant le probléme

( 0%u
i Au+mPu = —-\u? sur 2 x 10,77,
u(z,0) =ug (z sur |
P)q ou
o (2,0) =wvo (z) sur Q,

u(x,t) =0 sur 002 x 10, T

(3.99)

\

ot ) est un ouvert borné de R? (d > 1) de frontiére 99 réguliére. Le nombre

A > 0 est un parametre réel. Dans le cas ot A = 0 on obtient 1’équation de

Klein-Gordon décrite dans la mécanique quantique relativiste. Cette équation
2

est de la forme (L + m?) ) = 0 ou Vopérateur L = Eeh A et m est la masse

de la particule. Le probleme (3.99) décrit le champ classique v d’un méson de
masse m. Le terme non linéaire —\u? avec A\ > 0, décrit le self interaction du

champ. On peut reformuler (3.99) sous forme d’une équation d’opérateurs

u'+Au = f(u)sur |0, 7]

w(0) =g (0) =y VS = . (3.100)

On pose X = L? (), D (A) = C5° () ou C5° () est I'ensemble des fonctions
u € C* () a support compact K qui dépend de u. Yu € D (A), on a

(Au,u) = (=Au,u) +m? (u,u)

(Au,u) = (Vu, Vu) +m? (u,u) > m? (u,u). (3.101)
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Soit A : D (ﬁ) C X — X l'extension de Friedrichs de A. Alors les espaces

d’énergie de A et —A sont les mémes en norme équivalente, i.e., 'espace
1
[}

d’énergie de A est égal & X =W, ().

Lemme 39 Soit Q C R® un ouwvert borné. Alors l'opérateur

o1
g Wy(Q) — L) est localement lipschitzien continu.  (3.102)

U|—>U3

Démonstration. Soit u,v € C§° () tels que ||ul| < 73 [[v]| < r (]|
o1

norme sur W, (€2)) par I'inégalité de Holder basée sur 3 + 3

=1,0n a

[(u = v) (v +uv +0?)],
Ju — vl Ju? + wo + 23 (3.103)
|

2\ 2
= vllg (lulls + [lullg 1]l + llollg) -

1f () = f ()l

VANVANI

On va montrer que (||u||§ + Jlullg vl + ||v||§)2 < C ou C est une constante.
]

o1
Lemme 40 Soit Q2 C R? un ouvert borné. Alors linjection W, () C L5 ()
est continue.

Démonstration. Soit z = (£,7,() et v € C3° (). L'intégration de
x +0o0
(u*)e = 4uPug donne lu (z)[* = / duPuedé < 4/ [uPue| d€. En rem-

—00 o0

placant & par 7, on obtient

oo 1/2
ju(z)® < 2° (/+ WSUsldE) X

+o0 1/2 +00 1/2
(/_ }u?’un‘ dn) (/_ ’u3ug| dC) .
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1
On integre sur €2 et on applique I'inégalité de Holder basée sur 3 + 3= 1

Alors [[ull$ < K fJullg [Julld. Ainsi
lulls < K [lull Vu € €2 (). (3.104)
(3.103) et (3.104)=

2 2 ) 2
I () = F @)y < [lu— vl ( K H“m;i‘fvuﬂgn o]l )

< 9K fu
= C'|lu— v, avec C = 9K*r*

On considére le probléme initial suivant :

{ u' () +Au(t) = f(u(t)),0<t< oo,

u (0) = g, u'(0) = vp. (3.105)

On fait les hypothéses suivantes :

(H1) Vopérateur linéaire A : D (A) C X — X est auto-adjoint et forte-
ment monotone sur le H espace X sur K =R, C.

Soit X I'espace d’énergie de A avec la norme ||.||, i.e., X est le com-
plété de D (A) par rapport au produit scalaire (u,v), = (Au,v).

(Hz) Vopérateur f : Xp — X est lipschitzienne continu i.e., VR > 0 il
existe L tel que || f (u) — f (v)|| < L ||lu — v||z pour tout u,v € Xg

avee |lul, < R; [vll, < R.

On pose v = u'. Au lieu de (3.105) on considére le systéme du premier

ordre
()= (L o) 0)rG) o

On pose de plus z = (u,v) et on écrit (3.105) sous la forme

{z(t) = Cz(t)+ F(z(t),0<t < o0,
z(0) = 2.

Soit Z = Xp x X et D(C) =D (A) x Xg.

(3.107)

Hypothese : On suppose que opérateur C' : D (C') C Z — Z est skew-
adjoint et génére un groupe unitaire a un parameétre{S (t)}.
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Corollaire 41 On suppose (Hy) et f = 0 i.e., F' = 0. Alors pour chaque
2o € D (C), léquation (3.107) a une solution classique unique dans le sens
de la définition ci-dessous donnée par z (t) = S (t) zg pour chaque zo € Z. La
fonction z est appelée solution milieu de l'équation (3.107).

Définition 42 La fonction z : |0, 00| — Z étant donnée,

(1) z est appelée solution classique de (3.107) si et seulement si z €
C' (]0,4+o0]) ; est continue sur [0, +oo[ et vérifie (3.107).

(17) Toute solution z vérifiant

z(t) =S (t) 2o +/0 S(t—s)F(z(s))ds, (3.108)

est appelée solution miliew du probléme initial (3.107).

Démonstration. Du corollaire 42

On pose B = AY2. On a (u, ), = (Bu, Bu) Yu,u € Xp donc V2,% € Z,
(2,2), = (u, 1) + (v,7) = (Bu, Bu) + (v, )

ot (.,.) est le produit scalaire sur X. Notons que Cz = (v, —Au) .

Vz,Z € D(C), (2,C%), = (Bu, Bv) — (v, Au) = (Au,v) — (v, Au).

(Cz,%Z), = (Bv, Bu) — (Au,v) = (v, Au) — (Au, 7).

Ainsi (2,0%), = — (Cz,%) 4 i.e., C est skew-symétrique.

De plus R (I £ C) = Z. En effet, 'équation Z = z + C'z est équivalente a
u=u+wv,v=0v=x Au et la derniére équation a la solution

w=(I+A) " (T+7), v =+ (T =+ u), part conséquent, les deux opéra-
teurs C' et —C' sont maximum dissipative. Le théoréme suivant conduit a
I’assertion. m

Théoréme 43 Soit B : D(B) C X — X un opérateur linéaire sur le
H-espace X sur K =R, C. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) B est le générateur d’un groupe unitaire & un parameétre
(1) B et —B sont maximauz dissipatifs et D (B) = X
(1ii) B est skew-adjoint.
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Notons l'important fait suivant : Puisque (Au,u) > 0 Yu € D (A) la
résolution de (I + A)™" : X — X existe

Théoréme 44 On suppose que les hypothéses (H1) et (Hs) précédentes sont
vérifiées. Alors pour chaque zy = (ug,vo) dans Z, il existe des nombres T > 0
etr > 0 tels que le probléme (3.107) ait exactement une solution milieu z € Y

avec ||z — zlly <7, 00 Y =CH([-T,T),Z) est muni de la norme usuelle
l2lly = max lz(®)llz-
Pour résoudre le probléme initial (3.107) avec F' non identiquement nulle,
on consideére ’équation intégrale :

z2(t) =S (t) 2 + /0 S(t—s)F(z(s))ds. (3.109)

Les solutions de (3.109) sont appelées solutions milieu de (3.107) par le
théoréme 19.D (voir référence).

Démonstration. Du Théoréme 45

Soit [|.]| la norme sur Y. Notons M = {z €Y ; |z — 2] <r}, on écrit
(3.109) dans la forme suivante du point fixe de ’équation

z2=Kz,z¢€ M. (3.110)
Notons (Hz) et ||S (¢)||, < 1. On obtient donc

Fs— K2 < mx] [IFCE-FEI g
< TL(r |z—z\|p0urt0utzz€M

ce qui implique

1Kz = 2| 1Kz — Kzl + [[ K20 — 2|

<
< TL(r) ||z — 2ol + | Kz — 20]| V2 € M.

Ainsi on peut choisir r et T' dans une voie telle que

K(M)C Met K: M — M est k — contractante. (3.112)
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Comme conséquence, (3.110) a une unique solution par le théoréme du point

fixe de Banach. m
Pour X > 0, l'existence et 1'unicité de la solution du probléme sera alors
acquise par le théoréme du point fixe de Banach [50] (théoréme 1.A.). Pour

la résolution numérique du probléme (P), on utilisera un schéma numeérique
de collocation par les RBF semblable & celui utilisé par Y.C. Hon [21] pour

la résolution de I’équation Black-Scholes.
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Chapitre 4

La méthode de collocation RBF
et ses applications

4.1 Présentation des fonctions radiales de bases
utiles dans la Méthode de collocation RBF
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Nous allons maintenant passer a I’application de la méthode de collocation
RBF.
On considére I’équation aux dérivées partielles suivante

Lu(x) = f(z), 2 € Q CRY

Qu(x) = g (z),z € 09. (4.1)

Soit
(;vj)lgjgn CQet (xj)n+1gj§n+m C 09. (4.2)
La méthode de collocation par les RBF consiste a chercher une solution

approchée u*, du probléme (4.1), sous la forme

n+m

u' (@) = 30 Ay (@), (43)

ou ¢, (z) = ¢ (||l — z;||,), ¢ étant la fonction radiale. L et Q étant linéaires,
en remplacant u* dans (4.1), on a

n+m

Lu* (z;) = Y NLo;(z:)=f(2:),1<i<m, (4.4)
j=1
n—+m
Qu* (x;) = Z&Q%(%) =g(@i),n+1<i<n+m.
j=1
On résout donc le systéeme d’inconnus (A;j); < <, -
n—+m
> NLoj(xi) = fla),1<i<n, (4.5)
j=1
n+m

> NQe (x:) = glz), n+1<i<n+m,
j=1

et la solution approchée est donnée par (4.3). Pour un probléme d’évolution

en dimension d, par exemple de la forme

ou
N + Lu = f sur Q x [0,7T], (4.6)
Bu = g sur 09,
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on utilise un schéma de discrétisation en temps ; par exemple Cranck-Nicolson

un—i—l —un

o = 0L+ (@) + (1= 0) (a4 f (0,8)) (47

et des (C.L),

ou At = t, 1 —t, est le pas de temps, u”™ (n = 0, 1,2...) est la solution au pas
de temps t, = nAt et § = 1/2. Dans ce cas la solution approchée a I'instant

t, par la méthode de collocation RBF s’écrit

n-+m

u” (2, ) = Y A (ta) &, (x). (4.8)

j=1

4.2 Reésultats numériques relatifs au probléme
raide : eu” () + v () = f (x)

4.2.1 Second membre nul

eu (z) +u' () = 0,2€(0,1), (4.9)
0,u(l)=1.

1 —exp <E>
€

—1\°
1 —exp (—>
€

4.2.2 Second membre non nul

IS
—~~
(=)
N—
Il

solution analytique

u(x) = (4.10)

ev () +u' () = —1,2€(0,1),
u(0) = 0,u(l)=1,
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solution analytique

oo (2)
()

Pour les solutions numériques dans les deux cas selon la méthode de la quasi-

u(x) =

— . (4.11)

interpolation, les calculs ont été éffectués en double précision a l'aide de
FORTRAN 77. On a pris 1001 points réguliers 0 : 0.001 : 1 de l'intervalle

[0, 1]. L’écart type entre la solution analytique u et la solution numérique u*
est défini par

1001

1 u* (z;) — u(x;) 2
RMSE = - > ( ol ) : (4.12)

ou u* est donnée par (3.53) qui utilise (3.50), (3.51), (3.56) et (3.57). La
spline linéaire B} qui permet d’approcher f par f* dans (3.45), est donnée
par (3.46).

Table du RMSE pour la résolution de : cu” (z)+u' (z) = f (z) avec
e=c.
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e=c|n |p|RMSE(f(z)=0) | RMSE (f (z) = —1)
107% {200 |2 |4,3.1072 6,7.1072
107° 1200 |2 |210°° 3.107°
1074 {200 |2 |2.107° 2.107°
107% {100 | 3 | 3,2.7° 4,7.107°
107% | 100 | 3 | 2,6.107° 3,8.1077
107% | 100 | 3 | 2,9.10°° 2,9.107°
107% {80 |4 |3,4.1072 5.1072
107% |80 |4 1,9.10°° 3.10°°
107% |80 |4 |3,5.107° 3,5.1076
107% |80 |3 |5,6.1071Y 5,6.1071Y
1072 |70 |5 ]2,2.107% 2,2.107%
1074 |70 |5]3,5.10°° 3,5.107°
107° |70 |[5]7,5.10°7 9,5.10~"
1073 |60 |6|2,2107* 2,2.107*
107 |60 |6|3,6.107° 3,9.107°
10° |60 |6]71.107 1,2.107°
107% |60 |3 |5.1071 5,1.10~H1
107% |40 |3 |5,3.10712 5,3.10712
Table du RMSE pour la résolution de : cu” (z)+u' (z) = f (x) avec
e #ec.
£ c n | p| RMSE (f (z) =0) | RMSE (f (z) = —1)
1071107 | 100 | 3 | 2,6.107° 1,9.107°
107% | 107% | 100 | 4 | 1,6.1072 2,5.1072
107° | 1077 | 200 | 5 | 1074 1,6.1074
107 | 1077 1 200 | 6 | 1,7.1072 2,6.1072
1074 110% 180 |2]26.107* 2,6.1074
1074 {10°° |80 |6 |5,7.10°° 8,4.107°
1073 {10 |70 |5|6.107* 6,4.1074
1073 {10 |70 |4|6.10~* 6.1074
10721107160 |[3]1,1.1072 1072
10741 10° |60 |2]4,6.107* 4,6.10~*
Il est aussi interessant d’observer d’aprés les deux tableaux que les erreurs

pour les cas f(z) =0et f(x) =
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4.3 Reésultats numériques relatifs a la concen-

tration d’un contaminant :

On considére ’équation générale de transport

dc P P P dc dc dc
Ay > BRI 5 WAy ) S VA A /= R VR
ot~ Drgm TPt D —Vagy ~ Vg, ~Veg, ~Ae (413)
avec les conditions aux limites
Vy V.
D_y 1
clx,y,z,t) = e M(cy +c) | c3+ cue™y ¢s+cgeDz | enaz =0,
8 Y ‘/z x
- —2 V., —
a—c(x,y, z,t) = e M 03+C4€Dy s+ cgeDz | co-2eDr enz =1,
Xz T
Vi V.
ae (1,9, 2,t) =e M| cp + czeD_mx cs + CGGHZZ c4£ eny =
dy D,
3 Ve V. Vy
i 1 V =
a_c (z,y,2,t) = e | ¢ + coe D cs + cge D= c4D—yeDy eny =1,
Y Yy
5 Ve Vy
—— 7 Y V
a—c(x,y,z,t) =e M| ¢+ e D cg+c4eDy c6— en z = 0,
z z
5 Vi Vy V.
a_c (r,y,2,t) =e M| e + coeDa c3 + c4eDy co—eDz en 2 =1,
z z
(4.14)
et la condition initiale
Vi Vy V.
e Y 1
c(z,y,2,0) = | ¢t + cpe D cs + cue Py cs+cgeD= |, (4.15)
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ol ¢ est la concentration d’'un contaminant, V' = (V,,V,,V,) est sa vitesse

d’infiltration, D,, D,, D, sont ses coefficients de dispersion dans les direc-
tions x, y, z respectivement, \ est sa vitesse de chute. La solution exacte du

probléme s’écrit

Vi Vy V.
- Y -z
c(z,y,z,t)=e M| e, + coeDa c3 + c4eDy cs + cge D=
(4.16)
Nous allons tester un modeéle 2D , i.e.,
D, =V, =0 dans I’équation (4.13). (4.17)
La solution exacte sera donc
Vi Vy
—_— D_y
c(z,y,t)=e ™| e+ cpeDe 3+ ey | (4.18)

4.3.1 Probléme stationnaire avec conditions de raccor-

dement
Vi Vy
— D_y
¢ (I, y) =cC (fL‘, Y, 0) =la+ CQer C3 +cqeY . (419)
Pour simplifier on suppose que
D,=D,=V, =V, =A=1 (4.20)

En tenant compte des conditions de raccordement, on trouve la solution

exacte du probléme stationnaire
c(x,y) = cocye”™ V. (4.21)
Pour les applications on prendra

Co = C4 = 1, (422)
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donc
c(z,y) ="M, (4.23)
La solution numérique du probléme stationnaire par la méthode de colloca-

tion utilisant les RBF (fonctions radiales de base) a été testée sur le domaine
Q = [0,1]>. Dans Toute la suite, le RMSE entre la solution analytique v et

la solution numérique u* sera défini par

n

> [ () — u ()]
RMSE = =0 (4.24)

n

> [u ()]’

=0

Table du RMSE pour la résolution de :

0%c 0% Oc Oc

— === — =0 Q

0x? +8y2 ox Oy ¢ st
c(z,y) =¢e¥ enz =0,

c

§:€1+y enz =1, (4.25)
—C:exeny:O,

(@)y

a—;—el+xeny:1

La solution exacte du probléme étant donnée en (4.23), on trouve :

N =n X n (mailles) | ¢ (r) =r*lnr | ¢(r) =r°Inr.
n RMSE RMSE

10 5,2.1073 6.1072

15 1,6.10 2 1.3.10 2

20 6,8.1074 5,2.1073

25 3,5.1073 2,5.1073

30 2103 1,310°°

35 1,2.10°° 8,2.10

10 8,2.10°1 5,310

125



0.75

> 05

0.25

F1G. 4.8 — Probléme de la concentration stationnaire avec conditions de rac-
cordement. Isovaleurs de la solution numérique. ¢ (r)

5

=7,

3 )
N =nxn (mailles) | ¢(r)=7° | ¢(r)=0?+c*)2,c=10"7° | ¢(r)=(r*+*)2,c=10"°
n RMSE RMSE RMSE
10 2,1.107% | 1,1.10°2 2.1073
15 2,310 % [5,610°3 2,310 °
20 1,310 % |3,7.10° 1,310 %
% 1,210 % |2,7.10° 1,210 %
30 10~ 2,1.1073 10~
35 8,210 | 1,7.10°° 8.2.10
40 6.610° |1,410°3 6,610 °

On peut alors représenter les isovaleurs de la solution numérique puis le
champ de vitesses.
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Fi1c. 4.9 — Probléme de la concentration stationnaire avec conditions de rac-

cordement. Champ de vitesses. ¢ (1) = r°.
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4.3.2 Probléme instationnaire avec conditions de rac-
cordement

Avec le choix des constantes données en (4.20), la solution exacte du
probléme d’évolution s’écrit alors

c(z,yt) ="t (4.26)
On a
c (07 Y, t) = ey—t,
T
T az
Y
% (I 1 t) — €x+1—t
ay ) Y
D’ou 9
C
c (Oa Y, t)|y:0 = a_y (3:7 0, t)|x:0 - e_t’
dc -
C(O7 y7t>|y:1 = a_y (‘T7 ]‘7t)|1‘=() = 61 t?
N N O (4.28)
%(Lyvt)\yzo = a_y(‘raoat)|x:1 =€ 5
oc dc 9t

% (17y7t)\y:1 = a_y (ZL’, 17t>|ac:1 =€

Les conditions de raccordement sont donc bien vérifiées.

Table du RMSE pour la résolution de :

ot 0z 0y2 0Or Oy

c(z,y,t) =€’ enx =0,

I etuten g = 1,
9
— =¢c"teny=0,
gy

¢ 1+a—t
— =e eny=1.
dy Y
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N =n x n (mailles), ¢ (r) = exp (—cr?)

n |c RMSE |c¢|RMSE |c¢ RMSE
10101 5,710 %1 1,510° | 1,1 4,9.10°°
15101 3,810° 11,910 °]|1,1]8,2.10°°
20 [ 1071 [ 4,2.1073 | 1] 2.10°° 1,1]5,1.107°
25 (1071 [ 1,7.1073 | 1] 6.10°° 1,12,4107°
30 (1071 | 1.1073 1/1,1.107° | 1,1 | 4.10°°
35 (1071 13,3102 1] 1,2107* | 1,1|1,1.107°
40 |10 T [ 1,510 2 [ 1]4,310° | 1,18,2.10°
N =n x n (mailles), ¢ (r) = r®, 200°™ pas de temps
n | o | RMSE

105 |4,1.10°

155 [8,5.1074

205 | 2,510 "

255 [8,7.107°

30 (53,2107

35 51,6107

0[5 | 1,5.10°°

On peut aisément remarquer que dans ce cas, on obtient les meilleurs résul-

tats pour ¢ = 1,1. Nous pouvons alors tracer les isovaleurs de la fonction
analytique aux différents pas de temps.

4.3.3 Probléme instationnaire sans conditions de rac-
cordement

On a le méme probléme sans tenir compte des conditions de raccordement.

4.4 Résultats numériques relatifs & un pro-
bléme économique

On Consideére ’équation black-Scholes de 1’évaluation d’un prix

oV 1, L,V aV -
a0 T Vg T Ry —RV =0, (4.29)
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Fi1G. 4.10 — Probléme de la concentration d’un contaminant tenant compte
des conditions de raccordement.Isovaleurs de la fonction analytique n = 0At
, n=50At , n="T0At , n=202At
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Fi1G. 4.11 — Probléme de la concentration d’'un contaminant sans tenir compte

des conditions de raccordement ; élévations de la fonction analytique aux pas
de temps n = 0At, n = T0At, n = 202At.
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ol R et le taux d’intérét sans risques, o est la volatilité et V =V (x,t) est
choix du prix au temps ¢ en fonction du stock x avec xz € [0, +oo[ et ¢t € [0, 7],
T étant le temps final de 'expiration du choix. V' est en outre soumis aux

conditions
E—xsiz<FE
V(m,T):{ Osiz>E (4.30)

Pour les calculs des prix Européens, on impose les conditions aux limites
suivantes :

{ V (0,t) = Be R (4.31)

V(S,t) —0,S — +o0

La solution exacte de I’équation (4.29) soumis & la condition terminale (4.30)
est donnée par Wilmott [46] sous la forme

V(z,t) = Be BT 07 (—dy) — 27 (—d,), (4.32)
ou Z (-) est la distribution standard cumulative normale, i.e.

|al

Z(a)=PO0<z<l|a)= [ [(t)dt, (4.33)
avec e (—)2)
f) = T, (4.34)
g - In(z/E)+ (R+ 10%) (T — t)’ (4.35)
o1 —1

d2:

Pour les apllications numériques on prendra :

E =10, R=0,05,0=0,2,et T'=0,5 (année). (4.36)
Table du RMSE pour la résolution de :
oV 1 5, (92_V oV

—_— Rr— — RV =0

at—l—Qaa: 8%24— xax _
—xsix <

VT =\ gsir>E

V (0,t) = Be T
V(S,t)—0,S — +o0
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3
2

d(r)y=r|o(r)=0*+*)2 | o(r)=r*lnr | ¢(r)=1r3| ¢ (r) =FRSC p =103

n(noeux) | RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

16 2.410° |3,7.10°3 3,710 3.710° | 2102

31 6,110 % | 1,1.10°3 6,7.10 % 1,1.10° 261072
61 1,6.107* | 3,2.1074 1,7.10~* 3,2.107% | 2,7.1072
01 7.310° | 1,5.10 ¢ 7.5.10°° 1,510 7 | 2,8.102
121 4,210° [8,410° 4,310° 8,410° [2,8102
151 2,710° |5,410° 2,8.10°° 5,410° |2,8102
181 1,9.107° | 3,8.107° 2.107° 3,8.10° | 2,8.10°2
211 1,410° [2,810° 1,410° 2.810° | 2,810 2
241 1,1.10° [2,210° 11107 2,210 | 2,810 2
271 9.107 1,7.107° 9.107° 1,7.107° | 2,8.1072
301 7,4.107° 1,4.107° 7,5.107° 1,4.107° | 2,8.1072

La superposition entre la solution analytique V' et la solution numérique
V* est donnée par le graphique ci-dessous.
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——w—— Numérique
——&—— Analytique

F1c. 4.12 — Probléme Economique au pas de temps 200 (¢ = 0). Comparaison
solution analytique-solution numérique ¢ (r) = r°, n = 61
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4.5 Reésultats numériques relatifs au champ
classique d’un méson

Considerons maintenant le probléme

( O%u
5 Au+mPu = —-Xu? sur Q x |0, T,
(P) %gx, 0) =wup(x) surQ, (4.37)
e (2,0) =wvp (z) surQ,
[ u(z,t) =0 sur 092 x 10,77

ou : Q est un ouvert borné de RY (N > 1) de frontiére 99 réguliere. Pour

les applications numériques on prendra Q = ]0,1[ x ]0,1[, A > 0 est un
parameétre réel. Dans le cas o A = 0 on obtient ’équation de Klein-Gordon

décrite dans la mécanique quantique relativiste, et qui se met sous la forme
2

(L +m?) 1 = 0 ou Popérateur L = — A et m est la masse de la particule.

or
Le probléme (4.37) décrit le champ classique u d’un méson de masse m. Le
terme non linéaire —\u? avec A > 0, décrit le self interaction du champ. On

peut reformuler (4.37) sous forme d’une équation d’opérateurs

u'" + Au = f (u) sur 0,77,
u (0) = ug, u' (0) = vy,

avec f (u) = —A\u?, (4:3%)
Au = —Au + m?u.
u' (t) + Au(t) = f(u(t)) ,0 <t < oo (4.39)

u (0) = ug, u' (0) = vp.

On pose v = u'. Au lieu de (4.39), on considére le systéme du premier ordre

()0

De plus, on pose z = (u,v) et on écrit (4.39) sous la forme

{ 2(t) = Cz(t)+F(2(t),0<t<o0

Y0 = (4.41)
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avec

C:<g4é>,F@:(ﬁ%> (4.42)

Avant de résoudre le probléme (P), rappelons d’abord la méthode de réso-

lution des systémes non linéaires par ’algorithme de Newton. Nous allons
traiter le cas qui nous concerne; c’est a dire le cas de deux fonctions incon-

nues. Soit & résoudre un systéme de deux équations non linéaires, du type :

F(u,v) = 0, (4.43)

G (u,v) = 0,
ot le couple (u,v) est 'inconnue du systéme. Ce systéme peut se mettre sous
la forme : - _

L (u,v) =0, (4.44)
avec :

f:(é). (4.45)

4.5.1 Application a I’équation de Klein-Gordon non li-
néaire

Soit a résoudre le probléme évolutif de I’équation des ondes avec condition
initiale (C.I) :

—
oU - = /=
5;:0U+L<U> (4.46)
H
U (2,0) = Uy (x) (C.I)
ou L est un opérateur non linéaire et
— u ou
U= = — 4.47
( ; ) , avec v = o, (4.47)

est le vecteur inconnu. On impose des conditions aux limites (C.L) a chaque

instant ¢. Etant donné un pas de temps At, on résout & chaque itérration en
temps n par la méthode de Cranck-Nicolson, le probléme non linéaire
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grtl —pyn (U
=0 (.U + T (Um))
éﬁu-w»(ciﬁ4¥f(5%)) (445)
et des (C.L),
c’est a dire :
_>n
Ut =gt [CT + T (T")| =T+ (1-0) At %gé%” ’

ou C' est la matrice d’opérateurs

O:(C1 @). (4.50)

On suppose que chaque fonction scalaire inconnue u,v : RY — R peut
s’écrire :

N

0 (4.51)

v (@)= e (@)

i=0
Les (¢;)o<i<y sont des fonctions radiales données de R — R (avec n =

N + 1), les inconnues sont les scalaires (u;)y;<n €t (Vi)ge;<y- On a donc

U(z,t)={ =0 (4.52)
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On obtient alors :

> urt (1) 6 (@)

—OAt <61 (ZU?H (t) gbi) (z) + (va“ () gbi) (:U)) + Ly ((_f”“)
> e ()6, )

—0At <C3 (ZU?H (1) ¢i> () + ca (ZU?H (1) ¢i> (@) + Lo (ﬁnﬂ)

1=0 =0

(4.53)

avec

D’apres la notation L= ( g ) donnée en (4.45), on a
( N
Fla)= Y ur™ (46, ()
=N N
—0AL <01 (Zuy“ (1) ¢j> () + c2 (Zv;”l (1) dg) (@)
7=0

(4.55)
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F; = F () :‘Z upth(t) o (as)
onr ( (Zugﬂ ” ¢j> @)+ (Zv}”l 0 @) (a:z))
Ly (T () = S (@),
Gi=G(x;) = ZU;‘H_I (t) ?; (i)
—OAt <03 <Zuj+1 (t) qu) () + ca (Zvﬁ“ (t) ¢j> (%))
| L2 (T (@) = S5 (@),
d’ou OF. oL
Gu; ¢ (w;) — OAL - ¢ [¢J] (x;) + 8_u]1 (x;)
gi% = 0At-e [0] (21) + ((?)_Z (z2)
gf’ = —0At - ¢y [gﬁ]] (x;) + % (x;)
oG, "0L,
Bu; = ij (z:) = 0At - ¢4 |:¢]] (i) + 0_1}] (i)

Nous avons

0120 ngld
63:—14 0420

avec
A(u) = —Au + mPu.

— . . 4 . .
oo étant un vecteur “arbitrairement donné”, on fabrique la suite :

A1 = as— JLF (@),
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(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)



ce qui équivaut a
—

J (g —ay)=—F(d,),

c’est & dire a résoudre le systéme

ou J est la matrice jacobienne :

CoR, oR OB OB OB OB
8u0 aul o ou; o 8uN (91)0 81}1
Ok R OF 0K OF  Oh
8u0 8U1 8uj 81)0 8?)1 81;1
oF, OF,  OF,  9F, 0F OF
dug  Oduy  Ou; T Oduy  Ovg Oy
OFy 9Fy  OFy  9Fy 0Fy OFy
J = (9u0 aul ou; 8UN 31}0 81}1
T %G 9G, 0G, 0Gy Gy 0Gy
oug Ouy ~~ Ou;  Ouy Ovy Own
0Gy 9Gy  9G,  0G 0G, Gy
Jug  Oduy  Ou; T duxy  Ovg Oy
aG, oG, oG, aG, 9G: G,
auo 81&1 an 81&]\[ 81)0 82)1
Gy Gy Gy  0Gy Gy OGx
| OJuy  OJuy T Ou; T Ouny  Ovg Oy

4.5.2 Probléme Stationnaire avec A = (

—Au+m*u =0, sur ]0,1] x |0, 1],

u(0,y) =u(l,y) = f(y),

U(ZL’,O) :u(a:,l) — f($),
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OF,

3vj

oF,
8vj

OFy
ov;
0Go
0v;
0G,
8vj

oG,
6Uj

Gy
8Uj

(4.63)

(4.64)

(4.65)

0F

(%N
oF,

aUN

OF,
ov N

OFy
81} N

0G

(%N

oG,

aUN

G,

aUN

G x
(%N




ou

FO) =) =1 (4.66)
On peut déterminer f telle que
ulz,y) = f(x) f(y), (4.67)

soit la solution exacte de (4.65). On trouve,

(@) () o) -oo()
=)

(4.68)
4.5.3 Probléme stationnaire avec \ > 0
Le probléeme stationnaire s’écrit donc
—Au+mPu = —\u? sur Q, (4.69)
'Ll/|F =  Ug.
On cherche une solution approchée u* de u telle que
N
r,y) =D Aoy (). (4.70)
j=1
On a
N
y) =Y NAG (z,y). (4.71)
j=1
Soit L 'opérateur défini par
L (u) = —Au + m?u + M. (4.72)
On résout
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soit

N N
Fi(@) = =) NAG (X)) +m”> No, (Xi) (4.74)
j=1 j=1
N 3
A No, (XZ-)] = 0, (4.75)
j=1
i.e., ?(3) = 0, avec F = (Fy, By, ..., Fy), (4.76)
A1
o = : (4.77)
AN
et F; = L(u")(X;),1<i<N. (4.78)
s —
Soit o donné et <oﬁ> N une suite telle que
sE
c?g — 5), s — +oo
e — —
ot =a" = [JU.F (a) : (4.79)
-3 - = [
Jooft = J.of — F (ozs
En posant
RN —
Z° = ot —af, (4.80)
on résoud NN o
J 2% = —F <oz3> , et donc, ot = o 4 Z°. (4.81)
_ _ [ 9F;
J=Js= (a)‘j)lgi,jSN

N N N 3
B (of) = oA A6, (X0) = m? Y A0, (X)) + A (Dm <Xi>>
k=1 N j=1 x J=1 )
Ty = (%) = A0, (X) = m*> ", (X;) — 3 (ZA% <Xi>> 6;(X)
j=1 Jj=1

= A¢j (Xi) + m? [Z¢; (Xi) +3A (Z/\l(:)¢k (Xz)> ] -C/)j (Xi)

J=1

(4.82)
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4.5.4 Probléme instationnaire avec \ =0

(P)

\

9%u

W—Au—i—mQu:O,sur}O,l[x]O,l[x]O,T[

u(X,0) =uo (X) , sur]0, 1] x |0, 1] ,

Ou

ot

(X,0)

= vp (X) , sur]0, 1] x ]0, 1],

u(X,t) =0, sur 90 x ]0, 7.

Solution exacte

avec

avec les conditions aux limites de (4.65)

¢ (r)

Table du RMSE pour la résolution de :

u (z,y,t) = coswt sin 7z sin 7y,

w? =212 + m?,

ug (z,y) = sin Tz sin 7wy,
vo (z,y) = 0.
Table du RMSE pour la résolution de :

—Au+m*u =0,

:7”5.

n

m

RMSE

10

1072

2,8.10°°

10

1

1,8.1072

10

107!

2.10~*

15

1072

9.10°°

20

1

1,9.102

20

1072

4,9.10°°

20

1071

2.1074

conditions aux limites de (4.83)

2

ot?

’ ¢ (r) =715, w =212+ m?2 138°™¢ pas de temps m = 1.

n

At

RMSE

10

1072

1,27.1073

15

1072

3,710 7

20

1072

1,410°2
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Au+m?u = 0, avec les
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F1G. 4.13 — Solution numérique de I’équation de Klein-Gordon stationnaire.

N

on a fait varier At de 1072 & 1073 et aucun changement significatif sur le

RMSE ne s’est produit avec le reste des parameétres inchangés; ca ne sert
donc a rien de faire varier le temps. Le 102°™¢ pas de temps correspond
t =102 x 1072,

Nous allons maintenant représenter les différentes fonctions correspon-
dantes a la solution de I’équation de Klein-Gordon dans les différents cas
étudiés.
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Fic. 4.14 — Solution numérique de ’équation de Klein -Gordon instationnaire
linéaire. 3°™¢ pas de temps m = 1, = %, At = 1073,
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F1G. 4.15 — Solution numérique de ’équation de Klein -Gordon au 3°™¢ pas

de temps. A =0, At =10"3, m = 1.

146



AN
SR
ST

il
i
Y
i
il

i

A

IR

A
il

S

i
il
i
g

1l

A
i

W

o
'

e

il
i
it

wt=2p

0
\
I
\\}3\:}“3&3}“}“\“
iy
TR
Ml
S
e
!

W

s

)
B

RS
ity
i

F1G. 4.16 — Solution numérique de ’équation de Klein -Gordon instationnaire
et lintaire. m =1, 6 = , At =102
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F1G. 4.17 — Solution numérique de ’équation de Klein -Gordon au 3°™¢ pas
de temps. A =1, At =103, m = 1.
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FIG. 4.18 — Solution numérique de '’équation de Klein -Gordon au 3°™¢ pas
de temps. A =1, At =10"3, m = 1.
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Conclusion et perspectives

Le but principal de ce travail a été de tester I’éfficacité de la Méthode
de collocation RBF utilisant 'interpolation par les fonctions radiales de base
pour résoudre certaines équations aux dérivées partielles. Une telle étude

étant motivée par la comparaison au moyen du RMSE entre la solution
analytique et la solution numérique selon la méthode, ’aspect traditionnel

des EDP beaucoup plus pointilleux sur le cadre fonctionnel de ’étude puis
sur des nombreux résultats théoriques abordant la question d’un probléme

bien posé, a été pour la plus grande partie du travail moins abordé sauf dans
le cas du probléme non linéaire du champ classique d’un méson. Des lors,

le second membre de nos EDP a été une fonction suffisament réguliére. Les
problémes abordés dans ce travail ayant donc a priori une solution analy-

tique (non évidente du point de vue constructive) pour la plupart des cas,
nous nous sommes préoccupés de trouver la solution analytique qui vérifie

les conditions aux limites et plus particulierement les conditions de raccor-
dement car la précision de la méthode a été d’autant plus meilleure pour

une telle solution que pour une solution analytique qui ne satisfaisait pas les
conditions de raccordement. Cette hypothese s’est confirmée lors du tracé des

élévations aux différents pas de temps de la solution analytique instationnaire
du probléme de la concentration d’un contaminant. Une contribution consi-

dérable a été apportée dans ce travail pour la résolution de I’équation non
linéaire de Klein-Gordon utilisant la méthode de collocation RBF, le schéma

numérique temporel de Crank-Nicolson puis ’algorithme itératif de Newton.
Au regard des différents tableaux du RMSE donnés et les différentes repré-

sentations graphiques éffectuées de la solution, nous pouvons dans I’ensemble
affirmer I’éfficacité et la convergence de la méthode jusqu’a un seuil tolérable

du nombre de noeuds d’interpolation. Cependant, soulignons tout de méme
que la méthode commence a perdre de I’éfficacité lorsque le nombre de noeud

d’interpolation devient trés élévé, pour preuve en 2D par exemple un nombre

de noeuds n = 600 disposés sur [0, 1] engendre N = n? = 360000 noeuds
du domaine 2 = [0, 1] x [0, 1]. Par ailleurs, étant limité par la capacité de la

machine, on ne peut se permettre un libre choix d’un nombre de noeuds trop
élévé. Enfin, une investigation plus générale de I’étude que nous venons de

faire serait par exemple d’approfondir la méthode dans le cas plus général ot
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le second membre de ’équation aux dérivées partielles serait une distribution

des espaces de Sobolev W™ (Q) classiques, car cela permettrait par exemple
une comparaison des résultats de la méthode de collocation RBF avec des

résultats qu’on obtiendrait via la méthode des éléments finis dans W™P (Q).
Le probléme reste donc ouvert a ce niveau bien que de nombreux auteurs ont

comparé les deux méthodes pour f € C? () par exemple.
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