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Annexe A                                             
Statistique Inférentielle  

%ous proposons dans ce premier annexe quelques rappels relatifs aux méthodes de 
statistique inférentielle9 %ous commen:ons par définir les principaux tests statistiques réalisés 
sur un modèle de régression9 Ils permettent de valider ce modèle par un test de significativité, 
de tester sa qualité d’estimation et de prédiction et enfin de déterminer les termes influents 
lors d’un test de Student9 Dans une deuxième partie, nous décrivons la manière d’obtenir un 
estimateur par moindres carrés pondérés (MCG), puis en troisième partie une méthode 
statistique permettant de définir le meilleur prédicteur linéaire sans biais (ILKG)9 Enfin, la 
quatrième partie est consacrée M une description de plusieurs plans d’expériences, 
particulièrement ceux obtenus M partir d’un critère statistique ou géométrique9  

A.1 Analyse du modèle de régression 

Dans le deuxième chapitre, nous avons précisé qu’une étude de l’impact des incertitudes 
se traduisait par la construction d’un modèle approché et l’utilisation de tests statistiques M 
partir de ce modèle9 %ous considérons ici que le modèle est obtenu par régression, c’est-M-dire 
que nous avons : Chapitre dPéquation (Suivant) Section  1 

!!"" !"      (A91) 

avec : 
# ! la matrice ! "$ du modèle9 Elle dépend M la fois du modèle de régression 

et du dispositif expérimental, 

# "  le vecteur 1!$ #des observations de la réponse aux ! points du dispositif 
expérimental,  

# !  le vecteur 1!$ #des résidus aux ! points du dispositif expérimental,  

# " le vecteur 1"$ #des coefficients (paramètres) du modèle, 

# ! le nombre d’expérimentations et " le nombre de termes du modèle (en 
incluant la constante)9 
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%ous allons M présent présenter plusieurs tests statistiques généralement utilisés pour 
quantifier l’incertitude associée aux différents paramètres9 Ces méthodes sont basées sur 

l’analyse des résidus "" T#"%  obtenus suite M l’ajustement du modèle aux simulations9 Kne 
description détaillée de ces différents tests sont présentés dans  V#W et  V11W9 

!"#"#$ %&'($)&$'*+,*-*./(*0*(1$)&$2/$31+3&''*4,$

L’objectif de ce premier test est de déterminer s’il y a bien une relation linéaire entre la 
réponse "#et une partie des variables x$,X,#x!9 Les deux hypothèses M comparer pour ce test 
sont les suivantes : 

%& : !$#'#!(#')#!!#'#&*#

%$ : !+&#&#pour au moins un +9 

Si l’hypothèse %&  est rejetée, alors au moins une des variables explique 
significativement la variabilité observée sur la réponse " et donc le modèle est valide9 

La mise en place de ce test implique une partition de la somme du carré des écarts des 
observations M la moyenne, par la somme du carré des écarts des estimations du modèle M la 
moyenne et la somme du carré des erreurs9 Ainsi, nous avons : 

,--#Y ,,.#Z ,,/#
avec : 

# ,-- la somme du carré des écarts des observations M la moyenne : ' (
[

1
)
"

#"
!

0
0- 11,,  

qui est supposée représenter la variabilité totale de la réponse, 
# ,,. la somme du carré des écarts des estimations du modèle M la moyenne :     

' (
[

1
)
"

#"
!

0
0. 112,,  qui représente la variabilité expliquée par le modèle, 

# ,,/ la somme du carré des écarts qui est supposée \tre la variabilité non expliquée 
par le modèle de régression, 

# 1  l’estimation de la moyenne de la réponse donnée par : )
"

"
!

0
01!

1
1

1 9 

Sous l’hypothèse %&, la statistique  

/

.

/

.

3,
3,

!",,
",,

4 "
#
#

"
)](
)1](

0       (A9[) 

est une variable de ^ischer avec "-1 et !-" degrés de liberté9 
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La probabilité * de choisir %$#alors que %& est vraie est fixée par l’utilisateur (en général 
_`), elle est comparée M la probabilité correspondant M 4& obtenue par les tables de ^ischer9 Si 
cette probabilité est inférieure au seuil *, alors %& est rejetée et le modèle de régression est 
significatif9 

Cette procédure est souvent appelée analyse de variance9 L’analyse de la variance a 
pour but de calculer des statistiques permettant une meilleure compréhension de la qualité du 
modèle9  

!"#"5$ 64&--*.*&,('$)&$78/2*(1$)8$94):2&$

+ %ualité d’ajustement du modèle 

Kne mesure de la qualité de l’ajustement d’un modèle de régression est donnée par le 
coefficient de détermination : 

--

/

--

.

,
,,

,
,,

. #"" 1[       (A9a) 

.[ est une mesure du pourcentage de variabilité observée sur une réponse " et expliquée 
par les variables x$,X,#x!9 Malheureusement, .[ dépend fortement du modèle, spécialement 
lorsque le nombre de termes du modèle varie9 Gar exemple, .[ croit automatiquement lorsque 
l’on ajoute des termes au modèle, m\me si ces termes ne sont pas significatifs9 Gour éviter ce 
problème, nous pouvons construire un coefficient de détermination ajusté donné par : 

)1](
)](

1[

#
#

#"
!,

"!,,
.

--

/
56+      (A9b) 

Ces deux coefficients donnent un estimateur de la qualité d’ajustement du modèle, 
c’est-M-dire la manière dont le modèle de régression approxime la réponse aux points 
expérimentaux9 Gar exemple, une valeur proche de un indique un ajustement aux données de 
bonne qualité, alors qu’une faible valeur montre que le modèle n’est pas adéquat puisqu’il ne 
permet m\me pas la restitution des valeurs simulées9 

Mais, le modèle de régression ne doit pas seulement bien ajuster les données, il doit 
aussi prédire la réponse " de manière précise sur l’ensemble du domaine9 Kn modèle de 
bonne qualité en terme d’ajustement n’est pas forcément un bon prédicteur9 Gar exemple, les 
modèles saturés (modèles qui ont autant de termes qu’il y a d’expérimentations) ajustent 
parfaitement les observations de la réponse (.[ Y 1) mais sont en général de très mauvais 
prédicteurs9 De ce fait, une nouvelle statistique doit \tre construite pour estimer la qualité de 
prédiction du modèle9 
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+ %ualité de prédiction du modèle 

Il est intéressant de voir comment le modèle peut prédire la 0ème donnée si celle-ci est 

enlevée lors de l’estimation du modèle9 La différence entre 1i et la valeur estimée )(
T
01  est 

appelée résidus de prédiction au point x0  V#W et  V11W9 

L’estimation du pouvoir de prédiction du modèle est basée sur le calcul de la somme du 
carré des erreurs de prédiction (notée 7./,,)9 Le principe consiste M sélectionner une 
observation 0 et M la supprimer puis ajuster un modèle de régression par rapport aux !-1 

données restantes9 Ensuite, ce modèle va permettre de prédire la réponse )(
T
01  et de calculer 

l’erreur de prédiction ( )08  pour l’observation 09 Cette procédure est répétée pour chaque 

observation et donne la statistique suivante : 

[
[

1 1

! !

9 0 : 0 9 0 :
0 0

27./,, 8 1 1
" "

, -" " #. /) )     (A9_) 

oc )(
T
01  est la valeur estimée par le modèle pour la 0ème observation9 

Le coefficient 7./,, est alors utilisé pour calculer une approximation de# .[ pour la 
prédiction, souvent noté ;( : 

[ 1
--

7./,,;
,

" #       (A9d) 

Les modèles ayant un coefficient ;( proche de un, sont meilleurs que ceux ayant une 
faible valeur de ;(9 Il est tentant de penser que cette mesure est plus valide que le coefficient 
de détermination parce que ce coefficient est déterminé M partir de valeurs non présentes lors 
de l’ajustement du modèle, et par conséquent donne une information sur le pouvoir prédictif 
du modèle9 

!"#";$ !912*43/(*4,$)8$94):2&$<$%&'($)&$=(8)&,($

Il est M présent intéressant de tester la significativité de chaque terme du modèle9 Les 
hypothèses pour tester la significativité des coefficients !+ sont : 

%& : !+#'#&#

%$ : !+&#&#

Si est %&# rejetée, alors le terme en <+ est significatif et peut \tre maintenu dans le 
modèle9 Sinon, ce terme est supprimé du modèle9 
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Sous l’hypothèse %&, la statistique 0 [

T
+

++

=
>

0

1
" est une variable de Student avec !-"-1 

degrés de liberté9 %otons que le terme >++ est le +ème élément de la diagonale ' ( 1#??= 9 Il suffit 

de chercher la probabilité correspondant M =0 dans les tables de la loi de Student9 Si cette 
probabilité est inférieure M la valeur *][ alors %& est rejetée et le terme <+ n’est pas supprimé 
du modèle9  

Ce test doit \tre utilisé avec précaution car le résultat dépend de la présence des autres 
termes dans le modèle9 En effet, supprimer un terme du modèle peut changer les résultats pour 
les autres termes9 Ainsi, ce test doit \tre réalisé séquentiellement, en enlevant un terme après 
l’autre et en suivant l’évolution des qualités de l’approximation9  

A.2 Ajustement par moindres carrés pondérés 

Glus généralement que pour l’ajustement par moindres carrés ordinaires, nous 
supposons que les erreurs soient corrélées  VaeW, c’est-M-dire que : 

%" !" !" ,       (A9e) 

avec : 
19 !  la matrice de régression du modèle, 

[9  "   le vecteur des paramètres du modèle, 

a9 %  le vecteur des erreurs tels que : /(%) Y 0 et >@A(%) Y [1 R oc R est 
une matrice définie positive9 

Soit % l’inverse généralisé de R, c’est M dire que %-1R t%-1YI9 Au lieu d’analyser le 
modèle  (A9e), nous considérons le modèle équivalent : 

!%!"%"% 111 ### !"       (A9#) 

Gour ce modèle (A9#), nous avons : 

/(%-1%) Y 0 et Cov(%-1%) Y [1 %-1R t%-1 Y I9 

Ce modèle transformé satisfait donc les hypothèses du modèle (a9a) défini pour une 
estimation par moindres carrés ordinaires que l’on a présenté au chapitre a9  

Gar le m\me raisonnement que celui appliqué dans le cadre d’une régression par 

moindres carrés ordinaires, "2  est un estimateur de "  par moindres carrés pondérés si et 

seulement si il minimise l’équation : 

' (' ( ' ( ' (1 1 1 1 1 1= = =B # # # # # #" # # " # #% " % !" % " % !" " !" % % " !"  
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fr, nous savons que 1 1=# # "% R % I  donc 1 1 1=# # #"R % %  et par conséquent : 

' ( ' (1=B #" # #" !" R " !"       (A9$) 

En fait, l’estimateur de " # qui minimise cette fonction est appelé estimateur des 

moindres carrés pondérés parce qu’au lieu de minimiser le carré de la distance entre " et !" , 

il minimise le carré de la distance pondérée9 Les poids sont déterminés par l’inverse de la 
matrice de corrélation entre les erreurs : R-19 

Comme pour l’ajustement par moindres carrés pondérés, nous cherchons "!" 22 "  tel 

que l’équation (A9$) soit minimale, ce qui revient M chercher le projeté R-1orthogonal de " sur 
Im(!)9 Ainsi, par définition de ce projecteur, nous avons :  

"!"!R!!R!" 2:92 == "" ### 111              (A910) 

Les différentes propriétés de cet estimateur de "  par moindres carrés pondérés sont 

présentées dans le théorème de gauss-Markov9 fn trouve, par exemple, une démonstration de 
ce théorème dans  V#W9 

Théorème de Gauss Markov: 

# "2  est l’estimateur des moindres carrés pondérés de "  si et seulement si : 

"!R!!R" 111 )(T ###" ==                (A911) 

# Si % : C(;, [1 R), alors, l’estimateur obtenu par moindres carrés est un 
estimateur sans biais qui est une combinaison linéaire des 109 %ous parlons souvent, pour 
qualifier les estimateur type moindres carrés de meilleur estimateur linéaire sans biais 
(ILKG) oc meilleur implique de variance minimale9 C’est aussi l’estimateur du maximum 
de vraisemblance de " 9  

%ous présentons M présent une méthode statistique pour la construction d’un 
interpolateur de la réponse 1 , qui soit le meilleur estimateur linéaire sans biais (ILKG)9 

A.3 Estimateur BLUP 

%ous considérons initialement le problème général de prédiction d’une variable 
aléatoire arbitraire 1& basée sur les données " Y =(1(x1),X, 1(x!))9 Comme les variables 10 et " 
sont des quantités dépendantes, il semble naturel que " contienne des informations sur 10 et 
donc que les prédicteurs de 10 dépendent de la distribution jointe de 10 et "  V_eW9 

Si on considère que le prédicteur recherché est donné par la formule : 

)()()()()(
1

x"x!xxx DDE1 =
"

+
++ !"!" )

"

0   (A91[) 



 1$_

 alors, la distribution jointe de 10 Y 1(x&) et " Y =(1(x$),X, 1(x!)) est la loi normale multivariée : 

2
2
/

-

3
3
.

,
44
5

6
77
8

9
44
5

6
77
8

9
44
5

6
77
8

9
! Rr

r
"

!
!

" 0

0[0
1

0 1
,~ 1

=

!C
1

,      

oc !& Y E(x&) est le vecteur "$1 des fonctions de régression pour 1(x&), ! est la matrice#
!$" de régression dont lPélément (0*+) est E+(x0) pour 1 : 0 : ! et 1 : + : ", "  est le vecteur !$" 

des coefficients inconnus de la régression et r& est le vecteur !$1 

))(,),(( 0100 !
= .. xxxxr ##" ! et R est la matrice !$!#des corrélations entre les observations 

" : ::9.9 +0 xxR #" 9  

Supposons que la matrice ! soit de rang maximum " et que R est définie positive, alors 

on peut montrer que : ; <"00
T 1/1 "  et donc : 

)T(T 1
000 "!"Rr"! #!" #==1               (A91a) 

est le meilleur prédicteur MGSE (Mean Squared Gredictor Error) de 10  V_eW9 

Iien sjr, ce prédicteur dépend de l’estimateur "T de " , celui-ci est obtenu par la 

méthode des moindres carrés ordinaires ou pondérés, il est donné par (A911) : 

"!R!!R" 111 )(T ###" ==  

De plus, la construction de ce prédicteur 21  impose un critère classique de la prédiction,  
il est linéaire et sans biais, d’oc sa popularité  V_1W9  

Le terme correcteur de la moyenne est, d’après (A91a), )T(1
0 "!"Rr ##= , qui est une 

combinaison linéaire des résidus "!" T# , dont les coefficients de prédiction aux points 

spécifiques sont les suivants :  

' (
0

!

0
0

= F)
"

# #"#
1

0
1

0
T)()T( "!"x"!"Rr  

oc le poids F09x&: est le 0ème élément de 1
0

#Rr=  et 0)T( "!" #  est le 0ème résidu9 

Remarque : BG5+@H=#68#F8#=8IJ8#68#F@II8F=0@!#E@IF8#K8#"IL60F=8HI# )(T
0x1 #M#0!=8I"@K8I#K8N#

6@!!L8NO#P0!N0*#NH""@N@!N#QH8#x&#'#x0#"@HI#H!# 0# E0<L# =8K#QH8#$#:# 0#:#!O#PK@IN*# )(0 0
= E x! " #8=#

' ()(,),( 10 !00
= .. xxxxr ##" ! # QH0# 8N=# K5# 0RJ8# F@K@!!8# 68# K5# J5=I0F8# RO# P0!N0*#

0
S= eRr ""# )0,,0,1,0,,0(1

0 !! *#QH0#8N=#K8#0RJ8#A8F=8HI#H!0=L#"5IF8#QH8#N@!#"I@6H0=#8N=#K5#0RJ8#

F@K@!!8#68# !IRR "#1 *#J5=I0F8#068!=0=LO#P0!N0*# "x"!"e"!"Rr T)()T()T(1
0 0

=
00

== E1 #"#"## #8=#

6@!F# ' (T TT( ) ( ) ( )= =
0 0 0 0 01 1 1" ! # "x f x " f x " #8=#!@HN#@TN8IA@!N#T08!#K8N#6@!!L8NO#
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La stratégie employée pour prédire 1(x&) est donnée par la formule (A91a)9 fr, nous ne 
connaissons pas la valeur et la nature de la fonction de corrélation du processus résiduel D9 Gar 
conséquent, l’utilisation de la formule précédente passe par une estimation de la structure de 
covariance9 Ainsi, nous avons : 

' ("!"Rr"!x;
TTTTT)(T 1

000 #!=" #==11     (A91b) 

avec, d’une part ' ( "R!!R!" 111 ###" TTT == , l’estimateur de gauss-Markov de "  et 

d’autre part, RT  et 0Tr  déterminés par un estimateur de la fonction de corrélation .(9)9 De tels 

prédicteurs sont appelés EILKG (Empirical Iest Linear Knbiased Gredictors) de 1(x&) malgré 
le fait qu’ils ne sont généralement pas linéaires avec la réponse "  V_1W9 Différents EILKG 
correspondent M différents estimateurs de .(9)9  

A.4 Plans d’expériences 

Cette partie traite des différents dispositifs expérimentaux possibles pour modéliser la 
tendance de la réponse M moindre cojt9 %ous décrivons, sans prétendre \tre exhaustif, 
plusieurs types de plans d’expériences, peu cojteux et particulièrement adaptés M la 
modélisation d’une réponse potentiellement non-régulière aux paramètres9 

La théorie des plans d’expériences a largement été étudiée, principalement dans le cas 
d’expérimentations réelles (i9e9 non reproductible)9 Les spécificités des expériences simulées 
ont toutefois été étudiées lors des dernières années  Va#W,  V_aW,  V_bW et  Vd_W9 Comme il s’agit ici 
d’expérimentations simulées déterministes (absence de  bruit), il n’y a pas de gain 
d’information lorsque deux simulations sont répétées9 Gar conséquent, les méthodes 
classiques consistant M répéter plusieurs fois les m\mes essais pour réduire la variabilité ou  la 
stabiliser ne sont pas pertinentes9 De plus, les plans classiques ont des propriétés de symétrie 
qui sont intéressantes dans le cas d’expériences réelles, mais qui n’apportent rien pour des 
expériences déterministes  V_aW9 Ainsi, pour les expériences simulées, il est judicieux de 
s’intéresser M toutes les parties de la région de manière équiprobable9 %ous axons notre 
présentation sur deux grandes classes de plans :  

- les plans optimisant un critère statistique (tel que la D-optimalité, la IMSE, 
l’entropie) 

- les plans optimisant un critère géométrique (plans basés sur la distance entre les 
points) 
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!">"#$ 64,'(38.(*4,$)&$?2/,'$@/'1'$'83$8,$.3*(:3&$'(/(*'(*78&$)A4?(*9/2*(1$

La première grande classe de dispositifs expérimentaux dont nous allons parler ici est la 
classe de plans construits M partir d’un critère statistique d’optimalité9 Kn grand nombre de 
critères ont été présentés dans la bibliographie, nous donnerons ici les plus utilisés9  

%ous allons présenter les différents critères, donner leur définition, les avantages et 
inconvénients de chacun9  

Le critère d’optimalité le plus couramment utilisé pour les plans d’expériences est le 
critère de U-optimalité  VdbW9  

+ D-optimalité 

Le critère de U-optimalité a été établi par l9 Kiefer en 1$d19 Ce critère est fondé sur le 
calcul du déterminant de la matrice de variance-covariance associée au modèle9 Cette matrice 
est égale M !t! oc ! est la matrice du modèle, soit, pour un polynnme du premier ordre : 
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oc " est le nombre de paramètres du modèle9  

Kiefer a montré qu’un plan continu qui maximise det(!t!), minimise aussi la variance 
généralisée de chaque valeur prédite (obtenue en utilisant la fonction de régression) dans 
l’espace expérimental9 C’est M partir de cette constatation qu’il a proposé le critère de D-
optimalité9 

Définition : V!# "K5!# 8N=# UW@"=0J5K# 9U# "@HI# X#6L=8IJ0!5!=#Y:# N0*# 8=# N8HK8J8!=# N0*# 0K#

J0!0J0N8# K5# E@!F=0@!# ' (' (1
det = #

! ! # @H*# F8# QH0# 8N=# LQH0A5K8!=*# J5<0J0N8# ' (det =! ! # @Z#! 

I8"ILN8!=8#K5#J5=I0F8#6H#J@6RK8#"@HI#K8#60N"@N0=0E#8<"LI0J8!=5K#(A91_)O#

La principale caractéristique d’un plan U-optimal est qu’il permet de minimiser la 
variance généralisée des estimations des paramètres et par conséquent d’obtenir une région de 
confiance pour les paramètres de volume le plus petit possible dans l’espace des paramètres9 
 VdbW9 De ce fait, ce critère d’optimalité a tendance M favoriser la localisation des 
expérimentations sur les frontières du domaine9 

Le critère de U-optimalité est certainement celui le plus utilisé dans le cadre des 
expériences simulées après les plans dit classiques (orthogonaux)9 Il existe cependant d’autres 
critères d’optimalité, tels que la g-optimalité ou la A-optimalité9  
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# Kn plan est dit g-optimal si, et seulement si, la plus grande variance d’estimation 
sur l’ensemble des essais possibles du domaine expérimental est minimale, c’est-M-

dire s’il minimise : ; <1Max , ( )= =
0 00 #> ! !! !  

# Kn plan est A-optimal (A comme o PA8I5[8#Y) s’il minimise la trace de ' ( 1= #
!!  

Mais ces critères ne possèdent pas une propriété très importante du critère d’optimalité 
U# : l’invariance par transformation linéaire des facteurs et interactions (ou relations de 
centrage)9 En d’autres termes, quelque soit la transformation linéaire effectuée sur les 
paramètres, le plan considéré reste D-optimal9 

L’utilisation de plan optimaux reste conditionnée M une forme de modèle donné, le plan 
étant optimal pour une matrice ! fixée9 Dans notre optique, M savoir une augmentation 
adaptative du dispositif expérimental, les plans optimaux ne semblent donc pas \tre très 
adaptés9  

+ Entropie 

Kn autre critère statistique, proposé par Lindley en 1$_d, est souvent utilisé : la 
maximisation de l’entropie9 Shepry q Wynn  VdaW appliquent ce critère pour l’ajustement de 
données spatiales, Currin et al9  V1bW et Mitchell q Scott  VadW s’en servent pour sélectionner 
des points lors d’expérimentations simulées9 

L’entropie est une mesure de l’imprévisibilité d’une variable aléatoire, c’est aussi une 
mesure de l’uniformité et de la dispersion de la variable aléatoire9 Les plans d’entropie 
maximale ont pour objectif de maximiser la quantité d’information apportée par les 
expérimentations9 

Définition : ,@0=#D#H!8#A5I05TK8#5KL5=@0I8#F@!=0!H8#68#68!N0=L#E9<:O#PK@IN*#KG8!=I@"08#68#K5#
A5I05TK8#D#8N=#6LE0!08#"5I#\#

' (' ( ' ( ' (' (( ) E ln( ln(/!= D E D E ] E ] 6]" # " ?  

Suivant la distribution de la variable, il existe un grand nombre d’entropies différentes9 
Dans le cas particulier d’un processus gaussien D, Currin et al9  V1bW ont montré que l’entropie 
de D est égale M : 

' ( ' (' (' (ln det cov/!= D D F=8" !  

Gar conséquent, dans ce cas précis, un plan U est d’entropie maximale si et seulement si 

il maximise la fonction ' (det UR  oc DR  est la matrice de corrélation du processus D aux 

points du plan d’expériences U9 
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%otons que la quantité d’information d’un plan, et particulièrement l’entropie, est une 
fonction de la corrélation du processus D9 fn peut qualifier l’entropie de o mesure de 
l’information s9 

La construction de ce type de plan reste cependant délicate puisqu’elle dépend 
d’éléments inconnus, les paramètres de la matrice de corrélation DR , qui sont M estimer et 

sont difficilement estimables9 De plus, les plans d’entropie maximale sont onéreux M 
construire parce qu’ils demandent une optimisation M ! "$  dimension pour un plan M !#

simulations9 

+ IMSE (Integrated Mean Squared Error) 

Enfin, le dernier critère statistique cité dans ce paragraphe est proposé par Iox et 
Draper en 1$_$9 Il a pour but de minimiser l’erreur quadratique moyenne intégrée (IMSE) de 

' (T1 x  dans l’espace V0,1W"9 Ce critère semble particulièrement bien adapté M notre cas, car 

pour des expériences simulées, il n’y a pas d’erreurs de mesures9 Gar conséquent, notre 
objectif est de trouver un plan qui minimise l’erreur d’ajustement, c’est-M-dire la différence 
entre la réponse du simulateur d’écoulement et la valeur prédite par le modèle, sans se 
préoccuper de la variance d’estimation9 

Gour les expériences simulées, les plans construits M partir du critère de IMSE sont 
présentés en détail par Sacks et al9  V__W9 %ous donnons ici la définition de ce type de plans 
d’expériences9 

Définition : 7@HI#H!8#A5K8HI#6H#F@8EE0F08!=#68#F@IILK5=0@!#"#E0<L8*#H!#"K5!#U#8N=#H!#"K5!#
68#^3,/##J0!0J5K8#NG0K#J0!0J0N8#K5#E@!F=0@!#@T+8F=0E#NH0A5!=8#\#
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Ce critère implique que le modèle et la longueur de corrélation # du processus résiduel 
D soient connus9 Comme pour le critère d’entropie, la minimisation de :U9_@  est une 

optimisation M ! "$  dimensions9 Sacks et al9  V__W proposent une optimisation de Quasi-

%epton, mais celle-ci est très longue en temps de calcul9 De plus, du fait des nombreux 
minima locaux, plusieurs données initiales sont nécessaires pour obtenir un résultat 
d’optimisation fiable9  
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%otons qu’une alternative au critère IMSE est d’utiliser le critère MMSE (Maximum 
Mean Squared Error)9 Au lieu d’intégrer la MSE (Mean Squared Error) de prédiction, la 
MMSE est un critère minimax qui choisit le plan qui minimise la fonction :  

Tmax MSE ( )
U

1
A

, -. /x
x 9 

Ce critère est plus simple M mettre en place car ne nécessite pas d’intégration M plusieurs 
dimensions9 Kne comparaison entre les critères IMSE et MMSE est présentée par Sacks q 
Schiller  V_aW9#

!">"5$ $B&'$C$=?/.&$D*22*,+$E&'*+,'$F$

Glusieurs critères, basés sur des notions géométriques ont été introduits pour construire 
des plans dits o space-filling designs s9 %ous présentons dans ce paragraphe quatre méthodes 
de sélection de points dans la région expérimentale pour la construction de tels dispositifs9  

Dans un premier temps, nous évoquons des plans construits M partir d’une mesure de 
distance entre les points, ce qui permet de ne pas avoir deux points trop proches dans le 
domaine expérimental9 Ensuite, nous considérons deux types de plans construits M partir de 
méthodes d’échantillonnages du domaine expérimental, contraintes M des propriétés de 
projection spécifiques9 Kne autre possibilité de construction de plan est de sélectionner les 
points se rapprochant le plus possible de l’uniformité9  

+ Les plans de distance maximin et minimax 

utant donné que la fonction de corrélation du processus résiduel est stationnaire, nous 
pouvons l’écrire sous la forme :  

' ( ' (' (, ,. < H [ 6 < H"  

oc [#est une fonction définie sur IR et 6(9,9) une distance9 

Gar conséquent, seuls les points les plus proches deux M deux contribuent de fa:on 
significative au déterminant de la matrice de corrélation9 L’idée est donc de trouver un plan 
tel que la distance minimale entre deux points soit la plus grande possible9 C’est ce qu’on 
appelle la distance maximin9 En 1$$0, lohnson et al9  V[bW proposent l’utilisation de plans de 
distance minimax et maximin pour les expériences simulées9 

Définitions : ,@0=#6(9,9)#H!8#60N=5!F8#98!#[L!LI5K#60N=5!F8#I8F=5![HK50I8#@H#8HFK0608!!8:#
8=#S#H!#LF`5!=0KK@!#68#"@0!=NO#

V!#"K5!#J5<0J0!#Ua##8N=#H!#"K5!#QH0#J5<0J0N8#K5#60N=5!F8#J0!0J5K8#8!=I8#68H<#"@0!=N#\#
)',(min)',(minmax

',',
ssdssd

DssDssD BAA
" #

V!#"K5!#J0!0J5<#Ub#8N=#H!#"K5!#QH0#J0!0J0N8#K5#60N=5!F8#J5<0J5K8#8!=I8#68H<#"@0!=N#\#
*),(max)',(maxmin Dsdssd

TtTtD AA
"  
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Les plans de distance maximin sont beaucoup plus connus que ceux de distance 
minimax, principalement pour des raisons de construction9 Le principal avantage des plans 
maximin est qu’ils imposent une distance minimale entre deux points du plan, il n’y a donc 
pas de vones oc plusieurs points sont très proches9 Les points sont relativement distants les 
uns des autres9 En fait, dans le cas d’une distance euclidienne (on considère des sphère de 
rayon I autour de chaque points), l’idée est de remplir l’espace expérimental avec des points 
et les sphères associées, tout en maximisant le rayon de la sphère9 Les sphères peuvent sortir 
du domaine, mais pas les points9 La construction de ce type de plan est illustrée sur la ^igure 
 A919 
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Malgré le fait que ces points sont relativement bien répartis dans l’espace des 
paramètres, nous voyons sur la ^igure  A91 qu’ils ont tendance M rester souvent concentrés aux 
frontières de la région expérimentale9  

De plus, de tels plans ont des caractéristiques asymptotiques optimales9 En effet, 
lohnson et al9  V[bW ont montré l’équivalence entre la D-optimalité et les plans maximin pour 
de petites corrélations9 Ils ont aussi montré que si la corrélation est une fonction décroissante 
de la distance (par exemple une corrélation gaussienne), alors un plan d’entropie maximale 
est, dans un certain sens, un cas limite des plans de distance maximin, i9e9 pour IRd quand d 
tend vers l’infini9 

Gar contre, l’inconvénient de ces plans et que, particulièrement dans une région 
hypercubique, ils ne sont pas bien représentés lorsqu’on fait une projection sur une plus petite 
dimension de l’espace du plan9 Ils dépendent aussi de la fonction de corrélation mais 
seulement au travers de la distance utilisée, la connaissance du paramètre de corrélation @ 
n’est donc pas nécessaire9 De plus, ils souvent très longs et difficiles M construire, si une 
sélection de points n’a pas été établie au préalable9 
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Gassons M présent aux plans d’expériences qui sont certainement les plus connus et les 
plus utilisés dans le contexte d’expériences simulées : les hypercubes latins9 

+ Les hypercubes latins 

En 1$e$, McKay, Ieckman et Conover  Va_W ont été les premiers M considérer les plans 
d’expériences pour des expériences déterministes9 Ils utilisent alors des hypercubes latins9 
Cette méthode a été mise en place pour gagner en précision par rapport aux tirages aléatoires 
ou stratifiés afin d’estimer la moyenne, la variance et la fonction de la distribution d’une 
réponse9 Les hypercubes latins sont devenus populaires en ingénierie M partir du moment oc 
ils ont été utilisés pour la planification et l’analyse d’expériences simulées par Sacks et al9 
 V__W9 

Définition : V!#`-"8IFHT8# K5=0!# 8N=# H!8#J5=I0F8# 68# !# K0[!8N# 8=# d# F@K@!!8N# @Z# !# 8N=# K8#
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F@K@!!8N#F@!=08!=#K8N#!0A85H<#$*(*)*!#"8IJH=LN#5KL5=@0I8J8!=#8=#K8N#d#F@K@!!8N#N@!=#60N"@NL8N#
5KL5=@0I8J8!=#"@HI#E@IJ8I#KG`-"8IFHT8#K5=0!O##

7KHN# [L!LI5K8J8!=*# K8# =5TK85H# 7'9"0+:# 6G@I6I8# !$# d# M# A5K8HIN# 65!N# 9De!:# 8N=# H!#
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E@0N#F`5FH!8#"5I#K8N#K0[!8N#68#7O#

Les hypercubes latins assurent que chaque niveau des paramètres soit représenté une 
seule fois sur chaque marge et par conséquent, ils permettent d’avoir des expérimentations 
non concentrées sur les bords du domaine expérimental9  

Les plans basées sur l’échantillonnage type hypercubes latins ont très connus et utilisés 
dans le cas des expériences simulées parce qu’ils ont trois grandes qualités9 La première 
qualité de ces plans est qu’ils permettent généralement de remplir au mieux le domaine 
expérimental, ils vont donc \tre utile pour détecter les irrégularités de la surface9 De plus, ils 
sont très faciles et rapides M construire, m\me pour un nombre élevé de facteurs et enfin, tous 
les niveaux de chaque facteur sont représentés une unique fois9 

Gar contre, pour un nombre donné C d’expérimentations et " paramètres, il existe (Cw)" 
possibilités de construction d’un hypercubes latins et par conséquent, les résultats de la 
modélisation sont très variables suivant le plan considéré9 Gar exemple, la ^igure  A9[ montre 
un exemple de deux Hypercubes Latin obtenus pour deux paramètres et neuf 
expérimentations9 
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+ Les tableaux orthogonaux 

Kne extension les hypercubes latins est donnée par les tableaux orthogonaux9 Kn 
hypercubes latins impose aux points d’échantillonnage des contraintes sur les marges de 
dimension un9 Cette fois, on tient compte des projections des points du plan sur des espaces 
de plus faible dimension9 Ces plans sont présentés dans la bibliographie comme appropriés 
aux expériences simulées  Vb[W9 

Définition :# ,@0=# S# H!# =5TK85H# 6G@I6I8# C$6# M# LKLJ8!=N# 65!N# 9DeQ:O# S# 8N=# H!# =5TK85H#
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E@IJL# 68# =# F@K@!!8N# 68# S*# =@HN# K8N# LKLJ8!=N# 68# 9DeQ:=# E0[HI8!=# H!# JhJ8# !@JTI8# 68# E@0N#C#
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Remarque :#V!#`-"8IFHT8#K5=0!#8N=#H!#=5TK85H#@I=`@[@!5K#68#E@IF8#H!O 

Le principal avantage des plans orthogonaux est l’orthogonalité des colonnes9 Cette 
caractéristique va permettre une meilleure estimation des effets simples du modèle et des 
interactions jusqu’M l’ordre C-1, ceux-ci seront indépendants9 Ceci est principalement 
intéressant pour les analyses de sensibilité9 

De plus amples détails sont donnés par Wu et Hadama  VeaW9 

En 1$$1, Tang  VdeW propose l’utilisation de tableaux orthogonaux pour la construction 
d’hypercubes latins9 Ce sont les tableaux orthogonaux les plus utilisés dans le cas 
d’expériences simulées9 Ces plans contiennent Q[ expérimentations et deviennent des tableaux 
orthogonaux de force deux après regroupement des observations9 Ceci permet une 
amélioration des propriétés des hypercubes latins, du fait de l’uniformité de la projection sur 
les marges de dimensions inférieure M =9  
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Le principal inconvénient de ce type de plan est que le nombre d’expérimentations du 
tableau orthogonal n’est pas complètement libre (C'CQ=)9 Ils sont généralement beaucoup plus 
cojteux que les autres plans cités ici, surtout pour de grandes dimensions9 

%otons que ces hypercubes latins, construits M partir de tableaux orthogonaux, sont très 
proches des travaux issus des méthodes de quasi-Monte Carlo9 Mais cette méthode dispose 
d’un avantage supplémentaire que celle de quasi-Monte Carlo parce qu’elle prend en compte 
les marges de plus faible dimensions et donc assurent l’uniformité des projections sur chaque 
marge9  

%ous présentons M présent des plans issus de méthodes de quasi-Monte Carlo, aussi 
appelés plans de discrépance minimale9 

+ Les plans de discrépance minimale 

La méthode que nous présentons ici consiste M comparer la distribution des points d’un 
plan d’expériences 7 M la distribution uniforme, pour cela la notion de discrépance est 
nécessaire9  

La discrépance d’un plan 7 mesure l’ampleur M laquelle le plan diffère d’une 
distribution complètement uniforme9 Les plans de faible discrépance sont considérés comme 
o plus uniforme s que les plans de grande discrépance9 Gar plan uniforme, nous considérons 
un plan dont les points sont uniformément dispersés dans le domaine  V[[W9 
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L’utilisation de la discrépance peut \tre envisagée pour générer des séquences de points 
uniformément distribuées dans le contexte de méthodes de quasi-Monte Carlo9 Les méthodes 
de type quasi-Monte Carlo sont des versions déterministes des méthodes de Monte Carlo pour 
lesquelles les nombres aléatoires sont remplacés par des nombres déterministes qui forment 
des ensembles ou des suites M faible discrépance, celle-ci ayant une meilleure distribution 
uniforme9 Les suites de quasi-Monte-Carlo ou suites M faible discrépance, permettant de 
choisir de manière efficace la position des points parmi un espace de points possibles9  
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fn peut utiliser plusieurs types de discrépance qui donnent l’uniformité, celles-ci 
aboutissent M plusieurs constructions de plans différentes9 Suivant les méthodes, les plans 
obtenus sont plus ou moins orthogonaux9 

L’inconvénient ici est la discrépance est très délicate M évaluer pour de grandes 
dimensions et nous n’avons aucun 5#"I0@I0 pour choisir un type de discrépance plutnt qu’un 
autre9 
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Aucun de ces critères, statistique ou géométrique, n’est complètement satisfaisant pour 
sélectionner un plan, m\me s’ils produisent des plans ayant des propriétés attractives9 Gour 
certains, les cojts de construction sont énormes quand le nombre de variables augmente et les 
dispositifs sont très difficiles et longs M construire9 De plus, certains critères demandent des 
connaissances 5# "I0@I0 sur la forme du modèle, ce qui n’est pas le cas en ingénierie de 
réservoir99 Du fait de la bonne répartition spatiale des expérimentations, l’utilisation de plans 
o space-filling design s semble \tre appropriée parce que ces plans permettent de déterminer 
les irrégularités de la surface et d’améliorer les méthodes d’interpolation telles que le krigeage 
ou le cokrigeage9 De plus, l’erreur de prédiction en chaque point du plan est nulle et par 
conséquent, les plans qui ne sont pas des o space-filling design s ou les plans pour lesquels les 
points sont proches des frontières de la région expérimentale, peuvent donner des prédicteurs 
de moindre qualité M l’intérieur du domaine9 Il semble donc que les o space-filling design s et 
plus particulièrement les hypercubes latins, sont M privilégier pour la modélisation de réponses 
non-régulières, ils permettent d’imposer un minimum de points M l’intérieur du domaine 
expérimental9 

Les plans basés sur un échantillonnage de type hypercube latin sont les plus connus 
dans le cas des expériences simulées du fait de trois de leurs propriétés : 

# Ils permettent de couvrir au mieux le domaine expérimental, ils sont donc utiles 
pour détecter les irrégularités de la surface, 

# Ils sont de construction simple et rapide, 
# Les niveaux de chaque facteurs sont représentés une unique fois9 

Le choix d’un hypercube latin parmi tous ceux possibles a une grande influence sur la 
qualité de la modélisation de la réponse9 C’est pour cela qu’il est nécessaire d’imposer une 
condition supplémentaire pour diminuer l’espace des possibilités et ainsi réduire lPimpact du 
choix du plan9 Cette condition revient, par exemple, M combiner les avantages de plusieurs 
critères simultanément9 Kne idée pour construire de tels plans peut \tre de réduire les points 
candidats M une classe finie M l’aide d’un premier critère et ensuite M appliquer M cet ensemble 
de plans possibles un second critère pour sélectionner le plan final9  
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Des critères combinés pour construire des hypercubes latins optimaux ont été présentés 
par plusieurs auteurs9 %ous les citons ci-dessous9 

Gark  VbaW a étudié les hypercubes latins optimaux basés sur le critère IMSE9 Mais lM 
encore, ces plans dépendent des paramètres de corrélations qui sont inconnus9 De plus, ils sont 
souvent difficiles M construire et très cojteux en temps de calcul9 

Schonlau, Hadama, et Welch (1$$d) proposent l’utilisation d’hypercubes latins qui 
maximisent la distance minimale entre les points dans le cas de projection sur un espace de 
faible dimension9 fpen  Vb[W suggère l’utilisation d’hypercubes latins avec de faibles 
corrélations o extra-diagonales s9 Mais ces deux critères semblent difficiles M mettre en zuvre 
et eux aussi, dépendent des  paramètres inconnus de la fonction de corrélation9 

Kenny  V[#W propose des hypercubes latins orthogonaux et Tang9  VdeW des hypercubes 
latins basés sur des tableaux orthogonaux9 Ces plans n’ont pas forcément de bonnes propriétés 
de o space-filling design s9 Ils permettent de garder les m\mes propriétés que les plans 
factoriels, c’est-M-dire l’orthogonalité des colonnes et par conséquent, ces plans sont très utiles 
pour effectuer une analyse de sensibilité car l’indépendance des effets est préservée9 De plus, 
ils se pr\tent bien au krigeage9 Mais, le nombre de simulations de tels plans n’est pas flexible, 
il est souvent très grand, ce qui dans notre cas, pose problème au vu du cojt des simulations9 

Gour terminer, Morris q Micthell  Va#W introduisent des hypercubes latins optimaux pour 
les critères d’entropie et de distance maximin9 L’utilisation de ces plans est motivée par un 
résultat de lohnson et al9  V[bW qui établit une équivalence entre les propriétés des Hypercubes 
Latins de distance maximin et une sorte de D-optimalité, dans une limite de petites 
corrélations locales (i9e9 pour un coefficient de corrélation ##petit)9 En fait, ce type de plan 
assure un bon compromis entre les critères d’entropie et maximin et a de bonnes propriétés de 
projections sur chaque dimension9 De plus, ils permettent une bonne qualité de prédiction9 

Dans toute la bibliographie citée précédemment, les plans sont d’abord restreints M la 
classe des hypercubes latins et ensuite un second critère est appliqué M cette classe dans le but 
de choisir un hypercube latin avec des propriétés désirables9 Cependant, d’autres critères 
peuvent \tre utilisés pour réduire la classe des plans candidats  VbW9 Gar exemple, on peut la 
réduire aux plans uniformes et ensuite appliquer un second critère M cette classe restreinte9  

La liste des plans d’expériences présentés ici est loin d’\tre exhaustive, mais une étude 
détaillée des différents plans d’expériences existants n’est pas l’objet de cette thèse9 %ous 
nous sommes contenté de citer les plans les plus classiquement utilisés en ingénierie de 
réservoir ou pour les expériences simulées9 
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Annexe B                                                     
TECHNIQUES DE MODELISATION 

L’objectif de cet annexe est de présenter différentes techniques de modélisation, 
principalement issues de la géostatistique9 %ous commen:ons tout d’abord par définir un 
réseau de neurones et comment l’ajuster par la phase d’apprentissage9 Cette technique est 
encore peu utilisée en ingénierie de réservoir, mais reste toujours d’actualité car les méthodes 
d’apprentissage progressent9 Ensuite, nous détaillons la manière de construire un estimateur 
par krigeage simple (ou a moyenne connue)9 %ous introduisons également les équations 
régissant un estimateur par cokrigeage9 Enfin, nous rappelons les principales propriétés d’un 
variogramme géostatistique (ou covariance) et donnons des méthodes permettant d’ajuster les 
paramètres du variogramme99             Chapitre dPéquation (Suivant) Section  [ 

B.1 Réseaux de Neurones 

G"#"#$ E1-*,*(*4,$)H8,$31'&/8$)&$,&834,&'$

Kn réseau de neurones typique contient plusieurs niveaux de neurones, chaque neurone 
est connecté M tous les neurones du niveau précédent par un simple lien pondéré9 Le nombre 
de neurones d’entrée et de neurones de sortie dépend du domaine d’application9  

Kn neurone est une sorte d’automate qui se compose d’entrées, d’une sortie et d’une 
fonction des entrées vers la sortie9 Il peut \tre schématisé de la fa:on suivante : 

j$

j!

<$

<!

E
-

#

40[HI8##kO$#\##.8"ILN8!=5=0@!#6GH!#!8HI@!8#E@IJ8K#N8K@!#3F#>HKK@F`#8=#70==N#
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oc :  
# les <0#représentent les données d’entrées, 

# j0 représente le poids de la 0ème connexion, 

# E est la fonction d’activation, 

# -#Y E(j$#<$l#)l#j!#<!) représente la sortie du neurone9 

Dans le modèle d’origine, la fonction d’activation E est indifféremment une fonction de 
Heaviside : 

1si 0
0si 0
<

E 9 < :
<
EF

" G HI
 

ou, une fonction o signe s : 

1 si 0
1si 0
<

E 9 < :
<
EF

" G# HI
 

Le neurone de Mc Culloch et Gitts a été généralisé en choisissant d’autres fonctions 
d’activations, telles que des fonctions linéaires par morceaux, des sigmo{des ou autres 
gaussiennes (cf9 ^igure  I9[)9 Les sigmo{des sont de loin les fonctions les plus utilisées dans 
les réseaux de neurones, ce sont des fonctions continues, strictement croissantes et qui 
possèdent les comportements asymptotiques désirés9 Et particulièrement la fonction logistique 
définie par : 

' ( ' ( 1
1 <[ < 8 0 ##" !  

oc 0 est le paramètre de pente de la sigmo{de9 

(a) (b) (c) (d)  

40[HI8##kO(#\#4@!F=0@!N#6G5F=0A5=0@!#\#95:#N8H0K*#9T:#K0!L50I8#"5I#J@IF85H*#9F:#N0[J@m68*####
96:#n5HNN08!!8#

Les neurones formels que l’on vient de définir doivent \tre assemblés pour former un 
réseau9 Comme son nom l’indique, un réseau de neurones est constitué de plusieurs couches 
de neurones entièrement connectées entre elles (cf9 ^igure  I9a)9 En fait, un réseau de neurones 
est constitué d’unités élémentaires, les nzuds, et de liens directionnels affectés de poids 
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reliant ces nzuds9 Les nzuds peuvent \tre du type entrée, sortie ou caché par des nzuds 
intermédiaires9 Chaque nzud re:oit en entrée une valeur calculée M partir des valeurs 
restituées par ses nzuds amonts et pondérées par les poids associés aux liens9 

En
tr

ée
s

So
rt

ie
s

 

40[HI8##kOo#\#.8"ILN8!=5=0@!#6GH!#ILN85H#68#!8HI@!8#JHK=0F@HF`8N#

Les réseaux de neurones déterminent la nature de la relation entre les données M travers 
les interconnections entre les neurones9 Le réseau est nourri par les valeurs des paramètres en 
entrée et dans le cas d’un réseau multicouche, tel celui représenté en ^igure  I9a, les résultats 
en sortie sont obtenus par propagation des valeurs suivant la direction des liens et en classant 
les nzuds suivant la topologie du réseau (les nzuds de la première couche sont activés avant 
les nzuds de la deuxième, etc9)9 

Afin de construire un bon réseau, une phase d’apprentissage est nécessaire9 Il existe 
plusieurs type d’apprentissage d’un réseau de neurone, nous ne présentons que celui le plus 
employé en ingénierie de réservoir : l’apprentissage supervisé9 

G"#"5$ !??3&,(*''/+&$)H8,$31'&/8$)&$,&834,&$

Le but de l’apprentissage supervisé est d’inculquer un comportement de référence au 
réseau9 Ce comportement de référence est défini M partir d’un ensemble représentatif 
d’exemples appelé base d’apprentissage9 Cet ensemble est composé de couples 
d’apprentissage formés de vecteurs d’entrée appelé patron d’entrée et d’un vecteur de sortie 
appelé patron de référence9  

L’apprentissage consistera alors M déterminer les poids des différentes liaisons du réseau 
de manière M obtenir, lorsqu’on présente au réseau un patron d’entrée, une valeur en sortie 
aussi proche que possible du patron de référence correspondant9 
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L’apprentissage comprend quatre étapes de calcul : 

19 Initialisation des poids de réseau, 

[9 Grésentation des patrons d’entrée de la base d’apprentissage et calcul de l’état 
du réseau, 

a9 Calcul de l’erreur9 L’erreur est une fonction de la différence entre la sortie 
obtenue et la sortie désirée9 fn choisira en général l’erreur quadratique, 

b9 Modification des poids synaptiques9 Cette modification s’effectue gr|ce M un 
algorithme d’apprentissage, comme par exemple, la rétro propagation de l’erreur9 
Cette technique calcule les variations de poids pour chaque jeu de paramètres des 
cas d’apprentissage avec la règle suivante : 

0+ + 0j JK LM " , 

si le noeud  est une sortie     
si le noeud  est intermédiaire

+ + + 0
+

+ + d +d

5 9 !8= :9 = : +
5 9 !8= : j +

L
K

K
#F

" G
I )

 

oc :  

# J#est une constante, 

# =+#est la mesure au nzud de sortie#+, 

# j+d#est le poids dPun lien du nzud + vers le nzud d9 

Ce calcul de perturbation des poids suit la règle de Hebb qui tend M augmenter le poids 
d’un lien quand ses deux extrémités sont actives en m\me temps9 

Les étapes [-a-b sont répétées jusqu’M la fin de l’apprentissage : on s’arr\te lorsque 
l’erreur descend en dessous d’une certaine valeur ou après un certain nombre d’itération9 

Kne fois que la convergence des poids ji est obtenue, il est préférable de tester le réseau 
de neurones pour vérifier si l’on obtient bien les sorties voulues9 Si les résultats fournis par le 
réseau de neurones ne sont pas de qualité suffisante, une nouvelle phase d’apprentissage est 
réalisée avec de nouveaux poids initiaux, et un échantillon d’apprentissage plus grand, et ainsi 
de suite9 

Kne description détaillée du fonctionnement d’un réseau de neurones se trouve dans 
 Vd#W9 

Ces deux phases, d’apprentissage et de test du réseau sont très importantes, elles 
assurent la robustesse du réseau et donc la fiabilité des estimations9  
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B.2 Le krigeage simple ou à moyenne connue 

La méthode de krigeage est très populaire en géostatistique, elle consiste M construire un 
interpolateur qui soit fonction linéaire des observations et tenant compte de la structure 
spatiale des données9 Soit D#le processus M modéliser et x$,X,#x! les points d’observation de 
ce processus9 Kne condition M l’utilisation du krigeage est que le processus D soit considéré 
stationnaire9 Comme nous ne manipulons ici que des espérances et des variances de 
combinaisons linéaires (le krigeage est un estimateur linéaire), la fonction aléatoire Z est 
entièrement définie par ses deux premiers moments9 Gosons : 

# ' (i( ) ( ) 10 / D 0 !N " : :x x  

# ' ( [( ) ( ) ( ) ( )0 0 0> / D D N" ! #h x h x x  

Le prédicteur de krigeage de la réponse D au point x& du domaine expérimental est une 
fonction linéaire des observations D(x0) aux points du plan : tout estimateur linéaire de D(x) M 
partir des ' ( !00D ::1)(x  s’écrit : 

dDD 0
0

0 !" ) )()(T
0 xx C      (I91) 

L’objectif est de déterminer les poids C0 qui permettent d’estimer la valeur de la 
fonction en x& tout en interpolant les données déjM observées9 Ces poids dépendent de 
l’endroit oc l’on se trouve dans le domaine9 

La constante d et les poids optimaux C0, sont sélectionnés de manière M minimiser 
l’erreur d’estimation, ce qui revient M minimiser la variance de l’erreur au point x& 9 

Ainsi, on veut minimiser : 

' ( ' ( ' (' ([[

0 0 0 0 0 0
T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ D D p5I D D / D D# " # ! #x x x x x x   (I9[) 

  L’équation (I9[) est la somme de deux termes positifs, et par conséquent, minimiser 
(I9[) revient M minimiser les deux termes9 

Concentrons nous tout d’abord sur lPestimation de la constante d, ce qui revient M 
minimiser le deuxième terme de l’équation (I9[)9 

D’après lPéquation (I9[), nous avons d0
0

0 !" ) )()( 0 xx NCN  avec ' (0 0( ) ( )/ DN "x x 9 

Minimiser le second terme de (I9[), revient M l’annuler, ce qui assure un estimateur sans biais 
pour D9 fn obtient donc facilement la valeur de la constante d :  

)()( 0 0
0

0d xx NCN )#"      (I9a) 

Gosons ' (!= CC ,,1 !"! , ' ()(,),( 1 !
= DD xxM !"  et ' (!= NN ,,1 !"[ 9 
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En rempla:ant la valeur de d dans l’équation (I91) par l’expression (I9a), l’estimateur 
de D en x0 devient donc, sous forme matricielle : 

 0
T ( )D x  Y

= d!$M  

 Y 0( )= =N! #$M x $N  

Soit, 0 0
T ( ) ( ) ( )=D N" ! #x x $ M N        (I9b) 

Gassons M présent M la minimisation du premier terme de l’équation (I9[)9 %ous avons : 

' (0 0
T( ) ( )p5I D D#x x Y ; <0( ) ( )0 0p5I D DC#)x x  

 Y ; < ' ( ' (0 0
,

( ) [ ( ), ( ) ( ), ( )0 0 0 + 0 +
0 0 +

p5I D >@A D D >@A D DC C C# !) )x x x x x

             (I9_) 
Gosons ))(),(( +00+ DD>@A> xx"  

Gour minimiser l’équation précédente nous devons annuler la dérivée de (I9_) par 
rapport M C0, soit :  

00 00+++0 0
0

>>DDp5I 0,00 [))(T)(( )) #"#
O
O CCC
C

xx     (I9d) 

Ainsi, les poids C0 sont les solutions du système linéaire suivant : 

) "#
+ 00+0 >> 0[[ 0C       (I9e) 

Gar conséquent, en écriture matricielle, les poids optimaux C0 sont solution de 
l’équation :  

' (0F"C$ x avec ' (
,0+ 0 +

>"C  et## ' ( ' (0 00 0
F >"x    (I9#) 

Et on obtient :  

)()()()(T 1
000 NMCxcxx #!" #=D N      (I9$) 

Dans le cas de la modélisation adaptative par modèle composite, du fait de l’ajustement 
de la moyenne par un estimateur sans biais, les résidus sont de moyenne nulle (N#'#&), d’oc :  

' ( 1
0 0

T ( )=D F #"x x C M                   (I910) 

Il s’agit du krigeage simple9 Gour une description plus détaillée du krigeage simple ou 
pour conna~tre les fondements du krigeage ordinaire et universel, nous renvoyons M  VeW et 
 V[dW9 
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De plus, dans le cadre de cette étude, nous avons ' ( ' ( ' (0 0 0
TT TD 1 0" #x x ! x  , donc le 

prédicteur de 1 au point x& obtenu par le krigeage est : 
1

0 0 0
T TT( ) ( ) ( )=1 # , -" ! #. /x ! x " c x C " !"               (I911) 

avec : 
- !# la matrice du modèle aux points du plan d’expériences, 

- C la matrice de covariance aux points du plan d’expériences, 

- 0( )F x #le vecteur des covariances entre x& et les points du plan d’expériences9 

Kn autre grand avantage du krigeage par rapport M d’autres méthodes d’interpolation est 
qu’il permet de calculer la variance associée M l’estimateur9 D’après (I9_), nous avons  

' (0 0
T( ) ( )p5I 1 1#x x  Y ; <0( ) =p5I 1 #x $"  

 Y ; <0 0( ) [ ( )= =p5I 1 F# !x $ x $C$  

fr, d’après (I9#), ' ( 1
0

= F #"$ x C  

D’oc :  

' (0 0
T( ) ( )p5I 1 1#x x  Y ; <1 1 1

0 0 0 0 0( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )= = =p5I 1 F F F F# # ## !x x C x x C C C x  

 Y ; <1
0 0 0( ) ( ) ( )=p5I 1 F F##x x C x  

Soit encore :  

; < ' ( ' (' ([ 1
0 0 0 0

T( ) ( ) 1 =p5I 1 1 I I1 ## " #x x x R x                (I91[)#

%ous remarquons que la variance du prédicteur est plus faible que celle de 0( )1 x , le 

dernier terme étant toujours positif9 

B.3 Le Cokrigeage 

Cette session présentera rapidement la théorie du cokrigeage en deux dimensions9 Gour 
chaque point du plan d’expériences, nous disposons d’un résidu D, et de deux valeurs pour la 

dérivée, suivant deux directions x1 et x[, soit respectivement : 1

D
<
O
O

et [

D
<
O
O

9 Gour une 

description détaillée, nous renvoyons M  VeW et  V[dW9 

L’objectif ici est prédire la réponse D au point x0, en utilisant conjointement les valeurs 
de simulations et les valeurs des gradients dans chaque direction9 
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%ous avons par cokrigeage : 

0 0 1 [1 [
1 1 1

T ( ) ( ) ( ) ( )
! ! !

0 0 0 0 0 0
0 0 0

D DD D
< <

C C C
" " "

O O
" ! !

O O) ) )x x x x              (I91a) 

Dans le cas du krigeage, on considérait les observations des résidus qui sont de 
moyenne nulle9 Ici, la moyenne des résidus D est toujours nulle (NZ Y 0), mais celle de ses 
dérivées, respectivement N1, N[, sont inconnues9 Gar conséquent, nous effectuons du 
cokrigeage ordinaire ou M moyenne inconnue9 D’après l’équation (I91a), nous avons  

0 0 1 1 [ [
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
! ! !

0 D 0 0 0 0 0
0 0 0

N C N C N C N
" " "

" ! !) ) )x x x x                (I91b) 

Gar définition, l’estimateur de cokrigeage est un estimateur sans biais et par conséquent, 
la condition de non-biais peut se traduire par les contraintes suivantes : 
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En calculant la valeur de la covariance de D0 en fonction de D et de ses deux dérivées et 
en ajoutant la condition de non-biais précédente, trouver l’estimateur de cokrigeage de D au 
point x0 revient M résoudre le système suivant : 
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Soit, sous forme matricielle : PCYQ, c’est-M-dire: 
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Les termes# q0+ sont les covariances directes et croisées entre D et ses dérivées, et les 
termes d+&, a1 :: +  sont les termes de la covariance entre, respectivement les vecteurs 

D, 1

D
<
O
O

et [

D
<
O
O

9 Tous ces termes peuvent \tre obtenus par différentiation de la fonction de 

covariance de D, en supposant que les dérivées existent9 Ainsi, nous avons : 

# ' ( ' (' ( ' ( ' (' ([
11 ,

( , ,0 + 0 +0 +
>@A D D . D D1" "P x x x x  

# ' ( ' ( ' ( ' ([
1

, ,
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0 + 0 +
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< <
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# ' ( ' ( ' ( ' ([
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# ' ( ' (' ([
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0 0 , 1d 0d
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<

1 O9 6" &7 4O8 5
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De plus, la variance associée au cokrigeage au point x0 est donnée par: 
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Le lecteur trouvera plus d’information sur les techniques du cokrigeage dans  VeW et  V$W9 

B.4 Estimation du Variogramme 

Dans cette partie, nous décrivons dans un premier temps les hypothèses que doivent 
vérifier le variogramme afin de rendre possible la construction d’un modèle de krigeage9 
Ensuite, nous présentons plus en détails le principe de construction d’un variogramme, nous 
précisons quelques variogrammes théoriques existants et enfin nous terminons en proposant 
différentes méthodes possibles pour l’estimation des paramètres du variogramme9 
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%ous verrons ici les hypothèses indispensables M l’utilisation d’un estimateur par 
krigeage9 Les propriétés que nous présentons sont des résultats classiques de la théorie des 
processus stochastiques9 Leur démonstration ne présente aucun intér\t pour la pratique 
géostatistique, nous nous contentons ici de citer les propriétés en les commentant9 

+ Rypothèse de Stationnarité : 

La première hypothèse indispensable M l’utilisation d’un modèle de krigeage est 
l’hypothèse de stationnarité du second ordre9 Elle vise essentiellement M o détacher s les deux 
premiers moments de localisations précises en permettant des translations des emplacements x 
et x Zh9 La covariance devient donc une fonction dépendant uniquement de la distance 
séparant les points d’observation et non plus de leur localisation exacte9 

Définition :# ,@0=# Q # K8# 6@J50!8# 6LE0!0NN5!=# H!# "I@F8NNHN# DO# B8# "I@F8NNHN# D# 8N=#
N=5=0@!!50I8#5H#N8!N#K5I[8#NG0K#ALI0E08#K8N#LQH5=0@!N#NH0A5!=8N#\ 

#  ' (( )/ D N" > AQx x  

# ' ( ' (( ), ( )>@A D D >! " > AQx x h h x  

uvidement, ces hypothèses supposent une certaine régularité de la réponse9  
Dans la suite de cet annexe, nous allons supposer que le processus résiduel Z est 

stationnaire d’ordre [, autrement dit, tous les points séparés de la m\me distance ont la m\me 
covariance9 %ous donnons M présent une autre condition nécessaire sur la covariance pour 
l’utilisation d’un krigeage sur les résidus9  

+ Condition de positivité : 

%ous partons du fait que l’estimateur de 1 par krigeage est une combinaison linéaire des 
observations, et par conséquent, quelque soit la combinaison linéaire, la variance de 
l’estimateur doit \tre positive ou nulle9 

Soit un processus aléatoire stationnaire du [nd ordre Z, d’espérance J et de covariance 
>@A(h)9 Soit une combinaison linéaire finie quelconque, définie par : 

1
( )

!

0 0
0

1 DC
"

") x  avec les 0C  des poids quelconques9 

Cette combinaison linéaire 1 est un processus aléatoire, sa variance ne doit jamais \tre 
négative9 Explicitons cette variance : 

' ( ' ( ' (' ([
�p5I 1 / 1 / 1" #  
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%ous calculons chaque terme de cette équation : 

' ( ; <
1 1 1

( ) ( )
! ! !

0 0 0 0 0
0 0 0

/ 1 / D / D JC C C
" " "

F R" " "G S
I T
) ) )x x  

; <
[

1 1 1 1 1

( �) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
! ! ! ! !

0 0 0 + 0 + 0 + 0 +
0 0 + 0 +

/ 1 / D / D D / D DC C C C C
" " " " "

F R F R9 6P P" " "G S G S7 4
8 5 I TP PI T
) )) ))x x x x x  

 fr, par définition de la covariance, nous avons : 

' ( ; < ; < ; < ; <( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �0 + 0 + 0 + 0 +>@A D < D < / D < D < / D < / D < / D < D < J" # " #  

Gar conséquent : 

; <' (
[

[

1 1 1

( ) ( ), ( )
! ! !

0 + 0 + 0
0 + 0

p5I 1 >@A D < D < J JC C C
" " "

9 6" # # 7 4
8 5

)) )  

Soit enfin, en simplifiant par le terme de moyenne J : 

; <
1 1

( ) ( ), ( ) 0
! !

0 + 0 +
0 +

p5I 1 >@A D < D <C C
" "

" E))               (I91_) 

La fonction de covariance >@A(h) doit \tre telle qu’elle assure le caractère toujours 
positif ou nul de la variance de toute combinaison linéaire finie9 La fonction >@A(h) est alors, 
par définition, dite définie positive9  

Ainsi, toute fonction réelle g(h) définie positive peut \tre considérée comme la 
covariance d’un processus aléatoire stationnaire9 L’équation (I91_) montre que, sous 
hypothèse stationnaire d’ordre deux (existence de la covariance), toutes combinaisons 
linéaires finies ou tous produits ont une variance définie, et par conséquent leur usage est 
légitime  V[dW9 

%ous supposons M présent que la covariance est stationnaire du [nd ordre et définie 
positive9 Cette condition sur la fonction de covariance assure l’existence et l’unicité d’une 

solution M l’équation de krigeage : 1
0 0 0

T TT( ) ( ) ( )=1 # , -" ! #. /x ! x " c x C " !" . 

Le caractère défini positif de la fonction de covariance >@A(h) entra~ne les propriétés 
suivantes :  

# >@A(0) E 0, la variance ne peut pas \tre négative 

# >@A (h) Y >@A (-h), la fonction de covariance est paire 

# �#>@A (h)� : #>@A (0) Inégalité de Schpartv 

La fonction de covariance décro~t en général M partir de sa valeur M l’origine >@A(0), le 
degré de covariance entre deux variables Z(x) et Z(xZh) décro~t lorsque h grandit9 
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En géostatistique, la fonction la plus utilisée pour décrire la continuité d’un processus 
est le variogramme, et ce surtout parce qu’elle est plus simple M estimer que la covariance (qui 
demande l’estimation préalable de l’espérance mathématique), mais également parce qu’elle 

permet d’accommoder des situations oc ' (' (p5I D x  n’est pas définie9  

Le variogramme théorique est défini comme : 

U V ' ([1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ [
p5I D D / D DW , -" # ! " # !. /h x x h x x h             (I91d) 

car le processus est stationnaire et donc ' (( ) ( ) 0/ D D# ! ", -. /x x h 9 

Cette fonction, habituellement croissante en fonction de h, synthétise beaucoup 
d’information concernant le comportement conjoint des variables aléatoires9 Si la valeur du 
variogramme converge vers une valeur limite, appelée pallier F, cela signifie qu’il y a une 
distance h M partir de laquelle D(x) et D(xZh) sont non corrélés9 fn définit alors  V1eW : 

# Gortée a : il s’agit de la distance M partir de laquelle deux observations ne se 
ressemblent plus du tout en moyenne, elles ne sont plus liées (covariance nulle) 
linéairement :  

+ Si h � a, il n’y a pas de dépendance entre les points séparés de la distance h 

+ Si h � a, il y a dépendance entre les points et M cette distance, la valeur du 
variogramme correspond M la variance de la variable aléatoire9  

# Gallier F#: c’est la variance de la variable aléatoire ' (' (p5I D x  : 0F > >" !  

# Effet de pépite >&# : il s’agit de variations M courte échelle, erreur de localisation, 
erreurs d’analyse et précision analytique9 La pépite traduit la discontinuité du 
processus M très courtes distances : 00

lim ( )
`

` >W
X

"  et (0) 0W " 9 

# Longueur de corrélation @  : Il s’agit d’un paramètre d’échelle dans la définition 

du variogramme, celui-ci est étroitement lié M la portée 59 

Kne illustration est présentée sur la ^igure  I9b9  
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Portée a

Palier C0+C

Pépite C0

( )W h

h  
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Lorsque le variogramme montre un pallier, alors on peut facilement établir un lien entre 
la valeur du variogramme pour la distance h et la covariance pour deux observations séparées 
de la distance h : 

( )W h  Y U V1 ( ) ( )
[
p5I D D# !x x h  

 
Y
Y 

U V U V ' (1 ( ) ( ) [ ( ), ( )
[
p5I D p5I D >@A D D, -! ! # !. /x x h x x h  

 Y ' ([ ( ), ( )>@A D D1 # !x x h  

 Y ' ([ >@A1 # h                                                                                                (I91e)

Cette relation est très importante et elle est continuellement utilisée en géostatistique9 
graphiquement, cette relation peut \tre représentée par le schéma suivant :  

Covariance
Variogramme

h  
40[HI8# kOs#\##.8"ILN8!=5=0@!#[I5"`0QH8#6GH!#A5I0@[I5JJ8#8=#68#K5#F@A5I05!F8#5NN@F0L8#
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Garfois, les variogrammes ne montrent pas de pallier, c’est-M-dire que la valeur du 
variogramme peut augmenter indéfiniment si la variabilité du phénomène n’a pas de limite 
pour de grandes distances9 Dans ce cas, la covariance et la variance n’existent pas9  

Le variogramme anisotrope 

Quand le variogramme ne varie pas suivant les directions, il est dit isotrope9 Il est alors 
une fonction du module du vecteur h, représentant la distance entre les points : 

[
[

1
( ) ( )

!

0
0

` `W W W
"

9 6
" " 7 47 4

8 5
)h  

Gour les modèles isotropes, chaque paire de points séparée de la m\me distance a la 
m\me covariance, peu importe la direction9 Gar exemple, sur la ^igure  I9d (a), l’origine M la 
m\me corrélation avec tous les points du cercle9  

Dans le cas opposé, le variogramme est dit anisotrope (b)9 Les deux cas typiques 
d’anisotropie sont : 

# géométrique : le pallier c est constant, mais la portée a varie avec la direction 

# Zonale : le pallier c varie9 

%ous parlerons ici du cas le plus simple qui est l’anisotropie géométrique9 

(a) (b)  
40[HI8# kOt#\#^N@=I@"08#95:#W#P!0N@=I@"08#9T:##

Gar définition, un variogramme dans IRn est dit anisotrope (géométrique) s’il peut 
s’écrire de la forme : 

' (0( )W W"h Ah  

oc : 
# 0W est un variogramme isotrope 

# A la matrice de transformation de l’espace initial M l’espace isotrope9  
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Dans le cas ou il n’y pas de rotation d’axe, i9e9 les axes principaux correspondent aux 

paramètres, nous avons, pour la distance euclidienne :
[

0 [
1

( )
!

0

0 0

`W W
@"

9 6
" 7 47 4

8 5
)h  avec @ 0 un 

paramètre d’échelle9 

L’anisotropie géométrique est représentée sur la ^igure  I9e, il s’agit ici d’un 
variogramme gaussien9 Gour cet exemple, dans la direction %-S, la portée est plus grande que 
dans la direction f-E9 

Direction N-S
Direction E-O

( )W h

h  
40[HI8##kOc#\##p5I0@[I5JJ8#5!0N@=I@"8#

La construction du variogramme passe par la construction d’un variogramme empirique, 
M partir duquel un modèle est ajusté : le variogramme théorique9 utant donné que le modèle de 
variogramme doit assurer des variances positives quelque soit la combinaison linéaire du 
processus D utilisée et qu’il doit \tre stationnaire, il existe un certain nombre de variogramme 
type vérifiant ces deux propriétés9 

G">";$ LM&9?2&'$)&$0/3*4+3/99&'$&M*'(/,('$

Dans cette partie, nous représentons les variogrammes (ou covariances) les plus utilisés 
en géostatistique et plus particulièrement en ingénierie de réservoir9  

A titre d’exemple, nous citons ici les variogrammes les plus courant, valides dans IRn 9 
Gour les variogrammes associés M une covariance, nous donnons la forme analytique de la 
covariance, le variogramme étant déduit de la covariance par la relation :   

( ) (0) ( )> >W " #h h 9 Cette liste est évidemment loin d’\tre exhaustive9 

Les fonctions de covariances que nous donnons ici sont données de manière isotrope, 

c’est-M-dire que ( ) ( )>@A ` >@A" h 9 
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Covariance sphérique généralisée : 

La covariance sphérique généralisée dans IRn s’écrit de la forme : 

' (
1

( 1) ] [[
1

]

1    si 
( )  

0                                     sinon

!!
!

! `

A H 6H `
>@A ` @

@ @
#

#

F
# :P" G

P
I

?  

Dans cette expression, A! est le volume d’une boule de diamètre unité dans IRn, cette 
valeur peut \tre déduite du volume p! d’une boule de rayon unité dont l’expression est : 

] [

1[ [ ( ] [)

!
!

! ! !

pA
! !
Y

#" "
Z

 

Ce modèle est très utilisé en géologie pour a! : , nous retrouvons le modèle sphérique 
très connu valide en IRa : 

[

a
[

a

                                     si   0

( ) V1 19_ 09_ W si

0 sinon

`

` `>@A ` `

1

1 @
@ @

F "
P
P 9 6" # ! :G 7 4

8 5P
P
I

 

Ce variogramme a un comportement linéaire M l’origine et atteint son pallier en ` @"  9 
Le paramètre d’échelle @  du variogramme sphérique co{ncide avec la portée 5* c’est-M-dire 
que nous avons  5@ " 9 

Covariance exponentielle : 

La fonction de covariance exponentielle associée au paramètre 0[#  est définie par : 

[( ) exp>@A ` 1 F R" #G S
I T

h
#

 

Ce variogramme atteint son pallier F asymptotiquement, quand `XD 9 Sa portée est 
environ a"a # 9  

Covariance gaussienne : 

La fonction de covariance préconisée la plupart du temps dans le contexte des 
expériences simulées, est la fonction de covariance gaussienne9 

[
[( ) exp>@A ` 1

F RP P9 6" #G S7 4
8 5P PI T

h
#

 

La fonction de covariance gaussienne est continue et différentiable M l’origine9 Ce 
variogramme est utilisé dans la plupart des cas, de fa:on M avoir un processus ayant de bonnes 
qualités (continu et infiniment différentiable)9 De plus, la fonction de covariance gaussienne 
donne des réalisations plus lisses qu’une covariance exponentielle9  La portée est environ 

a"a # 9  
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Variogramme puissance : 

Enfin, nous présentons le variogramme puissance9 Ce variogramme est non-stationnaire, 
c’est un modèle sans pallier9 %ous avons lim ( )

<
`W

XD
" !D 9 De plus, la variance, la covariance et 

la moyenne ne sont pas définies, c’est pour cette raison que nous présentons le variogramme9 
Il a pour expression : 

( ) 5`W "h  avec 0� 5 �[ 

L’avantage de ce type de variogramme est qu’il est invariant par changement d’échelle9 
En effet, seule l’estimation du rapport d’anisotropie entre les pentes est nécessaire  V1eW9 Kne 
fois ce rapport défini, il est possible de multiplier les pentes par une constante9 

Toutefois, ce variogramme n’est pas utilisable lors d’un krigeage simple, car il est non-
stationnaire et n’a pas de portée9 Il est généralement utilisé lors du krigeage ordinaire9 

Gar convention, une illustration des différents types de variogramme est représentée sur 
la ^igure  I9#9 %ous présentons les variogrammes et pas les covariances9 

( )W h

h

( )W h

h

( )W h

h

( )W h

h  
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généralement, si le nombre de données est important, les variogrammes, ainsi que leurs 
paramètres sont directement estimés M partir du variogramme empirique9 Toutefois, il est 
possible, particulièrement en ingénierie de réservoir oc l’acquisition des données est 
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extr\mement cojteuse, de ne pas pouvoir disposer d’un variogramme empirique fiable9 Dans 
ce cas, il faut définir une structure de variogramme (exponentiel, gaussien, etc9) et estimer 
ensuite les paramètres9 %ous présentons ici différents moyens d’estimer la longueur de 

corrélation et la variance [1 9 

G">">$ L'(*9/(*4,$ )&$ 2/$ 24,+8&83$ )&$ .43312/(*4,$ &($ !5$ )/,'$ 2&$ ./'$ )H8,$

0/3*4+3/99&$+/8''*&,$

Tous les estimateurs de la fonction de corrélation apparus dans la bibliographie 
supposent que .(9) Y .(9]%) oc % est un vecteur de paramètres, précisant la structure de la 
fonction de covariance et la nature de la portée  V_eW9  

Gar exemple, considérons la fonction de covariance exponentielle :  
d

[

j 1
( ] ) exp  - ]

"

+ +>@A `\ 1 @
"

F RP P" G S
P PI T
)h  

oc ' ("*** 6@@\ !1"  est un vecteur M 6Z1 composantes représentant d’une part, les 

paramètres d’échelle (longueurs de corrélation) et d’autre part, la puissance associée9 Dans ce 
cas, la matrice de corrélation R Y R(%) ne dépend que de % tout comme le vecteur des 
corrélations  r; Y r;(%)9  

%ous allons proposer ici trois méthodes possibles pour l’estimation du paramètre % qui 
amènent chacune M un estimateur différent9 Toutes les méthodes, excepté la dernière, 
supposent que les données suivent une distribution gaussienne, c’est-M-dire que nous avons : 

[ [� , , ~ ,%n!1 1, - , -. / . /" " % !" R  

Dans ce paragraphe, nous allons principalement nous concentrer sur l’estimation des 
paramètres de corrélation % plutnt que sur celle de la variance du processus #(9 Ceci est 

justifié par le fait que le prédicteur 0
T1  ne dépend que de % et pas de #(9 En effet, l’estimateur 

de krigeage peut s’utiliser indépendamment avec la fonction de covariance ou de corrélation 
du processus, car le paramètre #( dispara~t quand on forme le produit matriciel 

' (!""Rr ##1
0

= 9 

+ Estimation par Maximum de Vraisemblance (Maximum LiQelihood) 

Le choix le plus populaire pour un estimateur de % est certainement celui du maximum 
de vraisemblance (MLE) utilisant l’hypothèse d’une loi normale multivariée  VbbW9  

Dans ce cas, la fonction de vraisemblance est définie par : 
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' ( ' ( ' ( ' ( ' (] [ 1] [[ 1
[

1, , [ det exp
[

! !B 1 Y 1
1

# # #, -
" # # #3 2

. /
" % R " !" R " !"             (I91#) 

fn utilise le logarithme de cette fonction, la log-vraisemblance, qui est M une constante 
près : 

' ( ' ( ' (' ( ' ( ' ([ [ 1 [1, , log log det ]
[

=!1 1 1#, -" # ! ! # #. /" % R " !" R " !"$         (I91$) 

oc ' (det R  représente le déterminant de la matrice R9 

utant donné un % fixé, l’estimateur de " par maximum de vraisemblance est son 
estimateur par moindres carrés généralisés (estimateur de gauss-Markov), c’est-M-dire :  

' ( ' ( 11 1T T = =## #" "" " % !R ! !R "               (I9[0) 

De plus, l’estimateur de #( par maximum de vraisemblance est donné par : 

' ( ' ( ' ([ [ 11 T TT T
=

!
1 1 #" " # #% " !" R " !"              (I9[1) 

En substituant ces valeurs dans l’équation (I91$), nous obtenons que le maximum de 
l’équation (I91$) est le m\me qui celui de la fonction : 

' ( ' ( ' (' ( ' (' (' ([ [1T T T, , log log det
[
! !1 1, -" " # ! !. /% " % % R %$ $         

(I9[[) 

qui ne dépend plus que du paramètre %9 Ainsi, l’estimateur \T  est déterminé de manière 

M minimiser la fonction : 

' (' ( ' (' (' ([Tlog log det! 1 !% R %                (I9[a) 

oc [12 est défini par l’équation (I9[1)9 

Le prédicteur correspondant M \T  est appelé un MLE EILKG estimateur de 1(x&)9 

Existence et unicité des estimateurs " et ![ : 

Comme nous l’avons montré précédemment, nous procédons par élimination 
substitution pour déterminer les paramètres " et ![9  L’objectif ici est de montrer l’existence et 
l’unicité des estimateurs par maximum de vraisemblance de " et ![9  

La première phase de cette procédure consiste M exprimer les paramètres " et ![ en 
fonction du seul paramètre %, celui-ci étant fixé9 Gour ce faire, nous considérons le logarithme 
du maximum de vraisemblance : 

' ( ' ( ' (' ( ' ( ' ([ [ 1
[

1 1, log log det
[ [ [

=!1 1
1

#" # # # # #" R " !" R " !"$  
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La fonction $  possède un point stationnaire ' ([T T" ,] ]1 , caractérisé par le système 

d’équations :  
[
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] ]
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     (I9[b) 

Le système (I9[b) est équivalent M : 
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soit encore : 
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Gar ailleurs, la matrice Hessienne de la fonction $  est semi-définie négative en 

' ([T T" ,] ]1  :  
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Le point stationnaire ' ([T T" ,] ]1  est donc bien un maximum de la fonction $  ( $  est 

concave) et il est unique9 Les paramètres [T T"  et ] ]1  sont donc les estimateurs du maximum de 
vraisemblance de " et ![9 

+ Estimation par Maximum de Vraisemblance Restreint 

Comme précédemment, supposons que R(9) (et donc R et r;) dépend d’un vecteur fini de 
paramètres9 La méthode du maximum de vraisemblance restreinte (REML) des paramètres de 
la variance et covariance a été introduite par Gatterson et Thompson en 1$e1 pour réduire le 
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biais des estimateurs du type maximum de vraisemblance9 Certains auteurs utilisent le terme 
o Estimateurs du maximum de vraisemblance marginaux s pour le m\me concept9 
L’estimateur REML de % maximise la fonction de vraisemblance de combinaisons linéaires 
indépendantes (i9e9 C") de ", ce qui implique que chaque combinaison linéaire est 
orthogonale M !" , le vecteur espérance de "9 Supposons que !  est de rang plein ", cette 

méthode correspond alors M choisir une matrice C de dimension (!W")�! et de rang plein qui 
satisfasse l’équation C! Y ;9 L’estimateur REML de % est alors le maximum de la fonction de 
vraisemblance des o données transformées s : 

[~ , ( )% =1, -= ". /W C" C!" ; CR % C               (I9[#) 

%otons que W contient " observations de moins que ", mais que W a l’avantage de ne 
contenir aucun des paramètres inconnus de "9 fn peut montrer que l’estimateur REML de % 
est indépendant du choix des combinaisons linéaires utilisées pour construire W, mais le 
nombre de colonnes de C doit \tre maximal dans le sens oc C doit \tre de rang !#W#"9 Avec 

quelques notions d’algèbre, on démontre facilement que l’estimateur [
3p.1%  par maximum de 

vraisemblance restreint de [1 est : 

      [ [ 11 T TT ( ) ( )=
3p.

!
! " ! "

1 1 #" " # #
# #

" !" R " !"%              (I9[$) 

oc [12 est le MLE de [1  (cf9 (I9[1)) et finalement, l’estimateur REML de % est le 

minimum de la fonction : 

 ' ( ' (' ( ' (' (' ([log log det3p.! " 1# !% R %%              (I9a0) 

Cet estimateur a l’avantage d’\tre un estimateur sans biais par rapport M l’estimateur par 
maximum de vraisemblance classique9 

+ Validation Croisée 

La méthode de validation croisée est très populaire dans le choix des paramètres de 
modèles paramétriques9 

%ous supposons une fois de plus que la fonction de corrélation est une fonction 

paramétrique avec .(9)Y.(9]%), et donc RYR(%) et r&Y r& (%)9 Gour !0 ::1 , soit )(T \01# , noté 

aussi classiquement ( )
T ( )01 \ , le prédicteur de 1(xi) lorsque % est le vrai paramètre de 

corrélation basé sur toutes les données excepté le point (xi,#1(xi))9 L’estimateur de validation 
croisée de % minimise l’erreur de prédiction moyenne au carré : 

' ( ' ( ' (' (
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Des formes plus générales de la validation croisée sont proposées dans  V_eW9 
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