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Chapitre 1

Introduction

1.1 Vérification automatique de systemes temps-réel

1.1.1 Les systemes temps-réel

Un systeme temps-réel est un systeme dont le comportement doit satisfaire des contraintes
temporelles strictes. Les systemes temps-réel sont de plus en plus utilisés dans la vie quotidienne.
De plus, ces systemes font souvent partie des applications critiques dans le domaine de ’avionique,
le controle de processus industriels, le contréle de centrales nucléaires, etc.

Les systemes temps-réel sont en général caractérisés par des interactions complexes avec
I'environnement et par des contraintes temporelles strictes dont la violation peut entralner des
conséquences graves. Par conséquent, un propriété importante de ces systemes est leur fiabilité.

En pratique, le développement des applications temps-réel est caractérisé par I’absence des
méthodes formelles et outils de spécification et validation automatiques. Les programmeurs
passent souvent d’une spécification informelle a une implémentation dans un langage de pro-
grammation de systémes temps-réel “asynchrones” comme par exemple ADA [ADAS83] ou ES-
TELLE [ISO85].

Le probléme principal dans cette approche est que les opérateurs proposés par ces langages
pour exprimer les contraintes temporelles n’ont pas une sémantiques précise. En particulier,
aucune hypothese n’est faite sur la facon dont le temps progresse par rapport a ’exécution du
programme ou sur la durée d’exécution d’une instruction. Le comportement d’un programme
dépend du compilateur et des caractéristiques du matériel.

1.1.2 L’approche synchrone

Depuis quelques années, une nouvelle famille de langages appelés synchrones [BB91] a été pro-
posée. Ces langages constituent une réponse au besoin d’avoir une sémantique précise du temps
pour pouvoir appliquer "approche formelle au développement des applications temps-réel. Des
exemple de ces langages sont LUSTRE [CHPP87, HCRP91, HLR92], ESTEREL [BC85, BCG87,
BdS91], STATECHARTS [Har87], ARGOS [Mar90] et SIGNAL [GBBGS&5, GGBM91].

Le point de vue synchrone consiste a supposer que le temps de réaction d’'un programme est
négligeable par rapport au temps de réaction de son environnement. Cette abstraction permet
la, définition d’une sémantique précise et simple.

De plus, les langages synchrones peuvent étre implémentés efficacement, en suivant les
techniques développées pour ESTEREL [BG88]. Par exemple, des compilateurs pour LUS-
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TRE [Ray91, HRR91] et ARGOS [Mar90] ont été mise en ceuvre. Le code objet produit par les
compilateurs, appelé OC [CPPS90, Ray91], est structuré sous la forme d’un automate dont les
transitions correspondent aux réactions du programme.

Une propriété importante de ces automates est que le temps d’exécution maximal d’une
instruction peut étre mesuré de maniere précise, et par conséquent, I’hypothese de synchronisme
peut étre vérifiée.

A partir des automates produits par les compilateurs il est possible de générer du code
exécutable et appliquer des méthodes de vérification. Une avantage importante de cette approche
est que le code vérifié est trés proche du code exécuté [Ber89].

1.2 Motivations, objectifs et contributions

Les langages synchrones comme ESTEREL [BdS91] et LUSTRE [HLR92] sont particulierement
adaptés pour la programmation de systémes temporisés dont ’exécution est guidée par les ticks
d’une horloge et le délai entre deux événements est donné par le nombre de ticks entre eux.

La modélisation des systemes ou les occurrences des événements peuvent étre arbitrairement
proches dans le temps nécessite un modele de temps dense.

En particulier, 'objectif de ce travail est de montrer que "approche suivie pour les langages
synchrones, i.e., compiler les programmes vers des automates & partir desquels il est possible de
vérifier des propriétés, peut étre suivie aussi dans le cas ou le domaine temporel est dense.

Schématiquement, la vérification formelle de systémes temporisés nécessite donc de la réunion
de quatre éléments :

1. Un langage de description de systemes temps-réel, avec des opérateurs pour exprimer les
contraintes temporelles. Ce langage doit comporter une sémantique formelle qui associe
une signification précise a la notion de comportement.

2. Un langage de spécification pour décrire les aspects qualitatifs et quantitatifs des propriétés
temps-réel d’un systeme.

3. Une relation de satisfaction qui définit formellement la comparaison entre le programme a
vérifier et sa spécification.

4. Un algorithme de vérification pour mettre en ceuvre cette comparaison.
Sur le plan pratique, cette approche doit étre accompagnée de deux types d’outils :
o un compilateur, dont le role est de traduire le programme & vérifier en un automate, et

e un vérificateur, qui implémente ’algorithme permettant de comparer 'automate a la
spécification.

La figure 1.1 illustre I’architecture de cette approche.

1.2.1 La compilation

Comme langage de description nous avons choisi ["algebre de processus temporisés ATP, proposée
dans [NRSV90, NS90, NS91, NSY91, NSY92, Nic92, NSY93] pour modéliser les systemes temps-
réel.
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Programme Spécification

Compilateur

Automate Vérificateur

Vrai/Faux

Figure 1.1: Méthode de vérification automatique.

Les algebres de processus sont des langages de spécification qui offrent dans leur syntaxe des
opérateurs qui correspondent aux constructeurs les plus importants existant dans les langages
de programmation concrets.

Plusieurs algebres de processus ont été définies pour étudier les processus communicants,
comme par exemple, CCS [Mil80, Mil89], ACP [BK84, BK86] et TCSP [BHR84] (qui est une
version algébrique du langage CSP [HoaT78]).

Outre des opérateurs classiques de préfixage, choix non déterministe et composition parallele
trouvés dans les algebres de processus communicants, ATP comporte des opérateurs pour décrire
des contraintes temporelles, ce qui permet d’obtenir des processus dont le comportement dépend
du passage du temps.

ATP comporte un nombre restreint d’opérateurs temporels dont le choix est guidé par le
souci de simplifier ’étude théorique. Pourtant, avec cet ensemble réduit d’opérateurs de base
il est possible de décrire les opérateurs temporels qui apparaissent dans les langages concrets,
comme les timeouts, les retards et les watchdogs.

Meéme si ATP peut étre considérée comme un langage “jouet” a cause de ’absence de données,
elle satisfait deux propriétés importantes :

1. ATP a une sémantique opérationnelle formelle, ce qui est nécessaire afin d’appliquer des
techniques formelles de vérification.

2. Les opérateurs d’ATP permettent d’exprimer de maniere naturelle les contraintes tem-
porelles. Cet argument est justifié & ’aide d’exemples.

L’algebre ATP est compilée vers des graphes temporisés [NSY91, NSY92], modele qui joue
un role similaire au role des automates (OC) dans ’approche synchrone. Ces graphes sont des
automates étendus avec un ensemble de variables, appelées horloges, dont les valeurs croissent
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uniformément avec le passage du temps, et qui servent a exprimer les contraintes temporelles.
IIs sont une variante des automates temporisés définis dans [ACD90, Alu91] et des programmes
temporisés & commandes gardées définis dans [HNSY92].

D’une part, les graphes temporisés sont suffisamment expressifs pour modéliser les systemes
temps-réel spécifiés en ATP. D’une autre part, ils sont suffisamment simples pour que la
vérification de propriétés temps-réel soit possible. Ces deux aspects justifient pleinement leur
choix comme langage objet.

La contribution de ce travail est de donner un algorithme pour construire un graphe temporisé
a partir d’un terme de l'algebre ATP. Une caractéristique importante de ’algorithme est que

la taille du graphe construit est indépendante des valeurs des parametres des constructeurs
temporels d’ATP.

1.2.2 La vérification

Comme langage de spécification de propriétés nous considérons la logique temporelle temps-réel
TCTL [ACD90, Alu91, HNSY92], une extension de la logique temporelle CTL [EC82, CES86],
permettant d’exprimer des propriétés temps-réel.

L’utilisation des logiques temporelles en tant que formalisme de spécification de propriétés
des programmes a été proposé pour la premiere fois dans [Pnu77], et depuis lors, ce domaine a
été largement étudié [MP81, Sif82b, EC82, Lam83, CES86, MP89, Eme90].

Nous abordons dans ce travail le probleme du model-checking pour TCTL, qui consiste a
déterminer les états du modele d’'un graphe temporisé qui satisfont une formule de TCTL. Nous
distinguons deux approches pour évaluer ’ensemble caractéristique d’une formule sur un modéele :

L’approche énumérative consiste & construire le modéle et a évaluer la formule apreés une
énumeération exhaustive de tous les états du modele. L’ensemble caractéristique de la
formule est donc représenté en extension, i.e., par énumération de ses états.

Cette approche est possible seulement si le modele est fini. Elle a comme avantage principal
la simplification du probleme de la comparaison d’ensembles d’états.

En revanche, son inconvénient majeur est la taille du modele généré qui croit exponen-
tiellement avec le nombre de composantes paralleles du systeme.

L’approche symbolique consiste a représenter les ensembles caractéristiques par des prédicats
et a évaluer la formule directement sur le programme sans construire le modéle.

Cette approche a ’avantage principal d’éviter ’explosion combinatoire due a la construction
du modele. De plus, elle peut aussi s’appliquer aux systemes qui ont des modeles infinis.

Dans ’approche symbolique, il est crucial de disposer d’une procédure de décision efficace
permettant de comparer des prédicats.

Pour les systemes temps-réel les modeles sont non seulement infinis, mais non dénombrables
du a la densité du temps. Le probleme de model-checking pour TCTL a été prouvé décidable
dans [ACD90, Alu91]. L’algorithme présenté repose sur la construction d’un modele fini,
réduit modulo une relation d’équivalence entre les états. Cette relation garantit que deux
états équivalents ne peuvent pas étre distingués par les formules de TCTL. L’évaluation de
I’ensemble caractéristique est faite par application de la méthode énumérative sur le modele
réduit. L’algorithme utilisé est un algorithme d’étiquetage du modele similaire & celui développé

pour CTL [CES86].
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Le principal inconvénient de cet algorithme est que la taille du modele construit croit expo-
nentiellement, non seulement en fonction du nombre de composantes paralleles du systeme, mais
aussi en fonction du nombre d’horloges ainsi que des valeurs des constantes qui apparaissent dans
les contraintes temporelles.

Notre objectif est de montrer que 'approche symbolique peut étre appliquée pour contourner
ce probleme. Dans ce sens, la contribution de ce travail consiste & donner un algorithme de
model-checking symbolique pour TCTL.

Pour les logiques temporelles arborescentes comme CTL, la caractérisation par point fixe
des opérateurs temporels donne une méthode effective de calcul des ensembles caractéristiques
de facon symbolique [Sif82a, Sif82b]. La représentation des ensembles d’états au moyen de
graphes binaires de décision (BDD) [Bry86] a permis de mettre efficacement en pratique cette
méthode [CBM89, BCDT90, Rat92].

Le probleme principal pour appliquer une approche similaire pour TCTL est la définition
d’un opérateur “état suivant” approprié, a cause de la continuité du temps.

Nous proposons dans ce travail un opérateur “état suivant” pour un domaine de temps dense,
qui est utilisé pour exprimer les opérateurs temporels de TCTL au moyen de points fixes. Ce
résultat fournit une méthode d’évaluation symbolique des ensembles caractéristiques des formules

de TCTL.

1.3 Organisation du document

Nous avons résumé les motivations et les objectifs du travail, ainsi que les solutions proposées
aux problemes abordés. Nous présentons ici 'organisation du document.

Dans le Chapitre 2 nous définissons la syntaxe et la sémantique des graphes temporisés [NSY91,
NSY92]. A la différence des automates temporisés définis dans [ACD90, Alu91], les graphes
temporisés ont une sémantique opérationnelle donnée au moyen des systemes de transitions
étiquetées.

Nous présentons dans le Chapitre 3 la logique TCTL. Plusieurs définitions de TCTL ont été
proposées, par exemple dans [ACD90, Alu91, HNSY92]. La version de TCTL que nous étudions
dans ce chapitre correspond a celle définie dans [HNSY92]. Nous montrons que comme pour
CTL, il est possible de caractériser les opérateurs temporels de TCTL comme des points fixes de
fonctionnelles monotones a 1’aide de 'opérateur “état suivant”.

Dans le Chapitre 4 nous proposons un algorithme de model-checking symbolique pour TCTL.
Cet algorithme repose sur les résultats du chapitre précédent et sur une méthode de représentation
des ensembles caractéristiques par des contraintes linéaires qui est a la base d’un algorithme
de décision effectif. Cet algorithme est mis en ceuvre dans ’évaluateur de KRONOS [NSY92,
NOSY92, 0Y92].

Dans le Chapitre 5 nous présentons brievement ’algébre de processus temporisés ATP. Une
étude approfondie d’ATP est réalisée dans [Nic92].

Dans le Chapitre 6 nous proposons une méthode de traduction d’ATP vers des graphes tem-
porisés [NSY91, NSY92, NSY93]. Cette méthode est consistante, c’est-a-dire, le systeme de
transitions d’un terme et celui du graphe correspondant satisfont le méme ensemble de formules.
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La preuve de consistance est montrée dans ’annexe A.

Le Chapitre 7 est consacré a la présentation de 'algorithme de compilation mis en ceuvre.
La méthode de traduction d’ATP vers des graphes temporisés présentée dans le chapitre 6 est
théorique et ne peut pas étre implémentée directement de facon efficace. Afin de résoudre ce

probleme nous proposons une technique de compilation basée sur des transformations succes-
sives [NSY92, Yov92].

Finalement, dans le Chapitre 8, nous montrons a travers des études de cas comment 'approche
complete est appliquée pour spécifier et vérifier des applications temps-réel significatives a 1’aide
des outils développés.

Nous traitons deux exemples. Le premier est une simplification d’un systeme téléphonique
réel, néanmoins il comporte des propriétés temps-réel intéressantes. Le second est le protocole
CSMA/CD permettant d’arbitrer ’acces au canal dans un réseau de stations.



Chapitre 2

Les systemes temporisés

Nous étudions les systémes temporisés, i.e., les systemes dont le comportement est fortement
conditionné par le passage du temps. Pour appliquer des méthodes formelles de spécification et
vérification de ces systemes nous avons besoin d’un modele mathématique de leurs comporte-
ments. En outre, afin de pouvoir décrire les systemes temporisés nous avons besoin aussi d’un
langage de description avec des moyens pour exprimer les contraintes temporelles.

2.1 Un modele des systemes temporisés

Dans cette section nous présentons un formalisme pour modéliser les systemes temporisés. Ce
formalisme est basé sur les systemes de transitions étiquetées.

2.1.1 Les hypotheses de base

Nous considérons qu’un systéme temporisé est composé en général par plusieurs processus com-
municants. Un systéme temporisé peut évoluer d’un état a un autre par I’ezécution d’une action,
qui est en général le résultat d’'une communication, ou bien par I’écoulement continu du temps.

Le temps est modélisé par une variable globale fictive. Elle est fictive car elle n’est pas
une vraie variable du systéme mais seulement une abstraction qui sert a exprimer les contraintes
temporelles. Elle est globale au sens ot elle est la méme pour toutes les composantes du systeme.

L’exécution d’un systeme temporisé est une séquence de pas, ou chaque pas a deux étapes :

o La premiere est une étape de progression du temps. Dans cette étape le temps progresse
d’une quantité finie ou infinie, mais de la méme quantité pour toutes les composantes du
systeme. Une hypothese fondamentale du modele est donc que le temps passe de maniere
synchrone pour tous les processus qui font partie du systeme.

e Dans la seconde étape, les composantes exécutent, individuellement ou en coopération, une
séquence arbitrairement longue mais finie d’actions instantanées.

Un nouveau pas commence lorsque la seconde étape termine. Le principe de fonctionnement en
deux étapes pour deux processus communicants est illustré par la figure 2.1.

Le fonctionnement décrit combine les coopérations synchrone et asynchrone en deux étapes
alternées : dans la premiere, toutes les composantes se synchronisent pour laisser passer le temps
de la méme quantité, dans la seconde, les composantes exécutent instantanément et de maniere
asynchrone une séquence d’actions.

15
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Figure 2.1: Fonctionnement en deux phases.

La plupart des modes de coopération des systemes paralleles peuvent étre obtenus par une
simplification de ce modele. Dans le fonctionnement dit asynchrone seulement la seconde étape
existe. Dans les langages synchrones comme ESTEREL [BdS91], LUSTRE [HCRP91] et AR-
GOS [Mar90], un pas correspond implicitement & une unité de temps et seulement 1’état atteint a
la fin de la seconde 1’étape est observé. Cet état est obtenu par la composition des effets produits
par toutes les actions exécutées dans cette étape.

Ce mode de fonctionnement en deux étapes s’avere approprié et naturel a la modélisation
des systemes temps-réel. De plus, il introduit la notion de durée d’un pas d’exécution et permet
aussi d’associer des durées aux séquences d’actions.

Ce modele, qui peut étre considéré comme peu réaliste pour modéliser les systemes ou
I'exécution d’une action prend un temps non nul, s’est pourtant avéré tres utile aussi bien d’un
point de vue théorique que pratique. En effet, quelques conséquences intéressantes de ces hy-
potheéses sont les suivantes :

o L’hypothese de I'instantanéité des actions simplifie le développement théorique. Cette
hypothese a été adoptée par des langages de programmation de systemes temporisés comme

ESTEREL [BC85, BdS91].

e L’occurrence d’une action a dont ’exécution prend un temps ¢ > 0 peut étre modélisée par
deux actions deb_a et fin_a plus une contrainte temporelle exprimant le fait que ’action
fin_a doit étre exécutée exactement ¢ unités de temps apres 'exécution de deb_a.

e Le temps est considéré abstrait dans le sens ou il est utilisé comme un parametre pour
exprimer les contraintes temporelles imposées sur les instants des occurrences des actions.

e Le temps continu permet de modéliser les systemes qui se caractérisent pour que deux
changements d’état peuvent étre arbitrairement proches dans le temps. Il est possible
aussi de modéliser les systemes ou tous les changements d’état se produisent selon les ticks
d’une horloge. 1l suffit dans ce cas d’ajouter des contraintes temporelles supplémentaires
pour forcer la synchronisation temporelle.

D’apres ces hypotheses, nous modélisons le comportement d’un systéeme temporisé par un
systeme de transitions étiquetées dont les étiquettes sont des actions ou des valeurs réelles posi-
tives qui représentent 1’écoulement du temps.
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2.1.2 Les modéles

Le comportement d’un systeme temporisé est modélisé au moyen d’un systéme de transitions
étiquetées. Soit Lab 'ensemble des étiquettes. Un élément quelconque de Lab est noté £.

Définition 2.1 Un systéme de transitions étiquetées est un tuple T'=(Q, —, q1) ou

Q est un ensemble d’états,
—C 9 x Lab x Q est une relation de transition entre les états,
qr € Q est I’état initial.
Nous écrivons s — s' pour (s, (,s") €—. O

Un systeme de transitions 7" = (Q, —, qz) est fini si 'ensemble d’états Q et la relation de

transition — sont finis. 7" est a branchement fini si pour tout s € 9, ’ensemble {((, s') | s LA s'}
est fini, c’est-a-dire, si pour tout état s € 5, 'ensemble des transitions qui le sont issues est fini.

Soit Act ’ensemble des actions. Les actions sont atomiques et instantanées.

Le modele d’un systéme temporisé est un systeme de transitions 7' = (Q, —, ¢7). L’exécution
d’une action a est représentée par une transition étiquetée par a. L’écoulement du temps est
modélisé au moyen de transitions étiquetées par des valeurs réelles positives. L’ensemble Lab
des étiquettes est donc Act UR>?,

Soit T' = (Q, —, qr). Pour que T soit le modéle d’un systéme temporisé, nous exigeons que
la relation de transition satisfasse les deux propriétés suivantes :

Déterminisme Le systéme évolue de facon déterministe du point de vue de 1’écoulement du
temps [NS91, Nic92, Wan90], i.e., le systéme ne peut évoluer, depuis un état donné et en
un temps donné, que vers un seul autre état.

Cette propriété s’exprime par :
quqlvq// € QVt € R>0. q —t> q/ A q _t> q” = q/ — q//

Additivité Les transitions temporelles doivent exprimer la continuité du temps. Si le systeme
peut évoluer d’un état ¢ vers un état ¢’ en ¢t unités de temps, et de ¢’ vers ¢’ en ¢’ unités
de temps, alors il peut naturellement évoluer de ¢ vers ¢” en ¢ + ¢ unités de temps. La
réciproque doit étre aussi vraie.

Cette propriété appelée additivité du temps dans [NSY91, NS91, Nic92] et continuité tem-
porelle dans [Wan90] s’exprime par :

/ t+ ¢
Ve € QLY ERC. (3" € Q. gL g A " L) = Ly

Définition 2.2 Un systéme temporisé T = (Q,—, qr) est un systéme de transitions étiquetées
sur Lab = Act U R>? satisfaisant les propriétés de déterminisme et d’additivité des transitions
temporelles. a

Notons qu’a cause de la propriété d’additivité exigée a la relation de transition et de la densité
du domaine temporel, les systemes temporisés sont en général infinis et aussi a branchement infini.

Nous avons défini un modele de comportement des systemes temporisés. Dans la section
suivante nous définissons les graphes temporisés comme formalisme de description.
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a,true,z := 0

true x <2

b,x =2

Figure 2.2: Exemple de graphe temporisé avec une horloge.

2.2 Les graphes temporisés

Les graphes temporisés [AD90, ACD90, Alu91, NSY91, NSY92] sont des automates étendus avec
un ensemble de variables réelles, appelées horloges, dont les valeurs croissent uniformément avec
le passage du temps.

Une horloge peut étre mise a zéro par un arc du graphe. A tout instant, la valeur d’une
horloge est égale au temps écoulé depuis la derniere fois qu’elle a été initialisée. Une contrainte
portant sur les horloges est associée a tout sommet et a tout arc du graphe. Le systeme peut
rester dans un sommet tant que la contrainte associée au sommet est vérifiée par les valeurs des
horloges. Un arc peut étre franchi seulement si les valeurs courantes des horloges satisfont la
condition associée a l’arc.

2.2.1 Exemples introductifs

Avant de définir formellement la syntaxe et la sémantique des graphes temporisés nous considé-
rons quelques exemples.

Exemple. Considérons le graphe illustré par la figure 2.2. Le sommet initial du graphe est 0.
Le graphe a une seule horloge, appelée z. Le systeme commence au sommet 0 avec 'horloge z
initialisée & zéro. La condition true attachée au sommet 0 indique que le systeme peut y rester
indéfiniment.

L’arc de 0 vers 1 est étiqueté par l'action a. La condition associée a I’arc est true. Ceci
veut dire que ’arc peut étre franchi & tout instant. L’étiquette z := 0 sur 'arc correspond a
I"initialisation de ’horloge x lorsque ’arc est franchi.

Au sommet 1, la valeur de z est égale au temps écoulé depuis I'instant auquel I’arc étiqueté
par action @ a été franchi. La condition x < 2 associée au sommet 1 indique que le systeme
peut rester dans le sommet tant que la valeur de z est inférieure ou égale a 2. Autrement dit, le
systeme doit quitter le sommet au plus tard 2 unités de temps apres 'arrivée. Cette contrainte
oblige le systeéme a franchir 'arc de 1 vers 0 lorsque I’horloge z atteint la valeur 2.

Le cycle se répete lorsque le systeme retourne au sommet 0. Ce graphe décrit donc un systeme
temporisé qui exécute de facon cyclique une action a suivie d’une action b exactement 2 unités
de temps apres. a

Cet exemple montre comment un délai entre ’exécution de deux actions est modélisé par un
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c,2<x <4

Figure 2.3: Exemple de graphe temporisé avec deux horloges.

graphe temporisé. En général, afin de restreindre le délai entre deux transitions correspondants
a deux arcs ey et ey, il faut initialiser une horloge dans I’arc ey et associer a I’arc e; et au sommet
dont il est issu, les contraintes temporelles appropriées.

Exemple. Considérons le graphe temporisé illustré par la figure 2.3. Le systéme commence au
sommet 0 avec les deux horloges z et y initialisées et il peut y rester indéfiniment car la condition
associée est true.

Si I'arc de 0 vers 1 est franchi, ’horloge x est initialisée. Donc, I’horloge x mémorise le
temps écoulé depuis 'exécution de 'action a. Le systeme peut rester au sommet 1 indéfiniment.
Lorsque I’arc de 1 vers 2 est franchi, ’horloge y est initialisée. Donc, au sommet 2 la valeur de
y est & tout instant égale au temps écoulé depuis ’exécution de 'action b.

La condition 2 < 2 < 4 sur 'arc étiqueté par ¢ indique que l'action ¢ peut étre exécutée entre
2 et 4 unités de temps apres ’action a. La condition 1 < y < 2 sur 'arc dont I'étiquette est d
impose un délai minimum d’une unité de temps et un délai maximum de 2 unités de temps entre
I’action b et ’action d.

La condition z < 4 V y < 2 indique que le systéme peut rester dans le sommet 2 tant que la
valeur de z est inférieure ou égale a 4, ou que la valeur de y est inférieure ou égale a 2.

Ce graphe définit un systeme dont le comportement est le suivant :

e Sil'arc b est franchi plus de 4 unités de temps apres 'arc a, la condition 2 < 4 est fausse
lorsque le sommet 2 est atteint. Donc, dans ce cas, ’action b est suivie de 'action d entre
1 et 2 unités de temps apres.

o Sil’arc b est franchi lorsque la valeur de x satisfait 2 < z < 4, la condition 2 < 4 deviendra
fausse avant la condition y < 2. Dans ce cas, le systéeme peut exécuter ¢ ou d, mais il peut
toujours laisser passer I'opportunité de franchir I’arc ¢ car la condition associée au sommet
lui permet de rester jusqu’a que la valeur de y soit 2.

o S5i ’arc b est franchi lorsque la valeur de z est égale a 2, le systéme ne peut rester dans
le sommet qu’au plus 2 unités de temps. A cet instant-1a, il doit choisir de facon non
déterministe entre franchir I’arc ¢ ou ’arc d, mais il doit franchir I'un des deux.

e S5il’arc b est franchi avant 2 unités de temps apres ’arc a, la condition y < 2 deviendra
fausse avant la condition # < 4. Dans ce cas, le systeme peut exécuter ¢ ou d, mais il peut
toujours laisser passer 'opportunité de franchir ’arc d car la condition associée au sommet
lui permet de rester jusqu’a que la valeur de x soit 4.
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2.2.2 Les contraintes temporelles

Nous définissons tout d’abord les contraintes temporelles qui portent sur les horloges et qui sont
admissibles comme conditions sur les arcs et les sommets des graphes temporisés.

Définition 2.3 Soit H un ensemble fini d’horloges prenant leurs valeurs dans I’ensemble R des
réels non négatifs. L’ensemble W(H) des contraintes temporelles sur ‘H est défini par la syntaxe
suivante :

u=true |z <cle—y<c|-|vAD

oux,y€ H,ceZet <€ {<,<}. ]

D’autres conditions, comme par exemple, > 3, 2 =2, 2 < a2 < y+5, % V ¢ peuvent étre
définies comme des abréviations.

Une wvaluation v des horloges est une fonction qui associe a chaque xz € H une valeur dans
RT. L’ensemble des valuations est noté V.

Pour chaque v € UV(H) et v € V', ¥(v) représente la valeur de la condition i évaluée en v.
La valuation v satisfait une condition v si 1(v) est vrai.

Soient v € V' une valuation des horloges et H C H un sous-ensemble d’horloges, v[H := 0]
est la valuation définie par :

0 size H,
v(x) sinon.

Donc, la valuation v[H := 0] est la valuation v" obtenue de v par initialisation des horloges qui

appartiennent a H.

Soient v € V une valuation des horloges et ¢ € RT, v + ¢ est la valuation v/ € V telle que
v'(z) = v(x) + t pour tout 2 € H. Donc, la valuation v + t est la valuation obtenue de v en
augmentant la valeur des horloges de t.

Soit ¢ € W(H) une contrainte temporelle. Pour H C H, on note [H := 0] la contrainte
temporelle ¢’ € W('H) obtenue & partir de ¢ dans laquelle, pour tout @ € H, 0 est substitué a
toutes les occurrences de x. Pour ¢t € RT, on note ¢ + ¢ la contrainte obtenue & partir de ¢ dans
laquelle, pour tout x € H, z + ¢ est substitué a toutes les occurrences de z. Notons que ¥ + ¢
n’appartient pas a W(H).

Remarque 2.1 Pour toute valuation v € V' et pour toute contrainte temporelle ¢ € ¥(H),

1. pour tout H C H, v satisfait ¢[H := 0] si et seulement si v[H := 0] satisfait 1,
2. pour tout ¢t € R, v satisfait ¥ + ¢ si et seulement si v 4 ¢ satisfait 9.

2.2.3 Syntaxe et sémantique des graphes temporisés

Nous présentons ici la définition formelle des graphes temporisés.

Définition 2.4 Un graphe temporisé est un tuple (S, H, E, sy, 6) ou
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S est un ensemble de sommets,
o [T CH est un ensemble d’horloges,
o £ C S xActx W(H)x 2H x § est un ensemble d’arcs,

sy € 5 est le sommet initial,

6 : S5 — VU(H) associe a chaque sommet une condition appelée condition d’activité du
sommet.

On écrit souvent 6, au lieu de 6(s). On exige
Vse S,veV,te Rt 6(v+1) = &5(v)
et on dit que 6, est fermée en arriére. a

Soit G = (S, H, I, s1,6) un graphe temporisé. G définit un systéme temporisé dont le com-
portement est le suivant :

e Un état du systeéme est représenté par un sommet du graphe et une valuation des horloges.

o L’état initial du systeme est (s7,v7) ou sy est le sommet initial du graphe et vy est telle
que vy(z) = 0 pour tout = € H.

o A partir de Iétat (s,v), un arc (s,a,v, H',s’) € F peut étre franchi si les valeurs des
horloges satisfont la condition 1, i.e., si ¥(v) est vrai. L’état résultant est (s',v), ou
o = o[H:=0].

o Les valeurs des horloges croissent uniformément avec le passage du temps. A tout instant,
la valeur d’une horloge est égale au temps écoulé depuis la derniere fois ou I’horloge a été
mise a zéro.

e Le systeme peut séjourner dans un sommet s tant que la condition d’activité du sommet
05 est vérifiée par les valeurs des horloges.

Formellement, la sémantique opérationnelle d’un graphe temporisé lui associe un systéme de
transitions étiquetées. Chaque transition représente le fait de franchir un arc ou simplement de
laisser passer le temps dans un sommet en y séjournant. Dans le premier cas, la transition est
étiquetée par I'action associée a ’arc. Dans 'autre cas, I’étiquette est une valeur réelle positive
égale au temps de séjour dans le sommet.

Définition 2.5 Le modeéle d’un graphe temporisé G, noté 7[G], est le systeme de transitions
étiquetées (Q, —, qr) ou :

o Q={(s,0)]és(v)}

* qr = (sr,v1)

o La relation de transition — est la plus petite relation définie par les régles suivantes :

<57a7¢7f/7 8/> €L A ¢(v) (2.1)
(s,v) — (s, v[H:=0])

ds(v+1)
(5,0) 5 (s,0+ 1)

(2.2)



22 Chapitre 2 : Les systémes temporisés

Nous considérons seulement les états qui satisfont la condition d’activité. a
Nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.1 Pour tout graphe temporisé G, le systéme de transitions étiquetées T[G] =
(Q,—,qr) est un systéme temporisé.

Remarque 2.2 La propriété d’additivité temporelle est assurée par la condition de fermeture
en arriere exigée a la fonction 6. a

2.2.4 Exemples

Nous présentons ici quelques exemples. Par convention, lorsqu’une condition est égale & true, elle
est omise. L’ensemble des horloges initialisées par un arc est représenté par une liste d’affectations
qui est omise lorsqu’elle est vide.

Exemple 2.1 Le premier exemple consiste a spécifier un systeme qui reconnait les clicks simples
et les clicks doubles d’une souris & un seul bouton [Sha92]. Cette application est intéressante car
le comportement du processus dépend exclusivement des temps relatifs entre les événements.

Il y a deux types d’événements. Le premier consiste a presser le bouton de la souris et le
second consiste a le relacher. Presser le bouton est signalé par ’action p et le relacher par I'action
T

Un click simple est défini lorsque le temps écoulé entre presser et relacher le bouton est
inférieur a une certaine constante t.;. Un click double est défini par deux clicks simples séparés
d’au plus t.4 unités de temps.

Le graphe temporisé qui spécifie le comportement du systeme est illustré par la figure 2.4.

Le sommet initial du graphe est 0. Le systéme commence au sommet 0 avec 2 = 0. Lorsque
le signal p arrive, le systeme franchi arc de 0 vers 1 dont 1’étiquette est p et initialise la valeur
de z.

Au sommet 1, la valeur de x représente le temps écoulé depuis la premiere fois que le bouton
a été pressé. Si le signal r arrive avant {.; unités de temps, le systéme franchi 'arc de 1 vers 2
et initialise la valeur de z.

Au sommet 2, la valeur de z représente le temps écoulé depuis 'instant ou le bouton a été
relaché. La contrainte z < t.4 indique que le systeme ne peut pas rester dans le sommet au-dela
de t.4 unités de temps. Lorsque z atteint la valeur t.4, un click simple est reconnu en franchissant
I’arc étiqueté par ¢s de 2 vers le sommet 3. Si un second signal p arrive avant t.; unités de temps,
le systeme franchit ’arc étiqueté par p vers le sommet 4. Au sommet 3 le systeme attend un
nouveau signal p pour recommencer.

Au sommet 4, la valeur de z représente le temps écoulé depuis la seconde fois que le bouton
a été pressé. Si le signal r arrive avant t.; unités de temps, le systeme franchit 'arc r vers le
sommet 6 et initialise la valeur de . Par contre, lorsque z atteint la valeur .5 et aucun signal r
n’a été recu, le systeme signale un click simple et franchit I’arc ¢s vers le sommet 5, ot il attend
indéfiniment que le bouton soit relaché pour retourner au sommet initial.

La condition z = 0 associée au sommet 6 indique que le systeme doit le quitter immédiatement
en franchissant I’arc ed, ce qui correspond & signaler un click double. a

Exemple 2.2 Nous décrivons ici le controleur de température d’un réacteur [JLHM9I1]. La
température du réacteur est captée périodiquement par un capteur. La tache du contréleur
consiste a réfrigérer le réacteur lorsqu’il recoit le signal » du capteur.



§2.2 : Les graphes temporisés 23

Figure 2.4: Graphe temporisé de la souris.

L’opération de réfrigération est mise en ceuvre au moyen de deux barres qui doivent étre
utilisées en ordre. Lorsque le controleur recoit le signal » du capteur, commence 'opération de
mouvement de la barre 1, ce qui prend un certain temps t1. Ensuite, il répete I’opération avec
la barre 2, ce qui prend t unités de temps.

L’arrivée d’un signal r pendant le temps de réfrigération est considérée comme une erreur.
De plus, le capteur n’est pas fiable, i.e., il peut tomber en panne et ne pas envoyer le signal r au
controleur. Dans ce cas, et pour des raisons de sécurité, si le temps écoulé depuis le dernier signal
r recu est supérieur a 1,4, le controleur commence une nouvelle opération de réfrigération.

La figure 2.5 montre le graphe temporisé du contréleur de température du réacteur.

Le systeme commence au sommet 0 avec x et y égales a 0. Lorsque le signal r arrive, le
controleur franchit ’arc vers le sommet 1 et initialise ’horloge z. I’horloge z sert a mesurer le
temps écoulé depuis la derniere fois qu’un signal r a été recu. La condition associée au sommet
1 étant z = 0, le systeme doit quitter le sommet immédiatement en franchissant I'arc by vers le
sommet 2, ce qui correspond & initier le mouvement de la barre 1.

Le controleur reste au sommet 2 jusqu’a ce qu’un nouveau signal r arrive ou le mouvement
de la barre 1 soit fini.

Dans le premier cas, le systéme franchit I’arc vers le sommet 5 et initialise y. Comme la
condition associée au sommet 5 est y = 0, le controleur doit franchir I’arc h vers 6 immédiatement,
ce qui correspond a signaler ’erreur.

Dans l'autre cas, lorsque le mouvement de la barre termine, i.e., lorsque la valeur de y est
égale a 1, le controleur franchit ’arc by vers 3, ce qui correspond a commencer le mouvement de
la barre 2.
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T < tmax

T =

Figure 2.5: Graphe temporisé du controleur de température.

Le comportement du contréleur au sommet 3 est similaire. Ici, la valeur de y est égale au
temps écoulé depuis ’action bs. Lorsque y = t9, le systeme franchit ’arc e vers 4.

Dans 4, si un signal r arrive avant que la valeur de z atteigne t,,,,, le controleur retourne au
sommet 1 et initialise . Lorsque @ = t,,42, le systeme franchit arc by vers 2 et initialise z et y.
O



Chapitre 3

TCTL : une logique temporelle
temps-réel

Nous présentons dans ce chapitre un langage de spécification de systéemes temporisés. La logique
temporelle CTL a été introduite dans [EC82] comme formalisme de spécification de propriétés
pour les systemes non temporisés. CTL permet d’exprimer plusieurs propriétés intéressantes.
Par exemple, la formule YOp dit que la propriété p est un invariant du systeme, i.e., dans tous
les états et tout au long de toutes les exécutions, la propriété p est vraie. La formule YOI<Op dit
qu’il est toujours possible d’atteindre un état qui satisfait la propriété p.

Dans ce chapitre nous étudions la logique TCTL [ACD90, Alu91, HNSY92] qui est une ex-
tension de CTL permettant d’exprimer des propriétés temps-réel. Une facon simple d’introduire
le temps explicitement dans la syntaxe consiste a borner la portée dans le temps des opérateurs
temporels. Cette approche a été suivie dans [ACD90]. Par exemple, nous pouvons écrire I op
pour exprimer qu’il existe une exécution ou la propriété p est vraie avant 2 unités de temps.
D’autres notations ont été proposées dans [Alu91, HNSY92]. La version de TCTL que nous
étudions dans ce chapitre correspond a celle définie dans [HNSY92].

Nous présentons tout d’abord dans la section 3.1 les modeles sur lesquels nous allons in-
terpréter les formules de la logique. Ces modeles sont basés sur les systemes de transitions
étiquetées définis dans 2.1. Dans la section 3.2 nous définissons la syntaxe et la sémantique de

TCTL.

Les opérateurs temporels de CTL sont exprimables en termes de points fixes de fonctionnelles
monotones a ’aide de 'opérateur “état suivant”’noté (). Par exemple, ’ensemble des états qui
satisfont la formule p; 3U p; de CTL est le plus petit point fixe de la fonctionnelle monotone
F(X) =02V Q1 AN OX ou Q1 et Q2 sont les ensembles des états qui satisfont p; et py
respectivement.

A cause de la continuité du temps, le probleme principal pour suivre une approche similaire
dans le cas de TCTL est définir un opérateur “état suivant”, car il n’y a aucune granularité
pour la progression du temps. Dans la section 3.3 nous montrons que les opérateurs temporels
de TCTL peuvent étre aussi exprimés en termes de points fixes a ’aide d’un opérateur “état
suivant” défini de facon appropriée.

Finalement, ces caractérisations donnent un moyen d’évaluation effective des formules qui est
le noyau de I’algorithme de model-checking présenté dans le chapitre 4.

25
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3.1 Les séquences d’états

Jusqu’a présent nous avons modélisé le comportement d’un systéme temporisé par un systeme
de transitions. Comme les formules de la logique TCTL expriment des propriétés sur les
séquences d’états, dans cette section nous définissons les exécutions d’un systeme temporisé,
i.e., les séquences d’états produites par le systeme de transitions.

3.1.1 Les états

Soit G'= (S, H, £, s1,68) un graphe temporisé, T' = (Q, —, q;) le modele de GG, et Pro un ensemble
fini de propositions dont un élément est noté p.

Nous considérons une fonction v : § — 270 qui associe a chaque sommet du graphe G
I’ensemble des propositions vraies dans le sommet.

Un état (s,v) € Q est noté ¢. On définit :

e Pour tout z € H, q(z) = v(z).

¢ Pour tout p € Pro,

) true sipeuwv(s),
a(p) = { false sinon.

Nous utilisons la notation suivante :
e Pour tout H' CH, ¢[H' := 0] est ’état (s, v[H' := 0]).
e Pour tout ¢ € R*, ¢ + ¢ est I’état (s,v +¢). Notons que pour toute proposition p € Pro,
q(p) = (g + t)(p)-

Définition 3.1 L’ensemble ®(H) des prédicats d’état est défini par la grammaire suivante :
pu=plr<clr—y<cl-9[oNe
oup€ Pro,x,y € H,c € Zet <€ {<,<}. O
Un prédicat d’état est interprété de maniere standard comme un prédicat sur 'ensemble des
états. Pour tout prédicat d’état ¢ € ® et pour tout état ¢ € Q, ¢(q) représente la valeur de ¢
évaluée en ¢. L’état ¢ satisfait le prédicat d’état ¢ si ¢(q) est vrai.
Soit ¢ € ®(H) un prédicat d’état. Pour H' C H, on note ¢[H' := 0] le prédicat d’état
¢ € ®(H) obtenu a partir de ¢ dans lequel, pour tout @ € H’, 0 est substitué a toutes les
occurrences de z. Pour ¢ € RT, on note ¢ + ¢ le prédicat obtenu & partir de ¢ dans lequel, pour

tout z € ‘H, « + t est substitué a toutes les occurrences de x. Notons que ¢ + ¢t n’appartient pas

a ®(H).

Remarque 3.1 Pour tout état ¢ € Q et pour tout prédicat d’état ¢ € ®,
1. pour tout H' C H, g satisfait ¢[H' := 0] si et seulement si ¢[H' := 0] satisfait ¢,
2. pour tout t € R, ¢ satisfait ¢ 4 ¢ si et seulement si ¢ + ¢ satisfait ¢.

a

Par la suite, nous supposons qu’un systeme temporisé T' = (Q,—, qr) est le modele d’un
graphe temporisé G.
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3.1.2 Les séquences

Contrairement au cas des systémes non temporisés, une exécution d’un systeme temporisé ne peut

pas étre représentée par une séquence discrete d’états. En effet, une transition ¢ BN ¢’ modélise
le passage par tous les états ¢ + ¢’ pour t' < ¢. Il n’est pas non plus possible de modéliser une
exécution par une application de RT dans Q puisque plusieurs états peuvent étre visités au méme
instant. Afin de modéliser les exécutions d’un systeme temporisé nous définissons les notions de
pas et de séquences de pas.

Tout d’abord, nous introduisons la notation suivante. Soit 1" = (Q, —, qr).

o Pour tout ¢,¢' € Q, ¢ > ¢’ si ¢ = ¢ ou s'il existe une action a € Act telle que ¢ = ¢
e Pour tout ¢, ¢ € Qett>0,fZ'i>f]/ Sif]—t”]/-

.t " 0 L ,
Notons que si ¢ — ¢’ et t > 0 alors ¢ = ¢ + t. Une transition ¢ = ¢’ est appelée instantanée.
Donc, une transition instantanée consiste a rester dans le méme état sans laisser passer le temps
ou a exécuter une action.

Définition 3.2 Soit T = (Q, —, ¢) un systéme temporisé. Pour ¢,¢' € Q et t € RT, on définit :

qéq’ si g gttetgtt g
On dit que ¢ : q' est un pas de ¢ a ¢’ de durée ¢. Il existe un pas de g a ¢', noté ¢ ¢, s’il existe

tER"’telqueqéq’. O

Un pas de durée ¢ consiste a laisser passer un temps ¢ et ensuite faire une transition instan-
tanée. Tout état a une transition instantanée vers lui-méme, par conséquent pour tout q,¢" € Q

. t . .
et t € RT, siq A q' alors ¢ > ¢’. L’inverse n’est pas vral.

Définition 3.3 Soit 7' = (Q, —, ¢7) un systeme temporisé. Une séquence de pas

to 1
g = Go> g > ...

est une suite infinie de pas. L’ensemble des séquences de pas de T est noté Y.

Pour tout ¢ € Q, on définit :

t t
Sr(q) = {@ras...|qp=q

Donc, Y7(q) C Y7 est I'ensemble des séquences de pas de T' qui ont ¢ comme état initial. Par la
suite une séquence de pas est appelée simplement séquence. a

Un état peut étre visité plusieurs fois par la meéme séquence. 1l est donc nécessaire de
distinguer entre I’état et 'occurrence de ’état dans la séquence. Une occurrence est définie par
un état et un indice. Toute séquence définit un ordre en deux niveaux entre les occurrences. Le
premier niveau est donné par les indices des occurrences. Le second niveau est déterminé par le
temps a l'intérieur de 'intervalle définie par un pas.
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Définition 3.4 Soit 7' = (Q, —, ¢7) un systéeme temporisé. Pour toute séquence

to t1
g = Go> g > ...

de Y, le support de o est une paire (x(o), <) ot :

x(o) = | xi(o)

ieN

ou pour tout 7 € N,
xi(o) = {(q +t,9) |t <t}

et < est un ordre total défini par :
Vi,je N t,t' e Rt (¢ +t,0) < (¢j+t,j) < i<jVi=jAt<l

a

Définition 3.5 Soit 7' = (Q,—,¢qs) un systeme temporisé. Une séquence o € Xg diverge si
pour tout ¢ € RT, il existe ¢ € N tel que ¢ < >_j<itj. L’ensemble des séquences divergentes de T
est noté Ar. a

Les séquences divergentes sont celles ou le temps peut progresser au-dela de tout instant. Le
comportement d’un systéme temporisé doit garantir que I’écoulement du temps ne soit jamais
bloqué. Pourtant, ’ensemble des séquences d’un systeme temporisé contient aussi des séquences
dites de “Zenon” ol le temps converge. Ceci motive la définition suivante.

Définition 3.6 Soit T un systeme temporisé. T est dit bien temporisé si tout préfixe fini d’une
séquence de T est préfixe d'une séquence divergente de 7. a

Nous illustrons a présent quelques exemples de systemes qui ne sont pas bien temporisés.

Exemple 3.1 Considérons le graphe temporisé illustré par la figure 3.1. Le systéme temporisé
définit par ce graphe n’est pas bien temporisé. Fn effet, il existe une séquence de pas qui
commence au sommet 0 avec z = 0, ou le systeme alterne entre les sommets 0 et 1 jusqu’a un
instant ou la valeur de z est supérieure a 3 et, par conséquent, la transition de 0 vers 2 n’est
plus possible. La séquence est alors inévitablement convergente car la condition d’activité des
sommets 0 et 1 impose la condition = < 3, et donc, I'instant 3 ne peut pas étre dépassé.

Par contre, le graphe illustré par la figure 3.2 est bien temporisé. Notons que les deux graphes
ont le méme ensemble de séquences divergentes. a

Exemple 3.2 Considérons a présent le graphe illustré par la figure 3.3. Le systéme temporisé
définit par ce graphe n’est pas bien temporisé. Par exemple, le systéme peut séjourner au sommet
1 tant que la valeur de z est inférieure & 8. Aucune contrainte n’est imposée aux valeurs de z et
Y, et par conséquent, elles peuvent augmenter au-dela des bornes 5 et 7, respectivement. Dans
ce cas, le systeme reste “bloqué”, ne pouvant pas franchir 'arc de 1 vers 0.

Comme dans I’exemple précédent, il est possible de renforcer les conditions d’activité des
sommets pour obtenir un systéme bien temporisé (cf. figure 3.4). a
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b

Figure 3.1: Exemple de systéme qui n’est pas bien temporisé.

b

Figure 3.2: Systeme bien temporisé.

3.2 La logique TCTL

TCTL est une extension de la logique temporelle arborescente CTL [EC82, CES86].

3.2.1 Syntaxe et sémantique

Les formules de TCTL sont construites a partir des propositions et de contraintes sur les horloges
au moyen d’opérateurs logiques, d’un opérateur d’initialisation d’horloge noté z., et de deux
opérateurs temporels notés I et Vif .

Intuitivement, un état ¢ satisfait ¢y U 4 8l existe une séquence a partir de ¢ pour laquelle
la formule ¢ est continuellement vraie jusqu’a un état qui satisfait ¢o.

Un état ¢ satisfait ¢ VU g si pour toute séquence a partir de ¢, ¢y est continuellement vraie
jusqu’a un état ou (g est vraie.

L’opérateur d’initialisation z. sert a introduire une horloge auxiliaire z € H qui permet de
mesurer le temps écoulé a partir de 1’état présent. Dans la formule z.¢, les occurrences de z dans
o sont liées par 'opérateur z. Lorsque la formule z.¢ est interprétée sur un systeme temporisé
T, nous exigeons que z ne soit pas une horloge de T, c’est-a-dire, si T est le modele d'un graphe
temporisé GG dont ’ensemble d’horloges est H C H, alors z ¢ H.

Définition 3.7 Les formules de TCTL son définies par la syntaxe suivante :

pusple<cla—y<claploVelzeleIUep|pVUe
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y<7 a,v <5 by <7 y<7

Figure 3.4: Systeme bien temporisé.

oup€ Pro,z,y,z€ H, c € Zet <€ {<,<}. O
Les formules de TCTL sont interprétées sur les états d’un systeme temporisé.

Définition 3.8 Pour un systéme temporisé 7' = (Q, —, ¢qz), un ensemble de séquences ¥ C Y,
un état ¢ € Q et une formule ¢ de TCTL, la relation de satisfaction ¢ |=x ¢ est définie par
induction sur ¢ de la facon suivante :

q =x pssi q(p) = true

glEx z <cssiqg(z)<c

gExz—y<cssigla)—qly) <c

gz —essiqls @

4 s p1 vV opr ssiqlEs o1 ouglEs @

qFEs zpssiqlz:=0]Fx ¢

q s 13U @y ssi 3o € X(q). 3(q'1) € x(0). ¢ [z w2 A V(" 5) Z(d0). 4" Fz o1 Vo
q s 1 VU @y ssi Vo € X(q). (g’ 1) € x(0). ¢ [z w2 A V(") Z(d0). 4" Fz o1 V

L’ensemble caractéristique dune formule ¢ relativement & I’ensemble de séquences X, noté [¢]s;,
est :

[els ={a€ Qlqksx v}

i.e., ’ensemble des états qui satisfont ¢ relativement a . a
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Remarque 3.2 Dans la définition de la relation de satisfaction pour les formules ¢ FU @2 et
1 YU 32, nous exigeons que la formule ¢ V g soit vérifiée le long de la séquence, au lieu d’exiger
que seulement ¢y soit vérifiée comme dans le cas de CTL. Ceci est nécessaire pour éviter des
“anomalies” dues a la densité du temps.

Considérons par exemple la formule (¢ < 2)3U (z > 2). Il parait raisonnable qu’un état ¢
qui satisfait z < 2, possédant un successeur temporel ¢ + ¢ qui satisfait x + ¢ > 2, satisfasse la
propriété. Pourtant, si seul la condition z < 2 est exigée, la formule ne serait pas satisfaite par ¢.
En effet, entre g et ¢+ ¢ il y a une infinité d’états qui satisfont x > 2. Autrement dit, il n’existe
pas un “premier” état qui satisfait z > 2 dont “tous” les prédécesseurs satisfont = < 2. a

Exemple. Considérons, par exemple, la formule :
2((2<2V p)IU(z=5 A pa))

En appliquant la définition ci-dessus on a que ¢ satisfait la formule s’il existe une séquence
o € X(q[z :=0]) telle que :

1. Il existe i > 0 et (¢',i) € x(0), tels que ¢'(z) = 5 et ¢'(p2) = true, ot ¢'(z) est le temps
t' écoulé depuis le début de I’'séquence. Par conséquent, la proposition p, est satisfaite
exactement 5 unités de temps apres le début de la séquence.

2. De plus, tout état (¢”,7) qui précede a (¢',7), satisfait ¢”(z) < 2 ou ¢"(p1) = true ou
q"(z) =5 et ¢"(p2) = true, ou ¢"'(z) est le temps t” écoulé depuis le début de la séquence.
De plus, t” < t'. Par conséquent, la proposition p; est vraie pour 2 < ¢t < 5. En
effet, puisque les transitions temporelles ne changent pas les valeurs des propositions, la
proposition p; doit étre satisfaite aussi a I'instant 5.

Donc, la formule exprime la propriété suivante : il existe une séquence ou la proposition p, est
vraie a l'instant 5 et la proposition p; est continuellement satisfaite dans I'intervalle de temps
[27 5] . O
3.2.2 Abréviations

Les opérateurs temporels additionnels comme IO, 30, VO et VO sont définis comme des
abréviations a partir des opérateurs temporels U et V4 de la facon suivante :

o 1Ow pour true AU o,

VO pour trueVU o,

10y pour =VO—p,
o YOy pour =3O —ep.

Un exemple caractéristique de propriété temps-réel est celle de réponse bornée : un état qui
satisfait p; est toujours suivi par un état qui satisfait p; avant ¢ unités de temps. Cette propriété
s’exprime en TCTL par :

VO(p1 = 2.VO(pe A 2 < ¢))

ol Popérateur d’initialisation d’horloge est introduit afin d’exprimer la contrainte “avant ¢ unités
de temps a partir d’un état qui satisfait p;.”
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Dans TCTL, les opérateurs temporels bornés [ACD90] sont définis comme des abréviations.
Soient # un symbole de relation dans ’ensemble {<,<,>,>,=}, ¢ € N, ¢ et o deux formules
de TCTL et z une horloge qui n’apparait dans aucune des deux formules. On définit :

01 WUy 02 et o1 YUy o2

comme des abréviations de :

21U (2 N z#¢)) et 21 VU (p2 N 23 ¢))

Par exemple, la propriété décrite ci-dessus s’exprime en terme des opérateurs bornés par :
VO(p1 = YO<ep2)

D’autres propriétés peuvent étre spécifiées au moyen des opérateurs temporels bornés. Par
exemple :

¢ La formule 35 3p dit qu’il existe une exécution ot la proposition p est satisfaite au moins
une fois apres 'instant 3.

e La formule YOcsp spécifie que p est un invariant jusqu’a l'instant 5.

e La formule YO<3p dit qu’il est inévitable d’atteindre un état ou p est vraie dans au plus 3
unités de temps.

Ces abréviations permettent d’exprimer certaines propriétés plus succinctement.
La syntaxe que nous avons adoptée pour TCTL est plus expressive que la notation avec des
opérateurs bornés. Par exemple, la formule :

2.30(p1 A IO(p2 A 2.30(ps A 2 < @+ 2)))

dit qu’il existe une exécution avec un état ¢; qui satisfait la proposition py, suivi d’un état ¢
qui satisfait py, suivit d’un état gs qui satisfait ps, avant 2 unités de temps depuis ¢;. Cette
propriété ne peut pas étre décrite au moyen des seuls opérateurs bornés.

Remarque 3.3 La version de TCTL définie ici differe légerement de la définition donnée
dans [Alu91l]. Cette différence réside dans 'opérateur d’initialisation. Nous préférons cet
opérateur au quantificateur “freeze” qui apparait dans la définition de TCTL dans [Alu91], car
la notion de remise a 0 est plus adaptée a la structure de nos modeles. Dans 'approche “freeze”,
la formule z.p affecte & z le temps courant. De toutes fagons, il est montré dans [Alu91] que les
deux formalismes sont équivalents. a

3.3 Caractérisation par point fixe

Dans cette section nous présentons une caractérisation par point fixe des opérateurs temporels
de TCTL. Cette caractérisation repose essentiellement sur la définition d’un opérateur “état
suivant” approprié.

Etant donné que les treillis des prédicats unaires sur ’ensemble Q avec les opérateurs logiques
V, A et - est isomorphe & 22 avec I'union, I'intersection et la complémentation, par commodité
dans la présentation les deux structures sont souvent identifiées.
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De plus, étant donné que les formules sont interprétées sur ’ensemble des états d’un modele
et qu’une formule caractérise ’ensemble des états qui la satisfont, nous identifions par la suite
une formule et son ensemble caractéristique et nous interprétons les opérateurs de la logique
comme des opérateurs sur les ensembles d’états. De méme, afin de simplifier les preuves, les
propositions sont énoncées pour des ensembles caractéristiques au lieu des formules, sauf dans
les cas ou nous voulons dire explicitement que les résultats sont valides pour une certaine classe
de formules.

3.3.1 L’opérateur “état suivant”

Il est bien connu que les opérateurs temporels de CTL sont exprimables comme des points fixes
de fonctionnelles définies au moyen de 'opérateur “état suivant” noté (.

Pour un ensemble d’états ¢, (O€) est 'ensemble des états possédant une transition vers un
état de (). Cette définition capte la notion de “pas” lorsque les formules sont interprétées sur un
ensemble de séquences d’états discretes.

A Taide de 'opérateur (), ’ensemble des états qui satisfont de la formule :

@1 U oy

de CTL, est caractérisé par le plus petit point fixe de la fonctionnelle monotone F(X') définie
par :

F(X)=0Q2 VvV (Q1 N OX)

ol (J; est 'ensemble caractéristique de ;, pour 7 = 1,2. Autrement dit, 'ensemble des états
qui satisfont la formule ¢ U @ est 'ensemble @) tel que ¢ est le plus petit point fixe de F,
c’est-a-dire, @ satisfait () = F(Q) et pour tout ensemble d’états Q' tel que Q' = F(Q'), on a
Qcq.

Par la suite, le plus petit point fixe d’une fonctionnelle ' défini sur les ensembles d’états 2<
est noté puX.F(X).

Dans notre cas, pour suivre une approche similaire il faut définir un opérateur “état suivant”
approprié. Puisque le temps est dense, cet opérateur ne doit pas forcer le temps a avancer de plus
qu'une fraction infinitésimale. Autrement dit, cet opérateur ne doit pas imposé une granularité
déterminée a I’écoulement du temps. De plus, son itération doit permettre au temps de progresser
au-dela de tout instant.

L’exemple suivant montre qu’il est nécessaire de disposer d’un opérateur “état suivant” binaire
pour exprimer une propriété comme @y U 3, car il faut assurer que ¢y est continuellement
satisfaite jusqu’a ce que o soit vraie.

Exemple. Considérons la formule (z <2V z > 4)3U (2 > 5). Soit ¢ U'ensemble caractéristique
de z <2V a2 >4 et () 'ensemble caractéristique de z > 5. Supposons que nous avons défini
un opérateur “état suivant” () unaire, et supposons que tous les états qui satisfont = < 5 ont un
successeur temporel qui satisfait @ > 5. Donc, I’ensemble caractéristique de x < 5 est contenu
dans (). Par conséquent, @1 A ()2 contient tous les états qui satisfont x < 2. Pourtant, il
n’est pas possible d’aller d’un état qui satisfait z < 2 a un état qui satisfait « > 5 sans passer
par un état qui n’appartient pas a ¢J1. a

Définition 3.9 Soit 7' = (Q, —, ¢;) un systéme temporisé et soit Q1,2 C Q. Pour tout g € Q,

Q1> Q2
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est ’ensemble des états tels que ¢ € Q> @ s'il existe ¢ € Q5 et t € RT tels que ¢ : q', et pour
tout t <t, g+t € Q1 V Qs O

Pour Q)1 et (Y9, Q109 caractérise ’ensemble des états pour lesquels il existe un état accessible
en un pas qui est dans (), et tous les états intermédiaires sont dans () ou (J5.

Remarque 3.4 Dans la définition de l'opérateur > nous exigeons ()1 V ) pour éviter des
anomalies dues & la densité du temps (cf. remarque 3.2). O

Proposition 3.1 Pour tout Q1,Q2,Q1,Q% C Q tels que, pour i =1,2, Q; C Q' ona :

Qi1v Q2 C Qe QY

¢
Preuve. Soit ¢ € Q1> Q. Alors, il existe ¢/ € @y et ¢ € RY tels que ¢ > ¢’ et pour tout
<t g+t €1V Qi Donc, ¢ € Qf et pour tout ¢/ <t, ¢+t € Q) v Q). Par conséquent,
q € Q1> Q). =

3.3.2 Caractérisation de 'opérateur U

La proposition suivante établit le fait que pour un systeme bien temporisé et deux ensembles
d’états ()1 et ()7, la signification de @)1 U )2 sur 'ensemble de toutes les séquences est la méme
que sur 'ensemble des séquences divergentes.

Proposition 3.2 Soient T = (Q, —, qr) un systéme bien temporisé et ()1,Q2 C Q. Alors,
[Q13U Q2ly, = [@13U Q2] 4,

Preuve. Evidemment, [¢); U QQ]]AT ClQ.3U QQ]]ET car Ap C Y.

to

t;
Soit ¢ € [y U QQ]]ET. Alors, il existe une séquence o = ¢ ...¢q; > ... € X7 telle que ¢; € (),

et pour tout (¢”,7) < (¢:,1), ¢" € Q1 V Q2. Comme T est bien temporisé, il existe une séquence

o’ € Ar telle que qtbo g ¥ est préfixe de o', Donc, ¢ € [Q1FU Q2] .- [

La proposition 3.2 est vraie pour deux ensembles d’états ()1 et ()2 quelconques. Ce résultat
peut étre étendu pour des formules ¢ et w3 de TCTL telles que ’ensemble caractéristique de ¢;
relativement a Y est égal a son ensemble caractéristique relativement a Arp.

Proposition 3.3 Soient T' = (Q, —, qr) un systéme bien temporisé et 1 et vy deux formules
de TCTL telles que [¢i]y, = [¢ila,. Alors,

[¢13U p2]s,. = [¢1 3U 2] A,

Autrement dit, pour tout systeme bien temporisé T et toute formule ¢ du fragment de
TCTL dont les formules sont construites a partir des prédicats d’état, des opérateurs logiques et
de l'opérateur 32 , nous avons [¢], = [¢]s,.-
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Théoréme 3.1 Soient T' = (Q, —, qr) un systéme bien temporisé et ¢ une formule de TCTL
telle que Uopérateur YU n’apparait dans aucune sous-formule. Alors,

[¢]s, = [#]ay,

La proposition suivante montre que pour tout systeme temporisé T, la propriété @)1 U Q-
évaluée sur I’ensemble de séquences X7 est exprimable comme pX.(Q2 V Q1> X).

Proposition 3.4 Soient T' = (Q, —, qr) un systéme temporisé et ()1,Q2 C Q. Alors,

[Q13UQ2]y, = pX.(Q2 V Q1> X)

Preuve. Soit @ = [Q U QQ]]ET.

Tout d’abord, nous montrons que () est un point fixe de la fonctionnelle F' définit par :
F(X)IQQ V leX

Ensuite nous montrons que () est le plus petit point fixe de F.

1. Nous montrons ¢ = @2 V Q1> Q.

C Soit g € (). 1l existe donc une séquence

t t
U:qoboqlbl...EET

avec ¢ = qo et (¢',i) € x(o) tel que :

- (]/ € Q?v et

— pour tout (¢",7) < (¢',7), ¢" € Q1 V Q.
Comme ()3 € ¢) on a:

- (]/ € Qv et

— pour tout (¢",7) 2 (¢",i), ¢" € Q1 V Q.

Or, (¢',i) € xi(o). Donc, il existe t < t; tel que ¢’ = ¢; +t, et par conséquent, ¢; € Q1> Q.
Par le méme raisonnement on déduit que pour tout j <1, ¢; € ¢1 > Q.

Donc, g € Q1 > Q et par conséquent ¢ € Q2 V Q10> Q.
Soit ¢ € Q2 V Q1> Q).

Si g € Q9 alors q € Q).

Supposons ¢ € Q1> Q. Il existe gg € Q et ¢t > 0 tels que :

I

t
- (]Df]o,et
— pour tout ' <t,q+t€ @1V Q.

Comme ¢) C Q)1 V Q2 on a:

— o€ Q1 V Qa,et
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— pour tout ' <t, go+t€ Q1 V Q.
Comme ¢g € (), il existe une séquence

t t
U:qoboqlbl...EET

et (¢',i) € x(0o) tel que :

- (]/ € Q?v et
— pour tout (¢”,j) < (¢',i1) ¢" € Q1 V Q3.

Donc, la séquence

it ¢
o'=qo g g >...€ 07

satisfait la définition de @)1 FU @2, et par conséquent, g € Q).
2. Soit B C Q tel que B =@y V Q1> B. Il faut montrer ¢ C B.

Soit ¢ € ). 1l existe donc une séquence

t t
U:qoboqlbl...EET

avec g = qo et (¢',7) € x(0) tel que :

o ¢ €y, et

e pour tout (¢",7) = (¢',1), ¢" € Q1 V Q2.
Puisque ()2 € B, on a :

e ¢ €B, et

e pour tout (¢",7) = (¢',4),¢" € Q1 vV B.

Or, (¢',7) € x4(o). Dong, il existe t < ¢; tel que ¢’ = ¢; +1, et par conséquent, ¢; : ¢'. On a donc,
¢ € Q1> B et ¢; € B. Par le méme raisonnement on déduit que pour tout 57 <7, ¢; € B.

Donc, g € B. [ |

La proposition 3.4 donne donc une caractérisation de 'opérateur 3 pour TCTL similaire a celle
déja connue pour le méme opérateur dans le cas de CTL. Le théoreme 3.2 suit des propositions 3.3
et 3.4.

Théoréme 3.2 Soient T' = (Q, —, q1) un systéme bien temporisé et ¢y et o deux formules de
TCTL avee [[@i]]AT = Q; pour i =1,2. Alors,

[¢13U p2]p, = nX.(Q2 V Q10 X)
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3.3.3 Caractérisation de 'opérateur VU

Nous disposons d’une caractérisation en termes de point fixe de 'opérateur 4 . Nous voulons a
présent caractériser également 'opérateur vi/ . Tout d’abord, nous constatons qu’a la différence
de la formule @1 U g, la formule 1 VU 2 n’a pas la méme signification relativement &
I’ensemble de toutes les séquences et a ’ensemble de séquences divergentes, méme dans le cas
des systemes bien temporisés. En effet, la proposition suivante montre que la formule 1 VU ¢
n’a le sens attendu que lorsqu’elle est évaluée sur les séquences divergentes.

Proposition 3.5 Soient T = (Q, —, qr) un systéme temporisé et ()1,Q2 C Q. Alors,

[Q1VU Q:]y,, = Q2

Preuve. Soit @ = [Q1 VU Q2]y,,.-

0 0 .
Soit ¢ € Q. La séquence 0 = ¢ > ¢ > ... € Nr(q). 1l existe donc (¢',7) € (o) tel que
¢ € Q5. Mais ¢’ est nécessairement q. Par conséquent, ¢ € (5.

IN

I

Soit ¢ € Q2. Toute séquence o € Y(q) est telle que (¢,0) € x(0) et ¢ € Q2. Donc, ¢ € Q.

Dans le cas de CTL, la formule :
1 VU ©2

est caractérisée au moyen de l'opérateur dual de () comme le plus petit point fixe suivant :

pX.(Q2V Q1 A OX A= -X)

ol (J; est 'ensemble caractéristique de ;, pour ¢ = 1, 2.

Nous constatons que, dans notre cas, 'opérateur dual de > n’est d’aucune utilité. En effet, a
cause de la densité du temps, un état peut avoir un successeur qui satisfait ¢, alors que tous les
états intermédiaires satisfont —p.

Exemple. Soit ¢ un état qui satisfait truerz = 2 et dont tous les successeurs sont des successeurs
temporels. Donc, pour aller de ¢ a I’état ¢ + ¢t qui satisfait z = 2, tous les états intermédiaires
satisfont z < 2. Autrement dit, 'état g atteint inévitablement en un pas un état qui satisfait
x = 2, mais tout au long du pas sauf a la fin, la propriété x < 2 est vraie. Dans ce cas, 1’état ¢
n’appartient pas a —(true vz # 2), pourtant ¢ satisfait Yoz = 2. a

Il est cependant possible de caractériser 'opérateur Vi en termes de point fixe. Nous montrons
tout d’abord que 1’inévitabilité bornée s’exprime en termes de possibilité si on se restreint aux
séquences divergentes d’un systeéme bien temporisé. Nous montrons ensuite comment caractériser
I'inévitabilité en termes de point fixe et de 'inévitabilité bornée.

Afin de prouver ces résultats nous introduisons la définition suivante.

Définition 3.10 Un état symbolique est un couple (s,1) ol s € S est un sommet de G et
1 € U('H) est une contrainte temporelle. O
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L’état symbolique (s, 1) représente I’ensemble des états (s,v) € Q tels que v satisfait 1. On
définit :
[(s,9)] = {(s,v) € Q| vsatisfait 1}

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.1 Soient T' = (Q, —, qr) un systéme temporisé, et q,q¢' € Q tels que ¢ ¢'. Pour tout
état symbolique (s,), la valeur de o change un nombre fini de fois dans le pas de q a ¢'.

Preuve. Par induction sur la structure de . [ |

L’union des états symboliques J,cs(s,s) représente I'ensemble des états (s,v) tels que v

satisfait ;. On a :
[Uses(s, ¥5)] = [ [(s,%)]

SES
Par la suite, nous supposons qu’un ensemble caractéristique () C Q est représenté par une
union d’états symboliques, i.e., @ = U,c5[(s,%,)]. Imposer cette condition n’est pas restric-
tif, car comme nous le montrons dans le chapitre 4, ’ensemble caractéristique d’une formule
de TCTL, relativement a I’ensemble de séquences divergentes d’un graphe bien temporisé, est
représentable comme une union d’états symboliques (cf. section 4.4).
L’inévitabilité bornée

Afin de simplifier la présentation nous considérons en premier lieu 'opérateur V<. La proposition
suivante montre que, pour un systeme bien temporisé T, la propriété :

il est inévitable de satisfaire @ avant ¢ unités de temps
évaluée sur ’ensemble des séquences divergentes de T, est équivalente a la propriété :
il nest pas possible de dépasser Uinstant ¢ sans avoir satisfail o avant

évaluée sur I’ensemble de toutes les séquences de T'.

Proposition 3.6 Soient T' = (Q,—,qr) un systéme bien temporisé, Q C Q et ¢ € N, ¢ > 0.
Alors,
[290(Q A 2 < )]y, =[2.(~Q Uz > )]y,

Preuve. Soient Q1 = [2.VO(Q A 2 < )], et Q2 = [~2.(~Q Uz > o)y, .

C Soit ¢ € Q1. Sans perte de généralité on peut supposer ¢(z) = 0. Pour toute séquence

i i
c=qbq > ...€Ap,

il existe (¢',i) € x(o) tel que ¢’ € Q et ¢'(z) < c. (3.1)
Supposons que ¢ € ()3. Dong, il existe une séquence & = ¢ s GLo...€Sret(d, k)e x(o)
tel que :

- ¢(z)>c, et
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I

— pour tout (¢”,7) < (¢, k), ¢"(z) > cou ¢’ € Q.

On a donc :

pour tout (¢”,7) 2 (¢, k), si ¢"(z) < calors ¢" ¢ Q. (3.2)
La séquence ¢ n’est pas forcement divergente. Or, T est bien temporisé. Donc, il existe
& € Ar telle que qtbo G1-..G ¥ est un préfixe de &.
De 3.1 on déduit :

il existe (¢',i) € x(6) tel que ¢’ € Q et ¢'(z) < c. (3.3)
On a deux cas :

1. Si(¢',1) 2 (¢, k) alors par 3.2 on a ¢’ € ), ce qui contredit 3.3.
2. Si (¢, k) =(q¢,7)alors ¢'(z) > ¢, ce qui contredit 3.3.

Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction.

Par conséquent, ¢ € (5.

Soit ¢ € Q3. Sans perte de généralité on peut supposer ¢(z) = 0. Alors, pour toute
séquence o € YX7(q),

pour tout (¢',7) € x(o),
si ¢'(z) > c alors il existe (¢”,7) = (¢, 1), tel que ¢"(2) < cet ¢’ € Q. (3.4)

Supposons que g € 1. Alors, il existe une séquence divergente ¢ € Ar(q) telle que

pour tout (¢’,4) € x(0), si ¢'(z) < c alors ¢’ ¢ Q. (3.5)
Or, o est divergente. Donc :

il existe (¢',i) € x(o) tel que ¢'(z) > c. (3.6)
A partir de 3.4 et 3.6 on déduit :

il existe (¢",7) < (¢',1), tel que ¢"(2) < cet ¢’ € Q. (3.7)

Mais 3.7 contredit 3.5. On aboutit & une contradiction.

Donc, ¢ € (4.

Par conséquent, 1 = @». [ |

Soit ¢ une formule de TCTL qui caractérise le méme ensemble d’états relativement a g et Ag.
La proposition 3.6 comporte deux résultats. Tout d’abord, elle construit une formule ¢’ en termes
de lopérateur U dont 'ensemble caractéristique est le méme que celui de la formule YO«
relativement aux séquences divergentes. De plus, elle établie le fait que si T  est un systeme bien
temporisé, ’ensemble caractéristique de ¢’ est le méme, soit calculé sur toutes les séquences, soit
calculé sur les séquences divergentes seulement.

A partir de la proposition 3.6 et du théoréme 3.2 nous avons le théoréme suivant.
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Théoréme 3.3 Soient T'= (Q, —, q1) un systéme bien temporisé, ¢ € N tel que ¢ > 0, et ¢ une
formule de TCTL avee [¢],. = Q. Alors,

[2¥O(p A 2 < 0)]p, = m2pX (2> ¢V Q> X)

Nous avons donc caractérisé les propriétés d’inévitabilité bornée exprimées au moyen de
lopérateur VO, En suivant les mémes idées il est possible de caractériser I'opérateur plus
général VU< . La proposition 3.7 montre que, pour un systeme bien temporisé T', la propriété :

il est inévitable de satisfaire @1 avant ¢ unités de temps, w1 V g €tant auparavant
continiment satisfaite

évaluée sur ’ensemble des séquences divergentes de T, est équivalente a la propriété :

il nest pas possible de ne satisfaire ni @1 ni w3 ou de dépasser linstant ¢ sans avoir
satisfail o avant Uinstant ¢

évaluée sur I’ensemble de toutes les séquences de T'.

Proposition 3.7 Soient T = (Q, —, q1) un systéme bien temporisé, Q1,Q2 C Q deux ensembles
caractéristiques et ¢ € N tel que ¢ > 0. Alors,

[2(QuVU Q2 A 2 < 0))]a, = [72(=Q2FU(=(Q1 V Q2) V 2> )]y,

Preuve. Soit @ = [2.(Q1 VU (Q2 A z <)), et Q =[-2-Q2U(~(Q1 V Q) V z > s,

C Suit de la méme maniere que C dans la preuve de la proposition 3.6.

U

Soit ¢ € @ Sans perte de généralité on peut supposer ¢(z) = 0. Alors, pour toute séquence
o € Yr(q), pour tout (¢',¢) € x(0), ¢ € Q1 V Q2 et ¢'(2) < ¢, ou il existe (¢",7) < (¢',1),
tel que ¢” € Q3 et ¢"'(2) < c.

Cest-a-dire :

pour tout (¢’,4) € x(0),
siq' Q1 V Q2oud(z)>c,
alors il existe (¢”,7) < (¢,1), tel que ¢" € Q3 et ¢"(2) < c. (3.8)

Supposons que ¢ ¢ Q. Alors, il existe une séquence divergente & € Ar(¢[z := 0]) telle que :

pour tout (¢',i) € x(a),
siq'€Qzet ¢(2) <e,
alors il existe (¢”,7) < (¢',1), tel que ¢" € @1 V Q3 et ¢"(z) < c. (3.9)

Or, o est divergente. Donc :
il existe (go, %) € x(7) tel que go(2) > c. (3.10)
De 3.8 et 3.10 on déduit :

il existe (g1,%1) < (go, %) tel que ¢1 € Q2 et ¢1(2) < c. (3.11)
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De 3.9 et 3.11 on déduit :

pour tout (¢’,¢) < (q1,11),
G € Qe () < c.
alors il existe (¢”,7) X (¢,1), tel que ¢" € Q1 V Q2 et ¢"(2) < c. (3.12)

De 3.8 et 3.11 on déduit :

pour tout (¢',4) < (q1,11),
sig @1V Qret ¢(2)<Le,
alors il existe (¢”,7) X (¢,1), tel que ¢" € Q2 et ¢"(2) < c. (3.13)

D’apresle lemme 3.1, on peut partitionner I'intervalle de temps [0, ¢1(2)] en n > 1 intervalles
I,..., I, tels que pour tout k = 1,...,n, tous les états ¢’ tels que (¢',i) < (q1,i1) et
q'(z) € I, sont, soit dans @3, soit dans Q1 A =Q3, soit dans =(Q1 V Q2).

De 3.11 et 3.12 on déduit qu’il existe un k tel que tous les états ¢’ tels que (¢, 7) € I sont
tels que ¢’ € Q1 V Q2. Soit k le premier indice tel que [} satisfait cette propriété. Donc :

pour tout [ < k, pour tout (¢”,j) € [;ona ¢’ € Q1 V Qs. (3.14)
Soit (¢',1) € Ix. De 3.13 on déduit :

il existe (¢”,7) < (¢, 1) tel que ¢" € Q2 et ¢"(z) € I}, avec h < k. (3.15)
De 3.11 on déduit :

il existe (¢"',m) < (q¢",j) tel que ¢ € Q1 V Q2 et ¢"'(z) € I} avec | < h. (3.16)

Ce qui contredit 3.14. On aboutit & une contradiction.

Done, g € Q.

Par conséquent, @) = Q. [ |

A partir de la proposition 3.7 et du théoréme 3.2 nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3.4 Soient T' = (Q, —, q1) un systéme bien temporisé, ¢ € N tel que ¢ > 0, et 1 et
w9 deux formules de TCTL avec [[@i]]AT = Q;, pour i =1,2. Alors,

[2.00 VU (02 A 2 < O)]p, = 720X (A(Q1 A Q2) V 2>V =Q20 X)

L’inévitabilité non bornée

Nous avons donc caractérisé 'inévitabilité bornée en termes de point fixe pour les systemes bien
temporisés. Nous montrons & présent comment caractériser 'inévitabilité en termes de point
fixe et de I'inévitabilité bornée. Comme nous ’avons fait précédemment, nous présentons tout
d’abord le cas particulier de 'opérateur V< pour lequel la preuve est plus simple. Nous traitons
ensuite le cas plus général.
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Proposition 3.8 Soient T' = (Q,—,qr) un systéme temporisé, )1 C Q un ensemble car-
actéristique et ¢ € N tel que ¢ > 0. Alors,

[VOQ1]A, = X.(Q1 V 2VO(X A 2 < 0))

Preuve. Soit @ = [VOQ1],,-

Tout d’abord, on prouve que ) est un point fixe de la fonctionnelle F' définie par :
F(X)=0Q1 V 2YO(X A 2<¢)

et ensuite que @) est le plus petit.

1. Soit Q = Qq V 2¥O(Q N z < ¢). Il faut montrer Q = ().

C Supposons ¢ &€ Q. Sans perte de généralité on peut supposer ¢(z) = 0. Donc, il existe
o € Ar(q), telle que pour tout (¢',7) € x(0), si ¢'(z) < ¢ alors ¢/ € Q. Par conséquent,
q ¢ . Donc, Q C Q.

D Soit g € @ Sans perte de généralité on peut supposer ¢(z) = 0.

Si g € Q1 alors ¢ € Q. Supposons que g € 2.YO(Q A z < ¢). Donc, pour tout o € Ar(g),
il existe (¢',1) € x(c) tel que ¢’ € Q et ¢'(2) < c.

Puisque ¢’ € @, il existe (¢",j) € x(o) tel que (¢',7) = (¢",7) et ¢ € Q1. Par conséquent
q€Q.
Donc, Q C Q.

2. Soit B=@Q1 V 2¥O(B A 2 <e).

Supposons ¢ ¢ B. Sans perte de généralité on peut supposer ¢(z) = 0. Donc, ¢ € Q1 et
q g z2NO(B A z<c).

Par conséquent, il existe o € Ar(q), telle que pour tout (¢',7) € x(o), si ¢'(z) < ¢ alors ¢’ ¢ B.

Or, o est divergente. Donc, il existe (¢',7) € x(o) tel que ¢'(z) = ¢ et pour tout (¢",7) < (¢',1),
q" & B. Par conséquent, pour tout (¢”,j) < (¢',i),on a ¢’ & Q4.

On peut reproduire pour ¢’ le méme raisonnement que celui qu’on a effectué pour ¢. On construit
ainsi une séquence divergente & € Ar(q) telle que pour tout (§,¢) € x(6), § ¢ Q1. La séquence
& est divergente puisque a chaque pas on construit un préfixe ol le temps avance ¢ unités de
temps. Par conséquent, ¢ € (). [ |

A partir de la proposition 3.8 et du théoréme 3.3 on a le théoreme suivant.

Théoréme 3.5 Soient T'= (Q, —, q1) un systéme bien temporisé, ¢ € N tel que ¢ > 0, et ¢ une
formule de TCTL avec [[c,o]]AT = Q. Alors,

[VOela, =X (Q V m2.uY (2 > c V =X Y))

La proposition 3.9 donne une caractérisation de I'inévitabilité dans le cas général. La preuve suit
de la méme maniere que celle de la proposition 3.8.
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Proposition 3.9 Soient T = (Q,—,qr) un systéme temporisé, Q1,02 C Q deuxr ensembles
caractéristiques et ¢ € N tel que ¢ > 0. Alors,

[[Ql YU QQ]]AT = ,MX(QQ V Z.(Ql YU (X ANz < C)))
A partir de la proposition 3.9 et du théoréme 3.4 nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3.6 Soient T' = (Q, —, q1) un systéme bien temporisé, ¢ € N tel que ¢ > 0, et 1 et
y deuzr formules de TCTL avec [pi]n, = Qi, pour i = 1,2. Alors,

[e1 VU o2, = pX(Q2 V —2.pY(=(Q1 V X))V z2>cV =X pY))

3.3.4 Les systemes bien temporisés

Etant donné qu’il est nécessaire que dans un systeéme temporisé la progression du temps ne puisse
pas étre bloquée, il est donc important de détecter si un systeme temporisé T' est bien temporisé.

D’apres la définition 3.6, un systeme T n’est pas bien temporisé s’il existe une séquence dans
Y1 dont un préfixe n’est préfixe d’aucune séquence divergente. Il doit exister alors un état a
partir duquel le temps dans aucune séquence ne dépasse une unité de temps. La proposition
suivante caractérise les systemes bien temporisés.

Proposition 3.10 Soient T' = (Q, —, q1) un systéme temporisé et ¢ € N tel que ¢ > 0. T est
bien temporisé si et seulement si @ C 2.3Cz = c.

Preuve.

= Soit T un systéme bien temporisé. Soit ¢ € Q. Sans perte de généralité on peut supposer
q(z) = 0. Donc, pour toute séquence o € Y7(q), tout préfixe de o est préfixe d’une séquence
divergente ¢ € Ar(q). Donc, il existe (¢,7) € x(@) tel que g(z) = ¢. Par conséquent,
g€ 230z =c.

< Supposons que T ne soit pas bien temporisé.

D’apres la définition 3.6, il existe un état go et une séquence o € X7(qo) dont un préfixe

ol = qgg> ... ¢ n'est préfixe d’aucune séquence divergente.

Supposons que ¢ € z.30z = ¢. Sans perte de généralité on peut supposer ¢1(z) = 0. Alors,
il existe une séquence & € X7(q1) et (g2, k) € x(7) tel que ¢2(2) = c.
Soit 62 = ¢ > ... > g2. On a qu’il n’existe aucune séquence divergente ayant o comme

préfixe, car sinon olo? et o' seraient préfixes d'une séquence divergente.

On peut reproduire le méme raisonnement pour gz. On construirait ainsi une séquence
divergente infinie olo?... € Ap; la divergence étant assurée car pour chaque o° le temps
avance une unité de temps. On aboutit une contradiction.

Done, ¢4 € 2.3Cz = ¢.
Par conséquent, Q ¢ 2.30z = c.
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3.4 Conclusions du chapitre

Les résultats de ce chapitre constituent les fondements de notre approche. En effet, nous avons
défini un opérateur “état suivant” pour les systemes temporisés a partir duquel il est possible de
caractériser les propriétés de possibilité et d’incvitabilité.

Nous avons montré que pour les modeles des systemes temps-réel, Uopérateur 3U s’exprime
comme un point fixe, essentiellement de la méme facon que dans le cas des modeles discrets.

Le deuxieme résultat montre que vérifier une propriété de vivacité bornée, sur les systemes
bien temporisés, se réduit a la vérification d’une propriété de sdreté. Autrement dit, p est
inévitable pendant ’exécution d’un systeme avant un certain temps ¢ s’il n’est pas possible que
—p soit vérifiée continiment pendant ’exécution durant plus de ¢ unités de temps.

Le troisieme résultat montre que les propriétés de wvivacité peuvent étre évaluées en termes
des propriétés de vivacité bornée : p est inévitable s’il est inévitable dans un temps fini.

Les résultats de ce chapitre constituent le noyau de ’algorithme de model-checking symbolique
pour TCTL que nous décrivons dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Model-checking symbolique

Nous abordons dans ce chapitre le probleme du model-checking pour TCTL qui consiste a calculer
les états du modele d’un graphe temporisé qui satisfont une formule de TCTL. Nous proposons
un algorithme de model-checking symbolique qui calcule I’ensemble caractéristique d’'une formule
de TCTL, relativement & I’ensemble des séquences divergentes d’un systeme bien temporisé.
Comme nous 'avons déja remarqué dans le chapitre 1, le principal probleme de ’approche
symbolique concerne la procédure de décision. En effet, dans ce cas, décider si un ensemble
d’états est inclus dans un autre consiste a décider si un prédicat en implique un autre. Afin
de résoudre ce probleme, nous proposons une représentation des ensembles caractéristiques des
formules qui est & la base d’une procédure de décision mise en ceuvre de maniere efficace.
L’algorithme de model-checking repose sur :

o les résultats du chapitre 3 qui concernent la caractérisation des opérateurs temporels au
moyen des points fixes, et

e une méthode de représentation des ensembles caractéristiques des prédicats d’état qui four-
nit un algorithme de décision.

La méthode de représentation des prédicats d’état est présentée en deux étapes. La premiere
étape consiste a donner une représentation des prédicats d’état au moyen de contraintes tem-
porelles. Donc, le probleme de décider si un prédicat d’état en implique un autre est réduit au
probleme de décider si une contrainte temporelle en implique une autre. La seconde étape
consiste a donner une méthode de décision pour les contraintes temporelles. Celle-ci est
basée sur une représentation des contraintes temporelles au moyen d’objets appelés matrices
de bornes [MB83, Dil89] dont les calculs sont effectués de fagon simple. Par conséquent, le calcul
d’une opération sur des prédicats d’état s’effectue sur leur représentation. Le résultat obtenu
représente aussi un prédicat d’état.

Les résultats de ce chapitre constituent le noyau de ’évaluateur mis en ceuvre dans 'outil

KRONOS [NSY92, NOSY92, 0Y92].

4.1 Représentation des prédicats d’état
Nous présentons dans cette section une méthode de représentation des ensembles caractéristiques

des prédicats d’états. Soient G = (5, H, I/, s1,6) un graphe temporiséet T' = (Q, —, ¢s) le modele
de G. G et T sont fixés dans cette section.

45
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4.1.1 Les états symboliques

Pour s, s’ € Set i,y € U(H), on dit que deux états symboliques (s, ) et (', 1') sont équivalents,
si [(s,)] = [(s,¢)], i.e., si s = s et 1 et ¢’ sont équivalentes.

Soient (s,) un état symbolique et (s,v) € [(s,%)]. Puisque (s,v) € Q, v satisfait aussi la
condition d’activité §, associée au sommet s. Par conséquent, on a [(s,¥)] = [(s,% A d5)]. On
dit qu’un état symbolique (s,v) est normalisé si ¢ implique &5, i.e., 1 est équivalent & ¢ A §,.

On dit que U,es(s,%5) est normalisé si (s, 4,) est normalisé pour tout s € 5. On définit les
opérations suivantes :

Uts,o0) A UGswh) = U (s,tbs A 0})

sES SES seS
UG ea v Uls,e) = Ul v o))
sES SES seS
- U(87¢5) = U(Sv_'lbs)
sES seS
(UGl =01 = [Js, 9z = 0])
sES seS

4.1.2 La fonction de représentation

Nous montrons a présent comment représenter ’ensemble caractéristique d’un prédicat d’état
par un ensemble d’états symboliques. Considérons tout d’abord I'exemple suivant.

Exemple 4.1 La figure 4.1 illustre le graphe du controleur de température présenté dans
I'exemple 2.2, ou les valeurs des parametres ty, t3 et 4, sont 10, 20 et 35, respectivement,
et les sommets sont étiquetés par des propositions. La proposition r indique que le contréleur a
recu l'ordre de réfrigérer et la proposition b indique que le controleur a commencé le mouvement
des barres.

Considérons, par exemple, le prédicat d’état r A 35 < z. Son ensemble caractéristique est
I’ensemble des états (s, v) tels que r € v(s) et 35 < v(2). Les sommets étiquetés par la proposition
r sont 1 et 5, on a donc :

[rA35<z] = {(s,v)]s=1A0v(z)=0A35<v(z)}
U{(s,v)| s=5 A v(y)=0 A 35<u(z)}

Par conséquent, 'ensemble caractéristique de r A 35 < z est représenté par ’ensemble d’états

symboliques suivant :
(LLz=0A35<2)UB,y=0 A 35< z)

Notons que cet ensemble d’états symboliques est normalisé. a

On définit une fonction de représentation D qui associe a tout prédicat d’état ¢ € ®(H) un
ensemble d’états symboliques. D est définie par induction sur la structure de ¢, de la facon

sulvante :
D(p) = U (690 | (s, false)
sES,pEv(s) s€S,pgv(s)
Dz <¢) = U(s,és ANz <c)

SES
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Figure 4.1: Graphe du controleur de température.

Dx—y=<c) = U(s,és ANx—y=<c)
sES
D(~¢1) = -DP(¢1) A [J(s,6)
sES

D(¢1 A ¢2) = D(¢1) A D(¢2)

Notons que D(¢) est normalisé. Nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.1 Pour tout prédicat d’état ¢ € ®(H), [¢] = [D()].

Preuve. Par induction sur la structure de ¢. [ |

4.1.3 La méthode de décision

Représenter les ensembles caractéristiques des prédicats d’état par des ensembles d’états sym-
boliques fournit une méthode effective pour décider si [¢1] C [¢2], pour ¢1, ¢z € ®(H).
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Proposition 4.2 Soient ¢1,¢2 € ®(H) tels que D(¢;) = U,es(s, ¥?), pour i =1,2. On a :

[¢1] C [¢2] ssi pour tout s € S, [v,] C [¥7]

La proposition 4.2 fournit un algorithme de décision pour les prédicat d’état qui repose sur
un algorithme de décision pour les contraintes temporelles.
4.2 Représentation des contraintes temporelles

Nous présentons dans cette section une méthode de représentation des contraintes temporelles.
Considérons par exemple la contrainte :

1<e<4NnNz<dbNz—2<0AN—2<2

Elle peut étre représentée au moyen de la matrice suivante :

0 x z
0 (ng) (_17§) (ng)
v (4,2) (0,<) (2,5)
z (5,5) (0,<) (0,5)

Chaque entrée de la matrice représente la borne supérieure de la différence entre deux horloges.
Par exemple, 'entrée M, est égale & (2, <) ce qui représente la contrainte # — z < 2. Il en va
de méme pour 'entrée M,,..

Les entrées My, et M, représentent les bornes inférieures et supérieures de ’horloge z. 0
est une “horloge” fictive dont la valeur est toujours 0. Ceci permet de représenter la borne
inférieure de # comme la différence 0 — xz < —1 et la borne supérieure de x comme la différence
x—0<4. 1l en va de méme pour z. Comme les valeurs des horloges sont toujours positives, la
borne inférieure de z est (0, <). Les éléments de la diagonale sont toujours égaux a (0, <).

La matrice M est appelée matrice de bornes [MB83, Dil89].

4.2.1 Les bornes

L’ensemble des bornes, noté B, est défini par :
B=7x{<,<}U{(-00,<),(0,<)}

Soit ¢ € N, on note B. le sous-ensemble des bornes (¢/, <) tels que la valeur absolue de ¢/, notée
abs(c’), satisfait abs(c’) < ¢, ou bien ¢’ € {—00,00}.

Les symboles de relation < et < sont totalement ordonnés : < est supposé strictement
plus petit que <. L’ordre total entre les symboles de relation et ’ordre total < sur les entiers
augmentés de {—o0, 00} de facon naturelle, induit un ordre total C sur I’ensemble B des bornes.

Pour tout (¢, <1), (€2, <2) € B, on définit :

(c1,<1) C (c2,<2)

si €1 < €3, 0u si ¢; = ¢g, si <7 est inférieure ou égal a <3. Notons que la borne (0o, <) satisfait
pour tout b € B, b C (o0, <).

Pour toute borne (¢, <) € B, =(c¢, <) est la borne (—¢, <) et (¢, <) est la borne (—¢, <). De
plus, —(¢, <) est la borne (—e¢, <).
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En lui ajoutant quelques opérations, I’ensemble B des bornes a une structure de demi-
anneau fermé [AHU74]. Un demi-anneau fermé est un tuple (A, &, ®,n,e) ot A est un ensemble
d’éléments, @ et ® sont deux opérations binaires sur A, et n,e € A, satisfaisant les propriétés
suivantes :

1. (A, @, n) est un monoide, i.e., A est fermé pour &, & est associative, et n est 1’élément
neutre pour & (a @ n = a). Egalement, (A, ®,e) est un monoide et e est 1’élément neutre
pour @. De plus, n est I’élément absorbant pour ® (¢ @ n = n).

2. @ est commutative et idempotente (a & a = a).
3. ® est distributive par rapport a 4.
4. P,cN @i existe et est unique.
5. (Bien ai) @ (Bjenbs) = B jen(a: © b)) = B (Bjenlai @ b))).
On définit sur B les opérations suivantes.
e Pour tout (¢1,<1),(c2, <2) € B, on définit :
(c1,<1) @ (e2,<2) = (¢1 + ¢, min(<q, <2))

ol + est la somme des entiers pour ¢1,¢9 € Z et pour ¢ € Z on a :

c+o0o = ™
c+(-x) = —x

xx+x =

o+ (—0) =
-0+ (—0) = —

Notons que :

— la borne (0, <) est I’élément neutre pour l'opération ®, i.e., (0, <) satisfait pour tout
ber (07§)®b:b7

— la borne (o0, <) est I’élément absorbant pour 'opération @, i.e., (00, <) satisfait pour
tout b € B, (00,<) ®b = (00, <).

e Pour tout by, by € B, on définit :
bl © bg = min(bl, bz)

Notons que la borne (o0, <) est I’élément neutre pour 'opération &, i.e., satisfait pour tout

beB, (0, <)®b=0b.
e De plus, on définit :

n = (00,<)
= (ng)

On peut vérifier que la structure (B, @, ®, n, e) est un demi-anneau fermé.
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4.2.2 Les matrices de bornes

Tout d’abord on définit H* = H U {0}. Soit M une matrice carrée de bornes sur H'. 1.’ ensemble
caractéristique de M, noté [M], est ’ensemble des valuations v € V telles que pour tout z,y €
HY, v(z) — v(y) < ¢ ot My, = (¢,<). Afin de simplifier la notation, par la suite on écrit
v(x) — v(y) < Myy.

L’ordre total C défini sur les bornes peut étre étendu de maniere naturelle aux matrices de
bornes. Pour tout paire de matrices M et M’,

MCM

si pour tout z,y € H!,
M., C M,

zy =

Par conséquent, si M C M’ alors [M] C [M'].
Les opérations ® et ¢ peuvent également étre étendues aux matrices de bornes de la facon
sulvante :

o Solent M et M’ deux matrices de bornes. M @ M’ est la matrice M” telle que pour tout
z,y € MY,
Mz, = @ M @ M,
zEHH

o Soient M et M’ deux matrices de bornes. M @ M’ est la matrice M" telle que pour tout
z,y € M,
Malvly = Ml’y ©® Malvy

e De plus, on définit les matrices N et E de la facon suivante. Pour tout z,y € HE,

E., - {e siz =y,

n sinon.

Nyy = n
Notons que :

— E est ’élément neutre pour ®, i.e., E® M = M pour toute matrice M,

— N est ’élément absorbant pour ®, i.e., N® M = N, et ’élément neutre pour @, i.e.,
N& M = M, pour toute matrice M.

Soit M P’ensemble des matrices de bornes définit par :
M={M|Vz e H" M,, C(0,<)}U{N}

On peut vérifier que la structure (M, $, @, N, E) est un demi-anneau fermé. Soit M € M une
matrice de bornes. On définit :

keN
ot M® = E et M**!' = M* @ M. Notons que pour tout z € H¥, M*, C e car M° = E. La
structure (M, @, @, *, N, E) est une algébre réguliére [Dil89].
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Remarque 4.1 Soit M € M, M # N, tel que [M] # 0. On a (0,<) T M,,, pour tout = € H*.
En effet, si nous supposons le contraire, puisque [M] # 0, il existe une valuation v € [M] et
donc v est telle que v(z) —v(z) < 0, ce qui est une contradiction. Par conséquent, (0, <) = M,,.
O

Exemple 4.2 Soit 1 et 15 les contraintes :

P = 2<zANz<1Az—y<3)
Py = (<3 ANy<HAy—2z<]1)

Soit My et My les matrices correspondantes & @y et o, respectivement. My @ M, est :

0 x z 0 x z
0 (0,<) (=2,<) (O,yé) (0,<) 0 (0,<) (0,<5) (ané) (0,<)
z (00, <) (0,€) (3,5) (00, <) | & | & (3,5) (0,€) (00,<) (00,<)
Y (OO,<) (oo,<) (ng) (OO,<) Yy (57§) (OO,<) (ng) (17<)
z (1,<) (00,<) (o0,<) (0,%) z (00,<) (00,<) (00,<) (0,5)
c’est-a-dire :
0 x Y z
0 (ng) (_27<) (ng) (ng)
v (3,<) (0,€) (3,5) (00,<)
Y (57§) (oo,<) (ng) (17<)
z (1,£) (00,<) (00,<) (0,%)
qui correspond a la contrainte 11 A 1)s. a

En effet, comme Dillustre 'exemple, 'opération @& sur les matrices de bornes coincide avec
I'intersection des ensembles caractéristiques. Autrement dit, si ¢ et ¢’ sont deux contraintes
représentées par les matrices M et M’, alors la contrainte ¢» A 1’ est représentée par la matrice
M @ M’'. Nous avons donc la proposition suivante.

Lemme 4.1 Pour tout M, M’ e M, [M & M'] = [M]n[M'].

Preuve. Soit M la matrice M & M'.

IN

D’apres la définition de @, ona M" E M et M" C M'. Donc, [M"] C [M]et [M"] C [M'].
Par conséquent, [M"] C [M] n[M'].

IN

Soit v € [M]N[M']. On a, pour tout z,y € H*, v(x) — v(y) < Myy et v(z)— v(y) < M,.
Donc, v(z) — v(y) < Myy b M,,. Par conséquent, v € [M"].

Par conséquent, [M & M'] = [M]n [M']. ]

Exemple 4.3 Soit 1 la contrainte temporelle :

1<a<4AnAl1<z<5Az—2<0AN2z—2<2 (4.1)
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La matrice M de % est :

0 x Z
0 (ng) (_17§) (_17§)
p(hS) (0.9) (29)
2 (5.2) (0.9)  (0.5)
M @ M est la matrice M’ :
0 x Z
0 (ng) (_17§) (_17§)
v () (0.9)  (29)
2 () (0.9 (0.<)
dont la contrainte associée est :
1<a<4AnAl1<z<4nz—2<0AN2z—2<2 (4.2)

Les contraintes 4.1 et 4.2 sont équivalentes. En effet, 4.2 peut étre obtenue de 4.1 de la facon
suivante. De :

z—z < 0 (4.3)
r < (4.4)

on déduit
z < 4 (4.5)

La contrainte 4.3 correspond a :

M., = (0,<)
et la contrainte 4.4 correspond a :

M, = (4,5)
La contrainte 4.5 correspond au calcul :

M.y @ Mo = (4,5) (4.6)
De plus, la contrainte z < 5 correspond a :

M. @ Mg = (5,5) (4.7)
De 4.6 et 4.7, par application de ’opération 6, on obtient alors :

o= (45

Donc, appliquer 'opération ® a la matrice M revient a déduire la contrainte implicite z < 4 de
la contrainte 4.1. a

Cet exemple montre que plusieurs contraintes différentes peuvent représenter le méme en-
semble de valuations & cause des contraintes implicites. Ces contraintes peuvent étre détectées
a 'aide de opération ®. Mais, comme le montre ’exemple suivant, appliquer une seule fois
l'opération ® ne suffit pas pour détecter toutes les contraintes implicites.
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Exemple 4.4 Soit M la matrice de bornes de la contrainte temporelle :
v = 2<ae Ay<bAhz—y<lAy—z< -4

Donc, M est la matrice :

0 x z
0 (ng) (_27§) (Ovyg) (ng)
z (00,<) (0,<) (1,£) (o0,<)
Y (57<) (oo,<) (ng) (_47§)
z (00,<) (00,<) (00,<) (0,X)

Donc, M?2=M®® M est :

0 x Y z
0 (ng) (_27§) (_17§) (ng)
x (67<) (ng) (17§) (_37§)
Y (57<) (37<) (ng) (_47§)
7 (00,<) (00, <) (00,<)  (0,%)

Notons que Mgz = (0, <) ce qui correspond a 0 < z. Pourtant, & partir de 7 on peut déduire
5 < z. En effet, a partir de :

y—z < -4

r—y < 1
on déduit :

x—z < =3
et, puisque

—x < =2
on déduit

—z < =5

Soit M3 = M?* @ M, M? est la matrice :

0 x Y z
0 (ng) (_27§) (_17§) (_57§)
x (67<) (ng) (17§) (_37§)
Y (57<) (37<) (ng) (_47§)
z (00,<) (00,<) (00,<) (0,<)

M? est telle que MSZ = (=5, <). Donc, deux applications de @ sont nécessaires pour détecter la
contrainte implicite 5 < z.

De plus, M3 satisfait M> = M3@M. M3 peut donc étre considérée comme une représentation
canonique de M? ne contenant pas de contraintes implicites. a
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En effet, toute matrice peut étre mise sous forme canonique comme illustré dans 'exemple.
Tout d’abord, il faut choisir une matrice pour représenter de maniere unique 1’ensemble vide,
Pour ceci, nous choisissons la matrice O telle que pour tout z,y € HE,

O,y = (-0, <)
Pour tout M € M, la forme canonique de M est la matrice définie par :

_fo sipm=o.
ef (M) _{ M* sinon.

Remarque 4.2 Soit M’ = cf(M). Pour tout z,y, 2 € H*, M’ satisfait M;, C M, ®M,,. O
L’opération ® satisfait la propriété suivante.
Lemme 4.2 Pour toute matrice M € M, si [M] # 0 alors [M @ M] = [M].

Preuve. Si M =N, alors M @ M = M et par conséquent [M @ M] = [M].

Supposons M # N. Soit M’ la matrice M ® M. Or, pour tout z,y € H", on a M, =
@ZeHﬁ Macz ® sz-

C Or, d’apres la remarque 4.1, M,, = (0,<) pour tout z € H!. Donc, My, ® My = My,.
Par conséquent, M;, C M, et donc M'E M. On a donc [M'] C [M].

D Soit v € [M]. Or, pour tout z,y € H*, v(z) — v(y) < M,,. Or, pour tout » € H¥,
v(z)—v(z) < My, et v(2)—v(y) < M,,. Donc, pour tout z € H*, v(2)—v(y) < M. @ M,,.
Ce qui donne, v(2) — v(y) < D.ent My @ M.,. Par conséquent, v(z) — v(y) < M,, et
v € [M']. On a donc [M] C [M].

Par conséquent, [M © M] = [M]. ]

Corollaire 4.1 Pour toute matrice M, si [M] # 0 alors pour tout k > 1, [M*] = [M].
Le lemme suivant dit que les matrices M et cf(M) sont équivalentes.
Lemme 4.3 Pour toute matrice M, cf(M) satisfait [M] = [ef(M)].

Preuve. Si[M] =0, alors cf(M) = O. O satisfait [O] = (). Donc, [M] = [O].

Si [M] # 0, alors cf(M) = M*. Or, par lemme 4.1 [P,y M*] = Npen [MF]. D’apres le
corollaire 4.1, [M*] = [M] pour tout k > 1. Donc, [ef(M)] = [E] N [M]. Par conséquent,
[ef(M)] = [M]. =

Le lemme suivant montre que si [M] # @, M* est la plus petite matrice qui a le méme
ensemble caractéristique que M.

Lemme 4.4 Pour tout M, M', si [M] =[M'] #0 et M = M* alors M C M'.
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Preuve. (cf. [Dil89]) La preuve suit de la maniére suivante : on suppose le contraire et on
trouve une valuation v telle que v € [M] mais v ¢ [M'], ce qui contredit 'hypothese que M et
M’ sont équivalents.

(1) Supposons que M [Z M’. Alors, ils existent x,y € H' tels que M, C Myy. Or, My, =
M., =(0,<), et donc z et y doivent étre différentes.

Supposons que Myy = (Coy, <ay)y Myz = (Cyz, <yz ), My, = (s <iy)-
Posons ¢t = [max(céy, —Cyz) + C2yl/2.

Or, (0, <) C (€py, <zy) + (€ye, <yz). Donc, on a deux cas :

: /
e Soit —cy, < ¢gzy. Donc on a max(cl,,, —cye) <1 < Cpy.
: _ _ _ / / _ _
o Soit —cyp = Cpy et <=<yp==<yy. Or, ¢, < czy. Done, max(cy,, —Cys) = —Cyp = czy. Par
conséquent, on a t = cgy.
Dans les deux cas on a t < M, et —t < M,,,, mais par contre, ¢ 4 Méy.

(2) La valeur ¢ peut étre utilisée & présent pour construire une valuation v telle que v € [M]
mais v € [M']. La valuation v est construite de la facon suivante.

Pour z, v(z) = t et pour 0 et y, v(0) = v(y) = 0. Supposons que v est définie pour H% C H!
et satisfait pour tout z,w € M4, v(z) — v(w) < M.,,. Soit ¢ H:. 1 faut trouver une valuation
appropriée pour v(r), qui doit satisfaire :

o v(r)—v(z) < M., et

o v(w)—v(r)< My,.
Donc, une telle valeur existe si et seulement si (v(w)—v(z), <) C My, @ M,.. Or, cette inéquation
est valide puisque v(w) — v(z) < M,,, et, d’apres la remarque 4.2, M,,, T M,,, @ M,..
Par conséquent, la valuation v ainsi construite satisfait v € [M] mais v € [M']. On aboutit donc

a une contradiction. Par conséquent, M T M'. [ |

La proposition 4.3 dit que toutes les matrices équivalentes ont la méme forme canonique. La
proposition 4.3 suit des lemmes 4.3 et 4.4.

Proposition 4.3 Pour tout M, M’,

[M] =[M'] ssi ef(M)=cf(M')

Preuve. Sicf(M) = cf(M’) alors par lemme 4.3 on a [M] = [M].

Si [M] = [M'] = 0 alors c¢f(M) = ef(M’) = O par définition. Si [M] = [M'] # 0 alors par
lemme 4.3 on a [cf(M)] = [ef(M')]. Or, ef(M)* = ef(M). Donc, par lemme 4.4, cf(M) C
cf(M’). Par symétrie, cf(M') C cf(M). Par conséquent, cf(M) = cf(M’). ]

Pour toute matrice M, la matrice ¢f(M) peut étre calculée par 'algorithme de Floyd-
Warshall [AHUT74]. Ceci permet aussi de déterminer si ’ensemble caractéristique de M est vide.
En effet, si la matrice obtenue par application de ’algorithme de Floyd-Warshall est telle qu’un
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élément de la diagonale est inférieur & (0, <), d’apres la remarque 4.1, 'ensemble caractéristique
de M est vide.

Nous avons donc un moyen effectif de déterminer si deux matrices sont équivalentes. La
complexité de I'algorithme de Floyd-Warshall est O(|H*|?).

4.2.3 La fonction de représentation des contraintes temporelles

Nous donnons ici une représentation des contraintes temporelles au moyen d’ensembles de ma-
trices, ce qui permet ensuite de décider si deux contraintes ) et w9 sont équivalentes. Tout
d’abord, nous introduisons quelques définitions.

Ensemble caractéristique et forme canonique

Soit K C M un ensemble de matrices. Les définitions d’ensemble caractéristique et de ’opération
cf sont étendues de facon naturelle :

[£] = U [M]
MeK
cf(K) = {cf(M)|M e K A cf(M)+# O}

Pour K C M, K est 'ensemble de matrices qui satisfait [K] = [K] et pour tout K’ C M tel
que [K]=[K']ona K' C K. C’est-a-dire, K est le plus grand ensemble de matrices équivalent
a K.

La matrice universelle

On définit la matrice U C M telle que pour tout z,y € HH,

U — (0,<) siz=youz=0,
] (00,<) sinon.

Donc, [U] est I’ensemble de toutes les valuations. Autrement dit, la matrice U représente la
contrainte true.

L’opérateur d’initialisation d’horloge

On définit sur les matrices de bornes 'opération d’initialisation d’horloge. Pour ce faire, on
définit tout d’abord l'opération suivante. Soient M € M,z € H et M' = cf(M). M | x est la
matrice O si M’ = O, sinon cf(M") ott M"” est la matrice :

M = (O,S) siy==xet z=0,
v 1 M,, sinon.

La matrice M | x satisfait la propriété suivante.
Lemme 4.5 Pour toute valuation v € V, v € [M | z] ssi v(z) =0 et v € [M].

Preuve. Si M’ = O, alors [M] = [M | z] = 0 et donc la propriété est valide.
Supposons que M’ # O, ce qui est équivalent & [M] # 0.
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= Soit v € [M | z]. Par définition v € [ef(M")]. Donc, d’apreés la proposition 4.3, v € [M"]
et v(y) —v(z) < M.

1l faut distinguer deux cas :
1. Soit yz # 20. Donc, par construction, v(y) — v(2) < M,,. Or, M" = cf(M). Donc,
d’apres la proposition 4.3, v(y) — v(2z) < M,..

2. Soit yz = 0. D’apres le lemme 4.4, cf(M") T M" et donc v(z) — v(0) < MY,. Or,
par construction, My = (0, <). Donc, v(x) — v(0) < 0, et par conséquent, v(z) = 0.

De plus, v(0) —v(z) = 0 < My,. Or, [M'] # 0, donc (0,<)C My,. Or, M' = cf(M),
donc, d’aprés le lemme 4.4, M!y T M,o. Par conséquent, (0,<) T M,p et donc
v(z)—v(0)=0< M.

On a donc v(z) =0 et v € [M].
< Soit v € [M] telle que v(z) = 0. Or, M’ = ef(M) et donc, d’aprés la proposition 4.3,

v € [M']. Par construction, v € [M"]. Donc, d’aprés la proposition 4.3, v € [ef(M")].
Par conséquent, v € [M | z].

On définit & présent I'opération d’initialisation d’horloge. Soient M € M, z € H et M’ =
M |x. M[z := 0] est la matrice O si M’ = O, sinon M" ou :

Y (0,<) siy=axouz=0,
v o My, sinon.

La matrice M[x := 0] satisfait la propriété suivante.

Lemme 4.6 Pour toute valuation v € V, v € [M[z := 0]] ssi v[z := 0] € [M].

Preuve. (=) Soient v € [M[z :=0]] et v' = v[xz := 0]. Donc, par construction, v' € [M | z].
D’apres le lemme 4.5 on a v’ € [M].

(<) Soient v,v" € V tels que v/ = v[z := 0] € [M]. D’apres le lemme 4.5 on a v’ € [M | z].
Donc, par construction, v' € [M[x := 0]]. ]

L’opération d’initialisation d’horloge est étendue aux ensembles de matrices de la facon suiv-
ante. Soient K C M et z € H, K[z := 0] est :

K[z:=0] = U Mz := 0]
MeK

Le corollaire 4.2 est une conséquence du lemme 4.6.

Corollaire 4.2 Pour toute valuation v € V, v € [K[z := 0]] ssi v[z := 0] € [K].
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Le complément d’une matrice

Soient M, M’ € M, tels que M' = cf(M). —-M est ’ensemble {U} si M’ = O, sinon
Uzzyens M7Y oli pour tout z,w € HE,

WY — M, siz=zetw=y,
i U,, sinon.

Donc, =M représente le complément de M. En effet, nous avons la propriété suivante.

Lemme 4.7 Pour toute valuation v € V, v € [-M] ssiv & [M].

Preuve. Supposons cf(M) = O. Donc, [M] = 0. Par construction, [-M] = V. Par
conséquent, la propriété est valide.

Soit M" = cf(M) # O.

= Soit v € [-M]. Par construction, ils existent z # y € H* tels que v € [M*¥]. Donc,
v(x) — v(y) < ~M,,, et par conséquent v(y) — v(x) A M,,. Donc, v & [M'] et d’apres la
proposition 4.3, on a v € [M].

< Soit v ¢ [M]. D’apres la proposition 4.3, v & [M']. Donc, ils existent z # y € H!, tels que
v(y) —v(x) A M,,. Par conséquent, v(z) — v(y) < ~M,, et v € [M¥].

Conjonction, disjonction et négation

Soit Ky, K9 C M. On définit :

Kyv Ky = KUK,
Ky NKy = {Ml B M, | M, € K;,1= 1,2}
-K = /\ —|M1
MieKy

Le lemme suivant est une conséquence des lemmes précédents.

Lemme 4.8 Soient K1, Ko C M etveV.

1. v e [[](1 V ](2]] SSL v E [[](1]] U [[](2]].
2. vE [[](1 A ](2]] SSL v E [[](1]] N [[](2]].
3. v e [~Kq] ssiv & [K4].

La proposition 4.4 suit du lemme 4.8.
Proposition 4.4 Pour tout K1, Ky C M,

[[](1]] C [[](2]] 851 Cf([(l A _|](2) = @
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Soit ¢ € N. On note M, le sous-ensemble des matrices de bornes définies sur B.. La
proposition 4.5 suit des lemmes précédents.

Proposition 4.5 Pour tout ¢ € N, M, satisfait les propriétés suivantes :

1. M. est fini.

2. Pour tout Ky, Ky € M. ona: Ky V Ky C M, Ki N Ky C M., -Ky C M., K{[z :=
0] € M..

Pour toute matrice K C M., on note K¢ I’ensemble de matrices K N M., c’est-a-dire, Ke
est le plus grand ensemble de matrices équivalent & K qui est inclus dans M..
La fonction de représentation

Pour toute contrainte temporelle ¢ € ¥('H) on définit R(+)) C M par induction sur la structure
de 1 de la facon suivante.
Pour la contrainte true :

R(true) = {U}
Pour la contrainte = < ¢, R(z < ¢) = {cf(M)} ot M est tel que pour tout y,z € HF,

¢, <) siy=zetz=0
M, = (&) ’
vz {Uyz sinon.

Pour la contrainte  —y < ¢, R(z —y < ¢) = {cf(M)} olt M est tel que pour tout z,w € HE,

Mzw:{ (¢, <) s%z:xetw:y,
U,, sinon.

Pour la contrainte -y :
R(=¢1) = ef(=R(¢1))
Pour la contrainte ¢4 A 1y € U(H) :
R(¥1 A h2) = ef(R(¢1) A R(1b2))
Pour la contrainte ¢ V 1y € U(H) :
R(1 V tb2) = R(¢1) V R(tb2)
La proposition 4.6 suit des lemmes et propositions précédents.

Proposition 4.6 Pour toute contrainte temporelle ¥ € W(H), [¢] = [R(¥)]-

La fonction de représentation peut étre étendue a 'opérateur d’initialisation d’horloge. Pour

Y € Y(H) et @ € H, on définit :
R(1[z :=0]) = R(¢1[x :=0])
D’apres le corollaire 4.2 on a la proposition suivante.

Proposition 4.7 Pour toute contrainte temporelle v € V(H) et z € H, [¢[z:=0]] =
[R(¢[z:=0]].
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La proposition suivante est une conséquence de la proposition 4.5.

Proposition 4.8 Soit 11,1y € V(H) et soit ¢ € N une constante telle que, pour i = 1,2,
R(¢i) S M.. Ona:

1 R(dr V) € M.

2. R(le A h2) C M,
R(i]z = 0]) C M.,
R(=t1) C

La représentation des contraintes temporelles au moyen des unions de matrices de bornes
donne une méthode effective pour décider si I'ensemble caractéristique de )y est inclus dans
I’ensemble caractéristique de . En effet, la proposition suivante suit des propositions 4.4
et 4.6.

Proposition 4.9 Pour tout 1,15 € U,

[1] C [we] ssi ef(R(v1) A ~R(2)) =0

Finalement, a partir de R(%) il est possible de construire une contrainte temporelle 1’
équivalente a 1. La contrainte 1)’ est obtenue comme la disjonction des contraintes correspon-
dantes a chacune des matrices de R(1). En effet, soit 7’ la contrainte :

\V  vwm

MeR()

ol s est la contrainte :

/\ —Mp, < < Mg A /\ =y < Mgy
zEH r#yeEH

Nous avons [¢] = [¢'].

4.2.4 La fonction de représentation des prédicats d’état

La fonction de représentation définie pour les contraintes temporelles peut étre étendue naturelle-
ment pour les prédicats d’état. Soit ¢ € ®(H) tel que D(¢) = U,cs(5,%s). On note R(D(¢))

I’ensemble des matrices utilisées dans la représentation de ¢ :

R(D(¢)) =\ R(1s)

SES

La proposition suivante est une conséquence de la proposition 4.8.

Proposition 4.10 Soit ¢1,¢; € ®(H) et soit ¢ € N une constante telle que, pour i = 1,2,
R(D((bﬂ) CM. Ona:
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4.3 Le calcul de 'opérateur >

Nous présentons dans cette section une méthode effective de calcul de 'opération ()1 > )2 ou (¢
et ()5 sont des ensembles caractéristiques de deux prédicats d’état. La méthode est basée sur la
représentation de Q1 et ()2 par des ensembles d’états symboliques de la forme J ¢ g(s, zbz,), pour
1=1,2.

Soient G = (5, H, F/,s1,6) un graphe temporisé et T' = (Q, —, q) le modele de G. G et T
sont fixés dans cette section. Soient () et ()3 deux prédicats d’état. D’apres la définition 3.9,
calculer (J1 > ()2 consiste & déterminer :

e tous les prédécesseurs instantanés des états de ()9, i.e., tous les états de (o plus tous ceux
qui peuvent atteindre un état de ()5 par une transition qui correspond a franchir un arc du
graphe G, et

e tous les prédécesseurs temporels de ces derniers, i.e., tous les états qui peuvent atteindre
un prédécesseur instantané d’un état de ()9, par une transition temporelle, telle que tous
les états intermédiaires sont dans )1 ou ().

4.3.1 Les prédécesseurs instantanés

Soit s1,89 € 5 deux sommets de G, e = (sy,a,%, H',s5) € E un arc de G de sy vers s3. Soit
(s2,12) un état symbolique. On définit :

pree(827¢2) = (817¢ A 651 A (¢2 A 652)[H/ = 0])

c’est-a-dire, pre (sz,12) est I’état symbolique qui caractérise les états prédécesseurs des états
caractérisés par (sg, 1), par une transition instantanée a travers l’arc e. Notons que pre_(sz, ¥2)
est normalisé.

Exemple 4.5 Considérons le graphe temporisé du controleur illustré par la figure 4.1. L’état
symbolique qui caractérise les prédécesseurs instantanés de 1’état symbolique (5,y =0 A 35 < z)
par Parc de 2 vers 5, est calculé comme suit :

pregs(y =0 A 35 < 2) =

= (y<10A (y=0A35<2)y:=0])
= (y<10A(0=0 A 35 < 2))

= (y<10 A 35<2)

L’ensemble de valuations caractérisé par la contrainte preys(y = 0 A 35 < z) est illustré par la
figure 4.2 a

Pour un état symbolique (s, ), on définit :

pre(s, ) = U pre(s, )

eely

c’est-a-dire, pre(s,1) est I’ensemble des états symboliques qui caractérisent les prédécesseurs
instantanés des états caractérisés par (s, 1), par une transition a travers un arc e du graphe G.

Exemple 4.6 Pour I’état symbolique (5,5 =0 A 35 < z), on a:
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Z
S
y <10,y :=
35 35 )
0 10 y 0 y
sommet 2 sommet 5

Figure 4.2: pre,s(y =0 A 35 < 2).

e Pour ’arc de 2 vers 5 :

pregs(5,y =0 A 35 < 2)=(2,y <10 A 35 < 2)
e Pour ’arc de 3 vers 5 :

press(5,y =0 A 35 <2)=(3,y <20 A 35< 2)

Par conséquent, pre(5,y =0 A 35 < z) est :

(2,y <10 A 35< 2)U(3,y<20 A 35< )

Lemme 4.9 Pour tout état symbolique (s,1),
[pre(s,v)] = {(s',v") | Jv € V,a € Act. v satisfait ¢ et (s',v') % (s,v).}
Preuve.

C Soit (&',v") € [pre(s,®)]. Donc, il existe e = (s',a,¢',H',s) € E tel que (s',v") €
[pre.(s,)]. Or, par définition, pre.(s,v¥) = (s,¥" A by A (¢ A 65,)[H' := 0]). Par
conséquent, v satisfait ' A 6y A (¢ A 65,)[H' := 0]. Soit v = o'[H’ := 0], donc v
satisfait 1 et 6,,. Par conséquent, d’apres la sémantique des graphes temporisés, on a
(s, v") 2 (s,0).
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D Soient (s,v') et v tels que v satisfait ¢ et (s’,0') = (s,v). Donc, il existe e =
(s'a, ' H' sy € F tel que v satisfait ¢’ et v = v/[H’ := 0]. De plus, v’ satisfait 6y et,
puisque v satisfait ¢ A 65, on a v’ satisfait (¢ A 8;)[H’ := 0]. Donc, (s',v") € [pre.(s, )]
et par conséquent, (s',v") € [pre(s,)].

4.3.2 Les prédécesseurs temporels

Soient (s,11) et (s,13) deux états symboliques. On définit :

(8,01) be (8,92) = (8, F € RTL((h2 A &) 1 AV <81 V ) + 1))

c’est-a-dire, (s,11) > (s,12) caractérise les états prédécesseurs des états caractérisés par (s, 1q),
par une transition temporelle telle que toutes les valuations intermédiaires satisfont ¥ V 5.
Notons qu’il n’est pas nécessaire d’imposer la condition é§, pour les instants ¢ < ¢ car ¢, est
fermée en arriere (cf. définition 2.4) et par conséquent, si é5 est satisfaite a I'instant ¢, elle est
aussi satisfaite a tout instant ¢’ < ¢.

La proposition suivante assure que (s,11) > (s, 12) est en effet un état symbolique.

Lemme 4.10 Soient 11,12 € V(H). Il existe ¢ € V(H) tel que
[] = [3t € RT.((2 A 85) +1 AV <11 V 2) + )]

La preuve du lemme 4.10 est donnée dans la section 4.3.4. Celle-ci consiste a montrer que
les quantificateurs peuvent étre éliminés et que le résultat obtenu est une contrainte temporelle
1 € U(H). Nous illustrons les idées essentielles avec un exemple.

Exemple 4.7 Soit 1/ et 15 les contraintes temporelles suivantes :

P = (0<zVvVO0<y)
Py = (y<10 A 35 < 2)

Pour le sommet 2 du graphe du contréleur de température illustré par la figure 4.1, ’état sym-
bolique (2,11) >; (2,13) est calculée de la facon suivante. En appliquant la définition ci-dessus,
on obtient :

FHERT.((y+t<I0A35<z+1) A
Vi <t((0<a+t VO<y+t)V(y+t' <10 A3 < z+1))) (4.8)

Le quantificateur universel peut étre dualisé en un quantificateur existentiel. On obtient donc :
—F ERT.(<tA-(0<a4+t VO<y+t)A-(y+t' <10 A35<z+41))
qui est équivalent & :

-3 eRT. (' <tAaz+t<O0AN10<y+1 <0)
A
-3 eRT. (<t Aa+ <0OANy+<0N 2+ <35)
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qui est équivalent & :
W eRT.(<tNna+t! <OANy+t<O0A 24+t <35) (4.9)
Il est possible d’éliminer le quantificateur. De 4.9 on déduit :
0<t<tAt < —a ANt <—ynt <35-2
d’ott on déduit :
r<0AYy<0A2<35
dont la négation est :
0<zVvO<yVv3h<z (4.10)
Donc, de 4.8 et 4.10 on obtient :
JeRM(y+t<1W0A3<z+tA(0<azVO<yV35<z)
et le quantificateur est éliminé par la méme procédure. Le résultat obtenu est alors :
(y<10Ay—2<-25A(0<2zVO0O<yV35<z))

L’état symbolique (2,11) >, (2,1)2) est illustré par la figure 4.3. O
Le lemme 4.11 suit immédiatement de la définition de 'opérateur ;.

Lemme 4.11 Soient (s,11) et (s,12) deuz états symboliques.
[(s,v1) 1 (5, 02)] = {(5,0) | 3t € R (5,0) = (s, 0+1) Ao+t € [a] AV < 1o+t € [t V o]}

4.3.3 Les prédécesseurs en un pas

A partir des opérateurs pre et vy il est possible a présent de calculer ’ensemble caractéristique
de [¢1] v [¢2] pour deux prédicats d’état ¢y et ¢o.

Soient ¢1, ¢y € ®(H) tels que D(¢;) = U,eg(s, ¥L), pour i = 1,2, et P I'ensemble des états
symboliques défini par :

PS = {(57¢ A Qb;) | 3(8/7¢Z’)‘ (Svlb) € pre(8/7¢3/)}

c’est-a-dire, P, caractérise les états (s,v) qui satisfont ¢y a partir desquels il est possible
d’atteindre un état (s, v') qui satisfait ¢y en franchissant un arc e du graphe. Soit & la contrainte
temporelle définie par :

£ = \/ (0

(s)EP;
On définit :
UG vd) & U (s, 09) = (U (s, 95) e (5,66 v 02)

SES SES seS

Le lemme suivant est une conséquence des lemmes 4.9 et 4.10.

Lemme 4.12 Soient ¢1,¢p2 € ®(H). D(¢p1) bD(¢p2) est un ensemble d’états symboliques de la
Jorme U,es(s,1).
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/
v

| — y<10A35<z

0<y<10AYy—2< =20 AN 2<35

sommet 2

Figure 4.3: (2,11) vy (2, 12).

Proposition 4.11 Soient ¢1, 2 € ®(H).

[¢1] v [¢2] = [D(¢1) &D(¢2)]

Preuve. Pour i = 1,2 soit D(¢;) = U,es(s, ¥?).

<

I

Soit (s,v) € [¢1] > [#2]. Ts existent (s',v’) € [p2] et ¢t € R, tels que (s,v) 5 (s',v") et pour
tout t' <+, (s,v+1') € [d1] U [d2]-

Par conséquent, d’apreés le lemme 4.9 on a (¢, v") € [(¢/,92)] et (s,v +t) € [pre(s, ¥2)].

De plus, (s,v+ 1) € [(s,9¥! VvV ¥2)], et donc (s,v + 1) € [(s,& V ¥?)]. Par conséquent,
d’aprés le lemme 4.11 on a (s,v) € [(b4s,& V ¥2)].

On a donc, (s,v) € [D(¢1) &D(¢2)].

Soit (s,v) € [D(¢1) &D(¢2)]. Par définition, on a (s,v) € [(s,¥}) > (s,& V ¥2)].
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D’aprés le lemme 4.11, il existe ¢ € RT tel que (s,v) L (s,v+1) et v+t €&V 2]
et pour tout ¢’ < ¢, v+t € [WUE& Vv ©2]. O, [&] C [#1]. Donc, pour tout ¢’ < ¢,
v+t € [Y; U]

On distingue deux cas :

— Soit v+t € [¥?]. Donc, on a (s,v+1) A (s,v+1), et par conséquent, (s, v) 5 (s,v+1).

— Soit v+t € [£]. Donc, d’apres le lemme 4.9, il existe (s, v') tel que (s,v41) A (s',v").

Par conséquent, (s,v) S (s',0").

Donc, (s,v) € [¢1] & [¢2]-

Exemple 4.8 Considérons le graphe temporisé du controleur de température illustré par la
figure 4.1. Soit @)1, (2 tels que :

On a:

et

@1 = (0,true)U(l,z=0)U(2,z>0V y>0)U
(3,y<20)U (4,y <35)U(5,y =0) U (6, true)

Q2 = (5,y=0A35<z2)

pre(@Q2) = (2,y<10A35<2z)U(3,y<20 A 35< z)

(2,2>0V y>0)5; (2,9 <10 A35< 2) =

= 2,y<10ANy—2<=-25A(z>0Vy>0V35<z))
(3,y<20)p¢(3,y<20 A 35< 2) =

= (3,y<20 A y—z< —15)

(5,y=0)o; (5,y=0A35<z) =

= (5y=0A 35<z)

Par conséquent :

@1 Q2 =
= 2,y<10ANy—2<=-25A(z>0Vy>0V35<z))
UB,y <20 Ay —z < —15)
UGG,y =0 A 35 < )
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4.3.4 Elimination des quantificateurs existentiels

Nous présentons ici la preuve du lemme 4.10. La preuve consiste a montrer qu’il est possible
d’éliminer les quantificateurs du prédicat :

Fte RY.((ha A &s)+1 AYE <ty V o)+ 1) (4.11)

et que le résultat est une contrainte temporelle.
Il est possible de dualiser le quantificateur universel par un quantificateur existentiel. On a
donc :

FteRM.((2 A ds)+t A =T €RTL(E<EA (1 Vb)) + 1)) (4.12)

D’apres le résultat de la section 4.2.4, les contraintes =(101 V 102) et 102 A 65 peuvent étre remplacées
par des formules équivalentes \/;.; M; et \/;c; M;, respectivement. On a donc :

It e RT.((\/ M)+t A =T eRF(\/t/ <t A M;+1)) (4.13)
Jed iel
qui est équivalent a:
e RY.(\/(Mj+1) A~ \/ 3 eRE(F' <t A Mi+1')) (4.14)
JE€J el
Nous montrons a présent le lemme suivant.

Lemme 4.13 Le résultat de [élimination du quantificateur existentiel d’une formule de la

forme :
I eRT.(<tANM4T)
est une contrainte de la forme :

My A (Mg +1)

Preuve. Soit M la contrainte :

/\ —Mp, <2 < Mg A /\ =y < Mgy
r€H r#yEH

Nous supposons que M est sous forme canonique. Donc, M., & M, o @ My,.

H eRtY<tANM4+t =

= W eRF.( <t A N\ —Mog<a+t <Moo A N z—y=<My) (4.15)
zEH r#yeEH

= I eRt.(<tA /\ Mg, —2 <t < My —2 A /\ r—y < Myy) (4.16)
zEH r#yeEH

De 4.16 on obtient les inéquations suivantes :
pour tout (z #y) € H, —Mo, —y < Mo — x, et pour tout € H, 0 < 2. (4.17)
De 4.16 et 4.17 on obtient :

/\—M0x<x—|—t/\ /\x<Mx0/\ /\ =y < My (4.18)
ze€H ze€H r#yeEH

Les formules 4.15 et 4.18 sont équivalentes. Soit » € V' une valuation d’horloges.
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1. Supposons que v satisfait 4.15. Alors, pour tout z € H,
— My, <v(z)+t < My
Comme 0 < ¢ < ¢ on obtient :
—Mp, <v(z)+t et v(z)=< My
Donc, v satisfait 4.18.

2. Supposons que v satisfait 4.18. Alors,

(a) Si pour tout @ € H, —My, < v(x), alors v satisfait 4.15 pour ¢’ = 0.

(b) S’il existe x € H tel que v(az) < —My,,, alors v satisfait 4.15 pour ¢’ = — My, —v(z)+€,,
ol €, est tel que 0 <€, < Myg + Mo, — M,y,.

Finalement, la contrainte 4.18 est de la forme My A (Mg +1). |

Donc, & partir de 4.14 et du lemme 4.13 on déduit :

I e RT.(\V (M +1t) A =\ (M} A (M +1))) (4.19)
JE€J el
Cette formule peut étre mise sous la forme :

3t e RE.(\/ (M +1) A \/ (M} A (M} +1)) (4.20)
Jed keK

qui peut étre aussi mise sous la forme :

\/ 3t € RT.(M} N (M} +1)) (4.21)
lel

11 est alors possible d’éliminer les quantificateurs comme il a été montré dans le lemme 4.13. Ceci
prouve le lemme 4.10.

4.3.5 Propriété du calcul de 'opérateur >

Comme nous 'avons déja vu dans la section 4.2, le calcul des ensembles caractéristiques des
prédicats d’état ¢y V ¢, o1 A b2, 1 et ¢1[x := 0], ne fait pas augmenter la valeur absolue
des constantes dans les matrices utilisées dans la représentation de ¢1 et ¢9. Ceci est aussi vrai
pour le calcul de 'opérateur >, comme le montre la preuve du lemme 4.10. Par conséquent, on
a la proposition suivante.

Proposition 4.12 Pour tous prédicats d’états ¢1, Py € ®(H) et ¢ € N, tels que R(D(¢;)) C M.
pour i =1,2, on a R(D(¢1) &D(¢2)) € M..

Ce résultat est utilisé dans la section 4.4 pour développer un algorithme de model-checking
symbolique pour les formules de TCTL.
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4.4 Evaluation symbolique des formules de TCTL

Dans cette section nous présentons un algorithme de model-checking pour une formule ¢ de
TCTL et un graphe bien temporisé G. L’algorithme consiste a calculer pour ¢ ’ensemble S(¢)
d’états symboliques qui représente I’ensemble caractéristique de o relativement a ’ensemble Ag
de séquences divergentes de G.

Soit G = (S, H, E,s5,6) un graphe bien temporisé et soit ¢ une formule de TCTL. S(¢) est
construit par induction sur la structure de ¢ de la facon suivante :

S(p) = D(p)
S(x < e) D(z < ¢)
Sz —y<c) Dx—y=<c)
S(z.¢1) S(p1)[z = 0]
S(=¢1) =S(1)
S(p1 A p2) S(e1) A S(e2)
8(991 3“992) = \/ Xk
keN
ot Xo = S8(p2) et Xpyp1 = Xi V S(p1) X
S(p1 VU @2) = \/ X,
keN
ot Xo=S8(p2) et Xpy1 = Xi V —|(Yk[2 :=0]), et
vE= VjeN ijv

avec Y = (=S(¢1) A = Xg) V S(z > 1) et
k _ vk k
Via =¥V X B,

Le théoreme suivant prouve la correction de 'algorithme.

Théoréme 4.1 Pour tout graphe bien temporisé G et pour toute formule ¢ de TCTL,

1. 8(99) = UseS(57¢8)f et
2. [[@]]AG = [[8(99)]]

Preuve. Soit ¢ une formule de TCTL. Par la suite, on écrit [¢] au lieu de [¢], ..

Si ¢ est de la forme p, @ < c ou & — y < ¢, alors S(¢) = D(p) et donc la propriété 1 est vraie
par construction et la propriété 2 suit de la proposition 4.1.

Supposons que les propriétés 1 et 2 soient vraies pour 1 et o. On peut aisément vérifier que
les deux propriétés sont vraies pour z.p1, =1 et 1 A 2.

Nous montrons a présent le résultat pour ¢1 IU @2 et 1 VU 3.

e Soit ¢ la formule ¢ FU 5. D’apres la proposition 3.4, on a :

[e13U 2] = X ([@2] V [p1] » X)

Or, F(X) = [p2] V [¢1] > X est une fonctionnelle monotone (cf. proposition 3.1). Donc, le plus
petit point fixe de F' peut étre calculé comme : Vo Fj ot Fo = [pa] et Fjp1 = Fj V [e1] o Fj.
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Par conséquent, on a :

13U o2] = \/ F;
jeN
Or, par hypothése inductive, pour 7 = 1,2, on a [¢;] = [S(¢i)]. Donc, pour tout j € N,
F; =[X;] ot Xo=8(¢2) et X;41 =X; V S(¢1) &X;. Par conséquent, on a :

[p1 3U 2] = \/ [X;] = [S(p1 TU #2)]
jeN
et donc la propriété 2 est vraie.

Soit ¢ € N tel que R(S(¢;)) C M, pour ¢ = 1,2. On peut vérifier par récurrence sur j que pour
tout j € N :

o X;j=Uses(s )

o R(X;)C M.,
De R(X;) C M. pour tout j € N on déduit R(V,;.y X;) C M., et par conséquent R(V N X;)
est fini ().
De plus, puisque I est monotone on a F; C Fjyq, et donc [X;] C [X;44].

Donc, il doit exister & € N tel que [X;] = [Xr+1]. Supposons que ceci ne soit pas vrai. On a
donc, pour tout j € N, [X;] C [X;+1], et par conséquent, R(X;) C R°(X,;41). Ceci signifie
qu’un nombre infini de matrices est nécessaire pour représenter 'ensemble F', ce qui contredit

().

On a donc :

S(e1 U ¢2)

[l [l |

C R i<

= AC S
|‘< o

s &

Par conséquent, la propriété 1 est vraie.

e Soit ¢ la formule @1 YU 5. D’apres la proposition 3.9, on a :
[¢1 VU 2] = pX([02] V ~z.pY((mlp2] A ~X) V [z >1] V X e Y))
Soient I et L tels que :

FX) = L] vV ~(L(X)[z:=0])
L(X) = pY.H(X,Y)
H(X,)Y) = ([ N X))V [z>1]V -XpY

(1) On prouve a présent que F' est monotone. Soient @, Q)" C Q tels que @ C Q. Il faut montrer
F(Q) C F(Q").



§4.4 : Fuvaluation symbolique des formules de TCTL 71

Soit Q" C Q, d’apres la proposition 3.1 on a =Q'> Q" C =Q > Q". Donc, H(Q',Q") C H(Q,Q")
pour tout Q" C Q, et par conséquent, L(Q") C L(Q).

On a ensuite, L(Q')[z := 0] C L(Q)[z := 0] et donc =L(Q")[z := 0] C =L(Q)[z := 0], et par
conséquent F(Q) C F(Q').

(2) On montre & présent que pour un ¢ C Q donné, la fonction H(Q), telle que H(Q)(Y)

H(Q,Y), est monotone. Soient @', Q" C Q tels que Q' C Q”. D’apres la proposition 3.1 on a
Qe Q' C-QvQ" et donc H(Q,Q") C H(Q,Q"). Par conséquent H(()) est monotone.

Donc, de (1) on déduit que le plus petit point fixe de I’ peut &tre calculé comme : \/, _y Iy ol
Fo = [p2] et Fry1 = Fir, vV =(L(Fy)[z := 0]).

De plus, de (2) on déduit que le plus petit point fixe de H(F}) peut étre calculé comme : V. oy H]k
ot Hf = (=[] A ~X) V [z>1] et HF ) = HF v = F) 0 HE.

Par conséquent, on a :

[erVUd o] = \/ F;
jeN

Or, par hypothése inductive, pour i = 1,2, on a [¢;] = [S(¢;)]-

Donc, pour tout k € N, Fj, = [Xy] ou :

Xo = S(p2)
Xep1 = X V (Y*[z:=0])

avec L(Fy) =[Y*] = [V;en Y]k]], et pour tout 5 € N, H]k = [[Y]k]] ou :
Yo = (=S(p1) A ~Xp) V S(2> 1)

k _ k k
Vi = ¥V X, ey

Par conséquent, on a :

[1 VU @3] = [S(p1 VU ©2)]
et donc la propriété 2 est vraie.

Soit ¢ € N tel que R(S(¢;)) € M. pour ¢ = 1,2. Comme dans le cas précédent, on a pour tout
k,jeN:

o Xi = Uses(s, vF)
o VF=U,es(s ¢))
o R(Xi)C M,
o« R(YF)C M,

Donc, R(Vyen Xk) € M. et R(Vyen YF) © M. et par conséquent R(S(p1 VU 7)) est fini.

De plus, puisque H(F}) est monotone on a H]k C H]k_l_l, et donc [[Y]k]] C [X;4+1], et par conséquent,
il existe jO € N tel que [Y;§] = [[Yj%_l_l]].
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Donc, pour tout & € N,
ko _ k
VY = VY

jeN 3540

=\ Uso)

7<j0 s€S

= UG V o)

s€S <40

Par le méme raisonnement on obtient qu’il existe k0 € N tel que [Xyo] = [Xro+1]-

On a donc :

S(p1 VU p2) =

V X

k<kO

VUG )

k<kO s€S

= U(Sv \/ ¢§)

seS  k<kO

Par conséquent la propriété 1 est vraie. [ |

4.5 Détection des graphes bien temporisés

Soient G = (S, H, I/, s1,6) un graphe temporisé et T' = (Q, —, ¢1) le modele de G. Il est important
de pouvoir détecter si GG est bien temporisé. D’apres la proposition 3.10, GG est bien temporisé si
et seulement si ’ensemble Q est inclus dans [w.30w = 1]]EG‘

A titre d’exemple, nous vérifions que le graphe illustré par la figure 3.3 (cf. exemple 3.2)
n’est pas bien temporisé. Soit ¢ la formule w.30w = 1. On a :

S(p) = S(3FCw=1)[w:= 0]

jeN
ou :
Xo = @2

Xj-l-l X]‘ vV Q1 >X]‘
avec :

Q1 = S(true)

= (00 <5 AY<TIU(LZ<8)U(22 < 10)
QQ = S(w:l)

(0,z<5AYy<TAw=1U(1,2<8Aw=1)U(2,2<10 A w=1)
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Dans la premiere itération on obtient :
X1 = XoV QX
= 0(w<lAhz-—w<4Ay—w<6)V(@e<iAy<TAw=1))
UL (w<lAz—w<T7)V (2<8Aw=1))
U2,(w<1lAz—w<9)V (2<10A w=1))
Dans la deuxieme itération on obtient :
X = X5V Xy
= Xyv
(0,(z<HBAYy<TA(w—2< -4V w-y<6)))
UL (z<8Az—y<bAy—z<TAz—w<4d4ANy—w<6ANw—2<-T))
U2, (z<10Az—y<bAhy—az<TAhz—w<4dANy—w<6Aw-—2z<-9))

Dans la troisieme itération on obtient :
X3 = XoV Qi bX
= XV
(LLz<HBAYy<TA2z<8AN(w—2<-TA(w—2< -4V w-—y<-6))))
U2, (2 <HAYy<TA2z<1I0AN(w—2<-9AN(w—2< -4V w-—y<-=6))))

On trouve finalement que X4 = X3.

On obtient donc :
S(¢) = Xalwi=0)
= (0,(z<H5AYy<T))
UL (a<bAy<TAz<8)V 2z<T)
U2, (e <5 Ay<T7TAz<8)V 2z<9)

Par conséquent, le graphe G n’est pas bien temporisé, car la formule ¢, n’est pas satisfaite par
les états définis par :

(1,(T<zAz<8AGB<aVTI<y))U(R,9<zAz<10A(B<aV T<y)))

4.6 Exemples de vérification

Nous reprenons ici les exemples du controleur de température 2.2 de la souris 2.1 et nous util-
isons Dalgorithme de model-checking symbolique présenté dans la section 4.4 pour vérifier des
propriétés de ces systemes exprimées par des formules de TCTL.

4.6.1 Le controleur de température

La figure 4.1 illustre le graphe du controleur de température présenté dans I'exemple 2.2, ot les
valeurs des délais 1, t et t,,,, sont 10, 20 et 35, respectivement, et les sommets sont étiquetés
par des propositions. La proposition r indique que le contréleur a recu ’'ordre de réfrigérer. La
proposition b indique que le controleur a commencé le mouvement des barres.

La spécification du systeme établie que pour de raisons de sécurité :
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si le controleur ne recoit pas une nouvelle ordre de réfrigérer avant un temps 45
depuis la derniere ordre recue, alors il doit également réfrigérer.

Cette propriété s’exprime par la formule suivante :
¢ = r = -z=bdU(r A35< 2)

c’est-a-dire, il n’est pas possible d’atteindre un état qui satisfait r en un temps supérieur a 35s
a partir d’un état qui satisfait r sans passer par un état qui satisfait b. Autrement dit, si deux
qui satisfont r sont séparés de plus de 35s, alors il existe un état qui satisfait b entre eux.

Soit ¢ la sous-formule :

¢ = =b3AU(r A35<z)

Nous avons donc :

jeN
ou :
Xo = @
Xj-l-l = X]‘\/Ql >X]‘
avec :
Q1 = S(-b)

= (0,true)U (1,2 =0)U (3,2 <35 A y <20)
U4,y <35)U (5,y =0)U (6, true)
Qs = S(T A 35 < Z)
= (LLz=0A35<2)U(b,y=0A35<z)
Dans la premiere itération on obtient :
X1 = XoV @1 eXo
= (0,true)U (1,2 =0A35<2)U(3,y<20 A y— 2z < —15)
UM,z <35 ANa<z)U(B,y=0A 35< 2)
Dans la deuxieme itération on obtient :
Xy = X1 V@ bXy
= (0,true)U (1,2 =0 A 35 < 2)
UB,(y=20 Nz —y<1lbAa<z)V

(y<20Az<zAz—y<I15)V (y<20 A y—z<—15))
UM,z <35 ANa<z)U(B,y=0A 35< 2)

On trouve alors X3 = X5. On a donc :

S(z=bWUr AN35< 2) =
= Z.X2
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T,x > 2 —
{Pl}

r Lo < 2 P
z:=0 =0
3 (, !
v <3 2 >(3) {es) ~0
{plvrl}
=0
s, v = 1. ' P <2 {p2, 2} cd
(&)= W () ~(D)
{es} Tl v=0 {ed}

Figure 4.4: Graphe de la souris.

= (0,true) U (1,2 =0 A 35<0)
UB,(y=20 Az —y<1bAaz<0)V
(Y<20A2<0A0—y<15)V (y<20 A y—0< —15))
U4, 2 <35 A2 <0)U(5,y=0A 35<0)
= (0, true)

Donc, S(r) C (0, true). Par conséquent, le systeme satisfait la propriété.

4.6.2 La souris

Considérons le graphe temporisé illustré par la figure 4.4. Ce graphe est celui présenté dans
I’exemple 2.1 ou les valeurs de t,. et t4. sont 3 et 2, respectivement, et les sommet sont étiquetés
par des propositions. Pour ¢ = 1,2, la proposition p; (r;) indique que le bouton de la souris a été
pressé (relaché) i fois. Les propositions sc et de indiquent la détection d’un click simple ou d’un
click double respectivement.

Nous souhaitons vérifier la propriété de vivacité bornée suivante :

si le bouton a été pressé et relaché une fois alors inévitablement avant un temps égal
A tge + tge le systeme détecte un click simple ou un click double.

Cette propriété est exprimée en TCTL par la formule :

o = (prAri Aa=0) = VO,s5(sc V de)
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Soit ¢’ la sous-formule :
¢ = VOs5(sc Vv de)
D’apres la proposition 3.8, ¢ est équivalente a la formule :

¢ = =z(=(se Vde)IUH < 2)

On a donc :
S(") = =\ X;)z:=0]
jeN
ou :
Xo = @
Xj-l-l = X]‘ vV Q1 >X]‘
avec :

@1 = S(—(scV dc))
(0, true) U (1, true) U (2,2 < 3)U (4,2 < 2)U (6,2 = 0)
Q2 = S(B<2)
= (0,5<2)U(L,5<2)U((2,2<3 A5<2)U(3,5<2)
U4, 2 <2A5<2)U(6,2=0A5<2)U(7,5<2)
Le point fixe est calculé itérativement comme X =V, X; ou :
Xo = @
X;11 = X; V@ pX;
Dans la premiere itération on obtient :
X1 = XoV QX
= (0,true)U (1, true) U (2,(z<Hb Az —2<-2)V (<3 Ab5<2))
UB,5<2)U(4,(z<bhae—2<=-3)V (z2<2A5<2))
U, <2)U(6,2=0A5<2)U(7,5<2)
Dans la deuxieme itération on obtient :
X, = X1 v bXy
= (0, true) U (1, true)
U2, (z<hAa—2<-2)V(@<3AL<)V(@e<3Aa<zAz—1a<2))
UB,5<x)U(d,(2<bAhae—2<=-3)V (z<2A5<2))
U, <2)U(6,2=0A5<2)U(7,5<2)
On trouve alors X3 = X,. On obtient donc :
S(¢) = (Xa[z:=10])
= (2,2 <3)U3,true) U (4,2 <2)U (6,2 =0)U (7, true)
Nous constatons que :
S(pm A ANe=0)=(2,2=0)

est contenu dans S(¢”). Par conséquent, le graphe vérifie la propriété.
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4.7 Conclusions du chapitre

Nous avons présenté dans ce chapitre un algorithme de model-checking symbolique qui calcule
I’ensemble caractéristique d’une formule de TCTL comme une disjonction de contraintes tem-
porelles sur les horloges.

L’algorithme développé consiste a représenter les prédicats d’états par des unions d’états
symboliques et a calculer itérativement des points fixes. L’ensemble caractéristique d’une formule
est représentable par un nombre fini de matrices de bornes, ce qui assure la terminaison des
calculs des points fixes. La correction de 'algorithme est basée sur les résultats montrés dans le
chapitre 3.

L’algorithme a été implémenté dans 'outil KRONOS [NSY92, NOSY92, 0Y92] de vérification
de systemes temps-réel. Les performances obtenues avec KRONOS sont illustrées dans le
chapitre 8 a I’aide de quelques exemples significatifs.
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Chapitre 5

L’algebre de processus temporisés

ATP

Dans ce chapitre nous présentons l'algebre de processus temporisés ATP [NRSV90, NS90, NS91,
NSY91, NSY92, Nic92]. Outre des opérateurs classiques de préfixage, choix non déterministe et
composition parallele trouvés dans les algebres de processus communicants, ATP comporte des
opérateurs qui permettent de décrire des contraintes temporelles.

ATP comporte un nombre restreint d’opérateurs temporels dont le choix est guidé par le
souci de simplifier ’étude théorique. Pourtant, avec cet ensemble réduit d’opérateurs de base
il est possible de décrire les opérateurs temporels qui apparaissent dans les langages concrets,
comme les timeouts, les retards et les watchdogs.

Nous présentons tout d’abord la syntaxe de 1’algebre. La sémantique opérationnelle est
décrite au moyen des systemes de transitions étiquetées définis dans la section 2.1. Une étude
approfondie d’ATP est réalisée dans [Nic92].

5.1 Syntaxe

Soit Var un ensemble de variables de processus.

Définition 5.1 Les termes de I'algebre ATP sont définis par la syntaxe suivante :

P == idle| X |aP |d(a)P | P watchdog[A](t) P | P+ P | P| P
| restrict Ain P |recX - P

ot X € Var, a € Act,t € R°% et A C Act. O
La signification intuitive des différents opérateurs est la suivante :

e L’opérateur idle représente le processus qui ne peut exécuter aucune action.

e - est opérateur de préfirage tmmédiat. Le processus aP doit exécuter 'action a
immédiatement, pour se comporter ensuite comme le processus P.

e L’opérateur d(-)- permet de retarder ’exécution d’une action. A la différence de aP, le
processus d(a)P peut différer indéfiniment I’exécution de I'action a.

79
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o Le watchdog est un opérateur temporel standard. Le terme P, watchdog[A](¢) P, représente
un processus qui lance 'exception Ps si le processus P; n’a pas exécuté une action de A
dans un délai donné ¢.

o Lesopérateurs - + - et - || - représentent le choiz non déterministe et la composition paralléle.

e Le processus restrict A in P se comporte comme P, mais ne peut pas exécuter les actions

de A.

e Finalement, recX - est 'opérateur de récursion.

Définition 5.2 Une variable X est libre dans P s’il existe une occurrence de X, dite occurrence

libre, qui n’est dans la portée d’aucun recX -, sinon X est lide. L’ensemble des variables libres de
P est noté vi(P). Un terme P € ATP est fermé si vi(P) = 0. 0

Soit P, P € ATP et soit X € Var. La substitution syntaxique de P’ a toutes les occurrences
libres de la variable X dans P est notée P[P’/ X].

L’emploi de "opérateur de récursion est parfois peu agréable en pratique. Pour décrire plus
aisément les processus nous utilisons des systemes d’équations mutuellement récursives. Par
exemple, pour le terme recX -ad(b) X nous écrivons :

def
P1 :e QPQ

P, ¥ do)p

5.2 Sémantique opérationnelle

Nous décrivons a présent la sémantique opérationnelle du langage, qui associe a un terme un
systeme de transitions étiquetées. Dans cette section nous ne considérons que des termes fermés.

La sémantique opérationnelle d’ATP est donnée au moyen d’une relation de transition entre
les termes de 1’algebre définie par induction structurelle a la Plotkin [Plo81].

Définition 5.3 Le modele d'un terme P € ATP, noté 7[P], est le systéme de transitions
étiquetées (ATP, —, P), ou la relation de transition — est la plus petite relation satisfaisant aux
regles ci-dessous. a

Le processus idle ne peut exécuter aucune action, il ne peut que laisser passer le temps. On a
donc pour chaque ¢t € R>Y,

idle) idle - idle

Le préfixage immédiat d’un terme P par une action a est noté aP. Le processus aP ne peut
qu’exécuter l'action a, et il doit le faire immédiatement, n’ayant pas la possibilité de laisser passer
le temps. Ce comportement est décrit par la regle suivante :

acti) aP > P

Le préfixage immédiat permet de modéliser 'urgence. Au contraire, ’exécution d’une action «a
peut étre retardée indéfiniment au moyen de l'opérateur d(a). La sémantique du processus d(a)P
est définie par les deux regles suivantes :

actd) d(a)P > P delay) d(a)P - d(a)P



§5.2 : Sémantique opérationnelle 81

pour tout ¢ € R>9,

Le terme Py watchdog[A](t) P, définit un processus qui lance 'exception P, si Py n’a pas exécuté
une action a € Act avant 'instant {. La sémantique du watchdog est définie par les regles
suivantes. Pour les actions,

PL AP ANacA
Py watchdog[A](t) P, % P|

wdal)

P11>P1//\Q€A

da2
wda2) Py watchdog[A](t) P, % P] watchdog[A](t) P;

et pour le passage du temps,

PP
Py watchdog[A](t) P, A P,

wdtl)

Pl pat <t
Py watchdog[A](t) P, LR P watchdog[A](t — ') P,

wdt2)

La regle suivante assure I’additivité du temps :

PP AP P

t+t
Py watchdog[A](t) P,——— P

wdt3)

Les regles de sémantique du choix non déterministe sont les suivantes :

PL P AP, P
P+ P, L P 4+ P

PP
P+ P2 P

P, P
P+ P2 P

choicel) choice2) choice3)

Le seul écoulement du temps ne sert pas a résoudre un choix non déterministe.

Le terme Py || P définit la composition parallele de Py et P,. Cet opérateur se comporte comme
celui ’ACP [BKS84]. Les processus Py et P, peuvent exécuter de maniere indépendante des
actions locales ou communiquer selon la fonction de communication - | - définie sur ’ensemble
d’actions. Pour les actions exécutées de fagon indépendante :

P2 P
P P2 P Py

P, 2P
P || P2 Py Py

parl) par2)

pour la synchronisation :

PlgPll/\ngPQ’/\a”ag#J_

a a
P -2 g

par3)

et pour le passage du temps :

PL P AP P
Py|| P, = P{|| P4

pard)
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Remarque 5.1 Les regles choice3) et par4) de la sémantique du choix non déterministe et de
I'opérateur de composition paralléle traduisent exactement ’hypothese de temps global : toutes
les composantes d'un systéme ont la méme notion du temps. Le passage du temps doit donc
s’effectuer de maniere synchrone. a

L’opérateur restrict A in P permet de restreindre les actions qui peuvent étre exécutées par le
processus P. En effet, celui-ci ne peut exécuter aucune action de ’ensemble A C Act.

PLP ALgA
restrict A in P - restrict A in P’

restr)

Finalement, la regle pour la récursion est la suivante :

PlrecX - P/X] 5 P/
recX . P - P!

rec)

Proposition 5.1 Pour tout terme fermé P € ATP, le systéeme de transitions étiquetées
(ATP,—, P) est un systéme temporisé.

Preuve. cf. [Nic92]. ]

La seconde étape dans la définition de la sémantique formelle d’une algébre de processus
consiste a définir une relation d’équivalence entre les termes & partir de leurs modeles. Cette
relation d’équivalence spécifie les termes dont les comportements sont considérés indistinguables.
Nous choisissons ici la relation d’équivalence forte [Mil80, Par81, Mou92].

Définition 5.4 Pour i = 1,2 soit T; = (Q;, —, qr;). Soit R C Q1 x Qy. R est une bisimulation
forte si pour tout (¢1,q2) € R et £ € Lab :

¥ ¢

LY €eQi.qi—1¢) = 303€ Qo 2 =265 A (q),65) €R
¥ ¢

2.V¢5€ Qo 2 =265 = 31 € Q1.1 =191 A (41,95) ER

Si Ty =T, on dit que R est une auto-bisimulation. On écrit ¢; ~ g2 s’il existe une bisimulation
forte R C Qq X Q; telle que (¢1,92) € R. ~ est la plus grande bisimulation forte et est appelée
équivalence forte. On écrit Ty ~ T si qr, ~ qy,. a

Définition 5.5 Pour tout P, P’ € ATP, P ~ P’ si T[P] ~ T[F']. O

Une axiomatisation consistante pour 1’équivalence forte est défini dans [Nic92].

5.2.1 Les systémes bien temporisés

Il est possible de décrire en ATP des processus qui ne sont pas bien temporisés. Un exemple
simple est le processus P défini par recX - aX. P exécute un nombre infini de fois ’action a en
temps 0.

Par contre, le processus P’ défini par recX -d(a)X, est bien temporisé. En effet, toute
séquence finie de pas peut toujours étre prolongée par une séquence infinie telle que le temps
diverge.
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De plus, 'opérateur de restriction peut aussi “bloquer” le temps. On peut vérifier que le Py
défini par restrict @ in P’ est équivalent a idle. En effet, le modéle de P; n’a que des transitions
temporelles. En revanche, le terme P, défini par restrict @ in P n’a aucune transition et par
conséquent la progression du temps est bloquée. On a donc que P; est bien temporisé tandis que
P5 ne Dest pas.

En d’autres termes, la sémantique donnée aux opérateurs permet de distinguer le systeme
idle du blocage. Un processus bloqué ne peut, ni exécuter une action, ni laisser passer le temps,
alors que idle ne peut que laisser passer le temps indéfiniment.

5.3 Opérateurs dérivés

Nous montrons ici comment les opérateurs temporels qui apparaissent dans les langages de pro-
grammation de systémes temps réel peuvent étre modélisés dans ATP.

Bien entendu, ces opérateurs n’enrichissent pas 'algebre du point de vue de la classe de
modeles, mais ils apportent plutot une facilité de description qui est utile pour écrire plus aisément
des systemes temporisés. C’est pourquoi nous les considérons comme des opérateurs dérivés.

5.3.1 Retard

1l est nécessaire parfois de retarder ’exécution d’un processus pendant un temps déterminé, par
exemple, pour indiquer qu’un certain temps est nécessaire pour finir ou commencer une tache.

Cet opérateur correspond au WAIT t de Timed CSP [Hoa78, RR88] et OCCAM [INM84].

Définition 5.6 Pour P € ATP et t € R>?,
wait(t) P = idle watchdog[|(¢) P

Le retard est donc un cas particulier du watchdog ou le processus controlé par le watchdog est
idle et ’ensemble A est . 0

Exemple. Considérons une ligne de communication simple qui se comporte comme un tampon
de taille 1 sans possibilité de perte. Le comportement de la ligne est décrit par le terme suivant :

&

d(in)wait(t) out L

La réception d’'un message est signalée par 'action in. La fréquence a laquelle les messages
arrivent n’est pas connue. Donc, I'exécution de l'action in est indéfiniment retardée. Lorsque
la ligne recoit un message, elle le transmettra correctement apres un délai de ¢ unités de temps.
Ceci est modélisé par l'opérateur wait(¢) . La transmission est signalée par ’action out, exécutée
immédiatement apres I'expiration du délai. a

5.3.2 Timeout

Le timeout est un opérateur temporel largement utilisé pour la programmation de systémes
temporisés. Un timeout surveille si un processus P; exécute une action dans un délai donné ¢,
et déclenche une exception P, sile délai n’est pas respecté.
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Définition 5.7 Pour P;, P, € ATP et t € R>Y,
Py timeout(?) P, = P; watchdog[Act](t) P

Le timeout est donc un cas particulier du watchdog ot ’ensemble A est Act. a

Exemple. Pour illustrer 'utilisation d’un timeout, nous considérons un distributeur automatique
de café et de thé dont le comportement est décrit par :

D, Y d(monnaie) D,
D, ¥ (d(cafe) D3+ d(the) Dy) timeout(d) r_monnaie Dy
Dy Y wait(c) p_cafe Dy

def

Dy wait(t) p_the Dy

Initialement, le distributeur est prét a accepter une piece de monnaie. La fréquence d’utilisation
de la machine n’est pas connue. Lorsqu’une piece est introduite, il offre du café ou du thé.
Si I'utilisateur ne fait pas son choix avant d unités de temps, le distributeur rend la piece de
monnaie et revient a son état initial. Ce comportement est modélisé par un timeout. Une fois
le choix fait, le distributeur produit la boisson commandée. La préparation d’une boisson prend
un certain temps : ¢ unités de temps pour un café et ¢ pour un thé. Ceci est modélisé au moyen
de l'opérateur wait() . 0

5.3.3 Délai d’exécution

Cet opérateur correspond a la construction do Py upto d; P, dulangage ESTEREL [BC85, BdS91].
Le processus P est interrompu au bout de d unités de temps pour exécuter Ps.

Définition 5.8 Pour P;, P, € ATP et t € R>Y,
Py upto(t) P, = Py watchdog[|(?) P,

Le délai d’exécution est un cas particulier du watchdog ot A est I’ensemble vide. a

Exemple. L’utilisation du délai d’exécution est montrée par I’exemple suivant. Un capteur de
température scrute I'environnement de facon périodique toutes les p unités de temps. Ceci est
modélisé par 'action lire_temp. 1l écrit la valeur courante de la température au moyen de ’action
ecrire_temp lorsqu’il en recoit une demande. Le comportement du capteur est le suivant :

4 def lire_temp [Cy upto(p) C1]

c, d(ecrire_temp) Cy
Le capteur peut exécuter ’action put_temp un nombre arbitraire de fois dans 'intervalle de temps
[0,p). Précisément a I'instant p, le délai expire et le capteur revient a son état initial pour faire
une nouvelle lecture de la température. a

De plus, cet exemple montre comment les taches périodiques peuvent étre modélisées en ATP.
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5.4 Exemples

Nous présentons ici deux exemples d’utilisation des opérateurs temporels.

Exemple 5.1 Le premier exemple consiste a spécifier le systeme qui reconnait les clicks simple
et les clicks double d’une souris & un seul bouton que nous avons présenté dans ’exemple 2.1.
Ce systeme est modélisé en ATP de la facon suivante :

My Clzef d(p) M,

M, d(r) M3 timeout(t.s) d(r) My

M, def d(p) M4 timeout(t.q) cs My

M, d(r) cd My timeout(t.,) csd(r) M,

Initialement, le systeme attend que le bouton soit pressé pour la premiere fois (action p).
Etant donné que la fréquence d’utilisation de la souris n’est pas connue, le temps d’attente est
indéfini.

Lorsque le bouton est pressé, le processus lance un timeout pour surveiller si le bouton
est relaché (action r) avant f., unités de temps. Si cela ne se produit pas, le systeme attend
indéfiniment ’action r pour revenir en suite a 1’état initial. Aucun click n’est reconnu dans ce
cas.

Dans le cas contraire, et afin de pouvoir distinguer entre les clicks simples et doubles, le
systeme lance un nouveau timeout qui surveille si le bouton est pressé encore une fois avant t.4
unités de temps. Si ce n’est pas le cas alors le systéme reconnait un click simple (action cs).

Lorsque le bouton est pressé pour une seconde fois (action p), un troisieme timeout est créé
pour contréler si le bouton est relaché (action r) avant ?.; unités de temps. Dans ce cas, le
systéme reconnait un click double (action ¢d). Dans le cas contraire, le systéme reconnait le click
simple antérieur et attend 'action r. a

Exemple 5.2 Nous présentons ici un processus ATP qui décrit le comportement du contréleur
de température défini dans I’exemple 2.2.
Ce comportement est modélisé par le processus ATP suivant :

Cy = d(r)Cy

cy, oy

o, oo, watchdog[r](t4) Ca

C4 def d(r) Cs timeout(ty) (b Cs + 7 ()
Cs def d(r) Ce timeout(tz) e Cq

Co ¥ hidle

Initialement, le controleur attend le signal r du capteur. Le début de 'opération de mouve-
ment de la barre 1 est signalé par I'action by.

Le watchdog surveille si un nouveau signal r arrive avant un temps ¢,,4,. Si ce n’est pas le
cas, par exemple, parce que le capteur est tombé en panne, le contréleur déclenche une nouvelle
opération de réfrigération.
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Le premier timeout controle le temps de mouvement de la barre 1. Ce timeout est lancé au
méme instant que le watchdog. Si un signal r arrive avant que le mouvement de la barre soit
terminé, le controleur signale 'erreur au moyen de 'action h et s’arréte.

L’expiration du timeout correspond a la terminaison de l'opération avec la barre 1. Le
mouvement de la barre 2 commence immédiatement. Un second timeout contrdle la durée du
mouvement de la barre 2. Comme précédemment, 'arrivée d’un signal r avant que 'opération

soit achevée provoque une erreur. La terminaison de I'opération est signalée au moyen de ’action
€. O



Chapitre 6

Représentation de termes d’ATP par
des graphes temporisés finis

Dans ce chapitre nous présentons une méthode guidée par la syntaxe de construction de graphes
temporisés finis pour les termes d’ATP [NSY91, NSY92, NSY93]. Afin de pouvoir construire le
graphe temporisé d’un terme & partir des graphes de ses sous-termes il est nécessaire d’étendre
le modele présenté dans la section 2.2 avec des informations utiles pour la composition des sous-
graphes déja construits. Pour cela nous étendons les graphes temporisés de la facon suivante :

e Puisque le graphe est construit par récurrence sur la structure du terme, il est nécessaire
de savoir traiter les sous-termes ouverts et de pouvoir détecter les occurrences libres des
variables. Pour ceci, certains sommets sont étiquetés par des variables : ’étiquette X sur
un sommet indique que le sommet correspond & une occurrence libre de la variable X . Cette
information est utilisée lors de la construction du graphe pour 'opérateur de récursion.

e Les contraintes temporelles déterminées par les opérateurs temporels d’ATP sont modélisées
au moyen d’horloges et de conditions portant sur celles-ci. Afin d’exprimer correctement
ces contraintes il est nécessaire de savoir quand chaque horloge doit étre mise a 0. Pour ceci,
chaque sommet est étiqueté avec un ensemble d’horloges telles que tout arc arrivant vers
le sommet initialise un sous-ensemble d’entre elles. Cet ensemble sert aussi a déterminer
quelles sont les horloges “significatives” pour un sommet, c’est-a-dire, les horloges qui
interviennent dans la condition d’activité et dans les conditions sur les arcs issus du sommet.

¢ Finalement, des arcs spéciaux étiquetés par ’action ¢ sont introduits. L’utilisation des
e-transitions est usuelle dans les méthodes de constructions compositionnelles [ASUSG6,
Gar89]. Dans notre cas, I'introduction d’arcs étiquetés par ¢ permet de construire le graphe
temporisé d’un processus de la forme P; watchdog[A](d) P, d’une facon simple a partir des
graphes temporisés de Py et Ps.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans la section 6.1 nous présentons un exemple
introductif afin d’expliquer les idées essentielles de la méthode de construction. Dans la sec-
tion 6.2 nous définissons formellement les graphes temporisés étendus. Ceux-ci sont des graphes
temporisés avec les extensions décrites ci-dessus. La méthode de construction n’est pas définie
pour tous les termes. En effet, certains termes d’ATP ne sont pas représentables par des graphes
finis. Ces termes sont identifiés dans la section 6.3. La section 6.4 est consacrée a la présentation
de la méthode de construction. Cette méthode est consistante au sens ol le modele du terme et

87
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le modele du graphe correspondant satisfont le méme ensemble de formules de TCTL. La preuve
de la consistance est montrée dans I'annexe A.

6.1 Exemple introductif

Avant de présenter formellement les regles de construction, nous illustrons le principe général de
la méthode avec un exemple simple. Soit P le terme recX - P’ ou P’ est le terme

d(a)idle watchdog[](d) b X.

La construction progressive du graphe de P en composant les graphes correspondants aux sous-
termes de P est la suivante :

1. Pour X, le graphe construit est :

—() x

L’étiquette X indique que le sommet représente une occurrence libre de la variable X.

2. Pour b X, le graphe construit est :

$1:0

—(O——) v
{e1}

Ce graphe est obtenu de la fagon suivante. Un nouveau sommet et une nouvelle horloge sont
créés. Le sommet 1 est le sommet initial du graphe. L’arc de 1 vers 0 étiqueté par b modélise
I’exécution de ’action b. La condition sur ’arc est true. De méme, ’ensemble des horloges a
mettre a 0 lorsque ’arc est franchi est vide puisque aucune horloge n’est associée au sommet
0. L’horloge z1 permet de définir la contrainte temporelle qui conditionne ’exécution de
Iaction b. 1l suffit d’imposer au sommet comme condition d’activité la contrainte z; = 0.
En effet, celle-ci empéche le temps de progresser dans le sommet et oblige a franchir ’arc b
immédiatement. La condition sur ’arc peut é&tre également z; = 0, mais ceci est redondant
avec la condition d’activité. 1’étiquette {z} indique que x; est une horloge attachée au
sommet 1.

3. Pour idle, le graphe construit est :

~0

Le graphe de idle a un seul sommet dont la condition d’activité est true.

4. Pour d(a)idle, le graphe construit est :

%@;)@
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Un nouveau sommet est créé dont la condition d’activité est true. Ce sommet est le sommet
initial du graphe. L’arc de 3 vers 2 étiqueté par a représente ’exécution de l'action a.
La condition sur 'arc est true. L’ensemble des horloges & mettre & 0 est vide puisque
aucune horloge n’est associée au sommet 2. Comme 'exécution de a peut étre indéfiniment
retardée, la condition d’activité du sommet est true.

5. Pour d(a)idle watchdog[](d) b X, l'effet de 'opérateur watchdog est représenté de maniere
schématique par la figure suivante :

Le graphe correspondant au sous-terme d(a)idle qui est sous la portée du watchdog est
entouré par une boite. Ceci représente de maniere graphique que le comportement défini
par ce sous-graphe est conditionné par le watchdog.

Une nouvelle horloge x5 est introduite afin de pouvoir exprimer les contraintes temporelles
imposées par le watchdog. Intuitivement, I’horloge z5 “mémorise” le temps qui s’écoule
dans la boite. A tout instant, la différence entre d et la valeur z9 est le temps qui peut
encore s’écouler avant 'expiration du watchdog. Lorsque x5 atteint la valeur d la boite doit
élre quittée et le controle doit étre transféré au sommet initial du graphe du processus b X.
Ceci est représenté graphiquement par un arc sortant de la boite dont ’étiquette est ¢, la
condition est x9 = d et les horloges & mettre & 0 sont celles associées au sommet initial du
graphe de b X.

Ce comportement schématique se traduit par le graphe temporisé suivant :

vy < d z9 < d r1 =0
a,x2<d 57$2:d b

g, 29 =d,z1:=0

La condition z5 < d est ajoutée sur 'arc étiqueté par a puisque I'exécution de I'action a
n’est possible que lorsque le délai d n’a pas encore expiré. Autrement dit, un arc dans la
boite n’est franchissable que sous la condition zo < d. A chaque sommet de la boite est
associé la condition d’activité z9 < d et de chacun de ces sommets part un arc étiqueté par
¢ avec la condition x5 = d vers le sommet 1. L’horloge x5 est attachée & tous les sommets
de la boite.

6. Finalement, le graphe de recX - P’ est obtenu en identifiant le sommet 0 étiqueté avec la
variable X et le sommet 3, qui est le sommet initial du graphe de P’.
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b,$120,$2 =0

g, 29 =d,z1:=0

Le graphe construit pour P a deux horloges. Pourtant, le méme comportement peut étre
décrit avec une seule horloge comme illustré par la figure suivante :

b,x =0,2:=0

Cela est dii au fait que notre méthode de construction introduit les horloges de maniere
systématique : une pour 'action immédiate b et une pour U'opérateur watchdog. Ce genre de
probleme est caractéristique de toute méthode de construction compositionnelle. Nous laissons
pour l'instant de c6té le probleme de la réduction du nombre d’horloges, qui sera traité dans le
chapitre 7.

6.2 Graphes temporisés étendus

Nous définissons dans cette section les graphes temporisés étendus. Soit Act. = Act U{e}. Un
élément de Act. est noté a.

Définition 6.1 Un graphe temporisé étendu est un tuple (S, H, 2, s1, 6, F) ou (S, H, F, sy, 6) est
un graphe temporisé dont les étiquettes sur les arcs appartiennent & Act., et F' C S x (VarUH)
est un ensemble d’extensions. Pour tout s € 5, on définit :

F(s)={X € Var | (s, X)e F}U{z € I |(s,z) € F'}
La fonction é est restreint aux sommets s € 5 tels que F(s)N Var # (. O

Une extension (s, X ) indique que le sommet s représente la variable libre X. Elle est utilisée
pour la construction de recX- comme nous ’avons montré dans ’exemple introductif. Notons
que F(s)N Var = () indique que le sommet s ne représente pas une variable libre. Une extension
(s, ) indique que I'horloge @ € H est attachée au sommet s. Ceci veut dire que I'horloge z
intervient dans la condition d’activité du sommet et sur les arcs issus. Cette extension est aussi
utilisée pour déterminer les horloges qui doivent étre initialisées par les arcs.
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Définition 6.2 Soit G = (5, H, F, s, 6, F') un graphe temporisé étendu. Le modele de G, noté
T[G], est le systéme de transitions étiquetées (Q, —, ¢r) ou

1. @={(s,v)] bs(v)}U{(s,v)| F(s) N Var # 0},
2. q1 = (s1,v1),

3. la relation de transition — est la plus petite relation définie par les regles suivantes :

<8,0é,¢,H/,8’> el A ¢(U) A F(S)ﬂ Var =0
(s,0) = (s',0[H" = 0])

(6.1)

bs(v+1) A F(s)n Var =0

(6.2)
(5,0) = (5,0 41)
a
Remarque 6.1 1. Un sommet s € 5 tel que F(s) N Var # ) n’a aucune transition car il

représente un terme qui contient des occurrences libres de variables.

2. Aucune différence n’est faite entre les arcs étiquetés par des actions dans Act et les arcs
dont I’étiquette est ¢.

O
Nous généralisons ici la notion de sous-graphe accessible pour les graphes temporisés étendus.

Définition 6.3 Soit G'= (S, H, E, s, 6, F') un graphe temporisé étendu. On définit :
Reach(G)=(S,H, E,s7,6,F)
oit § est le plus petit ensemble tel que :

1. st €5 et

2. sis€ Set (s, H s € FE alors s’ € .
et

= En(SxAct. x U(H)x 2" x9)
= dN(SxV¥)
= Fn(Sx(VarUH))

ey D

Reach(G) est donc le sous-graphe des sommets de G accessibles a partir du sommet initial s7. O

Remarque 6.2 Pour tout graphe temporisé étendu G, 7[G] ~ 7 [Reach(G)]. 0
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6.3 La récursion interdite

Le but de la méthode de construction que nous présentons dans cette section est de produire, a
partir d’un terme d’ATP, le graphe temporisé correspondant. Pour ceci, il faut que le comporte-
ment décrit par le terme soit représentable par un graphe fini.

Il est bien connu que dans les algebres de processus les termes qui comportent des instan-
ciations récursives de variables de processus a travers ’opérateur de composition parallele, sont
susceptibles de produire des comportements non réguliers. C’est pourquoi les méthodes et les
outils développés pour la génération des modeles finis pour les termes des algebres de proces-
sus [Gar89] interdisent ce type de récursion ainsi que la récursion non gardée, méme si dans
certains cas ces termes peuvent étre représentés par des modeles finis.

Dans le cas d’ATP, interdire ces termes n’est toutefois pas suffisant car I’opérateur watch-
dog introduit d’autres problemes. Les restrictions qui sont imposées sur les termes afin que
l'application de la méthode de construction soit toujours possible, sont énoncées et justifiées
ci-dessous.

Une récursion est interdite dans un terme P si :

e Elle comporte une instanciation récursive a travers l'opérateur de composition paralléle ||
ou a travers 'opérateur de restriction restrict in . Par exemple, soit P le terme :

recX - a(bidle|| X)

P contient une récursion interdite. Dans ce cas, le systeme de transition du terme est le

suivant :
a a a
ar» bidle|P 3 < bidle| bidle|| P
b b b

Il ne peut pas étre représenté par un graphe fini.

o Elle comporte une instanciation récursive a travers 'opérateur watchdog qui n’est gardée
par aucune action dont ’exécution annule ’effet du watchdog. Autrement dit, si dans un
terme de la forme

P watchdog[A](d) P’

il y a une occurrence libre d’une variable dans le terme P qui n’est pas gardée par une
action @ € A. Par exemple, soit P le terme :

recX -d(a)X watchdog[|(d) idle

P contient une récursion interdite. D’apres les regles sémantiques, ce dernier terme a une
transition pour t < d vers le terme :

d(a)P watchdog[](d — t) idle
De plus, ce terme a une transition par ’action a vers le terme :

recX -d(a)X watchdog[](d) idle watchdog[](d — t) idle
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qui contient une nouvelle instance de 'opérateur watchdog avec une valeur différente de
délai. En effet, en appliquant les regles sémantiques il se produit une création infinie
d’instances de I'opérateur watchdog avec des valeurs différentes de délais qui sont toutes
actives au méme temps. Intuitivement, ceci correspond & créer un nombre infini d’horloges,
une pour chacune de ces instances.

e Elle comporte une instanciation récursive a travers I'opérateur de choix non déterministe
qui n’est pas gardée par une action. Par exemple, soit P le terme :

recX - wait(1) X + wait(3) X

P contient une récursion interdite. D’apres la sémantique d’ATP, P a une transition
temporelle de durée 1 vers le terme :

wait(1) P + wait(3) P + wait(2) P

qui contient une nouvelle instance d’'un opérateur watchdog. Ce probleme est similaire au
cas précédent au sens ou ils comportent une création dynamique d’opérateurs watchdog
avec des valeurs différentes des parametres. Un autre exemple de ce type de récursion
interdite est le terme recX - X + P.

Pour chaque terme fermé d’ATP qui ne contient pas de récursion interdite, la méthode
présentée ci-dessous construit un graphe temporisé fini qui décrit le méme comportement. Cer-
tains termes qui comportent des récursions interdites peuvent néanmoins étre représentés par des
graphes temporisés finis. En général, ces comportements peuvent étre décrits plus simplement
sans utiliser de récursion interdite.

6.4 Construction guidée par la syntaxe

Nous présentons ici la méthode de construction d'un graphe temporisé étendu pour un terme
d’ATP. Cette construction est définie seulement pour les termes qui ne comportent pas de
récursion interdite. Nous exigeons de plus que les délais des opérateurs watchdog soient des
entiers naturels positifs. La construction est guidée par la syntaxe et le résultat obtenu pour un
terme P est noté E[P].

6.4.1 Le processus idle

Le graphe temporisé étendu construit pour le processus idle a un seul sommet dont aucun arc
n’est issu et dont la condition d’activité est true.

~0

Définition 6.4 Pour le processus idle, E[idle] = ({s},0,0, s, {(s, true)}, D). O

6.4.2 Les variables de processus

Le graphe temporisé étendu construit pour la variable X € Var a un seul sommet étiqueté avec
X, ce qui indique que le sommet représente une occurrence de la variable libre X. Aucune
condition d’activité n’est associée au sommet.
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—0) x

Définition 6.5 Pour une variable X € Var, E[X] = ({s},0,0,s,0,{(s, X)}). O

6.4.3 Le préfixage
Supposons que le graphe E[P] = (S, H, £, 51,6, I) de P soit déja construit. Pour le processus a P,

un nouveau sommet s et une nouvelle horloge z sont créés, ainsi qu’un arc de s vers le sommet
initial s; du graphe de P dont I’étiquette est a, la condition est true et 'ensemble d’horloges
a mettre a 0 est F(s;) N H, i.e., les horloges attachées au sommet initial du graphe de P. La
condition d’activité associée au sommet s est x = 0, ce qui exprime le fait que a est une action
immédiate. Le sommet s est le sommet initial du graphe de aP et I’ensemble F'(s) d’horloges
associées a s est {z}.

x=10

{z}

La construction pour d(a)P est similaire. La seule différence est qu’il n’est pas nécessaire de
créer une nouvelle horloge. En effet, puisque ’exécution de 'action a est indéfiniment retardable,
il suffit d’associer au sommet initial s la condition d’activité true.

Définition 6.6 Pour P € ATP, soit E[P] = (S, H, F,s1, 6, F). Soit a € Act.
Pour le terme a P,

ElaP]=(SU{s}, Hu{a}, FU{e},s,6 U{(s,2 =0)}, FU{(s,2)})
ot s¢€ S, x g Hete= (s a,true, H s;) avec H' ={z € H |z € F(s1)}.
Pour le terme d(a)P,

E[d(a)P]=(SU{s}, H,EU{e},s,6 U{(s,true)}, F'})

ou s ¢S, ete={s,a,true, H' sr)y avec H' ={x € H |z € F(s1)}. O

6.4.4 L’opérateur watchdog

Soit P le terme P; watchdog[A](d) P,. Supposons que les graphes Gy = E[P1] et Gy = &[]
soient déja construits. La construction de E[P] est illustrée de maniére schématique par la figure
suivante :
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Le graphe de P est constitué des deux graphes G et G5 des termes Py et P plus le graphe
G112 qui est construit de la facon suivante. Les sommets de G5 sont des copies des sommets
de G1. Une nouvelle horloge est introduite afin d’exprimer la contrainte temporelle imposée par
I'opérateur watchdog. A tout instant, la différence entre d et la valeur z est le temps qui peut
encore s’écouler avant ’expiration du watchdog.

Les sommets de (12 sont notés (si,sz,) ol s est un sommet de Gy et sy, est le sommet
initial de 3. Chaque sommet (s1,sz,) de Gy représente le sommet s; de 7 sous la portée de
I’opérateur watchdog.

Les arcs issus de (s1,sz,) sont déterminés de la fagon suivante :

1. Tout sommet (s1,s7,) a un arc vers sy, le sommet initial de G'g, dont Iétiquette est ¢,
la condition est z = d, et les horloges a mettre a 0 sont celles associées au sommet sy,
(cf. 6.3 dans la définition 6.7 ci-dessous). Ces arcs modélisent ’expiration du délai imposé
par l'opérateur watchdog. Ceci se produit lorsque la valeur de z est égale a d. Ces arcs
sont représentés dans la figure comme un seul arc issus de la boite qui entoure le graphe

Gia.

2. Si s a un arc vers s| dont I’étiquette o n’appartient pas a I'ensemble d’actions qui annulent
Ueffet du watchdog, le sommet (s1,57,) a un arc vers (si,sy,). Ceci signifie que franchir
I’arc n’amene pas hors de la portée du watchdog. Les cas oo € Act et o = ¢ sont traités de
la méme maniere puisque d’apres la sémantique d’ATP, I'expiration d’un watchdog plus
interne n’a pas d’influence sur les plus externes (cf. 6.4 dans la définition 6.7 ci-dessous).

3. Le dernier cas est constitué par les arcs de s; vers un sommet s}, étiquetés par des actions
appartenant a ’ensemble A des actions qui annulent Peffet du watchdog. Dans ce cas,
le sommet (sy,s7,) a un arc vers sy qui quitte le graphe G2. Ceci modélise le fait que
lexécution d’une de ces actions amenent hors de la portée du watchdog (cf. 6.5 dans la
définition 6.7 ci-dessous).

La contrainte x < d est ajoutée sur tous les arcs de G152 qui sont en correspondance avec les arcs
de G1. Ces arcs de (G2 ne sont donc franchissables que lorsque le délai imposé par le watchdog
n’a pas encore expiré. Lorsque z atteint la valeur d, plus aucun arc de G2 ne peut étre franchi,
sauf les arcs étiquetés par ¢ qui amenent vers le sommet initial de G'3. Pour tout sommet (sq1,sy,)
de G153 la condition d’activité est la conjonction de celle de s1 et de z < d et ’ensemble d’horloges
attachées est 'ensemble d’horloges attachées a s1 plus z.
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Définition 6.7 Soit d € N et d > 0. Pour Py, P, € ATP, soit E[F;] = (9, Hi, i, s1,,6i, F),
i€ {1,2}, tels que SN Sy = Hy N Hy = (.

E[ Py watchdog[A](d) Py] = Reach({S, H, E,s1,6,F))
ol
S = Sl U SQ U (Sl X {8[2})
H1UH2U{$} $€H1UH2
FEF = FiUE,
U{<(517512)757$ = d7H/78[2> | H' = {$2 € Hy | T2 € F2(812)}} .
U{{(s1,s5,), 0,0 N & <d,H' (s],s5)) | (s1,a,¢,H',s}) € E1 N a g A} (6.4)
U{<(517812)7a7¢ N < de/78/1> | <81,Q,¢,H’,8/1> SN S A}
Fro= PURU{((s1,55), /)| f € Fi(s1)U{z}}

et sy = (s, sg,) et pour chaque s € 5,

=

5 — 6i[s] sis€S;, pouri=1,2,
P dilsi] A a<d osis=(s1,55) et F(sy)N Var = 0.

Exemple. La construction pour 'opérateur watchdog est illustrée avec I’exemple suivant. Soit
P le terme

d(a)b X watchdog[a,b](d) cd(a) X

La figure suivante montre le graphe temporisé étendu construit avant de calculer le sous-graphe
accessible a partir du sommet initial :

€,$3—d 0 $2—0
x9:=10 {3}
c
a
X

Les sommets 6, 7 et 8 correspondent aux sommets 3, 4 et 5 du graphe de d(a)b X. L’arc de
6 vers 4 et ’arc de 7 vers b, correspondent aux arcs de 3 vers 4 et de 4 vers 5. Tous les arcs
sortent de la boite car toutes les actions annulent ’effet du watchdog. La condition z3 < d est
ajoutée & tous les arcs. L’arc étiqueté par ¢ vers 0 désigne de facon générique les arcs issus de 6,
7 et 8 et vers 0.

La figure suivante illustre le graphe final obtenu :
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Les sommets 7 et 8 ne sont pas accessibles depuis le sommet initial 6, alors ils n’appartiennent
pas au graphe final. a

Exemple. L’exemple suivant illustre le fonctionnement de la méthode pour un terme qui contient
deux opérateurs watchdog imbriqués. Soit P le terme

(d(a)idle watchdog[a](dy) d(b)idle) watchdog[b](dz) idle
Le graphe construit pour le sous-terme
d(a)idle watchdoga](dy) d(b)idle

a partir des graphes de d(a)idle et d(b)idle est le suivant :

graphe transitoire graphe final

La construction du graphe de P est illustrée ci-dessous. Pour 'opérateur watchdog le plus
externe la construction commence par faire une copie de ce graphe. Les sommets 7, 8, 9 et 10
correspondent aux sommets 4, 2, 1 et 3 respectivement. L’arc étiqueté par ’action a ne sort pas
de la boite car cette action n’annule pas ’effet du watchdog le plus externe. Il en va de méme
pour ’arc étiqueté par ¢ qui représente 'expiration du watchdog de durée dy. Par contre, ’arc
dont I’étiquette est b quitte la boite puisque 'action b supprime le watchdog de durée dy. L’arc
dont I’étiquette est ¢ et la condition est 5 = dy représente ’ensemble d’arcs qui modélisent
I’expiration du watchdog de durée ds.
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b,$2 < dg

Finalement, le graphe temporisé obtenu pour P est le suivant :

$1§d1/\
z9 < dy

{21, 22}

b,$2 < dy

La méthode de construction ne tient pas compte des valeurs des parametres des opérateurs
watchdog. Ceci produit parfois des arcs qui ne seront jamais franchissables pour des valeurs
particulieres des parametres.

Par exemple, si dy et dy sont tels que dy < dy, I'arc de 7 vers 8 ne peut pas étre franchi. Cet
arc peut alors étre éliminé et avec lui le sommet 8 et tous les arcs issus de 8. Le graphe obtenu
est le suivant :

£,T9 = d2

La condition @1 = dy ne sera jamais vraie puisque dy < dy et puisqu’a tout instant la valeur
de z1 est égale a la valeur de zo car xq et xo sont toutes deux initialisées par Uarc d’entrée au
sommet. d
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Cependant, en général, il n’est pas possible de déterminer si une condition sera satisfaisable
seulement a partir des valeurs des constantes. Il est nécessaire de connaitre aussi les relations
existantes entre toutes les horloges qui interviennent dans la condition. Celles-ci ne peuvent pas
étre en général calculées pendant la construction. Toutefois, quelques optimisations peuvent étre
faites a la fin, lorsque le graphe complet a été construit.

6.4.5 Le choix non déterministe

Soit P le terme Py + P, et supposons que les graphes G'7 et G5 pour les termes Py et P sont déja
construits. La construction pour le choix non déterministe est illustrée de facon schématique par
la figure suivante :

La méthode consiste & construire un graphe G4 a partir des graphes G et G5 dont les
sommets sont des paires (s1,s2) ou s; appartient au graphe G;. Les arcs issus d’un sommet
(s1,52) de G2 sont construits comme suit :

1. Si sy aun arc vers s§ dont ’étiquette est une action ¢ € Act, alors (s, $3) a un arc étiqueté
par a vers s). Ceci correspond a la régle sémantique d’ATP qui dit que ’exécution d’une
action résout un choix non déterministe. Evidemment, il en va de méme pour sy (cf. 6.7
et 6.8 dans la définition 6.8 ci-dessous).

2. Si sy aun arc vers 5§ dont I’étiquette est ¢, alors (sq, s2) a un arc étiqueté par ¢ vers (s, s2).
Ceci est dii au fait qu'un arc dont I’étiquette est ¢ représente 'expiration d’un opérateur
watchdog; il correspond donc a une transition temporelle, et d’apres la sémantique d’ATP,
celles-ci ne résolvent pas un choix non déterministe (cf. 6.6 dans la définition 6.8 ci-dessous).

En fait, d’apres les reégles sémantiques, 'expiration simultanée de plusieurs opérateurs
watchdog est modélisée comme une unique transition temporelle. Ce comportement pour-
rait étre représenté par la synchronisation des arcs ¢ correspondants.

C’est-a-dire, si s et sp ont des arcs € vers s} et s}, alors un arc ¢ dont la condition est la
conjonction des conditions de ces arcs, pourrait étre ajouté de (sy,s9) vers (], s5).
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Ceci devrait étre fait pour tous les sous-ensembles d’arcs étiquetés par ¢ afin de pouvoir
couvrir toutes les expirations simultanées possibles des opérateurs watchdog.

Cette synchronisation massive des arcs étiquetés par ¢ est donc tres coiiteuse, car elle
produit une explosion combinatoire d’arcs ¢, mais elle n’est toutefois pas nécessaire, car
les regles de construction garantissent que les expirations simultanées sont correctement
modélisées par I'interleaving des arcs ¢ correspondants.

La condition d’activité attachée a un sommet (s1,s2) est la conjonction des conditions
d’activités de s; et s;. De méme, 'ensemble des horloges attachées & (s1,s2) est ['union des
ensembles correspondants a s et ss.

Définition 6.8 Pour Py, P> € ATP, soit E[P] = (54, Hi, Eiysp,,6i, 1), © € {1,2}, tels que
SlmSQIHlmHQIQ.

E[ P+ P2] = Reach((S, H, F,s1,6,F))

ou

S = 51U52U(51X52)

H H{ U H,

F = FiUFl,
U{{(s1,82),a,, H' ) | (si,a,, H',s) € F;,i=1,2} (6.6)
U{{(s1,82),&,%, H', (8], 82)) | (s1,¢,%, H',s}) € Ey} (6.7)
U{((s1,82),&,%, H',(s1,85)) | (82,¢,%, H', s}) € Es} (6.8)

F = FLUFU {((81,82),f) | fe F1(81) U FQ(SQ),SZ' € 9;,1= 1,2}

et sy = (s, sg,) et pour chaque s € 5,

5 — 6i[s] sis€S;, pouri=1,2,
] Oulsi] A b2fsa] sis = (s1,82) € 51 x Syet F(s;)N Var =0, pour i = 1,2.

Exemple. La construction pour I'opérateur de choix non déterministe est illustrée par I’exemple
suivant. Soit P le terme P; + P, ou P; est le terme :

d(a)idle watchdog[a](t1) d(b)idle

et Py est le terme :

d(c)idle watchdog|c|(t3) d(e)idle

Le graphe construit pour P est le suivant :
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Seuls les sommets accessibles de 12 ont été dessinés. Le sommet initial est 04, composé des
sommets initiaux de GG1 et 5. Les horloges attachées a 04 sont x1 et x4, qui sont respectivement
les horloges attachées a 0 et a 4. La condition d’activité est a1 <3 A 29 A < 13, Puisque 0 a un
arc vers 1 dont ’étiquette est ¢, le sommet 04 a une copie de cet arc vers 14. Cet arc correspond
a Pexpiration du watchdog de durée t;. De méme, 04 a un arc vers 05 qui est une copie de I'arc
étiqueté par ¢ de 4 vers 5, correspondant a 'expiration du délai ¢5. La construction est similaire
pour les autres sommets de G15. Tous les arcs étiquetés par une action issus d’un sommet de
(1o arrivent vers un sommet soit de Gy soit de (G5. Seuls les arcs dont I’étiquette est £ arrivent
vers un sommet de G1,.

Le graphe accessible & partir du sommet initial est le suivant :
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La construction pour le choix non déterministe ne tient pas compte des relations entre les
différents délais introduits par les opérateurs watchdog. Cette méthode produit parfois des
arcs qui ne seront jamais franchissables.

Dans I'exemple précédent, si les délais t; et t; des deux opérateurs watchdog sont tels que
t1 < tg, 'arc de 04 vers 05 dont la condition est x5 = #9 ne peut pas étre franchi car la condition
n’est jamais satisfaite. Il est donc possible d’éliminer cet arc. Il en va de méme pour le sommet
05 et tous les arcs qui en sont issus. Le graphe résultant est le suivant :
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Commeil a été déja remarqué, il ne suffit pas de connaitre les valeurs des délais pour simplifier
un arc. Une telle optimisation ne peut étre faite que lorsque la relation entre les différentes
horloges est connue et celle-ci ne peut pas étre en général calculée statiquement. Dans cette
exemple, une telle simplification est possible car les horloges z1 et 25 sont toutes deux initialisées
par 'unique arc d’entrée.

6.4.6 L’opérateur de composition parallele

Soit P le terme P || P;. Supposons que les graphes G; = E[P1] et Gy = E[FP2] soient déja
construits. La construction pour P consiste a faire le produit cartésien entre les graphes G de
Py et Gy de P;. Pour chaque sommet (51, 52) de ce graphe, les arcs issus sont calculés de la fagon
suivante :

1. Si sy a un arc vers s§ dont I’étiquette a est une action a € Act ou ¢, alors (s, $3) a un arc
étiqueté par o vers (s}, s2). Evidemment, il en va de méme pour sy (cf. 6.9 et 6.10 dans
la définition 6.8 ci-dessous). Comme pour I'opérateur de choix non déterministe, aucune
synchronisation des arcs étiquetés par € n’est calculée.

2. Si sy a un arc vers s] dont I’étiquette est I’action aq et so a un arc vers s, dont ’étiquette
est l'action ag, et les actions a; et ag peuvent communiquer, i.e., a; | az # L, alors (s1, s2)
a un arc étiqueté par ay | ag vers (s, s5) (cf. 6.11 dans la définition 6.8 ci-dessous).

La condition d’activité attachée a un sommet (s1,s2) est la conjonction des conditions
d’activité de s; et s;. De méme, I'ensemble des horloges attachées & (s1,s2) est I'union des
ensembles correspondants a s et ss.
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Définition 6.9 Pour Py, P, € ATP, soit E[P] = (54, Hi, Eiysp,,60i, 1), © € {1,2}, tels que
SlmSQIHlmHQIQ.

g[[PlHPQ]]I<Sl XSQ,H1UH2,E,8[,(S,F>

ou

E = {{(s1,32), 0,9, H' (8,82)) | (s1,a,9, H' s}) € Ey} (6.9)
U{((s1,82), i, H', (51, 85)) | (82, 0,90, H', 8) € B} (6.10)
U{((s1,82), a1 | az, 1 A o, H{ U HY, (87,5)) |

(sisap, i, Hi,s;) € Ei A ay |ag # L} (6.11)

o= {((51752)7f)|fGF(Sl)UF(SQ)vsiGSivi:172}
et s; = (81,,55,) et pour chaque (s1,82) € Sy X S, tel que F(s;) N Var = 0, §[(s1,52)] =

(51 [81] A 62[82]. O

Exemple. La construction pour 'opérateur de composition parallele est illustrée par I’exemple
suivant. Soit P le terme Py || P; ou le graphe de Py est :

1 <t 20 =0

a,zq1:=10 g, 1 =1,29:=10
- @

{21}

{0}

c,zg=0,29:=0

et le graphe de P; est :

b,xy:=0

En supposant que a | b=e et ¢ | b= L, le graphe construit pour P est le suivant :
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c,zg=0,21:=0

c,zg=0,29:=0

Dans ce cas, aucune simplification ne peut étre faite. Par exemple, chacun des quatre arcs
vers le sommet 13 initialise un ensemble différent d’horloges. Cela signifie qu’au sommet 13 il
est possible que 1 soit égale, inférieure ou supérieure a z5. Par conséquent, aucune analyse
basée sur les valeurs des t; et {5 n’est possible car les instants ou les horloges sont initialisées ne
coincident pas nécessairement. a

6.4.7 L’opérateur de restriction

Supposons que le graphe temporisé étendu pour P soit déja construit. Le graphe de restrict A in P
est obtenu a partir du graphe de P en éliminant tous les arcs dont I’étiquette appartient a
I’ensemble A.

Définition 6.10 Soit A C Act. Pour P € ATP, soit E[P] = (5, H, FE,s1,6, F).

E[restrict Ain P] = Reach((S, H, E', 51,6, F))

ou K= FE—{(s,a,¥,H ') € F'|ac A}. O
Exemple. La construction pour 'opérateur de restriction est illustrée par ’exemple suivant. Soit

P le terme restrict a,bin P’ ou P’ est le terme dont le graphe est celui construit dans 1’exemple
précédent. Le graphe construit pour P est le suivant :
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c,zg=0,21:=0

c,zg=0,21:=0

Ce graphe est obtenu a partir du graphe de P’ en supprimant tous les arcs dont 1’étiquette
est a ou b. a

6.4.8 L’opérateur de récursion

Supposons que le graphe pour le terme P soit déja construit. Le graphe pour le terme recX - P
est obtenu a partir du graphe de P en identifiant le sommet initial avec tous les sommets qui
représentent des occurrences libres de la variable X, c’est-a-dire, avec les sommets étiquetés par
X. Les restrictions syntaxiques imposées aux termes garantissent qu’un sommet dont I’étiquette
est X n’a aucune autre étiquette. Autrement dit, si X € F(s) alors F(s) = {X}.

Soit 57 ’ensemble des sommets étiquetés par X. L’ensemble des sommets du graphe de
recX - P est formé par tous les sommets du graphe de P sauf les sommets de S7. L’ensemble des
arcs vers un sommet de S~ est noté £~. Tout arc de F~ est remplacé par un arc vers le sommet
initial sy. Ce nouvel arc a la méme étiquette et la méme condition que ’ancien. Les horloges a
mettre & 0 sont celles attachées au sommet initial. L’ensemble des arcs ainsi créés est noté ET.

Définition 6.11 Soit X € Var. Pour P € ATP, soit E[P] = (9, H, F,s1,6, F) On définit :

ElrecX - P)=(S - S~ ,H,E— E-UET, 51,6, F — (5 x {X}))

ST = {se S| F(s)=1{X}} (6.12)
E™ = {(s,a,yp,H,s'Y e E|s €5} (6.13)
ET = {(s,a,%,F(sp),s1) | (s,a,0,H", &) € E7} (6.14

O

Exemple. La figure suivante illustre la construction pour 'opérateur de récursion.
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Pour cet exemple, on a :
ST = {2,5}
E™ = {{1,b,true,0,2), (4, a, true,0,5)}
ET = {{1,b,true, {x3},0), (4, a, true, {z3},0)}
O
Pour tout terme fermé P € ATP qui ne contient pas de récursions interdites, le graphe tem-

porisé de P est obtenu a partir du graphe temporisé étendu construit selon les régles présentées
ci-dessus de la facon suivante.

Définition 6.12 Pour tout terme fermé P € ATP tel que E[P] = (S, H, E,s1,6, F') est défini,
le graphe temporisé associé a P, noté G[P], est (9, H, F, sy, ). O

6.5 Exemples

Nous illustrons la méthode de construction avec le terme d’ATP qui définit le comportement
de la souris avec un seul bouton. Dans ’exemple 5.1 nous avons présenté une spécification en
termes d’équations mutuellement récursives au lieu d’utiliser 'opérateur de récursion.

En utilisant cet opérateur, le terme M qui définit le comportement de la souris est rec.X - My
ou : My est le terme :

d(p) M
M est le terme :

d(r) M5 timeout(t,.) d(r) X
Ms est le terme :

d(p) M4 timeout(t4.) sc X
et M, est le terme :

d(r)de X timeout(ts.) scd(r) X
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Nous présentons la construction pas a pas du graphe de M a partir des graphes de My, My, M3
et M4.

e Pour le sous-terme My le graphe construit est :

Zse := 0 e =0 N

Tse = 0 a1 S tse Tde = 0

sc, x5 =0 N\ €,01 = Tsc J\ r, T < lge e de,xg. =0
O- O O
X

e Pour le sous-terme M3 le graphe construit est :

T2 S tgc
zl.
p, T2 < tgc
x1:=10
sc.r.. =0 €, 21 = tge T, o1 < tae de,zv4. =0
s s m, \m O
Y
Toe =0 21 <ty Tge =0 X

e Pour le sous-terme M; le graphe construit est :
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T2 S tgc

¢ Finalement, pour M le graphe construit est :

T2 S tgc

de,xg. =10

Q sc, x5 =0 mgvxlztsc
N

Lge =

6.6 Conclusions du chapitre

Nous avons présenté un méthode compositionnelle de construction d'un graphe temporisé fini

pour les termes d’ATPqui ne contiennent pas des récursions interdites.
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La récursion interdite

La restriction imposée aux termes est justifiée car elle garantit que les duplications non gardées
de processus ne peuvent pas se produire, ce qui permet d’obtenir toujours un graphe temporisé
fini.

Comme nous ’avons déja remarqué, certains termes contenant des récursions interdites peu-
vent néanmoins étre représentés par des graphes temporisés finis. Un exemple est le terme P
défini comme recX - P’ ot P’ est le terme :

d(a) X watchdog][](d) idle

L’application de la méthode de construction pour P’ donne le graphe suivant :

x<d

{z, X}

r<d

L’application de la construction pour 'opérateur de récursion donne le graphe suivant :

a,z < d,x:=0

L’horloge x est initialisée par 'arc étiqueté par 'action a ce qui ne correspond pas au com-
portement attendu. Pourtant, le comportement de P peut étre modélisé par le graphe temporisé
fini suivant :

$3§d

Ce graphe est similaire au graphe précédent sauf que ’arc étiqueté par laction a n’initialise
pas ’horloge . Ce graphe ne peut pas étre construit par composition des graphes des sous-termes
de P. De plus, P est équivalent au terme :

(recX - d(a) X) watchdog[](d) idle

dont le graphe construit en appliquant la méthode est justement le graphe montré ci-dessus.
En général, les comportements décrits avec l'utilisation des récursions interdites qui sont
représentables par des graphes finis, peuvent étre décrits plus simplement sans elle.
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Caractéristique de la méthode

Une caractéristique essentielle de la méthode de construction est que les parametres des
opérateurs watchdog sont traités symboliquement, c’est-a-dire, dans tous les cas, le graphe con-
struit ne dépend pas des valeurs de ces parametres, ce qui produit parfois des arcs qui ne seront
jamais franchissables pour des valeurs particulieres des délais.

Toutefois, plusieurs raisons justifient cette approche :

o Pour détecter les relations entre les délais introduits par les opérateurs watchdog il est
nécessaire de connaitre la structure des sous-termes. Ceci est contraire & I"approche com-
positionnelle.

e Il n’est pas possible de déterminer si la condition sur un arc est satisfaisable seulement
a partir des valeurs des constantes. Pour ce faire, il faut savoir quelle est la relation qui
existe entre les horloges qui interviennent dans la condition, mais celle-ci ne peut en général
calculée pendant la construction. Toutefois, quelques optimisations peuvent étres faites a
la fin, lorsque le graphe a été completement construit.

Enfin, ce traitement symbolique des contraintes temporelles présente quelques avantages
intéressants :

o La taille du graphe généré est completement indépendante des valeurs des parametres.

o Il est possible d’étudier le comportement d’un systeme décrit par un terme d’ATP, avec
différentes valeurs des délais, sans étre obligé de construire le graphe a chaque fois. Ceci
est important pour une mise au point affinée du systeme.

Consistance de la méthode

Le probleme initial que nous nous avons posé était de répondre a la question si un systeme temps-
réel décrit au moyen d’un terme P d’ATP satisfait une propriété exprimée par une formule ¢
de la logique TCTL. Afin de résoudre ce probleme, nous avons proposé dans de chapitre un
algorithme de traduction des termes d’ATP vers des graphes temporisés, pour pouvoir appliquer
ensuite ’algorithme de model-checking développé dans le chapitre 4.

Pour assurer la correction de cette approche, il faut prouver que la méthode de traduction
est consistante, c’est-a-dire, que le modele de P et le modele du graphe GG construit satisfont
le méme ensemble de formules. La preuve de la consistance de la méthode de construction est
montrée dans ’annexe A.
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Chapitre 7

Méthode de compilation

Une implémentation directe des regles de traduction données dans le chapitre 6 est possible;
toutefois, ceci n’est pas convenable d’un point de vue pratique, car cette approche peut conduire
a une dégradation des performances.

En effet, il n’est pas souhaitable d’opérer directement au niveau des graphes temporisés,
car ceci entraine la manipulation des structures coiteuses en mémoire. De plus, les regles pro-
duisent des sommets qui ne sont pas accessibles depuis le sommet initial, ce qui est corrigé par
I’application de la fonction Reach. Cette procédure est assez coliteuse en temps d’exécution, car
elle entraine plusieurs parcours des graphes des sous-termes.

Nous proposons d’effectuer une traduction par étapes successives [NSY92, Yov92]. Cette
approche a été aussi appliquée dans la compilation de langages comme LUSTRE [Ray91, Roc92]
et LOTOS [Garg9].

La construction d’un graphe temporisé pour un terme d’ATP se fait en deux étapes. La
premiere étape consiste a générer une forme intermédiaire compacte et simple a manipuler, a
partir de laquelle un graphe temporisé peut étre construit de facon performante dans la seconde
étape.

Nous utilisons une forme intermédiaire basée sur les réseaux de Petri [Pet81, Rei85], qui
ont la propriété de permettre une modélisation concise du parallélisme, ce qui évite ’explosion
combinatoire de la taille de la représentation. Nous avons introduit des extensions au modele des
réseaux de Petri afin de prendre en compte les caractéristiques spéciales de certains opérateurs
d’ATP, en particulier opérateur watchdog.

Nous présentons tout d’abord informellement la forme intermédiaire, appelée réseau, et nous
expliquons le principe général de la méthode de compilation a ’aide de quelques exemples. Nous
définissons ensuite formellement les réseaux et nous décrivons la méthode de génération d’un
réseau pour un terme d’ATP. Finalement, nous montrons comment un graphe temporisé est
construit & partir d’un réseau.

7.1 Présentation informelle de la méthode de compilation

La forme intermédiaire utilisée, appelée réseau, est une extension des réseaux de Petri. Un réseaun
comporte un ensemble de places et de transitions. Chaque transition possede un ensemble de
places d’entrée et un ensemble de places de sortie. A la différence des réseaux de Petri, I’ensemble
de places d’entrée d’une transition est divisé en deux sous-ensembles :

e un sous-ensemble de places obligatoires, et

113
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e un sous-ensemble de places optionnelles.

Une transition ne peut étre franchie que si toutes les places d’entrée obligatoires sont marquées.
Apres franchissement, les places d’entrée obligatoires ainsi que les optionnelles qui sont marquées,
perdent leurs marques, tandis que chaque place de sortie en recoit une.

Nous présentons les idées générales de la méthode de compilation a 'aide de quelques exem-
ples.

Exemple 7.1 Considérons le terme P suivant :
recX -d(a)idle watchdogl[|(¢) d(b) X

dont le graphe temporisé obtenu d’apres la méthode présentée dans le chapitre 6 est :

b,z :=0 €, & =
5 51 z <t
g,x=1

Le réseau construit pour P est le suivant :

ﬁél o

|
a,w | Ty e, t | To

2
b ,' w T,
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Les transitions du réseau sont étiquetées par une action et par une valeur entiere ou w :

e La transition Tj est étiquetée par a et w, car elle représente ’exécution indéfiniment re-
tardable de I’action a. Il en va de méme pour la transition T3 dont ’étiquette est (b,w).

o La transition Ty est étiquetée par ¢ et ¢ ce qui représente 'expiration d'un watchdog dont
le parametre délai est t.

Les places d’entrée optionnelles sont indiquées au moyen des arcs en pointillé. Le comportement
du réseau est le suivant. Initialement, les places 0 et 1 sont marquées. Ceci représente le fait que
I’action a et 'opérateur watchdog sont actifs. A partir de ce marquage deux situations peuvent
se produire :

1. La transition 7Ty est franchie, ce qui représente l’expiration du watchdog. L’exécution
de cette transition vide toutes les places d’entrées, y compris les optionnelles. Dans le
marquage résultant seule la place 2 est marquée.

2. La transition 7T) est franchie, ce qui représente ’exécution de l'action a. L’ensemble de
places de sortie est vide, par conséquent aucune place neuve n’est marquée. Dans le mar-
quage résultant seule la place 0 est marquée, ce qui exprime le fait que 'exécution de
I’action @ n’annule pas I’effet du watchdog.

Considérons a présent le marquage ou seule la place 0 est marquée. A partir de ce marquage,
la transition Ty est franchissable, méme s’il n’y a pas de marque dans la place 1, car celle-ci est
une place optionnelle.

Le systeme de transitions correspondant a ce réseau est le suivant :

T2 Tl

0
{2} 7 {0}

Nous constatons qu’il y a une correspondance entre le graphe temporisé de P et le systeme de
transitions du réseau.

e Le sommet sy correspond au marquage {0, 1}, ou le watchdog et I’action a sont actifs.
Deux arcs sont issus de sg :

— 'un est étiqueté par ¢ et la condition & = ¢, correspondant & ’arc produit par la
transition Tp.

— Dautre est étiqueté par a et la condition z < ¢, correspondant a I’arc produit par la
transition 7T7.

e Le sommet sy correspond au marquage {0}, ot le watchdog est actif. L’arc de sy vers s,
étiqueté par ¢ correspond a I’arc du marquage {0} vers le marquage {2} produit par la
transition Tp.
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e Le sommet sy correspond au marquage {2}, ou l'action b est active. L’arc de sy vers sg
étiqueté par b correspond a I'arc de {2} vers {0, 1} produit par la transition T5.

Les deux graphes sont donc isomorphes. Il reste alors a savoir comment étiqueter les marquages
et les arcs du modeéle du réseau pour obtenir ainsi le graphe temporisé. Pour ce faire, nous
associons tout d’abord 'horloge z & la transition Ty étiquetée par €. Nous pouvons a présent
étiqueter le systeme de transitions du réseau pour obtenir le graphe temporisé de P :

e La condition z <t est associée aux marquages {0,1} et {0} car la transition Ty est fran-
chissable dans les deux cas. Aucune condition n’est imposée par la transition 7} dont
I’étiquette est w, car elle représente ’exécution d’une action indéfiniment retardable.

e La condition true est associée au marquage {2}, car la seule transition franchissable est
étiquetée par w.
Les arcs sont étiquetés de la facon suivante :
e Aux arcs produits par la transition Ty nous associons la condition # = ¢, car ils représentent
I’expiration du watchdog.

e A D’arc produit par 77 nous associons la condition z < ¢, ce qui est déterminé par le fait
que la place d’entrée de la transition 19, est une place d’entrée optionnelle de la transition
Ty. Cet arc correspond a l'exécution de 'action a sous la portée du watchdog.

o A l'arc produit par la transition T3 nous associons la condition true, car il s’agit d’une
action retardable. Puisque la transition Ty est franchissable dans le marquage résultant,
I’arc doit initialiser ’horloge z.

Le graphe temporisé ainsi obtenu est le suivant :

10,1} | 2 <

b,z :=0 g,x =1 a,x <1

{2} {0y |¢=t

Exemple 7.2 Considérons le terme P’ suivant :
recY -d(c)Y

Le réseau produit pour ce terme est le suivant :
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Le graphe temporisé construit a partir de ce réseau est le suivant :

{3}
c
Considérons & présent le terme P + P’, ou P est le terme traité dans ’exemple 7.1, P + P’ est :

recX - d(a)idle watchdog[](?) d(b) X 4 recY -d(¢)Y

Le réseau pour P + P’, obtenu a partir des réseaux de P et de P/, est le suivant :
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Ce réseau est I'union des réseaux de P et P’, plus des liens en pointillé établis entre les places du
réseau de P (respectivement P’) et les transitions du réseau de P’ (respectivement P) étiquetées
par des actions.

D’apres la sémantique de 'opérateur de choix non déterministe, P et P’ sont exécutés en
parallele jusqu’a l’instant ot 'un des deux exécute une action qui interrompt 'autre et qui lui
permet de continuer tout seul.

L’union des deux réseaux exprime le fait que P et P’ sont exécutés en parallele. Interrompre
I'exécution d’un processus consiste & enlever toutes les marques du réseau correspondant. Pour ce
faire, les places du réseau de P (respectivement P’) sont considérées comme des places d’entrée
optionnelles des transitions du réseau de P’ (respectivement P) dont les étiquettes sont des
actions. Par exemple, I’ensemble des places d’entrée de la transition 75 est {0,1,2}. Au contraire,
aucune place optionnelle n’est ajoutée a Ty car il s’agit d’une transition étiquetée par ¢ qui
correspond a l'expiration du watchdog.

Le graphe temporisé construit a partir du réseau est le suivant :

b,z :=0

Afin de définir les conditions d’activité et les conditions sur les arcs nous associons a la transition
étiquetée par ¢ ’horloge z.

Ensuite, & tout marquage qui contient la place 0, qui est la place d’entrée obligatoire de la
transition Ty, nous associons la condition d’activité < ¢.

Pour définir la condition sur un arc de M a M’ il faut déterminer si la transition 7Ty est
franchissable a partir de M, et si son ensemble de places d’entrée optionnelles contient des places
d’entrée obligatoires de la transition qui produit Iarc.

Considérons par exemple I'arc de {0, 1,3} vers {0}, qui est produit par la transition 7T} dont
I’étiquette est (a,w) et dont I’ensemble des places d’entrée obligatoires est {1}. La transition
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To peut étre franchie a partir de {0, 1,3}, et son ensemble de places optionnelles est {1} qui est
égal & 'ensemble des places d’entrée obligatoires de T7. Dans ce cas, nous associons a l'arc la
condition z < ¢, ce qui exprime le fait que ’action a est exécutée sous la portée du watchdog.

Considérons a présent ’arc de {0,1,3} vers {2,3}. Dans ce cas, la condition est = ¢ car il
s’agit d’un arc produit par la transition Ty dont ’étiquette est (e,1).

Si l’arc est produit par une transition étiquetée par une action et w dont les places d’entrée
obligatoires ne sont pas des places d’entrée optionnelles de la transition Tp, alors la condition sur
I’arc est true. Ceci exprime le fait que 'action n’est pas sous la portée du watchdog.

Nous pouvons constater que ce graphe est identique a celui construit par la méthode présentée
dans le chapitre 6. a

Exemple 7.3 Soit P le terme d(a)idle, P; le terme Py watchdog(a](t;) d(b)idle, et P le terme
P, watchdog]](2) Py ou Py est un terme quelconque. Le réseau obtenu pour Ps est le suivant :

15

La transition T3 étiquetée par ¢ et t, représente 'expiration du watchdog dont le parametre délai
est t5. Toutes les places du réseau de Ps, i.e., les places 1, 2 et 3, sont des places optionnelles
de cette transition, ce qui représente le fait que I'expiration du watchdog interrompt ’exécution
du processus P,. Par conséquent, le franchissement de cette transition enleéve toutes les marques
dans le réseau de Ps.

La transition T3y étiquetée par ¢ et ¢y représente 'expiration du watchdog de durée t;. Dans
ce cas, toutes les places du réseau de Py, i.e, la place 2, sont enlevées par 'exécution de cette
transition. De plus, la place 1, qui est la place d’entrée obligatoire de Ty, est une place optionnelle
de la transition Tp, ce qui exprime le fait que ’exécution de I’action @ annule I'effet du watchdog.

Le graphe temporisé construit & partir de ce réseau est le suivant :
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r <1l Ny<t

a,y <t Nz <l

$§t2

Afin de définir les conditions d’activité et les conditions sur les arcs nous associons a chacune
des transitions étiquetées par ¢ une horloge : = a Ts et y a T7.
Les conditions d’activité sont définies comme suit :

e La condition du marquage {0,1,2} est @ <ty A y < ty, car les transitions Ty et T3 sont

franchissables & partir de ce marquage.

e La condition des marquages {0,3} et {0} est x < 15, car est T3 franchissable, mais pas 7.
Pour déterminer la condition sur un arc il faut considérer toutes les transitions étiquetées par ¢
qui :

e sont franchissables a partir du marquage, et

e dont ’ensemble des places d’entrée optionnelles contient des places d’entrée de la transition

qui produit I'arc.

Par exemple :
e La condition associée a 'arc de {0,1,2} vers {0} est 2 < 13 A y < t3.
e La condition associée a ’arc de {0,1,2} vers {0,3} est y = t; A @ < 5.

Comme dans I’exemple précédent, nous pouvons constater que ce graphe est identique a celui
construit en appliquant la méthode présentée dans le chapitre 6. a

Nous avons illustré a 'aide de quelques exemples comment construire un réseau pour un
terme d’ATP pour ensuite obtenir son graphe temporisé & partir du modele du réseau. Dans
la section suivante, nous définissons formellement les réseaux et nous décrivons la méthode de
compilation.
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7.2 Construction d’un réseau pour un terme

Nous présentons ici la méthode de construction d’un réseau pour un terme d’ATP.

7.2.1 Définition de réseau
Nous définissons tout d’abord la notion de réseau.
Définition 7.1 Un réseau est un triplet N = (0,7, M) ou :

o () est ’ensemble des places,
o T COXOx(Act. x NU{w}) X O est 'ensemble des transitions,

e M; C O est un sous-ensemble de places.

Soit T' = (Oq, Oz, a, d, O3) une transition.
o (0p est 'ensemble des places d’entrée obligatoires de T, noté e,
o (O, est 'ensemble des places d’entrée optionnelles de T, noté oT.
o (5 est ’ensemble des places de sortie de T', noté Te.
e L’attribut d’une transition 7" est le couple (a, d), o est notée etiq(T') et d est noté borne(T).

Un marquage est un ensemble de places. Le marquage My est appelé marquage initial. La
sémantique d’un réseau est un systeme de transitions entre les marquages. Pour une transition

T € T et deux marquages M et M', M ERSYL indique qu’il est possible de passer du marquage
M au marquage M’ en franchissant la transition T :

e Pour que la transition T puisse étre franchie a partir de M il faut que toutes les places
d’entrée obligatoires de T soient marquées dans M.

e Le marquage M’ est obtenu & partir de M dans lequel les places d’entrée obligatoires et
optionnelles de T perdent leur marque, tandis que les places de sortie en recoivent une.

La relation de transition est formellement définie par la régle suivante :

T CM,M =M~ (eTUoT)UTe
ML M

L’ensemble de tous les marquages accessibles & partir du marquage initial M7 est noté M.
Nous ne considérons que des réseaux saufs, i.e., tels qu’a tout instant chaque place contient
au plus une marque. Le systéme de transitions de N est (M, —, My).

7.2.2 Construction d’un réseau pour un terme

Pour un terme P d’ATP qui ne contient pas de récursion interdite, le réseau de P, noté N'[P],
est construit par induction sur la structure de P selon les regles suivantes.
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Le processus idle

Le réseau du processus idle, est simplement un réseau vide.

NTidle] = (0,0,0)

Les variables de processus

Pour une variable X € Var, le réseau construit a une seule place O dont aucune transition n’est
issue. Cette place est étiquetée par X afin de pouvoir l'identifier au moment de la construction
du réseau pour le terme recX -.

NIXT = (10},0,{0})

Nous associons a O 'attribut var(O) = X qui indique que O représente une occurrence libre de
la variable X.

L’opérateur de préfixage

Soit @ € Act et P le terme aP;. Dans ce cas, une nouvelle place O est créée ainsi qu’une transition
T dont O est la place d’entrée obligatoire et les places initiales du réseau de P; sont les places
de sortie. L’attribut de T est le couple (a,0), ce qui exprime le fait qu’il s’agit d’un préfixage
immédiat par 'action a.

a,0 T

NP1

Si le réseau de Py est N[Pi] = (01,71, M}), alors le réseau de aP; est :
NlaP] = (01U{0},T1U{T},{0})

ot O & Oy et T est la transition ({O0},0,a,0, M}).

Le réseau construit pour le terme d(a) Py, est similaire a celui de aP;. Dans ce cas, I'attribut
de T est le couple (a,w), ce qui représente le fait qu’il s’agit d’un préfixage retardable par I’action
a.

Nld(a)P] = (010{0}, T u{T},{{0}})
ot O € Oy et T est la transition ({O},0,a,w, M}).
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L’opérateur watchdog

Soit P le terme Py watchdog[A](t) P,. La construction du réseau de P commence par la création
d’une nouvelle place O et d’'une nouvelle transition T ayant O comme place d’entrée obligatoire
et les places initiales du réseau de P, comme places de sortie.

La place O représente le watchdog. Si elle est marquée, alors le watchdog est actif, i.e., le
comportement de P est controlé par le watchdog.

Pour exprimer le fait que P; peut étre interrompu par U'expiration du watchdog pour exécuter
P, toutes les places du réseau de P; sont liées a la transition 7' comme des places d’entrée
optionnelles.

Ensuite, afin d’exprimer le fait que P; peut annuler ’effet du watchdog au moyen d’une action
de A, la place O est liée comme place d’entrée optionnelle & toutes les transitions du réseau de
P, étiquetées par une action de A.

NP1

| v
ad A a€ A

NP

Si pour les termes Py et Py, les réseaux construits sont N[P;] = (0;, T;, M}), pour i = 1,2, alors
le réseau pour P est :

NPy watchdog[A](d) P,] = (O U0, U{0}, T/ UT,U{T}, M} U{0})
ol O Q 01 U 02,

7 = {Th€Ti|etig(Th) ¢ A}
U{(eT1,0T1 U{O}, etig(Ty), borne(Ty), Tye) | 11 € Ty A etig(Ty) € A}

et T est la transition ({O}, Oy, ¢,d, M}).

L’opérateur de choix non déterministe

Soit P le terme Py + P. Le réseau de P est I'union des réseaux construits pour P; et P,. Afin
d’exprimer le fait que I’exécution d’une action de la part de Py (%) interrompt P, (Py), toutes
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les places du réseau de P, (Py) sont des places optionnelles des transitions du réseau de Py (F;)
qui sont étiquetées par des actions.

€,t1

57t2

NI~ N[P]

Si pour les termes P; et Py, les réseaux construits sont N[P;] = (O;, T;, M}), pour i = 1,2, alors
le réseau pour P est :

N[[Pl—I-PQ]] = <01U02,71/U75/,M}UM12>
ol

T = {TeT|etigll) =<}

U{(eT, 0T U Oy, etiq(T), borne(T),Te) | T € Ty A etiq(T) € Act}
T = {TeT|etiglT) =<}

U{(eT, 0T U Oy, etiq(T), borne(T),Te) | T € Ty A etiq(T) € Act}

L’opérateur de composition paralléle

Soit P le terme Py || P2. La construction du réseau pour P commence par unir les réseaux de Py
et Py, afin d’exprimer le fait que P; et Py doivent étre exécutés en parallele.

Ensuite, nous procédons au couplage des transitions afin de modéliser la communication entre
Py et P,. On dit que Ty et Ty sont synchronisables si etiq(T1) | etiq(T3) € Act, i.e., si T et Ty
représentent les exécutions de deux actions ay et ay qui peuvent communiquer. Coupler deux
transitions synchronisables T} et T5 consiste & créer une nouvelle transition T telle que :

o
Te

.Tl U 0T2
T1 L4 UTQO
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T1 T T2

L’ensemble des places optionnelles de T est aussi I’'union des places optionnelles de T4 et Ty :
ol = OT1 U OT2
L’attribut de T" est le couple (a,d) tel que :

a = etiq(Ty) | etiq(T3)
d = min(borne(1y), borne(1y))

c’est-a-dire, coupler une transition 77 avec borne(Ty) = 0 et une transition 7% quelconque donne
une transition 7" avec borne(T) = 0, ce qui exprime le fait que si etiq(77 ) est une action immédiate
alors la communication entre etiq(7y) et etig(7:) doit se produire immédiatement.

Si pour les termes Py et Py, les réseaux construits sont NP;] = (O;, T;, M}), pour i = 1,2,
alors le réseau pour P est :

N[I:PlHPQ]] = <01U02,71U75UT,M}UM12>

ou 7 est ’ensemble des transitions produites par les couples (711, 73) de transitions synchronis-
ables.

Exemple 7.4 Soit P le terme :
d(a)idle watchdog[a](dy) idle || d(b)idle watchdog[b](d>) idle

et supposons que & | b = ¢. Le réseau construit pour P est le suivant :

€,d2
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L’opérateur de restriction

Soit P le terme restrict A in P;. Le réseau de P est obtenu a partir du réseau de P; en éliminant
toutes les transitions T dont ’étiquette etiq(1') appartient & A.

Si le réseau de Py est N[P1] = (01,71, M}), alors le réseau de restrict A in Py est :

Nrestrict Ain 1] = (01,71 -7, M})

ot T- ={T €7, | etiq(T) € A}.

L’opérateur de récursion

Soit P le terme recX - P;. Le réseau de P est obtenu & partir du réseau de P; en identifiant
toutes les places étiquetées par la variable X avec les places initiales de P;. Autrement dit, toute
transition allant vers une place étiquetée par la variable X est remplacée par une transition allant
vers les places initiales de P;.

Si le réseau de Py est N[P1] = (01,71, M}), alors le réseau de recX - Py est :

NreeX -] = (O1—-07,7T,Mj)

ot O ={0 € Oy | var(0) = X} et

T = {(eT,0T,etig(T), borne(T), T e —O~ UM})|T € T}

Exemple 7.5 Soit P; le terme :

d(a)recX -idle watchdog[](dy) ¢ X

et Py le terme :

recY -idle watchdog[]|(d3) d(b)Y

Les réseaux construits pour P; et Py sont les suivants :
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NIPA] NP
0 4
a,'w Ty Ty b,'w
1 3
edi | g T | e dy
2
c,'O T,

Soit P le terme Py || P>. En supposant que a | b= e et ¢|b= L, le réseau construit pour P est
le suivant :



128 Chapitre 7 : Méthode de compilation

c, 0 1

Soit P’ le terme restrict a,bin P. Le réseau construit pour P’ est le suivant :

0 4
T5 e, W
1 3
€,d1 Tl T3 £, d?
2
c,0 |13
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7.3 Construction d’un graphe temporisé

La seconde étape consiste a construire le graphe temporisé d’un terme P a partir du réseau N P]
généré dans la premiere étape.
Soit N = (0,7, My) le réseau de P. Le graphe temporisé de P est construit comme suit :

1.

2.

A chaque transition T' € 7 telle que borne(1') # w nous associons une horloge notée hor(T").

Ensuite, le modele de N est construit.

. La condition d’activité d’un marquage est la conjonction des conditions de la forme

hor(T) < borne(T') pour toutes les transitions 1" telles que borne(T') # w qui sont fran-
chissables a partir du marquage. Si le marquage est vide, alors la condition d’activité est
true.

. Soit e I’arc de M vers M’ produit par la transition T :

(a) L’étiquette de e est etig(T).
(b) La condition de e est la conjonction de plusieurs conditions. Il faut distinguer deux
cas :
i. Si borne(T') # w alors le premier facteur est hor(1') = borne(T"), ce qui représente
I’exécution d’une action immédiate ou I'expiration d’un watchdog.
ii. Si borne(T) = w alors le premier facteur est true, ce qui correspond a I'exécution

d’une action retardable.

Pour déterminer les autres facteurs il faut considérer toutes les transitions 77 qui
satisfont :

i. oI"C M

ii. etig(1') =«

ili. oT'NeT #0
D’apres les régles de construction du réseau, si 7" satisfait ces trois conditions alors
elle correspond a un watchdog qui (1) contréle ’événement (exécution d’une action

ou expiration d’un watchdog) modélisé par la transition 7', et qui (2) n’a pas encore
expiré.

Soit (M, —, Mj) le modeéle de N. Le graphe G = (S, H, E,s1,6) construit a partir de N est tel

que :

1.

L’ensemble des sommets .S est 'ensemble des marquages M accessibles depuis le marquage
initial M7j.

Le sommet initial sy est le marquage initial Mj.

. H est 'ensemble des horloges associées aux transitions 7' € 7 telles que borne(7") # w.

. Pour tout M C M, la condition d’activité est :

o = /\ hor(T) < borne(T))
oTCM,borne(T)#w
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5. Soient M, M' C M et T € T tels que M L M’ et T' Pensemble de transitions défini par :
T = {T'eT|eT'"C M A etig(T"y=¢ A oT NoT' # 0}
A Vare M L M7 correspond un arc e = (M, etiq(T), 1, H', M) tel que :

(a) la condition 1 est la conjonction 11 A 12 ol 1y est :

by = hor(T) = borne(T') si borne(T) # w,
Y70 true sinon.
et g est :

Wy =\ hor(T") < borne(T")
T'eT!

(b) I'ensemble H' des horloges a initialiser est :
H = {hor(T")| oT" C M' A oT" ¢ M}
c’est-a-dire, I’ensembles des horloges associées aux transitions qui deviennent fran-

chissables apres I'exécution de 7.

Exemple 7.6 Soit P le terme :
restrict a, b in (d(a)recX -idle watchdog[](dy) ¢ X || recY -idle watchdog[](dz) d(b)Y")

eta|b=-eetc|b= L. Le réseau construit pour P est illustré dans I'exemple 7.5. Le modeéle
du réseau de P est le suivant :

13
{0,4}
1

5
g SRy
{13} {2,3}

T3 T3
{14 - {2.4)

13
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A partir de ce graphe, le graphe temporisé de P est construit en appliquant la méthode décrite
ci-dessus.
Tout d’abord, nous associons une horloge a chaque transition 7' qui satisfait borne(T') # w :

hor(Ty) = =z
hor(Ty) = gy
hor(T5) = =z
Pour chaque marquage, la condition d’activité est obtenue de la facon suivante :

1. La condition d’activité de {0,3} est z < dy, car la seule transition franchissable a partir de
ce marquage est T3 dont la borne est dy et dont ’horloge associée est z.

2. Pour le marquage {0,4}, la condition est true.

3. La condition associée au marquage {1,3} est @ < dy A z < dy, car les transitions T} et T;
sont franchissables a partir de ce marquage.

4. La condition d’activité de {2,3} est y =0 A 2z < ds.

5. Pour {1,4}, la condition associée est z < d;.

6. La condition associée a {2,4} est y = 0.
Pour toute transition, I’ensemble des places optionnelles est vide. Donc, pour la transition Tx
la condition sur I’arc correspondant est true et pour toutes les autres la condition est hor(7") =
borne(T').

Considérons, par exemple, I'arc de {0,4} vers {1,3} produit par la transition T5. Dans ce
cas, ’ensemble des horloges a initialiser par I’arc correspondant du graphe temporisé est {z, z},

car z et z sont les horloges associées aux transitions T; et T5 qui deviennent franchissables.
Le graphe temporisé obtenu est le suivant :

< d
(0,30 | =%

5,2’Id2

{0,4}

e,x,2:=0

$§d1/\
ngg

{1
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Nous pouvons constater que le graphe ainsi obtenu est identique au graphe construit par la
méthode présentée dans le chapitre 6. a

Exemple 7.7 Considérons le terme P qui modélise le comportement de la souris & un seul
bouton décrit dans ’exemple 5.1. Le terme P est recX - M; ou :
def
My = d(p) M.
M, © (r)Mg watchdog[r](t.s) d(r) X
My d(p) M4 watchdog[p](t.q) cs X

My, ' d(r)ed X watchdog[r](tes) csd(r) X

Le réseau illustré par la figure 7.1 est le réseau construit pour P ou nous avons fait quelques
optimisations.

Considérons, par exemple, la transition Ty qui représente 'expiration du watchdog correspon-
dant au terme M,. D’apres les régles de construction données, I’ensemble des places d’entrée
optionnelles de T5 devrait étre ’ensemble de toutes les places du réseau de Ms. Toutefois, franchir
la transition 7} dont 1’étiquette est r enleve la marque de la place 2 qui est la place d’entrée
obligatoire de T5. Il suffit donc de lier la place 1 & T; comme place d’entrée optionnelle. En
effet, la place 2 n’est marque dans aucun des marquages accessibles apres le franchissement de
la transition 77; elle ne recoit une marque qu’apres le franchissement de Tj.

De plus, la place 2 devrait étre une place d’entrée optionnelle de la transition Tg dont
I’étiquette est r. En suivant le méme raisonnement que ci-dessus, nous constatons que si la
place 6, i.e, la place d’entrée obligatoire de Tg, est marquée, alors la place 2, ne ’est pas. Donc,
il n’est pas nécessaire de lier la place 2 a la transition Tg par un trait en pointillé.

Nous avons suivi la méme procédure d’optimisation pour toutes les autres transitions
étiquetées par €. a

Exemple 7.8 Considérons le terme P qui modélise le comportement du controleur de
température décrit dans 'exemple 5.2. Le terme P est d(r)recX - C; ot :

¢y by
Cs def Cy watchdog[r](?4z) X
Cy Y d(r)Cg watchdog[r](t1) (by Cs + 1 Ce)

Cs ' d(r)Cs watchdog[r](t3) ed(r) X
Co ' hidle

Le réseau construit pour P est illustré par la figure 7.2. Les places 7, 8,9, 10, 13 et 14 sont aussi
des places d’entrée optionnelles de la transition étiquetée par (e,%,,45), mais nous n’avons pas
dessiné les liens en pointillé afin d’éviter de compliquer la figure. a

7.4 Implémentation

Nous avons développé un compilateur qui implémente la méthode de traduction décrite dans les
sections précédentes. L’architecture du compilateur est illustrée par la figure 7.3.

Le compilateur comporte plusieurs phases dont les plus importantes sont la construction du
réseau et la génération du graphe temporisé.
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Figure 7.1: Réseau de la souris.
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T;

i
s

b1,0

13

______

........
''''''

A g tU

Figure 7.2: Réseau du contrdleur de température.
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Programme

ATP

Analyse syntaxique

et sémantique statique

Arbre @

Construction du

réseau

Attribution
Résean des horloges

Génération du

graphe temporisé

Graphe temporisé

Figure 7.3: Architecture du compilateur.
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1. La premiere phase comporte 'analyse syntaxique et sémantique statique du programme
ATP. Pour la mise en ceuvre de 'analyse syntaxique nous avons utilisé les outils SyN-
TAX [BD88] et CESAR.ADT [Gar89]. L’analyse sémantique statique consiste notamment
a détecter les termes qui contiennent des récursions interdites.

2. La deuxieme phase comporte la construction du réseau en appliquant la méthode décrite
dans la section 7.2.2. I’étape d’attribution des horloges consiste & associer des horloges
aux transitions.

3. La phase finale est la génération du graphe temporisé a partir du réseau en appliquant les
regles présentées dans la section 7.3.

Nous présentons ici algorithme et les structures de données utilisées pour la mise en ceuvre
de la construction du graphe temporisé.

7.4.1 Construction du graphe

Soit N = (0,7, My) le réseau construit pour le terme P. L’algorithme de génération du graphe
temporisé est le suivant :

while 5~ # ()
let M € 5—
St = STtu{M}
S™=5"—{M}
construire_condition( M)
forall T, M' : (M, T, M")
e := construire_arc(M,T, M")
E = FU{e}
it M ¢ StuUS™
then 5~ := S~ U {M'}
end
end
end

L’algorithme mémorise les marquages dans un ensemble divisé en deux parties. Le sous-
ensemble noté St contient les marquages visités dont les successeurs ont été déterminés. Le
sous-ensemble S~ contient le reste des marquages visités.

Chaque marquage est représenté par une chaine de bits telle qu’a chaque place correspond
un bit, qui vaut 1 si la place appartient au marquage et 0 sinon.

Les marquages sont mémorisés dans une table extensible formée d’une liste chainée de pages
de mémoire, chaque page pouvant contenir un nombre fixé de marquages. La table est gérée de
la facon suivante :
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e Une variable N donne le nombre de marquages dans la table. N est incrémentée chaque

fois qu’un nouvel marquage est inséré. Chaque marquage est repéré par un indice variant
de0a N —1.

o La table est partagée en deux zones par un indice K. Les marquages dont 'indice est entre
0 et K — 1 appartient & ST. Les autres sont ceux de S~.

o A tout instant la valeur de K est I'indice du prochain marquage a traiter. La construction
est finie lorsque K est égal & V.

o Lorsque lalgorithme construit un marquage, on cherche dans la table au moyen de son
indice et on l'insere s’il n’est pas présent.

e Pour la recherche d’un marquage on utilise une structure de données auxiliaire qui permet
un acces rapide par hachage (figure 7.4). Les indices des marquages qui ont la méme image
par la fonction de hachage sont mémorisés hors de la table sous forme d’une liste chainée
de paquets. La recherche d'un marquage dans une liste se fait séquentiellement.

Cette structure de données est similaire a celle utilisée par I'outil CESAR [Gar89] de compilation
de programmes LOTOS.

table de .
hachage ' 0

10

liste de N -1

paquets

table des marquages

Figure 7.4: Table des marquages.

Finalement, nous constatons que les arcs du graphe ne sont jamais consultés. Par conséquent,
nous pouvons ranger les arcs en mémoire secondaire dans un fichier & acces séquentiel, ou les
arcs sont ajoutés au fur et & mesure de leur création.

7.4.2 Reéduction du nombre d’horloges

Comme nous 'avons déja remarqué, la méthode de construction donnée dans le chapitre 6 intro-
duit les horloges de maniere systématique, ce qui produit en général des graphes avec un nombre
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trop grand d’horloges. Nous présentons ici un algorithme qui permet de réduire le nombre
d’horloges utilisées.

Dans la méthode présentée dans la section 7.3, les horloges sont introduites apres la construc-
tion du réseau et sont associées aux certaines transitions. I’algorithme consiste tout d’abord a
détecter s’il est possible d’associer a deux transitions 77 et T3 la méme horloge :

e Nous constatons tout d’abord que si T3 et 75 sont telles que borne(Ty) = borne(T;) = 0
alors il n’est pas nécessaire d’avoir une horloge pour 77 et une autre pour 75. En effet, une
seule horloge suffit pour toutes les transitions dont la borne est 0.

o Considérons a présent le réseau construit pour le terme P; watchdog[A](t) P,. Soit T
la transition qui représente I’expiration du watchdog. Dans ce cas, il n’est pas possible
d’associer la méme horloge a T et & une transition 77 du réseau de Py telle que o77 € oT.
Soient Ny et Nj les réseaux des termes P; et P respectivement.

Nous avons donc que 'attribution d’horloges doit satisfaire pour toute transition 77 de Ny,
si 17 C o1 alors hor(Ty) # hor(T).

Par exemple, dans le cas du réseau du controleur de température illustré par la figure 7.2,

nous avons hor(1y) # hor(1s) et hor(Tio) # hor(T5).

e Considérons le terme P; + Py. Soit N; le réseau de P;, pour ¢ = 1, 2.

Si Ty € 71 et Ty € T3 sont franchissables dans le marquage initial alors I’horloge de T4 doit
étre différente a celle de T3, car il s’agit de deux opérateurs watchdog qui sont actifs au
méme temps.

Considérons a présent une transition 77 telle que 7] C Tie. Dans ce cas, il faut aussi
que I’horloge associée a Ty soit différente & celle associée a Ty. Il en va de méme pour les
transitions T3 telles que o7 C The.

/
gvt1 Tll

Pour ¢ = 1,2, soit 7;° 'ensemble des transitions étiquetées par ¢. Nous définissons une
relation >; entre les transitions de 7% telle que pour tout T;, T/ € 75, T; »; T} si oT] C Tje.
La fonction hor doit satisfaire pour tout Ty, 7] € 77 et pour tout T, T4 € 75, si oT; C M}
et T; »5 T/, alors hor(1]) # hor(1%).

e Pour le terme Py || P2, ’ensemble des horloges associées aux transitions des réseaux de Py de
P, doivent étre disjoint, i.e., pour toute transition 7y de Ny et T3 de Ny, hor(Ty) # hor(T%).
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On construit ensuite un graphe non orienté (V, A) ot V' est ’ensemble des sommets et A est
I’ensemble des arcs, tel que :

o V est 'ensemble 7° des transitions étiquetées par ¢,
o ctilyaun arc (77,7%) € A sila fonction hor doit satisfaire hor(1y) # hor(1%).

On construit ensuite une partition Il = {IIy,...,1[,} de V telle que pour tout 71,75 € V, si
{T1,T5} C II; alors (T1,T3) ¢ A. Finalement, on crée une horloge z; pour chaque II; et on définit
hor(T) = z; pour tout T' € II,.

Une horloge additionnelle zq est utilisée pour les transitions 1" telles que borne(1') = 0.

Done, trouver le nombre minimal d’horloges consiste a trouver le plus petit n tel que
II = {Iy,...,1I,} est une partition qui satisfait la propriété ci-dessus, ce qui est équivalent
au probléeme de coloriage d’un graphe non orienté avec un nombre minimal de couleurs, lequel
est NP-complet [AHU74, PS82].

L’algorithme utilisé pour construire une partition Il est le suivant :

begin
forall v e V
marquelv] := false
interdit[v] :== (
end
forall v e V
if ~marque[v] then coloriage(v)
end
let 11, = {v | couleur[v] = ¢}
1= Ui

end

proc coloriage(v)
begin
marquelv] 1= true
forall v/ € V 1 (v,v') € A
if ~marque[v] then coloriage(v)
end
let ¢ ¢ interdit[v]
couleur[v] := ¢
forall v/ € V : (v,0") € A
interdit[v'] := ¢
end
end

Bien entendu, la partition construite par I'algorithme n’est pas en général optimal. Cependant,
les résultats obtenus en pratique sont satisfaisants.

Exemple. Considérons le réseau du controleur de température illustré par la figure 7.2. Nous
avons que la fonction hor doit satisfaire hor(7Ty) # hor(1s) et hor(Tyg) # hor(1s). Par
conséquent, le graphe construit est le suivant :
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La partition 1l est {{T4, Th0},T5}. Nous avons donc hor(Ty) = hor(Tyo) = 1, hor(T5) = x2. De
plus, pour T' € {15,717, Ts, T11, 112, 113}, nous avons hor(1T) = xg. a

7.5 Conclusions du chapitre

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode de construction d’un graphe temporisé, basée
sur la génération d’une structure intermédiaire, a partir de laquelle le graphe peut étre construit
efficacement.

La structure intermédiaire utilisée est inspirée des réseaux de Petri, mais elle differe de ceux-
¢l au sens ou toute transition a un ensemble de places d’entrée obligatoires, qui déterminent si
la transition est franchissable & partir d’un marquage, ainsi qu'un ensemble de places d’entrée
optionnelles, dont le marquage n’est pas nécessaire pour la franchir, mais qui sont également
vidées lorsque la transition est franchie.

La distinction entre places d’entrée obligatoires et places d’entrée optionnelles permet
d’enlever la marque d’une place mais sans empécher le franchissement de la transition si la
place n’est pas marquée. [’avantage principal de ce mécanisme est que le réseau obtenu est
compacte.

La méthode présentée dans ce chapitre a étéimplémentée et le programme développé a environ
10000 lignes de code C. Les performances sont illustrées dans le chapitre 8.



Chapitre 8

Applications

L’objectif de ce chapitre est illustrer ’utilisation de la méthode proposée pour spécifier et vérifier
des applications temps-réels.

8.1 Un systeme téléphonique

L’exemple traité dans cette section est un systeme téléphonique inspiré du systeme présenté
dans [Das85, GK91]. Ce systéme est une simplification d’un systeme téléphonique réel, néanmoins
il comporte des propriétés temps-réel intéressantes.

Le systeme est composé de plusieurs postes dont les communications sont gérées par un petit
central téléphonique. L’objectif de cette section est donner une modélisation en ATP du central
téléphonique et vérifier qu’elle satisfait les propriétés désirées.

8.1.1 Spécification en ATP

Le central téléphonique est composée de trois sous-systemes :
o l'unité de controle (UC),
o l'unité de gestion du numéro (UGN), et
o l'unité de gestion de la sonnerie (UGS).

La figure 8.1 illustre la composition du central téléphonique.

L’unité de controle

La tache de 'unité de controle consiste a accepter les demandes de communication provenant des
postes téléphoniques. Une demande se produit lorsqu’un poste est décroché. Nous supposons
que le central ne traite qu’un appel a la fois et qu’une connexion ne peut étre interrompue par
un autre appel.

Initialement, I'unité de controle attend une demande de communication. Lorsqu’un poste est
décroché, le central est pret a gérer la composition du numéro appelé. Cette tiche est réalisée
par 'unité de gestion du numéro.

L’unité de contréle et 'unité de gestion du numéro communiquent au moyen des actions
suivantes :
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decrocher
raccrocher
CENTRAL [ sonner— POSTE
chif fre

connecter

Liens entre le central téléphonique et un poste

— debut_sonnerie — — debut_comp ——
UGS int_sonn UcC int_comp —— UGN
connerion — pret_a_sonner

Composition du central téléphonique

Figure 8.1: Systeme téléphonique.

o debut_comp indique le début de la composition du numéro,
e nt_comp indique que la composition du numéro a été interrompue,

e pret_a_sonner indique que la composition du numéro a terminé et que le central est pret a
provoquer la sonnerie du poste appelé.

L’unité de controle et I'unité de gestion de la sonnerie communiquent au moyen des actions
suivants :

o debut_sonnerie indique le début de la sonnerie,
e nt_sonnerie indique que la sonnerie a terminé, mais la connexion est annulée,
e connexion indique que la connexion est établie.

La durée d’une communication est limitée. Sil’utilisateur n’a pas raccroché avant ¢,, secondes,
la communication est interrompue.
Le comportement de 1’unité de controéle est le suivant :

PO = d(decrocher)P1

Pl = debut_comp! P2
P2 = d(int_comp?) PO + d(pret_a_sonner?) P3
P3 = debut_sonnerie! P4

P4 = d(int_sonnerie?) PO+ d(connexion?) P5
P5 = d(raccrocher) P0 timeout(t,, ) int_comm PO



§8.1 : Un systeme téléphonique 143

nt_comp?

g =10 g =0
decrocher\m debut_comp! pret_a_sonner
1

2
xm:OU U xg:=0

decr
int_sonnerie?

libre

debut_sonnerie!
racrocher

connection?
x9:=0

z0:=0 connect

$0:0 wogtm

Figure 8.2: L’unité de controle.

La figure 8.2 illustre le graphe temporisé de 1'unité de contréle. Nous avons étiqueté les
sommets avec des propositions :

e La proposition libre associée au sommet 0 indique que le central est libre a ce sommet.
e La proposition decr indique qu’un poste vient d’étre décroché.

e La proposition connect indique qu’une communication a été établie.

L’unité de gestion du numéro

La tache de 'unité de gestion du numéro consiste a gérer la composition du numéro appelé. Nous

supposons que les numéros ont quatre chiffres et que la composition d’un numéro doit respecter
les contraintes suivantes :

1. L’utilisateur doit composer le premier chiffre au plus tard ¢, secondes apres la réception de
la tonalité.

2. Le délai entre deux chiffres successifs ne doit pas dépasser t; secondes.
3. La composition du numéro doit prendre au plus ¢. secondes.

La composition d’un numéro est interrompue si ces contraintes temporelles ne sont pas respectées
ou si l'utilisateur raccroche le poste.

Le comportement de 'unité de gestion du numéro est modélisé par le programme suivant :
D0 = d(debut_comp?) D1
D1 = D2 watchdog[int_comp?, pret_a_sonner?, raccrocher|(t.) D7
D2 (d(chif frel) D3 + d(raccrocher) D7) timeout(t,) D7
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D3
D4
D5
D6
D7

connection!

x9:=10

connecter
1 <t N xog <y

x1:=0
sonner

sonner

$2:0

debut_sonnerie?

$2:0

int_sonnerie!

$1:0

1 <1, N xog <1y

1 <1t N xog =1,

x1:=0

x9:=10

Figure 8.3: L’unité de gestion de la sonnerie.

(d(chif fre2) D4 + d(raccrocher) D7) timeout(t,) D7
(d(chif fre3) D5 + d(raccrocher) D7) timeout(t,) D7
(d(chif fred) D6 + d(raccrocher) D7) timeout(t,) D7
pret_a_sonner! DO

wnt_comp! DO

Le graphe temporisé de I'unité de gestion du numéro est illustré par la figure 8.4. Nous avons

étiqueté les sommets avec les propositions chiffl, chiff2, chiff3 et chiff4 qui indiquent respective-
ment que le premier, deuxieme, troisieme et quatrieme chiffre a été composé.

L’unité de gestion de la sonnerie

La tache de 'unité de gestion de la sonnerie consiste a provoquer une sonnerie du poste appelé
toutes les ¢, secondes. Si le poste appelé n’a pas répondu au bout de ¢, secondes, ’appel est

annulé.

Le comportement de 'unité de gestion de la sonnerie est le suivant :

RO
R1
R2
R3
R4

d(debut_sonnerie?) sonner R1

R3 watchdog[connecter, raccrocher](t,) R4

(d(connecter) R3 4+ d(raccrocher) R4) timeout(t,,) sonner R2

connexion! RO

int_sonnerie! R0
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Le graphe temporisé de 'unité de gestion de la sonnerie est illustré par la figure 8.3. Nous
avons étiqueté le sommet 1 avec la proposition dson qui indique le début de la sonnerie.

Le central téléphonique

Le systeme complet est obtenu par la composition parallele des trois sous-systemes définis ci-
dessus :

CT = restrict Ain PO || DO|| RO
ol

A = {debut_comp#,int_comp#, pret_a_sonnerdt, debut_sonnerie#,

int_sonneriedt, connexiondt | # € {7,'}}

La fonction de communication est telle que a! | a? = a.

8.1.2 Vérification

Nous désirons vérifier les propriétés suivantes :

1. Le systéme est bien temporisé : YOI true.

2. L’utilisateur doit raccrocher au plus tard t,, secondes apres que la communication a été
établie. Si ce n’est pas le cas, le central doit interrompre la communication. Autrement
dit, le central téléphonique est libre au plus tard t,, secondes apres la connexion :

connect = VO« libre

3. Le central est de nouveau libre au plus tard ¢. + ¢, + t,, secondes apres la demande de
communication :

libre = VO(decr = VO« 44,44, libre)

4. Inévitablement le premier chiffre est composé ou la composition du numéro est interrompue
au plus tard ¢, secondes apres la réception de la tonalité :

decr = VO< ¢,(chiffl v libre)

5. Inévitablement le numéro complet est composé ou la composition est interrompue au plus
tard t. secondes apres la réception de la tonalité :

decr = VO ¢ (chiff4 Vv libre)

6. Si le poste appelé n’a pas répondu au plus tard ¢, secondes apres le début de la sonnerie,
alors la communication est annulée :

dson = V<<t (connect V libre)
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8.1.3 Résultats

Nous avons expérimenté les outils de compilation et de vérification avec le programme ATP qui
décrit le comportement du central téléphonique. Les résultats suivants ont été obtenus sur une
machine SUN4 Sparc Station avec 16MB de mémoire.

Construction du graphe temporisé

Le graphe temporisé construit par le compilateur a 36 sommets, 52 arcs et 6 horloges. Le temps
de compilation a été de 0.15s.

Notons que les figures 8.2, 8.3 et 8.4, montrent que 5 horloges suffisent pour modéliser les con-
traintes temporelles du systeme. Cependant, le compilateur en géneére 6, ’horloge additionnelle
est introduite afin d’exprimer les contraintes temporelles imposées par les actions immédiates.

Vérification des propriétés

Nous avons vérifié les propriétés pour différentes valeurs des parametres t,,, t., ¢, t,, t, et Z,. Les
résultats obtenus avec 'outil KRONOS [NSY92, NOSY92, 0Y92] sont illustrés par les tableaux
suivants.

Parametres
t, = 180 t. =40 t, =20 t, =10 t, =60 t, =3
Formule (L) | (2 3)| 4] (5 (6)
Nombre d’itérations 7 14 53 11 8 48
Temps (en secondes) | 2.02 | 4.14 | 73.11 | 2.60 | 2.02 51.40
Parametres
t, = 240 t. =120 t, = 60 t; =25 t, =90 t, =9
Formule ()| (2 3) | 4| (5 (6)
Nombre d’itérations 7 14 33 11 8 28
Temps (en secondes) | 2.01 | 4.15 | 25.21 | 2.56 | 2.06 14.07
Parametres
t, = 360 t. =120 t, =60 t, =25 t, =120 t, =9
Formule (1) | (2 3) | D] B (6)
Nombre d’itérations 7 14 40 11 8 36
Temps (en secondes) | 2.01 | 4.16 | 41.00 | 2.54 | 2.05 25.11

Dans tous les cas, le résultat produit par ’évaluateur est le prédicat true, ce qui indique que tous
les états du modele du graphe temporisé satisfont la formule considérée.

Notons que le nombre d’itérations et le temps d’exécution pour ’évaluation des certaines
formules n’est pas sensible au changement des valeurs des parametres. Ceci est di au fait que la
validité de ces formules ne dépend pas des valeurs relatives des délais, ce qui est exploité par la
méthode d’évaluation symbolique présentée dans le chapitre 4.
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debut_comp?
x3,24:=0 g, x3 =1t.,23:=0
raccrocher
x3 <t. N wy <1
$3§tc/\$4§tp $3§IO
r3 = 0
x3:=0
chif frel gz <t Nxg=1,
x3 <1l A xyg <t £, =1, 25:=0
raccrocher
Ty < T, N xgq <4
3 <. N xq < 1y
x3:=0
pret_a_sonner! 3=0 | int_comp!

Ty < T, N xgq <4

Ty < T, N x4 <4

Ty < T, N x4 < T4

x3:=0

g3 <1leo N2y =14

chif fre2

g, x3 =1.,23:=10

raccrocher
Ty < T, N xgq <4
x3:=0

$3§tc/\x4§t5

x3:=0

chif frel g,83 <t N x4 =14

g, x3 =1t.,x3:=0

chif fred

raccrocher
Ty < T, N xy <t

chiff4

z3:=10 z3:=10

$3§tc/\$4§t5

g,x3 <l N xg =14

Figure 8.4: L’unité de gestion du numéro.
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8.2 Le protocole CSMA/CD

Considérons un réseau de stations qui communiquent par diffusion (broadcasting) des messages a
travers une unique ligne de communication appelée canal d’accés multiple. Le probleme principal
dans un tel réseau est I’assignation de 'usage du canal lorsque plusieurs stations veulent envoyer
des messages simultanément.

L’un des protocoles connus pour résoudre ce probleme est le Carrier Sense, Multiple Access
with Collision Detection ou CSMA/CD [Tan89, IEES85].

Une description en CCS qui ne tient pas compte des contraintes temporelles du protocole,
est donnée dans [Par86]. Celles-ci ont été considérées dans [Han91], mais dans un modele de
temps discret.

Notre objectif est de modéliser les contraintes temporelles du protocole dans un modele de
temps dense.

8.2.1 Description informelle du protocole

Le fonctionnement du protocole est le suivant. Lorsqu’une station a un message a envoyer, elle
écoute le canal. Si celui-ci est libre, i.e., aucune autre n’a l'usage du canal, alors la station
commence a envoyer son message. Dans le cas contraire, si le canal est occupé, la station attend
un certain temps au hasard pour répéter 'opération.

Une collision a lieu lorsque plusieurs stations transmettent simultanément. Une collision est
détectée par toutes les stations concernées, lesquelles cessent immédiatement de transmettre et
attendent un certain temps au hasard pour recommencer. En cas de collision, tous les messages
se perdent.

Le canal

Le délai de propagation sur le canal joue un réle important dans le fonctionnement du protocole.
Supposons qu’une station recoive un message juste apres qu’une autre ait commencé a transmet-
tre. Si la premiere écoute le canal avant que le message envoyé par 'autre soit arrivé jusqu’elle,
alors elle trouvera le canal libre et commencera a transmettre. Cette situation provoque une
collision.

Soit o le temps de propagation d’un signal entre les deux stations plus éloignées. Supposons
qu’au temps to une station commence a transmettre. Alors, dans l'intervalle de temps [to,fo+ )
il est possible qu’une autre station, en écoutant le canal libre, transmette et provoque une
collision. Apres I'instant g + o toutes les stations vont trouver le canal occupé pendant le temps
de transmission du message courant. Par conséquent, o est le temps maximum pendant lequel
le canal peut étre trouvé libre par une station apres qu’une autre ait commencé a transmettre.

Détection d’une collision

D’apres la discussion ci-dessus, on pourrait penser qu’une station qui n’ait pas détecté une
collision dans un temps égal a o, peut étre sire qu’aucune autre station n’a interféré. Mais, cette
conclusion est erronée car le bruit de la collision peut prendre un temps o pour se propager.
Dans le pire cas, une collision ne sera pas détectée avant un temps de 20.

Lorsqu’une collision est détectée, chacune des stations 5; concernées attend un temps ¢; dans
I'intervalle [0, 20] pour retransmettre. L’intervalle peut étre élargi selon le nombre de collisions.
En général, apres n collisions, chaque station attend un temps t; entre 0 et 2"¢. De plus, si
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le nombre des collisions devient trop élevé, e.g., 16 dans la norme standard 802.3 [IEES85], une
erreur peut étre rapportée.

Temps de transmission

Nous supposons que le temps de transmission d’un message, noté A, est fixe. Par exemple, pour
une ligne de communication de type Ethernet de 10Mbps avec 20 égal a 51.2us, nous avons un
temps de transmission A d’environ 782us pour un message dont la taille est de 1024 octets.

8.2.2 Description formelle du protocole

Nous faisons I’hypothese que le canal de communication est bidirectionnel et sans erreur, i.e.,
sans perte ni duplication, et se comporte comme un tampon de taille 1. Nous ne modélisons que
la transmission des messages.

Les émetteurs

Le systeme est composé de plusieurs stations, appelées aussi émetteurs, et de la ligne de commu-
nication. Les actions ready et busy indiquent respectivement que le canal est libre ou occupé.
L’action begin représente le commencement d’une transmission. La fin est signalée par ’action
end. Une collision est modélisée par 'action c¢d. Des indices sont utilisés pour distinguer les
différentes stations.

La spécification de I’émetteur 7 est la suivante :

SO L d(send;?)S! + d(ed;7)S9

st def ready;? 5% + busy; 7St + d;75%
S? € begin1s?

53 L d(cd;7)54 timeout();) end;!5?

ef 5? watchdog[r;](20) 7,5}

§7 € d(r)SE + d(cd;7)S?

ou laction 7; représente la décision de ’émetteur ¢ de retransmettre.
Le graphe temporisé de ’émetteur est illustré par la figure 8.5.

Le canal de communication

Le comportement du canal de communication est le suivant. Initialement, le canal est libre et
peut accepter un message de tout émetteur. Lorsque I'un des émetteurs commence a transmettre,
le canal est détecté libre pour tous les autres pendant un temps inférieur au délai de propagation
o. Apres o, le canal est occupé pendant toute la transmission du message. Une collision se
produit lorsqu’une autre station transmet avant o. Le canal signale la collision en un temps
inférieur ou égal a o.

Le systeme d’équations qui définit le comportement du canal est le suivant :

Mo % d(begin?)M?! + d(ready!)M°

VA Ve watchdog[begin](o) M*
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r; < 20
ced;? s < Az i=0

Figure 8.5: Graphe temporisé de "émetteur.

M d(busy!)M? + d(end?)M°
M3 d(ready!)M? + d(begin!)M*
Mt d(cd!)MP timeout(c) cd! M°

Le graphe temporisé du canal de communication est illustré par la figure 8.6.

Le systéme complet

Le systeme complet est obtenu par la composition parallele des processus définis ci-dessus, de la
fagon suivante :

ou

CSMA Y restrict Ain SO ...| 50| M°

A = Abegin!,end;!, cd;l, ready;?, busy;?, ed;? | i =1,...,n}

U{begin?, end?, ready!, busy!, nb!, ne!,nb?, ne?}
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busy

Ty = O

-0 ry, <0

Loy 1=

Figure 8.6: Graphe temporisé du canal de communication.

La fonction de communication est définie de la facon suivante :

e Pour a € {begin, end, ready, busy},

a = a;7]al
e Pour cd,
cd = edy? ... ed,? | ed!

Une collision est donc détectée simultanément par tous les émetteurs. D’apresla description
du canal, ceci a lieu & un certain instant ¢ dans l'intervalle [0, o].

8.2.3 Résultats

Nous avons expérimenté les outil de compilation et de vérification avec le programme ATP décrit
ci-dessus pour deux émetteurs et valeurs des parametres ¢ = 26us et A = 782us.

Les résultats suivants ont été obtenus sur une machine SUN4 Sparc Station avec 16MB de
mémoire.

Le graphe temporisé construit par le compilateur 133 sommets, 250 arcs et 4 horloges. Le
temps de compilation a été de 5s.

Les propriétés vérifiées ont été les suivantes :
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1. Afin de vérifier que le graphe temporisé construit été bien temporisé, nous avons évalué la
formule 4 :

init = YO3IO_qtrue

ol init est une proposition qui vaut vraie au sommet initial du graphe.
Les calculs des points fixes correspondants aux opérateurs 3¢ et VO ont demandés 9 et 7

itérations, respectivement, et un temps total de calcul de 18 secondes.

2. Nous avons vérifier que lorsque les deux émetteurs ont 1'usage du canal et commencent
a transmettre leurs messages, une collision est inévitablement détectée au plus tard ous
apres. Cette propriété s’exprime en TCTL par la formule :

init = VO((trans; A transy) = VOc,cd)

La proposition trans; vaut vraie dans les états ou ’émetteurs ¢ est en train de transmettre
le message. La proposition cd vaut vraie dans les états ot une collision a été détectée.

Les calculs des points fixes correspondants aux opérateurs VO, et VO ont demandés 9 et

1 itérations, respectivement, et un temps total de calcul de 16.5 secondes.

3. Finalement, nous avons que le systeme satisfait la formule suivante :
init = VO(begin; = 3C(—ed U=, (—cd VU=)\_, end;)))

qui signifie que lorsqu’un émetteurs commence a transmettre, il existe une transmission
réussie, c’est-a-dire, une transmission ou aucune collision ne se produit et le message est
transmis en un temps égal a A.

Les calculs des points fixes correspondants aux opérateurs VO_y_,, dU<,, IO et VO,
ont demandés 9, 9, 10 et 6 itérations, respectivement, et un temps total de calcul de 61
secondes.

Dans tous les cas, le résultat produit par ’évaluateur est le prédicat true, ce qui indique que tous
les états du modele du graphe temporisé satisfont la formule considérée.
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Conclusions

Bilan

Ce travail a été motivé par I'intérét de développer des méthodes d’analyse de systémes temps-réel.
Pour ce faire, nous nous sommes inspirés de I’approche mise en pratique dans le cas de langages
synchrones [BdS91, HCRP91, Mar90, GGBM91]. Celle-ci consiste a compiler les programmes
vers des automates étendus a partir desquels il est possible de vérifier des propriétés.

La méthode de compilation

Nous avons choisi comme langage de spécification ’algebre ATP [NRSV90, NS90, NS91, NSY91,
NSY92, Nic92], une extension des algebres de processus communicants. ATP comporte des
opérateurs pour exprimer les contraintes temporelles.

Nous avons utilisé ATP pour décrire des applications temps-réel significatives, comme le cen-
tral téléphonique [Das85, GK91] et le protocole CSMA /CD [Tan89, IEES5] permettant d’arbitrer
I’acces au canal d’un réseau de stations.

Cette expérience montre que les constructeurs du langage permettent une description na-
turelle des mécanismes significatifs des applications temps-réel, comme les retards, les timeouts
et les watchdogs.

L’un des résultats de ce travail a été de montrer que les comportements décrits par une classe
importante de programmes ATP peuvent étre représentés par des automates étendus finis. La
taille de ces automates et la complexité de 'algorithme de construction sont indépendants des
valeurs des parametres délais.

Dans notre cas, le temps écoulé entre deux transitions successives d’un de ces automates
peut étre arbitrairement petit. Ceci est une différence importante avec I'approche synchrone
dans laquelle les transitions des automates générés par les compilateurs correspondent aux ticks
d’une horloge.

? dans le cas synchrone,

Autrement dit, le mode d’exécution sous-jacent est “pas-a-pas
tandis que la sémantique des graphes temporisés induit naturellement un mode d’exécution
“événementiel” di a ’absence d'une granularité déterminée pour la progression du temps.

Nous avons montré que la compilation de programmes ATP peut étre faite efficacement. En
effet, nous avons développé une technique de compilation basée sur la génération d’une structure
intermédiaire & partir de laquelle le graphe temporisé d’un programme ATP est construit de

maniere efficace.

153
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Ce codage intermédiaire est indépendant du langage source, ce qui fait envisager son utilisa-
tion comme langage intermédiaire pour la compilation de langages de programmation temps-réel
autres qu’ATP.

La vérification de propriétés

Le second résultat de ce travail concerne la vérification de propriétés temps-réel sur les graphes
temporisés. Nous avons développé une méthode de model-checking symbolique pour la logique
TCTL, fondée sur la caractérisation des formules par point fixe. Dans ce cas, nous nous sommes
inspirés des résultats connus pour la logique CTL, dont les opérateurs temporels s’expriment en
terme de points fixes de fonctionnelles monotones a ’aide d’un opérateur “état suivant”.

Nous avons défini un opérateur “état suivant” pour un domaine temporel continu, qui est
fortement lié au mode d’exécution “événementiel” des systemes temps-réel asynchrones.

Les résultats théoriques plus une méthode de représentation symbolique des ensembles d’états,
ont permis la mise en pratique efficace de 'algorithme de model-checking dans 'outil KRO-
NOS [NSY92, NOSY92, 0Y92].

Nous avons utilisé KRONOS pour vérifier des propriétés des applications temps-réel décrites
dans le langage ATP avec des bonnes performances. Cette expérience montre que les techniques
développées peuvent étre appliquées a la vérification de systemes temps-réel importants.

D’autres méthodes de vérification ont été proposées dans [ACD192b, ACDT92a, ATKY92,
CDCT92]. Toutefois, ces méthodes ont des différences importantes avec celle présentée dans ce
travail.

Les méthodes développées dans [AIKY92, CDCT92] sont des extensions de 1'outil
COSPAN [HK89]. Dans [AIKY92] le systeme et la propriété a vérifier sont donnés par des
w-automates étendus avec des contraintes temporelles. Le probleme de la vérification est posé
comme un probleme d’inclusion de langages. L’algorithme consiste tout d’abord a vérifier si
le systeme obtenu en ignorant les délais satisfait la propriété. En cas d’échec, on vérifie si la
séquence qui viole la propriété est consistante avec les contraintes temporelles. Si ce n’est pas le
cas, on enleve la séquence et on itere la procédure. L’approche suivie dans [CDCT92] consiste a
augmenter la description du systéeme avec un “moniteur” généré automatiquement. Ce moniteur
exclue les séquences inconsistantes avec les contraintes temporelles.

L’algorithme développé dans [ACD90] repose sur la construction d’un modele fini, appelé
graphe de régions, réduit modulo une relation d’équivalence entre les états. Cette relation garantit
que deux états équivalents ne peuvent pas étre distingués par les formules de TCTL. La méthode
proposée dans [ACDT92b] consiste & appliquer un algorithme de minimisation [BFH90] afin de
réduire la taille du graphe de régions. Le modele minimal ainsi obtenu ne peut pas étre utilisé
directement pour vérifier des formules de TCTL. En effet, ce modeéle ne contient pas I'information
nécessaire pour déterminer si une séquence de transitions est possible dans un intervalle de temps
donné. Afin de résoudre ce probléme, le graphe minimal est raffiné en “découpant” les régions,
i.e., les classes d’équivalences, autant que nécessaire pour évaluer la formule. Une implémentation
de cet algorithme est présentée dans [ACD192a].

Perspectives

Un prolongement envisageable du travail consiste a étendre les modeles et les techniques sym-
boliques proposées, afin de pouvoir spécifier et vérifier des systemes hybrides. Les systemes
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hybrides comportent des composantes discrétes et continues. En général, les composantes contin-
ues représentent un environnement physique qui évolue contintiment, tandis que les composantes
discretes correspondent a des controleurs digitaux qui interagissent avec ’environnement.

Deux directions semblent intéressantes. D’une part, il est nécessaire d’identifier des sous-
classes décidables de systemes hybrides et les méthodes de décision associées. Cette approche a
été suivie dans [KPSY92] ou une solution algorithmique est proposée au probleme d’accessibilité
pour des systemes hybrides particuliers appelés graphes d’intégration. De plus, dans [NOSY92]
Ioutil KRONOS a été utilisé pour vérifier des propriétés de systemes hybrides pour lesquels les
lois d’évolution sont exprimées par des contraintes linéaires. D’autre part, il est possible d’adopter
des solutions approchées par application de techniques d’interprétation abstraite [CC77, CC92].
Cette solution a été suivie par exemple dans [Hal93].
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Annexe A

Consistance de la méthode de
traduction

Un probleme important concernant la consistance de la méthode est du a l'introduction des
transitions par €. En effet, les formules de TCTL sont interprétées sur un modele ou les transitions
étiquetées par les actions, y compris les transitions par ¢, sont considérées comme des transitions
instantanées. Autrement dit, aucun traitement spécial n’est consacré aux transitions par ¢, qui
ne sont donc pas distinguées des transitions par des actions. Par conséquent, c’est au niveau
de la méthode de construction qu’il faut assurer que les transitions par ¢ ne changent pas le
comportement attendu du systeme, c’est-a-dire, que leur introduction n’a aucun effet sur la
validité des formules.

Une maniere de prouver la consistance de la méthode de traduction consiste & montrer que
le modele de P et le modele de G sont équivalents modulo une relation d’équivalence consistante
pour TCTL, au sens ou deux états équivalents satisfont les mémes formules. Nous constatons
immédiatement que G n’est pas en général fortement équivalent a P, car I’étiquette ¢ introduite
par la méthode de construction n’apparait comme étiquette d’aucune transition dans le modele
de P, pourtant elle apparait dans le modele de G.

Il est nécessaire, par conséquent, de définir une autre relation d’équivalence. Pour ceci nous
présentons tout d’abord une nouvelle sémantique d’ATP ou Paction ¢ est introduite de maniere
explicite pour modéliser les expirations des watchdogs. Nous prouvons que si 7[P]_ est le systeme
de transitions de P avec cette sémantique, alors il est fortement équivalent a 7[G].

Nous définissons ensuite une relation d’équivalence ~y, similaire a la bisimulation de branche-
ment [GW89, NMV90, Mou92], qui tient compte des transitions par ¢. Nous prouvons que, sur
les modeles avec des transitions par ¢, la relation ~; correspond exactement a la bisimulation
forte ~ sur les modeles sans actions €. Autrement dit, ~; ne permet distinguer ni plus ni moins
des termes d’ATP que la relation d’équivalence forte ~. Finalement, nous montrons que ~y est
consistante pour de TCTL, ce qui prouve que la correction de I"approche proposée.

A.1 Une sémantique d’ATP avec des transitions par ¢

Nous définissons tout d’abord I"algebre de processus ATP,, une extension d’ATP ou la constante
0 est permise comme parametre de 'opérateur watchdog.
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Définition A.1 Les termes ATP. de I'algebre sont définis par la syntaxe suivante :

P == idle| X |aP |d(a)P | P watchdog[A](t) P | P+ P | P| P
| restrict Ain P |recX - P

ot X € Var, a € Act,t € Rt et A C Act. |
Les notions de variable gardée et de terme régulier sont définies de la facon suivante.

Définition A.2 Une variable X € Var est gardée dans un terme P si toute occurrence libre
de X dans P apparait, soit dans 'argument d’'un opérateur de préfixage, soit dans le second
argument d’'un opérateur watchdog. a

Définition A.3 L’ensemble des termes réguliers, noté ATPL, est défini de la facon suivante :

o idle € ATP_,

e pour toute variable X € Var, X € ATPL,

o si P € ATPL, alors aP € ATP? et d(a)P € ATPL, pour tout a € Act,

e si P,() € ATP., et pour toute variable X € vI(P)U vI(()), X est gardée par une action

g

dans P et dans (), alors P+ () € ATPL,
o si P,() € ATP. et vI(P) = vl(Q) =0, alors P||Q € ATPL,
o si P € ATP. et vI(P) = (), alors restrict A in P € ATP.,
o si P € ATPL, et pour toute variable Y € vI(P), Y est gardée dans P, alors recX - P € ATP..

On note ATP" le sous-ensemble des termes d’ATP. qui appartiennent a ATP. a

Exemple. Les termes aX + Y, a(X +Y ), recX -aX + Y, aX | bidle et recX - a(restrict a in bX)
ne sont pas dans ATP.. O

Définition A.4 L’ensemble ATPZ;T est le sous-ensemble des termes fermés et réguliers de ATP..
Autrement dit, ATPS" est le sous-ensemble des termes fermés de ATP”. On note ATP/” le sous-
ensemble des termes de ATPZ;T qui appartiennent a ATP. a

Nous décrivons a présent la sémantique opérationnelle, qui associe a un terme un systeme tem-
porisé, i.e., un systeme de transitions qui satisfait les propriétés de déterminisme et d’additivité
temporelles.

A la différence de la sémantique d’ATP présentée dans le chapitre 5, des transitions étiquetées
par ¢ sont introduites par les regles sémantiques d’ATP,, afin de représenter explicitement
I’expiration d’un opérateur watchdog. Le systéeme de transitions d’'un terme d’ATP,. est défini
sur ’ensemble d’étiquettes Lab = Act. UR>Y. Nous supposons que ¢ ne peut communiquer avec
aucune action, i.e., £ | @ = L pour tout a € Act..

Définition A.5 Le modele d'un terme P € ATP., noté 7T[P]., est le systéme temporisé
(ATP.,—, P), ou la relation de transition — est la plus petite relation satisfaisant aux regles
ci-dessous. a
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Les regles pour les termes idle, X € Var, aP et d(a)P pour a € Act, restrict Ain P et recX - P
sont les mémes d’ATP(cf. chapitre 5). Pour les autres opérateurs nous avons les regles suivantes :

e Dans le cas de I'opérateur watchdog les regles sont conservées lorsque le délai ¢ est supérieur
a 0. Pour a € Act,,

PP PlAacANL>0

Py watchdog[A](t) P, = P}

wdal-¢)

et
PliPll/\OzQA/\t>0
Py watchdog[A](t) P, = P] watchdog[A](t) P,

wda2-¢)
et pour le passage du temps,

H1M%A0<ﬂ§t
Py watchdog[A](t) P2 LA P/ watchdog[A](t — t') P,

wdt-¢)

ou les regles wdtl) et wdt2) d’ATP sont réunies dans une seule regle. Notons que si ¢’ = ¢, nous
avons : /
Py, watchdog[A](t) P, - P] watchdog[A](0) P,

Pour ¢ = 0, nous avouns :
wd0-¢) Py watchdog[A](0) P, = P,

Dans cette sémantique 'expiration d’un watchdog est modélisée par une suite de deux transi-
tions : une transition temporelle étiquetée par un temps égal au parametre du watchdog, suivie
d’une transition étiquetée par .

e Pour ’opérateur de choix non déterministe, les regles sont les mémes d’ATP en ce qui concerne
le passage du temps et les actions @ de Act. Pour € nous ajoutons les regles suivantes :

P =P
Pi+ P> P+ Py

P, = Py
P+ P> P+ P

choicel-¢) choice2-¢)

c’est-a-dire, € ne résout pas un choix non déterministe.

e Pour 'opérateur de composition parallele, les regles sont les mémes d’ATP pour le passage du
temps et les actions @ de Act. Pour € nous ajoutons les regles suivantes :

P =P
PP, P Py

P, = Py
P P2 Py P

parl-¢) par2-¢)

Il n’y a pas des regles de synchronisation des transitions ¢ car £ ne peut communiquer avec
aucune action.

A.2 La bisimulation de branchement

En général, pour un terme P d’ATP, la différence entre entre les modeles 7[P] et T[P],, est

qu’une transition temporelle P L P’ dans T[P] correspond a une suite de transitions

e * £ e * £
P = Q1—1>R1—> Qn—n>Pl
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dans T[P]_, ot ty 4+ ...+ 1, = {. Autrement dit, dans 7[P]_ I’écoulement du temps est “coupé”
par des transitions par ¢ qui représentent les expirations des opérateurs watchdog. Egalement,
une transition P % P’ dans 7[P] correspond & une suite de transitions

PP

dans 7[P].. Ceci motive la définition d’une relation d’équivalence, notée ~j, qui est inspirée
de la bisimulation de branchement définie dans [GW89, NMV90, Mou92] ou ¢ joue le role de
I’action .

Définition A.6 Pour ¢ = 1,2 soient T; = (Q;, —,q1,). R C Q1 X Q3 est une bisimulation de
branchement si pour tout (q1,¢2) € R et { € Lab :

1. pour tout ¢} € Qy tel que ¢ — ¢,
(a) si l € Act, alors
i. t=cet(¢],q2) € R,ou
ii. ils existent ¢4, ¢} € Q2 tels que g; =* q3 4 % (q1,93) € Ret (q1.43) € R.

(b) si £ =t >0, alors il existe n > 0 et pour i = 1,...,n, ils existent r}, p) € Qy et t; > 0,
tels que t1 + ...+ t, =t et

e* 11 1 n 7,
G2 — Tog = Pa...— Ty — P2

et pour les uniques! ¢¢ pour i = 1,...,n satisfaisant r} = ¢/ et

1 1 n—1 In n
Oh—q. ---99 —q

ona (q1,73) €R, (¢, ph) €R, (¢i, 75T ) € Rpour i =1,...,n— 1 et (¢7,p}) € R.
2. et symétriquement pour gs.
Si Ty =T, on dit que R est une auto-bisimulation. On note ¢; ~3 g9 8’il existe une bisimulation

de branchement R C Qy X Q3 telle que (¢1,¢2) € R, i.e., ~4 est la plus grande bisimulation de
branchement. On note Ty ~p 15 si g1, ~4 qy,. a

Il peut paraitre intéressant de renforcer la définition ci-dessus en exigeant que tous les états
. J R g * . . . N . .
intermédiaires dans ¢ — ¢’ solent aussi équivalents a ¢. Le lemme suivant montre que la relation
d’équivalence ainsi obtenue coincide avec ~j.

Lemme A.1 Soient T' = (Q,—,qr) un systéme temporisé et qq,...,q, € @, n > 0, tels que
G0 = 1 .. Gu_1 — @, avec qo ~p Gn. Alors, pour tout 0 < i < n, on a qo ~p ;.

Preuve. Similaire a [NMV90]. ]

Remarque A.1 Notons que si deux systemes temporisés sont équivalents modulo la bisimula-
tion forte, alors ils sont également équivalents pour la bisimulation de branchement, c’est-a-dire,
si Ty ~ Ty, alors Ty ~y 1. a

'3 cause du déterminisme temporel de —.



§A.3 : Preuve de la consistance de la méthode de traduction 167

De plus, la bisimulation de branchement sur des modeles sans transitions ¢ coincide avec la
bisimulation forte. En effet, nous avons le lemme suivant.

Lemme A.2 Soit T = (Q,—,q;) un systéme temporisé défini sur Lab = Act UR>?. Si R C
Q x Q est une bisimulation de branchement alors R est une bisimulation forte.

Preuve. Soient ¢1,¢2 € Q tels que (¢1,92) € R. Supposons que ¢, 4 qi. Si £ = a alors il existe
¢, tel que go LA g et (q1,¢5) € R. Si € =t alors ils existent tq,...,t, tels que ¢, b4 = @,
o+ ...+, =tet (¢,¢5) € R. D’apres la propriété d’additivité temporelle on a ¢o L 0. [

Comme nous ’avons déja dit dans 'introduction du chapitre, notre intention est de montrer
tout d’abord que pour tout terme P d’ATP, les modeles 7[P] et 7[P], sont équivalents modulo
la relation ~p. Nous ne considérons que I’ensemble des termes fermés et réguliers. Nous voulons
prouver la proposition suivante.

Proposition A.1 Pour tout P € ATP/", T[P] ~, T[P]..

Supposons pour un instant que nous avons déja prouvé ce résultat. Il faut montrer ensuite
que pour tout terme P d’ATP, le modele du graphe temporisé G = G[ P] construit est équivalent,
modulo la bisimulation forte, au modele de P avec des transitions €. Nous voulons donc montrer
la, proposition suivante.

Proposition A.2 Pour tout P € ATP/" et G = G[P], T[P]. ~ T[G].

A partir des propositions A.1 et A.2, du lemme A.2 et de la remarque A.1, nous avons les
deux corollaires suivants.

Corollaire A.1 Pour tout P € ATP/" et G = G[P], T[P] ~» T[C].
Corollaire A.2 Pour tout P,Q € ATPI", T[P] ~ T[Q] si et seulement si T[P], ~» T[Q]..

La section suivante est consacrée a la preuve des propositions A.1 et A.2.

A.3 Preuve de la consistance de la méthode de traduction

Afin de prouver les propositions A.1 et A.2, nous montrons tout d’abord quelques lemmes qui
sont utiles.

Lemme A.3 Soient P,Q), R € ATP., { € Lab et X € Var. Si P EN Q) alors P[R/X] EN Q[R/X].

Preuve. Par induction dans la longueur de la preuve de P 4 Q. [ |

Lemme A.4 Soient P,Q)Q, R € ATP., X € Var gardée dans P, et { € Lab. Si P[Q)/X] 4 R,
alors il existe P' € ATP, tel que R est le terme P'[Q/X] et P L op
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Preuve. Par induction dans la longueur de la preuve de P[Q)/X] L R. ]

Lemme A.5 Soient P, P' € ATP, et { € Lab tels que P L P'. Pour toute variable X € Var,
st X est gardée par une action a € Act et a # (, alors X est gardée par a dans P'.

Preuve. Par induction sur la longueur de la preuve de P Lp. [ |

L’ensemble ATP, des termes réguliers est fermé pour la relation de transition entre les termes,
c’est-a-dire, ATPL satisfait la propriété suivante.

Lemme A.6 Pour tout terme P € ATPL, s’ils existent { € Lab et P' € ATP, tels que P 4 P,
alors P' € ATPL.

Preuve. Par induction sur la longueur de la preuve de P LN P’ en appliquant les lemmes A.3,
Ad et A, [ |

Une relation d’équivalence entre termes est qu’elle doit étre préservée par substitution, c’est-
a-dire, si P et @) sont équivalents, alors P[R/X] et Q[R/X] sont équivalents pour tous R et
X.

Considérons, par exemple, les termes aX et aY. Ces termes sont fortement équivalents,
en effet, {{(aX,aY),(X,Y)} est une bisimulation forte. Par contre, les termes (aX)[P/X] et
(aY)[P/X], pour tout terme P, ne sont pas équivalents.

Cette différence de comportement de la substitution doit se traduire dans la sémantique. Un
solution consiste a introduire des transitions pour les variables de la fagon suivante. Pour tout
X € Var:

X 2 idle
Cette regle permet donc de distinguer les termes a X et aY.

Il n’est pas nécessaire d’introduire ces regles si 'on ne considére que des termes fermés.
Toutefois, pour prouver les résultats énoncés, il faut traiter les sous-termes ouverts afin de pouvoir
raisonner par induction sur la structure des termes. Dans ce cas, on a besoin de distinguer les
occurrences libres des différentes variables pour que la relation d’équivalence soit préservée par
substitution.

On note 7[P]* le modeéle d’un terme défini en tenant compte des transitions par des variables.
Pour prouver la proposition A.1 nous montrons que la propriété énoncée est valide pour les termes
d’ATPL. La proposition A.l suit immédiatement & partir du lemme suivant.

Lemme A.7 Pour tout P € ATP", T[P]* ~, T[P]%.

Par contre, pour prouver la proposition A.2, nous considérons les modeles sans transitions
par des variables, car il s’agit de comparer le modele d’un terme au modele d’un graphe. Dans
ce cas, nous montrons que la propriété énoncée est valide pour les termes d’ATPL et pour le
graphe temporisé étendu correspondant. La proposition A.2 suit immédiatement a partir du
lemme suivant.

Lemme A.8 Pour tout P € ATP" et G = E[P], T[FP]. ~ T[G].
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71 4o

Figure A.1: Propriété de la relation ~y.

Afin de prouver ces deux lemmes, nous avons besoin de quelques lemmes auxiliaires. D’apres
les lemmes A.3, A.4 et A.6, nous avons les corollaires suivants.

Corollaire A.3 Soient P,Q),R € ATP. et X € Var. Si P 4 Q et { # X, alors P[R/X] EN
Q[R/X].

Corollaire A.4 Soient P,Q), R € ATP, et X € Var. Si P[Q/X] L Rett # X, alors il existe
P’ € ATPL tel que R est le terme P'[Q/X] et P L op

Les modeles des termes d’ATPL satisfont que les état qui ont des transitions temporelles n’ont
pas des transitions par €. En effet, nous avons le lemme suivant.

Lemme A.9 Pour tout P € ATP”

g’

s’il existe P' tel que P~ P' alors P +.

Preuve. Par induction sur la longueur de la preuve de P L p. [ |

Lemme A.10 Soit T = (Q,—,qr) un systéme temporisé tel que pour tout ¢ € Q, si q L q'
€
alors q /. Si q1,q; € Q sont tels que ¢1 ~y qy, alors pour tout q2,¢5 € Q et t > 0, tels que
t t
G — q2 €t q) — ¢, on a gz ~p ¢y, (cf. figure A.1).

Preuve. D’apres la définition de ~p et les propriétés de déterminisme et d’additivité des
transitions temporelles. [ |

Les transitions par ¢ satisfont les propriétés suivantes.

Lemme A.11 Soient Py, P| € ATPL tels que Py = P|. Alors, pour tout P, € ATP., A € Act
ett>0:

1. Py watchdog[A](t) P, =" P! watchdog[A](t) P,
2. L+ P, =" P+ P
3. PP Pl P
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Preuve. Par induction sur la longueur n de la séquence de transitions par ¢. [ |

Nous avons comme corollaire que les transitions par € sont confluentes.
Corollaire A.5 Soient Py, Py, P{, P} € ATPL tels que Py =7 Pl et Py =7 Pi. Alors,
1. P+ P, =" Pl + P}

2. P || P, =" Pl P

Les lemmes suivants montrent que si P; ~; Ry et Py ~p Ry, alors P+ P, ~, Ry + R»
et P|| Py ~y Ri|| Re. En d’autres termes, I’équivalence de branchement est préservée par les
opérateurs de choix non déterministe et de composition parallele.

Lemme A.12 Soient { € {+, ||}, P1, P32, R1, Ry € ATPL tels que Py ~y Ry et Py ~y Ry. Pour
tous P, Py € ATP” et a € Act., si Pyt P, = P/t P, alors ils existent R:, R ¢ ATP’, pour
i=1,2, tels que Ry ¥ Ry = RVt RY 2 R|t R, et P, ~y R" et P! ~y R\

Preuve. Immédiate d’apres la définition de ~y et le corollaire A.5. [ |

Lemme A.13 Soient { € {+, ||}, P, P2, R1, Ry € ATPL tels que Py ~, Ry et Py ~ Ry,
P!, P} e ATP? et t > 0 tels que Py — P et P, - P},

Alors, pour i = 1,2, k = 0,...,7 et 7 > 0, ils evistent R¥, Q¥ € ATP”, avec R? = R; et
ty,...,t, > 0 avec t1 + ...+ t, = t tels que pour les uniques Pf avec P? = P; et P = P!
satisfaisant

0+ p0 1 pls+ pl r—1 4 pr—1 tr pr i+ pr
POtPY L PPl PPt pryp

on a .
ROIROZT QL i A RUtRL... 27 QriQr 2 Rt R
1+ 2 1+ 2 1+ 2 1+ 2 1+ 2

et PF ~, Qf"’l pourk =0,...,7 —1 et P¥ ~y RF pour k=0,...,r.

131

0+ po — = pl 1
Py ip; Pl 1P, e

N S o

| N~ ~

N S

| ~ S

| \\\ S

ad’ SO SN

| S REN

| S e \\\

~

| 5* ~ tl S
04+ pO = 14+ 1 1+ pl .
RiT Ry 110; —= ki Ry

Preuve. D’apres la définition de bisimulation de branchement (cf. définition A.6), on a :
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L. Soient Pi,P/,Ry € ATP. et t > 0 tels que P; BN P| et Py ~p, Ry. Alors, ils existent
R, R} € ATP. pour j=1,...,net {{,.... 7 tels que t} + ...+ 7 =t et

0 c* p1 B c* pn i pn
Rl— Ri—R...— R — R

ot RY = Ry et pour les uniques Plj, j=0,...,navec P? = P, et P} = P|, satisfaisant
po 4 pl prn—1 2\ pr
14—
onaplj ~p R{‘H pour j =0,...,n— 1 et P{ ~p R{ pour 3 =0,...,n.
2. Soient Py, Pj, Ry € ATP. et t > 0 tels que Py BN P} et Py ~p, Ry. Alors, ils existent
RL, RL € ATP. pour I =1,....met th, ..., 17 tels que t} + ...+ 1 =t et
0 c* pl 2 51 £ * pm pm
Ry— R, = R;...— Ry = Rj
ot RY = R; et pour les uniques P}, [ = 0,...,m avec PY = P, et PJ" = P}, satisfaisant

—0 5 51 sm—1 15 5
m— m
po2pl . prtlopr

onaPQINbRIQHpourl:O,...,m—letPQZNbRépourlzo,...,m.
On construit la séquence

0 0™ Nl 1% p1 1 e tr

RiTRy — QiiQ;—RiiRy...— Q11Q; — RTLIRY

de la facon suivante.
Pour i = 1,2, soient Q! = R!. On a donc RY Ay Q1 et RY Ay Q31 et d’apres le lemme A.11,
*
RYIR = Q110
Soit ¢ = min(¢},#). On a trois cas :
1. Sity =t} <t on définit R} = R} et R} est tel que RY L RL on ¢/ =t} — ;.
De plus, on définit P} = P} et P} est tel que P} LN P}
Donc, P} ~j Ri, et d’aprés le lemme A.10, P ~, R}.
2. Sit; =t} < t! on définit RL = RL et R! est tel que R & RY o #/ = ¢! — 1.
De plus, on définit P§ = P} et P! est tel que P} 5 Pl
Donc, P} ~j Ry, et d’apres le lemme A.10, P! ~, RI.
3. Sity =t} =t} on définit R} = R} et R} = RI.
De plus, on définit P} = P} et on a P} = P}.
Donc, P} ~y Ri, et P} ~; R}.
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t
Dans tous les cas, R} et R} sont tels que @1 + Q1 = Ri 1 Ri.
. x t
Par conséquent, RVt RS = Q11 QL 2> Rl R).
0 0 po 1 1 1
De plus, Py ~y RY, PP~y Qf et P~y Ry

Supposons a présent qu’on a construit la séquence jusqu’a s < n+ m, on a :
0+ p0 £ N1+l B p1: p1 £* s+ s s ps+ ps
RiiR; — Qi1Q; = RiiR;...— Qi10Q; = Ri{ R}
ol
~ ) t/ ~
L. R = R} pour j < n et Ry — R, pour [ < m avec ! = t}, — t,, ou

2. Rngilz pour [ < m et th—>}~2{ pourj<navect’:t{—t5,ou
3. RS = R et RS = R).
et Pf ~p Qf"’l pour k=10,...,5—1et Pf ~p Rf pour k =0,...,s.
Pour déterminer P*HY, RS Q3t! et t 44 il faut distinguer trois cas. Supposons que RS = R
7 s g ” 7 + g pp q 1
pour j < n et R} LN RIQ pour [ < m avec t' = th — t,. Les autres deux cas sont identiques.
On définit Q3+ = RIT! et Q51! = Rs.
Donc, R? 5 Qf"’l, et d’apres le lemme A.11, R} § R} = Qi"’l i Q;"’l.

Soit o4y = min(#, ™). On a trois cas :

1. Sityp = 7 < ¢/ on définit RS = RIT! ot RS est tel que RS 5 RY ot 7 = th — 441
De plus, on définit PfT! = P{+1 et P51t est tel que Pyt L PL
Donc, P!~y R, et d’apres le lemme A.10, Pyt~ RETL

2.8ty =t < £ on définit RSYY = RY et RSP est tel que RSN LRI on 17 =
De plus, on définit P;‘H = P! et Pf"’l est tel que Pf"’l L P{+1.
Donc, P;‘H ~b R;‘H, et d’apres le lemme A.10, Pf"’l ~b Ri"’l.

3. Siteyy = T =1 on définit RSN = RIT et RSTY = RE.
De plus, on définit PfT! = P{+1 et P3tt = Pl

Donc, P!~y RSP et Pyt~ RETL.

s+1 s+1 Ts+1 pstl s+1
Done, Q77 1Q37 — Ri7 IRy

* i
7 s+ s € s+1 4+ s+1 ts+1 s+1 + s+1
Par conséquent, R I RS — Q77 Q57 — R{T 1R .

On peut donc répéter cette méthode de construction, on a qu’a chaque pas, [ et j augmentent au
moins 1, et par conséquent, [ et j atteignent les valeurs m et n, respectivement. Pour r = m+n,
on obtient :

0+ p0 2% A1+l B ply p1 £* r e ar bt opri opr
RitRy,— Qi1Q;— RiiR;...— Q110Q3— R IR
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ot =1t +...+1 et PP~y Qf"’l pour k=0,....,7 — 1l et PF ~, RF pour k=0,...,7. [ |

Nous pouvons montrer a présent le lemme A.7 qui dit que pour tout terme P € ATP”, les
modeles T[P] et T[P]. sont équivalents modulo la relation ~j.

Preuve. (Lemme A.7)

Soient T = T[P], T = T[P].. On prouve par induction sur la structure de P qu’il existe une
bisimulation de branchement R pour T et T

La preuve est simple pour les termes idle, X € Var, a Py, d(a)P; et restrict Ain Py. Pour P, + P
et Py || P2 la preuve suit immédiatement des lemmes A.12 et A.13.

On montre en détail pour l'opérateur watchdog et pour la récursion. Soient T; = T[FP;] et
T; =T[F]. pouri=1,2.

e Soit P le terme P; watchdog[A](¢) P,. Comme P € ATP", alors t > 0.

Par h.i. il existe un bisimulation de branchement R; pour T; et Ti, v =1,2. On définit :

R = RiUR,
U{( P watchdog[A](t') P>, Ry watchdog[A](t') P,) | (P{,R1) € R1 A 0 <t <t}
U{(P,, Ry watchdog[A](0) P,) | Ry € Ty}

Nous montrons que R est une bisimulation de branchement pour T et 7.
Puisque (P, 1) € Ry on a (P, P) € R.
1. Posons (P] watchdog[A](t') P,, Ry watchdog[A](t') P2) € R.

i. Supposons qu’ils existent P’ et £ € Lab tels que P| watchdog[A](t') P2 Lop,
wdal) { =a € A et alors P{ % P'.

Par h.i. ils existent R et Qy tels que Ry = Q1 > R, (P!,Q1) € Ry et (P',R) € Ry.

Par lemma A.11 on a :
Ry watchdog[A](t') P, =~ Q1 watchdog[A](t') P,
et d’apres la réegle wdal-¢) on a :
Q1 watchdog[A](¥) P, > R
et (P| watchdog[A](t") Py, Q1 watchdog[A](t') P») € R et (P, R) € R.
wda2) { =a ¢ A. Similaire au cas précédent.
wdtl) (=t et P = P,.

D’apres la regle wdtl), il existe P/’ tel que Py LA P/

Par h.i. ils existent n > 0 et R,Q% et t; >0tels quety +...+t, =1, R) = Ry, et pour
les uniques P} avec P = P| et P = P{ tels que
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on a
0 &* 1 4 1 € * n in n
Ri— Qi —=R;...— QF = R

et (PR} €Rypouri=0,....,net (P,QFYe Ry pouri=0,...,n—1.
D’apres la regle wdtl) on a :

Py watchdog[A](t') P, 4 opl watchdog[A](t') Py ... I p2

D’apres le lemma A.11 et la regle wdt-¢) on a :

RY watchdog[A](t') P, =~ Q! watchdog[A](t') P, LN R} watchdog[A](t' — t1) Py ...

et
RT watchdog[A](0) P, A

Soit #; = 37, t; et g = 0. Par construction, pour ¢ = 0,...,n — 1, on a:
(P} watchdog[A](t — ;) Py, R} watchdog[A](' — ;) P2) € R

et

(Pi watchdog[A](t' — ;) Py, QF! watchdog[A](t' — 1;) P,) € R
et (P, R} watchdog[A](0) P2) € R.
wdt2) ¢ =" < t. Similaire au cas précédent.

wdt3) € =t/ + " et P/ L Pl et P, 5 P}. 1 faut appliquer le méme raisonnement que dans le
cas précédent pour P, et la régle wd0-¢) pour prouver R} watchdog[A](0) Pz = Ps.

ii. Supposons qu’ils existent R et { € Lab tels que Ry watchdog[A](t') P, L R. Dans ce sens, la
preuve suit de la méme maniere sauf qu’elle est plus simple car il n’y a pas des transitions par ¢
dans 7.

2. Posons (P, Ry watchdog[A](0) P») € R. Dans ce cas, la propriété est vraie car la seule
transition possible pour le terme Ry watchdog[A](0) P est par ¢ vers Py et (P, P3) € R.

e Soit P le terme recX - P;. Par h.i., il existe une bisimulation de branchement pour 7 et Tl.

On définit :

R = {(€.Q)]Q € ATP}
U{(P,P[P/X])| P # X A (X,P) e Ry}
U{(P[P/X]),P[P/X])|P# X A P# X A (P,P) e Ry}

Nous montrons que R est une bisimulation de branchement pour T et 7. Nous constatons tout

d’abord que (P, P) € R.
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1. Supposons (P, P[P/X]) € R. Alors, P # X et (X, P) € Ry. Nous avons donc, X X idle et
ils existent Fp,...P,, tels que Py est le terme P et :

PhEP... 2P %X
D’apres le corollaire A.3, on a :

Qo—=Q1...>Q, =P
avec Q; = P;[P/X] pour i = 0,...,n. Par conséquent, P[P/X] = Pt (P,P)€eR.
2. Supposons (P[P/X], P[P/X]). Alors, P # X, P # X, et (P, P) € Ry.
i. Supposons P[P/X] L op. Or, { # X et par conséquent, d’apres le corollaire A.4, il existe R
tel que P L R et P’ ost le terme R[P/X].
1l faut distinguer deux cas :
a) Si £ = a, alors ils existent Q et Q' tels que P =1L Q, (R,Q") € Ry et (R,Q) € Ry.

D’apres le corollaire A.3,

*

P[P/X] =7 Q'[P/X] % Q[P/X]

On a deux cas :

— Si R= X, alors R[P/X] = P et donc P' = P.
Or, Q" % Q et (R,Q") € Ry. Donc, par construction (P, Q'[P/X]).
Pour @ on a deux cas. Si ¢ = X, alors Q[P/X]= P et donc (P,P) € R. SiQ # X,
alors par construction, (P, Q[P/X]).

— Si R # X, alors par construction, (R[P/X],Q'[P/X]) € Ret (R[P/X],Q[P/X]) € R.

b) Si € =t, alors ils existent P, Qiett;, aveci=1,...,ntels que ty + ...+ t, = t, et pour
FPy=P,on a:

et pour les uniques P;, pour i = 0,...,n tels que Py = P, P, = R et
5 hop tn B
P0—>P1...—>Pn

ona (P, P)eRypouri=0,....,net (P, Qi) € Rypouri=0,...,n—1.

D’apres le corollaire A.3, on a :
P02 b 2P,

ott P; = P[P/X]et Q; = Q;[P/X],pour i =0,...,n,et
Ry Ry... R,

ou R; = P[P/X], pour i =0,...,n.
Par construction, (R;, P;) € R et (R;,Qiy1) € R,pouro=1,...,n— 1.
Il faut montrer que (R, Pn> € R. Il y adeux cas :
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— Si P, = X, alors R, = P et donc P/ = P.
Pour P, on a deux cas. Si an = X, alors P, = P, et donc (P,P) € R. Si P, # X,
alors par construction, (P, P,) € R.

~ Si P, # X, alors P, # X, et donc, par construction, (R, Pn> € R.

¢) Sild =Y # X,alors P=Y et R = P’ = idle. Donc, Py X idle, et par définition
(idle)idle € R.

ii. Supposons P[P/X] Lp. Or, { # X et par conséquent, d’apres le corollaire A.4, il existe R
tel que P L R et P’ ost le terme R[P/X]. La preuve suit comme dans le cas précédent. ]

Nous montrons a présent le lemme A.8 qui dit que le modele du graphe temporisé étendu
G = E[P] est équivalent, modulo la bisimulation forte, au modele de P avec des transitions €.

Preuve. (Lemme A.8)

Soient P € ATP. et G = £[P]. On note T le systeme de transition définit par les termes
accessibles a partir de P, i.e., T = Reach(7T[P].), et T le systeme de transition 7 [G].

On montre par induction sur la structure de P :

A. il existe une bisimulation forte R pour T et T, et
B. si (P, (s,v)) € R alors

— P' ¢ Var et F(s)N Var =0, ou
— il existe une variable X € Var telle que P = X et F(s) = {X}.

La preuve est simple pour les termes idle, X € Var, aP; et d(a)P;. On montre en détail pour
lopérateur watchdog et pour la récursion. Pour les opérateurs Py + Py, Py || P; et restrict A in Py
la preuve suit de la méme maniere.

Soient G = (S, H, F,s1,0,F), G; = E[P;] = (s, Hi, Eiysp,,6, F), T; = Reach(T[[Pi]]s) et TZ =
T[G:D.

¢ On montre tout d’abord pour 'opérateur watchdog.

Soit P le terme P; watchdog[A](d) P, pour d € N,d > 0 et A C Act. Par h.i. pour i = 1,21l
existe une bisimulation forte R; pour T} et T;.

Soit x la nouvelle horloge, 2 ¢ Hy U Hy. On définit
R = RiUR,U
{(P{ watchdog[A](t) Py, (s1,55,,v1)) | (Pf,(s1,v1)) € Ry Avi(z)=d—t ANt <d}

A. On prouve que R est une bisimulation forte pour T et T
Tout d’abord on a (Py,(s7,,v)) € Rq ot v(2') = 0 pour tout 2’ € H. Donc, (P,(s1,s1,,v)) € R.
1l faut distinguer deux cas :

1. (P{ watchdog[A](t) Pz, (s1,51,,v1)) € R avec t > 0.

i. Supposons qu’ils existent P et { € Lab. tels que P watchdog[A](t) P, L p.
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a) l=a€ AC Act et P| = P.
Or, (P],(s1,v1)) € Ry. Donc, par h.i., il existe (s, v]) tel que (sy,v1) — (s],v]) et

(P,(s),v])) € Ry.

Par conséquent, il existe (s1,a,1, H',s]) € Eq tel que vy satisfait 1y et v} = v1[H’ := 0].
Par construction, ((s1,sr,),a,¢1 A x < d,H',s}) € E.

Puisque 2 € Hy et vy(2)=d—t <donavj(z)=d—tet (s1,s5,v1) — (s],0}]).

De plus, (P, (s},v])) € R.

b) { = a € Act. mais a € A et il existe P}’ tel que P| = PJ' et P = P{’ watchdog[A](t) P,.
Or, (P],(s1,v1)) € Ry. Donc, par h.i., il existe (s, v]) tel que (sq,v1) = (s},v]) et
(P, (s1,01)) € R
Par conséquent, il existe (s1,a, 11, H', s]) € Eq tel que vy satisfait 1y et v} = v1[H' := 0].
Par construction, ((s1,sr,),a, 1 Az < d, H',(s},s1,)) € L.

Puisque 2 ¢ Hy et vy(v)=d—t < donavj(z)=d—tet (s1,sp,v1) — (8,81, 0]).

De plus, (P, (s}, s1,,v])) € R.

¢) L =1t <tetil existe P{ tel que Py LA P]' et P = PJ watchdog[A](t —t') P,.

Or, (P{,(s1,v1)) € Rq. Donc, par hi., il existe (si,v]) tel que (sy,v1) — (s],v]) et
<P1”7 (5/17 v{)> € Ri.
On a donc s§ = s1, v] = v1 + ' et v} satisfait 6(sq).

Puisque ¢ <t on a vj(z) = vi(z)+ ' < v(z)+t = d et donc v satisfait la condition
x <d.

Donc, vy satisfait 6(sq, sz, ).

Par conséquent, (s1,7,,v1) L (s1,85,,0)) et (P,(s1,s1,,0])) € R.

ii. Supposons qu’ils existent (5,v) et £ € Lab. tels que (s1,sz,, 1) LA (5,0).

a) {=a¢€ Aet(s,s5,01) = (5,0).
Il existe ((s1,51,),a,%1 A @ < d,H',35) € F tel que vy satisfait p Az < det v = v [H':=0].
Par construction, (sq,a, ¥y, H',s,) € Ey. Donc, (s1,v1) — (5,0).
Or, (P, (s1,v1)) € Ry. Donc, par h.i., il existe P tel que P| = P et (P,(5,0)) € Ry.

D’apres la regle wdal), P; watchdog[A](t) P, L P. De plus, (P,(5,0)) € R.

b) { = a € Act. mais a € A et il existe (3,) tel que (sq,s7,,v1) — (3,0).
Il existe ((sy1,s1,), a, ¢, H',$) € F tel que vy satisfait ¢ et v = v1[H' := 0].
Or, v1(z) = d—1 < d. Donc, il existe (sy1,a,9, H',8]) € FEy tel que 3 = (s],s1,) et
Y =11 Az <d. Donc, s1,v; — (8],0).
Or, (P!, (s1,v1)) € Ry. Donc, par h.i., il existe P tel que P{ = P et (P,(s},0)) € R.

D’apres la regle wda2), P; watchdog[A](t) P, L P. De plus, (P,(5,0)) € R.
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!

¢) (=1 <tetil existe (3,0) tel que (s1,s7,,v1) — (8,0).
On a donc s = (s1,57,), v = v; + t' et v satisfait 6(sq, sy, ).
Par conséquent, v satisfait 6(sq) et (s1,v1) LA (s1,0).
Or, (P/,(s1,v1)) € R1. Donc, par h.i., il existe P’ tel que (sq,v1) LN (s1,0) et (P, (s1,0)) €
Ri.
D’apres la regle wdtl), on a P watchdog[A](t) P, LA P/ watchdog[A](t — t') Ps.
De plus, v(z) = v1(x)+t' =d — (t = t') et donc (P’ watchdog[A](t — ') P2, (3,0)) € R.

2. Supposons (P watchdog[A](0) Pz, (81, $1,,v1)) € R.

On a vi(z) = d et par conséquent P watchdog[A](0) P, = P;.

I existe vy tel que (81,87, 01) — (S,,02).

Par construction, ((s1,$y1,),e,@2 =d, H',s5,) € E ou H = {ag € Hy | 22 € F3(s1,)}.
On a donc vy = vy[H' :=0].

Par h.i. (P, (s,,v2)) € Ra. Par conséquent, (P, (sg,,v2)) € R.

B. Supposons (P’,(s,v)) € R. Si s € 51 U Sy, alors (P’ (s,v)) € Ry URa, et donc la propriété
suit par hi. Si s = (s1,sy,), alors par construction, P’ = P| watchdog[A](t) P,. Or, F(s) =
F(sy)U{z}. Puisque P € ATPL, on a P| ¢ Var, car toute occurrence d’une variable libre dans P
est gardée par une action de A. Donc, par h.i., F(s;)N Var = @. Par conséquent, F(s)N Var = ().

e On montre a présent pour la récursion.
Soit P le terme recX - Pj.

Par h.i. il existe une bisimulation forte pour 7T} et Tl. On définit :
R = {(P(s,v))|Vz1 € H1. vi(x1) =0}
U{(R, (s,0)) | (P,(s,v))€ER1 A P#£ X AN R=P[P/X]}
A. Soit (R,(s,v)) € R.

1. On montre que si R — P alors il existe (8,0) tel que (s,v) 4 (3,0) et (P,(3,0)) € R.

a) (R,(s,v))=(P,(s1,,v1)) et pour tout zy € Hy, vy(z1) = 0.
Supposons que P Lp. D’apres la régle rec) on a P[P/ X] L p. Or, X est gardée dans
Py. Donc, d’aprés le lemme A4, il existe P’ tel que P = P'[P/X] et Py Lop,
Par h.i., (sg,,v1) 4 (s',v") et (P, (s, 0")) € Ry.

Il faut distinguer deux cas. Si P’ # X alors par définition (P,(s',v")) € R, et de plus, par
hi., F(sYNn Var =0. Si P'= X, on a P = P, et par h.i., F(s') = {X}. Donc, d’apres les

régles de construction du graphe temporisé, (sy,,v1) LA (sg,,v1) ou vy = v[H;y := 0], et par
définition, (P, (sy,,v1)) € R.

b) R= P[P/X]et (P,(s,v)) € Ry.
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Supposons que R L p. Or, P # X. Donc, d’apres le lemme A.4, il existe P’ tel que
P=P[P/X]et P L P

Or, par h.i. (s,v) EN (s',0") et (P (s,v")) € Ry.

Il faut distinguer deux cas. Si P’ # X alors par définition (P,(s',v")) € R, et de plus, par
hi.,, F(s)n Var = 0. Si P = X,on a P = P, et par h.i., F(s') = {X}. Donc, d’apres

les régles de construction du graphe temporisé, (s, v) LN (sg,,v1) ou vy = v[Hy := 0] et par
définition, (P, (sy,,v1)) € R.

2. On montre que si (s,v) 4 (3,%) alors il existe P tel que R L Pet (P,(3,9)) € R.

a)

(R,(s,v))=(P,(s1,v1)) et pour tout z1 € Hy, v1(x1) = 0.

Supposons que (sj,, 1) EN (8,9). Par hi., P L P et (P,(3,0)) € Ri. D’aprés le
l

lemme A.3, P[P/ X] EA P[P/X]. Donc, d’aprés la régle rec), P — P[P/X].
Il faut distinguer deux cas. Si P # X alors par définition (P[P/X],(5,7)) € R, de plus,
F(3)nVar =0. Si P= X, on a P[P/X] = P, et par h.i., F(3) = {X}. Donc, d’apres les

régles de construction du graphe temporisé, (sy,,v1) EA (s1,,v1) ot vy = v[H; := 0] et par
définition, (P, (sy,,v1)) € R.

b) R= P[P/X]et (P,(s,v)) € Ry.
Supposons que (s,?) 4 (3,9). Par h.i., P LN Q et (Q,(5,7)) € Ry. Par lemme A.3
l

R[P/X]—= Q[P/X].
1 faut distinguer deux cas. Si Q # X alors par définition (Q[P/X],(5,%)) € R. Si P = X,
on a Q[P/X] = P, et par hi., F(§) = {X}. Donc, d’apres les régles de construction du
graphe temporisé, (s,v) EA (s1,,v1) ot vy = v[Hy := 0] et par définition, (P, (sr,,v1)) € R.

B. Par construction. [ |

A.4 Consistance des équivalences pour TCTL

Nous montrons dans cette section que la relation d’équivalence ~y est consistante pour un frag-
ment significatif de la logique TCTL, au sens ou deux états équivalents satisfont le méme ensemble

de formules.

Le fragment de TCTL que nous considérons, noté TCTLp, est ’ensemble des formules
obtenues a partir des propositions, des opérateurs logiques et des opérateurs temporels bornés.

Définition A.7 Les formules de TCTLg son définies par la syntaxe suivante :

pu=plopleVoleIUp.p| pVUyc

oﬁpEPro,CENet#€{<,§,>,2,:}. a
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Nous supposons que deux états équivalents satisfont les mémes propositions. On peut
aisément vérifier que si ¢ ~ ¢’ alors ¢ satisfait ¢ si et seulement si ¢’ satisfait ¢. Nous avons la
proposition suivante.

Proposition A.3 Soit T = (Q,—,qr) un systéme temporisé. Pour tout q,q¢' € Q tels que
q ~ ¢, pour tout ensemble de séquences > C X, et pour toute formule p € TCTLp, q =5 ¢ si
et seulement si ¢' =5 ¢.

Pour montrer un résultat similaire pour la relation d’équivalence ~j, nous exigeons que le
systeme temporisé soit tel que si un état a des transitions temporelles alors il n’a pas des transi-
tions par €. Ceci n’est pas restrictif car, comme nous ’avons déja montré, le modele du graphe
temporisé construit pour un terme d’ATP satisfait cette propriété. Nous avons la proposition
suivante.

€
Proposition A.4 Soit T' = (Q,—, qr) un systéme temporisé tel que si q A q" alors ¢ /. Pour
tout q,q' € Q tels que q ~p ¢, pour tout ensemble de séquences ¥ C Ny, et pour toute formule
@ € TCTLg, q |=x ¢ si et seulement si ¢' =5 ¢.

Afin de prouver la proposition A.4, nous montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme A.14 Soient q1,q; € Q et t € RY tels que ¢ EA n+t A qy. Pour tout ¢ € Q tel que
q1 ~p Gz, ils existent ¢4 € Q et t; € R, avec to =0 et t1 + ...+ 1, = t, tels que ¢3 = ¢z et

* 1t 0* 4

0 tn
= gttt 2t = g

@

et q+ti~p gyt pouri=0,....m et q +1; qu%'-l-l pouri=0,....,n—1, et ¢ ~p ¢}.

ty 0
0 —= @t et — = ¢
l\\ ~ \\
| ~ S N
~ ~ ~
| ~ ~ ~
~ ~ ~
| S ~ ~
| S S ~
~ ~ [a %
: ~p \\:“b \\Nb ) b
| S. S RN
| \\ \\ \\
| S \\~ N
0* ) 11 0*
1 R T -
B — S
q9 /5 g + 4 02
Preuve. D’apres la définition de la relation ~y. [ |

Le lemme A.14 dit que si I’état ¢; a un pas de durée ¢ vers I’état ¢;, alors tout état ¢
équivalent, modulo la relation d’équivalence de branchement, atteint un état ¢, équivalent a ¢
en un temps ¢, mais en général par une séquence de pas, telle que tous les états visités dans la
séquence sont en correspondance, i.e., liés par la relation ~j, aux états visités dans le pas.

Preuve. (Proposition A.4) La preuve suit par induction sur la structure des formules, en
appliquant les lemmes A.14 et A.10. [ |
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A.5 Conclusions

Les résultats prouvés dans ce chapitre montrent que la méthode de traduction développée dans
le chapitre 6 est consistante, au sens ol le modele du graphe temporisé construit et le modele du
terme d’ATP satisfont les mémes formules d’un fragment significatif de TCTL. Ce fragment, noté
TCTLpg, est 'ensemble des formules obtenues a partir des propositions, des opérateurs logiques
et des opérateurs temporels bornés.

Pour montrer ce résultat nous avons proposé une nouvelle sémantique pour ATP. Cette
sémantique introduit des transitions £ pour modéliser les expirations des opérateurs watchdog.
Nous avons montré que le graphe construit par la méthode de traduction est fortement équivalent
au modele du terme, si nous considérons cette sémantique.

De plus, nous avons proposé une nouvelle relation d’équivalence, inspirée de la relation de
branchement [GW89, NMV90, Mou92], qui tient compte des transitions ¢. Nous avons montré
ensuite que cette relation est compatible avec la relation de bisimulation pour les termes d’ATP,
au sens ol deux termes sont fortement bisimilaires si et seulement si sont équivalents modulo la
relation de branchement.

Ensuite, nous avons montré que deux états équivalents modulo la relation de branchement
satisfont les mémes formules de TCTLpg.

Finalement, ces résultats assurent la correction de "approche proposée pour la vérification
de systemes temporisés : la traduction des spécifications temps-réels décrites en ATP, vers des
graphes temporisés.



