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INTRODUCTION

0.1 Présentation

Les structures o-minimales sont a la confluence de la gémedtde la lo-
gique. Cette thése prend un parti géométrique, mais lekatsprésentés ont une

traduction en terme de théorie des modeéles.

Pour le logicien, dans le cadre d’'une logique du premieregidrdonnée d’un
langager , c’est & dire de termes élémentaires, et la donnée d’'un mocékt a
dire d’'un ensembl& ou ce langage prend corps, détermine une structure : cette
structure est 'ensemble de toutes les phrases que I'onepeumer dans ce lan-
gage dans le modéle choisi, c’est a dire toutes les propositieL —termes du

premier ordre a coefficients dakis

La notion de structure est rare en géométrie, parce que éwpgntraignante.
Une notion pourtant équivalente serait la suivante : étanhd un ensemble de
base E — I'équivalent du modéle —, et une famile= (A; C E")ic; de sous-
ensembles de produits de— I'équivalent des termes du langage —, une struc-
ture géométrique est la famille de tous les ensembles cmtibiles a partir des
éléments dez, c'est a dire obtenus a partir dés en s’autorisant les unions et
intersections finies, les produits cartésiens, les priojesket passages au complé-
ment — ces opérations correspondant respectivement eiauet logiques, a une

concaténation de formules, a I'ajout d’'un quantificatéet aunonlogique.

Lorsque I'on prend pour ensemble de base le corps des réelenuarque
gu'’il apparait en général deux situations tres différestden la famille de sous-

ensembles choisie : soit les ensembles constructibleseoment tous les boré-



liens [MS05, Mil06], et I'on perd alors I'espoir de faire da géométrie, soit
les ensembles constructibles présentent des régularteddrtes, et des des-
criptions relativement simples. On parle dans ce dernisrdeagéomeétrie mo-
dérée [DM96, Tei97]. Une condition suffisante pour que langémie d’'une struc-
ture soit modérée est la suivante : les ensembles conbilrsctdeR doivent étre
les unions finies de points et d’intervalles. Une telle dtres est alors dite-

minimale

Des exemples classiques — et historiques — de structuresiowahes sont les
semi-algébriques [Tar51, Sei54], engendrés par les gsagdnéa somme, du pro-
duit et de I'ordre, ou les sous-analytiques globaux [GaB&&3, DS85, DvdD88,
Gab96], générés en ajoutant aux semi-algébriques lesctigsts a un compact
analytique de toutes les fonctions analytiques. Les exesngbondent, et I'on

pense n'avoir pas fini d’en découvrir de nouvelles.

Parmi toutes ces structures o-minimales, certaines pe¥gam caractere pre-
cieux pour la résolution des singularités. Elles sont potyialement bornées,
c’est a dire que la croissance de toutes les fonctions canities ne peut excé-
der celle d’un polynéme. Cette propriété induit une formejdasi-analycité, qui
s’exprime géométriquement par une rigidité tres forte. #@mple, une variété

lisse dans une telle structure est totalement déterminémpagerme en un point.

La problématique de cette these concerne la génératiorirdetuses o-mini-
males polynomialement bornées. On a vu qu’une structurelgshue par des
opérations élémentaires sur des ensembles de base. Pque@msemble construc-
tible, ces opérations n’interviennent qu’un nombre finiais,fmais cela ne donne
pas une description assez précise des ensembles ainsudsnéin effet, appli-

quer alternativement une projection et un passage au camepléire un grand



nombre de fois peut générer des ensembles a priori tresafiffédes ensembles
de base. Pour preuve : n'importe quel borélien peut étrer§éaiasi a partir de

I'ensemble des entiers, de la somme, du produit et de I'drdre

Les questions que I'on peut se poser concernant la génémdgistructures
o-minimales sont du type suivant : étant donnés des ensembldase d'un
type particulier, peut-on restreindre le nombre d’opéraiélémentaires néces-
saires pour obtenir toute la structure? Par exemple, sirlesmbles de base
sont les semi-algébriques, une conséquence du théorémarsia-Jeidenberg
(cf. [Tar51, Sei54]) affirme que la structure est obtenue apération, c’est a
dire que les semi-algébriques sont stables par toutes &atams élémentaires.
Des ensembles de baé#)ic| étant fixés, si ni les projections ni les passages
au complément ne sont nécessaires pour obtenir toute twEUon dit qu’elle
élimine ses quantificateurs s()ic;. Dans le cas des semi-analytiques sur un
compact, le théoreme de Gabrielov [Gab68, Gab96] montréayie la structure
gu’ils engendrent est obtenue par une seule opération atéime: une projec-
tion. La structure engendrée par les semi-analytiguesoest ekactement formée
des sous-analytiques. Des ensembles de (#age, étant fixés, si les passages au
complément ne sont pas nécessaire pour obtenir toute wEUon dit qu'elle
est modele-compléte SUE;)ic; .

Le principal résultat de cette these est une généralisdtidghéoreme de Ga-
brielov : il affirme que modulo certaines hypothéses de @8l toutes les struc-
tures o-minimales polynomialement bornéees sont modstgplketes.

Le principe des preuves de modéle-complétude suit en ddiatile fon-
dateur de Gabrielov [Gab96]. On le voit nettement dansitla{RSWO03]. Ce

principe repose sur deux points clefs. D’'une part, il s’dgicomprendre les sin-
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gularités qui peuvent apparaitre dans les ensembles deasire part, il faut
étudier la frontiére de ces ensembles pour montrer qu’els@rve des propriétés
héritées de ceux-ci. Toute la difficulté dans notre cas est gpasser de I'analycité,
gue I'on remplace par une quasi-analycité, conséquencardgtére polynomia-
lement borné des structures considérées.

Ce résultat permet de mieux comprendre les structures oral@s polyno-
mialement bornées et de restreindre les examens nécesadaeconstruction
de telles structures. Des résutats du méme type ont étéusbar A. Ram-
baud [RamO05], en ajoutant au langage considéré les pussaatonnelles des

coordonnées.

0.2 Enoncé du résultat principal

Pour énoncer le résultat principal de cette thése, nousalmsoin des défi-

nitions suivantes :

Définition 0.2.1. On appelle quasi-algébre différentielle une famitled’applica-
tions(fi)ic telle que :
— La famille # est une famille d’applications réelles scalai@ss:
Vi €1, dn; € N tel quef; soit une applicatio€” deR" dansR
— La famille # est stable par opposé, somme et produit :
Vi,jel,sini=nj,alors-fic 7, fi+fjec 7, etfi.fjecr
— Lafamille 7 est stable par dérivation :
Viel,vj gni,g—xf;eyf
— Lafamille # est stable par composition affine a droite :

Viel,VL:R" — RM affine, fioL e ¥



— La famille # contient les applications coordonnées.

Définition 0.2.2. Soit ¥ une quasi-algébre différentielle. S¥itun sous-ensemble
deR". On dit queX estsemi« s'il existe des application§y,... fy, etgs,...,q

appartenant & telles que

X={xeR"; (fi(x),..., k(X)) =0, g1(X) >0,...,g/(x) > 0},

ou siX est une union finie d’ensembles de ce type.

Les ensembles seri- sont ainsi les ensembles définis par des équations et
inéquations portant sur des applications de la quasi-edgebOn appelle leurs

projections Soug- :

Définition 0.2.3. SoitY un sous ensemble d&". On dit deY qu'il est souss
s'il existem et un semig X deR"™ tel queY soit la projection deX sur lesn

premiéres coordonnées BE™™M.

Voici maintenant I'énoncé du principal résultat, sous semes géométriques

et logiques. C’est une généralisation du théoreme de Gabfi®ab96].

Théoréme 0.2.4(version géométrigue — théoréeme du complémentabejt s
une structure o-minimale polynomialement bornée. $aiine quasi-algebre dif-
férentielle d’applications définissables dansAlors, les sougr sont stables par

passage au complémentaire.

Théoreme 0.2.5version logique — modele-complétud€onsidérons une struc-
tures = (R, >, +, x, ¥ ) o-minimale polynomialement bornée guest une quasi-

algébre différentielle. Alorss est modéle compléte.



Voici une remarque qui développe ce résultat. Considérnresigemble

X = {XE Rn+m7 fl(X) = 07'“, fk(X) = O7gl(x) > 07"',g| (X) > 0}7

ou lesf; etg; sontC* et définissables dans une structure o-minimale polynomia-
lement bornée, et soit¥ la quasi-algebre des applicatid®3 définissables dans
¥ . SoitY la projection sur les premiéres coordonnées He Le théoréme 0.2.4
affirme que le complémentaire deest sousF . Autrement dit, il affirme que ce

complémentaire est la projection d’'un ensemble du type

X'={xeR™™ f/(x)=0,...,f,(x) = 0,g4(X) > 0,...,d,(x) > O},

avec lesf/ etg dans¥ .

Mais sis est o-minimale, il en est de méme de ses sous-structuresaren p
ticulier, la structure engendrée par lgset g; est o-minimale. Appelonsgs la
quasi-algebre différentielle engendrée par.. ., fx,g1,...,01. Alors, Y est sous-

# , donc d'aprés le théoréme 0.2.4, son complémentaire diessiapplications
qui définissenX’ peuvent donc étre choisies dans la quasi-algéhr&n ce sens,

le théoréme 0.2.4 est un théoreme du complémeraaplkcite

De maniére équivalente, dans une traduction logique st une structure o-
minimale polynomialement bornée,Rfx, ..., xn) une formule du premier ordre
dans laquelle interviennent des égalités et inégalitémposur des applications
C*® fq,... fx définissables dans, alorsP est équivalente a une formule existen-
tielle ou n'apparaissent que des applications de la gugébee engendrée par

f,oo e



La thése est formée de quatre chapitres et d’'une annexeeb@grrchapitre
est une introduction aux structures o-minimales. Dans ¢ers# chapitre, cer-
taines propriétés particuliéres des structures o-mir@mpblynomialement bor-
nées sont dégagées. En particulier, on s’attachera a codrpries points com-
muns avec la situation analytique (quasi-analycité), ajns les différences éven-
tuelles (la question de la ncethérianité dans le lemme 23a3)reuve du résul-
tat principal est présentée au troisieme chapitre. Le gunadr chapitre présente
quelques questions de noethérianité dans le cadre polgtement borné, ainsi
gue des pistes concernant I'extension éventuelle de negrdtat. Enfin, I'annexe
présente un résultat indépendant obtenu au début de maaxtrde recherche, et

qui est relatif aux liens entre o-minimalité et intégration






CHAPITRE 1

QUELQUES OUTILS

Apres avoir brievement replaceé les structures o-minimadess leur contexte
historique, nous allons présenter quelques-unes de leopsigtés élémentaires.
En particulier, nous montrerons un lemme de type KoopmanewBr{t0j65,

Dri98]. Nous introduirons aussi quelques notions et rassittlassiques.

1.1 Historique

Le premier résutat qui s'apparente a I'étude des structomeénimales est
le théoreme de Tarski — Seidenberg [Tar51] [Sei54], qui peoklélimination
des quantificateurs pour les semi-algébriques. D’autraglés d’ensembles sont
ensuite étudiées, qui présentent des propriétés sinsilaing semi-algébriques.
Ainsi, les études de Thom [Tho69], Whitney [Whi65] ou Lofsicz [L0j65] sur
les stratifications introduisent des propriétés qui eesseront générales dans les
structures o-minimales [DM96], [Cos00]. La terminolog@tinimal” provient
de la logique. Le “0” signifie order, et les structures o-miales sont issues des
structures “order 0”7, dans lesquelles les ensembles cmtifties de I'ensemble
de base sont les unions finies de points, ou le complémentaimaombre fini de
points. Les structures order 0 apparaissent essentigitesuedes corps algébri-
quement clos. Les structures o-minimales sont leur éqgrivglour les corps réels

clos.
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1.2 Définitions et premiéres propriétés

Nous définissons ici une structure o-minimale sur un corpk ¢is quel-
conqueg . Par la suite, et sauf mention explicite, les structuresmmales consi-

dérées seront toujours des structures o-minimales surpsBades réels.

Définition 1.2.1. Une structures sur le corps réel clog est la donnée pour
chaque entien d’'une familles,, de sous-ensembles g¢€', les ensembledéfinis-
sables dans . Par extension, une application dont le graphe est défbissara
aussi ditedéfinissableCes familles d’ensembles définissables doivent vérifger le
conditions suivantes :

— Les constantes sont définissables dan&insi, $; contient tous les single-

tons,
— La somme, le produit, I'égalité et I'ordre sont définiseahdlanss. Autre-

ment dit,$» contient les ensembles

{(xy); x=y} et{(xy); x>y}

Et s3 contient les ensembles

{(X,Y,2); z=x+Yy} et{(x,y,2); z=x.y}.

— La structure est stable par union, intersection, et pasaagcomplémen-
taire. Ainsi, siA et B appartiennent &, alorsAUB, AN B et °A appar-
tiennent aussi dn.

— La structure est stable par projection et produit cameéshénsi, si A ap-
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partient asp, si B appartient asy, et si Tt est la projection canonique de

R " — &M alorsA x B appartient &, m, etTi(A) appartient &nm.

Définition 1.2.2. Une structures esto-minimalesi les ensembles définissables de

R sont exactement les unions finies de points et d’'intervalles

La propriété suivante permet de mieux appréhender ce quiesstructure et

les manipulations qu’elle autorise.

Propriété 1.2.3. Un ensemble défini par une formule du premier ordre a coeffi-

cients définissables dans une structsirest définissable dans

Dorénevant® = R.

La propriété 1.2.3 permet de montrer par exemple queest un ensemble
définissable, il en est de méme pour son adhérence ou soreumtéEn effet,
A={x ve>0,ycA |[x—y| <el.

On montre aussi les résultats suivants, preuves que lessa o-minimales

sont un cadre agréable pour faire de la géométrie.

Propriété 1.2.4(Fonctions implicites) Soit f: R™* — R" une application défi-

nissable dans une structure o-minimaleSoit Z= f~1(0) et (xo,Yo) € Z. Alors

of

si a—y(Xo,YO) est inversible, il existe un voisinage de (xo,Yo) et une application

définissablab d’un voisinage de xdansRK tel que
(X,y) €ZNV < y=@X).
Propriété 1.2.5(Inversion locale) Soit f: R" — R" une application définissable

dans une structure o-minimake On suppose que f est étale en x. Alors, f admet

une réciproqueléfinissableau voisinage de x.
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Voici maintenant quelques propriétés générales des ensgmiéfinissables
dans une structure o-minimale. Ces propriétés sont trésiglzes et nous n’en
présentons pas de preuve ici. Pour une introduction plusliéét aux structures
o-minimales, nous renvoyons aux ouvrages de M. Coste [God@@. Miller et

L. van den Dries [DM96] ou au livre de L. van den Dries [Dri98].

Lemme 1.2.6(Finitude) Soit E un ensemble définissable dans une structure o-

minimale. Alors, E n’a gu’'un nombre fini de composantes crese

Lemme 1.2.7(Lemme du choix définissablepoit A un sous ensemble définis-
sable dex "™, et B sa projection dang ". Alors, il existe une application défi-

nissable f, définie sur B, et dont le graphe est inclus dans A.

Lemme 1.2.8(Finitude uniforme) Soit A un ensemble définissablexi&™1, tel
que pour tout x der ", la fibre A= {y; (x,y) € A} soit finie. Alors il existe un

entier N tel que Card A< N pour tout x deg ".

Wilkie montre méme que pour une quasi-algebre différdeptit finitude uni-
forme implique la o-minimalité de la structure engendréd!9@]. Couplé a un
théoreme de finitude uniforme pour les pfaffiens du a Khoviafisko84], ce ré-
sultat lui permet de montrer la o-minimalité de ces pfaffiehtrouve en parti-
culier la o-minimalité de la structutgypobtenue en ajoutant le graphe de I'expo-
nentielle & une structure o-minimatgWil96] (voir aussi [vdDMM94], [KM99],
[LR98b], [Spe99] et [Wil98]).

1.3 Un peu de logique

Les structures o-minimales sont surtout étudiées par dgsidns. Le point

de vue logique, quoique équivalent au point de vue géonmugtrigécessite un
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vocabulaire spécifique, gue nous allons introduire ici.

Un langager est la donnée d’un ensemble de symboles de fonctions et de re-
lations. A chaque symbole est associé un entier : son aggésymboles de fonc-
tion peuvent étre arrangés entre eux pour fairecdésrmes Ce sont tous les mots
que I'on peut construire a partir de variables et de fonsti@m respectant I'arité
de celles-ci. Ces -termes sont ensuite associés pour obtenirdésmules avec
des quantificateurs, des combinaisons booléennes, etldésie du langage .

[l faut bien sar toujours respecter la syntaxe, c’est a dargté des combinaisons
booléennes et des relations.

Voici maintenant la définition de structure. Cette défimtast 'analogue de
la définition géométrique précédemment donnée, dans le icds langager

contient celui des corps ordonnés.

Définition 1.3.1. Une £-structures est la donnée d’'un ensembié non vide,
d’une fonction deM" dansM pour chaque symbole de fonction ded’arité n, et

d’un sous ensemble dd" pour chaque relation de d’arité n.

Nous pouvons ainsi associer a chaque formule un ensemblee fotmule
P(X1,...%n) estassocié 'ensemb{€x; ...Xn); P(X1,...,X,) }. Les ensembles ainsi
formés sont ditsléfinissables dans. Cette famille d’'ensemble est alors naturelle-
ment stable par union finie, intersection finie, passage aylk&mentaire, produit
cartésien et projection. En effet, a chacune de ces opgsatmrespond une opé-
ration booléenne, ou un ajout d’'un quantificateur, etdefrmules sont stables
par ces opérations. Les deux définitions de structure somt bien équivalentes,
dans le cas des corps ordonnés.

On notera une structurg, £ ), ou £ désigne les éléments du langagelMet

I'ensemble sous-jacent. Par exemp[R, 0,1, >,+,%) désigne la structure des
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semi-algébriques a coefficients entiers Burles ensembles définissables dans
cette structure sont les ensembles définis par des égdliiGégalités portant
sur des polydmes a coefficients entiers. Dans cette thesetrigctures consi-
dérées ont pour ensemble de base le c@Xukes réels, et leur langage contient
toutes les constantes. Pour ne pas alourdir inutilememde&sgions, nous note-
rons(R,+,*,>, £) la structurg(R, R, +, %,>, L ).

Cette nouvelle définition de structure permet de bien congeela propriété
1.2.3 introduite précédement. Dans une structure, lesmdries définis par une
formule du premier ordre sont naturellement définissabdéesst la définition.

La o-minimalité est une propriété des structures ordonngest a dire de
celles dont le langage contient le symbpleElle s’exprime de la méme fagon du
point de vue logique et géométrique : une structiMe>, ) esto-minimalesi
les ensembles définissablesMesont des unions finies de points et d’intervalles.

Si les définitions logiques et géométriques sont équiveterdlles n’en pré-
sentent pas moins une différence de point de vue. En effetstmcture, telle
que définie par le logicien, donne un réle particulier & cest@nsembles défi-
nissables. Par exemple, la structure des semi-algébridaesée patR, >, +, )
met en avant les graphes de la somme, du produit et de I'dtdrstructure des
semi-algébriques peut donc étre vue commneracture engendrée pda somme,

le produit et I'ordre.

Définition 1.3.2. Soit £ = (E; € R")j¢; une famille de d’ensembles réels. On
dira de la plus petite structure contenant tousHequ’elle estengendrée pata

famille £.

Notons que cette définition est correcte : I'ensemble deststres contenant

les éléments de la famille est bien ordonnée par l'inclusion.
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Pour une structure o-minimale donnée, on peut essayerueetrane famille
d’ensembles simples qui 'engendre. On peut aussi se deanaoedhment une
famille engendre une structure, c’est a dire par le biaisugdles opérations. C'est
la I'objet des recherches sur la génération des structguesyous approfondirons

au chapitre 3.

1.4 Décompositions et stratifications

Les structures o-minimales ont été étudiées en premiepbaules propriétés
gue nous allons donner ici. Il s’agit d’'un bon comportemestawis des stratifi-
cations. Les stratifications interviennent dans I'étude siegularités, et dans les
résultats liés aux déformations.

Nous n’aurons pas besoin des conditions de frontiére sgéegiaux stratifi-
cations, aussi n’'introduisons nous pas cette notion. Nadenons de décompo-
sition, en spécifiant les propriétés que I'on en attend. teele intéressé pourra
néanmoins remarquer que nos décompositions sont trésgardek stratifications,
et qu’elles pourraient se raffiner aisément pour obtenistrasifications.

La propriété essentielle de ces décompositions est unei@i®ple dimen-
sion. Ces décompositions visent entre autre a partitionnensemble en sous-
ensembles de dimension pure. La dimension d’un ensembies#&ble se définit
par un processus de triangulation, et coincide avec lamotassique définie lo-
calement [Cos00]. Nous supposons le lecteur familier agde aotion.

Voici une premiéere propriété de décomposition, qui conedsrmonotonie.

Propriété 1.4.1. Soit f: R — R une fonction définissable dans une structure o-

minimale. Alors, il existe un entier n et des réejfs.a. , ay, tels que f soit stricte-
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ment monotone sur chaque intervalleco, a3 ), (&,8+1), (&, +).

Démonstration.Considérons I'application

®:xeR,heR" — ®(x,h) = f(x+h) - f(x).

Cette application est définissable. FixogsdansR. I'application h — ®(Xp, h)
est définissable, donc I'ensemble dest @ (X, h) a un signe donné (strictement
positif, strictement négatif, ou nul) aussi. Ces ensembted donc des unions
finies de points ou d'intervalles. En particuli®b(xp,h) a un signe constant a
droite de 0, i.e.7Je > 0 tel que pour touh < €, d(x,h) est de signe constant.

Ainsi, les ensembles de la forme

{x; 3¢ >0, Yh, 0< h<eg, f(x+h)— f(x)o0},

ou o appartient ¥ >, <,=} forment une partition d&.

D’autre part, ces ensembles sont définissables, donc sentrdens finies
de points ou d’intervalles. En restriction a chacun de ce=valles,f est alors
croissante so est le signe> , décroissante si est le signe<, ou constante si
sigma est le signe-. On obtient ainsi une décomposition finie®en intervalles

sur lesqueld est strictement monotone. O

Remarquons que cette propriété admet un corollaire irdgneésSur un voisi-
nage de I'infini, une fonction définissable dans une strectuminimale est soit

identiqguement nulle, soit inversible. Remarquons aussi
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Propriété 1.4.2. L'ensemble des germes a I'infini des fonctions définissases

totalement ordonné.
Voici une autre propriété de décomposition, qui concermédalarité.

Propriété 1.4.3. Soit E un sous-ensemble B8, définissable dans une structure
o-minimales, et k un entier naturel. Alors, il existe une partition figie= (C))i¢)
deR" telle que :
— Chaque ¢Cde ¢ est définissable dans
— Chaque partie Cde ¢ est soit incluse dans E, soit d’'intersection vide avec
E,

— Chaque partie Cde ¢ est une sous-variété‘@onnexe d&",

On peut voir apparaitre a travers cette propriété la nogagimhension. Chaque
partie dec étant une variété connexe, elle a une dimension pure. On@dn
composéE en une union d’ensembles définissables et munis d’'une diorens
pure.

Cette propriété a un analogue pour les applications :

bY

Propriété 1.4.4. Soit f une application définie siR", a valeurs danR™, et
définissable dans une structure o-minimaléilors, il existe une partition finie
deR" telle que

— Chaque partie de est une sous-variété@eR™, définissable dans,

— En restriction & chacune des partie de f est C¥.

Ces propriétés sont bien connues et nous n’en présentode pasuve.
Il est intéressant de remarquer, que bien qu’elles soienésmpour chaque

k, ces propriétés ne se généralisent a priori pas aCta€ependant, toutes les
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structures o-minimales connues actuellement vérifientdpnpeté de décomposi-
tion C*.

On peut s’intéresser aussi aux propriétés de densitésfdals ensembles
définissables dans une structure o-minimale comme Comtenedlivi [YC04] ou
A. Bernig [Ber06], comme l'ont fait au préalable Lelong pées ensembles ana-
lytigues complexes, Kurdyka [KPR90], Comte, Lion et Rol@om00, CLROO]

pour les sous-analytiques, ou Roche [Roc94] et Lion [Liq88]r les pfaffiens.

1.5 Unlemme de type Koopman-Brown

Nous allons montrer un lemme pratique pour projeter desneinies définis-
sables en évitant une chute de la dimension. C’est un bong&eatas manipula-
tions qu’autorisent les structures o-minimales. Ce lemxigedans une version
semi-analytique sous le nom #@opman- Brown (cf. [L0j65]). On en trouve
aussi une version o-minimale dans [Dri98]. Etant donné urssmsemble dé-
finissableX de R", il s'agit de trouver une direction de projectidntelle que
la fibre deX au-dessus de chaque point de sa projection soit une uniendini
points. Bien sdr, ceci n'est possible que_sist de dimension inférieure ou égale
a la codimension dX. Le lemme affirme qu’alors, les projections satisfaisantes
sont génériques.

Plus précisément, sak un ensemble d&", etL une directiork dimension-
nelle. La directiorl sera ditgpropresi la fibre deX par rapport & est toujours de
dimension 0, eimpropresinon. Autrement dit, 9 est la projection parallélement

aL surL*, L estpropresi X = p‘;(l(t) est de dimension 0 pour toutlansL .

Le lemme suivant affirme que des que c’est possible, lestatirecl-dimen-
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sionnelles propres sont génériques. Le corollaire qugguiéralise ce résultat aux

directions k-dimensionnelles.

Lemme 1.5.1.Soit XC R" un ensemble définissable dans une structure o-minimale,
avec codiniX) > 0. Alors I'ensemble des directions 1-dimensionnelles i@

est de codimension au moihslans la grassmanniennetG

Démonstration.Soit X ¢ R", définissable, et de codimension non nulle. Posons :

M={xeX,veR"; Je>0,Vt, 0<t<e=x+tve X}.

C’est un ensemble définissable, et le lemme équivaut a maqnisesa projection
N surR" ('oubli de la premiére coordonnée est de codimension non nulle.
Raisonnons par I'absurde : supposons it de dimensiom.
D’aprés le lemme du choix définissable 1.2.7, il existe unmiegtion g, défi-
nie surN, a valeurs danX, et telle que son graphe soit inclus d&hsOn a donc,

pour toutv dansN, (v,@(v)) € M. Autrement dit :

Ywe N, 3C, > 0 tel quevt, 0 <t <C, = @(v) +tve X.

Quitte a restreindré, on suppose qu€, = C est uniforme. Nous avons ainsi
construit une applicatiogy = @+t «Id de N dansX pour toutt < C. Cette ap-
plication étant définissable, elle &t sur un ouvert deN, donc deR" (1.4.4).
Sa différentielle esDy; = D@+t «1d, donc les valeurs depour lesquelleg);
n’est pas une immersion sont au signe pres les valeurs grdpi2g, donc sont

en nombre fini. Il existe donttel quey; soit une immersion. Nous avons ainsi
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plongé un ouvert d&" dansX, alors que diniX) < n.
C’est absurde.

Ainsi, N est de codimension non nulle, ce qui termine la preuve. ]
En appliquant récursivement ce lemme, on obtient |la praprié

Corollaire 1.5.2. Soit X un ensemble définissable de codimension d, inclus dans
R". Alors I'ensemble des directions d directionnelles impesppour X est de
codimenson supérieure ou égale a 1 dans la grassmaniefirfe n particulier,

il existe une direction L, d dimensionnelle, telle que ladide X par rapport a L

soit partout de dimension nulle.

Démonstration.Pour un ensemble définissabfede R" donné, nous noterons
Iﬁ'(Y) 'ensemble des directiorsdimensionnelles impropres povr

La démonstration du corollaire se fait par récurrencedsta codimension de
X. Le casd =1 est le lemme 1.5.1. Supposons le corollaire vrai jusquéag r
d—1.

FixonsL une direction 1-dimensionnelle et propre pubDécomposons main-
tenant la grassmanien@. Certaines directions dgd contiennent., et d’autres
non. Il en est de méme polf(X). Sa codimension est donc le minimum des
codimensions de chacune de ces deux parties. Comme leSatisecontenant
forment dansGd un ensemble de codimension supérieure a 1, il suffit de montre
que les directions d&!(X) ne contenant pak sont de codimension au plus 1.
Notonsld(X) cet ensemble : les directions d-dimensionnelle®Bémpropres
pourX ne contenant pas

En restriction a I'ensemble des directions@ﬂane contenant pds la projec-

tion T_ sur L+ parallélement & est une projection SL@ﬂfl. La fibre de celle-
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ci est partout de dimensioth Mais I'image deld(X); est entiérement incluse
dansl? ,(1q.(X)). Par hypothése de récurrent®,, (1 (X)) est de codimension
1, donc de dimension inférieurg(a— 1 —d) *d — 1. La dimension déd (X); est
donc inférieure a la somme de la dimension de sa projectide ket dimension de
sa fibre, soifn—d —1)d —1+d = (n—d)d — 1. Et sa codimension est donc au

moins(n—d)d— ((h—d)d—1) = 1.

1.6 Equations et Paramétrisations

Il est souvent plus pratique de travailler sur des appbeatique sur des en-
sembles. Nous expliquons ici comment les structures omal@s permettent de
se ramener a ce cas de figure. Nous avons vu que les ensemtiéssdBles
se décomposaient facilement en sous-variétés diffétesti©r, une sous-variéte
définissable peut étre décrite par des applications dédiliss, et de méme classe

de différentiabilité, que ce soit par le biais d’équationsde paramétrisations.

Propriété 1.6.1(Paramétrisation définissahleJoit E une sous variétéGresp
C*®) deRR", définissable dans une structure o-minimaléAlors, E admet un atlas

Ck (resp C°), et tel que les changements de carte soient définissabfsssda

Propriété 1.6.2 (Equation définissable)Soit E une sous-variétékQresp C°)
fermée dans un ouvert de R", définissable dans une structure o-minimale
Alors il existe un voisinage de E dans définissabler’, et une application €

(resp C°) définissable dans, F : ¥ — R, tel que E= F~1(0).

Travailler avec des applications plutot qu’avec des ensesiermet de faire

du calcul différentiel. La propriété de décomposition snite est évidente, mais
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sera souvent utilisée. Elle donne une décomposition tekderang des applica-

tions considérées soit constant sur chaque partie.

Propriété 1.6.3. Soit F une application da; ¢ R" dansR™ définissable dans
une structure o-minimale. Alors, les sous-ensemhbiede u ou F est de rang
exactement égal a i sont définissables. De plus, ils sontigl@iim des systemes
d’équations et d'inéquations portant sur des fonctions’dkgébre différentielle

engendrée par F.

Lorsque la structure o-minimale est engendrée par une famille d’applica-
tions 7 , il estintéressant de se demander comment les applicatinpdgfinissent
un ensemble sont obtenues a partirfdeles résultats présentés ici donnent une
réponse a cette problématique dans le cas des structurgsroaies polynomia-

lement bornées.



CHAPITRE 2

STRUCTURES O-MINIMALES POLYNOMIALEMENT BORNEES

Dans ce chapitre, nous présentons les structures o-musnpalynomiale-
ment bornées. Aprés avoir rappelé la définition et établioqyes propriétés élé-
mentaires concernant les équivalents et la quasi-an@)ywitus introduirons un
théoréme de C. Miller [Mil94a] qui jouera un rdle central déa preuve de notre
résultat principal 0.2.4. A I'aide de ce théoréme, nouslétats le lemme 2.3.3,

qui permet d’obtenir des partitions régulieres d’ensesbieguliers.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Une structure o-minimale est polynomialement bornée dolestions qu’elle

définit ont une croissangaisonnable- c’est a dire non exponentielle — a l'infini.

Définition 2.1.1. Une structure o-minimalg sur R est dite polynomialement

bornée si pour toute fonctiohdeR dansR, il existe un entien tel que

im 1 o,

X—+00 )(n

La famille des ensembles semi-algébriques est une steuotaminimale po-
lynomialement bornée. C’est la un résultat de Hormander3Bio La famille
des sous-analytiques globaux aussi, d’apres tojasiewmjpp]. Les structures
RA, [DS98], ou celles obtenues a partir de certaines classesdpypCarleman

[RSWO03] sont aussi polynomialement bornées. Un résultantde A. Grigo-
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riev [Gri0O5] affirme que la structure engendrée par I'ajdunchombre fini d’ap-
plications lisses aux semi-algébriques est génériquenyamnimale et polyno-
mialement bornée.

Une conséquence immédiate de la définition de polynomialeim@né est
que ces structures ne peuvent contenir I'exponentiellfaiEnla réciproque de
cette propriété est vraie : les structures o-minimales guant pas polynomiale-
ment bornées définissent nécessairement I'exponentidil@4b].

Voici quelques propriétés élémentaires des structuresovnales polynomia-
lement bornées. Ces résultats expriment la pertinenceodetidnsx — x° prises
comme échelle de comparaison.

On écriraf (x) >> g(X) pour “g est négligeable devaiitau voisinage de-«”,

et f(x) ~ g(x) pour “f etg sont équivalentes enc”.

Propriété 2.1.2. Soit f: R — R une fonction définissable dans une structure o-

minimale polynomialement bornée. On suppose questpasitif,

X & << f(X) << X

Alors f a une limite finie, non nulle epw

Démonstration.Rappelons que toute fonction définissable dans une steuotur
minimale est monotone au voisinage-He (1.4.1). En particulier, toute fonction
admet une limite danR en +-co.

Supposons que lig, 1« f(X) = 4. La fonctionf est donc croissante sur un
voisinage de I'infini, et y admet une réciprogbedéfinissable (propriété 1.4.1).
Cette réciproque domine alors toutes les puissances cke qui contredit le ca-

ractére polynomialement borné de la structure.
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Supposons alors que lim . f(x) = 0. Commef n’est pas identiquement
nulle au voisinage de l'infini ( puisqué(x) >> x"¢ ), son inversé= = 1/f est
bien définie au voisinage de I'infini. Celui-ci vérifie aussf << F(x) << ¢,
mais tend vers I'infini. On a vu que ce n’était pas possible.

Ainsi, la limite def est nécessairement finie et non nulle. O

Propriété 2.1.3. Soit f: R — R une fonction définissable dans une structure o-
minimale et polynomialement bornée. Alors, il existe detelsr et k tels que

f(X) ~xooo KX

Démonstration.

Soitr = inf{s; lim M9 _ g

—00 )(S
Cette borne inférieure est soit un réel, se#, puisqu’elle porte sur un ensemble

non vide, par définition de polynomialement borné.

Sir est—oo, alors la fonction est identiquement nulle sur un voisindge
I'infini. En effet, sinon elle serait inversible sur un vaiage de I'infini, et cet

inverse contredirait le caractére polynomialement bomkadtructure.

Supposons donc quesoit réel. On a pour toud positif
X8 << f(X) << XTE,

Sir est nul, d’apres la propriété précéderite une limite et est donc équiva-
lente a une constante.
Sir est non nul, alors pour toatpositif, X ¢ < f(x) < X"*€ sur un voisinage

de l'infini. Doncx' ¢~ < f/(x) < x"*¢~1 sur un voisinage de l'infini, d’aprés la
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proposition 1.4.2. Cette inégalité étant vérifiée pour gon a

r—e—1

X << f'(x) << xte1

pour toute positif. On en conclut que pour toapositif,

xf'(x)
F(x)

X & << << XE.

Ce qui implique quexf’(x)/f(x) admet une limite finie non nulle eaco. Appel-

lonsr’ cette limite.

Soitg la fonction définissable :

Cette fonction tend vers 0 quamdend vers l'infini. De plusf vérifie I'équation
différentielle :

xf'(x) — (r' +g(x)) f(x) = 0.

La fonctionf est donc de la forme— x” exp(fxﬁ), onX$ désigne la valeur

enx d’une primitive deg(t) /t.

Puisqueg est définissable et tend vers 0, et puisque la structure §8igo
mialement bornée, il existe un réel possitel queg(x) << x 5. La fonction
g(x)/x est donc intégrable au voisinage de l'infini, donc ﬁiﬁ(xi) a une limite
finie quandx tend vers I'infini. Ainsif(x)/x" tend vers un réek quandx tend

vers l'infini, c’est & dire qUE (X) ~y_ o0 K X .
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On peut remarquer que I'exposahtoincide nécessairement avec

O

Remarquel. Nous avons attribué un équivalent a l'infini a chaque fomctié-
finissable. Un changement de variable montre qu’en chagaguehpointxy et
pour toute fonction définissable dans une structure o-nal@mat polynomiale-
ment bornée, on peut trouver un équivalent a droite ou a gadehla forme

x— K (x—xp)".

2.2 Quasi-analycité, théoreme de Miller

On avu que I'échelle de comparaison- x° est particulierement bien adaptée
aux structures o-minimales polynomialement bornées. feai étre vu comme
une conséquence de la quasi-analycité de ces structures.

Soit f : R — R une fonction définissable dans une structure o-minimale po-
lynomialement bornée. On peut lui associer un équivalenadermex — k X
en 0. En réappliquant cette procédure récursivement af&alifce def et de son
développement, on obtient un développement assymptagbiouef . Si f estC®,
le développement obtenu est son développement de Taylgrolohou le déve-
loppement de Taylor dé est nul est appelpoint de platitudede f. Nous avons

alors la propriété :

Propriété 2.2.1. Si f est définissable dans une structure o-minimale polyaomi
lement bornée, et si f admet un point de platitude, alors fdesttiquement nulle

au voisinage de celui-ci.

Démonstration.Soit x le point de platitude dé. Si f n’est pas nulle a droite de

X, alors elle y est inversible. Mais son inverse tend alors Verfini plus vite que
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toutes les puissances ®Hece qui est impossible. Le méme raisonnement a gauche

dex montre quef est identiguement nulle au voisinagexde O

Corollaire 1 (Quasi-analycite)Soientf et g deux fonctionsC* au voisinage de
0, définissables dans une méme structure o-minimale pola@ment bornée.
Alors, si f etg ont méme développement de Taylor erf &t g ont méme germe

en 0.

Démonstration.ll suffit de constater qué — g est une fonction plate en 0, ce qui

est le cas car le développementfde g en 0 est nul. O

La propriété suivante exprime ce méme phénomene d’une @angre. On

reconnaitra une propriété bien connue dans le cas anaytiqu

Propriété 2.2.2. Soit f une application € définissable dans une structure o-
minimale polynomialement bornée, définie sur un ouvert epany de R". Soit
E=f10).

Alors, IntE=00uE= 4.

Démonstration.Supposons que I # 0. Il s’agit de montrer qué& est ouvert
et fermé dang:. CommeE est par définition fermé, il suffit de montrer que sa
frontiere est vide.

Supposons que cette frontiere soit non vide, et considéno@®oule centrée
en un point de celle-ci, et incluse dans Cette boule contient nécessairement un
pointx de IntE, et un pointy n’appartenant pask.

Etudions alors la fonctiop définie par :

Q:t€[0,1] — f(x+t(y—x)).
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Cette fonction est définissable @t. Or elle est nulle sur un voisinage de 0, et non
nulle en 1. Elle admet donc un point de platitude entre 0 e¢ hut est absurde.
La frontiére deE est donc vide, donE et ¢ coincident.

O

La quasi-analycité a pour conséguence une grande rigiélitengtrique : une

sous-variéte lisse est totalement déterminée par son garme point.

Propriété 2.2.3. Soient E et F deux sous-variétés lisses connexes et fermées d
un méme ouvert dR", définissables dans une structure o-minimale polynomia-
lement bornée. S'il existe un ouverttel que EN«u et FN @ soient non vide et

coincident, alors E= F.

Démonstration.Posonsn = dimE.

Rappelons qu’une sous-variété lisse localement fermée ulaa structure o-
minimale peut toujours étre vue comme les zéros d’'une agipicC™ définis-
sable. Posons dorie= f~1(0), avecf définissable eC.

Soit u’ le plus grand ouvert dg inclu dans-. Cet ensemble est bien sur non
vide car il contiente N «. Il suffit donc de montrer qu'il est fermé daBspour
s’assurer qu’il coincide ave€. Pour cela, nous allons montrer qu’il n’a pas de
frontiere dans.

Soit x un point de Fru’. Il s’agit de montrer qu'’il existe un voisinage oe
dansE qui soit inclus dan& NF. Mais comme toute variété lisse définissalle,
admet un paramétra@®® définissable au voisinage aeAutrement dit, il existe
un plongemenp, C* et définissable, d’'un voisinage de O:m dansR", envoyant
0 surx, etw sur un voisinaga’ dex dansk.

Les points deE N F sont au voisinage deceux ouf s’annule. D’autre part,
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commex est sur la frontiére de’, ¥ Nu’ est un ouvert non vide de. La fonction
f s’y annule.

En composant avec le paramétrggeon en déduit qud o p s’annule sur un
ouvert dew . Commef o p est une applicatio€ définissable dans une struc-
ture o-minimale,f o p s’annule sumy tout entier, en vertu du lemme 2.2.2. Ceci
prouve quef s’annule sur/, donc queu’ est un voisinage dedansE. Ainsi, la
frontiere deu’ est vide.

L'ensembleu’ étant ouvert et fermé daris connexeu’ et E coincident, et
E C F. Linclusion réciproque se montre de la méme maniere.

O

On avu que dans une structure o-minimale polynomialemeangegles fonc-
tionsx— X" jouaient un role particulier. En particulier, toute forctiest équiva-
lente a urk* X" au voisinage de l'infini. Le théoréme suivant décrit le congo

ment de I'exposant quand il dépend d’un paramétre.

Théoreme 2.2.4(Miller). Soit f: xe u C R"t € R — f(x,t) une application
définissable dans une structure o-minimale polynomial¢inemées. On pose
k(x),r(x) tels que

f(X,t) ~poo K(X)tT™),

Alors r(x) est définissable, et ne prend qu’un nombre fini dews.

Nous proposons une preuve de ce théoreme central, dif(édenta preuve
originale [Mil94a]. Elle utilise un résultat plus fort : laminimalité de la structure
Sexp Si S est o-minimale sexp désignant la structure obtenue en ajoutagt la

graphe de I'exponentielle.
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Démonstration.Pour voir la définissabilité de en fonction dex, il suffit de

constater que
af
t=(xt)
r(x) = lim -2 .
X t—o (X 1)

Ce qui a été vu dans la preuve de la proposition 2.1.3.
Pour montrer que(x) ne prend qu’un nombre fini de valeur, nous allons utili-
ser une autre expression deRemarquons en effet que
X,t)

0=

~—

La fonction Inf(x,t)/In(t) n’est pas définissable dans la méme structure que
f, mais par contre, elle est definissable dagg, En particulier, il existe une
décomposition da; en un nombre fini de partig®\ )ic| telle qu’en restriction a

chaqueA, r(x) soitC! et que

of
dr o &(X,U 1
x> =M D o

Nous affirmons que cette limite ne peut étre que nulle ou mfign effet, I'ex-
pression‘%(x,t)/f(x,t) est définissable dams et ne peut donc étre équivalente a
un logarithme quanttend vers l'infini. Partout ou elle existe, cette différeiia
est donc nulle, doncest constant sur chaqée En particuliery ne prend qu’un
nombre fini de valeurs.

O

Ce théoréme permet de montrer par exemple la finitude desarisode Lo-

jasiewicz. Nous allons I'utiliser ici pour donner une prigppé concernant I'ordre
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des zéros d’'une fonction définissable. Nous utiliseron® ggbpriété a de nom-
breuses reprises par la suite.

Soit f une application continue, définissable dans une structunéenonale
polynomialement bornée, et sd@t= f~1(0). On va définir 'ordre def en un
pointx deE.

Considérons I'application

reRL —M(r)= sup |f(y)|

[y—x|=r

Cette application est définissable. Par continuité del(r) tend vers O quand
tend vers 0. Comme la structure est polynomialement borhéeistek et s tels
queM(r) ~ k= r® quandr tend vers 0. Dans le cas ®i(r) est identiguement nul

sur un voisinage a droite de 0, on p@se .
Définition 2.2.5. On appellerardre de f en e nombres.

Remarquons que par un développement de Taylof dax, si la classe de

différentiabilité def est suffisante, on retrouve bien la notion d’ordre classique

Propriété 2.2.6. Soit f une application continue, définissable dans une girac
o-minimale polynomialement bornée, et==f ~1(0). Alors I'ordre de f en x ne

prend qu’'un nombre fini de valeurs quand x parcourt E.

Démonstration.Remarquons que I'application :

xeE,r e Ry —»M(x,r)= sup [f(y)]

ly=x|=r

est définissable. On BI(x,r) ~r_o k(x) xrS®, ou s(x) est I'ordre def en x.
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D’apres le théoreme de 2.2.4 appliqu&as(x) ne prend qu'un nombre fini de

valeurs lorsque parcourtE. O

2.3 Singularités dans les structures o-minimales polynoraiement bornées

2.3.1 Motivations

Deux stratégies sont couramment utilisées pour réduirg@riekslemes liés
aux singularités dans les structures o-minimales. Cormidéune application
f: u — R, etintéressons nousd= f~1(0).

Pour comprendre les singularités He il est possible de construire un en-

sembler’, une applicatiore et une applicatiorf tels que le diagramme

<

®
-
/1

_

— R

commute, aved sans singularité. Cette modification de la source s'apparen
aux éclatements. L'ensembieest alors vu comme un effondrement fie!(0),

un ensemble non singulier. Ce type de construction esséifiar exemple dans
[RSWO3].

Une autre stratégie consiste au contraire & modifier la ,cidst a dire a
décomposeE en ensembles définissables non singuligret a remplacef par
des applicationd; s’annulant sur chaque parti®, et non singuliéres. C’est ce
point de vue que nous aborderons en détail ici, dans le botehir le lemme de

régularisation 2.3.3.
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2.3.1.1 Exemple

Voici un exemple qui illustre ces méthodes. Considérbixsy) = x* — y*, et
E = {(x,y); f(x,y) = 0}. C'est I'union des deux droites+y =0, etx—y = 0.
Cet ensemble est singulier en O.

Pour modifier la source, on peut considéEecomme la projection SuR?
de 'ensembleéE’ = {(x,y,2); y*z= xetx* —y* = 0}. C’est 'union des droites
(z=1,x=y)et(z=—1,x+y=0), donc un ensemble non singulier.

Une modification de la cible nous conduit a décompdseen ajoutant des

conditions de signe sur les dérivées partielles den pose ainsi

E1={(xy); X*—y*=0, 4 —y* £0, oux* — 4y® £ 0}.

Eo={(xy); ¥ —y*=0,43-y*=0, x* —4y* = 0}.

L'ensembleE; est I'union des point$0,0) et (4,4), et est non singulier, €,
est 'union de quatre morceaux (selon les signes des dérpaitielles def) non

singuliers.
Bien queE; soit régulier, les équations qui le définissent sont sikged en 0.

Mais on peut réitérer le procédé, et on pose

Es={(xY); (X,y) € E2, 12 —y* £ 0,0ux3 —y® # 0,0ux* — 12y? £ 0}

etEs={(xy); (xy) € E2,12¢ —y*=0,* —y3 = 0,x* — 12y = 0}

L'ensembleEz = {(4,4)} est maintenant défini par des équations non singu-

lieres. En ajoutant encore des équatiofg & {(0,0)}, on en obtiendra aussi une
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présentation réguliere.
Ainsi, cette décomposition a deux buts. D’une part, il Sagpbtenir des en-
sembles réguliers. Et d’autre part, il s’agit d’obtenir @és ensembles des présen-

tations réguliéres. Précisons ces notions :

Définition 2.3.1. Un ensemblde estrégulier enx s’il coincide au voisinage de
x avec les zéros d’'une submersion. Un ensembleéeggtlier s’il est régulier en

chacun de ses points.

Définition 2.3.2. Considérons un ensemble défini par un systéme d’équations et

d’'inéquations :

E={x fi(x) =0,..., fk(x) =0,01(x) > 0,...,0/(X) > 0}.

L'ensembleE estrégulier dans sa présentation erskE coincide au voisinage de

x avec les zéros d’'une submersion extraite fle. .., fy), c’est a dire s'il existe
(i1,...,1j) tels que 'ensemblgy; fi,(y) =0,..., fi,(y) = 0} coincide ave& au
voisinage dex, et que(fi;,..., fi;) soit une submersion ex Un ensemble est
régulier dans sa présentatiasiil est régulier dans sa présentation en chacun de

ses points.

On a vu avec I'exemple une méthode pour décomposer des eleseenben-
sembles réguliers dans leur présentation : il s’agit dtgjoa I'équationf = 0 qui
définitE des conditions de signe sur certaines dérivées partiadlEs d

Cette approche nous fournit un algorithme pour décompasensemble en
sous-ensembles réguliers dans leur présentation. Qedsitwtilisé dans le cas

analytique dans [Gab96]. L'arrét de I'algorithme résultasde la ncethériannité
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de I'anneau des fonctions analytiqgues. Nous ne disposand’pa tel théoreme
dans le cas o-minimal. Il va donc nous falloir trouver exipdiment un pas a par-

tir duquel I'itération s’arréte. Néanmoins, on peut renugmqgue cela est juste-
ment rendu possible parce que dans le cadre o-minimal poligement borné,
'anneau des applicationG” posseéde des propriétés d’algebre topologiquement
ncethérienne comme définies par Tougeron [Tou91], propmétdtrée par K. J.

Nowak. [NowO06].

2.3.2 Lemme de Régularisation

Le lemme suivant permet de décomposer un ensemble définep@&gaiations
et inéquations en une union d’ensembles réguliers darns pe@sentations. Nous
démontrons ce lemme en 2.3.2.5. La preuve repose sur urreaigog, dont nous

présentons le pas d’induction en 2.3.2.1.

Lemme 2.3.3.Soit X= {x; F(x) =0, G(x) > 0}, ou F et G sont des applications
C®, définissables dans une structure o-minimale polynomiatetnornée. Alors,
il existe une partition finigX;)ic; de X telle que : pour tout i de I, il existe des

applications définissables Et G, C*, telles que

Xi ={x F(x) =0, Gi(x) > 0}

X; étant régulier dans cette présentation.
De plus, les applications;let G peuvent étre choisies dans I'algebre différen-

tielle engendrée par F et G.

Le principe de la preuve du lemme 2.3.3 est le suivant. Cénsits un en-
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sembleX plongé dans un espade de dimensiom, régulier. Quitte a prendre
pourE I'espaceR" entier, nous sommes toujours dans ce cas la. En chaque point
x ou X est de dimension, X est régulier, car il coincide avét; grace au lemme
2.2.3. Les équations qui définissénfournissent une présentation régulierexde
enXx. AppelonsV I'ensemble des points ou la dimension deest la méme que
celle deE.

Nous décomposons alo¥s\ V en sous-ensembles plongés dans des espaces
réguliers de dimension inférieurenaEn effet, par définition d¥, X C V est de
codimension non nulle dars, donc de dimension inférieurera En réitérant le
processus, la dimension des espaces ambiants décroisetjuie étape, on finit

par obtenir une décomposition deen parties régulieres dans leur présentation.

2.3.2.1 Induction

Le lemme suivant est le pas d’induction de la récurrence gumahtre le

lemme 2.3.3.

Lemme 2.3.4.Soient F et G des applications"GurR™, définissables dans une
structure o-minimale polynomialement bornée. Soit H awalelansR™ ", ex-

traite de F, et K extraite de G. On pose

E ={xeR™ H(x) =0, K(x) > 0}

X ={xeR™ F(x) =0, G(x) > 0}.

On suppose que H est une submersion en chaque point de E.
Alors :

Il existe une partition finie de X : X YUXyU---U X telle que :
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— Y est défini par des conditions de signe portant sur des egtjins de
I'algebre différentielle engendrée par F, Y est vide ou duatision n, et
régulier dans sa présentation.

— X est défini par des conditions de signe portant sur des appica de
I'algebre différentielle engendrée par F.

— Pour tout i, il existe f dans I'algébre différentielle engendrée par F, tel que
Ei = {x € E; h{(x) = 0} contienne X De plus, E= {x; H(x) =0, hi(x) =

0, K(x) > 0} est de dimension-n 1, et régulier dans cette présentation.

Nous allons démontrer ce lemme dans plusieurs configugatiamut d’abord,
dans un cas trés simple : celui Blest inclus dan&". Nous nous raménerons en-
suite a ce cas de figure dans le cas simpl& @t localement le graphe d’'une ap-
plication au dessus despremiéres coordonnées. Enfin, pour le cas général, nous

découperon& de maniere a ce qu’il se présente localement comme un graphe.

2.3.2.2 Un cas trés simple

Supposons quE soit inclu danR", autrement dit, que

E={X X+1=0,...,Xn=0, K(x) > 0}.

Démonstration dans le cas trés simpRestreignons nousR". D’apres la pro-
priété 2.2.6, 'ordre d& ne prend qu’'un nombre fini de valeurs quanglrcourt
X. En particulier, il existeN tel que I'ordre deFn soit infini s'il est supérieur a

N.
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SoitY X; V N 0l 0
oitY = {x e X; Va, |a| < v }

ou lesm—n dernieres coordonnées desont nulles. Il s’agit des points dij est
d’ordre infini. Autrement dit, des points au voisinage dedgX coincide avec

R".
al

d
Y ={ (1, %n) =0, F(X) =0, ¥t |a <N, —c- =0}

est donc une présentation réguliereYde
Pour chaque multi-indice = (a1, ...,0p,0,...,0) deN™de norme inférieure
aN, on choisit un multi-indicex_y, tel quea —a(_y) soit de norme 1. On pose

alors

B a
Xq:{xeX;VB<or,a—F 0°F

B oxe 70}

lal-1 al
0 F _0 0YIF

Eq = {X€E; T o # 0}

ou les multi-indices sont ordonnés par leur norme puis f@texicographique, et
ou lesm— n dernieres coordonnées fAesont nulles.

La décompositiorX =Y UJqj<n Xa €St bien une partition d. L'ensemble
Y est bien de dimension et on en a donné une présentation réguliggeest
bien inclus dan€y. Enfin, Ey est bien de dimension— 1, et régulier dans la
présentation

olal-1F olalF
E = {X (Xt1,...,Xm) = O?W(X) =0, K(x) > OvW(X) # 0}

puisque I'équation qui le définit est non singuliére en chadel ses points.

Le lemme 2.3.4 est donc vérifié dans ce cas tres simple. O
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2.3.2.3 Un cas simple

On suppose maintenant gt vérifie les hypothéses du théoreme des fonc-
tions implicites 1.2.4 au-dessus depremieres coordonnées en chaque point de
E. Autrement dit, au voisinage de chacun de ses polhtsst le graphe d’'une

applicationC®. On notert la projection canonique d@™ surRR".

Démonstration dans le cas simpl8oity dansk. Il existe un voisinage’ dey tel
queEN ¥ soit le graphe d’'une applicatiap, de (%) dansR™ ". Remarquons
queq, est définissable (prop. 1.2.4).

Notonsx' = (x1,...,Xn) lesn premiéres coordonnées de- (X1, ...,Xm), X' =
(Xn+1,---,Xm) lesm—nderniéres coordonnees,(X) = F (X, @(X)), G| (X) =
G(X,@y(X)). LensembleX’ = {xX' e m(v'), F;(x) = 0, G{(X') > O} est la projec-
tion deX N4 surR".

Au voisinage d¢/, les dérivées dE)f s’expriment en fonction de celles #een
yetdeg, eny’. Commeg, est donnée par le théoréme des fonctions implicites, elle
n'appartient a priori pas a l'algebre différentielle ende¥e pat-. Par contre ses
dérivées s’expriment en fonction de cellesHieEn effet, on &H (X, @,(x)) =0,

donc

Dy (¢) = ~[ o0 (00] 1+ T (0.

Les dérivées d& eny’ s’expriment donc dans I'algebre différentielle engendrée

parF.

Pour un multi indicex deN", on pose

olvlF,
ox'@ (

aaF<y) =



41

Cette applicatiom’est pas une dérivée de, mais appartient tout de méme a
I'algébre différentielle engendrée plar
Supposons quE et X coincident au voisinage deAlors F; est d’ordre infini
eny. D’'apres le lemme 2.2.6, I'ordre d@ ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
Ainsi il existe un entieN tel que 'ordre deF)j soit infini des qu’il est supérieur a
N. On pose
Y ={xeX; va,|a] <N, dqF(x) = 0}.

Il s’agit des points au voisinage desquElst X coincident. Pouo de module

inférieur aN, on pose

Xoa = {x€ X; VB < a, dgF (x) =0, dqF (x) # 0}

Eq = {X€ E; da_, F(X) =0, 04F(x) # 0},

ol o_y) est un multiindice tel qua — a_y soit de norme 1.

On obtient ainsi une partitiow, X1,...,Xx de X, et pouri = 1,...,k, un en-
semblek; régulier dans sa présentation et conten@rites ensemblesg, X;, etE;
sont bien définis par des équations et inéquations portamtesuapplications de
I'algébre différentielle engendrée paret G.

Le lemme 2.3.4 est vérifié dans ce cas simple. O

2.3.2.4 Le cas général

Pour le cas général, nous allons montrer le lemme suivarermhet de décom-
poserX de maniére a ce que les espaces ambiants vérifient toujeumgdethéses

du théoréme des fonctions implicites.
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Lemme 2.3.5(Décomposition locale en graphe§oient X= {F = 0,G > 0}

et E={H = 0,K > 0} comme dans I'énoncé du lemme 2.3.4. Alors, il existe
Xi1,...,X, une partition de X et desjHels que XC E;, X et § vérifiant les
hypothéses du lemme 2.3.4. Les équations et inéquationtag pour définir
les X et | étant toutes dans l'algebre différentielle engendrée paié plus,
pour tout i, il existe n coordonnées telles que H vérifie lothéne des fonctions

implicites au-dessus de ces n coordonnées en chaque pdint de

Démonstration.On ordonne les applications croissantes[He..,m— n| dans

[1,...,m| de la fagon suivante :

T1<Tye diell,...,m—n,
j<i=T1(j)=T12())

(i) <Ta(i).

On définit aussi, pour une applicatiorcroissante dél,...,m—n|] — [1,...,m|,
son conjugué, I'application croissante d@,...,n] — [1,...,m| qui ai associe le
i*Meentier | tel quej ¢ T([1,...,m—n]).

Soit A¢(x) la matrice[dh; /0% (j)(X)] j=1,...m-n. C'est la matrice carrée extraite

de celle deDH en suprimant les coordonnées d'indi¢él, . .., n|). Posons

E: = {X € E; detA((x) > 0}, etk = {x € E; detA;(Xx) < 0}.

Le théoréme des fonctions implicites s’applique alofs@én chacun des points de

E etF au-dessus descoordonnéesq(y), ..., X(n)-
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On pose

X = {xe X, vt < 1, detAy(X) =0, A¢(x) > 0},

et = {xe X, vt < 1, detAy(x) = 0, A(x) < 0}.

Les X¢, Y; forment ainsi une partition d&. De plus,X; C Eq, etY; C .. Remar-
quons que les conditions de signe ajoutées pour définir aegenax ensembles

portent toutes sur des fonctions de l'algebre différelgtiehgendrée pai. [

Démonstration du lemme 2.3.4 dans le cas cas gen@&alprés le lemme 2.3.5,
on peut se ramener au cas ldwérifie les hypothéses du théoreme des fonctions

implicites. La démonstration dans ce cas la a été faite t Bemas simple.

2.3.2.5 Preuve du lemme de patrtition réguliére

Voici la preuve du lemme 2.3.3. Le principe consiste a apigligécursivement

le lemme 2.3.4 X.

Démonstration du lemme de régularisatioBoit X un ensemble d&" vérifiant
les hypothéses du lemme. Appliquongde lemme 2.3.4, en prenant comme
espace ambiarR". Nous obtenons une partition dede la forme suivante : un
ensembleY régulier dans sa présentation, et des ensemflésclus dans des
espaces ambiank réguliers dans leur présentation, et de dimengieri.

On peut alors réappliquer le lemme 2.3.4 a chacun de cesa{pE;. Nous
obtenons des ensembMsde dimensiom — 1 ou vides, réguliers dans leur pré-

sentation, et des coupl€X;, E;), chaqueE; étant régulier dans sa présentation et
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de dimensiom — 2.
Ainsi, en appliquant fois le lemme 2.3.4, on obtient une partition ¥een
sous ensembleg, tous réguliers dans leur présentation et définis par dedi-con

tions de signe portant sur des fonctions de I'algébre errgerphr- et G.



CHAPITRE 3

LES PROBLEMES DE GENERATION

3.1 Problématique

La définition des structures est axiomatique : c’est unelfardiensemble,
stable par certaines opérations élémentaires. Néanmainsl|lement, les struc-
tures o-minimales étudiées sont engendrées par certaesbies, ou certaines
fonctions. L'axiomatique ne donne pas alors de descriggiféanise des ensembles
définissables. C’est a cette problématique que répondsrthérémes de gé-
nération. Le premier résultat de ce type est le théoréme dskif@eidenberg
[Tar51, Sei54] affirmant I'élimination des quantificatedans (R, >, +,.). Au-
trement dit, ce théoréme stipule que les ensembles segélagies sont stables

par toutes les opérations élémentaires.

Définition 3.1.1. Soit £ = (E;)i¢| une famille d’ensembles réels, etune struc-
ture. On dit ques admet’élimination des quantificateurs s si tout ensemble
définissable dans est obtenu a partir des ensemblesm@ar un nombre fini

d’unions, d’intersections, et de produits carthésiens.
De maniére équivalente :

Définition 3.1.2. Soit £ un langage, ef une £-structure. On dit que admet
I'élimination des quantificateurs sur si toute £ —formule du premier ordre est

équivalente dans a une formule sans quantificateur.

Remarguons que I'élimination des quantificateurs dépendrfent de la fa-

mille £ choisie, bien qu’elle soit souvent sous-entendue. Ainmsg, structure ad-
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met toujours I'élimination des quantificateurs sur la fdenidles ensembles qu’elle
définit.

Un autre résultat de génération est la modele-complétusprémier résultat
de ce type est le théoréeme du complémentaire de Gabrieldy6}aCe résultat
affirme que le complémentaire d’un ensemble sous-anabytitpbal est un sous-
analytique global. Autrement dit, il prouve la modele-cdétpde de la structure
des sous-analytiques globaux sur la famille des fonctioas/tiques définies sur

un compact analytique [DvdD88].

Définition 3.1.3. Soit £ = (E;j)i| une famille d’ensembles réels, etune struc-
ture. On dit ques estmodéle-compléte swr si tout ensemble définissable dans
est obtenu a partir d&s par un nombre fini d’'unions, d’intersections, de produits

cartésiens, et de projections.
De maniére équivalente,

Définition 3.1.4. Soit £ un langage, et une£ —structures est modele-compléte
sur £ sitouter -formule du premier ordre est équivalente dar@ssuneL —formule

existentielle.

La plupart des structures o-minimales connues actuellesoemodeéele-com-
pletes sur la famille d’ensembles qui les définit natureiemNous montrons ici
le caractére général du phénoméne de modéle-complétute Jelaas polyno-

mialement borné.

3.2 Quelques définitions

Notre objet est de montrer la modéle-complétude des stegtuminimales

polynomialement bornées sur certaines familles de fonstiNous allons préciser
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ici des notions liées a ces familles.

Définition 3.2.1. On appelle quasi-algebre différentielle une famitled’applica-
tions(fj)ic telle que :
— La famille # est une famille d’applications réelles scalai@ss:
Vi € I, 3n; € N tel quef; soit une applicatio€” deR" dansR.
— La famille # est stable par opposé, somme et produit :
Vi,jel,sini=nj,alors—fic 7, fi+fjc 7, etfifjcr.
— La famille # est stable par dérivation :
Vielvj gni,g—)‘:}em
— La famille # est stable par composition affine a droite :
Viel,VL:R" — RM affine, fioL € 7.

— La famille # contient les applications constantes et coordonnées.

A une quasi-algébre différentielle on peut associer une famille de graphes
de fonctions. La plus petite structure contenant ces gsag$idastructure engen-
drée par¥ .

Cette structure contient naturellement les ensemblesisigfin des équations
et inéquations portant sur des applicationgrdéNous appellerons ces ensembles

semi# , suivant en cela les notions de semi-algébrique, ou de araijtique.

Définition 3.2.2. Un ensembl& C R" est unsemi# simples’il existe des appli-

cationsfy,... fy de 7 et des conditions de sigma . .. ok telles que :

E = {x f1(x)010,..., fk(x)ok0}.

On étend cette notion en appellant semles unions finies de tels ensembles.
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Les semi# sont définis par des conditions de signe sur des applicatizas
laires. Pour une plus grande lisibilité, nous noteronsqgimrfes conditions de
signes en une seule condition de signe, vectorielle. Pdiéreintier les applica-
tions scalaires des applications vectorielles, nousetitins des lettres minuscules
ou majuscules.

Ainsi une équatiorf (x)00 se lit f1(x)010,. .., fk(X)ok0, ou f1, ... fx sont les
coordonnées dE, etoy...o celles deo.

La structure engendrée paradmet I'élimination des quantificateurs sursi
elle coincide avec la famille de tous les semiEn effet, on verra que la famille
des semig est stable par produit cartésien, unions et intersectiaresfi

De la méme maniere, la structure engendrée par une quakiraldifférentiel-
le 7 est modele-complete sur si elle coincide avec les projections des semi-
Suivant les appellatiorsous-analytiqueou sous-pfaffiennous appelleronsous-

¥ les projections des seni-

Définition 3.2.3. Un ensembl& C R" estsous# si il existem > n et un semig

A C RMtel queE = 11(A), ouTttest la projection canonique @&&" surR".
Voici quelques propriétés générales de ces classes d'éhesem

Propriété 3.2.4. Soit¥ une quasi-algebre différentielle. Alors :
— Les semi sont exactement les ensembles définis par une formule du pre-
mier ordre sans quantificateur dans le langage= R, >, +, %, ¥ .
— les sousF sont exactement les ensembles définis par une formulerexiste
tielle du premier ordre dans le langage= R, >, +, %, ¥ .
— Les semi sont stables par unions et intersections finies, produitésaen,

et passage au complément.
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— Les sousr sont stables par unions et intersections finies, produitésaen,

et projection.

Eléments de preuve et remarqués premier énoncé est conséquence immédiate
de la définition.

Pour comprendre le deuxieme, il s’agit de voir qu’'une pridggrest eéquiva-
lente & une formule existentielle. Ceci est conséquencaitgde{x € R"; Jy €
R™ P(x,y)} est la projection suR" de{(x,y) € R™™; P(x,y)}.

Le troisieme énonceé est tout aussi évident. Le complémemt semi¥# est
obtenu en inversant toutes les conditions de signe qui ajgsant dans sa défi-
nition. Cet énoncé est intéressant parce qu'il ne parle pda dtabilité par pro-
jection. C’est la seule opération élémentaire qui mangaeeé@oncé affirme donc
gue la structure engendrée paradmet I'élimination des quantificateurs sursi
et seulement si les semii-sont stables par projection.

L'intéret du dernier énoncé provient lui aussi de ce dongilparle pas : la
stabilité par passage au complément. Il suffit donc que les-sosoient stables
par passage au complément pour que la structure engendrée qmt modeéle-

complete surr . O

Rappelons maintenant notre résultat principal. L'objetcdechapitre est sa

démonstration.

Théoréme 3.2.5version géométrique—théoréme du complémentaejts une
structure o-minimale polynomialement bornée. Soiune quasi-algebre diffé-
rentielle d’applications définissables dams Alors, les sousr sont stables par

passage au complémentaire.
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Autrement dit, d’apres la remarque faite dans la proprié2&43la structure

engendrée par est modeéle-compléte sur.

3.3 Unlemme de frontiere

Depuis l'article fondateur de Gabrielov [Gab68], les preside modele-com-
plétude comportent une partie consacrée a une étude defeor®n trouve dans
la littérature deux stratégies différentes. La premiéomstste a montrer que la
frontiére d’'un sousr est incluse dans la projection d’'un sofsde dimension
raisonnable (cf [Gab68, RSW03)), et I'autre (cf [Gab96,W1), consiste a mon-
trer la stabilité des semi- par prise de frontiere. Nous adoptons ici la premiére
méthode, parce qu’elle décrit plus finement la dynamiquesdes-r .

Le lemme suivant affirme que la prise de frontiére est uneadjpérsans quan-
tificateur, donc gu’elle conserve les semj-quand la structure engendrée par
ceux-ci est o-minimale et polynomialement bornée.

Dorénavant, et jusqu’a la fin du chapitre, on fixe une quageare différen-
tielle 7, dont on suppose que la structusequ’elle engendre est o-minimale et

polynomialement bornée.

Lemme 3.3.1(Frontiere d’'un semir ). Soit X un semir . AlorsdX est un semi-

¥ .

Démonstration.Remarquons que I'on peut se ramener au ca¥X ast donné

par une équation scalaire et des inéquations. En effet,eségnation vectorielle
intervient dans la définition d¥, la somme des carrées de ses coordonnées est
nulle si et seulement si chacune l'est.

Si d’autre partX est une union de serm-simples, son bord est I'intersection
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de son complémentaire avec le bord de chacune de ses cortgso$an on a vu
que les semijr étaient stables par complément et par intersection. Ondued
supposer quX est un semg simple.

SoitX = {x; f(x) =0, G(x) > 0}.

Nous allons donner une caractérisation pour I'appartemadX. C'est I'objet

de la proposition suivante :

Propriété 3.3.2. Il existeA et y deux entiers tels que

X € 0X & x e X et f(x) =0, G(x) =0,

avec % = {y; |fu(y)| < |y—x¥, Gr(y) > ly—X"}, fu et G, désignant les déve-

loppements de Taylor en x de f et G aux ordres M et

Pour montrer quéXx est semi¢ , il faut maintenant remarquer que 'ensemble
Xy est un semi-algébrique. D’aprés le théoreme de TarskieSkatg, son adhé-
rence est aussi semi-algébrique. Autremendglis'écrit {y ; Px(y) =0, Q«(y) >
0}, avecPx et Qx deux polyndmes. De plus, les coefficientsRiet Qy sont algé-
briques en les coefficients des polynémes qui définis§gmjui sont des dérivées
partielles def etG. Ainsi, Xy est semi-algébrique en les dérivées partielle$ de
G enx: les équations et inéquations qui le définissent porterdesiapplications
de la quasi-algébre .

La condition d’appartenancedX s’exprime donc comme une suite d’équa-
tions et d’inéquations portant sur des fonctions de la galagibres , ce qui fait

dedX un semi¥ .
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Preuve de la proposition 3.3.20n posegmin(X) = min g;(X), ou lesg; sont les
coordonnées dé. SoitZ = {z; f(z) = 0,gmin(2z) = 0}. On a clairemendX C Z.

Posons

XA ) = {y; |Tul(y) < ly— X etGy(y) > [y —x*}.

Il s’agit de trouver et tels que sk appartient &, x € 0X < X € X¢(A, ).

Soit§(t) ={ye X;

X—Yy| =t}, et considérons :

Fr={(xt,M); xeoX,t € R.,M = max gmin(2)}.
zeS(t)
Fixonsx dansoX NZ. Notons qud x; est non vide pout proche de 0. D’'apres le
théoreme du choix définissable, il existe une fonciyt) définissable telle que

(X,t,Mx(t)) appartienne &, pourt assez petit.

Le nombreM(t) est le maximum dgmi, dansX a distance de x. Remar-
quons queMy(t) tend vers 0, cagmin(X) = 0, et queM(t) est non nulle pour
t > 0. Ainsi, d’apres le lemme 2.1.3 il existg et ky deux réels non nuls tels que

Mx(t) ~ kxtrx.

Mais My est une fonction définissable aeD’aprés le théoréme 2.2.4; ne
prend donc qu’un nombre fini de valeurs lorsguearcourtdX. Choisissona un
entier strictement supérieur a toutes les valeurs que prelmtsquex parcourt
0X.

Alors, pourx € Z etp arbitraire, X € X = X € Xx(A, ). (3.2)

Choisissons en effet dansdX et > 0. Soity(t)ic(oe) Un chemin inclus dans

X, issu dex et sur lequelgmin atteint son maximum a distantede x. Pour le
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construire, il faut d’appliquer le théoreme du choix déBaisle a 'ensemble

{(y,t) e XxRy; [y—X =t, gmin(y) = max gmin(2)}.
zeS(t)
Alors, y(t) appartient &x(A, 1), pourt positif et assez petit. En effet, par définition
de\, gmin(Y(t)) > k*t*, pour toutk positif, avect suffisement proche de 0. En
particulier, pourt assez petitG, (y(t)) > t*. D’autre part,f(y(t)) = O cary(t)

appartient &. En particulierfy(y(t)) < t* pourt assez petit.

Ainsi, puisque le chemin est inclus dan¥y(A, 1), son extremité est dans

Xx(A, 1. Ceci prouve (3.1)

Il s’agit maintenant de trouvertel quex ¢ dX = X & Xy(A, W).

SoitS(t) = {y;|ly—X =t, G\(y) >t*}, et considérons :

M={(xt,m); x¢ 0X, t e R., m= min |f(2)|}.
ze§(t)
Fixonsx dansZ, x ¢ 0X. Comme précédemment, d’'apres le lemme du choix défi-
nissable, il existen(t) définissable telle quéx,t,my(t)) appartienne &’ pourt
proche de O.

La fonctionmy(t) tend vers O quanttend vers 0, mais(t) est non nulle
quandt est positif et assez petit. Sinon il serait possible de ®nersx avec
simultanément = 0 et G, supérieur &*, donc en particulier avegnmn positif.
Autrement dit, il existerait une suite daXstendant verx, ce qui est absurde,
puisquex ¢ o0X.

Ainsi, d'apres le lemme 2.1.3, il existe deux constantes malfes ky et ry

telles quemy(t) ~ kg xt"™. Mais la fonctionmy est définissable par rapportxa
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Ainsi, d'apres le théoréme 2.2.4, la structyrétant polynomialement bornés,
ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Choisissongli un entier strictement supérieur a toutes les valeurs ppisas
lorsquex parcourt¢(oX) NZ.

Alors, pourx appartenant &, X ¢ 0X = X & Xg(A, ). (3.2)

En effet, soitx dans®(0X) NZ. Six € Xx(A, ), alors il existe une suité) dans

X«(A, 1) tendant vers. Mais alorsGy (x) > |x — x|, autrement dit; € S,(|x —

X|). Donc, par définition dg, pour toutk, il existe un rang a partir duquf(x;)| >

kx |x — x|H. En particulier,

fu(xi)| > |x —x|* pouri assez grand. Ce qui contredit
I'appartenance Xy(A, ). Ceci prouve (3.2)
D’apres (3.1) et (3.2), nous avons ainsi trowveét p satisfaisant la propriété

3.3.2 annoncée.

3.4 Section explicite

Le théoreme du complément est démontré en section (3.5)eim@wistration
gue nous en présentons utilise le lemme suivant. Il permebdstruire une sec-
tion de la projection d’'un semi-, tout en restant dans la quasi-algeprea un

sous¥# négligeable prés.

Lemme 3.4.1(Section explicite) Soit Y C R" un sous# et d sa dimension. Alors
il existe X,..., X% Cc R™M semi# de dimension d, réguliers, deux a deux dis-

joints, et il existe VC R" sous# de dimension strictement inférieure a d, tels
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que :

Y = TI(X]) UV.
j=1...

La projectionrtde R™ ™ surR" étant réguliére en restriction a chaqug.X

Démonstration.SoitX C R™™un semi# de dimensiork, etY = 1(X) C R"un
sous¥# de dimensiord. D’apres le lemme 2.3.3, nous pouvons nous ramener au
cas ouX est régulier. Supposons donc gle- {x; F(x) =0, G(x) > 0}, avecX
régulier, c’est a dire avele de rangn+ m—Kk en tout point deX. On notex = (y, 2)

les coordonnées d@™™M, y étant celles d&", etz celles deR™. Posons
oF
V=n{xeX; rang(a) <m—k+d}).

Il s'agit des valeurs critiques dey. On a din{V) < d, etV sous¥ .

Sik=d, posonsX’ = {x € X ; rang(%& ) = m—k+d}.
Alors :

- Y =VUn(X')

— V estsousf etdimV) <d

— X est semiy , et régulier

— Ty est partout de rand

— dim(X’) = dim(Y),
donc le lemme est vérifié.

Sik > d. Soity € Y \ V, et soitg, le produit des coordonnées @ Puisque
0. est définissable, et que la structure est polynomialemeng€boil existeN tel
que

lim g.(x) = |x "N =0.

|X|—00
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Soit zg = g.(x) * [x| ~N. Alors zy atteint son maximum suXy. En effet, z est
strictement positif suKy, nul sur le bord dex, et tend vers 0 quani| tend vers
I'infini. Posons
X0={xeX; rang(%) =m—k+d}.

Il s’agit des points critiques dg. sur X, poury dansX\V. Ainsi XS n'est ja-
mais vide poury dansY \V, doncri(X®) UV =Y. De plus, chaque fibrKS est
compacte. En effet, puisqu’il s’agit des points critiquesgl zp est constant sur
chacune de ses composantes connéfg%zast donc l'union de certaines compo-
santes connexes d’ensembles de la fofméd- (y,z) = 0, zp(y,z) = A}.

De la méme maniére, nous définissons récursivement les blesexh pour

i=1...,n:

X'={x=(y,z) € X/~ zest point critique de la fonction

coordonnée; restreinte &/}

ChaqueX' est semig . En effet,X'*+1 est défini par des conditions sur le rang
de% ou R, est I'application qui définiX!. CommeX©? est semi¢ , il en est de
méme pour tous leX'.

Chaque fibr@g‘, est compacte et non vide. En effatest critique sur chaque
composante connexe et¢ donc constante. Comme par récurrer)t;'/e‘,1 estcom-
pacte,z, y admet des points critiques, do)@':est non vide.

Remarquons que' est de dimension 0. En effet, s&@t une composante

connexe dé(;. Alors, pour touti, C est inclus dans une composante connexe de
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XJ,. En particulier,z est constant sut. Toutes les coordonnées étant constantes
surC, C est un point.

Puisque chaque fibre d€' est de dimension X" est de dimension au plas
D’autre part, on a vu que les fibres N@ n’étaient jamais vide powyrdansY C V.
On a doncr(X") UV =Y. Nous sommes donc ramenés au cakeud, ou le

lemme a été démontré. O

3.5 Théoreme du complément pour les structures o-minimalgsolynomia-

lement bornées

L'objet de cette section est de montrer le théoréme 0.2.dsMdlons en fait

prouver le résultat plus fort suivant :

Théoreme 3.5.1.Soit Y C R" sous# . Alors, il existe(S )ic| une partition finie
deR" telle que :

Viel, S estsousF et connexe

Viel,SNY=0o0uSCY.

On dira d’'une partition deR" qu’elle estadaptéea Y si elle satisfait aux
conclusions du théoréme. Le théoréme 0.2.4 en est un doeoilamédiat : Si
Y est un sougr deR", il existe une partition en sous-de R" adaptée &. Le
complémentaire d¥ est alors une union finie de parties sguset est donc sous-

F .

Démonstration.La preuve du théoreme 3.5.1 se fait par récurrence sur ladime

siond deY.
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3.5.1 Lecasy c Rd

On suppose dans cette partie ¢ue RY9. On notertla projection deR%t% sur
RY. En appliquant & le lemme de section 3.4.1, on obtient des sgmk; de
RI+K réguliers et de dimensiah et un sousr V deRY de dimension inférieure

ad, ettels quer = Jj_1_; T(Xj) UV. On poseX = UX;.

SoitZ = Jm(dX;) UV.

Alors #Xy reste constant quarydoarcourt
(3.3)

une composante connexe @&

En effet, la regularité deX; nous permet d’appliquer le théoreme des fonc-
tions implicites au voisinage de chaque pointde Or Z est sousf . En effet,
d’apres le lemme de frontiere 3.3dX; est semig . Sa projection est donc sous-

7, doncZ aussi.

Comme dim(Z) < d, nous pouvons appliquer&Al’hypothese de récurrence.
Nous obtenons une partition @& adaptée &, et qui fait de chaque composante
connexe déZ une union de soug-. En particulier \ Z et°Y \ Z sont des unions
de parties soug- connexes. D’autre parZ NY est un sougr de dimension in-
férieure ad. Par hypothése de récurrence, il existe une partitioRHadaptée a
ZNY. Son complémentaire est donc une union de spu#-est donc sougr . Par
conséquentZ \' Y =€ (ZNY)NZ est lui aussi soug-. On peut donc décomposer

ZNY etZNCY en parties soug- connexes.

Nous avons ainsi construit une partition B adaptée ¥ .
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3.5.2 Leca:n>d

Nous avons montré le pas d’induction quahétait inclus dan®&9. Supposons
maintenant qu&’ C R", avecn > d. Nous allons décompos#&r en une union
de nappes sous- au-dessus d’'un espace de dimengioll nous faut pour cela
choisir une bonne direction de projection, c’est a direetgllie la fibre d& soit
toujours finie au-dessus de sa projection. Le lemme de KoofBnewn 1.5.2

affirme que c’est possible.

Quitte donc a changer de coordonnées, on suppos¥ gasfie :

vt e RY, dim Y = 0.

On appellep la projection sur lesl premiéres coordonnées. Appliguons mainte-
nant aY le lemme de section 3.4.1. On obtient un semX = |J; X; de RMK
de dimensiord et un sousf V deR", de dimension inférieure d et tels que

n(X)UV =Y, ouTest la projection d&" — R,

Au dessus de chaque potrdeRY\ p(V), X est alors une union finie de points,
etY aussi. Il s’agit de trouver les parametres pour lesquelstelme de ceux-ci
pourrait changer. ConsideroAs = J; po1i(0X;) UT(V) UK, ouK est 'ensemble
des valeurs critiques dgo k. Alors, de la méme maniere que dans lercasd,
X reste constant quarigarcourt une composante connexeédge AppelonsZ,
les points au-dessus desquels les projections de Medikférents s’intersectent.

Il sS’agit de 'ensembl&Zy = T(OW N {x1 = X2} ), avec

W = {(x1,X2) € X2 ; poTi(x1) = poTi(X2) etTi(x1) # T(x2)}.
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Alors, #Y; reste constant sur chaque
(3.4)

composante connexe 8€Z; UZ,).
C’est la conséquence du théoréme des fonctions impliajigiss’applique par
régularité des;.
Remarguons maintenant qde= Z; U Z, est sousf . En effet,

— 1(V) est sousF carV est sousf,
— pom(dX;) est sousF grace au lemme de frontiére 3.3.1,

Les points critiques sont soys-car donnés par la nullité de certains déter-

minants portant sur les dérivées des fonctions décri¥ant

Z, est sousfF , carW est semi¢ , doncoW aussi d’apres le lemme de fron-
tiere 3.3.1.

Les sous¥ étant stables par union finig,est bien soug-.

D’autre part, dinfZ) < d. Appliquons donc 'hypothése de récurrenc&,a
c’est a dire refaire ce qui a été fait dans le das n. Nous obtenons ainsi une

partition en sougr deR%\ Z, telle qu’au-dessus de chaque partie, le cardinal de

Y; reste constant.

SoitSune de ces parties. Nous allons montrer §ue Sx R"9 se décompose
en une partition adaptéeya Soitmle cardinal det; pourt dansS. AlorsY NS =

Uiz1.mYi, avec

Yi={yeY; 3Iyi,...,ym 1€ Y™ tels que
p(y1) = p(y2) = --- = p(Ym-1) = P(Y)

Y1 < <Y1 <Y<Vig1 <...Ym-1}
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ol < est I'ordre lexicographique des coordonnées. Ces enssivjlsient sousy ,
car ils sont donnés par des formules existentielles postanties soug-. De la

méme maniere le complémentaireXise décompose en ensembles de la forme :

Ci={y; I,....,ym1€YMtelsque
P(y1) = p(y2) = --- = p(Ym-1) = P(y)

Y1 < <Y <y<VYig1 < <Ym}.

Chacune de ces parties est bien connexe, et sous-
Il ne reste ainsi plus qu’a décomposex R"9. Mais il suffit d’appliquer
I'hypothése de récurrence, c&NZ x R4 est de dimension inférieurech

Ceci termine la preuve. O
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CHAPITRE 4

REMARQUES ET QUESTIONS OUVERTES

Nous présentons ici quelques problématiques liées a caltran particulier,
nous discutons du probleme de la ncethérianité qui a étémegcau chapitre 2,

et nous envisageons des stratégies pour étendre notratésul

4.1 Noethérianité

Nous avons démontré dans le chapitre 2 une propriété de g@sition (lemme
2.3.3) dont I'analogue sous-analytigue est une conséguimta noethérianité de
I'anneau des fonctions analytiques [Gab96]. Dans notre aette propriété est
liée a la ncethérianité topologique [Tou91] des structuresromales polynomia-
lement bornées, un résultat que I'on trouve dans [DM96, N&jwW(a ncethérianité
est une propriété qui possede des corollaires géométrigigesessants, et a notre
connaissance, mis a part les cas sous-analytiques ou iggbrigues, on ne sait
actuellement pas si les anneaux d’applicatiofigléfinissables dans une structure
o-minimale polynomialement bornée sont ou non ncethériens.

La question ne se pose bien entendu que dans les structlyasmalement
bornées, car la définissabilité de fonctions plates inteydie ncethérianité, méme

topologique. Par exemple, la suitg(0) avec
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est une suite décroissante d’ensembles et ne stabilisalpesguef, estC®, et

définissable dans toutes les structures qui ne sont pasgeoiglement bornées.

La démonstration classique de la ncethérianité de I'anneadiothctions ana-
lytiques repose sur le théoréme de préparation de Weigssta pourrait ainsi se
demander a quelle condition il existe un théoréme de préparde type Weiers-
trass dans une structure o-minimale. Le théoreme de dimiedMalgrange [Mal64,
£ MRO1] affirme gu’en class€®, la préparation est toujours possible. Il s’agirait
de comprendre quand elle peut se faire de maniere défingssabl

Soit f : R™! — R une application définissable dans une structure o-minimale
réguliere d’ordrad par rapport a la derniére variable. Prépdrec’est donner une

unitéu, et des applicationS® ay,...,aq telles que :

F6y) = U6y (Y +ar )y’ +-- +ad(x).

Considérons I'ensemble

E= {(X7y7al7"'7ad7u) € Rn+l+d+l; f(X,y) _u<yd+alyd71+“'+ad) = 0}

L'application (x,y) — (a1(X),...,aq4(X),u(x,y)) est alors une section d& au-
dessus des+ 1 premieres coordonnées. Cette section vérifie d’autrgsiptés :

u est une unité, leg, ne dépendent que deet elle esC”.

La question de la noethérianité est ainsi liée a la suivardasidérant un en-
sembleE c R™™M définissable dans une structure o-minimale, et sachant qu’i
admet une sectio8” (ou une autre propriété remarquable) au-dessus ges-

mieres coordonnée, quand admet-il une sedtigimissable € (ou qui posseéde
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cette méme propriété) ?
Une telle section n’existe pas toujours, comme le montpeeheple suivant.
Néanmoins, il est surprenant de savoir que méme dans le waeskgEbrique, et

quand I'hypothése n’est que la continuité, le résultattrpas encore connu.

Contre exemple a I'existence de sectidhd&finissable.Considérons I'ensemble

E={(x,0), x<0}U{(x,y), x>0, y>0}.

Celui-ci est semi-algébrique, donc définissable dans tstuteture o-minimale.
De plus, il admet au-dessus desne sectiorC” : la fonction nulle au-dessus des
X négatifs, et égale a egpl/x) sinon. Néanmoins, il n"admet pas de seci@h
définissable dans une structure o-minimale polynomial¢in@mée. En effet, si
une telle section existait, elle serait nulle & gauche def¢ éentiquement nulle,

par quasi-analycité. O

Une autre piste pour étudier la noethérianité est de comsites développe-
ments formels de fonctions définissables dans une strugtar@imale polyno-
mialement bornée. En effet, certains anneaux de sériegfi@snliés par exemple
aux classes de Denjoy-Carleman, sont noethériens [CCY7]M$iagirait ici de

transposer une preuve formelle en une preuve géométrique.

4.2 Extension aux cas non polynomialement bornés

Une grande partie des structures o-minimales connues ralhou verifient
une propriété de modéle-complétude. Plus précisémerd, cuidstion reste ou-

verte pour certaines d’entre elles, aucune structure nstue pour n’étre pas
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modeéle-compléte. On peut donc se demander s'il est poskitiendre notre ré-

sultat en supprimant I'’hypothese polynomialement borné.

La premiére extension naturelle consiterait a remplat¢smpbthése polyno-
mialement borné par exponentiellement borné. Une streicteirait dite exponen-
tiellement bornée si toutes les fonctions définissablesreajorées au voisinage
de I'infini par une itération de I'exponentielle.

On retrouve dans ce cas de figure une valuation sur le corpgaleses de
fonctions. Au lieu de caractériser une fonction par son tigeehitzien (son ex-
posant), on lui attribuera un type exponentiel. Pour I'abt@n peut considérer la
suite fn(X) = limp—e E_n(f(En(X))), OUE_p désignen itérations du logarithme,
et E, n itérations de I'exponentielle. Cette suite converge ves fonction de la
formeEy. Il s’agirait de montrer qu& ne prend qu’'un nombre fini de valeurs lors-
gu'’il dépend d’'un parameétre, c’est a dire un théoreme du ntgpeque celui de
C. Miller (théoréme 2.2.4). Ceci permettrait d'adapteei@ime de frontiere 3.3.1.
Par contre, la question de la ncethérianité topologiqué &iamise en défault, le
lemme 2.3.3 ne se transposerait pas directement.

Cette remarque concernant les propriétés de valuationpmugse a nous in-
terroger sur I'existence de structures o-minimales quioiers pas exponentielle-

ment bornées. Actuellement, toutes les structures o-malieisrconnues le sont.

4.3 [Extension aux cas noic”

Une autre direction pour étendre notre résultat consite gaseer de I'hy-
pothéseC”. On peut déja se poser la question dans les structures néifi

propriété de décomposition cellula®g. Il s’agirait de refaire la preuve que nous
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présentons “par morceaux”.

Le probléme est plus complexe qu'il n’y parait. A partir géipations défi-
nissables dans une structure o-minimale, il existe plusigons d’en construire
de nouvelles : les sommes, les produits, les compositidtes procédés qui font
intervenir des limites. Notre résultat peut alors s’intétpr comme le fait que les
seules dérivations soient suffisantes pour obtenir toaesssdplications construites
a base de limite. Mais dans le d@5 par morceau, cette propriété est moins évi-
dente.

Considérons en effet une fonctidndéfinie surR?, C surR?\ R. Alors, ay
fixé, Df(x,y) admet une limite quangtend vers O, qui apparaitra dans la structure
engendrée paf. Mais elle n’apparait pas dans la quasi-algébre engendirée p
et il n'est pas évident que I'on puisse la construire aisémkfaudrait ainsi sans
doute ajouter au langage toutes les limites de fonctiorngéks.

Une autre extension concerne les structures o-minimabkeméttant pas la
propriété de décompositidd™. Actuellement, nous n’en connaissons aucun ex-
emple. La question est donc tout d’abord : existe-t-il dagcstires o-minimales

n'admettant pas la propriété de stratificat@@f, et comment les construire ?
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Annexe |

UN PROBLEME DE VOLUME

Dans cette annexe, nous présentons un résultat originatowamt les liens
entre o-minimalité et intégration. C’est un travail qui @ éffectué au début de
mes travaux de recherche. Ce méme résultat a été trouveeimdigment et étendu

a un corps réel clos quelconque par T. Kaiser [Kai05].

On a pu voir que les structures o-minimales avaient un bonpootement
vis-a-vis de la dérivation. Vis-a-vis de l'intégrationslehoses se présentent dif-

féremment.

Les travaux de J. M. Lion et J. P. Rolin [LR98a] ont montré cqeeihtégrales
de fonctions sous-analytiques étaient log-analytiquesetutre, ceci donne une
conservation de la o-minimalité. D’autres résultats onhtréoque les structures o-
minimales avaient des propriétés notables dans le domaihiadgration. Ainsi,
la o-minimalité des sous-pfaffiens, ou plus généralemexidtence d’'une cl6-
ture pfaffienne o-minimale [Spe99] donne des résultats equceoncerne la o-

minimalité des primitives de fonctions définissables.

Par contre, en ce qui concerne les intégrales dépendanpdhameétre, nous
avons peu de résultats. On peut citer la thése de Remi Sd&ifle01] qui donne
une réponse a cette problématique dans un cas particuigedultat que nous
présentons ici donne une information partielle sur legiraties de fonctions défi-

nissables dépendant d’'un parametre.
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.1 Définissabilité du lieu d’aire finie

Considérant un ensembfec R"™ définissable, on note pour taxe R", 7y
le volumem dimensionnel dé\y. La question que I'on pose est la suivante : I'en-
semble{x € R" / 74 < o} est-il définissable ?

Dans le cas oin= 2, nous avons le résultat suivant :

Propriété 1.1.1. Soit AC R™2 un ensemble définissable dans une structure o-
minimale. Alors,

{XeR";, Yy < o0}
est définissable.

Dans le cas oun > 2, nous n‘avons pas de résultat. Néanmoins, on peut re-
marquer que dans le cas ou la structure o-minimale est poliaiement bornée,
un résultat de G. Valette devrait permettre de conclureOMalEn effet, ce résul-
tat donne des stratifications d’ensembles définissablesumesisotopie lipschit-
zienne des fibres, et I'intégrabilité se conserve par isetijpschitzienne.

Pour la démonstration de notre résultat, nous allons ettilesslemme suivant

(voir [DM94] pour plus de détails) :

Lemme 1.1.2. Soit A un ensemble définissable, et supposons le muni d've ord
total définissable — c’est a dire tel que son graphe le soipelns sections les
sous-ensembles S de A vérifiatxe S y < x=y € S. Alors les sections sont

des ensembles définissables.

Nous allons maintenant démontrer la proposition, tout afdldans un cas

réduit, et nous nous y rameénerons par la suite.
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Démonstration dans un cas rédubupposons tout d’abord que A soit de laforme
{(xy,2 eR"xRxR/xeC,0<y< f(x),0<z<g(xy)}

avecC un ensemble définissable @, f : C — R une fonction définissable
continue, eg : C x R — R une fonction définissable continue telle que pour tout

x € C, g(x,.) est bornée au voisinage de 0.

On a alors, poux fixeé :
f() ra(xy) f(x)
fo:/ / dydz:/ g(x,y)dy
o Jo 0

Posons alors, powe C .
F: [0,1) — R

t — o g(Xtx (X)) * f(X)
Considérons la relation s@:
X1 < X2 < Je>0tel quevt € (1—¢,1), R, (y) < Fo(Y)
Cette relation est une relation de semi-ordre total défbiss: c’est la trace
surC de l'ordre usuel sur les germes de fonctions définissablek &e plus,
commevy = [ F(t)dt,ona:

Sixg <X, alors?y, = = Yy, =0 etVy, <o = Vy < .

On a ainsi munC d’un semi-ordre total tel que I'ensemble ded’aire finie soit
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une section. Notons que le fait guesoit une relation de semi-ordre seulement
ne change pas le résultat du lemme : il suffit en effet de rémeilolesx de méme
germe en 1 par l'ordre lexicographique des coordonnées @atgnir un ordre
définissable total vérifiant les mémes propriétés.

Appliquer le lemme I.1.2 donne alors le résultat. O

Réduction du cas généraCette facon de réduire le probleme est une idée de M.
Coste. La réduction originale [Gal03] est une suite de dgamitions en cellules
cylindriques, combinées avec des découpages et symétries.

PosonB={(x,r,0) e R" xR, x [0,211; (x,r cosB, rsin®) € A}. Il s’agitd’'un

passage en coordonnées cylindriques. Posons

21
hx(r):/ 1s(r,6) r d6,
. ls

ou 1B(X7r) désigne la fonction caractéristique Bg,. La fonctionhy(r) est le vo-
lume 1 dimensionnel de I'intersection ég avec la sphere de rayon

Alors, hy(r) est définissable. Décomposons en effedn cellules. Au dessus
de chaque de cellule d&" x R, , B est une union finie de graphes et de nappes
délimitées par des fonctions définissalBess,r),...,0k(xr). Les graphes n’in-

terviennent pas dans l'intégrale, ausgir) est-il de la forme

Ceci prouve la définissabilité dg(r).
D’autre parthy(r) est évidement bornée au voisinage de 0, et quitte a décom-

poserA en un nombre fini de parties, on la peut supposer continue.



Comme le volume déy est :

Vx = / hX(r) dr7
0

on est bien ramené au cas réduit.
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MODELE-COMPLETUDE DES STRUCTURES
O-MINIMALES POLYNOMIALEMENT BORNEES

Résumé

Les structures o-minimales, introduites dans les anndkepd8 Van den Dries et lar-
gement étudiées par Wilkie et Macintyre répondent a Grelisknen donnant le cadre
d’'une géométrie modérée.

Cette these montre un théoreme du complémentaire exptioite les structures o-
minimales polynomialement bornées, ce qui équivault & ldéfecomplétude en théorie
des modéles.

En 1968, Gabrielov montre un théoreme du complémentairelessous-analytiques
globaux, qui en impligue la o-minimalité. Il améliore ceuttat en 96, avec un théoreme
explicite. Une généralisation de celui-ci est présentée ic

Par des arguments de valuation dus a tojaciewicz et a Milésr propriétés de quasi-
analycité sont exhibées, qui permettent d’adapter le sahéassique des preuves de
modéle-complétude. Ce résultat permet de mieux comprdadeieon dont sont générées

les structures o-minimales et donne un langage réduit guelaine structure polynomia-
lement bornée est modele-compléte.

MODEL-COMPLETNESS OF GMINIMAL
POLYNOMIALLY BOUNDED STRUCTURES

Abstract

O-minimal structures were introduced in the ‘80 by Van deme®rnswering the
Grotendick’s request for a tame geomety framework, and veegely studied by Wilkie
and Macintyre.

This thesis shows an explicit theorem of the complement{fimirmmal polynomially
bounded structures, result equivalent to the model-camgds in model theory.

In 1968, Gabrielov shows a theorem of the complement foradiytic sets, which
implice the tameness of global sub-analytics sets. He giv&996 an explicit version of
this result. A generalisation of this theorem is introdubede.

By valuation’s arguments (due to tojasiewicz in the analgise, and to Miller for
the o-minimal case), some quasi-analytic’'s propertiesahgits, which permit to adapt
the classical proof of model-completness sheme. Thistrssailstep for better understand
how o-minimal structures are generated and gives a redaggghdge on which an o-
minimal polynomially bounded structure is model-complete



