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A mes amis, Sylvain, Olivier et Philippe avec qui je partage la devise des trois
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1.4.3.1 Orthogonalité des fonctions propres . . . . . . . . . 20
1.4.3.2 Orthonormalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4.3.3 Les fonctions propres, système complet . . . . . . . 22

1.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 Identification de sources magnétostatiques 25
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Approche empirique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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4.1.3.2 Théorème de Bayes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.1.3.3 Intérêt - Illustration . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.2 Estimateur de maximum de vraisemblance . . . . . . . . . . . . . . 85
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2.3 Développement harmonique et surface limite. . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 Source (Σ) et dispositif de capteurs qui réalisent un échantillonnage spatial. 33
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harmonique à l’ordre 5 et 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

6.13 a - Discrétisation du moteur sur la période d’étude et chemin de valida-
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Introduction générale

La « magie » du magnétisme, rigoureusement scientifique, réside dans l’extra-
ordinaire particularité qu’il a d’embrasser des ordres de grandeur infiniment petits
et grands. La définition la plus fréquente qu’on lui trouve se résume par l’action des
aimants sur les matériaux ferromagnétiques : le champ magnétique est la suscepti-
bilité qu’a une source magnétique d’exercer une force sur un autre corps. Principe
qu’illustre le champ magnétique terrestre lorsqu’il oriente l’aiguille aimantée d’une
boussole vers le nord. Si la matière aimantée fut à l’origine du magnétisme, l’ap-
parition de l’électricité engendra une autre source de champ magnétique liée au
passage d’un courant électrique dans un conducteur. Dès lors, l’interaction de la
matière aimantée et des courants n’a cessé de porter ses fruits dans des domaines
multiples et variés.

Le moteur électrique est, sans nul doute, l’application la plus courante de l’in-
teraction entre ces deux sources de champ magnétique. Au cours du dernier siècle,
l’électrotechnique a porté le développement du moteur électrique dans d’innom-
brables domaines de sorte qu’il se décline désormais sur l’échelle allant du micro-
moteur au super-alternateur. Si le rendement des moteurs électriques justifie à lui
seul leur essor, l’électrotechnique n’a pas cessé de chercher des moyens techniques
pour améliorer leurs performances en contrôlant au mieux les champs magnétiques
internes. Cependant, une faible proportion des champs magnétiques nécessaires au
fonctionnement des moteurs se propage à l’extérieur. Ces champs de fuites ont
peu d’influence sur les caractéristiques électrotechniques, mais sont au coeur même
de la discrétion magnétique des moteurs. En particulier pour les moteurs de forte
puissance dont l’emploi est nécessaire dans le domaine de la propulsion navale,
les champs de fuites rayonnés peuvent atteindre des niveaux préjudiciables qui
permettent la détection à distance des bâtiments de la Marine Nationale.

Historique du magnétisme du navire

Un navire dont la coque est en acier, matériau ferromagnétique par excellence,
canalise et déforme les lignes de champ localement. Le fonctionnement des mines
magnétiques repose sur la détection des déformations du champ magnétique ter-
restre appelées anomalies. Si l’apparition des mines magnétiques date de la fin de la
première guerre mondiale, elles causèrent d’énormes dégâts dans la flotte alliée au
début de la seconde guerre mondiale. Le risque qu’elles représentaient poussa alors
toutes les marines à se préoccuper de la protection des navires. La Marine Natio-
nale française fit appel à Louis Néel qui eut l’idée de compenser l’aimantation des
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coques des bâtiments induite par le champ terrestre en utilisant une aimantation
permanente opposée communiquée à l’aide de circuits électriques [Née91]. En 1947,
la Marine Nationale et Monsieur Néel fondèrent le Laboratoire de Magnétisme du
Navire (LMN) dans lequel furent dimensionnés sur des maquettes à l’échelle les
systèmes de compensation active des bâtiments de la Marine de 1947 à 1986. Ces
études de discrétion magnétique ne représentent cependant qu’un seul aspect des
exigences des guerres modernes où les mâıtres mots sont furtivité et performance.
En effet, dans bien des domaines liés aux bâtiments, comme l’acoustique, la ré-
sistance des matériaux ou la propulsion, à l’impératif de performance est venu se
greffer celui de la furtivité.

Problématique

Nous venons d’exposer brièvement l’histoire du magnétisme du navire ce qui
nous permet de présenter la problématique à laquelle va répondre cette thèse : la
discrétion magnétique des moteurs de propulsion navale. Il s’agit d’une des pièces
les plus complexes du grand puzzle qu’est le magnétisme du navire. Contrairement
aux études statiques dans lesquelles le LMN est expert, elle nécessite une approche
différente qui doit englober d’une part la compréhension du fonctionnement des
machines électriques, mais surtout les phénomènes basses fréquences liés aux va-
riations du champ magnétique dans la machine, la coque du navire et le milieu
marin.

La vulnérabilité des bâtiments de la Marine Nationale doit être réduite à son
plus strict minimum afin de préserver la présence et l’efficacité de la Marine non
seulement sur le territoire français mais aussi dans toutes régions du monde né-
cessitant une intervention militaire ou humanitaire. Or, les mesures des anomalies
électromagnétiques peuvent indiquer la présence d’un bâtiment : c’est le principe de
détection des mines magnétiques. Il est donc impératif pour la survie des équipages
de réduire le niveau de ces anomalies afin qu’elles ne puissent plus être détectées.
La discrétion électromagnétique des moteurs de propulsion est un élément essentiel
dans la réduction de ces anomalies. Elle a pris aujourd’hui une importance capitale
avec le développement du navire tout électrique (NTE). En effet, depuis une dé-
cennie le projet de la Marine Nationale est de remplacer la propulsion classique par
une propulsion électrique sur tous les bâtiments modernes. Il est donc impératif
d’accompagner cette modernité d’un fort potentiel en termes de furtivité et d’im-
munité qui passe nécessairement par la discrétion électromagnétique du bateau et
des organes de son réseau électrique.

Objectifs

Pour répondre à cette problématique nous distinguons deux objectifs qui sont
l’identification magnétodynamique d’une part et le dimensionnement de blindage
d’autre part.

Le but de l’identification magnétodynamique est de trouver un modèle des
champs électriques et magnétiques rayonnés par un moteur qui permette de le ca-
ractériser à partir de mesures faites dans son voisinage, il s’agit d’une démarche de



type problème inverse. Ce modèle doit prendre en compte les caractéristiques du
milieu marin et, en particulier, la conductivité de l’eau. En effet, les variations des
champs magnétiques induisent des champs électriques et des courants de Foucault
qui se propagent dans le milieu, offrant des moyens de détection supplémentaires.
Le but de l’identification magnétodynamique est double : d’une part elle four-
nit une écriture des champs électromagnétiques qui permet leur extrapolation et,
d’autre part, elle permet de caractériser une source. L’enjeu de l’identification est
alors également double : elle permet de calculer des champs à grandes distances
et de mettre en oeuvre une stratégie de discrétion, mais aussi de caractériser un
moteur, ce qui s’avère être un outil précieux pour diagnostiquer les causes de son
indiscrétion.

Les blindages magnétiques permettent la réduction des signatures magnétiques
en encerclant la source de matériaux ferromagnétiques qui canalisent les lignes de
champ ou à l’aide de conducteurs parcourus par des courants électriques. Le di-
mensionnement de blindages que nous proposons passe par la distinction de ses
deux effets : l’effet d’atténuation et l’effet de forme. Le calcul de l’effet d’atténua-
tion permet le dimensionnement d’un blindage adapté au moteur en évaluant son
efficacité. Le calcul de l’effet de forme permet d’évaluer l’influence de la forme d’un
blindage. Cependant, le calcul de blindage que nous proposons ne se limite pas
à la réduction de la source. Il est une méthode de simulation des champs basée
sur les relations de passage sur une surface et de ce fait peut se généraliser à des
problèmes plus complexes comme le calcul du rayonnement du moteur lui-même.

Itinéraire

Cette thèse ne se limite pas à la réduction des champs électromagnétiques d’un
moteur de propulsion Navale. En effet, nous proposons une approche plus générale
qui assure l’identification de sources électromagnétiques quelconques et la réduc-
tion de leur signature. Cette généralisation repose sur les propriétés des modèles
harmoniques qui permettent l’écriture d’une source électromagnétique dynamique
dans un milieu conducteur.
Nous proposons de distinguer trois parties à cette étude :

1. La première partie est consacrée à la définition de l’identification magnéto-
dynamique. Nous commençons par rappeler les équations locales des champs
électromagnétiques dans un milieu conducteur et proposons une écriture gé-
nérale de leurs solutions sous la forme de séries de fonctions harmoniques.
Nous présentons ensuite l’identification magnétostatique, résolution d’un sys-
tème linéaire, que nous généralisons à des sources dynamiques. Pour finir,
nous proposons une approche statistique qui optimise l’identification grâce à
des outils de diagnostic des systèmes linéaires et l’intervention d’information
a priori.

2. La seconde partie propose le dimensionnement de blindages utilisant les pro-
priétés des développements en séries précédents. Cette démarche prolonge
l’utilité des modèles harmoniques en proposant un dimensionnement adapté
à une source identifiée. Nous sommes ainsi capables de réduire la signature



électromagnétique d’une source que nous avons identifiée. Enfin nous expo-
sons une méthode puissante et originale de calcul harmonique des relations
de passage sur une frontière qui permet la simulation de problèmes électro-
magnétiques. Nous montrons dans cette partie que cette méthode de calcul
est utile à l’identification car elle fournit l’information a priori nécessaire à
l’approche statistique.

3. La troisième partie propose l’application de l’identification magnétodyna-
mique à un moteur discöıde, maquette d’un moteur de propulsion navale.
Il s’agit d’une synthèse des deux parties précédentes. L’identification ma-
gnétodynamique puisant l’information dont elle a besoin dans les outils de
diagnostic des systèmes linéaires présentés en première partie et le calcul du
problème direct à l’aide de la méthode harmonique de simulation proposée
en seconde partie. Nous verrons qu’avec un nombre limité de capteurs, nous
sommes capables de définir un modèle magnétodynamique précis du rayon-
nement du moteur dans l’air, ce qui nous permettra d’extrapoler sa signature
fréquentielle et de diagnostiquer l’origine de son indiscrétion.



Première partie

Modèle et identification de
sources magnétodynamiques
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Introduction

La première partie de cette thèse est consacrée à la définition de l’identification
de sources magnétodynamiques. Le principe de cette identification est de déter-
miner un modèle qui permette d’extrapoler la signature électromagnétique d’une
source à partir de mesures faites dans son voisinage.

L’application principale de cette thèse étant la discrétion magnétique des mo-
teurs de propulsion navale, nous ferons en sorte que l’identification magnétodyna-
mique soit possible dans des milieux dont les propriétés sont identiques à celles du
milieu marin dans lequel se propage la signature de ces moteurs.

Afin de proposer une identification magnétodynamique optimale nous avons
découpé cette partie en quatre chapitres qui présentent tour à tour les modèles de
sources harmoniques, l’identification magnétodynamique et enfin des compléments
statistiques essentiels qui assurent la qualité de la méthode. Ces quatre chapitres
suivent la démarche suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les équations locales qui régissent les
champs électriques et magnétiques dans l’air et les milieux conducteurs. Puis nous
proposons des solutions générales adaptées aux sources dynamiques sous la forme
de séries de fonctions harmoniques. Nous définissons précisément les propriétés
de ces fonctions qui vont permettre l’identification magnétique d’une source aussi
complexe qu’un moteur. Ce chapitre a encore pour but de présenter les propriétés
des fonctions harmoniques qui vont servir au calcul harmonique de blindage que
nous proposons dans la seconde partie de ce manuscrit.

Dans le second chapitre, nous présentons les limites de l’identification à l’aide
des modèles harmoniques. En particulier le nombre de mesures nécessaires, leur pla-
cement et l’obtention du modèle. Dans ce chapitre, nous traitons uniquement de
l’identification statique. Nous proposons d’écrire l’identification comme la résolu-
tion d’un système linéaire couramment appelé problème inverse. Nous montrerons
encore des outils élémentaires qui vont permettre d’optimiser cette identification.
L’identification sera enfin appliquée à un moteur à aimants permanents en co-
ordonnées polaires, ce qui illustrera les propriétés de l’identification et ses deux
principales applications qui sont l’extrapolation de signature et le diagnostic.

Dans le troisième chapitre, nous allons généraliser l’identification statique à des
sources magnétiques contenues dans des milieux conducteurs. Cette identification
va permettre l’extrapolation des champs magnétiques et électriques liés à la source
et aux propriétés du milieu. Nous allons encore un peu plus loin en proposant une
application de l’identification magnétodynamique comme un outil de diagnostic.
Il s’agit en effet d’une analyse des champs électromagnétiques rayonnés par une
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source qui permet de distinguer les éléments d’une source sur une double échelle
spatiale et fréquentielle.

Dans le quatrième chapitre, nous présentons une approche statistique de l’iden-
tification magnétique. Nous cherchons à franchir les limites de l’identification en
particulier le manque de mesures qui rend le système linéaire sous-déterminé. Pour
surmonter cet obstacle nous aurons recours à des estimateurs bayésiens qui ex-
ploitent l’information a priori sur une source pour compléter l’information appor-
tée par des mesures. La description statistique de l’identification apporte des outils
essentiels qui permettent encore de diagnostiquer l’état de la solution et de garantir
sa robustesse.

La lecture de cette première partie est nécessaire à la compréhension du cal-
cul de blindage harmonique que nous proposons ultérieurement dans cette thèse.
Elle présente la mise en place de l’identification magnétique à l’aide d’un modèle
harmonique dont la globalité permet l’économie de mesures grâce à l’intervention
d’informations a priori. Il est ainsi possible d’extrapoler la signature magnétique ou
électrique d’une source aux propriétés du milieu. Un point doit encore être éclairé
à propos de l’origine et de la nature de l’information a priori. C’est pourquoi, la
deuxième partie de ce manuscrit propose une réponse par le biais de considérations
géométriques qui permettent le calcul de l’effet de forme d’un blindage.



Chapitre 1

Modèles multipolaires
harmoniques

Sommaire
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1.3.1 Séparation des variables et fonctions propres . . . . . . 12
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1.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous cherchons un modèle de sources de champs
électromagnétiques qui permet non seulement l’identification magnétodynamique
de ces dernières, mais aussi l’élaboration de leur discrétion électromagnétique. Bien
que l’application principale de cette thèse soit la discrétion magnétique des moteurs
de propulsion navale, nous nous sommes rapidement aperçus que le choix d’un
modèle général étendrait considérablement le champ d’application de cette étude.
La problématique de ce chapitre consiste donc à définir un modèle de source et à
cibler ses propriétés essentielles pour en faire l’usage le plus intelligent et le plus
vaste possible.

La dynamique des champs magnétiques de fuites rayonnés par un moteur
électrique de propulsion navale implique le développement de champs électro-
magnétiques dans le milieu marin, mais aussi dans la carcasse conductrice du
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10 1. Modèles multipolaires harmoniques

moteur. La première étape de l’élaboration d’un modèle consiste à déterminer
clairement les équations différentielles qui résument le comportement local des
champs électromagnétiques en fonction des fréquences et des caractéristiques du
milieu. Puis vient une seconde étape, plus calculatoire qui consiste à résoudre ces
équations différentielles afin d’obtenir un modèle général. Les deux premières par-
ties de ce chapitre porteront donc respectivement sur les deux étapes susdites et
aboutissent à l’écriture générale du développement multipolaire harmonique d’une
source quelconque de champ électromagnétique. Enfin, dans une dernière partie
nous distinguerons les propriétés des développements harmoniques qui font l’inté-
rêt de ce modèle, puisqu’elles sont autant d’outils d’analyse et de caractérisation
des champ électromagnétiques rayonnés et a fortiori de la source elle-même.

1.2 Détermination des équations locales du

champ électromagnétique

1.2.1 Équations de Maxwell et relation des matériaux

Dans un milieu dépourvu de charges électriques1, caractérisé par sa perméabilité
magnétique (µ), sa conductivité (σ) et sa permittivité (ε) électriques, le compor-
tement des champs électromagnétiques répond aux équations de Maxwell et aux
relations relatives au matériau qui constitue ce milieu. Les équations de Maxwell
s’énoncent :

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
div ~B = 0

−→
rot ~H =~i+

∂ ~D

∂t
div ~D = 0

(1.1)

Nous ferons l’hypothèse que le milieu est homogène, isotrope et qu’il suit de plus
une loi d’aimantation et de polarisation linéaires. Il en résulte alors les relations
relatives au matériau :

~D = ε · ~E ~i = σ · ~E ~B = µ · ~H (1.2)

Les hypothèses précédentes sont fortes et nous montrerons leurs limites au cours
de cette étude, en particulier celles qui sont liées à la loi d’aimantation (hystérésis)
mais aussi celles qui proviennent de l’inhomogénéité du milieu. Prenons par exemple
le milieu marin. La conductivité de l’eau dépend de son degré de salinité, qui lui
même dépend de la pression. L’hypothèse d’homogénéité n’est donc pas recevable
et les relations (1.2) précédentes ne seront valables que localement ce qui entrâıne
une validité restreinte du développement harmonique.

A partir des relations (1.1) et (1.2) nous démontrons facilement que toutes les

grandeurs électromagnétiques ( ~A, ~B, ~E et ~i) répondent à l’équation différentielle
appelée équation d’onde :

∆X − µσ · ∂X
∂t

− µε · ∂
2X

∂t2
= 0 (1.3)

1comprendre des charges électriques statiques, il peut y avoir des courants électriques
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Comme nous cherchons des solutions dynamiques nous écrirons la grandeur élec-
tromagnétique X à l’aide des nombres complexes sous la forme :

X = Ψ · ejωt (1.4)

Avec cette convention d’écriture l’équation différentielle représentant le com-
portement local des champs électromagnétiques s’écrit sous forme complexe :

∆Ψ− jµσω ·Ψ︸ ︷︷ ︸
I

+µεω2 ·Ψ︸ ︷︷ ︸
II

= 0 (1.5)

1.2.2 L’équation de diffusion

Nous allons démontrer maintenant que, dans le cadre de nos applications, le
terme représentant les phénomènes de déplacement est négligeable devant celui qui
représente les phénomènes induits. Autrement dit, nous pouvons négliger le terme
(II) devant (I) dans l’équation différentielle (1.5) précédente.

Avant toute chose commençons par expliciter le rapport entre les courants de
déplacement et les courants de Foucault :

r =

∣∣∣∣ µεω2

jµσω

∣∣∣∣ =
2πεf

σ
(1.6)

Dans le domaine des fréquences qui nous intéressent (f<1kHz) nous avons donc
l’inégalité :

si f < 1kHz : r <
2πε1e+3

σ
(1.7)

Dans l’eau2, le rapport r est de l’ordre du millionième et de ce fait les courants de
déplacement sont négligeables face aux courants de Foucault3. Il en est de même
lorsque le milieu est un bon conducteur comme pour la plupart des matériaux
ferromagnétiques qui rentrent dans la conception des moteurs électriques. Dans le
cas de l’aluminium4 le rapport r est de l’ordre de 1e−15. Ainsi, pour que les courants
de déplacement soient significatifs il faudrait des fréquences de fonctionnement
supérieures à la centaine de gigahertz.

Pour conclure, dans le milieu marin qui entoure un moteur de propulsion, ou
dans les matériaux conducteurs qui constituent la machine, le comportement local
des champs électromagnétiques est donné par l’équation de diffusion :

∆Ψ− jµσω ·Ψ = 0 (1.8)

Remarque : L’équation de Laplace est une écriture particulière de l’équation
(1.8) pour des phénomènes statiques (ω = 0) ou pour des milieux de conductivité
nulle comme l’air (σ = 0). Elle s’écrit alors :

∆Ψ = 0 (1.9)

2σ=4Ω−1m−1, µ = µ0 et ε = 80ε0
3Pour avoir un rapport r d’un millième il faudrait une fréquence de l’ordre de 10MHz
4σ=3.6 · 107Ω−1m−1, µ = µ0 et ε = ε0
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1.3 Solutions harmoniques des champs

1.3.1 Séparation des variables et fonctions propres

Nous utiliserons une méthode de résolution de l’équation différentielle (1.8) par
séparation des variables afin d’obtenir les développements en série de fonctions
propres harmoniques. Les variables choisies sont celles qui interviennent dans les
systèmes de coordonnées utilisés pour l’étude des moteurs. En particulier les coor-
données polaires (2D) et les coordonnées sphériques (3D).

1.3.1.1 Le potentiel scalaire

La pratique couramment utilisée pour déterminer le développement en série du
champ magnétique consiste à introduire le potentiel magnétique scalaire Ψ et à
démontrer qu’il répond à l’équation (1.8) ou (1.9). Ainsi la résolution de l’équation
est grandement facilitée du fait qu’elle est scalaire et nous obtenons facilement une
solution à variables séparées utilisant des fonctions harmoniques scalaires. L’écri-
ture du champ magnétique est alors obtenue par dérivation en utilisant le gradient
du potentiel scalaire magnétique [Leg96][Rou99].

Ce raisonnement est tout à fait adapté au développement du champ magnétique
dans l’air mais pose problème dès lors que nous sommes dans un milieu conducteur,
car le champ magnétique ~H ne dérive plus d’un potentiel, du fait que son rota-
tionnel n’est plus nul. Nous avons donc intérêt à chercher une autre grandeur qui
soit à l’origine des différentes grandeurs électromagnétiques : le potentiel vecteur
magnétique.

1.3.1.2 Le potentiel vecteur magnétique

Pour deux raisons nous chercherons l’expression du développement du potentiel
vecteur magnétique ~A :

1. Il répond à l’équation (1.8) et admet une solution en série de fonctions har-
moniques.

2. Il est proportionnel au champ électrique et aux courants de Foucault dans
un milieu conducteur, et permet le calcul simple du champ magnétique par
dérivation :

~B =
−→
rot ~A

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t

 ⇒ ~E = −∂
~A

∂t
⇒ ~E = −jω ~A et ~i = −jωσ ~A (1.10)

Pour résumer, le développement en série du potentiel vecteur donne directe-
ment celui du champ électrique, des courants de Foucault et par dérivation celui
du champ magnétique (1.10). Le potentiel vecteur magnétique est donc le lien
entre toutes ces grandeurs physiques. Ainsi la connaissance de son développement
multipolaire implique la connaissance du développement multipolaire de chacun.
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Le choix de résoudre (1.8) pour le potentiel ~A est donc judicieux, mais il pose
le problème de la résolution d’une équation différentielle vectorielle [Lor01]. Il est
néanmoins possible de se ramener à la résolution d’une équation scalaire en ex-
ploitant les propriétés du potentiel vecteur dans des cas simples où sa direction
est facilement déterminable à l’aide de considérations géométriques (symétries, pé-
riodes, . . .).

Lorsque le système de coordonnées est plus complexe la détermination de la
direction du potentiel vecteur magnétique n’est plus aussi évidente. Une astuce
utilisant la divergence de ~A permet de lier cette grandeur vectorielle à une grandeur
scalaire répondant à l’équation de diffusion.

Nous rappelons que si la divergence de ~A est nulle, il existe un vecteur ~W tel
que :

~A =
−→
rot ~W avec ~W = W1~u+ (~u× ~∇)W2 (1.11)

avec ~u, W1 et W2 choisis de sorte que le potentiel vecteur magnétique réponde
à l’équation de diffusion (1.8)[Smy68]. Par exemple, en choisissant ~u = r · ~er en
coordonnées sphériques, ce qui correspond au développement de l’expression de
l’onde sphérique transverse électrique [Ang72]5, il vient alors de (1.11) et (1.8) :

~W = rW1 · ~er et ∆W1 − jµσω ·W1 = 0 (1.12)

Nous venons donc de déterminer un scalaire W1 qui répond à l’équation de
diffusion et qui rentre dans l’écriture du vecteur ~W dont dérive le potentiel vecteur
~A. Ce raisonnement s’applique encore en coordonnées cylindriques et elliptiques et
permet de définir toutes les grandeurs à partir de l’écriture d’une seule solution
scalaire harmonique.

1.3.1.3 Séparations des variables

Lorsque l’équation de diffusion (ou de Laplace) est écrite dans un système de
coordonnées (x1, x2, x3) ou (x1, x2) il est possible de calculer les solutions par la
méthode de séparations des variables [Str41] [Dur66] [Ang72]. Les solutions recher-
chées s’écrivent alors :

Ψ(x1, x2, x3) = f1(x1) · f2(x2) · f3(x3)

ou

Ψ(x1, x2) = f1(x1) · f2(x2)

(1.13)

La séparation de variables conduit à 3 (ou 2) équations différentielles distinctes
de la forme :

∂

∂x

[
a(x)

∂f

∂x

]
+

[
b(x) + λ · c(x)

]
· f(x) = 0 ∀x ∈]α, β[ (1.14)

5Durand préfère la définition d’un opérateur hermitien ~L pour résoudre l’équation de Laplace
vectorielle [Dur68] (chap̂ıtre V, p255)
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où λ est une constante arbitraire qui apparâıt dans le processus de séparations
de variables (voir Annexe A). Les équations différentielles du type de (1.14) qui
apparaissent sont :

∂2f

∂x2
±m2f = 0 (1.15)

∂

∂x

[
(1− x2)

∂f

∂x

]
+

m2

1− x2
· f + n(n+ 1) · f = 0 (1.16)

∂

∂x

(
x
∂f

∂x

)
−

(n2

x
±m2x

)
· f = 0 (1.17)

Les solutions de (1.15) sont les fonctions hyperboliques sinh(mx), cosh(mx) et
les fonctions trigonométriques sin(mx) et cos(mx). Les solutions de (1.16) sont les
fonctions de Legendre de première et de second espèce Pm

n (x) et Qm
n (x) et enfin,

les solutions de (1.17) sont les fonctions de Bessel de première et seconde espèce
Jn(mx), Yn(mx), In(mx) et Kn(mx) [Whi65] [Ang72]. Nous obtenons alors une
famille de fonctions qui dépendent des valeurs de n et m.

1.3.1.4 Le problème de Sturm-Liouville

Le problème de Sturm-Liouville consiste à trouver des solutions de (1.14) satis-
faisant des conditions de type Neumann-Dirichlet aux limites α et β du domaine
de la variable x du type :{

A · f(x) +B · f ′(x) = 0 quand x = α

C · f(x) +D · f ′(x) = 0 quand x = β
(1.18)

où A,B,C,D sont des constantes arbitraires et f ′ la dérivée de f par rapport à x
[Arf95][Dur66].

Quand l’intervalle [α,β] est borné, les conditions ne peuvent être satisfaites que
si λ a des valeurs bien déterminées λk qui sont les valeurs propres du problème de
Sturm-Liouville. Alors à chaque valeur propre λk correspond une fonction propre
fk, ces fonctions forment un spectre discret et la solution de l’équation de diffusion
(ou de Laplace) s’écrit comme une série de fonctions propres :

Ψ(x1, x2, x3) =
∑
n,m

an,m · f1,n(x1) · f2,m(x2) · f3,n,m(x3)

ou

Ψ(x1, x2) =
∑
n

an · f1,n(x1) · f2,m(x2)

(1.19)

Par contre, quand l’intervalle ]α,β[ est infini, les conditions aux limites précé-
dentes (1.18) sont satisfaites pour tout λ, le spectre des fonctions propres est alors
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continu et la solution générale de l’équation de diffusion est donnée par l’intégrale :

Ψ(x1, x2, x3) =

+∞∫∫
−∞

·f1,n(x1) · f2,m(x2) · f3,n,m(x3) · dn · dm

ou

Ψ(x1, x2) =

+∞∫
−∞

an,m · f1,n(x1) · f2,m(x2) · dn

(1.20)

1.3.2 Développement harmonique du champ électromagné-
tique

Nous avons montré qu’il était plus judicieux, lors de la résolution de l’équation
de diffusion, de chercher l’écriture générale du potentiel vecteur magnétique plutôt
que celle du potentiel scalaire. Le développement de la solution harmonique passe
alors par l’intermédiaire W1 qui est solution de l’équation de diffusion scalaire.
Nous désirons obtenir une écriture des champs sous la forme de séries de fonctions
propres, ce qui n’est possible que s’il existe des conditions favorables aux extrémités
des intervalles de résolution du type de (1.18). Or les champs électromagnétiques
développés par des sources localisées ont naturellement des propriétés6 telles que la
résolution de l’équation de diffusion est toujours un problème de Sturm-Liouville
à spectre discret quel que soit le système de coordonnées lié au problème.

1.3.2.1 Écriture des champs en coordonnées polaires

En coordonnées polaires, le potentiel vecteur est dirigé suivant l’axe z perpendi-
culairement au plan (x, y) porteur du champ magnétique (figure A.1). Le potentiel
vecteur n’a alors qu’une seule composante qui répond à l’équation de diffusion sca-
laire. L’écriture générale dynamique du potentiel magnétique est alors (voir Annexe
A) :

~A(r, θ, t) =
∞∑
n=0

[A′′nIn
(
kr

)
+B′′nKn

(
kr

)
] · [C ′′n cos(nθ) +D′′

n sin(nθ)] · ejωt · ~ez (1.21)

D’après (1.10) nous obtenons alors l’écriture du champ électrique et des cou-
rants de Foucault induits dans le matériau :

~E(r, θ, t) =(−jω) ·
∞∑
n=0

[A′′nIn
(
kr

)
+B′′nKn

(
kr

)
] · [C ′′n cos(nθ) +D′′

n sin(nθ)] · ejωt · ~ez

~i(r, θ, t) =(−jωσ) ·
∞∑
n=0

[A′′nIn
(
kr

)
+B′′nKn

(
kr

)
] · [C ′′n cos(nθ) +D′′

n sin(nθ)] · ejωt · ~ez

(1.22)

6Périodicité, valeurs finies en dehors des sources, et valeur nulle du champ à l’infini.
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et l’induction magnétique en coordonnées polaires :

~B(r, θ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

1

r
[A′′nIn

(
kr

)
+B′′

nKn

(
kr

)
] · [−nC ′′

n sin(nθ) + nD′′
n cos(nθ)] · ejωt

−
∞∑
n=0

k[A′′nI
(1)
n

(
kr

)
+B′′

nK
(1)
n

(
kr

)
] · [C ′′

n cos(nθ) +D′′
n sin(nθ)] · ejωt

avec : I(1)
n =

∂

∂r
(In) et K(1)

n =
∂

∂r
(Kn) k =

(1 + j)

δ
et δ =

√
2

µσω
(1.23)

Il s’agit d’une solution générale de l’équation différentielle de diffusion c’est-
à-dire qu’en tout point du plan P (r, θ) il existe un développement des champs
électromagnétiques sous la forme (1.22) ou (1.23). L’identification magnétique que
nous développerons consiste à trouver une solution unique valable dans tout l’es-
pace (ou dans un domaine exploitable).

1.3.2.2 Écriture des champs en coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques nous avons vu que la détermination du potentiel
vecteur passait par l’intermédiaire du vecteur ~W de sorte que ~A réponde à l’équa-
tion de diffusion. Dans ce cas il s’écrit : (voir Annexe A.3.2)

~W (r, θ, φ, t) =
√
r

k
·
∞∑
n=0

[En · I(n+ 1
2
)(kr) + Fn ·K(n+ 1

2
)(kr)] · Yn(θ, φ) · ejωt · ~er

avec : Yn(θ, φ) =
n∑

m=0

[A′′n,m cosmφ+B′′n,m sinmφ] · Pmn (cos θ)

(1.24)

Il vient alors l’expression générale du champ électrique :

~E(r, θ, φ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

−jω
sin θ

√
kr
·
∞∑
n=0

[En · I(n+ 1
2
)(kr) + Fn ·K(n+ 1

2
)(kr)] ·

∂Yn(θ, φ)

∂φ
· ejωt

jω√
kr
·
∞∑
n=0

[En · I(n+ 1
2
)(kr) + Fn ·K(n+ 1

2
)(kr)] ·

∂Yn(θ, φ)

∂θ
· ejωt

(1.25)

Pour trouver l’induction magnétique nous utiliserons la relation liant le poten-
tiel vecteur à l’induction magnétique ( ~rot ~A = ~B) nous pouvons donc exprimer les
composantes de l’induction en fonction de W1 [Dur65][Smy68] :

~B = ~∇× (~∇× ~rW1) = −~∇× (~r × ~∇W1) = r
∂

∂r
(~∇W1) + 2~∇W1 (1.26)
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D’où l’écriture des composantes de ~B :

~B(r, θ, φ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

[
En ·

∂2

∂r2

(
I(2)
n (kr)

)
+ Fn ·

∂2

∂r2

(
K(2)
n (kr

)]
· Yn(θ, φ) · ejωt

1

r
·
∞∑
n=0

[
En ·

∂

∂r

(
I(2)
n (kr)

)
+ Fn ·

∂

∂r

(
K(2)
n (kr

)]
· ∂Yn(θ, φ)

∂θ
· ejωt

1

r sin θ
·
∞∑
n=0

[
En ·

∂

∂r

(
I(2)
n (kr)

)
+ Fn ·

∂

∂r

(
K(2)
n (kr

)]
· ∂Yn(θ, φ)

∂φ
· ejωt

avec : I(2)
n (kr) =

√
r

k
· I(n+ 1

2
)(kr) et K

(2)
n (kr) =

√
r

k
·K(n+ 1

2
)(kr)

(1.27)

1.3.3 Remarques

Précisons quelques propriétés des développements précédents des grandeurs
électromagnétiques afin de nous familiariser à eux.

1.3.3.1 Validité du développement

Les développements précédents sont les solutions générales de l’équation dif-
férentielle de la diffusion, respectivement en coordonnées polaires ou sphériques.
Ils sont aussi souvent obtenus à partir d’un développement limité de (1/r) dans le
système de coordonnées considéré [Dur66][Leg96]. Suivant l’approche choisie pour
obtenir le développement harmonique la zone de validité du développement change.
En effet, si nous considérons le développement limité il ne sera valable qu’à l’exté-
rieur d’un contour (C0) relatif au système de coordonnées (sphère, ellipse, cercle,. . .)
et ne pourra être écrit dans le volume intérieur à (C0). Par contre, si nous considé-
rons que les développements harmoniques sont les solutions à variables séparées de
l’équation de diffusion, la solution est valable en tout point P du domaine d’étude et
il existe une famille unique de coefficients {A′′n, B′′

n, C
′′
n, D

′′
n . . .} qui permet de repré-

senter le champ à l’aide de séries de fonctions propres. Ces coefficients sont données
par les conditions de Cauchy contenues dans le problème de Sturm-Liouville (1.18).

1.3.3.2 Développements multipolaires

Quand la solution est déterminée et unique, il existe une famille de coefficients
qui détermine l’écriture exacte des champs magnétique et électrique dans le do-
maine d’étude. Par exemple, lorsque nous nous intéressons aux champs rayonnés
par une source localisée nous déterminons son développement à partir des connais-
sances que nous avons de son champ rayonné ou à partir de mesures magnétiques et
électriques voisines. Dans ce cas nous déterminons la famille de coefficients unique
qui permet l’écriture des champs rayonnés par la source. Puisque ces coefficients
sont uniques et ne dépendent que de la source, l’écriture en série de fonctions
propres harmoniques est appelée développement harmonique d’une source. Bien
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que ce soit l’expression du champ rayonné qui est développée par cette méthode,
nous trouvons assez fréquemment dans la littérature le terme de développement
multipolaire ce qui correspond à une approche physique de la solution du problème
de Sturm-Liouville qui consiste à représenter la source comme une superposition
de masses magnétiques appelées dipôles, quadrupôles, octupôles. . .[Wik84]

1.3.3.3 Problème interne - Problème externe

Toutes les solutions générales issues de l’équation de diffusion portent la marque
de la séparation des variables. Dans le cas des harmoniques sphériques et polaires,
des fonctions angulaires sont multipliées par une fonction qui ne dépend que de la
variable r, c’est-à-dire directement de la distance entre le centre de la décomposition
et le point de calcul. Nous pouvons constater qu’il y a un couple de fonctions propres
à cette variable dont l’une est croissante et l’autre décroissante, par exemple la
solution scalaire Ψ de l’équation de Laplace s’écrit (voir Annexe A) :

Ψ(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

[
An ·rn+

Bn

rn+1

]
·[B′

n,m cosmφ+C ′
n,m sinmφ]·Pm

n (cos θ) (1.28)

Ces deux fonctions de la variable r sont généralement liées à deux types de pro-
blème : les problèmes interne et externe [Teg85].

– Admettons que nous cherchions à développer les champs autour d’une source.
Plus nous nous éloignons et moins ces champs seront importants de sorte
qu’à l’infini le champ de la source est nul7. Dans ces conditions, les fonctions
croissantes de r ne peuvent pas intervenir dans l’écriture des champs et les
solutions du problème ne s’écrivent qu’avec les fonctions décroissantes. Cette
écriture est caractéristique d’un problème externe, c’est-à-dire extérieur à la
source.

– Au contraire, lorsque les sources sont tout autour du domaine de développe-
ment harmonique ou à l’infini8 et qu’il n’y a pas de source magnétique dans
ce domaine, alors le champ ne peut qu’augmenter en fonction de r. On parle
alors de problème interne, puisque le développement est entouré de sources.

1.4 Propriétés des développements en série du

champ

Les méthodes que nous allons mettre au point dans la suite de cette étude
reposent sur les propriétés des développements en série des champs. En particulier
se distinguent les propriétés liées à la séparation de variables, sujet que nous avons
déjà commencé d’aborder, les propriétés liées à l’écriture commune des champs
électromagnétiques et enfin les propriétés algébriques des fonctions propres qui
sont la base de l’identification magnétique que nous proposerons dans le chapitre
suivant.

7Il s’agit d’une condition de type (1.18) pour la variable r qui indique que tous les coefficients
relatifs à des fonctions croissantes sont nuls

8Cas du champ terrestre
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1.4.1 La séparation des variables

La méthode de séparation des variables pour résoudre l’équation de diffusion à
permis une écriture en série des champs électromagnétiques dans un milieu conduc-
teur. Nous sommes déjà revenus sur les propriétés des fonctions de décroissance en
coordonnées sphériques et polaires selon le type de problème, mais là n’est qu’un
aspect des propriétés de la séparation des variables. Prenons l’écriture d’une so-
lution de l’équation de Laplace (1.28) que nous écrirons à l’aide des harmoniques
sphériques :

Ψ(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

[
An · rn +

Bn

rn+1

]
· Yn(θ, φ) (1.29)

Ainsi il apparâıt clairement que les solutions s’écrivent comme le produit de
fonctions harmoniques (Yn) et de fonctions (rn et r−(n+1)) qui dépendent de l’indice
n. Il y a donc des périodes spatiales ou des schémas périodiques spatiaux associés
à des décroissances spécifiques. Ce phénomène est à l’origine du développement
multipolaire à l’aide des solutions à variables séparées. L’indice n est appelé ordre ce
qui permet de classer les sources selon la décroissance du champ qu’elles rayonnent.
Par exemple, en coordonnée sphériques, l’ordre n=1 ou dipolaire est caractérisé
par une périodicité unitaire et une décroissance du champ magnétique en r−3, il
possède trois termes distincts9 qui correspondent aux trois configurations possibles
d’un dipôle.

La décomposition multipolaire est tout à fait appropriée à la discrétion magné-
tique du moteur. En considérant un moteur électrique comme la somme de sources
d’ordres différents nous pouvons nous concentrer sur certains ordres en fonction de
leur incidence sur les champs à une distance donnée [Leg96][Sch05a]. De plus, les
périodicités associées à un ordre donnent une information sur l’origine de l’indiscré-
tion magnétique. Par exemple, si la décomposition harmonique du champ magné-
tique d’un moteur fait apparâıtre un terme dipolaire, son influence sera majoritaire
à grande distance. La périodicité relative à cet ordre nous permettra d’identifier
la source d’indiscrétion à un phénomène de période unitaire, comme les pôles si la
machine est dipolaire ou encore à un défaut d’excentricité ou de bobinage.

1.4.2 Une écriture intéressante des champs électromagné-
tiques

Le champ magnétique et le champ électrique sont reliés par les relations de
Maxwell (1.1) de sorte que les coefficients qui interviennent dans l’écriture du
champ magnétique interviennent également dans celle du champ électrique, des
courants de Foucault et du potentiel vecteur magnétique.

Revenons un instant sur le choix que nous avons fait de la direction du vecteur
~W colinéaire à ~r en coordonnées sphériques. Il implique que le potentiel vecteur

9 qui dépendent des valeurs de m de sorte que 0 ≤ m ≤ n pour chaque ordre n
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et le champ électrique sont perpendiculaires à cette direction10 et qu’ils sont des
phénomènes induits par une source magnétique. C’est bien le cas de l’étude d’un
moteur plongé dans un milieu conducteur : il génère des champs magnétiques qui
eux-mêmes induisent des phénomènes électriques.

1.4.3 Propriétés des fonctions propres

Nous avons déjà mis en évidence les propriétés des séries de fonctions propres
et en particulier les propriétés liées à la séparation des variables. Dans cette section
nous mettons en évidence la propriété d’orthogonalité des fonctions harmoniques
liée à la résolution d’un problème de Sturm-Liouville. Nous verrons par la suite
qu’elle est essentielle et sous-jacente à l’identification magnétique.

1.4.3.1 Orthogonalité des fonctions propres

Lors de la résolution du problème de Sturm-Liouville à spectre discret, les
fonctions propres fk associées aux λk forment une suite de fonctions orthogonales
[Dur66] [Pol02] [Hab04]. Elles vérifient alors sur le domaine de définition la condi-
tion d’orthogonalité :

β∫
α

c(x)fpfqdx = 0 si p 6= q (1.30)

Dans le cas de la résolution de problèmes internes ou externes, seules les fonc-
tions propres liées aux variables angulaires sont solutions d’un problème de Sturm
Liouville puisqu’elles répondent toujours à des conditions de type (1.18) sur leur in-
tervalle de résolution. Néanmoins, pour une des variables (généralement la distance
r) il n’existe pas de conditions de type (1.18) claires et l’orthogonalité des fonctions
correspondantes n’est plus intrinsèque11. Notons cependant que les termes des sé-
ries solutions de l’équation de diffusion sont toujours orthogonaux sur un support
C indépendant de la variable r.

L’intérêt de l’orthogonalité de la suite des fonctions propres sur C est qu’elle
permet le développement en série de toute fonction des variables x1, x2 et x3.
Prenons une fonction F quelconque de ces trois variables, alors sur C cette fonction
peut s’écrire à l’aide des fonctions propres :

F (X0, x2, x3) = f1(X0) ·
∞∑
p=0

∞∑
q=0

Ap,q · f2,p(x2) · f3,q(x3) (1.31)

Il s’agit de l’écriture de la meilleure solution de l’équation de diffusion sous forme
d’une série de fonctions propres. Cette écriture est possible du fait de l’orthogonalité
et correspond d’un point de vue algébrique à la projection de F sur la famille

10c’est pourquoi les développements (1.25) et (1.27) sont appelés développement de l’onde
électrique transverse

11Si l’intervalle n’est pas fermé il n’y a pas orthogonalité
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de fonctions propres solutions. Dans ce cas les coefficients Ap,q se déterminent
simplement par projection :

Ap,q =

∮
C
F (x1, x2, x3) · c2(x2)c3(x3)f2,pf3,q · dx2dx3

f1(X0) ·
∮
C
c2(x2)c3(x3)f2,pf3,q · dx2dx3

(1.32)

A titre d’exemple prenons les solutions de l’équation de Laplace en coordonnées
polaires qui correspondent à l’écriture d’un problème interne (voir Annexe A.2.3).
Elles s’écrivent sur un cercle de rayon R0 comme des séries trigonométriques sous
la forme :

Ψ(R0, θ) = a0 · ln(R0) +
∞∑
n=1

[an cosnθ + bn sinnθ] ·R0
−n (1.33)

Nous savons par ailleurs que puisqu’il n’y a pas de source sur ce cercle (condi-
tions de validité du modèle) les grandeurs électromagnétiques sont continues et
périodiques, elles se décomposent donc en séries de Fourier et les coefficients de
cette série sont donnés par les produits scalaires :

< Ψ(R0, θ)|1 >=
1

2π
·

2π∫
0

Ψ(R0, θ)dθ = a0 · ln(R0)

< Ψ(R0, θ)| cosnθ >=
1

π
·

2π∫
0

Ψ(R0, θ) cosnθdθ = an ·R−n0

< Ψ(R0, θ)| sinnθ >=
1

π
·

2π∫
0

Ψ(R0, θ) sinnθdθ = bn ·R−n0

(1.34)

Cet exemple montre qu’il est possible, à partir de l’écriture ou de la mesure
d’une grandeur électromagnétique, de trouver simplement sa décomposition en sé-
rie sur un contour C et par là même de définir une écriture en série des champs élec-
tromagnétiques. Ce sont les propriétés d’orthogonalité sur C des fonctions propres
qui permettent l’identification d’une source sous la forme d’une série harmonique
ou de modèle équivalent multipolaire.

1.4.3.2 Orthonormalisation

Nous venons de mettre en évidence la propriété d’orthogonalité des fonctions
propres sur des contours particuliers C, nous verrons encore dans la suite de cette
étude l’importance des propriétés algébriques non seulement pour l’identification
d’une source magnétique mais aussi dans le calcul des blindages. Admettons que
nous cherchions la solution unique d’un problème externe ou interne à partir de
la donnée de conditions aux limites sur un contour quelconque Cs (voir figure.1.1).
L’orthogonalité sur le contour C0 permet par exemple de définir tous les coefficients
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de la solution particulière du problème. Mais nous voyons que cette solution n’est
pas mathématiquement acceptable dans l’espace entre Cs et C0, bien que nous
connaissions une écriture générale de la solution valable (voir figure.1.1).
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Fig. 1.1 – L’orthonormalisation permet l’identification sur un support quelconque.

Il est néanmoins possible d’étendre la solution à cet espace à condition de
connâıtre des conditions aux limites sur Cs. Admettons que nous connaissions le
problème de Dirichlet qui est la donnée d’une fonction Ψ(P ) en tout point P de
Cs. A l’extérieur de ce contour, en tout point M, nous connaissons également la
solution générale de l’équation de diffusion sous la forme d’une série de fonctions
propres (de terme général ψn). En particulier quand le point M vient en P sur les
limites du domaine :

Ψ(P ) =
∑
n

An · ψn(P ) (1.35)

Malheureusement ces fonctions ne permettent plus la détermination des coef-
ficients An dans le domaine d’étude du fait de la dépendance des trois variables
spatiales (une des familles de fonctions propres n’est pas orthogonale, généralement
la variable r). C’est pourquoi, pour permettre la détermination des coefficients à
partir de Ψ nous étendons la propriété d’orthogonalité des fonctions harmoniques en
procédant à une orthonormalisation sur la surface [Dur66] [Leg96]. Nous définissons
à partir des fonctions propres solutions ψn une famille de fonctions orthonormales
{υn} sur la surface telles que :

∀M : Ψ(M) =
∑
n

Cn · υn(M) et ∀n : Cn =

∮
Cs

Ψ(P ) · υn(P )dl (1.36)

A l’aide des fonctions orthonormées sur le contour Cs, nous pouvons donc dé-
terminer la solution particulière relative aux conditions limites en tout point M du
domaine.

1.4.3.3 Les fonctions propres, système complet

Si l’orthogonalité des fonctions harmoniques sur un contour particulier C0 per-
met l’identification d’une solution unique à partir des conditions aux limites sur
ce contour, lorsqu’il est quelconque l’identification passe nécessairement par un
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processus d’orthonormalisation qui s’avère calculatoire. Pour permettre à moindre
coût l’identification du champ sur un contour quelconque Cs, il faut alors s’appuyer
sur une autre particularité des familles de fonctions propres fk : elles forment des
systèmes complets dans l’espace des fonctions continues par morceaux sur Cs. Le
champ magnétique, électrique ou le potentiel vecteur sont des fonctions continues
ou continues par morceaux sur un contour Cs quelconque contenu dans un même
milieu. Des conditions de Dirichlet sur Cs peuvent donc s’écrire comme une fonc-
tion Ψm continue par morceaux. Or les fonctions propres solutions de l’équation de
diffusion forment un système complet [Hob31] [Dur66], c’est-à-dire que pour tout
Ψm défini sur un contour Cs il est possible d’écrire :

Ψm(u) =
∞∑
k=1

Ak · fk(u) u ∈ Cs (1.37)

et surtout :

εN =

∮
Cs

∣∣∣∣∣Ψm(u)−
N∑
k=1

Ak · fk(u)

∣∣∣∣∣
2

du→ 0 qd N →∞ (1.38)

Autrement dit, quelle que soit l’écriture des conditions de Dirichlet (ou Neu-
mann) sur un contour Cs, il existe toujours une famille unique de coefficients Ak
aux sens des moindres carrés qui permet d’écrire ces conditions à l’aide d’une série
de fonctions propres (1.37).

Cette propriété des familles de fonctions propres est essentielle et nous permet-
tra d’identifier les coefficients à l’aide d’une inversion aux sens des moindres carrées
sur un contour quelconque. Cependant il est à noter que si cette méthode est moins
calculatoire, elle est extrêmement contrainte par la vitesse de convergence de εN sur
Cs. En particulier si le contour est anguleux (carré, dents rotoriques), la fonction
Ψm (qui est continue par morceaux) aura alors des points anguleux ou pire des
discontinuités. Dans ce cas la convergence de εN sera particulièrement lente et la
représentativité de Ψm à l’aide d’une série de fonctions propres ne sera valide que
si la somme est infinie12.

Prenons par exemple l’écriture des solutions de l’équation de diffusion en co-
ordonnées polaires. Elles s’écrivent à l’aide de séries de Fourier qui permettent
une représentation d’une fonction continue par morceaux périodique sur l’inter-
valle [0, 2π] mais font également apparâıtre des phénomènes de Gibbs lorsque la
fonction possède une discontinuité.

1.5 Conclusions

La résolution de l’équation de diffusion à variables séparées permet d’écrire la
solution de cette équation différentielle à l’aide d’une série de fonctions propres.
L’écriture de l’unique solution des champs électromagnétiques est possible par iden-
tification de tous les coefficients sur un contour C, ce qui est permis grâce aux

12Dans ce cas l’erreur aura forcement convergé
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propriétés d’orthogonalités des fonctions propres. Il est également possible d’iden-
tifier une écriture des champs électromagnétiques sur un contour quelconque en
exploitant le fait que les fonctions propres forment un système complet sur l’es-
pace vectoriel normé des fonctions continues par morceaux sur C. Cette propriété
permet l’identification de la solution particulière au sens des moindres carrés sur
un contour quelconque. Cependant, selon le contour C la convergence d’une sé-
rie de fonctions propres vers les conditions de Dirichlet peut être un phénomène
extrêmement lent.

Dans ce chapitre nous avons montré l’origine et les propriétés des développe-
ments en série des champs électromagnétiques. Nous avons insisté sur les propriétés
algébriques des solutions qui permettent de déterminer une solution unique en fonc-
tion des conditions aux limites. En particulier les écritures des problèmes internes
et externes ressortent et fournissent l’écriture d’un modèle sous la forme d’un dé-
veloppement multipolaire. En explicitant les propriétés algébriques des fonctions
propres de l’équation de diffusion nous montrons qu’il est toujours possible de
déterminer une famille de coefficients à partir de conditions aux limites. L’iden-
tification magnétique que nous allons proposer dans le chapitre suivant consiste
à identifier ces coefficients à partir d’un nombre limité de mesures. Comme nous
verrons, le problème soulevé est celui de la détermination du nombre de mesures
en fonctions de l’ordre du développement. En effet, mathématiquement il existe
toujours une série infinie de fonctions propres solution mais en pratique nous cher-
cherons un développement limité adapté à la source et aux nombres de capteurs
magnétiques et électriques disponibles.
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2.1 Introduction

Le chapitre précédent présentait les modèles harmoniques des champs. En par-
ticulier, nous insistions sur les propriétés des fonctions harmoniques liées à la sépa-
ration des variables qui introduisent la notion d’ordre nécessaire à la caractérisation
d’une source.

Établir la décomposition harmonique d’une source s’apparente à identifier les
termes harmoniques qui la caractérisent. Nous pouvons dès à présent sentir la dua-
lité intrinsèque de l’identification : d’une part elle fournit une écriture des champs
électromagnétiques qui permet leur extrapolation et, d’autre part elle permet de
caractériser une source. L’enjeu de l’identification est alors également double : elle

25
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permet le calcul des champs à grandes distances et la mise en oeuvre d’une straté-
gie de discrétion (blindage magnétique), mais aussi de caractériser une source, ce
qui s’avère être un outil précieux de diagnostic.

Si le mécanisme de l’identification est assez simple à appréhender1, sa mise en
œuvre soulève un grand nombre de questions concernant la source, le modèle et la
mesure. Afin de cibler ces interrogations et d’y apporter des réponses concrètes nous
allons présenter l’identification en suivant une démarche progressive qui partira
d’une approche analytique simple pour aboutir à l’écriture d’un système linéaire et
à sa résolution. Le but de cette démarche est de nous familiariser avec l’écriture et
la résolution de l’identification ainsi qu’aux problèmes sous-jacents qui pourraient
être négligés.

Pour cette raison ce chapitre est divisé en deux parties. La première présente une
approche empirique de l’identification tout en brossant les précautions nécessaires
pour définir un modèle correct et adapté de source. La seconde partie présente
l’identification comme un problème inverse et fait ressortir des outils qui vont
permettre son écriture optimale. Enfin, riches de l’analyse et de l’expertise que
nous aurons acquise, nous pourrons enfin conclure en montrant les perspectives
de l’identification magnétostatique mais aussi ses limites à l’aide d’un exemple
didactique.

2.2 Approche empirique

Par souci de clarté, nous proposons dans un premier temps d’étudier l’identi-
fication magnétostatique d’une source (Σ) en coordonnées polaires (Fig.2.1), bien
que ce système de coordonnées ne soit pas adapté à la représentation de sources
de dimensions finies.

2.2.1 Détermination du modèle harmonique d’une source

En coordonnées polaires, le potentiel vecteur créé par une source magnétosta-
tique s’écrit (voir Annexe A.2.3) :

~A(r, θ) =

{
[a0 + b0 · ln(r)] +

∞∑
n=1

[an · cos(nθ) + bn · sin(nθ)] · r−n
}
· ~ez (2.1)

il vient alors l’expression de l’induction magnétique :

~B(r, θ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

n · [−an · sin(nθ) + bn · cos(nθ)] · r−(n+1)

−b0
r

+
∞∑
n=1

n · [+an · cos(nθ) + bn · sin(nθ)] · r−(n+1)

(2.2)

1il s’agit de déterminer l’écriture harmonique d’une source magnétique à partir de mesures
effectuées dans son voisinage
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Identifier une source revient à déterminer l’ensemble des coefficients {an, bn}
qui permettent une bonne représentation du champ magnétique créé par celle-ci.
C’est pourquoi la première étape de l’identification consiste à déterminer le nombre
d’inconnues que nous cherchons. L’écriture (2.2) est une excellente représentation
de l’induction magnétique en tout point de l’espace mais elle nécessite une infinité
de coefficients. A partir de l’information disponible par quelques capteurs nous
ne pouvons pas déterminer la valeur de tous les coefficients et pour ce faire nous
devons limiter les séries (2.1) et (2.2) à leurs termes les plus significatifs.

2.2.1.1 La notion d’ordre

Les propriétés des modèles harmoniques que nous avons évoquées dans le cha-
pitre précédent vont heureusement dans le sens d’un développement limité des
séries précédentes (voir §1.4.1). En particulier la notion d’ordre liée à la décrois-
sance de chaque terme joue un rôle majeur. En effet, l’observation de (2.2) ou (2.1)
montre clairement que certains termes ont une décroissance plus forte en fonction
de la distance au centre de la décomposition. Il existe donc une distance à partir
de laquelle chacun de ces termes devient négligeable vis-à-vis du reste de la série.
Cette série peut alors être limitée aux termes non négligeables en fonction de la dis-
tance à laquelle nous situons nos observations. Nous pouvons alors parler de source
d’ordre N, l’ordre étant l’indice N du dernier terme de la série non négligeable (voir
Fig.2.1).
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Fig. 2.1 – Domaines d’influence des ordres d’une source quelconque (Σ) en fonction de
la distance au centre.

Cependant, la détermination de l’ordre maximum n’est pas basée sur l’unique
décroissance des termes et le bruit de la mesure intervient fortement. En effet, en
plus du bruit magnétique ambiant, la mesure magnétique est toujours entachée
du bruit des capteurs qui fait partie de leurs spécifications. Alors, la limitation
d’une source à un ordre N n’est pas uniquement justifiée par le fait que les termes
supérieurs à N sont négligeables, mais surtout parce qu’ils sont partiellement noyés
dans le bruit de la mesure.
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2.2.1.2 L’information a priori

L’information a priori joue un rôle central dans notre étude. En plus de la dé-
croissance « naturelle » des termes qui définit l’ordre de la source, elle apporte
une connaissance qui permet de négliger des termes supplémentaires dans le dé-
veloppement limité de l’induction magnétique (2.2). Par exemple, si la source est
périodique de période P, il est évident que seuls les termes de période multiple de
P vont avoir un rôle dans l’écriture de l’induction. En utilisant cette information
nous divisons par P le nombre de coefficients {an, bn} à identifier.

La difficulté de l’information a priori, même simple comme les périodicités ou les
symétries, est qu’elle n’est pas rigoureusement exacte ou, dans le cadre de l’identi-
fication d’une source inconnue, qu’elle n’est pas disponible. Prenons l’exemple d’un
moteur, à p paires de pôles. Il possède des périodicités relatives à ce nombre de
pôles qui devraient permettre de limiter le nombre d’inconnues. Mais la réalité est
toute autre et les dissymétries dues aux défauts d’usures ou de fabrication peuvent
être contradictoires avec l’information a priori. Nous devons donc utiliser l’infor-
mation avec intelligence pour ne pas contraindre l’identification à l’erreur. Nous
rentrerons plus en détail sur l’emploi de l’information a priori au cours du cha-
pitre 4. Pour l’heure, nous supposerons ne posséder aucune information a priori, ce
qui va nous permettre de mettre en place l’identification magnétostatique la plus
générale possible.

2.2.1.3 Zone de validité du modèle

Notre but est d’obtenir un modèle sous forme d’un développement limité de
(2.2) qui soit représentatif de l’induction magnétique. La notion d’ordre, qui est
toujours vérifiée quelle que soit la source, va nous permettre de limiter le dévelop-
pement de (2.2) de sorte que le nombre de coefficients à déterminer soit fini. Ainsi,
l’induction magnétique d’une source d’ordre N s’écrira :

~B(r, θ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N∑
n=1

n · [−an · sin(nθ) + bn · cos(nθ)] · r−(n+1)

−b0
r

+
N∑
n=1

n · [+an · cos(nθ) + bn · sin(nθ)] · r−(n+1)

(2.3)

En coordonnées polaires, par exemple, le nombre de coefficients {an, bn} à iden-
tifier est 2N+1. L’ordre N de la source variant avec la distance au centre (Fig.2.1),
plus l’observation est éloignée du centre et moins le nombre de coefficients néces-
saires pour caractériser l’induction de cette source sera important. Naturellement
nous venons à penser que plus nous sommes loin et plus il est facile d’identifier une
source. Mais ce raisonnement a principalement deux limites. La première est liée
au rapport signal sur bruit : plus nous sommes loin de la source et moins le signal
de la source est important par rapport au bruit, donc plus une erreur d’identifi-
cation est possible. La seconde est liée à l’application que nous désirons : si nous
cherchons à extrapoler la signature de la source au loin pour garantir sa discrétion,
alors le raisonnement est acceptable. Par contre, si nous cherchons à caractériser la
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source pour des applications de précision (diagnostic) ou obtenir un modèle précis à
proximité pour garantir la discrétion à courte distance, alors le raisonnement n’est
pas acceptable et nous devons chercher une source d’ordre N élevé. Afin d’éviter
toute confusion possible précisons que lorsqu’un modèle est déterminé à l’ordre N,
il n’est représentatif de l’induction magnétique qu’à l’extérieur de la zone où les
termes d’ordre supérieur sont négligeables (voir Fig.2.1).

2.2.1.4 Propriétés des coefficients harmoniques

Les coefficients harmoniques sont les inconnues à identifier à partir de la mesure.
Ils possèdent quelques propriétés remarquables [Leg96] :

– Les coefficients interviennent dans l’écriture de toutes les grandeurs électro-
magnétiques, puisqu’elles sont toutes obtenues à partir du potentiel vecteur
(voir §1.3.1). L’identification de ces coefficients est donc possible en regrou-
pant différents types de mesures magnétiques (champ, gradient) et électriques
(champ, potentiel électrique).

– Ils sont intrinsèques à la source et au choix du centre de la décomposition,
c’est-à-dire qu’ils sont indépendants de la mesure. Quel que soit le jeu de
mesures disponibles des grandeurs électromagnétiques de la source, les co-
efficients harmoniques obtenus doivent être identiques et indépendants des
conditions de mesures ou des grandeurs mesurées.

– Les champs électriques, les potentiels vecteurs ou les champs magnétiques
sont linéairement dépendants des coefficients. Il est donc très simple de cal-
culer ces coefficients à partir des mesures.

Les propriétés des coefficients harmoniques sont telles que deux identifications
à des ordres différents N1 et N2 doivent donner des coefficients communs identiques
(les coefficients ne dépendent que de la source).

2.2.1.5 Choix du centre de la décomposition

Le choix du centre de la décomposition est primordial. Il détermine la valeur de
l’ensemble des coefficients. C’est pourquoi nous avons spécifié dans les propriétés
de ces coefficients qu’ils étaient intrinsèques à la source et au choix du centre de
la décomposition. Illustrons ce propos à l’aide d’un exemple simple : le conducteur
infini décentré.

Prenons un câble électrique de rayon a parcouru par un courant électrique
d’amplitude I (Fig.2.2.(1)). Si le centre de la décomposition est confondu avec le
centre du câble, alors en tout point P tel que r > a nous pouvons écrire le potentiel
vecteur magnétique à une constante près :

~A(r, θ) =

{
−µ0I

2π
· ln(r) + Cste

}
· ~ez (2.4)

Si maintenant, ce même câble est décentré de b par rapport au centre
(Fig.2.2.(2)), le potentiel vecteur magnétique en tout point P défini à partir du
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centre O de la décomposition s’écrira [Dur66] :

~A(r, θ) =

{
−µ0I

2π
·
[
ln(r)−

∞∑
n=1

1

n
·
(
b

r

)n

cos(nθ)
]
+ Cste

}
· ~ez (2.5)

Cette expression du potentiel vecteur montre très clairement la formation
d’ordres supérieurs. L’importance de ces ordres dépend du rapport (b/r) : plus
b sera grand et plus le câble sera une source d’ordre élevée.
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Fig. 2.2 – Exemple d’une source décentrée par rapport au centre de la décomposition
multipolaire : le câble décentré.

Nous pouvons donc tirer un enseignement simple de cet exemple : Le choix du
centre de la décomposition est un point crucial qui détermine l’ordre de la source
et par là-même le nombre de coefficients à déterminer. Ainsi, toute identification
doit être précédée de l’optimisation du centre de la décomposition [Sco03]. Dans
la plupart des cas d’identification que nous traiterons, nous choisirons leur centre
géométrique. En particulier pour des moteurs qui possèdent une géométrie liée à
leur fonctionnement, l’hypothèse a priori la plus raisonnable consiste à choisir leur
centre géométrique. Pour des sources inconnues, nous ferons preuve d’un degré
supplémentaire d’analyse qui consiste à vérifier a posteriori la validité de notre
hypothèse a priori : c’est le principe de l’inférence bayésienne que nous traiterons
ultérieurement.

2.2.1.6 Remarque complémentaire

Les séries harmoniques de types (2.1) sont souvent obtenues à partir
d’un développement limité de 1/r dans le système de coordonnées considéré
[Hob31][Sal82][Leg96]. De ce fait, le développement harmonique n’est valable qu’à
l’extérieur d’une surface relative au repère (cercle, sphère, ellipse,. . .) et adhérent à
la source (sphère englobant la source). L’approche que nous avons choisie, qui est
celle de la résolution des équations de Maxwell à l’aide de la méthode des variables
séparées n’impose à aucun moment cette limite de validité [Dur66]. Le fait d’être
en dehors de la surface limite garantit la convergence des séries harmoniques et a
fortiori la convergence du développement limité de 1/r. En effet, prenons l’expres-
sion du potentiel vecteur (2.1) et supposons que la source (Σ) est inscrite dans un
cercle de rayon R0 (voir Fig.2.3). Alors en tout point tel que r > R0 nous pouvons
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écrire ce potentiel :

~A(r, θ) =

{
a0 + b0 · ln

[
r

R0

]
+

∞∑
n=1

[an · cos(nθ) + bn · sin(nθ)] ·
[
r

R0

]−n}
·~ez (2.6)

Puisque (r/R0) est supérieur à 1, nous sommes assurés de la convergence absolue
de (2.6). Ce que nous traduisons physiquement par : en tout point tel que r > R0

il existe un ordre N fini qui permet une représentation à ε près du potentiel. En
d’autres termes, en dehors de ce cercle le champ de la source a un ordre fini qui ne
dépend que de la distance au centre du développement.

N fini
� � � � � � � � � � �
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Fig. 2.3 – Développement harmonique et surface limite.

Lorsque r ≤ R0, il n’y a plus convergence absolue de la série, bien qu’un dé-
veloppement harmonique soit encore valable. Comme nous l’avons fait remarquer
au chapitre précédent, les fonctions harmoniques forment un système complet qui
assure une convergence du développement harmonique d’autant plus lente que la
forme de la source est irrégulière. Pour cette raison nous considérerons pour l’ins-
tant qu’à l’intérieur de cette limite l’ordre de la source est indéterminable (il dépend
de la vitesse de convergence des séries) et qu’a fortiori le nombre de capteurs né-
cessaires est également indéterminable. Nous éviterons donc, tout au moins dans le
cadre de l’identification magnétique, d’exploiter des développements harmoniques
dans cette zone.

2.2.2 Identification - Approche empirique

La première approche mise en oeuvre pour l’identification des séries de fonc-
tions harmoniques repose sur les propriétés d’orthogonalité de ces fonctions. Pour
déterminer les coefficients harmoniques nous pensons immédiatement à utiliser le
produit scalaire canonique associé à l’espace de ces fonctions. Bien que cette mé-
thode n’est pas celle que finalement nous retiendrons, elle est la première approche
qui fut proposée par Fourier2 et qui fournit un degré d’analyse important sur le
nombre de capteurs nécessaires et leur placement en fonction de l’ordre de la source.

2.2.2.1 Propriétés des fonctions harmoniques

La propriété essentielle des développements harmoniques est liée, comme nous
l’avons montré au chapitre précédent, à la méthode de séparation des variables

2Fourier travaillait sur une résolution harmonique de l’équation de la chaleur [Fou22].
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et en particulier à la résolution d’un problème de Sturm-Liouville. Il s’agit de
l’orthogonalité des fonctions dont les variables sont bornées (voir § 1.4.3), c’est-à-
dire l’orthogonalité des fonctions angulaires.

Prenons par exemple le potentiel vecteur magnétique en coordonnées polaires :

~A(r, θ) =

{
[a0 + b0 · ln(r)] +

∞∑
n=1

[an · cos(nθ) + bn · sin(nθ)] · r−n
}
· ~ez (2.7)

Sur un support C indépendant de la variable r, comme par exemple un cercle de
rayon R, il est possible d’écrire simplement ce potentiel comme une série de Fourier
sous la forme :

~AR(θ) =

{
[a0 + b0 · ln(R)] +

∞∑
n=1

[an · cos(nθ) + bn · sin(nθ)] ·R−n
}
· ~ez (2.8)

Par ailleurs, nous savons que les fonctions trigonométriques {sin(nθ), cos(nθ)}n∈N
forment une base orthogonale de l’espace des fonctions continues par morceaux sur

[0; 2π] au sens du produit scalaire < u|v >= 1
π

2π∫
0

uv · dθ.

Alors, en exploitant les propriétés des fonctions trigonométriques nous pouvons
déterminer les coefficients harmoniques dans (2.7), et il vient par application du
produit scalaire sur C :


∀n ∈ N∗ : < AR(θ)| cos(nθ) >= anR

−n

< AR(θ)| sin(nθ) >= bnR
−n

si n = 0 : < AR(θ)|1 >= [a0 + b0 · ln(R)]

(2.9)

Il est donc possible en exploitant simplement les propriétés d’orthogonalité des
fonctions harmoniques d’identifier les coefficients d’une décomposition en calculant
pour tout ordre les produits scalaires précédents (2.9). Ce résultat, présenté pour
des harmoniques polaires est également valable pour les harmoniques sphériques
qui naturellement forment une base orthogonale sur une sphère.

2.2.2.2 Mise en oeuvre d’un dispositif d’identification

Le produit scalaire canonique, qui est le calcul d’une intégrale, nous permet
donc de déterminer les coefficients harmoniques d’une décomposition. Le problème
que nous devons résoudre maintenant est celui du calcul de ces intégrales à partir
de représentations discrètes de la grandeur physique à identifier (voir Fig.2.4). En
effet, nous ne possédons pas de mesure continue mais une représentation sous forme
d’un échantillonnage spatial.

Rapportons nous alors à nos connaissances en traitement du signal : pour qu’un
signal soit correctement échantillonné il faut que sa fréquence d’échantillonnage
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soit au moins deux fois supérieure à celle du signal, sinon il y a nécessairement
une perte d’information 3. Ainsi lorsque nous voulons identifier une source d’ordre
N en coordonnées polaires nous devons placer au moins 2N+1 capteurs (si chaque
capteur apporte une seule information).

Représentation continue de la

grandeur mesurée

Représentation des valeurs  discrètes

mesurées par les capteurs
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Fig. 2.4 – Source (Σ) et dispositif de capteurs qui réalisent un échantillonnage spatial.

Il était simple à première vue d’appréhender le nombre de capteurs nécessaires
à l’identification d’une source d’ordre N. Puisqu’il y avait 2N+1 inconnues en co-
ordonnées polaires4 il fallait nécessairement que les mesures apportent au moins
2N+1 informations. Nous verrons par la suite que c’est bien le nombre d’incon-
nues qui détermine le nombre de capteurs nécessaires à l’identification parce qu’il
détermine le rang d’un système linéaire dont les coefficients sont solutions.

L’apport de cette approche empirique de l’identification est important parce
qu’elle met en avant le mécanisme intrinsèque de l’identification basé sur la pro-
priété d’orthogonalité des développements harmoniques. Elle fait de plus le lien
avec la théorie du traitement du signal. En particulier, elle rappelle le théorème de
Shannon, c’est-à-dire que c’est l’ordre N réel de la source qui détermine le nombre
de capteurs nécessaires. Nous verrons par la suite que si nous avons mal estimé
l’ordre maximum de cette source le résultat de l’identification sera nécessairement
faux même si le système linéaire que nous écrivons est parfait (le système est parfait
mais le modèle ne correspond pas).

2.2.3 Conclusion

L’examen de cette approche empirique nous a initié à des mécanismes simples
d’identification, aux divers problèmes rencontrés et aux limites de l’approche ana-
lytique. La principale limite de cette approche est que le calcul des coefficients
harmoniques passe par l’intégration numérique, ce qui est possible uniquement si
les capteurs sont disposés sur un rayon constant. Quand une autre disposition de

3C’est le théorème de Shannon
4En coordonnées sphériques une source d’ordre N aura N2 + 2N coefficients.
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capteurs est exploitée nous perdons la propriété d’orthogonalité (du fait que la va-
riable r n’est plus neutre) et de ce fait la méthode n’est plus exploitable. Il faut donc
nous retourner vers une autre méthode d’identification, moins restrictive en terme
de placement. Les propriétés des coefficients harmoniques nous poussent alors vers
la résolution d’un système linéaire dont les inconnues sont les coefficients. Nous al-
lons donc nous laisser entrâıner dans cette voie tout en gardant à l’esprit la validité
des développements harmoniques, l’influence du choix du centre et surtout l’im-
portance de l’estimation de l’ordre maximum de la source qui détermine l’écriture
d’un système linéaire adapté, mais aussi le nombre de mesures nécessaires.

2.3 Problème inverse

L’identification magnétostatique proposée dans la partie précédente exploitait
une approche analytique qui se traduisait par le calcul numérique des produits
scalaires associés aux fonctions harmoniques. Mais cette approche est trop restric-
tive. En particulier les mesures doivent être situées à rayon constant et respecter
un échantillonnage assez régulier pour permettre le calcul numérique des produits
scalaires. Les propriétés des coefficients harmoniques, en particulier la dépendance
linéaire des grandeurs électromagnétiques vis-à-vis des coefficients, nous suggèrent
d’identifier ces coefficients en résolvant un problème inverse matriciel (voir Annexe
B.1.2). Nous allons donc montrer que cette approche est plus adaptée à l’identifi-
cation magnétostatique, nous utiliserons pour cela un modèle de source en coor-
données sphériques.

2.3.1 Problème direct

La résolution d’un problème inverse nécessite deux étapes : la paramétrisation
du système, que l’on appelle généralement problème direct, et la résolution qui
dépend de la méthode de résolution choisie (voir Annexe B). Le problème direct est
donc l’étape qui consiste à paramétrer au mieux un système physique afin d’obtenir
l’adéquation entre ses paramètres et la physique. Les développements harmoniques
sont des modèles de source dont une paramétrisation simple est possible à l’aide
des coefficients harmoniques. De plus, les propriétés de ces coefficients (voir §2.2.1)
sont intrinsèquement liées à l’état magnétique de la source ce qui nous conforte
dans la représentativité et le choix de cette paramétrisation.

2.3.1.1 Modèle harmoniques sphériques

Supposons que nous connaissons l’ordre N d’une source magnétostatique. Étant
donné que nous ne disposons que de mesures d’induction magnétique, nous allons
écrire un modèle harmonique de l’induction rayonnée par la source à l’aide des
harmoniques sphériques jusqu’à l’ordre N.

Nous rappelons que ce modèle ne sera une paramétrisation admissible de l’in-
duction magnétique que dans la zone où la source peut-être considérée comme une
source d’ordre N. Nous avons montré dans le chapitre précédent que l’écriture de
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l’induction magnétique en coordonnées sphériques passait par l’intermédiaire d’un
vecteur ~W (voir §1.3.2), qui s’écrira en un point P (r, θ, φ) :

~W (P ) =

{
N∑
n=0

r−n ·
n∑

m=0

[an,m cos(mφ) + bn,m sin(mφ)] · Pm
n (cos θ)

}
· ~er (2.10)

La relation (1.26) donne alors l’expression de l’induction magnétique :

~B(P ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N∑
n=1

n(n+ 1) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(mφ) + bn,m sin(mφ)] · Pm
n (cos θ)

N∑
n=1

−n · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(mφ) + bn,m sin(mφ)] · ∂P
m
n (cos θ)

∂θ

N∑
n=1

n ·m · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m sin(mφ)− bn,m cos(mφ)] · P
m
n (cos θ)

sin θ

(2.11)
que nous pouvons encore écrire :

~B(P ) =
N∑
n=1

n∑
m=0

[an,m · ~Un,m(P ) + bn,m · ~Vn,m(P )] (2.12)

Remarque : L’écriture de l’induction magnétique (2.11) correspond à un pro-
blème externe caractérisant une source localisée. La solution harmonique complète
de l’équation de Laplace possède un deuxième terme qui correspond à un problème
interne caractérisant une source placée à l’extérieur des mesures (voir §1.3.3.3).
Selon l’identification désirée nous utiliserons une écriture différente.

2.3.1.2 Écriture matricielle du problème direct

L’écriture (2.12) met très clairement en évidence la relation vectorielle linéaire
entre les coefficients harmoniques {an,m; bn,m} et l’induction au point P. Nous pou-
vons alors écrire ce système linéaire en p différents points de mesure, ce qui conduit
à un système linéaire, qui peut s’écrire matriciellement :

B = F ·C (2.13)

soit plus explicitement :
B(P1)
B(P2)

...
B(Pp)


︸ ︷︷ ︸

B{3p×1}

=


U0,0(P1) U1,0(P1) V1,0(P1) U1,1(P1) . . . VN,N(P1)
U0,0(P2) U1,0(P2) V1,0(P2) U1,1(P2) . . . VN,N(P2)

...
...

...
...

. . .
...

U0,0(Pp) U1,0(Pp) V1,0(Pp) U1,1(Pp) . . . VN,N(Pp)


︸ ︷︷ ︸

F{3p×(N2+2N)}

·



a0,0

a1,0

b1,0
a1,1
...

bN,N


︸ ︷︷ ︸

C{(N2+2N)×1}
(2.14)
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La résolution de ce système linéaire donne l’ensemble des valeurs des coefficients
harmoniques recherchés, elle permet donc l’identification. Notre connaissance des
systèmes linéaires nous permet déjà d’affirmer que pour avoir l’ensemble des pa-
ramètres solutions de (2.14) il faut que le rang du système soit égal au nombre
de coefficients recherchés, ce qui suppose qu’il y a au moins autant d’information
disponible par la mesure. En pratique, la matrice F est rarement inversible et nous
chercherons une solution approchée au sens des moindres carrés.

2.3.2 Inversion et identification

Reprenons l’écriture du problème direct précédent (2.13). L’identification
consiste à déterminer les coefficients harmoniques à partir de la mesure. Nous cher-
chons donc à utiliser le modèle harmonique à l’inverse des deux relations (2.13) et
(2.14) : il s’agit donc d’un problème inverse que nous pouvons mathématiquement
résumer par :

Trouver C0 tel que : F ·C0 = Bmes (2.15)

où C0 est le vecteur des coefficients le plus proche de la physique.

2.3.2.1 Quasi-solution

Pour calculer les coefficients harmoniques solutions du problème inverse (2.15)
nous pensons tout naturellement à inverser la matrice F, mais elle n’est pas néces-
sairement inversible. En effet, nous n’avons pas nécessairement autant de mesures
que de coefficients, en particulier quand le nombre de capteurs est limité. De plus,
même si F est carrée elle n’est pas nécessairement inversible car son rang peut être
inférieur au nombre de coefficients recherchés. Nous devons alors nous satisfaire
d’une solution C0 approchée au sens des moindres carrés dite quasi-solution qui
minimise la distance d entre la mesure et le modèle :

d(C) = ‖F ·C−Bmes‖ (2.16)

Cette quasi-solution est donnée par le système normal, ou formule des moindres
carrés. Elle correspond aux coefficients C0 qui annulent la dérivée de la distance
(2.16)(voir B.1.5) :

C0 = (FtF)−1 · FtBmes (2.17)

Il y a cependant une limite importante à la solution (2.17) : elle n’est unique que
lorsque le problème est bien posé (voir B.1.3). En particulier, le bruit de mesure
introduit une incertitude qui peut dégrader le système linéaire, ce qui entrâıne
nécessairement l’existence de plusieurs solutions, parmi lesquelles nous devons faire
un choix.
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2.3.2.2 Décomposition en valeurs singulières

Avant d’établir le choix de la solution du problème inverse d’identification,
nous allons faire ressortir deux outils importants nous permettant d’estimer l’état
du système linéaire et de ses solutions.

Le premier de ces outils est le rang de la matrice F qui représente le degré de
liberté du système linéaire. Comme nous l’avons déjà fait remarquer, si le rang
est inférieur au nombre de coefficients la solution n’est pas unique : on parle alors
de problème sous-déterminé du fait que le noyau de F n’est pas observable (voir
B.1.4). L’intérêt du rang est donc qu’il donne la taille du sous-espace des coefficients
identifiables (observables), c’est-à-dire le nombre de coefficients que nous pouvons
identifier dans le meilleur des cas. Nous pouvons alors faire deux utilisations du
rang : soit il nous informe sur la qualité globale du système linéaire (sa liberté),
soit il nous informe sur la qualité de la mesure (nombre de mesures et placement).
Il sera donc un outil précieux pour la mise en oeuvre de l’identification et sa
résolution. Nous nous sommes jusqu’ici essentiellement inquiété de l’état de la
matrice F. Or le système linéaire dépend également du vecteur des mesures Bmes.
En effet, si la mesure est bruitée l’influence du bruit sur le problème inverse peut
être important. Il peut effectivement entrâıner des incohérences entre les lignes du
système linéaire et ainsi erroner sa résolution. Nous cherchons donc un outil qui
permet d’évaluer la stabilité du système vis-à-vis du bruit, ce que la décomposition
en valeurs singulières de F va nous fournir.

Si la matrice F n’est pas inversible, les matrices (FtF) et (FFt) sont carrées,
symétriques. Elles sont alors diagonalisables et il existe deux matrices orthogonales
U, V et une matrice diagonale Λ telles que F admette une décomposition en valeurs
singulières (voir B.2.1) :

F = U · Λ ·Vt (2.18)

La matrice Λ est particulièrement intéressante car, d’une part elle est de rang
r égal à rang(F) et d’autre part elle possède r valeurs propres λ1 . . . λr réelles po-
sitives et non nulles classées par module décroissant qui sont les valeurs singulières
de F. Pour comprendre l’intérêt de la décomposition en valeurs singulières nous
pouvons écrire (2.15) en utilisant (2.18) sous la forme :

ΛVtC0 = UtBmes soit Λ ·X = Y avec X = VtC0 et Y = UtBmes (2.19)

Cette équation met linéairement en relation la projection X des coefficients C0

sur une base orthogonale de l’espace des coefficients et la projection orthogonale Y
des mesures Bmes sur une base orthogonale de l’espace des mesures. Nous obtenons
ainsi une relation permettant d’évaluer à l’aide des valeurs singulières la stabilité
des coefficients harmoniques identifiés vis-à-vis de la variation de la mesure (voir
B.2.4).

A ce stade de la décomposition en valeurs singulières, l’idée classiquement ex-
ploitée pour la résolution de problèmes inverses consiste à observer chaque valeur
singulière pour déduire la sensibilité de l’identification de chaque composante de X
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vis-à-vis du bruit. Ce raisonnement permet en particulier de régulariser la solution
en tronquant les valeurs singulières les plus instables (voir B.2.5) et ainsi favoriser
l’ensemble des inconnues observables et stables. Mais ce raisonnement ne peut pas
s’appliquer dans le cadre de l’identification en harmoniques sphériques pour deux
raisons :

– La première est que la troncature réduit le nombre de coefficients observables
(le rang de F). Nous perdons ainsi une information utile à propos du dévelop-
pement harmonique de la source, en négligeant une partie des coefficients :
ce qui dégrade nécessairement la validité du modèle.

– La seconde limite est liée aux termes négligés. La troncature pourrait être
une méthode utile si une valeur singulière tronquée était liée à un unique co-
efficient harmonique : dans ce cas, tronquer reviendrait effectivement à nous
limiter aux solutions observables et stables. Malheureusement, nous ne négli-
geons pas un seul coefficient, mais un terme xk de la projection X. Alors, à
moins que V ne soit une matrice diagonale (ce qui signifie que F est ortho-
gonale) la troncature va avoir une incidence sur l’ensemble des coefficients.

Bien que la méthode de troncature ne convienne pas au processus d’identifica-
tion, la décomposition en valeurs singulières reste un outil intéressant qui caracté-
rise la sensibilité des coefficients dans leur ensemble vis-à-vis du bruit de mesure.
En particulier, le conditionnement de la matrice F, qui est le rapport entre la
plus petite et la plus grande des valeurs singulières, est représentatif de la stabi-
lité de l’évaluation de l’ensemble des coefficients. Il est donc un outil précieux qui
nous permettra dans la suite de ce travail d’estimer la qualité globale du problème
inverse.

2.3.3 Stabilisation et écriture optimale

Pour résumer les paragraphes précédents, l’identification est strictement équi-
valente à la résolution d’un système linéaire et possède deux outils de diagnostic
sur l’état du système. Le rang apporte une information quantitative sur le système
et renseigne sur le nombre de coefficients identifiables, le conditionnement fournit
pour sa part une information qualitative sur la stabilité de ces coefficients. Nous
allons maintenant évaluer les performances du système linéaire et optimiser son
écriture en utilisant ces deux outils.

2.3.3.1 Normalisation des polynômes de Legendre

La résolution du problème inverse consiste à trouver une solution telle que la
distance (2.16) soit minimale. Or elle est minimale lorsque les coefficients harmo-
niques sont ceux qui déterminent la projection orthogonale de Bmes sur l’espace
vectoriel relatif aux termes du développement harmonique. C’est d’ailleurs ce qui
nous poussait lors de notre approche empirique à calculer les coefficients comme
des produits scalaires (voir 2.9). Par ailleurs, nous savons que les fonctions harmo-
niques sont des familles de fonctions orthogonales (voir § 1.4.3), les harmoniques
sphériques n’échappent pas à cette règle. Une première optimisation de l’écriture
harmonique du problème inverse consiste alors naturellement à orthonormaliser la
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base des fonctions harmoniques sphériques sur la sphère unitaire : chaque terme
harmonique aura donc le même rôle. Nous exploitons alors la définition universelle
des harmoniques sphériques [Hob31][Mac67][Ang72] :

Y m
n (θ, φ) =

√
2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!
· Pm

n (cos θ) ·

{
cos(mφ)

sin(mφ)
(2.20)

L’orthonormalisation entrâıne nécessairement le changement des valeurs des
coefficients harmoniques {an,m, bn,m} qui sont alors multipliés par la norme de la
fonction harmonique qui leur est associée. Mais le changement important apporté
par la normalisation concerne le conditionnement de la matrice F. Elle entrâıne
en effet une amélioration sensible du conditionnement qui équivaut à un gain de
stabilité pour le système linéaire.

Pour illustrer l’intérêt de la normalisation des fonctions harmoniques nous al-
lons procéder à l’analyse d’un exemple simple. Supposons que nous possédons 26
capteurs triaxiaux équirépartis sur un cube autour d’une source (Σ) d’ordre N=3
comme représentés sur la figure 2.5.

x

y

z

(Σ)

C1

Capteurs sur
un cube

métrologique

Fig. 2.5 – Dispositions de 26 capteurs triaxiaux sur un cube d’arête égale à 2m entourant
une source (Σ) dont nous désirons faire une identification en harmoniques sphériques.

Nous pouvons donc écrire la matrice F, calculer son rang et son condition-
nement. Du fait que le nombre de capteurs est important et qu’ils sont répartis
régulièrement dans l’espace, nous pouvons de plus supposer que le rang du sys-
tème linéaire sera égal au nombre des coefficients harmoniques (i.e : 15). Selon que
les fonctions harmoniques sont seulement orthogonales (cas A) ou orthonormées
(cas B) nous remarquons que le conditionnement est amélioré d’un facteur voisin
de 6 (voir Tableau 2.1), ce qui signifie que nous avons augmenté la stabilité de
l’identification.

2.3.3.2 Normalisation sur le support des mesures

Nous avons certes augmenté la stabilité du système linéaire en orthonormalisant
les fonctions harmoniques sur la sphère unitaire, mais cette normalisation n’est pas



40 2. Identification de sources magnétostatiques

Cas A B C D

rang 15 15 15 15
cond 86.55 14.55 1.64 1.53

Tab. 2.1 – Rang et conditionnement de l’identification sans normalisation des fonctions
harmoniques (A), avec (B), avec normalisation des colonnes (C), avec normalisation
itérative des lignes et colonnes de F (D).

suffisante. Deux raisons nous suggèrent que nous pouvons faire une meilleure nor-
malisation. Tout d’abord, l’orthonormalisation que nous avons faite était valable
sur la sphère unitaire alors que le support de la mesure est un cube. De plus, nous
avons normalisé les fonctions harmoniques et non pas le modèle vectoriel harmo-
nique dont les composantes en chaque point ont une norme différente (2.11). Pour
mieux comprendre la normalisation que nous proposons, explicitons tout d’abord
l’écriture (2.12) de la matrice F :

F =



2Fr · r−3
1 . . . n(n+ 1)Fr · r−(n+2)

1 . . . N(N + 1)Fr · r−(N+2)
1

−Fθ · r−3
1 . . . −nFθ · r−(n+2)

1 . . . NFθ · r−(N+2)
1

+Fφ · r−3
1 . . . nmFφ · r−(n+2)

1 . . . N2Fφ · r−(N+2)
1

...
...

...
...

...

2Fr · r−3
p . . . n(n+ 1)Fr · r−(n+2)

p . . . N(N + 1)Fr · r−(N+2)
p

−Fθ · r−3
p . . . −nFθ · r−(n+2)

p . . . NFθ · r−(N+2)
p

+Fφ · r−3
p . . . nmFφ · r−(n+2)

p . . . N2Fφ · r−(N+2)
p


(2.21)

Nous remarquons immédiatement que chaque vecteur colonne de F correspon-
dant à l’écriture de l’induction d’un terme harmonique sur les p points de mesures
est en relation avec la décroissance de ce terme. Ainsi, quand les capteurs ne sont
pas strictement tous sur la sphère unitaire, la norme de chaque colonne de F aura
une valeur proportionnelle à la décroissance moyenne du terme associé, ce qui cause
nécessairement un mauvais conditionnement.

Pour pallier ce mauvais conditionnement naturel de F, nous pouvons diviser
chaque colonne par sa norme et ainsi normaliser le système. Pour normaliser F
sans changer la valeur des coefficients harmoniques recherchés, ni changer l’écri-
ture de F, nous introduisons une matrice diagonale de normalisation5 W dont les
termes diagonaux sont les inverses des normes des colonnes. Alors, si les coefficients
harmoniques étaient donnés par l’inverse généralisée6 de F notée F+, la solution
du système normalisé serait donnée par :

C0 = W(FW)+Bmes (2.22)

Ainsi, nous n’inversons plus la matrice F, mais (FW). Il en résulte que le condi-
tionnement représentatif de la stabilité du problème inverse n’est plus cond(F),
mais cond(FW), qui est nécessairement amélioré.

5Il s’agit en fait d’une pondération stabilisante (cf.Annexe B.2.5), une explication statistique
est proposée au paragraphe 4.2.2

6voir Annexe B.2.3 pour une définition
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A titre d’illustration, nous avons appliqué cette normalisation à l’exemple pré-
cédent (voir Fig.2.5). Il s’agit du cas C dont le conditionnement est donné par le
tableau (2.1). Nous remarquons que le conditionnement est maintenant voisin de 1,
c’est-à-dire que toutes les valeurs singulières sont voisines, ce qui est parfaitement
cohérent avec notre démarche de normalisation.

2.3.3.3 Normalisation itérative des lignes et colonnes

Si le conditionnement de F n’est pas unitaire lors de la normalisation des co-
lonnes, c’est en partie parce que nous ne prenons pas en compte la valeur de chaque
ligne lorsque nous calculons la norme de chaque colonne. L’idée qui vient alors na-
turellement consiste à normaliser également les lignes après avoir normalisé les
colonnes. Cependant, la normalisation des lignes dégrade forcement la normalisa-
tion des colonnes et inversement. C’est pourquoi nous utiliserons un procédé itératif
qui normalise colonnes, puis lignes jusqu’à ce que le conditionnement de la matrice
se stabilise à son minimum. Cette méthode est utilisée fréquemment pour mieux
conditionner les systèmes linéaires [Rui01] [Fra89] et ainsi gagner du temps lors de
leur résolution itérative, comme par exemple dans le cas des solveurs éléments finis
[Dou06].

Chaque itération consiste à trouver deux nouvelles matrices de normalisation
des colonnes et des lignes respectivement W(i)

c et W
(i)
l si bien qu’après la ieme

itération les coefficients solutions de l’identification sont donnés par [Rui01] :

C0 =
∏
i

W(i)
c ·

[∏
i

W
(i)
l ·F ·

∏
i

W(i)
c

]+

·
∏
i

W
(i)
l ·Bmes (2.23)

Il reste à déterminer un critère d’arrêt pour les itérations. Tout d’abord nous
limiterons le nombre d’itérations à la dimension minimale de la matrice F, en
supposant que chaque ligne et chaque colonne ont été au moins normalisées une
fois. Un bon critère d’arrêt consisterait à imposer un seuil au conditionnement, par
exemple : quand le conditionnement de la matrice est inférieur à (1+ε) l’algorithme
s’arrête. Malheureusement, si notre procédé assure la meilleure stabilisation du
système linéaire, en aucun cas il n’assure que le conditionnement converge vers
1. La meilleure façon de choisir le nombre d’itérations est encore de calculer le
conditionnement à chaque itération et de choisir celle à partir de laquelle la valeur
du conditionnement a convergé. Nous pouvons par exemple stopper les itérations
lorsque la variation du conditionnement entre deux itérations est inférieure à un
seuil, ce qui sous-entend que le conditionnement s’est stabilisé.

En guise de conclusion, appliquons la normalisation itérative à l’exemple d’iden-
tification précédent. La dimension la plus petite de la matrice F est 15 qui corres-
pond aux 15 coefficients recherchés 7. Aussi nous nous limiterons dans un premier
temps à 15 itérations. La figure (2.6) trace le conditionnement du système au cours
des itérations. Nous remarquons que le conditionnement passe par tout les états
d’orthonormalisation précédents avant de converger vers son optimum (cond=1.53)
après 6 itérations.

7pour mémoire la source (Σ) est d’ordre N=3
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Fig. 2.6 – Conditionnement du système linéaire aux cours de la normalisation itérative
des colonnes et lignes de F. Chaque itération est représentée par deux points : le premier
est le conditionnement après normalisation des colonnes et le second après normalisation
des lignes.

2.3.4 Conclusion

Si l’approche empirique de l’identification est restrictive en terme de placement
de capteurs, l’approche de type problème inverse que nous venons de traiter offre
de plus vastes perspectives. Nous retiendrons en particulier que cette approche
consiste à paramétrer le problème sous forme matricielle et chercher une solution
au sens des moindres carrés qui soit la plus proche de la physique.

Mais l’intérêt de cette méthode n’est pas seulement le gain de liberté en terme de
placement de capteurs. Elle fournit également des outils précieux qui permettent de
diagnostiquer l’état de l’identification. Nous avons pour l’instant fait ressortir deux
outils : le rang et le conditionnement qui permettent d’une part de dénombrer les
coefficients identifiables et d’autre part d’évaluer la stabilité du système linéaire, sa
qualité. Nous verrons dans la suite de cette étude que d’autres outils plus évolués
et plus précis sont encore disponibles. Pour l’instant, nous allons nous satisfaire
de ces deux outils qui vont nous permettre de quantifier d’une part le gain de la
normalisation du système et d’autre part d’envisager un placement de capteurs par
optimisation qui stabilise l’inversion [Rou05].

Il reste cependant une limite importante à l’identification magnétique qui est
la détermination de l’ordre maximum de la source que nous cherchons à identifier.
En effet, avant de mettre en place des capteurs pour l’identification nous devons
déterminer l’ordre N de la source, ce qui va conditionner tout d’abord l’écriture du
problème inverse, mais surtout le nombre et le placement de capteurs nécessaires
à la résolution de ce problème. Sans connaissance a priori de la source il nous est
absolument impossible de faire la moindre hypothèse a priori sur N. De ce fait, soit
l’identification sera fausse, soit elle nécessitera un nombre important de mesures.

La solution au problème de l’ordre de la source est apportée par l’information
a priori. En effet, dans l’immense majorité des cas d’identification nous avons tou-
jours accès à un degré de connaissance concernant la source qui ne dépend que de
notre capacité à l’analyser. Afin d’illustrer le processus d’analyse qui doit précéder
la mise en œuvre d’une identification nous allons maintenant présenter l’identifi-
cation d’un moteur à aimants permanents simulé à l’aide d’éléments finis. Si la
simulation apporte une information totale sur la source, nous montrerons qu’une
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analyse magnétique du moteur aurait également permis de faire une identification
correcte.

2.4 L’identification appliquée

Afin d’illustrer l’identification, ses mécanismes et ses outils nous proposons
maintenant de l’appliquer à un moteur à aimants permanents non alimenté. Nous
commencerons donc cette partie en identifiant les sources à partir d’une simulation
obtenue à l’aide de la méthode des éléments finis, qui virtuellement nous donne
un nombre important de points de mesure. L’identification ainsi obtenue nous per-
mettra alors de déterminer l’ordre de la source. Dans une deuxième partie nous
montrerons qu’il est possible de réduire le nombre de capteurs en vue de l’identi-
fication et qu’une analyse, qui se passait de la simulation, pouvait nous guider sur
cette voie. Nous conclurons cet exemple en montrant les intérêts et perspectives de
l’identification harmonique.

2.4.1 Identification d’un moteur simulé

Afin de mettre en place l’identification expérimentale d’un moteur à aimants
permanents (Fig.2.7), nous proposons dans un premier temps d’exploiter une si-
mulation pour obtenir un maximum d’information sur la source et en particulier
son ordre N.
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Fig. 2.7 – Moteur à aimants permanents de rayon extérieur Rext=20cm possédant 4
pôles, 12 encoches statoriques. Nous chercherons à identifier ce moteur à partir de mesures
simulées sur un cercle C de rayon R0=26cm

Cette simulation est obtenue à l’aide de la méthode des éléments finis. Nous
possédons alors sur un cercle (C) centré sur le centre géométrique du moteur et
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de rayon R0 un nombre important de points de mesure (200 points) qui forme
un excellent échantillonnage spatial de l’induction. Nous sommes alors capables
d’identifier ce moteur à un ordre N=50.

2.4.1.1 Stabilisation, inversion et identification

La première étape de l’identification consiste à écrire la matrice F pour une
source d’ordre N=50. Cette matrice a en particulier 101 colonnes correspondant au
nombre de coefficients recherchés. Mais, du fait de la différence de norme de chacune
des colonnes et de l’ordre N important, elle est particulièrement mal conditionnée.
Le cas A du tableau (2.2) résume le conditionnement et le rang dans le cas de
cette identification sans normalisation. Nous remarquons immédiatement que du
fait du très mauvais conditionnement lié aux différentes décroissances des ordres
du système tous les coefficients ne peuvent être identifiés : le rang du système ne
vaut alors que 46.

cas A B C D

rang 46 101 3 3
cond 1.5e31 1.1208 2.4e5 1.0281

Tab. 2.2 – Rang et conditionnement de l’identification sans orthonormalisation (A) et
avec (B) à l’ordre 50. Rang et conditionnement de l’identification sans orthonormalisation
(C) et avec (D) après réduction du nombre de capteurs.

La normalisation va heureusement mieux conditionner les colonnes et lignes du
système linéaire. Ainsi, en dépit de l’ordre N important de la source nous avons un
rang égal au nombre de coefficients recherchés (cas B du tableau 2.2).

La première application de l’identification est de pouvoir calculer les grandeurs
magnétiques (induction ou potentiel vecteur) dans tout l’espace à l’aide de quelques
coefficients. Par exemple, nous pouvons recalculer l’induction magnétique sur l’en-
semble des points de mesures, nous interpolons ainsi la mesure (voir Fig.2.8).
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Fig. 2.8 – Composantes Bx de l’induction magnétique obtenus par la méthode des
éléments finis (FEM), par une identification sans normalisation (Id1), puis par une iden-
tification stabilisée (Id2) à l’ordre N=50.

Sur cette figure nous pouvons tout d’abord remarquer que l’identification sans
normalisation s’est soldée par un échec (Id1). Cependant, lorsque le système est
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stabilisé le modèle harmonique colle à la simulation (Id2). En poussant le déve-
loppement à l’ordre N=50, nous sommes allés trop loin et nous avons identifié une
partie du bruit. Pour éviter l’identification du bruit et limiter le nombre de cap-
teurs nécessaires nous allons déterminer l’ordre maximum identifiable en fonction
du niveau du bruit.

2.4.1.2 Détermination de l’ordre maximum

L’identification fournit l’ensemble des coefficients harmoniques. Malheureuse-
ment, la lecture de ces coefficients ne permet pas de déterminer quelle est l’influence
de chaque terme dans l’induction mesurée. En effet, il serait intéressant de déter-
miner une grandeur qui représenterait le poids de chaque terme dans la mesure, ce
qui nous permettrait d’une part de comparer l’influence de chaque terme et d’autre
part de déterminer ceux qui interviennent le plus dans cette mesure.

Pour calculer l’influence d’un terme harmonique nous pourrions prélever la co-
lonne relative à ce terme dans F et calculer l’induction qu’il crée en tout point
de mesure, nous aurions ainsi une influence vectorielle Iv sur chaque point de me-
sure. Puisque nous cherchons une grandeur scalaire, l’influence serait la moyenne
quadratique de Iv. Or, pour stabiliser le système nous avons déjà calculé la norme
de chaque colonne, l’influence d’un terme harmonique peut alors être facilement
obtenue en multipliant le coefficient harmonique par cette norme. Généralement,
lorsque W est la matrice de normalisation des colonnes de F (voir eq.2.22), l’in-
fluence des coefficients harmoniques C peut alors être définie par :

Inf = W−1 ·C (2.24)

L’influence a deux intérêts, d’une part elle représente l’induction moyenne créée
par chaque coefficient, ce qui permet de les comparer sur une même échelle8, et
d’autre part elle va permettre de déterminer les termes qui n’ont pas d’influence
sur la mesure et donc qui a fortiori ne sont pas identifiables.

Pour déterminer l’ordre N de la source nous calculerons le rapport :

rn =
n∑
i=1

Inf (i)/Imes (2.25)

si Imes est la norme de l’induction sur les mesures, il représente alors l’in-
fluence relative des n premiers termes harmoniques sur la mesure. Nous pouvons
par exemple tracer ce rapport en faisant varier n (voir Fig.2.9).

Pour déterminer l’ordre maximum observable nous fixons un seuil relatif à l’am-
plitude du bruit. Dès que ce seuil est franchi nous avons déterminé l’ordre maximum
observable par rapport au bruit de mesure. Dans notre cas, nous avons choisi un
seuil égal à 95% ce qui permet de définir le premier terme pour lequel la source
est correctement représenté par le développement. Il s’agit du 21eme terme (voir
Fig.2.9), ainsi nous pouvons considérer que notre moteur est une source d’ordre 10
sur le support C.

8En effet, l’unité des coefficients harmoniques n’est pas la même pour chaque ordre du fait de
la décroissance
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Fig. 2.9 – Influence relative des n premiers coefficients harmoniques par rapport au
module de l’induction mesurée

2.4.2 Réduction du nombre de capteurs

L’analyse de l’influence des termes harmoniques nous a permis de déterminer
l’ordre maximum d’un développement harmonique représentatif du moteur à ai-
mants permanents. Puisque cette source est seulement d’ordre 10 nous pouvons
l’identifier à l’aide de 11 mesures de l’induction magnétique9. Cette réduction du
nombre de capteurs est déjà importante, mais n’est pas encore optimale. En effet,
l’observation de la figure (2.9) montre que l’influence relative rn évolue par sauts,
ce qui signifie que certains termes ont plus d’influence. Ils sont donc plus représen-
tatifs, ce que nous allons facilement vérifier en observant l’influence If des termes
harmoniques jusqu’à l’ordre 10.

a0 a1 b1 a2 b2 a3 b3 a4 b4 a5 b5 a6 b6 a7 b7 a8 b8 a9 b9 a10 b10
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2
x 10

−4

coefficients harmoniques

In
flu

en
ce

 I f (
T

el
sa

)

Terme source principal (aimants)

Terme secondaire (forme des aimants)

Harmonique d’encoches

Fig. 2.10 – Influence Inf des premiers coefficients harmoniques jusqu’à l’ordre N=10.

L’influence des coefficients (Fig.2.10) nous renseigne sur les termes les plus re-
présentatifs de la source. Nous remarquons que trois termes ont un rôle important :
b2, b6 et b10. Une bonne représentation de la source est alors possible à l’aide de ces
trois uniques coefficients. Ainsi nous pouvons écrire le système linéaire en n’utili-
sant que ces trois uniques termes. La matrice F que nous écrivons n’a alors plus
que 3 colonnes et est de rang égal à trois (cas C du tableau 2.2). Alors théori-
quement le nombre de mesures nécessaires pour identifier cette source est 3, ce
que fournissent 2 capteurs magnétiques. Mais la valeur du conditionnement de F
obtenue nous suggère d’augmenter le nombre de capteurs à 3. Ainsi, nous pouvons

9si une mesure possède 2 composantes Bx et By
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écrire un système linéaire à l’aide d’un modèle simplifié, le stabiliser (voir cas C
et cas D du tableau 2.2) et enfin l’inverser. Nous obtenons ainsi trois coefficients
qui permettent le calcul de l’induction magnétique, mais aussi du potentiel vecteur
dans tout l’espace extérieur aux mesures. La figure (2.11) montre l’interpolation
de l’induction magnétique obtenue à l’aide de ces trois capteurs. Nous remarquons
que le modèle correspond bien à la simulation sans pour autant coller au bruit,
nous avons donc parfaitement séparé la source des perturbations.
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Fig. 2.11 – Exemple d’interpolation de l’induction magnétique identifiée à l’aide de 3
capteurs (graphique du haut) et d’extrapolation du potentiel vecteur sur un cercle placé
deux fois plus loin (graphique du bas).

2.4.3 Perspectives de l’identification

La première application qui ressort de cet exemple est un moyen simple basé
sur la simulation pour déterminer les termes caractéristiques du développement
harmonique d’une source et le nombre de capteurs nécessaires. Cependant, nous
devons insister sur une limite importante de cette démarche liée à la qualité de
représentation de la simulation par rapport à la réalité. En effet, la simulation
n’est qu’un autre modèle de la réalité qui peut ne pas être conforme. Ainsi, pour
que la simulation permette la mise en oeuvre d’une identification expérimentale,
nous devons auparavant garantir qu’elle est un bon modèle de la réalité.

Il ressort également de cet exemple une propriété importante des modèles har-
moniques : la globalité. La donnée des trois coefficients b2, b6 et b10 permet non
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seulement l’écriture de l’induction magnétique en tout point extérieur à C mais
également l’écriture de toute grandeur utilisant ces coefficients. Par exemple nous
pouvons extrapoler la valeur du potentiel vecteur sur un cercle de rayon double de
C et nous trouverons bien les mêmes valeurs que la simulation éléments finis (voir
Fig.2.11). En comparaison à d’autres méthodes d’extrapolation de signature comme
la méthode des moments [Har90][Fro02b] ou les intégrales de frontières [Bru91] elle
est sans doute la plus adaptée et la moins coûteuse. En effet, les quelques coeffi-
cients harmoniques permettent une extrapolation fidèle de l’induction de la source
qui ne nécessite pas de calculs d’intégrales. Enfin, l’intérêt de la globalité du modèle
est que l’identification n’est pas un problème inverse qui donne une valeur magné-
tique en quelques points : elle en donne l’expression analytique. De ce fait nous
sommes capables d’analyser le comportement global de la source sans avoir besoin
de calculer l’induction magnétique en un ensemble de points, mais simplement en
observant les propriétés de son expression analytique.

Si l’identification est facilement déterminable à partir d’une simulation qui ap-
porte un grand nombre d’informations, il était possible d’établir les termes du dé-
veloppement harmonique uniquement à l’aide d’une analyse élémentaire. En effet,
la source principale dans le moteur est composée des aimants rotoriques répartis
périodiquement (2 paires de pôles) de sorte qu’ils forment une source composée
de termes de période multiple de 2. Autour de cette source se tient le stator et la
carcasse qui transforment le champ en atténuant d’une part son amplitude (effet
d’atténuation d’un blindage) tout en modulant d’autre part son expression par
l’effet de forme des encoches (effet de forme d’un blindage). L’analyse du problème
à l’aide de ces deux effets aurait donc pu nous permettre de déterminer que les
coefficients de la source étaient essentiellement les b2p et en particulier les termes
sources b2 correspondant aux aimants et b10 correspondant aux encoches et aux
aimants (voir Fig.2.10).

L’identification magnétique a d’énormes perspectives que nous n’avons pas en-
core exploitées. La première concerne l’analyse de la source qui doit permettre de
déterminer a priori les termes harmoniques influents sans avoir recours à la simula-
tion. Mais, cette analyse nécessite des éléments que nous ne possédons pas encore
concernant l’effet d’atténuation et de forme d’un blindage et qui sont l’objet de
la deuxième partie de cette thèse consacrée à l’étude des blindages magnétiques.
La seconde perspective concerne la méthode de résolution de l’identification. L’ap-
proche des moindres carrés que nous exploitons dans ce chapitre est restrictive. En
particulier, elle ne permet pas de prendre en compte l’information a priori issue
d’une analyse qualitative ou quantitative, ce qu’offrira l’analyse bayésienne propo-
sée dans le chapitre 4. Ainsi, le problème de l’identification ne sera définitivement
clos que lorsque cette étude aura abouti. Pour l’heure nous allons nous satisfaire de
l’approche que nous venons de présenter dans ce chapitre en la considérant comme
une initiation poussée au processus d’identification. Les éléments que nous avons
définis nous permettant déjà de mettre en oeuvre l’identification magnétostatique
d’une source, nous avons choisi, pour ne pas compliquer la lecture de cette thèse,
de présenter maintenant la généralisation de l’identification au cas des sources ma-
gnétodynamiques.
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3.4.1 Analyse préliminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.4.2 Analyse des coefficients harmoniques . . . . . . . . . . . 65
3.4.3 Classification en types de sources . . . . . . . . . . . . . 69

3.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons mis en œuvre l’identification magnétosta-
tique. Nous possédons ainsi un outil qui permet de caractériser une source statique
et d’en extrapoler sa signature. Néanmoins, dans bien des problèmes électroma-
gnétiques la source considérée est dynamique et l’identification magnétostatique
n’est plus adaptée. En effet, les modèles harmoniques magnétostatiques ne sont
qu’un cas particulier des modèles harmoniques magnétodynamiques obtenus pour
une fréquence nulle. Ainsi, ils ne prennent ni en compte les phénomènes induits par
la source, du fait des caractéristiques conductrices du milieu, ni son comportement
dynamique.
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L’objectif de ce chapitre est de généraliser la démarche d’identification précé-
dente à des sources dynamiques en proposant une écriture qui prenne en compte
tous les phénomènes électromagnétiques et tous les comportements dynamiques
possibles. Pour atteindre ce but nous devons donc parfaitement analyser les sources
dynamiques afin de proposer une écriture harmonique adaptée et une caractérisa-
tion précise en fonction du comportement fréquentiel et spatial de la source. Pour
cette raison, nous proposons de diviser ce chapitre en trois parties. La première
partie présente l’analyse des sources et leur écriture générale selon leur compor-
tement. La seconde explicite le principe de l’identification magnétodynamique à
l’aide d’un exemple didactique. Enfin la dernière partie fait la lumière sur la mise
en œuvre de l’identification et ses automatismes.

3.2 Écriture des modèles magnétodynamiques

La première étape de l’identification magnétodynamique doit définir une écri-
ture générale harmonique des champs électromagnétiques qui permette de détermi-
ner les paramètres caractéristiques d’une source. Mais la problématique de l’iden-
tification dynamique est plus complexe car une source peut avoir différents com-
portements dynamiques et l’identification doit nous permettre de les distinguer.

Un modèle général est directement fourni par la solution complexe de l’équa-
tion de diffusion. S’il permet une identification magnétodynamique simple et l’ex-
trapolation des signatures électromagnétiques à grande distance, il ne permet pas
l’analyse du comportement de la source. Or cette analyse est essentielle pour notre
étude. En effet, l’identification doit permettre de diagnostiquer l’origine des termes
harmoniques pour comprendre les causes des signatures électromagnétiques.

Ainsi, en complément d’une identification générale issue directement des so-
lutions de l’équation de diffusion et qui permet l’extrapolation des champs, nous
proposerons une décomposition des sources magnétodynamiques en sources élé-
mentaires dont la dynamique est différente.

3.2.1 Solutions générales dynamiques des équations de
Maxwell

Les modèles harmoniques sont obtenus en résolvant l’équation de diffusion à
l’aide de la méthode des variables séparées (voir Annexe A.2). Nous obtenons alors
l’écriture (1.27) qui est la superposition d’un problème interne et d’un problème
externe1. Bien que l’identification magnétodynamique soit possible pour ces deux
types de problèmes, cette thèse est principalement concernée par l’étude de sources
localisées. Aussi, pour ne pas alourdir cet exposé, nous présenterons l’identifica-
tion appliquée uniquement à un problème externe en précisant que cette démarche
d’identification est encore possible pour un problème interne.

1Voir §1.3.3.3
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3.2.1.1 Détermination du modèle

En coordonnées sphériques et dans un milieu conducteur, la solution de l’équa-
tion de diffusion correspondant à un problème externe de fréquence f est :

~Bf (r, θ, φ, t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(3.1)

Cette solution est générale et englobe les solutions dans les milieux non conduc-
teurs. Or nous disposons principalement de mesures de l’induction magnétique dans
l’air. Nous allons donc préciser l’écriture de l’induction et adapter l’identification
magnétodynamique à ce cas. Cependant, au moment opportun, nous expliciterons
les modifications nécessaires pour adapter l’identification à des milieux conduc-
teurs.

Dans l’air la solution de l’équation de Laplace correspondant à un problème
externe de fréquence f est :

~Bf (r, θ, φ, t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(3.2)

Les solutions (3.1) et (3.2) peuvent se traduire ainsi : l’induction magnétique
variant à la fréquence f correspond à celle d’une source multipolaire. Une source
magnétodynamique s’écrit alors de façon générale, si |f | < Fmax, comme la somme :

~B(r, θ, φ, t) =

+Fmax∫
−Fmax

~Bf (r, θ, φ, t) · df (3.3)

En observant (3.1) et (3.2) nous constatons que la différence essentielle entre
ces écritures réside dans la décroissance des termes multipolaires pour chaque fré-
quence. En effet, dans le cas d’un milieu non conducteur la décroissance des termes



52 3. Identification de sources magnétodynamiques

ne dépend que de l’ordre n alors que dans un milieu conducteur elle dépendra de
l’ordre n et de la fréquence f .

3.2.1.2 Paramètres du modèle - Ordre

Quel que soit le milieu, l’écriture générale (3.3) est valide. Elle est particu-
lièrement intéressante puisqu’elle permet une extrapolation rapide de l’induction
magnétique en fonction des coefficients harmoniques {an,m,f , bn,m,f}. Mais cette
écriture doit être simplifiée aux termes fréquentiels et spatiaux représentatifs de la
source.

Tout d’abord, les paramètres importants du modèle sont, comme dans le cas
statique, les coefficients harmoniques {an,m,f , bn,m,f}. Dans le chapitre précédent,
nous avions limité leur nombre en fonction de l’ordre N de la source ce qui permet-
tait l’écriture d’un système linéaire de dimensions finies. Dans le cas dynamique,
pour déterminer un ensemble fini de coefficients représentatifs il faut tout d’abord
identifier les fréquences caractéristiques de la source. Nous supposerons pour cela
que la fréquence d’échantillonnage est suffisante pour empêcher le repliement2 mais
surtout que la durée de l’échantillonnage permet la séparation des phénomènes dont
les fréquences caractéristiques sont les plus proches.

L’analyse fréquentielle fournit ainsi Nc fréquences caractéristiques f
(i)
c qui per-

mettent de simplifier (3.3) sous la forme :

~B(r, θ, φ, t) =
Nc∑
i=1

~B
f
(i)
c

(r, θ, φ, t) (3.4)

De ce fait, le nombre de coefficients harmoniques est dénombrable. Pour per-
mettre un placement adéquat des capteurs nous devons encore déterminer l’ordre
de la source à chaque fréquence caractéristique. Le nombre de mesures nécessaires
à l’identification magnétodynamique est déterminé par l’ordre Nδ le plus contrai-
gnant, qui logiquement est défini par :

Nδ = max
1≤i≤Nc

{N (i)} (3.5)

3.2.2 Principe de l’identification magnétodynamique

L’identification magnétodynamique consiste à déterminer l’ensemble des coeffi-
cients harmoniques {an,m,f , bn,m,f} représentatifs de la source. Elle passe par deux
étapes distinctes : l’extraction des fréquences caractéristiques et l’identification
spatiale.

3.2.2.1 Extraction des fréquences caractéristiques

Pour avoir un nombre fini de coefficients à identifier il faut déterminer les fré-
quences caractéristiques. Cette détermination et l’extraction qui en découle néces-
sitent une attention particulière aux conditions d’échantillonnage temporel. Si le

2ce qui implique que nous avons un signal à bande limitée : c’est toujours le cas puisqu’un
filtrage fréquentiel est possible sur les mesures
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signal est correctement échantillonné, nous exploitons la transformée de Fourier
(FFT) des mesures qui permet d’identifier l’ensemble des Nc fréquences caractéris-
tiques. Lorsque ces fréquences sont déterminées, nous pouvons extraire l’induction
relative à une fréquence f

(i)
c particulière en calculant la projection :

∀i, 1 ≤ i ≤ Nc : ~B
f
(i)
c

(r, θ, φ) =< ~B(r, θ, φ, t)|e−j2πf
(i)
c t > (3.6)

Cette projection ne dépend plus du temps et correspond à l’écriture d’un déve-
loppement multipolaire. Dans l’air par exemple, l’expression (3.6) correspondant à

la fréquence f
(i)
c sera :

~B
f
(i)
c

(r, θ, φ) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

n(n+ 1) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[a
n,m,f

(i)
c

cos(mφ) + b
n,m,f

(i)
c

sin(mφ)] · Pm
n (cos θ)

∞∑
n=1

−n · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[a
n,m,f

(i)
c

cos(mφ) + b
n,m,f

(i)
c

sin(mφ)] · ∂P
m
n (cos θ)

∂θ

∞∑
n=1

n(m) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[a
n,m,f

(i)
c

sin(mφ)− b
n,m,f

(i)
c

cos(mφ)] · P
m
n (cos θ)

sin θ

(3.7)

Il s’agit de l’expression (2.11) du développement multipolaire de l’induction
magnétique d’une source statique. Riches de la lecture du chapitre précédent, nous
sommes donc capables d’écrire un système linéaire stable qui donne les coefficients
harmoniques intervenants dans (3.7).

3.2.2.2 Décomposition spatiale

Après extraction fréquentielle, nous obtenons un développement harmonique de
l’induction magnétique qui ne dépend que des variables d’espace. Les coefficients
harmoniques sont alors obtenus à l’aide d’une identification spatiale.

Nous avons déjà souligné le fait que la différence d’écriture en fonction du
milieu touchait essentiellement les fonctions de décroissance (voir §3.2.1.1). L’iden-
tification spatiale correspond alors à une généralisation de l’identification magné-
tostatique qui prend en compte l’influence de la fréquence. En particulier, dans un
milieu conducteur, il est nécessaire d’écrire un système linéaire matriciel similaire
à (2.14) pour chaque fréquence. Les coefficients magnétodynamiques sont alors ob-
tenus en résolvant ce système linéaire en prenant les mêmes précautions que lors
de l’identification magnétostatique.

Les deux étapes de l’identification magnétodynamique permettent donc de dé-
terminer les familles de coefficients harmoniques {a

n,m,f
(i)
c
, b
n,m,f

(i)
c
}, qui à leur

tour vont permettre l’extrapolation des champs électromagnétiques. Notons que,
si l’identification détermine l’écriture du modèle harmonique de la source, elle ne
permet pas de remonter à l’origine des coefficients identifiés. Pour permettre une
analyse du comportement d’une source nous devons encore mettre en évidence les
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relations entre les coefficients harmoniques et la dynamique de la source, ce que
nous proposons maintenant en définissant différents types de sources.

3.2.3 Types de sources

Nous définissons trois types de sources : les sources pulsantes, les sources tour-
nantes et les sources qui pulsent et tournent simultanément. L’intérêt de ces défi-
nitions est simple : elles offrent une dimension supplémentaire à l’identification qui
permet la décomposition d’une source en sources multipolaires dont le comporte-
ment dynamique est différent.

3.2.3.1 Les sources pulsantes

L’écriture (3.2) nous indique que toute source peut être décomposée en sources
complexes pulsantes. Si cette propriété est intéressante mathématiquement pour
l’identification (voir 3.6) elle ne reflète pas la vraie nature pulsante de la source.
Considérons une source statique (Σ) définie par ses coefficients harmoniques
{an,m, bn,m}. Lorsqu’elle pulse à la fréquence f , nous pouvons donner l’expression
de l’induction qu’elle crée sous la forme :

~Bf (r, θ, φ, t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

n(n+ 1) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(mφ) + bn,m sin(mφ)] · Pmn (cos θ) · sin(2πft+ ψ)

∞∑
n=1

−n · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(mφ) + bn,m sin(mφ)] · ∂P
m
n (cos θ)
∂θ

· sin(2πft+ ψ)

∞∑
n=1

n(m) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m sin(mφ)− bn,m cos(mφ)] · P
m
n (cos θ)
sin θ

· sin(2πft+ ψ)

(3.8)

La caractéristique de ce type de source est que l’amplitude de chaque terme
harmonique est modulée par une fonction sinusöıdale du temps. Mais spatialement
l’induction ne varie pas : les extrema restent fixes à tout instant.

3.2.3.2 Les sources tournantes

Considérons maintenant la même source multipolaire (Σ) tournant autour de
son axe z (voir Fig.A.1) avec une vitesse de rotation Ω constante. Dans ce cas,
chaque terme harmonique aura une fréquence particulière fm = (mΩ/2π) et le
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développement d’une source tournante s’écrira :

~BΩ(r, θ, φ, t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

n(n+ 1) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(m(φ− Ωt+ ψ)) + bn,m sin(m(φ− Ωt+ ψ))] · Pm
n (cos θ)

∞∑
n=1

−n · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(m(φ− Ωt+ ψ)) + bn,m sin(m(φ− Ωt+ ψ))] · ∂P
m
n (cos θ)
∂θ

∞∑
n=1

n(m) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m sin(m(φ− Ωt+ ψ))− bn,m cos(m(φ− Ωt+ ψ))] · P
m
n (cos θ)
sin θ

(3.9)

Deux remarques importantes peuvent être faites à propos des sources tournantes :

1. Tout d’abord leur expression (3.9) montre qu’une source multipolaire qui
tourne est caractérisée par plusieurs fréquences relatives à l’indice m du dé-
veloppement harmonique. L’identification générale que nous avons proposée
précédemment ne mettait pas en évidence de liens entre des coefficients iden-
tifiées pour des fréquences distinctes. Ainsi, grâce à ce modèle nous pouvons
chercher dans les différentes familles de coefficients ceux qui correspondent à
l’écriture d’une même source tournante.

2. Nous ne considérerons dans cette partie que des rotations suivant l’angle φ.
La raison de cette restriction est liée à la difficulté d’exprimer les rotations
des polynômes de Legendre. En conséquence, si l’extrapolation des champs
électromagnétiques est toujours possible du fait de la généralité de l’identifi-
cation, l’analyse des coefficients harmoniques ne sera possible que pour des
sources ne possédant qu’un seul axe de rotation.

3.2.3.3 Les sources tournantes et pulsantes

Enfin, si la source (Σ) tourne à la vitesse Ω en pulsant à la fréquence f l’induc-
tion magnétique qu’elle crée s’écrira :

~BΩ(r, θ, φ, t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

n(n+ 1) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(m(φ− Ωt)) + bn,m sin(m(φ− Ωt))] · Pm
n (cos θ) · sin(2πft+ ψ)

∞∑
n=1

−n · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m cos(m(φ− Ωt)) + bn,m sin(m(φ− Ωt))] · ∂P
m
n (cos θ)
∂θ

· sin(2πft+ ψ)

∞∑
n=1

n(m) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[an,m sin(m(φ− Ωt))− bn,m cos(m(φ− Ωt))] · P
m
n (cos θ)
sin θ

· sin(2πft+ ψ)

(3.10)

En développant cette expression nous montrons facilement que cette source est
composée de deux sources tournantes aux fréquences f1 = (mΩ−f) et f2 = (mΩ+
f) (voir 3.4.2.4). L’identification d’une telle source passe donc par l’identification
d’un couple de sources tournantes.



56 3. Identification de sources magnétodynamiques

3.3 Mise en œuvre de l’identification magnéto-

dynamique

Dans cette partie nous allons revenir sur les deux étapes qui composent l’iden-
tification magnétodynamique, l’extraction fréquentielle et l’identification spatiale.
Nous expliciterons leur mise en œuvre algorithmique que nous illustrerons parallè-
lement sur l’exemple d’une source magnétodynamique.

Reprenons la source (Σ) et le cube métrologique présentés figure (2.5). Nous
supposerons que cette source est composée de trois sources multipolaires dyna-
miques de différents types dont les paramètres sont présentés dans le tableau (3.1) :

– S1 est une source dipolaire qui pulse à 6Hz, elle est composée des deux termes
a1,0 et a1,1 et se traduit en terme de fréquence au niveau des mesures par un
signal de fréquence 6Hz (voir Fig.3.1).

– S2 est une source d’ordre 2 composée des deux termes a2,1 et b2,2. Chacun de
ces termes se traduit par des fréquences particulières relatives aux indices m
(voir 3.9) qui sont dans ce cas respectivement 6Hz et 12Hz (Fig.3.1).

– S3 est une source multipolaire d’ordre 3 composée des deux termes b3,1 et
b3,3, qui tournent à 4 Hz en pulsant à 2Hz. Cette source se traduit par quatre
fréquences qui sont 2Hz et 6Hz créées par b3,1 et 10Hz et 14Hz créées par b3,3
(Fig.3.1).

Sources S1 S2 S3

Coeff a1,0 a1,1 a2,1 b2,2 b3,1 b3,3
Valeur 5 · 10−7 2 · 10−7 1 · 10−7 2 · 10−7 1.5 · 10−7 1 · 10−7

Ω/2π (Hz) 0 0 6 6 4 4
ψ (rad) π/12 π/12 0 0 π/4 π/4

ω/2π (Hz) 6 6 0 0 2 2
fc (Hz) 6 6 6 12 2 & 6 10 & 14

Tab. 3.1 – Paramètres des trois sources S1, S2 et S3 qui composent (Σ). Ω est la vitesse
de rotation des sources autour de l’axe z, ω est la pulsation de la source et ψ le déphasage.

Nous supposerons encore que l’identification se situe dans l’air et que nous
disposons des 26 capteurs disposés sur le cube métrologique de la figure (2.5).
Nous distinguerons en particulier le capteur de référence C1 au milieu de la surface
supérieure du cube.

La figure (3.1) présente la mesure de la composante Bx de l’induction ma-
gnétique sur ce capteur et sa FFT. Il ressort de l’analyse spectrale de ce signal
un certain nombre de fréquences relatives à la source qui sont liées à des termes
spécifiques du développement multipolaire, nous sommes ainsi capables de distin-
guer les fréquences caractéristiques de la source et de mettre en œuvre l’extraction
fréquentielle.
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Fig. 3.1 – Mesure de l’induction magnétique Bx et sa FFT sur un capteur de réfé-
rence. La transformée de Fourier (FFT) fait apparâıtre un certain nombre de raies aux
fréquences fc caractéristiques de la source.

3.3.1 Extraction fréquentielle

La première étape de l’identification consiste à extraire le signal aux fréquences
caractéristiques. Plaçons-nous dans le cadre général de l’identification : nous pos-
sédons un certains nombre de mesures de l’induction de la source (Σ) et aucune
information sur cette source. Deux démarches sont alors possibles :

– La première démarche consiste à faire la transformée de Fourier de toutes les
mesures et à extraire automatiquement le signal pour toutes les fréquences.
Cette démarche a l’avantage de ne pas avoir recours à la subjectivité, puis-
qu’elle extrait tout le signal à toutes les fréquences. Mais son principal in-
convénient est qu’elle augmente inutilement les calculs d’identification en
analysant des fréquences qui n’ont pas de lien avec la source.

– La seconde démarche, qui est celle que nous préconisons, consiste à fixer un
seuil qui détermine les fréquences caractéristiques (voir Fig.3.1). Une fois ce
seuil choisi, l’identification des fréquences caractéristiques qui en découle est
facilement automatisable. L’intérêt de cette démarche n’est pas seulement de
limiter l’identification aux fréquences caractéristiques : elle est véritablement
la première étape de l’identification magnétodynamique, puisqu’elle déter-
mine les fréquences de la source.

3.3.1.1 Identification des fréquences caractéristiques

Pour identifier les fréquences caractéristiques d’une source nous devons donc
définir un seuil de détection, ce que nous ferons en observant le signal et en par-
ticulier le niveau de bruit de la mesure. Mais, du fait du placement relatif des
capteurs vis-à-vis de la source, les mesures les plus proches ont un rapport signal
sur bruit meilleur. Ainsi, un même seuil ne permettra pas d’identifier toutes les
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fréquences caractéristiques sur toutes les mesures3.
C’est pourquoi nous proposons de déterminer les fréquences non pas en ob-

servant le spectre fréquentiel d’une mesure particulière, mais sur l’ensemble des
mesures. La figure 3.2 montre la mesure de la composante Bx de l’induction ma-
gnétique sur l’ensemble des 26 capteurs et la FFT relative à chacune de ces mesures.
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Fig. 3.2 – Représentation de la composante Bx de l’induction magnétique pour tous
les capteurs au cours du temps (gauche) - Représentation de la transformée de Fourier
(FFT) pour chacune de ces mesures (droite).

L’écriture simultanée de la FFT pour toutes les mesures permet d’isoler les
fréquences communes aux capteurs qui sont celles qui caractérisent la source. Mais
elle permet surtout de ne pas négliger certaines fréquences en regardant sur toutes
les mesures, toutes les fréquences supérieures au seuil. Par exemple sur le capteur
21 les raies à -6Hz et 6Hz n’apparaissent pas clairement, alors que l’existence de
cette fréquence est évidente si nous observons l’ensemble des points de mesures.

Detection des fréquences
supérieurs au seuil

FFT IFFT et calcul
l’erreur (3)

Seuil initial minimisation a posteriori du seuil

(1) (2)
mesure

de cette mesure
Fréquences caractéristiques

Fig. 3.3 – Algorithme d’identification des fréquences caractéristiques

Nous proposons alors l’algorithme d’identification des fréquences caractéris-
tiques pour chaque mesure (voir Fig.3.3) :

1. Calculer la FFT de cette mesure.

2. Identifier les fréquences supérieures à un seuil initial défini par l’opérateur.

3. Interpoler la mesure uniquement avec les fréquences caractéristiques et cal-
culer l’erreur moyenne4 avec le signal initial. Si cette erreur est acceptable
alors les fréquences sont identifiées. Sinon nous recommençons l’étape 2 en
diminuant le seuil.

3Le bruit n’est pas la seule limite : un capteur à proximité de la source peut aussi ne pas
mesurer les variations temporelles de certains termes harmoniques du fait de son placement

4Nous choisissons l’erreur moyenne pour moyenner l’erreur liée aux bruits.
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Cet algorithme a plusieurs intérêts :

– Il garantit la fidélité à la mesure en assurant une erreur moyenne acceptable.
– Il a tendance à minimiser le seuil et donc assure une convergence de l’algo-

rithme : dans le pire des cas nous sélectionnons toutes les fréquences.
– Il peut facilement minimiser l’intervention subjective d’un décideur dans

le choix des seuils, en utilisant une optimisation du seuil par dichotomie à
partir de la valeur de l’amplitude maximale de la FFT.

Pour résumer, l’algorithme que nous venons de présenter nous permet d’iden-
tifier les fréquences caractéristiques d’une source en minimisant l’erreur d’inter-
polation moyenne. Son application aux mesures de la source (Σ) fait ressortir les
10 fréquences caractéristiques suivantes avec une erreur moyenne d’interpolation
inférieure à 0.1% :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f
(i)
c (Hz) -14 -12 -10 -6 -2 2 6 10 12 14

Tab. 3.2 – Fréquences caractéristiques de la source (Σ).

3.3.1.2 Extraction fréquentielle

L’extraction fréquentielle correspond aux calculs des produits scalaires (3.6)
pour chaque fréquence caractéristique. Dans cette section nous allons montrer que
ces projections sont, par définition, très proches d’une transformée de Fourier et
sont ainsi facilement déterminées à l’aide des FFT précédentes. Nous insisterons
aussi sur les précautions qui assurent le calcul précis de ces produits scalaires et
qui sont de manière générale celles nécessaires à la FFT.

L’induction ~B(t) mesurée en un point P dans un intervalle fermé [0,T] peut se
décomposer en série de Fourier à termes complexes sous la forme [Ang72] :

~B(t) =
+N∑

k=−N
< ~B|e−jπk

fe
N
t > ·e−jπk

fe
N
t avec < ~B|e−jπk

fe
N
t >=

1
T

T∫
0

~B · e−jπk
fe
N
tdt

(3.11)
où fe est la fréquence d’échantillonnage de la mesure et N est tel que le nombre
total d’échantillons M soit au moins (2N+1) pour permettre le calcul numérique
des intégrales5. L’extraction des fréquences caractéristiques correspond au calcul
des produits scalaires. Or nous les avons déjà calculés en faisant la FFT sur chaque
mesure. Elle correspond au calcul de la transformée de Fourier qui est défini en
chaque point P par [Ang72] :

∀k ∈ [0, 2N ] : ~B(k
fe
2N

) =

T∫
0

~B · e−jπk
fe
N
tdt (3.12)

5C’est le théorème de Shannon
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Alors les valeurs des projections de ~B aux fréquences caractéristiques (3.6) sont
données par :

~B
f
(i)
c

(r, θ, φ) =
1

T
· ~B(f (i)

c ) (3.13)

Or, par définition, la FFT (3.12) est obtenue par la méthode d’intégration des
rectangles [Coo65] et s’écrit :

∀k ∈ [1,M ] : FFT( ~B)(fk) =
M∑
n=1

~B(tn) · exp(−j2πfktn) (3.14)

en posant6 :

fk =
(k − 1)

M
· fe et tn =

(n− 1)

fe
(3.15)

3.3.2 Identification spatiale

L’extraction de l’induction magnétique aux fréquences caractéristiques f
(i)
c sur

l’ensemble des mesures a permis d’isoler des sources multipolaires élémentaires à
ces fréquences. La deuxième étape de l’identification magnétodynamique consiste à
identifier les coefficients harmoniques intervenant dans l’expression de ces sources
multipolaires.

L’écriture harmonique de l’induction magnétique dans l’air pour chaque fré-
quence caractéristique (3.7), est similaire à celle du cas magnétostatique. Alors,
l’identification des coefficients harmoniques pour chaque fréquence est facilement
mise en œuvre à partir de l’écriture de la matrice F du système linéaire présenté
au chapitre 2.

Par contre, si le milieu est conducteur, l’écriture du système harmonique cor-
respondant sera différente à chaque fréquence, du fait de la dépendance des dé-
croissances de chaque ordre relatives à l’épaisseur de peau δf (voir 3.1). Dans ce
cas l’identification magnétodynamique passera par la résolution de Nc systèmes
linéaires différents qui définissent autant de matrices F(i).

L’application de l’identification spatiale à la source (Σ) précédente nous per-
met d’identifier l’ensemble des coefficients harmoniques complexes pour toutes les
fréquences caractéristiques (voir tableau 3.3). Nous reviendrons sur les valeurs des
coefficients complexes identifiés dans la prochaine section, pour l’instant nous nous
contenterons de faire des remarques à propos de ces coefficients :

– Les coefficients harmoniques des fréquences caractéristiques négatives ne sont
pas représentés dans le tableau (3.3) car ils sont les complexes conjugués
des fréquences positives. En effet, le signal mesuré étant réel pour chaque
fréquence il existe deux fréquences complexes conjuguées positive et négative
dont la somme doit nécessairement être réelle.

– Si cette identification va nous permettre d’extrapoler les champs électro-
magnétiques, elle ne permet pas directement de remonter au comportement

6voir help fft dans matlab
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magnétodynamique de la source. Alors nous pouvons considérer que nous
n’avons pas réellement identifié la source. Néanmoins, et nous reviendrons
sur ce point dans la prochaine section, les coefficients correspondant à une
source tournante sont liés, comme par exemple a

(1)
3,1 et b

(1)
3,1. Nous pouvons

donc espérer identifier sans a priori certains types de source.
– Enfin, l’identification magnétodynamique offre la possibilité intéressante de

décomposer l’induction à chaque fréquence en différents termes harmoniques.
Ainsi, en plus de l’extrapolation, elle fournit un outil d’analyse des sources à
deux dimensions, fréquentielle et spatiale.

i 1 2 3 4 5

f
(i)
c (Hz) 2 6 10 12 14

a
(i)
1,0 × 1e7 0 (.65-2.41j) 0 0 0

a
(i)
1,1 × 1e8 0 (2.6-9.6j) 0 0 0

a
(i)
2,1 × 1e8 0 (5) 0 0 0

b
(i)
2,1 × 1e8 0 (-5j) 0 0 0

a
(i)
2,2 × 1e8 0 0 0 (10j) 0

b
(i)
2,2 × 1e8 0 0 0 (10) 0

a
(i)
3,1 × 1e8 (-2.65+2.65j) (2.65+2.65j) 0 0 0

b
(i)
3,1 × 1e8 (2.65+2.65j) (2.65-2.65j) 0 0 0

a
(i)
3,2 × 1e8 0 0 (1.71+1.71j) 0 (1.71-1.71j)

b
(i)
3,2 × 1e8 0 0 (1.71-1.71j) 0 (-1.71-1.71j)

Tab. 3.3 – Coefficients harmoniques identifiés aux fréquences caractéristiques de (Σ).
La justification des valeurs de ces coefficients est donnée au paragraphe §3.4.2.1

3.3.3 Extrapolation de la signature électromagnétique

L’identification magnétodynamique permet donc de déterminer les coefficients
harmoniques dont le premier intérêt est l’extrapolation des signatures électroma-
gnétiques à partir des mesures. Cette extrapolation consiste à utiliser le modèle
magnétodynamique (3.4) dans le sens direct à partir des coefficients pour détermi-
ner les champs électromagnétiques.

Ainsi, à l’aide des coefficients identifiés pour la source (Σ) nous sommes capables
d’écrire l’induction magnétique sur le capteur de référence C1 à tout instant t qui
suit la mesure (voir Fig.3.4) sous la forme :

~B(C1) = <
{ Nc∑

i=1

~B
f
(i)
c

(C1)

}
(3.16)

L’identification magnétodynamique peut être considérée comme une extraction
de sources en fonction de leur comportement spatial. Cette remarque est intéres-
sante du point de vue de la robustesse car, pour que les incertitudes de mesure
aient une influence, il faut d’une part qu’elles correspondent à une fréquence ca-
ractéristique et d’autre part que leur comportement spatial puisse être décrit par



62 3. Identification de sources magnétodynamiques

un modèle harmonique. En pratique, quand le bruit ne correspondra pas à une
source son influence sera moyennée spatialement. En revanche, si le bruit sur les
capteurs correspond à la signature d’une source, nous devrons prendre des précau-
tions supplémentaires en intégrant la connaissance a priori que nous avons du bruit
en fonction des fréquences et des capteurs. Nous reviendrons sur ce point au cours
du chapitre 4.
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sur le capteur

de référence C1, du point de vue de la FTT (gauche) et du signal temporel (droite).

L’identification magnétodynamique est un outil performant pour la discrétion
magnétique puisqu’elle permet l’extrapolation des signatures électromagnétiques à
grande distance. La globalité du modèle associée aux propriétés de décroissance
des termes harmoniques nous permet de limiter le développement harmonique à
quelques termes essentiels en fonction de la distance. Ainsi le modèle harmonique
est parfaitement adapté à l’extrapolation puisqu’il est d’autant plus simple que la
distance est grande7. En comparaison l’extrapolation des signatures électromagné-
tique à l’aide des intégrales de frontières [Ned00][Bur02][Col06] nécessitent toujours
le calcul de l’intégrale de toutes les inconnues portées par la frontière et ce quelle
que soit la distance d’extrapolation.

Enfin, pour introduire la dernière partie de ce chapitre, si la méthode d’identifi-
cation que nous venons de proposer est parfaitement adaptée à l’extrapolation elle
ne permet pas de remonter à l’origine des champs rayonnés, ce qui est nécessaire
pour permettre l’analyse technique des causes des signatures. C’est pourquoi nous
allons proposer en plus de la décomposition harmonique de la source une décom-
position par type de source qui doit nous permettre de séparer des sources suivant
leur fréquences, leurs termes harmoniques et le type de source qu’elles définissent.

7Voir la notion d’ordre §2.2.1.1
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3.4 Analyse et identification de sources dyna-

miques

L’identification magnétodynamique est donc un processus basé sur une décom-
position fréquentielle et spatiale de la source. Néanmoins ce processus n’est pas
satisfaisant. Il permet l’extrapolation des signatures et la caractérisation spatiale
de la source du fait de la décomposition multipolaire, mais il ne permet pas l’ana-
lyse précise de l’origine de la source. Or c’est en identifiant les causes des signatures
que nous sommes le plus à même d’en diminuer les effets. Le but de cette partie
est de proposer une analyse des coefficients complexes identifiés (voir tableau 3.3)
qui permette la classification de ces termes suivant le comportement dynamique de
la source. Ainsi l’identification consistera à déterminer une source en fonction de
ses fréquences caractéristiques, de ses ordres et des dynamiques propres de chaque
terme. Le but étant d’obtenir une décomposition en sources élémentaires ne dé-
pendant plus des fréquences caractéristiques mais uniquement de la dynamique de
ces sources.

Nous allons atteindre ce but en proposant tout d’abord une analyse élémentaire
du comportement de chaque source mettant en évidence les distinctions possibles.
Nous mettrons en évidence les propriétés des coefficients identifiés et enfin nous
proposerons une identification exploitant la classification supplémentaire en sources
élémentaires de différent type.

3.4.1 Analyse préliminaire

Nous allons commencer cette analyse en montrant qu’il est possible de distin-
guer les différents types de sources en fonction de leur dynamique respective.

Prenons pour cela deux sources élémentaires ne possédant qu’un seul terme
harmonique respectivement a1,1 et a2,2. La première pulse à f1=6Hz tandis que
la seconde tourne à f2=3Hz. Les relations (3.8) et (3.9) nous permettent alors
d’écrire sur un cercle unitaire dans le plan équatorial du repère8 que les composantes
radiales Br de l’induction magnétique de ces sources respectent les relations de
proportionnalité : 

B1,r(φ, t) ∝ a1,1 · cos(φ) · sin(2πf1t+ ψ1)

B2,r(φ, t) ∝ a2,2 · cos(2 · (φ− 2πf2t− ψ2))

(3.17)

Ces relations montrent clairement que les dynamiques de ces deux sources ont
une fréquence caractéristique identique à 6Hz. L’identification magnétodynamique
nous permet de distinguer ces deux sources en fonction de leur ordre respectif par
le biais des coefficients harmoniques complexes relatifs aux fréquences -6Hz et 6Hz.
Cependant, nous n’avons pas identifié le comportement des sources.

Pour comprendre en quoi consiste l’identification du comportement des sources
nous proposons l’analyse de la figure (3.5) qui explicite leurs variations sur le cercle

8c’est à dire à θ = π/2 et r=1, voir Fig. A.1
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unitaire précédent. Elle nous permet de distinguer les variations spatio-temporelles
propres aux deux sources :

1. La première source, correspondant au terme a1,1, est de période unitaire
(m=1) suivant φ (Fig.3.5). L’amplitude de cette source varie au cours du
temps sans que les maxima de l’induction ne se déplacent spatialement. Cette
variation temporelle correspond à la fréquence 6Hz.

2. La seconde source, correspondant au terme a2,2, est quand à elle, de période
spatiale égale à 2 (Fig.3.5). Nous remarquons que les maxima de l’induction
tournent au cours du temps, et ne pulsent pas. Puisque cette source tourne
trois fois par seconde un capteur mesurera 6 maxima (2×3) par seconde et
ainsi la fréquence caractéristique de cette source sera également 6Hz.
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Fig. 3.5 – Représentations temps-espace des variations de l’induction d’une source
d’ordre 1 (terme a1,1) pulsant à 6Hz (figure gauche) et d’ordre 2 (terme a2,2) tournant à
3Hz (droite).

Nous venons donc de distinguer visuellement une source pulsante d’une source
tournante. Le troisième cas de source, tournantes-pulsantes correspondant à la
somme de deux sources tournantes. Nous avons donc parfaitement distingué les
deux grands comportements possibles des sources. A partir de l’observation de la
figure 3.5, nous pouvons imaginer un algorithme basé sur les variations des maxima
des champs, ou plus simplement sur l’observation des variations spatio-temporelles
identiques à celles de la figure 3.5.

Mais, l’identification magnétodynamique doit être possible à l’aide d’un nombre
faible de capteurs correctement placés autour de la source et dont ni le nombre, ni le
positionnement ne permettent de représentation aussi explicite que celle de la figure
3.5. Alors, pour distinguer les différents types de sources possibles, nous devons
exploiter une autre voie plus rigoureuse qui nécessite un retour sur les propriétés
essentielles des coefficients harmoniques. Elle doit nous permettre de discriminer
les différents types de sources simplement à partir des coefficients complexes de
l’identification magnétodynamique.
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3.4.2 Analyse des coefficients harmoniques

L’analyse précédente montre qu’il est possible visuellement de distinguer une
source tournante d’une source pulsante à une même fréquence. Mais cette distinc-
tion est faite à l’aide des variations spatio-temporelles des mesures9 ce qui est très
restrictif et coûteux. En effet, les mesures ne permettent pas la visualisation de
ces variations et une solution coûteuse serait de les compléter avec des valeurs
extrapolées à partir des coefficients complexes harmoniques.

Afin de restreindre le champ de nos investigations, nous devons redéfinir l’ana-
lyse des types de sources que nous cherchons à établir. Il s’agit de trouver à par-
tir des coefficients harmoniques complexes identifiés les caractéristiques qui per-
mettent la distinction des différents comportements des sources. Ainsi, cette dis-
tinction ne doit pas être basée sur la mesure, mais uniquement sur les coefficients
que nous avons déjà identifiés. C’est pourquoi dans cette partie nous allons rappeler
brièvement les propriétés des coefficients harmoniques et en particulier comment
ils sont affectés par la dynamique des sources.

3.4.2.1 Propriétés des coefficients harmoniques

Dans le chapitre précédent, nous avons déjà explicité les propriétés des coeffi-
cients harmoniques10. Elles sont toujours valables pour les coefficients complexes
fournis par l’identification magnétodynamique : d’une part ces coefficients ne dé-
pendent que de l’état de la source et de son comportement dynamique (et pas de
la mesure) et d’autre part ils interviennent linéairement dans la mesure du fait
de la linéarité du modèle. Ces deux propriétés nous indiquent clairement qu’une
variation temporelle de la source aura une conséquence proportionnelle sur les co-
efficients. Ainsi, s’il est possible de distinguer sur la mesure (voir Fig.3.5) le type de
source, il sera également possible de le distinguer sur les coefficients harmoniques.

Pour permettre de distinguer les trois différents types de source nous allons
maintenant procéder au problème direct pour chacune de ces sources afin de cer-
ner les spécificités des coefficients harmoniques qui vont nous permettre de les
discriminer. Afin d’être le plus précis possible, nous manipulerons uniquement la
composante Br du vecteur ~B de l’induction magnétique et, du fait des proprié-
tés des coefficients harmoniques, les conclusions auxquelles nous aboutirons seront
valables pour toutes les mesures et tous les coefficients.

9les mesures sont ici à prendre au sens large, puisque les variations de la source touchent toutes
les grandeurs électromagnétiques mesurables.

10Voir §2.2.1.4
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3.4.2.2 Coefficients d’une source pulsante

Soit, la composante Br d’une source pulsant à la fréquence f dont l’écriture est
proposée par (3.8). Elle s’écrit alors :

Br =
∞∑
n=1

n(n+1)·r−(n+2)·
n∑

m=0

[an,m cos(mφ)+bn,m sin(mφ)]·Pm
n (cos θ)·sin(2πft+ψp)

(3.18)

Cette expression montre qu’il est possible, du fait de l’indépendance des va-
riables spatiales et temporelles, d’affecter la variation temporelle de la source aux
coefficients harmoniques, c’est-à-dire d’écrire :

Br =
∞∑
n=1

n(n+ 1) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[a′n,m cos(mφ) + b′n,m sin(mφ)] · Pm
n (cos θ)

avec : a′n,m = an,m · sin(2πft+ ψp) et b
′
n,m = bn,m · sin(2πft+ ψp)

(3.19)

Cette démarche est parfaitement cohérente et traduit le fait que le caractère
intrinsèque des coefficients est également valable pour la dynamique de la source.
Puisque l’identification magnétodynamique détermine des coefficients complexes,
nous explicitons le vecteur C’ des coefficients harmoniques d’une source tournante
sous la forme :

C′ =
C

2j
· [exp(j(2πft+ ψp))− exp(−j(2πft+ ψp))] (3.20)

alors nous pouvons faire le lien avec les coefficients harmoniques identifiés. En
effet, l’expression (3.20) du vecteur des coefficients de la source pulsant à la fré-
quence f est caractérisée par deux fréquences issues de la décomposition complexe
du sinus. Nous en déduisons donc que l’identification d’une telle source conduit à
deux vecteurs de coefficients relatifs aux fréquences caractéristiques, qui sont :


C−f

0 =
−C

2j
· exp(−jψp)

C+f
0 =

+C

2j
· exp(jψp)

(3.21)

Une illustration de ce type de décomposition est donnée par les coefficients de
la source pulsante S1 du tableau (3.1). Par exemple, le coefficient ā1,0 identifié et
relatif à cette source vaut (.65-2.41j)1e-7 (voir tableau 3.3) ce qui correspond au
coefficient C+f

0 de (3.21) lorsque C et ψp prennent les valeurs des paramètres de
cette source.
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3.4.2.3 Coefficients d’une source tournante

La composante Br d’une source tournant à la vitesse Ω relative à l’écriture de
l’induction magnétique (3.9) s’écrit :

Br =
∞∑
n=1

n(n+1)·r−(n+2)·
n∑

m=0

[an,m cos(m(φ−Ωt+ψt))+bn,m sin(m(φ−Ωt+ψt))]·Pmn (cos θ)

(3.22)
Pour simplifier l’écriture nous considérerons le déphasage des sources tournantes

nul à l’origine, ce qui signifie que les coefficients harmoniques sont déterminés par
la position de la source à l’instant initial. Alors, en manipulant les sinus et cosinus,
l’expression (3.23) peut encore s’écrire comme (3.19) :

Br =
∞∑
n=1

n(n+ 1) · r−(n+2) ·
n∑

m=0

[a′n,m cos(mφ) + b′n,m sin(mφ)] · Pm
n (cos θ) (3.23)

avec les coefficients a′n,m et b′n,m définis par les rotations :

∀(n,m)

m 6= 0

}
:

[
a′n,m
b′n,m

]
=

[
cos(mΩt) − sin(mΩt)
sin(mΩt) cos(mΩt)

]
·
[
an,m
bn,m

]
(3.24)

Ainsi, la rotation d’une source suivant l’axe z correspond à la rotation de ses
coefficients. Notons que lorsque m est nul la rotation de la source n’a pas de sens
puisqu’elle correspond à la rotation d’une source axisymétrique11. L’étape suivante
consiste à chercher l’expression des coefficients harmoniques complexes identifiés.
Pour ce faire nous explicitons la forme complexe de la rotation (3.24) :

∀(n,m)
m 6= 0

}
:

[
a′n,m
b′n,m

]
=

1
2

{
e+jmΩt ·

[
1 j
−j 1

]
+ e−jmΩt ·

[
1 −j
j 1

]}
·
[
an,m
bn,m

]
(3.25)

Pour une vitesse de rotation Ω et un termem donnés, il y a donc deux fréquences
caractéristiques. Par exemple, les coefficients complexes identifiés aux fréquences
positives fm = mΩ/2π sont alors :

∀(n,m)
m 6= 0

}
:

[
a′n,m
b′n,m

]
=

1
2
·
[

1 j
−j 1

]
·
[
an,m
bn,m

]
(3.26)

L’illustration de cette identification complexe est donnée par la source tour-
nante S2 du tableau 3.1 dont l’identification des termes harmoniques a2,1 et b2,1 est
obtenue en appliquant (3.26) aux paramètres qui définissent cette source.

11une source axisymétrique est invariante par rotation



68 3. Identification de sources magnétodynamiques

3.4.2.4 Coefficients d’une source tournante et pulsante

Enfin, la composante Br de l’induction d’une source qui tourne à la vitesse Ω
et pulse à la fréquence f simultanément s’écrit à partir de (3.10) :

Br =
∞∑
n=1

n(n+1)·r−(n+2)·
n∑

m=0

[an,m cos(m(φ−Ωt))+bn,m sin(m(φ−Ωt))]·Pmn (cos θ)·sin(2πft+ψp)

(3.27)
que nous pouvons écrire sous la forme de (3.23) en posant les coefficients har-

moniques a′n,m et b′n,m :

[
a′n,m
b′n,m

]
=

1
2

{[
cos(ct− φp) − sin(ct− φp)
sin(ct− φp) cos(ct− φp)

]
+

[
cos(dt+ φp) − sin(dt+ φp)
sin(dt+ φp) cos(dt+ φp)

]}
·
[
an,m
bn,m

]
avec c = (mΩ− ω) et d = (mΩ + ω)

(3.28)

Nous constatons que ce type de source se décompose en deux sources tournantes
de fréquences respectives f1 = mΩ − ω et f2 = mΩ + ω. C’est ce que traduit
l’écriture (3.28) qui donne les coefficients d’une source tournante comme la somme
de deux rotations de coefficients. Un exemple de décomposition de source tournante
et pulsante est donné par la source S3 du tableau (3.1). Le couple de fréquences
identifié relatif au terme b3,1 est f1=2Hz et f2=6Hz (voir tableau 3.3), pour chacune
de ces fréquences les coefficients identifiés sont ceux d’une source tournante.

3.4.2.5 Bilan des différents types de sources

L’écriture des coefficients harmoniques des différentes sources a fait ressortir les
propriétés suivantes :

1. Tout d’abord, la dynamique des coefficients harmoniques est celle de la
source. Ce qui va nous permettre d’identifier les paramètres des différents
types de sources, uniquement en observant les variations des coefficients. Ce
point est essentiel car, contrairement aux mesures, les coefficients concentrent
l’information du modèle du fait de sa globalité.

2. Toute source peut se décomposer en source pulsante puisque la mesure est
réelle. La distinction d’une source pulsante est donc trop générale et nous
considérerons dans la suite de cette étude qu’une source pulse si vraiment
aucune autre dynamique ne peut lui être assimilée.

3. La seule vraie distinction dynamique possible pour une source est de déter-
miner si elle pulse ou si elle tourne. Pour remonter au type de source nous
commencerons donc par sélectionner les sources selon qu’elles sont tournantes
ou pulsantes.

4. Nous voyons aussi que toute source tournante-pulsante est une combinaison
de sources tournantes. Il est cependant possible de classer ces sources en
couples de façon à identifier une source Tournante-pulsante.
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3.4.3 Classification en types de sources

Forts de l’analyse des coefficients harmoniques de chaque source, nous allons
proposer un algorithme de classification des coefficients déterminés par l’identifica-
tion magnétodynamique. Il s’agit de distinguer les types de sources en utilisant au
mieux les propriétés des coefficients de ces sources. En particulier, nous insisterons
sur la mise en œuvre de la distinction entre sources pulsantes et tournantes.

3.4.3.1 Séparation des sources tournantes

Pour saisir la difficulté de la séparation des deux principaux types de sources,
nous devons rappeler que chaque coefficient identifié correspond à une source pul-
sante. Ainsi, si nous regardons chaque coefficient indépendamment, il est absolu-
ment impossible de distinguer une source pulsante d’une source tournante. Heureu-
sement, lorsqu’une source tourne ses coefficients tournent également et de ce fait
l’observation globale des variations des 2 coefficients d’un même terme harmonique
nous permet de distinguer les deux types de sources.

La séparation de ces deux sources repose donc sur l’observation simultanée des
coefficients d’un même ordre. Nous supposerons ainsi que les coefficients d’un terme
harmonique s’écrivent comme la somme de coefficients d’une source tournante et
d’une source pulsante. Alors les coefficients réels de la source sont obtenus en faisant
la somme des coefficients conjugués à chaque fréquence et vérifient :

∀(n,m)

m 6= 0

}
:

[
an,m(t)
bn,m(t)

]
=

[
a′n,m,p(t)
b′n,m,p(t)

]
︸ ︷︷ ︸

pulsant

+

[
a′n,m,t(t)
b′n,m,t(t)

]
︸ ︷︷ ︸

tournant

(3.29)

que nous pouvons écrire à l’aide de (3.19) et (3.24) sous forme du système
linéaire :

[
an,m(t)
bn,m(t)

]
︸ ︷︷ ︸

CoeffId

=
[

sin(2πft+ ψp) 0 cos(2πft) − sin(2πft)
0 sin(2πft+ ψp) sin(2πft) cos(2πft)

]
︸ ︷︷ ︸

M(t,φp)

·


an,m,p
bn,m,p
an,m,t
bn,m,t


︸ ︷︷ ︸

Cf

(3.30)
Nous aurons séparé ces deux sources lorsque la phase ψp et les coefficients Cf

seront clairement identifiés. Nous avons donc 5 paramètres à déterminer ce qui
nécessite l’écriture du système linéaire (3.30) à au moins trois instants différents12.

Cependant, si le système est linéaire, il dépend du paramètre ψp et de ce fait une
résolution linéaire de (3.30) ne peut être envisagée. Une solution possible consiste
à utiliser un algorithme itératif qui minimise la distance :

d = ‖CoeffId −M ·Cf‖2 (3.31)

12ce qui est facilement obtenu en faisant pulser les coefficients issus de l’identification magné-
todynamique
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La solution qui garantit la distance d minimale détermine les 5 paramètres de la
source. Grâce à ces paramètres nous pouvons écrire les coefficients des termes pul-
sants et des termes tournants à cette fréquence. Nous venons ainsi de montrer qu’il
était possible de séparer une source pulsante d’une source tournante à une même
fréquence et au même ordre uniquement en observant la variation des coefficients
harmoniques.

3.4.3.2 Algorithme de classification

L’identification magnétodynamique fournit des coefficients complexes qui sont
ceux de la décomposition de la source à chaque fréquence. Toutes les sources iden-
tifiées sont pulsantes du fait de la généralité de l’identification. De ce fait, nous ne
pouvons pas distinguer de source dont le comportement est réellement pulsant. Par
contre, les sources tournantes peuvent être distinguées des sources pulsantes du fait
qu’elles induisent des relations particulières entre les coefficients. Alors naturelle-
ment, la première étape de la classification consiste à faire la distinction entre une
source selon qu’elle tourne ou pulse (voir Fig.3.6) : c’est l’étape de sélection des
sources.

Coefficients  Complexes

Identifiés

Etape 2: Classification

Paramètres des sources

pulsantes

Paramètres des sources

tournantes

tournantes tournantes−pulsantes

Paramètres des sourcesParamètres des sources

Tournant Pulsant

Etape 1:Sélection

Fig. 3.6 – Algorithme de classification des coefficients identifiés en fonction du type de
source.

Cette première étape fournit d’une part les coefficients des sources pulsantes et
d’autre part ceux des sources tournantes. Nous n’avons plus de travail d’identifi-
cation à effectuer sur les coefficients pulsants, par contre nous pouvons classer les
sources tournantes suivant qu’elles tournent et pulsent ou non. Pour cela, nous cher-
cherons des couples de fréquences correspondant aux mêmes termes harmoniques :
il s’agit de l’étape de classification des sources tournantes (voir Fig.3.6).

Cet algorithme permet donc de distinguer les paramètres des différents types
de source. En particulier, il préserve l’extrapolation en garantissant qu’une source
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dont nous n’avons pas spécifié le comportement se décompose au moins en sources
pulsantes. Mais le bon résultat de cet algorithme est conditionné par la première
étape de sélection qui nécessite une analyse fine capable de distinguer parmi les
sources pulsantes, celles qui tournent, ce qui est rendu possible par l’analyse tem-
porelle des variations des coefficients.

3.5 Conclusions

Nous venons de mettre en évidence les mécanismes de l’identification magné-
todynamique d’une source en faisant un effort particulier pour montrer que notre
démarche d’identification était toujours possible dans un milieu conducteur. Sa
première application est donc l’extrapolation des signatures basses fréquences quel
que soit le milieu. En effet, elle fournit, tout comme l’identification statique, un
ensemble de coefficients qui détermine l’unique écriture analytique des différentes
grandeurs du champ électromagnétique générées par une source dynamique. L’ex-
trapolation est essentielle dans la démarche de discrétion qui est la nôtre. Elle nous
permet grâce aux propriétés de décroissance des termes harmoniques de prédire
quels seront ceux à l’origine des signatures électromagnétiques d’une source.

Mais l’identification n’est pas seulement un outil d’extrapolation de signature.
Elle permet également de classer les phénomènes selon leur fréquence et selon
leur comportement spatial, ce qui nous autorise à faire des hypothèses techniques
précises sur leur origine (rotor, encoches, . . .). Cette analyse est d’autant plus
précieuse qu’elle ne nécessite aucune information a priori sur la source analysée.
De ce fait, l’identification est aussi un outil efficace de diagnostic de sources qui
nous permettra de remonter aux causes des signatures afin de proposer des solutions
technologiques, comme les blindages que nous proposerons dans la deuxième partie
de ce manuscrit [Sch05b][Rou06].

Cependant, les performances de l’identification sont encore limités par le
nombre de capteurs et l’ordre N maximum des sources. En effet, la décomposi-
tion spatiale doit respecter les conditions d’échantillonnages, tout comme l’identi-
fication magnétostatique. C’est pourquoi, nous proposons maintenant un chapitre
de compléments statistiques à la résolution de systèmes linéaires qui va nous per-
mettre de résoudre l’identification magnétostatique en complétant la mesure par
de l’information a priori. Sa lecture va donc apporter les compléments nécessaires
qui vont permettre l’identification magnétodynamique si l’ordre N de la source est
inconnu ou le nombre de capteurs insuffisant.
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l’identification magnétique

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.1.1 Objectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.1.2 Notions de statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.1.3 L’inversion Bayésienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.2 Estimateur de maximum de vraisemblance . . . . . . . 85
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4.1 Introduction

4.1.1 Objectifs

L’identification magnétique proposée aux chapitres 2 et 3 de cette étude est
restreinte par de nombreuses limites. La première que nous évoquions concerne le
choix du modèle, en particulier celui de l’ordre N d’une source qui conditionne
le nombre minimum de mesures indépendantes nécessaires à l’identification. Mal-
heureusement, comme nous le montrions dans les chapitres précédents la notion
d’ordre est relative d’une part à la distance d’observation et d’autre part à la qua-
lité des mesures. Ainsi, quel que soit le nombre de mesures disponibles, si nous
cherchons à faire une identification parfaite, nous pouvons d’ores et déjà être sûr
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que le problème sera mal posé1, car une source d’ordre fini N est une vue de l’esprit
qui ne trouve de justification que dans les limites de la mesure. L’art dans ce do-
maine progressant, nous devons parfaitement brosser les contours de l’identification
magnétique afin d’obtenir une méthodologie qui en fasse un outil optimal.

Dans un contexte aussi flou, l’identification magnétique semble compromise.
Heureusement, bien que le problème ne soit pas parfaitement bien posé, sous réserve
d’hypothèses, il est possible de trouver une solution optimale, c’est-à-dire qui soit
la plus proche de la mesure tout en respectant nos hypothèses : nous parlons alors
de problèmes conditionnellement bien posés2. Les hypothèses exploitées sont alors
issues d’une connaissance a priori du problème qui décrit un contexte ou voisinage
dans lequel nous cherchons la solution3. Les hypothèses les plus courantes et les
plus simples exploitées conduisent à une simplification du problème qui rend la
solution plus régulière, soit en négligeant un sous-ensemble instable du système
linéaire comme c’est le cas pour la régularisation par troncature, soit en favorisant
des hypothèses de stabilité de la solution comme c’est le cas de la régularisation
au sens de Tikhonov.

Dans le contexte de cette étude, la limite principale de la régularisation est liée à
la globalité des coefficients harmoniques. Par exemple, la troncature va favoriser les
ordres les plus stables, ce qui n’est pas nécessairement une information pertinente à
propos d’une source électromagnétique active. Il faut donc utiliser une information
conduisant à une simplification judicieuse du système ce qui passe par une quête
d’information qui permet de spécifier avec précision le contexte de la solution4.

Bien que les méthodes de régularisation, en particulier la régularisation de Ti-
khonov permettent de prendre en compte l’information a priori sur les coefficients
harmoniques recherchés, elles offrent peu de moyens d’évaluer la pertinence de l’in-
formation a priori, la performance de l’inversion et l’origine des incertitudes ou
instabilités. L’apport des méthodes statistiques d’estimation paramétrique est es-
sentiel en ce sens. En effet, une interprétation statistique de l’information, qu’elle
soit issue de la mesure ou a priori (subjective ou objective), augmente nos capaci-
tés à identifier les coefficients harmoniques grâce aux outils classiques de l’analyse
statistique. En particulier les tests d’hypothèses qui sont la base de la théorie sta-
tistique de la décision et le fondement même de l’inférence bayésienne que nous
allons exploiter dans ce chapitre pour parfaire l’identification magnétique.

L’objectif de ce chapitre est donc de compléter l’identification magnétique à
l’aide d’outils issus de l’analyse statistique. Ces outils devront nous permettre de
prédire les performances de l’inversion, tant au niveau des mesures, de l’infor-
mation a priori que des coefficients identifiés. Ainsi nous pourrons prendre une
décision conduisant, soit à une mise à jour de l’information a priori ou des me-
sures, soit à la solution optimale recherchée. Pour atteindre ce but, nous proposons

1Nous ne pouvons que vous encourager à lire l’Annexe B
2voir Annexe B.1.6
3voir Annexe B et [Tik76],[Zhd02]
4Un exemple de recherche d’information sur les coefficients harmoniques peut être fourni par

la simulation, par exemple les conclusions du moteur à aimants simulé en §2.4 vont permettre de
chercher une solution à partir de la mesure dont les coefficients sont voisins de ceux fournis par
la simulation.
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un plan en trois parties. Dans un premier temps, nous allons rappeler des notions
de statistiques et introduire l’inversion bayésienne ce qui doit nous offrir les outils
nécessaires à la bonne compréhension des mécanismes intervenant dans la suite de
cette étude. Dans un second temps, nous étudierons le cas de l’estimation para-
métrique sans information a priori. Nous y verrons comment prédire a priori l’état
de la solution en fonction du modèle ou de la mesure. Cette partie est essentielle
pour la compréhension du calcul de blindage proposée au cours du chapitre 6 de
cette étude. Enfin, nous exposerons le cas de l’estimation paramétrique bayésienne
à l’aide de l’information a priori.

4.1.2 Notions de statistiques

Au regard de l’épaisseur des livres de statistiques, il serait ambitieux de vouloir
donner, dans cette thèse, une connaissance approfondie en la matière. Nous com-
mençons donc cette partie en précisant que seules les notions essentielles à cette
étude vont être brièvement rappelées et que nous recommandons la lecture d’ou-
vrages tels que [Spi91] et [Fre97] à tous les lecteurs ne se sentant pas à l’aise avec
le vocabulaire et les mécanismes statistiques.

4.1.2.1 Loi normale et système linéaire

Nous aimerions dire avec ironie que les sciences sont inexactes. En effet, elles
nous permettent seulement de formuler des hypothèses et seul l’intervention des
statistiques nous permet de les vérifier. Par exemple, comment pourrions-nous ana-
lyser la mesure sans avoir recours aux statistiques ?

C’est le caractère incertain du modèle harmonique et la qualité des mesures qui
nous poussent à considérer notre problème inverse comme une estimation paramé-
trique et non comme le résultat d’une opération mathématique. Nous devons donc
traduire les informations, les modèles et les mesures sous la forme de distributions
de probabilités représentatives de leur comportement.

Comme le montre la généralité avec laquelle le problème inverse bayésien est
généralement abordé [Tar82][Rob92][Rob94][Ber94][Dro02], les fonctions de den-
sité de probabilités représentatives peuvent être quelconques. Néanmoins, dans le
cadre de problèmes discrets linéaires, il est courant d’utiliser les distributions gaus-
siennes [Kay93][Tar87]. Comme le rappelle [Zhd02], l’utilisation de la loi normale
est justifiée par le théorème de la limite centrale5 et offre au praticien une bonne
approximation des phénomènes et des outils simples. Dans cette étude nous utilise-
rons essentiellement la distribution normale, c’est pourquoi il convient avant tout
de rappeler ses principales caractéristiques.

Définitions La loi normale est, en raison du théorème de la limite centrale, la
loi de base permettant d’interpréter statistiquement les résultats obtenus à partir

5Toute somme de variables aléatoires indépendante et identiquement distribuées tends vers
une certaine variable aléatoire. Sous des conditions larges, la loi de probabilité associée converge
vers une loi normale.
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de mesures. Cette loi se caractérise par son écart type σ et sa moyenne µ. Elle se
note N (µ, σ2) et est définie par la densité de probabilité :

p(x) =
1

σ
√

2π
· exp

[
−1

2

(x− µ)2

σ2

]
(4.1)

s méthodes de régularisation : elle ne cherche pas à simplifier le modèle en
tronquant un

p(x) = Cste · exp

[
− 1

n

|x− µ|n

σn

]
(4.2)

L’utilisation de ces lois suppose la linéarité du modèle et que les fonctions de
densité de probabilité correspondant aux informations, mesures et paramètres du
modèle ne possèdent pas de biais relatifs à la source d’information, la qualité des
mesures, l’exactitude du modèle.

Les lois gaussiennes généralisées ont un rôle particulier dans l’estimation para-
métrique que nous proposons :

– Commençons par la loi normale (voir Fig.4.1). Son intérêt principal est qu’elle
permet une formulation matricielle simple de l’estimation et apporte des ou-
tils statistiques6 qui permettent d’extraire des renseignements significatifs sur
les hypothèses, mesures et paramètres estimés.

– Les lois gaussiennes généralisées apportent un complément d’information qui
augmente la robustesse de l’estimation, mais implique des algorithmes d’op-
timisation comme par exemple la méthode du simplex [Leg96] ou les algo-
rithmes d’échantillonnage statistique [Rob94][Vie99]. Prenons par exemple
les gaussiennes généralisées de la figure 4.1 et imaginons qu’elles représentent
les distributions de plusieurs mesures d’une même grandeur. (La loi gaus-
sienne est intéressante pour sa bonne représentation.) Par ailleurs, si nous
connaissons l’instrument de mesure utilisé, nous pouvons par exemple pos-
tuler sur une loi gaussienne n=1 ce qui traduira une répartition plus étalée
de la densité, c’est-à-dire des lois d’écart plus souples (voir Fig.4.1).

Pour conclure, la description statistique de l’information a priori, des mesures
et du système linéaire que nous utiliserons en vue de la résolution de l’identification
sera principalement basée sur l’utilisation de la loi normale. Cependant, nous seront
amenés à utiliser des lois gaussiennes généralisées soit pour augmenter la robustesse
de l’identification, soit pour définir un comportement particulier de l’information
a priori.

Application aux systèmes linéaires Jusqu’ici, l’identification magnétique que
nous proposions reposait essentiellement sur la définition d’un problème direct issu
de la modélisation et qui donnait les mesures en fonction du vecteur des coefficients
harmoniques C sous la forme de (2.13) :

B = F ·C (4.3)

6estimateurs de tendance centrale (moyenne, médiane) ou estimateurs de dispersion (écart
type)
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Fig. 4.1 – Loi normale centrée et intervalles de confiance (gauche). Lois gaussiennes
généralisées pour n=1,2 et 4 (droite)

Cependant, cette relation n’a que valeur de modèle et ne prend ni en compte
les incertitudes de modélisation, ni les incertitudes de mesure : elle est donc trop
restrictive et conduit, en dépit des efforts de stabilisation déjà proposés, à des
solutions erronées. C’est pourquoi, nous proposons de redéfinir le problème direct
en examinant d’un point de vue statistique la mesure magnétique Bmes. Nous
cherchons pour cela à définir la densité de probabilité p(Bmes|C) correspondant à
la distribution de probabilité de la mesure en fonction des coefficients harmoniques.
En considérant que le modèle est représentatif des phénomènes, nous pouvons écrire
[Tar82][Kay93] :

p(Bmes|C) ∼ exp

[
−1

2
(F ·C−Bmes)

t · S−1
d · (F ·C−Bmes)

]
(4.4)

Cette densité correspond à la distribution que suit la mesure par rapport au
modèle. Elle fait intervenir une matrice Sd de covariance qui correspond aux in-
certitudes de mesure et de modélisation. La diagonale de cette matrice est par-
ticulièrement intéressante car elle est définie par la variance du bruit à chaque
point de mesure. Précisons qu’il s’agit uniquement d’une description du problème
direct précédent sous la forme de la probabilité de trouver la mesure lorsque les
coefficients et les incertitudes (contenues dans Sd) sont connus.

Afin d’illustrer ce problème direct nous proposons l’exemple classique de l’in-
terpolation linéaire. Supposons qu’au cours d’une expérience nous mesurions un
phénomène dont le comportement est assimilé à une droite affine d’équation :

y = a · x+ b (4.5)

L’approche classique consiste à poser le problème direct qui traduit le système
linéaire aux n points de mesures et dont les deux solutions sont les coefficients a
et b, sous la forme matricielle :

Y︸︷︷︸
n×1

= A︸︷︷︸
(n×2)

·C avec C =

[
a
b

]
(4.6)
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L’approche statistique permet une interprétation plus riche du problème direct.
Elle se traduit par la fonction de densité de probabilité p(Y|C) :

p(Y|C) ∼ exp

[
−1

2
(A ·C−Y)t · S−1

d · (A ·C−Y)

]
(4.7)

Imaginons par exemple que nous ne possédions qu’un seul point de mesure
(voir mesure1, droite1 Fig4.2). Le système est alors sous-déterminé. Il y a donc une
infinité de couples (a,b) solutions au problème c’est-à-dire une infinité de droites
solutions : pour l’instant ce résultat est des plus communs. Ce qu’apporte la densité
p(Y|C) dans la description de ce problème direct est essentiel, comme le montre
la figure centrale de (Fig.4.2). Nous voyons qu’elle est maximale le long de la
droite définie par (4.5) et la mesure 1. Ce qui est remarquable, ce n’est pas cette
droite, mais la possibilité que nous avons de choisir un couple de coefficients (a,b)
quelconque en évaluant l’erreur que nous commettons par rapport à la description
du problème direct : ce principe est à la base de la théorie de la décision.
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Fig. 4.2 – Représentation des densités de probabilité d’un problème d’interpolation
linéaire (figure de gauche) à l’aide d’une seule mesure (figure centrale) et de plusieurs
mesures bruitées (figure de droite). L’étoile correspond à la solution de référence, c’est-à-
dire la droite que devrait suivre théoriquement la mesure, la croix correspond au couple
de paramètres (a,b) que nous avons choisi en fonction de la mesure et correspondant à
une droite respective.

En augmentant le nombre de points de mesure (mesures 2 et figure de droite)
nous affinons la loi statistique. Dans ce cas nous pouvons choisir un couple (a,b)
suivant différents critères7 qui traduisent des approches statistiques différentes.
Dans le cas de cet exemple, nous avons choisi le couple (a,b) maximisant la densité
de probabilité (croix blanche), c’est-à-dire celui correspondant au maximum de
vraisemblance. Mais tout autre choix aurait été possible à condition de pouvoir
le justifier statistiquement, ce que permet la loi p(Y|C). Enfin, cette écriture du
problème direct est particulièrement riche dans son interprétation statistique. En
effet, nous héritons des outils qui vont nous permettre de diagnostiquer l’état du
problème et celui des solutions.

7Modes, médiane, espérance, autres moments . . .
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4.1.2.2 Théorie de la décision

Comme nous venons de voir, l’intérêt de l’approche statistique est de traduire
l’état du problème direct sous forme d’une densité de probabilité. Nous allons
maintenant poser les bases de l’estimation paramétrique, qui d’un point de vue
pratique est l’extraction de l’information contenue dans cette description statistique
du problème direct. Dans cette quête d’information les outils principaux que nous
exploiterons seront essentiellement le(s) mode(s), l’espérance et la variance qui
caractérisent les lois normales8.

Estimateur efficace Avant d’aller plus loin, commençons par introduire la no-
tion d’estimateur efficace. Cette notion est liée à la précision de l’information conte-
nue dans la description statistique du problème direct. Nous verrons dans la suite
de cet exposé que pour traduire la qualité d’informations a priori nous utilise-
rons des probabilités dont les variances sont représentatives de leur précision. Au
contraire, si nous voulons faire une bonne estimation des grandeurs relatives à par-
tir d’une densité de probabilité, il faut que le problème soit décrit de façon précise,
ce qui suppose que la variance est faible. Un estimateur efficace est celui qui utilise
une densité de probabilité suffisamment précise c’est-à-dire celui dont la variance
est minimale. Nous favoriserons toujours l’estimateur dont la variance est la plus
faible, si bien sûr il est représentatif des mesures. Reprenons l’exemple précédent
(voir Fig.4.2), la densité de probabilité p(Y|C) relative à la mesure 2 a une variance
plus petite que celle de la mesure 1, ce qui réduit considérablement le choix des
couples (a,b) solutions, par exemple un seul correspond au maximum. Cependant,
connaissant la référence, nous savons que ce choix n’est pas le plus juste et nous
pouvons supposer que cette erreur d’estimation est liée à la qualité de certaines
mesures intervenant dans l’estimation.

Tests d’hypothèses Pour prendre une décision, il faut poser des hypothèses
statistiques qui permettent une meilleure interprétation et une décision vis-à-vis
des différentes sources d’information : modèle, mesures, a priori. Les procédés qui
permettent de décider si les hypothèses sont vraies ou fausses sont appelées tests
d’hypothèses. Dans le cadre générale de la statistique nous pouvons être amenés à
tester si la statistique suit une loi gaussienne, si des mesures sont aberrantes ou une
hypothèse trop risquée. Dans le cadre de la distribution normale, il existe des tests
simples. Supposons qu’une mesure suive une loi normale de moyenne µ et d’écart
type σ. Nous pouvons définir les intervalles de confiance définis par la probabilité
de trouver une mesure à p% (voir Fig.4.1). Alors, si nous cherchons à évaluer si
une nouvelle mesure suit la même loi que les précédentes, nous pouvons formuler
la règle de décision suivante :

– Si la mesure est dans l’intervalle de confiance à p %, elle est considérée comme
faisant partie de la mesure.

– Sinon, elle est dans la région critique externe à l’intervalle de confiance et
doit être rejetée.

8D’autres outils peuvent-être utilisés pour estimer une variable et sa précision, comme la
médiane, l’écart ou d’autres moments d’ordre supérieur [Leg96][Sap76][Rob92]
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Pour comprendre l’intérêt de ces tests revenons encore une fois à notre problème
d’interpolation de droites précédent (voir Fig.4.3). Supposons par exemple, que les
points mesurés conduisent à une variance suivant y, σ2

y égale à (0.7)2 et cherchons
à présent à évaluer si il n’y a pas une mesure aberrante.

Pour ce faire nous commençons par estimer les paramètres (a,b) les plus pro-
bables à partir de l’ensemble des mesures (mesures 2) en choisissant le maximum
de vraisemblance de la densité (voir figure du centre). Nous trouvons alors les para-
mètres de la droite 2. Si la droite est solution nous devrions trouver, respectivement
à la variance de la mesure, que 99.73% des mesures sont voisines à moins de 3σy
de la droite estimée9. Or visuellement nous voyons que la troisième mesure sort de
cet intervalle. Nous venons de vérifier que cette mesure est aberrante par rapport
à la distribution des mesures définie par σy.

Si maintenant nous négligeons cette mesure nous commettrons une erreur maxi-
male inférieure à 0.27%. Dans ce cas, la nouvelle densité de probabilité traduisant
l’état du problème direct possède une variance plus faible (voir figure de droite)
nous pouvons donc affirmer que notre nouvelle estimation sera plus efficace. Nous
venons de stabiliser l’écriture du problème direct en retirant les incertitudes causées
par une mesure aberrante.
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Fig. 4.3 – Représentation des densités de probabilité d’un problème inverse d’interpo-
lation linéaire (figure de gauche) à l’aide des mesures 1 (figure centrale) et des mesures
2 (figure de droite). L’étoile correspond à la solution de référence, c’est-à-dire la droite
que devrait suivre théoriquement la mesure, la croix correspond au couple de paramètres
(a,b) que nous avons choisi en fonction de la mesure et correspondant à une droite res-
pective. Les mesures 3 sont obtenues en retirant un point aberrant, en conséquence la
variance de la densité de probabilité est plus petite (voir figure de droite).

Nous devons cependant préciser que ce mécanisme n’est réellement possible
que lorsque le nombre de mesures permet une représentation statistique et que les
mesures aberrantes sont minoritaires. Dans tout autre cas l’élimination des mesures
aberrantes conduira à une estimation fausse. Dans cette section nous avons illustré
une décision à l’aide des intervalles de confiance, nous aurons encore recours au
test du χ2 qui est généralement utilisé pour vérifier une hypothèse gaussienne et
que nous utiliserons pour identifier les mesures aberrantes.

9Nous introduirons plus loin les valeurs des résidus de mesure, voir §4.2.3.2
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Nous venons de rappeler brièvement les notions de statistiques qui nous seront
utiles dans notre processus d’identification magnétique. Elles vont maintenant nous
permettre de d’écrire statistiquement notre problème direct, les informations a
priori et de résoudre notre système linéaire en utilisant une interprétation des
densités de probabilité qui permette une estimation optimale des paramètres du
modèle harmonique.

4.1.3 L’inversion Bayésienne

Nous venons de voir que l’intérêt de traduire un système linéaire par le biais
d’une densité de probabilité permettait d’interpréter statistiquement l’information
qu’il contient. Cette interprétation montre le lien entre probabilité et information.
Malheureusement, elle n’est pas optimale quand le système est sous-déterminé10.
Dans ce cas, il est nécessaire d’apporter un complément d’information au système
de façon à préciser la solution et ainsi prendre une décision par rapport aux solu-
tions possibles : c’est le principe de l’inférence Bayésienne.

4.1.3.1 L’information comme densité de probabilité

L’estimation ou inversion bayésienne peut être considérée comme une com-
binaison d’informations de nature différente à propos des mesures, du modèle et
des paramètres. Pour permettre cette estimation nous devons avoir une quantité
d’information suffisante à propos des paramètres de sorte qu’il soit possible de
décider d’une solution. C’est pour cette raison que Tarantola considère l’inversion
bayésienne comme une quête d’information [Tar82][Tar87][Tar05]. De ce point de
vue, le problème inverse sera l’ensemble des paramètres qui représentent au mieux
l’information : un problème inverse n’est plus un calcul de paramètres, mais un
cumul d’informations qui décrivent le comportement de la solution. Les
deux sources d’informations possibles sont les mesures et l’information a priori que
nous pouvons formuler à propos des paramètres estimés. Lorsque la qualité et le
nombre de mesures sont suffisants pour résoudre le problème il n’est pas nécessaire
d’avoir recours à l’information a priori, bien que son emploi augmente toujours la
précision de l’estimé, à condition bien sûr que cette information soit cohérente et
correctement traduite.

Nous avons vu dans les exemples précédents (voir Fig.4.2 et 4.3) que le problème
direct pouvait s’interpréter comme une densité de probabilité dont la variance était
représentative de la qualité de la mesure et du modèle en fonction des paramètres
que nous voulons estimer. Quelle que soit sa nature, l’information peut donc être
traduite sous forme d’une densité de probabilité.

Afin de comprendre comment traduire l’information, prenons trois types d’in-
formations différentes à propos d’un paramètre x :

1. Imaginons que nous sommes certains que x prenne la valeur x0. Alors, en
théorie, un échantillonnage quelconque de x doit avoir une variance σ2 nulle

10De façon générale il est toujours mieux de faire intervenir l’information a priori car elle
améliore l’estimation
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et une moyenne égale à x0 : la densité de probabilité de trouver x est donc
la distribution de Dirac centrée en x0 (Fig.4.4-A).

2. Si maintenant, nous savons que x vaut en moyenne x0, mais que nous ne
sommes pas parfaitement sûr de cette hypothèse. Nous traduisons notre
connaissance de x par une loi normale dont la variance est relative à la
connaissance que nous avons de x (Fig.4.4-B). C’est le cas par exemple pour
un vecteur de mesure dont nous pouvons estimer la matrice de covariance
(ou au moins sa diagonale).

3. Enfin, si nous n’avons pas d’information précise sur x, nous supposons
alors que toutes les valeurs de x sont équiprobables, la probabilité est donc
constante. Cette définition n’apporte pas d’information, à moins bien sûr que
l’équiprobabilité soit valable sur un intervalle fermé [a,b] (voir Fig.4.4).

x x x

p(x) = δ(x− x0) p(x) = N (x0, σ
2) p(x) = 1

b−a

x0 x0 a b

(A) (B) (C)

Fig. 4.4 – Exemples de densités de probabilités gaussiennes particulières. - (A) La
distribution de Dirac - (B) une loi normale centrée - (C) Loi uniforme sur un intervalle
[a,b] appelée également fonction porte.

Malheureusement, si cette représentation de l’information est aisée, elle n’en
permet qu’une interprétation simple qui n’est pas conforme à l’information précise
que nous avons des paramètres. Comme nous verrons dans la suite de cette étude,
le choix de l’information a priori est essentiel et doit être fait avec exactitude et
précision, pour ne pas induire d’erreurs d’estimation et permettre une résolution
optimale.

A propos de l’information a priori, une polémique importante entoure l’inversion
bayésienne. Certains considèrent que la difficulté d’interprétation statistique de
l’information a priori est telle qu’elle conduit à une erreur systématique et refusent
ainsi le principe de l’estimation bayésienne. Nous reviendrons sur ce point délicat
dans la suite de notre exposé, pour l’heure nous allons présenter le théorème de
Bayes qui est le postulat à l’origine de l’estimation paramétrique que nous allons
exploiter.

4.1.3.2 Théorème de Bayes

Le formalisme bayésien repose sur la densité a posteriori des paramètres que
nous cherchons à estimer conditionnellement aux observations et aux informations
a priori à notre disposition qui concernent les paramètres ou la forme du modèle.

Supposons que Y soit le vecteur des observations et C le vecteur des paramètres
à estimer. La densité a posteriori p(C|Y) conjointe de tous les paramètres est définie
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à partir du théorème de Bayes [Bay63] :

p(C|Y) =
p(Y|C) · p(C)∫
p(Y|C) · p(C) · dC

(4.8)

où :
– p(Y|C) est la densité de probabilité conditionnelle des mesures connaissant

les paramètres du modèle, c’est la fonction de vraisemblance que nous avons
déjà utilisée pour traduire un problème direct (voir eq.4.7).

– p(C) est la densité a priori relative aux paramètres C choisie en fonction des
connaissances disponibles, avant la prise en compte des mesures.

– enfin l’intégrale
∫
p(Y|C)p(C)dC est une constante de normalisation appelée

l’évidence bayésienne.
La formule de Bayes (4.8) est à proprement parler l’inversion bayésienne. En

effet, à l’aide des densités de probabilité disponibles sur l’observation, le modèle et
les paramètres, nous obtenons une densité de probabilité conditionnelle représenta-
tive des coefficients connaissant l’observation. En quelque sorte, l’information que
nous avions a été traduite sous forme de densité de probabilité et nous obtenons,
par l’intermédiaire du théorème de Bayes, une densité de probabilité représenta-
tive de l’information que nous avons des paramètres recherchés. D’ailleurs, l’intérêt
de l’approche bayésienne n’est pas d’estimer les paramètres, mais de recueillir le
maximum d’information disponible à propos de ces derniers. C’est pourquoi la
réelle solution de l’inversion est la densité de probabilité p(C|Y) dont diverses
interprétations sont possibles et aboutissent à des estimations différentes.

4.1.3.3 Intérêt - Illustration

Nous allons maintenant revenir sur le théorème de Bayes afin d’illustrer sur un
exemple simple utilisant des distributions normales le rôle et l’intérêt de l’informa-
tion a priori pour l’estimation paramétrique bayésienne.

Imaginons que nous cherchons à estimer une grandeur x à partir de sa mesure.
Pour déterminer, la densité de probabilité a posteriori nous devons dans un premier
temps écrire la fonction de vraisemblance, traduire l’information a priori que nous
avons a propos de x0 puis enfin écrire la densité a posteriori.

En admettant que la mesure soit donnée par une loi normale de moyenne µ et
de variance σ2, nous pouvons écrire la fonction de vraisemblance :

p(mes|x) =
1

σ
√

2π
exp

[
−1

2

(x− µ)2

σ2

]
(4.9)

De plus si l’information a priori que nous possédons peut s’écrire sous forme
d’une loi de probabilité normale centrée en x0 et de variance τ 2, nous avons :

p(x) =
1

τ
√

2π
exp

[
−1

2

(x− x0)
2

τ 2

]
(4.10)

Ce qui permet de définir la distribution a posteriori de la variable x, c’est-à-dire
traduire l’ensemble de l’information disponible par la mesure ou l’a priori. Dans ce
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cas, nous pouvons écrire cette distribution :

p(x|mes) ∼ p(mes|x) · p(x) = exp

[
−1

2

(x− µ2)
2

σ2
2

]
· (4.11)

avec :

µ2 =
τ 2µ+ σ2x0

σ2 + τ 2
σ2

2 =
1

1
σ2 + 1

τ2

(4.12)

Ainsi, le résultat de l’inversion est une densité de probabilité dont les para-
mètres (µ2,σ

2
2) dépendent de ceux de la vraisemblance et de l’a priori. A partir de

cet exemple, nous montrons à quel point l’apport d’information est important pour
augmenter l’efficacité de l’estimation. En effet, la variance de la densité a posteriori
est toujours diminuée par l’apport d’information a priori aussi peu informative soit
elle (voir formule de σ2

2 dans (4.12)). Cependant nous voyons également l’impor-
tance de la traduction de l’information a priori. En effet, le choix de l’espérance
de l’a priori conditionne la valeur de celle de la densité a posteriori (il s’agit de
la moyenne pondérée des espérances). Un mauvais choix pour x0 aura donc une
conséquence d’autant plus grave sur l’estimation que la variance τ 2 de l’a priori est
faible.

Nous venons donc de montrer qu’un intérêt de l’inversion bayésienne était de
faire intervenir de l’information a priori afin de préciser le comportement statistique
des paramètres en fonction de la mesure. Ce qui nous conduit à nous demander
tout simplement si nous ne pouvons pas trouver la solution de problèmes sous-
déterminés en complétant le manque d’information des mesures par de l’informa-
tion a priori. En effet, un résultat classique concernant l’estimation paramétrique
[Sil01] est qu’une estimation sous conditions peut conduire à une unique solution,
si l’information a priori est suffisante. Nous utiliserons ce principe dans l’identifi-
cation magnétique, dont une des limites est pour l’instant de nécessiter un grand
nombre de capteurs magnétiques.

Nous terminerons cette présentation de l’estimation Bayésienne en montrant un
exemple de problème inverse pour lequel l’information a priori permet la résolution.
Il s’agit toujours du problème d’interpolation linéaire présenté figure 4.2. Rappelons
que si nous ne connaissons qu’un seul point de mesure (mesure1 Fig.4.5) le problème
est sous-déterminé et une infinité de couples de paramètre (a,b) sont solutions :
l’estimation à l’aide de la vraisemblance est impossible. Mais si nous savons que le
paramètre b est voisin de 2, ce que nous traduisons par la densité a priori :

p(b) =
1

σb
√

2π
exp

[
−1

2

(b− 2)2

σ2
b

]
· (4.13)

Alors la densité de probabilité a posteriori p(C|Y) est précise et nous pou-
vons par exemple définir l’estimateur de maximum a posteriori (MAP). La figure
de droite de Fig.4.5, montre en effet une densité de probabilité de variance finie
ce qui, si nous nous rappelons sa représentation en terme d’information, signifie
que l’information est suffisante pour permettre l’estimation. Une fois encore, nous
rappellerons que si l’estimation est possible et donne un résultat satisfaisant, c’est
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parce que l’hypothèse a priori est excellente. Si par exemple nous posons l’hypo-
thèse de norme minimale la solution serait celle de la droite 1, qui est bien moins
satisfaisante11.
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Fig. 4.5 – Illustration de l’intérêt de l’information a priori sur le problème d’interpolation
linéaire. La mesure 1 ne permet pas de définir le couple (a,b) : le système est sous-
déterminé ce qui se traduit par une distribution de probabilité de variance infinie (voir
figure centrale). Par défaut nous faisons le choix de la solution de norme minimale (croix
blanche) qui conduit à une erreur d’estimation : voir droite 1. L’apport d’information a
priori sur b complète notre connaissance des paramètres et permet de déterminer une
estimation correcte (carré). La densité a posteriori p(C|Y) a une variance finie (voir
figure de droite).

En conclusion, le contexte statistique que nous venons de présenter apporte
les méthodes et outils statistiques qui vont permettre une meilleure estimation
des coefficients harmoniques à partir de mesures. Plus qu’un outil mathématique,
la statistique permet de traduire l’information de différente nature sous forme de
densité de probabilité. Il est alors possible de compléter la mesure à l’aide d’infor-
mations diverses à propos d’une source. Ainsi, l’indétermination liée à la mesure
ne nous pousse plus vers une erreur systématique car l’information a priori brosse
un voisinage de la solution. Il y a donc, comme nous le verrons dans la suite de
cet exposé, une solution à la résolution de systèmes sous-déterminés qui consiste
à compléter le manque d’informations de la mesure par autant d’informations a
priori nécessaires, ce qui passe bien sûr par une traduction précise et juste de cette
information.

4.2 Estimateur de maximum de vraisemblance

Dans de nombreux cas de résolutions de systèmes linéaires nous ne possèderons
pas d’information a priori. Alors, le formalisme bayésien ne fait pas de différence en
terme d’information entre la fonction de vraisemblance et la densité a posteriori,
car la densité a priori est uniforme. Nous chercherons donc uniquement à l’aide de
la fonction de vraisemblance à estimer les coefficients harmoniques.

Le choix de l’estimateur est fondamental et doit être optimal. Deux politiques
sont possibles : soit nous cherchons la solution la plus certaine, c’est-à-dire celle

11Pour mémoire, il s’agit de la solution donnée par l’inverse généralisée
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qui correspond au minimum de variance, soit nous cherchons la solution la plus
probable qui est donnée par le maximum de vraisemblance. Dans cette partie nous
utiliserons des estimateurs de maximum de vraisemblance. La raison de ce choix est
double car d’une part il existe toujours un maximum de vraisemblance et d’autre
part la formulation des deux estimateurs est identique12. La difficulté de l’identifi-
cation magnétique est de définir l’estimateur optimal. Pour y arriver nous devons
encore mettre en place les outils statistiques qui vont nous permettre d’évaluer la
qualité de l’estimation et de définir le meilleur estimateur possible.

4.2.1 Écriture

Reprenons la fonction de vraisemblance relative à notre problème d’identifica-
tion magnétique (4.3) :

p(Bmes|C) ∼ exp

[
−1

2
(F ·C−Bmes)

t · S−1
d · (F ·C−Bmes)

]
(4.14)

L’estimateur de maximum de vraisemblance de cette densité est donné par le
vecteur des coefficients qui maximise la vraisemblance p(Bmes|C) et qui est tel
que :

∂
(
log p(Bmes|C)

)
∂C

= 0 (4.15)

Cette dernière équation peut admettre plusieurs solutions et nous choisirons
celle qui définit le maximum de la fonction de vraisemblance. La solution Ĉ de
(4.15) est donnée par [Tar82][Kay93] :

Ĉ = (FtS−1
d F)−1FtS−1

d Bmes (4.16)

Finalement, cette solution est celle donnée par un estimateur des moindres
carrés pondérés.

4.2.2 Propriétés - Optimalité

L’estimateur des moindres carrés (4.16) est donc un estimateur au sens statis-
tique. L’intérêt du cadre statistique est lié à la description qu’il apporte et qui va
permettre de définir l’estimateur optimal. Nous avons vu dans nos exemples précé-
dents que plus l’information était importante et moins la variance de la densité de
probabilité correspondante était forte. Nous définirons l’estimateur de maximum
de vraisemblance optimal comme celui dont la variance est minimale. Nous allons
donc calculer la variance de l’estimateur qui est à la fois une mesure de l’incertitude
de l’estimation et un critère d’optimalité.

Soit l’estimateur de maximum de vraisemblance d’expression (4.16), il s’agit
d’un estimateur sans biais dont la variance est :

var
{
Ĉ

}
= E

{
ĈĈ

t
}

= (FtS−1
d F)−1 (4.17)

12Les deux estimateurs sont asymptotiquement identiques [Kay93]
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Ce résultat est essentiel et permet l’écriture statistique de l’estimateur sous la
forme de la densité de probabilité [Kay93] :

Ĉ ∼ N (C, (FtS−1
d F)−1) (4.18)

Sous cette forme nous voyons que l’estimateur du maximum de vraisemblance
est optimal lorsque la variance (4.17) est minimale. Dans le cas où le bruit est
uniformément réparti sur les mesures, c’est-à-dire que Sd est proportionnel à la
matrice identité, nous voyons que l’estimateur est optimal lorsque FtF = Id c’est-
à-dire que F est une matrice orthonormale.

En général, la matrice F n’est pas orthonormale, alors nous cherchons un pro-
duit scalaire pour lequel c’est le cas en introduisant une pondération dont le but
est de stabiliser le système. C’est ce que nous avons fait au chapitre 2 en divisant
chaque colonne de F par l’inverse de sa norme, de sorte que (FW)t(FW) ∼ Id.
Néanmoins, si cette méthode de stabilisation est très efficace et réduit la variance
de l’estimateur, elle n’est pas optimale car la matrice W de pondération ne permet
qu’une pseudo-orthonormalité qui est vraie uniquement sur la diagonale13.

Le meilleur choix de pondération est donné par la décomposition de Cholesky
de la matrice FtF. En effet, cette décomposition est considérée comme l’écriture
d’une racine carrée d’une matrice. Prenons par exemple une matrice M définie
positive (comme l’est FtF), la factorisation de Cholesky permet l’écriture de M
sous la forme [Pre92] :

M = LLt (4.19)

Pour cette raison, nous considérons que la matrice L est une racine de M. La
meilleure pondération W qui conduit à l’estimateur optimal est alors celle obtenue
en normalisant la matrice F par L car elle conduit à l’orthonormalité des colonnes
de F. Ainsi, en utilisant cette pondération pour notre problème nous garantissons
que l’estimateur Ĉ a une variance minimale.

4.2.3 Indicateurs de qualité de l’estimateur

Nous venons de calculer la variance de l’estimateur de maximum de vraisem-
blance, ce qui nous a permis de comprendre l’intérêt de la stabilisation proposée au
chapitre 2 et d’introduire un estimateur optimal. Cette variance est un indicateur
de la qualité de l’estimation a priori. Nous allons maintenant présenter deux autres
indicateurs de qualité qui vont permettre d’optimiser l’estimateur soit en proposant
une nouvelle écriture du système linéaire, c’est-à-dire une meilleure matrice F, soit
en retirant les mesures aberrantes, c’est-à-dire en filtrant les mesures de Bmes. En
quelque sorte, nous proposons dans cette section de définir la meilleure mesure et
le meilleur système linéaire, en changeant le positionnement des capteurs quitte à
réécrire la matrice F.

13Elle n’est cependant pas à rejeter car elle ne nécessite qu’un calcul itératif de norme, qui est
bien plus simple et moins long à mettre en oeuvre que le processus d’inversion
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4.2.3.1 Opérateur de résolution - performance a priori

L’opérateur de résolution, noté R n’est pas réellement le fruit de l’approche
statistique. Il est un indicateur de qualité fréquemment utilisé pour mesurer a
priori les performances d’une estimation [Leg96]. Son origine est liée à une inter-
prétation des estimateurs comme des filtres qui prennent en entrée le vecteur des
paramètres exact Cexact d’une source et donnent en sortie les paramètres estimés
Ĉ [Bac67][Bac70]. L’opérateur R représente donc la fonction de transfert de l’es-
timateur et est une mesure de sa résolution [Tar05]. Pour construire cet opérateur
imaginons que nous possédons une mesure exacte Bexact définie par :

Bexact = F ·Cexact (4.20)

L’opérateur est la matrice R telle que :

Ĉ = R ·Cexact (4.21)

Or à partir de la mesure (4.20) nous pouvons écrire l’estimateur de maximum
de vraisemblance :

Ĉ = (FtS−1
d F)−1FtS−1

d F ·Cexact (4.22)

Nous avons donc simplement défini un opérateur révélateur de l’estimation.
Dans le cas idéal, c’est-à-dire que le problème est sur-dimensionné et que la variance
de mesure est faible, la matrice R est proche de l’identité. Mais généralement ces
conditions ne sont pas satisfaites et R donnera l’erreur relative entre le paramètre
exact et le paramètre estimé. Pour cette raison, cet opérateur est un excellent
indicateur a priori de l’erreur d’estimation. Nous pouvons l’utiliser pour quantifier
la qualité de l’estimation et détecter les composantes mal estimées ou optimiser le
placement de capteurs de sorte que l’erreur relative d’estimation soit plus faible sur
tout ou un sous-ensemble des paramètres estimés. La matrice R a des propriétés
semblables à la matrice de covariance Sd : sur la diagonale nous trouvons l’erreur
relative propre à un paramètre estimé et hors de cette diagonale des termes croisés
qui reflètent les liens entre les erreurs d’estimation des composantes de Ĉ. Enfin,
nous aurons recours à cet opérateur d’une part pour vérifier que l’estimation est de
bonne qualité et prendre une décision sur les paramètres de moins bonne qualité
et d’autre part pour placer nos mesures afin qu’une partie utile de la matrice R
soit le plus proche possible de l’identité [Leg96]. Ainsi, l’estimation des paramètres
correspondant sera, a priori, la plus précise possible. Nous reviendrons sur cet
opérateur et son utilisation au cours du chapitre 6 et dans les applications.

4.2.3.2 Résidus de mesures

Si l’opérateur de résolution permet une connaissance a priori de l’état des para-
mètres estimés, nous pouvons encore avoir accès à une estimation de la qualité des
mesures et du modèle par le biais des résidus de mesures. Le vecteur des résidus
de mesures est un estimateur de l’erreur de mesure qui est défini par :

V̂ = F · Ĉ−Bmes (4.23)
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V̂ est une variable aléatoire d’espérance nulle et de variance E{V̂V̂t}. Nous
pouvons donc écrire l’estimateur des résidus de mesures sous la forme :

V̂ ∼ N
(
0, (Sd − F(FtS−1

d F)−1Ft))
)

(4.24)

L’estimateur des résidus de mesures est un outil statistique important. En ef-
fet, d’après (4.23) V̂ donne la distribution de l’erreur entre le modèle et la mesure
et va ainsi nous permettre de prendre une décision, soit sur le modèle, soit sur
la mesure. Par exemple, pour déterminer l’ordre maximum N d’une source mul-
tipolaire, nous pouvons écrire le système pour différents ordres N et vérifier que
la variance des résidus de mesures diminue et que l’opérateur de résolution reste
proche de l’identité. Mais cette méthode a plutôt tendance à converger vers un
modèle plus complexe qui minimise la variance des résidus. Reprenons l’exemple
de l’interpolation linéaire par une droite, si nous avons 3 points non alignés la va-
riance des résidus de mesures sera nécessairement non nulle et une interpolation
par une parabole donnera certainement une variance plus faible. Cependant, si
le modèle linéaire est conforme aux phénomènes physiques le mésalignement doit
être interprèté comme une erreur de mesure. Dans ce cas, nous pouvons à l’aide de
tests sur la loi de probabilité des résidus prendre la décision d’éliminer une mesure
erronée, ce qui aura comme conséquence de préciser la fonction de vraisemblance
(voir Fig.4.3). La connaissance de la distribution de V̂, estimateur de l’erreur de
mesure, va nous permettre de bâtir des tests sur la nature statistique des obser-
vations. Ils vont également nous permettre de détecter les mesures aberrantes qui
faussent l’estimateur et ainsi de le rendre le moins sensible possible aux erreurs de
positionnement et de mesures.

4.2.4 Exemple d’application des indicateurs de qualité

Nous proposons maintenant d’utiliser les indicateurs de qualité que nous venons
de définir pour la résolution d’un système linéaire sans information a priori. Pour
se faire, nous reprendrons l’exemple de placement de capteurs proposé au chapitre
2 sur la figure (2.5), que nous avons utilisé pour définir et stabiliser la matrice F.
Pour mémoire, il s’agissait d’identifier une source magnétique d’ordre N=3 à l’aide
de 26 capteurs triaxiaux répartis sur un cube métrologique. Le conditionnement de
la matrice F obtenue après stabilisation était de 1.53 (voir Tableau 2.1 colonne D).
Dans cet exemple, il n’est pas question de résoudre l’estimation, mais de continuer
d’une part la stabilisation, d’évaluer les performance a priori de l’estimateur de
maximum de vraisemblance et enfin de quantifier l’erreur de modélisation ou de
mesure par le biais de l’estimateur de variance a priori des résidus de mesures. Tous
ces indicateurs doivent nous permettre de quantifier la qualité de l’estimateur mais
surtout de prévenir et optimiser l’estimateur en intervenant sur les mesures.

4.2.4.1 Stabilisation par minimisation de la variance des paramètres

L’estimateur de maximum de vraisemblance optimal est celui dont la variance
est minimale : c’est le résultat important du paragraphe §4.2.2. Nous rappelons
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que cet estimateur peut s’écrire à l’aide de la densité de probabilité :

Ĉ ∼ N (C, (FtS−1
d F)−1) (4.25)

Dans notre cas, nous ferons l’hypothèse que le bruit de mesure est uniforme sur
l’ensemble des mesures, la matrice Sd sera donc l’identité et l’estimateur aura pour
variance :

var{Ĉ} = (FtS−1
d F)−1 (4.26)

Pour stabiliser le système nous allons utiliser la proposition que nous faisions
précédemment qui consistait à utiliser la factorisation de Cholesky de la variance
pour normaliser F. Si L est la matrice de cholesky obtenue nous stabilisons le
système en utilisant une matrice de pondération W définie par :

W = L−1 (4.27)

Le système est alors orthonormé ce qui se traduit par un conditionnement idéal
du système normalisé égal à 1. La figure 4.6 compare les 15 valeurs singulières de
la matrice F avec la pondération itérative maximale et avec normalisation. Nous
constatons que l’ensemble des valeurs singulières sont identiques et égales à 1 : ce
qui traduit l’orthonormalité du nouveau système.
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Fig. 4.6 – Illustration de la stabilisation du système linéaire F par normalisation et
pondération itérative.

Si nous obtenons un estimateur de variance minimale par la normalisation.
Cette normalisation n’a pas de sens lorsque le système est sous-déterminé car la
matrice de covariance de l’estimateur n’est pas définie positive et la factorisation de
Cholesky ne peut s’effectuer. Dans ce cas nous nous satisfaisons de la pondération
itérative proposée au chapitre 2 qui est robuste et optimale même lorsqu’un système
est sous-déterminé.

4.2.4.2 Vérification a priori de la qualité de l’estimation

Une fois l’estimateur optimal défini nous pouvons évaluer a priori la qualité
de l’estimation, par le biais de l’opérateur de résolution R. Cet opérateur matri-
ciel donne la valeur de l’erreur commise en fonction d’un paramètre idéal (voir
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équation (4.21)). Ainsi, nous pouvons prédire non seulement les erreurs théoriques
d’estimation paramétrique, mais aussi les erreurs de corrélation entre termes. Cette
prédiction est possible en observant soit les termes de la diagonale de R, soit les
termes croisés. Idéalement cette matrice doit être égale à la matrice identité, ce qui
signifierait que l’estimation a une résolution parfaite, et que les paramètres estimés
sont bien les paramètres exacts. En pratique quand la matrice est de rang plein
et est stabilisée, l’opérateur de résolution est la matrice identité (voir Fig.4.7).
Par contre, R prend tout son sens lorsque le système est sous-dimensionné. En
effet, dans ce cas R donne la qualité de l’estimation paramétrique et nous per-
met d’identifier a priori les paramètres qui seront correctement identifiés et ceux
qui seront erronés. Par exemple, si nous ne gardons que les 4 capteurs extrêmes
de la face supérieure du cube métrologique de la figure 2.5 et que nous désirons
identifier une source d’ordre 3, il manquera nécessairement 3 mesures de l’induc-
tion (un capteur). Dans ce cas, il ne sera pas possible d’identifier correctement
tous les coefficients harmoniques et nous devons identifier les termes erronés. Dans
notre exemple, nous voyons sur les valeurs de la diagonale de R que les coefficients
6,7,8 et 15 ne peuvent pas a priori être identifiés correctement. La conséquence du
manque de mesure affecte donc fortement l’identification de quatre coefficients.
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Fig. 4.7 – La diagonale de l’opérateur de résolution R donne une mesure a priori
de l’erreur d’estimation. Lorsque le système est bien conditionné et de rang plein, cet
opérateur est proche de la matrice identité. Sinon, il donne une indication de la qualité
des paramètres estimés. Par exemple, avec seulement les 4 capteurs supérieurs du cube,
nous remarquons que certains paramètres seront erronés.

En pratique ces valeurs de l’opérateur de résolution sont essentielles car elles
vont permettre de replacer les capteurs de manière a augmenter la qualité de l’es-
timation de certains paramètres [Leg96][Sco03]. Dans un cas plus général où nous
cherchons des paramètres répartis spatialement (charges magnétiques, moments
magnétiques) elles nous permettront non seulement d’optimiser le nombre de ces
paramètres, leur position et les mesures. Comme le suggérait Legris [Leg96], pour
trouver un positionnement il faut définir une fonction objective qui permette de
minimiser l’erreur a priori de l’estimation des paramètres à l’aide d’algorithmes
itératifs ou stochastiques. Lorsqu’un tel placement est possible, nous avons alors
un sous-espace de paramètres dans lequel la résolution est optimale. Pour estimer
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les autres paramètres nous devons donc puiser dans nos connaissances a priori des
coefficients, comme nous verrons dans la prochaine section.

4.2.4.3 Résidus de mesures

Un autre indicateur de qualité a priori du système linéaire est une mesure de
la distance entre le modèle et la mesure : il s’agit des résidus de mesures V̂. Nous
avons vus précédemment qu’ils suivaient la loi normale :

V̂ ∼ N
(
0, (Sd − F(FtS−1

d F)−1Ft))
)

(4.28)

Dans ce cas, l’observation de la variance de V̂ est particulièrement instructive,
car elle permet soit d’optimiser le modèle, soit de détecter les mesures aberrantes.
Reprenons l’exemple du cube métrologique avec tous les capteurs et une source
d’ordre N=3. A priori, nous avons beaucoup plus de mesures que nécessaire pour
estimer les coefficients harmoniques : ce qui doit se traduire par un surplus d’infor-
mation : nous aurons donc certainement des résidus de mesures que nous pouvons
réduire en augmentant l’ordre de la source, à condition de ne pas dégrader la ré-
solution de l’estimateur. D’autre part, si une mesure est aberrante elle aura pour
conséquence une variance forte sur le terme diagonal lui correspondant de la ma-
trice de variance de V̂. En pratique, nous utiliserons des tests statistiques, comme
le χ2 ou les intervalles de confiance, pour vérifier que les résidus suivent une loi
relative au nombre de degrés de liberté ν du système [Leg96].

Quel que soit le rang du système linéaire que nous cherchons à résoudre, le
vecteur des résidus de mesures V̂ quantifie le surplus d’information disponible
sur les mesures et met également en avant les mesures les plus contraignantes. Il
dépend du modèle, mais aussi du placement des mesures. Nous verrons, dans les
applications, qu’il permet de déterminer les points pour lesquels le modèle est le
moins adapté et nous l’utiliserons pour optimiser le positionnement des mesures
ou des inconnues (optimisation de maillage).
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Fig. 4.8 – Variance des résidus de mesures estimés sur les capteurs en fonction de l’ordre
de la source identifiée. Les points de forte variance sont ceux les plus loin de la source
(sommets du cube métrologique). Nous remarquons que plus l’ordre de la source est élevé
et plus la variance des résidus de mesures est faible.
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Pour illustrer l’intérêt des résidus, nous reprenons une dernière fois le cube
métrologique et une source d’ordre N=3. Si nous calculons la variance des résidus
de mesures relatifs à l’identification magnétique, nous remarquons que les mesures
aux sommets du cube ont une variance forte (voir Fig.4.8). Le problème du place-
ment des capteurs est en effet délicat, en particulier dans le cas de l’identification
magnétique à l’aide des harmoniques sphériques, car la décroissance des termes
favorise les mesures proches. En augmentant l’ordre de la source à N = 5 nous
voyons que la variance diminue sur l’ensemble des points ce qui signifie que nous
exploitons plus d’information des mesures. Cependant, l’écart entre les variances a
augmenté ce qui traduit une plus forte instabilité du système14.

4.2.4.4 Conclusions

Nous venons d’illustrer l’intérêt des indicateurs de qualité de l’estimateur de
maximum de vraisemblance. Notre exemple d’identification magnétique n’a pas
encore été résolu et déjà nous avons un estimateur optimal dont nous pouvons
mesurer la qualité a priori. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que cette
approche est essentielle pour quantifier l’information disponible par la mesure afin
de tirer le plus d’informations des mesures, soit en enlevant les plus aberrantes,
soit en écrivant le problème direct en optimisant le placement des mesures. Enfin,
nous montrerons dans le chapitre 6 l’intérêt de cette approche pour le calcul de
l’effet de forme d’un moteur utilisant l’écriture harmonique. Elle garantit en effet
le bon résultat de l’estimation lorsque le système linéaire est de rang plein. Cepen-
dant, lorsque le système linéaire est sous-déterminé, nous ne pouvons pas estimer
l’ensemble des paramètres du modèle et nous devons compléter cette optimisation
par un apport d’information a priori, ce qui nous conduit à la présentation des
estimateurs bayésiens.

4.3 Estimateurs Bayésiens

Nous serons souvent confrontés lors de l’identification magnétique à la recherche
d’un nombre important de paramètres à partir de peu de mesures. Le système li-
néaire représenté sous forme matricielle F est alors sous-déterminé et admet une
infinité de solutions. Comme nous le montrions au cours du paragraphe § 4.1.3
l’estimation bayésienne va nous permet de résoudre l’identification en faisant in-
tervenir de l’information a priori disponible sur le comportement de la source. Le
problème inverse est alors conditionné à un apport suffisant d’information qui doit
compléter la mesure. Pour cette raison, les statisticiens [Tar82] considèrent qu’un
problème inverse est essentiellement une quête d’information. Le point de vue que
nous avons adopté est identique : pour résoudre l’identification nous allons chercher
l’information la plus précise possible sur la source afin que les mesures ne soient
qu’un moyen d’actualiser la connaissance que nous avons déjà de la source. Comme
nous le verrons dans cette section, pour atteindre nos objectifs nous devrons adop-

14L’idéal étant que les résidus aient une variance uniforme, c’est à dire que la matrice de
variance des résidus soit proportionnelle à l’Identité
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ter la démarche bayésienne dont les principales difficultés sont la traduction de
l’information a priori et le choix d’un estimateur.

4.3.1 Maximum a posteriori (MAP)

Nous allons maintenant présenter l’estimateur de maximum a posteriori qui
permet une interprétation matricielle simple lorsque nous pouvons décrire l’infor-
mation a priori sous forme de distribution normale. Nous verrons par la suite qu’il
est possible d’utiliser d’autres estimateurs bayésiens plus robustes lorsque l’infor-
mation est décrite à l’aide de densités de probabilité non linéaires et générales.
Nous supposerons dans cette partie que nous possédons une information a priori
suffisamment précise pour la décrire sous forme d’une distribution normale. Le
but de cette partie est de montrer les mécanismes de l’identification magnétique
bayésienne à l’aide de l’estimateur du MAP.

4.3.1.1 L’information a priori

Pour nous permettre d’écrire matriciellement l’estimateur du MAP nous com-
mencerons par supposer que l’information a priori que nous possédons sur les para-
mètres est linéaire, ce qui nous limite dans son choix et la qualité de sa description
statistique. L’information a priori est définie, comme nous l’avons vu précédem-
ment, par sa moyenne et sa variance qui correspondent respectivement à la valeur
la plus probable et la certitude qui lui est accordée. De façon générale, l’informa-
tion que nous possédons sur les coefficients harmoniques d’une source peut être de
différentes natures :

1. Nous pouvons avoir une connaissance totale des coefficients harmoniques de
la source, c’est-à-dire que nous en avons une valeur exacte. Par exemple,
l’identification appliquée à la simulation éléments finis du moteur à aimants
permanents du chapitre 2 nous permet d’avoir un a priori certain de la va-
leur de ses coefficients harmoniques définis par une matrice de covariance
S0 importante et un vecteur de coefficients a priori C0. Lorsque nous possé-
derons de l’information a priori de cette nature, nous utiliserons la mesure
uniquement pour corriger le modèle a priori et l’actualiser.

2. Notre connaissance des coefficients peut également être partielle. Soit parce
que nous n’en connaissons qu’une partie, soit que la qualité de l’a priori est
médiocre. Dans ce cas, la mesure sera utilisée en complément de l’information.

3. Nous pouvons également avoir une connaissance faible des coefficients, sous
la forme de relations entre coefficients, de niveau admissible, d’intervalle, ou
simplement de signe. Dans ce cas, soit l’information a priori sera uniquement
utilisée dans le but d’améliorer l’estimation et il faudra évaluer l’apport de
l’a priori afin de compléter au mieux les mesures.

4. En pratique, il n’existe pas de situation sans information a priori, car la me-
sure peut toujours nous permettre d’estimer au moins l’amplitude maximale
des coefficients harmoniques.
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4.3.1.2 Écriture et propriétés de l’estimateur

Supposons que nous connaissons un vecteur C0 de coefficients harmoniques qui
soit un bon a priori. La densité a priori correspondant à cette information sur les
coefficients s’écrira alors :

p(C) ∼ exp

[
−1

2
(C−C0)

t · S−1
0 · (C−C0)

]
(4.29)

Le théorème de Bayes (4.8) donne alors la densité a posteriori correspondant
à l’information que nous avons des coefficients en fonction de la mesure et de
l’information a priori, sous la forme :

p(C|Bmes) ∼ p(Bmes|C) · p(C) (4.30)

L’estimateur de maximum a posteriori est donné par le maximum de cette
densité de probabilité que nous pouvons écrire matriciellement [Tar82] :

Ĉ = (FtS−1
d F + S−1

0 )−1 · (FtS−1
d Bmes + S−1

0 C0) (4.31)

Dans ce cas, l’écriture statistique de l’estimateur de maximum a posteriori peut
s’écrire sous la forme de la densité de probabilité [Kay93] :

Ĉ ∼ N (C, (FtS−1
d F + S−1

0 )−1) (4.32)

Ce résultat est très proche de celui que nous avons déjà rencontré concernant
l’estimateur de maximum de vraisemblance. La différence est la présence de la
matrice de covariance a priori S0 dans la variance de l’estimateur, ce qui traduit
bien le rôle de l’information a priori. Elle vient préciser l’information disponible et
est un gain, quelque soit sa valeur. Nous voyons encore que si nous avons stabilisé
le problème direct à l’aide d’une normalisation, il sera encore possible d’utiliser les
matrices de pondération dans l’estimateur sans que le rôle de l’information a priori
ne soit changé.

4.3.1.3 Opérateur de résolution

Nous rapellons que cet opérateur de résolution n’est pas un opérateur statis-
tique. Dans le cas précis de l’estimation par maximum a posteriori il est défini par
la matrice R telle que :

(Ĉ−C0) = R · (Cexact −C0) (4.33)

c’est-à-dire qu’il mesure la qualité de la résolution en donnant une mesure de
la distance introduite entre les paramètres estimés et l’information a priori. En
développant simplement (4.33) à l’aide de (4.31) nous pouvons écrire cet opérateur
sous la forme :

R = (FtS−1
d F + S−1

0 )−1 · FtS−1
d F (4.34)

Comme nous l’avons déjà montré R donne la qualité a priori de l’estimateur.
Nous pouvons ainsi prédire la qualité des paramètres que nous allons estimer en
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fonction des mesures mais aussi de l’information a priori disponible. Ce point est
essentiel car nous devons, et c’est là l’intérêt de l’approche bayésienne, tirer le
maximum d’information utile de la mesure et la compléter à l’aide de l’information
a priori sans favoriser une de ces deux quantités.

Afin d’illustrer l’intérêt de l’opérateur et de l’information a priori, reprenons
le cube métrologique précédent. Lorsque nous ne possédons que 4 capteurs et que
nous voulons identifier une source d’ordre N=3, nous avons un système sous déter-
miné et certains coefficients identifiés seront a priori erronés car l’information est
insuffisante (voir Fig.4.9).
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Fig. 4.9 – La diagonale de l’opérateur de résolution R relative à l’estimateur du MAP.
La figure de gauche montre la qualité de résolution sans information a priori. La figure
de droite montre la qualité de résolution avec intervention de l’information a priori

L’intervention d’information a priori va permettre de lever l’indétermination.
Nous pouvons procéder de différentes manières selon l’information a priori et les
possibilités d’optimisation du système linéaire.

En effet, si nous possédons de l’information sur certains coefficients, nous pou-
vons par exemple optimiser le positionnement des capteurs de façon à ce que l’opé-
rateur de résolution relatif aux coefficients dont nous ignorons la valeur soit op-
timale et, dans ce cas, la mesure permettra d’identifier les coefficients que nous
ignorons.

Si nous ne pouvons changer la position des points de mesure il faut commencer
par observer la matrice de résolution sans information a priori (figure de gauche
de 4.9). Nous remarquons par exemple que certains termes ont une très bonne
résolution15 alors que d’autre sont moins précis. Dans ce cas l’intérêt de R est
de montrer les termes que la mesure permet d’estimer et ceux qui ne peuvent
l’être. Ainsi, si nous faisons intervenir de l’information a priori sur ces termes
nous améliorons la résolution des autres termes. Par exemple, en constatant sur la
figure précédente que les derniers termes sont a priori les moins bien estimés, nous
pouvons faire intervenir un a priori les concernant et ainsi le facteur de résolution
de l’estimateur du MAP sera optimal pour les termes qui ne sont pas concernés
par l’information a priori (voir figure droite de Fig.4.9).

15L’estimateur a une résolution excellente lorsque R est proche de la matrice identité, voir
eq.(4.33)
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Nous venons d’illustrer le processus sélectif de cumul d’information que nous
utiliserons pour l’identification. Il pose cependant plusieurs problèmes, dont le pre-
mier concerne la description de l’information a priori. En effet, hormis le cas d’une
connaissance totale, si nous cherchons à actualiser une connaissance a priori à l’aide
de la mesure, nous devons définir la variance de l’a priori de façon à permettre par
le jeu des pondérations l’intervention de la mesure. Dans le cas de l’exemple de la
figure (4.9), nous voyons que l’information est très forte ce qui a pour conséquence
qu’ estimation et a priori sont identiques : nous avons une information dominant
la mesure. Pour l’identification magnétique, il sera nécessaire de s’assurer que le
placement des capteurs est optimal pour les autres coefficients de sorte que toute
l’information leur soit dédiée.

4.3.1.4 Résidus des mesures

Si l’opérateur de résolution R de l’estimation nous permet de quantifier la
précision de l’estimateur, les résidus de mesure vont permettre d’estimer l’écart
de la mesure et du modèle, mais aussi de la mesure et de l’a priori. En effet,
l’information a priori n’est pas nécessairement cohérente avec la mesure ce qui doit
nous permettre d’éliminer soit l’information, soit la mesure ou de revoir le modèle.
Dans notre cas, nous essayerons de faire confiance à la mesure dont nous disposons
afin de remettre à jour l’information a priori que nous possédons ce qui doit nous
garantir des résidus de mesures faibles et la possibilité de détecter les capteurs
sur lesquels l’information est inutilisée ou inutilisable. La définition du vecteur des
résidus de mesure est identique à (4.23) et s’écrit :

V̂ = F · Ĉ−Bmes (4.35)

L’observation des résidus permet d’identifier les mesures, l’information a priori
ou le modèle qui sont erronés. L’observation directe des résidus de mesures peut
permettre de détecter les points les plus proches et les plus éloignés. C’est-à-dire
ceux pour lesquels l’information est trop riche ou trop pauvre. Ces résidus suivent
une répartition statistique qui nous permet de décider de l’état d’une mesure, d’un
a priori ou d’un modèle par le biais de tests. Le test le plus fréquent est celui
du χ2 utile uniquement dans le cas de systèmes linéaires et qui teste l’hypothèse
gaussienne de l’estimateur. De manière générale, ce test permet une analyse quali-
tative de l’estimateur. Dans le cas de l’estimateur du MAP, la mesure de l’écart ou
fonction de proximité (misfit) est donnée par la statistique du χ2 suivante [Tar05] :

χ2 = −2 log (p(C|Bmes)) (4.36)

Nous nous intéresserons en particulier au minimum de cette fonction qui doit
suivre une statistique du χ2 à ν degrés de liberté, ν étant le rang du système
linéaire considéré [Leg96]. Tous les tests spécifiques aux lois gaussiennes prennent
évidemment un sens lorsque le nombre de degrés de liberté (en relation avec le
nombre de mesures) est élevé. En règle générale, il sera assez difficile d’établir des
tests gaussiens lorsque le nombre de mesures est inférieur à 30.
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4.3.1.5 Conclusions et perspectives

Dans cette partie nous nous sommes placés dans le cadre de systèmes linéaires
décrits par des lois normales. Cette interprétation était intéressante car elle permet
l’intervention de l’information a priori et une écriture matricielle simple d’un esti-
mateur. Cependant, les tests statistiques que nous pouvons mener sur l’estimateur
et qui sont des tests relatifs aux lois normales peuvent nous conduire à remettre
en cause la description du problème et de l’information a priori à l’aide de densité
de probabilité normale. Cette incompatibilité est liée en générale à la description
de l’information a priori, qui n’est pas nécessairement linéaire. Par exemple nous
pouvons avoir des relations non linéaires entre coefficients qui sont traduites très
grossièrement sous forme de lois normales. Or utiliser une description optimale de
cette information évite d’une part les erreurs d’estimation mais est surtout un gain
notable en terme de robustesse. Pour aller plus loin dans l’estimation nous de-
vons parfaitement définir l’information a priori quelle que soit sa nature et utiliser
des estimateurs plus robustes. Nous devons encore définir clairement les estima-
teurs bayésiens non linéaires que nous allons utiliser et les méthodes numériques
qu’ils exploitent afin de définir et d’utiliser pleinement la meilleure description de
l’information a priori et l’estimateur le mieux adapté.

4.3.2 Compléments sur l’estimation bayésienne

L’estimateur du MAP est le plus simple des estimateurs bayésiens. Nous venons
de voir que dans le cas de résolutions de systèmes linéaires il permettait l’utilisation
de l’information a priori disponible sur les paramètres. Cependant, les limites de
cette approche viennent d’une part de la description de l’information et de son
caractère non linéaire et d’autre part du peu de robustesse de l’estimateur. En
effet, exploiter de l’information générale ou non linéaire sous-entend l’utilisation
d’algorithmes itératifs pour déterminer le minimum d’une fonction objective. Nous
nous plaçons donc désormais dans le cadre de l’utilisation de tels algorithmes.
Cependant, le contexte bayésien va permettre un choix plus vaste d’estimateurs
correspondant à une valeur statistique plus riche ce qui apporte un gain notable
en terme de robustesse et permet la diminution du risque d’erreur d’estimation.
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Fig. 4.10 – (1). - Fonction de vraisemblance px correspondant à une distribution normale
de x. - (2). - Fonction de densité a posteriori pp utilisant un a priori non linéaire :
l’espérance, le maximum et la médiane sont distincts et correspondent à des estimateurs
bayésiens différents.

Afin d’illustrer l’apport des compléments que nous proposons, prenons un
exemple simple de description statistique non linéaire d’un problème (voir
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Fig.4.10). Imaginons que la fonction de vraisemblance de notre problème direct
px soit donnée par une loi normale de moyenne A et de variance σ2 et que l’in-
formation que nous possédons sur le paramètre recherché x est qu’il appartient
à l’intervalle [α, β] non centré autour de A. Dans ce cas, la densité de probabi-
lité a posteriori pp est une densité non linéaire correspondant à une probabilité
tronquée (voir Fig.4.10.2). Si nous choisissons l’estimateur du MAP, nous remar-
quons que notre a priori est non informatif, puisqu’il n’a pas de conséquence sur
l’estimation. Par contre, en reprenant la description statistique du problème nous
pouvons calculer l’espérance ou la médiane de pp, ce qui fournit des estimateurs
exploitant pleinement l’information et offrant une plus grande robustesse [Leg96]
(voir Fig.4.10.2).

Les statistiques qui définissent ces différents estimateurs sont essentiellement la
moyenne et la médiane. Elles correspondent à un estimateur minimisant un coût
différent, sensible aux erreurs d’estimation les plus grandes [Kay93] [Rob94] [Vie99].
Cette thèse se bornera à l’étude de l’estimateur de moyenne a posteriori (MMSE)
dont le principal intérêt est qu’il permet de prendre en compte des informations
non linéaires simples.

4.3.2.1 L’estimateur de moyenne a posteriori (MMSE)

Commençons par préciser que dans le cadre gaussien, l’estimateur du MAP et
le MMSE sont identiques et les coefficients harmoniques estimés sont facilement
obtenus par la solution matricielle précédente. Par contre, lorsque la description de
l’information a priori ou le modèle n’est pas gaussien ou linéaire nous exploiterons
l’estimateur du MMSE. L’intérêt de cet estimateur est sa robustesse et qu’il exploite
toute l’information disponible. Il est déterminé par la moyenne de la densité a
posteriori considérée. Dans le cas de l’identification magnétique si nous cherchons
à estimer les coefficients harmoniques à partir de mesures, l’estimateur du MMSE
est définie par :

ĈMMSE = E{C|Bmes} =

∫
C · p(C|Bmes) · dC (4.37)

D’après cette définition, l’estimateur du MMSE nécessite un calcul d’intégra-
tion. Dans ce cas, il n’est plus question d’exploiter une écriture matricielle et nous
aurons recours à des méthodes numériques.

4.3.2.2 Calcul de l’estimateur - Méthodes numériques

Plusieurs méthodes numériques sont envisageables selon que nous cherchons à
estimer le maximum d’une densité de probabilité, à calculer une intégrale pour
marginaliser une loi ou évaluer l’espérance. Les principales méthodes généralement
utilisées sont les suivantes :

1. L’approximation des lois générales par des lois normales. Ce qui permet,
comme nous l’avons vu, de donner une expression matricielle d’un estimateur
bayésien. Dans ce cas les estimateurs du MAP et du MMSE sont confondus
du fait de la description normale des lois de probabilité.
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2. La méthode de Newton-Raphson qui exploite une approximation quadratique
du développement en série de Taylor du log de la densité a posteriori. Cette
méthode est intéressante pour la rapidité de convergence lorsque les para-
mètres initiaux sont proches du MAP. Cependant cet algorithme peut ne pas
converger ou alors converger vers un optimum local qui dépend des valeurs
initiales.

3. Les méthodes d’optimisation. Ces méthodes permettent la recherche du MAP
en évitant de tomber dans le piège des maxima locaux : les plus en vogue
sont les algorithmes génétiques.

4. Les méthodes par simulation. L’approche dans ces méthodes est différente. Il
ne s’agit pas de chercher le MAP, mais de simuler à l’aide de générateurs de
variables aléatoires la densité a posteriori de façon à conserver la description
statistique du problème : c’est cette direction que nous allons maintenant
exploiter pour calculer l’estimateur du MMSE en utilisant des méthodes de
simulations de type Monte-Carlo.

Simulation par châıne de Markov Pour obtenir une simulation représentative
de la densité a posteriori, il ne suffit pas d’avoir un générateur de variables aléa-
toires, car pour obtenir un ensemble d’échantillons représentatifs le processus serait
trop long. Pour ce faire nous utilisons un générateur lié par une châıne de Markov.
C’est-à-dire qu’un échantillon est généré en fonction de l’échantillon précédent.

Le processus le plus simple de génération de châıne de Markov est celui de la
marche aléatoire. Dans ce cas, la châıne progresse à partir d’un état i vers l’état
(i+1) en avançant d’un pas aléatoire défini dans son voisinage. Cette marche est
soumise à un test sur la densité de probabilité qui assure le lien statistique entre les
deux échantillons et garanti ainsi un mélange optimal. Cependant, cette démarche
n’assure en rien la convergence de la châıne de Markov qui peut encore diverger.
Il est possible de contrôler l’état de la châıne en observant ses variations et ainsi
contrôler ses paramètres de façon à accélérer sa convergence [Rob94][Vie99].

Dans le cas de l’identification magnétique, comme chaque paramètre est in-
dépendant et d’amplitude particulière, nous utiliserons un algorithme MCMC de
type une variable à la fois de façon à trouver un échantillonnage de la probabilité
a posteriori plus adapté à l’identification.

Calcul de l’estimateur du MMSE Lorsque la châıne de Markov converge, il
est possible, en vertu de la loi des grands nombres, de calculer de façon discrète
des intégrales sur la probabilité a posteriori, comme par exemple l’espérance ou
la médiane. L’estimateur du MMSE est donné par le calcul de (4.37) et permet
une estimation non linéaire et robuste qui ne dépend pas d’un maxi-
mum mais de l’ensemble de la description de la densité de probabilité a
posteriori.

4.3.2.3 Application

Reprenons une dernière fois l’exemple d’interpolation linéaire. Pour mémoire,
nous essayons de trouver une droite représentative d’un phénomène à l’aide uni-
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quement d’un seul point de mesure : le nombre de solution est infini. Pour définir
les paramètres a et b nous devons utiliser l’information a priori disponible.

Par exemple, si nous supposons que le vecteur des paramètres est de norme
minimale la droite solution est la droite 1 (Fig.4.11). Nous remarquons qu’elle est
distante de la droite de référence qui correspond à la description des phénomènes
physiques (a = 1,b = 2).

Nous pouvons également traduire l’information a priori que nous avons sous la
forme d’une densité normale, comme proposé en § 4.1.3.3, dans ce cas l’identifica-
tion à l’aide de l’estimateur du MAP sera efficace, mais peu robuste. En effet, si
la description de l’information a priori est erronée la conséquence sur le MAP sera
importante.

Enfin, si l’information a priori est non linéaire, faible ou erronée, nous devons
encore être capables de définir un estimateur robuste qui utilise toute l’information
a priori : c’est le cas de l’estimateur du MMSE. Par exemple, si l’information que
nous possédons sur les paramètres a et b se résume uniquement par le fait que le
paramètre a appartient à l’intervalle [0.5; 2], alors l’estimation efficace passe néces-
sairement par le calcul du MMSE. En effet, la densité de probabilité a posteriori
p(C|Y) représentative de notre problème d’interpolation admet toujours une infi-
nité de solutions au sens du MAP, qui sont tous les maxima pour a dans l’intervalle
[0.5; 2] (voir figure du centre Fig.4.11).

Pour calculer l’estimateur du MMSE nous procédons à l’échantillonnage de la
densité a posteriori p(C|Y) à l’aide d’une châıne de Markov (voir figure de droite
de 4.11). Afin que cette châıne converge plus vite nous la faisons partir d’un point
initial concordant avec l’information a priori. La châıne de Markov obtenue {C}
assure un échantillonnage mélangé qui permet le calcul du MMSE.
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Fig. 4.11 – Illustration de l’intérêt de l’estimateur du MMSE - Avec un seul point
de mesure et une information a priori faible (a appartient à l’intervalle [.5 ;2]). Nous
calculons l’estimateur (voir carré sur la figure centrale), ce calcul passe par l’intégration
de la densité de probabilité a posteriori qui est possible grâce à un échantillonnage de
p(C|Y) obtenu par un algorithme MCMC (voir figure de droite)).

Le résultat est que l’estimateur des paramètres de la droite prend en compte
l’information sur l’intervalle pour a. La solution obtenue (droite MMSE de la figure
de gauche) est plus proche de la référence. Nous sommes donc, grâce à cette mé-
thode capables de calculer des estimateurs plus robustes et surtout qui exploitent
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la plus petite information disponible.

4.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons présenté différents estimateurs statistiques qui
permettent de résoudre les systèmes linéaires intervenants dans l’identification ma-
gnétodynamique que nous proposons. Cette quête d’estimateurs est motivée par
les limites de l’identification que nous évoquions au cours des deux chapitres précé-
dents. En particulier le nombre de capteurs et leur positionnement respectivement
à l’ordre N d’une source. Ces limites sont telles que le système linéaire représen-
tatif du problème est généralement sous-déterminé ce qui entrâıne nécessairement
l’obtention d’un modèle erroné.

Le contexte statistique permet de surmonter cet obstacle en exploitant l’infor-
mation a priori disponible sur une source [Sch06]. Il apporte également des outils
qui vont permettre le diagnostic de l’état du système linéaire. Nous serons ainsi
capables d’intervenir sur le positionnement des capteurs ou de la source afin d’opti-
miser l’écriture de l’identification et de contrôler que toute l’information disponible
est correctement exploitée. Sur ce point l’estimation bayésienne est différente des
autres méthodes de régularisation : elle ne cherche pas à simplifier le modèle en
tronquant une partie de l’information qui dérange, mais elle cherche à exploiter
toute l’information disponible.

Ce chapitre clos donc les problèmes de l’identification magnétostatique en pro-
posant des outils qui vont permettre de converger vers la solution la plus stable, de
diagnostiquer l’état du système linéaire, d’assurer la robustesse de l’estimation et
enfin de proposer un placement de capteurs adapté à la source et à l’information
a priori disponible. Nous sommes donc désormais capables de procéder à l’iden-
tification magnétodynamique d’une source complexe, même si son ordre N n’est
pas parfaitement déterminé et le nombre de capteurs insuffisant. Pour compléter
cette étude, le chapitre 7 de cette thèse propose une application de l’identifica-
tion magnétodynamique d’une maquette de moteur discöıde de propulsion navale.
Elle illustre toutes les précautions et études nécessaires à l’obtention du modèle
harmonique. En particulier une partie de l’information est souvent obtenue par
des considérations géométriques simples comme l’effet de forme dû à l’aimantation
des matériaux ferromagnétiques qui constituent la source : c’est pourquoi nous
proposons maintenant la lecture d’une deuxième partie qui concerne l’analyse har-
monique et le dimensionnement de blindages magnétiques.
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Introduction

La seconde partie de cette thèse est consacrée au calcul de blindages magné-
tiques de sources. Le principe du blindage magnétique est d’encercler une source
à l’aide de matériaux ferromagnétiques pour réduire l’amplitude des champs élec-
tromagnétiques : il s’agit d’un effet d’écran.

Dans cette partie nous exploiterons une formulation harmonique des champs
électromagnétiques qui garantit la cohérence avec les modèles proposés pour l’iden-
tification et offre la possibilité de dimensionner un blindage adapté en fonction des
différents termes de la décomposition harmonique d’une source. Ainsi, la méthode
que nous proposons est dans la continuité naturelle de l’identification magnétody-
namique proposée dans la première partie de cette thèse.

Cette partie se découpe en deux chapitres qui portent respectivement sur l’effet
d’atténuation et l’effet de forme d’un blindage. Le premier effet est synonyme de
l’efficacité du blindage et son calcul permet le dimensionnement. Le second est
lié à la forme des blindages et son évaluation fournit une méthode de simulation
électromagnétique efficace qui exploite uniquement les relations de passage sur les
surfaces et les propriétés de l’écriture harmonique. Le détail de ces deux chapitres
est le suivant :

Dans le premier chapitre, nous commençons par présenter l’origine des phéno-
mènes d’atténuation dans un blindage : les courants de Foucault et l’aimantation.
Nous rappellerons qu’ils sont liés d’une part à la dynamique de la source et d’autre
part aux propriétés magnétiques et électriques des matériaux utilisés. Nous présen-
tons ensuite une méthode de calcul qui permet d’évaluer l’efficacité d’un blindage et
exploite une écriture matricielle des conditions de passage sur les surfaces. Le résul-
tat essentiel qui ressort de cette méthode est que l’atténuation du blindage dépend
de l’ordre et de la fréquence de la source. Du fait de cette dépendance il est possible
de dimensionner un blindage en fonction de la décomposition harmonique d’une
source. Nous pouvons donc proposer les paramètres (épaisseur, propriétés magné-
tiques) d’un blindage parfaitement adapté à la décomposition harmonique et à la
dynamique d’une source. Pour clore ce chapitre nous montrons qu’il est possible
d’envisager un blindage multicouches qui optimise encore les performances d’un
blindage.

Dans le second chapitre, nous définissons une méthode de calcul harmonique
de l’effet de forme d’un blindage. Nous généralisons l’écriture des relations de pas-
sage de l’induction magnétique sur un problème comportant une seule frontière de
forme quelconque. Le calcul est possible grâce à une écriture globale de ces relations
sur la surface qui est offerte par leur projection sur la base des fonctions harmo-
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niques. Nous proposons une interprétation intéressante de ce calcul qui montre que
les champs électromagnétiques rayonnés par un objet sont le résultat d’une mo-
dulation du champ source par la forme de l’objet. Le calcul que nous proposons
peut se généraliser à des problèmes électromagnétiques complexes comportant plu-
sieurs surfaces et des milieux conducteurs, ce qui en fait une méthode de calcul
de problèmes électromagnétiques générale comparable à la méthode des éléments
finis. Nous terminons ce chapitre par deux exemples didactiques qui permettent
d’appréhender l’intérêt et les applications de la méthode.

Cette partie complète la précédente en proposant le calcul harmonique des blin-
dages. Nous y établissons une méthode qui permet de dimensionner un blindage
adapté à une source identifiée et de calculer précisément la nouvelle signature de
cette source et de son blindage. Cette méthode est générale et permet le calcul
plus complexe de problèmes électromagnétiques utilisant un découpage en région
de l’espace. Ainsi, nous sommes aussi capables de faire un calcul direct qui donne
les coefficients harmoniques d’une source et qui fournit l’information a priori né-
cessaire à l’identification. La lecture de cette partie va donc permettre de fusionner
les résultats du problème direct et du problème inverse et d’assurer un modèle
représentatif d’une source en surmontant les limites de l’identification magnétody-
namique, c’est-à-dire le manque de mesures et l’origine de l’information a priori.
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5.1 Introduction au blindage

Dans la première partie de cette thèse nous avons abordé le problème de la dis-
crétion magnétique en proposant l’identification magnétodynamique d’une source
à l’aide de modèles harmoniques. Cette approche est justifiée par les propriétés
de ces modèles. En particulier, elle offre la séparation d’une source en termes que
nous pouvons hiérarchiser suivant leur ordre, qui est synonyme de l’influence qu’ils
auront à distance de la source. Nous sommes ainsi capables de caractériser une
source et d’en spécifier les termes gênants, causes d’indiscrétions électromagné-
tiques. Alors, pour réduire l’amplitude de ces termes et assurer la discrétion, nous
proposons d’exploiter des blindages magnétiques.

Ce chapitre porte essentiellement sur le blindage passif qui consiste à entourer
une source de matériaux dont les propriétés électromagnétiques réduisent l’am-
plitude des champs. L’effet de blindage est obtenu en exploitant l’aimantation
et les courants de Foucault, qui sont causés respectivement par la présence d’un
champ électromagnétique et sa variation. L’interprétation de ces phénomènes est
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à l’origine de nombreuses formulations empiriques ou, plus récemment, de mé-
thodes numériques qui permettent le calcul de l’atténuation des champs due au
blindage. Malheureusement, aucune de ces méthodes n’offre de méthodologie pour
dimensionner un blindage adapté à une source, car elles traduisent uniquement les
réactions des matériaux sans jamais les confronter aux caractéristiques de la source
à blinder.

La méthode de calcul de blindage que nous proposons dans ce chapitre pro-
longe justement la caractérisation d’une source sous la forme d’une décomposition
harmonique. Il s’agit d’évaluer l’efficacité d’un blindage pour chacun des termes
harmoniques de la décomposition d’une source, ce qui permet non seulement le
calcul d’un blindage spécifique, mais surtout la mise en œuvre d’outils de rationa-
lisation qui vont servir à définir une méthode de dimensionnement de blindages.

Pour atteindre ces objectifs, nous divisons ce chapitre en trois parties. La pre-
mière partie rappelle les phénomènes à l’origine de l’effet de blindage, leur inter-
prétation empirique et les principales définitions utiles. La seconde partie contient
le développement de notre méthode harmonique de calcul de blindage. Enfin, la
troisième partie propose une méthodologie de blindage, véritable ”mode d’emploi”
du dimensionnement et de l’analyse des blindages harmoniques. L’approche struc-
turée que nous avons choisie doit nous permettre de comprendre les mécanismes du
blindage et de situer notre méthode dans la lignée des approches et formulations
empiriques les plus connues.

5.1.1 Origine des phénomènes d’atténuation

Le but d’un blindage est d’atténuer le champ magnétique d’une source. Cette
atténuation est obtenue en exploitant les réactions des matériaux à la présence et
aux variations d’un champ. Deux phénomènes interviennent dans ces réactions :
l’aimantation et les courants de Foucault. Afin de comprendre ces phénomènes qui
permettent le blindage et motivent le choix des matériaux, nous allons présen-
ter précisément leurs origines, c’est-à-dire le ferromagnétisme et les courants de
Foucault.

5.1.1.1 Le ferromagnétisme

La première origine de l’effet de blindage est l’aimantation qui est une consé-
quence des propriétés ferromagnétiques des matériaux utilisés. Le but de cette
partie, qui est une introduction au ferromagnétisme, est de comprendre le com-
portement des matériaux ferromagnétiques en présence d’un champ à blinder et
de distinguer ceux dont les propriétés se prêtent le mieux à l’atténuation. C’est
pourquoi nous étudierons le ferromagnétisme de sa définition et ses origines à la
principale distinction entre matériaux doux et durs.

Définition - Origine On aimante un morceau de matière en le plongeant dans
un champ magnétique d’excitation ~H. Il acquiert alors une aimantation magnétique
~M . L’aimantation ainsi acquise va créer un champ propre qui se superpose au
champ d’excitation, faisant de cette matière une source de champ magnétique.
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Le ferromagnétisme est la propriété qu’ont certains matériaux à acquérir une
aimantation importante en présence d’un champ excitateur faible. C’est à l’échelle
mésoscopique qu’apparaissent les phénomènes à l’origine de cette aimantation. En
effet, les matériaux ferromagnétiques se divisent spontanément en domaines appelés
domaines de Weiss, qui portent tous une aimantation élémentaire constante. Ces
domaines sont séparés par les parois de Bloch, zone ou l’aimantation change de
direction et s’inverse (voir figure 1.B) sous l’effet d’un champ externe [Bri97].
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Fig. 5.1 – fig. A : Courbe de première aimantation. - fig. B : Aspect schématique des
transformations des domaines de Weiss correspondant au processus d’aimantation.

Quand une substance est complètement désaimantée, les domaines ont des
orientations différentes et opposées deux à deux (figure 1.B.a). De ce fait l’aiman-
tation macroscopique observable est nulle. L’application d’un champ magnétique
d’excitation croissant ( ~H) va transformer ces domaines durant trois phases carac-
téristiques de la première aimantation (figure 5.1.A) :

1. Certains domaines augmentent de volume au dépend des autres en privilé-
giant la direction du champ d’excitation. Il apparâıt alors une aimantation
macroscopique (figure 5.1.B.b). Pour des valeurs de champ faible, cette trans-
formation est réversible, c’est-à-dire que les parois reprennent leur position
initiale si le champ décrôıt à nouveau (figure 5.1.A).

2. Une augmentation plus importante du champ aura pour conséquence de dimi-
nuer le nombre de domaines et d’augmenter leur volume (figure 5.1.B.c). Les
déplacements des parois deviennent alors irréversibles, c’est-à-dire qu’il n’est
plus envisageable de retrouver une configuration antérieure des domaines en
diminuant le champ excitateur.

3. Enfin le champ continuant à crôıtre il produit une rotation de l’aimantation de
chaque domaine et la disparition des parois. L’aimantation est alors orientée
dans la même direction que le champ excitateur (figure 5.1.B.d). Pour des
champs importants, l’augmentation du champ n’aura plus de conséquence
sur l’aimantation : nous avons alors atteint la saturation du matériau.
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Dans ce paragraphe nous avons montré que l’aimantation n’était pas un pro-
cessus réversible et qu’elle était limitée par des phénomènes de saturation. Pour
aboutir à un blindage optimal nous devons donc parfaitement connâıtre l’état de
l’aimantation du blindage en fonction du champ de la source, ce qui est résumé par
le cycle d’hystérésis propre à chaque matériau ferromagnétique.

L’hystérésis Si après avoir décrit la courbe de première aimantation jusqu’à
saturation nous faisons décrôıtre lentement le champ d’excitation ~H, la courbe
obtenue est différente de la précédente. Ainsi lorsque ~H s’annule l’aimantation ne
s’annule pas et il demeure une aimantation rémanente ~Mr (figure 5.2). Pour annuler

l’aimantation il faut alors établir un champ ~Hc en sens inverse : le champ coercitif.
Puis en continuant à décrôıtre dans cette direction un nouvel état de saturation de
l’aimantation est atteint.

Pour caractériser le ferromagnétisme, généralement nous traçons une courbe
représentant la courbe de variation de l’aimantation magnétique ~M en fonction du
champ magnétique d’excitation ~H. La loi décrite pour passer d’un état d’aiman-
tation à un autre dépend du sens de variation du champ et de l’état antérieur du
matériau. Lorsque le champ d’excitation ~H varie, le point représentatif de l’état
du système décrit une boucle dans le plan (M,H) appelée cycle d’hystérésis du
matériau (figure 5.2).
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Fig. 5.2 – Cycle d’hystérésis M(H). Ms et Hs sont les valeurs crêtes de l’aimantation et
du champ d’excitation H, Mr l’aimantation rémanente et Hc le champ coercitif

Deux familles de matériaux ferromagnétiques se distinguent à partir des ca-
ractéristiques de leurs hystérésis respectifs et sont couramment utilisées en génie
électrique : les matériaux magnétiques doux et les matériaux magnétiques durs.
Cette distinction réside essentiellement dans la valeur du champ coercitif Hc.

Les matériaux magnétiques pour les blindages Nous avons distingué les
matériaux magnétiques durs et doux. Dans la conception des blindages nous ex-
ploiterons essentiellement des matériaux magnétiques doux, ce que nous pouvons
justifier en précisant les propriétés respectives de ces deux types de matériaux.

1. Les matériaux magnétiques durs sont ceux qui conservent une forte ai-
mantation rémanente ~Mr lorsque le champ d’excitation s’annule, et sont tels
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que cette aimantation demeure en présence de variations importantes du
champ, c’est ainsi que fonctionnent les aimants.

L’exploitation de ces matériaux pour la discrétion est envisageable, en par-
ticulier pour des sources statiques, mais n’est pas exploitable dans notre
approche de discrétion. L’emploi de ces matériaux ne peut pas être considéré
comme un blindage passif, mais actif, puisque nous superposons une source
dont l’aimantation est constante et indépendante du champ de la source. Du
point de vue de la discrétion, le risque est important, car si le champ de la
source est modifié, les matériaux durs exploités dans le blindage créerons une
source d’indiscrétion importante.

2. Les matériaux magnétiques doux sont ceux dont l’aimantation dépend
du champ magnétique dans lequel ils sont plongés. Pour ces matériaux, sauf
dans le cas où l’on veut calculer les pertes par hystérésis1, il est possible de né-
gliger le cycle d’hystérésis en raison des faibles valeurs du champ coercitif. La
loi d’aimantation est alors représentée par une relation B(H) anhystérétique
(voir Fig.5.3).
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10 100 2500 H (A.m−1)

Fig. 5.3 – Courbe anhystérétique B(H) d’un matériau magnétique doux (FeSi)

Cette courbe anhystérétique peut se décomposer en deux zones principales.
La première est une zone de linéarité du matériau dans laquelle le flux ma-
gnétique est proportionnel au champ H d’excitation et s’écrit à l’aide de la
perméabilité relative µr, sous la forme :

~B = µrµ0 · ~H

La seconde zone est la zone de saturation dans laquelle le matériau est ai-
manté à saturation et se comporte comme de l’air.

Ces matériaux sont ceux utilisés dans des applications de blindage, la princi-
pale raison de ce choix réside dans leur comportement linéaire vis-à-vis d’un
champ externe : ils s’aimantent proportionnellement à la source à blinder et
constituent ainsi le matériau idéal pour le blindage. Ces matériaux sont d’au-
tant plus performant qu’ils créent une aimantation forte capable de s’opposer
à la source ce qui est encore optimisable en choisissant des matériaux de per-
méabilité relative élevée. Malheureusement, ce choix est souvent limité par la

1liées aux mouvements des domaines de Weiss pendant un cycle d’hystérésis
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saturation qui intervient dès que les niveaux de champ deviennent trop im-
portants. Le dimensionnement de blindage commence donc toujours par un
choix pertinent de matériau, qui doit prendre en compte le niveau de champ
de la source pour éviter les phénomènes de saturation tout en garantissant
une efficacité maximale du blindage.

5.1.1.2 Les Courants de Foucault

L’aimantation est une cause de l’atténuation des blindages magnétiques, mais
elle n’est pas l’unique source d’atténuation d’un blindage. Une autre source d’atté-
nuation possible sont les courants de Foucault créés par les variations des champs
dans les matériaux conducteurs. En effet, lorsqu’une pièce métallique conductrice
est plongée dans un champ magnétique variable des courants sont induits créant
ainsi une source qui s’oppose aux variations qui lui ont donné naissance : se sont
les courants de Foucault.

M ~ I
f

M
f

tôle conductrice

Fig. 5.4 – Courants de Foucault induits dans une tôle conductrice par la variation du
champ d’une source de moment dipolaire ~M

La figure (5.4) illustre la création de courants de Foucault dans une tôle servant

au blindage d’une source dipolaire dynamique représentée par son moment ~M . Si le
ferromagnétisme crée une source statique : l’aimantation, les courants de Foucault
forment des sources de nature différente, qui sont des boucles de courant, et qui
sont des sources dynamiques qui s’opposent à la variation du champ d’excitation.
La figure (5.4) peut alors se résumer ainsi : les variations de la source ~M induisent
dans la tôle des courants de Foucault qui forment des boucles de courants If dont

l’effet, équivalent à un moment ~Mf s’oppose aux variations de ~M .

La notion de courants de Foucault est associée à celle de l’épaisseur de peau δ qui
représente l’épaisseur des matériaux dans laquelle siège la majorité des phénomènes
induits. Si l’aimantation dépend de la perméabilité et de la saturation, les courants
de Foucault dépendent de la conductivité du blindage et de la fréquence. En effet,
si l’épaisseur des tôles utilisées est plus petite que l’épaisseur de peau, l’ensemble
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des phénomènes induits ne pourront être contenus par le blindage et, de ce fait,
l’efficacité de ce dernier en sera diminuée : il s’agit donc d’un facteur limitant
équivalent à la saturation.

En conclusion, cette introduction aux courants de Foucault montre l’importance
du choix des matériaux pour le blindage d’une source dynamique. En effet, nous
devons choisir un matériau qui favorise le développement des courants de Foucault
en fonction des variations de la source et de l’épaisseur des matériaux. Dans le
cadre plus général du blindage d’une source qui possède des éléments statiques
et dynamiques, nous devons assurer qu’il y a une aimantation et des courants de
Foucault optimaux ce qui passe par un choix adapté de matériaux, qui prend en
compte l’amplitude et la dynamique des sources.

5.1.1.3 Hypothèses et cadre de l’étude

Rappelons tout d’abord le cadre de cette étude : il s’agit de mettre en place
une stratégie de dimensionnement de blindage qui permette d’adapter le blindage
à une source. Le calcul de l’effet de blindage que nous obtenons n’est d’ailleurs
pas réellement l’objectif que nous visons. Nous nous autoriserons donc quelques
hypothèses classiques qui négligent certains phénomènes physiques dont les modé-
lisations sont complexes et méritent à elles seules des études qui sortent du cadre
de cette thèse.

Tout d’abord nous négligerons les phénomènes liés à la saturation des maté-
riaux. Ainsi nos matériaux seront parfaitement linéaires et caractérisés par une
perméabilité constante. Cette première hypothèse entrâıne la nécessité de négliger
les variations de la perméabilité des matériaux en fonction de la fréquence. En effet,
nous avons vu que les variations d’un champ d’excitation créent des courants de
Foucault dans la matière. Ils sont en fait localisés sur les parois de Bloch et ont une
influence sur la déformation des domaines de Weiss, ce qui a naturellement pour
conséquence de ralentir le processus d’aimantation et se traduit par une diminution
de la perméabilité magnétique.

Les hypothèses de linéarité que nous utilisons dans ce chapitre simplifient les
phénomènes physiques et vont nous permettre d’exploiter, d’une part des interpré-
tations physiques simples, et d’autre part les développements harmoniques définis
dans la première partie de cette thèse. Grâce à ces hypothèses, nous sommes ca-
pables de prolonger notre analyse harmonique au dimensionnement de blindages.

5.1.2 Interprétations empiriques

Dans la section précédente, nous avons montré les deux principales origines de
l’effet de blindage d’une source. Nous avons insisté sur le choix des matériaux, sur
lequel repose le dimensionnement de blindage. Pour aller plus loin, et élaborer une
stratégie de blindage, nous allons maintenant présenter une interprétation physique
et classique de l’effet de blindage statique et dynamique qui doit nous permettre
de comprendre les mécanismes avec une vue globale. Cette vision est celle tradi-
tionnellement exploitée dans la littérature qui permet le calcul analytique de l’effet
du blindage pour des champs dont l’expression est simple. C’est cette voie que
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nous voulons utiliser et généraliser à l’écriture harmonique des sources pour que le
blindage soit une conséquence logique de l’identification.

5.1.2.1 Interprétation dipolaire - multipolaire

Nous rappelons, pour commencer, que deux phénomènes différents inter-
viennent dans le blindage magnétique : l’aimantation pour les sources statiques
et les courants de Foucault pour les sources dynamiques2.

Interprétation de l’aimantation Notre premier effort consiste à interpréter le
processus d’aimantation des matériaux et son intervention dans l’effet d’un blin-
dage. Prenons une tôle ferromagnétique de perméabilité relative µr > 1. Les ma-
tériaux ferromagnétiques doux ont la propriété de canaliser les lignes de champ et
ainsi de s’aimanter fortement (voir Fig.5.5.a), en particulier quand le champ d’ex-

citation ~H est parallèle à la surface du blindage. Cette aimantation forme alors
une nouvelle source que nous pouvons schématiser comme des dipôles ponctuels
sommes locales de l’aimantation à l’endroit du blindage où le champ de la source
est parallèle à la surface (voir Fig.5.5.b).
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Fig. 5.5 – (a) : Représentation de l’aimantation d’une tôle de perméabilité relative µr >
1 sous l’action d’un champ externe ~H - (b) : Représentation dipolaire de l’aimantation
d’un blindage sphérique entourant une source dipolaire statique ~Ms - (c) : Représentation
multipolaire de l’aimantation relative à une source d’ordre n=3

Cette représentation dipolaire permet de comprendre comment l’aimantation
réduit la signature d’une source dipolaire. Il y a superposition du champ de la
source et du champ des dipôles dus à l’aimantation, ce qui conduit à une réduc-
tion du niveau de champ à l’extérieur du blindage (Fig.5.5.b). Ce raisonnement
est généralisable pour des sources multipolaires (Fig.5.5.c), cependant il possède
plusieurs limites :

– Tout d’abord l’équivalence dipolaire ou multipolaire de l’aimantation n’est
valable qu’à grande distance du blindage où l’aimantation peut être confon-
due à sa valeur intégrée dans le blindage.

2Généralement la perméabilité des matériaux n’est pas unitaire et nous avons simultanément
aimantation et courants de Foucault
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– Si le modèle permet d’expliquer l’intervention de l’aimantation dans l’effet
d’atténuation, il ne permet pas de calculer les valeurs des dipôles équivalents,
ni celle du champ. Ce qui est néanmoins possible si nous considérons une ré-
partitions de dipôles dans le blindage ou sur sa surface : ce raisonnement nous
conduit alors à la méthode dite des moments magnétiques [Har90] [Fro02a].

Interprétation des courants de Foucault Soit une plaque de tôle que nous
choisissons en aluminium pour éviter tout phénomène d’aimantation3. Lorsque nous
plongeons cette plaque dans un champ externe variant ~H elle est le siège de courants
de Foucault qui s’opposent aux variations de ce champ. La figure (5.6.a) illustre la
création de boucles de courants qui sont représentées par des moments magnétiques
~M s’opposant à ~H.
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M sM

Fig. 5.6 – (a) : Représentation des courants de Foucault et de la source dipolaire induite
par les variations d’un champ externe sur une tôle en aluminium. - (b) : Représentation
dipolaire des sources induites par les variations d’un dipôle inclus dans un blindage
sphérique.

La représentation dipolaire permet encore d’interpréter la réaction du blindage
à la variation de la source en superposant le champ dû à deux dipôles ponctuels
dont les moments sont relatifs aux courants de Foucault. Ce modèle dipolaire de
la réaction du blindage est cependant différent du précédent. C’est pourquoi les
moments magnétiques équivalents à l’effet de blindage se situent où le champ est
le plus perpendiculaire à la surface du blindage (voir Fig.5.6.b). Les limites de
cette interprétation du blindage dynamique sont les mêmes que dans le cas de
l’aimantation, en particulier le modèle dipolaire du blindage n’est valable qu’à une
distance suffisamment grande pour négliger la répartition volumique des courants
de Foucault.

Conclusion Ces interprétations ont permis de comprendre les processus inter-
venant dans le blindage en faisant la distinction entre les phénomènes propres aux
blindages statiques et dynamiques. Nous retiendrons en particulier que les deux
processus qui permettent la réduction de signatures sont des réactions différentes :

3L’aluminium est amagnétique et ne s’aimante pas
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l’aimantation est favorisée par la source tandis que les courants de Foucault s’y
opposent. Mais le résultat essentiel que nous pouvons tirer de cette analyse est que
l’effet du blindage dépend de la source, du matériau du blindage et de la forme de
ce blindage. En effet, l’aimantation est d’autant plus forte dans un blindage que
le champ de la source lui est parallèle, de même, les courants de Foucault sont
maximum où la surface du blindage permet un flux maximum. Cependant, nous
rappelons que la principale limite de cette interprétation est qu’elle ne rend pas
compte de l’aimantation réelle ou des courants de Foucault qui sont des grandeurs
volumiques. Il manque à cette interprétation un point de vue analytique qui for-
maliserait cette approche et rendrait possible le calcul. C’est dans cette direction
que nous allons maintenant en présentant des formulations élémentaires qui vont
permettre le calcul de l’aimantation et des courants de Foucault.

5.1.2.2 Formulations élémentaires

Dans ce paragraphe nous présentons une interprétation analytique de l’effet de
blindage d’où découlent les formules empiriques de l’efficacité des blindages qui
permettent de définir leurs tendances en fonction de l’épaisseur et la perméabilité.

La méthode de dimensionnement de blindage que nous établirons à la fin de
ce chapitre est une généralisation de cette approche à des sources multipolaires.
C’est pourquoi nous insistons sur cette démarche classique qui consiste à calculer
analytiquement l’expression du champ magnétique uniquement en exploitant les
conditions aux limites sur les deux surfaces d’un blindage sphérique [Dur68] [Rik87]
[Teg85].
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Fig. 5.7 – (a) : Blindage sphérique de perméabilité µ plongé dans un champ uniforme
~H0 parallèle à l’axe z - (b) : Interprétation de l’aimantation à l’aide de dipôles : un champ
~H1 se superpose à ~H0 à l’intérieur du blindage créant ainsi l’effet de blindage.

Soit un blindage de forme sphérique de rayons interne R1 et externe R2, plongé
dans un champ magnétique ~H0 statique, uniforme et parallèle à l’axe z (voir Fig.5.7
(a)). Le potentiel scalaire magnétique s’écrit respectivement en tout point P (r, θ, φ)
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à l’aide de constantes (A,B,C,D) comme :
Ψ1 =A · r cos θ (r < R1)

Ψ2 =
(
B · r + C · R

3
1

r2

)
cos θ (R1 < r < R2)

Ψ3 =D · R
3
1

r2
cos θ −H0 · r cos θ (r > R2)

(5.1)

Toutes ces expressions sont des solutions harmoniques de l’équation de Laplace.
Pour déterminer les coefficients qui permettent l’écriture du potentiel dans les
différentes zones, nous exploitons les conditions aux limites en r=R1 et r=R2 :

Ψ1 =Ψ2 µ0
∂Ψ1

∂r
= µ

∂Ψ2

∂r
pour r = R1

Ψ2 =Ψ3 µ
∂Ψ2

∂r
= µ0

∂Ψ3

∂r
pour r = R2

(5.2)

Elles conduisent à un système de 4 équations linéaires permettant de détermi-
ner les coefficients (A,B,C,D). L’intérêt de cette approche est de fournir l’expres-
sion analytique du potentiel scalaire et ainsi de toutes les grandeurs magnétiques
[Dur68]. En particulier, elle permet le calcul d’un ratio S entre le potentiel de la
source sans le blindage et celui avec blindage qui est l’atténuation du blindage
[Rik87]. Il est donné par la formule :

S = Ψ1/Ψ0 =
9µµ0

(2µ+ µ0)(µ+ 2µ0)− 2(µ− µ0)2
(
R1

R2

)3 (5.3)

Ainsi l’apport de l’approche analytique est déterminant dans la démarche de
dimensionnement de blindages magnétiques. Elle offre des outils de dimensionne-
ment comme l’expression de l’atténuation du blindage (5.3) qui met en relation
l’atténuation avec l’épaisseur du blindage et sa perméabilité. En comparaison avec
l’interprétation empirique précédente (voir Fig.5.7.b) qui ne permet qu’une com-
préhension globale des phénomènes, elle fournit des outils précis qui permettent un
dimensionnement rationnel des blindages. Par exemple, l’analyse mathématique de
(5.3) nous renseigne sur plusieurs points de la conception d’un blindage adapté :

– Le blindage est d’autant plus efficace que le rapport des rayons R1/R2 est
petit. Alors, si nous désirons construire un blindage avec des tôles d’épaisseur
constante il sera d’autant plus efficace qu’il sera de petites dimensions.

– Si nous possédons un matériau de perméabilité donnée, l’atténuation est d’au-
tant plus forte que l’épaisseur est grande. Néanmoins, il existe toujours une
valeur limite de (5.3) qui dépend uniquement de la perméabilité magnétique
et qui est donnée pour R1/R2 = 0. Elle implique qu’il y a une limite à l’at-
ténuation qui ne dépend pas de l’épaisseur du blindage (voir Fig.5.8) et qu’il
est préférable d’avoir des matériaux de forte perméabilité, plutôt que des
matériaux d’épaisseur importante.

Pour récapituler, l’intérêt de cette approche est de fournir une expression ana-
lytique des grandeurs électromagnétiques liées au blindage en fonction de ses para-
mètres. Il en résulte des outils, qui nous permettent, grâce à l’analyse mathématique
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Fig. 5.8 – Atténuation S d’un blindage sphérique en fonction du rapport de ses rayons
interne et externe et de sa perméabilité relative µr = µ/µ0. Quelle que soit l’épaisseur du
blindage il est d’autant plus efficace que sa perméabilité est grande. Il existe cependant
une atténuation limite pour chaque blindage, qui ne dépend que du choix du matériau
et qui est déterminée par la valeur de S quand l’épaisseur est infinie.

d’expressions telles que (5.3), d’élaborer une stratégie de blindage. Si nous n’avons
présenté ces résultats que dans le cadre d’un champ uniforme et statique, il est
envisageable de généraliser la méthode à des sources multipolaires harmoniques
statiques ou dynamiques : c’est cette direction que nous allons suivre maintenant
après avoir donné une définition claire des phénomènes et propriétés liés au blin-
dage.

5.1.3 Définitions

5.1.3.1 Principe

Le blindage magnétique exploite les réactions des matériaux ferromagnétiques
et conducteurs à la présence d’une source et à ses variations pour créer un écran
qui diminue sa signature électromagnétique. En synthèse de la partie précédente,
nous rappelons que les deux principales réactions exploitées sont l’aimantation et
les courants de Foucault. L’aimantation est un phénomène favorisé par la structure
des matériaux ferromagnétiques. Elle crée une source dans la matière dont le champ
magnétique s’oppose à celui de la source à blinder, diminuant ainsi le champ à
l’extérieur du blindage. Les courants de Foucault, sont quant à eux des phénomènes
qui s’opposent aux variations du champ magnétique de la source.

Si le principe du blindage est assez simple, sa mise en oeuvre est un art qui né-
cessite de nombreuses précautions à commencer par un choix adapté de matériaux.
En effet, ce choix est primordial dans une stratégie de blindage car il détermine
l’efficacité du blindage, mais surtout justifie les hypothèses de linéarité qui per-
mettent le développement de formulations analytiques pour les blindages. Nous
commencerons donc toujours notre démarche de blindage en nous assurant que les
matériaux choisis ne seront pas saturés par la présence de la source, ce qui passe
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par l’analyse de la courbe d’aimantation respectivement à l’amplitude du champ
magnétique de cette source.

Cependant, l’atténuation du blindage ne dépend pas uniquement du niveau
de champ de la source, il dépend aussi de sa variation. En effet, si la source est
dynamique, l’effet des courants de Foucault vient s’additionner et augmente encore
l’atténuation du blindage. Cette atténuation dynamique dépend de la fréquence du
champ de la source et se traduit par un effet de peau d’épaisseur δ. Nous devons
donc assurer, si nous voulons exploiter l’atténuation dynamique d’un blindage, que
l’épaisseur du blindage est bien supérieure à l’épaisseur de peau pour les fréquences
que nous voulons blinder.

En somme, dimensionner un blindage commence par le choix judicieux d’un
matériau adapté à la source ce qui est conditionné par l’amplitude et la fréquence
des sources. Par exemple, si nous avons des sources de champ faibles et de fortes
variations, nous favoriserons des matériaux conducteurs (peu coûteux), plutôt que
magnétiques. Au contraire, pour des champs magnétiques statiques nous utiliserons
plutôt des matériaux de forte perméabilité (très couteux).

Enfin, le choix du matériau étant fait de façon à ce que le blindage soit optimal,
il autorise également d’exploiter les hypothèses de linéarité qui permettent le calcul
analytique d’un blindage, c’est-à-dire que les milieux sont définis par des conduc-
tivité σ et perméabilité µ constantes. Alors, nous pouvons exploiter les conditions
aux limites sur le blindage pour déterminer ses effets sur le champ d’une source,
c’est-à-dire son efficacité et son effet de forme.

5.1.3.2 L’efficacité

Le blindage magnétique peut se diviser en deux phénomènes distincts : l’atté-
nuation et l’effet de forme. Nous considérons dans cette étude que l’atténuation est
le but du blindage tandis que l’effet de forme est l’ensemble des effets au second
ordre qui sont liés à la forme du blindage. Pour cette raison nous avons choisi de
traiter, dans la suite de ce chapitre, de l’atténuation de sources par un blindage de
forme neutre (sphérique), puis dans le prochain chapitre d’introduire les effets de
forme, qui généralisent notre approche à des blindages de forme quelconque. Ainsi,
en nous concentrant sur l’atténuation d’un blindage sphérique nous allons faire
ressortir l’efficacité de ce blindage en fonction de ses caractéristiques, c’est-à-dire
que nous allons nous concentrer sur ses performances sans prendre en compte les
variations locales liées à sa forme.

Afin de préciser notre étude nous introduisons maintenant la notion d’efficacité
d’un blindage qui rend compte de sa performance c’est-à-dire de sa capacité à
atténuer un champ magnétique. Soit une source créant un champ magnétique ~H0,
en notant ~HT , le champ magnétique de la source et de son blindage4 nous pouvons
introduire le rapport, appelé efficacité d’un blindage :

ξ = −20 log

∥∥∥∥ ~HT

~H0

∥∥∥∥ = −20 log ‖S‖ où S est l’atténuation du blindage (5.4)

4c’est à dire le champ magnétique de la source atténué par le blindage
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Si cette définition permet d’évaluer l’atténuation de blindages 5 et de comparer
les performances, pour une source complexe, elle n’est pas une définition globale de
l’effet d’atténuation. Pour cette raison nous introduisons un coefficient d’efficacité
dépendant de l’ordre de chaque terme harmonique de la source défini par :

ξn = −20 log

∥∥∥∥ ~HT,n

~H0,n

∥∥∥∥ = −20 log ‖Sn‖ où Sn est l’atténuation à l’ordre n (5.5)

Adopter ces coefficients c’est admettre qu’un blindage se comporte comme un
filtre respectivement à la décomposition harmonique d’une source. Le coefficient
ξn représente alors la fonction de transfert du blindage pour chaque ordre d’une
décomposition multipolaire. Le principal intérêt de cette démarche est que les ξn
sont déterminés en fonction de l’ordre des termes de la source et ne dépendent que
des paramètres du blindage. Ce qui permet de prédire et d’optimiser l’atténuation
d’un blindage indépendamment de l’amplitude des différents termes de la source
et uniquement grâce à la connaissance de sa richesse harmonique. C’est cette dé-
marche que nous allons définir dans la suite de notre exposé et qui nous permettra
d’adapter un blindage à une source multipolaire.

5.1.3.3 L’effet de forme

Bien qu’il s’agisse du sujet du prochain chapitre, nous avons déjà introduit
l’influence de la forme d’un blindage sur l’aimantation et les courants de Foucault.
Pour comprendre le mécanisme du blindage imaginons une source d’ordre n, carac-
térisée par un seul coefficient harmonique Cn, dans un blindage. Si ce blindage est
sphérique alors son effet se traduit uniquement par l’efficacité ξn relative à l’ordre n
de la source. Mais si le blindage a une forme quelconque, son effet sur la décompo-
sition aura une conséquence sur plusieurs termes de la décomposition harmonique
de la source. En quelque sorte, nous avons une efficacité vectorielle Gn, fonction
du blindage, de sorte que les coefficients CT de la décomposition multipolaire de la
source avec blindage ne soient plus donnés directement par une efficacité scalaire,
mais par le produit :

[CT ] = [Gn] · Cn (5.6)

Les termes du vecteur Gn sont des termes de corrélation relatifs à l’ordre de
la source, la forme du blindage et à ses propriétés électromagnétiques. De façon
générale, nous pouvons alors écrire pour une source d’ordre N, déterminée par le
vecteur de ses coefficients harmoniques C0, que les coefficients CT de la décomposi-
tion harmonique de la source et de son blindage sont obtenus à l’aide d’une matrice
de filtrage G. Les termes hors diagonale G sont des termes de corrélation entre
les ordres liés uniquement à la forme du blindage, quant aux termes diagonaux, ils
sont les termes d’atténuation relatifs au blindage. Ainsi, l’effet du blindage s’écrira
comme la relation matricielle :

[CT ] = [G] · [C0] (5.7)

5Elle est quasi similaire au ratio S du blindage introduit précédemment
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Pour conclure, la méthode de calcul de blindage que nous proposons dans cette
thèse est une analogie au filtrage. Schématiquement, nous chercherons à écrire l’ef-
fet d’un blindage sous la forme d’une relation matricielle (5.7) qui lie les coefficients
harmoniques de la source à ceux de cette même source blindée. Ainsi, la suite de
cette étude consiste à déterminer les termes de la matrice G en fonction des pa-
ramètres du blindage, c’est pourquoi, nous commençons par les termes diagonaux,
qui sont directement donnés par le calcul de l’efficacité d’un blindage de forme
sphérique.

5.2 Méthode harmonique de calcul de blindage

La méthode de calcul de blindage que nous présentons maintenant est une
généralisation à tout ordre de la formulation présentée au paragraphe 5.1.2.2. Ce-
pendant, au lieu de considérer un champ uniforme nous allons utiliser le dévelop-
pement multipolaire d’une source que nous avons identifiée. Cette méthode est
donc le prolongement naturel de l’identification que nous avons proposée dans la
première partie de cette thèse.

L’approche que nous choisissons pour le calcul de l’effet d’atténuation est la
suivante : il s’agit dans un premier temps de proposer une écriture matricielle de
l’atténuation d’un blindage sphérique et de l’analyser de façon à établir des outils
généraux de dimensionnement relatif aux paramètres du blindage, à des sources
multipolaires statiques ou dynamiques [Sch05b].

5.2.1 Méthode matricielle de calcul de blindage

5.2.1.1 Situation

Deux situations de blindage sont possibles suivant nos motivations :

1. Soit nous cherchons à diminuer la signature électromagnétique d’une source
et pour ce faire nous l’englobons dans un blindage (voir Fig.5.9.a).

2. Soit nous cherchons à diminuer les champs électromagnétiques dans la zone
intérieure du blindage et les sources sont à l’extérieur (voir Fig.5.9.b).

Afin d’offrir un maximum de généralité, et une écriture unique6 des conditions
aux limites sur les frontières du blindage , nous allons déterminer la réaction du
blindage à une excitation maximale. Imaginons pour cela que nous ayons deux
sources à l’intérieur (S(1)) et à l’extérieur du blindage (S(2)), qui peuvent se dé-
composer en source multipolaires suivant les ordres n :

S(i) =
∑
n

S(i)
n

6qui ne dépend pas du type de problème de blindage : externe ou interne
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Fig. 5.9 – Division de l’espace en trois zones pour les deux types de problèmes : (a)
externe si la source (S(1)) est à l’intérieur du blindage et (b) interne si la source (S(2))
est à l’extérieur du blindage.

L’espace peut alors se décomposer en trois zones (voir Fig.5.9) dans lesquelles
les champs électromagnétiques ont des comportements particuliers :

– Dans la zone 1, qui correspond à l’intérieur du blindage, les champs sont
la somme de S(1) et d’un problème externe7 qui correspond à la réaction du
blindage et à la source S(2).

– Dans la zone 2 les champs électromagnétiques s’écrivent comme la superpo-
sition d’un problème interne et externe relatifs aux réactions des matériaux
aux deux sources S(1) et S(2).

– Dans la zone 3 les champs électromagnétiques s’écrivent comme la superpo-
sition de la source S(2) et d’un problème externe représentatif de S(1) et de
la réaction du blindage.

Pour calculer l’effet de blindage, nous devons encore mettre en relation les réac-
tions du blindage dans les différentes zones, ce que nous allons faire en exploitant
les relations de passages des champs sur les frontières du blindages.

5.2.1.2 Écriture matricielle des relations de passage

Soit deux milieux (1) et (2) séparés par une frontière F (voir Fig 5.10). Dans
chacun de ces milieux les champs électromagnétiques répondent à l’équation de
diffusion relative à leurs propriétés électromagnétiques (µ, σ). Nous pouvons donc
écrire ces champs à l’aide des modèles harmoniques généraux proposés dans la
première partie de cette thèse.

En considérant qu’un problème de blindage est déterminé par le comporte-
ment des champs sur les frontières interne et externe, les relations de passage (5.8)
peuvent être utilisées pour établir le lien entre les valeurs des coefficients harmo-

7Pour la définition d’un problème interne/externe voir §1.3.3.3
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Fig. 5.10 – Représentation des conditions de passage du champ magnétique en un point
P de la frontière séparant deux milieux.

niques dans les différentes zones8.

 ~n·
[
µ2
~H2(P )− µ1

~H1(P )
]

= 0

~n×
[
~H2(P )− ~H1(P )

]
= 0

(5.8)

Pour ce faire, nous allons expliciter les différentes écritures harmoniques dans
les trois zones du blindage. Nous considérerons un blindage sphérique ainsi que le
développement en harmoniques sphériques de la solution de l’équation de diffusion
(1.27) généralisée sous la forme (voir Annexe C.1) :

~B(r, θ, φ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

[En · Cnr (r, f) + Fn · Dn
r (r, f)] · Yn(θ, φ) · ejωt

∞∑
n=0

[En · Cnθ (r, f) + Fn · Dn
θ (r, f)] · ∂Yn(θ, φ)

∂θ
· ejωt

∞∑
n=0

[
En · Cnφ(r, f) + Fn · Dn

φ(r, f)
]
· 1

sin θ

∂Yn(θ, φ)

∂φ
· ejωt

(5.9)

Les fonctions Cn(r, f) et Dn(r, f) étant respectivement les fonctions croissantes
et décroissantes relatives aux milieux, à l’ordre du développement et aux fréquences
considérées. A l’aide de cette écriture nous exprimerons le développement harmo-
nique de l’induction magnétique du blindage et des sources S(1) et S(2) dans les
trois zones définies par le blindage et à un même ordre n.

– Dans la zone 1 l’induction des termes d’un même ordre n correspondant à

8Il existe des relations identiques pour le champ électrique, mais elles sont équivalentes, puisque
les sources magnétiques et électriques solutions de la diffusion sont liées
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la réaction du blindage (problème interne) et à la source S(1) s’écrira :

~B(1)
n (r, θ, φ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[
E(1)
n · Cnr,1(r, f)

]
· Yn(θ, φ) · ejωt[

E(1)
n · Cnθ,1(r, f)

]
· ∂Yn(θ, φ)

∂θ
· ejωt[

E(1)
n · Cnφ,1(r, f)

]
· 1

sin θ

∂Yn(θ, φ)

∂φ
· ejωt

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
S(1)
r,n

S(1)
θ,n

S(1)
φ,n

(5.10)

– Dans la zone 2 l’induction des termes d’un même ordre n (problème mixte
interne et externe) s’écrira :

~B(2)
n (r, θ, φ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[
E(2)
n · Cnr,2(r, f) + F (2)

n · Dn
r,2(r, f)

]
· Yn(θ, φ) · ejωt[

E(2)
n · Cnθ,2(r, f) + F (2)

n · Dn
θ,2(r, f)

]
· ∂Yn(θ, φ)

∂θ
· ejωt[

E(2)
n · Cnφ,2(r, f) + F (2)

n · Dn
φ,2(r, f)

]
· 1

sin θ

∂Yn(θ, φ)

∂φ
· ejωt

(5.11)
– Et enfin, dans la zone 3 l’induction des termes d’un même ordre n cor-

respondant à la réaction du blindage (problème externe) et à la source S(2)

s’écrira :

~B(3)
n (r, θ, φ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[
F (3)
n · Dn

r,3(r, f)
]
· Yn(θ, φ) · ejωt[

F (3)
n · Dn

θ,3(r, f)
]
· ∂Yn(θ, φ)

∂θ
· ejωt[

F (3)
n · Dn

φ,3(r, f)
]
· 1

sin θ

∂Yn(θ, φ)

∂φ
· ejωt

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
S(2)
r,n

S(2)
θ,n

S(2)
φ,n

(5.12)

Nous venons d’écrire sous forme harmonique l’induction magnétique créée par
un blindage dans les différentes zones. Nous avons alors, pour chaque terme har-
monique quatre coefficients à déterminer en fonction de la source, qui sont les
coefficients E

(i)
n et F

(i)
n intervenant dans l’écriture de l’induction magnétique créée

dans les trois différentes zones (5.10) (5.11) et (5.12). Or les conditions aux limites
(5.8) écrites sur les deux frontières du blindage en R1 et R2 forment justement un
système linéaire de rang égal à 4 qui va nous permettre de déterminer l’atténuation
Sn du blindage à l’ordre n. Ce système linéaire s’écrit pour un blindage sphérique :



sur la première frontière :

[S(1)
r,n + E(1)

n · Cnr,1(R1, f)] = [E(2)
n · Cnr,2(R1, f) + F (2)

n · Dn
r,2(R1, f)]

µ2 · [S(1)
θ,n + E(1)

n · Cnθ,1(R1, f)] = µ1 · [E(2)
n · Cnθ,2(R1, f) + F (2)

n · Dn
θ,2(R1, f)]

sur la deuxième frontière :

[E(2)
n · Cnr,2(R2, f) + F (2)

n · Dn
r,2(R2, f)] = [F (3)

n · Dn
r,3(R2, f) + S(2)

r,n ]

µ3 · [E(2)
n · Cnθ,2(R2, f) + F (2)

n · Dn
θ,2(R2, f)] = µ2 · [F (3)

n · Dn
θ,3(R2, f) + S(2)

θ,n]

(5.13)
Il est obtenu en divisant chaque ligne par les fonctions harmoniques corres-

pondantes. Les deux termes S(1)
n et S(2)

n correspondent à l’écriture harmonique des
sources harmoniques excitatrices à l’ordre n considéré dans l’écriture de ce système.
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En isolant les sources, nous pouvons encore écrire le système linéaire matriciel-
lement (5.13) sous la forme9 :


−Cnr,1(R1, f) Cnr,2(R1, f) Dnr,2(R1, f) 0

−µ2Cnθ,1(R1, f) µ1Cnθ,2(R1, f) µ1Dnθ,2(R1, f) 0
0 Cnr,2(R2, f) Dnr,2(R2, f) −Dnr,3(R2, f)
0 µ3Cnθ,2(R2, f) µ3Dnθ,2(R2, f) −µ2Dnθ,3(R2, f)


︸ ︷︷ ︸

Bn

·


E

(1)
n

E
(2)
n

F
(2)
n

F
(3)
n


︸ ︷︷ ︸

Cn

=


S(1)
r,n

µ2S(1)
θ,n

S(2)
r,n

µ2S(2)
θ,n


︸ ︷︷ ︸

Son

(5.14)

5.2.1.3 Résolution et propriétés de la solution

Puisque la matrice Bn est inversible10 nous pouvons écrire les coefficients har-
moniques correspondant à la réaction du blindage en fonction des sources sous la
forme :

Cn = B−1
n · Son (5.15)

de plus en supposant que les termes sources Son peuvent s’écrire en fonction
des coefficients harmoniques des sources sous la forme :

Son = Fn ·Coeffns (5.16)

nous pouvons exprimer (5.15) sous la forme :

Cn = [B−1
n · Fn] ·Coeffns (5.17)

Ce que nous écrivons encore sous forme fonctionnelle :
E

(1)
n

E
(2)
n

F
(2)
n

F
(3)
n

 =


g1,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)
g2,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)
g3,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)
g4,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)

 ·Coeffns (5.18)

Cette écriture justifie l’analogie entre un filtre et un blindage, puisque les coef-
ficients harmoniques relatifs à l’induction dans les différentes zones sont fonction
des coefficients harmoniques des sources d’excitation S(1) et S(2) ainsi que des pa-
ramètres du blindage.

Dans le cas d’un problème externe, c’est-à-dire quand nous cherchons à blinder
la source S(1) et que S(2) est nulle, nous pouvons encore écrire (5.18) sous la forme :

E
(1)
n

E
(2)
n

F
(2)
n

F
(3)
n

 =


g1,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)
g2,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)
g3,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)
g4,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f)

 · Fn (5.19)

9Nous avons explicité ces matrices dans l’annexe C
10carrée et de rang égale à 4
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où Fn est un coefficient de la décomposition harmonique de la source S(1) à
l’ordre n. Alors, du fait des propriétés des coefficients harmoniques nous pouvons
définir l’expression analytique de l’atténuation Sn du blindage à l’ordre n par :

Sn =
F

(3)
n

Fn
= g4,n(µ1, µ2, µ3, σ1, σ2, σ3, R1, R2, f) (5.20)

Il est important de remarquer que l’atténuation du blindage Sn relatif aux
termes d’ordre n de la source est une grandeur complexe si la source est dyna-
mique. Nous avons déjà vu que, dans ce cas, l’induction s’écrit dans la matière à
l’aide du développement harmonique utilisant des fonctions de Bessel complexes,
ce qui implique que l’atténuation Sn est également complexe. Physiquement la re-
présentation complexe permet d’intégrer le déphasage dû aux courants de Foucault
dans le blindage, nous reviendrons sur ce point dans la suite de ce chapitre.

5.2.2 Généralisation

L’écriture du système matriciel (5.14) permet le calcul des coefficients harmo-
niques d’un même ordre dans les différentes zones d’un blindage monocouche et
conduit à l’expression de l’atténuation respective à un ordre donné n. Pour rendre
ce calcul plus général, nous allons maintenant écrire le système à tout ordre, puis
pour des blindages multicouches.

5.2.2.1 Écriture à tout ordre

Jusqu’ici, nous avons calculé l’atténuation Sn en considérant un seul terme
harmonique de la décomposition des sources. Il est encore possible de généraliser
l’écriture matricielle à tout ordre, ce qui nous permet de mettre en relation di-
rectement l’ensemble des coefficients relatifs à la source dans les différentes zones.
Matriciellement le système linéaire des conditions de passage généralisé pour une
source d’ordre N est : B1 0

. . .

0 BN


︸ ︷︷ ︸

B

·

 C1
...

CN


︸ ︷︷ ︸

C

=

 So1
...

SoN


︸ ︷︷ ︸

So

(5.21)

La matrice B est alors diagonale par bloc, ce qui facilite son inversion, puisque
chaque bloc est inversible. Il est alors possible d’écrire la formule généralisée équi-
valente à (5.15) sous la forme : C1

...
CN

 =

 B−1
1 0

. . .

0 B−1
N

 ·
 So1

...
SoN

 (5.22)

Cette expression lie les coefficients des développements harmoniques à tout
ordre dans les différentes zones, en fonction de ceux de la source. Une remarque
importante doit être faite : l’inversion par bloc, tout comme le calcul matriciel
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terme à terme, sont possibles car chaque terme harmonique est indépendant des
autres du fait de l’orthogonalité du développement sur la surface de la sphère. Nous
reviendrons plus en détail sur ce point dans le prochain chapitre où justement c’est
cette propriété d’orthogonalité qui nous permettra d’étendre notre calcul à des
surfaces de forme quelconque.

Enfin, pour clore sur la généralisation de l’écriture matricielle, nous pouvons
encore écrire une matrice G dont les termes diagonaux sont les atténuations Sn qui
lient directement tous les coefficients du développement harmonique de la source
et du blindage à ceux de la source sans blindage : il s’agit de la matrice de fonction
de transfert du blindage dans le cas d’un blindage sphérique. Elle s’écrit : F

(3)
1
...

F
(3)
N

 =

 S1 0
. . .

0 SN


︸ ︷︷ ︸

G

·

 F1
...
FN

 (5.23)

5.2.2.2 Blindages multicouches

Un intérêt de l’écriture des conditions de passage entre zones est de pouvoir
se généraliser à ` couches différentes de blindage. L’idée de superposer plusieurs
couches est identique à celle qui pousse à isoler thermiquement en utilisant un
double vitrage. Pour rester le plus général possible, nous prendrons un blindage
constitué de ` couches, soit 2` frontières, et 4` équations de passages. Le système
matriciel pour chaque ordre compte alors 4` inconnues et peut se résoudre en
inversant une matrice Bn de dimension 4`. Pour permettre l’écriture générale de
la matrice du système à résoudre, nous allons discerner trois matrices qui rentrent
dans son écriture.

Parmi toutes les frontières, seules la première et la dernière ont un rôle par-
ticulier, car dans la zone interne au blindage il ne peut y avoir d’autre problème
externe que celui de la source, de même, à l’extérieur le blindage est uniquement
un problème externe. Dans ce cas, nous définissons deux matrices correspondant
aux conditions limites sur ces deux frontières qui sont :

Cn
1 =

[
−Cnr,1(R1, f) Cnr,2(R1, f) Dn

r,2(R1, f) 0
−µ2Cnθ,1(R1, f) µ1Cnθ,2(R1, f) µ1Dn

θ,2(R1, f) 0

]
Cn

2` =

[
0 Cnr,2`(R2`, f) Dn

r,2`(R2`, f) −Dn
r,2`+1(R2`, f)

0 µ2`+1Cnθ,2`(R2`, f) µ2`+1Dn
θ,2(R2`, f) −µ2`Dn

θ,2`+1(R2`, f)

] (5.24)

Enfin sur la ieme frontière intermédiaire les conditions limites se traduisent
matriciellement par :

Cn
i =

[
−Cnr,2i(R2i, f) −Dnr,2i(R2i, f) Cnr,2i+1(R2i, f) Dnr,2i+1(R2i, f)

−µ2i+1Cnθ,2i(R2i, f) −µ2i+1Dnθ,2i(R2i, f) µ2iCnθ,2i+1(R2i, f) µ2iDnθ,2i+1(R2i, f)

]
(5.25)
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Chacune des matrices Cn
i précédentes contient l’écriture des conditions limites

sur une frontière. Pour écrire le système linéaire matriciel qui permet le calcul des
coefficients harmoniques à l’ordre n dans les 2`+ 1 zones du blindage il nous suffit
de construire la matrice diagonale par bloc :

Bn =


Cn

1 0
. . .

Cn
i

. . .

0 Cn
2`

 (5.26)

qui permet d’écrire le système matriciel des conditions limites relatives au blin-
dage multicouche sous la forme :


Cn

1 0
. . .

Cn
i

. . .

0 Cn
2`


︸ ︷︷ ︸

Bn

·



E
(1)
n

...

E
(2i)
n

F
(2i)
n

...

F
(2`+1)
n


︸ ︷︷ ︸

Cn

=


So(1)

n
...

So(i)
n
...

So(`)
n


︸ ︷︷ ︸

Son

(5.27)

La résolution de ce système linéaire est facilement obtenue en inversant la ma-
trice Bn. Elle donne l’ensemble des coefficients harmoniques correspondant à un
terme donné de la décomposition de la source blindée en fonction des paramètres
du blindage. Un point intéressant du blindage multicouche est, comme nous le
verrons plus tard, qu’il permet d’optimiser l’efficacité du blindage en fonction du
nombre de couches, des matériaux utilisés, de leur épaisseur respective, mais aussi
de l’épaisseur des entrefers qui séparent les couches.

5.3 Interprétation

Nous venons de mettre en œuvre une méthode de calcul matriciel qui fait le
lien entre les coefficients harmoniques d’une source et ceux des développements
harmoniques de l’induction dans les différentes zones d’un blindage11. En particu-
lier nous avons fait ressortir l’atténuation Sn du blindage qui est essentielle dans
notre démarche car elle rend compte de l’efficacité en fonction des paramètres de
la source (ordre et fréquence), mais aussi des paramètres du blindage (épaisseurs,
conductivités, perméabilités et entrefers). L’atténuation est donc la clé du dimen-
sionnement de blindages adaptés, c’est pourquoi nous proposons de définir mainte-
nant ses propriétés dans le cas de sources statiques et dynamiques. Cette analyse
doit nous conduire à l’acmé de ce chapitre : la rationalisation du dimensionnement
de blindages.

11du fait des propriétés des coefficients harmoniques nous pouvons encore écrire, à l’aide de ces
coefficients toutes les grandeurs électromagnétiques dans les différentes zones du blindage.



5.3. Interprétation 129

5.3.1 Cas statique

Soit une source statique S(1) localisée dans l’air et dont le champ magnétique
admet une décomposition en série harmonique à l’ordre N sous la forme (2.11).
Cette décomposition peut être déterminée par l’identification magnétostatique à
partir de mesures du champ magnétique proche. Afin d’atténuer le champ magné-
tique de cette source nous proposons de placer un blindage sphérique12 et d’en
évaluer l’efficacité respectivement à la décomposition de S(1).

Pour calculer les coefficients harmoniques des décompositions du champ dans
les différentes zones nous utiliserons l’expression matricielle (5.15) qui donne ces
coefficients en fonction de ceux de la source S(1). La matrice Bn correspondant à un
problème statique est alors écrite dans les différentes zones (voir C.4) et le vecteur
des sources correspondantes Son s’écrit en fonction des coefficients harmoniques13 :

Son =


n(n+ 1)R

−(n+2)
1

−µ2nR
−(n+2)
1

0
0

 · dn,m (5.28)

Il vient l’écriture fonctionnelle qui donne les coefficients harmoniques dans les
différentes zones en fonction des coefficients de la source :

c
(1)
n,m

d
(2)
n,m

c
(2)
n,m

d
(3)
n,m

 =


f1,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)
f2,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)
f3,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)
f4,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)

 · dn,m (5.29)

En particulier nous remarquons que la fonction f4,n n’est autre que l’atténuation
Sn puisque :

d(3)
n,m = f4,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2) · dn,m (5.30)

Si le calcul des coefficients (5.28) est matriciel, il est possible, dans le cas d’un
blindage statique et monocouche, d’expliciter analytiquement Sn lorsque µ1 = µ3 =
µ0 et en définissant la perméabilité relative du blindage µr = µ2/µ0. Son expression
est alors :

Sn =
µr · (2n+ 1)2[

n2(µr + 1)2 + n(1 + 2µr) + µr(nµr + 1)
]
− n(n+ 1)[µr − 1]2

(
R1
R2

)2n+1 (5.31)

Ainsi, nous remarquons que l’expression (5.3) de l’atténuation S d’un blindage
sphérique dans un champ uniforme que nous avons donnée précédemment n’était
qu’un cas particulier de (5.31) à l’ordre 1. Nous rappelons que l’analyse mathéma-
tique de l’expression (5.3) avait mis en évidence les performances et les limites du

12Nous cherchons à évaluer l’efficacité et non l’effet de forme
13Nous noterons de façon générale les coefficients harmoniques cn,m lorsqu’ils correspondent à

des termes croissants et dn,m lorsqu’ils sont décroissants
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blindage en fonction de la perméabilité, ce qui permettait un choix stratégique de
matériaux et d’épaisseur pour le blindage. C’est cette démarche que nous voulons
maintenant généraliser en considérant une dimension supplémentaire au problème
qui est la dépendance de l’atténuation en fonction de l’ordre de la source.

Les propriétés principales de l’efficacité d’un blindage de type « air-métal-
air »peuvent être définies grâce à l’expression analytique de Sn (5.31). C’est pour-
quoi, dans cette thèse nous étudierons cette fonction plutôt que l’efficacité, en gar-
dant à l’esprit qu’elle correspond à l’atténuation du blindage pour chaque terme
harmonique de la source. Les résultats que nous ferons ressortir pourrons ensuite
être transposables à l’efficacité ξn en utilisant un tracé logarithmique (en dB) de
Sn.

5.3.1.1 Efficacité maximale

L’expression (5.31) fait clairement ressortir la dépendance de l’efficacité aux
paramètres du blindage mais aussi et surtout, respectivement à l’ordre des termes
harmoniques de la source que nous voulons blinder. L’atténuation Sn est monotone
décroissante en fonction de l’ordre ce qui indique que le blindage est plus efficace
pour les termes d’ordre élevé : il se comporte donc comme un filtre passe-bas.

Le second résultat que nous obtenons à partir de (5.31) concerne la valeur limite
de l’atténuation pour un matériau de perméabilité donnée lorsque l’épaisseur du
blindage tend vers l’infini. Il s’agit de la valeur optimale de l’atténuation en fonction
de l’ordre. Elle est obtenue en faisant tendre le rapport (R1/R2) vers zéro, ce qui
conduit à l’expression de l’atténuation optimale14 :

Smaxn =
µr · (2n+ 1)2[

n2(µr + 1)2 + n(1 + 2µr) + µr(nµr + 1)
] (5.32)

Cette atténuation optimale est un outil intéressant dans le dimensionnement de
blindage car elle va déterminer le choix d’un matériau magnétique. Par exemple,
si la perméabilité est trop faible, les valeurs de Smaxn vont servir à déterminer si le
matériau constituant le blindage est assez performant ou s’il doit être changé.

5.3.1.2 Comportement asymptotique

Un autre résultat lié à (5.31) est intéressant. Il s’agit de la valeur asymptotique
de Sn en fonction de l’ordre des termes de la source. En effet, lorsque n tend vers
l’infini nous avons l’équivalence suivante :

Smax(R1, R2, µr) ∼
4µr

(µr + 1)2
≈ 4

µr
si µr >> 1 (5.33)

Ce qui signifie que le comportement asymptotique d’un blindage ne dépend
que de sa perméabilité et non de son épaisseur. Ce résultat est important car il
montre que l’efficacité a une valeur limite en fonction de l’ordre n des termes du
développement d’une source, qui correspond à l’optimum de Smaxn en fonction de n.

14Elle correspond à l’efficacité maximale possible à l’aide d’un blindage de matériau donné :
c’est-à-dire lorsque l’épaisseur tend vers l’infini
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Pour illustrer ce propos, prenons par exemple un blindage de perméabilité relative
µr=10. La valeur asymptotique (5.33) de Sn indique que la meilleure atténuation
possible, correspondra à Sn = .33, c’est-à-dire que la source sera au mieux atténuée
de 67% et ce quelle que soit l’épaisseur du blindage.

5.3.1.3 Pente à l’origine

Nous avons vu, dans la partie précédente, que les ordres élevés de la décom-
position harmonique des sources avaient une décroissance plus forte que les ordres
faibles. C’est pourquoi, dans une démarche de discrétion magnétique les sources
que nous cherchons à blinder seront des sources d’ordre faible pour lesquelles la
valeur asymptotique de l’efficacité du blindage sera peu indicative.

Dans le cadre d’une étude de blindage, ce qui nous intéresse est la vitesse de
convergence en fonction de l’ordre. En effet, elle donne directement la décroissance
de l’efficacité et l’effet des différents paramètres aux ordres faibles. Une bonne
estimation de cette vitesse de convergence est donnée, pour les ordres faibles, par
la valeur de la pente de Sn à l’origine (n = 0). Ainsi, plus son module sera grand
et plus l’efficacité atteindra rapidement sa valeur asymptotique (son optimum).

L’expression de cette pente à l’origine est :

∂Sn
∂n

(n = 0) = 4− (1 + µr)
2

µr
+

(1− µr)
2

µr
·
(
R1

R2

)
(5.34)

5.3.1.4 Aperçu graphique

Afin d’illustrer les propriétés de l’efficacité que nous venons de mettre en évi-
dence, nous présentons ces valeurs dans différents cas de blindages :

– Dans un premier temps nous avons mis en évidence la dépendance de Sn par
rapport à l’épaisseur du blindage. Nous avons fait varier la valeur du rayon
extérieur du blindage R2 de 50.1cm à 51cm (le rayon interne vaut R1=50cm),
pour un blindage de perméabilité relative égale à 100. Le graphique de gauche
de la figure 5.11 représente Sn pour trois épaisseurs en fonction de l’ordre. Ces
trois cas se distinguent essentiellement par la valeur de leur pente à l’origine
puisqu’elles dépendent du rapport des rayons, tandis que la valeur asympto-
tique de convergence est identique. Ainsi, si nous désirons blinder une source
d’ordre faible avec un blindage de perméabilité de 100 une efficacité optimale
sera obtenue en augmentant son épaisseur. Cependant, nous sommes limités
dans ce raisonnement par la valeur limite Smaxn de l’efficacité du blindage
pour chaque ordre15.

– Dans un second temps, nous avons encore calculé la valeur de l’efficacité pour
des matériaux de perméabilité différente en gardant une épaisseur constante
(voir Fig.5.11 droite). Nous constatons immédiatement la variation de la va-
leur asymptotique de l’efficacité, qui ne dépend que de µr. Cette variation

15C’est un résultat très théorique car nous serons limités d’abord par le poids du blindage, son
conditionnement et son coût
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entrâıne une translation des graphiques, c’est-à-dire une optimisation globale
de l’efficacité du blindage.
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Fig. 5.11 – Comportement de Sn en fonction, soit uniquement de l’épaisseur du blindage
(gauche), soit uniquement de sa perméabilité (droite). Le rayon R1 interne du blindage
vaut 50cm.

5.3.2 Cas dynamique

Soit une source dynamique S(1) localisée dans l’air à l’intérieur d’un blindage
et dont le champ magnétique se décompose en série harmonique à l’ordre N sous
la forme complexe (3.2). Afin de déterminer les coefficients harmoniques dans les
différentes zones, nous utilisons une nouvelle fois l’expression matricielle (5.15) qui
donnent ces coefficients en fonctions de ceux de la source. Contrairement au cas
statique la matrice Bn qui permet le calcul est complexe du fait de l’utilisation de
fonctions de Bessel (voir Annexe C.5) bien que la matrice des sources soit identique
à (5.28).

Comme pour le cas statique nous pouvons écrire les coefficients harmoniques
dans les différentes zones sous forme fonctionnelle :

c̄
(1)
n,m

d̄
(2)
n,m

c̄
(2)
n,m

d̄
(3)
n,m

 =


f̄1,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)
f̄2,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)
f̄3,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)
f̄4,n(µ1, µ2, µ3, R1, R2)

 · d̄n,m (5.35)

Deux remarques importantes doivent être faites :

1. Les coefficients calculés, mais aussi les matrices sont complexes. L’atténuation
est donc également complexe.

2. Contrairement au cas statique, il n’existe pas d’expression analytique simple
de l’atténuation d’un blindage pour une source dynamique, pour cerner le
comportement du blindage nous devons donc faire une étude paramétrique
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de l’atténuation qui, dans ce cas, dépend de l’ordre et de la fréquence de la
source.

5.3.2.1 Atténuation dynamique - Module et Argument

Au chapitre 3, nous avons montré que toute source de champ magnétique pou-
vait s’écrire comme une somme de sources pulsantes complexes : c’est le principe
qui permettait l’identification magnétodynamique (voir eq.(3.16)). Alors pour une
fréquence f donnée nous pouvons écrire un développement harmonique de l’in-
duction de la source S(1) à l’ordre n et en tout point P sous la forme de (3.1),
c’est-à-dire :

~Bf,n(P, t) = ~Bn(P ) · e−j(2πtf+ψ) (5.36)

De son côté, le calcul de l’atténuation donne un coefficient complexe dont le
module et l’argument dépendent de l’ordre n et de la fréquence f de la source et
qui s’écrit :

S̄n = |S̄n| · e−jνn (5.37)

Alors l’induction de la source S(1) avec le blindage s’écrira sous forme complexe :

~Bb
f,n(P, t) = |S̄n| · ~Bn(P ) · e−j(2πft+ψ+νn) (5.38)

et la mesure est obtenue en prenant la partie réelle de (5.38), c’est-à-dire :

~Bmes
f,n (P, t) = |S̄n| · ~Bn(P ) · cos(2πft+ ψ + νn) (5.39)

Cette expression met en évidence deux phénomènes liés à l’aimantation et aux
courants de Foucault dans un blindage. Le module de S̄n correspond à l’effet d’at-
ténuation tandis que l’argument νn est représentatif du retard entre la variation de
la source et le développement des courants de Foucault. Module et argument de Sn
dépendent des paramètres géométriques du blindage mais aussi électromagnétiques
(σ,µ) qui définissent l’épaisseur de peau dans le matériau.

5.3.2.2 Représentation Ordre-fréquence de l’atténuation

Pour vérifier qu’un blindage atteint les objectifs d’un cahier des charges, en
terme de performances, nous ne nous préoccuperons pas de l’argument νn de S̄n
mais uniquement de son module qui représente bien l’efficacité du blindage.

Lorsque nous avons étudié l’atténuation d’un blindage statique nous avons mon-
tré qu’elle dépendait de l’ordre de la source. Dans le cas d’un blindage dynamique
elle dépendra de l’ordre et de la fréquence de la source. Une représentation judi-
cieuse du module de l’atténuation peut alors être donnée sous forme d’une surface
dépendant de ces deux paramètres (voir Fig.5.12).

Afin de comprendre le comportement d’un blindage en fonction de l’ordre et de
la fréquence d’une source et faire ressortir son fonctionnement comme nous l’avions
fait pour le blindage statique, nous avons étudié deux blindages particuliers :
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la source blindée. La figure de gauche représente ce module pour un blindage de rayons
R1=300mm et R2=305mm en Aluminium. La figure de droite représente le module de
l’efficacité pour ce même blindage en Acier.

1. Tout d’abord, nous avons calculé le module de l’atténuation pour un blindage
amagnétique en Aluminium16. Le but de ce calcul étant de caractériser l’atté-
nuation causée uniquement par des courants de Foucault. La courbe obtenue
(figure (5.12) gauche) fait ressortir très clairement le comportement du blin-
dage. Le premier point que nous remarquons est que l’atténuation est unitaire
lorsque la fréquence est nulle, ce qui traduit l’absence de phénomènes d’ai-
mantation. Il ressort également que le blindage est d’autant plus efficace que
la fréquence est élevée : à un ordre donné le blindage se comporte également
comme un filtre passe-bas en fonction de la fréquence. Ce phénomène étant
plus important sur les ordres faibles que sur les ordres élevés. En revanche à
f donnée, nous pouvons encore dire que le blindage est un filtre passe-haut
en fonction de l’ordre des termes de la source.

2. Nous venons de caractériser un blindage dû uniquement aux courants de Fou-
cault, cependant dans le cadre général des blindages les matériaux que nous
utiliserons seront magnétiques de sorte à assurer l’aimantation nécessaire à
l’atténuation de sources statiques. Si nous prenons par exemple un acier com-
mun17, le comportement de l’atténuation est modifié par l’aimantation. Le
premier point que nous pouvons remarquer est que nous retrouvons la carac-
téristique de l’atténuation statique pour f = 0. Cependant, nous ne pouvons
plus déterminer de comportement global du blindage en fonction de l’ordre
de la source : il s’agit d’une compétition entre aimantation et courants de
Foucault qui n’a pas de comportement spécifique. Le seul point invariant est
le comportement du blindage en fonction de la fréquence : il se comporte
toujours comme un filtre passe-bas mais l’atténuation est accentuée par la
nouvelle valeur de l’épaisseur de peau δf .

Pour conclure, nous pouvons décrire le comportement global du blindage d’une

16µr=1 et σ=37,7.106S/m
17µr=250 et σ=9,9.106S/m
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source dynamique en considérant qu’il se comporte comme un filtre passe-bas en
fonction de la fréquence. Le point de départ de sa caractéristique étant le cas
statique il sera toujours plus efficace en fréquence. Un dernier point, nous pouvons
remarquer le peu de représentativité de l’atténuation lorsque le matériau choisi
est très performant (voir Fig.5.12 pour l’acier) car la décroissance en fonction de
la fréquence est importante. C’est pour cette raison (et par analogie au filtrage)
qu’est définie l’efficacité (eq.5.5) qui permet une meilleure représentation de l’effet
d’un blindage (Fig.5.13).
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Fig. 5.13 – Représentation ordre-fréquence de l’efficacité ξn d’un blindage sphérique en
acier.

5.3.3 Blindage multicouches

Le principe du blindage multicouche est intuitif, car physiquement nous savons
qu’en alternant du vide et des matériaux ferromagnétiques nous allons augmen-
ter les performances du blindage18. Nous sommes également poussés dans cette
direction par le conditionnement des matériaux. En effet, ceux dont les proprié-
tés électromagnétiques sont performantes pour blinder sont généralement obtenus
par des procédés industriels contraignants du point de vue de leurs dimensions.
Nous trouvons donc plus facilement ces matériaux sous forme de tôles dont l’épais-
seur est imposée. Le blindage multicouche est donc le seul moyen d’augmenter les
performances en limitant le poids, la réalisation et le coût d’un blindage.

Concentrons nous sur le gain d’efficacité obtenu par l’emploi d’un blindage
multicouche. Pour ce faire, nous proposons de comparer les performances de trois
blindages distincts :

– Un premier blindage monocouche de rayon interne R1=300mm et externe
R2=315mm (voir cas (a) Fig.5.14).

– Un blindage 2 couches de rayon interne R1 et externe R2, dont les épaisseurs
et l’entrefer sont égaux à e1=5mm (voir cas (b) Fig.5.14).

18Une analogie est possible avec le principe de l’isolation thermique par couches
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– Un blindage 3 couches de rayon interne R1 et externe R2, dont les épaisseurs
et l’entrefer sont égaux à e1=3mm (voir cas (c) Fig.5.14).

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 


� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

R2

R1

R2

R1R1

R2

I=3

ee e1

I=2I=1

20

(a) (b) (c)

Fig. 5.14 – Trois blindages monocouche et multicouche compris entre les mêmes rayons
R1=300mm et R2=315mm.

Dans un premier temps nous comparerons l’atténuation de ces trois blindages
pour un matériau donné (l’acier) afin de faire ressortir le gain lié au nombre de
couches. Puis nous montrerons que ce gain peut être amélioré en fonction de la
perméabilité des matériaux choisis et des dimensions des entrefers.

5.3.3.1 Effet de la multiplication de couches

Pour établir des règles claires de conception de blindages multicouches nous
allons comparer les trois blindages proposés dans la figure 5.14 lorsque leur per-
méabilité est celle d’un acier commun. Pour ce faire, nous traçons l’atténuation Sn
de ces blindages en fonction de l’ordre de la source (voir Fig.5.15(a)).

Nous remarquons que les blindages multicouches sont plus efficaces que le blin-
dage monocouche aux ordres élevés. Pour expliquer ce phénomène nous rappelons
que la valeur asymptotique Smax de l’atténuation d’un blindage dépend uniquement
de la perméabilité µr du blindage et non de son épaisseur. Or, si les atténuations
des différentes couches sont notées S(i)

n une bonne approximation de l’atténuation
totale du blindage est donnée sous la forme :

Sn ∼
∏
i

S(i)
n (5.40)

ce qui explique que la valeur asymptotique de Sn est plus faible. Ce résultat montre
que les limites du blindage monocouche peuvent être dépassées en utilisant le blin-
dage multicouche. En effet, nous avons montré précédemment qu’il y avait une
atténuation maximale Smaxn correspondant à une épaisseur de blindage infinie, ce
qui nous a conduit à la conclusion que le seul moyen d’améliorer le blindage était
de choisir un matériau de perméabilité plus forte. Désormais nous pouvons affirmer
qu’il y a deux moyens d’améliorer les performances d’un blindage aux ordres élevés
qui sont, soit de choisir un matériau plus performant, soit de multiplier le nombres
de couches du blindage.

Si le blindage multicouche est plus performant pour les ordres élevés, ce n’est
pas le cas aux ordres faibles (Fig.5.15.(a)). Au contraire, plus le nombre de couches
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Fig. 5.15 – (a) : Représentation de l’atténuation de blindages multicouche en fonction
de l’ordre de la source à blinder. - (b) : Représentation de l’atténuation de blindages
multicouche pour une source d’ordre n=4 en fonction de la perméabilité.

est important et moins le blindage est efficace. Ce résultat est lié à la décroissance
du volume de blindage. En effet, nous avons montré que la pente à l’origine de
l’atténuation d’un blindage statique dépendait de sa perméabilité et de son épais-
seur19. Or le découpage du blindage que nous proposons tend vers une minimisation
de l’épaisseur (voir Fig.5.14) ce qui diminue nécessairement l’atténuation.

Pour améliorer l’atténuation d’un blindage multicouche aux ordres faibles nous
pouvons encore augmenter la perméabilité du blindage. Le gain que nous obtenons
pour ces ordres dépend alors du nombre de couches. Par exemple, l’atténuation
S3 tracée pour les trois blindages précédents, montre qu’il existe une perméabilité
relative, voisine de 350 au-delà de laquelle plus le nombre de couches est important
et plus le blindage sera efficace [Rik87]. Ainsi, en multipliant les couches nous
améliorons également les performances des blindages aux ordres faibles, à condition
d’avoir un matériau adapté.

5.3.3.2 Dimensionnement optimal

En multipliant le nombre de couches d’un blindage nous optimisons ses perfor-
mances. Cependant, les blindages multicouches que nous venons de présenter ne
sont pas optimaux. En effet, comme le présente la figure (5.14), ils sont obtenus
simplement en découpant le blindage monocouche en couches d’égales épaisseurs ce
qui ne correspond en aucun cas à un dimensionnement optimal. Pour comprendre
l’optimisation que nous proposons, prenons le cas du blindage à deux couches pré-
cédent. Si les deux couches sont proches l’efficacité globale du blindage sera plus
faible car l’aimantation des deux couches est liée. Pour augmenter l’efficacité nous
cherchons alors à augmenter l’entrefer du blindage afin que les deux couches soient
indépendantes et ainsi que le blindage soit optimal. Cependant, en augmentant
l’entrefer, nous augmentons les rayons de la couche extérieure ce qui diminue son

19voir §5.3.1.3
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efficacité. Nous venons de mettre en évidence l’existence d’un maximum qui est un
compromis entre l’indépendance des couches et leur efficacité maximale.

La figure (5.16) présente la variation de l’atténuation pour différents ordres
d’une décomposition harmonique en fonction de l’entrefer entre deux couches d’un
blindage. Nous remarquons que l’atténuation passe par un minimum pour chaque
ordre qui correspond à l’entrefer optimal. Ce minimum dépend de l’ordre de la
source et suit une courbe qui donne l’entrefer optimal en fonction de l’ordre de la
source. Cette courbe est parabolique et tend vers zéro, ce qui se justifie en rappel-
lant que plus l’ordre d’une source est élevé et plus sa décroissance est forte. Enfin,
elle montre que pour une source multipolaire, l’entrefer optimum est un compromis
qui dépend entièrement de la décomposition harmonique de la source. Par exemple,
si la source possède des ordres faibles importants, il sera plus judicieux de blinder
cette source en optimisant l’entrefer pour l’ordre faible le plus important, les ordres
élevés étant forcément mieux blindés, ce résultat est encore vrai en fonctionnement
dynamique.
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Fig. 5.16 – Atténuation en fonction de l’épaisseur de l’entrefer d’un blindage à 2 couches
en acier pour différents ordres faibles.

Nous avons présenté le blindage multicouche dans le cas statique. Les résultats
obtenus en terme de nombre de couches et d’optimisation peuvent encore s’appli-
quer aux cas des sources dynamiques en exploitant l’écriture matricielle adéquat.

5.4 Conclusions

Nous voici arrivés à la fin de ce chapitre où il est temps de récapituler les
comportements utiles des blindages sous forme méthodologique.

Pour commencer, rappelons le résultat essentiel de la première partie de cette
thèse qui est que toute source magnétodynamique peut être décomposée en série
harmonique dont les termes sont classés par fréquence et par ordre. C’est parce que
l’objectif de la discrétion magnétique est la réduction des termes les plus influents et
que l’identification magnétodynamique permet de les discriminer que nous avons
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proposé le calcul de l’atténuation Sn représentatif de l’effet d’un blindage pour
chaque ordre. Ainsi, nous ne nous sommes pas bornés à un calcul d’atténuation
pour une source, mais nous avons cherché à analyser le comportement du blin-
dage à chaque ordre. Le gain de cette approche est immense d’un point de vue
méthodologique car elle va permettre le dimensionnement d’un blindage adapté à
une source, c’est-à-dire choisir les matériaux adaptés, leur épaisseur, le nombre de
couches et dimensionner les entrefers.

Afin de mettre clairement en œuvre notre méthodologie de blindage, nous pro-
posons de la découper en trois étapes successives qui doivent permettre le dimen-
sionnement le plus adapté à la source :

Première étape : Identification des termes à réduire Puisque nous pro-
posons une méthode de dimensionnement de blindages adaptés à une source, nous
devons avant toute chose identifier la source et en particulier les termes harmo-
niques dont nous voulons réduire la signature. Le dimensionnement d’un blindage
adapté en dépend. Par exemple, si les termes que nous voulons réduire sont des
ordres élevés et à des fréquences importantes (dans ce cas c’est le champ près de
la source que nous cherchons à réduire), notre blindage sera d’épaisseur faible et
de conductivité élevée.

Deuxième étape : Choix des matériaux Une fois la première étape franchit,
nous devons choisir les matériaux utilisés selon leurs performances. Pour nous aider
dans cette démarche nous pouvons utiliser l’atténuation asymptotique ou l’atté-
nuation maximale qui donnent le meilleur blindage possible à l’aide d’un matériau
quels que soient son épaisseur, l’ordre et la fréquence de la source.

Troisième étape : Choix de l’épaisseur, nombre de couches et entrefer
La dernière étape du blindage est le dimensionnement. Il est obtenu grâce au
calcul de l’atténuation du blindage aux différents ordres et fréquences que nous
voulons blinder. Ce dimensionnement peut encore faire intervenir une stratégie de
blindage multicouches qui optimise les performances en jouant sur son nombre de
couches et ses entrefers.

Cette méthodologie de blindage est riche car elle utilise la décomposition harmo-
nique d’une source. Elle montre de façon évidente qu’un blindage doit être adapté
en fonction de la nature de la source puisque le comportement de chaque terme
harmonique est particulier. Cependant, il y a deux limites à la méthode : qui sont
d’une part qu’aux ordres faibles et fréquences faibles les sources sont difficiles à
blinder, et d’autre part que la méthode se base sur une équivalence de blindage de
forme régulière.

Afin de répondre au premier problème nous proposons l’utilisation d’un blin-
dage actif. C’est-à-dire un blindage utilisant des conducteurs dont l’induction ma-
gnétique crée la signature opposée aux fréquences et ordres faibles. Il y a deux
intérêts à cela qui sont d’une part que ces sources sont assez aisées à construire
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(bobines de Helmoltz) et d’autre part qu’elles annulent la source que nous désirons
blinder.

Enfin, le deuxième problème est celui de la forme du blindage. Si l’atténuation
du blindage peut être déterminée grâce à une équivalence sphérique, ce qui permet
un dimensionnement adapté d’un blindage, notre méthode ne permet pas le calcul
précis la fonction de transfert G d’un blindage qui doit prendre en compte les effets
de forme : ce que nous étudierons au chapitre suivant.
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6.2.5 Généralisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

6.3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
6.3.1 Calcul du blindage dynamique obtenu à l’aide d’une
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6.1 Introduction

Au cours du chapitre précédent nous avons montré qu’il était possible de faire
une analogie simple entre un filtre et un blindage. Ainsi l’effet d’un blindage est
caractérisé par une fonction de transfert matricielle représentative de l’atténuation
du blindage. Nous nous sommes jusqu’ici arrêtés au calcul de cette atténuation qui
permettait le dimensionnement d’un blindage adapté en fonction de la décomposi-
tion de la source que nous désirons blinder. La forme du blindage était alors limitée
à une surface régulière sphérique (3D) ou circulaire (2D).

Dans ce chapitre nous allons établir une méthode de calcul harmonique de blin-
dage, qui va permettre un calcul précis de la matrice harmonique liée à un blindage
de forme quelconque. Le principal intérêt de ce calcul est qu’il fournit les décom-
positions des champs électriques et magnétiques dans tout l’espace. Par rapport
au chapitre précédent, nous gagnons le calcul de l’effet de forme du blindage.

Contrairement à la démarche de type problème inverse proposée dans la pre-
mière partie de cette thèse, nous abordons maintenant la résolution d’un problème
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direct. C’est-à-dire que nous supposerons connue une description des sources et
nous calculons les champs électromagnétiques sous forme de séries harmoniques.
Dans la majorité des cas un problème direct est déterminé alors que son problème
inverse peut être mal posé. C’est pourquoi, il sert de référence à la résolution des
problèmes inverses : par exemple, il est fréquent de voir le résultat d’un problème
inverse validé par une simulation éléments finis. Dans notre cas, le problème di-
rect n’aura pas cette vocation, mais, puisqu’il est certain, son but sera de fournir
l’information a priori nécessaire à l’identification. Nous clôturerons ainsi les dé-
bats possibles sur l’origine des informations a priori sur une source. Bien sûr nous
aboutirons également à une méthode de calcul des champs électromagnétiques, qui
permettra également la simulation analytique.

Pour arriver à nos fins, ce chapitre est découpé en deux sections qui portent
respectivement sur le calcul numérique sur les surfaces des blindages puis présente
plusieurs applications qui illustrent l’intérêt de cette méthode.

6.2 Calcul numérique de la matrice de blindage

harmonique

Il existe de nombreuses méthodes permettant le calcul de blindages magné-
tiques. Par exemple, nous pouvons utiliser des intégrales de frontière, des éléments
finis ou encore des différences finies. Mais, dans notre démarche de blindage, nous
cherchons un modèle harmonique de la source blindée. C’est pourquoi, plutôt que
de mélanger plusieurs méthodes de calcul, ce qui complexifierait la résolution, nous
allons définir une méthode de calcul purement harmonique à partir de celle que
nous avons déjà présentée dans le chapitre précédent et qui était basée sur les
conditions de passage sur les surfaces du blindage.

Ce calcul reposera sur les propriétés des harmoniques sphériques que nous avons
rappelées au premier chapitre de cette thèse. Pour mémoire, il s’agit essentiellement
de la validité de l’écriture harmonique dans tout le domaine d’étude, de la conver-
gence de ces séries de fonctions harmoniques et de leur orthonormalisation sur une
surface quelconque. Nous montrerons dans cette section l’intérêt de chacune de ces
propriétés ainsi que l’existence d’une base canonique qui va nous permettre le cal-
cul du blindage. Nous finirons cette section en montrant que l’écriture du blindage
harmonique que nous proposons se généralise facilement à des sources complexes
comme par exemple des moteurs.

6.2.1 Convergence des séries de fonctions propres

Commençons par rappeler que l’écriture des solutions des équations de Maxwell
sous forme de séries harmoniques est valable en tout point de l’espace. Cependant,
comme nous l’avons déja fait remarquer au paragraphe §2.2.1.6, pour avoir un
développement harmonique représentatif du champ à proximité de la surface du
blindage, la série harmonique peut avoir un nombre de termes important. Dans
cette section nous allons montrer que la convergence des séries harmoniques sur la
surface d’un blindage est en relation avec la régularité de la surface. Nous verrons
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par la suite qu’elle est en fait en relation avec la décomposition harmonique de
la surface elle-même. C’est pourquoi nous proposons tout d’abord une approche
instinctive pour le calcul de l’effet de forme qui consiste à discrétiser la surface du
blindage pour écrire les conditions de passage (5.8) en de nombreux points, ce qui
permettra de lier les écritures harmoniques dans les différentes zones de ce blindage.
Afin de simplifier le problème de blindage, qui possède généralement deux surfaces
nous proposons un calcul à une surface (voir Fig.6.1) en partant du principe que ce
que nous ferons sur cette surface se généralisera à des problèmes comportant plu-
sieurs surfaces. Il s’agit du calcul de l’anomalie que crée un bloc carré de matériau
ferromagnétique plongé dans un champ magnétique source extérieur quelconque.
Si nous sommes capables d’établir le lien entre le champ magnétique source exté-
rieur, le champ dans la matière (zone 1) et l’anomalie magnétique dans la zone 2,
alors nous pourrons appliquer notre méthode de calcul à des problèmes possédant
plusieurs surfaces comme des blindages.
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Fig. 6.1 – Contours de forme circulaire S1 (a) et de forme carrée S2 (b) correspondant
à deux objets ferromagnétiques plongés dans un champ magnétique quelconque.

6.2.1.1 Écriture des sources dans les différentes zones - conditions de
passage

Commençons par définir le type de source que nous avons en fonction des deux
différentes zones du problème. Nous savons que dans la zone 2 extérieure à notre
objet circulaire (Fig 6.1.a) le champ source magnétique extérieur s’écrit sous forme
de séries comme un problème interne et le champ magnétique de réaction du ma-
tériau, qui pour sa part s’écrit comme un problème externe. En tout point P à
l’extérieur du matériau l’induction magnétique s’écrit alors sous la forme1 :

~B2(P ) = ~Be
2(P ) + ~Bi

2(P ) où ~Bi
2(P ) = ~Bsource(P ) (6.1)

Dans la zone 1 du blindage le champ magnétique s’écrit sous forme d’une série
harmonique correspondant à un problème interne. Ainsi, en tout point P de la zone
1, il s’écrit sous la forme :

~B1(P ) = ~Bi
1(P ) (6.2)

1La convention d’écriture est la suivante : ~Be
2 se lit induction magnétique dans la zone 2

relative à un problème externe. L’exposant i est utilisé pour un problème interne
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Pour établir le lien entre les coefficients des développements harmoniques dans
les différentes zones nous utilisons les conditions de passage (5.8) sur la surface.
Du fait de l’orthogonalité des fonctions harmoniques sur la surface circulaire elles
s’écrivent pour chaque terme n indépendamment du point P sous la forme :{

~n · [ ~B2,n − ~B1,n] = 0

~n× [µ1
~B2,n − µ2

~B1,n] = 0
(6.3)

Ces deux relations de passage fournissent donc 2n relations linéaires indépen-
dantes qui nous permettent d’écrire un système linéaire dont les solutions sont
les 2n coefficients harmoniques intervenant dans l’écriture de ~Bi

1 et ~Be
2. Cette ré-

solution passe par la détermination d’une matrice G identique à celle que nous
proposions au paragraphe §5.2.2.1.

Surface quelconque - Condition d’échantillonnage surfacique Nous ve-
nons donc de faire un bref rappel de la méthode de calcul matriciel que nous avons
proposée au chapitre précédent, adaptée au problème de la figure (6.1.a). Cepen-
dant, elle est essentiellement basée sur la propriété d’orthogonalité des fonctions sur
un support régulier qui permet d’écrire indépendamment les relations de passage
pour chaque terme des décompositions. Si maintenant la surface n’est plus régu-
lière, nous perdons la propriété d’orthogonalité, et, pour déterminer les 2n termes
que nous cherchons, nous devons forcément discrétiser la surface pour écrire les
relations de passage (6.3) en au moins n points distincts.

Ce que nous venons d’écrire est la condition pour que le système linéaire soit
de rang plein. Il faut donc une discrétisation de la surface de l’objet qui respecte
le nombre de coefficients harmoniques que nous cherchons. Si cette condition est
assez facile à réaliser, car nous sommes dans un problème direct, il est difficile de
définir le nombre de coefficients nécessaires sur la surface de l’objet car il dépend
de la vitesse de convergence des séries qui est fortement perturbée par l’irrégularité
de la surface. La réelle difficulté de la méthode est donc de trouver le nombre N
de termes représentatifs simultanément des inductions magnétiques ~Bi

1 et ~Be
2 sur

la surface de l’objet.

Convergence des séries Au cours du chapitre 1, nous avions présenté les fonc-
tions harmoniques comme un système complet, ce qui garantit la convergence
des séries harmoniques ~Bi

1 et ~Be
2 au sens des moindres carrés sur la surface (voir

Eq.1.38). En d’autres termes nous sommes assurés de l’existence de deux entiers
N1 et N2 de sorte que les inductions magnétiques recherchées sur la surface dans
les deux zones puissent s’écrire :

~Bi
1 =

N1∑
n=1

~Bi
1,n + ~εN1

~Be
2 =

N2∑
n=1

~Be
2,n + ~εN2

(6.4)
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Ainsi, en prenant N termes pour notre développement, avec N égal au max de
N1 et N2 nous pouvons écrire les relations de passages précédentes en N points et
assurer qu’elles sont représentatives à epsilon près des relations de passage réelles
de l’induction.

6.2.1.2 Écriture du système matriciel

Le système linéaire que nous allons résoudre peut s’écrire facilement sous forme
matricielle. Imaginons par exemple que nous ayons discrétisé la surface carrée de
la figure (6.1.b) en p points distincts et que nous cherchons à calculer l’induction
dans les deux zones en coordonnées polaires jusqu’à un ordre N . La matrice des
relations de passage (6.3) écrite sur l’ensemble des points est alors de dimension
(2p× [4N + 2]) et s’écrit :[

Bn
2,e −Bn

1,i

µ1 ·Bt
2,e −µ2 ·Bt

1,i

]
︸ ︷︷ ︸

B(2p×[4N+2])

·
[

Ce

Ci

]
︸ ︷︷ ︸

C([4N+2]×1)

=

[
−Bn

2,source

−µ1 ·Bt
2,source

]
︸ ︷︷ ︸

Bs(2p×1)

(6.5)

Les matrices Bn
2,e et Bn

1,i correspondent à l’écriture en série des vecteurs nor-
maux aux p points de la surface dans la zone 2 et 1. Il s’agit respectivement de
l’écriture d’un problème externe (dans 2) et d’un problème interne (dans 1). De
même, les matrices Bt

2,e et Bt
1,i correspondent à l’écriture en série aux p points,

mais pour la composante tangentielle de l’induction.
Puisque nous cherchons l’écriture de la source jusqu’à l’ordre N dans les zones 1

et 2, nous devons déterminer 4N+2 coefficients harmoniques. Il nous faut alors dis-
crétiser la surface en au moins 2N+1 points pour lesquels les relations de passages
sont distinctes : c’est la condition minimale que nous avons évoquée précédemment
pour garantir que le système soit de rang plein. Lorsque nous utiliserons le mo-
dèle harmonique sphérique, ces conditions seront différentes. Pour un ordre N du
développement nous aurons à identifier 2(N2 + 2N) coefficients, nous aurons donc
besoin d’au moins N2 + 2N points sur la surface.

Stabilité - Résolution La résolution de la matrice B dans le cas de ce blindage
est particulièrement instable. En effet, les quatre matrices rentrant dans sa com-
position ont chacune une structure voisine de celle de la matrice F de l’équation
(2.21). C’est-à-dire que chaque colonne a une norme relative à l’ordre de la source.
Pire encore, les matrices des problèmes internes ont une norme croissante en fonc-
tion des termes alors que les matrices des problèmes externes ont des colonnes
de norme décroissante. Pour résoudre ce système linéaire nous devons donc néces-
sairement stabiliser la matrice en utilisant une matrice de pondération. Puisqu’il
s’agit d’un problème direct, nous pouvons agir sur la discrétisation de la surface
de façon à ce que le système soit de rang plein. De ce fait, l’ensemble des coeffi-
cients harmoniques solutions est obtenu en utilisant la pondération W présentée
en §2.3.3.2 :

C = W(BW)+Bs (6.6)



146 6. Effet de forme d’un blindage

Malheureusement, et nous allons le voir dans le calcul d’application suivant,
bien que le système soit de rang suffisant, l’irrégularité de la surface entrâıne une
insuffisance du modèle due à la lenteur de convergence en moyenne quadratique
des séries harmoniques. Pour assurer la convergence sur le support nous devons
donc pousser le développement aussi loin que possible afin d’assurer une erreur
minimale sur la frontière ce qui sous-entend une discrétisation importante de la
surface. Avant de proposer une approche plus fine de notre calcul qui permet une
convergence plus rapide en ordonnant les termes, nous allons proposer un exemple
d’application qui illustrera cette méthode et en montrera les limites principales.

6.2.1.3 Application

Nous proposons maintenant d’effectuer le calcul (6.6) correspondant à un pro-
blème 2D en coordonnées polaires. La description de ce problème est la suivante :
un cube de 20cm d’arête et de perméabilité magnétique µr = 1000 est plongé dans
un champ vertical de 20µT dans lequel il s’aimante. Nous cherchons à calculer les
coefficients harmoniques solution de ce problème dans les zones 1 et 2 représentées
figure (6.1). Ces coefficients sont donnés par le vecteur C solution de (6.6). Ils per-
mettent l’écriture analytique d’une solution dans les deux zones du problème, ce
qui va nous permettre de comparer l’induction extrapolée à l’aide des développe-
ments harmoniques à des simulations obtenues à l’aide d’un solveur éléments finis
(FEM). Nous cherchons à valider notre modèle ou à diagnostiquer ses limites.

Influence de l’ordre de développement Notre première tentative consiste
à évaluer la méthode de calcul harmonique en utilisant un développement faible
et une discrétisation juste suffisante. Pour ce faire, nous découpons la surface du
cube en 44 éléments ce qui assure que le système linéaire est de rang plein si le
développement est poussé à l’ordre N = 20.
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Fig. 6.2 – Représentation d’un cube de 20cm d’arête et de perméabilité relative
µr=1000. Nous évaluons la qualité du calcul harmonique en comparant l’induction cal-
culée à une simulation FEM du problème sur un chemin de validation. - Les deux figures
à droite représentent respectivement l’induction magnétique suivant x et suivant y cal-
culées harmoniquement à l’ordre 20 et 50 et la référence donnée par la méthode des
éléments finis.
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Nous comparons ensuite l’induction calculée à l’aide des coefficients harmo-
niques à la simulation sur un chemin de validation (voir Fig.6.2). Sur cette figure,
nous voyons très clairement que le résultat (Harm20) est distant de la simulation
de référence (FEM) : la méthode de calcul n’est donc pas optimale.

Si notre calcul n’est pas optimal, il donne cependant un résultat voisin de la
référence, qui se caractérise essentiellement par des valeurs plus faibles et surtout
par des variations locales moins importantes. En effet, les ”pics” ne sont pas res-
pectés. Or, ils correspondent aux ordres élevés du développement liés aux quatre
sommets du cube. Un moyen simple d’optimiser le calcul est alors de pousser un
peu plus loin le développement multipolaire dans les différentes zones. C’est pour-
quoi nous augmentons le nombre de points sur la surface à 120 éléments ce qui va
nous permettre le calcul des coefficients harmoniques à l’ordre N = 50.

Le résultat obtenu (Harm50) montre une amélioration faible des valeurs de
l’induction magnétique. Cette amélioration est due à la lenteur de convergence
des fonctions harmoniques sur la surface. Si nous voulons obtenir les coefficients
solutions nous devons donc accélérer cette convergence.

Influence de la régularité de la surface Ce qui ralentit fortement la conver-
gence de la série est l’irrégularité de la surface du cube. Pour s’en rendre compte
nous proposons d’utiliser les résidus de mesures V̂ relatifs à la résolution du sys-
tème (6.6). D’après ce que nous écrivions dans le chapitre 4, il est intéressant de
regarder la diagonale de la matrice de covariance de ces résidus qui est donnée
d’après (4.24) par :

var{V̂ } = Id−BW(BW)+ (6.7)

Pour mémoire, ces résidus suivent une loi normale d’espérance nulle. La ma-
trice (6.7) est carrée et de dimension 2p. D’après l’écriture du système (6.5) les p
premiers termes correspondent à la variance des résidus de mesures normaux à la
surface et les p derniers correspondent à la variance des résidus tangentiels. L’ob-
servation de cette diagonale va donc nous permettre de diagnostiquer les points et
les composantes pour lesquels les résidus sont importants (ont une variance forte).
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Fig. 6.3 – Termes diagonaux de la matrice de covariance des résidus du calcul de
l’aimantation d’un cube.

La figure (6.3) montre que la variance des résidus du calcul est très importante
pour les termes tangents de l’induction magnétique sur la surface. Elle est d’ailleurs
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d’autant plus importante que nous nous rapprochons des sommets du cube. Nous
sommes en train de mettre en évidence des phénomènes de Gibbs liés à l’irrégularité
de la surface. Puisqu’ils sont causés par les angles de la surface nous pourrions
être amené à adapter la discrétisation de façon à réduire la variance des résidus.
Une optimisation simple de la discrétisation est de mettre les points éloignés des
sommets, de façon à limiter les résidus. Mais, en allant dans cette direction, nous
sommes tout simplement en train de simplifier la forme de l’objet pour le rendre
régulier, et c’est la nature du problème que nous changeons.

6.2.1.4 Conclusion

Nous avons proposé une première ébauche du calcul de blindage harmonique.
En discrétisant la surface d’un cube et en écrivant les relations de passage que suit
l’induction magnétique, nous sommes arrivés à l’écriture d’un système linéaire. Ce
système lie les coefficients harmoniques dans les deux zones définies par la sur-
face du cube en fonction de la source. Malheureusement, la convergence des séries
harmoniques est très lente du fait de l’irrégularité de la surface, ce qui d’une part
se traduit par des coefficients harmoniques faux et des résidus de calcul impor-
tants sur la surface. Deux solutions sont alors envisageables soit nous augmentons
la discrétisation et l’ordre du développement harmonique, soit nous optimisons le
positionnement des points de calcul. Dans le premier cas le calcul sera très lent
et peu adapté à la simplicité du problème. Dans le second cas, en changeant les
points de place nous changeons la nature du problème. Cependant, la solution
proposée n’est pas satisfaisante, l’écriture du système linéaire donne des résultats
encourageants. C’est pourquoi, nous allons maintenant proposer d’orthonormaliser
les fonctions harmoniques sur la surface de façon à ordonner les termes, ce qui
facilitera la convergence des séries harmoniques.

6.2.2 Orthonormalisation des fonctions harmoniques

Sur un cercle ou une sphère les fonctions harmoniques sont orthogonales. Nous
montrions au premier chapitre de cette thèse que cette propriété naturelle des solu-
tions d’un problème de Sturm-Liouville pouvait être étendue sur une surface quel-
conque par un procédé d’orthonormalisation. Dans cette section nous allons mon-
trer l’intérêt d’orthonormaliser les développements harmoniques sur les surfaces
des blindages. En particulier, nous expliquerons le gain de l’orthonormalisation en
terme de vitesse de convergence des séries. La méthode que nous obtiendrons sera
ensuite illustrée grâce à l’exemple du cube précédent. Nous finirons en montrant
les limites de l’orthormalisation pour le calcul de blindage et la nécessité que nous
avons de trouver une base harmonique globale commune à l’ensemble des surfaces
d’un même blindage.

6.2.2.1 Processus d’orthonormalisation

Au chapitre 1, nous avons exposé le principe de l’orthonormalisation des fonc-
tions harmoniques sur la surface limite (Cs) d’un objet de forme quelconque (voir
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§1.4.3.2). Il repose sur la définition d’un produit scalaire relatif à la surface de
l’objet défini par une intégrale surfacique (6.10). Nous allons l’utiliser maintenant
pour définir une famille de fonctions harmoniques orthonormales sur la surface en
utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Cette orthonormali-
sation concerne les deux types de familles de fonctions harmoniques sur la surface
d’un blindage, c’est-à-dire celle qui décrit un problème interne et celle qui décrit le
problème externe.

Afin de permettre le calcul de ces deux nouvelles familles de fonctions nous
utiliserons l’écriture du potentiel scalaire, qui facilite le calcul numérique des inté-
grales. L’orthonormalisation étant un processus linéaire, les fonctions harmoniques
orthogonales seront des combinaisons linéaires des fonctions harmoniques natu-
relles. C’est pourquoi le résultat de l’orthonormalisation du potentiel scalaire (où

du vecteur ~W ) sur la surface sera également valable pour les différentes grandeurs
vectorielles qui en dérivent du fait de la linéarité du modèle.

Produit scalaire Dans le cas de l’exemple du cube précédent, nous avons deux
familles de fonctions harmoniques à orthonormaliser. Mais nous n’illustrerons ce
processus que sur les fonctions harmoniques entrant dans l’écriture du problème
interne dans la zone 2. Dans cette zone, pour tout point P de la surface le déve-
loppement harmonique du potentiel scalaire magnétique jusqu’à l’ordre N s’écrit
(voir eq. A.8) :

Ψ2(P ) = a0 +
N∑
n=1

[an · rn cos(nθ) + bn · rn sin(nθ)] (6.8)

et nous cherchons une famille de fonctions harmoniques orthogonales {ψn} telle
qu’en P ce même potentiel scalaire s’écrit :

Ψ2(P ) = α0 · ψ1(r, θ) +
N∑
n=1

[αn · ψ2n(r, θ) + βn · ψ2n+1(r, θ)] (6.9)

L’orthonormalité de cette famille est définie par le produit scalaire sur l’en-
semble des fonctions continues par morceaux sur Cs :

∀(f, g) : < f |g >=

∮
Cs

f · g∗ · ds (6.10)

Elle se traduit pour cette famille par la relation d’orthonormalité suivante :

∀(n,m) : < ψn|ψm >=

∮
Cs

ψn · ψ∗m · ds = δn,m (6.11)

qui va permettre, à partir des fonctions harmoniques intervenant dans (6.8), d’ob-
tenir une famille de fonctions ψn orthonormales2.

2Notons que cette suite n’est pas unique et qu’il existe de nombreuses bases de fonctions ψ
orthonormées
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Processus d’orthonormalisation Le processus d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt suit l’algorithme suivant :

1. Nous choisissons comme premier terme de la famille orthonormale ψn une
fonction harmonique que nous normalisons. Le choix de ce premier terme
va déterminer le reste de la famille. En raison de la hiérarchie naturelle des
termes, nous construirons la famille en commençant par les termes d’ordre
les plus faibles, la première fonction de la famille orthonormale relative à
l’écriture harmonique (6.8) sera donc :

ψ1 =
1√

< 1|1 >
(6.12)

2. Une fois la première fonction orthonormale choisie nous augmentons la di-
mension de la famille en incluant une nouvelle fonction harmonique. Si par
exemple nous avons déjà i fonctions orthonormales et que nous voulons dé-
terminer ψi+1, elle sera définie en assurant que les deux familles de fonctions
de dimension (i + 1) soient équivalentes, que ψi+1 soit orthogonale à toutes
les autres fonctions ψ déjà existantes et enfin qu’elle soit de norme unitaire.

Ce processus assure la création d’une famille de fonctions ψn orthonormées de
même dimension. Comme à chaque indice i la nouvelle fonction est une combi-
naison linéaire des i premières fonctions harmoniques, nous pouvons écrire une
relation matricielle simple à l’aide d’une matrice triangulaire inférieure T qui lie
les fonctions harmoniques à leurs homologues orthonormalisées sous la forme :

ψ1

ψ2
...

ψ2N+1

 = T ·


1

r cos(θ)
...

rN sin(Nθ)

 (6.13)

Écriture et résolution du problème orthonormalisé Reprenons l’écriture
du système matriciel (6.5) correspondant au problème d’aimantation du cube. Nous
voyons que la matrice B du problème est découpée en deux parties suivant sa lar-
geur. Ces deux parties correspondent à l’écriture harmonique de l’induction dans
2 ou dans 1 et chaque colonne définit un ordre particulier. Si nous voulons exploi-
ter l’écriture orthonormale des fonctions harmoniques sur la surface nous devons
calculer les matrices Te et Ti correspondant respectivement à l’orthonormalisation
des fonctions harmoniques du problème externe et interne sur la surface Cs. Le
système orthonormé de (6.5) s’écrit alors :

[
Bn

2,e −Bn
1,i

µ1 ·Bt
2,e −µ2 ·Bt

1,i

]
︸ ︷︷ ︸

B

·
[

Tt
e 0
0 Tt

i

]
︸ ︷︷ ︸

W⊥

·
[

C⊥
e

C⊥
i

]
︸ ︷︷ ︸

C⊥

=

[
−Bn

2,source

−µ1 ·Bt
2,source

]
︸ ︷︷ ︸

Bs

(6.14)
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Le vecteur des coefficients harmoniques solution C est lié à celui des coefficients
harmoniques orthonormés C⊥ par la relation :

C = W⊥ ·C⊥ (6.15)

La résolution du système orthonormé s’écrit donc de la même façon que (6.6)
en utilisant la pondération W⊥, c’est-à-dire que les coefficients harmoniques sont
donnés par la relation :

C = W⊥ · (BW⊥)+ ·Bs (6.16)

A l’aide de cette pondération, nous ne cherchons pas à stabiliser globa-
lement le système, mais uniquement à le stabiliser sur la surface (Cs)
de l’objet. Puisque cette pondération assure l’orthonormalisation sur la surface Cs
nous améliorons nécessairement l’écriture des conditions de passage. C’est pour-
quoi, nous avons bon espoir d’avoir significativement amélioré la qualité de notre
calcul, ce que nous allons vérifier immédiatement.

6.2.2.2 Application

Nous proposons maintenant d’effectuer le calcul (6.16) afin d’évaluer les coeffi-
cients harmoniques intervenant dans l’écriture de l’induction dans les deux zones
du cube aimanté par un champ constant. Nous cherchons à évaluer la performance
du calcul des relations de passage sur sa surface lorsque l’écriture harmonique est
orthonormalisée.

Nous commençons par faire remarquer que le processus d’orthonormalisation
que nous venons de décrire est long car il nécessite un nombre important de calculs
de produit scalaire. Par exemple, un développement à l’ordre N nécessite 2N + 1
fonctions harmoniques, ce qui suppose (2N + 1)2 produits scalaires. A ce propos,
Durand [Dur66] donne une astuce intéressante pour calculer les fonctions harmo-
niques orthonormales qui passe par l’utilisation de déterminants. Si cette méthode
réduit le nombre de calculs et permet de stocker les produits scalaires dans une
matrice, le procédé est coûteux, lent et instable. En effet, l’orthonormalisation
nécessite des calculs qui deviennent rapidement numériquement instables lorsque
l’ordre N devient important ou que la surface de l’objet prend des dimensions
extrêmes.

Afin de montrer le gain de l’orthonormalisation, nous allons à nouveau comparer
l’induction sur le chemin de validation précédent. En raison du peu de stabilité
lié au procédé d’orthonormalisation nous utiliserons un développement maximal
jusqu’à l’ordre N = 12 et une discrétisation régulière de la surface en 44 points.

La figure (6.4) compare le résultat de l’écriture harmonique orthonormée ob-
tenue à l’ordre N = 12 (Ortho12) et la simulation (FEM). Nous constatons que
l’orthonormalisation fournit un gain important de stabilité qui donne un résul-
tat correct à l’ordre 12. L’orthogonalité augmente donc la stabilité et accélère la
convergence. La résolution par les moindres carrés est équivalente à une projection
vectorielle sur l’espace des fonctions harmoniques, qui dans notre cas est ortho-
normé : il s’agit donc d’une projection orthogonale qui assure une erreur minimale
d’estimation.
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Fig. 6.4 – Induction magnétique suivant x (gauche) et suivant y (droite) créé par un
cube aimanté. Il s’agit de comparer une induction magnétique de référence simulée (FEM)
avec le résultat du calcul harmonique orthonormé jusqu’à l’ordre 12.

Remarquons que les inductions harmoniques ont toujours des variations lissées
par rapport à la référence et que ce lissage est toujours proportionnel à l’ordre
du développement. En limitant le développement à l’ordre 12 nous avons filtré les
ordres élevés qui permettraient de mieux représenter ses fortes variations.

6.2.2.3 Conclusions - Perspectives

Si le calcul direct des relations de passage sur la surface du cube nous donnait
des résultats prometteurs, nous obtenons de très bons résultats grâce à l’ortho-
normalisation du système. Cependant, cette méthode ne peut pas nous satisfaire
parce qu’elle est réellement lourde et qu’un calcul de blindage comportant plusieurs
surfaces va encore augmenter le nombre et l’instabilité des calculs.

Le principal argument qui motive le rejet de cette méthode de calcul est son
manque de robustesse. En effet, il n’est pas envisageable de l’exploiter pour un
calcul de blindage comportant plusieurs surfaces car l’unicité de l’écriture dans
les différentes zones du blindage ne permet pas de multiples orthonormalisations.
Prenons par exemple un blindage monocouche de forme quelconque, il se découpe
en trois zones comme le blindage sphérique de la figure (5.9). Dans chacune de ces
zones les séries de fonctions harmoniques s’écrivent de façon unique. En particu-
lier dans la zone 2, qui est le blindage, nous avons la superposition d’un problème
interne et d’un problème externe et la possibilité d’orthonormaliser les séries harmo-
niques soit sur la surface interne du blindage, soit sur la surface externe. En aucun
cas nous pouvons orthonormaliser sur les deux surfaces : de ce fait la convergence
de la méthode de calcul est seulement assurée sur une seule des surfaces du blin-
dage et les problèmes de lenteur de convergence que l’orthonormalisation avait fait
disparâıtre ressurgissent.

Une brève synthèse des résultats déjà obtenus nous permet de confirmer que
la méthode de calcul harmonique de blindage est possible et que l’utilisation de
l’orthonormalisation sur la surface permet d’en optimiser la vitesse de convergence.
Cependant, pour généraliser le calcul de blindages à des problèmes possédant plu-
sieurs surfaces nous devons soit trouver une écriture harmonique adaptée aux sur-
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faces, soit trouver une base de fonctions communes à toutes les surfaces qui soit
adaptée à l’écriture des conditions de passage. C’est cette voie que nous allons
exploiter maintenant et qui va permettre le calcul de blindages multicouches de
forme quelconque.

6.2.3 Base canonique

Si nous avons proposé les deux dernières méthodes de calcul harmonique de
blindage précédent, c’est essentiellement pour tester deux propositions que nous
avions rencontré dans la littérature [Dur66] et [Leg96]. Les résultats sont encou-
rageants, mais ne permettent pas de généralisation de la méthode à des blindages
multicouches de forme quelconque. La solution que nous allons proposer maintenant
va être à l’origine d’une nouvelle méthode de calcul des champs électromagnétiques
pour des sources statiques ou dynamiques. Nous reviendrons dans la partie suivante
de ce chapitre sur ses propriétés. Pour l’instant, nous allons nous concentrer sur les
propriétés mathématiques qui vont permettre la méthode et l’interprétation que
nous en faisons.

6.2.3.1 Identification de la base canonique

Pour aller plus loin, nous devons rappeler quelques résultats et propriétés re-
latifs aux fonctions harmoniques. En particulier les propriétés des solutions d’un
problème de Sturm-Liouville. Prenons par exemple la forme générale du potentiel
scalaire magnétique solution en harmoniques sphériques de l’équation de Laplace.
Pour mémoire, elle s’écrit comme (1.29), c’est-à-dire :

Ψ(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

[
An · rn +

Bn

rn+1

]
· Yn(θ, φ) (6.17)

Lors de la résolution des équations différentielles de diffusion ou de Laplace
(voir chapitre 1), nous montrions que seules les fonctions correspondant à des
variables bornées étaient orthogonales. Par exemple, dans l’écriture (6.17) seules
les harmoniques sphériques forment un système orthogonal quand (θ, φ) appartient
au domaine [0;π] × [0; 2π]. Ainsi les harmoniques sphériques forment une
famille de fonctions orthogonales dans tout l’espace.

Pour se convaincre de ce résultat, prenons l’expression du potentiel scalaire
harmonique en coordonnées elliptiques allongées [Leg96] :

Ψ(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

[
An · Pm

n (cosh(r)) +Bn ·Qm
n (cosh(r))

]
· Yn(θ, φ) (6.18)

ou encore l’expression de la solution de l’équation de diffusion en coordonnées
sphériques (voir Annexe A.3.2) :

Ψ(r, θ, φ) =
1√
kr
·
∞∑
n=0

[
An · In+ 1

2
(kr) +Bn ·Kn+ 1

2
(kr)

]
· Yn(θ, φ) (6.19)
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Toutes ces solutions s’écrivent à l’aide des harmoniques sphériques. Ainsi, in-
dépendamment de la forme des surfaces (elliptique) ou de la dynamique de la
source, les harmoniques sphériques restent une base orthogonale que nous pouvons
exploiter3.

6.2.3.2 Projection sur la surface

Pour calculer l’efficacité d’un blindage de forme sphérique ou polaire nous mon-
trions au chapitre précédent que chaque terme avait un comportement particulier
(voir §5.2.1.2). Ainsi, nous écrivions une matrice Bn des relations de passage qui
ne comportait que les termes liés à la décroissance de l’induction magnétique sur
la surface. Implicitement nous utilisions déjà la base des harmoniques sphériques
en projetant les relations de passage. Nous proposons maintenant d’utiliser cette
projection pour optimiser l’écriture des conditions de passage sur la frontière.

Nous allons donc projeter les relations de passage sur la base canonique, ce qui
va nous permettre d’écrire des relations de passage qui ne dépendent plus des points
de la surface, mais uniquement des coefficients de la décomposition canonique dans
chacune des zones. Pour mémoire les relations de passage sur une surface s’écrivent
pour l’induction magnétique :{

~n · [ ~B2(P )− ~B1(P )] = 0

~n× [µ1
~B2(P )− µ2

~B1(P )] = 0
(6.20)

Sur cette surface, dans les deux zones 1 et 2 nous pouvons par exemple écrire
à l’aide des termes de la base canonique {ψn,m} :


~n · ~B2(P ) =

∑
n,m

an,mψn,m ~n× µ1
~B2(P ) =

∑
n,m

αn,mψn,m

~n · ~B1(P ) =
∑
n,m

bn,mψn,m ~n× µ2
~B2(P ) =

∑
n,m

βn,mψn,m
(6.21)

Ainsi, du fait de l’orthogonalité nous pouvons écrire les relations (6.20) indépen-
damment à chaque ordre. Ainsi écrite, il s’agit de relations de passage globales puis-
qu’elles concernent les coefficients de la décomposition canonique des inductions
normales et tangentes sur la surface. Alors, les relations globales correspondant à
(6.20) s’écrivent simplement :

∀(n,m) :

{
an,m = bn,m

αn,m = βn,m
(6.22)

6.2.3.3 Écriture matricielle du problème sur la base canonique

Tout d’abord, nous allons définir une écriture matricielle de la projection. Pre-
nons par exemple une surface discrétisée en p points P sur lesquels nous pouvons

3Ce résultat est transposable en 2D, les fonctions harmoniques polaires forment une base
orthogonale
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écrire le potentiel scalaire magnétique Ψ. Comme la base canonique est orthonor-
mée et complète pour les fonctions continues par morceaux sur la surface nous
avons :

∀P : Ψ(P ) =
∑
n,m

αn,m · ψn,m(P ) (6.23)

En limitant le développement à l’ordre N , nous pouvons également écrire ma-
triciellement ce développement :

Ψ(P1)
Ψ(P2)

...
Ψ(Pp)

 =


ψ1,0(P1) . . . ψN,N(P1)
ψ1,0(P2) . . . ψN,N(P2)

...
. . .

...
ψ1,0(Pp) . . . ψN,N(Pp)


︸ ︷︷ ︸

Pc

·

 α1,0
...

αN,N

 (6.24)

Ainsi la matrice de projection est donnée par l’inverse généralisée de Pc notée
P+
c . Pour écrire le problème du blindage à une couche nous utiliserons cet inverse

comme pondération à gauche dans le calcul matriciel (6.5). Dans ce cas il s’écrira :

[
P+
c 0
0 P+

c

]
︸ ︷︷ ︸

Wc

·
[

Bn
2,e −Bn

1,i

µ1 ·Bt
2,e −µ2 ·Bt

1,i

]
︸ ︷︷ ︸

B

·
[

Ce

Ci

]
︸ ︷︷ ︸

C

=

[
P+
c 0
0 P+

c

]
︸ ︷︷ ︸

Wc

·
[

−Bn
2,source

−µ1 ·Bt
2,source

]
︸ ︷︷ ︸

Bs

(6.25)
Dans la section précédente la pondération qui orthonormalisait le système avait

pour but d’ordonner l’écriture des développements harmoniques c’est pourquoi elle
agissait sur les colonnes de la matrice B (pondération à droite). Mais dans notre cas,
nous ordonnons les grandeurs sur les points de la surface. En fait, cette projection
permet de comparer des coefficients globaux sur la surface à l’aide d’une base
commune aux différentes écritures. Ainsi, nous retrouvons uniquement le caractère
global des développements harmoniques que nous avions perdu en discrétisant la
surface.

6.2.3.4 Résolution-Interêt

La solution du problème à une surface (6.25) à l’aide de la base canonique est
le vecteur des coefficients harmoniques données par :

C = (WcB)+ ·Wc ·Bs (6.26)

Du fait de la globalité, la matrice (WcB) est carrée. En effet, lors de la projec-
tion nous devons nous limiter au même ordre N que celui des développements dans
les zones. Ainsi le nombre de lignes et de colonnes de cette matrice est nécessaire-
ment identique. Nous mettons le doigt sur un point important de cette pondération
qui est qu’elle réduit le nombre de lignes du système matriciel B puisque, quel que
soit le nombre de points sur la surface le nombre de coefficients de la base cano-
nique est égal à l’ordre N du développement. Dans le cas précis du calcul du cube
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en coordonnées polaires, si nous cherchons les coefficients harmoniques relatifs à
une source d’ordre N , la matrice (WcB) sera alors de dimension ([4N + 2]2).

6.2.3.5 Application

Reprenons une dernière fois l’exemple du cube aimanté dans un champ uniforme
vertical constant de 20µT. Nous cherchons des développements à l’ordre N = 12
dans les différentes zones. Pour déterminer les 4N + 2 coefficients nous devons
toujours avoir une discrétisation de la surface suffisante de façon à ce que la matrice
B intervenant dans (6.26) soit toujours de rang plein.

En appliquant (6.26) nous trouvons les coefficients harmoniques relatifs au pro-
blème. En particulier ceux qui permettent l’écriture de l’induction magnétique sur
le chemin de validation. Le résultat de l’inversion est satisfaisant dès l’ordre 12 (voir
Fig.6.5) et est comparable à celui obtenu par l’orthonormalisation du système.
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Fig. 6.5 – Induction suivant x (gauche) et suivant y (droite) créé par un cube aimanté.
Il s’agit de comparer une induction de référence simulée (FEM) avec le résultat du calcul
harmonique sur la base canonique à l’ordre 12.

Contrairement à l’orthonormalisation, le calcul de la projection est très rapide.
Il ne nécessite que l’écriture et l’inversion de la matrice Pc relative à la décompo-
sition sur la base canonique. De plus, l’utilisation de cette base permet d’étendre
le calcul à des problèmes de blindage possédant plusieurs couches ou plusieurs
dynamiques.

Cette méthode de calcul n’est pas comparable à une méthode d’intégrale de
frontière, car les inconnues ne sont pas portées par les frontières : il s’agit des co-
efficients harmoniques qui permettent l’écriture des grandeurs électromagnétiques.
C’est un point essentiel, car les méthodes d’intégrales de frontières nécessitent
énormément de calculs d’intégrales pour écrire le système linéaire mais aussi pour
extrapoler les champs à partir des solutions. De plus, le calcul de ces intégrales
dépend de la qualité de la discrétisation de la surface. Au contraire, notre méthode
dépend peu de cette discrétisation puisque les relations de passages sont écrites
pour des coefficients globaux. Un avantage supplémentaire est que son écriture
et sa résolution ne nécessitent qu’une écriture matricielle élémentaire des séries
harmoniques.
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En comparaison à la méthode des éléments finis, nous réduisons la dimension
du système linéaire au strict minimum, c’est-à-dire à l’unique calcul des relations
sur la surface. Cette méthode est la plus proche de la nôtre, car elle consiste à
trouver un développement polynomial simple des grandeurs sur chaque élément
fini, alors que nous cherchons un développement poussé sur des éléments non finis :
les zones. En quelque sorte notre méthode est une méthode éléments non finis qui
ressemble à une Fast Multipole Method (FMM)[Gre87][Gre88], mais qui n’utilise
qu’un découpage régional de l’espace.

Pour aller plus avant, nous allons maintenant proposer une interprétation par-
ticulière des phénomènes de blindage à l’aide de notre méthode de calcul et d’un
regard de ”traiteur” du signal. Nous proposons dans un premier temps de montrer
qu’un problème électromagnétique de blindage est équivalent à un filtre harmo-
nique et dans un second temps de montrer que ce filtrage est une modulation du
champ d’excitation par la forme du blindage.

6.2.4 Interprétation

Au paragraphe 5.1.3.3 nous proposions une interprétation de l’effet de forme
grâce à la matrice de blindage G. Elle vérifiait la relation matricielle (5.7) et nous
permettait de faire le lien entre un blindage et un filtrage.

Nous avons défini au chapitre précédent la notion d’efficacité et ses applications.
Ainsi en regardant les propriétés de G nous pouvons faire le lien entre efficacité
et termes diagonaux, effet de forme et termes croisés. Pour cela, il suffit d’écrire
l’induction source Bs dans (6.26) sous forme harmonique à l’aide de (2.13). Les
coefficients harmoniques solutions sont alors donnés en fonction des coefficients
harmoniques de la source par la relation :

C = (WcB)+ ·Wc · Fs︸ ︷︷ ︸
G

·Cs (6.27)

La matrice G a donc effectivement le rôle d’une fonction de transfert du blin-
dage : le vecteur des coefficients C est la réponse au vecteur d’excitation Cs.

Si cette analogie aux techniques du traitement de signal est intéressante, elle
est encore beaucoup plus riche. En effet, nous voyons que notre méthode est per-
formante car elle utilise une projection des relations de passage et de l’induction
magnétique source sur une base canonique. Or cette base canonique est formée
des fonctions trigonométriques sin et cos en coordonnées polaires ou des harmo-
niques sphériques Yn,m en coordonnées sphériques. L’opération effectuée grâce aux
matrices P+

c est donc une transformée de Fourier ou une transformée sphérique.
Le calcul de blindage que nous proposons est alors équivalent spatialement à un
produit de convolution utilisant uniquement l’induction échantillonnée. Ce produit
de convolution est défini par les intégrales de Green.

Nous proposons maintenant une interprétation de ce filtrage à l’aide de la trans-
formation conforme. Cette analyse va nous permettre de mettre en évidence une
façon simple d’interpréter le blindage comme la modulation du champ source par
la forme de l’objet.
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La transformation conforme La transformation conforme est une opération
mathématique courante pour qui veut calculer à l’aide de méthodes analytiques
un problème de géométrie complexe [Dur66]. Par exemple, elle fournit une expres-
sion analytique sous forme de séries harmoniques de la perméance de l’entrefer
d’une machine électrique tournante. Le calcul de l’induction dans l’entrefer est
alors le produit des sources statoriques et rotoriques par cette perméance : ce qui
correspond bien à une modulation des champs sources par la forme de l’entrefer
[Hel77][Köc99].

Nous proposons d’étendre la notion de modulation à des problèmes généraux
électromagnétiques en montrant que la décomposition harmonique de l’objet mo-
dule l’induction source. L’intérêt de cette interprétation est qu’elle va permettre
de connâıtre la richesse harmonique des champs à l’aide uniquement d’une des-
cription globale de la forme : elle va donc livrer de l’information a priori sur la
décomposition harmonique de la source avec le blindage.

Prenons l’exemple d’un cube en coordonnées sphériques, la transformation
conforme conserve les angles et fait correspondre tous les points d’un même
domaine[Dur66][Dri02][How90]. Par exemple, nous pouvons choisir de faire cor-
respondre tout point P interne au cube de la figure (6.6) avec tout point P’ interne
à une sphère en utilisant la transformation conforme :

T : ∀(ρ, θ, φ) : r(θ, φ) =
∑
k,l

ck,l · ρk · Y l
k(θ, φ) (6.28)

P(r, θ, φ) P’(ρ, θ, φ)

T

Fig. 6.6 – Surface circulaire conforme à une surface quelconque Cs.

D’après (6.28), cette transformation fait intervenir la décomposition harmo-
nique du cube sur la surface de la sphère. Si la géométrie du problème a été sim-
plifiée en un problème de surface régulière, l’expression de la source est devenue
complexe. Ainsi, si le potentiel scalaire magnétique source s’écrivait :

Ψ(r, θ, φ) =
∑
,nm

an,m · rn · Y m
n (θ, φ) (6.29)

il s’écrit sur la surface conforme sphèrique (ρ = ρ0) :

Ψ(ρ, θ, φ) =
∑
n,m

an,m ·

[∑
k,l

ck,l · ρk0 · Y l
k(θ, φ)

]n
· Y m

n (θ, φ) (6.30)
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ce qui permet d’identifier la richesse harmonique de réaction du cube : il s’agit
bien, au premier ordre, d’une modulation de la décomposition harmonique de la
forme du cube par le champ source.

A titre illustratif, nous proposons d’utiliser cette modulation de forme pour pré-
dire la décomposition harmonique de l’aimantation du cube que nous avons utilisé
pour déterminer notre méthode de calcul. En coordonnées polaires, la décomposi-
tion harmonique de la surface du cube s’écrira :

∀P (r, θ, φ) ∈ Cs : r(θ, φ) = a0 +
∑
n

[a4n cos(4nθ) + b4n sin(4nθ)] (6.31)

Elle ne fait intervenir que les termes harmoniques d’ordre 4 et multiples du fait
de la périodicité de la surface (voir Fig.6.1.b). Puisque ce champ est plongé dans
un champ source constant de potentiel scalaire magnétique :

Ψs(r, θ, φ) = 2.10−6 · r · sin(θ) (6.32)

la modulation de forme nous indique que la composition harmonique de la réaction
du cube sera essentiellement composée des termes d’ordre 1, 4n − 1 et 4n + 1, ce
que confirme le calcul harmonique (voir tableau (6.1)).

terme a1 a3 a5 a7

valeur×10−6 2.9927 5.10−4 -7.10−5 -4.10−6

Tab. 6.1 – Coefficients harmoniques du problème externe dans la zone 2 relatifs à la
réaction d’un cube dans un champ source uniforme. Seuls les termes correspondant à la
modulation du champ source par la forme du cube sont présents.

6.2.5 Généralisation

La méthode harmonique de calcul de blindage que nous venons de présenter
utilise une projection sur la base harmonique canonique associée au système de
coordonnées utilisé, ce qui permet de généraliser le calcul (6.27) de l’aimantation
du cube à des problèmes comportant plusieurs surfaces, des milieux de propriétés
électriques ou magnétiques différentes (faisant intervenir les fonctions de Bessel)
ou enfin à des problèmes dynamiques4.

Par exemple, un blindage monocouche est constitué de deux surfaces C1 et C2

délimitant trois zones (voir Fig.6.7.a). Afin de permettre le calcul du blindage de
forme quelconque nous discrétisons toujours ses deux surfaces de façon à respecter
l’ordre N du développement que nous avons choisi. Ainsi, nous pouvons décrire
dans chaque zone l’écriture de la réaction du blindage :

– Dans la zone 1, quelle que soit la source la réaction du blindage s’écrit comme
un problème interne, qui traduit l’aimantation ou les courants de Foucault
dans la matière.

4En régime permanent seulement, car f=Cste
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– Dans la zone 2, le problème s’écrit de façon générale comme la superposition
d’un problème interne et d’un problème externe.

– Enfin, dans la zone 3, la réaction du blindage s’écrit comme un problème
externe.
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Fig. 6.7 – Exemple de problèmes pour lesquelles la méthode de calcul harmonique
est généralisable. (a) : problème à deux surfaces comme un blindage monocouche - (b)
Problème à trois surfaces, quatres zones comme un moteur : rotor-entrefer-stator-milieu
extérieur.

En écrivant le problème en chaque point de la discrétisation de chaque surface
(soit en (p1+p2) points), nous pouvons écrire le système linéaire des relations de
passage projetées sur la base canonique sous la forme :

Wc ·


Bn

1,i −Bn
1,e −Bn

1,i 0

µ2B
t
1,i −µ1B

t
1,e −µ1B

t
1,i 0

0 −Bn
2,e −Bn

2,i Bn
2,e

0 −µ3B
t
2,e −µ3B

t
2,i µ2B

t
2,e


︸ ︷︷ ︸

B

·


C1
i

C2
e

C2
i

C3
e


︸ ︷︷ ︸

C

= Wc ·


−Bn

1,source

−µ2 ·Bt
1,source

−Bn
2,source

−µ2 ·Bt
2,source


︸ ︷︷ ︸

Bs

(6.33)
où Bt

2,e est la matrice de l’induction tangentielle sur tous les points de la surface 2
pour un problème externe et Bn

2,i est la matrice de l’induction normale sur la surface
2 pour un problème interne. La solution de (6.33) est alors donnée par (6.26). Ce
calcul de blindage est bien sûr généralisable à des problèmes dynamiques de la
même façon que l’a été le calcul de l’efficacité au chapitre 5. Dans ce cas, dans
les zones où les champs répondent à l’équation de diffusion, l’écriture des matrices
blocs se fera en utilisant les séries solutions dynamiques.

Le calcul du blindage monocouche que nous venons de présenter peut encore
se généraliser à des problèmes à plus de deux surfaces, comme par exemple le
calcul de l’induction dans les différentes zones d’un moteur (Fig.6.33.b) que nous
proposerons à la fin de ce chapitre.

6.3 Applications

Nous proposons à présent deux exemples de calcul harmonique de blindage
afin de donner un aperçu des possibilités de la méthode. Le premier calcul est
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celui du blindage dynamique de deux conducteurs de polarité opposée formant un
dipôle pulsant en coordonnées polaires. Le second est celui d’un moteur électrique
constitué d’un rotor massif, d’un entrefer et d’un stator : il s’agit d’un calcul simple
statique également en coordonnées polaires.

Ce sont des exemples simples (ou simplifiés) de problèmes réels. Le but de cette
partie étant de montrer des applications à notre méthode, de valider la méthode,
mais surtout d’exposer la démarche que nous devons adopter pour optimiser le
calcul grâce aux outils de diagnostic liés à la résolution des systèmes linéaires, à
l’utilisation des périodes et symétries et enfin à la possibilité d’optimiser la discré-
tisation surfacique.

6.3.1 Calcul du blindage dynamique obtenu à l’aide d’une
gaine infinie en aluminium

Notre première application est la résolution d’un problème de blindage dyna-
mique en coordonnées polaires. Il s’agit du problème classique du calcul de l’effet
de blindage fréquentiel du champ magnétique de deux conducteurs infiniment longs
dans une gaine de forme carrée en aluminium (voir Fig.6.8). L’effet de blindage est
donc obtenu à l’aide uniquement des courants de Foucault qui se développent dans
la gaine [Teg85].

6.3.1.1 Description du problème

Une description précise du problème est donnée par le tableau suivant (6.2) :

Paramètre R1[cm] R2[cm] Rv[cm] µr σ [S/m] I [A] f [Hz]
valeur 3 4 3 1 37,7.106 10 5

Tab. 6.2 – Description du problème de blindage de deux conducteurs infinis par la gaine
en aluminium de la figure (6.8)

Avant de se lancer dans le calcul, nous devons déterminer l’ordre N maximum
du développement des champs électriques et magnétiques représentatifs dans les
différentes zones. En effet, N détermine le nombre de points de la discrétisation
sur les surfaces C1 et C2, et, par là même, les dimensions des matrices Wc, Bs, B
et C intervenant dans l’écriture matricielle des conditions de passage (6.33) sur les
surfaces du blindage.

6.3.1.2 Détermination de l’ordre N du développement

La modulation de forme va nous permettre de déterminer l’ordre N et les
termes importants du développement harmonique dans les différentes zones. En
effet, nous avons une source constituée de deux conducteurs parcourus par des
courants opposées pulsants : il s’agit d’une source d’ordre 1 ou dipolaire. La forme
du blindage est quant à elle carrée, ce qui suppose que chaque surface se décompose
en série harmonique à l’aide uniquement des termes harmoniques multiples de 4.
La modulation de la source par la forme nous indique donc que seuls les termes
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(4n − 1) et (4n + 1) sont solutions, c’est-à-dire que le développement dans les
différentes zones peut se limiter uniquement aux termes de périodicités impaires.
Nous aurions très bien pu énoncer ce résultat sans utiliser la modulation de forme,
simplement en constatant que le problème possède un unique plan de symétrie
(voir Fig.6.8) et qu’aucun terme de période paire ne peut respecter cette condition.
Mais ce qu’apporte la modulation est plus riche : la forme du blindage se décompose
à l’aide uniquement d’harmonique 4n et la source indique qu’en nous limitant à
un développement de la surface de degré n nous devons développer tous les termes
impairs jusqu’à l’ordre 4n+1. Dans notre cas nous allons choisir un développement
de la surface à l’ordre n = 4, ce qui fera un calcul harmonique des relations de
passage jusqu’à l’ordre 17. Nous choisirons pour cela de discrétiser les surfaces
régulièrement à l’aide de 44 points (voir Fig.6.8).
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Fig. 6.8 – Blindage carré d’arête interne R1 et externe R2 en aluminium. Validation du
calcul harmonique à l’ordre N = 17 du blindage relatif à deux conducteurs parcourus
par un courant I=10A de fréquence f=5Hz.

6.3.1.3 Résolution - Validation

Nous calculons donc à l’aide de la discrétisation précédente le développement
harmonique de l’induction magnétique dans les trois zones du blindage à l’ordre
N = 17. Pour ce faire nous utilisons la solution (6.26) proposée dans la section pré-
cédente. Dans un premier temps nous cherchons à valider le calcul en le comparant
au résultat de la méthode des éléments finis (FEM). Nous utilisons pour cela un
contour circulaire de rayon Rv entourant l’extérieur du blindage (voir Fig.6.8) sur
lequel nous comparons les parties réelles de l’expression analytique de l’induction
que nous avons calculée et la référence FEM. La figure(6.8) montre que les coeffi-
cients harmoniques obtenus sont cohérents vis-à-vis de la simulation. Cependant,
nous constatons toujours un phénomène de lissage relatif au développement har-
monique limité à l’ordre N = 17. Ce phénomène étant lié à des ordres élevés il aura
complètement disparu sur un cercle de rayon supérieur du fait des décroissances.

Nous rappelons enfin que l’intérêt principal de la méthode harmonique est d’ob-
tenir les coefficients harmoniques qui interviennent dans l’écriture de toutes les
grandeurs électromagnétiques dans les différentes zones (voir §1.3.2). Ainsi, les co-
efficients solutions du calcul précédent permettent d’écrire l’induction magnétique
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dans le blindage, mais aussi le champ électrique ou les courants de Foucault, puis-
qu’ils dérivent tous du même potentiel vecteur magnétique.

6.3.1.4 Compléments

Nous proposons enfin un complément intéressant à propos de la modulation du
champ source par la forme de l’objet. Nous avons montré que seuls les ordres im-
pairs intervenaient dans l’écriture des décompositions des sources. Or nous avons
utilisé tous les termes du développement jusqu’à l’ordre 17 ce qui faisait 140 coeffi-
cients harmoniques à identifier. Puisque seul les termes impairs interviennent nous
pourrions retirer du système tous les pairs, le système n’aurait alors plus que 72
coefficients harmoniques inconnus. De ce fait, nous pourrions également réduire de
moitié la discrétisation de la surface tout en conservant la qualité du résultat : les
dimensions de la matrice de filtrage harmonique correspondant au blindage seront
alors [72×72] et l’inversion instantanée.

6.3.2 Application au calcul de champ d’un moteur

Comme nous le montrions précédemment, notre méthode de calcul harmonique
peut se généraliser à des problèmes comportant plusieurs surfaces. C’est le cas
par exemple d’un moteur, que nous pouvons considérer comme un blindage pos-
sédant trois surfaces. L’idée est la suivante, nous allons calculer les coefficients
harmoniques dans les différentes zones d’un moteur en fonction des sources dans
l’entrefer (aimants et courants) et uniquement en écrivant le système matriciel des
relations de passage sur les frontières.

Le premier intérêt de ce calcul est bien sûr de fournir l’écriture harmonique
dans le rotor, l’entrefer et le stator de la machine en fonction des paramètres de
cette dernière, c’est-à-dire des formes (encoches) mais aussi des matériaux (per-
méabilité et conductivité). Nous sommes ainsi capables de donner une expression
analytique du champ magnétique dans l’entrefer qui prend en compte sa forme
uniquement en fonction des sources. En d’autres termes, nous avons calculé les
coefficients harmoniques de la décomposition spatiale de la perméance réelle de
l’entrefer jusqu’à l’ordre N . Nous venons de répondre avec précision, c’est-à-dire
à l’aide d’un développement harmonique poussé, à un problème qui classiquement
se résoud analytiquement qu’aux premiers ordres [Hel77]. L’apport de notre mé-
thode est conséquente, en particulier dans le domaine du diagnostic par mesures
de courants statoriques qui repose justement sur une décomposition harmonique
de la perméance de l’entrefer [Blö06].

Le second intérêt de notre calcul est d’établir, à l’aide de la matrice des relations
de passage le lien entre les coefficients harmoniques des décompositions dans les
différentes zones. En particulier, entre le champ magnétique extérieur au moteur
et le champ magnétique dans l’entrefer. A ce propos, puisque nous sommes en
présence d’un blindage dû au stator, nous pouvons dès à présent affirmer que les
coefficients harmoniques de la décomposition des champs magnétique ou électrique
à l’extérieur du moteur seront images de ceux dans l’entrefer.

Pour parvenir à ces résultats nous devons auparavant établir notre méthode de
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calcul : c’est-à-dire définir la matrice des conditions de passage, réduire le domaine
à l’aide des symétries, optimiser la discrétisation des surfaces à l’aide des outils de
diagnostic liés au système linéaire et enfin résoudre le système.

6.3.2.1 Description du problème

Nous proposons pour commencer de simplifier la géométrie du moteur que nous
voulons calculer. Nous nous limiterons donc à un calcul statique ne possédant que
2 encoches rotoriques et sans encoches statoriques (voir Fig.6.9). Nous négligerons
donc d’une part les phénomènes liés à la dynamiques des sources (courants de
Foucault) et d’autres part les harmoniques liées à la forme du stator. Il s’agit d’un
point de départ, qui doit nous permettre d’utiliser la description classique d’un
moteur afin de mettre en oeuvre un calcul harmonique méthodique et robuste.
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Fig. 6.9 – Géométrie simplifiée d’un moteur comportant 4 zones délimitées par 3 sur-
faces.

La première étape du calcul est une description précise du problème, qui permet
la détermination du domaine d’étude et des surfaces importantes.

Le domaine est de période T=2π/3. C’est une information extrêmement riche
car elle permet de limiter le développement aux termes harmoniques multiples de
3 qui seuls respectent cette période. C’est-à-dire que nous divisons par 3 également
le nombre de coefficients à déterminer. Ce qui est évidemment un gage de qualité
et de rapidité pour la solution.

Enfin, le problème se découpe en 4 zones :

1. La zone 1, délimitée par la surface C1 de rayon Rr, qui est le rotor avec sess
encoches. Dans cette zone le développement est celui d’un problème interne,
les sources étant dans l’entrefer. Elle est caractérisée par sa perméabilité
relative µrotr et par la présence de 2 encoches carrées par pôle d’arête a.

2. La zone 2, délimitée par les surfaces C1 et C2 qui est l’entrefer de la ma-
chine. Dans cette zone nous avons les sources et la réaction des matériaux
statoriques et rotoriques qui s’écrivent comme la superposition d’un problème
interne et externe.
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3. La zone 3, délimitée par les surfaces C2 de rayon Rs et C3 de rayon R2
s qui est

le stator de la machine électrique de perméabilité relative µstatr . Dans cette
zone le développement harmonique s’écrit également comme la superposition
des deux problèmes.

4. La zone 4, qui s’étend au delà de la surface C3 et dans laquelle le dévelop-
pement s’écrit comme un problème externe dans l’air.

Les valeurs des différents paramètres relatifs à cette description sont donnés par
le tableau (6.3). Une remarque importante doit encore être rajoutée : les moteurs
ont en général une carcasse métallique entourant le stator de forme quelconque
qui peut avoir des pieds ou des ailettes de refroidissement. Si nous voulons encore
prendre en compte la carcasse nous pouvons rajouter la surface correspondant à la
forme extérieure de cette carcasse : nous définissons alors une zone supplémentaire.

Paramètre Rr[cm] Rs[cm] Rs,2[cm] a[cm] µrotr µstatr I [A]
valeur 6 7 8 .5 1000 1000 10

Tab. 6.3 – Paramètres relatifs au calcul harmonique du moteur

6.3.2.2 Écriture du système matriciel harmonique

Nous avons toujours deux relations de passage pour chaque surface, ce qui fait
que la matrice harmonique B est composée de 36 matrices blocs de relations de
passage (6.34). Si nous développons la source à un ordre N , nous avons alors 4N+2
coefficients à identifier pour déterminer l’expression analytique de l’induction dans
les différentes zones5. Du fait de la projection la matrice Bmot du système est de
dimension (4N + 2)2 et le système linéaire s’écrit :

Bs =



Bn
1,i −Bn

1,e −Bn
1,i 0 0 0

Bt
1,i −µrotr Bt

1,e −µrotr Bt
1,i 0 0 0

0 −Bn
2,e −Bn

2,i Bn
2,e Bn

2,i 0

0 −µstatr Bt
2,e −µstatr Bt

2,i Bt
2,e Bt

2,i 0

0 0 0 Bn
3,e −Bn

3,i −Bn
3,e

0 0 0 Bt
3,i −Bt

3,e −µstatr Bt
3,e


︸ ︷︷ ︸

Bmot

·



C1
i

C2
e

C2
i

C3
e

C3
i

C4
e


︸ ︷︷ ︸

C

(6.34)
avec :

Bn
j,i : matrice de l’induction magnétique normale, problème interne sur la jeme surface

Bt
j,e : matrice de l’induction magnétique tangente, problème externe sur la jeme surface

Ck
i : Coefficients harmoniques relatifs au problème interne dans la keme zone.

Ck
e : Coefficients harmoniques relatifs au problème externe dans la keme zone.

5En effet il y a en tout 6(2N+1) coefficients, mais du fait de la période nous ne gardons que
les multiples de 3
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6.3.2.3 Optimisation - résolution

Pour résoudre le système linéaire (6.34) il ne suffit pas d’inverser le système,
même après projection. En effet, les coefficients obtenus seront certes proches de la
solution mais peuvent également être erronés. La raison principale de cette erreur
vient de la forme irrégulière de la surface du rotor et en particulier de la discréti-
sation des encoches. En effet, il est assez difficile de déterminer une discrétisation
assurant la stabilité de la projection sur la surface. Par exemple, si nous cherchons
un développement à l’ordre N nous devons mettre sur chaque surface au moins
(4N + 2)/3 points, en particulier sur C1. Comment alors répartir ces points entre
les encoches et les parties circulaires de cette surface sans trop discrétiser les unes
ou les autres ?

La réponse est donnée par l’opérateur de résolution et la variance des résidus
de mesures de la projection Wc liée à cette surface. En effet, la matrice projetée
qui concerne toujours des relations de coefficients harmoniques globaux n’a pas de
résidus alors que la projection, qui dépend de chaque point de la surface (i.e de la
discrétisation (voir eq.(6.24)) peut en avoir d’importants (phénomène de Gibbs).
Pour déterminer la bonne discrétisation nous allons donc observer et optimiser ces
deux critères, mais aussi le résultat de la projection par le biais de la transformée
de Fourier de la surface du rotor.

Nous cherchons à développer la source jusqu’à l’ordre 3N avec N = 12. Alors
chaque surface doit avoir au moins 2N + 1 points dans l’intervalle [0,2π/3]. Nous
commençons donc par répartir 28 (plus des 25 nécessaires) points en mettant 2
points par arête d’encoche et 8 points par surface lisse du rotor (voir Fig.6.10.a).

00 x

y

x

y

(b) (c)(a)

Discrétisation
Repliement

Gibbs

Fig. 6.10 – (a). Discrétisation du rotor - (b). Décomposition de la surface en série
trigonométrique à l’ordre N = 12 - (c). Décomposition de série de la surface à l’ordre
N = 7 : apparition des phénomènes de Gibbs.

Bien que notre discrétisation respecte l’ordre N du développement, nous pou-
vons déjà affirmer que le résultat est erroné. En effet, la matrice B du problème
est parfaitement écrite, mais la projection sur la base canonique, qui s’écrit comme
la transformation conforme de la surface, est un problème mal posé. En décom-
posant cette surface jusqu’au terme de degré N = 12 nous observons en effet un
fort repliement qui indique la mauvaise qualité du maillage (voir Fig.6.10.b). Afin
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de déterminer les points du maillage qui posent problème nous calculons encore la
variance des résidus de calcul sur la surface (voir Fig.6.11.a). Ils montrent qu’il y
a une forte instabilité sur les côtés des encoches6.
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Fig. 6.11 – Variances des résidus de calcul de trois problème différents : (a). Discréti-
sation initiale (28 points) à l’ordre N = 12 - (b). Amélioration de la discrétisation (30
points) à l’ordre N = 12 - (c). Discrétisation initiale à l’ordre N = 7.

Plusieurs solutions peuvent être utilisées pour résoudre notre problème. Elles
partent du principe que, du fait de la forme irrégulière la résolution du système ne
peut pas être stable et que nous allons chercher une solution qui répartit au mieux
l’instabilité sur l’ensemble des points.

Une première solution consiste à optimiser la discrétisation des encoches de
façon à répartir l’instabilité de façon globale sur l’encoche. Par exemple, en discré-
tisant en trois points le fond des encoches, nous augmentons la variance des résidus
dans toute l’encoche (voir Fig.6.11.b). Ainsi nous rajoutons des degrés de liberté
au système qui permet de prendre en compte de façon égale toutes les relations sur
les surfaces de l’encoche.

La seconde approche est plus objective et se base uniquement sur la décomposi-
tion de la forme du blindage. Elle consiste à diminuer l’ordre de son développement
afin de respecter la discrétisation. Une analyse préalable de la forme peut nous ai-
der à choisir un ordre approprié. Nous pouvons ainsi affirmer que la forme du rotor
se décompose essentiellement à l’aide des harmoniques pairs puisqu’il y a deux
encoches. La source étant d’ordre 1 (+I et -I) sur la période du problème : un
ordre intéressant est par exemple l’ordre 7 qui prend en compte l’harmonique 3
due à la forme carrée des encoches 7. A cet ordre la décomposition de la forme du
rotor est en effet plus appropriée (Fig.6.10.c). Elle laisse cependant apparâıtre des
phénomènes de Gibbs causés par l’irrégularité et qui ont tendance à faire diverger
la projection et par là-même à faire diverger le système. Nous remarquons encore
qu’en diminuant l’ordre du développement nous avons augmenté la variance des
résidus sur l’ensemble des points (Fig.6.11.c) : c’est-à-dire que théoriquement nous
offrons plus de liberté au système, c’est pourquoi la décomposition ne suit pas
exactement la forme de la surface. Enfin, pour limiter les phénomènes de Gibbs
nous observerons les coefficients harmoniques de la décomposition de la forme et
choisirons l’ordre du développement à l’aide d’une méthode bloquant le dévelop-
pement harmonique dès que les coefficients deviennent croissants en fonction de

6En effet, ils apportent une information très proches du fait de la forme de l’encoche
7Un créneau se décompose en harmoniques impaires
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l’ordre : ce qui caractérise les phénomènes de Gibbs [Boy01].

Pour conclure, nous venons de mettre en évidence l’importance du maillage.
Il peut entrâıner deux types d’erreur lorsque la surface est irrégulière qui sont :
soit le repliement, soit les phénomènes de Gibbs. Pour palier ce problème nous
proposons d’adapter notre maillage quand c’est possible ou alors de réduire l’ordre
du développement jusqu’à ce que disparaissent les phénomènes de Gibbs. Dans
notre cas par exemple, en observant les coefficients de la décomposition en série du
rotor, nous constatons que l’ordre 7 a des phénomènes de Gibbs alors que l’ordre
5 n’en possède pas : nous pouvons donc envisager le développement en série dans
les différentes zones à cet ordre.

6.3.2.4 Résultats - Performances

Nous proposons de comparer maintenant le résultat de notre méthode à celui
donné par la méthode des éléments finis. Tout d’abord, nous commençons par
vérifier la valeur du champ dans l’entrefer à l’ordre 5 (qui est le résultat de notre
méthode) et à l’ordre 7 pour mettre en évidence les conséquences globales des
phénomènes de Gibbs (voir Fig.6.12).
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Fig. 6.12 – (a) - Discrétisation du moteur sur la période d’étude et chemin de validation
dans l’entrefer. Comparaisons de l’induction magnétique suivant x (b) et suivant y (c)
entre la méthode des éléments finis et la méthode harmonique à l’ordre 5 et 7.

Nous constatons qu’à l’ordre 5, comme l’indiquaient les coefficients de la dé-
composition de cette surface, nous avons un résultat très proche de la simulation
éléments finis. Cependant à l’ordre 7 les phénomènes de Gibbs entrâınent une
erreur globale sur tout le chemin de validation. L’étape d’optimisation de la discré-
tisation et du choix de l’ordre maximum est donc nécessaire si nous voulons faire
un calcul exact. Heureusement, la simplicité de la méthode de détection de Gibbs
permet la mise en œuvre d’un d’algorithme simple pour déterminer l’ordre N du
développement.

En terme de performances, nous développons les séries solutions jusqu’à l’ordre
5 dans les différentes zones, ce qui fait un développement à l’ordre 15 sur le domaine
[0 ;2π]. La matrice du système projeté est alors de dimension [66× 66], son inversion
est très rapide (toujours moins d’une seconde).
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6.3.2.5 Perspectives

Le calcul précédent nous offre encore la possibilité de calculer sous forme de
séries harmoniques le champ à l’extérieur de la machine. La figure (6.13) compare
justement l’induction calculée à l’ordre 5 sur un chemin circulaire extérieur au
moteur.
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Fig. 6.13 – a - Discrétisation du moteur sur la période d’étude et chemin de validation
à l’extérieur de la machine. Comparaisons de l’induction magnétique suivant x (b) et
suivant y (c) entre la méthode des éléments finis et la méthode harmonique à l’ordre 5.

Le résultat est encore plus satisfaisant à l’extérieur (écart inférieur à 7%), car les
harmoniques élevés dans l’entrefer ont été filtrés par le blindage que forme le stator
(µr = 100). L’intérêt de la méthode harmonique est de bénéficier des propriétés
globales des modèles harmoniques pour le calcul des champs à l’extérieur de la
machine. Nous n’avons pas besoin par exemple de mailler inutilement tout l’espace
pour déterminer le champ d’un modèle global simple, ni non plus de calculer les
valeurs en chaque point de l’espace par le biais d’intégrales surfaciques. Le modèle
est en effet entièrement contenu dans quelques coefficients harmoniques qui ont un
rôle comparable aux valeurs des raies d’une FFT.

L’intérêt de ce calcul est également de permettre d’identifier les termes harmo-
niques par une simulation rapide et performante à l’aide d’un modèle complet ou
approché d’une source. Par exemple, la méthode harmonique fournit les coefficients
harmoniques à l’extérieur du moteur, ce qui va nous permettre de déterminer les
termes harmoniques importants et nous donner une bonne idée de leur amplitude.
Ainsi nous obtenons une information a priori intéressante qui nous servira lors de
l’identification.

6.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons mis en œuvre une méthode de calcul harmonique
de blindages. Il s’agit d’un complément au chapitre précédent qui offrait une mé-
thode de dimensionnement de ces blindages garantissant leurs performances sans
prendre en compte les effets de forme. Pour mémoire, le calcul harmonique que
nous proposons se base sur l’écriture des conditions de passage sur la discrétisation
des surfaces d’un blindage. Il peut encore se généraliser à des sources de pro-
blèmes électromagnétiques plus complexes comportant plusieurs surfaces de forme
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quelconque, des sources dynamiques et des milieux conducteurs. Ainsi le calcul
harmonique est une méthode générale de calcul des champs utilisant les conditions
de passage sur les frontières des régions pour déterminer le développement en série
des grandeurs électromagnétiques à l’intérieur de ces régions. Si elle est en ce point
comparable à la méthode des éléments finis dans laquelle l’espace est découpé en
nombreux éléments de dimensions réduites et utilise une approximation polyno-
miale simple, elle tire tout son intérêt dans sa description globale du problème.
Cependant, la globalité est également à l’origine d’erreurs liées au développement
en série harmonique, comme le repliement et les phénomènes de Gibbs. Ces phéno-
mènes existent également dans la méthode des éléments finis, mais étaient locaux
du fait du maillage.

Si ce chapitre permet une méthode de calcul harmonique des champs il est
surtout riche de l’interprétation qu’il permet d’en faire. En effet, nous avons cer-
tainement déjà eu l’intuition que la forme d’un objet déterminait les champs élec-
tromagnétiques qu’il rayonnait, sans pouvoir simplement expliquer le phénomène.
La contribution de cette thèse est essentielle dans ce sens. En effet, nous avons dé-
montré que la richesse harmonique des champs étaient uniquement une modulation
de la décomposition harmonique de la forme de l’objet par celle du champ source.
Nous sommes donc capables d’appliquer un raisonnement quantitatif utilisant une
description sommaire de la décomposition de la source et des surfaces d’un objet
et qui donne directement la richesse harmonique des champs électromagnétiques
dans les différentes zones de l’espace. Nous sommes donc capables, sans le moindre
calcul, de retirer de l’information a priori à propos du modèle harmonique d’une
source à l’aide uniquement de considérations géométriques [Sch06].

L’intérêt de cette partie est donc triple :
– Elle permet de dimensionner un blindage magnétique adapté à une source en

utilisant sa décomposition multipolaire pour déterminer les matériaux et le
nombre de couches qui le constitue.

– Elle offre une méthode de calcul générale des conditions de passage sur une
surface quelconque qui se généralise à des problèmes multi-surfaces, dyna-
miques et dans des milieux magnétiques et conducteurs.

– Enfin, elle offre la possibilité d’obtenir une information a priori précise à pro-
pos d’une source, soit par le calcul direct harmonique, soit par une analyse
sommaire du problème. Cette partie fournit donc l’information a priori né-
cessaire à l’identification magnétodynamique bayésienne que nous avons mise
en place dans la première partie de cette thèse.

La rencontre des deux premières parties de cette thèse, de l’identification
magnétodynamique et du calcul de blindage, va permettre d’aboutir à l’objec-
tif que nous nous sommes fixés qui est l’identification magnétodynamique d’une
source quelconque. C’est pourquoi nous proposons dans la dernière partie de cette
thèse l’identification d’une maquette de moteur discöıde à aimants permanents
qui illustre l’importance des méthodes et des outils que nous avons présentés et
l’efficacité de la méthode.
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Chapitre 7

Identification magnétodynamique
de moteur discöıde

Dans ce chapitre nous allons appliquer l’identification magnétodynamique à
un moteur discöıde à aimants permanents. Nous montrerons l’utilité des différents
outils présentés dans les deux premières parties de cette thèse et la mise en oeuvre
de l’identification d’une source réelle de champs magnétiques.

Ce chapitre se divise en trois parties qui sont : la description de l’expé-
rience, l’identification magnétostatique du moteur puis l’identification magnéto-
dynamique. Il nous permet donc d’obtenir un modèle statique et dynamique du
moteur. Cependant, avant toute chose, il met en avant la méthode de l’identifi-
cation d’une source, c’est pourquoi nous ferons un effort particulier pour illustrer
la démarche qui conduit au modèle harmonique et à l’analyse des causes de son
indiscrétion.

7.1 Description de l’expérience

L’identification magnétodynamique consiste à déterminer les coefficients har-
moniques correspondant au rayonnement électromagnétique d’une source à partir
de mesures magnétiques ou électriques faites dans son voisinage. Dans notre cas,
nous effectuerons des mesures d’induction magnétique dans l’air entourant une
source : il s’agit donc uniquement d’un problème magnétodynamique. Avant donc
de nous lancer dans l’identification, nous devons parfaitement décrire l’expérience.
En effet, cette description est importante car elle fournit une grande partie de l’in-
formation a priori sur la source et la qualité de la mesure, qui sont les deux origines
d’information dont nous disposons.

7.1.1 La source

Notre source est un moteur discöıde de faible puissance qui est une maquette
à échelle réduite d’un moteur de propulsion navale (voir Fig.7.1.a). La technologie
discöıde est intéressante du fait du faible encombrement des moteurs, ce qui permet
par exemple de les placer dans des POD, petites nacelles externes au bateau qui
augmentent sa mobilité.
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� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 


rotoriques
Aimants

Trou
Alim.

Culasse

Pieds

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �x

y

z

x

y

z
θ

θ

(a) (b)
Fig. 7.1 – (a). Photo du moteur discöıde identifié. - (b). Représentation géométrique
des aimants des deux rotors, de la culasse et des pieds du moteur.

Les caractéristiques principales de ce moteur sont contenues dans le tableau
(7.1). Il s’agit d’un moteur à aimants permanents, ce qui signifie que même non
alimenté, il possède une signature statique du fait des aimants. Il a également 4
paires de pôles, réparties sur deux demi moteurs. En particulier, il possède deux
disques rotoriques (Fig.7.1.b) sur lesquels sont disposés parallèlement les aimants.
Ces disques entrâınent la rotation de l’axe du moteur lorsque le stator est ali-
menté. Il y a également deux demi stators bobinés parallèlement qui sont ”pris en
sandwich” entre les deux disques rotoriques. Ce stator est mécaniquement lié à la
culasse du moteur.

Paramètre Pnom[kW] Inom[A] Ωnom [tr.min−1] p Rext[cm]
valeur 15 9 600 4 31

Tab. 7.1 – Caractéristiques du moteur discöıde à aimants permanents.

Enfin, la culasse du moteur en acier a la forme d’un cylindre creux qui possède
un trou destiné à l’alimentation du stator au-dessus du moteur et surtout deux
pieds en acier massif qui permettent son ancrage au le sol (voir Fig.7.1.b).

7.1.2 L’environnement magnétique

Les mesures que nous allons effectuer se dérouleront au Laboratoire de Métro-
logie Magnétique en Champs Faibles (LMMCF) à Herbeys. Nous y disposons d’un
simulateur de champ capable à l’aide de bobines de contrôler le champ ambiant
avec une précision inférieure à 4nT. Cependant nous n’utiliserons pas ce dispositif
car nos mesures seront effectuées dans le champ magnétique terrestre. La locali-
sation du LMMCF est cependant importante, car elle assure un environnement
magnétique stable à l’écart de la ville et de ses anomalies électromagnétiques.

Notre expérience prend donc place dans le champ magnétique terrestre qui pos-
sède essentiellement deux composantes. Le moteur est placé de sorte que ces deux
composantes cöıncident avec l’axe y et z du repère fixe lié au centre du moteur (voir
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Fig.7.1). Enfin, puisque nous allons identifier une source dynamique, il nous faut
signaler la présence du réseau à 50Hz et de l’alimentation du moteur (variateur).
Étant données les fréquences de fonctionnement du moteur pendant les diverses
identifications dynamiques (1-6Hz) et les fréquences caractérisant l’environnement,
nous pouvons assurer que l’environnement est sain et que nous distinguerons par-
faitement notre source du bruit aux fréquences qui la caractérisent.

7.1.3 Les moyens de mesures

Nous disposons de 9 capteurs fluxgate Bartington triaxiaux (Mag3) qui per-
mettent la mesure de champs faibles dynamiques. Nous distinguons cinq capteurs
d’identification que nous placerons à des positions permettant la meilleure identi-
fication possible et quatre capteurs de validation qui permettront de vérifier par
extrapolation la validité du modèle. Nous disposons donc uniquement de 15 me-
sures de l’induction magnétique rayonnée par le moteur qui sont liées entre elles
par la nature triaxiale des capteurs.

L’acquisition est permise grâce à une châıne PXI qui permet d’échantillonner le
signal sur 16 bits et au-delà de 100kHz. De plus, nous possédons des filtres analo-
giques qui limitent la bande passante des capteurs d’identification et ainsi limitent
également le repliement. Enfin, nous utilisons une mesure laser des positions du
centre du moteur et des différents capteurs à l’aide d’un théodolite. Il assure le
positionnement précis de la mesure et de la source.

7.2 L’identification magnétostatique

Nous commençons cette section en rappelant le problème principal de l’identi-
fication magnétique qui est de déterminer l’ordre maximum N que nous pouvons
identifier sans erreur à l’aide d’un nombre fini de capteurs.

Dans notre cas, nous possédons 5 capteurs et nous cherchons à identifier le
moteur sans alimentation et statique, puis alimenté et dynamique. Or avec seule-
ment 5 capteurs nous disposons uniquement de 15 mesures ce qui nous limite à
une identification à l’ordre 3 (15 coefficients).

Pour permettre l’identification d’un modèle harmonique plus complet du mo-
teur nous devons chercher toute l’information disponible sur la source, disposer les
capteurs en fonction de cette information et enfin seulement rechercher les coeffi-
cients harmoniques les plus cohérents vis-à-vis de la mesure et de l’information a
priori.

7.2.1 La quête d’information

Sans information, il est tout simplement impossible de déterminer un modèle
harmonique, car nous devons connâıtre au moins la qualité du placement et de la
mesure et avoir une idée de la richesse harmonique de la source. Dans notre cas, le
placement des capteurs est excellent du fait de la visée laser et la mesure statique
n’est bruitée ni par le réseau, ni par la MLI puisque le moteur n’est pas alimenté.
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Dans ces conditions la mesure peut être considérée comme excellente au LMMCF
et l’information concernera essentiellement les sources de champ magnétique.

Les deux sources de champ statique que nous avons au LMMCF sont le champ
terrestre et les aimants. Notre expérience peut d’ailleurs se résumer très simplement
à l’effet de ces deux sources sur une masse ferromagnétique qui mécaniquement
forme un moteur. Pour déterminer l’information sur les coefficients harmoniques
qui composent la source nous devons donc évaluer les coefficients dûs à l’effet de
forme du moteur sur les aimants et le champ magnétique terrestre.

7.2.1.1 Les aimants

Nous commençons par caractériser le champ magnétique rayonné par les ai-
mants. D’après la description que nous avons faite précédemment, les aimants sont
disposés géométriquement de façon à former 4 paires de pôles identiques (Fig.7.1).
D’autre part, le moteur est composé de deux demi-moteurs parallèles qui se si-
tuent théoriquement sur des plans symétriques par rapport au centre mécanique
du moteur (stator).

L’information que nous tirons de cette description sommaire des sources nous
renseigne sur deux points : les aimants permanents sont disposés alternativement
sur les 2 disques rotoriques avec une période égale à 4 suivant θ (Fig.7.1) et le plan
(0,~x,~y) contenant le stator est un plan d’antisymétrie des sources.

Cette information est très riche car seuls les termes harmoniques possédant ces
symétries et périodes sont représentatifs de l’induction magnétique des aimants. Le
développement harmonique des aimants se limite donc aux harmoniques sphériques
dont les termes m sont multiples de 4 et les ordres n sont tels que z = n − m
est impaire. En effet, les polynômes de Legendre Pm

n sont des fonctions impaires
lorsque z=n-m est impaire et paires dans le cas contraire [Ang72][Sch06]. Nous
pouvons donc affirmer grâce à cette courte étude que les coefficients harmoniques
prépondérants du développement des aimants seuls sont tous les {c2k+1,4l}. Ce
résultat est encore valable lorsque le stator et la culasse sont rajoutés, puisque les
symétries et périodicités du moteur sont encore respectées. Nous avons donc estimé
les termes harmoniques les plus représentatifs du moteur en régime statique.

Pour l’instant, nous n’avons pas eu recours au moindre calcul pour déterminer
la richesse harmonique de la source. Mais, si nous voulons obtenir un complément
d’information sur les coefficients, nous pouvons avoir recours à l’identification d’une
simulation éléments finis qui offre un complément d’information : l’amplitude des
termes sources. Nous nous passerons de cette information qui n’est pas nécessaire
et qui peut induire en erreur si le modèle simulé ne correspond pas à la réalité.

7.2.1.2 Modulation du champ des aimants par l’effet de forme de la
culasse

Nous venons d’identifier les termes principaux du rayonnement du moteur avec
sa culasse, mais nous n’avons pas pris en compte le fort effet de forme dû à la
présence des pieds massifs et du trou de l’alimentation (Fig.7.1). En effet, la pré-
sence des pieds et du trou brise la périodicité suivant θ sans changer cependant la
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présence du plan d’antisymétrie.
Pour déterminer les termes harmoniques qui interviennent dans la décomposi-

tion harmonique nous devons donc évaluer les termes m suivant θ issus de l’effet
de forme. Pour ce faire, nous n’avons besoin que d’un calcul d’effet de forme 2D.
Nous appliquons donc la méthode de calcul présentée au chapitre 6 à un problème
de blindage contenant une source d’ordre 4. Nous cherchons ainsi à évaluer com-
ment la périodicité de la source composée des aimants rotoriques et du stator est
modulée en θ par la forme de la culasse.

En regardant l’induction magnétique simulée harmoniquement sur un cercle de
rayon Rext=55cm entourant le moteur nous constatons la présence d’une anomalie
qui brise la périodicité d’ordre 4 (Fig.7.2). Elle est causée par les pieds du moteur.
Afin d’avoir une idée de la richesse harmonique de la décomposition suivant θ nous
regardons l’influence de ces coefficients sur le cercle précédent. Nous constatons
que le moteur et ses pieds se décomposent en série utilisant tous les termes. Il
s’agit d’un cas de blindage. La source constituée des aimants est donc diminuée
tandis qu’apparaissent des termes prépondérants d’ordre faible liés à la forme de
la culasse.
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Fig. 7.2 – Simulation d’une source d’ordre n = 4 contenue dans une culasse. (a) : In-
fluence des coefficients harmoniques sur un cercle de rayon Rext de 55cm - (b) : induction
magnétique radiale sur ce cercle - (c) : induction magnétique orthoradiale.

En conclusion, par rapport au modèle sans les pieds nous ne pouvons plus
prendre exclusivement des termes de période multiple de 4 suivant θ, mais tous les
termes. Heureusement, nous conservons toujours le plan d’antisymétrie, ce qui nous
permet d’identifier les coefficients harmoniques correspondant au moteur statique :
ils sont alors les {cm+2k+1,m}.

7.2.1.3 Le champ magnétique terrestre

Le champ magnétique terrestre est la source de champ la plus importante.
Du fait également de l’importance de la culasse du moteur elle induit une forte
réaction d’aimantation. C’est cette source que nous allons majoritairement mesurer.
Pour déterminer les termes de la décomposition harmonique de l’aimantation nous
proposons à nouveau d’exploiter le calcul de l’effet de forme.

Le champ magnétique terrestre est uniforme et composé de deux composantes
suivant z (20µT) et y (40µT) (la troisième est beaucoup plus faible). Nous pouvons
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donc simuler harmoniquement l’induction de la culasse et des pieds pour évaluer
les termes polaires les plus importants dans le plan principal du problème. Comme
dans le cas des aimants, nous cherchons à identifier la richesse harmonique de la
source suivant θ.

La simulation montre que l’aimantation de la culasse est essentiellement un
phénomène d’ordres faibles car la valeur des coefficients harmoniques relatifs est
uniquement importante pour m = 1,2 et 3. Ce qui correspond à l’aimantation de
la culasse (dipolaire) et des pieds (voir Fig.7.3).
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En effet, la simulation du problème à l’ordre 9 met clairement en évidence la
simplicité harmonique de la décomposition. Nous voyons que sur un cercle de rayon
Rext=55cm l’aimantation magnétique crée une source dipolaire avec une double
anomalie au niveau des pieds.

Les deux sources de champ magnétique : aimants et champ terrestre vont donc
se traduire majoritairement à l’aide des coefficients harmoniques {cm+2k+1,m} et
des ordres faibles. Nous pouvons encore affirmer que l’aimantation de la culasse
va être prépondérante dans la mesure puisque la culasse a un effet de blindage
sur les aimants qui est du second ordre par rapport à l’aimantation de la culasse.
La source statique que nous allons mesurer sera donc essentiellement une source
d’ordre n faible. Cependant, nous irons chercher les pôles du moteurs, minoritaires
dans la signature magnétostatique en utilisant une disposition adaptée des capteurs
d’identification.

7.2.2 Placement des capteurs d’identification

Les considérations géométries précédentes permettent donc d’identifier les coef-
ficients harmoniques prépondérants dans la décomposition de la source. Ainsi, nous
savons que les ordres faibles et les {c(m+2k+1,m)} seront majoritairement représen-
tatifs du moteur statique. De plus, nous pouvons encore affirmer que les termes tels
que m = 1 et 2, qui sont ceux correspondant à l’induit de la culasse, auront une
influence importante alors que ceux d’ordre élevé qui correspondent au blindage
des aimants auront une influence faible.



7.2. L’identification magnétostatique 179

Pour placer les capteurs de mesure nous allons utiliser l’opérateur de résolution
R du problème d’identification [Leg96]. Nous montrions au chapitre 4 que la diago-
nale de cette matrice était représentative de la qualité de l’identification de chaque
coefficient harmonique. Pour garantir un facteur de résolution optimal des termes
représentatifs de la source nous allons donc optimiser le placement des capteurs
de façon à garantir le meilleur opérateur de résolution pour les coefficients d’ordre
faible et les {c(m+2k+1,m)} liés aux aimants. Ainsi, nous garantissons la qualité de
l’identification des coefficients harmoniques représentatifs de la source même si
l’ordre du développement est élevé. Nous devons cependant assurer que le nombre
de termes que nous cherchons soit au moins égal au nombre de mesures dont nous
disposons, sinon l’optimisation du facteur de résolution n’est pas possible. Puisque
nous possédons 15 composantes magnétiques nous pouvons optimiser l’opérateur
de résolution des termes principaux de la source jusqu’à l’ordre N = 5. Il s’agit
des 15 coefficients donnés dans le tableau (7.2).

L’identification que nous proposons consiste donc à chercher les 35 coefficients
d’une source d’ordre N = 5 à l’aide de seulement 5 capteurs. Mais ces capteurs sont
placés de sorte à identifier de façon optimale les termes sources de la décomposition,
l’erreur sur les autres termes se limitant de fait à l’identification du bruit ou des
irrégularités. Cependant, afin de stabiliser l’identification du bruit et limiter les
phénomènes de repliements nous utilisons encore une hypothèse de norme minimale
sur tous ces coefficients.

Coeff a1,0 a2,1 b2,1 a3,0 a3,2 b3,2 a4,1 b4,1
Coeff a4,2 b4,2 a4,3 b4,3 a5,0 a5,4 b5,4 .

Tab. 7.2 – Les 15 coefficients harmoniques représentatifs du moteur statique dans le
champ terrestre.

L’algorithme d’optimisation du placement de capteurs est le suivant :

1. Nous choisissons une disposition des cinq capteurs initiale Pinit (voir Ta-
bleau.7.3). Nous écrivons ensuite la matrice F de l’identification magnétique
à l’ordre N = 5, puis l’opérateur de résolution lui correspondant.

2. Un algorithme d’optimisation cherche une nouvelle position des capteurs
de façon à maximiser la résolution de l’identification des coefficients
{c(m+2k+1,m)}. Il itère à partir du placement initial en choisissant des points
au dessus du plancher du LMMCF et contenus en dehors de la sphère englo-
bant le moteur.

3. Enfin, il s’arrête lorsque la fonction objective (norme des termes de la diago-
nale de l’opérateur de résolution) est maximale.

Pour être plus précis sur l’identification des ordres faibles, caractéristiques de
l’aimantation de la culasse, nous ajoutons une pondération dans la fonction objec-
tive qui favorise une meilleure résolution des termes d’ordres faibles. Le placement
optimal que nous obtenons est en fait un compromis, car il n’existe pas de place-
ment idéal à l’aide de capteurs triaxiaux (peut-être est-ce possible avec des capteurs
monoaxes ?).
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En effet, nous n’allons pas chercher un opérateur de résolution égal à 1 pour
tous les coefficients car ce n’est pas possible, nous assurerons uniquement ce facteur
aux ordres les plus faibles de sorte que le modèle soit suffisamment précis pour
une extrapolation au loin. Pour les ordres élevés nous optimiserons seulement les
positions des capteurs en assurant l’opérateur optimal.

Capteur C1 C2 C3 C4 C5

Pinit[m] (.6,.6,.6) (-.6,-.6,.6) (-.6,-.6,-.6) (.6,.6,-.6) (.6,-.6,-.6)
Poptim[m] (.724,.998,2.71) (-1.15,-.15,1.5) (-.76,-.5,-6.8) (.8,1.1,-.9) (1.18,0,-.9)

Tab. 7.3 – Positions des capteurs dans le référentiel du centre du moteur.

Le positionnement de capteurs que nous trouvons (voir Poptim du tableau 7.3)
permet un gain notable de l’opérateur de résolution des 15 coefficients caractéris-
tiques de la source (voir Fig.7.4). En particulier aux ordres faibles. Il peut cepen-
dant être très éloigné de 1 pour certains termes harmoniques et nous devons nous
souvenir que pour ces termes l’identification sera moins performante.
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réelles optimisées.

Dans cette section nous proposons une disposition de capteurs magnétiques
correspondant au moteur que nous cherchons à identifier. Elle est donnée par le
calcul des positions qui assurent l’optimalité de la résolution sur les termes les plus
représentatifs de la source. C’est-à-dire ceux que nous avons identifiés à l’aide des
considérations géométriques de la section précédente. Nous sommes donc désormais
capables de mettre en place une identification adaptée à la source. Ce placement
garantit la meilleure identification possible des 15 coefficients relatifs aux termes
harmoniques sources.
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7.2.3 Identification des coefficients harmoniques

7.2.3.1 Hiérarchie du modèle - Intérêt du placement

Au chapitre 2 de cette étude, nous présentions la notion d’ordre des modèles
harmoniques. Elle introduit une hiérarchie spatiale des termes d’une décomposi-
tion harmonique selon leur ordre n. Par exemple, les termes dipolaires sont pré-
dominants loin d’une source alors que les termes d’ordre N élevé ne le sont qu’à
proximité de la source. Jusqu’ici nous avons présenté ce résultat comme un frein
à l’identification car l’ordre maximum N déterminait le nombre de capteurs né-
cessaires ce que nous présentions comme une condition d’échantillonnage spatial.
Mais cette condition ne prend pas en compte la distance de chaque capteur à la
source et la hiérarchie naturelle du modèle harmonique.

Prenons par exemple le capteur d’identification le plus éloigné du moteur, c’est-
à-dire C1 (Fig.7.5). Il est aberrant d’utiliser ce capteur pour essayer d’identifier les
coefficients harmoniques d’un ordre n élevé car une petite erreur de mesure a une
conséquence désastreuse sur ces coefficients du fait des décroissances associées. Il
faut donc préférentiellement les utiliser pour identifier des termes d’ordre faible
pour lesquels une erreur de mesure faible correspond à une erreur d’identification
des coefficients harmoniques faible. De même, utiliser une mesure proche pour
déterminer un modèle d’ordre faible entrâıne nécessairement une erreur du fait de
l’importance des termes d’ordre élevé à proximité de la source.

Idéalement nous pouvons imaginer avoir des zones propres à chaque ordre dans
lesquelles sont disposés suffisamment de capteurs pour identifier tous les termes
propres à un même ordre. Ainsi nous identifions les coefficients des ordres su-
périeurs à mesure que nous nous rapprochons de la source. Cette approche est
intéressante si nous avons suffisamment de mesures pour identifier les coefficients
dans les différentes zones mais est très coûteuse du point de vue de la mesure. Nous
allons cependant garder son principe en l’adaptant grâce à l’estimation bayésienne.

7.2.3.2 Estimation hiérarchique bayésienne

La distribution des capteurs d’identification comprend des mesures éloignées et
des mesures proches. Il y en a donc qui sont plus adaptées à l’identification des
termes d’ordre faible et d’autres plus proches et plus adaptées aux ordres élevés
(voir Fig.7.5). Pour estimer les 35 coefficients harmoniques nous utiliserons un
estimateur du MAP exploitant la hiérarchie du modèle harmonique et le placement
des capteurs.

L’idée du modèle hiérarchique est la suivante : nous allons identifier les coeffi-
cients harmoniques d’une source au pas à pas en estimant des coefficients d’ordre
de plus en plus élevé, en utilisant également des capteurs de plus en plus proches,
et les derniers coefficients identifiés comme information a priori. L’intérêt est que
nous ne partons pas immédiatement en quête d’un modèle d’ordre N = 5 ce qui
causerait du repliement, mais nous cherchons d’abord un modèle simple (dipôle)
à l’aide des mesures qui nous permettent de le trouver sans commettre d’erreur
remarquable. Comme le résultat de cette identification est voisin de la réalité, nous
l’utiliserons comme information a priori pour une identification plus poussée. Petit
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à petit, nous enrichissons notre information a priori sur les coefficients de la source
grâce à l’identification magnétique.

7.2.3.3 Résultats de l’identification statique

Pour commencer, afin de clarifier la démarche hiérarchique nous allons présenter
ses deux premières étapes, c’est-à-dire l’identification des ordres N = 1 et N = 2,
et le mécanisme qui va permettre sous condition d’une identification antérieure de
déterminer la suivante. Enfin nous présenterons les résultats obtenus à l’ordre 5 et
leur analyse.

L’ordre N = 1 Nous commençons donc par identifier les paramètres du dipôle
à l’aide des deux capteurs les plus éloignés du moteur, c’est-à-dire C1 et C5. (voir
Fig.7.5). Les coefficients harmoniques solutions sont donnés par le tableau (7.4).

Coefficients a1,0 a1,1 b1,1
Valeur 1526.7 -31.044 1643.3

Tab. 7.4 – Valeurs des coefficients de la décomposition harmonique du moteur à l’ordre
N = 1.

Puisque nous utilisons des mesures lointaines, en particulier C1 nous limitons le
repliement et pouvons estimer que l’identification de ces coefficients est une bonne
estimation de leur valeur réelle. Nous pouvons donc utiliser ces valeurs comme
information a priori pour l’identification suivante à l’ordre 2.

L’ordre N = 2 Nous affinons le développement jusqu’à l’ordre N = 2 en évitant
d’utiliser le capteur C1 qui nous sert exclusivement à assurer les paramètres dipo-
laires. Nous pouvons utiliser les deux mesures les plus éloignées alors : C2 et C5. Si
nous assurons que les coefficients de l’ordre 1 sont certains nous pouvons leur at-
tribuer une variance assez faible pour que le facteur de résolution des 5 coefficients
de l’ordre 2 soit maximum : nous cherchons alors des coefficients harmoniques voi-
sins de ceux à l’ordre 1 et qui sont les plus probables1. Les nouveaux coefficients
harmoniques à l’ordre N = 2 sont donnés par le tableau (7.5).

Coefficients a1,0 a1,1 b1,1 a2,0 a2,1 b2,1 a2,2 b2,2
Valeur Hiér. 1105 -476.8 1400 -214 -211 -167.9 -267.53 -85.6
Valeur Norm. -479 2363 6107 521 -1855 -1675 2848 3104

Tab. 7.5 – Valeurs des coefficients de la décomposition harmonique du moteur à l’ordre
N=2 pour le modèle hiérarchique (Valeur Hier.) et pour une identification ”normale” à
l’ordre 2 à l’aide des capteurs C1, C2 et C5 (Valeur Norm.).

Nous remarquons que les termes dipolaires ont été mis à jour lors de la nouvelle
estimation, et qu’ils restent voisins de la solution (à comparer avec la valeur des

1 Il s’agit d’une identification sous condition à l’aide d’une châıne de Markov entre les ordres
de la décomposition
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termes de l’identification normale). Afin de mettre en évidence le gain de la méthode
hiérarchique nous avons identifié la source à l’aide des mêmes trois capteurs C1, C2

et C5. Le problème est bien posé, mais les coefficients sont différents. En particulier
les termes d’ordres 2 ont des valeurs très importantes (Tab.7.5 voir Valeur Norm.)
qui sont la marque du repliement. Le modèle à l’ordre 2 est donc insuffisant et ce
que nous gagnons par notre approche est de limiter le repliement en forçant les
termes dipolaires.

L’ordre N = 5 Nous continuons donc la châıne hiérarchique de l’identification
jusqu’à l’ordre N = 5. En réactualisant l’information a priori à l’aide des derniers
coefficients. Pour limiter le repliement nous pouvons encore ajouter une informa-
tion sur les coefficients qui est que leur influence est inférieure à celles des termes
dipolaires, ce qui est vrai dans notre problème puisqu’il s’agit essentiellement de
l’induit de la culasse du moteur.

Afin d’évaluer les performances de l’identification nous avons disposé 4 capteurs
de vérification qui vont permettre de comparer la mesure au modèle identifié. Leurs
positions sont données dans le tableau (7.6). Ils ont été placés en des points où
mécaniquement il était possible de les mettre (voir Fig.7.5). En particulier, il est
à noter que le 2eme capteur de validation (C7) est le plus proche du moteur. De ce
fait, le modèle identifié ne pourra être valable sur ce dernier. Il montrera cependant
que la richesse harmonique est plus élevée que l’ordre 5 à l’intérieur des mesures
d’identification.

Capteur C6 C7 C8 C9

Pos[m] (.6,.69,-.99) (-.22,-.01,.72) (-.97,-.01,-.903) (-.66,.06,-1.37)

Tab. 7.6 – Positions des capteurs de validation dans le référentiel du centre du moteur
(Fig.7.5).

La figure (7.7) montre les performances et limites de l’identification. Sur les
capteurs C6, C8, C9, nous avons une erreur relative d’extrapolation inférieure à
10% par rapport à la valeur mesurée. Par contre, sur le capteur C7 le résultat
n’est pas convenable. Ce résultat est cependant cohérent avec notre démarche car
le modèle identifié est uniquement valable à l’extérieur des mesures. C7 possède
simplement une information plus riche sur le moteur que les autres capteurs.

Nous avons vu que les coefficients harmoniques étaient intrinsèques à la source
ce qui permettait une analyse du comportement spatial du moteur. Afin d’illustrer
cette analyse nous proposons de représenter l’influence de ces coefficients (voir
Fig.7.6). A posteriori, nous voyons que le moteur se divise en deux sources, l’une
dont l’influence concerne les ordres faibles de N = 1 à 3 et l’autre d’ordre élevé égal
à 5. Il s’agit respectivement de l’induit de la culasse et des aimants permanents des
pôles. Ce résultat est donc cohérent avec la quête d’information qui avait permis
le placement des capteurs d’identification.
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7.2.3.4 Analyse des résultats

En regardant l’influence des termes harmoniques jusqu’à l’ordre N = 3 nous
pourrions être tentés d’identifier une source d’ordre N = 3 en considérant que les
aimants ont un apport faible dans la décomposition. Nous possédons 5 capteurs,
donc 15 mesures, c’est-à-dire exactement le nombre nécessaire à l’identification.
Nous proposons donc de faire cette identification et de la valider sur les capteurs
de validation. Le résultat de cette identification est divergeant (voir Fig.7.8).
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Fig. 7.8 – Comparaison des trois composantes de l’induction magnétique pour un modèle
à l’ordre N = 3 sur les capteurs de validation. L’erreur relative est très importante signe
de repliement.

Nous venons donc de montrer que les termes harmoniques d’ordre supérieur à
3 sont nécessaires dans l’identification, car ils causent du repliement. Le placement
des capteurs étant adapté à des termes d’ordre supérieur mesurés, ce repliement
est devenu inévitable. Pour éviter ce repliement, il faudrait proposer un placement
de capteurs adapté à l’identification d’une source d’ordre 3.

Enfin, pour clore l’identification magnétostatique, nous devons discuter de la
validité des coefficients harmoniques identifiés. Il est certain qu’ils ne sont pas
exacts car le système global est sous-déterminé. Mais ils correspondent à une ac-
tualisation du modèle pas à pas qui réduit considérablement le repliement. Dans ce
processus le placement des capteurs est essentiel. Dans notre exemple, l’identifica-
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tion est conditionnée par le capteur C1 qui permet l’identification d’un dipôle avec
une erreur faible. Ainsi, l’identification hiérarchique n’est pas seulement possible
parce que le modèle s’y prête, elle est possible parce que la disposition des capteurs
est telle que chacun porte une information particulière relative à un ordre.

7.3 L’identification magnétodynamique

Nous allons maintenant mettre en œuvre l’identification magnétodynamique du
moteur. Nous n’irons pas caractériser le type de sources et proposerons uniquement
la mise en œuvre de l’identification dans le but d’extrapoler la signature du moteur.
Pour ce faire nous utiliserons les placements de capteurs précédents.

7.3.1 Analyse de la situation

Un moteur est une source de champ magnétique tournant, c’est la raison pour
laquelle nous avons choisi de faire cöıncider l’axe de rotation du moteur et la direc-
tion z du repère. Le moteur que nous allons identifier est alimenté par un courant
de fréquence 2Hz, ce qui correspond, du fait du nombre de paires de pôles de notre
machine (p=4), à une vitesse de rotation Ω égale à 0.5Hz. Nous nous attendons
donc à avoir des fréquences multiples de Ω correspondant à la rotation du modèle
harmonique du moteur, c’est-à-dire d’un terme fondamental et ses harmoniques.
En particulier à f=2Hz, fréquence à laquelle l’alimentation et les aimants des pôles
en rotation viennent superposer leur signature. Dynamiquement la source doit donc
être composées des fréquences multiples de 0.5Hz liées à la rotation du moteur et
des fréquences multiples de f=2Hz relatives à l’alimentation du moteur.

Par rapport à l’identification magnétostatique, la partie statique de la source
à évoluée. En effet, puisque les aimants tournent, ils ont une induction nulle en
moyenne. Nous perdons donc les aimants dans la signature statique. Par contre,
cette rotation des aimants implique le développement de courants de Foucault dans
la culasse qui sont perpendiculaires au mouvement et constants. Les aimants ont
donc toujours un effet sur la signature statique mais uniquement aux ordres faibles.

7.3.1.1 Mise en œuvre

Nous appliquons l’identification magnétodynamique aux mesures du moteur
alimenté à 2Hz. Les fréquences caractéristiques relatives à une amplitude de la FFT
significative sont principalement celles situées à 2Hz et 0.5Hz. Il s’agit, comme nous
l’avons signalé des fréquences de l’alimentation et de la rotation du moteur. Si ces
fréquences ressortent, elles sont d’amplitude inférieure à la partie statique. C’est
pourquoi, nous commençons par identifier le statique.

Identification du statique La moyenne des valeurs pendant la durée de l’échan-
tillonnage nous permet d’évaluer la signature statique du moteur. Nous l’identifions
alors à l’ordre 5 en utilisant la méthode hiérarchique précédente. Les coefficients
harmoniques que nous identifions ont essentiellement des valeurs significatives aux
ordres 1 et 2 (voir Tableau (7.7)).
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Coefficients a1,0 a1,1 b1,1 a2,0 a2,1 b2,1 a2,2 b2,2
Valeur 1600 -398 1 894 -200 -230 -170 -31 -33

Tab. 7.7 – Valeurs des coefficients de la décomposition harmonique statique du moteur
à l’ordre N = 2 lors de son fonctionnement à 2Hz.

Nous proposons de valider cette identification à l’aide des mesures sur les cap-
teurs de validation. Nous remarquons que la qualité de l’identification a diminué
(voir Fig.7.9). En effet, l’erreur relative d’identification est voisine de 20% alors
qu’elle n’était que de 10% dans le cas du moteur statique seul. Cette erreur d’identi-
fication peut être due à la présence de sources dynamiques qui entrâıne des courants
de Foucault, aux faiblesses des capteurs ou à une richesse harmonique supérieure
à l’ordre N=5 de notre identification.
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Fig. 7.9 – Comparaison des trois composantes statiques de l’induction magnétique sur
les capteurs de validation, dans le cas d’un moteur alimenté à 2Hz. Erreur relative entre
le modèle et la mesure.

L’erreur d’identification du statique aura comme conséquence de créer des off-
sets importants dans l’extrapolation des signatures. En effet, le niveau du statique
étant supérieur cette erreur peut avoir une amplitude supérieure au dynamique,
même si elle ne correspond qu’à une faible partie de la signature statique.
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Identification dynamique L’identification dynamique repose sur le même prin-
cipe d’identification spatiale utilisant un modèle hiérarchique aux fréquences carac-
téristiques de la source. Dans notre cas, les fréquences caractéristiques principales
sont les fréquences 0.5Hz et 2Hz qui correspondent au fonctionnement principal
du moteur. Le résultat de l’identification magnétodynamique donne pour ces deux
fréquences les coefficients harmoniques du tableau (7.8) :

i 1 2

f
(i)
c (Hz) .5 2

a
(i)
1,0 (3.0082+1.5625j) (13.945+242.46j)

a
(i)
1,1 (-33.227+5.54j) (-4.69-56.14j)

b
(i)
1,1 (16,183+27.92i) (-2.818-28.68j)

a
(i)
2,1 (3.8378) 0

b
(i)
2,1 (4.98-6.9j) 0

a
(i)
3,0 0 -28.922j

a
(i)
5,0 0 5.6024j

a
(i)
5,4 0 (-.716-15.1j)

b
(i)
5,4 0 (-1.12-5.73j)

Tab. 7.8 – Coefficients harmoniques identifiés aux fréquences caractéristiques du mo-
teur.

Ces coefficients permettent d’extrapoler la signature du moteur en écrivant la
variation complexe de la décomposition harmonique identifiée au cours du temps
(voir paragraphe §3.3.3). Afin de démontrer l’intérêt de cette identification nous
allons analyser ces coefficients en essayant de remonter à leurs causes :

– A la fréquence 0.5Hz le terme dipolaire est prépondérant. La valeur des coef-
ficients dipolaires indique par ailleurs que les termes sources sont essentielle-
ment dans le plan de la machine. Nous pouvons encore dire, grâce à l’analyse
des coefficients dipolaires, qu’il s’agit de la superposition d’une source pul-
sante et d’une source tournante. Du fait de la fréquence de la source, ces
deux sources dipolaires ne peuvent qu’être liées à la rotation du moteur et
pas à son alimentation. La source tournante s’explique par un défaut ponc-
tuel des aimants du rotor, quant à la source pulsante il pourrait s’agir d’une
excentricité mécanique, ou d’un mésalignement de l’axe de rotation. Pour ce
dipôle, nous pouvons encore distinguer la source pulsante de celle tournante.
Le résultat permet de faire l’analyse suivante : le dipôle est principalement
une source tournante et une source pulsante plus faible et principalement
composée de b1,1. C’est-à-dire qu’elle oscille suivant l’axe y du moteur. Ce
résultat confirme l’hypothèse du balourd ou du mésalignement de l’axe (il
doit certainement se voir à d’autres fréquences).

– La source à 2Hz est caractérisée par un fort terme dipolaire a1,0 suivant l’axe
du moteur. Il s’accompagne d’autres termes harmoniques suivant cet axe
(a3,0 et a5,0). Ils correspondent à un défaut de bobinage connu du moteur. En
effet, le bobinage des têtes de bobine forme une spire circulaire à l’intérieur
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du moteur et c’est la décomposition de cette spire pulsant à la fréquence
d’alimentation que nous avons identifiée.
Les deux autres termes dipolaires a1,1 et b1,1 sont également importants. Ils
correspondent à une source pulsant dans le plan (x, y). Il s’agit certaine-
ment du champ relatif au trou qui permet l’alimentation du stator qui laisse
s’échapper une partie du champ magnétique de la spire (elle pulse) mais aussi
des aimants qui passent derrière ce trou. Enfin, nous remarquons que ce terme
a une composante principale suivant l’axe x (a1,1 est plus fort que b1,1) ce qui
nous suggère que, soit la spire de courant n’est pas exactement dans l’axe
du moteur, soit notre repère n’est pas exactement aligné à l’axe du moteur,
soit enfin, il s’agit de l’effet de blindage des pieds, plus important suivant la
direction y (terme b1,1 plus faible).
Enfin, les termes a5,4 et b5,4 correspondent aux aimants, mais leur ampli-
tude est trop faible pour permettre une analyse de la source. Il s’agit d’une
conséquence de l’effet de blindage des aimants par la culasse, en particulier
les courants de Foucault qui réduisent significativement le niveau de leur si-
gnature. Mais il s’agit aussi d’un défault lié à la méthode hiérarchique qui
favorise les termes d’ordre faible et limite l’amplitude des termes élevés. La
méthode permet donc uniquement de démontrer l’existence du terme harmo-
nique, mais n’offre pas une précision suffisante pour la caractériser.

Extrapolation de la signature Nous venons de proposer un diagnostic de l’état
de la machine à l’aide des coefficients harmoniques et de mesures proches. C’est un
des deux intérêts de l’identification magnétodynamique, le premier étant de fournir
le modèle harmonique de la source pour permettre l’extrapolation de sa signature.
Pour évaluer cette signature, nous allons comparer notre modèle harmonique à
la mesure sur le capteur de validation C6. Tous les capteurs donnent un résultat
similaire, excepté le capteur C7 pour les raisons que nous évoquions précédemment.
La figure (7.10) illustre cette extrapolation.

Tout d’abord, nous remarquons l’offset dû à l’erreur d’identification statique.
Elle correspond à l’erreur de 20 % d’identification dont nous parlions dans le cas
statique et n’affecte pas l’identification des sources dynamiques qui ont a priori une
amplitude respectée.

Nous remarquons encore la présence d’un léger déphasage causé par l’identi-
fication des termes magnétodynamiques et qui affecte essentiellement la source à
2Hz.

Enfin, si nous avons identifié les termes dynamiques principaux, nous voyons
sur la composante By qu’il était encore possible d’aller plus loin et d’identifier les
dents ou les encoches de la machine, qui se caractérisent pas une légère oscillation
à 12Hz (la machine a 24 encoches).

7.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons présenté l’identification magnétodynamique d’un
moteur discöıde à aimants. Comme nous avons pu le constater, cette identification
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est la synthèse des deux parties théoriques précédentes. La première fournit les
modèles et les outils d’inversion qui permettent d’obtenir les paramètres du moteur,
la seconde partie apporte l’information a priori nécessaire pour mettre en place la
mesure en fonction de l’a priori.

Le résultat de l’identification est l’estimation des coefficients harmoniques re-
latifs au fonctionnement du moteur statique ou alimenté à 2Hz. Ils permettent
d’une part d’extrapoler la signature et, d’autre part, de diagnostiquer les causes de
l’indiscrétion du moteur.

Le diagnostic que nous pouvons effectuer à partir des champs magnétiques
rayonnés par le moteur concerne le cas statique. Majoritairement la signature est
causée par l’aimantation de la culasse dans le champ terrestre. Cette aimantation
se caractérise par des termes dipolaires forts, ce qui nous oblige à disposer les
capteurs de façon à limiter toute erreur d’identification sur ces termes. Dans ces
conditions, identifier les aimants des pôles, source d’ordre élevé devient difficile du
fait du nombre faible de mesures. Nous arrivons cependant à estimer les paramètres
correspondant à ces pôles grâce à une approche hiérarchique liée aux propriétés du
modèle harmonique. Mais cette méthode est limitée qui est de favoriser les ordres
faibles au profit des ordres élevés. Le résultat obtenu est alors une estimation
acceptable, mais qui n’est pas exacte. Si l’expérience avait pris place en champ
nul (situation possible au LMMCF), l’importance des termes d’ordre élevé aurait
été meilleure et aurait apportée plus de renseignements sur le modèle statique du
moteur.

Le fonctionnement en fréquence du moteur va nous livrer une grande part de
l’information du moteur. Les termes fréquentiels offrent des renseignements es-
sentiels sur l’indiscrétion dynamique du moteur. Nous constatons en effet, qu’elle
n’est pas causée par les aimants, ni le bobinage du stator, mais uniquement par
les défauts de construction de la machine : trou de l’alimentation, spires de tête de
bobine, excentricité, mésalignement.

L’identification magnétodynamique livre donc la source de l’indiscrétion de ce
moteur : ils s’agit de ses défauts de construction ou d’usure. Avant donc de chercher
à dimensionner un blindage, nous devons nous assurer que sa construction est
parfaite, car elle est le gage de sa discrétion.

Enfin, nous avons présenté une application de notre méthode d’identification et
montré son intérêt dans le diagnostic par mesure de champ magnétique. Elle permet
d’identifier avec précision un défaut par sa fréquence et son comportement spatial
et ainsi permet de déterminer parfaitement l’origine des champ magnétiques.



Conclusions et perspectives

Conclusions

Pour répondre au problème de la discrétion des moteurs de propulsion navale, à
savoir la propagation de champs électromagnétiques causée par ces moteurs dans le
milieu marin, nous avons choisi une approche analytique. Elle repose sur l’écriture
et les propriétés des champs sous forme de séries harmoniques solutions des équa-
tions de Maxwell. Son intérêt est la généralité de l’écriture qui permet d’appliquer
les méthodes que nous proposons à une source quelconque de champs magnétody-
namiques.

Cette thèse propose deux itinéraires pour garantir la discrétion magnétique,
d’une part l’identification d’une source dynamique et d’autre part le dimensionne-
ment d’un blindage magnétique. Sous ces deux titres se cachent les deux parties
de cette thèse qui traite tout d’abord de l’identification comme un problème in-
verse et ensuite du dimensionnement de blindage comme une simulation directe du
problème. La solution de notre problème se trouve, comme le montre la dernière
partie, à la croisée des chemins ; c’est-à-dire lorsque problème inverse et direct n’ont
qu’un but commun : fournir l’information la plus complète possible à propos de la
source étudiée.

La définition d’une écriture magnétodynamique harmonique générale fut la pre-
mière étape. Elle passe par l’écriture adaptée d’une source dans un milieu conduc-
teur et dans le domaine de fréquences de notre étude (f<1kHz). Cette étape fran-
chie, grâce à la détermination de l’écriture générale des développements harmo-
niques dynamiques et l’analyse de leurs propriétés, nous étions armés d’un modèle
adapté à l’identification et la caractérisation de sources. L’identification permet
l’extrapolation des signatures électromagnétiques basse fréquence dans un milieu
conducteur, ainsi que la caractérisation des sources. Sur ce dernier point, elle pro-
pose une analyse couplée des harmoniques spatiales et fréquentielles qui permet le
diagnostic précis des sources de champs. Appliquée à un moteur, cette analyse fait
ressortir les défauts qui sont la cause de son indiscrétion magnétique.

La seconde étape de cette thèse est consacrée au dimensionnement de blindage.
Nous proposons dans un premier temps des méthodes et outils simples qui per-
mettent d’adapter un blindage à une source. Nous y montrons qu’il est possible de
dimensionner un blindage en utilisant les propriétés du développement harmonique
de cette source. Enfin, le calcul du dimensionnement offre une méthode originale
de calcul des champs harmoniques, basée sur les relations de surface qui permet
d’une part, de simuler des problèmes généraux électromagnétiques, et d’autre part,
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de fournir de l’information a priori sur une source.
Enfin, c’est la synthèse de ces deux parties, qui permet une identification robuste

et le diagnostic précis des causes de l’indiscrétion ; en effet, le problème inverse puise
dans l’information fournie par le problème direct et le problème direct exploite
les outils du problème inverse. Nous sommes capables de déterminer les sources
d’un problème d’indiscrétion magnétique et d’agir en exploitant les propriétés d’un
blindage magnétique adapté.

Perspectives

Tout d’abord, l’identification magnétodynamique permet la caractérisation du
comportement d’une source, grâce à sa double analyse fréquentielle et spatiale. En
comparaison à d’autres méthodes de diagnostic, comme le diagnostic par mesure
de courant, elle permet de distinguer spatialement deux sources de fréquence iden-
tique. Elle a donc un fort potentiel dans l’utilisation de mesures magnétiques de
champ proche pour le diagnostic d’installations électriques.

Elle propose une méthode de calcul électromagnétique dans des milieux conduc-
teurs en découpant l’espace en région. Il s’agit d’un calcul harmonique rapide qui
peut s’appliquer à des problèmes complexes, comme le calcul d’un moteur, l’ai-
mantation ou les courants de Foucault dans la coque d’un navire, ou bien tout
simplement le dimensionnement d’un blindage de forme quelconque.

Une dernière perspective concerne l’application de cette thèse : la discrétion des
moteurs. L’analyse harmonique montre que les champs rayonnés par les moteurs
sont causés par les défauts de construction et d’usure. Il est donc important d’éta-
blir des normes strictes de construction qui doivent assurer la discrétion magnétique
des moteurs dès leur construction.



Annexe A

Résolution de l’équation de
diffusion par la méthode des
variables séparées

A.1 Définition des repères polaires et sphériques

Les deux principaux systèmes de coordonnées que nous utilisons sont les sys-
tèmes polaires et sphériques, par définition un point P du plan ou de l’espace est
alors représenté par un rayon et un ou deux angles avec la convention représentée
dans la figure suivante.

φ

x

y

z

θ

P(r,   ,   )φθ

(Σ)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

y

x

P(r,   )θ

θ

(Σ)

00

Fig. A.1 – Représentation des systèmes de coordonnées polaires et sphériques
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A. Résolution de l’équation de diffusion par la méthode des

variables séparées

A.2 Résolution de l’équation de diffusion en co-

ordonnées polaires

A.2.1 L’équation de Laplace en coordonnées polaires

L’équation de Laplace est un cas particulier de l’équation de diffusion. Son
expression en coordonnées polaires dans le plan pour un scalaire Ψ est :

∆Ψ(r, θ) =
1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ
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)
+

1
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(
∂2Ψ

∂θ2

)
= 0 (A.1)

Nous cherchons les solutions de (A.1) dites à variables séparées qui s’écrivent sous
la forme :

Ψ(r, θ) = R(r) · T (θ) (A.2)

En injectant une solution de la forme de (A.2) dans (A.1) il vient :
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En effet une fonction de θ et une fonction de r ne peuvent être égales que si elles
sont toutes deux constantes, il vient alors le système d’équations : r

2 · ∂
2R(r)

∂r2
+ r · ∂R(r)

∂r
− λ ·R(r) = 0

∂2T (θ)

∂θ2
+ λ · T (θ) = 0

(A.3)

Commençons par résoudre la deuxième équation, qui est sans doute celle que nous
connaissons le mieux. Trois cas sont à distinguer :

1. λ < 0 : Posons λ = −a2, avec a > 0, il vient alors la solution :
T (θ) = C · eaθ +D · e−aθ

2. λ > 0 : Posons λ = b2, avec b > 0, il vient alors la solution :
T (θ) = C · cos(bθ) +D · sin(bθ)

3. λ = 0 : il vient la solution :
T (θ) = Cθ +D

– Le premier cas est exclu, car il faut que la fonction Ψ(r, θ) soit périodique
de période 2π en θ.

– Le dernier cas est acceptable si C = 0, d’où T (θ) = D (seul cas périodique).
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– Le deuxième cas est acceptable, à condition de prendre b = n entier
strictement positif.

En posant λ = n2, la solution de l’équation en θ est alors :

T (θ) = Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ) (A.4)

Reste à résoudre la première équation de (A.3) avec λ = n2, soit : r2 · ∂
2R(r)

∂r2
+ r · ∂R(r)

∂r
− n2 ·R(r) = 0

n ∈ N
(A.5)

Pour les plus savants d’entre nous, il s’agit de l’équation d’Euler-Cauchy dont la
solution est : {

R(r) =An · rn +Bn · r−n ∀n ∈ N∗

R(r) =A0 · ln(r) +B0 n = 0
(A.6)

Les deux équations différentielles (A.3) font apparâıtre des fonctions propres qui
dépendent de n :{

Ψn(r, θ) =[An · rn +Bn · r−n] · [Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)] ∀n ∈ N∗

Ψ0(r, θ) =[A0 · ln(r) +B0] n = 0
(A.7)

La solution générale de l’équation de Laplace en coordonnées polaires s’écrit comme
la superposition de ces fonctions propres, c’est-à-dire :

Ψ(r, θ) =
∞∑
n=1

[An · rn +Bn · r−n] · [Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)]

+[A0 · ln(r) +B0]

(A.8)

A.2.2 L’équation de diffusion en coordonnées polaires

L’équation de diffusion prend en compte le cas statique : si ω = 0 elle s’écrit
comme l’équation de Laplace en coordonnées polaires que nous avons déjà traitée.
Une partie de la solution générale de l’équation de diffusion est donc :

Ψ1(r, θ) =
∞∑
n=1

[An · rn +Bn · r−n] · [Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)]

+[A0 · ln(r) +B0]

(A.9)
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variables séparées

Le cas Dynamique

Si ω n’est pas nul, le potentiel est une grandeur qui dépend du temps et l’équa-
tion à résoudre est celle de la diffusion. Il y a cependant une discussion suivant la
valeur de σ.

Résolution avec σ = 0

Dans l’air et les matériaux non conducteurs nous avons σ = 0 et dans ce
cas l’équation de diffusion se résume de nouveau à l’équation de Laplace dont
nous connaissons les solutions statiques. Cependant elles dépendent du temps et
s’écrivent :

Ψ2(r, θ, t) =
∞∑
n=1

[A′n · rn +B′
n · r−n] · [C ′

n · cos(nθ) +D′
n · sin(nθ)] · ejωt

+[A′0 · ln(r) +B′
0] · ejωt

(A.10)

La solution générale de l’équation de diffusion dans un milieu où σ = 0 est une
solution de type statique pulsante.

Résolution avec σ 6= 0

Ce cas correspond à un matériau conducteur de conductivité électrique σ don-

née. Nous définirons alors l’épaisseur de peau δ : δ =
√

2
µσω

. Ainsi l’équation de

diffusion s’écrit :

∆Ψ(r, θ)− 2j

δ2
·Ψ(r, θ) = 0

soit en coordonnées polaires :

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ(r, θ)

∂r

)
+

1

r2

(
∂2Ψ(r, θ)

∂θ2

)
− 2j

δ2
·Ψ(r, θ) = 0

Nous cherchons une nouvelle fois les solutions de ce problème à variables séparées
qui s’écrivent :

Ψ(r, θ) = R(r) · T (θ)

En injectant une solution de cette forme dans l’équation précédente nous arrivons
à l’écriture du problème sous la forme différentielle :

T (θ) ·
[
∂2R(r)

∂r2
+

1

r

∂R(r)

∂r

]
+
R(r)

r2
·
[
∂2T (θ)

∂θ2

]
− 2j

δ2
·R(r) · T (θ) = 0

que nous pouvons encore écrire :[
r2

R(r)

∂2R(r)

∂r2
+

r

R(r)

∂R(r)

∂r

]
− 2jr2

δ2
= −

[
1

T (θ)

∂2T (θ)

∂θ2

]
= λ = Cste ∀(r, θ)

En effet une fonction de θ et une fonction de r ne peuvent être égales à une constante
près que si elles sont toutes deux constantes, il vient alors le système d’équations
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différentielles :  r
2 · ∂

2R(r)

∂r2
+ r · ∂R(r)

∂r
− (λ+

2jr2

δ2
) ·R(r) =0

∂2T (θ)

∂θ2
+ λ · T (θ) =0

(A.11)

La deuxième équation différentielle a déjà été résolue au cours du section précédent,
en prenant λ = n2 la solution en θ est :

T (θ) = Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)

Il reste donc à résoudre l’équation différentielle : r2 · ∂
2R(r)

∂r2
+ r · ∂R(r)

∂r
−

(
n2 +

2jr2

δ2

)
·R(r) = 0

n ∈ N

Les fonctions solutions de ce type d’équation sont les fonctions de Bessel, dans
notre cas les solutions s’écrivent :

R(r) = A′′n · In
(
(1 + j)

r

δ

)
+B′′

n ·Kn

(
(1 + j)

r

δ

)
∀n ∈ N

où In et Kn sont les fonctions de Bessel de seconde espèce.
Dans ce cas la solution de l’équation de Laplace s’écrit donc :

Ψ3(r, θ, t) =
∞∑
n=0

[A′′nIn
(
(1 + j)

r

δ

)
+B′′

n ·Kn

(
(1 + j)

r

δ

)
] · [C ′′

n · cos(nθ) +D′′
n · sin(nθ)]

(A.12)

A.2.3 Écriture de la solution générale

L’écriture la plus générale la solution de l’équation de diffusion en coordonnées
polaires est :

Ψ(r, θ, t) = [A0 · ln(r) +B0] +
∞∑
n=1

[An · rn +Bn · r−n] · [Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)]

+[A′0 · ln(r) +B′
0] · ejωt +

∞∑
n=1

[A′n · rn +B′
n · r−n] · [C ′

n · cos(nθ) +D′
n · sin(nθ)] · ejωt

+
∞∑
n=0

[A′′nIn
(
(1 + j)

r

δ

)
+B′′

n ·Kn

(
(1 + j)

r

δ

)
] · [C ′′

n · cos(nθ) +D′′
n · sin(nθ)] · ejωt

(A.13)
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Mais cette solution est très générale, en particulier le milieu dans lequel nous cher-
chons à résoudre cette équation est caractérisé par une valeur unique pour σ. La
solution dépend du milieu de sorte que nous pouvons écrire :

?Si σ = 0

Ψ(r, θ, t) = [A0 · ln(r) +B0] +
∞∑
n=1

[An · rn +Bn · r−n] · [Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)]

+[A′0 · ln(r) +B′
0] · ejωt +

∞∑
n=1

[A′n · rn +B′
n · r−n] · [C ′

n · cos(nθ) +D′
n · sin(nθ)] · ejωt

?Si σ 6= 0

Ψ(r, θ, t) = [A0 · ln(r) +B0] +
∞∑
n=1

[An · rn +Bn · r−n] · [Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)]

+
∞∑
n=0

[A′′nIn
(
(1 + j)

r

δ

)
+B′′

n ·Kn

(
(1 + j)

r

δ

)
] · [C ′′

n · cos(nθ) +D′′
n · sin(nθ)] · ejωt

(A.14)

A propos de l’écriture des solutions

Il est intéressant de remarquer que les solutions de l’équation différentielle pré-
cédente écrite en (A.14) sont continues en fonction de σ, en particulier au voisinage
de zéro.

Pour mettre en évidence ce que nous venons d’énoncer il convient de donner
quelques résultats concernant les fonctions de Bessel de seconde espèce et en par-
ticulier leur développement asymptotique au voisinage de zéro :

Im(ω) ∼ 1

m!

(
1

2
ω

)m

, Km(ω) ∼


ln(w) m = 0

1

2
(m− 1)!

(
1

2
w

)−m

m 6= 0
(A.15)

Reprenons donc l’expression (A.14), en particulier lorsque σ 6= 0 et faisons le
développement asymptotique lorsque σ ∼ 0, il vient facilement que nous pouvons
écrire le développement asymptotique sous la forme :

V (r, θ, t) ∼ [A0 · ln(r) +B0] +
∞∑
n=1

[An · rn +Bn · r−n] · [Cn · cos(nθ) +Dn · sin(nθ)]

+[A′′′0 · ln(r) +B′′′
0 ] · ejωt +

∞∑
n=1

[A′′′n · rn +B′′′
n · r−n] · [C ′′′

n · cos(nθ) +D′′′
n · sin(nθ)] · ejωt

Nous venons de démontrer que les solutions sont continues pour tout σ (elles le
sont également au voisinage de ω = 0 et donc pour tout couple (σ, ω) ∈ R2 ).
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A.3 Résolution de l’équation de diffusion en co-

ordonnées sphériques

A.3.1 L’équation de Laplace en coordonnées sphériques

L’expression de l’équation de Laplace en coordonnées sphériques s’écrit :

∆Ψ(r, θ, φ) =
∂

∂r

(
r2∂Ψ

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2
= 0 (A.16)

Si nous cherchons des solutions du type Ψ = R(r) ·S(θ, φ) , elle prend la forme :

1

R

∂

∂r

(
r2∂R

∂r

)
+

1

S

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂S

∂θ

)
+

1

S sin2 θ

∂2S

∂φ2
= 0 (A.17)

c’est-à-dire :

1

R

∂

∂r

(
r2∂R

∂r

)
= − 1

S

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂S

∂θ

)
− 1

S sin2 θ

∂2S

∂φ2
= Cste (A.18)

En effet, une fonction de la variable r et une fonction des deux variables angu-
laires θ et φ sont égales que si elles sont toutes deux égales à une constante (dans
notre cas nous choisirons Cste = n(n+ 1) , il vient alors le système d’équations :

∂

∂r

(
r2∂R

∂r

)
− n(n+ 1) ·R = 0

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂S

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2S

∂φ2
+ n(n+ 1) · S = 0

(A.19)

Si de plus nous posons encore S(θ, φ) = T (θ) · F (φ) il vient de (A.19) le système
d’équations : 

∂2F

∂φ2
+m2 · F = 0

1

sin θ
· ∂
∂θ

(
sin θ

∂T

∂θ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2 θ

]
· T = 0

(A.20)

En posant cos θ = u dans cette dernière équation il vient alors l’équation :

(1− u2) · ∂
2T

∂u2
− 2u · ∂T

∂u
+

[
n(n+ 1)− m2

(1− u2)

]
· T = 0 (A.21)

dont les solutions sont les fonctions de Legendre de première et seconde espèce
Pm
n et Qm

n . Quand n et m sont entiers les solutions des équations différentielles
précédentes sont : R(r) = A · rn +

B

rn+1

T (θ) = CPm
n (cos θ) +DQm

n (cos θ)

F (φ) = C ′ cosmφ+D′ sinmφ

(A.22)
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La solution la plus générale de l’équation de Laplace en coordonnées sphériques
s’écrit donc :

Ψ(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

[
An·rn+

Bn

rn+1

] n∑
m=0

[Bn,mP
m
n (cos θ)+Cn,mQ

m
n (cos θ)]·[B′

m cosmφ+C ′
m sinmφ]

(A.23)
Mais pour décrire le champ magnétique nous ne garderons que les fonctions de
Legendre bornées pour tout θ, la solution générale de l’équation de Laplace s’écrit
alors à l’aide des harmoniques sphériques :

Ψ(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

[
An · rn +

Bn

rn+1

]
· [B′

m cosmφ+C ′
m sinmφ] ·Pm

n (cos θ) (A.24)

A.3.2 L’équation de diffusion en coordonnées sphériques

L’équation de diffusion prend en compte le cas statique : si ω = 0 elle s’écrit
comme l’équation de Laplace en coordonnée polaire que nous avons déjà traitée.
Une partie de la solution générale de l’équation de diffusion est donc :

Ψ1(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

[
An · rn +

Bn

rn+1

]
· [B′

m cosmφ+ C ′
m sinmφ] · Pm

n (cos θ)

(A.25)

Le cas Dynamique

Si ω n’est pas nul, le potentiel est une grandeur qui dépend du temps et l’équa-
tion à résoudre est celle de la diffusion. Il y a cependant une discussion suivant la
valeur de σ.

Résolution avec σ = 0

Dans l’air nous avons σ = 0 et dans ce cas l’équation de diffusion se résume
de nouveau à l’équation de Laplace dont nous connaissons les solutions statiques.
Cependant elles dépendent du temps et s’écrivent :

Ψ2(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

[
An · rn +

Bn

rn+1

]
· [B′

m cosmφ+ C ′
m sinmφ] · Pm

n (cos θ) · ejωt

(A.26)

La solution générale de l’équation de diffusion dans un milieu où σ = 0 est une
solution de type statique pulsante.



A.3. Résolution de l’équation de diffusion en coordonnées sphériques 203

Résolution avec σ 6= 0

Dans ce cas nous sommes dans un matériau et la valeur de σ est donnée et
l’équation de diffusion en coordonnées sphériques s’écrit :

1

r2
· ∂
∂r

(
r2∂Ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ
· ∂
∂θ

(
sin θ·∂Ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin θ2
·
(
∂2Ψ

∂φ2

)
−jσµω·Ψ = 0 (A.27)

En posant la solution Ψ sous la forme Ψ(r, θ, φ) = R(r) ·T (θ) ·F (φ), l’équation
(A.27) est séparable. Nous obtenons alors un système de trois équations différen-
tielles dont les solutions respectives sont R(r), T (θ) et F (φ) :

r2 · ∂
2R(r)

∂r2
+ 2r · ∂R(r)

∂r
− (jσµωr2 + n(n+ 1)) ·R(r) = 0 (A.28)

1

sin(θ)
· ∂
∂θ

(
sin θ · ∂T (θ)

∂θ

)
+

(
n(n+ 1)− m2

sin θ2

)
· t(θ) = 0 (A.29)

∂2F (φ)

∂φ2
+m2F (φ) = 0 (A.30)

(A.31)

Les deux dernières équations sont identiques à celles que nous avons résolues
en magnétostatique, elles font apparâıtre les fonctions harmoniques sphériques, de
sorte que :

Y m
n (θ, φ) = [Am cos(mθ) +Bm sin(mθ)] · [Cn,mPm

n (cos(θ)) +Dn,mQ
m
n (cos(mθ))]

(A.32)
En utilisant les harmoniques sphériques de surfaces de degré n les solutions des

équations différentielles précédentes s’écrivent :

Yn(θ, φ) =
n∑

m=0

[an,m cos(mθ) + bn,m sin(mθ)] · Pm
n (cos(θ)) (A.33)

Nous avons déterminé les fonctions harmoniques sphériques, il reste à identifier
la fonction radiale R(r) qui satisfait (??). En écrivant R(r) = (k · r)−1

2 · L(r) avec

k = (1+j)
δ

et δ =
√

2
σµω

[Str41]. L(r) vérifie alors l’équation différentielle :

r2 · ∂L(r)

∂r2
+ r · ∂L(r)

∂r
−

[
k2r2 + (n+

1

2
)2

]
· L(r) = 0 (A.34)

L’équation (A.28) admet pour solution les fonctions de Bessel modifiées de
première espèce et de seconde espèce : de sorte que les L(r) s’écrivent :

L(r) = C ′′
n · In+ 1

2
(kr) +D′′

n ·Kn+ 1
2
(kr) (A.35)

d’où :

R(r) =
1√
kr

[
C ′′
n · In+ 1

2
(kr) +D′′

n ·Kn+ 1
2
(kr)

]
∀n ∈ N (A.36)
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In fine, la solution complexe Ψ(r, θ, φ) de l’équation de diffusion est :

Ψ(r, θ, φ, t) =
1√
kr

∞∑
n=0

[
C ′′
n · In+ 1

2
(kr) +D′′

n ·Kn+ 1
2
(kr)

]
· Yn(θ, φ) · ejωt (A.37)

?Si σ = 0

Ψ(r, θ, φ, t) =
∞∑
n=0

[
Cn · rn +

Dn

rn+1

] n∑
m=0

[An,m cosmφ+Bn,m sinmφ] · Pm
n (cos θ)

+
∞∑
n=0

[
C ′
n · rn +

D′
n

rn+1

] n∑
m=0

[A′n,m cosmφ+B′
n,m sinmφ] · Pm

n (cos θ)·ejωt

?Si σ 6= 0

Ψ(r, θ, φ, t) =
∞∑
n=0

[
Cn · rn +

Dn

rn+1

] n∑
m=0

[An,m cosmφ+Bn,m sinmφ] · Pm
n (cos θ)

+
( 1√

kr

) ∞∑
n=0

[
C ′′
nIn+ 1

2
(kr) +D′′

nKn+ 1
2
(kr)

] n∑
m=0

[A′′n,m cosmφ+B′′
n,m sinmφ] · Pm

n (cos θ)·ejωt

(A.38)

A.3.3 Remarque fondamentale à propos des écritures dy-
namiques

Les deux écritures des sources dynamiques, en coordonnées sphériques (A.38) ou
polaires (A.14), doivent encore être remaniées pour permettre l’identification. Tout
d’abord, nous pouvons remarquer que l’astuce proposée par Stratton qui consiste
à poser R(r) = (k · r)−1

2 ·L(r) pour résoudre l’équation de diffusion en coordonnées
sphériques est discutable, puisque tout multiple de R(r) est aussi solution. A ce

propos, Smythe [Smy68] propose plutôt de poser R(r) = (r)
−1
2 ·L(r). Le choix de ce

changement de variable est lourd de conséquences sur les coefficients harmoniques
identifiables dans un milieu conducteur.

En effet, les coefficients harmoniques identifiés à chaque fréquence dans un
milieu conducteur dépendront de la fréquence et nous ne pouvons pas trouver
une source dont les coefficients sont uniques pour toutes fréquences du fait de la
non linéarité des fonctions de Bessel (ce qui n’est pas le cas dans un milieu non
conducteur où il n’y a pas de fonction de Bessel).

Nous allons proposer de normaliser les solutions harmoniques, précédentes afin
d’assurer la continuité entre les solutions dynamiques et le cas statique. Cette
approche n’est pas seulement la plus élégante d’un point de vue mathématique,
elle est aussi celle qui est la plus proche de la physique puisqu’elle garantit la
continuité des coefficients entre le statique et le dynamique.

Les fonctions de Bessel admettent les équivalences suivantes [Ang72] quand k
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tend vers zéro :

Iν(kr) ∼
(kr)ν

2νΓ(ν + 1)
, Kν(kr) ∼

2(ν−1)Γ(ν)

(kr)ν
(A.39)

alors les solutions sphériques et polaires de l’équation de diffusion sont équiva-
lentes à :

Ψ(r, θ, φ, t) ∼
∞∑
n=0

[
C3D
n · (kr)n

2(n+ 1
2
)Γ(n+ 3

2
)

+D3D
n ·

2(n− 1
2
)Γ(n+ 1

2
)

(kr)(n+1)

]
·Yn(θ, φ) ·ejωt

(A.40)
pour le cas sphérique et pour le cas polaire :

Ψ(r, θ, t) ∼
∞∑
n=0

[
A2D
n · (kr)n

2nΓ(n+ 1)
+B2D

n · 2(n−1)Γ(n)

(kr)n

]
·[C ′′

n cosnθ+D′′
n sinnθ]·ejωt

(A.41)
Nous pouvons alors normaliser les développements de façon à assurer la conti-

nuité des écritures statiques et dynamiques, nous proposons une écriture normalisée
des solutions de l’équation de diffusion sous la forme :

en coordonnées sphériques :

Ψ(r, θ, φ, t) =

(
1√
kr

)
·
∞∑
n=0

[
αsnEn · In+ 1

2
(kr) + βsnFn ·Kn+ 1

2
(kr)

]
· Yn(θ, φ) · ejωt

en coordonnées polaires :

Ψ(r, θ, t) =
∞∑
n=0

[αpnA
′′
n · In

(
kr

)
+ βpnB

′′
n ·Kn

(
kr

)
] · [C ′′

n · cos(nθ) +D′′
n · sin(nθ)]

avec : αsn =
2(n+ 1

2
) · Γ(n+ 3

2
)

kn
βsn =

(k)(n+1)

2(n− 1
2
) · Γ(n+ 1

2
)

et : αpn =
2n · Γ(n+ 1)

kn
βpn =

kn

Γ(n) · 2(n−1)

(A.42)

Cette écriture est identique quel que soit le changement de variable utilisé pour
résoudre l’équation de diffusion et assure la continuité des coefficients du statique
vers le dynamique.





Annexe B

Problèmes inverses, quêtes
d’informations

Dans cette annexe, nous nous limiterons à l’étude de l’inversion de problèmes
directs discrets et linéaires ce qui est parfaitement cohérent avec les caractéristiques
des problèmes directs que nous rencontrerons. Nous utiliserons une représentation
algébrique entre l’espace des mesures D et l’espace des paramètres M, afin d’ex-
pliciter au mieux notre démarche et la raison pour laquelle nous considérons qu’un
problème inverse est bien plus une quête d’information que juste une inversion
mathématique. Commençons en explicitant les notions qui sont liées au problème
inverse.

B.1 Définitions

Qu’est ce qu’un problème inverse ? Nous pouvons le définir comme la démarche
qui consiste à évaluer des paramètres m physiques à l’aide de mesures d fournies par
l’expérience, connaissant un modèle mathématique du problème direct qui donne
explicitement d en fonction de m.

B.1.1 Le problème direct

Le problème direct est l’étape qui consiste à paramétrer au mieux un système
physique afin d’obtenir l’adéquation entre ses paramètres et la physique. Cette
étape est marquée par le choix d’un modèle dont les paramètres sont pertinents.
Nous avons déjà insisté sur l’importance du choix du modèle dans l’introduction
générale et nous allons comprendre que cette étape doit anticiper le problème
inverse tant du point de vu de la dimension de l’espace des paramètres1 que vis-à-
vis de tout apport d’informations2.

Un système physique dépend donc de paramètres, symboliquement notés m.
Ces paramètres sont particulièrement liés à la géométrie du système, aux sources

1C’est la globalité : nous essayerons avec peu de paramètres de représenter au mieux un
système complexe

2C’est le caractère informatif du modèle : si le modèle permet une analyse qualitative elle doit
pouvoir être glissée dans le problème direct
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et aux propriétés des matériaux. Le problème direct est le calcul de la réponse d
à partir des paramètres m. Le modèle physique choisi donne alors la réponse d du
système physique comme fonction explicite :

d = A(m) (B.1)

où A est un opérateur qui contient la physique du système étudié, c’est-à-dire
un modèle mathématique du système.

B.1.2 Le problème inverse

Il s’agit généralement de situations où le système est en partie ou entièrement
inconnu, mais où nous avons accès à des informations sur ce dernier, soit par des
mesures de sa réponse, soit par des connaissances a priori de son état. Simplement,
au stade où nous en sommes, nous dirons du problème inverse qu’il est la démarche
inverse du problème de modélisation. C’est-à-dire qu’il utilise l’information concer-
nant le modèle physique à l’envers : à partir d’une connaissance (partielle) de ses
sorties vers les paramètres. Le problème inverse revient donc à trouver un jeux de
paramètre m0 pour toute mesure d, ce que nous résumons :

Trouver m0 ∈M tel que Am0 = d ∀d ∈ D (B.2)

avec m0 est le jeu de paramètres le plus proche de la physique.

B.1.3 Les problèmes bien/mal posés

Au sens de Hadamard un problème est bien posé s’il réalise les trois conditions :

1. Existence d’une solution

2. Unicité de la solution

3. Stabilité de la réponse vis-à-vis de petites erreurs (bruits de mesures, erreurs
de modélisation).

Ce qui sous-entend, bien évidement, que le modèle doit être cohérent avec la
physique et en accord avec la mesure. Mais aussi que les paramètres réels du modèle
sont indépendants de la qualité de la mesure. Dans l’immense majorité des cas, le
problème direct est bien posé, quand la plupart des problèmes inverses sont mal
posés.

B.1.4 Définition algébrique

Les problèmes que nous étudions sont discrets, c’est-à-dire que nous possédons
un nombre finis d’inconnues et de mesures. Nous avons donc tout intérêt à utiliser
une définition algébrique du problème inverse à l’aide d’espaces vectoriels de di-
mension finie pour situer mathématiquement l’inversion. Définissons deux espaces
HilbertiensM et D, respectivement l’espace des paramètres et l’espace des mesures
(Fig.B.1).
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Fig. B.1 – Espaces de Hilbert des paramètres du modèle M et des mesures D.

Le problème direct peut alors être modélisé par un opérateur A : M → D.
Le problème inverse consiste alors à trouver un vecteur m0 dans M tel que :
A(m0) = d pour tout vecteur d appartenant à D. Rappelons que nous n’utiliserons
que des opérateurs linéaires, ainsi A est défini comme une application linéaire de
M dans D et :

d = Am (B.3)

Au cours du paragraphe précédent nous avons introduit les trois conditions de
Hadamard pour qu’un problème soit bien posé. Au regard de la définition algé-
brique du problème ces conditions sont toujours respectées si l’application A est
bijective, ce qui sous-entend que M et D sont isomorphes et revient à dire que
A est inversible. Malheureusement, dans l’immense majorité des cas la matrice A
n’est pas inversible. Reprenons les conditions de Hadamard avec un oeil algébrique
pour définir quelles propriétés de A se cache derrière chaque condition pour le
problème inverse :

1. L’existence d’une solution nécessite l’appartenance de d à Im(A). En d’autres
termes si nous voulons qu’il existe une solution il faut que A soit surjective.
Si d est un vecteur de mesures et que notre modélisation est cohérente nous
pouvons affirmer que A est surjective, à condition que le bruit sur les mesures
n’entrâıne pas d’incohérences vis-à-vis du modèle.

2. L’unicité de la solution, si celle-ci existe, équivaut à Ker(A)={0}, ce qui est
possible uniquement si les dimensions des deux espaces sont identiques. Or,
au cours de cette thèse nous travaillerons essentiellement avec des dimensions
différentes. En effet, nous avons plus de paramètres à identifier que de me-
sures. Dans ce cas, A n’est pas injective ce qui entrâıne naturellement que le
problème inverse n’a pas de solution unique.

3. Enfin la stabilité du problème inverse dépend des deux points précédents : si
le vecteur d est bruité il faut d’une part qu’il reste dans Im(A), mais aussi
que deux vecteurs différents et bruités soient distinguables. Enfin si le modèle
est incertain, il faut que d appartienne encore à Im(A) et que A soit injective
pour que le problème soit bien posé.

En somme, ce qu’Hadamard préconise est que la matrice A soit la plus bijective
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possible3, ce qui ne sera pas notre cas puisque les dimensions des deux espaces
ne correspondent pas. Nous supposerons dans la suite de cette exposé que notre
modèle est assez cohérent avec la physique pour que tout vecteur d de D ait au
moins un antécédent m0 dans M (A est donc surjective du fait que notre modèle
est cohérent et que la mesure est de qualité4).

B.1.5 Quasi-solution d’un problème inverse

De façon générale, si le problème est mal posé la matrice A n’est pas inversible
et nous chercherons des solutions m0 au sens des moindres carrés, dites quasi-
solutions du problème inverse et qui sont définies à l’aide de la norme sur D telles
que :

min
m∈M

‖Am− d‖2
D (B.4)

Il s’agit donc de trouver une solution au problème inverse m0 qui n’est pas
l’inverse (puisque A−1 n’existe pas), mais qui minimise la distance entre la mesure
et le problème direct. La représentation matricielle permet d’évaluer facilement la
valeur de m0, pour cela nous définissons la forme linéaire f à l’aide du produit
scalaire sur D :

f(m) = ‖Am− d‖2
D = (Am− d)t · (Am− d) ∀m ∈M (B.5)

Le vecteur m0 solution au sens des moindres carrés est celui pour lequel f(m)
est minimum. Classiquement pour estimer le minimum nous calculons la différen-
tielle de f(m) :

δf(m) = 2(Aδm)t · (Am− d) (B.6)

La quasi-solution est alors la valeur de m0 qui annule (B.6) et est donnée par
la formule suivante, appelée système normal :

m0 = (AtA)−1 ·Atd (B.7)

Nous comprenons mieux pourquoi l’unicité de la solution d’un problème inverse
n’est pas garantie : la dérivé (B.6) peut s’annuler pour plusieurs vecteurs m de M
correspondant à des minima locaux différents de la fonction f . Si la solution du
système normal est proche de l’inversion elle ne garantit en aucun cas qu’il s’agit
de la solution minimale sur M.

B.1.6 Problèmes conditionnellement bien-posés

Prenons un système physique dont nous connaissons un modèle certain (qui dé-
finit la matrice A) et supposons que nous connaissons l’ensemble des n paramètres
(vecteur m) qui déterminent avec exactitude ce système dans l’espace vectoriel
M de dimension n (voir Fig.B.1). Supposons encore que nous possédons moins de

3ce qui peut être obtenu sur des sous-espaces de dimensions égales (voir pseudo-inverse)
4ou que nous ayons des informations sur l’état de ces mesures
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mesures (vecteur d) de ce système que de paramètres : alors l’espace vectoriel D
est de dimension m tel que m < n. Nous venons d’écrire que le problème direct est
parfaitement mâıtrisé, c’est à dire que le vecteur d est obtenu à partir de m par
l’application A (voir Fig.B.1).

Le problème inverse consiste à retrouver m à partir de d. Or nous avons vu dans
le paragraphe précédent que, du fait des dimensions ce problème était forcément
mal posé et la solution au sens des moindres carrés n’est pas nécessairement m,
puisqu’il n’y a pas unicité de la solution, mais un vecteur m0 minimisant (B.5). La
distance entre la solution m0 et les paramètres exacts attendus (nous connaissons
m) peut être importante (voir Fig.B.1). Nous commençons à sentir qu’il serait
plus astucieux de chercher une solution dans un certain voisinage M1 de m afin de
contraindre le problème inverse et ainsi trouver une solution proche des paramètres
réels. La définition d’un tel voisinage nécessite de l’information sur la solution. Plus
la quantité d’information du problème est importante et plus ce voisinage sera
restreint. Le cas extrême étant la connaissance totale des paramètres du modèle,
auquel cas M1 = {m} et nous n’avons plus aucune raison de résoudre de problème
inverse.

Malheureusement, cette situation n’existe pas car les mesures sont bruitées, le
modèle est imparfait et l’information que nous avons sur la source est partielle, voir
inexistante. Dans le cas d’une inversion sans information a priori sur les paramètres
nous verrons qu’il existe un moyen de restreindre l’espace M à un sous-espace
relatif au problème. Mais si nous voulons améliorer le problème inverse il nous faut
rechercher un maximum d’information sur la source de façon à ce que M1 soit le
plus petit possible. Un apport suffisant d’information ne garantit pas l’unicité de
la solution, mais garantit que cette solution sera très voisine des paramètres réels
désirés. Tikhonov ([Tik76]) introduit la notion de problèmes conditionnellement
bien-posés qui nécessitent l’existence d’information a priori sur la source : ils s’agit
de problèmes inverses mal-posés mais dont les solutions sont contraintes à l’intérieur
de M1, voisinage qui respecte les informations a priori sur le modèle. Il ne s’agit
plus seulement de résoudre le problème inverse au sens des moindres carrés en
vérifiant que la distance (B.5) dans D soit minimale, nous rajoutons en plus la
condition que les paramètres recherchés sont cohérents avec l’information a priori :
c’est-à-dire qu’ils appartiennent au voisinage M1 défini par cette information. La
solution du problème inverse est alors un compromis entre le problème inverse
normal (B.7) et une fonction de stabilisation R qui limite l’ensemble des solutions
à M1.

B.2 Inversion sans information

Nous venons de voir que, lorsque nous avons un problème inverse sous-
déterminé5 un moyen de trouver une solution unique consiste à la rechercher dans
un sous-espace de M : c’est le principe de la régularisation. Ce sous-espace peut-
être défini par l’information a priori sur le système, ce que nous verrons dans la

5C’est-à-dire que la dimension n de l’espace M des paramètres est supérieur à la dimension
m de l’espace D des mesures.
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prochaine section. Dans cette section nous supposons ne posséder aucune informa-
tion sur le système et nous regarderons comment il est possible de régulariser le
problème.

B.2.1 La décomposition en valeurs singulières

Nous avons vu que le problème inverse peut être posé ainsi :

Trouver m ∈M tel que : Am = d ∀d ∈ D (B.8)

Si la matrice A n’est pas inversible, les matrices (AtA) et (AAt) sont carrées,
symétriques et respectivement d’ordre n et m. Elles sont alors diagonalisables,
c’est-à-dire qu’il existe deux bases orthonormées respectivement de M et D dans
lesquelles nous pouvons les écrire comme des matrices diagonales Λ de rang r. Les
matrices Λ possèdent alors r valeurs propres réelles non-négatives sur la diagonale
telles que r ≤ inf(n,m). En somme, les propriétés de ces matrices sont telles qu’il
existe :

1. r valeurs propres λ1, . . . λr non nulles et classées par module décroissant.

2. n vecteurs orthonormés (v1, . . . ,vn) de Mn, qui constituent les colonnes
d’une matrice orthogonale V.

3. m vecteurs orthonormés (u1, . . . ,um) de Dm, qui constituent les colonnes
d’une matrice orthogonale U.

La matrice A admet alors une décomposition en valeurs singulières :

A = UΛVt (B.9)

La matrice Λ, de dimension m× n, contient les valeurs singulières de A sur la
diagonale c’est-à-dire que λ(i, i) = λi pour i ≤ r sinon λ(i, j) = 0.

B.2.2 Analyse du problème inverse

Étant donnée la décomposition en valeurs singulières de A (B.9) nous pouvons
écrire (B.8) après multiplication à gauche par Ut :

ΛVtm = Utd soit ΛX = Y avec : X = Vtm et Y = Utd (B.10)

Et nous voyons que cette équation met simplement en relation linéaire la pro-
jection X de m sur une base orthogonale de M et la projection Y de d sur une
base orthogonale de D. Cette écriture va nous permettre d’expliciter plus en détail
les caractéristiques de l’application A que nous avons évoquées précédemment :

– Le noyau de l’application A est le sous espace vectoriel M
Ker(A)=VectM(vr+1, . . . ,vn). Ce qui justifie le fait que si le rang de
A n’est pas égal à ladimension des paramètres (r 6= n) A ne peut pas être
injective, il n’y a donc pas unicité de la solution.

– L’image de A est le sous espace vectoriel de D Im(A)=VectD(u1, . . . ,ur).
L’existence d’une solution nécessite donc que d appartienne à Im(A).
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Plaçons nous maintenant dans le cas des problèmes sous-déterminés que nous
pouvons rencontrer dans cette étude. La dimension de l’espace des mesures m
est inférieure à celle de l’espace des paramètres n. Alors le rang r est forcement
inférieur à m (r ≤ inf{n,m}). Nous cherchons alors la quasi-solution du problème
définie par (B.4), ce qui revient à chercher la ou les solutions d’un problème de
type (B.8) dont le second membre est la projection orthogonale de d sur Im(A).
Les quasi-solutions du problème inverse sont alors données par :

m0 =
r∑
i=1

yi
λi

vi +
n∑

i=r+1

αivi où les αi sont quelconques. (B.11)

L’équation (B.11) explicite clairement le fait que le problème inverse aura une
solution unique si nous pouvons déterminer les valeurs des différents coefficients
αi. Autrement dit un problème inverse n’a de solution unique que lorsqu’il est
complété par autant d’informations qu’il y a de coefficients α.

B.2.3 La pseudo inverse

L’approche des moindres carrés peut être exprimée en terme d’inverse généralisé
d’une application linéaire. Dans ce cas nous cherchons une matrice A+ rectangulaire
de dimensions n×m tel que le problème inverse s’écrive :

m = A+d (B.12)

Pour un problème donné il existe une infinité de matrices inverses généralisées
qui dépendent du choix des paramètres αi dans (B.11). Nous retiendrons en par-
ticulier l’une de ces matrices, la pseudo inverse A+, qui correspond à la solution
m0 donnée par (B.11) de norme minimale pour laquelle tous les αi sont nuls. Mais
pour définir la pseudo inverse nous faisons l’hypothèse que la solution est de norme
minimale, ce qui doit correspondre avec le système physique.

Cette hypothèse n’est pas toujours acceptable et ne le sera absolument pas
dans le cadre de notre étude. Nous cherchons les valeurs des coefficients harmo-
niques d’une source mh, qui, du fait de la globalité du modèle harmonique, ont
tous la même importance : l’hypothèse que tous les α sont nuls est alors souvent
incohérente avec le modèle.

L’action de la pseudo inverse correspond à la restriction des solutions du pro-
blème inverse au sous-espace vectoriel de M observable VectM(v1, . . . ,vr) de di-
mension r que nous noterons M+ (voir Fig.B.2). Nous venons donc de définir une
application A+ bijective entre les sous-espaces M+ et D de dimension égale à r qui
correspond à un sous-problème bien posé. En général, la restriction de la solution
à M+ n’est pas synonyme de solution unique car les mesures sont bruitées et il
nous faut encore régulariser en réduisant M+ à un sous-espace adapté en fonction
des valeurs singulières6.

6Nous cherchons un sous-espace vectoriel de M isomorphe à D
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Fig. B.2 – Sous-espace vectoriel M+ restriction de M du point de vue de la
pseudo inverse.

B.2.4 Conditionnement

Jusqu’à présent nous nous sommes préoccupé uniquement des quasi-solutions
d’un problème inverse (B.8) avec l’hypothèse que les mesures d sont parfaitement
connues et non bruitées. Or, nous ne pouvons en aucun cas imaginer posséder
une connaissance exacte de l’état des mesures d, l’étude du problème inverse se-
rait donc incomplète sans l’étude des perturbations sur les mesures. Reprenons la
quasi-solution du problème inverse précédente donnée par la pseudo-inverse A+.
Rappelons que la définition de cette pseudo-inverse correspond à la restriction des
solutions du problème inverse à un sous-espace M+ de dimension égale au rang r
de A sur lequel la solution est unique dans l’hypothèse de mesures non bruitées.
Cette solution est celle de norme minimale que nous pouvons écrire à l’aide de
(B.11) :

m0 =
r∑
i=1

yi
λi

vi (B.13)

Supposons maintenant que les mesures soient bruitées avec un bruit de norme
finie inférieure à δ. Nous noterons d’(=d+nδ) le vecteur des mesures bruitées (voir
Fig.B.2). Nous pouvons supposer que la boule Dδ de centre d et de rayon δ est
incluse dans Im(A) du fait de la bonne qualité de nos mesures, mais la présence
de bruit a fortement tendance à réduire le rang r de la matrice A7.

A l’aide de la matrice Ut définissant la projection orthogonale sur la base des
ui (B.10), nous pouvons évaluer la projection de la mesure bruitée sur cette base :

Y′ = Ut(d + nδ) = Y + Utnδ (B.14)

Nous avons alors, du fait de l’orthogonalité, que la norme de l’erreur liée au bruit
vaut : ‖δY‖ = ‖Utnδ‖D ≤ δ. Cette erreur pouvant a priori porter sur n’importe
quelle composante, par exemple :

δY = Utnδ = vk · δ avec k fixé ∈ [0, n] (B.15)

7 Le bruit diminue la linéarité du système
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la variation δm de la solution m par pseudo inverse de d est alors :

δm = vk ·
δ

λk
(B.16)

ce qui correspond à une variation relative :

‖δX‖M
‖δY ‖D

=
1

λk
(B.17)

Il en résulte qu’une erreur sur yn (projection de δY sur le vecteur un) crée une
perturbation (|λ1|/|λn|) fois plus grande qu’une erreur sur y1 (rappelons que les λi
sont classés par ordre décroissant). Ce rapport est appelé conditionnement de A.
Il est révélateur de la sensibilité du problème aux perturbations des données. En
particulier, si le conditionnement de A est de l’ordre du niveau de bruit le résultat
de l’inversion n’aura plus de sens.

B.2.5 Régularisation par troncature

Soit un vecteur de mesure d obtenu par le calcul du problème direct (B.8) à
partir de m et d’ sa mesure bruitée (voir Fig.B.2). Nous sommes toujours dans
l’hypothèse d’un problème inverse sous-déterminé. La quasi-solution de norme mi-
nimale m0 est donnée par la pseudo inverse A+. Nous avons déjà vu lorsque nous
présentions la pseudo-inverse que l’hypothèse de norme minimale correspondait à
la restriction de la solution à un sous-espace M+ de dimension r. Nous venons de
montrer que le bruit de mesure avait une influence sur le rang du système linéaire,
ce qui peut se caractériser par la valeur du conditionnement de la matrice A. Si
le bruit a un niveau supérieur à l’inverse du conditionnement de A nous pouvons
encore affirmer que la quasi-solution m0 de norme minimale n’est plus unique, car
la dimension du sous-espace vectoriel des solutions observables de A a diminué.
Dans ce cas, la solution m0 obtenue par la pseudo inverse s’écrit alors :

m0 =
r′∑
i=1

yi
λi

vi +
r∑

i=r′+1

α′i
λi

vi où les α′i dépendent du bruit. (B.18)

L’écriture (B.18) de la solution montre très clairement que si nous voulons
toujours obtenir une solution de norme minimale qui soit unique et stable il faut
réduire l’espace des paramètres solutions M à un sous espace observable de M+

tel que la deuxième somme de (B.18) soit nulle. Nous constatons également que
cette deuxième somme est relative au bruit et est fortement pondérée par l’inverse
de valeurs propres faibles, ce qui déstabilise fortement le système. Alors, pour ob-
tenir une solution unique et stable nous éliminons les valeurs singulières gênantes
de la matrice Λ afin que les λi les plus faibles n’interviennent plus et que le condi-
tionnement soit acceptable vis-à-vis du bruit : c’est la troncature. En somme, nous
définissons une pseudo-inverse tronquée qui est une bijection entre le sous-espace
vectoriel M+

1 des solutions du problème inverse observables en fonction du bruit et
l’espace des mesures bruitées (voir Fig.B.2). Ce qui revient, en d’autres termes, à
négliger les composantes des mesures portées par ur′+1, . . . ,ur en raison de l’effet
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amplificateur des plus petites valeurs singulières λr′+1, . . . , λr vis-à-vis des erreurs
sur la solution m0.

Si la solution m1 obtenue est stable et unique sur le sous-espace M+
1 , elle n’est

que la solution la plus proche, au sens des moindres carrés, sur un sous-espace de
dimension inférieure. De ce fait, elle est uniquement satisfaisante pour résoudre
des problèmes dont la simplification à un sous-espace de dimension inférieure est
acceptable. C’est le cas, par exemple, si nous cherchons une répartition de grandeurs
physiques à partir de données bruités : nous trouvons alors la répartition la plus
régulière possible au sens du sous-espace observable. C’est pourquoi, la méthode de
la troncature des valeurs singulières est généralement utilisée pour des problèmes
inverses à partir de données bruités. Dans ce cas, la seule information nécessaire
est celle du niveau de bruit. Elle donne alors la solution approchée la plus stable
ce qui garantit la robustesse de l’inversion vis-à-vis du bruit.

Pour le problème de l’identification de coefficients harmoniques la régulation
par troncature ne peut pas s’appliquer du fait de la globalité de la représenta-
tion. En effet, certains termes harmoniques d’ordres élevés qui correspondent à
des valeurs singulières faibles sont présents dans la mesure. Ces termes dégradant
considérablement le conditionnement de la matrice A seront tronqués bien qu’in-
terviennant dans la mesure. Pour cette raison, nous n’exploiterons cette méthode
que lorsque la matrice A sera au moins carrée et que nous aurons une idée du
niveau de bruit. Dans ce cas, nous exploiterons le conditionnement de la matrice A
a posteriori pour déterminer de bonnes conditions de mesure et permettre d’aug-
menter au maximum la dimension du sous-espace M+

1 . Nous déterminerons ainsi
des conditions de mesures bruitées qui permettront un problème inverse stable et
de dimension voisine du nombre n de paramètres.

Remarque : Un moyen simple d’améliorer le conditionnement de la matrice
est de normaliser les colonnes de la matrices A. Nous déterminons pour cela une
matrice de préconditionnement W carrée diagonale de dimension n dont les termes
diagonaux sont les inverses des normes des colonnes de A. Alors le conditionnement
de la matrice A′ = AW est sensiblement amélioré, son rang est augmenté et nous
avons stabilisé le problème. L’écriture généralisée de la quasi-solution s’écrit :

m0 = W(AW)+d (B.19)

B.3 Inversion et informations a priori

Dans la section précédente nous avons proposé une inversion sans information
a priori sur le système physique, le modèle ou les mesures. En dépit de cette hypo-
thèse, nous avons déterminé une solution unique à condition de réduire la dimension
de l’espace des paramètres solutions. De ce fait, la quasi-solution obtenue n’était
qu’une approximation de la solution réelle sur un sous-espace de M, ce qui n’est
pas satisfaisant puisqu’une partie de la solution ne peut être déterminée.

Plutôt que de définir un sous-espace de M, nous allons maintenant définir un
sous-domaine borné deM et de même dimension à l’aide d’informations a priori sur
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le système. Pour cet exercice, plusieurs voies sont possibles et nous retiendrons les
deux courants les plus forts qui sont : la voie analytique développée par Tikhonov
[Tik76] dont nous avons déjà posé le principe de problèmes conditionnellement
bien-posés et la voie stochastique développée par Tarantola [Tar87] qui cherche à
modéliser le système à l’aide de lois de probabilité.

B.3.1 Les Informations a priori

Les informations a priori qui peuvent intervenir dans la résolution d’un pro-
blème inverse ne concernent pas uniquement le système étudié. Elles peuvent égale-
ment porter sur les conditions de mesures, la qualité du modèle ou la connaissance
partielle ou totale des paramètres recherchés. Enfin, cette information peut être
tant quantitative que qualitative.

Prenons par exemple des mesures bruitées. En aucun cas il nous sera possible
de déterminer avec exactitude la valeur de la mesure. En règle générale, nous
nous contentons de sa valeur moyenne et d’un intervalle de confiance défini par
sa variance et/ou par une interprétation subjective des conditions de la mesure
(mesure de référence). Si nous voyons très clairement comment utiliser la moyenne
de la mesure, nous ne voyons pas nécessairement comment intégrer le degré de
confiance que nous accordons à cette mesure : nous touchons au but des deux
méthodes que nous présenterons dans cette section.

Avant de pousser plus en avant notre raisonnement, rappelons que nous cher-
chons essentiellement à limiter l’ensemble des paramètres quasi-solution du pro-
blème inverse à un sous-domaine borné de M pour y sélectionner les paramètres
les plus cohérents avec les informations a priori. Dans cette démarche, l’information
la plus importante est celle qui concerne la connaissance des paramètres réels du
système.

Voici quelques exemples possibles d’informations a priori sur les paramètres m
d’un système [Tar82] :

1. Un ou plusieurs paramètres du système sont bornés.
Par exemple : a ≤ m(i) ≤ b. Alors toutes les solutions incohérentes sont
exclues.

2. Il y a une relation d’ordre entre différents paramètres.
Par exemple : m(1) ≥ · · · ≥ m(n)

3. Les paramètres ont une répartition spatiale et nous savons qu’elle est régu-
lière.

4. Nous avons plus de certitudes sur l’information concernant une partie des
paramètres que sur le reste.

5. Enfin nous n’avons aucune information sur certains paramètres (ce qui peut
également se traduire dans l’écriture du problème inverse).

B.3.2 La régularisation au sens de Tikhonov

Contrairement à la régularisation par troncature des valeurs singulières qui dé-
terminait une solution unique de norme minimale sur un sous-espace de M, la
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régularisation au sens de Tikhonov préserve la dimension de l’espace des para-
mètres. Pour ce faire, il définit un opérateur régularisant R(d, α) qui impose aux
solutions d’appartenir à un sous-domaine MTh relatif à l’information a priori. Il
ne s’agit plus de chercher les quasi-solutions du problème inverse qui minimisent la
norme (B.4), mais de choisir parmi toutes les quasi-solutions celle qui correspond
au meilleur compromis entre la cohérence vis-à-vis de l’information a priori et les
mesures.

L’idée de Tikhonov est la suivante : la mesure d est toujours entachée d’une
erreur δ par rapport à une mesure exacte dexact. Il part donc du postulat, tout à
fait justifié, que la mesure est incertaine mais voisine d’une mesure exacte pour
définir un voisinage de dexact dans D contenant d, ce qui s’écrit :

‖d− dexact‖D ≤ δ (B.20)

De ce fait naturellement le problème au sens des moindres carrés ne se pose
plus comme la minimisation (B.4) mais comme la recherche des éléments m dans
le sous-ensemble Mδ ⊂M des éléments m vérifiant :

‖Am− d‖D ≤ δ (B.21)

En introduisant l’incertitude de la mesure nous évitons une erreur dans le pro-
blème inverse, mais de ce fait nous augmentons aussi considérablement le nombre
des solutions possibles. La figure (B.3) illustre très clairement ce phénomène.

Prenons un système physique parfaitement connu défini par ses paramètres
mexact, l’application A donne alors le vecteur des mesures exactes dexact dans D.
Or la mesure réelle est incertaine, c’est pourquoi nous pouvons la définir à δ près
dans un sous-ensemble de Dδ ⊂ D.

A−1

0m mδ

d
exact

A−1
δ

mR

α
R(d,   )

exactm
A

d

δ

M0

Mδ

M D

Dδ
MTh

Fig. B.3 – La régularisation de Tikhonov.

Soit d un vecteur de mesure de Dδ relatif à l’observation du système. Nous
pouvons rechercher les quasi-solutions du problème inverse à l’aide du système
normal (B.7) (nous écrivons abusivement le problème inverse A−1) dans ce cas
nous trouvons un ensemble de vecteurs m0 qui définissent le sous-ensemble M0

des solutions possible par le système normal. Puisque les mesures sont incertaines
nous pouvons affirmer qu’aucune des solutions du système normal n’est exactement
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la solution mexact : c’est pourquoi Tikhonov cherche une solution voisine définie à
un δ près.

Les quasi-solutions mδ du problème inverse (B.21) prennent en compte l’incerti-
tude de la mesure et définissent un sous-espaceMδ deM qui inclut nécessairement
M0 (voir Fig.B.3) : nous augmentons le nombre des solutions. L’idée de Tikhonov
est d’avoir recours à un opérateur régularisant R(d, α) pour réduire l’ensemble des
solutions à un sous-ensemble MTh de Mδ de taille réduite (diamètre). Cet opéra-
teur dépend d’un paramètre régularisant α et d’une fonctionnelle stabilisatrice Ω
qui traduit généralement l’information a priori que nous possédons sur le système.
En somme cette fonctionnelle définit un voisinage de l’information à priori dans le-
quel nous allons chercher les solutions et le paramètre α correspond à l’importance
ou la certitude que nous accordons à cette information.

La régularisation au sens de Tikhonov revient à minimiser la fonctionnelle Ω(m)
sous la contrainte (B.21), nous cherchons alors des solutions mTh qui minimisent :

Sα(m,d) = ‖Am− d‖2
D + αΩ(m) (B.22)

Ce qui correspond à la démarche que nous évoquions précédemment : être le
plus proche possible de l’information a priori tout en respectant la distance entre la
mesure exacte et la mesure réelle. Le paramètre de régularisation α offrant un degré
de liberté supplémentaire, il a un rôle d’arbitre entre proximité de la solution et des
mesures et conformité à l’information (stabilité de la solution). La régularisation
au sens de Tikhonov dépend donc du choix de la fonctionnelle stabilisatrice Ω et
du paramètre α qui doivent traduire l’information a priori et le poids que nous lui
accordons par rapport à la mesure.

B.3.2.1 Choix de la fonctionnelle stabilisatrice

Le choix de la fonctionnelle stabilisatrice dépend du degré de connaissance a
priori que nous avons du système :

– Si nous ne possédons absolument aucune information sur le système la seule
fonctionnelle représentative de l’information est la fonction nulle : et nous
résolvons le système normal :

mTh = (AtA)−1 ·Atd (B.23)

– Lorsque notre problème inverse concerne des distributions de grandeurs phy-
siques, nous pouvons faire des régularisations utilisant les hypothèses de
norme ou d’entropie minimales ce qui impose une forte régularité de la so-
lution (lissage). En notant L la matrice de stabilisation choisie, le problème
inverse est la recherche des paramètres mTh qui minimisent :

Sα(m,d) = ‖Am− d‖2
D + α‖Lm‖2

M (B.24)

La solution est donnée par l’équation matricelle :

mTh(α) = (AtA + αLtL)−1 ·Atd (B.25)
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– En exploitant toujours les mêmes hypothèses nous pouvons encore appliquer
des pondérations. Ce qui revient à appliquer une régularité plus forte à cer-
tains paramètres du modèles ou une erreur moindres sur certains capteurs.
Dans ce cas, le problème inverse est la recherche des paramètres qui mini-
misent :

Sα(m,d) = ‖WdAm−Wdd‖2
D + α‖WmLm‖2

M (B.26)

Un choix astucieux de pondération Wd et Wm revient à considérer la sensi-
bilité de la matrice A vis-à-vis des paramètres et vis-à-vis des mesures afin
de stabiliser au maximum le problème8 [Zhd02]. L’écriture matricielle du
problème inverse est alors :

mTh(α) = (AtW2
dA + αLtW2

mL)−1 ·AtW2
dd (B.27)

– Si nous connaissons des paramètres a priori du système physique mprior alors
nous chercherons une solution voisine de ces paramètres. La fonctionnelle
stabilisante la plus naturelle est celle définie par la distance au modèle a
priori. Les solutions du problème inverse sont donc celles qui minimisent :

Sα(m,d) = ‖Am− d‖2
D + α‖m−mprior‖2

M (B.28)

Pour aller plus loin nous pouvons encore pondérer les mesures et les para-
mètres en utilisant les sensibilités. Cependant, elles ne sont pas représen-
tatives ni de la variance réelle des paramètres vis à vis des informations a
priori ni des variances des mesures9. Dans ce cas le système matriciel solution
s’écrit :

mTh(α) = (AtW2
dA + αW2

m)−1 · (AtW2
dd + αW2

mmprior) (B.29)

– Enfin nous pouvons utiliser d’autres stabilisateurs Ω de la forme :

Ω(m) = ‖Lm− gprior‖2
M (B.30)

où L est une matrice de dimensions q × n qui représente une information
complémentaire sur les paramètres m. Comme par exemple une relation entre
paramètres. Dans ce cas, l’écriture du problème inverse pondéré sera :

mTh(α) = (AtW2
dA + αLtW2

gL)−1 · (AtW2
dd + αW2

ggprior) (B.31)

B.3.2.2 Choix du paramètre de régularisation

Si l’opérateur de stabilisation inclut l’information a priori dans le problème
inverse, le paramètre de régularisation α permet de faire le meilleur choix dans
l’ensemble des solutions MTh obtenu par une des équations précédentes. Ce choix
correspond à un compromis optimal entre la satisfaction du modèle vis-à-vis des

8Ce qui est équivalent à l’astuce proposée en remarque dans (B.2.5)
9Il s’agit néanmoins de bonnes estimations
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mesures et le respect de l’information a priori. En clair, il représente l’importance
que nous donnons à la mesure par rapport à l’information.

La méthode la plus classique pour déterminer un coefficient α optimal est basée
sur le principe itératif de la courbe en L ou L-curve [Han97][WH96]. Il s’agit de
comparer le module de la distance entre le modèle et la mesure ‖Am − d‖ en
fonction du module de la fonction stabilisatrice ‖Ω(m)‖ pour différentes valeurs de
α. La courbe en L a, comme son nom l’indique, une forme de L concave ou convexe
et la valeur optimale de α est celle qui correspond au point du coude du L. Il s’agit
de la valeur qui donne le meilleur compromis entre la distance à la mesure (qui
”fitte” les données) et l’information a priori.

Si la méthode de régularisation de Tikhonov donne d’excellents résultats, le
choix du paramètre de régularisation est restrictif. Tout d’abord il impose une
méthode itérative qui augmente les temps de calcul et ne garantit en aucun cas
que l’information participe avec un juste poids à la résolution. En effet, α est un
compromis entre fidélité à la mesure et aux informations, alors que nous pouvons
encore avoir accès à un degré d’information supplémentaire qui serait, par exemple,
que la mesure a une variance σ2

m alors que l’information est certaine. Dans ce cas le
paramètre α optimal n’est plus celui du coude de la L-curve, mais un paramètre qui
favorisera plus l’information. Nous pouvons alors nous demander comment choisir
ce paramètre régularisant α en accord avec l’incertitude de mesure et la précision de
l’information a priori mais aussi comment traduire l’information a priori qualitative
sur le modèle, les mesures, les paramètres. L’approche stochastique que nous allons
développer maintenant va répondre à ces questions.

B.3.3 Approche stochastique des problèmes inverses

Pour Tarantola [Tar82] [Tar87] un problème inverse ne s’apparente en aucun cas
à un problème analytique. Il considère qu’un problème inverse est une combinaison
d’informations de différentes natures, telles que les conditions expérimentales (me-
sures), l’information a priori sur le système (les paramètres) ou encore la connais-
sance des incertitudes de modélisation. Avec ce point de vue le problème inverse
est forcément unique et représentatif du système physique : il est l’ensemble des
paramètres qui cöıncident au mieux avec toutes ces informations. Ce qui signifie
que le problème inverse n’est plus la recherche des paramètres m, mais un cumul
d’informations qui décrivent le comportement de la solution.

B.3.3.1 L’information comme probabilité

Il s’agit de traduire mathématiquement l’information que nous possédons sur
les différentes variables d’un système en terme de probabilité. Prenons par exemple
les mesures d. Nous avons par les conditions expérimentales, une idée de la qualité
de ces mesures tant d’un point de vue qualitatif que quantitatif. Cette idée est
souvent appréciative, peut être parfaitement subjective ou alors froidement objec-
tive. L’approche stochastique traduit le degré de confiance que nous accordons aux
informations en terme de probabilité.
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En règle générale, l’information que nous possédons sur une variable x peut être
entièrement contenue dans la donnée d’une fonction densité de probabilité fX(x).
Par exemple pour la mesure :

1. si nous savons que la mesure est excellente, d prend une valeur certaine d0,
alors la densité de probabilité liée à d est :

fD(d) = δ(d− d0)

2. si nous connaissons une estimation de la mesure, notée d̂ et si nous pou-
vons estimer la variance de cette mesure σ2

d alors la fonction de densité de
probabilité liée à d peut s’écrire comme la loi normale :

fD(d) = N (d̂, σd)

L’interprétation par des densités de probabilité va plus loin qu’une simple éva-
luation de la moyenne et de la variance d’une variable. La variance σ2

x peut être
interprétée de façon qualitative. Si la mesure est certaine alors la variance est nulle.
C’est le cas 1 précédent pour la variable d. Il se lit : la probabilité que d soit d0 est
totale, ce qui implique que la mesure d0 est parfaite. Par contre, si la mesure est
bruitée ou que nous estimons sa qualité moyenne, alors d est probablement son es-
timation d̂ (moyenne par exemple) avec une incertitude qui dépend des conditions
de mesure (bruit, appréciation personnelle) : c’est ce que traduit la loi normale du
cas 2.10

Nous comprenons mieux pourquoi Tarantola définit un problème inverse comme
une quête d’informations [Tar82]. Si nous possédons des informations, de quelques
natures soient-elles, elles définissent des fonctions de probabilité pour chaque va-
riable du problème directe ou inverse qui sont des descriptions précises de voisinages
particuliers relatifs à l’information a priori.

B.3.3.2 L’inversion Bayésienne

Nous avons présenté au cours des sections précédentes le problème direct sous
la forme analytique :

d = Am (B.32)

mais cette approche est trop restrictive. La plupart du temps le calcul des mesures
d à partir de paramètres m n’est pas exact car notre modèle ou la théorie n’est pas
parfaite et notre paramétrisation n’est qu’une simplification grossière de la réalité.
Dans ce cas l’approche stochastique prend tout son sens, ce que nous traduisons
est alors que la relation (B.32) est incertaine, ce qui s’écrit en terme de probabilité
comme la densité de probabilité de d sachant m :

p(d|m) = N (Am, σT ) = Cste · exp
{
− 1

2

‖d−Am‖
σ2
T

}
(B.33)

10Le cas 1 n’est en fait qu’un cas particulier de loi normale pour laquelle l’écart type est nul
et l’estimée d̂ est la mesure d0
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où σ2
T est la variance que nous estimons pour la représentation du modèle. Cette

expression peut s’interprèter : la relation qui donne d en fonction de m est (B.32)
avec une incertitude théorique donnée par σT .

En gardant notre approche stochastique le problème inverse consiste à détermi-
ner la densité de probabilité des paramètres m connaissant les mesures dobs, c’est
la fonction de densité de probabilité a posteriori donnée par la loi de Bayes :

p(m|dobs) =
p(dobs|m) · p(m)

p(dobs)
(B.34)

Nous ne cherchons plus un résultat analytique : la quasi-solution du problème.
Ce que nous cherchons c’est le comportement de la solution en fonction de l’in-
formation que nous avons sur les mesures dobs, les coefficients m et le modèle. La
formulation bayesienne (B.34) montre que si nous avons suffisamment d’informa-
tion nous avons proportionnellement de l’information sur les paramètres recher-
chés. Résoudre le problème inverse consiste donc à interpréter (B.34) à l’aide de
lois normales.

B.3.3.3 Ecriture du problème inverse Bayésien

L’écriture du problème inverse consiste donc à expliciter les différentes fonc-
tions de densité de probabilité intervenant dans (B.34). Les densités de probabilité
p(dobs|m) et p(m) correspondant aux informations que nous possédons respective-
ment sur les mesures et les paramètres :

1. Soit mprior l’information a priori que nous avons sur les paramètres recher-
chés. Alors naturellement la probabilité que m soit mprior est maximale (c’est
la valeur moyenne). L’incertitude (ou la qualité de l’information) définit un
intervalle dans lequel l’information peut encore se situer (c’est la matrice de
covariance). La densité de probabilité p(m) qui traduit l’information a priori
que nous possédons s’écrit alors :

p(m) = N (mprior, σm) = Cste · exp
{
− 1

2
(m−mprior)

tσ−1
m (m−mprior)

}
(B.35)

2. Soit dobs les mesures. En considérant que le modèle donne la mesure exacte
par le problème direct (B.33) et que l’incertitude de mesure peut être re-
présentée par une matrice de covariance σd alors la fonction de densité de
probabilité conditionnelle p(m|dobs) s’écrit :

p(dobs|m) = Cste · exp
{
− 1

2
(Am− dobs)

t(σT + σd)
−1(Am− dobs)

}
(B.36)

3. Enfin nous supposons que toutes les mesures sont équiprobables, dans ce cas :

p(dobs) = Cste (B.37)
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La fonction de densité de probabilité a posteriori du système s’écrit alors :

p(m|dobs) =Cste · exp
{
− 1

2
(Am− dobs)

t(σT + σd)
−1(Am− dobs)

}
× exp

{
− 1

2
(m−mprior)

tσ−1
m (m−mprior)

} (B.38)

Elle traduit la densité de probabilité de la solution du problème inverse. Nous
obtenons donc de l’information a posteriori sur les paramètres recherchés à partir de
l’information a priori et des mesures. L’interprétation de (B.38) est donc identique à
celle que nous avons faite pour écrire une loi de probabilité à partir des informations
a priori. La valeur la plus probable est celle du maximum de vraisemblance qui est
obtenu quand les termes exponentiels sont maxima, c’est-à-dire lorsque la fonction
fBaynes suivante est minimale :

fBaynes = (Am− dobs)
t(σT + σd)

−1(Am− dobs) + (m−mprior)
tσ−1
m (m−mprior)

(B.39)
Comme pour le système normal au sens des moindres carrés, le minimum de

fBaynes est obtenu par différentiation et les paramètres solutions de l’inversion
baynesienne sont :

m0 = (Atσ−1
(T+d)A + σ−1

m )−1(Atσ−1
(T+d)d + σ−1

m mprior) (B.40)

Les matrices σ(T+d) et σd étant des matrices de covariance définies par :

σx = [covar(x(i),x(j))]

B.3.3.4 Interprétation de l’inversion bayesienne

La véritable solution de l’inversion baynesienne n’est pas l’expression m0 (B.40),
mais l’expression de la fonction de densité a posteriori (B.38). Elle donne toute
l’information sur les paramètres m à partir de l’information que nous avons du
système, elle est donc beaucoup plus riche. En particulier, elle permet a poste-
riori de qualifier le problème inverse à l’aide des propriétés liées aux lois normales
(Espérance, ecart-type, test du χ2,. . .)



Annexe C

Bôıte à outils mathématiques

C.1 Généralisation de l’écriture harmonique -

Application au blindage sphérique

Au chapitre 5 nous proposons l’écriture générale de l’induction magnétique
d’une source en harmoniques sphériques sous la forme :

~B(r, θ, φ, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

[En · Cnr (r, f) + Fn · Dn
r (r, f)] · Yn(θ, φ) · ejωt

∞∑
n=0

[En · Cnθ (r, f) + Fn · Dn
θ (r, f)] · ∂Yn(θ, φ)

∂θ
· ejωt

∞∑
n=0

[
En · Cnφ(r, f) + Fn · Dn

φ(r, f)
]
· 1

sin θ

∂Yn(θ, φ)

∂φ
· ejωt

(C.1)

Cette formulation permet de généraliser les calculs de blindage à des milieux
conducteurs et aux cas de sources dynamiques. Afin de garantir une bonne
compréhension de cette écriture nous allons maintenant expliciter l’expression
des fonctions Cnr et Dn

r dans les différentes situations que nous pouvons rencontrer :

Dans le cas statique ces fonctions sont :∣∣∣∣∣∣∣
Cnr (r) = n(n+ 1) · r(n−1)

Cnθ (r) = (n+ 1) · r(n−1)

Cnφ(r) = (n+ 1) · r(n−1)

et

∣∣∣∣∣∣∣
Dn
r (r) = n(n+ 1) · r−(n+2)

Dn
θ (r) = −n · r−(n+2)

Dn
φ(r) = −n · r−(n+2)

(C.2)

Dans le cas dynamique elles sont :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cnr (r, f) =
∂2

∂r2

(
I(2)
n (kr)

)
Cnθ (r, f) =

1

r

∂

∂r

(
I(2)
n (kr)

)
Cnφ(r, f) =

1

r

∂

∂r

(
I(2)
n (kr)

) et

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dn
r (r, f) =

∂2

∂r2

(
K(2)
n (kr)

)
Dn
θ (r, f) =

1

r

∂

∂r

(
K(2)
n (kr)

)
Dn
φ(r, f) =

1

r

∂

∂r

(
K(2)
n (kr)

) (C.3)
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226 C. Bôıte à outils mathématiques

C.1.1 Écriture de la matrice d’un blindage monocouche

L’écriture de la matrice de blindage (5.14) pour chaque terme d’un même ordre
multipolaire est donnée par :

pour le cas statique :

Bn =


−n(n+ 1)R

−(n−1)
1 n(n+ 1)R

(n−1)
1 n(n+ 1)R

−(n+2)
1 0

−µ2(n+ 1)R
(n−1)
1 µ1(n+ 1)R

(n−1)
1 −µ1nR

−(n+2)
1 0

0 n(n+ 1)R
(n−1)
2 n(n+ 1)R

−(n+2)
2 −n(n+ 1)R

−(n+2)
2

0 µ3(n+ 1)R
(n−1)
2 −µ3nR

−(n+2)
2 µ2nR

−(n+2)
2


(C.4)

pour le cas dynamique :

Bn(f) =


−n(n+ 1)R−(n−1)

1
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(
I
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n (kR1)

)
∂2
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(
K
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1 µ1

1
r
∂
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(
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)
µ1

1
r
∂
∂r

(
K

(2)
n (kR1)

)
0

0 ∂2
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(
I
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n (kR2)

)
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(
K

(2)
n (kR2)

)
−n(n+ 1)R−(n+2)

2

0 µ3
1
r
∂
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1
r
∂
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(
K

(2)
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(C.5)
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navires., Thèse de doctorat, Institut National Polytechnique de Grenoble,
1991.

[Bur02] P. Burguignoli, Integral representation of the electromagnetic field and
boundary integral equations, Departement of electronic engineering,
Rome, 2002.

[Col06] B. Collard, « A new formulation for scattering by impedant 3d bodies »,
Progress in Electromagnetics reseach symposium, 2006.

[Coo65] J. Cooley et al., « An algorithm for the machine calculation of complex
fourier series », Math. Comput. 19, 297-301, 1965.

[Dou06] C. Doucet et al., «An automatic strategy for solving ill-conditioned linear
systems of equations resulting from a finite element method », CEFC
2006, Miami, Florida USA April 30-May 3, 2006.

227



228 C. Bibliographie

[Dri02] T. Driscoll, Schwarz-Christoffel Mapping, Cambridge University Press,
Cambridge, 2002.
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Thèse de doctorat, Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne, 1999.

[Leg96] M. Legris, Identification de l’état magnétique d’un système ferromagné-
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Cette thèse présente une méthode d’identification de sources électroma-
gnétiques dynamiques ainsi qu’une méthode de calcul de dimensionnement de
blindage électromagnétique. Elles reposent sur les développements harmoniques
solutions des équations de Maxwell. L’identification électromagnétique permet
de caractériser une source dynamique dans un milieu conducteur à partir de
mesures de champs electromagnétiques proches. Elle permet l’extrapolation
des signatures électromagnétiques d’une source et le diagnostic d’installations
électriques par mesures de champs proches. Cette identification repose sur
l’estimation bayésienne des paramètres du développement harmonique d’une
source qui permet l’intervention d’information a priori. Le calcul de blindage
repose sur l’écriture harmonique des conditions de passage sur les frontières
d’un blindage. Il permet de dimensionner un blindage en distinguant l’effet d’at-
ténuation et l’effet de forme en fonction des matériaux et des couches de ce dernier.

• Identification électromagnétique • Identification magnétodynamique
• Blindage magnétique • Blindage multicouches
• Diagnostic électromagnétiques • Harmoniques sphériques
• Courants de Foucault • Développements harmoniques
• Conditions de passage harmonique • Estimation bayésienne

This Ph.D. thesis presents two methods : one to identify dynamic electroma-
gnetic sources and another one to size an efficient magnetic shield. Both are based
on harmonic expansion solutions of Maxwell’s equations. The electromagnetic
identification gives from near electromagnetic fields measurements the main
characteristics of a dynamic source closed in a conducting media. Electromagnetic
field extrapolation of the source and condition monitoring based on near field
measurements are the applications of the identification method. It uses Bayesian
estimation of the harmonic expansion parameters of a source. It allows the use
of prior information. The magnetic shielding method is based on the harmonic
expansion of boundary conditions and the distinction between the attenuation
effect and the shape effect of the shield on the parameters of an electromagnetic
source.

• Electromagnetic Identification • Magnetodynamic Identification
• Electromagnetic shield • Multi-layered electromagnetic shielding
• Condition monitoring • Spherical Harmonics
• Eddy current • Harmonic Expansion
• Harmonic boundary conditions • Bayesian estimation
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