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Introduction

La fonction principale d’un radar est de détecter la présence d’objets d’intérét noyés dans un bruit
ambiant considéré comme processus aléatoire. Ce bruit perturbe la qualité de détection et provient gé-
néralement de 1’électronique du radar (bruit thermique), modélisé a juste titre comme du bruit Gaussien
blanc. Dans certains cas, le radar doit faire face a I’environnement situé tout autour de I’objet a détecter :
c’est le cas des radars terrestres de surveillance qui scrutent I’horizon du sol. Ceux-ci sont alors perturbés
par les échos indésirables des réflecteurs constitutifs du sol, du sur-sol ou encore de la mer. Ces signaux
parasites sont généralement assimilés a du bruit aléatoire se superposant au bruit thermique, et consti-
tuent ce que I’on nomme le fouillis. Dans le cas ol ce fouillis s’apparente également a du bruit Gaussien,
les détecteurs conventionnels, construits sur 1I’hypothese Gaussienne, permettent alors une détection op-
timale.

Dans de nombreuses situations, la statistique du fouillis ne peut plus étre modélisée simplement par
une loi Gaussienne. Ce phénomene se produit, par exemple, pour des radars a fort pouvoir de résolution
distance, ou bien lors de visées a site bas. Les exemples en pratique sont nombreux : on peut citer les
problémes de reconnaissance de cibles dans les scenes SAR (Synthetic Aperture Radar), la détection de
cibles mobiles a partir de traitement STAP HR (Space Time Adaptive Processing Haute Résolution), ou
encore la détection de cibles sous couvert végétal (FOPEN). Dans ces cas-13, le signal recu provenant
de chaque cellule d’analyse se compose d’un nombre trop faible de composantes pour 1’assimiler a une
statistique Gaussienne. Ce phénomene se produit également dans des zones ou la nature du terrain est
inhomogene, ce qui se traduit par une variation aléatoire spatiale de la puissance du fouillis et qui né-
cessite de considérer le processus de fouillis comme Gaussien composé. Une bonne description de ce
phénomene est donnée dans [30] pour des échos de fouillis de mer. Dans chacune de ces situations, 1’hy-
potheése Gaussienne n’est plus validée et le caractére impulsionnel des signaux de fouillis non Gaussien
engendre une augmentation du taux de fausses alarmes, c’est a dire de fausses détections. Pour remédier
a ce probléme, le radar doit alors adapter son seuil de détection pour réduire le niveau de fausses alarmes,
mais les performances en détection sont par conséquent fortement dégradées.

De nombreux auteurs se sont intéressés au comportement de ces détecteurs classiques en présence
de fouillis non Gaussien. Les méthodes proposées ont principalement pour but de maintenir un Taux de
Fausses Alarmes Constant tout au long du traitement (procédure TFAC ou CFAR - Constant False Alarm
Rate - en anglais), en adaptant automatiquement le calcul du seuil de détection a la variation locale de
la puissance du fouillis. Ces diverses techniques TFAC, issues d’un traitement non-cohérent sur les don-
nées radar, sont pour la plupart adaptatives. La stratégie de détection initiale ayant été obtenue sous une
hypothese Gaussienne, ces traitements ne sont pas optimaux.

La recherche de stratégies optimales de détection a été initiée par les travaux de A. Farina et al.



Introduction

[15], portant, pour la premiere fois, sur le probleme de I’élimination du fouillis non Gaussien par des
traitements cohérents. Les échos radar sont alors considérés en tant que processus complexes, au sens
mathématique, et toutes les informations contenues dans les composantes en quadrature du radar sont
alors conservées. A partir d’une modélisation réaliste de 1I’environnement par des processus complexes
non Gaussiens comme les SIRV (Spherically Invariant Random Vectors), A. Farina, ainsi que d’autres
auteurs, ont développé des stratégies optimales de détection cohérente pour des environnements de sta-
tistique donnée. Il est ainsi possible de construire les détecteurs optimaux pour du fouillis K-distribué,
Weibull, Laplace, Student-t, Cauchy, Rice, x, Rayleigh généralisé, et également de prendre en compte le
bruit thermique Gaussien qui s’ajoute a ces perturbations.

L utilisation des modeles SIRV a été justifiée lors de campagnes de mesures de fouillis (de sol ou de
mer), réalisées par des organismes tel le MIT (Massachusets Institute of Technology), I’ONERA (Office
National d’Etudes et Recherches Aérospatiales) ou encore par [50, 28, 52, 53, 7, 8, 41, 24]. Ces modeles
se sont révélés étre en adéquation avec les mesures de fouillis, ce qui pourrait permettre de construire
des détecteurs adaptés a leur statistique. Cependant, les stratégies optimales de détection, obtenues apres
modélisation de 1’environnement par les SIRV, sont basées sur une parfaite connaissance a priori de sa
statistique, et les détecteurs ne sont alors optimaux que si I’environnement suit le modele effectivement
choisi.

Ce travail a pour objectif de mieux caractériser 1’environnement du radar, afin d’élaborer une stra-
tégie de détection adaptée a tous les types de fouillis. Le détecteur n’est alors plus dépendant du choix
du modele d’environnement et peut s’ utiliser dans toutes les situations. Pour ce faire, I’approche adoptée
tout au long de ce document, consiste a supposer que 1’environnement est modélisé par un processus
SIRV. Les SIRV sont des processus aléatoires dits "composés", interprétés comme le produit de deux
composantes aléatoires appelées speckle et texture. Le speckle, dont le terme a été introduit par la com-
munauté du SAR, est représenté par un processus Gaussien complexe circulaire multi-dimensionnel,
caractéristique des propriétés de "cohérence" du radar. La texture, interprétée comme la variance du pro-
cessus Gaussien, est une variable aléatoire positive dont la densité caractérise spatialement les variations
locales de la puissance du fouillis. Un grand nombre de lois s’obtiennent par cette modélisation, comme
par exemple la K-distribution ou la loi de Weibull, représentatives de la statistique de fouillis de mer ou
de terre.

La thése d’E. Jay [31] a largement contribué a I’analyse des SIRV et a la mise en place de stratégies
de détection optimales selon la densité de la texture. Cette analyse a cependant des limites puisqu’elle
fait ’hypothese de connaissance a priori des parametres du fouillis, comme la texture et la matrice de
covariance des données, ce qui ne peut étre le cas dans la pratique. De plus, [31] a introduit également
un détecteur invariant a la loi de la texture (BORD, Bayesian Optimum Radar Detector), mais toujours
construit sous I’hypothese de la matrice de covariance connue, extrémement contraignante pour les ap-
plications.

Nous proposons, dans cette these, une solution au travers de 1’étude de différentes procédures d’esti-
mation de cette matrice de covariance, tout en n’ayant aucun a priori sur la distribution de la texture. Ces
estimateurs sont ensuite utilisés dans les schémas de détection appropriés a la modélisation SIRYV, tels
que le GLRT-LQ (Generalized Likelihood Ratio Test - Linear Quadratic). Ces travaux s’ articulent autour
de deux grandes directions : une étude théorique des différents outils utilisés, puis plusieurs applications
sur données réelles.

Ce mémoire est construit en cinq chapitres, au fil desquels chaque point de la démarche employée



est détaillé. Apres un bref rappel des principes de la théorie de la détection, le chapitre 1 présente un état
de I’art sur la détection radar. L’expression du détecteur classique, communément appelé I’OGD (pour
Optimum Gaussian Detector), est rappelée. Les diverses méthodes visant a I’amélioration de ce détecteur
sont ensuite explicitées, lorsque son optimalité est mise en défaut par la statistique non Gaussienne de
I’environnement. Ces méthodes, dites TFAC, sont définies a partir du critere utilisé pour I’estimation de
la puissance locale du fouillis, réalisée sur un petit nombre de données de référence. Le seuil de détec-
tion s’adapte ainsi localement aux variations du fouillis et le taux de fausses alarmes peut étre respecté.
Enfin, la stratégie optimale de détection, obtenue pour un environnement donné et modélisé par un SIRV,
est décrite ainsi qu’une synthese des résultats théoriques relatifs aux processus SIRV. Contrairement aux
méthodes TFAC, cette approche garantit I’optimalité des détecteurs dans leur environnement désigné, et
augmente tres nettement le pouvoir de détection d’un radar. Mais ce cas de figure est obtenu uniquement
lorsque tous les parametres sont connus, ce qui n’est pas le cas en pratique : la texture étant aléatoire et
la matrice de covariance inconnue.

Dans les chapitres suivants, les théoremes originaux introduits et démontrés dans cette theése sont
encadrés.

Dans le chapitre 2, une synthese des résultats théoriques relatifs aux estimateurs de matrice de co-
variance est décrite. Parmi ces résultats, figure une étude statistique complete des estimateurs classique-
ment utilisés dans la littérature. Apreés une bréve discussion sur le choix d’un estimateur et ses conditions
d’utilisation, ce chapitre présente quatre estimateurs : la treés répandue SCM (pour Sample Covariance
Matrix) notée MSC M et distribuée selon une loi de Wishart, M ~ qui est un dérivé de la SCM approprié
au probleme sous-jacent d’estimation, la NSCM (pour Normalized Sample Covariance Matrix), notée
M NScM,etenfin ’acolyte théorique de cette derniere, le TML (pour Theoretical Maximum Likelihood).
Pour chaque estimateur, un bilan statistique complet est dressé au travers de 1’étude de la consistance, du
biais et de la distribution asymptotique de chacun.

Afin de ne pas alourdir ce manuscrit, une annexe au chapitre 2, succédant directement 1’étude statistique,
contient I’ensemble des preuves les plus longues du chapitre 2.

Le chapitre 3 s’inscrit dans la continuité des deux premiers chapitres et constitue un des principaux

apports de ce travail de recherche en estimation et détection radar. Un nouvel estimateur de la matrice
de covariance du fouillis est introduit, M rp, I’estimateur du point fixe (ou Fixed Point en anglais). Ce
nom provient de la forme particuliere de cet estimateur, pour lequel aucune expression analytique n’est
disponible. Il est cependant défini comme étant I’'unique point fixe d’une fonction f. La mise en place
de cet estimateur occupe la premiere partie de ce chapitre. En effet, de par sa définition implicite, il est
essentiel de prouver, d’une part, que cet estimateur existe et, d’autre part qu’il est unique. Puis, un algo-
rithme itératif permettant la construction pratique de M rp est proposé et analysé. Ensuite, une nouvelle
étude statistique est effectuée : consistance, biais et distribution asymptotique, grace a des techniques
de perturbations. Enfin, les qualités "radaristiques" de cet estimateur pour les applications réelles sont
mises en avant au travers des propriétés CFAR-texture et CFAR-matrice du détecteur construit avec le
point fixe et des simulations illustrent ces propriétés. Puis, afin de "conclure” ce chapitre, une conjecture
concernant la distribution de I’estimateur du point fixe est proposée et légérement argumentée.
Comme précédemment, une annexe au chapitre 3 contient les preuves des théorémes relatifs a I’analyse
statistique et "radaristique". Quant a la mise en place de I’estimateur (existence, unicité et algorithme
associé), ceci a fait I’objet d’une publication a paraitre [40] qui est jointe dans ’annexe D. Ce choix
est motivé par le fait que les démonstrations dans [40] font appel a de nombreuses notations et outils
d’algebre linéaire, qui pourraient alourdir la lisibilité de ce manuscrit.



Introduction

Le chapitre 4 est un chapitre récapitulatif qui dresse le bilan complet des deux chapitres qui le pré-
cedent. Au travers de tableaux récapitulatifs, il permet de comparer les propriétés de chaque estimateur
afin de sélectionner celui qui sera le plus approprié au probleme.

Le chapitre 5 présente un aspect plus appliqué de ce travail en testant les résultats théoriques sur
des données tout d’abord simulées, puis sur des données réelles de fouillis de terre. Tout d’abord, une
méthode théorique de régulation du taux de fausses alarmes est proposée en fonction de I’estimateur de
la matrice de covariance utilisé. Ceci permet de calculer le seuil de détection afin de garantir une pro-
babilité de fausse alarme fixée par I’opérateur. Cette méthode est ensuite testée sur des données SIRV
simulées, puis sur des données réelles de fouillis de sol fournies par Thales Air Defense (TAD). Enfin, la
derniere partie de ce chapitre met en évidence la robustesse du détecteur associé au probleme dans des
zones de transition de fouillis en comparant ses performances de détection au détecteur classiquement
utilisé, ’OGD.

Enfin, nous concluons ce travail en essayant de dégager les points importants de cette recherche et
les perspectives a envisager.

Les deux publications majeures résultant de ce travail de these on été jointes dans I’annexe principale
de ce manuscrit tandis que la liste complete des publications est détaillée dans une la section précédant
la bibliographie.



Chapitre 1

Etat de ’Art

Ce chapitre présente la problématique étudiée dans cette thése. Les principaux résultats concernant
la détection radar sont d’abord rappelés dans un cadre général. Ensuite, la modélisation utilisée pour le
fouillis additif non Gaussien est introduite, principalement au travers de la définition et des principales
propriétés des SIRV. Enfin, la présentation des différents détecteurs utilisés dans cette thése occupe la
derniére partie de ce chapitre.

1.1 Théorie de la détection radar

En détection radar, un des problémes fondamentaux consiste a détecter, pour une case d’analyse
fixée, dans un vecteur d’observation y de dimension m, un signal complexe s connu, caractérisant une
cible, corrompu par un bruit de fouillis ¢ additif. Ce probleme se formalise généralement par un test
d’hypotheses binaires :

{Hozy:c yv,=¢ t=1,...,N (1.1
H12y:S+C Y, = ¢ i=1,....,N '

ou les y, sont des vecteurs d’observations supposés indépendants, au sens probabiliste du terme, de y et
sont appelés "données secondaires” par les radaristes. Ils sont supposés contenir uniquement le bruit de
fouillis additif et permettent d’estimer les parametres inconnus du fouillis.

Sous I’hypothese Hy, le signal complexe y recu par le radar est supposé ne contenir que les échos
(bruit du fouillis) indésirables et néfastes a une bonne détection, provenant des réflexions sur les dif-
férents éléments de 1’environnement, ainsi que le bruit thermique. Ces parasites sont supposés admettre
une certaine densité de probabilité ou PDF (Probability Density Function), notée py(y/Ho) = pe(y/Ho).

Sous I’hypothése Hi, le signal recu y est supposé contenir le signal s provenant des échos de la
cible mais noyé parmi les mémes échos parasites que sous Hy. Sa densité de probabilité est alors notée

py(y/Hu).

L’ objectif de la détection est de déterminer laquelle des deux hypothéses est la plus vraisemblable,
tout en minimisant les deux erreurs suivantes :

- Décider Hy alors que H; est vraie. Dans ce cas, on parle de non-détection, avec la probabilité
P,a=P(Hy/H,) =1—-P(H,/H1) =1— Py, ou P, représente la probabilité de détection ;
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Chapitre 1. Etat de I’Art

- Décider H; alors que Hj est vraie. Dans ce cas, on parle de fausse alarme, avec la probabilité
Pt, =P(H1/Hyp).

Dans la pratique, il est tres difficile de s’affranchir totalement de ces erreurs, a moins de connaitre
parfaitement la statistique de 1’environnement du radar ainsi que la nature de la cible a détecter.

Un bon compromis est donné par le critére de Neymann-Pearson qui vise & maximiser la probabilité
de détection Py pour un taux de fausses alarmes Pr, = « fixé. Dans la pratique, ce taux est donné par
Iutilisateur et, en général, est tres faible.

Le test du rapport de vraisemblance (RV), donné par

_ ply/Hy) H
= py/Hy) 2

est alors le test optimal (voir par exemple [33]) pour le critere de Neymann-Pearson.

A(y) (1.2)

Dans ce test, n, le seuil de détection, est déterminé pour avoir une probabilité de fausse alarme
Pr, = «a fixée, et se calcule en résolvant I’'une des deux équations suivantes :

P = P(A(y; Ho) > 1) = a, (1.3)

Prq = /DP(Y/Ho)d% (1.4)

ou D; est I’ensemble des y contenus dans le domaine de décision de 1’hypotheése H;. Il est souvent dif-
ficile d’obtenir une expression analytique de ces équations, et le calcul de 7 s’effectue soit en résolvant
numériquement (1.3) ou (1.4), soit par Monte-Carlo. Mais parfois, des miracles s’operent...

Remarque 1.1.0.1

La relation entre la Py, et Ie seuil de détection 1) n’est autre que la fonction de répartition complémentaire
du détecteur A(y; Hy), elle caractérise donc complétement la distribution statistique de ce détecteur sous
I’hypothése Hy.

Une fois le seuil de détection déterminé, le calcul de P, peut s’effectuer de deux manieres :
Py = P(A(y; H1) >mn), (1.5)
P = [ ply/Hiay. (16)
Dy

ou D; est I’ensemble des y contenus dans le domaine de décision de I’hypotheése H;. Comme précédem-
ment, il est trés rare d’obtenir une expression analytique de P,.

Ainsi, le processus de détection va se décomposer en deux étapes distinctes : la premiére consiste a
réguler les fausses alarmes en déterminant, de maniére analytique ou par Monte-Carlo, le seuil de détec-
tion pour une probabilité de fausse alarme Py, donnée, tandis que la seconde étape, est le calcul de la
probabilité de détection, pour la méme P, et pour différents Rapports Signal-a-Bruit (RSB ou Signal-
to-Noise Ratio, SNR en anglais).

L’expression du RV donnée par (1.2) suppose que le signal "cible" s est déterministe et connu, ce qui
n’a lieu d’étre que dans une minorité de cas pratiques. Lorsque le signal "cible", supposé ici détermi-

niste, est inconnu, un rapport de vraisemblance généralisé (RVG) est alors mis en place. Sa qualification
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1.1. Théorie de la détection radar

de généralisé provient du fait que les parametres d’intérét du signal "cible" ont été estimés au sens du
maximum de vraisemblance (MV) et que ces estimateurs ont remplacé les vrais parametres dans 1’ex-
pression (1.2) du RV.

L’ensemble © des parametres d’intérét du signal "cible" est constitué, en général, de 1’amplitude
complexe A du signal, de la fréquence Doppler fp de la cible (indicatrice de la vitesse de la cible), du
retard 7 du signal (indicateur de la distance de la cible) et de la direction de visée du radar. Le RV devient
alors une fonction de 6 et se note A(y, #). De méme, en écrivant le signal s comme une fonction de ses
parametres, s = f(6), ’estimation de 6, au sens du MV s’écrit :

0 = argmax A(y, 0) = argmax p(y — f(6)/Ho) , (1.7)
0 0
qui se résout difficilement dans son intégralité [2].

Dans la suite, le signal "cible" s est noté s = A p, ou p est le "steering vector" spécifié généralement
par 1’application, comprenant les valeurs estimées des parametres autres que I’amplitude A (Doppler,
direction d’arrivée, ...). Ainsi, le RVG devient

N _p(wa/H ) i
M) =) 27

Il n’existe pas d’expression générale pour les estimations au sens du MV. Elles dépendent de la forme
de la vraisemblance des données, dictée par la loi du vecteur y sous I’hypothese H;.

(1.8)

1.1.1 Le détecteur optimal Gaussien ou OGD

Sous I’hypothese classique de bruit additif Gaussien, i.e. ¢ ~ CA/(0,M), ¢ est un vecteur Gaussien
complexe de taille m, centré et de matrice de covariance M, I’expression de I’estimateur du MV de A est
donnée par :

p' My

A= = 2
pM'p

(1.9
ot 1 désigne I’opérateur transposé conjugué.

11 suffit maintenant de reporter I’expression de A dans le RVG associé (1.8) pour obtenir le classique
Optimum Gaussian Detector (OGD) [33] définit par :

Aly) pM | 2 (1.10)
y - — < 777 .
pIM'p &,

pour un seuil de détection 7 dont I’expression analytique est

n=/—nD,. (1.11)

pour une probabilité de fausse alarme Py, fixée.

Remarque 1.1.1.1 (Détecteur ou Test de RV)

Les termes de "détecteur"” et "test de RV" sont indifféremment employés dans ce travail puisque qu’ils
désignent le méme objet mathématique mais dans des communautés différentes : "détecteur" est prin-
cipalement utilisé par les radaristes tandis que "test de RV" est I’expression utilisée par les statisticiens.

7



Chapitre 1. Etat de I’Art

La communauté de Traitement du Signal étant la jonction naturelle entre ces deux disciplines, il est plus
simple d’employer ces deux termes selon le contexte, "détecteur” pour les situations plus appliquées et
"test de RV" pour les démonstrations théoriques.

1.1.2 Mise en défaut de I’OGD en environnement non Gaussien

D’apres le critere de Neymann-Pearson, I’OGD est le détecteur optimal pour une hypothese Gaus-
sienne. Cependant, dans un fouillis impulsionnel, ses performances de détection sont dégradées.

En effet, comme l’illustre la figure (Fig. 1.1), sur laquelle sont représentées des vraisemblances,
pour un bruit thermique Gaussien (Fig. 1.1.a), puis pour un fouillis impulsionnel (Fig. 1.1.b), ici une
K-distribution de parametre v = 0.1, le réglage du seuil de détection 7, défini par (1.11), courbe noire,
optimal pour du bruit Gaussien, génere des fausses alarmes dans un bruit non Gaussien de méme puis-
sance. Ce dernier doit donc étre "rehaussé" (souvent manuellement par I’'utilisateur) pour garantir la
probabilité de fausse alarme attendue, mais cette augmentation du seuil dégrade les performances de dé-
tection. Ce nouveau seuil optimal 7),,; est représenté par la courbe rouge et a ét€ calculé par une méthode
Monte-Carlo. Dans le cas du bruit thermique, 7,,; correspondait parfaitement au seuil théorique 7).

Log du Rapport de vraisemblance OGD Log du Rapport de vraisemblance du détecteur gaussien OGD
. T . : : . . :
Bruit thermique Viaisemblance Vraisemblance Fouillis
Seuil Théorique OGD Seuil Théorique OGD
25r _ _ _  Seuil Monte Carlo 7 251 — — — Seuil Monte Carlo ]
20+ B i E S
o 20f 1
(5] Q
c o
g g
Qo E .
T , n T n n opt
> ! >
wf 1wl |
5r b 5H ‘l H
i “ HM ‘\ T ‘MH | H ‘ M\
0 0
500 1000 1500 2000 2500 500 1000 1500 2000 2500
Cases distance Cases distance
(a) Bruit thermique (b) Fouillis impulsionnel

FI1G. 1.1 — Mise en défaut de I’OGD dans du fouillis non Gaussien, de méme puissance que le bruit
thermique - Ajustement du seuil de détection

Le seuil optimal étant réglé sous ces deux hypotheses de bruit additif, la figure (Fig. 1.2) met en
valeur la dégradation des performances de I’OGD. La courbe bleue représente la probabilité de détection
de I’OGD dans le bruit thermique tandis que la courbe rouge représente cette méme probabilité dans le
fouillis non Gaussien. Le constat est sans appel : pour un méme RSB, 0 db par exemple, la P; dans le
bruit thermique est proche de 0.7 mais ne vaut que 10~2 dans le fouillis K-distribué.

Les dégradations des performances de détection sont conséquentes sous des hypotheses d’environ-
nement non valides.
Il existe cependant des techniques d’optimisation du détecteur classique OGD en environnement non
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Comparaison de performances OGD en Gaussien et fouillis non Gaussien
1 T T T

T T T

EE— Fouillis
0.9 — Bruit thermique

0.8

0.7

0
RSB en entrée

F1G. 1.2 — Mise en défaut de I’OGD dans du fouillis non Gaussien, de méme puissance que le bruit
thermique - Probabilité de détection

Gaussien rappelées dans [31] mais, bien qu’elles permettent de conserver la structure simple du détec-
teur classique en réduisant partiellement le taux de fausses alarmes, 1I’optimalité du détecteur n’est jamais
atteinte, dans ces environnements de fouillis pour lesquels il n’est pas adapté.

1l est donc indispensable de bien connaitre la statistique de cet environnement, ou dans une certaine
mesure, d’utiliser une modélisation de fouillis proche de ce que révelent les mesures réelles afin de dé-
velopper des détecteurs optimisés relativement a la statistique des bruits rencontrés.
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1.2 Les vecteurs aléatoires sphériquement invariants ou SIRV

Dans cette perspective de modélisation, des mesures expérimentales de clutter (terme anglais pour
désigné le fouillis) réalisées par des organismes tels que le MIT [6] ont montré que ces données pou-
vaient étre correctement décrites par certains modeles non Gaussiens. Une des modélisations les plus
élégantes et générales, et, de surcroit, plutét "maniable" analytiquement, provient des fameux processus
aléatoires sphériquement invariants ou SIRP (Spherically Invariant Random Process). Afin de respecter
I’aspect vectoriel du modele (1.1) utilisé dans ce document, il sera en fait question de vecteurs aléatoires

sphériquement invariants ou SIRV (Spherically Invariant Random Vectors) [54, 28, 7, 44, 4].

Ces modeles se caractérisent par la modulation aléatoire au cours du temps de la puissance instanta-
née d’un bruit Gaussien. Ils décrivent parfaitement certaines situations expérimentales (fouillis de mer,
de terre), et de plus, leur loi de probabilité est connue dans de nombreux cas.

A partir de cette modélisation, le RV peut étre obtenu quelle que soit la statistique de 1’environne-
ment. Son expression dépend de la loi de la variance, appelée densité de probabilité caractéristique du
SIRYV, ou plus simplement la loi de la texture. A chaque SIRV correspond une loi de texture, connue
analytiquement ou non. Par exemple, une K-distribution correspond a un SIRV possedant une texture de
loi Gamma. En revanche, une loi de Weibull correspond a un SIRV ne pouvant étre caractérisé par la loi
de sa texture puisque I’expression de cette derniere n’existe pas sous forme analytique. De plus, un SIRV
peut étre Gaussien, dans le cas spécifique d’une loi de texture distribuée selon une loi de Dirac.

A partir de cette modélisation, de nombreuses études ont été menées sur les SIRV les plus utilisés
en pratique, la K-distribution et la loi de Weibull, produisant ainsi des stratégies de détection optimales
pour chaque cas particulier de SIRV, et par conséquent, une littérature abondante [16, 8, 17, 18, 19].

Les SIRV ont été largement étudiés dans la littérature, et une excellente syntheése de leurs proprié-
tés et des détecteurs construits pour les différentes lois de probabilité, est disponible dans [31], chapitre 2.

Dans la suite du document, la modélisation par des SIRV est utilisée mais en supposant la loi de la
texture inconnue, ce qui permet de conserver un cadre pleinement général et réaliste dans la description
du fouillis.

1.2.1 Définition d’un SIRV

Un processus aléatoire sphériquement invariant est un processus Gaussien non homogene de puis-
sance aléatoire. Plus précisément, un SIRV ¢ [54] est le produit d’une variable aléatoire 7 scalaire et
positive, appelée la texture, et d’un vecteur aléatoire complexe Gaussien X, appelé speckle de dimension
m, centré et ayant pour matrice de covariance M = E [XXH ] ou E [.] désigne I’espérance mathématique
ou moyenne statistique d’une variable aléatoire :

c=+TX. (1.12)

Il est important de remarquer que ce probleéme n’est pas identifiable (au sens statistique). Une condi-

tion de normalisation sur la matrice de covariance M doit étre imposée ; ceci fait I’objet de la partie
suivante.

D’autre part, la PDF pe(.) de ¢ est connue et son expression est la suivante :
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+o0
pe(c) :/0 (e, 7) pa(7) dr (1.13)

ol p,(.) désigne la PDF (inconnue) de la texture 7 et la fonction gy, (., .), dépendant de la taille m des
vecteurs est définie par :

1 cIM1e
gm(c, T) = m exp <7’) . (114)

Afin de définir précisément la problématique de cette these et d’introduire les résultats originaux de
ce travail, il est nécessaire de s’attarder sur I’expression de 1a PDF du SIRV ¢ définie par I’équation (1.13).

En effet, cette PDF est a I’origine de la construction du test de RV ou en anglais, Likelihood Ratio
Test (LRT), qui sera en fait un Rapport de Vraisemblance Généralisé (RVG ou GLRT en anglais, pour
Generalized Likelihood Ratio) puisque plusieurs parametres dans (1.13) sont inconnus : la texture 7 et
la matrice de covariance M du vecteur Gaussien x. C’est cette hypothése de "non connaissance" de ces
deux parametres qui permet de conserver une problématique générale et réaliste.

Tout d’abord, concernant M, il faut définir la condition de normalisation adaptée. Ensuite, le détec-
teur associé aux SIRV et utilisé dans ces travaux, sera établi a partir de deux procédures d’estimation
différentes de la texture.

1.2.2 Conditions d’identifiabilité : un probleme de normalisation

"Identifiable", voila un mot employé pour qualifier beaucoup d’objets, dans de nombreux domaines
et dont la définition se situe entre le flou et I’obscur... Dans ce document, "identifiable" qualifie la modé-
lisation statistique des SIRV et la définition théorique abstraite de ce terme est la suivante :

Définition 1.2.2.1
Un modele (X, A, Py, 0 € O) est dit identifiable si I’application de © dans I’espace des probabilités sur
(X,.A) qui a 6 associe Py est injective, avec
— (X, .A), I’espace (et la tribu associée) des réalisations de la variable aléatoire X définie sur (2, F),
— O, I’ensemble des parameétres,
— Py, une loi de probabilité sur (2, F) .

Dans le probleme étudié, 1’identifiabilité du modele SIRV porte sur le parametre M. Ainsi, pour deux
matrices de covariance différentes M; et My, les SIRV caractérisés par ces deux parametres peuvent étre

1
les mémes ; par exemple, pour M; = 5Ms, le SIRV qui en résulte est unique en prenant 7; = —=7y.

V5

Ainsi, les deux couples de paramétres (7, M) et (1/4/57,5M) caractérisent le méme SIRV. Par consé-
quent, il faut définir une condition d’identifiabilité, en fait une normalisation pour la matrice de cova-
riance M, puisque que 7 est une variable aléatoire , de densité inconnue.

Dans la grande majorité des études de modeles SIRV [10, 21], la matrice de covariance M est nor-

malisée selon Tr(M) = m, appelée par la suite la M-normalisation, ot Tr(.) représente la trace d’une
matrice.

11



Chapitre 1. Etat de I’Art

1.2.3 Détecteur associé aux SIRV : le BORD ou GLRT-LQ

Pour construire le détecteur correspondant a la modélisation SIRYV, il faut revenir a I’expression (1.8)
du rapport de vraisemblance et calculer la vraisemblance sous Hy et celle sous H; grace a la PDF (1.13)
du SIRV.

Une premiere approche, développée dans [32], propose une estimation bayésienne de la PDF de la
texture 7 a partir d’un prior non informatif ou prior de Jeffrey (voir par exemple [45]) défini par :

g(r) = —. (1.15)

En effet, pour un environnement radar inconnu, la seule connaissance apportée par la modélisation
SIRV est la positivité de la variable de texture. Dans pareil cas, le prior de Jeffrey non informatif, pro-
portionnel a la racine carrée de I'information de Fisher, est choisi afin d’éviter toute restriction sur le
domaine réel de validité de la variable. Malgré le caractere impropre de la densité du prior de Jeffrey,
définie sur R par (1.15) [45, 46, 47, 49], son expression garanti la positivité de la variable tout en res-
pectant le comportement en 1/7 de la variance dans I’expression de la loi Gaussienne. Ainsi défini le
prior de Jeffrey est valable pour les parametres d’échelle en général.

Ainsi, I’estimateur de p,(7) est obtenu a partir des N données de référence ¢; ou données secondaires
définies par le modele (1.1) :

et N Mt
D = —— M Le)™ R 1.16
pn(7) T N z;(cz c) eXp< o ) : (1.16)
ou I'(.) désigne la fonction Gamma donnée Vz > 0 par :
+oo
I'(2) :/ t*~1 exp(—t)dt, (1.17)
0

avec ce cas particulier bien connu, Vm € N, I'(m) = (m—1)! = (m—1).(m—2)...2.1,le ! désignant
I’opérateur factoriel.

Ensuite, en réinjectant I’estimateur de la PDF de la texture (1.16) dans le RVG (1.8), le Bayesian
Optimum Radar Detector (BORD) est obtenu, mais, n’étant pas trés maniable, il est préférable d’étudier
sa version asymptotique (aBORD) en terme de IV qui a la forme suivante :

p My \ (1.18)
— — < 3 .
("M~ 'p)(y"M™y) m,

ol le seuil de détection A est défini par [31]

AM) =

A=1—nm. (1.19)

L’expression du BORD Asymptotique ou aBORD coincide avec I’expression de détecteurs obtenus
par d’autres auteurs. Par exemple, K. J. Sangston et al. dans [48] I’obtiennent en considérant la texture
du SIRV comme un parametre déterministe et en la remplacant par son estimée au sens du MV sous
chacune des hypotheses.

Ce détecteur, communément appelé le GLRT-LQ pour Generalized Likelihood Ratio Test - Linear
Quadratic, peut s’exprimer comme un filtre adapté classique (ou OGD) dont la puissance moyenne de

12



1.2. Les vecteurs aléatoires sphériquement invariants ou SIRV

fouillis est estimée sous 1’hypothése H(. Cela est montré dans [17], ou F. Gini en donne une expression

similaire.
Cette expression a également été obtenue par E.Conte et al. dans [10] apres un développement asymp-

totique en présence de K-distribution. Antérieurement, V.A. Korado dans [35], et B. Picinbono et G. Vez-
zosi dans [42] avaient déja obtenu cette expression mais sous des hypotheses de bruit Gaussien.
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Chapitre 1. Etat de I’Art

1.3 Synthese et problématique

Le GLRT-LQ a été largement étudié dans la littérature [10, 11, 24, 32, 36] et de nombreuses "bonnes"
propriétés ont été établies.

Ainsi, il apparait rapidement que ce détecteur ne dépend pas de la loi de la texture 7 sous I’hypothese
Hj. En effet, A(M) définie par (1.18) peut étre réécrit uniquement a partir de la variable Gaussienne x
du SIRV :

"M 'x?
=Y (1.20)

MO T ) i

Cette propriété aussi appelée CFAR-texture ou TFAC-texture est mise en évidence par la figure (Fig.
1.3). Celle-ci représente, en échelle logarithmique, des simulations Monte-Carlo des courbes de seuils
de détection en fonction de la probabilité de fausse alarme, pour 4 différents SIRV : un Gaussien, une
K-distribution de parametre v = 0.1, une texture distribuée selon une loi de Weibull et un Student-t. La
relation théorique (1.21) entre le seuil de détection et la Py, a aussi ét€ tracée sur ce graphique. Les 5
courbes étant pratiquement confondues, cela confirme la non dépendance de A(M) et de la texture.

Pté TFAC du BORD Asympt. : Seuil MC / Théorique pour différentes natures de SIRV

10° , T v T
E— Gaussien
——  K-dist(v=0.1)
Student-t
Texture Weibull
Théorique
10" | g
8
ol
10% .
10'3 ; | ; R |
10° 10" 10> 10° 10*

Valeurs du Seuil

F1G. 1.3 — Propriété CFAR-texture du aBORD

De plus, la PDF de A(M) (1.20) a été obtenue, sous 1’hypotheése de bruit seul, dans la thése [31], ce
RVG suit une loi 3 de premiere espece. Ainsi, une relation analytique entre le seuil de détection et la
probabilité de fausse alarme fixée a pu étre établie :
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1.3. Synthese et problématique

n= Pfla‘m , (1.21)
ou de maniere équivalente
=1
/\:1—Pfla’m . (1.22)

Cependant, ces résultats ne sont guere applicables sur des données réelles car la matrice de covariance
du fouillis n’est pas connue en pratique : il faut par conséquent I’estimer. Cet estimateur, noté M, sera
ensuite injecté dans le GLRT-LQ pour donner une version adaptative du GLRT-LQ et définie par :

HNT 52

~ o~ ‘p M X’ Hy
AM) = P —— = A. (1.23)

(p"M p)(x"M x) Ho
Les deux chapitres suivants sont consacrés a 1’étude de différents estimateurs de matrice de cova-
riance, puis a la mise en place d’une procédure originale d’estimation : I’estimateur du point fixe (FP).
Ces estimateurs de M sont construits a partir des /N données secondaires modélisées par des SIRYV,

¢ =./TiX;,pouri=1,...,N.

Ensuite, ces estimateurs sont utilisés dans la version adaptative du GLRT-LQ pour aboutir a I’appli-
cation sur différentes données réelles, ce qui permet de valider leur comportement théorique.
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Chapitre 2

Estimation de la Matrice de Covariance

Dans ce chapitre, les estimateurs de matrice de covariance adaptés au probleme sont introduits, en
Jjustifiant leur choix. Ensuite, une étude théorique complete de leurs performances est réalisée établis-
sant ainsi les premiers résultats nouveaux de cette these. Enfin, leurs inconvénients respectifs sont mis
en lumiere dans la recherche d’un estimateur idéal.

Afin de ne pas alourdir le corps de ce chapitre, les principales démonstrations des théoremes sont déve-
loppées dans I’annexe de ce chapitre.

2.1 Comment choisir les estimateurs ?

Le choix des estimateurs de la matrice de covariance du fouillis peut étre décisif dans les perfor-
mances du détecteur qui en résulte. Il est donc important que ce choix puisse étre justifié en vue de
résultats attrayants. L’estimateur parfait étant impossible & construire des lors que le bruit n’est plus
Gaussien, il faut faire certains compromis...

Que peut-on attendre d’un estimateur d’une matrice de covariance d’un détecteur ? Ou, plus précisé-
ment, comment peut-on le construire ? Plusieurs points sont a prendre en compte :

— Le parametre a estimer étant normalisé pour des raisons d’identifiabilité du probleéme, il faut défi-
nir une condition de normalisation pour I’estimateur M : la méme que pour M ou une autre ?

— Le GLRT-LQ possede la propriété CFAR-texture ; si M est remplacé par M dans le détecteur, il
serait intéressant que ce dernier conserve cette propriété, puisque cela permet de s’ affranchir d’une
variable aléatoire inconnue et donc de sa PDF.

— En termes statistiques, 1’estimateur doit converger vers le parametre qu’il estime : il doit étre
consistant. De plus, s’il est sans biais, les performances de détection n’en seront qu’améliorées.
Enfin, selon la vitesse de convergence de son moment d’ordre 2 vers 0, un estimateur peut &tre
meilleur que les autres.

— Enfin, la procédure d’estimation ne doit pas étre trop lourde, en termes de temps de calcul ou de

charge de calcul, car elle s’inscrit dans une procédure de détection et par conséquent, le ou les
estimateurs retenus doivent étre "maniables".
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Chapitre 2. Estimation de la Matrice de Covariance

2.1.1 Une normalisation appropriée

Afin de satisfaire des conditions d’identifiabilité du modele SIRV, la matrice de covariance M du
fouillis est normalisée selon Tr(M) = m comme détaillé dans la section 1.2. Il parait donc naturel de

normaliser les estimateurs M de M selon la M-normalisation : Tr(M) = m, d’autant que cette norma-
lisation est extrémement simple a appliquer en pratique.

Cependant, comme nous le verrons plus tard, la normalisation approprice utilisée dans cette these
sera Tr(M_lM) = m, appelée la M-normalisation pour chaque estimateur M de M.
Il est essentiel de remarquer que cette normalisation est judicieuse pour les estimateurs consistants mais
est beaucoup plus contraignante que la M-normalisation, voire impossible a mettre en pratique car I’es-
timateur M de M ne peut-&tre normalisé par une fonction de M...

Définition 2.1.1.1
Un estimateur M de M est dit consistant s’il converge en probabilité vers M quand N tend vers I'infini :

Ve > 0,P(IM—M]| >e) ——0, 2.1)

N—+oc0

ot N est le nombre de données secondaires ¢; utilisées pour estimer M et ||.|| désigne une norme matri-
cielle quelconque.

Ainsi, pour un estimateur M consistant, Tr(M’ll\A/[) tend vers Tr(I) quand N tend vers 'infini et I,
désignant la matrice identité, est de trace m.

Pourtant, il est impossible d’utiliser la M-normalisation en pratique dés lors que M est inconnue.
Ceci ne pose aucun probleme pour vérifier les résultats a I’aide de simulations mais s’avere probléma-
tique dans le cas de données réelles ou il deviendra alors nécessaire d’utiliser la M-normalisation.

De plus, dans de nombreux problemes, notamment celui de la détection radar, le facteur de nor-
malisation de 1’estimateur M n’a aucune influence sur le résultat final. En effet, le détecteur étudié, le
GLRT-LQ adaptatif, est un rapport de vraisemblance homogene en terme de M. Ainsi, quel que soit le
facteur de normalisation utilisé, ce dernier se simplifie dans le rapport. Ceci fait I’objet de la proposition
suivante :

Proposition 2.1.1.1

~

Va e C, A(aM) = A(M).

La proposition 2.1.1.1 donne, dans ce contexte de détection radar en environnement non Gaussien,
une certaine flexibilité dans le choix de la normalisation de I’estimateur. Ainsi, pour des raisons théo-
riques, la normalisation utilisée est la M-normalisation définie par :

Tr(M~'M) = m. (2.2)

2.1.2 La propriété CFAR-texture

Le détecteur GLRT-LQ construit avec la vraie matrice de covariance M possede la propriété CFAR-
texture définie par :
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2.1. Comment choisir les estimateurs ?

Définition 2.1.2.1 (Propriété CFAR-texture)
Un élément mathématique construit a partir des données (détecteur, estimateur, ...) possede la propriété
CFAR-texture si sa distribution ne dépend pas de celle de la texture.

Cette propriété est d’une importance capitale puisque dans la modélisation SIRV retenue, la texture
est distribuée selon une loi inconnue. Elle permet donc de s’affranchir d’un parametre aléatoire inconnu
et par conséquent, il tout est naturel de vouloir choisir des estimateurs de M qui, réinjectés dans le détec-
teur étudié (la version adaptative du GLRT-LQ), permettent a ce dernier d’étre CFAR-texture.

Pour respecter cette condition, une solution peut étre de construire des estimateurs M ne dépendant
que des x; dans les données secondaires.

2.1.3 Les performances statistiques

Afin de sélectionner un estimateur, les performances statistiques de chaque estimateur proposé sont
étudiées :
la consistance, condition indispensable et définie par 2.1.1.1,
— le biais,
le moment d’ordre 2,
le comportement asymptotique, plus précisément, la distribution asymptotique.

2.1.4 La mise en ccuvre

Un élément essentiel est encore 2 mentionner dans le choix de Iestimateur. M doit étre "maniable”,
i.e. son expression analytique doit étre suffisamment simple pour permettre une analyse théorique de
ses propriétés statistiques et pour interpréter physiquement cet estimateur. De plus, étant donné que M
s’integre a un processus de détection, le temps et la charge de calcul nécessaires a sa construction doivent
étre les plus faibles possibles, ceci afin de ne pas pénaliser I’étape de détection.

En effet, I’estimateur choisi, bien qu’indispensable, n’est qu’un outil et est ensuite utilisé sur données
réelles. Il ne sera donc retenu, par les radaristes, que s’il ne pénalise pas la détection...
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Chapitre 2. Estimation de la Matrice de Covariance

2.2 Deux estimateurs classiques, un estimateur théorique

Dans cette section, les deux estimateurs les plus en vue dans la littérature ainsi qu’un nouvel estima-
teur a vocation purement théorique, sont présentés puis analysés.

2.2.1 LaSCM :le "benchmark' idéal

Tout d’abord, si les N réalisations indépendantes des données Gaussiennes X, présentes dans les
SIRV ¢ = /7y X}, €taient observables, la théorie de I’estimation par maximum de vraisemblance four-
nirait comme estimateur la Sample Covariance Matrix (SCM) bien connue, qui suit une loi de Wishart et
qui est définie par :

N
N 1
H
MSCM = N Zxkxk . (23)
k=1
En pratique, ce sont seulement les /V réalisations indépendantes des SIRV, ¢1, ..., ¢y qui sont obser-

vables et il est impossible d’isoler le processus Gaussien x. Cet estimateur, dont I’utilisation est largement
répandue, est étudié et utilis€ comme référence ou benchmark, auquel les autres estimateurs sont com-
parés. De plus, ’analyse des performances de 1\7[5@ M autorise une interprétation fort intéressante des
résultats théoriques obtenus pour les autres estimateurs.

Afin de respecter la M-normalisation, 1’estimateur M défini de la facon suivante,

o~ m —~
My = —= Mscnr (2.4)
Tr(M Mgc M)

sera étudié. Il peut se réécrire comme

N
~ m
My=——-—+#+— ZXkaH . (2.5)

N
— =1
ZkaM Ixy, b
k=1

En effet, en utilisant la propriété Tr(AB) = Tr(BA) pour toutes matrices A, B, on a

Tr(M_1MSCM) = Tr(M_l/QMSCMM_l/Q)

WE

= Tr(M Y/ 2x, xM™1/2) | par linéarité de la trace ,

(2.6)

Les deux estimateurs précédents (2.3) et(2.4) ont uniquement un intérét théorique puisque que les x
ne sont pas disponibles. Les estimateurs utilisables sont des fonctions des ¢, et, parmi ces derniers, les
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2.2. Deux estimateurs classiques, un estimateur théorique

”bons” estimateurs ne devraient pas dépendre des 7.

MSC M a été tres largement étudié dans la littérature [29, 51]. Ces propriétés statistiques sont rap-
pelées par la suite tandis que ’annexe A.8 est consacrée a un rappel succinct de la théorie des matrices
aléatoires et, en particulier, de la distribution de Wishart. Le caractere de benchmark attribué a 1\7[50 M
provient de toutes ses bonnes propriétés : consistance, absence de biais et distribution asymptotique
Gaussienne.

2.2.2 LaNSCM : estimateur adapté au probleme

Le second candidat a I’estimation de M est la Normalized Sample Covariance Matrix (NSCM) tres
largement répandue et introduite par [9] dans le contexte des modeles SIRV.

My scar est définie par :

~ m N CkaH
Mysom =3 D e 2.7)
k=1 k k
qui peut étre réécrite uniquement en termes de Xy,
~ m N XkaH
Mysom =+ > —pre—- (2.8)
N =1 Xk Xk

Plusieurs remarques s’imposent en considérant 1’expression de MNSC M tout d’abord, cet esti-
mateur ne dépendant pas des 7;, le détecteur associé A(M Nscoar) possede la propriété CFAR-texture.
D’autre part, I’équation (2.8) montre que M NSCM est, par construction, normalisé selon Tr(M NSC M) =
m . Afin de ne pas alourdir la définition de M NSscM, 1a M-normalisation est conservée pour M NSCM-
Enfin, cet estimateur étant biaisé et, par conséquent, non consistant, il sera rapidement écarté de 1’étude
des estimateurs potentiels de M.

2.2.3 Le TML : P’estimateur théorique parfait

Le Theoretical Maximum Likelihood, 1\71T a1 est défini de la fagon suivante :

Mryr = E M T
K

qui peut aussi se réécrire uniquement a partir des Xj,

CkaH

My — k| 2.9
TML = N; M o (2.9)

ot les xj, sont les données Gaussiennes du SIRV ¢. Cet estimateur n’a aucun sens en pratique, puisqu’il
dépend du parametre M qu’il doit estimer. Cependant, son analyse a révélé de tres bonnes propriétés
théoriques, il est donc présenté comme la NSCM "idéale". En effet, le TML peut s’exprimer a I’aide de
la NSCM, il suffit pour cela de blanchir les x;’s selon y;, = M 1/2 X
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Chapitre 2. Estimation de la Matrice de Covariance

N H
M2 Ny, MV2 = ST IRYE g (2.10)
TML - N Hy — VNsoMm I -

i1 Yk Y&

ot M NsomI est I’estimateur NSCM de la matrice identité I.

De plus, IVITM [, est, par définition, normalisé selon la M-normalisation et conduit a la propriété
CFAR-texture du GLRT-LQ.
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2.3. Performances statistiques de Mgcon, My, Myscon et Mrasr

2.3 Performances statistiques de 1\7[50 M M Ns M Nscm et 1\71T ML

Cette section a pour 1’objectif I’analyse des performances des 4 estimateurs M soum > My, Mysoum
et M1, : biais, consistance, moment d’ordre 2 ainsi que distribution asymptotique.

La notion de consistance est rappelée par la définition 2.1.1.1 tandis que celle du biais est la suivante :

Définition 2.3.0.1 R
Le biais B(M) d’un estimateur M de M est défini par :

B(M) =E [M} M. @.11)

De plus, lorsque B (M) =0,1 estimateur M est appelé estimateur sans biais ou non biaisé de M.

2.3.1 Biais

La Sample Covariance Matrix Mg s est évidemment un estimateur sans biais de M.
Maintenant, il faut analyser le biais de M, ceci fait I’objet du théoréme suivant :

Théoreme 2.3.1.1 (Biais de Myy)
M est un estimateur sans biais de M .

Preuve 2.3.1.1
Voir I’annexe 2A.1 du chapitre.

Le biais de I\A/INSC  est étudié pour deux cas distincts, selon les hypotheses faites sur M. Dans le
cas le plus général, le théoréme 2.3.1.2 donne une expression analytique de B(M Nsco) tandis que le
théoreme 2.3.1.3Aprouve que M NSc M est un estimateur sans biais dans le cas particulier ot M = 1, ce
qui signifie que M7/, est un estimateur sans biais.
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Chapitre 2. Estimation de la Matrice de Covariance

Théoreme 2.3.1.2 (Biais de M ~Nscym quand M a des valeurs propres distinctes)
Sous I’hypothése que M a des valeurs propres distinctes, le biais de My sc s est donné par

B(I\A/INSCM) = U (diag (Ed)) U7 — M, (2.12)
ou
— D’opérateur diag transforme un vecteur de dimension m v = (vj)1<;j<m €n une matrice diago-
nale de dimension m x m V = (Vi;)1<i j<m ayant comme éléments V;; = v;,
— U désigne la matrice orthogonale contenant les m vecteurs propres de M,

log ()\]/)\2) )\i

_E = (E.. . ) - i et E;; =0 sii=7j,ou)\ estl
\ (Eij)i<ij<m avec Ejj N —1 sii# j et Ejj si i =j, o0\ estle
1 ™€ valeur propre de M,
1
—d:(dj)lgjsmaVCCdj:mH 11—\ /)\
K] S

La preuve de ce théoréme a fait I’objet d’une publication [5], jointe dans 1’annexe C, puisque cet
article contient aussi 1’étude du moment d’ordre 2 de M yscas quand M a des valeurs propres distinctes,
étude qui ne sera pas développée dans ce manuscrit pour des raisons expliquées dans la remarque 2.3.2.1.

Preuve 2.3.1.2
Voir I’annexe 2A.2 du chapitre.

Théoréme 2.3.1.3 (Biais de M, et biais de My scas quand M = I)
M1 est un estimateur sans biais de M, quelle que soit M.

MNSCM est un estimateur sans biais de M, quand M = 1.

Preuve 2.3.1.3
Avec le méme raisonnement que dans la preuve du théoreme 2.3.1.2 et la relation 2.10 entre le TML et

la NSCM, il résulte que E M 1/2 I\A/ITML M_I/Q} est une matrice diagonale dont les éléments sont

m
A =mE | X3/ D x|
j=1

m

oll X? / E X? est une variable aléatoire distribué selon une loi Beta de premiére espéce de parametres
J=1

1
1 et m, détaillée a I’annexe A.7. De plus, la moyenne statistique d’une (3(1, m) étant —, on obtient
m

Axr, = 1, ce qui termine cette preuve.
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2.3.2 Consistance

La consistance d’un estimateur M de M est définie par la définition 2.1.1.1.

Remarque 2.3.2.1

Quand les valeurs propres de M sont toutes différentes, le théoreme 2.3.1.2 assure que M NSCM est un
estimateur biaisé de M, analytiquement non "débiaisable". De plus, ce biais ne dépend pas du nombre
N de données secondaires X;. Ainsi, il est évident que M NScMm Dest pas consistant. Par la suite, cet
estimateur est mis a I’écart, dii a ces précédents inconvénients (biaisé et non consistant).

D’autre part, 1’analyse des performances statistiques dans le cas tres particulier o M est la matrice
identité, est étudié au travers de I’estimateur "plus général", M.

Sous hypotheéses Gaussiennes, la SCM est un estimateur consistant de M. Ce résultat est établit, par
exemple, dans [3] pp. 80-81.

Théoreme 2.3.2.1 (Consistance de M N)
My est un estimateur consistant de M.

Preuve 2.3.2.1
Voir I’annexe 2A.3 du chapitre.

Théoreme 2.3.2.2 (Consistance de MT ML)
M1, est un estimateur consistant de M.

Preuve 2.3.2.2 R
Le théoreme 2.3.1.3 et la Loi faible des Grands Nombres (LfGN) impliquent que M), est un estimateur
consistant de M.

2.3.3 Moment d’ordre 2 et distribution asymptotique

Dans cette section, une analyse de perturbations est mise en ceuvre pour obtenir la distribution asymp-
totique des estimateurs, tous désignés par M dans un souci de clarté. Dans cette perspective, M est réécrit
de la facon suivante :

M=M+ M. (2.13)

Les quantités suivantes, essentielles dans notre analyse, sont définies par
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Chapitre 2. Estimation de la Matrice de Covariance

—A=M2(MM 2 =M"2MM /2 1,
— 0 = vec(A) ou d est le vecteur contenant tous les éléments de A et vec désigne 1’opérateur qui
transforme les matrices de dimension m X n en un vecteur colonne de dimension mn.
En effet, la distribution asymptotique de M s’obtient directement de celle de & grice a la proposition
suivante :

Proposition 2.3.3.1

~

vec(M) = (Ml/ 2% MT/2) 8 + vec(M), (2.14)
oil ® représente le produit de Kronecker et | désigne I’opérateur transposé.

Preuve 2.3.3.1
M = MY2 AMY2 + M, et en utilisant la propriété, vec(EFG) = (E ® G ") vec(F) quelles que soient
les matrices E, F, G | (voir par exemple [29] p.9), ceci méne a la conclusion de la proposition 2.3.3.1.

Le but de cette section est d’établir la distribution asymptotique de &, i.e. en d’autres termes, la dis-

tribution de ( Re(0)

Im(5) > , ol Re(d) désigne la partie réelle du vecteur complexe & et Im(d) sa partie

imaginaire.
Comme nous le verrons plus tard, cette distribution est Gaussienne et, donc, est completement ca-
ractérisée par sa matrice de covariance asymptotique C. Cette matrice peut évidemment &tre calculée

a partir des deux quantités E [&ST] et E [&SH } . Cependant, dans ce cas de figure § est le vec d’une
matrice Hermitienne et, par conséquent, [E [5 ) T] peut facilement étre obtenu a partir de E [6 6 } .

Les résultats suivants font appel aux notations C; et Co, définies par :

i = " (p-LvecyveemT 2.15

e _EVCC( yvee(D)' |, (2.15)
B m 1 T

C2 = m7—|—1 (I — E VeC(I)VeC(I) ) s (216)

ot P est défini par, pour 1 < p,p’ < m,
- Py=1,pourk=1l=p+m(p—1),
- Py=1,pourk=p+m(p —1)etl=p +m(p-—1),
- P,y =0, sinon.

La NSCM a été rejetée a cause de ses inconvénients constatés par 1’analyse du moment d’ordre 1.
Cependant, cet estimateur étant largement répandu dans la littérature et utilisé dans d’autres contextes
que la détection radar, I’analyse de ses performances est essentiel : ceci a donné lieu a une publication
disponible dans I’annexe C.

Concernant le benchmark, le moment d’ordre 2 ainsi que la distribution asymptotique de la SCM
sont analysés dans [3]. Le théoreme 2.3.3.1 rappelle ce résultat a I’aide d’une écriture vectorielle :
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2.3. Performances statistiques de Mgcon, My, Myscon et Mrasr

Théoreme 2.3.3.1 (Distribution asymptotique de VGC(MSC M)

1. VN < Re(0som) > _dist | N (0,Cscn), on dist. représente la convergence en loi ;

Im(6scm) ) N—+oo
2. NE [6scmdicn] ———— P o P est défini ci-dessus ;
——+00

. NE o I.

Comme les précédentes propriétés statistiques (consistance et sans biais) de Mgc s sont aussi va-
lables pour My, il est possible d’étudier sa distribution asymptotique.

Théoreme 2.3.3.2 (Distribution asymptotique de Vec(l\A/[ N))

( N) N—+oo

+1
2. NE[6n6 )] P (mm )cl;

1
3. NE[&Ndﬁ] o <m+ )cg.

L VR () ) SN 0.en)

m

Les deux matrices C; et Cy sont définies par les équations (2.15) et (2.16).

Preuve 2.3.3.2
Voir I’annexe 2A.4 du chapitre.

Théoreéme 2.3.3.3 (Distribution asymptotique de VEC(MT ML))

! \/N< Re(d1Mm1) ) A N0, Crarr)

Im(drrr) N—400

2. NE[67amr670 1) o O

3. NE [6TML6¥ML] m CQ .

Preuve 2.3.3.3
Voir I’annexe 2A.5 du chapitre.
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2.3.4 Syntheése

Ce chapitre, dédié a I’étude d’estimateurs de la matrice de covariance M, propose un bilan mitigé :
en effet, Msc e M N et 1\A/IT ML peuvent étre retenus comme estimateurs de M pour leurs bonnes pro-
priétés, mais ne sont pas applicable a des cas pratiques puisqu’ils reposent sur les vecteurs Gaussiens
des données secondaires qui ne sont pas accessibles ou bien parce qu’ils utilisent la vraie matrice de
covariance M dans leur définition.

La NSCM, estimateur utilisé jusqu’a présent dans la littérature, convient au probléme par certains
cOtés : une mise en ceuvre assez simple et la conservation de la propriété CFAR-texture du détecteur
associé. Cependant, ses mauvaises propriétés statistiques (estimateur non consistant et biaisé) ne per-
mettent pas d’en faire le candidat idéal a I’estimation de M.

Pour ces raisons, un nouvel estimateur de covariance est introduit et analysé dans le chapitre suivant :
I’estimateur du Point Fixe ou FP.
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Chapitre 2A

Preuves du chapitre 2

2A.1 Preuve du théoréeme 2.3.1.1 : ""Biais de M N

Pour démontrer le théoréme 2.3.1.1, ’expression suivante, issue de la définition de M N (2.5), doit
étre calculée :

~ N XiXZH
E [MN} =m Y E| | . 2A.1)
=1 ZX?M lxk
k=1

Il faut montrer que E {1\7[ N} = M. Tout d’abord, blanchissons les x;, dans 1’équation (2A.1), selon
Vi = M2 x,

E[I\A/IN]:li/Q S E ERCN N VY (2A.2)

N

i=1

' Z YEYk
L k=1 _

Pouri=1,..., N, posons

yz’YzH
~
Z Vi Y
k=1

Puisque y;,, ~ CAN(0,I) quel que soit k, des considérations basiques de probabilité permettent de

réécrire les y,(j ), ol y,(j )

A; = (2A.3)

est la notation utilisée pour le j *™ élément de y > comme

v =1/ (1/2) ;) exp(i6)”),

oupourl <k < Nandl <j<m, Xi(j) ~ x?(2) et Glgj) ~ U([0,27]) , ol x?(2) représente la loi du

Chi 2 avec 2 degrés de liberté et U(]0, 27]) , la loi uniforme sur I’intervalle [0, 27], et Xi(j ) et Hl(cj ) sont
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indépendants.

Donc, en remplagant les y,, dans 1’équation (2A.3), I’élément pg de la matrice A; est

2(p) . 2(q)
Xi X
AEPQ) o exp(i (Q(P) 91(;1))).
2(r)
>0
k=1r=1

Maintenant, comme E [exp(i&,(cp ) )} = 0, quels que soient k et p, il vient directement que les éléments

hors de la diagonale de E [A;] sont nuls. Ensuite, I’élément diagonal pp est

. {Agpp)} . X2(p) |

Lk=1r=1

N m
ou X? ®) / Z Z xi(r) est une variable aléatoire de loi Beta de premiere espece, ayant comme para-

k=1r=1
1 1
metres 1 et Nm. Comme 1’espérance d’une 5(1, Nm) est ——, alors, E [A(pp)} = —— pour i =
Nm’ Nm

., N etpourp =1,...,m etainsi, E[A;] = (1/Nm)I. En replacant maintenant dans 1’équation
(2A.2), on obtient

N
E [MN} = mM/2 (Z(l/Nm) 1) M2,

=1

ou de maniere équivalente,

ce qui conclut la preuve.
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2A.2. Preuve du théoreme 2.3.1.2 : "Biais de MNSCM "

2A.2 Preuve du théoreme 2.3.1.2 : "Biais de M Nsom!"

Dans cette preuve, afin de ne pas alourdir les notations, M désigne My scas-
M étant une matrice Hermitienne définie positive, elle peut étre réécrite comme M = UAUY on A
est la matrice diagonale des valeurs propres de M, A1, ..., A, et U est la matrice unitaire constituée par

les vecteurs propres de M.

Puisque les x; sont identiquement distribués, E [1\7[} peut s’écrire :

o [1?4} m ZN: E | E [ (2A4)
N xtxp| ME I i | '
k=1
ou x suit la méme loi que les xy.
Maintenant, en blanchissant x selon
H
y— (A*l/ 2U) X, (2A.5)

oy ~ CN(0,I), i.e. y est un vecteur Gaussien complexe centré, de matrice de covariance I, puis en
remplagant x par (2A.5), (2A.4) devient

A2y yH A1/
y7IAy

A—1/2y yH A—1/2
U yy uH

VAT =mUE

U7 =mUE[A] UX .

E{M}:mE

(2A.6)
Afin d’établir le biais B(M), il faut se concentrer sur la distribution de la matrice aléatoire suivante

A71/2 HAfl/Q
A= vy , (2A.7)

m
>N lyl?
j=1

ol les y; sont les m composantes du vecteur y.
Grace & (2A.7), B(M) peut étre réécrit comme

BM) =U (mE[A] — A) U (2A.8)

Comme y ~ CN(0,1), les mémes considérations probabilistes basiques que dans la preuve précé-
dente permettent de réécrire les y; comme

yj =/ (1/2) X5 exp(ib;), (2A.9)
oupourl <j<m, X? ~ x*(2) et§; ~U([0,27]), ot x2(2) désigne la distribution du Chi-deux avec

2 degrés de liberté et U/([0, 27]), la distribution uniforme sur I’intervalle [0,27] and ¢ = /—1. Dans
(2A.9), toutes les variables aléatoires sont indépendantes.

Tout d’abord, concernant les éléments, hors de la diagonale, de A = (Aj;) 1<k i<m.Ona
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2.2

vk x
E[Aw) = VM N E | L2520 B lexp(i6y)] E [exp(—if))]  pour k # L. (2A.10)
DX
=1 i

Comme E [exp(i6;)] = 0 pour 1 < k < m, E[A] est une matrice diagonale.

Les éléments diagonaux de E [A] sont donnés par

Ak X
E[Ax] =E 5 5| - (2A.11)
MXT+ A XE
(2A.11) peut étre réécrit
E [Agk] ! (2A.12)
S NI '
N 1 2
ouG = ol Z i X5
Jj#k
G est le rapport de 2 variables aléatoires indépendantes G| = Z Aj X? et G2 = A\ X2 . Pour obtenir
i#k
la distribution de G, la distribution de (G; doit étre calculée. Sa fonction caractéristique est donnée par
! 2A.13
e, (w) =] T—2inu (2A.13)

J#k
Puisque toutes les valeurs propres de M sont supposées différentes, le développement en fractions de
¢q, donne

Bj
ZAOEDS o (2A.14)
JFk
ol
3 H b (2A.15)
L=
14k

La PDF de G; découle en prenant la transformée inverse de Fourier de (2A.14)

1 1 1 T

5 oy
Jj#k 174

Ceci permet d’obtenir la distribution fg(x) de G

1 11 1

’ or
J#k il
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Maintenant, E [Ay] peut étre calculé a partir de (2A.17) par

>~ 1
E Ay = du, 2A.18
[Ag] /0 T3 Jolw) du ( )
ce qui équivaut a
1 log(A;) —log(Ar) 1
E[AL] = — | A -—— . 2A.19
=3 (1T 4 ( B A19)
ik \ i

Avec les notations du théoreme (2.3.1.2), cette expression conduit a E [A] = diag (Ec¢), ce qui ter-
mine la preuve.
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2A.3 Preuve du théoréme 2.3.2.1 : "Consistance de M N

En blanchissant les x; dans I’équation 2.5, on a :

N
Z yiyzH

o 1/2 | =1 1/2
MN—TTLM 4N M )
ZYEYk
k=1

avecy; ~ CN(0,1).
Ensuite, la LGN assure

N
1
H Pr
vy YW oo b

1 N
T o E[y]=m

N . Pr L . 1, . N ..
ou la notation ST désigne la converge en probabilité, cette notation a exactement la méme signifi-
——+00

cation que la notation utilisée dans la définition 2.1.1.1 de la consistance. Les deux notations sont donc
indifféremment utilisées.

Finalement, les résultats précédents ainsi que des propriétés classiques sur la convergence des rap-
ports de variables aléatoires entrainent que :

. P
My —— M,

ce qui signifie que My est un estimateur consistant de M.
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2A.4 Preuve du théoreme 2.3.3.2 : "Distribution asymptotique de M N

Dans cette démonstration, les résultats obtenus pour Mgcas sont exploités afin d’en déduire ceux
concernant M. En effet, on a :

Ay =M Y2MyM /2 1,

En utilisant la définition de M N, équation (2.4), on obtient :

m 1
=—— (A +I)-1I= A +1I) —1.

m

Ay

De plus, IV est supposé suffisamment grand pour assurer la validité des expressions d’ordre 1, en
terme de Agc s, et ainsi

Tr(Ascar)
Ay =~ (1 _ A2SOM) (Agen +1) — 1.

m
. L , . Tr(Ascm) ., . L .
Puis en négligeant le terme d’ordre 2, i.e. Agcony ——— , ’équation précédente devient

m
Tr(Ascm)

An~Agey — 1 ——.
m

Maintenant, avec les notations présentées au début de la section 2.3.3, on a :

Tr(A
)

Puis, a partir de I’expression de Cy dans I’équation (2.16), il vient que

m+1
oy ~ TCQ dscum - (2A.20)

Ensuite, I’équation (2A.20) assure que

VI (o) ) St 0. C).

et il reste juste a calculer les deux quantités E [& N(ﬁv] etE [§ N5]HV] . Mais, puisque 1’équation (2A.20)
établit une relation entre d i et dscay, le résultat découle rapidement :

+1
NE[(SN(SH — (mm >C1a
+1
NE [6n56}] o (mm >C2a

ot les deux matrices C; et Cy sont définies par (2.15) et (2.16).
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2A.5 Preuve du théoreme 2.3.3.3 : "'Distribution asymptotique de Moy

Apres le blanchiment des x;, 1\71T M1 défini par (2.9) devient

N oy oyl
— M2 (m ”) M2 (2A21)

ouy, ~CN(0,1).

Ainsi, I’expression de § dans le cas du TML devient :

~ m N y»yH
5TML = vecC (M_1/2 MTML M_l/2 — I) = vec (N Z ( LZ ) — I> .
Y. y:

=1

Le Théoreme Central Limite (TCL) assure le premier point du théoréme 2.3.3.3 :

Re(drarr) dist.
VN | Iomen) | S 200, o)

Re(drnr) ] .

oll Cp1, est la matrice de covariance de
Im(5 TML )

11 ne reste maintenant plus qu’a calculer les deux quantités E [67 LNy 1] etE [6rn o4, ]

Tout d’abord, calculons £ [ETML(S;ML} . Pour tout N, ona :

.
m? vy yy!

E 673160 | = — E S S - I 1 2A.22

[ TML TML} N vec (yHy vec Ty vec (I) vec (I) ', ( )

avecy = (Y1, ..., Ym) ' ~ CN(0,1).

Ensuite, il faut se concentrer sur la variable suivante :

.
yy" yy"
B=E |vec o vece “Ho
y°y yUy
En réécrivant a nouveau les y; selon y; = X?/Q exp(if;) oupourj=1,...,m, X? et 0; sont des
variables indépendantes, avec X? ~ x%(2) et0; ~U([0,27]), chaque élément de la matrice B devient

VR X2 X X
By=E|————5|E [exp(i(ﬁp — 04+ 0y — 0p/))] .
(=)
On remarque rapidement que By; = 0, sauf pour
l.Lk=l=p+m(p-1),
2. k=p+mp—1),l=p +m(p —1)andp #p,
3. k=p+m@p —-1),l=p +m(p—1) andp #p,

et, pour ces indices, on a
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2
L Bytm(p-1)pem(p-1) = 0=y

1
2 Bptmp-npeme-1) = LTy

1
3 Bprm v tmp-1) = LTy

En réinjectant ces résultats dans I’équation (2A.22), on obtient

NE 6700107411 = (P = vee(lecn)T
TMLOTML] o ™ ™ i F1 mvec vee ’
ou P est défini, pour 1 < p,p’ < m, par
- Py=1,pourk=0l=p+m(p—1),
-Py=1,pourk=p+m(p —1)etl=p +m(p—1),
- Py =0, sinon.
En répétant le méme raisonnement, on obtient
NE [ETML(SH | ——Co= L iVec(I)Vec(I)T
TMLY N1 o m+1 m '

Ceci acheve la preuve du théoréme 2.3.3.3.
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Chapitre 3

Un Estimateur Innovant : 1a Matrice du
Point Fixe

Ce chapitre est consacré a un des principaux apports de ce travail de recherche. Tout d’abord, la
matrice du Point Fixe est introduite dans le contexte des SIRV. La forme particuliére de cet estimateur
est étudiée : comme il est défini uniquement implicitement comme solution d’une équation particuliere,
son existence et son unicité sont tout d’abord démontrées, et un algorithme de construction est déve-
loppé. Ensuite, une analyse compléte de ses performances statistiques (biais, consistance et distribution
asymptotique) est réalisée, puis, ses avantages sont mis en évidence pour son utilisation dans la ver-
sion adaptative du GLRT-LQ, notamment au travers d’une nouvelle propriété du détecteur : la propriété
CFAR-matrice. Ce chapitre se conclut par une conjecture sur la loi de cet estimateur.

Les démonstrations concernant les propriétés statistiques du Point Fixe sont reportées dans I’annexe
consacrée a ce chapitre.

3.1 Introduction et justification

Depuis le choix du modele SIRV, il n’a jamais été question d’estimateur de M par la théorie du
Maximum de Vraisemblance, bien que ce dernier s’avere toujours étre un estimateur présentant beau-
coup d’avantages.

Cette absence s’explique par le fait que lors de la construction de la vraisemblance a partir de 1a PDF
du SIRV c définie par

+oo
pele) = /0 gm(e,7) pr(r) dr |

la PDF de la texture p,(7) intervenant sous I’intégrale est inconnue.

Cette approche d’estimation par MV va étre présentée dans deux cas généraux, tout d’abord, en sup-
posant la texture déterministe mais inconnue, puis en la supposant aléatoire et inconnue, ce qui est le cas
dans la modélisation SIRV.
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3.1.1 Cas d’un 7 déterministe mais inconnu

Cette approche a été développée dans [14] ou les 7;’s sont supposés étre des parametres inconnus. La
fonction de vraisemblance correspondante a maximiser en M et en 7; est donnée par :

HMflci
pC(Clw--7CN;M77'17-'-,7'N):( mN|M‘NH mexp - . 3.1)

Ti
Pour un M fixé (mais inconnu), la maximisation en 7; conduit a

. Mg
f= i (3.2)
m

Ensuite, en remplacant les 7;’s dans (3.1) leur estimateur du MV 7;’s défini par (3.2), la fonction de
vraisemblance réduite est donnée par :

R ™ exp(— )
PC(017-~,CN§M):( mN‘M|NH HM 1

Enfin, maximiser pc(eq, . . ., ¢x; M) en M revient 2 maximiser la fonction suivante F' :

1 Y 1

F(M) = |M’N ll;[ (C{J M—l cz)m

Lestimateur du MV de M est le M qui annule le gradient de F', ce qui revient a 1’équation en M
suivante :

M= f(M), (3.3)
ou f est définie comme

= Z (3.4)

zlc C;

Notons que si cette équation possede une solution unique, cette derniere sera I’estimateur du MV
associé au probleme : "bruit additif Gaussien modulé a chaque cas par une puissance 7; inconnue".

3.1.2 Cas du SIRV : 7 aléatoire

Dans ce cas, la fonction de vraisemblance a maximiser pour obtenir le MV est :

oo M ¢
pc(er,...,ensM H / ) \M! exp <—ZT> pr(7)dT; . (3.5)

Dans [27], Gini et al. ont calculé, en annulant le gradient de (3.5), le MV obtenu comme la solution
de I’équation suivante :

N ~ —1
~ o 1 hm+1(cfl MMV CZ‘) H

~ —1 1% 9
N (e My )

(3.6)

40



3.1. Introduction et justification

ou
+oo
hon(q) = /0 M exp(—q/7) pa () dr . 3.7)

Apres plusieurs approximations détaillées dans [27], Gini a obtenu un MV Approché M (MVA ou,

en anglais, AML pour Approximate Maximum Likelihood) qui se rameéne a nouveau a I’équation (3.3) :
(3.8)

M= f(M),

avec f une fois encore définie par (3.4).
Remarquons que f peut étre réécrite uniquement en termes de x;, en simplifiant les 7; dans 1’équation
34 :
N H
~ m X; X;
fM) = 5> ———. (3.9)
-1 X, M x;

Une autre approche, peut-€tre plus en accord avec ce qui a été établi dans la section 1.2 pour la
détection en environnement non Gaussien, est d’utiliser dans (3.6) le prior de Jeffrey (1.15), quelque peu

modifié afin de respecter les conditions d’intégrabilité,

1 1
pr(T) = - <ln(A)—ln(5)> M a(7),

ol 1, 4 () est la fonction indicatrice sur I’intervalle [a, b] définie par

1 sizé€la,b],
L) () = { 0 sinon .

Ensuite, grace au changement de variable z = —, on obtient
T

Puis,

q

2™ exp(—z)dz
hm+1(q) _ /1

(e " ! 7 (3.10)

/ 21 exp(—z)dz
q
A

De plus, d’apres (1.17),
+oo
/ 2" exp(—2)dz = (m — 1)!.
0

Maintenant, en faisant tendre € vers 0 et A vers ’infini, (3.10) devient

hm+1(q) _m
hm(q) g’

et I’on retrouve (3.8) et (3.3)
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N
mz c;cl
= ~_1
Nz 1 CHM C;

qui a été précédemment réécrit uniquement en termes de x;

2

:NZ Afl. (3.11)

le X

3.1.3 L’équation clé

Les deux hypotheses sur 7 conduisent a la méme équation (3.8), dont la solution est, pour un 7 déter-
ministe, I’estimateur du MV, et, pour un 7 aléatoire, un estimateur approché du MV mais parfaitement en
accord, dans la construction, avec le détecteur GLRT-LQ. Le M solution de (3.8) est appelée I’estimateur
du point fixe M rp. Le nom de cet estimateur provient du fait que la solution de (3.8) est aussi le point
fixe de fonction f N M définie par (3.4), et donc de maniere plus détaillée par :

D — D
FaM: (3.12)
Z HA X;

ouD = {A € M,,(C)|A¥ = A, A définie positive} avec M,,(C) = {matrices mm x m dont les éléments
appartiennent a C} .

La notation f,, pf souligne la dépendance en N et M impliquée par les x;.

On peut aussi remarquer que des fonctions similaires ont été étudiées dans le cadre de la théorie des
M-estimateurs [37, 34], dans lequel peut s’inscrire I’estimateur du Point Fixe.

Le premier résultat concernant Mpp est présenté par le théoréme suivant et concerne 1’existence et
I’unicité de cet estimateur :

TAhéoréme 3.1.3.1 (Existence et Unicité du Point Fixe)
Mprp, défini comme la solution de I’équation,

N
~ m X; XH
M=3) o
N Har Lo
i=1 X M X;

existe et est unique a un facteur pres, pour N > m.

Une petite remarque sur 1'unicité du point fixe s’impose. En effet, si M Fp est solution de (3.11),
alors, pour tout & complexe, « M Fp estaussi solution de (3.11). L'unicité concerne donc la structure de
la matrice de covariance sans imposer de condition de normalisation. Cependant, dans la suite, M Fp est
normalisé selon la M-normalisation, Tr(M™ M Fp) = m . Mais, une fois encore, si on considere I’ appli-
cation spécifique au détecteur GLRT-LQ, on constate que cette normalisation n’a que peu d’importance
au vu de la proposition 2.1.1.1 :
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3.1. Introduction et justification

~

Va e C, A(aM) = A(M).

Preuve 3.1.3.1
Les démonstrations d’existence et d’unicité étant assez longues et faisant appel a de nombreuses consi-
dérations d’algeébre matricielle, elles sont reportées en annexe D par I’intermédiaire de [40].

D’autre part, M rp n’est pas analytiquement calculable, mais un algorithme itératif convergent est
proposé dans [40], ceci fait I’objet du théoreme suivant.

Théoréeme 3.1.3.2 (Algorithme de construction de M FP)
Soit, pour k € N, I’algorithme défini par :

N H
~ m X; X;
M(k+1) = Nz T (3.13)
i—1 X[ (M) 1
Alors cet algorithme converge, quelque soit le point de départ I\A/[(O), vers M rp quand k tend vers
Pinfini.

Preuve 3.1.3.2
La preuve de ce théoréme fait suite a la preuve du théoréme 3.1.3.1 dans I’annexe D.
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Chapitre 3. Un Estimateur Innovant : la Matrice du Point Fixe

3.2 Propriétés statistiques

Les propriétés statistiques sont a nouveau étudiées par 1’intermédiaire du biais, de la consistance et
de la distribution asymptotique.
Cette analyse fait I’objet des trois théorémes suivants.

3.2.1 Biais

Théoreme 3.2.1.1 (Biais de M FP)
M p est un estimateur sans biais de M.

Preuve 3.2.1.1
Voir I’annexe 3A.1 du chapitre.

3.2.2 Consistance

Théoréme 3.2.2.1 (Consistance de M FP)
MFprp est un estimateur consistant de M .

Preuve 3.2.2.1
Voir I’annexe 3A.2 du chapitre.

3.2.3 Distribution asymptotique

Les notations utilisées dans cette section pour la distribution asymptotique sont les mémes que celles
utilisées pour la distribution asymptotique de My et Mgc s, a la section 2.3.3.

Dans [38], les résultats suivants concernant M pp ont été établis.

44



3.2. Propriétés statistiques

Théoréme 3.2.3.1 (Distribution asymptotique de Vec(l\A/[ FP))

. \/N< Ifni(éFP) ) st A(0,Crp)

(5Fp) N—+o0o

2

m—+1
2. NE [8§ppd}. C:;
et e ()

m

2
m—+1
3. NE [6Fp6§P] Nt ( > Cy;

ou C; (respectivement Co) est défini par I’équation (2.15) (respectivement (2.16)) et ou Crp est

completement caractérisé par ces deux quantités.

Preuve 3.2.3.1
Voir I’annexe 3A.3 du chapitre.
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3.3 Propriétés '"'radaristiques"

L’étude des performances statistiques du Point Fixe a montré que cet estimateur a beaucoup d’avan-
tages a étre retenu comme 1’estimateur de la matrice de covariance M du modele SIRV, puisqu’il est
consistant, sans biais et que son comportement asymptotique est extrémement proche de celui de M N>
qui est une des matrices aléatoires les plus étudiées actuellement au travers de la distribution de Wishart.

Il ne faut cependant pas négliger les autres caractéristiques de cet estimateur. Tout d’abord, la mise
en ceuvre, a partir d’un algorithme itératif, peut étre un handicap, elle est donc analysée en termes de
temps et de charge de calcul. Ensuite, certaines propriétés spécifiques a ’utilisation du point fixe dans
le GLRT-LQ vont étre établies : la propriété CFAR-texture déja vue ainsi que la propriété CFAR-matrice.

3.3.1 Mise en ccuvre

M p n’étant pas défini de maniere explicite mais uniquement comme étant le point fixe d’une fonc-
tion fy p (3.12), il est indispensable de construire cet estimateur a I’aide d’un algorithme itératif, pré-
senté pér le théoreme 3.1.3.2. Afin d’apprécier le comportement de cet algorithme, des simulations sont
présentées selon le point d’initialisation de 1’algorithme, la matrice de covariance M a estimer, le nombre
N de données secondaires et la taille m des observations.

Tout d’abord, le choix des vraies matrices de covariance M s’est arrété sur les matrices de Toeplitz
car elles sont fréquemment rencontrées dans les cas de processus stationnaires. Nous avons choisi dans
notre étude des matrices de la forme :

M;; = pli=il,

pour 1 <1i,5 <metpour 0 < p < 1 etavec, par convention, pour p = 0, M = I. On peut aussi noter
que des matrices de ce type modélisent bien le clutter.

La matrice M est donc complétement définie par le parametre p, qui caractérise la corrélation de
chaque vecteur de données : pour p = 0, chaque vecteur est constitué de composantes indépendantes
tandis que plus p augmente, plus ces composantes sont corrélées. La convergence de 1’algorithme est
analysée en évaluant le critére C, appelé aussi erreur relative, comme une fonction de I’itération & :

_ MG+ 1) - Mk |
M|

C(k) (3.14)

Remarque 3.3.1.1

Etant donné que I’erreur relative s obtient en comparant deux itérations consécutives M(k + 1) et M(k),
il est essentiel que ces deux matrices possédent la méme normalisation : la M-normalisation, car ces Si-
mulations mettent en valeur la mise en ceuvre pratique de I’estimateur du point fixe. Le nouvel algorithme
utilisé est alors, pour k € N, :

M(k+1) = m M(k)) . 3.15
) = iy ) (3.15)
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3.3. Propriétés "radaristiques”

Convergence vers le Point Fixe: C(k) en fonction de k pour différentes initialisations
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—— Matrice Identité

C) = [IM,,,, = Ml /[IM,]
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10—14 |
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(a) p = 0.001

Convergence vers le Point Fixe: C(k) en fonction de k pour différentes initialisations
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FIG. 3.1 — Influence de la matrice M(O) d’initialisation de I’algorithme 3.15, pour m = 8 et N = 20
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Chapitre 3. Un Estimateur Innovant : la Matrice du Point Fixe

3.3.1.1 Influence des parameétres

Cet algorithme est utilisé pour mettre en valeur I'influence des différents parametres utilisés. Les 3
figures suivantes étudient I’influence de la matrice 1\7[(0) d’initialisation de I’algorithme (Fig. 3.1), le role
du nombre N de données secondaires (Fig. 3.2) et I’'influence de la taille m des observations (Fig. 3.3),
pour deux valeurs de p :

— p =0.001, et ainsi la matrice de covariance M est tres proche de la matrice identité ;

— p =0.999, ce qui produit des données tres corrélées et une matrice M plus difficilement inversible.

Analyse de la figure (Fig. 3.1) :

Pour étudier, I’influence du point d’initialisation de 1’algorithme 3.15, 4 matrices ont été utilisées :
1\7[5(; M » M, une matrice aléatoire dont les éléments sont distribués uniformément sur [0, 1] et I. Le cri-
tere C'(k) a été tracé, en échelle logarithmique, en fonction de &k = 0,...,100 pour m = 8 et N = 20.
Le choix des parametres m et IV est proche de ce qui peut arriver dans la pratique tout en respectant la
contrainte théorique N > 2m.

Pour les 2 valeurs de p, le critere C(k) converge vers 0 (ici, 10716 représente la précision "machine"
limite) pour k ~ 50 itérations, ce qui signifie que le point fixe est atteint pour ce nombre k d’itérations.
En effet,

C(k) ~0 < M(k+1) ~ M(k) ~ Mpp .

Notons ici que le sens donné au mot "précision” est I’écart relatif entre M(k) et M(k + 1).

Comme I’affirmait la théorie, 1’algorithme converge vers le point fixe quelle que soit la matrice 1\7[0
d’initialisation. Sur la figure (Fig. 3.1), les différentes courbes se rapprochent trés rapidement malgré
des valeurs initiales parfois tres éloignées. Ce phénomene est encore plus visible quand la matrice M a
estimer est proche de I'identité. Ceci peut s’expliquer par le fait que cette matrice est tres simplement
inversible, ce qui n’est pas le cas quand p = 0.999, et comme I’inversion de matrice intervient dans le
dénominateur de I’algorithme, ceci peut dégrader 1égerement sa précision.

Linitialisation de 1’algorithme n’ayant aucune influence sur son comportement, dans la suite des si-
mulations, dans un souci de simplicité, la matrice M(0) d’initialisation choisie sera dorénavant la matrice

identité.

Analyse de la figure (Fig. 3.2) :

Ce graphique étudie I’influence du nombre NV de données secondaires sur le comportement de 1’al-
gorithme de construction du point fixe. Les valeurs de /N sont 20, 200, 2000 et 20000, quant a m, sa
valeur est fixée a 8 afin de toujours respecter N > 2m.

Le premier constat illustré par ce graphique est le suivant : pour les deux valeurs de p, plus IV est
grand et plus I’algorithme converge rapidement vers le point fixe. En effet, quand N = 20000, il faut
seulement une dizaine itérations pour atteindre la limite de 1’algorithme, i.e. le point fixe, alors qu’il faut
preés de 50 itérations quand N = 20. De plus, quelle que soit la valeur de N, la précision de C(k) est
la méme, environ 10~!6 quand p = 0.001 et 10~ quand p = 0.999. L’influence de p est étudiée plus
en détail dans la suite de cette section. Cependant, sur la figure (Fig. 3.2.a), pour p = 0.001, on peut
remarquer que la stabilité du criteére quand I’algorithme a convergé, est perturbée quand N est grand.
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Convergence vers le Point Fixe: C(k) en fonction de k pour différents N
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F1G. 3.2 — Influence du nombre NV de données secondaires, pour m = 8 et IVI(O) =1
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Ainsi, quand N = 20000, la courbe noire, apres la 10°™ itération, oscille entre 1077 et 10716, ce qui
n’a aucune importance au vu de ces valeurs extrémement faibles.

Analyse de la figure (Fig. 3.3) :

Sur cette figure, pour deux valeurs de p, les criteres C'(k) ont été tracés en fonction du nombre k
d’itérations pour plusieurs valeurs du parametre m : 3, 5, 8, 20, 50 et 100, N étant fixé au préalable a
N = 200.

Dans ce cas, la valeur de p est importante puisque 1’influence de m sur le comportement de 1’al-
gorithme est différente selon que p = 0.001 ou que p = 0.999. Dans le premier cas (Fig. 3.3.a), la
convergence est atteinte plus rapidement, entre 20 et 30 itérations, quand m est faible. En revanche, il
faut pres de 40 itérations, quand m = 100. La précision de I’algorithme est toujours sensiblement la
méme, C(k) ~ 10716 pour p = 0.001. En revanche, pour p = 0.999 (Fig. 3.3.b), le paramétre n’a au-
cune influence sur le comportement de 1’algorithme : les courbes sont pratiquement toutes confondues,
avec une précision oscillant entre 10~14 et 10~1° selon les valeurs de m : meilleure précision pour des
valeurs de m faibles.

En fait, une conclusion peut étre extraite des deux précédentes analyses : m a peu d’influence sur le
comportement de 1’algorithme 3.15 mais, en revanche, I’écart entre m et N joue un role non négligeable :
plus N/m est proche de 2, plus le nombre d’itérations augmente. Plusieurs simulations complémentaires
ont montré que N était le parametre le plus influent sur le comportement de I’algorithme, ce qui est "in-
tuitivement" en accord avec le role de M rp :estimer M, avec une meilleure estimation pour des valeurs
élevées de N.

3.3.1.2 Comportement de I’algorithme en fonction de p

Sur la figure (Fig. 3.4), le critere C'(k) est tracé en fonction du nombre & d’itérations pour I’ensemble
des parametres suivants : m = 8, N = 20 et Iinitialisation M(0) = I. Cette simulation va mettre en
évidence le role de la corrélation des données observées sur le comportement de 1’algorithme.

Quand p est faible (10~?), 1a matrice de covariance M est proche de I’identité et les données sont tres
peu corrélées. Dans ce cas, 1’algorithme converge plus lentement (courbe bleue), environ 60 itérations,
mais avec une meilleure précision : C'(k) est proche de 10716,

En revanche, I’augmentation de p traduit une plus forte corrélation entre les données, ce qui peut étre
plus proche de la réalité. Dans ce contexte, la précision de 1’algorithme diminue quelque peu (jusqu’a
10~'%) mais gagne en vitesse de convergence. La précision de 10~ est atteinte des 40 itérations.

On peut donc conclure a la robustesse de 1’algorithme par rapport a la corrélation des données.

Les 2 figures (Fig. 3.5 et Fig. 3.6) permettent de corroborer plus en détail les conclusions de la figure
Fig.(3.4). En effet, la figure (Fig. 3.5) présente le critere C'(150) en fonction de p, i.e. la valeur de C'
alors que la convergence a eu lieu, ceci met a nouveau en évidence, plus en détail, I’influence de p sur
la précision de 1’algorithme : on constate que la meilleure précision possible est celle de la machine, i.e.
10716, quand p est proche de 0, puis la précision diminue quand p augmente. Elle diminue jusqu’a 10™4
pour des valeurs de p proche de 1 — 1077, ce qui n’est pas trés réaliste puisque la matrice composée
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C) = [IM,,,, = Ml /[IM,]

) = 1M, = Ml /M,

FIG. 3.3 — Influence de la taille m des observations, pour N = 200 et M(0) = I
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Critére C en fonction du nombre k d'itérations pour différents p
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FIG. 3.5 — Comportement de la convergence de 1’algorithme : C'(150) en fonction de p
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uniquement de 1 n’est pas inversible...

Nombre k d’itérations en fonction de p, nécessaire pour atteindre C(k) = 107°
20 T T T T T T T T

18 N

16 N

14 wl
12F ‘

10 b

Nombre k d'itérations

— Nombre k d'itérations nécessaire pour atteidre C(k) = 107°

F1G. 3.6 — Comportement de la convergence de 1’algorithme : Nombre % d’itérations, nécessaire pour
atteindre C'(k) = 1072, en fonction de p

Sur la figure (Fig. 3.6), cette fois, ¢’est le nombre k d’itérations, nécessaire pour avoir C'(k) = 1072,
qui est tracé en fonction de p. Cette figure confirme, elle aussi, les précédentes affirmations : la courbe
rouge a une tendance décroissante, ce qui signifie qu’il faut moins d’itérations quand p est proche de 1,
pour obtenir C(k) = 107°; en d’autres termes, 1’algorithme converge avec des données extrémement
corrélées, p = 1 — 10~7. Ce point est assez intéressant pour les cas pratiques ol la matrice de covariance
se rapproche fortement d’une matrice non inversible : 1’algorithme, bien que sa précision soit légerement
dégradée, converge tout de méme.

La conclusion de ce paragraphe est, que dans les conditions normales (en pratique) d’utilisation de
cet algorithme, ce dernier converge assez rapidement, entre 30 et 40 itérations, avec une excellente pré-
cision de 10716,

Il serait donc intéressant de faire une analyse numérique approfondie (temps de calcul, cofit de calcul,...)
de cet algorithme.

3.3.2 Les propriétés CFAR

Pour étre utilisé en pratique, 1’estimateur du point fixe doit étre réinjecté dans le détecteur GLRT-LQ,
qui devient alors :
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Hia L o2
M H
p rpPYl 21 A, (3.16)

AMpp) = — —
(PEMppp) (Y Mppy) Ho

ou le seuil de détection A est défini par

A=1—n"m.
et M rp est défini par I’équation
H
Mpp =) ——1—=fymMrp), (3.17)
— xIM . ’
i=1 X;” MppX;

ot, pour tout 7, x; ~ CN(0,M).

3.3.2.1 Propriété CFAR-texture

Mg p ne dépendant que des Xx;, le théoreme suivant découle :

Ihe’ioréme 3.3.2.1 (Propriété CFAR-texture de /AX(l\A/I FP))
A(Mpgp) posséde la propriété CFAR-texture sous Hy : sa loi de probabilité ne dépend pas de la
texture sous Hy.

Preuve 3.3.2.1
Evidente.

3.3.2.2 Propriété CFAR-matrice

L’objet de ce paragraphe est de mettre en place la propriété CFAR-matrice de /A\(M) :
"la loi du détecteur, construit avec l’estimateur M rp de M, ne dépend pas de M."

Cette proposition peut paraitre absurde mais elle est d’un intérét inestimable dans la pratique...

Définition 3.3.2.1 (Proprig’té CFAR-matrice)
Un détecteur adaptatit A(M) vérifie la propriété "CFAR-matrice" si sa distribution statistique est indé-

pendante de la matrice M de covariance estimée par M.
Cette propriété fait I’objet du théoréme suivant :
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Théoreme 3.3.2.2 (Propriété CFAR-matrice de ./A\(l\A/I FpP)) R
Soient M et My deux matrices de covariance distinctes (M; # Ma), soit Mpp (respectivement

M rp2) I'estimateur du point fixe de My (respectivement de M»),

alors, sous I’hypothése Hy,
c (A(MFPJ)) -y (A(MFP,Q)) (3.18)
ou L (X)) représente la loi de la variable aléatoire X .

Ainsi, le théoreme 3.3.2.2 établit la propriété CFAR-matrice du détecteur GLRT-LQ construit avec
I’estimateur du point fixe Mpp.

Preuve 3.3.2.2
Voir I’annexe 3A.4 du chapitre.

Propriété CFAR-matrice du GLRT-LQ avec le FP
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FIG. 3.7 — Propriété CFAR-matrice de A(Myp)

Afin d’illustrer le résultat de ce théoreme, la figure (Fig. 3.7) présente des courbes empiriques de
probabilités de fausse alarme en fonction du seuil de détection A, pour le détecteur GLRT-LQ construit
avec I’estimateur du point fixe Mrp. Les parametres utilisés sont : m = 4, N = 10, ’algorithme de
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construction du point fixe est initialisé par la matrice identité et 80 itérations sont effectuées pour obtenir
Mpgp.

Les courbes " Pr,-seuil" ont €té tracées pour différentes matrices de covariance M. Comme dans les
simulations précédentes, M est une matrice de Toeplitz, dont les éléments sont de la forme :

M;j = p|i—j| 7

pour 1 <4,5 <metpour 0 < p <1 etavec, par convention, pour p =0, M =1.

Sur la figure (Fig. 3.7), 5 valeurs de p ont été utilisées : p = 0.01, p=0.1, p=0.5, p =09 et
p = 0.99. Pour toutes ces valeurs de p, les courbes "Py,-seuil" sont pratiquement confondues, ce qui
met en évidence I’indépendance de la distribution du détecteur GLRT-LQ, construit avec I’estimateur du
point fixe, avec la vraie matrice de covariance M. La remarque 1.1.0.1 permet en effet d’affirmer que la
distribution d’un détecteur est complétement caractérisée par la relation "Py,-seuil", qui représente la
fonction de répartition complémentaire du détecteur.

Remarque 3.3.2.1

Cette propriété du détecteur d’étre CFAR-matrice est trés importante en pratique : en effet, sur une zone
de fouillis hétérogeéne en terme de matrice de covariance (localement, chaque matrice de covariance est
différente), ce qui caractérise bien la réalité, la distribution du détecteur reste invariante. Ainsi, la régu-
lation de la fausse alarme est la méme quelle que soit la taille de la carte de fouillis étudiée. De plus,
puisque cette propriété d’invariance concerne aussi la texture, ceci ouvre des perspectives intéressantes
pour la détection de cibles dans des zones de transition de fouillis, comme par exemple, les zones terre-
mer (cotes, iles, ...) ou les zones de lisiéres de forét.
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Chapitre 3A

Preuves du chapitre 3

3A.1 Preuve du théoreme 3.2.1.1 : ""Biais de M rp"

Pour la clarté de cette preuve, M p est simplement noté M, et défini par I’intermédiaire de 1’équation
(3.11) :

m xH
X; X 7
- L (GA.1)
ijé: NI IXi
Tout d’abord,
XX}{
E[ } B —mE | — |, (3A.2)
[N ;X . j xIM'x

par linéarité de 1’espérance mathématique et car les x; sont i.i.d (indépendants et identiquement distri-
bués) et ot x ~ CN(0,M).

En blanchissant les x; selony = M 1/2 x, (3A.1) devient

m N ML/2 v yH ML/2

M= —
~—1 )
leil YEWT Yi
avec
T = M~ /2MM /2
Et ainsi,
H
~ m v
T-oy N (3A3)

=1 Yf{]f Y:

T est donc I’unique point fixe (a un facteur pres) de la matrice identité. Sa loi est clairement indé-
pendante de M puisque les y; sont distribués selon CA/(0,1) .

De plus, pour toute matrice unitaire U, on a
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N
Z; ZH

e B (3A.4)
=2 (UTU) g

UTUY =

=23

ol z; = Uy, est aussi CA/(0, ) . Par conséquent, U TU" possede la méme distribution que T et donc,
E [ﬂ =UE [ﬂ U , pour toute matrice unitaire U . (BA5)

Puisque E [’f] est évidemment différent de 0, le lemme B.0.0.1, détaillé dans I’annexe B, assure
que E [’T] = ol. Ensuite, comme T = M Y2MM—Y/ 2 onak [I\A/I} = aM etla M—normalisation,

Tr(M_lM) = m, implique que o = 1 et la conclusion en découle : M est un estimateur sans biais de
M, pour tout entier N.
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3A.2 Preuve du théoréme 3.2.2.1 : ""Consistance de M rp"

Afin de montrer la consistance de M Fp, noté dans cette preuve M(N ) pour rendre compte de la
dépendance entre Mpp et le nombre N de x;, il est nécessaire d’étudier les propriétés de la fonction
[ v définie par (3.12). Tout d’abord, une nouvelle fonction g est introduite :

_{D — D (3A.6)
INVA — gv=A-fym(4) '

ou D = {A € M,,(C)|Af = A, A défini positive} avec M,,(C) = {matrices m x m dont les éléments
appartiennent 2 C} .

Si l\A/I(N ) est un point fixe de la fonction f, . alors il est I'unique zéro, a un facteur pres, de la
fonction aléatoire gy .

Afin de démontrer la consistance de 1\A/I(N ), nous allons utiliser le théoréme 5.9 pp. 46 de [51]. Il faut
donc vérifier les hypotheses de ce théoreme.

Tout d’abord, grace a la LfGN, on a :

VA €D, gn(A) —— g(A), (3A.7)
N—+o0
ot — désigne la convergence en probabilité et
N—+4o00
VAED, g(A)=A —mE X (3A.8)
€D, =A- —, :
g T XA X

pourx ~ CN(0,M).

Ensuite, g, définie par (3A.8), est réécrite avec un changement de variable approprié appliqué a x.
Ainsi, en posanty = A~ 12x, g devient :
) A1/2

Ensuite, en appliquant le méme changement de variable a g, définie par (3A.6), on obtient :

H
VAED, g(A) = A2 (I—mE [gfy

oy ~ CN(0,A"Y/2MA~1/2) .

N H
VAED, gn(A) = AV (I—N H> A2,
iz Yi Yi

ol,pouri=1,...,N,y, ~ CN(O,A‘l/QMA—l/Q)_

Maintenant, il faut vérifier les deux hypotheses (H1) et (H2) du théoréme, i.e. pour toute > 0,

(H1): sup {llgn(A) = g(A) [} =0,
Aep —too
(H2): inf  {[lg(A)[[} >0=g(M).

A JA-M|>e
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Grace au précédent changement de variable appliqué a g et g, on a pour tout A € D :
N &\ yly, " | yiy

et donc, la Loi Forte des Grands Nombres, appliquée aux NV variables i.i.d Y; =

lgn(A) = g(A)[| = m [|A]

YinI
f{)’i

, avec le méme
moment d’ordre 1, implique (H1).

Maintenant, pour montrer (H2), il suffit d’utiliser le biais de MNSCM énoncé par le théoreme
2.3.1.2. En effet, pour tout A € D, avec A # M,

lg(A)[I > 0.

L’équation précédente est issue de

lo(A) ] = IBOE o oyga 1)l
ol MNSCM7A71/2MA71/2 est I’estimateur par NSCM de AY2PMA Y2 gt B(M

le biais de MN SCMA~

NSOM,A’”QMA’”Z)
L2VA /2 défini par le théoreme 2.3.1.2.

Finalement , le théoréme 5.9 pp. 46 de [51] conclut cette preuve et M FP NL> M ,cequiestla
——400

définition de la consistance de Mpp .
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3A.3 Preuve du théoreme 3.2.3.1 : "Distribution asymptotique de M rp"

Tout d’abord, écrivons M=M + M ou M=M rp. Pour un N suffisamment grand, 6M ~ 0 car

~

M est un estimateur consistant de M (Théoréme 3.2.2.1).
N est donc supposé suffisamment grand afin d’assurer la validité des expressions d’ordre 1.

On peut ainsi écrire

M = (M(I+M (M)
(I+M}(6M)) "' M
~ (I-M'(éM))M™!

~ (M

Pour N suffisamment grand, ceci implique que

m x;x
Mo~ =
_ _1 1 )
N ; xZ (M~ (SM)M ™) x;
et donc,
N H
m X; X
M ~ — : - M.
N Z; <xﬁ M -M (MM ) x)
Soity, = M~1/2x; ot les y; sont des vecteurs Gaussiens centrés i.i.d et de matrice de covariance
I’identité. Ensuite,
m o vyt
-1/2 -1/2 iYi _
M2 (MM > I

-1 y? (I - M71/2(5M)M71/2) Yi

ou, de manidre équivalente en utilisant I’expression A = M~/ 2(5M)M_1/ 2,

Ainsi, pour N suffisamment grand, on obtient a I’ordre 1

Z yzyz LAy
TN 2\l Ty,

Pour trouver une expression explicite de A en termes de données, I’expression précédente doit Etre
réorganisée comme suit :

N H (H N H
m Yi¥i ¥i Ay, m Yi¥i
A——g :—E -1
Nz'—1<H’ H) Ni—1<H>

Yi¥i Y'Y Yi'Yi

Pour résoudre ce systeme de taille m?, I’équation ci-dessus est réécrite selon :

61



Chapitre 3A. Preuves du chapitre 3

H
m Y:y;
Bé ~vec| — -1, (3A9)
(2 () )

=1

N i=1 (ylyzl—l)2’

2 (4)

x m? définie par D; = (dkl)1<k,l<m2 avec

— D; est la matrice m
dk’l = Yp yq gp’ Yq'
t{ k=p+m(g—1) avec 1<p,qg<m

l=p +m(¢ —1) avec 1<p' ¢ <m ’
Posons dans 1’équation (3A.9)

m L (yyH
A=vec|— -1 .

Ainsi, I’équation (3A.9) devient

Bo~A. (3A.10)
En appliquant le Théoreme Central Limite (TCL), le membre de droite de (3A.10) vérifie

‘/N[ Eﬁgii ] N6, (3A.11)

ou G est la matrice de covariance de {

R ]

De plus, B, dans le membre de gauche de (3A.10), par la LfGN, posséde la propriété suivante :

D
B——Co=1-mE| |, (3A.12)
N—+oo (yHy)?
ouy= (y1,... ,ym)T ~ CN(0,1) et ot D est la matrice m? x m? définie par

D = (di1)1<ki<m? » avec dy = Yp Uy Uy Yg' -

Donc, par des considérations classiques sur la convergence en probabilité, le premier point du théo-
reme 3.2.3.1 est démontré.

Il reste maintenant a calculer I’expression analytique de Co défini par (3A.12) :

D

Co=I-mE, wE=E | —
(yHy)?

En réécrivant les y; comme y; = HX?/Q exp(if;), ou pour j = 1,...,m, X? et 0; sont des

variables indépendantes, avec X? ~ x%(2) et0; ~U([0,27]), chaque élément de la matrice E devient
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ok VXEXE X iﬁf .
(X7)
11 suffit maintenant de remarquer que E [exp(i(6), — 04 + 8, — 6,/))] # O si et seulement si
l.k=l=p+m(p—-1),
2. k=p+mp-1),l=p +m@ —1)etp#p ,ie k#I
3. k=p+m(¢—1),l=p+m(g—1) etp#q.

[exp(i(Hp — 0, + 0y — Gp/))] .

Ainsi, les éléments non nuls de la matrice E sont :

(xp)? 2
L Epimp-1)ptmp-1) = B (27;1 X?)Q “m(m 1)
2. Epim(p-1)p/+m(p'—1) = E X; XIQ)/ 2| — : ’
(Z;nﬂ X?) m(m+ 1)
Xp X; 1

3. Eptm(g—1),ptm(g-1) = E =

(=7, X?)2 mm 1)’

et donc, Cy est donné par (2.16) :

m+1 m

Co— <I - 1vec(I)vec(I)T> . (3A.13)

Pour achever la preuve du théoréme 3.2.3.1, il faut calculer les deux quantités E [§6 | et E [657] .
Dans cette perspective, a partir de I’équation (3A.10), on a, pour N grand,

{cm[&ﬂ C; = E[AAT] (3A.14)

C:E[66"] C; = E[AAT]

Malheureusement, Co, défini par (3A.13) n’est pas une matrice inversible. Cependant, le lemme
suivant apporte une solution adéquate.

Lemme 3A.3.0.1

m—+1
m

Co6 =A estéquivalenta 6 = A (3A.15)

Preuve 3A.3.0.3
En effet, de I’expression de Cy (3A.13), il vient

Cy6 = o (6 - A) vec(I)) ,

m+1 m

63



Chapitre 3A. Preuves du chapitre 3

0§ = vec(A) et A =M"V2MM~ /2 _1.
Alors, la M-normalisation ( Tr(M~'M) = m) assure que Tr(A) = 0 et

Co——" 5
2 _m—l—l

Ceci conclut la preuve du lemme.

En appliquant le lemme 3A.3.0.1, I’équation (3A.14) devient

E[667] = <m£1)21@ [AAT]

m—+1

E [66"] = <m)21@ [AAT]

Il reste donc 2 calculer E [AA "] et E [AA¥]. Ceci est fait dans la preuve du théoréme 2.3.3.3 car A
est exactement d1ps7, dans le cas de M = 1\A/IT M1 et donc, on a

2
1
NE[s6"] — " (mn_: > C

2
1
NE[66"] — " (m+ ) &

m

avec

m+1 m

C, = _m (P — 1vec(I)veC(I)T> ;

2

ot P est la matrice m? x m? nilpotente définie par :

P;j =0 etpour 1<p,p <m:

- Popm(p-1), p+mp-1) = 1.

- Borm—1),pr4mp-1) =1
et

m 1

Cy=— (I - mvec(I)vec(I)T> .

m+ 1
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3A.4 Preuve du théoréme 3.3.2.2 : ""Propriété CFAR-matrice de A(Myp)"

11 faut montrer que la distribution de /AX(l\A/I rp,1) ne dépend pas de la matrice de covariance M.

Considérons tout d’abord N données secondaires ayant pour matrice de covariance My, i.e. pour
i=1,...,N,
X; ~ CN(O,Ml) .

L’estimateur du point fixe de M est défini par
~ m N X; Xf{
Mpp1 = — E B —
N Hyp L
i=1 X;' Mpp; Xi

et le détecteur est défini par

~ 1
Ip"Mpp,z/? H

K(MFPJ) = ~_1 ~_1 <
(PHMpp1p)(zf Mpp, z) Ho

ol z représente le vecteur d’observation, sous I’hypothese Hy, et donc z ~ CN (0, M) .

La premiere étape consiste a blanchir les données secondaires par le changement de variables y, =

Ml_l/ 2 x; . Alors, y; ~ CN(0,1). Ce changement de variable est ensuite appliqué a I’estimateur du point
fixe

N 1/2 1/2
Ml/ yiyfIMl/

MFP,l = % Z

— N1 -
i1yl (M;”QMFRIM1 1/2) v,

En posant maintenant

= ~1/2:G ~1/2
T =M, "*Mpp,M; ",
on constate que T est I’unique estimateur du point fixe (a un facteur pres) dans le cas de données y; ayant

comme matrice de covariance, I’identité I .

On s’intéresse maintenant au détecteur, auquel on applique aussi le changement de variable, y =
Ml_l/2 z, ce qui donne

Hr 1 2 H
T y
‘p]_ ’ 21 )\7

AMppy) = ——2 —
(P'T p)(y#T y) Ho

N —1/2
oup; =M, / p.

La distribution de A(M) ne dépend pas de p, et ainsi, la loi de A(Mp p,1) est la méme que la loi de
A(T) ou T est I’estimateur du point fixe de I’identité. Ceci conclut la démonstration du théoréme 3.3.2.2.
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Chapitre 4

Bilan

Ce chapitre dresse un bilan des résultats obtenus dans les chapitres précédents, concernant les dif-
férents estimateurs de matrice de covariance disponibles. Les résultats sont rappelés en deux parties :
les propriétés statistiques et les propriétés "radaristiques".

4.1 Les propriétés statistiques

Les résultats concernant 1’étude statistique des estimateurs présentés dans ces travaux sont énoncés
dans le tableau suivant :

1QIFP ]S\/[TML 1QIN 1C/ISC’M 1C/INSC']V[
Biais de M 0 0 0 0 # 0(Thm 2.3.1.2)
M est-il consistant ? oui oui oui oui non
E[667] (mt)?c, | ¢ mil P Voir [5]
E [66"] (m)?c, | G mil c, | Voir [5]

TAB. 4.1 — Récapitulatif de I’étude statistique des estimateurs de la matrice de covariance M

m 1
= (P - mvec(I)vec(I)T> ;
m 1

—Cy = o (I - mvec(I)vec(I)T> ;

— P est la matrice nilpotente de dimension m? x m? définie par :

[
a
|
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- P

- Pp+m(p’fl),p/+m(p*1) =

Quant a Particle [5], il est disponible a ’annexe C et contient 1’ensemble des démonstrations du

moment d’ordre 2 de Myscar -

4.2 Les propriétés ''radaristiques"’

ptm(p—1), ptm(p—1) = L

—

P; =0 etpour 1 <p,p/ <m:

Mpp M7z My Mscy | Myscm
Propriété CFAR-texture de JA\(l\A/I) oui oui oui/non | oui/non oui
Propriété CFAR-matrice de K(l\A/I) oui oui oui oui non

TAB. 4.2 — Récapitulatif des propriétés du GLRT-LQ construits avec les différents estimateurs de la
matrice de covariance M

Remarque 4.2.0.2 R

Notons que /A\(MSCM) et /A\(MSCM) possedent la propriété CFAR-texture par construction, puisque
leur expression ne dépend que des données Gaussiennes contenues dans les données secondaires. Ces
données Gaussiennes ne peuvent cependant pas étre observées en pratique.

En fait, si 1\7[50 M €tait calculée en pratique, ce qui est actuellement le cas dans la communauté radar, cet
estimateur prendrait la forme suivante :

N N
i 1 g 1 I%
SCM = 77 Zcici = ZTin‘Xi

N i=1 N i=1

1I résulte de cette équation que K(I\A/Igc ) dépend évidemment de la texture 7;, et dans ces condi-
tions, ne vérifie plus la propriété CFAR-texture. Ainsi, dans I’exploitation des données réelles faite au
chapitre suivant, A(Mgcr) ne sera plus CFAR-texture.

Ce constat s’applique évidemment de la méme maniére a /AX(I\A/I N)-

Le GLRT-LQ, construit avec n’importe quel estimateur (parmi ceux étudiés) possedent les 2 proprié-
tés CFAR (texture et matrice), on dira dans ce cas que A( ) est CFAR-SIRYV, car il est indépendant des
deux parametres caractérisant le SIRV.
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4.3 Décision : quel estimateur retenir ?

Parmi les cinq estimateurs étudiés, trois sont utilisables en pratique : M N> M NSCcM et M rp- En pre-
nant en compte les propriétés de chacun, il vient tout naturellement que le Point Fixe est I’estimateur le
plus judicieux pour approcher la matrice de covariance M, puisque IAX(I\A/[ ~Nscoa ) n’est pas CFAR-matrice
et A(My) ne peut étre CFAR-texture en pratique.

Le chapitre suivant est consacré aux applications faites dans le cadre de la détection radar. Cepen-
dant, I’estimateur du point fixe pourrait étre appliqués dans d’autres domaines...
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Chapitre 5

Application a la Détection Radar

Ce chapitre traite de ’application des résultats obtenus selon les différents estimateurs de matrice de
covariance injectés dans le détecteur GLRT-LQ. Les données utilisées sont de deux natures différentes :
tout d’abord, des jeux de données simulées sont analysés et enfin, I’exploitation de données réelles four-
nies par THALES Air Defence' permet la validation des résultats théoriques énoncés dans les chapitres
précédents.

Le chapitre est organisé de la facon suivante : tout d’abord, I’analyse de I’étape 1 de détection, i.e. la
régulation des fausses alarmes, puis I’étude de la robustesse du détecteur dans des zones de transition
de fouillis.

5.1 Régulation de la fausse alarme

Comme il a été rappelé dans le premier chapitre de ce manuscrit, la détection radar de cibles se
décompose en deux étapes distinctes : tout d’abord, il faut déterminer un seuil de détection pour une
probabilité de fausse alarme fixée par I’ utilisateur, autrement dit, il faut calculer A tel que

Py = P(A(M; Hp) > \) = a, (5.1)

ou /A\(M; Hj) désigne la version adaptative du détecteur GLRT-LQ, construit avec un estimateur M de la
matrice de covariance, et sous I’hypothese Hy, i.e. I’observation ne contient que le fouillis.

Une fois cette régulation des fausses alarmes effectuée, la détection consiste a comparer, pour chaque
observation y, le détecteur au seuil de détection A calculé précédemment.

5.1.1 Calcul du seuil de détection )\ pour une F;, donnée

Dans la section 1.1, I’équation (1.11) fournit une relation analytique entre le seuil de détection et la
Py, dans le cas du détecteur optimal Gaussien et pour une matrice de covariance M supposée connue.

Ensuite, la section 1.3 introduit, par I’intermédiaire de I’équation (1.22), une autre relation "Pry,-
seuil" analytique, adaptée cette fois au détecteur GLRT-LQ mais encore sous I’hypotheése de matrice de
covariance M connue.

"Les auteurs sont reconnaissants envers THALES Air Defence pour 1’exploitation de leurs données
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Mais qu’en est-il de ce détecteur quand M est inconnue et estimée par un M donné ? Ceci fait I’objet
du prochain paragraphe.

5.1.1.1 Cas de d’une matrice de covariance estimée par M N

Une premiere approche consiste a utiliser I’estimateur M défini par (2.5) :

MN— Zxkxk .
1
ZX}?M X h=

ol les x;, sont des vecteurs i.i.d centrés, Gau551en et de matrice de covariance M.

m ~
Comme ~ est un scalaire, le détecteur construit avec My peut s’écrire de la facon

ZkaMflxk
_ k=1
suivante :
oo P/ My y[? P! M y[? Py
A(MN) = ~_1 ~_1 _ ~_1 ~_1 _ A(N) )
(PAMy p)(y My y)  (pEMy, p)(yi My, y)

N
avec 1\A/IW = Z kakH , et donc, MW ~ CW(N,m;M), i.e. 1\A/IW est distribuée selon la loi de Wishart

k=1
complexe avec les parametres /N (nombre de xj), m (taille de chaque vecteur) et M (matrice de cova-

riance des X;).

Théoreme 5.1.1.1 (Loi de A(M N) quand M est estimée par M N)
La version adaptative du GLRT-LQ, A(M N ), est distribuée selon la densité de probabilité g ,,
définie par :

N-—m m — Fi(a,a;b;x
INm(T) = ( (]\j__l)l() 2 2(11(_ m)N_m) ]1[071](%)

5.2)

aveca =N —m + 2,b= N + 2 et o F} la fonction hypergéométrique [1] définie par :

oFy(a,b;c;x)

> (b + k) zF
Z

k:o (c+k) Ak

Preuve 5.1.1.1_
La densité de Myy est alors donnée par :
det(A)N—m

= I exp (— Tr(M_lA))
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ou J(M) s’écrit de la maniére suivante :

JM) = 72 ™M DP(N)D(N — 1)...T(N — m + 1) det(M)" .

L’objectif est maintenant d’obtenir la loi de IA\(I\A/I N), et par conséquent, la relation "Py,-seuil" qui
n’est rien d’autre que la fonction de répartition de A(My).

R ALe calcul de cette loi est issu de [361 et est basé sur la théorie de Wishart. Kraut, dans [36], réécrit
A(My) a I’aide de la variable aléatoire F' :

AMy) r

N)= =,
F+1

oi F' dépend d’une autre variable B. Conditionnellement a B, F est distribuée selon une loi Beta de

2¢me egpece, de parameétres 1 et N —m + 1, ie. F|B ~ (32 N_my1 €t B suit une loi Beta de premiere

espéce, de parametres N —m +2etm —1,i.e. B ~ ﬁ}v_m+2 "1
Les densités de variables de loi ﬂ; p €t ﬁg , sont définies dans [1] par :

a+b
éb(x) = 11:((@;(1))) N1 =)t Ljo,1y(z),

et
5 ~ Tla+b) ot
) = D) (e

ot 1o 11(x) est la fonction indicatrice sur I'intervalle [0, 1], définie par (3.10).

>0

Puis, aprés quelques manipulations basiques de probabilités, on obtient le théoréme 5.1.1.1.

Théoréme 5.1.1.2 (Relation " Py,-seuil"" quand M est estimée par M N)
La relation entre la Py, et le seuil de détection n) (ou A, Iié a n) par I’équation (1.19)) est donnée
par :

a—1 1
Pro = 077 2R (40— Lib=11 =77 ) | (5.3)
= (1-N""19F(a,a—1;b—1;)). (5.4)
(5.5)

aveca=N—m+2etb=N +2.

Preuve 5.1.1.2 R
Pour obtenir cette relation, il suffit d’intégrer la densité de A(M ) donnée par I’équation (5.2) :

“+oo
Pfa = / ng(az) da:.
n
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5.1.1.2 Cas de d’une matrice de covariance estimée par My p

Ce paragraphe présente un résultat essentiel de cette thése. En effet, les chapitres précédents pré-
sentent I’étude de différents estimateurs de la matrice de covariance M des données secondaires, et celui
qui répond le mieux au probleme d’un point de vue théorique, comme pratique, est I’estimateur déve-
loppé dans cette theése : le point fixe Mpp.

Il était donc indispensable de pouv01r obtenir une relation analytique entre la Py, et le seuil de dé-
tection quand M était estimé par M rp- Cependant, il n’existe aucune forme explicite pour M rp. 1l faut
donc utiliser ses propriétés statistiques.

Le chapitre 4 présente une syntheése des résultats obtenus pour tous les estimateurs et il est intéres-
sant de remarquer que M et Mz p ont la méme distribution asymptotique Gaussienne, mais qui différent
uniquement par leur moment d’ordre 2 :

~ NE[6y6y] —— ™1 €, tandis que NE [67p05p) e (ms1)2 ¢,

Notoo ™ — 400

~ NE [6n6}] —— ™t Cy tandis que NE [§y6y] ——— ()7 C,.

N—+o0 m N—-+o00 m

On peut donc en déduire le théoréme suivant, valide pour NV suffisamment grand :

Théoréme 5.1.1.3 (Relation " Pf,-seuil"" quand M est estimée par M Fp)
Pour N suffisamment grand, la relation entre la Py, et le seuil de détection 1) (ou A, li€ a n) par
I’équation (1.19)) est donnée par :

a—1 1
Pro = 0 % oF (a,a= 10— 11—y | (5.6)
= (1-N"19F(a,a—1;b—1;)). (5.7)
(5.8)

m m
aveca = — N — m+26tb—7N+2
m—+1 m—+1

Preuve 5.1.1.3
Pour N suffisamment grand, Mgp se comporte comme une matrice de Wishart mais avec un nombre de

N.

m
degrés de liberté de
m+1

Remarque 5.1.1.1
— En fait, cette relation est la méme que dans le cas d’une matrice de Wishart mais avec moins de

N au lieu de N. Autrement dit, M Fp Se comporte asymptotiquement

données secondaires,
comme

m
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5.1. Régulation de la fausse alarme

Ce résultat est assez théorique puisque la matrice précédente ne peut étre construite, car elle utilise

m
—] N données secondaires, ce qui n’est pas forcément un nombre entier...
m
— Il est évident que la loi de A(Mpp) peut étre calculée de la méme maniére a partir du théoréme
5.1.1.1.

— Cette relation est encore valide pour Mr),;, mais pour un nombre de données secondaires plus

m+1 .
grand —— N (voir tableau 4.1).
m

— Enfin, il est intéressant de noter que ces relations "Py,-seuil" ne dépendent que du nombre N de
données secondaires et de la taille m des vecteurs Xy,. Ceci corrobore les propriétés CFAR de ce
détecteur construit avec ces trois estimateurs...

5.1.2 Simulations

Afin d’illustrer les précédents résultats, plusieurs simulations sont présentées. Sur chaque figure, la
Py, (axe des ordonnées) est tracée en fonction du seuil de détection (axe des abscisses), en échelle loga-

rithmique, selon différents jeux de parametres : N, m, M et pour différents estimateurs M.

Analyse de la figure (Fig. 5.1) :

Le cas d’un estimateur M ~ de la matrice de covariance est traité. La figure (Fig. 5.1) présente des
courbes " Py,-seuil” théoriques, i.e. la relation analytique €tablie par le théoreme 5.1.1.2, pour différentes
valeursde N : N =20, N =50, N =100 et N = 5000 . Dans la formule donnée par I’équation (5.3),
le seul autre parametre intervenant est m, ici il est fixé a m = 10.

La figure (Fig. 5.1) illustre la convergence (attendue) théorique de la relation " Py,-seuil" quand M
est estimée par M N, vers la relation " Py, -seuil" quand M est connue, pour N tendant vers I'infini. Ceci
se formalise de la fagon suivante :

a—1

e N R H e B R ) e
N—+oc0o

m

m
aveca= —N —m+2etb= 1N+2.

m+1 m +

En effet, la courbe noire (o) représente le tracé€ de la relation " Pr,-seuil" quand M est connue :

1-m
Pfa:nm ’

tandis que les courbes de couleur représente la relation " Pp,-seuil” quand M est estimée par M N, pour
différentes valeurs de N :

Pro=n""" 2P (a0 = 10— 11—y )
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Chapitre 5. Application a la Détection Radar

aveca=N-m+2,b=N+2 et
— N =20, courbe rouge,
— N = 50, courbe bleue,
— N =100, courbe verte,

N = 5000, courbe de rose.

0 Convergence quand N tend vers l'infini

10" & T T T
107k .
107k .
D_E 10_3 - 4
107 E
O Rel Théorique (M connue)
—— Rel Théorique (M estimée avec N = 20)
—— Rel Théorique (M estimée avec N = 50)
1075k Rel Théorique (M estimée avec N = 100) B
—— Rel Théorigue (M estimée avec N = 5000)
10‘6 il M| il il il R
10° 10 10° 10° 10 10° 10°

Seuil de détection A

FIG. 5.1 — Illustration de la convergence théorique de I’équation "Py,-seuil" (5.3) (i.e. quand M est
estimée par M), vers I’équation " Py,-seuil" (1.21) (i.e. quand M est connue), quand N tend vers I’infini

La conclusion est tres nette : plus N augmente, plus les courbes de couleur se rapprochent de la
courbe noire jusqu’a étre parfaitement confondue pour N = 5000 .

Ce résultat est assez intuitif car N représente le nombre de données utilisées pour I’estimation de M,
et quand N tend vers I’infini, I’estimateur M tend vers la vraie matrice de covariance M. Il est, par

conséquent, naturel que ce comportement s’applique aussi aux relations " Py, -seuil" correspondantes.

Analyse de la figure (Fig. 5.2) :

Sur la figure (Fig. 5.1), les valeurs extrémes du seuil de détection sont aux alentours de 10° pour
assurer une Py, d’environ 10~4. Ces valeurs correspondent bien 2 la réalité du radar, les utilisateurs ne
réglant pratiquement jamais des Py, inférieures a 1076,

Mais, sur le plan purement théorique, qu’en est-il des valeurs extrémement petites de la Py, et donc
des valeurs extrémement grandes du seuil de détection 77 ? Ceci fait ’objet de la figure (Fig. 5.2), sur
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5.1. Régulation de la fausse alarme

Convergence quand N tend vers l'infini

—— Rel Théorique (M connue)
—— Rel Théorique (M estimée avec N = 20)
— Rel Théorique (M estimée avec N = 50)

107 .

1 0730 [ i

fa

1 0—40 [ n

50|

10 8

L L L L L L L Il

10" 10%° 10%° 10% 10”° 10%° 107 10%

Seuil de détection A

FIG. 5.2 — Comportement des courbes " Pr,-seuil” pour des valeurs extrémes de Py, et de seuils

laquelle ont été tracées uniquement les courbes correspondant a N = 20 et N = 50 afin de se dégager
des problémes de calculs de machine.

Le constat est relativement surprenant, les courbes deviennent linéaires (en échelle logarithmique)
pour des valeurs trés grandes du seuil 77 de détection, proche de 108 alors qu’une courbure nette de ses
courbes intervient dans la zone des valeurs qui intéressent les radaristes, i.e. pour des Py, appartenant a
[1,107°]. Une étude plus approfondie permettrait peut-étre de comprendre ce comportement "asympto-
tique"...

Analyse de la figure (Fig. 5.3) :

La figure (Fig. 5.3) compare les relations " Py,-seuil" théoriques (pour N = 20 et N = 100) avec
des simulations Monte-Carlo. Les données simulées sont des vecteurs Gaussiens centrés, de dimension
m = 10 et de matrice de covariance M = I. Le choix de la matrice identité se justifie a I’aide des
résultats synthétisés par le chapitre 4 : la distribution du GLRT-LQ construit avec M n~ ne dépendant pas
de M, il est donc tout naturel de choisir comme matrice de covariance, la matrice la plus simple qui soit,
i.e. I'identité, donc x; ~ CN(0,1).

Sur Ia figure (Fig. 5.3), les relations théoriques sont les courbes bleue (N = 20) et verte (N = 100)
tandis que les deux courbes rouges correspondent aux simulations Monte-Carlo. Ces derniers valident
parfaitement a la théorie. En effet, les courbes rouges sont confondues respectivement a la courbe bleue,
et a la courbe verte selon le nombre N de x;’s utilisés pour calculer M N-
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fa

fa

FIG. 5.4 — Tllustration de la convergence théorique de I’équation "Py,-seuil” (5.6) (i.e. quand M est
estimée par Mpp), vers I’équation "Py,-seuil” (1.21) (i.e. quand M est connue) quand N tend vers

I’infini

78
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Validation de la relation "Pfa—seuil" quand M est estimée par la SCM normalisée

—— Rel Théorique (M connue)
—— Monte Carlo (N = 20)

— Rel Théorique (M estimée avec N = 20)
—— Monte Carlo (N = 100)

— Rel Théorique (M estimée avec N = 100)
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F1G. 5.3 — Validation Monte-Carlo de 1’équation (5.3)
o Convergence quand N tend vers l'infini: Point Fixe
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5.1. Régulation de la fausse alarme

Analyse de la figure (Fig. 5.4) :

Considérons maintenant le cas ol la matrice de covariance est estimée par I’estimateur du point
fixe Mpp, traité par le théoreme 5.1.1.3. Attention, ce théoreme n’est valable que pour N suffisamment
grand...

Tout d’abord, comme précédemment, la figure (Fig. 5.4), théorique, illustre la convergence de la re-
lation " Py,-seuil" quand M est estimée par Mg p vers la relation " Py ,-seuil” obtenue pour M connue.

Cette figure reprend la figure (Fig. 5.1), a laquelle ont ét€ rajoutées les courbes " Pp,-seuil” obtenues
pour M rp (méme couleur que pour M N~ mais en pointillé) et valables pour N suffisamment grand. La
premicre remarque qui s’impose est la convergence de ces courbes vers la courbe " Pp,-seuil” pour M
connue (courbe noire). De plus, on constate que quand N augmente, I’écart entre les courbes associées
a 1\A/[F p et celles associées a M N se ressert, ce qui confirme la validité du théoreme 5.1.1.3 quand N
est grand. Cependant, il est intéressant de se demander quel est le comportement du GLRT-LQ construit
avec le l\A/IFp quand N = 20 ou 50, i.e. des valeurs faibles.

Analyse de la figure (Fig. 5.5) :

Validation de la relation "P'afseuil" quand M est estimée par le FP
10 —— T Ty Ty T T

Monte Carlo (N = 20)
N X _ _ _ Rel Théorique pour M, (N = 20)

\ N Rel Théorique pour My, (N = 20)

Monte Carlo (N = 50)
~ Rel Théorique pour Mgy (N = 50)

~ Rel Théorique pour My (N =50)
10

Monte Carlo (N = 100) ]
~ _ _ _ Rel Théorique pour Mg, (N =100) 1

Rel Théorique pour My, (N = 100)

-2

-3

10

107 | | | | L NG L]
10° 10
Seuil de détection A

FIG. 5.5 — Relation "Py,-seuil" obtenue pour I’estimateur du point fixe par simulations Monte-Carlo,
pour m = 10 et pour des faibles valeurs de NV : N = 20, N =50 et N = 100
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Sur la figure (Fig. 5.5), trois courbes sont tracées pour différentes valeurs de IV, 20, 50 et 100 :

— la relation "Pp,-seuil" théorique obtenue quand la matrice de covariance est estimée par M N, €t
donnée par I’équation (5.3), courbe pleine de couleur bleue, verte ou magenta,

— la relation " Py,-seuil" théorique obtenue quand la matrice de covariance est estimée par M Fp, et
donnée par I’équation (5.6), valide seulement pour N suffisamment grand, courbe en pointillés de
couleur bleue, verte ou magenta,

— les simulations Monte-Carlo quand M est estimée par M Fp-

Plusieurs remarques peuvent étre faites a partir de cette figure :

— Pour la plus petite valeur de [V, la simulation Monte-Carlo réalisée pour I’estimateur du point fixe,
correspond parfaitement avec la courbe pleine, i.e. la relation théorique calculée pour M N et non
pour M rp. Cecin’est ni en accord ni en contradiction avec les précédents résultats puisqu’aucune
information sur la loi de K(l\A/I rp) n’est disponible quand N est petit. Cependant, une conjecture
peut étre proposée : "M rp a une distribution statistique trés proche de celle de M N, et donc,
puisque les facteurs de normalisation peuvent étre négligés, trés proche de la distribution de Wi-
shart..."

Validation de la relation "P'afseuil“ quand M est estimée par le FP

A\
\

107021

Monte Carlo (N = 20)

\ \ _ _ _ Rel Théorique pour NIFP (N = 20)

Rel Théorique pour MN (N =20)

Monte Carlo (N = 50)
Rel Théorique pour MFP (N =50)

Rel Théorique pour MN (N =50)

Monte Carlo (N = 100)
\ \ _ _ _ Rel Théorique pour Mcp (N =100)

Rel Théorique pour MN (N = 100)

107 -

1 A 1 1 A N
0.4 0.5 0.6

Seuil de détection A

F1G. 5.6 — Zoom de la figure (Fig. 5.5)

Cette conjecture, si elle s’avérait exacte, aurait une importance capitale car la distribution sta-
tistique de Mgp pour tout IV permettrait de caractériser complétement cet estimateur. Il ne faut
pourtant pas perdre de vue que les relations " Py,-seuil" ne dépendent pas uniquement de I’estima-

teur de M mais aussi du détecteur, puisque ce sont les fonctions de répartition de ZA\M Il est donc
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5.1. Régulation de la fausse alarme

tout a fait possible que les distributions statistiques de I\A/IN et I\A/[Fp soient différentes et que les
relations " Py,-seuil" soient les mémes.

A partir de cette argumentation, la section suivante a été rajoutée a ce chapitre et contient une
début d’analyse de cette conjecture...

— On constate que plus N augmente, plus la courbe Monte-Carlo se rapproche de la courbe théorique
du point fixe. Ceci est en parfait accord avec le théoreme 5.1.1.3. De plus, les courbes Monte-Carlo
se situent toujours a I'intérieur du cone formé par les deux courbes théoriques, ceci est illustré par
la figure (Fig. 5.6), qui est un zoom de la figure précédente pour des P, comprises entre 10702
et 10703, Ce résultat est important puisqu’il compléte le théoréme 5.1.1.3 pour des valeurs plus
faibles de IV et permet d’ajuster de facon assez précise le seuil de détection pour un taux de fausses
alarmes donné.

5.1.3 Conjecture de la distribution statistique de M FP

Le fait que la distribution statistique de M rp soit tres proche de celle de M N a été suggéré par les
simulations précédentes. Afin d’explorer cette éventualité, ce paragraphe présente une analyse par si-
mulations des comportements statistiques des éléments des deux matrices pour une faible valeur de IV,
N = 20, et pour des tailles de vecteurs m = 10.

Les matrices comparées Myy et Mpp ;s sont définies de la maniere suivante :

N
MW = ZXinI, (59)
=1
et
Mpppis = m Z — (5.10)

=1 X; MFszs X;

avec x; ~ CN(0,M).

Pourquoi ces matrices sont-elles 1égerement différentes des précédentes ? En fait, I\A/IW reprend la
définition exacte d’une matrice de Wishart présentée au début de ce chapitre, My ~ W(N, m; M), et
on conjecture que I"estimateur du point fixe est distribu¢ selon une loi de Wishart, il faut évidemment le
comparer a My, sans aucun terme de normalisation.

Une premiere approche (assez naive) est d’étudier les différents éléments caractérisant les deux ma-
trices. Ils se décomposent en trois grands groupes :

— les valeurs propres de M FPbis €t de MW,

— les éléments diagonaux de chaque matrice,
les éléments triangulaires supérieurs (car les matrices sont symétriques) sans ceux de la diagonale
de chaque matrice.

Les éléments étudiés, notés ey et exp selon la matrice qu’il représentent, ont été centrés et réduits
de maniere a comparer leur distribution sans prendre en compte les moments d’ordre 1 et 2.
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Analyse des figures (Fig. 5.7 et Fig. 5.8) :

x 10 Distribution du premier élément diagonal
3 T T T
—— Wishart
—— Point Fixe
25
oL
1.5
1
0.5
(0]
-3 -2 -1 (0] 1 2 3 4 5

F1G. 5.7 — Distribution du premier élément de la diagonale, i.e. I’élément I\A/I(l, 1) dans le cas d’une
matrice de Wishart et de I’estimateur du point fixe non normalisé

Ces premicres figures (Fig. 5.7) et (Fig. 5.8) montrent que les distributions de MW(l 1) et de
M rpbis(1,1) sont légerement différentes. Quant aux termes MW(l 1) et de M Fpbis(1,1), on ne peut
rien dire... Cette premieére démarche n’est pas du tout concluante.

Une autre approche consiste a comparer les distributions des valeurs propres des deux matrices.
Ainsi, les distributions des 8 plus grandes valeurs ont été tracées sur la figure (5.9).

Sur ce graphique, pour chaque valeur propre, les courbes rouges et bleues sont pratiquement confon-
dues. On peut donc supposer que les lois marginales des valeurs propres de Mpp ;s sont les mémes que
celles de MW, ce qui ne signifie pas que les deux vecteurs contenant les valeurs propres soient identi-
quement distribués. Pour arriver a cette conclusion, il faudrait connaitre la corrélation de chaque vecteur
et pour ce probleme une étude des fonctions copules serait intéressante...

En se plongeant un peu plus dans la théorie des matrices aléatoires [29], on remarque que M FPbis €t
My appartiennent toutes deux a une méme famille de matrices aléatoires :

Théoréme 5.1.3.1
Mrpyis et My sont des matrices aléatoires ayant une distribution sphérique.
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as x 1072 Distribution du premier élément hors de la diagonale
. T T T T T T T

—— Wishart
— Point Fixe

25F

O L
-5 -4

4 5

F1G. 5.8 — Distribution de 1’élément 1\7[(1, 2) dans le cas d’une matrice de Wishart et de I’estimateur du
point fixe non normalisé

Définition 5.1.3.1
Une matrice aléatoire A de dimension n X p possede une distribution sphérique si

VP € O(n) etVQ € O(p)

L(A) = L(PAQ)

ot O(n) désigne I’ensemble des matrices de dimension n. x n orthogonales et L(X') désigne la loi de la
variable aléatoire X .

Grace a la définition précédente, la preuve du théoreme 5.1.3.1 devient une évidence. Cette pro-
priété des matrices a, en effet, déja été utilisée dans la preuve de la propriété CFAR-matrice du détecteur
construit avec I’estimateur du point fixe.

Puis toujours dans [29], page 319, un théoréme concernant la distribution de ces matrices est pro-
posé :

Théoreme 5.1.3.2
Si A est une matrice sphérique de dimension n X p, alors

L(A) = L(UAV)
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x10° Valeurs propres n° 1 X107 Valeurs propres n° 2

x10° Valeurs propres n° 5 x10° Valeurs propres n° 6
25 T T T T T - 25 T T - T T -

— Wishart — Wishart
Point Fixe Point Fixe
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5.1. Régulation de la fausse alarme

ouU ~ Upp,V ~ Uy,,, et A est la matrice des valeurs propres, ordonnées par ordre décroissant, de

1/2 . L .y
(AAH ) / ,avec U, V et A sont des matrices aléatoires mutuellement indépendantes et Uy, ,, est la nota-
tion utilisée pour la loi uniforme dans I’espace des matrices aléatoires.

Ces résultats évoquent la nécessité d’une analyse plus approfondie de cette conjecture, reformulée
de la facon suivante :

Mppiis ~ W (N',m; M) (5.11)

ol N’ est le degré de liberté a déterminer en fonction de N et de m.
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5.2 Détection dans un environnement SIRV

Dans cette partie, les précédents résultats concernant la régulation de fausse alarme vont étre appli-
qués a des données réelles provenant de THALES Air Defence? et représentant du fouillis de sol.

5.2.1 Présentation des données

La figure (Fig. 5.10) représente une carte "distance-azimut" de données de fouillis de sol collectées
par un radar de THALES Air Defence. Le radar a été positionné a 13 metres au-dessus du niveau de sol
et il éclaire la zone avec un angle faible rasant. Les échos complexes du clutter de sol ont été collectés
dans N = 868 cases distances pour 70 angles d’azimut différents et pour m = 8 impulsions, ce qui
signifie que la taille des vecteurs est m = 8. Chaque image correspond donc au retour d’une impulsion
émise.

Pres du radar, les échos caractérisent du clutter de sol hétérogene et non Gaussien (zone de gauche
variant du jaune au rouge sur chaque image) tandis qu’apres 1’horizon radio-électrique du radar (envi-
ron 15 kilometres), uniquement le bruit thermique Gaussien est présent (la partie de droite en bleue sur
chaque image).

Afin de mettre plus en valeur les zones de bruit impulsif, la figure (Fig. 5.11) représente la méme
carte "distance-azimut" de la figure (Fig. 5.10), pour I’'impulsion n°1, en 2 dimensions (Fig. 5.11.a), puis
en 3 dimensions (Fig. 5.11.b) ot la troisieme dimension (verticale) désigne la puissance du bruit. 11 ap-
parait clairement que la zone de gauche est une zone de fouillis hétérogeéne et impulsionnel.

5.2.2 Traitement des données

Puisqu’aucune cible n’est présente dans cette zone (hypothese faite d’apres les informations recues
de I’opérateur), les résultats obtenus pour la régulation de fausse alarme sont testés sur cette zone de
fouillis.

Il y a plusieurs parametres a régler : la taille de chaque vecteur est fixée, m = 8 d’apres le nombre
d’échos de la scene de fouillis et le nombre de données secondaires choisi dans un premier temps est
N = 24, ce qui s’explique de la facon suivante : traditionnellement, 1’ajustement expérimental du seuil
de détection est réalisé par comptage, en déplacant un masque CFAR rectangulaire, de dimension 5 x 5.
Pour chaque case centrale du masque (i.e. la case testée), la case n01re sur la figure (Fig. 5.12), corres-
pondant a I’observation y (vecteur de dimension 8), une valeur de A( ) est calculée.

La matrice de covariance M est estimée grice a un ensemble de N = 24 vecteurs de dimension 8§,
considérés comme les données secondaires, ¢y, . .., €a4, et situés autour de la case testée. Ces données
de références sont les cases colorées en bleu ciel sur la figure (Fig. 5.12).

Ce processus est réitéré pour chaque pixel (i.e. d’observations) sur la carte de fouillis, ici 868 * 70 =
60760 .

Remarque 5.2.2.1
11 est intéressant de remarquer ici la non optimalité des traitements CFAR. En effet, nous avons choisi un
type particulier de masque CFAR, mais d’autres auraient pu étre utilisés, selon leurs formes (rectangu-

?Les auteurs sont reconnaissants envers THALES Air Defence pour I’exploitation de leurs données
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FIG. 5.10 — Echos radar de fouillis de sol : 8 impulsions
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FIG. 5.11 — Echos radar de fouillis de sol : Impulsion n°1
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F1G. 5.12 — Masque CFAR de dimension 5 X 5

laire, en croix, en disque ou bien encore en ligne/colonne), selon le nombre de données secondaires (N
peut étre plus ou moins grand) ou encore en prenant des cases de gardes autour de la cible. Dans notre
probleme, les différents essais de masques ont produit des résultats similaires et nous avons choisi, en
conséquence, de sélectionner un masque rectangulaire 5 X 5 assez intuitif puisqu’il en prend en compte
toutes les données entourant la cible et qu’il est relativement simple a mettre en oeuvre. Notons qu’il n’y
avait pas, ici, nécessité de réserver des cases de garde autour de I’observation, puisque par hypothese,
aucune cible n’est présente dans ces données.

Un dernier parametre est a prendre en compte dans cette analyse, c’est le "steering vector" p, qui
caractérise completement la cible. Ici, le "steering vector" p utilisé permet de modéliser la fréquence
Doppler de la cible, ou de maniére équivalente, sa vitesse. Il est défini pour k = 1,...,8, par

1
2im(k—1)
p— exp <2m(k—1)2)

exp

(5.12)

exp (Btn1))

Le cas particulier du vecteur p = | : | correspond a une cible de fréquence Doppler nulle, i.e. im-
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FIG. 5.13 — Comparaison des relations " Py,-seuil" pour le GLRT-LQ construit avec I’estimateur du point
fixe, dans les cas théoriques et a partir de données réelles
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mobile.

Les 8 "steering vectors" définis par (5.12), vont donc tous étre testés dans le détecteur GLRT-LQ, ce
qui permettra d’obtenir 8 relations entre la Py, et le seuil de détection. Ceci n’a pas été le cas pour les
simulations Monte-Carlo pour la raison suivante : la loi du GLRT-LQ, construit avec le Point Fixe, est
indépendante de la valeur de p, comme cela a été montré dans [39]. Cependant, le nombre de données
réelles n’étant pas infini, il est intéressant d’étudier toutes les fréquences Doppler.

Analyse de la figure (Fig. 5.13) :

Ceci fait I’objet de la figure (Fig. 5.13) qui représente les relations " Py,-seuil” pour les 8 "steering
vectors possibles". La courbe rouge représente la relation théorique obtenue dans le cas d’une matrice de
covariance estimée par M ~», donnée par 1’équation (5.3), tandis que la courbe bleue représente la relation
théorique obtenue dans le cas d’une matrice de covariance estimée par M rp, donnée par I’équation 5.6.
La courbe noire, représente enfin les résultats obtenus a partir des données réelles. Toutes les courbes ont
€té trac€es pour une Py, variant de 1 a 1072, Pour des valeurs plus faibles de la Prq, les courbes ne sont
plus cohérentes, ceci vient du faible nombre de données, environ 6 * 10%.

Case Doppler n° 1
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FIG. 5.14 — Comparaison des relations " Py,-seuil" pour le GLRT-LQ construit avec I’estimateur du point
fixe et construit avec d’autres estimateurs de M (M et My scar) pour la fréquence Doppler nulle

Les résultats obtenus sur données réelles sont conformes aux simulations présentées précédemment :
le nombre de données secondaires utilisées pour I’estimation de la matrice de covariance est relativement
faible, N = 24, ce qui explique que la courbe soit treés proche de la relation " Py,-seuil” théorique pour
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My. De plus, pour les différents "steering vectors", la courbe noire est quasiment la méme : elle oscille
a I'intérieur du cone formé par les deux courbes bleue et rouge. Cette figure permet donc de conclure
a une certaine stabilité du détecteur /A\(l\A/I rp), puisqu’avec des données fortement impulsives, la théorie
reste valide et donne une id€e tres précise de la valeur du seuil a régler pour garantir une Py, donnée.

Analyse de la figure (Fig. 5.14) :

Maintenant, a titre de comparaison, la figure (Fig. 5.13) est complétée par le calcul de régulation de
fausses alarmes pour les autres estimateurs présentés dans cette theése : M N et M NSCM car ce sont les
deux seuls autres estimateurs de M qui peuvent &tre utilisés en pratique ; dans le cas de données réelles,
nous n’avons évidemment pas acces a la vraie matrice de covariance...

A nouveau, la figure (Fig. 5.14), représentant uniquement la fréquence Doppler nulle, est cohérente
avec la théorie. En effet, les autres estimateurs de M ne sont pas appropriés a une configuration de don-
nées réelles : /A\(M Nscor) ne posseéde pas la propriété CFAR-matrice donc le comptage sur I’ensemble
de la carte de données n’a aucun sens, car a chaque observation est associée une et une seule matrice de
covariance ; il y a autant de matrices de covariance "locales" que d’observations. D’autre part, /A\(M N)
ne possede pas la propriété CFAR-texture qui est essentielle pour une carte non homogene en termes de
puissance de fouillis. En fait, comme 1’indique la remarque 4.2.0.2, M n’est plus, dans cette applica-
tion, construit a partir des données Gaussiennes, auxquelles on ne peut évidemment pas avoir acces.
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5.3 Détection dans des zones de transition de fouillis

La derniere section de ce manuscrit peut apparaitre comme un "bonus" des travaux précédents. Apres
une étude théorique du détecteur GLRT-LQ en fonction de I’estimateur M utilisé, les résultats obtenus
ont été validés sur des données réelles de fouillis de terre. Ce travail a permis d’élargir le domaine d’ap-
plication de ce détecteur, et notamment, dans des zones de transition de fouillis, ol /A\(M Fp) est robuste.
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F1G. 5.15 — Régulation du taux de fausses alarmes pour I’OGD et le GLRT-LQ dans 5 différentes zones
de fouillis, allant du bruit Gaussien jusqu’a un bruit tres impulsif

D’un point de vue analytique, les résultats ont tous été établis dans les chapitres 2 et 3, ce sont les
différentes propriétés CFAR : CFAR-texture et CFAR-matrice. Pour illustrer cette robustesse aux tran-
sitions de fouillis, des simulations ont ét¢ réalisées pour différentes zones de fouillis, allant du bruit
Gaussien a un fouillis K-distribué tres impulsif. Pour chaque zone, le détecteur IAX(M Fp) est comparé a
I’OGD, détecteur optimal dans du bruit Gaussien et défini au chapitre 1 par (1.10). La premiere étape
consiste toujours a réguler le taux de fausses alarmes, puis, une fois le seuil de détection déterminé, les
performances de détection des deux détecteurs sont calculées par une méthode Monte-Carlo, afin de ga-
rantir pour chacun d’eux la méme probabilité de fausse alarme.

Analyse de la figure (Fig. 5.15) :
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La figure (Fig. 5.15) présente I’étape de régulation de fausses alarmes. La taille des vecteurs est
m = 10, tandis que le nombre de données secondaires utilisées pour estimer la matrice de covariance est
N = 20.

L’axe des ordonnées correspond au seuil de détection variant de 10° a 10%, tandis que la Py est
représentée par le code des couleurs noté sur la droite des graphiques, elle prend des valeurs comprises
entre 10° et 10~®. Enfin, sur I’axe des abscisses sont notées 80 cases distance correspondant a différentes
zones de fouillis : de 1 a 10, le bruit est Gaussien pour ensuite étre K-distribué avec les parametres
d’échelle suivants : de 10 a 30, v = 2, puis de 30 2 50, v = 1, de 50 a 70, v = 0, 5, et enfin, de 70 a
80, v = 0, 1. En fait, plus le parametre d’échelle diminue et plus le fouillis devient impulsif. Cette carte
"Ppq-seuil" a ét€ réalisée dans le cas du GLRT-LQ construit avec I’estimateur du point fixe et dans le cas
du détecteur classique Gaussien, construit avec la SCM, comme il est traditionnellement le cas dans la
pratique.

Carte de Pd pour Pfa = 0.001 — Cas du BORD Asymptotique Pd
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FIG. 5.16 — Performances de détection de I’OGD et du GLRT-LQ dans 5 différentes zones de fouillis,
allant du bruit Gaussien jusqu’a un bruit trés impulsif, tout en garantissant une Py, = 1073

Le constat est immédiat, /A\(M rp), possédant la propriété CFAR-texture, garantit la méme relation
"Prq-seuil” dans toutes les zones de fouillis, il est robuste aux transitions, les zones ne sont plus iden-
tifiables. L’OGD a un comportement, quant a lui, totalement différent : le seuil de détection doit étre
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rehaussé quand le bruit devient plus impulsif pour garantir le méme taux de fausses alarmes. Ainsi, pour
garantir une Py, ~ 1073, le seuil de détection est approximativement égal 4 10? dans du bruit Gaussien
(10 premiéres cases) puis augmente jusqu’aux environs de 107 dans les derniéres cases. Cette remarque
illustre parfaitement les défauts de I’OGD en pratique : quand le bruit devient plus impulsif, I’ utilisateur
doit rehausser, souvent manuellement, le seuil de détection pour assurer la Py, exigée.

Analyse de la figure (Fig. 5.16) :

Maintenant, une fois le seuil de détection ajusté, la figure (Fig. 5.16) présente les performances de
détection des deux détecteurs. L’axe des ordonnées correspond au rapport signal-a-bruit (RSB) tandis
que I’axe des abscisses représente a nouveau les 80 cases distances. Dans ce graphique, le jeu des cou-
leurs est utilisé pour la probabilité de détection Py, variant de 0 a 1. Les performances de détection de
I’OGD et du GLRT-LQ ont été réalisée pour une Py, égale a 1073,

Dans la zone Gaussienne (10 premieres cases), I’OGD est optimal mais les performances du GLRT-
LQ sont tres proches. La seule différence est la vitesse de variation de la P; de 0 a 1, cela se fait approxi-
mativement de 7 a 14 dB pour ’OGD et de 5 a 15 dB pour le GLRT-LQ. Mais, en progressant dans les
transitions de fouillis, on remarque que le GLRT-LQ détecte toujours (P, supérieure a 0,9) pour un RSB
d’environ 16-17 dB tandis que les performances de I’OGD sont completement dégradées dans le fouillis
impulsionnel, un RSB de pres de 50 dB est nécessaire pour atteindre une Py de 0,8.
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F1G. 5.17 — Carte du GLRT-LQ construit avec 1’estimateur du point fixe
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Cette figure met en avant un autre aspect des détecteurs : la zone de passage de 0 a 1 pour la Py ce
qui correspond a la pente de la courbe P;-RSB, par exemple sur la figure (Fig. 1.2). Cette pente est tres
élevée dans le cas de I’OGD, i.e. passage tres rapide de la zone "non-détection” a la zone "détection".
Ceci est propre au bruit Gaussien, trés homogene : intuitivement, la cible est au-dessous du niveau de
bruit, elle n’est pas détectée, puis pour une tres légere variation du RSB, elle se trouve au-dessus du bruit
et, par conséquent, est détectée.

Contrairement a I’OGD, la pente de la courbe de détection du GLRT-LQ est beaucoup plus faible.
Il n’y a plus deux zones completement séparées, "non-détection” et "détection”. Ce serait plutdt, "non-
détection"”, "possibilité de cible", "peut-&tre que oui, peut-étre que non", "il y a de grandes chances" et
"détection".

non non

Analyse de la figure (Fig. 5.17) :

La deuxieme partie de cette section est consacrée a 1’analyse des transitions sur les données réelles
de fouillis de terre. La figure (Fig. 5.17) représente la carte de détection obtenue a partir des données
réelles : pour chaque observation y de la figure (Fig. 5.10), le détecteur associé est calculé et la figure
(Fig. 5.17) présente un tracé de tous ces détecteurs, avec pour troisieme dimension, la valeur absolue du
détecteur.

Il apparait rapidement que les deux principales zones (bruit Gaussien et fouillis impulsif) présentes
sur les données (Fig. 5.11) ont disparues, i.e. la carte de détection est homogene sur 1’ensemble de
I'image, il n’y a plus de zones distinctes. Ce résultat corrobore un peu plus la robustesse du GLRT-LQ,
construit avec M Fp, face aux transitions de fouillis. Ainsi, les propriétés théoriques de A(M Fp) sont
exploitées sur données réelles et apportent une amélioration du processus de détection dans des zones
de transitions et/ou des zones de fouillis impulsif tout en conservant de trés bonnes performances de
détection dans du bruit homogene Gaussien.
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Dans le contexte tres général de la détection radar, les détecteurs classiques, basés sur I’hypothese
d’un bruit Gaussien, sont souvent mis en défaut des lors que I’environnement (fouillis de sol, de mer) de-
vient inhomogene, voire impulsionnel, s’écartant tres vite du modele Gaussien. Des modeles physiques
de fouillis basés sur les modeles de bruit composé (SIRP, Compound Gaussian Processes) permettent de
mieux représenter la réalité. Ces modeles dépendent cependant de parametres (matrice de covariance,
loi de texture, parametres de "disturbance") qu’il devient nécessaire d’estimer. Une fois ces parameétres
estimés, il est possible de construire des détecteurs radar optimaux (Generalized Likelihood Ratio Test -
Linear Quadratic) pour ces environnements. Cette these, qui s’appuie sur ces modeles, propose une ana-
lyse complete de diverses procédures d’estimation de matrices de covariance, associées a ce probleme de
détection. Elle décrit également les performances et les propriétés théoriques (SIRV-CFAR) du détecteur
GLRT-LQ construits avec ces nouveaux estimateurs. Celles-ci sont analysées sur des données simulées
mais également testées sur des données réelles de fouillis de sol. Les principaux résultats élaborés dans
ce travail sont, tout d’abord, rappelés de manicre détaillée dans les conclusions générales. Plusieurs pro-
positions, non exhaustives, de direction de recherche restant a explorer sont proposées dans le paragraphe
des perspectives.

Conclusions générales

Le premier chapitre est consacré a un état de I’art des bases de la théorie de la détection radar. La mé-
thode optimale de détection pour des parametres de bruit et de cible connus, sous une hypothese classique
de bruit additif Gaussien, est rappelée par I'intermédiaire de 1I’Optimum Gaussian Detector ou OGD.
Afin de se rapprocher de situations plus réalistes, une modélisation récente de fouillis non-Gaussien est
présentée avec les Spherically Invariant Random Vectors ou SIRV. Ces derniers, particulierement bien
adaptés aux environnements de fouillis impulsionnel et hétérogeéne ont fait I’objet de nombreuses études
qui ont conduit a la mise en place d’un détecteur associé a ce modele, le GLRT-LQ, s’affranchissant de
la variation spatiale de puissance du fouillis, encore appelée texture.

Cependant, beaucoup de travaux s’appuient encore sur 1’hypothese treés contraignante et non appli-
cable en pratique d’une connaissance a priori de la matrice de covariance M du processus SIRP repré-
sentant le fouillis. Le travail de cette theése a donc consisté a proposer un estimateur M de la matrice
de covariance M inconnue et d’analyser les performances théoriques du détecteur sur données simulées
puis sur des données réelles.

Dans le chapitre 2, apres une bréve discussion sur les conditions essentielles que doit remplir un
estimateur M de M, notamment celle, essentielle, de la normalisation pour des raisons d’identifiabi-
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lité, quatre estimateurs sont étudiés : la Sample Covariance Matrix, I\A/ISC M, classiquement utilisée sous
hypotheése Gaussienne et distribuée selon une loi de Wishart, M N, l'acolyte de I\A/ISC M, la Normalized
Sample Covariance Matrix, M NSc M, tres répandue dans la littérature associée aux modélisations SIRV,
et enfin, le Theoretical Maximum Likelihood, l\A/IT ML, estimateur théorique "idéal" puisque sa construc-
tion fait appel a la matrice de covariance M, supposée inconnue.

Une analyse statistique compléte de ces quatre estimateurs est conduite et mene a 1I’élaboration de
plusieurs théorémes originaux. Les propriétés statistiques ont été étudiées au travers de la consistance,
condition indispensable pour un estimateur, du biais, pouvant améliorer (dans le cas d’un biais nul) les
performances de détection et la distribution asymptotique (et par conséquent son moment d’ordre 2) don-
nant une information supplémentaire sur le comportement de 1’estimateur.

Le chapitre 3 constitue 1’apport majeur de cette these. Un estimateur innovant de la matrice de cova-
riance M est introduit, I’estimateur du Point Fixe, M rp. Il est défini a partir d’une équation ne possédant
pas de solution explicite et la premiere partie de ce chapitre est consacrée a sa mise en place. Dans [40],
nous avons montré que M rp existe et qu’il est I’'unique point fixe d’une fonction f NM- Un algorithme

itératif original, essentiel a la construction de M rp, est développé. Cet algorithme est convergent et il
permet donc d’obtenir, de maniére unique, 1’estimateur du point fixe quel que soit le jeu de parameétres
utilisés dans le probléme sous-jacent. Ces résultats sont ensuite validés a 1’aide de simulations qui ont
permis d’"apprivoiser" son comportement.

La seconde partie de ce chapitre est ensuite consacrée a I’étude de M Fp . comme pour les estima-
teurs précédents, une analyse compléte (consistance, biais et distribution asymptotique) est effectuée en
n’utilisant que la forme particuliere de la fonction f ~M- Les théoremes qui en résultent sont démontrés
de facon détaillée dans le chapitre 3A. Cette analyse a notamment permis de dégager les bonnes pro-
priétés de M Fp mais I’a aussi rapproché des quatre estimateurs beaucoup plus maniables étudiés dans le
chapitre 2.

Dans une derni¢re partie, nous nous sommes intéressés a 1’utilisation de cet estimateur dans ges sché-
mas pratiques de détection radar. Ainsi, deux propriétés du détecteur GLRT-LQ, construit avec M p, ont
été établies : la propriété CFAR-texture et la propriété CFAR-matrice, qui rendent la loi du détecteur in-
dépendante de la texture et de la matrice de covariance M. Ces propriétés, trés intéressantes dans la
pratique, permettent, en fait, au détecteur de s’affranchir des deux parametres d’un SIRV, on dira donc
que le détecteur est SIRV-CFAR.

Un chapitre 4 succinct est introduit pour dresser un bilan des propriétés statistiques et "radaristiques”
de chaque estimateur étudié dans cette theése. Il propose, de plus, une comparaison de ces estimateurs
afin de sélectionner le plus performant selon le probleme. Ce chapitre 4 conclut la partie "Estimation" de
ce travail.

Le chapitre 5 a présenté un autre aspect de ces travaux, en intégrant les précédents résultats dans la
partie "Détection" du probleme : cette partie se décompose en deux phases distinctes. Tout d’abord, le
chapitre 5 débute par une approche théorique qui conduit a la détermination du seuil de détection tout
en garantissant la probabilité¢ de fausse alarme P, fixée par I'utilisateur. Cet ajustement est établi en
établissant la distribution du détecteur GLRT-LQ quand la matrice de covariance M est estimée par M N
et en donnant une relation théorique entre la Py, et le seuil de détection. Cette relation est ensuite éten-
due pour I’estimateur du point fixe. Ceci se justifie par les comportements asymptotiques tres proches de
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MFP et MN.

Ensuite, plusieurs simulations Monte-Carlo sont présentées et permettent de valider les deux relations
"Ppq-seuil” théoriques. En fait, la validation "finale" de ces résultats intervient apres 1’expérimentation
faite sur des données réelles de fouillis de sol. Ces données constituent une zone hétérogene de fouillis
impulsionnel qui caractérise bien le probléme d’environnement non Gaussien. Outre la validation de re-
lations " Py,-seuil" théoriques, cette application montre une fois de plus que la modélisation SIRV est
appropriée au probléme de fouillis impulsionnel.

L’analyse de données réelles ayant montré une hétérogénéité des zones de fouillis, il nous a semblé
intéressant d’analyser, en simulation, les performances de détection de I’OGD et du GLRT-LQ dans des
zones inhomogenes de fouillis. Des simulations Monte-Carlo permettent d’aboutir a deux conclusions :
premierement, les performances de détection du GLRT-LQ, construit avec I’estimateur du point fixe sont
trés bonnes dans un fouillis fortement impulsionnel tandis que celles de ’OGD sont trés nettement dé-
gradées dans cet environnement non Gaussien. D’autre part, ces simulations, accompagnées des résultats
obtenus a partir des signaux réels, mettent en évidence la robustesse du détecteur GLRT-LQ, construit
avec M rp, sur des zones de transition de fouillis. Ce résultat fondamental provient de la propriété SIRV-
CFAR du détecteur.

Un dernier point est a mentionner pour conclure ce travail de these, le chapitre 5 propose une conjec-
ture sur la distribution statistique de M P, qui pourrait en fait suivre une loi de Wishart... Cette conjecture
est étayée dans la section 5.1.3, mais non démontrée. Elle offre ici une transition naturelle de la conclu-
sion de ces travaux vers les perspectives envisagées.

Perspectives

Tout au long de cette étude, nous nous sommes concentrés sur le probleme de détection dans un
environnement non Gaussien, modélisé par des SIRV dans lesquels la texture est une variable aléatoire
inconnue et la matrice de covariance M est un parametre déterministe inconnu.

La conjecture sur la distribution de I’estimateur du point fixe n’est pas encore démontrée, il serait
donc intéressant de poursuivre dans cette direction afin de caractériser completement ce nouvel outil sta-
tistique ne possédant aucune expression analytique. De plus, dans le cas des SIRV, cet estimateur n’est
qu’un estimateur du Maximum de Vraisemblance Approché, qu’en est-il du Maximum de Vraisemblance
Exact ? Et dans le cas, ou cet estimateur pourra étre obtenu, sera-t-il encore "maniable” comme le point
fixe ?

Sur le plan de I’estimation de matrices de covariance, aucune borne n’a été mentionnée. En com-
mengant par calculer la borne de Cramer-Rao associée au modele SIRV pour le parametre M, on pourrait
obtenir une notion d’efficacité de chaque estimateur.

D’autre part, ne perdons pas de vue que les problemes de détection sont des problémes expérimen-
taux. Une analyse plus approfondie des performances de détection sur données réelles en présence de
cibles permettrait peut-étre un jour d’intégrer aux radars opérationnels des outils plus performants que
I’OGD et la Sample Covariance Matrix et pour lesquels le seuil de détection est souvent réglé manuelle-
ment (comme dans les films américains avec des sous-marins et des avions)...
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Conclusion

Plusieurs études de "défrichage" ont été effectuées pendant cette these sur des données réelles de
fouillis de sol, de fouillis de mer et de fouillis combiné "terre-mer". Des résultats probants ont été obte-
nus, il faut cependant encore aller plus loin...

Ces techniques de détection ont aussi été appliquées a des données polarimétriques. Il reste cependant
beaucoup de choses a régler et/ou a comprendre, par exemple, les vecteurs d’observations ne contiennent
plus les différentes impulsions émises par le radar mais les différentes voies polarimétriques (HH, VH et
VV). Est-ce que cela a un sens ? D’autre part, dans ce cas précis, que représente le "steering vector” de
la cible ? Autant de questions qu’il faudrait aborder pour intégrer les outils développés dans cette theése
afin d’améliorer les techniques de détection dans des images polarimétriques...

Est-il possible d’intégrer ces techniques aux problemes de détection de points brillants dans les images
SAR?

Enfin, le probleme d’estimation de matrice de covariance touche un grand nombre de domaines, les
résultats de cette thése pourraient-ils leur étre appliqués ?

En résumé, je pense que 1’étude théorique d’outils d’estimation et de détection est une premiere étape
mais qu’il est essentiel, ensuite, d’intégrer ces outils dans des applications réelles. Ceci constitue un tra-
vail de longue haleine, assez pénible mais qui en vaut la peine...

FP
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Annexe A
Ve /L [ Ve
Généralités
Cette annexe rappelle les densités des principales distributions évoquées dans ce manuscrit.

A.1 Loi Gaussienne ou normale N '(m, 0?) définie sur R

Une v.a. z, de moyenne m et de variance o suit une loi Gaussienne (ou normale) A'(m, o) quand
sa densité de probabilité s’écrit, Vo € R :

() = \/2;7@@ (-W) . (A1)

A.2 Densité de probabilité du vecteur Gaussien \/(m, D)

Soit D une matrice d x d inversible, symétrique positive, avec det(D) # 0. Soit m € R? La loi du
vecteur Gaussien de moyenne m et de matrice de dispersion D est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R, avec pour densité (x € R?) :

(A2)

Fx) = 1 (x —m)D ! (x — m)) |

@2n)¥2 \/det(D) " <_ 2

A.3 K-distribution

La K-distribution, loi & deux parametres b et v, est définie sur R et doit son nom a la fonction de
Bessel modifiée de deuxieme espece, K, ().

bz/+1

— myg'/ K,_1(bx) (A.3)

p(z)

A.4 Loi de Weibull

La loi de Weibull est une loi a deux parametres a et b, définie sur R :
p(z) = ababtexp(—ax?) (A4)
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Annexe A. Généralités

A.5 Loi Uniforme

La loi uniforme U([a, b]) est une loi a support compact sur R, soit un intervalle [a,b] C R,a < bet
a pour expression :

1

px(z) = 5o Lad) (),

ol 4 (w) = 1siz € [a,b] et O sinon.

A.6 Loidu y? centré

La loi du x? centrée est une loi 2 un parametre v (€ N — {0}, noté N*) déterminant le nombre de
degrés de liberté de la loi.

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi x2 (loi du x? a v degrés de liberté), si Vz > 0, sa
densité est donnée par :
-1 X )
exp|—=) .
P < 2

La loi du x? coincide avec la loi Gamma de paramétres /2 et 2, soit G (g, 2).

_ 1
2T (3)

[SIN

p(z) z

A.7 Loi Beta de premiere et de seconde espece

Les densités de variables de loi ﬁ; p €t ﬁg , sont définies dans [1] par les densit€s de probabilités
suivantes :

I'(a+10)

o(T) = Wxa_l(l S (€9}

et

5 _ T(a+d) ot
o) = Tty @y 2y

ot 1y 1j(w) est la fonction indicatrice de x sur I'intervalle [0, 1].

>0

A.8 Loide Wishart
A ~ W(N,m;M) si sa densité est :

_ det(A)N—m

f(A) = TV exp (— Tr(M'A))

ou J(M) s’écrit de la maniére suivante :
JM) = 72 ™™ DP(N)D(N — 1) ... T(N —m + 1) det(M)" .
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A.9. Loi faible des Grands Nombres

A.9 Loi faible des Grands Nombres

Soient X1, - -+, X, une suite de n variables aléatoires. i.i.d. réelles, de variance finie et d’espérance
E(X), alors :
1 = Pr.
— X; —— E(X)
n 1 n—-+oo
1=

La Loi Forte des Grands Nombres (LFGN) suppose en plus que les variables sont intégrables (E(| X|) <
+00) mais assure une convergence presque siire.

A.10 Théoreme Centrale Limite

Soient X1, - -+, X,, une suite de n variables aléatoires. i.i.d. réelles. On suppose que E(X?) < +o0
et soit m = E(X), 02 = Var(X), alors :

1 & ;
NG ST (X —m) —2 (0, 02).
i=1

n—-+o0o
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Annexe B

Lemme B.0.0.1

Lemme B.0.0.1
Soit A une matrice Hermitienne et soit U une matrice unitaire, alors

A=UAU? VWUs A=al VaeR (B.1)

Preuve B.0.0.1
— A = ol orA = 0 implique évidemment que A = UAU? .
— Maintenant, supposons que pour une matrice diagonale A et que pour une matrice unitaire U, on

ait A = UAU® . Soit V Ia matrice des vecteurs propres de A et A la matrice diagonale des valeurs
propres de A, alors A = VAV

SiU = VI, ona VDV = D. Ceci implique que A est une matrice diagonale. En prenant

maintenant pour U la matrice des permutations qui transforme le i “™® élément de A, A;; en le
(7 + 1)°™e, on arrive a la conclusion.
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Annexe C

"First and Second Order Moments of the
Normalized Sample Covariance Matrix of
Spherically Invariant Random Vectors"'
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First and Second Order Moments of the Normalized
Sample Covariance Matrix of Spherically Invariant
Random Vectors

Sébastien Bausson, Frédéric Pascal, Philippe Forster, Jean-Philippe Ovarlez and Pascal Larzabal

Abstract— Under Gaussian assumptions, the Sample Covari-
ance Matrix (SCM) is encountered in many covariance based
processing algorithms. In case of impulsive noise, this estimate
is no more appropriate. This is the reason why when the noise
is modeled by Spherically Invariant Random Vectors (SIRV), a
natural extension of the SCM is extensively used in the literature:
the well-known Normalized Sample Covariance Matrix (NSCM)
which estimates the covariance of SIRV. Indeed, this estimate
gets rid of a fluctuating noise power and is widely used in
radar applications. The aim of this paper is to derive closed-
form expressions of the first and second order moments of the
NSCM.

Index Terms— SIRV, NSCM, estimation, performance analysis.

I. INTRODUCTION

Iven independent identically distributed observations of

a zero-mean complex Gaussian random vector, the Sam-
ple Covariance Matrix (SCM) is the Maximum Likelihood
estimate of the data covariance matrix. It is well-known that
the SCM is complex Wishart distributed, unbiased, and its
second order moments have simple expressions [1]. The full
statistical characterization of the SCM allows performance
analysis of numerous algorithms relying on this estimate.
However, this widespread estimate iS no more appropriate
when observations are not Gaussian. This is for instance the
case for radar clutter returns [2], [3], radio fading analysis
[4] or sonar interferences [5]. In these contexts Spherically
Invariant Random Vectors (SIRV) have been appropriately
used in modeling non-Gaussian problems. A SIRV is a com-
plex compound Gaussian process with random power. More
precisely a SIRV c [6] is the product of the square root of
a positive random variable 7, called the fexture, and a m-
dimensional independent zero mean complex Gaussian vector
x with covariance matrix 3 normalized according to tr (X) =
m, where tr(.) is the trace of a matrix,

c=+7X.
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The notation x ~ CN(0,X) means that x is a zero mean
complex Gaussian vector with covariance matrix 3. In this
paper, we consider the estimation scheme of ¥ from NV inde-
pendent SIRV observations, ¢ = |/TpXg, for K =1,..., N.
In this context, we analyze the statistical properties of the
well-known Normalized Sample Covariance Matrix (NSCM),
introduced in [7], and defined by

N H
m Cka Cka XX
N 2 cffes NZ fodl? = N 2= el
where ' denotes the transpose conjugate operator. Notice that
the NSCM does not depend on the texture. The Central Limit
Theorem ensures that the NSCM is asymptotically Gaussian
but first and second order moments of this estimate never
appeared in the literature. Thus the goal of this paper is to

fill these gaps when the X-eigenvalues are distinct, i.e. the
most common and realistic case.

i:

II. FIRST AND SECOND ORDER MOMENTS OF THE NSCM
In this section we present the main results while computa-
tional details are provided in Appendix.
Let us introduce the eigenvalue decomposition of 3
m
¥ = UAU" =) " Nouuf! )
=1
e A is the diagonal matrix of the X-eigenvalues, A\; >
> A >0,
o U is the unitary matrix of the 3-eigenvectors.
Notice that we assume that all eigenvalues Aq,..., A, , are

strictly positive and different, i.e. their multiplicity order is 1.
We note E[.] the statistical mean.

Theorem 1 The first order moment of the NSCM is given by

E [2} —mUAUY 3)
where
log A\, — log A\g 1

5 = dohp | —2—=22 ) 4
k Zl k < S )\n> “

n#k
d, = JI@=2x/A)7", )

ran

and where A is the diagonal matrix of the 6y’s, with 61 >
- > 0 > 0.
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Proof: See Appendix L. |

Remark 1 This theorem provides as a by-product the eigen-
It shows also that E {E} and X

share the same eigenvectors but have different eigenvalues.
Consequently, the NSCM is a biased estimate of X.

decomposition of E [2}

Remark 2 The NSCM preserves the ordering of the eigenvec-
tors.

Let us denote vec(.) the operator which reshapes a m x n
matri& elements into a mn column vector. Let us note v =
vec | X ] and introduce the two matrices

Vi =E[vw/] and Vo =E[w'], (6)

from which the covariances of the real and imaginary parts of
the NSCM are straightforwardly derived.

Theorem 2 The NSCM is asymptotically Gaussian and

2m m
m
Vi= WZ Z(wkar (N —1)6,65)vec(upu)! Jvec(uguy! )
p=1k=1
2 m m
H
+ WZ Z Wk VeC (upukH) vec (upukH) , @)
p=1 k=1
k#p

2

p=1k=1
mQ m m T
+ WZI ; wyp vee (wpuy!) vee (upw)')”,  (8)
P= k;P
where
i 2)\k log()\k/)\n) 1 )\k + /\n
= dn)\ - ) 9
Wk ; k ( ()\k - )\n)2 )\n )\k - An ( )
n#k
Wpk = Z dn wpknv for p 7é kv (10)
with
5 I An(Ap + Ap) — 200 log(An/Ap)
Wpkn = -
Pk POk )\% ()\p - Ak)Q ( n - p)( - )‘k)

Ak ( p) log(Ak/Ap)
)‘721()‘71 - )‘k)()‘p - )‘k)3

where 0,, and d,, are respectively defined in (4) and (5).

1 (2Ap A0 — Ap Ak — A% )}, (11)

Proof: See Appendix II, III, IV. ]

III. CONCLUSION

The closed-form expressions of the first and second order
moments of the NSCM for SIRV modeling have been pro-
vided in this paper with full detailed proofs. These analytical
equations are essential for analyzing performance of signal
processing methods based on NSCM: detection schemes in
radar applications, direction of arrivals estimation in array
processing.

APPENDIX I
PROOF OF THEOREM 1

Using the eigen-decomposition of (2), let us whiten x
according to y = A~'/2 U¥ x. Hence y ~ CN (0,1) and

XXH

12 YY yy" AV2ZUH.
]2~ y? Ay
The NSCM (1) statistical mean can be rewritten as
H
E [2} —mUAYV?E | 2XY | AV2UH. 112
y? Ay

Each component y;, of y is a zero-mean unit variance circular
complex Gaussian variable and can be expressed as:

1 .
ve=1\l5 Xz exp(ify)

where 7 is Chi-squared-distributed with 2 degrees of free-
dom, 6}, is uniformly distributed on [0, 27]. All the x;’s and
0x’s are two-by-two independent. It follows that (I.12) yields

[ }—TTLZ/\;CE Z)\nxn ukukH
Let us set
“ 1
0 =E | M\ x? An X2 :E[}, .13
k k Xk ; Xn] 1T Xo/ X, (L.13)

m
> A xi
ok
The PDF of X5 has to be deriveé to complete the proof. Since
all x7’s are independent, the characteristic function of X» is

H(l*QZ)\ u)~!

n=1
n#k

where X7 = M\, x7 and X5 =

m

¢
Z 1 —QT;An,u’

n=1
n#k

¢X2 u)

m )\ —1
where ¢,, = H <1 - )\p) . Thus, the PDF of X, follows
p=1 n

p#N
p#k

1 T x
px,(x) = )\ (2>\>, x> 0.

n=1

n#£k

So, the density of X5 is obtained by the weighted sum of the
densities of )\nxi by the coefficient c,,. Now, the PDF of the
ratio Xo /X7 is a weighted sum of F laws (Fisher-Snedecor)

(1.14)

m

A A
Pxy/x, (T) = Z an—k (1 + )\fk
n=1 n n

n#k
and after some manipulations, (I.13) yields

oz n/>\ !

n;ék

—2
) , >0, (L15)

It remains to show that §; > --- > d,, > 0. First, the §’s,
defined in (I.13), are strictly positive. Now, let us consider the
following function for x > 0 and y > 0:

p (_u;v) du dv.

1 Tu
fW(x’y)_él/]Rixu%-yv—l—weX
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It follows from (I.13) that we have §j, = E,, [fu (A, Ap)] and

dp = Ey [fuw(Ap, Ar)], for w = Z Anx2, and where E,[]
Ii#i

stands for the statistical mean related to w. To show that &5 <

dp, we prove that fo,(Ax, A\p) < fuw(Ap, Ax) for all w, assuming

Ak < Ap. Let us define the functions

fl(t) - fw((l —t)Ap +t)\k,)\p),

fQ(t) = fw()‘pv (1 - t)/\p + t>‘k’)v
which verify f1(0) = f2(0), fi(1) = 0 and fo(1) = Jp.
To demonstrate that d; < §,, we show hereafter that f; and

fo are respectively strictly decreasing and strictly increasing
functions of ¢ on the interval [0, 1]. We have

8fw($ ) _ 1/ U(y’U + 'LU) 67(u+v)/2dudv >0
4 Jrz (zu+yv+ w)? ’

af. 1 vITU
7“1 _ _ - o = (utw)/2

( ,Y) 4/]1&3_ (xu—i—yv—l—w)Qe dudv < 0,
from which we obtain:

dh _ (afw> (e — Ap) <0,

dt 0/ (1=t np+trrp)

@ = <6f“’) (A —Ap) > 0.

dt Y ) (5 (1=0A,+100)

In summary, &3, < 6, for any k,p such that A\, < A,. This
completes the proof of Theorem 1.

APPENDIX II
PROOF OF (7), (8) AND (9) OF THEOREM 2

By expressing the variance of the NSCM as a linear
combination of functions of the 3-eigenvectors, we compute
the statistical means of the coefficients. Eqgs. (1), (3), (6) and
(1.12) leads to

H
m? & xp xH x, x4
Vi = — E [vec ko) vee | 222 ,
N? kZZ (n ol 3,12
mg m .
= 5 2 {wminr + (N = 1)8,800(p — 5)d(n — k)]
p.J.m.k
vec (upuf) vec (unukH)H} ,
where
A )\ A /\kX X XrLXk .
Wpink = E \/ Py E |:€1(0p—9j+9k,—9n)i| ,

(7 A’

and ¢(.) is the Kronecker delta. The 6’s being independent
uniform variables, the last term of previous equations is zero
unless p = j, k =n or p=n, k = j, which leads to

2 m
V= Wzk:[wpk + (N — 1)d,65]vec (upuf) vec (ukuf;{)H
I3
2 m m
Z Z Wy VEC up uf) vec (llp 111?)
p=1 k=1

where

m 2
wpk = X Ak B | X5 XE / (Z /\nx%> ,  (IL16)
n=1

This is (7) of Theorem 2 and (8) is derived from the same

reasoning. Concerning (9), one has, from (I.16), for p = k,

wir = E {(1 +X2/X1)72], where X; and X, are defined
+o0

in (1.13). Thus wy), = (1+2) 2 px,/x, (z) dz. Eq. (10)

is derived in Appendi)? IV. The proof needs some results

related to exponential integrals introduced in Appendix III.

APPENDIX IIT
EXPONENTIAL INTEGRALS AND RELATED FUNCTIONS

This section contains some mathematical tools used in
Appendix IV. From pp. 228 of [8], let us recall the definition
of the exponential integral

—+o0 efzt

E.(z) = /1 m dt,ne N, R(z) >0,
—+o0 efzt —+o0 eft
1 z

+o0 1)
f’yflnzfz( e (I1L.17)

n=1

nn!

where R(z) denotes the real part of z and -y is Euler’s gamma
constant. It is assumed that the path of integration on the
complex plane excludes the origin and does not cross the
negative real axis [8]. Analytic continuation yields multi-
valued functions with branch points at z = 0 and z = ooc.
Let us introduce the real function

—+o00
F,L(a,x):/ t"e “"Ei(t)dt,neN, 2 >0,a> —1.

(II1.18)
Let us show that the integral involved in the definition of
F,(a,z) is well defined for z > 0 and @ > —1. From [8]
pp- 229 we have e” Ey(z) < log(1 + 1/z) for > 0 which
leads to

0 < Fy(a,z) < log(l1+1/x)2"a,
+0oo
t"e Ytdt, n € N, is

defined for y > 0, see [8] pp. i28. In conclusion, function
F,(a,x) is well defined for z > 0 and (a 4+ 1)x > 0, i.e. for
x>0and a > —1.

We are interested in the limiting values of F,,(a,x) when
x tends to zero. Integration by parts leads to

([a +1]z),

where the function o, (y) =

F,(a,z) = —e_‘”El(x)—Fan_l(a, x)—%an_l([a—i—l}x),

(I1.19)
where «,(y) is given by [8] pp. 228

2 n
e Yy

Eq. (II1.19) combined with lim, .o "™ E1(x) = 0 for n >
1 which results from the series expansion (III.17), with
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lim, o Fo(a,z) = fR+ e By (t)dt = In(1+a)/a, see [8]
pp- 230, and with the above expression of a,(y), leads to

. In(1+ a) 1
ilg%) Fila,z) = Fi(a,0) = a2 a(l+a)
) 2In(1+a) 3a+ 2
iLmo Fy(a,z)=F3(a,0)= =3 T rar (1I1.20)

APPENDIX IV
END OF PROOF OF THEOREM 2 (wpy, FOR p # k, SEE (10))

At the end of Appendix II, it remained to compute (II.16)
to complete the proof of Theorem 2.
Let us write wyr, = E {(1 + Xg/f(l)*l} with X; = X+
m

/\pr7 and Xz = Z An X%- A PDF decomposition similar

n=1
n#k
n#p

to (I.14), but for )~(2, provides

m m s —1
woe = Y pin || <1 - )j) , vl
n=1 j=1 n
nik g
J#k

21 .
where dppn = Ap M E X33/ (A X2+ M xd + An x3)°] s

Ap Ak
5plcn = P8 /]1&3
3

An analytic expression of d,x, is obtained by computing the
above integral. The previous equation is rewritten as

Tp T, e~ (@ptanten)/2

5 dxy, duy, dy, .
(ApZp + ApTr + Apy)

A A
Opkn = p8 b /2 t1 zp T, e~ (@pter)/2 dz,dzy,, (IV.22)
R
+o00

where t; = e~ /2 Apxp + Az + Ay xn)_2 dz,, .

Then, by setting(;) C = M\ xp + A\ g, tq is rewritten as
1 C 5 C
PR CPWE Retl P I
1 . C C B C
MO T2 TP o) T o ) |

where I and E5 are defined in (II1.17). Now, by replacing
t1 in (IV.22), we obtain

t1 =

Ap A 1
Tp Tk —(wpten)/2
ty = — @)/ 2y day,
2 /Ri /\p Tp + )\k Tk P k

1 Ap Tp + A T
t3 Tprpexp | —z|Tp+axp — —F
Ri 2 >\n

Integrating firstly along xj, in to allow to rewrite ¢o as

8 8\ A — A
t2:_kF2<kpa0>7

V.24
N A2 A (V29

where the function F(.) is defined in (IIL.20). Now, let us
compute t3 as

+oo T A
t3:/ T exp(—p ( —p>>t4dac ,
o P 2 An P

ApTp + ApTp
with t4 = / xkeimk(lf)\k/kn)/ZEl p[)kk‘) dl-k '
Ry

2,
By a change of variable, ¢4 is rewritten as

2\, +oo  2Ant—Apap o A
fa = ?/A @ (2Ant — Apap)e w A:)El(t)dt»
v
2 A AT
— 27N e Tp/2/ Mk (1=Ak/An) 2\, F oo 1 pp
% € nd'1l )\k ) 2)\n

M\, Fy <i: _1 A;Aipﬂ .
and can be simplified with (II1.19) and with Fy(a,x) =
e *"Fy(x)/a — E1(Ja + 1]z)/a. The simplified expression
of t, allows to rewrite t3 as

16 22 1
An — Ak <)\12) (A — k)

ty = [A2 FY (b, 0) — A} Fy (by, 0)]

1 A7
—— 4+ —E - Fy (b, 0
)\n+ )\n)\% Z(ka ))
where b; = (A\j — Ap)/Ap, for j = k, n. Finally, combining
the previous result with (IT1.20), (IV.23) and (IV.24), one has
An ()\p + )\k) -2 )\p Ak

()‘n - )‘p) ()‘n - /\k) ()‘p - )‘k)Q

Opkn = /\p)\k[

A2 log A, Ak log e 20A, — ApAs — A2
()‘n - )‘p)Q()‘n - )‘k)Q ()‘p - )‘k)3 )‘p()‘n - )‘k)2
Ap Ak 2)\k)\n—)\p)\k,—/\§
— 3 5 log Ay | -
()‘p - )‘k) Ak ()‘n - )‘p)

Thanks to (IV.21), the previous equation provides (10)
and (11). This concludes the proof of Theorem 2.
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Annexe D

Preuves des théoremes 3.1.3.1 et 3.1.3.2 :
"Covariance Structure Maximum
Likelihood Estimates in Compound
Gaussian Noise : Existence and Algorithm
Analysis"'

Afin de bien comprendre le détail des preuves, ’article les contenant est joint dans sa totalité. En
effet, de nombreuses notations ont été introduites ainsi que plusieurs lemmes essentiels aux preuves
d’existence et d unicité de I’estimateur du point fixe.
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Covariance Structure Maximum Likelihood
Estimates in Compound Gaussian Noise : Existenc
and Algorithm Analysis

Frederic Pascal, Yacine Chitour, Jean-Philippe Ovarlez, Philippe Forster and Pascal Larzabal

Abstract— Recently, a new adaptive scheme [1], [2] has been covariance matrix. However, these detectors may exhibit poor
introduced for covariance structure matrix estimation in the con- performance when the additive noise is no more Gaussian [6].
text of adaptive radar detection under non GaL_lssian _noise. _This_ This is the case in radar detection problems where the
latter has been modelled by compound Gaussian noise, which is - o -
the product c of the square root of a positive unknown variable additive noise is due_ to the superp03|t_|(_)n of unwanted echoes
7 (deterministic or random) and an independent Gaussian vector 'eflected by the environment and traditionally called the clut-
X, € = /T X. ter. Indeed, experimental radar clutter measurements showed

Because of the implicit algebraic structure of the equation to that these data are non-Gaussian. This fact arises for ex-
cotimate. When 7 15 assumed determinisic and Unknonn, the. 2PIe when the illuminated area is non-homogeneous or

i T , . o
FP is the exact Maximum Likelihood (ML) estimate of the noise when fthe nu_mber_of scatterers |s_small. Th.ls I.(md. of non-
covariance structure, while whenr is a positive random variable, Gaussian noises is usually described by distributions such
the FP is an Approximate Maximum Likelihood (AML). as K-distribution, Weibull, ... Therefore, this non-Gaussian

This estimate has been already used for its excellent statistical noise characterization has gained a lot of interest in the radar
properties without proofs of its existence and uniqueness. The detection community.
major contribution of this paper is fo fill these gaps. Our derva- e of the most general and elegant non-Gaussian noise
tion is based on some Likelihood functions general properties . . . .
like homogeneity and can be easily adapted to other recursive M0del is provided by the compound-Gaussian process which
contexts. Moreover, the corresponding iterative algorithm used includes the so-calle@pherically Invariant Random Vectors
for the FP estimate practical determination is also analyzed (SIRV). These processes encompass a large number of non-
and we show the convergence of this recursive scheme, ensuredayssian distributions mentioned above and include of course
whatever the initialization. Gaussian processes. They have been recently introduced, in

Index Terms—Compound-Gaussian, SIRV, Maximum likeli- radar detection, to model clutter for solving the basic problem
hood estimate, adaptive detection, CFAR detector. of detecting a known signal. This approach resulted in the
adaptive detectors development such as the Generalized Like-
lihood Ratio Test-Linear Quadratic (GLRT-LQ) in [1], [2] or
the Bayesian Optimum Radar Detector (BORD) in [3], [4].

HE basic problem of detecting a complex signal embedhese detectors require an estimate of the SIRV covariance

ded in an additive Gaussian noise has been extensivatatrix. In this context, ML estimates based on secondary data
studied these last decades. In these contexts, adaptive detedtane been introduced in [11], [12], together with a numerical
schemes required an estimate of the noise covariance magigcedure supposed to obtain them. However, as noticed in
generally obtained from signal free data traditionally called2] p.1852, existence of the ML estimate and convergence
secondary data or reference data. The resulting adaptive dkiteration [...] is still an open problefh
tectors, as those proposed by [7] and [8], are all based orTo the best of our knowledge, the proofs of existence,
the Gaussian assumption for which the Maximum Likelihoodniqueness of the ML estimate and convergence of the algo-
(ML) estimate of the covariance matrix is given by the samphthm proposed in [1] have never been established. The main

purpose of this paper is to fill these gaps.

F. Pascal is with the Office National d'Etudes et de Recherches The paper is organized as follows. In the Sectlbhwe
ﬁg&gﬁfg:';;gg%?gg' BP 72, 92322 Chatillon Cedex, France (e-m3lieqant the two main models of interest in our ML estimation

Y. Chitour is with the Laboratoire des Signaux et ®yses, framework. Both models lead to ML estimates which are
Sur_élecih_i% ruT-‘ JoliotI-CUfrie, 91190 Gif-sur-Yvette, France (e-maikplution of a transcendental equation. Sectidnpresents the
yagl.n%.cOlt\(/);rrle@zsiss.s\lljv?tietcﬁer) Office National d’Etudes et de Recherch_ggam rgsults of this paper _Whlle a_ proofs outline is Q'Ve”
Aérospatiales, DEMR/TSI, BP 72, 92322 Chatillon Cedex, France (e-mdil Section V: for presentation clarity, full demonstrations
jean-philippe.ovarlez@onera.fr). are provided in Appendices. Finally, Sectidth gives some

P. Forster is with the Groupe d’Electromagisme Applig@ (GEA), Institut  _. . . " . .
Universitaire de Technologie de Ville d’Avray, 92410 Ville d’Avray, FranceSIml‘“atIons results which confirm the theoretical analy5|s.

(e-mail: philippe.forster@cva.u-paris10.fr).

P. Larzabal is with the IUT de Cachan, C.R.l.I.P, UnivérdRaris Sud, Il. STATE OF THE ART AND PROBLEM FORMULATION
94234 Cachan Cedex, France, and also with the SATIE, ENS Cachan, . .
UMR CNRS 8029, 94235 Cachan Cedex, France (e-malil: Iarzabal@satie.ensA compound—Gaussmn procests the product of the square

cachan.fr). root of a positive scalar quantity called the texture and a
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m~dimensional zero mean complex Gaussian vegtavith

covariance matriM = E(xx') usually normalized according

to Tr(M) = m, where H denotes the conjugate transpose po(Cr,...,cn;M) =
operator and Tr) stands for the trace operator:

H ™ exp(— )
mN|M|N CHM—l

Finally, maximizingpc(cy,...,Cn; M) with respect toM
c=V7TX. @ is equivalent to maximize the following functiafi, written in
This general model leads to two distinct approaches: tHms ofx;’s and;'s thanks to {)
well-known SIRV modeling where the texture is considered
random and the case where the texture is treated as an F(M) H
unknown nuisance parameter. |M |V o
Generally, the covariance matrikl is not known and
an estimateM is required for the Likelihood Ratio (LR)
computation. Classically, such an estimiités obtained from the following equation
Maximum Likelihood (ML) theory, well known for its good N .
statistical properties. In this problem, estimation\f must M = f(M), (6)
respect the previous/-normalization, T(M) = m. This
estimateM will be built using N independent realizations of
¢ denotedc; = /7;X; fori=1,..., N.

()

XHM X;)m

By cancelling the gradient of with respect tM, we obtain

where f is given again by J).
Note thatf can be rewritten from1) as

It straightforwardly appears that the Likelihood will depend m . xH
on the assumption relative to texture. The two most often met fM) = —Z —_— (7)
cases are presented in the two following subsections. N i1 XIM X

Equation 7) shows thatf(l\ﬁ) does not depend on the
A. SIRV case texturer but only on the Gaussian vectoxss.

Let us recap that a SIRV [5] is the product of the square root
of a positive random variable (texturg and am-dimensional -~ proplem Formulation
independent complex Gaussian vecko(specklg with zero
mean normalized covariance matr. This model led to
many investigations [1], [2], [3], [4].

To obtain the ML estimate d¥1, with no proofs of existence
and uniqueness, Giret al. derived in [12] an Approximate
Maximum Likelihood (AML) estimateM as the solution of ©
the following equation

It has been shown in [12], [13] that estimation schemes
developed under both the stochastic case (Sedtidr) and
the deterministic case (SectidiRB) lead to the analysis of the

same equation 2§ and @)), whose solution is a fixed point
of f (7). A first contribution of this paper is to establish the

pointl\A/IFp which is is the Approximate Maximum Likelihood

existence and the uniqueness, up to a scalar factor, of this fixed

M = f (|\7|) , (2) (AML) estimate under the stochastic assumption and the exact

ML under the deterministic assumption.

where f is given by Moreover, a second contribution is to analyze an algorithm

N m& ¢ cH based on the key equatior®)( which definesM zp. The
f(M) = Nz — . (3) convergence of this algorithm will be established. Then, nu-
-1 ¢'M ¢ merical results of Sectiok| will illustrate the computational
efficiency of the algorithm for obtaining the FP estimate.
B. Unknown deterministie case Finally, the complete statistical properties investigation of

This approach has been developed in [13] wheretfe the corresponding ML estimate will be addressed in a forth-

are assumed to be unknown deterministic quantities. TREMING paper.
corresponding Likelihood function to maximize with respect

to M andr;’s, is given by [1l. STATEMENT OF THE MAIN RESULT
We first provide some notations. Let and N be positive
1 integers such thatn < N. We useR™™ to denote the set
pc(Crs-.. CNsM, T, TN) = (m)mN ‘M|N of strictly positive real scalars),,(C) to denote the set

defined by the positive definite Hermitian matrices. For
M € My, (C), |[M]|| :== Tr (MHM)l/2 the Frobenius norm
where|M | denotes the determinant of matii. of M which is the norm associated to an inner product

Maximization with respect to;'s, for a givenM, leads to on M,,(C). Moreover, from the statistical independence
cfM~1tg hypothesis of thelV complex m-vectorsx;, it is natural to

7; = ————, and then by replacing the’s in (4) by their assume the following
ML estimatesr;’s , we obtain the reduced likelihood function(H): Let us setx; = xl(.l) + ijQ) . Any 2m distinct vectors

xH—mexp

117'

( cT M-lc ) of m x m complex matrices, ang, the subset ofi/,,(C)
-] @
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taken in IV. NOTATIONS AND STATEMENTS OF THE RESULTS IN THE
REAL CASE
x{V x¢\ [—xP X A. Notations
2 y 2 I 1 IS 1 . . . .
Xg ) ng) Xg ) ng) In this paragraph, we introduce the main notations of the
) ) paper for the real case. Notations already defined in the com-
are linearly independent. plex case are translated in the real one. Moreover, real results
will be valid for every integem. For every positive integer
From ) and (), one has n, [1,n] denotes the set of integefs, . .., n}. For vectors of

. . R™, the norm used is the Euclidean one. Throughout the paper,
Faog — R we will use several basic results on square matrices, especially
M — F(M H regarding diagonalization of real symmetric and orthogonal
|N XH M~ 1x ) matrices. We refer to [14] for such standard results.
We useM,,(R) to denote the set af. x m real matrices,
and SO(m) to denote the set of. x m orthogonal matrices and
MT, the transpose oM. We denote the identity matrix of
f+6g — g m( ) by I,
xZ xH We next deflne and list the several sets of matrices used in
M — f(M) N Z the sequel:

*x D, the subset ofM,,(R) defined by the symmetric
positive definite matrices;
x D, the closure o in M,,(R), i.e. the subset o/, (R)

Theorem ”I'l_ . ) ) defined by the symmetric non negative matrices;
(1) There existd| pp € G with unit norm such that, for every D(a ) ={M € D| M| = a}

a > 0, f admits a unique fixed point of norm> 0 equal ~ * For everya > 0, { D(a) = {M eD| [M||=a} -
toaM gp. Moreover,F reaches its maxiAmum ovégronly
on ‘CM , the open half-line spanned Wrp.

(#4) Let(S)ZfS be the discrete dynamical system definedon

111

It is obvious thatD(a) is compact inM,, (R).

For M € D, we usef), to denote the open-half line
spanned byM in the coneD, i.e. the set of pointa M, with
by A > 0. Recall that the order associated with the cone structure

(ais : M1 = f(Myg). (8) of D is called the Loewner order for symmetric matrices of
M,,(R) and is defined as follows. L&, B be two symmetric

Then, for every initial conditioM, € G, the resulting m x m real matrices. ThetA < B (A < B respectively)
sequencéM ) >o converges to a fixed point ¢f, i.e. to means that the quadratic form definedBy A is non negative

a point wherer’ reaches its maximum; (positive definite respectively), i.e., for every non zere R™,
(iii) Let (S).on: be the continuous dynamical system defined” (A — B)x < 0, (> 0 respectively). Using that order, one
ong by hasM € D (€ D respectively) if and and only iM > 0
(S)eont :M = VE(M). ©) (M > 0 respectively).

As explained in Appendix, we will study in this section
the applicationst” and f (same notations as in the complex

Then, for every initial conditiorM =M , the g
very i itioM (0) 0 €9 case) defined as follows:

resulting trajectorM(t), t > 0, converges when tends

to +o0, to the point|My||M rp, i.e. to a point wherd” F : D — Rt
reaches its maximum. 1 1
M — H m»
N . iy - M|V m(x; M7 x;)
Consequently tdi), M pp is the unique positive definite: x i=1 T
m matrix of norm one satisfying and
f : D — D
i m x; X2 (10) M m i X X
FP = 57 -1 — =~ NSV ES R
N = X Mpp x; NS X MTx

Proof: The same problem and the same result can nceforth, ' and f stay for the real formulation. In the

formulated with real numbers instead of complex numbefPOVe: the vectors;), 1 <i < N, belong toR™ and verify
and symmetric matrices instead of hermitian matrices, Whﬁge next two hypothesis:

hypothesis(H) becomes hypothesisi2) stated below (just ¢ (H1) @ [[xi||=1,1<i<N;

before RemarkV.1). The proof of Theoremill.1 breaks up  * (£2) : For anym two by two distinct indicesi(1) <
into two stages. We first show in Appendixhow to derive ... <i(m) chosen in[1, N], the vectorsx;(1y, - - - , Xi(m)
Theoremlll.1 from the corresponding real results. Then, the  are linearly independent.

rest of the paper is devoted to the study of the real case. Consequently, the vectors, ..., c,, verify (H2).
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Hypothesis(H1) stems from the fact that functiofi does point whereF' reaches its maximum;
not depend orx;'s norm.

Let us already emphasize that hypothgdig2) is the key o Let(S).ont be the continuous dynamical system defined on
assumption for getting all our subsequent results. Hypothegishy
(H2) has the following trivial but fundamental consequence (eont : M = VF(M). (13)

that we state as a remark. L. » .
Then, for every initial conditioM (0) = Mg € D, the resulting

Remark V.1 trajectoryM (t), t > 0, converges, whehtends to+oo, to the

For every n vectors Xuy,...,Xin) (respectively point||Mo| M rp, i.e. to a point wheré' reaches its maximum.

Ci(1),---»Ci)) With1 <n <m, 1 <1i < N, the vector space ) _

generated by (1), . . ., Xi(n) (respectivelc;(y, ..., C;)) has The last theorem can be used to characterize numerically the

dimension. points whereF" reaches its maximum and the value of that
maximum.

In the sequel, we us¢”, n > 1, to denote then-th iterate  Notice that algorithm defined byl?) does not allow the
of fie., f":= fo..of, wheref is repeatech times. We control of the FP norm. Therefore, for practical convenient,
also adopt the following standard conventigh:= Idp. we propose a slightly modified algorithm in which thé-
The two functionsF" and f are related by the following normalization is applied at each iteration. This is summarized
relation, which is obtained after an easy computation. Fr the following corollary:
everyM € D, let VF(M) be the gradient o atM € D
i.e. the unique symmetric matrix verifying, for every matrixCorollary V.1

M e S, The following scheme
VF(M)=NFM)M™' (f(M)—M) M~". . fM)
k+1 = W (14)
Clearly M is a fixed point off if and only if M is a critical ( k
point of the vector field defined by " on D. yields the matrices sequend ), ..., M, } which is related
to the matrices sequeng®, ..., M}, provided by {2), by,
B. Statements of the results for1 <i<k, "
The goal of this paper is to establish the following theorems M/ = .
whose proofs are outlined in the next Section. Tr(M;)

Theorem V.1 This algorithm converges tM rp up to a scaling factor

There existdvi rp € D with unit norm such that, for every which is: %

a > 0, f admits a unique fixed point of norm > 0 equal Tr(Mpp)

to M pp. Moreover,F' reaches its maximum ovér only on  As a consequence of Theoreiil, we can prove a matrix

L - the open half-line spanned byrp. inequality which is interesting on its own. It simply expresses
N that the Hessian computed at a critical point Bfis non

ConsequentlyM pp is the unique positive definiten x m  positive. We also provide an example showing that, in general,

matrix of norm one satisfying the Hessian is not definite negative. Therefore, in general, the
N T convergence rate to the critical points Bffor the dynamical
~ m Xi X; . .
Mpp = — - (11) systems(S)q;s and(S)cons IS NOt exponential.

N= x; “7';; X
Proposition V.1

Remark V.2 Letm, N be two positive integers withh < N andx, ..., Xy
TheoremlV.1 relies on the fact thal’ reaches its maximum be unit vectors oR™ subject ta H2) and such that
onD. Roughly speaking, that issue is proved as follows. The N
function F' is continuously extended by the zero function on m Z o xT =1 (15)
the boundary ofD, excepted on the zero matrix. Sinéeis N & Lo "
positive and bounded oR, we conclude. Complete argument

is provided in Appendix!. Then, for every matri¥ of M,,(R), we have
N
As a consequence of Theorelvi1l, one obtains the next m xT Mx:)2 < [IM]I2 16
result. N;( i z) = || || : (16)
Theorem V.2 Assuming TheoreniV.1, the proof of the proposition is
e Let(S)ais be the discrete dynamical system definedohy short enough to be provided next.
($)ais : Mpts = F(My). (12) We may assumeéM to be symmetric since it is enough

to prove the result for(M + MT) /2, the symmetric part of
Then, for every initial conditionrM, € D, the resulting M. Applying TheoremlV.1, it is clear that the functionF’
sequencdM ) ,>o converges to a fixed point of, i.e. to a associated to the;’s reaches its maximum ové? atl,,. The
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expression offf) o the Hessian off at 1, is the following. o (P2):forevenyM,Q € D, then
For every symmetric matri¥l, we have
e N FM+Q) > f(M) + £(Q). (7)
H, m(|\/| M) =NF(l,,) (% Z(xj Mx;)? — [|M ||2), and equality occurs if and only M andQ are colinear.
= Proof: See Appendixl| (]

Since H| is non positive, 16) follows. Note that a similar
formula can be given if, instead ol%), the x;'s verify the
more general equatioril).

Because of the homogeneity propertiesfofand f and in  Proposition V.3
order to prove that the rates of convergence of §éthy;s and The function f is eventually strictly increasing, i.e. for every
(S)cont are not exponential, one must prove that the Hessi@) P ¢ D such thaR > P andQ # P, thenf™(Q) > f™(P).
H| is not negative definite on the orthogonalltg in the ]
set of all symmetric matrices. The latter is simply the set Proof: See Appendixv u
of symmetric matrices with null trace. We next provide a Ve next proceed by establishing another propertyfof
numerical example describing that situation. Here,= 3, which can be seen as an intermediary step towards the con-

N =4 and clusion.
Recall that theorbit of f associated tal € D is the

The property off described in the next proposition turns
out to be basic for the proofs of both theorems.

2v/2 _\f _\f trajectory of (9)4:s (12) starting atM.
0
X, = 8’  Xg = @ X3 = _@ xa=10]. Proposition V.4
1 V3 V3 1/ The following statements are equivalent.
3 1 1 (A) f admits a fixed point;
3 3 (B) f has one bounded orbit R;

Then, hypothesedi 1), (H2) and (L5) are satisfied. Moreover, (C) every orbit off is bounded irD.
it is easy to see that, for every diagonal matdx we have

equality in (L6). Proof: See Appendix/ ]

From propositionV.1, f admits a fixed point. Thus, propo-
sition V.4 ensures that every orbit ¢f is bounded inD.

V. PROOFS OUTLINE : : " .
) . Finally, using Propositior.3, we get the following corol-

rem IV.2 one. Each proof is decomposed in a sequence of
lemmas and propositions whose arguments are postponedarollary V.1

the Appendices. Assume that every orbit of is bounded irD. The following
holds true.
A. Proof of TheoreniV.1 o (C1):LetP € D andn > 1 such thaP can be compared

with f*(P), i.e.P > f™(P) orP < f™(P). Then,P =
f"(P). In particular, if° > f(P) orP < f(P), thenP is a
fixed point of f;

o (C2): All the fixed points off are colinear.

Theorem conclusions are the consequences of several propo-
sitions whose statements are listed below.

First of all, it is clear thatF’ is homogeneous of degree zero
and f is homogeneous of degree one, i.e., for eviry 0

andM € D, one has Proof: See Appendin/I u
FOAM) = F(M),  f(AM) = Af(M). To summarize, propositiok.1 establishes the existence of
a fixed point while corollary/.1 ensures the uniqueness of the
The first proposition is the following. unit norm fixed point.

Proposition V.1
The supremum of® overD is finite and is reached at a poin{3: Proof of TheoreniV.2
Mpp € D with [Mpp| = 1. Therefore,f admits the open- 1) Convergence results f@iS)q;s: In the previous Section,

half line L. as fixed points. we already proved several important facts relative to the
W r trajectories of(S)4;s defined by 12), i.e. the orbits of f.
Proof: See Appendixl B Indeed, sincef has fixed points, then all the orbits ¢fare

It remains to show that there are no other fixed pointg of bounded inD. It remains to show now that each of them is
except/:m . For that purpose, one must study the functioconvergent to a fixed point of.

f. We first establish the following result. For that purpose, we consider, for evéyc D, the positive
limit setw(M) associated tM, i.e., the set made of the cluster

Proposition V.2 points of the sequend® ;).>o, whereM ., = f(M},) with

The functionf verifies the following properties. Mo = M. Since the orbit off associated td/ is bounded in

e (P1):ForeverM,Q € D,ifM < Q, thenf(M) < f(Q) D, the setw(M) is a compact oD and is invariant byf: for
(also true with strict inequalities), everyP € w(M), f(P) € w(M). It is clear that the sequence
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(My)r>0 converges if and only ifu(M) reduces to a single In addition, sincet — F(M(¢)) is an increasing function,

point. then M(¢) remains in a compact subséf of D(||Mg]|)
The last part of the proof is divided into two lemmas, whosehich is independent of the time As D(||My]|) contains
statements are given below. a unique equilibrium point ofS)....:, we proceed by proving
theoremlV.2 in the continuous case
Lemma V.1
For everyM € D, w(M) contains a periodic orbit of (i.e. YMg € D,M(t) —— [[Mg||M pp. (20)
contain a finite number of points). e
) . Without loss of generality, we assume tha#l,|| = 1. Let
Proof: See AppendiIl Fy be the limit of F(M(t)) ast tends toiﬁgo.HThanks to
Lemma V.2 TheoremlV.1 and the fact thal{M (¢)|| is constant, it is easy

LetM; andM, € D be such that their respective orbits art® see thatZ0) follows if one can show thaty = F/(M rp).
periodic. ThenM, andM. are colinear and are both fixegVe assume the contrary and will reach a contradiction.

points off. Indeed, if we assume thdf, < F(Mpp) then there exists
go such that|[M(t) — Mgp|| > &g, for everyt > 0. This

Proof: See AppendixVIli B implies together with the fact thad »p is the unique fixed

We now complete the proof of theoreii2 in the discrete point of f in D(1) and ||[VE(M)|| is continuous, that there
case. existsCy such that||VF(M)|| > Cy, for everyt > 0. Then,

Let M € D. Using both lemmas, it is easy to deduce that/+> . .
w(M) contains a fixed point of, which will be denoted by | IVF(M)|[* = 400, which contradicts {9). Therefore,
Q. Notice that there exists a compéaCtcontaining both the (26) holds true. ]
orbit of f associated td1 andw(M). We next prove that, for
everye > 0, there exists a positive integer > 0 such that

(1 8) Q= /™M) < (1 +E) Q (18) The main purpose of this section is to give some tools
Indeed, sinceQ € w(M), for everye > 0, there exists a for computing of the FP estimate regardless of its statistical
positive integem. > 0 such that properties; in particular, we investigate the numerical accuracy
1= (M) — Q|| < e. ?221;:; :;Iagsoerithm convergence in different contexts for the
After standard computations, one can see that there exists @ahe two algorithms presented in sectitvi will be com-
constantK > 0, only depending on the compakt such that, pared:
for ¢ > 0 small enough,

V1. SIMULATIONS

« the discrete case algorithm of theordw2, called al-

(1-Ke)Q < f™(M) < (1+ Ke) Q. gorithm 1 in the sequel, defined byid) and whose
N N convergence to the FP estimate has been proved in
The previous inequality implies at onc&§gj. SectionV;
Applying f!, 1> 0, to (18), and taking into account th& « the normalized algorithm, called algorithm 2 in the se-
is a fixed point off, one deduces that quel, defined by 14).
(1 — 5) Q< flfme(M) < (1 4 5) Q. The first purpose of simulations is to compare the two algo-

o ) o rithms in order to choose the best one in terms of convergence
This is nothing else but the definition of the convergence %eed.

the sequencéf!(M));>o to Q. ]
2) Convergence results fdiS)con:: Lett — M(t), £ >0,  gigorithm: the orderm of matrix M, the numberN of

be a trajectory ofS)c,n, With initial condition My € D. reference datac(, ...,cy) and the algorithm starting point.
Thanks to equationli(26) which appears in the proof of Note that the distribution of the,’'s has no influence on

propositionV.1 in AppendixIl, we have for every trajectory o simulations because of the independence of equatjon (

M(#) of (S)cont (which completely defines the FP estimate) with respect to the
d ) . distribution of ther;’s. Thus, without loss of generality, the

5 IMII7 = 2Tr(MM) =27 (VE(M).M) =0. Gaussian distribution will be used in the sequel.

Then, for everyt > 0, M(t) keeps a constant norm equal tq .Co.nvergence will be analyzed by evaluating the widely used
criterion C
[IMo||. Moreover, one has for everty> 0

Secondly, we study the parameters influence in the retained

My — My

C(k -
" 1Ml

t g t (22)

FM() = FM(0)) = | - F(M) :/ IVEM)[I* > 0.

0 0 as a function of algorithm iteratioh. The numerical limit of

C (when algorithm has converged) is called the floor level.
The first subsection compares algorithms 1 and 2 while the

second subsection studies parameters influence.

Since F' is bounded oveD(||My||) , we deduce that

/+OO [VE(M)||? < 400. (19)
0
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A. Comparison of the two Algorithms

This section is devoted to the comparison of Algorithm 1
and 2 for Toeplitz matrices which are met when the processes
are stationary. We will use the set of Toeplitz matridds ;
defined by the following widely used structure: S

My; = pil, (22)

for 1 < 4,57 < m and for0 < p < 1. Notice that the 10
covariance matrixM is fully defined by the parametes,
which characterizes the correlation of the data.

My = M TIMI

— Ciiterion C(K) for normalized algorithm 2
- - Criterion C(K) for algorithm 1

1) Convergence behavior for different valuespof Fig. 1
displays the criteriorC'(k) versus the iterations numbérfor w0
the following set of parametersn = 10, N = 20 and the
starting pointM, = 1,,,. Three typical cases are investigated:
weak correlation 4 = 10~°, Fig. 1.a), medium correlation : :
(p = 0.9, Fig. 1.b) and strong correlationp(= 1 — 1072, s
Fig. 1.c).

Fig. 1 leads to four main comments. @p=10"°

« For a given ofp, both algorithms numerical convergence

occurs for the same iteration number. Moreover, algo- —
rithm 2 always presents a better accuracy (in terms of N -
floor level). 10 '

« Higher thep, faster the convergence is; for= 1075, w0

convergence is reached around 90 iterationspfer0.9, .
60 iterations are enough and fpr= 1 — 10~?, only 20
iterations are required.

« Stronger the correlation, lower the limit accuracy is. M e

« The improvement of algorithm 2 in term of accuracy 077 Lo Crferon G or sgoritm 1

increases withp.

With this first analysis, we infer that algorithm 2 is better ol
than algorithm 1. ‘ ‘
On Fig. 2, we have plotted the criterio@' versusp when O
the convergence has occurred. Floor level is evaluated at the
150t iteration. Both algorithms exhibit the same behavior: the (b) p=10.9
floor level gets worth when correlation parametencreases.
Floor level is always better for the normalized algorithm than —
for the algorithm 1. Moreover, the distance between the two N T ' o
curves increases witp. w' ' T ~ ]
Fig. 3 shows the required iteration numbkrto achieve a N

i

R

PR R T R TR
" R

relative errorC equal to10~°. Plots are given as a function of ol [ t
correlation parameter. Algorithm 1 is quite insensitive to the
correlation parameter influence. The number of iteratias
always close to 21. Conversely, for algorithm 2, the iteration
numberk decreases witlp, starting atk = 20 for small p . 1
and ending ak = 8 for p close to 1. Surprisingly, more the i —cren el ragerint |
data are correlated, faster the convergence is (but according tc
Fig. 1.c, the floor level gets worse).

These results allow to conclude that algorithm 2 (normalized W 7
algorithm) is the best in all situations. That is why, in the
sequel, we will study parameters influence on the normalized (©)p=1-10""°
algorithm.

10
Number k of iterations

Convergence to the Fixed Point forp = 0.9
T

1My = ML TIMI

10
Number k of iterations

Convergence to the Fixed Point forp = 1-107°

10 - 1

1My = ML M,

Fig. 1. Convergence to the FP for three differgn) p = 1072, b) p = 0.9,
' Qp=1-10"°
B. Parameters influence
This section studies the influence on the normalized algo-
rithm of the starting poinM and the numbe/V of reference
data.
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Criterion C as a function of p for 150 iterations Convergence to the Fixed Point: C(k) as a function of k for different starting point
T

1 10 ‘
10° 3 0% ]
1
10" E 107+ i
10k —— C(150) for normalized algorithm 2 1 ol |
= — - C(150) for algorithm 1 f =
= | :
S p T |
E d
5 2
! = o) - acms |
2 =
2z

— - Uniform Random matrix
Im

K

10

10k

1077 1

10° 10° T ‘
10 10
o Number k of iterations

a) Error influence with starting points
Fig. 2. Floor level,C'(150), againstp @ gp

Convergence to the Fixed Point: Criterion as a function of k

Iteration number k as a function of p to ensure C(k) = 107
24

M, = ML/ 1M

K

Number k of iteration

— Iteration number k to ensure C(k) = 10” for algorithm (2)
- - lteration number k to ensure C(k) = 10° for algorithm (1)

=8 Ve MR et £ VA
10 SGRLRRANMRANE g\ i

101

10 I I
o 1 2

10
8 T o Number k of iterations

(b) Error influence with the numbe¥ of secondary data

Fig. 3. Required iteration numbét to achieve the relative err@r’ = 10~° Fig. 4. Convergence to the fixed point. @(k) as a function ofk for

different starting point#/. b) C'(k) as a function of: for various values of
N: 20, 200, 2000 and 4000

Fig. 4.a shows the criterior'(k) for four different initial
conditionsM, and a medium correlation paramefer= 0.9:
the well known Sample Covariance Matrix Estimate (SCME§imulations which have shown the superiority of one of them,
the true covariance matriM, a random matrix whose elementghe so-called normalized algorithm. The numerical behavior
are uniformly distributed and the identity matrly,. Floor of the two algorithms in realistic scenario has been also
level and convergence speed are independent of the algoritimestigated as a function of main parameters, correlation and
initialization, after 10 iterations, all the curves merge. Figp number of reference data, highlighting their fast convergence
representg’ (k) for various values ofV: 20, 200, 2000 and and therefore their great practical interests. These important
4000. Notice that convergence speed increases Witkvhile results will allow the use of the FPE in real radar detection

the floor level is almost independent of. scheme [15]. It remains now to analyze the statistical behavior
of the FPE, preliminary results in that direction have been
VIlI. CONCLUSION already obtained in [16]

In this work we have considered the problem of covariance
matrix estimation for adaptive radar detection in compound- APPENDIX |
Gaussian clutter. The corresponding ML estimate of the COREpUCTION OF THE COMPLEX CASE TO THE REAL CASE
variance matrix built with secondary data is known to be
the solution (if such a solution exists and is unique) of an Let G be the set ofm x m definite positive Hermitian
equation for which no closed form solution is available. Wenatrices andS the set of2m x 2m symmetric matrices. Let
have established in this paper a sound demonstration of treedefine the function by
existence and uniqueness of this ML estimate, called FPE _
(Fixed Point Estimator). We have also derived two algorithms g : 6 — D=gGcCS
for obtaining the FPE. The convergence of each algorithm M g(M) = MO —m®
has been theoretically proved and emphasized by extensive 9 M@ MmO )



PASCAL et al: COVARIANCE STRUCTURE MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATES IN COMPOUND GAUSSIAN NOISE : EXISTENCE AND ALGORITHM ANALYSIS9

whereM = M) +7J M2 with M™), symmetric matrix, the Proof: It is enough to show that, for every non invertible
real part ofM andM ?), antisymmetric matrix, the imaginaryM € D\{0}, and every sequenc(@(k k>0 in D converging
part. It is obvious thayy is a bijection betweerg and D. to zero and so thatl + Q*) is invertible, we have
Moreover, we have the following proposition VO € D,klim F(M + Q(k)) _o.

Proposition 1.1 ) ] .
Since F is smooth, we may assume that®) e D for every

VM € G, g(f(M)) = fr(g(M)), k > 0. We introduce the notatio® for the function F' in
order to emphasize the dependencerofvith respect to the
wheref is given by ) andfr by N-tuplec = (cy,...,cy). If R is an invertible matrix, leR.c
m 2N W; WT be the N-tuple R.c := (Rcy,...,Rcy). Clearly one has for
M,) = Z T everyM € D,
Tr( N w Mt w;
N FCM) = RV FRERMRT).
with M,. € D, and them-vectorsws , ... ,Won are defined ] )
by F|xkn0\fNMa sly(/(r;:/lrr;emc mat|r|>td\/ll SU'(EE (’;hatl\l/l >0 e_lrnhd trlle
. . rank of M, r , Is equal tol, wi < | < m. Thanks
o fortheN first zﬁctorsxvl,... ,Wy (calledu; for clarity), to the previous equation we may assume Mat= J;, with
W; = U; = (2) , J; ;= diag(l; 0---0), whereO is repeatedn — [ times. For
i € [1,N], we wrltecl as
o for the N ast vectorswy,1,... ,Woyn (called v;), L
Wapi = Vi = < (S) C = (%) , with ¢} € Im(J;) andc? € Ker(J;).

According to that orthogonal decomposition, we wrige"
by blocks,

H (k) (BT
i N — Q
oMy = Ty ) Q““)—( b G )

7
— X M
(k) (K)\T
# _ (L +Q (Qy)
M+ QY = < ék)l 2%1@) .

For everyk > 0, setP, := (I, + Q/")~1 andR, := Q{" —
gk)Pk(Qg“))T . Then, for every: > 0, one has, after standard
computations using the Schur complement formula (cf. [14]

for instance), that

Proof: We have

Thanks to the following resultsy(M~") = (g(M))™" Then,

gxix?)y =u;u) +viv] andx?M~x; = u g(M~ ) u;
v g(M~1)v;, Propositionl.1 follows straightforwardly. m
Hypothesis (H) of Sectionlll implies hypothesis(H2)
(just before RemarkV.1) of linear independence for the real
problem just defined iR?™. Thanks to TheorentV.1, there
exists a unique fixed poi%” (up to scalar factor) irS.
Thus, it remains to show thatl%,” belongs toD. Thanks

to Propositionl.1, if initialization of algorithm defined in (M +Q(’““))’1 =

TheoremlV.2, Eqn. (L2), belongs taD, the resulting sequence (T — 1~ (k) (\To—1
{My,..., My} obviously belongs taD. Since this sequence (Pk + P’f(le ) (Sk Qz" P _Pk(Q{l) Ry ) ,
converges inS, by elementary topological considerations, the —R; Q3 Py R,

limit belongs toD. *) (k)

Now, sincefx admits a unique fixed poim ;7 (up to a scalar and ’M +Q ‘ ‘I +Qi ’ IR&|-

factor) in D, the proof of Theorentil.1 is completed. Indeed, We next computec! (M + QM =1¢; for i € [1,N] and
there exists a unique matri “Z (up to a scalar factor) which k£ > 0. We get

verifies
MP = g7t (ME") = 97" (fr (ME")) oI (M + QM) g, = ()T (Py + Pu(QY) TRy ' QPP )c!
(R (M) = g7 (g (F(MFP))) = F(MTT). —2(chTP < ““’)TR,;lc?
+ (TR,
APPENDIXII

PROOF OFPROPOSITIONV.1
Lemma I1.2

If such aM Fp €Xists, then for everyy > 0, A MFP is also b the ab h
a fixed point off, since f is homogeneous of degree one. wVith the above notations, we have

start by demonstrating the following lemma. hm Py + P (k))TRI: Q(Qk)Pk —1,

Lemma Il.1

The functionF' can be extended as a continuous function o
D\{0} so that, for every non invertibl € D\{0}, F(M) =

0.

Pd ifc2 # 0, then,

T (M (k)y—1n.
lim ¢ M+Q7)7c

=1. 11.23
TR, (129
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Proof: Both results are a consequence of the following We can now finish the proof of Lemmal. Let c* be the

fact, (N —1)-tuple made of the;’s for i € [1, N]/{i*}. For every
Jim P(QI) TR QM P, = 0. (I1.24) k>0, we have

To see that, first recall th&, = Q{") —Q{¥ (Q{¥)~1(Q{)” . o 1 1 m

is definite positive sinc®*) is positive definite. Next, we F~(M + Q") = < )

write ’M _,_Q(k))‘ cL(M —|—Q(k))_1c*

x FC (M + Q).
k k)N — k k k
Ry, = S + Q7 (Q1) Q)" — Q§P(QS”)”

Q) 1P (QI)T, Since N —1 > m, we apply the result of [13] which states
that the supremum of ¢ over D is finite, i.e., there exists a
and we then have positive constant’* such that, for evenR € D, FC (R) <
Pk(Q(Qk))TR,;ngk)Pk — C*. Therefore, the conclusion holds true if
1/2/~(k — k 1/2 1 1 "
P/2(@)/2B] (1 + B.BY) ' Bu(Q1") 2P}, lim . " =0

whereBy, := S,:l/zQék)(ng))—l/QP,i/Q.

It is now clear thatl{.24) holds true if thel x [ symmetric Thanks to [1.23), that amounts to show that
non negative matriB{(ll + B,CB;{)‘lB;C is bounded. Com- 1 1 m
uting the norm, we end up with lim — =0
P e o o o o (moe)
Br (I: + BBy, ) " Bl = ||(1; + Tx) " Tk|l%, _ m n )
B ) o | It ) | It is clear that|Dy| > (s,g ))m*l. In addition, by using
where T, := B;B{ € D. Since (I; + Tj;)"!Ty < I;, we Lemmall.3, we can write
conclude the proof of LemmH.2. [ ]

T 2 \2
We next consider the diagonalizationRf, in an orthonor- (c2)”(Ry) !¢ = (Upck )T (Dy) tUsC = 5’“%’
mal basis, given by €k
R, = UTD, Uy, for k > 0, where ¢ is bounded below and above by positive constants

independent ork. We finally get that
with U, € SO(m — 1) andD;, = diag (¢, (+1) .. ,e,(ﬁm)).

By definition, kli—>Holo e,(j) = 07, for everyj ¢ [l + 1,m], Or| (W> < O(z—:fcm))l,
and,. with no loss of generality, we will assume th&l) ~ with a positive constant’ independent of:. By letting & go
iR ey and Jim U =U € SO(m —1). to infinity, we conclude the proof of Lemmial. n
We next establlsh the following lemma. End of the proof of PropositioN.1:
Recall thatD(1) is a compact subset @\ {0}. Then F is
Lemma I1.3 well-defined onD(1) and is continuous. The applicatiafi

LetE,, = (0---0 1)T with 0 repeatedn — | — 1 times. With reaches its maximum oveP(1) at a pointM p. Since F

the previous notations, there exist> 0 andi* € [1, N] such g gtrictly positive onD(1 ) and equal to zero o®(1)\D(1)

that, fork > 0 large enough, we have then F(M gp) > 0, implying thatM zp € D(1). We complete
ET Uyc2 | > C. (11.25) the proof of Proposition/.1 by establishing the next lemma.

Proof: By a continuity argument, it is enough to show-emma I1.4 _ _
the existence of an index so thatE” Uc2 # 0. Moreover, Lét Mrp € D(1) be defined as previously. Then,
according to hypothesi§H?2), it is not possible to findn VF(Mpp) = 0, which implies thaM rp is a fixed point of
vectorsc;(1), - - - , Ci(m) linearly independent such that I

e Uc; = ET Uc? = 0, Proof: By definition of Mzp, one hasF(Mpp) =

_ max F(M). By standard calculus, it results tHaf'(M gp)
wheree,, = (0---0 1) € R™ and U = diag(l;,U). Mep()

(Otherwise, there exisin Vectors ¢y, ,Cuy,) linearly andVN(M rp) are colinear, wherd/(M) = [|[M |? for every
independent belonging to the orthogonaluhém which has M € D. SII’]CGAM rp € D, there eX|sts a real number
dimensionm — 1.) such thatVF(Mpp) = uMpp. Recall that, sinceF is

By a simple counting argument, the indéxX therefore homogeneous of degree zero, then,
exists. Indeed, otherwise thé vectorsc;’s, with i ¢ S, verify B
el Uc; = 0, meaning that all the vectors;, 1 < i < N, VM eD, V(M).M=0. (11.26)
are orthogonal tdjTem, which is impossible. The proof of One deduces that = u |[Mgp|? = VF(Mpp).Mpp = 0.
Lemmall.3 is complete. W The proof of Lemmadl.4 is complete. [ ]
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-
APPENDIXIII

PROOF OFPROPOSITIONV.2

We start by establishingP1). Let M, Q € D with M < Q.
Then,M~! > Q*1 and, for everyl <i < N, we have

1 < 1
R -1
c/M7'c; T ¢/ Q¢

The reasoning for the case with strict inequalities is identic

z
Therefore, the function of given by > reaches its

(¢f 2)
(M + Q)~!c;. Using
(IN.27), we get tzhat(M + Q)~'¢; is colinear toQ ;.
ExchangingM and Q and proceeding as above yields that

(M +Q)~'¢; is also colinear tM ~* ¢;, which finally implies
éh_at M~1c; and Q 'c; are themselves colinearll(29) is
pro

- 1
minimum valueTi at z

Then, clearly,(P1) follows.
We next turn to the proof of P2). We first recall that, for
every unit vectorc € R™, ||c|| =1 andM € D, then

1 . z"Mz
CTM lc z'cxo (cT 2)?’
and the infimum is reached only on the line generated
M~ lc.
Let M,Q € D. Then, one has

(111.27)

zZ"TM+Q)z

(c] 2)?
N T
m . z' Mz
= — min
N;zTcﬁeo ((ciT )2 +

More generally, the following holds true,

fzrgﬁ (f1(2) + f2(2) > anei.Ell f1(2) + rz%iﬂ f2(2),

N
m
M ~ 2% mi
FM+Q) N 2 77C %0

zTQz>

(¢l 2)?

To finish the proof, one must show that all the;)'s, 1 <
i < N, as defined inl{l.29), are equal.

SetD := diag(u1, . - ., tm ) for the firstm indices of[1, N].
Since (c1,...,Cy) is a basis oR” andM ™' — D' Q! is
equal to0 on that basis, we deduce thist™* = D~'Q .
t()3yonside~r now another basis Bf" defined by(cs, ..., Cn1)
and setD = diag(uz, - - -, tms1). Reasoning as previously,
we obtain thatM " = D 'Q!, which firstly implies that
D = D and, secondly, thaty = po, o = p3, -y fln =
m-1. Repeating that reasoning for any paireftuples of
distinct indices(iy, - - - ,4,,) of [1, N], we get that, for every
i € [1,N], u; = p, yielding D = p1,,. ]

APPENDIX IV
PROOF OFPROPOSITIONV.3

We first establish the following fact. For eve@, P € D,
we have

If Q > P and f(Q) = f(P), thenQ = P. (IV.30)

for every functionsfi, fo and setA giving a sense to the Indeed, it is clear tha® > P implies thatP~! — Q! > 0.
previous inequality. Then,’2) clearly holds true. It remains tharefore for everyl < i< N. we have -

to study when equality occurs if?2). That happens if and

only if, for every1 <1i < N, one has

) z"Mz zTQz
pun T2 T2 )
zrc20\ (¢ 22 (¢ z)
z" Mz z2'Qz

min —— + min ——. 111.28
zTci#0 (¢ 2)2  zTCizo0 (¢ 2)2 ( )

Let us first show that equality occurs iil(28) if and only
if there exists some,; > 0 such that

-1 L
M~lc, = — Q 'c. (111.29)
i
Indeed, for every vectar € R™ with z"¢; # 0, we have
ZT(M+Q)Z> 1 2" Qz
(/22 “c¢/M7ltg  (¢] 2
Choosingz = (M + Q)~!¢; yields
1 n 1 B 1
¢cMlc, ¢/Qlc ¢ (M+Q)lg
1
“ ¢ Mg

¢ M+Q) QM +Q) L
(cf (M+Q)~tc;)?

1 < 1
¢/ Q'c ¢/ Plc

Assuming f(Q) = f(P) implies that, for everyl < i < N,
we havec, Q 'c;=c/ P !¢ ie.

¢/ (P'—QYHe =o.

Since P! — Q7! > 0, the previous equality says that
(P! —QY¢ =0, for everyl < i < N. By (H2), the
claim (IV.30) is proved.

We now turn to the proof of Proposition3. We consider
Q,P € D such thatQ > P andQ # P. From what precedes,
we also have thayf(Q) > f(P) and f(Q) # f(P). That
implies the existence of an indey € [1, N] such that

m 1 1 0

~ - - — > 0.
N\clQlc, clPlc,

Up to a relabel, we may assume thigt= 1. We then have
fQ > fP)+&icic. (IV.31)

Next, we will show by induction on the indéx< m that there
exist! positive real numberg;, 1 < k <, so that

Eio =

l
Q=P +> &ene] (1V.32)
k=1
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In the previous equation, the vectdcs: )1<x<; only need to be

two by two distinct among all the vecto(s;);<;<n. At each with &;, > 0, thanks to claim(C1). It is clear thatc,,
step of the induction, we will have the possibility to relabels the vector of{c;ii,...,cy} needed with¢;, so that,
the indices in]l + 1, N] in such a way to getl{.32). The up to relabelling, yieldsI{.34). Proofs of LemmaV.1 and
induction starts fof = 1 and, in this case,|{.32) reduces to PropositionV.3 are now complete.

(IV.31). Therefore the induction is initialized. We then assume |
that (V.32) holds true for some indek< m — 1 and proceed

in showing the same for the indéx- 1. It is clear that it will
be a consequence of the next lemma.

Lemma IV.1
Letl1 <1 <m-1,Q,P e D such that

l
Q>P+> &g, & >0.
k=1
Then, there exists a vector {11, . . .,
Ci+1, Up to a relabelling ofc; 41, . . .,
numberg; 1 > 0 such that

(IV.33)

+1

FQ) = f(P)+) & oy (1V.34)
=1

Proof: Using (V.33), we have for every € [1, N],
1 . Z2'Qz

—_ min -———-.=
—1
c/Q'c; zicizo(z'c)?
and
T T T
z z z Pz (z ck
min %Z min 3 Z &k
Z7¢;#0 (27 ¢;)%2 T zT g0 \ (27 ¢5)?
(IV 35)

Using the induction hypothesis, we also have for eviery
j <1, that
1
¢/ Q'c; ¢/ Pl
We next show the following claim
(C1) there exists two indices, one indgx € [l + 1, N]
and another oné, € [1,!] such thatc,IUQ‘1 Cj, #
0.

+.

Claim (C1) is proved reasoning by contradiction. Therefore,
Yc; =0, for everyl < k < [ and

let us assume that] Q~

cy} (to be setequal to
cn}) and a positive real

APPENDIXV
PROOF OFPROPOSITIONV.4

We first need to make precise a definition. An ofbity,) ;>0
is bounded inD if it is contained in a compact subset of
D, i.e., there existdM,P € D such that, for everng > 0,
M<Mg <P

We will show the following chain of implication$A) =
(B)=(C) = (A).

(A) = (B): Trivial (simply My = P).

(B) = (C): Assume thatf has a bounded orbit irD,
starting atM. Then, there existg, i/ > 0 such that, for every
k>0, uM <My <u/ M, for everyk > 0.

Let Q be an arbitrary matrix oD. Then, there exists, \' >
0 such thatAM < Q < XN M. Using the homogeneity of
degree one off, property(P1) and the definition of an orbit
of f, we get, after a trivial induction, thatyM < AM; <
Qr < MMy < N u'M, for everyk > 0. Then, the orbit
associated t@ is bounded inD.

(C) = (A): Consider an orbitMy),>o of f starting at
M € D and bounded irD. It is then contained in a compact
K of D. Forl > 1, set

!
— M
Then, the sequenc@););>1 is bounded inD because every
point Q; belongs to the convex hull of, which is itself a
compact subset oD. For everyl > 1, we have by using
PropositionV.2 that

:;f(zl:mi) ZM

l+1

(H_l ) Ml+1 -M 1
[+1<j < N.Sincel < m, the vectorQ™ "' ¢;), 1 <k <1 !

generate a vector spavg of dimensionl/, we deduce that, for

everyj € [l + 1,N], c; is orthogonal toV, and, therefore,  Since (Q;);>1 is bounded inD, we have that, up to
belongs to amn —I-dimensional vector space Bf™. But there extracting a sub-sequence, that the sequéfé converges
are N — [ indices; verifying the previous fact. According to to Q, with Q € D, as! tends to+occ. From the last equation,
(H2), these vectorsc;);+1<j<n generate a vector space ofit follows that f(Q) > Q.

dimensionmin(N —I,m) in R™. We finally get thainin(/N — We now consider the orbit of starting atQ. It defines an
I,m) < m—1. This is impossible becaus€ > m and claim increasing, bounded i sequence. It is therefore converging

(C1) is proved. in D to a fixed point off. [ ]
We now finish the proof of Lemmi/.1. Choosing in [V.35)
z=Q 'cj,, we get APPENDIX VI
PROOF OFCOROLLARY V.1
! S (c,Q"HP(Q i) L (cj,Q ")’ The proof of (C'1) goes by contradiction. Le® € D with
c,Q7'c,  (¢],Q'c)? ko (c,Q7'¢cj,)?  fY(P) > P and f'(P) # P for some positive integet > 1.

1 According to Proposition/.3, we have

P > £ (P & f1(F(P) > f(P).

\
(@]
4
9
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SetQ := f*(P) and g := f' It is clear thatg is a and, according to Corollary.1, the orbit associated tQ,
function fromD to D, homogeneous of degree one and verifiagould be periodic. We now consider the subgeof w(M),
properties(P1) and (P2) of PropositionV.2. We will show made of the matriceB such that there exists(P) > 0 such
that the orbit ofg associated t@® is not bounded, which will that
be the desired contradiction.

We haveg(Q) > Q which is equivalent tg;(Q) — Q being (1=eP)P</"(P) < (1+e(P)P, (V1I.38)
positive definite. By a simple continuity argument, there existgd £(P) is "maximal” with respect to\(11.38).
eQ > 0 such that We showed previously that” is not empty sinceQ € V.

sQQ <fQ-Q=f(Q) > +5Q)Q~ We next show that = Fi)relf‘./g(P) —0.

By a trivial induction, we havef*(Q) > (1 +eq)* Q, for

every k > 0, with the right-hand side of the above inequalit U
tending to+oo as k tends toco. Therefore, the orbit off tends to+oo. Up to considering asubsequence in the compact

associated td/ is not bounded. w(M), we may assume thgQ")) . ., Converges to some €
We now prove statemerC2). Let M zp and P, be two «(M). Passing to the limit in\(ll. 38), we get
fixed points of f. Applying (P2), we have (1 _ g) Q< fP(Q) < (1 +g) Q. (VI.39)

By definition of z, there exists two sequencé@'’)) =0
)?nd (e(QY))) .., such that(e(QU )))] converges t@, as;

fMpp +P2) > f(Mpp) + f(P2) =Mrpp + Py, If > 0, then necessaril) € V andz is "maximal” with
According to (C'1) above, we have thatl rp 4+ Py is also respect toVI1.39). Sincef is eventually strictlyiryeasing, we
a fixed point of f and therefore, we have equality {#2). 9et (1 —2) f*(Q) < f”(f*(Q)) < (1+8) f*(Q). Setting
It implies that Mzp and P, are colinear. The proofs of Q := f"(Q), thenQ belongs tow(M) since the latter is an
Corollary V.1 is complete and it concludes the argument dvariant set with respect tg. Choosinge "maximal” with
TheoremlV.1. respect to

APPENDIX VI (1-8)Q<fPQ) < (1+8)Q,

PROOF OFLEMMA V.1 we first have that > 0 (otherwise we would have a periodic
|t) andz < . We finally proved thaQ € V with 0 < & =

< €. This is a contradiction with the minimality d.
Therefore,é = 0, which implies thatQ = f?(Q), i.e. w(M)
contains a periodic orbit. Lemm¥?2 is proved. ]

The argument goes by contradiction. We thus assume tﬁ
w(M) does not contain any periodic orbit. Litbe a compact
subset of D containing both the orbit associated & and
w(M).

Let Q € w(M). Then, there exists a sequer(g& (M)),>¢
converging toQ, asj tends to+oo, with (n;);>0 @ strictly APPENDIXVIII
increasing sequence of integers tendingttso. PROOF OFLEMMA V.2

Let ¢ € (0,1) small enough andv;, € N such that LetM;,M; e D whose associated orbits are periodic, with
|f™0(M) — Q|| < e. It is easy to see that there exists @espective (positive) periods and ..
constantK only depending onC such that(l — Ke)Q < We first show thatM; and M, are colinear, which will
fmio(M) < (1 + Ke)Q. Using PropositiorV.2, we have for imply thatl; = I5.
everyp > 0, For i = 1,2, the orbit associated tav; is the set

. M;, f(My), ..., fi 1 (M;)}. ConsiderM := M; 4+ M, and

(1-Ke)fr(Q) < f"(M) < (1+ Ke)f"(Q). (V11.36) z{;: Iilo. Then, f(M) = f()l\;ﬁ—Mg) > f(My)+ f(My) and,

SinceQ is a cluster point for the orbit associatedNh there for everyk >0, we have

(EXiStSnj1 >0 such that fk(M) > fk(Ml) + fk(Mg)
(1-X)e<rmm<(1+5)e it implies that /(M) > £/(M 1) + F/(M2) = M; + Mz = M.
4 4 By Corollary V.1, we get thatf!(M) = M. It implies that

Using (V11.36) and the previous equation, there existarge all the previous inequalities must be in fact equalities and, in
enough such that particular, we havef(M) = f(M1) + f(Ms). By (P2), we
deduce thaiv; and M4 are colinear. It remains to show that
(1 _ > Q< Q) < (1 + K€> Q. (VI1.37) a periodic orbit reduces to a single point.
2 ConsiderM € D such that
We setQ, := Q and ¢, "maximal’ with respect to 1>1, (M) =M
(VIL.37), i.e., gqg is the smallest positive real humber so that { ( " 1

if 1 =1,no condition) f!~
(1—¢0)Qy < fP(Qy) < (1+¢9)Q, holds true. Then, ) 1

Ke We have to prove that= 1.
eo < —— and one of the two previous inequalities is not Since the orbit associated to evef§(M), 0 < j < [, is
strict, by maximality ofsy. Moreover,s, > 0. Indeed, if it againw(M) and thus finite, we deduce thgt (M) must be
were not the case, the, and f?(Q,,) would be comparable colinear toM, according to what precedes. Then, for every
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0 <j<l-1, wehavef/(M) = \;M, for some); > 0.
Obviously,\o = \; = 1. In particular, we havg (M) = A\ M,
implying that, eitherf(M) < M or f(M) > M. By (C1) of
Corollary V.1, we get thatM is a fixed point off. The proof
of LemmaV.1 is complete. ]
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Résumé

Dans le contexte tres général de la détection radar, les détecteurs classiques, basés sur I’hypothese

d’un bruit Gaussien, sont souvent mis en défaut des lors que 1’environnement (fouillis de sol, de mer) de-
vient inhomogene, voire impulsionnel, s’écartant tres vite du modele Gaussien. Des modeles physiques
de fouillis basés sur les modeles de bruit composé (SIRP, Compound Gaussian Processes) permettent de
mieux représenter la réalité (variations spatiales de puissance et nature de fouillis, transitions, ...). Ces
modeles dépendent cependant de parametres (matrice de covariance, loi de texture, parametres de "distur-
bance") qu’il devient nécessaire d’estimer. Une fois ces parametres estimés, il est possible de construire
des détecteurs radar optimaux (Generalized Likelihood Ratio Test - Linear Quadratic) pour ces environ-
nements. Cette theése, qui s’appuie sur ces modeles, propose une analyse complete de diverses procédures
d’estimation de matrices de covariance, associées a ce probleme de détection. Une étude statistique des
principaux estimateurs de matrice de covariance, utilisés actuellement, est réalisée. De plus, un nouvel
estimateur est proposé : I’estimateur du point fixe, trés attractif grace a ses bonnes propriétés statistiques
et "radaristiques".
Elle décrit également les performances et les propriétés théoriques (SIRV-CFAR) du détecteur GLRT-LQ
construits avec ces nouveaux estimateurs. En particulier, on montre 1’invariance du détecteur a la loi de
la texture mais également a la matrice de covariance régissant les propriétés spectrales du fouillis. Ces
nouveaux détecteurs sont ensuite analysés sur des données simulées mais également testés sur des don-
nées réelles de fouillis de sol.

Mots-clés: Détection Radar, Estimation de parametres, Fouillis non-Gaussien, Détecteur GLRT-LQ,
SIRV, Matrice de covariance, Maximum de Vraisemblance.

Abstract

This thesis deals with radar detection in impulsive noise contexts. Indeed, under Gaussian as-

sumptions, classical detectors, like Optimum Gaussian Detector, present several failures when the back-
ground scatterers are heterogeneous and non Gaussian, which is the case for ground or sea clutter. Clutter
physical models based on compound noise modeling (SIRP, Compound Gaussian Processes) allow to
correctly describe the reality (range power variations or clutter transitions areas). However, these models
depend on several unknown parameters (covariance matrix, statistical distribution of the texture, distur-
bance parameters) which have to be estimated. When this estimation scheme is carried out, it is possible
to build optimum radar detectors (Generalized Likelihood Ratio Test - Linear Quadratic) associated to
this non Gaussian background. Based on these noise models, this thesis presents a complete analysis
of several estimation schemes of the noise covariance matrix, associated to the detection problem. A
statistical study of the main covariance matrix estimates which are used in the literature, is performed.
Moreover, an improved estimate is proposed : the Fixed Point estimate, very attractive thanks to its good
statistical and detection properties.
This thesis also describes detection performance and theoretical properties (texture-CFAR and matrix-
CFAR) of the GLRT-LQ detector built with the studied covariance matrix estimates. In particular, the
detector invariance to the texture distribution and to the covariance matrix structure is shown. Finally,
these detectors are analyzed with simulated data and then, experimented on real ground clutter data.

Keywords: Radar Detection, Parameters Estimation, Non-Gaussian Noise, GLRT-LQ, SIRV, Covariance
Matrix, Maximum Likelihood.
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