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Introduction générale

Introduction générale

Cette these se focalise sur une classe particdignmodéeles non linéaires appelés modéles
Takagi-Sugeno (TS) /Takagi et Sugeno 1985/. Cesetasdsont issus au départ de la
représentation des connaissances et de la recopgavbir-faire d’'un opérateur humain.
Méme s’ils sont issus de cette approche historitgula logique floue, ils peuvent s’interpréter
comme une collection de modeles linéaires intereot@s par des fonctions non linéaires. Les
fonctions non linéaires sont dépendantes des Vasiatites de prémisses. L'espace de ces
dernieres représente I'espace dans lequel onipart# le modéle non linéaire. Il ne s’agit pas
ici de réaliser des linéarisations autour de poddsfonctionnement et de connecter ces
modeles linéaires par des fonctions ce qui ne septé qu’une approximation d’'un modele
non linéaire.

Bien au contraire, il s’agit dans notre contextedderire le plus exactement possible un
modéle non linéaire ou un systeme physique. Dankeigger cas on peut s’appuyer sur le fait
gue ces modeles ont la propriété d’approximatioivareelle /Wang et Mendel 1992/. I
existe alors des techniques d’identification pmpadément entrée/sortie qui permettent
d’obtenir de tels modeles /Sala et al. 2005/. lablgme le plus délicat restant dans le choix
des variables de prémisses qui partitionnent l'esp@asso 2000/.

L’approche utilisée dans notre cas se fait surdsebde modeéles non linéaires en utilisant
'espace d’état. Dans ce cas, il est possible dd#renane grande partie des modeles non
linéaires sous la forme de modéles TS représeatattement le modéle non linéaire dans un
compact de l'espace d'état. Comme dans la majdagétudes de ce type de modéle, nous
supposerons, de facon implicite, que les modeéles ulisés sont commandables et
observables /Sala et al. 2005/ au moins dans Ipacindes variables d’état considéré.

Les lois de commande couramment utilisées surpe dg modeles sont de type retour d’état
non linéaire statique appelé PDC (Parallel DisteduCompensation) /Wang et al. 1996/. Ce
type de loi de commande utilise les mémes fonctimslinéaires permettant d’interpoler les
modeles linéaires des modeles TS. L’étude de hiliséaet de la stabilisation de ces types de
modeles fait appel, dans la grande majorité desacds méthode directe de Lyapunov. De
facon quasiment généralisée, c’est une fonctiorLydgunov de type quadratique qui est
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utilisée. Cela est da principalement au fait de voau résoudre les conditions de
stabilité/stabilisation. Effectivement, I'une dasngipales difficultés est de pouvoir écrire ces
conditions sous la forme de contraintes LMI (Lin&&atrix Inequalities) /Boyd et al. 1994/.
Notons que les conditions obtenues ne prenant pa®mpte certaines caractéristiques des
fonctions d’interpolation non linéaires, elles reupent étre que suffisantes.

De trés nombreux résultats sont disponibles aujourghour ce type de modeéles. Le lecteur
pourra se référer par exemple a /Tanaka et Wangy/28@la et al. 2005/ et a 'ensemble des
références citées dans ces travaux. Les premarguix ne traitaient que de la stabilité et de
stabilisation sans criteres de robustesse ou rtenperformances. Depuis des extensions a
des retours d’état avec observateur, a des modeles forme descripteur, a des modeles
incertains, a des modéles a retard a des modadegdams a retard, a des retours de sortie
dynamiques,...existent. Des criteres de performances ont aussceénsidérés comme la

minimisation d’un critére quadratique, D-stabilité, ,...

En dépit de cette multitude de résultats, il restecertain nombre de problemes a résoudre.
L’approche par fonction de Lyapunov quadratiquesngivement explorée semble avoir
atteint ses limites. Notamment, les conditions obés étant seulement suffisantes le principal
probleme est de savoir que faire si elles sont megirictives ? Comment relacher un
probleme LMI qui n’a pas de solution ? /Sala eR805/. Le but de ce mémoire est de sortir
du cadre des fonctions de Lyapunov quadratiquesprmposant des résultats moins

conservatifs que ceux rencontrés dans la littéeatur

Le premier chapitre présente les modeles TS a€kdtats de base obtenus sur ces derniers
en stabilité et stabilisation. Les outils LMI e ldifférentes propriétés matricielles utiles dans
la suite du mémoire sont également abordés. Same@haustif sur les nombreux résultats
existants dans la littérature, le chapitre s’irdéecaussi a la robustesse des modeles TS
incertains, aux modeles TS a retards et a I'intctidn des performances par l'intermédiaire

de contraintes LMI (D-stabilité, atténuatidt, , ...). Enfin les limites de I'approche sont

évoquées. Principalement, la conservativité dadteds due en partie au choix de la fonction
de Lyapunov quadratique et I'absence de résultat ame loi de commande par retour de
sortie dans le cas ou les variables de prémissesonke pas mesurables. L'ensemble du
mémoire essayera de repousser en partie ces limites

Le deuxiéme chapitre donne une solution en termeeprdbleme sous contraintes LMI,

évoqué ci avant du retour de sortie utilisant useobateur, en continu et en discret. Les
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fonctions de Lyapunov non quadratiques en disa@etégeélant inclure les résultats du cas
guadratique, elles sont utilisées pour obtenir davalles conditions de stabilisation des
modeles TS incertains a retards. Les chapitresstswne se placeront que dans le cas discret.
Le troisieme chapitre propose d’étendre les résultee stabilité et de stabilisation des
modeles TS discrets en utilisant des fonctions yEpunov dont la variation est considérée
sur k échantillons. Les résultats classiques, qu’ilesbguadratigues ou non quadratiques, se
retrouvent alors inclus dans cette généralisatigsncrrespondent évidemmentka=1). Le

prix & payer pour cette généralisation est le nender contraintes LMI mises en jeu et/ou de
variables additionnelles rajoutées. Une discussigrces limitations de I'approche conclut le
chapitre.

Les résultats obtenus dans le chapitre précédenepeétre étendus a de nombreux cas : TS
a retards, performances ... Néanmoins, les démoiesisatont fastidieuses et répétitives.
Dans ce contexte, le quatrieme chapitre proposeadre unificateur pour traiter les différents
problémes de stabilité/stabilisation des modélesliE&ets. Cette unification utilise le lemme
de Finsler. Elle permet de plus de proposer destifoms de Lyapunov plus générales qui
incluent celles présentées dans le chapitre tBette généralisation permet aussi I'obtention
de lois de commande de type périodique sur des le®odé& périodigues ou non. Le prix a
payer est toujours le nombre de contraintes LMlesiisn jeu.

Le dernier chapitre propose alors un certain nondier@erspectives. A court terme, on peut
envisager aisément I'extension des résultats dpitthajuatre a d’autres types de modeles TS
et/ou en introduisant des notions de performanbesfacon plus intéressante, I'unification
faite dans le chapitre précédent permet de s’ias@rea des problemes différents : dans le cas
des modeles périodiques, l'utilisation de fonctida Lyapunov périodiques. Enfin, les
principales limites dues aux solveurs actuels Bonobmbre de LMI et le nombre de variables.
Des idées permettant de réduire ces deux nombnepsIposées.
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Chapitre | : Modeles de type Takagi-Sugeno

A. Introduction

Ce chapitre présente un ensemble de résultats mamtdes modeles Takagi-Sugeno /Takagi
et Sugeno 1985/. La premiere partie donne leuniigin et la facon de les obtenir a partir
d’'un modeéle non linéaire. Leur stabilité et/ou dishtion fait appel au formalisme des
inégalités matricielles linéaires (LMI) /Boyd et 41994/. Ces derniéres ainsi qu’'un certain
nombre de propriétés matricielles sont rappeléess tésultats standards concernant la
stabilité et la stabilisation des modeles TS stosgprésentés. La littérature de ce domaine
étant abondante, une sélection de différents @dsulconcernant la robustesse et les
performances des lois de commande est réaliséén k¥ limites de I'approche et des

résultats actuellement disponibles sont discutées.
B. Définition et problématique

1. Définition des modéles Takagi-Sugeno

Les modeles Takagi-Sugeno (TS) sont composés dhsengble de modéles linéaires
interconnectés par des fonctions non linéairedigétila propriété de somme convexe (1.2)

/Takagi et Sugeno 1985/. lls peuvent s’écrire dadisrme suivante :

ax(t)=3 0 () A{)+ BY))

= , (1.1)

r

y()=2h(29) ¢)

i=1

0io{L...r} h(z(t)z0 X h(z(1)=1, (1.2)

Dans le cas des modeles continisreprésente I'opérateur de dérivation et dans $edes

modeles discrets I'opérateur d’avanoe(t)D]R” représente le vecteur d'état du modele
u(t)OR™ le vecteur des entrées gft)JRP le vecteur des sorties. Les matricRsIR™",
B OR™™, COR™, i0{L...r} représentent un ensemble demodeéles linéaires. Les

fonctions d’appartenande (0 ont la propriété de somme convexe (1.2) et sarttfons d'un

vecteurz(t) OR* appelé vecteur des prémisses. Ce dernier ne mopasdie caractéristiques
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particulieres et peut donc étre composé de vasabiftat ou de fonctions de variables d’état
(cette caractéristique est la principale différeantre les modéles TS et les modeles linéaires

a parametres variant).

Les modeles TS peuvent étre obtenus de deux fatansremiere par identification a partir
des signaux d’entrées/sorties /Gasso 2000/ ; elikseu la propriété d’approximation
universelle d’'un modéle de type TS /Wang et Merid@2/. Ce type d'approche n’est pas
détaillé dans ce document. La deuxieme méthodease Oirectement sur I'expression du
modele non-linéaire /Tanaka et Wang 2001/. Ella &base des travaux développés dans ce

mémoire.

La méthode permettant de passer d’un modéle néaitm affine en la commande a un
modele TS est appelée approche par secteur nairén@anaka et Wang 2001/. Elle permet
d’obtenir un représentant de type TS d'un modéle-lm@aire. Il ne s'agit pas d'une

approximation (comme pourrait I'étre la linéarisatiautour de points de fonctionnement) le
modele TS obtenu est identique au modéle non h@é&ans un compact de I'espace des

variables de prémisses.

Elle permet de passer d'un modéle, (i}, g(J et h(J} sont des fonctions non-linéaires :
{JX(I): F(z(9) x(9+ o 43) )
y(t)=h(z(9) (3

a un modéle de type TS (1.1). Cette méthode seailléé dans la section suivante.

(1.3)

Remarque :Le représentant Takagi-Sugeno (1.1) d’'un modelelmeaire (1.3) n'est pas
unigue /Taniguchi et al. 2001/. Il est assez fadiéeprouver qu’il en existe une infinité. La
question de son choix peut d'ailleurs étre trés antgnte : il s’agit de « construire le
meilleur » représentant, au sens du respect desaiates imposées pour la synthese d’'une

loi de commande (robustesse/performances).

Notation : Soit Y, des matrices de dimensions appropriées]é[)] des fonctions scalaires

ayant la propriété de somme convexe, on po§e=: h( z( l)) Y.
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2. Approche par secteur non-linéaire

On considére le modele non-linéaire (1.3) en sugmtogu’il existe un compact des variables

de prémisses z(t)DCDRZ sur lequel les nonlinéarités sont bornées. Soient

2001/ :nl, ()= nl, @, (J+ n| tw, () avec :
w, (9= (nk = nf (9)/(nf = np)
wd (= (=t )/ - )

Notons que de fagon immédiate omg(lJ=0, W, ()= 0 et w, (JJ+w, (JJ=1. Les fonctions

(1.4)

non linéairesh (z( t)) i0{1,...,r} du modéle TS (1.1) se construisent alors direaterae

partir de :

k .
h1+i0+i1><2+,..+ik_1x x1 ([)]: rl Wl,- ([)] (1-5)
i=

Les fonctions d’appartenance sont donc dans ceusascombinaison de fonctions non-
linéaires présentes dans le modéle (1.3). La pFEprile somme convexe (1.2) se déduit

directement.

Remarque :le nombre de modeles linéaires augmente expotienient avec le nombrk

de fonctions non linéaires distinctes du modeél8)(T-aniguchi et al. 2001/. Il est d& .

Exemple :soit le modéle non-linéaire suivant ave¢t) 0 a (t),@(t)] :
1 cogx(t)) cos{x (1))
ox(t) = t)+ t 1.6
0=ty o e gy wo
Un représentant TS s’obtient de la facon suivamecensidérant comme vecteur des

prémissesz’ (t)=[ % (t) a(t)]. Les deux non linéarités s’écrivent :

o (1) =22y 206 0)

2 C 2
w(a(0)=(@()-a()/(@()-a(), v (a(1) =1-vé(a().
En utilisant (1.5), on obtient : h(z)=w(x%)Ovi(a), h(2)=w(x)Dv§(a),

10
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h,(2) = w( %) Ovf(a) et h,(2) = wi( x)Ovi(a). Un représentant TS de (1.6) s'écrit alors :

=Sl A b 0l)  w As 0 Bl AT o

sl 3 iy 3 el w2 v

exactement (1.6) dans I'espace d'étatrgt) O o (t), @ (t)].

3. Problemes a base de contraintes LMI

Le but de ce mémoire est de donner des conditierssatilité/stabilisation sous la forme d’'un
probléme a résoudre composé de contraintes LMle@titMatrix Inequality). La description
des contraintes LMI ainsi qu’'une méthode permetdenttsoudre les problemes qui leurs sont
associés sont présentées dans cette section. ébifélemmes sont présentés en deuxiéme
partie. lls permettent de manipuler les inégalitégricielles afin de les rendre linéaires en les

inconnues quand cela est possible.

a) Ultilisation du formalisme LMI

Les contraintes LMI (Linear Matrix Inequality) sk@eent sous la forme :

F(x)= F0+Zm:>gFi<O aveck =F'OR™. (1.7)

i=1

F(x) est une fonction affine en les variables de décisj, i 0{1,...,m} /Boyd et al. 1994/.
L’ensemble des solution§:{ xOR™, F(x)<0} est convexe. Un probléme de faisabilité

LMI s’écrit :

Trouver x , i O{1,...,m} tels queF (x)<O0. (1.8)

(1.8) est équivalent @nf )lmax(F(x))<0. Cela revient donc a minimiser la fonction :

fix- AmaX(F(x))<O. Cette minimisation est possible car cette fomctest convexe

/Scherer et Weiland 2004/. La résolution du proldé€m8) peut se faire par des algorithmes
performants comme I'algorithme du point intérieBoyd et al. 1994/. Dans les problemes qui
seront abordeés, les variables utilisées sont descesm Le passage des variables scalaires a

des matrices se fait directement.

11
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Par exemple, les problémes du type BPC+ C P B <0 avec pour inconnu® peuvent

étre mis sous la formg (x) 2 F, +Z % F <0. Pour cela il suffit de décomposer la matrfee
i=1

dans une base de matrices symétriques.

Dans toute la suite on utilise la LMI Toolbox de thh pour résoudre les probléemes sous

contraintes LMI.

b) Propriétés

Dans cette partie, les principaux lemmes utilisgssda littérature sont détaillés. La plupart
des lemmes présentés ont pour principal objectieddre les inégalités matricielles linéaires

en les variables recherchées ou de traiter certamarticuliers.

Des inégalités nonlinéaires convexes peuvent éamsformées en LMI. On suppose que

P(s), X(s) et Q(s) dépendent de facon affine du paramése En utilisant les

compléments de Schur, on peut rendre LMI l'inégaditivante :

Q(s)- X(9" A3~ X p>0.P(s)>0.

Lemme 1 (complément de Schur):Soient POR™™ une matrice définie positive,
X OR™" une matrice de rang plein en ligne@IIR™" une matrice quelconque. Les deux

inégalités suivantes sont équivalentes :

1.Q(s)-X(9" K3 X k>0, P(5)>0 (1.9)

a9 ()],
2{)((3) P(g} 0 (1.10)

Dans certains cas particuliers de ces inégalitégindmires convexes certaines propriétés

permettent d’introduire des variables supplémeesaia rechercher. Ces propriétés sont
présentées sur les deux inégalitdBSPA- Q<0, P>0 et A'P+PA+ Q<0. Pour la

premiere on a le lemme suivant.

12
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Lemme 2: Soient A, G, L, P et Q des matrices de taille appropriée. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. APA- Q<0, P>0 (1.11)
_ T
2. | Q9 AP (1.12)
PA -P
. T
.| 2 A% 1o pso (1.13)
G'A -G-G +P

-Q+ALU+LA -L+AG
4. EG,L{Q }<O,P>O (1.14)

-L'+G'A  -G-G'+P
Remarque :La propriété (1.13) se retrouve dans /De Oliveehal. 1999/, la (1.14) a
/Peaucelle et al. 2000/

Preuve :
(1.11)= (2.12) : Complément de Schur
(1.12)=(1.13) et (1.14) : Il suffit de choistE=P etL =0

(1.13) et (1.143%(1.11) : Par congruence av{d AT}

Pour la seconde inégalité, on a le résultat suivant

Lemme 3 /Peaucelle et al. 2000/ Soient A, G, L, P et Q des matrices de taille

appropriée. Les propriétés suivantes sont équiteden

1. AP+ PA+ Q<0 (1.15)
AL + LA+ P-L+ AG

2. G, L . T Q : <0 (1.16)
P-L'+G A -G-G

Preuve :

(1.16)=>(1.15) : Par congruence aved A" |

(1.15)=(1.16) : Si (1.15) est vérifie&ls >0 tel que A" P' + PA+ Q+£ A A0, en utilisant
2

AP +PA+Q ¢ A

le complément de Schur il vieﬁt <0. Le résultat s’obtient en posant

EA =2¢€|

dans (1.16)L=P etG=¢l

13
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Remarque :Les conditions nécessaires (lemme 2 (:113.13) et (1.14), lemme 3 (1.15)

= (1.16)) sont garanties si les matricEs, L ne sont pas contraintes.

Le lemme nommé S-procédure permet de vérifier wmalition inégalité quadratique sous
contraintes inégalités quadratiques. Quand ellas stactes, on peut écrire le lemme suivant
/Boyd et al. 1994/.

Lemme 4 (S-procédure) :Soient des matrice§ =T', iD{O,... ,p} . Les deux expressions
suivantes sont équivalentes :
1. {'T,{ >0 pour tout{ 20 tel que'T.{ =0,0i O{1,...,p} (1.17)

p
2. 0r,,...,7, 20 tels queT, - > 7,T >0 (1.18)

i=1

Dans de nombreux problemes de commande on pelwdrageé a obtenir des contraintes LMI
par élimination de variables. Dans ce cas on obtienprobleme de faisabilité de taille

réduite. Pour ce faire, on utilise les deux versidn lemme de Finsler.
Lemme 5 (Finsler) /De Oliveira et Skelton 2001/ Soient un vecteurx(OR", et des

matricesQ=Q" OR™" et ROR™" telle querang( R) < n. Les quatre expressions suivantes

sont équivalentes

1. xX'Qx<0 OxI{ xIR"| *£0, Re ¢ (1.19)
2. RIQR <0 ou R, représente le complément orthogonalRie (1.20)
3. OoOR telle queQ-oR R<0 (1.21)
4. IXOR™™ telle queQ+ XR+ R X <0 (1.22)

Lemme 6 (Finsler) /Boyd et al. 1994/ :Soient un vecteurx(R", et des matrices
Q=Q OR™", ROR™" et SUR™" telles querang(R) < n et rang(S)< r. Les quatre

expressions suivantes sont eéquivalentes :

1. xX'Qx<0 Ox# 0 tels queRx= 0,Sx (1.23)
2.RIQR <0 et S QS< ( (1.24)
3. 0o OR telle queQ-oR' R<0 et Q-0 S & C (1.25)
4, IXOR™™ telle queQ+S' XR+ R X %0 (1.26)
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Enfin les lemmes suivants seront utiles dans k& sui

Lemme 7 (Congruence) Soit deux matriced® et Q, si P est définie positive et £ est de

rang plein en colonne alors la quan@®Q' est définie positive.

Lemme 8 (Congruence : cas particulier):Soit deux matrices carréd? et Q, si Q est de

rang plein alorsP est définie positive si et seulement si la quan@PQ' est définie

positive.

Lemme 9: Soit X et Y deux matrices aux tailles appropriées. L'inégatitevante est

toujours vraie pour toute matric@=Q" >0 :

XYT+YX < XQX+ Y3 V¥ (1.27)

Preuve /Wang, et al., 1992/ :
Q>0= (QX-Y)' Q'(QX- Y20 « XY +YX < XQX+ YQ ¥

La plupart des problemes de stabilité et de statibn rencontrés dans la suite concernent

r
des quantités utilisant une somme de la fornEh (z( t))Yi <0, ou deux sommes voire
i=1

plus. Les différents résultats assurant le caraaiégatif de la somme sont présentés dans la

partie suivante.

4. Relaxations

Dans toute cette partie on suppose que la seuleasmance disponible sur lds est la
propriété de somme convexe. Dans le cas d’une sisgghme, aved; des matrices de taille

appropriée, il s’agit de trouver des conditiondisahtes assurant :

leh (z(9)Y; <0 (1.28)

Le seul résultat qui sera utilisé est :

Lemme 10 :Soit Y; des matrices de taille appropriée, (1.28) esfigérsi :

Y, <0 Oio{1,...r} (1.29)
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Remarque :Notons que ces conditions ne sont que suffisaitegroduisent forcement du

conservatisme.

Dans le cas d’'une double somme a¥gcdes matrices de taille appropriée :

> >h(2(9)h ()Y, <o (1.30)

i=1 j=1

Une solution triviale a (1.30) est:Y; <0 0(i,j)0{1...r}°. En constatant que

h (Oh (= h (J'h(D) on peut écrire
IMUEOLIEONE W EPRE MY N AN

i=1 j=1 =1

h(2(9) Y, + 2 0(49) p( £ )(% +% )

i=1 jd

M- -

Il
iy

et proposer le résultat suivant :

Lemme 11 /Tanaka et Sano 1994/ Soient Y; des matrices de taille appropriée. (1.30) est

verifiée si :
Y, <0 Oio{1...r} (1.31)
Y, +Y, <0 O(i,j)0{1...r} i <j (1.32)

Plusieurs relaxations existent pour améliorer lmne 11. Ces relaxations peuvent étre
groupées en deux familles. La premiére famillecedlie des relaxations qui n’introduisent

aucune variable supplémentaire. La deuxiéme famafieoupe les autres types de relaxations.
La principale différence en termes d'efficacité egte les relaxations introduisant des
variables supplémentaires produisent des probldrvdsqui sont moins conservatifs mais

plus longs a résoudre voire impossible a causeadeuissance de calcul des ordinateurs
actuels. L'annexe | reprend plus en détails ledihts travaux effectués sur la relaxation de
(2.30). Nous présentons dans la suite les dewttaésgui nous paraissent correspondre au

meilleur compromis qualité de la solution /compiéitdbavec les solveurs actuels.

Le lemme suivant est issu de /Tuan et al. 2001/dammaine des solutions satisfaisant ses
conditions inclut les domaines des solutions duen. 1.
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Lemme 12 /Tuan et al. 2001/ Soient Y; des matrices de taille appropriée. (1.30) est

vérifiée si :

Y, <0,0i0{1,... r} (1.33)
2 . .

r—_lYii +Y, +Y, <0, O(1,])0{L...r}", i #] (1.34)

La preuve est donnée annexe 1.

Des relaxations plus efficaces existent en termestaille des domaines de solutions.
Néanmoins, elles nécessitent l'introduction de aldds additionnelles. Leur nombre fait
croitre la complexité du probleme a résoudre, enenpour des problemes de taille faible on
peut atteindre les limites des solveurs actuels. |leenme suivant est issu de

/Liu et Zhang 2004/. Il représente un bon compragnise conservatisme et complexite.

Lemme 13/Liu et Zhang 2003/: Soient Y; des matrices de taille appropriee. (1.30) est

vérifiée s'il existe des matrice® =Q", i0{L...r} et Q =qQ, (i,j)O{L...r}’, telles

que :
Y, >Q TiD{1,....r}, (1.35)
Y, +Y, >Q +Q 0(i,j)0{1... r}* j>i, (1.36)
QA Q - Q]

Q21 QZ
: >0. (1.37)

Q(r—l)r
er cee Qr(r -1) Q

La preuve est donnée annexe 1.

5. Stabilité des modeles Takagi-Sugeno

L’étude de la stabilité des modeles Takagi-Sugéefiestue principalement en utilisant la
méthode directe de Lyapunov /Tanaka et Sugeno 1@3ite méthode implique le choix
d’'une fonction candidate de Lyapunov. Dans toutesuie, sans perte de généralité on

suppose que le point d’équilibre est I'origine.

Remarque :Le choix de cette fonction est le premier éléndanis I'étude de la stabilité qui
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introduit du conservatisme. Ce point sera abordéspard.
Définition : Une fonction candidate de Lyapundvest une fonction scalaire définie positive

satisfaisant :

e = V(-
- a(Ix)=v(x)<B(IA)

ou a, BOC" sont des fonctions définies positives.

Théoréme 1:Un modéle dx(t) = f(x(t)) est globalement asymptotiquement stable et

converge vers 0 s’il existe une fonction candidkgd.yapunow telle que :

- imV (x(t)) =0 Ox(0)OR"

La fonction candidate de Lyapunov la plus couramnugilisée est dite quadratique. Elle est
définie par :

V(x)=XPx, P=P" >0 (1.38)

Si on étudie la stabilité avec ce type de fonctdn Lyapunov on parlera de stabilité

guadratique.

Remarque :Dans toute la suite, pour simplifier les notatigmsur toute matriceX , quand
on écrit X >0 (X <0) on suppose que& est symétrique, i.eX = X' . Enfin la notation

matricielle X >Y correspond aX =Y >0, i.e. la matriceX —Y est définie positive.

a) Cas continu

Soit le modéle Takagi-Sugeno continu suivant eimrédibre :
r

x(6) =20 (1) a9 (1.39)

La stabilité quadratique s’étudie en calculantdawe€e de la fonction (1.38) :
d

SV(x(0) =5 (X0 )= X1 P+ €Y PE) (1.40)

Ou encore en utilisant (1.39) :
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SV (9)=(Snl3) a)] PhY+ €F B3 A ) AN )

En utilisant les notations définies précédemmemplatient :

SV (x(9)=X(9" (A P+ PA) £) (1.42)

Prouver la stabilité quadratique du modele (1.89)ant a résoudre le probléeme suivant :

Probléme 1 :Trouver une matricd® >0 telle que A’ P+ PA<0 04 )OR? (1.43)

Le fait de vérifier%V (x(t)) <0 pour toutx(t) JR"\{0} peut étre source de conservatisme

car tous les étatx(t) ne sont pas forcement admissibles par le modalegyemple on peut

avoir des éléments de I'état toujours positifs).

Comme les fonctiondy sont a valeurs positives, une condition suffisgaar avoir (1.43)

pour toutx(t)OR" est que chaque élément de la somme soit négatif.

Théoreme 2 /Tanaka et Sugeno 1992Le modéle TS continu (1.39) est GAS si :
[P>0, ATP+PA<0 Oi{1...1 (1.44)

La condition (1.44) ne peut étre que suffisante augune caractéristique des fonctioms
n‘est prise en compte. En effet on suppose, enisanil cette relaxation, que

(hl(z(t)) h( | 9))D[O 1" or il est tout a fait possible que certains r-spimient

inatteignables. Ceci constitue une autre sourcecaleservatisme. L'exemple ci-dessous

illustre ce phénomene.

Exemple :Soit le modéle non linéaire suivant :
-5-10x co$(x,) 36- 28| cds)|
) 4><(1—‘cos(x1)‘)>< cod(x) - 5 18( 4 cbfx

En utilisant I'approche par secteur non linéaire obtient le modéle TS suivant :

)=Sn(a) ay aee s Rl Az % a3 )

x(t) ))}x(t) (1.45)
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A=ls o vO0skodnl w1 W), e(x)=eof(x),
W (x)=1-vg(x), h=wn, h=wg, h=w0¥ et h=w. Notons que le

modeéle TS représente exactement (1.45) &ns
Pour ce modele, il est impossible de trouver unéricga P définie positive satisfaisant la

condition (1.44). En effet, la matricd, a une valeur propre positive et donc il n'existe
aucune matriceP définie positive telle quéy P+ PA <0. Cependant, le modéle (1.45) est
stable. En effet lesy’ étant fonction de la méme variabke, h, et h, n’atteignent pas leurs
bornes par exempldy, =1 n'est pas atteignable car il est impossible d’'avej tel que

‘cos(xl)‘:] et cosz(xl):O. Pour prouver la stabilité, on utilise la proprét

lcos(x,)|= co3(x). La condition de stabilité s'écrit :

oo () cofn) &+ cox{x)( 4] o))
+(1-cog (x))| co§x)| L, +( & cd{x))( 4] céx))L+<

avec £ =A'P+PA. On suppose avoirl, <0, £,<0 et £,<0. Remarquons que

(1.46)

(1—co§(x1))‘co$xl)‘2(1-‘ co(sxl)D cd§x). On peut donc majorer (1.46) par:

cog (x,)( 1| co§x)[)(£,+£;)< . Des conditions suffisantes sont doig<0, £,<0

1 —_
L,<0etl, +L,<0. Elles sont veérifiees poup :{ 5 20} :

b) Cas discret

Soit le modéle Takagi-Sugeno discret suivant emrédjbre :

r

x(t+1)=Z_1:h(z( 9) AX) (1.47)
La stabilitlé: quadratique s'étudie en calculantdaation de la fonctiotV (x) = X' Px:

&V (x()) =V(X( D)~ V({§)= { #3 P +)- €Y P (1.48)
En calculant (1.48) le long des trajectoires du éedon obtient :

sv(x(0)=( Sn(8) M) £ H €9 ARN- WE RS (149
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Ou encore en utilisant les notations définies ptéoément :
av (x(1)=x(1)" (A" PA- B %) (1.50)

L’étude de la stabilité quadratique revient domésoudre le probleme suivant :

Probléme 2 :Trouver une matricd® >0 telle queA’PA - P<0 04 §OR? (1.51)

En utilisant le complémentent de Schur #JiPP* PA - F, (1.51) est équivalente a :
_P *

{ ( )} <0 (1.52)
PA -

On en déduit le théoreme suivant.

Théoréme 3 /Tanaka et Sugeno 1992/Le modele TS discret (1.47) est globalement

_P *
asymtptiquement stable (GAS) siP >0, [PA ( )} <0OiD{y,...r} (1.53)

6. Stabilisation des modeles Takagi-Sugeno

Soit le modeéle TS continu ou discret suivant :

x(0) =X n (A ) A{ )+ BE))= Ak} BO)

= (1.54)

y()=Yh(9) X )= ¢ {)

i=1
Plusieurs lois de commande sont envisageables.eOindistinguer celles par retour d’état et

celles par retour de sortie. Dans le premier @a®lls simple d’entre elles est un retour

linéaire :u(t) =—Fx(t). Elle est trés peu utilisée dans la mesure oddgsés de liberté pour

résoudre les conditions LMI rendent les résultegs tonservatifs. De plus, elle est un cas
particulier d’'une loi plus générale appelée PDQ4Ra Distributed Compensation) /Wang et
al. 1996/. Cette derniére correspond a un retoétathon linéaire qui prend en compte les
mémes fonctions positives que celle de (1.54) :
u(t)=-2n(29) F(§=-Ex} (1.55)

i=1
Si F =F, 0i0{4,...,r} onretrouve une loi linéaire.
Pour les retours de sortie, une structure avecaditeeir peut étre utilisée /Tanaka et al. 1998/
ou une structure de retour d’état dynamique /Asselwdichote et al. 2004/, ces différents

points seront discutés plus loin.
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a) Cas continu

La boucle fermée dans le cas continu s’écrit :

(YUF%A—&E)%@

y(t)=C.x(Y

En suivant le méme raisonnement que pour la siﬁbiN/ecV(x): X Px pour fonction

(1.56)

candidate, stabiliser le modele revient a résoledpeobléme suivant :

Probleme 3 :Trouver une matricd® définie positive et des matricds iD{l,... ,r} telles

que (A, -B,F,) P+ P A- BF)<0 (1.57)

On remarque que l'inégalité du probleme 3 n'est Ipasaire en les variable® et F. En
utilisant la propriété de congruence sur (1.57)cale matrice symétrique de rang plein
X =P™, on obtient :

XAl + A X— XF B - BF,X<0 (1.58)

En effectuant le changement de variable bijebtif=F X, i0{1,...,r}, le probléme (1.58)

devient LMI en les variableX et M, /Tanaka et Sugeno 1992/. On définit les quantités
suivantes :

Y, = XA - |\/|jT B'+ AX-BM (1.59)

J

On se retrouve donc avec la quanterih (Z( t)) h ( 2( D)Y

; ettous les resultats peuvent
i=1 j=1

en étre déduit. Par exemple en utilisant la relaratlu lemme 12, on obtient le résultat de
/Tuan et al. 2001/.

Théoreme 4 :Soient un modele TS continu (1.56), la loi de cande PDC (1.55) et le¥;
définis en (1.59), s'il existe une matricé définie positive et des matricéd, iD{l,... ,r}

telles que les conditions (1.33) et (1.34) soignifiées alors la boucle fermée est GAS. De

plus si le probléeme a une solution, les gains d&J& sont donnés parlF =M X ™
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Remarque :Si on veut retrouver les résultats de /Liu et ZhaA03/ il suffit d’'introduire des
matrices additionnelles Q :(Q )T, i0{1...r} et Q :(Qj. )T, (i,i)0{1...r}° et

d’appliquer les conditions (1.35) a (1.37). On pdaire de méme pour toutes les autres
relaxations /Teixeira et al. 2003/, /Fang et al.0BQ L’essentiel est donc d’obtenir des
quantitésY; mises sous forme LMI, les relaxations s’appliquirectement.

b) Cas discret

La boucle fermée dans le cas discret s’écrit :

{X(t+1)=(ﬁr B,F) X9
y(t)=Cx(1)

La variation de la fonction candidate de Lyapunstvreégative si :

(1.60)

(A -B,F,) P(A-B,F)- P<0 (1.61)

ou encore en utilisant le complément de Schur diemtde probleme suivant.

Probléme 4 :Trouver une matrice® définie positive et des matricés i 0{1,...r} telles

_P *
que l'inégalité suivante soit satisfaite ( ) <0 (1.62)
P(A-BF) -

: o X 0|_|P* :
En appliguant la propriété de congruence {vgc X} :{ 0 Po_l} sur (1.62), on obtient :

{ X (ﬂ}<o (1.63)
AX-BFX -X

En utilisant le changement de variable bijedfif = F X . Il vient :

{ X (ﬂ}<o (1.64)
AX-BM, -X

On définit les quantités suivantes :

Yh:{ - 6)} (1.65)

AX-BM, -X

23



Chapitre | : Modeles de type Takagi-Sugeno

Les Y, étant linéaires en les variables recherchées Keaetaal. 1998/, on en deduit donc les

propriétés suffisantes de stabilité de la bouctenée en utilisant une des relaxations vues
précédemment. Par exemple on peut énoncer le thémeaivant.
Théoréme 5 /Tanaka et Sugeno 1992/Soient un modéle TS discret (1.60), la loi de

commande PDC (1.55) et le§ definis en (1.65), s'il existe une matricé définie positive

et des matriced, i D{l,... ,r} telles que les conditions (1.33) et (1.34) sow@mifiées alors

la boucle fermée est GAS. De plus si le problemme solution, les gains de la PDC sont

donnés par F =M, X™

Le retour d’état n’est utilisable que si tout I'e&st accessible. La partie suivante s’intéresse

au retour de sortie.

7. Stabilisation des modeles TS par retour de sorti e

Deux possibilités existent : le retour d’état dymgue ou l'ajout d’un observateur d’état.

Dans le premier cas, la loi de commande utilisée es

{ﬂ(t)== AX(1)+ By
u(t)=C,x(t)+ D,y( 1)

Elle suppose le vecteur des prémisz(as) mesuré. Les développements techniques autour de

(1.66)

ce type de commande sont relativement fastidieuxeetont pas développés ici. Le lecteur
peut les retrouver dans /Assawinchaichote et @42@t /Tanaka et Wang 2001/. Dans la
suite on se place dans le deuxieme cas, utilisarghservateur. Ce dernier peut s’écrire de

facon générale /Tanaka et al. 1998/ :

{aﬁ(t)ww B )+ K (o= )) wen
y=C, (1)

On remarqguera que le vecteur des prémisz:{e)s n'est pas forcément mesuré, i.e. dans (1.67)
on utilise son estimég(t). Dans ce cas, la loi de commande s'écrit :

u(t) =-Fx(t) (1.68)

La majorité des résultats rencontrés dans ladiibée S’intéresse au cas particulier D(i)

est mesurable, i.ez(t)=z({). Le cas général fera partie des problémes traités ce

mémoire chapitre 1.
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La dynamique de I'erreur de reconstructidft) = x(t) - X(t) est donnée par :

ox(t)=(A - K,C,) X1 (169
La dynamique du modele bouclé s'écrit alors :

ox(t)| [A-BF,  B,F, ] x(t)

{5*0)} { 0o A- chj{x(t)} (1.70)

Un principe de séparation peut étre énoncé dequitssifagcons, en utilisant le principe de
comparaison vectorielle /Ma et al. 1998/ ci-aprades compléments de Schur /Jadbabaie et
al. 1997/, /Yoneyama et al. 2000/.

Théoreme 6 /Ma etal. 1998/ :S'il existe deux fonctions scalaire‘s’(x):R” - R et

V(%):R" - R et des nombres réels positifs, y,, Vs, Vu, Vi, Vo, Vs €1, tels que :

LA V()= vl Al V()< f aveck(t) = x(1)-X(9

2. 2 ggn(x)n(x)(/a BF) -y
S "’V;S)f;;n(x)n(x)(é\ CREAR
. HOV( D epid |2 <

alors, le modele complet (2.22) est globalemerfoumiément asymptotiquement stable.
Remarque :Le théoreme de séparation n’est plus valide désl'qu considere des modéles
TS avec incertitudes, des retards inconnus ou enates variables de prémisses non

mesurables.

L'utilisation du théoréme précédent permet darsakequadratique de proposer les conditions
de stabilité suivantes. Soient les quantités :

Y, = XA - |\/|J.T B'+ AX-BM (1.712)

v, =AP+PA-NG-E N (1.72)
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Théoréme 7 /Yoneyama et al. 2000/ (cas continuppient un modéle TS continu (1.56), la

loi de commande PDC (1.55), l'observateur a préesissesurables (1.67), 1&§ déefinis en
(1.71) et lesY; définis en (1.72). S'il existe des matricks>0 et M,, i O{1,... r} telles que
(1.33) et (1.34) soient vérifiees pour |85, et s'il existe des matrice® >0 et N,

iD{l,...,r} telles que les conditions (1.33) et (1.34) soietfiées pour Ies\?ij alors la

boucle fermée est GAS. Si ces deux problemes omtsotution, les gains de la PDC sont

donnés paF, =M, X™ et les gains de I'observateur pér=P™N .

On a le méme résultat pour le cas discret aveguastités suivantes :

Yu{Ax_-XBMJ EBJ etv"'{f"\iﬁ“i‘? (‘)P}

L'utilisation de ces premiers résultats présentéstabilisation ne peut évidemment pas étre
suffisante. La solution obtenue en termes de gdénsommande par les problemes LMI est
souvent de « faible » qualité, i.e. elle ne gatamtiobustesse, ni performances. A l'instar des
développements du linéaire, de nombreux travaux eunttrait a ces deux besoins

indispensables que sont la robustesse et une gadenperformances.

C. Performances et robustesse

Sans étre exhaustif dans cette partie, quelquedtatsssont présentés permettant d'illustrer
les mécanismes mis en ceuvre pour garantir desnsati® performances et/ou de robustesse.

La section suivante traite du probléme du régutadens le cas continu.

1. Probleme du régulateur

On considére un modeéle TS continu avec sa loi dentande PDC. On cherche a minimiser

ou guarantir un codt pour le critere quadratiguessu :

[Ty ()Qy(9)+d () RY}) d avecQ>0,R>0 (1.73)

On suppose qu'il existe une fonction de Lyapunoadyatique satisfaisant I'inégalité de
Hamilton-Jacobi :

V()+y () 9+ d () RE }<0 (1.74)
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En intégrant de a +wo, On a:

V() =V (0)+ /(Y () o+ 0 () R¢}) d&0

- (1.75)
= [ () () RY)) die Y0)- ()< YO)= & B
x; Px, est donc une borne supérieure du critére. A paetiil.74) on écrit
2x" (1)(A-B,F) P{)+ X C QG+ X E REK)xO
T Q 0]/C, (1.76)
- (A-BJF) P+P(A-BF)+ C, 1{]{0 R}{FZ}O

En utilisant le changement de variallé =F X, X =P™ et le complément de Schur, on
obtient :

XA+ AX- ML B - BM, XC, M,

C,X -Qt 0 |<oO0 2.77)
M, 0 -R*
En définissant les quantités suivantes :
XA +AX-MB-BM XC N
Y, = C X -Q' 0
M; 0 -R*

On obtient une premiére solution au probleme dwletgur avec comme variables a

rechercherM, et X. Afin de réduire ce nombre de variables, on ptiliser le lemme de

Finsler. Pour ce faire, (1.77) peut s’écrire :

XA +AX XC 0 B |

C,X -Q* 0 |-l 0|[M[I 0 d-|om;[B] O I|<C (1.78)
0 0 -R*| |1 5 o — =
Qo R sT

d’'apres (1.25), (1.78) est vraie[SU R telle que :
N1
Q-0R"R <0 et{ % 2_1}0 (1.79)

La deuxieme inégalité étant vérifiee, (1.79) semés a :

XA +AX-0BEB XC -0B
C,X -Q* 0 <0 (1.80)
-oB] 0 -R'-ol
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On a donc une deuxieme solution au probleme duatsgu /Tuan et al. 2001/. Notons pour
deuxieme solution gqu’il ne s’agit alors que de t&Be un probléme de faisabilité. Il est
nécessaire de trouver une loi de commande admassiur ce faire on peut utiliser

'inégalité de Hamilton-Jacobi :

V()+Z () Q)+ 6() REX<0 - o x)e I ax B xic qonu o

min®(x,u) s’obtient en écrivant :
u

adb(x,u):(aV(X)sz +2RU=0 - u=-1 Rt E}(MJ (1.81)
du 0x 2 9x

S’il existe une solution au probleme (1.80) aloesfaicon évidente la fonction de Lyapunov

;
oV ( x
V(x)=x Px= X X' satisfait 'inégalité de Hamilton-Jacobi. Av%caﬁj =2Px, une
X

loi de commande admissible est donc définie par :
u(t)=-R*'B XX} (1.82)
On définit les quantités :

XA+ AX-ocBB XC -0 B
Y, = C X -Q?! 0 (1.83)
-oB' 0 -R'-ol

.
En remarquant que, Px, < y < [y );‘J >0, on peut proposer le résultat suivant.
X

Théoreme 8 /Tuan et al. 2001/ Soient un modele TS continu (1.56) et s définis en

(1.83), s'il existe une matriceX définie positive et un scalairg tels que les conditions
T
[y X)‘J >0, (1.33) et (1.34) soient vérifiées alors la bouelenée est GAS ey est une
X

borne supérieure du critere quadratique (1.73). ldnde commande admissible est donnée

paru(t)=-R"B X*X )

Remarque :Dans ce cas, l'intérét d’éliminer des variable$ @s pouvoir améliorer de fagon
significative la borne supérieure du critere quatijae /Tuan et al. 2001/ /Delmotte et al.
2007/. On notera que I'élimination ne réduit pasnembre de LMI mais le nombre de

variables de mxn xr.
—
taille deM;
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2. Commande H,

On considere le modéle suivant :

{X(t)wx(t)wwvwenzt(). X0) =0,
2()=Cx( )+ D, W)+ DU )

ou W(t) 0L, est une perturbation. On s’intéresse a caractdegsre cas pour une collection

de signauxw(t)DLZ. On parle de gairC, — L, il correspond a trouver une borne supérieure

y a sup ”2”2 . Cela revient a minimiser le critére suivant ayee0 :
o,
Jo 12O de< 2 (9] o (1.84)

Apres quelques manipulations semblables au probtenrégulateur, on obtient la condition

suivante :

X'%T + AX_ MI BTJZ_ BUZM z BWZ XCZ_ MTZSU

B, -yl D,, <0 (1.85)
C,X-D,M, D —yl

wz

Ou une version avec élimination des variatiés/ Delmotte et al. 2007/ :
X'%T + A X_J BJZ 3;2 BWZ Xéz_a- BUZ I:-BU

B, -yl D,, <0 (1.86)
C,X-oD,B. D, -yl-oDJ,

uz —uz

Il est donc possible d’écrire les conditions LMi germettent de résoudre ce probleme. Sans
aller plus loin, de nombreux résultats existerdagit basés sur ce type de technique. /Tuan et
al. 2001/, /Delmotte et al. 2007/.

Enfin, il y a d’autres moyens d’introduire des onos de performances a l'aide de contraintes
LMI, par exemple :
- Pour garantir une vitesse de convergence a |'étgient introduire un paramétre

dans la fonction de Lyapunov (decay rate), i.euues a >0 telle que

V(x)+2aV( X <0 /Tanaka et Wang 2001/.

- Introduire des contraintes sur I'entrée et/ou ldisdTanaka et al. 1998/. Cela se
fait par I'ajout de contraintes LMI supplémentairssues du cas linéaire /Boyd et
al. 1994/.
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- Utiliser des régions LMI permettant de placer létep en boucle fermée /Hong et
Langari 2000/. Il s’agit de I'extension du cas &iré /Chilali et Gahinet 1996/.

Notons que dans le cas des modéles TS, cela revigater les péles de la boucle

fermée (par exempleh, — B,F Dz(t)) dans une région LMI /Hong et Langari

z 7

2000/, [Toulotte et al. 2004/.

3. Robustesse

Elle peut étre prise en compte de plusieurs facBnsgénéral, les modéles TS utilisent des
incertitudes bornées en norme :
{JX(t):(AﬁAA) {9)+(B+a8B) |}

y(t)=(C,+AC,) 1) (1.87)

A'A‘z a—az az' { z bAbz bZ, { z CACZ CZ, et Ha,Hb,ch Eai!Ebi’ Eci'

avec : {
[8z], <1 [8y], <1 [A], <1
i0{1,...,r} des matrices constantes. A partir de tels modélesytilisant le lemme 9 il est

possible d’obtenir des conditions LMI /Zhao etl#195/, /Tanaka et Wang 2001/.

A ce stade, il est impossible de rendre compteékadtats les moins conservatifs. La plupart
des études se placent dans des cas particulidescetnbinatoire est élevée : type de modéle
TS utilisé (incertitudes, entrées externes...), chdes criteres (critere quadratique,

atténuationH_ ...), relaxation utilisée (avec ou sans variablesphtpentaires)... Il y a

presque autant de résultats que de choix possibles.

Enfin avant de conclure ce chapitre, quelques ta@susont rapidement rappelés concernant

des modeles TS a retards.

4. Stabilisation de modeles Takagi-Sugeno a retard

Ce genre d’'études est aujourd’hui en pleine « esipio», chaque type de retards est repris
dans une démonstration souvent trés similaire {igsant des fonctions de Lyapunov plus ou
moins intéressantes ou en introduisant une relaxatiutét qu'une autre). On ressent le

besoin d’une généralisation. Sans entrer dansédlsllorsque le retard est présent sur I'état

on peut écriredx(t) = Ax(1)+ AX t-a( )+ B J.
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En considérant le retard constant, des premierdtaés avec une fonction quadratique sont
proposés dans /Cao et Frank 2001/. Les résultatsisdépendants du retard. Des résultats
moins conservatifs existent et se basent sur laassance de la valeur du retard /Guan et
Chen 2004/. Ces résultats proposent égalementalumgos pour la stabilisation via retour de
sortie dynamique. Une derniéere catégorie d’appresheelle concernant les modeles a retard
variable. Dans ce cas, des fonctionnelles de Lyayp#mrasovskii sont utilisées /Chen et Liu
2004/ et les conditions obtenues sont dépendaetedalnes du retard. Selon les approches,
la dérivée du retard doit étre inférieure a 1 /Chehiu 2004/ ou quelconque /Tian et Peng
2006/.

D’autres travaux s'intéressent a la stabilisatiobuste de modéles TS a retards. Dans le cas
général, des incertitudes sont considérées syrdesmetres du modele ou sur la valeur du
retard. Par exemple dans /Tian et Peng 2006/, Uesuis considérent le probleme de la
stabilisation de modéles TS continus incertainsc aratard variant dans le temps. Des
conditions de stabilité mettant en jeu les borrnes idcertitudes et les bornes du retard sont

données.

Pour illustrer la complexité de certains résultatdhiéoreme suivant donne les conditions dans
le cas de modéles TS continu a retard variable triemps /Tian et Peng 2006/. Pour
relacher les conditions, les auteurs introduisedt variables additionnelles par I'ajout de 0

« artificiels » :

(x(t)T Ny, + X(t=0 (1) Nt X t03) N+ X ) I\LZ)( X ) % t—ao)—j:_% kB ()SO
On aboutit alors a des conditions moins consergatimais rapidement incompatibles, en

termes de nombre de variables a rechercher, asalveurs actuels.

Théoréme 9 /Tian et Peng 2006/Soit le modele Takagi-Sugeno continu a retardasuiv
X()= AX()+ AX o))+ BY() (1.88)
oll g<o(t)<T est le retard variant dans le temps et la loi @@mandeu(t) = -K,x(t)

(fixée a priori). La boucle fermée est globalemasymptotiquement stable s’il existe des

matricesP>0, Q>0, R >0, R,>0, Ny, T, (i,j O{1...r} kO{1....4) telles que :

[zg (*)} <0 (1.89)

=21 =22
=, =
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avec

rm () () ¢
=11 _ ri;. r22 ( ) (*
—zz rzi. r32 r33 (*

re r2rer

~® |ON], ONj, ONJ, ON;, 0 -JR

1zz 22z 32z

)

) =21 _ |:TN]-.|—ZZ Z-N;—zz Z-N;—zz TNIZi :22:|:_TR1 O :|
) )

4

M =Q+ N+ N+ M AF A M+ MBK Y KB M,

1zz

=N, ~T +AM +M,A+ M,BK, IZ=-T, ~T] +M,A+ A M,

22z 1zz 212z 22z

F=-N_+N, +T' +#M,A+ M;BK, ¥2=-N] +T] -T, + MA,

1zz 32z 212z 22z 3 zz

M ==Q-Ny =N+ T # T, T, =P+N

3 zz

-M +M,A+ M,BK,

427z

r=-T,-M]+M,A, IM*=-N, _+T,, -M], I =rR +20R - M,— M,

47z 4 2z

d=(g-0g)/2etr=(T+0g)/2

Enfin, notons que I'approche par fonction de Lyapune permet de prouver la stabilité par
rapport aux conditions initiales que pour l'origir® on veut étendre les résultats obtenus
pour des entrées externes différentes de zérolggchanus), on peut utiliser la propriété

d’'ISS (Input to State Stability) /Sontag et Wan@®3R0 Plusieurs résultats sont donnés pour
les modéles TS dans /Lauber 2003/.

D. Discussion et conclusion

Ce premier chapitre a essayé de faire un tour bwrrapide sur les modéles TS. Il ressort
principalement deux points. Le premier concerney e plupart des problémes, la possibilité
d’obtenir des contraintes LMI. Le deuxiéme poinhcerne le conservatisme des résultats
sachant que I'on n’a que des conditions suffisar@eta provient de plusieurs phénomenes :
le choix du modele, le fait de ne pas utiliser desnaissances autres que la propriété de
somme convexe, le choix d'une fonction de Lyapungwadratique, les différentes

majorations utilisées...

En ce qui concerne la mise sous forme LMI, on s&l reompte que sorti des problemes

standards (retour d'état robuste, retour de settes incertitudes et avec les prémissgy

mesurables ...), les problemes deviennent rapidedifiailes et trées peu de problemes LMI

peuvent étre proposeés.

32



Chapitre | : Modeles de type Takagi-Sugeno

Sans étre exhaustif on peut citer comme problémésaudre :

- Retour de sortie avec observateur dans le cas dlemincertains et/ou du
vecteur des prémiSS@(t) partiellement non mesurable. Notons qu’'un résultat

existe sous forme de LMI /Guerra et al. 2006/ aix mfune majoration

introduisant du conservatisme.

- Poursuite de trajectoire dans le cas incertainnetetour de sortie. La encore
'unique résultat sous forme de LMI disponible /Maaori 2006/ se fait au prix

d’'une majoration.

- Retour de sortie statiqgue, retour de sortie dynamiqvec des modéles TS

incertains.

Afin de réduire le conservatisme des conditiongwibes, plusieurs travaux se sont consacrés
a I'élaboration de nouvelles fonctions candidatgapunov. Ces travaux mettent en jeu des
fonctions plus appropriées pour les modeles Tagageno dans le sens ou elles utilisent des

informations sur les fonctions autre que leur propriété de somme convexe.

Dans les cas continus et discrets, I'utilisatiorfatections de Lyapunov définies par morceaux

semble donner des résultats satisfaisants /Johaessal. 1999/ /Feng 2003/. Ces fonctions

sont définies paV(x)=V.(X) Z §0D ou les D, sont des partitions de I'ensemble des
z(t) admissibles telles qugj h, (z(t)) =0. Prouver la stabilité revient alors a vérifier que
pour chaquei, 6\/i(x)<0 pour les modeles linéaires actifs (i.e. pour ttess modeles

linéairej tels que Dz(t)DDi, h, (z( t))¢0). Des contraintes de continuité aux frontieres

doivent étre également vérifiées. La fonction awmstruite prend en compte le caractere
nonlinéaire du modele. Néanmoins l'efficacité dapproche dépend de la structure du
modele. Par exemple, elle ne peut pas étre appliguéles modeéles issus de I'approche par

secteurs nonlinéaires. En effet, dans ce cas, idteexoujours un domaineD tel que

Oz(1)0D, Oj h, (z(t))=0.
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Un autre choix qui semble assez naturel est ddasnes une fonction qui prend en compte la
méme partition de I'espace des prémisses que delemodéles TS. Par exemple on peut
choisir /Blanco et al. 2001/ /Guerra et Vermeir€04 :

T r
COROIMTEVLEY (190

De cette fagcon on est sar d’englober le cas quadrtil suffit de prendreli D{l,...,r}

P = P. Cette approche est tres féconde dans le cagtiSuerra et Vermeiren 2004/ et sera

reprise dans ce mémoire.

Plusieurs travaux ont tenté d’adapter ces résudats le cas des modeles continus /Blanco et
al. 2001/ /Tanaka et al. 2001/. Aucun résultatsfaisant n’a été développé dans le sens ou

toutes les conditions obtenues nécessitent la ¢ssarece d'une borne sur la dérivée des

fonctions h ( (1)) ce qui est restrictif. Cependant des travaux féceamblent prometteurs

/Rhee et Won 2006/. lIs utilisent une classe detfons candidates indépendantes du chemin
qui ne s’appliquent qu’a une classe restreinte ddéles TS. De plus en stabilisation, seules
des conditions BMI sont obtenues. Néanmoins, Ipprache permet d’étendre les résultats
du cas quadratiqgue dans de nombreux cas sans treriaaibornes des dérivées des fonctions

h(=(9).

Pour finir, dans tout le mémoire, les modeles Tissiagque les modeles linéaires qui les

composent seront supposés commandables et obssvabl

La figure 1 donne les différents points abordéssdes chapitres suivants. En abscisse
apparaissent les différentes fonctions de Lyapuposeront utiliséesQ (quadratique)NQ
(non quadratique)kQ &NQ (variations surk instants dans le cas discret)BQ PNQ
(généralisation). En ordonnées les types de comesantllisées : les 3 premiéeres sont des
retour d’état (PDC, lois de commande pour le &&3, lois de commande périodique) la
derniere est un retour de sortie utilisant un oleeudr. Enfin, dans chaque case on retrouve
guel chapitre est concerné et quel type de mod&es pris en compte N (prémisses non
mesurables),| (modeéles TS incertains (1.87) (modéles TS a retards (1.88) en discret) et

P (modéles TS périodiques).
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Type de commande

A
Retour de sortie] ~ CNapP 2 Chap 2
TS N TS|
( Loi périodique Chap 4
TSP
Chap 2 Chap 4
Retour /' | oi pour le NQ P 0
d'état TS 4R
Chap 3 TS| Chap 4
PDC
> Chap4 TSR
Vo Vi WYgetno Voo etno

Fonction de Lyapunov

Figure 1 : Problemes abordés dans le mémoire

L'intérét de chaque étude menée est :
» soit de proposer des solutions, en termes de pradé M|, a des problemes qui n’en
avaient pas, chapitre 2 principalement ;
* soit de proposer des conditions nouvelles pernteianminimum d’englober les
résultats issus de la littérature, chapitres 2;et 3

» soit de dégager de nouvelles pistes permettantf@umes résultats pour un grand

nombre de problemes, chapitre 4.
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Chapitre 1l : Nouvelles conditions de stabilisatides modeles TS

A. Introduction

Il ressort du chapitre précédent un certain nondereerrous. L’'un de ces verrous concerne la
mise sous forme d’'un probleme LMI pour tous lesuet de sortie, aussi bien dans le cas
continu que discret, concernant des modeles TS @néggisses non mesurables, incertitudes,
retards ... Les deux premiéres parties donnent eliepame réponse a ces questions sous

forme de problemes LMI. Dans le cas continu, ipg’adu cas général de retour de sortie d’'un

modele TS utilisant un vecteur de variables de 'm:ﬁ'aesz(t) partiellement (ou totalement)

non mesurable. Dans le cas discret, un retour die gwur des modéles TS incertains. Les
deux mises sous forme LMI utilisent un canevas camni’extension a des cas similaires,

modeéle TS continu incertain ou modéle TS discreicavecteur des variables de prémisses
inconnu, peut étre faite de facon directe et rpestdonnée ici.

Le deuxieme verrou est certainement le plus imparth s’agit du conservatisme introduit

par l'utilisation de la stabilité quadratique, igtilisant une forme quadratique pour les

fonctions de Lyapunow’ (t) Px(t). La deuxiéme partie se place dans le cas des pod&

discrets et étend un certain nombre de résultatsitéisant des fonctions candidates de
Lyapunov non quadratiques /Guerra et Vermeiren 200 retour de sortie est considéré

dans ce contexte ainsi que la stabilisation pasuret’état de modeles TS incertains et

bY

incertains a retard. L'intérét de ces approches ddsclure les résultats issus du cas

guadratique.

Certains problémes dans la suite sont sous la fofomee triple somme aveh ([ et g, (0

des fonctions positives scalaires ayant la proprilt somme convexe é‘(j des matrices de

tailles appropriées. lls s’écrivent :

r

> > 9 (Fh (Fh (DY} <0 2.1)

r
i=1 j=1

Yin =2

r
k=

iy

Afin d’obtenir des conditions LMI, on utilise leifaque les fonctiongy, ([)] sont positives. On

obtient donc les conditions suffisantes a (2.1yamnfes :

_rzhi([)]hj([)]\q <0 OkD{1,...,r} (2.2)

i=1

Yin =

M“

1
-

38



Chapitre 1l : Nouvelles conditions de stabilisatides modeles TS

La double somme restante peut étre traitée paegol#s relaxations présentées dans le
chapitre I. On rappelle que dans le cas ou il g6tite d’introduire de nouvelles variables, la
relaxation est basée sur le lemme 1-12 /Tuan &0&l1/ qui s’écrit dans ce cas :

Lemme 1:SoientY; des matrices ey (i, j k)O{L1,... r}’ des fonctions positives ayant la

propriété de somme convexe, si les conditions stegsont vérifiees alors (2.1) est vraie :
Ys <0,0,k 0{1... r} (2.3)

rTY*‘ +YE+YE <0, O(i,j k)DL r} i # | (2.4)

S’il est possible d’introduire des variables adultielles, on peut utiliser une extension de

/Liu et Zhang 2003/ présentée au chapitre | estarit :

Lemme 2: Soit ij des matrices ety des fonctions ayant la propriété de somme conséixe
existe des matriceQ" =(QK)T, i0{1,...r} etQ‘= (Q,) , (i,i.k)0{1... r}°, telles que

O(i, j k) O{1... ,r}3 les conditions suivantes soient vérifiées alors)(@st vraie :

Yi +Q“ <0, (2.5)
Yi+Yi +Q +Q <0 j>i, (2.6)
Q Q ..
QG :
.21 2 . ) >0 (2_7)
: . Q(r—)r

Qrkl e Qrk(r— ) Qk

Enfin des sommes plus importantes peuvent apparaiec f, (0, g,(JJ, h (J des

fonctions positives ayant la propriété de sommeera :

r I r T

(V&) =33 1, (o (Do (Ih(InE(Y)_< 2.8)

m=1 k=1 |=1 j=1i=1
Dans ce contexte, I'ajout de variables additioraselest a éviter, il est trop rapidement
incompatible avec les solveurs actuels. Seul lengetype de relaxation /Tuan et al. 2001/

est étendu a ce cas. Pour ce faire, on remarqueré2) est vérifiée si :

(V)" <0 oio{1...n.} (2.9)

2 ()7 ()74 (%) <0 B D{L. n} 1%, (2.10)
h
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Chapitre 1l : Nouvelles conditions de stabilisatides modeles TS

On se ramene donc au cas de la triple somme trarEEedemment dans le lemme 1. En

appliquant ce lemme sur les conditions (2.9) €tQ(Pon obtient le résultat suivant :

Lemme 3 :Pouri, j O{L... 1.}, k10{L....r

g} et mD{l,...,rf} , (2.8) est verifiée si:

(vi), <o (2.11)
ri_l(Yﬁk)m”’(ﬂk')me(ﬁk)ﬁO. k#| 2.12)
rhz—l(Y?Tk)m (%), + (%) <0, %) (2.13)

Jizjetkzl  (2.14)

Les deux premiéres parties s'intéressent a la suse forme LMI du probléme du retour de

sortie avec observateur dans le cas de modeéles TS.

B. Stabilisation de modeles TS continus par retour de sortie

On rappelle qu’une formulation LMI pour le retoue dortie dynamique n’est disponible que
si les variables de prémisseﬁt) sont mesurées /Ma et al 1998/, /Assawinchaichbtd. e

2004/. L'approche choisie est un retour d’état adeservateur. La motivation de cette partie
est de proposer une formulation LMI du cas génédeabrémisses partiellement mesurées.
Notons que tres peu de travaux existent traitardedeas général et que les résultats obtenus
ne sont jamais LMI. Les seules conditions obteraggg BMI (Bilinear Matrix Inequalities)
/Yoneyama et al. 2001/ /Lo et Lin 2004/ et leurolgBon n’est pas forcement satisfaisante.
Effectivement, la résolution utilise deux problerhé4l séquencés /Lo et Lin 2004/, ce qui ne

garantit pas la convergence de l'algorithme et dodes solutions trés dépendantes de

l'initialisation de I'algorithme. Pour la suite, dst nécessaire de différencier le vecte(Jt)

de sa reconstructioﬁ(t) . On introduit la notation suivante :
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Chapitre 1l : Nouvelles conditions de stabilisatides modeles TS

Notation : SoitY,, Y; des matrices de taille appropriee Ie;t([)] des fonctions scalaires ayant

la propriété de somme convexe, on po¥§:zr:h(z(t)) Y, Yzzih(i(ﬁ)Y et

On consideéere le modéle TS continu :

x(t)=AXx(t)+
e
la loi de commande par retour d’état de type PDC :
u(t) =-FX(t) (2.16)
et I'observateur flou basé sur le modéele TS :
{i(t)= AX()+ BU Y+ K(y(3-Y) o1
y(t)=C.X(1)

Remarque : Comme dans le cas générai(t)# 2(f) les matrices de I'observateur
(A, B, C,) sont difféerentes de celles du modéle. L'observates garantit pas la
convergence de I'erreur d’estimation d’état, i%{t) £ x(t), en revanche la stabilisation de

la boucle fermée est garantie i%(t) - 0 et X(t) -~ 0 quandt — +oo .

En notant I'erreur d’estimatiof(t) = x(t) - X(t), on peut écrire son équation dynamique :

%(1)=(A-A-K(C,-C)-(B-B) F) X }+( A- KCt( B; B, B, k)  (2.18)
ainsi que la dynamique de I'état du modeéle (2.15) :

(1) =(A-BF) X )+ BEX] (2.19)

En notantA,=A - A, B,=B,-B,etC,=C,- C, on peut écrire la dynamique globale de

la boucle fermée :

x(t) _ A -B,F, B.F, X(t) (2.20)
X(t) 'K‘[z_ ch_:zz_ Eiﬁ . A KC+ B £ X(t) |
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Chapitre 1l : Nouvelles conditions de stabilisatides modeles TS

L’expression (2.20) montre que le principe de s&fp@m ne peut pas étre appliqué. En effet

les termes A,, B, et C, représentent les différences entre le modéle wvéset

2z

'observateur. Dans le cas général, la dynamiquéedeeur X(t) est fonction de I'état du

modeéle a stabiliser. L'observateur ne peut doncgpaserger indépendamment du modéle a
stabiliser.

L’analyse de la stabilité de la boucle est réaligéee a la méthode directe de Lyapunov.

Pour cela on consideére, la fonction candidate swévavecP >0 et P>0 :

V(x %=X () P{)+%() Pk} (2.21)
Remarque :La fonction candidate de Lyapunov quadratique eg®au modele (2.20) est
normalement\/(x X):[;E:ﬂ 7{;8} La simplification (2.21) est faite pour permettre

I'obtention des conditions LMI au probleme.
La dérivée de la fonction (2.21) s’écrit :

3] Sl Sk

En utilisant (2.20), on obtient :

-0l Sla e araslii]  em

Une condition nécessaire et suffisante pour avb(rx 5<)<O le long des trajectoires du

modeéle est :
(Az ~F, ~|3Z)_P+ P(_AZ— _BZ F) B (f) ) 3 <0(2.24)
FzT B-er+ P( AYZ_ K“zCAzz_ B"ZJ;l ( AZ_ C ZK -Z'- ﬁ Zg)zzp- Ié Arz K g:+z B g ‘

En utilisant le lemme -9, on obtient la majoratgnvante :

TN NV [ — L4100 -F/BL |- = _
OwWOR ()+M[—Bﬁ& Bzzﬁz]sw{o 4%@2}[—% B,F] (225
D’ou (2.24) est vraie si :
{ (*)+P(A-BF) ) } {—Fﬁ;

L _ . . _#||-B.,F, B,F.,|<0(2.26
FTBIP+P(A,- KC,) (*)+ H A- KC)+ WP FJBIJ[ 2F BuR<0(2:26)
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ou encore en utilisant le complément de Schur geeemutant les lignes/colonnes 2 et 3 :
()+P(A-BR) () ¢)
-B,F, w7 (*) <0 (2.27)
FBIP+P(A,-KC,) FB,(*)+H A KO WP

En utilisant le méme raisonnement sur le terﬁh(eﬁyz— K”zéiz)’ on obtient la condition

suivante avecl et @ deux scalaires positifs :

(*)+P(A-BE)+1AA+6C L, () ()
B,F ~w'l(*)]<0 @29

77" Z

F/BIP F/B, O

avecO=(*)+P(A -K,C,)+ W' P+1'P+8'PK K F

En utilisant la propriété de congruence ang([ X | X]) et le changement de variable
bijectif M, =F,X, (2.28) devient :

(*) + (Az - Bz Fz) X+ xjd‘riz_Aizx-'- o X_dZ:CZZX (*) (* )

-B,M, -w'l o (*) |<0 (2.29)
M]B! MIB, XOX

(2.29) est vérifiée impos® <0. Si © <0 on peut utiliser la majoration suivante :

(X +10) O(X+107)<0 = XOXs-u( X + X)-p20™ (2.30)
En appliguant cette majoration sur la conditior292. on obtient :
(*)+(A -B,F,) X+ A X&, A, X+8 XC,C X (*) ()
-B,M, -w (*) <0 (2.31)
M. B! M]BL —-2uX-u*0™

L'utilisation du complément de Schur sur les termesA. A, X, OXCLC, X et y°0™,

77~ 7z

donne :
()+ax-BM, () ) t) t) 0 ‘
A, X -0 0 0 0
C,,X 0o -6'1 o0 0 0
-B,M, 0 0o -w'l (¥ 0 <0(2.32)
M) B! 0 0 MJIB, -2uX m
*\+ P - K. 71T
0 0 0 0 ul C)+ (Npi KZ?Z)JrWNPZ
I +ATP?+GPK,KIP |
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Enfin, avec le changement de variable bijedtf = I5KZ et en utilisant le complément de

Schur suw™P?, A7'P? et 8 'PK,K] P on obtient la condition :

()+Ax-BM, () €) t) f) 0 0 0 0]
A, X -7 0 0 0 0 0O 0 ©
C,X 0 -6'1 0 0 0 0O 0 ©
-B,M, 0 0o -w'l (¥ 0 0O 0 O
M, B] 0 0 M,B, -2uX m 0O 0 0]<0
0 0 0 0 u (9+PA-NC, () () ()
0 0 0 0 0 P -wl 0 0
0 0 0 0 0 P 0 - 0
i 0 0 0 0 0 N; 0O 0 -6l
(2.33)
A partir de (2.33) on définit la quantité suivante
()+Ax-g™m () ¢) t)  t) 0 0 0 0 |
A X -0 0 0 0 0O 0 ©
C, X o -6l 0 0 0 0o 0 0
-B(M, 0 0o -w'l (¥ 0 0O 0 O
Y = MTB' 0 0 M/Bl -2uX mn O 0 O
0 0 0 0 4 (N+PA-NG () (*) ()
0 0 0 0 0 P -wl 0 0
0 0 0 0 0 P 0 -A1 0
0 0 0 0 0 N7 0o o0 -4
(2.34)

aveCAj =A-A, B.=B-B etC,=C-G.
Théoréme 1 /Guerra et al. 2006/ Soient le modéle TS continu (2.15), I'observateui 7),

la loi de commande (2.16) et Ie‘é,‘j‘ définis en (2.34). S'’il existe des matrices dé&fni

positives X et P, des scalaires/, w, A et @, et des matricedN, et M, iD{l,... ,r} tels

gue les conditions (1.33) et (1.34) soient satsfanlors la boucle fermée est globalement

asymptotiquement stable. Les gains de commandedsongs paF, =M, X ™ et les gains de

I'observateur paK; = PN, .

Remarque :Le probléme n’est pas strictement LMI puisquectasditions du théoreme 1 ne

sont pas linéaires en les scalairgs w, A et 8. Il est donc nécessaire de les fixer a priori.
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Pour montrer I'intérét de I'approche on choisitrandele TS instable en boucle ouverte. Il est

2.5 O}

-2.3 -1|

0
composé de deux modeles linéaires dont les masmas: A = , A=
-1 -1

1
Bl:BZ:{O} et C1:C2=[1O 2]. Les fonctions non linéaires sont définies par:

h(x(t))=0.5+arctaf (1)) 7 et h(x(t)=1-h(%(1)). On suppose x,(t) non
mesurable. Si on calcule une loi de commande ebhservateur indépendamment (en

supposant le principe de séparation valide) un lteisiest /Tanaka et al. 1998/ :

] [1L00 -6,0 016 0,34 | o
= et [K, K,]= . On s'apercoit qu'il existe des
F, | |234 -14, 0,33 -0,5

conditions initiales telles que la boucle ferméeirstable. Par exemple pour les conditions
initiales x" (0) =[100 10Q" (pour le modele) e’ (0)=[0 0’ (pour I'observateur) la

figure 1 montre la divergence de la boucle fermée.

X 104

%
i
N
wh
N
»
o
~

Figure 1 : évolution de I'état pour les conditionsnitiales x" (0)=[100 10{" et " (0)=[0 0] .

En prenant en compte le modéle complet et en anili¢e résultat du théoréme 1 et avec

{12, 34 0, 001561

F
w=1, wu=7 et A=1e-3, un résultat est:| '|=
11,78 0,00684

F2

K, K,]- 25,75 -13,3
vzl o575 —13,3

cours du temps pour les mémes conditions initiales.

3. Sur la figure ci-apres, on retrouve I'évolutiode I'état au
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Figure 2 : évolution de I'état pour les conditionsnitiales x" (0)=[100 10{" et " (0)=[0 0] .
D’une maniere générale, on peut étre confronté éasrintermédiaire entrxe( t) entierement

mesurable et(t) non mesurable.

C. Stabilisation de modéles TS continus: prémisses
partiellement mesurables
Afin de représenter ce cas, on distingue la pangsurée dez(t) qui sera notéer (t), de la
partie non mesurée qui sera nqﬂét). L’'observateur et la loi de commande ont comme

variable de prémisser(t) et S(t). Le modéle, son observateur et sa loi de commande

peuvent ainsi se réécrire :

(=35 2w (a(9) w(B)( A 8= 4 £)+ B €)
o (2.35)
(=33 w(a(0)w (8(0) G A= G, X
u()=-3 3w (a(0)w (B(9) §3()=- £, 2.36
(0= 23 v (@) w (B0)(AX0+ B de K(£)-4)
= AKX+ Bu( )+ K (M 9-Y()) (2.37)
5(9= 23 (@(9)w (5(8) G = G4
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ou Vv, 20 et w, 20 représentent respectivement les non-linéaritrfmiintervenira(t) et

B(t) . Dans I'ancienne écriture du modeéle on%(z( t)) = \((a( t)) Dvy(,[?( l))

En utilisant la méme démonstration que dans lepcasédent a partir de (2.33) on peut

obtenir :

(*)+AX-B,M, () () t) t) 0 0 0 0 |
(As-A;)x 471 o 0 0 0 o 0 o
(Cor-Cp) X 0 -6 0 0 0 o 0 o

-(Bs-B;)M, 0 0 ~wt (*) 0 o 0 o
T T T u <O

MB, o o M,(B,-B,) -2ux n 0o 0 o0

0 0 0 0 po ()HPA-NLC, () () ()

0 0 0 0 0 P -wl 0 0

0 0 0 0 0 P 0 -Al 0

0 0 0 0 0 N7, 0 0 -6l
(2.38)

On définit la quantité suivante :

()+AX-B.M; () ) t) t) 0 0 0 0|
(An-A)X =A% 0 0 0 0 0 0 O

(Cm—Cy) X 0 -6"l 0 0 0 0O 0 o0

~(Bn—By) M, 0 0 -w'l (*) 0 0O 0 0

(Vi) = MTET 0 0 MJ(B,-B) -2uX ul 0 0 0
0 0 o 0 W (PPANG () () ()

0 0 0 0 0 P -wl 0 O

0 0 0 0 0 p 0 -Al 0
I 0 0 0 0 0 NT 0 0 -8
(2.39)

Théoreme 2 /Guerra et al. 2006/ Soient un modele TS continu a prémisses partielfem

mesurables (2.35), I'observateur (2.37), la loicdenmande (2.36) et Ie@ ijl)m définis en

(2.39). S'il existe des matrices définies positiveéset P, des scalaires positifs, 1 et 8, et
des matricedN; et M; i, j D{l,... ,r} tels que les conditions (2.11) ~ (2.14) soien&ates

alors la boucle fermée est globalement asymptatigué stable. Les gains de commande sont

donnés paiF; =M, X et les gains d'observation p&;, = PN, .
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Chapitre 1l : Nouvelles conditions de stabilisatides modeles TS
A titre dillustration on considére le modéle TSstable en boucle ouverte suivant:
AL_10 Az_1,50 A_2.5O A2—3 0
- - -1 1) 2723 -1 2723 -1/
1
B,=B,=B,,=B,,=| |, C,=C,,=[15 J etC,,=C,,=[16 3. On supposex(t)
mesurable, xz(t) non mesurable. On choisit comme fonctions non aled

v,(%)=0.5+arctafx) #r, Vv, (%) =1-v( %), w(x)=0.5+arctafx,) /7 et

W, (%) =1- w(%).

La figure 3 représente I'évolution de I'état et sten estimée pour les conditions initiales

suivantes :x" (0)=[10 14" et X" (0)=[0 d'. La figure 4 donne I'évolution de la sortie,

de son estimée et des fonctiows(,ﬁ’) et W(,@) Pour ne pas donner que des résultats de
régulation, i.e. autour du point d’équilibre 0, wwnsigne différente de zéro est appliquée en
boucle fermée aprés=2s et on introduit un perturbation constante surddis du modele
dans l'intervalle de tempd0s 159 .

En toute rigueur la stabilisation n'a été prouvée gour le point d’équilibre 0. Néanmoins
I'extension a des consignes de type échelon owsidesiux de typel, se fait aisément en

considérant les propriétes d'ISS (Input to Statabiity) /Sontag et Wang 1995/. Cette

propriété est vérifiee dans le cas des modelesTi8ilesant le fait queB, est bornée /Lauber

2003/.
12 10
— X1
S XL 8
o
8
4
6 i ol
-2 ;
o
-8+
-4 L L L ' .10 L L L I
o} 5 10 15 20 0 5 10 15 20

time time

Figure 3 : évolution des deux états et de leurs asées.
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2001

[¢] 5 10 15 20 o] 5 10 15 20
time time

Figure 4 : évolution de la sortie, de son estiméde W(,B) et de W(,@) .

Les figures 3 et 4 montrent la convergence dedierrd’estimation de I'état en régime

permanent hors perturbation. Elles illustrent égalet la remarque faite précédemment sur le

fait que X(t) £ 'x(t) en présence d’une perturbation.

Notons que le méme type d’approche peut étre @itilens le cas de modeles TS continu avec

incertitudes. Cette approche n’est traitée que taoas discret.

D. Stabilisation des modéles TS discrets incertains par

retour de sortie
On s’intéresse aux modeéles TS discrets incertainsusts /Zhao et al. 1995/, cf. chapitre | :
x(t+1):(A>(t) +AAM) x(t)+( By +A B“) 18]
(1) =(Cyy +AC4) X9

{AAZ = HaA azEaz {ABZ = HbAszbz {ACZ = HcAczEcz
avec ) )
8z, <1 8], <1 8], <1

matrices constantes. Pour simplifier I'étude, omisit AC,, =0. La loi de commande

(2.40)

’ et Ha’ Hb’Hc’ Eai’ Ebi’ Eci deS

utilisée permet de réduire le conservatisme ettdiibdes conditions LMI. Elle s’écrit :

u(t)=-F,G;'X(1) (2.41)

et I'observateur :

{ﬁ(tﬂ) =AX)+BU Y+ § K[ {)}-"() (2.42)
y(t)=C.X(1
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La dynamique de I'erreur de prédicticft) = x(t) - X(t) est donnée par :

x(t+1)=(A-S'K,C+ABFG!) % }+(A A-A BFG) () (2.43)

On peut écrire la dynamique du modéle en bouctader:

[X(Hl)H A -B.FG! BFG! }{X(ﬂ (2.44)

x(t+1)| |AA -AB,FG' A-S!K,C#ABFG | %(t)

avecA = A +AA etB,=B,+AB,.
Pour I'étude de la stabilité de la boucle ferméechboisit la fonction candidate de Lyapunov

suivante :
VO30 2 (06 re 5O e [72S 2] s

Remarque :L’explication de la fonction de Lyapunov pour karfle commande i.eG," P,.G'
sera faite dans la section suivante. On utiliseddem paragraphe la version non quadratique

des résultats, la version quadratique s'en dédugaement ave® =G =P et S = P= P.

Remarque :La fonction candidate de Lyapunov non quadratigasociée au modeéle (2.44)
a2 XOT g g X(0) e .

est normalemerw(x, x)= g, PG, . . La simplification (2.45) est faite pour

X(t) X(1)

obtenir des conditions LMI au probleme.

Notation : SoientY,, des matrices de taille appropriée Iqt([)] des fonctions scalaires ayant

la propriété de somme convexe, on pgse Zr: h(Z D) Y ety Z h(Z 1) Y.
i=1

La variation de la fonctiolW s’écrit :

av (x(1), ()= V(1) D)= Y { }. % }) T
Lol 5 e [ el
Elle est négative si :

_TP - N _ B F 1 B F 1 T P 1
()Gz+ . Car Ol AE ZGzl o £ 1. G: P8, D <0 (2.46)
0 AA-AB,FG! A~ S K,C+A BFG, z
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o G, O o
L'utilisation de la congruence av co | sur I'inégalité (2.46) donne :

-T -1 AG.-E E L P, O
) G/P.G; 0| AG-BF, 1 BFG, -7 2 <o (2.47)
0 I:)z+ AAZGZ_ABZFZ Az_ Sz KZCE'-A BZFZGZ 0 PZ

G
L'utilisation du lemme I-2 8= 1) avec la matric% 5* :Z} meéne a la condition suivante :
‘ P, 0 (" () ]
0 P, (*) ()
AG,-BF, BFG, ] <0 (2.48)
_Gz+ - Gz+ + Pz+ - Rz
+R (AAG,-ABF)| (+R( A- S K,CtA B,FG)
| SAAG-SABE SA KG 8 BEG - 'R - 5’8 .Pp
Afin de traiter les parties non linéaires en legaldes recherchées, on s’intéresse a :
0 0 0O O
O 0 * *
W = o L ( ) ( ) (2.49)
0 (B,+AB,)FG,+RAB,FG, 0 O
0 SABFG} 0 O

En utilisant le lemme [-9, on obtient la borne gigée suivante :

T

0 0 0
0 ) G’ 0 B}

%\ (B,+a8)F+rapr| " ()OI g+ E) @50)
0 0| |SABF

avec [, >0 et I',>0 deux matrices quelconques a rechercher. En appliqeette

majoration sur la condition de stabilité (2.48),aitient :

I -P, 0 () ()]
0 -P,+G,"(,+I,)G;' 0 (*) 0 551
< .
Qu, RA-RS KC Qu -R (2:31)
| SAAG,- SABF, S A KCG - R Quu]
avec .
Q,y=(A+0A)G,~(B,+AB) F+ RAAGS R Bf (2.52)
Quy=-C, —GL + P, +((B,+AB) F+ RAB,AI'(( BfA B, It R BZF)TZ (2.53)
Quy=-S,-S+R+ ABE; EABE (2.54)

51
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L'utilisation du complément de Schur sur les expi@ss (2.53) et (2.54) donne :

_Gz+ - G; + Pz+ (*) RZ 0 |
Q T
[ @3) R }<0 i ((BZ+ABZ) F,+ RA BzF) r 0 i 0 <o (2.55)
Rz Q(4,4) RI 0 —3 - S + B (*)
L O 0 FZTAB-ZFSI _r2_

Les parties comprenant les incertitudes et le terRex S* K C, se regroupent de la maniére

suivante :
| 0 0 0 (" 0 (*) |
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 (%) 0 0 0
(Rz+ I)HaAaszasz
[—(Rz+.)HA cEF,) NGO ° 00 °
b= bz bz' z ] (256)
HA XE, F
0 0 0 (Mo, < EF) | o 0 0
+(Rz HbAbzx Eszz)
SZ HaA azx Easz 0 0 0 0 0
_Sz HbAbz>< Esz (*)
| 0 0 0 0 0 FEp,xALHIS, 0]

En introduisant une matricX >0, des scalaires positifg, £, o, A et u, et le fait que

|A,]l, <1, et|A,,|, <1 une borne supérieure & (2.56) est donnée par :

SGZT Elz Easz+,7 FTZ EszE bJ: z
C K;S'XS KC,
0
(1 +R)HHL(1+R) +7 (1+R) HHL(1+R)
+OH,Hy +A7RHH R + RXT R,
a-_leT EtT)zEszz-i-/1 Fz ETbJE bJ: z
E'SHH S+ SHH S+u” SHHE S
UFELE,F

bz" z

diag (2.57)

L'utilisation de cette majoration nous mene a ladittion de stabilité suivante :

o, 0 0 (* o o0 o0
0 -P,+CIKIS'X S! K. C, | *) o o o
0 | -G,-G,+r+r, 0 (*) 0 O
AG,- B F, RA 0 ©,, 0 (¥ o |<0(258)
0 0 0 FFB, &, 0 0
0 S,A-K,C, 0 R 0 ©, O
0 0 0 0 o 0 o,
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avec®,, =-P, +¢G EL,E, G +n F,E E F

az —az

G)4,4:_Gz+ _G; + Pz+ +‘9_l( I+ Rz) HaHTa( I+ R)T +,7_1( I+ R) Hbl_rl( I+ R)T
L HH] + AR HHIR+ RX R

e5,5 = _r1+ 5_1FZT Engszz-i-A F-I; ETbJE bJ:
Qe=-S,-S+R+e*SHH S+ SHH S SHH
e7,7 = _r2+/'1FzT Engszz

Enfin I'utilisation du complément de Schur et dmhae I-2 permet d’obtenir un probléme qui

peut étre mis sous forme LMI. Pour ce faire onrdefes quantités suivantes :

= () () o

Euk Euk (*) O
Y:; = Ejl;l Eijzk’2 Eijk O (2'59)
31 3,2 3,3
0 0 o0 =k
R () ) o 0 0 |
E,G -¢'l 0 0 0 0
-1
avec=* = %H 0 o0 0 0
' 0 0 0 -P (%) |
0 0 0 KGC -5 -$+X 0
0 0 0 I 0 -G, -G+, +T,
(-G -GI+R+dH,H) (*) () €¢) ¢) t) o o |
R' -Xx 0 0 0 0 O 0
HI(1+R,) 0O -1l 0 0 0 0 ©
=k = Hy (1 +R,) o 0 -n1 0 0 O 0
Hi R 0O 0 0 =-Al 0 © 0
F'B' o o o o -, ()
0 0o 0 0 0 EF -4 0
I 0 0 0 0 0 EFf 0 -A7]
-S-§+P () () ¢)
ik H.S -1 0 0| _y [T (%)
T HIS 0 -g1 0| ™ |EF -4l
| H S 0 0 -ul
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:ijk__AGJ_BFJ 0 0 RAO O} :ijk_|:0 00 SA-KG O 0}

—21 —31"
07><6 03><6

=ik —| "

=32
| 05q Oxy

Théoreme 3 /Kruszewski et Guerra 2005a/Soient un modéle TS discret incertain (2.40), la

loi de commande (2.41), I'observateur (2.42) et ﬁsdéfinis en (2.59). S'il existe des
; 5 k K" k k\T
matricesR >0, P>0, G, S, F, K, R, I,>0,1,>0, X>0, Q" =(Q") , Q =(Q)

i,jkO{1... r} etdesscalaires, J, 77, ¢ et A positifs tels que les conditions (2.5) ~ (2.7)

soient satisfaites alors la boucle fermée est ¢gohbent asymptotiquement stable.

Pour montrer l'intérét de I'approche on choisit modéle TS instable en boucle ouverte

suivant :
[-0,1 -0,2 [-05 -1,2 _[a1
A‘{—l 0,9] AZ{—0,09 —0,9}’ Bl{o&]

C,=[0,5 2, Ha:m, E.=[0.2 (, E,=[0,2 (, H,=0, E; =0, E,=0.

B, :{0?1] C =[0,5 2§,

Les fonctions non linéaires scalaires sont défipis: h ( z(t)) :(1— cog( x( t))) /20[0 }

eth,(2(9)=1-h(Z9).

Les conditions du théoreme 3 ne peuvent pas étisdastes dans le cas quadratique (c'est-a-

dire P =G = P et S = P= P). Dans le cas non-quadratique, un résultat est :

12,61 9,3
F, =[-0,3395 - 0,779 F,=[-1,999 -2,82), G, = ,
4,609 10,9
9,629 2,13 ~0,1084 -0,2471
G,= K, = etK, = .
1,888 9,31 0,1128 0,0191

La simulation présentée figures 5 et 6 utilise pmnditions initialesx(O) :[5 CﬂT pour le
modeéle et >“<(O) :[—3 ﬂT pour l'observateur. La figure ci-aprés représelgs deux
trajectoires (modele et observateur) dans le p&aprrase(xl, x2) Les équipotentielles de la

partie commande de la fonction de Lyapunov sonteégent représentées. Elles permettent
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de voir clairement le caractére non quadratiqueeti® fonction (les équipotentielles ne sont

pas convexes). La méme remarque peut étre faitel@ue le cas continu sur la convergence

de I'estimation de I'état i.eX(t) £ x(t).

‘ e - | — gtat
\ S . Estimée de I'état

Figure 5 : évolution des variables d'états du modelet de I'observateur dans le pIar(Xl, )(2) :

8 T T T
——erreur d’estimationst

Tr - -~ erreur d’estimationst, B

temps

Figure 6 : évolution des erreurs de reconstructionle I'état.

55



Chapitre 1l : Nouvelles conditions de stabilisatides modeles TS

Cette approche peut s’étendre a d’autres typegal#gmes de facon similaire par exemple
z(t) partiellement mesuré. La suite de ce chapitregseputilisation du non quadratique a

des problemes de retour d’'état.

E. Stabilisation de modeles TS discrets incertains . retour
d’état

On s’intéresse au modeéle TS discret incertain §2.48 fonction de Lyapunov utilisée est

/Guerra et Vermeiren 2004/ :

Vi) (Sohe] (S ASHend ©  ewo

ou encore :

V(x(1)=x(1) G"RG" X} (2.61)
La loi de commande est donnée par :

u(t)=-F,G;"x(1) (2.62)

Apres quelques manipulations identiques au cas @éabilisation quadratique c.f. chapitre |

section B-6 on obtient :

[ BE (*) }o (2.63)

(A+2A)G,~(B+AB) F, ~G,~ G+ P,

Une borne supérieure du terme incertain est obtenuetilisant le lemme I-9A,,|, <1 et

8], <1 -
* “1AT =T -1 T T
O ( ) < /l Gz EazEasz+ r I:z Esz bJ: z ; O ; (264)
AMAG,-AB,F, 0 0 AH HI +7H H]
En considérant cette majoration, une conditionisarfite de stabilité est :
-P+A7'GlELE.GA+r'F FE *
z z —az "az>~"z z szbJ:z ; ( ) . . <O (265)
AG,-B,F, G, -G+ R+AHHFTHH,
Le complémentent de Schur permet de mettre (2@ k& forme :
R () ) ¢)
E_G -Al 0 0
e <0 (2.66)
E,,F, 0 -7l 0

AG,-B,F, O 0 -G,-G,+P,+AHH+THH,
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On définit la quantité suivante :

-R *) ) ¢)
vt = E.G -Al 0 0 267
j E,F 0 -7l 0

AG -BFE O 0 -G-G+P+AHH+rHH

Théoréme 4 :Soient le modele TS discret (2.40), la loi de comdea(2.62) et Ieé(*ij‘ définis
en (2.67). S'’il existe des matrices définies posgiP, des scalaireg et A, et des matrices
G etF iD{l,... ,r} tels que les conditions (1.33) et (1.34) soietisfates alors la boucle

fermée est globalement asymptotiquement stable.

Remarque /Guerra et Vermeiren 2004/a fonctionV (x(t))=x(9)" G" RG' X } est une
fonction candidate de Lyapunov. Pour le prouver,utiise le fait queP, est une somme

convexe de matrices définies positives et Gueest une somme convexe de matrice de rang
plein. On a Al<P, <]l et donc Ax(t) GG 'Y )< V() <A ) G G k)
CommeG,G; >0 alors 7 >0 et x>0 tels quezzl > max, (GZGTZ) et ul < minZ(GZGTZ).

donc : Amx(t)" ()< V(X)) < Aux( )" . V(x(t)) est donc une fonction candidate de

Lyapunov.

Afin d'illustrer I'efficacité de I'approche, on caidére le modele TS discret (2.40) avec les

. _ -0,5 1 -0,9 0,5 3] 3
matrices suwantes:Al:{ 5} AZ:{ 0} Blz{ Bz{ J,

-0,1 O, -0,1 -1,2 4] 0,
11 0 : : 110 3] .
H.=| 1,Eal—[a 0], E,,=[0 b],Hb—0 (| B En=E,= 0 ou a etb sont

deux parameétres.
La figure 7 montre l'apport en termes de robustetsgpproche non quadratique (NQ)

permet de prendre en compte des incertitudes phaportantes que I'approche

guadratique (Q).
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approche Q
approche NQ |/

+

X

0.8

0.6

0.4+

0.2

o or x

X X X X x
X X X X x
X
1

-0.2

X X X X X x X
X X X X X x X

-0.4

X X X X X X X X X X X
X x x x % -k F k£ F x x x x
X X x X % ¥ * =k ¥ x x x x

X X X X X X X X X X X

-0.6

A

B

Y
A

-0.8

R S S S S S S S S S e S S S S

0.2 0.4 0.6 0.8

-1 L I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2

oF

a
Figure 7 : comparaison entre les domaines de solatis des approches quadratiques et non quadratiques

F. Stabilisation de modeéeles incertains a retard var iable.

Afin d'élargir la gamme des modeles stabilisalbbess’intéresse aux modeles Takagi-Sugeno
discrets incertains a retard variable sur I'étaés @nodeles permettent de considérer des

retards qui peuvent étre dus a des communicatiating plusieurs procédés. On suppose dans

la suite que le retard est variable. On considére des modéles a retard variam(t)DN
pouvant s’'écrire :
x(t+1) =(A +AA) x(t)+(A+AA) >( to( ))+( B+AB) ()

(2.68)
y(t)=(C,+AC,) X 1)

{AAZ = HaA azEaz {ABZ = HbAszbz {ACZ = HcAczEcz {AAZ = HaA“azE“az

avec , : : et

”Aaznz =1 ”Abznz =1 ”Acznz =1 ”AéZ”z <1

H,,H,,H. H,, E,, E,, E;, des matrices constantes et |la loi de commande :

u(t)=-F,G;'x(1) (2.69)

On considere la fonction candidate de Lyapunov quedratique suivante :

V=X ()G RG {}+V (2.70)

-1 —optl -1

avecV = 3 X (a)STzS fa)+ S S XN S z5 (¥ (2.71)

a=t-o(t) j=—o, A+ -1
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Ce type de fonction candidate de Lyapunov estsatillans le cadre de modeles a retard
variant dans le temps. Elle permet de majorer taepaariante du retard /Xu et Chen 2004/

ainsi on a l'inégalité suivante :

AV, (1) <(0,-0,+1) X () STzS kY- kto()) S Z5 (x-to()) (2.72)
avec AV, (t) la variation de la fonctiorV; le long des trajectoires du modéle. On note
g=0,-0,+1 A =A+AA, A =A+AA et B =B +AB,. La variation de la fonction

candidate de Lyapunov (2.70) est donnée par :

X(t)

t-o

AV, =(*)GI R, G| A- BFG! “A;L( (t))} XY ¢ PG Koy (273)

(2.73) est négative si:

(*)G.TP.G,'| A-B,FG;

R _~-T -1y QT 1
A}{ G,"PG!+7S" ZS 0 }o (2.74)

0 A

o G 0
L'utilisation de la congruence avec la matr{c%Z ST} sur (2.74) donne :

GT_T_FTET _ _ " _ +7 T T 1
AT RE GP,Gi[AG-BF, AJ+ R+0GS 256G 01 o (275
ST%T z z pad z z z yA O —Z

L'utilisation du lemme I-2 8= 1) sur I'inégalité (2.75) méne a :

-P,+0G.S"2S'G 0 (*)
0 -Z (*) <0 (2.76)
AZGZ - EZ FZ AAZS - G-l - G‘Z + PE

On poseAM =W +W' avec :

0 0 0
w=| 0 |[E,G 0 g+ o0 |[0 E,S 4+ O |[[-EE 0¥ (2.77)
HaAaZ HhAhz HAbz

En utilisant le lemme [-9, on obtient la borne gigére suivante pour la quantiféM :

g_lG;— EZZ EazG z+ lu_l F-I; EszE bJ: z

AM < diag 0'S E E,S (2.78)
EHANHLFOHA N H FuH § ATHT
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Ce qui donne :

|

-P,+0G]S"ZS' G+¢" G £ E,
+lu_1FzT El-)rzEszz
0

Q] 0
-Z+5'S E,E,S

AZGZ_ BZFZ AlZS

En utilisant le complément de Schur, il vient :

° () ) 6 o o
E.G, -¢l 0 0 0 o
E,,F, 0 -ul 0 0 o

G, 0 0 -S-S+5Z 0 O
0 0 0 0 -z (¥
0 0 0 0 E,S -5l
AG,-BF, 0 0 0 AS 0

avecO=-G, -G, +P, +e6H H +0H H.+uH H'

(*)
(*)

-G,, -G, + P, +&H_H}
+OH HZ + uH H,

<0(2.79)

|

¢)
0
0
0
(*)

0
o

<0 (2.80)

Comme les scalaires, ux et o sont indépendants des autres variables dans (@B8pgut

utiliser £, >0, u,, >0 et J,,; >0. On obtient :

-+ () ) €)oo ()]
E.G, -&%1 0 0 0 0 0
E,F, 0 -yl 0 0 0 0
r= G, 0 0 -S-S+5z O 0 0 |<0 (2.81)
0 0 0 0 -z (9 (¥
0 0 0 0 E,S -051 0
|AG,-B,F, 0 0 0 A,S 0 0%]
avec @2 =-G,-GL+P,+¢*HH' +02H H'+u*H H' et on définit les quantités
suivantes :
R () ) €)oo )
DG, -1 0 0 O 0 0
EF 0 -4l 0 O 0 0
M= G, 0 0 -S-S+3z 0 0 0]<o0 (2.82)
0 0 0 0 -z (9 (¥
0 0 0 0 DS -d1 0
AG-BE 0 0 0 AS 0 ©f

eil; =-G -G + Pk+£iijaHzI+5iijé HaT+:uijk|_lo H,’
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Théoréme 5 /Guerra et al. 2004/Soient un modéle TS discret incertain (2.68),diade

commande (2.69) et le¥; définis en (2.82). S'il existe des matricés G, F, S, Z,

Q=(Q), iD{L...r}, Q=(Q) (i,ik)D{L... r}", des scalaires!, J et 1 tels
gue les conditions (1.35) ~ (1.37) soient vérifiédars la boucle fermée est globalement

asymptotiquement stable.

A titre d’exemple, on considére le modele (2.68av

A= 05 2 A= 09 05] _ _[0007 07 _ _f0007 O
101 05" "2 101 27" * | o 0015 * | 0 0.0135
H_H_loH_loBl_4.1B_3 Eb_0.016Eb_o.014
a @ o 11" ® |1 o 48" % |oal’ ™ o |” ™ 0o |

~ [007 0] . [006 O 0.014 0 0.012 0  _
A= A= L E, =  E,, = etg=2.
0 0.07 0 0.06 0 0 0 0

Notons que ce modeéle, méme dans une version siégBans incertitudes et sans retard ne
peut pas étre stabilisé avec les conditions quades et la relaxation de /Liu et Zhang 2003/.

Une solution est donnée par le théoreme 5 :

[ 0,463 0,01486 5 [ 0,2493 -0,0195 [ 0,362 -0,00454
0,01486 0,005454 % |-0,01954 0,00171F 0,01337 0,005741’

1

2

0,2678 -0,01514 _ [-0,007583 _ [ -0,02417
-0,02017 0,00155]" ' |0,0008144 ' * |-0,001244 °

Afin de pouvoir simuler, on choisit comme fonction nonlinéaire

I‘H(Xi(t)):1’;17(1_Sin)51)21t()t))J et h,(x(t)=1-h(x(1), et pour conditions initiales

10

x(0)={ :

} etx(t)=0 0Ot<O.

La figure 8 présente I'évolution de I'état au codtstemps. La figure 9 donne I'évolution du

retard.
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— x2 Y

Figure 8 et 9 : évolution des deux variables d'étatu cours du temps et du retard

G. Conclusion

Ce deuxieme chapitre a permis dans un premier tetepsroposer des solutions utilisant des
contraintes LMI a des problémes qui jusque la rdeaient pas. Il s'agit des problémes de
retour de sortie pour des modeéles TS incertains.r€ultats ont été obtenus en utilisant une
majoration qui peut se révéler conservative, maispgut s’appliquer a une large classe de

problémes.

Le deuxieme apport a été l'utilisation des apprechen quadratiques initialisées dans
/Guerra et Vermeiren 2004/ a des problemes delis&tiin robuste. Notons que les résultats
obtenus sont essentiellement « techniques » daenkeou ils ne proposent pas une nouvelle
voie de traitement des différents problémes aboltiésonsistent essentiellement a améliorer

I'existant par des mises sous forme de contraidtéisdifférentes.
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Chapitre Il : Réduction du conservatisme

en discret

AL INEFOTUCTION ..t ettt et e e e e e e e e s s e e e e e e e e aee s 64
B. Premiére famille de fonctions candidates (appEO&) ...........ccooeeeeiiiiiiviiiininnnnnd 65.
1. Notations et relaxations EteNAUES .......ccccammeeeeiiiiiiiiiiiiiiieeee e e 66
2. Stabilité des modéles Takagi-SUGeN0 dISCIetS m.cvvvvvvivieriiiiiiiiiieineeeeeeeeas 68
3. Stabilisation des modeéles Takagi-Sugeno diSCretS......cccovvveeeeeeeeiievveeeeennnnns 71
4. Stabilisation de modeles Takagi-Sugeno INCEFtaiN...........uvveveeiiiieieeeeeneennnnnnns 4.7
C. Deuxieme famille de fonctions candidates (QppEdB)...........cccvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeennn o 7
1. Stabilité des modeles Takagi-SUgeN0 AISCIetS w.ooveeeeeeeeierieeeeeiiiiiiiaes 380
2. Stabilisation des modeéles Takagi-Sugeno diSCretS.......covvveeeeeeeiveveeeeeeninnnns 35.
D. Avantages, limites et perspectives des approches........ccccoevvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiienes 87

63



Chapitre 11l : Réduction du conservatisme en discre

A. Introduction

Comme il a été précisé dans le chapitre I, lesitiond de stabilité ou de stabilisation d’'un
modele ne sont que suffisantes. Ce conservatisteevient a plusieurs reprises dans les
démonstrations de stabilité. Il intervient au nivedu choix du modéle, du choix de la
fonction candidate de Lyapunov, de la mise souméddinéaire en les parameétres recherchés

et enfin lors de l'utilisation des relaxations guarmettent de supprimer les fonctiohsdu

probléme.

Ce chapitre propose d'utiliser des fonctions depuwy®v dont la variation est prise en compte
sur k échantillons. Deux familles seront considérées.ptemiére évite I'introduction de

nouvelles variables dans le probléme et ainsi perdee rendre les problémes obtenus
exploitables dans un temps raisonnable. Le norkbdé&chantillons considérés et le choix de
la fonction sont importants car ils permettent teisir le rapport conservatisme/complexité.

Une application de cette approche aux modeles T&ageno incertain est présenteée.

La deuxieme famille de fonction nécessite lintrodon de nouvelles variables dans le
probleme mais permet d’obtenir des domaines detisolplus grands. Elle est constituée
d’'une somme de fonctions candidates de Lyapunaulgsds a différents instants. Le nombre
de fonctions utilisées et leur type permettent égeht de choisir le rapport

conservatisme/complexité des conditions.

On introduit la notation suivante :
Notation : Dans toute la suite, N indique I'échantillon etkON un nombre fini

d’échantillons. La variation d’'une fonctiod sur un échantillon s’écrit AV , une variation

sur k échantillons AV (t) =V (t+ k)= V(1.
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B. Premiere famille de fonctions candidates (approc he A)

k-1
Dans cette partie la fonction candidate de Lyapusiuisie estV (X, (t))=>_V(x(t+i))
0

T

n
avecV une fonction candidate de Lyapunov X (t) =[x(t) x( t+ k—l)T} un état

augmenté du modéle. Cette fonction de Lyapunovdocemc en compte la valeur des états

successifs sur une fenétre de takleOn note que sk =1, I'analyse de la stabilité revient &

étudier la variation de la fonction candidaitéx) .

k-1
La variation de la fonctiorV (X, (t)) =Y V(x(t+i)) sur un échantillon est donnée par
i=0

I'expression :

&V (%, (1) =V (% (t+1) =V (X, (9) = Y[ A 1+ §)- Y { ) @)
Cette expression correspond a I'étude de la variade la fonction candidate de Lyapunov
V(x) surk échantillonsAV (x(t))2 V(X t+ K)-V( X }). A partir de (3.1), on déduit le
théoréme suivant.

Théoréme 1 /Kruszewski et Guerra 2005/ Soit un modele discrex(t+1) = f(x(t)). S'i
existe ~ une  fonction  candidate  de  Lyapunov V(Xx) telle  que

AV (x(1))=V(x(t+ K)-V X })<0 le long des trajectoires du modéle pour toutes

conditions initiales admissibles alors le modétegéshalement asymptotiquement stable.

ANV (x(1)) <0 entraineV (x(t+k))< V( X 1) a chaque instant le long des trajectoires du

modéle considéré. Cette décroissancekséchantillons de la fonctiod indique qu’entret
et t+k on autorise des remontées de cette fonction. Néasnsa convergence vers l'origine

reste vraie.
La figure 1 illustre ce phénoméne. La variatiodaéonction candidate de Lyapundt n’est

pas négative le long de la trajectoire et doncoladiion A\7(x) <0 n’est pas veérifiee. On
peut s’apercevoir sur la figure que les suites pemts blancs,\7(x(2><t)) et gris,

V(x(2xt+1)) sont strictement décroissantes. La conditlb)Y (x) <0 est donc suffisante

pour prouver la stabilité dans ce cas.
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v

Figure 1 : évolution d'une fonction candidate de Lapunov le long d’'une trajectoire d’'un modéle

Une propriété intéressante de ce type d’approcheeegermettre un ordre partiel skifiN' .
Elle est donnée par le lemme suivant.
Lemme 1 /Kruszewski et Guerra 2005/ SoientV une fonction candidate de Lyapunov et
m, kKON . S'il existel ON" tel quem= kx | alors :
Sitt AV(x(t))<0alorsa V(x(t))<0 Ot.

I

1
Preuve :directe en considérant le fait qugV (x(t)) = > V( X t+ iK)).

i=0

La suite de cette partie a trait a I'applicationcgdte approche pour les modéles TS. Notons
que, d'apres le lemme 1, toute approche akeel est théoriquement meilleure que
I'approche classique qui corresponk &l1. Le but est de déterminer si les résultats obtenus

aveck >1 améliorent de facon significative les résultagssiques.

1. Notations et relaxations étendues

L'introduction du nombre fini d’échantillonk >1 améne a considérer I'ensemble des
échantillons entret et t+k, il nous faut donc étendre les notations précésedt cet

ensemble d’échantillons.
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Notation : Soit Y/, Y; des matrices de taille appropriee Iqat([)] des fonctions scalaires ayant
r

la  propriété de somme convexe, On  POS¥, t+H-Zh(z(t+ r))I et

i=1

Yienien =5 0(4t+ ) n( £ & §) ¥

i=1 j=1

De la méme maniére que pour les notations, I'atili; du nombre fini d’échantillonk >1
amene a considérer une extension des relaxatioes précédemment. Dans le cas d’'une

somme ou un seul terme apparait & chaque instant :

>y h (z(9)..h (4 & k1)Y, , <0 (3.2)

o=l =1

Dans le cas ou sont présents deux termes au métaatin

I LICORLNECIEINIED Y. AE A NN
(3.3)

Remarqgue importante 1Dans toute la suite, les quantité'% N peuvent toujours se

Ak omd k1

décomposer de la maniere suivante :

Yo o AV e (3.4)

[RYFR T I Y ol o -1 k-1

Cela indique que seul!™ mO{L...,K dépend dez(t+m). Par exemple le produit

B

(141) FZ(HZ) ne peut pas exister.
Les quantitésh (z(t+ |)) et h, (z(t+ j)) i Z ] étant indépendantes une condition suffisante

pour veérifier I'inégalité (3.2) est donnée dantelmme suivant.

Lemme 2:SoientY; ; des matrices eth des fonctions ayant la propriété de somme

i
convexe, (3.2) est vérifiée si le§ conditions suivantes sont vraies :

Oigyeo iy O{Le.. 1} Y, ;<0 (3.5)

(RPN Pt

Dans le cas (3.3), la méme remarque sur l'indépmalales termes s’'applique. Avec la
remarque 1 et en utilisarit () (Ji=h (' h(0) une condition suffisante est donnée par le

lemme suivant.
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Lemme 3 :Soit Y;

Tgseeditd g reedd ke

2Y+Y9 4 +¥*Y  des matrices ey des fonctions ayant

V-1 k-

la propriété de somme convexe, (3.3) est vérifiéess(O,SDi (r + ]))k conditions suivantes

sont vraies :

. . . . 2
D(lo’Jo)v--’(lk—l’Jk—1)D{1’2’.“r’} o +Y . <0 (36)
. . . . oy dg-nd d 179 k-1 Jb1) khlot k1 '
oS Joreed ko1 Sk

Preuve :elle est directe en utilisant la décomposit(Bt¥).

Remarque 2:A linstar de ce qui a été proposé précédemmens rklaxations plus

performantes (incluant les résultats du lemme 3)uvpat étre obtenues. Elles
correspondraient & des extensions directes des ésngdmnnés dans la partie B-4 du chapitre
I. Ces extensions ne sont pas réalisées ici. Leoraprincipale est le rajout des variables

supplémentaires. Effectivement dans le cas /LiZhetng 2003/ le nombre de variables

k k
. . n(3n+1)) (r(r+1 : :
additionnelles augmente au moins e 5 5 ce qui est clairement

incompatible avec les solveurs actuels.

2. Stabilité des modéles Takagi-Sugeno discrets

Considérons le modéle Takagi-Sugeno autonome duivan

r

x(tr) =20 ((9) A{)= 4, £) (3.7)

et une fonction candidate de Lyapunov quadratique :

V(x) =X Px (3.8)

L’approche proposée ici s’apparente aux travaux/Megretski 1996/ sur les modeles

linéaires non stationnaires :
x(t+1) = A(t) (1), A(t)0A4 (t=0,1,2,3,.) (3.9)
A(t) est une matrice variable dans le temps qui pressd véleurs quelconques dans un

polytope : A=co(A) ou les A i0{1...,N} sont les sommets du polytope. Les résultats

principaux sont donnés par les théorémes suivants.
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Théoréme 2 /Megretski 1996/ Le modele (3.9) est globalement asymtptiquemeatilest
(GAS) si et seulement s'il existe une matrieedéfinie positive et un scalaife tels que :

ATPA- P<0 OAJA(T) (3.10)

ot A(T)={ A= Ay Ay Am 1= )< N

Lemme 4 /Megretski et Rantzer 1997/ Soit un modeéle (3.9). Si ce dernier est stablesalo

lim AV (x(t)) <0 pour toutes fonctions de Lyapunov.

Preuve: Si le modéle est stablejlm

K - 400

lim AV (x(1)) = fim v(x{t+ K)= V()= % })<0

x(t+K)|,=0 = limV(x(t+Kk))=0.

ka+00

En reprenant les modeles TS discrets, la variaiork échantillons de la fonction (3.8) est

donnée par :

AV (x(1))=x(t+ K" P{t K- %} PkY (3.11)

Selon le théoréme 2, le modele (3.7) est globatestable s’il existe une matride >0 telle
que Ak\7(x(t))<0 le long de toutes les trajectoires admissibleg(31€). L'écriture des

échantillons compris entrieett +k se raméne a :

() =3 (41) A =4, {)

(tr2) =2 n (D) A 9= Ay 5 )= Ay A €)X

i (3.12)

(K= (At k) AL b kD= Ay kt kD= Axx A K)

i=1

(3.11) s’écrit alors :

Ak\7(x(t))=x(t)T(( Bpvey XX Ay) PA, XX Ay- @ k<0 (3.13)

(3.7) est globalement asymptotiguement stable si :

(A xAﬂ) PA 4 ey X---X Ay = P<O (3.14)
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(3.15)
(3.16)
(3.17)
gesuvée par
16 LMI a

s

|

érifier. On définit les quantités :
0

dre) et pdur 4 (oete

0,87
-0,5 b

|

av

~

z

: Réduction du conservatisme en discre

a resou

pY

M

Chapitre 111
-0,5
-0,

oo
Uq
-P

)

1 (e cas classique 2 LMI

(*

T T
0000000
0000000000000000
00000000000000000000
rO00000000000000000000000 — < B
0000000000000 0000000000000 11 1]
0000000000000 000000000000000
0000000000000000000000000000( X X7
L[] (o]

rO000000000000000000000000000
0000000000000 000000000000000
0000000000000 000000000000000
000000000000000000000000000000000
rO000000000000000000000000000000000 b
0000000000000000000000000000000000
00000000000 000000000000000000000000

00000000000 000000000000000000000000
rO00000000000000000000000000000000000 q
0000000000000 00008®00000000000000000
00000000000000000088000000000000000
0000000000000000000800000000000000000

r 0000000000000000000000860000000000000
00000000000000000e 000000000000000

000000000000000000Ce0e®
00000000000000000000eee @00000000

0000000000000000000ee 908000000
0000000000000 00000ee! 0000000 -
00000000000000000000ee 00800000

0000000000000000000ee 00000000
0000000000000 000000® 08000
000000000000 0000000ee [ 1 Jelel
00000000000000000000e | Jele]
0000000000000 000000e [ le]
0000000000000 000000eeee [ 1]
0000000000000 00000eee -

0000000000000 000C 000
L I I I I

P

P(A, x..xA)

3 pouk

3 /Kruszewski et Guerra 2005b/:Soient un modele TS discret (3.7) et les
dre) dans le plgm, b).

p

définis en (3.16). S’il existe une matri¢e définie positive telle que les conditions

eoreme

Y

e =
dk-1
éoreme

P( Ay %% Agy) =

Cette inégalité s’apparente aux résultats de /Mskjrd996/. De facon équivalente apres
résou

(3.5) soient vérifiées alors le modéle (3.7) esbglement asymptotiquement stable.

Afin d'illustrer I'efficacité de I'approche, on caidere la famille de modéles suivants :

avec a,bD[O,]] et h des fonctions scalaires ayant la propriété de senuonvexe.
Le but est de déterminer I'espace des modélesgaftbies par différentes méthodes en

fonction des parametres etb . La figure 2 donne les domaines ou la stabilit

L'utilisation du lemme 2 sur (3.15) donmé conditions
L’expression dedy est inutile puisqu’il n'y pas de simulation.

utilisation du complément de Schur on peut écrire :

le th

Y
Th
Yi

o o N © @ ¢
S 9 ¢ 9
q

70

0.8

0.6

04

0.2

-0.6 04 0.2

-08
Figure 2 : Domaines ol la stabilité est prouvée pde Théoréme 3 pour différentes valeurs d&

L’intérét de I'approche est donc confirmé dansa® c
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3. Stabilisation des modeles Takagi-Sugeno discrets

Considérons le modele Takagi-Sugeno suivant :

(tr) =2 n (d0)( A d+ BUY)= Ay €3+ B, O] (3.18)
la loi de commande PDC :
u(t)=—;zln(z(t)) FG'{)=- £, G' £ ) (3.19)

et la fonction candidate de Lyapunov :

V(x)=XG'PG"» (3.20)

Sa variation suk échantillons est donnée par :
AV(x())=x(t+K G"PG X + k- kY G PG ) (3.21)
De la méme facon que pour la stabilité, I'écritdes échantillons compris entreett +k se

ramene a:
x(t+1)=( Ay~ By R G) {3

X(t+2)f(p>(t+1)‘ By ey G)( Ay~ By R G') X)) (3.22)

x(t+K)

(Az(t+k-1) ~ Bruiy Frv g Gl)x,,,x( Ay~ By F(z)tGl) X}

ANV (x(t)) <0 est donc assuré si :

X0 ()67 PC* Ay = Borcy Fov ey &) x( Ay B, Fy &)= & PG) ()0
(3.23)
Ou de facon équivalente par :

()GTPG™( Aty = Blowy Frr vy G % Ay= By Ry G- G PG<0  (3.24)

Notons queA,,,; =B, Fy. )G = (AZ(M)G— B Fye i)) G*, (3.24) s'écrit :

()G TPG™( Aty O Blury v wy)*-x G'( Ay G B, F)) G- G PG<0 (3.25)

En utilisant une congruence avec la matrice de péeig G il vient :

()G TP G Ay & By Fivwy) [ G A G By |- RO (326)
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L’application du lemme 1-23= 1) sur I'inégalité (3.26) donne la condition équeate :

{ B ©) )} <0(3.27)

CD[G_l(A&(t)G_ BZ(t) Fﬂ)} —0-07 +(*) G’ PGlx__,x( %Hl) G §t+1) ’%tﬂ)

Afin de permettre une mise sous forme LMI, on cihais=G . On définit la suite de matrices

suivante :

r=0*G" PG_l( Aia) G~ Blui F(irk—])) Glx---x( Ay G By '(:n)i) (3.28)

-P (*)
(3.27) s’écrit alors|: [

) <0. On peut appliquer a
1 T
| G*( A, G- Bz(t)F“)} —P-@" +T,

nouveau le lemme 1-2 aveb =G sur (3.27) :

-P (*) 0
0 Az(t+1)G - Bz(t+1) Fz( w) G-G + r,

De facon récursive on obtient :

. -P (*) 0 |
G-B -6-G '
AyG= By Ry . ) <0 (3.30)

0 ArcyC~ Bruiy Frog ~G- G+ P

Afin d'utiliser le lemme 3 sur I'expression (3.3@) définit les quantités :
Y 0]
_|AG-BF, -G-G '

i icnid s

(3.31)

O Ak*lG_ kal I:jkfl _G_ C;T + P

Théoréme 4 /Kruszewski et Guerra 2005b/ Soit un modele TS discret (3.18), la loi de

commande (3.19) et le¥;; définis en (3.31). S’il existe une matrid® définie

k—lvj d 1] k-1
positive et des matrice§ et F, iD{l,... ,r} telles que les conditions (3.6) soient vérifiées

alors la boucle fermée est globalement asymptatigun stable.
Remarquons que I'on garde un ordre partiellstilN" .
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Lemme 5 /Kruszewski et Guerra 2005b/ :Soient m, pOON’, supposons qu'il existe une
matrice P définie positive et des matric€s et F,, i D{l,... ,r} telles que la condition (3.30)

soit vérifiée pourk =m. S'il existe |ON" tel que p=mx| alors la condition (3.30) est

satisfaite pouk = p.

Preuve :La preuve est donnée polur 2 mais s’étend facilement au cas général. On suppose

que (3.30) est vérifiée pout=m. Cela implique :A,V (x(1)) = V(X t+ m)- Y % })<0
mais aussi,V (x(t+m) = V( { #2n)- Y & + 1)) <0. En utilisant (3.30) il existe donc

A, et A, deux scalaires strictement positifs tels que :

" _p (*) 0 -
Ay —G-G
Ao b A, (3.32)
0 Az(t+m—1) -G- GT +P
- _p (*) 0 -
-G-G
Az(t+m) (*) < _AZmI (333)
0 Az(t+2m—l) -G-G' +P

avec Ay = A G By Fyy.

Ecrivons la condition de stabilité de la boucleniée pourk = mx2 :

-p (*) 0 ]
Aygy —6-C '
- ' . <0
Afemi femy ~G7 G'+P-P K
D ()
0 Aoy feamy ~C~G + P
(3.34)
En utilisant les majorations (3.32) et (3.33), @®.&st vérifiee si :
A, 0O 0|0 O 0
0o -4, 0+ 0 -4,] 0 |<C (3.35)

0 0O 0] |0 0o -4l

2m

Or (3.35) est toujours Vvérifiée cat et A, deux scalaires strictement positifs.
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4. Stabilisation de modéles Takagi-Sugeno incertain s

Afin d’introduire des notions de robustesse daneilae commande, on utilise des modéles
TS discrets prenant en compte des incertitudesatiiisation /Zhao et al. 1995/. Le modéle

TS incertain s’écrit alors, cf. chapitre | :
X(t+1) =( A +0A, ) () +( B +a8,) ()
y(t) :(Cz(t) +ACz(t)) X9

{ABZ = HbAszbz
, ”Abznz =1

(3.36)

AA =HA_E

a— az—az

avec {
[2..], <1

matrices constantes de tailles appropriées.

AC,=HA_E
'{ ’ CACZ cz' et Ha’Hb'Hc' Eai’ Ebi’ Eci deS

A.], <1

La loi de commande PDC utilisée est :

u(t) =_Zh(z( t)) FG' {)=-E,G" X} (3.37)
et la fonction candidate de Lyapunov :
V(x)=XGTPG"> (3.38)

En posantA,, = A, +AA,, et B,, =B, +AB,,, et en utilisant le résultat précédent

concernant la stabilisation de modéle TS sanstihoges (théoreme 4 (3.30)), on obtient la

condition suivante :

-P (*) 0
~ . = I
ApG-ByFy 6 -6 <0 (3.39)
i 0 Az(ﬁk—l)G_ Ez(t-#k—l) Fiyiy —G -G+ P
On s’intéresse a la partie incertaine de (3.39)telcme Az(t)G— Ez(t) 4y peut se traiter de la
maniére suivante en introduisant deux scalaiges0 et 1, >0 :
— - =1A~T =T
0 I, G EyEyy G 0
H,Aa,, (1) |EG 0]+()< T | (340
L e )\ 0 ToHaAag(t)(t)(Aaz(t)(t)) H,
— - 1T T
0 (B Fry 0]+() Ho FuiyBogy Bogy Fey 0
- T
| Hufyy (1) [0 40 0 HoHBb (t)(Bbg, (1)) Hy
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En utilisant||A,,[, <1 et ||A,,|, <1 les bornes supérieures de (3.40) et (3.41) sont do

indépendantes du temps. En répétant ces majoratiomsr E\Z(m)G—EZ(

F

tHi) A ) ?
i0{0,... k-3 on obtient la borne supérieure :
P+0} () o]
G-B -G -G+Q?
AwC~ By Fy 0 <0 (3.42)
- (*)
| 0 AuiyC~ Biuiy Frog —G —GF P+QE—1_
avec :
1 ~1~T =T -1 T T
Q=71"'G By Bage) Ot M Fioy Byvy By Feey (3.43)
QF = yH,Hy +7,H,H]
L’utilisation du complément de Schur sur (3.42)
I O N0 I B o]
BgFqy  ~Hl O 0
E.(yC 0 -7, 0
AyG-ByF, 0 0 -G-G+Q:
0 0 0 0 <0
~G'-G+0f, ) ) ¢)
0 o) P e “Hal 0 0
0 Eaz(t+k—l)G 0 _Tk—ll 0
0 0 ApiyC= Bluin Fiv iy 0 0 -G -G+PQ%,
(3.44)
On définit les quantités :
e )6 6 o o ]
E,F, ! O 0
E,.G 0 -7, 0
AG-BF 0 0 -G-G+Q .
el d 1 en 0 0 0 0
-GT-G+07, () () ¢)
0 Ebik»l ij—l _'uk’ll 0 0
0 E..G 0 -1l 0
| 0 0 AG-BF. 0 0 -G -G+ PrQf,|
(3.45)

Théoréme 5 /Kruszewski et al. 2006b/Soit un modéle TS discret incertain (3.36), ladei

commande (3.37) et le¥’ .

dviiaid i, définis en (3.45). S'il existe une matride définie
positive, des matricés, F et des scalaires;, et 4 positifs, i O{L,...,r} telles que les

conditions (3.6) soient vérifiées alors la boudenfée est globalement asymptotiquement

stable.
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On considere le modéle TS incertain (3.36) avecldia de commande (3.37) ou
A= -1,9 -1,44 A = -0,08 0,7 B = 0,26 B = -0,86 H = 0 H =1
|2 02| "* |05 069 * |092" * |o021] * |1 ° 7

0
=E,=|0 0,19 etE,=E_, = :
Les conditions classiques utilisant la fonctiondidate de LyapunoV(x) =X G'PG"»yne

donnent pas de résultat (théoréme 5 akexcl). En utilisant le théoreme 5 avéc=2, on

obtient le résultat suivant pour la loi de commangg) = -F,, G x(1) :
F | | -0,3646 - 1,447 ot G = 0,02 -0,024
F, -0,2596 - 1,456 -0,0243 0,0439

Pour la simulation, on choisit'nl(z(t)):]/(1+ O.Q)g(t)‘) et h,(z(1))=1-h(Z1}). Les

figures ci-apres montrent I'évolution de I'étatdst la fonction\7(x(t)) pour les conditions
initialesx(0) =[-50 -4q".

1501

- -— xi

100

_ ZCD 1 1 1 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35

échantillor

Figure 3 : Evolution de I'état du modéle pour la cadition initiale X(O) = [—50 —4qT
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5
x10
9,

M

0 5 10 15 20 25 30
échantillor

Figure 4 : évolution de la fonctionV (X( t)) pour la condition initiale X(O) = [—50 —4qT

Sur ces deux figures on peut observer la convegyelee I'état vers l'origine. On peut

€également constater que la fonctl\o?r(x(t)) n'est pas décroissante le long de la trajectoire.

Par contre les fonctior}é(x(Zt)) et\7(x(2t+ 1)) sont strictement décroissantes.

Remarque : L’extension de ces différents résultats de stg&biéit de stabilisation a des

fonctions non quadratiques i.¥.(x(t)) = X (1) GT RG" X )est immédiate. La structure des

preuves utilisant la méme forme Ve(.x(t))= X () GT PG X }. Un exemple de résultat

non quadratique sera donné a la fin de ce chapifetons dans ce cas que le nombre de

variables deV passe deé,5n(3n+1) & 0,500 ( 3+ ) F si n estle nombre d'états.

C. Deuxiéme famille de fonctions candidates (approc  he B)

Dans cette partie, on considére une famille de tfong candidates de Lyapunov qui
généralise la précédente. Ces fonctions s’écrivzentme la somme de différentes fonctions

candidates de Lyapunov dépendantes d’instantg eiifte :
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V(X (9) = 2 (Xt 1)) (3.46)
i=0
Avec V, i0{0...k-3 des fonctions candidates de Lyapunov et
T
X, (t) :[x(t)T x( t+ k—l)T} un état augmenté du modeéle.

Dans la suite, on considére que les fonctighont toutes la méme structure. Par exemple

dans le cas quadratiqu&i:: X PV x.

Le principe de cette approche permet de donner plusnoins de poids aux différents

instants. La fonction candidate de Lyapungy correspond a une « moyenne pondéréee » de
différentes fonctions de Lyapunov. L'étude de laiation de )] et plus particulierement la
condition AV, (X, (1)) =V, ( X, (t+1)) - Vi( X, (1)) <0 autorise des croissances locales des
fonctionsV, sur un intervalle, qui peut étre supérieuk &chantillons, tout en garantissant la

convergence d&/ .

25

20

106

Figure 5 : évolution des différentes composante da fonction candidate (...) et de la fonctionV), ( -)
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La figure 5 représente [I'évolution dune fonctionandidate de Lyapunov
Y (X, (1)) =V, (x(1)) + (X t+1)) (trait plein) et celle de ces deux composantestgtien
pointillés). Méme si la figure 5 représente un @asf, elle permet de bien cerner la
différence avec la premiére méthode. Si on considgi(resp.V,) et la premiére approche, il
est nécessaire de considérer sa variation sur &glhbins. Effectivement, sur la figure 5, il
suffit de regarder les 5 premier points Wg.De fagon théorique, les résultats de cette

approche incluent ceux de I'approche précédente.

Lemme 6: Sl existe kON et une fonction candidate de Lyapunov tels que

Ot AV (x(t))<0 alors il existe des fonctions candidates de Lyapul, telles que

A(%_l\z (x(t+ i))j =aV (%, (1)) <0 DOt.

Preuve : la démonstration est directe, il suffit de posa&f =V pour obtenir

AV, (X, (1)) =87 (X, (1)

De facon générale, on peut dire que pour cette elluapproche le nombre de variables
augmente mais qu'il est possible d’obtenir desltésuavec un nombre fini d’échantillonis
moins important, c'est-a-dire avec un nombre dalitions LMI plus faible. Ces différents

points seront discutés dans la suite.

Pour cette approche on a une propriété d’ordrd fwtar kKON . Cela indique que les

domaines de solutions sont emboités.

Lemme 7: S'il existe KON et Vi, i0{0,...k-3 tels que AV (X,(t))<0 avec

V(X (1) =XV, (x(t+1i)) alors il existe des fonctions candidate de Lyapund,

i0{0.,... k} telles queA),., (X, (1)) <0 avecV, (X,.(1)) :Zk:\z (x(t+1)).

Preuve : la démonstration est directe, il suffit chois)?(:\A/i pour i 0{0,... k-3 et \7k

suffisamment petite.
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1. Stabilité des modeles Takagi-Sugeno discrets

On considere a nouveau le modeéle TS discret qaiis'é

r

X(”l):;h(z(t)) A=Ay %) (3.47)
On choisit pour fonctions élémentaires :
V (x(1))=x(9)" P'Y 9, i{0... k-1 (3.48)

Remarque :On utilise la notationP" pour pouvoir conserver dans la suite la notation

propre & I'approche non quadratique i.l‘a>z((2+i).

La variation de la fonction candidate de Lyapur\Q\(X ) 3 I( t+ | ) est donnée par
i—0
I'expression suivante :
AV (X, (1)) = k:\7,( X(t+i+1)) - _k_:\Z( K t+ ) (3.49)
AV, (X, (1) = 3 x(t+i+1)" PUx(t+i+2) kix t+i)" P t+ ) (3.50)
=0 =0

En réutilisant le fait que (3.47) s’écrive :

x(t+1) = Zh( 9) A )= 4, )
x(t+z):in(z(t+1)) At )=A, D= A, A k)

= (3.51)

(t+k) = ilh(z(w ) AKX E D= Ay bt kD= ALcex A ()

on obtient ;

k-1

B (X, (0)= % (0 S0V P Ay ek Ay =360 B Ak 8 £) @52

i=0

AV, (X, (1)) <0 Ox(t)OR™ si et seulement si :

k-1 k-1 _

_0( ) ‘*' "'XA(t)_Z_O:(*)F{I)AX&H)X'“X Af(?<0 (3.53)
k-2

ou encore (*)P(k'l),g(ﬁkl LX A ( '*1) Ay XX Ay = <0 (3.54)

|:O
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Sans relaxations le nombre de conditions LMI c@oeslant & (3.54) est de 'ordre dé&
/Guerra et Kruszewski 2006/. Pour réduire ce nonthportant de conditions tout en gardant
l'inclusion des résultats précédents on peut etille lemme I-2 8= 1) en introduisant des
variables additionnelles. Le nombre de conditiomél lobtenu est alors*. Pour cela on
définit les matrices suivantes{1,... k -3 :

r :(*)P(k‘l)g(ﬁk_l)x...xA“D+_k__2(*)(#‘)— FY) Auyx.x A,y + BY- B (355)
i=j

(3.54) s’écrit alors :

A Ay = PP <0 (3.56)

L'utilisation du lemme I-2 permet d’obtenir la catidn suffisante :
0
PO ) <0 (3.57)
(0) _clo_ o '
G Ay —Gy -G+

Quelque soit la matrice(([‘;) la suffisance (3.57} (3.56) est garantie. Plusieurs possibilités

sont envisageables. Si on veut conserver la nééeksiemme I-2, (3.56 (3.57) G(([‘;) doit
pouvoir étre égale a, ce qui implique quelle doit dépendre de tous ledices

z(t+1).. z( t+ k-1) deux fois. On écrira alor§{) =G .1 141y ¢+ ¢y Celte solution

gui conserve I'équivalence avec (3.56) conservaolabre de conditions LMI et introduit un
nombre gigantesque de variables. Une solutionnmédiaire qui permet de réduire le nombre

conditions LMI est obtenue en utilisa@f) = G{),) ...

-p© (*)
. <0 (3.58)

(0) et -d9

Gt g1 Ay G(ﬁi-]),“,@f k) d(zﬁ:).,“ et

En appliquant la factorisation et le lemme de fagmursive sur le§;, on obtient :

—pl (*) 0

GOA  —go_ gy 4 po_ B
0Ay ~G C%D].. (*) <0 (3.59)
0 GlIA,, —G V() + B
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On définit les quantités :

-pl) (*) 0
GO A _go _ gy 4 pI_ g .
Y}i y - k-1 To Gl"' k-1 dl".* k-1 . (360)
o1 k-1 . . *
0 C e (o B (=T

Théoreme 6 :Soient un modele TS discret (3.47) et ¥s |

Ik

, définis en (3.60). S'il existe
des matricesP!) définies positives et des matricér:l),,,im, mO{0,...,.k-1 telles que les

conditions (3.5) soient vérifiées alors le modeded{) est globalement asymptotiquement

stable.

Méme avec le choix « réducteurGf) = G{)

). {wiy €S résultats présentes incluent ceux de

la premiére approche.

_P *
Lemme 8 : S’il existe une matrice® definie positive avecy, . = )
ol I PA XX A =

telles que les conditions (3.5) soient vérifieesralil existe des matrice®™ définies

m)

positives et des matrice&™ . , mO{0,...,k-3, i.0{1...r} telles que les conditions

i Tkl

(3.5) soient vérifiees ave¥, ; définis en (3.60)

Ak

Preuve :On suppose qu¥, ;<O Oig,....i, ,0{1... r}. Onadonc:

Ak

- ()]
{F’Ak_lx---xAio N }o Oigy... iy O{Ls.. 1} (3.61)

En utilisant le complément de Schur, on obtientteglitions équivalentes :

AT x..x AT PA x.x A= P<O (3.62)

On choisit PY = P i 0{0,... k-3 . Pour ne pas alourdir la preuve on considére Is ca

k=2 pour (3.60). Ona:

-P (*) 0
v,=(a%, -¢7-¢7 () <0 (3.63)
0 cp -c¥-@’+p
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avecG"” = P, en utilisant le complément de Schur, (3.63) ésfige si et seulement si :

-P (*)
%4 -G?-G% + & PA

h To

<0 (3.64)

avecGiEO) = Ag PA, en utilisant le complément de Schur, (3.64) ésfige si et seulement si :

(*)PA A - P<0 ce qui est (3.62) pok = 2.

On conserve la propriété dordre total pokflN . Cela indique que les domaines de

solutions sont emboftés.

Lemme 9 :S'il existe pON", P >0 et G,(m':)_‘_ik_l, mO{0,...,k-3,i.0{1,... r} tels que la

condition (3.59) soit vérifiée pous = p alors il existe,P™ >0 et G™ _»mo{o,... . k-3,

mi Tk

i-0{1,....r} tels que la condition (3.59) soit vérifiée pdur p+1.

1)

Preuve :il suffit de choisirP'*? suffisamment petit et d'utiliser le complémentSadéur sur

(3.59) pour obtenir le résultat.

A titre d’exemple, on choisit le modele TS discesecr =2. Les modéles linéaires sont

_|a -0,7 109 0] . R
définis parA = 0 -0.9 etA = 07 b ou a etb sont deux parametres.

Les fonctions élémentaires choisies pod (X, (t)) sont: V. (x(1)=x(1)" PV x§.
L’approche proposée donne des résultats pour desrsadea et b a partir dek =2, figure

6. Les résultats sont effectivement moins consiésvptiisque I'approche présentée dans la
partie A n'a de solution que pour des valeltrs 3. Les deux figures suivantes montrent
I'efficacité de la nouvelle approche. La premieteisire l'inclusion des domaines des
solutions du théoreme 6 pour différentes valeukddéemme 9. La deuxieme figure montre
l'augmentation du domaine de solution lorsque ljmasse de la premiére approche a la

deuxiéme lemme 8.
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Chapitre 111
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Enfin, rappelons que I'amélioration des conditioses fait au prix d’'une augmentation

0.2 0.4
éorémdset 6 pourk=

-0.4 -0.2

-0.6

Figure 7 : Domaines de solution pour les th
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-0.8

-0.6F
importante des matrices a rechercher. Pour desurgalde k tres grandes, la premiére

approche reste donc attractive car plus appropoée les solveurs actuels.
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2. Stabilisation des modeles Takagi-Sugeno discrets

On se replace dans les mémes conditions que lée pgadt stabilisation d’'un modéle TS

discret (3.18) avec une loi de commande PDC (318s fonctions élémentaires g :

V(x)=XG PG (3.65)

La variation de la fonction candidate de Lyapundvest donnée par I'expression suivante :

AV (X, (1) = 3 x(t+i+1) GTPI G o t+ i+1)—_k21 (tr) GTP G ft) (3.66)

i=0

En utilisant le fait que (3.47) s’écrive :
X(t+1)=( Ay = By Fy G*) ()

X(t+2)f(ﬁ>(t+1)- By FeyG7)( Ay~ By R G') %) (3.67)

x(t+k) =('°2(t+k-1) ~ Bruiy Frvy Gl) ( Ay~ By F, Gl) X}

On obtient la condition de stabilité suivante :

()67 PG Ay - By Frey G)x.x( A B, B, @)

_Z(*)G_T P(i)G_l( A ™ By Ry Gl)x---x( M- B Ry Gl)_ # <0

T

1l
o

(3.68)

i=1
Ou encore en posai,, ., = A,G- B, F,y :

k-

,_\

-T - G!?
*)GTPG? Aty G %X Ay ) G

k-1 .

_Z(*)G_T P(i)G_l A(t+| -1),7( t+i-1) Aﬁ( lﬂ)) G'<0

i=1

|:0

(3.69)

En utilisant exactement le méme développement que t& cas de la stabilité, on aboutit au

résultat suivant. La variation de la fonction calatié V] est negative si :

—p© (*) 0
G-B,,F, -G -G+t -
(927 By Ty

<0
-G -G+ P(k—z) _ I:jk—l) (*)
0 AicyC Biuig Froy —G — G+ P

 (3.70)
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Notons par rapport a la stabilité que I'on ne reche qu’une seule matrid8 . Cela est du a

la structure de la loi de commande (3.19). On dt&iiors les quantités suivantes :

—pl (*) 0
G-BF -G-G+P-p
Y'ioil.,.ikflyjdl'ui k71: AO 30 o . . (*) (371)
0 A.G-B,F, ~G-G+P7

Théoréme 7 : Soit un modele TS discret (3.18), la loi de comdean3.19) et les
iiaid i, définis en (3.71). S'il existe des matriceY définies positives et des matrices

GetF,i D{l,... ,r} telles que les conditions (3.6) soient vérifiélessala boucle fermée est

globalement asymptotiguement stable.

Les résultats du théoreme 7 sont inclus dans ceublébréme 4.

Lemme 10 : S'il existe des matricesP>0, G et F, i0{1,...,r} telles que les conditions

(3.6) soient vérifiée aved’, définis en (3.31) il existe des matricBd >0, G et

gy ik-ad d 1d k-1

R, i0{1....r} telles que les conditions (3.6) soient vérifiéescaY;; , ..,  définis en

(3.71).

Preuve :La preuve est directe, il suffit de choisif) = P pour les conditions du théoreme 7

pour retrouver les conditions du théoréme 4.

Il ne semble pas possible de garder la propriéédde total suk ON', la propriété suivante

ne donne qu’un ordre partiel. Cela est du au faibrgne conserve qu’une matrice.

Lemme 11 :Soientm, pON’, supposons qu’il existe une matriée définie positive et des
matricesG et F,, iD{l,...,r} telles que la condition (3.30) soit verifiee pokie m. S'il

existel N tel que p=mx | alors la condition (3.30) est satisfaite pdur p.

Lemme 12 :S'il existe pON', PV >0, j0{0,... k-3, G etF, iD{1...r}, tels que la
condition (3.70) soit vérifiée pouk = p alors il existe,P') >0, j0{0,... k-3, G et F,
i0{1,...r} tels que la condition (3.70) soit vérifiée pdur p+1.

Preuve :identique au lemme 5
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D. Avantages, limites et perspectives des approches

Le chapitre précédent avait proposé de réduir@mhservatisme des résultats en utilisant une
fonction de Lyapunov non quadratique. Ce chapitiefermis de développer d’autres formes
de résultats en utilisant une fonction de Lyapupoenant en compte un nombke d’états

antérieurs. La réduction du conservatisme a togjaur colt, accroissement du nombre de
variables et/ou accroissement du nombre de conditidll. Les résultats présentés ont peu
tenu compte de ces accroissements pour laissex pladéveloppement théorique. Dans cette

derniere partie ces différents problémes vontahadés.

En premier lieu, un récapitulatif des résultats msiposé figure 8. Sur la figurd/, (resp.
V,) concerne les résultats de l'approche A, basé ls,gt(t)<0 (resp. B basée sur

AV, (X, (t))<0), théoreme 1 lemme 1 (resp. lemme 7). Elle rappéds principales

inclusions en fonction du nombre fini d’échantiléok.

Figure 8 : inclusion des différents domaines de agions

En second lieu, ces résultats peuvent s’étendreut type de fonctions candidates de
Lyapunov pour cette classe de modeéle. A titre ubilation, une réunion des résultats du

chapitre Il et des approches présentées dans qatrehpeut étre réalisée en utilisant la
. P . ~ _ T T 1 L. , .
fonction élémentaire/ (x(t)) = (1) G B, G}, X }. De nouvelles conditions se déduisent

alors de maniére directe. Par exemple, pour ledeafapproche A et la stabilisation de

modéles TS on peut énoncer le théoréme ci-apres.
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Théoreme 8 /Kruszewski et Guerra 2005/: Soit un modéle TS discret

x(t+1) = Ay x(1)+ By, u( § bouclé par la loi de commandgt) = -F,, G, X(1), s'il existe
une matriceP définie positive et des matricd et F, i0{L,...,r} telle que la condition

donnée ci-aprés soit vérifiée alors la boucle ferest globalement asymptotiquement stable.

_Pz(t) (*) 0
ACqy =By Fy ' <0
_GzT(t+ k1) Gz(t+ k1) (*)
i 0 A Coeicy = Brviy Fee v Gy Gyt Flzux
(3.72)

La preuve n’est pas donnée ici. La mise sous fdrmks’effectue de la méme maniére que
précédemment. Plusieurs résultats de ce type émbéenus sur des modeles TS incertains et
aussi a retard /Kruszewski et al. 2006a/ et /Knwskeet al. 2006b/.

Enfin, la complexité des problémes LMI est évidemtrfenction du nombre de variables, du
nombre d’échantillons et de la taille du modeleutisé. Soient pour un modéle discret TS :
r le nombre de modéles linéairas, la dimension de I'étatm le nombre d’entréesk le

nombre fini d’échantillons. On peut alors détermileenombre d’inconnues présentes dans

les différentes matrices des problémes LMI : paumatrice P=P' >0 ou chacune des
matricesID((mm = F(QT OR™", 0,5 (n+1) inconnues, pour les matric&, n’ et pour les gains

de la loi PDC Py OR™™ = nxm. On en déduit donc pour la stabilisation des nmexi&IS

discrets par les approches A et B, théorémes 4 et méme nombre{O,Sm (r +]))k et la
méme taille (k+1)nx(k+1) n pour les contraintes LMI. La différence se faisant le
nombre de variables utilisées:n(1,5[h+0,5+rxm) pour [lapproche A,
n(n+0,5(n+])[k+ rx nj pour I'approche B, puisque dans cette derniéredmbre de

matricesP" dépend dek.
Pour illustrer la complexité obtenue le tableauohrie quelques exemples numériques en

fonction der, n, m et k ainsi que la faisabilité par rapport au solveurlLINDOLBOX de
Matlab.
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Approche k=1 A B

Nombre def 0,501 (r +]) (O,SE (r + ]))k (O,SE (r N ]))k
contraintes

LMI

Taille des| 2nx2n (k+1)nx(k+1) n (k+1) nx(k+1) n
contraintes

LMI

Nombre  de n(1,50h+ 0,5+ rxm) | n(1,500+ 0,5+ rxm) | n(n+0,5(n+ 1) Ck+ rx m
variables

Temps de 0,4s 7min 8min

calcul*

Tableau 1 : complexité des approches

* Les temps de calcul sont donnés a titre indicatis calculs sont effectués sur un pentium

IV 3 GHz avec 2 Go RAM pour=4, n=2, m=1 et k=3. Les tests ont été réalisés sur un

modéle impossible a stabiliser sans connaissangeses fonctions non linéaires (deux des

quatre modeles linéaires sont non commandablesg)stllimportant de noter que le temps

nécessaire a la résolution des problémes dépentedgat des matrices du modele. Ainsi

dans certains cas, l'approche B statuera l'infaigidé® ou donnera une solution plus

rapidement que I'approche A.

La principale limite de ces approches est le nonelxonentiellement croissant en fonction

k de conditions LMI. Pour la premiere approchesdoie k devient suffisamment grand

(supérieur a 8) les conditions de stabilisatiomdiuwodele TS a 2 régles et 2 états deviennent

impossibles a résoudre avec des ordinateurs stisidan effet le temps de calcul et la

guantité de mémoire nécessaire deviennent nongeéglies. La deuxiéme approche est plus

sensible au parameétke que la premiéere a cause du nombre croissant aimees.
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A. Introduction
Le chapitre propose une extension des résultateprés en utilisant le lemme de Finlser
rappelé ici :
Lemme 1 (Finsler) /De Oliveira et Skelton 2001/ Soit un vecteurxJR", et des matrices
Q=Q OR™ et ROR™" telle querang(R)< n. Les quatre expressions suivantes sont

équivalentes

1. X'Qx<0 Ox0{ xOR" | x£0, Re g (4.1)
2. RTQR <0 ou R, représente le complément orthogonalRle (4.2)
3. Do OR telle queQ-oR R<0 (4.3)
4. X OR™™ telle queQ+ XR+ R X <0 (4.4)

Cette approche est voisine des travaux présentésleaas des modeles linéaires incertains
/Ebihara et al. 2005/. L'idée est, dans leur casilider les dérivées d’ordre plus élevés sur le

vecteur d'état. Cette facon redondante de représeatds modéles est traduite par des
contraintes égalités puis utilisés a travers lenbenl de Finsler. Ce type de méthode n’est pas

exploitable directement sur les modeles TS contitess dérivées d’'ordre supérieur faisant
apparaitre les dérivées successiveﬁ de

Néanmoins, en discret, ce type d'approche est age@ble. Elle permet de prendre en
compte le passé du modele et n’est pas dépounvntérdt surtout au regard des fonctions de

Lyapunov abordées au chapitre .

L'intérét de ces différentes approches est de ptéseine extension naturelle des conditions
présentées précédemment. Elles permettent notammmecadre unifié de traitement des
problemes et ouvrent des perspectives nouvellesestiype d’approches. Le chapitre décrit
alors sur quelques cas particuliers comment procpder obtenir les contraintes égalités
utilisables dans le lemme 1 de Finsler. Il monigalément comment retrouver les résultats

précédents et pourquoi I'extension faite les amélio

On rappelle également les notations utilisées tamhapitre 11l et les lemmes suivants (cf.

chapitre 1).
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Notation : Soit Y/, Y; des matrices de taille appropriee Iqat([)] des fonctions scalaires ayant
r

la  propriété de somme convexe, On  POS¥, t+H-Zh(z(t+ r))I et

i=1

Vien oy =2 0(A +0) (£ & h) ¥

i=1 j=1

Lemme 2: Soient A, G, L, P et Q des matrices de taille appropriée. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. ATPA-Q<0, P>0 (4.5)
2. { Q ATP} <0 (4.6)
PA -P

— AT
3. 0G TQ ? <0, P>0 4.7)
GA -G-G+P

-Q+AL+LA -L+AG

4. G, L
{ -U+G'A -G-G'+

P}o, P>0 (4.8)

On rappelle les lemmes permettant de traiter kegdlités du type :

> 2 h (z(9)..h (4 & k-1))Y; , <O (4.9)

I3 3 AT RUNECT =) RIED RS ST RIS

(4.10)

Lemme 3: Soit Y; , des matrices eth des fonctions ayant la propriété de somme

ik
convexe, (4.9) est vérifiée si le§ conditions suivantes sont vraies :

Dig..oyy O{L.. ¥} Y, <O (4.11)
Lemme 4:SoitY; ;. 2Y+¥% + +¥*Y des matrices ey des fonctions ayant

) oo k-1 !

la propriété de somme convexe, (4.10) est vérdides (0,5@ (r + ]))k conditions suivantes

sont vraies :

. . . . 2
Ui do) e fndi) L 20}, (4.12)
. . . . oy dg-nd d 179 k-1 Jb1) khlort k1 '
PP - I ! !
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B. Modeles Takagi-Sugeno discrets a retards

Pour montrer I'utilisation du lemme de Finsler etpas répéter les résultats du chapitre 1ll, on
se place dans le méme cas que llI-A mais en carsitides modeles a retard. Le retard est

supposé constant. Ces modeles s’écrivent :

x(t+1)= Ay x(9+ Ay (- g+ B, () (4.13)

Dans un premier temps, des conditions de stalmidépendantes du reta! sont données.
Le probleme de la stabilisation est ensuite ab@dés deux hypotheses: la premiere

considére que le retard est inconnu et la seconedegetard est connu.

1. Stabilité

On considere (4.13) en regime libre :
X(t+1) = Ay x(t)+ Ay (- d (4.14)

et la fonction de Lyapunov :

V(X (1) = X, (1) diag(Q %(Y+ > X(a)" diad Z') %(a) (4.15)

X (=[x - Kt k—l)TT.

Remarque : Cette fonction a été choisie de facon a facilikerlecture. Il est possible
d’obtenir des conditions LMI en utilisant la deuxié approche présentée dans le chapitre Ill.

Dans la suite on suppose gde> k. Une condition suffisante de stabilité est :

AV (X, (1)) =V (& (t+1)) -V (X, (1)) <0 (4.16)
avec

20)=[x(0) x(t-d) ()" - (k2 e k2-9 fr k)|
AV, (X, (t)) sécrit :

AV, =X, (1) diag([-Q+ Z* -Z' - Z' -Z' Q)& () (4.17)

Notons que (4.14) s’écrit :

x(t)
0=Aux()+ A t-d- )= A, A, -1 Xt ¢ (4.18)

x(t+1)
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Ou pour tous les instant$1{0,... .k -3 :

x(t+i)
0= Az(m)x(t+ i)+ A(m) X(t+i-d) = X t+ i+1) =[ Ay A(m) - I] )c((t+ i— c;) (4.19)
X(t+i+1

On obtient alorR, , . X1 (1) =0 avec:

AZ('[) AZ(I) _l _O O s 0

_| 0 0 Az(t+1) Atm) ol ' :
Rz(t),.“z(nk—l)— : . . . . 0
L 0 0 Az(t+k—l) Az('&k—l) _I_

et en utilisant le lemme de Finsler (lemmé > 1), on obtient la condition X [0 R <)k

une matrice telle que :
diag([—Q+ 71 _71 7zl -7t @)+ X%)’_“Z(Hk_l) +(*)<0

Notons que pour obtenir I'équivalente 4, il faudrait définir unX,, ., mais cela fait

(4.20)

« exploser » le nombre de variables. On définitsales quantités suivantes :

z' -z' Q)+ xR, +(*)

Théoréme 1 :Soit un modele TS discret a retard sur I'état4%.B'il existe des matrices

Y .71=diag([—Q+Z1 -zt

[RY

(4.21)

Q>0,Z7">0 et X telles que les conditions (4.11) avec s |,

i

| définis en (4.20) soient

vérifiées alors le modéle (4.14) est globalementgotiguement stable.

Ce théoreme généralise les résultats du chapéie@gdent. Par exemple, si on veut retrouver

des résultats en utilisant le lemme V-2, il fadteetuer le changement de variable

Q=G " PG" et choisir pour la matric& :

0 0

0 O

G' o0

0 O

X={ 0 G’ (4.22)

G o0
0 O
0 G’
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(4.20) s’ecrit alors :
9 0 (*)

0 -z (*)
G'A, G'A, -G'-G'+Z

_G—T _ G—l + Z—l
0

0 G o A&( t+k-1)

Avec ©,=-GTPG'+Z" et ©,

congruence avec la matrice de rang plein :

diag([diag([GT z d]) diai[é‘- V4 G})J)

on obtient :
G'z'G-P 0 (*)
0 ~Z (*)
AWG AZ GZ'G-G-G
G'Z'G-G -G
0
L 0 Az(t+k—l)G

0

o (¥

__Z-l (*)
G’ AXﬁk—l) ek_

Al P-G-6G

<0 (4.23)

-G -G*+ G PG". En appliquant la propriété de

(4.24)

<0

(4.25)

En utilisant le complément de Schur sur les terr@eZ 'G et en définissant la quantité

suivante, on obtient le corollaire 1.

P () o () o
G -Z 0 0
0 0 -Z (*)
AG 0 AZ -G-G
Yiin=| O
-G ()
G -z
0 0
0 0 A,

(4.26)
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Corollaire 1 /Kruszewski et al. 2006a/ :Soit un modele TS discret a retard sur I'état en
régime libre (4.14). S’il existe des matricés>0, Z>0 et G telles que les conditions

(4.11) avec lesY, définis en (4.26) soient vérifiées alors le modéleld) est

pE)
globalement asymptotiqguement stable.
Remarque :Pour un modéle sans retard i.8, =0, on retrouve les conditions du chapitre Il|

approche A.

A titre d’exemple, on considére le modele (4.14av

a 05 O 0,7 0,2 0 0O 0O

A=l0 -0,4 0,2, A=|-0,6 0,2 0,1}, E:A: O O b|, a et b deux
0,1 0,5 -0, 0,5 -0,1 -0, 0 0O

scalaires.

La figure 1 donne les domaines de solutions dullear® 1 (X définie en (4.22)) pouk =1
(condition avec une fonction quadratique) et pkur4 et le domaine de solutions pour le
théoréme 1 K libre) pourk =4. Evidemment, le théoréme 1 donne le domaine deisol
le plus étendu. On remarquera cependant que sexegtple le choix deX (4.22) donne de

bons résultats.

0.6 T T T T T
X x % % x ek kb ok x x

X x % x ko ok o ok x
XX x bk ok b % ok R kb ok b o x
0.4} T N T

XXk, %4 FkF+BPDRRBRORRIBDBBDB B+ K x
XX A ¥ %4 FHBOBPDRRRBORRPIRRPERPBBRODD+
XX A BORRPIRPDRPDBRRRPIRBOBPPBRRRDBRD
02 *x+49222000000000020000RR0RPRRRRRRRB+ -
X+ BRIRPBRPRBDRPDDRORPRRPOPPRPRBRRDDD
+RP000020029200220202200202002PBPORS *
e Y e Y T Y e e e L L T )
09020030200 20002002000020020200020000200
“ PO PDPPDP000PPPPDDPPPR00DDD
a +22000000020200920000008200002800BS «
x+BPPBEBRPDEBRRPDDRRDPRRPOPDRPBRRBRDD
02F xF+B00BPRRPIRPPRRROPORRPRRPRPRBROBPD* |
XX AF*BORRPRPDRPDBRRRPRBOBPBBRRDDRD
XX A ¥ % HFHBPBPDRRDOORRPIPRPORPIBBRODDH

XXk k% FEF A BPDRPRRPRRIRDDRDB B+ K
0.4} X x A Ak ok ok % ok kb kb xR 4
% x ek ok b % bk o kb ok b k x

X x5 x4k kb b ok

x % % x ek kb x x

_08 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 1 : Domaines de solutions pour le corollairé aveck =1 (o) et K =4 (+), et pour le théoréme 1

aveck =4 (%)
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2. Stabilisation

Deux cas sont a distinguer pour le choix de lad®icommande. Le premier considére le
retard inconnu.

On considere la loi de commande :

u(t)=-F,G"x(Y) (4.27)

et la fonction candidate de Lyapunov :

-1

V(% (0) = X () [diag( 6™ PGY)] X (}+ 3 %(a) Z X(a) 4.28)

a=t-d

En suivant le méme raisonnement que dans le calg dgabilité sur la boucle fermée
x(t+1) :(A&(t) - By, F“G‘l) X9+ A, X t g on aboutit & (4.20). De maniére a rendre le

(2k+1)Exkn

probleme LMI, on définit la méme matric¥ [JR que (4.22). Le résultat se déduit

immédiatement en définissant la quantité suivante :

iy ks drdker

® () o () o 0
G -Z 0 0
0 0 -z (*)
AG-BFE 0 AZ -G-G (4.29)
0 0
-6 () o ()
G -Z 0 0
0 0 -z (*)
0 0O AG-BF 0 AZ-G-G+Ph

Théoreme 2 /Kruszewski et al. 2006aSoit un modele TS discret a retard (4.13) etilaédo

commande (4.27). S'il existe des matrides 0, Z>0, G et F, iO{1...,r} telles que les

conditions (4.11) avec le¥;; définis en (4.29) soient vérifiées alors la boucle

gy i1l d 10 k-1

fermée est globalement stable pour tout rethrd

Remarque :Dans certains cas, le retard est connu. On peortsalitiliser une partie retardée

dans la loi de commande :

u(t)=-F, G x()-F,Z'{t- d (4.30)
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et en utilisant la méme fonction candidate de Ly&pu4.28), on obtient de facon directe le

résultat. Ce dernier correspond au théoréme 2 emptacant dans les quantités
définies en (4.29)A par AZ-BF.

iy k-1 d 17 k-1

Dans cet exemple, on considére le probleme dalalisation. On considére (4.13) avec :

_1-0,2 -4,25 1425 0| - - |0 O |1 B_2 d=4
A% o —o8| ™06 02" A% 04 B0 BT |0 4T
Le retard est supposé inconnu. Afin de pouvoir mie modele, on considere les fonctions

suivantes :h (x) =1~ h,(x) =(1+ co{ x))/ = Il n'y a pas de solution pour les conditions

classiques K =1). En utilisant la nouvelle approche et en cho@sk =2, on obtient une

solution :
0,1639 -0,28 0,1621 -0,28 F 0,1670 -0,312
= , G= et = . Les deux
-0,289 0,076 -0,0302 0,076 F, 0,3407 -0,010

figures suivantes donnent I'évolution des deuxsé&tde la commande pour les conditions

initiales x" (0) =[10 -1q et x(-3) = x(-2) = x(-1) = X 0).

10
L X

8r ___ X m

| | | | |
0 5 10 15 20 25 30
temps

-10

Figure 2 : évolution de I'état
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30 \

20

15

10

5 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

temps

Figure 3 : évolution de la commande
On constate sur ces deux figures que le modéeleecgawers l'origine et que la commande

N’ « explose pas ».

La fonction de Lyapunov utilisée a permis I'obtentide conditions de stabilité indépendantes
du retard. Il est cependant possible d’étendreneesé les résultats vers des conditions
dépendantes du retard ou de ces bornes, par exempitlisant la fonction issue de /Xu &

Chen 2004/ et donnée dans le chapitre Il :
V=X ()GTPG )+ S X(a) ST zS )+ S S IS ZS(3

a=t-o(t) j=-g,+l=t] -1
Enfin pour des problémes de lisibilité nous n’avoagé que le casl > k. Dans le casl <K,
certains termes retardés sont regroupés avec tegedenon retardés. Ceci permet une
réduction du conservatisme. En effet la loi de camde, méme si elle n'utilise pas I'état
retardé, peut agir sur la partie retardée du modéks extensions ne seront pas faites dans ce

mémoire.

L'utilisation du lemme de Finsler permet égaleméatproposer I'utilisation de fonctions de

Lyapunov plus générales.
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C. Généralisation des fonctions candidates

On considere les fonctions candidates du type :

V(X (1) = X, () PX (1), POR™™, P>0 (4.31)

avec, (1) = x()) .. x(t+ k—l)TT.

Ces fonctions prennent en compte I'état du mod@leisieurs instants successifs. Il existe des
termes permettant de coupler différents instanési @ugmente donc le nombre de degrés de

liberté des problemes LMI qui lui sont associés.r@marque également que les fonctions du
chapitre 1ll sont des cas particuliers de (4.31). dhoisissantP =diag(P) on retrouve
P 0

'approche A et en choisissaf® = I'approche B.
0 Pea

1. Stabilité des modeles Takagi-Sugeno discrets

Soit le modéle :

r

x(try) =20 (2(9) A{ =4, {) (4.32)

et la fonction candidate :

P(O'O) . P(Ok—:l)
T T . . .
V(X (1)) =X () PX ()= X (0] . i | X() (4.33)
P(k—l,O) . P( k-1k-1
avec P =PI des matrices constantes. Pour que la fonctior8)4s8it une fonction
candidate de Lyapunov il faut que :
p0d . plokd
: . : >0 (4.34)
plto | pleikcd

Remarque :La fonction candidate de Lyapunov (4.33) peut éi@lement étendue en non

quadratique. Pour cela il suffit de considérer unatrice P, Ak
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Le calcul de la variation de la fonction (4.33) denla condition suffisante de stabilité

suivante :
Xt ()" APX,r (1) <0 (4.35)
[ —plo9 (*) () 0 |
_p9 plod _ g1} (*) (*)
avecAP = : : : : : (4.36)
_P(k—l,o) P(k—z,q _ P(k—l,) F{k— 2k 3 _ F‘ k 1k 1 (*)
0 plk-10) - pli-1k-3 pli k)
En remarquant que (4.32) s’écritQ= t+1 X(t) on pose
quant g AyX )=[ Ay —1] q(een) | O P

Rz(t),.“,z(t+ k1) Xk+1 ( t) =0 avec:

0 A !
- (t+)
R, qeicy = . 0 (4.37)
L 0 0 Az(t+k 1) I_

En utilisant le lemme de Finsler sur la conditiod.3p) et sous la contrainte

R ... 4119 % (1) =0, on obtient la condition suivante de stabilité :

(X ORM ™ telle que :AP + XR, X <0 (4.38)

i Awe) T RO tee
Comme dans le cas précédent, pour obtenir I'égeivall—= 4 dans le lemme de Finsler, il

faudrait définir unX,, ., mais cela fait « exploser » le nombre de vargblin définit

1)

alors les quantités suivantes :

—p(©9 (*) .. () 0
_p(lvo) p(OvQ _ p(lv;‘ ... (*) (* )
Y}Ov-~-~ik—1 = : : + XRO,A.A,ikfl +(*)(439)
_plk10  ple- zo) P(k—l;l .. peaer_ gesen ()
0 plk-L0 plk-1k-2 P} |

Théoréme 3: Soit un modéle TS discret (4.32). S'il existe deatrices P! = =PI,
i,j0{0,... k-3 et X telles queP >0 et que les conditions (4.11) avec ls_, définis

o0 i

en (4.39) soient vérifiées alors le modéle (4.32)géobalement asymptotiguement stable.
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On peut choisir également une solution interméeliaintre une matric&X constante mais

pleine et Xz(t)wz(ﬁk_l).

Cette derniere fait en plus intervenir des ternm@eises

z(t+1) z(t+1). La matrice suivante réalise un bon compromis empttant un nombre de

variables réduit sans introduire de termes craisés

0 0
G£?2+1) A t+ k1)
X = 0 . : (4.40)
Gy O
0 .. 0 G

Elle permet également de montrer comment on aneéles résultats du chapitre Ill. On

aboutit directement au résultat suivant. On défanguantité :

0 (*) 0
Gi(O)i A _Q(O)i - éo): i

Y}i y :AP+ 1--k-1 0 1 kf.l It k-1 )

o1 Tk-1 . . (*)

0 G(k‘l) A _G(k‘l) _ dk‘])T

k-1

(4.41)

Théoreme 4 :Soient un modele TS discret (4.32) et ¥s

Ik

, définis en (4.41). S'il existe

des matricesP!™ = pi™)" et G

mi 1

, ,mO{0,... k-3, i,0{L....r} telles que les

conditions (4.11) etP >0 soient vérifiées alors le modele (4.32) est gleiant

asymptotiquement stable.

On a également la propriété d’ordre total p&iiN . Cela indique que les domaines de

solutions du théoreme 4 sont emboités.

Lemme 5 : S'il existe pON', Pl = pm) gt g

Il

oo Imofo,... k-%, i, 0{1,....r}
telles que les conditions du théoreme 4 soienfigés ((4.11) etP >0) pour k = p alors il
existe, P(™ = pm" gt G". ,1,mo{o... k-3, iy O0{L....r} telles que les conditions du
théoreme 4 soient vérifiées poki= p+1.

Preuve :La preuve est similaire & celle du lemme 111-Ostiffit de choisirP®) =0, PP

suffisamment petit et d’utiliser le complément deus pour obtenir le résultat.

103



Chapitre 1V : Vers une unification des résultats

Enfin, on rappelle ici les quantités utilisées démshapitre Il approche B pour le méme

probléme :
" _plo) (*) 0 |
GO A -G —gU LpI_p
Y.ioiln-ik,l = -1 To C":’1"'k—1 éi;'” k-1 . . (442)
0 Gtip -G I-ged 4 P

m)

Lemme 6 : S'il existe des matrice®”) >0 et G , i,m0{0,... k-3 telles que les

mi Tk

conditions du théoreme IlI-6 soient verifices (§.hvecY;; ; définis en (4.42)) alors il

1

existe des matriceB"”) et G!"

1 e

. telles que les conditions du théoreme 4 soierifi&€s.
Preuve : Il suffit de choisir les mémes matricéé"jl),,,im et de poseP!) = P!) pouri=j et

P! =0 pouri#j.

Afin de montrer I'efficacité de I'approche, on repd le modéle présenté en IlI-B1 :

x(t+1):izr:1:h(z(t)) A {)=Ay %) avecA:B :82} AZ:{_O(;Z ﬂ eta etb deux

parametres. La figure 4 donne les résultats obtanes le théoreme 4 pour des valeursade

et b pour k =3. Le domaine obtenu est comparé avec ceux destnésrlll-3 et I11-6.

0.6
0.4+

0.2

¥ B0 EE Kk *
X % ok B * o * * x x
X %k k x x

X X X X X X

X X ¥ F X X X X X
X ok ok ok ok ok ok xox X X ox X
X ok kb ok ok ok ok x X X X x X

Xk K BB E K ** kK x x x x x
X %  BR) B BB B R B BRI B % F %

FEHEEEHEREEEEEEEEEE+ o+ + x x
x R EH R R B EE B EE B EE BH BB B B BH o o + o+ x
+ - B4 B B 56 B BE B PR B B B B BH BB BRI B o o o x
F -+ B B B R B B BH B B B B B B BR B oF %

x B B BH B BH B BH BH B BH BH BH BRLBH BB+ +

x + B4 BH B B P BH P Bd B BH B B BH o o o+

X ¥+ B BEEEE+ + + + x

X %+ BEEEE *+ * 4 x x x x x x
X+ +FEEEEEEEBE 4+ * x x x x x x

o Approche llI-A

X ¥+ BB BB BEBERE+* * + x x x x x x

* + B B BB o+ o+ + x x x x x

* -+ BB BB B BB BHEH BB BH ok % % x x x x x
x  Hd BH B0 BH BH B0 B B B BH BH BH BH BRI B o %+ ok x < x

+ B FHE B I B BHEH BB BH BB % + 4 x x x x

x + B M BB B B B B B BH B ¢ o+ x x x

+ Approche 11I-B

x Théoreme 4

_O.8 L 1 L L 1 L 1
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figure 4 : domaines des solutions pour les différémthéorémes avek = 3.
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Sans reprendre lI'ensemble des résultats du chapiirda partie suivante propose de

généraliser les résultats pour une fonction de ugap utilisant des matrices constantes.

2. Stabilisation des modeles Takagi-Sugeno discrets

On considere le modéle suivant :

x(t+1) = Ay x()+ By u( (4.43)
la loi de commande :
u(t) =-FyG X1 (4.44)

et la fonction candidate de Lyapunov suivante :

V(X (1) = X, (1) (diag( G7)) P( diad G*)) X( } (4.45)

La boucle fermée est stable au&® défini en (4.36) si :

X, (1) (diag( G™))aP( diag G)) %..( }<0 (4.46)

En réécrivant le modeéele (4.43) comme une succesd®rcontraintes égalité, on pose

Rz(t),_,”z(ﬁ k—l) Xk+1 ( t) = O avec .

Az(t)—BZ(t) FMG’l =1 0 0
- 0 Az(t+l) - Bz( t+1) Fz( #1) G' -l
Rz(t),“.,z(t+ k-1) . . . 0
L 0 0 Az(t+k—l) - Bz(tf k1) F( t k1 G - |_

En utilisant le lemme de Finsler on obtient la ddod suivante de stabilité :

X ORKAmkn (diag(G‘T))A’P( diag( Gl))’f XBy qent B tewg X<O (4.47)

Afin de rendre le probleme LMI, on fixe la structude la matriceX comme suit :

0 0
GT
X = S (4.48)
0 G
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En utilisant la congruence aveldag(G) et en définissant :

0 (*) 0 0
AG-BE -G-G () ' :
g i AP+ 0 AG-BFE . 0 (4.49)
: ' -G'-G (*)
0 0 AHG— Bk_l ij_l -G -G
[ _plo (*) () 0 |
_pto  plod_ gy (*) ()
avecAP = : : : :
_P(k—l,O) P(k—z,q _ P(k—l,;L Ijk— 2k 2 _ F‘ ke len (*)
0 pl(k-1.9 plk-1k-2 plk 1k}

on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 5: Soient un modéle TS discret (4.43), la loi de cande (4.44) et les
i uig i, Géfinis en (4.49), s'il existe des matriced ™ = p™ | m 0{o.....k-%, G

et F, iD{l,... ,r} telles que les conditions (4.12) >0 soient vérifiées alors la boucle

fermée est globalement asymptotiguement stable.

Les résultats du théoréme 5 incluent ceux de lagpe B (11I-7). On rappelle les quantités

utilisées :
- ¢) o
v  _|AG-BF, -G-G+F-F
gy k-1 d 17 k-1 . . (*)
0 A G-B F_  -G- g+ P

(4.50)
Lemme 7 : S'il existe des matrice®™ >0, m0{0,...,.k-3, G et F, iD{L...r}, telles

gue les conditions du théoréme 11I-7 ((4.12) vées avecY: définis en (4.50))

idy gl d 170 k-1
alors il existe des matriceB™" = P™7 | m n0{0,...,.k-3, G et F, iO{1,...r} telles
gue les conditions du théoreme 5 soient vérifiées.

Preuve :1l suffit de poseP!) = PV et P") =0 pouri # j.
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La généralisation de la fonction de Lyapunov peatfaire en utilisant I'approche non

guadratique, des matrices additionnelles difféenfdépendant desz(t+[)]), d’autres

relaxations, des modeéles incertains, ...l s’agitament de choisir pour le lemme de
Finsler une matriceX qui permette une mise sous forme LMI. Sans remaes ce type de
résultats qui sont essentiellement techniquesaftepsuivante s’'intéresse a une généralisation

de la loi de commande.

D. Généralisation de la loi de commande
Cette généralisation s’appuie sur I'idée dévelopses le lemme suivant :
Lemme 8: Soit un modéle non linéaire discret: x(t+1)= f(x(t)),
7
Xk(t):[x(t)T oo x(t+ k=) } . V(X (1)):R" -~ R une fonction candidate de

Lyapunov. Si la conditiomd, V, (X, (1)) = Vi (X, (t+K)) = V( X, (1)) <O est vérifiée pour

tout t tels quet modk = 0O alors le modéle est globalement asymptotiquentabtes

Preuve : On suppose que la conditiobkvk(xk(t))<0 est veérifiee pour tout tels que

tmodk=0. On a donc lim V. (X, (1)) =0 pour tout t tel que tmodk=0. Comme

V. (X, (t)) est une fonction candidate de Lyapunov, on lan 1%, (t)]=0 et donc
tmodk=0

[im - |x(t+i)| =0, iD{0,... k-3 (car Xk(t):[x(t)T o x(t+ k—l)TT). Ce qui

tmodk=0

implique que le modeéle est globalement asymptatigné stable.

Pour illustrer cette idée, I'écriture est proposseur k=2 et une fonction de base

quadratique. On a alorsvz(x(t),x(t+1)): x(1)' F‘°)><(l)+ 1) P X #+1 ou dans

Pécriture précédentd, (X, (t)) avec X, (t) = [x( ) x(t+2) ]T. La condition du lemme 8

devientA,V,(X,(t)) <O pour toutt tel quet =27 ou encore :
o w LA Al
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On prouve donc qudim || X

T — too

,(2r H 0 c'est-a-dire quex(2r) — 0 et x(2r+1) -~ 0. De

T > T >

facon générale, I'idée est de remplacer la classi&ude deAkvk(Xk(t)) pour toutt par

celle pour lest =k[#. L'application de ce lemme généralise les loiscdmmande en leur

permettant d’étre périodiques. On considere lesahesds’écrivant :
x(t+2) = Ay x(1)+ By u( 3 (4.51)
et la loi de commande :

u(t)=-F6 x(1) c=tmodk (4.52)

Les gains de cette loi de commande sont de pékodechaque instant 0{0,..., k-1 d'un

r

cycle, les gains sont donnés pan z ( ( )) . Le nombre de variables recherchées
i=1

est donc multiplié pak, introduisant ainsi des degrés de liberté supphéaires, et comme le
démontre la suite permettant d’obtenir des résulpdus intéressants. On choisit la fonction

candidate suivante :

k-1

V(X (1) =2 X (t+i)G" () (4.53)

i=0

Remarque :On retourne vers des fonctions de Lyapunov reméeatdu chapitre Il i.e. sans
considérer la généralisation faite dans ce chapittee s’agit pas de perdre le lecteur mais

d'utiliser la fonction qui rende la démonstratiodup simple. Cependant, il est facile

d'obtenir des conditions LMI pour des fonctionstype V, (X, (t)) = X, (1) PX,(1).

La boucle fermée du modele (4.51) avec la loi darnande (4.52) s’écrit :

x(t+1) = Ay x(1)- By, F&C; d?" ¥ ) avecc=tmodk (4.54)

En ne considérant que les instant®ls quet modk = 0, on peut écrire :
_ 0) ~0)*"
x(t+1)=( A - B, F & ES
_ _ 0 "
x(t+2) ‘(A}(m) Biuy Fiwy G ) X t+]) (4.55)

X(t+2k_1) = ( Ai(nzk— ?) z(t+2k—2) F((kﬂ-zzk-z) chl ) )( 2 k= 2)
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Ce qui nous donne la contrainte sur 'é@, .,y % (1) =0 avec

Ay=ByFHGT - 0

Ry, qw2ic2) = (4.56)
0 Ay~ BiuzgFladey 87 =1
x(t+2k-1)" T .

et X, (1) = [x( )

En utilisant le lemme 8, une condition suffisantéesthbilité est :

k-

,_\

AV (X (1) =2 x(t+i+K)' Vot - Z)(H) & B L+ )<o
h (4.57)

Ou encore

Akvk(xk(t)) = X2k(t)T diag([-BY - -PBY B .. BI]) % ()<0  (458)

)T pled )

En appliquant le lemme de Finsler avec la conteai@®.56), on obtient la condition :

avec P

X OR®Y™ yne matrice telle que :

diag([ -P° P B9 B+ XBy tuaiy +(*) <O (4.59)
Afin de rendre le probléeme LMI en les variables qous intéresse, on fixe :
le(Zk—l)
X = dlag([G(l)_T dk_l)—T do)—T dk_])—Tji) (460)
Aprés l'utilisation de la congruence avediag([G(o) G g0 dk‘ﬂ) sur
linégalité (4.59) et en définissant la quantitésd, on obtient le théoreme 6.
= O 0 |
A9 ol
olo
0 (*) -
A2 k) (*)
_ Adiivs (4.61)
gy Aesd d rd e A(k::lil @(0) (*)
i o
: - ()
0 o ALY, o]
avecAY = AGY - BFY, 0@ =-G9 -G - P ete? =-G -G + P9,
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Théoréme 6 /Kruszewski et Guerra 2007/ Soit un modele TS discret (4.51) et la loi de

commande (4.52), s'il existe des matridé8 >0, G et F9, c0{0,....k-3 jO{1...r}

telles que les conditions (4.12) soient vérifiéesirpY:; ; définis en (4.61) alors la

gy d 1l k-1

boucle fermée est globalement asymptotiquemenlestab

L’exemple suivant montre I'efficacité de I'approch@n considére le modéle (4.51) avec les

0O -1 1 0 1 -1 1 1
matricesA =/ 2,5 0,5 0,9, A=|-0,5 0,5 0|, B=|0| etB,=|1| oua estun
1 1 01 1 0 1 0 a

parameétre.

Les différentes valeurs de tels que les modeles soient stabilisés sont :

Théoreme III-7 avek =4 : a[-1,1592 3,873f

Théoréme 6 avedk =2 et une loi de commande PDC (non périodiqu@)“)(:G et
F')=F):a0[-139 3,5}

Théoréme 6 avek =2 et une loi périodiqueal[-1,74 8,94.

Th6, k=2

Thek=2, F'=F,c" =6

Thll-7 k=4

| | | | | ! !
-2 -1 a=0 1 2 3 4 9

Figure 5 : Domaine de stabilisation pour les difféentes approches

La figure 5 illustre les différents domaines debgisation. On s’apercoit que méme pour des
valeurs dek supérieures I'approche IlI-B ne parvient pas aliber sur cet exemple avec

I'approche proposée.

La loi de commande étant périodigue il semble araéarel de proposer un contexte d'étude

utilisant des modeles périodiques.
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E. Stabilisation de modéles TS discrets périodiques

Dans cette partie, on considere le modele suivant :

(t+1) = AT () + B o
y(1)= ()

et la méme loi de commande que précédemment :

, c=tmodp, p estla période des matrices du modéle. (4.62)

u(t)=- FZ((i;G(C)f1 x(t) c=tmodp (4.63)

Dans la littérature, une approche permettant deverla stabilité des modeles périodiques
utilise des fonctions de Lyapunov périodiques /Boizet Colaneri 1988/. Le critere de
stabilité est le suivant :

Théoréme 7 /Bolzern et Colaneri 1988/Un modele discret de période est dit p -stable

s'il existe p fonctions candidates de Lyapunvl\( x), I D{O,... P —:l} telles que :

o(1) Vo () > V({ 141) 2.5 ({1 £0)> (A + ) (4.64)

-T -1
L’application dans notre cas donne avevl:(x)=xT(G(')) F")(d)) » la condition

suivante (les notations sont issues de ce typeétleae) :

_P(I modp) (*)

: <0  (4.65)
I mod Imom | mod) I mog 1+1) mod| 1+ mog I+ ) mog
AE(HImF()))d p) B(z( t+ Imodp) Fz( # Imczdp) - G(( ) p) — d( ) ) + ﬁ( 1 )

10{0....,p-3

On définit les quantités suivantes :
I mod
v _p(imodp) (*) )
ij A(I modp)G (1 modp) B(I mog) F]I mog) C;((I+1) modp) _ d(lﬂ) mo¢,)T N I:§(I+ ) mog)

0,
0{o.,....p- 3} (4.66)

Théoréme 8 :Soit un modele TS discret (4.62) et la loi de cande (4.63), s'il existe des
matricesP" >0, G et Fj(c), c{0,...,p~3 jO{L...r} telles que les conditions (4.12)

soient vérifiées pour tous Ir:‘é‘,j définis en (4.66) alors la b oucle fermée psstable.
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On peut proposer une approche difféerente baseéasuartie précédente. En choisissant la

fonction candidate de Lyapunov (4.53) et en applfues mémes manipulations que dans la

section précédente on obtient les mémes quanigs gu'en (4.61), seules les

k-1l d 1o k-1

matrices des modeéles linéair¢#, B) sont remplacées pa(rA(c), B(C)). On a donc dans

(4.61) : A% = A9G9 - B9 HI.

Théoréme 9 :Soit un modeéle TS discret périodique (4.62) dbiale commande périodique
(4.63), s'il existe des matriceB® >0, G et Fj(°), c{0,....k=3 jO{1...r} telles

gue les conditions (4.12) soient vérifiees pdtrg;rl,,jp_ _ définis en (4.61) alors la boucle

llj d 1J p-

fermée est globalement asymptotiquement stable.

Il se trouve que les résultats de ces approchesmigpas ordonées, i.e. il existe des exemples

ou les résultats du théoreme 8 sont meilleurs gug du 9 et réciproquement.

1.5 1 1,5 10
Par exemple, si on considére le modele (4.62 a)ajse'- ’ , A= ,
P (4.62) {o 0,5} & {o 0,5}

oot M gt 0 mom=|? et B2=B2 2|1, le théoreme 8 donne un
A{O J, AZ_{O J, Bl—BZ—LJ e Bl—BZ—LJ, e théoreme 8 donne une

solution mais pas le théoréme 9.

1 1 1 10
Inversement, si on considére le modéle le (4.6Bcam = , A= :

Af-l’s ! A§—1’5 10 Bll-Bg—1 eth-Bzz—0 avec théoréme 9 donne
0 0,5 0 0,5 0 0’

une solution mais pas le théoréme 8.
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F. Conclusion

Ce chapitre a permis de proposer une extensionatiatule 'ensemble des résultats sur les
TS discrets présentés dans les trois premiers tcbspElle est basée sur des contraintes
égalités prenant en compte des états passés duensddi@tilisation du lemme de Finsler. La
redondance ainsi obtenue permet d’'introduire develtes variables qui relachent de fagon

parfois importante les résultats.

Cette approche est générale et unifie la mani@iatehir les résultats. Elle a été présentée sur
certains types de modeles TS discrets. Son exterssides modéles TS incertains ou en
utilisant comme base des fonctions de Lyapunovappeoche non quadratique est directe et

n'a pas été développée ici.
Cette généricité a également permis d’envisager edgensions vers d’autres types de

commande et de modéles. Ainsi des lois de commpédediques ont été introduites pour

des modeles TS ainsi que leur utilisation sur dedaies périodiques.
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Chapitre V : Perspectives

A. Introduction

A partir du moment ou les approches utilisées paganted’améliorer les résultats rencontrés
classiqguement dans la littérature pour la stabditéa stabilisation, les perspectives ouvertes
sont nombreuses. Si on reprend le tableau du cbdpgui donne les différents problémes
abordés au cours de ce mémoire, figure 1, lesrdiffés cases laissées vides se remplissent de
facons plus ou moins directes. On rappelle simpiegrgee le type de modeles pris en compte
est: N (prémisses non mesurablet)(modeles TS incertainsR (modeles TS a retards en

discret) etP (modeles TS périodiques).

Type de commande

A
Retour de sortie Chap 2 Chap 2
TS N TS|
( Loi périodique Chap 4
TSP
Chap 2 Chap 4
Retour < Loi pour le NQ P P
d'état TS +R
Chap 3 TS| Chap 4
PDC
\ Chap4 TSR
VQ VNQ ka etNQ v‘PQ etNQ

Fonction de Lyapunov

Figure 1 : Problemes abordés dans le mémoire

Par exemple, en retour de sortie, les cd$gd) et (4,4) pour des modéles TS discrets a

prémisses mesurables et des lois de commandeantilisn observateur sont une extension

directe de la Casé2,4). De facon résumée, si le modéle TS est certagxigite un principe

de séparation, la démonstration emprunte la mémmeefgue celle de /Ma et al. 1998/ basée

sur le principe de comparaison vectorielle. Si ledele TS est incertain, on peut utiliser le

méme type de majoration que pour la cfzel).
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De facon évidente, tous les problemes de perforena@mivent également étre retravaillés,

probleme du régulateur, atténuatidd_, placement de pbles dans des régions LMI,

contraintes sur les entrées/sorties ... Ce derniapitle s’intéresse a deux problémes
particuliers. Le premier concerne deux nouvellestesi possibles permettant d’étendre les
résultats présentés précédemment. Le second edsageluire la complexité des problémes
LMI formulés dans les chapitres Il et IV en rédansle nombre de variables et/ou le nombre

de contraintes LMI.
B. Extensions

1. Stabilisation des modéles TS discrets périodiqgue s

Sur les modeéles périodiques, qui concluent le treagrécédent, on peut proposer une
généralisation de /Bolzern et Colaneri 1988/. Poaer faire, on choisit pour fonction
périodique :

Vo (X, (9) =54 (1) 6 B GO v )i {0, k- 3

i=0

|_\

En utilisant le méme raisonnement que dans lesoapps présentées au chapitre IV, on

obtient les quantités suivantes :

B I mod
_Ffs)) p) (*) 0 0
Al) ()
AV o . . :
o= 0 (*) 0 ,
lolyr k-1 d 1] k-1
All+k- I+k—
AL el (*)
A(1+k = | +k)mod 1+k) modp)" I+ 3 modp
I 0 0 A(k[l'jkfl) _G(( )modp) _ G(( ) modp) + |;({k(_l);l )_
0{o....,p-3 (5.1)
A1) — Al modp) I (I mocp) | mogp) I mog) () — _~(0+)modp) _ ~((1+3 mocb)" (1+ ) mog) I mod
Al) = plmeee) — g o)l mon) ) = gl me) g +H — Fine)

Théoréme 1 :Soit un modele TS discret (4.62) et la loi de cande (4.63), s'il existe des

matrices R >0, G" et ", 10{0,....p~% i0{L...r} telles que les conditions (4.12)

soient vérifiées pour tous le¥,

fewid 1 s définis en (4.67) alors la boucle fermée @st

stable.
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Lemme 1 :S’il existe des matrices telles que les conditidmghéoreme V-8 soient vérifiees

alors il existe des matrices telles que les camufitidu théoréme 1 soient vérifiées.

Preuve : Directe en utilisant les résultats du lesnihi+10, en prenamP(i(;) =pl.
La figure 2 donne un apercu des domaines de atdin des modeéles TS discrets

périodiques et des différentes inclusions existariwidemment la taille des domaines n’est

pas représentative.

Figure 2 : Inclusion des résultats des différenteapproches

Si on reprend les exemples précédents, le théotémeedonne pas de meilleurs résultats que
le théoréme IV-8. Pour montrer I'apport de cettdipan choisit un exemple dont la position

est indiqguée par une croix dans la figure 2: deit modéle avec pour matrices
A= 1,5 10 A= 0.5 10 Af_z 1 Azz_l 10 Bj—B;—O ot
0 0.5 0 0 0 0,5 0 0.5 0

1
B/ =B = {O} , le théoreme 1 avelc=2 donne des solutions et pas le théoreme IV-9.
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2. Rédutilisation du lemme de Finsler

L'utilisation du lemme de Finsler peut égalemente &nvisagée de maniére encore plus

générale. Effectivement, considérons le modele i$&et avec une loi de commande PDC :
x(t+2) = Ay x(1)+ By u( Y (5.2)
u(t) ==Fyy (1) (5.3)

On peut écrire les expressions (4.43) et (4.443 soforme d’'une contrainte :

_ x(t) x(Y)
{Az(t) Ol Blz(t)} x(t+1) [=R[ (t+1)|=0 (5.4)

u(t) u(t)

L’'application du lemme de Finsler avec par exenlaléonction de Lyapunov quadratique

Z(t)

V(x(t)) = x( t)T PX ) donne le résultat suivant avec la matrk& R*™*" :

P 0 O
A, -1 B

o P of+x| " V(%<0 (5.5)
F. 0 |

0 00 A9

Remarque :Notons que cette approche peut aussi étre utigseeontinu si on n’utilise pas

de contraintes utilisant des dérivées d’ordre sigér Effectivement, il suffit de remplacer

-P 0 O 0O PO
O P O|par|P 0O Of.
0O 0 O 0O 0 O

A partir d'un choix judicieux de la matricX , il est aisé d’obtenir des conditions sous la
forme de contraintes LMI. Evidemment, on peut imagirajouter d’autres instants, aussi bien

pour I'état que pour la commande. On utilise alergecteur augmenté :

.
®, :[x(t)T xR U)o k—l)T} et la contrainte :
Qll Q12i|
T M e, =0 (5.6)
|:QZ,1 Q2,2 “
Ay ~I 0 B,y 0 Fgy O 0
Q,= , Q, = , Q,,= . .
0 Az(t+ k-1) ~| 0 Bz(t+ k-1) 0 Fz(t+ k-1) 0
et Q,, =l Il reste a determiner si les conditions obtenpesnettent d’améliorer de

facon substantielle les résultats.
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C. Réduction de la complexité

Le probleme majeur des approches développées Imstecompatibilité avec les solveurs
actuels. L'un des besoins est donc de pouvoir rédeur complexité, i.e. diminuer le nombre
de variables a rechercher et surtout le nombre adraintes LMI a vérifier. Les deux

paragraphes suivants s'intéressent a des prempaséss possibles pour aller vers cette

réduction.

1. Elimination de variables

La réduction du nombre de variables peut étre eféecen utilisant la deuxiéme version du
lemme de Finsler (cf. chapitre | lemme 1-6). CeetypPapproche a été utilisé sur les modeéles
TS dans les cas classiques /Tuan et al. 2001/ et al. 2007/. Au regard des différents
problemes traités dans ce mémoire, I'éliminatios da&riables de commande semble faisable
dans certains cas et difficile dans d’autres.

A titre d'illustration on reprend le cas périodique au chapitre IV. Pour ne pas alourdir les

écritures, on ne considere que le cas d'une péripde2. On rappelle le modele et la

commande :

t+1)= A% x(1) + B
x(t+1)= Ay x(9+ z(t)L(‘)’ ¢=tmodp (5.7)
y(t) = Ciyx(9)

u(t) = -FlIGg" x(t) c=tmodp (5.8)

x(t)
t

La contrainte s'écrit dans ce CB 4,y 4+4| X(t+1) |=0 avec:

x(t+2)
A-EieT - : :
Rz(t),z(t+1),z(t+2) = 0 Ag?ﬁl) - éz(l)t+1) Fz((])m) d]) = 0
L 0 0 A£?2+2) - B(z(02+2) Fz((ozk p| G(O) - l_
0 0 0 |
g9 0o 0
En utilisant la matriceX = . , et le lemme de Finsler on obtient la
o ¥ 0
0 o GO

conditionAP+Q <0 avec:
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Q:diag([g(oy Qv dO)T])(Xint)YZ(M)Y“Z)+ B) e es X) diaff 8 8 @]

ou .

0 (*) 0 0
A -sgEy  -ot-ef ( :
2 0 Ag?m) - B(z(l)t+1) Fg(])m) -G?-a" (*) &9
|0 0 Ay~ Bl Ry —61-d" |

On s’apercoit que I'on peut élimingi) . en utilisant le deuxiéme lemme de Finsler caecett

27(t+1)

guantité n'apparait qu’une fois. En définissant :

0 (*) 0 0
| Asgey e ) :
Q= . AL, GO T ) (5.10)
|0 0 AQy-Bl,Fl, -6'-d"

on peut écrire :

o

_ | o0

AP+Q=AP+Q- B, Filyfo 10 g+(¥)<o0 (5.11)

L 0 i

et en utilisant la deuxieme version du lemme delBm(5.11) est satisfaite s'’il existedR

1)

tel que: AP+§_2—Jdiag([O 0 E(%?m) Eﬁi(l)T 0})< 0. Malheureusement, en tout cas en

utilisant cette forme, il semble impossible d'éliai FZ((‘g puisqu’elles apparaissent a deux

endroits. On ne peut donc pas appliquer I'élimovatisur I'ensemble des gains de la
commande, le résultat est donc plutdt « pauvretereme de réduction.

2. Réduction du nombre de contraintes LMI

Ce probleme peut étre abordé par l'introductiorvdeables additionnelles. On se retrouve

donc a nouveau dans un compromis, nombre de vesiagbtechercher/nombre de contraintes
LMI & vérifier. L'idée est de séparer les difféeimstants +i, i 0{0,... k -3 présents dans

les conditions pour ne plus avoir de conditiongcisgées » utilisant deux instants différents.
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On passe alors globalement @ & kx(+) conditions LMI.
On considére pour simplifier la lecture le résutiatla deuxiéme approche du chapitre 1l

rappelé ici. Le modeélex(t+1)= A, x(t)+ B, u( § est stabilisé par la loi de commande

u(t)=-F;,G" sl existe des matrices telles que :

_p(o) (*) 0
AwG-ByFy -G -G+ - @
' . <0
-G"-G+ P(k—z) _ I:{|<—1) (*)
i 0 AuiyC~ Byuiy Fyr g —G — G+ 'jk_l)_
(5.12)

Le nombre de contraintes LMI est dans ce C@SSE (r+ ]))k Cela est di au fait de devoir
vérifier 'ensemble des conditions issues de (5.1%iy, jo) .- (i wa) {1 2:-- 1},
lo S Jgre--d1 <1 g Sioon considere le dernier bldx 2 de (5.12) on peut rajouter sur sa

1) _ Q(k‘l) 0}

(k=
diagonale en introduisant la matrigé“™® : {Q . ol

Remarque :notons que lI'on peut de la méme facon introduire matrice de variables plus
QA (%)
QY QY

taille de celle utilisée dans (5.12)

générale :(3("'1) :{ } . Dans ce cas, cela conduit a conserver une mattecéa

De facon évidente, (5.12) s’écrit :

—p (*) 0 0
AWG-ByFy -G -G+ P - @ '
0 '
: ~G'-G+ P+ g 0
L 0 0 0 0] (5.13)
0 0 0
0 0
N . <0
—pkt) — gl (*)
0 0 AuGBiyFy —G - Gr B
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et (5.13) est alors vérifiee si (5.14) et (5.153dat.
i —p (*)

- -a - U -
AwG-ByFy -G G‘J’ Al - | <0(5.14)

Az(1+k—2)G_ BZ(H- k-2) F( tk2) G -G+ P+ Q;_l)_

i —pkd) _ ok *
Q ( ) } <0

) (5.15)
 AcyCT By Frv g -G -G+ P

On vient donc d’éliminer pour (5.14) le temps k-1 et de rajouter la matric@(k'l). En

appliguant ce raisonnement par récurrence pardtiiction de matriceQ(‘), i0{1L... k-3,

on obtient une série de problémes ne dépendantrchgce d’'un seul instant. On obtient

alors les conditions suivantes :

i —-p (*)
<0 5.16
AwG=ByFy —G -Gt M+ 619
- —pl—ql (%)
Ve |<0,00{1... k-3 (5.17)
_Az(t+i)G_ By Fey -G -G+ P+ ¢"
i _p(k‘l) - Q(k‘l) (*)
<o (5.18)
| AC T By Frv -G -G+ P

Le nombre de contraintes LMI est passé(ﬂﬁsm (r+ ]))k akx0,50(r +1) et le nombre de
variables den(1,50h+ 0,5+ rxm) a n(L,50h+ 0,5+ rxm)+( k- 3x 0,5 n+ L. Il reste a

déterminer I'efficacité de I'approche en termesdkitions.
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Conclusion

Conclusion

Cette thése s’est intéressée a une classe de mauhelinéaires mis sous la forme de
modeéles Takagi-Sugeno. Les approches utilisées paiter de la stabilité et de la
stabilisation de ces modéles trouvent leur inspinadlans les outils du linéaire. Ce passage du
linéaire au non linéaire (sous la forme de modiesires interconnectés par des fonctions
non linéaires) s’accompagne de la perte des conditiécessaires et suffisantes. Le fait de ne
garder que la suffisance est di principalementux dauses. La premiére est la non prise en
compte de I'ensemble des informations comprises tEmfonctions non linéaires (exceptées
la propriété de somme convexe). La deuxieme estidation quasiment généralisée d’'une
fonction de Lyapunov quadratique. Cette dernievelegtnment la plus simple, permet la mise
sous forme de problemes LMI, mais est évidemmemntaoaptée pour couvrir 'ensemble des
modeles TS. Le mémoire est principalement baséetter remarque.

Un certain nombre de problemes restent ouvertgipafement parce qu’une mise sous forme
de problemes LMI est difficile, voire impossiblee®algorithmes basés sur le séquencement
de deux problémes LMI sont alors utilisés sans mei@arantie de convergence. C’est le cas
par exemple des retours d'état avec observateurqdesl’on s’éloigne du cas standard
(modéle TS sans incertitude et prémisses mesujalles premier résultat a permis de
proposer une majoration autorisant une mise sotmefd_MI| dans le cas des prémisses
mesurables (donné dans le cas continu) et/ou éareslde modéles incertains (donné dans le
cas discret). Notons que si cette majoration pefmehise sous forme LMI du probleme
initial, elle n’inclut pas tous les résultats issles algorithmes basés sur le séquencement de

deux probléemes LMI.
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Conclusion

Ce premier résultat obtenu, le mémoire s’est riesteal cas des modéles TS discrets. L'idée,

répétons-le était de « sortir » de la fonction gadunov quadratique. Plusieurs solutions ont

été proposées :

Continuer dans la veine des travaux de /Guerraeem¥iren 2004/, en utilisant des
fonctions de Lyapunov adaptées a chaque modéleait&. tLa partition de la fonction
de Lyapunov prend alors en compte la méme partifiencelle du modéle étudié. Des
extensions ont alors été réalisées sur les mod@estains a retards variant dans le
temps. Notons que dans ce contexte, les résultatsasl quadratique sont toujours
inclus dans ceux du non quadratique, il en esbtogjun cas particulier.

Proposer une nouvelle fagcon de prendre en comptardation de la fonction de
Lyapunov. Il s’agit alors de choisir une fonctioa @ base » (quadratique ou autre) et
d’étudier sa variation suk échantillons. Notons que dans ce contexte la tiamia
usuelle sur un pas de la fonction en est toujonrsas particulier. Deux approches en
fonction du choix de la fonction de Lyapunov deasd» ont été mises en ceuvre.
Dans la premiere toutes les fonctions de « basmbtidentiques. Des résultats ont été
donnés pour le cas des modeles incertains. llsvamttré qu’il existe une relation
d’ordre (partiel ou total) sur le nombre d’échdatik k pris en compte, i.e. plus est
grand, moins le résultat est conservatif. Le « @ipayer » pour ce résultat est
'augmentation du nombre de LMI (en puissancekdeet 'augmentation du nombre
de variables (proportionnel &). Ce prix est rapidement incompatible avec les
capacités des solveurs actuels.

Généraliser les résultats précédents en les unifar ce faire, le lemme de Finsler a
éte utilisé. L'idée, a la maniére de ce qui a étdisé en linéaire /Ebihara et al. 2005/,
est de considérer le modéle TS sous forme de dottraégalité sur le nombre
d’échantillonsk . Cette redondance permet de relacher les résyt@tfois de fagon
importante. Elle permet également de traiter umdjnraombre de problémes dans un
cadre unique, évitant les démonstrations similairagépétition ». Il est alors possible
de voir les résultats cités dans le point précédenime un cas particulier de cette
généralisation. A titre d’illustration des résudtaint été donnés sur la stabilité des
modeles TS et la stabilisation des modeéles a =etddd fagon évidente, la méme
remarque sur le « prix a payer » peut étre faites d& cas.
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Conclusion

Ces différentes propositions amenent a des pergpechouvelles. On peut envisager
aisément I'extension des résultats du chapitrerguat’autres types de modéles TS et/ou en
introduisant des notions de performances. Un antéeét est que cette unification a permis
de traiter de facon quasi « naturelle » d’autregesyde problemes. Parmi ceux-ci, les modeles
TS de type périodique et/ou des lois de commandedigues ont été présentés. On peut
alors imaginer, a la maniére de /Bolzern et Colal@88/, utiliser des fonctions de Lyapunov
périodiques. Enfin, il est important d’essayer dduire le nombre de LMI en gardant des
solutions de bonne qualité, i.e. en ne perdantrpasde solutions, pour pouvoir les appliquer
sur des problemes de taille plus élevée.

Loin d’avoir répondu a toutes les questions queléseuce type de modeéles, il reste de
nombreuses investigations a mener. Y a-t-il unxcdeik « optimal » ? Comment prendre en

compte des connaissances (autre que la propriésdrdme convexe) sur les fonctions non

linéairesh (0 ?
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Annexe 1

Annexe 1

Cette annexe détaille différentes relaxations ptag inégalités matricielles du type

Y, = ii h(z(19) h( 4 })Y, <0. Elles permettent d’obtenir des conditions sufftea.

i=1 j=1

A. Relaxation /Tuan et al. 2001/

La relaxation présentée dans cette patrie est idsuBuan et al. 2001/. Cette relaxation
permet d’obtenir trois types de conditions suffteanfaisant intervenir ou non des variables
additionnelles. La premiere étant la plus inténetesalans notre cas. En effet elle permet
d’obtenir des conditions sans variables additidesekt ainsi d’alléger la résolution des
probléemes a base de contraintes LMI. De plus ceslteds sont les meilleurs connus sans
ajout de variables. Ces conditions sont donnéekephéoréme suivant.

Théoreme 1 /Tuan et al. 2001/ Soient Y; des matrices de tailles appropriéeshetdes

r

20 (2(9)h (43)Y; <0

r
fonctions ayant la propriété de somme convexe.draition
i=1 j=1

est verifiée si 'une des conditions suivantessasisfaite :
- Y, <0,i0{1,...r} 1)
1 1 o o
—1Y"+—(Y.j +Y,)<0, i, jO{L...r}, i #] )
r'_
- il existe des matrice®, =Q,, i # j telles que :
r_ilY” Q 1 . o
<O,§(Yij+in)SQj,I,jD{l,...,I’},I<J (3)
Q =1 1
- il existe des matrice®, =Q,, i # j telles que :
Y, +>'Q <0,Q 20, Q z%(vij +Y, ) L O{L. r} i< 4)
j#i
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La démonstration s’appuie sur le lemme suivant :

pll p12

p12 p22

Lemme 1 /Tuan et al. 2001/ Soit une matricx 2 P :{ } avecp, R, ona:

X' Px<0, 0x,% 20, x=(x,%)#0 (5)

si et seulement s’il existe une quantifg[1R telle que :

{pn Oy,

<0, p, < (6)
q12 p22:| 12 q12

Une condition suffisante pour avoir (5) ou (6) :est

P.<0, p,<0, p,;+p,<0etp,+p,<0 (7)

Preuve du lemme 1 :

6) = (5)
Eﬂ gﬁ}o < PuX +20,0%+ P, %<0. Comme x,% 20 et p,<q, alors
2 22

2P, %% < 2q,% X, €t on a donc :p;, X +2 P, X%+ PL%< Py R+2 g, %% P, 0

(5) = (6)

pll q12
Cll.2 p22

pll q12

Pour avoi{
q12 p22

} <0, il suffit que : p,, <0, p,, <0 et detq D > (Q c'est-a-dire

p11p22_q22L2>O'
On suppose que (5) est vérifite. On B, X +2p, X%+ p,%<0, 0Ox,% =0,

x=(x,%)#0. De fagon évidente p,<0 et p,<0. En considérant x, =1,

P +2PLX X%t P, %<0 devient:p,x +2p,x+ p,<O.

PuPs P, et doit étre négatif. D’'ou :

Le maximum de cette quantité powy=>0 est
P

P, P, — %,>0. En choisissanty, = p,, on satisfait toutes les conditions pour avoir (6).
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(7) = (), si p,<0, p;<0, p,<0 et x,x=0 il est alors évident que
P +2p,X %+ P,%<0.Sip,=0 on peut réécrire le probléeme sous la forme :

P +2px %+ po%=( nr B) (o p) 3 A2 x% 3% X

En procédant a la majoration suivante :

(p11+p12)xi+(p22+ p12) )82_ pl{ X X)zs( Pt pll %(1+( Pt p)z 2)§O

on obtient le résultat souhaité.

Preuve du théoréeme 1 :

r

Intéressons nous a la conditioﬁih (z(9)h(4 Y)Y, <0 ou lesh sont des fonctions
i1 -1

vérifiant la propriété de somme convexik ((z( ))>0 et Zh( ) 1). Afin d'alléger

I'écriture de la démonstration, on omet la pa(' t)) des fonctionsh. On peut réécrire la

quantité Y,, => > hhY, comme suit :

[}
i=1 j=1

Y.zz = irz hiijij + rz hZY;l

i=l j#

= lhh(Y”+Y)+ ihz 4

|j1 jr<1 |r:11r:t i— . (8)
=22 hJ(IJ + W—HW 1\Gj
i=1 jd i=1j4
vy 1o 1
-;;(r—_ln vy ()|
Ce qui nous permet de réécrire I'inégalg <0 de la fagon suivante :
ii(inzv +—Ley +nh (Y +Y )j<o )
4 r-1 ii r—1 i (] i ji

(9) est vérifiée si: o L v oxe BX v 2 hh X=(Y +Y, ) x0 OxOR" ou:
1" ! 1 P
r— r —

Jl ji

T —Y. Y. +Y-)
1 1 1 _[h -1 " 2 R
_]_Y;|+h2r__:|_Y]J+2hh_2(Yij. HG)_{h} 1 1 h <0 (10)
2y Y
avech =0.
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Ceci nous permet d’appliquer le lemme 1 ((8) (7)) et donne la condition suivante pour

assurerY,, <0 :
Y, <0,i0{1,....r} (11)

1
r—

EE VAN ;(Yj +Y,)<0,0,j 0{1,.. 1}, i #] (12)

En appliquant le lemme 1, ((5) (6)), on obtient la condition suivante :

r_ilY” Q 1 . .
L0 E(Yij +Y,)<Q . i, jD{L... 1}, i< (13)
Q EY”
Pour prouver (4), remarquons q“e_z-l:;hiju = 1rf = 2 hp%(\g +\J(i) en
1=l]= i= i=1]j

i=1j4 i lJ#

Les différentes variantes permettent d’ajouter on des variable. La partie suivante présente

une autre relaxation introduisant des variables.

B. Relaxation /Liu et Zhang 2004/

On rappelle le théoréme.

Theoreme 2/Liu et Zhang 2004/: SoientY; des matrices de tailles approprieeshetles

fonctions ayant la propriété de somme convexe. draition iih (z(9)h(4)Y; >0

i=1 j=1

est vérifiée s'il existe des matric€ , i 0{1,...r} etQ,, (i,j)O0{1... r}’, telles que
Q =(Q) oiD{L..r}, (14)
Q =(Q) O(i.i)o{1...r}%, (15)
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Y, >Q TiD{1...r}, (16)
Y, +Y, >Q +Q 0(i,j)0{L...r}" j>i, (17)
Q Q, Q |
Q21 QZ
: >0. (18)
Q(r—)r
Q4 Qe Q|

La démonstration s’appuie sur la proprieté de asggre. On suppose qu'il existe des

matricesQ :(Q) Oi 0{1,

~r}etQ =(Q) 06.0)0{L...s

}” telles que :

Y, >Q DiD{L..r},Y,+Y, >Q +Q 0O(i,j)0{1...r}* j>i,

Q Q, Q |

@ Q 5 >0 (19)
: Q(r—)r

_er Qr(r—) Q ]

En utilisant la propriété de congruence sur (1%cala matrice[hll

vérifiée, on a également :

h1], si (19) est

h| Q@ Qq Q hi
. Q Q 5 : S -
) o HEXLRQ 22 hhQ (20)
hrl (r-)r h,| i=1 i=1 j=1
_er Qr(r—) Q ]

ou encore Zth+ZZhh(Q Q)>0 En utilisant le fait que Y, >Q et

i=li<j

Y; +Y; >Q +Q on obtient I'inégalité suivante :

Y e XY Y )> ZﬁQJfZZ

i= i=1i<j i=1li9g

Sh(z(9)h(49)Y; >0.

i=1 j=1

-

h(Q+ Q)>0 (21)

r

On a donc

Ce résultat, bien gu'’il introduise une quantité m@yligeable de variables additionnelles,
représente un des meilleurs compromis complexiaifgé de solutions. Néanmoins il existe
des théoremes permettant de « mieux relacher coladitions, par exemple dans /Texeira et
al. 2001/.
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C. Relaxation /Teixeira et al. 2001/

Théoreme 3 :Soient Y; des matrices de tailles appropriéeshetdes fonctions ayant la

propriété de somme convexe.

ih (z(9) h(4))Y; >0 est vérifiée s'il existe des matrice®, , T, et

r
La condition
i=1 j=1

W, , i,j,hD{L... r} telles que:

Ry,sij<h

Z, ={Ry,si j>h (22)
0, sij=h

1 o

Y +Y — Ty —EV\{h,SIKJ

ij ji

on, = 1 (23)
i * Y5 T~V s>
R Sil=houm= h
Imh = - (24)
0,sil #h oum# h
2Y11+Zlh q)n12h q)nlrh
®dn 2Y,,+Z ®n
o, =| " zomm " |>0, OhD{1,...,r} (25)
q)nr:lh q)anh 2Y.rr + Zh

La preuve de ce théoreme ne sera pas donnée.tlljfsie noter qu’elle s’appuie sur

l'introduction de variables additionnelles et saiguantité suivante :

T
Y1,1 Yl

h rhy

Sh(z(9)h(4Y)Y =

) Y - v

rr

Ces variables additionnelles sont ajoutées gradename suivant :
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Lemme 2 : Soient h(z(t)) des fonctions ayant la propriété de somme conexg,

i=1...,r, i<j des matrices symétriques aux dimensions On défiaitec
a=[h h ... Kh]":

_ 1 e

Hll(a) (h.l+hZ)§R12 (h"’ D)ER

i< MFRZR Ha(d (e )R 26)

(h+n)ZR (h+h)3 R JE
H,(8)=-Xh B - hR. @)
On aalors:
[ Rt .. hi]H(a)[h! hl ... KI]' =0. (28)

Le but de ce lemme est de permettre l'introductiertermes de couplage entre les ternes
dans l'inégalité :
Y. - Y.

LU B N ] | I 21r [l Rl ... hi]' >0
Y., - Y

rr

Le théoreme 3 donne de meilleurs résultats que deldlLiu et Zhang 2004/. Cependant, il

devient tres vite inexploitable puisqu’il atteinés rapidement les limites des solveurs.
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Lois de commande pour une classe de modeles nonblirés sous la forme Takagi-
Sugeno : Mise sous forme LMI

Cette thése se focalise sur une classe particuliéranodeles non linéaires appelés
modeles Takagi-Sugeno. Méme s’ils sont issus dgpttache historique de la logique
floue, ils peuvent s’interpréter comme une collattile modeéles linéaires interconnectés
par des fonctions non linéaires.

L'étude de la stabilité de ces types de modeleésafgel, dans la grande majorité des cas,
a la méthode directe de Lyapunov avec une fonctientype quadratique. Celle-ci
permettant écrire facilement des conditions soudofame de contraintes LMI. Les
conditions obtenues ne sont que suffisantes.

De nombreux résultats sont disponibles aujourd’pour ce type de modéles. Les
premiers travaux ne traitaient que de la stab#itéde stabilisation sans criteres de
robustesse ou notions de performances. Depuisxdess&ins a des retours d’état avec
observateur, a des modéles sous forme descriphedes modéles incertains, a des
modéles a retard & des modeles incertains a reétates retours de sortie dynamiques,...
existent. Des critéres de performances ont auéscatsidérés comme la minimisation
d’'un critere quadratique, D-stabilité, Hinf,...

En dépit de cette multitude de résultats, il rastecertain nombre de problemes a
résoudre. L’approche par fonction de Lyapunov gatgimne semble avoir atteint ces
limites. Les conditions obtenues étant seulemeffisantes le principal probléme est de
savoir que faire si elles sont trop restrictive€d@nment relacher un probleme LMI qui
n'a pas de solution ? Le but de ce mémoire estodir glu cadre des fonctions de
Lyapunov quadratiques en proposant des résultatssroonservatifs que ceux rencontrés
dans la littérature..

Control laws for a class of nonlinear models in thélakagi-Sugeno's form: getting
LMI conditions

This PhD thesis deals with a particular class oflinear models called Takagi-Sugeno.
In spite of their fuzzy background, they can bensae a collection of linear models
blended by some nonlinear functions.

The stability analysis of this kind of models ivéstigated through the direct Lyapunov
method and using a quadratic function. This chacéue to its capability to cope with
LMI constraints. These conditions are only sufintie

Many results are available for these models. Th& fivorks were dealing only with
stability and stabilization without any robustnesgerion or performances indexes.
Extensions are available on state feedback witlervks, descriptor models, uncertain
models, models with delays, dynamic output feedbaclSome performances criteria are
also considered as the minimization of quadraiteon, D-Stability, Hinf...

In spite of these results, some problems need tsdbeed. The quadratic Lyapunov
function approach seems to have reached its li@onsidering that the conditions are
only sufficient, what can be done if they are testrictive? How to relax a LMI problem
which has no solution? The goal of this thesisoigytiit the quadratic framework by
proposing less conservative results than thosemibe literature.



