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Introduction générale 

Cette thèse se focalise sur une classe particulière de modèles non linéaires appelés modèles 

Takagi-Sugeno (TS) /Takagi et Sugeno 1985/. Ces modèles sont issus au départ de la 

représentation des connaissances et de la recopie du savoir-faire d’un opérateur humain. 

Même s’ils sont issus de cette approche historique de la logique floue, ils peuvent s’interpréter 

comme une collection de modèles linéaires interconnectés par des fonctions non linéaires. Les 

fonctions non linéaires sont dépendantes des variables dites de prémisses. L’espace de ces 

dernières représente l’espace dans lequel on partitionne le modèle non linéaire. Il ne s’agit pas 

ici de réaliser des linéarisations autour de points de fonctionnement et de connecter ces 

modèles linéaires par des fonctions ce qui ne représente qu’une approximation d’un modèle 

non linéaire. 

Bien au contraire, il s’agit dans notre contexte de décrire le plus exactement possible un 

modèle non linéaire ou un système physique. Dans ce dernier cas on peut s’appuyer sur le fait 

que ces modèles ont la propriété d’approximation universelle /Wang et Mendel 1992/. Il 

existe alors des techniques d’identification principalement entrée/sortie qui permettent 

d’obtenir de tels modèles /Sala et al. 2005/. Le problème le plus délicat restant dans le choix 

des variables de prémisses qui partitionnent l’espace /Gasso 2000/.  

L’approche utilisée dans notre cas se fait sur la base de modèles non linéaires en utilisant 

l’espace d’état. Dans ce cas, il est possible de mettre une grande partie des modèles non 

linéaires sous la forme de modèles TS représentant exactement le modèle non linéaire dans un 

compact de l’espace d’état. Comme dans la majorité des études de ce type de modèle, nous 

supposerons, de façon implicite, que les modèles TS utilisés sont commandables et 

observables /Sala et al. 2005/ au moins dans le compact des variables d’état considéré.  

Les lois de commande couramment utilisées sur ce type de modèles sont de type retour d’état 

non linéaire statique appelé PDC (Parallel Distributed Compensation) /Wang et al. 1996/. Ce 

type de loi de commande utilise les mêmes fonctions non linéaires permettant d’interpoler les 

modèles linéaires des modèles TS. L’étude de la stabilité et de la stabilisation de ces types de 

modèles fait appel, dans la grande majorité des cas, à la méthode directe de Lyapunov. De 

façon quasiment généralisée, c’est une fonction de Lyapunov de type quadratique qui est 
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utilisée. Cela est dû principalement au fait de pouvoir résoudre les conditions de 

stabilité/stabilisation. Effectivement, l’une des principales difficultés est de pouvoir écrire ces 

conditions sous la forme de contraintes LMI (Linear Matrix Inequalities) /Boyd et al. 1994/. 

Notons que les conditions obtenues ne prenant pas en compte certaines caractéristiques des 

fonctions d’interpolation non linéaires, elles ne peuvent être que suffisantes. 

De très nombreux résultats sont disponibles aujourd’hui pour ce type de modèles. Le lecteur 

pourra se référer par exemple à /Tanaka et Wang 2001/ /Sala et al. 2005/ et à l’ensemble des 

références citées dans ces travaux. Les premiers travaux ne traitaient que de la stabilité et de 

stabilisation sans critères de robustesse ou notions de performances. Depuis des extensions à 

des retours d’état avec observateur, à des modèles sous forme descripteur, à des modèles 

incertains, à des modèles à retard à des modèles incertains à retard, à des retours de sortie 

dynamiques,… existent. Des critères de performances ont aussi été considérés comme la 

minimisation d’un critère quadratique, D-stabilité, H∞ ,…  

En dépit de cette multitude de résultats, il reste un certain nombre de problèmes à résoudre. 

L’approche par fonction de Lyapunov quadratique intensivement explorée semble avoir 

atteint ses limites. Notamment, les conditions obtenues étant seulement suffisantes le principal 

problème est de savoir que faire si elles sont trop restrictives ? Comment relâcher un 

problème LMI qui n’a pas de solution ? /Sala et al. 2005/. Le but de ce mémoire est de sortir 

du cadre des fonctions de Lyapunov quadratiques en proposant des résultats moins 

conservatifs que ceux rencontrés dans la littérature. 

 

Le premier chapitre présente les modèles TS et les résultats de base obtenus sur ces derniers 

en stabilité et stabilisation. Les outils LMI et les différentes propriétés matricielles utiles dans 

la suite du mémoire sont également abordés. Sans être exhaustif sur les nombreux résultats 

existants dans la littérature, le chapitre s’intéresse aussi à la robustesse des modèles TS 

incertains, aux modèles TS à retards et à l’introduction des performances par l’intermédiaire 

de contraintes LMI (D-stabilité, atténuation H∞  , …). Enfin les limites de l’approche sont 

évoquées. Principalement, la conservativité des résultats due en partie au choix de la fonction 

de Lyapunov quadratique et l’absence de résultat avec une loi de commande par retour de 

sortie dans le cas où les variables de prémisses ne sont pas mesurables. L’ensemble du 

mémoire essayera de repousser en partie ces limites. 

Le deuxième chapitre donne une solution en termes de problème sous contraintes LMI, 

évoqué ci avant du retour de sortie utilisant un observateur, en continu et en discret. Les 
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fonctions de Lyapunov non quadratiques en discret se révélant inclure les résultats du cas 

quadratique, elles sont utilisées pour obtenir de nouvelles conditions de stabilisation des 

modèles TS incertains à retards. Les chapitres suivants ne se placeront que dans le cas discret. 

Le troisième chapitre propose d’étendre les résultats de stabilité et de stabilisation des 

modèles TS discrets en utilisant des fonctions de Lyapunov dont la variation est considérée 

sur k  échantillons. Les résultats classiques, qu’ils soient quadratiques ou non quadratiques, se 

retrouvent alors inclus dans cette généralisation (ils correspondent évidemment à 1k = ). Le 

prix à payer pour cette généralisation est le nombre de contraintes LMI mises en jeu et/ou de 

variables additionnelles rajoutées. Une discussion sur ces limitations de l’approche conclut le 

chapitre. 

Les résultats obtenus dans le chapitre précédent peuvent être étendus à de nombreux cas : TS  

à retards, performances … Néanmoins, les démonstrations sont fastidieuses et répétitives. 

Dans ce contexte, le quatrième chapitre propose un cadre unificateur pour traiter les différents 

problèmes de stabilité/stabilisation des modèles TS discrets. Cette unification utilise le lemme 

de Finsler. Elle permet de plus de proposer des fonctions de Lyapunov plus générales qui 

incluent celles présentées dans le chapitre trois. Cette généralisation permet aussi l’obtention 

de lois de commande de type périodique sur des modèles TS périodiques ou non. Le prix à 

payer est toujours le nombre de contraintes LMI mises en jeu. 

 

Le dernier chapitre propose alors un certain nombre de perspectives. A court terme, on peut 

envisager aisément l’extension des résultats du chapitre quatre à d’autres types de modèles TS 

et/ou en introduisant des notions de performances. De façon plus intéressante, l’unification 

faite dans le chapitre précédent permet de s’intéresser à des problèmes différents : dans le cas 

des modèles périodiques, l’utilisation de fonction de Lyapunov périodiques. Enfin, les 

principales limites dues aux solveurs actuels sont le nombre de LMI et le nombre de variables. 

Des idées permettant de réduire ces deux nombres sont proposées. 
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A. Introduction 

Ce chapitre présente un ensemble de résultats concernant les modèles Takagi-Sugeno /Takagi 

et Sugeno 1985/. La première partie donne leur définition et la façon de les obtenir à partir 

d’un modèle non linéaire. Leur stabilité et/ou stabilisation fait appel au formalisme des 

inégalités matricielles linéaires (LMI) /Boyd et al. 1994/. Ces dernières ainsi qu’un certain 

nombre de propriétés matricielles sont rappelées. Les résultats standards concernant la 

stabilité et la stabilisation des modèles TS sont alors présentés. La littérature de ce domaine 

étant abondante, une sélection de différents résultats concernant la robustesse et les 

performances des lois de commande est réalisée. Enfin les limites de l’approche et des 

résultats actuellement disponibles sont discutées. 

B. Définition et problématique 

1. Définition des modèles Takagi-Sugeno 

Les modèles Takagi-Sugeno (TS) sont composés d’un ensemble de modèles linéaires 

interconnectés par des fonctions non linéaires vérifiant la propriété de somme convexe (1.2) 

/Takagi et Sugeno 1985/. Ils peuvent s’écrire sous la forme suivante : 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
1

1

δ
=

=

 = +


 =


∑

∑

r

i i i
i

r

i i
i

x t h z t A x t B u t

y t h z t C x t

, (1.1) 

{ } ( )( )1, , 0ii r h z t∀ ∈ ≥… , ( )( )
1

1
r

i
i

h z t
=

=∑ , (1.2) 

 

Dans le cas des modèles continus δ  représente l’opérateur de dérivation et dans le cas des 

modèles discrets l’opérateur d’avance. ( ) nx t ∈ℝ  représente le vecteur d’état du modèle 

( ) mu t ∈ℝ  le vecteur des entrées et ( ) py t ∈ℝ  le vecteur des sorties. Les matrices ×∈ℝn n
iA , 

×∈ℝn m
iB , ×∈ℝ p n

iC , { }1, ,∈ …i r  représentent un ensemble de r  modèles linéaires. Les 

fonctions d’appartenance ( )⋅ih  ont la propriété de somme convexe (1.2) et sont fonctions d’un 

vecteur ( )∈ℝzz t  appelé vecteur des prémisses. Ce dernier ne possède pas de caractéristiques 
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particulières et peut donc être composé de variables d’état ou de fonctions de variables d’état 

(cette caractéristique est la principale différence entre les modèles TS et les modèles linéaires 

à paramètres variant). 

 

Les modèles TS peuvent être obtenus de deux façons. La première par identification à partir 

des signaux d’entrées/sorties /Gasso 2000/ ; elle utilise la propriété d’approximation 

universelle d’un modèle de type TS /Wang et Mendel 1992/. Ce type d’approche n’est pas 

détaillé dans ce document. La deuxième méthode se base directement sur l’expression du 

modèle non-linéaire /Tanaka et Wang 2001/. Elle sera la base des travaux développés dans ce 

mémoire.  

 

La méthode permettant de passer d’un modèle non-linéaire affine en la commande à un 

modèle TS est appelée approche par secteur non-linéaire /Tanaka et Wang 2001/. Elle permet 

d’obtenir un représentant de type TS d’un modèle non-linéaire. Il ne s’agit pas d’une 

approximation (comme pourrait l’être la linéarisation autour de points de fonctionnement) le 

modèle TS obtenu est identique au modèle non linéaire dans un compact de l’espace des 

variables de prémisses. 

 

Elle permet de passer d’un modèle, où ( )f ⋅ , ( )g ⋅  et ( )h ⋅  sont des fonctions non-linéaires : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

δ = +


=

x t f z t x t g z t u t

y t h z t x t
 (1.3) 

à un modèle de type TS (1.1). Cette méthode sera détaillée dans la section suivante. 

 

Remarque : Le représentant Takagi-Sugeno (1.1) d’un modèle non-linéaire (1.3) n’est pas 

unique /Taniguchi et al. 2001/. Il est assez facile de prouver qu’il en existe une infinité. La 

question de son choix peut d’ailleurs être très importante : il s’agit de « construire le 

meilleur » représentant, au sens du respect des contraintes imposées pour la synthèse d’une 

loi de commande (robustesse/performances).  

 

Notation : Soit iY  des matrices de dimensions appropriées et ( )⋅ih  des fonctions scalaires 

ayant la propriété de somme convexe, on pose : ( )( )z i iY h z t Y= . 
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2. Approche par secteur non-linéaire 

On considère le modèle non-linéaire (1.3) en supposant qu’il existe un compact des variables 

de prémisses ( )∈ ⊂ ℝzz t C  sur lequel les nonlinéarités sont bornées. Soient 

( ) , ⋅ ∈  i i inl nl nl , { }1,...,i k∈  ces non-linéarités, on peut alors écrire dans ⊂ ℝzC  /Morère 

2001/ : ( ) ( ) ( )0 1⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅i i
i i inl nl w nl w  avec : 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

0

1

 ⋅ = − ⋅ −


⋅ = ⋅ − −

i
i i i i

i
i i i i

w nl nl nl nl

w nl nl nl nl
 (1.4) 

Notons que de façon immédiate on a ( )0 0⋅ ≥iw , ( )1 0⋅ ≥iw  et ( ) ( )0 1 1⋅ + ⋅ =i iw w . Les fonctions 

non linéaires ( )( )ih z t , { }1, ,∈ …i r  du modèle TS (1.1) se construisent alors directement à 

partir de : 

( ) ( )1
0 1 11 2 ... 2

1

k
jk

k
j

ii i i
j

h w−
−+ + × + + ×

=

⋅ = ⋅∏  (1.5) 

Les fonctions d’appartenance sont donc dans ce cas une combinaison de fonctions non-

linéaires présentes dans le modèle (1.3). La propriété de somme convexe (1.2) se déduit 

directement. 

 

Remarque : le nombre de modèles linéaires augmente exponentiellement avec le nombre k  

de fonctions non linéaires distinctes du modèle (1.3) /Taniguchi et al. 2001/. Il est de 2k . 

 

Exemple : soit le modèle non-linéaire suivant avec ( ) ( ) ( ),α α α∈   t t t  :  

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )1 11 cos cos

1 2

x t x t
x t x t u t

t
δ

α

   
= +   

−      
 (1.6) 

Un représentant TS s’obtient de la façon suivante en considérant comme vecteur des 

prémisses ( ) ( ) ( )1 α=   
Tz t x t t . Les deux non linéarités s’écrivent : 

( )( ) ( )( )11
0 1

1 cos

2

−
=

x t
w x t , ( )( ) ( )( )11

1 1

1 cos

2

+
=

x t
w x t , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
0 α α α α α= − −w t t t t t , ( )( ) ( )( )2 2

1 01α α= −w t w t .  

En utilisant (1.5), on obtient : ( ) ( ) ( )1 2
1 0 1 0 α= ⋅h z w x w , ( ) ( ) ( )1 2

2 1 1 0 α= ⋅h z w x w , 
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( ) ( ) ( )1 2
3 0 1 1 α= ⋅h z w x w  et ( ) ( ) ( )1 2

4 1 1 1 α= ⋅h z w x w . Un représentant TS de (1.6) s’écrit alors : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
4

1

δ
=

= +∑ i i i
i

x t h z t A x t B u t  où ( )1

1 1

1
A

tα
 

=  − 
, ( )2

1 1

1
A

tα
− 

=  − 
, 

( )3

1 1

1
A

tα
 

=  − 
, ( )4

1 1

1
A

tα
− 

=  − 
, 1 3

1

2
B B

 
= =  

 
 et 2 4

1

2
B B

− 
= =  

 
. Il représente 

exactement (1.6) dans l’espace d’état si ( ) ( ) ( ),α α α∈   t t t . 

3. Problèmes à base de contraintes LMI 

Le but de ce mémoire est de donner des conditions de stabilité/stabilisation sous la forme d’un 

problème à résoudre composé de contraintes LMI (Linear Matrix Inequality). La description 

des contraintes LMI ainsi qu’une méthode permettant de résoudre les problèmes qui leurs sont 

associés sont présentées dans cette section. Différents lemmes sont présentés en deuxième 

partie. Ils permettent de manipuler les inégalités matricielles afin de les rendre linéaires en les 

inconnues quand cela est possible. 

a) Utilisation du formalisme LMI 

Les contraintes LMI (Linear Matrix Inequality) s’écrivent sous la forme : 

( ) 0
1

0
m

i i
i

F x F x F
=

+ <∑≜  avec T n n
i iF F ×= ∈ℝ . (1.7) 

( )F x  est une fonction affine en les variables de décision ix , { }1, ,i m∈ …  /Boyd et al. 1994/. 

L’ensemble des solutions ( ){ }, 0mS x F x= ∈ <ℝ  est convexe. Un problème de faisabilité 

LMI s’écrit : 

 

(1.8) est équivalent à ( )( )maxinf 0
x

F xλ < . Cela revient donc à minimiser la fonction : 

( )( )max: 0f x F xλ→ < . Cette minimisation est possible car cette fonction est convexe 

/Scherer et Weiland 2004/. La résolution du problème (1.8) peut se faire par des algorithmes 

performants comme l’algorithme du point intérieur /Boyd et al. 1994/. Dans les problèmes qui 

seront abordés, les variables utilisées sont des matrices. Le passage des variables scalaires à 

des matrices se fait directement. 

Trouver ix , { }1, ,i m∈ …  tels que ( ) 0F x < . (1.8) 
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Par exemple, les problèmes du type 0T T TA BPC C P B+ + <  avec pour inconnue P  peuvent 

être mis sous la forme ( ) 0
1

0
m

i i
i

F x F x F
=

+ <∑≜ . Pour cela il suffit de décomposer la matrice P  

dans une base de matrices symétriques. 

 

Dans toute la suite on utilise la LMI Toolbox de Matlab pour résoudre les problèmes sous 

contraintes LMI. 

b) Propriétés 

Dans cette partie, les principaux lemmes utilisés dans la littérature sont détaillés. La plupart 

des lemmes présentés ont pour principal objectif de rendre les inégalités matricielles linéaires 

en les variables recherchées ou de traiter certains cas particuliers. 

 

Des inégalités nonlinéaires convexes peuvent être transformées en LMI. On suppose que 

( )P s , ( )X s  et ( )Q s  dépendent de façon affine du paramètre s. En utilisant les 

compléments de Schur, on peut rendre LMI l’inégalité suivante : 

( ) ( ) ( ) ( )1
0

T
Q s X s P s X s

−− > , ( ) 0P s > . 

 

Lemme 1 (complément de Schur) : Soient m mP ×∈ℝ  une matrice définie positive,  

m nX ×∈ℝ  une matrice de rang plein en ligne et n nQ ×∈ℝ  une matrice quelconque. Les deux 

inégalités suivantes sont équivalentes : 

1. ( ) ( ) ( ) ( )1
0

T
Q s X s P s X s

−− > , ( ) 0P s >  (1.9) 

2. 
( ) ( )
( ) ( )

*
0

Q s

X s P s

 
> 

 
 (1.10) 

 

Dans certains cas particuliers de ces inégalités nonlinéaires convexes certaines propriétés 

permettent d’introduire des variables supplémentaires à rechercher. Ces propriétés sont 

présentées sur les deux inégalités 0TA PA Q− < , 0P >  et 0TA P PA Q+ + < . Pour la 

première on a le lemme suivant. 
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Lemme 2 : Soient A , G , L , P  et Q  des matrices de taille appropriée. Les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

1. 0TA PA Q− < , 0P >  (1.11) 

2. 0
TQ A P

PA P

 −
< − 

 (1.12) 

3. G∃  0
T

T T

Q A G

G A G G P

 −
< − − + 

, 0P >  (1.13) 

4. ,G L∃  0
T T T

T T T

Q A L LA L A G

L G A G G P

 − + + − +
< − + − − + 

, 0P >  (1.14) 

Remarque : La propriété (1.13) se retrouve dans /De Oliveira et al. 1999/, la (1.14) à 

/Peaucelle et al. 2000/ 

 

Preuve : 

(1.11)⇔ (1.12) : Complément de Schur 

(1.12)⇒ (1.13) et (1.14) : Il suffit de choisir G P=  et 0L =  

(1.13) et (1.14)⇒ (1.11) : Par congruence avec TI A    

 

Pour la seconde inégalité, on a le résultat suivant. 

Lemme 3 /Peaucelle et al. 2000/ : Soient A , G , L , P  et Q  des matrices de taille 

appropriée. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. 0TA P PA Q+ + <  (1.15) 

2. ,G L∃  0
T T T

T T T

A L LA Q P L A G

P L G A G G

 + + − +
< − + − − 

 (1.16) 

 

Preuve : 

(1.16)⇒ (1.15) : Par congruence avec TI A    

(1.15)⇒ (1.16) : Si (1.15) est vérifiée, 0ε∃ >  tel que 0
2

T T TA P PA Q A A
ε+ + + < , en utilisant 

le complément de Schur il vient 0
2

T T TA P PA Q A

A I

ε
ε ε

 + +
< − 

. Le résultat s’obtient en posant 

dans (1.16) L P=  et G Iε=  
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Remarque : Les conditions nécessaires (lemme 2 (1.11)⇒ (1.13) et (1.14), lemme 3 (1.15)

⇒ (1.16)) sont garanties si les matrices G , L  ne sont pas contraintes. 

 

Le lemme nommé S-procédure permet de vérifier une condition inégalité quadratique sous 

contraintes inégalités quadratiques. Quand elles sont strictes, on peut écrire le lemme suivant 

/Boyd et al. 1994/. 

Lemme 4 (S-procédure) : Soient des matrices T
i iT T= , { }0, ,i p∈ … . Les deux expressions 

suivantes sont équivalentes : 

1. 0 0TTζ ζ >  pour tout 0ζ ≠  tel que 0T
iTζ ζ ≥ , { }1, ,i p∀ ∈ …  (1.17) 

2. 1, , 0pτ τ∃ ≥…  tels que 0
1

0
p

i i
i

T Tτ
=

− >∑  (1.18) 

 

Dans de nombreux problèmes de commande on peut être amené à obtenir des contraintes LMI 

par élimination de variables. Dans ce cas on obtient un problème de faisabilité de taille 

réduite. Pour ce faire, on utilise les deux versions du lemme de Finsler. 

Lemme 5 (Finsler)  /De Oliveira et Skelton 2001/ : Soient un vecteur nx∈ℝ , et des 

matrices T n nQ Q ×= ∈ℝ  et m nR ×∈ℝ  telle que ( )rang R n< . Les quatre expressions suivantes 

sont équivalentes 

1. { }0 0, 0T nx Qx x x x Rx< ∀ ∈ ∈ ≠ =ℝ   (1.19) 

2. 0TR QR⊥ ⊥ <  où R⊥  représente le complément orthogonal de R  (1.20) 

3. σ∃ ∈ℝ  telle que 0TQ R Rσ− <  (1.21) 

4. n mX ×∃ ∈ℝ  telle que 0T TQ XR R X+ + <  (1.22) 

 

Lemme 6 (Finsler) /Boyd et al. 1994/ : Soient un vecteur nx∈ℝ , et des matrices 

T n nQ Q ×= ∈ℝ , m nR ×∈ℝ  et m nS ×∈ℝ  telles que ( )rang R n<  et ( )rang S n< . Les quatre 

expressions suivantes sont équivalentes : 

1. 0 0 tels que 0, 0Tx Qx x Rx Sx< ∀ ≠ = =  (1.23) 

2. 0  et  0T TR QR S QS⊥ ⊥ ⊥ ⊥< <  (1.24) 

3. σ∃ ∈ℝ  telle que 0  et  0T TQ R R Q S Sσ σ− < − <  (1.25) 

4. n mX ×∃ ∈ℝ  telle que 0T T TQ S XR R X S+ + <  (1.26) 
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Enfin les lemmes suivants seront utiles dans la suite. 

Lemme 7 (Congruence) : Soit deux matrices P  et Q , si P  est définie positive et si Q  est de 

rang plein en colonne alors la quantité TQPQ  est définie positive. 

 

Lemme 8 (Congruence : cas particulier): Soit deux matrices carrées P  et Q , si Q  est de 

rang plein alors P  est définie positive si et seulement si la quantité TQPQ  est définie 

positive. 

 

Lemme 9 : Soit X  et Y  deux matrices aux tailles appropriées. L’inégalité suivante est 

toujours vraie pour toute matrice 0TQ Q= >  :  

1T T T TXY YX XQX YQ Y−+ ≤ +  (1.27) 

 

Preuve /Wang, et al., 1992/ :  

0Q > ⇒ ( ) ( )1 0
T

QX Y Q QX Y−− − ≥ ⇔ 1T T T TXY YX XQX YQ Y−+ ≤ +  

 

La plupart des problèmes de stabilité et de stabilisation rencontrés dans la suite concernent 

des quantités utilisant une somme de la forme : ( )( )
1

0
r

i i
i

h z t
=

ϒ <∑ , ou deux sommes voire 

plus. Les différents résultats assurant le caractère négatif de la somme sont présentés dans la 

partie suivante. 

4. Relaxations 

Dans toute cette partie on suppose que la seule connaissance disponible sur les ih  est la 

propriété de somme convexe. Dans le cas d’une simple somme, avec iϒ  des matrices de taille 

appropriée, il s’agit de trouver des conditions suffisantes assurant : 

( )( )
1

0
r

i i
i

h z t
=

ϒ <∑  (1.28) 

 

Le seul résultat qui sera utilisé est : 

Lemme 10 : Soit iϒ  des matrices de taille appropriée, (1.28) est vérifiée si : 

{ }0 1, ,i i rϒ < ∀ ∈ …  (1.29) 
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Remarque : Notons que ces conditions ne sont que suffisantes et introduisent forcement du 

conservatisme. 

 

Dans le cas d’une double somme avec ijϒ  des matrices de taille appropriée : 

( )( ) ( )( )
1 1

0
r r

i j ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ <∑∑  (1.30) 

Une solution triviale à (1.30) est : ( ) { }2
0 , 1, ,ij i j rϒ < ∀ ∈ … . En constatant que 

( ) ( ) ( ) ( )i j j ih h h h⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  on peut écrire 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2

1 1 1 1

2

1 1

r r r r r

i j ij i ii i j ij
i j i i j i

r r r

i ii i j ij ji
i i j i

h z t h z t h z t h z t h z t

h z t h z t h z t

= = = = ≠

= = <

ϒ = ϒ + ϒ

= ϒ + ϒ + ϒ

∑∑ ∑ ∑∑

∑ ∑∑
 

et proposer le résultat suivant : 

 

Lemme 11 /Tanaka et Sano 1994/ : Soient ijϒ  des matrices de taille appropriée. (1.30) est 

vérifiée si : 

{ }0 1, ,ii i rϒ < ∀ ∈ …  (1.31) 

( ) { }2
0 , 1, ,ij ji i j r i jϒ + ϒ < ∀ ∈ <…  (1.32) 

 

Plusieurs relaxations existent pour améliorer le lemme 11. Ces relaxations peuvent être 

groupées en deux familles. La première famille est celle des relaxations qui n’introduisent 

aucune variable supplémentaire. La deuxième famille regroupe les autres types de relaxations. 

La principale différence en termes d’efficacité est que les relaxations introduisant des 

variables supplémentaires produisent des problèmes LMI qui sont moins conservatifs mais 

plus longs à résoudre voire impossible à cause de la puissance de calcul des ordinateurs 

actuels. L’annexe I reprend plus en détails les différents travaux effectués sur la relaxation de 

(1.30). Nous présentons dans la suite les deux résultats qui nous paraissent correspondre au 

meilleur compromis qualité de la solution /compatibilité avec les solveurs actuels. 

 

Le lemme suivant est issu de /Tuan et al. 2001/. Le domaine des solutions satisfaisant ses 

conditions inclut les domaines des solutions du lemme 11.  
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Lemme 12 /Tuan et al. 2001/ : Soient ijϒ  des matrices de taille appropriée. (1.30) est 

vérifiée si : 

0iiϒ < , { }1, ,i r∀ ∈ …  (1.33) 

2
0

1 ii ij jir
ϒ + ϒ + ϒ <

−
, ( ) { }2

, 1, ,i j r∀ ∈ … , i j≠  (1.34) 

La preuve est donnée annexe 1. 

 

Des relaxations plus efficaces existent en termes de taille des domaines de solutions. 

Néanmoins, elles nécessitent l’introduction de variables additionnelles. Leur nombre fait 

croître la complexité du problème à résoudre, et même pour des problèmes de taille faible on 

peut atteindre les limites des solveurs actuels. Le lemme suivant est issu de 

/Liu et Zhang 2004/. Il représente un bon compromis entre conservatisme et complexité. 

 

Lemme 13 /Liu et Zhang 2003/ : Soient ijϒ  des matrices de taille appropriée. (1.30) est 

vérifiée s’il existe des matrices T
i iQ Q= , { }1, ,i r∈ …  et T

ij jiQ Q= , ( ) { }2
, 1, ,i j r∈ … , telles 

que : 

ii iQϒ > { }1, ,i r∀ ∈ … , (1.35) 

ij ji ij jiQ Qϒ + ϒ > + ( ) { }2
, 1, ,i j r∀ ∈ … j i> , (1.36) 

( )

( )

1 12 1

21 2

1

1 1

0

r

r r

r rr r

Q Q Q

Q Q

Q

Q Q Q

−

−

 
 
  > 
 
  

…

⋮

⋮ ⋱

…

. (1.37) 

La preuve est donnée annexe 1. 

5. Stabilité des modèles Takagi-Sugeno 

L’étude de la stabilité des modèles Takagi-Sugeno s’effectue principalement en utilisant la 

méthode directe de Lyapunov /Tanaka et Sugeno 1992/. Cette méthode implique le choix 

d’une fonction candidate de Lyapunov. Dans toute la suite, sans perte de généralité on 

suppose que le point d’équilibre est l’origine. 

 

Remarque : Le choix de cette fonction est le premier élément dans l’étude de la stabilité qui 
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introduit du conservatisme. Ce point sera abordé plus tard.  

Définition : Une fonction candidate de Lyapunov V  est une fonction scalaire définie positive 

satisfaisant : 

- ( )x V x→ ∞ ⇒ → ∞  

- ( ) ( ) ( )x V x xα β≤ ≤   

où 1, Cα β ∈  sont des fonctions définies positives. 

 

Théorème 1 : Un modèle ( ) ( )( )x t f x tδ =  est globalement asymptotiquement stable et 

converge vers 0 s’il existe une fonction candidate de Lyapunov V  telle que : 

- ( )( ) ( )lim 0 0 n

t
V x t x

→∞
= ∀ ∈ℝ  

 

La fonction candidate de Lyapunov la plus couramment utilisée est dite quadratique. Elle est 

définie par :  

( ) TV x x Px= , 0TP P= >  (1.38) 

 

Si on étudie la stabilité avec ce type de fonction de Lyapunov on parlera de stabilité 

quadratique. 

 

Remarque : Dans toute la suite, pour simplifier les notations pour toute matrice X , quand 

on écrit  0>X  ( 0X < ) on suppose que X  est symétrique, i.e. = TX X . Enfin la notation 

matricielle >X Y  correspond à 0− >X Y , i.e. la matrice −X Y est définie positive. 

a) Cas continu 

Soit le modèle Takagi-Sugeno continu suivant en régime libre : 

( ) ( )( ) ( )
1

r

i i
i

x t h z t A x t
=

=∑ɺ  (1.39) 

La stabilité quadratique s’étudie en calculant la dérivée de la fonction (1.38) : 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T Td d
V x t x t Px t x t Px t x t Px t

dt dt
= = +ɺ ɺ  (1.40) 

Ou encore en utilisant (1.39) : 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

Tr r
T

i i i i
i i

d
V x t h z t A x t Px t x t P h z t A x t

dt = =

   = +   
   
∑ ∑  (1.41) 

En utilisant les notations définies précédemment, on obtient : 

( )( ) ( ) ( ) ( )T T
z z

d
V x t x t A P PA x t

dt
= +  (1.42) 

Prouver la stabilité quadratique du modèle (1.39) revient à résoudre le problème suivant : 

Problème 1 : Trouver une matrice 0P >  telle que ( )0T z
z zA P PA z t+ < ∀ ∈ℝ  (1.43) 

Le fait de vérifier ( )( ) 0
d

V x t
dt

<  pour tout ( ) { }\ 0nx t ∈ℝ  peut être source de conservatisme 

car tous les états ( )x t  ne sont pas forcement admissibles par le modèle (par exemple on peut 

avoir des éléments de l’état toujours positifs). 

 

Comme les fonctions ih  sont à valeurs positives, une condition suffisante pour avoir (1.43) 

pour tout ( ) nx t ∈ℝ  est que chaque élément de la somme soit négatif. 

 

Théorème 2 /Tanaka et Sugeno 1992/ : Le modèle TS continu (1.39) est GAS si : 

0P∃ > , { }0 1,...,T
i iA P PA i r+ < ∀ ∈  (1.44) 

 

La condition (1.44) ne peut être que suffisante car aucune caractéristique des fonctions ih  

n’est prise en compte. En effet on suppose, en utilisant cette relaxation, que 

( )( ) ( )( )( ) [ ]1 , , 0 1
r

rh z t h z t ∈…  or il est tout à fait possible que certains r-uples soient 

inatteignables. Ceci constitue une autre source de conservatisme. L’exemple ci-dessous 

illustre ce phénomène. 

 

Exemple : Soit le modèle non linéaire suivant : 

( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 1

2 2
1 1 1

5 10 cos 30 20 cos

4 1 cos cos 5 10 1 cos

x x
x t x t

x x x

 − − × − ×
 =
 × − × − − × − 

ɺ  (1.45) 

En utilisant l’approche par secteur non linéaire on obtient le modèle TS suivant : 

( ) ( )( ) ( )
4

1
i i

i

x t h z t A x t
=

=∑ɺ  avec 1

15 10

0 5
A

− 
=  − 

, 2

15 30

4 5
A

− 
=  − 

, 3

5 10

0 15
A

− 
=  − 

, 
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4

5 30

0 15
A

− 
=  − 

, ( ) ( )1
0 1 1cosw x x= , ( ) ( )1 1

1 1 0 11w x w x= − , ( ) ( )2 2
0 1 1cosw x x= , 

( ) ( )2 2
1 1 0 11w x w x= − , 1 2

1 0 0h w w= ⋅ , 1 2
2 1 0h w w= ⋅ , 1 2

3 0 1h w w= ⋅  et 1 2
4 1 1h w w= ⋅ . Notons que le 

modèle TS représente exactement (1.45) dans 2ℝ .  

Pour ce modèle, il est impossible de trouver une matrice P  définie positive satisfaisant la 

condition (1.44). En effet, la matrice 2A  a une valeur propre positive et donc il n’existe 

aucune matrice P  définie positive telle que 2 2 0TA P PA+ < . Cependant, le modèle (1.45) est 

stable. En effet les j
iw  étant fonction de la même variable 1x , 2h  et 3h  n’atteignent pas leurs 

bornes par exemple 3 1h =  n’est pas atteignable car il est impossible d’avoir 1x  tel que 

( )1cos 1x =  et ( )2
1cos 0x = . Pour prouver la stabilité, on utilise la propriété 

( ) ( )2
1 1cos cosx x≥ . La condition de stabilité s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 2
1 1 1 1 1 2

2 2
1 1 3 1 1 4

cos cos cos 1 cos

1 cos cos 1 cos 1 cos 0

x x x x

x x x x

+ −

+ − + − − + <

L L

L L
 (1.46) 

avec T
i i iA P PA= +L . On suppose avoir 1 0<L , 3 0<L  et 4 0<L . Remarquons que 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
1 1 1 11 cos cos 1 cos cosx x x x− ≥ − . On peut donc majorer (1.46) par : 

( ) ( )( )( )2
1 1 2 3cos 1 cos 0x x− + <L L . Des conditions suffisantes sont donc 1 0<L , 3 0<L  

4 0<L  et 2 3 0+ <L L . Elles sont vérifiées pour 
1 2

2 20
P

− 
=  − 

. 

b) Cas discret 

Soit le modèle Takagi-Sugeno discret suivant en régime libre : 

( ) ( )( ) ( )
1

1
r

i i
i

x t h z t A x t
=

+ =∑  (1.47) 

La stabilité quadratique s’étudie en calculant la variation de la fonction ( ) TV x x Px=  : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
T T

V x t V x t V x t x t Px t x t Px t∆ = + − = + + −  (1.48) 

En calculant (1.48) le long des trajectoires du modèle, on obtient : 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

Tr r
T

i i i i
i i

V x t h z t A x t P h z t A x t x t Px t
= =

   ∆ = −   
   
∑ ∑  (1.49) 
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Ou encore en utilisant les notations définies précédemment : 

( )( ) ( ) ( ) ( )T T
z zV x t x t A PA P x t∆ = −  (1.50) 

L’étude de la stabilité quadratique revient donc à résoudre le problème suivant :  

Problème 2 : Trouver une matrice 0P >  telle que ( )0T z
z zA PA P z t− < ∀ ∈ℝ  (1.51) 

En utilisant le complémentent de Schur sur 1T
z zA PP PA P− − , (1.51) est équivalente à : 

( )*
0

z

P

PA P

− 
< − 

 (1.52) 

On en déduit le théorème suivant. 

Théorème 3 /Tanaka et Sugeno 1992/ : Le modèle TS discret (1.47) est globalement 

asymtptiquement stable (GAS) si : 0P∃ > , 
( )*

0
i

P

PA P

− 
< − 

{ }1,...,i r∀ ∈  (1.53) 

6. Stabilisation des modèles Takagi-Sugeno 

Soit le modèle TS continu ou discret suivant :  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1

r

i i i z z
i

r

i i z
i

x t h z t A x t B u t A x t B u t

y t h z t C x t C x t

δ
=

=

 = + = +


 = =


∑

∑
 (1.54) 

Plusieurs lois de commande sont envisageables. On peut distinguer celles par retour d’état et 

celles par retour de sortie. Dans le premier cas, la plus simple d’entre elles est un retour 

linéaire : ( ) ( )u t Fx t= − . Elle est très peu utilisée dans la mesure où les degrés de liberté pour 

résoudre les conditions LMI rendent les résultats très conservatifs. De plus, elle est un cas 

particulier d’une loi plus générale appelée PDC (Parallel Distributed Compensation) /Wang et 

al. 1996/. Cette dernière correspond à un retour d’état non linéaire qui prend en compte les 

mêmes fonctions positives ih  que celle de (1.54) : 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

r

i i z
i

u t h z t F x t F x t
=

= − = −∑  (1.55) 

Si iF F= , { }1, ,i r∀ ∈ …  on retrouve une loi linéaire. 

Pour les retours de sortie, une structure avec observateur peut être utilisée /Tanaka et al. 1998/ 

ou une structure de retour d’état dynamique /Assawinchaichote et al. 2004/, ces différents 

points seront discutés plus loin. 
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a) Cas continu 

La boucle fermée dans le cas continu s’écrit :  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

z z z

z

x t A B F x t

y t C x t

= −


=

ɺ
 (1.56) 

En suivant le même raisonnement que pour la stabilité avec ( ) TV x x Px=  pour fonction 

candidate, stabiliser le modèle revient à résoudre le problème suivant : 

Problème 3 : Trouver une matrice P  définie positive et des matrices { }1, ,iF i r∈ …  telles 

que ( ) ( ) 0
T

z z z z z zA B F P P A B F− + − <  (1.57) 

 

On remarque que l’inégalité du problème 3 n’est pas linéaire en les variables P  et iF . En 

utilisant la propriété de congruence sur (1.57) avec la matrice symétrique de rang plein 

1X P−= , on obtient : 

0T T T
z z z z z zXA A X XF B B F X+ − − <  (1.58) 

 

En effectuant le changement de variable bijectif i iM F X= , { }1, ,i r∈ … , le problème (1.58) 

devient LMI en les variables X  et iM  /Tanaka et Sugeno 1992/. On définit les quantités 

suivantes : 

T T T
ij i j i i i jXA M B A X B Mϒ = − + −  (1.59) 

On se retrouve donc avec la quantité ( )( ) ( )( )
1 1

r r

i j ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ∑∑  et tous les résultats peuvent 

en être déduit. Par exemple en utilisant la relaxation du lemme 12,  on obtient le résultat de 

/Tuan et al. 2001/. 

 

Théorème 4 : Soient un modèle TS continu (1.56), la loi de commande PDC (1.55) et les ijϒ  

définis en (1.59), s’il existe une matrice X  définie positive et des matrices { }1, ,iM i r∈ …  

telles que les conditions (1.33) et (1.34) soient vérifiées alors la boucle fermée est GAS. De 

plus si le problème a une solution, les gains de la PDC sont donnés par : 1
i iF M X −=  
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Remarque : Si on veut retrouver les résultats de /Liu et Zhang 2003/ il suffit d’introduire des 

matrices additionnelles ( )T

i iQ Q= , { }1, ,i r∈ …  et ( )T

ij jiQ Q= , ( ) { }2
, 1, ,i j r∈ …  et 

d’appliquer les conditions (1.35) à (1.37). On peut faire de même pour toutes les autres 

relaxations /Teixeira et al. 2003/, /Fang et al. 2006/. L’essentiel est donc d’obtenir des 

quantités ijϒ  mises sous forme LMI, les relaxations s’appliquent directement.  

b) Cas discret 

La boucle fermée dans le cas discret s’écrit :  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 z z z

z

x t A B F x t

y t C x t

+ = −


=
 (1.60) 

La variation de la fonction candidate de Lyapunov est négative si : 

( ) ( ) 0
T

z z z z z zA B F P A B F P− − − <  (1.61) 

ou encore en utilisant le complément de Schur on obtient le problème suivant. 

 

Problème 4 : Trouver une matrice P  définie positive et des matrices { }1, ,iF i r∈ …  telles 

que l’inégalité suivante soit satisfaite 
( )

( )
*

0
z z z

P

P A B F P

− 
< − − 

 (1.62) 

 

En appliquant la propriété de congruence avec 
1

1

0 0

0 0

X P

X P

−

−

  
=   

   
 sur (1.62), on obtient : 

( )*
0

z z z

X

A X B F X X

− 
< − − 

 (1.63) 

En utilisant le changement de variable bijectif i iM F X= . Il vient : 

( )*
0

z z z

X

A X B M X

− 
< − − 

 (1.64) 

On définit les quantités suivantes : 

( )*
ij

i i j

X

A X B M X

− 
ϒ =  − − 

 (1.65) 
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Les ijϒ  étant linéaires en les variables recherchées /Tanaka et al. 1998/, on en déduit donc les 

propriétés suffisantes de stabilité de la boucle fermée en utilisant une des relaxations vues 

précédemment. Par exemple on peut énoncer le théorème suivant. 

Théorème 5 /Tanaka et Sugeno 1992/ : Soient un modèle TS discret (1.60), la loi de 

commande PDC (1.55) et les ijϒ  définis en (1.65), s’il existe une matrice X  définie positive 

et des matrices { }1, ,iM i r∈ …  telles que les conditions (1.33) et (1.34) soient vérifiées alors 

la boucle fermée est GAS. De plus si le problème a une solution, les gains de la PDC sont 

donnés par : 1
i iF M X −=  

 

Le retour d’état n’est utilisable que si tout l’état est accessible. La partie suivante s’intéresse 

au retour de sortie. 

7. Stabilisation des modèles TS par retour de sorti e 

Deux possibilités existent : le retour d’état dynamique ou l’ajout d’un observateur d’état. 

Dans le premier cas, la loi de commande utilisée est : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

z z

z z

x t A x t B y t

u t C x t D y t

δ == +


= +
 (1.66) 

Elle suppose le vecteur des prémisses ( )z t  mesuré. Les développements techniques autour de 

ce type de commande sont relativement fastidieux et ne sont pas développés ici. Le lecteur 

peut les retrouver dans /Assawinchaichote et al. 2004/ et /Tanaka et Wang 2001/. Dans la 

suite on se place dans le deuxième cas, utilisant un observateur. Ce dernier peut s’écrire de 

façon générale /Tanaka et al. 1998/ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

z z z

z

x t A x t B u t K y t y t

y C x t

δ = + + −


=
 (1.67) 

On remarquera que le vecteur des prémisses ( )z t  n’est pas forcément mesuré, i.e. dans (1.67) 

on utilise son estimée ( )ẑ t . Dans ce cas, la loi de commande s’écrit : 

( ) ( )ˆ ˆzu t F x t= −  (1.68) 

La majorité des résultats rencontrés dans la littérature s’intéresse au cas particulier où ( )z t  

est mesurable, i.e. ( ) ( )ẑ t z t= . Le cas général fera partie des problèmes traités dans ce 

mémoire chapitre II. 
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La dynamique de l’erreur de reconstruction ( ) ( ) ( )ˆx t x t x t= −ɶ  est donnée par :  

( ) ( ) ( )z z zx t A K C x tδ = −ɶ ɶ  (1.69) 

La dynamique du modèle bouclé s’écrit alors : 

( )
( )

( )
( )0

z z z z z

z z z

x t x tA B F B F

x t x tA K C

δ
δ
   − 

=    −    ɶ ɶ
 (1.70) 

 

Un principe de séparation peut être énoncé de plusieurs façons, en utilisant le principe de 

comparaison vectorielle /Ma et al. 1998/ ci-après ou les compléments de Schur /Jadbabaie et 

al. 1997/,  /Yoneyama et al. 2000/. 

 

Théorème 6 /Ma et al. 1998/ : S’il existe deux fonctions scalaires ( ) : nV x →ℝ ℝ  et 

( ) : nV x →ɶ ℝ ℝ  et des nombres réels positifs 1γ , 2γ , 3γ , 4γ , 1γɶ , 2γɶ , 3γɶ  et 4γɶ  tels que : 

1. ( )2 2

1 2x V x xγ γ≤ ≤ ,  ( )2 2

1 2x V x xγ γ≤ ≤ɶɶ ɶɶ ɶ ɶ  avec ( ) ( ) ( )ˆx t x t x t= −ɶ  

2. 
( ) ( ) ( )( ) 2

3
1 1

r r

i j i i j
i j

V x
h x h x A B F x x

x
γ

= =

∂
− ≤ −

∂ ∑∑  

3. 
( ) ( ) ( )( ) 2

3
1 1

r r

i j i j i
i j

V x
h x h x A K C x x

x
γ

= =

∂
− ≤ −

∂ ∑∑
ɶ ɶ

ɶɶ ɶ
ɶ

 

4. 
( )

4

V x
x

x
γ

∂
≤

∂
, 

( )
4

V x
x

x
γ

∂
≤

∂

ɶ ɶ
ɶ ɶ

ɶ
 

alors, le modèle complet (2.22) est globalement uniformément asymptotiquement stable. 

 

Remarque : Le théorème de séparation n’est plus valide dès que l’on considère des modèles 

TS avec incertitudes, des retards inconnus ou encore des variables de prémisses non 

mesurables.  

 

L’utilisation du théorème précédent permet dans le cas quadratique de proposer les conditions 

de stabilité suivantes. Soient les quantités :  

 

T T T
ij i j i i i jXA M B A X B Mϒ = − + −  (1.71) 

T T T
ij i i j i i jA P PA N C C Nϒ = + − −ɶ ɶ ɶ  (1.72) 
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Théorème 7 /Yoneyama et al. 2000/ (cas continu) : Soient un modèle TS continu (1.56), la 

loi de commande PDC (1.55), l’observateur à prémisses mesurables (1.67), les ijϒ  définis en 

(1.71) et les ijϒɶ  définis en (1.72). S’il existe des matrices 0X >  et iM , { }1, ,i r∈ …  telles que 

(1.33) et (1.34) soient vérifiées pour les ijϒ , et s’il existe des matrices 0P >ɶ  et iN , 

{ }1, ,i r∈ …  telles que les conditions (1.33) et (1.34) soient vérifiées pour les ijϒɶ  alors la 

boucle fermée est GAS. Si ces deux problèmes ont une solution, les gains de la PDC sont 

donnés par 1
i iF M X −=  et les gains de l’observateur par 1

i iK P N−= . 

 

On a le même résultat pour le cas discret avec les quantités suivantes : 

( )*
ij

i i j

X

A X B M X

− 
ϒ =  − − 

 et 
( )*

iijj
i j i

P

PA N C P

 −
ϒ =  − −  

ɶ
ɶ

ɶ ɶ  

L’utilisation de ces premiers résultats présentés en stabilisation ne peut évidemment pas être 

suffisante. La solution obtenue en termes de gains de commande par les problèmes LMI est 

souvent de « faible » qualité, i.e. elle ne garantit ni robustesse, ni performances. A l’instar des 

développements du linéaire, de nombreux travaux ont eu trait à ces deux besoins 

indispensables que sont la robustesse et une garantie de performances.  

C. Performances et robustesse 

Sans être exhaustif dans cette partie, quelques résultats sont présentés permettant d’illustrer 

les mécanismes mis en œuvre pour garantir des notions de performances et/ou de robustesse. 

La section suivante traite du problème du régulateur dans le cas continu.  

1. Problème du régulateur 

On considère un modèle TS continu avec sa loi de commande PDC. On cherche à minimiser 

ou guarantir un coût pour le critère quadratique suivant : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

T Ty t Qy t u t Ru t dt
∞

+∫  avec 0, 0Q R> >  (1.73) 

On suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov quadratique satisfaisant l’inégalité de 

Hamilton-Jacobi : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T TV x y t Qy t u t Ru t+ + <ɺ  (1.74) 
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En intégrant de 0  à +∞ , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0

0 00

0 0

0 0

T T

T T T

V V y t Qy t u t Ru t dt

y t Qy t u t Ru t dt V V V x Px

∞

∞

∞ − + + <

⇔ + < − ∞ < =

∫

∫
 (1.75) 

0 0
Tx Px  est donc une borne supérieure du critère. A partir de (1.74) on écrit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 0

0
0

0

TT T T T T
z z z z z z z

T zT T
z z z z z z z z

z

x t A B F Px t x C QC x t x F RF x t

CQ
A B F P P A B F C F

FR

− + + <

  
 ⇔ − + − + <   

   

 (1.76) 

En utilisant le changement de variable i iM F X= , 1X P−=  et le complément de Schur, on 

obtient : 

1

1

0 0

0

T T T T T
z z z z z z z z

z

z

XA A X M B B M XC M

C X Q

M R

−

−

 + − −
 − < 
 − 

 (1.77) 

En définissant les quantités suivantes :  

1

1

0

0

T T T T T
i i j i i j i j

ij i

j

XA A X M B B M XC M

C X Q

M R

−

−

 + − −
 ϒ = − 
 − 

 

 

On obtient une première solution au problème du régulateur avec comme variables à 

rechercher iM  et X . Afin de réduire ce nombre de variables, on peut utiliser le lemme de 

Finsler. Pour ce faire, (1.77) peut s’écrire : 

�

[ ]
�

1

1

0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
T T

T T
z z z z

T T
z z z z

XA A X XC B I

C X Q M I M B I

R I

−

−

 +    
       − − − <      
     −      S R

R SQ

	
�
� 	
�
�

	




�




�

 (1.78) 

d’après (1.25), (1.78) est vraie si σ∃ ∈ℝ  telle que : 

0 Tσ− <Q R R  et 
1

1

0
0

0

Q

R

−

−

 −
< − 

 (1.79) 

La deuxième inégalité étant vérifiée, (1.79) se résume à : 

1

1

0 0

0

T T T
z z z z z z

z

T
z

XA A X B B XC B

C X Q

B R I

σ σ

σ σ

−

−

 + − −
 − < 
 − − − 

 (1.80) 
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On a donc une deuxième solution au problème du régulateur /Tuan et al. 2001/. Notons pour 

deuxième solution qu’il ne s’agit alors que de résoudre un problème de faisabilité. Il est 

nécessaire de trouver une loi de commande admissible. Pour ce faire on peut utiliser 

l’inégalité de Hamilton-Jacobi : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , 0T T T T T
z z z z

V x
V x z t Qz t u t Ru t x u A x B u x C QC x u Ru

x

∂
+ + < ⇔ Φ + + + <

∂
ɺ ≜  

( )min ,
u

x uΦ  s’obtient en écrivant : 

( ) ( ) ( )1, 1
2 0

2

T T

T
z z

x u V x V x
B Ru u R B

u x x
−∂Φ ∂ ∂   

= + = ⇔ = −   ∂ ∂ ∂   
 (1.81) 

S’il existe une solution au problème (1.80) alors de façon évidente la fonction de Lyapunov 

( ) 1T TV x x Px x X x−= =  satisfait l’inégalité de Hamilton-Jacobi. Avec 
( )

2
T

V x
Px

x

∂ 
= ∂ 

, une 

loi de commande admissible est donc définie par : 

( ) ( )1 1T
zu t R B X x t− −= −  (1.82) 

On définit les quantités : 

1

1

0

0

T T T
i i i j i i

ij i

T
i

XA A X B B XC B

C X Q

B R I

σ σ

σ σ

−

−

 + − −
 ϒ = − 
 − − − 

 (1.83) 

En remarquant que 0
0 0

0

0
T

T x
x Px

x X

γγ
 

< ⇔ > 
 

, on peut proposer le résultat suivant. 

Théorème 8 /Tuan et al. 2001/ : Soient un modèle TS continu (1.56) et les ijϒ  définis en 

(1.83), s’il existe une matrice X  définie positive et un scalaire σ  tels que les conditions 

0

0

0
Tx

x X

γ 
> 

 
, (1.33) et (1.34) soient vérifiées alors la boucle fermée est GAS et γ  est une 

borne supérieure du critère quadratique (1.73). Une loi de commande admissible est donnée 

par ( ) ( )1 1T
zu t R B X x t− −= −  

 

Remarque : Dans ce cas, l’intérêt d’éliminer des variables est de pouvoir améliorer de façon 

significative la borne supérieure du critère quadratique /Tuan et al. 2001/ /Delmotte et al. 

2007/. On notera que l’élimination ne réduit pas le nombre de LMI mais le nombre de 

variables de �
taille de iM

m n r× × . 
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2. Commande H∞  

On considère le modèle suivant : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, 0 0,z wz uz

z wz uz

x t A x t B w t B u t x

z t C x t D w t D u t

= + + =


= + +

ɺ
 

où ( ) 2w t ∈L  est une perturbation. On s’intéresse à caractériser le pire cas pour une collection 

de signaux ( ) 2w t ∈L . On parle de gain 2 2→L L  il correspond à trouver une borne supérieure 

γ  à 
( )

2

0
2

sup
w t

z

w≠
. Cela revient à minimiser le critère suivant avec 0γ >  : 

( ) ( )2 22

0 0
z t dt w t dtγ

∞ ∞
<∫ ∫  (1.84) 

 

Après quelques manipulations semblables au problème du régulateur, on obtient la condition 

suivante : 

0

T T T T T T
z z z uz uz z wz z z uz

T T
wz wz

z uz z wz

XA A X M B B M B XC M D

B I D

C X D M D I

γ
γ

 + − − −
 − < 
 − − 

 (1.85) 

Ou une version avec élimination des variables iM  / Delmotte et al. 2007/ : 

0

T T T T
z z uz uz wz z uz uz

T T
wz wz

T T
z uz uz wz uz uz

XA A X B B B XC B D

B I D

C X D B D I D D

σ σ
γ

σ γ σ

 + − −
 − < 
 − − − 

 (1.86) 

Il est donc possible d’écrire les conditions LMI qui permettent de résoudre ce problème. Sans 

aller plus loin, de nombreux résultats existent et sont basés sur ce type de technique. /Tuan et 

al. 2001/, /Delmotte et al. 2007/. 

 

Enfin, il y a d’autres moyens d’introduire des notions de performances à l’aide de contraintes 

LMI, par exemple : 

- Pour garantir une vitesse de convergence à l’état on peut introduire un paramètre 

dans la fonction de Lyapunov (decay rate), i.e. trouver 0α >  telle que 

( ) ( )2 0V x V xα+ <ɺ  /Tanaka et Wang 2001/. 

- Introduire des contraintes sur l’entrée et/ou la sortie /Tanaka et al. 1998/. Cela se 

fait par l’ajout de contraintes LMI supplémentaires issues du cas linéaire /Boyd et 

al. 1994/. 
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- Utiliser des régions LMI permettant de placer les pôles en boucle fermée /Hong et 

Langari 2000/. Il s’agit de l’extension du cas linéaire /Chilali et Gahinet 1996/. 

Notons que dans le cas des modèles TS, cela revient à placer les pôles de la boucle 

fermée (par exemple z z zA B F− , ( )z t∀ ) dans une région LMI /Hong et Langari 

2000/, /Toulotte et al. 2004/. 

3. Robustesse 

Elle peut être prise en compte de plusieurs façons. En général, les modèles TS utilisent des 

incertitudes bornées en norme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

z z z z

z z

x t A A x t B B u t

y t C C x t

δ = + ∆ + + ∆


= + ∆
 (1.87) 

avec : 
2

1
z a az az

az

A H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z b bz bz

bz

B H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z c cz cz

cz

C H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, et , ,a b cH H H , , ,ai bi ciE E E , 

{ }1, ,i r∈ …  des matrices constantes. A partir de tels modèles, en utilisant le lemme 9 il est 

possible d’obtenir des conditions LMI /Zhao et al. 1995/, /Tanaka et Wang 2001/. 

 

A ce stade, il est impossible de rendre compte des résultats les moins conservatifs. La plupart 

des études se placent dans des cas particuliers, et la combinatoire est élevée : type de modèle 

TS utilisé (incertitudes, entrées externes…), choix des critères (critère quadratique, 

atténuation H∞ …), relaxation utilisée (avec ou sans variables supplémentaires)… Il y a 

presque autant de résultats que de choix possibles.  

 

Enfin avant de conclure ce chapitre, quelques résultats sont rapidement rappelés concernant 

des modèles TS à retards. 

4. Stabilisation de modèles Takagi-Sugeno à retard 

Ce genre d’études est aujourd’hui en pleine « explosion », chaque type de retards est repris 

dans une démonstration souvent très similaire (en utilisant des fonctions de Lyapunov plus ou 

moins intéressantes ou en introduisant une relaxation plutôt qu’une autre). On ressent le 

besoin d’une généralisation. Sans entrer dans les détails lorsque le retard est présent sur l’état 

on peut écrire ( ) ( ) ( )( ) ( )z z zx t A x t A x t t B u tδ σ= + − + . 
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En considérant le retard constant, des premiers résultats avec une fonction quadratique sont 

proposés dans /Cao et Frank 2001/. Les résultats sont indépendants du retard. Des résultats 

moins conservatifs existent et se basent sur la connaissance de la valeur du retard /Guan et 

Chen 2004/. Ces résultats proposent également une solution pour la stabilisation via retour de 

sortie dynamique. Une dernière catégorie d’approche est celle concernant les modèles à retard 

variable. Dans ce cas, des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii sont utilisées /Chen et Liu 

2004/ et les conditions obtenues sont dépendantes des bornes du retard. Selon les approches, 

la dérivée du retard doit être inférieure à 1 /Chen et Liu 2004/ ou quelconque /Tian et Peng 

2006/. 

 

D’autres travaux s’intéressent à la stabilisation robuste de modèles TS à retards. Dans le cas 

général, des incertitudes sont considérées sur les paramètres du modèle ou sur la valeur du 

retard. Par exemple dans /Tian et Peng 2006/, les auteurs considèrent le problème de la 

stabilisation de modèles TS continus incertains avec retard variant dans le temps. Des 

conditions de stabilité mettant en jeu les bornes des incertitudes et les bornes du retard sont 

données. 

 

Pour illustrer la complexité de certains résultats le théorème suivant donne les conditions dans 

le cas de modèles TS continu à retard variable dans le temps /Tian et Peng 2006/. Pour 

relâcher les conditions, les auteurs introduisent des variables additionnelles par l’ajout de 0 

« artificiels » : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0

1 2 0 3 4 0 0
tT

zz zz zz zz t
x t N x t t N x t N x t N x t x t x s ds

σ
σ σ σ

−
+ − + − + − − − =∫ɺ ɺ  

On aboutit alors à des conditions moins conservatives mais rapidement incompatibles, en 

termes de nombre de variables à rechercher,  avec les solveurs actuels.  

 

Théorème 9 /Tian et Peng 2006/ : Soit le modèle Takagi-Sugeno continu à retard suivant : 

( ) ( ) ( )( ) ( )z z zx t A x t A x t t B u tσ= + − +ɺ  (1.88) 

où ( )tσ σ σ≤ ≤  est le retard variant dans le temps et la loi de commande ( ) ( )zu t K x t= −  

(fixée à priori). La boucle fermée est globalement asymptotiquement stable s’il existe des 

matrices 0P > , 0Q > , 1 0R > , 2 0R > , kijN , kijT  ( { }, 1, ,i j r∈ …  { }1, ,4k ∈ … ) telles que : 

( )11

21 22

*
0zz

zz

 Ξ
< Ξ Ξ 

 (1.89) 
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avec  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

11

21 22
11

31 32 33

41 42 43 44

* * *

* *

*

zz

zz zz
zz

zz zz zz

zz zz zz zz

 Γ
 Γ Γ Ξ =
 Γ Γ Γ
 
Γ Γ Γ Γ  

, 21 1 2 3 4

1 2 3 4

T T T T
zz zz zz zz

zz T T T T
zz zz zz zz

N N N N

N N N N

τ τ τ τ
δ δ δ δ
 

Ξ =  
 

, 122

2

0

0

R

R

τ
δ

− 
Ξ =  − 

 

11
1 1 1 1 1 1

T T T T T T
zz zz zz z z z z z zQ N N M A A M M B K K B MΓ = + + + + + + , 

21
2 1 1 2 2

T T
zz zz zz z z z zN T A M M A M B KΓ = − + + + , 22

2 2 2 2
T T T

zz zz zz z zT T M A A MΓ = − − + + , 

31
1 3 1 3 3
T T

zz zz zz zz z z zN N T M A M B KΓ = − + + + + , 32
2 2 3 3
T T

zz zz zz zz zN T T M AΓ = − + − + , 

33
3 3 3 3

T T
zz zz zz zz zzQ N N T TΓ = − − − + + , 41

4 1 4 4
T

zz zz z z zP N M M A M B KΓ = + − + + , 

42
4 2 4

T
zz zT M M AΓ = − − + , 43

4 4 3
T

zz zz zzN T MΓ = − + − , 44
1 2 4 42 T

zz R R M Mτ δΓ = + − − , 

( ) 2δ σ σ= −  et ( ) 2τ σ σ= +  

 

Enfin, notons que l’approche par fonction de Lyapunov ne permet de prouver la stabilité par 

rapport aux conditions initiales que pour l’origine. Si on veut étendre les résultats obtenus 

pour des entrées externes différentes de zéro (échelon, sinus), on peut utiliser la propriété 

d’ISS (Input to State Stability) /Sontag et Wang 1995/. Plusieurs résultats sont donnés pour 

les modèles TS dans /Lauber 2003/. 

D. Discussion et conclusion 

Ce premier chapitre a essayé de faire un tour d’horizon rapide sur les modèles TS. Il ressort 

principalement deux points. Le premier concerne, pour la plupart des problèmes, la possibilité 

d’obtenir des contraintes LMI. Le deuxième point concerne le conservatisme des résultats 

sachant que l’on n’a que des conditions suffisantes. Cela provient de plusieurs phénomènes : 

le choix du modèle, le fait de ne pas utiliser des connaissances autres que la propriété de 

somme convexe, le choix d’une fonction de Lyapunov quadratique, les différentes 

majorations utilisées…   

 

En ce qui concerne la mise sous forme LMI, on se rend compte que sorti des problèmes 

standards (retour d’état robuste, retour de sortie sans incertitudes et avec les prémisses ( )z t  

mesurables …), les problèmes deviennent rapidement difficiles et très peu de problèmes LMI 

peuvent être proposés.  
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Sans être exhaustif on peut citer comme problèmes à résoudre : 

 

- Retour de sortie avec observateur dans le cas de modèles incertains et/ou du 

vecteur des prémisses ( )z t  partiellement non mesurable. Notons qu’un résultat 

existe sous forme de LMI /Guerra et al. 2006/ au prix d’une majoration 

introduisant du conservatisme.  

 

- Poursuite de trajectoire dans le cas incertain et en retour de sortie. Là encore 

l’unique résultat sous forme de LMI disponible /Mansouri 2006/ se fait au prix 

d’une majoration. 

 

- Retour de sortie statique, retour de sortie dynamique avec des modèles TS 

incertains. 

 

Afin de réduire le conservatisme des conditions obtenues, plusieurs travaux se sont consacrés 

à l’élaboration de nouvelles fonctions candidates Lyapunov. Ces travaux mettent en jeu des 

fonctions plus appropriées pour les modèles Takagi-Sugeno dans le sens où elles utilisent des 

informations sur les fonctions ih  autre que leur propriété de somme convexe. 

 

Dans les cas continus et discrets, l’utilisation de fonctions de Lyapunov définies par morceaux 

semble donner des résultats satisfaisants /Johansson et al. 1999/ /Feng 2003/. Ces fonctions 

sont définies par ( ) ( ) ( )i ix V x z t= ∈V D  ou les iD  sont des partitions de l’ensemble des 

( )z t  admissibles telles que ( )( ) 0jj h z t∃ = . Prouver la stabilité revient alors à vérifier que 

pour chaque i , ( ) 0iV xδ <  pour les modèles linéaires actifs (i.e. pour tous les modèles 

linéaire j  tels que ( ) iz t∃ ∈D , ( )( ) 0jh z t ≠ ). Des contraintes de continuité aux frontières 

doivent être également vérifiées. La fonction ainsi construite prend en compte le caractère 

nonlinéaire du modèle. Néanmoins l’efficacité de l’approche dépend de la structure du 

modèle. Par exemple, elle ne peut pas être appliquée sur les modèles issus de l’approche par 

secteurs nonlinéaires. En effet, dans ce cas, il existe toujours un domaine D  tel que 

( )z t∀ ∈D , ( )( ) 0jj h z t∀ ≠ . 
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Un autre choix qui semble assez naturel est de considérer une fonction qui prend en compte la 

même partition de l’espace des prémisses que celle des modèles TS. Par exemple on peut 

choisir /Blanco et al. 2001/ /Guerra et Vermeiren 2004/ : 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

r
T

i i
i

V x t x t h z t P x t
=

 =  
 
∑  (1.90) 

De cette façon on est sûr d’englober le cas quadratique, il suffit de prendre { }1, ,i r∀ ∈ …  

iP P= . Cette approche est très féconde dans le cas discret /Guerra et Vermeiren 2004/ et sera 

reprise dans ce mémoire.   

 

Plusieurs travaux ont tenté d’adapter ces résultats dans le cas des modèles continus /Blanco et 

al. 2001/ /Tanaka et al. 2001/. Aucun résultat satisfaisant n’a été développé dans le sens ou 

toutes les conditions obtenues nécessitent la connaissance d’une borne sur la dérivée des 

fonctions ( )( )ih z t  ce qui est restrictif. Cependant des travaux récents semblent prometteurs 

/Rhee et Won 2006/. Ils utilisent une classe de fonctions candidates indépendantes du chemin 

qui ne s’appliquent qu’à une classe restreinte de modèles TS. De plus en stabilisation, seules 

des conditions BMI sont obtenues. Néanmoins, leur approche permet d’étendre les résultats 

du cas quadratique dans de nombreux cas sans connaître les bornes des dérivées des fonctions 

( )( )ih z t . 

 

Pour finir, dans tout le mémoire, les modèles TS ainsi que les modèles linéaires qui les 

composent seront supposés commandables et observables. 

 

La figure 1 donne les différents points abordés dans les chapitres suivants. En abscisse 

apparaissent les différentes fonctions de Lyapunov qui seront utilisées : Q  (quadratique), NQ 

(non quadratique),  et kQ kNQ (variations sur k  instants dans le cas discret) et  et Q NQP P  

(généralisation). En ordonnées les types de commandes utilisées : les 3 premières sont des 

retour d’état (PDC, lois de commande pour le cas NQ, lois de commande périodique) la 

dernière est un retour de sortie utilisant un observateur. Enfin, dans chaque case on retrouve 

quel chapitre est concerné et quel type de modèles sont pris en compte : N  (prémisses non 

mesurables),  I  (modèles TS incertains (1.87)), R  (modèles TS à retards (1.88) en discret) et 

P  (modèles TS périodiques). 
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Figure 1 : Problèmes abordés dans le mémoire 

 

 

L’intérêt de chaque étude menée est : 

• soit de proposer des solutions, en termes de problèmes LMI, à des problèmes qui n’en 

avaient pas, chapitre 2 principalement ; 

• soit de proposer des conditions nouvelles permettant au minimum d’englober les 

résultats issus de la littérature, chapitres 2 et 3 ; 

• soit de dégager de nouvelles pistes permettant d’unifier les résultats pour un grand 

nombre de problèmes, chapitre 4. 
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A. Introduction 

Il ressort du chapitre précédent un certain nombre de verrous. L’un de ces verrous concerne la 

mise sous forme d’un problème LMI pour tous les retours de sortie, aussi bien dans le cas 

continu que discret, concernant des modèles TS avec prémisses non mesurables, incertitudes, 

retards … Les deux premières parties donnent en partie une réponse à ces questions sous 

forme de problèmes LMI. Dans le cas continu, il s’agit du cas général de retour de sortie d’un 

modèle TS utilisant un vecteur de variables de prémisses ( )z t  partiellement (ou totalement) 

non mesurable. Dans le cas discret, un retour de sortie pour des modèles TS incertains. Les 

deux mises sous forme LMI utilisent un canevas commun. L’extension à des cas similaires, 

modèle TS continu incertain ou modèle TS discret avec vecteur des variables de prémisses 

inconnu, peut être faite de façon directe et n’est pas donnée ici. 

Le deuxième verrou est certainement le plus important. Il s’agit du conservatisme introduit 

par l’utilisation de la stabilité quadratique, i.e. utilisant une forme quadratique pour les 

fonctions de Lyapunov ( ) ( )Tx t Px t . La deuxième partie se place dans le cas des modèles TS 

discrets et étend un certain nombre de résultats en utilisant des fonctions candidates de 

Lyapunov non quadratiques /Guerra et Vermeiren 2004/. Le retour de sortie est considéré 

dans ce contexte ainsi que la stabilisation par retour d’état de modèles TS incertains et 

incertains à retard. L’intérêt de ces approches est d’inclure les résultats issus du cas 

quadratique.  

 

Certains problèmes dans la suite sont sous la forme d’une triple somme avec ( )ih ⋅  et ( )kg ⋅  

des fonctions positives scalaires ayant la propriété de somme convexe et kijϒ  des matrices de 

tailles appropriées. Ils s’écrivent : 

( ) ( ) ( )
1 1 1

0
r r r

g k
hh k i j ij

k i j

g h h
= = =

ϒ = ⋅ ⋅ ⋅ ϒ <∑∑∑  (2.1) 

 

Afin d’obtenir des conditions LMI, on utilise le fait que les fonctions ( )kg ⋅  sont positives. On 

obtient donc les conditions suffisantes à (2.1) suivantes : 

( ) ( )
1 1

0
r r

k k
hh i j ij

i j

h h
= =

ϒ = ⋅ ⋅ ϒ <∑∑  { }1, ,k r∀ ∈ …  (2.2) 
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La double somme restante peut être traitée par toutes les relaxations présentées dans le 

chapitre I. On rappelle que dans le cas où il est difficile d’introduire de nouvelles variables, la 

relaxation est basée sur le lemme I-12 /Tuan et al. 2001/ qui s’écrit dans ce cas : 

Lemme 1 : Soient k
ijϒ  des matrices et ih  ( ) { }3

, , 1, ,i j k r∈ …  des fonctions positives ayant la 

propriété de somme convexe, si les conditions suivantes sont vérifiées alors (2.1) est vraie : 

0k
iiϒ < , { }, 1, ,i k r∀ ∈ …  (2.3) 

2
0

1
k k k
ii ij jir

ϒ + ϒ + ϒ <
−

, ( ) { }3
, , 1, ,i j k r∀ ∈ … , i j≠  (2.4) 

 

S’il est possible d’introduire des variables additionnelles, on peut utiliser une extension de 

/Liu et Zhang 2003/ présentée au chapitre I et qui s’écrit : 

Lemme 2 : Soit k
ijϒ  des matrices et ih  des fonctions ayant la propriété de somme convexe s’il 

existe des matrices ( )Tk k
i iQ Q= , { }1, ,i r∈ …  et ( )Tk k

ij jiQ Q= , ( ) { }3
, , 1, ,i j k r∈ … , telles que 

( ) { }3
, , 1, ,i j k r∀ ∈ …  les conditions suivantes soient vérifiées alors (2.1) est vraie : 

0k k
ii iQϒ + < , (2.5) 

0k k k k
ij ji ij jiQ Qϒ + ϒ + + ≤  j i> , (2.6) 

( )

( )

1 12 1

21 2

1

1 1

0

k k k
r

k k

k
r r

k k k
r rr r

Q Q Q

Q Q

Q

Q Q Q

−

−

 
 
  > 
 
 
 

…

⋮

⋮ ⋱

…

. (2.7) 

 

Enfin des sommes plus importantes peuvent apparaître avec ( )mf ⋅ , ( )kg ⋅ , ( )jh ⋅  des 

fonctions positives ayant la propriété de somme convexe  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 1

0
f g g h hr r r r r

gg kl
hh m k l j i ijf m

m k l j i

f g g h h
= = = = =

ϒ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϒ <∑∑∑∑∑  (2.8) 

Dans ce contexte, l’ajout de variables additionnelles est à éviter, il est trop rapidement 

incompatible avec les solveurs actuels. Seul le premier type de relaxation /Tuan et al. 2001/ 

est étendu à ce cas. Pour ce faire, on remarquera que (2.8) est vérifiée si : 

( ) 0
gg

ii f
ϒ <  { }1, , hi r∀ ∈ …  (2.9) 

( ) ( ) ( )2
0

1

gg gg gg

ii ij jif f f
hr

ϒ + ϒ + ϒ <
−

 { }, 1, , hi j r∀ ∈ … , i j≠ . (2.10) 
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On se ramène donc au cas de la triple somme traitée précédemment dans le lemme 1. En 

appliquant ce lemme sur les conditions  (2.9) et (2.10) on obtient le résultat suivant : 

 

Lemme 3 : Pour { }, 1, , hi j r∈ … , { }, 1, , gk l r∈ …  et { }1, , fm r∈ … , (2.8) est vérifiée si: 

( ) 0kk
ii m

ϒ <  (2.11) 

( ) ( ) ( )2
0

1
kk kl lk
ii ii iim m m

gr
ϒ + ϒ + ϒ <

−
, k l≠  (2.12) 

( ) ( ) ( )2
0

1
kk kk kk
ii ij jim m m

hr
ϒ + ϒ + ϒ <

−
, i j≠  (2.13) 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 2

11 1

2
0

1

kk kl lk
ii ii iim m m

gg h

kk kk kl kl lk lk
ij ji ij ji ij jim m m m m m

h

rr r

r

ϒ + ϒ + ϒ
−− −

+ ϒ + ϒ + ϒ + ϒ + ϒ + ϒ <
−

, i j et k l≠ ≠  (2.14) 

 

Les deux premières parties s’intéressent à la mise sous forme LMI du problème du retour de 

sortie avec observateur dans le cas de modèles TS.  

B. Stabilisation de modèles TS continus par retour de sortie 

On rappelle qu’une formulation LMI pour le retour de sortie dynamique n’est disponible que 

si les variables de prémisses ( )z t  sont mesurées /Ma et al 1998/, /Assawinchaichote et al. 

2004/. L’approche choisie est un retour d’état avec observateur. La motivation de cette partie 

est de proposer une formulation LMI du cas général de prémisses partiellement mesurées. 

Notons que très peu de travaux existent traitant de ce cas général et que les résultats obtenus 

ne sont jamais LMI. Les seules conditions obtenues sont BMI (Bilinear Matrix Inequalities) 

/Yoneyama et al. 2001/ /Lo et Lin 2004/ et leur résolution n’est pas forcement satisfaisante. 

Effectivement, la résolution utilise deux problèmes LMI séquencés /Lo et Lin 2004/, ce qui ne 

garantit pas la convergence de l’algorithme et donne des solutions très dépendantes de 

l’initialisation de l’algorithme. Pour la suite, il est nécessaire de différencier le vecteur ( )z t  

de sa reconstruction ( )ẑ t . On introduit la notation suivante : 
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Notation : Soit iY , ijY  des matrices de taille appropriée et ( )ih ⋅  des fonctions scalaires ayant 

la propriété de somme convexe, on pose ( )( )
1

r

z i i
i

Y h z t Y
=

=∑ , ( )( )ˆ
1

ˆ
r

z i i
i

Y h z t Y
=

=∑  et 

( )( ) ( )( )ˆ
1 1

ˆ
r r

zz i j ij
i j

Y h z t h z t Y
= =

=∑∑ . 

 

On considère le modèle TS continu : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

z z

z

x t A x t B u t

y t C x t

= +


=

ɺ
 (2.15) 

la loi de commande par retour d’état de type PDC : 

( ) ( )ˆ ˆzu t F x t= −  (2.16) 

et l’observateur flou basé sur le modèle TS : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

z z z

z

x t A x t B u t K y t y t

y t C x t

 = + + −


=

ɺ
 (2.17) 

 

Remarque : Comme dans le cas général ( ) ( )ˆz t z t≠  les matrices de l’observateur 

( )ˆ ˆ ˆ, ,z z zA B C  sont différentes de celles du modèle. L’observateur ne garantit pas la 

convergence de l’erreur d’estimation d’état, i.e. ( )x̂ t → ( )x t , en revanche la stabilisation de 

la boucle fermée est garantie i.e. ( ) 0x t →  et ( )ˆ 0x t →  quand t → +∞ . 

 

En notant l’erreur d’estimation ( ) ( ) ( )ˆx t x t x t= −ɶ , on peut écrire son équation dynamique : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆz z z z z z z z z z z z z zx t A A K C C B B F x t A K C B B F x t= − − − − − + − + −ɺɶ ɶ  (2.18) 

ainsi que la dynamique de l’état du modèle (2.15) : 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆz z z z zx t A B F x t B F x t= − +ɺ ɶ  (2.19) 

En notant ˆ ˆzz z zA A A= − , ˆ ˆzz z zB B B= −  et ˆ ˆzz z zC C C= −  on peut écrire la dynamique globale de 

la boucle fermée : 

( )
( )

( )
( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

z z z z z

zz z zz zz z z z z zz z

x t x tA B F B F

x t x tA K C B F A K C B F

   − 
=    − − − +    

ɺ
ɺɶ ɶ

 (2.20) 
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L’expression (2.20) montre que le principe de séparation ne peut pas être appliqué. En effet 

les termes ˆzzA , ˆzzB  et ˆzzC  représentent les différences entre le modèle observé et 

l’observateur. Dans le cas général, la dynamique de l’erreur ( )x tɺɶ  est fonction de l’état du 

modèle à stabiliser. L’observateur ne peut donc pas converger indépendamment du modèle à 

stabiliser. 

 

L’analyse de la stabilité de la boucle est réalisée grâce à la méthode directe de Lyapunov. 

Pour cela on considère, la fonction candidate suivante avec 0P >  et 0P >ɶ  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), T TV x x x t Px t x t Px t= + ɶɶ ɶ ɶ  (2.21) 

Remarque : La fonction candidate de Lyapunov quadratique associée au modèle (2.20) est 

normalement ( ) ( )
( )

( )
( ),

T
x t x t

V x x
x t x t

   
=    
   

ɶ
ɶ ɶ

P . La simplification (2.21) est faite pour permettre 

l’obtention des conditions LMI au problème. 

 

La dérivée de la fonction (2.21) s’écrit : 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0
,

0 0

T T
x t x t x t x tP P

V x x
x t x t x t x tP P

          = +          
          

ɺ ɺɺ ɶ ɺ ɺɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ
 (2.22) 

En utilisant (2.20), on obtient : 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0
, *

0

T

z z z z z

zz z zz zz z z z z zz z

x t x tA B F B FP
V x x

x t x tA K C B F A K C B FP

   −  = +       − − − +      

ɺ ɶ
ɶɶ ɶ

 (2.23) 

Une condition nécessaire et suffisante pour avoir ( ), 0V x x <ɺ ɶ  le long des trajectoires du 

modèle est : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

*
0

T T T
z z z z z z

T T T T T T T
z z zz z zz zz z z z z z zz z z z zz z

A F B P P A B F

F B P P A K C B F A C K F B P P A K C B F

 − + −
  <
 + − − − + + − + 

ɶ ɶ ɶ
(2.24) 

En utilisant le lemme I-9, on obtient la majoration suivante : 

*w +∀ ∈ℝ  ( ) 1 ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ

0 0 0
*

0

T T
z zz

zz z zz z zz z zz zT T
z zz

F B
B F B F w w B F B F

P P F B
−  −   

   + − ≤ + −       
     
ɶ ɶ  (2.25) 

D’où (2.24) est vraie si : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

* *
0

*

T T
z z z z zz

zz z zz zT T T T
z z zz z zz z z z z zz

P A B F F B
w B F B F

F B P P A K C P A K C w P F B−

 + −   −
 + − <     + − + − +    

ɶ ɶ ɶ
(2.26) 
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ou encore en utilisant le complément de Schur et en permutant les lignes/colonnes 2 et 3 : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

ˆ

1
ˆ ˆ

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

* * *

* 0

*

z z z

zz z

T T T T
z z zz z zz z zz z z z

P A B F

B F w I

F B P P A K C F B P A K C w P

−

−

 + −
 

− − < 
 + − + − +  

ɶ ɶ ɶ

 (2.27) 

En utilisant le même raisonnement sur le terme ( )ˆ ˆ ˆzz z zzP A K C−ɶ , on obtient la condition 

suivante avec λ  et θ  deux scalaires positifs : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

* * *

* 0

T T
z z z zz zz zz zz

zz z

T T T T
z z z zz

P A B F A A C C

B F w I

F B P F B

λ θ
−

 + − + +
 − − < 
 Θ 

 (2.28) 

avec ( ) ( ) 1 2 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ* T
z z z z zP A K C w P P PK K Pλ θ− − −Θ = + − + + +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

 

En utilisant la propriété de congruence avec [ ]( )diag X I X  et le changement de variable 

bijectif z zM F X= , (2.28) devient : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

* * *

* 0

T T
z z z zz zz zz zz

zz z

T T T T
z z z zz

A B F X XA A X XC C X

B M w I

M B M B X X

λ θ
−

 + − + +
 − − < 
 Θ 

 (2.29) 

(2.29) est vérifiée impose 0Θ < . Si 0Θ <  on peut utiliser la majoration suivante : 

( ) ( ) ( )1 1 2 10
T T TX X X X X Xµ µ µ µ− − −+ Θ Θ + Θ ≤ ⇔ Θ ≤ − + − Θ  (2.30) 

En appliquant cette majoration sur la condition (2.29), on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1
ˆ ˆ

2 1
ˆ ˆ ˆ

* * *

* 0

2

T T
z z z zz zz zz zz

zz z

T T T T
z z z zz

A B F X XA A X XC C X

B M w I

M B M B X

λ θ

µ µ

−

−

 + − + +
 − − < 
 − − Θ 

 (2.31) 

L’utilisation du complément de Schur sur les termes ˆ ˆ
T
zz zzXA A Xλ , ˆ ˆ

T
zz zzXC C Xθ  et 2 1µ −Θ , 

donne :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

ˆ

1
ˆ

1
ˆ

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

1 2
ˆ ˆ ˆ

1 2 1
ˆ ˆ

* * * * * 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 * 0 0
0 0 2

*
0 0 0 0

z z z

zz

zz

zz z

T T T T
z z z zz

z z z

T
z z

A X B M

A X I

C X I

B M w I

M B M B X I

P A K C w P
I

P PK K P

λ
θ

µ µ

µ
λ θ

−

−

−

−

− −

 + − 
 − 
 −
 

− − < 
 −
 

  + − +
   + +   

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

(2.32) 
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Enfin, avec le changement de variable bijectif z zN PK= ɶ  et en utilisant le complément de 

Schur sur 1 2w P− ɶ , 1 2Pλ− ɶ  et 1
ˆ ˆ

T
z zPK K Pθ − ɶ ɶ  on obtient la condition : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ

1
ˆ

1
ˆ

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ

* * * * * 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 * 0 0 0 0

00 0 2 0 0 0

0 0 0 0 * * * *

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

z z z

zz

zz

zz z

T T T T
z z z zz

z z z

T
z

A X B M

A X I

C X I

B M w I

M B M B X I

I PA N C

P wI

P I

N I

λ
θ

µ µ
µ

λ
θ

−

−

−

+ − 
 − 
 −
 

− − 
  <−
 

+ − 
 −
 

− 
 − 

ɶ

ɶ

ɶ

 (2.33) 

A partir de (2.33) on définit la quantité suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

* * * * * 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 * 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 * * * *

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

i i j

ij

ij

ik j

T T T Tk
j i j ikij

i j i

T
j

A X B M

A X I

C X I

B M w I

M B M B X I

I PA N C

P wI

P I

N I

λ
θ

µ µ
µ

λ
θ

−

−

−

+ − 
 − 
 −
 

− − 
 −ϒ =
 

+ − 
 −
 

− 
 − 

ɶ

ɶ

ɶ

 (2.34) 

avec ij i jA A A= − , ik i kB B B= −  et ik i kC C C= − . 

Théorème 1 /Guerra et al. 2006/ : Soient le modèle TS continu (2.15), l’observateur (2.17), 

la loi de commande (2.16) et les kijϒ  définis en (2.34). S’il existe des matrices définies 

positives X  et Pɶ , des scalaires µ , w , λ  et θ , et des matrices iN  et iM  { }1, ,i r∈ …  tels 

que les conditions (1.33) et (1.34) soient satisfaites alors la boucle fermée est globalement 

asymptotiquement stable. Les gains de commande sont donnés par 1
i iF M X −=  et les gains de 

l’observateur par 1
i jK P N−= ɶ . 

 

Remarque : Le problème n’est pas strictement LMI puisque les conditions du théorème 1 ne 

sont pas linéaires en les scalaires µ , w , λ  et θ . Il est donc nécessaire de les fixer a priori. 
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Pour montrer l’intérêt de l’approche on choisit un modèle TS instable en boucle ouverte. Il est 

composé de deux modèles linéaires dont les matrices sont : 1

1 0

1 1
A

 
=  − − 

, 2

2.5 0

2.3 1
A

 
=  − − 

, 

1 2

1

0
B B

 
= =  

 
 et [ ]1 2 10 2C C= = . Les fonctions non linéaires sont définies par : 

( )( ) ( )( )1 20.5 arctan /h x t x t π= +  et ( )( ) ( )( )2 2 1 21h x t h x t= − . On suppose ( )2x t  non 

mesurable. Si on calcule une loi de commande et un observateur indépendamment (en 

supposant le principe de séparation valide) un résultat est /Tanaka et al. 1998/ : 

1

2

1,00 6,08

2,34 14,2

F

F

−   
=   −  

 et [ ]1 2

0,16 0,34

0,33 0,58
K K

 
=  − − 

. On s’aperçoit qu’il existe des 

conditions initiales telles que la boucle fermée est instable. Par exemple pour les conditions 

initiales ( ) [ ]0 100 100
TTx =  (pour le modèle) et ( ) [ ]ˆ 0 0 0

TTx =  (pour l’observateur) la 

figure 1 montre la divergence de la boucle fermée.  
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Figure 1 : évolution de l’état pour les conditions initiales ( ) [ ]0 100 100
TTx =  et ( ) [ ]ˆ 0 0 0

TTx = . 

 

En prenant en compte le modèle complet et en utilisant le résultat du théorème 1 et avec 

1w = , 7µ =  et 1 3eλ = − , un résultat est : 1

2

12,34 0,001567

11,78 0,006849

F

F

   
=   
  

   et 

[ ]1 2

25,75 13,33

25,75 13,33
K K

− 
=  − 

. Sur la figure ci-après, on retrouve l’évolution  de l’état au 

cours du temps pour les mêmes conditions initiales.  
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Figure 2 : évolution de l’état pour les conditions initiales ( ) [ ]0 100 100
TTx =  et ( ) [ ]ˆ 0 0 0

TTx = . 

D’une manière générale, on peut être confronté à un cas intermédiaire entre ( )z t  entièrement 

mesurable et ( )z t  non mesurable.  

C. Stabilisation de modèles TS continus : prémisses  

partiellement mesurables 

Afin de représenter ce cas, on distingue la partie mesurée de ( )z t  qui sera notée ( )tα , de la 

partie non mesurée qui sera noté ( )tβ . L’observateur et la loi de commande ont comme 

variable de prémisse ( )tα  et ( )ˆ tβ . Le modèle, son observateur et sa loi de commande 

peuvent ainsi se réécrire : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

1 1

rr

i j ij ij
i j

rr

i j ij
i j

x t v t w t A x t B u t A x t B u t

y t v t w t C x t C x t

βα

βα

αβ αβ

αβ

α β

α β

= =

= =


= + = +



 = =


∑∑

∑∑

ɺ

 (2.35) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )ˆ
1 1

ˆ ˆ ˆ
rr

i j ij
i j

u t v t w t F x t F x t
βα

αβα β
= =

= − = −∑∑  (2.36) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ
1 1

ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ

rr

i j ij ij ij
i j

rr

i j ij
i j

x t v t w t A x t B u t K y t y t

A x t B u t K y t y t

y t v t w t C x t C x t

βα

βα

αβ αβ αβ

αβ

α β

α β

= =

= =


= + + −


 = + + −

 = =


∑∑

∑∑

ɺ

 (2.37) 
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où 0iv ≥  et 0jw ≥  représentent respectivement les non-linéarités faisant intervenir ( )tα  et 

( )tβ . Dans l’ancienne écriture du modèle on a : ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )i jh z t v t w tα β⋅ = ⋅ . 

 

En utilisant la même démonstration que dans le cas précédent à partir de (2.33) on peut 

obtenir : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

ˆ

1
ˆ

1
ˆ

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ

* * * * * 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 * 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 * * * *

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

T
T T T

T

A X B M

A A X I

C C X I

B B M w I

M B M B B X I

I PA N C

P wI

P I

N I

αβ αβ αβ

αβ αβ

αβ αβ

αβ αβ αβ

αβ αβαβ αβ αβ

αβ αβ αβ

αβ

λ

θ

µ µ

µ

λ
θ

−

−

−

 + −

 − −

 − −



− − −

 − −


+ −

−
−

−

ɶ

ɶ

ɶ

0









 <



 
 
 
 
 
 



 (2.38) 

On définit la quantité suivante : 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

* * * * * 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 * 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 * * * *

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

im im jl

im ik

im ik

im ik jl

Tkl T T T
ij jl im jl im ikm

ik jl ik

T
jl

A X B M

A A X I

C C X I

B B M w I

M B M B B X I

I PA N C

P wI

P I

N I

λ
θ

µ µ
µ

λ
θ

−

−

−

 + − 
 − −
 − −


− − −
ϒ = − −
 + −
 −
 −


− 

ɶ

ɶ

ɶ















 (2.39) 

 

Théorème 2 /Guerra et al. 2006/ : Soient un modèle TS continu à prémisses partiellement 

mesurables (2.35), l’observateur (2.37), la loi de commande (2.36) et les ( )kl
ij m

ϒ  définis en 

(2.39). S’il existe des matrices définies positives X  et Pɶ , des scalaires positifs w , λ  et θ , et 

des matrices ijN  et ijM  { }, 1, ,i j r∈ …  tels que les conditions (2.11) ~ (2.14) soient satisfaites 

alors la boucle fermée est globalement asymptotiquement stable. Les gains de commande sont 

donnés par 1
ij ijF M X −=  et les gains d’observation par 1

ij ijK P N−= ɶ . 
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A titre d’illustration on considère le modèle TS instable en boucle ouverte suivant : 

1,1

1 0

1 1
A

 
=  − − 

, 2,1

1,5 0

1 1
A

 
=  − − 

, 1,2

2.5 0

2,3 1
A

 
=  − − 

, 2,2

3 0

2,3 1
A

 
=  − − 

, 

1,1 1,2 2,1 2,2

1

0
B B B B

 
= = = =  

 
, [ ]1,1 2,1 15 3C C= =  et [ ]1,2 2,2 16 3C C= = . On suppose ( )1x t  

mesurable, ( )2x t  non mesurable. On choisit comme fonctions non linéaires 

( ) ( )1 1 10.5 arctan /v x x π= + , ( ) ( )2 1 1 11v x v x= − , ( ) ( )1 2 20.5 arctan /w x x π= +  et 

( ) ( )2 2 1 21w x w x= − . 

 

La figure 3 représente l’évolution de l’état et de son estimée pour les conditions initiales 

suivantes : ( ) [ ]0 10 10
TTx =  et ( ) [ ]ˆ 0 0 0

TTx = . La figure 4 donne l’évolution de la sortie, 

de son estimée et des fonctions ( )w β  et ( )ˆw β . Pour ne pas donner que des résultats de 

régulation, i.e. autour du point d’équilibre 0, une consigne différente de zéro est appliquée en 

boucle fermée après 2t s=  et on introduit un perturbation constante sur la sortie du modèle 

dans l’intervalle de temps [ ]10 15s s .  

En toute rigueur la stabilisation n’a été prouvée que pour le point d’équilibre 0. Néanmoins 

l’extension à des consignes de type échelon ou des signaux de type ∞L  se fait aisément en 

considérant les propriétés d’ISS (Input to State Stability) /Sontag et Wang 1995/. Cette 

propriété est vérifiée dans le cas des modèles TS en utilisant le fait que zB  est bornée /Lauber 

2003/. 
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Figure 3 : évolution des deux états et de leurs estimées. 
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Figure 4  : évolution de la sortie, de son estimée, de ( )w β  et de ( )ˆw β . 

Les figures 3 et 4 montrent la convergence de l’erreur d’estimation de l’état en régime 

permanent hors perturbation. Elles illustrent également la remarque faite précédemment sur le 

fait que ( )x̂ t → ( )x t  en présence d’une perturbation.  

 

Notons que le même type d’approche peut être utilisé dans le cas de modèles TS continu avec 

incertitudes. Cette approche n’est traitée que dans le cas discret.  

D. Stabilisation des modèles TS discrets incertains  par 

retour de sortie 

On s’intéresse aux modèles TS discrets incertains suivants /Zhao et al. 1995/, cf. chapitre I : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 z t z t z t z t

z t z t

x t A A x t B B u t

y t C C x t

 + = + ∆ + + ∆


= + ∆


 (2.40) 

avec 
2

1
z a az az

az

A H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z b bz bz

bz

B H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z c cz cz

cz

C H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, et , ,a b cH H H , , ,ai bi ciE E E  des 

matrices constantes. Pour simplifier l’étude, on choisit ( ) 0z tC∆ = . La loi de commande 

utilisée permet de réduire le conservatisme et d’obtenir des conditions LMI. Elle s’écrit : 

( ) ( )1 ˆz zu t F G x t−= −  (2.41) 

et l’observateur : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1ˆ ˆ ˆ1

ˆ ˆ

z z z z

z

x t A x t B u t S K y t y t

y t C x t

− + = + + −


=
 (2.42) 
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La dynamique de l’erreur de prédiction ( ) ( ) ( )ˆx t x t x t= −ɶ  est donnée par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 z z z z z z z z z z zx t A S K C B F G x t A B F G x t− − −+ = − + ∆ + ∆ − ∆ɶ ɶ  (2.43) 

On peut écrire la dynamique du modèle en boucle fermée : 

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1 1

1

1
z z z z z z z

z z z z z z z z z z z

x t x tA B F G B F G

x t x tA B F G A S K C B F G

− −

− − −

+    −
=    + ∆ − ∆ − + ∆    ɶ ɶ

 (2.44) 

avec z z zA A A= + ∆  et z z zB B B= + ∆ . 

Pour l’étude de la stabilité de la boucle fermée, on choisit la fonction candidate de Lyapunov 

suivante : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1
1 0

,
0

T T
T T T z z z

z z z z

z

x t x tG P G
V x t x t x t G P G x t x t P x t

x t x tP

− −
− −     

= + =     
    

ɶɶ ɶ ɶ
ɶɶ ɶ

 (2.45) 

Remarque : L’explication de la fonction de Lyapunov pour la partie commande i.e. 1T
z z zG P G− −  

sera faite dans la section suivante. On utilise dans ce paragraphe la version non quadratique 

des résultats, la version quadratique s’en déduit directement avec i iP G P= =  et i iS P P= =ɶ ɶ . 

 

Remarque : La fonction candidate de Lyapunov non quadratique associée au modèle (2.44) 

est normalement ( ) ( )
( )

( )
( )

1,

T

T
z z z

x t x t
V x x

x t x t
− −   

=    
   

ɶ
ɶ ɶ

G P G . La simplification (2.45) est faite pour 

obtenir des conditions LMI au problème. 

 

Notation : Soient iY , des matrices de taille appropriée et ( )ih ⋅  des fonctions scalaires ayant 

la propriété de somme convexe, on pose ( )( )
1

r

z i i
i

Y h z t Y
=

=∑  et ( )( )
1

1
r

z i i
i

Y h z t Y+
=

= +∑ . 

 

La variation de la fonction V  s’écrit : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1

, 1 , 1 ,

1 10 0

1 10 0

T TT T
z z z z z z

z z

V x t x t V x t x t V x t x t

x t x t x t x tG P G G PG

x t x t x t x tP P

− − − −
+ + +

+

∆ = + + −

+ +          
= −          + +          

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ

 

Elle est négative si : 

( )
1 1 1 1

1 1 1

0 0
* 0

0 0

T T
z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z

G P G A B F G B F G G P G

P A B F G A S K C B F G P

− − − − − −
+ + +

− − −
+

     −
− <     ∆ − ∆ − + ∆     ɶ ɶ

 (2.46) 
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L’utilisation de la congruence avec 
0

0
zG

I

 
 
 

 sur l’inégalité (2.46) donne : 

( )
1 1

1 1

00
* 0

00

T
zz z z z z z z z z z

zz z z z z z z z z z z z

PG P G A G B F B F G

PP A G B F A S K C B F G

− − −
+ + +

− −
+

   −  
− <     ∆ − ∆ − + ∆     

ɶɶ
 (2.47) 

L’utilisation du lemme I-2 (3 1⇒ ) avec la matrice 
0
z z

z

G R

S
+ 

 
 

 mène à la condition suivante : 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

1

0 * *

0 * *

0

z

z

z z z z z z z T
z z z z

z z z z z z z z z z z z z

T T
z z z z z z z z z z z z z z z z z z

P

P

A G B F B F G
G G P R

R A G B F R A S K C B F G

S A G S B F S A K C S B F G R S S P

−

+ + +− −

−
+

− 
 − 
    − <     − − + −
    + ∆ − ∆ + − + ∆    
 ∆ − ∆ − + ∆ − − − + 

ɶ

ɶ

 (2.48) 

Afin de traiter les parties non linéaires en les variables recherchées, on s’intéresse à : 

( ) ( )
( ) 1 1

1

0 0 0 0

0 0 * *

0 0 0

0 0 0
z z z z z z z z

z z z z

W
B B F G R B F G

S B F G

− −

−

 
 
 =
 + ∆ + ∆
 ∆ 

 (2.49) 

En utilisant le lemme I-9, on obtient la borne supérieure suivante : 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1 1 2 2

00 0

00
* * *

00

0 0

T

T
z

z z z z z z

z z z

G
W

B B F R B F

S B F

−
− −

    
    
    ≤ Γ + Γ + Γ + Γ
    + ∆ + ∆
     ∆     

 (2.50) 

avec 1 0Γ >  et 2 0Γ >  deux matrices quelconques à rechercher. En appliquant cette 

majoration sur la condition de stabilité (2.48), on obtient : 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1
1 2

1
(3,3)3,1

(4,4)

0 * *

0 0 *
0

z
T

z z z

z z z z z z z

T
z z z z z z z z z z z

P

P G G

R A R S K C R

S A G S B F S A K C R

− −

−

 − 
 − + Γ + Γ  < Ω − Ω −
 

∆ − ∆ − − Ω  

ɶ
 (2.51) 

avec : 

( ) ( ) ( )3,1 z z z z z z z z z z z zA A G B B F R A G R B FΩ = + ∆ − + ∆ + ∆ − ∆  (2.52) 

( )( ) ( )( )1
(3,3) 1

TT
z z z z z z z z z z z z z z zG G P B B F R B F B B F R B F−
+ + +Ω = − − + + + ∆ + ∆ Γ + ∆ + ∆  (2.53) 

( )
1

24,4
T T T T

z z z z z z z z zS S P S B F F B S−
+Ω = − − + + ∆ Γ ∆ɶ  (2.54) 
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L’utilisation du complément de Schur sur les expressions (2.53) et (2.54) donne : 

(3,3)

(4,4)

0z
T
z

R

R

Ω 
< Ω 

 si 

( )
( )( )

( )
1

2

* 0

0 0
0

0 *

0 0

T
z z z z

T

z z z z z z

T T
z z z z

T T T
z z z

G G P R

B B F R B F

R S S P

F B S

+ + +

+

 − − +
 

+ ∆ + ∆ −Γ  < 
− − + 

 ∆ −Γ 

ɶ
 (2.55) 

Les parties comprenant les incertitudes et le terme 1
z z z zR S K C−− ×  se regroupent de la manière 

suivante :  

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )

1

0 0 0 * 0 *

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 * 0 0 0

0 0 * 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 *

0 0 0 0 0 0

z a az az z

z z z z

z b bz bz z

T

b bz bz z

T

z b bz bz z

z a az az z

z b bz bz z

T T T T T
z bz bz b z

R I H E G
R S K C

R I H E F

H E F

R H E F

S H E G

S H E F

F E H S

−

 





+ ∆ × 
− ×  − + ∆ × 


 ∆ ×    + ∆ ×  

 ∆ × 
  − ∆ × 

× ∆ 


















 (2.56) 

En introduisant une matrice 0Χ > , des scalaires positifs η , ε , δ , λ  et µ , et  le fait que 

2
1az∆ ≤ , et 

2
1bz∆ ≤  une borne supérieure à (2.56) est donnée par : 

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

1 1

1

1 1 1

0

T T T T
z az az z z bz bz z

T T T
z z z z z z

T TT T
z a a z z b b z

T T T T
b b z b b z z z

T T T T
z bz bz z z bz bz z

T T T T T T
z a a z z b b z z b b z

T
z b

G E E G F E E F

C K S S K C

I R H H I R I R H H I R
diag

H H R H H R R R

F E E F F E E F

S H H S S H H S S H H S

F E

ε η

ε η

δ λ
δ λ

ε η µ
µ

− −

− −

− −

−

− − −

+
Χ

 + + + + +
 
 + + + Χ 

+
+ +

T
z bz zE F

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 (2.57) 

L’utilisation de cette majoration nous mène à la condition de stabilité suivante : 

( )
( )

( )
( )

1,1
1

1 2

4,4

5,5

6,6

7,7

0 0 * 0 0 0

0 * 0 0 0

0 0 * 0 0

0 0 * 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T T T
z z z z z z z

T
z z

z z z z z z

T T
z z

T
z z z z j

P C K S S K C I

I G G

A G B F R A

F B

S A K C R

− −

Θ 
 − + Χ 
 − − + Γ + Γ
 

− Θ < 
 Θ
 

− Θ 
 Θ 

ɶ

(2.58) 
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avec 1,1
T T T T

z z az az z z bz bz zP G E E G F E E Fε ηΘ = − + +  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
4,4

1 1

T TT T T
z z z z a a z z b b z

T T T T
b b z b b z z z

G G P I R H H I R I R H H I R

H H R H H R R R

ε η

δ λ

− −
+ + +

− −

Θ = − − + + + + + + +

+ + + Χ
 

1
5,5 1

T T T T
z bz bz z z bz bz zF E E F F E E Fδ λ−Θ = −Γ + +  

1 1 1
6,6

T T T T T T T
z z z z a a z z b b z z b b zS S P S H H S S H H S S H H Sε η µ− − −

+Θ = − − + + + +ɶ  

7,7 2
T T
z bz bz zF E E FµΘ = −Γ +  

 

Enfin l’utilisation du complément de Schur et du lemme I-2 permet d’obtenir un problème qui 

peut être mis sous forme LMI. Pour ce faire on définit les quantités suivantes : 

( ) ( )
( )

1,1

2,1 2,2

3,1 3,2 3,3

4,4

* * 0

* 0

0

0 0 0

ijk

ijk ijk
k
ij ijk ijk ijk

ijk

 Ξ
 Ξ Ξ ϒ =
 Ξ Ξ Ξ
 

Ξ  

 (2.59) 

avec 

( ) ( )

( )

1

1

1,1

1 2

* * 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 *

0 0 0 0

0 0 0 0

i

ai j

bi jijk

i

T
j i i i

T
i i

P

E G I

E F I

P I

K C S S

I G G

ε
η

−

−

 − 
 − 
 −

Ξ =  
− 

 − − + Χ
 

− − + Γ + Γ  

ɶ   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2,2

1

1

* * * * * 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 * *

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T T
k k k b b

T
j

TT
a j

TTijk
b j

T T
b j
T T
j i

bi j

bi j

G G P H H

R

H I R I

H I R I

H R I

F B

E F I

E F I

δ

ε

η

λ

δ
λ −

 − − + +
 

−Χ 
 

+ − 
 
 + −Ξ =
 

− 
 −Γ 
 −
 −  

  

( ) ( ) ( )

3,3

* * *

0 0

0 0

0 0

T
j j k

T T
a jijk
T T
b j
T T
b j

S S P

H S I

H S I

H S I

ε
η

µ

 − − +
 − Ξ =
 −
 

−  

ɶ

 
( )2

4,4 1

*
ijk

i jE F Iµ −

−Γ 
Ξ =  − 
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2,1
7 6

0 0 0 0

0
i j i j j iijk AG B F R A

×

− 
Ξ =  

 
 3,1

3 6

0 0 0 0 0

0
j i j iijk S A K C

×

− 
Ξ =  

 
 

1 7
3,2

3 1 3 7

0

0 0

T
ijk jR ×

× ×

 
Ξ =  

 
 

 

Théorème 3 /Kruszewski et Guerra 2005a/: Soient un modèle TS discret incertain (2.40), la 

loi de commande (2.41), l’observateur (2.42) et les k
ijϒ  définis en (2.59). S’il existe des 

matrices 0iP > , 0iP >ɶ , iG , iS , iF , iK , iR , 1 0Γ > , 2 0Γ > , 0X > , ( )Tk k
i iQ Q= , ( )Tk k

ij jiQ Q=  

{ }, , 1, ,i j k r∈ …  et des scalaires ε , δ , η , µ  et λ  positifs tels que les conditions (2.5) ~ (2.7) 

soient satisfaites alors la boucle fermée est globalement asymptotiquement stable.  

 

Pour montrer l’intérêt de l’approche on choisit un modèle TS instable en boucle ouverte 

suivant : 

1

0,1 0,2

1 0,9
A

− − 
=  − 

, 2

0,5 1,2

0,09 0,9
A

− − 
=  − − 

, 1

4,1

0,8
B

 
=  
 

,  2

3

0,1
B

 
=  
 

, [ ]1 0,5 2,5C = , 

[ ]2 0,5 2C = , 
1

0aH
 

=  
 

, [ ]1 0,2 0aE = , [ ]2 0,2 0aE = , 0bH = , 1 0bE = , 2 0bE = . 

Les fonctions non linéaires scalaires sont définies par : ( )( ) ( )( )( ) [ ]1 11 cos / 2 0 1h z t x t= − ∈  

et ( )( ) ( )( )2 21h z t h z t= − . 

 

Les conditions du théorème 3 ne peuvent pas être satisfaites dans le cas quadratique (c'est-à-

dire i iP G P= =  et i iS P P= =ɶ ɶ ). Dans le cas non-quadratique, un résultat est : 

[ ]1 0,3395 0,7796F = − − , [ ]2 1,999 2,820F = − − , 1

12,61 9,3

4,609 10,94
G

 
=  
 

,  

2

9,629 2,132

1,888 9,312
G

 
=  
 

, 1

0,1084

0,1128
K

− 
=  
 

 et 2

0,2471

0,0191
K

− 
=  
 

. 

La simulation présentée figures 5 et 6 utilise pour conditions initiales ( ) [ ]0 5 3
T

x =  pour le 

modèle et ( ) [ ]ˆ 0 3 5
T

x = −  pour l’observateur. La figure ci-après représente les deux 

trajectoires (modèle et observateur) dans le plan de phase ( )1 2,x x . Les équipotentielles de la 

partie commande de la fonction de Lyapunov sont également représentées. Elles permettent 
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de voir clairement le caractère non quadratique de cette fonction (les équipotentielles ne sont 

pas convexes). La même remarque peut être faite que dans le cas continu sur la convergence 

de l’estimation de l’état i.e. ( )x̂ t → ( )x t . 

-10 -5 0 5

-4

-2

0

2

4

6

X1

X
2

state
estimated state

 

Figure 5 : évolution des variables d’états du modèle et de l’observateur dans le plan ( )1 2,x x . 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8
prediction error on x1
prediction error on x2

 

Figure 6 : évolution des erreurs de reconstruction de l’état. 

état 
Estimée de l’état 

1x  

2x  

temps 

erreur d’estimations 1xɶ  

erreur d’estimations 2xɶ  
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Cette approche peut s’étendre à d’autres types de problèmes de façon similaire par exemple 

( )z t  partiellement mesuré. La suite de ce chapitre propose l’utilisation du non quadratique à 

des problèmes de retour d’état. 

E. Stabilisation de modèles TS discrets incertains : retour 

d’état 

On s’intéresse au modèle TS discret incertain (2.40). La fonction de Lyapunov utilisée est 

/Guerra et Vermeiren 2004/ : 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1

Tr r r
T

i i i i i i
i i i

V x t x t h z t G h z t P h z t G x t
− −

= = =

    =     
    
∑ ∑ ∑  (2.60) 

ou encore : 

( )( ) ( ) ( )1T T
z z zV x t x t G P G x t− −=  (2.61) 

La loi de commande est donnée par : 

( ) ( )1
z zu t F G x t−= −  (2.62) 

Après quelques manipulations identiques au cas de la stabilisation quadratique c.f. chapitre I 

section B-6 on obtient : 

( )
( ) ( )

*
0z

T
z z z z z z z z z

P

A A G B B F G G P+ + +

− 
< + ∆ − + ∆ − − + 

 (2.63) 

Une borne supérieure du terme incertain est obtenue en utilisant le lemme I-9, 
2

1az∆ ≤  et 

2
1bz∆ ≤  : 

( ) 1 10 * 0

0 0

T T T T
z az az z z bz bz z

T T
z z z z a a b b

G E E G F E E F

A G B F H H H H

λ τ
λ τ

− −   +
≤   ∆ − ∆ +   

 (2.64) 

En considérant cette majoration, une condition suffisante de stabilité est : 

( )1 1 *
0

T T T T
z z az az z z bz bz z

T T T
z z z z z z z a a b b

P G E E G F E E F

A G B F G G P H H H H

λ τ
λ τ

− −

+ + +

 − + +
< − − − + + + 

 (2.65) 

Le complémentent de Schur permet de mettre (2.65) sous la forme : 

( ) ( ) ( )* * *

0 0
0

0 0

0 0

z

az z

bz z

T T T
z z z z z z z a a b b

P

E G I

E F I

A G B F G G P H H H H

λ
τ

λ τ+ + +

 − 
 −  <
 −
 

− − − + + + 

 (2.66) 

 



Chapitre II : Nouvelles conditions de stabilisation des modèles TS 

 57 

On définit la quantité suivante : 

( ) ( ) ( )* * *

0 0

0 0

0 0

i

ai jk
ij

bi j

T T T
i j i j k k k a a b b

P

E G I

E F I

AG B F G G P H H H H

λ
τ

λ τ

− 
 − ϒ =
 −
 

− − − + + +  

 (2.67) 

 

Théorème 4 : Soient le modèle TS discret (2.40), la loi de commande (2.62) et les k
ijϒ  définis 

en (2.67). S’il existe des matrices définies positives iP , des scalaires τ  et λ , et des matrices 

iG  et iF  { }1, ,i r∈ …  tels que les conditions (1.33) et (1.34) soient satisfaites alors la boucle 

fermée est globalement asymptotiquement stable. 

 

Remarque /Guerra et Vermeiren 2004/ : la fonction ( )( ) ( ) ( )1T T
z z zV x t x t G P G x t− −=  est une 

fonction candidate de Lyapunov. Pour le prouver, on utilise le fait que zP  est une somme 

convexe de matrices définies positives et que zG  est une somme convexe de matrice de rang 

plein. On a zI P Iλ λ≤ ≤  et donc ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1T TT T
z z z zx t G G x t V x t x t G G x tλ λ− − − −≤ ≤ . 

Comme 0T
z zG G >  alors 0µ∃ >  et 0µ >  tels que ( )max T

z z zI G Gµ ≥  et ( )min T
z z zI G Gµ ≤ . 

donc : ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T T
x t x t V x t x t x tλµ λµ≤ ≤ . ( )( )V x t  est donc une fonction candidate de 

Lyapunov. 

 

Afin d’illustrer l’efficacité de l’approche, on considère le modèle TS discret (2.40) avec les 

matrices suivantes : 1

0,5 1

0,1 0,5
A

− 
=  − 

, 2

0,9 0,5

0,1 1,20
A

− 
=  − − 

, 1

3

4
B

 
=  
 

,  2

3

0,1
B

 
=  
 

, 

1 0

0 1aH
 

=  
 

, [ ]1 0aE a= , [ ]2 0aE b= , 
1 0

0 1bH
 

=  
 

 et 1 2

3

0b b

b
E E

 
= =  

 
 où a  et b  sont 

deux paramètres.  

 

La figure 7 montre l’apport en termes de robustesse. L’approche non quadratique (NQ) 

permet de prendre en compte des incertitudes plus importantes que l’approche 

quadratique (Q). 
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Figure 7 : comparaison entre les domaines de solutions des approches quadratiques et non quadratiques 

F. Stabilisation de modèles incertains à retard var iable. 

Afin d'élargir la gamme des modèles stabilisables, on s’intéresse aux modèles Takagi-Sugeno 

discrets incertains à retard variable sur l’état. Ces modèles permettent de considérer des 

retards qui peuvent être dus à des communications entre plusieurs procédés. On suppose dans 

la suite que le retard est variable. On considère donc les modèles à retard variant ( )tσ ∈ℕ  

pouvant s’écrire : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 z z z z z z

z z

x t A A x t A A x t t B B u t

y t C C x t

σ + = + ∆ + + ∆ − + + ∆


= + ∆

⌢ ⌢

 (2.68) 

avec 
2

1
z a az az

az

A H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z b bz bz

bz

B H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z c cz cz

cz

C H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z a az az

az

A H E∆ = ∆
 ∆ ≤

⌢ ⌢ ⌢

⌢

⌢

 et 

, , ,a b c aH H H H ⌢ , , ,ai bi ciE E E  des matrices constantes et la loi de commande : 

( ) ( )1
z zu t F G x t−= −  (2.69) 

On considère la fonction candidate de Lyapunov non-quadratique suivante : 

( ) ( )1T T
t z z z tV x t G PG x t V− −= +  (2.70) 

avec ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

2

11 1
1 1

1 1

t t
T T T T

t
t t j l t j

V x S ZS x x l S ZS x l
σ

α σ σ
α α

− +− −
− − − −

= − =− + = + −

= +∑ ∑ ∑  (2.71) 
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Ce type de fonction candidate de Lyapunov est utilisé dans le cadre de modèles à retard 

variant dans le temps. Elle permet de majorer la partie variante du retard /Xu et Chen 2004/ 

ainsi on a l’inégalité suivante :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
2 1 1

TT T T
tV t x t S ZS x t x t t S ZS x t tσ σ σ σ− − − −∆ ≤ − + − − −  (2.72) 

avec ( )tV t∆  la variation de la fonction tV  le long des trajectoires du modèle. On note 

2 1 1σ σ σ= − +  z z zA A A= + ∆ , ˆ
z z zA A A= + ∆
⌢ ⌢

 et z z zB B B= + ∆ . La variation de la fonction 

candidate de Lyapunov (2.70) est donnée par :  

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )1 1 1ˆ*

TT T
t z z z z z z z z z z z t

x t
V G P G A B F G A x t G P G x t V

x t tσ
− − − − −
+ + +

 
 ∆ = − − + ∆   − 

 (2.73) 

(2.73) est négative si : 

( )
1 1

1 1

1

0ˆ* 0
0

T T
T z z z

z z z z z z z z T

G PG S ZS
G P G A B F G A

S ZS

σ− − − −
− − −
+ + + − −

 − +
 − + <   − 

 (2.74) 

 

L’utilisation de la congruence avec la matrice 
0

0

T
z

T

G

S

 
 
 

 sur (2.74) donne : 

1
1 0ˆ 0

ˆ 0

T T T T T T
z z z z T z z z

z z z z z z z zT T
z

G A F B P G S ZS G
G P G A G B F A S

ZS A

σ − −
− −
+ + +

 −  − +
 − + <     −    

 (2.75) 

L’utilisation du lemme I-2 (3 1⇒ ) sur l’inégalité (2.75) mène à : 

( )
( )

1 0 *

0 * 0

ˆ

T T
z z z

T
z z z z z z z z

P G S ZS G

Z

A G B F A S G G P

σ − −

+ + +

 − +
 

− < 
 − − − + 

 (2.76) 

On pose TM W W∆ ≡ +  avec : 

[ ] [ ] [ ]
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0az z az bz z

a az a az b bz

W E G E S E F

H H H

     
     = + + −     
     ∆ ∆ ∆     ⌢ ⌢

 (2.77) 

 

En utilisant le lemme I-9, on obtient la borne supérieure suivante pour la quantité M∆  : 

1 1

1

T T T T
z az az z z bz bz z

T T
az az

T T T T T T
a az az a a az az a b bz bz b

G E E G F E E F

M diag S E E S

H H H H H H

ε µ
δ

ε δ µ

− −

−

  +
  ∆ ≤   
  ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆  

⌢ ⌢

⌢ ⌢ ⌢ ⌢

 (2.78) 
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Ce qui donne : 

( )

( )

1 1

1

1

1

0 *

0 * 0

T T T T
z z z z az az z

T T
z bz bz z

T T
az az

T T
z z z a a

z z z z z T T
a a b b

P G S ZS G G E E G

F E E F

Z S E E S

G G P H H
A G B F A S

H H H H

σ ε
µ

δ
ε

δ µ

− − −

−

−

+ + +

  − + +
   +  
 − + < 
  − − + +
 −    + +  

⌢ ⌢

⌢ ⌢

(2.79) 

En utilisant le complément de Schur, il vient : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

* * * 0 0 *

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

00 0 0 0 0

0 0 0 0 * *

0 0 0 0 0

0 0 0 0

z

az z

bz z

T
z

az

z z z z z

P

E G I

E F I

G S S Z

Z

E S I

A G B F A S

ε
µ

σ

δ

− 
 − 
 −
  <− − + 
 −
 

− 
 − Θ 

⌢

 (2.80) 

avec T T T T
z z z a a a a b bG G P H H H H H Hε δ µ+ + +Θ = − − + + + +⌢ ⌢  

Comme les scalaires ε , µ  et δ  sont indépendants des autres variables dans (2.80) on peut 

utiliser 0z
zzε + > , 0z

zzµ + >  et 0z
zzδ + > . On obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

* * * 0 0 *

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

00 0 0 0 0

0 0 0 0 * *

0 0 0 0 0

0 0 0 0

z

z
az z zz

z
bz z zz

z T
zz z

z
az zz

z
z z z z z zz

P

E G I

E F I

G S S Z

Z

E S I

A G B F A S

ε
µ

σ

δ

+

+

+

+

+

− 
 − 
 −
 Γ = <− − + 
 −
 

− 
 − Θ 

⌢

 (2.81) 

avec z T z T z T z T
zz z z z zz a a zz a a zz b bG G P H H H H H Hε δ µ+ + + +

+ + +Θ = − − + + + +⌢ ⌢  et on définit les quantités 

suivantes : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

* * * 0 0 *

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 * *

0 0 0 0 0

0 0 0 0

i

k
i j ij

k
i j ij

Tk
jij

k
i ij

k
i j i j i ij

P

D G I

E F I

G S S Z

Z

D S I

AG B F A S

ε
µ

σ

δ

− 
 − 
 −
 

− − +Γ = < 
 −
 

− 
 − Θ 

⌢

 (2.82) 

k T k T k T k T
ij k k k ij a a ij a a ij b bG G P H H H H H Hε δ µΘ = − − + + + +⌢ ⌢  
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Théorème 5 /Guerra et al. 2004/: Soient un modèle TS discret incertain (2.68), la loi de 

commande (2.69) et les kijϒ  définis en (2.82). S’il existe des matrices iP , iG , iF , S , Z , 

( )Tk k
i iQ Q= , { }1, ,i r∈ … , ( )Tk k

ij jiQ Q= , ( ) { }3
, , 1, ,i j k r∈ … , des scalaires kijε , k

ijδ  et k
ijµ  tels 

que les conditions (1.35) ~ (1.37) soient vérifiées alors la boucle fermée est globalement 

asymptotiquement stable. 

 

A titre d’exemple, on considère le modèle (2.68) avec : 

1

-0.5 2

-0.1 0.5
A

 
=  
 

, 2

-0.9 0.5

-0.1 -1.7
A

 
=  
 

, 1

0.007 0

0 0.015aE
 

=  
 

, 2

0.007 0

0 0.0135aE
 

=  
 

,  

1 0

0 1a aH H
 

= =  
 

⌢ , 
1 0

1 0bH
 

=  
 

, 1

4.1

4.8
B

 
=  
 

, 2

3

0.1
B

 
=  
 

, 1

0.016

0bE
 

=  
 

, 2

0.014

0bE
 

=  
 

,  

1

0.07 0

0 0.07
A

 
=  
 

⌢
, 2

0.06 0

0 0.06
A

 
=  
 

⌢
, 1

0.014 0

0 0aE
 

=  
 

⌢ , 2

0.012 0

0 0aE
 

=  
 

⌢  et 2σ = . 

 

Notons que ce modèle, même dans une version simplifiée sans incertitudes et sans retard ne 

peut pas être stabilisé avec les conditions quadratiques et la relaxation de /Liu et Zhang 2003/.  

Une solution est donnée par le théorème 5 : 

1

0,463 0,01486

0,01486 0,005454
P

 
=  
 

, 2

0,2493 0,01954

0,01954 0,001715
P

− 
=  − 

, 1

0,362 0,004548

0,01337 0,005741
G

− 
=  
 

,  

2

0,2678 0,01514

0,02017 0,001557
G

− 
=  − 

, 1

0,007582

0,0008144

T

F
− 

=  
 

, 2

0,0241

0,001244

T

F
− 

=  − 
.  

 

Afin de pouvoir simuler, on choisit comme fonction nonlinéaire 

( )( ) ( )( )
( )
1

1 1
1

sin1
1

1,217

x t
h x t

x t

 
= − 

 
 

 et ( )( ) ( )( )2 1 1 11h x t h x t= − , et pour conditions initiales 

( ) 10
0

5
x

 
=  − 

 et ( ) 0 0x t t= ∀ < .  

 

La figure 8 présente l’évolution de l’état au cours du temps. La figure 9 donne l’évolution du 

retard.  
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Figure 8 et 9 : évolution des deux variables d’état au cours du temps et du retard 

 

G. Conclusion 

Ce deuxième chapitre a permis dans un premier temps, de proposer des solutions utilisant des 

contraintes LMI à des problèmes qui jusque là n’en avaient pas. Il s’agit des problèmes de 

retour de sortie pour des modèles TS incertains. Ces résultats ont été obtenus en utilisant une 

majoration qui peut se révéler conservative, mais qui peut s’appliquer à une large classe de 

problèmes. 

 

Le deuxième apport a été l’utilisation des approches non quadratiques initialisées dans 

/Guerra et Vermeiren 2004/ à des problèmes de stabilisation robuste. Notons que les résultats 

obtenus sont essentiellement « techniques » dans le sens où ils ne proposent pas une nouvelle 

voie de traitement des différents problèmes abordés. Ils consistent essentiellement à améliorer 

l’existant par des mises sous forme de contraintes LMI différentes. 
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A. Introduction 

Comme il a été précisé dans le chapitre I, les conditions de stabilité ou de stabilisation d’un 

modèle ne sont que suffisantes. Ce conservatisme intervient à plusieurs reprises dans les 

démonstrations de stabilité. Il intervient au niveau du choix du modèle, du choix de la 

fonction candidate de Lyapunov, de la mise sous forme linéaire en les paramètres recherchés 

et enfin lors de l’utilisation des relaxations qui permettent de supprimer les fonctions ih  du 

problème. 

 

 

Ce chapitre propose d’utiliser des fonctions de Lyapunov dont la variation est prise en compte 

sur k  échantillons. Deux familles seront considérées. La première évite l’introduction de 

nouvelles variables dans le problème et ainsi permet de rendre les problèmes obtenus 

exploitables dans un temps raisonnable. Le nombre k  d’échantillons considérés et le choix de 

la fonction sont importants car ils permettent de choisir le rapport conservatisme/complexité. 

Une application de cette approche aux modèles Takagi-Sugeno incertain est présentée. 

 

 

La deuxième famille de fonction nécessite l’introduction de nouvelles variables dans le 

problème mais permet d’obtenir des domaines de solution plus grands. Elle est constituée 

d’une somme de fonctions candidates de Lyapunov calculées à différents instants. Le nombre 

de fonctions utilisées et leur type permettent également de choisir le rapport 

conservatisme/complexité des conditions.  

 

 

On introduit la notation suivante : 

Notation : Dans toute la suite, t∈ℕ  indique l’échantillon et *k ∈ℕ  un nombre fini 

d’échantillons. La variation d’une fonction V  sur un échantillon s’écrit : V∆ , une variation 

sur k échantillons : ( ) ( ) ( )kV t V t k V t∆ = + − . 

 

 



Chapitre III : Réduction du conservatisme en discret 

 65 

B. Première famille de fonctions candidates (approc he A) 

Dans cette partie la fonction candidate de Lyapunov choisie est ( )( ) ( )( )
1

0

k

k
i

X t V x t i
−

=
= +∑ ɶV  

avec Vɶ  une fonction candidate de Lyapunov et ( ) ( ) ( )1
TTT

kX t x t x t k = + −
  

…  un état 

augmenté du modèle. Cette fonction de Lyapunov prend donc en compte la valeur des états 

successifs sur une fenêtre de taille k . On note que si 1k = , l’analyse de la stabilité revient à 

étudier la variation de la fonction candidate ( )V xɶ . 

 

La variation de la fonction ( )( ) ( )( )
1

0

k

k
i

X t V x t i
−

=
= +∑ ɶV  sur un échantillon est donnée par 

l’expression :  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1k k kX t X t X t V x t k V x t∆ = + − = + −ɶ ɶV V V  (3.1) 

Cette expression correspond à l’étude de la variation de la fonction candidate de Lyapunov 

( )V xɶ  sur k  échantillons ( )( ) ( )( ) ( )( )kV x t V x t k V x t∆ + −ɶ ɶ ɶ≜ . A partir de (3.1), on déduit le 

théorème suivant. 

Théorème 1 /Kruszewski et Guerra 2005/ : Soit un modèle discret ( ) ( )( )1x t f x t+ = . S’il 

existe une fonction candidate de Lyapunov ( )V xɶ  telle que 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0kV x t V x t k V x t∆ = + − <ɶ ɶ ɶ  le long des trajectoires du modèle pour toutes 

conditions initiales admissibles alors le modèle est globalement asymptotiquement stable. 

 

( )( ) 0kV x t∆ <ɶ  entraîne ( )( ) ( )( )V x t k V x t+ ≤ɶ ɶ  à chaque instant le long des trajectoires du 

modèle considéré. Cette décroissance sur k  échantillons de la fonction Vɶ  indique qu’entre t  

et t k+  on autorise des remontées de cette fonction. Néanmoins sa convergence vers l’origine 

reste vraie.  

La figure 1 illustre ce phénomène. La variation de la fonction candidate de Lyapunov Vɶ  n’est 

pas négative le long de la trajectoire et donc la condition ( ) 0V x∆ <ɶ  n’est pas vérifiée. On 

peut s’apercevoir sur la figure que les suites des points blancs, ( )( )2V x t×ɶ  et gris, 

( )( )2 1V x t× +ɶ  sont strictement décroissantes. La condition ( )2 0V x∆ <ɶ  est donc suffisante 

pour prouver la stabilité dans ce cas. 
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Figure 1 : évolution d’une fonction candidate de Lyapunov le long d’une trajectoire d’un modèle 

 

Une propriété intéressante de ce type d’approche est de permettre un ordre partiel sur *k ∈ℕ . 

Elle est donnée par le lemme suivant. 

Lemme 1 /Kruszewski et Guerra 2005/ : Soient Vɶ  une fonction candidate de Lyapunov et 

*,m k∈ℕ . S’il existe *l ∈ℕ  tel que m k l= ×  alors : 

Si ( )( ) 0kt V x t∀ ∆ <ɶ  alors ( )( ) 0mV x t t∆ < ∀ɶ . 

Preuve : directe en considérant le fait que ( )( ) ( )( )
1

0

l

m
i

V x t V x t ik
−

=
∆ = +∑ɶ ɶ . 

 

La suite de cette partie a trait à l’application de cette approche pour les modèles TS. Notons 

que, d’après le lemme 1, toute approche avec 1k >  est théoriquement meilleure que 

l’approche classique qui correspond à 1k = . Le but est de déterminer si les résultats obtenus 

avec 1k >  améliorent de façon significative les résultats classiques. 

1. Notations et relaxations étendues 

L’introduction du nombre fini d’échantillons 1k >  amène à considérer l’ensemble des 

échantillons entre t  et t k+ , il nous faut donc étendre les notations précédentes à cet 

ensemble d’échantillons. 

t

( )( )V x tɶ
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Notation : Soit iY , ijY  des matrices de taille appropriée et ( )ih ⋅  des fonctions scalaires ayant 

la propriété de somme convexe, on pose ( ) ( )( )
1

r

i iz t n
i

Y h z t n Y+
=

= +∑  et 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ),
1 1

r r

i j ijz t n z t n
i j

Y h z t n h z t n Y+ +
= =

= + +∑∑ . 

 

De la même manière que pour les notations, l’utilisation du nombre fini d’échantillons 1k >  

amène à considérer une extension des relaxations vues précédemment. Dans le cas d’une 

somme où un seul terme apparaît à chaque instant : 

( )( ) ( )( )
0 1 0 1

0 1

, ,
1 1

1 0
k k

k

r r

i i i i
i i

h z t h z t k
− −

−= =
+ − ϒ <∑ ∑ …… …  (3.2) 

Dans le cas où sont présents deux termes au même instant : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1

, , , , ,
1 1 1 1

1 1 0
k k k k

k k

r r r r

i i j j i i j j
i i i i

h z t h z t k h z t h z t k
− − − −

− −= = = =
+ − + − ϒ <∑ ∑∑ ∑ … …… … … …

 (3.3) 

Remarque importante 1: Dans toute la suite, les quantités 
0 1 0 1, , , , ,k ki i j j− −

ϒ … …  peuvent toujours se 

décomposer de la manière suivante : 

( ) ( )
0 1 0 1 0 0 1 1

0 1
, , , , , , ,k k k k

k
i i j j i j i j− − − −

−ϒ ϒ + ϒ + + ϒ… …
ɶ ɶ ɶ≜ …  (3.4) 

Cela indique que seul ( )
,m m

m
i jϒɶ  { }1, ,m k∈ …  dépend de ( )z t m+ . Par exemple le produit 

( ) ( )1 2z t z tB F+ +  ne peut pas exister. 

 

Les quantités ( )( )ih z t i+  et ( )( )jh z t j+  i j≠  étant indépendantes une condition suffisante 

pour vérifier l’inégalité (3.2) est donnée dans le lemme suivant. 

Lemme 2 : Soient 
0 1, , ki i −

ϒ …  des matrices et  ih  des fonctions ayant la propriété de somme 

convexe, (3.2) est vérifiée si les kr  conditions suivantes sont vraies : 

{ }0 1, , 1, ,ki i r−∀ ∈… …
0 1, , 0

ki i −
ϒ <…  (3.5) 

 

Dans le cas (3.3), la même remarque sur l’indépendance des termes s’applique. Avec la 

remarque 1 et en utilisant ( ) ( ) ( ) ( )i j j ih h h h⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  une condition suffisante est donnée par le 

lemme suivant. 
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Lemme 3 : Soit ( ) ( )
0 1 0 1 0 0 1 1

0 1
, , , , , , ,k k k k

k
i i j j i j i j− − − −

−ϒ ϒ + ϒ + + ϒ… …
ɶ ɶ ɶ≜ …  des matrices et ih  des fonctions ayant 

la propriété de somme convexe, (3.3) est vérifiée si les ( )( )0,5 1
k

r r⋅ +  conditions suivantes 

sont vraies :  

( ) ( ) { }2

0 0 1 1

0 0 1 1

, , , , 1,2, ,

, ,
k k

k k

i j i j r

i j i j
− −

− −

∀ ∈
≤ ≤

… ⋯

… 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1, , 0
k k k ki i i j j j j j j i i i− − − −

ϒ + ϒ <⋯ ⋯ ⋯ ⋯  (3.6) 

Preuve : elle est directe en utilisant la décomposition (3.4). 

 

Remarque 2 : A l’instar de ce qui a été proposé précédemment, des relaxations plus 

performantes (incluant les résultats du lemme 3) peuvent être obtenues. Elles 

correspondraient à des extensions directes des lemmes donnés dans la partie B-4 du chapitre 

I. Ces extensions ne sont pas réalisées ici. La raison principale est le rajout des variables 

supplémentaires. Effectivement dans le cas /Liu et Zhang 2003/ le nombre de variables 

additionnelles augmente au moins en  
( ) ( )3 1 1

2 2

k k
n n r r+ +   

   
   

 ce qui est clairement 

incompatible avec les solveurs actuels. 

 

2. Stabilité des modèles Takagi-Sugeno discrets 

Considérons le modèle Takagi-Sugeno autonome suivant :  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1
r

i i z t
i

x t h z t A x t A x t
=

+ = =∑  (3.7) 

et une fonction candidate de Lyapunov quadratique : 

( ) TV x x Px=ɶ  (3.8) 

 

L’approche proposée ici s’apparente aux travaux de /Megretski 1996/ sur les modèles 

linéaires non stationnaires : 

( ) ( ) ( )1x t A t x t+ = , ( ) ( )0,1,2,3,A t t∈ = …A  (3.9) 

( )A t  est une matrice variable dans le temps qui prend des valeurs quelconques dans un 

polytope : ( )co iA=A  où les { }1, ,iA i N∈ …  sont les sommets du polytope. Les résultats 

principaux sont donnés par les théorèmes suivants. 
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Théorème 2 /Megretski 1996/ : Le modèle (3.9) est globalement asymtptiquement stable 

(GAS) si et seulement s’il existe une matrice P  définie positive et un scalaire T  tels que : 

( )0TA PA P A T− < ∀ ∈A  (3.10) 

où ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 , 1k k k TT A A A A k t N= = ≤ ≤…A . 

 

Lemme 4 /Megretski et Rantzer 1997/ : Soit un modèle (3.9). Si ce dernier est stable alors : 

( )( )lim 0k
k

V x t
→+∞

∆ <  pour toutes fonctions de Lyapunov. 

Preuve : Si le modèle est stable, ( )
2

lim 0
k

x t k
→+∞

+ =  ⇒  ( )( )lim 0
k

V x t k
→+∞

+ = . 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )lim lim 0k
k k

V x t V x t k V x t V x t
→+∞ →+∞

∆ = + − = − < . 

 

En reprenant les modèles TS discrets, la variation sur k  échantillons de la fonction (3.8) est 

donnée par : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T

kV x t x t k Px t k x t Px t∆ = + + −ɶ  (3.11) 

 

Selon le théorème 2,  le modèle (3.7) est globalement stable s’il existe une matrice 0P >  telle 

que ( )( ) 0kV x t∆ <ɶ  le long de toutes les trajectoires admissibles de (3.7). L’écriture des 

échantillons compris entre t  et t k+  se ramène à : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1
1

1 1
1

1

2 1 1 1

1 1 1

r

i i z t
i

r

i i z t z t z t
i

r

i i z t k z t k z t
i

x t h z t A x t A x t

x t h z t A x t A x t A A x t

x t k h z t k A x t k A x t k A A x t

=

+ +
=

+ − + −
=

+ = =

+ = + + = + =

+ = + − + − = + − = × ×

∑

∑

∑

⋮

…

 (3.12) 

 

(3.11) s’écrit alors : 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 0
TT

k z t k z t z t k z tV x t x t A A PA A P x t+ − + −
 ∆ = × × × × − < 
 

ɶ … …  (3.13) 

(3.7) est globalement asymptotiquement stable si : 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 0
T

z t k z t z t k z tA A PA A P+ − + −× × × × − <… …  (3.14) 
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Cette inégalité s’apparente aux résultats de /Megretski 1996/. De façon équivalente après 

utilisation du complément de Schur on peut écrire : 

( )
( ) ( )( )1

*
0

z t k z t

P

P A A P+ −

 − 
  <

× × −  
…

 (3.15) 

L’utilisation du lemme 2 sur (3.15) donne kr  conditions à vérifier. On définit les quantités : 

( )
( )0 1

1 0

, ,

*
k

k

i i
i i

P

P A A P−

−

 − 
ϒ =  

× × −  
… …

 (3.16) 

Théorème 3 /Kruszewski et Guerra 2005b/: Soient un modèle TS discret (3.7) et les 

0 1, , ki i −
ϒ …  définis en (3.16). S’il existe une matrice P  définie positive telle que les conditions 

(3.5) soient vérifiées alors le modèle (3.7) est globalement asymptotiquement stable. 

 

Afin d’illustrer l’efficacité de l’approche, on considère la famille de modèles suivants : 

( ) ( )( ) ( )
1

1
r

i i
i

x t h z t A x t
=

+ =∑  avec 1

0,5

0 0,86

a
A

− 
=  − 

 et 2

0,87 0

0,5
A

b

 
=  − 

 (3.17) 

avec [ ], 0,1a b∈  et ih  des fonctions scalaires ayant la propriété de somme convexe. 

L’expression des ih  est inutile puisqu’il n’y pas de simulation. 

Le but est de déterminer l’espace des modèles atteignables par différentes méthodes en 

fonction des paramètres a  etb . La figure 2 donne les domaines où la stabilité est prouvée par 

le théorème 3 pour 1k =  (• cas classique 2 LMI à résoudre) et pour 4k =  (�et•   16 LMI à 

résoudre) dans le plan ( ),a b . 

 

Figure 2 : Domaines où la stabilité est prouvée par le Théorème 3 pour différentes valeurs de k  

L’intérêt de l’approche est donc confirmé dans ce cas. 
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3. Stabilisation des modèles Takagi-Sugeno discrets  

Considérons le modèle Takagi-Sugeno suivant :  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
r

i i i z t z t
i

x t h z t A x t B u t A x t B u t
=

+ = + = +∑  (3.18) 

la loi de commande PDC : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

r

i i z t
i

u t h z t FG x t F G x t− −

=
= − = −∑  (3.19) 

et la fonction candidate de Lyapunov : 

( ) 1T TV x x G PG x− −=ɶ  (3.20) 

 

Sa variation sur k  échantillons est donnée par : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1T TT T
kV x t x t k G PG x t k x t G PG x t− − − −∆ = + + −ɶ  (3.21) 

De la même façon que pour la stabilité, l’écriture des échantillons compris entre t  et t k+  se 

ramène à : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1
1 1 1

1 1
1 1 1

1

2

z t z t z t

z t z t z t z t z t z t

z t k z t k z t k z t z t z t

x t A B F G x t

x t A B F G A B F G x t

x t k A B F G A B F G x t

−

− −
+ + +

− −
+ − + − + −

+ = −

+ = − −

+ = − × × −

⋮

…

 (3.22) 

 

( )( ) 0kV x t∆ <ɶ  est donc assuré si : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 1 1 1
1 1 1* 0

T T T
z t k z t k z t k z t z t z tx t G PG A B F G A B F G G PG x t− − − − − −

+ − + − + −− × × − − <…

 (3.23) 

Ou de façon équivalente par : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 1 1* 0T T

z t k z t k z t k z t z t z tG PG A B F G A B F G G PG− − − − − −
+ − + − + −− × × − − <…  (3.24) 

 

Notons que ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
z t i z t i z t iz t i z t i z t i

A G B FA B F G G− −
+ + ++ + +

−− = , (3.24) s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 1 1* 0T T

z t k z t k z t k z t z t z tG PG A G B F G A G B F G G PG− − − − − −
+ − + − + −− × × − − <…  (3.25) 

En utilisant une congruence avec la matrice de rang plein G  il vient : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 1* 0T

z t k z t k z t k z t z t z tG P G A G B F G A G B F P− − −
+ − + − + −

   − × × − − <
   

…  (3.26) 
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L’application du lemme I-2 (3 1⇒ ) sur l’inégalité (3.26) donne la condition équivalente : 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 1

*
0

*T T
z t z t z t z t z t z t

P

G A G B F G PG A G B F− − −
+ + +

 − 
  <

 Φ − − Φ − Φ + × × − 
  

…
(3.27) 

Afin de permettre une mise sous forme LMI, on choisit GΦ = . On définit la suite de matrices 

suivante : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 1* T

i z t k z t k z t k z t i z t i z t iG PG A G B F G A G B F− − −
+ − + − + − + + +Γ = − × × −…  (3.28) 

(3.27) s’écrit alors :
( )

( ) ( ) ( )( )1
1

*
0

T
z t z t z t

P

G A G B F−

 − 
  <

 Φ − −Φ − Φ + Γ 
  

. On peut appliquer à 

nouveau le lemme I-2 avec GΦ =  sur (3.27) : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 21 1 1

* 0

* 0

0

T
z t z t z t

T
z t z t z t

P

A G B F G G

A G B F G G+ + +

 −
 
 − − −  <
 

− − − + Γ  

 (3.29) 

De façon récursive on obtient : 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )1 1 1

* 0

0
*

0

T
z t z t z t

T
z t k z t k z t k

P

A G B F G G

A G B F G G P+ − + − + −

 − 
 − − −  < 
 

− − − +  

⋱

⋱ ⋱
 (3.30) 

 

Afin d’utiliser le lemme 3 sur l’expression (3.30), on définit les quantités : 

( )

( )
0 0 0

0 1 1 0 1 1

1 1 1

,

* 0

*

0

k k

k k k

T
i i j

i i i j j j

T
i i j

P

A G B F G G

A G B F G G P

− −

− − −

 − 
 − − − ϒ =  
 

− − − +  

⋯ ⋯

⋱

⋱ ⋱
 (3.31) 

 

Théorème 4 /Kruszewski et Guerra 2005b/ : Soit un modèle TS discret (3.18), la loi de 

commande (3.19) et les 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (3.31). S’il existe une matrice P  définie 

positive et des matrices G  et iF , { }1, ,i r∈ …  telles que les conditions (3.6) soient vérifiées 

alors la boucle fermée est globalement asymptotiquement stable. 

 

Remarquons que l’on garde un ordre partiel sur *k ∈ℕ . 
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Lemme 5 /Kruszewski et Guerra 2005b/ : Soient *,m p∈ℕ , supposons qu’il existe une 

matrice P  définie positive et des matrices G  et iF , { }1, ,i r∈ …  telles que la condition (3.30) 

soit vérifiée pour k m= . S’il existe *l ∈ℕ  tel que p m l= ×  alors la condition (3.30) est 

satisfaite pour k p= . 

 

Preuve : La preuve est donnée pour 2l =  mais s’étend facilement au cas général. On suppose 

que (3.30) est vérifiée pour k m= . Cela implique : ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0mV x t V x t m V x t∆ = + − <ɶ ɶ ɶ  

mais aussi ( )( ) ( )( ) ( )( )2 0mV x t m V x t m V x t m∆ + = + − + <ɶ ɶ ɶ . En utilisant (3.30) il existe donc 

mλ  et 2mλ  deux scalaires strictement positifs tels que : 

( )
( )

( )
( )1

* 0

*

0

T
z t

m

T
z t m

P

A G G
I

A G G P

λ

+ −

 − 
 − −  < − 
 

− − +  

ɶ ⋱

⋱ ⋱
ɶ

 (3.32) 

( )
( )

( )
( )

2

2 1

* 0

*

0

T
z t m

m

T
z t m

P

A G G
I

A G G P

λ+

+ −

 − 
 − −  < − 
 

− − +  

ɶ ⋱

⋱ ⋱
ɶ

 (3.33) 

avec ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),z t z t z t z t z tA A G B F= −ɶ .  

Ecrivons la condition de stabilité de la boucle fermée pour 2k m= ×  : 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

,

1 , 1

2 1 , 2 1

* 0

0

*

0

T
z t z t

T
z t m z t m

T
z t m z t m

P

A G G

A G G P P

A G G P

+ − + −

+ − + −

− 
 − − 
 
  <

− − + − 
 
 
 − − +  

ɶ ⋱

⋱ ⋱
ɶ ⋱

⋱ ⋱
ɶ

 (3.34) 

En utilisant les majorations (3.32) et (3.33), (3.34) est vérifiée si : 

2

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

m

m m

m

I

I I

I

λ
λ λ

λ

−   
   − + − <   
   −   

 (3.35) 

Or (3.35) est toujours vérifiée car mλ  et 2mλ  deux scalaires strictement positifs. 
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4. Stabilisation de modèles Takagi-Sugeno incertain s 

Afin d’introduire des notions de robustesse dans la loi de commande, on utilise des modèles 

TS discrets prenant en compte des incertitudes de modélisation /Zhao et al. 1995/. Le modèle 

TS incertain s’écrit alors, cf. chapitre I : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 z t z t z t z t

z t z t

x t A A x t B B u t

y t C C x t

 + = + ∆ + + ∆


= + ∆


 (3.36) 

avec 
2

1
z a az az

az

A H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z b bz bz

bz

B H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, 
2

1
z c cz cz

cz

C H E∆ = ∆
 ∆ ≤

, et , ,a b cH H H , , ,ai bi ciE E E  des 

matrices constantes de tailles appropriées. 

 

La loi de commande PDC utilisée est : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

r

i i z t
i

u t h z t FG x t F G x t− −

=

= − = −∑  (3.37) 

et la fonction candidate de Lyapunov : 

( ) 1T TV x x G PG x− −=ɶ  (3.38) 

 

En posant ( ) ( ) ( )z t z t z tA A A≡ + ∆  et ( ) ( ) ( )z t z t z tB B B≡ + ∆ , et en utilisant le résultat précédent 

concernant la stabilisation de modèle TS sans incertitudes (théorème 4 (3.30)), on obtient la 

condition suivante : 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )1 1 1

* 0

0
*

0

T
z t z t z t

T
z t k z t k z t k

P

A G B F G G

A G B F G G P+ − + − + −

 − 
 − − −  < 
 

− − − +  

⋱

⋱ ⋱
 (3.39) 

On s’intéresse à la partie incertaine de (3.39). Le terme ( ) ( ) ( )z t z t z tA G B F−  peut se traiter de la 

manière suivante en introduisant deux scalaires 0 0τ >  et 0 0µ >  : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1
0

0

00
0 *

0

T T
az t az t

Taz t T
a z t a az t z t

G E E G
E G

H a t H a t a t H

τ

τ

−  
   + ≤   ∆    ∆ ∆   

 (3.40) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1
0

0

00
0 *

0

T T
z t bz t bz t z t

Tbz t z t T
b z t b bz t z t

F E E F
E F

H b t H b t b t H

µ

µ

−  
   + ≤   ∆    ∆ ∆   

 (3.41) 
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En utilisant 
2

1az∆ ≤  et 
2

1bz∆ ≤  les bornes supérieures de (3.40) et (3.41) sont donc 

indépendantes du temps. En répétant ces majorations pour ( ) ( ) ( )z t i z t i z t iA G B F+ + +− , 

{ }0, , 1i k∈ −…  on obtient la borne supérieure : 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1
0

2
0

2
11 1 1

* 0

0
*

0

T
z t z t z t

T
kz t k z t k z t k

P

A G B F G G

A G B F G G P −+ − + − + −

 − + Ω
 − − − + Ω  < 
 
 − − − + + Ω 

⋱

⋱ ⋱
 (3.42) 

avec : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2

T T T T
i i iaz t i az t i z t i bz t i bz t i z t i

T T
i i b b i a a

G E E G F E E F

H H H H

τ µ

µ τ

− −
+ + + + + +Ω = +

Ω = +
 (3.43)  

L’utilisation du complément de Schur sur (3.42) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

0

0

2
0

2
2

11 1

11

2
11 1 1

* * * 0 0

0 0

0 0

0 0

00 0 0 0

* * *

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

bz t z t

az t

T
z t z t z t

T
k

kbz t k z t k

kaz t k

T
kz t k z t k z t k

P

E F I

E G I

A G B F G G

G G

E F I

E G I

A G B F G G P

µ

τ

µ

τ

−

−+ − + −

−+ −

−+ − + − + −

 − 
 − 
 −
 
 − − − + Ω
 
  <
 − − + Ω 
 −
 
 −
 

− − − + + Ω  

⋯

⋮

⋱

⋱

⋮ ⋱

⋯

 (3.44) 

On définit les quantités : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

0 0 0

0 1 1 0 1 1

1 1

1

1 1 1

0

0

2
0

,

2
2

1

1

2
1

* * * 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

* * *

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

k k

k k

k

k k k

bi j

ai

T
i i j

i i i j j j

T
k

bi j k

ai k

T
i i j k

P

E F I

E G I

A G B F G G

G G

E F I

E G I

A G B F G G P

µ
τ

µ
τ

− −

− −

−

− − −

−

−

−

−

 − 
 − 
 −
 
 − − − + Ω
 

ϒ =  
 − − + Ω
 

− 
 

− 
 − − − + + Ω 

⋯ ⋯

⋯

⋮

⋱

⋱

⋮ ⋱

⋯ 

 (3.45) 

Théorème 5 /Kruszewski et al. 2006b/: Soit un modèle TS discret incertain (3.36), la loi de 

commande (3.37) et les 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (3.45). S’il existe une matrice P  définie 

positive, des matricesG , iF  et des scalaires iτ  et iµ  positifs, { }1, ,i r∈ … telles que les 

conditions (3.6) soient vérifiées alors la boucle fermée est globalement asymptotiquement 

stable. 



Chapitre III : Réduction du conservatisme en discret 

 76 

On considère le modèle TS incertain (3.36) avec la loi de commande (3.37) où 

1

1,9 1,44

2 0,2
A

− − 
=  
 

, 2

0,08 0,7

0,58 0,69
A

− 
=  
 

, 1

0,26

0,92
B

 
=  
 

, 2

0,86

0,21
B

− 
=  
 

, 
0

1aH
 

=  
 

, 1bH = , 

[ ]1 2 0 0,19b bE E= =  et 1 2

0

0,05a aE E
 

= =  
 

. 

Les conditions classiques utilisant la fonction candidate de Lyapunov ( ) 1T TV x x G PG x− −=ɶ  ne 

donnent pas de résultat (théorème 5 avec 1k = ). En utilisant le théorème 5 avec 2k = , on 

obtient le résultat suivant pour la loi de commande ( ) ( ) ( )1
z tu t F G x t−= −  : 

1

2

0,3646 1,4471

0,2596 1,4563

F

F

− −   
=   − −  

 et 
0,02 0,0246

0,0243 0,0439
G

− 
=  − 

. 

 

Pour la simulation, on choisit ( )( ) ( )( )1 11 1 0.9h z t x t= +  et ( )( ) ( )( )2 11h z t h z t= − . Les 

figures ci-après montrent l’évolution de l’état et de la fonction ( )( )V x tɶ  pour les conditions 

initiales ( ) [ ]0 50 40
T

x = − − .  
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Figure 3 : Evolution de l’état du modèle pour la condition initiale ( ) [ ]0 50 40
T

x = − −  

 

échantillon 
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Figure 4 : évolution de la fonction ( )( )V x tɶ  pour la condition initiale ( ) [ ]0 50 40
T

x = − −  

 

Sur ces deux figures on peut observer la convergence de l’état vers l’origine. On peut 

également constater que la fonction ( )( )V x tɶ  n’est pas décroissante le long de la trajectoire. 

Par contre les fonctions ( )( )2V x tɶ  et ( )( )2 1V x t+ɶ  sont strictement décroissantes. 

 

Remarque : L’extension de ces différents résultats de stabilité et de stabilisation à des 

fonctions non quadratiques i.e. ( )( ) ( ) ( )1T T
z z zV x t x t G PG x t− −=ɶ est immédiate. La structure des 

preuves utilisant la même forme i.e. ( )( ) ( ) ( )1T TV x t x t G PG x t− −=ɶ . Un exemple de résultat 

non quadratique sera donné à la fin de ce chapitre. Notons dans ce cas que le nombre de 

variables de Vɶ  passe de ( )0,5 3 1n n⋅ +  à ( )0,5 3 1n n r⋅ + ⋅  si n  est le nombre d’états. 

 

C. Deuxième famille de fonctions candidates (approc he B) 

Dans cette partie, on considère une famille de fonctions candidates de Lyapunov qui 

généralise la précédente. Ces fonctions s’écrivent comme la somme de différentes fonctions 

candidates de Lyapunov dépendantes d’instants différents : 

échantillon 



Chapitre III : Réduction du conservatisme en discret 

 78 

( )( ) ( )( )
1

0

k

k k i
i

X t V x t i
−

=
= +∑ ɶV  (3.46) 

Avec iVɶ , { }0, , 1i k∈ −…  des fonctions candidates de Lyapunov et 

( ) ( ) ( )1
TTT

kX t x t x t k = + −
  

…  un état augmenté du modèle. 

 

Dans la suite, on considère que les fonctions iVɶ  ont toutes la même structure. Par exemple 

dans le cas quadratique : ( )T i
iV x P x=ɶ . 

 

Le principe de cette approche permet de donner plus ou moins de poids aux différents 

instants. La fonction candidate de Lyapunov kV  correspond à une « moyenne pondérée » de 

différentes fonctions de Lyapunov. L’étude de la variation de kV   et plus particulièrement la 

condition ( )( ) ( )( ) ( )( )1 0k k k k k kX t V X t V X t∆ = + − <V  autorise des croissances locales des 

fonctions iVɶ  sur un intervalle, qui peut être supérieur à k  échantillons, tout en garantissant la 

convergence de kV . 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
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10 

15 
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V k 

1V

 kV  

0V  

 

Figure 5 : évolution des différentes composante de la fonction candidate (…) et de la fonction kV  ( - ) 

 



Chapitre III : Réduction du conservatisme en discret 

 79 

La figure 5 représente l’évolution d’une fonction candidate de Lyapunov  

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 0 1 1X t V x t V x t= + +ɶ ɶV  (trait plein) et celle de ces deux composantes (traits en 

pointillés). Même si la figure 5 représente un cas fictif, elle permet de bien cerner la 

différence avec la première méthode. Si on considère 0Vɶ  (resp. 1Vɶ ) et la première approche, il 

est nécessaire de considérer sa variation sur 5 échantillons. Effectivement, sur la figure 5, il 

suffit de regarder les 5 premier points de 0Vɶ .De façon théorique, les résultats de cette 

approche incluent ceux de l’approche précédente. 

 

Lemme 6 : S’il existe *k ∈ℕ  et une fonction candidate de Lyapunov tels que 

( )( ) 0kt V x t∀ ∆ <ɶ  alors il existe des fonctions candidates de Lyapunov iVɶ  telles que 

( )( ) ( )( )
1

0

0
k

i k k
i

V x t i X t t
−

=

 ∆ + = ∆ < ∀ 
 
∑ ɶ V .  

 

Preuve : la démonstration est directe, il suffit de poser iV V=ɶ ɶ  pour obtenir 

( )( ) ( )( )k k k kX t V X t∆ = ∆ ɶV . 

 

De façon générale, on peut dire que pour cette nouvelle approche le nombre de variables 

augmente mais qu’il est possible d’obtenir des résultats avec un nombre fini d’échantillons  k  

moins important, c'est-à-dire avec un nombre de conditions LMI plus faible. Ces différents 

points seront discutés dans la suite. 

 

Pour cette approche on a une propriété d’ordre total pour *k ∈ℕ . Cela indique que les 

domaines de solutions sont emboîtés.  

Lemme 7 : S’il existe *k ∈ℕ  et iVɶ , { }0, , 1i k∈ −…  tels que ( )( ) 0k kX t∆ <V  avec 

( )( ) ( )( )
1

0

k

k k i
i

X t V x t i
−

=
= +∑ ɶV  alors il existe des fonctions candidate de Lyapunov îV , 

{ }0, ,i k∈ …  telles que ( )( )1 1 0k kX t+ +∆ <V  avec ( )( ) ( )( )1 1
0

ˆ
k

k k i
i

X t V x t i+ +
=

= +∑V . 

 

Preuve : la démonstration est directe, il suffit choisir ˆ
i iV V=ɶ  pour { }0, , 1i k∈ −…  et k̂V  

suffisamment petite. 
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1. Stabilité des modèles Takagi-Sugeno discrets 

On considère à nouveau le modèle TS discret qui s’écrit : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1
r

i i z t
i

x t h z t A x t A x t
=

+ = =∑  (3.47) 

On choisit pour fonctions élémentaires :  

( )( ) ( ) ( ) ( )T i
iV x t x t P x t=ɶ , { }0, , 1i k∈ −…  (3.48) 

Remarque : On utilise la notation ( )iP  pour pouvoir conserver dans la suite la notation 

propre à l’approche non quadratique i.e. ( )
( )i

z t iP + . 

La variation de la fonction candidate de Lyapunov ( )( ) ( )( )
1

0

k

k k i
i

X t V x t i
−

=
= +∑V ɶ  est donnée par 

l’expression suivante : 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

0 0

1
k k

k k i i
i i

X t V x t i V x t i
− −

= =
∆ = + + − +∑ ∑V ɶ ɶ  (3.49) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 1
k k

T Ti i
k k

i i

X t x t i P x t i x t i P x t i
− −

= =
∆ = + + + + − + +∑ ∑V  (3.50) 

 

En réutilisant le fait que (3.47) s’écrive : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1
1

1 1
1

1

2 1 1 1

1 1 1

r

i i z t
i

r

i i z t z t z t
i

r

i i z t k z t k z t
i

x t h z t A x t A x t

x t h z t A x t A x t A A x t

x t k h z t k A x t k A x t k A A x t

=

+ +
=

+ − + −
=

+ = =

+ = + + = + =

+ = + − + − = + − = × ×

∑

∑

∑

⋮

…

 (3.51) 

on obtient : 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

1
0 0

* *
k k

i iT
k k z t i z t z t i z t

i i

X t x t P A A P A A x t
− −

+ + −
= =

 ∆ = × × − × × 
 
∑ ∑V … …  (3.52) 

( )( ) 0k kX t∆ <V  ( ) *nx t∀ ∈ℝ  si et seulement si : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1
0 0

* * 0
k k

i i

z t i z t z t i z t
i i

P A A P A A
− −

+ + −
= =

× × − × × <∑ ∑… …  (3.53) 

ou encore : ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
2

1 1 0
1

0

* * 0
k

k i i

z t k z t z t i z t
i

P A A P P A A P
−

− +
+ − +

=
× × + − × × − <∑… …  (3.54) 
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Sans relaxations le nombre de conditions LMI correspondant à (3.54) est de l’ordre de 2kr  

/Guerra et Kruszewski 2006/. Pour réduire ce nombre important de conditions tout en gardant 

l’inclusion des résultats précédents on peut utiliser le lemme I-2 (3 1⇒ ) en introduisant des 

variables additionnelles. Le nombre de conditions LMI obtenu est alors kr . Pour cela on 

définit les matrices suivantes { }1, , 1j k∈ −…  :  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1 1 1
1* *

k
k i i j j

j z t k z t j z t i z t j
i j

P A A P P A A P P
−

− + −
+ − + + +

=

Γ = × × + − × × + −∑… …  (3.55) 

(3.54) s’écrit alors : 

( ) ( )
( )0

1 0T
z t z tA A PΓ − <  (3.56) 

 

L’utilisation du lemme I-2 permet d’obtenir la condition suffisante : 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

0

0 0 0
1

*
0T

z t

P

G A G G⋅ ⋅ ⋅

 −
  <
 − − + Γ 

 (3.57) 

 

Quelque soit la matrice ( )
( )0G ⋅  la suffisance (3.57) ⇒  (3.56) est garantie. Plusieurs possibilités 

sont envisageables. Si on veut conserver la nécessité du lemme I-2, (3.56) ⇒  (3.57) ( )
( )0G ⋅  doit 

pouvoir être égale à 1Γ  ce qui implique qu’elle doit dépendre de tous les indices 

( ) ( )1 1z t z t k+ + −…  deux fois. On écrira alors ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0

1 1 1 1z t z t z t k z t kG G⋅ + + + − + −= … . Cette solution 

qui conserve l’équivalence avec (3.56) conserve le nombre de conditions LMI et introduit un 

nombre gigantesque de variables. Une solution intermédiaire qui permet de réduire le nombre 

conditions LMI est obtenue en utilisant ( )
( )

( ) ( )
( )0 0

1 , , 1z t z t kG G⋅ + + −= … . 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0

0 0 0
11 , , 1 1 , , 1 1 , , 1

*
0T

z t z t k z t z t z t k z t z t k

P

G A G G+ + − + + − + + −

 −
  <
 − − + Γ … … …

 (3.58) 

 

En appliquant la factorisation et le lemme de façon récursive sur les jΓ , on obtient : 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )

0

0 0 0 0 1

1 1 1 1
1

* 0

0
*

0

T

z t

T
k k k k

z t k

P

G A G G P P

G A G G P

⋅ ⋅ ⋅

− − − −
+ −

 −
 
 − − + −
  <
 
 
 − − +
 

⋱

⋱ ⋱
 (3.59) 
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On définit les quantités : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0 1 1 1 1

0 1 1

1

0

0 0 0 0 1

1 1 1 1

* 0

*

0

T

k k k

k

T

k

i i i i i i i

i i i

k k k k
i

P

G A G G P P

G A G G P

− − −

−

−

− − − −

 −
 
 − − + −

ϒ =  
 
 

− − +  

⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋱

⋱ ⋱
(3.60) 

 

Théorème 6 : Soient un modèle TS discret (3.47) et les 
0 1, , ki i −

ϒ …  définis en (3.60). S’il existe 

des matrices ( )iP  définies positives et des matrices ( )
1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }0, , 1m k∈ −…  telles que les 

conditions (3.5) soient vérifiées alors le modèle (3.47) est globalement asymptotiquement 

stable. 

 

Même avec le choix « réducteur » ( )
( )

( ) ( )
( )0 0

1 , , 1z t z t kG G⋅ + + −= …  les résultats présentés incluent ceux de 

la première approche. 

Lemme 8 : S’il existe une matrice P  définie positive avec 
( )

0 1

1 0

, ,

*
k

k

i i
i i

P

PA A P−

−

− 
ϒ =  × × − 

… …
 

telles que les conditions (3.5) soient vérifiées alors il existe des matrices ( )mP  définies 

positives et des matrices ( )
1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }0, , 1m k∈ −… , { }1, ,i r∈i …  telles que les conditions 

(3.5) soient vérifiées avec 
0 1, , ki i −

ϒ …  définis en (3.60) 

 

Preuve : On suppose que 
0 1, , 0

ki i −
ϒ <…  { }0 1, , 1, ,ki i r−∀ ∈… … . On a donc : 

( )
1 0

*
0

ki i

P

PA A P
−

− 
< × × − …

 { }0 1, , 1, ,ki i r−∀ ∈… …  (3.61) 

En utilisant le complément de Schur, on obtient les conditions équivalentes : 

0 1 1 0
0

k k

T T
i i i iA A PA A P

− −
× × × × − <… …  (3.62) 

On choisit ( )iP P=  { }0, , 1i k∀ ∈ −… . Pour ne pas alourdir la preuve on considère le cas 

2k =  pour (3.60). On a : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 1 1 0 1 1

1

0 0 0

1 1 1

* 0

* 0

0

T

T

i i i i i i

i

P

G A G G

G A G G P

 −
 
 ϒ = − − <
 
 − − + 

 (3.63) 
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avec ( )1G P= , en utilisant le complément de Schur, (3.63) est vérifiée si et seulement si : 

( )
( ) ( ) ( )
1 0 1 1 1 1

0 0 0

*
0T

T
i i i i i i

P

G A G G A PA

 − 
  <

− − +  

 (3.64) 

avec ( )
1 1 1

0 T
i i iG A PA= , en utilisant le complément de Schur, (3.64) est vérifiée si et seulement si : 

( )
1 0

* 0i iPA A P− <  ce qui est (3.62) pour 2k = . 

 

On conserve la propriété d’ordre total pour *k ∈ℕ . Cela indique que les domaines de 

solutions sont emboîtés.  

 

Lemme 9 : S’il existe *p∈ℕ , ( ) 0mP >  et ( )
1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }0, , 1m k∈ −… , { }1, ,i r∈i …  tels que la 

condition (3.59) soit vérifiée pour k p=  alors il existe, ( ) 0mP >  et ( )
1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }0, , 1m k∈ −… , 

{ }1, ,i r⋅ ∈ …  tels que la condition (3.59) soit vérifiée pour 1k p= + . 

 

Preuve : il suffit de choisir ( )1pP +  suffisamment petit et d’utiliser le complément de Schur sur 

(3.59) pour obtenir le résultat. 

 

A titre d’exemple, on choisit le modèle TS discret avec 2r = . Les modèles linéaires sont 

définis par 1

0,7

0 0,9

a
A

− 
=  − 

 et 2

0.9 0

0.7
A

b

 
=  − 

 où a  et b  sont deux paramètres. 

 

Les fonctions élémentaires choisies pour ( )( )k kX tV  sont : ( )( ) ( ) ( ) ( )T i
iV x t x t P x t=ɶ . 

L’approche proposée donne des résultats pour des valeurs de a  et b  à partir de 2k = , figure 

6. Les résultats sont effectivement moins conservatifs puisque l’approche présentée dans la 

partie A n’a de solution que pour des valeurs 3k ≥ . Les deux figures suivantes montrent 

l’efficacité de la nouvelle approche. La première illustre l’inclusion des domaines des 

solutions du théorème 6 pour différentes valeur de k , lemme 9. La deuxième figure montre 

l’augmentation du domaine de solution lorsque l’on passe de la première approche à la 

deuxième lemme 8. 
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Figure 6 : Domaines de solution pour le théorème 6 pour différentes valeurs de k 
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Figure 7 : Domaines de solution pour les théorèmes 4 et 6 pour k=3 

Enfin, rappelons que l’amélioration des conditions se fait au prix d’une augmentation 

importante des matrices à rechercher. Pour des valeurs de k  très grandes, la première 

approche reste donc attractive car plus appropriée pour les solveurs actuels. 
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2. Stabilisation des modèles Takagi-Sugeno discrets  

On se replace dans les mêmes conditions que la partie I-3, stabilisation d’un modèle TS 

discret (3.18) avec une loi de commande PDC (3.19) et les fonctions élémentaires de kV  : 

( ) ( ) 1iT T
iV x x G P G x− −=ɶ  (3.65) 

 

La variation de la fonction candidate de Lyapunov kV  est donnée par l’expression suivante : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

0 0

1 1
k k

T Ti iT T
k k

i i

X t x t i G P G x t i x t i G P G x t i
− −

− − − −

= =
∆ = + + + + − + +∑ ∑V  (3.66) 

En utilisant le fait que (3.47) s’écrive : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1
1 1 1

1 1
1 1 1

1

2

z t z t z t

z t z t z t z t z t z t

z t k z t k z t k z t z t z t

x t A B F G x t

x t A B F G A B F G x t

x t k A B F G A B F G x t

−

− −
+ + +

− −
+ − + − + −

+ = −

+ = − −

+ = − × × −

⋮

…

 (3.67) 

On obtient la condition de stabilité suivante : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1 1 1

0

1
01 1 1

1 1 1
1

*

* 0

k
iT

z t i z t i z t i z t z t z t
i

k
iT

z t i z t i z t i z t z t z t
i

G P G A B F G A B F G

G P G A B F G A B F G P

−
− − − −

+ + +
=

−
− − − −

+ − + − + −
=

− × × −

− − × × − − <

∑

∑

…

…

(3.68) 

Ou encore en posant ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),z t z t z t z t z tA A G B F= −ɶ  : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 1 1

, ,
0

1
01 1 1

1 , 1 ,
1

*

* 0

k
iT

z t i z t i z t z t
i

k
iT T

z t i z t i z t z t
i

G P G A G A G

G P G A A G G P G

−
− − − −

+ +
=

−
− − − − −

+ − + −
=

× ×

− × × − <

∑

∑

ɶ ɶ…

ɶ ɶ…

 (3.69) 

 

En utilisant exactement le même développement que dans le cas de la stabilité, on aboutit au 

résultat suivant. La variation de la fonction candidate kV  est négative si : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

0

0 1

2 1

1
1 1 1

* 0

0

*

0

T
z t z t z t

k kT

kT
z t k z t k z t k

P

A G B F G G P P

G G P P

A G B F G G P

− −

−
+ − + − + −

 −
 

− − − + − 
 

< 
 − − + − 
 − − − +  

⋱

⋱ ⋱ ⋱

⋱

 (3.70) 
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Notons par rapport à la stabilité que l’on ne recherche qu’une seule matrice G . Cela est du à 

la structure de la loi de commande (3.19). On définit alors les quantités suivantes : 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0 0

0 1 1 0 1 1

1 1 1

0

0 1

,

1

* 0

*

0

k k

k k k

T
i i j

i i i j j j

kT
i i j

P

A G B F G G P P

A G B F G G P

− −

− − −

−

 −
 

− − − + − 
ϒ =  

 
 − − − + 

⋯ ⋯

⋱

⋱ ⋱
(3.71) 

Théorème 7 : Soit un modèle TS discret (3.18), la loi de commande (3.19) et les 

0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −
ϒ ⋯ ⋯  définis en (3.71). S’il existe des matrices ( )iP  définies positives et des matrices 

G  et iF , { }1, ,i r∈ …  telles que les conditions (3.6) soient vérifiées alors la boucle fermée est 

globalement asymptotiquement stable. 

 

Les résultats du théorème 7 sont inclus dans ceux du théorème 4. 

Lemme 10 : S’il existe des matrices  0P > , G  et iF , { }1, ,i r∈ …  telles que les conditions 

(3.6) soient vérifiée avec 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (3.31) il existe des matrices ( ) 0iP > , G  et 

iF , { }1, ,i r∈ …  telles que les conditions (3.6) soient vérifiées avec 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en 

(3.71). 

Preuve : La preuve est directe, il suffit de choisir ( )iP P=  pour les conditions du théorème 7  

pour retrouver les conditions du théorème 4. 

 

Il ne semble pas possible de garder la propriété d’ordre total sur *k ∈ℕ , la propriété suivante 

ne donne qu’un ordre partiel. Cela est du au fait qu’on ne conserve qu’une matrice G . 

 

Lemme 11 : Soient *,m p∈ℕ , supposons qu’il existe une matrice P  définie positive et des 

matrices G  et iF , { }1, ,i r∈ …  telles que la condition (3.30) soit vérifiée pour k m= . S’il 

existe *l ∈ℕ  tel que p m l= ×  alors la condition (3.30) est satisfaite pour k p= . 

 

Lemme 12 : S’il existe *p∈ℕ , ( ) 0jP > , { }0, , 1j k∈ −… , G  et iF , { }1, ,i r∈ … ,  tels que la 

condition (3.70) soit vérifiée pour k p=  alors il existe, ( ) 0jP > , { }0, , 1j k∈ −… , G  et iF , 

{ }1, ,i r∈ …  tels que la condition (3.70) soit vérifiée pour 1k p= + . 

Preuve : identique au lemme 5 
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D. Avantages, limites et perspectives des approches  

Le chapitre précédent avait proposé de réduire le conservatisme des résultats en utilisant une 

fonction de Lyapunov non quadratique. Ce chapitre-ci a permis de développer d’autres formes 

de résultats en utilisant une fonction de Lyapunov prenant en compte un nombre k  d’états 

antérieurs. La réduction du conservatisme a toujours un coût, accroissement du nombre de 

variables et/ou accroissement du nombre de conditions LMI. Les résultats présentés ont peu 

tenu compte de ces accroissements pour laisser place au développement théorique. Dans cette 

dernière partie ces différents problèmes vont être abordés.  

 

En premier lieu, un récapitulatif des résultats est proposé figure 8. Sur la figure, AV  (resp. 

BV ) concerne les résultats de l’approche A, basé sur ( ) 0kV t∆ <  (resp. B basée sur 

( )( ) 0k kX t∆ <V ), théorème 1 lemme 1 (resp. lemme 7). Elle rappelle les principales 

inclusions en fonction du nombre fini d’échantillons k . 

 
Figure 8 : inclusion des différents domaines de solutions 

 

En second lieu, ces résultats peuvent s’étendre à tout type de fonctions candidates de 

Lyapunov pour cette classe de modèle. A titre d’illustration, une réunion des résultats du 

chapitre II et des approches présentées dans ce chapitre peut être réalisée en utilisant la 

fonction élémentaire ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1T T
z t z t z tV x t x t G P G x t− −=ɶ . De nouvelles conditions se déduisent 

alors de manière directe. Par exemple, pour le cas de l’approche A et la stabilisation de 

modèles TS on peut énoncer le théorème ci-après. 
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Théorème 8 /Kruszewski et Guerra 2005/ : Soit un modèle TS discret 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 z t z tx t A x t B u t+ = +  bouclé par la loi de commande ( ) ( ) ( ) ( )1
z t z tu t F G x t−= − , s’il existe 

une matrice P  définie positive et des matrices iG  et iF , { }1, ,i r∈ …  telle que la condition 

donnée ci-après soit vérifiée alors la boucle fermée est globalement asymptotiquement stable. 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1

* 0

0
*

0

z t

z t z t z t z t

T
z t k z t k

T
z t k z t k z t k z t k z t k z t k z t k

P

A G B F

G G

A G B F G G P

+ − + −

+ − + − + − + − + + +

 − 
 

− 
< − − 

 − − − +  

⋱ ⋮

⋱

 (3.72) 

 

La preuve n’est pas donnée ici. La mise sous forme LMI s’effectue de la même manière que 

précédemment. Plusieurs résultats de ce type ont été obtenus sur des modèles TS incertains et 

aussi à retard /Kruszewski et al. 2006a/ et /Kruszewski et al. 2006b/. 

 

Enfin, la complexité des problèmes LMI est évidemment fonction du nombre de variables, du 

nombre d’échantillons et de la taille du modèle TS utilisé. Soient pour un modèle discret TS : 

r  le nombre de modèles linéaires, n  la dimension de l’état, m  le nombre d’entrées, k  le 

nombre fini d’échantillons. On peut alors déterminer le nombre d’inconnues présentes dans 

les différentes matrices des problèmes LMI : pour la matrice 0TP P= >  ou chacune des 

matrices ( )
( )

( )
( )T n nP P⋅ ⋅ ×

⋅ ⋅= ∈ℝ , ( )0,5 1n n⋅ +  inconnues, pour les matrices G , 2n  et pour les gains 

de la loi PDC : ( )
n mF ×

⋅ ∈ℝ  ⇒  n m× . On en déduit donc pour la stabilisation des modèles TS 

discrets par les approches A et B, théorèmes 4 et 7, le même nombre ( )( )0,5 1
k

r r⋅ +  et la 

même taille ( ) ( )1 1k n k n+ × +  pour les contraintes LMI. La différence se faisant sur le 

nombre de variables utilisées : ( )1,5 0,5n n r m⋅ + + ×  pour l’approche A, 

( )( )0,5 1n n n k r m+ + ⋅ + ×  pour l’approche B, puisque dans cette dernière le nombre de 

matrices ( )P ⋅  dépend de k . 

 

Pour illustrer la complexité obtenue le tableau 1 donne quelques exemples numériques en 

fonction de r , n , m  et k  ainsi que la faisabilité par rapport au solveur LMI TOOLBOX de 

Matlab. 
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Approche 1k =  A B 

Nombre de 

contraintes 

LMI 

( )0,5 1r r⋅ +  ( )( )0,5 1
k

r r⋅ +  ( )( )0,5 1
k

r r⋅ +  

Taille des 

contraintes 

LMI 

2 2n n×  ( ) ( )1 1k n k n+ × +  ( ) ( )1 1k n k n+ × +  

Nombre de 

variables 

( )1,5 0,5n n r m⋅ + + ×  ( )1,5 0,5n n r m⋅ + + ×  ( )( )0,5 1n n n k r m+ + ⋅ + ×  

Temps de 

calcul* 

0,4s 7min 8min 

Tableau 1 : complexité des approches 

 

* Les temps de calcul sont donnés à titre indicatif. Les calculs sont effectués sur un pentium 

IV 3 GHz avec 2 Go RAM pour 4r = , 2n = , 1m=  et 3k = . Les tests ont été réalisés sur un 

modèle impossible à stabiliser sans connaissances sur les fonctions non linéaires (deux des 

quatre modèles linéaires sont non commandables). Il est important de noter que le temps 

nécessaire à la résolution des problèmes dépend également des matrices du modèle. Ainsi 

dans certains cas, l’approche B statuera l’infaisabilité ou donnera une solution plus 

rapidement que l’approche A. 

 

La principale limite de ces approches est le nombre exponentiellement croissant en fonction 

k  de  conditions LMI. Pour la première approche, lorsque k  devient suffisamment grand 

(supérieur à 8) les conditions de stabilisation d’un modèle TS à 2 règles et 2 états deviennent 

impossibles à résoudre avec des ordinateurs standards. En effet le temps de calcul et la 

quantité de mémoire nécessaire deviennent non négligeables. La deuxième approche est plus 

sensible au paramètre k  que la première à cause du nombre croissant d’inconnues.  
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A. Introduction 

Le chapitre propose une extension des résultats présentés en utilisant le lemme de Finlser 

rappelé ici : 

Lemme 1 (Finsler) /De Oliveira et Skelton 2001/ : Soit un vecteur nx∈ℝ , et des matrices 

T n nQ Q ×= ∈ℝ  et m nR ×∈ℝ  telle que ( )rang R n< . Les quatre expressions suivantes sont 

équivalentes 

1. { }0 0, 0T nx Qx x x x Rx< ∀ ∈ ∈ ≠ =ℝ  (4.1) 

2. 0TR QR⊥ ⊥ <  où R⊥  représente le complément orthogonal de R  (4.2) 

3. σ∃ ∈ℝ  telle que 0TQ R Rσ− <  (4.3) 

4. n mX ×∃ ∈ℝ  telle que 0T TQ XR R X+ + <  (4.4) 

 

Cette approche est voisine des travaux présentés dans le cas des modèles linéaires incertains 

/Ebihara et al. 2005/. L’idée est, dans leur cas, d’utiliser les dérivées d’ordre plus élevés sur le 

vecteur d’état. Cette façon redondante de représenter des modèles est traduite par des 

contraintes égalités puis utilisés à travers le lemme 1 de Finsler. Ce type de méthode n’est pas 

exploitable directement sur les modèles TS continus, les dérivées d’ordre supérieur faisant 

apparaître les dérivées successives de ihɺ .  

Néanmoins, en discret, ce type d’approche est envisageable. Elle permet de prendre en 

compte le passé du modèle et n’est pas dépourvue d’intérêt surtout au regard des fonctions de 

Lyapunov abordées au chapitre III. 

 

L’intérêt de ces différentes approches est de présenter une extension naturelle des conditions 

présentées précédemment. Elles permettent notamment un cadre unifié de traitement des 

problèmes et ouvrent des perspectives nouvelles sur ce type d’approches. Le chapitre décrit 

alors sur quelques cas particuliers comment procéder pour obtenir les contraintes égalités 

utilisables dans le lemme 1 de Finsler. Il montre également comment retrouver les résultats 

précédents et pourquoi l’extension faite les améliore. 

 

On rappelle également les notations utilisées dans le chapitre III et les lemmes suivants (cf. 

chapitre I). 
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Notation : Soit iY , ijY  des matrices de taille appropriée et ( )ih ⋅  des fonctions scalaires ayant 

la propriété de somme convexe, on pose ( ) ( )( )
1

r

i iz t n
i

Y h z t n Y+
=

= +∑  et 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ),
1 1

r r

i j ijz t n z t n
i j

Y h z t n h z t n Y+ +
= =

= + +∑∑ . 

 

Lemme 2 : Soient A , G , L , P  et Q  des matrices de taille appropriée. Les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

1.  0TA PA Q− < , 0P >  (4.5) 

2. 0
TQ A P

PA P

 −
< − 

 (4.6) 

3. G∃  0
T

T T

Q A G

G A G G P

 −
< − − + 

, 0P >  (4.7) 

4. ,G L∃  0
T T T

T T T

Q A L LA L A G

L G A G G P

 − + + − +
< − + − − + 

, 0P >  (4.8) 

On rappelle les lemmes permettant de traiter les inégalités du type : 

( )( ) ( )( )
0 1 0 1

0 1

, ,
1 1

1 0
k k

k

r r

i i i i
i i

h z t h z t k
− −

−= =
+ − ϒ <∑ ∑ …… …  (4.9) 

et du type : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1

, , , , ,
1 1 1 1

1 1 0
k k k k

k k

r r r r

i i j j i i j j
i i i i

h z t h z t k h z t h z t k
− − − −

− −= = = =
+ − + − ϒ <∑ ∑∑ ∑ … …… … … …

 (4.10) 

Lemme 3 : Soit 
0 1, , ki i −

ϒ …  des matrices et  ih  des fonctions ayant la propriété de somme 

convexe, (4.9) est vérifiée si les kr  conditions suivantes sont vraies : 

{ }0 1, , 1, ,ki i r−∀ ∈… …
0 1, , 0

ki i −
ϒ <…  (4.11) 

 

Lemme 4 : Soit ( ) ( )
0 1 0 1 0 0 1 1

0 1
, , , , , , ,k k k k

k
i i j j i j i j− − − −

−ϒ ϒ + ϒ + + ϒ… …
ɶ ɶ ɶ≜ …  des matrices et ih  des fonctions ayant 

la propriété de somme convexe, (4.10) est vérifiée si les ( )( )0,5 1
k

r r⋅ +  conditions suivantes 

sont vraies :  

( ) ( ) { }2

0 0 1 1

0 0 1 1

, , , , 1,2, ,

, ,
k k

k k

i j i j r

i j i j
− −

− −

∀ ∈
≤ ≤

… ⋯

… 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1, , 0
k k k ki i i j j j j j j i i i− − − −

ϒ + ϒ <⋯ ⋯ ⋯ ⋯  (4.12) 
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B. Modèles Takagi-Sugeno discrets à retards 

Pour montrer l’utilisation du lemme de Finsler et ne pas répéter les résultats du chapitre III, on 

se place dans le même cas que III-A mais en considérant des modèles à retard. Le retard est 

supposé constant. Ces modèles s’écrivent : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 z t z t z tx t A x t A x t d B u t+ = + − +  (4.13) 

 

Dans un premier temps, des conditions de stabilité indépendantes du retard d  sont données. 

Le problème de la stabilisation est ensuite abordé sous deux hypothèses : la première 

considère que le retard est inconnu et la seconde que le retard est connu.  

1. Stabilité 

On considère (4.13) en régime libre : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 z t z tx t A x t A x t d+ = + −  (4.14) 

et la fonction de Lyapunov : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
t

T T

k k k k k k
t d

X t X t diag Q X t X diag Z X
α

α α
−

−

= −
= + ∑V  (4.15) 

( ) ( ) ( )1
TTT

kX t x t x t k = + −
  

… . 

Remarque : Cette fonction a été choisie de façon à faciliter la lecture. Il est possible 

d’obtenir des conditions LMI en utilisant la deuxième approche présentée dans le chapitre III. 

Dans la suite on suppose que d k> . Une condition suffisante de stabilité est : 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 0k k k k k kt t t∆ = + − <V X V X V X  (4.16) 

avec 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1
TT T T T T T

k t x t x t d x t x t k x t k d x t k = − + + − + − − + −
 

X ⋯  

( )( )k k t∆V X  s’écrit :  

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1

T

k k kt diag Q Z Z Z Z Q t− − − −
+ + ∆ = − + − − V X X⋯  (4.17) 

Notons que (4.14) s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

0 1

1
z t z t z t z t

x t

A x t A x t d x t A A I x t d

x t

 
  = + − − + = − −  
 + 

 (4.18) 
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Ou pour tous les instants { }0, , 1i k∈ −…  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

0 1

1
z t i z t i z t i z t i

x t i

A x t i A x t i d x t i A A I x t i d

x t i
+ + + +

+ 
  = + + + − − + + = − + −  
 + + 

 (4.19) 

On obtient alors ( ) ( ) ( )1, 1 0kz t z t kR t++ − =X…  avec : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

, 1

1 1

0 0 0

0 0

0

0 0

z t z t

z t t

z t z t k

z t k z t k

A A I

A A I
R

A A I

+ +
+ −

+ − + −

 −
 

− 
=  
 
 − 

…

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱

⋯

. 

et en utilisant le lemme de Finsler (lemme 1 4 1⇒ ), on obtient la condition : ( )2 1k n k nX + ⋅ × ⋅∃ ∈ℝ  

une matrice telle que : 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
, 1 * 0z t z t kdiag Q Z Z Z Z Q XR− − − −

+ − − + − − + + <  …⋯  (4.20) 

Notons que pour obtenir l’équivalence 1 4⇒ , il faudrait définir un ( ) ( ), 1z t z t kX + −… , mais cela fait 

« exploser » le nombre de variables. On définit alors les quantités suivantes : 

( ) ( )
0 1 0 1

1 1 1 1
, , , , *

k ki i i idiag Q Z Z Z Z Q XR
− −

− − − − ϒ = − + − − + + … …⋯  (4.21) 

Théorème 1 : Soit un modèle TS discret à retard sur l’état (4.14). S’il existe des matrices 

0Q > , 1 0Z− >  et X  telles que les conditions (4.11) avec les 
0 1, , ki i −

ϒ …  définis en (4.20) soient 

vérifiées alors le modèle (4.14) est globalement asymptotiquement stable.  

 

Ce théorème généralise les résultats du chapitre précédent. Par exemple, si on veut retrouver 

des résultats en utilisant le lemme IV-2, il faut effectuer le changement de variable 

1TQ G PG− −=  et choisir pour la matrice X  : 

0 0

0 0

0

0 0

0

0

0 0

0

T

T

T

T

G

X G

G

G

−

−

−

−

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
   

⋱ ⋱

 (4.22) 
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(4.20) s’écrit alors : 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1
1

1 1

1 1

1

1 1

0 * 0

0 *

0

0 *

0 *

0

T T T
z t z t

T

T T
kz t k z t k

Z

G A G A G G Z

G G Z

Z

G A G A

−

− − − − −

− − −

−

− −
+ − + −

 Θ 
 − 
 − − +
 

< 
 − − + 
 −
 Θ  

⋱  (4.23) 

Avec 1 1
1

TG PG Z− − −Θ = − +  et 1 1T T
k G G G PG− − − −Θ = − − + . En appliquant la propriété de 

congruence avec la matrice de rang plein : 

( ) ( )( )T T T Tdiag diag G Z G diag G Z G        
⋯  (4.24) 

on obtient : 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1

1

1

1 1

0 * 0

0 *

0

0 *

0 *

0

T

T T
z t z t

T T

T
z t k z t k

G Z G P

Z

A G A Z G Z G G G

G Z G G G

Z

A G A Z P G G

−

−

−

+ − + −

 −
 − 
 − −
 

< 
 − − 
 −
 

− −  

⋱

 (4.25) 

 

En utilisant le complément de Schur sur les termes 1TG Z G−  et en définissant la quantité 

suivante, on obtient le corollaire 1. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

0 0

0 1

1 1

, ,

* 0 * 0 0

0 0

0 0 *

0

0 0

* 0 *

0 0

0 0 *

0 0 0

k

k k

T
i i

i i

T

T
i i

P

G Z

Z

A G A Z G G

G G

G Z

Z

A G A Z G G P

−

− −

 − 
 − 
 −
 

− − 
 ϒ =
 
 − −
 − 
 −
 

− − +  

…

⋯

⋱ ⋮

⋱

⋮ ⋱

⋯

 (4.26) 
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Corollaire 1 /Kruszewski et al. 2006a/ : Soit un modèle TS discret à retard sur l’état en 

régime libre (4.14). S’il existe des matrices 0P > , 0Z >  et G  telles que les conditions 

(4.11) avec les 
0 1, , ki i −

ϒ …  définis en (4.26) soient vérifiées alors le modèle (4.14) est 

globalement asymptotiquement stable.  

Remarque : Pour un modèle sans retard i.e. 0iA = , on retrouve les conditions du chapitre III 

approche A. 

 

A titre d’exemple, on considère le modèle (4.14) avec : 

1

0,5 0

0 0,4 0,2

0,1 0,5 0,3

a

A

− 
 = − 
 − 

, 2

0,7 0,2 0

0,6 0,2 0,1

0,5 0,1 0,3

A

 
 = − 
 − − 

, 1 2

0 0 0

0 0

0 0 0

A A b

 
 = =  
  

, a  et b  deux 

scalaires.  

 

La figure 1 donne les domaines de solutions du corollaire 1 (X  définie en (4.22)) pour 1k =  

(condition avec une fonction quadratique)  et pour 4k =  et le domaine de solutions pour le 

théorème 1 (X  libre) pour 4k = . Evidemment, le théorème 1 donne le domaine de solution 

le plus étendu. On remarquera cependant que sur cet exemple le choix de X  (4.22) donne de 

bons résultats. 

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

a

b

 

Figure 1 : Domaines de solutions pour le corollaire 1 avec 1k =  (� ) et 4k =  ( + ),  et pour le théorème 1 

avec 4k =  (× ) 
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2. Stabilisation 

Deux cas sont à distinguer pour le choix de la loi de commande. Le premier considère le 

retard inconnu. 

On considère la loi de commande : 

( ) ( ) ( )1
z tu t F G x t−= −  (4.27) 

et la fonction candidate de Lyapunov : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
t

T TT
k k k k k k

t d

X t X t diag G PG X t X Z X
α

α α
−

− − −

= −

 = +  ∑V  (4.28) 

 

En suivant le même raisonnement que dans le cas de la stabilité sur la boucle fermée 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )11 z t z t z t z tx t A B F G x t A x t d−+ = − + −  on aboutit à (4.20). De manière à rendre le 

problème LMI, on définit la même matrice ( )2 1k n k nX + ⋅ × ⋅∈ℝ  que (4.22). Le résultat se déduit 

immédiatement en définissant la quantité suivante : 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

0 1 1 0 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

,

* 0 * 0 0

0 0

0 0 *

0

0 0

* 0 *

0 0

0 0 *

0 0 0

k k

k k k k

i i i j j j

T
i i j i

T

T
i i j i

P

G Z

Z

A G B F A Z G G

G G

G Z

Z

A G B F A Z G G P

− −

− − − −

ϒ =

 − 
 − 
 −
 

− − − 
 
 
 − −
 − 
 −
 

− − − +  

⋯ ⋯

⋯

⋱ ⋮

⋱

⋮ ⋱

⋯

 (4.29) 

 

Théorème 2 /Kruszewski et al. 2006a/: Soit un modèle TS discret à retard (4.13) et la loi de 

commande (4.27). S’il existe des matrices 0P > , 0Z > , G  et iF , { }1, ,i r∈ …  telles que les 

conditions (4.11) avec les 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (4.29) soient vérifiées alors la boucle 

fermée est globalement stable pour tout retard d . 

 

Remarque : Dans certains cas, le retard est connu. On peut alors utiliser une partie retardée 

dans la loi de commande : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
z t z tu t F G x t F Z x t d− −= − − −  (4.30) 
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et en utilisant la même fonction candidate de Lyapunov (4.28), on obtient de façon directe le 

résultat. Ce dernier correspond au théorème 2 en remplaçant dans les quantités 

0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −
ϒ ⋯ ⋯  définies en (4.29), iA  par i i jA Z B F− . 

 

Dans cet exemple, on considère le problème de la stabilisation. On considère (4.13) avec : 

1

0,2 4,25

0 0,8
A

− − 
=  − 

, 2

4,25 0

0,6 0,2
A

 
=  − 

, 1 2

0 0

0 0,1
A A

 
= =  

 
, 1

1

0
B

 
=  
 

, 2

2

0
B

 
=  
 

 4d = . 

Le retard est supposé inconnu. Afin de pouvoir simuler le modèle, on considère les fonctions 

suivantes : ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 11 1 cos 2h x h x x= − = + . Il n’y a pas de solution pour les conditions 

classiques ( 1k = ). En utilisant la nouvelle approche et en choisissant 2k = , on obtient une 

solution : 

0,1639 0,289

0,289 0,0762
P

− 
=  − 

, 
0,1621 0,288

0,0302 0,0767
G

− 
=  − 

 et 1

2

0,1670 0,3123

0,3407 0,0101

F

F

−   
=   −  

. Les deux 

figures suivantes donnent l’évolution des deux états et de la commande pour les conditions 

initiales ( ) [ ]0 10 10Tx = −  et ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 0x x x x− = − = − = . 

0 5 10 15 20 25 30
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

temps

x1
x2

 

Figure 2 : évolution de l’état 
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0 5 10 15 20 25 30
-5

0

5

10

15

20

25

30

temps

u(t)

 

Figure 3 : évolution de la commande 

On constate sur ces deux figures que le modèle converge vers l’origine et que la commande 

n’ « explose pas ». 

 

La fonction de Lyapunov utilisée a permis l’obtention de conditions de stabilité indépendantes 

du retard. Il est cependant possible d’étendre aisément les résultats vers des conditions 

dépendantes du retard ou de ces bornes, par exemple en utilisant la fonction issue de /Xu & 

Chen 2004/ et donnée dans le chapitre II : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

2

11 1
1 1 1

1 1

t t
T T T T T T

t t j l t j

V x t G PG x t x S ZS x x l S ZS x l
σ

α σ σ
α α

− +− −
− − − − − −

= − =− + = + −

= + +∑ ∑ ∑  

Enfin pour des problèmes de lisibilité nous n’avons traité que le cas d k> . Dans le cas d k< , 

certains termes retardés sont regroupés avec les termes non retardés. Ceci permet une 

réduction du conservatisme. En effet la loi de commande, même si elle n’utilise pas l’état 

retardé, peut agir sur la partie retardée du modèle.  Ces extensions ne seront pas faites dans ce 

mémoire. 

 

L’utilisation du lemme de Finsler permet également de proposer l’utilisation de fonctions de 

Lyapunov plus générales.  
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C. Généralisation des fonctions candidates 

On considère les fonctions candidates du type : 

( )( ) ( ) ( )T

k k k kX t X t X t=V P , kn kn×∈P ℝ , 0>P  (4.31) 

avec ( ) ( ) ( )1
TTT

kX t x t x t k = + −
  

… . 

 

Ces fonctions prennent en compte l’état du modèle à plusieurs instants successifs. Il existe des 

termes permettant de coupler différents instants. Ceci augmente donc le nombre de degrés de 

liberté des problèmes LMI qui lui sont associés. On remarque également que les fonctions du 

chapitre III sont des cas particuliers de (4.31). En choisissant ( )diag P=P  on retrouve 

l’approche A et en choisissant 
0

1

0

0 k

P

P −

 
 =  
  

P ⋱  l’approche B. 

1. Stabilité des modèles Takagi-Sugeno discrets 

Soit le modèle : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1
r

i i z t
i

x t h z t A x t A x t
=

+ = =∑  (4.32) 

et la fonction candidate : 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0,0 0, 1

1,0 1, 1

k

T T

k k k k k k

k k k

P P

X t X t X t X t X t

P P

−

− − −

 
 

= =  
 
 

V P

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

 (4.33) 

avec ( ) ( ), , T
i j j iP P=  des matrices constantes. Pour que la fonction (4.33) soit une fonction 

candidate de Lyapunov il faut que : 

( ) ( )

( ) ( )

0,0 0, 1

1,0 1, 1

0

k

k k k

P P

P P

−

− − −

 
 

> 
 
 

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

 (4.34) 

 

Remarque : La fonction candidate de Lyapunov (4.33) peut être facilement étendue en non 

quadratique. Pour cela il suffit de considérer une matrice ( ) ( ), , 1z t z t k+ −P … . 
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Le calcul de la variation de la fonction (4.33) donne la condition suffisante de stabilité 

suivante : 

( ) ( )1 1 0
T

k kX t X t+ +∆ <P  (4.35) 

avec 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0,0

1,0 0,0 1,1

1,0 2,0 1,1 2, 2 1, 1

1,0 1, 2 1, 1

* * 0

* *

*

0

k k k k k k k

k k k k k

P

P P P

P P P P P

P P P

− − − − − − −

− − − − −

 −
 

− − 
 ∆ =  
 − − −
 
  

P

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

. (4.36) 

En remarquant que (4.32) s’écrit : ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )0 1
1z t z t

x t
A x t x t A I

x t

 
= − + = −     + 

, on pose 

( ) ( ) ( )1, , 1 0kz t z t kR X t++ − =…  avec : 

( ) ( )

( )

( )

( )

1

, , 1

1

0 0

0

0

0 0

z t

z t

z t z t k

z t k

A I

A I
R

A I

+
+ −

+ −

− 
 

− =  
 
 − 

…

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋯

 (4.37) 

 

En utilisant le lemme de Finsler sur la condition (4.35) et sous la contrainte 

( ) ( ) ( )1, , 1 0kz t z t kR X t++ − =… , on obtient la condition suivante de stabilité : 

( )1k n knX + ×∃ ∈ℝ  telle que : ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1 0T T
z t z t k z t z t kXR R X+ − + −∆ + + <P … …  (4.38) 

Comme dans le cas précédent, pour obtenir l’équivalence 1 4⇒  dans le lemme de Finsler, il 

faudrait définir un ( ) ( ), 1z t z t kX + −… , mais cela fait « exploser » le nombre de variables. On définit 

alors les quantités suivantes : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
0 1 0 1

0,0

1,0 0,0 1,1

, , , ,

1,0 2,0 1,1 2, 2 1, 1

1,0 1, 2 1, 1

* * 0

* *

*

*

0

k ki i i i

k k k k k k k

k k k k k

P

P P P

XR

P P P P P

P P P

− −

− − − − − − −

− − − − −

 −
 

− − 
 ϒ = + + 
 − − −
 
  

… …

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

(4.39) 

Théorème 3 : Soit un modèle TS discret (4.32). S’il existe des matrices ( ) ( ), , T
i j j iP P= , 

{ }, 0, , 1i j k∈ −…  et X  telles que 0>P  et que les conditions (4.11) avec les 
0 1, , ki i −

ϒ …  définis 

en (4.39) soient vérifiées alors le modèle (4.32) est globalement asymptotiquement stable.  
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On peut choisir également une solution intermédiaire entre une matrice X  constante mais 

pleine et  ( ) ( ), 1z t z t kX + −… . Cette dernière fait en plus intervenir des termes croisés 

( ) ( )z t i z t i+ + . La matrice suivante réalise un bon compromis en permettant un nombre de 

variables réduit sans introduire de termes croisés : 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

0
1 1

2
1

1

0 0

0

0

0 0

z t z t k

k

z t k

k

G

X

G

G

+ + −

−
+ −

−

 
 
 
 =  
 
 
 
 

…

⋯ ⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋯

 (4.40) 

Elle permet également de montrer comment on améliore les résultats du chapitre III. On 

aboutit directement au résultat suivant. On définit la quantité : 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 0 1 1 1 1

0 1 1

1

0 0 0

1 1 1

0 * 0

*

0

T

k k k

k

T

k

i i i i i i i

i i i

k k k
i

G A G G

G A G G

− − −

−

−

− − −

 
 

− − 
ϒ = ∆ +  

 
 − −  

P
… … …

⋯

⋱

⋱ ⋱
 (4.41) 

 

Théorème 4 : Soient un modèle TS discret (4.32) et les 
0 1, , ki i −

ϒ …  définis en (4.41). S’il existe 

des matrices ( ) ( ), , T
l m m lP P=  et ( )

1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }, 0, , 1l m k∈ −… , ( ) { }1, ,i r⋅ ∈ …  telles que les 

conditions (4.11) et 0>P  soient vérifiées alors le modèle (4.32) est globalement 

asymptotiquement stable. 

 

On a également la propriété d’ordre total pour *k ∈ℕ . Cela indique que les domaines de 

solutions du théorème 4 sont emboîtés.  

Lemme 5 : S’il existe *p∈ℕ , ( ) ( ), , T
l m m lP P=  et ( )

1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }, 0, , 1l m k∈ −… , ( ) { }1, ,i r⋅ ∈ …  

telles que les conditions du théorème 4 soient vérifiées ((4.11) et 0>P ) pour k p=  alors il 

existe, ( ) ( ), , T
l m m lP P=  et ( )

1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }, 0, , 1l m k∈ −… , ( ) { }1, ,i r⋅ ∈ …  telles que les conditions du 

théorème 4 soient vérifiées pour 1k p= + . 

Preuve : La preuve est similaire à celle du lemme III-9, il suffit de choisir ( ), 0pP =i , ( ),p pP  

suffisamment petit et d’utiliser le complément de Schur pour obtenir le résultat. 
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Enfin, on rappelle ici les quantités utilisées dans le chapitre III approche B pour le même 

problème : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0 1 1 1 1

0 1 1

1

0

0 0 0 0 1

1 1 1 1

* 0

*

0

T

k k k

k

T

k

i i i i i i i

i i i

k k k k
i

P

G A G G P P

G A G G P

− − −

−

−

− − − −

 −
 
 − − + −

ϒ =  
 
 

− − +  

⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋱

⋱ ⋱
(4.42) 

Lemme 6 : S’il existe des matrices ( ) 0iP >  et ( )
1 1m k

m
i iG

+ −⋯ , { }, 0, , 1i m k∈ −…  telles que les 

conditions du théorème III-6 soient vérifiées ((4.11) avec 
0 1 1ki i i −

ϒ ⋯  définis en (4.42)) alors il 

existe des matrices ( ),i jP  et ( )
1 1m k

m
i iG

+ −⋯  telles que les conditions du théorème 4 soient vérifiées. 

Preuve : Il suffit de choisir les mêmes matrices ( )
1 1m k

m
i iG

+ −⋯  et de poser ( ) ( ),i j iP P=  pour i j=  et 

( ), 0i jP =  pour i j≠ . 

 

Afin de montrer l’efficacité de l’approche, on reprend le modèle présenté en III-B1 : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1
r

i i z t
i

x t h z t A x t A x t
=

+ = =∑  avec 1

0.8

0 0.9

a
A

− 
=  − 

, 2

0.9 0

0.8
A

b

 
=  − 

 et a  et b  deux 

paramètres. La figure 4 donne les résultats obtenus avec le théorème 4 pour des valeurs de a  

et b  pour 3k = . Le domaine obtenu est comparé avec ceux des théorèmes III-3 et III-6.  

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

a

b

approche 1
approche 2
approche 3

 

Figure 4 : domaines des solutions pour les différents théorèmes avec 3k = . 

□  Approche III-A 

+  Approche III-B 

×  Théorème 4 
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Sans reprendre l’ensemble des résultats du chapitre III, la partie suivante propose de 

généraliser les résultats pour une fonction de Lyapunov utilisant des matrices constantes. 

2. Stabilisation des modèles Takagi-Sugeno discrets  

On considère le modèle suivant : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 z t z tx t A x t B u t+ = +  (4.43) 

la loi de commande : 

( ) ( ) ( )1
z tu t F G x t−= −  (4.44) 

et la fonction candidate de Lyapunov suivante : 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1T T
k k k kX t X t diag G diag G X t− −=V P  (4.45) 

 

La boucle fermée est stable avec ∆P  défini en (4.36) si : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
1 1 0

T T
k kX t diag G diag G X t− −

+ +∆ <P  (4.46) 

 

En réécrivant le modèle (4.43) comme une succession de contraintes égalité, on pose 

( ) ( ) ( )1, , 1 0kz t z t kR X t++ − =…  avec :  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1
1 1 1

, , 1

1
1 1 1

0 0

0

0

0 0

z t z t z t

z t z t z t

z t z t k

z t k z t k z t k

A B F G I

A B F G I
R

A B F G I

−

−
+ + +

+ −

−
+ − + − + −

 − −
 

− − 
=  
 
 − − 

…

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋯

 

En utilisant le lemme de Finsler on obtient la condition suivante de stabilité : 

( )1k n knX + ×∃ ∈ℝ , ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1 , 1 0T T T
z t z t k z t z t kdiag G diag G XR R X− −

+ − + −∆ + + <P … …  (4.47) 

 

Afin de rendre le problème LMI, on fixe la structure de la matrice X  comme suit : 

0 0

0

0

T

T

G
X

G

−

−

 
 
 =
 
 
 

⋱

⋱
 (4.48) 
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En utilisant la congruence avec ( )diag G  et en définissant : 

( )
( )

( )

0 0 0

1 1 10 1 1 0 1 1

1 1 1

,

0 * 0 0

*

0 0

*

0 0

k k

k k k

T
i i j

i i ji i i j j j

T

T
i i j

A G B F G G

A G B F

G G

A G B F G G

− −

− − −

 
 − − − 
 −ϒ = ∆ +
 
 − −
 − − −  

P⋯ ⋯

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱

⋯

 (4.49) 

avec 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0,0

1,0 0,0 1,1

1,0 2,0 1,1 2, 2 1, 1

1,0 1, 2 1, 1

* * 0

* *

*

0

k k k k k k k

k k k k k

P

P P P

P P P P P

P P P

− − − − − − −

− − − − −

 −
 

− − 
 ∆ =  
 − − −
 
  

P

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

 

on obtient le théorème suivant : 

 

Théorème 5 : Soient un modèle TS discret (4.43), la loi de commande (4.44) et les 

0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −
ϒ ⋯ ⋯  définis en (4.49), s’il existe des matrices  ( ) ( ), , T

l m m lP P= , { }, 0, , 1l m k∈ −… , G  

et iF , { }1, ,i r∈ …  telles que les conditions (4.12) et 0>P  soient vérifiées alors la boucle 

fermée est globalement asymptotiquement stable. 

 

Les résultats du théorème 5 incluent ceux de l’approche B (III-7). On rappelle les quantités 

utilisées : 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0 0

0 1 1 0 1 1

1 1 1

0

0 1

,

1

* 0

*

0

k k

k k k

T
i i j

i i i j j j

kT
i i j

P

A G B F G G P P

A G B F G G P

− −

− − −

−

 −
 

− − − + − 
ϒ =  

 
 − − − +  

⋯ ⋯

⋱

⋱ ⋱

 (4.50) 

Lemme 7 : S’il existe des matrices ( ) 0mP > , { }0, , 1m k∈ −… , G  et iF , { }1, ,i r∈ … ,  telles 

que les conditions du théorème III-7 ((4.12) vérifiées avec 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (4.50)) 

alors il existe des matrices ( ) ( ), , T
m n m nP P= , { }, 0, , 1m n k∈ −… , G  et iF , { }1, ,i r∈ …  telles 

que les conditions du théorème 5 soient vérifiées. 

Preuve : Il suffit de poser ( ) ( ),i i iP P=  et ( ), 0i jP =  pour i j≠ . 
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La généralisation de la fonction de Lyapunov peut se faire en utilisant l’approche non 

quadratique, des matrices additionnelles différentes (dépendant des ( )z t+ ⋅ ), d’autres 

relaxations, des modèles incertains, …Il s’agit simplement de choisir pour le lemme de 

Finsler une matrice X  qui permette une mise sous forme LMI. Sans rentrer dans ce type de 

résultats qui sont essentiellement techniques, la partie suivante s’intéresse à une généralisation 

de la loi de commande. 

D. Généralisation de la loi de commande 

Cette généralisation s’appuie sur l’idée développée dans le lemme suivant : 

Lemme 8 : Soit un modèle non linéaire discret : ( ) ( )( )1x t f x t+ = , 

( ) ( ) ( )1
TTT

kX t x t x t k = + −
  

… , ( )( ) : kn
k kX t →V ℝ ℝ  une fonction candidate de 

Lyapunov. Si la condition ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0k k k k k k kX t X t k X t∆ = + − <V V V  est vérifiée pour 

tout t  tels que mod 0t k =  alors le modèle est globalement asymptotiquement stable. 

 

Preuve : On suppose que la condition ( )( ) 0k k kX t∆ <V  est vérifiée pour tout t  tels que 

mod 0t k = . On a donc ( )( )lim 0k k
t

X t
→+∞

=V  pour tout t  tel que mod 0t k = . Comme 

( )( )k kX tV  est une fonction candidate de Lyapunov, on a ( )
mod 0

lim 0k
t
t k

X t
→+∞

=

=  et donc 

( )
mod 0

lim 0
t
t k

x t i
→+∞

=

+ = , { }0, , 1i k∈ −…  (car ( ) ( ) ( )1
TTT

kX t x t x t k = + −
  

… ). Ce qui  

implique que le modèle est globalement asymptotiquement stable. 

 

Pour illustrer cette idée, l’écriture est proposée pour 2k =  et une fonction de base 

quadratique. On a alors : ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1
2 , 1 1 1

T T
x t x t x t P x t x t P x t+ = + + +V  ou dans 

l’écriture précédente ( )( )2 2X tV  avec ( ) ( ) ( )2 1
TT T

X t x t x t = +  .  La condition du lemme 8 

devient ( )( )2 2 2 0X t∆ <V  pour tout t  tel que 2t τ=  ou encore : 

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
0 0

1 1

2 2 2 2 2 20 0
0

2 3 2 3 2 1 2 10 0

T T
x x x xP P

x x x xP P

τ τ τ τ
τ τ τ τ

   + +       
− <          + + + +             
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On prouve donc que ( )2lim 2 0X
τ

τ
→+∞

=  c’est-à-dire que ( )2 0x
τ

τ
→∞
→  et ( )2 1 0x

τ
τ

→∞
+ → . De 

façon générale, l’idée est de remplacer la classique étude de ( )( )k k kX t∆ V  pour tout t  par 

celle pour les t k τ= ⋅ . L’application de ce lemme généralise les lois de commande en leur 

permettant d’être périodiques. On considère les modèles s’écrivant : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 z t z tx t A x t B u t+ = +  (4.51) 

et la loi de commande : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
c c

z tu t F G x t
−

= −  modc t k=  (4.52) 

Les gains de cette loi de commande sont de période k . A chaque instant { }0, , 1c k∈ −…  d’un 

cycle, les gains sont donnés par : ( )
( ) ( )( ) ( )

1

r
c c

i iz t
i

F h z t F
=

=∑ . Le nombre de variables recherchées 

est donc multiplié par k , introduisant ainsi des degrés de liberté supplémentaires, et comme le 

démontre la suite permettant d’obtenir des résultats plus intéressants. On choisit la fonction 

candidate suivante : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

0

Tk
i i iT

k k
i

X t x t i G P G x t i
− −−

=
= + +∑V  (4.53) 

 

Remarque : On retourne vers des fonctions de Lyapunov rencontrées du chapitre III i.e. sans 

considérer la généralisation faite dans ce chapitre. Il ne s’agit pas de perdre le lecteur mais 

d’utiliser la fonction qui rende la démonstration plus simple. Cependant, il est facile 

d’obtenir des conditions LMI pour des fonctions du type ( )( ) ( ) ( )T

k k k kX t X t X t=V P . 

 

La boucle fermée du modèle (4.51) avec la loi de commande (4.52) s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 c c

z t z t z tx t A x t B F G x t
−

+ = −  avec modc t k=  (4.54) 

 

En ne considérant que les instants t  tels que mod 0t k = , on peut écrire : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1

1

1

0 0

1 1
1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

1

2 1

2 1 2 2

z t z t z t

z t z t z t

k k

z t k z t k z t k

x t A B F G x t

x t A B F G x t

x t k A B F G x t k

−

−

−

+ + +

− −
+ − + − + −

 + = −



+ = − +



 + − = − + −


⋮
 (4.55) 
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Ce qui nous donne la contrainte sur l’état  ( ) ( ) ( )2, 2 1 0kz t z t kR X t+ − =…  avec 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

0 0

, 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

0

0

z t z t z t

z t z t k

k k

z t k z t k z t k

A B F G I

R

A B F G I

−

−

+ −

− −
+ − + − + −

 − −
 
 =
 
 − −
 

… ⋱ ⋱  (4.56) 

et ( ) ( ) ( )2 2 1
TTT

kX t x t x t k = + −
  

… . 

En utilisant le lemme 8, une condition suffisante de stabilité est : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1

0 0

0
T Tk k

T Ti i i i i i
k k k

i i

X t x t i k G P G x t i k x t i G P G x t i
− − − −− −

= =
∆ = + + + + − + + <∑ ∑V

 (4.57) 

ou encore 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 0 1
2 2 0

T k k
k k k k kX t X t diag P P P P X t− − ∆ = − − < V ⋯ ⋯  (4.58) 

avec ( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 1T
i k k kP G P G

− −− − −= . 

En appliquant le lemme de Finsler avec la contrainte (4.56), on obtient la condition : 

( )2 1k n k nX + ⋅ × ⋅∃ ∈ℝ  une matrice telle que : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1

, 2 2 * 0k k

z t z t kdiag P P P P XR− −
+ −

 − − + + <  …⋯ ⋯  (4.59) 

Afin de rendre le problème LMI en les variables qui nous intéresse, on fixe : 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1

1 1 0 1

0

T T T T

k

k k
X

diag G G G G
− − − −

× −

− −

 
 =

  
    

⋯ ⋯
 (4.60) 

Après l’utilisation de la congruence avec ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 1k kdiag G G G G− − 
 ⋯ ⋯  sur 

l’inégalité (4.59) et en définissant la quantité (4.61), on obtient le théorème 6. 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0

2 2

0 1 1 0 1 1

1 1

2 2 2 2

0

0 1

2 1

, 1 0

0 1

2 1

* 0 0

0 *

*

*

0

*

0 0

k k

k k

k k

k k

k k

i j

k k
i j

i i i j j j k
i j

i j

k k
i j

P

A

A

A

A

A

− −

− −

− −

− −

− −

−

− −

 −
 

Φ 
 
 
 Φ ϒ =  Θ 
 Θ
 
 
 

Θ  

⋯ ⋯

⋯

⋱

⋱ ⋱ ⋱

⋮

⋮ ⋱

⋱

⋱ ⋱

⋯

 (4.61) 

avec ( ) ( ) ( )c c c
ij i i jA AG B F= − , ( ) ( ) ( ) ( )T

c c c cG G PΦ = − − −  et ( ) ( ) ( ) ( )T
c c c cG G PΘ = − − + . 
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Théorème 6 /Kruszewski et Guerra 2007/ : Soit un modèle TS discret (4.51) et la loi de 

commande (4.52), s’il existe des matrices ( ) 0cP > , ( )cG  et ( )c
jF , { }0, , 1c k∈ −…  { }1, ,j r∈ …  

telles que les conditions (4.12) soient vérifiées pour 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (4.61) alors la 

boucle fermée est globalement asymptotiquement stable. 

 

L’exemple suivant montre l’efficacité de l’approche. On considère le modèle (4.51) avec les 

matrices 1

0 1 1

2,5 0,5 0,5

1 1 0,1

A

− 
 =  
  

, 2

0 1 1

0,5 0,5 0

1 0 1

A

− 
 = − 
  

, 1

1

0

0

B

 
 =  
  

 et 2

1

1B

a

 
 =  
  

 où a  est un 

paramètre.  

 

Les différentes valeurs de a  tels que les modèles soient stabilisés sont : 

Théorème III-7 avec 4k =  : [ ]1,1592 3,8730a∈ −  

Théorème 6 avec 2k =  et une loi de commande PDC (non périodique) (( )iG G=  et 

( )i
j jF F= ) : [ ]1,39 3,57a∈ −  

Théorème 6 avec 2k =  et une loi périodique : [ ]1,74 8,94a∈ − . 

 

 

Figure 5 : Domaine de stabilisation pour les différentes approches 

 

La figure 5 illustre les différents domaines de stabilisation. On s’aperçoit que même pour des 

valeurs de k  supérieures l’approche III-B ne parvient pas à rivaliser sur cet exemple avec 

l’approche proposée. 

 

La loi de commande étant périodique il semble assez naturel de proposer un contexte d’étude 

utilisant des modèles périodiques.  

-2 -1 0a =  1 2 3 4 … 9 

Th 6, 2k =  

Th 6 2k = , ( )i
j jF F= , ( )iG G=  

Th III-7 4k =  
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E. Stabilisation de modèles TS discrets périodiques  

Dans cette partie, on considère le modèle suivant : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 c c

z t z t

c

z t

x t A x t B u t

y t C x t

 + = +


=

, modc t p= , p  est la période des matrices du modèle. (4.62) 

et la même loi de commande que précédemment : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
c c

z tu t F G x t
−

= −  modc t p=  (4.63) 

 

Dans la littérature, une approche permettant de prouver la stabilité des modèles périodiques 

utilise des fonctions de Lyapunov périodiques /Bolzern et Colaneri 1988/. Le critère de 

stabilité est le suivant : 

Théorème 7 /Bolzern et Colaneri 1988/: Un modèle discret de période p  est dit p -stable 

s’il existe p  fonctions candidates de Lyapunov ( )lV x , { }0, , 1l p∈ −…  telles que :  

( )x t∀ , ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 1 1 01 1pV x t V x t V x t t V x t p−> + > > + − > +…  (4.64) 

 

L’application dans notre cas donne avec : ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1T
l l lT

lV x x G P G x
− −

=  la condition 

suivante (les notations sont issues de ce type de méthode) : 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

mod

1 mod 1 mod 1 modmod mod mod mod
mod mod mod

*
0T

l p

l p l p l pl p l p l p l p

z t l p z t l p z t l p

P

A G B F G G P
+ + +

+ + +

 −
  <
 − − − + 

 (4.65) 

{ }0, , 1l p∈ −…  

 

On définit les quantités suivantes : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

mod

1 mod 1 mod 1 modmod mod mod mod

*
0T

l p

l
ij l p l p l pl p l p l p l p

i i j

P

A G B F G G P
+ + +

 −
 ϒ = <
 − − − + 

, 

{ }0, , 1l p∈ −…  (4.66) 

 

Théorème 8 : Soit un modèle TS discret (4.62) et la loi de commande (4.63), s’il existe des 

matrices ( ) 0cP > , ( )cG  et ( )c
jF , { }0, , 1c p∈ −…  { }1, ,j r∈ …  telles que les conditions (4.12) 

soient vérifiées pour tous les lijϒ  définis en (4.66) alors la b oucle fermée est p -stable. 
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On peut proposer une approche différente basée sur la partie précédente. En choisissant la 

fonction candidate de Lyapunov (4.53) et en appliquant les mêmes manipulations que dans la 

section précédente on obtient les mêmes quantités 
0 1 1 0 1 1,k ki i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  qu’en (4.61), seules les 

matrices des modèles linéaires ( ),i iA B  sont remplacées par ( ) ( )( ),c c
i iA B . On a donc dans 

(4.61) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c c c c c
ij i i jA A G B F= − . 

 

Théorème 9 : Soit un modèle TS discret périodique (4.62) et la loi de commande périodique 

(4.63), s’il existe des matrices ( ) 0cP > , ( )cG  et ( )c
jF , { }0, , 1c k∈ −…  { }1, ,j r∈ …  telles 

que les conditions (4.12) soient vérifiées pour 
0 1 1 0 1 1,p pi i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (4.61) alors la boucle 

fermée est globalement asymptotiquement stable. 

 

Il se trouve que les résultats de ces approches ne sont pas ordonées, i.e. il existe des exemples 

où les résultats du théorème 8 sont meilleurs que ceux du 9 et réciproquement.  

 

Par exemple, si on considère le modèle (4.62) avec 1
1

1,5 1

0 0,5
A

 
=  
 

, 1
2

1,5 10

0 0,5
A

 
=  
 

, 

2
1

1 1

0 1
A

 
=  
 

, 2
2

1 10

0 1
A

 
=  
 

, 1 1
1 2

0

0
B B

 
= =  

 
 et 2 2

1 2

1

0
B B

 
= =  

 
, le théorème 8 donne une 

solution mais pas le théorème 9.  

 

Inversement, si on considère le modèle le (4.62) avec 1
1

1 1

0,5 1
A

 
=  
 

, 1
2

1 10

0,5 1
A

 
=  
 

, 

2
1

1,5 1

0 0,5
A

 
=  
 

, 2
2

1,5 10

0 0,5
A

 
=  
 

, 1 1
1 2

1

0
B B

 
= =  

 
 et 2 2

1 2

0

0
B B

 
= =  

 
, avec théorème 9 donne 

une solution mais pas le théorème 8. 
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F. Conclusion 

Ce chapitre a permis de proposer une extension naturelle de l’ensemble des résultats sur les 

TS discrets présentés dans les trois premiers chapitres. Elle est basée sur des contraintes 

égalités prenant en compte des états passés du modèle et l’utilisation du lemme de Finsler. La 

redondance ainsi obtenue permet d’introduire de nouvelles variables qui relâchent de façon 

parfois importante les résultats. 

 

Cette approche est générale et unifie la manière d’obtenir les résultats. Elle a été présentée sur 

certains types de modèles TS discrets. Son extension à des modèles TS incertains ou en 

utilisant comme base des fonctions de Lyapunov une approche non quadratique est directe et 

n’a pas été développée ici.  

 

Cette généricité a également permis d’envisager des extensions vers d’autres types de 

commande et de modèles. Ainsi des lois de commande périodiques ont été introduites pour 

des modèles TS ainsi que leur utilisation sur des modèles périodiques. 
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A. Introduction 

A partir du moment où les approches utilisées permettent d’améliorer les résultats rencontrés 

classiquement dans la littérature pour la stabilité et la stabilisation, les perspectives ouvertes 

sont nombreuses. Si on reprend le tableau du chapitre I qui donne les différents problèmes 

abordés au cours de ce mémoire, figure 1, les différentes cases laissées vides se remplissent de 

façons plus ou moins directes. On rappelle simplement que le type de modèles pris en compte 

est : N  (prémisses non mesurables), I  (modèles TS incertains), R  (modèles TS à retards  en 

discret) et P  (modèles TS périodiques). 

 

 
Figure 1 : Problèmes abordés dans le mémoire 

 

Par exemple, en retour de sortie, les cases ( )3,4  et ( )4,4  pour des modèles TS discrets à 

prémisses mesurables et des lois de commande utilisant un observateur sont une extension 

directe de la case ( )2,4 . De façon résumée, si le modèle TS est certain, il existe un principe 

de séparation, la démonstration emprunte la même forme que celle de /Ma et al. 1998/ basée 

sur le principe de comparaison vectorielle. Si le modèle TS est incertain, on peut utiliser le 

même type de majoration que pour la case ( )2,4 . 

 

 

Chap 4 Chap 3 TS I 

Chap 4 TS R 

  

Chap 4  Chap 2 

TS I+R 

 

Chap 4 

TS P 

   

  Chap 2 

TS I 

Chap 2 

TS N 

QV NQV  et k Q NQV  et Q NQP
V

PDC 

Loi pour le NQ 

Loi périodique 

Retour de sortie 

Type de commande 

Fonction de Lyapunov 

Retour 

d’état 
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De façon évidente, tous les problèmes de performance doivent également être retravaillés, 

problème du régulateur, atténuation H∞ , placement de pôles dans des régions LMI, 

contraintes sur les entrées/sorties … Ce dernier chapitre s’intéresse à deux problèmes 

particuliers. Le premier concerne deux nouvelles pistes possibles permettant d’étendre les 

résultats présentés précédemment. Le second essaye de réduire la complexité des problèmes 

LMI formulés dans les chapitres III et IV en réduisant le nombre de variables et/ou le nombre 

de contraintes LMI. 

B. Extensions 

1. Stabilisation des modèles TS discrets périodique s 

Sur les modèles périodiques, qui concluent le chapitre précédent, on peut proposer une 

généralisation de /Bolzern et Colaneri 1988/. Pour ce faire, on choisit pour fonction 

périodique :  

( )( ) ( ) ( )( )
( )
( ) ( )( ) ( )

11
mod mod

,
0

Tk
i l p i l plT

k l k i
i

X t x t i G P G x t i
− −−

+ +

=
= + +∑V , { }0, , 2i k∈ −…  

En utilisant le même raisonnement que dans les approches présentées au chapitre IV, on 

obtient les quantités suivantes : 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )

0 0

0 1 1 0 1 1

2 2

1 1

mod
0

, 0

,

2 2
, 2

mod mod 1 mod1
, 1

* 0 0

0 * 0

*

0 0

k k

k k

T

k k

l p

l l
i j

l
i i i j j j

l k l k
i j k

l k p l k p l pl k
i j k

P

A

A

A G G P

− −

− −

− −

+ − + −
−

+ + ++ −
−

 −
 
 Ω
 
 ϒ =
 

Ω 
 
 − − + 

⋯ ⋯

⋯

ɶ ⋱ ⋱ ⋮

⋱ ⋱

ɶ⋮ ⋱

ɶ⋯

, 

{ }0, , 1l p∈ −…  (5.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )mod mod mod mod
,
l l p l p l p l p

i j i i jA A G B F= −ɶ , ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )
( )1 mod 1 mod 1 mod mod

1

T
l p l p l pl l p

i i iG G P P+ + +
+Ω = − − + −  

 

Théorème 1 : Soit un modèle TS discret (4.62) et la loi de commande (4.63), s’il existe des 

matrices ( )
( ) 0l

iP > , ( )lG  et ( )l
iF , { }0, , 1l p∈ −…  { }1, ,i r∈ …  telles que les conditions (4.12) 

soient vérifiées pour tous les 
0 1 1 0 1 1,k k

l
i i i j j j− −

ϒ ⋯ ⋯  définis en (4.67) alors la boucle fermée est p -

stable. 
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Lemme 1 : S’il existe des matrices telles que les conditions du théorème IV-8 soient vérifiées 

alors il existe des matrices telles que les conditions du théorème 1 soient vérifiées. 

 

Preuve : Directe en utilisant les résultats du lemme III-10, en prenant ( )
( ) ( )l l

iP P= . 

 

La figure 2 donne un aperçu des domaines de stabilisation des modèles TS discrets 

périodiques et des différentes inclusions existantes. Evidemment la taille des domaines n’est 

pas représentative. 

 

 

Figure 2 : Inclusion des résultats des différentes approches 

 

 

Si on reprend les exemples précédents, le théorème 1 ne donne pas de meilleurs résultats que 

le théorème IV-8. Pour montrer l’apport de cette partie on choisit un exemple dont la position 

est indiquée par une croix dans la figure 2 : soit le modèle avec pour matrices 

1
1

1,5 10

0 0.5
A

 
=  
 

, 1
2

0.5 10

0 0
A

 
=  
 

, 2
1

2 1

0 0,5
A

 
=  
 

, 2
2

1 10

0 0.5
A

 
=  
 

, 1 1
1 2

0

0
B B

 
= =  

 
 et 

2 2
1 2

1

0
B B

 
= =  

 
, le théorème 1 avec 2k =  donne des solutions et pas le théorème IV-9.  

 

 

 

Lyapunov classique 

Lyapunov périodique IV-8 

Théorème 1 

Théorème IV-9 

X 
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2. Réutilisation du lemme de Finsler 

L’utilisation du lemme de Finsler peut également être envisagée de manière encore plus 

générale. Effectivement, considérons le modèle TS discret avec une loi de commande PDC : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 z t z tx t A x t B u t+ = +  (5.2) 

( ) ( ) ( )z tu t F x t= −  (5.3) 

On peut écrire les expressions (4.43) et (4.44) sous la forme d’une contrainte :  

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
1 1 0

0

z t z t

z t

x t x tA I B
x t R x t

F I
u t u t

   −     + = + =     
         

 (5.4) 

L’application du lemme de Finsler avec par exemple la fonction de Lyapunov quadratique 

( )( ) ( ) ( )T
V x t x t Px t=  donne le résultat suivant avec la matrice 3 2n nX ×∈ℝ  : 

( ) ( )

( )
( )

0 0

0 0 * 0
0

0 0 0

z t z t

z t

P A I B
P X

F I

−  −   + + <       

 (5.5) 

Remarque : Notons que cette approche peut aussi être utilisée en continu si on n’utilise pas 

de contraintes utilisant des dérivées d’ordre supérieur. Effectivement, il suffit de remplacer 

0 0

0 0

0 0 0

P

P

− 
 
 
  

 par 

0 0

0 0

0 0 0

P

P

 
 
 
  

. 

 

A partir d’un choix judicieux de la matrice X , il est aisé d’obtenir des conditions sous la 

forme de contraintes LMI. Evidemment, on peut imaginer rajouter d’autres instants, aussi bien 

pour l’état que pour la commande. On utilise alors le vecteur augmenté : 

( ) ( ) ( ) ( )1
TT T T T

k x t x t k u t u t k Φ = + + − ⋯ ⋯  et la contrainte : 

1,1 1,2

2,1 2,2

0k

Ω Ω 
Φ = Ω Ω 

 (5.6) 

( )

( )

1,1

1

0

0

z t

z t k

A I

A I+ −

− 
 

Ω =  
 − 

⋱ ⋱ , 

( )

( )

1,2

1

0

0

z t

z t k

B

B + −

 
 

Ω =  
 
 

⋱ , 

( )

( )

2,1

1

0 0

0 0

z t

z t k

F

F + −

 
 

Ω =  
 
 

⋱ ⋱  

et 2,2 km kmI ×Ω = . Il reste à déterminer si les conditions obtenues permettent d’améliorer de 

façon substantielle les résultats. 
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C. Réduction de la complexité 

Le problème majeur des approches développées reste leur compatibilité avec les solveurs 

actuels. L’un des besoins est donc de pouvoir réduire leur complexité, i.e. diminuer le nombre 

de variables à rechercher et surtout le nombre de contraintes LMI à vérifier. Les deux 

paragraphes suivants s’intéressent à des premières pistes possibles pour aller vers cette 

réduction. 

1. Elimination de variables 

La réduction du nombre de variables peut être effectuée en utilisant la deuxième version du 

lemme de Finsler (cf. chapitre I lemme I-6). Ce type d’approche a été utilisé sur les modèles 

TS dans les cas classiques /Tuan et al. 2001/ /Delmotte et al. 2007/. Au regard des différents 

problèmes traités dans ce mémoire, l’élimination des variables de commande semble faisable 

dans certains cas et difficile dans d’autres. 

A titre d’illustration on reprend le cas périodique vu au chapitre IV. Pour ne pas alourdir les 

écritures, on ne considère que le cas d’une période 2p = . On rappelle le modèle et la 

commande : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 c c

z t z t

c

z t

x t A x t B u t

y t C x t

 + = +


=

, modc t p=  (5.7) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
c c

z tu t F G x t
−

= −  modc t p=  (5.8) 

La contrainte s’écrit dans ce cas ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

, 1 , 2 1 0

2
z t z t z t

x t

R x t

x t
+ +

 
 + = 
 + 

 avec : 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1

1

1

0 0 0 0

1 1 1 1
, 1 , 2 1 1 1

0 0 0 0
2 2 2

0 0

0 0

0 0

z t z t z t

z t z t z t z t z t z t

z t z t z t

A B F G I

R A B F G I

A B F G I

−

−

−

+ + + + +

+ + +

 − −
 
 = − − 
 

− −  

En utilisant la matrice 
( )

( )

( )

0

1

0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

T

T

T

G
X

G

G

−

−

−

 
 
 

=  
 
 
  

, et le lemme de Finsler on obtient la 

condition 0P∆ + Ω <  avec : 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 0 1 0
, 1 , 2 , 1 , 2

T T T
T T

z t z t z t z t z t z tdiag G G G XR R X diag G G G+ + + +
   Ω = +     

ou : 

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 1 1

1 1 1 0 0
1 1 1

0 0 0 1 1
2 2 2

0 * 0 0

* 0

0 *

0 0

T

T

T

z t z t z t

z t z t z t

z t z t z t

A B F G G

A B F G G

A B F G G

+ + +

+ + +

 
 

− − − 
 Ω =
 − − −
 
 − − − 

 (5.9) 

On s’aperçoit que l’on peut éliminer ( )
( )1

1z tF +  en utilisant le deuxième lemme de Finsler car cette 

quantité n’apparaît qu’une fois. En définissant : 

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 1 1

1 0 0
1

0 0 0 1 1
2 2 2

0 * 0 0

* 0

0 *

0 0

T

T

T

z t z t z t

z t

z t z t z t

A B F G G

A G G

A B F G G

+

+ + +

 
 

− − − 
 Ω =
 − −
 
 − − − 

 (5.10) 

on peut écrire :  

( )
( ) ( )

( ) [ ] ( )1
1 1

1

0

0
0 0 0 * 0

0

z t
z t

P P F I
B +

+

 
 
 ∆ + Ω = ∆ + Ω − + < 
 
  

 (5.11) 

et en utilisant la deuxième version du lemme de Finsler, (5.11) est satisfaite s’il existe σ ∈ℝ  

tel que : ( )
( )

( )
( )( )1 1

1 10 0 0 0
T

z t z tP diag B Bσ + +
 ∆ + Ω − <  . Malheureusement, en tout cas en 

utilisant cette forme, il semble impossible d’éliminer ( )
( )0
zF ⋅  puisqu’elles apparaissent à deux 

endroits. On ne peut donc pas appliquer l’élimination sur l’ensemble des gains de la 

commande, le résultat est donc plutôt « pauvre » en terme de réduction. 

2. Réduction du nombre de contraintes LMI 

Ce problème peut être abordé par l’introduction de variables additionnelles. On se retrouve 

donc à nouveau dans un compromis, nombre de variables à rechercher/nombre de contraintes 

LMI à vérifier. L’idée est de séparer les différents instants t i+ , { }0, , 1i k∈ −…  présents dans 

les conditions pour ne plus avoir de conditions « croisées » utilisant deux instants différents. 
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On passe alors globalement de ( )k
i  à ( )k× i  conditions LMI. 

On considère pour simplifier la lecture le résultat de la deuxième approche du chapitre III 

rappelé ici. Le modèle ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 z t z tx t A x t B u t+ = +  est stabilisé par la loi de commande 

( ) ( )
1

z tu t F G−= −  s’il existe des matrices telles que : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

0

0 1

2 1

1

1 1 1

* 0

0

*

0

T
z t z t z t

k kT

kT
z t k z t k z t k

P

A G B F G G P P

G G P P

A G B F G G P

− −

−
+ − + − + −

 −
 

− − − + − 
 

< 
 − − + − 
 − − − + 

⋱

⋱ ⋱ ⋱

⋱

 (5.12) 

Le nombre de contraintes LMI est dans ce cas : ( )( )0,5 1
k

r r⋅ + . Cela est dû au fait de devoir 

vérifier l’ensemble des conditions issues de (5.12) ( ) ( ) { }2

0 0 1 1, , , , 1,2, ,k ki j i j r− −∀ ∈… ⋯ , 

0 0 1 1, , k ki j i j− −≤ ≤… . Si on considère le dernier bloc 2 2×  de (5.12) on peut rajouter sur sa 

diagonale en introduisant la matrice ( )1kQ −  : 
( ) ( )1 1 0

0 0

k kQ Q− − −
 
 

. 

Remarque : notons que l’on peut de la même façon introduire une matrice de variables plus 

générale : ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1 11

1 1
12 22

*k
k

k k

Q
Q

Q Q

−
−

− −

 
=  
  

. Dans ce cas, cela conduit à conserver une matrice de la 

taille de celle utilisée dans (5.12) 

 

De façon évidente, (5.12) s’écrit : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

0

0 1

2 1

1 1

1
1 1 1

* 0 0

0

0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0
*

0 0

T
z t z t z t

k kT

k k

kT
z t k z t k z t k

P

A G B F G G P P

G G P Q

P Q

A G B F G G P

− −

− −

−
+ − + − + −

 −
 

− − − + − 
 
 
 − − + + 
  

 
 
 
 + <
 

− − 
 − − − +  

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋯

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋱

⋯

 (5.13) 
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et (5.13) est alors vérifiée si (5.14) et (5.15) le sont. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

0 1

2 1
112 2 2

*

0
T

z t z t z t

k kT
z t k z t k z t k

P

A G B F G G P P

A G B F G G P Q− −
+ − + − + −

 −
 

− − − + − 
< 

 
 − − − + +  

⋱

⋱ ⋱ ⋱

(5.14) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1 1 1

*
0

k k

kT
z t k z t k z t k

P Q

A G B F G G P

− −

−
+ − + − + −

 − −
  <

− − − +  

 (5.15) 

On vient donc d’éliminer pour (5.14) le temps 1t k+ −  et de rajouter la matrice ( )1kQ − . En 

appliquant ce raisonnement par récurrence par l’introduction de matrices ( )iQ , { }1, , 1i k∈ −… , 

on obtient une série de problèmes ne dépendant chacun, que d’un seul instant. On obtient 

alors les conditions suivantes : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0 1

*
0

T
z t z t z t

P

A G B F G G P Q

 −
  <

− − − + +  

 (5.16) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1

*
0

i i

i iT
z t i z t i z t i

P Q

A G B F G G P Q+
+ + +

 − −
  <

− − − + +  

, { }1, , 2i k∈ −…  (5.17) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1 1 1

*
0

k k

kT
z t k z t k z t k

P Q

A G B F G G P

− −

−
+ − + − + −

 − −
  <

− − − +  

 (5.18) 

Le nombre de contraintes LMI est passé de ( )( )0,5 1
k

r r⋅ +  à ( )0,5 1k r r× ⋅ +  et le nombre de 

variables de ( )1,5 0,5n n r m⋅ + + ×  à ( ) ( ) ( )1,5 0,5 1 0,5 1n n r m k n n⋅ + + × + − × ⋅ + . Il reste à 

déterminer l’efficacité de l’approche en termes de solutions. 
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Conclusion 

 

 

 

 

 

Cette thèse s’est intéressée à une classe de modèles non linéaires mis sous la forme de 

modèles Takagi-Sugeno. Les approches utilisées pour traiter de la stabilité et de la 

stabilisation de ces modèles trouvent leur inspiration dans les outils du linéaire. Ce passage du 

linéaire au non linéaire (sous la forme de modèles linéaires interconnectés par des fonctions 

non linéaires) s’accompagne de la perte des conditions nécessaires et suffisantes. Le fait de ne 

garder que la suffisance est dû principalement à deux causes. La première est la non prise en 

compte de l’ensemble des informations comprises dans les fonctions non linéaires (exceptées 

la propriété de somme convexe). La deuxième est l’utilisation quasiment généralisée d’une 

fonction de Lyapunov quadratique. Cette dernière, évidemment la plus simple, permet la mise 

sous forme de problèmes LMI, mais est évidemment peu adaptée pour couvrir l’ensemble des 

modèles TS. Le mémoire est principalement basé sur cette remarque. 

 

Un certain nombre de problèmes restent ouverts principalement parce qu’une mise sous forme 

de problèmes LMI est difficile, voire impossible. Des algorithmes basés sur le séquencement 

de deux problèmes LMI sont alors utilisés sans aucune garantie de convergence. C’est le cas 

par exemple des retours d’état avec observateur dès que l’on s’éloigne du cas standard 

(modèle TS sans incertitude et prémisses mesurables). Un premier résultat a permis de 

proposer une majoration autorisant une mise sous forme LMI dans le cas des prémisses 

mesurables (donné dans le cas continu) et/ou dans le cas de modèles incertains (donné dans le 

cas discret). Notons que si cette majoration permet la mise sous forme LMI du problème 

initial, elle n’inclut pas tous les résultats issus des algorithmes basés sur le séquencement de 

deux problèmes LMI.  
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Ce premier résultat obtenu, le mémoire s’est restreint au cas des modèles TS discrets. L’idée, 

répétons-le était de « sortir » de la fonction de Lyapunov quadratique. Plusieurs solutions ont 

été proposées : 

• Continuer dans la veine des travaux de /Guerra et Vermeiren 2004/, en utilisant des 

fonctions de Lyapunov adaptées à chaque modèle TS traité. La partition de la fonction 

de Lyapunov prend alors en compte la même partition que celle du modèle étudié. Des 

extensions ont alors été réalisées sur les modèles incertains à retards variant dans le 

temps. Notons que dans ce contexte, les résultats du cas quadratique sont toujours 

inclus dans ceux du non quadratique, il en est toujours un cas particulier. 

• Proposer une nouvelle façon de prendre en compte la variation de la fonction de 

Lyapunov. Il s’agit alors de choisir une fonction de « base » (quadratique ou autre) et 

d’étudier sa variation sur k  échantillons. Notons que dans ce contexte la variation 

usuelle sur un pas de la fonction en est toujours un cas particulier. Deux approches en 

fonction du choix de la fonction de Lyapunov de « base » ont été mises en œuvre. 

Dans la première toutes les fonctions de « base » sont identiques. Des résultats ont été 

donnés pour le cas des modèles incertains. Ils ont montré qu’il existe une relation 

d’ordre (partiel ou total) sur le nombre d’échantillons k  pris en compte, i.e. plus k  est 

grand, moins le résultat est conservatif. Le « prix à payer » pour ce résultat est 

l’augmentation du nombre de LMI (en puissance de k ) et l’augmentation du nombre 

de variables (proportionnel à k ). Ce prix est rapidement incompatible avec les 

capacités des solveurs actuels. 

• Généraliser les résultats précédents en les unifiant. Pour ce faire, le lemme de Finsler a 

été utilisé. L’idée, à la manière de ce qui a été réalisé en linéaire /Ebihara et al. 2005/, 

est de considérer le modèle TS sous forme de contrainte égalité sur le nombre 

d’échantillons k . Cette redondance permet de relâcher les résultats, parfois de façon 

importante. Elle permet également de traiter un grand nombre de problèmes dans un 

cadre unique, évitant les démonstrations similaires « à répétition ». Il est alors possible 

de voir les résultats cités dans le point précédent comme un cas particulier de cette 

généralisation. A titre d’illustration des résultats ont été donnés sur la stabilité des 

modèles TS et la stabilisation des modèles à retards. De façon évidente, la même 

remarque sur le « prix à payer » peut être faite dans ce cas.  
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Ces différentes propositions amènent à des perspectives nouvelles. On peut envisager 

aisément l’extension des résultats du chapitre quatre à d’autres types de modèles TS et/ou en 

introduisant des notions de performances. Un autre intérêt est que cette unification a permis 

de traiter de façon quasi « naturelle » d’autres types de problèmes. Parmi ceux-ci, les modèles 

TS de type périodique et/ou des lois de commande périodiques ont été présentés. On peut 

alors imaginer, à la manière de /Bolzern et Colaneri 1988/, utiliser des fonctions de Lyapunov 

périodiques. Enfin, il est important d’essayer de réduire le nombre de LMI en gardant des 

solutions de bonne qualité, i.e. en ne perdant pas trop de solutions, pour pouvoir les appliquer 

sur des problèmes de taille plus élevée. 

Loin d’avoir répondu à toutes les questions que soulève ce type de modèles, il reste de 

nombreuses investigations à mener. Y a-t-il un choix de k  « optimal » ? Comment prendre en 

compte des connaissances (autre que la propriété de somme convexe) sur les fonctions non 

linéaires ( )ih ⋅  ? 
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Annexe 1 

Cette annexe détaille différentes relaxations pour les inégalités matricielles du type 

( )( ) ( )( )
1 1

0
r r

zz i i ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ = ϒ <∑∑ . Elles permettent d’obtenir des conditions suffisantes.  

A. Relaxation /Tuan et al. 2001/ 

La relaxation présentée dans cette patrie est issue de /Tuan et al. 2001/. Cette relaxation 

permet d’obtenir trois types de conditions suffisantes faisant intervenir ou non des variables 

additionnelles. La première étant la plus intéressante dans notre cas. En effet elle permet 

d’obtenir des conditions sans variables additionnelles et ainsi d’alléger la résolution des 

problèmes à base de contraintes LMI. De plus ces résultats sont les meilleurs connus sans 

ajout de variables. Ces conditions sont données par le théorème suivant.  

 

Théorème 1 /Tuan et al. 2001/ : Soient ijϒ  des matrices de tailles appropriées et ih  des 

fonctions ayant la propriété de somme convexe. La condition ( )( ) ( )( )
1 1

0
r r

i j ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ <∑∑  

est vérifiée si l’une des conditions suivantes est satisfaite : 

 - 0iiϒ < , { }1, ,i r∈ …  (1) 

( )1 1
0

1 2ii ij jir
ϒ + ϒ + ϒ <

−
, { }, 1, ,i j r∈ … , i j≠  (2) 

 - il existe des matrices ij jiQ Q= , i j≠  telles que : 

1

1 0
1

1

ii ij

ij jj

Q
r

Q
r

 ϒ − < 
 ϒ
  − 

, ( )1

2 ij ji ijQϒ + ϒ ≤ , { }, 1, ,i j r∈ … , i j<  (3) 

 - il existe des matrices ij jiQ Q= , i j≠  telles que : 

0
r

ii ij
j i

Q
≠

ϒ + <∑ , 0ijQ ≥ , ( )1

2ij ij jiQ ≥ ϒ + ϒ , { }, 1, ,i j r∈ … , i j<  (4) 
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La démonstration s’appuie sur le lemme suivant : 

Lemme 1 /Tuan et al. 2001/ : Soit une matrice 2 2×  11 12

12 22

p p
P

p p

 
=  
 

 avec ijp ∈ℝ , on a : 

0Tx Px< , 1 2, 0x x∀ ≥ , ( )1 2, 0x x x= ≠  (5) 

si et seulement s’il existe une quantité 12q ∈ℝ  telle que : 

11 12

12 22

0
p q

q p

 
< 

 
, 12 12p q≤  (6) 

 

Une condition suffisante pour avoir (5) ou (6) est : 

11 0p < , 22 0p < , 11 12 0p p+ <  et 22 12 0p p+ <  (7) 

 

 

Preuve du lemme 1 : 

(6) ⇒  (5) 

11 12

12 22

0
p q

q p

 
< 

 
 ⇔  2 2

11 1 12 1 2 22 22 0p x q x x p x+ + < . Comme 1 2, 0x x ≥  et 12 12p q≤  alors 

12 1 2 12 1 22 2p x x q x x≤  et on a donc : 2 2 2 2
11 1 12 1 2 22 2 11 1 12 1 2 22 22 2 0p x p x x p x p x q x x p x+ + < + + <  

 

(5) ⇒  (6)  

Pour avoir 11 12

12 22

0
p q

q p

 
< 

 
, il suffit que : 11 0p < , 22 0p <  et 11 12

12 22

det 0
p q

q p

  
>  

  
 c'est-à-dire 

2
11 22 12 0p p q− > . 

On suppose que (5) est vérifiée. On a 2 2
11 1 12 1 2 22 22 0p x p x x p x+ + < , 1 2, 0x x∀ ≥ , 

( )1 2, 0x x x= ≠ . De façon évidente 11 0p <  et 22 0p < . En considérant 2 1x = , 

2 2
11 1 12 1 2 22 22 0p x p x x p x+ + <  devient : 2

11 1 12 1 222 0p x p x p+ + < .  

Le maximum de cette quantité pour 1 0x ≥  est 
2

11 22 12

11

p p p

p

−
 et doit être négatif. D’où : 

2
11 22 12 0p p p− > . En choisissant 12 12q p=  on satisfait toutes les conditions pour avoir (6). 
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(7) ⇒  (5), si 12 0p < , 11 0p < , 22 0p <  et 1 2, 0x x ≥  il est alors évident que 

2 2
11 1 12 1 2 22 22 0p x p x x p x+ + < . Si 12 0p ≥  on peut réécrire le problème sous la forme : 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
11 1 12 1 2 22 2 11 12 1 22 12 2 12 1 2 1 22 2p x p x x p x p p x p p x p x x x x+ + = + + + + − −  

En procédant à la majoration suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2
11 12 1 22 12 2 12 1 2 11 12 1 22 12 2 0p p x p p x p x x p p x p p x+ + + − − ≤ + + + <  

on obtient le résultat souhaité. 

 

Preuve du théorème 1 : 

Intéressons nous à la condition ( )( ) ( )( )
1 1

0
r r

i j ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ <∑∑  où les ih  sont des fonctions 

vérifiant la propriété de somme convexe ( ( )( ) 0ih z t ≥  et ( )( )
1

1
r

i
i

h z t
=

=∑ ). Afin d’alléger 

l’écriture de la démonstration, on omet la partie ( )( )z t  des fonctions ih . On peut réécrire la 

quantité 
1 1

r r

zz i j ij
i j

h h
= =

ϒ = ϒ∑∑  comme suit : 

( )

( )

( )

2

1 1

2

1 1

2 2

1 1

2 2

1

1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

r r r

zz i j ij i ii
i j i i

r r r r

i j ij ji i ii
i j i i j i

r r r r

i j ij ji i ii j jj
i j i i j i

r r

i ii j jj i j ij ji
i j i

h h h

h h h
r

h h h h
r r

h h h h
r r

= ≠ =

= < = ≠

= < = <

= <

ϒ = ϒ + ϒ

= ϒ + ϒ + ϒ
−

 = ϒ + ϒ + ϒ + ϒ − − 

 = ϒ + ϒ + ϒ + ϒ − − 

∑∑ ∑

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

∑∑

 (8) 

Ce qui nous permet de réécrire l’inégalité 0zzϒ <  de la façon suivante : 

( )2 2

1

1 1
0

1 1

r r

i ii j jj i j ij ji
i j i

h h h h
r r= <

 ϒ + ϒ + ϒ + ϒ < − − 
∑∑  (9) 

(9) est vérifiée si : ( )2 21 1 1
2 0

1 1 2
T T T

i ii j jj i j ij jih x x h x x h h x x
r r

ϒ + ϒ + ϒ + ϒ <
− −

 nx∀ ∈ℝ  ou : 

( )
( )

( )
2 2

1 1
1 1 1 1 22 0

1 11 1 2

2 1

T
ii ij ji

i i

i ii j jj i j ij ji
j j

ij ji jj

h hrh h h h
h hr r

r

 ϒ ϒ + ϒ    −ϒ + ϒ + ϒ + ϒ = <    − −     ϒ + ϒ ϒ
  − 

 (10) 

avec 0ih ≥ . 
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Ceci nous permet d’appliquer le lemme 1 ((5) ⇐  (7)) et donne la condition suivante pour 

assurer 0zzϒ <  : 

0iiϒ < , { }1, ,i r∈ …  (11) 

( )1 1
0

1 2ii ij jir
ϒ + ϒ + ϒ <

−
, { }, 1, ,i j r∈ … , i j≠  (12) 

En appliquant le lemme 1, ((5) ⇔  (6)), on obtient la condition suivante : 

1

1 0
1

1

ii ij

ij jj

Q
r

Q
r

 ϒ − < 
 ϒ
  − 

, ( )1

2 ij ji ijQϒ + ϒ ≤ , { }, 1, ,i j r∈ … , i j<  (13) 

Pour prouver (4), remarquons que : ( )2

1 1 1 1

1

2

r r r r r

i j ij i ii i j ij ji
i j i i j i

h h h h h
= = = = ≠

ϒ = ϒ + ϒ + ϒ∑∑ ∑ ∑∑ , en 

utilisant la majoration avec ijQ , on obtient : 2

1 1 1 1

r r r r r

i j ij i ii i j ij
i j i i j i

h h h h h Q
= = = = ≠

ϒ ≤ ϒ +∑∑ ∑ ∑∑ . Comme de 

plus 0ijQ ≥  on peut écrire : ( )2 21

2i j ij i j ijh h Q h h Q≤ +  d’où : 

( )2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1

2

r r r r r r r r

i j ij i ii i j ij i ii i ij
i j i i j i i i j i

h h h h h Q h h Q
= = = = ≠ = = ≠

ϒ ≤ ϒ + + = ϒ +∑∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑  

et finalement : 2

1 1 1

r r r r

i j ij i ii ij
i j i j i

h h h Q
= = = ≠

 ϒ ≤ ϒ + 
 

∑∑ ∑ ∑ . 

 

Les différentes variantes permettent d’ajouter ou non des variable. La partie suivante présente 

une autre relaxation introduisant des variables. 

B. Relaxation /Liu et Zhang 2004/ 

On rappelle le théorème. 

Théorème 2 /Liu et Zhang 2004/ : Soient ijϒ  des matrices de tailles appropriées et ih  des 

fonctions ayant la propriété de somme convexe. La condition ( )( ) ( )( )
1 1

0
r r

i j ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ >∑∑  

est vérifiée s’il existe des matrices iQ , { }1, ,i r∈ …  et ijQ , ( ) { }2
, 1, ,i j r∈ … , telles que : 

( )T

i iQ Q=  { }1, ,i r∀ ∈ … ,  (14) 

( )T

ij jiQ Q=  ( ) { }2
, 1, ,i j r∀ ∈ … , (15) 
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ii iQϒ >  { }1, ,i r∀ ∈ … , (16) 

ij ji ij jiQ Qϒ + ϒ > +  ( ) { }2
, 1, ,i j r∀ ∈ …  j i> , (17) 

( )

( )

1 12 1

21 2

1

1 1

0

r

r r

r rr r

Q Q Q

Q Q

Q

Q Q Q

−

−

 
 
  > 
 
  

…

⋮

⋮ ⋱

…

. (18) 

 

La démonstration s’appuie sur la propriété de congruence. On suppose qu’il existe des 

matrices ( )T

i iQ Q=  { }1, ,i r∀ ∈ …  et ( )T

ij jiQ Q=  ( ) { }2
, 1, ,i j r∀ ∈ …  telles que : 

ii iQϒ >  { }1, ,i r∀ ∈ … , ij ji ij jiQ Qϒ + ϒ > +  ( ) { }2
, 1, ,i j r∀ ∈ …  j i> , 

( )

( )

1 12 1

21 2

1

1 1

0

r

r r

r rr r

Q Q Q

Q Q

Q

Q Q Q

−

−

 
 
  > 
 
  

…

⋮

⋮ ⋱

…

 (19) 

En utilisant la propriété de congruence sur (19) avec la matrice [ ]1 rh I h I⋯ , si (19) est 

vérifiée, on a également : 

( )

( )

1 12 1

1 1
21 2 2

1
1 1 1 1

1 1

0

rT

r r r

i i j ij
r r i i j

r r

r rr r

Q Q Q
h I h I

Q Q
h Q h h Q

Q
h I h I

Q Q Q

− = = =

−

 
    
     = + >    
       
  

∑ ∑∑

…

⋮
⋮ ⋮

⋮ ⋱

…

 (20) 

ou encore ( )2
1

1 1

0
r r r

i i j ij ji
i i i j

h Q h h Q Q
= = <

+ + >∑ ∑∑ . En utilisant le fait que ii iQϒ >  et 

ij ji ij jiQ Qϒ + ϒ > +  on obtient l’inégalité suivante : 

 ( ) ( )2 2
1

1 1 1 1

0
r r r r r r

i ii i j ij ji i i j ij ji
i i i j i i i j

h h h h Q h h Q Q
= = < = = <

ϒ + ϒ + ϒ > + + >∑ ∑∑ ∑ ∑∑  (21) 

On a donc ( )( ) ( )( )
1 1

0
r r

i j ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ >∑∑ . 

Ce résultat, bien qu’il introduise une quantité non négligeable de variables additionnelles, 

représente un des meilleurs compromis complexité/quantité de solutions. Néanmoins il existe 

des théorèmes permettant de « mieux relâcher » les conditions, par exemple dans /Texeira et 

al. 2001/. 
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C. Relaxation /Teixeira et al. 2001/  

Théorème 3 : Soient ijϒ  des matrices de tailles appropriées et ih  des fonctions ayant la 

propriété de somme convexe.  

 

La condition ( )( ) ( )( )
1 1

0
r r

i j ij
i j

h z t h z t
= =

ϒ >∑∑  est vérifiée s’il existe des matrices jhR , ijhT  et 

ijhW , { }, , 1, ,i j h r∈ …  telles que : 

 

, si

, si

0, si

jh

jh jh

R j h

Z R j h

j h

<
= >
 =

 (22) 

1
, si

2
1

, si
2

ij ji ijh ijh

ijh

ij ji ijh ijh

T W i j
n

T W i j

ϒ + ϒ − − <Φ = 
ϒ + ϒ − − >


 (23) 

, si ou

0, si ou
lm

lmh

R l h m h
W

l h m h

= =
=  ≠ ≠

 (24) 

11 1 12 1

21 22 2 2

1 2

2

2
0

2

h h rh

h h rh
h

r h r h rr rh

Z n n

n Z n
t

n n Z

ϒ + Φ Φ 
 Φ ϒ + Φ Φ = >
 
 Φ Φ ϒ + 

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

, { }1, ,h r∀ ∈ …  (25) 

 

La preuve de ce théorème ne sera pas donnée. Il faut juste noter qu’elle s’appuie sur 

l’introduction de variables additionnelles et sur la quantité suivante : 

 

( )( ) ( )( )
1 1,1 1, 1

1 1

,1 ,

T

rr r

i j ij
i j

r r r r r

h I h I

h z t h z t

h I h I= =

 ϒ ϒ   
    ϒ =     
    ϒ ϒ    

∑∑
⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

 

 

Ces variables additionnelles sont ajoutées grâce au lemme suivant : 
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Lemme 2 : Soient ( )( )ih z t  des fonctions ayant la propriété de somme convexe et ijR , 

1, ,i r= … , i j<  des matrices symétriques aux dimensions On définit avec 

[ ]1 2
T

ra h h h= …  : 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 1 2 12 1 1

1 2 12 22 2 2

1 1 2 2

1 1

2 2
1 1

2 2

1 1

2 2

r r

r r

r r r r rr

H a h h R h h R

h h R H a h h R
H a

h h R h h R H a

 + + 
 
 + +
 =
 
 
 

+ + 
 

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

 (26) 

( )
1 1

.
r r

ii j ij j ji
j j
j i j i

H a h R h R
= =
> <

= − −∑ ∑         (27) 

On a alors : 

[ ] ( )[ ]1 2 1 2 0.
T

r rh I h I h I H a h I h I h I =… …           (28) 

 

Le but de ce lemme est de permettre l’introduction de termes de couplage entre les termes ijϒ  

dans l’inégalité : 

[ ] [ ]
1,1 1,

1 2 1 2

,1 ,

0
r

T

r r

r r r

h I h I h I h I h I h I

 ϒ ϒ
  > 
 ϒ ϒ 

⋯

… ⋮ ⋱ ⋮ …

⋯

 

 

Le théorème 3 donne de meilleurs résultats que celui de /Liu et Zhang 2004/. Cependant, il 

devient très vite inexploitable puisqu’il atteint très rapidement les limites des solveurs.  
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Lois de commande pour une classe de modèles nonlinéaires sous la forme Takagi-

Sugeno : Mise sous forme LMI 

Cette thèse se focalise sur une classe particulière de modèles non linéaires appelés 
modèles Takagi-Sugeno. Même s’ils sont issus de l’approche historique de la logique 
floue, ils peuvent s’interpréter comme une collection de modèles linéaires interconnectés 
par des fonctions non linéaires.  
L’étude de la stabilité de ces types de modèles fait appel, dans la grande majorité des cas, 
à la méthode directe de Lyapunov avec une fonction de type quadratique. Celle-ci 
permettant écrire facilement des conditions sous la forme de contraintes LMI. Les 
conditions obtenues ne sont que suffisantes. 
De nombreux résultats sont disponibles aujourd’hui pour ce type de modèles. Les 
premiers travaux ne traitaient que de la stabilité et de stabilisation sans critères de 
robustesse ou notions de performances. Depuis des extensions à des retours d’état avec 
observateur, à des modèles sous forme descripteur, à des modèles incertains, à des 
modèles à retard à des modèles incertains à retard, à des retours de sortie dynamiques,… 
existent. Des critères de performances ont aussi été considérés comme la minimisation 
d’un critère quadratique, D-stabilité, Hinf,…  
En dépit de cette multitude de résultats, il reste un certain nombre de problèmes à 
résoudre. L’approche par fonction de Lyapunov quadratique semble avoir atteint ces 
limites. Les conditions obtenues étant seulement suffisantes le principal problème est de 
savoir que faire si elles sont trop restrictives ? Comment relâcher un problème LMI qui 
n’a pas de solution ? Le but de ce mémoire est de sortir du cadre des fonctions de 
Lyapunov quadratiques en proposant des résultats moins conservatifs que ceux rencontrés 
dans la littérature.. 
 

Control laws for a class of nonlinear models in the Takagi-Sugeno's form: getting 

LMI conditions 

This PhD thesis deals with a particular class of nonlinear models called Takagi-Sugeno. 
In spite of their fuzzy background, they can be seen as a collection of linear models 
blended by some nonlinear functions. 
The stability analysis of this kind of models is investigated through the direct Lyapunov 
method and using a quadratic function. This choice is due to its capability to cope with 
LMI constraints. These conditions are only sufficient. 
Many results are available for these models. The first works were dealing only with 
stability and stabilization without any robustness criterion or performances indexes. 
Extensions are available on state feedback with observer, descriptor models, uncertain 
models, models with delays, dynamic output feedbacks… Some performances criteria are 
also considered as the minimization of quadratic criterion, D-Stability, Hinf… 
In spite of these results, some problems need to be solved. The quadratic Lyapunov 
function approach seems to have reached its limit. Considering that the conditions are 
only sufficient, what can be done if they are too restrictive? How to relax a LMI problem 
which has no solution? The goal of this thesis is to quit the quadratic framework by 
proposing less conservative results than those met in the literature. 
  
 


