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Résumé

Les résultats présentés dans cette these portent sur 'approximation adaptative de
deux problemes de transport non-linéaire : le systeme de Vlasov-Poisson et les lois
de conservation scalaires. Pour le premier, et dans une approche semi-lagrangienne,
on a proposé un schéma adaptatif original a base d’éléments finis hiérarchiques ou
I’évolution des maillages est réalisée par une étape de prédiction tres simple suivie
d’une étape de correction plus classique. En introduisant la notion de courbure totale
pour étendre la semi-norme W2!(R?) aux fonctions affines par morceaux, on a alors
établi une estimation d’erreur a priori prouvant la convergence de ce schéma en distance
L, et donné des éléments de preuve concernant sa complexité optimale. Les lois de
conservations scalaire ne pouvant étre approchées en distance L°°, on a considéré leur
analyse en distance uniforme de Hausdorff, moins répandue bien que plus géométrique.
Apres avoir montré que les solutions de ces équations étaient stables vis-a-vis de cette
distance, on a établi un résultat d’approximation adaptative d’ordre élevé.

Abstract

This thesis focuses on adaptive approximation of two nonlinear transport pro-
blems, namely the Vlasov-Poisson system and the scalar conservation laws. In a semi-
lagrangian approach, we propose a new adaptive scheme for the first one, in which
the mesh is, at each time step, first predicted in a very simple way, then corrected by
a classical algorithm. In order to extend the W*!(R?) semi-norm to piecewise affine
functions, the notion of total curvature is introduced and employed in a rigorous ana-
lysis to obtain a priori error estimates that establish the convergence of this scheme in
the L metric, while a partial result of complexity is proposed. As scalar conservation
laws may not be approximated in the same metric, we consider the uniform Hausdorff
distance which appears as a natural substitute for the L*° one, and show that the
solutions are stable with respect to this distance. Equipped with this new result, we
prove a high order adaptive approximation theorem for these equations.
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There’s more to life than sitting around in the sun in your underwear playing the
clarinet.

(Woody Allen)

Introduction

Les travaux réalisés au cours de cette these ont eu pour principal objet I’approxi-
mation adaptative de deux problemes de transport non-linéaire, a savoir le systeme de
Vlasov-Poisson et les lois de conservation scalaires.

Lors d’une simulation numérique, la précision des calculs dépend principalement, une
fois fixé le schéma général de résolution, de deux ingrédients a priori indépendants :
la finesse de la discrétisation et la régularité des solutions. Or, dans de nombreux pro-
blémes rencontrés en calcul scientifique (on pense notamment aux phénomenes d’ondes
de choc et de tourbillons en hydrodynamique ou en acoustique), il arrive que cette ré-
gularité soit fortement non-uniforme. Dans une onde de choc, par exemple, la solution
est discontinue a ’endroit du choc mais généralement réguliere ailleurs. Il est donc na-
turel de vouloir que la finesse de la discrétisation employée par le calcul soit également
non-uniforme, de fagon a étre en “bonne adéquation” avec la régularité locale des so-
lutions. On évoquera a ce propos une spécificité du transport non-linéaire, dans lequel
les singularités sont susceptibles de d’évoluer de facon complexe, leur position, leur
forme ou leur nature méme pouvant changer rapidement au cours d’une simulation.
Pour résumer, on dira donc que les méthodes adaptatives étudices dans cette thése se
distinguent par leur souci d’exploiter au mieuz les ressources de calcul pour approcher
avec une précision donnée des solutions pouvant présenter des singularités isolées et
changeantes.

On attend donc de ces méthodes qu’elles génerent des maillages adaptés aux solu-
tions, et ceci implique qu’elles soient capables de faire évoluer ces maillages au cours
du temps. Une fois encore, insistons sur le fait que des singularités sont susceptibles
d’apparaitre ou de disparaitre entre le début et la fin d’'une simulation, et que par
conséquent 1’évolution d’un maillage ne saurait se réduire & un simple déplacement de
ses mailles. Le terme “adaptatif” prend ainsi un sens double : d’une part, il fait réfé-
rence a la propriété qu’a un instant donné, la discrétisation est censée étre adaptée a
la solution, et d’autre part au fait que d’un pas de temps a l’autre, le schéma modifie le
maillage d’une fagon qui lui est propre et qui n’utilise que les informations disponibles
a cet instant de la simulation.

D’apres le sens commun, qui veut que la capacité d’adaptation soit un signe d’in-
telligence, ces méthodes de calcul seraient donc intelligentes? En un sens, oui, car on
permet au domaine dans lequel on cherche la solution de varier en fonction des résultats
observés. Cet aspect est bien illustré par le jeu suivant : en n’utilisant que des questions
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dont la réponse est “oui” ou “non”, trouvez la valeur d’'un nombre n compris entre 1 et
100. Une méthode de recherche linéaire, consistant & poser une suite de questions sans

tenir compte des réponses, ressemblerait a : “est-ce que n est égal a 17" - “non”; “est-ce

que n est égal a 27”7 - “non”; etc. , et serait évidemment fastidieuse. Spontanément,

on cherchera plutot par dichotomie en demandant : “est-ce que n est entre 1 et 507”7 -

13 13 ”

non”; “est-ce que n est entre 51 et 757”7 - “non”; etc.

Pour autant, notre devise ne sera pas “pourquoi faire simple quand on peut faire com-
pliqué ?”. En particulier, on soulignera la simplicité relative d’une méthode de calcul
employant un maillage fizé d ’avance. D’un point de vue numérique d’abord, il est
bon d’avoir une idée des difficultés que peut poser la gestion dynamique d'une discré-
tisation, car elles sont loin d’étre négligeables. La conception du schéma de résolution,
d’une part, et sa mise en ceuvre informatique d’autre part, sont souvent délicates, et
les codes doivent faire appel & des structures de données complexes pour matériali-
ser ces maillages dynamiques. Il faut savoir également que les opérations élémentaires
effectuées par un programme sont d’autant plus lentes que les structures de données em-
ployées sont évoluées, de sorte que le gain offert par ’adaptativité est souvent moindre
en pratique qu’il n’apparait sur le papier. D’un point de vue théorique ensuite, il est
remarquable qu'un tres grand nombre de méthodes adaptatives ont été congues depuis
les années 1970, mais qu’on ne dispose d’une analyse rigoureuse que pour tres peu
d’entre elles. Dans ce domaine, pourtant, on peux citer de nombreux travaux, depuis
la mise au point & la fin des années 1970 par Babuska et Rheinboldt [4] d’estimations
d’erreur a posteriori pour des techniques d’éléments finis adaptatifs, aux méthodes
d’ondelettes proposées par Maday, Perrier, Ravel et Bertoluzza [49, 9] pour approcher
des problemes de transport, en passant par le formalisme du raffinement adaptatif de
maillages de Berger, Oliger et Colella [7, 6]. Dans le cadre plus spécifique des ondes
de chocs propagées par des lois de conservation, on peut également citer les travaux
de Harten [39, 40], ceux de Dahmen, Gottschlich-Miiller et Miiller [26], de Bertoluzza
et Maday [8], et enfin les estimations d’erreur établies par Cohen, Kaber, Miiller et
Postel [23] pour un schéma de volumes finis & base d’ondelettes.

Toutefois, ces estimations d’erreur sont rares, et plus rares encore sont les cas (a
quelques exceptions pres, dont un schéma de Lucier [48]), ou 'on sait prouver qu'une
méthode adaptative est plus efficace qu'une méthode uniforme.

Il devient donc crucial, dans ces conditions, de justifier le recours a l'adaptativité
de facon rigoureuse. On tentera de le faire par I'intermédiaire des deux questions sui-
vantes :
— est-on capable de régler les différents parametres d’une simulation pour garantir
a l'avance une précision donnée ?
— une fois fixés ces parametres, quel sera 'ordre de complexité des calculs, notam-
ment en termes de place mémoire et de temps d’exécution ?

Depuis une vingtaine d’années, ce type de questions a regu des réponses tres satisfai-
santes au sein du cadre offert par la théorie de l’approximation. Un probleme d’ap-
proximation dans un espace de Banach X y est considéré par le biais d’'un systeme de
complexité croissante : on commence par se donner une suite dense de parties (Xn)n>1
de X, telle que chaque Xy contient des fonctions déterminées par O(N) parametres.
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Pour approcher des fonctions continues sur un intervalle I, par exemple, on peut consi-
dérer des polynomes de degré N, ou bien des fonctions polynomiales de degré fixé sur
une subdivision de I en N intervalles. Ces ensembles Y5 représentent un cadre, une
approche du probleme. Dans un deuxiéme temps, on considére ’approximation pro-
prement dite d’une fonction f de X, et comme solutions admissibles, on ne retient que
des suites d’approximations successives fn choisies dans les ensembles Y. On peut
alors distinguer deux sortes d’approches importantes. La premiere correspond au cas
ou ces ensembles sont des espaces vectoriels tels les polynomes de degré N, et ou les
approximants fy peuvent étre simplement obtenus par des projections linéaires. La
deuxieme correspond au cas ou, a I'image des fonctions polynomiales de degré fixé sur
N morceaux, les ensembles Y5 ne se réduisent plus a un espace vectoriel de dimension
O(N), mais en contiennent plusieurs. Dans cette approche non-linéaire, le choix d’un
approximant peut encore se faire par une projection linéaire, mais il demande qu’on
détermine au préalable sur quel espace vectoriel cette projection devra étre effectuée.
Ce choix préalable, dans le cadre de 'approximation polynomiale par morceaux, cor-
respond précisément au choix de la subdivision de I en N intervalles, et c’est en ce
sens qu’une méthode adaptative est non-linéaire.

L’analyse d’une méthode d’approximation donnée
A:(N.f)— fn € XN

consiste alors a étudier le comportement de la suite || f — fy|/x. Les X finissant par
remplir ’espace X tout entier, on peut s’attendre a ce que qu’un algorithme “raisonna-
ble” fasse converger la suite fy vers f. Inversement, il est naturel que la complexité des
approximants tende vers I'infini pour que ’erreur puisse tendre vers 0. On peut donc
interpréter la qualité d’une méthode d’approximation sous la forme d’un compromis
entre la précision des approximations d’une part, et la complexité des approximants
d’autre part. Une facon de mesurer la “qualité” d’un tel compromis est alors de cher-
cher & savoir, pour une méthode d’approximation A donnée, s’il en existe une autre qui
soit sensiblement plus efficace. Autrement dit, s’il est possible de réaliser un meilleur
compromis, pour une méme suite X. Répondre a cette question, c’est établir le carac-
tere optimal d’'une méthode d’approximation, indépendamment de ses performances
absolues.

Parmi les résultats les plus significatifs de la théorie de I'approximation non-linéaire,
figurent ainsi des théoremes permettant de caractériser des ordres d’“approximabilité”
par des propriétés classiques de régularité comme 'appartenance a des espaces de So-
bolev ou de Besov. On citera en particulier le résultat suivant, di & DeVore, Petrushev
et Popov (en renvoyant a [54, 33, 30, 29] pour plus de détails) : si une fonction f
définie sur un intervalle I appartient a LP, p > 0, et si I'on désigne par Xy = X, N
I’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal & un entier r fixé sur
une subdivision de I en NN intervalles, il est équivalent de dire que

“f peut étre approchée dans LP par une suite de fonctions fy € Xn
avec une erreur || f — fn||zr de Uordre de N5,

(1)
pour un réel strictement positif s vérifiant s < r + 1, ou bien que

“f possede s dérivées dans L?”, (2)
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ou q est égal a p lorsque les N intervalles sont choisis de fagon uniforme, mais vaut
(1/p+s)~! < p s'ils sont libres de s’adapter & f. En d’autres termes, la différence entre
les approches linéaire et non-linéaire se traduit par des facons différentes de mesurer
la régularité de la fonction f, pour un méme ordre d’approximation. On a I’habitude
de représenter ces différentes régularités dans le diagramme de la figure 1 ou sont in-
diqués en ordonnées le nombre de dérivées s et en abscisses 'inverse 1/p de I'exposant
de l'espace LP dans lequel ces dérivées sont mesurées. Le théoreme de caractérisation
ci-dessus est alors résumé par les deux demi-droites en pointillés issues du point (0, 1/p)
qui représente ’espace LP dans lequel on mesure la qualité des approximations : les
ordres d’approximation accessibles par une méthode uniforme correspondent aux es-
paces situés sur la demi-droite verticale issue de LP, tandis que les ordres accessibles
par une méthode adaptative correspondent aux espaces situés sur la demi-droite de
pente 1 (ou de pente d en dimension supérieure). On pourra d’ailleurs y reconnaitre la

demi-droite correspondant a l'injection critique des espaces de Sobolev dans ’espace
LP.

1/p,s) = WsP
s : ordre (1/p:5)
de régularité, ou * * 1
d’ap;groximation i (1/p+s,5) = W /e
approximation |
linéaire — = \
i approximation non-linéaire
y
(1/p,0): LP 1/p : intégrabilité

F1G. 1 — les espaces caractérisant ’approximation uniforme (linéaire) dans LP sont
situés sur la demi-droite verticale, tandis que ceux qui caractérisent I'approximation
adaptative (non-linéaire) sont situés sur la demi-droite de pente 1.

Bien entendu, 1’équivalence (1)-(2) est “abstraite”, au sens ou elle ne nous apprend
pas en général de quelle fagcon f doit étre approchée. En particulier, elle ne nous dit
pas comment choisir la subdivision de I en N intervalles. C’est néanmoins un résultat
remarquable qui met en évidence la supériorité potentielle des méthodes adaptatives
sur leurs “petites soeurs” uniformes. Ainsi, la fonction f(z) = \/z possede une dérivée
intégrable sur l'intervalle [0,1] : si on observe la figure 1, on voit que 'espace W1 est
situé sur la demi-droite de pente 1 issue de L°°, ce qui signifie qu’il existe une suite
fn de fonctions constantes sur N morceaux bien choisis dans [0, 1] telle que la suite
IIf — fnllz~ tend vers 0 comme 1/N. En revanche, f n’est pas lipschitzienne sur [0, 1],
de sorte qu’aucune suite de fonctions fy constantes sur une subdivision de [0,1] en N
intervalles uniformes ne pourra converger vers f a cette vitesse dans L.

Dans le domaine qui nous intéresse, a savoir celui de 'analyse numérique des équations
aux dérivées partielles, ces résultats de caractérisation nous poussent a réinterpréter la
régularité des solutions exactes, pour lesquelles on dispose souvent de résultats théo-
riques, comme une information a priori sur I'objectif ¢ atteindre en ce qui concerne la
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vitesse de convergence d’'une méthode numérique. A titre d’exemple, on peut rappeler
le probleme posé par I'approximation des lois de conservation scalaires

Bu(t,z) + 9y - [flu(t, )] =0, t>0, zeR (3)

associées a une condition initiale u(0,-) = ug. Depuis les travaux de Kruzkov [44], on
sait que la variation totale | - |gy des solutions n’augmente pas au cours du temps : si
ug appartient a l'espace BV (situé au point (1, 1) sur le diagramme 1), u(t,-) y reste
pour tout t. Par contre, les solutions perdent généralement leur continuité apres un
temps fini, et ceci quelle que soit la régularité de la donnée initiale. Les espaces situés
a la verticale de L étant tous inclus dans I'espace C des fonctions continues, on voit
donc qu'il est inutile de chercher & approcher wu(¢,-) en norme L par une méthode
uniforme utilisant des polynoémes par morceaux (ce qui peut sembler assez évident).
Quant aux approximations en norme L!, elles se limitent a priori & 'ordre 1 car les
espaces W*! sont également contenus dans C lorsque s > 1. Intuitivement, on sent
bien qu’une méthode adaptative ne devrait pas étre génée de la méme facon par la
présence de discontinuités. Et de fait, DeVore et Lucier ont démontré en 1990 [31, 32]
que les espaces caractérisant 1’approximation non-linéaire dans L! sont effectivement
laissés stables par les lois de conservation scalaires, et ceci sans limitation d’ordre. En
d’autres termes, dans une approche adaptative, tout se passe “comme si” les solutions
de (3) conservaient une régularité arbitraire de type W*! au cours du temps, au sens
ou il est a priori possible de les approcher dans L! avec une vitesse de convergence
arbitraire, pour peu que la solution initiale soit suffisamment réguliere et la méthode
d’ordre suffisamment élevé.

Dans ce contexte de recherche active de méthodes d’approximation non-linéaire as-
sociées a une analyse accessible, la notion d’adaptativité multi-échelle peut constituer
un cadre particulierement agréable. Pour proposer au lecteur un apercu ludique de
cette approche, considérons un employé d’une société de communications sans fil de-
vant installer des antennes relais le long d’une route de montagne. En raison du relief
perturbé et des phénomenes de réverbération, notre employé sait a ’avance qu’il devra
faire varier la distance entre deux antennes successives de fagon que le signal circule
correctement (il sait donc qu’il va devoir travailler de facon adaptative) mais il n’a
aucun moyen a priori de savoir précisément a quelle distance placer les antennes. Pour
les besoins de notre exemple, supposons que la pose d’'une antenne prend un temps
non négligeable, et qu’on ne peut étre sur de la communication entre deux antennes
qu’a partir du moment ou elles sont bien installées toutes les deux. Deux solutions (au
moins) s’offrent alors : la premiere consiste & démonter la derniere antenne installée
tant que le signal est bien recu, et a la remonter un peu plus loin, jusqu’a ce que le
signal ne passe plus. L’antenne est alors fixée définitivement au dernier endroit ou la
communication était bien établie, et on recommence de la méme fagon pour la sui-
vante. Une deuxieme solution consiste a choisir une distance L relativement grande, et
a installer la premiere antenne a cette distance L du relais initial. Si le signal est bien
recu, on ne la démonte pas et on passe a la suivante. Si le signal ne passe pas, on ne la
démonte pas non plus mais on en installe une nouvelle & distance L/2 du relais initial.
Et ainsi de suite, de sorte qu’a chaque fois que la communication n’est pas établie entre
deux antennes, on en rajoute une a mi-distance des deux.
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Dans la premiére solution, on utilise un nombre minimal d’antennes, ce qui sera intéres-
sant si leur cott est élevé, mais au prix de multiples installations. Quant a la deuxieme,
elle peut sembler plus rapide, quoique cela dépende en réalité de plusieurs parametres
(comme le temps de pose d’une antenne, la distance entre les antennes, la vitesse de
la voiture, etc. ) mais son intérét principal & nos yeux est qu’elle simplifie grandement
le travail d’installation, en ne laissant finalement qu’une seule décision au libre arbitre
de l'employé, a savoir la distance L maximale entre deux antennes (n’oublions pas que
dans les cas qui nous intéressent, ces choix seront fait en réalité par un algorithme de
calcul qu’on souhaite le plus simple possible). Concernant le réseau obtenu, enfin, il
est clair que ’ensemble des configurations possibles est bien plus “structuré” avec cette
seconde méthode. En particulier, les antennes ne peuvent étre installées qu’a distance
k27¢L de I'antenne initiale, ol k et ¢ sont entiers. Si I’on associe & chaque antenne o
I'indice ¢(«) pour lequel la fraction k2~¢ est irréductible, ce qui advient lorsque Pentier
k est impair, on peut alors observer qu’a l'instant ou elle est ajoutée au réseau, cette
antenne « se trouve toujours & distance 27 L de l'antenne la plus proche, et en
particulier & distance 2~ I, d’une antenne 8 d’indice £(8) = £(a) — 1 déja installée.
Un tel réseau peut donc étre muni d’une structure arborescente en niveaux qu’illustre
la figure 2, ou les arcs en pointillés relient deux antennes lorsque la pose de I'une pré-
cede toujours celle de 'autre. Dans nos schémas adaptatifs, on utilisera des maillages
construits selon ce principe ou les raffinements reproduisent un méme motif de fagon
locale et a différentes échelles de résolution dyadiques, comme l'illustre la figure 3.

indices
SQ O Qe O Qe O . @ OO B .

N N N N N N (ou niveaux)
0, 0 & . 8 b & b A successifs

F1a. 2 — représentation multi-échelle d’un réseau de points dyadiques.

En résumé, on insistera sur les aspects suivants d’une discrétisation multi-échelle :
— premierement, la résolution spatiale n’y varie pas de fagon continue, mais un peu
a la fagon des systémes quantiques, en niveauz successifs distincts (les échelles).
— deuxiemement, ces différents niveaux sont reliés entre eux par une structure hié-
rarchique locale qu’on peut décrire comme un graphe reliant tout élément d’un
niveau donné a quelques éléments proches dans les niveaux adjacents.
Dans le contexte d’un probleme d’approximation, on pourra interpréter ’approche
multi-échelle comme 'abandon d’une certaine “liberté totale” dans le choix des ap-
proximants, pour ne garder que ceux ayant précisément une structure multi-échelle.
On ne saurait a ce propos passer sous silence le role majeur qu’ont joué les ondelettes
dans ce domaine depuis la fin des années 1980, aussi bien d’un point de vue théorique
que dans leurs applications en approximation non-linéaire et en analyse numérique.
Parmi les ouvrages ou articles de référence, citons ceux de Meyer [53], Mallat [50, 51],
Daubechies [27], Cohen, Daubechies et Fauveau [22], Dahmen [25], DeVore [29] et Co-
hen [21].
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En ce qui nous concerne, on utilisera plutoét des éléments finis multi-échelles, dont
la description en termes d’ondelettes peut d’ailleurs étre faite dans le cadre discret
de multirésolution proposé par Harten [39], et dans ce cas la structure hiérarchique
va correspondre a des regles de modifications locales des maillages. Ainsi, on raffinera
des mailles en les remplacant par leurs “filles” dans une arborescence multi-échelle (i.e.
leurs successeurs immédiats), et inversement, le dé-raffinement consistera a remplacer
un groupe de mailles par leur “mere” (i.e. leur prédécesseur commun). Ceci implique
que les maillages aux différentes échelles sont emboités, comme sur la figure 3.

pZav

T
4

/

F1G. 3 — structure hiérarchique d’une discrétisation multi-échelle dyadique.

Comme on 'a écrit plus haut, les résultats obtenus au cours de cette these concernent
deux problemes de transport non-linéaire : le systeme de Vlasov-Poisson et les lois
de conservation scalaires. Notre plan est donc le suivant : dans une premiere partie,
on propose au lecteur une sorte de “bagage méthodologique minimal” destiné a lui
permettre d’aborder la présentation de nos différents travaux avec une vision assez
précise du cadre théorique dans lequel ils s’inscrivent et des principaux outils utiles a
leur analyse. Ainsi, le chapitre 1 détaille certaines techniques propres a I’étude d’une
méthode d’approximation polynomiale par morceaux, et précise dans quelle mesure
des hypotheses classiques de régularité peuvent caractériser des vitesses de conver-
gence pour ce type d’approximation non-linéaire. On présente ensuite dans le chapitre
2 une classe d’éléments finis adaptatifs affines par morceaux en dimension deux, ba-
sés sur des maillages multi-échelles dyadiques. Ces maillages, qu’on peut obtenir par
de simples découpages récursifs des mailles comme celui représenté sur la figure 3, se
prétent particulierement bien & une gestion dynamique en arbres par un code de calcul.
En outre, on peut établir des résultats de complexité concernant leur utilisation a des
fins d’approximation adaptative de type affine par morceaux lorsque les fonctions a
approcher sont dans I'espace W21(R?). Dans la suite, on voudra utiliser ces résultats
dans un contexte ou les solutions numériques transportées par notre schéma sont af-
fines par morceaux. Leurs dérivées secondes étant des mesures de Dirac concentrées
sur les arétes, ces fonctions ne sont plus W% (R?), mais leurs dérivées secondes étant
des mesures de Radon, elles ont ce qu’on appellera une courbure totale bornée (tout au
moins localement). L’étude de ce nouvel espace BC(R?) (pour bounded curvature, ainsi
désigné par analogie avec 'espace BV des fonctions a variations bornées) fait 1'objet
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du chapitre 3, ot 'on étend les résultats précédents a ce nouveau contexte.

Muni de la classe de discrétisations multi-échelles introduite au chapitre 2, on présente
dans la deuxieéme partie un schéma adaptatif original de type transport-projection
dans lequel I’évolution des maillages de calcul se fait par prévision et correction. Ce
schéma a été développé a partir d’un travail effectué avec Michel Mehrenberger au
CEMRACS 2003 sous la direction conjointe d’Albert Cohen et Eric Sonnendriicker au
cours duquel on a développé un code de calcul adaptatif (voir [17]) pour approcher
les solutions du systeme de Vlasov-Poisson. Ce systeme d’équations, qu’on présente au
chapitre 4, modélise I’évolution d’un plasma peu dense de particules chargées soumises
essentiellement a leur propre champ électrique. En pratique, le recours a des méthodes
adaptatives se justifie dans ce genre de problemes par la taille des domaines de calculs,
les simulations se faisant dans un espace des phases a six dimensions, et par le fait
que malgré la régularité théorique des solutions, des structures fines et bien localisées
peuvent apparaitre et se propager de facon complexe. Pour mettre en avant les princi-
pales qualités de notre schéma, et en particulier sa gestion dynamique tres simple des
maillages adaptatifs, on se place au chapitre 5 dans un cadre abstrait présentant dans
ses grandes lignes les propriétés du systeme de Vlasov-Poisson et de sa discrétisation
en temps, telles qu’elles seront établies au chapitre 6. On considere donc un probleme
de transport non-linéaire suffisamment régulier pour que les solutions préservent leur
caractere lipschitzien, et on suppose connu un schéma de transport numérique ap-
prochant correctement les trajectoires caractéristiques associées au transport exact.
Notre schéma adaptatif utilise alors de facon intensive les propriétés algorithmiques
élémentaires des partitions multi-échelles dyadiques, ce qui lui permet d’étre rapide et
relativement simple & programmer, aussi bien lors de la “prévision” du maillage d’un
pas de temps a 'autre, étape ainsi désignée dans la mesure ou elle précede le transport
de la solution numérique, que lors de leur “correction”. La deuxiéme qualité de notre
schéma est que son analyse est accessible. En particulier, on montre que les erreurs
de projection réalisées sur ces maillages “prédits” sont contrélées en norme L°° par
un parametre de tolérance choisi a ’avance par 'utilisateur. Pour étudier le caractere
optimal de ce schéma, on donne alors plusieurs arguments permettant d’estimer la
taille des maillages produits. Plus précisément, on montre que ’ordre de complexité
des maillages est préservé par 1’étape de prévision, et que la correction devrait per-
mettre d’établir un résultat de complexité, sous réserve d’une propriété de décroissance
de la courbure par les interpolations qu’on est encore incapable de démontrer. Dans le
chapitre 7, on décrit dans ses grandes lignes le code de calcul YODA écrit avec Michel
Mehrenberger, et on présente des résultats de simulations numériques qui mettent en
évidence un aspect optimal des maillages produits par notre méthode. L’essentiel de
ces travaux a été soumis sous la forme d'un article [18] a la revue SIAM Journal on
Numerical Analysis.

La troisieme partie est consacrée a I’analyse des lois de conservation scalaires (3) en
distance de Hausdorff. Définie de facon géométrique entre les graphes des fonctions,
cette distance permet de considérer ’approximation uniforme d’une fonction disconti-
nue comme un probléeme a priori bien posé, contournant ainsi I’impossibilité évoquée
plus haut d’approcher les solutions des lois de conservation scalaires en norme L°°.
Dans un travail effectué en collaboration avec Albert Cohen, Wolfgang Dahmen et Ro-
nald DeVore, on a pu démontrer la stabilité dans cette distance des lois de conservation
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scalaires vis-a-vis des perturbations de la donnée initiale ug ou du flux f. Apres avoir
rappelé dans le chapitre 8 de quelle fagon Lax [45] a pu proposer une description semi-
explicite des solutions de (3) en termes de trajectoires caractéristiques, on présente
dans le chapitre 9 nos résultats de stabilité en distance de Hausdorff, qui peuvent étre
vus comme une extension des propriétés de stabilité L' démontrées par Kruzkov, et ont
fait 'objet d’un article [15] publié dans le Journal of Hyperbolic Differential Equations.
Un peu plus haut, on a cité un théoréeme de DeVore et Lucier selon lequel les espaces
caractérisant I’approximation adaptative dans L' au moyen de polynémes par mor-
ceaux étaient préservés par ces équations. En utilisant nos théoremes de stabilité, on
présente dans le chapitre 10 une généralisation de ces résultats (réalisée en collabora-
tion avec Albert Cohen et Pencho Petrushev) a la distance de Hausdorff. Cette distance
étant uniforme, elle ne permet pas qu’une “bonne approximation” s’écarte localement
de la solution exacte comme cela se produit avec des oscillations de Gibbs. En ce sens,
les résultats que nous avons obtenus, et qui ont fait 'objet d’un deuxieme article [16]
publié dans le Journal of Hyperbolic Differential Equations, améliorent sensiblement le
théoreme de DeVore et Lucier.

Constantes.

Lorsqu’on ne cherche pas a connaitre leur valeur, on désignera les “constantes” par
la lettre C, en s’efforcant de préciser les variables dont elles dépendent. Souvent, en
effet, ces constantes ne sont pas absolues : ainsi, dans I’énoncé

“f étant lipschitzienne, on a |f(y) — f(z)| < Clx — y|”,

la constante C' dépend évidemment de f, mais on insiste ici sur le fait qu’elle est
indépendante de x et de y. D’autre part, la valeur de C pourra varier d’une fois sur
lautre, y compris au sein d’'une méme équation. On pourra écrire par exemple

At <C = (1+CAt)?<1+CAt,

car la quantité 2C + C2?At est inférieure & une constante que l'on peut désigner &
nouveau par la lettre C.

Domaines d’intégration.

Lorsqu’une intégrale est donnée sans bornes, on prendra par défaut le domaine
d’intégration maximal sur lequel I'intégrale a un sens. Ainsi, on écrira indifféremment
[ f, [ fx)dz ou [, f(x)dx lorsque f est une fonction définie - éventuellement par le
contexte - sur un domaine €2. Il en sera de méme pour les normes ou les semi-normes
écrites sans précision du domaine.
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Quelques outils mathématiques

11






Chapitre 1

Eléments d’approximation
non-linéaire

Dans ce chapitre, on présente de fagon détaillée le cadre théorique dans le quel on
se placera pour envisager les problemes d’approximation rencontrés dans la suite. En
particulier, on précise en quel sens une méthode d’approximation donnée pourra étre
qualifiée d’optimale. En considérant ’exemple élémentaire de I’approximation dans L
d’une fonction continue par des fonctions constantes par morceaux, on décrit certaines
techniques représentatives du développement et de 1’analyse d’'une méthode d’approxi-
mation, en prenant soin de distinguer les approches uniforme, adaptative “libre” et
multi-échelle. Ce chapitre sera également 1'occasion de rappeler de quelle fagon des hy-
potheses classiques de régularité peuvent caractériser des ordres d’approximation par
des polynomes par morceaux dans des espaces LP, avec 0 < p < oo.

1.1 Problématique

On considere donc ici 'approximation d’une fonction f appartenant a un espace
de Banach X par des approximants fy, N=1, 2, ... choisis dans une suite dense
(X¥n)n>1 de parties de X. L’idée étant de remplacer f - dont la structure est a priori
d’une complexité arbitraire - par des représentations calculables, les ensembles Y se
distinguent par le fait que leurs éléments sont des fonctions déterminées par O(N)
parametres dans un systeme donné. En dimension 1, par exemple, on peut considérer
les ensembles ¥y := IIy composés des polynomes de degré inférieur ou égal a N pour
approcher les fonctions continues sur un intervalle 1. Ou bien fixer un degré maximal
r et définir Xy comme ’ensemble des fonctions fy := 20§k§ N_1PreX1, coincidant
avec des polynomes p; € Il sur une subdivision uniforme de I en N intervalles I; de
longueur |I|/N. Mais on peut également décider de définir ¥ comme ’ensemble des
IN =D g<p<n_1PkX1, pour une partition (Ij)g—o,. n—1 arbitraire de I en N inter-
valles. Dans tous les cas, on peut vérifier que les éléments de ¥ sont bien déterminés
par O(N) parametres. Plus précisément, ¥y est un sous-espace de C(I) dans les deux
premiers cas, de dimension N + 1 et N(r + 1) respectivement. Dans le troisieme, ¥y
contient beaucoup plus de fonctions, mais il suffit toujours de N (r+2) parametres pour
retrouver la position des intervalles I et la valeur des N polynoémes pi. Comme on va
le voir au cours de ce chapitre, cette facon de considérer un probleme d’approximation
en se fixant une suite d’ensembles approximants Xy de complexités N n’est réellement
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Chapitre 1. Eléments d’approrimation non-linéaire

intéressante que dans une approche non-linéaire ou ces ensembles ne se réduisent pas
a des espaces vectoriels de dimension N (ce qui correspond & une approche linéaire),
mais contiennent “beaucoup” d’espaces de dimension N. Dans le contexte de I'approxi-
mation polynomiale par morceaux, ces différents espaces correspondent aux différentes
facons de subdiviser I en N intervalles, et c’est cette “liberté de choix” qui permet a
une méthode d’étre adaptative.

Pour étudier la qualité des approximations, on définit ’erreur optimale d’approxi-
mation de f par les éléments de ¥ comme

on(f) = inf |If = gllx. (1)

qu’on peut voir comme la distance entre f et X . Le fait que les Xy forment une suite
dense de X entraine que oy (f) tend toujours vers 0. La question est donc : & quelle
vitesse 7 Est-on capable, par exemple, de caractériser les fonctions f pour lesquelles la
suite on(f) tend vers 0 comme N5 lorsque s est un réel strictement positif? A ce
sujet, observons que I’ensemble A*(X) C X défini comme

feA(X) = on(f) <C(f)N® (1.2)
est un sous-espace de X, souvent appelé espace d’approrimation d’ordre s, qu’on peut
munir de la norme || - [| gs(x) = || - [ + | - [4s(x) o1

| fl.as(x) = sup N°on(f). (1.3)
N>1

1.1.1 Méthodes optimales d’approximation

On peut alors proposer des algorithmes pratiques construisant des approximations
successives de f choisies parmi les ensembles Y5, N > 1. En particulier, on s’attachera
a ce que nos méthodes d’approximation

A:(N,f)HfNGEN (14)

soient explicitement calculables, et a ce que le calcul de chaque approximation fy se
fasse en un nombre d’opérations élémentaires de I'ordre de N. Lorsque f appartient a
un espace A*(X), il est alors naturel de se demander si la suite ||f — fny||x tend vers
0, et lorsque c’est le cas, si elle converge a la méme vitesse s que les erreurs optimales
on(f). En particulier, on dira que la méthode (1.4) est optimale si elle réalise I'erreur
de meilleure approximation & une constante multiplicative pres. Autrement dit, si

|f = fwllx < Con(f) (1.5)

avec une constante C' indépendante de f et N. Une telle méthode converge bien entendu
avec une vitesse optimale, i.e.

If = fnlla < ClfasxyN . (1.6)

Remarque 1.1 En toute rigueur, on ne devrait parler d’approximation “optimale” que
lorsque fn réalise exactement ’erreur

If — fnllx = on(f). (1.7)
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1.1. Problématique

Toutefois, compte tenu de la complexité des situations qu’on rencontrera, il ne sera
en général pas réaliste d’espérer approcher f de cette facon. On se contentera donc
de chercher des méthodes réalisant (1.5) ou (1.6), autrement dit qui se “comportent
comme” une approrimation optimale. Et on mettra en avant le fait qu’une telle méthode
saisit, pour l’essentiel, la complezité de la fonction cible f.

Au risque de nous répéter, insistons sur le fait que les notions de méthode optimale,
ou de meilleure erreur d’approximation n’ont de sens que pour une suite donnée d’en-
sembles Y. Ainsi le lemme élémentaire suivant, selon lequel n’importe quelle suite
bornée de projections linéaires Ay: X — X (ce qui implique que les ¥ sont des
espaces vectoriels) réalise une approximation optimale, illustre & sa facon la grande
simplicité de I’approche linéaire.

Lemme 1.2 Siles Ay sont des projections linéaires sur les espaces X et vérifient

[A]l := sup sup [|Angllx < C, (1.8)
N>1]g]|x<1

alors approzimation (N, f) — Anf est optimale au sens ou

If = Anfllx < (1 + [|ADon (f)- (1.9)

Preuve. Soit N un entier fixé. Pour tout gy € X, on a

If = Anfllxe < Nf —gnllx + |An(gn = H)llx < A+ [[ADlgy — fllx. (1.10)

Comme gy est une fonction arbitraire de X, on en déduit facilement (1.9). g

1.1.2 Approximation d’un probleme de transport

Dans le cadre de cette these, les fonctions qu’on cherche a approcher ne sont pas
données de fagon explicite, comme une image qu’on souhaite compresser, mais de fagon
implicite, comme solutions d’une équation de transport

Of(t,x)+ F(t,x) -Vaof(t,x) =0, t>0, zeR? (1.11)
associée a une condition initiale

f(0,2) = fo(x). (1.12)

Dans les équations qu’on étudiera, le terme de force F': R, x R? — R? dépendra de la
solution elle-méme, de sorte que le probleme aux valeurs initiales (1.11)-(1.12), appelé
aussi probleme de Cauchy , est non-linéaire. Pour résoudre numériquement ce pro-
bleme, on s’est principalement intéressé a des schémas de type “transport-projection”
associés a une discrétisation uniforme en temps. A chaque instant ¢, := nAt, n € N,
la solution f(t,,-) y est approchée par une solution numérique f" donnée par

. {Pofo pour n =0 (1.13)

Pn’]'f"*1 pour n > 1,
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Chapitre 1. Eléments d’approrimation non-linéaire

ou 7 et P, désignent respectivement un opérateur de transport associé a I’équation
(1.11) et une projection associée a une discrétisation spatiale. Dans une approche li-
néaire, par exemple, on pourra définir P, comme une projection linéaire sur l'espace
vectoriel . Bien entendu, dans ce cas les projections ne dépendent plus de 'instant
n, et on n’a plus affaire & un schéma adaptatif, du moins pas au sens ou la discréti-
sation s’adapte a la solution d’un pas de temps a ’autre. Notre démarche correspond
plutot a une approche non-linéaire, ou les ensembles Y contiennent un grand nombre
d’espaces de dimension O(N), et ou P, est défini a chaque pas de temps comme une
projection linéaire sur un de ces espaces judicieusement choisi. Dans le cadre d’une ap-
proximation polynomiale par morceaux sur un intervalle I, ceci correspondra au choix
d’une subdivision de I en N intervalles appropriés a la solution transportée T f*1.

On choisit alors d’analyser la précision d’un schéma de type (1.13) en décomposant
I’erreur numérique au pas de temps n suivant

1) = £l < 17 () = T £l + 1T F (tnr) = TF e+ 1 = PYT S,

(1.14)
faisant ainsi apparaitre trois termes importants. Le premier terme || f (t,) =7 f(tn—1)||x
peut étre vu comme ’erreur de discrétisation en temps associée a 'opérateur de trans-
port 7. Son étude est a priori indépendante de la discrétisation choisie en espace, et ne
fait intervenir que les propriétés de 'équation (1.11) et de la donnée initiale (1.12). Le
deuxieme terme |7 f(tn_1) — T f"!||x exprime une certaine régularité de I'opérateur
7, liée a la facon dont les solutions de (1.11)-(1.12) réagissent par rapport & des petites
perturbations de la donnée initiale. L’erreur de projection ||(I — P,)7 " !||x, enfin,
correspond a l'erreur d’approximation spatiale qui nous intéresse en premier lieu. C’est
principalement de son analyse que sont issues les stratégies de prédiction de maillages
qu’on proposera aux chapitres 5 et 6.

Remarque 1.3 Dans la discussion ci-dessus, on a évoqué la régqularité de l’opérateur
T qui est un opérateur approché. En décomposant le terme || f(t,) — T f* | x comme
1f(tn) = Tex ™ Hla + | Texf" " = Tf" M, 0t Tex désigne Uopérateur d’évolution
exact associé a "équation (1.11), il est également possible de ne faire apparaitre que
la stabilité de I’équation elle-méme vis-a-vis de la solution initiale. Mais on doit alors
estimer Uerreur de discrétisation en temps sur la solution numérique "', parfois
moins réguliere que la solution exacte.

Une fois que 'on aura estimé I'erreur numérique a chaque pas de temps n en fonction
de la précédente, on utilisera le lemme élémentaire de Gronwall ci-dessous pour majorer
ces erreurs de fagon plus globale (intégrée en temps, si 'on peut dire).

Lemme 1.4 (de Gronwall, discret) Si u,, est une suite positive qui vérifie
Unt1 < (1 + cAt)uy, +a
pour tout n > 0 et pour un réel a > 0, alors elle est magjorée par
Up < e (a)(cAt) + ug). (1.15)

En pratique, la quantité nAt sera toujours inférieure au “temps maximal” T de la
simulation, aussi e pourra-t-elle étre considérée comme une constante indépendante

du pas de temps At.
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Preuve. Par récurrence, on obtient

n—1
/ 1+ cAt)" —1
un < (14 cAt)"a+ (1+ cAt ) ug = (%) a+ (1+ cAt) ug.
n’=0

La majoration par z du logarithme de 1 + x entrainant nln(1 + cAt) < cnAt, on en
déduit que (1 + cAt)™ < e d’out (1.15). O
Ce lemme peut d’ailleurs étre vu comme une version discrete du lemme suivant :

Lemme 1.5 (de Gronwall) Si est une fonction positive de L' qui vérifie

t
vlt) <60+ [ 05 ds
0
pour tout t > 0, avec ¢ > 1 (par commodité), alors elle est majorée par

Y(t) < cyp(0)e,

également pour tout t > 0.

Preuve. Pour commencer, observons qu’'une fonction ¢ > 0 telle que ¢'(t) < cyp(t)
vérifie (Inp(t)) < ¢, d’ou Inp(t) < Inp(0) + ct et finalement

p(t) < (0)e .
Posons alors

e (t) =+ (0) + c/o P(s)ds

pour un € > 0 arbitraire. Dans la mesure ou ¢ > 1, on a

GLt) = B(t) < (0) + ¢ /0 (s)ds < cgu(t). (1.16)

On déduit alors de notre premicre observation que ¢ (t) < - (0)e = ((0) +¢)e, et
en utilisant une deuxiéme fois 'inégalité (1.16), que

B(t) < epe(t) < c((0) +2)e.

Le lemme s’en déduit alors en faisant tendre € vers 0. O

1.2 Approximation par des constantes par morceaux

Pour décrire plus en détails certaines techniques d’approximation non-linéaire qu’on
utilisera dans la suite, intéressons-nous a présent a l'approximation d’une fonction
connue f de X :=C([0,1]) par des fonctions constantes par morceaux

N-1

fN(x) = Z Ck'XIk('r)? (1'17)

k=0

sur une partition (Iy)r=o,. n—1 de [0,1] en N intervalles. La précision des approxima-
tions sera mesurée en norme L°.
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Remarque 1.6 On pourra objecter que les approrimants (1.17) ne sont pas conti-
nus. C’est vrai, mais ce n’est pas génant car ils sont bornés, de sorte que les erreurs
Ilf — fnl|Lee sont bien définies, et ils sont denses dans C([0,1]). On peut a ce sujet voir
Uespace C([0,1]) comme un cadre fonctionnel ot l’approzimation dans L* par des fonc-
tions de type polynomes par morceaux est “bien posée”, notamment en ce qui concerne
la stabilité des résultats. En particulier, on peut tout a fait approcher une fonction f
discontinue par des fonctions fn constantes par morceaur avec une grande précision
dans L*, mais il faut pour cela que les discontinuités des fonctions fn coincident exac-
tement avec celles de f. Cette extréme sensibilité de ’erreur d’approximation vis-a-vis
de la position des intervalles fait qu’il sera impossible d’obtenir des résultats intéres-
sants pour des méthodes d’approximation utilisables en pratique. On aura I’occasion de
reprendre cette discussion au chapitre 9.

1.2.1 Approche linéaire uniforme

La fagon la plus simple de choisir les fonctions approximantes (1.17) est de fixer
une fois pour toutes les partitions (Ij)g=o,. n—1. N'ayant a priori aucune raison de
privilégier telle ou telle zone de l'intervalle [0, 1], on peut par exemple prendre pour
chaque entier N la partition uniforme de pas 1/N. On pose alors I}, := [k/N, (k+1)/N],
et on approche f par

N—-1
Iy = Zk:o cx(f)Xr, avec e (f) =N ; f. (1.18)
Comme f est continue, il existe dans chaque intervalle I}, un zy tel que ck(f) = f(x).
Si f est lipschitzienne, on en déduit que

If— fNHLOO(Ik) = SEP |f(z) = flz)] < ’f’wlvoo(lk)N_17 (1.19)

d’out
If = nllee < [flwre N7 (1.20)
On retrouve ainsi la notion évoquée dans l'introduction de “compromis” entre la pré-
cision des approximations et les ressources qu’on est prét a leur accorder. L’inégalité
(1.20) exprime en effet
— une propriété de précision a priori vérifiée par I'algorithme (1.18), qui approche
une fonction f lipschitzienne avec une erreur inférieure & |f|yy1,00 N1
— une information sur la complezité de I'algorithme, au sens ou le nombre N, de
morceaux nécessaires a I'approximation de f avec une précision € peut étre choisi

de 'ordre de | f|yy1.006 L

Pour parler d’approximation optimale, il faut voir chaque fonction fy comme un élé-
ment de I’ensemble

N-—1
YN = {9 = Z ckX1,, 1 €0y - -5 CN—1 € R}- (1.21)
k=0

Bien évidemment, I'inégalité (1.20) entraine qu’il existe pour chaque fonction f € Wt
une constante C'(f) telle que

on(f) < C(fINT, (1.22)
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1.2. Approximation par des constantes par morceaux

autrement dit, que les fonctions lipschitziennes peuvent étre approchées a une vitesse
au moins linéaire par des éléments de X y. Pour reprendre les espaces d’approximation
A*(X) introduits au début de la section 1.1, nous sommes en train de dire que 'espace
AL(C([0,1])) - relatif aux approximants de la forme (1.18) - contient les fonctions de
Whee,

Il est facile de voir que la réciproque est vraie, autrement dit que A'(C([0,1])) ne
contient que les fonctions de W1, Le principal argument consiste & observer qu’une
fonction g constante sur deux intervalles consécutifs [a, b] et b, c| vérifie pour toute
fonction f continue

l9(a) = g(e)] < lg(a) — g(07)| +1g(db7) = O+ (b7) = O+ (BT) — g(b7)]
+1g(0") = g(e) = 1g07) = FO) +[fOF) =g < 2/f — gllze. (1.23)

Considérons alors f dans A*(C(]0,1])), et désignons par gy € Xy une fonction réalisant
Perreur optimale ||f — gn ||z~ < on(f), éventuellement & une constante multiplicative
prés. Pour z et y distincts dans [0, 1], on peut toujours choisir N > 1 tel que

1 1
— <z —y| < —, 1.24
o <l -yl < (124
de sorte que z et y appartiennent soit au méme intervalle I, = [k/N, (k + 1)/N], soit
a deux intervalles consécutifs I et I, 1. Dans un cas comme dans l'autre, on peut
utiliser 'argument ci-dessus pour voir que

[f (@) = F)l < [f(2) = gn(@)] + lgn (@) = gn ()] + lgn (y) — f(y)]
<

<4||f = gnlle= < Con(f) <C(HN"' (1.25)
et on déduit de (1.24) que f est lipschitzienne. On voit donc que A'(C([0,1])) coincide
exactement avec W1 et les mémes arguments nous montreraient que A°%(C([0,1])),
lorsque s est strictement compris entre 0 et 1, coincide avec 'espace de Holder

C={fel™:[f(=) - fWl < C(Hlz -y} (1.26)

On montre de cette fagon que approximation (1.18) est optimale au sens (1.5) lorsque
f est une fonction de C* ou de W1 (ce qui n’est pas surprenant, au vu du lemme 1.2),
et en particulier qu’elle converge avec une vitesse optimale, au sens ou aucune suite
de fonctions gy appartenant aux X ne converge vers f avec une vitesse supérieure
a celle des fy données par (1.18). A ce sujet, on peut se demander quelles fonctions
peuvent étre approchées avec une vitesse plus grande que 1. Autrement dit, quelle
régularité permet de caractériser les espaces A*(C([0, 1])) lorsque s > 17 Sil’on reprend
largument utilisé en (1.25), on peut voir que les seules fonctions de A*(C([0,1])),
lorsque s > 1, sont les constantes ! En théorie de ’approximation, on parle de saturation
pour désigner ce genre de phénomeéne, et il faut y voir le fait que les fonctions constantes
par morceaux sont en quelque sorte trop “rigides” pour étre sensibles a des ordres plus
élevés de régularité. Pour en tirer parti, il faut alors avoir recours a des méthodes
d’ordre également plus élevé, utilisant par exemple des fonctions approximantes affines
ou paraboliques par morceaux.
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1.2.2 Approche adaptative libre

Pour obtenir de meilleurs résultats, tout en conservant la structure constante par
morceaux (1.17) des fonctions approximantes, le principe de I'approche adaptative
consiste a utiliser des partitions plus générales. Plus précisément, a choisir les N in-
tervalles I, k =0,...,N — 1 en fonction de f.

On peut alors se demander : et les coefficients ci(f)? Pourquoi ne pas essayer aussi
d’améliorer les approximations en choisissant par exemple d’interpoler f en des points
x), choisis d’une fagon particulicrement astucieuse dans les intervalles I 7 Dans la sec-
tion précédente, la seule propriété que nous avons utilisée dans ’analyse était que les
x). appartenaient aux I;. Avec des partitions uniformes, on peut donc voir qu’un choix
quelconque permet d’écrire (1.20), ce qui correspond & une approximation optimale.
Mais est-ce le cas pour des partitions générales ? La réponse est oui, et pour le voir il
suffit d’appliquer le lemme 1.2, a n’importe quelle projection

N-1
Plag.ana}i [ = Y Flan)Xyy, (1.27)
k=0

associée a une distribution arbitraire des points zp dans les intervalles Ip. Dans la

mesure ot Ppy, ooy fait clairement décroitre la norme L, on en déduit que

N-1
If - P{wo,---,xNﬂ}fHLoo < 2inf {Hf —gllL= 9= Z kX1, Ck € R} ) (1.28)
k=0

autrement dit que n’importe quelle projection Pp,, .. 1f réalise 'erreur optimale

a une constante multiplicative pres, une fois qu’on a choisi les intervalles Iy, ..., In_1.

Pour choisir ces intervalles, donc, on peut s’inspirer de ’estimation suivante, valable
pour f € WHi(Iy) et oy, € I, :

If = f@r)ll poe (1) = sup / f'(w) dy‘ <N Nerr)- (1.29)

€l
En choisissant des intervalles I de fagon a répartir équitablement ces quantités || f'|| 11 (s, ),
i.e.

1 Ny = 1 laN™H pour & =0,...N —1, (1.30)

ce qui est toujours possible lorsque f € Wt on aura

If = fnllpe < [ flwa N7 (1.31)

Il est important de distinguer cette estimation de l'inégalité (1.20) valable pour une
méthode uniforme. Dans les deux cas, les approximations convergent vers f en O(N 1),
mais a la différence de (1.20), 'estimation ci-dessus est vérifiée par des fonctions bien
moins régulieres. La fonction z — x®, par exemple, n’appartient qu’a C*([0, 1]) lorsque
0 < s <1, d’oun l'on déduit que sa vitesse optimale de convergence est en O(N %) avec
une méthode uniforme. Comme elle est dans W11([0,1]), elle sera en revanche appro-
chée en O(N ') par la méthode adaptative décrite ci-dessus. L’avantage de (1.20) sur
(1.31) ne se limite d’ailleurs pas & cette situation. Ainsi, une fonction lipschitzienne
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1.2. Approximation par des constantes par morceaux

dont les variations sont bien localisées aura une semi-norme W11 bien plus petite que
sa semi-norme W1,

Dans la construction précédente, on s’est inspiré de 'inégalité (1.29) dans laquelle
les quantités | f'||11(s,) jouent le role d’indicateurs d’erreur a priori, et on a ensuite
cherché a équilibrer ces indicateurs par un bon choix des intervalles. On peut alors se
demander s’il ne serait pas plus efficace de vouloir équilibrer directement les erreurs
d’interpolation, de fagon & avoir

If = fnllzee(r,) =€ pour k=0,...N — 1. (1.32)

Comme on ne sait pas a priori quelle valeur prendre pour €, on peut commencer par
construire une partition vérifiant (1.32) pour un e arbitraire, et compter ensuite le
nombre d’intervalles obtenus. On pose alors ¥y := 0, et pour tout ¢ entier,

Yit1 = sup{y €ly;, 1] : [f(y) — f(y)| < e} (1.33)

Comme |f(-) — f(yi)| est continue, on peut écrire

Yir1 <1 = [If = fWi)llLoo(lys,pisa]) = € (1.34)

de sorte que si f € Wb, on a pour tout j tel que y; < 1, en utilisant I'estimation
locale (1.29),

7j—1

Jj—
]8 - Z ”f f y’l ”LOO [yl,th S Z f‘Wl’l([yi,yi_H}) S ‘f‘Wl’l' (135)
=0

=0

En particulier, ceci implique j < | f|y1.1 e, et on en déduit qu’on a construit
N(e) = ||flwrae ] +1 < C|f|wrae !

intervalles I; := [y;, yi+1] de cette fagon, de sorte qu’on retrouve la méme vitesse de
convergence qu’en équilibrant les quantités || f'| 11z, )-

Dans un calcul pratique, toutefois, il est assez rare qu’on puisse construire des par-
titions qui réalisent des équilibrages exacts tels que (1.30) ou (1.34). Il convient donc
d’étudier la qualité de ces approximations lorsque ces équilibrages sont approchés, ce
qui revient a établir une forme de stabilité pour ces approximations dans I'esprit de la
remarque 1.6. On peut ainsi observer que si les intervalles Ij vérifient

et < | f' ) < e pour k=0,...N -1, (1.36)

on aura en sommant sur k :

N—-1
Nep < Z 1Lty = [flwra (1.37)
k=0
et par conséquent
C _
1f = Inllpe <2 < ﬁ|f|w17lN L (1.38)
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De méme, si les intervalles I, vérifient
ce <||f = fallpee(r) <€ pour k=0,...N —1, (1.39)

on peut déduire de (1.29) que

1 N—-1
1 = Il < D0 1 o = [Flw, (1.40)
0 k=0

MZ

cNe <

i

d’ou .
||f - fNHL‘X’ <e< E|f|w1,1N71. (1.41)

On retrouve ainsi des vitesses de convergence en O(N 1) pour toute fonction f € W11,
D’une certaine fagon, on peut voir les inégalités de gauche de (1.36) et (1.39) comme
une garantie que les intervalles I; ont tous une “efficacité minimale” dans la perspective
d’un partage de la semi-norme | f|y1.1.

1.2.3 Approche adaptative multi-échelle

Dans l'introduction, on a longuement évoqué I'intérét des structures multi-échelles,
et notamment des maillages dyadiques, dans un contexte de gestion dynamique ra-
pide de la discrétisation par un algorithme “simple”. En termes plus publicitaires, on
pourrait ainsi dire que suivre une démarche multi-échelle, c’est faire le choix de la
simplicité. . . En contre-partie, il est assez clair que les erreurs optimales o (f) seront
plus grandes une fois qu’on aura limité les ensembles ¥ aux fonctions constantes sur
des intervalles dyadiques de la forme

Inp:=[27%,27%k +1)], avec £, k€N et 0<k<2' -1 (1.42)

La question est donc : que perd-on, en termes de vitesses de convergence des approxi-
mations optimales ? Soit : quel est le prix de la simplicité ?

Pour choisir une partition dyadique adaptée & une fonction f € Wl I'approche la
plus naturelle consiste sans doute a se donner une erreur maximale €, et a appliquer
un algorithme de découpage adaptatif partant de la maille racine Iy = [0, 1]. Le prin-
cipe de cet algorithme est de raffiner une partition “progressive” initialement réduite
a Ip, en testant chacun de ses intervalles Iy . On peut demander par exemple que
I'indicateur local y vérifie

1 i, < e (1.43)

Si c’est le cas, alors Iy est un “bon” intervalle, et on le laisse passer. Dans le cas
contraire, on le découpe en deux, ne laissant derriere lui que ses enfants Iy o5 et
Iy11 2k+1. En appliquant ce procédé jusqu’a ce qu’il ne reste plus que des bons inter-
valles, ce qui arrivera toujours en un nombre fini de subdivisions lorsque f est dans
Wl on obtient une partition de [0,1] en intervalles Iy, k = 0,..., N(¢) — 1 pour
laquelle I'estimation

If = Ineliee <€ (1.44)

est évidente. Il est moins évident, par contre, d’estimer le nombre d’intervalles N (¢)
construits par cet algorithme. En particulier, on ne peut pas écrire ici 'inégalité de
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gauche dans (1.36), car la fonction f peut trés bien étre constante sur certains inter-
valles I, voire sur la plupart d’entre eux : si f(x) = (1 — 27)X,<1/2(z), par exemple,
l'intervalle [1/2, 1] fera toujours partie de la partition dyadique construite par cet algo-
rithme, du moins lorsque ¢ < 1. Et plus généralement, si la “masse” || f'|| ;1 se concentre
sur une zone arbitrairement petite, il nous faudra effectuer un nombre fini mais arbi-
trairement grand de raffinements dyadiques avant d’obtenir une partition de [0, 1] en
bons intervalles. On est donc fortement pénalisé, dans cette situation, par la rigidité
des partitions dyadiques “simples”.

Pour pouvoir majorer le nombres d’intervalles N(g) obtenus de cette facon, il ap-
parait donc indispensable de prévenir tout phénomene de concentration arbitraire de
la masse || f'||z1. Une fagon naturelle de le faire serait de demander & f' d’étre “un peu
plus réguliere” que L', ce qu’on peut voir comme le supplément & payer pour pouvoir
adopter une approche multi-échelle. La question est alors : de quelle régularité a-t-on
besoin pour établir une approximation d’ordre 17 Doit-on aller jusqu’a supposer que f
est lipschitzienne ? Voici une réponse donnée par DeVore dans [28], et on aura l'occa-
sion de donner d’autres réponses a cette question tres importante a la fin des chapitres
2 et 3 : on peut estimer N(g) dés que f’ appartient a espace Llog L, qui contient les
fonctions ¢ de L' telles que

ol i= [ lo(@)(1+log lg(o))) de < o0 (1.45)

et vérifie LP ¢ Llog L & L' pour tout p > 1. Plus précisément, on peut montrer que
N(E) < CHf/”LlogLffi% (1.46)

de sorte que le “supplément de régularité” est finalement tres raisonnable. Pour établir
cette estimation, on peut suivre un raisonnement semblable & (1.36)-(1.38), mais en
utilisant la fonction maximale de Hardy-Littlewood M(f’) & la place de f’. Cette
fonction est définie par

M(f)(a) = sup 7] /J ()] dy, (1.47)

ou la borne supérieure est prise sur tous les intervalles de [0,1] contenant x, et elle
vérifie (voir [60] et [5])

ClfNzrogr < M)l < Cllf Nz 10g L- (1.48)

Si Ij est un “bon” intervalle dyadique construit par ’algorithme de découpage adaptatif,
on sait par construction que son parent Ji, est un “mauvais” intervalle dont le découpage
en deux a produit . En particulier, cet intervalle vérifie

=</, |f'(y)] dy. (1.49)

Comme I}, est un sous-intervalle de Jj, pour lequel on a | Jy,| = 2|1}, on aura (2|I;|)~te <
M (f")(z) pour tout x € Ij. On en déduit que

e/2 < [IM(f)llzrn), (1.50)
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Chapitre 1. Eléments d’approrimation non-linéaire

et en utilisant le fait que les I} sont (d’intérieur) disjoints, on conclut facilement que

N(e)—1

N(e)e/2< Y IMUN gy < IMU i < CNf st (1.51)
k=0

en utilisant (1.48).

1.3 Approximation polynomiale par morceaux

Au chapitre 10, on aura besoin d’utiliser les théoréemes de caractérisation présentés
dans l'introduction & propos de I'approximation polynomiale par morceaux d’ordre
élevé sur l'intervalle [0, 1]. Pour les décrire de fagon cohérente avec les notations qu’on
utilisera alors, faisons des maintenant le choix de ne travailler qu’avec des puissances de
2 pour 'ordre de complexité N, qu’on notera 2" en prenant garde de ne pas confondre
cet exposant avec le numéro des pas de temps utilisé dans 1’écriture des solutions
de schémas numériques. On désigne alors par 3, = X, , (plutét que par Xo», pour
simplifier les notations) 1’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égal & r sur une subdivision de [0,1] en 2" intervalles arbitraires, autrement dit les
fonctions qui s’écrivent

2n—1
Su(x) =Y pe(@)Xy (2), prel,, k=0,...,2"—1, (1.52)
k=0

en utilisant la lettre S,, pour ne pas confondre ces fonctions avec des solutions numé-
riques f”. De méme, on désignera pour 0 < p < o0

on(f)p = SienEfn Ilf = S|z» (1.53)

plutdt que ogn erreur optimale d’approximation de f dans LP par des éléments
lutot )1 timale d’ imation de f dans LP des él16 t
de X,,.

Pour caractériser les fonctions pouvant étre approchées dans LP avec une vitesse 2779,
on a introduit dans la section 1.1 les espaces d’approximation .A%(LP). Les théorémes de
caractérisation font en réalité intervenir de légeres modifications de ces espaces, obtenus
en faisant varier un troisieme parametre ¢ : on définit ainsi I'espace d’approximation
AZ(LP) comme ’ensemble des fonctions f € LP pour lesquelles la quantité

(220271[2”3071(]”)1,](1) La lorsque g < oo

(1.54)
supy>—1 2" on(f)p lorsque ¢ = oo

1S 145 ey == {

est finie. On suppose ici que 'ensemble 3> _; ne contient que la fonction nulle, de sorte
que o—1(f)p vaut | f|zr, et [|-[| .4z (zr) est une norme pour laquelle AZ(LF) est un espace
de Banach.

Remarque 1.7 De méme que les erreurs optimales oy, ces espaces sont toujours dé-
finis pour une méthode d’approximation donnée, et dépendent donc du degré r choisi
pour les fonctions (1.52) de X,,. Pour ne pas alourdir les notations, on suivra toutefois
le choix de DeVore [29] en ne rappelant pas cette dépendance de fagon explicite.
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1.3. Approximation polynomiale par morceaux

On peut également définir ces espaces a partir des erreurs optimales o ( f), réalisées sur
les ensembles ¥y de complexités entieres, dont les X, := Y9on sont une suite extraite,
en posant

. — (Z?:—l[NSUN(f)p]q%)l/q lorsque ¢ < oo
”f”As(Lp) = (1.55)
! supy>_1 N°on(f)p lorsque g = oo.

Lorsque les ¥y sont emboités, la suite on(f), est décroissante et on a

ontl_1

Cs)2%on(Hplt < D [INon ()

N=2"

1
TSR () (156)
pour tout n, de sorte que ces deux normes sont équivalentes, et les espaces sont les

mémes. Clairement, A5 (LP) correspond a l'espace A*(X) introduit en (1.2), et pour
q < 00, les A7(LP) en sont une légere variation dans la mesure ot 'on a

AST(LP) C AZ(LP) C A5 (LP) (1.57)
pour tout g et tout n > 0.

Remarque 1.8 5i les fonctions S, € X, n = —1,0,... forment une suite d’approxi-
mations de f optimale a une constante multiplicative pres

Hf - SnHLP < Co'n(f)pa (1.58)

on obtient une norme équivalente & (1.54) en y remplacant les termes oy, (f), par les
différences ||Sp+1 — Snllzr. En effet, on a d’une part

15041 — Sulle < Cloni1(fp + on(f)p)

et d’autre part, S, tend vers f dans LP, de sorte que ||f — Sp||Lr est majoré par
> owrsn 1S4 — Swellze. D’aprés Vinégalité discréte de Hardy, ceci entraine

o e}

(@ = Salle)* <C D (2%1Sns1 — Sullw)*

n=-—1 n=-—1

pour tout s > 0 et tout g > 0, et de fagon immédiate, ceci entraine également

o0

sup 2"°(|f = Sulle < D 2% Snt1 — SullLr-
n>—1

n=-—1

1.3.1 Caractérisation de ’approximabilité dans L?

Dans l'introduction, on a évoqué le fait que les espaces d’approximations pouvaient
étre identifiés avec des espaces de régularité. On peut maintenant étre plus précis, et
écrire que pour tout couple (s, p), il existe une valeur de g pour laquelle 'espace Ag(LP)
coincide avec un espace de Besov. Prenons donc un instant pour présenter ces espaces.

Spontanément, on pourra voir les espaces de Besov comme un moyen (parmi d’autres)

25



Chapitre 1. Eléments d’approrimation non-linéaire

de combler le vide laissé par les espaces de Sobolev W*P lorsque qu’on souhaite par-
ler de fonctions ayant “s dérivées dans LP” avec s non entier. Pour des valeurs de s
strictement comprises entre 0 et 1, on a déja présenté les espaces de Holder C*° qui
contiennent les fonctions f € L* pour lesquelles

xz€[0,1—h)

et qu’on peut munir de la norme || f||¢s = || f||zec + | f|cs en désignant par |f|cs la plus
petite constante possible apparaissant dans (1.59). A leur fagon, ces espaces comblent
le vide laissé entre L™ et W1, puisque on retrouve ces deux espaces lorsqu’on prend
s respectivement égal & 0 et 1 dans (1.59). De la méme fagon, on peut donner un sens a
I’assertion “f possede s dérivées dans LP” lorsque 0 < s < 1 en considérant les espaces
Lip(s, LP) qui contiennent les fonctions f € LP pour lesquelles la semi-norme

|f|Lip(s,ze) == sup h™*[[f(- +h) = flloro,1-n)) (1.60)
0<h<1
est finie (espace qu’on peut munir, & nouveau, de la norme Hf”Lip(S’Lp) = |fllee +

| flLip(s,Lry)- Clairement, Lip(1, L) est I'espace Whnfty des fonctions lipschitziennes,
mais remarquons qu’on ne retrouve pas toujours WP en prenant s = 1 dans cette
définition. Ainsi Lip(1, L') coincide-t-il avec I’espace BV composé des fonctions de L!
dont la variation totale

[flev == sup  (f,¢) (1.61)
peC(]0,1])
lloll oo <1
est bornée. Lorsque f' est dans L!, la variation totale de f correspond & |f|gy = || /|11,

mais de fagon plus générale, BV contient les fonctions dont la dérivée est une mesure
de Radon p, leur variation totale étant alors égale a la masse totale |u| de cette mesure.
On peut alors montrer qu’il s’injecte continuement dans L™, et que

|1y = sup{> (@) = f(wi-1)| 1 0 <z0 < ... <am <1,meN} (1.62)

En particulier, BV contient les fonctions constantes par morceaux qui sont disconti-
nues, et n’est donc pas égal a Wht,

Les espaces de Besov peuvent se définir suivant le méme principe. Bien entendu,
il ne suffit pas pour cela de considérer la définition (1.60) pour des valeurs de s stric-
tement supérieures a 1, car les seules fonctions qu’on obtient de cette fagon sont les
constantes. Pour représenter les dérivées de f d’ordre élevé, on utilise 'opérateur de
différences finies d’ordre r» donné par

R LA = (AL et Ao f(h) -, (163)
a partir duquel on peut remplacer le module de continuité

w(f,t)p =1+ h) = fllro,1-n) (1.64)

par le module de régularité d’ordre k

w(f,1)p = JSup IARfllze([0,1 —KR]),  t €10, 1/k] (1.65)
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1.3. Approximation polynomiale par morceaux

ot la borne supérieure permet que wg(f, -), soit une fonction croissante. On définit alors
S . .
'espace de Besov By* comme I’ensemble des fonctions pour lesquelles la semi-norme

1k (- g a4 .
Flgr = < o (T Rwr(fL 1)) T) lorsque ¢ < oo (1.66)
supyejo 1k t Wi (S t)p lorsque ¢ = oo
est finie, k étant un entier strictement supérieur a la partie entiere de s
kE>|s] +1, (1.67)

les normes définies pour différentes valeurs de k étant alors toutes équivalentes (pour
une présentation plus complete de ces espaces, le lecteur pourra consulter 'ouvrage de
référence [30]). L’indice ¢ joue ici un role semblable & celui des normes (1.54), ¢’est-a-
dire que les différences induites par deux valeurs différentes de cet indice sont de second
ordre par rapport aux deux premiers indices s et p (& la fagon d’un ordre lexicogra-
phique). On a ainsi By*>? C B;/l’p pour tout s; < sg et Bg?? C B;,’pl pour tout p; < pa,
quels que soient g et ¢’. D’autre part, la contrainte de g-intégrabilité pour la mesure
% est d’autant plus forte que ¢ est petit, d’ott Bg)? C By} lorsque ¢1 < ¢2 < oo. En
revanche, ce “troisieme indice” joue un réle important dans 1’établissement des théo-

remes de caractérisation, ou il doit étre finement réglé en fonction des parametres s et p.

On observera que les espaces Lip(s, LP) généralisent bien les espaces de Holder C*,
au sens ou Lip(s,L>®) = C® pour 0 < s < 1, et qu’a leur tour les Besov vérifient
B3 = Lip(s,LP) pour 0 < s < 1. En raison de la contrainte (1.67), Lip(1, L?) ne
coincide en revanche plus avec BLP , qui est un peu plus grand. Pour la méme raison
l'espace By’ ne coincide en général pas avec l'espace de Sobolev WP lorsque s est
entier (alors que la définition classique des espaces de Sobolev fractionnaires corres-
pond & W#P = By mais nous n’utiliserons pas ces espaces fractionnaires). On a par
exemple lorsque s = 1, Wh! ¢ Lip(1,L!) = BV & Bclx’}. Citons tout de méme l'ex-
ception des espaces de Hilbert H® = W*?2 qui coincident avec B§’2 pour tout s, mais
gardons surtout en téte qu’il est toujours possible d“ordonner” les espaces de Sobolev
et de Besov grace aux relations

Bgl’p CWP C B3 pour s >seN et 0<p,q<oo. (1.68)
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (DeVore, Petrushev, Popov (88)) Lorsque p est fini, les espaces
AZ(LP) associés a l'approximation polynomiale par morceauxr de degré r sur des parti-
tions libres sont caractérisés par

AG(LP) = By? avec 1/qg=s+1/p (1.69)
pour tout s < r+ 1, et les normes de ces espaces sont €quivalentes.

Le lecteur pourra trouver une preuve de ce théoreme dans les ouvrages [30] ou [29].
Indiquons tout de méme que cette preuve repose d’une part sur des arguments d’inter-
polation fonctionnelle entre espaces de Besov [33], et d’autre part sur les estimations
suivantes établies par Petrushev [54] :

on(flp < C277" | fll gy (1.70)
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Chapitre 1. Eléments d’approrimation non-linéaire

et
Sey, = HSHBS,Q < C2°"||S|| e - (1.71)

Ce type d’inégalités est central en approximation non-linéaire. (1.70) est ce qu’on ap-
pelle une estimation de Jackson, qui exprime un ordre de convergence des erreurs
optimales sous des hypotheses de régularité. C’est une estimation “directe”, qui permet
d’établir des inclusions dans le sens By? C A$(LP). Quant a (1.71), il s’agit d’une
estimation de Bernstein, souvent qualifiée d’estimation “inverse” dans la mesure ou elle
permet de remonter, par le biais d’une suite d’approximations optimales, a la régularité
des fonctions “bien approchées”. En d’autres termes, elle fournit un argument essentiel
pour établir inclusion A$(LP) C By,

Comme on l’a annoncé plus haut, ce théoreme ne permet pas de caractériser tous
les espaces d’approximation Aj(LP), mais un d’entre euz pour chaque couple (s,p). On
peut néanmoins en déduire

A2(LP)y c W1 C ASL(LP) pour 1/g = s+ 1/p et tout s1 < s < s9. (1.72)

D’autre part, la limitation sur 'ordre s ne doit pas nous surprendre : elle correspond a
la rigidité d’une méthode d’approximation utilisant des polynomes d’ordre peu élevé,
et au phénomene de saturation qui en résulte, déja mentionné dans la section 1.2.1.

1.3.2 Caractérisation de approximabilité dans L>

On considére maintenant I'approximation dans L*° des fonctions continues sur
I'intervalle [0, 1], et pour des raisons qui apparaitront clairement dans quelques lignes,
on commence par redéfinir ¥, = ¥, . comme ’ensemble des fonctions continues qui
sont polynomiales de degré inférieur ou égal a r sur moins de 2" intervalles. Ce type
d’approximation a également été étudiée par Petrushev dans [54], ou les estimations
de Jackson et de Bernstein

Un(f)oo < CQ_San/HB(?—I,q (1.73)

et
S€Xy = |19 gs-1a < C27|S] v, (1.74)

sont établies pour 1 < s < r+ 1 et ¢ = 1/s. A partir des ces inégalités, il est alors
possible d’identifier les espaces A; (L) avec

B :={fe WL (R): f ¢ B(‘;_l’q,q =1/s} (1.75)

muni de la norme

£l s = £ oo + 1 pz=2a- (1.76)

Cet espace ressemble & I’espace de Besov By'Y, mais on observera qu'il est sensiblement
plus petit que ce dernier, qui contient des fonctions discontinues lorsque ¢ < 1.

Théoréme 1.2 Les espaces .AZ(LOO) associés a l'approximation polynomiale par mor-
ceaux de degré r sont caractérisés par

AG(L™) = B avec 1/q=s (1.77)

lorsque 1 < s <1+ 1, et leurs normes sont équivalentes.
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Preuve. On peut établir ce résultat de facon directe a partir du théoreme 1.1. Pour une
fonction f de AZ(LOO), on désigne par S, € X, n =0, 1,... une suite approchant f de
fagon quasi-optimale. On considere alors les fonctions discontinues T, := S, polyno-
miales de degré inférieur ou égal a r — 1 sur 2" morceaux, comme des approximations
de f’. Observons qu'un polynéme S de degré r vérifie toujours

15"l 2 (a8)) < ClIS N Loo ((a,)) (1.78)

avec une constante C' pouvant dépendre de r mais pas de l'intervalle [a,b] par un
argument de changement d’échelle. Comme T;,, — T),_1 est une fonction polynomiale
sur moins de %2" intervalles I, on a

”Tn - Tn—1HL1 < Z ”Tn - Tn—1HL1(Ik) < CQn”Sn - Sn—l”Loo- (1-79)
k

En utilisant la remarque 1.8 (et en rappelant que la norme || - || 4s(z~) est définie en
(1.54)), ceci entraine que

o

S 2T~ Tt ]12)7 < Oy e, (1.80)

n=-—1

d’ott 'on déduit que la suite T}, converge dans L' vers une fonction qui est forcément
f'. 1l s’ensuit que

1 az=1pry < ClFllag ), (1.81)
et d’apres le théoreme 1.1 avec p = 1,
1l 310 < Cllfllag(zoe)- (1.82)

Comme il est clair que || f||z~ < ”f”Az(Loo), on en déduit que
1l 5s < Clifllagezes)- (1.83)

Dans l'autre sens, considérons que f appartient a Bs. f! appartient donc a Bg_l’q avec

1/q = 1+ (s — 1), ce qui entraine d’apres le théoreme 1.1 que f/ est dans A5~(L')

avec || f'| Aty < C||f'|| gs-1.0. I1 existe alors une suite de fonctions discontinues Ty,
q

n = —1,0,... avec T_1 = 0, qui sont polynomiales de degré au plus r — 1 sur 2"

morceaux et approchent f’ de facon quasi-optimale dans L', de sorte que

o
Yo = Tallfs < Cllf NGe1.0- (1.84)

n=-—1

Comme il existe pour chaque n une partition de I en 2" intervalles Ji tels que
1 = Tallrsy < 27"1f" — Tallzr, et que chaque T, est constitué de 2" morceaux
polynomiaux, il est toujours possible de construire une partition de I en 2"*! inter-
valles I sur lesquels 7;, est un polynome et tels que

1" = Tallpagry <271 = Tallz- (1.85)

Sur chacun de ces intervalles I, = [ag, bk, on pose

Pasa(@) i= fla) + [ Tuls)ds (1.86)

ag
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qu’on modifie ensuite en

T — ag

Snt1(2) := Pry1(2) + (f(br) — Py (b)) (1.87)

b — ay’

On peut vérifier que la fonction S,,41 ainsi obtenue appartient a ¥,.1 : elle est bien
polynomiale de degré au plus r sur les intervalles I, qui sont au nombre de 2"t!, et
elle est continue. Sur chaque I, on a clairement

[f(@) = Poga(@)] < I = Tl < 2771 = Talle (1.88)
d’apres (1.85), et de méme

T —0b

k _
£(2) = Pasa (@) <2 f ~ Tullpa. (1.89)
ap — by
On en déduit que
lu = Spaillzee < 27| f" = Tull 1, (1.90)
ce qui entraine
17y < OO + 1 W s 1) (L.91)

En utilisant a nouveau le théoreme 1.1 pour p = 1, on trouve alors finalement
1% ey < €Il (1.92)

ce qui termine cette preuve. O

A nouveau, on pourra signaler que ce théoréme entraine les inclusions suivantes

AZ2(L°) c W1 C AZL(L) pour 1/qg = s et tout s1 < s < s9. (1.93)
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Chapitre 2

Discrétisations adaptatives
multi-échelles de type P!

On introduit dans ce chapitre une classe M(R?) de maillages dyadiques multi-
échelles de R?, auxquels on associe en dimension 2 des éléments finis conformes de
type P!, autrement dit affines par morceaux. La raison pour laquelle on introduit ces
discrétisations adaptatives est que la structure géométrique des mailles dyadiques nous
permettra de proposer dans la deuxieme partie un schéma alliant une gestion algorith-
mique trés simple des maillages de calcul a une analyse accessible de leurs propriétés,
notamment en ce qui concerne leur caractere optimal dans 'approximation adaptative
des solutions.

En prévision de cette analyse, on montrera que la semi-norme | - |y2,1 constitue un
bon indicateur a priori de 'erreur d’interpolation locale mesurée dans L°°, au sens ou

1. pour toute fonction f appartenant & W2!(R?), on indiquera comment construire
un maillage dyadique M par un algorithme de découpage récursif guidé par les
semi-normes locales |f|y2.1(q)-

2. le maillage ainsi obtenu permettra (via son espace d’éléments finis associé) d’ap-
procher f dans L* avec une précision ¢ fixée a 'avance

3. la complexité de ce maillage sera de I'ordre de e~! deés que f appartient & W?2P
avec p > 1.

En particulier, cet indicateur nous donnera un moyen pratique d’approcher une fonc-
tion f de facon adaptative par des approximants fj; affines par morceaux, avec une
vitesse de convergence en ||f — fas||lpoom2)y < CH(M )~ Au regard des résultats de
caractérisation donnés par la théorie de I'approximation non-linéaire, cette vitesse peut
étre considérée comme quasiment optimale lorsque f est dans un espace W2P(R?) avec
p proche de 1. En comparaison, I'interpolation affine par morceaux sur un maillage uni-
forme n’atteint cette vitesse que lorsque f appartient a 'espace W2>°(R?).

2.1 Partitions adaptatives dyadiques

Définition 2.1 (partitions dyadiques) On dira qu’une partition M de R? est dya-
dique si elle ne contient que des cellules de la forme

g = Mcical2 ki, 27 (ki +1)], avec L €N et k € Z%. (2.1)
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L’entier £ est appelé le niveau de la cellule oy, et on ne considérera dans la suite que
des niveaux supérieurs a un £y > 0 fizé.

Pour ¢ > ¢y, on peut donc définir la partition dyadique uniforme de niveau £ par
De(R?) := {app = Mi<ical2 ki, 27 (ki + D[ k € 27, (2.2)

et poser Dy(RY) = ) lorsque £ < £y. Avec cette convention, on écrira D(RY) := U,D,(R?)
I’ensemble de toutes les cellules dyadiques, et on désignera f(a) > fy le niveau d'une
cellule dyadique donnée.

2.1.1 Structure multi-échelle des cellules dyadiques

Les niveaux successifs Dy(R%), £ > £, formant une suite de partitions emboitées,
on peut les munir d’une structure multi-échelle en définissant pour chaque cellule o €
D(R?) \ Dy, (R?) son unique parente P(a) définie par

P(a) € Dyay_1(RY) et aC Pla) (2.3)
et ses 2¢ filles par F(a) définies par
F(0) = {8 € Dy(a)11(R) : B C a}. (24)
A partir de ces relations, on dira qu'un ensemble A C D(R?) est un arbre s’il vérifie
Dy, (RYCA et acA = Pla)eA (2.5)

(& 'exception, bien entendu, des cellules o de niveau ¢y qui n’ont pas de parente), et
qu’il est un arbre-partition si

aeN = Fla)CA ou Flao)NnA=0. (2.6)
On peut alors vérifier que les feuilles internes de A, définies par
ON :={aeA: Fla)NA =0}, (2.7)
forment toujours une partition dyadique de R

Remarque 2.2 Inversement, on peut observer que si M est une partition dyadique,
le plus petit arbre A = A(M) contenant les cellules de M est un arbre-partition, qu’il
vérifie ON(M) = M, et qu’il est le seul a avoir cette propriété.

Remarque 2.3 Quitte a ajouter un niveau supplémentaire by—1, et a remplacer (2.5)
par
Dy 1R CA et acA = Pla) €A, (2.8)

on peut voir de facon équivalente une partition dyadique comme les feuilles internes
d’un arbre-partition vérifiant (2.5)-(2.6) ou comme les feuilles externes

O°“A := {a e D(RY) \ A : P(a) € A} (2.9)

d’un arbre A vérifiant simplement (2.8).
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2.1.2 L’algorithme de découpage dyadique récursif

D’apres la remarque 2.2, une partition dyadique peut toujours étre obtenue par un
processus récursif de découpages dyadiques dans lequel, a partir des cellules les plus
grosses du niveau £y, on découpe en quatre chaque cellule suivant un objectif particulier.
On rencontrera par exemple dans la suite la situation ot on souhaite construire la
partition dyadique M contenant le moins de cellules possible et telle que la semi-norme
|flw21(q) est inférieure & un € > 0 fixé pour tout o € M. On dira donc qu'une cellule
o (générale) est de bonne qualité si |fly21() < €, et de mauvaise qualité dans le cas
contraire. Pour construire notre partition M, il nous suffit de raffiner récursivement les
cellules de mauvaise qualité & partir de la partition “racine” Dy, (RY), comme Dillustre
la figure 2.1 ci-dessous. On peut écrire cet algorithme sous la forme suivante.

Fi1G. 2.1 — construction d’une partition dyadique par découpage récursif des mailles.

Algorithme 2.4 (découpage dyadique guidé par la semi-norme W?1!)

e Poser Ay, := Dy, (RY).
e Pour £ > {ly, calculer
Apyr =M U{a e F(B): B €A et|flwag > e}
jusqu’a ce que A1 = Ar, et prendre M = dAp.

Remarque 2.5 Lors du raffinement conditionnel de [’arbre Ay, dans la deuxiéme étape
de l’algorithme, seules les cellules de niveau £ sont susceptibles d’étre raffinées.

Si cet algorithme converge, autrement dit s’il existe bien un niveau maximal L = L(f)
pour lequel Ary1 = Ay, il est clair que la partition M constituée des feuilles de A
vérifiera

|flw21(a) < € pour toute cellule o € M, (2.10)

tandis que les cellules internes 3 € A \ M représentent les cellules de mauvaise qualité
qu’il a fallu subdiviser pour obtenir M. On s’intéressera bientot (voir en particulier
les théoremes 2.1 et 3.2) a la complexité de M, autrement dit au nombre minimal de
cellules dont une partition dyadique a besoin pour satisfaire (2.10).

2.1.3 Partitions dyadiques graduées

Dans nos applications, on aura besoin que la résolution des maillages ne varie pas de
fagon brutale d’une cellule a une autre. La notion que nous utiliserons est la suivante.
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Définition 2.6 (partitions dyadiques graduées) Une partition dyadique M sera
dite graduée si deux cellules voisines y sont toujours de niveauxr voisins, i.e.

aeM, BeM, anB#0 = |l(a)—£(B)] <1. (2.11)

On notera dans la suite M(R?) Iensemble des partitions dyadiques graduées de R?,
qu’on appellera plus simplement maillages dyadiques.

Remarque 2.7 En notant, pour un niveau donné £,

Vi(a) = {8eDRY :a ¢ B,8¢ a,anf+#0} (2.12)

l’ensemble de toutes les voisines de niveau ¢ d’une cellule o, on peut observer que la
propriété (2.11) est équivalente a

a € A(M) = Vya)-1(a) C A(M), (2.13)

ot A(M) désigne l'unique arbre tel que ON(M) = M.

mi o
H>

ik

FI1a. 2.2 — une partition dyadique M et son plus petit raffinement gradué M.

Une fagon d’obtenir des maillages dyadiques est de raffiner en cascade une partition
dyadique la ou elle n’est pas graduée : a chaque fois que deux cellules « et 3 sont voisines
et que leurs niveaux vérifient ¢(«) > ¢(3) + 2, on raffine § en la remplagant par ses
filles. En appliquant ce procédé & une partition dyadique M de facon systématique
(ou bien en suivant l’algorithme 2.8 ci-dessous) on construit un maillage dyadique M
indépendant de l'ordre des raffinements, et qui a la propriété d’étre, parmi tous les
raffinements gradués de M, celui qui a le moins de cellules. On 'appellera le plus petit
raffinement gradué de M, et on peut proposer I'algorithme suivant pour le construire de
fagon qui nous semble efficace a priori (efficacité réelle d’un tel algorithme dépendant
en pratique de la structure de donnée choisie pour matérialiser les partitions dyadiques).

Algorithme 2.8 (plus petit raffinement gradué d’une partition dyadique)

e Poser Ay, := A(M).
e Pour £ > {y, calculer

A1 =M U{a € F(B) : B € Mg, £(B) = £ et Veya(B) N Ag # 0}
o Prendre M := 5(1\@(1\2)71)-
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En particulier, on observera que chaque Ay est un arbre-partition au sens de (2.5)-(2.6),
dans lequel les cellules de niveau inférieur ou égal a ¢ + 1 forment un arbre gradué.
On en déduit que I'algorithme converge en moins de ¢(M) — £y — 1 étapes, au sens ou
AZ(M)’ si on le calculait, serait toujours égal a AZ(M)—l'

Une propriété tres intéressante est que l'ordre de complexité est préservé par l'al-
gorithme 2.8. Plus précisément, et quitte a définir le cardinal réduit d’une partition
dyadique

cardg, (M) == #({a € M : £(a) > lo}) < #(M) (2.14)

de fagon a pouvoir considérer des partitions “finies” sur des domaines non bornés, on
peut montrer le résultat suivant (dont on trouvera une version pour un domaine borné
dans la section 2.1.4).

Proposition 2.9 Si le cardinal réduit (2.14) de la partition dyadique M est fini, son
plus petit raffinement gradué M vérifie

d

cardy, (M) < cardy, (M) < 5d _ 1cardg0(M), (2.15)

cette constante n’étant sans doute pas optimale.

Preuve. L'inégalité de gauche est évidente. Pour établir I'inégalité de droite, on peut
commencer par observer que l'arbre A = A(M) dont les feuilles forment la partition
dyadique M vérifie

d

cardy, (M) < cardy, (A) < ﬁcarng(M). (2.16)
Ici encore, l'inégalité de gauche est triviale, et on peut montrer celle de droite par le
raisonnement suivant : A peut étre obtenu par r raffinements depuis la racine Dy, (Rd),

dont le cardinal réduit est nul. Comme chaque raffinement ajoute respectivement 2% et
24 —1 cellules & I'arbre et & ses feuilles, on a cardy, (A) = r2% et card,, (M) = r(2¢ - 1),

d’ou 'on déduit (2.16). On peut d’autre part écrire A comme

A =Dy (RY) U (UaemA ]—"(a)) : (2.17)

et vérifier que I'’ensemble

A =Dy, (RY) U (UGEA\M (f(a) U Uﬁew(a)(a) ]—“(6))) (2.18)

est un arbre gradué qui contient A, de sorte que OA est un raffinement gradué de M.
Comme la réunion (2.17) est disjointe, et que pour toute cellule «, on a

+# <.7:(a) U Uﬁew(a)(a) .7-"(6)) = (1 + #(Vg(a) (a)))#(}"(a)) = 3d#(.7-"(a)), (2.19)

on en déduit que 3
cardg, (A) < 3%cardy, (A). (2.20)
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En utilisant les deux inégalités de (2.16), on obtient alors
d
2d — 1

cardy, (OA) < cardy, (A) < 3%card,, (A) < cardy, (M). (2.21)
Dans la mesure ou le plus petit raffinement gradué M vérifie cardy, (M) < cardy, (OA),
on en déduit l'inégalité de droite de (2.15). O

Pour finir, on énoncera deux courtes propositions vérifiées par les maillages dyadiques,
qui nous serviront dans la suite.

Proposition 2.10 (cellules voisines dans une partition graduée) En désignant
par V(o) == {3 € M : BNa # 0} les voisines d’une cellule o dans une partition
dyadique M, on a
sup # (Vi (@) < 34. 2971 (2.22)
aceM
lorsque la partition dyadique M est graduée, autrement dit lorsque M est un maillage
dyadique au sens de la définition 2.6.

Preuve. Si a appartient a une partition graduée M, ses voisines dans M sont de niveau
supérieur ou égal a £(a) — 1, et il est clair que leur nombre est maximal lorsque leur
niveau est minimal donc égal & £(a) — 1. o possede alors 3¢ — 1 voisines 3 de méme ni-
veau dans l’arbre A(M) associé a M, et chacune de ces voisines 3 possede exactement
2¢ filles dont la moitié au plus est en contact avec a (et appartient a M). Comme on
prend en compte, de cette fagon, toutes les voisines de o dans M, (2.22) est établi.

0

Proposition 2.11 Si m et m' sont deux points appartenant respectivement & deuz
cellules o et o d’une méme partition dyadique graduée M € M(R?), et si £(a)—£(a’) >
1, alors

[m —m'| > 274 — g~ U+, (2.23)

ot |m| := max; |m;| désigne la norme (= de R,

Preuve. A nouveau, on peut observer que le cas critique, autrement dit la distance entre
m et m’ est minimale, s’obtient lorsque la graduation (ou la gradation. ..) est “saturée”
autour de la cellule la plus grande, en 'occurrence il s’agit de /. La graduation des
cellules impose alors que des cellules de niveaux intermédiaires £(a/) — 1, £(a/) =2, ...,
{(a) +1 s’intercalent entre o’ et v, de sorte que la distance minimale entre les points m
et m’ est au moins égale & 2~ @) =1) 4 9=(l(e)=2) 4 ... 4 9= (Ua)+1) — 9—L(a') _g—t(a)+1
ce qui apparailt assez clairement sur la figure 2.3. U

2.1.4 Maillages dyadiques sur des domaines bornés

Comme on ne souhaite généralement mailler que des domaines bornés, on pourrait
adapter les constructions de ce chapitre & un pavé Q de R, ou & une réunion finie de
pavés, en définissant une partition (respectivement, un maillage) dyadique de §2 comme
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o 73 2—((04)-‘1-1

F1G. 2.3 — graduation saturée autour d’une cellule o’.

“I'intersection” avec 2 d’une partition (respectivement, d’un maillage) dyadique de R?,
au sens de

Mo={a€eM:anQ#0}.

On vérifie alors que Mg est un maillage dyadique de €2 si et seulement si la partition
M est Q-graduée au sens ou la condition (2.11) est au moins vérifiée pour les cellules
a et (0 qui intersectent €.

Pour écrire une version “domaine borné” de la proposition 2.9, on peut voir le car-
dinal de Mg comme une sorte de “cardinal réduit” de M

cardg(M) := #(Mq) = #({a € M : aNQ # 0}), (2.24)

et vérifier que le plus petit raffinement Q-gradué M d’une partition dyadique M de R?
vérifie

cardg(M) < cardg(M) < Ccardg(M) (2.25)

pour une constante C' dépendant uniquement de la dimension.

2.2 Eléments finis P! conformes associés aux maillages
adaptatifs dyadiques en dimension deux

En dimension d = 2, on montre & présent comment associer a chaque maillage
dyadique M € M(R?) une discrétisation par éléments finis de type P!. On désignera
respectivement par V), et Py I'espace fonctionnel et 'interpolation affine par morceaux
ainsi associés au maillage dyadique M.

2.2.1 Triangulations conformes

Grace a la propriété de graduation, il est possible d’associer a M (dont les mailles
sont carrées) une triangulation conforme de R? qu’on notera KC(M). On rappelle & cette
occasion qu’une triangulation d’un domaine Q C R? est dite conforme lorsque toute
aréte d’'un de ses éléments est soit une aréte d’un autre élément, soit une partie du
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bord 0f2.

Pour cela, on commence par construire une triangulation la(M ) non conforme en dé-
coupant chaque maille carrée o de M en deux triangles selon la regle suivante : si « est
une fille “supérieure gauche” ou “inférieure droite” de sa cellule parente P(«a), on la di-
vise en ses moitiés triangulaires “supérieure droite” et “inférieure gauche”. Si par contre
« est une fille “supérieure droite” ou “inférieure gauche” de sa parente, on la divise en
ses moitiés “supérieure gauche” et “inférieure droite”. Comme on peut 1’observer sur
la figure 2.4 (au milieu), cette regle revient a découper les filles d’une “super-cellule”
P(a) en suivant ses deux diagonales. Quant aux cellules de niveau initial £y, qui n’ont
pas de parente, on peut les subdiviser de fagon arbitraire.

La triangulation obtenue I@(M ), on le voit bien, contient des triangles non conformes
provenant de cellules adjacentes de niveaux différents. Plus précisément, on peut ob-
server que si a partage une de ses arétes v avec deux cellules 3 et A de niveau supérieur
L(B) =L(N) = £(a) + 1, le découpage de «, [ et A produit entre autres trois triangles
oy, B et A¢ qui se partagent ’aréte v et sont par conséquent non conformes. Comme M
est gradué, cette situation est la seule qui puisse produire un défaut de conformité, et
il suffit de réunir les triangles G; et A; pour la faire disparaitre, comme on peut le voir
sur la figure 2.4 (a droite). En répétant ce procédé la ou c’est nécessaire, on obtient
bien une triangulation conforme (M) qui vérifie clairement

cardy, (IC(M)) < 2cardy, (M) (2.26)
en désignant par cardy, (C(M)) le nombre de triangles issus de cellules de niveau £ > /.
On pourra observer sur la figure 2.5 que la structure de M est, autant géométri-

quement qu’algorithmiquement, plus simple & manipuler que celle de sa triangulation
associée IC(M).

b Q| By Qe

A At

FIG. 2.4 — modifications locales des mailles pour déduire (M) et (M) de M.

2.2.2 Controdle des erreurs d’interpolation par la semi-norme W?!

Pour controler les erreurs locales d’interpolation sur les triangles rectangles isoceles
de K(M), on peut énoncer I'estimation suivante, dont la forme est tres classique (voir
par exemple [20]) :

Lemme 2.12 5% K est un triangle rectangle isocéle, l’interpolation affine par morceaux
Px vérifie
1f = Pr flle )y < Clflwa2a iy (2.27)

pour toute fonction f € W21(K), avec une constante C absolue.

38



2.2. Eléments finis P' conformes associés aux maillages adaptatifs dyadiques en dimension deux

FIG. 2.5 — un maillage dyadique M € M(R?) et sa triangulation conforme KC(M).

Preuve. On peut raisonner en trois temps. (i) en considérant d’abord le triangle K
de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), montrons que W2!(K) s’injecte continuement dans
L>(K). Pour le voir, calculons pour une fonction g € W!(K) et pour (z,y) € K

y y y px
g(z,y) = g(x,O)—i—/ Oyg(x,v)dv = g(x,O)—i—/ 0y9(0,v) dv—i—/ / Q,%yg(u,v) dudv
0 0 0o Jo

=¢(0,0) +/ 029(u,0) du+/ 0y9(0,v) dv +/ / 8§yg(u,v) dudv. (2.28)
0 0 0o Jo

En écrivant

0.0 = (2,0) = [ 2.g(u,0)du
0
on trouve d’autre part que |g(0,0)| < |g(x,0)| + fol |029(u,0)| du, d’ou

19(0,0)] < llg (-, 0)l[wr1 0,1y, (2.29)

de sorte que I'égalité (2.28) nous donne

91l Loy < ll9C OMllwra o,y + 19y 9(0; )l L1 go,1y) + llgllw2a (i) (2.30)

Pour majorer le terme ||g(-,0)|yy1.1(0,1]), on peut introduire la paramétrisation

U: (u,s) €[0,1] x [0,1/2] = (u(1 —s),s) € K, (2.31)

dont le jacobien vérifie J(¥) = 1 — s € [1/2,1]. On dérive alors Ag(u(l — s),s) par
rapport & s, A étant respectivement égal & I ou a d,, ce qui nous donne

Ag(u,0) = Ag(u(l — ), 5) — /O [0, Ag(u(1 — £),1) — udy Ag(u(1 — 1), )] dt, (2.32)
et on en déduit
1/2
|Ag(u,0)| < |A9(u(1—5)a5)|+/0 (10, Ag(u(1—1), )|+, Ag(u(1—1),t)]) dt. (2.33)
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En intégrant cette inégalité par rapport a s et a u, on trouve alors

1 1 r1/2
3 s otau< [ [ (agu( = 9).5)1+ 10,4901 = 5).5)
+ 0z Ag(u(l — s5), s)|) ds du

< (J(w)"! / /K (|Ag(z, )| + 18, Ag(z,v)| + 0 Ag(a ) dzdy. (2.34)

En utilisant (J(\I/))f1 < 2, on trouve donc

195 0)lwr o, < Cllgllwza k), (2.35)

et un argument symétrique nous permettrait d’écrire une estimation semblable pour
19y9(0, )l 21 (j0,17)- On déduit alors de (2.30) l'injection désirée, i.e.

9l e () < Cligllwz1(iy- (2.36)

(ii) ensuite, la norme W21(K) d’une fonction g qui s’annule aux 3 sommets de K est
controlée par sa semi-norme :

l9llw21 () < Clglw2(i)- (2.37)

Pour s’en convaincre, raisonnons par I’absurde en considérant une suite g,, de fonctions
de W21(K) qui s’annulent aux sommets de K et vérifient

lgnllwrr gy > nlgnlwza(z)- (2.38)

Quitte & normaliser les g,, dans W1, on peut écrire gnllwrizy =1 et |gnlw2agy — 0.
On en déduit que la suite g, est bornée dans W21, et comme W?! s’injecte de facon
compacte dans W1, qu’il en existe une sous-suite g, convergeant vers une fonction
g dans Wl La sous-suite 92,g,s converge alors vers 02,g au sens des distributions,
et comme “8§mgn/“L1(k) < |gnlw21(gy — 0, on trouve que la limite 92,9 est nulle.
Il en va de méme pour 8§yg et 3§y§, de sorte que g est affine. On en déduit que
19— 9w lw21 () = |9n lw21 () — 0, et donc que la suite g, converge vers g dans w21,
D’apres l'injection (2.36), g, converge également vers g de fagon uniforme, d’ou l'on
déduit que g s’annule aux 3 sommets de K. Comme elle est affine, elle doit étre nulle,
et ’hypothese | g |lwir = 1 devient absurde. Il existe donc une constante C' pour
laquelle (2.37) est vérifiée.

(iii) en appliquant les inégalités (2.36) et (2.37) a g = f — Pi f, qui s’annule bien aux
sommets de K, on voit que l'inégalité (2.27) est bien vérifiée lorsque K est le triangle
de référence K. Si K est obtenu en faisant tourner K d’un angle 6, on peut se ramener
a K en considérant la fonction f = fo¢ ou ¢(z,y) = (2 cosd —ysinf,ycos § + x sin §)
est la rotation d’angle 6 qui vérifie K = ¢(K). Dune part, la norme L* n’est pas
modifiée par la rotation, de sorte que ||f — P flp(x) = IIf — Pf(fHLoo(f(). D’autre
part, on peut calculer

02 f =02, f(p)cos® 6 + 28§yf(q§) cos 0 sin 6 + Bsyf(@ sin? 6 (2.39)
8§yf = —02,f () cosfsinf + 8§yf(¢) (cos® § — sin” 0) + ajyf(gb) cosfsinf  (2.40)
8§yf =02, f(¢)sin? 0 — 28§yf(q§) cos fsin 6 + 8§yf(¢) cos? 6, (2.41)
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d’ou, en utilisant le fait que ¢ préserve la mesure,

s <6 [ [ (02F1+102,01+ 105, 1) 9o, p) dody = 6l hwasgro. (242)

On en déduit que (2.27) est encore vérifiée (avec une constante absolue) pour les
triangles tournés K = ¢(K). Il reste & considérer le cas d'un triangle K qui se déduit
de K = ¢(K) par un changement d’échelle K = AK. Pour f\ € W21(K)), la fonction
f = Az, \y) est définie sur K, et elle vérifie clairement

s = [ X207+ 102,81+ 105, 1) O ) dody = | filwas oy (243)

La norme L™ étant également préservée par ce changement d’échelle, on en déduit
finalement que (2.27) est bien vérifiée pour tous les triangles rectangles isoceles, et ceci
avec une constante absolue. O

2.2.3 Adaptation de maillages dyadiques par la semi-norme W?2!

Commencons par déduire du lemme 2.12, qui exprime un contréle de Ierreur d’in-
terpolation sur les triangles, I'estimation suivante qui ne fait intervenir que les cellules
dyadiques (carrées).

Proposition 2.13 Pour tout maillage dyadique M € M(R?), linterpolation Py vé-
rifie
1f = Prrfllpoem2y < C sup |flw21(q) (2.44)
aeM

avec une constante absolue.

Preuve. D’apres la construction de la triangulation IC(M), une cellule o € M inter-
secte toujours deux triangles rectangles isoceles de K(M), qui eux-mémes n’intersectent
jamais que « et éventuellement une de ses voisines dans M. On en déduit que

If = Parfllrooey < > [flweags), (2.45)
ﬁEVJV[(Oé)

et on sait d’apres la proposition 2.10 que les voisines de « sont toujours en nombre
borné dans le maillage dyadique M (en vertu de la graduation des niveaux). On en
déduit donc bien (2.44). O
Cette estimation nous apprend donc que l'erreur d’interpolation sur un maillage M
sera de 'ordre de £ des que

sup |flw21(a) < e, (2.46)
aceM

ce qu’'on peut voir comme une propriété d’e-adéquation (ou d’e-adaptation) entre le
maillage M et la fonction f. Pour obtenir un tel maillage, on peut utiliser ’algorithme
2.4, qui construit la plus petite partition dyadique M vérifiant

sup |flw21(a) <€,
aeM
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le caractére minimal de M étant traduit par la propriété que les “cellules internes”
de A(M)\ M, autrement dit les cellules qu'il a fallu découper pour obtenir M, vérifient

|f|W271(6) > €. (2.47)

Observons toutefois que cette partition M n’a a priori aucune raison d’étre graduée,
la semi-norme W21 de f pouvant par exemple se concentrer sur une petite zone. Ce
n’est donc pas un maillage dyadique au sens de la définition 2.6, mais son plus petit
raffinement gradué, donné par 'algorithme 2.8, en est un, et ses propriétés sont essen-
tiellement les mémes que celles de M.

Leur complexités sont en effet du méme ordre, en vertu de la proposition 2.9 (et de sa
version “domaine borné”, dans la section 2.1.4). D’autre part, cette nouvelle partition
M vérifie bien (2.46). On se permettra d’insister sur le fait que cette propriété est une
conséquence de la monotonie

BCa = |flw2ip <|flw2i(a) (2.48)

grace & laquelle on sait a priori que le raffinement d’une cellule o de “bonne qualité”,
i.e. telle que |f|W271(a) < g, produit des cellules 8 qui sont encore de bonne qualité.
Dans le cas présent, la monotonie (2.48) est évidente, mais on rencontrera au chapitre
5 un algorithme de découpages dyadiques construit sur un critere de qualité différent,
et pour lequel la monotonie sera bien moins immédiate.

On pourra donc considérer 'algorithme suivant pour construire le plus petit maillage
dyadique e-adapté & une fonction f de W2! au sens de l'inégalité (2.46).

Algorithme 2.14 (maillage c-adaptaté au sens de la semi-norme W?2!)
e Poser Ay, := Dy, (R?).
e Pour £ > Yy, calculer
Appr =AM U{a e F(B): B €Ay, et |flwerg > e}
jusqu’a ce que Ap+1 = A, et prendre M = 0Ay.
e Définir A:(f) comme le plus petit raffinement gradué (algorithme 2.8) de M.

Remarque 2.15 Lors du raffinement conditionnel de l'arbre Ay, dans la deuziéeme
étape de l'algorithme, seules les cellules de niveau £ sont susceptibles d’étre raffinées.

Remarque 2.16 On introduira dans la suite (voir en particulier les sections 3.3.2
et 6.2.1) d’autres indicateurs d’erreur, et on rapellera pour chacun d’entre euz l’algo-
rithme d’z-adaptation correspondant. Par souci de simplicité, on n’utilisera toutefois
qu’une seule notation (A.), laissant au contexte le soin de déterminer de quel algo-
rithme il s’agit.

Les propriétés de cet algorithme sont résumées par le théoreme suivant.

Théoréme 2.1 (précision et complexité des maillages adaptés) Soit Q2 un pavé
borné de R? et f € W*P(R?) avec p > 1. Le maillage dyadique A.(f) construit par
lalgorithme 2.14 vérifie

If = Pa.(p)flleere) < Ce (2.49)
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avec une constante C' absolue, et
cardo(A.(f)) == #{a € A(f) :anNQ # 0} <C(Q,p, fle ! (2.50)
_1
avee C(,p, f) = CIQ" 7 | flwan@e).-

Remarque 2.17 On donnera au chapitre suivant une version de ce théoréme pour
des fonctions [ plus générales. En particulier, cela nous permettra de monitrer que
- quitte a modifier légérement ’algorithme 2.4 -, les estimations de précision (2.49)
et de complexité (2.50) (a un terme logarithmique prés) sont encore vérifiées lorsque
f appartient o un espace Vs associée a un maillage dyadique M (arbitraire). On
observera qu’une telle fonction f, continue et affine par morceauzx sur la triangulation
conforme K(M) associée a M, n’est pas dans W1,

Preuve. L’estimation d’erreur (2.49) se déduit immédiatement de la discussion ci-
dessus. Plus précisément de la proposition 2.13 et du fait que le maillage A (f) vérifie
(2.46). Quant a la complexité de A.(f), on a vu qu’elle était du méme ordre de gran-
deur (i.e. égale & une constante multiplicative pres) que celle de la partition dyadique
M construite par Palgorithme 2.4 (et dont A.(f) est le plus petit raffinement gradué).

On proposera deux méthodes pour évaluer la complexité de cette partition M. La
premiere consiste a utiliser la fonction maximale de Hardy-Littlewood déja évoquée
dans la section 1.2.3, en posant cette fois

M(D*f)(x) == igr;lAll/AIaimf(y)l+I0§yf(y)|+|0§yf(y)|dy (2.51)

et en désignant par |A| la surface du domaine A. Si f € W2P avec p > 1, on sait que

la fonction M (D?f) appartient & LP : on peut alors reprendre I'argument selon lequel
une cellule o de niveau £ > ¢y dans M vérifie |f lw21(p(a)) > €, et dans la mesure o
|P(a)| = 4]e, la fonction maximale vérifie

(al)e < (o) | flw21 ey < MD)(@), = €a. (2.52)
On en déduit que e < | M(D?f)||11(a) €t sur tout pavé € borné,
ecarde(M) < 4| M(D*f)|1(q) < CIM(D*f) oo (2.53)
avec C = 4]9\17%.

On peut également évaluer la complexité de M de facon plus directe. Considérons
pour cela les cellules internes § de A(M )\ M, pour lesquelles on a (2.47). Si f est dans
W?2P avec p > 1, I'inégalité de Holder s’applique et nous donne alors

_1
e < |flwaags < 181" P flwen(a), (2.54)
en écrivant || = 2720 1a surface de 3. Désignons par
Aq(0) :={p € Dg(RQ) : ‘f‘wQ,l(B) >cet N # @}
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les cellules d’un niveau £ > £y qui sont dans A(M)\ M et intersectent 2. Clairement, les
cellules d’'un méme Aq(¢) sont deux & deux disjointes. On peut donc élever I'inégalité
précédente a la puissance p et la sommer sur chaque ensemble Aq(¢) avec £ > {y, pour
trouver

No(f) < 272D fIf, , gaye ™ (2.55)

avec No(f) := #(Aq(f)). Comme le nombre total Ng de cellules de A(M) \ M qui
intersectent Q vérifie No = >/, Nao(f), on pourrait sommer directement I'inégalité
précédente sur les niveaux ¢ et voir que N < C(£2, p, f)e~P, mais cela ne nous permet
pas de retrouver la décroissance (2.50) en e~! (on en est d’ailleurs d’autant plus loin
que p est grand, autrement dit que '’hypothese est forte!). Pour y parvenir, il faut
utiliser le fait - évident - que Nq(¢) est également inférieur a C'(Q)2%, argument qu’on
vient d’utiliser sans le dire pour le niveau initial 3. On obtient alors

Na < C(Q,p, f) Z min (2720~ V7P 226), (2.56)
>0y

et désignant par £ un niveau auquel 2-2(P—De=P et 22¢ sont équivalents (au sens ou le
rapport de ces deux quantités est respectivement minoré et majoré par deux constantes
absolues), on trouve

No < C(Q,p, f Z 2% 1 22—2“ Ve | < C(Q,p, £)2% < C(Qup, fle™
=V
(2.57)
lorsque £ > £, et
No <C(Q,p, f) Y 27 VP < C(Q,p, fle? (2.58)
=y

dans le cas contraire. Mais on a alors 27 20®-Dz"p < (0220 et on en déduit que
e P < Ce~l. Autrement dit, on a bien

No < C(p, fe! (2.59)

dans tous les cas. On en déduit (2.50) avec les arguments évoqués ci-dessus. U
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Chapitre 3

Courbure totale des fonctions
définies sur le plan

Dans le chapitre précédent, on a montré que la semi-norme W?2! était un bon
indicateur a priori pour les erreurs locales d’interpolation affine par morceaux en deux
dimensions. Le théoreme 2.1 ne nous satisfait toutefois pas entierement, car dans le
cadre du schéma adaptatif qu’on présentera au chapitre 6, on souhaitera ’appliquer a
des solutions numériques qui seront affines par morceaux et n’appartiendront donc pas
a lespace W21(R?). Dans ce chapitre, on se propose donc d’étendre les estimations
d’erreur basées sur la semi-norme W?2! aux fonctions dont les dérivées secondes sont
des mesures de Radon, qu’on appellera fonctions de courbure totale bornée par analogie
avec les fonctions de variation totale bornée.

3.1 Fonctions de courbure totale bornée

3.1.1 Définition de la courbure totale

Que valent donc les dérivées secondes d’une fonction continue et affine par morceaux
sur une triangulation arbitraire ? Si 'on pense au fait que le gradient de f est constant
sur chaque triangle, on peut imaginer que les dérivées secondes sont des distributions
de Dirac portées par les arétes de la triangulation.

F1c. 3.1 — illustration du calcul (3.1)-(3.2).

Pour le vérifier, considérons le cas o f est affine sur deux triangles K et K’ partageant

45



Chapitre 3. Courbure totale des fonctions définies sur le plan

une aréte v, et désignons par w U'intérieur de K U K'. Pour une fonction ¢ € C2°(w),

o @éﬁw%:—[L@f@w:—@fw/ﬁgkw—@fK[Law. (3.1)

Si v est horizontale, ces deux intégrales sont nulles. Sinon, on peut supposer, quitte a
intervertir K et K’, que le vecteur normal unitaire 77 = (na,ny) dirigé de K vers K’
vérifie ng > 0, autrement dit que K’ est & droite de K. On calcule alors, en paramétrant

I’aréte v par y — (%(y) Y),

ot [ oue— 0t [[ ou
= (O fixr = Oufirc) /yso(%(y),y) dy = (0o firc — ame)n;Lw, (3.2)

de sorte qu’en notant [0, f]y = 0, fix' — Ox fii le saut de 0, f de part et d’autre de 7,
on a dans tous les cas

8:%:vf|w = [0x f]yn365. (3.3)
Par un calcul similaire, on trouverait
5§yf|w = [amf]“/n;& = [0y flyn3dy, (3.4)
et
02, f 1w = [0y flyn] 0y, (3.5)
en observant que 1’égalité
[axf]vngj = [0y flyn] (3.6)

est une simple conséquence de la continuité de f le long de 'aréte ~.

Dans la mesure ou ce calcul peut facilement s’étendre a un ouvert contenant plusieurs
arétes, on en déduira que les dérivées secondes de f s’écrivent effectivement comme
une somme de distributions de Dirac concentrées sur les arétes de la triangulation.
Ces dérivées ne sont donc pas dans L', mais leur masse totale étant finie, on pourra
considérer I'espace des fonctions dont les dérivées secondes sont des mesures de Radon
sur R?, autrement dit des mesures de Borel p dont la masse totale

|p|(w) := sup {Z |p(wi)| : {w;} 1 forme une partition de w}

est finie sur tout compact w. On trouvera dans 'ouvrage [1] de Ambrosio, Fusco et
Pallara une présentation détaillée des mesures de Radon et de leurs principales pro-
priétés. Rappelons toutefois que lorsque w est un ouvert, les mesures de Radon sur w
forment le dual de C(w), la masse totale de u étant alors caractérisée par la relation

lu|(w) = sup (u,p),
p€EC (w)
lloll oo <1

en rappelant que le produit scalaire entre u et ¢ € C2°(w) correspond a l'intégrale de
© par rapport a la mesure p, i.e.

() = /wsodu-

Par analogie avec ’espace BV des fonctions de variation totale bornée, dont les dérivées
premieres sont des mesures de Radon, on parlera de fonctions de courbure totale bornée.

46



3.1. Fonctions de courbure totale bornée

Définition 3.1 (courbure totale) On dira d’une fonction f de VVI})CI(RQ) qu’elle est
de courbure totale localement bornée si ses dérivées secondes sont des mesures de Ra-

don. On désigne alors sa courbure totale sur une partie Borélienne w C R? par

‘f‘BC’(w) = Mf(w)7 (37)

ol py désigne la mesure positive |92, f| + |02, f| + |05, f|, et on note BC(w) espace
des fonctions de courbure totale bornée sur w.

3.1.2 Courbure discréte des fonctions affines par morceaux

Lorsque f est affine par morceaux sur une triangulation arbitraire K, on peut
donner une formule explicite pour calculer sa courbure totale sur un domaine régulier
w, ouvert ou fermé. On voit en effet d’apres (3.3)-(3.5) que la courbure totale de f sur
une aréte v associée a K vaut

Flaee) = (02 F1+ 102,71+ 102, £1) ) = Prbes (100215 (1021 + 1) + 118,11y m3]),
(3.8)
ou ||y désigne la mesure de Hausdorff uni-dimensionnelle. Sur le domaine w, on aura

alors

‘f‘BC(w) - Z ’f’BC(ﬂ/ﬂw)
Y

en sommant sur toutes les arétes de la triangulation . On peut observer que l'ex-
pression (3.8) résulte d’une pondération particuliere des dérivées secondes qui n’est
pas isotrope. En effet, si f désigne par exemple la fonction en “feuille pliée” f(z,y) =
xXz>0(T,y), sa courbure totale est concentrée sur la droite A = {x = 0}, ou l'on
a [0zfla = 1 et [0yf]a = 0. D’apres (3.8), on peut donc calculer sur le segment
v = [(0,0), (0,1)], pour lequel 77 = (1,0) :

|flBoy) = 1.

Si on fait ensuite tourner f et v d’un angle 7/4, on trouvera [0, f]x = [0, f]x = 1/V2
et W7 = (1/v2,1/y/2) de sorte que

. 3
|flBoE) = 3

Dans le chapitre 6, on étudiera la facon dont un opérateur de transport peut faire
évoluer la régularité d’une fonction affine par morceaux. On utilisera alors la semi-
norme suivante, plus géométrique, pour mesurer la courbure des fonctions affines par
morceaux.

Définition 3.2 (courbure discréte) Pour une fonction f continue et affine par mor-
ceaux sur une triangulation arbitraire IC, on définit sa courbure discréte sur un domaine
régulier w de R? par

[y =D Iy Nwhg IIDfL ]2, (3.9)
Y

ot la somme parcourt les arétes de la triangulation IC et ot l'on désigne par ||[D f],2
la norme euclidienne du vecteur [D f], = ([0x fly, [0y fl5)-
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De facon assez évidente, cette semi-norme est cette fois bien invariante par rotation.
Et comme on s’y attend, elle est localement équivalente & la courbure totale (3.7) des
fonctions affines par morceaux.

Proposition 3.3 Pour toute fonction f continue et affine par morceaux sur une tri-
angulation K, et pour toute aréte v de KC, on a

3
s = flBow) < 51 f - (3.10)

Preuve. Commengons par observer que le saut [D f] (comme il n’y a pas d’ambiguité,
on ne précise plus 'aréte 7) est essentiellement scalaire : comme f est continue, son
gradient le long de ~ ne “saute” pas, et on peut déduire de (3.6) :

[avf]ny = [8yf]nm (3.11)
que
[Df] = [0 f17 = [0uf nu + 0y f 0y 7. (3.12)
On a donc
flatr) = Y| [0 f1n + [8y fIny (3.13)

de sorte que 'inégalité de gauche de (3.10) se déduit facilement de (3.8). D’un autre
cOté, on peut supposer quitte a commuter x et y que n, # 0. On obtient alors en
utilisant successivement (3.11), |n,n,| < 1/2, n3 4+ nZ =1 et & nouveau (3.11) :

() " f o) = [102£1] (Inal + Inyl + nglne| ™) = |[02£]]Ine 7 (1 + [nany))
< 3/2| (00 f]|Inal ™t = 3/2[[8af]| e + nynz | = 3/2(171) | Flai

ce qui établit I'inégalité de droite dans (3.10). O

3.1.3 Calculs explicites

Lorsque f est affine sur une triangulation structurée, on peut facilement exprimer
sa courbure totale (ou sa courbure discrete) en fonction de ses valeurs aux sommets
des triangles.

d a ‘ a
(I) (11) (I11)
Fic. 3.2 — configurations des arétes dans une triangulation structurée.

Sur la figure 3.2 ci-dessus, on a représenté le cas ou f est affine sur deux triangles
rectangles isoceles [abc] et [cda] dont les petits cotés sont paralleles aux axes z et y.
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3.1. Fonctions de courbure totale bornée

On peut observer qu’en toute généralité, ces triangles sont ceux qu’on obtiendra en dé-
coupant les mailles carrées d’un maillage dyadique, mais qu’avec la regle de découpage
décrite dans la section 2.2.1, on ne rencontrera que les deux premieres configurations.
En utilisant les relations (3.8) et (3.13), on trouve

— dans la configuration (I) :

|f|BC(laq)) = 31 (b) — f(a) — f(c) + f(d)] (3.14)
et
| fla(tac) = 21£(b) = f(a) = f(e) + f(d)], (3.15)
— dans la configuration (II) :
|flBc(ad)) = | flxac)) = 1F(0) = 2f(c) + f(d)], (3.16)
— et dans la configuration (III) :
‘f‘BC’([ac}) = ‘f‘*([ac}) = ’f(b) - f(a’) - f(C) + f(d)’ (317)

Lorsque la géométrie des triangles est arbitraire, il est encore possible d’exprimer la
courbure de f (affine par morceaux) a partir de ses valeurs nodales, mais le calcul
n’est pas aussi simple. Pour le mener a bien, considérons que les triangles [abc] et [cdal]
ont leurs sommets orientés dans le sens direct comme sur la figure 3.3, et désignons
respectivement par 7 et 7L = (—ny, n,) le vecteur normal & 'aréte [ac] (orienté de d
vers b) et son vecteur tourné de 7/2. On calcule alors que sur [abc], le vecteur gradient

de f vaut
1 — —
(DPare = 5 [F@Be + F(D)E* + f()ab] (315)
2|[abd]|
en désignant par |[abc]| la surface du triangle [abc], et I'on a une formule semblable
pour (D f)cdq)- La courbure discrete (3.9) de f sur I'aréte [ac], en utilisant les notations

de la figure 3.3, s’écrit alors

[Df][ac} =
bet dct ait abt adt cit
@) <2|[abc]| * 2|[cda]|> IO T <2|[abc]| * 2|[cda]|> AT
(3.19)

En observant que 2|[abc|| = Ha_>c||2(ﬁ,a_>) et 2|[cdal| = —||a_>c||2(ﬁ,c?l) on calcule en-
suite _ - . _}) - _))

N ab ad (Wt a nta

ac =n — — — , 3.20

Iact <2r[abcu ! 2r[cdau> < o (7 ) =0

de sorte que 'on a [|aé||2[Df],q = 7S avec

_ lac|l2 lacll2 <(“l7ab) (M, a ))
S=[f(b)—fla)|—==-—[f(d)—fla)|——==—[f(c)-f = — =
F()=flo) (7, ab) F(d)=(a) (7, ad) F(e)=flo) (7, ab) (7, ad)

On retrouve ainsi une propriété visible dans (3.12) selon laquelle le saut du vecteur
gradient de part et d’autre d’une aréte est toujours perpendiculaire & cette aréte. En
particulier, on trouve que la courbure discréte (3.9) concentrée sur laréte [ac| vaut
|flx(facy = |S|, ot S est donné par (3.21) et se calcule explicitement & partir des
données géométriques des triangles.
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n
w
d \/

F1G. 3.3 — notations correspondant aux calculs (3.18)-(3.21)

3.2 Propriétés des fonctions de BC(R?)

3.2.1 Continuité des fonctions de BC(R?)

Pour donner un sens & linterpolation P! des fonctions de BC(R?), et pour voir
si cet espace fournit un bon cadre pour I’approximation dans L*°(R?), une question
naturelle que I'on peut se poser est de savoir si les fonctions de BC(R?) sont continues.
C’est bien siir le cas des fonctions de W21(R?), ce qu'on peut voir soit comme une
conséquence de la densité de C2° dans W?! et de l'injection continue (2.36) (si 1, est
une suite de C° qui converge vers f dans W2 on a ||f — |l < C|f — ¥ullw2r et
la continuité de f se déduit de celle des 9,), soit plus simplement en faisant tendre x
et y vers 0 dans I'égalité (2.28).

Pour se donner une idée de la réponse, on peut penser a plusieurs arguments. Les
mesures de Radon étant “presque” des fonctions de L', on peut par exemple voir les
fonctions de BC(R?) comme des fonctions qui seraient “presque” dans W21(R?), or les
fonctions de W2!(R?) sont continues. Malheureusement, il existe un exemple célebre
ol ce “raisonnement” ne fonctionne pas : en dimension 1, les fonctions de W1(R) sont
continues, mais ce n’est pas le cas des fonctions de BV (R). La fonction de Heaviside
XR, , par exemple, a pour dérivée la masse de Dirac dg qui est une mesure de Radon.

Pour étre plus précis, on rappellera que la continuité des fonctions de W1H(R) dé-
coule de la relation

f(x) = £(0) + /0 " P w) du, (3.22)

a partir de laquelle on peut faire tendre x vers 0. Si 'on considére maintenant les
fonctions de BV (R), on peut continuer a écrire une relation de type (3.22), a condition
de préciser le sens du terme “fox f. Si pu désigne la mesure de Radon f’, on pourra par
exemple vérifier que

f(x) = f(2) —i—/]/ } du = f(2') + p(2’,z]) lorsque 2’ <=z, (3.23)

en observant que l’exclusion ou l'inclusion des bornes = et z’ n’est pas figée, mais
correspond au choix des valeurs prises par f aux points de discontinuité qui sont
toujours isolés pour une fonction de BV (R) (I’écriture (3.23) correspondant au cas
ou f est toujours continue a droite). Pour établir (3.23) de fagon rigoureuse, on peut
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3.2. Propriétés des fonctions de BC(R?)

dériver la fonction
1(]0, x]) lorsque x > 0
sy | #00.2D
—u(]x,0]) lorsque x < 0

en calculant pour tout ¢ € C°(R) :

oo =-la.s) == [

. (/}M du) ¢ () dm—i—/_ </]m,o] du> o (z) da.

D’apres le théoreme de Fubini, on a

[ ([, ) s [ [ s

et on voit que lorsque u est négatif, I'intégrale fR X{0<u§x}80,(5'3) dz est nulle. Dans le
cas contraire, elle vaut

e e}

| Xocsng @ s = [ @)ds = —pla)
le méme calcul nous donnant fR X{x<u§0}<pl(1') dz = Xu<op(u) lorsque z < 0. On en
déduit que

(o) = /R () dp(u) + / o (ur) dp(u) = / odu = (1, 0),

ce qui signifie que p est bien la dérivée de g et justifie ’égalité (3.23). L’espace BV (R)
s’injecte donc encore dans L>°(R) de fagon continue. L’existence de fonctions disconti-
nues a variations bornées nous indique alors que les fonctions de C2°(R) n’ont aucune
chance d’étre denses dans BV (R).

Voici un autre “raisonnement” naif (et faux) auquel on pourrait penser : comme une
fonction dont les variations sont bornées est forcément bornée, et que les dérivées pre-
mieres de f € BC(R?) sont dans BV (R?), on peut imaginer que f est lipschitzienne,
donc continue. Ce raisonnement, qui est tout a fait correct en dimension 1, ne l’est plus
en dimension 2 car la variation totale |g| gy (r2) = 09| (R?) + |9, g|(R?) d’une fonction
g 8’y écrit, d’apres la formule géométrique de la co-aire, comme

915y @2 = A JRCHEVER (3.24)

ot Q4(\) :={z € R?: X\ < g(x)} désigne le domaine de R? sur lequel g est supérieure
a A (le bord 994(\) étant ce qu'on appelle la ligne de niveau associée a la valeur \), et
p(Q2(N)) = [Xa,n | BV (r2) son périmetre essentiel. A la vue de (3.24), il est assez clair
qu’une fonction de R? peut étre de variations bornées sans pour autant étre elle-méme
bornée : ainsi la fonction en “tour de Babel” g = anl XB(0,1/n2), qui est égale an > 1
sur lanneau —L= < [|(z,y)||l2 < 2 et tend trés clairement vers 400 en 0, vérifie

)2
" 2m
slvin =Y [ o)A =37 <.

n>1 n>1
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Chapitre 3. Courbure totale des fonctions définies sur le plan

Ce que nous montre la discussion précédente, c’est que la continuité des fonctions
de courbure totale (localement) bornée n’a rien d’évident. Elle est toutefois avérée, et
on a la proposition suivante (dont la preuve nous a été tres aimablement suggérée par
Luc Tartar).

Proposition 3.4 Les fonctions de I’espace BC(R?) sont continues.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, on introduit les espaces de Lorentz LP:9, définis
pour 1 < p < oo et 1l < g < oo comme I’ensemble des fonctions f pour lesquelles la
quantité

1
1 N4 7
||f||Lp,q(R2) = (fA>0 (‘Q|f()\)‘1”)\) %) ! lorsque ¢ < oo

SUP)>0 ‘Qm()‘){;)\ lorsque ¢ = oo

est finie, ol ‘Q If] ‘ désigne la mesure de Lebesgue de Qf(A\) = {r € R? : X\ <
|f(x)|}. On appelle fonction de répartition de f la fonction )\ — |Q‘f| | et LP-faible
I’espace LP"*>° qui contient les fonctions pour lesquelles ‘Q‘ ] | décroit comme C'/NP.
On observera que ces espaces sont croissants par rapport a ¢ (’espace LP! étant plus
petit que I'espace LP:*°), et que LP? coincide avec LP lorsque g = p, d’apres

f()[P
||f||LpR2) /|f(x)|l’dx:// dl/dx:/ /X{ogygf(x”p}dxdy
R?2 R2 Jo Ry JR2
1
= [ lounenlar=p [ 1200 A=
R, R,

On peut faire apparaitre ces espaces de fagon assez naturelle en utilisant la formule
(3.24) avec I'inégalité iso-périmétrique appliquée a Q,4(\), selon laquelle on a

2,2 < Cp(@, (V) (3.25)

pour une constante absolue. Si g est une fonction positive de BV (R?), on en déduit
que

1
9l 221 (r2) = / Q,(N)|2dr < C p(Qy(N) dX < Clygl gy (w2)-
A>0 A>0

Dans le cas général, on peut décomposer g = g© — g~ en ses parties positive g*© =

max(g,0) et négative g~ = max(—g,0), qui vérifient
Q. (A A>0 R2\ Q,(—=\ A>0
Qe (A) = g( ) pourA>0 Q,-(\) = 2\ o(=A)  pour A >
R pour A <0 R pour A <0,

de sorte que

P(Qer (V) = Xps0yp(29(N) et p(Qg-(N) = Xpas01p(Qg(—N))-

En appliquant (3.25) respectivement & gt et g~, on obtient alors

1
g7 | L2 2y = / [Q=N[ZAN<C [ p(Qu=(N)dA < C [ p(Qy(N))dA,
A>0 A>0 R4
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3.2. Propriétés des fonctions de BC(R?)

d’ott
lgllz2a@ey < g™ llp2r + g™ (2 < CAP(Qg(A))dA < Clglpv ®2)- (3.26)

Ceci nous montre qu’en dimension 2, I'espace BV (R?) s’injecte continuement dans L*!.
La deuxieme propriété des espaces de Lorentz qu’on va utiliser est la dualité entre L
et L% au sens ou 'on a

/ lgh(z,y)| dz dy < Cllgll e ey |1hl] 2. ) (3.27)

avec une constante absolue, inégalité qu’on peut établir en utilisant les réarrangements
radiaux décroissants de g et h (qu’on supposera positives). Rappelons que le réarran-
gement décroissant g* de g est 'unique fonction positive décroissante définie sur R
qui vérifie [Qg(A)| = Qg+ ()|, autrement dit telle que

g (t) =X ou A vérifie [Q4(N)|=1t>0. (3.28)

Il est alors facile de voir que [ [ g(z,y) dedy = fR+ g*(t) dt, et une propriété intéres-
sante des réarrangements (voir [30]) est l'inégalité suivante

//RQ gh(z,y)dzdy < /R+ g R* () dt (3.29)

(on peut se convaincre de cette inégalité en considérant que pour a < b et ¢ < d, on
a toujours ad + be < ac + bd). Dans la mesure o (3.28) entraine que s — g*(s?) est
la réciproque (éventuellement discontinue) de la fonction décroissante A — |Q,(\)[/2,
on a

w o dt N 1
[ s0G=c[ geas=c[ 10,00k an=0lglees,
Ry \/% Ry A>0

D’autre part, la fonction h étant dans L»*(R?), on a [Q(A)] < [[h]| 2,00 r2) /A, ol
Pon déduit en utilisant (3.28) que h*(t) < ||hl 120 r2)/v/t. On a donc

/R+g h*(t) dt < [[h]| L2 m2) /qu (t)% < Ol g2 m2)llgll 21 m2),

ce qui entraine bien (3.27) en utilisant (3.29).
Si maintenant f est une fonction de BC(R?), ses dérivées O,f et Oy [ qui sont dans
BV (R?) sont également dans L?!(R?) d’apres (3.26), et il se trouve que les fonctions

de C°(R?) sont denses dans cet espace. On peut donc approcher d,f et Oyf dans
L*1(R?) par deux suites 9% et 1} de fonctions de C2°(R?), et poser

dnl,y) = £(0,0) + /0 g 1, 0) du /0 g v) do

pour tout (z,y) € R?, de facon que les dérivées de 1), soient bien ¥ et vj,. On observe
alors que la solution élémentaire du Laplacien A¢ = &y dans R? est ¢ = logr (en
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sin @

coordonnées polaires) dont les dérivées 0,6 = 5 = # et 0y = =7

L?>(R?), puisque

appartiennent a

| cos 6]

2m 3
Q40,61 (M| = [{(z,9) : 7 <[ cosHIATH}] :/0 /0 rdrdf <

™

A2’

et de méme pour [Q)5,4/(A)[. On peut alors utiliser 'inégalité (3.27) pour écrire

Wm(w,y) - %(way)’ - ’<¢m - wnaé(x,y)ﬂ - ‘(wm - wN7A¢(:v,y)>’
= [(V(¥m = ¥n), Vo)) < CIV(&m — )l 21

La suite 1, étant de Cauchy dans L°°, elle converge donc vers une fonction 1 qui est
continue. Pour voir enfin que cette fonction coincide avec f, on peut utiliser le fait
que L?1(R?) s’injecte dans L?(R?) pour dire que la convergence de V1), vers V f dans
L?1(R?) est aussi une convergence au sens des distributions. V4, tendant d’autre part
vers Vi, on en déduit que la distribution ¢ — f est constante, et comme elle s’annule
en (0,0), elle est nulle en tout point. O

3.2.2 Stabilité des interpolations P!

D’apres la proposition 3.4, 'espace BC(R?) constitue un cadre agréable pour étu-
dier les propriétés d’approximation des éléments finis P! adaptatifs. En particulier,
I'interpolation Pj; associée a un maillage dyadique est bien définie pour une fonction
f de courbure totale bornée, et la fonction affine par morceaux Py;f appartient tou-
jours & BC(R?), ou du moins & l'espace BClo.(R?). Dans I'analyse des schémas basés
sur ces discrétisations adaptatives, on aura besoin d’une propriété un peu plus précise,
a savoir que les opérateurs d’interpolation soient stables vis a vis de la courbure totale,
ce qu’exprime la proposition suivante.

Proposition 3.5 L’interpolation P! associée a un maillage dyadique M vérifie

sup | Par flao(a) < C sup | flpo()
aceM aceM

pour toute fonction f € BC(R?), avec une constante C absolue.

Cette inégalité peut se voir comme une conséquence du lemme 3.6 ci-dessous. Pour
établir ce lemme, on utilisera ’argument de régularisation suivant : si I’on convole une
fonction f € BC(R?) avec un noyau de régularisation

@)= 5o (5Y)
x,y)==¢(= =
pe(z:y) = 50 (202

construit a partir d’une fonction ¢ positive, continue, de support inclus dans la boule

B(O7 I) e‘ de masse
//B ) ﬁB )€
( ) ) ( ) )

fer=[f*pe (3.30)

on obtient une fonction
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3.2. Propriétés des fonctions de BC(R?)

dont les dérivées secondes sont continues. Plus précisément, en désignant par pg, la
mesure de Radon 92, f, on peut calculer (en s’appuyant notamment sur la description
faite dans [1] du produit de convolution entre une fonction continue et une mesure de
Radon) que la dérivée 92, f. vaut

O fe(2,y) = (ptaw * pe)(2,y) = // pe(z — 'y =) dpaa(a’, ), (3.31)
pour tout (z,y) € R?, avec des expressions identiques pour les dérivées aiy feet ajy fe-

En ce qui concerne le comportement de cette régularisation lorsque € tend vers 0, on
voit sans peine que la continuité de f entraine une convergence uniforme de f. vers f.

F1G. 3.4 — un domaine polygonal w (délimité par la courbe en traits pleins) et sa
frontiere d’épaisseur 2¢, notée 0w (délimitée par les courbes en pointillés).

D’autre part, si I’on désigne par
Fw = {(z,y) e R?: B((z,y),e) NOw # 0} =w+e\w—c¢

la frontiére d’épaisseur 2e d’un domaine w C R? telle qu’on peut la représenter sur la
figure 3.4, on aura

/ / Lo, y) Az dy — frag(\ W) < |t (8w) (3.32)

[ 12t )l dndy < o v ), (333

avec des relations semblables pour 8§y feet Bgy fe. Pour s’en convaincre, utilisons (3.31)
pour calculer

//w 07, f=(w,y) de dy = //w [//R2 ee(x— 2’y — 1) dum(x',y')] dz dy

= / A(x/, yl) d,U/m:r (xl’ yl)
R2

/

avec A(z',y') == [[, pe(x—2',y—y') dz dy. On décompose alors le plan en trois parties :
si (2/,y') appartient & w\ 0°w, la boule B((a',y'),¢) est incluse dans w et on en déduit
que A(x',y') est égal & 1. On a donc

/ / A y') s () = proa(w\ 3 w).
w\O%w
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Chapitre 3. Courbure totale des fonctions définies sur le plan

Si par contre (z',y’) appartient & w®\ 0w, la boule B((z',y'),¢) n’intersecte pas w :
A(2',y) est alors nul et clairement,

/ / A2,y ) dpae (') = 0.
w\Ofw

Enfin dans le cas ou (2/,3') € d°w, on peut toujours écrire que |A(z',y")| < 1, ce qui

entraine
' / / A ) djtaal(@, )

et l'inégalité (3.32) se déduit facilement des relations précédentes. L’inégalité (3.33)
s’obtient de la méme fagon, en observant que 1’égalité (3.31) nous permet également
d’écrire

< |paz|(Ow),

2. 1w)| < [ [ et =o' = o) dnal (@0
Venons-en donc a notre résultat de stabilité.

Lemme 3.6 Soit K et K' une paire de triangles conformes fermés partageant une
aréte y = K N K'. En désignant par w lintérieur de K U K', linterpolation affine sur
la paire {K, K'} vérifie

|Pr,xy flBow) = 1P,k fleor) < ClflBow) (3.34)

pour toute fonction f € BC(w), avec une constante C' qui dépend uniquement des
angles entre les différentes arétes des triangles.

Remarque 3.7 En particulier, ce lemme nous apprend que l’interpolation affine par
morceaux sur la triangulation conforme K(M) associée a un maillage dyadique M €
M(R?) vérifie

|Pr fleemw?) < Clflsore)

avec une constante C' absolue.

Preuve. Le fait que la courbure totale de P(g gy f sur w soit concentrée sur 'aréte
v est une conséquence directe des calculs (3.1)-(3.5). D’autre part, on sait d’apres la
proposition 3.3 que

3
Pk flBeq) < 5P g Fla),

ou le terme de droite est ce qu’on a appelé la courbure discréte (3.9) d’une fonction
affine par morceaux sur une de ses arétes, et qu’on a calculé explicitement en (3.18)-
(3.21) avec K = [abc] et K' = [cda]. Comme la courbure discréte est invariante par
rotation, on peut reprendre les notations de ce calcul (qui sont celles de la figure 3.3) en
considérant que I'aréte v = [ac] est verticale, ce qui nous donnera 7’ = e, et wt
comme indiqué sur la figure 3.5. La courbure discrete de la fonction interpolée vaut
alors

=

|Prrc, k3 fla(ac)) = 1S (3.35)

ou S est le scalaire donné par (3.21), ici égal a

S — (@l <[f(b) —J@] _ (@)~ i“””) (0 - (@) ((H{ ) <H%

(&, ab) (7, ad)
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3.2. Propriétés des fonctions de BC(R?)

Fia. 3.5 — illustration de la preuve du lemme 3.6.

Pour exprimer cette quantité comme une intégrale double des dérivées secondes de f,
commencons par considérer que f est de classe C? (on appliquera ensuite notre calcul
a une régularisation f. de f lorsque celle-ci n’est que dans BC'). On peut alors écrire
les différences [f(b) — f(a)], [f(c) — f(a)] et [f(d) — f(a)] comme les intégrales des

gradients correspondants le long des segments [ab], [ac] et [ad], ce qui nous donnera

1 N 1 R —> -
S = @ [/0 @Cf(a—l—sab)ds—l—/o 8,(a + sab) ds (;;ﬁg; /afa+sad)d
! g (e5,ad) (e, ab)
[ o Dastead [ as [ Ewad) _ (€,a0) ) |
/0 v (@t sad) (ex,ad / 2 (a+sac) ((ag,a ) (es,ab)

En utilisant le vecteur gradient D f = (0, f, 0, f), on peut regrouper ces termes en

1 - ab
S = ||l /0 [([Df(a + sab) — Df(a + sat), %%) -

(ex,ab

([Df(a—l—sc;i)—Df(a—l—sa_c))], _}ad_} )] ds,

€z,ad)

ot 02y f
2y f 05, f
écrire les différences du vecteur gradient comme des intégrales le long des segments
appropriés. On trouve alors

= ||ac|| //01 [(Hf a+sac+stcb)cb] (a;l;_l;)>

([Hf(a + sac + stcd)cd] ad_) )] sdtds.

(€x,ad)

et en désignant par Hf = ( ) la matrice Hessienne de f, on peut a nouveau

On calcule ensuite que les bijections Wi, (s,t) € [0,1]* — a + sac + steh € [abc] et

Wieda): (5,1) €[0,1]* — a+ sac + sted € [cda] ont respectivement pour Jacobiens
[T (W apep)| = | det (@t + teb, scb)| = s| det(at, b)| = s|[ae](e2, cb)
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Chapitre 3. Courbure totale des fonctions définies sur le plan

et [J(Weqq))| = —sllacl2(ez, a}i), ce qui nous donne l'expression désirée pour le scalaire
S, a savoir

ab \' =
* S (@,@) ey (@@)) e
ad \' =
+//[cda] <m> Hf(z,y) <(a§,§2)> dzdy. (3.37)

— — ,
On peut en effet observer que dans la base (e, ey ), les coordonnées des vecteurs

—= s = =, = B o R
ab/(ez,ab), cb/(es, cb), etc. ne dépendent que des angles entre les différentes arétes de
K et K'. On déduit alors de 1’égalité ci-dessus qu’il existe une constante C' dépendant
uniquement de ces angles, telle que

‘S‘ < C‘f‘Wll(w)a

en rappelant que w désigne ici I'intérieur de K U K’. Pour pouvoir écrire une inégalité
semblable lorsque f n’est plus de classe C2 mais appartient 4 BC(w), utilisons sa
fonction régularisée f. définie par (3.30), et considérons le domaine

we :=w\ 0%w

obtenu en s’écartant a distance 2¢ du bord de w. Pour des valeurs suffisamment petites
de €, we se compose de deux triangles d’intérieurs disjoints qu’on désigne par K. et K/,
et qu’on a représentés dans la partie droite de la figure 3.5 (la zone grisée correspondant
a la frontiere 0°(w.)). Si on interpole cette fonction f. sur les triangles K. et K., le
calcul ci-dessus s’applique et 'on a

|Se| < C|f€|W271(w5),

en désignant par S: la quantité correspondant a (3.36), obtenue en remplacant f par
fe et les différents sommets de K et K’ par ceux de K. et K.!. Compte tenu de la
continuité (uniforme) de f, de la convergence uniforme de f; vers f et de la convergence
des sommets de K. et K. vers ceux de K et K', il n’est pas difficile de voir que S
tendra vers S lorsque ¢ — 0. D’un autre coté, le domaine w. U 0°(w) est toujours
fortement inclus dans l'ouvert w. L’inégalité (3.33) appliquée a w. nous donne alors

felw2rwe) < 1Flpo(waipe(wn) < FlBOW@)

car we U 0%(we) est toujours inclus dans w, d’ou 'on déduit que

S| < C|flBe(w)

par passage a la limite, pour une constante C' dépendant uniquement des angles entre
les différentes arétes. Comme les courbures totales et discrétes de l'interpolée Py ko f
vérifient

2
3Pk floe) < 1Pyl = 151
d’apres (3.10) et (3.35), on en déduit finalement I'inégalité (3.34). O
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©-O©-0-0 OO0
@@@@@
@ @ @ @ @ D (—— - C
OROE0R0EONNOR ORS00

F1G. 3.6 — pour la fonction affine par morceaux dont les valeurs nodales sont indiquées
a gauche, l'interpolation sur la triangulation de droite fait augmenter la courbure totale
(les arétes «y en traits pleins correspondent a une courbure totale | - | BC(y) €gale a 2,
les autres a une courbure nulle).

3.2.3 Un résultat de décroissance vérifié par les interpolations P!

Dans les chapitre 5 et 6, ou 'on propose un schéma semi-lagrangien adaptatif de la
forme (1.13) on s’intéressera a la facon dont la courbure totale des solutions numériques
évolue au cours des itérations, notamment dans le but d’estimer a priori le nombre de
mailles adaptatives générées par notre schéma. Dans cette perspective, il est essentiel
de controler a priori 'accroissement éventuel de la courbure par les projections P,,
qui seront des interpolations affines par morceaux dans notre schéma. Le lemme 3.6 ci-
dessus (qui exprime la stabilité de ces interpolations) ne nous permet malheureusement
pas de majorer la courbure totale d’une solution v de facon indépendante du pas de
temps At lorsque le nombre d’itérations IV correspond a un temps de simulation fixé
T = NAt. Pour s’en convaincre, on peut considérer le cas ou le transport est une
simple translation qui ne modifie pas la courbure. Les solutions du schéma (1.13)
vérifient alors

[fBe < Clf" e < - < ON|fpe

et ne sont a priori pas majorées par une constante indépendante de At, & moins que la
constante C' ne soit plus petite que 1. Il serait donc intéressant d’établir une propriété
de décroissance de la courbure par des interpolations affines par morceaux, autrement
dit une inégalité de type

|PcflBc < |flBc-

Cette décroissance, tres facile a démontrer en dimension 1, n’est a priori pas vérifiée
en dimension 2. On peut le voir sur 'exemple représenté figure 3.6, ou la fontion f
affine par morceaux sur la triangulation de gauche est interpolée sur une triangulation
déraffinée KC a droite. Les valeurs nodales étant indiquées aux sommets des triangles,
on a calculé a partir des formules (3.14)-(3.16) les courbures totales de f et P f
correspondant aux arétes de leurs triangulations respectives. On vérifie donc que sur
cet exemple,

|Pxcflec > |f|Bc,

et on trouverait la méme chose avec les courbures discretes | - |.
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Ke Ket1

FIG. 3.7 - sur ces triangulations, 'interpolation P! fait décroitre la courbure (3.39).

Toutefois, si 'on accepte de se restreindre a des triangulations particulieres I, on peut
proposer une semi-norme équivalente a la courbure totale | - | BC(w) qui est diminuée
par les interpolations Pj. Plus précisément, on a établi le résultat suivant (dont un
résumé est présenté dans [14]).

Théoréme 3.1 Pour ¢ € N, désignons par K, les triangulations uniformes (repré-
sentées sur la figure 3.7) obtenues en découpant tous les carrés dyadiques de nmiveau
{ par la méme diagonale. Les interpolations affines par morceauxr P, associées a ces
triangulations vérifient

‘Pff‘**(RQ) < ‘f‘**(RQ) (3'38)

pour toute fonction f € BC(R?), ou la courbure | - |, est définie par

et coincide avec la courbure discréte |- |, de f lorsque celle-ci est précisément continue
et affine par morceauz sur une triangulation K. Lorsque f appartient ¢ W*1(R?), on
a de plus la caractérisation suivante :

|flas(rzy = Hm [Poflige). (3.40)

Remarque 3.8 Avec les arguments de la preuve ci-dessous, il est également possible
de construire pour toute triangulation conforme KC une semi-norme |-|,.(x) dépendante
de IC qui sera diminuée par les interpolations affines par morceauxr P, associées aux
raffinements uniformes de .

Preuve. On désignera par I'}, I’% et I’? les arétes de Ky correspondant aux trois orien-
tations possibles, telles qu’on les a représentées sur la figure 3.7.

Pour vérifier que la courbure |f|,,(g2) coincide bien avec la courbure discréte |f|, (g2
lorsque f est continue et affine par morceaux sur une triangulation Cy, on peut re-
prendre le calcul (3.1)-(3.5) mené au début de ce chapitre. Il nous apprend en effet
que les dérivées secondes d’une telle fonction f s’écrivent comme des masses de Dirac
concentrées sur les arétes de Iy, et les expressions (3.3), (3.4) et (3.5) nous permettent
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d’en calculer les amplitudes. Dans la mesure ol le vecteur normal 7Y vaut respective-
ment (e, + @))/\/5, €2 ol aj suivant que 'aréte v est de type 1, 2 ou 3, on obtient de
cette fagon :

— lorsque vy est une aréte de type 1,

| lasty = 2102, F17) = 720 V2[18:f15| = W D flsll2 = | Flac:

la troisi¢me égalité provenant du fait que |[0, f],| = H(?xf]v{ = |[Df]4l2/V2 se
déduit de(3.6),

— lorsque v est une aréte de type 2,

|Flesy = 1022f = 02, F1(0) = Ivba| 0o 13| = vl DSy 12 = 1 f L)

car (3.6) entraine cette fois [0, f]y = 0,
— et lorsque 7 est une aréte de type 3,

| lesy = 102,f = 05, F1(7) = Wt [104.f15] = Wb 1D flyll2 = |f s

dans la mesure ou (3.6) entraine alors [0, f]y = 0.
En résumé, on trouve bien

| flx®2) = | fle(r2) (3.41)

lorsque f est continue et affine par morceaux sur une triangulation de type ;.

Si f est a présent une fonction de W21, on sait que la courbure discréte de son inter-
polée sur [y peut s’écrire
— soit comme une intégrale double des dérivées secondes de f, en reprenant les
calculs effectués dans la preuve du lemme 3.6,
— soit comme une formule de quadrature sur les valeurs nodales de f, en reprenant
les expressions de la section 3.1.3.
Désignons donc par w(y) le quadrilateére formé par la réunion des triangles situés de
part et d’autre d’une aréte v, et calculons d’apres (3.35) et (3.37) que

‘ffw(v)QQ%yf‘ siy e},
Pufliny = < oy 020F = 02,8|  siver?, (3.42)

[y 02,0 = 02,8 | siveTs

Chaque famille de quadrilatéres {w(y) : v € I'}} réalisant une partition de R? d’au-
tant plus fine que ¢ est grand, on peut alors facilement imaginer que les sommes

> ver: [Pefli(y) vont converger vers les quantités [fg2 2102, 11, [Jg2 102, f — O3, f] et
[Jg2 102, f — agyﬂ suivant que i vaut 1, 2 ou 3. Et 'on en déduira la propriété (3.40).
Pour I’établir en toute rigeur, on pourra considérer les fonctions

QDZZ = Z Ci(ry)xw('y)

S
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définies par
WO | o) 202, 4] pour i = 1,
i) = QW) | [y OBt — 2, powri =2,

w(y)|~? [ 02 f— 02, f| pouri=3,

w(y) 7y Yy
de sorte que | Py f|(r2) = letllr + 92l + @3l 1. On observera alors que lorsque £
tend vers Dinfini, les suites ¢, convergent respectivement vers 2|03, f|, |02, f — 0z, f| et

|8§y f—- 8§y f| presque partout au titre de moyennes locales de ces fonctions de L'. Et
comme il est clair que l'on a

sl ey < 11202, f 1l re)

avec des expressions semblables pour cp% et <p§, le lemme de Fatou nous assure que

1202, fll £1 @2y < h}n ng el r2y < limsup [l@pllurey < 11207, fll 1 re)
- oo

{—

avec des expressions semblables pour cp? et <p§’. On en déduit donc la limite annoncée

| Flasr2) = 1202, 1wy + 1022 — 02, 12y + 102, F — 05y Fll 1Ry
= Jim lpell i we) + 1197l 1 r2) + 192 1 v2) = Jim [ Poflaz) (3:43)

lorsque f € W21(R?), soit (3.40).

FiG. 3.8 — propagation des courbures discretes au cours du raffinement.

Pour établir la propriété (3.38), on va alors montrer que les courbures discretes | Py f ’*(R2)
forment une suite croissante de ¢, et 'on va utiliser pour ceci expression (3.15) de la
courbure discrete en fonction des valeurs nodales. Avec les notations de la figure 3.8,
(3.15) s’écrit

[Pef iy = 21 (b) = fla) = f(c) + f(d)], (3.44)
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et une inégalité triangulaire nous donne

[Pef layry = 21 (b) = fla) = f(c) + f(d)]
<2(|f(m) = fa) = f(o) + ()| + |£(b) — f(m) — f(n) + f (o)
+1f(n) = fo) = f(e) + F ()| + £ (0) — f(a) — f(p) + f(d)])

4
= [P fliy.
j=1

On obtient donc ainsi

Z |Peflay) < Z | Pri1fley)s

1 1
IS QIS

et dans la mesure ou ce calcul s’applique également aux arétes de I’% et I‘i’, on en déduit
la monotonie anoncée

|Poflem2) < [Pry1flymey pour tout £ € N. (3.45)

En utilisant successivement ’égalité (3.41) (appliquée a Pyf), la limite (3.43) et la
monotonie (3.45) ci-dessus, on obtient alors

|Pof lwrzy = [Peflare) < [P flage) < - < [ flr2)

lorsque f est une fonction de W21 (R?).

Dans le cas général ou f appartient & BC(R?), il est toujours possible d’écrire des
relations semblables & (3.42) par un argument de régularisation, et la monotonie (3.45)
est toujours établie. Il n’est pas clair, en revanche, que 'on puisse encore exprimer la
courbure | f|4« comme limite (3.43) des courbures discrétes | Py f|«. Cela n’est toutefois
pas nécessaire : d’apres (3.33), on peut en effet observer que la régularisation f. de f
définie par (3.30) vérifie | fo|,(r2) < |flux(r2), de sorte que I'on a

’PZfe?’**(R2) < ‘fs‘**(RQ) < ’f’**(]l@)-

Il ne nous reste alors plus qu’a observer que f étant continue, f. converge uniformément
vers f lorsque € tend vers 0. Les courbures discretes | Py fe|,(r2) s’écrivant d’aprés (3.44)
comme une fonction continue des valeurs nodales de f., on en déduit que

| Pefelwm2) = [Pefelame) = |Pof w2y = |Pef w2y

(en utilisant & nouveau que les courbures | - |,(r2) et | - [, (r2) coincident pour des fonc-
tions affines par morceaux), et ceci établit finalement la propriété (3.38) lorsque f est
une fonction de BC(R?). O

3.3 Application au controle des éléments finis adaptatifs

3.3.1 Estimation a priori des erreurs d’interpolation

En ce qui concerne la convergence du schéma qu’on présentera au chapitre 5, la
propriété essentielle de la courbure totale est qu’elle permet de controler les erreurs
d’interpolation de la méme facon que la semi-norme W! (voir le lemme 2.12).
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Lemme 3.9 Si K est un triangle rectangle isocéle, qu’on peut considérer ouvert, l’in-
terpolation affine par morceauxr Py vérifie

If = Pr fllrexy < ClfBow) (3.46)

pour toute fonction f de courbure totale bornée sur K, avec une constante C' absolue.

Remarque 3.10 Dans la mesure ou f et Pi f sont continues, [’erreur d’interpolation
dans L™ ne “voit” pas le bord du triangle. La précision sur le fait que K peut étre choisi
sans son bord signifie donc simplement que la courbure de f concentrée sur le bord du
triangle ne contribue pas a lerreur d’interpolation. C’est trés clair lorsque f est une
fonction continue et affine sur le triangle, auquel cas Px f = [ sur K, indépendamment
du comportement de f hors de K.

2e K.

Fia. 3.9 - le triangle K. obtenu en s’éloignant des bords de K.

Preuve. On peut appliquer le lemme (2.27) & une régularisation de f. Plus précisé-
ment, on peut considérer la fonction f. de classe C? donnée par (3.30), et observer son
interpolation affine Pg_f. sur le triangle

K. =K\ 0*K = {(z,y) € K : B((z,y),2¢) N0K =0}

obtenu en s’éloignant de 2¢ du bord de K comme indiqué sur la figure 3.9. Le lemme
(2.27) s’applique, et nous apprend que

(I = Px.) fellpoe(xy < |felwza (k.- (3.47)

En ce qui concerne les semi-normes |f:|y21(k.), 'inégalité (3.33) s’applique et nous
permet d’écrire
| felw2aky < |fleB) (3.48)

en utilisant le fait que I'ensemble K. U 9°K. est toujours fortement inclus dans le
triangle K. D’autre part, on peut vérifier que la convergence uniforme de f. vers f, la
stabilité des interpolations affines et 'uniforme continuité de f sur K entralnent

”(I — PKs)ft?HLoo(Kg) - H(I - PK)fHLoo(K) lorsque e—0 (349)

Pour nous en convaincre, écrivons

(T = Pre.) fell ooy — 1T = Pre) fllpoo (k)
<Nf = fellpee gy + (P — Pr.) fll oo (k) + 1P (f = fo)ll oo (k)
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et observons que : (i) la continuité de (I — Pk )f sur K entraine

I(I = Pr) fllpoe sy = (T = Pr)f | oo (),

(ii) la stabilité des interpolations et la convergence uniforme de f. vers f entraine

1f = fellooo(rey + 1P (f = f)ll ooy < 2l f = fellpoo () — O lorsque € — 0

(iii) Puniforme continuité de f et la convergence des sommets du triangle K, vers ceux
de K entraine

(Pr — PKE)fHLoo(KE) — 0 lorsque € — 0.

L’inégalité (3.46) se déduit alors de (3.47), (3.48) et (3.49). O

3.3.2 Adaptation de maillages dyadiques par la courbure totale

On peut a présent reformuler les résultats de la section 2.2.3 dans le cadre de I'es-
pace BC(R?). Dans la suite, on n’appliquera ces résultats “généralisés” que pour des
fonctions appartenant aux espaces V) introduits dans la section 2.2, autrement dit
continues et affines par morceaux sur des triangulations adaptatives structurées. On
sera alors attentifs au fait que le résultat de complexité énoncé par le théoreme 3.2
s’applique également a ces fonctions.

Commencgons donc par déduire du lemme 3.9, qui exprime un controle de l'erreur
d’interpolation sur les triangles, I'estimation suivante qui ne fait intervenir que les
cellules dyadiques (carrées).

Proposition 3.11 Pour tout maillage dyadique M € M(R?), linterpolation Py vé-
rifie
1f = Prrfll oo r2y < C sup |f|po(a) (3.50)
aceM

avec une constante absolue.

Preuve. Les arguments sont les mémes que pour la proposition 2.13 : tout d’abord, on
peut déduire du lemme 3.9 ci-dessus que

If = Pafllrsey < > |flac),

ﬁEVJV[(Oé)

car une cellule a € M intersecte toujours deux triangles rectangles isoceles de K(M),
qui eux-mémes n’intersectent jamais que a et éventuellement une de ses voisines dans
M. L’estimation (3.50) découle alors de la proposition 2.10. O

De méme, on peut proposer la version suivante de ’algorithme 2.14 pour une fonc-
tion f appartenant & BC(R?).
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Algorithme 3.12 (maillage e-adaptaté au sens de la courbure totale)

e Poser Ay, = Dy, (R?).
e Pour ¢ > {y, calculer
Appr =N U{a e F(B): B €A et |flpop) > e}
jusqu’a ce que Ap+1 = A, et prendre M = 0Ay.
o Définir A.(f) comme le plus petit raffinement gradué (algorithme 2.8) de M.

Remarque 3.13 Lors du raffinement conditionnel de l'arbre Ay, dans la deuziéeme
étape de l'algorithme, seules les cellules de niveau £ sont susceptibles d’étre raffinées.

Notre théoréme est alors le suivant.

Théoréme 3.2 Soit f € BC(R?). Le maillage dyadique A-(f) donné par ’algorithme
3.12 vérifie

sup |flpo() <€ (3.51)

QEAE

de sorte que l'erreur de projection affine par morceauz y vérifie || f — Pa_(p) f|l o m2) <
Ce avec une constante absolue.
D’autre part, s’il existe un réel s > 0 et une constante cy pour lesquels f vérifie

|flBo(a) < crlal®, (3.52)

alors on peut majorer la complexité de A-(f) (sur un domaine borné Q) par

cardg (A-(f)) < C(E/Cf)_% (3.53)
et par
cardn (A-(f)) < 1 pcge) 2L, (3.54)

Remarque 3.14 (interprétation de I’hypothése (3.52)) On a déja évoqué, dans
la section 1.2.3, la nécessité d’empécher tout phénomeéne de “concentration de l'indica-
teur d’erreur” pour pouvoir estimer la complexité d’un maillage obtenu par découpages
dyadiques. Dans le théoréme 2.1, c’est Uhypothése de régularité WP, p > 1, faite sur
f qui jouait ce réle, car l'inégalité de Holder nous permettait d’écrire

_1
| flw21(a) < | | flwzr(a),

la preuve utilisant ensuite la p-sommabilité des termes {|f|w2p(q) : £(a) = £} a niveau
U fizé, et le fait que 1 — % est un exposant strictement positif. La propriété (3.52),
qut empéche également une concentration arbitraire de lindicateur d’erreur, peut donc
étre lue comme une hypothése de méme nature, et qui sera vérifice pour les fonctions
f d’un espace Vs associé a un maillage dyadique M .

Remarque 3.15 Vis-d-vis de la seule variable £ (autrement dit pour une fonction f
fizée), la premiére estimation (3.53) est meilleure que la deuziéme lorsque s > 1. On
sera toutefois attentifs au fait que la “constante” ¢y n’apparait qu’en logarithme dans
la deuziéme estimation, ce qui peut étre utile si l’on cherche a établir une estimation
dépendante de f.
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Preuve. L’estimation (3.51) et son corollaire se démontrent exactement de la méme
fagon que (2.49) dans le théoréme 2.1, la proposition 3.11 jouant ici le role de la pro-
position 2.13 dans le cas ot la fonction f est dans W21,

En ce qui concerne la premiere estimation de complexité, on laisse au lecteur le soin
de vérifier que argument (direct) utilisé dans la preuve du théoreme 2.1 peut étre
repris a l'identique en introduisant un p > %, et que l'estimation qui en résulte est
précisément (3.53).

Pour montrer (3.54), commencons par déduire de (3.52) que les cellules de A(M)\ M,
qui vérifient (2.47) par construction, vérifient également

{(a) < Cslogle/ey]]. (3.55)

Pour estimer la complexité de M, on peut alors décomposer cette partition en plusieurs
groupes de cellules, dont chacun aura d’une certaine fagon “dépensé” une quantité au
moins égale a € de la courbure totale | f|pc(r2)- La borne (3.55) nous permettra alors de

majorer la complexité de chacun de ces groupes, et finalement celle de M. Définissons
donc, pour toute cellule dyadique o € D(R?) et pour 4 entier compris entre 0 et £(a),
les ensembles

S'(@) = F((P)*H(a)) = {8 € Dyay-i(R?) : P(8) = P(--- (P(a))) = (P)*(a)}.

Ainsi, S9(a) désigne les “sceurs” de a, (y compris a), S'(a) ses “tantes” (y compris
P(a)), et ainsi de suite, de sorte que la hiérarchie

£(a)

S(a) = | J Si(a) (3.56)
=0

correspond aux cellules créées par un algorithme de découpage récursif pour arriver
jusqu’a a (ou l'une quelconque de ses sceurs). En utilisant (3.55), on voit alors que

#(S(@)) < 4(a) < C|logle/cy]| lorsque a € M, (3.57)

et il ne nous reste plus qu’a compter le nombre de “hiérarchies” distinctes de type (3.56)
dans Parbre A(M). Pour résoudre les redondances liées au fait que les différentes sceurs
d’un méme groupe S° possedent la méme hiérarchie, on désigne par

S.(f):={aeM:5%0a)c M}/R, aRfB <= acS°Qp),

les cellules dont toutes les soeurs sont dans M modulo 'appartenance au méme groupe
de sceurs S°. Pour deux éléments distincts & et 3 de S.(f), les cellules parentes P ()
et P() sont alors d’intérieur disjoints. En particulier, il existe une partition dyadique
M’ contenant 1’ensemble des P(a) telles que & € S.(f). En utilisant le fait que P(«)
vérifie € < |f|po(p(a)), on en déduit que

#(S=(£) < #) < D flpewe " < |flpemae ™ (3.58)

BeM
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Finalement, on peut observer que les groupes S(«) recouvrent M lorsque les classes &
parcourent S:(f). D’apres (3.57) et (3.58), on en déduit que

#(M) < #(S:(f)) sup #(S(@)) < C(Q)|f|BC(R2)w,

aceM

ce qui prouve (3.54) en utilisant la proposition 2.9. O

Dans la remarque 3.14 ci-dessus, on a annoncé que la propriété (3.52) était toujours vé-
rifiée par une fonction d’un espace Vj,;. Concluons donc ce chapitre par une proposition
en ce sens.

Proposition 3.16 Soit M € M(R?) un maillage dyadique et f une fonction appar-
tenant a Vir. En désignant par (M) = sup{{(5) : § € M} le niveau mazimum des
cellules de M, on a

flBc() < Clflw1.2D]al

pour toute maille dyadique o € D(R?), avec une constante C absolue.

Preuve. D’apres la proposition 3.3 qui établit ’équivalence des courbures totales et
discretes, et en utilisant le fait qu’une fonction de Vis est toujours lipschitzienne, on
peut majorer
|f1BC(@) < Clf ) € C Y Iy Nalhalflwes,
¥

la somme parcourant les arétes v de la triangulation conforme KC(M) associée a M.
Dans ces conditions, on observera que la quantité Zv |7 N el ne peut qu’augmenter
lorsqu’on raffine le maillage M, et que lorsque toutes les mailles de M sont de niveau
{(M), elle est de Pordre de |a|2/™) | ce qui établit cette proposition. O
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Deuxieme partie

Etude d’un schéma adaptatif
semi-lagrangien pour I’équation

de Vlasov
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Chapitre 4

Ce qu’il convient de savoir sur
I’équation de Vlasov-Poisson

L’équation, ou plutot le systeme d’équations auquel on s’intéresse dans cette par-
tie a été introduit par Vlasov en 1948 (voir [64]) pour décrire en termes statistiques
Pévolution d’un nuage de particules chargées (des ions et des électrons) sous effet
d’un champ électromagnétique. On prend ici le temps de présenter cette équation, de
rappeler d’ou elle vient, et d’écrire les propriétés importantes vérifiées par ses solutions
notamment en vue de l'analyse de schéma qu’on meénera au chapitre 6.

4.1 Présentation de I’équation

Dans le modele de Vlasov, I’état de chaque espece £ présente dans le plasma est
représenté a U'instant ¢ par ce qu’on appelle une fonction de distribution, (ou densité)
fe(t) définie dans I’espace des phases (positions, vitesses) R? x RY. La quantité de
particules de lespece & situées a 'instant ¢ dans un domaine w, C R? et de vitesses
v € wy, C RY vaut ainsi

Qe(t,w) = //w fe(t, =, v) da dv. (4.1)

Bien que certains modeles prennent en compte un grand nombre de particules, on ne
considérera ici que deux especes :

— des ions positifs relativement lourds, qu’on supposera répartis de facon uniforme
et constante. En particulier, on supposera que leur fonction de distribution vérifie
[p(t,z,v) = fp(v), et qu'elle est normalisée [ f,(v)dv = 1.

— des électrons plus légers, dont la fonction de distribution sera notée f : I'inconnue
de notre probleme.

On se placera d’autre part en dimension 1, ot I’équation de Vlasov-Poisson s’écrit sous
la forme suivante

O f(t,x,v) +v-0pf(t,z,v)+ E(t,x) - Opf(t,z,v) =0, (4.2)
0. E(t,x) = /f(t,ac,v) dv —1, (4.3)
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E représentant le champ électrique (normalisé). Enfin, on considérera le probleme de
Cauchy obtenu en ajoutant a (4.2)-(4.3) une condition initiale

f(07 ) ) = fO (4'4)

réguliere et a support compact dans I’espace des phases R x R.

4.1.1 Interprétation physique

Depuis les années 1870, et notamment grace a la théorie unificatrice de Maxwell,
on sait qu'un systeéme isolé de particules chargées {¢; € R, z;(t) € R®};, engendre un
champ électromagnétique dont il subit simultanément ’influence. Plus précisément, on
peut introduire les densités de charge électrique et de courant

p(t,x) = Z Gid(z, ey (x) et g(t,z) = sz(t)qz'(S{xi(t)}(ﬁﬂ) (4.5)

associées a ce systeme. Le champ électromagnétique (E, B)(t,z) engendré par les par-
ticules vérifie alors les lois de Mazwell suivantes

V-E=p/ey (4.6)
VAE=-0,B (4.7)
V-B=0 (4.8)
V A B = (g +€00:E) (4.9)

ol g et g désignent respectivement les constantes de permittivité et de perméabilité
diamagnétique du vide. D’autre part, la force de Lorentz subie par chaque particule 4
vérifie

Fi(t) = ¢;[E(zi(t)) + vi(t) A B(t, (1)), (4.10)
ol v;(t) = z}(t) désigne la vitesse de la particule. D’apres la loi fondamentale de la
dynamique m;v; = F;, ceci entraine que la trajectoire de la particule dans I’espace des
phases est solution de I’équation différentielle ordinaire

&i(t) = vit),  0i(t) = (qi/mai)[E(xi(t) + vi(t) A B(t, (1)) (4.11)

L’ approximation de Vlasov-Poisson considere le cas ou les effets du champ magnétique
sont négligés, du moins en ce qui concerne le champ auto-induit, car il n’est pas tres
difficile d’étendre 'analyse de (4.2) & celle de

O f(t,z,v)+v-0pf(t,x,v) + (E(t,x) + Eext(t, ) + v A Bext (t,2)) - Oy f(t,2,v) = 0,
(4.12)
ol (Fext, Bext) est un champ électromagnétique imposé par un systéme extérieur indé-
pendant. Le couplage entre le champ FE et I’état du plasma se réduit alors a 1’équation
(4.6), qu’on a I'’habitude d’appeler de Maxwell-Gauss dans le systéme complet (4.6)-
(4.9). Comme FE est alors de rotationnel nul, il dérive d’un potentiel électrique ¢ au
sens ot

E = -V, (4.13)

et I’équation (4.6) est équivalente a I’équation de Poisson
Ap = —p/ep. (4.14)
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En utilisant des constantes normalisées, on peut déduire le modele de Vlasov de ce qui
précede en écrivant que la densité d’électrons f doit étre conservée ponctuellement le
long des trajectoires correspondant a (4.11). Plus précisément, on appelle trajectoire
caractéristique du probleme toute solution

t— (X(t),V(t) = (X(t;s,z,0),V(t;s,z,v)) (4.15)
du systeme différentiel ordinaire
aX(t)=V(t), oV(t)=E(Et X)), (X,V)(s)=(z,v). (4.16)
La densité d’électrons f doit alors vérifier
O f(t, X (t;0,2,0v),V(t;0,z,0)) =0 (4.17)

pour tout couple (x,v) de I'espace des phases RS ce qui nous conduit au systéme
tri-dimensionnel de Vlasov-Poisson :

O f(t,x,v) +v-Vf(t,z,v) + E(t,x) - Vof(t,z,v) =0, x,0€R> (4.18)
E(t,z) = —=V,o(t,x), —Az¢(t,x)=p(z,t). (4.19)

4.1.2 Propriétés de transport

Il est intéressant d’observer que ’équation (4.17), qui exprime le transport des
valeurs ponctuelles de f le long des trajectoires caractéristiques, entraine également
une propriété de transport local des mesures de charges associées a f, autrement dit

// f(0,z,v)dzdv = // ft,z,v)dzdv, pour tout w C £, (4.20)
w At(w)

A i (z,0) = (X, V) (88,2, 0) (4.21)

désigne le difféfomorphisme associé aux trajectoires (4.16). On peut voir cette propriété
comme une conséquence de la divergence nulle, dans I'espace des phases, du champ
d’advection (v, E(t,x)). Premiérement, parce que cela permet d’écrire I'équation (4.2)
sous forme conservative, i.e.

Of(t,x,v) + V- [(v, E(t,x)) f(t,xz,v)] = 0. (4.22)

Ensuite, parce qu’en introduisant le champ a divergence nulle (¢, z,v) = (1,v, E(t, x))
défini sur le domaine

Do = {(t,z,v) : t €[0,7], 4, (z,v) € w} C[0,7] x Q, (4.23)

on voit d’apres la formule de Stokes que

// dxdv—// dxdv:// @-ndaz// V-®dtderdv =0, (4.24)
Ar(w) w 0D~ Drw

la premiere égalité venant du fait que la frontiere de D, ,, suit les lignes de champ de ®
en dehors des “faces” A, (w) et w. Or (4.24) signifie précisément que le difféomorphisme
Ay préserve la mesure de Lebesgue, donc que son Jacobien est égal & un, et la propriété
(4.20) se déduit alors immédiatement de (4.17).
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4.2 Existence et unicité des solutions

Pour décrire notre schéma et montrer sa convergence, on supposera que la donnée

initiale est lipschitzienne et de courbure totale bornée, autrement dit qu’elle appartient
a Despace WHoo n W2L(R?).

4.2.1 Solutions faibles

Au début des années 1970, Arsen’ev [3] a démontré I'existence globale en temps de
solutions du probleéme tri-dimensionnel (4.18)-(4.19) pour des conditions tres faibles
de régularité, a savoir lorsque les solutions initiales sont dans L' N L#(R3 x R3) et sont
d’énergie finie

//fo(x,v)]v]2dmdv+/\Eo(m)]2dx < . (4.25)

Pour ces solutions, I'unicité n’a été démontrée que bien plus tard, lorsque Lions et
Perthame [47] ont prouvé que sous des hypotheéses relativement peu contraignantes
sur la donnée initiale, les solutions ont des moments d’ordres élevés en vitesse et par
conséquent des propriétés de régularité d’ou 'on peut déduire 'unicité.

4.2.2 Solutions classiques en dimension 1
Définition 4.1 On dira que le couple (f, E) est une solution classique du probléme
(4.2)-(4.3) associé a la donnée initiale fo si

1. f est continue sur [0,00[ xR x R,

2. E est lipschitzienne sur [0, 00[ xR,

3. Uéquation de Vlasov (4.2) est vérifiée au sens des distributions.

Compte tenu du caractére lipschitzien de E, les trajectoires caractéristiques peuvent étre
définies en tout point (x,v) de l’espace des phases, aussi le point 3 est-il équivalent a

37 f est constante sur les trajectoires caractéristiques définies par (4.16).

Remarque 4.2 Lorsque f n’est que continue, les dérivées apparaissant dans I’équation
(4.2) doivent étre prises en un sens faible. On les appelle néanmoins solutions classiques
(ou fortes), car les trajectoires caractéristiques sont bien définies et ’équation (4.17)
est vérifice en un sens classique.

Un des tous premiers résultats d’existence est di & Iordanskii (voir [43]) qui a démon-
tré au début des années 1960 'existence globale en temps et I'unicité d’une solution
classique sous quelques conditions. La donnée initiale fy doit bien str étre continue et
elle doit également vérifier les hypotheses suivantes d’intégrabilité

po(z) = /fo(x,v) dv—1<o0 et /026(0) dv < o0, (4.26)

ou @ est une fonction décroissante de |v| qui domine fy et f,. Le champ électrique,
enfin, doit satisfaire la condition limite

lim E(t,z)=0, t>0, (4.27)

r——00
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condition “nécessaire” dans la mesure ou seule la divergence de E apparait dans I’équa-
tion. On pourra remarquer que les hypotheses (4.26) sont assez naturelles car elles
permettent de donner un sens (au moins a l'instant initial) aux densités de courant
et d’énergie cinétique, deux quantités physiques fondamentales respectivement définies
par

J(t,x) = /v[f(t,x,v) — fp(v)]dv et ec(t,x) = /vz[f(t,x,v) + fp(v)]dv. (4.28)

Enfin, Iordanskii montre que f et F vérifient une équation supplémentaire, a savoir la
loi d’Ampere

O E(t,x) = /v[fp(v) — f(t,z,v)] dv. (4.29)

En 1980, Cooper et Klimas [24] ont étendu ces résultats a des conditions aux limites
plus générales que (4.27), en particulier dans le cas d’un probléme périodique ou x €
T := R/Z. C’est dans ce cadre qu’on se placera pour décrire notre schéma, et les
solutions initiales qu’on considérera seront a supports compacts. Leur résultat est le
suivant.

Théoréme 4.1 Si fy est continue sur T X R (donc 1-périodique en x), si elle vérifie

po(z) = /fo(x,v) dv—1<o0 et /|v|9(v) dv < oo, (4.30)

ot 0 est définie comme en (4.26), et si la charge est nulle sur une période, i.e. si

/Olﬂo(w)dx:/Ol/fo(x,v)dvd:c—lzo, (4.31)

alors il existe une unique solution classique de (4.2)-(4.3) vérifiant fol E0,z)dzx =0,
et cette solution est 1-périodique en x.

On pourra observer que la continuité du champ E(¢, -) en 0 est équivalente a la propriété
de conservation globale de masse vérifiée par f

//f(t,x,v) dz dv :/ fola,v)dzdv = 1. (4.32)

En désignant par —G(z,y) la fonction de Green associée a I’équation de Poisson (4.3)
uni-dimensionnelle, soit pour tout y € [0, 1], la solution de

QixG(-,y) =4(-—y) sur [0,1] (4.33)

avec conditions aux bords périodiques G(0,y) = G(1,y), on peut voir que E vérifie

Bt z) = / K(z,y) ( / F(tyv) dv — 1) dy (4.34)

K(z,y) = ,G(z,y) :{ y—1 st 0sz<y (4.35)

Y si y<z <1
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Chapitre 4. Ce qu’il convient de savoir sur ’équation de Vlasov-Poisson

4.3 Reégularité des solutions classiques

Pour établir la précision d’un schéma de discrétisation en temps du systeme de
Vlasov-Poisson dans la section 6.1.2, on aura besoin d’utiliser la régularité des solutions
f et E. On sait (et I'on peut citer sur ce sujet l’article [55] de Raviart) que lorsque la
solution initiale fy appartient a un espace de Sobolev WP c’est également le cas de la
solution f(t) pour tout ¢ < co. Plus précisément, la régularité dont on aura besoin est
résumée dans la proposition suivante. On en donne ici une preuve complete (inspirée
notamment des techniques exposées dans le livre [34] de Glassey), car elle est assez
simple dans ce contexte uni-dimensionnel, et qu’on s’en est inspiré pour établir des
estimations d’erreur dans ’étude du schéma numérique.

Proposition 4.3 On désigne ici par  l’espace des phases T X R périodisé en x. Si
fo appartient o W1°(Q) et vérifie les hypothéses (4.30)-(4.31) du théoréme de Cooper
et Klimas, alors pour tout temps final T < oo, la solution posséde un support borné en
vitesse

Yu(f(t)) :=sup{|v| : Fz, f(t,x,v) >0} < E,(fo) +2T, t<T (4.36)

et satisfait les estimations de régularité suivantes :

[ £1] oo (jo,17;m 1000 () < C(fo,T)
10t f | oo ([0, 77 L% () < C(fo,T)
IE| L o, rpwzeeqoay < C(fo,T) (4.37)
10:El oo (0, ;w 100,17y < C(fo, T)
102 E || o o101y < C(fo,T)
Preuve. Pour commencer, montrons que les bornes
1E] Loo (fo,77: 100 ([0,17)) < C(T') (4.38)
et
10t Bl oo fo,17; oo ([0,17)) < C(T) (4.39)

s’obtiennent des que fj est continue (elles sont d’ailleurs prouvées dans [24]). La conser-
vation de f le long des trajectoires caractéristiques (4.15) entrainant d’une part un
“principe du maximum” en temps

0 < f<Ifollzee (4.40)

d’autre part une propagation bornée en vitesse

T
So(f (1) = Bu(fo) < ( SU)PQ/O 10:V (730, 2, v)|dT < T||El| oo (0,775 ([0,1)))>  (4:41)
x,W)E

on obtient en utilisant successivement (4.34), (4.40) et (4.32) :

VB o) < I Kl ( J[1sta vl azan+ 1) <2, (4.42)
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4.3. Régularité des solutions classiques

Grace a (4.41), cette derniere inégalité entraine (4.36). On a d’autre part

10:E(t, ) zoo(o,1))) < Zolf () follLe) +1 (4.43)

en utilisant I’équation de Poisson (4.3), et

1OcE(t, )l oo 0,17 < So(f(8)2 1 foll (o) + /Ufp(v) dv

en utilisant la loi d’Ampere (4.29), ce qui établit respectivement (4.38) et (4.39). Si on
suppose ensuite fo € WH*(Q), on peut écrire

[f(t,z,0) = f(t,2,9)] = [fo(Xo(t), Vo(t)) = fo(Xo(8), Vo()] < |folwr.es (lex(t)+[ew(6)])

en désignant pour 0 < s <t <T

{(Xo,Vo)(s) =X V)= sita,0) {ew(s) = Xo(s) = Xo(s) (4.44)

(XO, 170)(3) = (X, V)(t —s;t,2,0) ey(s) := Wo(s) — ‘70(3)

D’apres la définition (4.16) des trajectoires caractéristiques, ces quantités vérifient
el(s) = ey(s) et el(s) = E(t —s,Xo(s)) — E(t — s,Xo(s)). En utilisant (4.38), on
obtient donc

€% (5)] + let ()] < C(T) (lea(s)] + lew(s)])- (4.45)
On en déduit que la fonction ¢(s) := |ex(s)| + |ey(s)| vérifie

P(t) = (0) + | /O ey (s)ds| + | /O e, (s)ds| < (0) + C(T)/0 P(s)ds,  (4.46)
et le lemme de Gronwall (1.5) nous permet d’écrire
(lez ()] + lew(®)]) < C(T)(le2(0)] + e (0)]) < C(T)(lx — & + v = 0[).  (4.47)

Ceci nous montre que f(t) est bien uniformément lipschitzienne sur [0, 7], et par consé-
quent que la norme || f||zo0 ([0, 77;w1.50(2)) est bien finie pour tout temps 7. La borne

10cf )| oo () < QU0 f ()| oo () + 1B oo (j0,17) 100 f ()| oo (02)

provient alors directement de I’équation de Vlasov (4.2). Voyons maintenant le champ
électrique : en dérivant I’équation de Poisson (4.3) par rapport a x et t, on obtient
respectivement

102, Bl o< (0,772 (10,17)) < QIO f1l £oe (0,772 (52)) (4.48)
Hatsz(t)HLOO([O,T];LOO([OJ})) < Q(T)HatfHLoo([o,T];Loo(Q)), (4.49)

et on majore facilement [|0F E|| £ (jo,7]:£([0,1])) €n dérivant P'équation d’Ampere (4.29)
par rapport a t. ]

7



Chapitre 4. Ce qu’il convient de savoir sur ’équation de Vlasov-Poisson

78



Chapitre 5

Le schéma adaptatif
semi-lagrangien dans un cadre
abstrait

Afin de mettre en avant notre stratégie d’adaptation dynamique des maillages de
calculs, on considere dans ce chapitre un probleme de transport “abstrait” de type
Vlasov, qu’on suppose discrétisé en temps par une méthode lagrangienne dont les
propriétés s’inspirent de celles qu’on établira au chapitre suivant pour un schéma de
time-splitting appliqué au systeme de Vlasov-Poisson.

On commence donc par décrire ces hypotheses - numérotées de (HT.1) a (HT.5) -
avant de présenter la facon dont notre schéma fait évoluer les maillages d’un pas de
temps a lautre. Cette évolution se fait en deux étapes : lors d’une premiere étape,
on prédit le maillage sur lequel sera approchée la prochaine solution numérique. On
calcule alors cette solution, et dans une deuxieme étape, on corrige le maillage prédit
pour équilibrer au mieux la courbure totale de la solution obtenue. D’un point de vue
algorithmique, et dans la mesure ou notre schéma met en ceuvre les éléments finis
multi-échelles introduits au chapitre 2, il est possible de décrire cette stratégie d’adap-
tation de maillage en ne faisant intervenir que des maillages dyadiques composées de
cellules carrées.

La principale nouveauté de notre approche réside alors sans doute dans 'opérateur
de prédiction de maillage T[A] qu’'on présente dans la section 5.2, et qui repose es-
sentiellement sur un calcul des trajectoires caractéristiques associées au flot A. Cet
opérateur, qui associe d un maillage dyadique un autre maillage dyadique, ne trans-
porte évidemment pas les mailles de facon exacte, mais par simplicité, nous en parlerons
comme d’un opérateur de “transport de maillages”. Enfin, et sous réserve de vérifier
les hypotheses (HT.1)-(HT.5) faites sur le probleme abstrait et sur sa discrétisation en
temps, on établit un résultat de précision uniforme a priori pour ce schéma adaptatif,
ainsi qu’une analyse partielle de sa complexité.
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Chapitre 5. Le schéma adaptatif semi-lagrangien dans un cadre abstrait

5.1 Hypotheses de travail
On s’intéresse donc a une équation de transport de type Vlasov
of(t,x,v) + F(t,x,v) - Vo f(t,z,0) =0, t>0, (2,v)€R? (5.1)
associée a une condition initiale
£0,-) = foe Wh,

otl la non-linéarité vient du fait que le terme de force F' : R, x R? — R? est couplé avec
f- On supposera néanmoins que la solution f existe de fagon unique sur tout intervalle
de temps [0, 7], et qu’elle est uniformément lipschitzienne

f e L*([0, T]; Whe° (R?)). (5.2)

On supposera aussi qu’entre les instants ¢,, := nAt et t,4.1, f est transportée le long de
trajectoires caractéristiques ¢t — (X (¢),V(t)) = (X (t;tn, z,v), V(t;ty, x,v)) associées
au champ F(t,x) de la méme fagon qu’en (4.15)-(4.16). L’opérateur de transport exact
Texact — 7oAt . f(¢,) — f(tn41) peut alors s’écrire sous la forme

Texath(tn) — f(tn) o (AexaCt[f(tn)])il, (5.3)

AexaCt[f(tn)] . (CE,’U) — (X(tn+1;tn,£6,v), V(tn+1;tna$,’l)))

désigne le difféomorphisme de R? dans lui-méme qui représente le flot caractéristique
entre ¢, et t41.

D’autre part, on suppose connue une discrétisation en temps matérialisée par un opé-
rateur de transport approché 7 : WH°(R?) — W1Ho°(R?) vérifiant

Tf(tn) = f(ta) o (ALf(ta)]) ™ = fltas), (5.4)

ot A[f(tn)] = Ana¢[f(tn)] désigne un difféomorphisme de R? dans lui-méme qui ap-
proche le flot caractéristique exact A®°t[f(t,)]. On peut signaler que dans le chapitre
6, ce transport approché sera donné par (6.6)-(6.7).

Remarque 5.1 (4 propos de la non-linéarité des opérateurs de transport)
L’équation (5.1) étant non-linéaire, il en est de méme pour les opérateurs de transport
Texact ot T. En ce qui concerne les flots caractéristiques (exacts ou approchés), ceci
se manifeste par une dépendance vis-a-vis d’une “donnée de départ” lipschitzienne :
Algl, par exemple, correspond au déplacement des trajectoires “issues” de g € W1
pendant une durée At, (indépendamment, d’ailleurs, de l'instant initial). On notera
A[-] DVopérateur de déplacement approché défini par (5.4), la lettre A seule désignant
un difféomorphisme quelconque de R?, éventuellement donné par Alg]. Parallélement,
on pourra désigner par T[g]: g — go (.A[g])f1 lopérateur de transport linéraire associé
a une donnée g, en observant que T vérifie Tg = T|glg.
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5.1.1 Précision et régularité du transport approché

Notre premiere hypotheése porte sur 'ordre de la discrétisation en temps. On sup-
pose ainsi qu’il existe un ¢ > 0 pour lequel

1f (tni1) = T f(tn)|lLoe < crAE7H (HT.1)

En utilisant (5.2), on pourra remarquer qu’il suffit pour cela que les déplacements
approchés vérifient

sup | (AL 0)) ™ ) = (A1) " @) < 0807, 65
z€R?
otl |z| := max; |z;| désigne la norme > de R2.

On supposera également que les déplacements A[g] et (.A[g])f1 sont uniformément
lipschitziens. Plus précisément, qu’il existe une constante co telle que

[ Algl(2) = Algl(a")] < e2lz — 2| (HT.2)
et une constante c3 < 2 telle que
[(Alg) @) = (Alg)) ' @)] < sl (HT.3)
pour toute fonction g € WH>°,

Remarque 5.2 Dans le chapitre suivant, cette hypothése sera vérifiée dés lors que le
pas de temps At sera inférieur a une constante qui dépendra uniquement de la donnée
initiale fo et du temps final T = NAt. En particulier, At ne sera pas soumis & une
condition de type Courant-Friedrichs-Lewy, difficilement compatible avec la présence
de mailles arbitrairement fines.

Enfin, le transport approché vérifiera une propriété de “At-stabilité” vis-a-vis des per-
turbations de densités

117 [91] — Tlg2llgslle < caAt|gslwrellgr — g2llLoe- (HT.4)

Remarque 5.3 Les hypothéses (HT.1) et (HT.}) correspondent a une précision glo-
bale d’ordre o pour le schéma de discrétisation en temps

f=1fo et fI=Tf
On a en effet aprés N pas de temps

IF(NAL) — £ < CALY, (5.6)

la constante C' ne dépendant que de c1, cq, du temps final NAL et de fo. Pour le voir,
on peut “fixer la linéarité” des opérateurs de transport en écrivant T" = T[f(t,)] et
T =TI[f"], ce qui nous permet de décomposer €}y, 1 = || f(tn+1) — f2H Lo suivant
en1 S () = T ()l + (T = T2) f(ta) oo + 1T (F (1) = f7) [l
< a7 4 (1 et f(ta)lwree) [ () = F7|zes
< CAt 7 4 (14 CAt)e],.
Pour la deuziéme inégalité, on a utilisé les hypotheses (HT.1), (HT.4) et le fait qu’un

transport ne fait jamais augmenter la norme L. Quant a la troisiéme, elle vient de
Uhypothése (5.2). L’estimation (5.6) découle alors du lemme de Gronwall discret 1.4.
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Chapitre 5. Le schéma adaptatif semi-lagrangien dans un cadre abstrait

5.1.2 Stabilité locale vis-a-vis de l’indicateur d’erreur

On énonce a présent une hypothese qui sera fondamentale dans ’analyse d’erreur
du schéma, et qui exprime a la fois une propriété de 'opérateur de transport approché
T et des discrétisations adaptatives.

Dans la premiere partie, on a montré que la semi-norme W?! d’une fonction g don-
née (ou sa courbure totale, si elle n’appartient qu’a I'espace BC(R?)) pouvait étre
vue comme un bon indicateur local de erreur d’interpolation affine par morceaux
llg — Prrgllz~ associée a un maillage dyadique M. Par “bon indicateur”, on entend ici
— d’une part, le fait que cet indicateur contréle localement les erreurs d’interpola-
tion, au sens des propositions 2.13 et 3.11,
— d’autre part, le fait qu’un maillage dyadique obtenu par un équilibrage de ces in-
dicateurs aura une complexité optimale ou quasi-optimale, au sens des théoremes
2.1 et 3.2.

La propriété de compatibilité qu’on exige alors du transport approché est une stabilité
locale vis-a-vis de ces indicateurs d’erreur. Pour écrire cette propriété, on va désigner
par £(g,«) l'indicateur d’erreur (6.15) qu’on sera amené & considérer au chapitre sui-
vant. Cet indicateur sera défini pour une fonction g € W1 N BC(R?) et une cellule
dyadique o € D(R?), et de méme que la courbure totale |g[pc(q) (et la semi-norme
|glw21(a)), il vérifiera les propriétés suivantes :

1. &€ controle les erreurs locales de projection au sens ou

lg — Prgllree) < C Z E(g, B) pour tout o« € M (5.7)
BEVm (o)

pour une constante C' indépendante du maillage dyadique M € M(R?) et de la
fonction g ('ensemble Vs () désignant les cellules voisines de « dans le maillage

2. pour toute fonction g, I'indicateur a priori £(g,-) est sous-additif

> &g, B) < E(g,0), (5.8)

BEF (a)

de sorte qu’en désignant par

E(9) = Y E(g,a) (5.9)

L(a)=4g

la somme de ses valeurs prises au niveau le plus bas, on voit que

Y Eg,a) < E,l9) (5.10)

aceM

pour toute partition dyadique M, graduée ou non.

3. lorsque « est une cellule de M, Py est stable par rapport a £(-, ), au sens ou
E(Pyg,a) < CE(g, ) (5.11)

avec une constante C' indépendante du maillage M € M(R?) et de la fonction g.
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5.2. Gestion dynamique des maillages

Pour formuler la stabilité du transport 7 vis-a-vis de cet indicateur d’erreur, on utilise
la notion de domaine d’influence dans M d’une cellule o vis-a-vis d’un flot A (qui est
un difféomorphisme de R? dans lui-méme), défini comme I’ensemble des cellules de M
dont I'image par le flot A intersecte « :

Tarale) == {B € M : A(B)Na # 0} (5.12)

Remarque 5.4 Dans la mesure ot o sera dans la suite une cellule potentielle d’un
maillage prédit pour une solution a venir, on pourra voir Iy 4 comme un domaine
d’influence dans le passé.

La propriété minimale de compatibilité qu’on fera sur le transport approché 7: g —
go (A[g])~! est alors qu’il existe une constante absolue C' pour laquelle on a

E(Tga)<C > £&(g,8) (HT.5)
BEL s, Alg) ()

pour toute cellule dyadique a, tout maillage M € M(R?) et toute fonction g. Bien en-
tendu, cette hypothese n’a de sens que si 'indicateur d’erreur € est bien défini lorsque
les solutions transportées 7 ¢ appartiennent & Wh>® N BC, autrement dit lorsque 7
préserve cette régularité.

A la fin de ce chapitre, on verra que cette stabilité (HT.5) permettra, sous réserve
d’une propriété importante (cf. (5.28)) qui devra étre vérifiée par les maillages prédits,
d’établir une estimation d’erreur a priori pour notre schéma adaptatif. Pour pouvoir
écrire un résultat de complexité, on aura besoin que le transport approché vérifie une
stabilité “lipschitzienne” vis-a-vis de cet indicateur d’erreur, & savoir qu’il existe une
constante absolue C' telle que

E(Tg,a) < (1+CAL) > Eg,) (HT.5),
BELns, Alg) (@)

ce qui & nouveau, est une propriété raisonnable dans la mesure ou At représente préci-
sément le pas de temps sur lequel 7 transporte les solutions. Cette stabilité “améliorée”
sera également vérifiée au chapitre suivant.

5.2 Gestion dynamique des maillages

Dans la section 3.3.2, on a décrit un algorithme de découpage récursif A. qui a
une fonction donnée g associait le plus petit maillage dyadique sur lequel les courbures
totales |g]| BC(a) ¢taient uniformément bornées par un parametre arbitraire €. En utili-
sant le méme principe, on décrit a présent un algorithme de prédiction du maillage de
calcul.

5.2.1 Transport des maillages dyadiques

L’idée mise en ceuvre par notre opérateur T'[A] consiste a transporter le long du flot
A ce qu’on pourrait appeler la “carte de résolution locale” d’un maillage M, autrement
dit 'application
(z,v) = max{l(a) : « € M, (z,v) € a},
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Chapitre 5. Le schéma adaptatif semi-lagrangien dans un cadre abstrait

Ma

8 /

Xé/// a € T[AM?

I M

Fia. 5.1 — “transport” du maillage par comparaison des niveaux £(a) et 3, 4(a).

qu’on peut voir comme une surface constante sur les mailles de M (le max n’étant utile
que lorsque (z,v) est situé sur le bord d’une maille).

Pour un maillage dyadique M donné, appelons donc niveau rétrograde d’une cellule
a (relativement au difféomorphisme .A) Pentier

Male) ==max{{(B) : B € M, A Ymy) € 5} (5.13)

ol mq € R? désigne le centre de la maille dyadique «. Observons que la plupart du
temps, le point A~1(mg) est & 'intérieur d'une maille de M et & nouveau, le max est
inutile.

Notre algorithme de prédiction de maillage pourra donc s’intituler
Algorithme 5.5 (prédiction par transport des résolutions locales)
ou bien, de fagon équivalente,

Algorithme 5.5 (découpage dyadique guidé par les niveaux rétrogrades)

e Poser Ay, = Dy, (R?).
e Pour £ > ¥y, calculer
A=A Ufa € F(B) : B € Ag et £y 4(B) > €(B)}
Jjusqu’a ce que Ap+1 = A, et prendre M = dA;.
o Définir T[A]M comme le plus petit raffinement gradué (algorithme (2.8)) de M.
Remarque 5.6 De la méme facon que dans les algorithmes précédents, seules les

cellules de niveau ¢ sont susceptibles d’étre raffinées lors du raffinement conditionnel
de Uarbre Ay, dans la deuziéme étape de l’algorithme.

En d’autres termes, le “critere de qualité” utilisé ici pour savoir si une maille doit
ou non étre subdivisée est que son niveau doit toujours étre plus grand que celui de
la cellule a laquelle appartient 'antécédent de son centre par A. Toutefois, pour que
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5.2. Gestion dynamique des maillages

le maillage dyadique T'[A]M construit de cette fagcon vérifie bien £}, 4 (a) < £(a) sur
chacune de ses mailles, il est nécessaire que cette propriété (clairement vraie pour la
partition M) soit préservée par le raffinement, autrement dit qu’elle vérifie une forme

de monotonie semblable & (2.48). Le lemme suivant montre qu’on peut établir cette
monotonie sous la condition de stabilité (HT.3).

Lemme 5.7 Soit M € M(R?), A un difféomorphisme de R? et 3 une cellule dyadique
vérifiant EMA(ﬁ) < U(B). Si A7! est lipschitzien de constante c4 < 2, alors

wala) <l(a) deslors que o C S. (5.14)

Preuve. Comme il n’y a rien a& montrer lorsque « et 3 sont de méme niveau, on peut
considérer que ¢(5) < ¢(). On a alors

Ima —mg| < (2719 — 27y /9, (5.15)
I’hypothese sur 4 nous permettant d’écrire
| A" (ma) — AN (mp)| < calma —mg| < 2740 — 274, (5.16)

Soient maintenant a* et 3* deux cellules de M contenant respectivement A~!(a) et
A71(B). On aura démontré le lemme si on établit que ¢(a*) < £(a). L’hypothese
w.4(B) < £(B) entrainant £(3%) < (), on voit qu’on peut se restreindre au cas ou
0(0*) < £(a*). On utilise alors le fait que M est gradué en invoquant la proposition
2.11, selon laquelle

26" _ 9K+ < | A (1) — A (). (5.17)
En utilisant (5.16) et le fait que £(3*) < £((), ceci entraine que
9B _g=la )+l L 9=lpB) _ 9g=la) < 9=t(B") _ 9—t(a) (5.18)

d’ott Pon déduit £(a*) < 1+ £(«). L’inégalité souhaitée ¢(a*) < ¢(a) provient alors du
fait que les niveaux sont des entiers. O

5.2.2 Propriétés des maillages transportés

Les propriétés essentielles de notre algorithme T'[A] sont exprimées par les deux

théoremes compémentaires suivants :

— le premier exprime le fait que 'ordre de complexité des maillages est préservé
par I'algorithme, ce qui est un résultat de complexité essentiel.

— le deuxiéme garantit que les domaines d’influence (5.12) associés aux cellules de
T[A]M ont un cardinal uniformément borné. Associé¢ a la stabilité (HT.5) du
transport vis-a-vis des indicateurs d’erreur a priori, cet argument sera crucial
dans ’analyse d’erreur.

Théoréme 5.1 (complexité des maillages transportés) Si A et A~! sont tous
les deux lipschitziens, alors il existe une constante C pour laquelle

#(T[AIM) < C#(M), M e M(R?). (5.19)
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Preuve. En utilisant la proposition 2.9, on voit qu’on peut se ramener a la partition
dyadique non graduée T[A]M, résultat du découpage adaptatif brut (non raffiné :-)
dans ’algorithme 5.5. Et on observera que les cellules a de T[.A]M , si elles ne sont pas
de niveau égal a fy, ont une parente & := P(«a) qui a di étre découpée au cours de
la construction de T[A]M. Il existe donc une cellule 3 € M contenant .A~'(mg) qui
vérifie

0B) > (@) —1 = L(a). (5.20)
Pour compter les cellules de T[.A]M , on peut alors introduire pour chaque cellule
B € M un domaine d’influence “dans le futur”

Tua(B) = {a € TIAIM : mo € A(B)} (5.21)

contenant les cellules de T'[.A]M dont le centre est contenu dans A(3). Comme T[A]M =
Ugem Im,A(B), on aura prouvé (5.19) si 'on trouve une constante C' pour laquelle

sup #(Jar.4(9)) < C. (5.22)
peM

D’apres la construction de T[A]M , on voit sans peine que les cellules o de Jps,.4(0)
vérifient £(3) < £(«). On peut en réalité écrire une inégalité inverse, a savoir

l(a)) < L(B) + 1 pour toute cellule o de Tar,4(5). (5.23)

Pour le voir, souvenons nous qu’il existe dans le maillage M une cellule 3 dont le
niveau est supérieur a celui de «, et qui contient le point A~ (mg). Comme & désigne
ici la cellule parente de «, le fait que A~! soit lipschitzien de constante c3 < 2, d’apres
(HT.3), entraine

A" (ma) — AN (my)| < c3lma — ma| < e3274). (5.24)

D’autre part, mq est par hypothese un point de 8. On peut donc appliquer la proposi-
tion 2.11, selon laquelle les niveaux de 3 et 3 ne sauraient étre arbitrairement distants.

Plus précisément, on peut supposer que () < ¢(3) —1, car dans le cas contraire (5.23)
se déduit immédiatement de (5.20). La proposition 2.11 nous dit alors que

2=l _ =+ < | A (mg) — A ()| < 3271, (5.25)

d’ott Pon déduit 2% < ¢3274@) < 2. 274 d’apres (5.20), et finalement (5.23). Pour
établir (5.22), il suffit alors de montrer que les cellules de Jas,4(5) intersectent toutes
une boule de rayon C27 4P, Ce qui est le cas, puisquon a

[ma — A(mg)| < ClA™ (my) — mg| < 0279 (5.26)

en utilisant le fait que A est lipschitzien. O

Théoréme 5.2 (stabilité du transport de maillages dyadiques) Si A vérifie I’hy-
potheése du lemme 5.7, alors il existe deux constantes cg et c; dépendant uniquement
de cq pour lesquelles

sup  L(B) <l(a)+cs, MeM(@R?, acT[AM, (5.27)
Ben,a(x)
#(Imal@) <cr, MeMR?), acT[AM (5.28)
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Preuve. Soit M un maillage dyadique et o une cellule fixée de T[A|M. Sin € M
contient A~1(m,), on a par construction

L) < ). (5.29)

Si d’autre part 8 € Zys (), il existe un point m € a, tel que A~1(m) € B. L’hypothese
faite sur A entraine alors que

AT (ma) — A7H(m)| < calma —m| < cq 27107 (5.30)

ce qui signifie que [ intersecte la boule B}, de rayon r} = cg 2~ < oy 2*5(’7)*1@1
s’agit d'une boule “carrée”, pour la distance £*° de R?) dont le centre A~!(m,,) appar-
tient a 1. Comme (3 et 1 font toutes deux parties du méme maillage gradué M, on peut
voir sur la figure 5.2 que 'hypothese ¢4 2-tmM=1 < 2=t ya entrainer d’une part, que
le niveau de 3 ne peut pas étre arbitrairement supérieur a celui de 7, et d’autre part
que le nombre de cellules 3 est effectivement borné de facon indépendante de «. Plus
précisément, la proposition 2.11 s’applique : si ¢ := ¢(3) — £(n) > 1, alors

27K 1 — 217 < | A (my) — AN (m)]. (5.31)

On en déduit en utilisant (5.30) que 1 — 2% < ¢4/2, ce qui implique § est inférieur &
2 —1Iny(2 —c4). En utilisant (5.29), ceci implique déja (5.27) avec cg = 2 —Ing(2 —ca).
Revenant au nombre maximal de cellules 3, on peut alors vérifier qu’il est inférieur a
c7 =922 (en considérant (i) que ce nombre est maximal dans le cas ol la graduation
de M est saturée autour de 7, comme sur la figure 2.3, (ii) qu’en raison de r};, < 9t
B} intersecte au plus 9 “super-cellules” de niveau #(n), et (iii) que chacune de ces
“super-cellules” contient au plus 2%° cellules de niveau £(n) + 9). O

9=t

F1G. 5.2 — les cellules de Zys 4(«) intersectent toutes la “boule” B.

5.3 Le schéma adaptatif de prédiction et correction

On désigne par (M", f*) € M(R?) x Vysn la solution numérique adaptative au
pas de temps n. Le schéma est alors déterminé par deux parametres scalaires : un pas
de temps constant At, et une tolérance € > 0 qui représente a chaque pas de temps
I'erreur L°° autorisée pour les approximations adaptatives.
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5.3.1 Description formelle du schéma

La solution numérique initiale est obtenue en projetant la donnée initiale exacte fy
sur le plus petit maillage dyadique qui lui est e-adapté au sens de l'indicateur d’erreur
£. Dans l'esprit des algorithmes d’e-adaptation proposés dans les sections 2.2.3 et 3.3.2,
on utilisera donc ici I'algorithme A, sous la forme 6.3 du chapitre suivant, pour poser

M= A(fo),  fO:=Pyofo. (5.32)

Au pas de temps n, en désignant par A" := A[f"] le déplacement correspondant au
transport approché (5.4), on calcule alors (M™*1, f"*1) par une premiere étape ot le
maillage de calcul est prédit de fagon tres simple pour pouvoir appliquer le schéma de
transport 7, et une deuxiéme étape ou ce maillage est corrigé. En d’autres termes,
notre schéma s’écrit

M= T[A" M, frl = P TF, (5.33a)
M= A (Y, = Pynsr foTL (5.33b)

En particulier, on observera qu’il n’est jamais nécessaire de réappliquer 'opérateur de
transport T sur un maillage corrigé. La raison étant que notre algorithme de prédiction
T[A"], comme on va bientot le voir et malgré sa relative simplicité, génere des maillages
suffisamment précis.

5.3.2 Analyse intuitive

A chaque pas de temps, la solution numérique est donc obtenue par un schéma de
transport-projection
" = Pyt P T, (5.34)

tandis que les maillages dyadiques sur lesquels repose la discrétisation adaptative sont
obtenus par un schéma de transport-correction. On peut en donner une vision synthé-
tique en introduisant la fonctionnelle

E(g, M) := sgﬁg(g,a) (5.35)

qui mesure ’adéquation globale entre g et M au sens ot l'on a
lg = Prgllze < CE(g, M) (5.36)

d’apres (5.7) et (2.22). L’algorithme A. permet alors d’écrire

£(g:Ac(g)) <, (5.37)

et sous réserve que le transport approché (5.4) vérifie certaines des hypotheses énoncées
dans la section 5.1, on peut montrer que T'[A"] préserve l'ordre d’adéquation au cours
du transport, ¢.e.

E(Tf", T[A"|M"™) < CE(f™, M™) (5.38)

mais ne 'empéche en général pas d’augmenter, la constante C' pouvant étre supérieure
a 1. Il faut donc voir le pas (5.33a) comme une méthode simple pour faire évoluer
le maillage entre deux instants ¢, et t,11, avec une précision acceptable sur quelques
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itérations, mais insuffisante a long terme (en particulier, la résolution maximale n’aug-
mente pas lorsqu’on passe de M"™ a T[A"|M™, alors que la régularité des solutions peut
se dégrader fortement au cours de la simulation). Le pas (5.33b) permet alors de ra-
mener 'adéquation du maillage en-dessous du parametre de tolérance e.

Quant & la complexité de notre schéma, son analyse tient en deux arguments : le
premier est exprimé par le théoréme 5.1, selon laquelle notre algorithme de transport
dyadique T[A"] préserve l'ordre de complexité des maillages mais ne I'empéche pas
d’augmenter. A nouveau, on dispose donc d’une stabilité acceptable sur quelques itéra-
tions, mais insuffisante a long terme. En particulier, la taille des maillages transportés
peut augmenter de facon exponentielle avec le nombre d’itérations, sans aucun rapport
avec le pas de temps ou avec les propriétés d’approximation de la solution exacte f.
Le deuxieme argument consiste alors a écrire un résultat semblable au théoreme 3.2
ou l'on estime la complexité de A.(g) a partir de la régularité de g, et a estimer cette
régularité au cours du schéma.

5.4 Propriétés du schéma adaptatif semi-lagrangien

5.4.1 Analyse d’erreur

Notre principal résultat est le suivant.

Théoréme 5.3 (Précision des solutions) Si le transport approché (5.4) satisfait
les hypothéses (HT.1)-(HT.5) énoncées dans la section 5.1, Uerreur numérique e, =
| f(tn) — f™]|Le associée au schéma (5.32)-(5.33b) vérifie

ey < C(AL7 +eAt ™! +¢). (5.39)

D’autre part, la constante C' de (5.39) ne dépend que des c;, du temps final T = NAt
et de la solution initiale fy.

Preuve. D’apres les estimations (5.36) et (5.37), I'erreur initiale eg := ||(I — Pyyo) fo| Lo
se majore sans peine par Ce. La forme (5.34) du schéma nous permet alors de décom-
poser l'erreur e, en

et < |1f (i) =T ()l I T F(b) =T £ oo+ (P )T F oot [ (P=) F e,

(5.40)
ot P et P désignent respectivement Pyrnir et Pypnyq. Le premier terme est en quelque
sorte “résolu”, puisqu’il s’agit de l'erreur en temps majorée par I'hypothese (HT.1). Le
deuxieme terme se majore comme dans la remarque 5.3, en exploitant conjointement la
régularité lipschitzienne (5.2) de la solution exacte et la stabilité (HT.4) du transport
T relativement aux perturbations de densité. On a ainsi en posant 7" := T[f(t,)] et
T":=T[f"] - tous deux linéaires,

TS (tn) = TS e <N Ta(f(tn) = ) lzoo + (T = T") f(ta) e < (1 + CAt)en,

en utilisant (HT.4), (5.2), et le fait que le transport diminue toujours la norme L.

Restent donc les erreurs de projection ||[(P— I)f" | g et |[(P— I)T f|| . D’aprés
(5.35)-(5.36), elles seront controlées par € sil'on est capable de garantir respectivement
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Al. que E(f"“, @) est au plus de l'ordre de ¢ pour toute cellule a € M™*1,
A2. que E(T f", a) est au plus de l'ordre de € pour toute cellule « € ML

A nouveau, on insistera sur la différence entre les assertions Al et A2. La premiere
correspond a un probleme d’adaptation statique, dont la solution naturelle consiste
A prendre M"T! = A ( f”“). La seconde, quant a elle, correspond a un probleme
dynamique pour lequel la solution précédente ne s’applique plus, dans la mesure ou
ne souhaitant pas calculer les valeurs de la solution transportée 7 f™ sur un maillage
uniformément fin, on ne dispose pas en pratique de ses valeurs a ce stade du calcul. On
peut alors montrer que la construction de M™*! par I’algorithme de prédiction T'[.A"]
fournit une réponse satisfaisante. La démonstration se fait en trois étapes.

1. Adéquation du maillage de départ. En utilisant (5.11), (5.32) et (3.51), on voit
que (MY, f9) vérifie
E(f°, M°) < CE(fo, M°) < Ce, (5.41)

et pour n > 1, on obtient de la méme fagon grace a (5.33b) que
E(f",M™) < CE(f",M™) < Ck. (5.42)

On en déduit que les maillages M,, sont toujours bien adaptés aux solutions numériques
fn, au sens ou l'on a

E(f",M™) < Ce (5.43)

avec une constante absolue.

2. Bvolution des indicateurs d’erreurs. Comme 7 f* = ™o (.A")fl, I’hypothese de
compatiblité (HT.5) nous permet d’écrire

ETfMa)<C Y E(f"8) (5.44)

BELym An (o)

pour toute cellule dyadique « (on ne fait ici que recopier une hypothese, mais c’est en
réalité une étape importante de 1’analyse du schéma).

3. Controle des domaines d’influence. La derniere étape consiste a exploiter la pro-
priéte (5.28) des maillages transportés. En vertu de I'hypothese (HT.3), en effet, le
théoreme 5.2 s’applique et toute cellule o appartenant & M"! = T[A"|M™ vérifie

E(T [, a) < CH#(Tpyn an () E(f", M™) < Ce (5.45)
pour tout entier n, en utilisant (5.44), (5.28) et (5.43). On en déduit donc bien
E(Tf™, M™1) < Ce, (5.46)
ce qui répond au probleme A2.

Au cours de cette analyse d’erreur, on a successivement vérifié que (i) l'erreur de
discrétisation en temps || f(tni1) — T f(t")||L~ était de I'ordre de At?FL (ii) 'erreur
de couplage (|7 f(tn) — 7 f™||L~ était inférieure & (1 + CAt)ey, (iii) I'erreur de pro-
jection “statique” ||(Pym+1 — I)f"||p était de Pordre de e, (iv) ainsi que Perreur
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de projection “dynamique” ||[(Pyns1 — I)T f"| 1. Compte tenu de la décomposition
(5.40), on en déduit

ent1 < C(ALTT £ )+ (1 + CAt ey, (5.47)

et finalement 'estimation (5.39) en utilisant le lemme de Gronwall 1.4. O

5.4.2 Analyse de complexité

Théoréme 5.4 (Complexité des maillages) Si les solutions numériques intermé-
diaires f™ font décroitre les indicateurs d’erreur d’une fagon semblable a (3.52), au-
trement dit s’il existe un s > 0 pour lequel on a

E(f"a) <clal®, n>1 (5.48)

alors les maillages prédits M™ et corrigés M™ générés par le schéma (5.32)-(5.33b)
vérifient

max{cardy, (M™), cardg, (M™)} < C&,(f™)|logle/cs]le ™t (5.49)

ot la quantité £, (f™) définie en (5.9) est l’analogue de la courbure totale sur le domaine
R? tout entier.

Remarque 5.8 On rappochera bien évidemment l’hypothése (5.48) de I’hypothése (3.52)
faite dans le théoréme 3.2 et commentée dans la remarque 3.14.

Preuve. Ce théoréeme peut étre démontré de la méme fagon que le théoreme 3.2 en ce
qui concerne la complexité des maillages corrigés M™, et en utilisant le théoreme 5.1
en ce qui concerne les maillages prédits M™. O
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Chapitre 6

Application au systeme de
Vlasov-Poisson

Dans ce chapitre, on décrit en détails comment appliquer notre schéma adaptatif
semi-lagrangien au systéme uni-dimensionnel de Vlasov-Poisson (4.2)-(4.3) périodique
en x lorsque les données initiales sont dans W1°° N BO(T x R) avec T = R/Z. Dans un
premier temps, on présente une discrétisation en temps classique (voir [19]) de ce sys-
teme basée sur une décomposition des trajectoires dans les directions alternées x et v,
décomposition dont I’avantage sera la grande simplicité analytique des trajectoires ap-
prochées. Apres avoir établi une nouvelle estimation d’erreur pour cette discrétisation
en temps, on précise la forme du schéma de calcul adaptatif. Par rapport a la présen-
tation qu’on en a fait au chapitre précédent, on observera que notre schéma a gagné
en technicité. On peut voir deux raisons a cela. La premiere est que la décomposition
du transport sur les directions alternées s’accompagne nécessairement d’une décom-
position similaire du schéma. Mais la principale source de difficultés est que plusieurs
propriétés essentielles du transport numérique reposent sur une régularité du champ
électrique qui ne pourra a son tour étre établie que par une majoration du support des
solutions numériques.

Les “hypotheses de travail” (HT.1)-(HT.5) énoncées au chapitre précédent pourront
alors étre établies, et au terme d’une analyse faisant intervenir plusieurs estimations
des quantités numériques, on sera en mesure d’établir une borne a priori de ’erreur
L réalisée par notre schéma. On discutera également de son caractére optimal, en
donnant plusieurs arguments susceptibles de mener a un résultat de complexité.

6.1 Décomposition du transport sur les directions alter-
nées

Q=T x R désignera ’espace des phases dans tout ce chapitre.

6.1.1 L’opérateur de transport approché de Cheng et Knorr

Dans un article [19] publié en 1976, Cheng et Knorr proposent d’approcher le
transport exact 72t f(t,) — f(tny1) associé aux solutions de I’équation de Vlasov-
Poisson (4.2) par une combinaison 7 = 7,7,7, de transports dirigés suivant x et v,
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dite de “time-splitting”. Ces opérateurs sont définis par

-1

Tg=go(A) " et Tog=go (Alg]) (6.1)

(dans tout ce chapitre, g désignera une fonction définie sur 2, donc 1-périodique en z),
avec

Ap: (z,0) — (2 + vAt /2,0) (6.2)

et
Aplgl: (z,v) — (2,0 + AtE[g](:v)) (6.3)

Ici, E[g] désigne le champ électrique (4.34) associé & la densité g, défini par

ﬂﬂmz/xwwm/m%wm—gdy (6.4)

et qui vérifie en particulier

<Ewy@w=/gumww—x (6.5)

Le déplacement approché Alg]: (z,v) — (&,0) correspondant a l'opérateur de trans-
port

T=T,T,T,: g— go (Alg) (6.6)
vérifie alors

{ F =+ 0AL + (A1 /2)E[Tog)(x + vAt /2) (6.7)

+ At E[T,g)(x + vAt /2).

Si g est telle que [[ g(xz,v)dzdv = 1, on peut vérifier que El[g] est une fonction 1-
périodique, de sorte que A[g] est bien un difféomorphisme de €2 dans lui-méme. Son

inverse (.A[g])_lz (Z,0) — (x,v) vérifie alors

{ x =7 — 9At + (At2/2)E[T,g)(% — 5At /2) (6.8)

v=10— At E[T,g](Z — 9At /2).
6.1.2 Erreur de discrétisation en temps

Lorsque la solution exacte est lipschitzienne, on peut montrer que cette approxima-
tion est globalement précise a l'ordre 2 (ce qui correspond a '’hypothese (HT.1) avec
o = 2 dans la section 5.1).

Proposition 6.1 Si fy appartient o WH*(Q), alors le transport approché défini par
(6.6)- (6.8) vérifie
1f(tng1) = T f(tn)l|e < CAL?,

avec une constante qui ne dépend que de l'instant final T = NAt et de la solution
initiale fo.

Remarque 6.2 A notre connaissance, ce résultat est original.
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Preuve. Fixons Uentier n et un point (Z,0) dans Q. Comme f est constante le long des
trajectoires caractéristiques, nous pouvons désigner par (X, V)(s) = (X, V)(s; tpt1,Z,0)
la solution de (4.16) vérifiant

(X (Ent1), V(tns1)) = (2, 0)
et voir que la solution exacte au temps ¢, satisfait

fltng1,Z,0) = f(tn, X(tn), V(tn)),
tandis que la solution approchée vaut
Tf(tn)(Z,0) = f(tn, X", V")
si 'on note

X" =& — DAt + (At?)2)E[T, f(t.)|( — 0At /2)

(X, V") avec { X" =5 — At E[T,f (1,))(Z — DAL /2).

On observera que sur le pas de temps [tn, tnt+1], (X (tn),V(tn)) et (X™, V™) sont res-
pectivement points de départs des trajectoires exacte et approchée qui arrivent en
(X (Ent1), V(tns1)) = (2, 0).

D’apres la proposition 4.3, f(t,) est lipschitzienne des que fj l'est, aussi a-t-on

1/ (tng1) = T ()l () < [f (En)lwree @) (X (En) = X"+ [V (En) = V7))

<
< C(T) max (| X (tn) — X", [V (tn) = V"))

Il nous faut donc montrer que
max (| X" — X (t,)],|[V" = V(t,)]) < C(T)At>. (6.9)

En utilisant conjointement les estimations de régularité données par la proposition 4.3
et ’équation différentielle (4.16) vérifiée par les trajectoires caractéristiques, on voit
que le champ exact suivant les trajectoires caractéristiques Ex (t) := E(t, X (t)) vérifie
(en désignant par concision la norme || - || oo (0,77, £ ([0,1])) Par || - [loo)

I Ex | o (o,r7) < C(T) (6.10)

1Ex Nl 2o~ o,77) < 10 Elloo + IV | ow 10,1 1905 E | 0

< ||0iElloo + sup Su(f(1))]|02 B0 < C(T) (6.11)
0<t<T

IEX || 11y < 107 E 0o + 211V || £oo (jo.17) |05 Bl oo

) ; (6.12)
+ [IVE 2o o) 1050 Elloo + [ Elloc 102 Eloe < C(T).

On décompose alors
X" = X(tn) = X(tni1) — X(tn) — 0AE + At?/2 E[T, f (t,)](F — 54t /2)

At?
=&+ T(Ez —1—53),
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ou 'on a défini
& = X(tn1) — X(tn) — 0AL + At?/2 Ex(tnt1/2)

52 = E(tn+1/2,i' — ’lN)At/Q) — EX(tn+1/2)
&= E[q;f(tn)](i' — 0At /2) - E(tn+1/27i' — VAt /2)

et t,11/2 = (n+1/2)At. De méme, on peut écrire
V"= V(tn) = Vtng1) — Vta) — At E[Tf(,)](E — DAL /2) = E4 — At (E + &3)

avec
Ex =V (tns1) — V(tn) — At Ex(tyi1/2).

Il nous reste alors & montrer
&1l S C(T)AL?, & < C(T)AL?,  [&| < C(T)AL? et [&4] < C(T)AL?,

En s’inspirant de ’équation (4.16) vérifiée par les trajectoires exactes, on calcule que
tn+1 9
&= [ (V) - 5)dt+ A2 Ex(tuiaye)
tn
(2} tn+1 tn4+1
— [T Ve [ [ Ex dsar
tn tn t

tn+1 tn+1
= / / (—Ex(S) +EX(tn+1/2))dS dt.
tn t
Grace a (6.11), on voit ensuite que
|Ex (tns1/2) — Ex(s)| < |Ex|peo o) ltnt1y2 — sl < C(T)AL,

d’ot 'on déduit |&;] < C(T)At3. Pour le deuxiéme terme, on calcule
Ea| = |Etpi1)2, & — OAL /2) = E(tyi1/2, X (tny1/2))|
SN0z E(tny1/2) || 2o (o) [ X (tngrj2) — 2 + 0AL /2]

< C(T)| X (tns1/2) — X(tngr) + 0AL /2|

< () / " vl

tnt1/2

<o) [ Wit - vear

tnt1/2

< C(D)|Ex||po o At* < C(T)At?,

cette derniére inégalité provenant de (6.10). Considérant maintenant le troisieme terme,
on peut déduire des expressions respectives (4.34) et (6.4) des champs E et E que

&3] =

/K(:E—ﬁAt/Q,y) [/ ([ Tef ()] (5, 0) = f(tnyay2,y,0)] dv] dy‘
- '/K(i — AL /2,y) [/ [f(tnyy — vA /2,0) = f(ti1/2,9,0)] dv} dy'

dy:/‘/A(y,v)dv

dy
(6.13)

</ ‘ [y = 84 /2.0) = Fltnis ooy 0] o
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6.1. Décomposition du transport sur les directions alternées

avec A(y,v) := f(tn,y —vAt /2,v) — f(tnt1/2,Y,v), Uinégalité ci-dessus venant du fait
que [|K|[zeo(0,112) < 1. En posant t, := t, + At /2 — s et ys(v) := y — vs, on observe
alors que

At /2 d
A(y,v) :/0 Ef(tmys(v)av) ds

At /2

— /0 —(8tf + Uamf)(tsy ys(v)7 1)) ds
At /2

:/ B(Sayav)ds’
0

ou B(s,y,v) = —E(ts,ys(v))0y f (ts, ys(v), v), cette derniere égalité venant de I’équation
de Vlasov (4.2). Plutét que de majorer directement B par une constante, ce qui nous
donnerait |E3| < C(T)At qui est insuffisant, on inteégre par parties

/ $0p (e, 4s(0)) f (barya(v), v) dv = / 100 Bt s (0)) f (£, s v), v) dv
/E says d_[f(tSays(v)’v)] dv
) I(-

/ E(ts,ys(v
d’ou 'on déduit

/B 5,4, v 8/[3xE(ts,ys(v))f(ts,ys(v)w) + E(ts; ys(0)) 0 f (ts, ys(v), v)] dv.

5O f + 8vf)(t57ys(v)7v)] dv,

D’apres la proposition 4.3, on obtient alors
< At sup

[ ' / /OM/QB@,y,U)deU sup | [ B

< At? sup B,(f(1))C(T) < C(T)AL?,
0<t<T

ce qui implique |E3] < C(T)At? grace a (6.13). Pour le quatrieme terme, enfin, on
calcule

Ey=V(tny1) — V(tn+1/2) + V(tn+1/2) —V(t,) — At Ex(tn+1/2)

At /2
_ / Ex (ty1 — £) + Ex(tn +1)]dt — At Ex (f,412)
0

AtJ2
= / [Ex (tnt1 — 1) — Ex(tnq1/2) + Ex(tn +1) — Ex(tpy1/2)] dt

0
At/2 (AL)2 .
= / / [Ex (ths1 — s) — Ex(t, + s)] dsdt,
0 t

ce qui nous donne

E4] < A3 Ex || ooy < C(T)AL?

en utilisant (6.12), et termine la preuve. O
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Chapitre 6. Application au systéme de Viasov-Poisson

6.1.3 Décomposition formelle du schéma

Le calcul des trajectoires faisant appel aux solutions “intermédiaires” 7, f,, on a
suivi le choix fait par Besse [10] et Sonnendriicker, Roche, Bertrand et Ghizzo [59] de
décomposer notre schéma suivant les directions alternées x et v. En respectant I'esprit
de (5.32)-(5.33), un schéma adaptatif basé sur le transport 6.6 prendra donc la forme
suivante (qu’on précisera plus bas) :

M7 = T[A)M" et fi = Pup T f" (6.14a)
My := T[A,(f1")] M7 et f3 = Pup T f1 (6.14b)
My = T[A| My et f3 = Pup T, f3 (6.14c)
M= A(f3 et = P f3 (6.14d)

6.2 Description complete du schéma adaptatif

6.2.1 Un indicateur d’erreur basé sur la courbure totale

On rappelle que notre schéma utilise comme discrétisations adaptatives les élé-
ments finis P! multi-échelles introduits au chapitre 2, et que ces derniers sont associés
aux maillages dyadiques de la classe M (R?). Pour manipuler ces maillages dyadiques,
on a montré dans la section 3.3.1 qu'une fonctionnelle basée sur la courbure totale
lg] BC(a) ¢tait un bon indicateur a priori pour les erreurs locales d’interpolation affine
par morceaux. Toutefois, et notamment pour pouvoir établir une propriété de stabilité
du transport approché vis-a-vis des indicateurs d’erreur (correspondant a I’hypothese
(HT.5) dans la section 5.1), on utilisera la fonctionnelle

£(g, @) = |glpc(a) + A2 gl o) (6.15)

a la place de |g| BC(a)» €t on redéfinit 'algorithme d’adaptation de maillages dyadiques
de la fagon suivante.

Algorithme 6.3 (maillage s-adaptaté au sens de la fonctionnelle &)

e Poser Ay, = Dy, (R?).
e Pour £ > {y, calculer
A1 =M U{aeF(B): 8N et E(g,B) > e}
jusqu’a ce que Ap1 = Ar, et prendre M = OAL.
o Définir A.(g) comme le plus petit raffinement gradué (algorithme (2.8)) de M.

Remarque 6.4 De la méme facon que dans les algorithmes précédents, seules les
cellules de niveau ¢ sont susceptibles d’étre raffinées lors du raffinement conditionnel
de Uarbre Ay, dans la deuziéme étape de l’algorithme.

6.2.2 Forme exacte du schéma

Pour écrire notre schéma sous sa forme définitive, on introduit les objets suivants
(dont la définition est donnée plus bas)
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6.2. Description compléte du schéma adaptatif

— une approximation E" du champ électrique E [7:f"], construite de sorte que le
transport

T": g — go (A") 7! associé a A™(z,v) := (z,v + At E"(x)) (6.16)

préserve la structure périodique et affine par morceaux des fonctions.
— un opérateur T, de troncature en vitesse.

On pose alors
M= A.(fo) et £0:= Py fo, (6.17a)

puis pour n > 0,

M} = T[A ] M" et [T = Pun T " (6.17b)
MY = T[AZ| M} et f3 = Prp Tup1 I T (6.17¢)
My = A(f3) et f3 = Pup [y (6.17d)
M™M= T[A M} et = Py T3 (6.17e)

On pourra enfin désigner par Sas. le schéma associé

SAt@: fn — fn+1 = PMn+17;PM§lPM;Tn+17;}nPM{17;fn (618)

6.2.3 [L" : périodisation P! du champ électrique

Dans notre schéma, on utilise le flot A7 donné par (6.16) au lieu de A,[f]'] donné
par (6.3), car ce dernier présente deux inconvénients. Le premier est du au fait que
E[f] n’étant pas affine par morceaux, I'opérateur 7,[f"] ne préserve pas la structure
affine par morceaux des fonctions. Le deuxieme inconvénient est une conséquence du
manque de conservativité des projections P'. En effet, comme f f f{*dx dv est a priori
différent de [[ fodzdv, on ne saurait garantir que la condition (4.31) est satisfaite
par f{', par conséquent ni E[fln], ni A,[f}'] n’ont de raison d’étre périodiques. On

commence donc par périodiser le champ E[f{'] en posant

E"(x) = B[ff]({=}) + {«} (E[f7)0) - E[f)(1)), (6.19)

{z} désignant la partie fractionnaire de x, et on définit ensuite E™ comme 'interpola-
tion affine par morceaux de E™ sur les noeuds

™ = T, (MD), (6.20)

ou ’ensemble
Lo(M) = UaEM Az (6.21)
n’est rien d’autre que la projection des noeuds du maillage dyadique M € M(Q) sur

laxe des z.

En utilisant I'expression (6.4), on peut alors voir qu’'une régularité lipschitzienne des
solutions numériques entrainera une régularité W2 du champ associé E[f]']. Quant
au champ E"™, il vérifie

1B | oo < 1B ||z < B[z + |E[1(1) = B0, (6.22)
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Chapitre 6. Application au systéme de Viasov-Poisson

et dans la mesure ou la dérivée de E™ entre deux noeuds consécutifs z; et ;41 de I'?
interpole celle de E™ en un point y; €]x;, ;+1[, on a clairement

B e < [E"|wiee < 2|E[f]]lwice, (6.23)

tandis que le saut [(E™)],, := (E")(z]) — (E")(z;) est majoré par

|[(E")]a,

< [(E™) (yi) = (E") (i1)| < /xi+1 (E™)"| < /mi+1 (B (6.24)

i—1 i—1

6.2.4 T, : troncature douce en vitesse

On a montré dans la section 4.2.2 que le support en vitesse
Yu(g) :=sup{|v| : 3z, g(x,v) > 0}, (6.25)

des solutions exactes était controlé : plus précisément, on a montré dans la proposition
4.3 qu’il augmentait au plus comme ,(f(t,)) < X,(fo) + 2t,. C’est une propriété
importante, car elle permet d’établir de nombreuses estimations pour les solutions
exactes. En ce qui concerne les solutions numériques, une propriété similaire serait la
bienvenue, car elle nous permettrait
— de savoir a priori quelle est la taille maximale du domaine de calcul pour une
simulation donnée (une fois connus la donnée initiale fy et le temps final T' =
NAt).
— de controler le manque de conservativité du schéma par ses propriétés d’approxi-
mation dans L, ce qui se révelera fort utile lors de I’analyse d’erreur.
A chaque projection, pourtant, on voit que le support des solutions numériques peut a
priori augmenter d’une largeur de maille 27, de sorte qu’il n’y a aucune raison pour
que la quantité sup,a¢ <7 Xo(f") soit majorée indédendamment du pas de temps At.

On va surmonter cette difficulté en tronquant les solutions au dela d’une certaine
distance a ’axe des z, tout en prenant soin de ne pas trop dégrader leur régularité. On
pose ainsi

0 si o] > X0 4270
_sm\(3n —{p 4o i _yn _9-b < _sn
T, 9(z,v) = gz, =X0)(Z0 4+ 2750 +v)2 sf Xy —270 Swv < XY
g(x,v) sio =30 <ou<¥r
gz, XM)(E + 270 — y)2f0 si Y <o <N 4270
(6.26)
oll .
yn =2 (2] 4 1) > un 4 2k (6.27)
désigne le plus petit multiple entier de 2% supérieur a X7 4 27 avec
Y= 3%,(fo) + 2nAt. (6.28)

Grace a cet opérateur, on peut facilement établir la proposition suivante :

Proposition 6.5 Les solutions numériques f!' du schéma (6.17) ont toutes leur sup-
port borné en vitesse indépendamment de At par

sup; <y 2o(fi') < 3, = Yo(fo) +2NAL + 7. (6.29)
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6.3. Propriétés principales du schéma

Preuve. On peut en effet écrire 3, (T,g) < X7 + 270 < 37 4 3.2% pour une densité
g quelconque, et ¥, (Prrg) < ¥,(g) + 27% pour tout maillage dyadique. On en déduit
So(f") S Du(Tef3) +277 < Tu(f5) +2770 < Bu(f5) +2-27°

6.30
<Y(Tun1Z)' f1') +3- 9t < E:}‘"l 16- 2—%7 ( )

d’ott finalement ¥, (f1") < Xy (T, f") + 270 < S (ff)+2 o <xr 4 7.270 <3, O

Remarque 6.6 De X,(f(t,)) < X < X", on déduit que f(t,) s’annule en dehors de

Q=T x [-X7, 57 et de Q, =T x [-57, 57,

Remarque 6.7 if} étant multiple de 2%, les cellules dyadiques seront toutes soit
dans Qy,, soit dans son complémentaire (€2,)¢ (bords compris). Ceci étant toujours
vrai pour les triangles de K(M), les projections associées Pyy vérifient

1Pr9ll oo @) S N9l oo@ny €8 1PMGN Lo (@)e) < N9l Loo (2,06 (6.31)

On aura de plus pour tout entier n, tout maillage M et toute fonction continue g :

(PM9)|Qn = PM(Q\Qn)a (7;:9)@” = 7;:(9@”) et (Tng)lﬁn =90, (6.32)

6.3 Propriétés principales du schéma

6.3.1 Estimation d’erreur

Théoréme 6.1 Si la solution initiale fo appartient & WH*> N BC(Q), si elle est a
support compact et si elle vérifie la condition de charge nulle (4.31), alors pour tout
T = NAt, il existe une constante C = C(T, fo) pour laquelle l’erreur associée au

schéma (6.17) vérifie
IF(T) = Nl < C(AE? 4 ¢/At) (6.33)

des lors que .

e/ < At <27%[8(S, | follp= + 1)] 7Y, (6.34)
>, étant défini par (6.29).
La preuve de ce théoreme fait I'objet des sections 6.4 et 6.5.
Remarque 6.8 Dans la mesure ot 27 représente le pas de discrétisation le plus
large des maillages dyadiques, U'hypothése (6.34) n’est en aucun cas une condition
de type Courant-Friedrichs-Lewy. On observera d’ailleurs qu’une telle condition serait

difficilement compatible avec la présence de mailles arbitrairement fines, le pas de temps
At étant ici non seulement constant, mais aussi uniforme.

Remarque 6.9 Une fonction a support compact vérifiant (4.30), on voit que fo sa-
tisfait les hypothéses du théoréme de Cooper et Klimas. En particulier, il existe une
solution exacte f périodique en x, et on pourra utiliser les estimations de régularité
données par la proposition 4.3.

Remarque 6.10 On peut remplacer la condition ¢ < At? ci-dessus par ¢ < CAt?
pour une constante C fizée. En équilibrant (6.33), on trouve d’autre part ¢ = At? et

IF(NAL) — [V < CAL2 = C 3,
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6.3.2 Vers un résultat de complexité

Comme on 'a déja souligné, le théoreme précédent n’est pas entierement satisfai-
sant, car il ne nous dit pas quel sera le colt de calcul associé aux solutions numériques
f™ pour un choix particulier des parametres At et €. On peut désigner par

N=Nnyate= SER{#(M"),#(M{L),#(MS),#(M:?)} (6.35)

la taille maximale des maillages produits par notre schéma, et il est assez facile de
vérifier que la complexité algorithmique d’une itération (6.17) est de I’ordre de Nlog N.
Pour estimer la taille de nos maillages, on peut alors utiliser

— d’une part le théoreme 5.1 selon lequel la prédiction T[.A"] des maillages préserve
leur complexité a une constante multiplicative pres,

— et d’autre part un raisonnement similaire a celui employé dans la preuve du
théoreme 3.2, selon lequel N sera de l'ordre de e~! & condition de (i) majorer la
quantité | f"|per2) + At f"y1.00(m2) par une constante indépendante de At et
(ii) garantir que les solutions numériques font décroitre les indicateurs d’erreur
comme

/" Bo(a) + Atlal[f* wiee (o) < eslef®

pour une constante ¢s indépendante de At.

Au terme de notre analyse d’erreur (c’est-a-dire a la fin de ce chapitre), on verra que la
semi-norme lipschitzienne des solutions numériques peut étre majorée de facon indé-
pendante du pas de temps At . Comme les solutions numériques sont de plus toujours
affines par morceaux sur une triangulation graduée, le point (ii) ne présente pas de
difficulté particuliere (voir en particulier la proposition 3.16). En revanche, il est moins
évident d’établir une borne a priori sur la courbure totale |f"| BC(R?), car les interpo-
lations P! n’ont a priori aucune raison de diminuer la courbure totale des fonctions
affines par morceaux. Dans la section 3.2.3, on a montré comment construire pour
une triangulation donnée IC une courbure | - | . équivalente a | - [gc qui est diminuée
par les projections P! associées aux raffinements uniformes de . Malheureusement, on
n’est pas encore parvenu a étendre cette construction a des raffinements non-uniformes.

Ceci nous montre tout de méme que si 'on était capable d’établir une borne sur la
courbure totale des solutions f™, on obtiendrait un résultat de complexité proche de

[F(NAL) — fN| 1o < C¥3 < ONT2/3, (6.36)

On peut comparer cette conjecture aux résultats de Besse [10], qui montre que lorsque
la solution est dans W2°°(R?), 'erreur associée & un schéma similaire au nétre mais
n’utilisant qu’un maillage uniforme de pas h décroit comme

IF(NAE) = fil [l < C(AL? + h?/At), (6.37)

autrement dit comme At2 ~ h*/3 apres équilibrage des termes d’erreur. La taille des
maillages valant alors N = Ch~2, on en déduit le taux de convergence suivant

IF(NAL) = f ][~ < CNT?3, (6.38)
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A nouveau, on sera sensible a la différence entre cette estimation et (6.36), qui serait
valable pour des solutions initiales beaucoup moins régulieres. On retrouverait ainsi
le méme type de résultats qu’avec les estimations (1.20) et (1.31), ou la supériorité
de I'approche adaptative se traduisait non pas par un ordre supérieur de la précision,
mais par une régularité inférieure permettant d’atteindre un méme ordre de précision.
Ainsi, tout se passe comme si 'approximation affine par morceaux des solutions du sys-
teme de Vlasov-Poisson par une méthode de transport projection basée sur le schéma
de transport (6.6)-(6.7) était capable, dans des conditions idéales de fonctionnement,
de converger dans L*° avec un ordre de —2/3. L’adaptativité nous permettrait alors
d’élargir ces “conditions idéales de fonctionnement™ l'espace W N BC(RR?), bien
plus grand que W2>°(R?). Le diagramme de la figure 6.1 illustre la distance entre ces
différents espaces. Rappelons que, de la méme fagon que dans la figure 1 de I'introduc-
tion, ce diagramme indique en ordonnées le nombre de dérivées et en abscisses I'inverse
1/p de lexposant de l'espace LP dans lequel ces dérivées sont mesurées.

régularité

WQ,OO
2 * BC > W21l

.
.
.
.
l,00 .
.
.
.

L 1 intégrabilité

F1a. 6.1 — illustration des régularités présentes dans les estimations (6.36) et (6.38).

6.4 Propriétés des transports approchés 7, et 7./

Pour prouver le théoreme 6.1, on va suivre les mémes étapes que dans l'analyse
d’erreur de la section 5.4.1. On pourra ainsi s’assurer que les différents opérateurs de
transport introduits possedent bien des propriétés semblables a celles qu’on a énoncé
dans la section 5.1. En ce qui concerne I'hypothese de précision en temps (HT.1), on
I’a établie par la proposition 6.1, et les hypotheses (HT.2) et (HT.3) seront facilement
vérifiées dans la section 6.4.1 ci-dessous. En revanche, la stabilité (HT.5) des opérateurs
de transport 7, et 7,)* vis-a-vis de l'indicateur d’erreur £ fera ’objet d’une étude plus
conséquente dans la section 6.4.2, et sera soumise & une borne W2 sur le champ
électrique E™. L’hypothese (HT.4) pourra alors étre établie dans la section 6.4.3.

6.4.1 Reégularité des déplacements directs et rétrogrades

En utilisant (6.23), on voit que les déplacements (6.2) et (6.16) satisfont respecti-
vement

| Ay (z,v) = Ay(2',0")] < (14 At /2)|(z,v) — (2/,0)] (6.39)
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et
A, 0) = AL, 0)] < (14288 B |y )| (2,0) = (@0 (6.40)

On aura donc une propriété semblable & (HT.2) si 'on arrive a borner les semi-normes
|En|W1,oo par une constante dépendant uniquement des “parametres du probleme” T' et
fo. Parce que la troncature en vitesse nous permet de controler le support en vitesse des
solutions numériques (voir la proposition 6.5), cela ne pose pas de difficulté particuliere :
d’apres (6.5), et de fagon similaire & (4.43), on a en effet

§ < S (I Nz + 1. (6.41)

B[l = H [ e

Comme les différents opérateurs du schéma numérique (6.18) font clairement décroitre
la norme L°°, on obtient

1 e < 13l < - < Nl < - < lfollzs (6.42)
d’ott 'on déduit (en utilisant (6.29) et (6.23))
sup, <y |E™ [wiee < Syl follze + 1. (6.43)
Comme /g est toujours positif, I’hypothese (6.34) nous garantit alors que

max (1 + At /2,1 + 2At |[E™ |00 ) < 5/4 our tout n < N. 6.44
( /a w ) p

Les déplacements A, et A7 sont donc bien lipschitziens, et comme leurs inverses (.Ax)
et (./43)71 vérifient également (6.39) et (6.40), on déduit de (6.44) qu’ils possedent bien
une propriété de type (HT.3). Plus précisément, le théoreme 5.2 s’applique, et 'on a
pour tout maillage dyadique M et tout entier n < N

#(Zna(@)) < C pour tout a € T[A]M, (6.45)
et £(8) —£(a) < C pour tout o € T[A|M et tout 8 € Iy () (6.46)

avec une constante C' absolue, que A désigne A, ou AJ.

6.4.2 Régularité des densités numériques transportées

Le résultat qu’on sera en mesure de montrer a la fin de cette section - et qui est
I'analogue de (HT.5) - est le suivant.

Proposition 6.11 Soit g une fonction affine par morceaux. Sous les hypothéses du
théoréme 6.1, la fonctionnelle £ définie par (6.15) vérifie (avec des constantes dépen-
dant uniquement de fo et NAt )

ETLga)<C) o E6B) (6.47)

pour les cellules o du maillage T[A|M “transporté” a partir d’un maillage dyadique
M arbitraire, et

E(T19.0) S OO+ |E"wae) Y., E(0.) (6.43)

pour les cellules o du maillage T[ A} M7 “transporté” a partir du maillage M7 utilisé
pour définir le déplacement A7.
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Etudions alors la facon dont les opérateurs de transport 7, et 7. font évoluer la
régularité des densités numériques, en rappelant que 7, est défini en (6.16) & partir de
E", lui-méme construit dans la section 6.2.3 comme l'interpolation du champ électrique
périodisé E™ sur la grille d’interpolation I'?. Le résultat principal est donné par le
lemme suivant.

Lemme 6.12 Si g est affine par morceauz, alors T,g et T.'g le sont aussi. On a de
plus pour toute cellule dyadique

1 Teglwioo(a) < (1+ At /2) |glyico(az1 () (6.49)
1T gl (o) < (14 ALE|ypice) [glwee ((an)-1(a)) (6.50)
1 729lka) < (14 At /2)? ‘g’*(Agl(a))- (6.51)

Et si a appartient a un maillage dyadique M € M(Q) dont la projection (6.21) vérifie
(M) cCT?, (6.52)

alors on a également

17 9lu(o) < (1 + At[E™ [yp100) 2 glug(an)-1(0))
+5- 92U A¢ |E™ | 1372,00 ||8UgHLoo((Aﬁ)—l(a)). (6.53)

73 A(K’)
A(K) /< Y1
V2
\
v
K/
K
K;
T Tit+1 z

F1G. 6.2 — transport affine par morceaux.
Preuve. Pour étudier 7, et 7" dans un méme temps, on introduit, pour une grille d’in-
terpolation I';, C R et une fonction G € W2>°(R), P'opérateur de transport générique
T=TI;,G):g—goA! (6.54)
associé au difféomorphisme
A= AT, G): (z,v) = (z,v+ G(z)), (6.55)

G désignant l'interpolation affine de G sur I',. Dans ces conditions, on retrouve T
en prenant G(z) = AtE"(z) et I'; = I'?, tandis que 7, s’obtient en commutant z
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et v aprés avoir pris G(z) = G(z) = zAt /2 (indépendamment de T',). En désignant
par K(g) la triangulation correspondant aux morceaux affines de g, et en notant x;
les nceuds de T'y, on peut découper chaque triangle de I(g) en bandes de la forme
K; = K N ]x;, zi41[ x R. On vérifie alors que 7 g est continue et affine sur chaque
A(K;), ou son gradient vaut

D(Tg)(x,v) = (89 — G'(2)Dvg, 0sg) (A" (x,0)). (6.56)

On peut déja en déduire |7 gly1.00(q) < (1+[|G'|[2o) [glw1.00(4-1(a)) POUT toute cellule
a, ce qui nous donne (6.49) et (6.50) dans la mesure ot ||G’||= < [|GY]| L.

Pour établir les inégalités (6.51) et (6.53), on regroupe les arétes des morceaux A(Kj;)
(portant les dérivées secondes de 7 ¢g) en trois catégories : celles qui proviennent d’une
aréte verticale d’'un triangle K € K(g) (comme ~; dans la figure 6.2), celles (comme
72) qui proviennent d’une aréte verticale d’'un K; mais ne sont pas dans la premiere
catégorie, et finalement celles (comme v3) qui proviennent d’une aréte obligue ou hori-
zontale d'un K;. Soit alors v une aréte associée a 7 g, telle que v N« # (. Si ¢’est une
aréte de troisieme catégorie, on voit que le seul saut du gradient (6.56) vient d’un saut
de D(g) = (0,9, 0yg), de sorte que

IID(T gyl < (L + 1G] o) D (9)] a1 () - (6.57)

et un petit calcul géométrique nous montre que |y|y1 < (14 ||G’||zo) A7 () |32 Siy
est une aréte de deuxieme catégorie, le saut de gradient vient maintenant du saut de
G’ au point x; de T'; tel que v C {x;} x R, et

IID(T 94|l < 11009l Lo (a=1 (a)) | 1G] |-

Enfin si v est de premiere catégorie, le saut de gradient vient & la fois de D(g) et G,
de sorte que

IID(T )1l < (1 + G o) I[P (9)] a1 () | + 1869l o0 (a1 () (G,

ou x; € T, vérifie a nouveau v C {z;} xR, et dans ces deux derniers cas, on a clairement

e = AT (N < A+ G [z) AT (D) (6.60)

(6.58)

. (6.59)

En désignant alors par a, et «, les projections de « sur les axes x et v, on réunit les
trois cas observés ci-dessus en écrivant

179l w(0) = ZV Y Nala DTyl < (1+ |G|z )? ZA AN AT )l I[D(9)Al
+ 27510y g ) oo (a-10)) D G e

Ti€0y

. (6.61)

ol la premiere somme parcourt les arétes de 7 g, et la deuxieme celles de g. Lorsque
T représente 7,, G’ = At /2 est une constante, elle n’a donc pas de sauts et (6.51)
se déduit immédiatement de (6.61). Dans le cas on G = At E" et T = 7., on peut
observer en raisonnant de la méme fagon que pour (6.24) que

> B,

T;E€E0Q

zt

g/ |(E™)"(z)| dz, (6.62)
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oll z~ et x™ désignent les premiers nceuds de I'? situés respectivement avant et aprés
I'intervalle fermé a;. On utilise alors la condition (6.52) en voyant que la structure gra-
duée de M se transmet a I'?, de sorte que z~ et ™ ne peuvent pas étre arbitrairement
éloignés. Plus précisément, on a |zt — 27| < 5-274%) d’oti 'on déduit que

> EY | <527 E o, (6.63)
T;€EQy
et 'on retrouve bien (6.53). O

Remarque 6.13 La condition (6.52), qui peut paraitre contraignante, est en fait assez
naturelle, car elle n’exclut que les cellules o trop fines’. En particulier, le lemme suivant
nous montre qu’elle est toujours vérifiée par les maillages transportés avec l’algorithme

T[A?].
Lemme 6.14 Pour un maillage dyadique arbitraire M, on a
L (T[ADIM) C T (M). (6.64)

En d’autres termes, lalgorithme de transport de maillages associé au déplacement A7
n’élargit pas la projection (6.21) des maillages dyadiques sur l’axe des x.

Preuve. Montrons pour commencer que l'inclusion (6.64) est vérifiée par la partition
non graduée résultant du découpage adaptatif sans raffinement :

L. (T[A"M) C T,(M). (6.65)

Si a est une cellule de T[A"|M, sa cellule parente & = P(a) vérifie par construction
(&) > (@), de sorte qu’il existe une cellule § € M contenant (A:})_l(md) et telle
que

0B) = 0*(&) > 0(@a) + 1 = £(a). (6.66)

D’apres la forme de A7}, on peut observer que (3, et &, s’intersectent nécessairement, et
compte-tenu de (6.66), que le premier est strictement inclus dans le deuxieme. Comme
'z (M), qui contient par définition les bornes de (3, hérite de M une structure dyadique,
on en déduit facilement - et indépendamment du niveau de 5 - que I';(M) contient
également les bornes de a,, ce qui prouve (6.65). En utilisant le fait que I'; (M) hérite
en réalité de M une structure dyadique graduée, on peut vérifier que (6.65) implique
(6.64). O

Preuve de la proposition 6.11. En utilisant successivement 'estimation (6.51) et le
fait que At est borné par une constante, on a

1729l 4(a) < C\gl*(Agl(a)) < CZ

la derniere inégalité venant du fait que les cellules de Zps 4, () recouvrent A7 («),
quel que soit M. D’apres I’équivalence (3.10), on en déduit

1To9lBo@) <C Y

SeTana (o) 19158)

. 6.67
BeTnr A () l9|Bc(s) (6.67)
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De méme, on calcule d’apres (6.49), et en utilisant maintenant le fait (6.46) que pour
les cellules o de T[A;]M, les cellules de Zys 4, (o) sont de niveau “plutét inférieur” a
t(a),

—20(« —20(« —2¢
27N gl ) < C2 Vglyioe asiay SCD s 2 lalwrcqs),

ce qui avec (6.67), nous donne (6.47). Si « désigne maintenant une cellule de T'[A}| M,
le lemme 6.14 nous garantit qu’elle vérifie 'hypothese (6.52), de sorte qu’on peut
appliquer (6.53). En utilisant la borne (6.43), on a

175" 9lu@) < Clgluan)-1ay) + C2 2 AL E 1. |glwtoe ()1 (a)
<O+ [E ) Y ) lgleqo) + 27O At |glwroo ()]

BELps, an (e

en utilisant a nouveau la propriété (6.46) pour les cellules de Zys 4n(a). Et d’apres
(3.10), on en déduit

‘Z}ng’*(a) s¢ ZQEIM,AI (@) 5(97 ﬁ) (6.68)

En utilisant finalement (6.50), on calcule comme précédemment

22| T g e (a) < 272 |glyrnoe () -1(a)) S C Y 2720 gl 100 9),

BEIN, A, (@)

ce qui, avec (6.68), nous donne (6.48) et termine la preuve. O

Corollaire 6.15 (adéquation des maillages M", M{* et M) On a

(I = Parp )T f"|| Lo < C, (6.69)
(I = Parg) f3' || < Ce, (6.70)
I(I = Pyprs1)To f3'|| e < Ce (6.71)

avec des constantes indépendantes de n < N.

Preuve. Rappelons que la fonctionnelle
E(g, M) = supaens £(9,@) = supacns (191B0(a) + A2 Dglyrooe)  (6.72)
mesure I'adéquation entre g et M, au sens ou l'erreur de projection sur Vs vérifie
lg = Prrgllree < CE(g, M). (6.73)

Avec ce qui précede, on peut déja estimer les erreurs de projections associées aux
différentes étapes du schéma (6.17), a l'exception de (6.17c). La construction (6.17d)
de M3 nous garantit en effet que

E(f3, MF) <e, (6.74)
et on peut vérifier qu’on a

E(Pyg, M) < CE(g, M) (6.75)
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avec une constante absolue, de sorte que l’application conjointe de (6.45) et (6.47) nous
donne

E(TLf5, M) < CE(f5, MY) < CE(f5, ME) < Ce. (6.76)

MY étant d’ailleurs construit de facon & ce que &(fy, M?) soit inférieur & &, on peut
également déduire de (6.75) que

E(f",M™) < Ce (6.77)
pour tout entier n. L’argument employé pour (6.76) nous permet alors d’écrire
E(Tf", M7") < CE(f",M") < Ce, (6.78)

et on en déduit les estimations (6.69)-(6.71). O

6.4.3 Stabilité du transport vis-a-vis des perturbations de densité

En ce qui concerne (HT.4), on s’intéressera dans notre analyse a la différence
TLTf(t) — TIPTof () = To(Ty — T2)Tof(t,) quon se propose de majorer ici

en fonction de 'erreur numérique

en = || f(tn) = f" ]z~ (6.79)

associée au schéma, et du parametre . Ce passage étant relativement technique, on
peut commencer par établir quelques inégalités qui nous permettront de faire quelques
simplifications dans la suite.

Avant méme de savoir a quelle vitesse e, sera entrainé vers 0 par At et e, on peut
déduire de la stabilité L> (6.42) du schéma que e, < 2||fo||r pour tout entier n. Les

erreurs d’interpolation (6.69)-(6.71) étant d’autre part majorées par Ce, il est assez
naturel de supposer que Ce < ¢,, avec cette méme constante (ce qui revient a remplacer
e, par max(Ce,ey)). On pourra donc supposer que

Ce < e, < 2| follree- (6.80)
Compte tenu de 'hypothese (6.34) on pourra également utiliser
e<At?<1 (6.81)

pour simplifier quelques expressions. D’apres la définition des opérateurs de transport,
on peut majorer

(T = T T f (ta)llzee < A|E[Tof(tn)] = B[l Taf (tn) lwr.oo. (6.82)

En utilisant la proposition 4.3, il est facile de déduire de la définition (6.1)-(6.2) que
T.f(t,) vérifie
T2 f (tn)lwiee < Clf (tn)lwree < C (6.83)

avec une constante dépendant uniquement de fy et NAt. D’autre part, on peut écrire

I1E[Tof (tn)] = E" ||z < |E[Tof (tn)] = B[z + |1EfT] = B[l + | E" ~ E’ZIILOO)-
6.84
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D’apres la définition (6.4) et la borne | K || = 1, le premier terme se majore par

IE(Tof (tn)] = E[f Iz <1 Taf(tn) = fllnr < SollTof (tn) = fillze,  (6.85)

cette derniere inégalité provenant du fait que les supports de toutes les solutions (ap-
prochées ou exactes) sont de mesure bornée par ¥,. En utilisant (6.69) et (6.80), on a
d’autre part

172 f ()= [T lLoe < (1 Ze(f (tn) = F") oo + (I = Pasp ) T f" || Lo < €n+Ce < 2€,. (6.86)

Pour le deuxie¢me terme de (6.84), on peut écrire d’apres la définition (6.19) de E™ que

VBL) - Bl < |BIAIO) = BII0)] = 1 / (E) @) do

< Il = 1.

(6.87)
Si le schéma numérique était conservatif, ce dernier terme serait nul en vertu de (4.31),
malheureusement ce n’est pas le cas. 7, étant tout de méme conservatif, on voit que
|72 f(tn) ||z = 1, de sorte que les inégalités (6.85) et (6.86) entrainent

= 1] < I = Taf ()2t < 2Z0ep. (6.88)

Le troisieme terme de (6.84) se majore comme une erreur d’interpolation P*

|E™ — B[l < < sup; 21 — 2P (E™)" | oo ((ws,0011)) (6.89)

| =

ou les x; désignent a nouveau les noeuds de I'”,. On a alors

T H / O 1, v) v

< ¥, sup, |l lwiee(),  (6.90)

Loo([wiywita])

le sup étant pris sur toutes les a de M7 dont la projection «y intersecte [z;,x;y1].
D’apres la construction de I'?; ceci implique |z;41 — x| < 2-a)  Qon

JE™ = Bl < C supaenry 22| filreo) < CAETIEGHT, MY) < C=AL !
(6.91)
en utilisant (6.72), (6.75) et (6.78). Si 'on met finalement bout & bout les différentes
inégalités ci-dessus, on trouve

(7o = T) T f (L) || e < C(Aten +e). (6.92)

6.5 Preuve du théoréeme 6.1

Pour ne pas étre géné outre mesure par l'opérateur de troncature T, (défini en
(6.26)) qui est susceptible de dégrader I'adéquation du maillage au voisinage de |v| =

37, on se propose de décomposer 1’analyse d’erreur en deux parties. Utilisant le domaine
Q, =T x [-X", 7]
introduit dans la remarque 6.6, 'erreur principale sera définie comme
B () = £ e, (6.93)
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autrement dit sur un domaine ou T, vaut l'identité. Plus précisément, on observera
attentivement a partir des égalités (6.32) que la restriction a €, de la solution Saz . f"
définie par (6.18) vérifie

(SAt,st)‘Qn+1 = (Ppn+1 %PMgPM;%nPMf%fn)|Qn+la (6.94)

prlnc

de sorte qu’on pourra “oublier” T, dans ’analyse de ey En revanche, il faudra

prendre ses effets en compte pour estimer Ierreur marginale définie par

e = || £ (ta) = Il e (e (6.95)

Commencons par ’étude de ce terme.

6.5.1 Estimation de ’erreur marginale

Comme f(t,41) s’annule en dehors de Q,, 1 (voir la remarque 6.6), on a

Cnil = anHHLoo( < |7 f5 ||L°°(

<|fy ”Loo((fznﬂ)c) < [T 7! f1 HLoo((QnH)c) = H%"f{‘HLoo((Qw)cy

Qnt1)© Qni1)e) — Hf3 ||L°°( (Qn+1)°)

les inégalités numéro 1, 2 et 4 provenant de la propriété de décroissance (6.31) des
interpolations sur les ensembles (QnH)C, et les inégalités 3 et 5 venant du fait que 7,
et T,p1 ne font pas croitre la norme L> sur (Q,41)¢. Pour contrdler 'amplitude de
T fI a lextérieur de Qn+1, on va établir I'inclusion

(A (1)) € O, (6.96)
d’ot1 'on déduira
1T £ e ey = I 0 (A e

En utilisant (6.69) et le fait que f(¢,) s’annule en dehors de €2,,, on pourra alors estimer

< oo (@n)e)-

n+1 n+1

1T f1' e 2 < ' Nz mye) < NTaf ™l oo ((@n)e) + 1T = Prp) To f "] Lo

<N ™ poe(()e) + Ce < en + Ce. (6.97)

n+1)c)

L’erreur marginale sera donc majorée par
epit < en + Ce (6.98)

si nous pouvons montrer l'inclusion (6.96). Pour cela, considérons un point (z,v)
qui n’appartient pas a n+1, autrement dit tel que |v| > E”“, et montrons que
(A?)~L(z,v) est en dehors de ©Q,, autrement dit que |[v — At E™(x)| > £7. L'inégalité
1 > 3" 4 2% (qui provient de la définition de X) nous permettant d’écrire

v — At E™(z)| > S0 — AL[|E|ee > 27 42750 — At ||E™|| oo,

nous aurons montré (6.96) si nous établissons que At [[E™ L est inférieur & 27
Observons donc que le champ E|[f{*], défini en (6.4), vérifie d’apres (6.88)

B[z < 7l +1 < 2+ 28,
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et que les inégalités (6.22), (6.87) et (6.88) nous permettent de majorer
1" |zoe < IELf e + [Nz = 1] < 2+ 480en. (6.99)

D’apres 'hypothese (6.34) faite sur At et Uestimation tres large (6.80) suivant laquelle
lerreur numérique e,, est inférieure a 2| fo||z, on peut alors voir que la quantité
At ||E™||p est toujours inférieure & 2740 (2 4 8%, || foll) (8 + 84| follz=) " et donc
4 2% ce qui établit I'inclusion (6.96) et finalement I’estimation (6.98).

6.5.2 Régularité lipschitzienne des solutions

Pour étudier I’erreur numérique correspondant au domaine principal de calcul, on
va avoir besoin de contrdler la semi-norme W1 > des solutions numériques et la semi-
norme W?2> des champs électriques associés. Jusqu’ici, on peut remarquer qu’on n’a
pas cherché a préciser quelle semi-norme lipschitzienne devait étre utilisée. Pour pouvoir
en suivre précisément 1’évolution, faisons le choix de noter

9lw.ee = 10zl Lo + [|Ougll oo -

On a alors le lemme suivant (qui n’a rien d’évident, et qui serait faux pour une trian-
gulation générale).

Lemme 6.16 Pour ce choix de semi-norme lipschitzienne, les interpolations Py; sont
décroissantes. En d’autres termes, on a

|Prglwee < lglwie (6.100)

pour toute fonction lipschitzienne g et tout maillage dyadique M € M(Q).

Preuve. Rappelons que Pp; est I'interpolation affine par morceaux correspondant a la
triangulation (M) construite dans la section 2.2.1. Et que les triangles K de K(M)
sont soit obtenus par le découpage en deux d’une cellule carrée de M, soit par le
recollage de deux triangles voisins K et Ky de la triangulation non conforme I&(M )
(voir figure 2.4). Dans le premier cas, deux des cotés de K sont paralleles aux axes z
et v, d’ott 'on voit que |0, Prr gl 1o (i) et ([0 Prrgll e (k) sont respectivement majorés
par 9.1z (xc) ot 9oz rc)» de sorte que

[Prglwres (k) < 9lwree (i) (6.101)

est évident. Dans le deuxieme cas, soit g := P, f,)g I'interpolation de g sur la sous-

triangulation (conforme) {K1, K>} de K(M). On peut observer que I'aréte commune
a K7 et Ky est toujours parallele a 'axe x ou a ’axe v. Notre argument étant symmé-
trique, supposons qu’il est parallele a I'axe x. On a alors (0:9)x, = (9:9)|k,, et I'on
peut calculer que le gradient de Ppsg, constant sur K, vérifie

(02 Prrg) 1 = (200:9) 1k, — (0u9) 1, + (000)|K,) /2
(BuPr1g) i = ((0ud) 1, + (009) k5 /2-
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On a donc
| Prglwee (i) = |0z Pragll o (r0) + 100 Prrgll o (1)

< max(|(0xPmg) ik + (OuPm9) il |(0:Prag) |k — (0o Prg) k)
<0Gl oo (k) + 100Gl oo (1) = 1lwt00 ()

et en appliquant (6.101) & Pyx, k,}, on en déduit que
| Prrglwee (i) < 1Glwies (i) = max Glwee () < ?:1?>§|9|W1700(Ki) = |glwr.oo (i)
ce qui prouve (6.100). dJ

En utilisant la définition (6.26) de l'opérateur T,, les inégalités (6.97), (6.80) et le
fait que 9(T 1) Lz = 190 Sl zoe, on caleule alors

00 (T T 1) oe < e (100 (T 7)o, 20N T 2 e 0 009)
< Hav(/];;nf?)HLoo + 2£0|’Z1nf1n”Loo((Q )) < H({“)uf?”Loo + zéo(en + CE)-

n+1

T,+1 diminuant d’autre part la semi-norme [|0, - ||z, on a
10 (Tra T3 f1) oo < 1100 (T3 ) o0 < 1100 [T 100 + ALE™ (1,00 (100 f17]| o0 -

On déduit donc de la borne (6.43) sur le champ E™ que

T ) f lwree = 102 (Tra1 T i) | oo + 1|00 (Try1 2" f1) |l e
< [ fP oo (1 + CAL) + 2% (e, + Ce) < [f e (1 + CAL) + Cey,

dans la mesure ou 'on peut toujours supposer que e, est supérieur a €. En utilisant
cette estimation, la décroissance (6.100) des interpolations et le fait que |Z,g|p 1.0 <
(14 At /2)|glw1., on obtient finalement

" e SITafSlwiee < (1+AL/2)[f3 wioe < (1+ At /2)]f5 w10
< (T4 At/ 2)|Tpa1 Z) e < (14 At/2)(1 4+ CAL)| f1wie + Cep
< (14 CA)| T e + Cep < (1 4+ CAL)| f™y1,00 + Cep,.

(6.102)

6.5.3 Borne W2 sur le champ électrique E"
D’aprés leurs définitions respectives (6.4) et (6.19), les champs E[f7] et E" vérifient

< Sv‘flnlwlvom

Bl = B = | [0S0

En simplifiant d’apres (6.80), on déduira donc des inégalités (6.102) que
|E™ 2,00 < C(1A4|f™pie0), (6.103)

avec une constante dépendant uniquement de fy et NAt.
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6.5.4 Estimation de ’erreur principale

Muni de cette derniére estimation, on est enfin en mesure d’appliquer les résultats
disponibles quant a ’adéquation des maillages M3 transportés lors de I’étape (6.17c) :
en particulier, (6.45) et (6.48) nous permettent d’écrire

E(TI 11, M) < C(L+ |E" o) E(F7, M),
La stabilité (6.75) des projections et I'adéquation (6.78) de M} nous garantissant que
E(fI, MY) < CE(T,f", M}") < Ce,
on déduit des estimations ci-dessus que
(TP 1, M) < C(1+ | f i ). (6.104)
En particulier, 'erreur de projection associée a I’étape (6.17c) du schéma vérifie
I(I = Prp )T [T | zee < C(A+ [ oo ). (6.105)

Suivant le canevas proposé dans la section 5.4.1 pour I'analyse d’erreur, on peut a
présent décomposer le terme d’erreur principal (6.93) en

princ princ, t princ, s princ, c
Cntl SCny1 Tenp tengr (6.106)

ou l'on désigne respectivement par
i = | f(tnsr) = Tf(ta)llz= < C(T)AL? (6.107)

Ierreur de discrétisation en temps majorée dans la proposition 6.1 sur le domaine entier
Q, par

PN = (LTI, — Satef" oo (§11)

une erreur de discrétisation en espace, et par

B = | LT Tof (t) — T Tl i)

un terme additionnel de “couplage” di & la non-linéarité du transport. D’apres la forme
(6.94) prise par Sa¢e f" sur Q,11, on décompose alors

™ ST = Pap)Tof™ o + 1 Told = Pag )T Sl oe + | T (1 = Pagg) £3 [ 1
H T = Papnet) T f3 1o < CL+ [ )e,  (6.108)

la deuxieme inégalité venant des estimations (6.69)-(6.71) et (6.105). En ce qui concerne
lerreur de couplage, on peut observer que la linéarité de 7, et de 7, entrainent

B < TITf(t) — e + I TlTs — T )
< en(l + CAt) + Ce

d’apres lestimation (6.92). L’erreur principale vérifie donc

P < o, (14 CAL) + C[AL? + (1 + | ™). (6.109)
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6.5.5 Fin de la preuve

En collectant les estimations (6.98) et (6.109) concernant les erreurs marginale et
principale, on trouve

ent1 < en(1+ CAL) + C[AL3 + (14 |f"|y10)] (6.110)
tandis que |f" |1, vérifie, d’apres (6.102),
£ e < | e (1 4+ CAL) + Cey,. (6.111)

L’hypothese (6.34) impliquant ¢ < At2, le lemme de Gronwall 1.4 appliqué & e, 1 +
At £ |10 montre que

SupngN(en + At |fn|W1,oo) < CAt.
On en déduit que 'erreur numérique vérifie
ent1 < en(1+CAL) + C(AL3 +¢),

de sorte qu'une deuxieme application du lemme de Gronwall nous donne 'estimation
d’erreur (6.33), ce qui acheéve cette preuve. O
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Chapitre 7

Implémentation et résultats
numeériques

Sans entrer dans les détails techniques de la programmation, on présente ici la facon
dont on a implémenté notre schéma adaptatif semi-lagrangien. L’écriture du code de
calcul ayant en réalité précédé le schéma tel qu’il est décrit au chapitre précédent, il
existe entre les deux quelques différences, mais elles sont mineures. On présente alors
quelques résultats numériques correspondant a la simulation d’un faisceau d’électrons a
symétrie axiale, sur lesquels il apparait d’une part que les erreurs numériques tendent
vers 0 comme At2 ~ £2/3 ce qui confirme lestimation du théoréme 6.1, et d’autre
part que la taille maximale N des maillages générés par notre schéma est controlée par
e~1, ce qui va dans le sens de la conjecture développée dans la section 6.3.2, au moins
sur une simulation. A la fin de ce chapitre, on montre également que nos maillages
adaptatifs sont tres proches des maillages “optimaux” qu’on construit & partir d’une
solution de référence tres précise, calculée sur un maillage uniformément fin.

7.1 Le code de calcul YODA

Avant d’étre écrit comme en (6.17), notre schéma adaptatif a d’abord existé sous
la forme d’un code de calcul écrit en C++ avec Michel Mehrenberger a I'occasion d’un
groupe de travail proposé par Eric Sonnendriicker et co-dirigé par Albert Cohen lors
de I’édition 2003 du CEMRACS (le désormais célebre Centre d’Eté de Mathématiques
et Recherche Avancées en Calcul Scientifique), & Luminy.

7.1.1 Premiers objectifs et visualisation des résultats

L’objectif premier de notre solveur (que nous avons baptisé “Yet anOther aDaptive
Algorithm” dans le cadre du projet CALVI de 'INRIA ou avaient déja été développés
un solveur uniforme VADOR écrit par Francis Filbet durant sa these de doctorat, et un
code de calcul adaptatif OBIWAN [11, 38] qui utilisait des ondelettes d’interpolation
de Deslauriers et Dubuc) était d’accélérer les codes uniformes existant, tout en offrant
la qualité (notamment la précision) des schémas semi-lagrangiens.

Par rapport au solveur Obiwan, le choix de discrétiser la densité de plasma par des
éléments finis tensoriels basés sur les maillages dyadiques du chapitre 2 était justifié par
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s
I

F1G. 7.1 — simulation d’un faisceau de plasma & symétrie axiale avec le code YODA.
La distribution d’électrons f™ a gauche, et le maillage adaptatif M™ a droite sont
représentés dans I'espace des phases avec en abscisse la distance des particules a ’axe
du faisceau, et en ordonnées leur vitesse radiale.

une utilisation plus locale de la structure de données, pour une parallélisation du code
qui a depuis été entreprise par Eric Violard, Michel Mehrenberger et Olivier Hoenen
(voir [42] et [41]). Les figures 7.1 et 7.2 ci-apres illustrent les premiers cas tests que
nous avons simulés avec notre code.

7.1.2 Aspects essentiels de I'implémentation

Pour exploiter au mieux la structure arborescente de la discrétisation multi-échelles
telle qu’on I’a décrite dans la section 2.1.1, chaque solution numérique f" est d’abord
matérialisée par arbre de calcul A(M™) dont les feuilles forment le maillage dyadique
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F1G. 7.2 — simulation d’un faisceau de plasma (suite de la figure 7.1).

M™ sur lequel f™ est discrétisée. Dans cet arbre, les mailles (ou les cellules) dyadiques
sont des objets autonomes reliés aux autres par un jeu de pointeurs représentant les
différents types de relations.

Chaque cellule o = [27 %k, 27 (K, + 1)] x [27%k,,27¢(k, + 1)] connait ainsi, outre son
niveau ¢ et son indice k = (ky, k,), 'adresse mémoire de sa parente P(«), de ses filles
F () et de ses voisines (au méme niveau) dans le maillage. La structure d’arbre gradué
est alors garantie par une gestion minutieuse des diverses relations intercellulaires, no-
tamment lorsqu’il s’agit d’ajouter ou d’enlever une cellule dans 'arbre. C’est bien str la
plasticité de ces relations qui est a la base de ’'adaptativité dynamique de nos maillages.

En parallele avec ce graphe cellulaire dynamique, le programme geére un ensemble
de nocuds partagés par les cellules de M™ au moyen d’'un deuxieme jeu de pointeurs,

119



Chapitre 7. Implémentation et résultats numériques

F1G. 7.3 — un arbre de cellules dyadiques A(M™) correspondant a une solution f™.

et ce sont ces noeuds qui contiennent les valeurs des solutions numériques.

Dans notre approche, le maillage adaptatif sur lequel la solution est calculée est re-
dessiné a chaque pas de temps. En particulier, la boucle correspondant a l'intervalle
de temps [nAt, (n+ 1)At] commence par prédire un maillage M"*! en suivant le flot
numérique A" calculé a partir de la solution disponible (f™, E™). D’un point de vue al-
gorithmique, il faut savoir que la création physique de nouvelles mailles demande qu’on
alloue a chaque fois une zone de mémoire pour recevoir les informations qui composent
la “carte d’identité” de cette maille. Ces allocations dynamiques de mémoire prenant un
temps relativement important, il était essentiel de les réduire au minimum. On 'a fait
de deux facons différentes : tout d’abord, on a créé un statut intermédiaire de cellules
“recyclées” de facon a conserver des petits nombres de mailles inutilisées en attente
d’étre réaffectées quelque part. Mais surtout, comme le maillage prédit M™! ne pré-
sentait généralement que peu de différences avec M™, on a évité de multiplier des allo-
cations redondantes en réunissant les deux arbres en un seul A := A(M"™)UA(M"*1),
réduisant ainsi de facon tres importante le cout associé au transport des maillages
dyadiques. Dans la mesure ou la présence des cellules dans un arbre ou dans 'autre
n’est alors plus matérialisée que par un marqueur, la plupart des créations de cellules
deviennent virtuelles, le programme ne faisant plus que modifier localement le maillage.

Dans sa premieére version, notre code de calcul n’utilisait pas d’éléments affines par
morceaux, mais des produits tensoriels entre polynémes de Lagrange, de sorte qu’on a
programmé des éléments finis bilinéaires ou biquadratiques pour discrétiser les densi-
tés électroniques f" ('avantage de cette discrétisation étant qu’elle pouvait s’étendre
aux dimensions supérieures avec la méme facilité que les maillages dyadiques multi-
échelles). Une deuxieéme différence avec notre schéma (6.17) est que les trajectoires ca-
ractéristiques n’y sont pas calculées par “time splitting”, mais par une formule explicite
directe. Précisons toutefois qu’a 'image du schéma “abstrait” (5.33) présenté au cha-
pitre 5, notre code peut prendre en argument un schéma de transport f* — A" = A[f"]
arbitraire pourvu qu’il soit suffisamment régulier. La troisieme différence, enfin, réside
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dans la stratégie adoptée pour prédire le maillage au début de chaque pas de temps.
L’algorithme implémenté regarde en effet “vers ’avant”, ajoutant pour chaque cellule «
du maillage de départ une cellule alpha de niveau identique (dans ce qui correspond a
larbre Ay, de l'algorithme 5.5) et contenant le point d’arrivée A" (c,) de la trajectoire
approchée issue du centre de la cellule a.

7.2 Faisceau d’électrons semi-gaussien

Pour tester la validité de notre code sur un cas test classique, on a simulé ’évolution
temporelle de la section d’un faisceau d’électrons a symétrie axiale, initialement localisé
autour de son axe et distribué de fagon gaussienne en vitesses. L’allure des solutions
adaptives calculées lors de ces simulations est illustrée par les figures 7.1 et 7.2. En
désignant par z la distance des particules a I’axe du faisceau et par v leur vitesse radiale,
la distribution initiale foy(2,v) := aexp(—(v/b)*)X[_¢,qxr(x,v) n'est ni continue, ni &
support compact. On I’a donc remplacée par

fo := aexp(=(v/b))p(x,v) = f

oll p est une approximation W2 & support compact de l'indicatrice X[=c,dxRr- Le do-
maine physique de calcul étant [—0.5,0.5]2, on a choisi pour ces parameétres les valeurs
a = 5.794, b = 0.122 et ¢ = 0.172. D’autre part, on a soumis a 1’équation un champ
électrique extérieur affine, de facon a ce que le plasma reste bien confiné autour de I’axe.

On présente ici les résultats correspondant a des simulations adaptatives et uniformes.
Les solutions adaptives correspondent a la stratégie adaptative telle qu'on a pu la dé-
crire dans les sections 5.3.1 ou 6.2.2 (aux différences mineures pres évoquées plus haut).
On désignera ici ces solutions par f" = fR, o> en précisant la valeur choisie pour le
pas de temps At. Le parametre de tolérance ¢ sera lui toujours fixé de facon a ce que
I'on ait ¢ = CAt3, d’apreés I'équilibrage des différents termes d’erreur (avec un choix
de C' = 320). Signalons enfin que pour des raisons pratiques évidentes, on a autorisé
un niveau maximal pour les cellules, fixé a L = 10. D’autre part, on a également cal-
culé des solutions uniformes f;' sur des maillages uniformes de pas h en appliquant a
notre schéma une tolérance ¢ = 0, et un niveau maximal ¢}, := —log,(h). En prenant
& nouveau soin d’équilibrer le role des parametres At et h dans 'estimation d’erreur
(6.37), on a imposé At ~ h*/3 lorsque c¢’était possible.

La solution exacte n’étant pas connue, on a évalué la précision des solutions numé-
riques en utilisant une solution de référence fr, := fj,(1) calculée sur le niveau d’espace
le plus fin A(L) :=27F = 1/1024.

7.2.1 Mesure du défaut de conservativité

Dans la mesure ou notre schéma n’est pas conservatif, il était intéressant d’évaluer
la perte de masse des solutions numériques au cours du temps. Rappelons que 'inégalité
(6.88) prévoit que cette perte est controlée par erreur ||f~ — f(T)||L~. En partant
du principe que la masse || f?| ;1 de la solution initiale de référence est une bonne
aproximation de la masse exacte || f||z1, on a représenté sur la figure 7.4 1’évolution du
rapport || fV| 1/ £2] 21 en fonction du temps de simulation T = N At pour différentes
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1.06 T | | |
At=0.05 ——
LOS T At=0033 -
At=0.025 -
104 At=0.02 o i
At=0.016 —--—
1.03 - At=0.0125 ----- ]
1.02 I
101 - 7T =
1 M'_a:_:‘_:;;‘__________—_—:—_-_"_—____—_ il —_
] ] ] ]
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FIG. 7.4 — évolution du rapport de masse || fV| 11 /]| f2||z: au cours du temps T' = N At

pour diverses solutions adaptatives.

1.05 | | | | |

1.04 F solutions uniformes —+—

1.03 F ‘-\‘ solutions adaptatives --m--

102 "

1.01 -
1 -

0.99

098 ] ] ] ] ]

0.0e° 50e* 1.0e® 15e° 208> 25e°  3.0e°

FiG. 7.5 — rapport de masse | fV]|z1 /][ f2||z: en fonction de la taille des maillages pour

diverses solutions uniformes et adaptatives au temps T = 4.5.
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valeurs de At, autrement dit pour différentes qualités de solutions adaptatives. Sur la
figure 7.5, on a représenté ce rapport pour des solutions adaptatives et uniformes en
fonction de la taille des maillages de calcul associés. Et dans les deux cas, on peut
vérifier que la perte de masse tend vers zéro a mesure que la taille des maillages
augmente, sans qu’une stratégie se distingue particulierement.

Remarque 7.1 On pourra s’étonner du fait que la masse totale des solutions adapta-
tives est toujours supérieure d la masse de la solution de référence fg. Ceci est du en
réalité au fait que la “perte” de masse la plus importante est réalisée par les interpola-
tions sur les mailles les plus grandes. L’allure particuliere du faisceau semi-gaussien,
pour lequel la distribution est convexe dans les zones les plus réguliéres, fait alors que
les mailles les plus grandes sont précisément celles ou les interpolations affines sont
au-dessus de la courbe, entrainant ainsi un “gain” de masse important sur ces zones.

7.2.2 Précision numérique

Sur les figures 7.6 et 7.7, on a représenté la distance entre fV et cette solution de
référence f¥ en fonction de At. Les distances sont mesurées dans L™ sur la figure 7.6
et dans L', L? sur la figure 7.7 afin de vérifier que notre méthode donne également de
bons résultats dans ces distances. Les pentes de ces courbes calculées par une méthode
des moindres carrés sont légerement meilleures que prévues.

-2 | | | | | | | | |
3 F T
/,/‘T'/
4 F e -
- X
-5 | /’+// e —
ot
6 T X -
-t
JPtae e [e)
o X erreurL ", T=45  +
7 b X T=15 x 7
-8 = 1 1 1 1 1 1 1 1

4.4 4.2 -4 -38 -36 -34 -3.2 -3 -2.8

FIG. 7.6 — vitesses de convergence. Erreur numérique || f¥ — f&| 1~ en fonction de At
en échelle log-log, aux instants 7' = 1.5 et T'= 4.5 (les pentes sont de l'ordre de 2.5).

7.2.3 Complexité optimale des maillages adaptatifs

Pour valider la discussion qu’on a menée dans la section 6.3.2, et en particulier pour
éprouver notre conjecture (6.36), on a représenté sur les figures 7.8 et 7.9 les erreurs
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0 | | | | | | | | |
1k T
2k e i
o
T ¥ -
-4+ +* T e -0 -
5 b+ kT X ch i
K % o erreur Ll, T=45 +
-6 |F_ ¥ B = e T=1.5 X
T =2 erreur L>, T=45  *
o T=15 O 7]
-8 | | | | | | | | |
-4.4 -4.2 -4 -3.8 -36 -34 -32 -3 -2.8

FI1G. 7.7 — vitesses de convergence. Erreurs numériques mesurées dans L' et L2
fonction de At en échelle log-log, aux instants 7' = 1.5 et T' = 4.5 (les pentes sont

I'ordre de 2.5).

-6 l 1 -|

sol. uniforme (corrigee) —+—
sol. adaptative corrigee &
sol. adaptative -—-m--

10 11 12

13 14 15

en

de

Fi1Gg. 7.8 — erreurs simples et corrigées mesurées dans L™ en fonction de la taille des
maillages en échelle log-log pour des solutions adaptives et uniformes (& 7' = 4.5).
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0 | | | | | |
1k -
2+ -
3} -
-4 . -
sol. uniforme (corrigee) —+— m
-5 | sol. adaptative corrigee -8 S .
sol. adaptative —-m-- N

-6 | | | | |. |

1 2 3 4 5 6

F1G. 7.9 — erreurs simples et corrigées mesurées dans L en fonction du temps cpu (en
minutes) en échelle log-log pour des solutions adaptives et uniformes (a 7' = 4.5).

numériques L réalisées par les solutions uniformes f}{v et adaptatives fV pour diffé-
rentes valeurs des paramétres h, At ~ h=2/3 et ¢ ~ At3. Sur la figure 7.8, ces erreurs
sont tracées en fonction de la taille (6.35) des maillages, et en fonction du temps de
calcul sur la figure 7.9.

Ici, toutefois, on ne peut plus se contenter d’évaluer I'erreur numérique en prenant
comme référence la solution uniforme fiv calculée au niveau le plus fin, car on sur-
estime de cette facon la qualité des solutions adaptatives f~ proches de fiv . Pour
corriger ces courbes, on a ajouté aux erreurs approchées

& = N = £l (7.1)

(représentées par les carrés noirs) une estimation de l'erreur associée a la solution de
référence

er = || ff = F(T)ll1= (7.2)

qu’on a évaluée de la fagon suivante : ayant observé que les premiers termes de la suite

&= 1fy = fL e, €=to,... , L—1

avaient une décroissance quasi-géométrique, on a supposé qu’il en était de méme pour
la suite des erreurs “exactes” || f,i\&) — f(D)|lzee, et on en a déduit €7, par extrapolation.

A coté de la courbe en carrés noirs représentant les pseudo-erreurs (optimistes) &V

réalisées par les solutions adaptatives, on a donc représenté par des carrés blancs les
erreurs “corrigées” eV 4-¢ér,. Cette fois, les courbes obtenues sont clairement pessimistes,
car elles empéchent les solutions adaptatives d’étre plus précises que la solution uni-
forme de niveau L. Les performances réelles de notre schéma sont donc a chercher dans
la zone comprise entre les courbes blanches et noires.

125



Chapitre 7. Implémentation et résultats numériques

I
1
I
|i|
T

I
|

F1a. 7.10 — comparaison des maillages produits par le schéma adaptatif (en haut), et
par Palgorithme de compression A, appliqué & la solution uniforme la plus fine (en
bas), aux instants 7' = 0.05 (a gauche) et T'= 10.05 (& droite).

On peut néanmoins mesurer la pente moyenne des courbes corrigées sur la figure 7.8, et
observer qu’elle est proche de —0.7, aussi bien pour les solutions adaptatives que pour
les solutions uniformes, ce qui valide I’estimation d’erreur uniforme (6.38) comme notre
conjecture (6.36). En ce qui concerne le gain d’efficacité, on peut alors observer que
pour une précision donnée, les maillages uniformes sont environ 100 fois plus gros que
les maillages adaptatifs. Dans les estimations (6.38) et (6.36), ce rapport correspond
a la différence entre les “constantes”, et en particulier au fait que la courbure totale
qui est présente derriere la constante de 'estimation (6.36) est bien plus petite que
la semi-norme W2 qui régit estimation (6.38)). Malheureusement, on ne retrouve
pas un rapport aussi avantageux sur la figure 7.9 qui représente les erreurs en fonction
du temps de calcul, ce qui est principalement dia au fait que le schéma adaptatif gere
une structure de données complexe, et dépense un temps supérieur au traitement de
chaque maille qu’'un schéma uniforme. Ainsi, le rapport des temps cpu correspondant
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A une erreur corrigée de 0.084 ~ e~ 247

n’est que de 4.5. Ce constat, bien que décevant,
pourra toutefois étre nuancé par le fait que nous n’avons pour l'instant pas cherché a
optimiser notre code informatique lui méme, et par le fait que la contrainte imposée
sur le niveau maximal des cellules ne nous permet pas de bien mettre en valeur la

supériorité relative de I’approche adaptative.

Enfin, on a voulu comparer I'allure du maillage “transporté” par notre schéma avec
celui qu’on obtiendrait a partir de la solution de référence calculée dans des conditions
trés proches. Pour réaliser cette mesure, on a commencé par choisir une valeur de At
(et donc de €) pour laquelle erreur adaptative (7.1) était du méme ordre que l'erreur
(extrapolée) (7.2), autrement dit pour laquelle les solutions fV et f¥ étaient de préci-
sions comparables. On a alors représenté cote a cote sur la figure 7.10 les maillages M
et M?% produits par notre schéma (6.17) et les maillages A-(f1) et A.(f%) obtenus
en appliquant & la solution de référence 1’algorithme (6.3) qui détermine le plus petit
maillage dyadique en e-adéquation avec fiv .

Le fait que les maillages M?% et A_( 1%00) soient de tailles comparables sur la fi-
gure 7.10 est donc un signe d’optimalité pratique de notre méthode. En particulier,
ceci signifie que ’économie réalisée par 'utilisation d’un nombre réduit de mailles dans
le transport n’a que trés faiblement modifié la structure de la solution, et surtout que
la stratégie qu’on a mise au point pour faire évoluer ces maillages adaptatifs d’un pas
de temps a l'autre a permis de suivre le maillage optimal associé a une solution de
référence, et ceci sans avoir eu Tecours 4 une technique de raffinement excessif.
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Troisieme partie

Analyse des lois de conservation
scalaires en distance de Hausdorfft
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Chapitre 8

Ce qu’il convient de savoir sur
les lois de conservation scalaires

On donne dans ce chapitre une présentation rapide des lois de conservation scalaires
et de leurs solutions faibles entropiques, en montrant de quelle facon une solution
initiale arbitrairement réguliére peut devenir discontinue au bout d’un temps fini. En
dimension 1, et pour des flux convexes, on rappelle la description lagrangienne proposée
par Lax des solutions faibles entropiques, dans laquelle les trajectoires caractéristiques
sont déterminées par une formule semi-explicite de minimisation.

8.1 Présentation des lois de conservation scalaires
On s’intéresse dans cette partie aux problemes d’évolution s’écrivant sous la forme
duu(t,z) + Vau[f(u(t, )] =0, w(0,:) =ug, t>0, zeR? (8.1)
et nos résultats concernent plus particulierement leur version uni-dimensionnelle
Ou(t, z) + Ox[f(u(t,x))] =0, w(0,-)=uy, ¢t>0, xR (8.2)

Dans ces équations, le fluz f est une fonction connue et réguliere de R dans R?, et
I'inconnue u(t,-): R — R peut étre vue comme une densité de masse. Ses valeurs sont
scalaires, a la différence de ce qui se passe lorsqu’on étudie un systéme de lois de conser-
vation. Parmi les nombreux ouvrages de référence sur ce sujet, citons (outre l'article
fondateur de Kruzkov [44], relativement technique), ceux de Lax [45], de Godlewski et
Raviart [35, 36], de Serre [58, 57| (en frangais) ou plus récemment de LeFloch [46].

Une fagon naturelle de voir I’équation (8.1) est de l'intégrer sur un domaine régulier w
de R?. On obtient alors

Oy / u(t,z)dz + flu(t,z))- W do(x) =0, >0, (8.3)
w Ow

ot 7 désigne le vecteur normal au bord dw et do sa mesure surfacique. On peut
interpréter (8.3) de la fagon suivante : entre les instants ¢ et ¢, la variation de la masse
contenue dans le domaine w correspond au flux du champ f(u) au travers de dw, ce
qui traduit bien un phénomene de transport. A partir du moment ou f est continue, la
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masse sortant du domaine w et celle qui entre dans son complémentaire w® sont égales,
de sorte que la masse “totale” est conservée.

Tdq —

T

F1G. 8.1 — bilan instantané local sur un domaine w.

On se représentera mieux la nature des solutions en voyant (8.1) comme une équation
de transport “ponctuelle” dans laquelle la densité u est préservée le long des trajectoires
caractéristiques t — X (t) = X (t;5) € R? solutions de

dX(t)

dr = f/(u(th)) - (f{(u(th))v e 7fc/l(u(t7X)))7 X(O) =yc Rd7 (8'4)

y désignant le point de départ cette trajectoire. Tant que ces trajectoires existent, on
peut réécrire (8.1) sous la forme

du(t, X(t;y))

& =0, pour tout y e R? (8.5)

A dX () _ s ) : ;
et remarquer que cela entraine <= = f'(uo(y)), ce qu'on peut aussi voir comme une

conséquence du fait que la fonction de flux f ne dépend pas du temps (du moins pas

autrement qu’au travers de u). Notre loi de conservation (8.1) est donc équivalente a
la propriété de conservation (8.5) le long des trajectoires caractéristiques données par

X(ty) =y +tf (uo(y)), (8.6)
ce qui revient & écrire que pour tout couple (¢,x) € Ry x R,
u(t,z) = up(y), ot y = y(t,x) est solution de y + tf'(up(y)) = =, (8.7)

f'(ug): R — RY jouant ainsi le role d’un champ de vitesses constant.

Malheureusement on va bientot s’apercevoir que ’équation (8.7), qui peut nous donner
une formule explicite pour construire les solutions, n’est pas satisfaisante en dehors de
quelques cas faciles comme celui ot f/ est constante.

Une des lois non-linéaires les plus simples s’obtient, en une dimension d’espace, avec
le flux f(u) = u?/2. Cela correspond & 1’équation de Burgers sans viscosité

Ou(t,x) + u(t,x) - Opu(t,x) =0,  u(0,-) = up. (8.8)
Pour ce flux, la formulation (8.7) devient

u(t,z) = uo(y), ouy = y(t,x) est solution de y + tup(y) = =. (8.9)
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8.1.1 Défauts d’existence ou d’unicité

Dans la partie précédente, on a pu voir que ’équation de Vlasov possédait des
solutions continues lorsque les conditions initiales étaient elle-méme continues. En par-
ticulier, on pouvait montrer que les trajectoires caractéristiques associées a de telles
solutions étaient définies en tout temps.

X(t;y) =y + tuo(y)

Y1 Y2 Y

Fi1G. 8.2 — trajectoires caractéristiques associées a la donnée initiale de la figure 8.3 pour
I’équation de Burgers en dimension 1. A partir de 'instant A, certaines trajectoires se
croisent et les courbes obtenues sont multivaluées.

La formulation (8.7), qui repose sur une définition implicite de y, ne permet de construire
u(t,-) que lorsque l'application y — y + tf'(ug(y)) est inversible. Lorsque f’(ug) est
lipschitzienne, on peut voir cette application comme une perturbation de I'identité qui
sera inversible sur des petites valeurs de ¢, mais a priori pas pour des temps grands. La
figure 8.2 nous donne une représentation “physique” de ce phénomene en représentant
les trajectoires caractéristiques X (¢;y) = y + tug(y) associées a I’équation de Burgers
pour une donnée initiale ug tres réguliere, tracée sur la figure 8.3, en haut. Sur la figure
8.2, les temps t pour lesquelles I'application y — y + tug(y) est inversible se recon-
naissent au fait que les trajectoires caractéristiques ne se croisent pas entre 0 et ¢. A
I'inverse, le fait que deux trajectoires se croisent en (¢, x) indique une ambiguité sur le
point de départ y et la vitesse ug(y) permettant d’arriver en (¢, x).

Plus généralement si f est convexe, cette situation se produira des que ug (en di-
mension 1) n’est pas croissante. Il suffit en effet que deux positions initiales y; et yo
vérifient

y1 = y2 = Alf'(uo(y2)) = f'(uo(y1))] avec un A >0 (8.10)

pour que les trajectoires issues de y; et yo se croisent en t = X et © = y1+Af'(up(y1)) =
y2 + Af'(up(y2)). Sil’on observe la solution u, que constate-t-on ? Tant que les trajec-
toires ne se croisent pas, I’équation (8.7) permet de définir u(t,-) de fagon univoque,
mais a partir de t = —1/[infyer (f”(uo(y))uf(y))] > 0, la “solution” donnée par cette
formule n’est plus une fonction, mais un graphe multivalué

G(t) = {(y + tuo(y), uo(y)) : y € R} (8.11)
représenté sur la figure 8.3.
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ug
T
u(t, ) pour
t<A
T
T
£ > A7
T

Fia. 8.3 — évolution d’une solution classique pour 1’équation de Burgers jusqu’a ’ap-
parition du premier choc. Aprés cet instant, la solution faible se distingue du graphe
multivalué construit par I’équation (8.9).

8.1.2 Solutions faibles entropiques

A partir de ces courbes multivaluées, la fagon la plus naturelle de construire des
solutions qui soient des fonctions consiste a les faire “s’effondrer” sur elles-mémes, en
remplacant les plis du graphe par des discontinuités (cette construction est d’ailleurs
a la base d'un schéma numérique proposé par Brenier, voir [12]). Comme la surface
définie sous le graphe (8.11) est constante, et en particulier égale a la masse initiale
f]R uo(z) dz, la position de ces discontinuités doit étre déterminée de fagon a préserver
cette masse, comme illustré sur la figure 8.3, en bas. Mais on reconnaitra volontiers
que cette construction, si elle permet de tracer 'allure des solutions, est loin d’étre
satisfaisante pour définir les solutions exactes.
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Il nous faut donc donner un sens précis a 1’équation (8.1) pour des solutions dis-
continues. Lorsque ug € L>®(R?), on dit que u € L®(R, x R%) est une solution faible
du probleme de Cauchy (8.1) si

/OO/ (u(t, z)Opp(t, ) + f(u(t,z)) - Vyo(t,z)) de dt +/ up(z)p(0,z)dz =0
0 Jrd

R4

pour toute fonction ¢ € C°(Ry x R%). Cette définition, toutefois, n’assure pas a elle
seule [‘unicité de u pour une solution initiale ug donnée. Pour y parvenir, on fait
I’hypothese supplémentaire que la loi de conservation (8.1) représente une sorte de
limite, lorsque € > 0 tends vers 0, de I’équation visqueuse

O (t,x) + Vg - [f(u®(t, x))] = eAgus(t, ).

Plus précisément, on montre que la solution u® de cette équation est définie de fagon
unique, et possede suffisamment de régularité pour que 'on puisse en extraire une
sous-suite convergeant presque partout vers une solution faible (unique) de (8.1). Pour
sélectionner cette solution “physique” parmi toutes les solutions possibles, on a recours
a la notion d’entropie mathématique : par fonction d’entropie, on entend une fonction
E:R — R de classe C', conveze, & laquelle on associe un fluz d’entropie F: R — RY
vérifiant

F' =FEf. (8.12)
Si u est une solution C! de (8.1), elle vérifie
H[E(u)] + Vi [F(u)] = E'(uw)oyu + F'(u) - Vyu = E'(w)[0pu + f'(u) - Vul
= E'(u)[0ru + Vo (f(u)] = 0. (8.13)

Quant a la solution faible obtenue par passage a la limite des solutions u®, on peut
montrer qu’elle vérifie au sens des distributions

O E(u) + V. [F(u)] <0 pour toute fonction d’entropie E. (8.14)

L’idée présente derriere les résultats d’unicité consiste en quelque sorte a “remonter”
cet argument, en montrant qu’une solution faible v qui vérifie la condition d’entropie
(8.14) correspond a la solution donnée par la méthode de viscosité évanescente, et en
particulier, elle est définie de facon unique. On appelle solution faible entropique de
(8.1) une telle fonction u, et on peut citer le résultat suivant (voir en particulier [36]) :

Théoréme 8.1 Siug appartient o L' (RY)NL®(RY), I"équation (8.1) admet une unique
solution faible entropique u € L®(Ry; LY(R%) N L>®(RY)). Cette solution vérifie

1. un principe du mazximum L en temps
l[u(t, )llzee < [luol|zee, (8.15)
2. une propriété de convergence L' vers la donnée initiale

lu(t,-) — uol|lzr — O lorsque t — 0, (8.16)
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3. une propriété de contraction L'
Ju(t,-) = v(t, )l < [luo — voll e (8.17)
pour toute solution entropique v issue d’une donnée initiale vy € Ll(Rd) N
L>(RY),
4. et une propriété de monotonie
u(t, ) <w(t,-) (8.18)
pour toute solution entropique v de (8.1) issue d’une donnée initiale vy € L*(RT)N
L®(RY) wérifiant ug < vg.

Enfin si ug est a variations bornées, alors u(t,-) l’est également, et on a
lu(t, )|V < |uolBv. (8.19)

Remarque 8.1 La propriété (8.17) de contraction L' a été démontrée en 1970 par
Kruzkov (voir [{4]). C’est un résultat fondamental qui permet d’une part d’établir
Punicité des solutions entropiques, et d’autre part la propriété (8.19). On peut en effet
définir la variation totale d’une fonction v comme la plus petite constante C pour
laquelle ||v — v(- — h)||z1 < Ch est vérifiée pour tout h € R, Dans la mesure ot la
solution correspondant a une translation ug(- — h) de la donnée initiale s’obtient par
une translation identique u(t,- — h) de la solution issue de ug, on déduit de (8.17) que

lult,-) —ult,- = h)l[pr < Jluo() —uo(- = R)llzr < hluo| sy (8.20)
pour tout h € RY, d’on 'inégalité (8.19).

8.2 Une formule semi-explicite pour les lois uni-dimensionnelles
a flux convexes

On se place ici en dimension d = 1, avec un flux f de classe C? vérifiant

>0 et limf = +oo. 8.21
f +
o0

Dans ces conditions, Lax démontre dans [45] que la solution faible entropique de 1’équa-
tion (8.2) (dont l'existence et I'unicité sont établies par le théoreme précédent), vérifie,
pour tout £ > 0 et tout = € R,

u(t,z) = uo(y), (8.22)
ol y = y(t,«) minimise globalement la fonctionnelle z — L(z,t,x) = Ly, (2,1, )
définie par

Lo, f(2,t,2) = /OZ up(s)ds+tf* <x ; Z) (8.23)

(voir (8.28) pour le cas ou wug est discontinue en y). La fonction f* désigne ici la
transformée de Legendre de f

[ (x) :=sup(zy — f(y)).

yeR

Comme [’ est strictement croissante, la borne supérieure est atteinte en y = (f/)~(z),
d’ou 'on déduit que

() (@) = (f) @) +2[(F)7 @) = F (T @) (@) = () @), (8.24)
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Remarque 8.2 Lorsque le flux vérifie (8.21), la condition d’entropie (8.14) peut étre
remplacée par l'inégalité suivante, appelée condition d’entropie d’Oleinik :

Ty — T

Fu(t, ) — fl(u(t,z1)) < pour tout x1 < x9 et t > 0. (8.25)

8.2.1 Comportement des trajectoires caractéristiques en présence de
chocs

On peut vérifier que la formulation (8.22)-(8.23) nous permet de retrouver (8.7),
du moins lorsque cette derniere a un sens. Le fait que y minimise £(-, ¢, x) entraine en
effet

w) =) (7L = 0.2l t) 0.2 0.7 ) = ol - (1) (1))

(8.26)
d’ou Pon déduit que ug(y) = (f*)' (5%) lorsque ug est continue en y. Compte tenu de
(8.24), ceci entraine

z =y +tf (uo(y)), (8.27)

et peut donc se lire comme “y est le point de départ d’une trajectoire de vitesse
f(up(y)) = f'(u(t,z)) passant par (¢,z)”. Lorsque uq est discontinue en y, on rempla-
cera donc (8.22) par

u(t,x) = (f)7! (%) : (8.28)

et (8.26) nous apprend que dans ce cas u(t,z) € [ug(y~),uo(y™)], autrement dit qu’il
s’agit d’une discontinuité croissante de ug. Sur la figure 8.4, ce phénomene se produit
au point a = (yq,t = 0), & partir duquel se propage un “éventail” complet de trajec-
toires {17 — (1,y+7f'(0)) : 0 € [up(y™),uo(y™)]} correspondant aux vitesses comprises
entre f'(ug(y™)) et f'(up(y™)). Pour des temps ¢ > 0, en revanche, I'inégalité d’Oleinik
(8.25) nous apprend que les solutions u(t,-) n’ont plus de discontinuités croissantes. A
Iinverse, des solutions décroissantes peuvent se propager dans les solutions faibles. On
les appelle des chocs, et une fagon d’obtenir un choc est de faire aboutir en un “point”
(t,z) de la figure 8.2 deux trajectoires distinctes, sur lesquelles se propagent forcément
deux valeurs distinctes de la solution.

L’intérét de la formulation “semi-explicite” (8.22)-(8.23) de Lax est qu’elle permet de
décrire de fagon complete les trajectoires caractéristiques en présence de telles discon-
tinuités. Ainsi, lorsque plusieurs “trajectoires potentielles” 7 — (y; + 7' (uo(y;)), 7),
i = 1,2,... sont susceptibles de se rencontrer en un point (¢, ), on interprétera les
différents points de départs y; comme des extrema locaux de L(-,t, z). Sur la figure 8.4,
ce phénomene se produit par exemple aux points b et c. Mais sur cet exemple, seul le
point ¢ correspond a un choc. En effet, la trajectoire issue du point y3 est “absorbée”
dans 'onde de choc tracée en pointillés, et n’atteint donc pas le point b. Pour départa-
ger ces candidats y;, la formule de Lax leur demande d’étre des minimiseurs globauz.
Ainsi, le point ¢ = (z, t.) sur la figure 8.4 correspond au cas ou le minimum global de
L(-,te, xc) est atteint en deux valeurs distinctes ya et ys3. La solution u(t., ) est donc
discontinue en x. et vérifie

u(te,x;) = uo(y2) > uo(ys) = ulte, v)). (8.29)
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De fagon plus générale, les limites a gauche et a droite de u(¢, -) en x sont respectivement
données par le plus petit et le plus grand minimiseur global de L(-, ¢, z).

Y1 Y2 Y3 Y

Uo

Fi1G. 8.4 — comportement des trajectoires caractéristiques en présence d’un choc.

8.2.2 Un petit calcul instructif

On peut conclure cette présentation par une observation intéressante, qui nous don-
nera un avant-golit du genre de calculs qu’on sera amené a faire dans la suite. Cette
observation concerne un principe général vérifié par les solutions entropiques, selon
lequel 4l est toujours possible de prolonger les trajectoires caractéristiques dans le passé
(ce qui souligne au passage le caractere irréversible des solutions entropiques). On a
pu ainsi observer que certaines trajectoires pouvaient entrer dans ’onde de choc tracée
en pointillés sur la figure 8.4, mais qu’aucune n’en sortait. D’apres ce principe, on voit
facilement que pour ¢ fixé, deux trajectoires passant par (¢,x) et (¢,2') avec x < 2/
sont respectivement parties de (0,y) et (0,3') avec y < y/. Autrement dit, ’application
x — y(t, ) est croissante.

En montrant que les minimiseurs de L(-,¢,2') sont toujours supérieurs a ceux de
L(-,t,x) lorsque > 2’ (propriété que tente d’illustrer la figure 8.5), il est possible

de retrouver cette propriété importante a partir de la formule de Lax. Plus précisé-
ment, on peut établir que si y minimise £(-, ¢, x), la quantité

K(z) == L(z,t,2") — L(y,t,2))
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F1a. 8.5 — illustration du fait que lapplication z — y(¢,x) définie par la formule de
Lax est croissante.

est strictement positive pour tout z < y. On a en effet pour tout z

K(Z) > E(Z,t,l'/) - ﬁ(Z,t,.%') - E(y,t,l'/) + ﬁ(yvtr%')

i (Z) () () ()

- [ () - o ()

Lorsque 2z < y et @ < 2/, ceci se minore par

K(2) > /: /zy %(f*)” (“ _”> dvdu > winf(f*)". (8.31)

t

Comme on s’est placé dans le cas ou f était strictement convexe (8.21), on peut ensuite
utiliser (8.24) pour voir que (f*)"(w) =1/f"((f")*(w)). On en déduit que

inf(f*)" = Su; 7 (8.32)

et quitte & supposer que f” est majorée par une constante, on voit la borne inférieure
de (f*)” est strictement positive, et finalement que K (z) est bien strictement positive
pour tout z < y.
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Chapitre 9

Stabilité des solutions en
distance de Hausdorff

On introduit a présent une distance définie entre deux fonctions a partir de la dis-
tance ensembliste de Hausdorff. L’intérét principal de cette “nouvelle” distance (qui a
notamment été étudiée par Sendov [56]) est qu’elle permet de considérer comme un pro-
bléme bien posé 'approximation uniforme, c’est-a-dire sans oscillations, d’une fonction
discontinue. D’une certaine facon, les résultats que nous avons obtenus (lors d’un tra-
vail effectué en collaboration avec Albert Cohen, Wolfgang Dahmen et Ronald DeVore)
garantissent que dans cette distance, ’approximation des solutions de lois de conser-
vations scalaires est elle-méme un probleme bien posé. Plus précisément, on montre
que sous certaines hypotheses, les lois de conservation scalaires uni-dimensionnelles a
flux convexes sont stables en distance de Hausdorff, au sens ou les graphes des solu-
tions s’écartent avec une vitesse au plus linéaire. La preuve de ce résultat exploite de
facon importante la description semi-explicite donnée par Lax des trajectoires carac-
téristiques pour des flux convexes, et suppose d’autre part que les solutions initiales
possedent une régularité “semi-lipschitzienne”, hypothese nécessaire et également consi-
dérée par Tadmor et Tang dans [61], [62] et [63]. Par des raisonnements proches, on
établit un résultat de stabilité des solutions vis-a-vis de perturbations lipschitziennes
de la fonction de flux. Dans les cas que ces résultats ne couvrent pas, notamment
lorsque le flux est non convexe ou dans le cas de problemes multi-dimensionnels ne
pouvant pas se ramener a un probleme uni-dimensionnel, on construit des exemples de
solutions pour lesquelles la stabilité n’est pas vérifiée.

9.1 Distance de Hausdorff entre deux fonctions

La raison principale pour laquelle on introduit cette nouvelle distance, qui ne cor-
respond a aucune norme, est donc 'insuffisance notoire de la distance L pour mesurer
la qualité des approximations lorsque la fonction u qu’on souhaite approcher est dis-
continue. De facon évidente, une méthode qui utilise des approximants continus ne
pourra jamais converger vers u dans L°°. Et méme pour des approximants discontinus,
la distance L® est en général trop “rigide” pour que l’on puisse obtenir des propriétés
intéressantes. On peut penser par exemple & la situation ou 'on approche u par des
approximants upr = Y s CaXa constants sur une partition dyadique arbitraire M de
R?. Si u possede un point de discontinuité m dont aucune coordonnée m;, 1 < i < d,
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n’est une fraction dyadique %, on peut observer que l'erreur d’approximation dans L

sera toujours supérieure au demi-saut de u en ce point, ¢.e.

(@ — u)(m) (9.1)

DO | —

lu —unrlLeo >

ou les fonctions uw et u définies en (9.9) désignent respectivement la plus grande et la
plus petite valeur d’adhérence de u en m, et ceci quelle que soit M !

Fic. 9.1 — exemple de “mauvaise” approximation de u dans L°°.

Pour approcher des fonctions discontinues, on utilise donc en général des normes LP
d’exposant p fini, qui sont moins séveres car elles mesurent des erreurs moyennes. En
contrepartie, la qualité des approximations obtenues de cette fagon n’est pas uniforme,
et il est tout a fait possible que v soit tres proche de v dans LP tout en oscillant forte-
ment comme cela se produit sur la figure 9.2.

Fi1c. 9.2 — exemple de “bonne” approximation de u dans LP lorsque p < oo.

Dans ces conditions, la distance fonctionnelle de Hausdorff offre une alternative idéale
aux distances LP :

— d’une part, c’est une distance uniforme, qui est autant sensible aux oscillations
que peut ’étre la distance L°°, en particulier elle pénalisera un phénomene de
Gibbs tout autant que la distance L.

— d’autre part, et c’est une différence essentielle avec la distance L°°, elle est souple,
au sens ou elle permet que de bonnes approximations de u n’aient pas leurs
discontinuités qui coincident avec celles de u.

A ces deux qualités, on peut en ajouter une troisieme, qui rend bien compte du caractere
“visuellement satisfaisant” de la distance fonctionnelle de Hausdorff. Lorsque u est une
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fonction tres oscillante comme sin(Z) avec ¢ < 1, on aurait tendance a dire que u
ressemble beaucoup a —u, et en tout cas, qu’elle est bien plus proche de —u que de la
fonction nulle (voir figure 9.3). Dans la mesure ot ||u—0|| < ||u— (—u)|| pour n’importe
quelle norme, on voit qu’une distance associée a une norme fonctionnelle est incapable
de traduire cette propriété. En revanche, on aura

dp(u,—u) < me <1 =dg(u,0) (9.2)

avec la distance de Hausdorfl d.

F1G. 9.3 — en distance de Hausdorfl, v est bien plus proche de —u que de la fonction
nulle. Avec une distance associée & une norme, c’est toujours le contraire.

Commencons par rappeler ce qu’est la distance de Hausdorff entre deux ensembles.

9.1.1 Distance de Hausdorff entre deux ensembles (fermés)

Si A et B sont deux ensembles d’un espace métrique complet (X, d), on désigne par
0 (A, B) := max {sup inf d(a,b), sup inf i(a, b)} (9.3)
acAbEB pcB acA

la distance de Hausdorff entre A et B. Pour se représenter graphiquement cette dis-
tance, on peut considérer 1’ éloignement dissymétrique de A par rapport o B

€(A, B) := sup inf §(a,b), (9.4)
acA beB

quantité dissymétrique au sens ou A peut étre “plus éloigné de B que B n’est éloigné
de A”, comme c’est le cas sur la figure 9.4. La distance de Hausdorff s’exprime alors
comme

51 (A, B) = max{€(A, B), (B, A)}.

Elle est clairement symétrique, et elle satisfait I'inégalité triangulaire car on a pour
tout ensemble C

€(4, B) Siggcigg 0(a,c) + inf 6(c,b)| < €(4,C) + €(C, B)

d’ou 'on déduit que
0 (A, B) = max{€(A, B),€(B,A)} <max{€(A,C)+€(C,B),e(B,C)+€(C,A)}
< max{€(A,C),€(C,A)} + max{€(B,C),€(C,B)} =dg(A,C)+ o (C,B).
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Finalement, on peut observer que €(A, B) = 0 est équivalent & A C B, de sorte que
O est bien une distance sur les ensembles fermés.

[

F1G. 9.4 — au sens de 'éloignement dissymétrique (9.4), 'ensemble A est ici “plus
éloigné de B que B n’est éloigné de A”.

9.1.2 Distance de Hausforff entre les graphes

Pour deux fonctions u et v données de R% & valeurs dans R, on définit leur distance
de Hausdorff par
dH(u’v) = 6H(GU5GU)5 (9.5)

ou G, et G, désignent leurs graphes respectifs “complétés”, en un sens qu’on va préciser
tout de suite, et ou la distance ensembliste d est prise sur les fermés de R4t muni
de la distance

d 1/2
O((x1,-+  @g41), (@), 2y)) = max (Z(Sﬂz - 562)2) |Tap1 — |
i=1
(9.6)
Lorsque u est une fonction continue, son graphe
Gy = {(z,u(z)) : z € RY} (9.7)

est un fermé de R4, Ce n’est plus le cas lorsque u est discontinue, et on ne saurait
se satisfaire d’en prendre simplement 1’adhérence G, car celle-ci n’est en général pas
connexe. En dimension 1, on peut par exemple penser au cas ou u est la fonction de
Heaviside Xg, : G, est alors la réunion des demi-droites fermées R_ x {0} et Ry x {1}.
Une fonction v telle que 6 (G, G,,) < 1/2 ne pouvant pas avoir un graphe connexe,
elle ne saurait étre continue. Autrement dit, mesurer la distance entre u et v par la
distance 6 entre G, et G, interdit encore d’approcher une fonction discontinue par
des approximants continus. Pour éviter cet écueil, on définira le graphe complété de u
(noté simplement G,, dans la suite), comme

IA
g

Gu = Upera{(z,y) : w(z) <y <u(z)}, (9.8)
ol u et w désignent respectivement

u(x) =sup inf wu(y) et w(x)=inf sup u(y). (9.9)
e>0 lly—zll2<e e>01y—z|2<e

Dans la suite, on se limitera a des fonctions qui sont continues en dehors d’un ensemble
dénombrable de singularités isolées. En dimension d = 1, on utilisera la notion suivante :
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9.1. Distance de Hausdorff entre deux fonctions

Définition 9.1 0On dira qu’une fonction u: R — R est admissible si elle posséde en
tout point une limite a droite et une limite a gauche. Son graphe complété (9.8) est
alors la réunion des points (x,u(x)) ot u est continue et des segments verticauz {x} X
min{u(z™),u(z™)}, max{u(z™),u(x™)}] sur lesquels u est discontinue.

9.1.3 Uniformité de la distance de Hausdorff

Au début de ce chapitre, on a présenté la distance dy comme une alternative
raisonnable, mais toujours uniforme, & la distance L* pour approcher des fonctions
discontinues. On poussera un peu plus loin la comparaison entre les deux distances
en observant que l'inégalité ||u — v||f < € peut se traduire par I'assertion “le graphe
G, intersecte tous les segments verticaux de centre m € G, et de rayon £”, tandis
que dg(u,v) < e revient a écrire que “le graphe G, intersecte toutes les boules de
centre m € G, et de rayon &, et inversement”. On pourra donc voir dy comme sorte
de “relaxation isotrope” de la distance L*°. En d’autres termes, la caractérisation

lu—vlpe <e <<= wv—e<u<v+e (9.10)

devient en distance de Hausdorff

dg(u,v) <e <— nggugSjv et Sgugngju, (9.11)
avec
S-u(r):= inf wu(y)—ec et STu(x):= sup u(y)+e. (9.12)
llz—yll2<e lle—yll2<e

On en déduit sans peine
dp(u,v) < ||u—v| g~ (9.13)

d’une part, et
lu = vz < dp(u,v)[[[u]| Lo + 1] (9.14)

d’autre part, de sorte que les distances dy et L sont équivalentes dans les zones ou
I'une des fonctions est assez réguliere.

Remarque 9.2 On pourrait, parallélement a “I’éloignement” défini par (9.4) entre
deux ensembles, noter

e(u,v) = €(Gy, Gy) (9.15)
léloignement dissymétrique entre deux fonctions u et v. On aurait alors
e(u,v) <e = Sv<u<Siv (9.16)
et dgr(u,v) = max(e(u,v), e(v,u)).
La définition suivante nous sera d’une grande utilité par la suite.

Définition 9.3 On dit d’une fonction uni-dimensionnelle v qu’elle est, respectivement,
semi-lipschitzienne supérieurement ou inférieurement s’il existe une constante L telle
que

v+ h)—v(x)<Lh ou v(x—~h)—v(x)<Lh, pourtouth >0, (9.17)

autrement dit si v est bornée, supéricurement ou inférieurement, par L.
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Chapitre 9. Stabilité des solutions en distance de Hausdorff

Une fonction semi-lipschitzienne est bien siir admissible au sens de la définition 9.1, de
plus sa variation totale est localement bornée, et on a pour tout intervalle I

vy < 2L (9.18)

L’intérét principal de travailler avec des fonctions semi-lipschitziennes est qu’elle n’ont
pas d’oscillations arbitrairement localisées. En particulier, on peut écrire le lemme
suivant.

Lemme 9.4 Si u est semi-lipschitzienne, i.e. s’il existe un L positif tel que +u’ < L,
alors
e(u,v) < (14 2L)e(v,u)

pour toute fonction v admissible.

Preuve. Notons ¢ := €(v,u), et considérons le cas ot v’ < L (le probleme est sym-
métrique). Comme les discontinuités de u sont alors décroissantes, on peut observer
que

uw(z™) = u(z) <u(x) = u(z") (9.19)

pour tout z. On déduit alors de v’ < L que
u(y) —u(zt) < 2Le pour tout y €]z, z + 2¢],
soit

Stu(r+e)= sup u+e<u(xr)+ (1+2L)e.
Jz,x+2¢[

En utilisant (9.16), on voit alors que

inf v <v(z+e) <STu(z+¢e) <u(r)+ (1+2L)e,

lx—e,z+e]
d’ott 'on déduit, en posant & := (1 + 2L)e > ¢,

S:v(x) < inf v—(142L)e < u(x).

[x—e,z+e€]

Avec un argument symmétrique, on montrerait que u(z) < SEPL v(x), ce qui conclut la
preuve. O

9.2 Stabilité de I’équation de Burgers en dimension 1

On commence par traiter le cas de I’équation de Burgers uni-dimensionnelle

Owu(t,z) +u(t,x) - Opu(t,z) =0, u(0,:) =ug, t>0, zeR. (9.20)

Théoréme 9.1 Siug est semi-lipschitzienne (supérieurement ou inférieurement), alors
on a pour toute donnée initiale vy admissible

dH(u(t,-),v(t, )) < C(t)dH(uO,?}o) (9.21)

avec C(t) = max{1+Lt, L} et L := 2L+1, u et v désignant respectivement les solutions
entropiques de l’équation (9.20) pour les données initiales ug et vg.
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Pour établir ce résultat, Cohen, Dahmen et DeVore (voir [15]) ont eu I'idée d’encadrer
ug et vg par des translations de ug, pour étudier la distance entre u et les solutions
issues de ses translatées plutot qu’entre u et v elle-méme.

Avant de donner la preuve de ce théoréme, on peut montrer sur un exemple simple
que I’hypothese semi-lipschitzienne (9.17) est nécessaire. Considérons pour un ¢ < 1
les données initiales

up(7) == Xpe(z) et vo(x) := X2 ()

qui vérifient clairement dg(ug,vg) < €. A linstant ¢ = 1, les solutions u = u(1,-) et
v =wv(1,-) valent respectivement

u(z) = TX[0,v/22] () et w(zr)= TX[0,cv/3] (x), (9.22)

1/2 > £, ce qui exclut toute stabilité.

de sorte que dg(u,v) est de 'ordre de ¢
Prewve du Théoréme 9.1. Ecrivons € := dg(up,vo), et supposons pour commencer
que (up)’ est majorée par L. On peut alors vérifier que les translations

S-up(z) =up(z+e)—Le et Stug(z) :=ug(z —¢) + Le, (9.23)

o L =2L + 1, encadrent ug et vy :

S up <wup < S:uo et Sg_uo <y < Sjuo. (9.24)
L’hypothese (ug)’ < L entrainant en effet
uo(x +¢) —2Le < wup(y) <wug(x —e) +2Le  pour tout |z —y| <e, (9.25)

on voit que les différentes fonctions décalées de ug suivant (9.12) et (9.23) s’ordonnent
suivant
SE_U(] < SE_U(] < uop < S:U(] < S:U(], (926)

ce qui établit 'encadrement de gauche dans (9.24), et celui de droite se déduit im-
médiatement de (9.11). L’intérét des fonctions SFug est que leurs graphes sont des
translatés de ceux de ug, ce qui n’est pas le cas des fonctions Seiuo. On peut alors
observer que si u est la solution entropique de I’équation de Burgers pour la donnée
initiale ug, la fonction @ (¢, x) := u(t, z—at)+a est la solution entropique correspondant
a up = ug + a, car elle vérifie a la fois ’équation (9.20) au sens faible, et la condition
d’entropie d’Oleinik (8.25). L’équation étant d’autre part invariante par translation
horizontale de la donnée initiale uy — ug(- — b), les solutions u* = u*(¢,-) associées
aux données initiales S}uo ont la forme explicite

ut(x) = u(x F (1 + Lt)e) + Le. (9.27)

En utilisant la monotonie (8.18) des solutions, on voit que les encadrements (9.24) sont
préservés a l'instant ¢

w<u<ut et u <v<uT, (9.28)
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Chapitre 9. Stabilité des solutions en distance de Hausdorff

ce qui implique que le graphe G, est toujours compris soit entre G,,— et G,+. On en
déduit alors que

dpr(u,v) < max{dy(u~,u),dg(u,u")} < max{l + Lt, L}e, (9.29)

ce qui termine la preuve (on peut vérifier qu'une preuve similaire permet de traiter le
cas ou c’est —(up)’ qui est majorée par L). O

9.3 Stabilité des lois de conservation a flux convexes

Pour généraliser le Théoreme 9.1, la principale difficulté est qu’avec un flux f

général, on ne dispose plus d’une expression semblable & (9.27) reliant u et ut.

9.3.1 Un corollaire du théoréme de Lax

On a alors choisi de se placer dans le contexte de la section 8.2, ou les solutions
sont décrites par la formule de Lax (8.22)-(8.23), et on a établi la proposition suivante,
qui en est un corollaire.

Proposition 9.5 On considére ici un flux f de classe C* qui vérifie (8.21) et dont la
dérivée seconde est bornée sur R

"< B, (9.30)

et on désigne par h™ et h™ les solutions faibles entropiques de la loi de conservation
scalaire (8.2) issues respectivement de deuz donmnées initiales admissibles hy et hg
dont l'une, au moins, est semi-lipschitzienne supérieurement. S’il existe un o > 0 pour
lequel

hy <hi +a, (9.31)

alors h™ et h* vérifient
h™(t,z~ +tA) < ht(t,2") +a +tLA (9.32)
pour tout t > 0, tout x € R et tout A > aB, avec L := min{supg(hy ), supr(hg)'}.

Remarque 9.6 D’aprés (8.15) et (8.18), l'enveloppe convexe de l’ensemble I(t) =
h™(t,R) Uh*(t,R) C R décroit au cours du temps. On peut donc restreindre les hypo-
theses faites sur le flur f a l'enveloppe conveze de 1(0) = hy (R) U hd (R), les valeurs
de f en dehors de cet intervalle n’ayant aucune influence sur les solutions h™ et ht.
L’hypothese (9.30) est donc une simple conséquence de la continuité de f".

Preuve. On va utiliser le fait que les solutions h~ et h™ sont données par (8.22)-(8.23).
Pour x et ¢t donné, si y4 = y4 (¢, z) minimise la fonctionnelle L (-, ¢, x) := £h0+’f(-, t,x),
on peut montrer que minimiseurs y_ de L~ (-, ¢,z +tA) := th,f(" t,z+tA) sont tous
supérieurs a y, au sens large (ce qu’illustre la figure 9.5). Pour cela, il nous suffit que
la quantité

K(z) =L (z,t,x +tA) — L™ (y4, t,xz +tA) (9.33)
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9.8. Stabilité des lois de conservation a flux convexes

soit strictement positive lorsque z < 3. En utilisant le fait que L7 (y,t, z) < L1 (2,t, )
pour tout z, on a

K> L (z,t, 0+ tA) = L (yy, t,x + tA) = LT (2,8, 2) + L (y4, 1, 2)
Y+
= / [hg (s) — hy (s)] ds

() () (572 o (52)

= [7 e - ey () gy (0] as

En utilisant ’hypothese (9.31), on en déduit que

(9.34)

K@)z [ [a+mf((7))] = (v = ) (nf((1))A - a)

des que A est positif. Et lorsqu’il est strictement supérieur & aB, on voit d’apres (8.32)
que K(z) > 0 pour tout z < y.

A ce stade, on peut donc écrire que pour tout x, le plus grand minimiseur y, de
Eh(.;’f(-,t,x) est & droite du premier minimiseur y_ de Ehg,f("t’x + tA), yy et y_
vérifiant respectivement
Rt at) =hi(ys) et A (t,z~ +tA) = hy (y-). (9.35)

En écrivant I’égalité (8.27) pour y_ et y, on obtient

y— +tf'(hg (y-)) = = + 1A = yy + A +1f'(hg (y+))- (9.36)
La convexité de f nous permet d’en déduire que y_ et y, vérifient soit

ho (y—) < hg (y4),
ce qui entraine h™ (t,z~ +tA) < ht(t,z1) d’apres (9.35), soit
Y- <yt +EA.

Dans la mesure ot y4+ < y_, on peut alors utiliser I'hypothese (9.31) sur h, et ha' pour
calculer

ho (y-) <hg (y-) +a < hg (y4) + L(y- —ys) + o < hi (y4) + LA+, (9.37)
si (hg) < L, ou bien
ho (Y—) < hg (Y1) + L(y— —ys) < hg (y4) +tLA < h{(y3) +tLA+a  (9.38)

si c’est (hg )" qui est majorée par L. L’inégalité (9.32) se déduit alors immédiatement
de (9.35). O
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T+ A—z -
t

8 4
T+
>

y

< e

F1G. 9.5 — position des minimiseurs ¢ apres une perturbation de la donnée initiale ug
(illustration de la preuve de la proposition 9.5).

9.3.2 Stabilité des lois unidimensionnelles a flux convexes

On a alors établi le résultat suivant, qui généralise le théoreme 9.1.

Théoréme 9.2 On considére ici un flur f de classe C? qui vérifie (8.21) et dont la
dérivée seconde est bornée sur R

"< B, (9.39)

ce qui est toujours possible d’aprés la remarque 9.6. Si ug est une fonction semi-
Lipschtizienne supérieurement
(ug) < L (9.40)

et st vg est admissible au sens de la définition 9.1, alors les solutions faibles entropiques
u(t,-) et v(t,-) de la loi de conservation scalaire (8.2) issues des données initiales uy
et vy vérifient

i (u(t, ), v(t,-)) < C(#)dn(ug, vo) (9.41)
et L:=2

avec C(t) = L(1 + 2tBL) L+1.

Preuve. Mis a part expression (9.27), la preuve du théoréme 9.1 s’applique a nouveau.
On aura donc établi I'inégalité (9.41) si 'on arrive & montrer que

dp(u,u™) < eL(1+ 2tBL), (9.42)
ot uT désigne la solution issue de la translatée
ug () :=ug(z — ) + €L (9.43)

(notée Stup en (9.23)), et ¢ la distance initiale dg(ug,vp). Pour estimer la distance
entre u(t,-) et u(¢,-), on peut rappeler dans un premier temps que la monotonie de
I’équation nous assure que

u(t,) <ut(t,-). (9.44)

Dans un deuxiéme temps, on peut utiliser la proposition 9.5 avec h, = uar( +e),
hg = up et o« = Le. On a alors pour tout ¢ > 0 et tout x (en prenant A = 2LeB)

h™(t,x~ + 2teLB) < h™(t,a ") + eL(1 + 2tLB), (9.45)
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soit en observant que h'(¢,-) = u(t,) et h=(t,-) = ut(t,- +¢),
ut(t,z” +e(1+2tLB)) < u(t,z™) 4+ eL(1 + 2tLB). (9.46)

Pour conclure, on peut utiliser le fait que u ne peut avoir que des discontinuités décrois-
santes (garantit par exemple par I'inégalité d’Oleinik (8.25)). On en déduit qu’un point
m du graphe complété de u(t,-) s’écrit toujours (x,u) avec u € [u(t,z"), u(t,x~)]. Les
inégalités (9.44) et (9.46) nous apprennent alors que le graphe complété de u™(t,-)
intersecte le rectangle de diagonale [m,m + e((1 4+ 2tLB), L(1 + 2tLB)] (voir figure
9.6). On en déduit qu'il est & une distance inférieure & eL(1 + 2¢tBL) du point m, et
ceci étant valable pour tous les points m de G, que

e(u,u’) <eL(1+ 2tBL) (9.47)

ou l’éloignement e entre deux fonctions est défini par (9.15). Les inégalités (9.44) et
(9.46) étant valable pour tout x, on peut également en déduire que le graphe com-
plété de wu(t,-) intersecte tous les rectangles de diagonale [m* — e((1 + 2tLB), L(1 +
2tLB)),m*], lorsque m* décrit le graphe G,. On en déduit que e(ut,u) < eL(1 +
2tBL), d’oi finalement (9.42), et la preuve est terminée. O

m+¢e((1+2tLB),L(1 +2tLB))

F1G. 9.6 — d’apres (9.44) et (9.46), le graphe de u™ est proche de tous les points m du
graphe complété de u.

9.3.3 Stabilité vis-a-vis des perturbations de flux

Dans le méme esprit, on a établi le résultat suivant concernant la stabilité des lois
de conservation scalaires pour une perturbation lipschitzienne du flux.

Théoréme 9.3 On considére ici deux flur f et g de classe C* vérifiant
0<A<f"<B e 0<A<¢"<B, (9.48)

et une fonction ug admissible au sens de la définition 9.1. Si u et v sont respec-
tivement solutions (faibles, entropiques) des lois de conservation (scalaires et uni-
dimensionnelles)

Owu(t, ) + Oz [f(u(t,z))] =0, u(0,-) = uo, (9.49)
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et
Ow(t,x) + 0z[g(v(t, z))] =0, v(0,-) =wug (9.50)

issues de la méme donnée initiale ug, alors on a
du(u(t, ), v(t,")) < C@O)If =gl (9.51)
avec C(t) = max{tB/A, (1 +tB/A)/A}.

Preuve. Commengcons par observer que f” et g’ étant tous deux minorés par un A > 0,
leurs transformées de Legendre f* et g* vérifient

I(F7) = (g") e < /A (9.52)

ou € := ||f' — ¢'||1~. Fixons pour cela un s et notons u = (f*)'(s) et v = (g*)'(s).
Quitte & intervertir g et f (les hypotheéses sont symétriques), on peut supposer que
u < v, on a alors

=f(v)>flu)+Alu—v)>g ) —e+Alu—v)=s—c+ Alu—0v), (9.53)
d’out on déduit |(f*)'(s) — (%) (s)| = u—v < g/A.
On peut alors établir que u et v vérifient
v(t,z” +tA) <u(t,zT) 4+ (e +A)/A (9.54)
pour tout z € R, tout ¢ > 0 et tout A > ¢B/A. Considérons pour cela un minimiseur
y=y(t,x) de L(-,t,x) := Ly ¢(-,t,x), et montrons que les minimiseurs § de L(-, ¢,z +

tA) = Ly, (-, t, z + tA) vérifient tous y > y dés lors que A > Be/A. En utilisant le
fait que L(y,t,x) < L(z,t,z) pour tout z, on calcule que la quantité

K(z) = L(z,t,z +tA) — L(y,t,z +tA) (9.55)

vérifie pour z < y

> Lz, t,x +tA) — L(y, t,x +tA) — L(z,t,z) + L(y, t,2)

- <xz+tA>Ag (x—yt—i-tA)_f*<x;z>+f*<x;y>>
T—s+t gy (222 as

M o o

((f

A —e/Al(y - 2)

I
~

| V

Z

[inf(

\/I\/

pour tout A > Be/A, en utilisant & nouveau inf((f*)"”) = 1/sup(f”) > 1/B.
A ce stade, on peut donc écrire que pour tout z, le plus grand minimiseur y de
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Loy f(-,t,x) est & droite du premier minimiseur § de Ly, 4(- ¢, + tA), y et § véri-
fiant respectivement

u(t,zt) =ug(y) et v(t,z~ +tA) = up(F). (9.57)
En écrivant I’égalité (8.27) pour g et y, on obtient
J+tg (uo() =z +tA =y +tA+tf'(uo(y)), (9.58)

et on déduit alors du fait que y < § que

g (uo(7)) < A+ f(uo(y)) <A+ g (uo(y)) +e, (9.59)

ce qui nous conduit & l'alternative suivante : soit on a ug(g) < up(y) et l'inégalité
(9.54) est évidente, soit on a up(y) < ug(y) et dans ce cas la forte convexité de g per-
met d’écrire ¢'(uo(y)) < ¢’ (uo(9)) — (uo(y) — uo(y))A. Ajoutée a (9.59), cette derniere
inégalité nous donne (up(7) — uo(y))A < (¢ + A), ce qui d’apres (9.57) correspond
exactement a (9.54).

Pour en déduire que le graphe de v(t,-) passe a proximité de tous les points du graphe
de u(t,-), on ne peut plus écrire que v < v comme dans la preuve du théoreme 9.2.
Mais on peut observer que les hypotheses sur u et v étant symétriques, l'inégalité (9.54)
entraine également

v(t, ™ —tA) > u(t,xt) — (e + A)/A. (9.60)

Comme les discontinuités de u sont toujours décroissantes, u(t,x1) est toujours infé-
rieur & u(t,z~), et on a

v(t,xm —tA) >u(t,z”) — (e + A)/A. (9.61)
On observe alors que cette inégalité et (9.54) impliquent que le graphe de v(t, -) inter-

secte tous les rectangles de diagonale [(x — tA,u(z™) — (e + A)/A), (z + tA,u(z™) +
(e 4+ A)/A)] pour z € R, et on en déduit que

€(u,v) < emax{tB/A, (1 +tB/A)/A}. (9.62)

Comme a nouveau, on peut intervertir les fonctions u et v, on en déduit finalement
I'inégalité (9.51). O

9.4 Résultats négatifs

Lorsque le flux f n’est pas convexe, ou bien en plusieurs dimensions lorsque 1’équa-
tion (8.1) ne peut pas se réduire a une loi de conservation uni-dimensionnelle, on n’a
en général pas de stabilité en distance de Hausdorff pour les solutions. Autrement dit,
les hypotheses du théoreme 9.2 sont optimales.
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9.4.1 Cas des flux non convexes

On considere ici le cas ol la dérivée seconde du flux f” change de signe. Pour
construire un contre-exemple, 'idée est de trouver une solution initiale ug qui donnera
naissance a deux ondes de chocs distantes se déplacant I'une vers I'autre. A I'instant
de leur rencontre, le graphe de u varie brutalement (voir figure 9.7), et si 'on perturbe
légerement ug, on déplace cet instant de fagcon contradictoire avec un principe de sta-
bilité des solutions en distance de Hausdorff. Le théoréme suivant décrit ce phénomene
en détails.

u
C L __ N m
bl M u

Fia. 9.7 — lorsque le flux est non convexe, il peut apparaitre des chocs qui se déplacent
I'un vers l'autre, faisant varier brutalement le graphe de la solution.

Théoréme 9.4 On considére ici le cas ot f" est de classe C' et change de signe. Alors
il existe deux réels strictement positifs K, T et une donnée initiale ug réguliére telle
que pour tout € > 0, il existe une perturbation vy de ug vérifiant

dH(uO,Uo) <e (963)
et pour laquelle les solutions entropiques de (8.2) issues de ug et vy vérifient

dr(u(T, ), 0(T, ")) > K. (9.64)

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe trois réels a < b < ¢
tels que f”(a) > 0, f"(b) = 0 et f"(c) < 0, et tels que f” est positive sur [a,b] et
négative sur [b, ¢|. D’autre part, on peut aussi supposer que f’(a) = 0, car les solutions
entropiques @ de (8.2) associées au flux f(z) = f(z) —zf'(a) se déduisent de u par une
translation a(t,z) = u(t,z — tf'(a)), et on a clairement dg(a,0) = dy(u,v). D’apres
les hypotheses faites sur f”, on en déduit facilement que f(b) > f(a), soit

f(6) = f(a)

0. 9.65
e (9.65)

Enfin, on peut observer sur la figure 9.8 que quitte a prendre a trés proche de b, la
valeur moyenne de f’ sur [a, ] peut toujours étre considérée négative, de sorte que

flo =/ (9.66)

cC—a
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F1G. 9.8 — allure de la dérivée f d’un flux régulier non convexe.

On considere alors une premiere solution initiale uf vérifiant u(z) = b pour x < 0,
ud(z) = a pour x > 1 et décroissante sur [0,1]. Apres un temps fini 73, cette solution
devient une onde de choc pure

ul(t, x) = DX <yl 40! (x) + aX >yt 4ol (x) (9.67)

pour ¢t > T, o1 y! est fixé et de vitesse v! = (f(b) — f(a))/(b—a) > 0 d’apres la loi de
Rankine-Hugoniot et (9.65). Sur le méme principe, on considére ensuite une deuxieme
solution initiale uZ vérifiant u3(x) = a pour x < —1, ud(z) = ¢ pour > 0 et croissante
sur [—1,0]. Apres un temps fini Tb, cette deuxieme solution devient également une onde
de choc pure

u2 (t’ x) = CXm§y2+tv2 (:C) + axmzy2+tv2 (x) (9'68)

pour t > Ty, avec y? fixé et de vitesse v2 = (f(c) — f(a))/(c — a) < 0 d’apres (9.66).

On définit alors ug par

uo(z) = ub(z) + ud(z — 2) — a, (9.69)

otl z est tel que z > y' —y? + (v! —v?) max {7}, T»}, de facon & ce que les ondes de choc
issues de ué et ug( — z) n'interagissent pas avant de s’étre entierement développées,
comme c’est le cas sur la figure 9.7 : pour t € [max{7},T5}, T3] ou T3 est donné par

24+t -yl + T3(0? —0t) =0, (9.70)

on a
u(t,z) = ul(t,z) + u(t,x — 2) — a. (9.71)
A linstant T3, les deux ondes de chocs se rencontrent en y = y' +Tsv! = 3% + 2+ T3v2,
et pour t > T3, la solution devient une onde de choc pure
u(t’ x) = bX:L‘Sy-‘r(t—Tg)’U('I) + CX:L‘Zy-‘r(t—Tg)U(x) (972)
de vitesse v = (u(c) —u(b))/(c — b) < 0.
Pour un € > 0 arbitraire, on perturbe alors uy en “retardant” légerement 1’onde de

gauche :
vo(2) := up(x +¢) + ud(x — 2) — a, (9.73)

d’ott on déduit immédiatement que dg(vo,up) < €. La discussion ci-dessus s’applique
encore, et on a
v(t,z) = ul(t,x +¢) + u(t,x — 2) —a (9.74)
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pour t € [max{T},T>},T5], ou T est donné par
e+t -yt + 502 — o) =0. (9.75)

On voit donc que pour T3 < t < T%, les chocs se sont déja confondus dans le graphe de
u, mais pas encore dans le graphe de v. On en déduit alors que pour T' = (T3 + 15)/2,

di(u(t,-),v(t,")) > K :=b—a, (9.76)

ce qui conclut la preuve. O

Remarque 9.7 Ce contre-exemple n’est en réalité pas complétement satisfaisant, car
la stabilité n’est violée que sur un intervalle de temps tres court. Et de la méme fagon
qu’on a relaxé la distance L en espace, on aurait envie de la relaxer en temps. Ce
contre-exemple n’en serait alors plus un, et il n’est d’ailleurs pas évident qu’il en existe
encore.

9.4.2 Cas des dimensions supérieures

Dans le cas multi-dimensionnel, la fonction de flux s’écrit f(y) = (f1(y), -, fa(y)),
chaque f; étant une fonction de R dans R. On dit alors de f que c’est un flux essen-
tiellement uni-dimensionnel s’il peut se mettre sous la forme

fly) = ag(y) (9.77)

oll a désigne un vecteur unitaire constant de R% et ¢ une fonction de R dans R, et dans
le cas contraire, qu'il est véritablement multi-dimensionnel (voir figure 9.9).

” ><
// fly) = ag(y) — f(y) # ag(y)

F1G. 9.9 — exemple de flux essentiellement uni-dimensionnel (a gauche), et véritable-
ment multi-dimensionnel (& droite).

On peut d’autre part étendre la définition 9.3 & une fonction v de R? en disant qu’elle
est semi-lipschitzienne dans la direction b € R? si (b désignant un vecteur unitaire de
R%) on a

v(x + sb) —v(x) < Ls pour tout s > 0, (9.78)

avec L > 0 une constante fixée. Le théoreme suivant montre que les seules équa-
tions stables pour la distance de Hausdorff sont celles qui sont essentiellement uni-
dimensionnelles, a un terme linéaire pres.
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Théoréme 9.5 On consideére ici que le flux f s’écrit sous la forme

f=1(91,""-,94) +ag (9.79)

ou les g; sont des fonctions affines, a est un vecteur unitaire fizé de R?, et g un fluz
uni-dimensionnel de classe C? vérifiant 0 < ¢" < B. Si ug est une fonction continue
qui est semi-lipschitzienne dans toutes les directions b telles que (a,b) > 0, alors pour
toute fonction continue vy, on a

it (u(t, ), v(t,)) < C (g, ) (9.50)
pour tout t > 0, avec C(t) = L(1 +2tBL) et L =1+ 2L.

Lorsque le flur f ne peut pas s’écrire sous la forme (9.79), il existe deux réels stric-
tement positifs T, K et une donnée initiale uy satisfaisant les hypotheses ci-dessus,
telle que pour tout € > 0, on puisse exhiber une deuxieme donnée initiale vy vérifiant
dr (ug,v0) < € et pour laquelle on a

dir(u(T, ), v(T, ) > K. (9.81)

Preuve. Pour la premiere partie du théoréme, on peut supposer que les g; sont tous

nuls, dans la mesure ou les solutions u et v de (8.1) associées au flux f— (g1, ,gq) se
déduisent respectivement de u et v par les translations u(t,x) = a(t,x — t(g1, - , 94))
et v(t,z) =0(t,x —t(g1, -+ ,94)), d’ott 'on déduit facilement que dg (@, 0) = dg(u,v).

D’autre part, le fait que la propriété (9.78) soit satisfaite dans toutes les directions b
telles que (a,b) > 0 entraine que les translations

uf = uo(- —ea) + Le et uy :=ug(- +ea) — Le (9.82)

avec € := dp(up,vo) vérifient
uy <ug <uf et ug < vy < ug 9.83
o <wuo<ug et uy <wvg <ug, (9.83)

car pour tout point y a distance ||y —z|j2 < € de z s’écrit y = x —ea+nb avec (a,b) > 0
et 7 < 2¢, d’olt I'on déduit que supjy_g(,<- uo(y) < uo(x — €a) + 2eL, et finalement
(9.83) d’apres la caractérisation (9.11)-(9.12) de la distance de Hausdorff. On désignera
par u~ et uT les solutions issues de ces données initiales. Le flux ayant alors la forme
f = ag, on peut vérifier que pour tout x € (aR)*, la fonction u'® (t,s) = u(t,z + sa)
avec s € R est solution entropique de la loi de conservation uni-dimensionnelle (8.1)
associée au flux g et a la donnée initiale uéw). On sait alors que u®) est une fonction
admissible au sens de la définition 9.1, et on désigne son graphe complété par G, ).

D’apres le théoreme 9.2, on a
dpr (u® (t,),u® (2, ) < C)dpr(ul”, ul) (9.84)
et la continuité de ug nous permet d’écrire que
(2)

dH(u((f),uO ) — 0 lorsque z — z. (9.85)
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On en déduit que pour tout temps ¢t > 0, le graphe complété de u peut étre défini a
partir des graphes G, ») par

Gy = Ugearyt {(z +50,9) : (5,9) € Gy} (9.86)

autrement dit, G, est la réunion de ses rayons uni-dimensionnels dans la direction
a. Les graphes de v, u~ et u™ peuvent étre définis de la méme facon. On peut alors
reprendre les arguments développés dans la preuve du théoreme 9.2 pour voir que

d(u,v) < max{dg(u,u),dg(u",u)}

< sup max{dH((u(x))_,u(x)),dH((u(x))+,u(x))}§C’(t)€ (9.87)
z€(aR)+

avec C(t) = L(1 4 2tBL), ce qui prouve la premiere partie du théoreme.

Pour voir que la condition (9.79) sur le flux est nécessaire, on suppose maintenant
que f est quelconque. Pour un vecteur unitaire b arbitraire de R%, on considere alors
la fonction

u(t, ) == uO(t, (2,b)) (9.88)

construite a partir de la solution entropique uni-dimensionnelle associée au flux f; :=
(f,b) et & une donnée initiale uéb). On peut alors vérifier que u est la solution entropique
associée au flux f, lorsque la donnée initiale est essentiellement uni-dimensionnelle et
donnée par ug(z) := u(()b)((a:, b)). A chaque instant ¢ > 0, la fonction u(?) est admissible
au sens de la définition 9.1, ce qui nous permet de définir son graphe complété, de
méme que celui de u. D’apres le théoreme 9.4, on sait alors que la stabilité Hausdorff
peut étre mise en défaut des lors que le signe de f; = (f”,b) n’est pas constant. En
observant la figure 9.9, on vérifie alors sans peine qu'un flux pour lequel les projections
(f",b) sont de signe constant dans toutes les directions b est en réalité essentiellement
uni-dimensionnel, et on en déduit que f doit s’écrire sous la forme (9.79) pour que la
loi de conservation puisse étre stable en distance de Hausdorff. O

9.4.3 Stabilité pour des temps petits

Lorsque ug est décroissante, la constante C'(¢) du théoreme 9.2 vaut 1 + 2tB, ce
qui est tres intéressant lorsque 1'on doit accumuler des estimations d’erreurs sur n
intervalles de temps At, car on peut alors utiliser un lemme de Gronwall comme le
lemme 1.4. Lorsque aucune des solutions initiales n’est décroissante, en revanche, on
peut montrer qu’il n’existe aucune constante C pour laquelle on aurait

dH(u(t, s U(t, )) < (1 + Ct)dH(uo, Uo) (9.89)
pour des valeurs de t proches de 0.

Théoréme 9.6 Les solutions entropiques u et v de l’équation de Burgers (9.20) res-
pectivement issues des solutions initiales

ug(z) = X[ (r) et wo:= sup up(x+h)+e
|h|<e
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ne vérifient
di(u(t,-),v(t,)) < (14 Ct)dg(up,vo), pourt>0 (9.90)

pour aucune constante C.

Preuve. D’apres 'équivalence (9.11), il est clair que dg(ugp,vg) = €. On peut d’autre
part observer sur la figure 9.10 que vy et ug sont constituées d’un choc suivi par une
détente. Sur ug, la détente est au contact du choc, de sorte que 'amplitude maximale
sup,cr u(t,x) de u va décroitre des I'instant initial. Dans le cas de vg, en revanche,
il va s’écouler un certain temps avant que la détente ne rattrape la position du choc,
et 'amplitude maximale sup,cg v(t, ) va rester constante égale & 1 + ¢ durant cette
période. On peut donc vérifier qu’avant leur rencontre, le choc de v avance a la vitesse
% + ¢ d’apres la loi de Rankine-Hugoniot, tandis que sa détente avance a la vitesse
1+ €. Il ne se rencontrent donc pas sur des temps ¢t < 4e. Comme on peut d’autre part
calculer que u(t,z) = 157Xy /157 (), on a

dp(u(t,-),u(t,-)) >supv(t,z) —supu(t,z) =1+¢ — (9.91)

x

z€R z€R V1+1t

pour ¢t < 4e. S’il existait une constante C' pour laquelle (9.89) était vérifiée, on aurait
pour t = 4¢e

1
1-—— < Cte < Ct%, (9.92)
L+t

d’ott 'on déduirait que p(t) := %th + Ct? est supérieure & 1 & droite de 0, ce qui dans
la mesure ot ¢(0) = 1 et ¢/(0) = —1/2, est notoirement faux. Et on peut également
montrer que (9.89) n’est pas vérifiée pour des valeurs de t plus grandes que 4e. U

le 10> (1+Ct)e
v(t)

Vo

u(t)

Up

F1G. 9.10 — exemple de fonctions initiales pour lesquelles la stabilité (9.89) n’est vérifiée
pour aucune constante.
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Chapitre 10

Régularité “géométrique” d’ordre
élevé

A partir des résultats du chapitre précédent, on établit un résultat de régularité
d’ordre élevé pour les lois de conservation scalaires uni-dimensionnelles & flux convexes.
Les régularités concernées par ce résultat sont celles qui caractérisent des ordres élevés
de convergence pour ’approximation polynomiale par morceaux en distance de Haus-
dorff entre les graphes. Plus précisément, on montre que lorsque la solution initiale wug
peut étre approchée en distance de Hausdorff avec une précision de 'ordre de N ~¢ par
une suite de fonctions polynomiales de degré fixé sur N morceaux, cette propriété est
vérifiée en tout temps par les solutions faibles entropiques u(t) issues de ug. Inspirée
par les travaux de DeVore et Lucier, la preuve de ce résultat repose sur la caracté-
risation des ordres d’approximation élevés dans L°° par des propriétés de régularité
mesurées dans des espaces de Besov.

10.1 Présentation du résultat

Dans le contexte des lois de conservation uni-dimensionnelles & flux convexes, on
interprétera la distance de Hausdorff entre deux solutions comme une distance L*°
entre leurs graphes vus dans un repere incliné.

10.1.1 Rotation et inclinaison des graphes

On suppose donc que le flux f est de classe C? et vérifie
0<A<f" (10.1)

Dans ce cas, 'inégalité d’Oleinik (8.25) s’applique et nous apprend qu’a tout instant
t > 0, la solution entropique u = u(t,-) de (8.2) vérifie

1
—oco < < —. 10.2
oo_u_At ( )

I1 est alors assez clair (voir figure 10.1) que son graphe complété GG,, sera celui d’une
fonction lipschitzienne dans un repere tourné d’un angle adéquat. Plus précisément,
on désignera par Ru la fonction dont le graphe est I'image de G, par la rotation
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O =Py, (z,2) — (T, 2) définie par

{ T =cCcr—sz (10.3)

ou 0 €]0,7/2[, c:=cosf >0 et s:=sinf > 0 sont tels que
T:=s/c=tanf = At/2. (10.4)

Pour se convaincre qu’il s’agit bien d’une fonction, on peut observer que ® est continue
et qu’elle transporte G, en une courbe ®(G,) qui ne se recouvre pas. En effet, deux
points (z,z) et (2/,2") de G,, avec x < 2’ sont tels que 2/ — z < (2/ — x)/(27) d’apres
(10.2), par conséquent leurs images vérifient

T—z=cl@ —z)—s(z —2)> (' —x)c/2 > 0. (10.5)
D’autre part, on a

7—z=c(z—2)+s(@ —z) < (2’ — m)(% +5) < (@ —z)(r7 +27) (10.6)

en utilisant successivement (10.2) et (10.5), tandis que
-7 =c(a'—z)—s(z'—2) > —s(z'—2) et Z—z=s(a'—2)+c(z'—2) > c(2'—2) (10.7)
se déduisent de 1'ordre z < 2/, et entrainent
7 —z>-7 12 - %) (10.8)
Ru est donc bien lipschitzienne et vérifie

—r V< (Ru) <7714 2r (10.9)

U Ru Ru

F1a. 10.1 — changement du systeme de coordonnées pour obtenir une fonction lipschit-
zienne a partir d’une fonction semi-lipschitzienne : rotation des graphes et retour a un
support compact (“inclinaison”).

De fagon assez claire, Ru n’est plus une fonction a support compact (du moins pas si
u 1'était), car elle vaut Ru(z) = 7& en dehors de la région correspondant au support
de u. Pour préserver le caractere compact des supports, on corrige Ru en posant

Ru(z) := Ru(z) — T, (10.10)
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ce qui revient encore & dire que Ru est la fonction dont le graphe est 'image de G,
par Papplication ® = ®4¢: (z,2) — (Z, Z) définie par

{

Dans la suite, on parlera de fonction inclinée pour désigner Ru. Clairement, il s’agit
d’une fonction lipschitzienne

S
Il
8

= Cxr — Sz

—1,

(10.11)

IS
Il
0

[(Ru) || oo < v (10.12)
avec
V'—7'71+7'—i ﬁ (10.13)
o At 2 ’

On pourra également observer que lorsque u est une fonction de BV, alors Ru l'est
aussi et vérifie
o -1
Rulpy iy < < lulpvn, (10.14)

ce qu’on peut voir comme une conséquence immédiate du fait que la variation totale
s’écrit en dimension 1

n
lu|py = supz lu(z;) — u(ziz1)], (10.15)
i=1
ou la borne supérieure est prise sur tous les nuages de points zg < --- < x, dans le

support de u.

10.1.2 Stabilité uniforme des solutions inclinées
On a alors la proposition suivante.

Proposition 10.1 Dans ce nouveau repére, les lois de conservation scalaires (8.1)
uni-dimensionnelles vérifient une propriété de stabilité L>° vis-a-vis des perturbations
de la donnée initiale ug ou du flux f. Plus précisément, si u et v sont respectivement
solutions entropiques de

Opu(t, z) + Oz [f(u(t,x))] =0, u(0,-) = ug, (10.16)

et
Owv(t,x) + 0z[g(v(t,z))] =0, v(0,-) =g (10.17)

pour des flux de classe C* vérifiant
0<A<f"<B e 0<A<J¢"<B (10.18)

(la magjoration par B étant toujours possible d’apreés la remarque 9.6), et si la solution
initiale ug est semi-lipschitzienne supérieurement

(ug) < L, (10.19)
alors on a (en identifiant u = u(t,-) et v =v(t,-))
1R — Rollze < C@)llluo — vollze + 11 — o' lz=] (10.20)

avec une constante C' qui dépend de t comme v(t)(1+t).
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Preuve. D’apres le théoreme 9.2, les solutions u et @ issues respectivement de (10.16)
et de

Ou(t,x) + 0z [f(a(t,z))] =0, a(0,-) = v, (10.21)
vérifient dg(u, ) < C(t)dg(ug,vo) < C(t)||ug — vol|ree. En utilisant le théoreme 9.3,
on trouve alors dg (@, v) < C(t)||f" — ||, et on en déduit

dp (u,v) < C@®)[[luo — vollree + If" = g'llLe<]. (10.22)

Il ne nous reste donc plus qu’a vérifier que la distance uniforme entre Ru et Rov est
controlée par la distance de Hausdorff entre u et v. Pour le voir, on peut commencer
par constater que la rotation des graphes (10.3) stabilise la distance de Hausdorff

di(Ru, Rv) < Cdg(u,v) (10.23)

avec une constante absolue (qui serait égale a 1 si la distance dy était construite a
partir de la distance euclidienne sur R? plutot qu’avec (9.6)). En utilisant alors le fait
que Ru est lipschitzienne (10.9), on peut déduire de I'inégalité (9.14) que

|Ru — R g < (1427 + 7 Ydg(Ru, Rv) < Cv(t)dg(Ru, Rv). (10.24)
Comme Ru(z) — Ru(z) = Ru(z) — 72 — (Rv(z) — 72) = Ru(z) — Ro(zx), on trouve
enfin

|Ru — Rvl|pe = |Ru — Ru||p= < Cv(t)dy(Ru, Rv) < Cv(t)dy(u,v),  (10.25)

ce qui établit (10.20). On pourra d’ailleurs observer que I'inégalité précédente est en
réalité une équivalence, dans la mesure ou

d(u,v) < Cdp(Ru, Rv) < ||Ru — Rol|pe = |Ru — Rul| . (10.26)
(]

10.1.3 Le théoreme de régularité

On énonce a présent notre principal résultat. Sa preuve est basée sur une approxi-
mation des solutions exactes par des fonctions constantes par morceaux. On décrira en
détails cette construction dans la section 10.2, et on y donnera une estimation inverse
(dont la preuve est tres technique) qui fera fonctionner la preuve de notre théoréme
dans la section 10.3.

Théoreme 10.1 On rappelle le flux f satisfait ici une hypothése de forte convexité
(10.1). Si ug est une fonction semi-lipschitzienne supérieurement uy < L a support
compact, alors pour tout indice de régularité o > 1 et tout instant t > 0, la solution
entropique u = u(t,-) de la loi de conservation uni-dimensionnelle (8.1) vérifie

IRl 5o < C (o]l go + 1) (10.27)

avec une constante C' indépendante de ug, dés lors que le flux est assez régulier, i.e.
appartient a I/VIT;CL&OO pour un entier r > o — 1.

Remarque 10.2 L’hypotheése de régularité uniforme sur f n’est en général pas restric-
tive, les flux étant d’habitude trés réguliers. On pourrait toutefois adapter ce résultat a
des situations ou f n’est pas uniformément réguliére mais est bien approchée dans L™
par des polynémes par morceauz, par exemple lorsqu’elle est W3 “par morceauz”.
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10.2 Approximation polynomiale par morceaux des solu-
tions

10.2.1 Construction des solutions initiales approchées

Dans la section 1.3.2, on a vu que les fonctions de B® sur un intervalle I pouvaient
étre approchées dans L°°(I) par des fonctions polynomiales par morceaux avec une
précision de 'ordre de N~ ot N désigne la complexité des approximants. Plus préci-
sément, on a introduit les ensembles ¥, = 3, ;- des fonctions continues et polynomiales
de degré au plus r sur 2" intervalles de I, et on a montré que lorsque r > « — 1, il
existait pour toute fonction ug € B une suite Sn € Xy, n € N approchant ug dans
L™ de fagon a ce que

o] 1/q
( S [2"lug - snum]q> < Clluoll o (10.28)

n=-—1

avec une constante C' absolue, 1/g =a et S_1 = 0.

On va maintenant considérer une suite .S,, approchant de cette facon la donnée ini-
tiale ug de notre théoreme 10.1, et pour les besoins de notre construction, on aura
besoin que les approximants aient la méme propriété semi-lipschitzienne que ug, a
savoir

S/ <L pour n€N. (10.29)

Pour cela, on peut reprendre les approximants 7;, polynomiaux par morceaux de u,
introduits dans la deuxieme partie de la preuve du théoreme 1.2, qui vérifient

o
Y o = Tullds < Clluplbazia, (10.30)

n=-—1

avec une constante C' absolue, 1/¢ = a et T_; = 0. Pour chaque T},, on avait montré
I'existence d’une partition de I en 2"+! intervalles I, sur lesquels 7}, était polynome
de degré au plus r — 1, et tels que

1
Jug — Tullprry) < EH% — Tyl (10.31)

Sur chaque Ij, on peut définir une nouvelle approximation polynomiale R, 41 de u( en
projetant orthogonalement cette derniere fonction sur les polynomes de degré r — 1, de
sorte que la restriction de R, 1 a chaque [} est déterminée par les r relations

/ [ug(z) — Rpy1(z)]z®de =0, pour s=0,...,r —1. (10.32)
Iy,

D’apres le lemme 1.2, cette projection réalise une erreur d’approximation quasi-optimale
dans L'. On a donc

H% - Rn-HHLl(Ik) < CH% - TNHLl(Ik)- (10.33)

On peut d’autre part vérifier qu'il existe au plus (r + 1)/2 intervalles disjoints a 'in-
térieur de I, sur lesquels R,,41(z) > L. Sur chacun d’entre eux, on remplace R, par
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L, et par L — ¢(L — Ry,4+1) sur la partie restante I, de Iy, ol ¢ est choisie de facon que
I'intégrale de R,1 sur I demeure inchangée. Dans la mesure ou cette intégrale vaut

/Rm:/ uly < LIy, (10.34)
Iy Iy

la constante

= f[k [L - RnJrl]
B ffk [L - RnJrl]

appartient & [0, 1], et on en déduit que L — ¢(L — Ry 1) < L sur I;. La fonction Uy,
ainsi obtenue est polynomiale de degré inférieur ou égal & r sur au plus 2" intervalles
avec a = 1 +logy(r + 1), et vérifie U, 1, < L en tout point. Enfin, on peut vérifier que
les modifications effectuées sur R, 11 n’ont pu que diminuer l'erreur d’approximation
dans L'. En effet, on a d’une part

(10.35)

||u6 - U"JFGHLl(Ik\fk) S ||u6 - R”+1‘|L1(lk\fk) - /I 5 [RnJrl - L], (10'36)

&\ K

et d’autre part
lth = Untall sz, = = L = (R = Dl z,

< lug — Rn+1||L1(fk) + (1 =o)L - Rn+1||L1(fk)

< jug — R"+1”L1(I~k) + </ [L — Rpt1] — / [L— Rn+1]> (10.37)

I I

S ”ulo — Rn"'l”Ll(fk) +/ ~ [L — Rn+1].

I\
On a donc
g = Untallr ) < llug — Rl < Cllug — Tullozy)- (10.38)
On définit alors S,, 4, sur chaque intervalle I, = [ag, bg] par
x
Spra(x) = uo(ar) + / Unyals) ds. (10.39)
ak

On obtient bien de cette facon une fonction de ¥,.4, la continuité de 5,4, étant
garantie par le fait que ug est elle-méme continue et qu’on a par construction f I Upta =

| ;. ug. D’autre part, la propriété (10.29) est clairement vérifiée. Enfin, on observe
k
aisément que

[t = Sntallzee < C'sup luo = Tollr ) < 27" Mlug — Tl 1 (10.40)
et on en déduit que la suite S,, vérifie bien I'inégalité (10.28) avec une constante C'
absolue, 1/¢ = a et S, = 0 pour —1 < n < a. On peut a ce sujet remarquer que la
suite S, n’approche pas forcément ug de facon quasi-optimale dans L, mais I'inégalité

(10.28) sera suffisante pour nos besoins. Observons également que les dérivées U,, = S/,
forment une suite d’approximations quasi-optimales de u{, dans L'. On en déduit que

[Snllzr < Cllug|l s (10.41)
avec une constante absolue, de sorte que

|SnlBv < Clug|py- (10.42)

166



10.2. Approximation polynomiale par morceauzr des solutions

10.2.2 Approximation du flux

On approche ensuite la fonction de flux f qu’on suppose appartenir & W"3°°((Q),
ou () désigne un intervalle contenant les valeurs prises par ug ou un des .S,,. D’apres
(10.42), la longueur de cet intervalle sera de 'ordre de |ug|gV. Un résultat classique
d’approximation par splines nous dit alors qu’il existe pour chaque entier n une fonction
gn de classe C"t! qui est polynomiale de degré inférieur ou égal & r+2 sur les intervalles
[727™, (7 + 1)27"] avec j € Z, et vérifie

1o — QS)HLOO(Q) < 023D p(r+3) lz(@) pour 1 =0,...7+2. (10.43)

On rappelle d’autre part que le flux f est fortement convexe (10.1), et vérifie méme
d’apres la remarque 9.6
0<A<f'<B (10.44)

avec une constante B dépendant de ug. L’inégalité (10.43) ci-dessus prise avec | = 2
nous montre alors que quitte a modifier légérement les constantes A et B, on peut
supposer que les g, vérifient également

0<A<g"<B. (10.45)

Pour chaque entier n, on définit alors s, = s,(t,-) comme la solution entropique &
I'instant ¢ de la loi de conservation

Osn(t, ) + Oxlgn(sn(t,z))] =0, s,(0,:) =S, (10.46)

associée aux approximations polynomiales par morceaux du flux f et de la donnée
initiale ug. Avant de décrire en détail la structure de ces solutions et de leurs inclinaisons
Rs,, dans le repere (10.11), on peut observer que la proposition 10.1 s’applique : on a

[Ru — Rspl|ee < C)[|lug — Spl[re + 277 (10.47)
ainsi que B B
||R8n+1 — RSnHLoo S C(t)[||5n+1 — SnHLoo —|— 2—n7"]‘ (1048)

Autrement dit, la suite Rs,, approche Ru avec la méme vitesse que la suite S, approche
la donnée initiale ug, au terme additif 27" pres. Cette propriété sera fortement utilisée
dans la preuve du théoreme 10.1.

10.2.3 Structure des solutions approchées

En premier lieu, il convient de rappeler que les solutions inclinées sont lipschit-
ziennes et vérifient

[(Rsn) ||z < v (10.49)
ou v est défini en (10.13).
Le lemme suivant décrit la structure de chaque Rs,, en termes de fonctions algébriques

par morceaux. Rappelons qu'une fonction z = z(z) est algébrique sur un intervalle J
s’il existe un polynéme P de deux variables tel que P(z,y(x)) = 0 pour = € J.

Lemme 10.3 Il existe une partition du support compact de Rs,, en O(2"™) intervalles
J sur lesquels Rs,, coincide avec une fonction algébrique z d’un des deux types suivant :
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Type 1 : z est solution de I’équation algébrique
R(T(x)) = z(x) + vz sur J, (10.50)
ot le polynome T est donné par
T(x) = z(x) + ve — Q(z(x)) sur J, (10.51)
R et Q étant deux polynomes de degré au plus r(r + 1) et r + 1 tels que

2<Q <ep osur z(J) (10.52)
0< R <cy sur T(J) (10.53)

pour deux constantes ci et co indépendantes de n.
Type 11 : z vérifie
2(0) = z(x) + va sur J, (10.54)

i.e. Rs, est affine sur J de pente —v.

Preuve. Par composition, il est clair que la fonction ¢/,(S,,) est polynomiale par mor-
ceaux, de degré inférieur ou égal a r(r+1). Pour compter le nombre de ces morceaux,
on suit la démarche de DeVore et Lucier [32] en répartissant les nceuds de g, (S,) en
deux types particuliers. Par {a;}1<i<4, on désigne d’abord les nceuds de S, autre-
ment dit les bornes des intervalles sur lesquels S, est polynomial. Par construction,
A < 2™ On note ensuite {b;}o<i<p les points isolés sur lesquels Sy, (b;) est un noeud
du flux approché g,, autrement dit tels que S, (b;) = j27" pour un j € Z. Pour dé-
nombrer ces points, on désigne par {Bi}0<i<B ceux des b; sur lesquels S, se répete, i.e.

Sn(bj) = Sp(bj—1). En notant {b;}o<;<p les autres, on voit que 1Snl BV B = 27"
pour chaque ¢ < B, de sorte que
B-1
1SnlBy = D 1Snl By, b, = B2 (10.55)
=0

I'égalité venant du fait que S,, est une fonction continue. D’apres (10.42), ceci entraine
B < Clug|py2". D’un autre coté, si S, coincide avec un polynéme P, sur un intervalle
I, P/ doit s’annuler au moins une fois par segment [BZ, l~),~+1] inclus dans [. Le degré de
Py, n’excédant pas r, sa dérivée s’annule au plus O(r) fois sous peine d’étre globalement
nulle, mais dans ce cas P, est constante et I; ne contient aucun b;. Il ne peut donc
exister que O(r) points b; par intervalle I, et on en déduit que B est de Pordre de
O(2™), r étant considéré comme une constante. On a donc B = O(2"), et g,,(S,,) est
une fonction polynomiale sur O(2") morceaux.

Dans la section 8.2, on a vu qu’il existait une application z — y(z) = y(¢, x) croissante
telle que

50(2) = Suly(@)) et @ = y(x) + tg(Suly(@))). (10.56)
Les points de discontinuité de cette fonction correspondent aux chocs o; de la solution
Sn, et en ces points les limites & gauche et a droite y{ := y(o; ) et yd = y(ai'") sont

respectivement le plus petit et le plus grand minimiseur global de la fonctionnelle
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(8.23). Géométriquement, on peut se représenter I'application y par une projection P
de laxe x sur le graphe complété de ¢/,(S,,) dans la direction (—t, 1), chaque valeur y(z)
étant donnée par I’abscisse du point projeté P(0, x) (voir figure 10.2). Cette projection
“enjambe” par endroits le graphe de g/, (.Sy,) : lorsque plusieurs points de ce graphe sont
situés sur une méme droite {(z — st,s) : s € R}, c’est la propriété de minimisation de
la fonctionnelle (8.23) qui décide lequel de ces points correspond a y(x). D’autre part,
le fait que la fonction y soit croissante entraine que les points y; et yld s’ordonnent
suivant

o<yl <yl <yl <o (10.57)

si les 0; sont eux-mémes ordonnés de fagon croissante. La réciproque (éventuellement

v v ylx) oy x Oit1

F1a. 10.2 — interprétation géométrique de la formule de Lax par l'application y(x)
vérifiant (10.56). Les zones en pointillés sur graphe de g¢/,(S,) ont été absorbées au
cours du transport par les chocs o; entre 'instant initial et 'instant ¢.

discontinue) de la fonction y coincide donc avec
Az y =y +19,(Sn(y)) (10.58)

sur chaque intervalle [y4, y? /1], et est constante égale & o; sur les intervalles [y ,yd).
D’apres I'analyse ci-dessus, on en déduit que A est polynomiale de degré inférieur ou
égal a r(r+1) sur O(2") intervalles. Le nombre de chocs est donc lui méme en O(2"), et
en prenant la réunion des nceuds a;, b;, yf et yf, on construit une partition {I,g}lg k<C2n
telle que sur chaque intervalle I, ,8, A est un polynéme croissant qui vérifie

sn(A(y)) = Sn(y). (10.59)

L’application A correspond donc au déplacement des abscisses lors du transport associé
a I'équation (8.1). Naturellement, on désignera par {I := A(I?)}1<k<con la partition
“transportée”, et on peut observer que 1’égalité ci-dessus entraine

sn(If) = Su(I})- (10.60)
En remplagant z = A(y) dans (10.58) et dans (10.59), on trouve alors
y=x—tg,(s,(z)) pourz € I}, (10.61)

et en y appliquant A,
= Az — tgl, (sp(x))) sur I}. (10.62)

Les intervalles I,g étant construits de fagon que g, coincide avec un polynoéme sur
chaque Sn(Ilg), on voit d’apres (10.60) que g,, coincide avec ce méme polynéme sur
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$p(If). On déduit alors de la derniere inégalité que s, est bien algébrique sur I;.

Il nous faut encore préciser la forme des morceaux algébriques de la solution inclinée
Ry, dans le systeme (10.11). Le fait est que les morceaux (s,, I}) construits ci-dessus,
une fois inclinés, deviennent des morceaux de type I, tandis que les chocs deviennent
des morceaux de type II (voir par exemple la figure 10.1). Pour les chocs, ce que nous
disons la est évident. Pour un morceau algébrique général, ¢a I’est moins. On consi-
dere donc un intervalle IIS fixé (non réduit & un point), et on rappelle que Sy, g, et
A= I;+1tg,(Sn) coincident avec des polynomes sur les intervalles respectifs I}, Sy, (1))
et a nouveau I,g. On désigne alors respectivement par P, @ et R := Id+ Q o P les
polynomes vérifiant

P=c!S,(s) sur s 'I} (10.63)
Q =s"'tg. (c) sur ¢ 1S, (1)) (10.64)
R=s"1A(s) sur s 'I}. (10.65)

En notant par (&, Rs,(%)) le point (z, s,(z)) dans le repere incliné (10.11), on trouve
alors que
i =cx —ss,(x) = cx — sCRsp(Z) (10.66)

et
tgiz(sn(x)) = tg;(cflésn(i')) = SQ(,}isn(i’)) (10'67)

En important ces deux égalités dans (10.62), on obtient
¢ Y+ sRsp(2) = 2 = A(cT1E + sRs, () — sQ(Rsn(F))), (10.68)
ce qui s’écrit également, en observant que v = sc! 4+ cs! = (sc) !,
Vi 4 Rsn (%) = R(Rsn (%) + vE — Q(Rsn(%))). (10.69)
On retrouve donc bien la forme annoncée (10.50)-(10.51), aux notations pres (en par-
ticulier, les abscisses x sont ici notées Z). Observons que l'intervalle J correspond a
I} = {#(x) : x € I}}, autrement dit & la projection sur 'axe des abscisses du la tranche
de graphe inclinée ® (G5, N (I}, x R)) associée au morceau algébrique (s,,, If). On peut
d’ailleurs faire I'observation suivante qui nous servira dans la suite : d’apres la forme
(10.11) de lapplication ®, on voit que Rs,(I}) = c 1s,(I}). Ce dernier intervalle
valant ¢S, (I?) d’apres (10.60), on peut déduire de (10.64) que
Q=sltg' (c) sur Rsp(J). (10.70)

Enfin, on peut calculer que
t
Q' = —gn(c) et R =141g,(Sn(s))Sp(s), (10.71)

et les inégalités (10.52)-(10.53) découlent directement des bornes (10.29) et (10.45),
avec ¢ = 2B/A et co =1+ tBL. O
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10.2.4 Une estimation inverse

D’apres le lemme précédent, chaque différence Rs, — Rsn_1 peut s’écrire comme la
somme de O(2") morceaux algébriques (zx, Ji) qui sont des différences de morceaux de
type I et de type II. En suivant la démarche de DeVore et Lucier (plus précisément, le
lemme 4.2 de [32]), on peut découper & nouveau chaque intervalle Jj, de fagon & obtenir
une partition composée de O(2") intervalles I}, sur lesquels la différence Ry — Rn_1
est algébrique et monotone, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre r + 1. On
peut alors énoncer l'estimation suivante, qu’on appelle “inverse” parce qu’elle mesure
la régularité des approximants, a la fagon d’une inégalité de Bernstein (1.71).

Lemme 10.4 Si(z,J) est un morceau algébrique d’une différence Rsn — 7€8n+1 VEri-
fiant les hypothéses de monotonie énoncées ci-dessus, alors

1%l gt < C [Izllzmry + 2700 (10.72)

avec une constante indépendante de n.

10.3 Preuve du théoreme de régularité

A partir du lemme 10.4, on peut écrire une estimation inverse sur les différences
Rsp, — Rsn_1 de deux solutions approchées successives (et inclinées). Désignons en
effet par {(zx, Ji }1<k<con la décomposition de RSp — Rsp_1 en morceaux algébriques
monotones construite dans la section 10.2.4. Comme les solutions inclinées Rs,, sont

continues, on a
c2m

(Rsn) — (Rsp—1) szxJk (10.73)

7q

La g-inégalité triangulaire de l'espace By~ ! nous permet alors d’écrire

c2m

[(Rsn)" = (Rsn-1) o4 < D 120X 5010
k=1

c2n

< CZ[||ZkHLoo(Jk) + 27 (rHn )
=1

<C [znumn Rl + 2—n((?"+1)¢1—1)]

(10.74)

en utilisant dans la derniere inégalité I’équivalence entre les normes ¢! et ¢¢ en dimen-
sion finie. D’apres la propriété (10.47) des solutions approchées, on a donc

[(Rsn)" = (Ron-1)' 014 < C (20180 = Sl + 27 FDD] L (10.75)

On peut d’autre part observer d’apres (10.48) et (10.28) que la solution inclinée Ru
peut s’écrire en somme télescopique

Ru=» Rsp—Rsn_1. (10.76)
n=0
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En utilisant une nouvelle fois la g-inégalité triangulaire de By 71’q, on trouve alors

H(ﬁu),u?ggfl,q < Z H(,ﬁ’sn)/ - (,ﬁ’sn—l)/”;[clel,q
n=0

<oy [2"||Sn — Spo][% e + 2—"<<r+1>q—1>] . (10.77)
n=0

Grace a linégalité (10.28) vérifiée par la suite d’approximations S, on en déduit
finalement

I(Rw)' (|01 < Clluolh, +1] (10.78)

a—1l,g =
Bl]

ou l'on a utilisé I'hypotheése r + 1 > a = 1/¢ pour faire converger la série dyadique.
Le théoreme 10.1 est donc prouvé si 'on établit (10.72), ce qu’on se propose de faire a
présent.

10.3.1 Une estimation intermédiaire

A partir d’ici et jusqu’a la fin du chapitre 10, on considere un entier n fixé, et on
désigne par (z,J) un morceau algébrique de Rsn — Rsp_1 qui est monotone ainsi que
toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre r + 1 (on rappelle que Rs_q = 0). Pour démontrer
le lemme 10.4, on va utiliser ’estimation suivante.

Lemme 10.5 Si (z,J) a la forme annoncée ci-dessus, alors
12" | ooy < CJ1J| 7 [HZHLOO(J) 42 (rFn (10.79)

avec une constante indépendante de n.

Preuve. Ecrivons z, et z,_1 = z, — z les restrictions (algébriques) de 7?,5,1 et ﬁsn,l
sur l'intervalle J. D’apres le lemme 10.3, plusieurs cas peuvent se présenter, suivant
que z, et z,_1 sont des morceaux de type I ou II. Toutefois, il n’y a rien a prouver
lorsque z, et z,_1 sont toutes les deux de type II. On peut donc considérer que z, est
un morceau algébrique de type I. On pose alors

O(z) :=1— R(T(x))(1 — Q' (2n())) sur J, (10.80)

et on se propose de montrer qu’il existe des constantes ¢; > 0, ¢ = 3,...,6 indépen-
dantes de n et de l'intervalle .J, pour lesquelles on a

3 <|9(z)] <ecqg surJ (10.81)

et
calJ| < |T(J)| < sl J]. (10.82)

Pour établir (10.81), on peut commencer par observer en utilisant (10.52) et (10.53)
que [|©(x)||ze(sy < 1+ c2(1 + c1). Dans I'autre direction, on trouve en dérivant res-
pectivement (10.50) et (10.51) par rapport a

R(T)T'(z) = 2),(z) + v (10.83)
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et
T'(z) =v — 2, (2)[Q (2,) — 1]. (10.84)

On a donc
2l (2)O(x) = v[R(T) — 1]. (10.85)
Posons alors Jy :={x € J : |1 — R(T)| > 1/2|} et J_ := J\ J4. Si x € J,, alors

|z, (2)O(z)| > v/2 et on déduit de (10.49) que |©(z)| > 1/2. Si par contre z € J_, on
a R'(T) > 1/2 et I'inégalité de gauche de (10.52) entraine que

0(2)] = [R(T)Q'(2n) + 1 — R(T)| = |[R(T)Q'(2n)| — 11 — R'(T)]
>1/2|Q' ()] — 1/2 > 1/2. (10.86)

On a donc |©(z)| > 1/2 sur J et (10.81) est démontré. En particulier, on déduit de
(10.85) que z, vérifie toujours

2 = vO HR(T) - 1]. (10.87)

n
Prouvons ensuite (10.82). D’apres (10.84), il est clair que
1T ooy < V(24 c1). (10.88)

Pour minorer 7" par une constante strictement positive, supposons pour commencer
que z, est croissante sur J. Dans ce cas, les égalités (10.83) et (10.53) nous donnent

T'(x) = (R(T)) (2, +v) > (R(T)) v > vey . (10.89)

Dans le cas ou z,, qui est monotone sur J, est décroissante, ce sont (10.84) et (10.52)
qui nous donnent I'inégalité voulue :

T(z)=v—2,]Q (zn) — 1] >v—2, >, (10.90)

et dans tous les cas, on a T'(z) > vmin{1,c; '}, ce qui ajouté & (10.88) entraine bien
I’équivalence (10.82).

On rappelle les inégalités élémentaires suivantes, valables pour un polynéme P de
degré inférieur ou égal & [ et deux intervalles K et K’ arbitraires, tels que K C K’ :

LdhY
[P|oe(xry < C Al 1P Lo (1) (10.91)
1P| oo (1) < CIETHIP ) poo (i) (10.92)

avec des constantes absolues.

Venons-en alors a la preuve de (10.79) : lorsque z,_1 est de type II, sa dérivée est
constante, égale a —v. D’apres (10.87) et la définition (10.80) de ©, voit que
2 — 21 =v ][0 HR(T) - 1]+ 1] =v [07'R(T)Q'(2n)] - (10.93)

n
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On majore alors cette quantité par

12, = Zn_1llLoo(sy) < CIR(T)| oo ()
< CIR | Lo (o)
< CIT(J)| MR = 20-1(0) || oo (1) (10.94)
< CUTHIR(T) = zn-1(0) | o= ()
< C|J|_1HZn - Zn*1||L°°(J)a
ou la premiére inégalité vient de (10.81) et (10.52) réunies, la troisieme vient de (10.92),

la quatrieme de (10.82) et la derniere de la forme (10.50)-(10.54) des morceaux algé-
briques z, et z,_1. Le lemme est donc démontré lorsque z,_; est de type II.

Il nous reste a considérer le cas ou z, et z,_1 sont toutes deux de type I. On dé-
signe alors par R, T', etc. les polynoémes associés a z,_1, et on peut observer que la
relation (10.87) s’applique & nouveau : on a donc

2 | =vOR(T)-1]. (10.95)

On en déduit que

2, — 2 =v0 'O [O[R(T) —1] - O[R(T) - 1], (10.96)

n

et en utilisant I'équivalence (10.81) pour © et O,

127 = 2n1llze= () < CIOIR(T) = 1] = O[R(T) — 1| o= (1)
< C[IR(T) = R(T)|zoo(y + 1© = Ollpoe(] - (10.97)

Le lemme sera donc démontré si I’on établit que
|R(T) = R/(T)| o (yy < CJ|7 [Hzn — Zn-1|lLee () + 27(”2)"} (10.98)

et
10 = Bllz(sy < O [llzn = 2n-tllzoe(y + 27707 (10.99)

La preuve de ces deux dernieres inégalités est assez technique, et passe par les estima-
tions suivantes :

(i) Q(zn) — Q(anl)HLOO(J) <llzn — anIHLOO(J) + 27 (r+2n
(i) 11Q (2n) — Q' (2n-1)llze () < ll2n — Zn—tllpoo(y) + 27T (10.100)
(iii) [T —Tlzoo(sy < I2n = Zn—1llzeo () + 2= (rt2)n,

Preuve de (10.100) (i). On se souvient peut-étre que le polynéme @ coincide avec la
fonction Q,, := s~ tg/,(c-) sur l'intervalle z,(J) (voir (10.70)). D’apres (10.45), Q,, est
toujours lipschitzienne et plus précisément, on a [|Q, ||~ < £B = 28 On en déduit
que
2B
1Q(2n) — Qn(ZN—l)HLOO(J) = 1Qn(zn) — Qn(zN—l)”LOO(J) < qun - Zn—l”LOO(J)-
(10.101)
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Pour la méme raison, @ coincide avec Q,_1 sur zn—1(J). D’apres la vitesse de conver-
gence (10.43) des flux approchés, on a donc

1Qn (2n-1) = Q(zn—1)ll 22 () = 1Qn(2n-1) = Qu—1(zn—1) || ooy < C27 D" (10.102)
La réunion de ces deux inégalités fait I'affaire, puisque

[Q(zn) — Q(anl)HLOO(J) < [|Q(zn) — Qn(znfl)HLOO(J) +[Qn(zn-1) — Q(anl)HLOO(J)
< C|llzn — 2n-1llpeo(ry + 270" L (10.103)

Preuve de (10.100) (ii). Le méme argument s’applique ici, toujours d’apres (10.43).

Preuve de (10.100) (iii). En utilisant (10.100) (i), on obtient

1T = Tllzoo(sy < l12n = 2zn—1llzoe () + 1Q(20) — Q(2n—1) || L ()
< C|llzn — 2n-tllpeo(ry + 270" L (10.104)

Preuve de (10.98). Commencons par considérer le cas ot T'(J)NT(J) = (), et supposons
sans perte de généralité que

a:=supT(J) < inf T(J). (10.105)

On pose alors Re(z) := R(z)Xz<a(z) + (z — a)R'(a)Xz>a(x) qui coincide avec R sur
T(J) et est affine de pente R'(a) sur T'(J). On en déduit que

|R/(T) — RAT) |1y < IR ey [T, (10.106)
et en utilisant successivement (10.92) et (10.53), que
IR(T) = Re(T) || () < ClIR || Loz < C. (10.107)

On utilise alors le fait que T'(J) et T'(J) sont disjoints pour voir que ’équivalence
(10.82) entraine

71 < Cainf T [F)) < T = Ty < OIT — Tl (10108)
d’ou 'on déduit
[RN(T) = Re(T)| ooy < CHI|THIT = Tl oo ) (10.109)

D’un autre coté, R, — R est un polynéme sur 7'(J). On peut donc utiliser & nouveau
(10.92) et (10.82) pour voir que

IR, = R |l oo () < 117 IRe = Rl oo (7))
< |7 IR(T) = R(T) |l oo gy + IR(T) = R(T)|| poo(y]  (10.110)
<|JITHIT = Tllgoe(y + llzn = 2n-1llnee(n] »
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cette derniere inégalité étant une conséquence de (10.50) et de (10.53). En réunissant
(10.109) et (10.110) et (10.100) (iii), on trouve alors

IR(T) = RAT) || poe gy < [1RU(T) = Re(D)llpoo ) + 1B = Bl oo (20
<|ITHIIT = Tl ooy + 20 = 2n-1llpoe ()] (10.111)
< C {20 = zn-tll ey + 27027
de sorte que le (10.98) est démontré, au moins dans le cas ou les intervalles T'(.J) et
T(J) sont disjoints. Dans I'autre cas, posons K := T(J) UT(J). D’apres (10.82), c’est

un intervalle de longueur O(|J|). On peut alors appliquer successivement les inégalités
(10.91), (10.53) et (10.92) pour voir que

IR oo (i) < CIR || oo gy < C (10.112)
et
IR || Lo (i) < ClIITHIR || oo i) < CJI| (10.113)
On a donc ) )
|R(T) = R(Dllgoo(y < CLIIIT = Tllie (10.114)

d’une part, et
IR = R || oz < CIIITHIR = Rl oo (1))
< ClJ|7HIR(T) = R(T) || oo ) + | R(T) = R(T) || oo ()]
<clJ! [HR/HLOO(K)HT — Tl peo(yy + llzn — Zn—1||Loo(J)]
< ClITHIT = Tllpeey + 2 = 2n—tllzoo ()]

(10.115)

d’autre part, avec des arguments désormais classiques. On en déduit

IR(T) = R/(T)|| () < IR = Rl oo (7)) + IR(T) = R'(T)|| oo ()
< CIITHIT = Tllpee ) + 12 — 2n-tllzeo(r] s (10.116)

ce qui acheve de prouver (10.98), notamment grace a (10.100) (iii).

Preuve de (10.99). L’intervalle J étant clairement de longueur bornée par une constante
(indépendante de n et du morceau choisi), (10.53) entraine en particulier que

IR || o (r(y) < ClJ|71 (10.117)

On calcule alors d’apres la définition (10.80) de © :

1© = Ollzeo(sy < IR(T)(1 = Q' (21)) — R(T)(1 — Q(2n-1)) | ()
< ||RN(T) — R(T)|| ooy + 1R/ (T)| oo () |Q' (20) — Q' (2n—1) | oo ()
Q' (za-1)llzoe (N IR (T) = R (T) | o ()
< CWI™ llzn = zna ey + 270707
(10.118)

cette derniere inégalité provenant de (10.98) et de (10.100) (ii). Ceci prouve donc
(10.99), et complete la preuve du lemme 10.5. O
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10.3.2 Preuve de ’estimation inverse 10.4

Munis du lemme 10.5, nous pouvons & présent suivre le calcul [32] de DeVore et
Lucier pour estimer la valeur de ||2'|| ga-1.4 (par souci de simplicité, on écrira 2’ a la
q

place de z’X ;). On aura besoin du lemme 4.3 de [32] :

Lemme 10.6 Soit v une fonction de classe C* sur un intervalle ouvert I, et supposons
que v, v’ etv” sont de signe constant sur I. Sip et q sont tels que 0 < p < 1 et %—% > 1,
alors v’ appartient a LP(I) dés que v est dans Li(I), et il existe une constante C' pour
laquelle

1 oy < CHIFT oll agry- (10.119)

D’apres la définition (1.66) de la norme de Besov, il nous faut estimer la valeur de
wr(2',8)q := suPgcp<s |AL 2" | Lary pour s > 0. Pour une valeur donnée de h, on intro-
duit alors les ensembles suivants :

F={zeR:[z,z+rh)CcJ}, T[':={zeR\T:[z,z+rh]NJ#0}, (10.120)

et
I":=R\QUI'Y={z eR:[z,z+rhNnJ=0} (10.121)

Siz € I'", alors clairement A} 2'(z) =0 et
|ARZ | Laqrny = 0. (10.122)

Si z € I, on peut utiliser le fait que |A}2'(x)| < 2"(]2'(x)| + - - + |2/(x + rh)|) pour
écrire
< |||l

/ AT (2)|7de < |TY||| AT 2 (10.123)

”qLoo(J /HLOO(J

I n’est pas tres difficile de voir que |I”| < C'min{h,|J|}. On applique alors le lemme
10.5, qui nous donne

[ 1852 @7 de < Cmingh I (Jelliey +27040) (10420
F/

On consideére alors le cas ou x € I'. Comme cet ensemble est vide lorsque h est grand
par rapport a |J|, ou mieux lorsque h > |J|/r, on peut supposer que 0 < h < |J|/r.
On utilise alors le fait que la différence finie vérifie A} 2'(x) = A2 (¢) pour un
e [ac, T + rh]. Comme z("*1) est monotone sur J , et qu’on peut supposer sans perte
de généralité qu’elle est décroissante, on en déduit que

AT (x) = h" min{z0 TV (z), 20D (z + rh)} = B2 (), pour tout z € T.

(10.125)
On fixe alors ¢p :=q =1/, € : %(— —1) > 0, et on définit ¢, g2,. .. ¢, par la relation
de récurrence q%_ = Qj% (1+4+¢) pour j = 1,...,r. Comme q%_ =a—jl+e¢),le

dernier terme q% vaut  —7(1+¢) > 0,onadonc 0 < qo < q1 < -+ < qe—1 < let

qr > 1. On peut alors appliquer le lemme 10.6 r fois, pour obtenir

1=+ oy < CUFI o) < -+ < O lzar

rerd L (10.126)
< CLIT |12 oy < O[3 12| e
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D’apres (10.125), (10.125) et en utilisant & nouveau notre lemme “intermédiaire” 10.5,

on calcule

/ AL @)[? dar < ORI ([l ey + 2700 (10.127)
I

On réunit alors (10.122), (10.124) et (10.127) :

orl 9= s [ 185 (0)f"ds
0<h<s JR
: T -7 — —(7r n q
< C [min{s, |71} + 5™ 171X ()] 117 (112 +270F07) T, (10.128)

avec X(s) = X[o,|s|/r](5). On en déduit
> a—1)g—1
[ = [ 57 (2, 0)g s

By~ he
[J] oo
|J|_q/ sq_1d8—|—|J|1_q/ 5772 ds
0 171 (10.129)

|J1/7 q
sl [2 s ds] (Illze) +270+0%)

<

< (HZ||L°°(J) + 27(”1)")(1 ,

en utilisant le fait que 0 < g <letrg+qg—2=(r+1)/a—2 > —1. Et ceci démontre
le lemme 10.4.
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Chapitre 11

Analyse d’un schéma numeérique
en distance de Hausdorftf

On étudie a présent la convergence du schéma de volumes finis tres classique “up-
wind” pour le transport linéaire, qui consiste a faire évoluer des valeurs moyennes
constantes par morceaux en approchant le flux entre deux mailles par sa valeur sur
la maille de gauche (les solutions étant transportées vers la droite). En utilisant un
résultat élémentaire selon lequel les solutions numériques calculées sur un maillage
uniforme de pas h convergent dans L vers une solution exacte W2 avec une préci-
sion de 'ordre de h, on peut montrer que dans le cas ou la solution exacte n’est que
semi-lipschitzienne, autrement dit lorsque sa dérivée est, au choix, majorée ou minorée

par une constante finie, 'ordre de convergence en distance de Hausdorff est au moins
de h1/3.

11.1 Le schéma de volumes finis “upwind” pour le trans-
port linéaire

On considere ici le probleme de transport linéaire
Ou+adyu =0, u(0,-)=ug, x€R, t>0 (11.1)

associée a une vitesse a positive, dont la solution est bien sir donnée par u(t,z) =
ug(z — at). Le développement de méthodes de calcul itératives destinées a approcher
une telle fonction u pouvant paraitre saugrenu, précisons que (11.1) doit étre vu comme
un cas particulier (trés simple) du probleme plus général (8.2), et que parallélement, le
schéma upwind (11.4), (11.5) ci-dessous correspond & la forme linéaire des schémas de
Godunov. L’analyse du schéma upwind présente donc un certain intérét, d’abord parce
qu’elle permet de valider la pertinence d’une conjecture donnée dans un cas particulier
simple, ensuite parce qu’elle peut aider a la compréhension des phénomenes a 1’ccuvre
dans 'approximation du probleme non-linéaire.

11.1.1 La méthode de Godunov

Le principe de cette méthode (proposée par Godunov [37] en 1959) consiste a
approcher la solution par une fonction constante par mailles dont les valeurs sont cal-
culées d’un pas de temps a ’autre en résolvant des problemes de Riemann & l'interface
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entre deux mailles, et en projetant la solution obtenue par ses valeurs moyennes sur
les mailles. Rappelons que le probleme de Riemann consiste & chercher la solution de
notre loi de conservation (8.2) pour une donnée initiale constante de part et d’autre de
lorigine. Ce probleme étant relativement simple (y compris dans le cas des systémes de
lois de conservation), il est souvent possible de calculer ses solutions de fagon exacte.
La méthode de Godunov s’écrit alors comme un schéma de transport-projection natu-
rellement conservatif, dans la mesure ou les projections ne changent pas la masse sur
les mailles, et que le transport y est exact donc également conservatif. La solution est
initialisée a
U° := Puy,

ou P = P, désigne l'interpolation (constante par morceaux) des valeurs moyennes sur
les intervalles I := [(j — 1)h, jh :

P:v— chXIj (x) avec ¢j:= E/[ v(x)dx.

JEL J
Pour aller d’un pas de temps a 'autre, on calcule alors
U":=PTU" !, (11.2)
ou T = Ta; est opérateur exact d’évolution sur un pas de temps
T:v(x) — v(z —alt)

dans le cas linéaire considéré dans cette section. On peut alors observer que sous la

condition CFL AL
A= aT <1, (11.3)

les valeurs prises par TU" ! sur la maille I ;j correspondent aux valeurs prises par yr—1
sur les mailles I; et I;_1. Plus précisément, les valeurs moyennes

n 1 n
Uj = E/IjU (x)dx (11.4)
vérifient 1’égalité suivante
Up =1 =NU + 07 (11.5)

Dans la mesure ot U™(z) = 3, U'Xy, (), le schéma upwind peut s’écrire sous la
forme suivante

Un = [(1 — NI+ )\Dh] yn-l (11.6)

ou Dy : v(x) — v(z — h) désigne le décalage horizontal de pas h. Signalons enfin que
ce schéma rentre aussi dans la catégorie des schémas de volumes finis, car les valeurs
moyennes des solutions numériques évoluent suivant une loi de conservation discrete

n n—1 n—1 n—1
qui reproduit la forme intégrale
L sy =2 [atn—vae) - 25 [ [rtam) - G- om)]
nli T TN S " M
J J

de I’équation (8.2). On peut donc interpréter le schéma (11.5)-(11.4) comme un schéma
de volumes finis (11.7) ou les flux numériques sont donnés par F]’fl = )\U;“l.
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11.1.2 Estimation d’erreur en distance L

On a donc a notre disposition plusieurs expressions équivalentes du schéma upwind,
mais on peut observer que toutes ne sont pas également appropriées a I’analyse d’erreur.
A partir de la forme (11.2), par exemple, on décomposera 'erreur numérique comme

U™ = w(nA)|| g < (P~ DTU Yoo + |T[U — u((n — DAL)] [
< (P = DTU™ Yo + IU" = u((n — 1)AL)|| =
n—1 ,
<> P = DTU™ e + [[(P = Tuoll o

Les projections par valeurs moyennes étant au mieux d’ordre 1 (dans n’importe quel
espace LP), i.e. |(I — P)YTU" ||z~ < Ch, on obtient de cette facon

h
n— o < (C——
U7 = u(ndt) = < O

estimation insuffisante en raison de la condition (11.3) selon laquelle % est supérieur
a la constante a. La forme aux différences finies (11.6), en revanche, se préte mieux a
cette analyse. En désignant par Sy l'opérateur (1 — A)I + A\D}, et par

K, :=u((n+1)At) — Syu(nAt) (11.8)

I'erreur de troncature obtenue en substituant la solution exacte a la solution approchée
dans la relation (11.6), on obtient

IU" = w(nAt)|| e < K1) pee + [SA[U" ™ = u((n = D)AL)] |
< [ En—allzee + U™ = u((n — 1)At ||

n—1
<> Kl + ([P = Tuol| e

ou l'on a notamment utilisé le fait que 'opérateur Sy, comme combinaison convexe
d’opérateurs L°°-contractants, était lui-méme L°°-contractant.

Lorsque la solution est réguliere, on peut alors estimer les erreurs de troncature K, en
calculant

h
AMu(nAt, z) —u(nAt,z — h)] = —)\/ Opu(nAt,x —y)dy
0

Ah
=— Opu(nAt,x —y)d(A\y),
0
et d’apres 1’équation de transport (11.1),
At
u((n +1)At,x) —u(nAt,z) = Ou(nAt + s,z)ds
0
At alt
=—a Ozu(nAt + s,x)ds = —/ Ozu(nAt,x — as)d(as).
0 0
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Comme aAt = Ah d’apres (11.3), on en déduit en posant z = as = Ay que

Ah P
| Ky (z)| = /0 [Oxu(nAt,z — z) — Oyu(nAt,z — <)] dz

A

Ah
< / B0 u(n )| < B2 02 u(nAt ) oo,
0

D’apres 'inégalité (11.1.2), on en déduit
U™ — u(nAt)||pe < Chllugllyy2.e (11.9)

en utilisant & nouveau le fait que At ~! < Ch~ L.

11.1.3 Régularisation d’une donnée initiale discontinue

Si ug est discontinue, on peut la rendre indéfiniment réguliere en la “moyennant
localement”, autrement dit en la remplagant par

UQ e 1= UY * Pe (11.10)

ou . (x) := %gp(%) et ¢ est une fonction positive, de classe C*° a support inclus dans
Iintervalle [—1,1] et de masse [¢ = 1. On en déduit que ¢, vérifie également ces
propriétés, a I’exception de son support qui est inclus dans l'intervalle [—¢, ], comme
on peut I’observer sur la figure 11.1.

—¢ £
F1G. 11.1 — allure du noyau de convolution ¢, et de la fonction régularisée ug .

On utilisera le résultat suivant.

Lemme 11.1 Si v est une fonction semi-lipschitzienne, i.e. si
+v' < L,
alors sa régularisation v. := v * Y. Vérifie
di(v,ve) < (14 2L)e.

Preuve. En se souvenant que la distance de Hausdorff entre les fonctions v et v, est
caractérisée par les inégalités (9.11), on déduit facilement de la positivité de ¢. que

wlo) = [ o=y < swp oo —y) [ ey = sup ol )

—e ly|<e —& ly|<e
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et de méme, que

ve(7) = /6 ee(y)v(z —y)dy > inf v(z —y) /6 ¢e(y)dy = inf v(z —y).

—& ly|<e —& ly|<e

On en déduit que v, est “proche” de v, au sens ou 1’éloignement dissymétrique défini
dans la remarque 9.2 vérifie
€(ve,v) <e.

La proposition 9.4 nous permet alors d’en déduire que
e(v,ve) < (14 2L)e,

ce qui prouve le lemme. O

11.1.4 Estimation d’erreur en distance de Hausdorff

On aura encore besoin du lemme suivant, qu’on appliquera en particulier a S).

Lemme 11.2 A désigne ici un opérateur linéaire monotone qui commute avec Dy,
autrement dit qui vérifie
u<v = Au< Av

et qui est laissé invariant par des translations d’un multiple entier de h. Pour tout
couple de fonctions uni-dimensionnelles u, v admissibles au sens de la définition 9.1
et telles que v, par exemple, est semi-lipschitzienne

+v' < L,

on a
di(Au, Av) < (14 2L)dg(u,v) + Lh.

Preuve. Notons ¢ := dy(u,v). Siv’ < L, on peut calculer (de fagon désormais classique,
voir notamment la preuve du lemme 9.4) que

Stv(z)—e= sup v<w(xr—¢)+2Le<v(x—¢)+Le+¢)

Jx—e,x+e]

pour tout ¢’ > e. En rappelant que [¢/h] désigne le plus petit entier majorant €/h, on
a

ele/h]h <e+h,

de sorte que
Stv(z) <wv(x — [e/h]h) + (1 +2L)e + Lh.

On déduit alors de la caractérisation (9.11) de la distance de Hausdorff que
u <v(x —[e/h]h) + (1 +2L)e + Lh.
Comme A est linéaire et commute avec Dy, on a
A(v(- = [e/h]h) + (1 + 2L)e + Lh) = Av(- — [e/h]h) + (14 2L)e + Lh,
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et par monotonie, on trouve

Au < Av(- — [e/h]h) + (1 +2L)e + Lh.
Comme argument symmétrique nous donnerait

Av(- — [e/h]h) + (1 +2L)e + Lh < Au,
on en déduit que dy(Au, Av) < (1+2L)e + Lh. O
On est alors en mesure d’établir le théoréeme suivant.
Théoreme 11.1 Pour une donnée initiale ug semi-lipschitzienne

+uf < L,

la solution numérique UYN := Sﬁ\vuo calculée par le schéma upwind (11.6) approche la
solution exacte u = u(NAt) de (11.1) avec une précision de Uordre de h'/3 en distance
de Hausdorff, i.e.

dg(UN u) < Ch'/3

avec une constante de l'ordre de |Jug||p + (1 + L)2.

Preuve. On commence par régulariser la donnée initiale en considérant ug . défini par
(11.10). L’équation (11.1) étant linéaire, la solution u. issue de wug . vérifie

Ue = U * Pg,
de sorte que le lemme 11.1 s’applique et ’'on a
dp(u,us) < (14 2L)e. (11.11)
On décompose alors
d (UM, u) < dH(Sivuo, Sﬁ\vuo,g) + dH(Sﬁ\Vuo,E, ue) + dp(ue, u).

Le troisieme terme est majoré dans I'inégalité (11.11) ci-dessus. En appliquant Pesti-
mation (11.9), on obtient pour le deuxiéme (quitte & supposer ¢ < C)

h
dp(SX uo.e,ue) < Chllupe|ly2ee < Cle) 5 lluollze=
Enfin, on déduit des lemmes 11.1 et 11.2 que le premier terme vérifie
A (SY ug, SN uo ) < (1 + 2L)dg (ug, upe) + Lh < (1 4+ 2L)%¢ + Lh.

On en déduit que 'erreur numérique vérifie
N h 2
A (U™, ) < O(9) 2 uollz= + €1+ L% + Lh,

ce qui démontre théoréme en fixant ¢ := /3. U
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Perspectives

Au cours de cette these, on a proposé un nouveau schéma adaptatif de type semi-
lagrangien, basé sur des éléments finis multi-échelles P! en deux dimensions d’espace.
En tirant notamment parti de la simplicité géométrique des maillages dyadiques sous-
jacents, on a pu établir une estimation d’erreur prouvant la convergence en norme L
des solutions numériques vers la solution exacte du systeme de Vlasov-Poisson sous
des hypotheses de donnée initiale W1 N W21(R?).

De nombreuses extensions, toutefois, sont possibles : tout d’abord, on souhaiterait me-
ner a son terme ’analyse de la taille des maillages créés par notre schéma, ce qui nous
permettrait d’établir simultanément une vitesse de convergence pour nos approxima-
tions et I'optimalité asymptotique de notre stratégie d’adaptation de maillages. Dans
cette direction, la principale difficulté consiste sans doute a évaluer I'accroissement au
cours du temps de la courbure totale des solutions numériques, difficulté liée pour 'es-
sentiel a la facon dont les interpolations font évoluer la courbure totale des fonctions
affines par morceaux. D’autre part, il serait intéressant de proposer des schémas basés
sur le méme principe et mettant en ceuvre

— des éléments finis d’ordre plus élevés, tache aisée en pratique mais dont I’analyse
reste a faire. En particulier, la démarche adoptée ici, qui consiste & prendre en
compte la régularité des solutions numériques comme facteur de décision dans
le processus d’adaptation des maillages, devra étre adaptée a des ordres plus
élevés, ce qui implique qu’on devra également étudier la stabilité des différents
opérateurs pour ces nouveaux ordres de régularité.

— des dimensions supérieures. Dans cette direction, on a commencé & s’intéresser
avec Albert Cohen et Eric Sonnendriicker aux “grilles d’interpolations éparses”
(sparse grids, en anglais), qui exploitent une régularité d’ordre élevé des solutions
pour atteindre des taux de convergence indépendants de la dimension par des
techniques d’interpolation multi-linéaire et anisotrope.

En ce qui concerne ['utilisation de la distance de Hausdorff dans "approximation des
lois de conservation scalaires, les extensions naturelles de nos résultats sont multiples.
En premier lieu, il conviendrait d’étudier plus avant les propriétés des schémas numé-
riques classiques, et éventuellement, de proposer de nouveaux schémas dont on analy-
serait les performances dans cette distance. Ceci pourrait nous amener a nous poser
la question, sans doute délicate, de la caractérisation des ordres de convergence dans
cette distance pour des méthodes d’approximation utilisant des polynémes par mor-
ceaux. En ce qui concerne les ordres élevés, on devra considérer tout particulierement
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des techniques d’interpolation essentiellement non oscillantes (ENO, ou ENO intra-
mailles, techniques intrinséquement non-linéaires). Pour ces méthodes d’interpolation,
la mise au point de bonnes estimations en distance de Hausdorff serait d’ailleurs un
moyen naturel de valider leur objectif premier, qui est 'approximation uniforme de
fonctions régulieres par morceaux (voir [2] & ce sujet).

Notre travail s’étant d’autre part limité aux lois de conservation scalaires, on devra tot
ou tard étudier le cas des systemes, dans lequel la description semi-explicite donnée par
Lax des trajectoires caractéristiques ne s’applique plus, et ou de fagon plus générale,
les propriétés des solutions sont beaucoup moins bien comprises.
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Py (interpolation P'), 37

]y (saut), 46

€ (indicateurs d’erreur), 82, 88, 98
wm,A (influence dans le passé), 83
M,.A (influence dans le futur), 86
K(M) (triangulation conforme), 37
M (maillages dyadiques), 33

II, (polynémes de degré r), 13

Y, (support en vitesse), 76, 100
DI SZL (supports approchés), 100
Vi, Vs (cellules voisines), 34, 36

¢ (niveau d’une cellule), 32

|-l2 (norme ¢2), 47

|| (norme £°°), 81

|| (surface d’'un domaine), 43

OA (feuilles internes d’un arbre), 32
0° (frontiere d’épaisseur 2¢), 55

T, (troncature en vitesses), 100
e-adéquation (ou e-adaptation), 41
dp (distance de Hausdorff), 144
A, (adaptation de maillage), 42, 65, 98
T[A] (transport de maillage), 84

R (rotation des graphes), 161

R (inclinaison des graphes), 162

—

SR

Adéquation des maillages adaptatifs
M"™, M et M3, 108
MY, 114
Algorithme
d’e-adaptation de maillage
au sens de la courbure totale, 65
au sens de la fonctionnelle £, 98
au sens de la semi-norme W21, 42
de découpage adaptatif (principe), 22
de découpage dyadique
guidé par la semi-norme W21, 33
guidé par les niveaux rétrogrades,
84
de plus petit raffinement gradué, 34
de prédiction du maillage, 84
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Analyse (esquisse)
d’un schéma de transport-projection,
16
de complexité d’une méthode d’ap-
proximation adaptative, 21
de complexité d’une méthode d’ap-
proximation multi-échelle, 22
du schéma adaptatif semi-lagrangien,
88
Analyse d’erreur en distance de Haus-
dorff, 183
Analyse du schéma adaptatif semi-lagrangien,
89
Approximation polynomiale par morceaux
de la fonction de flux, 167
de la solution initiale, 165
Arbre, 32
Arbre-partition, 32

Cellules
dyadiques, 31
filles, 32
parentes, 32
voisines, 34, 36
Champ électrique
Elg] associé & une densité, 94
FE exact, 72
E exact (formule explicite), 75
E™ affine par morceaux, 99
Code YODA, 117
Complexité des éléments finis adaptatifs
controlés par la courbure totale, 66
contrdlés par la semi-norme W21, 42
Complexité des maillages transportés, 85
Complexité des solutions numériques du
schéma adaptatif semi-lagrangien
abstrait, 91
appliqué au systeme de Vlasov-Poisson,
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Complexité optimale des solutions numé-
riques, 123

Condition de Courant-Friedrichs-Lewy, 101,
180

Conformité d’une triangulation, 37

Continuité des fonctions de BC(R?), 52

Courbure discréte, 47

Courbure totale, 45

Décroissance d’une courbure totale par
les interpolations P!, 60
Décroissance d"une semi-norme W °°(R?)

par les interpolations P!, 112

Défaut de conservativité, 121
Densité, 71
Distance de Hausdorff

entre deux ensembles, 143

entre deux fonctions, 141
Domaine d’influence d’une cellule

dans le futur Jas 4, 86

dans le passé Zys 4, 83

Eléments finis P!, 37
Erreur d’interpolation P!
majorée par la courbure totale, 63
majorée par la semi-norme W21, 38
Erreur de discrétisation en temps, 94
Erreur marginale, 111
Erreur optimale oy (f), 14
Erreur principale, 110
Espace
Lip(s, LP), 26
BC, 47
BV, 26
Llog L, 23
Var, 37
d’approximation A*(X), 14
d’approximation AJ(L?), 24
de Besov By?, 26
de Holder, 19
Espace des phases, 71
Estimation
de Berstein, 28
de Jackson, 27
inverse pour des fonctions algébriques,
171

Feuilles internes d’un arbre, 32
Flot caractéristique, 80
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Fonction de distribution, 71

Fonction maximale de Hardy-Littlewood,
23

Force de Lorentz, 72

Formule de Lax, 136

Formules explicites de courbures totales
et discretes, 48

Graduation des partitions dyadiques, 33

Hypothese de travail

(HT.1) : erreur de discrétisation en
temps, 81

(HT.2) : régularité du flot approché,
81

(HT.3) : régularité de l'inverse du

flot approché, 81

(HT.4) : stabilité du transport ap-
proché, 81

(HT.5) : régularité des densités trans-
portées, 83

Interpolation Pas, 37
Interprétation physique de 1’équation de
Vlasov, 72

Lemme
de Gronwall, 17
de Gronwall discret, 16

Méthode de Godunov, 179
Maillages dyadiques, 33
Mailles dyadiques, 31

Niveau ¢ d’une cellule dyadique, 32

Niveau rétrograde E}*\/[’ 4 d’une cellule dya-
dique, 84

Non-linéarité des opérateurs de transport,

80

Opérateur de transport
approché 7, 16, 80, 93
approché 7,, 93
approché 7., 93
exact 7%t 93
Optimalité d’une méthode d’approxima-
tion, 14

Partitions
dyadiques, 31
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Précision des éléments finis adaptatifs
controlés par la courbure totale, 66
controlés par la semi-norme W21, 42
Précision des solutions numériques
du schéma adaptatif semi-lagrangien
abstrait, 89
appliqué au systeme de Vlasov, 101
calculées par le code YODA, 123
Précision du transport approché, 81, 94
Prédiction du maillage de calcul, 84
Probleme de Cauchy, 15

Régularisation
d’une fonction discontinue, 182
d’une mesure de Radon, 54
Régularité
des lois de conservation scalaires (L
et BV), 135
des lois de conservation scalaires (géo-
métrique), 164
des solutions classiques du systeme
de Vlasov-Poisson (Sobolev), 76
Régularité du transport approché, 81, 103
Rotation et inclinaison des graphes, 161

Schéma “upwind”, 179
Schéma adaptatif semi-lagrangien
forme complete, 98
forme succinte, 87
Schéma de type transport-projection, 15
Simulations numériques, 121
Solutions classiques du systeme de Vlasov-
Poisson
définition, 74
existence, 75
régularité, 76
Solutions faibles entropiques des lois de
conservations scalaires, 133
Stabilité L' des lois de conservation sca-
laires, 135
Stabilité des interpolations P! vis-a-vis
de la courbure totale, 54
Stabilité du transport approché
vis-a~vis de 'indicateur d’erreur, 82,
104
vis-a-vis des perturbations de den-
sité, 81, 109

Stabilité du transport de maillages dya-
diques, 86
Stabilité Hausdorff
de I’équation de Burgers, 146
des lois de conservation scalaires, 150
Support en vitesse X, d'une densité, 76

Théoreme
de caractérisation de ’approximation
polynomiale par morceaux
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dans LP(R), 27
de complexité pour le schéma adap-
tatif semi-lagrangien “abstrait”,
91
de précision uniforme
pour le schéma upwind, 184
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appliqué, 101
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vis du flux, 151
Time-splitting, 93
Trajectoires caractéristiques
d’une loi de conservation scalaire, 132
d’une loi de conservation scalaire (gé-
néralisation), 137
du systeme de Vlasov-Poisson, 73
Transport conservatif des charges, 73
Transport des maillages dyadiques, 83
Triangulations conformes, 37
Troncature douce en vitesse T,,, 100

Uniformité de la distance de Hausdorff,
145

Variation totale, 26
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