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Doctorat de l’université Pierre et Marie Curie – Paris 6
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Je voudrais remercier Wolfgang Dahmen pour les recherches passionnantes menées
en sa compagnie, et l’intérêt qu’il porte à mon travail en m’acceptant dans son équipe
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Résumé

Les résultats présentés dans cette thèse portent sur l’approximation adaptative de
deux problèmes de transport non-linéaire : le système de Vlasov-Poisson et les lois
de conservation scalaires. Pour le premier, et dans une approche semi-lagrangienne,
on a proposé un schéma adaptatif original à base d’éléments finis hiérarchiques où
l’évolution des maillages est réalisée par une étape de prédiction très simple suivie
d’une étape de correction plus classique. En introduisant la notion de courbure totale
pour étendre la semi-norme W 2,1(R2) aux fonctions affines par morceaux, on a alors
établi une estimation d’erreur a priori prouvant la convergence de ce schéma en distance
L∞, et donné des éléments de preuve concernant sa complexité optimale. Les lois de
conservations scalaire ne pouvant être approchées en distance L∞, on a considéré leur
analyse en distance uniforme de Hausdorff, moins répandue bien que plus géométrique.
Après avoir montré que les solutions de ces équations étaient stables vis-à-vis de cette
distance, on a établi un résultat d’approximation adaptative d’ordre élevé.

Abstract

This thesis focuses on adaptive approximation of two nonlinear transport pro-
blems, namely the Vlasov-Poisson system and the scalar conservation laws. In a semi-
lagrangian approach, we propose a new adaptive scheme for the first one, in which
the mesh is, at each time step, first predicted in a very simple way, then corrected by
a classical algorithm. In order to extend the W 2,1(R2) semi-norm to piecewise affine
functions, the notion of total curvature is introduced and employed in a rigorous ana-
lysis to obtain a priori error estimates that establish the convergence of this scheme in
the L∞ metric, while a partial result of complexity is proposed. As scalar conservation
laws may not be approximated in the same metric, we consider the uniform Hausdorff
distance which appears as a natural substitute for the L∞ one, and show that the
solutions are stable with respect to this distance. Equipped with this new result, we
prove a high order adaptive approximation theorem for these equations.
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2.1.1 Structure multi-échelle des cellules dyadiques . . . . . . . . . 32

2.1.2 L’algorithme de découpage dyadique récursif . . . . . . . . . 33
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3.1.2 Courbure discrète des fonctions affines par morceaux . . . . 47

3.1.3 Calculs explicites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 Propriétés des fonctions de BC(R2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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6.3 Propriétés principales du schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6.3.1 Estimation d’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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9.3.1 Un corollaire du théorème de Lax . . . . . . . . . . . . . . . 148
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Introduction

There’s more to life than sitting around in the sun in your underwear playing the
clarinet.

(Woody Allen)

Les travaux réalisés au cours de cette thèse ont eu pour principal objet l’approxi-
mation adaptative de deux problèmes de transport non-linéaire, à savoir le système de
Vlasov-Poisson et les lois de conservation scalaires.

Lors d’une simulation numérique, la précision des calculs dépend principalement, une
fois fixé le schéma général de résolution, de deux ingrédients a priori indépendants :
la finesse de la discrétisation et la régularité des solutions. Or, dans de nombreux pro-
blèmes rencontrés en calcul scientifique (on pense notamment aux phénomènes d’ondes
de choc et de tourbillons en hydrodynamique ou en acoustique), il arrive que cette ré-
gularité soit fortement non-uniforme. Dans une onde de choc, par exemple, la solution
est discontinue à l’endroit du choc mais généralement régulière ailleurs. Il est donc na-
turel de vouloir que la finesse de la discrétisation employée par le calcul soit également
non-uniforme, de façon à être en “bonne adéquation” avec la régularité locale des so-
lutions. On évoquera à ce propos une spécificité du transport non-linéaire, dans lequel
les singularités sont susceptibles de d’évoluer de façon complexe, leur position, leur
forme ou leur nature même pouvant changer rapidement au cours d’une simulation.
Pour résumer, on dira donc que les méthodes adaptatives étudiées dans cette thèse se
distinguent par leur souci d’exploiter au mieux les ressources de calcul pour approcher
avec une précision donnée des solutions pouvant présenter des singularités isolées et
changeantes.

On attend donc de ces méthodes qu’elles génèrent des maillages adaptés aux solu-
tions, et ceci implique qu’elles soient capables de faire évoluer ces maillages au cours
du temps. Une fois encore, insistons sur le fait que des singularités sont susceptibles
d’apparâıtre ou de disparâıtre entre le début et la fin d’une simulation, et que par
conséquent l’évolution d’un maillage ne saurait se réduire à un simple déplacement de
ses mailles. Le terme “adaptatif” prend ainsi un sens double : d’une part, il fait réfé-
rence à la propriété qu’à un instant donné, la discrétisation est censée être adaptée à
la solution, et d’autre part au fait que d’un pas de temps à l’autre, le schéma modifie le
maillage d’une façon qui lui est propre et qui n’utilise que les informations disponibles
à cet instant de la simulation.

D’après le sens commun, qui veut que la capacité d’adaptation soit un signe d’in-
telligence, ces méthodes de calcul seraient donc intelligentes ? En un sens, oui, car on
permet au domaine dans lequel on cherche la solution de varier en fonction des résultats
observés. Cet aspect est bien illustré par le jeu suivant : en n’utilisant que des questions

1



Introduction

dont la réponse est “oui” ou “non”, trouvez la valeur d’un nombre n compris entre 1 et
100. Une méthode de recherche linéaire, consistant à poser une suite de questions sans
tenir compte des réponses, ressemblerait à : “est-ce que n est égal à 1 ?” - “non”; “est-ce
que n est égal à 2 ?” - “non”; etc. , et serait évidemment fastidieuse. Spontanément,
on cherchera plutôt par dichotomie en demandant : “est-ce que n est entre 1 et 50 ?” -
“non”; “est-ce que n est entre 51 et 75 ?” - “non”; etc.

Pour autant, notre devise ne sera pas “pourquoi faire simple quand on peut faire com-
pliqué ?”. En particulier, on soulignera la simplicité relative d’une méthode de calcul
employant un maillage fixé à l’avance. D’un point de vue numérique d’abord, il est
bon d’avoir une idée des difficultés que peut poser la gestion dynamique d’une discré-
tisation, car elles sont loin d’être négligeables. La conception du schéma de résolution,
d’une part, et sa mise en œuvre informatique d’autre part, sont souvent délicates, et
les codes doivent faire appel à des structures de données complexes pour matériali-
ser ces maillages dynamiques. Il faut savoir également que les opérations élémentaires
effectuées par un programme sont d’autant plus lentes que les structures de données em-
ployées sont évoluées, de sorte que le gain offert par l’adaptativité est souvent moindre
en pratique qu’il n’apparâıt sur le papier. D’un point de vue théorique ensuite, il est
remarquable qu’un très grand nombre de méthodes adaptatives ont été conçues depuis
les années 1970, mais qu’on ne dispose d’une analyse rigoureuse que pour très peu
d’entre elles. Dans ce domaine, pourtant, on peux citer de nombreux travaux, depuis
la mise au point à la fin des années 1970 par Babuška et Rheinboldt [4] d’estimations
d’erreur a posteriori pour des techniques d’éléments finis adaptatifs, aux méthodes
d’ondelettes proposées par Maday, Perrier, Ravel et Bertoluzza [49, 9] pour approcher
des problèmes de transport, en passant par le formalisme du raffinement adaptatif de
maillages de Berger, Oliger et Colella [7, 6]. Dans le cadre plus spécifique des ondes
de chocs propagées par des lois de conservation, on peut également citer les travaux
de Harten [39, 40], ceux de Dahmen, Gottschlich-Müller et Müller [26], de Bertoluzza
et Maday [8], et enfin les estimations d’erreur établies par Cohen, Kaber, Müller et
Postel [23] pour un schéma de volumes finis à base d’ondelettes.

Toutefois, ces estimations d’erreur sont rares, et plus rares encore sont les cas (à
quelques exceptions près, dont un schéma de Lucier [48]), où l’on sait prouver qu’une
méthode adaptative est plus efficace qu’une méthode uniforme.

Il devient donc crucial, dans ces conditions, de justifier le recours à l’adaptativité
de façon rigoureuse. On tentera de le faire par l’intermédiaire des deux questions sui-
vantes :

– est-on capable de régler les différents paramètres d’une simulation pour garantir
à l’avance une précision donnée ?

– une fois fixés ces paramètres, quel sera l’ordre de complexité des calculs, notam-
ment en termes de place mémoire et de temps d’exécution ?

Depuis une vingtaine d’années, ce type de questions a reçu des réponses très satisfai-
santes au sein du cadre offert par la théorie de l’approximation. Un problème d’ap-
proximation dans un espace de Banach X y est considéré par le biais d’un système de
complexité croissante : on commence par se donner une suite dense de parties (ΣN )N≥1

de X , telle que chaque ΣN contient des fonctions déterminées par O(N) paramètres.
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Pour approcher des fonctions continues sur un intervalle I, par exemple, on peut consi-
dérer des polynômes de degré N , ou bien des fonctions polynomiales de degré fixé sur
une subdivision de I en N intervalles. Ces ensembles ΣN représentent un cadre, une
approche du problème. Dans un deuxième temps, on considère l’approximation pro-
prement dite d’une fonction f de X , et comme solutions admissibles, on ne retient que
des suites d’approximations successives fN choisies dans les ensembles ΣN . On peut
alors distinguer deux sortes d’approches importantes. La première correspond au cas
où ces ensembles sont des espaces vectoriels tels les polynômes de degré N , et où les
approximants fN peuvent être simplement obtenus par des projections linéaires. La
deuxième correspond au cas où, à l’image des fonctions polynomiales de degré fixé sur
N morceaux, les ensembles ΣN ne se réduisent plus à un espace vectoriel de dimension
O(N), mais en contiennent plusieurs. Dans cette approche non-linéaire, le choix d’un
approximant peut encore se faire par une projection linéaire, mais il demande qu’on
détermine au préalable sur quel espace vectoriel cette projection devra être effectuée.
Ce choix préalable, dans le cadre de l’approximation polynomiale par morceaux, cor-
respond précisément au choix de la subdivision de I en N intervalles, et c’est en ce
sens qu’une méthode adaptative est non-linéaire.

L’analyse d’une méthode d’approximation donnée

A : (N, f) → fN ∈ ΣN

consiste alors à étudier le comportement de la suite ‖f − fN‖X . Les ΣN finissant par
remplir l’espace X tout entier, on peut s’attendre à ce que qu’un algorithme “raisonna-
ble” fasse converger la suite fN vers f . Inversement, il est naturel que la complexité des
approximants tende vers l’infini pour que l’erreur puisse tendre vers 0. On peut donc
interpréter la qualité d’une méthode d’approximation sous la forme d’un compromis
entre la précision des approximations d’une part, et la complexité des approximants
d’autre part. Une façon de mesurer la “qualité” d’un tel compromis est alors de cher-
cher à savoir, pour une méthode d’approximation A donnée, s’il en existe une autre qui
soit sensiblement plus efficace. Autrement dit, s’il est possible de réaliser un meilleur
compromis, pour une même suite ΣN . Répondre à cette question, c’est établir le carac-
tère optimal d’une méthode d’approximation, indépendamment de ses performances
absolues.

Parmi les résultats les plus significatifs de la théorie de l’approximation non-linéaire,
figurent ainsi des théorèmes permettant de caractériser des ordres d’“approximabilité”
par des propriétés classiques de régularité comme l’appartenance à des espaces de So-
bolev ou de Besov. On citera en particulier le résultat suivant, dû à DeVore, Petrushev
et Popov (en renvoyant à [54, 33, 30, 29] pour plus de détails) : si une fonction f
définie sur un intervalle I appartient à Lp, p > 0, et si l’on désigne par ΣN = Σr,N

l’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à un entier r fixé sur
une subdivision de I en N intervalles, il est équivalent de dire que

“f peut être approchée dans Lp par une suite de fonctions fN ∈ ΣN

avec une erreur ‖f − fN‖Lp de l’ordre de N−s”,
(1)

pour un réel strictement positif s vérifiant s < r + 1, ou bien que

“f possède s dérivées dans Lq”, (2)

3
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où q est égal à p lorsque les N intervalles sont choisis de façon uniforme, mais vaut
(1/p+s)−1 < p s’ils sont libres de s’adapter à f . En d’autres termes, la différence entre
les approches linéaire et non-linéaire se traduit par des façons différentes de mesurer
la régularité de la fonction f , pour un même ordre d’approximation. On a l’habitude
de représenter ces différentes régularités dans le diagramme de la figure 1 où sont in-
diqués en ordonnées le nombre de dérivées s et en abscisses l’inverse 1/p de l’exposant
de l’espace Lp dans lequel ces dérivées sont mesurées. Le théorème de caractérisation
ci-dessus est alors résumé par les deux demi-droites en pointillés issues du point (0, 1/p)
qui représente l’espace Lp dans lequel on mesure la qualité des approximations : les
ordres d’approximation accessibles par une méthode uniforme correspondent aux es-
paces situés sur la demi-droite verticale issue de Lp, tandis que les ordres accessibles
par une méthode adaptative correspondent aux espaces situés sur la demi-droite de
pente 1 (ou de pente d en dimension supérieure). On pourra d’ailleurs y reconnâıtre la
demi-droite correspondant à l’injection critique des espaces de Sobolev dans l’espace
Lp.

linéaire
approximation

d’approximation
de régularité, ou

s : ordre

(1/p, 0) : Lp

(1/p+ s, s) ≈W s,(1/p+s)−1

1/p : intégrabilité

approximation non-linéaire

(1/p, s) ≈W s,p

Fig. 1 – les espaces caractérisant l’approximation uniforme (linéaire) dans Lp sont
situés sur la demi-droite verticale, tandis que ceux qui caractérisent l’approximation
adaptative (non-linéaire) sont situés sur la demi-droite de pente 1.

Bien entendu, l’équivalence (1)-(2) est “abstraite”, au sens où elle ne nous apprend
pas en général de quelle façon f doit être approchée. En particulier, elle ne nous dit
pas comment choisir la subdivision de I en N intervalles. C’est néanmoins un résultat
remarquable qui met en évidence la supériorité potentielle des méthodes adaptatives
sur leurs “petites sœurs” uniformes. Ainsi, la fonction f(x) =

√
x possède une dérivée

intégrable sur l’intervalle [0, 1] : si on observe la figure 1, on voit que l’espace W 1,1 est
situé sur la demi-droite de pente 1 issue de L∞, ce qui signifie qu’il existe une suite
fN de fonctions constantes sur N morceaux bien choisis dans [0, 1] telle que la suite
‖f − fN‖L∞ tend vers 0 comme 1/N . En revanche, f n’est pas lipschitzienne sur [0, 1],
de sorte qu’aucune suite de fonctions fN constantes sur une subdivision de [0, 1] en N
intervalles uniformes ne pourra converger vers f à cette vitesse dans L∞.

Dans le domaine qui nous intéresse, à savoir celui de l’analyse numérique des équations
aux dérivées partielles, ces résultats de caractérisation nous poussent à réinterpréter la
régularité des solutions exactes, pour lesquelles on dispose souvent de résultats théo-
riques, comme une information a priori sur l’objectif à atteindre en ce qui concerne la
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vitesse de convergence d’une méthode numérique. A titre d’exemple, on peut rappeler
le problème posé par l’approximation des lois de conservation scalaires

∂tu(t, x) + ∂x · [f(u(t, x))] = 0, t > 0, x ∈ R (3)

associées à une condition initiale u(0, ·) = u0. Depuis les travaux de Kružkov [44], on
sait que la variation totale | · |BV des solutions n’augmente pas au cours du temps : si
u0 appartient à l’espace BV (situé au point (1, 1) sur le diagramme 1), u(t, ·) y reste
pour tout t. Par contre, les solutions perdent généralement leur continuité après un
temps fini, et ceci quelle que soit la régularité de la donnée initiale. Les espaces situés
à la verticale de L∞ étant tous inclus dans l’espace C des fonctions continues, on voit
donc qu’il est inutile de chercher à approcher u(t, ·) en norme L∞ par une méthode
uniforme utilisant des polynômes par morceaux (ce qui peut sembler assez évident).
Quant aux approximations en norme L1, elles se limitent a priori à l’ordre 1 car les
espaces W s,1 sont également contenus dans C lorsque s ≥ 1. Intuitivement, on sent
bien qu’une méthode adaptative ne devrait pas être gênée de la même façon par la
présence de discontinuités. Et de fait, DeVore et Lucier ont démontré en 1990 [31, 32]
que les espaces caractérisant l’approximation non-linéaire dans L1 sont effectivement
laissés stables par les lois de conservation scalaires, et ceci sans limitation d’ordre. En
d’autres termes, dans une approche adaptative, tout se passe “comme si” les solutions
de (3) conservaient une régularité arbitraire de type W s,1 au cours du temps, au sens
où il est a priori possible de les approcher dans L1 avec une vitesse de convergence
arbitraire, pour peu que la solution initiale soit suffisamment régulière et la méthode
d’ordre suffisamment élevé.

Dans ce contexte de recherche active de méthodes d’approximation non-linéaire as-
sociées à une analyse accessible, la notion d’adaptativité multi-échelle peut constituer
un cadre particulièrement agréable. Pour proposer au lecteur un aperçu ludique de
cette approche, considérons un employé d’une société de communications sans fil de-
vant installer des antennes relais le long d’une route de montagne. En raison du relief
perturbé et des phénomènes de réverbération, notre employé sait à l’avance qu’il devra
faire varier la distance entre deux antennes successives de façon que le signal circule
correctement (il sait donc qu’il va devoir travailler de façon adaptative) mais il n’a
aucun moyen a priori de savoir précisément à quelle distance placer les antennes. Pour
les besoins de notre exemple, supposons que la pose d’une antenne prend un temps
non négligeable, et qu’on ne peut être sûr de la communication entre deux antennes
qu’à partir du moment où elles sont bien installées toutes les deux. Deux solutions (au
moins) s’offrent alors : la première consiste à démonter la dernière antenne installée
tant que le signal est bien reçu, et à la remonter un peu plus loin, jusqu’à ce que le
signal ne passe plus. L’antenne est alors fixée définitivement au dernier endroit où la
communication était bien établie, et on recommence de la même façon pour la sui-
vante. Une deuxième solution consiste à choisir une distance L relativement grande, et
à installer la première antenne à cette distance L du relais initial. Si le signal est bien
reçu, on ne la démonte pas et on passe à la suivante. Si le signal ne passe pas, on ne la
démonte pas non plus mais on en installe une nouvelle à distance L/2 du relais initial.
Et ainsi de suite, de sorte qu’à chaque fois que la communication n’est pas établie entre
deux antennes, on en rajoute une à mi-distance des deux.
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Dans la première solution, on utilise un nombre minimal d’antennes, ce qui sera intéres-
sant si leur coût est élevé, mais au prix de multiples installations. Quant à la deuxième,
elle peut sembler plus rapide, quoique cela dépende en réalité de plusieurs paramètres
(comme le temps de pose d’une antenne, la distance entre les antennes, la vitesse de
la voiture, etc. ) mais son intérêt principal à nos yeux est qu’elle simplifie grandement
le travail d’installation, en ne laissant finalement qu’une seule décision au libre arbitre
de l’employé, à savoir la distance L maximale entre deux antennes (n’oublions pas que
dans les cas qui nous intéressent, ces choix seront fait en réalité par un algorithme de
calcul qu’on souhaite le plus simple possible). Concernant le réseau obtenu, enfin, il
est clair que l’ensemble des configurations possibles est bien plus “structuré” avec cette
seconde méthode. En particulier, les antennes ne peuvent être installées qu’à distance
k2−`L de l’antenne initiale, où k et ` sont entiers. Si l’on associe à chaque antenne α
l’indice `(α) pour lequel la fraction k2−` est irréductible, ce qui advient lorsque l’entier
k est impair, on peut alors observer qu’à l’instant où elle est ajoutée au réseau, cette
antenne α se trouve toujours à distance 2−`(α)L de l’antenne la plus proche, et en
particulier à distance 2−`(α)L d’une antenne β d’indice `(β) = `(α) − 1 déjà installée.
Un tel réseau peut donc être muni d’une structure arborescente en niveaux qu’illustre
la figure 2, où les arcs en pointillés relient deux antennes lorsque la pose de l’une pré-
cède toujours celle de l’autre. Dans nos schémas adaptatifs, on utilisera des maillages
construits selon ce principe où les raffinements reproduisent un même motif de façon
locale et à différentes échelles de résolution dyadiques, comme l’illustre la figure 3.

L

indices
(ou niveaux)
successifs

Fig. 2 – représentation multi-échelle d’un réseau de points dyadiques.

En résumé, on insistera sur les aspects suivants d’une discrétisation multi-échelle :

– premièrement, la résolution spatiale n’y varie pas de façon continue, mais un peu
à la façon des systèmes quantiques, en niveaux successifs distincts (les échelles).

– deuxièmement, ces différents niveaux sont reliés entre eux par une structure hié-
rarchique locale qu’on peut décrire comme un graphe reliant tout élément d’un
niveau donné à quelques éléments proches dans les niveaux adjacents.

Dans le contexte d’un problème d’approximation, on pourra interpréter l’approche
multi-échelle comme l’abandon d’une certaine “liberté totale” dans le choix des ap-
proximants, pour ne garder que ceux ayant précisément une structure multi-échelle.
On ne saurait à ce propos passer sous silence le rôle majeur qu’ont joué les ondelettes
dans ce domaine depuis la fin des années 1980, aussi bien d’un point de vue théorique
que dans leurs applications en approximation non-linéaire et en analyse numérique.
Parmi les ouvrages ou articles de référence, citons ceux de Meyer [53], Mallat [50, 51],
Daubechies [27], Cohen, Daubechies et Fauveau [22], Dahmen [25], DeVore [29] et Co-
hen [21].
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En ce qui nous concerne, on utilisera plutôt des éléments finis multi-échelles, dont
la description en termes d’ondelettes peut d’ailleurs être faite dans le cadre discret
de multirésolution proposé par Harten [39], et dans ce cas la structure hiérarchique
va correspondre à des règles de modifications locales des maillages. Ainsi, on raffinera
des mailles en les remplaçant par leurs “filles” dans une arborescence multi-échelle (i.e.
leurs successeurs immédiats), et inversement, le dé-raffinement consistera à remplacer
un groupe de mailles par leur “mère” (i.e. leur prédécesseur commun). Ceci implique
que les maillages aux différentes échelles sont embôıtés, comme sur la figure 3.

Fig. 3 – structure hiérarchique d’une discrétisation multi-échelle dyadique.

Comme on l’a écrit plus haut, les résultats obtenus au cours de cette thèse concernent
deux problèmes de transport non-linéaire : le système de Vlasov-Poisson et les lois
de conservation scalaires. Notre plan est donc le suivant : dans une première partie,
on propose au lecteur une sorte de “bagage méthodologique minimal” destiné à lui
permettre d’aborder la présentation de nos différents travaux avec une vision assez
précise du cadre théorique dans lequel ils s’inscrivent et des principaux outils utiles à
leur analyse. Ainsi, le chapitre 1 détaille certaines techniques propres à l’étude d’une
méthode d’approximation polynomiale par morceaux, et précise dans quelle mesure
des hypothèses classiques de régularité peuvent caractériser des vitesses de conver-
gence pour ce type d’approximation non-linéaire. On présente ensuite dans le chapitre
2 une classe d’éléments finis adaptatifs affines par morceaux en dimension deux, ba-
sés sur des maillages multi-échelles dyadiques. Ces maillages, qu’on peut obtenir par
de simples découpages récursifs des mailles comme celui représenté sur la figure 3, se
prêtent particulièrement bien à une gestion dynamique en arbres par un code de calcul.
En outre, on peut établir des résultats de complexité concernant leur utilisation à des
fins d’approximation adaptative de type affine par morceaux lorsque les fonctions à
approcher sont dans l’espace W 2,1(R2). Dans la suite, on voudra utiliser ces résultats
dans un contexte où les solutions numériques transportées par notre schéma sont af-
fines par morceaux. Leurs dérivées secondes étant des mesures de Dirac concentrées
sur les arêtes, ces fonctions ne sont plus W 2,1(R2), mais leurs dérivées secondes étant
des mesures de Radon, elles ont ce qu’on appellera une courbure totale bornée (tout au
moins localement). L’étude de ce nouvel espace BC(R2) (pour bounded curvature, ainsi
désigné par analogie avec l’espace BV des fonctions à variations bornées) fait l’objet
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du chapitre 3, où l’on étend les résultats précédents à ce nouveau contexte.

Muni de la classe de discrétisations multi-échelles introduite au chapitre 2, on présente
dans la deuxième partie un schéma adaptatif original de type transport-projection
dans lequel l’évolution des maillages de calcul se fait par prévision et correction. Ce
schéma a été développé à partir d’un travail effectué avec Michel Mehrenberger au
CEMRACS 2003 sous la direction conjointe d’Albert Cohen et Eric Sonnendrücker au
cours duquel on a développé un code de calcul adaptatif (voir [17]) pour approcher
les solutions du système de Vlasov-Poisson. Ce système d’équations, qu’on présente au
chapitre 4, modélise l’évolution d’un plasma peu dense de particules chargées soumises
essentiellement à leur propre champ électrique. En pratique, le recours à des méthodes
adaptatives se justifie dans ce genre de problèmes par la taille des domaines de calculs,
les simulations se faisant dans un espace des phases à six dimensions, et par le fait
que malgré la régularité théorique des solutions, des structures fines et bien localisées
peuvent apparâıtre et se propager de façon complexe. Pour mettre en avant les princi-
pales qualités de notre schéma, et en particulier sa gestion dynamique très simple des
maillages adaptatifs, on se place au chapitre 5 dans un cadre abstrait présentant dans
ses grandes lignes les propriétés du système de Vlasov-Poisson et de sa discrétisation
en temps, telles qu’elles seront établies au chapitre 6. On considère donc un problème
de transport non-linéaire suffisamment régulier pour que les solutions préservent leur
caractère lipschitzien, et on suppose connu un schéma de transport numérique ap-
prochant correctement les trajectoires caractéristiques associées au transport exact.
Notre schéma adaptatif utilise alors de façon intensive les propriétés algorithmiques
élémentaires des partitions multi-échelles dyadiques, ce qui lui permet d’être rapide et
relativement simple à programmer, aussi bien lors de la “prévision” du maillage d’un
pas de temps à l’autre, étape ainsi désignée dans la mesure où elle précède le transport
de la solution numérique, que lors de leur “correction”. La deuxième qualité de notre
schéma est que son analyse est accessible. En particulier, on montre que les erreurs
de projection réalisées sur ces maillages “prédits” sont contrôlées en norme L∞ par
un paramètre de tolérance choisi à l’avance par l’utilisateur. Pour étudier le caractère
optimal de ce schéma, on donne alors plusieurs arguments permettant d’estimer la
taille des maillages produits. Plus précisément, on montre que l’ordre de complexité
des maillages est préservé par l’étape de prévision, et que la correction devrait per-
mettre d’établir un résultat de complexité, sous réserve d’une propriété de décroissance
de la courbure par les interpolations qu’on est encore incapable de démontrer. Dans le
chapitre 7, on décrit dans ses grandes lignes le code de calcul YODA écrit avec Michel
Mehrenberger, et on présente des résultats de simulations numériques qui mettent en
évidence un aspect optimal des maillages produits par notre méthode. L’essentiel de
ces travaux a été soumis sous la forme d’un article [18] à la revue SIAM Journal on
Numerical Analysis.

La troisième partie est consacrée à l’analyse des lois de conservation scalaires (3) en
distance de Hausdorff. Définie de façon géométrique entre les graphes des fonctions,
cette distance permet de considérer l’approximation uniforme d’une fonction disconti-
nue comme un problème a priori bien posé, contournant ainsi l’impossibilité évoquée
plus haut d’approcher les solutions des lois de conservation scalaires en norme L∞.
Dans un travail effectué en collaboration avec Albert Cohen, Wolfgang Dahmen et Ro-
nald DeVore, on a pu démontrer la stabilité dans cette distance des lois de conservation
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scalaires vis-à-vis des perturbations de la donnée initiale u0 ou du flux f . Après avoir
rappelé dans le chapitre 8 de quelle façon Lax [45] a pu proposer une description semi-
explicite des solutions de (3) en termes de trajectoires caractéristiques, on présente
dans le chapitre 9 nos résultats de stabilité en distance de Hausdorff, qui peuvent être
vus comme une extension des propriétés de stabilité L1 démontrées par Kružkov, et ont
fait l’objet d’un article [15] publié dans le Journal of Hyperbolic Differential Equations.
Un peu plus haut, on a cité un théorème de DeVore et Lucier selon lequel les espaces
caractérisant l’approximation adaptative dans L1 au moyen de polynômes par mor-
ceaux étaient préservés par ces équations. En utilisant nos théorèmes de stabilité, on
présente dans le chapitre 10 une généralisation de ces résultats (réalisée en collabora-
tion avec Albert Cohen et Pencho Petrushev) à la distance de Hausdorff. Cette distance
étant uniforme, elle ne permet pas qu’une “bonne approximation” s’écarte localement
de la solution exacte comme cela se produit avec des oscillations de Gibbs. En ce sens,
les résultats que nous avons obtenus, et qui ont fait l’objet d’un deuxième article [16]
publié dans le Journal of Hyperbolic Differential Equations, améliorent sensiblement le
théorème de DeVore et Lucier.

Constantes.

Lorsqu’on ne cherche pas à connâıtre leur valeur, on désignera les “constantes” par
la lettre C, en s’efforçant de préciser les variables dont elles dépendent. Souvent, en
effet, ces constantes ne sont pas absolues : ainsi, dans l’énoncé

“f étant lipschitzienne, on a |f(y) − f(x)| ≤ C|x− y|”,

la constante C dépend évidemment de f , mais on insiste ici sur le fait qu’elle est
indépendante de x et de y. D’autre part, la valeur de C pourra varier d’une fois sur
l’autre, y compris au sein d’une même équation. On pourra écrire par exemple

∆t ≤ C =⇒ (1 + C∆t )2 ≤ 1 + C∆t ,

car la quantité 2C + C2∆t est inférieure à une constante que l’on peut désigner à
nouveau par la lettre C.

Domaines d’intégration.

Lorsqu’une intégrale est donnée sans bornes, on prendra par défaut le domaine
d’intégration maximal sur lequel l’intégrale a un sens. Ainsi, on écrira indifféremment
∫

f ,
∫

f(x) dx ou
∫

Ω f(x) dx lorsque f est une fonction définie - éventuellement par le
contexte - sur un domaine Ω. Il en sera de même pour les normes ou les semi-normes
écrites sans précision du domaine.
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11





Chapitre 1

Eléments d’approximation
non-linéaire

Dans ce chapitre, on présente de façon détaillée le cadre théorique dans le quel on
se placera pour envisager les problèmes d’approximation rencontrés dans la suite. En
particulier, on précise en quel sens une méthode d’approximation donnée pourra être
qualifiée d’optimale. En considérant l’exemple élémentaire de l’approximation dans L∞

d’une fonction continue par des fonctions constantes par morceaux, on décrit certaines
techniques représentatives du développement et de l’analyse d’une méthode d’approxi-
mation, en prenant soin de distinguer les approches uniforme, adaptative “libre” et
multi-échelle. Ce chapitre sera également l’occasion de rappeler de quelle façon des hy-
pothèses classiques de régularité peuvent caractériser des ordres d’approximation par
des polynômes par morceaux dans des espaces Lp, avec 0 < p ≤ ∞.

1.1 Problématique

On considère donc ici l’approximation d’une fonction f appartenant à un espace
de Banach X par des approximants fN , N=1, 2, . . . choisis dans une suite dense
(ΣN )N≥1 de parties de X . L’idée étant de remplacer f - dont la structure est a priori
d’une complexité arbitraire - par des représentations calculables, les ensembles ΣN se
distinguent par le fait que leurs éléments sont des fonctions déterminées par O(N)
paramètres dans un système donné. En dimension 1, par exemple, on peut considérer
les ensembles ΣN := ΠN composés des polynômes de degré inférieur où égal à N pour
approcher les fonctions continues sur un intervalle I. Ou bien fixer un degré maximal
r et définir ΣN comme l’ensemble des fonctions fN :=

∑

0≤k≤N−1 pkχIk
cöıncidant

avec des polynômes pk ∈ Πr sur une subdivision uniforme de I en N intervalles Ik de
longueur |I|/N . Mais on peut également décider de définir ΣN comme l’ensemble des
fN :=

∑

0≤k≤N−1 pkχIk
pour une partition (Ik)k=0,...,N−1 arbitraire de I en N inter-

valles. Dans tous les cas, on peut vérifier que les éléments de ΣN sont bien déterminés
par O(N) paramètres. Plus précisément, ΣN est un sous-espace de C(I) dans les deux
premiers cas, de dimension N + 1 et N(r + 1) respectivement. Dans le troisième, ΣN

contient beaucoup plus de fonctions, mais il suffit toujours de N(r+2) paramètres pour
retrouver la position des intervalles Ik et la valeur des N polynômes pk. Comme on va
le voir au cours de ce chapitre, cette façon de considérer un problème d’approximation
en se fixant une suite d’ensembles approximants ΣN de complexités N n’est réellement
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Chapitre 1. Eléments d’approximation non-linéaire

intéressante que dans une approche non-linéaire où ces ensembles ne se réduisent pas
à des espaces vectoriels de dimension N (ce qui correspond à une approche linéaire),
mais contiennent “beaucoup”d’espaces de dimension N . Dans le contexte de l’approxi-
mation polynomiale par morceaux, ces différents espaces correspondent aux différentes
façons de subdiviser I en N intervalles, et c’est cette “liberté de choix” qui permet à
une méthode d’être adaptative.

Pour étudier la qualité des approximations, on définit l’erreur optimale d’approxi-
mation de f par les éléments de ΣN comme

σN (f) := inf
g∈ΣN

‖f − g‖X , (1.1)

qu’on peut voir comme la distance entre f et ΣN . Le fait que les ΣN forment une suite
dense de X entrâıne que σN (f) tend toujours vers 0. La question est donc : à quelle
vitesse ? Est-on capable, par exemple, de caractériser les fonctions f pour lesquelles la
suite σN (f) tend vers 0 comme N−s lorsque s est un réel strictement positif ? A ce
sujet, observons que l’ensemble As(X ) ⊂ X défini comme

f ∈ As(X ) ⇐⇒ σN (f) ≤ C(f)N−s (1.2)

est un sous-espace de X , souvent appelé espace d’approximation d’ordre s, qu’on peut
munir de la norme ‖ · ‖As(X ) := ‖ · ‖X + | · |As(X ) où

|f |As(X ) := sup
N≥1

N sσN (f). (1.3)

1.1.1 Méthodes optimales d’approximation

On peut alors proposer des algorithmes pratiques construisant des approximations
successives de f choisies parmi les ensembles ΣN , N ≥ 1. En particulier, on s’attachera
à ce que nos méthodes d’approximation

A : (N, f) → fN ∈ ΣN (1.4)

soient explicitement calculables, et à ce que le calcul de chaque approximation fN se
fasse en un nombre d’opérations élémentaires de l’ordre de N . Lorsque f appartient à
un espace As(X ), il est alors naturel de se demander si la suite ‖f − fN‖X tend vers
0, et lorsque c’est le cas, si elle converge à la même vitesse s que les erreurs optimales
σN (f). En particulier, on dira que la méthode (1.4) est optimale si elle réalise l’erreur
de meilleure approximation à une constante multiplicative près. Autrement dit, si

‖f − fN‖X ≤ CσN(f) (1.5)

avec une constante C indépendante de f etN . Une telle méthode converge bien entendu
avec une vitesse optimale, i.e.

‖f − fN‖X ≤ C|f |As(X )N
−s. (1.6)

Remarque 1.1 En toute rigueur, on ne devrait parler d’approximation “optimale” que
lorsque fN réalise exactement l’erreur

‖f − fN‖X = σN (f). (1.7)
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1.1. Problématique

Toutefois, compte tenu de la complexité des situations qu’on rencontrera, il ne sera
en général pas réaliste d’espérer approcher f de cette façon. On se contentera donc
de chercher des méthodes réalisant (1.5) ou (1.6), autrement dit qui se “comportent
comme”une approximation optimale. Et on mettra en avant le fait qu’une telle méthode
saisit, pour l’essentiel, la complexité de la fonction cible f .

Au risque de nous répéter, insistons sur le fait que les notions de méthode optimale,
ou de meilleure erreur d’approximation n’ont de sens que pour une suite donnée d’en-
sembles ΣN . Ainsi le lemme élémentaire suivant, selon lequel n’importe quelle suite
bornée de projections linéaires AN : X → ΣN (ce qui implique que les ΣN sont des
espaces vectoriels) réalise une approximation optimale, illustre à sa façon la grande
simplicité de l’approche linéaire.

Lemme 1.2 Si les AN sont des projections linéaires sur les espaces ΣN et vérifient

‖A‖ := sup
N≥1

sup
‖g‖X≤1

‖ANg‖X ≤ C, (1.8)

alors l’approximation (N, f) → ANf est optimale au sens où

‖f −ANf‖X ≤ (1 + ‖A‖)σN (f). (1.9)

Preuve. Soit N un entier fixé. Pour tout gN ∈ ΣN , on a

‖f −ANf‖X ≤ ‖f − gN‖X + ‖AN (gN − f)‖X ≤ (1 + ‖A‖)‖gN − f‖X . (1.10)

Comme gN est une fonction arbitraire de ΣN , on en déduit facilement (1.9). �

1.1.2 Approximation d’un problème de transport

Dans le cadre de cette thèse, les fonctions qu’on cherche à approcher ne sont pas
données de façon explicite, comme une image qu’on souhaite compresser, mais de façon
implicite, comme solutions d’une équation de transport

∂tf(t, x) + F (t, x) · ∇xf(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rd (1.11)

associée à une condition initiale

f(0, x) = f0(x). (1.12)

Dans les équations qu’on étudiera, le terme de force F : R+ ×Rd → Rd dépendra de la
solution elle-même, de sorte que le problème aux valeurs initiales (1.11)-(1.12), appelé
aussi problème de Cauchy , est non-linéaire. Pour résoudre numériquement ce pro-
blème, on s’est principalement intéressé à des schémas de type “transport-projection”
associés à une discrétisation uniforme en temps. A chaque instant tn := n∆t , n ∈ N,
la solution f(tn, ·) y est approchée par une solution numérique fn donnée par

fn :=

{

P0f0 pour n = 0

PnT fn−1 pour n ≥ 1,
(1.13)
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Chapitre 1. Eléments d’approximation non-linéaire

où T et Pn désignent respectivement un opérateur de transport associé à l’équation
(1.11) et une projection associée à une discrétisation spatiale. Dans une approche li-
néaire, par exemple, on pourra définir Pn comme une projection linéaire sur l’espace
vectoriel ΣN . Bien entendu, dans ce cas les projections ne dépendent plus de l’instant
n, et on n’a plus affaire à un schéma adaptatif, du moins pas au sens où la discréti-
sation s’adapte à la solution d’un pas de temps à l’autre. Notre démarche correspond
plutôt à une approche non-linéaire, où les ensembles ΣN contiennent un grand nombre
d’espaces de dimension O(N), et où Pn est défini à chaque pas de temps comme une
projection linéaire sur un de ces espaces judicieusement choisi. Dans le cadre d’une ap-
proximation polynomiale par morceaux sur un intervalle I, ceci correspondra au choix
d’une subdivision de I en N intervalles appropriés à la solution transportée T fn−1.

On choisit alors d’analyser la précision d’un schéma de type (1.13) en décomposant
l’erreur numérique au pas de temps n suivant

‖f(tn)− fn‖X ≤ ‖f(tn)−T f(tn−1)‖X + ‖T f(tn−1)− T fn−1‖X + ‖(I − Pn)T fn−1‖X ,
(1.14)

faisant ainsi apparâıtre trois termes importants. Le premier terme ‖f(tn)−T f(tn−1)‖X
peut être vu comme l’erreur de discrétisation en temps associée à l’opérateur de trans-
port T . Son étude est a priori indépendante de la discrétisation choisie en espace, et ne
fait intervenir que les propriétés de l’équation (1.11) et de la donnée initiale (1.12). Le
deuxième terme ‖T f(tn−1) − T fn−1‖X exprime une certaine régularité de l’opérateur
T , liée à la façon dont les solutions de (1.11)-(1.12) réagissent par rapport à des petites
perturbations de la donnée initiale. L’erreur de projection ‖(I − Pn)T fn−1‖X , enfin,
correspond à l’erreur d’approximation spatiale qui nous intéresse en premier lieu. C’est
principalement de son analyse que sont issues les stratégies de prédiction de maillages
qu’on proposera aux chapitres 5 et 6.

Remarque 1.3 Dans la discussion ci-dessus, on a évoqué la régularité de l’opérateur
T qui est un opérateur approché. En décomposant le terme ‖f(tn)− T fn−1‖X comme
‖f(tn) − Texf

n−1‖X + ‖Texf
n−1 − T fn−1‖X , où Tex désigne l’opérateur d’évolution

exact associé à l’équation (1.11), il est également possible de ne faire apparâıtre que
la stabilité de l’équation elle-même vis-à-vis de la solution initiale. Mais on doit alors
estimer l’erreur de discrétisation en temps sur la solution numérique fn−1, parfois
moins régulière que la solution exacte.

Une fois que l’on aura estimé l’erreur numérique à chaque pas de temps n en fonction
de la précédente, on utilisera le lemme élémentaire de Gronwall ci-dessous pour majorer
ces erreurs de façon plus globale (intégrée en temps, si l’on peut dire).

Lemme 1.4 (de Gronwall, discret) Si un est une suite positive qui vérifie

un+1 ≤ (1 + c∆t )un + a

pour tout n ≥ 0 et pour un réel a ≥ 0, alors elle est majorée par

un ≤ ecn∆t (a/(c∆t ) + u0). (1.15)

En pratique, la quantité n∆t sera toujours inférieure au “temps maximal” T de la
simulation, aussi ecn∆t pourra-t-elle être considérée comme une constante indépendante
du pas de temps ∆t .
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1.2. Approximation par des constantes par morceaux

Preuve. Par récurrence, on obtient

un ≤
n−1
∑

n′=0

(1 + c∆t )n
′
a+ (1 + c∆t )nu0 =

(

(1 + c∆t )n − 1

c∆t

)

a+ (1 + c∆t )nu0.

La majoration par x du logarithme de 1 + x entrâınant n ln(1 + c∆t ) ≤ cn∆t , on en
déduit que (1 + c∆t )n ≤ ecn∆t , d’où (1.15). �

Ce lemme peut d’ailleurs être vu comme une version discrète du lemme suivant :

Lemme 1.5 (de Gronwall) Si ψ est une fonction positive de L1 qui vérifie

ψ(t) ≤ ψ(0) + c

∫ t

0
ψ(s) ds

pour tout t > 0, avec c ≥ 1 (par commodité), alors elle est majorée par

ψ(t) ≤ cψ(0)ect,

également pour tout t > 0.

Preuve. Pour commencer, observons qu’une fonction ϕ > 0 telle que ϕ′(t) ≤ cϕ(t)
vérifie (lnϕ(t))′ ≤ c, d’où lnϕ(t) ≤ lnϕ(0) + ct et finalement

ϕ(t) ≤ ϕ(0)ect.

Posons alors

ϕε(t) := ε+ ψ(0) + c

∫ t

0
ψ(s) ds

pour un ε > 0 arbitraire. Dans la mesure où c ≥ 1, on a

ϕ′
ε(t) = ψ(t) ≤ ψ(0) + c

∫ t

0
ψ(s) ds ≤ cϕε(t). (1.16)

On déduit alors de notre première observation que ϕε(t) ≤ ϕε(0)e
ct = (ψ(0) + ε)ect, et

en utilisant une deuxième fois l’inégalité (1.16), que

ψ(t) ≤ cϕε(t) ≤ c(ψ(0) + ε)ect.

Le lemme s’en déduit alors en faisant tendre ε vers 0. �

1.2 Approximation par des constantes par morceaux

Pour décrire plus en détails certaines techniques d’approximation non-linéaire qu’on
utilisera dans la suite, intéressons-nous à présent à l’approximation d’une fonction
connue f de X := C([0, 1]) par des fonctions constantes par morceaux

fN (x) =
N−1
∑

k=0

ckχIk
(x), (1.17)

sur une partition (Ik)k=0,...,N−1 de [0, 1] en N intervalles. La précision des approxima-
tions sera mesurée en norme L∞.
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Remarque 1.6 On pourra objecter que les approximants (1.17) ne sont pas conti-
nus. C’est vrai, mais ce n’est pas gênant car ils sont bornés, de sorte que les erreurs
‖f −fN‖L∞ sont bien définies, et ils sont denses dans C([0, 1]). On peut à ce sujet voir
l’espace C([0, 1]) comme un cadre fonctionnel où l’approximation dans L∞ par des fonc-
tions de type polynômes par morceaux est “bien posée”, notamment en ce qui concerne
la stabilité des résultats. En particulier, on peut tout à fait approcher une fonction f
discontinue par des fonctions fN constantes par morceaux avec une grande précision
dans L∞, mais il faut pour cela que les discontinuités des fonctions fN cöıncident exac-
tement avec celles de f . Cette extrême sensibilité de l’erreur d’approximation vis-à-vis
de la position des intervalles fait qu’il sera impossible d’obtenir des résultats intéres-
sants pour des méthodes d’approximation utilisables en pratique. On aura l’occasion de
reprendre cette discussion au chapitre 9.

1.2.1 Approche linéaire uniforme

La façon la plus simple de choisir les fonctions approximantes (1.17) est de fixer
une fois pour toutes les partitions (Ik)k=0,...,N−1. N’ayant a priori aucune raison de
privilégier telle ou telle zone de l’intervalle [0, 1], on peut par exemple prendre pour
chaque entier N la partition uniforme de pas 1/N . On pose alors Ik := [k/N, (k+1)/N ],
et on approche f par

fN :=
∑N−1

k=0
ck(f)χIk

avec ck(f) := N

∫

Ik

f. (1.18)

Comme f est continue, il existe dans chaque intervalle Ik un xk tel que ck(f) = f(xk).
Si f est lipschitzienne, on en déduit que

‖f − fN‖L∞(Ik) = sup
x∈Ik

|f(x) − f(xk)| ≤ |f |W 1,∞(Ik)N
−1, (1.19)

d’où
‖f − fN‖L∞ ≤ |f |W 1,∞N−1. (1.20)

On retrouve ainsi la notion évoquée dans l’introduction de “compromis” entre la pré-
cision des approximations et les ressources qu’on est prêt à leur accorder. L’inégalité
(1.20) exprime en effet

– une propriété de précision a priori vérifiée par l’algorithme (1.18), qui approche
une fonction f lipschitzienne avec une erreur inférieure à |f |W 1,∞N−1.

– une information sur la complexité de l’algorithme, au sens où le nombre Nε de
morceaux nécessaires à l’approximation de f avec une précision ε peut être choisi
de l’ordre de |f |W 1,∞ε−1.

Pour parler d’approximation optimale, il faut voir chaque fonction fN comme un élé-
ment de l’ensemble

ΣN :=

{

g =

N−1
∑

k=0

ckχIk
: c0, . . . , cN−1 ∈ R

}

. (1.21)

Bien évidemment, l’inégalité (1.20) entrâıne qu’il existe pour chaque fonction f ∈W 1,∞

une constante C(f) telle que

σN (f) ≤ C(f)N−1, (1.22)
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1.2. Approximation par des constantes par morceaux

autrement dit, que les fonctions lipschitziennes peuvent être approchées à une vitesse
au moins linéaire par des éléments de ΣN . Pour reprendre les espaces d’approximation
As(X ) introduits au début de la section 1.1, nous sommes en train de dire que l’espace
A1(C([0, 1])) - relatif aux approximants de la forme (1.18) - contient les fonctions de
W 1,∞.

Il est facile de voir que la réciproque est vraie, autrement dit que A1(C([0, 1])) ne
contient que les fonctions de W 1,∞. Le principal argument consiste à observer qu’une
fonction g constante sur deux intervalles consécutifs [a, b[ et ]b, c] vérifie pour toute
fonction f continue

|g(a) − g(c)| ≤ |g(a) − g(b−)| + |g(b−) − f(b−)| + |f(b−) − f(b+)| + |f(b+) − g(b+)|
+ |g(b+) − g(c)| = |g(b−) − f(b−)| + |f(b+) − g(b+)| ≤ 2‖f − g‖L∞ . (1.23)

Considérons alors f dans A1(C([0, 1])), et désignons par gN ∈ ΣN une fonction réalisant
l’erreur optimale ‖f − gN‖L∞ ≤ σN (f), éventuellement à une constante multiplicative
près. Pour x et y distincts dans [0, 1], on peut toujours choisir N ≥ 1 tel que

1

2N
≤ |x− y| ≤ 1

N
, (1.24)

de sorte que x et y appartiennent soit au même intervalle Ik = [k/N, (k + 1)/N ], soit
à deux intervalles consécutifs Ik et Ik+1. Dans un cas comme dans l’autre, on peut
utiliser l’argument ci-dessus pour voir que

|f(x) − f(y)| ≤ |f(x) − gN (x)| + |gN (x) − gN (y)| + |gN (y) − f(y)|
≤ 4‖f − gN‖L∞ ≤ CσN (f) ≤ C(f)N−1 (1.25)

et on déduit de (1.24) que f est lipschitzienne. On voit donc que A1(C([0, 1])) cöıncide
exactement avec W 1,∞, et les mêmes arguments nous montreraient que As(C([0, 1])),
lorsque s est strictement compris entre 0 et 1, cöıncide avec l’espace de Hölder

Cs := {f ∈ L∞ : |f(x) − f(y)| ≤ C(f)|x− y|s}. (1.26)

On montre de cette façon que l’approximation (1.18) est optimale au sens (1.5) lorsque
f est une fonction de Cs ou de W 1,∞ (ce qui n’est pas surprenant, au vu du lemme 1.2),
et en particulier qu’elle converge avec une vitesse optimale, au sens où aucune suite
de fonctions gN appartenant aux ΣN ne converge vers f avec une vitesse supérieure
à celle des fN données par (1.18). A ce sujet, on peut se demander quelles fonctions
peuvent être approchées avec une vitesse plus grande que 1. Autrement dit, quelle
régularité permet de caractériser les espaces As(C([0, 1])) lorsque s > 1 ? Si l’on reprend
l’argument utilisé en (1.25), on peut voir que les seules fonctions de As(C([0, 1])),
lorsque s > 1, sont les constantes ! En théorie de l’approximation, on parle de saturation
pour désigner ce genre de phénomène, et il faut y voir le fait que les fonctions constantes
par morceaux sont en quelque sorte trop “rigides” pour être sensibles à des ordres plus
élevés de régularité. Pour en tirer parti, il faut alors avoir recours à des méthodes
d’ordre également plus élevé, utilisant par exemple des fonctions approximantes affines
ou paraboliques par morceaux.
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1.2.2 Approche adaptative libre

Pour obtenir de meilleurs résultats, tout en conservant la structure constante par
morceaux (1.17) des fonctions approximantes, le principe de l’approche adaptative
consiste à utiliser des partitions plus générales. Plus précisément, à choisir les N in-
tervalles Ik, k = 0, . . . , N − 1 en fonction de f .

On peut alors se demander : et les coefficients ck(f) ? Pourquoi ne pas essayer aussi
d’améliorer les approximations en choisissant par exemple d’interpoler f en des points
xk choisis d’une façon particulièrement astucieuse dans les intervalles Ik ? Dans la sec-
tion précédente, la seule propriété que nous avons utilisée dans l’analyse était que les
xk appartenaient aux Ik. Avec des partitions uniformes, on peut donc voir qu’un choix
quelconque permet d’écrire (1.20), ce qui correspond à une approximation optimale.
Mais est-ce le cas pour des partitions générales ? La réponse est oui, et pour le voir il
suffit d’appliquer le lemme 1.2, à n’importe quelle projection

P{x0,...,xN−1} : f →
N−1
∑

k=0

f(xk)χIk
(1.27)

associée à une distribution arbitraire des points xk dans les intervalles Ik. Dans la
mesure où P{x0,...,xN−1} fait clairement décrôıtre la norme L∞, on en déduit que

‖f − P{x0,...,xN−1}f‖L∞ ≤ 2 inf

{

‖f − g‖L∞ : g =

N−1
∑

k=0

ckχIk
, ck ∈ R

}

, (1.28)

autrement dit que n’importe quelle projection P{x0,...,xN−1}f réalise l’erreur optimale
à une constante multiplicative près, une fois qu’on a choisi les intervalles I0, . . . , IN−1.

Pour choisir ces intervalles, donc, on peut s’inspirer de l’estimation suivante, valable
pour f ∈W 1,1(Ik) et xk ∈ Ik :

‖f − f(xk)‖L∞(Ik) = sup
x∈Ik

∣

∣

∣

∣

∫ x

xk

f ′(y) dy

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f ′‖L1(Ik). (1.29)

En choisissant des intervalles Ik de façon à répartir équitablement ces quantités ‖f ′‖L1(Ik),
i.e.

‖f ′‖L1(Ik) = ‖f ′‖L1N−1 pour k = 0, . . . N − 1, (1.30)

ce qui est toujours possible lorsque f ∈W 1,1, on aura

‖f − fN‖L∞ ≤ |f |W 1,1N−1. (1.31)

Il est important de distinguer cette estimation de l’inégalité (1.20) valable pour une
méthode uniforme. Dans les deux cas, les approximations convergent vers f en O(N−1),
mais à la différence de (1.20), l’estimation ci-dessus est vérifiée par des fonctions bien
moins régulières. La fonction x→ xs, par exemple, n’appartient qu’à Cs([0, 1]) lorsque
0 < s < 1, d’où l’on déduit que sa vitesse optimale de convergence est en O(N−s) avec
une méthode uniforme. Comme elle est dans W 1,1([0, 1]), elle sera en revanche appro-
chée en O(N−1) par la méthode adaptative décrite ci-dessus. L’avantage de (1.20) sur
(1.31) ne se limite d’ailleurs pas à cette situation. Ainsi, une fonction lipschitzienne
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1.2. Approximation par des constantes par morceaux

dont les variations sont bien localisées aura une semi-norme W 1,1 bien plus petite que
sa semi-norme W 1,∞.

Dans la construction précédente, on s’est inspiré de l’inégalité (1.29) dans laquelle
les quantités ‖f ′‖L1(Ik) jouent le rôle d’indicateurs d’erreur a priori, et on a ensuite
cherché à équilibrer ces indicateurs par un bon choix des intervalles. On peut alors se
demander s’il ne serait pas plus efficace de vouloir équilibrer directement les erreurs
d’interpolation, de façon à avoir

‖f − fN‖L∞(Ik) = ε pour k = 0, . . . N − 1. (1.32)

Comme on ne sait pas a priori quelle valeur prendre pour ε, on peut commencer par
construire une partition vérifiant (1.32) pour un ε arbitraire, et compter ensuite le
nombre d’intervalles obtenus. On pose alors y0 := 0, et pour tout i entier,

yi+1 := sup{y ∈]yi, 1] : |f(y) − f(yi)| ≤ ε}. (1.33)

Comme |f(·) − f(yi)| est continue, on peut écrire

yi+1 < 1 =⇒ ‖f − f(yi)‖L∞([yi,yi+1]) = ε, (1.34)

de sorte que si f ∈ W 1,1, on a pour tout j tel que yj < 1, en utilisant l’estimation
locale (1.29),

jε =

j−1
∑

i=0

‖f − f(yi)‖L∞([yi,yi+1]) ≤
j−1
∑

i=0

|f |W 1,1([yi,yi+1]) ≤ |f |W 1,1. (1.35)

En particulier, ceci implique j ≤ |f |W 1,1ε−1, et on en déduit qu’on a construit

N(ε) = b|f |W 1,1ε−1c + 1 ≤ C|f |W 1,1ε−1

intervalles Ii := [yi, yi+1] de cette façon, de sorte qu’on retrouve la même vitesse de
convergence qu’en équilibrant les quantités ‖f ′‖L1(Ik).

Dans un calcul pratique, toutefois, il est assez rare qu’on puisse construire des par-
titions qui réalisent des équilibrages exacts tels que (1.30) ou (1.34). Il convient donc
d’étudier la qualité de ces approximations lorsque ces équilibrages sont approchés, ce
qui revient à établir une forme de stabilité pour ces approximations dans l’esprit de la
remarque 1.6. On peut ainsi observer que si les intervalles Ik vérifient

c1 ≤ ‖f ′‖L1(Ik) ≤ c2 pour k = 0, . . . N − 1, (1.36)

on aura en sommant sur k :

Nc1 ≤
N−1
∑

k=0

‖f ′‖L1(Ik) = |f |W 1,1 (1.37)

et par conséquent

‖f − fN‖L∞ ≤ c2 ≤ c2
c1
|f |W 1,1N−1. (1.38)
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De même, si les intervalles Ik vérifient

cε ≤ ‖f − fπ‖L∞(Ik) ≤ ε pour k = 0, . . . N − 1, (1.39)

on peut déduire de (1.29) que

cNε ≤
N−1
∑

k=0

‖f − fN‖L∞(Ik) ≤
N−1
∑

k=0

‖f ′‖L1(Ik) = |f |W 1,1, (1.40)

d’où

‖f − fN‖L∞ ≤ ε ≤ 1

c
|f |W 1,1N−1. (1.41)

On retrouve ainsi des vitesses de convergence en O(N−1) pour toute fonction f ∈W 1,1.
D’une certaine façon, on peut voir les inégalités de gauche de (1.36) et (1.39) comme
une garantie que les intervalles Ik ont tous une“efficacité minimale”dans la perspective
d’un partage de la semi-norme |f |W 1,1.

1.2.3 Approche adaptative multi-échelle

Dans l’introduction, on a longuement évoqué l’intérêt des structures multi-échelles,
et notamment des maillages dyadiques, dans un contexte de gestion dynamique ra-
pide de la discrétisation par un algorithme “simple”. En termes plus publicitaires, on
pourrait ainsi dire que suivre une démarche multi-échelle, c’est faire le choix de la
simplicité. . . En contre-partie, il est assez clair que les erreurs optimales σN (f) seront
plus grandes une fois qu’on aura limité les ensembles ΣN aux fonctions constantes sur
des intervalles dyadiques de la forme

I`,k := [2−`k, 2−`(k + 1)], avec `, k ∈ N et 0 ≤ k ≤ 2` − 1. (1.42)

La question est donc : que perd-on, en termes de vitesses de convergence des approxi-
mations optimales ? Soit : quel est le prix de la simplicité ?

Pour choisir une partition dyadique adaptée à une fonction f ∈ W 1,1, l’approche la
plus naturelle consiste sans doute à se donner une erreur maximale ε, et à appliquer
un algorithme de découpage adaptatif partant de la maille racine I0,0 = [0, 1]. Le prin-
cipe de cet algorithme est de raffiner une partition “progressive” initialement réduite
à I0,0, en testant chacun de ses intervalles I`,k. On peut demander par exemple que
l’indicateur local y vérifie

‖f ′‖L1(I`,k) ≤ ε. (1.43)

Si c’est le cas, alors I`,k est un “bon” intervalle, et on le laisse passer. Dans le cas
contraire, on le découpe en deux, ne laissant derrière lui que ses enfants I`+1,2k et
I`+1,2k+1. En appliquant ce procédé jusqu’à ce qu’il ne reste plus que des bons inter-
valles, ce qui arrivera toujours en un nombre fini de subdivisions lorsque f est dans
W 1,1, on obtient une partition de [0, 1] en intervalles Ik, k = 0, . . . , N(ε) − 1 pour
laquelle l’estimation

‖f − fN(ε)‖L∞ ≤ ε (1.44)

est évidente. Il est moins évident, par contre, d’estimer le nombre d’intervalles N(ε)
construits par cet algorithme. En particulier, on ne peut pas écrire ici l’inégalité de
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gauche dans (1.36), car la fonction f peut très bien être constante sur certains inter-
valles Ik, voire sur la plupart d’entre eux : si f(x) = (1 − 2x)χx≤1/2(x), par exemple,
l’intervalle [1/2, 1] fera toujours partie de la partition dyadique construite par cet algo-
rithme, du moins lorsque ε < 1. Et plus généralement, si la “masse”‖f ′‖L1 se concentre
sur une zone arbitrairement petite, il nous faudra effectuer un nombre fini mais arbi-
trairement grand de raffinements dyadiques avant d’obtenir une partition de [0, 1] en
bons intervalles. On est donc fortement pénalisé, dans cette situation, par la rigidité
des partitions dyadiques “simples”.

Pour pouvoir majorer le nombres d’intervalles N(ε) obtenus de cette façon, il ap-
parâıt donc indispensable de prévenir tout phénomène de concentration arbitraire de
la masse ‖f ′‖L1 . Une façon naturelle de le faire serait de demander à f ′ d’être “un peu
plus régulière” que L1, ce qu’on peut voir comme le supplément à payer pour pouvoir
adopter une approche multi-échelle. La question est alors : de quelle régularité a-t-on
besoin pour établir une approximation d’ordre 1 ? Doit-on aller jusqu’à supposer que f
est lipschitzienne ? Voici une réponse donnée par DeVore dans [28], et on aura l’occa-
sion de donner d’autres réponses à cette question très importante à la fin des chapitres
2 et 3 : on peut estimer N(ε) dès que f ′ appartient à l’espace L logL, qui contient les
fonctions g de L1 telles que

‖g‖L log L :=

∫

|g(x)|(1 + log |g(x)|) dx <∞ (1.45)

et vérifie Lp  L logL  L1 pour tout p > 1. Plus précisément, on peut montrer que

N(ε) ≤ C‖f ′‖L log Lε
−1, (1.46)

de sorte que le “supplément de régularité” est finalement très raisonnable. Pour établir
cette estimation, on peut suivre un raisonnement semblable à (1.36)-(1.38), mais en
utilisant la fonction maximale de Hardy-Littlewood M(f ′) à la place de f ′. Cette
fonction est définie par

M(f ′)(x) := sup
J3x

|J |−1

∫

J
|f ′(y)|dy, (1.47)

où la borne supérieure est prise sur tous les intervalles de [0, 1] contenant x, et elle
vérifie (voir [60] et [5])

C‖f ′‖L log L ≤ ‖M(f ′)‖L1 ≤ C ′‖f ′‖L log L. (1.48)

Si Ik est un“bon”intervalle dyadique construit par l’algorithme de découpage adaptatif,
on sait par construction que son parent Jk est un“mauvais” intervalle dont le découpage
en deux a produit Ik. En particulier, cet intervalle vérifie

ε <

∫

Jk

|f ′(y)|dy. (1.49)

Comme Ik est un sous-intervalle de Jk pour lequel on a |Jk| = 2|Ik|, on aura (2|Ik|)−1ε <
M(f ′)(x) pour tout x ∈ Ik. On en déduit que

ε/2 < ‖M(f ′)‖L1(Ik), (1.50)
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et en utilisant le fait que les Ik sont (d’intérieur) disjoints, on conclut facilement que

N(ε)ε/2 ≤
N(ε)−1
∑

k=0

‖M(f ′)‖L1(Ik) ≤ ‖M(f ′)‖L1 ≤ C ′‖f ′‖L log L (1.51)

en utilisant (1.48).

1.3 Approximation polynomiale par morceaux

Au chapitre 10, on aura besoin d’utiliser les théorèmes de caractérisation présentés
dans l’introduction à propos de l’approximation polynomiale par morceaux d’ordre
élevé sur l’intervalle [0, 1]. Pour les décrire de façon cohérente avec les notations qu’on
utilisera alors, faisons dès maintenant le choix de ne travailler qu’avec des puissances de
2 pour l’ordre de complexité N , qu’on notera 2n en prenant garde de ne pas confondre
cet exposant avec le numéro des pas de temps utilisé dans l’écriture des solutions
de schémas numériques. On désigne alors par Σn = Σn,r (plutôt que par Σ2n , pour
simplifier les notations) l’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égal à r sur une subdivision de [0, 1] en 2n intervalles arbitraires, autrement dit les
fonctions qui s’écrivent

Sn(x) =

2n−1
∑

k=0

pk(x)χIk
(x), pk ∈ Πr, k = 0, . . . , 2n − 1, (1.52)

en utilisant la lettre Sn pour ne pas confondre ces fonctions avec des solutions numé-
riques fn. De même, on désignera pour 0 < p ≤ ∞

σn(f)p := inf
S∈Σn

‖f − S‖Lp (1.53)

(plutôt que σ2n(f)p) l’erreur optimale d’approximation de f dans Lp par des éléments
de Σn.

Pour caractériser les fonctions pouvant être approchées dans Lp avec une vitesse 2−ns,
on a introduit dans la section 1.1 les espaces d’approximation As(Lp). Les théorèmes de
caractérisation font en réalité intervenir de légères modifications de ces espaces, obtenus
en faisant varier un troisième paramètre q : on définit ainsi l’espace d’approximation
As

q(L
p) comme l’ensemble des fonctions f ∈ Lp pour lesquelles la quantité

‖f‖As
q(Lp) :=

{

(
∑∞

n=−1[2
nsσn(f)p]

q
)1/q

lorsque q <∞
supn≥−1 2nsσn(f)p lorsque q = ∞

(1.54)

est finie. On suppose ici que l’ensemble Σ−1 ne contient que la fonction nulle, de sorte
que σ−1(f)p vaut ‖f‖Lp , et ‖·‖As

q(Lp) est une norme pour laquelle As
q(L

p) est un espace
de Banach.

Remarque 1.7 De même que les erreurs optimales σn, ces espaces sont toujours dé-
finis pour une méthode d’approximation donnée, et dépendent donc du degré r choisi
pour les fonctions (1.52) de Σn. Pour ne pas alourdir les notations, on suivra toutefois
le choix de DeVore [29] en ne rappelant pas cette dépendance de façon explicite.
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On peut également définir ces espaces à partir des erreurs optimales σN (f)p réalisées sur
les ensembles ΣN de complexités entières, dont les Σn := Σ2n sont une suite extraite,
en posant

‖f‖Ãs
q(Lp) :=

{

(
∑∞

N=−1[N
sσN (f)p]

q 1
N

)1/q
lorsque q <∞

supN≥−1N
sσN (f)p lorsque q = ∞.

(1.55)

Lorsque les ΣN sont embôıtés, la suite σN (f)p est décroissante et on a

C(s)[2nsσn(f)p]
q ≤

2n+1−1
∑

N=2n

[N sσN (f)p]
q 1

N
≤ C ′(s)[2nsσn(f)p]

q (1.56)

pour tout n, de sorte que ces deux normes sont équivalentes, et les espaces sont les
mêmes. Clairement, As

∞(Lp) correspond à l’espace As(X ) introduit en (1.2), et pour
q <∞, les As

q(L
p) en sont une légère variation dans la mesure où l’on a

As+η
∞ (Lp) ⊂ As

q(L
p) ⊂ As

∞(Lp) (1.57)

pour tout q et tout η > 0.

Remarque 1.8 Si les fonctions Sn ∈ Σn, n = −1, 0, . . . forment une suite d’approxi-
mations de f optimale à une constante multiplicative près

‖f − Sn‖Lp ≤ Cσn(f)p, (1.58)

on obtient une norme équivalente à (1.54) en y remplaçant les termes σn(f)p par les
différences ‖Sn+1 − Sn‖Lp . En effet, on a d’une part

‖Sn+1 − Sn‖Lp ≤ C(σn+1(f)p + σn(f)p)

et d’autre part, Sn tend vers f dans Lp, de sorte que ‖f − Sn‖Lp est majoré par
∑

n′≥n ‖Sn′+1 − Sn′‖Lp . D’après l’inégalité discrète de Hardy, ceci entrâıne

∞
∑

n=−1

(

2ns‖f − Sn‖Lp

)q ≤ C

∞
∑

n=−1

(

2ns‖Sn+1 − Sn‖Lp

)q

pour tout s > 0 et tout q > 0, et de façon immédiate, ceci entrâıne également

sup
n≥−1

2ns‖f − Sn‖Lp ≤
∞
∑

n=−1

2ns‖Sn+1 − Sn‖Lp .

1.3.1 Caractérisation de l’approximabilité dans Lp

Dans l’introduction, on a évoqué le fait que les espaces d’approximations pouvaient
être identifiés avec des espaces de régularité. On peut maintenant être plus précis, et
écrire que pour tout couple (s, p), il existe une valeur de q pour laquelle l’espace As

q(L
p)

cöıncide avec un espace de Besov. Prenons donc un instant pour présenter ces espaces.

Spontanément, on pourra voir les espaces de Besov comme un moyen (parmi d’autres)

25



Chapitre 1. Eléments d’approximation non-linéaire

de combler le vide laissé par les espaces de Sobolev W s,p lorsque qu’on souhaite par-
ler de fonctions ayant “s dérivées dans Lp” avec s non entier. Pour des valeurs de s
strictement comprises entre 0 et 1, on a déjà présenté les espaces de Hölder Cs qui
contiennent les fonctions f ∈ L∞ pour lesquelles

sup
x∈[0,1−h]

|f(x+ h) − f(x)| ≤ Chs, h ∈]0, 1[, (1.59)

et qu’on peut munir de la norme ‖f‖Cs = ‖f‖L∞ + |f |Cs en désignant par |f |Cs la plus
petite constante possible apparaissant dans (1.59). A leur façon, ces espaces comblent
le vide laissé entre L∞ et W 1,∞, puisque on retrouve ces deux espaces lorsqu’on prend
s respectivement égal à 0 et 1 dans (1.59). De la même façon, on peut donner un sens à
l’assertion “f possède s dérivées dans Lp” lorsque 0 < s < 1 en considérant les espaces
Lip(s, Lp) qui contiennent les fonctions f ∈ Lp pour lesquelles la semi-norme

|f |Lip(s,Lp) := sup
0<h<1

h−s‖f(· + h) − f‖Lp([0,1−h]) (1.60)

est finie (espace qu’on peut munir, à nouveau, de la norme ‖f‖Lip(s,Lp) = ‖f‖Lp +

|f |Lip(s,Lp)). Clairement, Lip(1, L∞) est l’espace W 1,infty des fonctions lipschitziennes,
mais remarquons qu’on ne retrouve pas toujours W 1,p en prenant s = 1 dans cette
définition. Ainsi Lip(1, L1) cöıncide-t-il avec l’espace BV composé des fonctions de L1

dont la variation totale
|f |BV := sup

ϕ∈C∞
c (]0,1[)

‖ϕ‖L∞≤1

〈f, ϕ′〉 (1.61)

est bornée. Lorsque f ′ est dans L1, la variation totale de f correspond à |f |BV = ‖f ′‖L1 ,
mais de façon plus générale, BV contient les fonctions dont la dérivée est une mesure
de Radon µ, leur variation totale étant alors égale à la masse totale |µ| de cette mesure.
On peut alors montrer qu’il s’injecte continuement dans L∞, et que

|f |BV = sup{
∑

i

|f(xi) − f(xi−1)| : 0 < x0 < . . . < xm < 1,m ∈ N}. (1.62)

En particulier, BV contient les fonctions constantes par morceaux qui sont disconti-
nues, et n’est donc pas égal à W 1,1.

Les espaces de Besov peuvent se définir suivant le même principe. Bien entendu,
il ne suffit pas pour cela de considérer la définition (1.60) pour des valeurs de s stric-
tement supérieures à 1, car les seules fonctions qu’on obtient de cette façon sont les
constantes. Pour représenter les dérivées de f d’ordre élevé, on utilise l’opérateur de
différences finies d’ordre r donné par

∆r
h := ∆1

h∆r−1
h = (∆1

h)r et ∆1
h : f → f(· + h) − f, (1.63)

à partir duquel on peut remplacer le module de continuité

ω(f, t)p := ‖f(· + h) − f‖Lp([0,1−h]) (1.64)

par le module de régularité d’ordre k

ωk(f, t)p := sup
0<h≤t

‖∆k
hf‖Lp([0, 1 − kh]), t ∈ ]0, 1/k[ (1.65)
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où la borne supérieure permet que ωk(f, ·)p soit une fonction croissante. On définit alors
l’espace de Besov Bs,p

q comme l’ensemble des fonctions pour lesquelles la semi-norme

|f |Bs,p
q

:=







(

∫ 1/k
0

(

t−sωk(f, t)p
)q dt

t

)1/q
lorsque q <∞

supt∈]0,1/k[ t
−sωk(f, t)p lorsque q = ∞

(1.66)

est finie, k étant un entier strictement supérieur à la partie entière de s

k ≥ bsc + 1, (1.67)

les normes définies pour différentes valeurs de k étant alors toutes équivalentes (pour
une présentation plus complète de ces espaces, le lecteur pourra consulter l’ouvrage de
référence [30]). L’indice q joue ici un rôle semblable à celui des normes (1.54), c’est-à-
dire que les différences induites par deux valeurs différentes de cet indice sont de second
ordre par rapport aux deux premiers indices s et p (à la façon d’un ordre lexicogra-
phique). On a ainsi Bs2,p

q ⊂ Bs1,p
q′ pour tout s1 < s2 et Bs,p2

q ⊂ Bs,p1

q′ pour tout p1 < p2,
quels que soient q et q′. D’autre part, la contrainte de q-intégrabilité pour la mesure
dt
t est d’autant plus forte que q est petit, d’où Bs,p

q1 ⊂ Bs,p
q2 lorsque q1 < q2 ≤ ∞. En

revanche, ce “troisième indice” joue un rôle important dans l’établissement des théo-
rèmes de caractérisation, où il doit être finement réglé en fonction des paramètres s et p.

On observera que les espaces Lip(s, Lp) généralisent bien les espaces de Hölder Cs,
au sens où Lip(s, L∞) = Cs pour 0 < s < 1, et qu’à leur tour les Besov vérifient
Bs,p

∞ = Lip(s, Lp) pour 0 < s < 1. En raison de la contrainte (1.67), Lip(1, Lp) ne
cöıncide en revanche plus avec B1,p

∞ , qui est un peu plus grand. Pour la même raison
l’espace Bs,p

q ne cöıncide en général pas avec l’espace de Sobolev W s,p lorsque s est
entier (alors que la définition classique des espaces de Sobolev fractionnaires corres-
pond à W s,p = Bs,p

p , mais nous n’utiliserons pas ces espaces fractionnaires). On a par
exemple lorsque s = 1, W 1,1  Lip(1, L1) = BV  B1,1

∞ . Citons tout de même l’ex-
ception des espaces de Hilbert Hs = W s,2 qui cöıncident avec Bs,2

2 pour tout s, mais
gardons surtout en tête qu’il est toujours possible d’“ordonner” les espaces de Sobolev
et de Besov grâce aux relations

Bs′,p
q ⊂W s,p ⊂ Bs,p

∞ pour s′ > s ∈ N et 0 < p, q ≤ ∞. (1.68)

On a alors le théorème suivant :

Théorème 1.1 (DeVore, Petrushev, Popov (88)) Lorsque p est fini, les espaces
As

q(L
p) associés à l’approximation polynomiale par morceaux de degré r sur des parti-

tions libres sont caractérisés par

As
q(L

p) = Bs,q
q avec 1/q = s+ 1/p (1.69)

pour tout s < r + 1, et les normes de ces espaces sont équivalentes.

Le lecteur pourra trouver une preuve de ce théorème dans les ouvrages [30] ou [29].
Indiquons tout de même que cette preuve repose d’une part sur des arguments d’inter-
polation fonctionnelle entre espaces de Besov [33], et d’autre part sur les estimations
suivantes établies par Petrushev [54] :

σn(f)p ≤ C2−sn‖f‖Bs,q
q

(1.70)
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Chapitre 1. Eléments d’approximation non-linéaire

et
S ∈ Σn =⇒ ‖S‖Bs,q

q
≤ C2sn‖S‖Lp . (1.71)

Ce type d’inégalités est central en approximation non-linéaire. (1.70) est ce qu’on ap-
pelle une estimation de Jackson, qui exprime un ordre de convergence des erreurs
optimales sous des hypothèses de régularité. C’est une estimation “directe”, qui permet
d’établir des inclusions dans le sens Bs,q

q ⊂ As
q(L

p). Quant à (1.71), il s’agit d’une
estimation de Bernstein, souvent qualifiée d’estimation “inverse”dans la mesure où elle
permet de remonter, par le biais d’une suite d’approximations optimales, à la régularité
des fonctions “bien approchées”. En d’autres termes, elle fournit un argument essentiel
pour établir l’inclusion As

q(L
p) ⊂ Bs,q

q .

Comme on l’a annoncé plus haut, ce théorème ne permet pas de caractériser tous
les espaces d’approximation As

q(L
p), mais un d’entre eux pour chaque couple (s, p). On

peut néanmoins en déduire

As2
∞(Lp) ⊂W s,q ⊂ As1

∞(Lp) pour 1/q = s+ 1/p et tout s1 < s < s2. (1.72)

D’autre part, la limitation sur l’ordre s ne doit pas nous surprendre : elle correspond à
la rigidité d’une méthode d’approximation utilisant des polynômes d’ordre peu élevé,
et au phénomène de saturation qui en résulte, déjà mentionné dans la section 1.2.1.

1.3.2 Caractérisation de l’approximabilité dans L∞

On considère maintenant l’approximation dans L∞ des fonctions continues sur
l’intervalle [0, 1], et pour des raisons qui apparâıtront clairement dans quelques lignes,
on commence par redéfinir Σn = Σn,r comme l’ensemble des fonctions continues qui
sont polynomiales de degré inférieur ou égal à r sur moins de 2n intervalles. Ce type
d’approximation a également été étudiée par Petrushev dans [54], où les estimations
de Jackson et de Bernstein

σn(f)∞ ≤ C2−sn‖f ′‖Bs−1,q
q

(1.73)

et
S ∈ Σn =⇒ ‖S′‖

Bs−1,q
q

≤ C2sn‖S‖L∞ , (1.74)

sont établies pour 1 < s < r + 1 et q = 1/s. A partir des ces inégalités, il est alors
possible d’identifier les espaces As

q(L
∞) avec

B̃s := {f ∈W 1,1(R) : f ′ ∈ Bs−1,q
q , q = 1/s} (1.75)

muni de la norme
‖f‖B̃s := ‖f‖L∞ + ‖f ′‖Bs−1,q

q
. (1.76)

Cet espace ressemble à l’espace de Besov Bs,q
q , mais on observera qu’il est sensiblement

plus petit que ce dernier, qui contient des fonctions discontinues lorsque q < 1.

Théorème 1.2 Les espaces As
q(L

∞) associés à l’approximation polynomiale par mor-
ceaux de degré r sont caractérisés par

As
q(L

∞) = B̃s avec 1/q = s (1.77)

lorsque 1 < s < r + 1, et leurs normes sont équivalentes.
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Preuve. On peut établir ce résultat de façon directe à partir du théorème 1.1. Pour une
fonction f de As

q(L
∞), on désigne par Sn ∈ Σn, n = 0, 1, . . . une suite approchant f de

façon quasi-optimale. On considère alors les fonctions discontinues Tn := S′
n polyno-

miales de degré inférieur ou égal à r − 1 sur 2n morceaux, comme des approximations
de f ′. Observons qu’un polynôme S de degré r vérifie toujours

‖S′‖L1([a,b]) ≤ C‖S‖L∞([a,b]) (1.78)

avec une constante C pouvant dépendre de r mais pas de l’intervalle [a, b] par un
argument de changement d’échelle. Comme Tn − Tn−1 est une fonction polynomiale
sur moins de 3

22n intervalles Ik, on a

‖Tn − Tn−1‖L1 ≤
∑

k

‖Tn − Tn−1‖L1(Ik) ≤ C2n‖Sn − Sn−1‖L∞ . (1.79)

En utilisant la remarque 1.8 (et en rappelant que la norme ‖ · ‖As
q(L∞) est définie en

(1.54)), ceci entrâıne que

∞
∑

n=−1

[2n(s−1)‖Tn − Tn−1‖L1 ]q ≤ C‖f‖q
As

q(L∞), (1.80)

d’où l’on déduit que la suite Tn converge dans L1 vers une fonction qui est forcément
f ′. Il s’ensuit que

‖f ′‖As−1
q (L1) ≤ C‖f‖As

q(L∞), (1.81)

et d’après le théorème 1.1 avec p = 1,

‖f ′‖
Bs−1,q

q
≤ C‖f‖As

q(L∞). (1.82)

Comme il est clair que ‖f‖L∞ ≤ ‖f‖As
q(L∞), on en déduit que

‖f‖B̃s ≤ C‖f‖As
q(L∞). (1.83)

Dans l’autre sens, considérons que f appartient à B̃s. f ′ appartient donc à Bs−1,q
q avec

1/q = 1 + (s − 1), ce qui entrâıne d’après le théorème 1.1 que f ′ est dans As−1
q (L1)

avec ‖f ′‖As−1
q (L1) ≤ C‖f ′‖Bs−1,q

q
. Il existe alors une suite de fonctions discontinues Tn,

n = −1, 0, . . . avec T−1 = 0, qui sont polynomiales de degré au plus r − 1 sur 2n

morceaux et approchent f ′ de façon quasi-optimale dans L1, de sorte que

∞
∑

n=−1

‖f ′ − Tn‖q
L1 ≤ C‖f ′‖q

Bs−1,q
q

. (1.84)

Comme il existe pour chaque n une partition de I en 2n intervalles Jk tels que
‖f ′ − Tn‖L1(Jk) ≤ 2−n‖f ′ − Tn‖L1 , et que chaque Tn est constitué de 2n morceaux
polynomiaux, il est toujours possible de construire une partition de I en 2n+1 inter-
valles Ik sur lesquels Tn est un polynôme et tels que

‖f ′ − Tn‖L1(Ik) ≤ 2−n‖f ′ − Tn‖L1 . (1.85)

Sur chacun de ces intervalles Ik = [ak, bk], on pose

Pn+1(x) := f(ak) +

∫ x

ak

Tn(s) ds (1.86)
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Chapitre 1. Eléments d’approximation non-linéaire

qu’on modifie ensuite en

Sn+1(x) := Pn+1(x) + (f(bk) − Pn+1(bk))
x− ak

bk − ak
. (1.87)

On peut vérifier que la fonction Sn+1 ainsi obtenue appartient à Σn+1 : elle est bien
polynomiale de degré au plus r sur les intervalles Ik qui sont au nombre de 2n+1, et
elle est continue. Sur chaque Ik, on a clairement

|f(x) − Pn+1(x)| ≤ ‖f ′ − Tn‖L1(Ik) ≤ 2−n‖f ′ − Tn‖L1 (1.88)

d’après (1.85), et de même

|f(x) − Pn+1(x)|
x− bk
ak − bk

≤ 2−n‖f ′ − Tn‖L1 . (1.89)

On en déduit que
‖u− Sn+1‖L∞ ≤ 2−n+1‖f ′ − Tn‖L1 , (1.90)

ce qui entrâıne
‖f‖q

As
q(L∞) ≤ C(‖f‖q

L∞ + ‖f ′‖q

As−1
q (L1)

). (1.91)

En utilisant à nouveau le théorème 1.1 pour p = 1, on trouve alors finalement

‖f‖q
As

q(L∞) ≤ C‖f‖B̃s , (1.92)

ce qui termine cette preuve. �

A nouveau, on pourra signaler que ce théorème entrâıne les inclusions suivantes

As2
∞(L∞) ⊂W s,q ⊂ As1

∞(L∞) pour 1/q = s et tout s1 < s < s2. (1.93)
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Chapitre 2

Discrétisations adaptatives
multi-échelles de type P1

On introduit dans ce chapitre une classe M(Rd) de maillages dyadiques multi-
échelles de Rd, auxquels on associe en dimension 2 des éléments finis conformes de
type P1, autrement dit affines par morceaux. La raison pour laquelle on introduit ces
discrétisations adaptatives est que la structure géométrique des mailles dyadiques nous
permettra de proposer dans la deuxième partie un schéma alliant une gestion algorith-
mique très simple des maillages de calcul à une analyse accessible de leurs propriétés,
notamment en ce qui concerne leur caractère optimal dans l’approximation adaptative
des solutions.

En prévision de cette analyse, on montrera que la semi-norme | · |W 2,1 constitue un
bon indicateur a priori de l’erreur d’interpolation locale mesurée dans L∞, au sens où

1. pour toute fonction f appartenant à W 2,1(R2), on indiquera comment construire
un maillage dyadique M par un algorithme de découpage récursif guidé par les
semi-normes locales |f |W 2,1(α).

2. le maillage ainsi obtenu permettra (via son espace d’éléments finis associé) d’ap-
procher f dans L∞ avec une précision ε fixée à l’avance

3. la complexité de ce maillage sera de l’ordre de ε−1 dès que f appartient à W 2,p

avec p > 1.

En particulier, cet indicateur nous donnera un moyen pratique d’approcher une fonc-
tion f de façon adaptative par des approximants fM affines par morceaux, avec une
vitesse de convergence en ‖f − fM‖L∞(R2) ≤ C#(M)−1. Au regard des résultats de
caractérisation donnés par la théorie de l’approximation non-linéaire, cette vitesse peut
être considérée comme quasiment optimale lorsque f est dans un espace W 2,p(R2) avec
p proche de 1. En comparaison, l’interpolation affine par morceaux sur un maillage uni-
forme n’atteint cette vitesse que lorsque f appartient à l’espace W 2,∞(R2).

2.1 Partitions adaptatives dyadiques

Définition 2.1 (partitions dyadiques) On dira qu’une partition M de Rd est dya-
dique si elle ne contient que des cellules de la forme

α`,k = Π1≤i≤d[2
−`ki, 2

−`(ki + 1)[, avec ` ∈ N et k ∈ Zd. (2.1)
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Chapitre 2. Discrétisations adaptatives multi-échelles de type P1

L’entier ` est appelé le niveau de la cellule α`,k, et on ne considérera dans la suite que
des niveaux supérieurs à un `0 > 0 fixé.

Pour ` ≥ `0, on peut donc définir la partition dyadique uniforme de niveau ` par

D`(R
d) := {α`,k = Π1≤i≤d[2

−`ki, 2
−`(ki + 1)[: k ∈ Zd}, (2.2)

et poser D`(R
d) = ∅ lorsque ` < `0. Avec cette convention, on écrira D(Rd) := ∪`D`(R

d)
l’ensemble de toutes les cellules dyadiques, et on désignera `(α) ≥ `0 le niveau d’une
cellule dyadique donnée.

2.1.1 Structure multi-échelle des cellules dyadiques

Les niveaux successifs D`(R
d), ` ≥ `0 formant une suite de partitions embôıtées,

on peut les munir d’une structure multi-échelle en définissant pour chaque cellule α ∈
D(Rd) \D`0(R

d) son unique parente P(α) définie par

P(α) ∈ D`(α)−1(R
d) et α ⊂ P(α) (2.3)

et ses 2d filles par F(α) définies par

F(α) := {β ∈ D`(α)+1(R
d) : β ⊂ α}. (2.4)

A partir de ces relations, on dira qu’un ensemble Λ ⊂ D(Rd) est un arbre s’il vérifie

D`0(R
d) ⊂ Λ et α ∈ Λ =⇒ P(α) ∈ Λ (2.5)

(à l’exception, bien entendu, des cellules α de niveau `0 qui n’ont pas de parente), et
qu’il est un arbre-partition si

α ∈ Λ =⇒ F(α) ⊂ Λ ou F(α) ∩ Λ = ∅. (2.6)

On peut alors vérifier que les feuilles internes de Λ, définies par

∂Λ := {α ∈ Λ : F(α) ∩ Λ = ∅}, (2.7)

forment toujours une partition dyadique de Rd.

Remarque 2.2 Inversement, on peut observer que si M est une partition dyadique,
le plus petit arbre Λ = Λ(M) contenant les cellules de M est un arbre-partition, qu’il
vérifie ∂Λ(M) = M , et qu’il est le seul à avoir cette propriété.

Remarque 2.3 Quitte à ajouter un niveau supplémentaire `0−1, et à remplacer (2.5)
par

D`0−1(R
d) ⊂ Λ et α ∈ Λ =⇒ P(α) ∈ Λ, (2.8)

on peut voir de façon équivalente une partition dyadique comme les feuilles internes
d’un arbre-partition vérifiant (2.5)-(2.6) ou comme les feuilles externes

∂extΛ := {α ∈ D(Rd) \ Λ : P(α) ∈ Λ} (2.9)

d’un arbre Λ vérifiant simplement (2.8).
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2.1. Partitions adaptatives dyadiques

2.1.2 L’algorithme de découpage dyadique récursif

D’après la remarque 2.2, une partition dyadique peut toujours être obtenue par un
processus récursif de découpages dyadiques dans lequel, à partir des cellules les plus
grosses du niveau `0, on découpe en quatre chaque cellule suivant un objectif particulier.
On rencontrera par exemple dans la suite la situation où on souhaite construire la
partition dyadique M contenant le moins de cellules possible et telle que la semi-norme
|f |W 2,1(α) est inférieure à un ε > 0 fixé pour tout α ∈ M . On dira donc qu’une cellule
α (générale) est de bonne qualité si |f |W 2,1(α) ≤ ε, et de mauvaise qualité dans le cas
contraire. Pour construire notre partition M , il nous suffit de raffiner récursivement les
cellules de mauvaise qualité à partir de la partition “racine”D`0(R

d), comme l’illustre
la figure 2.1 ci-dessous. On peut écrire cet algorithme sous la forme suivante.

?

?

?

?

ok

ok ok

Fig. 2.1 – construction d’une partition dyadique par découpage récursif des mailles.

Algorithme 2.4 (découpage dyadique guidé par la semi-norme W 2,1)

• Poser Λ`0 := D`0(R
d).

• Pour ` ≥ `0, calculer

Λ`+1 := Λ` ∪ {α ∈ F(β) : β ∈ Λ` et |f |W 2,1(β) > ε}
jusqu’à ce que ΛL+1 = ΛL, et prendre M̃ = ∂ΛL.

Remarque 2.5 Lors du raffinement conditionnel de l’arbre Λ`, dans la deuxième étape
de l’algorithme, seules les cellules de niveau ` sont susceptibles d’être raffinées.

Si cet algorithme converge, autrement dit s’il existe bien un niveau maximal L = L(f)
pour lequel ΛL+1 = ΛL, il est clair que la partition M constituée des feuilles de ΛL

vérifiera
|f |W 2,1(α) ≤ ε pour toute cellule α ∈M, (2.10)

tandis que les cellules internes β ∈ ΛL \M représentent les cellules de mauvaise qualité
qu’il a fallu subdiviser pour obtenir M . On s’intéressera bientôt (voir en particulier
les théorèmes 2.1 et 3.2) à la complexité de M , autrement dit au nombre minimal de
cellules dont une partition dyadique a besoin pour satisfaire (2.10).

2.1.3 Partitions dyadiques graduées

Dans nos applications, on aura besoin que la résolution des maillages ne varie pas de
façon brutale d’une cellule à une autre. La notion que nous utiliserons est la suivante.
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Définition 2.6 (partitions dyadiques graduées) Une partition dyadique M sera
dite graduée si deux cellules voisines y sont toujours de niveaux voisins, i.e.

α ∈M, β ∈M, ᾱ ∩ β̄ 6= ∅ =⇒ |`(α) − `(β)| ≤ 1. (2.11)

On notera dans la suite M(Rd) l’ensemble des partitions dyadiques graduées de Rd,
qu’on appellera plus simplement maillages dyadiques.

Remarque 2.7 En notant, pour un niveau donné `,

V`(α) := {β ∈ D`(R
d) : α 6⊂ β, β 6⊂ α, ᾱ ∩ β̄ 6= ∅} (2.12)

l’ensemble de toutes les voisines de niveau ` d’une cellule α, on peut observer que la
propriété (2.11) est équivalente à

α ∈ Λ(M) =⇒ V`(α)−1(α) ⊂ Λ(M), (2.13)

où Λ(M) désigne l’unique arbre tel que ∂Λ(M) = M .

Fig. 2.2 – une partition dyadique M̃ et son plus petit raffinement gradué M .

Une façon d’obtenir des maillages dyadiques est de raffiner en cascade une partition
dyadique là où elle n’est pas graduée : à chaque fois que deux cellules α et β sont voisines
et que leurs niveaux vérifient `(α) ≥ `(β) + 2, on raffine β en la remplaçant par ses
filles. En appliquant ce procédé à une partition dyadique M̃ de façon systématique
(ou bien en suivant l’algorithme 2.8 ci-dessous) on construit un maillage dyadique M
indépendant de l’ordre des raffinements, et qui a la propriété d’être, parmi tous les
raffinements gradués de M̃ , celui qui a le moins de cellules. On l’appellera le plus petit
raffinement gradué de M̃ , et on peut proposer l’algorithme suivant pour le construire de
façon qui nous semble efficace a priori (l’efficacité réelle d’un tel algorithme dépendant
en pratique de la structure de donnée choisie pour matérialiser les partitions dyadiques).

Algorithme 2.8 (plus petit raffinement gradué d’une partition dyadique)

• Poser Λ`0 := Λ(M̃).

• Pour ` ≥ `0, calculer

Λ`+1 := Λ` ∪ {α ∈ F(β) : β ∈ Λ`, `(β) = ` et V`+2(β) ∩ Λ` 6= ∅}.
• Prendre M := ∂(Λ`(M̃ )−1).
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En particulier, on observera que chaque Λ` est un arbre-partition au sens de (2.5)-(2.6),
dans lequel les cellules de niveau inférieur ou égal à ` + 1 forment un arbre gradué.
On en déduit que l’algorithme converge en moins de `(M̃) − `0 − 1 étapes, au sens où
Λ`(M̃), si on le calculait, serait toujours égal à Λ`(M̃)−1.

Une propriété très intéressante est que l’ordre de complexité est préservé par l’al-
gorithme 2.8. Plus précisément, et quitte à définir le cardinal réduit d’une partition
dyadique

card`0(M) := #
(

{α ∈M : `(α) > `0}
)

≤ #(M) (2.14)

de façon à pouvoir considérer des partitions “finies” sur des domaines non bornés, on
peut montrer le résultat suivant (dont on trouvera une version pour un domaine borné
dans la section 2.1.4).

Proposition 2.9 Si le cardinal réduit (2.14) de la partition dyadique M̃ est fini, son
plus petit raffinement gradué M vérifie

card`0(M̃) ≤ card`0(M) ≤ 6d

2d − 1
card`0(M̃ ), (2.15)

cette constante n’étant sans doute pas optimale.

Preuve. L’inégalité de gauche est évidente. Pour établir l’inégalité de droite, on peut
commencer par observer que l’arbre Λ̃ = Λ̃(M̃) dont les feuilles forment la partition
dyadique M̃ vérifie

card`0(M̃ ) ≤ card`0(Λ̃) ≤ 2d

2d − 1
card`0(M̃). (2.16)

Ici encore, l’inégalité de gauche est triviale, et on peut montrer celle de droite par le
raisonnement suivant : Λ̃ peut être obtenu par r raffinements depuis la racine D`0(R

d),
dont le cardinal réduit est nul. Comme chaque raffinement ajoute respectivement 2d et
2d −1 cellules à l’arbre et à ses feuilles, on a card`0(Λ̃) = r2d et card`0(M̃ ) = r(2d −1),
d’où l’on déduit (2.16). On peut d’autre part écrire Λ̃ comme

Λ̃ = D`0(R
d) ∪

(

⋃

α∈Λ̃\∂Λ̃
F(α)

)

, (2.17)

et vérifier que l’ensemble

Λ := D`0(R
d) ∪

(

⋃

α∈Λ̃\∂Λ̃

(

F(α) ∪
⋃

β∈V`(α)(α)
F(β)

))

(2.18)

est un arbre gradué qui contient Λ̃, de sorte que ∂Λ est un raffinement gradué de M̃ .
Comme la réunion (2.17) est disjointe, et que pour toute cellule α, on a

#

(

F(α) ∪
⋃

β∈V`(α)(α)
F(β)

)

=
(

1 + #
(

V`(α)(α)
)

)

#
(

F(α)
)

= 3d#
(

F(α)
)

, (2.19)

on en déduit que

card`0(Λ) ≤ 3dcard`0(Λ̃). (2.20)
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En utilisant les deux inégalités de (2.16), on obtient alors

card`0(∂Λ) ≤ card`0(Λ) ≤ 3dcard`0(Λ̃) ≤ 6d

2d − 1
card`0(M̃ ). (2.21)

Dans la mesure où le plus petit raffinement gradué M vérifie card`0(M) ≤ card`0(∂Λ),
on en déduit l’inégalité de droite de (2.15). �

Pour finir, on énoncera deux courtes propositions vérifiées par les maillages dyadiques,
qui nous serviront dans la suite.

Proposition 2.10 (cellules voisines dans une partition graduée) En désignant
par VM (α) := {β ∈ M : β̄ ∩ ᾱ 6= ∅} les voisines d’une cellule α dans une partition
dyadique M , on a

sup
α∈M

#
(

VM (α)
)

≤ 3d · 2d−1 (2.22)

lorsque la partition dyadique M est graduée, autrement dit lorsque M est un maillage
dyadique au sens de la définition 2.6.

Preuve. Si α appartient à une partition graduée M , ses voisines dans M sont de niveau
supérieur ou égal à `(α) − 1, et il est clair que leur nombre est maximal lorsque leur
niveau est minimal donc égal à `(α)− 1. α possède alors 3d − 1 voisines β de même ni-
veau dans l’arbre Λ(M) associé à M , et chacune de ces voisines β possède exactement
2d filles dont la moitié au plus est en contact avec α (et appartient à M). Comme on
prend en compte, de cette façon, toutes les voisines de α dans M , (2.22) est établi.
�

Proposition 2.11 Si m et m′ sont deux points appartenant respectivement à deux
cellules α et α′ d’une même partition dyadique graduée M ∈ M(Rd), et si `(α)−`(α′) ≥
1, alors

∣

∣m−m′∣
∣ ≥ 2−`(α′) − 2−`(α)+1, (2.23)

où |m| := maxi |mi| désigne la norme `∞ de Rd.

Preuve. A nouveau, on peut observer que le cas critique, autrement dit la distance entre
m et m′ est minimale, s’obtient lorsque la graduation (ou la gradation. . . ) est “saturée”
autour de la cellule la plus grande, en l’occurrence il s’agit de α′. La graduation des
cellules impose alors que des cellules de niveaux intermédiaires `(α′)−1, `(α′)−2, . . . ,
`(α)+1 s’intercalent entre α′ et α, de sorte que la distance minimale entre les points m
et m′ est au moins égale à 2−(`(α′)−1) +2−(`(α′)−2) + · · ·+2−(`(α)+1) = 2−`(α′)−2−`(α)+1,
ce qui apparâıt assez clairement sur la figure 2.3. �

2.1.4 Maillages dyadiques sur des domaines bornés

Comme on ne souhaite généralement mailler que des domaines bornés, on pourrait
adapter les constructions de ce chapitre à un pavé Ω de Rd, ou à une réunion finie de
pavés, en définissant une partition (respectivement, un maillage) dyadique de Ω comme

36
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α′

2−`(α′)

2−`(α)+1α

Fig. 2.3 – graduation saturée autour d’une cellule α′.

“l’intersection” avec Ω d’une partition (respectivement, d’un maillage) dyadique de Rd,
au sens de

MΩ = {α ∈M : α ∩ Ω 6= ∅}.
On vérifie alors que MΩ est un maillage dyadique de Ω si et seulement si la partition
M est Ω-graduée au sens où la condition (2.11) est au moins vérifiée pour les cellules
α et β qui intersectent Ω.

Pour écrire une version “domaine borné” de la proposition 2.9, on peut voir le car-
dinal de MΩ comme une sorte de “cardinal réduit” de M

cardΩ(M) := #(MΩ) = #
(

{α ∈M : α ∩ Ω 6= ∅}
)

, (2.24)

et vérifier que le plus petit raffinement Ω-gradué M d’une partition dyadique M̃ de Rd

vérifie

cardΩ(M̃ ) ≤ cardΩ(M) ≤ CcardΩ(M̃) (2.25)

pour une constante C dépendant uniquement de la dimension.

2.2 Eléments finis P1 conformes associés aux maillages
adaptatifs dyadiques en dimension deux

En dimension d = 2, on montre à présent comment associer à chaque maillage
dyadique M ∈ M(R2) une discrétisation par éléments finis de type P1. On désignera
respectivement par VM et PM l’espace fonctionnel et l’interpolation affine par morceaux
ainsi associés au maillage dyadique M .

2.2.1 Triangulations conformes

Grâce à la propriété de graduation, il est possible d’associer à M (dont les mailles
sont carrées) une triangulation conforme de R2 qu’on notera K(M). On rappelle à cette
occasion qu’une triangulation d’un domaine Ω ⊂ R2 est dite conforme lorsque toute
arête d’un de ses éléments est soit une arête d’un autre élément, soit une partie du
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bord ∂Ω.

Pour cela, on commençe par construire une triangulation K̃(M) non conforme en dé-
coupant chaque maille carrée α de M en deux triangles selon la règle suivante : si α est
une fille “supérieure gauche” ou “inférieure droite” de sa cellule parente P(α), on la di-
vise en ses moitiés triangulaires “supérieure droite” et “inférieure gauche”. Si par contre
α est une fille “supérieure droite” ou “inférieure gauche” de sa parente, on la divise en
ses moitiés “supérieure gauche” et “inférieure droite”. Comme on peut l’observer sur
la figure 2.4 (au milieu), cette règle revient à découper les filles d’une “super-cellule”
P(α) en suivant ses deux diagonales. Quant aux cellules de niveau initial `0, qui n’ont
pas de parente, on peut les subdiviser de façon arbitraire.

La triangulation obtenue K̃(M), on le voit bien, contient des triangles non conformes
provenant de cellules adjacentes de niveaux différents. Plus précisément, on peut ob-
server que si α partage une de ses arêtes γ avec deux cellules β et λ de niveau supérieur
`(β) = `(λ) = `(α) + 1, le découpage de α, β et λ produit entre autres trois triangles
αt, βt et λt qui se partagent l’arête γ et sont par conséquent non conformes. Comme M
est gradué, cette situation est la seule qui puisse produire un défaut de conformité, et
il suffit de réunir les triangles βt et λt pour la faire disparâıtre, comme on peut le voir
sur la figure 2.4 (à droite). En répétant ce procédé là où c’est nécessaire, on obtient
bien une triangulation conforme K(M) qui vérifie clairement

card`0(K(M)) ≤ 2card`0(M) (2.26)

en désignant par card`0(K(M)) le nombre de triangles issus de cellules de niveau ` > `0.

On pourra observer sur la figure 2.5 que la structure de M est, autant géométri-
quement qu’algorithmiquement, plus simple à manipuler que celle de sa triangulation
associée K(M).

α
λ

β αt βt αt

λt

Fig. 2.4 – modifications locales des mailles pour déduire K̃(M) et K(M) de M .

2.2.2 Contrôle des erreurs d’interpolation par la semi-norme W 2,1

Pour contrôler les erreurs locales d’interpolation sur les triangles rectangles isocèles
de K(M), on peut énoncer l’estimation suivante, dont la forme est très classique (voir
par exemple [20]) :

Lemme 2.12 Si K est un triangle rectangle isocèle, l’interpolation affine par morceaux
PK vérifie

‖f − PKf‖L∞(K) ≤ C|f |W 2,1(K) (2.27)

pour toute fonction f ∈W 2,1(K), avec une constante C absolue.
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Fig. 2.5 – un maillage dyadique M ∈ M(Rd) et sa triangulation conforme K(M).

Preuve. On peut raisonner en trois temps. (i) en considérant d’abord le triangle K̄
de sommets (0, 0), (1, 0) et (0, 1), montrons que W 2,1(K̄) s’injecte continuement dans
L∞(K̄). Pour le voir, calculons pour une fonction g ∈W 2,1(K̄) et pour (x, y) ∈ K̄

g(x, y) = g(x, 0)+

∫ y

0
∂yg(x, v) dv = g(x, 0)+

∫ y

0
∂yg(0, v) dv+

∫ y

0

∫ x

0
∂2

xyg(u, v) dudv

= g(0, 0) +

∫ x

0
∂xg(u, 0) du +

∫ y

0
∂yg(0, v) dv +

∫ y

0

∫ x

0
∂2

xyg(u, v) dudv. (2.28)

En écrivant

g(0, 0) = (x, 0) −
∫ x

0
∂xg(u, 0) du,

on trouve d’autre part que |g(0, 0)| ≤ |g(x, 0)| +
∫ 1
0 |∂xg(u, 0)|du, d’où

|g(0, 0)| ≤ ‖g(·, 0)‖W 1,1([0,1]), (2.29)

de sorte que l’égalité (2.28) nous donne

‖g‖L∞(K̄) ≤ ‖g(·, 0)‖W 1,1([0,1]) + ‖∂yg(0, ·)‖L1([0,1]) + ‖g‖W 2,1(K̄). (2.30)

Pour majorer le terme ‖g(·, 0)‖W 1,1([0,1]), on peut introduire la paramétrisation

Ψ: (u, s) ∈ [0, 1] × [0, 1/2] → (u(1 − s), s) ∈ K̄, (2.31)

dont le jacobien vérifie J(Ψ) = 1 − s ∈ [1/2, 1]. On dérive alors Ag(u(1 − s), s) par
rapport à s, A étant respectivement égal à I où à ∂x, ce qui nous donne

Ag(u, 0) = Ag(u(1 − s), s) −
∫ s

0

[

∂yAg(u(1 − t), t) − u∂xAg(u(1 − t), t)
]

dt, (2.32)

et on en déduit

|Ag(u, 0)| ≤ |Ag(u(1−s), s)|+
∫ 1/2

0

(

|∂yAg(u(1−t), t)|+|∂xAg(u(1−t), t)|
)

dt. (2.33)
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En intégrant cette inégalité par rapport à s et à u, on trouve alors

1

2

∫ 1

0
|Ag(u, 0)|du ≤

∫ 1

0

∫ 1/2

0

(

|Ag(u(1 − s), s)| + |∂yAg(u(1 − s), s)|

+ |∂xAg(u(1 − s), s)|
)

ds du

≤
(

J(Ψ)
)−1

∫∫

K̄

(

|Ag(x, y)| + |∂yAg(x, y)| + |∂xAg(x, y)|
)

dxdy. (2.34)

En utilisant
(

J(Ψ)
)−1 ≤ 2, on trouve donc

‖g(·, 0)‖W 1,1([0,1]) ≤ C‖g‖W 2,1(K̄), (2.35)

et un argument symétrique nous permettrait d’écrire une estimation semblable pour
‖∂yg(0, ·)‖L1([0,1]). On déduit alors de (2.30) l’injection désirée, i.e.

‖g‖L∞(K̄) ≤ C‖g‖W 2,1(K̄). (2.36)

(ii) ensuite, la norme W 2,1(K̄) d’une fonction g qui s’annule aux 3 sommets de K̄ est
contrôlée par sa semi-norme :

‖g‖W 2,1(K̄) ≤ C|g|W 2,1(K̄). (2.37)

Pour s’en convaincre, raisonnons par l’absurde en considérant une suite gn de fonctions
de W 2,1(K̄) qui s’annulent aux sommets de K̄ et vérifient

‖gn‖W 1,1(K̄) > n|gn|W 2,1(K̄). (2.38)

Quitte à normaliser les gn dansW 1,1, on peut écrire ‖gn‖W 1,1(K̄) = 1 et |gn|W 2,1(K̄) → 0.

On en déduit que la suite gn est bornée dans W 2,1, et comme W 2,1 s’injecte de façon
compacte dans W 1,1, qu’il en existe une sous-suite gn′ convergeant vers une fonction
ḡ dans W 1,1. La sous-suite ∂2

xxgn′ converge alors vers ∂2
xxḡ au sens des distributions,

et comme ‖∂2
xxgn′‖L1(K̄) ≤ |gn′ |W 2,1(K̄) → 0, on trouve que la limite ∂2

xxḡ est nulle.

Il en va de même pour ∂2
xyḡ et ∂2

yy ḡ, de sorte que ḡ est affine. On en déduit que
|ḡ− gn′ |W 2,1(K̄) = |gn′ |W 2,1(K̄) → 0, et donc que la suite gn′ converge vers ḡ dans W 2,1.
D’après l’injection (2.36), gn′ converge également vers ḡ de façon uniforme, d’où l’on
déduit que ḡ s’annule aux 3 sommets de K̄. Comme elle est affine, elle doit être nulle,
et l’hypothèse ‖gn′‖W 1,1 = 1 devient absurde. Il existe donc une constante C pour
laquelle (2.37) est vérifiée.
(iii) en appliquant les inégalités (2.36) et (2.37) à g = f − PK̄f , qui s’annule bien aux
sommets de K̄, on voit que l’inégalité (2.27) est bien vérifiée lorsque K est le triangle
de référence K̄. Si K est obtenu en faisant tourner K̄ d’un angle θ, on peut se ramener
à K̄ en considérant la fonction f̄ = f ◦φ où φ(x, y) = (x cos θ− y sin θ, y cos θ+x sin θ)
est la rotation d’angle θ qui vérifie K = φ(K̄). D’une part, la norme L∞ n’est pas
modifiée par la rotation, de sorte que ‖f − PKf‖L∞(K) = ‖f̄ − PK̄ f̄‖L∞(K̄). D’autre
part, on peut calculer

∂2
xxf̄ = ∂2

xxf(φ) cos2 θ + 2∂2
xyf(φ) cos θ sin θ + ∂2

yyf(φ) sin2 θ (2.39)

∂2
xy f̄ = −∂2

xxf(φ) cos θ sin θ + ∂2
xyf(φ)(cos2 θ − sin2 θ) + ∂2

yyf(φ) cos θ sin θ (2.40)

∂2
yy f̄ = ∂2

xxf(φ) sin2 θ − 2∂2
xyf(φ) cos θ sin θ + ∂2

yyf(φ) cos2 θ, (2.41)
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d’où, en utilisant le fait que φ préserve la mesure,

|f̄ |W 2,1(K̄) ≤ 6

∫∫

K̄

(

|∂2
xxf | + |∂2

xyf |+ |∂2
yyf |

)

(φ(x, y)) dxdy = 6|f |W 2,1(K). (2.42)

On en déduit que (2.27) est encore vérifiée (avec une constante absolue) pour les
triangles tournés K = φ(K̄). Il reste à considérer le cas d’un triangle Kλ qui se déduit
de K = φ(K̄) par un changement d’échelle Kλ = λK. Pour fλ ∈W 2,1(Kλ), la fonction
f = fλ(λx, λy) est définie sur K, et elle vérifie clairement

|f |W 2,1(K) =

∫∫

K
λ2
(

|∂2
xxf |+ |∂2

xyf | + |∂2
yyf |

)

(λx, λy) dxdy = |fλ|W 2,1(Kλ). (2.43)

La norme L∞ étant également préservée par ce changement d’échelle, on en déduit
finalement que (2.27) est bien vérifiée pour tous les triangles rectangles isocèles, et ceci
avec une constante absolue. �

2.2.3 Adaptation de maillages dyadiques par la semi-norme W 2,1

Commençons par déduire du lemme 2.12, qui exprime un contrôle de l’erreur d’in-
terpolation sur les triangles, l’estimation suivante qui ne fait intervenir que les cellules
dyadiques (carrées).

Proposition 2.13 Pour tout maillage dyadique M ∈ M(R2), l’interpolation PM vé-
rifie

‖f − PMf‖L∞(R2) ≤ C sup
α∈M

|f |W 2,1(α) (2.44)

avec une constante absolue.

Preuve. D’après la construction de la triangulation K(M), une cellule α ∈ M inter-
secte toujours deux triangles rectangles isocèles de K(M), qui eux-mêmes n’intersectent
jamais que α et éventuellement une de ses voisines dans M . On en déduit que

‖f − PMf‖L∞(α) ≤
∑

β∈VM (α)

|f |W 2,1(β), (2.45)

et on sait d’après la proposition 2.10 que les voisines de α sont toujours en nombre
borné dans le maillage dyadique M (en vertu de la graduation des niveaux). On en
déduit donc bien (2.44). �

Cette estimation nous apprend donc que l’erreur d’interpolation sur un maillage M
sera de l’ordre de ε dès que

sup
α∈M

|f |W 2,1(α) ≤ ε, (2.46)

ce qu’on peut voir comme une propriété d’ε-adéquation (ou d’ε-adaptation) entre le
maillage M et la fonction f . Pour obtenir un tel maillage, on peut utiliser l’algorithme
2.4, qui construit la plus petite partition dyadique M̃ vérifiant

sup
α∈M̃

|f |W 2,1(α) ≤ ε,
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le caractère minimal de M̃ étant traduit par la propriété que les “cellules internes” β
de Λ(M̃)\M̃ , autrement dit les cellules qu’il a fallu découper pour obtenir M̃ , vérifient

|f |W 2,1(β) > ε. (2.47)

Observons toutefois que cette partition M̃ n’a a priori aucune raison d’être graduée,
la semi-norme W 2,1 de f pouvant par exemple se concentrer sur une petite zone. Ce
n’est donc pas un maillage dyadique au sens de la définition 2.6, mais son plus petit
raffinement gradué, donné par l’algorithme 2.8, en est un, et ses propriétés sont essen-
tiellement les mêmes que celles de M̃ .

Leur complexités sont en effet du même ordre, en vertu de la proposition 2.9 (et de sa
version “domaine borné”, dans la section 2.1.4). D’autre part, cette nouvelle partition
M vérifie bien (2.46). On se permettra d’insister sur le fait que cette propriété est une
conséquence de la monotonie

β ⊂ α =⇒ |f |W 2,1(β) ≤ |f |W 2,1(α), (2.48)

grâce à laquelle on sait a priori que le raffinement d’une cellule α de “bonne qualité”,
i.e. telle que |f |W 2,1(α) ≤ ε, produit des cellules β qui sont encore de bonne qualité.
Dans le cas présent, la monotonie (2.48) est évidente, mais on rencontrera au chapitre
5 un algorithme de découpages dyadiques construit sur un critère de qualité différent,
et pour lequel la monotonie sera bien moins immédiate.

On pourra donc considérer l’algorithme suivant pour construire le plus petit maillage
dyadique ε-adapté à une fonction f de W 2,1 au sens de l’inégalité (2.46).

Algorithme 2.14 (maillage ε-adaptaté au sens de la semi-norme W 2,1)

• Poser Λ`0 := D`0(R
2).

• Pour ` ≥ `0, calculer

Λ`+1 := Λ` ∪ {α ∈ F(β) : β ∈ Λ`, et |f |W 2,1(β) > ε}
jusqu’à ce que ΛL+1 = ΛL, et prendre M̃ = ∂ΛL.

• Définir Aε(f) comme le plus petit raffinement gradué (algorithme 2.8) de M̃ .

Remarque 2.15 Lors du raffinement conditionnel de l’arbre Λ`, dans la deuxième
étape de l’algorithme, seules les cellules de niveau ` sont susceptibles d’être raffinées.

Remarque 2.16 On introduira dans la suite (voir en particulier les sections 3.3.2
et 6.2.1) d’autres indicateurs d’erreur, et on rapellera pour chacun d’entre eux l’algo-
rithme d’ε-adaptation correspondant. Par souci de simplicité, on n’utilisera toutefois
qu’une seule notation (Aε), laissant au contexte le soin de déterminer de quel algo-
rithme il s’agit.

Les propriétés de cet algorithme sont résumées par le théorème suivant.

Théorème 2.1 (précision et complexité des maillages adaptés) Soit Ω un pavé
borné de R2 et f ∈ W 2,p(R2) avec p > 1. Le maillage dyadique Aε(f) construit par
l’algorithme 2.14 vérifie

‖f − PAε(f)f‖L∞(R2) ≤ Cε (2.49)

42
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avec une constante C absolue, et

cardΩ(Aε(f)) := #{α ∈ Aε(f) : α ∩ Ω 6= ∅} ≤ C(Ω, p, f)ε−1 (2.50)

avec C(Ω, p, f) = C|Ω|1−
1
p |f |W 2,p(R2).

Remarque 2.17 On donnera au chapitre suivant une version de ce théorème pour
des fonctions f plus générales. En particulier, cela nous permettra de montrer que
- quitte à modifier légèrement l’algorithme 2.4 -, les estimations de précision (2.49)
et de complexité (2.50) (à un terme logarithmique près) sont encore vérifiées lorsque
f appartient à un espace VM associée à un maillage dyadique M (arbitraire). On
observera qu’une telle fonction f , continue et affine par morceaux sur la triangulation
conforme K(M) associée à M , n’est pas dans W 2,1.

Preuve. L’estimation d’erreur (2.49) se déduit immédiatement de la discussion ci-
dessus. Plus précisément de la proposition 2.13 et du fait que le maillage Aε(f) vérifie
(2.46). Quant à la complexité de Aε(f), on a vu qu’elle était du même ordre de gran-
deur (i.e. égale à une constante multiplicative près) que celle de la partition dyadique
M̃ construite par l’algorithme 2.4 (et dont Aε(f) est le plus petit raffinement gradué).

On proposera deux méthodes pour évaluer la complexité de cette partition M̃ . La
première consiste à utiliser la fonction maximale de Hardy-Littlewood déjà évoquée
dans la section 1.2.3, en posant cette fois

M(D2f)(x) := sup
A3x

|A|−1

∫

A
|∂2

xxf(y)| + |∂2
xyf(y)| + |∂2

yyf(y)|dy (2.51)

et en désignant par |A| la surface du domaine A. Si f ∈W 2,p avec p > 1, on sait que
la fonction M(D2f) appartient à Lp : on peut alors reprendre l’argument selon lequel
une cellule α de niveau ` > `0 dans M̃ vérifie |f |W 2,1(P(α)) > ε, et dans la mesure où
|P(α)| = 4|α|, la fonction maximale vérifie

(4|α|)−1ε < (4|α|)−1|f |W 2,1(P(α)) ≤M(D2f)(x), x ∈ α. (2.52)

On en déduit que 1
4ε ≤ ‖M(D2f)‖L1(α) et sur tout pavé Ω borné,

ε cardΩ(M̃) ≤ 4‖M(D2f)‖L1(Ω) ≤ C‖M(D2f)‖Lp(Ω) (2.53)

avec C = 4|Ω|1−
1
p .

On peut également évaluer la complexité de M̃ de façon plus directe. Considérons
pour cela les cellules internes β de Λ(M̃)\M̃ , pour lesquelles on a (2.47). Si f est dans
W 2,p avec p > 1, l’inégalité de Hölder s’applique et nous donne alors

ε < |f |W 2,1(β) ≤ |β|1−
1
p |f |W 2,p(β), (2.54)

en écrivant |β| = 2−2`(β) la surface de β. Désignons par

ΛΩ(`) := {β ∈ D`(R
2) : |f |W 2,1(β) > ε et β ∩ Ω 6= ∅}
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les cellules d’un niveau ` ≥ `0 qui sont dans Λ(M̃ )\M̃ et intersectent Ω. Clairement, les
cellules d’un même ΛΩ(`) sont deux à deux disjointes. On peut donc élever l’inégalité
précédente à la puissance p et la sommer sur chaque ensemble ΛΩ(`) avec ` > `0, pour
trouver

NΩ(`) ≤ 2−2`(p−1)|f |p
W 2,p(R2)

ε−p (2.55)

avec NΩ(`) := #
(

ΛΩ(`)
)

. Comme le nombre total NΩ de cellules de Λ(M̃) \ M̃ qui
intersectent Ω vérifie NΩ =

∑

`≥`0
NΩ(`), on pourrait sommer directement l’inégalité

précédente sur les niveaux ` et voir que NΩ ≤ C(Ω, p, f)ε−p, mais cela ne nous permet
pas de retrouver la décroissance (2.50) en ε−1 (on en est d’ailleurs d’autant plus loin
que p est grand, autrement dit que l’hypothèse est forte !). Pour y parvenir, il faut
utiliser le fait - évident - que NΩ(`) est également inférieur à C(Ω)22`, argument qu’on
vient d’utiliser sans le dire pour le niveau initial `0. On obtient alors

NΩ ≤ C(Ω, p, f)
∑

`≥`0

min
(

2−2`(p−1)ε−p, 22`
)

, (2.56)

et désignant par ¯̀ un niveau auquel 2−2`(p−1)ε−p et 22` sont équivalents (au sens où le
rapport de ces deux quantités est respectivement minoré et majoré par deux constantes
absolues), on trouve

NΩ ≤ C(Ω, p, f)





¯̀
∑

`=`0

22` +

∞
∑

`=¯̀

2−2`(p−1)ε−p



 ≤ C(Ω, p, f)22¯̀ ≤ C(Ω, p, f)ε−1

(2.57)
lorsque ¯̀≥ `0, et

NΩ ≤ C(Ω, p, f)

∞
∑

`=`0

2−2`(p−1)ε−p ≤ C(Ω, p, f)ε−p (2.58)

dans le cas contraire. Mais on a alors 2−2`0(p−1)ε−p ≤ C22`0, et on en déduit que
ε−p ≤ Cε−1. Autrement dit, on a bien

NΩ ≤ C(Ω, p, f)ε−1 (2.59)

dans tous les cas. On en déduit (2.50) avec les arguments évoqués ci-dessus. �
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Chapitre 3

Courbure totale des fonctions
définies sur le plan

Dans le chapitre précédent, on a montré que la semi-norme W 2,1 était un bon
indicateur a priori pour les erreurs locales d’interpolation affine par morceaux en deux
dimensions. Le théorème 2.1 ne nous satisfait toutefois pas entièrement, car dans le
cadre du schéma adaptatif qu’on présentera au chapitre 6, on souhaitera l’appliquer à
des solutions numériques qui seront affines par morceaux et n’appartiendront donc pas
à l’espace W 2,1(R2). Dans ce chapitre, on se propose donc d’étendre les estimations
d’erreur basées sur la semi-norme W 2,1 aux fonctions dont les dérivées secondes sont
des mesures de Radon, qu’on appellera fonctions de courbure totale bornée par analogie
avec les fonctions de variation totale bornée.

3.1 Fonctions de courbure totale bornée

3.1.1 Définition de la courbure totale

Que valent donc les dérivées secondes d’une fonction continue et affine par morceaux
sur une triangulation arbitraire ? Si l’on pense au fait que le gradient de f est constant
sur chaque triangle, on peut imaginer que les dérivées secondes sont des distributions
de Dirac portées par les arêtes de la triangulation.

supp ϕ
K

K ′
γ

y

xγ(y)

−→n γ

Fig. 3.1 – illustration du calcul (3.1)-(3.2).

Pour le vérifier, considérons le cas où f est affine sur deux triangles K et K ′ partageant
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une arête γ, et désignons par ω l’intérieur de K ∪K ′. Pour une fonction ϕ ∈ C∞
c (ω),

on a

〈∂2
xxf, ϕ〉 = −

∫∫

ω
∂xf∂xϕ = −∂xf|K ′

∫∫

K ′

∂xϕ− ∂xf|K

∫∫

K
∂xϕ. (3.1)

Si γ est horizontale, ces deux intégrales sont nulles. Sinon, on peut supposer, quitte à
intervertir K et K ′, que le vecteur normal unitaire −→n γ = (nγ

x, n
γ
y) dirigé de K vers K ′

vérifie nγ
x > 0, autrement dit queK ′ est à droite de K. On calcule alors, en paramétrant

l’arête γ par y → (xγ(y), y),

− ∂xf|K ′

∫∫

K ′

∂xϕ− ∂xf|K

∫∫

K
∂xϕ

=
(

∂xf|K ′ − ∂xf|K
)

∫

y
ϕ(xγ(y), y) dy =

(

∂xf|K ′ − ∂xf|K
)

nγ
x

∫

γ
ϕ, (3.2)

de sorte qu’en notant [∂xf ]γ = ∂xf|K ′ − ∂xf|K le saut de ∂xf de part et d’autre de γ,
on a dans tous les cas

∂2
xxf|ω = [∂xf ]γn

γ
xδγ . (3.3)

Par un calcul similaire, on trouverait

∂2
xyf|ω = [∂xf ]γn

γ
yδγ = [∂yf ]γn

γ
xδγ , (3.4)

et
∂2

yyf|ω = [∂yf ]γn
γ
yδγ , (3.5)

en observant que l’égalité
[∂xf ]γn

γ
y = [∂yf ]γn

γ
x (3.6)

est une simple conséquence de la continuité de f le long de l’arête γ.

Dans la mesure où ce calcul peut facilement s’étendre à un ouvert contenant plusieurs
arêtes, on en déduira que les dérivées secondes de f s’écrivent effectivement comme
une somme de distributions de Dirac concentrées sur les arêtes de la triangulation.
Ces dérivées ne sont donc pas dans L1, mais leur masse totale étant finie, on pourra
considérer l’espace des fonctions dont les dérivées secondes sont des mesures de Radon
sur R2, autrement dit des mesures de Borel µ dont la masse totale

|µ|(ω) := sup
{

∑

I
|µ(ωi)| : {ωi}I forme une partition de ω

}

est finie sur tout compact ω. On trouvera dans l’ouvrage [1] de Ambrosio, Fusco et
Pallara une présentation détaillée des mesures de Radon et de leurs principales pro-
priétés. Rappelons toutefois que lorsque ω est un ouvert, les mesures de Radon sur ω
forment le dual de C(ω), la masse totale de µ étant alors caractérisée par la relation

|µ|(ω) = sup
ϕ∈C∞

c (ω)
‖ϕ‖L∞≤1

〈µ,ϕ〉,

en rappelant que le produit scalaire entre µ et ϕ ∈ C∞
c (ω) correspond à l’intégrale de

ϕ par rapport à la mesure µ, i.e.

〈µ,ϕ〉 =

∫

ω
ϕdµ.

Par analogie avec l’espace BV des fonctions de variation totale bornée, dont les dérivées
premières sont des mesures de Radon, on parlera de fonctions de courbure totale bornée.
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Définition 3.1 (courbure totale) On dira d’une fonction f de W 1,1
loc (R2) qu’elle est

de courbure totale localement bornée si ses dérivées secondes sont des mesures de Ra-
don. On désigne alors sa courbure totale sur une partie Borélienne ω ⊂ R2 par

|f |BC(ω) = µf (ω), (3.7)

où µf désigne la mesure positive |∂2
xxf | + |∂2

xyf | + |∂2
yyf |, et on note BC(ω) l’espace

des fonctions de courbure totale bornée sur ω.

3.1.2 Courbure discrète des fonctions affines par morceaux

Lorsque f est affine par morceaux sur une triangulation arbitraire K, on peut
donner une formule explicite pour calculer sa courbure totale sur un domaine régulier
ω, ouvert ou fermé. On voit en effet d’après (3.3)-(3.5) que la courbure totale de f sur
une arête γ associée à K vaut

|f |BC(γ) =
(

|∂2
xxf | + |∂2

xyf | + |∂2
yyf |

)

(γ) = |γ|H1

(

∣

∣[∂xf ]γ
∣

∣

(

|nγ
x| + |nγ

y |
)

+
∣

∣[∂yf ]γ n
γ
y

∣

∣

)

,

(3.8)
où | · |H1 désigne la mesure de Hausdorff uni-dimensionnelle. Sur le domaine ω, on aura
alors

|f |BC(ω) =
∑

γ

|f |BC(γ∩ω)

en sommant sur toutes les arêtes de la triangulation K. On peut observer que l’ex-
pression (3.8) résulte d’une pondération particulière des dérivées secondes qui n’est
pas isotrope. En effet, si f désigne par exemple la fonction en “feuille pliée” f(x, y) =
xχx>0(x, y), sa courbure totale est concentrée sur la droite ∆ = {x = 0}, où l’on
a [∂xf ]∆ = 1 et [∂yf ]∆ = 0. D’après (3.8), on peut donc calculer sur le segment
γ = [(0, 0), (0, 1)], pour lequel −→n γ = (1, 0) :

|f |BC(γ) = 1.

Si on fait ensuite tourner f et γ d’un angle π/4, on trouvera [∂xf̃ ]∆̃ = [∂y f̃ ]∆̃ = 1/
√

2
et −→n γ̃ = (1/

√
2, 1/

√
2) de sorte que

|f̃ |BC(γ̃) =
3

2
.

Dans le chapitre 6, on étudiera la façon dont un opérateur de transport peut faire
évoluer la régularité d’une fonction affine par morceaux. On utilisera alors la semi-
norme suivante, plus géométrique, pour mesurer la courbure des fonctions affines par
morceaux.

Définition 3.2 (courbure discrète) Pour une fonction f continue et affine par mor-
ceaux sur une triangulation arbitraire K, on définit sa courbure discrète sur un domaine
régulier ω de R2 par

|f |?(ω) :=
∑

γ

|γ ∩ ω|H1 ‖[Df ]γ‖2, (3.9)

où la somme parcourt les arêtes de la triangulation K et où l’on désigne par ‖[Df ]γ‖2

la norme euclidienne du vecteur [Df ]γ = ([∂xf ]γ , [∂yf ]γ).
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Chapitre 3. Courbure totale des fonctions définies sur le plan

De façon assez évidente, cette semi-norme est cette fois bien invariante par rotation.
Et comme on s’y attend, elle est localement équivalente à la courbure totale (3.7) des
fonctions affines par morceaux.

Proposition 3.3 Pour toute fonction f continue et affine par morceaux sur une tri-
angulation K, et pour toute arête γ de K, on a

|f |?(γ) ≤ |f |BC(γ) ≤
3

2
|f |?(γ). (3.10)

Preuve. Commençons par observer que le saut [Df ] (comme il n’y a pas d’ambigüıté,
on ne précise plus l’arête γ) est essentiellement scalaire : comme f est continue, son
gradient le long de γ ne “saute” pas, et on peut déduire de (3.6) :

[∂xf ]ny = [∂yf ]nx (3.11)

que
[Df ] = [∂−→n f ]−→n = [∂xf nx + ∂yf ny]

−→n . (3.12)

On a donc
|f |?(γ) = |γ|H1

∣

∣[∂xf ]nx + [∂yf ]ny

∣

∣, (3.13)

de sorte que l’inégalité de gauche de (3.10) se déduit facilement de (3.8). D’un autre
côté, on peut supposer quitte à commuter x et y que nx 6= 0. On obtient alors en
utilisant successivement (3.11), |nxny| ≤ 1/2, n2

x + n2
y = 1 et à nouveau (3.11) :

(|γ|H1)−1|f |BC(γ) =
∣

∣[∂xf ]
∣

∣

(

|nx| + |ny| + n2
y|nx|−1

)

=
∣

∣[∂xf ]
∣

∣|nx|−1(1 + |nxny|)
≤ 3/2

∣

∣[∂xf ]
∣

∣|nx|−1 = 3/2
∣

∣[∂xf ]
∣

∣

∣

∣nx + n2
yn

−1
x

∣

∣ = 3/2(|γ|H1)−1|f |?(γ)

ce qui établit l’inégalité de droite dans (3.10). �

3.1.3 Calculs explicites

Lorsque f est affine sur une triangulation structurée, on peut facilement exprimer
sa courbure totale (ou sa courbure discrète) en fonction de ses valeurs aux sommets
des triangles.

c b

ad

c

d

a

b

c

d
a

b

(I) (II) (III)

Fig. 3.2 – configurations des arêtes dans une triangulation structurée.

Sur la figure 3.2 ci-dessus, on a représenté le cas où f est affine sur deux triangles
rectangles isocèles [abc] et [cda] dont les petits côtés sont parallèles aux axes x et y.
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3.1. Fonctions de courbure totale bornée

On peut observer qu’en toute généralité, ces triangles sont ceux qu’on obtiendra en dé-
coupant les mailles carrées d’un maillage dyadique, mais qu’avec la règle de découpage
décrite dans la section 2.2.1, on ne rencontrera que les deux premières configurations.
En utilisant les relations (3.8) et (3.13), on trouve

– dans la configuration (I) :

|f |BC([ac]) = 3|f(b) − f(a) − f(c) + f(d)| (3.14)

et
|f |?([ac]) = 2|f(b) − f(a) − f(c) + f(d)|, (3.15)

– dans la configuration (II) :

|f |BC([ac]) = |f |?([ac]) = |f(b) − 2f(c) + f(d)|, (3.16)

– et dans la configuration (III) :

|f |BC([ac]) = |f |?([ac]) = |f(b) − f(a) − f(c) + f(d)|. (3.17)

Lorsque la géométrie des triangles est arbitraire, il est encore possible d’exprimer la
courbure de f (affine par morceaux) à partir de ses valeurs nodales, mais le calcul
n’est pas aussi simple. Pour le mener à bien, considérons que les triangles [abc] et [cda]
ont leurs sommets orientés dans le sens direct comme sur la figure 3.3, et désignons
respectivement par −→n et −→n ⊥ = (−ny, nx) le vecteur normal à l’arête [ac] (orienté de d
vers b) et son vecteur tourné de π/2. On calcule alors que sur [abc], le vecteur gradient
de f vaut

(Df)|[abc] =
1

2
∣

∣[abc]
∣

∣

[

f(a)
−→
bc⊥ + f(b)−→ca⊥ + f(c)

−→
ab⊥

]

(3.18)

en désignant par
∣

∣[abc]
∣

∣ la surface du triangle [abc], et l’on a une formule semblable
pour (Df)|[cda]. La courbure discrète (3.9) de f sur l’arête [ac], en utilisant les notations
de la figure 3.3, s’écrit alors

[Df ][ac] =

f(a)

( −→
bc⊥

2|[abc]| +

−→
dc⊥

2|[cda]|

)

+ f(b)
−→ca⊥

2|[abc]| + f(c)

( −→
ab⊥

2|[abc]| +

−→
ad⊥

2|[cda]|

)

+ f(d)
−→ca⊥

2|[cda]| .

(3.19)

En observant que 2|[abc]| = ‖−→ac‖2(
−→n ,−→ab) et 2|[cda]| = −‖−→ac‖2(

−→n ,−→ad) on calcule en-
suite

‖−→ac‖2

( −→
ab

2|[abc]| +

−→
ad

2|[cda]|

)

= −→n ⊥
(

(−→n ⊥,
−→
ab)

(−→n ,−→ab)
− (−→n ⊥,

−→
ad)

(−→n ,−→ad)

)

, (3.20)

de sorte que l’on a ‖−→ac‖2[Df ][ac] = −→n S avec

S = [f(b)−f(a)]
‖−→ac‖2

(−→n ,−→ab)
−[f(d)−f(a)]

‖−→ac‖2

(−→n ,−→ad)
−[f(c)−f(a)]

(

(−→n ⊥,
−→
ab)

(−→n ,−→ab)
− (−→n ⊥,

−→
ad)

(−→n ,−→ad)

)

.

(3.21)
On retrouve ainsi une propriété visible dans (3.12) selon laquelle le saut du vecteur
gradient de part et d’autre d’une arête est toujours perpendiculaire à cette arête. En
particulier, on trouve que la courbure discrète (3.9) concentrée sur l’arête [ac] vaut
|f |?([ac]) = |S|, où S est donné par (3.21) et se calcule explicitement à partir des
données géométriques des triangles.
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a

b

c

d

−→n ⊥

−→n

Fig. 3.3 – notations correspondant aux calculs (3.18)-(3.21)

3.2 Propriétés des fonctions de BC(R2)

3.2.1 Continuité des fonctions de BC(R2)

Pour donner un sens à l’interpolation P1 des fonctions de BC(R2), et pour voir
si cet espace fournit un bon cadre pour l’approximation dans L∞(R2), une question
naturelle que l’on peut se poser est de savoir si les fonctions de BC(R2) sont continues.
C’est bien sûr le cas des fonctions de W 2,1(R2), ce qu’on peut voir soit comme une
conséquence de la densité de C∞

c dans W 2,1 et de l’injection continue (2.36) (si ψn est
une suite de C∞

c qui converge vers f dans W 2,1, on a ‖f −ψn‖L∞ ≤ C‖f −ψn‖W 2,1 et
la continuité de f se déduit de celle des ψn), soit plus simplement en faisant tendre x
et y vers 0 dans l’égalité (2.28).

Pour se donner une idée de la réponse, on peut penser à plusieurs arguments. Les
mesures de Radon étant “presque” des fonctions de L1, on peut par exemple voir les
fonctions de BC(R2) comme des fonctions qui seraient “presque”dans W 2,1(R2), or les
fonctions de W 2,1(R2) sont continues. Malheureusement, il existe un exemple célèbre
où ce “raisonnement”ne fonctionne pas : en dimension 1, les fonctions de W 1,1(R) sont
continues, mais ce n’est pas le cas des fonctions de BV (R). La fonction de Heaviside
χ

R+ , par exemple, a pour dérivée la masse de Dirac δ0 qui est une mesure de Radon.

Pour être plus précis, on rappellera que la continuité des fonctions de W 1,1(R) dé-
coule de la relation

f(x) = f(0) +

∫ x

0
f ′(u) du, (3.22)

à partir de laquelle on peut faire tendre x vers 0. Si l’on considère maintenant les
fonctions de BV (R), on peut continuer à écrire une relation de type (3.22), à condition
de préciser le sens du terme “

∫ x
0 f

′”. Si µ désigne la mesure de Radon f ′, on pourra par
exemple vérifier que

f(x) = f(x′) +

∫

]x′,x]
dµ = f(x′) + µ(]x′, x]) lorsque x′ ≤ x, (3.23)

en observant que l’exclusion ou l’inclusion des bornes x et x′ n’est pas figée, mais
correspond au choix des valeurs prises par f aux points de discontinuité qui sont
toujours isolés pour une fonction de BV (R) (l’écriture (3.23) correspondant au cas
où f est toujours continue à droite). Pour établir (3.23) de façon rigoureuse, on peut
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3.2. Propriétés des fonctions de BC(R2)

dériver la fonction

g(x) =

{

µ(]0, x]) lorsque x ≥ 0

−µ(]x, 0]) lorsque x < 0

en calculant pour tout ϕ ∈ C∞
c (R) :

〈g′, ϕ〉 = −〈g, ϕ′〉 = −
∫

R+

(

∫

]0,x]
dµ

)

ϕ′(x) dx+

∫

R−

(

∫

]x,0]
dµ

)

ϕ′(x) dx.

D’après le théorème de Fubini, on a

∫

R+

(

∫

]0,x]
dµ

)

ϕ′(x) dx =

∫

R

∫

R

χ{0<u≤x}ϕ
′(x) dxdµ(u),

et on voit que lorsque u est négatif, l’intégrale
∫

R
χ{0<u≤x}ϕ

′(x) dx est nulle. Dans le
cas contraire, elle vaut

∫

R

χ{0<u≤x}ϕ
′(x) dx =

∫ ∞

u
ϕ′(x) dx = −ϕ(u),

le même calcul nous donnant
∫

R
χ{x<u≤0}ϕ

′(x) dx = χu≤0ϕ(u) lorsque x ≤ 0. On en
déduit que

〈g′, ϕ〉 =

∫

R+

ϕ(u) dµ(u) +

∫

R−

ϕ(u) dµ(u) =

∫

R

ϕdµ = 〈µ,ϕ〉,

ce qui signifie que µ est bien la dérivée de g et justifie l’égalité (3.23). L’espace BV (R)
s’injecte donc encore dans L∞(R) de façon continue. L’existence de fonctions disconti-
nues à variations bornées nous indique alors que les fonctions de C∞

c (R) n’ont aucune
chance d’être denses dans BV (R).

Voici un autre “raisonnement” näıf (et faux) auquel on pourrait penser : comme une
fonction dont les variations sont bornées est forcément bornée, et que les dérivées pre-
mières de f ∈ BC(R2) sont dans BV (R2), on peut imaginer que f est lipschitzienne,
donc continue. Ce raisonnement, qui est tout à fait correct en dimension 1, ne l’est plus
en dimension 2 car la variation totale |g|BV (R2) = |∂xg|(R2) + |∂yg|(R2) d’une fonction
g s’y écrit, d’après la formule géométrique de la co-aire, comme

|g|BV (R2) =

∫

λ∈R

p(Ωg(λ)) dλ (3.24)

où Ωg(λ) := {x ∈ R2 : λ ≤ g(x)} désigne le domaine de R2 sur lequel g est supérieure
à λ (le bord ∂Ωg(λ) étant ce qu’on appelle la ligne de niveau associée à la valeur λ), et
p(Ωg(λ)) = |χΩg(λ)|BV (R2) son périmètre essentiel. A la vue de (3.24), il est assez clair
qu’une fonction de R2 peut être de variations bornées sans pour autant être elle-même
bornée : ainsi la fonction en “tour de Babel” g =

∑

n≥1
χB(0,1/n2), qui est égale à n ≥ 1

sur l’anneau 1
(n+1)2 ≤ ‖(x, y)‖2 ≤ 1

n2 et tend très clairement vers +∞ en 0, vérifie

|g|BV (R2) =
∑

n≥1

∫ n

n−1
p(Ωg(λ)) dλ =

∑

n≥1

2π

n2
<∞.
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Ce que nous montre la discussion précédente, c’est que la continuité des fonctions
de courbure totale (localement) bornée n’a rien d’évident. Elle est toutefois avérée, et
on a la proposition suivante (dont la preuve nous a été très aimablement suggérée par
Luc Tartar).

Proposition 3.4 Les fonctions de l’espace BC(R2) sont continues.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, on introduit les espaces de Lorentz Lp,q, définis
pour 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞ comme l’ensemble des fonctions f pour lesquelles la
quantité

‖f‖Lp,q(R2) :=







(

∫

λ>0

(

∣

∣Ω|f |(λ)
∣

∣

1
pλ
)q

dλ
λ

)

1
q

lorsque q <∞
supλ>0

∣

∣Ω|f |(λ)
∣

∣

1
pλ lorsque q = ∞

est finie, où
∣

∣Ω|f |(λ)
∣

∣ désigne la mesure de Lebesgue de Ω|f |(λ) = {x ∈ R2 : λ ≤
|f(x)|}. On appelle fonction de répartition de f la fonction λ→

∣

∣Ω|f |(λ)
∣

∣, et Lp-faible
l’espace Lp,∞ qui contient les fonctions pour lesquelles

∣

∣Ω|f |(λ)
∣

∣ décrôıt comme C/λp.
On observera que ces espaces sont croissants par rapport à q (l’espace Lp,1 étant plus
petit que l’espace Lp,∞), et que Lp,q cöıncide avec Lp lorsque q = p, d’après

‖f‖p
Lp(R2)

=

∫

R2

|f(x)|p dx =

∫

R2

∫ |f(x)|p

0
dν dx =

∫

R+

∫

R2

χ{0≤ν≤|f(x)|p} dxdν

=

∫

R+

∣

∣Ω|f |(ν
1
p )
∣

∣dν = p

∫

R+

∣

∣Ω|f |(λ)
∣

∣λp−1 dλ = p‖f‖p
Lp,p(R2)

.

On peut faire apparâıtre ces espaces de façon assez naturelle en utilisant la formule
(3.24) avec l’inégalité iso-périmétrique appliquée à Ωg(λ), selon laquelle on a

∣

∣Ωg(λ)
∣

∣

1
2 ≤ Cp(Ωg(λ)) (3.25)

pour une constante absolue. Si g est une fonction positive de BV (R2), on en déduit
que

‖g‖L2,1(R2) =

∫

λ>0

∣

∣Ωg(λ)
∣

∣

1
2 dλ ≤ C

∫

λ>0
p(Ωg(λ)) dλ ≤ C|g|BV (R2).

Dans le cas général, on peut décomposer g = g+ − g− en ses parties positive g+ =
max(g, 0) et négative g− = max(−g, 0), qui vérifient

Ωg+(λ) =

{

Ωg(λ) pour λ > 0

R2 pour λ ≤ 0
et Ωg−(λ) =

{

R2 \ Ωg(−λ) pour λ > 0

R2 pour λ ≤ 0,

de sorte que

p(Ωg+(λ)) = χ{λ>0}p(Ωg(λ)) et p(Ωg−(λ)) = χ{λ>0}p(Ωg(−λ)).

En appliquant (3.25) respectivement à g+ et g−, on obtient alors

‖g±‖L2,1(R2) =

∫

λ>0

∣

∣Ωg±(λ)
∣

∣

1
2 dλ ≤ C

∫

λ>0
p(Ωg±(λ)) dλ ≤ C

∫

R±

p(Ωg(λ)) dλ,
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d’où

‖g‖L2,1(R2) ≤ ‖g+‖L2,1 + ‖g−‖L2,1 ≤ C

∫

R

p(Ωg(λ)) dλ ≤ C|g|BV (R2). (3.26)

Ceci nous montre qu’en dimension 2, l’espace BV (R2) s’injecte continuement dans L2,1.
La deuxième propriété des espaces de Lorentz qu’on va utiliser est la dualité entre L2,1

et L2,∞, au sens où l’on a

∫∫

|gh(x, y)|dxdy ≤ C‖g‖L2,1(R2)‖h‖L2,∞(R2) (3.27)

avec une constante absolue, inégalité qu’on peut établir en utilisant les réarrangements
radiaux décroissants de g et h (qu’on supposera positives). Rappelons que le réarran-
gement décroissant g∗ de g est l’unique fonction positive décroissante définie sur R+

qui vérifie |Ωg(λ)| = |Ωg∗(λ)|, autrement dit telle que

g∗(t) = λ où λ vérifie |Ωg(λ)| = t > 0. (3.28)

Il est alors facile de voir que
∫∫

R2 g(x, y) dxdy =
∫

R+
g∗(t) dt, et une propriété intéres-

sante des réarrangements (voir [30]) est l’inégalité suivante

∫∫

R2

gh(x, y) dxdy ≤
∫

R+

g∗h∗(t) dt (3.29)

(on peut se convaincre de cette inégalité en considérant que pour a ≤ b et c ≤ d, on
a toujours ad + bc ≤ ac + bd). Dans la mesure où (3.28) entrâıne que s → g∗(s2) est
la réciproque (éventuellement discontinue) de la fonction décroissante λ→ |Ωg(λ)|1/2,
on a

∫

R+

g∗(t)
dt√
t

= C

∫

R+

g∗(s2) ds = C

∫

λ>0
|Ωg(λ)| 12 dλ = C‖g‖L2,1(R2).

D’autre part, la fonction h étant dans L2,∞(R2), on a |Ωh(λ)| ≤ ‖h‖L2,∞(R2)/λ, d’où

l’on déduit en utilisant (3.28) que h∗(t) ≤ ‖h‖L2,∞(R2)/
√
t. On a donc

∫

R+

g∗h∗(t) dt ≤ ‖h‖L2,∞(R2)

∫

R+

g∗(t)
dt√
t
≤ C‖h‖L2,∞(R2)‖g‖L2,1(R2),

ce qui entrâıne bien (3.27) en utilisant (3.29).

Si maintenant f est une fonction de BC(R2), ses dérivées ∂xf et ∂yf qui sont dans
BV (R2) sont également dans L2,1(R2) d’après (3.26), et il se trouve que les fonctions
de C∞

c (R2) sont denses dans cet espace. On peut donc approcher ∂xf et ∂yf dans
L2,1(R2) par deux suites ψx

n et ψy
n de fonctions de C∞

c (R2), et poser

ψn(x, y) = f(0, 0) +

∫ x

0
ψx

n(u, 0) du+

∫ y

0
ψy

n(x, v) dv

pour tout (x, y) ∈ R2, de façon que les dérivées de ψn soient bien ψx
n et ψy

n. On observe
alors que la solution élémentaire du Laplacien ∆φ = δ0 dans R2 est φ = log r (en
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coordonnées polaires) dont les dérivées ∂xφ = x
r2 = cos θ

r et ∂yφ = sin θ
r appartiennent à

L2,∞(R2), puisque

|Ω|∂xφ|(λ)| = |{(x, y) : r ≤ | cos θ|λ−1}| =

∫ 2π

0

∫
| cos θ|

λ

0
r dr dθ ≤ π

λ2
,

et de même pour |Ω|∂yφ|(λ)|. On peut alors utiliser l’inégalité (3.27) pour écrire

|ψm(x, y) − ψn(x, y)| = |〈ψm − ψn, δ(x,y)〉| = |〈ψm − ψn,∆φ(x,y)〉|
= |〈∇(ψm − ψn),∇φ(x,y)〉| ≤ C‖∇(ψm − ψn)‖L2,1 .

La suite ψn étant de Cauchy dans L∞, elle converge donc vers une fonction ψ qui est
continue. Pour voir enfin que cette fonction cöıncide avec f , on peut utiliser le fait
que L2,1(R2) s’injecte dans L2(R2) pour dire que la convergence de ∇ψn vers ∇f dans
L2,1(R2) est aussi une convergence au sens des distributions. ∇ψn tendant d’autre part
vers ∇ψ, on en déduit que la distribution ψ − f est constante, et comme elle s’annule
en (0, 0), elle est nulle en tout point. �

3.2.2 Stabilité des interpolations P1

D’après la proposition 3.4, l’espace BC(R2) constitue un cadre agréable pour étu-
dier les propriétés d’approximation des éléments finis P1 adaptatifs. En particulier,
l’interpolation PM associée à un maillage dyadique est bien définie pour une fonction
f de courbure totale bornée, et la fonction affine par morceaux PMf appartient tou-
jours à BC(R2), ou du moins à l’espace BCloc(R

2). Dans l’analyse des schémas basés
sur ces discrétisations adaptatives, on aura besoin d’une propriété un peu plus précise,
à savoir que les opérateurs d’interpolation soient stables vis à vis de la courbure totale,
ce qu’exprime la proposition suivante.

Proposition 3.5 L’interpolation P1 associée à un maillage dyadique M vérifie

sup
α∈M

|PMf |BC(α) ≤ C sup
α∈M

|f |BC(α)

pour toute fonction f ∈ BC(R2), avec une constante C absolue.

Cette inégalité peut se voir comme une conséquence du lemme 3.6 ci-dessous. Pour
établir ce lemme, on utilisera l’argument de régularisation suivant : si l’on convole une
fonction f ∈ BC(R2) avec un noyau de régularisation

ϕε(x, y) :=
1

ε2
ϕ
(x

ε
,
y

ε

)

construit à partir d’une fonction ϕ positive, continue, de support inclus dans la boule
B(0, 1) et de masse

∫∫

B(0,1)
ϕ =

∫∫

B(0,ε)
ϕε = 1,

on obtient une fonction
fε := f ∗ ϕε (3.30)
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dont les dérivées secondes sont continues. Plus précisément, en désignant par µxx la
mesure de Radon ∂2

xxf , on peut calculer (en s’appuyant notamment sur la description
faite dans [1] du produit de convolution entre une fonction continue et une mesure de
Radon) que la dérivée ∂2

xxfε vaut

∂2
xxfε(x, y) = (µxx ∗ ϕε)(x, y) =

∫∫

ϕε(x− x′, y − y′) dµxx(x
′, y′), (3.31)

pour tout (x, y) ∈ R2, avec des expressions identiques pour les dérivées ∂2
xyfε et ∂2

yyfε.
En ce qui concerne le comportement de cette régularisation lorsque ε tend vers 0, on
voit sans peine que la continuité de f entrâıne une convergence uniforme de fε vers f .

ω

ε

∂εω

Fig. 3.4 – un domaine polygonal ω (délimité par la courbe en traits pleins) et sa
frontière d’épaisseur 2ε, notée ∂εω (délimitée par les courbes en pointillés).

D’autre part, si l’on désigne par

∂εω := {(x, y) ∈ R2 : B
(

(x, y), ε
)

∩ ∂ω 6= ∅} = ω + ε \ ω − ε

la frontière d’épaisseur 2ε d’un domaine ω ⊂ R2 telle qu’on peut la représenter sur la
figure 3.4, on aura

∣

∣

∣

∣

∫∫

ω
∂2

xxfε(x, y) dxdy − µxx(ω \ ∂εω)

∣

∣

∣

∣

≤ |µxx|(∂εω) (3.32)

et
∫∫

ω
|∂2

xxfε(x, y)|dxdy ≤ |µxx|(ω ∪ ∂εω), (3.33)

avec des relations semblables pour ∂2
xyfε et ∂2

yyfε. Pour s’en convaincre, utilisons (3.31)
pour calculer

∫∫

ω
∂2

xxfε(x, y) dxdy =

∫∫

ω

[
∫∫

R2

ϕε(x− x′, y − y′) dµxx(x′, y′)

]

dxdy

=

∫∫

R2

A(x′, y′) dµxx(x
′, y′)

avec A(x′, y′) :=
∫∫

ω ϕε(x−x′, y−y′) dxdy. On décompose alors le plan en trois parties :
si (x′, y′) appartient à ω \∂εω, la boule B

(

(x′, y′), ε
)

est incluse dans ω et on en déduit
que A(x′, y′) est égal à 1. On a donc

∫∫

ω\∂εω
A(x′, y′) dµxx(x′, y′) = µxx(ω \ ∂εω).
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Si par contre (x′, y′) appartient à ωc \ ∂εω, la boule B
(

(x′, y′), ε
)

n’intersecte pas ω :
A(x′, y′) est alors nul et clairement,

∫∫

ωc\∂εω
A(x′, y′) dµxx(x

′, y′) = 0.

Enfin dans le cas où (x′, y′) ∈ ∂εω, on peut toujours écrire que |A(x′, y′)| ≤ 1, ce qui
entrâıne

∣

∣

∣

∣

∫∫

∂εω
A(x′, y′) dµxx(x

′, y′)

∣

∣

∣

∣

≤ |µxx|(∂εω),

et l’inégalité (3.32) se déduit facilement des relations précédentes. L’inégalité (3.33)
s’obtient de la même façon, en observant que l’égalité (3.31) nous permet également
d’écrire

|∂2
xxfε(x, y)| ≤

∫∫

ϕε(x− x′, y − y′) d|µxx|(x′, y′).

Venons-en donc à notre résultat de stabilité.

Lemme 3.6 Soit K et K ′ une paire de triangles conformes fermés partageant une
arête γ = K ∩K ′. En désignant par ω l’intérieur de K ∪K ′, l’interpolation affine sur
la paire {K,K ′} vérifie

|P{K,K ′}f |BC(ω) = |P{K,K ′}f |BC(γ) ≤ C|f |BC(ω) (3.34)

pour toute fonction f ∈ BC(ω), avec une constante C qui dépend uniquement des
angles entre les différentes arêtes des triangles.

Remarque 3.7 En particulier, ce lemme nous apprend que l’interpolation affine par
morceaux sur la triangulation conforme K(M) associée à un maillage dyadique M ∈
M(R2) vérifie

|PMf |BC(R2) ≤ C|f |BC(R2)

avec une constante C absolue.

Preuve. Le fait que la courbure totale de P{K,K ′}f sur ω soit concentrée sur l’arête
γ est une conséquence directe des calculs (3.1)-(3.5). D’autre part, on sait d’après la
proposition 3.3 que

|P{K,K ′}f |BC(γ) ≤
3

2
|P{K,K ′}f |?(γ),

où le terme de droite est ce qu’on a appelé la courbure discrète (3.9) d’une fonction
affine par morceaux sur une de ses arêtes, et qu’on a calculé explicitement en (3.18)-
(3.21) avec K = [abc] et K ′ = [cda]. Comme la courbure discrète est invariante par
rotation, on peut reprendre les notations de ce calcul (qui sont celles de la figure 3.3) en
considérant que l’arête γ = [ac] est verticale, ce qui nous donnera −→n = −→ex et −→n ⊥ = −→ey
comme indiqué sur la figure 3.5. La courbure discrète de la fonction interpolée vaut
alors

|P{K,K ′}f |?([ac]) = |S| (3.35)

où S est le scalaire donné par (3.21), ici égal à

S = ‖−→ac‖2

(

[f(b) − f(a)]

(−→ex,
−→
ab)

− [f(d) − f(a)]

(−→ex,
−→
ad)

)

− [f(c) − f(a)]

(

(−→ey ,
−→
ab)

(−→ex,
−→
ab)

− (−→ey ,
−→
ad)

(−→ex,
−→
ad)

)

.

(3.36)
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−→ex

−→ey
K ′

ε

2ε

b
a

K

c

d

γ

K ′

Kε

Fig. 3.5 – illustration de la preuve du lemme 3.6.

Pour exprimer cette quantité comme une intégrale double des dérivées secondes de f ,
commençons par considérer que f est de classe C2 (on appliquera ensuite notre calcul
à une régularisation fε de f lorsque celle-ci n’est que dans BC). On peut alors écrire
les différences [f(b) − f(a)], [f(c) − f(a)] et [f(d) − f(a)] comme les intégrales des
gradients correspondants le long des segments [ab], [ac] et [ad], ce qui nous donnera

S = ‖−→ac‖2

[

∫ 1

0
∂xf(a+ s

−→
ab) ds+

∫ 1

0
∂yf(a+ s

−→
ab) ds

(−→ey ,
−→
ab)

(−→ex,
−→
ab)

−
∫ 1

0
∂xf(a+ s

−→
ad) ds

−
∫ 1

0
∂yf(a+ s

−→
ad) ds

(−→ey ,
−→
ad)

(−→ex,
−→
ad)

+

∫ 1

0
∂yf(a+ s−→ac) ds

(

(−→ey ,
−→
ad)

(−→ex,
−→
ad)

− (−→ey ,
−→
ab)

(−→ex ,
−→
ab)

)]

.

En utilisant le vecteur gradient Df = (∂xf, ∂yf), on peut regrouper ces termes en

S = ‖−→ac‖2

∫ 1

0

[(

[Df(a+ s
−→
ab) −Df(a+ s−→ac)],

−→
ab

(−→ex ,
−→
ab)

)

−
(

[Df(a+ s
−→
ad) −Df(a+ s−→ac)],

−→
ad

(−→ex,
−→
ad)

)]

ds,

et en désignant par Hf =
( ∂2

xxf ∂2
xyf

∂2
xyf ∂2

yyf

)

la matrice Hessienne de f , on peut à nouveau

écrire les différences du vecteur gradient comme des intégrales le long des segments
appropriés. On trouve alors

S = ‖−→ac‖2

∫∫

[0,1]2

[(

[Hf(a+ s−→ac + st
−→
cb)

−→
cb],

−→
ab

(−→ex,
−→
ab)

)

−
(

[Hf(a+ s−→ac+ st
−→
cd)

−→
cd],

−→
ad

(−→ex,
−→
ad)

)]

s dt ds.

On calcule ensuite que les bijections Ψ[abc] : (s, t) ∈ [0, 1]2 → a + s−→ac + st
−→
cb ∈ [abc] et

Ψ[cda] : (s, t) ∈ [0, 1]2 → a+ s−→ac+ st
−→
cd ∈ [cda] ont respectivement pour Jacobiens

|J(Ψ[abc])| = |det(−→ac + t
−→
cb, s

−→
cb)| = s|det(−→ac,−→cb)| = s‖−→ac‖2(

−→ex ,
−→
cb)
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et |J(Ψ[cda])| = −s‖−→ac‖2(
−→ex,

−→
cd), ce qui nous donne l’expression désirée pour le scalaire

S, à savoir

S =

∫∫

[abc]

( −→
ab

(−→ex,
−→
ab)

)t

Hf(x, y)

( −→
cb

(−→ex ,
−→
cb)

)

dxdy

+

∫∫

[cda]

( −→
ad

(−→ex,
−→
ad)

)t

Hf(x, y)

( −→
cd

(−→ex,
−→
cd)

)

dxdy. (3.37)

On peut en effet observer que dans la base (−→ex ,−→ey), les coordonnées des vecteurs−→
ab/(−→ex ,

−→
ab),

−→
cb/(−→ex ,

−→
cb), etc. ne dépendent que des angles entre les différentes arêtes de

K et K ′. On déduit alors de l’égalité ci-dessus qu’il existe une constante C dépendant
uniquement de ces angles, telle que

|S| ≤ C|f |W 2,1(ω),

en rappelant que ω désigne ici l’intérieur de K ∪K ′. Pour pouvoir écrire une inégalité
semblable lorsque f n’est plus de classe C2 mais appartient à BC(ω), utilisons sa
fonction régularisée fε définie par (3.30), et considérons le domaine

ωε := ω \ ∂2εω

obtenu en s’écartant à distance 2ε du bord de ω. Pour des valeurs suffisamment petites
de ε, ωε se compose de deux triangles d’intérieurs disjoints qu’on désigne par Kε et K ′

ε,
et qu’on a représentés dans la partie droite de la figure 3.5 (la zone grisée correspondant
à la frontière ∂ε(ωε)). Si l’on interpole cette fonction fε sur les triangles Kε et K ′

ε, le
calcul ci-dessus s’applique et l’on a

|Sε| ≤ C|fε|W 2,1(ωε),

en désignant par Sε la quantité correspondant à (3.36), obtenue en remplaçant f par
fε et les différents sommets de K et K ′ par ceux de Kε et K ′

ε. Compte tenu de la
continuité (uniforme) de f , de la convergence uniforme de fε vers f et de la convergence
des sommets de Kε et K ′

ε vers ceux de K et K ′, il n’est pas difficile de voir que Sε

tendra vers S lorsque ε → 0. D’un autre côté, le domaine ωε ∪ ∂ε(ωε) est toujours
fortement inclus dans l’ouvert ω. L’inégalité (3.33) appliquée à ωε nous donne alors

|fε|W 2,1(ωε) ≤ |f |
BC
(

ωε∪∂ε(ωε)
) ≤ |f |BC(ω)

car ωε ∪ ∂ε(ωε) est toujours inclus dans ω, d’où l’on déduit que

|S| ≤ C|f |BC(ω)

par passage à la limite, pour une constante C dépendant uniquement des angles entre
les différentes arêtes. Comme les courbures totales et discrètes de l’interpolée P{K,K}f
vérifient

2

3
|P{K,K}f |BC(γ) ≤ |P{K,K}f |?(γ) = |S|

d’après (3.10) et (3.35), on en déduit finalement l’inégalité (3.34). �
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22

0111

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0111

00 0 0 0

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

00 0 0 0

Fig. 3.6 – pour la fonction affine par morceaux dont les valeurs nodales sont indiquées
à gauche, l’interpolation sur la triangulation de droite fait augmenter la courbure totale
(les arêtes γ en traits pleins correspondent à une courbure totale | · |BC(γ) égale à 2,
les autres à une courbure nulle).

3.2.3 Un résultat de décroissance vérifié par les interpolations P1

Dans les chapitre 5 et 6, où l’on propose un schéma semi-lagrangien adaptatif de la
forme (1.13) on s’intéressera à la façon dont la courbure totale des solutions numériques
évolue au cours des itérations, notamment dans le but d’estimer a priori le nombre de
mailles adaptatives générées par notre schéma. Dans cette perspective, il est essentiel
de contrôler a priori l’accroissement éventuel de la courbure par les projections Pn,
qui seront des interpolations affines par morceaux dans notre schéma. Le lemme 3.6 ci-
dessus (qui exprime la stabilité de ces interpolations) ne nous permet malheureusement
pas de majorer la courbure totale d’une solution fN de façon indépendante du pas de
temps ∆t lorsque le nombre d’itérations N correspond à un temps de simulation fixé
T = N∆t . Pour s’en convaincre, on peut considérer le cas où le transport est une
simple translation qui ne modifie pas la courbure. Les solutions du schéma (1.13)
vérifient alors

|fN |BC ≤ C|fN−1|BC ≤ · · · ≤ CN |f0|BC

et ne sont a priori pas majorées par une constante indépendante de ∆t , à moins que la
constante C ne soit plus petite que 1. Il serait donc intéressant d’établir une propriété
de décroissance de la courbure par des interpolations affines par morceaux, autrement
dit une inégalité de type

|PKf |BC ≤ |f |BC .

Cette décroissance, très facile à démontrer en dimension 1, n’est a priori pas vérifiée
en dimension 2. On peut le voir sur l’exemple représenté figure 3.6, où la fontion f
affine par morceaux sur la triangulation de gauche est interpolée sur une triangulation
déraffinée K à droite. Les valeurs nodales étant indiquées aux sommets des triangles,
on a calculé à partir des formules (3.14)-(3.16) les courbures totales de f et PKf
correspondant aux arêtes de leurs triangulations respectives. On vérifie donc que sur
cet exemple,

|PKf |BC > |f |BC ,

et on trouverait la même chose avec les courbures discrètes | · |?.
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γ3

γ1

γ2

K` K`+1

Fig. 3.7 – sur ces triangulations, l’interpolation P1 fait décrôıtre la courbure (3.39).

Toutefois, si l’on accepte de se restreindre à des triangulations particulières K, on peut
proposer une semi-norme équivalente à la courbure totale | · |BC(ω) qui est diminuée
par les interpolations PK. Plus précisément, on a établi le résultat suivant (dont un
résumé est présenté dans [14]).

Théorème 3.1 Pour ` ∈ N, désignons par K` les triangulations uniformes (repré-
sentées sur la figure 3.7) obtenues en découpant tous les carrés dyadiques de niveau
` par la même diagonale. Les interpolations affines par morceaux P` associées à ces
triangulations vérifient

|P`f |??(R2) ≤ |f |??(R2) (3.38)

pour toute fonction f ∈ BC(R2), où la courbure | · |?? est définie par

|f |??(R2) :=
(

|∂2
xxf − ∂2

xyf | + |∂2
xyf − ∂2

yyf | + 2|∂2
xyf |

)

(R2). (3.39)

et cöıncide avec la courbure discrète | · |? de f lorsque celle-ci est précisément continue
et affine par morceaux sur une triangulation K`. Lorsque f appartient à W 2,1(R2), on
a de plus la caractérisation suivante :

|f |??(R2) = lim
`→∞

|P`f |?(R2). (3.40)

Remarque 3.8 Avec les arguments de la preuve ci-dessous, il est également possible
de construire pour toute triangulation conforme K une semi-norme | · |??(K) dépendante
de K qui sera diminuée par les interpolations affines par morceaux P` associées aux
raffinements uniformes de K.

Preuve. On désignera par Γ1
` , Γ2

` et Γ3
` les arêtes de K` correspondant aux trois orien-

tations possibles, telles qu’on les a représentées sur la figure 3.7.

Pour vérifier que la courbure |f |??(R2) cöıncide bien avec la courbure discrète |f |?(R2)

lorsque f est continue et affine par morceaux sur une triangulation K`, on peut re-
prendre le calcul (3.1)-(3.5) mené au début de ce chapitre. Il nous apprend en effet
que les dérivées secondes d’une telle fonction f s’écrivent comme des masses de Dirac
concentrées sur les arêtes de K`, et les expressions (3.3), (3.4) et (3.5) nous permettent
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d’en calculer les amplitudes. Dans la mesure où le vecteur normal −→n γ vaut respective-
ment (−→ex +−→ey)/

√
2, −→ex ou −→ey suivant que l’arête γ est de type 1, 2 ou 3, on obtient de

cette façon :

– lorsque γ est une arête de type 1,

|f |??(γ) = 2|∂2
xyf |(γ) = |γ|H1

√
2
∣

∣[∂xf ]γ
∣

∣ = |γ|H1‖[Df ]γ‖2 = |f |?(γ),

la troisième égalité provenant du fait que
∣

∣[∂xf ]γ
∣

∣ =
∣

∣[∂xf ]γ
∣

∣ = ‖[Df ]γ‖2/
√

2 se
déduit de(3.6),

– lorsque γ est une arête de type 2,

|f |??(γ) = |∂2
xxf − ∂2

xyf |(γ) = |γ|H1

∣

∣[∂xf ]γ
∣

∣ = |γ|H1‖[Df ]γ‖2 = |f |?(γ)

car (3.6) entrâıne cette fois [∂yf ]γ = 0,
– et lorsque γ est une arête de type 3,

|f |??(γ) = |∂2
xyf − ∂2

yyf |(γ) = |γ|H1

∣

∣[∂yf ]γ
∣

∣ = |γ|H1‖[Df ]γ‖2 = |f |?(γ)

dans la mesure où (3.6) entrâıne alors [∂xf ]γ = 0.

En résumé, on trouve bien

|f |??(R2) = |f |?(R2) (3.41)

lorsque f est continue et affine par morceaux sur une triangulation de type K`.

Si f est à présent une fonction de W 2,1, on sait que la courbure discrète de son inter-
polée sur K` peut s’écrire

– soit comme une intégrale double des dérivées secondes de f , en reprenant les
calculs effectués dans la preuve du lemme 3.6,

– soit comme une formule de quadrature sur les valeurs nodales de f , en reprenant
les expressions de la section 3.1.3.

Désignons donc par ω(γ) le quadrilatère formé par la réunion des triangles situés de
part et d’autre d’une arête γ, et calculons d’après (3.35) et (3.37) que

|P`f |?(γ) =



























∣

∣

∣

∫∫

ω(γ) 2∂2
xyf
∣

∣

∣ si γ ∈ Γ1
` ,

∣

∣

∣

∫∫

ω(γ) ∂
2
xxf − ∂2

xyf
∣

∣

∣
si γ ∈ Γ2

` ,
∣

∣

∣

∫∫

ω(γ) ∂
2
xyf − ∂2

yyf
∣

∣

∣ si γ ∈ Γ3
` .

(3.42)

Chaque famille de quadrilatères {ω(γ) : γ ∈ Γ1
`} réalisant une partition de R2 d’au-

tant plus fine que ` est grand, on peut alors facilement imaginer que les sommes
∑

γ∈Γi
`
|P`f |?(γ) vont converger vers les quantités

∫∫

R2 2|∂2
xyf |,

∫∫

R2 |∂2
xyf − ∂2

yyf | et
∫∫

R2 |∂2
xxf − ∂2

xyf | suivant que i vaut 1, 2 ou 3. Et l’on en déduira la propriété (3.40).
Pour l’établir en toute rigeur, on pourra considérer les fonctions

ϕi
` :=

∑

γ∈Γi
`

ci(γ)χω(γ)
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définies par

ci(γ) =



























|ω(γ)|−1
∣

∣

∣

∫∫

ω(γ) 2∂2
xyf
∣

∣

∣ pour i = 1,

|ω(γ)|−1
∣

∣

∣

∫∫

ω(γ) ∂
2
xxf − ∂2

xyf
∣

∣

∣
pour i = 2,

|ω(γ)|−1
∣

∣

∣

∫∫

ω(γ) ∂
2
xyf − ∂2

yyf
∣

∣

∣ pour i = 3,

de sorte que |P`f |?(R2) = ‖ϕ1
`‖L1 + ‖ϕ2

`‖L1 + ‖ϕ3
`‖L1 . On observera alors que lorsque `

tend vers l’infini, les suites ϕi
` convergent respectivement vers 2|∂2

xyf |, |∂2
xxf −∂2

xyf | et
|∂2

xyf − ∂2
yyf | presque partout au titre de moyennes locales de ces fonctions de L1. Et

comme il est clair que l’on a

‖ϕ1
`‖L1(R2) ≤ ‖2∂2

xyf‖L1(R2)

avec des expressions semblables pour ϕ2
` et ϕ3

` , le lemme de Fatou nous assure que

‖2∂2
xyf‖L1(R2) ≤ lim inf

`→∞
‖ϕ1

`‖L1(R2) ≤ lim sup
`→∞

‖ϕ1
`‖L1(R2) ≤ ‖2∂2

xyf‖L1(R2)

avec des expressions semblables pour ϕ2
` et ϕ3

` . On en déduit donc la limite annoncée

|f |??(R2) = ‖2∂2
xyf‖L1(R2) + ‖∂2

xxf − ∂2
xy‖L1(R2) + ‖∂2

xyf − ∂2
yyf‖L1(R2)

= lim
`→∞

‖ϕ1
`‖L1(R2) + ‖ϕ2

`‖L1(R2) + ‖ϕ3
`‖L1(R2) = lim

`→∞
|P`f |?(R2) (3.43)

lorsque f ∈W 2,1(R2), soit (3.40).

bc

γ1

ad

c n b

γ1
3

p

γ1
4

d q a

γ1
1

γ1
2

mo

Fig. 3.8 – propagation des courbures discrètes au cours du raffinement.

Pour établir la propriété (3.38), on va alors montrer que les courbures discrètes |P`f |?(R2)

forment une suite croissante de `, et l’on va utiliser pour ceci l’expression (3.15) de la
courbure discrète en fonction des valeurs nodales. Avec les notations de la figure 3.8,
(3.15) s’écrit

|P`f |?(γ1) = 2|f(b) − f(a) − f(c) + f(d)|, (3.44)
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et une inégalité triangulaire nous donne

|P`f |?(γ1) = 2|f(b) − f(a) − f(c) + f(d)|
≤ 2
(

|f(m) − f(a) − f(o) + f(q)| + |f(b) − f(m) − f(n) + f(o)|
+ |f(n) − f(o) − f(c) + f(p)| + |f(o) − f(q) − f(p) + f(d)|

)

=

4
∑

j=1

|P`+1f |?(γ1
j ).

On obtient donc ainsi
∑

γ∈Γ1
`

|P`f |?(γ) ≤
∑

γ∈Γ1
`+1

|P`+1f |?(γ),

et dans la mesure où ce calcul s’applique également aux arêtes de Γ2
` et Γ3

` , on en déduit
la monotonie anoncée

|P`f |?(R2) ≤ |P`+1f |?(R2) pour tout ` ∈ N. (3.45)

En utilisant successivement l’égalité (3.41) (appliquée à P`f), la limite (3.43) et la
monotonie (3.45) ci-dessus, on obtient alors

|P`f |??(R2) = |P`f |?(R2) ≤ |P`+1f |?(R2) ≤ · · · ≤ |f |??(R2)

lorsque f est une fonction de W 2,1(R2).

Dans le cas général où f appartient à BC(R2), il est toujours possible d’écrire des
relations semblables à (3.42) par un argument de régularisation, et la monotonie (3.45)
est toujours établie. Il n’est pas clair, en revanche, que l’on puisse encore exprimer la
courbure |f |?? comme limite (3.43) des courbures discrètes |P`f |?. Cela n’est toutefois
pas nécessaire : d’après (3.33), on peut en effet observer que la régularisation fε de f
définie par (3.30) vérifie |fε|??(R2) ≤ |f |??(R2), de sorte que l’on a

|P`fε|??(R2) ≤ |fε|??(R2) ≤ |f |??(R2).

Il ne nous reste alors plus qu’à observer que f étant continue, fε converge uniformément
vers f lorsque ε tend vers 0. Les courbures discrètes |P`fε|?(R2) s’écrivant d’après (3.44)
comme une fonction continue des valeurs nodales de fε, on en déduit que

|P`fε|??(R2) = |P`fε|?(R2) → |P`f |?(R2) = |P`f |??(R2)

(en utilisant à nouveau que les courbures | · |?(R2) et | · |??(R2) cöıncident pour des fonc-
tions affines par morceaux), et ceci établit finalement la propriété (3.38) lorsque f est
une fonction de BC(R2). �

3.3 Application au contrôle des éléments finis adaptatifs

3.3.1 Estimation a priori des erreurs d’interpolation

En ce qui concerne la convergence du schéma qu’on présentera au chapitre 5, la
propriété essentielle de la courbure totale est qu’elle permet de contrôler les erreurs
d’interpolation de la même façon que la semi-norme W 2,1 (voir le lemme 2.12).

63



Chapitre 3. Courbure totale des fonctions définies sur le plan

Lemme 3.9 Si K est un triangle rectangle isocèle, qu’on peut considérer ouvert, l’in-
terpolation affine par morceaux PK vérifie

‖f − PKf‖L∞(K) ≤ C|f |BC(K) (3.46)

pour toute fonction f de courbure totale bornée sur K, avec une constante C absolue.

Remarque 3.10 Dans la mesure où f et PKf sont continues, l’erreur d’interpolation
dans L∞ ne “voit” pas le bord du triangle. La précision sur le fait que K peut être choisi
sans son bord signifie donc simplement que la courbure de f concentrée sur le bord du
triangle ne contribue pas à l’erreur d’interpolation. C’est très clair lorsque f est une
fonction continue et affine sur le triangle, auquel cas PKf = f sur K, indépendamment
du comportement de f hors de K.

2ε Kε

K

Fig. 3.9 – le triangle Kε obtenu en s’éloignant des bords de K.

Preuve. On peut appliquer le lemme (2.27) à une régularisation de f . Plus précisé-
ment, on peut considérer la fonction fε de classe C2 donnée par (3.30), et observer son
interpolation affine PKεfε sur le triangle

Kε := K \ ∂2εK =
{

(x, y) ∈ K : B
(

(x, y), 2ε
)

∩ ∂K = ∅
}

obtenu en s’éloignant de 2ε du bord de K comme indiqué sur la figure 3.9. Le lemme
(2.27) s’applique, et nous apprend que

‖(I − PKε)fε‖L∞(Kε) ≤ |fε|W 2,1(Kε). (3.47)

En ce qui concerne les semi-normes |fε|W 2,1(Kε), l’inégalité (3.33) s’applique et nous
permet d’écrire

|fε|W 2,1(Kε) ≤ |f |CB(K) (3.48)

en utilisant le fait que l’ensemble Kε ∪ ∂εKε est toujours fortement inclus dans le
triangle K. D’autre part, on peut vérifier que la convergence uniforme de fε vers f , la
stabilité des interpolations affines et l’uniforme continuité de f sur K entrâınent

‖(I − PKε)fε‖L∞(Kε) → ‖(I − PK)f‖L∞(K) lorsque ε→ 0 (3.49)

Pour nous en convaincre, écrivons

∣

∣‖(I − PKε)fε‖L∞(Kε) − ‖(I − PK)f‖L∞(Kε)

∣

∣

≤ ‖f − fε‖L∞(Kε) + ‖(PK − PKε)f‖L∞(Kε) + ‖PKε(f − fε)‖L∞(Kε),
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et observons que : (i) la continuité de (I − PK)f sur K entrâıne

‖(I − PK)f‖L∞(Kε) → ‖(I − PK)f‖L∞(K),

(ii) la stabilité des interpolations et la convergence uniforme de fε vers f entrâıne

‖f − fε‖L∞(Kε) + ‖PKε(f − fε)‖L∞(Kε) ≤ 2‖f − fε‖L∞(K) → 0 lorsque ε→ 0

(iii) l’uniforme continuité de f et la convergence des sommets du triangle Kε vers ceux
de K entrâıne

‖(PK − PKε)f‖L∞(Kε) → 0 lorsque ε→ 0.

L’inégalité (3.46) se déduit alors de (3.47), (3.48) et (3.49). �

3.3.2 Adaptation de maillages dyadiques par la courbure totale

On peut à présent reformuler les résultats de la section 2.2.3 dans le cadre de l’es-
pace BC(R2). Dans la suite, on n’appliquera ces résultats “généralisés” que pour des
fonctions appartenant aux espaces VM introduits dans la section 2.2, autrement dit
continues et affines par morceaux sur des triangulations adaptatives structurées. On
sera alors attentifs au fait que le résultat de complexité énoncé par le théorème 3.2
s’applique également à ces fonctions.

Commençons donc par déduire du lemme 3.9, qui exprime un contrôle de l’erreur
d’interpolation sur les triangles, l’estimation suivante qui ne fait intervenir que les
cellules dyadiques (carrées).

Proposition 3.11 Pour tout maillage dyadique M ∈ M(R2), l’interpolation PM vé-
rifie

‖f − PMf‖L∞(R2) ≤ C sup
α∈M

|f |BC(α) (3.50)

avec une constante absolue.

Preuve. Les arguments sont les mêmes que pour la proposition 2.13 : tout d’abord, on
peut déduire du lemme 3.9 ci-dessus que

‖f − PMf‖L∞(α) ≤
∑

β∈VM (α)

|f |BC(β),

car une cellule α ∈ M intersecte toujours deux triangles rectangles isocèles de K(M),
qui eux-mêmes n’intersectent jamais que α et éventuellement une de ses voisines dans
M . L’estimation (3.50) découle alors de la proposition 2.10. �

De même, on peut proposer la version suivante de l’algorithme 2.14 pour une fonc-
tion f appartenant à BC(R2).
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Algorithme 3.12 (maillage ε-adaptaté au sens de la courbure totale)

• Poser Λ`0 := D`0(R
2).

• Pour ` ≥ `0, calculer

Λ`+1 := Λ` ∪ {α ∈ F(β) : β ∈ Λ` et |f |BC(β) > ε}
jusqu’à ce que ΛL+1 = ΛL, et prendre M̃ = ∂ΛL.

• Définir Aε(f) comme le plus petit raffinement gradué (algorithme 2.8) de M̃ .

Remarque 3.13 Lors du raffinement conditionnel de l’arbre Λ`, dans la deuxième
étape de l’algorithme, seules les cellules de niveau ` sont susceptibles d’être raffinées.

Notre théorème est alors le suivant.

Théorème 3.2 Soit f ∈ BC(R2). Le maillage dyadique Aε(f) donné par l’algorithme
3.12 vérifie

sup
α∈Aε

|f |BC(α) ≤ ε (3.51)

de sorte que l’erreur de projection affine par morceaux y vérifie ‖f −PAε(f)f‖L∞(R2) ≤
Cε avec une constante absolue.
D’autre part, s’il existe un réel s > 0 et une constante cf pour lesquels f vérifie

|f |BC(α) ≤ cf |α|s, (3.52)

alors on peut majorer la complexité de Aε(f) (sur un domaine borné Ω) par

cardΩ

(

Aε(f)
)

≤ C(ε/cf )−
1
s (3.53)

et par

cardΩ

(

Aε(f)
)

≤ C|f |BC(R2)
| log[ε/cf ]|

ε
. (3.54)

Remarque 3.14 (interprétation de l’hypothèse (3.52)) On a déjà évoqué, dans
la section 1.2.3, la nécessité d’empêcher tout phénomène de “concentration de l’indica-
teur d’erreur” pour pouvoir estimer la complexité d’un maillage obtenu par découpages
dyadiques. Dans le théorème 2.1, c’est l’hypothèse de régularité W 2,p, p > 1, faite sur
f qui jouait ce rôle, car l’inégalité de Hölder nous permettait d’écrire

|f |W 2,1(α) ≤ |α|1−
1
p |f |W 2,p(α),

la preuve utilisant ensuite la p-sommabilité des termes {|f |W 2,p(α) : `(α) = `} à niveau

` fixé, et le fait que 1 − 1
p est un exposant strictement positif. La propriété (3.52),

qui empêche également une concentration arbitraire de l’indicateur d’erreur, peut donc
être lue comme une hypothèse de même nature, et qui sera vérifiée pour les fonctions
f d’un espace VM associé à un maillage dyadique M .

Remarque 3.15 Vis-à-vis de la seule variable ε (autrement dit pour une fonction f
fixée), la première estimation (3.53) est meilleure que la deuxième lorsque s ≥ 1. On
sera toutefois attentifs au fait que la “constante” cf n’apparâıt qu’en logarithme dans
la deuxième estimation, ce qui peut être utile si l’on cherche à établir une estimation
dépendante de f .
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Preuve. L’estimation (3.51) et son corollaire se démontrent exactement de la même
façon que (2.49) dans le théorème 2.1, la proposition 3.11 jouant ici le rôle de la pro-
position 2.13 dans le cas où la fonction f est dans W 2,1.

En ce qui concerne la première estimation de complexité, on laisse au lecteur le soin
de vérifier que l’argument (direct) utilisé dans la preuve du théorème 2.1 peut être
repris à l’identique en introduisant un p > 1

s , et que l’estimation qui en résulte est
précisément (3.53).

Pour montrer (3.54), commençons par déduire de (3.52) que les cellules de Λ(M̃) \ M̃ ,
qui vérifient (2.47) par construction, vérifient également

`(α) ≤ Cs−1| log[ε/cf ]|. (3.55)

Pour estimer la complexité de M̃ , on peut alors décomposer cette partition en plusieurs
groupes de cellules, dont chacun aura d’une certaine façon “dépensé” une quantité au
moins égale à ε de la courbure totale |f |BC(R2). La borne (3.55) nous permettra alors de

majorer la complexité de chacun de ces groupes, et finalement celle de M̃ . Définissons
donc, pour toute cellule dyadique α ∈ D(R2) et pour i entier compris entre 0 et `(α),
les ensembles

Si(α) := F
(

(P)i+1(α)
)

= {β ∈ D`(α)−i(R
2) : P(β) = P(· · · (P(α))) = (P)i+1(α)}.

Ainsi, S0(α) désigne les “sœurs” de α, (y compris α), S1(α) ses “tantes” (y compris
P(α)), et ainsi de suite, de sorte que la hiérarchie

S(α) :=

`(α)
⋃

i=0

Si(α) (3.56)

correspond aux cellules créées par un algorithme de découpage récursif pour arriver
jusqu’à α (ou l’une quelconque de ses sœurs). En utilisant (3.55), on voit alors que

#
(

S(α)
)

≤ 4`(α) ≤ C| log[ε/cf ]| lorsque α ∈ M̃, (3.57)

et il ne nous reste plus qu’à compter le nombre de“hiérarchies”distinctes de type (3.56)
dans l’arbre Λ(M̃ ). Pour résoudre les redondances liées au fait que les différentes sœurs
d’un même groupe S0 possèdent la même hiérarchie, on désigne par

Sε(f) := {α ∈ M̃ : S0(α) ⊂ M̃}/R, αRβ ⇐⇒ α ∈ S0(β),

les cellules dont toutes les sœurs sont dans M̃ modulo l’appartenance au même groupe
de sœurs S0. Pour deux éléments distincts α̇ et β̇ de Sε(f), les cellules parentes P(α)
et P(β) sont alors d’intérieur disjoints. En particulier, il existe une partition dyadique
M ′ contenant l’ensemble des P(α) telles que α̇ ∈ Sε(f). En utilisant le fait que P(α)
vérifie ε < |f |BC(P(α)), on en déduit que

#
(

Sε(f)
)

≤ #(M̃) ≤
∑

β∈M̃

|f |BC(β)ε
−1 ≤ |f |BC(R2)ε

−1. (3.58)
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Finalement, on peut observer que les groupes S(α) recouvrent M̃ lorsque les classes α̇
parcourent Sε(f). D’après (3.57) et (3.58), on en déduit que

#(M̃ ) ≤ #
(

Sε(f)
)

sup
α∈M̃

#
(

S(α)
)

≤ C(Ω)|f |BC(R2)
| log[ε/cf ]|

ε
,

ce qui prouve (3.54) en utilisant la proposition 2.9. �

Dans la remarque 3.14 ci-dessus, on a annoncé que la propriété (3.52) était toujours vé-
rifiée par une fonction d’un espace VM . Concluons donc ce chapitre par une proposition
en ce sens.

Proposition 3.16 Soit M ∈ M(R2) un maillage dyadique et f une fonction appar-
tenant à VM . En désignant par `(M) = sup{`(β) : β ∈ M} le niveau maximum des
cellules de M , on a

|f |BC(α) ≤ C|f |W 1,∞2`(M)|α|
pour toute maille dyadique α ∈ D(R2), avec une constante C absolue.

Preuve. D’après la proposition 3.3 qui établit l’équivalence des courbures totales et
discrètes, et en utilisant le fait qu’une fonction de VM est toujours lipschitzienne, on
peut majorer

|f |BC(α) ≤ C|f |?(α) ≤ C
∑

γ

|γ ∩ α|H1 |f |W 1,∞,

la somme parcourant les arêtes γ de la triangulation conforme K(M) associée à M .
Dans ces conditions, on observera que la quantité

∑

γ |γ ∩ α|H1 ne peut qu’augmenter
lorsqu’on raffine le maillage M , et que lorsque toutes les mailles de M sont de niveau
`(M), elle est de l’ordre de |α|2`(M), ce qui établit cette proposition. �
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Deuxième partie

Etude d’un schéma adaptatif
semi-lagrangien pour l’équation

de Vlasov
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Chapitre 4

Ce qu’il convient de savoir sur
l’équation de Vlasov-Poisson

L’équation, ou plutôt le système d’équations auquel on s’intéresse dans cette par-
tie a été introduit par Vlasov en 1948 (voir [64]) pour décrire en termes statistiques
l’évolution d’un nuage de particules chargées (des ions et des électrons) sous l’effet
d’un champ électromagnétique. On prend ici le temps de présenter cette équation, de
rappeler d’où elle vient, et d’écrire les propriétés importantes vérifiées par ses solutions
notamment en vue de l’analyse de schéma qu’on mènera au chapitre 6.

4.1 Présentation de l’équation

Dans le modèle de Vlasov, l’état de chaque espèce E présente dans le plasma est
représenté à l’instant t par ce qu’on appelle une fonction de distribution, (ou densité)
fE(t) définie dans l’espace des phases (positions, vitesses) Rd × Rd. La quantité de
particules de l’espèce E situées à l’instant t dans un domaine ωx ⊂ Rd et de vitesses
v ∈ ωv ⊂ Rd vaut ainsi

QE(t, ω) =

∫∫

ω
fE(t, x, v) dxdv. (4.1)

Bien que certains modèles prennent en compte un grand nombre de particules, on ne
considérera ici que deux espèces :

– des ions positifs relativement lourds, qu’on supposera répartis de façon uniforme
et constante. En particulier, on supposera que leur fonction de distribution vérifie
fp(t, x, v) = fp(v), et qu’elle est normalisée

∫

fp(v) dv = 1.
– des électrons plus légers, dont la fonction de distribution sera notée f : l’inconnue

de notre problème.

On se placera d’autre part en dimension 1, où l’équation de Vlasov-Poisson s’écrit sous
la forme suivante

∂tf(t, x, v) + v · ∂xf(t, x, v) + E(t, x) · ∂vf(t, x, v) = 0, (4.2)

∂xE(t, x) =

∫

f(t, x, v) dv − 1, (4.3)
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E représentant le champ électrique (normalisé). Enfin, on considérera le problème de
Cauchy obtenu en ajoutant à (4.2)-(4.3) une condition initiale

f(0, ·, ·) = f0 (4.4)

régulière et à support compact dans l’espace des phases R× R.

4.1.1 Interprétation physique

Depuis les années 1870, et notamment grâce à la théorie unificatrice de Maxwell,
on sait qu’un système isolé de particules chargées {qi ∈ R, xi(t) ∈ R3}i, engendre un
champ électromagnétique dont il subit simultanément l’influence. Plus précisément, on
peut introduire les densités de charge électrique et de courant

ρ(t, x) =
∑

i

qiδ{xi(t)}(x) et (t, x) =
∑

i

vi(t)qiδ{xi(t)}(x) (4.5)

associées à ce système. Le champ électromagnétique (E,B)(t, x) engendré par les par-
ticules vérifie alors les lois de Maxwell suivantes

∇ · E = ρ/ε0 (4.6)

∇∧ E = −∂tB (4.7)

∇ · B = 0 (4.8)

∇∧B = µ0(+ ε0∂tE) (4.9)

où ε0 et µ0 désignent respectivement les constantes de permittivité et de perméabilité
diamagnétique du vide. D’autre part, la force de Lorentz subie par chaque particule i
vérifie

Fi(t) = qi[E(xi(t)) + vi(t) ∧B(t, xi(t)], (4.10)

où vi(t) = x′i(t) désigne la vitesse de la particule. D’après la loi fondamentale de la
dynamique miv̇i = Fi, ceci entrâıne que la trajectoire de la particule dans l’espace des
phases est solution de l’équation différentielle ordinaire

ẋi(t) = vi(t), v̇i(t) = (qi/mi)[E(xi(t)) + vi(t) ∧B(t, xi(t)]. (4.11)

L’approximation de Vlasov-Poisson considère le cas où les effets du champ magnétique
sont négligés, du moins en ce qui concerne le champ auto-induit, car il n’est pas très
difficile d’étendre l’analyse de (4.2) à celle de

∂tf(t, x, v) + v · ∂xf(t, x, v) + (E(t, x) + Eext(t, x) + v ∧Bext(t, x)) · ∂vf(t, x, v) = 0,
(4.12)

où (Eext, Bext) est un champ électromagnétique imposé par un système extérieur indé-
pendant. Le couplage entre le champ E et l’état du plasma se réduit alors à l’équation
(4.6), qu’on a l’habitude d’appeler de Maxwell-Gauss dans le système complet (4.6)-
(4.9). Comme E est alors de rotationnel nul, il dérive d’un potentiel électrique φ au
sens où

E = −∇φ, (4.13)

et l’équation (4.6) est équivalente à l’équation de Poisson

∆φ = −ρ/ε0. (4.14)
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4.1. Présentation de l’équation

En utilisant des constantes normalisées, on peut déduire le modèle de Vlasov de ce qui
précède en écrivant que la densité d’électrons f doit être conservée ponctuellement le
long des trajectoires correspondant à (4.11). Plus précisément, on appelle trajectoire
caractéristique du problème toute solution

t→ (X(t), V (t)) = (X(t; s, x, v), V (t; s, x, v)) (4.15)

du système différentiel ordinaire

∂tX(t) = V (t), ∂tV (t) = E(t,X(t)), (X,V )(s) = (x, v). (4.16)

La densité d’électrons f doit alors vérifier

∂tf(t,X(t; 0, x, v), V (t; 0, x, v)) = 0 (4.17)

pour tout couple (x, v) de l’espace des phases R6, ce qui nous conduit au système
tri-dimensionnel de Vlasov-Poisson :

∂tf(t, x, v) + v · ∇xf(t, x, v) + E(t, x) · ∇vf(t, x, v) = 0, x, v ∈ R3 (4.18)

E(t, x) = −∇xφ(t, x), −∆xφ(t, x) = ρ(x, t). (4.19)

4.1.2 Propriétés de transport

Il est intéressant d’observer que l’équation (4.17), qui exprime le transport des
valeurs ponctuelles de f le long des trajectoires caractéristiques, entrâıne également
une propriété de transport local des mesures de charges associées à f , autrement dit

∫∫

ω
f(0, x, v) dxdv =

∫∫

At(ω)
f(t, x, v) dxdv, pour tout ω ⊂ Ω, (4.20)

où
At : (x, v) → (X,V )(t; s, x, v) (4.21)

désigne le difféomorphisme associé aux trajectoires (4.16). On peut voir cette propriété
comme une conséquence de la divergence nulle, dans l’espace des phases, du champ
d’advection (v,E(t, x)). Premièrement, parce que cela permet d’écrire l’équation (4.2)
sous forme conservative, i.e.

∂tf(t, x, v) + ∇x,v · [(v,E(t, x))f(t, x, v)] = 0. (4.22)

Ensuite, parce qu’en introduisant le champ à divergence nulle Φ(t, x, v) = (1, v, E(t, x))
défini sur le domaine

Dτ,ω = {(t, x, v) : t ∈ [0, τ ],A−1
t (x, v) ∈ ω} ⊂ [0, τ ] × Ω, (4.23)

on voit d’après la formule de Stokes que
∫∫

Aτ (ω)
dxdv −

∫∫

ω
dxdv =

∫∫

∂Dτ,ω

Φ · n dσ =

∫∫∫

Dτ,ω

∇ · Φ dt dxdv = 0, (4.24)

la première égalité venant du fait que la frontière de Dτ,ω suit les lignes de champ de Φ
en dehors des “faces”Aτ (ω) et ω. Or (4.24) signifie précisément que le difféomorphisme
At préserve la mesure de Lebesgue, donc que son Jacobien est égal à un, et la propriété
(4.20) se déduit alors immédiatement de (4.17).
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Chapitre 4. Ce qu’il convient de savoir sur l’équation de Vlasov-Poisson

4.2 Existence et unicité des solutions

Pour décrire notre schéma et montrer sa convergence, on supposera que la donnée
initiale est lipschitzienne et de courbure totale bornée, autrement dit qu’elle appartient
à l’espace W 1,∞ ∩W 2,1(R2).

4.2.1 Solutions faibles

Au début des années 1970, Arsen’ev [3] a démontré l’existence globale en temps de
solutions du problème tri-dimensionnel (4.18)-(4.19) pour des conditions très faibles
de régularité, à savoir lorsque les solutions initiales sont dans L1 ∩L2(R3 ×R3) et sont
d’énergie finie

∫∫

f0(x, v)|v|2 dxdv +

∫

|E0(x)|2 dx <∞. (4.25)

Pour ces solutions, l’unicité n’a été démontrée que bien plus tard, lorsque Lions et
Perthame [47] ont prouvé que sous des hypothèses relativement peu contraignantes
sur la donnée initiale, les solutions ont des moments d’ordres élevés en vitesse et par
conséquent des propriétés de régularité d’où l’on peut déduire l’unicité.

4.2.2 Solutions classiques en dimension 1

Définition 4.1 On dira que le couple (f,E) est une solution classique du problème
(4.2)-(4.3) associé à la donnée initiale f0 si

1. f est continue sur [0,∞[×R× R,

2. E est lipschitzienne sur [0,∞[×R,

3. l’équation de Vlasov (4.2) est vérifiée au sens des distributions.

Compte tenu du caractère lipschitzien de E, les trajectoires caractéristiques peuvent être
définies en tout point (x, v) de l’espace des phases, aussi le point 3 est-il équivalent à

3’. f est constante sur les trajectoires caractéristiques définies par (4.16).

Remarque 4.2 Lorsque f n’est que continue, les dérivées apparaissant dans l’équation
(4.2) doivent être prises en un sens faible. On les appelle néanmoins solutions classiques
(ou fortes), car les trajectoires caractéristiques sont bien définies et l’équation (4.17)
est vérifiée en un sens classique.

Un des tous premiers résultats d’existence est dû à Iordanskii (voir [43]) qui a démon-
tré au début des années 1960 l’existence globale en temps et l’unicité d’une solution
classique sous quelques conditions. La donnée initiale f0 doit bien sûr être continue et
elle doit également vérifier les hypothèses suivantes d’intégrabilité

ρ0(x) =

∫

f0(x, v) dv − 1 <∞ et

∫

v2θ(v) dv <∞, (4.26)

où θ est une fonction décroissante de |v| qui domine f0 et fp. Le champ électrique,
enfin, doit satisfaire la condition limite

lim
x→−∞

E(t, x) = 0, t > 0, (4.27)
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4.2. Existence et unicité des solutions

condition “nécessaire” dans la mesure où seule la divergence de E apparâıt dans l’équa-
tion. On pourra remarquer que les hypothèses (4.26) sont assez naturelles car elles
permettent de donner un sens (au moins à l’instant initial) aux densités de courant
et d’énergie cinétique, deux quantités physiques fondamentales respectivement définies
par

(t, x) =

∫

v[f(t, x, v) − fp(v)] dv et εc(t, x) =

∫

v2[f(t, x, v) + fp(v)] dv. (4.28)

Enfin, Iordanskii montre que f et E vérifient une équation supplémentaire, à savoir la
loi d’Ampère

∂tE(t, x) =

∫

v[fp(v) − f(t, x, v)] dv. (4.29)

En 1980, Cooper et Klimas [24] ont étendu ces résultats à des conditions aux limites
plus générales que (4.27), en particulier dans le cas d’un problème périodique où x ∈
T := R/Z. C’est dans ce cadre qu’on se placera pour décrire notre schéma, et les
solutions initiales qu’on considérera seront à supports compacts. Leur résultat est le
suivant.

Théorème 4.1 Si f0 est continue sur T× R (donc 1-périodique en x), si elle vérifie

ρ0(x) =

∫

f0(x, v) dv − 1 <∞ et

∫

|v|θ(v) dv <∞, (4.30)

où θ est définie comme en (4.26), et si la charge est nulle sur une période, i.e. si

∫ 1

0
ρ0(x) dx =

∫ 1

0

∫

f0(x, v) dv dx− 1 = 0, (4.31)

alors il existe une unique solution classique de (4.2)-(4.3) vérifiant
∫ 1
0 E(0, x) dx = 0,

et cette solution est 1-périodique en x.

On pourra observer que la continuité du champE(t, ·) en 0 est équivalente à la propriété
de conservation globale de masse vérifiée par f

∫∫

f(t, x, v) dxdv =

∫∫

f0(x, v) dxdv = 1. (4.32)

En désignant par −G(x, y) la fonction de Green associée à l’équation de Poisson (4.3)
uni-dimensionnelle, soit pour tout y ∈ [0, 1], la solution de

∂2
xxG(·, y) = δ(· − y) sur [0, 1] (4.33)

avec conditions aux bords périodiques G(0, y) = G(1, y), on peut voir que E vérifie

E(t, x) =

∫

K(x, y)

(∫

f(t, y, v) dv − 1

)

dy (4.34)

où

K(x, y) = ∂xG(x, y) =

{

y − 1 si 0 ≤ x < y
y si y ≤ x ≤ 1.

(4.35)
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Chapitre 4. Ce qu’il convient de savoir sur l’équation de Vlasov-Poisson

4.3 Régularité des solutions classiques

Pour établir la précision d’un schéma de discrétisation en temps du système de
Vlasov-Poisson dans la section 6.1.2, on aura besoin d’utiliser la régularité des solutions
f et E. On sait (et l’on peut citer sur ce sujet l’article [55] de Raviart) que lorsque la
solution initiale f0 appartient à un espace de Sobolev Wm,p, c’est également le cas de la
solution f(t) pour tout t <∞. Plus précisément, la régularité dont on aura besoin est
résumée dans la proposition suivante. On en donne ici une preuve complète (inspirée
notamment des techniques exposées dans le livre [34] de Glassey), car elle est assez
simple dans ce contexte uni-dimensionnel, et qu’on s’en est inspiré pour établir des
estimations d’erreur dans l’étude du schéma numérique.

Proposition 4.3 On désigne ici par Ω l’espace des phases T × R périodisé en x. Si
f0 appartient à W 1,∞(Ω) et vérifie les hypothèses (4.30)-(4.31) du théorème de Cooper
et Klimas, alors pour tout temps final T <∞, la solution possède un support borné en
vitesse

Σv(f(t)) := sup{|v| : ∃x, f(t, x, v) > 0} ≤ Σv(f0) + 2T, t ≤ T (4.36)

et satisfait les estimations de régularité suivantes :

‖f‖L∞([0,T ];W 1,∞(Ω)) ≤ C(f0, T )

‖∂tf‖L∞([0,T ];L∞(Ω)) ≤ C(f0, T )

‖E‖L∞([0,T ];W 2,∞([0,1])) ≤ C(f0, T )

‖∂tE‖L∞([0,T ];W 1,∞([0,1])) ≤ C(f0, T )

‖∂2
ttE‖L∞([0,T ];L∞([0,1])) ≤ C(f0, T ).

(4.37)

Preuve. Pour commencer, montrons que les bornes

‖E‖L∞([0,T ];W 1,∞([0,1])) ≤ C(T ) (4.38)

et

‖∂tE‖L∞([0,T ];L∞([0,1])) ≤ C(T ) (4.39)

s’obtiennent dès que f0 est continue (elles sont d’ailleurs prouvées dans [24]). La conser-
vation de f le long des trajectoires caractéristiques (4.15) entrâınant d’une part un
“principe du maximum” en temps

0 ≤ f ≤ ‖f0‖L∞(Ω), (4.40)

d’autre part une propagation bornée en vitesse

Σv(f(t)) − Σv(f0) ≤ sup
(x,v)∈Ω

∫ T

0
|∂tV (τ ; 0, x, v)|dτ ≤ T‖E‖L∞([0,T ];L∞([0,1])), (4.41)

on obtient en utilisant successivement (4.34), (4.40) et (4.32) :

‖E(t)‖L∞([0,1]) ≤ ‖K‖L∞

(∫∫

|f(t, x, v)|dxdv + 1

)

≤ 2. (4.42)
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4.3. Régularité des solutions classiques

Grâce à (4.41), cette dernière inégalité entrâıne (4.36). On a d’autre part

‖∂xE(t, ·)‖L∞([0,1])) ≤ Σv(f(t))‖f0‖L∞(Ω) + 1 (4.43)

en utilisant l’équation de Poisson (4.3), et

‖∂tE(t, ·)‖L∞([0,1])) ≤ Σv(f(t))2‖f0‖L∞(Ω) +

∫

vfp(v) dv

en utilisant la loi d’Ampère (4.29), ce qui établit respectivement (4.38) et (4.39). Si on
suppose ensuite f0 ∈W 1,∞(Ω), on peut écrire

|f(t, x, v)−f(t, x̃, ṽ)| = |f0(X0(t), V0(t))−f0(X̃0(t), Ṽ0(t))| ≤ |f0|W 1,∞

(

|ex(t)|+ |ev(t)|
)

en désignant pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T

{

(X0, V0)(s) := (X,V )(t− s; t, x, v)

(X̃0, Ṽ0)(s) := (X,V )(t− s; t, x̃, ṽ)
et

{

ex(s) := X0(s) − X̃0(s)

ev(s) := V0(s) − Ṽ0(s)
. (4.44)

D’après la définition (4.16) des trajectoires caractéristiques, ces quantités vérifient
e′x(s) = ev(s) et e′v(s) = E(t − s,X0(s)) − E(t − s, X̃0(s)). En utilisant (4.38), on
obtient donc

|e′x(s)| + |e′v(s)| ≤ C(T )
(

|ex(s)| + |ev(s)|
)

. (4.45)

On en déduit que la fonction ψ(s) := |ex(s)| + |ev(s)| vérifie

ψ(t) = ψ(0) +
∣

∣

∫ t

0
e′x(s) ds

∣

∣+
∣

∣

∫ t

0
e′v(s) ds

∣

∣ ≤ ψ(0) + C(T )

∫ t

0
ψ(s) ds, (4.46)

et le lemme de Gronwall (1.5) nous permet d’écrire

(

|ex(t)| + |ev(t)|
)

≤ C(T )
(

|ex(0)| + |ev(0)|
)

≤ C(T )
(

|x− x̃| + |v − ṽ|
)

. (4.47)

Ceci nous montre que f(t) est bien uniformément lipschitzienne sur [0, T ], et par consé-
quent que la norme ‖f‖L∞([0,T ];W 1,∞(Ω)) est bien finie pour tout temps T . La borne

‖∂tf(t)‖L∞(Ω) ≤ Q(T )‖∂xf(t)‖L∞(Ω) + ‖E‖L∞([0,1])‖∂vf(t)‖L∞(Ω)

provient alors directement de l’équation de Vlasov (4.2). Voyons maintenant le champ
électrique : en dérivant l’équation de Poisson (4.3) par rapport à x et t, on obtient
respectivement

‖∂2
xxE‖L∞([0,T ];L∞([0,1])) ≤ Q(T )‖∂xf‖L∞([0,T ];L∞(Ω)) (4.48)

‖∂2
txE(t)‖L∞([0,T ];L∞([0,1])) ≤ Q(T )‖∂tf‖L∞([0,T ];L∞(Ω)), (4.49)

et on majore facilement ‖∂2
ttE‖L∞([0,T ];L∞([0,1])) en dérivant l’équation d’Ampère (4.29)

par rapport à t. �
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Chapitre 5

Le schéma adaptatif
semi-lagrangien dans un cadre

abstrait

Afin de mettre en avant notre stratégie d’adaptation dynamique des maillages de
calculs, on considère dans ce chapitre un problème de transport “abstrait” de type
Vlasov, qu’on suppose discrétisé en temps par une méthode lagrangienne dont les
propriétés s’inspirent de celles qu’on établira au chapitre suivant pour un schéma de
time-splitting appliqué au système de Vlasov-Poisson.

On commence donc par décrire ces hypothèses - numérotées de (HT.1) à (HT.5) -
avant de présenter la façon dont notre schéma fait évoluer les maillages d’un pas de
temps à l’autre. Cette évolution se fait en deux étapes : lors d’une première étape,
on prédit le maillage sur lequel sera approchée la prochaine solution numérique. On
calcule alors cette solution, et dans une deuxième étape, on corrige le maillage prédit
pour équilibrer au mieux la courbure totale de la solution obtenue. D’un point de vue
algorithmique, et dans la mesure où notre schéma met en œuvre les éléments finis
multi-échelles introduits au chapitre 2, il est possible de décrire cette stratégie d’adap-
tation de maillage en ne faisant intervenir que des maillages dyadiques composées de
cellules carrées.

La principale nouveauté de notre approche réside alors sans doute dans l’opérateur
de prédiction de maillage T [A] qu’on présente dans la section 5.2, et qui repose es-
sentiellement sur un calcul des trajectoires caractéristiques associées au flot A. Cet
opérateur, qui associe à un maillage dyadique un autre maillage dyadique, ne trans-
porte évidemment pas les mailles de façon exacte, mais par simplicité, nous en parlerons
comme d’un opérateur de “transport de maillages”. Enfin, et sous réserve de vérifier
les hypothèses (HT.1)-(HT.5) faites sur le problème abstrait et sur sa discrétisation en
temps, on établit un résultat de précision uniforme a priori pour ce schéma adaptatif,
ainsi qu’une analyse partielle de sa complexité.
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Chapitre 5. Le schéma adaptatif semi-lagrangien dans un cadre abstrait

5.1 Hypothèses de travail

On s’intéresse donc à une équation de transport de type Vlasov

∂tf(t, x, v) + F (t, x, v) · ∇x,vf(t, x, v) = 0, t > 0, (x, v) ∈ R2 (5.1)

associée à une condition initiale

f(0, ·) = f0 ∈W 1,∞,

où la non-linéarité vient du fait que le terme de force F : R+×R2 → R2 est couplé avec
f . On supposera néanmoins que la solution f existe de façon unique sur tout intervalle
de temps [0, T ], et qu’elle est uniformément lipschitzienne

f ∈ L∞([0, T ];W 1,∞(R2)). (5.2)

On supposera aussi qu’entre les instants tn := n∆t et tn+1, f est transportée le long de
trajectoires caractéristiques t → (X(t), V (t)) = (X(t; tn, x, v), V (t; tn, x, v)) associées
au champ F (t, x) de la même façon qu’en (4.15)-(4.16). L’opérateur de transport exact
T exact = T exact

∆t : f(tn) → f(tn+1) peut alors s’écrire sous la forme

T exactf(tn) = f(tn) ◦
(

Aexact[f(tn)]
)−1

, (5.3)

où

Aexact[f(tn)] : (x, v) → (X(tn+1; tn, x, v), V (tn+1; tn, x, v))

désigne le difféomorphisme de R2 dans lui-même qui représente le flot caractéristique
entre tn et tn+1.

D’autre part, on suppose connue une discrétisation en temps matérialisée par un opé-
rateur de transport approché T : W 1,∞(R2) →W 1,∞(R2) vérifiant

T f(tn) = f(tn) ◦
(

A[f(tn)]
)−1 ≈ f(tn+1), (5.4)

où A[f(tn)] = A∆t [f(tn)] désigne un difféomorphisme de R2 dans lui-même qui ap-
proche le flot caractéristique exact Aexact[f(tn)]. On peut signaler que dans le chapitre
6, ce transport approché sera donné par (6.6)-(6.7).

Remarque 5.1 (à propos de la non-linéarité des opérateurs de transport)
L’équation (5.1) étant non-linéaire, il en est de même pour les opérateurs de transport
T exact et T . En ce qui concerne les flots caractéristiques (exacts ou approchés), ceci
se manifeste par une dépendance vis-à-vis d’une “donnée de départ” lipschitzienne :
A[g], par exemple, correspond au déplacement des trajectoires “issues” de g ∈ W 1,∞

pendant une durée ∆t , (indépendamment, d’ailleurs, de l’instant initial). On notera
A[·] l’opérateur de déplacement approché défini par (5.4), la lettre A seule désignant
un difféomorphisme quelconque de R2, éventuellement donné par A[g]. Parallèlement,

on pourra désigner par T [g] : g̃ → g̃◦
(

A[g]
)−1

l’opérateur de transport linéraire associé
à une donnée g, en observant que T vérifie T g = T [g]g.
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5.1.1 Précision et régularité du transport approché

Notre première hypothèse porte sur l’ordre de la discrétisation en temps. On sup-
pose ainsi qu’il existe un σ > 0 pour lequel

‖f(tn+1) − T f(tn)‖L∞ ≤ c1∆t
σ+1. (HT.1)

En utilisant (5.2), on pourra remarquer qu’il suffit pour cela que les déplacements
approchés vérifient

sup
x∈R2

∣

∣

∣

(

A[f(tn)]
)−1

(x) −
(

Aexact[f(tn)]
)−1

(x)
∣

∣

∣
≤ C∆t σ+1, (5.5)

où |x| := maxi |xi| désigne la norme `∞ de R2.

On supposera également que les déplacements A[g] et
(

A[g]
)−1

sont uniformément
lipschitziens. Plus précisément, qu’il existe une constante c2 telle que

∣

∣A[g](x) −A[g](x′)
∣

∣ ≤ c2|x− x′| (HT.2)

et une constante c3 < 2 telle que
∣

∣

∣

(

A[g]
)−1

(x) −
(

A[g]
)−1

(x′)
∣

∣

∣
≤ c3|x− x′| (HT.3)

pour toute fonction g ∈W 1,∞.

Remarque 5.2 Dans le chapitre suivant, cette hypothèse sera vérifiée dès lors que le
pas de temps ∆t sera inférieur à une constante qui dépendra uniquement de la donnée
initiale f0 et du temps final T = N∆t . En particulier, ∆t ne sera pas soumis à une
condition de type Courant-Friedrichs-Lewy, difficilement compatible avec la présence
de mailles arbitrairement fines.

Enfin, le transport approché vérifiera une propriété de “∆t -stabilité” vis-à-vis des per-
turbations de densités

‖[T [g1] − T [g2]]g3‖L∞ ≤ c4∆t |g3|W 1,∞‖g1 − g2‖L∞ . (HT.4)

Remarque 5.3 Les hypothèses (HT.1) et (HT.4) correspondent à une précision glo-
bale d’ordre σ pour le schéma de discrétisation en temps

f0
τ := f0 et fn+1

τ := T fn
τ .

On a en effet après N pas de temps

‖f(N∆t ) − fN
τ ‖L∞ ≤ C∆t σ, (5.6)

la constante C ne dépendant que de c1, c4, du temps final N∆t et de f0. Pour le voir,
on peut “fixer la linéarité” des opérateurs de transport en écrivant T̃ n = T [f(tn)] et
T n

τ = T [fn
τ ], ce qui nous permet de décomposer eτn+1 := ‖f(tn+1) − fn+1

τ ‖L∞ suivant

eτn+1 ≤ ‖f(tn+1) − T f(tn)‖L∞ + ‖
(

T̃ n − T n
τ

)

f(tn)‖L∞ + ‖T n
τ

(

f(tn) − fn
τ

)

‖L∞

≤ c1∆t
σ+1 + (1 + c4∆t |f(tn)|W 1,∞)‖f(tn) − fn

τ ‖L∞

≤ C∆t σ+1 + (1 + C∆t )eτn.

Pour la deuxième inégalité, on a utilisé les hypothèses (HT.1), (HT.4) et le fait qu’un
transport ne fait jamais augmenter la norme L∞. Quant à la troisième, elle vient de
l’hypothèse (5.2). L’estimation (5.6) découle alors du lemme de Gronwall discret 1.4.
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Chapitre 5. Le schéma adaptatif semi-lagrangien dans un cadre abstrait

5.1.2 Stabilité locale vis-à-vis de l’indicateur d’erreur

On énonce à présent une hypothèse qui sera fondamentale dans l’analyse d’erreur
du schéma, et qui exprime à la fois une propriété de l’opérateur de transport approché
T et des discrétisations adaptatives.

Dans la première partie, on a montré que la semi-norme W 2,1 d’une fonction g don-
née (ou sa courbure totale, si elle n’appartient qu’à l’espace BC(R2)) pouvait être
vue comme un bon indicateur local de l’erreur d’interpolation affine par morceaux
‖g − PMg‖L∞ associée à un maillage dyadique M . Par “bon indicateur”, on entend ici

– d’une part, le fait que cet indicateur contrôle localement les erreurs d’interpola-
tion, au sens des propositions 2.13 et 3.11,

– d’autre part, le fait qu’un maillage dyadique obtenu par un équilibrage de ces in-
dicateurs aura une complexité optimale ou quasi-optimale, au sens des théorèmes
2.1 et 3.2.

La propriété de compatibilité qu’on exige alors du transport approché est une stabilité
locale vis-à-vis de ces indicateurs d’erreur. Pour écrire cette propriété, on va désigner
par E(g, α) l’indicateur d’erreur (6.15) qu’on sera amené à considérer au chapitre sui-
vant. Cet indicateur sera défini pour une fonction g ∈ W 1,∞ ∩ BC(R2) et une cellule
dyadique α ∈ D(R2), et de même que la courbure totale |g|BC(α) (et la semi-norme
|g|W 2,1(α)), il vérifiera les propriétés suivantes :

1. E contrôle les erreurs locales de projection au sens où

‖g − PMg‖L∞(α) ≤ C
∑

β∈VM (α)

E(g, β) pour tout α ∈M (5.7)

pour une constante C indépendante du maillage dyadique M ∈ M(R2) et de la
fonction g (l’ensemble VM (α) désignant les cellules voisines de α dans le maillage
M).

2. pour toute fonction g, l’indicateur a priori E(g, ·) est sous-additif

∑

β∈F(α)

E(g, β) ≤ E(g, α), (5.8)

de sorte qu’en désignant par

E`0(g) :=
∑

`(α)=`0

E(g, α) (5.9)

la somme de ses valeurs prises au niveau le plus bas, on voit que

∑

α∈M

E(g, α) ≤ E`0(g) (5.10)

pour toute partition dyadique M , graduée ou non.

3. lorsque α est une cellule de M , PM est stable par rapport à E(·, α), au sens où

E(PMg, α) ≤ CE(g, α) (5.11)

avec une constante C indépendante du maillage M ∈ M(R2) et de la fonction g.
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5.2. Gestion dynamique des maillages

Pour formuler la stabilité du transport T vis-à-vis de cet indicateur d’erreur, on utilise
la notion de domaine d’influence dans M d’une cellule α vis-à-vis d’un flot A (qui est
un difféomorphisme de R2 dans lui-même), défini comme l’ensemble des cellules de M
dont l’image par le flot A intersecte α :

IM,A(α) := {β ∈M : A(β) ∩ α 6= ∅}. (5.12)

Remarque 5.4 Dans la mesure où α sera dans la suite une cellule potentielle d’un
maillage prédit pour une solution à venir, on pourra voir IM,A comme un domaine
d’influence dans le passé.

La propriété minimale de compatibilité qu’on fera sur le transport approché T : g →
g ◦ (A[g])−1 est alors qu’il existe une constante absolue C pour laquelle on a

E(T g, α) ≤ C
∑

β∈IM,A[g](α)

E(g, β) (HT.5)

pour toute cellule dyadique α, tout maillage M ∈ M(R2) et toute fonction g. Bien en-
tendu, cette hypothèse n’a de sens que si l’indicateur d’erreur E est bien défini lorsque
les solutions transportées T g appartiennent à W 1,∞ ∩ BC, autrement dit lorsque T
préserve cette régularité.

A la fin de ce chapitre, on verra que cette stabilité (HT.5) permettra, sous réserve
d’une propriété importante (cf. (5.28)) qui devra être vérifiée par les maillages prédits,
d’établir une estimation d’erreur a priori pour notre schéma adaptatif. Pour pouvoir
écrire un résultat de complexité, on aura besoin que le transport approché vérifie une
stabilité “lipschitzienne” vis-à-vis de cet indicateur d’erreur, à savoir qu’il existe une
constante absolue C telle que

E(T g, α) ≤ (1 +C∆t )
∑

β∈IM,A[g](α)

E(g, β) (HT.5′),

ce qui à nouveau, est une propriété raisonnable dans la mesure où ∆t représente préci-
sément le pas de temps sur lequel T transporte les solutions. Cette stabilité “améliorée”
sera également vérifiée au chapitre suivant.

5.2 Gestion dynamique des maillages

Dans la section 3.3.2, on a décrit un algorithme de découpage récursif Aε qui à
une fonction donnée g associait le plus petit maillage dyadique sur lequel les courbures
totales |g|BC(α) étaient uniformément bornées par un paramètre arbitraire ε. En utili-
sant le même principe, on décrit à présent un algorithme de prédiction du maillage de
calcul.

5.2.1 Transport des maillages dyadiques

L’idée mise en œuvre par notre opérateur T [A] consiste à transporter le long du flot
A ce qu’on pourrait appeler la “carte de résolution locale” d’un maillage M , autrement
dit l’application

(x, v) → max{`(α) : α ∈M, (x, v) ∈ ᾱ},
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β

mα

M

A−1

α ∈ T[A]M ?

Fig. 5.1 – “transport” du maillage par comparaison des niveaux `(α) et `∗M,A(α).

qu’on peut voir comme une surface constante sur les mailles de M (le max n’étant utile
que lorsque (x, v) est situé sur le bord d’une maille).

Pour un maillage dyadique M donné, appelons donc niveau rétrograde d’une cellule
α (relativement au difféomorphisme A) l’entier

`∗M,A(α) := max{`(β) : β ∈M,A−1(mα) ∈ β̄} (5.13)

où mα ∈ R2 désigne le centre de la maille dyadique α. Observons que la plupart du
temps, le point A−1(mα) est à l’intérieur d’une maille de M et à nouveau, le max est
inutile.

Notre algorithme de prédiction de maillage pourra donc s’intituler

Algorithme 5.5 (prédiction par transport des résolutions locales)

ou bien, de façon équivalente,

Algorithme 5.5 (découpage dyadique guidé par les niveaux rétrogrades)

• Poser Λ`0 := D`0(R
2).

• Pour ` ≥ `0, calculer

Λ`+1 := Λ` ∪ {α ∈ F(β) : β ∈ Λ` et `∗M,A(β) > `(β)}
jusqu’à ce que ΛL+1 = ΛL, et prendre M̃ = ∂ΛL.

• Définir T [A]M comme le plus petit raffinement gradué (algorithme (2.8)) de M̃ .

Remarque 5.6 De la même façon que dans les algorithmes précédents, seules les
cellules de niveau ` sont susceptibles d’être raffinées lors du raffinement conditionnel
de l’arbre Λ`, dans la deuxième étape de l’algorithme.

En d’autres termes, le “critère de qualité” utilisé ici pour savoir si une maille doit
ou non être subdivisée est que son niveau doit toujours être plus grand que celui de
la cellule à laquelle appartient l’antécédent de son centre par A. Toutefois, pour que
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le maillage dyadique T [A]M construit de cette façon vérifie bien `∗M,A,(α) ≤ `(α) sur
chacune de ses mailles, il est nécessaire que cette propriété (clairement vraie pour la
partition M̃) soit préservée par le raffinement, autrement dit qu’elle vérifie une forme
de monotonie semblable à (2.48). Le lemme suivant montre qu’on peut établir cette
monotonie sous la condition de stabilité (HT.3).

Lemme 5.7 Soit M ∈ M(R2), A un difféomorphisme de R2 et β une cellule dyadique
vérifiant `∗M,A(β) ≤ `(β). Si A−1 est lipschitzien de constante cA < 2, alors

`∗M,A(α) ≤ `(α) dès lors que α ⊂ β. (5.14)

Preuve. Comme il n’y a rien à montrer lorsque α et β sont de même niveau, on peut
considérer que `(β) < `(α). On a alors

∣

∣mα −mβ

∣

∣ ≤ (2−`(β) − 2−`(α))/2, (5.15)

l’hypothèse sur A nous permettant d’écrire

∣

∣A−1(mα) −A−1(mβ)
∣

∣ ≤ cA
∣

∣mα −mβ

∣

∣ < 2−`(β) − 2−`(α). (5.16)

Soient maintenant α∗ et β∗ deux cellules de M contenant respectivement A−1(α) et
A−1(β). On aura démontré le lemme si on établit que `(α∗) ≤ `(α). L’hypothèse
`∗M,A(β) ≤ `(β) entrâınant `(β∗) ≤ `(β), on voit qu’on peut se restreindre au cas où
`(β∗) < `(α∗). On utilise alors le fait que M est gradué en invoquant la proposition
2.11, selon laquelle

2−`(β∗) − 2−`(α∗)+1 ≤
∣

∣A−1(mα) −A−1(mβ)
∣

∣. (5.17)

En utilisant (5.16) et le fait que `(β∗) ≤ `(β), ceci entrâıne que

2−`(β∗) − 2−`(α∗)+1 < 2−`(β) − 2−`(α) ≤ 2−`(β∗) − 2−`(α), (5.18)

d’où l’on déduit `(α∗) < 1 + `(α). L’inégalité souhaitée `(α∗) ≤ `(α) provient alors du
fait que les niveaux sont des entiers. �

5.2.2 Propriétés des maillages transportés

Les propriétés essentielles de notre algorithme T [A] sont exprimées par les deux
théorèmes compémentaires suivants :

– le premier exprime le fait que l’ordre de complexité des maillages est préservé
par l’algorithme, ce qui est un résultat de complexité essentiel.

– le deuxième garantit que les domaines d’influence (5.12) associés aux cellules de
T [A]M ont un cardinal uniformément borné. Associé à la stabilité (HT.5) du
transport vis-à-vis des indicateurs d’erreur a priori, cet argument sera crucial
dans l’analyse d’erreur.

Théorème 5.1 (complexité des maillages transportés) Si A et A−1 sont tous
les deux lipschitziens, alors il existe une constante C pour laquelle

#
(

T [A]M
)

≤ C#(M), M ∈ M(R2). (5.19)
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Preuve. En utilisant la proposition 2.9, on voit qu’on peut se ramener à la partition
dyadique non graduée T̃ [A]M , résultat du découpage adaptatif brut (non raffiné :-)
dans l’algorithme 5.5. Et on observera que les cellules α de T̃ [A]M , si elles ne sont pas
de niveau égal à `0, ont une parente α̃ := P(α) qui a dû être découpée au cours de
la construction de T̃ [A]M . Il existe donc une cellule β̃ ∈ M contenant A−1(mα̃) qui
vérifie

`(β̃) ≥ `(α̃) − 1 = `(α). (5.20)

Pour compter les cellules de T̃ [A]M , on peut alors introduire pour chaque cellule
β ∈M un domaine d’influence “dans le futur”

JM,A(β) := {α ∈ T̃ [A]M : mα ∈ A(β)} (5.21)

contenant les cellules de T̃ [A]M dont le centre est contenu dans A(β). Comme T̃ [A]M =
∪β∈MJM,A(β), on aura prouvé (5.19) si l’on trouve une constante C pour laquelle

sup
β∈M

#
(

JM,A(β)
)

≤ C. (5.22)

D’après la construction de T̃ [A]M , on voit sans peine que les cellules α de JM,A(β)
vérifient `(β) ≤ `(α). On peut en réalité écrire une inégalité inverse, à savoir

`(α) ≤ `(β) + 1 pour toute cellule α de JM,A(β). (5.23)

Pour le voir, souvenons nous qu’il existe dans le maillage M une cellule β̃ dont le
niveau est supérieur à celui de α, et qui contient le point A−1(mα̃). Comme α̃ désigne
ici la cellule parente de α, le fait que A−1 soit lipschitzien de constante c3 < 2, d’après
(HT.3), entrâıne

∣

∣A−1(mα̃) −A−1(mα)
∣

∣ ≤ c3|mα̃ −mα| ≤ c32
−`(α). (5.24)

D’autre part, mα est par hypothèse un point de β. On peut donc appliquer la proposi-
tion 2.11, selon laquelle les niveaux de β et β̃ ne sauraient être arbitrairement distants.
Plus précisément, on peut supposer que `(β) ≤ `(β̃)−1, car dans le cas contraire (5.23)
se déduit immédiatement de (5.20). La proposition 2.11 nous dit alors que

2−`(β) − 2−`(β̃)+1 ≤
∣

∣A−1(mα̃) −A−1(mα)
∣

∣ ≤ c32
−`(α), (5.25)

d’où l’on déduit 2`(β) ≤ c32
−`(α) < 2 · 2−`(α) d’après (5.20), et finalement (5.23). Pour

établir (5.22), il suffit alors de montrer que les cellules de JM,A(β) intersectent toutes
une boule de rayon C2−`(β). Ce qui est le cas, puisqu’on a

∣

∣mα −A(mβ)
∣

∣ ≤ C|A−1(mα) −mβ| ≤ C2−`(β) (5.26)

en utilisant le fait que A est lipschitzien. �

Théorème 5.2 (stabilité du transport de maillages dyadiques) Si A vérifie l’hy-
pothèse du lemme 5.7, alors il existe deux constantes c6 et c7 dépendant uniquement
de cA pour lesquelles

sup
β∈IM,A(α)

`(β) ≤ `(α) + c6, M ∈ M(R2), α ∈ T [A]M, (5.27)

#
(

IM,A(α)
)

≤ c7, M ∈ M(R2), α ∈ T [A]M (5.28)
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Preuve. Soit M un maillage dyadique et α une cellule fixée de T [A]M . Si η ∈ M
contient A−1(mα), on a par construction

`(η) ≤ `(α). (5.29)

Si d’autre part β ∈ IM,A(α), il existe un point m ∈ α, tel que A−1(m) ∈ β. L’hypothèse
faite sur A entrâıne alors que

∣

∣A−1(mα) −A−1(m)
∣

∣ ≤ cA|mα −m| ≤ cA 2−`(α)−1, (5.30)

ce qui signifie que β intersecte la boule B∗
α de rayon r∗α = cA 2−`(α)−1 ≤ cA 2−`(η)−1(il

s’agit d’une boule “carrée”, pour la distance `∞ de R2) dont le centre A−1(mα) appar-
tient à η. Comme β et η font toutes deux parties du même maillage gradué M , on peut
voir sur la figure 5.2 que l’hypothèse cA 2−`(η)−1 < 2−`(η) va entrâıner d’une part, que
le niveau de β ne peut pas être arbitrairement supérieur à celui de η, et d’autre part
que le nombre de cellules β est effectivement borné de façon indépendante de α. Plus
précisément, la proposition 2.11 s’applique : si δ := `(β) − `(η) ≥ 1, alors

2−`(η)[1 − 21−δ ] ≤
∣

∣A−1(mα) −A−1(m)
∣

∣. (5.31)

On en déduit en utilisant (5.30) que 1− 21−δ ≤ cA/2, ce qui implique δ est inférieur à
2− ln2(2− cA). En utilisant (5.29), ceci implique déjà (5.27) avec c6 = 2− ln2(2− cA).
Revenant au nombre maximal de cellules β, on peut alors vérifier qu’il est inférieur à
c7 = 9 22δ (en considérant (i) que ce nombre est maximal dans le cas où la graduation
de M est saturée autour de η, comme sur la figure 2.3, (ii) qu’en raison de r∗α < 2−`(η),
B∗

α intersecte au plus 9 “super-cellules” de niveau `(η), et (iii) que chacune de ces
“super-cellules” contient au plus 22δ cellules de niveau `(η) + δ). �

B∗
α 2−`(η)

η

A−1(mα)

mα

α

Fig. 5.2 – les cellules de IM,A(α) intersectent toutes la “boule”B∗
α.

5.3 Le schéma adaptatif de prédiction et correction

On désigne par (Mn, fn) ∈ M(R2) × VMn la solution numérique adaptative au
pas de temps n. Le schéma est alors déterminé par deux paramètres scalaires : un pas
de temps constant ∆t , et une tolérance ε > 0 qui représente à chaque pas de temps
l’erreur L∞ autorisée pour les approximations adaptatives.
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5.3.1 Description formelle du schéma

La solution numérique initiale est obtenue en projetant la donnée initiale exacte f0

sur le plus petit maillage dyadique qui lui est ε-adapté au sens de l’indicateur d’erreur
E . Dans l’esprit des algorithmes d’ε-adaptation proposés dans les sections 2.2.3 et 3.3.2,
on utilisera donc ici l’algorithme Aε sous la forme 6.3 du chapitre suivant, pour poser

M0 := Aε(f0), f0 := PM0f0. (5.32)

Au pas de temps n, en désignant par An := A[fn] le déplacement correspondant au
transport approché (5.4), on calcule alors (Mn+1, fn+1) par une première étape où le
maillage de calcul est prédit de façon très simple pour pouvoir appliquer le schéma de
transport T , et une deuxième étape où ce maillage est corrigé. En d’autres termes,
notre schéma s’écrit

M̃n+1 := T [An]Mn, f̃n+1 := PM̃n+1T fn, (5.33a)

Mn+1 := Aε(f̃
n+1), fn+1 := PMn+1 f̃n+1. (5.33b)

En particulier, on observera qu’il n’est jamais nécessaire de réappliquer l’opérateur de
transport T sur un maillage corrigé. La raison étant que notre algorithme de prédiction
T [An], comme on va bientôt le voir et malgré sa relative simplicité, génère des maillages
suffisamment précis.

5.3.2 Analyse intuitive

A chaque pas de temps, la solution numérique est donc obtenue par un schéma de
transport-projection

fn+1 = PMn+1PM̃n+1T fn, (5.34)

tandis que les maillages dyadiques sur lesquels repose la discrétisation adaptative sont
obtenus par un schéma de transport-correction. On peut en donner une vision synthé-
tique en introduisant la fonctionnelle

Ē(g,M) := sup
α∈M

E(g, α) (5.35)

qui mesure l’adéquation globale entre g et M au sens où l’on a

‖g − PMg‖L∞ ≤ CĒ(g,M) (5.36)

d’après (5.7) et (2.22). L’algorithme Aε permet alors d’écrire

Ē(g,Aε(g)) ≤ ε, (5.37)

et sous réserve que le transport approché (5.4) vérifie certaines des hypothèses énoncées
dans la section 5.1, on peut montrer que T [An] préserve l’ordre d’adéquation au cours
du transport, i.e.

Ē(T fn,T [An]Mn) ≤ CĒ(fn,Mn) (5.38)

mais ne l’empêche en général pas d’augmenter, la constante C pouvant être supérieure
à 1. Il faut donc voir le pas (5.33a) comme une méthode simple pour faire évoluer
le maillage entre deux instants tn et tn+1, avec une précision acceptable sur quelques
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itérations, mais insuffisante à long terme (en particulier, la résolution maximale n’aug-
mente pas lorsqu’on passe de Mn à T [An]Mn, alors que la régularité des solutions peut
se dégrader fortement au cours de la simulation). Le pas (5.33b) permet alors de ra-
mener l’adéquation du maillage en-dessous du paramètre de tolérance ε.

Quant à la complexité de notre schéma, son analyse tient en deux arguments : le
premier est exprimé par le théorème 5.1, selon laquelle notre algorithme de transport
dyadique T[An] préserve l’ordre de complexité des maillages mais ne l’empêche pas
d’augmenter. A nouveau, on dispose donc d’une stabilité acceptable sur quelques itéra-
tions, mais insuffisante à long terme. En particulier, la taille des maillages transportés
peut augmenter de façon exponentielle avec le nombre d’itérations, sans aucun rapport
avec le pas de temps ou avec les propriétés d’approximation de la solution exacte f .
Le deuxième argument consiste alors à écrire un résultat semblable au théorème 3.2
où l’on estime la complexité de Aε(g) à partir de la régularité de g, et à estimer cette
régularité au cours du schéma.

5.4 Propriétés du schéma adaptatif semi-lagrangien

5.4.1 Analyse d’erreur

Notre principal résultat est le suivant.

Théorème 5.3 (Précision des solutions) Si le transport approché (5.4) satisfait
les hypothèses (HT.1)-(HT.5) énoncées dans la section 5.1, l’erreur numérique en :=
‖f(tn) − fn‖L∞ associée au schéma (5.32)-(5.33b) vérifie

eN ≤ C(∆t σ + ε∆t−1 + ε). (5.39)

D’autre part, la constante C de (5.39) ne dépend que des ci, du temps final T = N∆t
et de la solution initiale f0.

Preuve. D’après les estimations (5.36) et (5.37), l’erreur initiale e0 := ‖(I−PM0)f0‖L∞

se majore sans peine par Cε. La forme (5.34) du schéma nous permet alors de décom-
poser l’erreur en+1 en

en+1 ≤ ‖f(tn+1)−T f(tn)‖L∞+‖T f(tn)−T fn‖L∞+‖(P̃−I)T fn‖L∞+‖(P−I)f̃n+1‖L∞ ,
(5.40)

où P et P̃ désignent respectivement PMn+1 et PM̃n+1 . Le premier terme est en quelque
sorte “résolu”, puisqu’il s’agit de l’erreur en temps majorée par l’hypothèse (HT.1). Le
deuxieme terme se majore comme dans la remarque 5.3, en exploitant conjointement la
régularité lipschitzienne (5.2) de la solution exacte et la stabilité (HT.4) du transport
T relativement aux perturbations de densité. On a ainsi en posant T̃ n := T [f(tn)] et
T n := T [fn] - tous deux linéaires,

‖T f(tn) − T fn‖L∞ ≤ ‖Tn

(

f(tn) − fn
)

‖L∞ + ‖
(

T̃ n − T n
)

f(tn)‖L∞ ≤ (1 + C∆t )en,

en utilisant (HT.4), (5.2), et le fait que le transport diminue toujours la norme L∞.

Restent donc les erreurs de projection ‖(P− I)f̃n+1‖L∞ et ‖(P̃− I)T fn‖L∞ . D’après
(5.35)-(5.36), elles seront contrôlées par ε si l’on est capable de garantir respectivement
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A1. que E(f̃n+1, α) est au plus de l’ordre de ε pour toute cellule α ∈Mn+1,

A2. que E(T fn, α) est au plus de l’ordre de ε pour toute cellule α ∈ M̃n+1.

A nouveau, on insistera sur la différence entre les assertions A1 et A2. La première
correspond à un problème d’adaptation statique, dont la solution naturelle consiste
à prendre Mn+1 = Aε(f̃

n+1). La seconde, quant à elle, correspond à un problème
dynamique pour lequel la solution précédente ne s’applique plus, dans la mesure où
ne souhaitant pas calculer les valeurs de la solution transportée T fn sur un maillage
uniformément fin, on ne dispose pas en pratique de ses valeurs à ce stade du calcul. On
peut alors montrer que la construction de M̃n+1 par l’algorithme de prédiction T [An]
fournit une réponse satisfaisante. La démonstration se fait en trois étapes.

1. Adéquation du maillage de départ. En utilisant (5.11), (5.32) et (3.51), on voit
que (M0, f0) vérifie

Ē(f0,M0) ≤ CĒ(f0,M
0) ≤ Cε, (5.41)

et pour n ≥ 1, on obtient de la même façon grâce à (5.33b) que

Ē(fn,Mn) ≤ CĒ(f̃n,Mn) ≤ Cε. (5.42)

On en déduit que les maillages Mn sont toujours bien adaptés aux solutions numériques
fn, au sens où l’on a

Ē(fn,Mn) ≤ Cε (5.43)

avec une constante absolue.

2. Evolution des indicateurs d’erreurs. Comme T fn = fn ◦
(

An
)−1

, l’hypothèse de
compatiblité (HT.5) nous permet d’écrire

E(T fn, α) ≤ C
∑

β∈IMn,An (α)

E(fn, β) (5.44)

pour toute cellule dyadique α (on ne fait ici que recopier une hypothèse, mais c’est en
réalité une étape importante de l’analyse du schéma).

3. Contrôle des domaines d’influence. La dernière étape consiste à exploiter la pro-
priéte (5.28) des maillages transportés. En vertu de l’hypothèse (HT.3), en effet, le
théorème 5.2 s’applique et toute cellule α appartenant à M̃n+1 = T [An]Mn vérifie

E(T fn, α) ≤ C#
(

IMn,An(α)
)

Ē(fn,Mn) ≤ Cε (5.45)

pour tout entier n, en utilisant (5.44), (5.28) et (5.43). On en déduit donc bien

Ē(T fn, M̃n+1) ≤ Cε, (5.46)

ce qui répond au problème A2.

Au cours de cette analyse d’erreur, on a successivement vérifié que (i) l’erreur de
discrétisation en temps ‖f(tn+1) − T f(tn)‖L∞ était de l’ordre de ∆t σ+1, (ii) l’erreur
de couplage ‖T f(tn) − T fn‖L∞ était inférieure à (1 + C∆t )en, (iii) l’erreur de pro-
jection “statique” ‖(PMn+1 − I)f̃n+1‖L∞ était de l’ordre de ε, (iv) ainsi que l’erreur
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de projection “dynamique” ‖(PM̃n+1 − I)T fn‖L∞ . Compte tenu de la décomposition
(5.40), on en déduit

en+1 ≤ C(∆t σ+1 + ε) + (1 +C∆t )en, (5.47)

et finalement l’estimation (5.39) en utilisant le lemme de Gronwall 1.4. �

5.4.2 Analyse de complexité

Théorème 5.4 (Complexité des maillages) Si les solutions numériques intermé-
diaires f̃n font décrôıtre les indicateurs d’erreur d’une façon semblable à (3.52), au-
trement dit s’il existe un s > 0 pour lequel on a

E(f̃n, α) ≤ cs|α|s, n ≥ 1 (5.48)

alors les maillages prédits M̃n et corrigés Mn générés par le schéma (5.32)-(5.33b)
vérifient

max{card`0(M
n), card`0(M̃

n)} ≤ CE`0(f̃
n)| log[ε/cs]|ε−1, (5.49)

où la quantité E`0(f̃
n) définie en (5.9) est l’analogue de la courbure totale sur le domaine

R2 tout entier.

Remarque 5.8 On rappochera bien évidemment l’hypothèse (5.48) de l’hypothèse (3.52)
faite dans le théorème 3.2 et commentée dans la remarque 3.14.

Preuve. Ce théorème peut être démontré de la même façon que le théorème 3.2 en ce
qui concerne la complexité des maillages corrigés Mn, et en utilisant le théorème 5.1
en ce qui concerne les maillages prédits M̃n. �
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Chapitre 6

Application au système de
Vlasov-Poisson

Dans ce chapitre, on décrit en détails comment appliquer notre schéma adaptatif
semi-lagrangien au système uni-dimensionnel de Vlasov-Poisson (4.2)-(4.3) périodique
en x lorsque les données initiales sont dans W 1,∞∩BC(T×R) avec T = R/Z. Dans un
premier temps, on présente une discrétisation en temps classique (voir [19]) de ce sys-
tème basée sur une décomposition des trajectoires dans les directions alternées x et v,
décomposition dont l’avantage sera la grande simplicité analytique des trajectoires ap-
prochées. Après avoir établi une nouvelle estimation d’erreur pour cette discrétisation
en temps, on précise la forme du schéma de calcul adaptatif. Par rapport à la présen-
tation qu’on en a fait au chapitre précédent, on observera que notre schéma a gagné
en technicité. On peut voir deux raisons à cela. La première est que la décomposition
du transport sur les directions alternées s’accompagne nécessairement d’une décom-
position similaire du schéma. Mais la principale source de difficultés est que plusieurs
propriétés essentielles du transport numérique reposent sur une régularité du champ
électrique qui ne pourra à son tour être établie que par une majoration du support des
solutions numériques.

Les “hypothèses de travail” (HT.1)-(HT.5) énoncées au chapitre précédent pourront
alors être établies, et au terme d’une analyse faisant intervenir plusieurs estimations
des quantités numériques, on sera en mesure d’établir une borne a priori de l’erreur
L∞ réalisée par notre schéma. On discutera également de son caractère optimal, en
donnant plusieurs arguments susceptibles de mener à un résultat de complexité.

6.1 Décomposition du transport sur les directions alter-
nées

Ω := T× R désignera l’espace des phases dans tout ce chapitre.

6.1.1 L’opérateur de transport approché de Cheng et Knorr

Dans un article [19] publié en 1976, Cheng et Knorr proposent d’approcher le
transport exact T exact : f(tn) → f(tn+1) associé aux solutions de l’équation de Vlasov-
Poisson (4.2) par une combinaison T = TxTvTx de transports dirigés suivant x et v,
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dite de “time-splitting”. Ces opérateurs sont définis par

Txg = g ◦
(

Ax

)−1
et Tvg = g ◦

(

Av[g]
)−1

(6.1)

(dans tout ce chapitre, g désignera une fonction définie sur Ω, donc 1-périodique en x),
avec

Ax : (x, v) → (x+ v∆t /2, v) (6.2)

et

Av[g] : (x, v) → (x, v + ∆t Ẽ[g](x)). (6.3)

Ici, Ẽ[g] désigne le champ électrique (4.34) associé à la densité g, défini par

Ẽ[g](x) =

∫

K(x, y)

(
∫

g(y, v) dv − 1

)

dy (6.4)

et qui vérifie en particulier

(Ẽ[g])′(x) =

∫

g(x, v) dv − 1. (6.5)

Le déplacement approché A[g] : (x, v) → (x̃, ṽ) correspondant à l’opérateur de trans-
port

T = TxTvTx : g → g ◦
(

A[g]
)−1

(6.6)

vérifie alors
{

x̃ = x+ v∆t + (∆t 2/2)Ẽ[Txg](x+ v∆t /2)

ṽ = v + ∆t Ẽ[Txg](x+ v∆t /2).
(6.7)

Si g est telle que
∫∫

g(x, v) dxdv = 1, on peut vérifier que Ẽ[g] est une fonction 1-
périodique, de sorte que A[g] est bien un difféomorphisme de Ω dans lui-même. Son

inverse
(

A[g]
)−1

: (x̃, ṽ) → (x, v) vérifie alors

{

x = x̃− ṽ∆t + (∆t 2/2)Ẽ[Txg](x̃− ṽ∆t /2)

v = ṽ − ∆t Ẽ[Txg](x̃− ṽ∆t /2).
(6.8)

6.1.2 Erreur de discrétisation en temps

Lorsque la solution exacte est lipschitzienne, on peut montrer que cette approxima-
tion est globalement précise à l’ordre 2 (ce qui correspond à l’hypothèse (HT.1) avec
σ = 2 dans la section 5.1).

Proposition 6.1 Si f0 appartient à W 1,∞(Ω), alors le transport approché défini par
(6.6)- (6.8) vérifie

‖f(tn+1) − T f(tn)‖L∞ ≤ C∆t 3,

avec une constante qui ne dépend que de l’instant final T = N∆t et de la solution
initiale f0.

Remarque 6.2 A notre connaissance, ce résultat est original.
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Preuve. Fixons l’entier n et un point (x̃, ṽ) dans Ω. Comme f est constante le long des
trajectoires caractéristiques, nous pouvons désigner par (X,V )(s) = (X,V )(s; tn+1, x̃, ṽ)
la solution de (4.16) vérifiant

(X(tn+1), V (tn+1)) = (x̃, ṽ)

et voir que la solution exacte au temps tn+1 satisfait

f(tn+1, x̃, ṽ) = f(tn,X(tn), V (tn)),

tandis que la solution approchée vaut

T f(tn)(x̃, ṽ) = f(tn,X
n, V n)

si l’on note

(Xn, V n) avec

{

Xn = x̃− ṽ∆t + (∆t 2/2)Ẽ[Txf(tn)](x̃− ṽ∆t /2)

Xn = ṽ − ∆t Ẽ[Txf(tn)](x̃− ṽ∆t /2).

On observera que sur le pas de temps [tn, tn+1], (X(tn), V (tn)) et (Xn, V n) sont res-
pectivement points de départs des trajectoires exacte et approchée qui arrivent en
(X(tn+1), V (tn+1)) = (x̃, ṽ).

D’après la proposition 4.3, f(tn) est lipschitzienne dès que f0 l’est, aussi a-t-on

‖f(tn+1) − T f(tn))‖L∞(Ω) ≤ |f(tn)|W 1,∞(Ω) (|X(tn) −Xn| + |V (tn) − V n|)
≤ C(T )max (|X(tn) −Xn|, |V (tn) − V n|) .

Il nous faut donc montrer que

max
(

|Xn −X(tn)|, |V n − V (tn)|
)

≤ C(T )∆t 3. (6.9)

En utilisant conjointement les estimations de régularité données par la proposition 4.3
et l’équation différentielle (4.16) vérifiée par les trajectoires caractéristiques, on voit
que le champ exact suivant les trajectoires caractéristiques EX(t) := E(t,X(t)) vérifie
(en désignant par concision la norme ‖ · ‖L∞([0,T ],L∞([0,1])) par ‖ · ‖∞)

‖EX‖L∞([0,T ]) ≤ C(T ) (6.10)

‖ĖX‖L∞([0,T ]) ≤ ‖∂tE‖∞ + ‖V ‖L∞([0,T ])‖∂xE‖∞
≤ ‖∂tE‖∞ + sup

0≤t≤T
Σv(f(t))‖∂xE‖∞ ≤ C(T ) (6.11)

‖ËX‖L∞([0,T ]) ≤ ‖∂2
ttE‖∞ + 2‖V ‖L∞([0,T ])‖∂2

txE‖∞
+ ‖V 2‖L∞([0,T ])‖∂2

xxE‖∞ + ‖E‖∞‖∂xE‖∞ ≤ C(T ).
(6.12)

On décompose alors

Xn −X(tn) = X(tn+1) −X(tn) − ṽ∆t + ∆t 2/2 Ẽ[Txf(tn)](x̃− ṽ∆t /2)

= E1 +
∆t 2

2
(E2 + E3),
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où l’on a défini

E1 := X(tn+1) −X(tn) − ṽ∆t + ∆t 2/2 EX(tn+1/2)

E2 := E(tn+1/2, x̃− ṽ∆t /2) − EX(tn+1/2)

E3 := Ẽ[Txf(tn)](x̃− ṽ∆t /2) − E(tn+1/2, x̃− ṽ∆t /2)

et tn+1/2 = (n+ 1/2)∆t . De même, on peut écrire

V n − V (tn) = V (tn+1) − V (tn) − ∆t Ẽ[Txf(tn)](x̃− ṽ∆t /2) = E4 − ∆t (E2 + E3)

avec
E4 := V (tn+1) − V (tn) − ∆t EX(tn+1/2).

Il nous reste alors à montrer

|E1| ≤ C(T )∆t 3, |E2| ≤ C(T )∆t 2, |E3| ≤ C(T )∆t 2 et |E4| ≤ C(T )∆t 3.

En s’inspirant de l’équation (4.16) vérifiée par les trajectoires exactes, on calcule que

E1 =

∫ tn+1

tn

(V (t) − ṽ) dt+ ∆t 2/2 EX(tn+1/2)

=

∫ tn+1

tn

(V (t) − V (tn+1)) dt+

∫ tn+1

tn

∫ tn+1

t
EX(tn+1/2) ds dt

=

∫ tn+1

tn

∫ tn+1

t
(−EX(s) + EX(tn+1/2)) ds dt.

Grâce à (6.11), on voit ensuite que

|EX(tn+1/2) − EX(s)| ≤ |ĖX |L∞([0,T ])|tn+1/2 − s| ≤ C(T )∆t ,

d’où l’on déduit |E1| ≤ C(T )∆t 3. Pour le deuxième terme, on calcule

|E2| =
∣

∣E(tn+1/2, x̃− ṽ∆t /2) −E(tn+1/2,X(tn+1/2))
∣

∣

≤ ‖∂xE(tn+1/2)‖L∞([0,1])|X(tn+1/2) − x̃+ ṽ∆t /2|
≤ C(T )|X(tn+1/2) −X(tn+1) + ṽ∆t /2|

≤ C(T )

∫ tn+1

tn+1/2

|ṽ − V (t)|dt

≤ C(T )

∫ tn+1

tn+1/2

|V (tn+1) − V (t)|dt

≤ C(T )‖EX‖L∞([0,T ])∆t
2 ≤ C(T )∆t 2,

cette dernière inégalité provenant de (6.10). Considérant maintenant le troisième terme,
on peut déduire des expressions respectives (4.34) et (6.4) des champs E et Ẽ que

|E3| =

∣

∣

∣

∣

∫

K(x̃− ṽ∆t /2, y)

[∫

[

[Txf(tn)](y, v) − f(tn+1/2, y, v)
]

dv

]

dy

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

K(x̃− ṽ∆t /2, y)

[∫

[

f(tn, y − v∆t /2, v) − f(tn+1/2, y, v)
]

dv

]

dy

∣

∣

∣

∣

≤
∫
∣

∣

∣

∣

∫

[f(tn, y − v∆t /2, v) − f(tn+1/2, y, v)] dv

∣

∣

∣

∣

dy =

∫
∣

∣

∣

∣

∫

A(y, v) dv

∣

∣

∣

∣

dy

(6.13)
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avec A(y, v) := f(tn, y− v∆t /2, v)− f(tn+1/2, y, v), l’inégalité ci-dessus venant du fait
que ‖K‖L∞([0,1]2) ≤ 1. En posant ts := tn + ∆t /2 − s et ys(v) := y − vs, on observe
alors que

A(y, v) =

∫ ∆t /2

0

d

ds
f(ts, ys(v), v) ds

=

∫ ∆t /2

0
−(∂tf + v∂xf)(ts, ys(v), v) ds

=

∫ ∆t /2

0
B(s, y, v) ds,

où B(s, y, v) = −E(ts, ys(v))∂vf(ts, ys(v), v), cette dernière égalité venant de l’équation
de Vlasov (4.2). Plutôt que de majorer directement B par une constante, ce qui nous
donnerait |E3| ≤ C(T )∆t qui est insuffisant, on intègre par parties
∫

s∂xE(ts, ys(v))f(ts, ys(v), v) dv = −
∫

d

dv
[∂xE(ts, ys(v))]f(ts, ys(v), v) dv

=

∫

E(ts, ys(v))
d

dv
[f(ts, ys(v), v)] dv

=

∫

E(ts, ys(v)) [(−s∂xf + ∂vf)(ts, ys(v), v)] dv,

d’où l’on déduit
∫

B(s, y, v) dv = −s
∫

[∂xE(ts, ys(v))f(ts, ys(v), v) + E(ts, ys(v))∂xf(ts, ys(v), v)] dv.

D’après la proposition 4.3, on obtient alors

∣

∣

∣

∣

∫

A(y, v) dv

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ ∫ ∆t /2

0
B(s, y, v) ds dv

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ∆t sup
|s|≤∆t

∣

∣

∣

∣

∫

B(s, y, v) dv

∣

∣

∣

∣

≤ ∆t 2 sup
0≤t≤T

Σv(f(t))C(T ) ≤ C(T )∆t 2,

ce qui implique |E3| ≤ C(T )∆t 2 grâce à (6.13). Pour le quatrième terme, enfin, on
calcule

E4 = V (tn+1) − V (tn+1/2) + V (tn+1/2) − V (tn) − ∆tEX(tn+1/2)

=

∫ ∆t /2

0
[EX(tn+1 − t) + EX(tn + t)] dt− ∆t EX(tn+1/2)

=

∫ ∆t /2

0
[EX(tn+1 − t) − EX(tn+1/2) + EX(tn + t) − EX(tn+1/2)] dt

=

∫ ∆t /2

0

∫ ∆t /2

t
[ĖX(tn+1 − s) − ĖX(tn + s)] ds dt,

ce qui nous donne
|E4| ≤ ∆t 3‖ËX‖L∞([0,T ]) ≤ C(T )∆t 3

en utilisant (6.12), et termine la preuve. �
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6.1.3 Décomposition formelle du schéma

Le calcul des trajectoires faisant appel aux solutions “intermédiaires” Txfn, on a
suivi le choix fait par Besse [10] et Sonnendrücker, Roche, Bertrand et Ghizzo [59] de
décomposer notre schéma suivant les directions alternées x et v. En respectant l’esprit
de (5.32)-(5.33), un schéma adaptatif basé sur le transport 6.6 prendra donc la forme
suivante (qu’on précisera plus bas) :

Mn
1 := T [Ax]Mn et fn

1 := PMn
1
Txf

n (6.14a)

Mn
2 := T [Av(f

n
1 )]Mn

1 et fn
2 := PMn

2
Tvf

n
1 (6.14b)

Mn
3 := T [Ax]Mn

2 et fn
3 := PMn

3
Txf

n
2 (6.14c)

Mn+1 := Aε(f
n
3 ) et fn+1 := PMn+1fn

3 . (6.14d)

6.2 Description complète du schéma adaptatif

6.2.1 Un indicateur d’erreur basé sur la courbure totale

On rappelle que notre schéma utilise comme discrétisations adaptatives les élé-
ments finis P1 multi-échelles introduits au chapitre 2, et que ces derniers sont associés
aux maillages dyadiques de la classe M(R2). Pour manipuler ces maillages dyadiques,
on a montré dans la section 3.3.1 qu’une fonctionnelle basée sur la courbure totale
|g|BC(α) était un bon indicateur a priori pour les erreurs locales d’interpolation affine
par morceaux. Toutefois, et notamment pour pouvoir établir une propriété de stabilité
du transport approché vis-à-vis des indicateurs d’erreur (correspondant à l’hypothèse
(HT.5) dans la section 5.1), on utilisera la fonctionnelle

E(g, α) := |g|BC(α) + ∆t 2−2`(α)|g|W 1,∞(α) (6.15)

à la place de |g|BC(α), et on redéfinit l’algorithme d’adaptation de maillages dyadiques
de la façon suivante.

Algorithme 6.3 (maillage ε-adaptaté au sens de la fonctionnelle E)

• Poser Λ`0 := D`0(R
2).

• Pour ` ≥ `0, calculer

Λ`+1 := Λ` ∪ {α ∈ F(β) : β ∈ Λ` et E(g, β) > ε}
jusqu’à ce que ΛL+1 = ΛL, et prendre M̃ = ∂ΛL.

• Définir Aε(g) comme le plus petit raffinement gradué (algorithme (2.8)) de M̃ .

Remarque 6.4 De la même façon que dans les algorithmes précédents, seules les
cellules de niveau ` sont susceptibles d’être raffinées lors du raffinement conditionnel
de l’arbre Λ`, dans la deuxième étape de l’algorithme.

6.2.2 Forme exacte du schéma

Pour écrire notre schéma sous sa forme définitive, on introduit les objets suivants
(dont la définition est donnée plus bas)
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– une approximation En du champ électrique Ẽ[Txf
n], construite de sorte que le

transport

T n
v : g → g ◦ (An

v )−1 associé à An
v (x, v) := (x, v + ∆t En(x)) (6.16)

préserve la structure périodique et affine par morceaux des fonctions.
– un opérateur Tn de troncature en vitesse.

On pose alors

M0 := Aε(f0) et f0 := PM0f0, (6.17a)

puis pour n ≥ 0,

Mn
1 := T [Ax]Mn et fn

1 := PMn
1
Txf

n (6.17b)

Mn
2 := T [An

v ]Mn
1 et fn

2 := PMn
2
Tn+1T n

v f
n
1 (6.17c)

Mn
3 := Aε(f

n
2 ) et fn

3 := PMn
3
fn
2 (6.17d)

Mn+1 := T [Ax]M
n
3 et fn+1 := PMn+1Txf

n
3 . (6.17e)

On pourra enfin désigner par S∆t,ε le schéma associé

S∆t,ε : fn → fn+1 = PMn+1TxPMn
3
PMn

2
Tn+1T n

v PMn
1
Txf

n. (6.18)

6.2.3 En : périodisation P1 du champ électrique

Dans notre schéma, on utilise le flot An
v donné par (6.16) au lieu de Av[f

n
1 ] donné

par (6.3), car ce dernier présente deux inconvénients. Le premier est dû au fait que
Ẽ[fn

1 ] n’étant pas affine par morceaux, l’opérateur Tv[f
n
1 ] ne préserve pas la structure

affine par morceaux des fonctions. Le deuxième inconvénient est une conséquence du
manque de conservativité des projections P1. En effet, comme

∫∫

fn
1 dxdv est a priori

différent de
∫∫

f0 dxdv, on ne saurait garantir que la condition (4.31) est satisfaite
par fn

1 , par conséquent ni Ẽ[fn
1 ], ni Av[f

n
1 ] n’ont de raison d’être périodiques. On

commence donc par périodiser le champ Ẽ[fn
1 ] en posant

Ẽn(x) := Ẽ[fn
1 ]({x}) + {x}

(

Ẽ[fn
1 ](0) − Ẽ[fn

1 ](1)
)

, (6.19)

{x} désignant la partie fractionnaire de x, et on définit ensuite En comme l’interpola-
tion affine par morceaux de Ẽn sur les noeuds

Γn
x := Γx(Mn

1 ), (6.20)

où l’ensemble
Γx(M) :=

⋃

α∈M
∂(αx) (6.21)

n’est rien d’autre que la projection des noeuds du maillage dyadique M ∈ M(Ω) sur
l’axe des x.

En utilisant l’expression (6.4), on peut alors voir qu’une régularité lipschitzienne des
solutions numériques entrâınera une régularité W 2,∞ du champ associé Ẽ[fn

1 ]. Quant
au champ En, il vérifie

‖En‖L∞ ≤ ‖Ẽn‖L∞ ≤ ‖Ẽ[fn
1 ]‖L∞ +

∣

∣

∣
Ẽ[fn

1 ](1) − Ẽ[fn
1 ](0)

∣

∣

∣
, (6.22)
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et dans la mesure où la dérivée de En entre deux noeuds consécutifs xi et xi+1 de Γn
x

interpole celle de Ẽn en un point yi ∈]xi, xi+1[, on a clairement

|En|W 1,∞ ≤ |Ẽn|W 1,∞ ≤ 2|Ẽ[fn
1 ]|W 1,∞ , (6.23)

tandis que le saut [(En)′]xi := (En)′(x+
i ) − (En)′(x−i ) est majoré par

∣

∣[(En)′]xi

∣

∣ ≤
∣

∣(Ẽn)′(yi) − (Ẽn)′(yi−1)
∣

∣ ≤
∫ xi+1

xi−1

|(Ẽn)′′| ≤
∫ xi+1

xi−1

|(Ẽ[fn
1 ])′′|. (6.24)

6.2.4 Tn : troncature douce en vitesse

On a montré dans la section 4.2.2 que le support en vitesse

Σv(g) := sup{|v| : ∃x, g(x, v) > 0}, (6.25)

des solutions exactes était contrôlé : plus précisément, on a montré dans la proposition
4.3 qu’il augmentait au plus comme Σv(f(tn)) ≤ Σv(f0) + 2tn. C’est une propriété
importante, car elle permet d’établir de nombreuses estimations pour les solutions
exactes. En ce qui concerne les solutions numériques, une propriété similaire serait la
bienvenue, car elle nous permettrait

– de savoir a priori quelle est la taille maximale du domaine de calcul pour une
simulation donnée (une fois connus la donnée initiale f0 et le temps final T =
N∆t ).

– de contrôler le manque de conservativité du schéma par ses propriétés d’approxi-
mation dans L∞, ce qui se révèlera fort utile lors de l’analyse d’erreur.

A chaque projection, pourtant, on voit que le support des solutions numériques peut a
priori augmenter d’une largeur de maille 2−`0 , de sorte qu’il n’y a aucune raison pour
que la quantité supn∆t≤T Σv(f

n) soit majorée indédendamment du pas de temps ∆t .

On va surmonter cette difficulté en tronquant les solutions au delà d’une certaine
distance à l’axe des x, tout en prenant soin de ne pas trop dégrader leur régularité. On
pose ainsi

Tng(x, v) =















0 si |v| > Σ̃n
v + 2−`0

g(x,−Σ̃n
v )(Σ̃n

v + 2−`0 + v)2`0 si − Σ̃n
v − 2−`0 ≤ v < −Σ̃n

v

g(x, v) si − Σ̃n
v ≤ v ≤ Σ̃n

v

g(x, Σ̃n
v )(Σ̃n

v + 2−`0 − v)2`0 si Σ̃n
v < v ≤ Σ̃n

v + 2−`0 ,
(6.26)

où
Σ̃n

v := 2−`0(d2`0Σn
ve + 1) ≥ Σn

v + 2−`0 (6.27)

désigne le plus petit multiple entier de 2−`0 supérieur à Σn
v + 2−`0 , avec

Σn
v := Σv(f0) + 2n∆t . (6.28)

Grâce à cet opérateur, on peut facilement établir la proposition suivante :

Proposition 6.5 Les solutions numériques fn
i du schéma (6.17) ont toutes leur sup-

port borné en vitesse indépendamment de ∆t par

supi,n≤N Σv(f
n
i ) ≤ Σ̃v := Σv(f0) + 2N∆t + 7. (6.29)
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Preuve. On peut en effet écrire Σv(Tng) ≤ Σ̃n
v + 2−`0 ≤ Σn

v + 3 · 2−`0 pour une densité
g quelconque, et Σv(PMg) ≤ Σv(g) + 2−`0 pour tout maillage dyadique. On en déduit

Σv(f
n+1) ≤ Σv(Txf

n
3 ) + 2−`0 ≤ Σv(f

n
3 ) + 2−`0 ≤ Σv(f

n
2 ) + 2 · 2−`0

≤ Σv(Tn+1T n
v f

n
1 ) + 3 · 2−`0 ≤ Σn+1

v + 6 · 2−`0,
(6.30)

d’où finalement Σv(f
n
1 ) ≤ Σv(Txf

n) + 2−`0 ≤ Σv(f
n) + 2−`0 ≤ Σn

v + 7 · 2−`0 ≤ Σ̃v. �

Remarque 6.6 De Σv(f(tn)) ≤ Σn
v ≤ Σ̃n

v , on déduit que f(tn) s’annule en dehors de
Ωn := T× [−Σn

v ,Σ
n
v ] et de Ω̃n := T× [−Σ̃n

v , Σ̃
n
v ].

Remarque 6.7 Σ̃n
v étant multiple de 2−`0, les cellules dyadiques seront toutes soit

dans Ω̃n, soit dans son complémentaire (Ω̃n)c (bords compris). Ceci étant toujours
vrai pour les triangles de K(M), les projections associées PM vérifient

‖PMg‖L∞(Ω̃n) ≤ ‖g‖L∞(Ω̃n) et ‖PMg‖L∞((Ω̃n)c) ≤ ‖g‖L∞((Ω̃n)c). (6.31)

On aura de plus pour tout entier n, tout maillage M et toute fonction continue g :

(PMg)|Ω̃n
= PM (g|Ω̃n

), (Txg)|Ω̃n
= Tx(g|Ω̃n

) et (Tng)|Ω̃n
= g|Ω̃n

. (6.32)

6.3 Propriétés principales du schéma

6.3.1 Estimation d’erreur

Théorème 6.1 Si la solution initiale f0 appartient à W 1,∞ ∩ BC(Ω), si elle est à
support compact et si elle vérifie la condition de charge nulle (4.31), alors pour tout
T = N∆t , il existe une constante C = C(T, f0) pour laquelle l’erreur associée au
schéma (6.17) vérifie

‖f(T ) − fN‖L∞ ≤ C (∆t 2 + ε/∆t ) (6.33)

dès lors que
ε1/2 ≤ ∆t ≤ 2−`0 [8(Σ̃v‖f0‖L∞ + 1)]−1, (6.34)

Σ̃v étant défini par (6.29).

La preuve de ce théorème fait l’objet des sections 6.4 et 6.5.

Remarque 6.8 Dans la mesure où 2−`0 représente le pas de discrétisation le plus
large des maillages dyadiques, l’hypothèse (6.34) n’est en aucun cas une condition
de type Courant-Friedrichs-Lewy. On observera d’ailleurs qu’une telle condition serait
difficilement compatible avec la présence de mailles arbitrairement fines, le pas de temps
∆t étant ici non seulement constant, mais aussi uniforme.

Remarque 6.9 Une fonction à support compact vérifiant (4.30), on voit que f0 sa-
tisfait les hypothèses du théorème de Cooper et Klimas. En particulier, il existe une
solution exacte f périodique en x, et on pourra utiliser les estimations de régularité
données par la proposition 4.3.

Remarque 6.10 On peut remplacer la condition ε ≤ ∆t 2 ci-dessus par ε ≤ C∆t 2

pour une constante C fixée. En équilibrant (6.33), on trouve d’autre part ε = ∆t 3 et

‖f(N∆t ) − fN‖L∞ ≤ C∆t 2 = C ε2/3.
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6.3.2 Vers un résultat de complexité

Comme on l’a déjà souligné, le théorème précédent n’est pas entièrement satisfai-
sant, car il ne nous dit pas quel sera le coût de calcul associé aux solutions numériques
fn pour un choix particulier des paramètres ∆t et ε. On peut désigner par

N = NN,∆t ,ε = sup
n≤N

{#(Mn),#(Mn
1 ),#(Mn

2 ),#(Mn
3 )} (6.35)

la taille maximale des maillages produits par notre schéma, et il est assez facile de
vérifier que la complexité algorithmique d’une itération (6.17) est de l’ordre de N log N.
Pour estimer la taille de nos maillages, on peut alors utiliser

– d’une part le théorème 5.1 selon lequel la prédiction T[An] des maillages préserve
leur complexité à une constante multiplicative près,

– et d’autre part un raisonnement similaire à celui employé dans la preuve du
théorème 3.2, selon lequel N sera de l’ordre de ε−1 à condition de (i) majorer la
quantité |fn|BC(R2) + ∆t |fn|W 1,∞(R2) par une constante indépendante de ∆t , et
(ii) garantir que les solutions numériques font décrôıtre les indicateurs d’erreur
comme

|fn|BC(α) + ∆t |α||fn|W 1,∞(α) ≤ cs|α|s

pour une constante cs indépendante de ∆t .

Au terme de notre analyse d’erreur (c’est-à-dire à la fin de ce chapitre), on verra que la
semi-norme lipschitzienne des solutions numériques peut être majorée de façon indé-
pendante du pas de temps ∆t . Comme les solutions numériques sont de plus toujours
affines par morceaux sur une triangulation graduée, le point (ii) ne présente pas de
difficulté particulière (voir en particulier la proposition 3.16). En revanche, il est moins
évident d’établir une borne a priori sur la courbure totale |fn|BC(R2), car les interpo-
lations P1 n’ont a priori aucune raison de diminuer la courbure totale des fonctions
affines par morceaux. Dans la section 3.2.3, on a montré comment construire pour
une triangulation donnée K une courbure | · |K,? équivalente à | · |BC qui est diminuée
par les projections P1 associées aux raffinements uniformes de K. Malheureusement, on
n’est pas encore parvenu à étendre cette construction à des raffinements non-uniformes.

Ceci nous montre tout de même que si l’on était capable d’établir une borne sur la
courbure totale des solutions fn, on obtiendrait un résultat de complexité proche de

‖f(N∆t ) − fN‖L∞ ≤ Cε2/3 ≤ CN
−2/3. (6.36)

On peut comparer cette conjecture aux résultats de Besse [10], qui montre que lorsque
la solution est dans W 2,∞(R2), l’erreur associée à un schéma similaire au nôtre mais
n’utilisant qu’un maillage uniforme de pas h décrôıt comme

‖f(N∆t ) − fN
h ‖L∞ ≤ C(∆t 2 + h2/∆t ), (6.37)

autrement dit comme ∆t 2 ∼ h4/3 après équilibrage des termes d’erreur. La taille des
maillages valant alors N = Ch−2, on en déduit le taux de convergence suivant

‖f(N∆t ) − fN
h ‖L∞ ≤ CN

−2/3. (6.38)
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A nouveau, on sera sensible à la différence entre cette estimation et (6.36), qui serait
valable pour des solutions initiales beaucoup moins régulières. On retrouverait ainsi
le même type de résultats qu’avec les estimations (1.20) et (1.31), où la supériorité
de l’approche adaptative se traduisait non pas par un ordre supérieur de la précision,
mais par une régularité inférieure permettant d’atteindre un même ordre de précision.
Ainsi, tout se passe comme si l’approximation affine par morceaux des solutions du sys-
tème de Vlasov-Poisson par une méthode de transport projection basée sur le schéma
de transport (6.6)-(6.7) était capable, dans des conditions idéales de fonctionnement,
de converger dans L∞ avec un ordre de −2/3. L’adaptativité nous permettrait alors
d’élargir ces “conditions idéales de fonctionnement”̀a l’espace W 1,∞ ∩ BC(R2), bien
plus grand que W 2,∞(R2). Le diagramme de la figure 6.1 illustre la distance entre ces
différents espaces. Rappelons que, de la même façon que dans la figure 1 de l’introduc-
tion, ce diagramme indique en ordonnées le nombre de dérivées et en abscisses l’inverse
1/p de l’exposant de l’espace Lp dans lequel ces dérivées sont mesurées.

W 2,∞

W 1,∞

2

L∞ 1 intégrabilité

régularité

BC ⊃W 2,1

Fig. 6.1 – illustration des régularités présentes dans les estimations (6.36) et (6.38).

6.4 Propriétés des transports approchés Tx et T n
v

Pour prouver le théorème 6.1, on va suivre les mêmes étapes que dans l’analyse
d’erreur de la section 5.4.1. On pourra ainsi s’assurer que les différents opérateurs de
transport introduits possèdent bien des propriétés semblables à celles qu’on a énoncé
dans la section 5.1. En ce qui concerne l’hypothèse de précision en temps (HT.1), on
l’a établie par la proposition 6.1, et les hypothèses (HT.2) et (HT.3) seront facilement
vérifiées dans la section 6.4.1 ci-dessous. En revanche, la stabilité (HT.5) des opérateurs
de transport Tx et T n

v vis-à-vis de l’indicateur d’erreur E fera l’objet d’une étude plus
conséquente dans la section 6.4.2, et sera soumise à une borne W 2,∞ sur le champ
électrique Ẽn. L’hypothèse (HT.4) pourra alors être établie dans la section 6.4.3.

6.4.1 Régularité des déplacements directs et rétrogrades

En utilisant (6.23), on voit que les déplacements (6.2) et (6.16) satisfont respecti-
vement

∣

∣Ax(x, v) −Ax(x′, v′)
∣

∣ ≤ (1 + ∆t /2)|(x, v) − (x′, v′)| (6.39)
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et
∣

∣An
v (x, v) −An

v (x′, v′)
∣

∣ ≤ (1 + 2∆t |Ẽn|W 1,∞)|(x, v) − (x′, v′)|. (6.40)

On aura donc une propriété semblable à (HT.2) si l’on arrive à borner les semi-normes
|Ẽn|W 1,∞ par une constante dépendant uniquement des “paramètres du problème”T et
f0. Parce que la troncature en vitesse nous permet de contrôler le support en vitesse des
solutions numériques (voir la proposition 6.5), cela ne pose pas de difficulté particulière :
d’après (6.5), et de façon similaire à (4.43), on a en effet

|Ẽ[fn
1 ]|W 1,∞ =

∥

∥

∥

∥

∫

fn
1 (·, v) dv − 1

∥

∥

∥

∥

L∞

≤ Σv(f
n
1 )‖fn

1 ‖L∞ + 1. (6.41)

Comme les différents opérateurs du schéma numérique (6.18) font clairement décrôıtre
la norme L∞, on obtient

‖fn+1‖L∞ ≤ ‖fn
3 ‖L∞ ≤ · · · ≤ ‖fn‖L∞ ≤ · · · ≤ ‖f0‖L∞ , (6.42)

d’où l’on déduit (en utilisant (6.29) et (6.23))

supn≤N |Ẽn|W 1,∞ ≤ Σ̃v‖f0‖L∞ + 1. (6.43)

Comme `0 est toujours positif, l’hypothèse (6.34) nous garantit alors que

max
(

1 + ∆t /2, 1 + 2∆t |Ẽn|W 1,∞

)

≤ 5/4, pour tout n ≤ N. (6.44)

Les déplacements Ax et An
v sont donc bien lipschitziens, et comme leurs inverses

(

Ax

)−1

et
(

An
v

)−1
vérifient également (6.39) et (6.40), on déduit de (6.44) qu’ils possèdent bien

une propriété de type (HT.3). Plus précisément, le théorème 5.2 s’applique, et l’on a
pour tout maillage dyadique M et tout entier n ≤ N

#
(

IM,A(α)
)

≤ C pour tout α ∈ T [A]M, (6.45)

et `(β) − `(α) ≤ C pour tout α ∈ T [A]M et tout β ∈ IM,A(α) (6.46)

avec une constante C absolue, que A désigne Ax ou An
v .

6.4.2 Régularité des densités numériques transportées

Le résultat qu’on sera en mesure de montrer à la fin de cette section - et qui est
l’analogue de (HT.5) - est le suivant.

Proposition 6.11 Soit g une fonction affine par morceaux. Sous les hypothèses du
théorème 6.1, la fonctionnelle E définie par (6.15) vérifie (avec des constantes dépen-
dant uniquement de f0 et N∆t )

E(Txg, α) ≤ C
∑

β∈IM,Ax (α)
E(g, β) (6.47)

pour les cellules α du maillage T [Ax]M “transporté” à partir d’un maillage dyadique
M arbitraire, et

E(T n
v g, α) ≤ C(1 + |Ẽn|W 2,∞)

∑

β∈IM,An
v
(α)

E(g, β) (6.48)

pour les cellules α du maillage T [An
v ]Mn

1 “transporté” à partir du maillage Mn
1 utilisé

pour définir le déplacement An
v .
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Etudions alors la façon dont les opérateurs de transport Tx et T n
v font évoluer la

régularité des densités numériques, en rappelant que T n
v est défini en (6.16) à partir de

En, lui-même construit dans la section 6.2.3 comme l’interpolation du champ électrique
périodisé Ẽn sur la grille d’interpolation Γn

x. Le résultat principal est donné par le
lemme suivant.

Lemme 6.12 Si g est affine par morceaux, alors Txg et T n
v g le sont aussi. On a de

plus pour toute cellule dyadique α

|Txg|W 1,∞(α) ≤ (1 + ∆t /2) |g|W 1,∞(A−1
x (α)) (6.49)

|T n
v g|W 1,∞(α) ≤ (1 + ∆t |Ẽn|W 1,∞) |g|W 1,∞((An

v )−1(α)) (6.50)

|Txg|?(α) ≤ (1 + ∆t /2)2 |g|?(A−1
x (α)). (6.51)

Et si α appartient à un maillage dyadique M ∈ M(Ω) dont la projection (6.21) vérifie

Γx(M) ⊂ Γn
x, (6.52)

alors on a également

|T n
v g|?(α) ≤ (1 + ∆t |Ẽn|W 1,∞)2|g|?((An

v )−1(α))

+ 5 · 2−2`(α)∆t |Ẽn|W 2,∞‖∂vg‖L∞((An
v )−1(α)). (6.53)

xi+1xi x

v

K

K ′

Ki

γ1A(K)
A(K ′)

γ3

γ2

Fig. 6.2 – transport affine par morceaux.

Preuve. Pour étudier Tx et T n
v dans un même temps, on introduit, pour une grille d’in-

terpolation Γx ⊂ R et une fonction G̃ ∈W 2,∞(R), l’opérateur de transport générique

T = T (Γx, G̃) : g → g ◦ A−1 (6.54)

associé au difféomorphisme

A = A(Γx, G̃) : (x, v) → (x, v +G(x)), (6.55)

G désignant l’interpolation affine de G̃ sur Γx. Dans ces conditions, on retrouve T n
v

en prenant G̃(x) = ∆t Ẽn(x) et Γx = Γn
x, tandis que Tx s’obtient en commutant x
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et v après avoir pris G(x) = G̃(x) = x∆t /2 (indépendamment de Γx). En désignant
par K(g) la triangulation correspondant aux morceaux affines de g, et en notant xi

les nœuds de Γx, on peut découper chaque triangle de K(g) en bandes de la forme
Ki = K ∩ ]xi, xi+1[ × R. On vérifie alors que T g est continue et affine sur chaque
A(Ki), où son gradient vaut

D(T g)(x, v) = (∂xg −G′(x)∂vg, ∂vg) (A−1(x, v)). (6.56)

On peut déjà en déduire |T g|W 1,∞(α) ≤ (1+‖G′‖L∞) |g|W 1,∞(A−1(α)) pour toute cellule

α, ce qui nous donne (6.49) et (6.50) dans la mesure où ‖G′‖L∞ ≤ ‖G̃′‖L∞ .

Pour établir les inégalités (6.51) et (6.53), on regroupe les arêtes des morceaux A(Ki)
(portant les dérivées secondes de T g) en trois catégories : celles qui proviennent d’une
arête verticale d’un triangle K ∈ K(g) (comme γ1 dans la figure 6.2), celles (comme
γ2) qui proviennent d’une arête verticale d’un Ki mais ne sont pas dans la première
catégorie, et finalement celles (comme γ3) qui proviennent d’une arête oblique ou hori-
zontale d’un Ki. Soit alors γ une arête associée à T g, telle que γ ∩ α 6= ∅. Si c’est une
arête de troisième catégorie, on voit que le seul saut du gradient (6.56) vient d’un saut
de D(g) = (∂xg, ∂vg), de sorte que

‖[D(T g)]γ‖ ≤ (1 + ‖G′‖L∞) ‖[D(g)]A−1(γ)‖, (6.57)

et un petit calcul géométrique nous montre que |γ|H1 ≤ (1+ ‖G′‖L∞) |A−1(γ)|H1 . Si γ
est une arête de deuxième catégorie, le saut de gradient vient maintenant du saut de
G′ au point xi de Γx tel que γ ⊂ {xi} × R, et

‖[D(T g)]γ‖ ≤ ‖∂vg‖L∞(A−1(α))

∣

∣[G′]xi

∣

∣. (6.58)

Enfin si γ est de première catégorie, le saut de gradient vient à la fois de D(g) et G′,
de sorte que

‖[D(T g)]γ‖ ≤ (1 + ‖G′‖L∞)‖[D(g)]A−1(γ)‖ + ‖∂vg‖L∞(A−1(α))

∣

∣[G′]xi

∣

∣, (6.59)

où xi ∈ Γx vérifie à nouveau γ ⊂ {xi}×R, et dans ces deux derniers cas, on a clairement

|γ|H1 = |A−1(γ)|H1 ≤ (1 + ‖G′‖L∞) |A−1(γ)|H1 . (6.60)

En désignant alors par αx et αv les projections de α sur les axes x et v, on réunit les
trois cas observés ci-dessus en écrivant

|T g|?(α) =
∑

γ
|γ ∩ α|H1‖[D(T g)]γ‖ ≤ (1 + ‖G′‖L∞)2

∑

λ
|λ ∩ A−1(α)|H1‖[D(g)]λ‖

+ 2−`(α)‖∂vg‖L∞(A−1(α))

∑

xi∈αx

∣

∣[G′]xi

∣

∣, (6.61)

où la première somme parcourt les arêtes de T g, et la deuxième celles de g. Lorsque
T représente Tx, G

′ = ∆t /2 est une constante, elle n’a donc pas de sauts et (6.51)
se déduit immédiatement de (6.61). Dans le cas où G̃ = ∆t Ẽn et T = T n

v , on peut
observer en raisonnant de la même façon que pour (6.24) que

∑

xi∈αx

∣

∣[(En)′]xi

∣

∣ ≤
∫ x+

x−

|(Ẽn)′′(x)|dx, (6.62)
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où x− et x+ désignent les premiers nœuds de Γn
x situés respectivement avant et après

l’intervalle fermé αx. On utilise alors la condition (6.52) en voyant que la structure gra-
duée de M se transmet à Γn

x, de sorte que x− et x+ ne peuvent pas être arbitrairement
éloignés. Plus précisément, on a |x+ − x−| ≤ 5 · 2−`(α), d’où l’on déduit que

∑

xi∈αx

∣

∣[(En)′]xi

∣

∣ ≤ 5 · 2−`(α)|Ẽn|W 2,∞ , (6.63)

et l’on retrouve bien (6.53). �

Remarque 6.13 La condition (6.52), qui peut parâıtre contraignante, est en fait assez
naturelle, car elle n’exclut que les cellules α ’trop fines’. En particulier, le lemme suivant
nous montre qu’elle est toujours vérifiée par les maillages transportés avec l’algorithme
T [An

v ].

Lemme 6.14 Pour un maillage dyadique arbitraire M , on a

Γx(T [An
v ]M) ⊂ Γx(M). (6.64)

En d’autres termes, l’algorithme de transport de maillages associé au déplacement An
v

n’élargit pas la projection (6.21) des maillages dyadiques sur l’axe des x.

Preuve. Montrons pour commencer que l’inclusion (6.64) est vérifiée par la partition
non graduée résultant du découpage adaptatif sans raffinement :

Γx(T̃ [An
v ]M) ⊂ Γx(M). (6.65)

Si α est une cellule de T̃ [An
v ]M , sa cellule parente α̃ = P(α) vérifie par construction

`∗(α̃) > `(α̃), de sorte qu’il existe une cellule β ∈ M contenant
(

An
v

)−1
(mα̃) et telle

que
`(β) = `∗(α̃) ≥ `(α̃) + 1 = `(α). (6.66)

D’après la forme de An
v , on peut observer que βx et α̃x s’intersectent nécessairement, et

compte-tenu de (6.66), que le premier est strictement inclus dans le deuxième. Comme
Γx(M), qui contient par définition les bornes de βx, hérite deM une structure dyadique,
on en déduit facilement - et indépendamment du niveau de β - que Γx(M) contient
également les bornes de αx, ce qui prouve (6.65). En utilisant le fait que Γx(M) hérite
en réalité de M une structure dyadique graduée, on peut vérifier que (6.65) implique
(6.64). �

Preuve de la proposition 6.11. En utilisant successivement l’estimation (6.51) et le
fait que ∆t est borné par une constante, on a

|Txg|∗(α) ≤ C|g|∗(A−1
x (α)) ≤ C

∑

β∈IM,Ax (α)
|g|∗(β),

la dernière inégalité venant du fait que les cellules de IM,Ax(α) recouvrent A−1
x (α),

quel que soit M . D’après l’équivalence (3.10), on en déduit

|Txg|BC(α) ≤ C
∑

β∈IM,Ax (α)
|g|BC(β). (6.67)
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De même, on calcule d’après (6.49), et en utilisant maintenant le fait (6.46) que pour
les cellules α de T [Ax]M , les cellules de IM,Ax(α) sont de niveau “plutôt inférieur” à
`(α),

2−2`(α)|Txg|W 1,∞(α) ≤ C2−2`(α)|g|W 1,∞(A−1
x (α)) ≤ C

∑

β∈IM,Ax (α)
2−2`(β)|g|W 1,∞(β),

ce qui avec (6.67), nous donne (6.47). Si α désigne maintenant une cellule de T [An
v ]M ,

le lemme 6.14 nous garantit qu’elle vérifie l’hypothèse (6.52), de sorte qu’on peut
appliquer (6.53). En utilisant la borne (6.43), on a

|T n
v g|∗(α) ≤ C|g|∗((An

v )−1(α)) + C2−2`(α)∆t |Ẽn|W 2,∞ |g|W 1,∞((An
v )−1(α))

≤ C(1 + |Ẽn|W 2,∞)
∑

β∈IM,An
v
(α)

[

|g|∗(β) + 2−2`(β)∆t |g|W 1,∞(β)

]

en utilisant à nouveau la propriété (6.46) pour les cellules de IM,An
v
(α). Et d’après

(3.10), on en déduit

|T n
v g|∗(α) ≤ C

∑

β∈IM,Ax (α)
E(g, β). (6.68)

En utilisant finalement (6.50), on calcule comme précédemment

2−2`(α)|T n
v g|W 1,∞(α) ≤ C2−2`(α)|g|W 1,∞((An

v )−1(α)) ≤ C
∑

β∈IM,Ax (α)
2−2`(β)|g|W 1,∞(β),

ce qui, avec (6.68), nous donne (6.48) et termine la preuve. �

Corollaire 6.15 (adéquation des maillages Mn, Mn
1 et Mn

3 ) On a

‖(I − PMn
1
)Txf

n‖L∞ ≤ Cε, (6.69)

‖(I − PMn
3
)fn

2 ‖L∞ ≤ Cε, (6.70)

‖(I − PMn+1)Txf
n
3 ‖L∞ ≤ Cε (6.71)

avec des constantes indépendantes de n ≤ N .

Preuve. Rappelons que la fonctionnelle

Ē(g,M) := supα∈M E(g, α) = supα∈M

(

|g|BC(α) + ∆t 2−2`(α)|g|W 1,∞(α)

)

(6.72)

mesure l’adéquation entre g et M , au sens où l’erreur de projection sur VM vérifie

‖g − PMg‖L∞ ≤ CĒ(g,M). (6.73)

Avec ce qui précède, on peut déjà estimer les erreurs de projections associées aux
différentes étapes du schéma (6.17), à l’exception de (6.17c). La construction (6.17d)
de Mn

3 nous garantit en effet que

Ē(fn
2 ,M

n
3 ) ≤ ε, (6.74)

et on peut vérifier qu’on a

Ē(PMg,M) ≤ CĒ(g,M) (6.75)
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avec une constante absolue, de sorte que l’application conjointe de (6.45) et (6.47) nous
donne

Ē(Txf
n
3 ,M

n+1) ≤ CĒ(fn
3 ,M

n
3 ) ≤ CĒ(fn

2 ,M
n
3 ) ≤ Cε. (6.76)

M0 étant d’ailleurs construit de façon à ce que Ē(f0,M
0) soit inférieur à ε, on peut

également déduire de (6.75) que

Ē(fn,Mn) ≤ Cε (6.77)

pour tout entier n. L’argument employé pour (6.76) nous permet alors d’écrire

Ē(Txf
n,Mn

1 ) ≤ CĒ(fn,Mn) ≤ Cε, (6.78)

et on en déduit les estimations (6.69)-(6.71). �

6.4.3 Stabilité du transport vis-à-vis des perturbations de densité

En ce qui concerne (HT.4), on s’intéressera dans notre analyse à la différence
TxTvTxf(tn) − TxT n

v Txf(tn) = Tx(Tv − T n
v )Txf(tn) qu’on se propose de majorer ici

en fonction de l’erreur numérique

en := ‖f(tn) − fn‖L∞ (6.79)

associée au schéma, et du paramètre ε. Ce passage étant relativement technique, on
peut commencer par établir quelques inégalités qui nous permettront de faire quelques
simplifications dans la suite.

Avant même de savoir à quelle vitesse en sera entrâıné vers 0 par ∆t et ε, on peut
déduire de la stabilité L∞ (6.42) du schéma que en ≤ 2‖f0‖L∞ pour tout entier n. Les
erreurs d’interpolation (6.69)-(6.71) étant d’autre part majorées par Cε, il est assez
naturel de supposer que Cε ≤ en avec cette même constante (ce qui revient à remplacer
en par max(Cε, en)). On pourra donc supposer que

Cε ≤ en ≤ 2‖f0‖L∞ . (6.80)

Compte tenu de l’hypothèse (6.34) on pourra également utiliser

ε ≤ ∆t 2 ≤ 1 (6.81)

pour simplifier quelques expressions. D’après la définition des opérateurs de transport,
on peut majorer

‖(Tv − T n
v )Txf(tn)‖L∞ ≤ ∆t ‖Ẽ[Txf(tn)] − En‖L∞ |Txf(tn)|W 1,∞ . (6.82)

En utilisant la proposition 4.3, il est facile de déduire de la définition (6.1)-(6.2) que
Txf(tn) vérifie

|Txf(tn)|W 1,∞ ≤ C|f(tn)|W 1,∞ ≤ C (6.83)

avec une constante dépendant uniquement de f0 et N∆t . D’autre part, on peut écrire

‖Ẽ[Txf(tn)] −En‖L∞ ≤ ‖Ẽ[Txf(tn)] − Ẽ[fn
1 ]‖L∞ + ‖Ẽ[fn

1 ]− Ẽn‖L∞ + ‖Ẽn −En‖L∞ .
(6.84)
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D’après la définition (6.4) et la borne ‖K‖L∞ = 1, le premier terme se majore par

‖Ẽ[Txf(tn)] − Ẽ[fn
1 ]‖L∞ ≤ ‖Txf(tn) − fn

1 ‖L1 ≤ Σ̃v‖Txf(tn) − fn
1 ‖L∞ , (6.85)

cette dernière inégalité provenant du fait que les supports de toutes les solutions (ap-
prochées ou exactes) sont de mesure bornée par Σ̃v. En utilisant (6.69) et (6.80), on a
d’autre part

‖Txf(tn)−fn
1 ‖L∞ ≤ ‖Tx(f(tn)−fn)‖L∞+‖(I−PMn

1
)Txf

n‖L∞ ≤ en+Cε ≤ 2en. (6.86)

Pour le deuxième terme de (6.84), on peut écrire d’après la définition (6.19) de Ẽn que

‖Ẽ[fn
1 ] − Ẽn‖L∞ ≤

∣

∣

∣
Ẽ[fn

1 ](1) − Ẽ[fn
1 ](0)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(

Ẽ[fn
1 ]
)′

(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣‖fn
1 ‖L1 − 1

∣

∣.

(6.87)
Si le schéma numérique était conservatif, ce dernier terme serait nul en vertu de (4.31),
malheureusement ce n’est pas le cas. Tx étant tout de même conservatif, on voit que
‖Txf(tn)‖L1 = 1, de sorte que les inégalités (6.85) et (6.86) entrâınent

∣

∣‖fn
1 ‖L1 − 1

∣

∣ ≤ ‖fn
1 − Txf(tn)‖L1 ≤ 2Σ̃ven. (6.88)

Le troisième terme de (6.84) se majore comme une erreur d’interpolation P1

‖Ẽn − En‖L∞ ≤ 1

8
supi |xi+1 − xi|2‖(Ẽn)′′‖L∞([xi,xi+1]) (6.89)

où les xi désignent à nouveau les nœuds de Γn
x. On a alors

‖(Ẽn)′′‖L∞([xi,xi+1]) =

∥

∥

∥

∥

∫

∂xf
n
1 (·, v) dv

∥

∥

∥

∥

L∞([xi,xi+1])

≤ Σ̃v supα |fn
1 |W 1,∞(α), (6.90)

le sup étant pris sur toutes les α de Mn
1 dont la projection αx intersecte [xi, xi+1].

D’après la construction de Γn
x, ceci implique |xi+1 − xi| ≤ 2−`(α), d’où

‖Ẽn − En‖L∞ ≤ C supα∈Mn
1

2−2`(α)|fn
1 |W 1,∞(α) ≤ C∆t−1Ē(fn

1 ,M
n
1 ) ≤ Cε∆t−1

(6.91)
en utilisant (6.72), (6.75) et (6.78). Si l’on met finalement bout à bout les différentes
inégalités ci-dessus, on trouve

‖(Tv − T n
v )Txf(tn)‖L∞ ≤ C(∆t en + ε). (6.92)

6.5 Preuve du théorème 6.1

Pour ne pas être gêné outre mesure par l’opérateur de troncature Tn (défini en
(6.26)) qui est susceptible de dégrader l’adéquation du maillage au voisinage de |v| =
Σ̃n

v , on se propose de décomposer l’analyse d’erreur en deux parties. Utilisant le domaine

Ω̃n = T× [−Σ̃n
v , Σ̃

n
v ]

introduit dans la remarque 6.6, l’erreur principale sera définie comme

eprinc
n := ‖f(tn) − fn‖L∞(Ω̃n), (6.93)
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autrement dit sur un domaine où Tn vaut l’identité. Plus précisément, on observera
attentivement à partir des égalités (6.32) que la restriction à Ω̃n+1 de la solution S∆t,εf

n

définie par (6.18) vérifie

(S∆t,εf
n)|Ω̃n+1

= (PMn+1TxPMn
3
PMn

2
T n

v PMn
1
Txf

n)|Ω̃n+1
, (6.94)

de sorte qu’on pourra “oublier” Tn dans l’analyse de eprinc
n . En revanche, il faudra

prendre ses effets en compte pour estimer l’erreur marginale définie par

emarg
n := ‖f(tn) − fn‖L∞((Ω̃n)c). (6.95)

Commençons par l’étude de ce terme.

6.5.1 Estimation de l’erreur marginale

Comme f(tn+1) s’annule en dehors de Ω̃n+1 (voir la remarque 6.6), on a

emarg
n+1 = ‖fn+1‖L∞((Ω̃n+1)c) ≤ ‖Txf

n
3 ‖L∞((Ω̃n+1)c) ≤ ‖fn

3 ‖L∞((Ω̃n+1)c)

≤ ‖fn
2 ‖L∞((Ω̃n+1)c) ≤ ‖Tn+1T n

v f
n
1 ‖L∞((Ω̃n+1)c) ≤ ‖T n

v f
n
1 ‖L∞((Ω̃n+1)c),

les inégalités numéro 1, 2 et 4 provenant de la propriété de décroissance (6.31) des
interpolations sur les ensembles (Ω̃n+1)

c, et les inégalités 3 et 5 venant du fait que Tx

et Tn+1 ne font pas crôıtre la norme L∞ sur (Ω̃n+1)
c. Pour contrôler l’amplitude de

T n
v f

n
1 à l’extérieur de Ω̃n+1, on va établir l’inclusion

(An
v )−1

(

(Ω̃n+1)
c
)

⊂ Ωc

n, (6.96)

d’où l’on déduira

‖T n
v f

n
1 ‖L∞((Ω̃n+1)c) = ‖fn

1 ◦ (An
v )−1‖L∞((Ω̃n+1)c) ≤ ‖fn

1 ‖L∞((Ωn)c).

En utilisant (6.69) et le fait que f(tn) s’annule en dehors de Ωn, on pourra alors estimer

‖T n
v f

n
1 ‖L∞((Ω̃n+1)c) ≤ ‖fn

1 ‖L∞((Ωn)c) ≤ ‖Txf
n‖L∞((Ωn)c) + ‖(I − PMn

1
)Txf

n‖L∞

≤ ‖fn‖L∞((Ωn)c) + Cε ≤ en + Cε. (6.97)

L’erreur marginale sera donc majorée par

emarg
n+1 ≤ en + Cε (6.98)

si nous pouvons montrer l’inclusion (6.96). Pour cela, considérons un point (x, v)
qui n’appartient pas à Ω̃n+1, autrement dit tel que |v| ≥ Σ̃n+1

v , et montrons que
(An

v )−1(x, v) est en dehors de Ωn, autrement dit que |v − ∆tEn(x)| ≥ Σn
v . L’inégalité

Σ̃n
v ≥ Σn

v + 2−`0 (qui provient de la définition de Σ̃n
v ) nous permettant d’écrire

|v − ∆t En(x)| ≥ Σ̃n+1
v − ∆t ‖En‖L∞ ≥ Σn

v + 2−`0 − ∆t ‖En‖L∞ ,

nous aurons montré (6.96) si nous établissons que ∆t ‖En‖L∞ est inférieur à 2−`0 .
Observons donc que le champ Ẽ[fn

1 ], défini en (6.4), vérifie d’après (6.88)

‖Ẽ[fn
1 ]‖L∞ ≤ ‖fn

1 ‖L1 + 1 ≤ 2 + 2Σ̃ven,
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et que les inégalités (6.22), (6.87) et (6.88) nous permettent de majorer

‖En‖L∞ ≤ ‖Ẽ[fn
1 ]‖L∞ +

∣

∣‖fn
1 ‖L1 − 1

∣

∣ ≤ 2 + 4Σ̃ven. (6.99)

D’après l’hypothèse (6.34) faite sur ∆t et l’estimation très large (6.80) suivant laquelle
l’erreur numérique en est inférieure à 2‖f0‖L∞ , on peut alors voir que la quantité
∆t ‖En‖L∞ est toujours inférieure à 2−`0(2 + 8Σ̃v‖f0‖L∞)(8 + 8Σ̃v‖f0‖L∞)−1 et donc
à 2−`0 , ce qui établit l’inclusion (6.96) et finalement l’estimation (6.98).

6.5.2 Régularité lipschitzienne des solutions

Pour étudier l’erreur numérique correspondant au domaine principal de calcul, on
va avoir besoin de contrôler la semi-norme W 1,∞ des solutions numériques et la semi-
norme W 2,∞ des champs électriques associés. Jusqu’ici, on peut remarquer qu’on n’a
pas cherché à préciser quelle semi-norme lipschitzienne devait être utilisée. Pour pouvoir
en suivre précisément l’évolution, faisons le choix de noter

|g|W 1,∞ := ‖∂xg‖L∞ + ‖∂vg‖L∞ .

On a alors le lemme suivant (qui n’a rien d’évident, et qui serait faux pour une trian-
gulation générale).

Lemme 6.16 Pour ce choix de semi-norme lipschitzienne, les interpolations PM sont
décroissantes. En d’autres termes, on a

|PMg|W 1,∞ ≤ |g|W 1,∞ (6.100)

pour toute fonction lipschitzienne g et tout maillage dyadique M ∈ M(Ω).

Preuve. Rappelons que PM est l’interpolation affine par morceaux correspondant à la
triangulation K(M) construite dans la section 2.2.1. Et que les triangles K de K(M)
sont soit obtenus par le découpage en deux d’une cellule carrée de M , soit par le
recollage de deux triangles voisins K1 et K2 de la triangulation non conforme K̃(M)
(voir figure 2.4). Dans le premier cas, deux des côtés de K sont parallèles aux axes x
et v, d’où l’on voit que ‖∂xPMg‖L∞(K) et ‖∂vPMg‖L∞(K) sont respectivement majorés
par ‖∂xg‖L∞(K) et ‖∂vg‖L∞(K), de sorte que

|PMg|W 1,∞(K) ≤ |g|W 1,∞(K) (6.101)

est évident. Dans le deuxième cas, soit g̃ := P{K1,K2}g l’interpolation de g sur la sous-

triangulation (conforme) {K1,K2} de K̃(M). On peut observer que l’arête commune
à K1 et K2 est toujours parallèle à l’axe x ou à l’axe v. Notre argument étant symmé-
trique, supposons qu’il est parallèle à l’axe x. On a alors (∂xg̃)|K1

= (∂xg̃)|K2
, et l’on

peut calculer que le gradient de PMg, constant sur K, vérifie

(∂xPMg)|K =
(

2(∂xg̃)|K1
− (∂v g̃)|K1

+ (∂v g̃)|K2

)

/2

(∂vPMg)|K =
(

(∂v g̃)|K1
+ (∂v g̃)|K2

)

/2.
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On a donc

|PMg|W 1,∞(K) = ‖∂xPMg‖L∞(K) + ‖∂vPMg‖L∞(K)

≤ max(|(∂xPMg)|K + (∂vPMg)|K |, |(∂xPMg)|K − (∂vPMg)|K |)
≤ ‖∂xg̃‖L∞(K) + ‖∂v g̃‖L∞(K) = |g̃|W 1,∞(K),

et en appliquant (6.101) à P{K1,K2}, on en déduit que

|PMg|W 1,∞(K) ≤ |g̃|W 1,∞(K) = max
i=1,2

|g̃|W 1,∞(Ki) ≤ max
i=1,2

|g|W 1,∞(Ki) = |g|W 1,∞(K),

ce qui prouve (6.100). �

En utilisant la définition (6.26) de l’opérateur Tn, les inégalités (6.97), (6.80) et le
fait que ‖∂v(T n

v f
n
1 )‖L∞ = ‖∂vf

n
1 ‖L∞ , on calcule alors

‖∂v(Tn+1T n
v f

n
1 )‖L∞ ≤ max

(

‖∂v(T n
v f

n
1 )‖L∞ , 2`0‖T n

v f
n
1 ‖L∞((Ω̃n+1)c)

)

≤ ‖∂v(T n
v f

n
1 )‖L∞ + 2`0‖T n

v f
n
1 ‖L∞((Ω̃n+1)c) ≤ ‖∂vf

n
1 ‖L∞ + 2`0(en + Cε).

Tn+1 diminuant d’autre part la semi-norme ‖∂x · ‖L∞ , on a

‖∂x(Tn+1T n
v f

n
1 )‖L∞ ≤ ‖∂x(T n

v f
n
1 )‖L∞ ≤ ‖∂xf

n
1 ‖L∞ + ∆t |Ẽn|W 1,∞‖∂vf

n
1 ‖L∞ .

On déduit donc de la borne (6.43) sur le champ Ẽn que

|Tn+1T n
v f

n
1 |W 1,∞ = ‖∂x(Tn+1T n

v f
n
1 )‖L∞ + ‖∂v(Tn+1T n

v f
n
1 )‖L∞

≤ |fn
1 |W 1,∞(1 + C∆t ) + 2`0(en + Cε) ≤ |fn

1 |W 1,∞(1 + C∆t ) + Cen,

dans la mesure où l’on peut toujours supposer que en est supérieur à ε. En utilisant
cette estimation, la décroissance (6.100) des interpolations et le fait que |Txg|W 1,∞ ≤
(1 + ∆t /2)|g|W 1,∞ , on obtient finalement

|fn+1|W 1,∞ ≤ |Txf
n
3 |W 1,∞ ≤ (1 + ∆t /2)|fn

3 |W 1,∞ ≤ (1 + ∆t /2)|fn
2 |W 1,∞

≤ (1 + ∆t /2)|Tn+1T n
v f

n
1 |W 1,∞ ≤ (1 + ∆t /2)(1 + C∆t )|fn

1 |W 1,∞ + Cen

≤ (1 + C∆t )|Txf
n|W 1,∞ + Cen ≤ (1 + C∆t )|fn|W 1,∞ + Cen.

(6.102)

6.5.3 Borne W 2,∞ sur le champ électrique Ẽn

D’après leurs définitions respectives (6.4) et (6.19), les champs Ẽ[fn
1 ] et Ẽn vérifient

|Ẽn|W 2,∞ = |Ẽ[fn
1 ]|W 2,∞ =

∥

∥

∥

∥

∫

∂xf
n
1 (·, v) dv

∥

∥

∥

∥

L∞

≤ Σ̃v|fn
1 |W 1,∞ .

En simplifiant d’après (6.80), on déduira donc des inégalités (6.102) que

|Ẽn|W 2,∞ ≤ C(1 + |fn|W 1,∞), (6.103)

avec une constante dépendant uniquement de f0 et N∆t .
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6.5.4 Estimation de l’erreur principale

Muni de cette dernière estimation, on est enfin en mesure d’appliquer les résultats
disponibles quant à l’adéquation des maillages Mn

2 transportés lors de l’étape (6.17c) :
en particulier, (6.45) et (6.48) nous permettent d’écrire

Ē(T n
v f

n
1 ,M

n
2 ) ≤ C(1 + |Ẽn|W 2,∞)Ē(fn

1 ,M
n
1 ).

La stabilité (6.75) des projections et l’adéquation (6.78) de Mn
1 nous garantissant que

Ē(fn
1 ,M

n
1 ) ≤ CĒ(Txf

n,Mn
1 ) ≤ Cε,

on déduit des estimations ci-dessus que

Ē(T n
v f

n
1 ,M

n
2 ) ≤ C(1 + |fn|W 1,∞)ε. (6.104)

En particulier, l’erreur de projection associée à l’étape (6.17c) du schéma vérifie

‖(I − PMn
2
)T n

v f
n
1 ‖L∞ ≤ C(1 + |fn|W 1,∞)ε. (6.105)

Suivant le canevas proposé dans la section 5.4.1 pour l’analyse d’erreur, on peut à
présent décomposer le terme d’erreur principal (6.93) en

eprinc
n+1 ≤ eprinc, t

n+1 + eprinc, s
n+1 + eprinc, c

n+1 , (6.106)

où l’on désigne respectivement par

eprinc, t
n+1 := ‖f(tn+1) − T f(tn)‖L∞ ≤ C(T )∆t 3 (6.107)

l’erreur de discrétisation en temps majorée dans la proposition 6.1 sur le domaine entier
Ω, par

eprinc, s
n+1 := ‖(TxT n

v Tx − S∆t,εf
n‖L∞(Ω̃n+1),

une erreur de discrétisation en espace, et par

eprinc, c
n+1 := ‖TxTvTxf(tn) − TxT n

v Txf
n‖L∞(Ω̃n+1)

un terme additionnel de“couplage”dû à la non-linéarité du transport. D’après la forme
(6.94) prise par S∆t,εf

n sur Ω̃n+1, on décompose alors

eprinc, s
n+1 ≤ ‖TxT n

v (I −PMn
1
)Txf

n‖L∞ + ‖Tx(I −PMn
2
)T n

v f
n
1 ‖L∞ + ‖Tx(I −PMn

3
)fn

2 ‖L∞

+ ‖(I − PMn+1)Txf
n
3 ‖L∞ ≤ C(1 + |fn|W 1,∞)ε, (6.108)

la deuxième inégalité venant des estimations (6.69)-(6.71) et (6.105). En ce qui concerne
l’erreur de couplage, on peut observer que la linéarité de Tx et de T n

v entrâınent

eprinc, c
n+1 ≤ ‖TxT n

v Tx(f(tn) − fn)‖L∞ + ‖Tx(Tv − T n
v )Txf(tn)‖L∞ ,

≤ en(1 + C∆t ) + Cε

d’après l’estimation (6.92). L’erreur principale vérifie donc

eprinc
n+1 ≤ en(1 + C∆t ) +C[∆t 3 + ε(1 + |fn|W 1,∞)]. (6.109)
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6.5.5 Fin de la preuve

En collectant les estimations (6.98) et (6.109) concernant les erreurs marginale et
principale, on trouve

en+1 ≤ en(1 + C∆t ) +C[∆t 3 + ε(1 + |fn|W 1,∞)] (6.110)

tandis que |fn|W 1,∞ vérifie, d’après (6.102),

|fn+1|W 1,∞ ≤ |fn|W 1,∞(1 +C∆t ) + Cen. (6.111)

L’hypothèse (6.34) impliquant ε ≤ ∆t 2, le lemme de Gronwall 1.4 appliqué à en+1 +
∆t |fn+1|W 1,∞ montre que

supn≤N (en + ∆t |fn|W 1,∞) ≤ C∆t .

On en déduit que l’erreur numérique vérifie

en+1 ≤ en(1 + C∆t ) + C(∆t 3 + ε),

de sorte qu’une deuxième application du lemme de Gronwall nous donne l’estimation
d’erreur (6.33), ce qui achève cette preuve. �
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Chapitre 7

Implémentation et résultats
numériques

Sans entrer dans les détails techniques de la programmation, on présente ici la façon
dont on a implémenté notre schéma adaptatif semi-lagrangien. L’écriture du code de
calcul ayant en réalité précédé le schéma tel qu’il est décrit au chapitre précédent, il
existe entre les deux quelques différences, mais elles sont mineures. On présente alors
quelques résultats numériques correspondant à la simulation d’un faisceau d’électrons à
symétrie axiale, sur lesquels il apparâıt d’une part que les erreurs numériques tendent
vers 0 comme ∆t 2 ∼ ε2/3, ce qui confirme l’estimation du théorème 6.1, et d’autre
part que la taille maximale N des maillages générés par notre schéma est contrôlée par
ε−1, ce qui va dans le sens de la conjecture développée dans la section 6.3.2, au moins
sur une simulation. A la fin de ce chapitre, on montre également que nos maillages
adaptatifs sont très proches des maillages “optimaux” qu’on construit à partir d’une
solution de référence très précise, calculée sur un maillage uniformément fin.

7.1 Le code de calcul YODA

Avant d’être écrit comme en (6.17), notre schéma adaptatif a d’abord existé sous
la forme d’un code de calcul écrit en C++ avec Michel Mehrenberger à l’occasion d’un
groupe de travail proposé par Eric Sonnendrücker et co-dirigé par Albert Cohen lors
de l’édition 2003 du CEMRACS (le désormais célèbre Centre d’Eté de Mathématiques
et Recherche Avancées en Calcul Scientifique), à Luminy.

7.1.1 Premiers objectifs et visualisation des résultats

L’objectif premier de notre solveur (que nous avons baptisé “Yet anOther aDaptive
Algorithm” dans le cadre du projet CALVI de l’INRIA où avaient déjà été développés
un solveur uniforme VADOR écrit par Francis Filbet durant sa thèse de doctorat, et un
code de calcul adaptatif OBIWAN [11, 38] qui utilisait des ondelettes d’interpolation
de Deslauriers et Dubuc) était d’accélérer les codes uniformes existant, tout en offrant
la qualité (notamment la précision) des schémas semi-lagrangiens.

Par rapport au solveur Obiwan, le choix de discrétiser la densité de plasma par des
éléments finis tensoriels basés sur les maillages dyadiques du chapitre 2 était justifié par
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Fig. 7.1 – simulation d’un faisceau de plasma à symétrie axiale avec le code YODA.
La distribution d’électrons fn à gauche, et le maillage adaptatif Mn à droite sont
représentés dans l’espace des phases avec en abscisse la distance des particules à l’axe
du faisceau, et en ordonnées leur vitesse radiale.

une utilisation plus locale de la structure de données, pour une parallélisation du code
qui a depuis été entreprise par Eric Violard, Michel Mehrenberger et Olivier Hoenen
(voir [42] et [41]). Les figures 7.1 et 7.2 ci-après illustrent les premiers cas tests que
nous avons simulés avec notre code.

7.1.2 Aspects essentiels de l’implémentation

Pour exploiter au mieux la structure arborescente de la discrétisation multi-échelles
telle qu’on l’a décrite dans la section 2.1.1, chaque solution numérique fn est d’abord
matérialisée par l’arbre de calcul Λ(Mn) dont les feuilles forment le maillage dyadique
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Fig. 7.2 – simulation d’un faisceau de plasma (suite de la figure 7.1).

Mn sur lequel fn est discrétisée. Dans cet arbre, les mailles (ou les cellules) dyadiques
sont des objets autonomes reliés aux autres par un jeu de pointeurs représentant les
différents types de relations.

Chaque cellule α = [2−`kx, 2
−`(kx + 1)] × [2−`kv , 2

−`(kv + 1)] connâıt ainsi, outre son
niveau ` et son indice k = (kx, kv), l’adresse mémoire de sa parente P(α), de ses filles
F(α) et de ses voisines (au même niveau) dans le maillage. La structure d’arbre gradué
est alors garantie par une gestion minutieuse des diverses relations intercellulaires, no-
tamment lorsqu’il s’agit d’ajouter ou d’enlever une cellule dans l’arbre. C’est bien sûr la
plasticité de ces relations qui est à la base de l’adaptativité dynamique de nos maillages.

En parallèle avec ce graphe cellulaire dynamique, le programme gère un ensemble
de nœuds partagés par les cellules de Mn au moyen d’un deuxième jeu de pointeurs,
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Fig. 7.3 – un arbre de cellules dyadiques Λ(Mn) correspondant à une solution fn.

et ce sont ces nœuds qui contiennent les valeurs des solutions numériques.

Dans notre approche, le maillage adaptatif sur lequel la solution est calculée est re-
dessiné à chaque pas de temps. En particulier, la boucle correspondant à l’intervalle
de temps [n∆t , (n+ 1)∆t ] commence par prédire un maillage M̃n+1 en suivant le flot
numérique An calculé à partir de la solution disponible (fn, En). D’un point de vue al-
gorithmique, il faut savoir que la création physique de nouvelles mailles demande qu’on
alloue à chaque fois une zone de mémoire pour recevoir les informations qui composent
la“carte d’identité”de cette maille. Ces allocations dynamiques de mémoire prenant un
temps relativement important, il était essentiel de les réduire au minimum. On l’a fait
de deux façons différentes : tout d’abord, on a créé un statut intermédiaire de cellules
“recyclées” de façon à conserver des petits nombres de mailles inutilisées en attente
d’être réaffectées quelque part. Mais surtout, comme le maillage prédit M̃n+1 ne pré-
sentait généralement que peu de différences avec Mn, on a évité de multiplier des allo-
cations redondantes en réunissant les deux arbres en un seul Λn := Λ(Mn)∪Λ(M̃n+1),
réduisant ainsi de façon très importante le coût associé au transport des maillages
dyadiques. Dans la mesure où la présence des cellules dans un arbre ou dans l’autre
n’est alors plus matérialisée que par un marqueur, la plupart des créations de cellules
deviennent virtuelles, le programme ne faisant plus que modifier localement le maillage.

Dans sa première version, notre code de calcul n’utilisait pas d’éléments affines par
morceaux, mais des produits tensoriels entre polynômes de Lagrange, de sorte qu’on a
programmé des éléments finis bilinéaires ou biquadratiques pour discrétiser les densi-
tés électroniques fn (l’avantage de cette discrétisation étant qu’elle pouvait s’étendre
aux dimensions supérieures avec la même facilité que les maillages dyadiques multi-
échelles). Une deuxième différence avec notre schéma (6.17) est que les trajectoires ca-
ractéristiques n’y sont pas calculées par “time splitting”, mais par une formule explicite
directe. Précisons toutefois qu’à l’image du schéma “abstrait” (5.33) présenté au cha-
pitre 5, notre code peut prendre en argument un schéma de transport fn → An = A[fn]
arbitraire pourvu qu’il soit suffisamment régulier. La troisième différence, enfin, réside
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dans la stratégie adoptée pour prédire le maillage au début de chaque pas de temps.
L’algorithme implémenté regarde en effet “vers l’avant”, ajoutant pour chaque cellule α
du maillage de départ une cellule ãlpha de niveau identique (dans ce qui correspond à
l’arbre ΛL de l’algorithme 5.5) et contenant le point d’arrivée An(cα) de la trajectoire
approchée issue du centre de la cellule α.

7.2 Faisceau d’électrons semi-gaussien

Pour tester la validité de notre code sur un cas test classique, on a simulé l’évolution
temporelle de la section d’un faisceau d’électrons à symétrie axiale, initialement localisé
autour de son axe et distribué de façon gaussienne en vitesses. L’allure des solutions
adaptives calculées lors de ces simulations est illustrée par les figures 7.1 et 7.2. En
désignant par x la distance des particules à l’axe du faisceau et par v leur vitesse radiale,
la distribution initiale fsg(x, v) := a exp(−(v/b)2)χ[−c,c]×R(x, v) n’est ni continue, ni à
support compact. On l’a donc remplacée par

f0 := a exp(−(v/b)2)ρ(x, v) ' fsg

où ρ est une approximation W 2,∞ à support compact de l’indicatrice χ[−c,c]×R. Le do-
maine physique de calcul étant [−0.5, 0.5]2 , on a choisi pour ces paramètres les valeurs
a = 5.794, b = 0.122 et c = 0.172. D’autre part, on a soumis à l’équation un champ
électrique extérieur affine, de façon à ce que le plasma reste bien confiné autour de l’axe.

On présente ici les résultats correspondant à des simulations adaptatives et uniformes.
Les solutions adaptives correspondent à la stratégie adaptative telle qu’on a pu la dé-
crire dans les sections 5.3.1 ou 6.2.2 (aux différences mineures près évoquées plus haut).
On désignera ici ces solutions par fn = fn

∆t ,ε, en précisant la valeur choisie pour le
pas de temps ∆t . Le paramètre de tolérance ε sera lui toujours fixé de façon à ce que
l’on ait ε = C∆t 3, d’après l’équilibrage des différents termes d’erreur (avec un choix
de C = 320). Signalons enfin que pour des raisons pratiques évidentes, on a autorisé
un niveau maximal pour les cellules, fixé à L = 10. D’autre part, on a également cal-
culé des solutions uniformes fn

h sur des maillages uniformes de pas h en appliquant à
notre schéma une tolérance ε = 0, et un niveau maximal `h := − log2(h). En prenant
à nouveau soin d’équilibrer le rôle des paramètres ∆t et h dans l’estimation d’erreur
(6.37), on a imposé ∆t ∼ h2/3 lorsque c’était possible.

La solution exacte n’étant pas connue, on a évalué la précision des solutions numé-
riques en utilisant une solution de référence fL := fh(L) calculée sur le niveau d’espace

le plus fin h(L) := 2−L = 1/1024.

7.2.1 Mesure du défaut de conservativité

Dans la mesure où notre schéma n’est pas conservatif, il était intéressant d’évaluer
la perte de masse des solutions numériques au cours du temps. Rappelons que l’inégalité
(6.88) prévoit que cette perte est contrôlée par l’erreur ‖fN − f(T )‖L∞ . En partant
du principe que la masse ‖f0

L‖L1 de la solution initiale de référence est une bonne
aproximation de la masse exacte ‖f‖L1, on a représenté sur la figure 7.4 l’évolution du
rapport ‖fN‖L1/‖f0

L‖L1 en fonction du temps de simulation T = N∆t pour différentes
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Fig. 7.4 – évolution du rapport de masse ‖fN‖L1/‖f0
L‖L1 au cours du temps T = N∆t

pour diverses solutions adaptatives.
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Fig. 7.5 – rapport de masse ‖fN‖L1/‖f0
L‖L1 en fonction de la taille des maillages pour

diverses solutions uniformes et adaptatives au temps T = 4.5.
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valeurs de ∆t , autrement dit pour différentes qualités de solutions adaptatives. Sur la
figure 7.5, on a représenté ce rapport pour des solutions adaptatives et uniformes en
fonction de la taille des maillages de calcul associés. Et dans les deux cas, on peut
vérifier que la perte de masse tend vers zéro à mesure que la taille des maillages
augmente, sans qu’une stratégie se distingue particulièrement.

Remarque 7.1 On pourra s’étonner du fait que la masse totale des solutions adapta-
tives est toujours supérieure à la masse de la solution de référence f0

L. Ceci est dû en
réalité au fait que la “perte” de masse la plus importante est réalisée par les interpola-
tions sur les mailles les plus grandes. L’allure particulière du faisceau semi-gaussien,
pour lequel la distribution est convexe dans les zones les plus régulières, fait alors que
les mailles les plus grandes sont précisément celles où les interpolations affines sont
au-dessus de la courbe, entrâınant ainsi un “gain” de masse important sur ces zones.

7.2.2 Précision numérique

Sur les figures 7.6 et 7.7, on a représenté la distance entre fN et cette solution de
référence fN

L en fonction de ∆t . Les distances sont mesurées dans L∞ sur la figure 7.6
et dans L1, L2 sur la figure 7.7 afin de vérifier que notre méthode donne également de
bons résultats dans ces distances. Les pentes de ces courbes calculées par une méthode
des moindres carrés sont légèrement meilleures que prévues.

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-4.4 -4.2 -4 -3.8 -3.6 -3.4 -3.2 -3 -2.8

erreur L∞, T = 4.5
T = 1.5

Fig. 7.6 – vitesses de convergence. Erreur numérique ‖fN − fN
L ‖L∞ en fonction de ∆t

en échelle log-log, aux instants T = 1.5 et T = 4.5 (les pentes sont de l’ordre de 2.5).

7.2.3 Complexité optimale des maillages adaptatifs

Pour valider la discussion qu’on a menée dans la section 6.3.2, et en particulier pour
éprouver notre conjecture (6.36), on a représenté sur les figures 7.8 et 7.9 les erreurs
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Chapitre 7. Implémentation et résultats numériques

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

 0

-4.4 -4.2 -4 -3.8 -3.6 -3.4 -3.2 -3 -2.8

erreur L1, T = 4.5
T=1.5

erreur L2, T = 4.5
T=1.5

Fig. 7.7 – vitesses de convergence. Erreurs numériques mesurées dans L1 et L2 en
fonction de ∆t en échelle log-log, aux instants T = 1.5 et T = 4.5 (les pentes sont de
l’ordre de 2.5).
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Fig. 7.8 – erreurs simples et corrigées mesurées dans L∞ en fonction de la taille des
maillages en échelle log-log pour des solutions adaptives et uniformes (à T = 4.5).
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Fig. 7.9 – erreurs simples et corrigées mesurées dans L∞ en fonction du temps cpu (en
minutes) en échelle log-log pour des solutions adaptives et uniformes (à T = 4.5).

numériques L∞ réalisées par les solutions uniformes fN
h et adaptatives fN pour diffé-

rentes valeurs des paramètres h, ∆t ∼ h−2/3 et ε ∼ ∆t 3. Sur la figure 7.8, ces erreurs
sont tracées en fonction de la taille (6.35) des maillages, et en fonction du temps de
calcul sur la figure 7.9.

Ici, toutefois, on ne peut plus se contenter d’évaluer l’erreur numérique en prenant
comme référence la solution uniforme fN

L calculée au niveau le plus fin, car on sur-
estime de cette façon la qualité des solutions adaptatives fN proches de fN

L . Pour
corriger ces courbes, on a ajouté aux erreurs approchées

ẽN = ‖fN − fN
L ‖L∞ (7.1)

(représentées par les carrés noirs) une estimation de l’erreur associée à la solution de
référence

ẽL ≈ ‖fN
L − f(T )‖L∞ (7.2)

qu’on a évaluée de la façon suivante : ayant observé que les premiers termes de la suite

ẽ` := ‖fN
h(`) − fN

L ‖L∞ , ` = `0, . . . , L− 1

avaient une décroissance quasi-géométrique, on a supposé qu’il en était de même pour
la suite des erreurs “exactes” ‖fN

h(`) − f(T )‖L∞ , et on en a déduit ẽL par extrapolation.

A coté de la courbe en carrés noirs représentant les pseudo-erreurs (optimistes) ẽN

réalisées par les solutions adaptatives, on a donc représenté par des carrés blancs les
erreurs“corrigées” ẽN + ẽL. Cette fois, les courbes obtenues sont clairement pessimistes,
car elles empêchent les solutions adaptatives d’être plus précises que la solution uni-
forme de niveau L. Les performances réelles de notre schéma sont donc à chercher dans
la zone comprise entre les courbes blanches et noires.
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Fig. 7.10 – comparaison des maillages produits par le schéma adaptatif (en haut), et
par l’algorithme de compression Aε appliqué à la solution uniforme la plus fine (en
bas), aux instants T = 0.05 (à gauche) et T = 10.05 (à droite).

On peut néanmoins mesurer la pente moyenne des courbes corrigées sur la figure 7.8, et
observer qu’elle est proche de −0.7, aussi bien pour les solutions adaptatives que pour
les solutions uniformes, ce qui valide l’estimation d’erreur uniforme (6.38) comme notre
conjecture (6.36). En ce qui concerne le gain d’efficacité, on peut alors observer que
pour une précision donnée, les maillages uniformes sont environ 100 fois plus gros que
les maillages adaptatifs. Dans les estimations (6.38) et (6.36), ce rapport correspond
à la différence entre les “constantes”, et en particulier au fait que la courbure totale
qui est présente derrière la constante de l’estimation (6.36) est bien plus petite que
la semi-norme W 2,∞ qui régit l’estimation (6.38)). Malheureusement, on ne retrouve
pas un rapport aussi avantageux sur la figure 7.9 qui représente les erreurs en fonction
du temps de calcul, ce qui est principalement dû au fait que le schéma adaptatif gère
une structure de données complexe, et dépense un temps supérieur au traitement de
chaque maille qu’un schéma uniforme. Ainsi, le rapport des temps cpu correspondant

126
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à une erreur corrigée de 0.084 ' e−2.47 n’est que de 4.5. Ce constat, bien que décevant,
pourra toutefois être nuancé par le fait que nous n’avons pour l’instant pas cherché à
optimiser notre code informatique lui même, et par le fait que la contrainte imposée
sur le niveau maximal des cellules ne nous permet pas de bien mettre en valeur la
supériorité relative de l’approche adaptative.

Enfin, on a voulu comparer l’allure du maillage “transporté” par notre schéma avec
celui qu’on obtiendrait à partir de la solution de référence calculée dans des conditions
très proches. Pour réaliser cette mesure, on a commencé par choisir une valeur de ∆t
(et donc de ε) pour laquelle l’erreur adaptative (7.1) était du même ordre que l’erreur
(extrapolée) (7.2), autrement dit pour laquelle les solutions fN et fN

L étaient de préci-
sions comparables. On a alors représenté côte à côte sur la figure 7.10 les maillages M1

et M200 produits par notre schéma (6.17) et les maillages Aε(f
1
L) et Aε(f

200
L ) obtenus

en appliquant à la solution de référence l’algorithme (6.3) qui détermine le plus petit
maillage dyadique en ε-adéquation avec fN

L .

Le fait que les maillages M200 et Aε(f
200
L ) soient de tailles comparables sur la fi-

gure 7.10 est donc un signe d’optimalité pratique de notre méthode. En particulier,
ceci signifie que l’économie réalisée par l’utilisation d’un nombre réduit de mailles dans
le transport n’a que très faiblement modifié la structure de la solution, et surtout que
la stratégie qu’on a mise au point pour faire évoluer ces maillages adaptatifs d’un pas
de temps à l’autre a permis de suivre le maillage optimal associé à une solution de
référence, et ceci sans avoir eu recours à une technique de raffinement excessif.
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Troisième partie

Analyse des lois de conservation
scalaires en distance de Hausdorff
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Chapitre 8

Ce qu’il convient de savoir sur
les lois de conservation scalaires

On donne dans ce chapitre une présentation rapide des lois de conservation scalaires
et de leurs solutions faibles entropiques, en montrant de quelle façon une solution
initiale arbitrairement régulière peut devenir discontinue au bout d’un temps fini. En
dimension 1, et pour des flux convexes, on rappelle la description lagrangienne proposée
par Lax des solutions faibles entropiques, dans laquelle les trajectoires caractéristiques
sont déterminées par une formule semi-explicite de minimisation.

8.1 Présentation des lois de conservation scalaires

On s’intéresse dans cette partie aux problèmes d’évolution s’écrivant sous la forme

∂tu(t, x) + ∇x[f(u(t, x))] = 0, u(0, ·) = u0, t > 0, x ∈ Rd, (8.1)

et nos résultats concernent plus particulièrement leur version uni-dimensionnelle

∂tu(t, x) + ∂x[f(u(t, x))] = 0, u(0, ·) = u0, t > 0, x ∈ R. (8.2)

Dans ces équations, le flux f est une fonction connue et régulière de R dans Rd, et
l’inconnue u(t, ·) : Rd → R peut être vue comme une densité de masse. Ses valeurs sont
scalaires, à la différence de ce qui se passe lorsqu’on étudie un système de lois de conser-
vation. Parmi les nombreux ouvrages de référence sur ce sujet, citons (outre l’article
fondateur de Kružkov [44], relativement technique), ceux de Lax [45], de Godlewski et
Raviart [35, 36], de Serre [58, 57] (en français) ou plus récemment de LeFloch [46].

Une façon naturelle de voir l’équation (8.1) est de l’intégrer sur un domaine régulier ω
de Rd. On obtient alors

∂t

∫

ω
u(t, x) dx+

∫

∂ω
f(u(t, x)) · −→n dσ(x) = 0, t > 0, (8.3)

où −→n désigne le vecteur normal au bord ∂ω et dσ sa mesure surfacique. On peut
interpréter (8.3) de la façon suivante : entre les instants t et t′, la variation de la masse
contenue dans le domaine ω correspond au flux du champ f(u) au travers de ∂ω, ce
qui traduit bien un phénomène de transport. A partir du moment où f est continue, la
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masse sortant du domaine ω et celle qui entre dans son complémentaire ωc sont égales,
de sorte que la masse “totale” est conservée.

xd

x1

ω

f(u(t, ·))

Fig. 8.1 – bilan instantané local sur un domaine ω.

On se représentera mieux la nature des solutions en voyant (8.1) comme une équation
de transport“ponctuelle”dans laquelle la densité u est préservée le long des trajectoires
caractéristiques t→ X(t) = X(t; y) ∈ Rd solutions de

dX(t)

dt
= f ′(u(t,X)) = (f ′1(u(t,X)), · · · , f ′d(u(t,X))), X(0) = y ∈ Rd, (8.4)

y désignant le point de départ cette trajectoire. Tant que ces trajectoires existent, on
peut réécrire (8.1) sous la forme

du(t,X(t; y))

dt
= 0, pour tout y ∈ Rd, (8.5)

et remarquer que cela entrâıne dX(t)
dt = f ′(u0(y)), ce qu’on peut aussi voir comme une

conséquence du fait que la fonction de flux f ne dépend pas du temps (du moins pas
autrement qu’au travers de u). Notre loi de conservation (8.1) est donc équivalente à
la propriété de conservation (8.5) le long des trajectoires caractéristiques données par

X(t; y) = y + tf ′(u0(y)), (8.6)

ce qui revient à écrire que pour tout couple (t, x) ∈ R+ × Rd,

u(t, x) = u0(y), où y = y(t, x) est solution de y + tf ′(u0(y)) = x, (8.7)

f ′(u0) : R
d → Rd jouant ainsi le rôle d’un champ de vitesses constant.

Malheureusement on va bientôt s’apercevoir que l’équation (8.7), qui peut nous donner
une formule explicite pour construire les solutions, n’est pas satisfaisante en dehors de
quelques cas faciles comme celui où f ′ est constante.

Une des lois non-linéaires les plus simples s’obtient, en une dimension d’espace, avec
le flux f(u) = u2/2. Cela correspond à l’équation de Burgers sans viscosité

∂tu(t, x) + u(t, x) · ∂xu(t, x) = 0, u(0, ·) = u0. (8.8)

Pour ce flux, la formulation (8.7) devient

u(t, x) = u0(y), où y = y(t, x) est solution de y + tu0(y) = x. (8.9)
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8.1.1 Défauts d’existence ou d’unicité

Dans la partie précédente, on a pu voir que l’équation de Vlasov possédait des
solutions continues lorsque les conditions initiales étaient elle-même continues. En par-
ticulier, on pouvait montrer que les trajectoires caractéristiques associées à de telles
solutions étaient définies en tout temps.

y2y1

t

λ

y

X(t; y) = y + tu0(y)

Fig. 8.2 – trajectoires caractéristiques associées à la donnée initiale de la figure 8.3 pour
l’équation de Burgers en dimension 1. A partir de l’instant λ, certaines trajectoires se
croisent et les courbes obtenues sont multivaluées.

La formulation (8.7), qui repose sur une définition implicite de y, ne permet de construire
u(t, ·) que lorsque l’application y → y + tf ′(u0(y)) est inversible. Lorsque f ′(u0) est
lipschitzienne, on peut voir cette application comme une perturbation de l’identité qui
sera inversible sur des petites valeurs de t, mais a priori pas pour des temps grands. La
figure 8.2 nous donne une représentation “physique” de ce phénomène en représentant
les trajectoires caractéristiques X(t; y) = y + tu0(y) associées à l’équation de Burgers
pour une donnée initiale u0 très régulière, tracée sur la figure 8.3, en haut. Sur la figure
8.2, les temps t pour lesquelles l’application y → y + tu0(y) est inversible se recon-
naissent au fait que les trajectoires caractéristiques ne se croisent pas entre 0 et t. A
l’inverse, le fait que deux trajectoires se croisent en (t, x) indique une ambigüıté sur le
point de départ y et la vitesse u0(y) permettant d’arriver en (t, x).

Plus généralement si f est convexe, cette situation se produira dès que u0 (en di-
mension 1) n’est pas croissante. Il suffit en effet que deux positions initiales y1 et y2

vérifient

y1 − y2 = λ[f ′(u0(y2)) − f ′(u0(y1))] avec un λ > 0 (8.10)

pour que les trajectoires issues de y1 et y2 se croisent en t = λ et x = y1+λf ′(u0(y1)) =
y2 + λf ′(u0(y2)). Si l’on observe la solution u, que constate-t-on ? Tant que les trajec-
toires ne se croisent pas, l’équation (8.7) permet de définir u(t, ·) de façon univoque,
mais à partir de t = −1/

[

infy∈R

(

f ′′(u0(y))u
′
0(y)

)]

> 0, la “solution” donnée par cette
formule n’est plus une fonction, mais un graphe multivalué

G(t) = {(y + tu0(y), u0(y)) : y ∈ R} (8.11)

représenté sur la figure 8.3.
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x

t < λ

u(t, ·) pour

x

u(λ, ·)

x

t > λ ?

x

u0

x

t > λ

Fig. 8.3 – évolution d’une solution classique pour l’équation de Burgers jusqu’à l’ap-
parition du premier choc. Après cet instant, la solution faible se distingue du graphe
multivalué construit par l’équation (8.9).

8.1.2 Solutions faibles entropiques

A partir de ces courbes multivaluées, la façon la plus naturelle de construire des
solutions qui soient des fonctions consiste à les faire “s’effondrer” sur elles-mêmes, en
remplaçant les plis du graphe par des discontinuités (cette construction est d’ailleurs
à la base d’un schéma numérique proposé par Brenier, voir [12]). Comme la surface
définie sous le graphe (8.11) est constante, et en particulier égale à la masse initiale
∫

R
u0(x) dx, la position de ces discontinuités doit être déterminée de façon à préserver

cette masse, comme illustré sur la figure 8.3, en bas. Mais on reconnâıtra volontiers
que cette construction, si elle permet de tracer l’allure des solutions, est loin d’être
satisfaisante pour définir les solutions exactes.
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Il nous faut donc donner un sens précis à l’équation (8.1) pour des solutions dis-
continues. Lorsque u0 ∈ L∞(Rd), on dit que u ∈ L∞(R+ × Rd) est une solution faible
du problème de Cauchy (8.1) si

∫ ∞

0

∫

Rd

(u(t, x)∂tϕ(t, x) + f(u(t, x)) · ∇xϕ(t, x)) dxdt+

∫

Rd

u0(x)ϕ(0, x) dx = 0

pour toute fonction ϕ ∈ C∞
c (R+ × Rd). Cette définition, toutefois, n’assure pas à elle

seule l’unicité de u pour une solution initiale u0 donnée. Pour y parvenir, on fait
l’hypothèse supplémentaire que la loi de conservation (8.1) représente une sorte de
limite, lorsque ε > 0 tends vers 0, de l’équation visqueuse

∂tu
ε(t, x) + ∇x · [f(uε(t, x))] = ε∆xu

ε(t, x).

Plus précisément, on montre que la solution uε de cette équation est définie de façon
unique, et possède suffisamment de régularité pour que l’on puisse en extraire une
sous-suite convergeant presque partout vers une solution faible (unique) de (8.1). Pour
sélectionner cette solution “physique”parmi toutes les solutions possibles, on a recours
à la notion d’entropie mathématique : par fonction d’entropie, on entend une fonction
E : R → R de classe C1, convexe, à laquelle on associe un flux d’entropie F : R → Rd

vérifiant
F ′ = E′f ′. (8.12)

Si u est une solution C1 de (8.1), elle vérifie

∂t[E(u)] + ∇x[F (u)] = E′(u)∂tu+ F ′(u) · ∇xu = E′(u)[∂tu+ f ′(u) · ∇xu]

= E′(u)[∂tu+ ∇x(f(u))] = 0. (8.13)

Quant à la solution faible obtenue par passage à la limite des solutions uε, on peut
montrer qu’elle vérifie au sens des distributions

∂tE(u) + ∇x[F (u)] ≤ 0 pour toute fonction d’entropie E. (8.14)

L’idée présente derrière les résultats d’unicité consiste en quelque sorte à “remonter”
cet argument, en montrant qu’une solution faible u qui vérifie la condition d’entropie
(8.14) correspond à la solution donnée par la méthode de viscosité évanescente, et en
particulier, elle est définie de façon unique. On appelle solution faible entropique de
(8.1) une telle fonction u, et on peut citer le résultat suivant (voir en particulier [36]) :

Théorème 8.1 Si u0 appartient à L1(Rd)∩L∞(Rd), l’équation (8.1) admet une unique
solution faible entropique u ∈ L∞(R+;L1(Rd) ∩ L∞(Rd)). Cette solution vérifie

1. un principe du maximum L∞ en temps

‖u(t, ·)‖L∞ ≤ ‖u0‖L∞ , (8.15)

2. une propriété de convergence L1 vers la donnée initiale

‖u(t, ·) − u0‖L1 → 0 lorsque t→ 0, (8.16)
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3. une propriété de contraction L1

‖u(t, ·) − v(t, ·)‖L1 ≤ ‖u0 − v0‖L1 (8.17)

pour toute solution entropique v issue d’une donnée initiale v0 ∈ L1(Rd) ∩
L∞(Rd),

4. et une propriété de monotonie

u(t, ·) ≤ v(t, ·) (8.18)

pour toute solution entropique v de (8.1) issue d’une donnée initiale v0 ∈ L1(Rd)∩
L∞(Rd) vérifiant u0 ≤ v0.

Enfin si u0 est à variations bornées, alors u(t, ·) l’est également, et on a

|u(t, ·)|BV ≤ |u0|BV . (8.19)

Remarque 8.1 La propriété (8.17) de contraction L1 a été démontrée en 1970 par
Kružkov (voir [44]). C’est un résultat fondamental qui permet d’une part d’établir
l’unicité des solutions entropiques, et d’autre part la propriété (8.19). On peut en effet
définir la variation totale d’une fonction v comme la plus petite constante C pour
laquelle ‖v − v(· − h)‖L1 ≤ Ch est vérifiée pour tout h ∈ Rd. Dans la mesure où la
solution correspondant à une translation u0(· − h) de la donnée initiale s’obtient par
une translation identique u(t, · − h) de la solution issue de u0, on déduit de (8.17) que

‖u(t, ·) − u(t, · − h)‖L1 ≤ ‖u0(·) − u0(· − h)‖L1 ≤ h|u0|BV (8.20)

pour tout h ∈ Rd, d’où l’inégalité (8.19).

8.2 Une formule semi-explicite pour les lois uni-dimensionnelles
à flux convexes

On se place ici en dimension d = 1, avec un flux f de classe C2 vérifiant

f ′′ > 0 et lim
±∞

f ′ = ±∞. (8.21)

Dans ces conditions, Lax démontre dans [45] que la solution faible entropique de l’équa-
tion (8.2) (dont l’existence et l’unicité sont établies par le théorème précédent), vérifie,
pour tout t > 0 et tout x ∈ R,

u(t, x) = u0(y), (8.22)

où y = y(t, x) minimise globalement la fonctionnelle z → L(z, t, x) = Lu0,f (z, t, x)
définie par

Lu0,f (z, t, x) :=

∫ z

0
u0(s) ds+ tf∗

(

x− z

t

)

(8.23)

(voir (8.28) pour le cas où u0 est discontinue en y). La fonction f∗ désigne ici la
transformée de Legendre de f

f∗(x) := sup
y∈R

(xy − f(y)).

Comme f ′ est strictement croissante, la borne supérieure est atteinte en y = (f ′)−1(x),
d’où l’on déduit que

(f∗)′(x) = (f ′)−1(x) + x[(f ′)−1]′(x) − f ′
(

(f ′)−1(x)
)

[(f ′)−1]′(x) = (f ′)−1(x). (8.24)
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Remarque 8.2 Lorsque le flux vérifie (8.21), la condition d’entropie (8.14) peut être
remplacée par l’inégalité suivante, appelée condition d’entropie d’Oleinik :

f ′(u(t, x2)) − f ′(u(t, x1)) ≤
x2 − x1

t
pour tout x1 ≤ x2 et t > 0. (8.25)

8.2.1 Comportement des trajectoires caractéristiques en présence de
chocs

On peut vérifier que la formulation (8.22)-(8.23) nous permet de retrouver (8.7),
du moins lorsque cette dernière a un sens. Le fait que y minimise L(·, t, x) entrâıne en
effet

u0(y
−)−(f∗)′

(

x− y

t

)

= ∂zL(y−, t, x) ≤ 0 ≤ ∂zL(y+, t, x) = u0(y
+)−(f∗)′

(

x− y

t

)

,

(8.26)
d’où l’on déduit que u0(y) = (f∗)′

(x−y
t

)

lorsque u0 est continue en y. Compte tenu de
(8.24), ceci entrâıne

x = y + tf ′(u0(y)), (8.27)

et peut donc se lire comme “y est le point de départ d’une trajectoire de vitesse
f ′(u0(y)) = f ′(u(t, x)) passant par (t, x)”. Lorsque u0 est discontinue en y, on rempla-
cera donc (8.22) par

u(t, x) = (f ′)−1

(

x− y

t

)

, (8.28)

et (8.26) nous apprend que dans ce cas u(t, x) ∈ [u0(y
−), u0(y

+)], autrement dit qu’il
s’agit d’une discontinuité croissante de u0. Sur la figure 8.4, ce phénomène se produit
au point a = (ya, t = 0), à partir duquel se propage un “éventail” complet de trajec-
toires {τ → (τ, y+τf ′(σ)) : σ ∈ [u0(y

−), u0(y
+)]} correspondant aux vitesses comprises

entre f ′(u0(y
−)) et f ′(u0(y

+)). Pour des temps t > 0, en revanche, l’inégalité d’Oleinik
(8.25) nous apprend que les solutions u(t, ·) n’ont plus de discontinuités croissantes. A
l’inverse, des solutions décroissantes peuvent se propager dans les solutions faibles. On
les appelle des chocs, et une façon d’obtenir un choc est de faire aboutir en un “point”
(t, x) de la figure 8.2 deux trajectoires distinctes, sur lesquelles se propagent forcément
deux valeurs distinctes de la solution.

L’intérêt de la formulation “semi-explicite” (8.22)-(8.23) de Lax est qu’elle permet de
décrire de façon complète les trajectoires caractéristiques en présence de telles discon-
tinuités. Ainsi, lorsque plusieurs “trajectoires potentielles” τ → (yi + τf ′(u0(yi)), τ),
i = 1, 2, . . . sont susceptibles de se rencontrer en un point (t, x), on interprétera les
différents points de départs yi comme des extrema locaux de L(·, t, x). Sur la figure 8.4,
ce phénomène se produit par exemple aux points b et c. Mais sur cet exemple, seul le
point c correspond à un choc. En effet, la trajectoire issue du point y3 est “absorbée”
dans l’onde de choc tracée en pointillés, et n’atteint donc pas le point b. Pour départa-
ger ces candidats yi, la formule de Lax leur demande d’être des minimiseurs globaux.
Ainsi, le point c = (xc, tc) sur la figure 8.4 correspond au cas où le minimum global de
L(·, tc, xc) est atteint en deux valeurs distinctes y2 et y3. La solution u(tc, ·) est donc
discontinue en xc et vérifie

u(tc, x
−
c ) = u0(y2) > u0(y3) = u(tc, x

+
c ). (8.29)
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De façon plus générale, les limites à gauche et à droite de u(t, ·) en x sont respectivement
données par le plus petit et le plus grand minimiseur global de L(·, t, x).

u0

t

y1

a

yy2 y3

b

c

u(t, ·)

Fig. 8.4 – comportement des trajectoires caractéristiques en présence d’un choc.

8.2.2 Un petit calcul instructif

On peut conclure cette présentation par une observation intéressante, qui nous don-
nera un avant-goût du genre de calculs qu’on sera amené à faire dans la suite. Cette
observation concerne un principe général vérifié par les solutions entropiques, selon
lequel il est toujours possible de prolonger les trajectoires caractéristiques dans le passé
(ce qui souligne au passage le caractère irréversible des solutions entropiques). On a
pu ainsi observer que certaines trajectoires pouvaient entrer dans l’onde de choc tracée
en pointillés sur la figure 8.4, mais qu’aucune n’en sortait. D’après ce principe, on voit
facilement que pour t fixé, deux trajectoires passant par (t, x) et (t, x′) avec x ≤ x′

sont respectivement parties de (0, y) et (0, y′) avec y ≤ y′. Autrement dit, l’application
x→ y(t, x) est croissante.

En montrant que les minimiseurs de L(·, t, x′) sont toujours supérieurs à ceux de
L(·, t, x) lorsque x > x′ (propriété que tente d’illustrer la figure 8.5), il est possible
de retrouver cette propriété importante à partir de la formule de Lax. Plus précisé-
ment, on peut établir que si y minimise L(·, t, x), la quantité

K(z) := L(z, t, x′) − L(y, t, x′)
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x

z

y

f ′(u0)

x−z
t

y′?? x′

Fig. 8.5 – illustration du fait que l’application x → y(t, x) définie par la formule de
Lax est croissante.

est strictement positive pour tout z < y. On a en effet pour tout z

K(z) ≥ L(z, t, x′) − L(z, t, x) − L(y, t, x′) + L(y, t, x)

= t
[

f∗
(

x′ − z

t

)

− f∗
(

x− z

t

)

− f∗
(

x′ − y

t

)

+ f∗
(

x− y

t

)

]

=

∫ x′

x

[

(f∗)′
(

u− z

t

)

− (f∗)′
(

u− y

t

)

]

du.

(8.30)

Lorsque z < y et x < x′, ceci se minore par

K(z) ≥
∫ x′

x

∫ y

z

1

t
(f∗)′′

(

u− v

t

)

dv du ≥ (x′ − x)(y − z)

t
inf(f∗)′′. (8.31)

Comme on s’est placé dans le cas où f était strictement convexe (8.21), on peut ensuite
utiliser (8.24) pour voir que (f∗)′′(w) = 1/f ′′

(

(f ′)−1(w)
)

. On en déduit que

inf(f∗)′′ =
1

sup f ′′
, (8.32)

et quitte à supposer que f ′′ est majorée par une constante, on voit la borne inférieure
de (f∗)′′ est strictement positive, et finalement que K(z) est bien strictement positive
pour tout z < y.
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Chapitre 9

Stabilité des solutions en
distance de Hausdorff

On introduit à présent une distance définie entre deux fonctions à partir de la dis-
tance ensembliste de Hausdorff. L’intérêt principal de cette “nouvelle” distance (qui a
notamment été étudiée par Sendov [56]) est qu’elle permet de considérer comme un pro-
blème bien posé l’approximation uniforme, c’est-à-dire sans oscillations, d’une fonction
discontinue. D’une certaine façon, les résultats que nous avons obtenus (lors d’un tra-
vail effectué en collaboration avec Albert Cohen, Wolfgang Dahmen et Ronald DeVore)
garantissent que dans cette distance, l’approximation des solutions de lois de conser-
vations scalaires est elle-même un problème bien posé. Plus précisément, on montre
que sous certaines hypothèses, les lois de conservation scalaires uni-dimensionnelles à
flux convexes sont stables en distance de Hausdorff, au sens où les graphes des solu-
tions s’écartent avec une vitesse au plus linéaire. La preuve de ce résultat exploite de
façon importante la description semi-explicite donnée par Lax des trajectoires carac-
téristiques pour des flux convexes, et suppose d’autre part que les solutions initiales
possèdent une régularité “semi-lipschitzienne”, hypothèse nécessaire et également consi-
dérée par Tadmor et Tang dans [61], [62] et [63]. Par des raisonnements proches, on
établit un résultat de stabilité des solutions vis-à-vis de perturbations lipschitziennes
de la fonction de flux. Dans les cas que ces résultats ne couvrent pas, notamment
lorsque le flux est non convexe ou dans le cas de problèmes multi-dimensionnels ne
pouvant pas se ramener à un problème uni-dimensionnel, on construit des exemples de
solutions pour lesquelles la stabilité n’est pas vérifiée.

9.1 Distance de Hausdorff entre deux fonctions

La raison principale pour laquelle on introduit cette nouvelle distance, qui ne cor-
respond à aucune norme, est donc l’insuffisance notoire de la distance L∞ pour mesurer
la qualité des approximations lorsque la fonction u qu’on souhaite approcher est dis-
continue. De façon évidente, une méthode qui utilise des approximants continus ne
pourra jamais converger vers u dans L∞. Et même pour des approximants discontinus,
la distance L∞ est en général trop “rigide” pour que l’on puisse obtenir des propriétés
intéressantes. On peut penser par exemple à la situation où l’on approche u par des
approximants uM =

∑

α∈M cαχα constants sur une partition dyadique arbitraire M de
Rd. Si u possède un point de discontinuité m dont aucune coordonnée mi, 1 ≤ i ≤ d,
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Chapitre 9. Stabilité des solutions en distance de Hausdorff

n’est une fraction dyadique k
2j , on peut observer que l’erreur d’approximation dans L∞

sera toujours supérieure au demi-saut de u en ce point, i.e.

‖u− uM‖L∞ ≥ 1

2
(u− u)(m) (9.1)

où les fonctions u et u définies en (9.9) désignent respectivement la plus grande et la
plus petite valeur d’adhérence de u en m, et ceci quelle que soit M !

u

v

Fig. 9.1 – exemple de “mauvaise” approximation de u dans L∞.

Pour approcher des fonctions discontinues, on utilise donc en général des normes Lp

d’exposant p fini, qui sont moins sévères car elles mesurent des erreurs moyennes. En
contrepartie, la qualité des approximations obtenues de cette façon n’est pas uniforme,
et il est tout à fait possible que v soit très proche de u dans Lp tout en oscillant forte-
ment comme cela se produit sur la figure 9.2.

u

v

Fig. 9.2 – exemple de “bonne” approximation de u dans Lp lorsque p <∞.

Dans ces conditions, la distance fonctionnelle de Hausdorff offre une alternative idéale
aux distances Lp :

– d’une part, c’est une distance uniforme, qui est autant sensible aux oscillations
que peut l’être la distance L∞, en particulier elle pénalisera un phénomène de
Gibbs tout autant que la distance L∞.

– d’autre part, et c’est une différence essentielle avec la distance L∞, elle est souple,
au sens où elle permet que de bonnes approximations de u n’aient pas leurs
discontinuités qui cöıncident avec celles de u.

A ces deux qualités, on peut en ajouter une troisième, qui rend bien compte du caractère
“visuellement satisfaisant” de la distance fonctionnelle de Hausdorff. Lorsque u est une
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fonction très oscillante comme sin(x
ε ) avec ε � 1, on aurait tendance à dire que u

ressemble beaucoup à −u, et en tout cas, qu’elle est bien plus proche de −u que de la
fonction nulle (voir figure 9.3). Dans la mesure où ‖u−0‖ ≤ ‖u−(−u)‖ pour n’importe
quelle norme, on voit qu’une distance associée à une norme fonctionnelle est incapable
de traduire cette propriété. En revanche, on aura

dH(u,−u) ≤ πε� 1 = dH(u, 0) (9.2)

avec la distance de Hausdorff dH .

0u −u

Fig. 9.3 – en distance de Hausdorff, u est bien plus proche de −u que de la fonction
nulle. Avec une distance associée à une norme, c’est toujours le contraire.

Commençons par rappeler ce qu’est la distance de Hausdorff entre deux ensembles.

9.1.1 Distance de Hausdorff entre deux ensembles (fermés)

Si A et B sont deux ensembles d’un espace métrique complet (X, δ), on désigne par

δH(A,B) := max

{

sup
a∈A

inf
b∈B

δ(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

δ(a, b)

}

(9.3)

la distance de Hausdorff entre A et B. Pour se représenter graphiquement cette dis-
tance, on peut considérer l’éloignement dissymétrique de A par rapport à B

ε(A,B) := sup
a∈A

inf
b∈B

δ(a, b), (9.4)

quantité dissymétrique au sens où A peut être “plus éloigné de B que B n’est éloigné
de A”, comme c’est le cas sur la figure 9.4. La distance de Hausdorff s’exprime alors
comme

δH(A,B) = max{ε(A,B), ε(B,A)}.
Elle est clairement symétrique, et elle satisfait l’inégalité triangulaire car on a pour
tout ensemble C

ε(A,B) ≤ sup
a∈A

inf
c∈C

[

δ(a, c) + inf
b∈B

δ(c, b)

]

≤ ε(A,C) + ε(C,B)

d’où l’on déduit que

δH(A,B) = max{ε(A,B), ε(B,A)} ≤ max{ε(A,C) + ε(C,B), ε(B,C) + ε(C,A)}

≤ max{ε(A,C), ε(C,A)} + max{ε(B,C), ε(C,B)} = δH(A,C) + δH(C,B).
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Finalement, on peut observer que ε(A,B) = 0 est équivalent à A ⊂ B, de sorte que
δH est bien une distance sur les ensembles fermés.

A

B

Fig. 9.4 – au sens de l’éloignement dissymétrique (9.4), l’ensemble A est ici “plus
éloigné de B que B n’est éloigné de A”.

9.1.2 Distance de Hausforff entre les graphes

Pour deux fonctions u et v données de Rd à valeurs dans R, on définit leur distance
de Hausdorff par

dH(u, v) := δH(Gu, Gv), (9.5)

où Gu et Gv désignent leurs graphes respectifs “complétés”, en un sens qu’on va préciser
tout de suite, et où la distance ensembliste δH est prise sur les fermés de Rd+1 muni
de la distance

δ((x1, · · · , xd+1), (x
′
1, · · · , x′d+1)) := max







(

d
∑

i=1

(xi − x′i)
2

)1/2

, |xd+1 − x′d+1|







.

(9.6)
Lorsque u est une fonction continue, son graphe

Gu = {(x, u(x)) : x ∈ Rd} (9.7)

est un fermé de Rd+1. Ce n’est plus le cas lorsque u est discontinue, et on ne saurait
se satisfaire d’en prendre simplement l’adhérence Gu, car celle-ci n’est en général pas
connexe. En dimension 1, on peut par exemple penser au cas où u est la fonction de
Heaviside χ

R+ : Gu est alors la réunion des demi-droites fermées R−×{0} et R+×{1}.
Une fonction v telle que δH(Gu, Gv) < 1/2 ne pouvant pas avoir un graphe connexe,
elle ne saurait être continue. Autrement dit, mesurer la distance entre u et v par la
distance δH entre Gu et Gv interdit encore d’approcher une fonction discontinue par
des approximants continus. Pour éviter cet écueil, on définira le graphe complété de u
(noté simplement Gu dans la suite), comme

Gu = ∪x∈Rd{(x, y) : u(x) ≤ y ≤ u(x)}, (9.8)

où u et u désignent respectivement

u(x) = sup
ε>0

inf
‖y−x‖2≤ε

u(y) et u(x) = inf
ε>0

sup
‖y−x‖2≤ε

u(y). (9.9)

Dans la suite, on se limitera à des fonctions qui sont continues en dehors d’un ensemble
dénombrable de singularités isolées. En dimension d = 1, on utilisera la notion suivante :
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9.1. Distance de Hausdorff entre deux fonctions

Définition 9.1 0n dira qu’une fonction u : R → R est admissible si elle possède en
tout point une limite à droite et une limite à gauche. Son graphe complété (9.8) est
alors la réunion des points (x, u(x)) où u est continue et des segments verticaux {x}×
[min{u(x−), u(x+)},max{u(x−), u(x+)}] sur lesquels u est discontinue.

9.1.3 Uniformité de la distance de Hausdorff

Au début de ce chapitre, on a présenté la distance dH comme une alternative
raisonnable, mais toujours uniforme, à la distance L∞ pour approcher des fonctions
discontinues. On poussera un peu plus loin la comparaison entre les deux distances
en observant que l’inégalité ‖u − v‖L∞ ≤ ε peut se traduire par l’assertion “le graphe
Gu intersecte tous les segments verticaux de centre m ∈ Gv et de rayon ε”, tandis
que dH(u, v) ≤ ε revient à écrire que “le graphe Gu intersecte toutes les boules de
centre m ∈ Gv et de rayon ε, et inversement”. On pourra donc voir dH comme sorte
de “relaxation isotrope” de la distance L∞. En d’autres termes, la caractérisation

‖u− v‖L∞ ≤ ε ⇐⇒ v − ε ≤ u ≤ v + ε (9.10)

devient en distance de Hausdorff

dH(u, v) ≤ ε ⇐⇒ S−
ε v ≤ u ≤ S+

ε v et S−
ε u ≤ v ≤ S+

ε u, (9.11)

avec

S−
ε u(x) := inf

‖x−y‖2≤ε
u(y) − ε et S+

ε u(x) := sup
‖x−y‖2≤ε

u(y) + ε. (9.12)

On en déduit sans peine
dH(u, v) ≤ ‖u− v‖L∞ (9.13)

d’une part, et
‖u− v‖L∞ ≤ dH(u, v)[‖u′‖L∞ + 1] (9.14)

d’autre part, de sorte que les distances dH et L∞ sont équivalentes dans les zones où
l’une des fonctions est assez régulière.

Remarque 9.2 On pourrait, parallèlement à “l’éloignement” défini par (9.4) entre
deux ensembles, noter

ε(u, v) := ε(Gu, Gv) (9.15)

l’éloignement dissymétrique entre deux fonctions u et v. On aurait alors

ε(u, v) ≤ ε ⇐⇒ S−
ε v ≤ u ≤ S+

ε v (9.16)

et dH(u, v) = max(ε(u, v), ε(v, u)).

La définition suivante nous sera d’une grande utilité par la suite.

Définition 9.3 On dit d’une fonction uni-dimensionnelle v qu’elle est, respectivement,
semi-lipschitzienne supérieurement ou inférieurement s’il existe une constante L telle
que

v(x+ h) − v(x) ≤ Lh ou v(x− h) − v(x) ≤ Lh, pour tout h > 0, (9.17)

autrement dit si v′ est bornée, supérieurement ou inférieurement, par L.
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Une fonction semi-lipschitzienne est bien sûr admissible au sens de la définition 9.1, de
plus sa variation totale est localement bornée, et on a pour tout intervalle I

|v|BV (I) ≤ 2L|I|. (9.18)

L’intérêt principal de travailler avec des fonctions semi-lipschitziennes est qu’elle n’ont
pas d’oscillations arbitrairement localisées. En particulier, on peut écrire le lemme
suivant.

Lemme 9.4 Si u est semi-lipschitzienne, i.e. s’il existe un L positif tel que ±u′ ≤ L,
alors

ε(u, v) ≤ (1 + 2L)ε(v, u)

pour toute fonction v admissible.

Preuve. Notons ε := ε(v, u), et considérons le cas où u′ ≤ L (le problème est sym-
métrique). Comme les discontinuités de u sont alors décroissantes, on peut observer
que

u(x+) = u(x) ≤ u(x) = u(x−) (9.19)

pour tout x. On déduit alors de u′ ≤ L que

u(y) − u(x+) ≤ 2Lε pour tout y ∈]x, x+ 2ε[,

soit
S+

ε u(x+ ε) = sup
]x,x+2ε[

u+ ε ≤ u(x) + (1 + 2L)ε.

En utilisant (9.16), on voit alors que

inf
]x−ε,x+ε[

v ≤ v(x+ ε) ≤ S+
ε u(x+ ε) ≤ u(x) + (1 + 2L)ε,

d’où l’on déduit, en posant ε̃ := (1 + 2L)ε ≥ ε,

S−
ε̃ v(x) ≤ inf

[x−ε,x+ε]
v − (1 + 2L)ε ≤ u(x).

Avec un argument symmétrique, on montrerait que u(x) ≤ S+
ε̃ v(x), ce qui conclut la

preuve. �

9.2 Stabilité de l’équation de Burgers en dimension 1

On commence par traiter le cas de l’équation de Burgers uni-dimensionnelle

∂tu(t, x) + u(t, x) · ∂xu(t, x) = 0, u(0, ·) = u0, t > 0, x ∈ R. (9.20)

Théorème 9.1 Si u0 est semi-lipschitzienne (supérieurement ou inférieurement), alors
on a pour toute donnée initiale v0 admissible

dH(u(t, ·), v(t, ·)) ≤ C(t)dH(u0, v0) (9.21)

avec C(t) = max{1+L̃t, L̃} et L̃ := 2L+1, u et v désignant respectivement les solutions
entropiques de l’équation (9.20) pour les données initiales u0 et v0.
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Pour établir ce résultat, Cohen, Dahmen et DeVore (voir [15]) ont eu l’idée d’encadrer
u0 et v0 par des translations de u0, pour étudier la distance entre u et les solutions
issues de ses translatées plutôt qu’entre u et v elle-même.

Avant de donner la preuve de ce théorème, on peut montrer sur un exemple simple
que l’hypothèse semi-lipschitzienne (9.17) est nécessaire. Considérons pour un ε � 1
les données initiales

u0(x) := χ[0,ε](x) et v0(x) := χ[0,ε2](x)

qui vérifient clairement dH(u0, v0) ≤ ε. A l’instant t = 1, les solutions u = u(1, ·) et
v = v(1, ·) valent respectivement

u(x) = xχ[0,
√

2ε](x) et v(x) = xχ[0,ε
√

2](x), (9.22)

de sorte que dH(u, v) est de l’ordre de ε1/2 � ε, ce qui exclut toute stabilité.

Preuve du Théorème 9.1. Ecrivons ε := dH(u0, v0), et supposons pour commencer
que (u0)

′ est majorée par L. On peut alors vérifier que les translations

S̃−
ε u0(x) := u0(x+ ε) − L̃ε et S̃+

ε u0(x) := u0(x− ε) + L̃ε, (9.23)

où L̃ = 2L+ 1, encadrent u0 et v0 :

S̃−
ε u0 ≤ u0 ≤ S̃+

ε u0 et S̃−
ε u0 ≤ v0 ≤ S̃+

ε u0. (9.24)

L’hypothèse (u0)
′ ≤ L entrâınant en effet

u0(x+ ε) − 2Lε ≤ u0(y) ≤ u0(x− ε) + 2Lε pour tout |x− y| ≤ ε, (9.25)

on voit que les différentes fonctions décalées de u0 suivant (9.12) et (9.23) s’ordonnent
suivant

S̃−
ε u0 ≤ S−

ε u0 ≤ u0 ≤ S+
ε u0 ≤ S̃+

ε u0, (9.26)

ce qui établit l’encadrement de gauche dans (9.24), et celui de droite se déduit im-
médiatement de (9.11). L’intérêt des fonctions S̃±

ε u0 est que leurs graphes sont des
translatés de ceux de u0, ce qui n’est pas le cas des fonctions S±

ε u0. On peut alors
observer que si u est la solution entropique de l’équation de Burgers pour la donnée
initiale u0, la fonction ũ(t, x) := u(t, x−at)+a est la solution entropique correspondant
à ũ0 = u0 + a, car elle vérifie à la fois l’équation (9.20) au sens faible, et la condition
d’entropie d’Oleinik (8.25). L’équation étant d’autre part invariante par translation
horizontale de la donnée initiale u0 → u0(· − b), les solutions u± = u±(t, ·) associées
aux données initiales S̃±

ε u0 ont la forme explicite

u±(x) = u(x∓ (1 + L̃t)ε) ± L̃ε. (9.27)

En utilisant la monotonie (8.18) des solutions, on voit que les encadrements (9.24) sont
préservés à l’instant t

u− ≤ u ≤ u+ et u− ≤ v ≤ u+, (9.28)

147
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ce qui implique que le graphe Gv est toujours compris soit entre Gu− et Gu+ . On en
déduit alors que

dH(u, v) ≤ max{dH(u−, u), dH (u, u+)} ≤ max{1 + L̃t, L̃}ε, (9.29)

ce qui termine la preuve (on peut vérifier qu’une preuve similaire permet de traiter le
cas où c’est −(u0)

′ qui est majorée par L). �

9.3 Stabilité des lois de conservation à flux convexes

Pour généraliser le Théorème 9.1, la principale difficulté est qu’avec un flux f
général, on ne dispose plus d’une expression semblable à (9.27) reliant u et u±.

9.3.1 Un corollaire du théorème de Lax

On a alors choisi de se placer dans le contexte de la section 8.2, où les solutions
sont décrites par la formule de Lax (8.22)-(8.23), et on a établi la proposition suivante,
qui en est un corollaire.

Proposition 9.5 On considère ici un flux f de classe C2 qui vérifie (8.21) et dont la
dérivée seconde est bornée sur R

f ′′ ≤ B, (9.30)

et on désigne par h− et h+ les solutions faibles entropiques de la loi de conservation
scalaire (8.2) issues respectivement de deux données initiales admissibles h−0 et h+

0

dont l’une, au moins, est semi-lipschitzienne supérieurement. S’il existe un α ≥ 0 pour
lequel

h−0 ≤ h+
0 + α, (9.31)

alors h− et h+ vérifient

h−(t, x− + t∆) ≤ h+(t, x+) + α+ tL∆ (9.32)

pour tout t > 0, tout x ∈ R et tout ∆ > αB, avec L := min{supR(h−0 )′, supR(h+
0 )′}.

Remarque 9.6 D’après (8.15) et (8.18), l’enveloppe convexe de l’ensemble I(t) =
h−(t,R) ∪ h+(t,R) ⊂ R décrôıt au cours du temps. On peut donc restreindre les hypo-
thèses faites sur le flux f à l’enveloppe convexe de I(0) = h−0 (R) ∪ h+

0 (R), les valeurs
de f en dehors de cet intervalle n’ayant aucune influence sur les solutions h− et h+.
L’hypothèse (9.30) est donc une simple conséquence de la continuité de f ′′.

Preuve. On va utiliser le fait que les solutions h− et h+ sont données par (8.22)-(8.23).
Pour x et t donné, si y+ = y+(t, x) minimise la fonctionnelle L+(·, t, x) := Lh+

0 ,f (·, t, x),
on peut montrer que minimiseurs y− de L−(·, t, x+ t∆) := Lh−

0 ,f (·, t, x+ t∆) sont tous

supérieurs à y+, au sens large (ce qu’illustre la figure 9.5). Pour cela, il nous suffit que
la quantité

K(z) := L−(z, t, x+ t∆) − L−(y+, t, x+ t∆) (9.33)
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soit strictement positive lorsque z < y+. En utilisant le fait que L+(y+, t, x) ≤ L+(z, t, x)
pour tout z, on a

K ≥ L−(z, t, x+ t∆) − L−(y+, t, x+ t∆) −L+(z, t, x) + L+(y+, t, x)

=

∫ y+

z

[

h+
0 (s) − h−0 (s)

]

ds

+ t

(

f∗
(

x− z + t∆

t

)

− f∗
(

x− y+ + t∆

t

)

− f∗
(

x− z

t

)

+ f∗
(

x− y+

t

))

=

∫ y+

z

[

h+
0 (s) − h−0 (s) + (f∗)′

(

x− s+ t∆

t

)

− (f∗)′
(

x− s

t

)]

ds.

(9.34)

En utilisant l’hypothèse (9.31), on en déduit que

K(z) ≥
∫ y+

z

[

−α+ inf((f∗)′′)∆
]

= (y+ − z)
(

inf((f∗)′′)∆ − α
)

dès que ∆ est positif. Et lorsqu’il est strictement supérieur à αB, on voit d’après (8.32)
que K(z) > 0 pour tout z < y+.

A ce stade, on peut donc écrire que pour tout x, le plus grand minimiseur y+ de
Lh+

0 ,f (·, t, x) est à droite du premier minimiseur y− de Lh−
0 ,f (·, t, x + t∆), y+ et y−

vérifiant respectivement

h+(t, x+) = h+
0 (y+) et h−(t, x− + t∆) = h−0 (y−). (9.35)

En écrivant l’égalité (8.27) pour y− et y+, on obtient

y− + tf ′(h−0 (y−)) = x+ t∆ = y+ + t∆ + tf ′(h+
0 (y+)). (9.36)

La convexité de f nous permet d’en déduire que y− et y+ vérifient soit

h−0 (y−) ≤ h+
0 (y+),

ce qui entrâıne h−(t, x− + t∆) ≤ h+(t, x+) d’après (9.35), soit

y− ≤ y+ + t∆.

Dans la mesure où y+ ≤ y−, on peut alors utiliser l’hypothèse (9.31) sur h−0 et h+
0 pour

calculer

h−0 (y−) ≤ h+
0 (y−) + α ≤ h+

0 (y+) + L(y− − y+) + α ≤ h+
0 (y+) + tL∆ + α, (9.37)

si (h+
0 )′ ≤ L, ou bien

h−0 (y−) ≤ h−0 (y+) + L(y− − y+) ≤ h−0 (y+) + tL∆ ≤ h+
0 (y+) + tL∆ + α (9.38)

si c’est (h−0 )′ qui est majorée par L. L’inégalité (9.32) se déduit alors immédiatement
de (9.35). �
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Chapitre 9. Stabilité des solutions en distance de Hausdorff

x−z
t

z

y ỹ? ? x x+ ∆

f ′(u0)

f ′(ũ0)

x+∆−z
t

Fig. 9.5 – position des minimiseurs ỹ après une perturbation de la donnée initiale u0

(illustration de la preuve de la proposition 9.5).

9.3.2 Stabilité des lois unidimensionnelles à flux convexes

On a alors établi le résultat suivant, qui généralise le théorème 9.1.

Théorème 9.2 On considère ici un flux f de classe C2 qui vérifie (8.21) et dont la
dérivée seconde est bornée sur R

f ′′ ≤ B, (9.39)

ce qui est toujours possible d’après la remarque 9.6. Si u0 est une fonction semi-
Lipschtizienne supérieurement

(u0)
′ ≤ L (9.40)

et si v0 est admissible au sens de la définition 9.1, alors les solutions faibles entropiques
u(t, ·) et v(t, ·) de la loi de conservation scalaire (8.2) issues des données initiales u0

et v0 vérifient

dH(u(t, ·), v(t, ·)) ≤ C(t)dH(u0, v0) (9.41)

avec C(t) = L̃(1 + 2tBL̃) et L̃ := 2L+ 1.

Preuve. Mis à part l’expression (9.27), la preuve du théorème 9.1 s’applique à nouveau.
On aura donc établi l’inégalité (9.41) si l’on arrive à montrer que

dH(u, u+) ≤ εL̃(1 + 2tBL̃), (9.42)

où u+ désigne la solution issue de la translatée

u+
0 (x) := u0(x− ε) + εL̃ (9.43)

(notée S+u0 en (9.23)), et ε la distance initiale dH(u0, v0). Pour estimer la distance
entre u(t, ·) et u+(t, ·), on peut rappeler dans un premier temps que la monotonie de
l’équation nous assure que

u(t, ·) ≤ u+(t, ·). (9.44)

Dans un deuxième temps, on peut utiliser la proposition 9.5 avec h−0 = u+
0 (· + ε),

h+
0 = u0 et α = L̃ε. On a alors pour tout t > 0 et tout x (en prenant ∆ = 2L̃εB)

h−(t, x− + 2tεL̃B) ≤ h+(t, x+) + εL̃(1 + 2tLB), (9.45)
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soit en observant que h+(t, ·) = u(t, ·) et h−(t, ·) = u+(t, · + ε),

u+(t, x− + ε(1 + 2tL̃B)) ≤ u(t, x+) + εL̃(1 + 2tLB). (9.46)

Pour conclure, on peut utiliser le fait que u ne peut avoir que des discontinuités décrois-
santes (garantit par exemple par l’inégalité d’Oleinik (8.25)). On en déduit qu’un point
m du graphe complété de u(t, ·) s’écrit toujours (x, u) avec u ∈ [u(t, x+), u(t, x−)]. Les
inégalités (9.44) et (9.46) nous apprennent alors que le graphe complété de u+(t, ·)
intersecte le rectangle de diagonale [m,m + ε((1 + 2tL̃B), L̃(1 + 2tLB)] (voir figure
9.6). On en déduit qu’il est à une distance inférieure à εL̃(1 + 2tBL̃) du point m, et
ceci étant valable pour tous les points m de Gu, que

ε(u, u+) ≤ εL̃(1 + 2tBL̃) (9.47)

où l’éloignement ε entre deux fonctions est défini par (9.15). Les inégalités (9.44) et
(9.46) étant valable pour tout x, on peut également en déduire que le graphe com-
plété de u(t, ·) intersecte tous les rectangles de diagonale [m+ − ε((1 + 2tL̃B), L̃(1 +
2tLB)),m+], lorsque m+ décrit le graphe Gu. On en déduit que ε(u+, u) ≤ εL̃(1 +
2tBL̃), d’où finalement (9.42), et la preuve est terminée. �

m+ ε
(

(1 + 2tL̃B), L̃(1 + 2tLB)
)

Gu+ ?

Gu

m = (x, u(x−))

Fig. 9.6 – d’après (9.44) et (9.46), le graphe de u+ est proche de tous les points m du
graphe complété de u.

9.3.3 Stabilité vis-à-vis des perturbations de flux

Dans le même esprit, on a établi le résultat suivant concernant la stabilité des lois
de conservation scalaires pour une perturbation lipschitzienne du flux.

Théorème 9.3 On considère ici deux flux f et g de classe C2 vérifiant

0 < A ≤ f ′′ ≤ B et 0 < A ≤ g′′ ≤ B, (9.48)

et une fonction u0 admissible au sens de la définition 9.1. Si u et v sont respec-
tivement solutions (faibles, entropiques) des lois de conservation (scalaires et uni-
dimensionnelles)

∂tu(t, x) + ∂x[f(u(t, x))] = 0, u(0, ·) = u0, (9.49)
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et

∂tv(t, x) + ∂x[g(v(t, x))] = 0, v(0, ·) = u0 (9.50)

issues de la même donnée initiale u0, alors on a

dH(u(t, ·), v(t, ·)) ≤ C(t)‖f ′ − g′‖L∞ (9.51)

avec C(t) = max{tB/A, (1 + tB/A)/A}.

Preuve. Commençons par observer que f ′′ et g′′ étant tous deux minorés par un A > 0,
leurs transformées de Legendre f∗ et g∗ vérifient

‖(f∗)′ − (g∗)′‖L∞ ≤ ε/A (9.52)

où ε := ‖f ′ − g′‖L∞ . Fixons pour cela un s et notons u = (f∗)′(s) et v = (g∗)′(s).
Quitte à intervertir g et f (les hypothèses sont symétriques), on peut supposer que
u ≤ v, on a alors

s = f ′(v) ≥ f ′(u) +A(u− v) ≥ g′(u) − ε+A(u− v) = s− ε+A(u− v), (9.53)

d’où l’on déduit |(f∗)′(s) − (g∗)′(s)| = u− v ≤ ε/A.

On peut alors établir que u et v vérifient

v(t, x− + t∆) ≤ u(t, x+) + (ε+ ∆)/A (9.54)

pour tout x ∈ R, tout t > 0 et tout ∆ > εB/A. Considérons pour cela un minimiseur
y = y(t, x) de L(·, t, x) := Lu0,f (·, t, x), et montrons que les minimiseurs ỹ de L̃(·, t, x+
t∆) := Lu0,g(·, t, x + t∆) vérifient tous ỹ ≥ y dès lors que ∆ > Bε/A. En utilisant le
fait que L(y, t, x) ≤ L(z, t, x) pour tout z, on calcule que la quantité

K(z) := L̃(z, t, x+ t∆) − L̃(y, t, x+ t∆) (9.55)

vérifie pour z < y

K ≥ L̃(z, t, x+ t∆) − L̃(y, t, x+ t∆) − L(z, t, x) + L(y, t, x)

= t

(

g∗
(

x− z + t∆

t

)

− g∗
(

x− y + t∆

t

)

− f∗
(

x− z

t

)

+ f∗
(

x− y

t

))

=

∫ y

z

[

(g∗)′
(

x− s+ t∆

t

)

− (f∗)′
(

x− s

t

)]

ds

≥
∫ y

z

[

(f∗)′
(

x− s+ t∆

t

)

− (f∗)′
(

x− s

t

)]

ds− ε(y − z)/A

≥ [inf((f∗)′′)∆ − ε/A](y − z)

> 0

(9.56)

pour tout ∆ > Bε/A, en utilisant à nouveau inf((f∗)′′) = 1/ sup(f ′′) ≥ 1/B.

A ce stade, on peut donc écrire que pour tout x, le plus grand minimiseur y de
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Lu0,f (·, t, x) est à droite du premier minimiseur ỹ de Lu0,g(·, t, x + t∆), y et ỹ véri-
fiant respectivement

u(t, x+) = u0(y) et v(t, x− + t∆) = u0(ỹ). (9.57)

En écrivant l’égalité (8.27) pour ỹ et y, on obtient

ỹ + tg′(u0(ỹ)) = x+ t∆ = y + t∆ + tf ′(u0(y)), (9.58)

et on déduit alors du fait que y ≤ ỹ que

g′(u0(ỹ)) ≤ ∆ + f ′(u0(y)) ≤ ∆ + g′(u0(y)) + ε, (9.59)

ce qui nous conduit à l’alternative suivante : soit on a u0(ỹ) ≤ u0(y) et l’inégalité
(9.54) est évidente, soit on a u0(y) ≤ u0(ỹ) et dans ce cas la forte convexité de g per-
met d’écrire g′(u0(y)) ≤ g′(u0(ỹ)) − (u0(ỹ) − u0(y))A. Ajoutée à (9.59), cette dernière
inégalité nous donne (u0(ỹ) − u0(y))A ≤ (ε + ∆), ce qui d’après (9.57) correspond
exactement à (9.54).

Pour en déduire que le graphe de v(t, ·) passe à proximité de tous les points du graphe
de u(t, ·), on ne peut plus écrire que u ≤ v comme dans la preuve du théorème 9.2.
Mais on peut observer que les hypothèses sur u et v étant symétriques, l’inégalité (9.54)
entrâıne également

v(t, x− − t∆) ≥ u(t, x+) − (ε+ ∆)/A. (9.60)

Comme les discontinuités de u sont toujours décroissantes, u(t, x+) est toujours infé-
rieur à u(t, x−), et on a

v(t, x− − t∆) ≥ u(t, x−) − (ε+ ∆)/A. (9.61)

On observe alors que cette inégalité et (9.54) impliquent que le graphe de v(t, ·) inter-
secte tous les rectangles de diagonale [(x − t∆, u(x−) − (ε + ∆)/A), (x + t∆, u(x−) +
(ε+ ∆)/A)] pour x ∈ R, et on en déduit que

ε(u, v) ≤ εmax{tB/A, (1 + tB/A)/A}. (9.62)

Comme à nouveau, on peut intervertir les fonctions u et v, on en déduit finalement
l’inégalité (9.51). �

9.4 Résultats négatifs

Lorsque le flux f n’est pas convexe, ou bien en plusieurs dimensions lorsque l’équa-
tion (8.1) ne peut pas se réduire à une loi de conservation uni-dimensionnelle, on n’a
en général pas de stabilité en distance de Hausdorff pour les solutions. Autrement dit,
les hypothèses du théorème 9.2 sont optimales.
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9.4.1 Cas des flux non convexes

On considère ici le cas où la dérivée seconde du flux f ′′ change de signe. Pour
construire un contre-exemple, l’idée est de trouver une solution initiale u0 qui donnera
naissance à deux ondes de chocs distantes se déplaçant l’une vers l’autre. A l’instant
de leur rencontre, le graphe de u varie brutalement (voir figure 9.7), et si l’on perturbe
légèrement u0, on déplace cet instant de façon contradictoire avec un principe de sta-
bilité des solutions en distance de Hausdorff. Le théorème suivant décrit ce phénomène
en détails.

!

c

b

a

u0 u

u0

u

Fig. 9.7 – lorsque le flux est non convexe, il peut apparâıtre des chocs qui se déplacent
l’un vers l’autre, faisant varier brutalement le graphe de la solution.

Théorème 9.4 On considère ici le cas où f ′′ est de classe C1 et change de signe. Alors
il existe deux réels strictement positifs K, T et une donnée initiale u0 régulière telle
que pour tout ε > 0, il existe une perturbation v0 de u0 vérifiant

dH(u0, v0) ≤ ε (9.63)

et pour laquelle les solutions entropiques de (8.2) issues de u0 et v0 vérifient

dH(u(T, ·), v(T, ·)) ≥ K. (9.64)

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe trois réels a < b < c
tels que f ′′(a) > 0, f ′′(b) = 0 et f ′′(c) < 0, et tels que f ′′ est positive sur [a, b] et
négative sur [b, c]. D’autre part, on peut aussi supposer que f ′(a) = 0, car les solutions
entropiques ũ de (8.2) associées au flux f̃(x) = f(x)−xf ′(a) se déduisent de u par une
translation ũ(t, x) = u(t, x − tf ′(a)), et on a clairement dH(ũ, ṽ) = dH(u, v). D’après
les hypothèses faites sur f ′′, on en déduit facilement que f(b) > f(a), soit

f(b) − f(a)

b− a
> 0. (9.65)

Enfin, on peut observer sur la figure 9.8 que quitte à prendre a très proche de b, la
valeur moyenne de f ′ sur [a, c] peut toujours être considérée négative, de sorte que

f(c) − f(a)

c− a
> 0. (9.66)
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b ca

f ′

Fig. 9.8 – allure de la dérivée f ′ d’un flux régulier non convexe.

On considère alors une première solution initiale u1
0 vérifiant u1

0(x) = b pour x ≤ 0,
u1

0(x) = a pour x ≥ 1 et décroissante sur [0, 1]. Après un temps fini T1, cette solution
devient une onde de choc pure

u1(t, x) = bχx≤y1+tv1(x) + aχx≥y1+tv1(x) (9.67)

pour t > T1, où y1 est fixé et de vitesse v1 = (f(b)− f(a))/(b− a) > 0 d’après la loi de
Rankine-Hugoniot et (9.65). Sur le même principe, on considère ensuite une deuxième
solution initiale u2

0 vérifiant u2
0(x) = a pour x ≤ −1, u2

0(x) = c pour x ≥ 0 et croissante
sur [−1, 0]. Après un temps fini T2, cette deuxième solution devient également une onde
de choc pure

u2(t, x) = cχx≤y2+tv2(x) + aχx≥y2+tv2(x) (9.68)

pour t > T2, avec y2 fixé et de vitesse v2 = (f(c) − f(a))/(c− a) < 0 d’après (9.66).

On définit alors u0 par

u0(x) := u1
0(x) + u2

0(x− z) − a, (9.69)

où z est tel que z > y1−y2 +(v1−v2)max{T1, T2}, de façon à ce que les ondes de choc
issues de u1

0 et u2
0(· − z) n’interagissent pas avant de s’être entièrement développées,

comme c’est le cas sur la figure 9.7 : pour t ∈ [max{T1, T2}, T3] où T3 est donné par

z + y2 − y1 + T3(v
2 − v1) = 0, (9.70)

on a
u(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x− z) − a. (9.71)

A l’instant T3, les deux ondes de chocs se rencontrent en y = y1 +T3v
1 = y2 +z+T3v

2,
et pour t > T3, la solution devient une onde de choc pure

u(t, x) = bχx≤y+(t−T3)v(x) + cχx≥y+(t−T3)v(x) (9.72)

de vitesse v = (u(c) − u(b))/(c − b) < 0.

Pour un ε > 0 arbitraire, on perturbe alors u0 en “retardant” légèrement l’onde de
gauche :

v0(x) := u1
0(x+ ε) + u2

0(x− z) − a, (9.73)

d’où l’on déduit immédiatement que dH(v0, u0) ≤ ε. La discussion ci-dessus s’applique
encore, et on a

v(t, x) = u1(t, x+ ε) + u2(t, x− z) − a (9.74)
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pour t ∈ [max{T1, T2}, T ε
3 ], où T ε

3 est donné par

z + ε+ y2 − y1 + T ε
3 (v2 − v1) = 0. (9.75)

On voit donc que pour T3 < t < T ε
3 , les chocs se sont déjà confondus dans le graphe de

u, mais pas encore dans le graphe de v. On en déduit alors que pour T = (T3 + T ε
3 )/2,

dH(u(t, ·), v(t, ·)) ≥ K := b− a, (9.76)

ce qui conclut la preuve. �

Remarque 9.7 Ce contre-exemple n’est en réalité pas complètement satisfaisant, car
la stabilité n’est violée que sur un intervalle de temps très court. Et de la même façon
qu’on a relaxé la distance L∞ en espace, on aurait envie de la relaxer en temps. Ce
contre-exemple n’en serait alors plus un, et il n’est d’ailleurs pas évident qu’il en existe
encore.

9.4.2 Cas des dimensions supérieures

Dans le cas multi-dimensionnel, la fonction de flux s’écrit f(y) = (f1(y), · · · , fd(y)),
chaque fi étant une fonction de R dans R. On dit alors de f que c’est un flux essen-
tiellement uni-dimensionnel s’il peut se mettre sous la forme

f(y) = ag(y) (9.77)

où a désigne un vecteur unitaire constant de Rd et g une fonction de R dans R, et dans
le cas contraire, qu’il est véritablement multi-dimensionnel (voir figure 9.9).

y y

f(y) = ag(y) f(y) 6= ag(y)

Fig. 9.9 – exemple de flux essentiellement uni-dimensionnel (à gauche), et véritable-
ment multi-dimensionnel (à droite).

On peut d’autre part étendre la définition 9.3 à une fonction v de Rd en disant qu’elle
est semi-lipschitzienne dans la direction b ∈ Rd si (b désignant un vecteur unitaire de
Rd) on a

v(x+ sb) − v(x) ≤ Ls pour tout s > 0, (9.78)

avec L > 0 une constante fixée. Le théorème suivant montre que les seules équa-
tions stables pour la distance de Hausdorff sont celles qui sont essentiellement uni-
dimensionnelles, à un terme linéaire près.
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Théorème 9.5 On considère ici que le flux f s’écrit sous la forme

f = (g1, · · · , gd) + ag (9.79)

où les gi sont des fonctions affines, a est un vecteur unitaire fixé de Rd, et g un flux
uni-dimensionnel de classe C2 vérifiant 0 < g′′ ≤ B. Si u0 est une fonction continue
qui est semi-lipschitzienne dans toutes les directions b telles que (a, b) ≥ 0, alors pour
toute fonction continue v0, on a

dH(u(t, ·), v(t, ·)) ≤ C(t)dH(u0, v0) (9.80)

pour tout t > 0, avec C(t) = L̃(1 + 2tBL̃) et L̃ = 1 + 2L.

Lorsque le flux f ne peut pas s’écrire sous la forme (9.79), il existe deux réels stric-
tement positifs T , K et une donnée initiale u0 satisfaisant les hypothèses ci-dessus,
telle que pour tout ε > 0, on puisse exhiber une deuxième donnée initiale v0 vérifiant
dH(u0, v0) ≤ ε et pour laquelle on a

dH(u(T, ·), v(T, ·)) ≥ K. (9.81)

Preuve. Pour la première partie du théorème, on peut supposer que les gi sont tous
nuls, dans la mesure où les solutions ũ et ṽ de (8.1) associées au flux f − (g1, · · · , gd) se
déduisent respectivement de u et v par les translations u(t, x) = ũ(t, x− t(g1, · · · , gd))
et v(t, x) = ṽ(t, x− t(g1, · · · , gd)), d’où l’on déduit facilement que dH(ũ, ṽ) = dH(u, v).
D’autre part, le fait que la propriété (9.78) soit satisfaite dans toutes les directions b
telles que (a, b) ≥ 0 entrâıne que les translations

u+
0 := u0(· − εa) + L̃ε et u−0 := u0(· + εa) − L̃ε (9.82)

avec ε := dH(u0, v0) vérifient

u−0 ≤ u0 ≤ u+
0 et u−0 ≤ v0 ≤ u+

0 , (9.83)

car pour tout point y à distance ‖y−x‖2 ≤ ε de x s’écrit y = x−εa+ηb avec (a, b) ≥ 0
et η ≤ 2ε, d’où l’on déduit que sup‖y−x‖2≤ε u0(y) ≤ u0(x − εa) + 2εL, et finalement
(9.83) d’après la caractérisation (9.11)-(9.12) de la distance de Hausdorff. On désignera
par u− et u+ les solutions issues de ces données initiales. Le flux ayant alors la forme
f = ag, on peut vérifier que pour tout x ∈ (aR)⊥, la fonction u(x)(t, s) = u(t, x + sa)
avec s ∈ R est solution entropique de la loi de conservation uni-dimensionnelle (8.1)

associée au flux g et à la donnée initiale u
(x)
0 . On sait alors que u(x) est une fonction

admissible au sens de la définition 9.1, et on désigne son graphe complété par Gu(x) .
D’après le théorème 9.2, on a

dH(u(x)(t, ·), u(x̃)(t, ·)) ≤ C(t)dH(u
(x)
0 , u

(x̃)
0 ) (9.84)

et la continuité de u0 nous permet d’écrire que

dH(u
(x)
0 , u

(x̃)
0 ) → 0 lorsque x̃→ x. (9.85)
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On en déduit que pour tout temps t > 0, le graphe complété de u peut être défini à
partir des graphes Gu(x) par

Gu = ∪x∈(aR)⊥{(x+ sa, y) : (s, y) ∈ Gu(x)}, (9.86)

autrement dit, Gu est la réunion de ses rayons uni-dimensionnels dans la direction
a. Les graphes de v, u− et u+ peuvent être définis de la même façon. On peut alors
reprendre les arguments développés dans la preuve du théorème 9.2 pour voir que

dH(u, v) ≤ max{dH(u−, u), dH (u+, u)}
≤ sup

x∈(aR)⊥
max{dH

(

(u(x))−, u(x)
)

, dH

(

(u(x))+, u(x)
)

} ≤ C(t)ε (9.87)

avec C(t) = L̃(1 + 2tBL̃), ce qui prouve la première partie du théorème.

Pour voir que la condition (9.79) sur le flux est nécessaire, on suppose maintenant
que f est quelconque. Pour un vecteur unitaire b arbitraire de Rd, on considère alors
la fonction

u(t, x) := u(b)(t, (x, b)) (9.88)

construite à partir de la solution entropique uni-dimensionnelle associée au flux fb :=

(f, b) et à une donnée initiale u
(b)
0 . On peut alors vérifier que u est la solution entropique

associée au flux f , lorsque la donnée initiale est essentiellement uni-dimensionnelle et

donnée par u0(x) := u
(b)
0 ((x, b)). A chaque instant t > 0, la fonction u(b) est admissible

au sens de la définition 9.1, ce qui nous permet de définir son graphe complété, de
même que celui de u. D’après le théorème 9.4, on sait alors que la stabilité Hausdorff
peut être mise en défaut dès lors que le signe de f ′′b = (f ′′, b) n’est pas constant. En
observant la figure 9.9, on vérifie alors sans peine qu’un flux pour lequel les projections
(f ′′, b) sont de signe constant dans toutes les directions b est en réalité essentiellement
uni-dimensionnel, et on en déduit que f doit s’écrire sous la forme (9.79) pour que la
loi de conservation puisse être stable en distance de Hausdorff. �

9.4.3 Stabilité pour des temps petits

Lorsque u0 est décroissante, la constante C(t) du théorème 9.2 vaut 1 + 2tB, ce
qui est très intéressant lorsque l’on doit accumuler des estimations d’erreurs sur n
intervalles de temps ∆t , car on peut alors utiliser un lemme de Gronwall comme le
lemme 1.4. Lorsque aucune des solutions initiales n’est décroissante, en revanche, on
peut montrer qu’il n’existe aucune constante C pour laquelle on aurait

dH(u(t, ·), v(t, ·)) ≤ (1 + Ct)dH(u0, v0) (9.89)

pour des valeurs de t proches de 0.

Théorème 9.6 Les solutions entropiques u et v de l’équation de Burgers (9.20) res-
pectivement issues des solutions initiales

u0(x) := xχ[0,1](x) et v0 := sup
|h|≤ε

u0(x+ h) + ε
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ne vérifient
dH(u(t, ·), v(t, ·)) ≤ (1 + Ct)dH(u0, v0), pour t > 0 (9.90)

pour aucune constante C.

Preuve. D’après l’équivalence (9.11), il est clair que dH(u0, v0) = ε. On peut d’autre
part observer sur la figure 9.10 que v0 et u0 sont constituées d’un choc suivi par une
détente. Sur u0, la détente est au contact du choc, de sorte que l’amplitude maximale
supx∈R u(t, x) de u va décrôıtre dès l’instant initial. Dans le cas de v0, en revanche,
il va s’écouler un certain temps avant que la détente ne rattrape la position du choc,
et l’amplitude maximale supx∈R v(t, x) va rester constante égale à 1 + ε durant cette
période. On peut donc vérifier qu’avant leur rencontre, le choc de v avance à la vitesse
1
2 + ε d’après la loi de Rankine-Hugoniot, tandis que sa détente avance à la vitesse
1+ ε. Il ne se rencontrent donc pas sur des temps t ≤ 4ε. Comme on peut d’autre part
calculer que u(t, x) = x

1+t
χ

[0,
√

1+t](x), on a

dH(u(t, ·), u(t, ·)) ≥ sup
x∈R

v(t, x) − sup
x∈R

u(t, x) = 1 + ε− x√
1 + t

(9.91)

pour t ≤ 4ε. S’il existait une constante C pour laquelle (9.89) était vérifiée, on aurait
pour t = 4ε

1 − 1

1 + t
≤ Ctε ≤ Ct2, (9.92)

d’où l’on déduirait que ϕ(t) := 1
1+t + Ct2 est supérieure à 1 à droite de 0, ce qui dans

la mesure où ϕ(0) = 1 et ϕ′(0) = −1/2, est notoirement faux. Et on peut également
montrer que (9.89) n’est pas vérifiée pour des valeurs de t plus grandes que 4ε. �

ε δ > (1 + Ct)ε

v0
u0

v(t)
u(t)

Fig. 9.10 – exemple de fonctions initiales pour lesquelles la stabilité (9.89) n’est vérifiée
pour aucune constante.
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Chapitre 10

Régularité “géométrique” d’ordre
élevé

A partir des résultats du chapitre précédent, on établit un résultat de régularité
d’ordre élevé pour les lois de conservation scalaires uni-dimensionnelles à flux convexes.
Les régularités concernées par ce résultat sont celles qui caractérisent des ordres élevés
de convergence pour l’approximation polynomiale par morceaux en distance de Haus-
dorff entre les graphes. Plus précisément, on montre que lorsque la solution initiale u0

peut être approchée en distance de Hausdorff avec une précision de l’ordre de N−α par
une suite de fonctions polynomiales de degré fixé sur N morceaux, cette propriété est
vérifiée en tout temps par les solutions faibles entropiques u(t) issues de u0. Inspirée
par les travaux de DeVore et Lucier, la preuve de ce résultat repose sur la caracté-
risation des ordres d’approximation élevés dans L∞ par des propriétés de régularité
mesurées dans des espaces de Besov.

10.1 Présentation du résultat

Dans le contexte des lois de conservation uni-dimensionnelles à flux convexes, on
interprétera la distance de Hausdorff entre deux solutions comme une distance L∞

entre leurs graphes vus dans un repère incliné.

10.1.1 Rotation et inclinaison des graphes

On suppose donc que le flux f est de classe C2 et vérifie

0 < A ≤ f ′′. (10.1)

Dans ce cas, l’inégalité d’Oleinik (8.25) s’applique et nous apprend qu’à tout instant
t > 0, la solution entropique u = u(t, ·) de (8.2) vérifie

−∞ ≤ u′ ≤ 1

At
. (10.2)

Il est alors assez clair (voir figure 10.1) que son graphe complété Gu sera celui d’une
fonction lipschitzienne dans un repère tourné d’un angle adéquat. Plus précisément,
on désignera par Ru la fonction dont le graphe est l’image de Gu par la rotation
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Φ = ΦA,t : (x, z) → (x̄, z̄) définie par

{

x̄ = cx− sz

z̄ = sx+ cz,
(10.3)

où θ ∈]0, π/2[, c := cos θ > 0 et s := sin θ > 0 sont tels que

τ := s/c = tan θ = At/2. (10.4)

Pour se convaincre qu’il s’agit bien d’une fonction, on peut observer que Φ est continue
et qu’elle transporte Gu en une courbe Φ(Gu) qui ne se recouvre pas. En effet, deux
points (x, z) et (x′, z′) de Gu avec x ≤ x′ sont tels que z′ − z ≤ (x′ − x)/(2τ) d’après
(10.2), par conséquent leurs images vérifient

x̄′ − x̄ = c(x′ − x) − s(z′ − z) ≥ (x′ − x)c/2 ≥ 0. (10.5)

D’autre part, on a

z̄′ − z̄ = c(z′ − z) + s(x′ − x) ≤ (x′ − x)(
c

2τ
+ s) ≤ (x̄′ − x̄)(τ−1 + 2τ) (10.6)

en utilisant successivement (10.2) et (10.5), tandis que

x̄′−x̄ = c(x′−x)−s(z′−z) ≥ −s(z′−z) et z̄′−z̄ = s(x′−x)+c(z′−z) ≥ c(z′−z) (10.7)

se déduisent de l’ordre x ≤ x′, et entrâınent

z̄′ − z̄ ≥ −τ−1(x̄′ − x̄). (10.8)

Ru est donc bien lipschitzienne et vérifie

−τ−1 ≤ (Ru)′ ≤ τ−1 + 2τ. (10.9)

u Ru R̃u

Fig. 10.1 – changement du système de coordonnées pour obtenir une fonction lipschit-
zienne à partir d’une fonction semi-lipschitzienne : rotation des graphes et retour à un
support compact (“inclinaison”).

De façon assez claire, Ru n’est plus une fonction à support compact (du moins pas si
u l’était), car elle vaut Ru(x̄) = τ x̄ en dehors de la région correspondant au support
de u. Pour préserver le caractère compact des supports, on corrige Ru en posant

R̃u(x̄) := Ru(x̄) − τ x̄, (10.10)
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ce qui revient encore à dire que R̃u est la fonction dont le graphe est l’image de Gu

par l’application Φ̃ = Φ̃A,t : (x, z) → (x̃, z̃) définie par

{

x̃ = x̄ = cx− sz

z̃ = c
−1z.

(10.11)

Dans la suite, on parlera de fonction inclinée pour désigner R̃u. Clairement, il s’agit
d’une fonction lipschitzienne

‖(Ru)′‖L∞ ≤ ν (10.12)

avec

ν := τ−1 + τ =
2

At
+
At

2
(10.13)

On pourra également observer que lorsque u est une fonction de BV , alors R̃u l’est
aussi et vérifie

|R̃u|BV (Ĩ) ≤ c
−1|u|BV (I), (10.14)

ce qu’on peut voir comme une conséquence immédiate du fait que la variation totale
s’écrit en dimension 1

|u|BV = sup

n
∑

i=1

|u(xi) − u(xi−1)|, (10.15)

où la borne supérieure est prise sur tous les nuages de points x0 < · · · < xn dans le
support de u.

10.1.2 Stabilité uniforme des solutions inclinées

On a alors la proposition suivante.

Proposition 10.1 Dans ce nouveau repère, les lois de conservation scalaires (8.1)
uni-dimensionnelles vérifient une propriété de stabilité L∞ vis-à-vis des perturbations
de la donnée initiale u0 ou du flux f . Plus précisément, si u et v sont respectivement
solutions entropiques de

∂tu(t, x) + ∂x[f(u(t, x))] = 0, u(0, ·) = u0, (10.16)

et
∂tv(t, x) + ∂x[g(v(t, x))] = 0, v(0, ·) = v0 (10.17)

pour des flux de classe C2 vérifiant

0 < A ≤ f ′′ ≤ B et 0 < A ≤ g′′ ≤ B (10.18)

(la majoration par B étant toujours possible d’après la remarque 9.6), et si la solution
initiale u0 est semi-lipschitzienne supérieurement

(u0)
′ ≤ L, (10.19)

alors on a (en identifiant u = u(t, ·) et v = v(t, ·))

‖R̃u− R̃v‖L∞ ≤ C(t)[‖u0 − v0‖L∞ + ‖f ′ − g′‖L∞ ] (10.20)

avec une constante C qui dépend de t comme ν(t)(1 + t).
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Preuve. D’après le théorème 9.2, les solutions u et ũ issues respectivement de (10.16)
et de

∂tũ(t, x) + ∂x[f(ũ(t, x))] = 0, ũ(0, ·) = v0, (10.21)

vérifient dH(u, ũ) ≤ C(t)dH(u0, v0) ≤ C(t)‖u0 − v0‖L∞ . En utilisant le théorème 9.3,
on trouve alors dH(ũ, v) ≤ C(t)‖f ′ − g′‖L∞ , et on en déduit

dH(u, v) ≤ C(t)[‖u0 − v0‖L∞ + ‖f ′ − g′‖L∞ ]. (10.22)

Il ne nous reste donc plus qu’à vérifier que la distance uniforme entre R̃u et R̃v est
contrôlée par la distance de Hausdorff entre u et v. Pour le voir, on peut commencer
par constater que la rotation des graphes (10.3) stabilise la distance de Hausdorff

dH(Ru,Rv) ≤ CdH(u, v) (10.23)

avec une constante absolue (qui serait égale à 1 si la distance dH était construite à
partir de la distance euclidienne sur R2 plutôt qu’avec (9.6)). En utilisant alors le fait
que Ru est lipschitzienne (10.9), on peut déduire de l’inégalité (9.14) que

‖Ru−Rv‖L∞ ≤ (1 + 2τ + τ−1)dH(Ru,Rv) ≤ Cν(t)dH(Ru,Rv). (10.24)

Comme R̃u(x) − R̃v(x) = Ru(x) − τx − (Rv(x) − τx) = Ru(x) − Rv(x), on trouve
enfin

‖R̃u− R̃v‖L∞ = ‖Ru−Rv‖L∞ ≤ Cν(t)dH(Ru,Rv) ≤ Cν(t)dH(u, v), (10.25)

ce qui établit (10.20). On pourra d’ailleurs observer que l’inégalité précédente est en
réalité une équivalence, dans la mesure où

dH(u, v) ≤ CdH(Ru,Rv) ≤ ‖Ru−Rv‖L∞ = ‖R̃u− R̃v‖L∞ . (10.26)

�

10.1.3 Le théorème de régularité

On énonce à présent notre principal résultat. Sa preuve est basée sur une approxi-
mation des solutions exactes par des fonctions constantes par morceaux. On décrira en
détails cette construction dans la section 10.2, et on y donnera une estimation inverse
(dont la preuve est très technique) qui fera fonctionner la preuve de notre théorème
dans la section 10.3.

Théorème 10.1 On rappelle le flux f satisfait ici une hypothèse de forte convexité
(10.1). Si u0 est une fonction semi-lipschitzienne supérieurement u′0 ≤ L à support
compact, alors pour tout indice de régularité α > 1 et tout instant t > 0, la solution
entropique u = u(t, ·) de la loi de conservation uni-dimensionnelle (8.1) vérifie

‖R̃u‖B̃α ≤ C(‖u0‖B̃α + 1) (10.27)

avec une constante C indépendante de u0, dès lors que le flux est assez régulier, i.e.
appartient à W r+3,∞

loc pour un entier r > α− 1.

Remarque 10.2 L’hypothèse de régularité uniforme sur f n’est en général pas restric-
tive, les flux étant d’habitude très réguliers. On pourrait toutefois adapter ce résultat à
des situations où f n’est pas uniformément régulière mais est bien approchée dans L∞

par des polynômes par morceaux, par exemple lorsqu’elle est W r+3,∞ “par morceaux”.
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10.2 Approximation polynomiale par morceaux des solu-
tions

10.2.1 Construction des solutions initiales approchées

Dans la section 1.3.2, on a vu que les fonctions de B̃α sur un intervalle I pouvaient
être approchées dans L∞(I) par des fonctions polynomiales par morceaux avec une
précision de l’ordre de N−α, où N désigne la complexité des approximants. Plus préci-
sément, on a introduit les ensembles Σn = Σn,r des fonctions continues et polynomiales
de degré au plus r sur 2n intervalles de I, et on a montré que lorsque r > α − 1, il
existait pour toute fonction u0 ∈ B̃α une suite Sn ∈ Σn, n ∈ N approchant u0 dans
L∞ de façon à ce que

( ∞
∑

n=−1

[2nα‖u0 − Sn‖L∞ ]q

)1/q

≤ C‖u0‖B̃α (10.28)

avec une constante C absolue, 1/q = α et S−1 = 0.

On va maintenant considérer une suite Sn approchant de cette façon la donnée ini-
tiale u0 de notre théorème 10.1, et pour les besoins de notre construction, on aura
besoin que les approximants aient la même propriété semi-lipschitzienne que u0, à
savoir

S′
n ≤ L pour n ∈ N. (10.29)

Pour cela, on peut reprendre les approximants Tn polynomiaux par morceaux de u′0
introduits dans la deuxième partie de la preuve du théorème 1.2, qui vérifient

∞
∑

n=−1

‖u′0 − Tn‖q
L1 ≤ C‖u′0‖q

Bα−1,qq
(10.30)

avec une constante C absolue, 1/q = α et T−1 = 0. Pour chaque Tn, on avait montré
l’existence d’une partition de I en 2n+1 intervalles Ik sur lesquels Tn était polynôme
de degré au plus r − 1, et tels que

‖u′0 − Tn‖L1(Ik) ≤
1

n
‖u′0 − Tn‖L1 . (10.31)

Sur chaque Ik, on peut définir une nouvelle approximation polynomiale Rn+1 de u′0 en
projetant orthogonalement cette dernière fonction sur les polynômes de degré r−1, de
sorte que la restriction de Rn+1 à chaque Ik est déterminée par les r relations

∫

Ik

[u′0(x) −Rn+1(x)]x
s dx = 0, pour s = 0, . . . , r − 1. (10.32)

D’après le lemme 1.2, cette projection réalise une erreur d’approximation quasi-optimale
dans L1. On a donc

‖u′0 −Rn+1‖L1(Ik) ≤ C‖u′0 − Tn‖L1(Ik). (10.33)

On peut d’autre part vérifier qu’il existe au plus (r + 1)/2 intervalles disjoints à l’in-
térieur de Ik sur lesquels Rn+1(x) > L. Sur chacun d’entre eux, on remplace Rn+1 par
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L, et par L− c(L−Rn+1) sur la partie restante Ĩk de Ik, où c est choisie de façon que
l’intégrale de Rn+1 sur Ik demeure inchangée. Dans la mesure où cette intégrale vaut

∫

Ik

Rn+1 =

∫

Ik

u′0 ≤ L|Ik|, (10.34)

la constante

c =

∫

Ik
[L−Rn+1]

∫

Ĩk
[L−Rn+1]

(10.35)

appartient à [0, 1], et on en déduit que L− c(L−Rn+1) ≤ L sur Ĩk. La fonction Un+a

ainsi obtenue est polynomiale de degré inférieur ou égal à r sur au plus 2n+a intervalles
avec a = 1 + log2(r+ 1), et vérifie Un+a ≤ L en tout point. Enfin, on peut vérifier que
les modifications effectuées sur Rn+1 n’ont pu que diminuer l’erreur d’approximation
dans L1. En effet, on a d’une part

‖u′0 − Un+a‖L1(Ik\Ĩk) ≤ ‖u′0 −Rn+1‖L1(Ik\Ĩk) −
∫

Ik\Ĩk

[Rn+1 − L], (10.36)

et d’autre part

‖u′0 − Un+a‖L1(Ĩk) = ‖u′0 − L− c(Rn+1 − L)‖L1(Ĩk)

≤ ‖u′0 −Rn+1‖L1(Ĩk) + (1 − c)‖L−Rn+1‖L1(Ĩk)

≤ ‖u′0 −Rn+1‖L1(Ĩk) +

(
∫

Ik

[L−Rn+1] −
∫

Ĩk

[L−Rn+1]

)

≤ ‖u′0 −Rn+1‖L1(Ĩk) +

∫

Ik\Ĩk

[L−Rn+1].

(10.37)

On a donc

‖u′0 − Un+a‖L1(Ik) ≤ ‖u′0 −R‖L1(Ik) ≤ C‖u′0 − Tn‖L1(Ik). (10.38)

On définit alors Sn+a sur chaque intervalle Ik = [ak, bk] par

Sn+a(x) := u0(ak) +

∫ x

ak

Un+a(s) ds. (10.39)

On obtient bien de cette façon une fonction de Σn+a, la continuité de Sn+a étant
garantie par le fait que u0 est elle-même continue et qu’on a par construction

∫

Ik
Un+a =

∫

Ik
u′0. D’autre part, la propriété (10.29) est clairement vérifiée. Enfin, on observe

aisément que

‖u0 − Sn+a‖L∞ ≤ C sup
k

‖u′0 − Tn‖L1(Ik) ≤ 2−n‖u′0 − Tn‖L1 , (10.40)

et on en déduit que la suite Sn vérifie bien l’inégalité (10.28) avec une constante C
absolue, 1/q = α et Sn = 0 pour −1 ≤ n < a. On peut à ce sujet remarquer que la
suite Sn n’approche pas forcément u0 de façon quasi-optimale dans L∞, mais l’inégalité
(10.28) sera suffisante pour nos besoins. Observons également que les dérivées Un = S′

n

forment une suite d’approximations quasi-optimales de u′0 dans L1. On en déduit que

‖S′
n‖L1 ≤ C‖u′0‖L1 (10.41)

avec une constante absolue, de sorte que

|Sn|BV ≤ C|u0|BV . (10.42)
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10.2.2 Approximation du flux

On approche ensuite la fonction de flux f qu’on suppose appartenir à W r+3,∞(Ω),
où Ω désigne un intervalle contenant les valeurs prises par u0 ou un des Sn. D’après
(10.42), la longueur de cet intervalle sera de l’ordre de |u0|BV . Un résultat classique
d’approximation par splines nous dit alors qu’il existe pour chaque entier n une fonction
gn de classe Cr+1 qui est polynomiale de degré inférieur ou égal à r+2 sur les intervalles
[j2−n, (j + 1)2−n] avec j ∈ Z, et vérifie

‖f (l) − g(l)
n ‖L∞(Ω) ≤ C2−n(r+3−l)‖f (r+3)‖L∞(Ω) pour l = 0, . . . r + 2. (10.43)

On rappelle d’autre part que le flux f est fortement convexe (10.1), et vérifie même
d’après la remarque 9.6

0 < A ≤ f ′′ ≤ B (10.44)

avec une constante B dépendant de u0. L’inégalité (10.43) ci-dessus prise avec l = 2
nous montre alors que quitte à modifier légèrement les constantes A et B, on peut
supposer que les gn vérifient également

0 < A ≤ g′′ ≤ B. (10.45)

Pour chaque entier n, on définit alors sn = sn(t, ·) comme la solution entropique à
l’instant t de la loi de conservation

∂tsn(t, x) + ∂x[gn(sn(t, x))] = 0, sn(0, ·) = Sn (10.46)

associée aux approximations polynomiales par morceaux du flux f et de la donnée
initiale u0. Avant de décrire en détail la structure de ces solutions et de leurs inclinaisons
R̃sn dans le repère (10.11), on peut observer que la proposition 10.1 s’applique : on a

‖R̃u− R̃sn‖L∞ ≤ C(t)[‖u0 − Sn‖L∞ + 2−nr] (10.47)

ainsi que
‖R̃sn+1 − R̃sn‖L∞ ≤ C(t)[‖Sn+1 − Sn‖L∞ + 2−nr]. (10.48)

Autrement dit, la suite R̃sn approche R̃u avec la même vitesse que la suite Sn approche
la donnée initiale u0, au terme additif 2−nr près. Cette propriété sera fortement utilisée
dans la preuve du théorème 10.1.

10.2.3 Structure des solutions approchées

En premier lieu, il convient de rappeler que les solutions inclinées sont lipschit-
ziennes et vérifient

‖(R̃sn)′‖L∞ ≤ ν (10.49)

où ν est défini en (10.13).

Le lemme suivant décrit la structure de chaque R̃sn en termes de fonctions algébriques
par morceaux. Rappelons qu’une fonction z = z(x) est algébrique sur un intervalle J
s’il existe un polynôme P de deux variables tel que P (x, y(x)) = 0 pour x ∈ J .

Lemme 10.3 Il existe une partition du support compact de R̃sn en O(2n) intervalles
J sur lesquels R̃sn cöıncide avec une fonction algébrique z d’un des deux types suivant :
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Type I : z est solution de l’équation algébrique

R(T (x)) = z(x) + νx sur J, (10.50)

où le polynôme T est donné par

T (x) := z(x) + νx−Q(z(x)) sur J, (10.51)

R et Q étant deux polynômes de degré au plus r(r + 1) et r + 1 tels que

2 ≤ Q′ ≤ c1 sur z(J) (10.52)

0 < R′ ≤ c2 sur T (J) (10.53)

pour deux constantes c1 et c2 indépendantes de n.

Type II : z vérifie
z(0) = z(x) + νx sur J, (10.54)

i.e. R̃sn est affine sur J de pente −ν.

Preuve. Par composition, il est clair que la fonction g′n(Sn) est polynomiale par mor-
ceaux, de degré inférieur ou égal à r(r+1). Pour compter le nombre de ces morceaux,
on suit la démarche de DeVore et Lucier [32] en répartissant les nœuds de g′n(Sn) en
deux types particuliers. Par {ai}1≤i≤A, on désigne d’abord les nœuds de Sn, autre-
ment dit les bornes des intervalles sur lesquels Sn est polynomial. Par construction,
A ≤ 2n. On note ensuite {bi}0≤i≤B les points isolés sur lesquels Sn(bi) est un nœud
du flux approché gn, autrement dit tels que Sn(bi) = j2−n pour un j ∈ Z. Pour dé-
nombrer ces points, on désigne par {b̃i}0≤i≤B̃ ceux des bj sur lesquels Sn se répète, i.e.

Sn(bj) = Sn(bj−1). En notant {b̄i}0≤i≤B̄ les autres, on voit que |Sn|BV [b̄i,b̄i+1]
≥ 2−n

pour chaque i ≤ B̄, de sorte que

|Sn|BV =

B̄−1
∑

i=0

|Sn|BV [b̄i,b̄i+1]
≥ B̄2−n, (10.55)

l’égalité venant du fait que Sn est une fonction continue. D’après (10.42), ceci entrâıne
B̄ ≤ C|u0|BV 2n. D’un autre côté, si Sn cöıncide avec un polynôme Pk sur un intervalle
Ik, P

′
k doit s’annuler au moins une fois par segment [b̃i, b̃i+1] inclus dans Ik. Le degré de

Pk n’excédant pas r, sa dérivée s’annule au plus O(r) fois sous peine d’être globalement
nulle, mais dans ce cas Pk est constante et Ik ne contient aucun bi. Il ne peut donc
exister que O(r) points b̃i par intervalle Ik, et on en déduit que B̃ est de l’ordre de
O(2n), r étant considéré comme une constante. On a donc B = O(2n), et g′n(Sn) est
une fonction polynomiale sur O(2n) morceaux.

Dans la section 8.2, on a vu qu’il existait une application x→ y(x) = y(t, x) croissante
telle que

sn(x) = Sn(y(x)) et x = y(x) + tg′n(Sn(y(x))). (10.56)

Les points de discontinuité de cette fonction correspondent aux chocs σi de la solution
sn, et en ces points les limites à gauche et à droite yg

i := y(σ−i ) et yd
i := y(σ+

i ) sont
respectivement le plus petit et le plus grand minimiseur global de la fonctionnelle
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10.2. Approximation polynomiale par morceaux des solutions

(8.23). Géométriquement, on peut se représenter l’application y par une projection P
de l’axe x sur le graphe complété de g′n(Sn) dans la direction (−t, 1), chaque valeur y(x)
étant donnée par l’abscisse du point projeté P(0, x) (voir figure 10.2). Cette projection
“enjambe”par endroits le graphe de g′n(Sn) : lorsque plusieurs points de ce graphe sont
situés sur une même droite {(x− st, s) : s ∈ R}, c’est la propriété de minimisation de
la fonctionnelle (8.23) qui décide lequel de ces points correspond à y(x). D’autre part,
le fait que la fonction y soit croissante entrâıne que les points yg

i et yd
i s’ordonnent

suivant
· · · < yg

i < yd
i < yg

i+1 < · · · (10.57)

si les σi sont eux-mêmes ordonnés de façon croissante. La réciproque (éventuellement

σiyd
i y(x)yg

i x σi+1

g′n(Sn)

Fig. 10.2 – interprétation géométrique de la formule de Lax par l’application y(x)
vérifiant (10.56). Les zones en pointillés sur graphe de g′n(Sn) ont été absorbées au
cours du transport par les chocs σi entre l’instant initial et l’instant t.

discontinue) de la fonction y cöıncide donc avec

A : y → y + tg′n(Sn(y)) (10.58)

sur chaque intervalle [yd
i , y

g
i+1], et est constante égale à σi sur les intervalles [yg

i , y
d
i ].

D’après l’analyse ci-dessus, on en déduit que A est polynomiale de degré inférieur ou
égal à r(r+1) sur O(2n) intervalles. Le nombre de chocs est donc lui même en O(2n), et
en prenant la réunion des nœuds ai, bi, y

g
i et yd

i , on construit une partition {I0
k}1≤k≤C2n

telle que sur chaque intervalle I0
k , A est un polynôme croissant qui vérifie

sn(A(y)) = Sn(y). (10.59)

L’application A correspond donc au déplacement des abscisses lors du transport associé
à l’équation (8.1). Naturellement, on désignera par {It

k := A(I0
k)}1≤k≤C2n la partition

“transportée”, et on peut observer que l’égalité ci-dessus entrâıne

sn(It
k) = Sn(I0

k). (10.60)

En remplaçant x = A(y) dans (10.58) et dans (10.59), on trouve alors

y = x− tg′n(sn(x)) pour x ∈ It
k, (10.61)

et en y appliquant A,
x = A(x− tg′n(sn(x))) sur It

k. (10.62)

Les intervalles I0
k étant construits de façon que gn cöıncide avec un polynôme sur

chaque Sn(I0
k), on voit d’après (10.60) que gn cöıncide avec ce même polynôme sur
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sn(It
k). On déduit alors de la dernière inégalité que sn est bien algébrique sur It

j.

Il nous faut encore préciser la forme des morceaux algébriques de la solution inclinée
R̃sn dans le système (10.11). Le fait est que les morceaux (sn, I

t
k) construits ci-dessus,

une fois inclinés, deviennent des morceaux de type I, tandis que les chocs deviennent
des morceaux de type II (voir par exemple la figure 10.1). Pour les chocs, ce que nous
disons là est évident. Pour un morceau algébrique général, ça l’est moins. On consi-
dère donc un intervalle I0

k fixé (non réduit à un point), et on rappelle que Sn, g′n et
A := Id+tg′n(Sn) cöıncident avec des polynômes sur les intervalles respectifs I0

k , Sn(I0
k)

et à nouveau I0
k . On désigne alors respectivement par P , Q et R := Id + Q ◦ P les

polynômes vérifiant

P = c
−1Sn(s·) sur s

−1I0
k (10.63)

Q = s
−1tg′n(c·) sur c

−1Sn(I0
k) (10.64)

R = s
−1A(s·) sur s

−1I0
k . (10.65)

En notant par (x̃, R̃sn(x̃)) le point (x, sn(x)) dans le repère incliné (10.11), on trouve
alors que

x̃ = cx− ssn(x) = cx− scR̃sn(x̃) (10.66)

et

tg′n(sn(x)) = tg′n(cR̃sn(x̃)) = sQ(R̃sn(x̃)). (10.67)

En important ces deux égalités dans (10.62), on obtient

c
−1x̃+ sR̃sn(x̃) = x = A(c−1x̃+ sR̃sn(x̃) − sQ(R̃sn(x̃))), (10.68)

ce qui s’écrit également, en observant que ν = sc
−1 + cs

−1 = (sc)−1,

νx̃+ R̃sn(x̃) = R(R̃sn(x̃) + νx̃−Q(R̃sn(x̃))). (10.69)

On retrouve donc bien la forme annoncée (10.50)-(10.51), aux notations près (en par-
ticulier, les abscisses x sont ici notées x̃). Observons que l’intervalle J correspond à
Ĩt
k = {x̃(x) : x ∈ It

k}, autrement dit à la projection sur l’axe des abscisses du la tranche
de graphe inclinée Φ̃

(

Gsn ∩ (It
k ×R)

)

associée au morceau algébrique (sn, I
t
k). On peut

d’ailleurs faire l’observation suivante qui nous servira dans la suite : d’après la forme
(10.11) de l’application Φ̃, on voit que R̃sn(Ĩt

k) = c
−1sn(It

k). Ce dernier intervalle
valant c

−1Sn(I0
k) d’après (10.60), on peut déduire de (10.64) que

Q = s
−1tg′n(c·) sur R̃sn(J). (10.70)

Enfin, on peut calculer que

Q′ =
t

τ
g′′n(c·) et R′ = 1 + tg′′n(Sn(s·))S′

n(s·), (10.71)

et les inégalités (10.52)-(10.53) découlent directement des bornes (10.29) et (10.45),
avec c1 = 2B/A et c2 = 1 + tBL. �
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10.2.4 Une estimation inverse

D’après le lemme précédent, chaque différence R̃sn−R̃sn−1 peut s’écrire comme la
somme de O(2n) morceaux algébriques (zk, Jk) qui sont des différences de morceaux de
type I et de type II. En suivant la démarche de DeVore et Lucier (plus précisément, le
lemme 4.2 de [32]), on peut découper à nouveau chaque intervalle Jk de façon à obtenir
une partition composée de O(2n) intervalles Ik sur lesquels la différence R̃sn − R̃sn−1

est algébrique et monotone, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre r + 1. On
peut alors énoncer l’estimation suivante, qu’on appelle “inverse” parce qu’elle mesure
la régularité des approximants, à la façon d’une inégalité de Bernstein (1.71).

Lemme 10.4 Si (z, J) est un morceau algébrique d’une différence R̃sn − R̃sn+1 véri-
fiant les hypothèses de monotonie énoncées ci-dessus, alors

‖z′χJ‖Bα−1,q
q

≤ C
[

‖z‖L∞(J) + 2−(r+1)n
]

(10.72)

avec une constante indépendante de n.

10.3 Preuve du théorème de régularité

A partir du lemme 10.4, on peut écrire une estimation inverse sur les différences
R̃sn − R̃sn−1 de deux solutions approchées successives (et inclinées). Désignons en
effet par {(zk, Jk}1≤k≤C2n la décomposition de R̃sn − R̃sn−1 en morceaux algébriques
monotones construite dans la section 10.2.4. Comme les solutions inclinées R̃sn sont
continues, on a

(R̃sn)′ − (R̃sn−1)
′ =

C2n
∑

k=1

z′kχJk
. (10.73)

La q-inégalité triangulaire de l’espace Bα−1,q
q nous permet alors d’écrire

‖(R̃sn)′ − (R̃sn−1)
′‖q

Bα−1,q
q

≤
C2n
∑

k=1

‖z′kχJk
‖q

Bα−1,q
q

≤ C

C2n
∑

k=1

[‖zk‖L∞(Jk) + 2−(r+1)n]q

≤ C
[

2n‖R̃sn − R̃sn−1‖q
L∞ + 2−n((r+1)q−1)

]

(10.74)

en utilisant dans la dernière inégalité l’équivalence entre les normes `1 et `q en dimen-
sion finie. D’après la propriété (10.47) des solutions approchées, on a donc

‖(R̃sn)′ − (R̃sn−1)
′‖q

Bα−1,q
q

≤ C
[

2n‖Sn − Sn−1‖q
L∞ + 2−n((r+1)q−1)

]

. (10.75)

On peut d’autre part observer d’après (10.48) et (10.28) que la solution inclinée R̃u
peut s’écrire en somme télescopique

R̃u =

∞
∑

n=0

R̃sn − R̃sn−1. (10.76)
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En utilisant une nouvelle fois la q-inégalité triangulaire de Bα−1,q
q , on trouve alors

‖(R̃u)′‖q

Bα−1,q
q

≤
∞
∑

n=0

‖(R̃sn)′ − (R̃sn−1)
′‖q

Bα−1,q
q

≤ C
∞
∑

n=0

[

2n‖Sn − Sn−1‖q
L∞ + 2−n((r+1)q−1)

]

. (10.77)

Grâce à l’inégalité (10.28) vérifiée par la suite d’approximations Sn, on en déduit
finalement

‖(R̃u)′‖q

Bα−1,q
q

≤ C[‖u0‖q

B̃α
+ 1] (10.78)

où l’on a utilisé l’hypothèse r + 1 > α = 1/q pour faire converger la série dyadique.
Le théorème 10.1 est donc prouvé si l’on établit (10.72), ce qu’on se propose de faire à
présent.

10.3.1 Une estimation intermédiaire

A partir d’ici et jusqu’à la fin du chapitre 10, on considère un entier n fixé, et on
désigne par (z, J) un morceau algébrique de R̃sn − R̃sn−1 qui est monotone ainsi que
toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre r + 1 (on rappelle que R̃s−1 = 0). Pour démontrer
le lemme 10.4, on va utiliser l’estimation suivante.

Lemme 10.5 Si (z, J) a la forme annoncée ci-dessus, alors

‖z′‖L∞(J) ≤ C|J |−1
[

‖z‖L∞(J) + 2−(r+1)n
]

(10.79)

avec une constante indépendante de n.

Preuve. Ecrivons zn et zn−1 = zn − z les restrictions (algébriques) de R̃sn et R̃sn−1

sur l’intervalle J . D’après le lemme 10.3, plusieurs cas peuvent se présenter, suivant
que zn et zn−1 sont des morceaux de type I ou II. Toutefois, il n’y a rien à prouver
lorsque zn et zn−1 sont toutes les deux de type II. On peut donc considérer que zn est
un morceau algébrique de type I. On pose alors

Θ(x) := 1 −R′(T (x))(1 −Q′(zn(x))) sur J, (10.80)

et on se propose de montrer qu’il existe des constantes ci > 0, i = 3, . . . , 6 indépen-
dantes de n et de l’intervalle J , pour lesquelles on a

c3 ≤ |Θ(x)| ≤ c4 sur J (10.81)

et
c4|J | ≤ |T (J)| ≤ c6|J |. (10.82)

Pour établir (10.81), on peut commencer par observer en utilisant (10.52) et (10.53)
que ‖Θ(x)‖L∞(J) ≤ 1 + c2(1 + c1). Dans l’autre direction, on trouve en dérivant res-
pectivement (10.50) et (10.51) par rapport à x

R′(T )T ′(x) = z′n(x) + ν (10.83)
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et

T ′(x) = ν − z′n(x)[Q′(zn) − 1]. (10.84)

On a donc

z′n(x)Θ(x) = ν[R′(T ) − 1]. (10.85)

Posons alors J+ := {x ∈ J : |1 − R′(T )| ≥ 1/2|} et J− := J \ J+. Si x ∈ J+, alors
|z′n(x)Θ(x)| ≥ ν/2 et on déduit de (10.49) que |Θ(x)| ≥ 1/2. Si par contre x ∈ J−, on
a R′(T ) > 1/2 et l’inégalité de gauche de (10.52) entrâıne que

|Θ(x)| = |R′(T )Q′(zn) + 1 −R′(T )| ≥ |R′(T )Q′(zn)| − |1 −R′(T )|
≥ 1/2|Q′(zn)| − 1/2 ≥ 1/2. (10.86)

On a donc |Θ(x)| ≥ 1/2 sur J et (10.81) est démontré. En particulier, on déduit de
(10.85) que zn vérifie toujours

z′n = νΘ−1[R′(T ) − 1]. (10.87)

Prouvons ensuite (10.82). D’après (10.84), il est clair que

‖T ′‖L∞(J) ≤ ν(2 + c1). (10.88)

Pour minorer T ′ par une constante strictement positive, supposons pour commencer
que zn est croissante sur J . Dans ce cas, les égalités (10.83) et (10.53) nous donnent

T ′(x) = (R′(T ))−1(z′n + ν) ≥ (R′(T ))−1ν ≥ νc−1
2 . (10.89)

Dans le cas où zn, qui est monotone sur J , est décroissante, ce sont (10.84) et (10.52)
qui nous donnent l’inégalité voulue :

T ′(x) = ν − z′n[Q′(zn) − 1] ≥ ν − z′n ≥ ν, (10.90)

et dans tous les cas, on a T ′(x) ≥ νmin{1, c−1
2 }, ce qui ajouté à (10.88) entrâıne bien

l’équivalence (10.82).

On rappelle les inégalités élémentaires suivantes, valables pour un polynôme P de
degré inférieur ou égal à l et deux intervalles K et K ′ arbitraires, tels que K ⊂ K ′ :

‖P‖L∞(K ′) ≤ C

( |K ′|
|K|

)l

‖P‖L∞(K) (10.91)

‖P ′‖L∞(K) ≤ C|K|−1‖P‖L∞(K), (10.92)

avec des constantes absolues.

Venons-en alors à la preuve de (10.79) : lorsque zn−1 est de type II, sa dérivée est
constante, égale à −ν. D’après (10.87) et la définition (10.80) de Θ, voit que

z′n − z′n−1 = ν
[

Θ−1[R′(T ) − 1] + 1
]

= ν
[

Θ−1R′(T )Q′(zn)
]

. (10.93)

173
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On majore alors cette quantité par

‖z′n − z′n−1‖L∞(J) ≤ C‖R′(T )‖L∞(J)

≤ C‖R′‖L∞(T (J))

≤ C|T (J)|−1‖R− zn−1(0)‖L∞(T (J))

≤ C|J |−1‖R(T ) − zn−1(0)‖L∞(J)

≤ C|J |−1‖zn − zn−1‖L∞(J),

(10.94)

où la première inégalité vient de (10.81) et (10.52) réunies, la troisième vient de (10.92),
la quatrième de (10.82) et la dernière de la forme (10.50)-(10.54) des morceaux algé-
briques zn et zn−1. Le lemme est donc démontré lorsque zn−1 est de type II.

Il nous reste à considérer le cas où zn et zn−1 sont toutes deux de type I. On dé-
signe alors par R̄, T̄ , etc. les polynômes associés à zn−1, et on peut observer que la
relation (10.87) s’applique à nouveau : on a donc

z′n−1 = νΘ̄−1[R̄′(T̄ ) − 1]. (10.95)

On en déduit que

z′n − z′n−1 = νΘ−1Θ̄−1
[

Θ̄[R′(T ) − 1] − Θ[R̄′(T̄ ) − 1]
]

, (10.96)

et en utilisant l’équivalence (10.81) pour Θ et Θ̄,

‖z′n − z′n−1‖L∞(J) ≤ C‖Θ̄[R′(T ) − 1] − Θ[R̄′(T̄ ) − 1]‖L∞(J)

≤ C
[

‖R′(T ) − R̄′(T̄ )‖L∞(J) + ‖Θ − Θ̄‖L∞(J)

]

. (10.97)

Le lemme sera donc démontré si l’on établit que

‖R′(T ) − R̄′(T̄ )‖L∞(J) ≤ C|J |−1
[

‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+2)n
]

(10.98)

et
‖Θ − Θ̄‖L∞(J) ≤ C|J |−1

[

‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+1)n
]

. (10.99)

La preuve de ces deux dernières inégalités est assez technique, et passe par les estima-
tions suivantes :

(i) ‖Q(zn) − Q̄(zn−1)‖L∞(J) ≤ ‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+2)n

(ii) ‖Q′(zn) − Q̄′(zn−1)‖L∞(J) ≤ ‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+1)n

(iii) ‖T − T̄‖L∞(J) ≤ ‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+2)n.

(10.100)

Preuve de (10.100) (i). On se souvient peut-être que le polynôme Q cöıncide avec la
fonction Qn := s

−1tg′n(c·) sur l’intervalle zn(J) (voir (10.70)). D’après (10.45), Qn est
toujours lipschitzienne et plus précisément, on a ‖Q′

n‖L∞ ≤ ct
s
B = 2B

A . On en déduit
que

‖Q(zn) −Qn(zn−1)‖L∞(J) = ‖Qn(zn) −Qn(zn−1)‖L∞(J) ≤
2B

A
‖zn − zn−1‖L∞(J).

(10.101)
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Pour la même raison, Q̄ cöıncide avec Qn−1 sur zn−1(J). D’après la vitesse de conver-
gence (10.43) des flux approchés, on a donc

‖Qn(zn−1)−Q̄(zn−1)‖L∞(J) = ‖Qn(zn−1)−Qn−1(zn−1)‖L∞(J) ≤ C2−(r+2)n. (10.102)

La réunion de ces deux inégalités fait l’affaire, puisque

‖Q(zn)− Q̄(zn−1)‖L∞(J) ≤ ‖Q(zn)−Qn(zn−1)‖L∞(J) + ‖Qn(zn−1)− Q̄(zn−1)‖L∞(J)

≤ C
[

‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+2)n
]

. (10.103)

Preuve de (10.100) (ii). Le même argument s’applique ici, toujours d’après (10.43).

Preuve de (10.100) (iii). En utilisant (10.100) (i), on obtient

‖T − T̄‖L∞(J) ≤ ‖zn − zn−1‖L∞(J) + ‖Q(zn) − Q̄(zn−1)‖L∞(J)

≤ C
[

‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+2)n
]

. (10.104)

Preuve de (10.98). Commençons par considérer le cas où T (J)∩T̄ (J) = ∅, et supposons
sans perte de généralité que

a := supT (J) < inf T̄ (J). (10.105)

On pose alors Re(x) := R(x)χx≤a(x) + (x − a)R′(a)χx>a(x) qui cöıncide avec R sur
T (J) et est affine de pente R′(a) sur T̄ (J). On en déduit que

‖R′(T ) −R′
e(T̄ )‖L∞(J) ≤ ‖R′′‖L∞(T (J))|T (J)|, (10.106)

et en utilisant successivement (10.92) et (10.53), que

‖R′(T ) −R′
e(T̄ )‖L∞(J) ≤ C‖R′‖L∞(T (J)) ≤ C. (10.107)

On utilise alors le fait que T (J) et T (J) sont disjoints pour voir que l’équivalence
(10.82) entrâıne

|J | ≤ Cmin{|T (J)|, |T̄ (J)|} ≤ ‖T − T̄‖L∞(J) ≤ C‖T − T̄‖L∞(J), (10.108)

d’où l’on déduit

‖R′(T ) −R′
e(T̄ )‖L∞(J) ≤ C|J |−1‖T − T̄‖L∞(J). (10.109)

D’un autre côté, Re − R̄ est un polynôme sur T̄ (J). On peut donc utiliser à nouveau
(10.92) et (10.82) pour voir que

‖R′
e − R̄′‖L∞(T̄ (J)) ≤ |J |−1‖Re − R̄‖L∞(T̄ (J))

≤ |J |−1
[

‖Re(T̄ ) −R(T )‖L∞(J) + ‖R(T ) − R̄(T̄ )‖L∞(J)

]

≤ |J |−1
[

‖T − T̄‖L∞(J) + ‖zn − zn−1‖L∞(J)

]

,

(10.110)
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cette dernière inégalité étant une conséquence de (10.50) et de (10.53). En réunissant
(10.109) et (10.110) et (10.100) (iii), on trouve alors

‖R′(T ) − R̄′(T̄ )‖L∞(J) ≤ ‖R′(T ) −R′
e(T̄ )‖L∞(J) + ‖R′

e − R̄′‖L∞(T̄ (J))

≤ |J |−1
[

‖T − T̄‖L∞(J) + ‖zn − zn−1‖L∞(J)

]

≤ C
[

‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+2)n
]

,

(10.111)

de sorte que le (10.98) est démontré, au moins dans le cas où les intervalles T (J) et
T̄ (J) sont disjoints. Dans l’autre cas, posons K := T (J) ∪ T̄ (J). D’après (10.82), c’est
un intervalle de longueur O(|J |). On peut alors appliquer successivement les inégalités
(10.91), (10.53) et (10.92) pour voir que

‖R′‖L∞(K) ≤ C‖R′‖L∞(T (J)) ≤ C (10.112)

et
‖R′′‖L∞(K) ≤ C|J |−1‖R′‖L∞(K) ≤ C|J |−1. (10.113)

On a donc
‖R′(T ) −R′(T̄ )‖L∞(J) ≤ C|J |−1‖T − T̄‖L∞(J) (10.114)

d’une part, et

‖R′ − R̄′‖L∞(T̄ (J)) ≤ C|J |−1‖R− R̄‖L∞(T̄ (J))

≤ C|J |−1
[

‖R(T̄ ) −R(T )‖L∞(J) + ‖R(T ) − R̄(T̄ )‖L∞(J)

]

≤ C|J |−1
[

‖R′‖L∞(K)‖T − T̄‖L∞(J) + ‖zn − zn−1‖L∞(J)

]

≤ C|J |−1
[

‖T − T̄‖L∞(J) + ‖zn − zn−1‖L∞(J)

]

(10.115)

d’autre part, avec des arguments désormais classiques. On en déduit

‖R′(T ) − R̄′(T̄ )‖L∞(J) ≤ ‖R′ − R̄′‖L∞(T̄ (J)) + ‖R′(T ) −R′(T̄ )‖L∞(J)

≤ C|J |−1
[

‖T − T̄‖L∞(J) + ‖zn − zn−1‖L∞(J)

]

, (10.116)

ce qui achève de prouver (10.98), notamment grâce à (10.100) (iii).

Preuve de (10.99). L’intervalle J étant clairement de longueur bornée par une constante
(indépendante de n et du morceau choisi), (10.53) entrâıne en particulier que

‖R′‖L∞(T (J)) ≤ C|J |−1. (10.117)

On calcule alors d’après la définition (10.80) de Θ :

‖Θ − Θ̄‖L∞(J) ≤ ‖R′(T )(1 −Q′(zn)) − R̄′(T̄ )(1 − Q̄(zn−1))‖L∞(J)

≤ ‖R′(T ) − R̄′(T̄ )‖L∞(J) + ‖R′(T )‖L∞(J)‖Q′(zn) − Q̄′(zn−1)‖L∞(J)

+ ‖Q̄′(zn−1)‖L∞(J)‖R′(T ) − R̄′(T̄ )‖L∞(J)

≤ C|J |−1
[

‖zn − zn−1‖L∞(J) + 2−(r+1)n
]

,

(10.118)

cette dernière inégalité provenant de (10.98) et de (10.100) (ii). Ceci prouve donc
(10.99), et complète la preuve du lemme 10.5. �
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10.3. Preuve du théorème de régularité

10.3.2 Preuve de l’estimation inverse 10.4

Munis du lemme 10.5, nous pouvons à présent suivre le calcul [32] de DeVore et
Lucier pour estimer la valeur de ‖z′‖Bα−1,q

q
(par souci de simplicité, on écrira z′ à la

place de z′χJ). On aura besoin du lemme 4.3 de [32] :

Lemme 10.6 Soit v une fonction de classe C2 sur un intervalle ouvert I, et supposons
que v, v′ et v′′ sont de signe constant sur I. Si p et q sont tels que 0 < p ≤ 1 et 1

p− 1
q > 1,

alors v′ appartient à Lp(I) dès que v est dans Lq(I), et il existe une constante C pour
laquelle

‖v′‖Lp(I) ≤ C|I|
1
p
− 1

q
−1‖v‖Lq(I). (10.119)

D’après la définition (1.66) de la norme de Besov, il nous faut estimer la valeur de
ωr(z

′, s)q := sup0<h≤s ‖∆r
hz

′‖Lq(R) pour s > 0. Pour une valeur donnée de h, on intro-
duit alors les ensembles suivants :

Γ := {x ∈ R : [x, x+ rh] ⊂ J}, Γ′ := {x ∈ R \ Γ : [x, x+ rh] ∩ J 6= ∅}, (10.120)

et

Γ′′ := R \ (Γ ∪ Γ′) = {x ∈ R : [x, x+ rh] ∩ J = ∅}. (10.121)

Si x ∈ Γ′′, alors clairement ∆r
hz

′(x) = 0 et

‖∆r
hz

′‖Lq(Γ′′) = 0. (10.122)

Si x ∈ Γ′, on peut utiliser le fait que |∆r
hz

′(x)| ≤ 2r(|z′(x)| + · · · + |z′(x + rh)|) pour
écrire

∫

Γ′

|∆r
hz

′(x)|q dx ≤ |Γ′|‖∆r
hz

′‖q
L∞(J) ≤ |Γ′|‖z′‖q

L∞(J). (10.123)

Il n’est pas très difficile de voir que |Γ′| ≤ Cmin{h, |J |}. On applique alors le lemme
10.5, qui nous donne

∫

Γ′

|∆r
hz

′(x)|q dx ≤ Cmin{h, |J |}|J |−1
(

‖z‖L∞(J) + 2−(r+1)n
)q
. (10.124)

On considère alors le cas où x ∈ Γ. Comme cet ensemble est vide lorsque h est grand
par rapport à |J |, ou mieux lorsque h > |J |/r, on peut supposer que 0 < h ≤ |J |/r.
On utilise alors le fait que la différence finie vérifie ∆r

hz
′(x) = hrz(r+1)(ξ) pour un

ξ ∈ [x, x + rh]. Comme z(r+1) est monotone sur J , et qu’on peut supposer sans perte
de généralité qu’elle est décroissante, on en déduit que

∆r
hz

′(x) = hr min{z(r+1)(x), z(r+1)(x+ rh)} = hrz(r+1)(x), pour tout x ∈ Γ.
(10.125)

On fixe alors q0 := q = 1/α, ε := 1
2(α

r − 1) > 0, et on définit q1, q2,. . . qr par la relation
de récurrence 1

qj
:= 1

qj−1
− (1 + ε) pour j = 1, . . . , r. Comme 1

qj
= α − j(1 + ε), le

dernier terme 1
qr

vaut α − r(1 + ε) > 0, on a donc 0 < q0 < q1 < · · · < qk−1 < 1 et
qr > 1. On peut alors appliquer le lemme 10.6 r fois, pour obtenir

‖z(r+1)‖Lq(J) ≤ C|J |ε‖z(r)‖Lq1 (J) ≤ · · · ≤ C|J |rε‖z′‖Lqr (J)

≤ C|J |rε+ 1
qr ‖z′‖L∞(J) ≤ C|J |

1
q
−α‖z′‖L∞(J).

(10.126)
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Chapitre 10. Régularité “géométrique” d’ordre élevé

D’après (10.125), (10.125) et en utilisant à nouveau notre lemme “intermédiaire” 10.5,
on calcule

∫

Γ
|∆r

hz
′(x)|q dx ≤ Chrq|J |1−q−rq

(

‖z‖L∞(J) + 2−(r+1)n
)q
. (10.127)

On réunit alors (10.122), (10.124) et (10.127) :

ωr(z
′, s)qq = sup

0<h≤s

∫

R

|∆r
hz

′(x)|q dx

≤ C
[

min{s, |J |} + srq|J |1−rqχ[0,|J |/r(s)
]

|J |−q
(

‖z‖L∞(J) + 2−(r+1)n
)q
, (10.128)

avec χ(s) = χ[0,|J |/r](s). On en déduit

‖z′‖q

Bα−1,q
q

=

∫ ∞

0
s−(α−1)q−1ωr(z

′, s)qq ds

≤
[

|J |−q

∫ |J |

0
sq−1 ds+ |J |1−q

∫ ∞

|J |
sq−2 ds

+|J |1−q−rq

∫ |J |/r

0
sq+rq−2 ds

]

(

‖z‖L∞(J) + 2−(r+1)n
)q

≤
(

‖z‖L∞(J) + 2−(r+1)n
)q
,

(10.129)

en utilisant le fait que 0 < q < 1 et rq+ q− 2 = (r+ 1)/α− 2 > −1. Et ceci démontre
le lemme 10.4.

178



Chapitre 11

Analyse d’un schéma numérique
en distance de Hausdorff

On étudie à présent la convergence du schéma de volumes finis très classique “up-
wind” pour le transport linéaire, qui consiste à faire évoluer des valeurs moyennes
constantes par morceaux en approchant le flux entre deux mailles par sa valeur sur
la maille de gauche (les solutions étant transportées vers la droite). En utilisant un
résultat élémentaire selon lequel les solutions numériques calculées sur un maillage
uniforme de pas h convergent dans L∞ vers une solution exacte W 2,∞ avec une préci-
sion de l’ordre de h, on peut montrer que dans le cas où la solution exacte n’est que
semi-lipschitzienne, autrement dit lorsque sa dérivée est, au choix, majorée ou minorée
par une constante finie, l’ordre de convergence en distance de Hausdorff est au moins
de h1/3.

11.1 Le schéma de volumes finis “upwind” pour le trans-
port linéaire

On considère ici le problème de transport linéaire

∂tu+ a∂xu = 0, u(0, ·) = u0, x ∈ R, t > 0 (11.1)

associée à une vitesse a positive, dont la solution est bien sûr donnée par u(t, x) =
u0(x − at). Le développement de méthodes de calcul itératives destinées à approcher
une telle fonction u pouvant parâıtre saugrenu, précisons que (11.1) doit être vu comme
un cas particulier (très simple) du problème plus général (8.2), et que parallèlement, le
schéma upwind (11.4), (11.5) ci-dessous correspond à la forme linéaire des schémas de
Godunov. L’analyse du schéma upwind présente donc un certain intérêt, d’abord parce
qu’elle permet de valider la pertinence d’une conjecture donnée dans un cas particulier
simple, ensuite parce qu’elle peut aider à la compréhension des phénomènes à l’œuvre
dans l’approximation du problème non-linéaire.

11.1.1 La méthode de Godunov

Le principe de cette méthode (proposée par Godunov [37] en 1959) consiste à
approcher la solution par une fonction constante par mailles dont les valeurs sont cal-
culées d’un pas de temps à l’autre en résolvant des problèmes de Riemann à l’interface
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Chapitre 11. Analyse d’un schéma numérique en distance de Hausdorff

entre deux mailles, et en projetant la solution obtenue par ses valeurs moyennes sur
les mailles. Rappelons que le problème de Riemann consiste à chercher la solution de
notre loi de conservation (8.2) pour une donnée initiale constante de part et d’autre de
l’origine. Ce problème étant relativement simple (y compris dans le cas des systèmes de
lois de conservation), il est souvent possible de calculer ses solutions de façon exacte.
La méthode de Godunov s’écrit alors comme un schéma de transport-projection natu-
rellement conservatif, dans la mesure où les projections ne changent pas la masse sur
les mailles, et que le transport y est exact donc également conservatif. La solution est
initialisée à

U0 := Pu0,

où P = Ph désigne l’interpolation (constante par morceaux) des valeurs moyennes sur
les intervalles Ij := [(j − 1)h, jh[ :

P : v →
∑

j∈Z

cjχIj(x) avec cj :=
1

h

∫

Ij

v(x) dx.

Pour aller d’un pas de temps à l’autre, on calcule alors

Un := PTUn−1, (11.2)

où T = T∆t est l’opérateur exact d’évolution sur un pas de temps

T : v(x) → v(x− a∆t )

dans le cas linéaire considéré dans cette section. On peut alors observer que sous la
condition CFL

λ :=
a∆t

h
≤ 1, (11.3)

les valeurs prises par TUn−1 sur la maille Ij correspondent aux valeurs prises par Un−1

sur les mailles Ij et Ij−1. Plus précisément, les valeurs moyennes

Un
j :=

1

h

∫

Ij

Un(x) dx (11.4)

vérifient l’égalité suivante

Un
j = (1 − λ)Un−1

j + λUn−1
j−1 . (11.5)

Dans la mesure où Un(x) =
∑

j∈Z
Un

j
χIj(x), le schéma upwind peut s’écrire sous la

forme suivante
Un =

[

(1 − λ)I + λDh

]

Un−1 (11.6)

où Dh : v(x) → v(x − h) désigne le décalage horizontal de pas h. Signalons enfin que
ce schéma rentre aussi dans la catégorie des schémas de volumes finis, car les valeurs
moyennes des solutions numériques évoluent suivant une loi de conservation discrète

Un
j = Un−1

j − Fn−1
j + Fn−1

j−1 (11.7)

qui reproduit la forme intégrale

1

h

∫

Ij

u(n∆t , ·) =
1

h

∫

Ij

u((n− 1)∆t , ·) − 1

∆t

∫ n∆t

(n−1)∆t

[

f(u(·, jh)) − f(u(·, (j − 1)h))
]

de l’équation (8.2). On peut donc interpréter le schéma (11.5)-(11.4) comme un schéma
de volumes finis (11.7) où les flux numériques sont donnés par Fn−1

j := λUn−1
j .
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11.1. Le schéma de volumes finis “upwind” pour le transport linéaire

11.1.2 Estimation d’erreur en distance L∞

On a donc à notre disposition plusieurs expressions équivalentes du schéma upwind,
mais on peut observer que toutes ne sont pas également appropriées à l’analyse d’erreur.
A partir de la forme (11.2), par exemple, on décomposera l’erreur numérique comme

‖Un − u(n∆t )‖L∞ ≤ ‖(P − I)TUn−1‖L∞ + ‖T
[

Un−1 − u((n − 1)∆t )
]

‖L∞

≤ ‖(P − I)TUn−1‖L∞ + ‖Un−1 − u((n− 1)∆t )‖L∞

≤
∑n−1

n′=0
‖(P − I)TUn′‖L∞ + ‖(P − I)u0‖L∞ .

Les projections par valeurs moyennes étant au mieux d’ordre 1 (dans n’importe quel
espace Lp), i.e. ‖(I − P )TUn−1‖L∞ ≤ Ch, on obtient de cette façon

‖Un − u(n∆t )‖L∞ ≤ C
h

∆t
,

estimation insuffisante en raison de la condition (11.3) selon laquelle h
∆t est supérieur

à la constante a. La forme aux différences finies (11.6), en revanche, se prête mieux à
cette analyse. En désignant par Sλ l’opérateur (1 − λ)I + λDh et par

Kn := u((n+ 1)∆t ) − Sλu(n∆t ) (11.8)

l’erreur de troncature obtenue en substituant la solution exacte à la solution approchée
dans la relation (11.6), on obtient

‖Un − u(n∆t )‖L∞ ≤ ‖Kn−1‖L∞ + ‖Sλ

[

Un−1 − u((n− 1)∆t )
]

‖L∞

≤ ‖Kn−1‖L∞ + ‖Un−1 − u((n− 1)∆t )‖L∞

≤
∑n−1

n′=0
‖Kn′‖L∞ + ‖(P − I)u0‖L∞ .

où l’on a notamment utilisé le fait que l’opérateur Sλ, comme combinaison convexe
d’opérateurs L∞-contractants, était lui-même L∞-contractant.

Lorsque la solution est régulière, on peut alors estimer les erreurs de troncature Kn en
calculant

λ
[

u(n∆t , x) − u(n∆t , x− h)
]

= −λ
∫ h

0
∂xu(n∆t , x− y) dy

= −
∫ λh

0
∂xu(n∆t , x− y) d(λy),

et d’après l’équation de transport (11.1),

u((n + 1)∆t , x) − u(n∆t , x) =

∫ ∆t

0
∂tu(n∆t + s, x) ds

= −a
∫ ∆t

0
∂xu(n∆t + s, x) ds = −

∫ a∆t

0
∂xu(n∆t , x− as) d(as).
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Comme a∆t = λh d’après (11.3), on en déduit en posant z = as = λy que

|Kn(x)| =

∣

∣

∣

∣

∫ λh

0

[

∂xu(n∆t , x− z) − ∂xu(n∆t , x− z

λ
)
]

dz

∣

∣

∣

∣

≤
∫ λh

0
h‖∂2

xxu(n∆t )‖L∞ ≤ h2‖∂2
xxu(n∆t )‖L∞ .

D’après l’inégalité (11.1.2), on en déduit

‖Un − u(n∆t )‖L∞ ≤ Ch‖u0‖W 2,∞ (11.9)

en utilisant à nouveau le fait que ∆t−1 ≤ Ch−1.

11.1.3 Régularisation d’une donnée initiale discontinue

Si u0 est discontinue, on peut la rendre indéfiniment régulière en la “moyennant
localement”, autrement dit en la remplaçant par

u0,ε := u0 ∗ ϕε (11.10)

où ϕε(x) := 1
εϕ(x

ε ) et ϕ est une fonction positive, de classe C∞ à support inclus dans
l’intervalle [−1, 1] et de masse

∫

ϕ = 1. On en déduit que ϕε vérifie également ces
propriétés, à l’exception de son support qui est inclus dans l’intervalle [−ε, ε], comme
on peut l’observer sur la figure 11.1.

ε

u0∼ 1

ε

−ε

u0,ε

Fig. 11.1 – allure du noyau de convolution ϕε et de la fonction régularisée u0,ε.

On utilisera le résultat suivant.

Lemme 11.1 Si v est une fonction semi-lipschitzienne, i.e. si

±v′ ≤ L,

alors sa régularisation vε := v ∗ ϕε vérifie

dH(v, vε) ≤ (1 + 2L)ε.

Preuve. En se souvenant que la distance de Hausdorff entre les fonctions v et vε est
caractérisée par les inégalités (9.11), on déduit facilement de la positivité de ϕε que

vε(x) =

∫ ε

−ε
ϕε(y)v(x− y) dy ≤ sup

|y|≤ε
v(x− y)

∫ ε

−ε
ϕε(y) dy = sup

|y|≤ε
v(x− y),
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et de même, que

vε(x) =

∫ ε

−ε
ϕε(y)v(x − y) dy ≥ inf

|y|≤ε
v(x− y)

∫ ε

−ε
ϕε(y) dy = inf

|y|≤ε
v(x− y).

On en déduit que vε est “proche” de v, au sens où l’éloignement dissymétrique défini
dans la remarque 9.2 vérifie

ε(vε, v) ≤ ε.

La proposition 9.4 nous permet alors d’en déduire que

ε(v, vε) ≤ (1 + 2L)ε,

ce qui prouve le lemme. �

11.1.4 Estimation d’erreur en distance de Hausdorff

On aura encore besoin du lemme suivant, qu’on appliquera en particulier à Sλ.

Lemme 11.2 A désigne ici un opérateur linéaire monotone qui commute avec Dh,
autrement dit qui vérifie

u ≤ v =⇒ Au ≤ Av

et qui est laissé invariant par des translations d’un multiple entier de h. Pour tout
couple de fonctions uni-dimensionnelles u, v admissibles au sens de la définition 9.1
et telles que v, par exemple, est semi-lipschitzienne

±v′ ≤ L,

on a
dH(Au,Av) ≤ (1 + 2L)dH(u, v) + Lh.

Preuve. Notons ε := dH(u, v). Si v′ ≤ L, on peut calculer (de façon désormais classique,
voir notamment la preuve du lemme 9.4) que

S+
ε v(x) − ε = sup

]x−ε,x+ε[
v ≤ v(x− ε) + 2Lε ≤ v(x− ε′) + L(ε+ ε′)

pour tout ε′ ≥ ε. En rappelant que dε/he désigne le plus petit entier majorant ε/h, on
a

εdε/heh ≤ ε+ h,

de sorte que
S+

ε v(x) ≤ v(x− dε/heh) + (1 + 2L)ε+ Lh.

On déduit alors de la caractérisation (9.11) de la distance de Hausdorff que

u ≤ v(x− dε/heh) + (1 + 2L)ε+ Lh.

Comme A est linéaire et commute avec Dh, on a

A
(

v(· − dε/heh) + (1 + 2L)ε + Lh
)

= Av(· − dε/heh) + (1 + 2L)ε+ Lh,

183
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et par monotonie, on trouve

Au ≤ Av(· − dε/heh) + (1 + 2L)ε+ Lh.

Comme l’argument symmétrique nous donnerait

Av(· − dε/heh) + (1 + 2L)ε+ Lh ≤ Au,

on en déduit que dH(Au,Av) ≤ (1 + 2L)ε+ Lh. �

On est alors en mesure d’établir le théorème suivant.

Théorème 11.1 Pour une donnée initiale u0 semi-lipschitzienne

±u′0 ≤ L,

la solution numérique UN := SN
λ u0 calculée par le schéma upwind (11.6) approche la

solution exacte u = u(N∆t ) de (11.1) avec une précision de l’ordre de h1/3 en distance
de Hausdorff, i.e.

dH(UN , u) ≤ Ch1/3

avec une constante de l’ordre de ‖u0‖L∞ + (1 + L)2.

Preuve. On commence par régulariser la donnée initiale en considérant u0,ε défini par
(11.10). L’équation (11.1) étant linéaire, la solution uε issue de u0,ε vérifie

uε = u ∗ ϕε,

de sorte que le lemme 11.1 s’applique et l’on a

dH(u, uε) ≤ (1 + 2L)ε. (11.11)

On décompose alors

dH(UN , u) ≤ dH(SN
λ u0, S

N
λ u0,ε) + dH(SN

λ u0,ε, uε) + dH(uε, u).

Le troisième terme est majoré dans l’inégalité (11.11) ci-dessus. En appliquant l’esti-
mation (11.9), on obtient pour le deuxième (quitte à supposer ε ≤ C)

dH(SN
λ u0,ε, uε) ≤ Ch‖u0,ε‖W 2,∞ ≤ C(ϕ)

h

ε2
‖u0‖L∞ .

Enfin, on déduit des lemmes 11.1 et 11.2 que le premier terme vérifie

dH(SN
λ u0, S

N
λ u0,ε) ≤ (1 + 2L)dH (u0, u0,ε) + Lh ≤ (1 + 2L)2ε+ Lh.

On en déduit que l’erreur numérique vérifie

dH(UN , u) ≤ C(ϕ)
h

ε2
‖u0‖L∞ + C(1 + L)2ε+ Lh,

ce qui démontre théorème en fixant ε := h1/3. �
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Perspectives

Au cours de cette thèse, on a proposé un nouveau schéma adaptatif de type semi-
lagrangien, basé sur des éléments finis multi-échelles P1 en deux dimensions d’espace.
En tirant notamment parti de la simplicité géométrique des maillages dyadiques sous-
jacents, on a pu établir une estimation d’erreur prouvant la convergence en norme L∞

des solutions numériques vers la solution exacte du système de Vlasov-Poisson sous
des hypothèses de donnée initiale W 1,∞ ∩W 2,1(R2).

De nombreuses extensions, toutefois, sont possibles : tout d’abord, on souhaiterait me-
ner à son terme l’analyse de la taille des maillages créés par notre schéma, ce qui nous
permettrait d’établir simultanément une vitesse de convergence pour nos approxima-
tions et l’optimalité asymptotique de notre stratégie d’adaptation de maillages. Dans
cette direction, la principale difficulté consiste sans doute à évaluer l’accroissement au
cours du temps de la courbure totale des solutions numériques, difficulté liée pour l’es-
sentiel à la façon dont les interpolations font évoluer la courbure totale des fonctions
affines par morceaux. D’autre part, il serait intéressant de proposer des schémas basés
sur le même principe et mettant en œuvre

– des éléments finis d’ordre plus élevés, tâche aisée en pratique mais dont l’analyse
reste à faire. En particulier, la démarche adoptée ici, qui consiste à prendre en
compte la régularité des solutions numériques comme facteur de décision dans
le processus d’adaptation des maillages, devra être adaptée à des ordres plus
élevés, ce qui implique qu’on devra également étudier la stabilité des différents
opérateurs pour ces nouveaux ordres de régularité.

– des dimensions supérieures. Dans cette direction, on a commencé à s’intéresser
avec Albert Cohen et Eric Sonnendrücker aux “grilles d’interpolations éparses”
(sparse grids, en anglais), qui exploitent une régularité d’ordre élevé des solutions
pour atteindre des taux de convergence indépendants de la dimension par des
techniques d’interpolation multi-linéaire et anisotrope.

En ce qui concerne l’utilisation de la distance de Hausdorff dans l’approximation des
lois de conservation scalaires, les extensions naturelles de nos résultats sont multiples.
En premier lieu, il conviendrait d’étudier plus avant les propriétés des schémas numé-
riques classiques, et éventuellement, de proposer de nouveaux schémas dont on analy-
serait les performances dans cette distance. Ceci pourrait nous amener à nous poser
la question, sans doute délicate, de la caractérisation des ordres de convergence dans
cette distance pour des méthodes d’approximation utilisant des polynômes par mor-
ceaux. En ce qui concerne les ordres élevés, on devra considérer tout particulièrement
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des techniques d’interpolation essentiellement non oscillantes (ENO, ou ENO intra-
mailles, techniques intrinsèquement non-linéaires). Pour ces méthodes d’interpolation,
la mise au point de bonnes estimations en distance de Hausdorff serait d’ailleurs un
moyen naturel de valider leur objectif premier, qui est l’approximation uniforme de
fonctions régulières par morceaux (voir [2] à ce sujet).

Notre travail s’étant d’autre part limité aux lois de conservation scalaires, on devra tôt
ou tard étudier le cas des systèmes, dans lequel la description semi-explicite donnée par
Lax des trajectoires caractéristiques ne s’applique plus, et où de façon plus générale,
les propriétés des solutions sont beaucoup moins bien comprises.
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Aε (adaptation de maillage), 42, 65, 98

T [A] (transport de maillage), 84
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E exact, 72

E exact (formule explicite), 75
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Décroissance d’une courbure totale par
les interpolations P1, 60
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proché, 81
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Prédiction du maillage de calcul, 84
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existence, 75
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vis-à-vis des perturbations de den-
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vis du flux, 151
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Transport conservatif des charges, 73
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