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1 Les Effets Non-Adiabatiques sur la
Vitesse d'un Front de Pomeau

1.1 Introduction

Un systéme physique en équilibre thermodynamique admet un seul état stable. Si le
systéme est forcé hors d’équilibre, pour les mémes valeurs de paramétre, il peut avoir
plusieurs états stables et le choix dépendra des conditions initiales. Si en plus le systéme
est spatialement étendu et a plus d'un état stable, certaines régions peuvent étre domi-
nées par un état, et d’autres dominées par un autre état. La frontiére entre ces régions
s'appelle « front ». Un critére de stabilité relative entre deux états stables est d’observer
le mouvement du front lorsqu’il envahit I’état moins stable. Si le front ne se déplace pas,
on dit que les deux états sont également stables ou métastables. Dans le cas variationnel,
dans lequel on peut définir une énergie, le point d’égale énergie entre deux états s’appelle
point de Mazwell et en général, seulement a ce point-la, la vitesse du front est nulle.

Les fronts les plus simples sont les connections entre deux états homogénes, puis viennent
les fronts de Pomeau, qui sont les connections entre un état homogeéne stationnaire et une
solution périodique (voir figure (1.1)). En 1986 Yves Pomeau a remarqué que ce type de
front présentait une vitesse nulle non seulement au point de Maxwell, mais aussi dans
un intervalle autour de ce point [70]. Cependant, quand on passe a la forme normale
(équation différentielle, plus simple, en générale non linéaire qui décrit un systéme prés
d’un point de bifurcation |9, 43, 49, 53|) puis on calcule la vitesse du front, on obtient une
expression analytique qui est nulle seulement au point de Maxwell. En 1988, Bensimon,
Shraiman et Croquette ont donné I’explication en considérant un cas particulier|11]. IIs
ont ajouté les termes non résonants, les plus importants, a la forme normale et ont ob-
tenu un intervalle ot la vitesse du front est nulle. Quand on passe a la forme normale, les
termes non résonants sont négligés a cause d’'une différence d’échelle, ces termes oscillent
plus rapidement que la modulation qui est a une échelle plus lente. Mais, dans le cas des
fronts de Pomeau, autour du cceur du front, la modulation varie avec une échelle compa-
rable a celle de la solution périodique, alors I'hypothése de base, utilisée pour éliminer les
termes non résonants, n’est plus valable.

Notre calcul est basé sur les idées de Bensimon, Shraiman et Croquette. Nous partons
du cas le plus général d'un systéme physique avec bifurcation sous-critique et nombre
d’onde donné par I'analyse linéaire, nous trouvons la forme normale correspondante et
ajoutons tous les termes non résonants qui respectent les symétries du probléme original.
Puis, nous utilisons les modes de Goldstone et le calcul de Kawasaki et Otha|54], et nous
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trouvons la formule générale pour la vitesse du front qui posséde la propriété d’étre nulle
dans un intervalle non nul, comme il a été prédit par Pomeau.

Récemment, Clerc, Falcon et Tirapegui|30, 45| ont démontré que quand on ajoute du
bruit additif, la vitesse est nulle & nouveau, seulement au point de Maxwell, et la vitesse
induite par le bruit est proportionnelle au facteur d’Arrhenius (exponentielle de la diffé-
rence de potentiel divisée par U'intensité du bruit). Alors ¢’est un probléme d’échelle du
temps déterminé par la différence de potentiel et par I'intensité du bruit.

~10

FiG. 1.1: Le graphique de la connexion hétérocline entre un état homogéne et un état
périodique (front de Pomeau).

1.2 Exemples Simples

Avant de montrer le calcul, pour mieux comprendre la suite, nous allons voir trois
exemples simples de bifurcation super-critique avec un terme de couplage spatial de type
diffusif. Dans le premier exemple nous ajoutons un terme constant qui brise la symétrie
u — —u, dans le deuxiéme nous ajoutons un terme oscillatoire qui brise I'invariance par
translation spatiale et dans le troisiéme nous faisons la combinaison des deux exemples
précédents. Dans ces deux exemples, nous calculons la vitesse du front entre les deux états
stables et, finalement, nous combinons ces deux exemples pour voir I'effet de I'accrochage.
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1.2.1 Premier Exemple

Soit un systéme décrit par I’équation

O =1+ u — ud + ugy (1.1)

= a—; est la dérivée

ou 0, = 5 est la dérivée partielle par rapport au temps et u, = O U
partielle par rapport a l'espace. Quand n = 0, I’équation (1.1) a l'invariance v — —u,
mais quand 7 # 0, nous allons voir l'effet de la brisure de cette symétrie. Ce systéme a
une fonctionnelle de Lyapunov F associée, c’est-a-dire, ’équation (1.1) peut étre écrite
sous la forme suivante

oF
O = — —
o ou
et )
f:/(U(u)+§u§) dz (1.2)
ou ) .
u u
= —nu— — + —. 1.3
Uw) = —u -+ (13)
U(u) U(u) U(u)
L'I1 uz\lu/3 u vuz u; u \u1/ llJz 03 u
<0 | n= n>0]
2 -1 0 T 2 -2 -1 0 T 2 -2 <1 0 T 2

F1G. 1.2: Le graphique du potentiel U(u) pour trois valeurs différentes du paramétre 7
(n<0,n=0etn>0).

[’évolution du systéme va vers la minimisation de cette fonctionnelle, parce que la
fonctionnelle est toujours décroissante sur les trajectoires du systéme,

SF\?
— (=) <o.
(50) <0

De la forme de F, nous voyons que le minimum de la fonctionnelle est atteint quand
u, = 0, et il est alors donné par le minimum du potentiel U(u). Dans la figure (1.2) qui
montre la forme de ce potentiel pour différentes valeurs du paramétre 7, on voit que le
minimum global change de position en fonction du signe de 7 et que, pour n =0, il y a
deux minima globaux.

AF _0F ou _
dt  ou ot
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Nous obtenons les points fixes du systéme en annulant la dérivée du potentiel U(u)
Ulu)=-n—u+u’=0 (1.4)

et nous obtenons aussi le minimum de la fonctionnelle F. Soit w1, us et us les trois solutions
de cette équation cubique, ces solutions sont réelles si [n| < 2/(3v/3). Si |n| = 2/(3v/3), un
point fixe stable entre en collision avec le point fixe instable. Nous arrangeons ces solutions
tel que u; < uy < wugz. Sur le graphique (1.2), nous voyons que u; et uz sont des minima
locaux et uy est un maximum local, si 7 < 0, u; est le minimum global (U(uy) < U(us)),
sin > 0, us est le minimum global (U(uy) > U(ug)) et si n = 0, uy et uz sont les minima
globaux, ils ont la méme énergie (U(uy) = U(us), point de Maxwell). Ces points ont des
expressions analytiques

2 . 1 ) 4 14 T
U1 = ——=SIn | — arctan — — —
T3 3 \ 2702 6)’
2 (1 [4 T
U9 = —=SIn | — arctan — — =
2 V3 3 27n? 6)’
2 Lo i
U3 = —= COS | — arctan — .
T3 3 2712

Notez que 1/v/3 < |uys| < 1et —1/v/3 <y < 1/4/3. Pour n < 1 nous avons au premier
ordre en 7 :

u =~ —1+n/2,
Uy = —1],

Nous étudions les solutions stationnaires du systéme (1.1) (J;u = 0) qui obéissent a
I’équation

N4 u—u + Uy, = 0. (1.5)

Nous pouvons voir cette équation comme I'équation de Newton d'un systéme mécanique,

ou x joue le role du temps, alors u,, est ’accélération et ce systéme est potentiel, c’est-
a-dire,

Uy = —0, V(1)

avec un potentiel qui est 'opposé de celui-ci donné en (1.3) (voir figures (1.3) et (1.5))

Nous pouvons intégrer cette équation une fois pour obtenir une premiére constante du
mouvement que nous identifions comme 1’énergie mécanique de 1I’équation de Newton.
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0.4 | ~ V(u) | N=0

VA

F1G. 1.3: Les graphiques du potentiel V' (u) et de I’espace de phase pour n = 0.

Nous avons alors 1
E=V(u)+ §u§
Nous étudions le systéme de Newton pour les deux cas : n =0 et n # 0.

Pour n = 0 (point de Maxwell), la figure (1.3) montre le graphique du potentiel V()
et 'espace de phase pour 7 = 0, les points maxima sont au méme niveau d’énergie et
nous voyons dans l’espace de phase la connexion hétérocline qui lie ces deux points-la
(voir aussi figure (1.4)). A Dintérieur il y a les solutions périodiques et a 1'extérieur les
trajectoires vont a l'infini. En résolvant I’équation (1.4), nous avons que : u; = —1, us = 0
et uz3 = 1. La connexion hétérocline entre les points u; et us donnée par la solution de
I'équation (1.5) est

up(x) = tanh < (1.6)

V2
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Le graphique de cette solution représenté figure (1.4), connecte le point u; = —1 qui est
en r — —o00, avec le point uz = +1 qui est en x — 400, en passant par I’axe horizontal
en r = xy, que nous appelons le cceur du front.

u(X-x,)
thoA

.OF

0.5¢
5 4 12 X»

-0.5

-1.0

F1G. 1.4: La solution hétérocline (1.6) qui est aussi représentée dans la figure (1.3).

Le systéme est invariant par translation spatiale donc uj,(x — xy) est solution pour
o € R arbitraire.

Pour n # 0 : dans la figure (1.5) on trouve les graphiques du potentiel V(u) et de
I’espace de phase pour 1 # 0. Nous pouvons voir que la connexion hétérocline entre u; et
ug n’existe plus, dans ce cas-1a, uj, n’est plus une solution stationnaire du systéme et le
front commence & se déplacer avec une vitesse que nous allons calculer. A la place de cette
solution il y a une homocline qui, dans le cas de la figure (1.5), connecte la solution u
avec elle-méme. A Dintérieur de 'homocline il y a les solutions périodiques et a I'extérieur
les solutions qui vont a l'infini. Soit une solution proche a la solution hétérocline

u(z,t) = up(x — xo(t)) + w(x,t),

ou w est un terme de correction qui varie lentement avec le temps. Nous remplacons cette
solution dans I’équation (1.1)

Ay (up(z — o) + w) = 1+ up(x — z0) +w — (up(z — x0) + w)* + Bpp (un(z — 20) + w)




Chapitre 1. Les Effets Non-Adiabatiques sur la Vitesse d’un Front de Pomeau

0.4l | | V(u)
0.2| N0

F1G. 1.5: Les graphiques du potentiel V' (u) et de I’espace de phase pour n # 0.

—Opup o + 0 =1+ u, —up + 8muﬁ+(1 — 3u} + Opz)w + O(w?).

~ ~ (1.7)
O(w?) =0
Soit
L=1—3u}4 0p
et
b= -n — &Cuh i’o,
alors, nous voyons que I'équation (1.7) peut étre écrite comme
Lw =b. (1.8)

La condition de solvabilité implique que, pour que cette équation ait une solution, b doit
appartenir a I'image de l'opérateur £, b € Im/L, qui est équivalent a b orthogonal au
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noyau de I’adjoint de £
bl KerC'.

Nous pouvons voir facilement que si b € ImL = b L KerL' | soit v € KerLTet (-,-) le
produit scalaire sur lequel est défini I’adjoint, alors

(b,v) = (Lw,v) = (w, LTv) = 0.

Prouver l'inverse est plus compliqué et nous laissons au lecteur intéressé le soin de le
découvrir.

Maintenant, nous avons besoin d’un vecteur de Ker£'. La fonction d,uy, est un vecteur
propre de l'opérateur £ avec valeur propre zéro. Pour le prouver nous prenons I’équation
(1.5), uy, est solution de cette équation, alors

N+ up — U + Opett, = 0.
Nous dérivons cette équation par rapport a x et nous obtenons
Oy, — 33 Oty + Opaatty, = 0
(1 — 3u} + 04 ) O, = 0

E(‘?xuh =0.

Comme cet opérateur est hermitique (£ = L) pour le produit scalaire

(f.g) = / f() g(z)dz, (1.9)

alors £10,u;, = 0, c’est-a-dire, O,u; € KerL!. Nous utilisons ce vecteur de KerLl et le
produit scalaire (1.9) sur I’équation (1.8) pour éliminer la dépendance en w et obtenir
ainsi la vitesse du front,

(Lw, Oyup) = (b, Dyup)
<b, chh) = O

/ (&Euh)2 dx &9 = —7]/ Oyupdz.

oo

Mais d,u; = sech?(x/v/2)/v/2 = (1 — tanh®(z/v/2))/v2 = (1 — u2)/\/2, et en faisant le
changement de variable uj;, = tanh(z/v/2) :

1 1 1

— l—uzdu:’v:—/du

72, 0k do == [ an
2V/2

— 29 = —2n.
3930 n
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Nous arrivons finalement a obtenir la vitesse du front en fonction du parameétre n

32
5]

Lt'():

Nous voyons que si 7 > 0 le front va vers la gauche, c’est-a-dire, la solution u(x) = us
envahit tout l'espace parce que c’est la solution la plus stable, si n < 0, la solution
u(z) = uy est la plus stable, le front va vers la droite et cette solution envahit tout
Iespace. Uniquement pour n = 0 (point de Maxwell) ot les deux solutions ont la méme
énergie, le front est stationnaire.

1.2.2 Deuxiéme Exemple

Soit un systéme décrit par I’'équation
O = u — u® + Uy + vsin k. (1.10)

Pour v = 0, I’équation (1.10) a l'invariance par translation spatiale, * — = + x, . Pour
v # 0, cette symétrie est brisée et nous allons voir les effets de cette brisure de symétrie
dans le fait que tous les points de 'espace ne seront pas équivalents. Il y aura des points
spéciaux (points fixes) liés au nombre d’onde de la perturbation . Pour v = 0, nous
savons, grace a 'exemple précédent (équation (1.6)), que uy est une solution stationnaire
du systéme, mais pour v # 0 wuy n’est plus solution du systéme (1.10) et nous devons
essayer a nouveau la solution

uw(z,t) = up(x — zo(t)) + w(z, t),
dans 'équation (1.10). Nous avons
Ay (un(x — o) +w) = up(x — x0) +w — (up (@ — x0) + w)* + Oug (up(x — 20) + w) 4 vsin kx

—Opup o + 0 = up — u) + Opptp, + (1 — 3U3 + Opp)w + vsin kx + O(w?),

et ainsi nous obtenons le nouveau systéme auquel nous allons appliquer la condition de
solvabilité,
Lw = —0,up To — vsinkx.

O,uy, est encore un vecteur du noyau de £f. En multipliant par ce vecteur I’équation
précédente, nous obtenons une condition pour la vitesse du front

(Lw, Opup) = (—0yup £ — vsinkx, Oyup) =0

/ (8xuh)2 dzr 29 = —1// Opup, sin kadx,

[e.e]
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nous avons vu que

/_OO (Dpup)” dz = ¥ (1.11)

Nous calculons I'autre intégrale en effectuant le changement de variable z = x — x

/ Opup(z — o) sinkxde = / O.up(z) sink(z + xg) dz

= / Oyup(2) (sin kz cos kxg+cos kz sin kxg) dz
= / Opup(2) coskz sin kzgdz

]. © 2 .
= 7 sech (2/V2) coskzdz sin kg

= —/mrcosech— sech— sin kxg.

V3 232

Soit en utilisant (1.11), nous trouvons que ’expression de la vitesse du front s’écrit

3
Ty = —Zl/ kﬁcosech sech sin kxg.

YRR

Pour simplifier la notation nous définissons une nouvelle fonction qui dépend du nombre
d’onde k, soit

3
Ck)=- kﬁcosech sech

Cette nouvelle fonction est toujours positive et paire, ainsi nous pouvons enfin écrire le
résultat de la vitesse du front d’une maniére simple

g = —v C(k) sin kxg

L’équation précédente a une infinité de points stationnaires (g = 0, vitesse nulle) qui
satisfont
sin kzg = 0,
nmw
T
avec n € Z. Nous étudions la stabilité de x,. Soit € une perturbation de la solution
x(t) = ,, nous remplagons

Tn =

x(t) =z, +e,

10
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dans I’équation pour la vitesse du front
¢ = —vC(k) sink(z, +¢)

¢ = —(vC(k) cosnm)ke
¢ = (=1)""vC(k)ke.

Comme C(k) k > 0, alors si n est pair x,, est un point stationnaire stable et si n est impair
T, est un point stationnaire instable. La figure (1.6) montre le graphique de la vitesse du
front et les points stationnaires stables et instables. Nous voyons que le front va aller vers
le point stable le plus proche. Alors nous aurons le front stationnaire et fixé sur un point

fixe stable.

point fixe stable point fixe instable

F1G. 1.6: Vitesse du front : les points d’intersection avec 1’axe sont des points fixes et les
fleches indiquent la direction d’évolution du front.

1.2.3 Troisieme Exemple

Des deux exemples précédents, nous pouvons obtenir facilement, en faisant le méme
calcul, que pour le systéme

O =0+ u — u® + ugy + vsinkz,

la vitesse du front est donnée par

Ty = —3—\/577 — v C(k) sin kxg.

2

11
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Pour avoir un front stationnaire (o = 0), nous résolvons ’équation

2
—%n —vC(k) sinkzg =0

3V2 7
2C(k) v

Cette expression montre que la condition pour avoir des solutions stationnaires, c’est-a-
dire pour que le front ne se déplace pas, est

3v2 1
2C(k) v

sin kxg =

Nous définissons la valeur critique du paramétre n a partir de cette inégalité, ce qui nous

donne :
V20 (k)

=Ty

et en faisant le changement de variable z = kx(, I’équation de la vitesse du front s’écrit

3v2

z = ——k:(n+nc sin z).

L’intégrale de cette équation donne

/ &z :——k:/ dt.
. 7+ Nesin z

Par simplicité et sans perdre de généralité, nous choisissons zp = — arctan(n./n).

Si |n| > n. (voir |1] page 78)

3V?2
s,

2

V2 =02

ntan[ ] + N

VIR =12

arctan [

alors
kxo 3v2
7 tan [ g } = —y/n? —n?tan [T\/_\/nz —n? kt] — Ne- (1.12)

De l'équation (1.12), nous avons deux fonctions périodiques, soit A et 7 les périodes
spatiale et temporale respectivement, c’est-a-dire

kX 2
o5 = 2m et —3?4/_ Vn? —nzZkT = 2m,

12
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et la vitesse moyenne du front est

(i) =~ VIE

Si le paramétre i est négatif, nous voyons a partir de (1.12) que la vitesse doit étre positive.
De cette derniére relation, nous concluons que la vitesse moyenne du front, en fonction
des paramétres n et 1. est

(o) = _32ﬁ7] 1—(ne/n)? s fnl >
0 si || < e

Nous voyons que la vitesse moyenne du front est nulle dans une région finie de 'espace
des paramétres. L’extension de cet intervalle dépend de la structure périodique du systéme,
c’est-a-dire de k.

1.3 Les Effets Non-Adiabatiques

Maintenant, nous allons voir le cas général de bifurcation sous-critique avec un nombre
d’onde donné par l'analyse linéaire. La forme normale résultante a des solutions front
de Pomeau mais elles ne sont stationnaires qu’au point de Maxwell. Pour comprendre
Ieffet de I'accrochage, nous allons ajouter tous les termes non résonants qui respectent
les symétries du probléme original. Les calculs vont étre plus complexes que ceux des
exemples précédents, mais la procédure va étre la méme et le résultat trés semblable a
celui du dernier exemple.

Soit le probléme physique

Ou=F(u,d,) ,Fu,8,)=0

avec l'invariance © — —z, ot u € R", u = (uy, us, ..., u,) est une fonction qui dépend du
temps t € R et de 'espace z € R. Nous cherchons une solution de la forme

u= Q(O) + (A eik:c + Ze—ikx) y

Le nombre d’onde k sera fixé par I'analyse de stabilité linéaire ot I'on suppose qu’on
trouve une bifurcation sous-critique qui donne pour A (A est complexe) I’équation

WA = LA+ DA|A]P — A|A" + Ag..
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1.3. Les Effets Non-Adiabatiques

La bifurcation sera telle que dans la linéarisation autour de u(? on trouve une valeur
propre qui passe par (0 avec 2 vecteurs propres (di a I'invariance x — —z du probléme
initial) a la valeur critique k. du vecteur d’onde. Appelons k le nombre d’onde critique k..

\
\
(0.5
\
\
\
\
___l____l_.>
~1.0 -0.5 / 0.5
/ u
/
/
/
/ _0.5
/

-1 \

FiG. 1.7: Le diagramme de bifurcation sous-critique, la ligne continue montre les solutions
stables et la ligne pointillée les solutions instables.

Le paramétre de bifurcation est ici i et la figure (1.7), représente le diagramme de
bifurcation sous-critique en fonction de ce paramétre-la. Nous effectuerons les calculs
pour ce paramétre dans la région de bistabilité.

La forme normale a I'invariance A — Ae'®, a = const., qui est fausse dans le probléme
original. En fait, nous pouvons calculer la vraie invariance que l'on doit imposer. Nous
voyons que si z — x — a/k alors A — Ae™.

Les termes que 'on peut rajouter a la forme normale sont du type

Apg AP Al

O A=A+ A|AP — AJA]" + Age + ) \pg AP A%, (1.13)

p.q
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Chapitre 1. Les Effets Non-Adiabatiques sur la Vitesse d’un Front de Pomeau

L’équation (1.13) est invariante par

{ x—x—alk
A — Az, t)e™
si
Q=k(p—q-—1).
Nous étudions donc les équations avec ji = —u < 0, et u < ?/4 (région de bistabilité).

La forme normale avec les termes non résonants qui respectent la symétrie du probléme
original est

OA=—pA+DA|AP — A|A|' + Ay + ) Mg AP AteiPma= Dk, (1.14)
p,q

En renormalisant les variables

Alr,t) = M, 1)

/

x = OoX
t = pt

avec
p = 1/u

\ = g
o = 1/\/n

¢’est-a-dire,

Alw,t) = p " A t) 5 a=a'fm 5 =t
I'équation (1.14) devient (v = /\/1)

QA = —A + v A A — A A + AL+ paem ey, AP Artelemam DRV (115)

p.q

Soit o(p,q) = qu,ui(p_q_‘r)). Dorénavant, nous supprimons les primes. L’équation (1.15)
sans le dernier terme (i.e. o(p,q) = 0) a des solutions fronts. Si nous sommes sur le point
de Maxwell, il y a un front stationnaire que nous pouvons écrire en forme polaire de la
maniére suivante

A = Ry(z — z0)e' ; Tp = const ; 6o = const (1.16)

quand v = vy, (point de Maxwell), ol xy est la constante d’intégration liée a I'invariance
par translation spatiale et 6y est la constante d’intégration liée a I'invariance de phase.
L’expression (1.16) est donc solution de

15



1.3. Les Effets Non-Adiabatiques

ce qui entraine pour Ry(z — xy) I’équation

—Ro + vy RS — Ry + 0y Ry = 0. (1.17)

0.10

V(R)
0.05 V_V
— VM
0.00
R,

0.05

-0.10

-0.15

1.5 1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
1.0

dR,

dx
0,5\/_\/\\/
O O- @
70.5/\\/\/\

F1G. 1.8: Le graphique du potentiel V(Ry) et de I'espace de phase du systéme dynamique.

L’équation (1.17) décrit un systéme potentiel avec un potentiel qui est un polynome
d’ordre six (figure (1.8)), alors cette équation s’écrit

{ a:c:cRO - _a‘gg?))
V(R) = SR+ iRi- 1S

La figure (1.8) montre le potentiel V(Ry) et 'espace de phase pour ce systéme dynamique,
il y a deux orbites hétéroclines, une qui connecte le point fixe (—3/4,0) avec le point fixe

16



Chapitre 1. Les Effets Non-Adiabatiques sur la Vitesse d’un Front de Pomeau

(0,0) et I'autre connecte le point fixe (0,0) avec le point fixe (+3%40), a I'intérieur de
ces orbites hétéroclines il y a les orbites périodiques et a I'extérieur des trajectoires qui
vont a l'infini.

Les fronts vont de 0 & A, ou de A 4 0, ou de A’ a 0, etc. Le front qui va de 0 a +3/4
est (on prend 6y = 0) par exemple (voir figure (1.9)) :

31/4
A= Ry(x — = 1.18
0(.]7 IO) 1 _l_e—2(:c—x0) ( )

e

2 1y

F1G. 1.9: Le graphique de la solution stationnaire Ro(x — xo).

Nous avons vu que les solutions front sont les connections hétéroclines entre deux points
fixes de I'espace de phase. Nous n’allons pas le montrer, mais dans 1’'équation (1.15) avec
o(p,q) = 0, il y a aussi des solutions homoclines qui sont les connexions d’un point fixe
avec lui-méme et ces solutions homoclines représentent des structures localisées. Elles
peuvent étre modélisées comme l'interaction entre deux fronts [35, 36, 54| et on peut
¢tudier la dynamique de U'interaction entre ces structures localisées [8, 20, 80].

Nous revenons a ’équation (1.15) & laquelle on rajoute un terme o (p, q) AP A%’ (P—a—Vka'/ /i
avec v = vy + 0v et I'on considére les termes en dv et en o(p,q) = & comme des pertur-
bations :

17



1.3. Les Effets Non-Adiabatiques

OA=—A+vyA|AP — A|A]" + Agy + v A A + G AP AteiPma-Dke!/Vir

~ 4 (1.19)
perturbation
Nous allons considérer des solutions de la forme suivante
A = [Ro(x — 20(t)) + p] (1.20)

ou (ep, eby) sont des petits termes, et x¢(t) une fonction de t (le front se déplace). Dans le
dernier terme que I’on considére comme une perturbation, on remplace A = Ro(x —x¢(t)).
Nous obtenons ainsi

v A|A]? + GAP Aselpam DR VE| | — Gy Ry 4 6 Ry Hel e ke /VE

Nous écrivons la premiére partie de I'équation (1.19), i.e. dA = —A + vy AJA]* —
A|A|* + A, en posant A = Re. On obtient

4R = (—R+uvyRP— R+ Ry,) — R62,
RO = 2R,0,+ RO,,.

Si 'on multiplie la derniére équation par R, nous obtenons

0
R*0,0 = — (R*0,) .
¢ ox ( )
En reportant les solutions (1.20) dans (1.19) et en tenant compte que —Ry + vy RS —

R} + 0,2 Ry = 0 on obtient a l'ordre &

(1.21)

Oy Ro(w—0(t))+e0ip = (—14+3vp R*—5R* 40, )ep— Roe0? +0v R+ RET cos((p—q—l)k—\/%)

d ~ : kx
R0, = 1z (Roebie) + GRG™  sin((p — g — 1)@)

Au premier ordre en g, nous avons donc

—0,Roty = (—=1+3uyR?—5R" 4+ 0up)p+ v RS+ R cos((p— q — 1)%)
& (Bety,) = —aRD sin((p— g — 1))
(1.22)

En dérivant 'équation (1.17) par rapport a x on a

(=1 + 3y R* — 5R* + 0,,) 0, Ry = 0.

- -

= @
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Chapitre 1. Les Effets Non-Adiabatiques sur la Vitesse d’un Front de Pomeau

L'opérateur .Z est un opérateur hermitique (£ = £1) avec le produit scalaire (f, g) =
J f(z)g(z)dz. Nous appliquons la condition de solvabilité sur 'équation (1.22), ce qui
veut dire que nous multiplions 'équation (1.22) par 0, Ro(x — x¢) et nous I'intégrons de
—00 a 400, ¢’est-a-dire, nous utilisons le produit scalaire. Nous obtenons

—/ (8, Ro)” da iy = <8xR0,.$p)—|—51// &BRORgdij&/ 8mR0Rg+qcos((p—q—1)j—:%)dx.

[e.9]

En faisant le changement de variable z —xy = y dans la derniére intégrale de la derniére
équation et en remarquant que (0, Ry, Zp) = <$T0xR0,p> = 0, nous avons I’équation
pour la vitesse du front en terme des intégrales que nous allons calculer

To+ Y
Vi

)dy

00 31/46—4y Ro(y)4
— ———dx | 29 = v
oo V14 e 4

+5 / 9, Ro(y)RE(y) cos((p—g—1)k

Ly = G+ (cos(lp =g = D) [ 0B R () cosl(p—a = D)y

—sinl(p =g = DEE) [~ 0, R ) snl(p =9 = DLy )

Nous arrivons enfin au résultat pour la vitesse du front

Ly = — 1/—4—\/§6 cos((p — g — 1)k~ sin((p — g — 1)k—2
iy = —V3a = 525 (Lcos((p—g = DEZ5) + Tsin((p—q = DE2) ) (129

1= / Z 8, Roly) RE(y) exp(i(p — q — 1>k%>dy, (1.24)

I, =Rel A L =Im1

Si nous arrangeons un peu ’équation (1.23) pour la vitesse du front, nous pourrons com-
prendre mieux ce résultat. Nous définissons alors les coordonnées polaires de I'intégrale

complexe I
I=re .
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=
—

. point fixe instable
[ point fixe stable

(3 v}

(3 Svi

-(3 dv, '

F1G. 1.10: La vitesse du front est donnée par la différence entre les deux courbes, les
points d’intersection sont des points fixes et les fléches indiquent la direction
d’évolution du front.

Avec cette définition, I’équation (1.23) peut étre exprimée a 'aide d’une seule fonction
trigonométrique

) 44/3 _ Zo
iy = —V30v — ——drcos((p — g — Dk— + ¢
: o eos(ip—a = Dk 4

La figure (1.10) montre les deux courbes qui donnent la vitesse du front : la droite
horizontale et la courbe sinusoidale. Quand la courbe sinusoidale est au-dessus de la droite,
la vitesse du front est positive sinon elle est négative, ce qui est représenté par les fléches
qui sont sur la courbe sinusoidale. Ces fléeches montrent aussi la direction d’évolution du
front. Les points d’intersection sont des points fixes, c’est-a-dire, ce sont les points ou la
vitesse du front est nulle.

L’accrochage correspond a zg = 0, soit

Zo

ﬁJrsO):O,

—V/36v — ?57’ cos((p—q— 1)k
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Chapitre 1. Les Effets Non-Adiabatiques sur la Vitesse d’un Front de Pomeau

To 3 ov
cos(p—q—1)k—=+¢)=— —.
(p—q—1) i P =13
Cette équation montre que la condition d’accrochage, c’est-a-dire telle qu’il existe des
points fixes auxquels le front soit attaché, est

De cette inégalité, nous pouvons définir une valeur critique pour le parameétre Jv en
fonction du paramétre &

4
v, = §5r, (1.25)

et deux autres nouvelles variables

~ k

k=(p-q-1)—

VA
et B
z=kxy+ .

Avec ces changements de variables, I’équation pour la vitesse du front devient
i = —V/3(0v + v, cos 2).

Pour raison de simplicité et sans perdre de généralité, nous imposons la condition initiale
2(0) = 0 et nous intégrons cette équation

z d _ t
[
o Ov+dv.cosz 0

si |ov| > ov. [1]

2 ov — o, z ~
m arctan [W tan 5] = —\/gkt

tankxo% = —y/ %tam [?V(Suz - 51/02];?15] :

Nous avons ’égalité entre deux fonctions périodiques, alors quand une de ces fonctions
est décalée d’une période I'autre doit aussi étre décalée d’une période. Soit A\ la période
spatiale et 7 la période temporelle, c’est-a-dire :

kA -
- = 27 et ?Véyz — 0v2kT = 2,
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la vitesse moyenne du front est donc donnée par le quotient entre A et 7

(To) = —é

(o) = —V/3:/0v% — 612,

Si |0v]| < v, il y a une infinité de points fixes, la période temporelle devient infinie et ainsi
la vitesse moyenne du front est nulle (iy) = 0. Nous avons donc la vitesse moyenne du
front de Pomeau pour le systéme dans la région de bistabilité en fonction du paramétre

ov

i) = —V3Bov /1= (bu./ov)*  si |ov| > o,
0 si |ov| < dv,

Le graphique de la figure (1.11), montre que la vitesse moyenne du front de Pomeau est
nulle dans lintervalle [—dv., 0v.] (région d’accrochage). Nous pouvons le voir aussi dans
la figure (1.10), en déplagant la droite horizontale : il y aura des points fixes (accrochage)
seulement quand elle coupe la courbe sinusoidale, ¢’est-a-dire, quand —dv. < dv < dv..

(XA

A

FiG. 1.11: La vitesse moyenne du front en fonction du parameétre jv.
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1.4 Calcul des Intégrales

Pour finir le calcul de la vitesse du front, nous allons calculer I'intégrale I. Pour ce faire,
nous allons utiliser le plan complexe et le théoréme des résidus en choisissant un contour
d’intégration adéquat |60, 61]|. Aprés, nous allons calculer la phase 6; loin du ceeur du
front pour voir le comportement asymptotique du front. Pour faire ce calcul, nous allons
encore avoir besoin du théoréme des résidus.

Nous rappelons le théoréme des résidus ainsi que quelques définitions

Définition Une fonction f: U C C — C, est dite dérivable en zy € U si la limite suivante
existe :
f(z) = f(=)
zZ—20 zZ— 20

Si la fonction est dérivable en tous points du domaine U, elle est dite holomorphe
dans ce domaine.

Définition Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de 2, sauf en zy. Pour
r € R assez défini, on note C, le cercle de centre 2y et de rayon r. Alors

Res(f 27rz 7{ f(z

est appelé résidu de f en zy et il est indépendant de 7.

Si la fonction f est holomorphe dans le domaine U — {2y}, elle peut étre représentée par
sa série de Laurent, c’est-a-dire

= Z an(z — 20)",

nez

ou le terme n = —1 correspond justement au résidu de f en zy, a_1 = Res(f, zo).

Définition zy est un pole de f si [f(z)] — 400 quand z — z5. Et zy est un pole d’ordre
n de f si dans sa série de Laurent a_,, # 0 et ap = 0; Vk < n.

Si zg est un pole d’ordre n, nous avons la formule suivante pour calculer le résidu de f en

20 -

dn—l

Res(f.20) = oy Him —g(e = 200" )

Théoréme (théoréme des résidus) Soit f une fonction holomorphe dans U C C, sauf en
un nombre fini de points isolés {z1, ..., 2, }, alors

éf(z)dz = 27?2’2 Res(f, z1)
k=1

ot I' = OU est le contour parcouru dans le sens trigonométrique.
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1.4.1 Calcul de l'intégrale I de la vitesse du front

En remplacant Ry, donné par I’équation (1.18), dans I’équation (1.24) nous obtenons
pour l'intégrale I :

o0 g(p+g+1)/4a—2y o 1VE
I:/ ptats oy Virdy.

oo (1 + o)™

Pour simplifier la notation, nous définissons n = (p+¢+3)/2, w = (p—q—1)k et e = \ /1.
L’intégrale I s’écrit

I= 3(n—1)/2 > e_2y eiwy/ad
- Aoyt

Nous utilisons les résidus avec le contour d’intégration de la figure (1.12), que nous appe-
lons I' qui dépend du valeur de L, pour calculer I'intégrale

e~ -
Ip = | ————— e“Y/=dy.
Le théoréme des résidus nous dit que |61]

—2y ' ; ; n—1 P, e
IL = 2mi Res |:(1_f7—2y)n elwy/a’ Yy = %:| = 21 <Zﬁ) ﬂ e—wr/2a (126)
e :

ou P, est un polynéme d’ordre n donné par le calcul des résidus et P,(0) = 1. Comme le
calcul est fait prés du point de bifurcation, € = /i est petit alors nous n’avons pas besoin
de calculer le polyndme P, explicitement parce que nous avons déja le terme dominant.

A

—-L L

F1G. 1.12: Le contour d’intégration pour l'intégrale I; a l'intérieur il y a un pole pour
y =1im/2.

L’intégrale Iy, est composée de quatre intervalles donnés par le contour d’intégration de
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la figure (1.12). Les premiére et troisiéme intégrales sont liées a I'intégrale I. Les deuxiéme
et quatriéme intégrales vont s’annuler quand L — oo,

; L e—2y+iwy/€ 4 L+ e—2y+iwy/e 4 —L+im e—2y+iwy/€ 4 —L e—2y+iwy/€ 1
- /—L (1+e72) ! /L (14e%) Y /L+z‘7r (1+e2v) Y /_L+m (1+e %) Y

L e—2y+iwy/e ™ e—2z’y—wy/a—2L+iwL/e L e—2y+iwy/a—w7r/a 0 e—2iy—wy/a+2L—iwL/e
= —— —dy+i ——— dy— 7 dy+i ——d
/_ LA ge 2wy YT /0 (1 +e22m)™ Y /_ L (e / (1 +e2L2w)™ Y

dans la limite L — o0, les deuxiéme et quatriéme intégrales vont exponentiellement a
zéro. En se souvenant de I’équation (1.26), nous avons

0o, —2y+tiwy/e : n—1 P i€
Lo = (1~ e—W“/E)/ A i dy = 2m (“") Pocalll) e

o (I4+e 2 2 2(n —1)!
/°° e~ 2ytivy/e dy = meinT/2 <i>"—1 P_o(E)
oo (T +e72)" 2(n—1)!'\2¢ sinh(%47)’

[ gz (i)"‘l Poa(5)
2(n—1)I \2¢ sinh(%7)

Pour n ¢ N on arrive a un résultat similaire [60]. De cette équation, nous voyons que
la limite de I, quand & va vers zéro, est nulle

limI = 0.

e—0
Cela montre que, prés du point de bifurcation, les oscillations rapides font annuler les
contributions des termes non résonants et comme le paramétre critique dv,. est propor-
tionnel au module de I (équation (1.25)), alors dv, — 0 quand g — 0. Donc quand nous
sommes plus prés du point de bifurcation 'intervalle ou la vitesse du front est nulle est
plus petit (voir figure (1.11)).
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1.4.2 Calcul de la Phase

1.4. Calcul des Intégrales

Maintenant, nous voulons connaitre la forme de la phase pour caractériser le front. En
utilisant (1.22) nous pouvons calculer la dérivée de la phase 6;,. Nous obtenons

Ro(a" — )" sin((p — ¢ — 1)
o0
Nous allons estimer l'intégrale

i:/
Soit y = 2’ — xg

i(p—g—1
Ro(a' — xq)PTat? v ol
— 00

kx'

1)—) dz’.
\/ﬂ

ka'

4 . kx
b dy ei(p—q—l)
o
et en remplagant Ry(y) donné par I’équation (1.18) nous avons

B T—T0 3(p+q+l)/4
- /

I= /m_wo Ro(y)p+q+1 olr—a=1)

=EL

™

[e.9]

o k:_yl oo k;v(,)
pllp—a=1) 75 dyel(p D7z

(1 +e—2y)(p+q+1)/2
Pour rendre la notation plus simple, nous définissons trois nouveaux parameétres dans

intégrale. Soit n = (p+q+1)/2, w= (p — ¢ — 1)k et ¢ = \/p. L'intégrale a calculer est
maintenant (sans le terme constant 3(Pra+1)/4)

T—x0 eiwy/e
I, =

— _dw.
e (Ao

Nous étudions le cas n € N. Dans le cas n# N le résultat est similaire pour la dépen-
dance de la phase en fonction du paramétre de bifurcation p. Nous voulons obtenir le
comportement de cette phase pour x — +o00. Le théoréme des résidus nous dit que

eiwy/e
/1“ (1+e2)"
xr > T

ou ' = T'y + Ty 4+ 'y est le contour d’intégration donné dans la figure (1.13). Dans ce
contour il y a un pole seulement dans le cas x > zq, alors si x < g = Res = 0 et si

omi 1 fiw\""
Res = - [ —w7r/2€.
T -2 (25) ¢

L’intégrale sur le contour I' peut étre divisée en trois sous-contours (I'y, I'y et I's), ce
allons borner la troisiéme,

dy = 2mi Res

(1.27)

qui nous donne trois intégrales. Deux sont liées a 'intégrale que nous cherchons et nous
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B .
43 I TT

AT,

| Y
r, %

F1G. 1.13: Le contour d’intégration pour la phase.

eiwy/e 1 T—x0 eiwy/s 4 T—xzotiT eiwy/e 4 —oo+im eiwy/e q
T o W= T —om Yt T —am Ayt T o Y-
/F (L e) ™ /_w (e / (e / (e
Soit les changements de variables y = x — x4+ ¢z dans la deuxiéme intégrale et y = u+ i
dans la troisiéme intégrale

elwy/e 1 z—x0 eiwy/e 4 T o—wz/eg—iw(z—x0)/E 1 T=T0 giwu/eg—wr/e 1
/Fm v /_OO (14e )" y+/0 (1 + o 2@—aotiz))" Z+/ (O u

—00

T—10 wy/e ™ —wz/e
_ L —wm/e € o~ iw(z—x0)/c ©
= (=) /_oo (1+e2)" e /0 (1 + e=2(@—motiz))" dZ

omi 1 (iw\"" o2
= ———=| = e .
(n—1)12\ 2

Cette derniére relation vient de I’équation (1.27) pour le résidu et de cette relation, nous
déterminons l'intégrale qui nous intéresse

T—x0 eiwy/a Z'eiw(m—gco)/s ™ e—wz/e T w \n—1 eimr/2
/ (1 L o—20\" dy - = —wm /e / —2(z—xo+iz) )" dz _'_7' (_> i wr
oo (I4+e2) l1—e o (1+e 0+iz)) 2(n—1)! \2¢ sinh £T

- -
'

I,
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Nous étudions l'intégrale I,

| -

™ e—wz/e
/0 (1 + e—2(x—:c0+iz))n dz

™ e—wz/e
< /0 ‘1 + e—2(z—zo+iz) |n dz

/ﬂ e—wz/e
0 (14 2e2@=70) cog 2z + e~4w—0))"/2
™ —wz/e
€
= /0 (1 — e_2($—$0))" dz
1— e—wr/a

<
w (1 — e—2(z—=z0))™’

dz

Nous constatons que l'intégrale I, est bornée par une fonction décroissante de z. Nous
étudions le comportement a l'infini, x — xy — +00, pour voir comment la phase varie loin
du cceur du front. La limite x — xg — —oo n’est pas intéressante parce que 'amplitude va
vers zéro, alors, dans cette limite le front va vers une solution homogéne. Dans la limite
r — xg — +00, nous avons

/ T gy Sty T (i)”‘l o
oo (I4+e7%) w 2(n—1)! \2¢ sinh 47

et en revenant a l'intégrale I, elle est approximativement

i ~ N ~ 1 p+gfl ip+q+17r .
< +aq+1 - 0 i(p—g—1) £ O —q — e 4 i(p—ag—1) 220
i 31) g 1% ez(p q—1) VB (p q ) el(p q—1) Vi

1 X SRy
(p—q—1k 2(%)! 2\/u sinh P=4=Dkr 5\/%)'?

12

Loin du ceeur du front amplitude Ry a un comportement constant, pour x — xo — +00,
Ry — 3%, alors, la dérivée de la phase, loin du ceeur du front, est

+q+1

prom —WCOS<(p—q—1)%)+ <p_q_1)”*31 sin((p—Q—l)k—f,ij+7’T7r)

Hlxz?, 1 O ( — —1)]{3 27 pHa+1y) o (p—q—1)km
pP—q vz 2(F5)!sinh =572

Nous intégrons cette relation par rapport a I’espace, ce qui nous donne

g1 | THSID ((p —q-— 1)%) (p —q- 1) PH= sin <(p —q— 1)’“—;5 + p—+Z+17r>
i +mTx

: —q—1)km
(b —q =1 20 224D ginh U0

9123
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Chapitre 1. Les Effets Non-Adiabatiques sur la Vitesse d’un Front de Pomeau

De cette derniére équation, le deuxiéme terme est dominant, et la phase a donc un com-
portement linéaire loin du cceur du front :

ptg=1 | -
9 Tox V3p—qg—1 2 Sln((p—q_l)k_\/g_‘_lﬁz—l—lﬂ_)
1~y —— | ——
e AN sinh gD

Cela veut dire que le front présente un comportement oscillatoire loin du cceur du front
(front de Pomeau, voir figure (1.1)). Nous voyons aussi que prés du point de bifurcation,
c’est-a-dire, quand p — 0, la phase va vers une valeur constante, parce que la pente de la
fonction linéaire qui décrit la phase va vers zéro, ce qui veut dire que quand on s’approche
du point de bifurcation, la longueur d’onde du front de Pomeau augmente et a la limite
tend vers l'infini. Le front de Pomeau devient alors un front simple qui connecte deux
états homogeénes.
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2 Une Goutte qui tombe dans un
Fluide plus dense

2.1 Introduction

Il y a une infinité de phénomeénes physiques simples a réaliser qui ne nécessitent qu’un
modeste équipement et qui n'ont pas encore de solutions. La physique des fluides est
une grande source de ce type de phénoménes [63, 90|. Ici, nous présentons un exemple
simple et facile a réaliser : déposez une goutte de lait a la surface de I'eau et observez
la formation d’un anneau (anneau de vorticité [81, 83|) qui se brise ensuite en petites
gouttes qui vont développer a nouveau des anneaux. Thomson et Newall[88] ont fait cette
expérience et un siécle plus tard Chen et Chang[27| I'ont refaite, puis Arecchi et al.|5, 6, 7.
La vaste littérature sur cette expérience montre que, bien que simple, elle n’est pas encore
complétement comprise |26, 79, 83|.

Jusqu’a présent, toutes les expériences ont été faites dans le cas de différences de densité
positive entre la goutte et le solvant, c’est a dire, la goutte est plus dense que le solvant.
Nous considérons le cas de différences de densité négatives qui n’a jamais été étudié [18].
Nous montrons que, méme si la goutte est moin dense que le solvant, elle descend jusqu’a
une hauteur finie. Initialement la goutte subit une forte impulsion vers l'intérieur du
solvant & cause de la conversion de ’énergie de tension de surface en énergie cinétique |4].
Cette forte injection induit une instabilité type Kelvin- Helmholtz |24, 52, 55| (instabilité
de l'interface entre deux fluides superposés avec une vitesse horizontale relative) en créant
un anneau de vorticité qui s’élargit et avance jusqu’a s’arréter par dissipation visqueuse.
Quand I'anneau s’arréte, une nouvelle instabilité apparait du type Rayleigh-Taylor |24,
73, 87| (deux fluides superposés de différentes densités) qui améne a la fragmentation
de I'anneau en petites gouttes. Si la différence de densité est positive les petites gouttes
continuent a descendre, mais si la différence de densité est négative elles commencent a
remonter a la surface.

Nous décrivons la dynamique de la goutte avec un modéle simple, qui prend en compte
la force d’Archimeéde, la dissipation visqueuse (loi de Stokes), et la transformation initiale
d’énergie de tension superficielle en énergie cinétique. Nous faisons la comparaison entre
ce modeéle et les résultats des expériences. Finalement, nous décrivons l'interaction entre
les anneaux de vorticité dus aux petites gouttes, et la surface du solvant.

Nous allons tout d’abord rappeler les mécanismes des instabilités hydrodynamiques
de Kelvin-Helmholtz et de Rayleigh-Taylor pour mieux comprendre le phénoméne de la
goutte qui tombe dans un fluide plus dense.
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2.2. Instabilités Hydrodynamiques

2.2 Instabilités Hydrodynamiques

Les équations qui gouvernent I'hydrodynamique sont intrinséquement non linéaires et
compliquées a résoudre, et en général on peut le faire seulement a ’aide d’un ordinateur.
Cependant ces équations ont quelques solutions simples comme par exemple : il existe
la solution interface plane entre deux fluides méme si le systéme est vibré verticalement
(instabilité de Faraday |22, 23, 40, 46, 80|), ou si les deux fluides ont des vitesses différentes
(instabilité de Kelvin-Helmholtz [52, 55]), ou si le fluide du haut est plus lourd que celui
du bas (instabilité de Rayleigh-Taylor [73, 87]); il existe la solution champ de vitesse
stationnaire pour un fluide entre deux cylindres coaxiaux qui tournent autour de leur
axe (instabilité de Couette-Taylor [53]); il existe la solution champ de vitesse nulle pour
un fluide entre deux plaques a différentes températures (instabilité de Rayleigh-Bénard
[19, 48, 74]), ou méme si on chauffe la face inférieure d’une couche mince de liquide,
dont la surface supérieure est libre (instabilité de Bénard-Marangoni [19, 50]). Toutes
ces solutions, bien que toujours mathématiquement valables, ne sont expérimentalement
visibles seulement dans une région de I'espace de paramétres. En effet, en dehors de cette
région, une petite perturbation a cette solution va faire basculer le systéme vers une autre
solution. En général, celle-ci est plus complexe et on dit que la solution initiale est instable
dans cette région. L’étude de ces régions de stabilité et instabilité, est le premier pas pour
comprendre les instabilités hydrodynamiques et c’est ce que nous allons faire avec les
instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh-Taylor.

Fluide 1

Fluide 2

Fia. 2.1: L’instabilité de Kelvin-Helmholtz
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Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

2.2.1 Instabilité de Kelvin- Helmholtz

Nous allons étudier 'instabilité de l'interface entre deux fluides superposés avec des
vitesses différentes. Soit V) et V5 la vitesse du fluide 1 et du fluide 2, respectivement, dans
la direction z, comme on voit sur la figure (2.1) et p1, po leurs densités. Nous négligeons les
effet de viscosité. Nous supposons que l'instabilité est bidimensionnelle, caractérisée par la
hauteur de U'interface z = £(x,t) et z = 0 est la solution non perturbée. Nous supposons
aussi que les deux fluides sont incompressibles V - v = 0, et potentiels V x v = 0, alors la
vitesse peut s’écrire comme le gradient d'un potentiel scalaire ®

=V [Viz + ®;(x, 2,1)] i=1,2

ou V; x sont les potentiels des vitesses de I’écoulement non perturbé. ®; sont les parties des
potentiels dues a la perturbation. Nous allons chercher des relations entre ces potentiels
perturbés et amplitude des perturbations z = £(z,t). Pour cela, nous allons utiliser la
condition aux limites qui dit que les composantes normales des vitesses de deux fluides a
I'interface doivent étre égales

74 n

/ Z=&:terface non perturbée X

F1G. 2.2: ’angle a représente la pente locale de I'interface et a droite on a représenté la
projection des composantes de la vitesse sur la normale a l'interface.

— A — A ag
U |, = Vo N, = 5, cosa,

ot
n est la normale a l'interface et o est 1'angle entre la tangente et I’horizontale comme
on le voit sur la figure (2.2). La projection de la vitesse sur la normale & l'interface nous
donne
U; - M = , COS QU — V; , Sin @

ou v; , et v; . sont les composantes x et z de la vitesse du fluide 7 (i = 1, 2).
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2.2. Instabilités Hydrodynamiques

De ces deux derniéres équations nous avons

o8
ot

=;, — Vg tana,

mais nous savons que tan o = 9¢/0x, v; , = 09;/0z et v; , ~ V;, ce qui nous donne deux
relations entre les potentiels ®; et I'amplitude des perturbations &

00,  0¢ _ 0¢

E_§+%%’ (2.1)
o0, 06 0¢
s ((%—l—vzax. (2.2)

Mais ce n’est pas suffisant, nous avons besoin d’une troisiéme relation qui va résulter de
I’équation de Bernoulli

0P, 1 .

pi+pi—2+pigz+—pivi2 = C; 1=1,2 (2.3)
ot 2

ou p; est la pression, p; la densité et C; est une constante liée au fluide 7 (i = 1,2). Pour

utiliser cette équation nous devons connaitre les quantités C;, v2 et p;.

Nous obtenons la valeur de la constante C; de la solution non perturbée, ce qui nous
donne

1
C; = §in;2. (2.4)

Pour les v?, nous les écrivons en fonction des potentiels

77

(0, 0%
v\ ox x 8zz
2 _y2 gy, 0% (0% 2+ 02\
Vi =V ' Oz ox 0z
0D,
2~ V2 4oy ——L 2.
o V2V (25)

Pour calculer la différence entre les pressions p; et p, dans 1’équation de Bernoulli, nous
utilisons la loi de Laplace

1 1
b1 —pP2=7% E—ﬁ

ot R et R’ sont les rayons de courbure principaux de linterface au point considéré,
et v est le coefficient de tension superficielle. Comme nous considérons seulement des
perturbations dans la direction de 'axe x alors R’ = 0o et nous supposons que I"'amplitude
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Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

des perturbations est petite, alors

I 0?%¢
R 02
ce qui nous donne, pour la différence de pression entre les deux fluides a l'interface,
0?%¢
— D=7 —. 2.6
b1—=p2=7 02 (2.6)

En reportant les équations (2.4), (2.5) et (2.6) dans 'équation de Bernoulli (2.3) nous
obtenons la troisiéme relation cherchée

¢ o0d, 0D, b, 0D,
— — —— —pp—+ Vi — — Vo —==0. 2.7
78x2+(m p2) gz + 5 e TV, > 0 (2.7)
Comme les fluides sont incompressibles V - v; = 0, les potentiels doivent satisfaire

I’équation de Laplace V2®; = 0. Si nous supposons que le potentiel peut étre écrit comme
un produit d’'une fonction dépendant seulement de x et I'autre de z, c’est-a-dire

®; = f(x) g(2) h(1),

nous avons

flo)y — gz)
soit, f(x) = expikz et g(z) = exp £kz. Pour la partie temporelle, nous cherchons les
modes de Fourier h(t) = exp iwt de la perturbation,

@) e

(I)l _ Alei(km—l-wt)—kz
_ i(kr+wt)+kz
CI>2 = Age s

les signes « - » et « + » assurent que a oo les potentiels s’annulent, et donc loin de
Iinterface, le champ de vitesse est celui du systéme non perturbé. L’amplitude de la
perturbation de I'interface doit avoir une dépendance similaire aux potentiels,

gz A3ei(km+wt).

En reportant les expressions de ®;, &, et £ dans les équations (2.1), (2.2) et (2.7), nous
obtenons un systéme d’équations pour les A;. Soit la matrice M et le vecteur ¢,

—ip1(w+ Vik) ipa(w +Vak) (p2 —p1) g+ 9k Ay
M = —ik 0 w~+ Vik ; c=1| Ay |,
0 ik w + Vak As

alors le systéme s’écrit M ¢ = 0, et pour que ce systéme ait des solutions non triviales,
nous devons imposer la condition det M = 0, ce qui nous donne la relation de dispersion
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2.2. Instabilités Hydrodynamiques

ke | | k

F1G. 2.3: Domaine de stabilité : la région I est le domaine d’existence d’ondes controlées
par la gravité, la région II est le domaine d’instabilité et la région III est le
domaine d’existence d’ondes controlées par la tension de surface.

cherchée
k [pr(w + Vik)? + pa(w + Vak)? = (p2 — p1) gk — vk*] = 0.

En développant cette relation nous avons, pour k # 0

2 Vit poV V24 V2 py— k
w+2p1 1+P22g+P11+P22_P2 pPLg 0

=0
k? pr+p2 K p1+ P2 pr+p2k p1+po

Nous résolvons cette équation pour w/k

Vi + paVi —~ k Vi — Va)?
w _ piVitpe 2i\/P2 Py 7 2 (V1 2)‘ (2.8)

k pr+p2k pirtpe (p1 + p2)°

k p1+ p2
De cette derniére relation nous obtenons a condition pour avoir des instabilités

p1p2 (Vi — ‘/2)2 > P2—pP1 g vk
(pr+p2)° itk prtps

En définissant la fonction

— k
:Pz Plg_'_ Y

o(k ,
( pr+p2k  p1+pe

36



Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

nous voyons que cette fonction a un minimum pour

b — (p2 — pl)g’

v

et la valeur minimale de cette fonction est

(p2 — p1)g7y

Omin = 0(ke) =2
p1+ P2

Finalement, en utilisant ’expression de k., notre condition d’instabilité devient

(Vi —Va)* > ZM\/ (p2 = p1)g7-

P1P2

Le domaine de stabilité est représenté dans la figure (2.3) : a I'intérieur de la région II le
systéme est instable, a 'extérieur de cette région les ondes de perturbation se propagent
sous la forme d’ondes qui sont controlées par la gravité (région I) ou par la tension de
surface (région III). Prés du nombre d’onde critique k., les effets de la gravité et de la
tension de surface sont du méme ordre de grandeur. L’amplitude des ondes dans les régions
I et IT sont décroissantes exponentiellement avec le temps si on prend en compte l'effet de
la viscosité.

A g

F1G. 2.4: L’instabilité de Rayleigh-Taylor
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2.2. Instabilités Hydrodynamiques

2.2.2 Instabilité de Rayleigh-Taylor

Nous étudions dans ce paragraphe I'instabilité de I'interface entre deux fluides de diffé-
rentes densités, le plus dense étant placé au-dessus de l'autre, comme représenté dans la
figure (2.4) |73, 84, 87|.

Le calcul que nous avons fait pour 'instabilité de Kelvin-Helmholtz reste valable pour
I'instabilité de Rayleigh-Taylor, mais avec les conditions

Vi=Ve=V: et p1>py; Ap=p1—po

Dans ce cas, la relation de dispersion que nous avons obtenue dans la section précédente
(équation (2.8)), s’écrit

RV L)
pr+p2 prtpek

w

k
Afin que le systéme soit instable, il faut que le terme a I'intérieur de la racine carrée soit
négatif, ce qui nous donne le nombre d’onde critique

ho— (209,
Y

Ce nombre d’onde définit une longueur critique pour les perturbations du systéme,

[ 7
L.=2m,/——,
Apyg

et seules les perturbations de longueur d’onde plus grande que la longueur critique vont
s’amplifier, les autres vont étre controlées par la tension de surface. Si le systéme a une
taille finie L > L., alors l'interface va étre instable a cause de la gravité et si L < L.
I'interface va étre stabilisée grace a la tension superficielle.

Si po est la densité de air, alors py < p; et Ap ~ p; = p, de sorte que la longueur
critique peut s’écrire L. = 27l., ou l. = \/7/pg correspond & la longueur capillaire du
fluide.

Dans le cas ou le fluide le plus lourd est une couche fine, on peut obtenir une solution
exacte et si la perturbation initiale est sinusoidale, la forme évolue vers celle d'une cycloide
|67].

Une trés belle expérience, montrant la richesse de I'instabilité de Rayleigh-Taylor, a été
développée a I'INLN. Elle montre la déstabilisation d’un film d’huile de silicone sous un
plan horizontal poreux contintiment alimenté [68, 69].
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Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

2.3 Montage Expérimental et Traitement de Données

Le montage expérimental, représenté figure (2.5), consiste en un récipient transparent
rectangulaire de base 10 x 10 em? et de hauteur 40 cm, monté sur un support métallique
rigide. Le solvant est un mélange d’eau distillée avec glycérine a 25% et la goutte est
aussi un mélange d’eau distillée avec glycérine en concentration comprise entre 0 et 25%.
La goutte se forme ala sortie de l'aiguille d’une micro seringue de Hamilton de haute
précision dont le volume peut varier de 1 & 10 pl. Une fois formée, la goutte est déposée
adiabatiquement, au moyen d'une plate-forme de transfert micrométrique, sur la surface
du solvant. La vue latérale et inférieure de la goutte dans le solvant est enregistrée au
moyen d’une caméra CCD (Charge Coupled Device) avec éclairage d’un laser (A =
532nm). La goutte est légérement dopée avec de la fluorescéine pour la visualiser.

ﬂ microsyringe

[6)
40 cm
> e D CCD
side view
10 clm
laser |- S [ ccp
bottom view

F1G. 2.5: Montage expérimental : un laser (A = 532 nm) illumine latéralement le récipient
transparent ; la goutte est enregistrée par une caméra CCD.

Nous réalisons plusieurs expériences en changeant le volume des gouttes et la différence
de densité entre la goutte et le solvant. Pour chaque ensemble d’expériences nous enre-
gistrons plusieurs films en suivant I’évolution de la goutte et pour chaque enregistrement
nous suivons le procédé suivant. Nous transformons toutes les images d’un film en binaire
en choisissant un seuil unique d’intensité avec, pour critére, de minimiser la discontinuité
de chaque image avec la suivante. Inmédiatement, dans chaque image nous identifions le
centre de masse de la goutte, enregistrons ses coordonnées et suivons sa trajectoire jus-
qu’a ce qu'elle s’arréte et commence Pascension, étant fragmentée en petites gouttes. A
partir de ce point, nous sélectionons seulement un fragment et suivons son mouvement en
enregistrant les coordonnées de son centre de masse.
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2.4. Données

2.4 Données

Nous observons, dans la figure 2.6, le comportement typique d’une goutte d’eau distillée
avec 15% de glycérine, de volume V = 2ul qui tombe dans un solvant d’eau distillée avec
glycérine a 25% (Ap = 0.053 g/cm?). Le taux d’acquisition des images de la caméra est
de 25 images/sec. Nous pouvons voir la rapide injection de la goutte dans le solvant,
la formation de l'anneau, ses ondulations et ensuite la fragmentation en quatre petites
gouttes qui remontent & la surface libre du solvant. Nous observons aussi, que quand
I’anneau s’étale, il reste attaché a une membrane convexe.

F1G. 2.6: Séquence des images montrant l'injection de la goutte, la formation de ’anneau
et la fragmentation; a) t = 0.08s, b) t =0.20s, ¢) t =0.32s,d) t = 0.44 s, e)
t=0.56s,f)t=0.68s,g)t=0.80s,h)t=0.92s,1) t =1.04s.




Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

Dans le cas Ap positif, il a été observé un phénomeéne similaire, appelé instabilité du
turban[5]. Il faut noter que cette instabilité du turban a été observée aussi dans le cas des
fluides non miscibles [12].

h (cm) h (cm)
0.0

0.5F
-1.0
-1.5

F1G. 2.7: La hauteur de la goutte h en fonction du temps pour V' = 4ul; Ap =a) 0.01325,
b) 0.0265, ¢) 0.03975 et d) 0.04505 g/cm?.

Dans la figure 2.7, nous observons l'évolution de la coordonnée longitudinale h, du
centre de masse de la goutte, en fonction du temps pour un volume fixé, V' = 4ul, et pour
différentes valeurs de Ap. Nous pouvons voir que, au fur et & mesure que la différence de
densité diminue, le temps de montée (le temps que prend un fragment pour arriver a la
surface) augmente et quand la différence de densité est nulle, le temps de montée devient
infini. Nous pouvons voir aussi que la hauteur minimale (la hauteur a laquelle 'anneau
de vorticité s’arréte) augmente légérement quand la différence de densité augmente. Dans
ces graphiques, on remarque aussi l'injection rapide de la goutte dans le solvant.

La figure 2.8 nous montre aussi I’évolution de la coordonnée longitudinale h, de la
goutte, en fonction du temps, mais pour une différence de densité fixée, Ap = 0.04505 g/cm?,
et pour différentes valeurs du volume V. Nous pouvons observer que, quand le volume de
la goutte augmente, la hauteur minimale diminue, c’est-a-dire, la goutte va plus bas dans
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F1G. 2.8: La hauteur de la goutte / en fonction du temps pour Ap = 0.04505g/cm?;V =a)
2,b)4,¢c)6etd) 8 pul

le solvant. Nous voyons maintenant que c’est le temps de montée qui augmente légérement
avec le volume de la goutte.

A partir des graphiques 2.7 et 2.8, nous avons calculé la vitesse de la goutte avec la
méthode a trois points, c¢’est-a-dire :

)

Piyr — hi—q

tig1 —tic1

Nous avons choisi cette méthode parce qu’elle donne les courbes les plus continues et nous
pouvons voir les résultats dans les figures 2.9 et 2.10. Sur ces graphiques, nous voyons
que, & volume constant, la vitesse maximale augmente avec la différence de densité Ap,
alors que le temps de remontée a la surface diminue (figure 2.9). A différence de densité
Ap constante, nous constatons que le temps pour arriver a la surface augmente avec le
volume de la goutte et la vitesse maximale ne change pas beaucoup (figure 2.10).
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F1G. 2.9: La vitesse de la goutte en fonction du temps pour V' = 4ul; Ap =a) 0.01325,
b) 0.0265, ¢) 0.03975 et d) 0.04505 g/cm?.
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FIG. 2.10: La vitesse de la goutte en fonction du temps pour Ap = 0.04505g/cm?;V =a)
2,b)4,c)6etd)8 pul
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2.5. Modéle Théorique Simple

A partir de tous ces graphiques, il est difficile de conclure directement sur le temps de
descente (le temps que prend 'anneau pour arriver a la hauteur minimale), mais nous
reviendrons par la suite sur ce comportement.

Les discontinuités observées dans les graphiques sont dues au détachement des petites
gouttes apres la fragmentation de 'anneau. Dans les futures expériences, nous pensons
mettre des petits traceurs pour enlever ces discontinuités et pour déterminer le mouvement
a I'intérieur de la goutte.

2.5 Modeéle Théorique Simple

Pour décrire la dynamique de la goutte nous avons développé un modéle simple qui
prend en compte la dissipation due a la viscosité (loi de Stokes), et la poussée d’Archiméde.
Pour une sphére homogéne de masse m, densité p et rayon r, dans un fluide de densité
Py, et viscosité p, nous avons

ma=mg— 6mruv

m=V Ap
ouV = %7?7"3, Ap = py—petm =V p. L'équation dynamique est donc

Pour la goutte, nous prenons le méme modéle,

dv Ap v

— =g—L — 2y, 2.9

a9, e (2.9)
v = u/p est la viscosité dynamique, r = kv/V est la taille caractéristique de la goutte, et
K, v sont des facteurs géométriques (v = 9/2 et k = 0,62 pour une sphére). La condition
initiale, v(t = 0) = vy, est donnée par la transformation d’énergie de tension de surface
en énergie cinétique de translation et rotation

| 2

—muy + —Iw” = 4mor?,
20 2
avec I = amr? moment d’inertie de la goutte et w = [vy/r la fréquence de rotation. Si
toute I'énergie est transformée en rotation, c’est-a-dire, il n’y a pas de glissement, alors
G =1, sinon § > 1. Nous avons donc la vitesse initiale de la goutte

60

T T e
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Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

Nous définissons le temps visqueux 7,, = 72 /v et nous obtenons la vitesse limite v, en
faisant dv/dt = 0 dans I’équation (2.9)

A

Voo = —pgT,,.
p

L’équation (2.9) devient

dv  ve —w

a7,
Nous intégrons cette équation de v = vy a v = 0, et nous obtenons le temps de descente
T4, qui est le temps que prend la goutte pour s’arréter,

T dt /0 dv
0 7-1/ V0 UOO —v

7o =1,In(1 — 2, (2.10)
Voo

et la hauteur minimale h,,;,, atteinte par la goutte avant de remonter,

/‘hmin dx /0 v
— = dv
0 T, vo Voo — ¥

Ponin = VooTd + VoTy. (2.11)

Quand Ap — 0, nous avons
V12
hmin = VTy X / )

ce qui est en accord avec des résultats déja obtenus [77]. Si t > 7, nous pouvons estimer
le temps de montée simplement en divisant la hauteur minimale par la vitesse limite

Vo

Voo

Ty — Td, (2.12)

Voo

donc le temps total est 70 = |vg/vs| T,. Cependant, le volume quand la goutte remonte
n’est pas le méme a cause de la fragmentation, donc la vitesse limite doit étre calculée
avec le volume V/n, ot n est le nombre de fragments. Prenant en compte cette correction,
nous obtenons

Tm = (70 — 74) n?/3, (2.13)

Le nombre de fragments peut étre estimé en utilisant le nombre de Smith S [90] et le
nombre de fragmentation F' [5], ce qui a été déja fait dans la référence [7].
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2.6. Comparaison entre le Modéle et les Résultats des Expériences

0.1]

OO Y S S Y B
0.00 0.01 002 003 0.04 0.05 0.06 0.07
Ap(g/cmd)

F1G. 2.11: Temps de descente 74 en fonction de Ap; V = 2pul (cercles), V = 4 pul (tri-
angles), V' = 6 ul (étoiles), V' = 8 ul (croix). La ligne est la courbe théorique
pour V =5 pul.

2.6 Comparaison entre le Modéle et les Résultats des
Expériences

Dorénavant, nous fixons les valeurs des paramétres du modéle théorique : a3 = 4,
v = 6.67 et kK = 0.56. Avec ces valeurs dans le modéle, nous comparons nos prédictions
théoriques avec les résultats expérimentaux.

Pour les temps de descente, de montée et pour la hauteur minimale, nous avons :

T = 0024V In(14 MR,

Timin = 0446 Ap VA3 In(1 4 LEL22) — 0.839 V12,
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Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense
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0.00 0.01 0.02 003 004 005 0.06 0.07
Ap(g/cmd)

F1G. 2.12: Temps de montée 7, en fonction de Ap; V = 2ul (cercles), V = 4 pul (tri-
angles), V' = 6 ul (étoiles), V' = 8 ul (croix). La ligne est la courbe théorique
pour V =5 pul.

Le graphique de la prédiction théorique pour le temps de descente 74, équation (2.10), est
représenté figure (2.11). Cette courbe est en bon accord avec les données expérimentales
pour Ap > 0.02g/cm?, mais elle présente de grandes déviations pour des valeurs plus
petites de Ap. En fait, quand Ap — 0 la divergence logarithmique ne prend pas en compte
la dissipation due a 'augmentation du rayon de l'anneau de vorticité. Pour inclure cet
effet il faudrait développer un modeéle plus sophistiqué qui décrirait la dynamique de la
formation de 'anneau et son évolution. Nous voyons aussi que la dispersion des points est
plus grande quand la différence de densité Ap, est plus petite.

Pour le temps de montée, nous normalisons les données expérimentales en divisant
chaque valeur par n%?, ot n est le nombre de petites gouttes aprés la fragmentation
(voir équation (2.13)). Avec 'équation (2.12), nous avons un trés bon accord avec les
données expérimentales, et nous pouvons le voir dans la figure (2.12), ot nous avons fait
le graphique de la courbe théorique pour V' = 5 ul, tous les autres volumes donnant des
résultats similaires.
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2.6. Comparaison entre le Modéle et les Résultats des Expériences
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F1G. 2.13: La hauteur minimale h,,;, en fonction de Ap; V' = 2ul (cercles), V = 4 ul
(triangles), V = 6 ul (étoiles), V = 8 ul (croix).

La hauteur minimale h,,;,, atteinte par la goutte avant de commencer a remonter, est
présentée dans la figure (2.13) en fonction de Ap, avec les courbes théoriques, équation
(2.11), pour V. = 2, 4, 6, 8 pul. Nous pouvons voir que les courbes théoriques sont en
bon accord avec les données expérimentales spécialement pour V petit. Pour les volumes
plus grands il y a des effets de forme qui ne sont pas pris en compte dans le modéle
théorique. Il faut noter que, a la limite de I'erreur expérimentale, pour Ap = 0 nous
obtenons la loi d’échelle hy, o VY2 qui est en accord avec des résultats déja publiés |77].
Le rapprochement entre les courbes, pour les grandes différences de densité, est di au
fait que la force d’Archiméde devient plus importante que l'injection d’énergie cinétique
initiale et & la limite quand Ap — 00, Apmin < Ap~ V=13 = 0.

Nous exprimons h et t en fonction de h,,;, et 7r, et nous présentons ces variables
sans dimension dans la figure (2.14). Nous pouvons voir que toutes les gouttes suivent
approximativement la méme loi d’évolution. Dans la premiére étape, aprés l'injection de
la goutte, I’évolution est trés semblable & celle observée dans le cas de différences de
densité nulle Ap = 0 : la goutte tombe rapidement & Uintérieur du solvant et développe
un anneau. Ensuite, Panneau s’arréte a cause de la dissipation de 'impulsion initiale. A
ce moment, la goutte atteint la hauteur minimale h,,;,, ol la vitesse change de direction
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Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

h/h

0.0

-1.0

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

t/7;

F1G. 2.14: Comportement hauteur vs temps exprimés en variables sans dimension, pour
toutes les expériences a 25% de glycérine dans le solvant.

et une nouvelle instabilité apparait en donnant lieu a la fragmentation de I'anneau en
petites gouttes. Pour Ap < 0, les gouttelettes remontent vers la surface grace a la poussée
d’Archiméde. Ce régime dynamique correspond a la partie linéaire du graphique juste
aprés le minimum. La dissipation visqueuse ralentit le mouvement des fragments, mais
dans ce régime dynamique la poussée d’Archiméde est dominante.

Au moment final, quand les petites gouttes s’approchent de la surface, nous observons
une déviation de la dépendance linéaire entre la hauteur et le temps. En fait, les goutte-
lettes subissent la poussée d’Archiméde et elles réagissent comme des anneaux de vorticité,
chacune subissant une collision contre un mur avec une vitesse longitudinale|50].
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2.7. Interaction entre I’Anneau de Vorticité et la Surface

2.7 Interaction entre I'’Anneau de Vorticité et la
Surface

Pour décrire I'interaction entre I’anneau de vorticité qui s’approche perpendiculairement
a la surface, nous pouvons remplacer la surface par un anneau image, symétrique par
rapport a la surface du solvant et de circulation opposée, comme représenté figure (2.15).
La présence de I'image assure que la composante de vitesse normale a la surface est
nulle sur celle-ci. Alors I’anneau ne rebondit pas sur la surface et comme la composante
tangentielle n’a pas besoin d’étre nulle en 'absence de viscosité, il s’ouvre indéfiniment
a cause de linteraction avec ’'anneau de vorticité image qui induit sur 'anneau une
composante de vitesse radiale dirigée vers I’extérieur. Plus les deux anneaux s’approchent
plus est forte 'interaction. Dans le cas visqueux, l'anneau s’ouvre, mais éventuellement
ce processus s’arréte a cause de la dissipation visqueuse et aprés la diffusion [50]. Le cas
de l'interaction entre un anneau et une paroi rigide est beaucoup plus complexe et il a été
étudié numériquement et expérimentalement |39, 58, 65, 92.

Q
S—r
S

7 7 7 7 7777777777777 V7 7777 777777777774

F1G. 2.15: Le rapprochement de 'anneau a la surface du solvant peut étre décrit en ajou-
tant un anneau image symétrique par rapport au plan de la surface. La figure
b) montre que I’'anneau ne rebondit pas, mais s’ouvre di a son interaction avec
son image.
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Chapitre 2. Une Goutte qui tombe dans un Fluide plus dense

2.8 Conclusion

Nous avons montré un nouveau type d’instabilité des gouttes, ou des gouttelettes secon-
daires remontent a la surface parce que la différence de densité entre la goutte et le solvant
est négative. Nous avons développé un modéle théorique qui prend en compte la conver-
sion d’énergie de tension de surface en énergie cinétique et nous montrons que la poussée
d’Archiméde et la dissipation visqueuse dominent la dynamique. Méme si le modéle est
simple, il capture I'essentiel du phénomeéne et donne les lois d’échelle correctes pour le
temps de l'ascension, et pour la hauteur minimale. Pour le temps de descente, le modéle
prédit bien la loi d’échelle, cela pour des valeurs de densité plus grandes que 0.02 g/cm3.
Pour des valeurs inférieures la déviation entre le modéle et les résultats expérimentaux est
grande, ce qui signifie que pour de basses densités il y a des effets qui ne sont pas inclus,
et par conséquent il est nécessaire de refaire un modéle plus complet. Enfin, quand les
fragments s’approchent de la surface, on observe une déviation de la dépendance linéaire
de la hauteur en fonction du temps. Les gouttes sentent la présence de la surface comme
si ¢’était un mur glissant, ce qui équivaut a remplacer le mur par I'image spéculaire des
gouttes ayant une circulation opposée. Il en résulte que les gouttes réduisent leur vitesse
et s’élargissent.
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3 La Valve a Cristaux Liquides avec
Rétro-Action Optique : Etude
Linéaire

3.1 Introduction

La matiére, qui remplit notre univers, présente une variété trés riche de phases; liquide,
solide et gazeuse sont les plus connues. Mais beaucoup d’autres existent. Par exemple :
le plasma [28], le condensé de Bose-Einstein [3, 17, 42|, les cristaux plastiques [85] et
les cristaux liquides [34]. Les phases cristalline et liquide exhibent des caractéristiques
opposées, d'un coté les cristaux possédent une structure complétement ordonnée, tant
de translation que d’orientation; en revanche, dans les liquides aucun ordre n’existe,
toutes les molécules peuvent se déplacer et tourner librement. Il y a des substances avec
les caractéristiques des deux phases, c’est-a-dire, avec un ordre d’orientation, et parfois
aussi spatial, comme les cristaux; et en méme temps elles peuvent couler comme les
liquides parce que leurs molécules ont une liberté de mouvement, et pour cette raison
sont nommeées Cristauz Liquides|25, 34, 38, 66]. Une représentation schématique de cette
phase est donnée sur la figure (3.1).

C’est dans une expérience d’optique non linéaire avec des cristaux liquides que nous
avons étudié I'apparition de structures localisées. Les structures localisées sont des objets
macroscopiques semblables a des particules, elles peuvent étre vues comme des petits
domaines de taille finie dans un systéme étendu. Dans ce systéme nous pouvons identifier
deux éléments : les structures localisées et la solution de base qui va dominer le systéme
vers l'infini. Cette solution de base peut étre homogéne, périodique, quasi-périodique,
chaotique, etc. Nous pouvons imaginer que les structures localisées sont des particules au
sein de la solution de base. D’un point de vu dynamique, les structures localisées, dans un
systéme spatialement unidimensionnel, sont des connexions homoclines pour le systéme
dynamique stationnaire (voir I'espace de phase de la figure (1.5)).

Les structures localisées n’existent pas seulement dans des expériences avec des cristaux
liquides. Des structures localisées ont été observées dans différents domaines comme par
exemple : les matériaux magnétiques [44], les expériences de décharge dans un gaz [10],
les taches dans les réactions chimiques [57|, les ondes superficielles a la surface d’un fluide
|41], les oscillons dans les milieux granulaires [91], les états isolés en convection thermique
|51, 56|, les ondes solitaires en optique non linéaire |62, 82| et les solitons de cavité dans
les lasers [86].
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3.2. Les Cristaux Liquides

3.2 Les Cristaux Liquides

Les cristaux liquides sont des molécules organiques (une molécule typique est représen-
tée figure (3.2)) qui présentent a la fois les caractéristiques des cristaux et des liquides.
Parfois elles sont appelées mésophase (phase intermédiaire) parce que, pour ces molécules-
la, il y a un intervalle de valeurs du paramétre de controle (en général la température)
pour lequel la phase « cristal liquide » existe. Cet intervalle est entre la phase cristalline
et la phase liquide. Une représentation de cette phase (figure (3.1)), montre le cristal
qui est complétement ordonné, le liquide qui est complétement désordonné et entre les
deux, le cristal liquide qui garde 'ordre d’orientation du cristal mais qui peut se déplacer
librement comme le liquide.

0:8:88: s /\/\7
i iy YL
MV 4 I

Cristal Cristal Liquide Liquide

= =

F1G. 3.1: Les phases solide, cristal liquide et liquide

En général, les molécules de cristal liquide ont une forme allongée comme un batonnet,
de I'ordre de 30 107'%n de long et 51071 de large (voir figure (3.2)) et elles interagissent
entre elles & travers trois constantes élastiques (flezion, torsion et en éventail) (figure
(3.3)), qui incitent les molécules du cristal liquide a s’orienter dans la direction moyenne
des voisines. Cette direction moyenne est nommée le « directeur » 1.

L’énergie libre de Frank qui résume le comportement élastique d’un cristal liquide,
s’écrit sous la forme

F(ii(7) = / 5 (V72 4 ol (V) 4 Kol x (V x 7))?) dF,

ou K, K5, K3 sont les constantes élastiques correspondant a 1’éventail, la torsion et la
flexion, respectivement. Ces trois types de déformation sont montrées dans la figure (3.3).
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Chapitre 3. La Valve a Cristaux Liquides avec Rétro-Action Optique : Etude Linéaire

H

CsH; 0 C—=N CeHi5

F1G. 3.2: Molécule de cristal liquide

Parmi les multiples propriétés des cristaux liquides, deux seulement nous intéressent :
la biréfringence et la réponse a un champ électrique ou magnétique externe |25, 38|. Avec
ces deux propriétés nous pouvons construire un circuit de rétro-action. Dans un milieu
biréfringent la lumiére voit deux indices de réfraction différents, selon que sa polarisation
est paralléle ou perpendiculaire au directeur. Cela induit une différence de phase entre
la composante de lumiére polarisée paralléle au directeur (onde extraordinaire) et celle
polarisée perpendiculaire au directeur (onde ordinaire). Par conséquent, la polarisation de
la lumiére ayant traversée un cristal liquide est, en général, changée de maniére dépendante
de son orientation initiale par rapport au directeur. Si ’orientation du directeur a son tour
dépend de la polarisation de la lumiére incidente, alors on peut avoir des effets de rétro-
action qui donnent lieu & des dynamiques temporelles chaotiques [21, 89]. En général,
I'inclinaison du directeur va changer la biréfringence, et la biréfringence va changer la
polarisation de sortie des rayons lumineux. Cette lumiére, nous la nommerons lumiére de
lecture, puisqu’elle « lit » I'inclinaison du directeur.

splay twist bend

F1G. 3.3: Les trois types de déformation élastique dans les cristaux liquides : en éventail
(splay, K1), torsion (twist, K5) et flexion (bend, K3).
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3.2. Les Cristaux Liquides

v
/./..(.
v,
v,

F1G. 3.4: Illustration expérimentale de la biréfringence ; deux faisceaux polarisés linéaire-
ment & 90" I'un de 'autre émergent du prisme avec angles de réfraction différents.

Pour mettre en évidence la biréfringence, nous pouvons faire I'expérience illustrée fi-
gure (3.4). Elle consiste a envoyer un faisceau laser dépolarisé sur un prisme de cristaux
liquides. Le prisme est en fait une cuve, en forme de coin, remplie de cristaux liquides. Les
deux parois en contact avec le cristal liquide sont traitées de fagon a induire un ancrage
planaire (directeur 77 paralléle aux parois) et paralléle a I’aréte du prisme. Comme les deux
composantes de la polarisation voient des indices de réfraction différents, en vertu de la loi
de Snell, la composante paralléle au directeur (lumiére extraordinaire) va étre diffractée
avec un angle différent de celui de la composante orthogonale (lumiére ordinaire). Alors, a
la sortie du prisme nous allons trouver deux faisceaux polarisés linéairement : un paralléle
a 7 (lumiére extraordinaire) avec un angle de déviation minimale 6, et I'autre orthogonal
a7 (lumiére ordinaire) avec un angle de déviation minimale §,. A I'aide de la loi de Snell,
nous pouvons calculer les indices de réfraction ordinaire n,, et extraordinaire n, [66]

_ sin((a +6,)/2) ot _— sin((a + 6,)/2)
? sin(a/2) ‘ sin(a/2)

Dans la réponse a un champ électrique externe (voir figure (3.5)), les molécules de
cristal liquide tendent a s’aligner dans la direction donnée par ce champ, ainsi un champ
électrique externe va définir l'inclinaison du directeur et, par conséquent, controler la
polarisation des rayons lumineux.
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Chapitre 3. La Valve a Cristaux Liquides avec Rétro-Action Optique : Etude Linéaire

N N S N N S S N N N W |

o5

-H
+

+
+

<111

FiG. 3.5: Champ électrique externe

Si le cristal liquide est placé entre deux plaques de verre sur lesquelles la condition
d’ancrage moléculaire est planaire et dans la méme direction, toutes les molécules de cristal
liquide vont s’orienter dans la méme direction, paralléles aux parois. Si nous appliquons
un champ électrique externe dans la direction orthogonale aux parois nous allons avoir
compétition entre 'effet du champ qui veut aligner les molécules de cristal liquide dans
sa direction et l'effet de couplage élastique qui veut que toutes les molécules de cristal
liquide soient dans la direction paralléle aux parois. Si le champ électrique est faible, les
molécules vont étre orientées paralléles aux parois et seulement pour une valeur critique de
I'intensité du champ électrique elles vont commencer a tourner. Cette transition, appelée
transition de Fréedericksz, est super-critique (voir figure (3.8)) [47]. L’intensité de champ
électrique critique est donnée par la formule

T | K
E.=—y/—
dV e,
o d est la séparation entre les deux plaques de verre, ¢, = ¢ — €, est I'anisotropie

diélectrique et nous supposons que K = K; = Ky = Kj.

Si la cellule de cristal liquide est mise dans un cycle de rétro-action optique, la transition
de Fréedericksz peut devenir sous-critique (voir figure (1.7)) [32, 78].

Nous avons considéré 'action d’un champ électrique, mais des considérations et des
résultats semblables peuvent étre obtenus en substituant le champ électrique par un champ
magnétique.
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3.3. Le Montage Expérimental

3.3 Le Montage Expérimental

C’est pour exploiter ces propriétés qui a été dessinée la Valve Optique a Cristauz Li-
quides (LCLV - Liquid Crystal Light Valve) |2, 75, 76|, qui se compose d’une cellule de
cristal liquide avec un miroir et un photo-conducteur mis entre deux conducteurs transpa-
rents (ITO - Indium-Tin-Oxide) auxquels on applique une tension électrique, créant ainsi
un champ électrique dans la cellule. La tension est oscillante afin d’éviter 'accumulation
des charges a l'intérieur du cristal liquide. Le photo-conducteur correspond a une résis-
tance qui varie localement avec l'intensité de la lumiére incidente, que nous nommerons
lumiére d’écriture, en modifiant ainsi, localement, la tension appliquée aux bords de la
cellule a cristaux liquides et, par conséquent, 'inclinaison du directeur.

miroir
d / PC
T N

Lecture Ny

j> IAS\Y
pd

W\ Ecriture

ITO —— | Nl 1m0

F1G. 3.6: Valve optique a cristaux liquides : photo-conducteur (PC); ITO (indium Tin
Oxide), déposition conductrice et transparente, Vg tension appliqué.

La LCLV est mise dans un circuit optique avec deux polariseurs; dans le circuit il
y a une longueur de propagation libre ou a lieu la diffraction de la lumiére. La rétro-
action se fait en envoyant un faisceau laser sur la cellule de cristal liquide (lumiére de
lecture). Ce faisceau est réfléchi par le miroir et ensuite rédirigé vers le photo-conducteur
(lumiére d’écriture). Plus en détail, la lumiére du laser passe par le premier polariseur ;
la lumiére polarisée traverse la cellule de cristal liquide en se réfléchissant ensuite sur le
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Chapitre 3. La Valve a Cristaux Liquides avec Rétro-Action Optique : Etude Linéaire

miroir pour traverser encore une fois la cellule et sortir avec un déphasage, qui dépend de
I'inclinaison du directeur, en se transformant en lumiére de lecture ; cette lumiére passe par
le deuxiéme polariseur qui transforme la modulation de phase en modulation d’intensité ;
de 14 elle passe par une région ot elle est diffractée, c¢’est cette diffraction qui va donner le
couplage spatial dans la cellule ; ensuite, a travers un réseau de fibre optique, le faisceau
lumineux, déja transformé en lumiére d’écriture, est réinséré vers le photo-conducteur, et
va modifier 'inclinaison du directeur, ce qui ferme notre circuit de rétro-action.

P, L, $ N
M 7\ T
I-n iIiI|II
' = I, |
= ) = II||||||I
(I
I il J
i - A
\
\ ) l \\
| i N >
P L L = longueur de propagation libre
fo i
NS B champ-proche
Pa -
n L champ-lointain
..... v/
Y, 8
V: Ry ©

FiG. 3.7: Montage expérimental. La partie gauche en bas de la figure montre les angles
que les axes des polariseurs forment par rapport au directeur 7,11 et 1)s.

C’est dans ce systéme que nous avons trouvé un nouveau type de structures localisées
que nous appelons « Pics Localisés » (Localized Peaks) [13, 14, 15, 16]. Celles-ci appa-
raissent comme des maxima locaux de grande amplitude qui sont nucléés spontanément
sur une structure spatiale périodique de plus basse amplitude. Ces structures existent
comme conséquence de la coexistence entre deux états spatialement périodiques.
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3.4. Le Modéle Théorique de la LCLV avec Rétro-Action Optique

3.4 Le Modeéle Théorique de la LCLV avec
Rétro-Action Optique
Le modéle pour la LCLV, présenté par Clerc, Petrossian et Residori [31], est une version
améliorée de celui proposé dans la référence [64]. 11 a deux termes : le premier est un

terme de restitution vers un angle # donné par le voltage V, et le deuxiéme est un terme
de couplage diffusif,

70,0 = —(0 — ) + (*V3 0 (3.1)

oit 0 < 0(r,t) < 7/2 représente 'angle moyen d’orientation des cristaux liquides, [ est la
longueur de cohérence électrique et 7 est le temps de relaxation local. 6 est donné par la
formule empirique (figure 3.8) :

_ T V )
9:§<1— %) siV > Ver

920 SiV<VFT,

Ver est le voltage de seuil pour la transition de Fréedericksz.

A

5 10 15 20’\/
o

FiG. 3.8: Graphique de V} vs 0 : points expérimentaux et ligne théorique
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Chapitre 3. La Valve a Cristaux Liquides avec Rétro-Action Optique : Etude Linéaire

Dans la LCLV, le potentiel électrique efficace V', ressenti localement par les molécules
de cristal liquide, est donné par la tension totale appliquée 1, et par la réponse du photo-
conducteur a l'intensité de la lumiére d’écriture [,,. S’il n'y a pas de lumiére d’écriture
sur le photo-conducteur, le potentiel électrique efficace est

V =1V,

ou I' est 'impédance des couches diélectriques de la LCLV. Pour de petites intensités
de lumiére, de I'ordre de quelques mW/cm?, on peut faire 'approximation de la réponse
du photo-conducteur par une fonction linéaire et le potentiel électrique efficace peut étre
écrit comme

V =TV, +al,(8,V.),

ou « est un parameétre phénoménologique qui prend en compte, dans 'approximation
linéaire, la réponse du photo-conducteur. Alors, (3.1) devient

22 ™ I'Ver
_ _ Z _ . 2
700 = (°V7 0 9+2 (1 \/F%Jralw(H,VL)) (3 )

Apres le polariseur de rétro-action Py, dans la région de propagation libre (figure 3.7), la
propagation de la lumiére peut étre décrite par I’équation des ondes dans I’approximation
scalaire et paraxiale

0
V2E —2ik—FE = 0.
L Zﬁaz

Cette équation peut étre résolue formellement
E(z) = e V1 E(0).

L”intensité de la lumiére d’écriture est alors

. 2
I, = |e"'=ViE(0)|

ou L est la longueur de propagation libre (voir figure 3.7) et F(0) est le champ électrique
de la lumiére apres avoir traversé le polariseur de rétro-action Pp,. Plus précisément, elle
a traversé le polariseur d’entrée P;, qui fait un angle 1, par rapport au directeur n des
cristaux liquides, le polariseur de rétro-action Py, qui fait un angle 1, par rapport a 7,
et la cellule de cristaux liquides qui lui a donné un déphasage global ¢ = 2kdAn cos? @
(d est I’épaisseur de la couche de cristal liquide et An = n, — n, est la différence entre
I'indice de réfraction extraordinaire et ordinaire). Si Fj, est le champ électrique initial,
alors
E0) = (sin W1 sin g + cos Yy cos o e_w) E;,.
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3.5. L’Analyse de Stabilité Linéaire

[’intensité de la lumiére I, qui arrive sur le photo-conducteur est donnée par :

g (3.3)

L . . —i
I, =1, e im Vi (sm 11 sin Yy + cos Yy cos Py e Z“0)

2 e . . . .
et I, = |Fi|”. Nous définissons de nouvelles variables pour simplifier les notations

o= fcos’0; B3=2kdAn; An=n,—n,

) : — _ L
t— 1t o —lx ;A= -5,

(3.4)

Nous pouvons a présent effectuer I'analyse de stabilité linéaire.

3.5 L'Analyse de Stabilité Linéaire

Le systéme a des solutions stationnaires homogénes qui sont déterminées par Vj et [;,.
Nous allons étudier leur stabilité linéaire en ajoutant a la solution stationnaire homogéne
du modéle théorique, une petite perturbation qui dépend de I’espace et du temps. Nous
allons montre que des structures spatiales peuvent étre engendrées par l'instabilité en
fonction de la longueur de diffraction L, mais aussi de la tension externe appliqué Vj et
de l'intensité de la lumiére I;,,.

Soit 0y solution stationnaire homogéne du modéle théorique (3.1)
0= 0],_,, - (3.5)

Nous perturbons le systéme autour de cette solution,

0 = ‘9(] + 591 avec 8t91 = 0'91 et Vi@l = —k2¢91 .

Si le systéme a des conditions de bord périodiques et si le bord est carré, alors #; = eottik T,
Si le bord est circulaire, 8; = e7*J,,(kr), ou r* = 22 + y?, J,, est une fonction de Bessel
et m € Z. La perturbation qu’on doit imposer va dépendre des conditions aux bords et
de la géométrie du systéme. Cependant, le résultat va étre le méme, les interprétations
seules vont étre différentes.

En remplacant 6 par la solution perturbée dans I,, (équation (3.3)) et en gardant les
termes jusqu’au premier ordre en €, nous avons

[w = [zn

, AV s
Nous pouvons observer que #; est un vecteur propre de I'opérateur non local eAV1, lié

N . 2
a la valeur propre e A" .
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Chapitre 3. La Valve a Cristaux Liquides avec Rétro-Action Optique : Etude Linéaire

e MV, = (cosAV2 +isinAV?)6,
cos AV3 0 + i sin AV? 6,
= cos Ak?6, — i sin Ak?6,

A2
e iAk ‘91.

Dans la deuxiéme étape, du calcul précédent, nous avons développé le cos et le sin en série
de Taylor, et nous avons utilisé (V2)"0; = —k**6;. En remplagant le résultat du calcul
précédent dans I,,, nous obtenons une expression pour l'intensité de la lumiére d’écriture
qui dépend seulement du nombre d’onde de la perturbation k et sans l'opérateur de
Laplace,

. , 2
I, = I, |sin ¢ sin s + cos )y cos iy e~ cos” fo <1 + iefsin 2906_ZAk291> ’ +0 (52) )

Nous définissons de nouvelles variables pour simplifier la notation dans la formule pour
I'intensité de la lumiére d’écriture :

a = sin iy sin iy ;b= cosy cos sy : @y = [cos?by

avec ces définitions, 'expression de l'intensité de la lumiére d’écriture [,,, devient un peu
plus facile & manipuler. Nous obtenons au premier ordre en ¢,

' 2
I, = I, )a 4 be ™0 4 ifbsin zeoe—lmk%)el) +O(2)
Ly (@* +0* 4+ 2ab cos pg) + 21, 8bsin 20, (asin(Ak? + ¢g) + bsin(Ak?)) 6, + O (£2).

En définissant encore de nouvelles variables, car seule la dépendance explicite en k£ nous
intéresse

A=/a2+ 1 +2ab cos g : B = (3bsin 26,

nous avons, finalement, a 'ordre € pour I,

Iy = iy A* + 2¢1;, B (asin(Ak® + ¢o) + bsin(Ak?)) 6, + O (€7),

ce qui nous donne la dépendance de l'intensité de la lumiére d’écriture en fonction du
nombre d’onde de la perturbation, au premier ordre en . L’équation (3.2) avec les variables
définies en (3.4), nous donne I’équation qui va nous permettre d’obtenir la relation de
dispersion

2 m FVFT
=Vi0—0+-1- .
W =Vio-0+3 ( \/rv0 + ol (6, vg)
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Chapitre 3. La Valve a Cristaux Liquides avec Rétro-Action Optique : Etude Linéaire

Il faut noter que fy est une fonction multi-valuée, comme nous pouvons le voir sur le
diagramme de la figure (3.9). Ceci vient du fait que la variable A dépend aussi de 6.
Dans cette figure, les points marquent le début de la bistabilité. Cependant, nous pouvons
exprimer Vj en fonction de I;, et 6, et nous avons alors une vraie fonction uni-valuée

VFT OéfmAz
(-2’ T

™

Vo =

-10.0t

Fi1G. 3.10: L’intensité de la lumiére initiale I;, en fonction de 6y pour une valeur donnée

du potentiel V, =6.0V.

Nous pouvons aussi exprimer [;, en fonction de Vj et 0y, ce qui nous donne aussi une
fonction uni-valuée. Le graphique de cette fonction dans la figure (3.10) représente le plan
Vo = const dans la figure (3.9). La ligne horizontale de la figure (3.10) représente le niveau
minimal d’intensité pour que la solution stationnaire devienne instable, au-dessus de cette
ligne la solution stationnaire est instable et en-dessous elle est stable. La partie négative
n’a pas de signification physique. Nous voyons que, pour une valeur de 6y donnée, il y a
un seul état possible, mais pour une valeur de I, donnée, il y a plusieurs états (multi-

stabilité).
r
Ly = ey
ad? | (1 )

s
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F1G. 3.11: La relation de dispersion o en fonction de k et 6y, 0 = o(k, 6y) pour Vo =6.0V.

Avec ces équations, nous obtenons la relation de dispersion o(k) suivante

n z Oéllnﬁ b\/ FVFT sin 290

o=—k*—
2 (TVp + al;, A2)%?

(asin(Ak® + ¢g) + bsin(Ak?)), (3.6)

1
A% = 3 (1 4 cos 21); cos 2P, + sin 211 sin 2P, cos @g) .

Le graphique de la relation de dispersion est représenté dans les figures (3.11) et (3.12).
Dans la premiére figure, la relation de dispersion o est dessinée en fonction du nombre
d’onde k et de la valeur de la solution stationnaire 6, et elle montre comment les modes
instables apparaissent quand on augmente la valeur de 6. Dans la deuxiéme figure, nous
voyons plus clairement cette apparition. Cette figure montre des coupes transverses de la
figure (3.11) pour différentes valeurs de y. Nous augmentons la valeur de 6, de 0.424 a
0.471 ce qui est équivalent, dans cet intervalle, a augmenter 'intensité de la lumiére [,
de 0.000 & 1.165 mW/cm?. La figure (3.12) montre donc I'apparition des modes instables
quand on augmente 'intensité de la lumiére. Dans le graphique (a) U'intensité est nulle et
la relation de dispersion est monotone décroissante et toujours négative, alors la solution
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stationnaire est stable. Quand on augmente l'intensité, ¢ commence a montrer des oscil-
lations mais elle reste encore négative (graphique (b)). Si on augmente encore l'intensité,
les oscillations commencent & grandir pour atteindre a I’axe horizontal (graphique d)) et
quand ils le traversent (graphique (e) et (f)), la solution stationnaire n’est plus stable. Le
mode le plus instable est celui qui passe le premier a travers 1’axe horizontal (graphique

(d)).

0o T5 20 25 3%

/\ V)
05710 5 20 2.5 3% 05 /T0 INs 20 55 3™
k 5 k
-5 -

-10 -10

F1G. 3.12: La relation de dispersion o(k) pour V5 = 6.0V et 6y = a) 0.424 (1;, = 0.000),
b) 0.429 (I;, = 0.031), ¢) 0.441 (I, = 0.104), d) 0.447 (I, = 0.163), e) 0.453
(L, = 0.250) et £) 0.471 (I, = 1.165 mW/cm?).
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3.5. L’Analyse de Stabilité Linéaire

Nous pouvons arranger I’équation (3.6) avec un peu de trigonométrie. Nous définissons
un nouveau parameétre pour simplifier la notation. Soit

z Oé],nﬁ b A\/ FVFT sin 290
2 (Vo + al;,A2)*?

Alors, la relation de dispersion s’écrit

X

oc=-k*—1+ % <asin(Ak2 + % + %) + bsin(Ak? + % — %))

= K 21+ X ((a—b)sin 2 2 ¥0 PO 2 ¥0
o=-k 1—|—A<(a b)s1n2008(Ak+2)+(a—|—b)cos2sm(/\k—|—2)>

— 2 X in 20 2 F0y _ _ PO 2 ¥o
o=—-k'-1 A (cos(wl—i-i/Jg) sin cos(Ak® + 2) cos(¢y — 1) cos 5 sin(Ak® + 5 ))

En définissant un nouvel angle ¢,

cos @ = + cos(thy + o) sin L ; sing = £ cos(¢r — 1h2) cos &2,

nous pouvons voir clairement le cosinus de la somme et obtenir la relation de dispersion,
pour les modes les plus instables, sous la forme

oc=-k*—-1 —Xcos(Ak2+% + ).

La figure (3.13 (a)) montre la valeur de la solution stationnaire homogéne 6y vs I, et
la figure (3.13 (b)) montre les ballons d’instabilité k vs I, pour I' = 0.5, Vpr = 3.0V,
[ = 30pum, A\ = 632nm, L = —40mm et y; = —iy = 45". Ceux-ci sont en accord
qualitatif avec le changement de nombre d’onde qui accompagne I’apparition des pics
localisés et la transition de P; vers Pj. Il faut noter que P; bifurque avec un nombre
d’onde critique k; # 0 (instabilité de type I selon la classification de Cross-Hohenberg
|37] (voir aussi la figure (3.12) graphique (d))), alors que P, et P3 sont accompagnés par
I’apparition d'une bande a grande longueur d’onde avec un nombre d’onde critique zéro.
Ces bifurcations ne peuvent pas étre proprement classifiées comme type II, car les deux
bandes instables bifurquent de maniére sous-critique en fonction de I;,. Par conséquent, il
est toujours possible d’identifier les deux modes les plus instables, ko, .. # 0 et ks, #0,
correspondant, respectivement, aux maxima de o pour P, et P;. Dans les trois ballons
d’instabilité, les maxima de o, 04, sont indiqués sur la figure (3.13 (b)) par les trois
lignes en pointillés.
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0.0

F1G. 3.13: a) La solution stationnaire homogéne 6y en fonction de I;;,, b) ballons d’insta-
bilité k vs I, pour Vo =12.3V.

Il faut dire que dans les expériences il y a aussi trois branches qui apparaissent sur le
diagramme de bifurcation, mais elles ne sont pas nécessairement issues de la déstabilisation
des trois états homogénes correspondants. En effet, il existe aussi la possibilité que la
deuxiéme branche instable présente une instabilité secondaire, donnant lieu & une troisiéme
branche de solutions. Pour plus de détails sur I’ aspect expérimental voir la thése de
Umberto Bortolozzo [13].

69



3.5. L’Analyse de Stabilité Linéaire

Pour calculer les modes les plus instables dans la relation de dispersion, nous la dérivons
par rapport a k et nous annulons cette dérivée pour obtenir les points extrémes, mais seuls
les points maximaux nous intéressent.

do ) 2 Yo
o 2k <1 XA sin(Ak® + 5 +¢))-
Nous obtenons
Tl =0 = k=0 ou sin(Alg+%5+¢) =% . (3.7)

Nous voyons que kg = 0 est toujours un extremum, mais cela vient du fait que la relation de
dispersion est une fonction paire de k. Il est plus intéressant de constater que la condition
nécessaire et suffisante pour avoir d’autres extremums est

XAl = 1.

Pour voir si un extremum est un maximum ou un minimum, nous devons dériver encore
une fois la dérivée de la relation de dispersion

d2
d—kO; = -2 (1 — xA sin(AKk? + 04 gb)) + 4A%K?y cos( Ak —I— 0+ b).
Nous avons deux cas kg =0 ou kg # 0 :
Siky=0
d?c . %0
== —2 <1 - XAsm(g + (]5)) ,

et si |[xA| < 1, alors kg = 0 est toujours un maximum, c¢’est le seul extremum du systéme et
la relation de dispersion est toujours décroissante, c’est-a-dire que kg = 0 est le maximum
global du systéme. Si [yA| > 11l va y avoir d’autres extremums (maxima et minima) et
kg = 0 peut étre un minimum.

Si kg # 0

d’o 21,2 2
—| = 4A%kgx cos(Akg + 20 o) (3.8)
|,

et de (3.7)

1
YA

Nous remplagons dans I’équation (3.8) et nous obtenons

/ 1
= 4N K3y, 1 — ——,
ko ’ (xA)?

sin(AkZ y 2 ¢) =

&g
dk?
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&
dk?

= 4Ak3\/(xN)?2 — 1.

ko

De I'équation (3.7) nous obtenons les valeurs des extremums de la relation de dispersion

Ko = _ —1)n I - _ —_ | = — (=1)" -
0 \/ A <( ) arcsin X —+ nm 5 ) et n > ( 9 Cb ( ) arcsin X“ )

Nous ne sommes pas intéressés par tous les extremums, mais seulement par ceux qui
maximisent la relation de dispersion. Avec ’équation (3.8), nous pouvons déterminer la
nature des extremums :

Si x cos(Akd 4+ 2 4 ¢) > 0, alors ko est un minimum.
Si x cos(AkS 4+ 22 + ¢) < 0, alors ko est un maximum.

Si x cos(AkZ + 2+ ¢) = 0, nous ne pouvons pas déterminer s’il s’agit d'un maximum
ou d’'un minimum de la relation de dispersion et il faudra examiner les dérivées d’ordre
supérieur.

Les graphiques des extremums de la relation de dispersion, quand ce sont des maxima,
sont représentés dans la figure (3.13 (b)) par les lignes en pointillés.

Nous allons voir maintenant quelques cas particuliers pour les angles de polarisation 1,

et ’l/)gi

Si Yy +1y = w/2, nous avons a = b = 1/2 sin(2¢), A = sin(2¢y) cos(po/2), ¢ = 7/2.
Alors

X o 1/ cos (g cos? 90) ,

ce qui veut dire, qu’il y aura des valeurs de 6y pour lesquelles la relation de dispersion
va étre indéfinie
2m+1)m

3 ;
o m € Z. Nous allons voir un effet similaire dans le cas suivant et nous allons voir
un peu plus en détail sa signification.

6o,, = arccos
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A

' £

0 1 2 3 4

k

FiG. 3.14: Frontiére entre les régimes stable et instable dans le diagramme de k vs 6,

o(k,0y) =0, pour ¥, = —1hy = 45",

Si Yy — 9 = m/2, nous avons a = —b = —1/2 sin(2¢1), A = —sin(24;) sin(po/2),
¢ = 0. Alors

X o 1/sin <§ cos? 90> :

ce qui veut dire qu’il y aura aussi, comme dans la cas précédent, des valeurs de 6,
pour lesquelles la relation de dispersion va étre indéfinie

2mm
Bo,, = arccos |/ ——

/6 Y
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ou m € Z. En ces points, I'intensité de la lumiére I;, va vers l'infini parce que

Iy x 1/A* =1/ (sin(2@/)1) sin? (g cos? 90)) :

Les 6y,, correspondent aux changements de branche dans la figure (3.13 (a)) et sont
représentés par les lignes horizontales dans la figure (3.14) qui marquent aussi les
frontiéres entre les régimes stable (blanc) et instable (bleu). Ces lignes horizontales
correspondent a une intensité de lumiére infinie, I;, = oo. Ces lignes montrent que
nous avons toujours la bistabilité pour une intensité suffisamment grande et pour
0 < 11 < 7/2, mais quand ¢; — 0 ou ¥; — 7/2, I'intensité nécessaire pour arriver
a la région de bistabilité devient infinie. L’intensité minimale pour étre bistable est
obtenue quand v = 7/4. Toutes ces conclusions peuvent aussi étre obtenues pour le
cas précédent.

Si 9 = 19, nous avons a = sin® ¢, b =1 — a = cos ¥,

A= \/1 — sin®(2¢1) sin® (o /2)

et sing = %cos %. Dans ce cas-la, les structures localisées ont été étudiées expéri-
mentalement en détail en fonction de ¢, dans les références |71, 72]. Il a été observé
que la région d’existence des structures localisées est l'intervalle 38" < 1) < 54° et
pour I'angle ¢); = 457, le contraste entre la structure localisée et le fond est maximale.
Si 91 = —1)s, nous avons a = —sin¢y, b= 1+ a = cos® Y,

A= \/1 — sin®(2¢1) cos2(/2)
et cos ¢ = %Sin 2. L'intensité de la lumiére est
Lin o 1/A% =1/ (1 — sin®(2¢1) cos*(0/2)) -

Nous en déduisons que pour 1, = 457, il y a des valeurs de 6y pour lesquelles I;, va a
I'infini, ce qui veut dire que le systéme présente une bistabilité. Par contre, pour les
valeurs 1, = 0” et 11 = 90°, l'intensité est une fonction monotone de 6y, c¢’est-a-dire,
il n’y a pas de bistabilité. Alors, il existe deux valeurs 0 < v, < 45" et 45" < 1), < 90",
tel que le systéme est bistable dans l'intervalle v, < ¥; < 1, et seulement dans cet
intervalle.
Une solution stationnaire homogeéne 6, est instable s’il existe une perturbation de nombre
d’onde k telle que sa dépendance temporelle est exponentiellement croissante, ¢’est-a-
dire, o(k,6y) > 0. Les courbes pour lesquelles la relation de dispersion est nulle sont la
frontiére entre les régimes stable et instable. Les courbes dans I'espace des paramétres k
vs 6y, sont montrées dans le graphique de la figure (3.14), pour les angles des polariseurs
1 = —1hy = 45", ce qui correspond aux cas ¥ — Py = w/2 et Yy = —hs.

73



3.6. Forme Normale et Modéle Théorique de Pics Localisés

Une séquence typique d’images que l'on observe en augmentant [;, est montrée sur la
figure (3.15) (voir aussi la figure (3.13)). Pour de faibles intensités on observe la structure
Py, issue de la bifurcation de 'état homogéne vers un état périodique (figure (3.15a).
Ensuite, comme montré sur la figure (3.15b), des pics localisés apparaissent sur P;. Nous
appelons ces pics Py, car, selon notre conjecture, ils proviennent d’un processus de nu-
cléation de P, sur P;. En augmentant ultérieurement I;,, il apparait des pics localisés
d’amplitude plus élevée, que nous appelons P;3, car provenant de la nucléation de P sur
P.

Pour des valeurs intermédiaires de I;,, comme dans la figure (3.15¢ et d), Pi3 et Py
coexistent dans les mémes régions de l'espace |13, 16].

F1G. 3.15: Séquence d’images montrant la nucléation des pics localisées : [;;, = a) 0.32, b)
0.38, ¢) 0.40, d) 0.41, e) 0.42 et f) 0.52 mW/cm?. Dans les insertions sur a) et
f) sont montrées les images de champ lointain pour P; et Ps, respectivement.

3.6 Forme Normale et Modéle Théorique de Pics
Localisés

Dans cette section nous allons montrer que les pics localisés sont une classe générique
des états localisés qui apparaissent chaque fois qu'un systéme est le siége d'une coexis-
tence entre deux états spatialement périodiques. Pour donner une description unifiée des
pics localisés, nous développons un modeéle théorique unidimensionnel. Le modéle est basé
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sur une équation d’amplitude (forme normale) qui inclut un forgage paramétrique spatial.
Cette extension par rapport aux équations d’amplitudes conventionnelles, permet de dé-
crire les pics localisés et tient compte de I'interaction de I'enveloppe qui varie lentement,
avec la petite échelle de la solution périodique sous-jacente |11], bien connu comme effet
non-adiabatique, que nous avons étudié dans le chapitre (1) |29, 70|.

AR

pattern
state

Lo
_.4596,&_ :\~L

=V

F1G. 3.16: Diagramme de bifurcation d’une bifurcation super-sous-critique : I'intervalle
[By, Bs] est la région de bistabilité entre deux états périodiques et py, est le
point de Maxwell.

En général, le principal ingrédient pour I'apparition de pics localisés est la coexistence
entre deux états périodiques dans I’espace. Pour donner une description générique de cette
situation, nous considérons un systéme qui a une bifurcation super-sous-critique, ¢’est-a-
dire, la premiére bifurcation est super-critique et la deuxiéme est sous-critique. Dans la
figure (3.16) on voit le diagramme de bifurcation typique d’une instabilité super-sous-
critique. Soit @(z,t) un champ de vecteurs qui décrit le systéme que nous étudions et qui
satisfait I’équation aux dérivées partielles

—

Ol = f(ﬁ, axa {)‘2})>

ot {\;} est un ensemble de paramétres. Pour une valeur critique d’'un des paramétres, le
systéme a une instabilité spatiale avec un nombre d’onde donné q. Prés de cette instabilité
spatiale, nous supposons que la solution a la forme @ = A(X, T)e'® 0+ A(X, T)e "+ . .
et 'amplitude satisfait [37]

IrA=pA—v|AP A+ a|A*A—|AI° A+ 0xx A, (3.9)
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ou pu est le paramétre de bifurcation et {v, a} controlent le type de bifurcation (premier
ou deuxiéme ordre dépendant du signe de ces coefficients). Les termes d’ordre supérieur
sont négligés par I'analyse des échelles, parce que v ~ u??, o~ p'/3, |A| ~ p'/%, 0, ~ p,
Oy ~ pu? et < 1. Notez que cette équation est invariante de phase (A — Ae’), mais
le systéme initial n’a pas cette symétrie.

Comme on voit dans la figure (3.16), pour un intervalle des valeurs du paramétre le
systéme permet la coexistence entre deux états spatialement périodiques différents, chacun
correspond a un état homogene pour I'équation d’amplitude. La région de coexistence est
pour By < j < By. En écrivant A = Re', nous pouvons voir que I'état d’équilibre dans
I’équation d’amplitude a la forme

e
A= R,e'r",

ol u—e?/Ry — vR2 + aRj — RS = 0 et ¢ est une constante arbitraire liée & I'invariance
de phase initiale. Il faut noter que dans le cas ¢ positif, le nombre d’onde de la structure
spatiale est modifié avec I'inverse du carré de "amplitude RZ, ainsi que les structures avec
la plus grande amplitude ont les plus petits nombres d’onde. Par contre, quand ¢ est
négatif, les structures avec amplitude plus grande ont des longueurs d’onde plus petites.
Dans la figure (3.17), on montre deux structures périodiques différentes qui coexistent
pour les mémes valeurs de parameétres. Ici € est négatif, donc la structure avec la plus
grande amplitude a la longueur d’onde la plus petite.

4 u(x,t)

AW AN AN AYWA

L S N ] N NN A A A A, s
1\ 1 \ WAV (WAVAYAYAY
\/ \’ A\YARYERY \I \J \vl \, \J \J \J \v, \vl \vl \.I \I \l J vl

ol N g

F1G. 3.17: Un état localisé obtenu a partir de I’équation (3.11), pour p = 0.57, v = 0.43,
a =287, q =12.00 et n = 0.03. Les lignes en pointillés représentent les deux
solutions périodiques qui coexistent pour les mémes valeurs de paramétres.

Notez que I'équation d’amplitude précédente est variationnelle et elle peut étre écrite

OF[A, A]

A= —
at 514 )
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ou

Al* AP AP
f:/(—u|A|2+V|2| —a|3| +|4| +\8XA|2> dz.

Pour des valeurs données des paramétres, les deux états stables de 1'équation (3.9) ont la
méme énergie, c’est-a-dire, le systéme est au point de Maxwell, ou le front entre les deux
états est immobile [33]|. Pour avoir des solutions localisées, on considére 'interaction entre
deux fronts immobiles prés du point de Maxwell. Comme conséquence du comportement
du front a 'infini, 'interaction entre les fronts est attractive et a la forme

A=—ae™™ 49, (3.10)

ol A est la distance entre les cceurs de chaque front, § est la séparation du point de Maxwell
(1 — ppr), A caractérise la décroissance exponentielle du front vers une valeur constante a
I'infini, et a est un coefficient positif qui caractérise les propriétés de l'interaction et est
déterminé par la forme du front. La méthode pour faire ce calcul est la méme que celle
qu'on a vu dans les exemples (1.2.1) et (1.2.2) du premier chapitre. L’équation (3.10) a un
point fixe instable A* = —1In(a/J)/\ qui est la barriére de nucléation entre les deux états
homogeénes. Alors, I’équation d’amplitude (3.9) ne présente pas des états localisés stables,
a cause de la séparation d’échelle utilisée pour obtenir I’équation d’amplitude. Mais, preés
du coeur du front, cette supposition n’est plus valable. En fait, dans cette position la
variation lente de I'enveloppe A(X,T) présente des oscillations de la méme taille que celle
de la structure sous-jacente (ou similaire). Ce phénoméne est appelé effet non-adiabatique
(chapitre (1)).

Pour prendre en compte cet effet, nous modifions I’équation d’amplitude pour inclure
les termes non résonants (adiabatiques). Ainsi, I’équation d’amplitude devient

.g(n—m+1) X

OrA=pA—v|AP A+ a|A"A— AP A+ 0xxA+ Y gunAT AT Vi

m,n>0

ol Gpmn sont des nombres réels d’ordre un. Maintenant, 1’équation d’amplitude a un for-
cage paramétrique dans l'espace dii aux termes non résonants. On note que la solution
pour @ présente la symétrie {v — —z, A — A} et {x — x + 2,, A — Ae'®}. Par consé-
quent, I’équation de I'enveloppe est aussi invariante par cette transformation. En revanche,
les invariances par translation spatiale et de phase sont des symétries indépendantes de
I'équation (3.9).

Pour comprendre et illustrer I'effet des termes non résonants nous gardons le terme le
plus important (les autres sont exponentiellement petits en comparaison avec celui-ci).
L’équation d’amplitude prend la forme suivante

OrA=pA—v|AP A+ a|A" A — AP A+ Oxx A+ nAZe Vi ¥ (3.11)

Maintenant I'amplitude est spatialement forcée avec fréquence q/2m, /1 et amplitude 7.
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>
—
"/
—

F1G. 3.18: Force d’interaction oscillatoire entre deux fronts. Les points représentent les
structures localisées qui sont montrées dans les petites figures.

Le forcage spatial est responsable du fait que les états homogénes deviennent spatialement
périodiques. Par conséquent, les fronts entre les états périodiques ont un intervalle «
d’accrochage » (voir figure (1.11)). Il faut dire que le modéle (3.11) est le plus simple qui
montre des solutions fronts entre deux états spatialement périodiques.

Notez que le maximum de I’enveloppe correspond au maximum de la solution périodique
initiale. Pour obtenir le changement de l'interaction des fronts comme un résultat du
forgage spatial , nous considérons la solution front de 1’équation résonante AL (x — x,) =
Ri(x — xo)eie/R?t, ou Ri(x — x,) satisfait

€
MR—VR3+QR5—R7+(9$$R— ﬁ :0,
z, est la position du coeur du front et l'indice + (-) correspond a un front monotone
croissant (décroissant). Comme le terme non résonant est une oscillation spatiale rapide,
nous le considérons comme une perturbation au systéme et nous reportons la solution de
la forme

A=Ry(x—x,(t)) + R_(x — 29(t)) — (Ro s — Ro_) + We?,

dans I'équation (3.11), ot 6W et J¢ sont des perturbations et R, 4 sont les états d’équilibre
stables de l’équation (3.9) et R, > R,_. Nous obtenons la condition de solvabilité
suivante pour la fonction W

78



Chapitre 3. La Valve a Cristaux Liquides avec Rétro-Action Optique : Etude Linéaire

A = —ae ™ 4§ + v cos (%A) , (3.12)

avec

a=-2(3uRy — 5vR} + TaR’, — 3R, | 0,R.)

s F(R)—F(R)
a <8xR+| a:cR+> ’

v = {0, Ry| R2 cos(qz/ /i),

F(R) = uR?> —vR"/2+ aR®/3 — R¥/4, et (f| g) = [ f(2)g(z)dz.

Comme conséquence du for¢age spatial, I'interaction entre les deux fronts (équation
(3.12)), a un terme additionnel et désormais alterne entre forces attractives et répulsives.
Il est important de noter que 7 est un parametre exponentiellement petit, proportionel a
1, et qu’il est d’ordre §. Par conséquent, prés du point de Maxwell le systéme présente une
famille de points d’équilibre A=0. Chaque point d’équilibre correspond a une solution
localisée nucléée sur un état périodique, nous appelons ces solutions structures localisés
(voir figure (3.18)). Les longueurs des structures localisés sont des multiples d’une lon-
gueur basique correspondant au structure localisé le plus petit. Nous appelons ces plus
petits états pics localisés. Ces solutions correspondent aux observations expérimentales
rapportées en |16] et aux solutions numériques montrées en |59].

Dans la figure (3.19), nous voyons le profil d’un pic localisé enregistré dans 'expérience
de la Valve Optique & Cristaux Liquides (LCLV) [16].

300

' |
|| (gray levels)

250 —

200 —
150 —
100

50 —

X (mrln)*
0 0.5 1.0 1.5 2.0

F1G. 3.19: Profil d’intensité d'un pic localisé unidimensionnel de 'expérience de la LCLV.
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Résumeé : Cette thése se compose de trois parties. Dans la premiére est étudiée la vitesse
d’un front entre un état homogéne et un état périodique lorsque 'on ajoute les termes
non résonants a la forme normale. On voit que cette vitesse est nulle sur un intervalle fini
autour du point de Maxwell.

La seconde partie est consacrée a I’étude d’'une goutte déposée adiabatiquement sur un
solvant plus dense. La goutte tombe dans le solvant jusqu’a une hauteur minimale, en-
suite la fragmentation a lieu et les gouttelettes secondaires remontent a la surface. On a
developpé un modéle théorique qui inclut I'essentiel du phénomeéne et prédit les échelles
correctes du temps de montée et de la hauteur minimale.

La troisiéme partie concerne 1’étude linéaire du modeéle de la valve a cristaux liquides avec
rétro-action optique. Elle permet de comprendre un nouveau type de structures localisées
qui apparaissent comme des pics isolés sur une structure spatiale de plus faible amplitude.

Mots clés : Physique non linéaire, Instabilités hydrodynamiques, Anneau de vorti-
cité, Cristaux liquides, Optique non linéaire, Bifurcations, Front de Pomeau, Effets non
adiabatiques, Structures localisées.

On the drops, liquid crystals and fronts

Abstract : This thesis is divided into three parts. In the first part, the velocity of a
front between an homogeneous state and a periodic state is studied with addition of the
nonresonant terms to the normal form. We obtain that this velocity is zero on a finite
interval around the Maxwell’s point.

The second part is devoted to the study of a drop adiabatically deposited on a more dense
solvent . The drop falls down to a minimum height inside the solvent, then fragmentation
takes place and secondary droplets rise up to the surface. We have developed a theoretical
model that captures the essential feature of the phenomenon and predicts the correct
scalings for the rise-up time and the minimum height.

The third part deals with the linear study of the model of the liquid-crystal-light-valve
with optical feedback. It allows one to understand a new type of localized structures,
which appears as localized peaks over a pattern of smaller amplitude.

Key words : Nonlinear physics, Hydrodynamic instabilities, Vortex ring, Liquid crys-
tals, Nonlinear optics, Bifurcations, Pomeau’s front, Nonadiabatic effects, Localized struc-
tures.
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