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Y)jV^"��[u^%d�hiZ�^%bG_�g&`cg�hib�6_)�c^;g+^Tfce)_+e6g�^%_�g4tJ�]`]_C´Chi_)��e)b�^���Y"d�_W_�Y@d�^;f�`cX;^-_)�c^O^���^;X%_�gWY)jIf�`][]\ihMX4e)_�^;g��ZRI`]d
2Y2e)\�´Se"g?_�Y@g��cY@´ eA[]d�Y�
d�^;g�g�hMY"bxY)jChibcX%d�^4e"g�hib�6d�`]b]b]hib��_�hiZ�^;g=e)bcfxX;Y"Z�[ye)d�^T_)�c^�[�^%dDjrY"d�ZTe)bcX;^TY)jS_)�c^
_"´RYqe)\O2Y"d�hi_)�]Z�g��ZpCe"g�^;fLY"bL_)�c^;g�^OY��cg+^%d�}"e)_�hMY"bcg4ta´R^aX��cY
g�^-_�Y_#�� � e)_�e6d�^4e"g�Y"bye]�]\Z³x\Pe)d)2^a}
e)\i`c^ae)bcf
e)\i\MY@´R^;f >

min
_�Y�}
e)d³Q�~�1b�[ye)d�_�hMX%`]\Pe)d4t�´ ^=`cg�^;f6_)�c^kjrY"\i\MY@´Chib�a[ye)d+e)Z�^%_�^%d�g�U �

= 105 t >
max = 105 tue)bcf

>�n
∈ [

>
min,

>
max]

t�´Chi_)� >
min

}
e)d³Ghib�+��^%_"´R^;^%b
1
e)bcf

104 �coH�c^�X4e)[ye"X%hi_"³�´Re"g #���^;f3_�Y@eO\Pe)d)2^�}
e)\i`c^
d�^4e)_�^%d�_)�ye)b
2×108 �Q&q^ 2^%bc^%d+e)_�^;fT_)�c^U_)�]d�^;^Ug�_+e)bcfce)d�fTfce)_+ekg�^%_�gI��`]bcX;Y"d�d�^%\Pe)_�^;f�t¬´ ^4e](#\Z³�e)bcfTg�_�d�Y"b�
\Z³X;Y"d�d�^%\Pe)_�^;fy�"�

�-
$m�n e)bcf'LSoCmr�ke)d�^4��Y"_)��`]bcf]^%d�g�_+e)bcfce]�]\Z³�}2^%d³Wj�e"g�_EjrY"d�`]bcX;Y"d�d�^%\Pe)_�^;fOfce)_+e?g�^%_�g4t2g�hibcX;^C_)�c^UbG`]Z&�
��^%d Y)jp`]bcf]Y"Z�hibye)_�^;f-hi_�^%Z�gRhMg�\MY.´ ��bcY?Z�Y"d�^I_)�ye)bgvkjrY"d �

= 105 �"�%oH�c^Id�^;g�`]\i_�g jrY"dc´ ^4e](#\Z³-e)bcf-g�_�d�Y"b�
\Z³X;Y"d�d�^%\Pe)_�^;f-fce)_+e?e)d�^Vg�`]Z�ZTe)d�h��4^;fThib�°�hO\�y|,� �\�%oH�c^VX;Y"\i`]Z�bam 
 
hi}2^;g�_)�c^Vb�`]Ze��^%dSY)j��lX;Y"\i\M^;X%_�hi}2^%\Z³c��bcY"b��
f]Y"Z�hibye)_�^;f-Y����D^;X%_�_>³G[�^;g��8²�Y"_�^C_)�ye)_ _)�c^Cb�`]Z;�u^%dSY)juZ=`]\i_�hi[]\Z³�bcY"b���f]Y"Z�hibye)_�^;f-Y����D^;X%_�_>³G[�^;g�f]^%_�^%d�Z�hibc^;f
�[³NL_oCmr�6hMg&bcY"_Te;}
e)hi\Pe]�]\M^
t��]`]_�hMg&bcY<\Pe)d)2^%d�_)�ye)b�_)�]hMg&}"e)\i`c^,�:��g&X4e)b �u^ag�^;^%b�tU´ �c^%b >

min > 300
t

�-
$m�n X;Y"bcg�hMg�_�^%bG_�\Z³aY"`]_�[�^%dDjrY"d�Z�g=LSoCm ���
��������������������� �"!�#���$�%'&(��)*� �,+.-(/0�1�325464�798;:6:<7>=<?�@�A6A�=CBED0@GF5H5@�=�DJI6HC:CB�=GK�A�L



wmin ��� 	�
 ��� �X� ���
� � �	�,��
�� �	� ��
�� � �	�,����� �	�,� � 
��� � �	�,��
� �	� ������ �  �	�,��
�� �	� ���

����� ��� �	�,���� �	� ����� ��� � � �	�,��� � �	� ���

������� ��� �	� � ��� �	�,�G���� ����� � 
�� ��� � � � ���,����������� ����� � � � � � 1 > 2000������� ������� 	�,� � � 2 > 2000������� ������� �	� 
�
�� 4 > 2000��������� � ����
 ���	� ��
�� 5 > 2000

������� �"!$#	%�&�&��'�"�)(��+*
, A

∈ [ - A − 100, - A + 100]

wmin ��� 	"
 ��� �X� ���
� � �	�,���� �	� �� �� � �	�,���� �	� �� �
��� 
 �	�,���� �	� ����� � ��� �	�,��
�� �	� ����
����� 
�� �	�,��
�� �	� ��
 �� ��� ����� �	� � � � 10 > 2000������� 
��� � � 
 � � 7 > 2000� ����� ��� � � � � � � �� 8 > 2000������ 
�� � 
 �����	� ���
 10 > 2000������� ����
�� � � � � � ����� 10 > 2000������� ��
�
 � � ������� �
�� 10 > 2000��������� � ��� � �
���� � � � 7 > 2000

. (�&�%0/ 12�"!3#4%�&�&��'�"�+(��'*�5 , A = - A + 100

6 � ��� ��� � !�� )*� � �87:9<; /0��=�>���?>/ ����? !�# � �5��)A@ ��BC>�& -D=�>�� � ��= !��FE6�1�,+�L �+>��G?'>�)*� ���<!���?H>4@'I ��= ! ! +'J �1/KE5/

- min L &M>�BON
= 105 L - max = 105 L2P > 2×108 L &M>4B�Q �G��R5� +A=�>4BSB�� � �<!���? -MB�� ��#C! L�����? /;!SBT>������ +U=�>4BSB��1���<!���?

-(� � & ! LC?��<! � /0� !�/�V�W ��= # ! �4@ ��� � �5!SB0+ � / !�#�� ��E���B �����X>�&:Y�ZXB�����/ -MBT>����)? ��?[?+>�Q �"&">4B !�#��]\2^_=�>���� )*� L�V
` #�� �1�C!SB0+$a

> 2000
���)? �F=G�<!��1/ !�#���!bac>�� !X>�& !�# �GY�ZdJ'BT>	@�� �1) � ��/;! ���)=1� / !T>�>4R )e>4B��*!�#����

2000/0��=�>���? /�- !�� )*��?b>��>! L�V

w�x$y�zp|2f ��W � Y"Z�[ye)d�hMg�Y"b<Y)jhg<ikjKl�e)bcf�m[nCjpo�jrY"dC_�qc^kg�_+e)bcfce)d�fAd+e)bcf]Y"Z ^	r#[�^%d�hiZ�^%b�_�g'f

s#" ! � & � $ * � 1�* / � � �.- ,	 t � 1 �vu &01�
wq^:d+e)b�� x2yUg�`cX�qkhibcg�_+e)bcX;^;g�e"g�jlY"\i\MY.´UgXz2{ n

∈ [
{

min,
{

max]
t0{

max = 105 t ��n ∈ [1, 2×105]
t �
> 2×108 f°cY"dp^4e"X�q �

∈ {5000, 10000, 15000, 20000, 25000, 30000}
e)bcf|{

min ∈ {1, 3, 10, 30, 100, 300, 1000, 3000}´ ^h}2^%bc^%d+e)_�^;fs|�y=hibcg�_+e)bcX;^;g�f�~Uqc^;g�^$^	r�[u^%d�hiZ�^%bG_�gUf]^%Z�Y"bcg�_�d+e)_�^�zi|	��_�qye)_S_�q]hMgRjre)Z�hi\Z³TY)j,[]d�Y��]\M^%Z�gShMgSf�hM���
X%`]\i_IjlY"dH�uY"_�q<���$mIn e)bcf���~Cmh�Oe)\i_�qcY"`�}2q<�X��m�n d�^%ZTe)hibcgUj�e"g�_�^%d�fy�1b�[ye)d�_�hMX%`]\Pe)d4tC�2y0� ��d�^;g�[�^;X%_�hi}2^%\Z³2t
� y0����Y)jc_�qc^�hibcg�_+e)bcX;^;g�d�^���`]hid�^;f?Z�Y"d�^�_�qye)b-|�y2y2yVg�^;X;Y"bcf]gp_�Yb��^�g�Y"\i}2^;f��[³k���$m�n ��d�^;g�[�^;X%_�hi}2^%\Z³2t)��~Cmd�2�	f
~Uq]hMg�X;Y"b��cd�Z�g�_�qc^e��^%_�_�^%d�[�^%dDjlY"d�ZTe)bcX;^UY)j����$m�n e)bcfTe)\Mg�Yk}"e)\ihMfce)_�^;g�_�qc^eq[³#[uY"_�qc^;g�hMg�_�qye)_�d�^4e)\ihMg�_�hMXUd+e)b��
f]Y"Z fce)_+e�g+^%_�gVe)d�^ke)[][]d�Y"[]d�hPe)_�^BjrY"dV^	r�[u^%d�hiZ�^%bG_+e)_�hMY"bKf

s#" � � � ( -�� (�,�� $ &% �
��g:Z�^%b�_�hMY"bc^;f���^�jlY"d�^
t2qye)d�f�[]d�Y��]\M^%Z�g�ZTe@³&X%d�Y"[O`][Tf�`]d�hib�}?Y"_�qc^%dR^	r#[�^%d�hiZ�^%b�_�g�f wq^SjrY"`]bcf�Y"bc^Ug�`cX�q

hibcg�_+e)bcX;^¯´eq]hi\M^$}2^%bc^%d+e)_�hib�}3d�^4e)\ihMg�_�hMXOd+e)bcf]Y"Z ^	r]e)Z�[]\M^;g�fO~Uqc^O[ye)d+e)Z�^%_�^%d�gC´R^%d�^ �
= 105 t�{

min = 30
t

{
max = 105 t � ����� = 106 e)bcf � = 106 f��1_?_�`]d�bc^;f.Y"`]_?_�qye)_?_�q]hMgW^	rce)Z�[]\M^�qye"f_�2��tFy2�
�x�lX;Y"\i\M^;X%_�hi}2^%\Z³]�
bcY"baf]Y"Z�hibye)_�^;f-Y�����^;X%_R_"³#[u^;g4t#e)bcfT_�qc^I[�^%d�hMYGfT\M^%}2^%\f´Se"g�}
d�^4e)_�^%dR_�qye)b � fG�X��m�n _�YGY��$��t � �2y=g�^;X;Y"bcf]gR_�Y
g�Y"\i}2^�hi_4tce)bcf3��~Cmd�?jre)hi\M^;fa_�Y&g�Y"\i}2^�hi_Shib��2y�tFy2y2y&g�^;X;Y"bcf]g�f�wq^Be)\Mg�Y��]`]hi\i_Ue=b�`]Z��u^%dVY)jEg�`�����[]d�Y��]\M^%Z�gUY)j
_�q]hMg�qye)d�fO^	r]e)Z�[]\M^
tGe)\i\~Y)j�´eq]hMX�q-_�`]d�bc^;fTY"`]_�_�YG��^eqye)d�f&jrY"d���Y"_�qT���$m�n e)bcf���~Cmh�T�re)\i_�qcY"`�}2qO���$m�n
X;Y"bcg�hMg�_�^%bG_�\Z³qY"`]_�[u^%dDjrY"d�Z�^;f���~Cmd�2�	fCwq^Oe)\Mg�Y�Y��cg�^%d�}2^;fq_�qye)_k_�qc^;g+^�[]d�Y��]\M^%Z�g?_�^%bcfx_�Y���^|qye)d�f]^%d-��jrY"d
��Y"_�qAe)\D}2Y"d�hi_�q]Z�g���´eqc^%bA_�qc^n´ ^%hD}2qG_�gt´ ^%d�^Bf�hMg�_�d�hD�]`]_�^;fAX%\MY
g�^V_�Y&^4e"X�q@Y"_�qc^%dR_�qye)b ´eqc^%ba_�qc^�³-e)d�^n´ChMf]^%\Z³
f�hMg�_�d�hD�]`]_�^;fCf

~Uqc^$[�^%dDjlY"d�ZTe)bcX;^?Y)j,���$m�n e)bcf���~Cmd�WY"bA[]d�Y��]\M^%Z�ge}2^%bc^%d+e)_�^;fO´Chi_�qA_�qc^�jrY"d�Z?`]\P��Y)j:���Gbcg�f��D|2fF���
|2fJ�
� hMgRd�^%[uY"d�_�^;f±°,hD}<f�|2fF��f��1_Sg�qcY@´UgC_�qye)_S_�qc^$[]d�Y��]\M^%Z d�^%ZTe)hibcgUf�hM�TX%`]\i_CjrY"dU�uY"_�q@e)\D}2Y"d�hi_�q]Z�g�fs°yY"d?�D|2f542�
e)bcf �D|2fJ�
�$�X��m�n hMg$j�e)d8��^%_�_�^%dk_�qye)b���~Cmh��fp�IY.´ ^%}2^%d4t�jrY"dT�D|2fF�2��t�hTf ^2fit�_�qc^����#o ´Chi_�q {

max < 2
{

min
t

��~Cmh�¡qye"gBg�hD}
b]hM�yX4e)bG_�\Z³¢�u^%_�_�^%dB[�^%dDjrY"d�ZTe)bcX;^2fp£Ibs_�qc^�Y"_�qc^%d8qye)bcf�t�´ ^TY��cg�^%d�}2^;f3_�qye)_���~Cmh�OhMgB}2^%d³



����� ��� ��� ��� 	 
 �	� �X� ���
������� ��� � 
 � �	� � �� ����� � � � �� �	� ����������� ��� � �  � �	� � ������� �� � � �  �	� �����

��������� ����	� � �	� ����

� ������� � ����	� ��� �	� � � 

����� �
�J��� 
��� 	 
 ��� �ª� ���
������� � � ��� 4 > 10000
� ����� ���	� ��� 6 > 10000������� ���	� ��� 10 > 10000������ ��
	� �� 10 > 10000��������� 428.27 10 > 10000� ������� 1974.34 10 > 10000

����� ��� ��� ���� 	 
 ��� �ª� ���
������� ��� � ����� 7 > 10000
� ����� � � � �� 8 > 10000������� ����	� � � 10 > 10000������ ������,�� 10 > 10000��������� 
�� � � � � 10 > 10000� ������� 
���	� �� 10 > 10000

��e"X�q6\ihibc^BhMgC_�qc^ke;}2^%d+e)}2^=Y)jS|�y�d�`]bcgSjlY"dUf�h��^%d�^%b�_I}"e)\i`c^;gVY)j,_�qc^kX4e)[ye"X%hi_>³0f
w�x$y�zp|2fF���O�$e)d�fa[]d�Y��]\M^%Z�g[}2^%bc^%d+e)_�^;f��¬³-jlY"d�Z=`]\P�

g�^%bcg�hi_�hi}2^?_�Y�_�qc^=hib]hi_�hPe)\�Y"d�f]^%d$Y)j�_�qc^?Y�����^;X%_V_>³G[�^;g�� hQj�_�qc^�³�e)d�^ ¡��m���"�  �������f������G¡S�$���O�m� [�S�J� � { �S�Z�G�¬��¡ t_�qc^%b���~Cmd�?hMg `]bye)�]\M^$_�YWg�Y"\i}2^$^%}2^%b@e?g�hib�}
\M^I[]d�Y��]\M^%Z hiba\M^;g�gR_�qye)bs|�y�tFy2y2yWg�^;X;Y"bcf]g�f���_RhMgRhiZ�[uY"d�_+e)bG_C_�Y
bcY"_�^B_�qye)_I_�qc^G�u^%_�_�^%dV[u^%dDjrY"d�ZTe)bcX;^?Y)j ��~Cmd�&hMg �f�T�* T�s� ���  8�m�Q���f�m�f��� �lY"_�qc^%d´ChMg+^?���$m�n ´ Y"`]\Mf<e)\Mg�Y
qye;}2^?f]Y"bc^G�u^%_�_�^%d���t<�]`]_Vg�Y"Z�^Bhib�qc^%d�^%bG_�e"f�}
e)b�_+e)}2^?Y)jO�]d+e)bcX�q3e)bcf��uY"`]bcf6e)bcf��)Y"dU_�qc^Gqc^%`]d�hMg�_�hMX;gV`cg�^;fCf

s#" � ��1 � &)( " 
 �  �� $ &%�
�1b@[]d+e"X%_�hMX;^
tyY"bc^?Y)j�_�^%b�^%bcX;Y"`]bG_�^%d�gV[]d�Y��]\M^%Z�gn´Chi_�q�g�ZTe)\i\�X4e)[ye"X%hi_"³.��_�qc^km�nBo Y)jl_�^%b6e)d�hMg�^;g�e"gVeWjld�^��

�G`c^%b�_�\Z³sX4e)\i\M^;fqg�`��][]d�Y��]\M^%Z hib.Y"_�qc^%d?X;Y"Z��]hibye)_�Y"d�hPe)\SY"[]_�hiZ�h���e)_�hMY"bx[]d�Y��]\M^%Z�g��	fª°cY"dk_�qc^;g�^�[]d�Y��]\M^%Z�g�t�hi_
g�^;^%Z�gB_�qye)_?[]d�^%[]d�YGX;^;g�g�hib�}AZTe�³3bcY"_G�u^&[]d�Y�q]hD�]hi_�hi}2^%\Z³q^	r�[�^%bcg�hi}2^
t�e)bcfs_�qc^�Y4}2^%d�qc^4e"f.Y)jSX;Y"Z�[]`]_�hib�}��[³
g�\ihMX;^;gRZTe�³��u^Hq]hD}2qKfs°cY"dS_�q]hMgRd�^4e"g�Y"b ´ ^u´Re)bG_�^;fA_�Y&X;Y"Z�[ye)d�^�_�qc^��X��m�n�e)\D}2Y"d�hi_�q]Z ´Chi_�q@e=g�_�d+e)hD}2q�_DjrY"dD�
´Re)d�fafp³#bye)Z�hMX�[]d�Y�}
d+e)Z�Z�hib�}Oe)\D}2Y"d�hi_�q]Z@tp´Chi_�q@ek[]d�^%[]d�Y#X;^;g�g�hib�}�g�_�^%[-d�^%Z�Y4}#hib�}�Y����D^;X%_R_"³#[�^;gSe"X;X;Y"d�f�hib�}
_�Y<g�hiZ�[]\M^Tf]Y"Z�hibye)bcX;^
t

� � fpwq^�qye;}2^af]Y"bc^O_�qye)_WX;Y"Z�[ye)d�hMg+Y"b ´Chi_�q�e�g+^%_=Y)jH� 42��[]d�Y��]\M^%Z�g�}2^%bc^%d+e)_�^;f
´Chi_�q6e]}2^%bc^%d+e)_�Y"dU_�qye)_���e)\��%d�hMY�f]^ � e)d�}
e)\DqcYTe)bcf��VY#f]^%d�hD}
`c^ �Tzi|34+�kqye4}2^G�Ghibcf�\Z³Ae)\i\MY@´R^;f@`cgC_�Y&`cg+^2f�~Uqc^
}
e)\i`c^;gRg�qcY@´Cb3�u^%\MY.´ e)d�^V_�qc^Be4}2^%d+e)}2^$}"e)\i`c^;gSY)j�z#_�qc^Ib�`]Z���^%dUY)j�Y�����^;X%_S_"³#[u^;g4tG_�qc^$X4e)[ye"X%hi_�hM^;g4t�_�qc^I_�hiZ�^
Y)jU���$mIn�tp_�qc^�_�hiZ�^TjlY"d���~Cmd��t�_�qc^T_�hiZ�^�jrY"d]���$o �lg�_+e)bcfce)d�fxfp³#bye)Z�hMXT[]d�Y�}
d+e)Z�Z�hib�}<[]\i`cg=g+Y"d�_�hib�}G�
e)bcfA_�qc^BbG`]Z���^%dIY)j:bcY"b���f]Y"Z�hibye)_�^;f<Y����D^;X%_U_>³G[�^;g?��`cg�hib�}T_�qc^B_"´RYOf]Y"Z�hibye)bcX;^?d�^%\Pe)_�hMY"bcg��	f<wq^G}
hi}2^=e)\Mg�Y
_�qc^UZ�hib]hiZ=`]Z e)bcfTZTe+r#hiZ=`]Z _�hiZ�^UjlY"dR���$mIn�e)bcf$��~Cmh��f ~Uqc^�³�\M^4e"f�`cg�_�Y=X;Y"bcX%\i`cf]^V_�qye)_ _�qc^U���$m�n
e)\D}2Y"d�hi_�q]Z hMgX��^%_�_�^%dR_�qye)bO_�qc^Ig�_+e)bcfce)d�f3��o ´Chi_�q-[]d�^%[]d�YGX;^;g�g�hib�}=_�Y=d�^%Z�Y4}2^��lg�hiZ�[]\Z³c�:f]Y"Z�hibye)_�^;faY�����^;X%_
_"³#[�^;g�f

� � � �:��� � � � � ! �#" � � $ %'&�(�)+*�,.- � 	 ( 2 *�,.- %'&�(�) *#/10 � 	 ( 2 *�/20
� � ��� ��� �  �	� � ��� �	� � � � �	� � � � � � ��� 
�� � � 	�,��� �	� �	� �	� ��
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s#" s u &���� * 1�*13 *
132 1 , / � � � /0* 1 2
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τ

¯�¦�2
3
Ì¼�o¢§

²�§¨¥ZªÎ¢¤ Î§�©¨¥nÄ � ´6�� Ô¥n T¿yet �®Z¥ZªÎ£J¥n¦¨§¨¢¯� �¯t¾ I�KJLNM �*ÈÑ¿T¢®¨¿�¥n¬¤¢¤ÀÅ¢¤ yet©¨¥Z§'©�¿�¥9¾�et©�¿�¯�À9¥ZªÎ§¨©+et©¨¥Z§��*¯�Ä{¥n¦+et©¨¥Z§'¢¤ 
§�©¨¥nÄh¹�´

�Ç¿�¥ IJK�L4MNO Äyet¦+etÀ9¥n©¨¥n¦¨§[� 1 et �ª (��tÈa¥n¦¨¥Ç¥¼»NÄo¥n¦�¢¤À9¥n 2©+et¬¤¬¤³�©�²T �¥Zª�et �ª'¢¤ �©�¿�¥(®n²T¦�¦¨¥n 2©�¢¤ÀÅÄT¬¥nÀ9¥n �©+et©�¢¯� 
¯t¾;©�¿�¥?et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀb��©�¿�¥n¢¤¦Ø£
et¬¤²�¥Z§Vet¦¨¥/( #ñÀÅ¢¤  �  $� ÀTe�» � ¸�%�%N�� ��4¸�%�%����&et �ª�1

= 10000
´

� �
	 � �'� á 	 á���	� 	��������D��� á �
º(¯�ÀÅÄT²T©+et©�¢¯� yet¬{¥¼»4Ä{¥n¦�¢¤À9¥n �©¨§aÈa¥n¦¨¥¡¦�²T 9¢¤ Õ¯�¦¨ªT¥n¦l©¨¯ 8 Ê ¢ Ì�©¨¥Z§�©l©�¿�¥Ø¥SRÕ®n¢¥n �®n³9¯t¾{©�¿�¥�1�� 1�� Tµ¶�Äyet¢¤¦�¢¤ !�

et �ª9©�¿�¥�§�©+et©¨¥�ªN¢§¨®n¦�¢¤ÀÅ¢¤ yet©�¢¤ !�Å®4etÄye�®n¢¤©0³Õ¯t¾
©�¿�¥� �¥nÈ �{¯�²T �ªT§ 2
τ∗

et �ª�2���� Ê ¢¤¢ Ìl¥¼»N¿T¢ �T¢¤©a§Ð¯�À9¥Ie�®n©�²yet¬o¿yet¦¨ª
¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§�´N�� N¾Ò¯�¦�©�²T yet©¨¥n¬¤³J�N£J¥n¦�³9¾Ò¥nÈ�¦¨¥4et¬�Þð¬¤¢�¾Ò¥�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§Ñ¯t¾ÑæbÛhçñ¿yeZ£J¥ �{¥Z¥n _¦¨¥nÄo¯�¦�©¨¥Zª.¢¤ .©�¿�¥�¬¤¢¤©¨¥n¦+et©�²T¦¨¥A´
½�¯�¦µ©�¿T¢§�¦¨¥4e�§¨¯� °Èa¥�®Z¯� �®Z¥n �©�¦+et©¨¥Zªë¯�²T¦µ¥��{¯�¦�©¨§µ¯� qe9§Ð¥n©�¯t¾��{¥n �®¨¿TÀTet¦ % ©¨¥Z§�©¨§�²�§�¢¤ !� 8 Ê eJÌØ¦+et �ªT¯�À ÄT¦¨¯���©
et �ª��t¯�¦ÍÈ(¥n¢$�A¿�©��J¥n �¥n¦+et©�¢¯� ÎÈÑ¢¤©�¿Ö§¨¯�À9¥Å®Z¯�¦�¦¨¥n¬Pet©�¢¯� Ö¾Ò¯�¦�À�²T¬Pe�¥�� Ê �DÌ�¿yet¦¨ª�ªcet©+e_§¨¥n©¨§Í©�¿yet©ÍÈa¥n¦¨¥9§¨Äo¥Z®n¢Pet¬¤¬¤³
ªT¥Z§�¢$�A �¥Zª_¾Á¯�¦Ñ©�¿�¥ 1�� 1 etÄTÄT¦¨¯2e�®Ð¿Îí ¹ �0´
�l¥n¦�³i¾Ò¥nÈX¯�©�¿�¥n¦Í��ÉË¶}§¨¯�¬¤£J¥n¦¨§=et¦¨¥�eZ£
et¢¤¬Pe��T¬¥�¾Ò¯�¦Í®Z¯�ÀÅÄyet¦�¢§Ð¯� �ÈÑ¢¤©�¿ IJK�L4M4O ´ �Ç¿�¯�²!�A¿ �Ce��yeZ³J¥n£"! E F�#%$í � ��¿yeZ£J¥�ÄT¦¨¯�Ä{¯A§¨¥Zªset Ó¢¤ �©¨¥(�J¥n¦Í¥+*2²T¢¤£"et¬¥n 2©?e � �A¦¨¥(��et©�¢¯� xet �ª°®Z¯� �§¨¢§�©¨¥n �®n³<etÄTÄT¦¨¯2e�®Ð¿ Ê º(�µÌØ©�¿yet©?etÄTÄ{¥4et¦¨§

©¨¯��o¥$et Ï¢¤ÀÅÄT¦¨¯[£J¥nÀ9¥n �©¡¯[£J¥n¦ 
��Ñ� � ��©�¿T¢§CetÄTÄT¦¨¯2e�®Ð¿�etÄTÄT¬¤¢¥Z§Ç �¥n¢¤©�¿�¥n¦(©�¿T¦¨¥Z§¨¿�¯�¬ª.ªT¯�ÀÅ¢¤ yet �®Z¥µ �¯�¦(©�¿�¥� �¥nÈ
©�¢$�A¿�©Ç²TÄTÄ{¥n¦ÚÞ �o¯�²T �ª
´TºSe�®Z®Z¥n©�©+e'&}Éµ²T¬Pet �¯4¯�©Ëí � �D¿yeZ£J¥�¦¨¥Z®Z¥n 2©�¬¤³ÏªT¥Z§¨®n¦�¢ �{¥Zª9©�Èa¯�§�Ä{¥Z®n¢Pet¬¤¢¤Ý�¥Zª-et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀ9§(¾Á¯�¦
§¨¯�¬¤£4¢¤ !�Õ©�Èa¯ÏÄyet¦�©�¢®n²T¬Pet¦µ®n¬Pe�§Ð§¨¥Z§�¯t¾l��ÉË¶ 8�( MJL*) ¾Ò¯�¦ �2©�¦¨¯� !�A¬¤³°º(¯�¦�¦¨¥n¬Pet©¨¥Zª°��ÉË¶ Ê,+ (�- LNM�Y ÌVet �ª.( MALTO ¾Á¯�¦
�2²���§¨¥n© �2²TÀ ¶�¦¨¯ �T¬¥nÀ Ê,+/+ - LNM�Y Ì¼´
±�¯�È(¥n£J¥n¦��{©�¿�¥Z§¨¥&et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀ9§?et¦¨¥« �¯�©ketÄTÄT¬¤¢®4e��T¬¥�©¨¯Ï©�¿�¥ �J¥n �¥n¦+et¬;��ÉË¶�´�Ç¿�²�§[�TÈa¥Í®Ð¿�¯A§¨¥Ë©¨¯Å®Z¯�ÀÅÄyet¦¨¥ IJKJLNM4O ÈÑ¢¤©�¿b©�¿�¥Ë¯� T¬¤³_©0Èa¯9ÄT²��T¬¤¢®n¬¤³Ae�£"et¢¤¬Pe��T¬¥�§¨¯�¬¤£J¥n¦¨§*8 I�KJL4M í¤¸��0�TÈÑ¿T¢®¨¿�¢§
®Z¯� �§�¢ªT¥n¦¨¥ZªÖ©¨¯ �o¥�©�¿�¥9À9¯A§�©«¥SRÕ®n¢¥n �©	Tµ¶ et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀãí10 �0��et �ª � v�LTO ��e�1�� 1 §¨¯�¬¤£J¥n¦Õíòï �0´6�¡¬¤¬�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§
et¦¨¥�¾<¦¨¥Z¥«¾Ò¦¨¯�À §¨¢¤ÀÅÄT¬¤³iªT¯�ÀÅ¢¤ yet©¨¥ZªÓÄyet¢¤¦¨§

( 2�3 , #�3 ), ( 2 � , # � ) �{§�´ ©�´ 2�3 ≥ 2 � et �ª # � ≤ # � ��et �ª°Èa¥n¢$�A¿�©¨§=et �ªÄT¦¨¯���©¨§Iet¦¨¥µÄ{¯A§�¢¤©�¢¤£J¥Ë¢¤ 2©¨¥(�J¥n¦¨§�´
'�¥Ë§�©+et¦�©��2³ae�®Z¯�ÀÅÄyet¦�¢§Ð¯� �¯t¾�©�¿�¥��{¥n¿yeZ£4¢¯�¦¨§Ø¯t¾ � v�LTO � IJKJLNM et �ª I�KJL4MNO ¯� b®n¬Pe�§¨§�¢®µªcet©+eÅ§Ð¥n©¨§��4©�¿�¥n 

Èa¥«¾Á¯2®n²�§�¯� °®Z¯�ÀÅÄyet¦�¢¤ !� IJKJLNM ÈÑ¢¤©�¿ I�KJLNM4O ¯� ° �¥nÈñ¿yet¦¨ª�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§� �¯�©µ§¨¯�¬¤£
e��T¬¥!�2³ � v�LTO ´D½�¢¤ yet¬¤¬¤³J�o¢¤ 
®4e�§¨¥Ï¯t¾ �4��' ��ÉË¶*�*Èa¥_§�©�²�ªN³ë©�¿�¥Õ¢¤ÀÅÄye�®n©Å¯� Ö©�¿�¥Ï¦¨¥Z§¨¯�¬¤²T©�¢¯� Î©�¢¤À9¥ÏÈÑ¿�¥n �²�§�¢¤ !�i©�¿�¥Õ �¥nÈ �{¯�²T �ª 2

τ∗¢¤ �§�©¨¥4e�ªb¯t¾�2 � ´
4 ��� 5�,�**676 498 :�* 6 *;6  6<6
�ñ®Z¯�ÀÅÄT¬¥n©¨¥Í§�©�²�ªN³.¯t¾�©�¿�¥Ë®n¬Pe�§¨§¨¢®Ë��ÉË¶ �{¥n �®¨¿TÀTet¦ % §��NÈÑ¿�¥n¦¨¥Ë©�¿�¥��{¥n¿yeZ£4¢¯�¦¨§Ø¯t¾ IJK�L4M et �ª�� vJL�O ¿ye�£J¥�{¥Z¥n Õ®Z¯�ÀÅÄyet¦¨¥Zª
�2®4et  �o¥Ñ¾Ò¯�²T �ªÕ¢¤ �í¤¸��0´5
°¯A§�©"¯t¾
©�¿�¥Z§¨¥Ø��ÉË¶LetÄTÄo¥4et¦l©¨¯!�o¥¡¥4e�§�³�©¨¯Í§¨¯�¬¤£J¥(�2³ IJK�L4M4O �JÈÑ¿T¢®Ð¿

¢§ÑÈÑ¿2³.È(¥Ë¦¨¥nÄ{¯�¦�©¡¯� T¬¤³Ï©�¿�¥ÍÀ9¯A§�©Ñ¢¤ �©¨¥n¦¨¥Z§�©�¢¤ !�.§�²���§¨¥n©Ø¯t¾;©�¿�¥Íªcet©+e'¾Ò¦¨¯�À ¯�²T¦¡®Z¯�ÀÅÄT²T©+et©�¢¯� yet¬�¦¨¥Z§�²T¬¤©¨§�´
I�KJL4MNO et �ª I�KJL4M Èa¥n¦¨¥ÅÈÑ¦�¢¤©�©¨¥n �¢¤ �¯ �N×�¥Z®n©�¢¤£J¥9®4etÀÅ¬ � ´'%AîN´��Ç¿�¥�¦¨¥Z§¨Äo¥Z®n©�¢¤£J¥9®Z¯4ªT¥Z§µÈa¥n¦¨¥Oet¬¤¬�¦�²T Ö¯� xe

¶�¥n �©�¢¤²TÀ ¹�� � ´ ¹ �µ±>=iÈÑ¢¤©�¿�¹ �>�k¯t¾;Â���
��]et �ª_©�¿�¥Ë©�¢¤À9¥µ¬¤¢¤ÀÅ¢¤©Ñ¾Á¯�¦Ø¥4e�®¨¿b¦�²T bÈSe�§Ø§¨¥n©Ñ©¨¯ � %�%Å§Ð¥Z®A´ 
��Ñ� �
ÈRe�§�¥¼»T¥Z®n²T©¨¥ZªÔ¯� Î©�¿�¥.§+etÀ9¥ÏÀTe�®¨¿T¢¤ �¥@et �ª�®Z¯�ÀÅÄT¢¤¬¥ZªÎÈÑ¢¤©�¿ z@?/? -BA `ÚO ´��Ç¿�¥Õ¢¤ÀÅÄye�®n©Å¯t¾Ø©�¿�¥ �o¯�²T �ªT§'ÈRe�§
©¨¥Z§�©¨¥Zª �2³.§¨¢¤ÀÅÄT¬¤³_§¨²���§�©�¢¤©�²T©�¢¤ !�9©�¿�¥��{¯�²T �ª 2��Ë¢¤  I�KJL4MNO ÈÑ¢¤©�¿ 2

3
¢¤ �e'£J¥n¦¨§�¢¯� �®4et¬¤¬¥Zª GJdJQDC

3

´

�FE�G�H>EJILKC698NMPO�:<3*7RQ�Æ�3*5<S�7
½�¢¤¦¨§�©��NÈ(¥Ë¾Á¯2®n²�§Ñ¯� b©�¿�¥Ëªcet©+e9§¨¥n©¨§Ç¾Á¯�²T �ªh©¨¯ �o¥ËªN¢ RÕ®n²T¬¤©¡¾Ò¯�¦ � vJL�O ¯�¦ IJK�L4M í¤¸ �0´

Ê �ËÌ �Ç¿�¥ � ��Þ0��ÉË¶ó¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§ Ê # = 2 ÌSet¦¨¥ %  �¯�ÈÑ b©¨¯ �{¥ÍªN¢ RÕ®n²T¬¤©Ñ¾Á¯�¦ IJK�L4M ´'�¥ �T²T¢¤¬¤©ë§�²�®¨¿ ¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§ �2³ �J¥n �¥n¦+et©�¢¤ !�X¸�%p¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§°¾Á¯�¦Ó¥4e�®Ð¿ Äo¯A§¨§¨¢ �T¬¥�®Z¯�À��T¢¤ yet©�¢¯� �¯t¾ # min ∈
{100, 500, 1000, 5000, 10000}

� # max ∈ {0.5 × 105; 105}
et �ª ? ∈ {1000; 2000; 5000; 10000}

ÈÑ¢¤©�¿UT
¦+et �ªT¯�ÀÅ¬¤³ �J¥n �¥n¦+et©¨¥ZªÔÈÑ¢¤©�¿T¢¤ 

[5 × 105, 106]
´�'�¥Ï¯ �T©+et¢¤ Ô¢¤ Ô©�¿T¢§'ÀTet T �¥n¦Å¹?%�%�ªN¢§�©�¢¤ �®n©�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§[´��Ç¿�¥

eZ£J¥n¦+e �J¥�®nÄT²b©�¢¤À9¥µ¾Á¯�¦Ñ©�¿�¥ËªN¢V�{¥n¦¨¥n 2©�et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀ9§�ÈRe�§*8
IJK�L4MNO 8

0.045 W � GAd�Q C 3 8 0.045 W � IJK�L4M 8 0.474 � � v�LTO 8
0.136 W ´



�Ñ®Z®Z¯�¦¨ªN¢¤ !�Õ©¨¯�©�¿�¥Z§Ð¥Ë¦¨¥Z§�²T¬¤©¨§����������	� C W $  ��
L! W,2 $ � 
 E�C� ! W�� F W E !�
 E� F ? ������� ��
L! W,2 $���������
t´'�¥Tet¬§Ð¯_©¨¥Z§�©¨¥Zªë©�¿�¥Å§¨¥n �§�¢¤©�¢¤£4¢¤©0³ë¯t¾(©�¿�¥Tet¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀ9§ÍÈÑ¢¤©�¿�¦¨¥Z§¨Äo¥Z®n©Í©¨¯ # min
��et �ªÓ©�¿�¥Å¦¨¥Z§�²T¬¤©¨§Í§¨¿�¯�Èa¥Zª

©�¿yet© IJK�L4M4O ¢§�À«²�®Ð¿ë¬¥Z§¨§µ§¨¥n �§�¢¤©�¢¤£J¥'©¨¯ # min
©�¿yet  I�KJLNM ´ �Ç¿�¥&e�£J¥n¦+e �J¥�©�¢¤À9¥�¾Ò¯�¦ IJK�L4M ¢¤ �®n¦¨¥4e�§¨¥Zªqe��{¯�²T©

î�%Õ©�¢¤À9¥Z§¡ÈÑ¿�¥n  # min
Äye�§¨§¨¥Zªh¾Ò¦¨¯�À

100
©¨¯

10000
�oÈÑ¿T¢¤¬¥«©�¿�¥ IJK�L4MNO	� §$eZ£J¥n¦+e �J¥'©�¢¤À9¥«¢¤ �®n¦¨¥4e�§Ð¥Zª�¹?%Õ©�¢¤À9¥Z§

¯� T¬¤³J´
IJK�L4M4O IJK�L4M � vJL�O

# min = 100
%N´'%�%�(�§[´ %N´'% � (�§�´ %N´'%t¹ � §�´

# min = 10000
%N´ � §�´ ¸A´�î � §[´ %N´ � (�§�´

Ê �ØÌ(�y§Ð¥n©¡¯t¾*¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§�¯t¾:e�� 2 !LT C F7#�����"�2��µ�ñÈSe�§��T²T¢¤¬¤©Ie�®Z®Z¯�¦¨ªN¢¤ !�Ï©¨¯Å©�¿�¥�¾Ò¯�¦�À�²T¬Pe
#D3 = # min + C − 1

et �ª 2�3 = #D3 + α
ÈÑ¢¤©�¿ # min

et �ª
α
�A¢¤£J¥n $´ Ê�� ´ �JÌ

ºa¿�²T !� ! E F7# $Jí ¹���¿yeZ£J¥a§�¿�¯�ÈÑ �©�¿yet©6§¨¯�¬¤£4¢¤ !�Ø©�¿T¢§$ÄT¦¨¯ �T¬¥nÀñ¢§$ªN¢ RÕ®n²T¬¤©*¾Ò¯�¦ 1�� 1ñ´+'�¥l§¨¥n© # min = 1+ ? ( ? +1)et �ª ? ∈ {50; 100; 200; 300; 500}
�pet �ª.²�§¨¥Zª#�{¯�©�¿@e' �¥(��et©�¢¤£J¥ke� �ª@e�Ä{¯A§�¢¤©�¢¤£J¥µ£
et¬¤²�¥�¾Ò¯�¦

α
´4½\¯�¦Ø¥4e�®¨¿�§¨¥n©��

Èa¥*�J¥n �¥n¦+et©¨¥Zª � %'¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§¡ÈÑ¢¤©�¿6e�®4etÄye�®n¢¤©0³h©+e % ¥n b¦+et �ªT¯�ÀÅ¬¤³.¾Ò¦¨¯�À ©�¿�¥µ¢¤ �©¨¥n¦�£
et¬
[106, 107]

´
α > 0

�Ç¿�¥keZ£J¥n¦+e �J¥«©�¢¤À9¥Ë �¥Z¥ZªT¥Zªb©¨¯Å§¨¯�¬¤£J¥Í©�¿�¥Å¸�(�%�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§ØÈSe�§*8
IJK�L4MNO 8 � ´ � � §�� GJdJQDC

3

8 � ´ � ït§ � I�KJLNM 8N¹�´ � 0�§�´
� vJL�O ÈSe�§�e��T¬¥«©¨¯Õ§¨¯�¬¤£J¥�¯� T¬¤³ 0Õ¯t¾�©�¿�¥ ��%Å¢¤ �§¨©+et �®Z¥Z§ØÈÑ¢¤©�¿ ? ∈ {50; 100}

et �ªb �¯� �¥Í¾Ò¯�¦ ? > 100
´

 � 8 E� ! W ! 2 
"!2ô�#%! ��W F�
L!#�%$! #"�2��µ��$
α < 0

�Ç¿�¥keZ£J¥n¦+e �J¥«©�¢¤À9¥Ë �¥Z¥ZªT¥Zªb©¨¯Å§¨¯�¬¤£J¥Í©�¿�¥Å¸�(�%�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§ØÈSe�§*8
I�KJLNM4O 8 �N´'%N¸Z§ � GAd�QPC

3

8'(N´10 � § � IJK�L4M 8�îN´ ��(�§[´
� vJL�O ÈSe�§Ie��T¬¥Í©¨¯Õ§¨¯�¬¤£J¥Í¯� T¬¤³ë¸�%Å¯t¾;©�¿�¥ ��%�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§¡ÈÑ¢¤©�¿ ? ∈ {50; 100}

et �ªb �¯� �¥Ë¾Ò¯�¦ ? > 100
´

 � 8 E� ! W ! 2 
"!2ô�#%! ��W F�
L! ? ! E �%$! #"�2�����$
½T¦¨¯�À ©�¿�¥Z§¨¥'¦¨¥Z§�²T¬¤©¨§[�{¢¤©BetÄTÄ{¥4et¦¨§µ©�¿yet©&�'�����	� C W $ $ � ��
L! W,2 $ $ $)(9��
 E�C*� ! W+� F W E !�
 E� F ? �'������ÈÑ¿�¥n 

α > 0Ê ¦¨¥Z§�Ä$´�, %JÌ¼´\��§Ñ¥¼»NÄo¥Z®n©¨¥Zª
��©�¿�¥Z§¨¥µ¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§ØÈ(¥n¦¨¥Í¿yet¦¨ª_¾Á¯�¦ 
 �Ñ� � ´
� S23*7[: Q[:��6: Q Ü Q.- �TÆT1t:<Æ Q[:-D3*79:Ò3"Q��PS�5�Æ ì ÆT5�: Q Ü0/�Æë5'-21 ì ÆT1�: 73-D354Õ: Q�� IJKJLNM

�Ç¿�¥ 1�� 1�et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀ9§:et¦¨¥ %  �¯�ÈÑ �©¨¯(�{¥�£J¥n¦�³Í§¨¥n �§�¢¤©�¢¤£J¥"©¨¯Ñ£"et¦�¢Pet©�¢¯� �§�¢¤ Í©�¿�¥a®4etÄye�®n¢¤©0³J´1Tµ¶<et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀ9§[�
¯� Å©�¿�¥Ø¯�©�¿�¥n¦�¿yet �ª
��et¦¨¥ %  �¯[ÈÑ 9©¨¯��o¥Ç¦¨¯ �T²�§¨©�� �T²T©lÈÑ¢¤©�¿9®Z¯�ÀÅÄT²T©+et©�¢¯� yet¬D©�¢¤À9¥Ç©�¿yet©"¢¤ �®n¦¨¥4e�§¨¥Ñ¬¤¢¤ �¥4et¦�¬¤³'ÈÑ¢¤©�¿
©�¿�¥Í®4etÄye�®n¢¤©�³.£
et¬¤²�¥A´ O ²T¦¡®Z¯�ÀÅÄT²T©+et©�¢¯� yet¬;¥¼»NÄo¥n¦�¢¤À9¥n 2©¨§¡§�¿�¯[È}©�¿yet© IJK�L4MNO ¢¤ T¿�¥n¦�¢¤©¨§Ø©�¿�¥*�J¯2¯4ª_ÄT¦¨¯�Äo¥n¦�©�¢¥Z§
¯t¾2�o¯�©�¿ 1�� 1 et �ª�Tµ¶*´ IJK�L4M4O6� §¡¯[£J¥n¦+et¬¤¬�®Z¯�ÀÅÄT²T©+et©�¢¯� yet¬;©�¢¤À9¥Í¢§¡¬¥Z§¨§Ø©�¿yet i©�¿�¥ÍÀÅ¢¤ T¢¤À�²TÀ ©�¢¤À9¥Í¾Ò¯�¦¡©�¿�¥
Ä�§¨¥n²�ªT¯tÞðÄ{¯�¬¤³2 �¯�ÀÅ¢Pet¬CTµ¶Î©�¢¤À9¥�et �ªÏ©�¿�¥ 1�� 1 ©�¢¤À9¥A��e�§"¢§(§�¿�¯[ÈÑ Ï¢¤ 87Ñ: N�9>��9 � ´ Ê ½�¯�¦�À�²T¬Pe Ê � ´ �JÌ�ÈSe�§(²�§¨¥Zª©¨¯ �J¥n �¥n¦+et©¨¥Ë©�¿�¥«ªcet©+e'¾Ò¯�¦Ñ©�¿�¥Z§Ð¥Ë¦�²T �§Ve�§Ve:� 2 !LT C F7#��;��""2��µ�Ç´òÌÇ��§<7Ñ: N�9���9 � ¢¤¬¤¬¤²�§�©�¦+et©¨¥Z§�� I�KJL4MNO ¿ye�§Ø¬¯A§�©©�¿�¥Ç§�©+e��T¬¥��{¥n¿yeZ£4¢¯�¦�©�³2ÄT¢®4et¬�¯t¾ IJK�L4M � �T²T©�©�¿T¢§�¢§; �¯�©�e�ªN¢§+e�ªN£
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et �ª # min = 11 × 104 ¢¤ h¬¥Z§¨§Ñ©�¿yet i¯� �¥µ¿�¯�²T¦�´��0 b¯� �¥Ë§¨Äo¥Z®n¢Pet¬$®4e�§¨¥A�NÈÑ¿�¥n¦¨¥ α = 5

et �ª
? = # min = 10000

�J©�¿�¥Ç§¨¯�¬¤²T©�¢¯� 9ÈSe�§�et¬¤ÈRe�³4§�¾Ò¯�²T �ª�¢¤ÀÅÀ9¥ZªN¢Pet©¨¥n¬¤³�¢¤ Å©�¿�¥Ç¢¤ T¢¤©�¢Pet¬T£
et¦�¢Pe��T¬¥Ñ¦¨¥ZªN²�®n©�¢¯� Õ§�©¨¥nÄ$�
²�§�¢¤ !�.©�¿�¥ �o¯�²T �ª 2��J´{Ù;»T®n¬¤²�ªN¢¤ !�.©�¿�¥Z§Ð¥«©�Èa¯h§�Ä{¥Z®n¢Pet¬�§Ð¥n©¨§����	��
��� ¢§µ¯� seZ£J¥n¦+e �J¥'¾Ò¦¨¯�À�¸A´òïÕ©¨¯ � ´òïÕ©�¢¤À9¥Z§
¾�e�§�©¨¥n¦¡©�¿yet z����
��\´2 �¯�©¨¥Ë©�¿yet©�¾Á¯�¦Iet¬¤¬6©�¿�¥Z§¨¥«¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§��\©�¿�¥�¯�ÄT©�¢¤ÀTet¬�§¨¯�¬¤²T©�¢¯� iÈSe�§Ø¾Á¯�²T �ª&�2³����	
��� et �ª
���	� C

3

¥n¢¤©�¿�¥n¦µ¢¤ i©�¿�¥'£
et¦�¢Pe��T¬¥�¦¨¥ZªN²�®n©�¢¯� �§¨©¨¥nÄ$�D¥n¢¤©�¿�¥n¦Ë¢¤ °©�¿�¥�T�¶�ÄT¿ye�§¨¥ �T²T©µ �¥n£J¥n¦µ¢¤ i©�¿�¥-1�� 1 §�©¨¥nÄ$´
 �¯�©¨¥�©�¿yet©{���	
�� ÈRe�§Ï¸A´'%N¸�©¨¯�¸A´òïÏ©�¢¤À9¥Z§Ë¾�e�§�©¨¥n¦Ë©�¿yet  ����� C

3

ÈÑ¿�¥n 
α > 0

Ê ©�¿�¥Z§¨¥�¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§!�o¥n¬¯� !�b©¨¯
©�¿�¥ �4� 'óÞ0��ÉË¶Ô¾�etÀÅ¢¤¬¤³TÌ¼´\±�¯[Èa¥n£J¥n¦���¢¤ h©�¿�¥«®4e�§¨¥

α < 0
����
��� et �ª ���	� C

3

�o¥n¿ye�£J¥Ë£J¥n¦�³_§�¢¤ÀÅ¢¤¬Pet¦�¬¤³J´
�hÆ Q�Æ|�NS/Q=� 4 ) Q���-�+ Q}� ) 1 ì ' Ü � - 1 ) �*Æ QNS �~) QNS 1|�
½�¯�¦Õ©�¿�¥hªcet©+eÓ¢¤  Ê ½�¢$��´ � ´ � Ì¼� #D3 È(¥n¦¨¥h¦+et �ªT¯�ÀÅ¬¤³ �J¥n �¥n¦+et©¨¥Zª �{¥n©0Èa¥Z¥n  [ # min; # max]

��et �ª 2�3 £
et¬¤²�¥Z§Èa¥n¦¨¥��J¥n �¥n¦+et©¨¥Zªb²�§�¢¤ !� 2 1 ∈ [ # 1; # 1 + 500]
� 2�3 ∈ [2 ( 3 −1) + 1; 2 ( 3 −1) + 125]

´ TËÈSe�§Ø¦+et �ªT¯�ÀÅ¬¤³ �J¥n �¥n¦+et©¨¥Zª
�{¥n©0Èa¥Z¥n 

[ # max; 2 × 106]
´Xºa¬¥4et¦�¬¤³J��¾Á¯�¦'©�¿�¥Z§Ð¥Ï¢¤ �§¨©+et �®Z¥Z§���©�¿�¥_ �²TÀ!�{¥n¦9¯t¾� �¯� NÞ0®Z¯�¬¤¬¥Z®n©�¢¤£J¥n¬¤³�ªT¯�ÀÅ¢¤ yet©¨¥Zª

�Ãø{ù�ú � þ�
  
 � þ ��� ( � ) ��� 
ðù � � � þ���ÿ C � CÑú� � � 
ðù	�
 ?�þ � � ��� � 
  �	� ú�� 
ðùtú�þ � 
 � C �� #����ÿtú C��� ? þ¼ÿ �	� ú � ��� 
ðù � � � 
ðú �  �����
� ��
ðùtú(�#nú �  -¼úlþB? 
ðùtú � ÿ CaýAú � þK? � ú � ÿ � ú � #� ��� Ðý	��ú�� ��� 
ðùtú�� *l���n����� � 
  �	� ú���%
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@7A.BDC
J � min

�
max J�K L JPODL O ��Q RPSrT � L � SrT:V S � O ��Q RPS7T � L � S7TWV S � O ��Q S ��.- � 1 � �.-.-.-.-(öY_._._._ @ ön[bZ �D[aöY-._.c._ @ -]Z  D_`-]Z [7- @ @ ön[bZ  a[aöY-._.c._ @ -]Z  D_`-]Z [7- @ [ ö @ Z � @ -]Z dD[7d

� - � 1 �  Dd � d._(öY-.- � � @ c]Z d.d   nöY-.d dh-]Z �  f-]Z   nö @ c]Z d¼ö   nöY-.dodj-]Z �  f-]Z   nö �.-.c]Z  Dc*-]Z  Dc ��.- �.- 10 � öY_._.c � öYd.c � ö ö�öYc]Z d � ö�ö�ö:�¼ö �h-]Z � � -]Z _.c._ ö:�.-]Z  a[aö�ö�ö:�¼ö �j-]Z � � -]Z _.c._ @   3Z c¼ö�-]Z _._  
� - �.- 10 � � -.-.-.-  D_._._._ öY-7�.d]Z1\ ö ^ �.c.c.c¼öi-h-]Z �7�yö.Z -.- öY-¼ö � Z1\ ö ^ �.c.c.c¼ö -j-]Z �7�ñö.Z -.- �._ � _]Z1\gc ^ ö.Z -.-�.- � - 10 � öY_._._._(öY_._7�  ö:�.d]Z1\ � ^ _._ �.� -h-]Z � @ ö.Z �¼öY-]Z1\ ö ^ _._._D[h-j-]Z � @ ö � -  3Z ö
� - � - 10 � � -.-.-.-  D_._._._ ö �.� @ Z1\ ö ^ �7�.c7�D[o-h-]Z @ �yö.Z -.- ö �.�.� Z1\ ö ^ �.d._.c¼ö -j-]Z @ �ñö.Z -.- @ �.c._]Z1\ � ö ^ ö.Z -.-
������� � ´ � � TBet©+eÅ§¨¥n©¨§ÇÈÑ¢¤©�¿�¯�²T©�§�¢¤ÀÅÄT¬¤³.ªT¯�ÀÅ¢¤ yet©¨¥Zª�¢¤©¨¥nÀ9§�´��Ç¿�¥Íªcet©+e'¾Ò¦¨¯�À ��et �ª84

min
®Z¯�¬¤²TÀÅ �§¡§¨¿�¯�²T¬ª

�{¥µÀ«²T¬¤©�¢¤ÄT¬¤¢¥Zª&�2³
103 ©¨¯ �J¥n©Ø©�¿�¥µ¦¨¥4et¬$£
et¬¤²�¥A´

¢¤©¨¥nÀ9§'ªT¥n©¨¥n¦�ÀÅ¢¤ �¥Z§�©�¿�¥Õ¥SRÕ®n¢¥n �®n³Ö¯t¾Ø©�¿�¥-et¬$�J¯�¦�¢¤©�¿TÀ9§�´�'p¢¤©�¿Î©�¿T¢§ % ¢¤ �ªÖ¯t¾¡ªcet©+e �J¥n �¥n¦+et©�¢¯� $�*ÈÑ¿�¥n¦¨¥ T
<

2× # max
et �ª ? ¢§;¬Pet¦7�J¥Ñ¥n �¯�²!�A¿$�A©�¿�¥ÇÄ{¥n¦�¢¯2ªN¢®n¢¤©�³�ÄT¦¨¯�Ä{¥n¦�©0³�ªT¯2¥Z§; �¯�©�¿�¥n¬¤Ä Ê 
 2 ≈ 1

Ì¼´��	��
����¯�²T©�Ä{¥n¦Ú¾Ò¯�¦�À9§
§�¢$�A T¢ �\®4et 2©�¬¤³����	
�Oet �ª�§�¬¤¢$�A¿�©�¬¤³ ���	� C

3

´

��? � � Æ Q�Æ|�NS/Q=�
�4� 'óÞ0��ÉË¶i¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§ Ê e�®Z®Z¯�¦¨ªN¢¤ !�µ©¨¯ � S �`� ) Q ) -<� � ÌoÈa¥n¦¨¥%�J¥n �¥n¦+et©¨¥Zª«ÈÑ¢¤©�¿'©�¿�¥�¾Á¯�¬¤¬¯�ÈÑ¢¤ !��Äyet¦+etÀ9¥n©¨¥n¦¨§ 8# max = 1 ? � 2 max = 2 ? et �ª T

∈ [ # max; 10 ? ] ´;½�¯�¦Å¥4e�®Ð¿�Äyet¢¤¦ ( ? , # min)
�*È(¥ �J¥n �¥n¦+et©¨¥Zª E ����� C WGE�CH? T E

C�? W E F ? T�! W Ê ½�¢$��´ � ´ ¹2Ì¼´��Ç¿�¥�©�¢$�A¿2©Iet �ª_®Z¯�ÀÅÄT²T©+et©�¢¯� yet¬¤¬¤³b®¨¿�¥4etÄh²TÄTÄ{¥n¦ÚÞ �o¯�²T �ª.¾Á¯�¦Ç©�¿�¥Z§¨¥µ§¨¥n©¨§ �A¢¤£J¥Z§Ue'®n¬¥4et¦
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@7A.BDC
J � min J���� J�K L JPODL O ��Q R�S7T � L �US7TWV S � O ��Q RPS7T � L � S7TWV S � O ��Q S �öY- öY- �.-.- _._D[ � öY_.d � c]Z - @ c.-¼ö � ö  -]Z  D-*-]Z � _D[ ö�ö.Z·ö:� � @ � @ �h-]Z  a[*-]Z d @ - �._]Z -.d`-]Z d @ d
� - � � -.-  D_._7� �f�.� d.c [7-]Z [7c  nö:�.c._]\ ö ^ ön[ -]Z - � -]Z � ö öY-.c]Z _D[ � � �.cD[b\ ö ^ ö�ö -]Z � @ -]Z � ön[ �._  3Z @ -]\ ö ^ -]Z � �¼ö
� - öY- �.-.-  D_._ �.� c._.c @ [ ö.Z -7� @ _D[.[7_]\ @D^ do-]Z  D-�-]Z  D_ ö:�7�]Z d.dF�.d � öY-]\ @D^ @ -]Z  D_`-]Z  D_7�  nöYd]Z c.cf-]Z  D_.döY-.- öY- �.-.- _._.c.-._fd � _7� �.d  3Z·ö:� _.-  @ d ö -]Z @ �*-]Z � öY- @ cD[bZ - @ d � �.c._ ö -]Z  � -]Z � öY_ ö:�.d.c]Z  � -]Z � � @

������� � ´ ¹ ���4� ' ªcet©+eÅ§¨¥n©¨§�´ TBet©+e'¾Ò¦¨¯�À �.et �ª 4
min
®Z¯�¬¤²TÀÅ �§¡§¨¿�¯�²T¬ª#�o¥µÀ�²T¬¤©�¢¤ÄT¬¤¢¥Zª �2³

103 ´
e�ªN£
et �©+e �J¥9©¨¯ �	��
��� ®Z¯�ÀÅÄyet¦¨¥Zª�©¨¯#���	
��et �ª ����� C

3

´��Ç¿T¢§�{¯�²T �ªÓ¿ye�§?et �¢¤ÀÅÄye�®n©«¯� ë©�¿�¥� 2²TÀ!�{¥n¦�¯t¾
¢¤ �§�©+et �®Z¥Z§Ñ§¨¯�¬¤£J¥ZªÏ¢¤ _©�¿�¥�£"et¦�¢Pe��T¬¥�¦¨¥ZªN²�®n©�¢¯� h§�©¨¥nÄh¯�¦ �2³Õ©�¿�¥�¢¤ T¢¤©�¢Pet¬ 1�� 1 Ê ®Z¯�¬¤²TÀÅ hÈØªNÄDÌ¼�4©�¿�¥� �²TÀ��o¥n¦Ø¯t¾
¦¨¥ZªN²�®Z¥Zªh£
et¦�¢Pe��T¬¥ Ê ®Z¯�¬¤²TÀÅ b£4¦¨§ Ì¼�cet �ªh©�¿�¥µ 2²TÀ!�{¥n¦�¯t¾�§�©+et©¨¥Z§ Ê ®Z¯�¬¤²TÀÅ �¦¨§�© Ì¼´
$%�! 	� S2Æ"� ) �$N|�tÆ Q ) -(�NS/Q=�
�� �¯�¦¨ªT¥n¦Í©¨¯h®n¦¨¥4et©¨¥9ªN¢ RÕ®n²T¬¤©Í¢¤ �§¨©+et �®Z¥Z§µ¾Ò¯�¦ Tµ¶��
Èa¥-�J¥n �¥n¦+et©¨¥Zªë¢¤©¨¥nÀ9§Ë¢¤ Ö§�²�®Ð¿xe.ÈRe�³°©�¿yet©«©�¿�¥�¦+et©�¢¯

êé ¢§Iet i¢¤ �®n¦¨¥4e�§�¢¤ !�9¾Ò²T �®n©�¢¯� i¯t¾;©�¿�¥ÍÈ(¥n¢$�A¿�©�´o�0©¡¢§¡¥4e�§�³.©¨¯Õ§¨¥Z¥Í©�¿yet©�T � = ? ¢¤ �©�¿T¢§¡®4e�§Ð¥A´ # £
et¬¤²�¥Z§ØÈa¥n¦¨¥²T T¢�¾Á¯�¦�ÀÅ¬¤³�et �ªh¦+et �ªT¯�ÀÅ¬¤³ �J¥n �¥n¦+et©¨¥ZªbÈÑ¢¤©�¿T¢¤ °©�¿�¥Ë¢¤ 2©¨¥n¦�£"et¬
[ # min.. # max]

Ê ÈÑ¢¤©�¿�¯�²T©µªN²TÄT¬¤¢®4et©¨¥Z§ ÌVet �ªbÈa¥n¦¨¥
§¨¯�¦�©¨¥Zªh¢¤ �et �¢¤ �®n¦¨¥4e�§�¢¤ !�Õ¯�¦¨ªT¥n¦�´0�Ç¿�¥n  2 ÈRe�§ �J¥n �¥n¦+et©¨¥Zªb²�§�¢¤ !�

2 1 = 2 min + 	 1
et �ª

2�3 = b #D3 × (0.01 +
2�3 −1

#D3 −1
)c + 	 3 ÈÑ¢¤©�¿ 	N3 ¦+et �ªT¯�ÀÅ¬¤³ �J¥n �¥n¦+et©¨¥Zª ≤ 10

Ê�� ´òïAÌ

'�¥¡§Ð¥n© # min = 2 min = ? � # max = 10 ? ��et �ª.T�ÈSe�§"¦+et �ªT¯�ÀÅ¬¤³ �J¥n �¥n¦+et©¨¥ZªÏÈÑ¢¤©�¿T¢¤  [ # max..1000 ? ]
´ '�¥�ªN¢ª
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@7A.BDC
J � min J�K L�JPODL O ��Q RPSrT � L � SrT:V S � O ��Q R�S7T � L �US7TWV S � O ��Q S �� J J J [bZ _ @ @ öY-¼ö � @ -]Z  D-`-]Z c7�D[ [bZ c  @ öY-¼ö � @ -]Z  D-*-]Z c7�D[ �._]Z - � -]Z c¼öYdöY- J J J @ d]Z c  � d.d.-]\ ö ^ ö @ -]Z  @ -]Z [  � @ d]Z [ @`� d.d.-]\ ö ^ ö @ -]Z  @ -]Z [  � ö  a[bZ [7df-]Z [ � _�.- J J J öYc  3Z �.� ö:�.-¼öY- @ -]Z @ c`-]Z [7_¼ö öYc  3Z·öYc ö:�.-¼öY- @ -]Z @ c*-]Z [7_¼ö [ @.� Z �  �-]Z [7c @
� - J J J c.-.c]Z �.d � �  D_._ �h-]Z  Dd ö c.- � Z �  �� �  D_._ �o-]Z  Dd ö �D[7d  3Z � _ ö

������� � ´'( �.�� �®n¦¨¥4e�§�¢¤ !�9¦+et©�¢¯9ªcet©+e9§¨¥n©¨§ �J¥n �¥n¦+et©¨¥ZªbÈÑ¢¤©�¿b¾Ò¯�¦�À�²T¬Pe Ê�� ´òïAÌ¼´ TBet©+e'¾Ò¦¨¯�À �Î®Z¯�¬¤²TÀÅ �§�¿�¯�²T¬ª �{¥
À«²T¬¤©�¢¤ÄT¬¤¢¥Zª ��³

103 ´
 �¯�©¡¯ ��§¨¥n¦�£J¥=et �³h§�¢$�A T¢ �\®4et �©µªN¢V�
¥n¦¨¥n �®Z¥�o¥n©�Èa¥Z¥n  ���	
�� et �ª ����� C

3

�T©�¿�¯�²!�A¿&�{¯�©�¿bÈa¥n¦¨¥We��o¯�²T©Ø¹Õ©�¢¤À9¥Z§
¾�e�§�©¨¥n¦Ñ©�¿yet ����	
�D´



4 ��� �
τ∗ �  #2/6 ; 6�� ��� 012 68�: ��
	���!� � � � *-9 4�, �

�Ç¿�¥Z¯�¦¨¥nÀ � §�©��t©¨¥Z§�©�¿��t©�©�¿�¥' �¥nÈ �o¯�²T �ª 2
τ∗

¢§¡©�¿�¥ �{¥Z§�© %  �¯�ÈÑ Ó²TÄTÄ{¥n¦ÚÞ �o¯�²T �ªi¾Á¯�¦¡©�¿�¥"�4��'pÞ0��ÉË¶
¾��tÀÅ¢¤¬¤³J´J�0 9¯�¦¨ªT¥n¦a©¨¯µ¢¤¬¤¬¤²�§�©�¦��t©¨¥Ø©�¿�¥Ø¢¤ÀÅÄT¦¨¯�£J¥nÀ9¥n �©Ç¯� 9©�¿�¥(*2²��t¬¤¢¤©0³Å¯t¾
©�¿�¥��{¯�²T �ª
�JÈa¥Ø¿��Z£J¥Ø¦�²T  ����
���VÈÑ¢¤©�¿
2

τ∗

�t �ª 2��Å¯� ��.§¨¥n©Í¯t¾�¸n¹�´'%�%�% �4� 'pÞ0��ÉË¶V¢¤ �§¨©��t �®Z¥Z§�´ �Ç¿�¥'ÄT¬¯�©Í¯� ë©�¿�¥�¬¥¼¾<©Ë§�¢ªT¥�¯t¾#7 ) N�9 ��9��ëªN¦��ZÈØ§
©�¿�¥�*�²��t¬¤¢¤©�³Ö¢¤ÀÅÄT¦¨¯�£J¥nÀ9¥n 2©9¯ �T©��t¢¤ �¥Zª ��³�²�§¨¢¤ !� 2

τ∗

´��Ç¿�¥�*�²��t¬¤¢¤©�³Ö¯t¾�� �o¯�²T �ª 2 ¢§�®Z¯�ÀÅÄT²T©¨¥Zª ��³Ö©�¿�¥
���tÄ 8�� C

= (
2
−
! 2 E )/ ! 2 E ÈÑ¿�¥n¦¨¥ ! 2 E ¢§�©�¿�¥_¯�ÄT©�¢¤À��t¬(£��t¬¤²�¥.¯t¾Ø©�¿�¥Ï��ÉË¶��t �ª 2 ©�¿�¥Ï£��t¬¤²�¥.¯t¾Ø©�¿�¥

²TÄTÄ{¥n¦ÚÞ �o¯�²T �ª
´ O  �©�¿�¥Z§¨¥i¸n¹�´'%�%�%h¢¤ �§�©��t �®Z¥Z§��6Èa¥.¯ ��§¨¥n¦�£J¥9©�¿��t©�©�¿�¥���£J¥n¦�� �J¥Õ£��t¬¤²�¥Z§��t¦¨¥�� C
τ
∗

= 0.016
�

� C ü
= 0.023

�t �ª°©�¿�¥�À���»4¢¤À�²TÀ ªN¢V�{¥n¦¨¥n �®Z¥Å¯t¾(©�¿�¥-*�²��t¬¤¢¤©�³°¥+*2²��t¬§
0.956

´6±�¯[Èa¥n£J¥n¦�� ��§µ¢¤¬¤¬¤²�§�©�¦��t©¨¥Zª ��³
©�¿�¥'ÄT¬¯�©Í¯� Ó©�¿�¥�¦�¢$�A¿�©Í§�¢ªT¥A�o©�¿�¥�¢¤ÀÅÄ���®n©Í¯� Ó©�¿�¥�¦¨¥+*�²T¢¤¦¨¥ZªÓ©�¢¤À9¥'©¨¯h§¨¯�¬¤£J¥'©�¿�¥�¢¤ �§�©��t �®Z¥'¢§µ �¯�©!�t¬¤È"�Z³N§Ë¢¤ 
¾��Z£J¯�¦Ñ¯t¾*²�§�¢¤ !� 2

τ∗

´ '�¿T¢¤¬¥�©�¿�¥�¢¤ 2©¨¥n¦�£��t¬$¯t¾*§Ð¯�¬¤²T©�¢¯� h©�¢¤À9¥�¢§
[0..140 W ] ÈÑ¢¤©�¿��{¯�©�¿#�o¯�²T �ªT§[�2©�¿�¥µªN¢V�
¥n¦¨¥n �®Z¥

(
� C ü

−
� C

τ
∗
)
�JÈÑ¿T¢®Ð¿ÏÀ9¥#��§�²T¦¨¥Z§a©�¿�¥ ���tÄ.¯t¾
©�¢¤À9¥¡ÈÑ¿�¥n Ï²�§�¢¤ !� 2��¡¢¤ �§�©¨¥#��ªÏ¯t¾ 2

τ∗

��§�©��t �ªT§a¢¤ Õ©�¿�¥¡¢¤ �©¨¥n¦�£��t¬
[−7.25 W ..29.9 W ] ´ �Ç¿�¥��Z£J¥n¦�� �J¥«¯t¾;©�¿T¢§ ���tÄ�¥+*2²��t¬§ 0.05 W ¢¤ h¾��Z£J¯�¦¡¯t¾�2 τ∗

´

O  _©�¿�¥Z§¨¥�ÄT¬¯�©¨§��N¥#��®¨¿_Äo¯�¢¤ 2©Ñ®Z¯�¦�¦¨¥Z§�Äo¯� �ªT§Ç©¨¯'¯� �¥�¢¤ �§�©��t �®Z¥µ¯t¾$� �4��'pÞ0��ÉË¶�´ O  _©�¿�¥¡¬¥¼¾Ò©��N¥#��®¨¿_Äo¯�¢¤ 2©Ç¿���§
®Z¯4¯�¦¨ªN¢¤ ��t©¨¥Z§

(
� �
,
�

τ )
ÈÑ¿�¥n¦¨¥%� � Ê ¦¨¥Z§¨Ä$´&�

τ

ÌÇ¢§¡©�¿�¥����tÄ Ê �¡Þ0¯�ÄT© ÌL�t¯�ÄT© �{¥n©0È(¥Z¥n i©�¿�¥�¯�ÄT©�¢¤À«²TÀ £��t¬¤²�¥:! 2 E�t �ªh©�¿�¥Ë²TÄTÄ{¥n¦ÚÞ �{¯�²T �ª 2�� Ê ¦¨¥Z§�Ä$´ 2
τ∗
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�~��z �´Ã ¾Nz�|}����{}z£���<|}|¿z��·�}���~��z�Ù » Â��y�}zb{�¶¸�Jw��¿�Ëw�|¡�£�<{}zÍ���<���J�J�����~w��<u����y�y�Ëzs�9��zbu�|~wyx"z*�Kª���z����y¬"�<{~wy�~�J�
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Á�U1�{�S�^�1���{�2UW���Ä����±Æ�À�rUW�fU¨º+���-���fUW�{�S�^Á��Ø¦Z� �À§ Ç ÍÆ¦-�1���\���S�S�1º3�&�������1�!�����������{�S�d§5�2UW�{�{¯ Ç ���1��Ï¿�{�W±Æ��¾KUW�{�}Ó V"� �
Ç ¯-� � � � ª����&�����Ë¾¤���{�³�{�1���+�S�^�-�{���&º�£ � ! *<6 ¶ � ¡À�È�1���+���³Ó©¶	� �

���\�1�&� � �{�{�É�S�1ª¬«&�&�fUW�����1��UW�Z�x¥5«�������ª������Ë¾¤�r±Æ�5���-�É�1�\�S�1ª¬«&�&�����&º`�{�S�1�{���>����������Á&�&�����1�-�Ë«&¯�U1�{� UW�-��¾¤�
�����-�>����¯-��°���UW���������W±!��¯-� UW«&«&�{�S¥>��ªvUW�{�S�\�{�1���&�����1�-�Éº3���+���^Á��`��¯&�{�S� �ÃÇË� UW��º+�1������¯&ª�� � ¦ ���+���>����������Á&�&�����1�-�
UW�{��U1�{�{�5����UW�{�S�Â�{� UW���#�1Ú��{��ª¬«&��UW�{�n������¯-�³¦8� �À§ Ç �rUW�fUWÁ�U1�{� �½Ç ¯-���sUW�{�¨�S�1ª¬«&�&�{�S�dÁ��Â��¯&�{�2U1�>���&º���¯-�
�{��ª¬«&��UW�{�\¾Ë����¯@�{���{�¬�W±r�-�1�Ð�{����UW�{�S� «&�{�1�{�����D�{�S°��-���-�S�S�}¯�US�5���&ºÌ�����&º3��¯@�{�S��«��S�������+�����y�S°���UW�Ë�{� � �$� ��] �
�È¡�� ] � ��] �&%n¡�� ] ��%�� ��] �W±���¯-���{��ª¬«&��UW�{�������&º3��¯ � ~����@�W±���¯-�S�{���È���{�`�S�1���fUW���-�hUW«&«&�{�»¥5��ªvUW�{����� ®����
�{�S°��-���-�S�S� �

�r���-�S�3�<�S�1ª¬«&�&�����&ºaU¬�{�S�1�{�¨�>����������Á&�&�����1�d������¯-�³¦8� �À§ Ç �rUW�fUWÁ�U1�{�³�{�S°��&���{�S�r�{�1���5���&º UW«&«&�{�S¥>��ªvUW�{�����
¡ ����� �{�S°��-���-�S�x�Ä�{�W�Ä�{��ª¬«&��UW�{�aUW����º3�&ª������{� � ���&���Ì��¾¿����UW���-�S�³¾Ë�����¿Á½� � ��UW�����Ì�-�{�S� ����¯-�S�{�iUW�{����¯-���{�S�1�{�
��UW���-�S�Ë�1Á&�fUW���-�S� UW�Ë��¯-�¬¡S���?UW�-�hUW�É��¯-�'�W�{�\°���UW���������S��W±Z��¯-�À�>����������Á&�&�����1�yÍÆ�&���-�1�{�S�^�{�S��«��S�������+������Á���(

25UW�-�)(
75
Ï � ¦8���À§ Ç �-�È�S����¯-�¨±²�1�����»¾Ë���&º��È�{¯-��ª�� �½��¯-�¨�fU»¾ �{�S�1�{�\Í , $ ÏnÍÎ� � � � ��¯-�}�{�S�1�{�}�1Á&�fUW���-�S��¾Ë¯-����U

º3���+��� °��-����������UW����º3�-�S�Ô¾Ë����¯Ñ��¯-���{��ª¬«&��UW�{�hÏ����³�-�1��ªvUW��� �»�S� U1�S�S�1�{�>���&º��{�Â��¯-�¬±²�1��ª³�&��U+* $
= , 75− -�., 75− , 25

�
���&������¯-����UW���-�'* $ ÍÆ�2UW�����S���-�1��ªvUW��� �»�S�\�{�S�1�{�hÏÃ���¿�-�{�S���{�¨����UW����UW�{����¯-�r�{��������UW�-�S���W±���¯-���S�1ª¬«&�&�{�S�^�fU»¾
�{�S�1�{�À�{�}��¯-�³�S�1�-�����&���{�S�Â�>����������Á&�&�����1� �
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CPU time in log10(seconds) for the  CS−LR algorithm
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� ���1�d�W±}����ª��Ô���g�{�S�S�1�-�&�Â¾Ë����¯�£Ë§�� ! � UW��º+�W�
������¯&ª×�1�D��¯-��;>� U(¥>���iUW�-�H��¯-� !!� UW��º+�1������¯&ª
±Æ�{�1ª Ó ® �N�1����¯-� � � U(¥>��� � � �1��¯ UW��º+�1������¯&ª��¤�S�1ª}�
«&�&�{�hUW«&«&�{�»¥5��ªvUW�{�S�H�{�1���&�����1�-�}±²�1� V�� ® ��¯&�{�2U(�
�>���&º ���-���fUW�-�S�S� U1�{�{�5����UW�{�S�Û�{�g��¯-�D�{��ª¬«&��UW�{�
¡S~À§ &¹~ � ±Æ�{�1ªÊ��¯-�À¦8� �À§ Ç �rUW�fUWÁ�U1�{� �NÇ ¯-�À�����
�-�2UW�8���&���+�¤���¨��¯-�¿«&���1� ���Z��¯-�¿�����-� �

=
; ��� ¯�UW�

���À�1Á-�{�����+�S�Ô��� UØ�{��º3�&� � �2UW���³«����Å±²�1��ªvUW�-�S�}º)UW«
Á�����¾¤�S��� ��¯-� UW��º+�1������¯&ª�� � ¦-�1�d�x¥rUWª¬«&�������cU
«��1�����

(
;
,
�
) = (0.5, 3)

£Ë§�� ! � ���
102.5 ����ª��S�

± U1���{���Ë��¯�UW� !�� �{����U(¥	UW�����1� �

� � � P ¢-� ¡ Q £¤�3���Å��§�«&�����������&º ! UWº3�fUW�&º3��UW��������U(¥rUW�����1�Â�+���{���-� !!� ������U(¥	UW�����1�
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����� P ¢-� ® Q�� ���1���W±¹����ª��n�����{�S�S�1�-�&�r¾Ë����¯�£Ë§�� ! � ÍÄ£¤�3�{�Å��§�«&�����������&º ! UWº3�fUW�&º3��UW�Ô������U(¥rUW�����1�NÏNUW��º+�1������¯&ª
�1� ��¯-� ;>� U(¥>���}�+���{���-�`§ � � ! �ÜÍÄ§��{�x± UW� � UW����� � � ! UWº3�fUW�&º3��UW�D������U(¥	UW�����1�NÏ�UW��º+�1������¯&ª Ó�����1� ��¯-� � � U(¥>���
�S�1�-�S�����&���&º@�{�S�1�{���>����������Á&�&�����1�-�\�W±���¾¤� �{��ª¬«&��UW�{�S� ��� �1��¯H��¯-��;>� U(¥>���aUW�-� � � U(¥5���aUW�{�d���H���1º)UW������¯&ª¬���
�{�2UW���S� �ÉÇ ¯-�������-�2UW�Â���&���+�����#��¯-��«&���1�\���^��¯-�������-� �

=
; ��� S��Ä " Ç ¯-���{��ª¬«&��UW�{�Ð¡S~À§ &¹~×ÍÎ��¯-���1�-�

�{�x±²���{���-�S�S�\���ÔÓ����ÎÏ¿¯�U1�ÉÁ½�S���\��¯&�{�2U1�&�S�Â¾Ë����¯ V�� ® �{�S°��-���-�S�S� � 
iV��	�½ Ø"B¡S~ ! � � ���Ë�1�-�À�W±Z��¯-���{��ª¬«&��UW�{�S�
�5�������>���&º¬��¯-��Á&��º3º+�S���Ë«&�{�1Á&����ª ���-���fUW�-�S�S�Ë¾Ë¯-��� UW����º3�-�S�\¾Ë����¯\��¯-��¶ �W¢ �{�S°��-���-�S�S�?U1�{�{�5����UW�{�S�^�{�n���Ë���^��¯-�
�rUW�fUWÁ�U1�{� �
� ���1Á-�È�����+����¯�UW�@UW����¯-�1�&º3¯Â£Ë§�� ! �G���É�W±Î�{���`± U1���{���¤��¯�UW�Â§ � � ! �³�����`º+���-���fUW����¯-��«����Å±²�1��ªvUW�-�S�
�W±8Á½�1��¯ UW��º+�1������¯&ª������Ë�+�����^�����3�{� �

� �Ø�S�1�-�>�-���{�S�Ô��¯-�¬±²�1�����»¾Ë���&º��x¥5«�������ª������ � ¦-�1�¨��¯-�¬«&�&��«½�3�È���W±Ë��¯&���³�{�S�������1�y¾¿�`�È¯-�3�{� UÂ�{���³�W±�¡ ®
�-�1�>�Ä�������5��UW�5�{��ª¬«&��UW�{�S� � � � �>����������Á&�&�����1�-�\UW�{�KU1�{�{�5����UW�{�S���{����¯-��ª ��� � � �{���8�S�1ª¬«&�&�{�S�¨��¯-�S�È�¿�>����������Á&�&�����1�-�
�-�����&º;UW�n�x¥rU1��� UW��º+�1������¯&ª ±²�1� �{�1���5���&º���¯-�¿�&�-�&�����������&º �ÃÇË� «&�{�1Á&����ª �WÇ ¯-�¿�:UWª��¹�>����������Á&�&�����1�-�Z¯�US�+�¤Á��S���
U(±Æ�{����¾¿�1�{�&�Ö�S�1ª¬«&�&�{�S�n�-�����&ºr��¯-�TUW«&«&�{�»¥5��ªvUW�{�S�¬�{�1���&�����1�-�8�1Á&�fUW���-�S�nÁ��eUW���³�W±<��¯-�¿��¯&�{�S�KUW��º+�1������¯&ª��8¯-���{�
�S�1�-�����&���{�S� � � � UW«&«&�{�S¥>��ªvUW�{�S�\�{�1���&�����1�^¾¿��ª��2UW�^�{�S��«��S�������+��������¯-��±Æ�1�����h¾Ë���&º ����ÏÖ±Æ�1�@U � � � ª��5�&���½��¯&���
���r��¯-�}�{�1���&�����1��º3���+����Á�����¯-� !�� �{����U(¥rUW�����1� ½����ÏË±²�1��§ � � ! � ÍÄ§��{�x± UW� � UW����� � � ! UWº3�fUW�&º3��UW�Ô������U(¥rUW�����1�NÏ
UW��º+�1������¯&ª ��¯&�������r��¯-�}�{�1���&�����1�Ì�1Á&�fUW���-�S��±Æ�1� � ��� ���{���fUW�����1�-�`ÍÎ��¯-�n�&«&«½����Á��1�&�-�d�-�È�S�����ÐÓ����ÎÏ � ~����d�x¥>���
¾Ë����¯¬���S�{�Z��¯�UW� � ��� ���{���fUW�����1�-�Ö���\Ur����º3�}��¯�UW�Ö��¯-�Ë�x¥rU1���Z��UW���-�É¯�U1�8Á��S���¨±²�1�&�-� 1������Ï�±Æ�1�8��¯-��£¤�3���Å��§�«&�����������&º
! UWº3�fUW�&º3��UW��������U(¥	UW�����1� UW��º+�1������¯&ªÜÍÄ£Ë§�� ! �rÏ¿��¯&���É���É��¯-�À�{�1���&�����1�Â�1Á&�fUW���-�S�\������¯-���É±²�1� � ��� ���{���fUW�����1�-��1�
¾Ë¯-���Â��¯-�À�{����UW�����+�³�����{�1�Á½����¾¿�S���d�&«&«½���<UW�-�Â���»¾¿����Á½�1�&�-�^������S�{�Ë��¯�UW�

0.001
�

� �À�-�È����¯-� � & d�����{��º+����«&�{�1º3�fUWª¬ª¬���&ºØª��5�&�����������{�5�>�-�S�S�Â���ÔÓ ® � � ���Ë¯�U1�ËÁ��S���\«&�{�»�+�S�Â± U1�{�{���Ë��¯�UW�
��¯-� � � � ª��5�&���Ë�-�{�S� ���Ð��¯-�^«�U1� ��UWº+�Â��~ �ÃÇ �r�ÜÓ�¡h¶	�¾Ë¯&���{¯@¾KU1�¬¾¿�����Ë�fUW�
�+�S��UWª��1�&ºjUW���¤�-�1�>�Äª����fU
�{�����+���{������£¤~�¦>~À§ � �ÂÍ Ç ¯&���{�d£¿���������2UW�Z~��È�{�S�{��ª�������W±Ö¦-�&�����^~��&�{�1ªvUW�{�S��§������-�����&�{� � �{�S�>���������1�NÏ<UW�-�\���
£¤~À§ � �\ÍÄ§���¥5��¯d£¿���������2UW��~r�{�{�S�È��ª�������W±Ã§������-�����&�{� � �{�S�>���������1�NÏ ��� �S�2UW�-�{�À�W±Z����ª�������ª¬���Ë¾¿��«&�{�S�{�����Ë¯-���{�
��¯-�Ø�{�S���&���{�¨±Î�{�1ª×¡ � �>���{������Á&�&�����1�-�¬�1�&��� � £¤�1�-�S�����&���&ºÌ��¯-�d¡S���}°���UW���������`��¯-���{����UW�����+�������{�1�nÁ�����¾¤�S��� ��¯-�
�x¥rU1����UW�-��UW«&«&�{�S¥>��ªvUW�{�S���È�1���&�����1�Ô���

3 × 10−3 ���Ô��¾¤���2U1�{�S��UW�-�Ì���S�{����¯�UW� 10−6 ±²�1� UW���¹�1��¯-���³�2U1�È�S� �
£¤�1�-�S�����&���&º���¯-� �W�{�^°���UW���������3�>��¯-�r�{����UW�����+�������{�1�É���

10−3 ���^��¾¤�¬�2U1�{�S�?UW�-�����S�{�É��¯�UW� 10−6 ±²�1�?UW���
�1��¯-���
�2U1�{�S� �

~����n¡ ® ¡ ® � UW����º3�&ª������{��±Æ�1����¯-���{���Ø�W±�� � �>����������Á&�&�����1�-�^¯�U»�+�dÁ��S���#�S�1ª¬«&�&�{�S�BÁ��@��¯-���1��¯-������¾¿�
UW��º+�1������¯&ª�� � £¤�1�-�S�����&���&º ��¯-��¡S���^°���UW���������3�¹��¯-�d�x¥	U1���aUW�-� UW«&«&�{�»¥5��ªvUW�{�S�G�{�1���&�����1� UW�{���S°���UW��±Æ�1�aUW���
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 CS−LR/ SB−LR,  running time to compute distributions.

CPU time in log10(seconds) for the  CS−LR algorithm
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� ���1�d�W±}����ª��Ô���g�{�S�S�1�-�&�Â¾Ë����¯�£Ë§�� ! � UW��º+�W�
������¯&ªg�1�¨��¯-� ;>� U(¥>���qUW�-����¯-�¿§ � � ! �jUW��º+�1������¯&ª
�1�Ø��¯-� � � U(¥5��� � *DU1�{¯�«��1�����É�S�1���{�S��«½�1�-�&�¤�{�³��¯-�
�{�1�fUW�¿����ª��`�-�S�S�&�S�y�{���S�1ª¬«&�&�{�^�1�-�`�>���{������Á&�>�
�����1�`�&���{����ª¬���-�S�ØÁ���UW«&«&�{�»¥5��ªvUW�{����� ®���� UW����º3�>�
ª������{�¿�W±���¯-���fUWª������ �»� � �>¡��>���{������Á&�&�����1�-�¹¯�U»�+�
Á��S�����S�1ª¬«&�&�{�S�^¾Ë¯&���È¯\�-�S�S�&�S�^�{�1�������&ºn�{�1�fUW�����
¡ ® ¡ ® �<UW����º3�&ª������{� � � �1��¯³��¯-�1;>� U(¥>��� UW�-� � � U(¥>���
UW�{�����Ø���1º)UW������¯&ª¬�����{�2UW���S� ��Ç ¯-�������-�2UW�Ë���&���+�����
��¯-�}«&���1�À���À��¯-�}�����-� �

=
; � £Ë§�� ! � �����S�1�-�������

�{���������Ø± U1���{���Ë��¯�UW��§ � � ! � UW��º+�1������¯&ª �
����� P ¢-� � Q £Ë§�� ! � �+���{���-��§ � � ! � �>�{�S�2UW«&�����&��UW�����1�d«&���1���S�1�-�S�����&���&º�¡ ® ¡ ® ��UW����º3�&ª������{� �

�2U1�{�S�±Æ�1�ËÁ��1��¯ÑÍÄ§ � � ! �cUW�-�d£Ë§�� ! ��Ï?UW��º+�1������¯&ª�� � £¤�1�-�S�����&���&ºØ��¯-� �W�{�d°���UW����������UW�-�Â�����2U1�{�³�W±¹§ � � ! �
UW��º+�1������¯&ª ��¯-���x¥rU1���¿�È�1���&�����1���S°���UW���¹��¯-�;UW«&«&�{�S¥>��ªvUW�{�S�\�1�-����aUW���<Á&�&�¤��¾¤�}�2U1�{�S�¹���Ø¾Ë¯&���{¯^��¯-���{����UW�����+�
�����{�1�É���¹�{�S�{«½�S�������+�����

10−3 UW�-� 10−5 � ���`��¯-�r�fUWª��r°���UW��������� UW�-�Ø�����2U1�È���W±8£Ë§�� ! � UW��º+�1������¯&ª ��¯-���x¥rU1���
�{�1���&�����1���S°���UW�����¯-��UW«&«&�{�S¥>��ªvUW�{�S���1�-�À����¡ ® ¡3¡#V¬���-���fUW�-�S�S�<UW�-�\��¯-���{����UW�����+�³�����{�1����

7 × 10−4 �����1�&���
�}�2U1�{�S� �

��Á������1�-�����+�!��¯&���À���3�{���W±É«&�{�S���������1�HÍÆ�>�-���{�Â�S�1ª¬«&�&�����&º���¯-�¬�>����������Á&�&�����1�yÁ����-�1� UW��¾TU»�5�¨�fU �5���&º\��¯-�
�1«&����ªvUW��{�1���&�����1�NÏ¨���n�-��º3����º3��Á&��� UW�-� �&�5�S�}�-�1�}�&��º3�fU1�&�^��¯-�\°���UW�������Ñ�W±���¯-��«&�{�S�>���������1� � � ����¯-���{�x±²�1�{�
�S�1�-�����-�&�¨��¯�UW���¯-��UW«&«&�{�»¥5��ªvUW�{�S���{�1���&�����1�-��º3���+����Á��hUW���Â�W±\UWÁ��»�+�³ª����������1�-�S� UW��º+�1������¯&ª �2UW�dÁ½�³���-�x�
�S�S�{�Å±Æ�&�������-�{�S�^���Â��¯-�À�{�S�1�{���>���{������Á&�&�����1�-�«&¯�U1�{� �

���&���{�S�S�1�-�����&ª��������2UW�¹�x¥5«�������ª��������S�1�-�S�����-�����&�&�&���&º\����ª��¬�S�1ª¬«�UW�����{�1�-��±²�1���S�1ª¬«&�&�����&º UW«&«&�{�S¥>���
ªvUW�{�S�Ñ�{�1���&�����1�-�nÁ�� !�� �Ã§ � � ! �+UW�-�Ñ£Ë§�� ! �+UW��º+�1������¯&ª�� �8Ç ¯-�Ø�1Á&�fUW���-�S�y�{�S�{�&���{�eUW�{�����&ª¬ªvUW��� �»�S� �1�
� º3�&�{�S� ¢-� ¡3� ¢-� ® UW�-� ¢-� � � ¦Z��º3�&�{� ¢-� ¡¬�����2UW��������¯-�h¾�À��¯�UW�n£Ë§�� ! � UW��º+�1������¯&ªÜ����º3�&� � �2UW�������Ì�1�&��«����Å±Æ�1��ª��
��¯-� !�� �{����U(¥rUW�����1� � ¦Z��º3�&�{�S� ¢-� ® UW�-� ¢-� ���������-�{���fUW�{�É��¯�UW�¿£Ë§�� ! �@���Zª��3�������³± U1���{���8��¯�UW�Ø§ � � ! ��UW��º+�1������¯&ª �
Ç ��ª����{���-�{�������������Ø¾Ë����¯Â�{�S�{«½�S����{�}��¯-�³��� �»�À�W±Z��¯-��«&�{�1Á&����ªÊ���Ëº3���+���Â����¦Z��º �>¢-� � �
� ���������{Õ��������

Ç ¯-���{�S���&���{�������¯&���«�UW«½����S�1� � ��ªÊ�1�-�S��ª��1�{�3�&��¯�UW�Ë�����{��º+���«&�{�1º3�fUWª¬ª¬���&º UW«&«&�{��U1�È¯����É¾¿�������{�&���{�S�
�{�Ì�{�1���+�^«&�{�1�{�����Ð��¯&�{�2U1�>���&ºÔ«&�{�1Á&����ª � �����{�3�8¾¤�^«&�{�1«½�3�{�S��U��S�3�{�Å����«&�����������&º UW«&«&�{��U1�{¯��BUW�-�Ð�&�������+�S��U
�-��¾ ! UWº3�fUW�&º3��UW�B�>��UW�É±Æ�1��ª¨�&��UW�����1�@±²�1�¬��¯&���¬«&�{�1Á&����ª �¹Ç ¯&��� UW«&«&�{��U1�{¯H�S�1ª¬«�UW�{�S��± U»�+�1�fUWÁ&��� ¾Ë����¯Ð��¯-�
! UWº3�fUW�&º3��UW���{����U(¥	UW�����1�Ø«&�{�1«½�3�È�S������Ó���� � ���DUW�����h¾�¹�{�¨�{�1���+�Ë¯��&º+�����-���fUW�-�S�S� � �3¾Ë����¯��{�1���&�����1�Ø�{«�U1�S��W±���� �»�
�&«Â�{�

1077 �>¾Ë����¯&��� Un±Æ��¾#ª¬�����&�{�S� �
Ç ¯-�³�{�S���&���{����2U1�\�-���{�¬��¯&���
�^��¯�UW�����+���ÂÁ������{����«����Å±²�1��ªvUW�-�S���S�1�&���ÂÁ����1Á&�fUW���-�S�ÂÁ��^�{����U(¥5���&ºpU1�&�>���

�����1��UW�Ã�S�1�-�����fUW�����{�»���{���������&ºÂ�1����¯-�}°���UW���������W± !�� Á��1�&�-�&� � ������¯&����ªvUW�&�-���»����¯-�}�{����U(¥&�S��«&�{�1Á&����ª ¾Ë�����
Á��À�2U1��������{�¬�{�1���+� �-Ç ¯&������Ë��¯-�����&Á����S����W±8�1�&�����&���{������¾¤�1� � �

�������
	���
����������������
�������
1040

������������������ !�"���#� �%$ L'& �� �����(")��*
4 × 104

�����+�,���-��.�/���0���+ 
2 × 106 1 ����.��2��
����3 4 0�576



� ���������	��
�	�������
Ó�¡ � ÇÀ� ~ ���&�{�{�aUW�-��§ ��� ���)UW�-� � ���\��¯-� UW«&«&�{�»¥5��ªvUW�����1���W± «&�{�1�{�����Â��¯&�{�2U1�>���&º � ��� �����;����� ��� � ����� �"!�� �#�

$ � ����� � ��� ® ¡ � � ® �>¡�� ® ¶ �>��¡������ �
Ó ® �¨� � ~��-�&�1�-�»����§ �� UW������UW�-��µ � &BUW�-����� � �{�1�{����� Ç ¯&�{�2U1�>���&º � �{�1Á&����ª �3¦&�{�1ª � UW��¯-��ªvUW�����2UW� � �5�&�����

�{� � UW�fUW������� ��ª¬«&����ª������fUW�����1�-�h�<��µ�¦ �r� � § ¸ �1�&����UW� �1��£¤�1ª¬«&�&�����&º-� ®����W¢ ��¡ �&Í ¢ Ïx�&«&« � ��� �(� ¢�� �
Ó����}§��{�x± UW�  UW�������>§5�1���5���&º}��¯-� � �{�1�{����� Ç ¯&�{�2U1�>���&º � �{�1Á&����ª Á�� ! UWº3�fUW�&º3��UW�Â������U(¥rUW�����1��� � ~  � ®����W¢ �

¢ ��¯ � �1� �>��¯-�1«��1�Â~���º+�1������¯&ª�����  ���1���>±²�1��ªvUW�����S�»�  ����º+�����-µr�1��¾TU»�+�½§5��«&�{��ª¨Á½���n¡ ¢ ��¡h¶5� ®����W¢
Ó ¢ �¨Ú � ¦Z���{�{¯-���»�<¯�����« �"!�!(¾Ë¾Ë¾ � �S� � Á&º3� � U1� � ���#!�� � ��¯-�S����!3£¤~r¦>~�§ � �$!5�<Ú��S� �<®����3®
Ó����¨~ � £KUW«&�fUW�fU>�
� � £KUW���»�!§ � �����fUW���Ä��´ � ! UW�-����UaUW�-�  ��	� UW����� �+�Ø¡ ��� ¡ ��«&����ªvUW� � Ú  §������-�����&�{��~������

º3�&ª������{���Ö�����{��º+��� � �{�1º3�fUWª¬ª¬���&º � ����¯-�5�&�n±²�1��¦ ���-�>���&º���¯-� � U(¥>��ª³�&ª £¤�1���fU1��� � UW« ���+������UW«
/ ��!1��� � �
� � ����� �"!�� � ��� ��� � �)�%� ��� � 3 � ��¡3¡+ÍÅ¡hÏx� ®����W¢ �-«&« �-® ¶h�$� ®

Ó ���¨� ��¸<� ´��{�S����Á�����º-� � � * � �;UW���»� UW�-�Â´ � ! UW�-����U � ��«&«��1�����&�&�������S�¤±Æ�1�Ë�S�1ª³Á&����UW�{�1����UW� �1«&����ª¬� �#UW�����1�Â���
�S�1ª¬«&�&�fUW�����1��UW�ZÁ&���1���1º3� � ( *�)=*-, . $:/ ��!<��� � �>�&� ����� �"!'���(� 3 �
¡ �&Í��+Ïx� ®����W¢-�

Ó©¶	�¨�����1º���«&���x¥ � ¯�����« �"!�!(¾Ë¾Ë¾ � �����1º � �S�1ª)!(«&�{�5�>�-���{��!W��«&���x¥
Ó ·��¨� ��! UW��¯&�{�1«�� Ç ¯-��«&�{�1�{��������¯&�{�2U1�>���&º`«&�{�1Á&����ªÙ¾Ë����¯d�{�S°��-���-�S� UWª¬���-�iU1�����\�����{���fU1�������1��«&�{�x±Æ���{���-�S�S�

���µ � ���S�1ª¬«&�����{�3� � �{�1�{����� *Ö�&º � �!¡���� ¢ N¶ �
¡ � ���(�È¡ � �3·
Ó*���¨~ � � UW������� ¸-� � �1��¯&�����»� � � N��ª¬ª�����ªvUW�&��� ¸ ��¦ � ´r��Á&�fUW�»�Ë¦8� �À§ Ç �¤~Ü¦ �����{���  U1�{�S�G���S�S�1º3�&�������1�

� ����¯-���
� � �{�1�{�����-�»� ®����3® Ú��S��¡� ¢ �&Í ¢ Ï � ¢ � �(�$� � �
Ó�¡ � � ÇÀ� ! ���&º)UW�-��� � £¤�1ª¬«&�&�fUW�����1��UW�¤Á&���1���1º3�jUW�¨��¯-�ØÁ½��º3���&�&���&º��W±��¯-�Ø«½�3���Å�Äº+���-�1ª¬�������fU � ���y� � � �����

¯-����ªÂ�-�S�>���{�1�»�	(�� � ��� � � ��� �#9 � 
��  � � � 9 � � � � ��
��  � � � 9 � ��� � 5+�-�+�1���&ª�� ®������ �W± �>� � � !<���'* ��� � 9 �(�
����� �"!�� �#� $ � ����� � ���&«�UWº+�S� � ¢ ¡�� � � � � §�«&�����&º+���Å� �Ã������UWº-� ®���� ¡ �

Ó�¡3¡ �}´ ��! UW�-����U � �����{��º+��� � �{�1º3�fUWª¬ª¬���&º � ���&������±Æ�1�n£¤�1ª¬«&�&�fUW�����1��UW�  ���1���1º3� � �{�1Á&����ª�� � / � ����� �"!'� �
$ � � ��+ �%� � �,�"��� � � ¸ UW� �<®����W¢ � �Ã�1� � ¡��>�-µr� � ¡3�>«&« � � � ��¶3¶

Ó�¡ ® �¨� � � � ! UW��¯&�{�1«hUW�-� ÇÀ� ¦ � §�ª¬����¯ � ´r���1Á�UW�
�1«&����ª³�&ª «&�{�1�{�����^��¯&�{�2U1�>���&º}¾Ë����¯Øº)UW«&«��S�iUW����º3�&ª������?UW�-�
��ª¬«&�������2UW� «�UW���«½�1�{��������UW��� � / � .:��� � �-����� � � ® � � � � ¢ ¡��
��� �>� ¡������ �

Ó�¡����}´ ��!¹� µ���ª¬¯�UW�-�È���<UW�-� !Ã� ~ � � �1���{��� � (��.� � 3 �#� � �"5 ������v��#� � � ����� � ��*>�/��� �0��z � ��� ��� � � �������+�
¡��3·3· �
Ó�¡ ¢ � � �h� �1��������� �+�3~ ��� UW�������(� � ~��-�&�1�-�h�½� ¸ ��¦ � ´���Á&�fUW� � ¦8� �À§ Ç �(�����5�������{�S��UW�-�nÚr����������Á&�&�{�S�
�1����£�� �1 

®���� �>�-¦<�1�&����¯d��* * *D�����{������UW�����1��UW� � �1� �5�{¯-�1«��1������º3¯ � ���Å±²�1��ªvUW�-�S�}£¤�1ª¬«&�&�fUW�����1��UW�  ���1���1º3�
Ó�¡����¨� �>~g��UW�&º3��UWº+� UW�-�\�����5���{�1�&ª������±²�1�Ë���fUW�����������2UW���S�1ª¬«&�&�����&º-�-�#¦<�1�&�-�rUW�����1�Â±²�1�§��fUW�����{�����2UW� £¤�1ª}�

«&�&�����&º-� �r�����&��U>�-~��-��������U>� ®����W¢ �&¯�����« �"!�!(¾Ë¾Ë¾ � �Ë�Ä«&�{�"���S��� � �1��º
Ó�¡ ��� ¸-� £ � §5�����&Á�UW�Ä� ¸-� � �����rUW�&���h���������{�5�>�-�������1�^�{�¨�S�1ª¬«&�&�fUW�����1��UW�
ª��1���S���&��UW�ÉÁ&���1���1º3�+��¡����+¶5�>£¿¯�UW«&�{���· �

® � ® � ® ���>�  �{�5� �5��!3£¤�1��� � �&Á&������¯&���&º�£¤�1ª¬«�UW���+���>¡3¡À¦-�1�{�S��� ! ���>º+�À����U1�
� � U1��� � �¨´��{�»�+�3�N£¤~2� ��� � �
Ó�¡h¶	� ¸-� 6���� �y� ! �Ä�Z´ � ! �����!Ú � ����ªÂ�qUW�-� & � 6�� � ��~ �ÃÇ �r� ���1«&����ªvUW�¹«&�{�1�{�����Ñ��¯&�{�2U1�>���&ºdÁ��������-�2UW�

«&�{�1º3�fUWª¬ª¬���&º � / ��!<��� � �>� � �%���&�#� � ���#� � ��� �#93� �"5 �������%!'� � �����&� � �)�-����� � 3 � �!¡+ÍÅ¡hÏ �*� �4�N¡3¡»·>� ®���� � �
Ó�¡»·�� & � 6�� UW�-�ÌÚ � 6�� �¨� �{�1�{�����Ô��¯&�{�2U1�>���&ºÂ�-�{���&º � ���À§ � *¿£ Ç ���&�S����º3��UW�-�Ì����UW����UW�����1� � t �8�$� ���#� 9 �

$ � �#! � � !1�;� � )	!'� � �����&� �5� �"576����%�8��� �#9 � ¢�� ��� ¢ �4� � � ¢ � ®������>�
Ó�¡����¨µ � &BUW�-��� UW�-�Ì� � ~��-�&�1�-�»� � §5�1�������&ºÂ��¯-��«&�{�1�{�����Ô��¯&�{�2U1�>���&º�«&�{�1Á&����ªÞ���Ì«�UW�fUW������� � ���:93�8� * . �

; ���&<:= $ � � �&�"5:(?>@>@> (��.� �#��� � �����&� � � - ��� �69 �<� � ���A9B� 3 �Ìt��#� � ���#� � � � � ����� �"!'� � ��� �&� � �<�%����� � 3 � �
®���� �>�-~ �5�����Ä�&µ����S�3�-¦-�fUW�-�S�

Ó ®�� �¨µ � &BUW�-���aUW�-�\� � ~��-�&�1�-�h�½� � UW�fUW������� Úr���5���&� UW�-��£¤�1�-°��-����~�«&«&�{��U1�{¯Â±Æ�1�É��¯-� � �{�1�{����� Ç ¯&�{�2U1�>���&º
� �{�1Á&����ªÂ��£¤�1�-���&���{���-��� UW�-�d£¤�1ª¬«&�&�fUW�����1� � � �fU1�������S��UW�-� *8¥>«����������-�S�3� ®����W¢ �¡ � �C���>¡x�D�+¶ ¢

¾KUWÁ&� � �(�D�



� � � ���������

� � � ��� �=���
	 ��� � ��� ���

S T

 7 1 3 1

3 

4 

1

4

2 

1 

7 
8 

5 

1

4

1 

2
8 

1 

3

2

10

8

2 

1

2

2 3 4 5

( 1 1 )  (3 2)    2    (3 1)  (5 2)   4

( 1 1 )  (3 3)    7    (3 1)  (5 3)   2

( 1 2 )  (3 2)    3    (3 2)  (5 2)   7

( 1 2 )  (3 3)    8    (3 2)  (5 3)   5

( 1 3 )  (3 3)    5    (3 3)  (5 3)   2

  (1 3)                (3 5) 

NON−LOCAL COSTS

( 1 1 )  (3 1)    4    (3 1)  (5 1)   1

opt = f ((1,1) (2,1) (3,2) (4,2) (5,2)) = 14.0
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LevelCrossingControl

Light

BarrierBarrierSensor

TrainborneControl

VehicleSensor

OnboardPanelOperationPanel

Controller TrainDriver

OperationsCenter

state : LIGHTstate
switchOn()
switchOff()

getBarrierStatus()
status: bSTATE

lcc_train

train_oc

state : bSTATE

sendSignal()

state : STATE

closeBarrier()
openBarrier()
yellowLightOnt()

mode : {Safe,Unsafe}

redLightOn()
trainDetectEntry()
trainDetectRear()
yellowLightOff()
redLightOff()

rear

1

theBarrier

*

close()
open()

1

1

sensor

redLight

1

bSensor
1

1

oc

lcc_oc

1

1

yellowLight

lc

0..1

lc

state : tSTATE

getStateLC()
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applyBreaks()
continueRun()

oc

**

releaseBreaks()
receiveAck()
downSpeed()
upSpeed()
askAck()
standStill()

train

0..1
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Activated

Deactivated

Failure

trainDetectionEntry
/ yellowLightOn()

Closing
Barrier

Yellow
LightOn

ClosedClosed

Opening
Barrier

Opening
Barrier

timeOut_1 / redLightOn()

[bSensor.status=Closed]
/ setMode(Safe)

trainDetectionRear
/ openBarrier()

repair

deactivate

timeOut_3

failure

Red
LightOn

[bSensor.status=Opened]
/ setMode(Unsafe)

timeOut_2 
/ closeBarrier()
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CrossingArea

PhysicalTrain{not(self.train->isEmpty()) implies
self.barrier.state=Closed
and
self.barrier.sate=Opened implies
self.train->isEmpty()}

{self.crosses.barrier.state=Closed}

Barrier

criticalZone : Zone

speed : real
distance : real

train

crosses

0..1

0..1

state : bSTATE
guards barrier

1 1 {self.state=Opened implies
self.guards.train->isEmpty()}
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