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Mourir..., mourir pour se réveiller au
lever du soleil. Grandir, croire dans
I'indubitable, dans l'infinitude de la
mort et nos pensées, car la
renaissance est éternelle.

Renaitre dans la peau du temps,
maitriser la lumiére dans l’‘espace et
rouler en jouant avec l'ame qui
jamais existera. Une goute d’eau
égarée dans l'univers sans couleur ni
odeur, pleine d’oubli et mysteres,
d'échos sourds et regards profonds,
de regards sans couleur.

Est-ce ca la vie, ou simplement le jeu
de l'illusion qu’en courant dans mes
veines m'invente et me fait croire...,
croire que demain j'existerai pour
regarder vers I'horizon en révant de
la frontiere entre la chimere et
I'eternel?

Non, non, je ne suis que lillusion de
I'existence devenue une image
encrée dans |'espace par la lumiere,
me créant ainsi moi, |'‘étre sans
regard et sans couleur, celui qui
déambule un instant et s’en va,
piégé dans un éclat inattendu et
errant par la... étre de matiere une
seconde parce qu’une loi absurde I'a
voulu, moi, celui-la c’est moi !

GED
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Introduction

L’utilisation des séries de Volterra pour I’analyse de systémes non linéaires, et ses
principes théoriques, ont ét¢ amplement étudi€s par le passé [Sche80]. Les séries de Volterra
se retrouvent dans ’analyse des distorsions non linéaires, plus particuliérement dans le
fonctionnement des filtres employées pour la réception des signaux [Cher98]. Ainsi, on peut
trouver son application dans I’ingénierie biomédicale pour I’identification des noyaux de
Volterra de systemes non linéaires viscoélastiques, et obtenir de cette facon, la structure du
systéme [Zhang98].

Les séries de Volterra peuvent étre vues comme une série de Taylor dynamique, laquelle
présente dans chaque terme non linéaire une convolution multidimensionnelle. Sa partie
linéaire correspond a la réponse impulsionnelle classique d’un systéeme dynamique linéaire.

Sa représentation générale est donnée par :

- )
=20 D ZWk(t=T1""’7k)”q”12"'u,k

k=1 T)|=—00 Ty=—00 T} =—00

ou u, y, sont respectivement I’entrée et la sortie du systéeme dynamique, et les W} sont les
noyaux de chaque terme de degré k dans la série.

Citons quelques exemples d’application récents. La modélisation des produits d’inter
modulation par des séries de Volterra dans des amplificateurs de haute puissance pour des
applications mobiles, et de transmission satellitaire, ont été développées dans [VouleOl,
LeGal01]. Ils sont également utilisés pour la transmission en bande passante de signaux
modulés en QAM et PSK par un systéme s’avérant non linéaire [ChengO1]. Par ailleurs, une
nouvelle approche pour I’identification des noyaux de Volterra a été définie dans le but de
modéliser le comportement de circuits non linéaires et de systémes opérationnels a haute
fréquence [Wang03].

Ceci montre I’intérét réel que les séries de Volterra représentent aujourd’hui dans
I’analyse des systémes non linéaires. Ainsi, leur application - pour modéliser, calculer, et
expliquer le comportement de certains dispositifs de transmission et de réception des signaux
- est importante. En conséquence, la capacité a approcher ces comportements non linéaires,
repérés dans les signaux, trouve ses principes dans le traitement de ces signaux, et dans
I’analyse de ces séries.

On peut remarquer que dans la littérature, la plupart des travaux concernent les séries de
Volterra a horizon fini, c’est-a-dire définies par des équations du type :

d t t t
Vi =Z Z Z Z:Wk(t—z'l,...,t—1',{)1,;11%...”1A
k=1 7y=t-h 1,=t—-h 7,=t-h

ou d désigne le degré de la fonctionnelle de Volterra et /4 ’horizon du passé. En effet, dans
ce cas, le nombre de paramétres, représentés ici par les noyaux, est fini. Par ailleurs, ceux-ci



apparaissent linéairement dans I’expression de la sortie ce qui facilite leur détermination par
une technique des moindres carrés par exemple. En revanche, pour décrire de manicre
suffisamment riche de tels systémes, il s’avére que le nombre de parameétres nécessaire a la
description des phénoménes physiques, comportant naturellement une mémoire infinie a
travers une boucle de rétroaction, est souvent prohibitif.

Dans ce mémoire, nous travaillons sur les séries de Volterra a horizon infini mais dont les
noyaux ont la particularité d’étre séparables. On montre en effet que de telles séries peuvent
étre réalisées par des systémes bilinéaires dits homogénes. Cela signifie qu’avec un nombre
de parameétres raisonnable, on est capable de représenter des comportements beaucoup plus
riches que ceux décrits par les séries de Volterra décrites plus haut.

L’objectif poursuivi est de développer des méthodes capables de résoudre les problémes
de réalisation et d’identification des systémes non linéaires en les approximant par des séries
de Volterra de degré infini a noyaux séparables.

Le probléme de réalisation, tel que nous le posons, considére une approche stochastique
du systéme a représenter. En effet, le probléme consiste a rechercher un systéme bilinéaire
convenablement paramétré dont le comportement entrée/sortie est aussi proche que possible
de celui d’un systéme dont on connait les intercorrélations entrée /sortie quand 1’entrée est un
bruit blanc. Dans le cas linéaire, la série des noyaux de Volterra correspond a la réponse
impusionnelle du systéme.

Le probléeme de I’identification des systémes que nous considérons également dans ce
mémoire est posé de maniére classique : on cherche le systéme bilinéaire convenablement
paramétré qui explique au mieux un comportement entrée /sortie observé, c’est-a-dire dont on
connait une ou plusieurs trajectoires entrée/sortie.

Le chapitre 1 présente 1’état de I’art dans 1’identification de systémes non linéaires, et
offre un parcours, que nous espérons a jour, des diverses techniques utilisées jusqu’a
aujourd’hui. Ceci en restant autour des approches paramétriques de base analytique, et en
s’attardant sur le cas de la technique populaire des sous espaces.

Le chapitre 2 s’attache a décrire les formes particuliéres des systémes bilinéaires
homogénes et d’en donner diverses représentations (état, entrée/sortie multi-degré) en leurs
associant les formes canoniques, originales a notre connaissance. Ce préalable est en effet
nécessaire a la résolution des problémes de réalisation et d’identification.

Le chapitre 3 développe et décrit les algorithmes héréditaires proprement dits de
réalisation et d’identification des systémes dynamiques pour le cas des systémes linéaires et
bilinéaires homogenes.

Enfin, le chapitre 4 présente quelques résultats d’identification obtenus en simulation pour
des systémes quadratiques académiques.



1. Etat de ’Art de I’Identification des Systémes Non Linéaires

1.1 Références clé

Cette section a été construite de fagcon régressive dans le temps pour permettre au lecteur
d’appréhender le sujet traité en partant du présent. Cette approche permet ainsi de répondre a
deux questions : « Ou en sommes-nous de 1’identification non linéaire ? » et « Quels sont les
reperes trouvés par le passé pour retracer le chemin du passé? ». L’identification des systémes
non linéaires est un sujet trés largement étudié, on peut dénombrer prés de 550 publications
dans les deux derniéres années contenant le mot clé « Identification de Systémes » dans ses
résumés [Lju05].

Malgré cette importante quantité d’information, des éditions spéciales et des comptes
rendus ont été réalisés par la communauté travaillant sur 1’identification des systémes au fil du
temps. Par exemple I’édition spéciale la plus récente a été publiée en 2005 et on y trouve,
parmi ses titres, I’application de la technique d’identification des sous espaces aux mode¢les de
Hammerstein et Wiener. Ceux-ci sont des mode¢les dits « orientés en bloc » et représentent des
sous classes de modeéle de Volterra. On y trouve également d’autres approches plus récentes
pour I’identification des systemes non linéaires comme [’utilisation des « splines », lesquels
sont des polyndomes construis par morceaux, et des « machines a support vectoriel »
[IEEEOS].

Plus t6t, en 2001 et 1995, des analyses sur 1’état de I’art dans 1’identification des systémes
non linéaires ont montré les diverses possibilités d’approche de ces modeles par I’approche
« boite noire ». Cette approche revient a étudier la structure du systéme sans information a
priori, en utilisant, ces derniéres années, des réseaux de neurones, des représentations a base
d’ondelettes, et des modeles flous. On y trouve référence a la régression non paramétrique
employée par la communauté en statistique depuis plusieurs années, ainsi que les fondations
mathématiques des nouvelles approches [Autom95, Lju0O1]. L’édition spéciale citée de 1995 a
présentée dans plusieurs de ses publications la technique des sous espaces et 1’unification
théorique des ses différents algorithmes connus a la date de sa publication. Cette édition a
également présenté un compte rendu de son application pour I’identification des systémes
linéaires.

Une édition spéciale a été dédiée en 1992 a I’identification des systémes pour le controle
robuste, incluant des aspects validation de modele, controle de procédés industriels et
utilisation d’un schéma récursif dans la tache d’identification-contréle [IEEE92]. En 1985,
deux publications sur les mod¢les paramétriques de type entrée-sortie pour des systémes non
linéaires ont développé un modéle dérivé NARMAX (Nonlinear Autoregresive Moving
Average with eXogenous input), lequel a été comparé a d’autres représentations comme celles
de type polynomial (de Volterra) et affine dans 1’état [Ln85a, Ln85b].

Un compte rendu effectué en 1980 a été centré sur les expansions en fonctionnelles de
Wiener et Volterra, ainsi que sur I’identification de systémes bilinéaires généraux et des
structures en bloc liées aux modeles de Hammerstein déja mentionnés. On y trouve beaucoup
de références montrant, par son nombre et diversité, 1’intérét de la recherche menée dans le



domaine de I’identification des systémes non linéaires a cette époque. Pour les systémes
linéaires, la théorie d’identification était déja largement aboutie [Bill80, Lju83].

Finalement pour compléter cette partie de références clés, on ne pouvait pas ne pas
mentionner le papier publié¢ en 2001 par Giannakis et Serpedin. Ceux-ci y ont répertorié¢ une
grande liste de références sur 1’identification des systémes non linéaires et ses applications
[GianO1].

En considérant notre intérét pour I’identification des systémes non linéaires vis-a-vis du
traitement du signal, on a choisi dans ce chapitre de décrire I’état de D’art par deux
approches essentielles : celles d’espace d’état et celles d’entrée-sortie. La méthode des sous
espaces est la représentante principale de la premiére approche.

Des travaux récents montrent que les méthodes des sous espaces et d’erreur de prédiction
peuvent étre complémentaires pour achever une bonne performance dans ’identification des
systémes non linéaires. L’algorithme des sous espaces permettant une bonne initialisation
pour I’estimation des parameétres, cette estimation peut alors étre affinée par 1’algorithme
d’erreur de prédiction [Verd02].



1.2 Technique d’identification par la méthode des sous-espaces

1.2.1 Réalisation d’un systéme linéaire

Rappelons que le concept de réalisation d’un systeme linéaire consiste a déterminer la
réalisation d’état d’un systéme linéaire sous la forme

X, = Ax, + Bu,

1.1
v, =Cx, + Du, (I.1)

(ou x,eR", 4e R™, Be R, Ce R, et De R”™) dont on connait la réponse

impulsionnelle h, € R”" (paramétres de Markov). Celle-ci est définie par :

o= hu,, (1.2)

ou u, € R™ est I’entrée et y, € R”'la sortie. Si on applique une entrée impulsionnelle a
I’équation (1.1), en considérant 1’état initial nul (xo=0), on obtient :

0 t<0
h,=<D t=0 (1.3)
CA™B t>0

Il est clair que la détermination de la matrice D est donnée directement par la valeur de
hy.

Considérons & présent la matrice de Hankel d’ordre (n+1)x (n+1) définie par :

hy h, h,. U, U, Uy
H= h‘z h, 2 g = ”'2 ”'3 “1\'f+1
hn+l hn+2 h2n+l Uy Ugy 7 Unigy

On montre alors aisément que H se factorise selon le produit suivant :

H=T Q

n+1=%n+l1

avec



C

cA
r = . (1.4)

CA n—1
et
Q,=[B 4B - 4"'B] (1.5)

Ces matrices, nommeées respectivement matrices d’observabilité et de controlabilité, sont
de rang plein si, respectivement, le systéme est observable et contrdlable, condition nécessaire
et suffisante pour que la réalisation définie par (1.1) soit minimale. Dans ce cas, la matrice H
est naturellement de rang plein égal a la dimension du systéme.

Par construction, il est aisé de vérifier que cette factorisation posséde la propriété
d’invariance suivante :

l—‘2:r1+1 = 1—‘I:nA (16)

ou I désigne la sous matrice de T,

n+1

définie par les p (due a la sortie) blocs de lignes i a ;.

On obtient alors une réalisation minimale du systéme de la maniére suivante :

1. Calcul de la suite de matrices de Hankel de dimensions n =1 et calcul du rang de
celles-ci. La premiere valeur » pour laquelle la matrice devient singuliere fournit la
dimension du systéme, c’est-a-dire n = r-1

2. Calcul d’une factorisation de la matrice de Hankel H=T",, Q ,
soient de rang plein

3. Les premiers blocs de la matrice I',,; donnent la matrice C tandis que les premiers
blocs de Q ., donnent la matrice B

n+l

telle que I',,, et Q _,

4. Lamatrice A est alors déterminée par la pseudo inverse suivante (en général I, n’est

n

carrée) .
4=

1 )_1 -~ (1.7)

Il est bien connu que le résultat obtenu n’est pas unique, tout changement de variable
inversible sur I’état x, donnant la méme représentation entrée/sortie du systéme. A noter que
la factorisation de la matrice de Hankel définie dans la premiére étape de 1’algorithme peut
s’obtenir & partir d’'une décomposition de celle-ci en ses valeurs singuliéres. En effet, si on
calcule la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice H sous la forme H = QOSV ou

Se R™ est la matrice diagonale des valeurs singuliéres de H et ou Q€ R™",V € R™ sont

des matrices orthogonales, il suffit de définir T,,, =US"? et Q ., =S"*V pour définir la
factorisation désirée.



1.2.2 Identification

1.2.21 Principe de base

En général, on ne dispose pas ais€ément en pratique de la réponse impulsionnelle d’un
systeme réel. Outre la difficulté pratique de définir une entrée impulsionnelle réaliste, elle
donne lieu naturellement a des saturations des actionneurs. Pour contourner cette difficulté,
une approche stochastique permet a partir de la notion de bruit blanc d’obtenir la réponse
impulsionnelle de la maniére suivante : si a la place d’une impulsion on applique au systéme
un bruit blanc, I’intercorrélation entrée/sortie donne directement la réponse impusionnelle. En

effet, considérant la définition (1.2) avec u, bruit blanc, il est clair que E Lvluﬁ T]: h,. On peut

alors imaginer diverses techniques statistiques pour obtenir cette espérance mathématique a
partir de relevés expérimentaux.

Par ailleurs, les mesures faites sur un systéme sont toujours imparfaites et soumises a des
bruits perturbateurs. En pratique, la matrice de Hankel est toujours de rang plein. Diverses
approchent permettent de contourner cette difficulté. Une approche possible consiste par
exemple a considérer une matrice H surdimensionnée, c’est-a-dire de dimension largement
supérieure a la dimension de I’état, a décomposer celle-ci en valeurs singuliéres et a ne
conserver de cette décomposition que les valeurs singulieres supérieures a un certain seuil
laissé a la discrétion de I'utilisateur.

Une seconde approche, plus directe, s’appuie sur une représentation de la transformation
de trajectoires entrée/sortic qui sont de fait les données du probléme. Pour ce faire, on
construit les matrices de Hankel suivantes :

u, u, e u,
]
(Ug Ugn 7 Uniga
_yl Yo 0 In
Y = )’:2 )’;3 y}\:/H
L Ya Va7 Viiaa
et la matrice
X=[x;,xy]

ou &> n, la dimension présumée du systeme, afin d’assurer que ces matrices soient de rang
plein. On montre aisément alors que ces matrices sont liées par la relation suivante :

Y= X+®,U (1.8)
ou



- . i
CB 0

®,=| CAB CB D 0 (1.9)
C(4)“?B CB D|

Pour éliminer I’influence du terme @, inconnu, on réalise la projection hilbertienne de 'Y
sur I’espace linéaire engendré par U. Cette projection est définie par :

P[Yu]=YU" (UU")'U (1.10)
Par définition de la projection, on a I’orthogonalité suivante :

(Y-P[YUII" =0 (1.11)

Si on note IT=I1-U" (UUT )_IU, I’orthogonalité du sous espace de projection se traduit

par UIT=ITU" =0. En exploitant cette orthogonalit¢ dans 1’expression de Y (1.8), on
obtient :

YIT=T,XII (1.12)

Une décomposition en valeurs singuliéres de YII donne alors I',. En pratique, o étant
largement plus grand que la dimension présumée du systéme, on ne retient pour I’estimation
de I', que les n valeurs singulieres les plus significatives, et ainsi obtenir la dimension du
systeme. Une fois de plus, le choix du seuil qui élimine les faibles valeurs singuliéres est
laissé a la discrétion de 'utilisateur. Ainsi, YII est décomposée en la somme suivante :

YH = QSSYVST + QbSbeT (1 . 13)

ou le premier terme représente la partie « signal » et le deuxiéme la partie « bruit ». A noter
que ces sous espaces sont orthogonaux et qu’en particulier Q.0; =0. Donc, I’estimée de la
matrice d’observabilité est donnée par :

r,=0, (1.14)

Cette matrice étant ainsi déterminée, elle permet par les équations (1.4) et (1.6-1.7)

d’estimer les matrices 4 et C. La matrice @, est alors déterminée en projetant 1’équation
(1.8) sur I’espace des bruits, soit en multipliant & gauche par O, et a droite par U” (UUT )_1 :

o’'yu'(uu")" =o'r, XU (Uu")" + 0@, uu" (vuT )"

et d’apres (1.14) :
o, Yu'(uu' )" =g/o xu"(LU")" + 0/ @,1



ce qui fait possible de trouver, a cause de l’orthogonalité des espaces signal-bruit (donc
0,0, =0), la relation suivante :

oYU' (UU") =0l ®, (1.15)

d’ou nous pouvons extraire les matrices B et D en regardant I’expression (1.9).

1.2.2.2 Extensions

La technique de sous espace est apparue a la fin des années quatre-vingt et a été largement
développée dans la décennie suivante. Les pionniers a 1’origine de cette méthode sont
Larimoore : algorithme CVA (Canonical Variate Analysis) [Lar90]; Verhaegen : algorithme
MOESP (Multivariable Output-Error State Space) [Verh94]; et Viberg, Van Overschee et De
Moor : algorithme N4SID (Numerical algorithms for Subspace State Space System
Identification) [Vib93, Van94]. Les différences entre ces algorithmes sont basées sur deux
aspects :

1. Le sous espace caractéristique obtenu a partir des données d’entrée-sortie.
2. L’obtention en premier lieu a partir de I’ordre # du systéme soit :

a. De D’estimation de deux séquences consécutives de I’état pour déterminer les
matrices du systéme en résolvant un systéme d’équations par moindres carrés.

b. Des matrices A, C a partir de la matrice étendue d’observabilité pour apres
déterminer les matrices restantes du systéme.

Plusieurs extensions a des systémes plus riches, tels que de systémes ayant des bruits non
mesur€ en entrée.

Les méthodes de sous espaces ont ét¢ comparées a 1’algorithme dit « traditionnel »
d’erreur de prédiction (PEM, Prediction Error Method), ainsi qu’avec la technique des
variables instrumentales (IVM, Instrumental Variables Method). Ces comparaisons ont permis
d’identifier sa performance. Deux types d’entrée ont été utilisés pour cet effet : un bruit blanc
et une somme de signaux sinusoidaux. [Vib95]. Le résultat de cette comparaison a montré que
I’algorithme IV-4SID est compétitif par rapport a celui d’erreur de prédiction pour le premier
type d’entrée et moins performante pour une entrée moins riche en fréquence comme celle de
somme des sinusoides. Une autre comparaison entre la méthode N4SID et celle de PEM a été
menée aussi par le passé, mais cette fois-ci en utilisant un ensemble de données de procédés
industriels [Fav00].

1.2.3 Cas bilinéaire général

Il y a eu quelques tentatives d’extension au cas de I’identification de systémes bilinéaires
généraux de la forme :

X, =Ax, + Nu, ® x, + Bu, +w,

1.16
v, =Cx, +Du, +v, ( )



ou la matrice N =[N,N,---N, |e R™™, N,e R™",i=1,...,m caractérise la bilinéarité du
systéme. Le produit de Kronecker de deux vecteurs quelconque ae€ R”et be R? est défini

comme a ®b = [ale ---apr]T e RM.

Afin de généraliser cette technique aux systémes bilinéaires, une contrainte sur I’entrée du
systéme comme étant un bruit blanc indépendant du bruit de mesure v; et du bruit du
processus wy [Fav99] a été ajoutée. De cette fagon la théorie de sous espaces pour les
systémes linéaires a pu étre étendue au cas bilinéaire avec les matrices de covariance définies
par :

u, I, 0 0
El|w, [, w )=l 0 0 55,20 (1.17)
v 0 S"R

Il a été souligné, dans la référence ici concernée, que 1’utilisation du bruit blanc comme
entrée pour identifier le systéme peut sembler restrictive. Mais la richesse de son spectre
permet d’exciter suffisamment un plus large nombre des modes du systéme, ce qui est
important pour la tache d’identification. Plus tard cette restriction a été surmontée en utilisant
la technique de sous espaces a « quatre blocs » [Chen00].

Les dimensions de matrices du systeme bilinéaire a identifier étant trés large, une
technique d’optimisation du mod¢le bilinéaire a été proposée par ’emploi de la technique dite
des moindres carrés séparables. Pour résoudre ce probléme, une estimation initiale des
matrices 4, C, et N du systéme bilinéaire (1.16) par la méthode de sous espaces est réalisée,
pour ensuite I’améliorer de fagon numérique optimisation non linéaire. Finalement, on
obtient les matrices B et D comme solution d’un probléme linéaire de moindres carrés
[Verd99], [VerdO1].

1.2.4 Cas de modeéles Hammerstein et Wiener

Ce type de modeles sont nommés «orientés en bloc », du fait de leur structure
particuliere. Celle-ci consiste en une interconnexion de systémes linéaires invariants dans le
temps et de non linéarités statiques sans mémoire. Le modéele nommé de Hammerstein utilise
une non lingarité statique suivie d’un systéme linéaire dynamique, tandis que le modéle de
Wiener inverse I’ordre de ces composants.

u —» () » he —» ¥ u, —» b » () —> ¥y
Pt A\
(a) (b)

Figure 2.1. Modé¢le de Hammerstein (a) et Wiener (b).

10



Dans cette figure, la non linéarité statique est représentée par f(.) et le systéme linéaire
dynamique par h;, Pour le cas du modele de Hammerstein, 1’entrée intermédiaire et la sortie
sont données respectivement par les équations suivantes :

¢ =flu)=> ) =2 he. (1.18)

tandis que pour celui de Wiener on a :

0 d

=2 hu . y=2W) (1.19)

ou d est le degré de la non linéarité du systeme et #, la mémoire de la partie linéaire
dynamique.

Ces modeles ont été utilisés dans le passé dans divers domaines d’application et ont
encouragé la recherche sur le développement de nouvelles techniques d’identification. Par
exemple la technique de sous espaces MOESP a été étendue a 1’identification des modéeles de
Wiener par le développement de deux versions : celle nommée PI (Past Inputs) et celle
nommée RS (Reconstructed State variables), ou les entrées et les variables d’état estimées
sont respectivement utilisées comme des variables instrumentales pour I’identification
[West96]. 11 a été montré que 1’identification d’un systéme en considérant les modéles de
Hammerstein et Wiener est possible en utilisant en premier lieu la méthode de sous espaces
pour ensuite réaliser une minimisation au moyen de la décomposition SVD (Singular Value
Decomposition) [Gom02]. Plus tard une autre méthode a été développé pour I’identification
des modeles Hammerstein en utilisant ’algorithme de sous espaces N4SID et la notion de
moindres carrés par des « machines a support vectoriel » insérée dans les étapes de la
méthode de sous espaces [Goeth05].

Récemment, une structure en bloc de type Wiener-Hammerstein a été utilisée pour
I’identification des noyaux de Volterra associés a cette structure avec 1I’implémentation de la
méthode des moindres carrés « alternés » [Kiban06]. Ainsi, le modéle employé est donné par :

u —» b () g() —» ¥

P—1

Wit W2t
Figure 2.2. Mod¢le de Wiener- Hammerstein.

ou
h d
'lyl,t = Zhrut—f ')VZ,t = Z(l//t )k (120)
7=0 k=0
V= 8 W (1.21)
7=0
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avec t, et f, respectivement les mémoires des blocs linéaires d’entrée et de sortie.
Ainsi, les noyaux de Volterra associés a cette structure peuvent étre complétement

déterminés a partir seulement des coefficients dans la diagonal. Donc, dans la série de
Volterra de degré d (voir chapitre 2 pour plus de détails) :

d t ¢t !
Y =ZZZ.”ZWk(Tl""’Tk)ul—Tlut‘Tz ”'ut_“’rk

k=1 1,=07,=0 7, =0

les coefficients hors la diagonal des noyaux sont donnés par :

= h(7,) 1%
w(z,....t,) b h(t 1.22
k(l k t +1 _OTh_O h(h)dlk:][ ( hk g ( )

ou h,(z,),7, =0,...,t,sont les coefficients dans la diagonal du noyau de Volterra de degré

non linéaire d associés a la partie de Wiener du model (systéme linéaire 4, + non linéarité
statique f{.)) :

W, (t)=W,(z,...,T) = ig(fg)hd(f—fg), 7=0,...,t (1.23)

oUt =ty + L
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1.3 Représentation Entrée — Sortie

1.3.1 Cas linéaire

Pour réaliser I’identification d’un systéme, on dispose de mesures des trajectoires
d’entrée-sortie u_,y, € R, 7=1,...,t (cas ARX), ou seulement de la mesure de la trajectoire

de sortie y, € R, 7=1,...,¢ (cas ARMAX). Comme il c’est toujours le cas, les mesures de
sortie sont bruitées :

y,=> hau,_ +v, (1.24)

Dans un modéle paramétrique, 1’objectif est de caractériser au moyen de fonctions de
transfert et de ses parametres, le transfert de 1’entrée et du bruit :

v, =H(z) u,+ N(z)e, (1.25)

Pour cela, la décomposition des fonctions de transfert en des quotients de polyndmes pour
expliquer la dynamique du systéme est réalisée. L’expression des modeles couramment
utilisés pour I’identification des systeémes linéaires est la suivante [Lju99] :

A@)y, :%ut +%et (1.26)

ou u;, y, sont respectivement I’entrée et la sortie du systéme, et e, est un bruit blanc
quelconque. A(z), B(z), F(z), C(z), et D(z) sont des polyndmes en z', ou z désigne 1’opérateur
décalage. Ils sont donnés par :

A@)=1+az " ++a, z ",

B(z)=bz"'+b,z "+ + b, z",

= LT ~hy

F(z)=1+fiz ' +---+ nZ

C@)=l+cz '+ +c, 27",
— -1 cee ~Ma

D(z)=1+dz +--+d, z™.

ou by=0 dans le polynome B(z) si nous considérons des fonctions de transfert strictement
singuliéres.

Le prédicteur du modéle (1.24) trouve son principe dans la considération du bruit v,
comme un processus, lequel peut étre modélisé par :

v, =N(z)e, =D n.e,_, (1.27)
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ou ¢; est une séquence de variables aléatoires indépendantes.

Le prédicteur d’un pas en avance dépend de la connaissance de v; pour Tt < ¢-1, ce
qu’implique la connaissance de e; pour T < ¢-1. Ainsi, dans 1’expression suivante :

v, =N(z)e, =e, + in,et_r (1.28)

7=1

Vt\t—l = anet—r
7=1

on peut nommer :

comme la valeur conditionnelle espérée, basée sur la meilleure prédiction du v, au temps #-1,
avec e; un processus de moyenne nulle. D’ou on peut écrire d’aprées (1.27-1.28):

50 =[N -1k, =[1- N (), (1.29)

Si on prend ensuite 1’expression (1.24) pour t<¢-1,ona:
v, =y, —H(zu, (1.30)
et par la méme, la valeur conditionnelle espérée de y, peut étre donné par :
)7,\,_1 = H(Z)“z + ‘;t‘t—l
Ainsi, avec les expressions (1.29, 1.30) on obtient :

Bpa = H, +[1- N7 ()],

= H(u, +[1- N )|ly, - H(2)u,]

pour arriver finalement a I’expression :
Ppa =N @HE, +[1- N7 (2)]y, (1.31)

Donc, en dépendant du type de modéle considéré pour analyser le systéme de départ, le
prédicteur résultant sera donné, en remplacant dans 1’expression (1.25) :

C(z)

H(z)=——2— & N(z):m

ou I’on retrouve (1.26) et de cette forme le prédicteur général a partir du (1.31) comme :

A _D(z) - —B(Z)u
b=, C(Z){A( )y, ) } (1.32)

Ensuite nous pouvons définir les composants agissant dans la structure du prédicteur
comme :
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C(z) Flz)

puis o)

A Bz

Yy F(Z)ut
et

Voo = Ay, = 3.,

d’ou finalement

~ D(z) -

Ve = C(Z)yut

Le prédicteur du modele (1.32) peut étre récrit de forme compacte comme suit :
v, = 6’7(/)tﬂ (1.33)

ou les vecteurs de paramétres 0 et de régression ¢, ,, sont exprimeés par :

0 =(...a, b..b, fi...f, c..c, d..d,) (1.34)

¢trﬂ = (yt—l o ‘yt—na ut—l T ut—nb .);u,t—l . 'J;u,t—n/ j/t—l . ')N/t—n(, .)N}u,t—l . 'J;Ll,t—nd ) (1 35)

et ou les indexes n,, ny, 1y ne, ng désignent le nombre de retards temporels des données entrée,
sortie, et ceux obtenues pendant le calcul de I’estimateur et de I’erreur. Chaque type de
donnée est li¢ a son coefficient respectif.

En désignant par n le retard apparaissant dans (1.35), la relation que ces derniers
entretiennent avec chaque polyndéme est la suivante :

- »,,,sortie mesurée (associé au polynome 4)

- u, ,entrée mesurée (associé au polyndme B)

t—n?

- ¥....»prédiction basée sur les entrées passées (associé au polynéme F)

Y.,=Y._,—Y,_,,erreur de prédiction (associ¢ au polynome C)

Viiw =V — V.. crreur de simulation (associé au polyndme D)

ou nous devons signaler que dans le cas dans lequel la matrice 4#1, la sortie simulée p, ,

utilisé dans le vecteur de régression devient A(z)y:.

Il est clair que nous pouvons choisir le type de modele employé, selon I’approche a
implémenter. Ce choix dépend directement des éléments inclus dans le vecteur de régression
(1.35); et pour ce faire, nous cherchons a déterminer les polynomes associé¢s dans
I’expression (1.26) lesquels étant différents de la valeur unité, donnent lieu aux quelques
modeles particuliers suivants :

1. FIR (Finite Impulse Response), polynomes 4 = F=C=D =1
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BJ (Box Jenkins), polynome 4 = 1

ARMAX (Autoregressive Moving Average eXogenous input), polynomes F=D = 1
OE (Output Error), polynomes 4 =C=D =1

ARX (Autoregressive eXogenous input), avec polyndmes F=C=D =1

Nk wn

Il est important de signaler que le prédicteur défini dans I’expression (1.33) est en général
une régression pseudo linéaire. En effet, ¢, , dépendant lui-méme du vecteur de parametres
0, la relation entre prédicteur et parametres est donc clairement non linéaire. Une approche
classique consiste a estimer d’abord les paramétres 6 par un moyen quelconque pour ensuite
réactualiser les nouvelles données @, , .

Le critere d’évaluation pour décider de la capacit¢ d’un modéle a décrire des donnés
observées est sa capacité de prédiction. Pour ce faire, on utilise généralement 1’erreur de
prédiction :

yt:yt_.)’}t (136)

Il est clair que 1’objectif principal d’un algorithme d’identification est minimiser cette
erreur en un certain sens, pour ainsi récupérer les paramétres du systéme en question. Ainsi, le
critére généralement utilisé a cet effet est celui des moindres carrés qui, sur un horizon fixé ¢
est défini par :

I _r. 1 < NN
V@p)=5E[ =5 205, (1.37)
2 2t
Pour minimiser ce critére, il est nécessaire d’assurer la nullité de la dérivée par rapport

aux parametres, soit :
i, 6,9) 1< N
RAMANAD o W - =0
Yy t;(yf 9y

puis en y substituant le prédicteur (1.33), et en faisant la répartition des produits a chaque coté
de I’égalité, nous trouvons :

1
A 1< 1<
6, {;Z(Mi] ;Zcofyf (1.38)
7=1 7=1

si on suppose que @, , ne contient pas des donnees dépendantes de 6 comme c¢’est cependant
le cas pouryp, ,_,.¥,_,,V,,.,- L’équation (1.38) montre seulement de fagon simple la solution

d’un probléme de moindres carrés pour une régression.

1.3.2 Cas non linéaire

De I’ensemble de représentations d’entrée-sortie des systémes non linéaires on peut retenir
principalement trois cas :

- La représentation de type NARMAX (Nonlinear Autoregresive Moving Average with
eXogenous input), lequel est un modele polynomial aux différences récursives.
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- La représentation en séries de Volterra.
- La représentation par un mode¢le bilinéaire général.

Il existe d’autres représentations entrée-sortie pour les systémes non linéaires, mais on a
choisi celles-ci parce qu’elles ont été étudiés plus amplement par le passé dans divers
publications. Leur fiabilit¢ pour approcher des systémes non linéaires a d’ores et déja été
établie. D’ailleurs, le modéle bilinéaire général est un type de représentation polynomial aux
différences récursives, avec lequel on peut aussi approcher les noyaux d’une série de Volterra
[Haber99].

1.3.2.1  Représentation de type NARMAX

Le modéle NARMAX a été développé dans les années quatre-vingt pour de systémes
SISO (single input, single output) et sa forme est définie par I’équation :

V= f(y,_l,...,yt_ny,ut,...,ut_nu N )+ e, (1.39)

ou fest une fonction non linéaire, u;, y,, ¢, sont respectivement I’entrée, sortie, et le bruit du
systéme. n,, n,, n, sont ainsi I’ordre du modé¢le de I’entrée, de sortie, et de bruit; e, est
considéré une séquence de bruit blanc. Si la non linéarité est décrite par un polynome de degré
d, on peut écrire :

Y, =2.0x,+7, (1.40)
i=1
ou
d
ng=y.m, (1.41)

est le nombre total des composantes dans le polyndme, dont #; :
no=1 n=ni\(nytn,+tn.+i-1)/i, i=1,...,d
représente le nombre des termes de degré i=1,..., d par rapport aux parametres :

VA
6=(8,-..9,,) (1.42)

Ainsi, chaque composante d’état se construit de la fagon suivante :

X1 =1
P q r
xi,t = Hyt—nw- 'Hut—nuk 'Hyt—nem
j=1 k=1 m=1
i=2,...,n5, p,q;r20, 1<p+qg+r<d 1<n,<n, (1.43)
1<n,<n, 1<n, <n,

ou par convention, p=0, g=0 et/ou »=0, indique que x;, ne contient pas des termes y(.), u(.),
ou y (.) (erreur de prédiction), respectivement.
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Le prédicteur du systéme (1.40) au temps ¢ s’écrit alors :

j/t = GTgotﬂ (1.44)
ou
oy =xnx, ) (1.45)

L’erreur de prédiction est donné par :

yt:yt_j}t (146)
et le gradient du prédicteur par :

Wt,e=_:[x1,t,"',xn9’,]T, i=1,...,n6, (147)

lequel est un vecteur colonne de dimension 7.

Au début de ce chapitre, nous avons mentionné que ce modéle a été¢ dérivé comme une
extension du domaine linéaire au non linéaire par des modéles ARMA. De plus, il a été
comparé en détail aux autres représentations de modeles non linéaires dans quelques travaux
[Chen&9a]. Un algorithme de prédiction d’erreur récursif a été¢ développé pour ce modele et
appliqué a des données de simulation et réels [Chen89b].

Une extension du cas linéaire au non linéaire a été effectuée avec un modéle ARMA
(Autoregresive Moving Average) dans plusieurs publications. Dans une premiére approche les
données mesurées de sortie et d’entrée ont été développées dans un modele contenant des
expansions polynomiales de la sortie et de 1’entrée, plus des termes croisés :

Za Yoy +o +Zzall,2yt,yt l,+Z Sa,. i Ve Ve,

= i,=l1

+ij1ut ~i + +ZZ oia i Yi +Z Zb . 'u j "'ut—jq (1.48)
=0

=0/,=0 1= Jg=1

+Zzyt —i f]1+ +Z ZZ Z ’1 lquyt iy yt’ = t_-q

=lj= =l i,=1;;=0 j,=0
ou uy, ¥y, ip, j4 SONt respectivement I’entrée, la sortie, et les ordres dynamiques du systéme.

Les produits croisés entrée-sortie ont été ajoutés dans I’intention de réduire le nombre
important des parametres requis normalement pour calculer les noyaux dans une fonctionnelle
polynomiale. Le critére a minimiser pour l’identification a été celui de la moyenne
quadratique de l’erreur d’équation en dérivant un modeéle multicanaux en treillis par
algorithme de Levinson [Park81].
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1.3.2.2  Représentation en Séries de Volterra

La représentation générale d’une série de Volterra de degré infini est donnée
par 1’équation :

oo

V= ii Z---iWk (2t o ou, (1.49)
k=1

7=17,=0 7,=0
ou u, est ’entrée et y, la sortie, k est le degré de la non linéarité de la série.

Une approche pour identifier les noyaux d’une série de Volterra de degré deux a été
développée en utilisant 1 algorithme de Levinson [Kho85]. Ailleurs une technique rapide
d’orthogonalisation a été développée pour calculer les noyaux de Volterra avec pour entrée un
bruit blanc Gaussien [Koren91]. On a trouvé ainsi le développement des filtres de Volterra
adaptatifs en treillis pour I’identification de systémes non linéaires ou 1’algorithme utilisé a
été construit a partir d’'une entrée Gaussienne et d’une décomposition orthogonale par
I’algorithme de Gram-Schmidt [Math96]. Toutes ces approches partent de la forme (1.48).

Dans une autre approche le développement en séries de Volterra de ’entrée Gaussienne
du systéme a été utilisé. Les équations normales obtenues dans 1’identification pour le calcul
des noyaux ont €t¢ mises en termes des cumulants plutét que des moments. D’aprés la
formulation multicanaux présentée dans ce cas, 1’algorithme des moindres carrés transversal
avec une structure en treillis a été implémentée [Glen99].

Une décomposition orthogonale d’une entrée Gaussienne par des polynomes d’Hermite a
été développée avec I’intention d’identifier les noyaux de Volterra par un modele discret non
linéaire de Wiener en partenaire avec 1’implémentation du critére d’optimisation de moindres
carrés adaptif. Cette décomposition orthogonale suppose améliorer la vitesse de convergence
de D’algorithme d’optimisation et réduire le nombre de coefficients pour représenter les
noyaux de Volterra [OgunO1].

Finalement nous avons trouvé dans les références la méthode d’identification « aveugle »
des modeles de Volterra et Hammerstein. Avec cette méthode, méme si on dispose seulement
des données de sortie, deux cas ont été prévus : un dans lequel on dispose de la statistique de
I’entrée et I’autre dans lequel on ne la connait pas. Dans le premier cas, la statistique d’entrée
est celle d’un bruit blanc, cependant sa densité de probabilité n’est pas connue avec précision.
Dans le deuxiéme, il a été assumé qu’il s’agissait d’un bruit blanc Gaussien. Le calcul des
noyaux de Volterra a été effectu¢ par I'utilisation d’une forme linéaire multivariable en
calculant les cumulants de la sortie par un produit de Kronecker [Kaloup05].

1.3.2.3  Représentation par un Modele Bilinéaire Général

Le mod¢le bilinéaire général, étant une forme particuliere du modele NARMAX et ayant
la possibilit¢ d’approcher les noyaux de séries de Volterra, a été¢ étudié et testé pour
I’identification de systémes non linéaires. Il est donné par I’équation :

vo=Nay b+ e (1.50)
i=1 Jj=0

i=1 j=0
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ou u, est ’entrée et y, la sortie, n,, n, sont, respectivement, I’ordre du modele pour I’entrée et
la sortie.

Les travaux menés sur ce modele ont ét¢ motivés par sa forte capacité a décrire des
systémes physiques réels ; il apparait comme une simple extension d’un systéme linéaire au
domaine non linéaire [Mohl80]. Une approche pour son identification a été d’estimer les
noyaux de Volterra générés par un systéme bilinéaire pour obtenir les parametres concernés
par I’algorithme de moindres carrés [Inag84].

Par ailleurs, les méthodes récursives, utilisées dans le passé pour 1’identification des
systémes linéaires, ont été étendues a ce modele bilinéaire entrée-sortie. Ces extensions
portent, par exemple, sur les méthodes des moindres carrés récursifs, des moindres carrés
étendus, des variables instrumentales récursives, et de prédiction d’erreur récursive [Fna87].
Ces résultats ont été améliorés par 1’introduction d’une méthode récursive robuste qui utilise
les moindres carrés avec des poids modifiés dans le critére pour améliorer sa convergence
[Dai89].

On a trouvé ’estimation des paramétres d’un modele bilinéaire de séries temporelles,
ayant aussi pour objet, I’estimation de la variance d’un processus d’excitation de moyenne
nulle et Gaussien. Ceci a été effectué par le calcul des fonctions d’autocovariance et des
cumulants du troisiéme ordre de la série temporelle [Math91]. Dans une autre approche de
I’identification de systémes bilinéaires, I’inférence Bayesienne a été utilisée pour calculer la
fonction de densité de probabilité a posteriori des paramétres par moyen d’un échantillonner
de Gibbs. Ce dernier, en générant un vecteur aléatoire de 1’entrée-sortie du systéme, utilise la
densit¢ de probabilité conjointe pour ainsi obtenir la densité de probabilit¢é de I’entrée
[Meddog].

Un algorithme dit des « moindres carrés améliorés » a été développé pour I’estimation des
coefficients du modele bilinéaire par un algorithme adaptif des moindres carrés basé sur la
méthode du gradient stochastique. Ici, la fonction de minimisation a été modifiée pour réduire
le biais [Zhu99]. Un autre algorithme a ét€¢ implémenté au moyen des moindres carrés. Avec
celui-ci, I’estimation de la variance du bruit a été employée pour compenser le biais trouvé
dans I’algorithme classique de moindres carrés récursifs. De cette facon I’inversion des
matrices n’est plus requise [Medd00].

Comme il a ét¢ mentionné dans la section 1.3.4, les cumulants ont été utilisés pour
I’identification des noyaux de Volterra. Ceci a été aussi le cas pour les systémes bilinéaires
prenant comme entrée un processus indépendant de distribution uniforme, ou les cumulants
croisés entre la sortie et I’entrée du systéme ont été calculés pour obtenir les coefficients du
mod¢le. Une comparaison a été effectuée avec 1’approche d’erreur de sortie pour montrer que
le calcul des cumulants permet d’éviter les désavantages dans I’utilisation de la forme d’erreur
de sortie, comme les minima locaux et la dépendance dans les conditions initiales avec un
bruit de mesure Gaussien [Tsou01].

Le cas de I’identification « aveugle » a été aussi étudié pour les systémes bilinéaires avec
le calcul des cumulants a partir de la sortie du systéme pour une entrée assumée
statistiquement comme un bruit blanc non Gaussien d’ordre élevé. L’identification a été
développée en cinq étapes et il y a été souligné le besoin de bonnes conditions expérimentales
nécessaires pour le design de I’entrée assumée d’ordre élevé [Kaloup03].
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2. Structures Polynomiales

2.1 Introduction

Une structure polynomiale permet d’exprimer le signal de sortie d’un systéme quelconque
comme la fonctionnelle des signaux d’entrée et sortie élevées a une puissance donnée, ainsi
que des produits croisés entre ces signaux. Le degré résultant dépend de la structure de la
représentation employée, ainsi que de I’ordre dynamique li¢ aux échantillons enregistrés en
mémoire au fil du temps [Haber99]. Comme il a été exprimé au début de ce manuscrit, les
séries de Volterra offrent une représentation importante pour 1’analyse des systémes non
linéaires, surtout quand il est possible de réduire les nombre des paramétres concernés dans
les noyaux du polynéme en dimension finie.

Dans ce chapitre, nous analyserons les moyens de réaliser des séries de Volterra dont nous
verrons qu’elles ne sont réalisables en dimension finie que si les noyaux sont séparables. Dans
cette hypothése, elles peuvent é&tre réalisées par des systémes bilinéaires. Nous nous
attarderons alors sur les systémes bilinéaires homogenes (nilpotents) qui permettent de
réaliser des séries de Volterra de degré fini (a noyaux séparable) et étudierons les formes
canoniques possibles pour ces systémes. Parmi celles-ci, une forme privilégiée sera retenue
pour la réalisation et I’identification des systémes non linéaires pour sa linéarité en sortie vis-
a-vis des parametres. Enfin, nous développerons une forme NARMA multi-degré qui possede
cette propriété dans le cas quadratique.
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2.2 Définition d’une série de Volterra

Commencons cette section en donnant I’expression générale entrée-sortie d’un systéme
dynamique causal linéaire stationnaire a entrée monodimensionnelle :

=S (@ @

ou y,, u, sont respectivement I’entré et sortie du systéme, et ¥ (7) représente le noyau ou

fonction de poids du systeme linéaire. A noter que cette fonction s’apparente a la notion
classique de réponse impulsionnelle du systéme.

A P’opposé, dans le cas d’un systéme statigue a non linéarité « faible », la relation entrée-
sortie peut étre exprimée par une série de Taylor sous la forme suivante :

yt:W0+W1”t+W2(“t)2+”':zwi(uz)i (2.2)

Un systeme dynamique stationnaire a non linéarité faible peut donc a priori étre
approximé, au voisinage d’un point de fonctionnement, par une série de Volterra. Celle-ci se
représente comme la somme de convolutions multidimensionnelles ayant la forme suivante :

ZW (@), +ZZW (R T

T, = i =07,=0 (23)
_ZZZ ZW (TI’TZ’ Tk)ut—rl ut—r2 “.ut—Tk
k=1 7,=07,=
La série peut-étre décomposée comme suit :
= V! )+ V() += D Vi(u) (2.4)

Chaque terme de cette série est dit homogene, ce qui signifie que si I’entrée est multipliée
. . . T, d d .
par un coefficient a scalaire, au,, alors la sortie sera multipliée par a”, oy, L’expression d’un
terme homogene de degré k est donc la suivante :

Vk (u ) Z Z ZW (TI’TZ’ Tk)l/lt—:r1 Uz, U g, (25)

=07,=0
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Cette série peut étre récrite, aprés changement de variable, comme suit :

Vi)=Y, > - ZWk(t—Tl,z—2’2,...,t—Tk)urlu,2~--u,k (2.6)

| =—00 Ty=—00 Tp=—00

En modifiant la définition du noyau, et en tenant compte de la commutativité du produit
u, u, ---u, (les noyaux de la série on le méme coefficient pour toute permutation des instants

7,,...,T,), ON peut récrire cette série comme une somme sur un « hyper triangle » ot on impose
arbitrairement 7, 2 7,...> 7, comme suit :

V)= D, Z fl/f/k(t,q,fz,...,Tk)uflufz~--uTk (2.7)

T)=—00 Ty =—00 =

Si on considere de telles séries trés générales, le nombre de parameétres qui décrit celle-ci
est évidemment prohibitif pour pouvoir étre traité d’un point de vue pratique. Aussi, il est
important de signaler un cas particulier de séries homogenes, ou le noyau est dit séparable s’il
peut étre développé comme une somme finie de produits de fonctions d’une seule variable.
Cela signifie que la i-éme composante du noyau W* est alors définie par (en notation
vectorielle) :

7y n1

W, ry), = S-S K T [k ] x? ]1 k.] (2.8)

=l =l

ou n,,...,n, sont respectivement les ordres de séparabilité en (”[1,2'2 ),...,(z'k,t). Cette

hypothése de séparabilité est essentielle pour assurer la réalisabilité en dimension finie de
cette série. Par exemple, pour k=2, on a :

T

ou k. k.. K

Ly Iy, 1 ,m

sont les variables de la dynamique de sortie, quadratique, et d’entrée

respectivement, voir [Rugh81, p. 150] et [Lamna94, p. 124]. Ainsi, on peut observer
clairement a la sortie la i-éme composante du noyau.
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2.3 Réalisation d’une Série de Volterra a Noyaux Séparables par un
Systéme Bilinéaire

2.3.1 Série de degré infini

Considérons le systéme bilinéaire mono-entrée/mono-sortie suivant

xt = F'txt—l + Gtxt—lut + gtut (2 9)
yt = htxt

A noter que la présence du terme linéaire g,u, permet d’éviter au systéme d’étre dégénéré.
En effet si celui-ci était absent, pour une condition initiale nulle, le systéme resterait a zéro.

De méme, si le systéme passe par une valeur nulle, rien ne peut lui faire quitter cette valeur.

Par ailleurs, il est important de noter que la forme utilisée ici s’exprime par

X, =f(xt—1’ut) (2.10)
Y= h(xt)

contrairement au cas classique représenté par
xt =f(xt—1’ut—1) (2 11)
Y= h(xt= ut)

Si on réalise le changement de variable défini par :
Z = ¢F(0’t)xt
ou ¢,(0,¢) désigne la matrice de transition associée a la matrice F, :
¢F(t’ T):Fz¢F(t_LT)= ¢F(l"1‘+ l)Fr
on obtient pour le nouveau systéme 1’expression suivante :

¢ (1,0)
zZ, = ¢F (Oat) Ft¢F (t - lao)Zt—l + Gt¢F (t - lao)Zt—lut + 8.Y,

= Zt—l + ¢F (O’t)gtut + ¢F (O’t)Gt¢F (t _1’0)Zt—1ut

en utilisant la propriété des matrices de transition suivante

O (t’ 7'-)_1 =0 (T’t)
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Si on somme sur I’horizon }-eo,7] ce nouveau systéme afin de s’abstraire de ’effet d’une
condition initiale non nulle, on obtient :

2= 3 0,00.0)g.u, + 3 8, (0.0)G.0, (c - 10)z, .,

T=—00 T=—oc0

Si on applique a nouveau cette égalité dans la somme sur z__,, on peut récrire :

7-1°

7-1
Z - Z¢F O Tl g‘rur +Z¢F O Tl G ¢F 1O(Z¢F 0 TZ g‘rqur rz+ Z¢F O TZ G ¢F( ) Tu%j

Tj=—oc0 Ty=—00 Ty=oc0

En itérant ce processus indéfiniment (intégration de Picard), et en utilisant 1’expression de
la sortie en fonction de z, (y, = H,¢,(1,0)z,), on montre alors que la sortie du systéme peut
s’écrire comme la série de Volterra de degré infini suivante :

ZZ > - ZW LTy T U, ol (2.12)

k=1 7)=—00 T)=—c0 T =—o0

ou les noyaux sont par définition séparables d’ordre de la dimension du vecteur d’état et sont
définis par I’expression suivante :

W07 T T) = B0, (1 7)G0, (7, -10).0, (0.7,)G0, (7, -10)g,, (2.13)

A noter que dans cette représentation, les ordres de séparabilité des noyaux sont tous
égaux a la dimension de I’état x,.

2.3.2 Série homogene (de degré fini)

Chaque terme de degré homogene d de la série de Volterra a noyaux séparables peut étre
obtenu par le systéme bilinéaire (nilpotent) suivant [Brock76a,b,c] :

::At t1+bu
xsztxt1+Dt X, u,
(2.14)
=A'x’, +D/"'x"u
vl =cx/

ot chaque x! est un vecteur réel de dimension 7n,. A noter que cette représentation est en
quelque sorte implicite dans la mesure ou dans le second membre apparaissent a la fois x‘, et

x’"'. Cependant, cette écriture permet d’étre davantage synthétique qu’une écriture plus
lourde équivalente sous la forme suivante :
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1=Alx)  +bu,
[ = A/x] + DiA,x, u,+ Dby,

(2.15)
Adxd +Dd lAdlxd lu +DdlDd 2Ad2 d12(u) +Dd lDdZ Db( )

d
=Cc.X

d
X,
d
t tt

Y

Grace a cette définition, chaque terme x| est un terme de degré i en ’entrée u,. Plus
précisément, en faisant la somme du premier terme (linéaire), on obtient I’expression
classique :

t
x: = Z¢1(13TI 7 ur]

Ty =—

Le terme de degré deux x;, peut alors étre vu comme un systéme linéaire dont I’entrée est

égale & x)u, . En faisant la somme du terme de degré deux, on obtient :
t
2 2 11
X = Z¢ (t’ 7'-1)1)11)("11 url
T =—00

= _Z¢ (t.7,)D} Z¢(r1,rz)bﬁ u, u

Ty=—o0

et de maniére générale, en itérant ce processus :

=~

x) = 24/? (¢ Tl)Dk lu

(2.16)

Th-1

Z Z Z¢ @ 7"1)D“ Dl ¢(Tk 1 T )b U U

T|=—00 Ty=—00 [ =—00

Ceci conduit finalement a 1’écriture de la sortie sous la forme suivante :

= Z Z mZin(t,Tl,Tz,...,Tthlurz~--qu (2.17)

ou le noyau est défini par :
wit,z,7,,...7 )= ¢, (6,7,)D} 9" (7,,7,)..0;_ #(z, .7, )b, (2.18)

Il est donc clair qu’une série de Volterra de degré fini dpeut s’obtenir comme la somme
de termes de ce type de degré inférieur ou égal a d.
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2.4 Transformées en 7 et fonctions de transfert multivariables

Dans le contexte des systemes bilinéaires, la transformée en z doit étre définie comme
étant multi-dimenssionnelle. En effet, la transformée en z doit avoir la propriété d’un
opérateur linéaire. Or, dans les équations d’évolution des systémes bilinéaires certaines
variables apparaissent sous la forme de produit, ce qui donnerait lieu a une convolution entre
leurs transformées en z ce qui lui ferait perdre son caractére d’opérateur linéaire.

Pour définir une telle transformée qui permette de donner une représentation entrée/sortie
des systéemes bilinéaires sous la forme d’une fonction de transfert, il est nécessaire de définir
un nouvel état multivariable de la maniére suivante. A noter que nous utiliserons ici une
approche « séries formelles » sans aborder les éventuels problémes de convergence.
Définissons I’ensemble des états suivants :

~1o_ 1>1
X, =AX,  +bu,
XL =A%t +D'% oy Nk=2.d (2.19)
Tyl 7 -1,...,7,—1 Tpsouns Ty Ty 2 T L .
~d _ ~d
Ty yeensTy _qu ..... 7,

ou les 7,...,7, sont des temps indépendants introduits artificiellement. Par définition, les
composantes de degré k x* de 1’état et la sortie y¢ s’obtiennent par la formule suivante :

(2.20)

Notons Z(®) I’opérateur transformée en z. La transformée en z de I’entrée u, est alors
définie par I’expression suivante:

Z(u)= Zt: uz"'

=0 (2.21)
=u+u z ' +.otu_z +..
et la transformée en z multivariable de )?r; AAAAA . par
‘ ‘
Z(F, o )= 2 2 om (2.22)

ou z,..,z, sont des variables formelles. L’opérateur transformée en z multivariable est
clairement un opérateur linéaire et I’opération « multiplier par z;* » s’interpréte alors comme
I’opérateur retard de 7 sur la variable 7,. En effet, avec une telle définition, il est clair que :
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t
~k _ ~k -t _t—t
Z x’[l—’[,“.,Tk—T)_ Z zxfl—f,...,rk—rzl Ly

Ty=—0 [p=—o

) t (2.23)
_ ~k T —T—t T —T—t
D i
Tj=—00 [=—00
Par conséquent, on a :
t t
Sk R ~7 Sk T —t T —t
Z xrl—r,m,‘rk—‘r)_ Zl "‘Zk Zxrl ,,,,, TA.—IZI "‘Zk
f=—eo  Ty=—oo (2.24)

_ T _—Tpfk
_Zl “‘Zk z xq,...,rk)

A noter que la multiplication par un polyndme quelconque en z,,...,z, ne peut s’interpréter
par un retard que si ce polyndme est homogene en le mondme z,...z,.

Soient
Uz)=Z(u)
X' (Zl""ﬂZk ) = Z()?rkl,m,rk )
les transformées en z ainsi définies de I’entrée u, et de I’état X, . . Si on applique cette

propriété du retard au systéeme mutivariable défini plus haut, on obtient 1’écriture formelle
suivante :

,,,,,

XI(ZI):ZI_IAIXI(ZI)+bU(Zl)

2.25
Xk(zl,...,zk)zzl_l..zzl(Aka(Zl,...,zk))+ D' X" (250002, ) U2, W VE=1..d (2:23)

Ainsi, en multipliant ces équations respectivement par z,zz,,...,...Z;, on obtient les
fonctions de transfert de X'(z,)...., X (z,,...,z, ) sous la forme suivante :

Xl(Zl): (2111 -4 )_l bZlU(Zl)
X (z,0z,) = (zl...zklk - A" )_le_le_l (z,y0z, )22, Uz, )V =1..d
Y(z,00m0z, )= X (2, 00enz,)

(2.26)
ou I" désigne la matrice identit¢ de dimension n,. Pour simplifier les écritures, notons le
produit

Z,=2..2, (2.27)

Avec cette notation, les fonctions de transfert s’écrivent alors :
9

X'(z)=(@EI-4' _lzlbUZ
@)= )_1 ) 228)
X @pnz)= Gl = 4") ED' X (2100002, )U(Z, )V =1..d
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En substituant chaque X*(z,,...,z,) & son expression dans celle de la sortie Y*(z,,...,z,),

on obtient la fonction de transfert entrée/sortie du systéme bilinéaire homogéne sous la forme
suivante :

Y Grnzg) =Gl =A%) 2,07 C 1 =AY 2 DG~ A7) £ D ET - 4Y) 2pUG).UG,)
(2.29)
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2.5 Formes canoniques des systémes bilinéaires homogénes

Comme il apparaitra par la suite, la résolution des problémes de réalisation et
d’identification des systémes bilinéaires dont la série de Volterra est de degré fini impose
deux contraintes. La premiére est que la représentation paramétrée de ces systémes soit sous
une forme canonique dans le sens ou le nombre de paramétres de la représentation doit étre
minimal afin d’éviter une indétermination des parametres calculés. Bien que cette condition
ne soit pas strictement indispensable (possibilité d’utiliser des pseudo-inversion a la place des
strictes inversions), elle assure un bon conditionnement des algorithmes. En second lieu, la
paramétrisation doit €tre linéaire en la sortie observée du systéme afin de donner lieu a un
probléme convexe dans la démarche de minimisation de I’erreur de sortie.

2.5.1 Forme observateur

La forme canonique observateur peut s’obtenir par la proposition suivante :

Proposition 1: Le systéme bilinéaire homogeéne défini par I’équation (2.14) possede la
forme canonique observateur suivante :

1 411
x,=Ax,,+bu,

2 2.2 1.1
x; =Ax,_,+Dx,u,

x' =4, +D"'xu,
v =cx!
ou
b= - b, (2.30)
[ a! 0 0]
0 -

A* = : 0|Vk=1.d (2.31)
a,’;k 0 0
10 0
dr ... gk

pt=| Mk =1.d ~1 (2.32)
_dfk PRRETEINRTS ;;- .
c=[l 0 - 0] (2.33)
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Preuve : Il a été établi plus haut que la fonction de transfert multivariable de ces systémes
pouvait étre écrite de la maniére suivante :

H(zpponz,)= G =A%) 2,D7 G0 = 441 2, D2 G~ A7) 2,D' G I~ 4") zb
Par ailleurs, le théoréme de Cayley-Hamilton permet d’écrire I’équation caractéristique de

chaque matrice sous la forme suivante :

n;—1

(Y =X dl (1), Yk=1..d
=0

Considérons a présent la matrice P‘ € R"*"« de changement de variable utilisée dans le
contexte des systémes linéaires pour obtenir leur forme canonique observateur. Celle-ci est
définie par :

c
d dyd
Pd — C(A - an I )

c((Ad )n_l +a! (Ad )n—Z +o.alAdt +all’ )

Si la paire (c,Ad) est observable, ¢’est-a-dire si le rang de la matrice
o =| A

c(Ad )nd_l

est égal a la dimension 7, du vecteur x?, alors la matrice P est inversible. Cette matrice,
par construction, posséde les propriétés suivantes :

PdAd=1:1de
P =c
ou
a1 0 - 0]
ST .
A4 = P 0
afd 0 0
¢=[1 0 - 0]

-1 . .
Si on insere (Pd) P? =" dans I’expression de la fonction de transfert H(z,,...,z, ), on

obtient :
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cG ' ~4") D =c(P") P E I - 47) (P P/D"
=i, - A") P'D"
et la fonction de transfert peut-&tre récrite
H(zpnz,)= 8,10~ A7) PIDE, LI~ 4°) D2 DI ET - 4) b

Considérons la nouvelle paramétrisation D' = P?D?" qui peut se décomposer en lignes
selon I’expression suivante :

d-1
D,
"d-1
aa | Ds
D = 7
‘d-1
D,

Soit a présent P*"' € R"~""+ associé a la paire {Dld"l,A‘H} définie par :

D
Dl'd—l (Ad—1l_ ad—lld—l)

ng-1

Pd—l —

y 1 V-l _ Vg =2 g U
D]dl((Adl)”dl +ad1(Ad1)”d1 +”"+a;{1Adl+a;{11dl)

ng-1
A nouveau, cette matrice posséde les propriétés suivantes :

Pd—lAd—l — Ad—lPd—l

EPd—] _ D'd—l
|
Par conséquent, on a :
¢ ] D!
D! (Pd—l )—1 D!
2 Pd—l — 2 — D’d—l
Dy (P ) D
Si on définit
c
’g_ _1 1
ot _ Dzd l(Pd 1)
Dy (P )

alors la fonction de transfert peut s’exprimer selon :

H(zpnz,)= G, 1~ A7) D™ E, 1~ A7) DD G- 4") '
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ou D“* désigne la matrice P“'D?"*. En itérant cette procédure jusqu’a la partie linéaire, on
obtient :

HEy 2 =21~ 30) B Gt 1) B D G- 1)

avec b= Pb, ce qui est bien la forme annoncée. m

2.5.2 Forme controleur

Proposition 2 : Le systéme bilinéaire homogeéne défini par I’équation (2.14) possede la
forme canonique controleur suivante :

o1l
=Ax,, +bu,

1

t

2 2.2 1.1
i =Ax, ,+Dxu,

;1 — dxd1 +Dd_lxtd_lut
i =ex;
ou
b=[1 0 - 0] (2.34)
ol :H_
1 0 -« - 0
45 =| 0 Vk=1.d (2.35)
0 0 1 0|
1 d oo d,
. 10 :
D' =|. k=11 (2.36)
0 dri,l e dr; Sy
c=[e, - ¢, (2.37)

Preuve : Considérons a présent la matrice P' € R"™" utilisée classiquement pour dégager les
formes canoniques de contrdlabilité dans le contexte des systémes linéaires. Les équations
caractéristiques des matrices 4" s’écrit :

n;—1

(Y =X d (1), Vk=1..d
=0

Celle-ci est définie par :
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P]AIZA]PI
Pb=b
ou
a a,
0 - o 0
4'=lo
K 0 1 0]

b=t 0 - 0]
En insérant (Pl)_lP1 =[' dans I’expression de la fonction de transfert, on obtient :
D'(zI-4") b=D'P'(P") (@I'~4") P'(P') b
=D'P'((P) Gl - 4')P )_1 ®')'
=D'P' (' -4')'b
et la fonction de transfert peut étre récrite sous la forme suivante :
H(zpnz,)=c G = 47) DG~ 47) D (@I - 4') b

ot D'=D'P'. Considérons cette nouvelle paramétrisation et décomposons cette matrice en
vecteurs comme suit :
1 ¢! 1
b= o)

Définissons a présent la matrice de changement de variable P* € R"" associée a la paire
{DII,AZ}. Cette matrice possede les propriétés suivantes :

P2A2=A2P2
pp'=[p D, - D, ]

ou par définition D) =P’D;,Vi=2..n,. En itérant cette procédure, on obtient la forme
canonique annoncée, soit :

H(me,zd): E(Edld —/Nld)flf)d’l (Z,HIGH —/Nld’l)flf)d’z_,f)l (lel _;11)715
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avec ¢=cP’. m

2.5.3 Forme hybride

Pour chaque matrice dynamique A", il est possible d’opter soit pour la forme canonique

d’observabilité soit pour la forme canonique controleur. Cela signifie que dans la
représentation sous la forme :

1 411
x,=A,x,_, +bu,

2 422 1.1
xt _At'xt—l+Dtxtut

les matrices 4* peuvent prendre I’une des formes suivantes, (2.31) ou (2.35):

a“ 1 0 - 0] faf a”;l_
0 e T 1 0 -« - 0
A" = . . 0] ou A" =0
@, 0 - e 0] 0 - 0 1 0

Si A' ala forme observateur, alors on a (2.30) :

b= [b] bn]]r

b=[1 0 - 0]

sinon on a (2.34) :

De méme, si 4" a la forme observateur pour &k >2, etsi 4" a aussi la forme observateur,
alors on a (2.32) :

k-1 k-1
je dy! e di
k-1 k-1
dnk,l d"u"H
sinon
k-1 k-1
1 dl,l Ling_y
b1 0 : :
D= (2.38)
k-1 k-1
0 d”lml d”k My
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Enfin, si A a la forme observateur, alors on a (2.33) :

c=[1 0 - 0]
sinon on a (2.37) :

c=fe, - c,]

2.5.4 Forme linéaire en les paramétres

La mise en ceuvre de 1’algorithme héréditaire nécessite que les paramétres apparaissent
linéairement dans I’expression de la sortie du systéme. Il est possible d’atteindre cet objectif
simplement a condition d’imposer que les ordres de séparabilité de chaque sous-systéme
soient égaux entre eux.

Proposition 3 : Le systéme bilinéaire homogene défini par 1’équation (2.14) dont les ordres
de séparabilité sont égaux a n posséde la forme canonique suivante :

'=A'x) +bu,
tz = Azxf_1 + x;ut
Lol
vy =cx!
avec (2.30) :
bl
alk,l ces al,n
A =] : LVk=1,..,d -1, (2.39)
arl:,l arllc,n
al 1 0 0]
S0 T e
At=| 1t 0 (2.40)
afd 0 0
et (2.33):
c=[1 0 - 0]
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Preuve : Considérons la forme canonique d’observabilité définie plus haut par :

1 411
x,=Ax,,+bu,

2 2.2 1.1
x; =Ax,_,+Dxu,

x' =4, +D"'xu,

d _ d
yt - cxt
et supposons que les ordres de séparabilité n, soient tous égaux a n. Supposons de plus que
les matrices D", Vk=1,...,d—1 soient inversibles. Cette hypothése n’est pas restrictive dans la
mesure ou la présence d’une matrice D" singuliére revient a considérer que D‘x’ est

équivalent a un vecteur de dimension réduite, égale au rang de D*, et donc de modifier ’ordre
de séparabilité.

Considérons la nouvelle variable d’état X'~ = D‘"'x*"". 1l est clair qu’alors :

L’équation d’évolution de X' s’écrit alors :

|

)z_td—l =Dd—1Ad—l(Dd—l) )z_td_l +Dd—1Dd—2xtd—2ut
~ —1

Définissons alors  A*"=D""'4%" (Dd"l) et le changement de variable

¥ =D'D?x!. Onaalors :

~d-1 _ d-1~d ~d-2
X T =A"X + X"y,

. . o - S
En poursuivant ce processus, c’est-d-dire en définissant A*=D'A4*(D') et les

changements de variable successifs %' =D‘".. D’x’, on obtient la forme désirée avec

hb=D""'..Db.m

Cette forme canonique atteint bien 1’objectif souhaité.

Proposition 4 : Le systeme bilinéaire homogéne défini par la proposition 3 fait apparaitre
linéairement les paramétres dans 1’expression de la sortie.

Preuve : La forme canonique développée dans la proposition 3 permet de décomposer x*'
sous la forme suivante :
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d-1 _ 4d-1_d-1 d-2_d-2 1.1 d-2 d-1
x = AT AT w4+ A (1) +b(1,)

d-1
k k d—k-1 d-1

=ZA xt—l(ut) +b(ut)

k=1
La forme compagne de 4 permet d’écrire la sortie y, comme :
n n
d _ d_d d-1
Ve = zai Vit Z [xt—i+1 ]l. Ui_in
i=1 =1

ou [x[d’l] est par définition la i-éme composante du vecteur x*™'. Si on décompose la matrice
4

A“"" en lignes sous la forme :

on peut récrire la sortie comme suit :

n d-1 n n
ytd = aidyf,—i + Z Z Aikxtk—i (ut—i+1 )d_k—1 + Zb’ (ut‘”'l )d

i=1 k=1 i=1 i=1

qui est bien linéaire vis-a-vis des parametres du systéme. m
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2.6 Formes entrée/sorties multi-degré

2.6.1 Cas général

Considérons la forme canonique d’observabilit¢ définie plus haut. L’objectif de cette
partie est de donner une représentation entrée/sortie du systéme qui fasse apparaitre les sorties
canoniques de chacun des sous-systémes de degré homogene de degré 1 a d. Pour ce faire, il
suffit de remarquer que si on définit la sortie du k-iéme systéme (scalaire) comme étant la

premiére composante du vecteur x, soit :

avec (2.33) : [ |
c=1 0 -+ 0

Avec cette écriture, 1’évolution de 1’état x* de chaque sous-systéme peut étre définie a
partir de la définition de cette sortie de la manicre suivante :

xf=ENE +a'yt + Dy (2.41)
ou
[0 1 0 0]
E'=|: o0 0 (2.42)
10 0 0]
et
af
at=|: (2.43)
ak

En effet, il est clair que la matrice dynamique définie par 1’équation (2.40) de chaque
sous-systeme peut étre décomposée en :

A* =E* +a*c (2.44)
Ainsi, on a bien a partir de I’équation (2.14) :

k_ (rk k k k=1 k-1
X, —(E +a c)xt_l+D X, u, (2.45)
= Fhyk k ok k=1 k-1 ’
=E'x  +ta‘cx, ,+D" x;"u,
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. AT : ko k
qui est conforme a I’expression (2.41) etou cx,_, =y, ,.
La transformée en z multivariable peut donc étre récrite sous la forme suivante :

Xl(zl)z Z;I(E1X1(21)+alYl(zl))+bU(zl)

(2.406)
X (202, )= 2 (Eka (zysemrz, )+ @' Y (2,02, ))+ D' X Nz, sz, U2, ) VE=2..d
ou par exemple, la transformée en z de la partie linéaire procede de la forma suivante :

xt1 = Elxtl_1 +alyt1_1 +bu,
lel(zl)zEle(zl)+a1Y1(zl)+ble(zl)
Xl(Zl)zZI_I(EIXI(ZI)+a1Y1(Zl))+bU(Zl)

Le regroupement des termes en X* (z,,....z, ) conduit alors & I’expression :

X'(z)=(e0" - E") (@'Y (z,)+ b2,U(z)))
Xz, nz) = G I = E* ) (@Y (2, 0z, )+ DT X (2, oz, B U (2, ) VA = 2..d

(2.47)
Par ailleurs, il est aisé de montrer que :
E_l E—Z . E—n
Grogy'=| 2.48

zZ1 = - .. . 2,_2 ( . )

0 0o z

et que par conséquent :

cGI-E) =[F" 2 o o 2] (2.49)

Les sorties homogénes de degré k peuvent donc étre récrites sous la forme suivante :

Y*(z,y0nz, )= c(Z, 1 - E) (akYk (z,yz, )+ D' X (2,002, )2, Uz, )), Vk=2.d
(2.50)

Si on note
G*()=1-cGI-E) d"

K3
_ k~—i
=1- Zai Zy
i=1

(2.51)
chaque sortie peut alors s’exprimer selon :
Y (z,002,) = %c(zkz— E) D' X"(z0z, B UG )VE=1..d  (2.52)
k
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Si on itére I’expression (2.47), on obtient alors :

X (zppenz,) = (Zklk - Ek)_l ad'Y (zp.r2,)
+GJ - EY) DU ELIT - EY) @Y Gz )2 UG

+E I - EY) D E LT - YY) DX (2,02 B UG U,

En épuisant ce processus de substitution, on aboutit a I’expression de chaque sous-systéme
sous la forme suivante :

ic(gkl ~B'Df 71(51?1[ - )_1ak71Yk 71(215-%71(71 )D=..D" (EJH'[ T )_lakﬁ/k ) (le"ZlH' )EJH+1'EIfL](Zk4+1 ) D(Zk)
Yk(Zla"Zk): = -
G((Zk)

(2.53)

Le coefficient de chaque terme Y*'(z,,....z,_,)Z,_,.,U(z,_;11)--U(z,) est donc un polyndme
dont les parameétres sont construits comme des combinaisons algébriques des éléments des
matrices D',...,D"" et du vecteur a*”'. Du fait du produit avec le monéme Z,_,,,..Z,, les
termes de ce polyndme ont la structure suivante :

. . A A ~ ~—n;+1

e pourtout j=k—i+1,...,k, ce polyndme a pour base les mondmes 1, zjl,..., z].”f+

. . ~ N ~] N2 ~n
® pourtout j=1,..,k—1i, ce polynbme a pour base les monoémes z°, Z"..., Z,”

Pour simplifier les écritures, notons 1’ensemble des puissances de Z sous la forme

suivante :

S _

z

Z,..2} (2.54)

Détaillons alors, avec cette notation, les termes apparaissant dans 1’expression (2.53). En
vertu de la définition de Z par I’expression, ce polyndme est construit sur les termes suivants:

o Y'(z)U(z,)-U(z):

~—1,=n ~0,.,—ny+l 0, m L L L 1= (mytobmy—k41) 0,y —(ny+ny o tmy —k+1) 0,..., —nA+1}
Z, A yeees Zp =1 »Z, yooes Zp

~—l,.,=ny 0,.,—ny+l ~ 0=+l L L1 —(ny ot —k+2)  _0,—(ny+..4n —k+2) 0,..., —nk+1}
2 s 43 seees Zp =12, yZ3 seees Zy
. e
o Y'zpz  )U(z) :
19009 k—1 k)

d’apreés [Rugh81, p. 154-155] et I’expression (2.27).
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Rappelons que, par définition de I’opérateur retard, la transformée en z inverse a la
propriété suivante :
—1 = jyvk k
G Y @z ) =Y

Z"' (z;jU(zk))z U,_

Par conséquent, cette écriture permet de déterminer I’ensemble des retards intervenant
dans 1’écriture de y*, c’est-a-dire des termes de la forme

k-1 k-2 1
Vil jp Vi W Wy g ooy Vi Uy oYy
De plus on peut représenter le systeme bilinéaire homogene de degré k& comme une
cascade de sous-systemes dont I’entrée de chacun des sous-systemes comporte le terme

y¥~'u,, soit un transfert direct de la sortie de degré k-7 sur la sortie de degré k.

En effet, rappelons que, d’apreés I’expression (2.52), la sortie du k-iéme systéme s’écrit
sous la forme suivante :

Y(zp0mnz,) = thz )c(E,J C_ B DX 2z, B U (2, ) VR =1..d (2.55)
k

La forme canonique de D" fait que cette matrice peut se décomposer comme suit :

p=| 6 2.56
- 5k—1 ( )

ot D' contient 1’ensemble des paramétres du sous systéme (preuve de la proposition 1,
section 2.5.1). Par conséquent, le produit D" X* (z)5----2,; ) se décompose également en :

X! (Z1 ,...,Zk_l) :l 3 {Y"_l (Zl,...,Zk_l)

Dk_le_l(Zl""’Zk—l): Nk-1 v k-1 k-1 v k-1
D' X zppnz, )| | DXz 0z, ,)

} (2.57)

De méme, écrivons la décomposition suivante :

cz1-E)'z, =77 (2.58)
avec
Z'=E" . 5] (2.59)

Avec ces notations, on peut décomposer la sortie comme suit :

1 _ SRkl ke
Y (Zl""’Zk)= G (E )(Yk l(Zl"“’Zk—l )U(Zk)+Zlek X I(Zla'--azk—l )U(Zk )) (2.60)
k

Or, d’apreés (2.47), ona :
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X zpez )= (Zk_llk_l -E* )_l (ak_lYk_1 (Z1seer2, )+ DX 2 (210002,,)7, U7, )) (2.61)

Par conséquent, on obtient :

1 _
Yk (Zl""’Zk): % Yk I(Zla"-’zk—l)U(Zk)

()

Q

R

B 1 B Y (e ()
G (Zk)
1 ~ o~ [ _ OV e _ -
+ G (E )Zk]Dk I(Zk—llk '-E* ]) le Xt Z(ZI""’Zk—Z )Zk—lU(Zk—l )U(Zk)
k

(2.62)

En itérant ce processus comme précédemment, on obtient la forme suivante :

1 _
Yk (Zl,...,Zk)= Yk 1(219"-7Zk71)U(Zk)

G'(z,)
1 < 7 -1 k- —i (> —i -i |~ —iv k=i ~ ~
t = Z;'D*"..0* (Zk—ilk ~E* )lak ! (Zl""’zk—i)Zk—i+1"'ZkU(Zk—i+1)"'U(Zk)
G (Zk) i=1
LB i, 1 - B ) L 20 ) Uz,
G (Zk)

(2.63)

On peut alors trouver I’expression de la sortie de degré & du systéme en fonction de
produits de sorties de degré <k et des entrées retardées conformément a 1’expression ci-
dessus. Malheureusement, cette représentation n’est pas linéaire vis-a-vis des parametres.
Cependant, dans le cas quadratique, il existe une représentation « hybride » qui permet
d’assurer cette linéarité souhaitée.

2.6.2 Forme linéaire en les paramétres

Il est clair que la paramétrisation proposée au paragraphe précédent ne donne pas lieu a
une relation linéaire en les paramétres a la sortie du systéme. Cependant celle-ci permet de
nous éclairer sur une structure possible qui n’aurait pas cet inconvénient. Pour ce faire, il
suffit de considérer la forme suivante :

43



a1 )
_ 1.1
- Zaiyt—i + Zbiut—iﬂ
i=1 i=1
ny Ny

Za yt t+ytut+zz /yt z—/+1ut i+l

=l j=1 (264)

Ng Mgy

Za vyt 2 d

i=1 j=1

En effet, il apparait qu’avec cette représentation, le développement de la sortie en les
parametres prend la forme multi-degré suivante :

g Mgy

Za yt l+yt ut+zzdd lyt i— /+lut i+l

i=1 j=1

g Mg g1 g1 Mg

ny
:Za yt t+zzdd lyt i— /+1ut i+1+zaid lyt lu +szd 2yt l—]+1ut z+1u +yt (u)
i=1

=1 j=1 i=1 =1 j=1

d n d—1 Ny ny

= Z yt z(u )d ‘ + Zzzdz /yt i— /+1ut i+l (ut )d_k + Zbiut—iﬂ (ut )d_l
i=1

k=1 i=1 k=1 i=1 j=1

(2.65)

qui est bien linéaire vis-a-vis des parameétres du systéme.
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3. Réalisation et Identification par ’approche héréditaire

3.1 Introduction

Ce chapitre présente le corps de nos travaux théoriques sur la réalisation et 1’identification
des systémes bilinéaires homogenes décrits au chapitre 2.

La partie intitulée réalisation des systemes linéaire et bilinéaire s’attache a donner un
algorithme destiné a construire un systéme linéaire et/ou bilinéaire homogeéne dont on connait
la (les) fonctions d’autocorrélation entrée/sortie quand celui-ci est attaqué par un bruit blanc,
c’est-a-dire les fonctions du type

(2t )= Elyu oo, | 3.1)

Dans le cas k=1, cette fonction s’identifie a la réponse impulsionnelle d’un systéme
linéaire.

On montre que I’approche héréditaire étendue aux systémes bilinéaires homogenes de
degré k exhibe un nouveau type de calcul « multi-héréditaire » sous la forme de boucles
héréditaires imbriquées et qui a chaque pas de 1’algorithme balaye I’ensemble des
intercorrélations données sur le systéme.

Une deuxieéme partie est consacrée a I’identification des systémes linéaire et/ou bilinéaires
homogeénes dont on connait une trajectoire entrée/sortie bruitée mesurée sur le systéme
physique. Nous établissons dans cette partie que 1’algorithme s’étend facilement dans ce cas a
des systémes de degré quelconque.

A noter que pour les deux problémes étudiés, il convient, sur des cas physiques, de ne pas

considérer qu’un seul noyau homogene de degré £ mais la somme de systémes homogenes de
degré <k.
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3.2 Réalisation des systemes linéaires

3.2.1 Principe

Le principe de réalisation proposé ici repose sur une vision stochastique des systémes
dynamiques causaux (markoviens). La notion de réalisation héréditaire (ou a mémoire
augmentante avec le temps) est une technique exacte de réalisation des systémes linéaire a
partir de la donnée de 1’autocorrélation d’un signal de type ARMA [Mon94] (systéme linéaire
a entrée bruit blanc), de 1’intercorrélation entrée-sortie (réponse impulsionnelle d’un systéme
linéaire) ou des deux (systtme ARMAX). En d’autres termes, le probléme consiste a trouver
un systéme linéaire de dimension fixée dont 1’autocorrélation de la sortie (systemes ARMA),
I’intercorrélation entrée/sortie (systémes ARX) ou les deux (systétmes ARMAX) soit aussi
proche possible (au sens de L*) que celle(s) d’un systéme donné. A noter que cette technique
permet de réaliser une réduction optimale de la dimension d’un modéle linéaire, méme si
celui-ci est de dimension infinie.

Sa genese repose sur la théorie du filtrage optimal de Kalman. En effet, considérons le cas
ARMAX. La sortie du systéme linéaire peut étre définie comme suit :

n n n
Y= Zalyz—i +chvt—i +Zbl”z—i+1 +v, (3.2)
i=1 i=1 i=1

ou u, désigne I’entrée du systéme, v, est un bruit blanc (non nécessairement gaussien) et y,
est la sortie du systtme. A noter que c¢,=0,Vi=1,..,n conduit a la forme ARX et
b.=0,Vi=1,...,n conduit a la forme ARMA. On peut alors montrer que le prédicteur optimal
d’un tel systéme peut tre réalisé par le systeme linéaire suivant :

j;'t‘t—l = Z ati.),}t—i‘t—i—l + Z kzi e - J;';—i\t—i—l )+ Zb;“z—m (3.3)
=1 i=1 i=1

Dans cette représentation, -);t\t—l désigne le prédicteur optimal, soit :

ﬁt\t—l = E[yz|y0:t—1] (34)

le terme y, =y, - )7,‘[71 est un bruit blanc nommé « innovation »,{k;,i=1,...,n} sont les

composantes du gain du prédicteur optimal. Si le bruit blanc v, est gaussien, alors
I’innovation est également gaussienne. Par conséquent, la sortie y, peut étre réalisée a partir
de ce prédicteur, en utilisant le fait que y, = f/t‘H+ Yy €t un utilisant une nouvelle

paramétrisation sous la forme suivante :
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Ye= zatlyt—i + zctl?t—i\t—i—l + zbtlut—Hl + .)N/t\t_1 (35)
i=1 i=1 i=1

Cette représentation est appelée « forme filtre ».

Or, le prédicteur optimal est aussi le meilleur filtre linéaire, au sens du minimum de
variance. En d’autres termes, si on recherche dans la classe paramétrique des systémes
linéaires de dimension égale a celle du systéme de départ le systéme linéaire de la forme (3.3)

qui minimise :
n 2
Q/t _yt\t—1) (36)

on obtient le meilleur prédicteur du systéme, donc le meilleur modéle. Il apparait alors
clairement, comme en commande optimale, que le calcul des paramétres optimaux a 1’instant
t s’appuie sur les estimations et innovations précédentes, sans remettre en cause le passé¢ de
celles-ci. En commande optimale, ceci se traduit par le principe d’optimalité qui dit que toute
sous trajectoire d’une trajectoire optimale est optimale.

Pour obtenir le modele optimal, on considére un prédicteur de la sortie variable avec le
temps, comme c’est le cas en filtrage linéaire de Kalman. Les valeurs asymptotiques des
parametres du filtre sont alors transformée en forme filtre.

r . 9 N . . r o1 . ~

Cette opération s’interpréte comme une projection de y, sur ses prédictions Yiiimir> S€S
innovations y,_,_., =y,_;=V,_;._., et ses entrées u,_, passées. Si on définit le vecteur de
régression :

_ra A ~ ~ T
G = [yt—l\t—z 200 yt—n\t—n—l > yt—l\t—z 00 yt—n\t—n—l sUpseess ut—n+1] (37)

I’équation du prédicteur est alors linéaire en les parameétres sous la forme suivante :

-),}t‘t—l = 9[T¢t—l (38)
avec

a
6, =|c (3.9)
b

Les paramétres optimaux sont alors obtenus par simple inversion d’un systéme linéaire
comme suit :

6,=Efp ol ] Elo.v.] (3.10)

Si on considere le produit extérieur entre deux variables aléatoires x, et y, vectorielles
défini par :

T
(xly)=E[x )] (3.11)
le prédicteur optimal peut étre vu comme la projection, au sens de ce produit, de la sortie sur

les sorties, innovations et entrées précédentes :
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.);t‘t—l = P(yt

11 apparait donc nécessaire de calculer a chaque instant les autocorrélations du vecteur de
régression ainsi que ses intercorrélations avec 1’entrée et la sortie. Or, il est clair que ces
espérances n’ont pas une écriture récursive en dimension finie (en fait en dimension non
bornée). En effet, pour calculer les valeurs a I’instant ¢ des autocorrélations et
intercorrélations, il est nécessaire d’avoir la connaissance des statistiques de y 2 = .. ,,

V2o YVicij—aos W5 Y mnn-15Victi=n-1>Yinn1 ) (3.12)

donc de 6_, qui lui-méme dépend de celles de ¢, ;, et ainsi de suite. En définitive, le calcul
de 6 fait appel a toutes les valeurs passées des parametres 6,,7=1,...,t—1 , | étant I’instant
d’initialisation.

Le critére a minimiser est quadratique et, par conséquent, annuler la dérivée de celui-ci
est également une condition suffisante d’optimalité. De fait, la dépendance non linéaire en les

parametres est résolue au prix du caractere héréditaire de 1’algorithme (en pratique, 8 mémoire
augmentante).

3.2.2 Algorithme

Nous décrivons ici I’algorithme dans le cas du modele ARX. Le probléme consiste donc a
rechercher le systeme linéaire causal sous la forme suivante :

J;z =iab}z—i +ibziuz—i+1 (3.13)
i=1 i=1

dont on connait I’intercorrélation entrée/sortie, a partir de laquelle on obtient la réponse
impulsionnelle 4, soit la fonction :

E[yu]=h(t-7)\Vr<t (3.14)

le systéme étant supposé stationnaire. Définissons les vecteurs de paramétres suivants :

_ 1 n
a, = [at,...,at ]T

(3.15)
b =[]
et les vecteurs de régression suivants :
Y = [);t—l R, ]T (3.16)

T
Ut = [ut ""’ut—n+] ]
Avec ces notations, le modele de prédiction s’écrit de la maniere synthétique suivante :

Po=(a)Y,+()'U, (3.17)
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2
La minimisation de la variance de 1’erreur E[(y, - y”_l)}condult, apres dérivation par

rapport aux parametres, aux équations d’orthogonalité suivantes :

E[(yt _.),}t)i}t—l]:()
E[(y, _)A/t)Ut]:O

(3.18)

En développant ’expression de p, en fonction des paramétres, on obtient le systéme
linéaire suivant :

27 0) oo+ 27 0 b = £

(3.19)
E[Ut (.) ]a, +Elu, ) b, = E[U,»,]

qui par inversion donne la valeur des parameétres a I’instant 7. Par conséquent, le calcul de ces
paramétres nécessite la connaissance de 1’ensemble des espérances mathématiques suivantes :

R A AN CACANY: AV IR

Détaillons a présent comment ces espérances sont mises a jour :

. E[ﬁ(f

7 . . . . s
t) ] Cette espérance ne nécessite que la mise a jour de sa premicre colonne,

c’est-a-dire de E [j/t_,.f/t]Vi =0..n—1 qui se réduit elle-méme a I’ensemble

E [f/t_iyt ]Vi =0..n—1. En effet, les équations d’orthogonalité permettent d’écrire
Elp=s)1]r0 = EpTJ=El 7]
qui conduita E[y,_p,|=E[y, .y, }Vi=0.n-1

e F [}A’H(Ut)T]. Chaque composante de cette matrice s’exprime en fonction de

I’intercorrélation entrée/sortie selon :

. C(Ep g ]=0ifi >
Eb/t—iut—j+l]_ {E[y[_,-u,_j-ﬂ]: h(] _i_ 1) ifi< j

e F [U (U, )T ] L’entrée étant considérée comme un bruit blanc, on a simplement :

lifi=j
E [l/l,_,-+1ut—j+1]= {0 ifi#j
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® E[U,y,] est donné par I’intercorrélation par :
Elu_,y]=h@-1)Vi=1..n

En définitive, on constate que la connaissance de seules quantités E[p,_.y,]Vi=0..n

permet de déterminer tout le systéme linéaire nécessaire a la détermination des parametres.
Elles constituent de fait la partie héréditaire de I’algorithme. Si on initialise le calcul de cette

espérance avec E [Yoyt]= 0, on est amené a calculer V7 =1...#—1 ’expression suivante :

E[py, )= 2 aEp, ]+ 2 bih(t—7+i-1)

i=1 i=1

E ﬁyt]{E[ﬁfyt],E[(?_I)Tytﬂr (3.20)

Apparait ici clairement la nécessité de conserver en mémoire I’ensemble des parameétres
préalablement calculés.

L’algorithme se résume donc aux étapes suivantes :

1. Initialisation :
r=1

~

0

gkl
sfiw]-|

E7,y,]=0
o, w,)y]=1
E[U,y,]=[h(0).....a(n D]

0ifi> j
h(j—i-1)ifi<j

2. Inversion du systéme linéaire suivant :
£,

Y )T }az + E[j}t—l (Ut )T })t = E[j}t—lyt]

E[Ut (. ) }a, +ElU, )b, =ElU,,]

et calcul des parametres a, et b,. Ces valeurs sont mises en mémoire

3. Calcul héréditaire de E[p, .y, | Vi=0..n
o E[fy]=0

o Pour t=1,...0—1, E[p,y,]= D dE[}, v, ]+ D bih(t—t+i-1)

i=1 i=1
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4. Mise a jour des espérances E[}}t_1 (}};_1 )T }, E [)9[_1 U, )T], E [}%_1 V, ]

Pour la matrice :

seule sa premiére colonne est obtenue a partir du pas 3, c’est-a-dire de

Ep, vl vi=0.n-1
La matrice :
AU 1=HE 30, Wt ]

est mise a jour a partir de A(¢-7), voir (3.14) :

E[j}f—iut—jﬂ ] = {E[yt_iut—.i+l J =0if i > j

Ely |=n(i-i-Difi<;

t—iut—j+1

Finalement, la matrice

E. t]z{E[ﬁTyt]aE[(f ) fﬂr

est mise a jour a partir de I’information recueilli au pas 3 et au valeurs passés.

5. t+1—t etretouren?2
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3.3 Identification des systémes linéaires

3.3.1 Principe

Le principe de [D’identification héréditaire reprend la méme idée en substituant a
I’espérance mathématique de I’erreur de prédiction son espérance expérimentale [Mon96a,
Mon04]. Dans ce cas, le critére a minimiser s’interpréte comme une distance entre trajectoires
d’estimation. On peut alors montrer que 1’algorithme converge sur un critére d’ergodicité.

Plus précisément, notons :

Et[x,]:%zt:xr (3.21)

cette espérance expérimentale de la trajectoire de x, sur ’intervalle [L¢]. En reprenant le
principe explicité plus haut, soit y! la trajectoire du prédicteur optimal obtenu a ’instant ¢ a
partir des données sur I’intervalle [l,¢]. Cette trajectoire est obtenue en s’appuyant sur les
valeurs passées de I’estimateur, soit :

J;‘f"z'—l = ati.j}tii + Zktl (yr—i - )’}tii ) + thiur—iﬂ (322)
i=1 i=1

Py i 7—i-1 =il 7—i-1
Si on définit la trajectoire du vecteur de régression par

=1 __rat-l ~t—n ~it-1 ~t-n T
o, =y sooes Vsl eon-12Y SN P yeees Uy ] (3.23)

7-1|7-2 71|72 ?

la minimisation de I’erreur expérimentale de prédiction conduit a :

6,=E' [qfl (o )T]l E'[¢i'y.] (3.24)

Comme pour le cas du probléme de réalisation, le calcul des espérances expérimentales
nécessaires a 1’obtention des parametres a 1’instant # n’est pas récursif mais héréditaire. En
effet, il apparait clairement que pour calculer 6, il est nécessaire de connaitre les
autocorrélations expérimentales de ¢! et intercorrélations expérimentales entre y_ et ¢!, Or
ces quantités dépendent directement des trajectoires passées des estimateurs obtenus aux
étapes précédentes. Ainsi, pour calculer les parametres du systeme identifié a I’instant t, il est
nécessaire de garder en mémoire toutes les trajectoires des estimateurs y ‘"l per

t
11—1""’y1\1—1'

Si on consideére le produit extérieur entre deux trajectoires x, et y_ vectorielles défini par

(x.

P
) =;Zx£y, (3.25)
7=1
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le prédicteur optimal peut étre vu comme la projection, au sens de ce produit, de la trajectoire
de sortie sur les trajectoires suivantes :

| ~f

);,t[ = P; (y. y.,l‘.,z 5 y.,h.,z sUe 157 ),}::Z\-—n—l ’ ;ctjz\-—n—l sUe_pi1 ) (326)

Comme dans le cas de la réalisation des systémes linéaires, annuler la dérivée du critére
est une condition suffisante d’optimalité. A nouveau, la dépendance non linéaire en les
parameétres est résolue au prix du caractere héréditaire de 1’algorithme.

3.3.2 Algorithme

L’algorithme d’identification est structuré ainsi :
1. Initialisation. Les données antérieures a ¢ =1 étant inconnues, la projection sur celles-

ci donne naturellement une valeur nulle (division par une covariance a priori infinie).
Il est donc équivalent de fixer ces valeurs a zéro : )7'7‘_7’_1 =0, Vr<Vi=1,..,n. A

I’instant ¢ —1, nous disposons des données des trajectoires préalablement optimisées :
)3;";1, Vt=1--,t=-LVi=L..,n

2. A linstant ¢, les nouvelles données y,, u,, permettent de mettre a jour la matrice
d’autocorrélation expérimentale et le vecteur d’intercorrélation respectivement :

t
E'lpe" | %Zcoi‘(pi”
=1

t - 1 X -
E [y-¢- 1]:;2y7¢‘[1
=1

3. On obtient les nouvelles valeurs des paramétres du systéme a I’instant ¢ par inversion
du systéme linéaire suivant :

6 2E' [(offl(l’f*lT ]l XE'[y.g!

4. (Partie héréditaire). Une fois les parametres obtenus, nous faisons le calcul des

nouvelles trajectoires de 1’estimateur )3;‘1_1 qui s’appuie sur la trajectoire y';’  calculée

1
71

a I’étape précédente en utilisant le systéme :

Vr=1...t: )’};‘771 =Za;)’>H +Zk;(yrfi_)’>m )+Zb;ur—i+1
i=1 i=1 i=0

7—i|7-i-1 r—i|7-i-1

5. Retour en 2.
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3.4 Réalisation des systéemes bilinéaires homogénes

3.4.1 Principe général

L’objectif poursuivi est de trouver un systéme bilinéaire qui explique au mieux une
fonction d’intercorrélation entrée/sortie donnée. Pour les systémes linéaires, nous avons vu au
paragraphe 3.2 que la réalisation optimale d’un systéme linéaire causal pouvait étre obtenue
par une modélisation stochastique des systémes (entrée et bruits d’observations blancs) a
partir de la donnée de sa fonction d’autocorrélation entrée/sortie :

h(t—7)=E[yu, Vet (3.27)

Nous avons vu au chapitre 2 que les systémes bilinéaires constituent une classe important
des systemes non linéaires de par leur capacité a approximer tout systtme non linéaire
analytique. Cependant, il est clair que pour un systéme bilinéaire général donnant lieu a une
série de Volterra de degré infini, la définition de I’intercorrélation entrée/sortie n’est pas
utilisable en pratique, le nombre de fonctions a manipuler étant en nombre infini. En
revanche, si on s’intéresse a un seul ou a un nombre fini de noyaux homogenes, leur
intercorrélation entrée/sortie peut étre décrite par un nombre fini de fonctions, égale au
nombre de termes homogenes considérés.

Nous nous intéresserons donc ici a la réalisation d’un de ces termes homogéne de degré
fixé d et donc a la détermination d’un systéme bilinéaire homogéne ayant une intercorrélation
entrée/sortie aussi proche que possible d’une fonction donnée sous la forme :

d
W (6=t = 7,) = Elyu, i, | (3.28)
ou 1’ (r— Tioeerst — Td) sont des données supposés connues.

Rappelons que D’approche héréditaire de réalisation des systémes suppose une
représentation telle que les parameétres variables avec le temps apparaissent linéairement dans
I’expression de la sortie. En effet, ceci suffit a assurer la convexit¢é du probléme
d’optimisation, ’optimisation concernant uniquement les paramétres a l’instant ¢, leurs
valeurs précédentes étant inchangées (principe d’optimalité).

Rappelons que la forme canonique linéaire en les paramétres développée au chapitre 2 est
réalisée par le systéme suivant :

1 411
x,=Ax,_, +bu,

2 422 1
X, =Ax,_ +x,u,

_ gd_d d-1
x; =A% +x"u,

d

d
t
d
t t

v =cx
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et la sortie a pour expression :

d-1 n n

za yt i z Aikxtk—i (ut—i+l )d_k_l +Zbi (ut—i+1 )d

k=1 i=1 i=1
ou
{aid € R, izl,...,n}u{Aik e R, i=1...,n k:l,...,d—l}u{bi € R, i=L..,n}

constitue I’ensemble des parametres du systéme homogeéne de degré d. A remarquer que la
forme (2.65) est une structure particuliere de celle en dessus.

L’objectif poursuivi consiste donc a trouver un systéme bilinéaire homogene du type ci-
dessus dont la fonction d’intercorrélation soit aussi proche possible que celle donnée. Comme
dans le cas linéaire, il s’agit de calculer le prédicteur variable avec le temps ayant la structure
suivante :

d-1 n

Zaltyt z+ZZAztxt 1(ut z+1)d . 1+Zb1t(ut l+l)

k=1 i=1

A S AR ) S )
i=1

(3.29)
t2 Az'xt ]+A[ — lu +bl(ul)2
X =A%), +bu,
et qui minimise la variance de ’erreur F [( d) ]

L’optimisation des parameétres a I’instant ¢ conduit aux équations d’orthogonalité
suivantes :

Elp, -5/ P ]F0. Wi=1.n

E[( PR G jﬂ)"”] 0, Vi=lnd—1, Vj=lun, Ym=l.on  (3.30)
E[( R ) ]= 0, Vj=ln

Remarquons a nouveau que I’optimisation prend cette forme grace au fait que les
paramétres sont variables avec le temps et que par conséquent x* . Vi>1 dépendent des
parametres passé€s et non présents.

=i

Si on développe I’expression de p¢ dans ces équations d’orthogonalité, on aboutit
clairement a un systéme linéaire en les paramétres dont les coefficients sont des espérances
calculables héréditairement. Ce systéme d’équations linéaires est le suivant :

e Vj=L..,n
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ZaZtE j}td—i.)’;t 1]+ZZAHEE/:1/A:(I tl+1)d . 1] ZbltEE/t /(ut 1+l) ] yt 1yt
i=1

k=1 i=1
e Vi=1..,d-1, Vj=1..n Vm=1,..

Sate it L) 1]+ZZA”E[n B G )™ ]

k=1 i=1

20 B[R], ) ) FER L o) ]
i=1

o« Vi=1,..,n

ZLZ”E [V, ,(u, ,+1) ]’FZZA EFf—i(ut—i+l)d_k_l (“t—,/+1)d:|

k=1 i=1

+§bi,tE [(ut—i+1 )d (”t—_m )d ]: E E/’ (ut—.i+1 )d]

ou [fcf]m désigne la m-iéme composante du vecteur x..

L’écriture complete de D’algorithme de mise a jour des espérances est quelque peu
compliquée, aussi nous nous limiterons ici a sa description compléte dans le cas quadratique.

3.4.2 Cas Quadratique

3.4.2.1 Equations de projection

Examinons plus en détails le cas quadratique, c’est a dire d =2. Dans ce cas particulier,
1’état linéaire et la sortie quadratique sont définis par :

n

Zally[ —i +ZA1tAt —i t i+1 Zbi,t (ut—i+l )2

pry (3.31)
x - At t— 1+btut
Définissons
[ t 12° ’.),}tz n]T
Ut2 = [ t t n+1) T
00 =l b ]

Zltz [alt’ a:,t]r

b, = [byr-esby, |
(3.32)
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et le vecteur de dimension »” suivant :
=44, (3.33)
L’expression de la sortie peut alors étre récrite sous forme matricielle comme suit :

2 =@ 72+ (0 3, o0+ U2 g

t t
Les équations d’optimisation s’obtiennent alors par les orthogonalités suivantes :
E[(yz _J}tz)YA'i]]:O
E[(yz _)’}tz)th—l ® Utl]zo
o (R 7 ot

(3.35)

En développant 1’expression de p’, on obtient le systéme linéaire en les paramétres
suivant :

o362 v el oul i+ sl w2) b = el
E[th—l ® Utl (?til )T :|5t + E[(th—l ® Utl Xth—l ® Utl )T ]Ztl + E[th—l ® Utl (Ut2 )T h = E[th—l ® Utl yt ]

vz Ja + £z (e oY i+ sV B = Hvzy)

(3.36)

3.4.2.2  Mise a jour héréditaire

Observons a présent comment calculer récursivement [’ensemble des espérances
apparaissant dans ce systéme linéaire.

A AN A A T
. ELYf(Yf)Js’obtient a partir de ELY&I(Y;)J en ajoutant a celle-ci la premiére
colonne de celle-la, c’est a dire E f’fj/f]. Cet ensemble se raméne a I’ensemble
{E [j/f_iyt]Vi =0,...,n— 1} grace au principe d’orthogonalité :

E[p. -3 ]=0 = ER]=E[y] (3.37)

t+1 it=j =+

. EII%2 (X leu! )TJ : Cette matrice est composée des sous-vecteurs E[j/f_.fcl u ]
Vi=0,..,n—1, j=0,..,n—1. Or, si par hypothése u, est un bruit blanc on a :
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Osiizj
Elpix :

ytlt/t1+1] {E[yt,,jt1+1]511<] (338)
|§/2( e }est composé des termes E[ﬁf_i(ut_jﬂ)z} Vi=0,..,n—1, j=0,..,n—1.

Si u, est un bruit blanc unitaire ( £ [(“t ) ]= 1), alors :

Ebf_,-(ut__,ﬂ)zH FEZ)] S (339)
t—i \"t—j+l1

E . )]:h (j—i-lj—i=1)sii<
ou h’(t,7) fait partie des données du probléme.

. E[X@ H](X‘®U1

t+1

7
A : Al fnl
):| est composé des sous-matrices E[ct_i(xt_ j) U_qU,_ j+1]’

Vi=0,..,n—1, j=0,..,n—1. Une fois encore, puisque u, est un bruit blanc, on a :

~ ~ 7 .. .
z Fc;_l.(fci_j )T Uy ]: {E EC:—i(xi—i) ]Sl 1=j (3.40)

Osii#j

" 2
o F [X U t+1 t+l T:| est compos¢ des sous-vecteurs E E«:_iut_iﬂ (ut__m) ],
Vi
(E [(ut )3]: 0), on aboutit a:

=0,.,n—1, j=0,..,n—1. Si la densit¢ de probabilit¢ de u, est symétrique

Efu ) F {EE{ i) Jsii<s (3.41)

Osii>j
o EEJf(Uf)T] est composé de E[(ut_M)2 ”H J Vi= n—1, j=0,...,n—1 et de
par le caractere bruit blanc de u,, est égale a :
sii=j
Eln 1) w00 )= { s (3.42)
i# ]

Concernant les seconds membres du systeme linéaire, il nous faut calculer les éléments
suivants :

e F [)A’ilyt] est composé des termes E[f/f_iyt}Vi =1...,n

o [ L, ® Ulyt] est composé des termes E[ytxt U 1+1] Vi=1,..
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o FE [Ufyt] fait partie des données du probléme et £ [yt (ut_j )2 ]: 1 (j.J)

En définitive, il apparait que le calcul de I’ensemble des espérance apparaissant dans le
systeme linéaire qui fournit les parameétres a I’instant ¢ se réduit a ’ensemble des espérances

suivantes :

E[p; .y Jvi=0.n
E[yt lxt H—l]VZ
E[]
efE) |
[(t t+1(ut j+ ] i<j=0,..,n-1

(3.43)

Parmi ces quantités, certaines sont calculables récursivement et d’autres par un algorithme

héréditaire.

e Partie récursive de 1’algorithme : calcul de E |¢! fcl 1 , E[p?]. A partir de 1’écriture
t

récursive de X, sous la forme % = 4/%], +b,u,, on obtient :

ey FarfLeny ay ssefen) Jo)
+AERLu Jb+ b E @) J6.)

En utilisant le fait que u, est un bruit blanc unitaire, ceci se simplifie en :
efp@y [raEfLGl)y Ja) +e6)
A ~ T
De méme, > =(a,) Y7, + (A:)TX:_I ®U, + (l;t) U? conduit a

lp?]=@) elp2 )+ (@) elx v ]+ 6 ) u?]

= (@) el )+ () Elv?]

ou E[U D - 1]

e Partic héréditaire de 1’algorithme : E[f/f_iyt]Vi:O...n, E[yt_l.fc:qu],Vi:

Al 2 . .
etFE |Ert_l.ut_l.+1 (ut_jﬂ) :|, Vi=0,..,n—1, j=0,..,n—-1
o Initialisation avec E [f/é yt]: 0

o Pour z=1,....¢

(3.44)

(3.45)

(3.46)

0,..,n-1,
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= E[tuy,]=0. Eliyu,@)?]=0
= Pour o=1,..,7-1
E [‘i’-tlfu‘ryt]: A(IJ'E [‘i’-cl)'—lu‘ryt]_i_ bO'E [ytuaur]
= A},E[fc;_luryt]+ b,h*(t—t,t - 0)

Elfbu, ,)?|= ALE[R, u, ) |+ b, Elu,) ugu, |
= A E[&) u, ) ]+ b, El(u,)*]

o Elpry]=@) el +« (@) elx, euty, ]+ 6, ) Eluzy,]

Il apparait donc que dans ce cas ’algorithme soit en quelque sorte « doublement »
héréditaire du fait de la présence d’une boucle de o=1,...,7—1 a I’intérieur de la boucle

t=1,...,t. De fait, on constate que I’ensemble des données hz(t, 7) sont effectivement

balayées par 1’algorithme de réalisation.

3.4.2.3  Algorithme

Nous reprenons ici I’ensemble de I’algorithme de réalisation décrit au paragraphe

précédent. La notation [X ]lj désigne la coordonnée (7, /) de la matrice X et [X ]l’1

la sous matrice de la matrice X définie par :

[X]jli./‘z Z{Xz‘j’ 1= 1),0sly, j:jl""’jZ}

iy iy
I"™" désigne la matrice identité de dimension n

1 Initialisation a ¢ =1: toutes les espérances sont fixées a zéros sauf les suivantes :

. . ZTﬂf_ Oifi>j
Vz,]—l,...,n,[E[Yo (Ul) '—{hz(j_,-_l,j_i—l)ifkj

el @y F e e

Vi=l.,n, [E[Uly]] =G~ 1i-1)

2 Inversion du systéme linéaire
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092,02 o+ e euy Jue e fr:y b= £fr)
Ax, 0U Y o+ £ v, o) Ji+ £, 0 ui:) = £, o Uy, ]

AU o+ epree ovy fis ey o= o]

et calcul des paramétres @, A' et b,. Ces valeurs sont stockées en mémoire.
3 Calcul récursif de E [2; G ] E[?] selon:
Ef@) [=aEfuLy Jay +e6)
Ep=G) EFA])+ @) 1
s BT |

4 Miseajourde E I?(; ® U;H(X,1 ® U;H)T}

cevwen.y] -efie)]

n+1:n? :(nz—n)
ooy ] Hefreveouy]

. . . ~ 7
5 Mise ajour de E|§/ﬁl(Uf) }

~ T l:n A n r
cBey] e
6. Calcul héréditaire de  E[p} v, }Vi=0.n, E[5 u_.,y.,}vi=0
etEF:_iut_m(ut_jﬂ)z], Vi=0,..,n—1 j=0,..n-1
¢ Initialisation avec E [)75 ym]: 0
e Pour z=1,.,t+1

o E[)%%)uryt+l]= 0’ E[je(l)ur(utﬂ)z]: 0
o Pour o=1,..,7-1

E[xyuy, o |= A E[x, uy,., |+ b,h* (- 7.t = 0)

Elflu, )’ |= ALER. u, ) [+ 0, Elw, )]

.....
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o [ERy.T)-6)

o Ebjym]: (‘71 )T E[Y’\vrz—lyt+l:|+ (‘Zrl )TE[X;—l ®U;yt+1:|+ (gr )T E[Ufym]

1 Mise a jour de E[X;_1 ® U:yt] et E[)A’ﬁly,]

E[th ® Utl+1yt+l]: E[)%iut-*—lytﬂ]r""’E[£i—n+lut—n+2yt+l]7.]

E [?tzyﬁ—l]: [E [j}tzytﬁ-l]""E[);tz—n+1yt+l]]r

2 t+1—t etretouren 2.
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3.5 Identification des systémes bilinéaires homogénes

3.5.1 Principe général

L’objectif poursuivi consiste donc a trouver un systéme dynamique qui explique « au
mieux » le comportement entrée/sortie dont on connait un jeu de trajectoires d’entrées et de
sorties. En d’autres termes, on se donne préalablement une structure paramétrique de systéme
dynamique sous la forme :

xt = f(xt—l’ut’g)

yt :h(xl)+vt (3.47)

ou u, désigne I’entrée, y, la sortie, v,le bruit (blanc) d’observation et # le parametre inconnu.
On recherche alors dans cette classe le paramétre @ qui minimise un certain critére de qualité.
De maniére générale, ce critere refléte les capacités de prédiction du modéele.

Le principe d’identification héréditaire est de considérer le prédicteur variable avec le

temps, comme c’est le cas en filtrage des systemes dynamiques (le filtre de Kalman, par
exemple). Dans ce cas, le prédicteur aura la forme suivante :

xt\t—l = f(xt—l\t—zﬂut ’ et)

s =l ) e

et le critére & minimiser, en référence au bruit d’observation gaussien, s’écrit généralement
. R 2] 1< R 2
E(-=34er) |25 200 F4e) (3.49)
7=1

En effet, si le bruit d’observation est gaussien, ce critére revient a celui du maximum de
vraisemblance.

Pour approcher cet estimateur, au sens de I’estimation ergodique, on considére une suite
de trajectoires du processus définies sur I’horizon [1,#]sous la forme suivante :

At Aol
'xf\f—l - f(xf—l\r—Z’u

. A ”9‘), Vr=1,..,t (3.50)
y;\f—l = h(x;\f—l)

qui s’appuient sur la trajectoire réalisée a I’instant précédent sur I’horizon [L,7—1] et on
cherche la valeur du paramétre 6,qui minimise le critere.

Pour que ’optimisation du critére quadratique donne lieu & un probléme convexe, il suffit
que le parametre € apparaisse linéairement dans 1’expression de la sortie y,. Considérons
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donc la classe des systemes bilinéaires homogenes a paramétrisation linéaire définie au
paragraphe précédant comme :

Vt=1,...,t
n d-1 n
Vi = Za’dy;_’,(i_, A AR ()T 2 ()
e = (3.51)
Xge —ZA””Z‘I\’T L) b (), Vk=1,...d-1

Pour simplifier les écritures, nous écrirons par la suite y“* en lieu et place j/;ﬁ__l ainsi que

tk X t.k
x; alaplacedex;, .
De maniére analogue au cas réalisation, définissons les trajectoires suivantes :
t— ld ~t=ld ~t—n,d
Y [ z'—] 5 ay‘r— ]]
[(I/l o r—n+1) :r
-1k d-k—1 _ Y ~t-1k At—nk
XT—] ®Ut - [( ) ( 7-n ) ur—n+1]

f= [af‘d,...,a;‘d]r
b =[p,b!]

(3.52)
et le vecteur de dimension 7” suivant :
A% =44 (3.53)
L’expression de la sortie peut alors étre récrite sous forme matricielle comme suit :
_— a1 ;
P = (@Y T+ A A @ U+ (b)Y (3.54)
=1

L’optimisation des parametres conduit alors aux équations d’orthogonalité suivantes :

Et[(y._)f}td tld] 0

E'[(. -5 )X, ’”®U‘”‘] 0, Vi=1,..,d-1 (3.55)
Et[(y. Atdy]] 0

En développant 1’expression de %', on obtient le systéme linéaire en les paramétres
suivant :
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d-1
E|:Ytld(Kt_lld)jlatd_i_zEt|:i}.t_—ll,d(X.t:ll,k®Udkl } +EtE,vtld(Ud) }7 Ytld
k=1
d-1
Et|:)}v.t_—11,l ® U.d—l—l (j}.t_—]l,d )T}atd + ZE{)”(:],/ ® U.d—l—l ()”(.z:llk ® U.d—k—l )T}gt,k
k=1
LB A.z_—lu ® Ui I(Ud) }) Xf 111 U.d—l—ly.]

[U"( 7o) }a;’ + diEt[Uf’ (e )T}W + B Pj’ (] }7t =E'[uiy.]

- (3.56)

3.5.2 Algorithme héréditaire

L’algorithme héréditaire est structuré ainsi :

1. Initialisation : #=1. Tous les termes du systéme linéaire sont fixés a zéro sauf :
£ )T]I = ()"
d
[El [U-dy-]] = (“1) N
2. Inversion du systéme linéaire défini par I’ensemble d’équations suivantes :
. . T &l . - |~ -
Et[Kt_—ll,d (Y'.t_—ll,d) }atd + ZEI[KI_—II,d (X.t:ll,k ® U.d_k_l) }At,k + Et |:Y'.t——1] d(Ud) } Yt ]d
k=1
Vi=1,..,d-1,
. - T & - - 7.
Et|:X.t_—11,l ® U.d—l—l (Kt_—ll,d) }atd + ZE{X,:U ® U.d—l—l (X:l,k ® U.d—k—l) }At,k
k=1
+E f vy b= e e vy
N T ol A T |~
E’[U:’ (o) }ai’ +LE ’[U:’ (o eu) }A +E ey b= uiy]
k=1

3. Calcul des nouvelles trajectoires de prédiction y- et x”
a. Pour 7=1,...,¢,
n n d-l1 die n J
"td t,d ~t—id tk"tlk —k= t
y‘r a yr— + ZZA T— ‘r—i+1) + sz (ur—i+1)
i=1

=1 i=1 k=1

b. Pour k=1,....d—1etpour z=1,...,¢
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—ZA”’””(M )b )

Ces nouvelles trajectoires sont mémorisées et les trajectoires " et x
de la mémoire.

=k sont effacées

4. Mise a jour des termes du systeme linéaire :

£ ) | @)

5. Retour en 2

Remarque : Durant les premicres étapes, le systéme linéaire est naturellement non inversible.
Il convient donc de réaliser une pseudo-inversion, non préjudiciable a 1’algorithme dans la
mesure ou la solution est indéterminée, et toute solution du systéme est admissible.

Remarque : Contrairement au probléme de la réalisation, il n’y a pas ici d’aspect « multi-
héréditaire » avec des boucles imbriquées.
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4. Exemples de mise en oeuvre en Identification Héréditaire

4.1 Exemple linéaire

Afin d’illustrer la performance de 1’algorithme héréditaire, nous avons testé celui-ci sur un
jeu de données récolté sur un échangeur thermique issu de la base de données DAISY (96-
0111). L’algorithme d’identification travaille ici avec un systéme linéaire de dimension n =4.
Nous avons comparé¢ les performances de 1’algorithme héréditaire aux résultats obtenus avec
la « toolbox identification » de MATLAB : la procédure n4sid.m pour la méthode des sous-
espaces et les procédures armax.m et oe.m pour les techniques de type Gauss-Newton. La
figure 4.1 montre 1’erreur relative de sortie :

\/Z, .- )/ Ve 4.1)

calculée en fonction du nombre de données traitées. Les erreurs sont fixées a la valeur zéro
lorsque le systéme identifié¢ est instable (en fait, erreur infinie). Il apparait trés clairement sur
cette figure que ’algorithme héréditaire donne les meilleures performances en termes de
capacité de prédiction. L’erreur se stabilise au environ de 10% avec seulement 140 données.
A noter que dans la phase transitoire, 1’algorithme donne toujours des systemes stables ce qui
n’est largement pas le cas pour la technique des sous-espaces.

1 T T T T T T T T 1
. . : . ol . . + Héréditaire
: ‘ : ‘ : ‘ : O  Sous-espace
0.9 = =5 e e G SR i S g 2 e e o e f e s o e e e e i 45 = o s s 0o ARMAX H
: Erreur sortie
O ] e T e i e o i s -
D07 - :
k3
4
ROB [ = s v s woosemm w0 s 1m0 3w e w oen e U i s e s g sl 0 57 sl e w0 s -
[oR
=
£
805_ ........................................................................................................ o
|
R
04r- - PR S B g e Hwas ok M ome W [ = oen B e A 0 O one B b BRRER B 0 -
‘ A : | ‘ | ‘ ; i
0.3 |- e e L st Ll o e G vt s El ....... %k s 3 L sime oo .......... .......... s e ’._
t| DOI : : 1 f :
6‘ ‘D+ EI) O o o O : hiil
0.2 = w s woness mm G Reomduagtss v o o Oiate J8 v g poees o s v o
43 Oy -9 : OOS@OD g © 1L OB Ly DODEQO OOD@OB
T ‘ e
04 S ++ -------- +--+++++++++--*+++++++++++++++++—-
ole—oad &4 - ! -1 ! EN ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Nombre de données

Figure 4.1 Comparaisons des performances des algorithmes
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De plus, afin d’illustrer le comportement de I’algorithme en ce qui concerne I’estimation
des parameétres, nous avons considéré un systéme de dimension 6 avec 5 poles et 6 zéros avec
un rapport signal/bruit de 12 dB. L’estimation des deux premiers coefficients du numérateur
de ce systeme par la méthode héréditaire et par une méthode de type Gauss-Newton est
illustrée figure 4.2. A nouveau, on constate qu’apres environ 150 données, les parametres
estimés par Dapproche héréditaire se stabilisent autour des bonnes valeurs alors
qu’apparemment, 1’algorithme a base de gradient est a plusieurs reprises piégé par un
minimum local.

6 T T T

E /%ﬁv@ o @cngﬁ%h&wgwﬁ%ﬁw SeRcoiiizses=cti

paramétres
()

4 — parameétre i
—&— Héreditaire
_— Erreur sortig

T

—6 | L | L | L | L |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Nombre de données

Figure 4.2 Estimations des parameétres
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4.2 Exemple quadratique

4.2.1 Systéme scalaire quadratique

Nous commencons pour comparer I’application de 1’approche héréditaire sur un systeme
trés simple scalaire quadratique, donc avec dimensions n;=ny=1 et coefficients a’ =-0,8,
=-0,8, b =0,8:
)’i = ab’i—l +bu,

2 2.2, 1
yi=ay, tyu,

A la sortie y” est ajouté un bruit blanc gaussien de sortie pour obtenir un rapport signal
sur bruit d’environ 5 décibels. Nous avons utilis¢ comme entrée un bruit blanc uniforme.
Nous avons alors comparé les performances des méthodes de moindres carrés étendues
(MCE), d’erreur de prédiction récursif (MEPR), et héréditaire. On a employé les estimateurs
correspondant aux formes décrites dans [Fna87].

Les figures suivantes montrent 1’estimation des parameétres obtenus par les différents
algorithmes. Il apparait clairement que 1’algorithme héréditaire converge rapidement par
rapport aux algorithmes classiques, et ce, vers les vraies valeurs (sans biais).

-0.65 : : ! ! ! ;
o ; : : 5 — Optimal
: : : : + Héréditaire
o) O MCE
& MEPR
7 E—— : o
n O
< : 5 : : :
-0.75F o2 : ; : : -
: O : | 3 ;
E . Go@ 5% 06°%%
Iz 5 fG : OGQGQQO
s : o L4 'H++%MMMMWMMM@MMMSE
E & : - @®++ o+ o6
+ : : O ‘o oz 00
Lt g 706700 00000000
+ + + O o0 . ;
: ++ : E e OO
: O ' : O : :
3 : E O (@] 3 :
o O
0.9 i i | i I i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Figure 4.3 Paramétre a/.
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Figure 4.5 Paramétre b;.

A nouveau, on observe une convergence beaucoup plus rapide et sans biais de 1’estimation
des parametres du systéme avec 1’algorithme héréditaire comparé aux algorithmes classiques.

4.2.2 Approximation d’une Série de Volterra de Degré Infini

Le modele d’un systéme non linéaire de dimension finie peut se définir comme un modéle
entrée-sortie général du type :

fQ/t 12 ’yt n,” t’ o t n“) (42)
ou f() est une fonction non lin€aire quelconque.

Notons que le modele bilinéaire entrée-sortie que nous manipulons est un cas particulier
de ces systémes non linéaires plus généraux. En plus de sa simplicité, cette classe de modeles
est bien adaptée pour de nombreuses applications [Mohl73, Mohl80].
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L’équation entrée-sortie générale d’un systeme bilinéaire est classiquement donnée
par [Ki Baik93] :

Y= zaiyt—i + Zb_iut—j + chi/yt—iut—j (4.3)
=1 j=0

i=1 j=0

A noter que ce systéme n’appartient pas a la classe des systemes homogeénes présentés
dans le chapitre 2, et donne par conséquent lieu a une série de Volterra de degré infini.

En choisissant les ordres du systéme n,=n,=1,0n obtient comme modé¢le particulier :

Yi=ay, by, +bu, ey, u ey, u,
ou nous avons fix¢é les paramétres aux valeurs suivantes a,=0.5, by=b;=1, ¢;p=0.3, ¢;1=0.1.

On a utilisé comme excitation en entrée un bruit blanc uniforme [Ln87]. Un bruit blanc
Gaussien a ¢été ajouté a la sortie pour obtenir un rapport signal/bruit SNR=5dB
Vimice =V, +v,, €t on a choisi les ordres de séparabilité de I’estimateur égaux n, =n, =n. La

classe de systeme paramétrique a alors la structure suivante [Etchev06] :

n n
- L _Li-1 !
Z _Zai z;; + Zbiut—iH
=1 =1

n n
1_ L2 A1 2
Y _Zai Yei +sz‘ Ui
i=1 i=1

n n n
2 222 1 1 1
Vi = Zai Vi + y.u + szi,jyt—i—j+lut—i+l
i=1

i=1 j=1

y.=z,+y; (4.4)

Naturellement, dans ce cas, les valeurs des parameétres ne sont pas comparables. Aussi,
nous utiliserons comme critére de qualité la capacité du systéme en prédiction sous la forme
suivante :

2

Zz]\;b}t ~

R=[1-2= 11 15100 (4.5)

>l

ou R est la proportion de la sortie y, qui est correctement approché par p,. Il est nommé

coefficient de corrélation multiple (au carré) et est souvent donné en pourcentage [Lju99].
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Figure 4.6 Approximation de la sortie sans bruit du modeéle non linéaire par (4.4).
Identification/validation (50% des échantillons pour chaque opération).

Le modéle a été¢ approché dans un premier temps sans bruit additif a la sortie afin de

mesurer ’efficacité¢ de notre algorithme (voir Figure 4.6). On a pu vérifier qu’avec une
dimension n=3, I’approximation du mod¢le non linéaire donne un coefficient R= 89,25%.
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Figure 4.7 Approximation de la sortie bruitée du modéle non linéaire avec les
méthodes héréditaire et des sous-espaces. Identification/validation
(50% des échantillons pour chaque opération).

La comparaison entre ’algorithme héréditaire et de sous-espaces est illustrée figure 4.7.
Le modele utilisé pour 1’algorithme des sous-espaces est aussi bilinéaire homogene avec des
matrices sans structure déterminée [Sulei06]. On peut noter sur cette figure que I’approche
des sous-espaces (pointillé) en relation a la sortie du mode¢le non linéaire est moins cadrée sur
les sauts et les creux par rapport a ’approche héréditaire (trait pointillé).

Identification du modéle non linéaire

Rapport Points pour R Dimension
SNR Identification | (%) Totale
5dB et Validation Lin+Quadr

Héréditaire | 50/50 (%) | 87.15 3+3
Sous- 78.75 4+4
espaces

Tableau 4.1

Le Tableau 4.1 montre les dimensions utilisées et le résultat d’approximation R pour les
deux techniques d’identification mentionnées. Il en résulte que I’algorithme héréditaire est
plus performant de presque 10% avec une dimension total moindre dans la forme polynomiale

par rapport a ’approche des sous-espaces.
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Les résultats de I’identification du modele de degré infini par le modéle de degré fini
(deux) montrent le besoin d’un ordre de séparabilité égal a 3, comme indiqué dans le tableau
4.1. Ceci a été décidé simplement en augmentant progressivement la dimension du modéele,
jusqu’a I’approximation maximale de la sortie du systéme et en observant les variations du
coefficient de corrélation multiple. Si I’approximation ne s’améliore pas significativement a
partir d’une certaine dimension, on reste avec la dimension la plus basse pour utiliser ainsi un
nombre moindre des coefficients.

Il est clair qu’au fur et a mesure que la dimension employée augmente, la charge de calcul
devient plus lourde, méme si dans [’utilisation de 1’algorithme héréditaire la mémoire
employée augmente linéairement a chaque pas [Mon96a]. Pour la série de Volterra
quadratique, avec la forme canonique interne linéaire plus quadratique, le nombre de
coefficients employés dans I’identification de systémes est de taille 2n+n".
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Conclusion

La contribution principale de ce mémoire réside dans la mise en ceuvre d’algorithmes

héréditaires destinés a résoudre les problemes de réalisation et d’identification des systémes
non linéaires. Un des points clés de cette extension s’appuie sur la dérivation d’une forme
canonique adaptée a cet approche, laquelle assure un nombre minimal des coefficients a
estimer et donne une forme particuliére aux matrices du systeme générant le noyau d’intérét,
avec laquelle il est possible de reconstruire les états des sous systémes impliqués dans la
génération de la fonctionnelle de Volterra.
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La premicre originalité de ce mémoire réside dans 1’utilisation de modéles bilinéaires
homogenes (nilpotents) destinés & approcher un systéme non linéaire a travers la
réalisation d’une série de Volterra de degré fini et a horizon infini.

L’utilisation de I’algorithme héréditaire dans ce contexte rend la tache d’identification
plus robuste, étant donné qu’il n’y a pas de recours a 1’optimisation non linéaire pour
identifier les paramétres du systéme, contrairement a d’autres approches [Chen89b].
En particulier, aucun paramétre de réglage ni d’initialisation n’est requis dans
I’algorithme. Les seuls choix laissés a 1’utilisateur résident dans le choix du degré de
la fonctionnelle de Volterra utilisée (linéaire, quadratique, cubique, ..., et la
combinaison de ces fonctionnelles) et dans le degré de séparabilit¢ des noyaux a
travers la dimension des états intermédiaires.

L’exploitation de la forme canonique présentée qui autorise des retours de sortie
permet de réduire considérablement le nombre de paramétres a estimer, par rapport
aux modeles classiquement utilisés a réponse impulsionnelle finie, tout en améliorant
le conditionnement numérique du probléme. On montre que la définition du systéme a
identifier comme variable avec le temps permet de contourner la non linéarité
inhérente a toute procédure d’identification de systémes bouclés.

L’identification des paramétres par I’algorithme héréditaire s’aveére bénéfique sous
plusieurs aspects. En particulier, I’optimisation dans le transitoire permet d’améliorer
précision des paramétres identifiés pour des jeux de données « courts ».

Les perspectives envisagées pour ce travail sont :

L’extension de la forme canonique dans un premier temps pour un modele a entrée
vectorielle et sortie scalaire, et dans un deuxiéme temps pour une forme a entrée-sortie
vectorielles.

L’analyse de convergence de la forme canonique pour des modéles de degré supérieur
a deux, sachant que le conditionnement de la matrice de corrélation a inverser peut
poser un souci par rapport a la qualité de la convergence.

Envisager une orthogonalisation des espaces de projection afin d’améliorer la
robustesse numérique de 1’algorithme, comme ceci a déja été réalisé dans le contexte
linéaire grace aux structures en treillis.
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Resumé en francais

Les systemes bilinéaires jouent un role central dans la représentation des systémes non-
linéaires en tant qu’approximant des systémes non-linéaires analytiques généraux. Une classe
particuliere de ces systemes bilinéaires, dits homogenes, permet de représenter la
fonctionnelle entrée-sortie comme une série de Volterra a horizon infini mais de degré fini.
L’algorithme d’identification héréditaire jusqu’alors limité aux systémes linéaires est ici
étendu a I’identification de ces systémes en utilisant une structure canonique de base pour
I’approximant de degré deux (quadratique). Une forme NARX multidimensionnelle
(Nonlinear AutoRegressive eXogenous input) est exploitée ici pour autoriser 1’identification
du systéme par la méthode héréditaire. On montre, sur un exemple académique quadratique,
la supériorité de cette approche comparée aux algorithmes classiques.

Mots clés - Séries de Volterra, Systémes Bilinéaires Homogénes, Identification Héréditaire.

Resumeé en anglais

Quadratic systems are the first kind of nonlinear systems in which we are interested in order
to study polynomial nonlinearities. They can be approximated by bilinear models with
nilpotent structure that approximate certain nonlinearities and generate finite degree Volterra
series. The hereditary identification algorithm limited until now to linear systems is extended
here for identification of nonlinear systems by implementing a canonical structure to the
approximant of degree two (quadratic). A NARX (Nonlinear Autoregressive eXogenous
input) multidimensional expression is employed in order to perform identification by
hereditary computation.

Key words- Volterra Series, Homogenous Bilinear Systems, Hereditary Identification.



