
HAL Id: tel-00130071
https://theses.hal.science/tel-00130071

Submitted on 9 Feb 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Réalisation et identification de systèmes bilinéaires
homogènes

Gibran Etcheverry

To cite this version:
Gibran Etcheverry. Réalisation et identification de systèmes bilinéaires homogènes. Automatique /
Robotique. Université Paul Sabatier - Toulouse III, 2006. Français. �NNT : �. �tel-00130071�

https://theses.hal.science/tel-00130071
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 

Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des 
Systèmes du CNRS 

 
 
 
 

Ecole Doctorale Systèmes 
 

Spécialité : Systèmes Automatiques 
 
 
 
 

Par Gibran ETCHEVERRY DOGER 
 
 
 

Réalisation et Identification de Systèmes Bilinéaires 
Homogènes 

 
 
 
 

Directeur de Thèse : André MONIN 
 
 

�

�

�

�

�

�



�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�



�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���������	������
�������������������
����������������� ��������� ������� �����
��������������� ����� ������������� ��� ���
	���� ��� ���� 
������� ���� ���
��������������������������
�
��������� ����� ��� 
���� ��� ��	
���
	��������������	��������������
�������
������� ��� ������� ����� ���	�� ����
��	���� � �������� !��� "����� ������
"�����������������������������������
������� 
������ �������� ��� 	#��������
���$���������� ��� ��"�����
���������
�����"�������������������
�
%��&���'���������������	
��	�����������
���������������������������������	���
�������	��������� ���	����������������
������� ���� ��	���� ��� �������� 
����
��"�������������$���(�������)��������
��� ���������� ������ ��� �$�	�������
���������*�
�
+��������������������������������������
��� �������� �������� ���� �	�"��
���������������
����
��������	������
	�� ������ ������ 	���� ��)���� �����
��"���� ��� ����� ��������� ������ ����
��	����� ��� �������� ��� ����� ����

�"� ����� ��� ����� ���������� ���
������� 
��� �,�� )���� ��� 	������� ����
��������
����������������������������
�������	���������&�,�������	���-�
�

����

�





�

������������	

�

�

�

��� ��������� �	� 
���������� ��� �������� ���������� ��� ����� ��� ������� ���� ������ ���

�

��� ������������������������!� ���� "#��$�������%����������� ������� ��������������������

�����	��������������������	�&�����'
(�)��� ��	���"���������

*���������+����������

, ��� ������ ����� ����� ��� ��� ������� ��� ��  ��  "#��	� ��� ��������� �	� ����-������ .
�()��

������������� ���, ���������� ����!��/	�

�

���������������.���������� ������������������ ����"�������������0�%����.��
./��������

�����0��� ���������� ����1��������$���%������������� ��������������� ������	�

�

������������ ��� 1�������'��0�����2����3������$�)�����$�� ���������$� ����� ����������%���!��

��������� ����  � ��� +���� ���������� 4� ���� ������� ��� '������ � � ������� ������ ��� ������� ���

 ���������� ������� 	�������������&���"#��5
���)��������������� ����� ��������� ���������

�������� � � � ��� ������� ��� ���� �1��0����� ����������� ����� ����������$� ������ %��� ����

������������ ���� ��� ������ ��� ������3� ��� � , ��� ��� !���� ��� ����� � ����� ��� 1� ��� ���"� ������

������������������	�

�

��� ��������� .� ����"� � � ������� ����� ���� ��� �� � � ��� 1�� ���� $� 
��� ����� ���� ��������� � �

��� ���$� � � ����� ����� ���� ��� ���� ����� ��� ��� ���� ��� ��� ������0�� �� �� ���� "������-

������%��	� ��� ��������� )1����$� ������$� � � &�� ���$� �������� ��� ��� ����� �� ������ � ���

 ����� � � ���� ������������ ���� ���� ��������� �������� ����������� ��� ����"������"��$� ��� �������$� ���

��0�%��$�� ����'�����	�

�

������������6� ��$�*����$���1 ���$����� "$�."������$�6�#��$�������$�� ��� "����$����������

������ ��������� ��4�+��$���������!����� �����1��0���$�������%������������������� �����������������

��%�����������, ���������������1������������#��	�������������������(�� ��$�
�1����$�����$���+�$�

7��!/$��������$�� �
����$������������  ����� �������� ���	�

�

�����������������#��$�������%������� �1��0���������� ������$�����1����������� ������ �� �

�� � $� ��!�����"��� 1�� � ���1�������������0� ������� ���� ������������� ��������$� ��� ���"��� � ���

������0�$������������ �������"���������������� �����"�������	�

�


�����#��8$�������������������+��� 9 ���������������������+����������� ����$����� ������

 ���+���$� � � ����� ������ ���  �� � � � ���  ���� ����������� ����1����� ��� ���� �,����:������� %������

���#�������� ���+���������������������� $��������������%������ �� ���� ��!������4���������������

�����"� ��$��������������%������������� ������ ���������� ���� ������������������ ���������	�

�

�*�� ���� ����� ���������� ���/� ������������� ��������� �������������� �1����������� ���

������ ���������� ��	����������+��� �����"������������� �%������������� ������� �������;���

�����������������������4�1�������� �� ���� ��8���� �������������� ����������8��

�

�

8�
������

�



�



� ��

�

����
��
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����
��
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��

��
����
��
�����
��
����������������
��
�����
���
����������������������������������������� ��

<	<� �)')�)�.)��.�) 																																																																																																																																		 =�
<	>� �).6��?@)�*��*)���'�.
�����A
���
��)�6�*)�*)����@�-)�A
.)� 																																																		 B�
������ �����	�
�������	�	
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��
������ ����
�����
��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��
������ ��	����������������� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��
���� � ��	��������	!�����	
����
"����� �����������������������������������������������������������������������������������������#�

<	=� �)A�)�)��
�����)���))�C������)																																																																																																				<=�
������ ��	�������� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������ ��	����������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$�

 �
��������
!������ ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��

>	<� �����*@.���� 																																																																																																																																				><�
>	>� *)'��������*�@�)��)��)�*)�(���)��
 																																																																																														>>�
>	=� �)
���
�����*�@�)��)��)�*)�(���)��
�
���D
@E��)A
�
7�)��A
��@���D��)�)�7����)
��) 				>F�
������ %����������������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �
������ %����&�������'�����������(���������������������������������������������������������������������������������������������������������

>	F� ��
��'���))��)��5�)��'��.������*)���
��')����@���(
��
7�)� 																																															>G�
>	B� '���)��.
����?@)��*)���D��)�)��7����)
��)��6���&)�)� 																																																									=H�
������ )������	��*�
��� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������#�
������ )�������
�+���� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������ )����&������ �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���� � )����������������	,�����
��	 ���������������������������������������������������������������������������������������������������$�

>	I� '���)��)���))J�����)���@���-*)&�)																																																																																														=K�
��$��� ��	������� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��$��� )����������������	,�����
��	 �������������������������������������������������������������������������������������������������� ��

��
����������
��
��������������
!��
���!!���"�
"�����������������������������������������������#$�

=	<� �����*@.���� 																																																																																																																																				FB�
=	>� �)
���
�����*)���D��)�)�����)
��)� 																																																																																														FI�
������ -�����,� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ $�
������ .�����
&���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� /�

=	=� �*)���'�.
�����*)���D��)�)�����)
��)�																																																																																										B>�
������ -�����,� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������ .�����
&�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

=	F� �)
���
�����*)���D��)�)��7����)
��)��6���&)�)� 																																																																						BF�
�� ��� -�����,�������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �
�� ��� ��	0�����
�1�� �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$�

=	B� �*)���'�.
�����*)���D��)�)��7����)
��)��6���&)�)� 																																																																		I=�
������ -�����,�������� �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$��
������ .�����
&��&�����
���� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������$��

#�
����!��
��
� ��
��
���%��
��
��������������
"�����������������������������������������������&'�

F	<� )E)�A�)����)
��)																																																																																																																														IG�
F	>� )E)�A�)�?@
*�
��?@) 																																																																																																																					IK�
 ����� %�	
���	�������1�����
�1�����������������������������������������������������������������������������������������������������������$��
 ����� .,,��2���
��������%������3��
������4���������� �������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������'&�

���������!"�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������''�

�



����



� ���

��	��
(�	
)�*+��	


 
�

>	<	����#������6������ �������
� �L �������+�� 	� 	� 	� 	� 	� <H�

>	>	����#������6������ ���-L ������ 	� 	� 	� 	� 	� 	� <<�

F	<�.�������������������1������������������� "���� 	� 	� 	� 	� IG�

F	>�)� ��� ��������������# ���� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� IM�

F	=A����# ��� >

<� �	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� IK�

F	F�A����# ��� <

<� � 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� GH�

F	BA����# ����<� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� � G<�

F	I�
����0��� ������������� ��������+��� �������#��������������������F	F��

���� �1��� ���J������ �����BHN������"�� ���������������"�%������� ������	� G=�

F	G�
����0��� ������������� ���+��� ��������#������������������������� "�������

������"��� ������ ���������-�������	����� �1��� ���J������ �����BHN������"�� ���������

������"�%������� ����� 	� 	� 	� 	� 	� 	� 	� GF�

�

�

�

��	��
(�	
�,-.�,+/

�

�

F	<����� �1��� ����������#��������������� 	� 	� 	� 	� 	� GF�

�

�



����



� <�

�

����0(+���0�

�

�

��� ����� ���� ���� ������ ��� (�� ����� ����� ������/��� ��� �/� #���� ���� ��������$� � � ����

���������� "���%���$��� � ��������� � �����������������O��"�MHP	��������������(�� �����

��� �� ������ � ����� ������/��� ���� ��� �������� ���� ��������$� ����� ��� �����#����� � ����� ���

1��� �������� �����1�� ���������/��������������� ��������������0�O."��KMP	�
����$������� �

 ������� ���� ������� ���� ����� ������������ +���������� ����� ������ �1��� ���� ���� ��/��0� ���

(�� �������� �/� #�������� ����������������� �%���$�� ��+ ����������  �� 1�Q��$� ��� � ��� �������

�/� #���O5"���KMP	�

�

�������������(�� ����������� �, ����������������������������/�����/����%��$���%������

����� �� ����� �"�%���  ����� ���� �������� ���� ������� ���� ��� ���������������	� ��� ��� ���

�������������������4� ��� ������� ���������������������%�������� �/� #����/����%��� �������	�

� �

���������� � ������������� �����������3�

�

��

� 
 = �
τ > =−∞




� "5 
$τ<$�$τ 5( )�τ<
�τ >

��τ 5
τ 5 =−∞




�
τ< =−∞




�
5=<

∞

� � � � �

�

�R��
$��
� ��� � ������ ������ � ���� ��� � � ��� ��� ��� ��� �/� #��� �/����%��$� � � ����"5� ��� � ����

��/��0�����"�%��� �������������5�������������	�

�

.� ���� %���%���� �0������� ��������� ���� ���� �	� ��� ������� ���� ���� ������ �� ���� ���

������ ���� ���� ���� ������ ��� (�� ����� ����� ���� �����1��� ����� ��� "�� �� ���������� ����� ����

������� ����� ��+����$� � � ���  ������������ �� ���� ����$� �� �  � ���������� ����� O(����H<$�

��&��H<P	� ���� ��� � ������� � � ������ ����� ���  ������������ ��� +����� ������ �� ��� ������0�

����������?
��� �A�S���������/� #���������� �������������O."���H<P	�A�����������$�����

��������� ������"������� ������ �1��� ����������/��0����(�� ������� ��1���������� ���+� ����

��������� ��� ������ ���� � ��� ������ �� ���� ��������� � � ��� �/� #���� ���� �������� 4� "�� ��

1�%������OL ���H=P	�

�

.���� ��� ��� ���� �, � ���� %��� ���� ������ ��� (�� ����� ������� �� � ��!�����"��� �����

������/��� ���� �/� #���� ���� ��������	� 
����$� ����� ������� ���� -� ����� ��������$� ��������$� � �

�0���%������������� ���� ������� ������������ �1����� ������������� �������� ��������������0�

-��� � ����� �� �	�)������%�����$� ��������� �4�������"������������� ���� ������ ��������$�

������ ����� ���� ������0$�  ������ ���� ���������� ����� ���  ��� ���� � ��� ���� ������0$� � � �����

������/���������������	�

�

������ ������%����%�������������  �� ���$���������� ����� �����0���������� ��������������

(�� �����4�"���T���1���$����� -4-������1��������������%�� �������� /���3�
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�R� � ����������������������1��� ������������(�� ������ � & ���"���T����������	�)���11� $������

������$�������+�����������# ���$�������� ����������������/��0$��� �1���	�A�����������$����0-���



�>�

����������� ����������� ���������0������������������ ������%���1����� �������� ������ ��������

����  ��"��%��� ���� ��������� ������ ���� �0�����	� )�� ������"�$� ����� ������� ��� ����#���

��11������� ����"����� �����/� #���$��������#����%���������+�����������# ��������������4����

������� ���� ���� �"���#���� �"/��%���$� ������ �� � �� ��������� � ���� ������� ��1����� 4�

 �����������+���������� ���� ���$��� ������� ����"�+� �1	�

�

*�������������$������ ����������������������������(�� �����4�"���T�����1������������ �����

��/��0��� ������� ������� ���, ��������+���	������� �������11� �%������ ������������������ �

, ��������������������/� #����+������������ ��"����#���	�.���������1���%�������������+���

��������# ���� ��������+��$� ����� � ����+������ ������� ������������� ���� ��+�������������

���"���%������0����� �������������������(�� ��������� ��������"�� 	�

�

���+!�� �1������������� ������������������� "���������+����������������������+�#����

��������� ����� ������� �1��� ���������/� #�����������������������������0���� ���������������

���(�� ���������������1����4���/��0������+���	��

�

������+�#������������ ���$�  ���%�������� ���������$�������#�������������"��� ��"�� �%���

����/� #���4� ������� ��	�)�� �11� $� ������+�#��������� �� 4� ���"���"������ �/� #���+���������

�������+����� ������ ����� � ��������� ���� ��� ��J��� ����� �����������"��%��������+���

���������������/� #������ ���������2 ������� �������� ������� ���J��� ���%��������� ����� ����

+��� � +����	� *���� ��� ���� �������$� ��� ����� ���� ��/��0� ��� (�� ����� ����������� 4� ��� �������

������������������/� #��	�

�

��� ���+�#��� ��� ������ �1��� ���� ���� �/� #���� %��� ����� ����������� ������� � ����� ���

������� �� � ���� ��� ����#��� ������%���3� ��� �"���"�� ��� �/� #��� +��������� �������+����� �

����� ��%����0���%����������0���������� ���� ��� ���J��� ����+����$����� -4-�������� ����

�����2 ������������������ ��!�� �������� ��J��� ��	�

�

��� �"��� ��� <� ����� �� �� � � ��� ���� � ����� ������ �1��� ���� ��� �/� #���� ���� ��������$� � �

�11��� ��� ��������$� %��� ����� �������� 4� !���$� ���� ���������  ��"��%���� � ������� !��%��4�

��!�����"��	� .���� ��� ��� �� � �� ���� ���� ������"��� ����� ��%���� ��� +���� ����/ �%��$� � � ���

���  ����� ������������������ ��"��%�����������������������������	��

�

��� �"��� ��� >� ���  ��"�� 4� ������� ���� 1������ ��� �����#���� ���� �/� #���� +����������

"����#���� � � ������������ ��������� ������� � ����� � � $� �� ��J��� ������ �-������ ��� ������

�������� � ���� 1������ ������%���$� ����������� 4� �� ��� ������������	� .�� �����+��� �� � ��� �11� �

����������4��������� �����������+�#������������� ����� ������� �1��� ���	�

�

��� �"��� ��� =� ��������� � � ���� � ���� ������ "���� "��� ������ ��������� � �� �� ���

������ ����� ������� �1��� ���������/� #�����/����%���������������������/� #�������������� �

+����������"����#���	�

�

)�1��$�����"��� ���F������ ��%���%�������� � �������� �1��� �����+ �������������� ���������

�����/� #����%����� �%����������%���	�
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.�  ����� ������ ����� ��� �����1�Q��������������������� ���������������  ����������� ����

������"�����������!� � ��� ������� �� ��������� 	�.�  ��������"������� ������������������4�

���0�%��� �����3�U��R����������-�������������� �1��� ����������������V�W�� ��U�?�������� �����

���#���� ������������������������� ����������"������������V�W	������� �1��� ���������/� #����

��������������� ������!� �  �#���������� � ���$������� �����+������#�����BBH���+���� �����

������������0������#������������� ���� � ����� ����U����� �1��� ��������/� #����W����������

������O�!�HBP	�

�

������ ��  �� ����� �� �� %��� � � ����1���� ���$� ���� �� ����� ��������� � � ���� ���� ���

��������� � ����������������������� � ��������� ����������� �1��� ���������/� #�������1������

 ����	�A��� �0������ ���� ���� �������� �������� ���� �� �� ���+������� >HHB� � � ��� /�  �����$�

���������� � ���$���������� ���������� ��"��%��������� �1��� �����������������������0����#�������

6������ ����� �L �����	�.��0-������ ��������#������ ��U������ �����+����W�� �������� �� �����

�������������������#������(�� ����	����/� ������������� ����� ����������"������������ ���

����� ������ �1��� ���������/� #�������� ������������������ ����� ��������U���������W$� ���%�����

��� � ���� ���/�9���� ���� ����� ���� �������0$� � � ���� U����"����� 4� ������ � ��� ������W�

O�)))HBP	�

�

A���� 9 $����>HH<�� �<KKB$���������/���������� � �������� ������������ �1��� ���������/� #����

���� ����������� ���� �� ������������������+��� ����������"������������#�������� ��������"��

U�+�2 ��������W	�.�  ��������"�� ������ �4� ������ ��� � ��� ��������/� #�������� ��1���� �����

,�����$����� ������ $����������#���������$����������0������������$������������ � �����4�+����

��������  ��$� � � �������#���� 1����	���� /�  ������ �1������ 4� ��� ���������� ��������� ��%���

�����/����������������� ����� � �� �%�������������������������$�������%�������1���� �����

�� "�� �%������������������������"���O
� ��KB$��!�H<P	����� �������������� �����<KKB���

����� �� ����� ���������� ��� ���� ��+���� ����� ���  ��"��%��� ���� ����� �������� � � �����1��� ����

 "���%��� ���� ���� ��11��� �� ������ "���� ������� 4� ��� �� �� ��� �����+���� ���	�.�  ���� ���� ��

������� � ����� � ��� ���� �� ������ ��� ���� ������� ���� ����� ������ �1��� ���� ���� �/� #����

��������	�

�

@����� �������������� ���������<KK>�4������� �1��� ���������/� #��������������� �9���

��+�� �$� ������� � ���� ����� �� ������ ���� ��� ���#��$� ��� �9��� ��� ������� ����� ������ � �

� ����� ���� ����� ��"��� ������1� ����� ���  X�"�� ������ �1��� ���-��� �9��� O�)))K>P	� )�� <KMB$�

���0���+���� ����������������#��������� ��%������� /����� ��-��� �������������/� #��������

��������� �� � �������� ��� ���#��� ����� �
��
E� ����������� 
� ����������� �������


�������Y� "��E������������ �$���%������ ��������4����� ����������� � ������������������

��� /������/�����������(�� ������� ��11����������� � �O��MB�$���MB+P	�

�

@�� ���� �� ������ �11�� �� ��� <KMH��� ���� �� ���� ���� �0��������� ��� 1��� �������������

L ������ � � (�� ����$� ������ %��� ���� ������ �1��� ���� ��� �/� #���� +���������� �����0� � � ����

� ��� ��������+�����������0����#�������6������ �����!4���� �����	����/� ������+��������

����1���������� ��� $������������+���� �������� $� ���� �, ���� ��� ���"���"������������ ���



�F�

�������� ��� ������ �1��� ���� ���� �/� #���� ���� ��������� 4� ��  �� ��%��	� A���� ���� �/� #����

��������$���� "����������� �1��� ���� �� ��!4��������� ��+�� ���O7���MH$��!�M=P	�

�

'�������� � ����� ����� ��� ��  �� ��� ��� ��� �1������� ���$� ��� ��� ������ � ���� ��� ����

��� �������������������+������>HH<�����&�����Z���� ���������	�.��0-���/��� ����� ��������

������� ��� �� ��� �1������� ���� ������ �1��� ���� ���� �/� #���� ���� ��������� � � ���� ������� �����

O&���H<P	��

�

)����������� ��� ��� �� �, ������ ������ �1��� �������� �/� #�������� ������������-4-�������

 ��� ���� � ��� ������$� ��� �� �"����� ����� ��� �"��� ��� ��� ������� �� � � ��� ���� � ���� ���0�

������"�������� ������� 3������������������� � �� ������������ ��-��� ��	����� "�������������

���������� ����������� �� ������������������������#���������"�	��

�

*��� �����0����� ����� ��� �%�������� "����������������������� ������������������ ����

������ �, ����������� �������������"���������+��������1������������������� �1��� ��������

�/� #���� ���� ��������	� �������� "��� ���� ����� �������� �����  �� � ���� +����� ��� ������ ����

����� ���� ��� ���� ���� �����# ���$� ��  �� �� ��� ���� ��� � ������ , ��� �11���� ���� �������� "���

����������������� ����O(���H>P	�
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.����� �����$�������������� ������ ��� ���������+�����+��� �� ������� �9��+��� $���� �

����������������$������� ������ $�����/� #����� ��+�����+���� ���� �9��+��$������ ��������������

� ���11���� �������%������������ �����1����������<	<����� ���������	�*����������$������ �����" �

�� ��� ��������� �������������������4������������������/� #��	�

�

A��� ���� ��� ���$� ��� �� � ���� ��� ���1���� %��� ��  �� 1�� ����� ���� ����#��� ��� ������ �

������������������� ��3�

�

Γ>3�+< = Γ<3�. � � � � � � �<	I��

�

�R� :�3Γ ������������������ ��������Γ�+<��1�������������,������4������� ����+�����������������4�:	�

�

����+ ��� ����������������� �����������������/� #�������������#��������� ��3�

�

<	 .������ ��� ��� ��� �� ��� �� ������ ��� 6��Z��� ��� ����������� � ≥<� � � ������� ��� ����� ���

������-��	� ��� �����#���������� ������� ��%������ ����� ����� ������ � �������#��� 1����� � ���

��������������/� #��$����� -4-������8�;<�

>	 .������������1�� ����� ������������ ��������6��Z���" = Γ�+<Ω�+<� �����%��� Γ�+<�� � Ω�+<�

����� ���������������

=	 �������������+�������� ����� ����� Γ�+<� ������ � ����� ����� � �  ������%��� �������������

+�������� Ω�+<������� ������ �����6�

F	 ����� ����� . ��� �������� ����������������������������������� ������������ �Γ ���	

��������3�

( ) <3>

<

3< +
− ΓΓ= ��. � � � � � �<	G��

�

��� �� � +���� ������ %��� ��� ���� � � �+ ���� ���� � ���� ���%��$�  �� � �"������� � ��� �����+���

�������+��������� � � 2 
 ������� �����,���������� � ������ ��J��� �������/� #��	�
��� ���%���

��� 1�� ����� ������� ����� ��������6��Z����1���������� ��������#��� ������� �������� "������ �

���+ �����4���� ����������������� ������������-��� ��� ������������ �������#���	�)���11� $� ������

������������������� ����������������������#������������ ����� " ���������1����� 0%3=" ��R�
��% ×ℜ∈ ��� ������ ����������������������������������#�������" �� ��R� ���� 30 ×× ℜ∈ℜ∈ �$ ���� �

���� �� ������ �� "��������$� ��� ��11� � ��� �1����� Γ�+< =<%<J >� � � Ω�+< = %<J >3 � ����� �1����� ���

1�� ����� ���������	�
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)�� �����$� ��� ��� �������� ���� ������ � ��� ��� �%��� ��� ��� ������� ��������������� �����

�/� #��� ���	� �� ��� ��� ��11���� � ��� �%��� ��� �1����� ���� �� ��� ��������������� ����� �$� �����

������ ������� ��������� �4����� �� ��� ����������� ��������	�A���� ��� ������� ��  �� ��11���� $�

���� ������"�� � ��"�� �%��� ����� � 4� ��� ��� ��� ��� �� ���� ��� +��� � +����� ���+ ����� ��� �������

�������������������������#��������� ��3����4����������������������������������%�������/� #���

���+��� �+����$����� �������� ������ ��J��� �������������� ���� ������������������������	�)��

�11� $���������� �����1��� �����<	>������� �
 �+��� �+����$������ �������%��� [ ] ττ &��= >



 =− 	������� �

������ ������������������  ��"��%���� � � �� �%����������+ ����� ��  �� ����������� "�� �%���4�

��� ��������������0������ ��0	�

�

A�����������$�������������1�� �����������/� #������ � ��!����������1�� ���� ����������4�����

+��� ����� ��+� ����	�)����� �%��$� ����� ����� ���6��Z����� �  ��!�������� ����������	�*��������

������"�� � �����  �� � ��� ��� ������� ��  �� ��11���� 	� @��� ������"�� �����+��� ������ �� ����

�0������4����������������� ����� [�"
� ��������������$����� -4-������������������ �������� �

���������� 4� ��� ���������� ��� �� � $� 4� ���������� �����-��� ��� �������� �������#���� � � 4� ���

���������� ��� ��  �� �������� ���� %��� ���� �������� �������#���� ����������� 4� ��� ��� ���� ������

������4��������� ���������� ����� ���	�

� �

@�����������������"�$����������� �$������������������������� � ���������� ����1���� ����

��� ��,6���0���	� �� ��J��� ��� %��� ��� � ��� 1�� � ���� ������� ��� ���+�#��	� A���� ��� 1����$� ���

���� ��� ������� ���������6��Z��������� ���3��
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��� = 2<$�$29[ ]�
�

�R� α > � $�������������������������/� #��$��1�������������%��������� ����������� ���������

�����	������� ��������� �������%��������� ��������� ����������������� ���������� ��3�

�

� = Γα�+ Φα�� � � � � ��<	M��

�R��
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−
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H

H

HH

α

α � � � � ��<	K��

�

A����������������1���������� ����� Φα ��������$�����������������!�� ����"��+�� ��������� ��

����������������������������������	�.�  �����!�� ������ ��1���������3�

�

- ��[ ]= ��� ���( )−�
�� � � � ������������<	<H��

�

A����1��� �������������!�� ���$���������� "������� ������� ��3�

�

�− - ��[ ]( )�> = H� � � � ������������<	<<��

�

�������� �� Π = �−�� ���( )−�
�$� ���� "������� ����������������������!�� ���� ���  ����� �

���� �Π = Π�> = H	� )�� �0���� �� � ��  �� �� "������� � ����� ���0��������� ��� �� �<	M�$� ���

�+ ��� �3�

�

�Π = Γα�Π � � � � � ������������<	<>��

�

@����������� ��������������� �������#������� �Π � ������������ Γα 	�)����� �%��$� α � �� �

�������� ������������%���������������������������/� #��$��������� ��� ���������� ��� ����

��� Γα �%��� ���� ���������� �������#���� ��������� �����1��� ����$� � � ������ �+ ����� ��� �������������

�/� #��	� @��� 1���� ��� ����$� ��� �"��0� ��� ������ %��� ������� ���� 1��+���� �������� �������#���� �� �

������4��������� ���������� ����� ���	�
����$��Π ��� ���������������������������� ��3�

�Π =0	%	3	
> +0�%�3�

> � � � ������������<	<=��

�

�R������������ ������������ �������� ���U��������W�� �������0�#��������� ���U�+��� �W	�
��� ���

%������� ������������� ��� ��� "������0�� �%�������� �������� 0	0�
> = H	�*���$� ���� ������� ���

�� ��������+�����+��� ��� �����������3�

�

	0=Γα � � � � ������������<	<F��

�

.�  �� �� �����  �� � ������ � ������$� ����� ����� � ���� ���� %�� ����� �<	F�� � � �<	I-<	G��

���� ����� ������ ������ . � � � � 	� ����� ����� Φ� � �� � ������ � �������������!� �� � ��%�� ����

�<	M�������������������+��� �$���� ������� ������ �4�����"������ >

�0 �� �4����� ������� ( ) <−�� ��� �3�

�

( ) ( ) ( ) ���

�

������ ������������
−−− Φ+Γ= >

�

>

�

>

� 000 α �

�

� ������#���<	<F��3�

( ) ( ) ��������� �

������ Φ+= −− >
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� K�

��� %��� 1�� � �����+��� ���  ������$�4� ������ ��� ���� "������� � ���� �������� ������-+��� � ������

H=	

>

� 00 �$�������� ���������� ��3�

0�
>��� ���( )−�

=0�
>Φ� � � � ������������<	<B��

�

���R���������������0 ������������ ������6�� �4������������� ����0����������<	K�	�

�

�� � �  �/���	�0�	


�

��� ��"��%�������������������� ���������4����1�������������%�� ��-���� �� ��� ��������� �

��������� ����� ��� �������� ������ �	� ���� ���������� 4� ���������� ��� ��  �� � "���� ��� �

����������3������� "����%�� �.���������(���� ��
���/����� O���KHP:�(��"������3������� "��


���!����� ������+����� �� -)������ � ���������O(��"KFP:��� �(�+���$�(���������"���� �*��

�����3� ������ "��
 �#��� ����������� ������ "��� 1��� ��+������ � � �� ������ �/� ���

���� �1��� ����� O(�+K=$� (��KFP	� ���� ��11������� �� ��� ���� ������ "���� ��� � +����� ���� ���0�

����� ��3�

�

<	 �������������������� ��� �%����+ ����4���� ������������������ ��-��� ��	�

>	 ���+ �� ��������������������4���� ��������������������/� #������ �3�

�

�	 *������ ��� ����������0��%������������� �������� �� � ������� �������� ����

�� ����������/� #������������� �����/� #�����%�� �����������������������	�

+	 *��� �� ������.$��� 4� ��� ��� ��� ��� �� �����  ������ ���+�����+��� � ����� ���#��

� �������������� ��������� �� �������/� #��	�

�

A����������0 ��������4������/� #������������"��$� ����%�������/� #�����/�� �����+��� ������

����������� ��	�

�

���� � "����� ��� ����� �������� �� �  � ��������� 4� �������� "��� �� � U� ���� �������W�

��������� ��� ����� ���� �A)�$� A����� ���� )����� �� "���$� ������ %������� ���  ��"��%��� ����

�����+������� ����� �������(�$���� ����� ���(����+������ "���	�.������������������ ��������

������ �1����������1�������	�*��0� /�������� ����� � �� ������������� ��11� �3����+��� �+�����

� ��������������������0�������\���0	�O(�+KBP	�������� � ������  ������������������� ��%���

�������� "����(-F��*��� ����� � �1����������� �4������������������������ ��������������������

 /������� ���� ����������1����� ������������� ������������"�����1�%���������������������

����������������\���	�@����� ����������������� ������� "�����F��*�� ����������A)���� �

����������������������$��������  ��1���-������� ������ ���������+�����������������������

����� ������O'��HHP	�

�

�

�� �� �,	
-�.��3,���
*3�3�,.


�

���/������%���%���� �� � ��������0 ����������������������� �1��� ��������/� #����+����������

�����0�������1�����3�
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�

�R� ��� �� ���� [ ] ���

�9999 ×ℜ∈= �><
$� ��9 ��

� $$<$ �=ℜ∈ × � ����� ����� ��� +������� � ���

�/� #��	���������� ����S�����Z���������0���� �����%������%��� ,� ℜ∈ � � 1� ℜ∈ ��� ��1����

������ [ ] ,1>>

,

> ������ ℜ∈=⊗ �< 	�

�


1������������������  �� ��"��%�����0��/� #����+���������$�������� ���� ���������� ������

�/� #��� ������  �� � ��� +��� � +����� ��������� � ��� +��� � ��� ������� *5� � � ��� +��� � ���

���������� ?5� O'��KKP� ��  � �!�� �	� *�� ��  �� 1�Q��� ���  "����� ��� ����� �������� ����� ����

�/� #������������������, ��� �������������+�������������������� ���������������������1������

����3�
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δ7 � � � ������������<	<G��

�

����� ��������$����������1������������������$�%������ ����� �������+��� �+�����������

�� ��� ����� ���� �1���� ��� �/� #��� ��� � ���+���� ��� ��� ���	� ����� ��� ���"����� ��� ���� ���� ���

����� � ���0�� ��� ��11������� � ��� ����� ������ ���+��� ���� ������ ��� �/� #��$� ��� %��� �� �

����� �� ��������� X�"�������� �1��� ���	�A���� ������  ����� ��� ������ ������� ������ ������ �

��� ��"��%�������������������4�U�%�� ���+�����W�O."��HHP	�

�

���� ����������� ��� �� ������ ��� �/� #��� +��������� 4� ���� �1����  �� �  �#�� �����$� ����

 ��"��%������� ����� ����������#���+����������� ���������������������������� ��"��%����� ��

���� ��������� ������ �����+���	� A���� �������� ��� ���+�#��$� ���� �� ��� ���� ��� ����� ����

�� ������.$��$�� �9�����/� #���+����������<	<I���������� "���������������������� �������$�

����� ����� �� ����������� ��� 1�Q��� �����%��� �� ����� ���� ���� �������	� � '�������� $� ���

�+ ��� � ���� �� ������ 6� � � 4� ������ ���� ���� ����� ���+�#��� �������� ��� ��������� ������

O(���KKP$�O(���H<P	�

�

�

�� �# �,	
(�
�0(2.�	
",����	����
��
8 �����


�

.��  /��� ��� ���#���� ��� � ������ U������ �� ��� +����W$� ��� 1�� � ��� ����� � ��� ����

��� �����#��	�.����-��������� ����������� �������0��������/� #������������� �������� ����������

 ������ �������������� ��� � �%���������������	�������#�����������6������ ����� ������

���� ���� ������ � � � �%��� ������� ����� �/� #��� �������� �/����%��$�  ������%��� ������#������
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*���� ��  �� 1�����$� ��� ���� ������ � � � �%��� �� � ������� ������ ):�;� � � ��� �/� #��� ��������
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