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1 Chapitre 1 

Introduction  

 

 

 

 

1.1 Épilepsie 

Le terme épilepsie a une étymologie grecque. Il dérive du verbe epilambanien qui signifie 

surprendre, saisir, attaquer par surprise. Dans la médecine antique, l'épilepsie était considérée 

comme une "maladie sacrée" plutôt qu'un trouble neurofonctionnel, même si Hippocrate 

(médecin Grec, 460 av. J.-C. - v. 370 av. J.-C.) en avait déjà souligné l’origine (cerveau).  

En France, le nombre de personnes atteintes d’épilepsie se situe entre 450 000 et 500 000 

(près de 1% de la population, seconde cause d’hospitalisation en neurologie [1]). Les causes 

de l'épilepsie sont diverses : atteintes cérébrales consécutive à un traumatisme, lésions 

cérébrales, tumeurs, maladies vasculaires, anomalies métaboliques ou intoxications. 

L'épilepsie n'est héréditaire que dans un faible pourcentage de cas. Cependant, dans la moitié 

des cas, les causes de la maladie restent inconnues. 

L’épilepsie résulte d’un dysfonctionnement cérébral. Cette pathologie est caractérisée par la 

répétition de crises inopinées dont les symptômes (ou signes cliniques) dépendent directement 

des zones impliquées à l’origine et lors de la propagation d’activités anormales, dites 

paroxystiques (un phénomène d'apparition brutale, atteignant rapidement son maximum en 

amplitude ou en fréquence, et se terminant de façon soudaine). Il existe normalement un 

équilibre entre les milliards de neurones excitateurs et inhibiteurs qui composent le tissu 

cérébral. Bien que la notion d’équilibre entre excitation et inhibition soit peu apte à rendre 
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compte de la complexité des mécanismes sous-jacents, l’hypothèse d’une rupture de cet 

équilibre dans le tissu epileptogène est communément admise. Cette rupture entraîne des 

décharges électriques synchrones dans des larges populations de neurones, interconnectées et 

souvent localisées dans des régions distantes. 

1.1.1 Réseau épileptogène 

Les travaux de P. Chauvel [2, 3] ont introduit le concept de réseau épileptogène, à partir d’une 

longue expérience de la sémiologie des crises. En effet, on observe souvent, chez les patients, 

des suites reproductibles de signes cliniques, lors du déroulement des crises [4]. Cette 

reproductibilité, confirmée sur les signaux intracérébraux par la mise en correspondance des 

observations (Wendling et al. [5]), correspond nécessairement à une organisation spatiale et 

temporelle de la zone épileptogène. De plus, ce sont souvent des régions distantes qui sont 

mises en jeu, presque simultanément au début des crises. Par conséquent, la zone épileptogène 

peut difficilement être réduite à un foyer bien circonscrit dans l’espace cérébral. Elle 

correspond plutôt à un « réseau » d’ensembles neuronaux interconnectés et distribués dans 

différentes structures cérébrales, capable d’initier puis de propager les crises. La 

compréhension de cette organisation, chez un patient donné, pourrait aboutir à une 

délimitation plus fine de la zone épileptogène. 

1.1.2 Classification des crises 

La volonté de classer et d’établir une terminologie permettant de décrire les différentes crises 

et syndromes épileptiques date depuis longtemps. L’objectif d’une telle classification est de 

faciliter la communication entre cliniciens et d’établir une base taxonomique pour les 

recherches cliniques et fondamentales sur l'épilepsie [6]. La classification actuelle des crises 

d'épilepsie d'après la ligue internationale contre l'épilepsie (ILAE) publiée en 1981 et revue 

par la suite [7], les divise en deux catégories [8]: 

i) Les crises généralisées dans lesquelles la décharge paroxystique, étendue aux deux 

hémisphères, envahit la totalité du cortex cérébral. Classiquement, les crises sont 

subdivisées en deux groupes : celles dites « convulsives » qui peuvent être très 

brutales avec une perte rapide de la conscience et celles dites « non convulsives », 
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appelées également « absences », qui ont une durée généralement brève et qui sont 

caractérisées par une atténuation ou une suspension de la conscience. 

ii) Les crises partielles ou focales, dans lesquelles la décharge paroxystique intéresse 

initialement un nombre limité de structures corticales. Selon la localisation initiale et 

les voies de propagation de la décharge, on peut observer une très grande variété de 

crises. La décharge peut rester localisée dans une région ou intéresser une partie plus 

vaste jusqu’à la totalité d'un hémisphère, voire l'ensemble des deux hémisphères (on 

parle alors de généralisation secondaire de la crise). 

1.1.3 Traitements de l'épilepsie 

On a recours à deux types de traitement pour l’épilepsie : pharmaceutique et chirurgical. 

Après diagnostic d'une épilepsie, le traitement médicamenteux, consiste en un ou plusieurs 

anti-épileptiques selon le cas. Il est systématiquement prescrit. Ce type de traitement est avant 

tout symptomatique et non étiologique, dans le sens où il vise à supprimer les crises et non 

leur(s) cause(s). Au niveau neuronal, les agents anti-épileptiques agissent sur l’équilibre 

excitation-inhibition par différents moyens comme la stabilisation de la membrane cellulaire 

ou la réduction du nombre de potentiels d'action générés en réponse à une excitation. Au 

niveau des populations de neurones, ils visent à limiter les phénomènes 

d'hypersynchronisation (le terme "hypersynchronisation" est utilisé pour la première fois par 

Penfield et Jasper [9]).  

Dans les pays développés, 75% des patients sont traités avec succès grâce aux médicaments 

anti-épileptiques. Pour les 25% restant, (épilepsies dites pharmaco-résistantes), un traitement 

chirurgical peut être indiqué après une longue analyse des données anatomiques, cliniques et 

physiologiques effectuée lors du bilan pré-chirurgical [10]. Il consiste généralement en la 

résection d’un volume cérébral défini à partir d’un compromis entre l’étendue de la zone 

épileptogène et le maintien des capacités fonctionnelles telles que le langage, par exemple, 

dans certaines épilepsies temporales. 

La chirurgie de l'épilepsie a donc deux objectifs principaux [11]. Le premier est curatif : 

l'intervention a pour but d'opérer la zone épileptogène en pratiquant une résection des sites 
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cérébraux impliqués dans l'initiation des crises. Cette solution est surtout adaptée aux 

épilepsies partielles. La chirurgie curative est prescrite si le volume cérébral est limité 

anatomiquement et si le déficit fonctionnel lié à l'ablation est acceptable pour le patient 

(maximiser les chances de guérison en minimisant les risques de séquelles). Le second est 

palliatif : l'intervention a pour objectif de sectionner les voies de propagation. Cette solution 

est notamment appliquée dans les épilepsies généralisées (accompagnées de chutes graves et 

handicapantes, par exemple) pour lesquelles des callosotomies (section totale ou partielle du 

corps calleux) sont requises. Les résultats de la chirurgie sont encourageants puisque les crises 

sont contrôlées chez 67 à 85% des patients.  

1.2 Méthode d'acquisition des données cérébrales 

De nombreuses méthodes d'investigation sont utilisées dans le cadre du bilan pré-chirurgical, 

souvent classées selon la nature des données qu’elles fournissent. Les méthodes d’imagerie 

anatomique (tomographie à rayons X – ou scanner-, imagerie par résonance magnétique – 

IRM-), permettent d’examiner le cerveau sur un plan structurel. Elles peuvent révéler 

certaines anomalies liées à l’épilepsie comme les dysplasies, les tumeurs, les lésions. Les 

méthodes d’imagerie fonctionnelle (l'IRMf, TEP, SPECT) renseignent sur l’activité 

métabolique du cerveau. Enfin, les méthodes électrophysiologiques (électroencéphalographie 

de scalp ou intracérébrale, magnétoencéphalographie) fournissent des données directement 

liées à l’activité électrique cérébrale ou aux champs magnétiques induits par cette activité. 

Bien que son développement soit moins récent que celui des méthodes d’imagerie, 

l’électrophysiologie occupe encore une place primordiale pour la localisation de la zone 

épileptogène ou pour la compréhension des mécanismes de déclenchement et de propagation 

des crises. 

Chaque méthode est sensible à la variation de grandeur spécifique et possède sa propre 

résolution temporelle et spatiale. Fig.  1.1 compare quelques méthodes d’investigation selon 

ces deux paramètres. On remarque, par exemple, que l'EEG de surface a une résolution 

temporelle excellente (de l’ordre de la milliseconde) mais que sa résolution spatiale est 

inférieure à celle des méthodes d’imagerie.  
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Fig.  1.1. Schéma comparatif des résolutions temporelles et spatiales des différentes techniques 

de recueil de l'activité cérébrale. Les échelles non linéaires permettent d'apprécier les 

caractéristiques de chacune d'elles (adapté de [12], inspiré de [13]). 

 

Dans cette thèse, nous nous intéressons plus particulièrement à une méthode 

électrophysiologique utilisée lors de l’évaluation pré-chirurgicale des patients épileptiques 

atteints d'épilepsies partielles pharmaco-résistants : la stéréoelectroencéphalographie (SEEG) 

(Talairach et Bancaud [14]). Cette méthode fournit, à partir d’électrodes intracérébrales (Fig. 

 1.2), un enregistrement direct de l’activité électrique des structures potentiellement 

impliquées dans la zone épileptogène. L'implantation des électrodes et le geste chirurgical qui 

découlent de l’analyse des signaux sont réalisés en 5 étapes principales : 

i) Dans un premier temps, à partir des hypothèses émises sur l’organisation de la zone 

épileptogène basées sur les données non invasives (sémiologie des crises, monitoring 

vidéo-EEG de surface, SPECT critique ou intercritique, …) mises en relation avec les 

connaissances sur l'organisation anatomo-fonctionelle de la région impliquée, le 

nombre d’électrodes et leur localisation respective sont définis. 

ii) Une IRM pré-opératoire est effectuée et la position des électrodes est alors simulée sur 

une représentation 3D des sillons corticaux. 
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iii) Pendant l'opération, la position du patient est contrôlée à chaque instant grâce à la 

mise en correspondance de la forme tridimensionnelle des sillons corticaux obtenue 

par IRM et d'une angiographie biplan. Cette dernière technique utilise les rayons X, et 

un produit de contraste à base d'iode qui permet de rendre visible les vaisseaux 

sanguins (le système vasculaire devient visible sur les clichés radiologiques grâce aux 

propriétés radio-opaques de l'iode). La présence des vaisseaux permet éventuellement 

de modifier très légèrement les trajectoires des électrodes pour éviter les risques 

d'hémorragie. Les électrodes multicapteurs (0.8 mm de diamètre, 10 ou 15 plots de 2 

mm de longueur de chacun, 1.5 mm entre deux plots, voir Fig.  1.2(a) ) sont introduites 

orthogonalement dans la double grille courante de l'atlas stéréotaxique de Talairach 

[14, 15]. 

iv) Après l'implantation, la localisation anatomique réelle de chaque plot est vérifiée sur 

des images de scanner, superposées aux vues IRM correspondantes. Une 

reconstruction 3D précise peut être calculée (précision de l’ordre du millimètre). 

v) Des enregistrements intracérébraux sont ensuite réalisés pendant plusieurs jours 

(typiquement une semaine) à partir des électrodes profondes. Après analyse de ces 

enregistrements (corrélations électro-anatomo-cliniques), une cortectomie localisée de 

la région responsable des crises est planifiée. Cette région est définie précisément par 

rapport aux repères sulco-gyraux. Après cette définition, le retrait des électrodes est 

effectué. Une IRM de contrôle est ensuite réalisée et recalée avec la première IRM 

afin de vérifier les limites de la cortectomie et de les corréler avec les conséquences 

neurophysiologiques éventuelles pour le patient. 

Une photo d'une électrode (15 plots d’enregistrement) intracérébrale est présentée Fig.  1.2 (a). 

L'implantation d’électrodes intracérébrales est illustrée Fig.  1.2 (b) sur une dissection. Dans 

cet exemple, la localisation des électrodes correspondrait à l’exploration d'une épilepsie 

partielle du lobe temporal (ELT). Un exemple de signaux SEEG enregistrés le long d’une 

électrode pendant une crise est présenté Fig.  1.2 (c). 
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Fig.  1.2. Exploration stéréo-électro-encéphalographique (SEEG) : (a) une photo d'une 

électrode intracérébrale, (b) un exemple d'implantation d’électrodes dans le lobe temporal, et 

(c) un exemple des signaux SEEG enregistrés sur 11 plots adjacents d’une même électrode 

lors du démarrage d’une crise. 

a) b) 

c) 
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1.3 Mesures d'interdépendance entre signaux 

En routine clinique, l’analyse des signaux SEEG reste essentiellement visuelle. Or, comme 

nous l’avons montré dans de nombreuses situations [16], les méthodes de traitement du 

signal, lorsqu’elles sont bien adaptées aux problèmes posés, peuvent apporter un complément 

substantiel à l’analyse visuelle. Ceci est particulièrement vrai dans le cadre de l’étude de 

l’organisation de la zone épileptogène et dans l’analyse de signaux épileptiques résultant 

d'une hypersynchronisation anormale au sein des populations de neurones ou entre 

populations distantes [17, 18]. En effet, les méthodes de mesure de relation entre signaux (au 

sens large) se sont considérablement développées dans le domaine. Les recherches sont 

finalisées autour de deux thèmes principaux :  

i) La prédiction des crises, dans laquelle la quantité mesurée par les méthodes de 

caractérisation d'interdépendance est utilisée comme un indicateur de l'avènement 

d'une crise. A long terme, l’espoir est d’utiliser cet indicateur dans un système de 

prévention des crises (par exemple par stimulation électrique ou injection locale de 

certains médicaments). 

ii) L’étude des relations interstructures dans la zone explorée par la SEEG. L’objectif est 

de localiser la zone épileptogène et de comprendre son organisation. A terme, 

l’objectif est de mieux définir le geste opératoire. 

Concernant la prédiction des crises, plusieurs études ont montré la supériorité des méthodes 

de mesures d'interdépendance entre signaux (les méthodes dites ‘bi-’ ou ‘multivariées’) par 

rapport aux méthodes univariées, c'est-à-dire les méthodes qui caractérisent les propriétés 

(comme la complexité et la non stationnarité) des signaux pris individuellement [19]. Plus 

précisément, sans aborder ici les problèmes de sensibilité et de spécificité inhérents à tout 

problème de détection et les problèmes liés à la sélection des données, il a été montré que les 

mesures univariées peuvent caractériser des changements se produisant peu de temps avant la 

crise (quelques secondes), alors que les mesures bivariées pourraient refléter des changements 

de dynamique plus longtemps avant la crise (de quelques minutes à quelques heures). 
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Concernant le localisation de la zone épileptogène, de nombreuses études [19] ont été 

publiées. Elles mesurent le couplage statistique entre les signaux issus de différentes 

structures cérébrales pour caractériser leurs relations fonctionnelles (voir illustration Fig.  1.3). 

A partir de cette caractérisation de la connectivité, des hypothèses peuvent ensuite être émises 

sur le rôle de chaque structure cérébrale et sur ses interactions avec les autres structures du 

réseau, pendant une activité normale (cognitive, par exemple) ou une activité pathologique 

(épileptique, par exemple).  

S1 S2
Relation

inter-structure

?
Couplage
statistique

S1 S2
Relation

inter-structure

??
Couplage
statistique
Couplage
statistique
Couplage
statistique  

Fig.  1.3. Schéma général d'utilisation des méthodes de caractérisation des relations 

fonctionnelles entre les différentes structures cérébrales à partir de la mesure du couplage 

statistique entre les signaux qu’elles génèrent.  

Ces méthodes peuvent être regroupées dans deux catégories : les méthodes linéaires et les 

méthodes non linéaires.  

Les méthodes linéaires ont été développées au milieu du 20e siècle [20]. Les plus utilisées 

dans le domaine de l’analyse des signaux EEG sont la fonction d’intercorrélation normalisée, 

et la fonction de cohérence basée sur l’interspectre des signaux [21, 22]. A partir de ces 

travaux, des méthodes ont été proposées plus récemment, visant à améliorer les performances 

statistiques et la résolution temporelle d'estimation de relation, particulièrement en utilisant 

des modèles paramétriques pour le signal [23, 24]. 
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Depuis une vingtaine d’années, beaucoup d’efforts ont porté sur l’utilisation des méthodes de 

mesure d'interdépendance non linéaire. Ces efforts sont justifiés par le fait que la relation 

entre les signaux peut être de nature non linéaire et par l’incapacité (par définition) des 

méthodes linéaires à mettre en évidence une telle relation. Les méthodes non linéaires peuvent 

elles-mêmes être divisées en deux catégories. La première regroupe celles basée sur 

l'information mutuelle [25] ou la régression non linéaire [26, 27]. Dans la seconde catégorie, 

on trouve des méthodes utilisées dans l’étude des systèmes dynamiques non linéaires et dans 

la théorie du chaos [28, 29]. Leur application à l’analyse des signaux EEG est très récente. 

1.4 Objectifs de la thèse et organisation du manuscrit 

L’objectif général de cette thèse est d’évaluer les méthodes de mesure des relations entre 

signaux utilisées (ou utilisables) dans un contexte d’étude de la connectivité cérébrale. Cet 

objectif répond à plusieurs besoins.  

Tout d’abord, le nombre de méthodes disponibles a considérablement augmenté. Pour chaque 

méthode, on dispose également de plusieurs estimateurs du degré de relation. Certes, plusieurs 

tentatives de comparaison des performances de différentes méthodes ont été décrites ces 

dernières années. Cependant, la plupart d’entre elles ne donne que des résultats qualitatifs [30, 

31] et aucune d’entre elles n’a fait intervenir la notion de « modèle de relation » dans un 

contexte applicatif où précisément, on ne dispose pas d’information a priori sur la nature de la 

relation. Ainsi, ces études ne donnent que des résultats partiels et souvent dans une 

application spécifique [19, 32].  

Par ailleurs, étant donnée la nature oscillatoire des activités reflétées dans les signaux EEG, il 

est naturel de poser la question de la dépendance par rapport à la fréquence de ces méthodes 

de caractérisation des relations inter-structures. C'est la raison pour laquelle nous avons 

consacré une partie importante des travaux effectués durant cette thèse à l'étude des méthodes 

d'estimation de la relation conservant l’information fréquentielle.  

Enfin, il est très probable que la relation qui lie les signaux soit non stationnaire, notamment 

lorsque ceux-ci sont enregistrés durant les crises d’épilepsie. Nous avons donc également 
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consacré une partie des travaux à certaines méthodes paramétriques capables d’estimer la 

relation dans le cas non stationnaire.  

Ce manuscrit est organisé de la manière suivante : le chapitre 2 présente un état de l'art sur des 

méthodes de mesure de relation. Sont abordées et décrites les méthodes linéaires 

(paramétriques et non paramétriques), les méthodes non linéaires (régression, information 

mutuelle, relation de phase et synchronisation généralisée). Ces méthodes ont toutes été 

utilisées dans le cadre de l’analyse des signaux EEG, soit pour des études cognitives, soit dans 

des pathologies telles que l’épilepsie ou la maladie d’Alzheimer. Dans le chapitre 3, nous 

proposons une méthodologie d’évaluation et de comparaison des différentes méthodes 

présentées dans le chapitre précédent qui utilise à la fois des modèles de génération de 

signaux et différents critères statistiques tels que le biais, la variance, l'erreur quadratique 

moyenne, et la sensibilité des mesures par rapport aux changements du degré de relation. Les 

modèles mathématiques proposés permettent de simuler des paires de signaux liés par des 

relations linéaires ou non linéaires (dont le degré est paramétré) et couvrent un large éventail 

de situations (stochastique bande-étroite ou large bande, déterministe ou chaotique). De plus, 

afin d'approcher les propriétés des signaux réels, nous avons également utilisé un modèle 

réaliste (populations neuronales couplées) de génération de signaux EEG. Le quatrième 

chapitre est consacré à l'étude des méthodes de mesure de relation en temps et en fréquence. 

Les travaux effectués, s’appuyant sur des méthodes existantes, ont conduit à la proposition 

d’un nouvel estimateur de la cohérence et donc à une caractérisation de la relation linéaire 

entre signaux, dans le plan temps-fréquence. 





 

2 Chapitre 2 

Méthodes de mesure de couplage statistique entre 

signaux 

 

 

 

 

2.1 Introduction 

Un état de l'art sur des méthodes de mesure de couplage statistique entre signaux est présenté 

dans ce chapitre. Nous passons en revue les méthodes les plus répandues dans le domaine de 

l’étude des activités cérébrales. Ces méthodes comprennent les méthodes linéaires, non 

paramétriques et paramétriques, et les méthodes non linéaires. D'une façon générale ces 

méthodes peuvent être réparties en trois groupes: (i) les méthodes de régression linéaire et non 

linéaire; (ii) les méthodes de synchronie de phase; (iii) les méthodes de synchronisation 

généralisée.  

Dans ce chapitre, les bases théoriques de chaque méthode étudiée ainsi que les considérations 

pratiques pour sa mise en œuvre sont présentées. 

2.2 Méthodes linéaires 

Plusieurs méthodes ont été proposées afin de caractériser les interactions entre différentes 

structures cérébrales. Dès les années cinquante, les méthodes linéaires, et notamment la 

fonction d’intercorrélation, ou corrélation croisée (CC), ont été déployées pour l'étude de ces 

interactions à partir des corrélations mesurées entre signaux EEG. La mise au point de 
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l’algorithme de la transformée de Fourier rapide (FFT) a ouvert la porte à l’analyse spectrale 

de signaux EEG. L'équivalent de la CC dans le domaine fréquentiel, c'est-à-dire la fonction de 

cohérence (FC), a été appliquée aux signaux EEG par Brazier [21]. Depuis, sur la base de ces 

deux approches, plusieurs méthodes ont été développées pour améliorer la caractérisation des 

relations entre signaux EEG [20, 33-40] que ce soit dans le domaine temporel, fréquentiel ou 

conjointement en temps et en fréquence. 

En termes statistiques, ces deux manières d’appréhender une relation linéaire entre deux 

signaux peuvent s’assimiler à des méthodes de régression linéaire calculées sans aucune 

hypothèse a priori sur le modèle éventuel de relation entre les signaux. Elles ont été 

intensivement exploitées sur de nombreux problèmes. Deux d’entre elles sont présentées ci-

après : dans le domaine temporel, la méthode de régression linéaire qui fournit un coefficient 

de corrélation entre signaux, et dans le domaine de Fourier, la fonction de cohérence dont le 

module permet de caractériser la linéarité de la relation entre signaux. 

2.2.1 Coefficient de corrélation linéaire 

Le coefficient de corrélation est une quantité qui représente la qualité de l’ajustement d'une 

courbe, par la méthode des moindres carrés, sur des données présentées sous forme d’un 

nuage de points. Le coefficient de corrélation est également connu comme le coefficient de 

corrélation de "produit de moment" ou de corrélation de Pearson [41]. 

Pour l’ajustement au sens des moindres carrés, d’une droite sur des données, le coefficient b 

dans l’équation ci-dessous : 

 ŷ bx a= +  

est donné par : 

 
[ ]( ) [ ]( )

[ ]( )
1

2

1
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var( )
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=

− −
= =

−
∑

∑
 

où x  et y  sont les moyennes de x  et y . De la même manière, on peut estimer b′  dans 

l'équation suivante, 

 x̂ b y a′ ′= +  
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par  

 cov( , )
var( )

x yb
y

′ =  

Le coefficient de corrélation r entre x  et y  peut alors être défini de la façon suivante : 
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Ce qui peut être plus simplement écrit : 

 ( )
( ) ( )

2
2 cov ,

var var
x y

r
x y

=
⋅

 

Si les signaux x  et y  sont centrés, on peut écrire l'équation ci-dessus de la manière suivante : 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
2

0 0
xy

xx yy

r
γ τ

τ
γ γ

=
⋅

 (2.1) 

où ( )xxγ τ  et ( )yyγ τ  sont les auto-corrélations de x  et de y , et ( )xyγ τ  l'intercorrélation entre 

x  et y  retardé de temps τ . 

2.2.2 La cohérence 

Elle permet d’explorer les relations statistiques entre signaux en fonction de la fréquence. La 

fonction de cohérence est analogue à la méthode précédente mais dans le domaine de Fourier 

[42-45]. Elle est classiquement définie [46-48] par : 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
2 xy

xy
xx yy

S f
f

S f S f
ρ =

⋅
 (2.2) 

où ( )xxS f  et ( )yyS f  sont les densités spectrales de x  et y  et ( )xyS f  est leur densité inter-

spectrale. La fonction de cohérence mesure le degré de la linéarité de la relation entre deux 

signaux. Elle vaut zéro pour deux signaux complètement indépendants et prend la valeur 1 

pour module, si et seulement si l'un est décrit linéairement en fonction de l'autre. 

Après l'introduction de la transformée de Fourier rapide [49], les premières applications 

d'analyse spectrale dans le domaine ont vu le jour, avec en particulier les travaux de Walter et 

Adey [50]. L’utilisation combinée de la fonction de cohérence et de la phase ont permis à 
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Brazier [21] d’étudier, dès 1968, la propagation de l'activité épileptique critique enregistrée 

avec des électrodes intracrâniennes. Depuis, plusieurs études portant sur la génération et la 

propagation des activités dans le cerveau ont été menées [5, 22, 37, 51, 52].  

La qualité, en termes de biais et de variance, des estimations non paramétriques des spectres 

et de l’interspectre intervenant dans la fonction de cohérence, est conditionnée par le nombre 

d’échantillons disponibles. De fait, pour des observations de courte durée, les erreurs 

d’estimation deviennent critiques. Par exemple, l’étude des phénomènes de synchronisation 

de l’activité cérébrale lors de certaines tâches cognitives, nécessite une analyse locale du 

signal EEG. Pour répondre à ce besoin, il faut disposer de méthodes qui puissent estimer la 

relation entre signaux sur un horizon d’observation court, compatible avec les changements 

induits dans l'EEG. Le recours à des modèles paramétriques pour les estimations spectrales 

peut alors s’avérer intéressant. 

2.3 Méthodes non linéaires 

On constate un intérêt croissant au cours de ces dernières années pour les méthodes de mesure 

d'interdépendance non linéaire afin de caractériser les dynamiques spatio-temporelles de 

signaux cérébraux comme l’EEG et la MEG. Cet intérêt repose sur le fait que le mécanisme 

de génération des signaux cérébraux est non linéaire.  

Par ailleurs, les résultats des traitements mathématiques traditionnelles, qui sont presque tous 

linéaires, ne sont pas entièrement satisfaisants. En effet, dans le cas où les quantités calculées 

avec les méthodes linéaires sont faibles, on peut difficilement conclure sur la non existence 

d’une interaction entre structures, celles-ci pouvant résulter d’un processus non linéaire qui se 

traduirait également, au niveau des signaux, par une relation non linéaire.  

C’est pourquoi, plusieurs méthodes de caractérisation de relation ont récemment vu le jour 

pour mieux répondre aux besoins (par exemple, dans le cas de l'épilepsie, mieux connaître les 

mécanismes d’initiation et de propagation des crises et des événements paroxystiques 

intercritiques). Les méthodes de mesure d'interdépendance non linéaire qui ont étés explorées 

en premier dans ce domaine sont l'information mutuelle [25] et la régression non linéaire [26, 



Méthodes de mesure de couplage statistique 
 

17

53]. Les méthodes issues des systèmes dynamiques non linéaires et de la théorie du chaos [28, 

29] ont été introduites dans ce domaine plus récemment.  

Dans ce qui suit, nous présentons succinctement les méthodes non linéaires les plus répandues 

pour la caractérisation de relation entre différentes structures cérébrales dans la perspective de 

l’estimation de leurs couplages fonctionnels.  

2.3.3 Coefficient de régression non linéaire 

Le coefficient de régression non linéaire permet de mesurer une dépendance statistique 

(linéaire ou non) entre deux séries d'observation [54]. Si on considère deux variables 

aléatoires x  et y , l'espérance conditionnelle de y  étant donné x , |x yμ , c'est-à-dire la courbe 

de régression de y  en fonction de x , est définie par: 

 ( ) ( )| |y x x y f y x dyμ
+∞

−∞
= ⋅∫  

où ( )|f y x  est la loi de probabilité conditionnelle de y  à x  fixée. Le coefficient de 

régression non linéaire 2
|y xη  qui explique la réduction de la variance de y  quand elle est 

prédite à partir des valeurs de x  peut s'écrit : 

 
( ) ( )( ){ }

( )
( )( ){ }

( )

2 2

| |
2
|

var
1

var var
y x y x

y x

y E y x E y x

y y

μ μ
η

− − −
= = −  

Il représente le complément à 1 du rapport de la portion de la variance de y qui est expliquée 

par x et de la variance de y.  

Ce coefficient est, par construction, compris dans l'intervalle [0,1]  puisque 

( ) ( )( ){ }2

|var y xy E y xμ≥ − . 2
| 0y xη =  correspond au cas où les deux signaux x  et y  sont 

indépendants. Pour 2
| 1y xη = , le comportement de y  peut être complètement prédit à partir de 

celui de x . Si la liaison est parfaitement linéaire, on a 2 2 2
| |y x y xh rη = . La mesure 2h  est une 

quantité asymétrique dans le sens où 2 2
| |y x x yh h≠ , et peut donc être porteuse d’une information 

sur la directionalité du couplage entre les observations [53]. L'estimée de ce coefficient est 

notée par la suite 2
|y xh . 
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De nombreuses méthodes ont été proposées dans la littérature pour estimer une régression non 

linéaire (le lecteur peut se référer aux ouvrages abordant cette question par exemple [55-57]). 

Pijn [26, 58, 59] a proposé d'approcher la courbe de régression ( )2
|y x xμ  par une fonction 

continue affine par morceaux. On a ainsi une régression localement linéaire construite en 

imposant une contrainte de continuité sur ( )|y x xμ . Pour cela, l'axe des abscisses x  est divisé 

en L intervalles adjacents et de même largeur. Conditionnellement à x  dans un intervalle i, la 

valeur moyenne iq  de y  est calculée, ainsi que l'abscisse ip  donnée par le point milieu de 

l'intervalle considéré. La courbe de régression ( )2
|y x xμ  est approchée en joignant les points 

( , )i ip q , la fonction correspondante à ce graphe étant alors : 

( ) ( ) ( )
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y x i i
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Dans le cas des séries de longueur finie N, l'estimée du coefficient est donnée par : 
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Le recours à cette mesure a été envisagé dans de nombreux travaux. On peut citer par exemple 

l'étude de la dynamique spatiotemporelle des signaux EEG avant les crises néocorticales [60], 

l'interprétation basée-modèle des interdépendances entre signaux en épilepsie [53], 

l'identification de réseaux épileptogènes par analyse des signaux SEEG [61], l'interprétation 

des décharges épileptiques généralisées [62], la propagation des activités électriques dans le 

cerveau [26], la recherche du rôle de la commissure hippocampique dans le transfert 

interhémisphérique des décharges épileptiques chez le rat [63]. 
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2.3.4 Information mutuelle 

L'information mutuelle permet de mesurer des dépendances linéaires ou non linéaires. Sa 

valeur est nulle si et seulement si les deux séries temporelles considérées sont strictement 

indépendantes. 

Soient x  et y  deux variables aléatoires. Si on désigne par xp , yp  et ,x yp  respectivement les 

lois marginales de x  et y  et la loi du couple ( x  , y ), on peut définir les entropies selon 

Shannon de ces variables de la manière suivantes [64] : 

( ) ( ) ( )logx xH x p u p u du= −∫  

( ) ( ) ( )logy yH y p u p u du= −∫  

( ) ( ) ( ), , log ,xy xyH x y p u v p u v dudv= −∫∫  

L’information mutuelle moyenne est alors définie comme étant [65, 66]:  

( ) ( ) ( ) ( ), ,I x y H x H y H x y= + −  (en prenant les logarithmes à base 2, toutes ces quantités se 

mesurent en bits). Elle peut aussi se mettre sous la forme :  

( ) ( )
( ) ( )

,
( , ) , log xy

xy
x y

p u v
I x y p u v dudv

p u p v
= ∫∫  

Les différentes entropies mesurent la teneur en information des espaces probabilisés 

marginaux x  , y  et l'espace joint ( x  , y ) tandis que, l'information mutuelle moyenne mesure 

la quantité d'information obtenue sur x  (resp. y ) sachant y  (resp. x ). 

L'information mutuelle moyenne est nulle si et seulement si les deux variables aléatoires sont 

indépendantes. Pour des variables corrélées, elle prend des valeurs positives et atteint son 

maximum ( ) ( )( )H x H y=  pour des variables liées. Cette mesure, contrairement au 

coefficient de régression non linéaire, est insensible à la direction de couplage. En effet, 

l'information mutuelle moyenne est symétrique c'est-à-dire ( ) ( ), ,I x y I y x= . 

L'approche la plus répandue pour estimer l'information mutuelle entre deux processus 

aléatoires ( )x t  et ( )y t  stationnaires s’appuie sur l’estimation des distributions de probabilité 

par des histogrammes à pas fixe. Des méthodes plus sophistiquées [67, 68] employant des pas 
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adaptatifs pour améliorer la qualité de l’estimation des histogrammes ont été envisagées. 

Cependant, ces estimations souffrent toujours d'erreurs systématiques [69]. Une autre 

approche pour évaluer l'information mutuelle emploie les intégrales de corrélation pour 

l'estimation des entropies (de Shannon) [70]. Elle implique le calcul des probabilités dans des 

voisinages, de rayon fixe donné, autour de chaque point. 

Schreiber a étendu le concept d'information mutuelle en définissant une mesure asymétrique, 

basée sur l'entropie, pour quantifier le "transfert" d'information entre deux systèmes pour, en 

principe, distinguer le système pilote du système répondeur [71]. Palus a aussi proposé une 

mesure asymétrique mais basée sur le concept d'information mutuelle [72]. 

2.3.5 Synchronisation de phase 

Classiquement, deux oscillateurs sont synchrones lorsque leurs phases sont accordées. En 

général quand il y a synchronisation entre deux processus temporels x  et y , la relation 

suivante entre leurs phases ( )x tφ  et ( )y tφ  est vérifiée [73] : 

 ( ) ( ) .x yn t m t constφ φ− =  

où n et m sont des nombres entiers indiquant le rapport des fréquences d’accord ou de 

verrouillage. Par exemple si m=1 et n=2, on peut s’attendre à ce que ces deux processus 

soient liés par une relation quadratique. 

Plusieurs méthodes récentes dédiées à l'analyse des liens entre des séries temporelles, font 

explicitement usage de leurs phases [74]. Les travaux rencontrés dans la littérature visent la 

mise au point de tests pour la synchronisation unidirectionnelle [75] ou mutuelle [76] 

d'oscillateurs chaotiques, basés sur des données bruitées ou non [77], d’indicateurs de la 

synchronisation généralisée [78], ou l'identification de la direction de couplage [79, 80]. Ces 

approches ont été notamment appliquées en neurologie [81, 82], cardiologie [83], écologie 

[84], astronomie [85], et dans la physique des lasers [86] (pour une revue récente et complète, 

voir [87, 88]). 

La première étape dans la mesure de synchronisation entre deux processus temporels x et y est 

la détermination de leur phase ( )x tφ  et ( )y tφ . Cette opération peut être réalisée de différentes 
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manières [89]. Dans ce manuscrit, l’accent est mis sur deux méthodes d’estimation de la 

phase. La première s’appuie sur la représentation analytique du signal et se fonde 

naturellement sur la transformée de Hilbert [89], la seconde estime celle-ci après filtrage en 

sous-bande et s’appuie sur une décomposition en ondelettes continues de type Morlet [90, 

91]. 

2.3.5.1 Extraction de la phase 

La première méthode présentée ici considère le signal analytique [89, 92, 93]. Classiquement, 

pour une série temporelle ( )x t , le signal analytique est défini par : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
H
xi tH

x xZ t x t ix t A t e φ= + =  

où ( )H
xA t  et ( )H

x tφ  sont l'amplitude et la phase de ( )x t , et où ( ) ( )=x t x t⎡ ⎤⎣ ⎦H  est la 

transformée de Hilbert de ( )x t  donnée par : 

 ( ) ( ) ( )1 x tx t x t dt
t tπ

+∞

−∞

′ ′= =⎡ ⎤⎣ ⎦ ′−∫H v.p.  

où v. p. désigne la valeur principale au sens de Cauchy et est donnée par cette relation : 

 ( )0
lim

A

A
A

ε

εε

+∞ − +

−∞ − +→
→∞

⋅ = ⋅+ ⋅∫ ∫ ∫v.p.  

Dans domaine fréquentiel, le signal analytique s'écrit [94] : 

 ( )
( )
( )

2 0
0 0

0 0
x

X f pour f
Z f X pour f

pour f

>⎧
⎪= =⎨
⎪ <⎩

 (2.3) 

où ( )X f  est la transformée de Fourier de ( )x t . Le signal analytique ne contient donc que les 

composantes fréquentielles du signal ( )x t  qui sont à support dans + . Pour un signal ( )x t  

réel, sa transformée de Fourier est symétrie hermitienne ce qui signifie que ( ) ( )*X f X f− = , 

où * désigne le complexe conjugué, le signal analytique associé intègre toutes les 

informations du signal réel. 
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La phase instantanée du signal ( )x t  est alors donnée par : 

 ( ) ( )
( )arctanH

x

x t
t

x t
φ =  

De manière analogue, ( )H
y tφ  et ( )H

yA t  peuvent être définies à partir de ( )y t . 

La deuxième méthode employée pour extraire les phases à partir des séries temporelles est 

basée sur la transformée en ondelettes [90, 91]. Dans cette approche la phase est déterminée 

par la convolution du signal avec une ondelette complexe de type Morlet [95] : 

 ( ) ( ) 02
01 cos2 i kf tt C f t e πψ π= +  

où 0f  est une fréquence normalisée et k un entier différent de 0 et ±1. La fréquence centrale 

de l’ondelette est alors 0kf  et C est une constante de normalisation de sorte que l'énergie de ψ  

soit égale 1. 

La convolution de ( )x t  par ( )tψ  fournit les coefficients d'ondelettes : 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,*
W
xi tW

x xW t x t u x t u du A t e φψ ψ= = − = ⋅∫  

la phase de ( )x t  est donnée par : 

 ( ) ( )
( )

Im .arctan
Re

W
x

W t
t

W t
φ =  

On procède d’une manière similaire pour déterminer ( )W
y tφ  à partir de ( )y t . 

Bien que basé sur des approches différentes, ces deux définitions de la phase sont en effet 

étroitement liées, comme cela a été vérifié pratiquement [96] et expliqué théoriquement [30]. 

Brièvement, la méthode d'extraction de la phase basée sur la transformée en ondelettes 

correspond approximativement à celle basée sur la transformée Hilbert appliquée à la série 

temporelle après passage dans un filtre linéaire passe bande. Dans l'approche « ondelette », la 

fréquence centrale 0f  et k jouent le rôle de paramètres d’ajustement de la bande de fréquence 

d'intérêt.  
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2.3.5.2 Indices de synchronisation de phase 

Dans l’élaboration de cet indice, la distribution de probabilité de la phase relative modulo 2π 

( [ ]2x yφ φ φ π= − ) pour des processus aléatoires indépendants est supposée uniforme. Le 

couplage entre les processus est présumé modifier cette distribution. De ce fait, l'intensité 

d'interaction entre systèmes peut être estimée par l'intermédiaire d’indices qui quantifient 

l’écart de cette distribution par rapport à une loi uniforme ayant le même support.  

En se basant sur les distributions des phases ( )x tφ  et ( )y tφ  extraites dans la première étape, 

deux indices différents de synchronisation de phase sont considérés. Le premier s’appuie sur 

l'entropie de Shannon [73] et le deuxième est basé sur la fonction caractéristique de la 

distribution de la différence de phase entre deux signaux [97]. 

2.3.5.2.1 Entropie de phase 

Dans cette méthode, après le calcul de la phase relative modulo 2π ( )[ ]( )2x yφ φ φ π≡ − , sa 

distribution est estimée. Pour caractériser la synchronisation de phase, la déviation de cette 

distribution par rapport à la distribution uniforme doit être statistiquement mesurée. Afin 

d'atteindre ce but, un indice basé sur l'entropie de Shannon a été proposé comme suit : 

 max

max

H H
H

ρ −=  

où H est l'entropie de la distribution de φ  estimée par : 

 
1

ˆ ln ,
M

i i
i

H p p
=

= −∑  

M est le nombre d’intervalles utilisés pour obtenir une estimation de la distribution, et ip  est 

la probabilité estimée pour que la phase relative se trouve dans i-ième intervalle. L'entropie 

maximale maxH  est donnée par ln M (entropie d’une variable aléatoire uniforme discrète 

prenant M valeurs) ; le nombre optimal d’intervalles (Mop) est une fonction du nombre 

d’échantillons des séries temporelles L [98] : 

 0.626 0.4ln( 1)L
opM e + −=  
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2.3.5.2.2 Cohérence de la phase moyenne (Mean Phase Coherence) 

La cohérence de la phase moyenne, qui représente le premier mode de Fourier de la 

distribution de phase relative [99], est définie comme suit [97] : 

 ( )i tR e φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦E  

En disposant de L échantillons de la différence de phase et sous l’hypothèse de stationnarité à 

l’ordre 1, cette quantité est estimée, par : ( )
1

0

1ˆ k
L

i t

k
R e

L
φ

−

=

= ∑  

Que l’on peut écrire de la manière suivante : 

 ( )( ) ( )( )
2 21 1

0 0

1 1ˆ sin cos
L L

e e
k k

R kT kT
L L

φ φ
− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

où eT  est la période d'échantillonnage des signaux. 

Les valeurs de ρ  et R  sont comprises entre 0 (pas de synchronie) et 1 (synchronisation 

parfaite) et ces deux indices croissent de façon monotone avec le degré de synchronisation de 

phase [81]. 

2.3.6 Synchronisation généralisée 

Le concept de la synchronisation généralisée (SG) a été introduit dans des études faites sur les 

systèmes chaotiques. Vu que les trajectoires voisines de systèmes chaotiques divergent 

rapidement, ce qui rend leurs comportements imprévisibles, la notion de "synchronisation" est 

presque un oxymore. Cependant il est très facile de créer des situations dans lesquelles la 

synchronisation s’établit entre deux signaux ayant chacun un comportement chaotique (par 

exemple, [100-102] ). 

Pour deux systèmes, les cas les plus simples de synchronisation sont les synchronisations à 

l’identique ou complètes et les synchronisations retardées ou avec délais (Lag 

synchronization). L'un des deux systèmes agit comme système chaotique pilote (driver ou 

initiateur), et l'autre est le système de réponse ou suiveur. Ce dernier système est identique au 

premier pour un couplage nul. Quand un degré approprié de couplage est introduit dans le 

modèle, les deux systèmes présentent des oscillations synchrones.  
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La présence de synchronisation généralisée entre les systèmes de réponse ( )rX t  et le pilote 

( )dX t  signifie qu'il y a une sorte de relation fonctionnelle ( ) ( )r dX t F X t= ⎡ ⎤⎣ ⎦  entre les états 

des systèmes une fois que le régime permanent est atteint [103]. Cette relation [ ]F ⋅  peut être 

lisse ou fractale. Selon les propriétés de cette relation, la SG peut être forte ou faible [104]. Il 

y a plusieurs méthodes pour détecter la présence d’une SG entre des oscillateurs chaotiques. 

Parmi elles, on peut citer : l'approche dite du système auxiliaire [105], la méthode des voisins 

les plus proches [78, 106] ou encore l’estimation des exposants conditionnels de Lyapunov 

[104, 107]. 

En fait, toutes les techniques qui visent la mesure de la synchronisation généralisée, d'une 

manière ou d'une autre, quantifient la similarité des trajectoires des systèmes dans l’espace 

d'état. Comme on peut le voir Fig.  2.1, les méthodes de mesure d'interdépendance comparent 

la taille d'un voisinage (à base d'une métrique comme, par exemple, la distance Euclidienne) 

dans l'espace d'état du système pilote avec la taille de son image dans l'espace d'état du 

système de réponse. L'exemple présenté dans cette figure montre un couplage entre un 

système de Rössler, comme pilote, et un système de Lorenz, comme réponse. Quand la 

relation entre ces deux systèmes est forte, la transformation d'un voisinage (ou un ensemble 

de points voisins) dans l'espace d'état du système pilote est un voisinage dans l’espace d’état 

du système de réponse (Fig.  2.1, en bas) c'est-à-dire que les trajectoires des deux systèmes ont 

des comportements voisins ou similaires pour les mêmes indices temporels. Au contraire, si la 

relation est faible l’image d’un voisinage dans l'espace d'état du système pilote sera un 

ensemble de points dispersés dans l'espace d'état du système de réponse (Fig.  2.1, en haut); 

plus la relation est faible plus ces points seront dispersés.  

2.3.6.1 Reconstruction de l'espace d'états 

Pour que la dynamique d'un système puisse être décrite, il faut disposer des trajectoires dans 

son espace d'état, ou dans un espace équivalent, présentant les mêmes propriétés topologiques 

que le système d'origine. Dans la pratique, pour la majorités des cas, nous n’avons pas accès à 

toutes les variables indépendantes du système c'est-à-dire que l’on ne peut pas directement 

construire l'espace d'état d'un système à partir des observations. Dans ce cas, on observe une 

mesure scalaire en fonction des variables du système sur un intervalle du temps. La 
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reconstruction de l'espace d'état à partir de cette série temporelle se fait au moyen de 

l'opération de plongement (embedding). 

Relatio
n nulle

Relation forte

Relatio
n nulle

Relation forte

 

Fig.  2.1. Idée fondamentale des mesures non linéaires d'interdépendance (figure adaptée de 

[30]). La taille du voisinage dans l'espace d'état d'un des systèmes, par exemple X, est 

comparée à la taille de son image (mapping) dans l'espace d'état de l'autre système, par 

exemple Y. Cet exemple montre un système de Lorenz guidé par un système Rössler avec un 

degré de couplage zéro (en haut) et avec un couplage fort (en bas). Au-dessous de chaque 

attracteur, la série temporelle correspondante est tracée. Chaque × représente un point 

temporel de trajectoire. 

Pour la reconstruction de l'espace d'état, plusieurs méthodes de plongement ont été proposées. 

La méthode la plus répandue est le plongement par le retard temporel [108, 109]. Dans cette 

méthode, à partir d'une série temporelle { }, 1, 2, ,nx n N= … , pour chaque instant n, on 
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construit un vecteur correspondant à un point sur la trajectoire du système dans l'espace d'état 

de la façon suivante  

( )( )1, , ,
t

n n n n dX x x xτ τ− − −= …  

où τ  est un retard temporel entre deux éléments de la série temporelle et d est la dimension 

de l'espace d'état reconstruit. Les paramètres τ  et d jouent des rôles déterminants et de fait ils 

doivent être convenablement sélectionnés.  

2.3.6.1.1 Choix du retard pour l'espace d'états reconstruit 

Etant donné que dans la pratique on ne connaît pas les détails du système générateur du signal 

étudié, on ne peut pas définir avec certitude le retard τ  afin de reconstruire l'espace d'états. 

On doit donc concevoir des méthodes appropriées d'estimation de celui-ci. Si le retard τ  est 

trop petit, les coordonnées sont fortement corrélées. Cette redondance fait que l'espace d'états 

reconstruit se confine le long de la diagonale dans d . Au contraire, si le retard est trop 

grand, les coordonnées des vecteurs d'états reconstruits sont complètement décorrélées. En 

conséquence, l'attracteur reconstruit ne représente plus la dynamique du système puisqu’il 

remplit la totalité de l'espace d'état comme s'il s'agissait d'un bruit plongé dans un espace d-

dimensionnel. 

L'importance du choix du retard dans la reconstruction est illustrée Fig.  2.2. Fig.  2.2 (a) 

montre une trajectoire d'état d'un système de Rössler. La reconstruction de Fig.  2.2 (b) est 

faite à partir de la première variable du système pour un retard convenable qui correspond à 

l'indépendance des coordonnées. Fig.  2.2 (c) correspond à la reconstruction avec un retard 

faible : l'attracteur est compact et est réduit à la diagonale, et Fig.  2.2 (d) correspond à un 

retard trop élevé qui conduit à une décorrélation quasi-totale des coordonnées. 

La méthode la plus naturelle pour choisir τ  est basée sur la fonction d'autocorrélation. D'un 

point de vue pratique, ce choix est très satisfaisant. La taille des axes principaux du nuage de 

points dans l'espace reconstruit est étroitement liée aux valeurs propres de la matrice de 

covariance. Les valeurs propres sont égales (le nuage est une hypersphère et son volume 

maximal) lorsque la fonction d'autocorrélation devient nulle pour tout retard supérieur à τ . 
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Ceci donnerait comme résultat des coordonnées complètement indépendantes (ou du moins 

décorrélées), ce qui est à éviter. Un choix raisonnable consiste à prendre comme retard 

l'abscisse du premier zéro de la fonction d'autocorrélation. Un autre choix proposé pour le 

retard τ  est celui correspondant à l'écart temporel amenant à une valeur de la fonction de 

corrélation normalisée inférieure à 1 e  [110]. 

 

Fig.  2.2. Choix optimal du retard. (a) Trajectoire originale d'un attracteur de type Rössler. (b) 

Trajectoire reconstruite en utilisant le retard optimal. (c) Trajectoire reconstruite en utilisant un retard 

trop faible. (d) Trajectoire reconstruite en utilisant un retard trop élevé. 

 

L'inconvénient des méthodes basées sur la fonction d'autocorrélation est que celle-ci ne prend 

en compte que les dépendances linéaires des données. Le τ  estimé est pour ainsi dire, 

l'optimum linéaire. Afin d'introduire les relations non linéaires entre les données, Fraser [68, 
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111] a proposé d'utiliser l’information mutuelle moyenne ( )I τ  du couple ( ),n nx x τ+ . Cette 

méthode propose d'utiliser comme retard l'abscisse du premier minimum de la fonction ( )I τ . 

Bien qu'il n'y ait pas de raison théorique pour ce choix, il se justifie puisque cette valeur 

indique le retard pour lequel nx τ+  fournit le moins d'information sur nx , c'est-à-dire le 

premier décalage qui conduit à une redondance minimale. Dans le cas où la fonction ( )I τ  n'a 

pas de minimum, une règle proposée consiste à prendre comme retard la valeur de τ  telle que 

( ) ( )0 1/ 5I Iτ ≈  [112]. 

2.3.6.1.2 Choix de la dimension de l’espace d'états reconstruit 

Il y a eu beaucoup de travaux sur la façon de déterminer la dimension optimale pour la 

reconstruction de l'espace d'états à partir d'une série temporelle scalaire basée sur le théorème 

de Takens [108] ou son extension [109] (pour une vue générale sur cette question on peut se 

référer par exemple à [113]). Trois méthodes de base sont habituellement employées pour 

choisir la dimension minimale pour la méthode de plongement :  

• Calcul d’un paramètre donné sur l'attracteur [114]. L’augmentation de la dimension de 

plongement employée modifie ce paramètre et on constate qu’après une certaine 

valeur de cette dimension le paramètre se stabilise. Le problème typique de ces 

approches est qu'elles sont souvent trop coûteuses en temps de calcul et requièrent des 

séries de données de longue durée. De plus, elles sont subjectives. 

• Décomposition en valeurs singulières [115]. La procédure identifie les principales 

directions orthogonales dans l'espace de plongement et les ordonne selon la valeur de 

la variance de la projection de la trajectoire sur chaque direction. Le nombre de 

directions explorées par la trajectoire reconstruite, indiqué par des valeurs singulières 

grandes, est une estimation de la dimension du plus petit espace qui contient la 

trajectoire. Cette approche est également subjective. Comme précisé dans [116], le 

nombre de valeurs singulières grandes peut être dépendant aussi bien du retard 

considéré dans la procédure de plongement, de la valeur initiale retenue pour d et des 

bruits qui peuvent entacher les données, que de la dynamique de système. 
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• La méthode des faux voisins [117]. Elle a été développée en se basant sur le constat 

que le choix d'une dimension de plongement trop faible a comme conséquence le 

rapprochement de points, initialement lointains dans l'espace original, dans l'espace de 

reconstruction. Cette méthode est une bonne approche ; mais le critère utilisé dans 

[117] reste subjectif pour la détermination des faux voisins et différents jeux de 

paramètres pour ce critère conduisent à des dimensions « optimales » sensiblement 

différentes pour une même série temporelle.  

La méthode proposée par Cao [118] permet de surmonter certaines imperfections des 

méthodes ci-dessus. Elle présente les avantages suivants : elle ne dépend pas de paramètres 

subjectifs à l'exception du retard de plongement ; elle est peu sensible à la taille des données ; 

elle reste opérationnelle pour les séries temporelles d’attracteurs de grande dimension et est 

efficace en termes de coût de calcul. 

A partir de la série temporelle { }, 1, 2, ,ix i N= … , pour chaque instant i, le vecteur  

( ) ( )( ) ( )1, , , , 1, 2, , 1
t

i i i i dy d x x x i N dτ τ τ+ + −= = − −… …  

( )iy d  est le i ième vecteur reconstruit à la dimension de plongement d. En s’inspirant de 

l'idée de la méthode des faux voisins [117], on calcule le rapport des distances dans les 

espaces de dimension d et (d+1) comme suit : 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ),

,

1 1
, , 1, 2, , 1 ,

i n i d

i n i d

y d y d
a i d i N d et n i d N d

y d y d
τ τ

+ − +
= = − ≤ ≤ −

−
…  

où i  est la norme du sup c'est-à-dire ( ) ( )
0 1
max ;k l k j l jj m

y m y m x xτ τ+ +≤ ≤ −
− = − ( ),n i d  est un 

nombre entier tel que ( ) ( ),n i dy d  est le voisin le plus proche de ( )iy d , dans l'espace de 

dimension d reconstruit, au sens de la norme i . Si ( ) ( ),n i dy d  est égal à ( )iy d , le deuxième 

voisin le plus proche est considéré. 

Si d est la dimension de l’espace reconstruit grâce aux théorèmes de plongement [108, 109], 

deux points voisins dans cet espace et qui le restent lorsque la dimension de celui-ci est 

incrémenté de 1 sont qualifiés de vrais voisins sinon, ils sont appelés faux voisins. 
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Pour réduire l’effet des problèmes rencontrés lors de l'utilisation de la méthode des faux 

voisins (réglage des seuils), la moyenne temporelle de ( ),a i d , notée ( )E d  et ses variations 

relatives, après incrémentation de la valeur de d, sont observées :  

( ) ( )
1

1 ,
N d

i

E d a i d
N d

τ

τ

−

=

=
− ∑ , ( ) ( ) ( )1 1E d E d E d= +  

En augmentant la dimension d au-delà d’un certain seuil d0 , les valeurs de  ( )1E d  varient 

peu. Donc, d0 peut être considérée comme la dimension minimale de d'espace d'états 

reconstruit. 

À titre d'exemple, la reconstruction de l’espace d'états pour un oscillateur de type Colpitts 

(système d’ordre 3) [119] est décrite Fig.  2.3. Un extrait de la série temporelle en sortie de 

l'oscillateur Colpitts est présenté Fig.  2.3 (a). Pour définir le retard τ  utilisé pour construire le 

vecteur correspondant à un point sur la trajectoire dans l'espace d'états, l'information mutuelle, 

en fonction des valeurs de τ , est tracée. Comme on peut le constater (Fig.  2.3 (b) ), le premier 

minimum est atteint pour 4τ = . Cette valeur sera considérée comme le premier élément de la 

reconstruction de l’espace d'états. Afin de déterminer la dimension de celui-ci, la méthode de 

Cao a été exploitée. Fig.  2.3 (c) montre qu'en augmentant la dimension au delà de 3, ( )1E d  

ne change pas sensiblement et que donc d=3 est un bon choix pour l'espace d'états. L'espace 

d'états de l'oscillateur Colpitts peut maintenant être reconstruit par la méthode de Takens (Fig. 

 2.3 (d)). 

2.3.6.2 Interdépendances entre systèmes dynamiques 

Les interdépendances non linéaires S et H ont été présentées par Arnhold dans [120] comme 

des mesures de synchronisation généralisée entre deux séries temporelles. Elles rejoignent des 

tentatives précédentes pour détecter la synchronisation généralisée [78] [121] sur des données 

biologiques [122, 123]. Contrairement aux mesures présentées dans la section précédente, les 

interdépendances non linéaires S et H ne présupposent pas un rapport fonctionnel strict entre 

les dynamiques des deux systèmes. 
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Fig.  2.3. Reconstruction de l'espace d'états de l’oscillateur de Colpitts. (a) Un tracé de la série 

temporelle en sortie de l'oscillateur. (b) L'information mutuelle pour différentes valeurs de τ . 

(c) Évolution de la courbe ( )1E d . (d) Espace reconstruit avec la dimension « optimale ».  

Soient { }, 1, 2, ,nx n N= …  et { }, 1, 2, ,ny n N= …  deux séries temporelles données observées 

simultanément et correspondant, par exemple, à des sorties observables du même système 

complexe. La dynamique interne du système n'est généralement pas connue. En particulier, 

ceci est vrai pour les systèmes déterministes ou stochastiques. Les systèmes qui nous 

intéressent sont vraisemblablement stochastiques, ou du moins il est peu probable que la 

dynamique de leur attracteur soit si basse que les méthodes développées spécifiquement pour 

les systèmes déterministes chaotiques soient applicables. 

La reconstruction de l’espace de phase comme décrit précédemment conduit à l’élaboration 

des vecteurs d’états reconstruits de la forme ( )( )1, , ,
t

n n n n dX x x xτ τ− − −= …  et 
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( )( )1, , ,
t

n n n n dY y y yτ τ− − −= … . La collection de tous ces vecteurs conduit à deux matrices 

( )1 2, , , NX X X X= …  et ( )1 2, , , NY Y Y Y= … . Notons par ,n jr  et , , 1, ,n js j k= …  respectivement 

les indices temporels des k plus proches voisins de nX  et nY . Pour définir ces indices, la 

norme Euclidienne est utilisée comme critère de voisinage, et on procède de la façon 

suivante : le premier plus proche voisin est situé à une distance 

( )
,1

1 min
nn r q n qn

d X X X X X− = − , le second est à 

( )
,2 ,1

2 min
n nn r q r n qn

d X X X X X≠− = −  et ainsi de suite. Une procédure analogue est menée 

avec les nY . La moyenne des distances au carré entre nX  et ses k plus proches voisins est 

donnée par : 

 ( ) ( )
,

2
1

1
n j

k
k

n n rk
j

R X X X
=

= −∑  

La moyenne conditionnelle (par rapport aux indices temporels des k voisins de nY ) des carrés 

des distances est : 

 ( ) ( )
,

2
1

1
|

n j

k
k

n n sk
j

R X Y X X
=

= −∑  

De façon similaire, les distances ci-dessus peuvent définies pour nY  : 

 ( ) ( )
,

2
1

1
n j

k
k

n n sk
j

R Y Y Y
=

= −∑  

et  

 ( ) ( )
,

2
1

1
|

n j

k
k

n n rk
j

R Y X Y Y
=

= −∑  

Si le rayon au carré moyen, du nuage de point correspondant à X, est noté ( )R X  alors pour 

k N  : ( ) ( ) ( ) ( )2 1dk
nR X R X k N∼ . Ceci reste vrai pour ( ) ( )|k

nR X Y  si X  et Y  sont 

parfaitement corrélés c'est-à-dire s'il y a une transformation lisse qui les lie ( ( )n nX Yψ= ). 

D'autre part, si X  et Y  sont complètement indépendants, alors ( ) ( ) ( ) ( )|k k
n nR X Y R X . Nous 
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pouvons définir des mesures locales et globales d'interdépendance ( ) ( )|k
nS X Y  et ( ) ( )|kS X Y  

comme suit : 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
|

|

k
k n

n k
n

R X
S X Y

R X Y
≡  

et  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

| |
|

kN N
k k n

nN N k
n n n

R X
S X Y S X Y

R X Y= =

≡ =∑ ∑  (2.4) 

Étant donné que ( ) ( ) ( ) ( )|k k
n nR X Y R X≥  par construction, nous aurons ( ) ( )0 | 1kS X Y< ≤ . 

Lorsque ( ) ( ) ( )2| 1dkS X Y k N≈ , X et Y sont indépendant et ( ) ( ) ( )2| dkS X Y k N , nous 

indique que X dépend de Y, cette dépendance devient maximale quand ( ) ( )| 1kS X Y → . 

La seconde mesure d'interdépendance est définie en introduisant une modification à partir de 

l’Eq. (2.4). Dans cette équation, nous comparons essentiellement le carré moyen des distances 

conditionnelles par rapport à Y avec le carré moyen des distances des k voisins les plus 

proches. Au lieu de prendre cette dernière quantité, c’est la moyenne des carrés des distance 

de nX  aux autres points de l’espace reconstruit qui est considérée :  

 ( ) ( ) 211n n jj n
R X N X X−

≠
= − −∑  

Par analogie avec d'Éq. (2.4), compte tenu du fait que pour les signaux ergodiques la moyenne 

géométrique est souvent plus robuste et plus facile à interpréter que la moyenne arithmétique, 

la mesure suivante est définie :  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

| ln
|

N
k n

N k
n n

R X
H X Y

R X Y=

= ∑  

( ) ( )|kH X Y  est très proche de zéro si X et Y sont complètement indépendants, et est positive 

si les voisinages dans Y correspondent à des voisinages dans X pour les mêmes indices 

temporels. Elle serait négative si les points proches dans Y correspondent principalement aux 

points éloignés en X, ceci est très peu probable mais non impossible. Par conséquent 
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( ) ( )|kH X Y  est une mesure asymétrique qui peut indiquer si X et Y sont indépendants, mais 

sans toutefois le prouver. ( ) ( )|kH X Y  semble être plus sensible aux dépendances faibles, ce 

qui pourrait la rendre utile dans certaines applications. ( ) ( )|kH X Y  est plus robuste face au 

bruit et est plus facile à interpréter que S mais cependant, elle n'est pas normalisée. Par 

conséquent une nouvelle mesure N est proposée en employant la moyenne arithmétique : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1

|1|
kN

k n n

n n

R X R X Y
N X Y

N R X=

−
= ∑  

Elle est normalisée, mais comme pour ( ) ( )|kH X Y , elle peut être légèrement négative. En 

principe elle est également plus robuste que S.  

X et Y ne jouent pas des rôles identiques dans les expressions de ces différentes mesures de 

relation. En générale, ( )|S Y X , ( )|H Y X , ( )|N Y X  et ( )|S X Y  , ( )|H X Y , ( )|N X Y  ne 

sont pas égales deux à deux. Cette asymétrie des mesures S, H et N est leur principal avantage 

par rapport aux autres mesures non linéaires de relation telles que l'information mutuelle ou 

les méthodes de synchronisation de phase. Elles peuvent correctement refléter la directionalité 

d’une relation de type pilote-répondant [120, 124, 125]. Cependant, il faut nuancer cette idée 

car plusieurs études ont également montré que l’asymétrie peut également être due aux 

différences de propriétés dynamiques des séries temporelles différentes [120, 124, 126, 127]. 

2.3.6.3 La vraisemblance de synchronisation (SL) [127] 

Un ensemble de M enregistrements simultanés ,k ix sont considérés, où k représente le numéro 

de l’enregistrement (série temporelle), k = 1, .. , M), et i correspond au numéro de 

l’échantillon (indice de temps), i = 1, …, N. Pour chaque série k, le vecteur d’état ,k iX  est 

reconstruit :  

 ( )( ), , , , 2 , 1
, , , ,

k i k i k i k i k i dX x x x xτ τ τ+ + + −=  

où τ  est le retard et d la dimension du plongement. 
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A chaque instant i est associée une probabilité ,k iPε  pour que les vecteurs ,k jX  soient à une 

distance inférieure à ε de ,k iX  donnée par : 

 ( )2 1
1 2

1
, , ,2( 1)

1

k i k i k j
i j
j N

P U X Xε
ω ω

ω ω
ε− −

< − <
≤ ≤

= − −∑  (2.5) 

soient .  la norme euclidienne et U  l’échelon unité : ( ) ( )0 si 0 et 1si 0U x x U x x= ≤ = > . 

Ici ω1 et ω2 sont deux bornes ; ω1  est la correction de Theiler pour réduire les effets de 

l'autocorrélation de la série et devrait être de l'ordre de la durée de l'autocorrélation [128]; ω2 

est une fenêtre qui permet d’affiner la résolution temporelle de la mesure de synchronisation 

et est choisie de sorte que 1 2 Nω ω (en prenant la moyenne sur les i de ,k iPε  on aboutit à 

l’intégrale de corrélation définie dans [129]).  

A une probabilité arbitraire de référence 1refP  donnée, est associée la distance critique ,k iε  

qui permet de réaliser : ,
,
k i

k i refP Pε = . Pour cette distance et pour chaque paire d’instants (i, j), 

vérifiant la contrainte 1 2i jω ω< − < , le nombre de séries temporelles ,i jH  où les vecteurs 

d’états reconstruits Xk,i et Xk,j sont à une distance inférieure à ,k iε  l’un de l’autre est donné 

par :  

 ( ), , , ,
1

M

i j k i k i k j
k

H U X Xε
=

= − −∑  

Ce nombre est à valeurs dans { }1,2,..., M  et reflète combien des signaux « plongés » se 

« ressemblent ». Une vraisemblance de synchronisation , ,k i jS  pour chaque série temporelle k 

et pour chaque paire (i, j) est définie de la manière suivante : 

 
, 1

, , ,1
, ,

si

0 sinon

i jH
k i k j k iM

k i j

X X
S

ε−
−

⎧ − <⎪= ⎨
⎪⎩

 

En moyennant sur les instants j, la vraisemblance de synchronisation ,k iS  est obtenue :  

 
2 1

1 2

1
, , ,2( 1)

1

k i k i j
i j
j N

S Sω ω
ω ω

− −
< − <
≤ ≤

= ∑  
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La vraisemblance de synchronisation ,k iS  est une mesure qui indique à quel degré la série 

temporelle k au temps i est synchronisée avec les M-1 autres séries. La vraisemblance de 

synchronisation prend des valeurs entre refP  et 1. ,k i refS P=  correspond au cas où les M séries 

temporelles sont non corrélées et , 1k iS =  correspond à la synchronisation maximale de toutes 

les séries temporelles. On peut attribuer une valeur faible arbitraire à refP  qui ne dépend ni des 

propriétés de la série temporelle ni des paramètres de plongement. Des versions modifiées de 

Sk,i peuvent être obtenues en moyennant sur le temps i et/ou l’indice de série k, selon que la 

relation recherchée est indépendante du temps et/ou de la série retenue. Le concept de la 

vraisemblance de synchronisation décrit ici est étroitement lié à la définition de l'information 

mutuelle basée sur l'intégrale de corrélation introduite dans [129]. Dans le cas spécial de deux 

séries temporelles, cette information mutuelle dépendant du temps, notée iM , est liée à la 

vraisemblance de synchronisation par : 

 ,
2log k i

i
ref

S
M

P
=  

Une différence entre iM et ,k iS  est que cette dernière est normalisée, contrairement à la 

première. De plus, ,k iS  présente l’avantage d’être exploitable pour des observations recueillies 

sur plus de deux canaux.  

La vraisemblance de synchronisation a été utilisée pour mesurer la relation entre signaux 

cérébraux afin de caractériser la connectivité fonctionnelle de différentes structures. On peut 

citer quelques applications de cette méthode pour l'étude de la synchronisation de l'EEG de 

repos dans le cas de la maladie d'Alzheimer [130], la recherche de synchronisation dans les 

épilepsies du lobe frontal pendant les crises [131], la détection des crises d’épilepsies sur 

l'EEG néonatal [132] et l'interdépendance entre la variabilité de la fréquence cardiaque et 

l'EEG du sommeil [133]. 

2.4 Discussion 

Un aperçu des principales méthodes de mesure de couplage statistique entre systèmes a été 

présenté dans ce chapitre. Ces méthodes comprennent des approches linéaires et d’autres non 
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linéaires. D'une façon générale ces méthodes sont regroupées en trois classes : (i) les 

méthodes de régression linéaire et non linéaire; (ii) les méthodes de synchronisation de phase; 

(iii) les méthodes de synchronisation généralisée.  

Ces méthodes sont mises au point pour être fonctionnelles sous certaines hypothèses à la fois 

sur les signaux et sur la nature de la relation qui lierait les systèmes ou sous-systèmes qui en 

sont à l’origine. Les performances de ces méthodes, pour « découvrir » d’éventuelles 

dépendances, sont donc indirectement tributaires du type de relation. Il est donc nécessaire 

d’évaluer ces méthodes dans des contextes variables par le biais de simulations contrôlées 

pour appréhender leur performance et leur sensibilité vis-à-vis des hypothèses de leur 

application. Ces évaluations quantitatives font l’objet du prochain chapitre.  

 



 

3 Chapitre 3  

Évaluation quantitative des méthodes d'estimation 

de couplage 

 

 

 

 

3.1 Introduction  

Ce chapitre présente les résultats issus de l’évaluation des méthodes de mesure de relation 

décrites dans le chapitre précédent.  

En effet, l’interprétation des quantités fournies par les différents estimateurs est directement 

liée à leurs performances statistiques. Cependant, la comparaison quantitative de ces 

performances reste un problème difficile, principalement du fait du contexte applicatif dans 

lequel on ne dispose pas d’information a priori sur la nature de la relation. Ceci explique 

pourquoi peu d’études ont été rapportées sur l’évaluation des méthodes de mesure de relation. 

A notre connaissance, dans le domaine de l’analyse des signaux EEG ou MEG, seuls les 

travaux récemment décrits dans [30, 31] ont abordé ce problème, mais pour un nombre 

restreint de méthodes et surtout de manière qualitative. Les autres études [19, 32], utilisant les 

signaux réels comme unique base de comparaison, donnent difficilement lieu à des 

conclusions générales dans la mesure où les résultats obtenus sont très dépendants des 

données. 

Aussi, nous avons souhaité aborder ce problème de la manière la plus large possible en 

proposant une méthodologie d’évaluation basée sur un ensemble de modèles de génération de 
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signaux couplés afin de couvrir la plupart des situations rencontrées : signaux stochastiques 

larges bandes et bandes étroites, signaux déterministes non linéaires, signaux EEG réalistes 

générés par un modèle de populations neuronales neurophysiologiquement pertinent [134, 

135]. 

Les modèles utilisés dans ce chapitre sont, par nature, différents les uns des autres. Ils 

possèdent néanmoins un point commun en intégrant tous un paramètre permettant de 

« contrôler » le degré de couplage entre les signaux générés. Ainsi, la variation de la valeur de 

ce paramètre (d’une valeur nulle à une valeur maximale qui est fonction du modèle) permet de 

balayer un ensemble de situations allant de l’indépendance des signaux jusqu’à la dépendance 

complète (l’un des signaux est expliqué par la connaissance de l’autre signal). 

Par ailleurs, la comparaison quantitative des performances des méthodes étudiées s’appuie sur 

trois critères statistiques. Les deux premiers, classiques, sont le biais ou erreur quadratique 

moyenne (EQM) sur l'hypothèse de d’indépendance (c'est-à-dire pour un degré de couplage 

nul dans les modèles) et la variance moyenne (VM) pour toutes les valeur du degré de 

couplage. Le troisième a été introduit afin de tester la sensibilité de chaque estimateur par 

rapport au degré de couplage. Il correspond à la pente de la courbe représentative de la 

quantité fournie par chaque estimateur en fonction des valeurs de couplage, normalisée par 

l’écart-type afin de tenir compte de la variance. 

Dans ce chapitre, les méthodes évaluées sont désignées par des abréviations 

particulières données Tab.  3.1. 

3.2 Modèles de simulation proposés 

Cette section présente les modèles de relation utilisés pour évaluer les méthodes listées Tab. 

 3.1. Ces modèles peuvent être regroupés en deux catégories en fonction des considérations 

faites sur la nature de la relation.  

D’une manière générale, les hypothèses physiologiques conduisent à considérer deux 

populations neuronales iP  et jP  appartenant à deux structures cérébrales distinctes et dont les 

activités électriques, enregistrées respectivement par les capteurs iS  et jS , se reflètent dans 
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les signaux [ ]ix t  et [ ]jx t . Au sein de chacune de ces populations, on peut distinguer deux 

sous-populations 1 2i i iP P P= ∪  et 1 2j j jP P P= ∪ . Les sous-populations 1iP  et 1jP  sont reliées 

par des fibres neuronales (les axones des cellules pyramidales, cf. Martin [136]). Leurs 

activités peuvent se synchroniser, notamment durant les crises, avec un retard τ  généralement 

faible (Nunez et Cutillo [137] ). Les sous-populations 2iP  et 2jP  participent, quant à elles, à la 

génération de l’activité de fond sans relation statistique avec l’activité de 1iP  et 1jP . Ces 

hypothèses nous ont conduit à introduire trois modèles M1, M2 et M5. Les deux premiers (M1 

et M2, §3.2.1) sont des modèles simples de signaux stochastiques dans lesquels le degré et la 

nature de la corrélation (en amplitude et phase, en phase seulement et en amplitude 

seulement) sont contrôlés. Le troisième (M5) est argumenté physiologiquement. Il représente 

deux populations de neurones couplées. L’activité de chaque population dépend de ses 

afférences spécifiques (en provenant de l’autre population) et de ses afférences non 

spécifiques (représentées par un bruit gaussien indépendant d’une population à l’autre).  

Groupe de méthodes Nom complet de méthode Abréviation 

Coefficient de corrélation linéaire R² 

Fonction de cohérence CF Régression 

Coefficient régression non linéaire h² 

L'entropie appliquée à la phase estimée par la 

transformée de Hilbert 
HE 

L'entropie appliquée à la phase estimée par la 

transformée en ondelettes 
WE 

La cohérence de phase moyennée appliquée à la 

phase estimée par la transformée de Hilbert 
HR 

Synchronisation de phase 

La cohérence de phase moyennée appliquée à la 

phase estimée par la transformée en ondelettes 
WR 

Les indices de similarité S, H, N 
Synchronisation généralisée 

La vraisemblance de synchronisation SL 

Tab.  3.1. Méthodes de mesure de relation évaluées sur différents modèles, classées par 

groupes.  
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Par ailleurs, plusieurs travaux ont décrit la nature chaotique des activités électriques 

cérébrales pendant les crises d’épilepsie [138-145]. Afin d’évaluer le comportement des 

méthodes de mesure de relation dans un tel contexte, nous avons également introduit deux 

modèles (M3 et M4) de systèmes dynamiques non linéaires n’ayant pas de fondement 

physiologique. Sous certaines conditions liées à leur paramétrage, ces deux systèmes qui 

génèrent des signaux déterministes, ont un comportement chaotique (on parle de « chaos 

déterministe »). Ceci signifie que, malgré la connaissance des équations gouvernant ces 

systèmes, leur évolution, très sensible aux conditions initiales, est imprédictible à long terme. 

Les modèles de relation utilisés dans cette étude sont résumés dans le Tab.  3.2. 

M1 Génération de signaux large-bande 
Modèles de signaux 

stochastiques couplés M2 
Génération de signaux bande-étroite (relation de 

phase, relation d’amplitude) 

M3 
Systèmes de Hénon couplés. Génération de signaux 

déterministes Systèmes dynamiques non 

linéaires couplés 
M4 

Systèmes de Rössler couplés. Génération de signaux 

déterministes 

Populations neuronales 

couplées 
M5 

Génération de signaux EEG (activité de fond et 

activité épileptique) 

Tab.  3.2. Modèles de simulation. 

3.2.1 Les modèles des processus stochastiques 

Le premier modèle (M1) s'écrit de la manière suivante [146] :  

 
( )
( )

1 1 3

2 2 3

1 [ ]

1 [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

x C n B C B

x C n B C B

n n n n

n n n n

= − +

= − +
 

où 1B  , 2B , et 3B  sont trois bruits indépendants centrés, stationnaires au sens large, et de 

même fonction d’autocorrélation. Le paramètre [ ]C n , compris entre 0 et 1, permet de couvrir 
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toutes les situations depuis l’indépendance des signaux large bande 1x  et 2x  jusqu’à la 

dépendance complète ( 1 2x x= ).  

Le second modèle (M2) est introduit pour étudier le cas où deux signaux 1x  et 2x  à bande 

étroite (autour d'une fréquence centrale 0f ) sont liés par une relation de phase uniquement, ou 

une relation d’amplitude uniquement.  

Dans ce modèle, les signaux 1x  et 2x  sont générés en deux étapes. 

Tout d’abord, comme illustré Fig.  3.1 , un signal 1S est produit à partir de deux bruits blancs 

gaussiens filtrés passe-bas 1fb  et 2fb  : 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] [ ] [ ]( )1 0 1 0 2 1 0 1cos 2 sin 2 cos 2f fS n f n b n f n b n A n f n nπ π π ϕ= ⋅ − ⋅ = ⋅ +  

où 

[ ] [ ] [ ]2 2
1 1 2f fA n b n b n= +  et [ ] [ ]

[ ]
2

1
1

arctan f

f

b n
n

b n
ϕ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Un signal 2S  est obtenu de la même manière que 1S  à partir de deux bruits blancs gaussiens 

filtrés passe-bas 3fb  et 4fb , indépendants de 1fb  et 2fb  : 

[ ] [ ] [ ]( )2 2 0 2cos 2S n A n f n nπ ϕ= ⋅ +  où [ ] [ ] [ ]2 2
2 3 4f fA n b n b n= +  et [ ] [ ]

[ ]
4

2
3

arctan f

f

b n
n

b n
ϕ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Ensuite, on choisit 1 1x S=  et on génère le signal 2x  à partir de 2S  et de 1x . 

Dans le cas où 1x  et 2x  sont liés par une relation de phase, 2x  est donné par : 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )2 2 2 1: cos 2 1oRP x n A n f C n n C n nπ ϕ ϕ= ⋅ + + −  (3.1) 

Dans le cas où 1x  et 2x  sont liés par une relation d’amplitude, 2x  est donné par : 

 [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )2 2 1 2: 1 cos 2 oRA x n C n A n C n A n f nπ ϕ= + − ⋅ +  (3.2) 

Comme dans le modèle précédent, le signal 2x  dans l’Eq. (3.1) est en relation de phase avec 

1x  selon le degré de relation [ ]C n , [ ]0 1C n≤ ≤ ; pour [ ] 0C n = , les deux signaux ont des 
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phases indépendantes et pour [ ] 1C n = , ils ont des phases identiques. De façon similaire, dans 

l’Eq. (3.2), ce facteur permet de régler le degré de relation en amplitude des signaux 1x  et 2x .  

b1 Filtre passe-bas

( )0cos 2 f nπ

b2 Filtre passe-bas

( )0sin 2 f nπ

[ ]1S n
+

-

bf1

bf2

b1 Filtre passe-basb1 Filtre passe-bas

( )0cos 2 f nπ

b2 Filtre passe-bas

( )0sin 2 f nπ

[ ]1S n
+

-

bf1

bf2

 

Fig.  3.1. Obtention du signal bande étroite [ ]1S n  dans le modèle M2 . 1b  et 2b  sont des bruits 

blancs gaussiens. Leur filtrage passe-bas permet d’obtenir respectivement 1fb  et 2fb . 

3.2.2 Modèles des signaux chaotiques  

3.2.2.1 Systèmes de Hénon couplés 

Le système de Hénon a été proposé en 1976 (mathématicien Michel Hénon, [147]). Il est 

décrit par deux équations différentielles ordinaires non linéaires : 

 
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

2
1 1 2

2 1

1

1
x xx n a x n b x n

x n x n

+ = − +

+ =
 (3.3) 

Dans cette section, nous utilisons deux systèmes de Hénon couplés de manière 

unidirectionnelle (Modèle M3). Le premier système (ou pilote) est décrit par l’Eq. (3.3). Le 

second système (ou réponse) s’écrit de la manière suivante [121, 124, 125, 127, 148] : 

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ]( ) [ ]
[ ] [ ]

2
1 1 1 1 2

2 1

1 1

1
y yy n a Cx n y n C y n b y n

y n y n

+ = − + − +

+ =
 

où C est le degré de couplage. Les deux signaux sur lesquels sont évaluées les méthodes de 

mesure de relation sont 1x  et 1y . 
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Pour 1.2x ya a= > , il a été montré que le comportement de ces 2 systèmes est chaotique 

[147]. Dans ce travail, nous donc avons fixé 1.4x ya a= = . 

Pour les valeurs de xb  et yb , nous nous sommes basés sur l’étude décrite dans [124] dont 

l’objectif était d'étudier la relation des systèmes pilote et réponse.  

Pour 0.3x yb b= = , on obtient deux systèmes chaotiques identiques (modèle M3a). Afin 

d’étudier également le cas de deux systèmes chaotiques non identiques (modèle M3b), nous 

avons choisi 0.3xb =  et 0.1yb = .  

Par ailleurs, l’influence du paramètre de couplage C  dans le modèle de systèmes de Hénon 

couplés est illustrée Fig.  3.2 qui donne la trajectoire de la réponse ( 2y  par rapport à 1y ) ainsi 

que tracé de 1y  par rapport à 1x . On note que ces trajectoires sont identiques pour des valeurs 

de couplage 0C =  et 0.8C >=  (cadrans supérieurs). On remarque également que pour 0C = , 

les deux systèmes sont indépendants et que pour 0.8C >=  les signaux 1x  et 1y  sont 

synchronisés (cadrans inférieurs).  

 

Fig.  3.2. Systèmes de Hénon couplés, en haut l'attracteur du système de réponse et en bas le 

nuage de points entre deux systèmes couplés qui montre la relation existante entre ces deux 

systèmes : (a) 0C = , (b) 0.6C = , (c) 0.7C = , (d) 0.8C = . 
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Enfin, dans les deux modèles mentionnés ci-dessus (M3a et M3b ), nous avons ajouté des bruits 

de mesure afin d'examiner l’influence du rapport de signal/bruit (S/B, défini comme le rapport 

de l'écart-type du signal sur l'écart-type du bruit) sur la robustesse des estimateurs de relation.  

3.2.2.2 Systèmes de Rössler couplés 

Un second modèle basé sur deux systèmes dynamiques non linéaires couplés a été introduit 

afin d’étudier le comportement des méthodes de mesure de relation sur des signaux issus de 

systèmes chaotiques d’ordre plus élevé que celui du système de Hénon. Ce modèle (modèle 

M4) est construit à partir du couplage unidirectionnel de deux systèmes de Rössler [75, 76, 

149-151]. 

Dans ce modèle, la trajectoire du pilote est décrite par le système d’équations différentielles 

suivant : 

( )

1
2 3

2
1 2

3
3 1

0.15

0.2 10

x

x

dx x x
dt
dx x x
dt

dx x x
dt

ω

ω

= − −

= +

= + −

 

Celle de la réponse est donnée par : 

( )

( )

1
2 3 1 1

2
1 2

3
3 1

0.15

0.2 10

y

y

dy y y C x y
dt
dy y y
dt

dy y y
dt

ω

ω

= − − + −

= +

= + −

 

où C  désigne le degré de couplage. Comme dans le modèle précédant, les deux signaux sur 

lesquels sont évaluées les méthodes de mesure de relation sont 1x  et 1y .  

Conformément à l’étude décrite dans [76] qui utilisait ce modèle dans le même contexte, une 

différence mineure entre les deux systèmes pilote et réponse a été introduite en prenant deux 

valeurs différentes pour les paramètres de fréquence naturelle 0.95xω =  et 1.05yω = . De 

plus, comme dans les modèles présentés précédemment, le degré de couplage C  varie entre 

de 0 à 1. La Fig.  3.3 donne une projection de la trajectoire de la réponse (dans le plan ( 2y  , 
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1y )) ainsi que trace de 1y  par rapport à 1x  pour des valeurs croissantes de C . Sur cette figure, 

on observe l’évolution des systèmes de Rössler couplés depuis leur indépendance ( 0C = ) 

jusqu’à leur synchronisation, bien que cette dernière ne soit jamais totale du fait de la 

disparité des paramètres xω  et xω . 

3.2.3 Signaux EEG simulés 

En complément des modèles génériques qui ne reflètent pas complètement la nature du signal 

EEG, nous avons utilisé, dans ce travail d’évaluation des méthodes de mesure de relation, des 

signaux EEG générés à partir d’un modèle réaliste de l’activité électrique de populations 

neuronales couplées (modèle M5).  

Cette classe de modèles macroscopiques a été proposée depuis le début des années 70. Des 

progrès substantiels ont été apportés par Freeman [152, 153] et ses collègues (Eeckman et al. 

[154]) dans leur étude et modélisation du système olfactif. A partir d’une longue expérience à 

partir des travaux utilisant des données réelles, ils ont montré que le système olfactif central 

composé de trois parties (le bulbe olfactif, le noyau antérieur et le cortex prépyriforme) peut 

être modélisé comme un système d’ensembles interconnectés de neurones excitateurs et 

inhibiteurs. La dynamique de chaque ensemble est décrite par une équation différentielle 

ordinaire du second ordre. Freeman souligne que la simplicité et la généricité rendent ce 

modèle utilisable pour d’autres systèmes neuronaux. Parallèlement, des idées similaires ont 

été développées par le groupe de Lopes Da Silva et al. [155] et ont conduit au développement 

d’un modèle macroscopique capable de représenter le rythme alpha de l’EEG. Les travaux qui 

ont suivi se sont intéressés à la stabilité de ce modèle (Zetterberg et al. [156]) ou à son 

adaptation à des systèmes spécifiques telle que la région CA1 de l’hippocampe (Leung [157]). 

Plus récemment, en utilisant le même type de modèle, Jansen et al. [158, 159] ont étudié la 

génération de l’EEG spontané et des potentiels évoqués dans le cortex visuel. 

Au LTSI, cette même approche a été suivie dans le cadre de l’interprétation des  

signaux EEG de profondeur. Elle a conduit au développement de plusieurs modèles de 

populations neuronales (éventuellement couplées) capables de générer des signaux EEG 

épileptiformes réalistes à partir de données sur l’organisation cellulaire des 
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structures cérébrales représentées et à partir d’hypothèses macroscopiques sur les mécanismes liés à 

l’épileptogénèse [53, 160, 161]. Par ailleurs, ce modèle d'EEG a déjà été utilisé pour interpréter les 

mesures d'interdépendance entre signaux neurophysiologiques [27] par la méthode de régression 

non linéaire. Il est présenté ici de manière succincte. 

3.2.3.1 Description du modèle d'EEG 

a) Modèle de population simple 

Le modèle représente l’activité électrique moyenne d’une population de cellules neuronales 

composée de sous-ensembles de neurones excitateurs et inhibiteurs. L'idée principale de ce modèle 

est que le signal EEG enregistré par électrode intracérébrale ne résulte pas de l’activité d’un petit 

groupe de neurones, mais plutôt de l'activité moyenne de larges assemblées de neurones principaux 

interconnectés (les cellules pyramidales) interagissant avec les interneurones locaux (soit 

inhibiteurs, soit excitateurs). Il produit donc un signal d'EEG (principalement reflet de la sommation 

des potentiels post-synaptiques des cellules pyramidales activées).  

Dans cette étude, nous avons considéré un modèle simple correspondant à un groupe de neurones, 

formé de deux sous-ensembles : le premier est composé de cellules principales (cellules 

pyramidales) qui reçoivent un feedback (soit excitateur, soit inhibiteur) du second sous-ensemble 

composé des interneurones locaux (les cellules non pyramidales, les cellules stellaires, …). 

L’influence du voisinage et celle des populations plus distantes sont modélisées par une entrée 

excitatrice qui représente globalement la densité moyenne des potentiels d’action afférents. Le 

premier sous-ensemble est caractérisé par : (i) deux fonctions de transfert linéaires, ete ih h , qui 

transforment l’information pré-synaptique (densité moyenne des trains de potentiels d’action) en 

une information post-synaptique (potentiel membranaire post-synaptique excitateur – PPSE - ou 

inhibiteur – PPSI -) et (ii) par une fonction non linéaire statique qui relie le potentiel membranaire 

moyen d’un sous-ensemble à la densité moyenne des potentiels d’action générés par les neurones. 

Le second sous-ensemble est modélisé de manière similaire, exceptée qu'une seule fonction de 

transfert est nécessaire puisque l’entrée des interneurones est uniquement excitatrice. Le modèle de 

population simple est illustré sur Fig.  3.4 (rectangle en trait plein). L'influence non spécifique du 

voisinage est représentée par le signal excitateur ( )p t  (bruit gaussien non centré), correspondant à 

une densité moyenne de potentiels d'action afférents.  
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La réponse impulsionnelle des fonctions de transfert linéaires est donnée, dans le cas excitateur et 

dans le cas inhibiteur, respectivement, par : 

 
( ) ( )
( ) ( )

at
e

bt
i

h t U t Aa t e

h t U t B bt e

−

−

=

=
 

où ( )U t  désigne la fonction échelon. Les paramètres a  et b  sont liés à la constante de temps 

moyenne de la membrane et aux retards moyens distribués dans l'arbre dendritique. Les gains sont 

donnés par 2Aa  et 2Bb  respectivement. Les constantes de temps 1
a  et 1

b  ainsi que les gains des 

filtres sont donc étroitement liés à la sensibilité des synapses excitatrices et inhibitrices 

respectivement. 

Les potentiels de membrane sont eux mêmes transformés en une densité moyenne d'impulsions par 

la fonction non linéaire, 

 ( ) ( )( )0

02
1 r v v

eS v
e −

=
+

 

où 02e  est le taux maximal d'activation de neurones, 0v  le potentiel moyen post-synaptique 

correspondant à un taux de 0e , et r est la raideur de la pente de la sigmoïde. Les nombres moyens de 

contacts synaptiques impliqués entre les cellules principales et les interneurones sont quantifiés par 

quatre constantes de connectivité 1 4, ,C C… . 

Avec les variables indiquées Fig.  3.4, l'ensemble d'équations différentielles pour une population est 

donné par : 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( ){ } ( ) ( )

0 3

2
1 1 2 3 0

2 4

2
3 2 1 0 4 1

4 5

2
5 4 3 0 5 2

2

2

2

y t y t

y t Aa S y t y t ay t a y t

y t y t

y t Aa p t C S C y t ay t a y t

y t y t

y t B b C S C y t by t b y t

=

= − − −

=

= − − −

=

= − −

 (3.4) 

où on n'a pas reporté l'indice de population i. 
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Fig.  3.4. Structure du modèle d'une population (en haut de la figure), et schéma général de la 

version étendue du modèle (en bas de la figure). 

 

Le système d'équations (3.4) est de la forme ( ) ( ) ( )( ) ( ) 6, ,Y t F Y t p t Y t= ∈ℜ . La dynamique de 

l'EEG simulé correspond à celle d'un processus aléatoire parcourant l'espace des états autour d'un 

point fixe stable 0Y  solution de l'équation ( )0,0 0F Y = . 

Si le rapport excitation-inhibition est modifié ainsi que la valeur moyenne de l'entrée ( )p t , le 

modèle peut présenter une dynamique anormale comme par exemple un cycle limite caractéristique 

de l'activité EEG pendant les crises [155, 156]. En fait, l'activité de fond pourrait être associée à 

celle d'un système avec un attracteur ponctuel tandis que la dynamique des pointes paroxystiques ou 

des pointes ondes peut être associée à un cycle limite perturbé par un bruit [162]. Le point de 

S(v)

S(v)

S(v)
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bifurcation, ou la région (dans le domaine des paramètres du système) qui permet le passage d'un 

état à un autre, est donné dans le modèle par l'ensemble des paramètres lié au rapport excitation-

inhibition de chaque population. 

b) Modèle de populations couplées (modèle M5) 

Au niveau local, une excitabilité anormale liée au rapport excitation-inhibition peut être responsable 

des décharges de pointes inter-critiques ou critiques dans des crises partielles ou focales, alors qu'au 

niveau global, ou en réseau, des connexions anormalement renforcées entre les structures cérébrales 

sont étroitement impliquées dans l'épileptogenèse [2]. Cette idée est à la base de la version étendue 

du modèle qui consiste à intégrer plusieurs populations par des couplages multidirectionnels prenant 

en compte des retards associés aux connexions biologiques. 

Partant du principe selon lequel les cellules pyramidales sont des neurones excitateurs qui projettent 

leurs axones vers les autres régions (Martin [136]), cette version étendue du modèle utilise la 

densité moyenne de potentiels d’action générée par le sous-ensemble de cellules principales d’une 

population donnée comme afférence excitatrice sur le sous-ensemble de cellules principales d’une 

autre population. Cependant, comme ces populations peuvent appartenir à des structures distinctes 

et distantes, de nouveaux paramètres ont été introduits pour prendre en compte des retards relatifs 

aux interconnections. Ainsi, comme le montre Fig.  3.4 (rectangle en pointillés), une constante de 

connectivité Kij est utilisée pour définir le degré de couplage entre une population i et une 

population j tandis qu’un filtre, de réponse impulsionnelle hd est utilisé pour modéliser le retard lié à 

la connexion entre les populations i et j : 

 ( ) ( ) da t
d dh t U t Aa te−=  

Ces nouvelles considérations permettent d’établir les équations différentielles ordinaires pour une 

population i dans le modèle à N populations : 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( )
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2
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d d d

y t y t
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=
≠

=

= − − −

=
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=

= − −

=
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∑
 

Chaque population possède ses propres constantes de connectivité locale ( )1 4, ,C C… , gains de 

filtres (A, B) et constantes de temps ( 1
a  et 1

b  ). Les bruits ( )ip t  sont indépendants. Les valeurs 

standard des différents paramètres utilisés pour générer une activité dite « normale » sont données 

Tab.  3.3 [158]. 

Dans ce modèle étendu, les principaux paramètres sont les suivants : 

 - le nombre de populations couplées, 

 - le rapport excitation/inhibition au sein de chaque population, 

 - le degré de couplage entre les populations, 

 - le sens de ces couplages (uni-directionnels et bi-directionnels). 

Le modèle M5, utilisé dans l’évaluation des méthodes de mesures de relations, se compose de deux 

populations (1 et 2) couplées de manière unidirectionnelle. Comme dans les autres modèles, le 

degré de couplage (K12) est variable. Enfin, concernant le rapport excitation/inhibition au sein de 

chaque population, deux situations ont été considérées dans lesquelles les deux signaux générés 

correspondent à une activité EEG normale (dite « de fond ») (M5 (FND)) et à une activité 

épileptique à type de pointes rythmiques (M5 (PNT)). 
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Paramètre Valeur standard 

A 3.25 mV 

B 22 mV 

a 100 s-1 

b 50 s-1 

C1, C2 C et 0.8C respectivement 

C3, C4 0.25C, C=135 

v0, e0, r 6 mV, 2.5 s-1 et 0.56 mV-1 respectivement 

ad 33 s-1 

Ki,j dépend du degré de couplage 

Tab.  3.3. Les valeurs standard des différents paramètres permettant de générer une activité EEG de 

fond (d'après [158]). 

 

3.3 Critères de comparaison des méthodes 

Des simulations de Monte-Carlo ont été effectuées pour chaque modèle afin de comparer les 

quantités estimées par chaque méthode sur la plage de variation du degré de couplage.  

Toutes ces quantités ont été estimées sur une fenêtre glissante de 512 échantillons (correspondant à 

2 secondes de signal échantillonné à 256 Hz) qui se déplace sur des longues séries temporelles 

(20000 échantillons) avec un pas de 10 échantillons (taux de recouvrement égal à 98%).  

Les valeurs moyennes et les variances de ces quantités sont présentées sur les figures  3.5-10. 

 

Par ailleurs, afin de comparer, quantitativement, les performances des méthodes évaluées, nous 

avons introduit trois critères statistiques sur les quantités qu’elles fournissent : 

i. L'erreur quadratique moyenne (EQM) sous l'hypothèse H0 (indépendance entre les deux 

signaux analysés), qui peut être interprétée comme un biais, et dont l’expression est donnée 
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par ( ){ }2

0 0
ˆE θ θ−  ou E désigne l'espérance mathématique, 0 0θ =  et 0̂θ  est l'estimation de 

0θ ;  

ii. La variance moyenne (VM) sur toutes les valeurs du degré de couplage, donnée par 

( )( ){ }2

1

1 ˆ ˆ
I

i i
i

E E
I

θ θ
=

−∑  ou I est le nombre de valeurs du degré de couplage et îθ  est la 

relation estimée pour une valeur Ci du degré de couplage;  

iii. En plus des deux critères précédents, nous en avons proposé un troisième permettant de 

quantifier la sensibilité d'une méthode par rapport au changement du degré de couplage. Ce 

critère est basé sur le calcul de la médiane de la sensibilité relative locale (MSRL) : 

( )
2 2

1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ
, ,

2i i
i i i i

i i
i i

MSRL Médiane S S
C C

σ θ θ σ σσ+ +

+

=
− += =
−

 

où iS  est le taux d'augmentation de la relation estimée et iσ  est la moyenne des écart-types 

ˆiσ  et 1ˆiσ +  associés aux degrés de couplage Ci et Ci+1. La médiane de la distribution de la 

sensibilité relative locale a été choisie (au lieu de la moyenne) parce que nous avons 

constaté, expérimentalement, que la distribution était dissymétrique (étalée vers la droite). 

Inversement à EQM et à VM, plus la valeur de MSRL est grande, meilleure est la 

performance. 

3.4 Résultats  

3.4.4 Modèle M1 

Les résultats de l’application des différentes méthodes de mesure de relation sur les signaux générés 

par le modèle M1 pour les différentes valeurs du degré de couplage C  sont présentés Fig.  3.6. On 

constate que toutes les quantités atteignent la valeur 1 pour 1C = , à l’exception de celle fournie par 

la méthode Nxy. De plus, nous pouvons constater que les méthodes R² et h² se comportent de façon 

similaire puisque la relation dans le modèle M1 est linéaire. Par ailleurs, les courbes correspondant 

aux deux estimateurs de la synchronisation de phase basés sur l’entropie de Shannon (HE, WE) sont 

très voisines. Cette constatation est également vraie pour les deux autres estimateurs de la 

synchronisation de phase (HR, WR). Dans ce modèle, l’estimateur correspondant à la méthode SL a 

la variance maximale, en particulier pour des degrés de couplage élevés. Ce résultats est inattendu 
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dans la mesure où la variance des autres estimateurs diminue généralement pour les valeurs plus 

élevées de C. Enfin, dans ce modèle, les méthodes S et CF sont nettement biaisées (elles indiquent 

des valeurs de couplages relativement élevées pour des valeurs faibles du paramètre C), ce qui est 

indiqué par les valeurs de EQM reportées dans le tableau 3.2 (1ère colonne).  
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Fig.  3.6. Résultats obtenus pour le modèle M1. (a) Signaux produits par le modèle M1 (b) Quantités 

estimées par les différentes méthodes (simulations de Monte-Carlo) en fonction du degré de 

couplage (c) Variances des estimateurs en fonction du degré de couplage. 

3.4.5 Modèle M2 

Pour le modèle M2, les résultats sont présentés figure 3.7. Dans le cas d’une relation de phase 

seulement (RP), nous pouvons constater que les performances des méthodes de synchronisation de 

phase (HE, HR, WE, WR) sont supérieures à celles des autres méthodes (Fig.  3.7 (a)-(c)), ce qui 

était attendu. Par ailleurs, les méthodes de régression (R², h²) ont des performances acceptables. 

Enfin, les méthodes de synchronisation généralisée et la fonction de cohérence montrent, quant à 

elles, de moins bonnes performances, avec un biais élevé et une sensibilité aux variations de 

couplage faible (voir tableaux 3.2 et 3.4, 2ème colonne).  
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Fig.  3.7. Résultats obtenus pour le modèle M2. Signaux produits par le modèle M2 dans le cas d’une 

relation de phase (RP) seulement (a) et d’une relation d’amplitude (RA) seulement (d). (b, e) 

Quantités estimées par les différentes méthodes (simulations de Monte-Carlo) en fonction du degré 

de couplage dans les cas RP et RA (c, f) Variances des estimateurs en fonction du degré de 

couplage dans les cas RP et RA. 

Dans le cas d’une relation d'amplitude (RA) entre les deux signaux seulement (Fig.  3.7 (d)-(f))), les 

méthodes de synchronisation de phase ne présentent aucune sensibilité aux changements du degré 
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de couplage, comme attendu. Les quantités estimées par les méthodes de synchronisation 

généralisée et par les méthodes R² et h² augmentent légèrement avec l'augmentation du degré de 

couplage. Enfin, la fonction de cohérence ne montre qu’une légère sensibilité à la co-variation des 

amplitudes des deux signaux.  

3.4.6 Modèle M3 

Dans ce travail, les systèmes déterministes non linéaires (M3 et M4 ) ont été employés uniquement 

pour comparer les performances des méthodes de mesure de relation entre signaux. Leurs 

propriétés, qui ont déjà fait l’objet de nombreuses études [149], n'ont pas été étudiées en détails. 

Dans le cas des systèmes de Hénon couplés identiques (modèle M3a), les méthodes de mesure de 

synchronisation généralisée N montrent des performances supérieures à celles des autres méthodes 

(Fig.  3.8) avec un biais très faible, un accroissement quasi-linéaire de la quantité estimée en 

fonction du degré de couplage (excellente sensibilité), sur la plage [0, 0,7] et une variance faible. 

Dans le cas des systèmes couplés non-identiques (M3b), les méthodes de synchronisation 

généralisée conservent des performances supérieures à celles des autres méthodes (Fig.  3.9). Par 

ailleurs, l’ajout du bruit de mesure sur les signaux produits par les deux modèles M3a et M3b 

conduit, pour toutes les méthodes, à une réduction des quantités estimées. Dans le cas bruité, ce sont 

les performances des méthodes de synchronisation de phase (HE, WE) qui chutent le plus, les autres 

méthodes (et notamment celles de régression) conservent une relative sensibilité aux variations de 

couplage. L’analyse du biais montre, quant à elle, que les effets de l’ajout de bruit sont variables 

d’une méthode à l’autre.  

3.4.7 Modèle M4 

Les résultats obtenus pour les systèmes Rössler couplés (modèle M4) sont présentés Fig.  3.10. Nous 

pouvons constater que la méthode SL est caractérisée par une erreur quadratique moyenne (MSE) 

faible par rapport aux autres méthodes (et donc un biais faible) et une meilleure sensibilité par 

rapport aux changements du degré de couplage. Cependant la variance d’estimation reste élevée par 

rapport à celle des autres méthodes. En général, les méthodes de synchronisation de phase ont 

également des performances correctes dans ce modèle. Par ailleurs, on peut également souligner un 

résultat inattendu : certaines méthodes (R², h², et WE) fournissent des quantités qui accroissent et 

puis décroissent pour une augmentation du paramètre de couplage dans une plage de valeurs faibles 

(0<C<0.14). 
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Fig.  3.8. (a) Signaux produits par le modèle M3a (systèmes de Hénon identiques couplés sans ajout 

de bruit de mesure). (b) Quantités estimées par les différentes méthodes (simulations de Monte-

Carlo) (c) Variances des estimateurs en fonction du degré de couplage. (d) Signaux produits par le 

modèle M3a (systèmes de Hénon identiques couplés avec ajout d’un bruit de mesure, S/B=2).(e-f) 

Quantités estimées et variances en fonction du degré de couplage dans le modèle. 
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Fig.  3.9. (a) Signaux produits par le modèle M3b (systèmes de Hénon non identiques couplés sans 

ajout de bruit de mesure). (b) Quantités estimées par les différentes méthodes (simulations de 

Monte-Carlo) (c) Variances des estimateurs en fonction du degré de couplage. (d) Signaux produits 

par le modèle M3b (systèmes de Hénon non identiques couplés avec ajout d’un bruit de mesure, 

S/B=2).(e-f) Quantités estimées et variances en fonction du degré de couplage dans le modèle. 



Évaluation quantitative des méthodes d'estimation de couplage 
 

61

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

C

R²
CF
h²
HE
HR
WE
WR
Sxy
Nxy
SL

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

C

R²
CF
h²
HE
HR
WE
WR
Sxy
Nxy
SL

0 1 0 0 0 2 0 0 0 3 0 0 0 4 0 0 0 5 0 0 0
- 6 0

- 4 0

- 2 0

0

2 0
a)

b) c)

Échantillons

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

C

R²
CF
h²
HE
HR
WE
WR
Sxy
Nxy
SL

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

C

R²
CF
h²
HE
HR
WE
WR
Sxy
Nxy
SL

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

C

R²
CF
h²
HE
HR
WE
WR
Sxy
Nxy
SL

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

C

R²
CF
h²
HE
HR
WE
WR
Sxy
Nxy
SL

0 1 0 0 0 2 0 0 0 3 0 0 0 4 0 0 0 5 0 0 0
- 6 0

- 4 0

- 2 0

0

2 0
a)

b) c)

Échantillons

 
Fig.  3.10. Résultats obtenus pour M4 (les systèmes de Rössler couplés). (a) Signaux produits par le 

modèle. (b) Quantités estimées et (c) variances en fonction du degré de couplage. 

3.4.8 Résultats pour le modèle M5 

Les résultats obtenus avec le modèle M5 (deux populations neuronales couplées de manière 

unidirectionnelle) dans le cadre d’une activité EEG de fond (M5 (FND)) et d’une activité épileptique 

à type de pointes rythmiques (M5 (PNT)) sont présentés Fig.  3.11 (a-c) et (d-f).  

Dans le cas d’une activité EEG de fond, il a été montré [31] dans ce modèle, en utilisant des 

techniques de ré-échantillonnage des données (surrogate data), que la relation entre les populations 

est principalement linéaire. Les résultats montrent que l'augmentation du degré de couplage ne 

mène pas à une augmentation significative des quantités calculées par les méthodes, comme on peut 

le constater Fig.  3.11 (a)-(c). Si certaines méthodes comme celles de régression conservent une 

certaine sensibilité à la variation du couplage, il faut souligner que d’autres méthodes comme la 

fonction de cohérence et les méthodes de synchronisation de phase (excepté la méthode HR) ne 

détectent aucune augmentation du degré de relation. 
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Les résultats obtenus, dans le cas d’une activité épileptique de type pointes rythmiques, sont 

illustrés Fig.  3.11 (d)-(f). Plusieurs résultats intéressants ont été obtenus dans ce cas. Tout d’abord, 

plusieurs méthodes sont soit complètement insensibles (WE et CF) soit faiblement sensibles (HE et 

WR) à l'augmentation du degré de couplage dans le modèle, ce qui explique, par ailleurs leur faible 

variance. Ce sont les méthodes de régression (R², h²) et celle de synchronisation de phase (HR) qui 

montrent la meilleure sensibilité. Cependant, pour cette dernière, l'EQM sous l'hypothèse nulle 

(biais) reste élevée. 

 

3.4.9 Analyse globale des résultats par groupe de méthodes 

Tous les résultats présentés dans les figures 3.6-3.11 sont récapitulés dans les tableaux 3.2 à 3.4 qui 

donnent respectivement les valeurs de EQM, de MV et de MSRL pour toutes les méthodes de 

mesure et tous les modèles de simulation. Pour chaque situation étudiée, la méthode offrant les 

meilleures performances selon ces trois critères est surlignée en gris. Les méthodes qui sont 

insensibles aux changements du degré de couplage ont été marquées par une astérisque ("*").  

A partir de ces tableaux, nous pouvons déduire que pour le modèle M1, la méthode de régression 

linéaire (R²) est la plus appropriée. Pour le modèle M2 (RP), les méthodes de synchronisation de 

phase (particulièrement WE) donnent de meilleurs résultats que les autres méthodes. Dans le cas de 

M2 (RA), il n'y a pas de méthode qui se dégage selon les critères fixés, ce qui s’explique par le fait 

que toutes les méthodes sont plus sensibles à la phase des signaux qu'à leur enveloppe. Dans le cas 

des systèmes Hénon couplés (M4), en général, les méthodes de synchronisation généralisée (S et N) 

ont des performances supérieures. La méthode de régression R² se montre plus robuste par rapport 

au bruit de mesure. Pour les systèmes de Rössler couplés (M5), les méthodes de synchronisation de 

phase sont les plus appropriées, comme dans le cas du modèle M2 (RP). Enfin, pour le modèle de 

population neuronale (M5), dans la situation d'activité de fond, les méthodes de régression (R² et h²) 

détectent une relation et montrent des performances supérieures à celles des autres méthodes ; dans 

la situation d'activité épileptique, la même tendance a été confirmée. Cependant, il est difficile de 

déterminer globalement la meilleure méthode dans ce dernier cas puisque les critères ne mènent pas 

à des résultats convergents. 
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Fig.  3.11. Résultats obtenus pour le modèle de populations neuronales couplées (M5) dans le cas 

d’une activité EEG de fond (a) et dans le cas d’une activité épileptique (d). (b, e) Quantités estimées 

par les différentes méthodes (simulations de Monte-Carlo) et (c, f) variances des estimateurs en 

fonction du degré de couplage, dans les deux cas. 
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Afin de comparer globalement les trois groupes de méthodes (régression, synchronisation de 

phase, et synchronisation généralisée), nous avons fait la moyenne des résultats pour chaque 

critère dans chaque simulation (Fig.  3.12). Pour le modèle M1, ce sont les méthodes de 

régression qui permettent d’obtenir les meilleurs résultats. Pour le modèle M2, dans le cas 

d’une relation de phase, les méthodes de synchronisation de phase sont plus appropriées ; 

dans les cas d’une relation d’amplitude, les résultats montrent qu’il est difficile de définir une 

méthode « optimale ». Pour le modèle M3, nous avons constaté que les méthodes de 

synchronisation généralisée conduisent à des valeurs faibles d’EQM, et que les estimateurs 

utilisés dans les méthodes de synchronisation de phase ont la plus faible variance. En ce qui 

concerne la sensibilité, les résultats sont partagés entre ces deux groupes de méthodes. Ainsi, 

dans ce type de modèle (signaux chaotiques générés à partir de modèles de Hénon couplés), 

nous avons conclu que ce sont ces deux groupes de méthodes qui offrent les meilleures 

performances. Pour le modèle M4 (signaux chaotiques générés à partir de modèles de Rössler 

couplés), les méthodes de synchronisation de phase conduisent aux meilleurs résultats, bien 

que leur EQM reste élevée. Pour le modèle de populations neuronales couplées, dans le cas 

d’une activité épileptique (pointes rythmiques, M5 (PNT)), les méthodes de régression et de 

synchronisation de phase se comportent globalement de la même manière et ont des 

performances supérieures à celles des méthodes de synchronisation généralisée. Dans le cas 

d'une activité de fond (M5 (FND)), les méthodes de régression surpassent les autres méthodes. 

3.5 Discussion 

Dans ce chapitre, nous avons étudié les méthodes les plus répandues de mesure de la relation 

entre signaux pour la caractérisation de la connectivité fonctionnelle dans le cerveau. Les 

quantités fournies par ces méthodes jouent un rôle important car elles renseignent sur les 

interactions entre structures cérébrales pendant des activités normales (par exemple, 

cognitives) ou des activités pathologiques (par exemple, celles rencontrées durant les crises 

d’épilepsie). Dans un contexte difficile où l’on ne dispose pas d’information sur la nature des 

relations entre structures, il est donc crucial d’analyser le comportement de chaque méthode, 

d’étudier les propriétés statistiques des quantités qu’elles fournissent et d’essayer de comparer 

leurs performances selon des critères objectifs. 
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Fig.  3.12. Synthèse des résultats. Valeurs moyennes de (a) EQM, (b) VM et (c) MSRL pour 

les trois groupes de méthodes : régression, synchronisation de phase et synchronisation 

généralisée. 
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Les travaux décrits dans ce chapitre ont conduit à cette comparaison des méthodes de mesure 

de relation. Ils complètent plusieurs tentatives rapportées dans la littérature [30] et s’en 

distinguent sur plusieurs points. Tout d’abord, dans ce travail, un cadre méthodologique basé 

sur l’utilisation de modèles de relation entre signaux a été proposé et utilisé. A notre 

connaissance, les autres études publiées n’ont abouti qu’à des résultats qualitatifs et souvent 

dans un cadre plus restreint limité aux seuls signaux réels où à l’utilisation d’un seul modèle. 

Ensuite, nous avons introduit des critères statistiques permettant de comparer 

quantitativement les estimateurs étudiés pour chaque modèle. L’un des ces critères, 

permettant de caractériser la sensibilité de chaque méthode par rapport aux variations du 

degré de couplage, est original. Ces critères ont également permis de synthétiser les résultats 

en proposant une comparaison plus globale, c'est-à-dire par famille de méthodes. 

Enfin, nous souhaitons conclure ce chapitre par les éléments principaux découverts dans cette 

étude : (i) plusieurs méthodes sont insensibles aux variations de couplage dans certains 

modèles ; (ii) les résultats sont très dépendants des propriétés des signaux (bande large ou 

bande étroite) ; (iii) d'une façon générale, il n'y pas de méthode universelle, c'est-à-dire 

qu’aucune des méthodes étudiées n’est plus performante que les autres dans toutes les 

situations étudiées ; (iv) les méthodes de régression se montrent sensibles aux variations de 

couplage dans tous les modèles de relation avec des performances moyennes ou correctes. 

Nous proposons donc d'appliquer ces méthodes plus "robustes" avant de mettre en œuvre 

d’autres méthodes plus sophistiquées. 

Les méthodes comparées ici cherchent à caractériser la relation qui lie deux signaux 

indépendamment de la manière avec laquelle celle-ci s’établit. La notion de fréquence ou 

bande de fréquence privilégiée pour la mise en place d’une relation entre signaux n’est pas 

directement prise en compte dans ces approches. Elles sont de fait dédiées à la caractérisation 

d’une relation statique et globale. Le besoin d’analyser localement (en temps et en fréquence) 

la relation qui existerait entre deux observations est ici important compte tenu de la nature des 

signaux qui fait apparaître des rythmes spécifiques dans certaines phases d’enregistrement de 

l’EEG. Ce dernier point nous a amené à entreprendre, dans le chapitre 4, une démarche visant 

l’analyse temporo-fréquentielle des liens statistiques entre des paires de signaux 

électroencéphalographiques.  

 





 

4 Chapitre 4 

Approches temps-fréquence pour l’analyse 

statistique d’une relation entre deux voies 
 

 

 

 

4.1 Introduction 

Pour mesurer le couplage entre deux signaux stationnaires, le calcul classique de la cohérence, 

qui s'appuie sur l'analyse de Fourier, s'avère souvent satisfaisant. Malheureusement, à de rares 

exceptions près, les signaux EEG sont non stationnaires, particulièrement dans le cas de 

l'épilepsie [163-165]. Par exemple, considérant la décomposition fréquentielle de certains 

enregistrements EEG épileptiques, on peut y constater la présence de chirps, c'est-à-dire de 

composantes à bande-étroite dont la fréquence centrale évolue plus ou moins rapidement, 

[166, 167]. Pour analyser un éventuel couplage entre de tels signaux, on doit opter pour des 

méthodes qui relaxent l'hypothèse de stationnarité et il faut s’attendre à devoir recourir 

pratiquement, à une méthode d'analyse temps-fréquence (TF) [168-170] déjà proposée par 

ailleurs dans la littérature pour l’étude de signaux EEG [171-174]. 

Partant de deux signaux observés, nous considérons donc dans ce chapitre le problème de 

caractériser une relation du type dépendance statistique, mais en s’intéressant ici à sa 

localisation sur l’axe des fréquences qui est évolutive, non stationnaire. Nous sommes donc 

intéressés par une mesure, effectuée conjointement en temps et en fréquence, et pouvant 

renseigner sur l’éventuelle relation entretenue par deux populations neuronales, produisant 

chacune l’un des deux signaux disponibles. Cette dépendance peut le cas échéant s’interpréter 

comme une synchronisation, si on appréhende plutôt sous un angle déterministe que sous un 

angle probabiliste les dynamiques sous-jacentes. Mais ces nuances ne seront pas discutées, la 

modélisation aléatoire classique à l’ordre deux étant la seule considérée. Ainsi, les 
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caractéristiques non linéaires de la dépendance entre les deux observations ne sont pas 

étudiées ici. Classiquement, l’analyse non linéaire de signaux peut reposer, entre autres, sur 

des techniques de régression paramétriques ou non paramétriques ou encore sur l’analyse des 

cumulants d’ordre supérieur à deux, analyse qui passe dans le domaine des fréquences par 

celle des polyspectres. Ces techniques sont complexes et essentiellement utilisées dans le 

cadre stationnaire, sur des durées d’observation ne devant pas être trop courtes. Une autre 

raison pour ne pas s’investir ici dans ces méthodes est que l’analyse restreinte à des bandes de 

fréquence étroites aura tendance à estomper, en intra-bande, la non linéarité éventuelle du 

signal. En résumé, les aspects non linéaires ne sont pas considérés dans ce chapitre où les 

méthodes présentées peuvent toutes être assimilées à des méthodes dédiées à une analyse à 

d’ordre deux. 

D’un point de vue physiologique, la détection d’une relation statistique ou d’une 

synchronisation, plus marquée sur des intervalles fréquentiels étroits, peut être la trace d’une 

co-activité de deux (ou plus) sous populations neuronales. Cette dernière peut être du type 

« quasi périodique en quasi synchronie », bien que restant généralement aléatoirement 

perturbée. La détection d’une co-activation répartie sur des bandes plus larges peut être la 

trace d’une dépendance plus complexe, statistique ou du type synchronisation chaotique, ou 

encore d’un mélange des deux. 

La méthode la plus usitée pour caractériser en fonction de la fréquence cette co-activité est de 

procéder à des mesures de la fonction de cohérence classique. Elle a été utilisée par exemple 

pour localiser en fréquence des phénomènes de synchronisation dans des structures 

neuronales susceptibles de traiter l’information durant des tâches cognitives. Mais en raison 

de rapides changements de dynamique pouvant intervenir dans les signaux EEG, l’estimation 

de la fonction de cohérence doit se faire sur une fenêtre temporelle relativement courte, bien 

positionnée sur le phénomène à étudier, pour éviter que les résultats ne soient trop fortement 

biaisés par l’interférence avec les portions de signal non pertinentes. Résoudre ce problème 

nécessite l’introduction de méthodes permettant d’estimer une fonction de cohérence sur un 

support suffisamment court, du même ordre de grandeur que la durée attendue des 

modifications pertinentes du signal EEG.  

Cependant, en matière de statistique comme ailleurs, « à l’impossible nul n’est tenu ». Ainsi 

toute procédure d’estimation d’un paramètre caractéristique correspondant à une valeur de 

cohérence à une fréquence donnée nécessite de disposer de l’équivalent d’un nombre suffisant 
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de tranches d’observation approximativement indépendantes (problème de variance), pas trop 

courtes (problème de biais) et pour lesquelles la valeur du paramètre reste théoriquement la 

même. Pour atteindre ce nombre, la collecte peut s’envisager soit en répétant des expérience 

indépendamment (une nouvelle tranche par expérience), soit en prélevant les tranches dans 

une même réalisation, soit encore en cumulant les deux procédés. Cependant utiliser plusieurs 

tranches décalées dans une même réalisation n’est évidemment pertinent que dans le cas où la 

quantité à estimer est stationnaire (et où naturellement la mémoire statistique du signal 

observé est limitée, pour pouvoir se placer dans l’hypothèse ergodique). Dans le cadre des 

travaux en cognition concernant la réponse cérébrale à une stimulation parfaitement datée 

(réponse généralement non stationnaire), et dans la limite des coûts d’expérimentation, la 

répétition de l’expérience peut permettre de recueillir suffisamment d’informations. Mais dans 

d’autres cas où, comme souvent pour l’analyse des signaux épileptiques, on ne dispose que 

d’une seule réalisation (ou du moins de très peu de réalisations sur un patient donné) 

l’estimation de toute caractéristique non stationnaire pose problème. 

En fait deux attitudes sont possibles dans ce dernier cas. La première, a priori la plus simple, 

est celle qui a été considérée dans les chapitres précédents. Pour une durée T fixée (pas trop 

grande) elle consiste à supposer que la stationnarité au sens large (en se limitant à l’ordre 

deux puisque la fonction de cohérence est définie par des caractéristiques à cet ordre) est 

exactement vérifiée sur tout intervalle de cette durée, étant entendu que la covariance, 

stationnaire en intra-intervalle, peut différer d’un intervalle à un autre (pour pouvoir coller à la 

réalité non stationnaire). Ceci ne correspond évidemment qu’à une hypothèse « de facilité » 

puisque pour deux intervalles se recouvrant, la fonction covariance doit, suivant cette 

hypothèse, être strictement la même sur leur intersection. Pour une suite d’intervalles se 

recouvrant 2 à 2 et dont l’union est un intervalle long, on aboutit ainsi à une contradiction. 

Malgré cela on procède généralement sur une telle suite d’intervalle, à une estimation du 

paramètre supposé invariant temporellement sur chacun d’entre eux. Son suivi temporel 

s’effectue alors par ré-estimation sur les intervalles successifs. 

La deuxième attitude est de ne pas ignorer la difficulté liée à la non stationnarité de la quantité 

à estimer. Pour cela il faut redéfinir le paramètre d’intérêt non plus seulement en fonction de 

la fréquence, mais aussi en fonction du temps, afin de positionner le problème d’estimation 

relativement à une « cible théorique » soit bien identifiée. Il est possible pour y parvenir de 

recourir à une modélisation explicite de la non stationnarité. Le nombre de paramètres 
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supplémentaires (hyperparamètres) introduit à cet effet (pour caractériser la variation du 

paramètre d’intérêt ) ne doit évidemment pas être trop élevé afin de limiter les variances 

d’erreur d’estimation, mais il devra être suffisant pour caractériser efficacement la non 

stationnarité. 

L’estimation des fonctions de cohérence temps fréquence a été envisagée sous différentes 

formes dans la littérature. On peut en particulier distinguer les méthodes du type non 

paramétrique, directes, et qui mènent dans le cas stationnaire au calcul de périodogrammes 

moyennés (marginaux et croisés). D’autres approches, indirectes, consistent à passer par des 

modèles paramétriques, le plus souvent des modèles AR ou ARMA, avec des paramètres 

dépendants du temps. Les fonctions du temps représentant leur évolution peuvent être, elles 

mêmes, paramétrées par décomposition linéaire sur une base de fonctions. Pour ce type 

d’approche il est évidemment nécessaire de définir la fonction de cohérence temps fréquence 

en fonction des paramètres du modèle. 

Il faut, en toute généralité, distinguer deux problèmes : 

• La définition théorique d’un indicateur statistique étendant la notion de fonction de 

cohérence, définie classiquement pour des signaux stationnaires au sens large, à un 

indicateur similaire, mais défini en temps et en fréquence, pour le cas de signaux 

d’ordre 2 non stationnaires. Elle fait l’objet de la section 4.2. 

• L’introduction d’estimateurs pour mesurer la valeur de l’indicateur retenu qui, en 

suivant la littérature, est proposée dans la section 4.3. 

Enfin, nous proposons en § 4.4 une approche alternative à l’utilisation d’une fonction de 

cohérence qui peut s’avérer plus efficace dans le cas particulier où une contrainte peut être 

introduite, conditionnellement à l’existence d’une dépendance entre les deux voies, sur un 

temps de propagation physiologique. 
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4.2 Définitions d’une cohérence temps fréquence 

4.2.1 Cohérence temps fréquence définie à partir de la transformée de 

Fourier à court terme 

Considérons deux signaux aléatoires d’ordre deux [ ] [ ]1 2, ,x n x n n ∈  et leurs transformées 

de Fourier à court terme, pour une fenêtre de pondération (enveloppe) hp de support limité : 

( ) [ ] [ ] 2
, ,

p

jfk
h i p i

k

X t f h k t x k e π−= −∑ , 1, 2i =  

Une manière intuitivement satisfaisante de définir localement (i. e. en fonction non seulement 

de f mais aussi de t ) les densités spectrales de puissance marginale et croisée sont de poser : 

( )
2

,( , ) ( , ), 1/ 2, 1,2
i px h iS t f E X t f f i= ≤ =  

( ) ( )
1 2

*
, ,1 ,2( , ) ( , , ) , 1/ 2

p px x h hS t f E X t f X t f f= ≤  

On peut ainsi définir une cohérence fonction de la fréquence et du temps : 

1 2

1 2

1 2

,
,

( , )
( , ) , 1/ 2

( , ) ( , )
x x

x x

x x

S t f
C t f f

S t f S t f
= ≤  

Cette approche est conforme dans l’esprit à ce qui est proposé par Haykin dans [24] (où les 

espérances mathématiques ci-dessus sont remplacées par une moyenne sur un ensemble de 

réalisations). 

Ces différentes quantités peuvent clairement s’écrire en fonction de ω  au lieu de f si on le 

désire et le tout peut être défini de manière strictement analogue en temps continu en 

introduisant  

( ) 2
, , ( ) ( ) ,

p

jfu
h i p iX t f h u t x u e du fπ−= − ∈∫  

en place de  

( ) [ ] [ ] 2
, ,

p

jfk
h i p i

k

X t f h k t x k e π−= −∑  

Les densités spectrales ainsi définies (en temps continu ou discret) peuvent tout aussi bien 

s’interpréter comme des densités d’énergie dans une fenêtre. De plus elles peuvent également 

être mises sous la forme : 
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( ) ( )
1 2

1 2

*
, ,1 ,2

2 * 2
,

( , ) ( , , )

( ) ( ) ( , ) , ( , )
p px x h h

jf
p p x x

S t f E X t f X t f

e h h K t t d d t fπ τ

τ θ
θ θ τ θ θ τ θ τ−

∈ ∈

= =

− + + − ∈∫ ∫
 

qui fait apparaître la transformée de Fourier de la covariance 
1 2,x xK  moyennée localement 

(intégration en θ ) : la densité spectrale (croisée ou non) locale (à t fixé) correspond à la 

transformée de Fourier d’une moyenne locale de la covariance. Cette intégrale double 

correspond à l’espérance mathématique de la quantité aléatoire : 

( ) ( )*
,1 ,2

2 * *
1 2

, ,

( ) ( ) ( ) ( )
p ph h

jf
p p

X t f X t f

e h h x t x t d dπ τ

τ θ
θ θ τ θ θ τ θ τ−

∈ ∈

=

− + + −∫ ∫
 

(les relations analogues se vérifiant évidemment en temps discret). 

Notons enfin que les densités spectrales marginales ainsi définies sont obligatoirement, pour 

tout t, positives ou nulles.  

4.2.2 Une approche de la densité spectrale dans le cas non stationnaire à 

partir de la décomposition de Wold-Cramer 

Selon la décomposition de Wold-Cramer [175], un processus aléatoire scalaire en temps 

discret [ ]x n , non stationnaire et non singulier (i.e. ne comportant pas de composante 

exactement prédictible), peut être représenté comme la sortie d'un système causal, linéaire et 

non stationnaire, de réponse impulsionnelle [ ],h n m  : 

 [ ] [ ] [ ],
n

m

x n h n m mε
=−∞

= ∑  (4.1) 

où [ ]mε  est un processus du type bruit blanc stationnaire de moyenne nulle et de variance 

unité. Ce dernier peut être représenté spectralement par une somme (intégrale de Fourier 

Stieltjes en moyenne quadratique) de « sinusoïdes » d’amplitudes et phases aléatoires, 

 [ ] ( )j mm e dZ
π ω

π
ε ω

−
= ∫  (4.2) 

où ( )Z ω  est un processus à accroissements orthogonaux,  
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( ) ( ){ }*
1 2 1 2 0E dZ dZω ω ω ω≠ ⇒ = , ( ){ }2

.
2
dE dZ ωω

π
=  

Substituant (4.2) dans (4.1), on peut exprimer le processus non stationnaire [ ]x n  de façon 

suivante :  

 [ ] ( ) ( ),j nx n e H n dZ
π ω
π

ω ω
−

= ∫  (4.3) 

où  

 [ ] ( )( , ) ,
n

j n m

m

H n h n m e ωω − −

=−∞

= ∑   

est la fonction de transfert généralisée de Zadeh [176] pour un système linéaire temps-variable 

de réponse impulsionnelle [ ],h n m . 

Dans l’équation (4.3) le processus non stationnaire est lui aussi exprimé comme une somme 

de « sinusoïdes » présentant chacune une amplitude et une phase dépendantes du temps. 

Considérant la relation ( ) ( )( ) ,dX H n dZω ω ω=  impliquée par (4.3), l’équation  

 [ ]{ } ( ) 22 1 , .
2

E x n H n d
π

π
ω ω

π −
= ∫   

explicite la distribution de puissance du processus non stationnaire [ ]x n  en fonction du temps 

n et de la fréquence ω . Le spectre évolutionnaire de Wold-Cramer peut alors être défini par : 

 ( ) ( ) 2
, ,S n H nω ω=  (4.4) 

Cette dernière relation est évidemment utilisable dans le cas particulier où [ ],h n m  correspond 

à un représentant d’une classe paramétrique (AR, ARMA) aussi bien que pour une forme 

libre. Cette analyse peut être généralisée au cas des signaux aléatoires vectoriels à K>1 

composantes (et donc en particulier pour deux voies d’observation, K=2), les [ ],h n m  

correspondants alors à des K×K matrices, et les modèles paramétriques AR ou ARMA, si 

utilisés, devant l’être sous forme vectorielle. Le spectre ( ),S n ω  en fonction de n correspond 

alors à une suite de matrices dont les éléments sont les spectres évolutionnaires, non croisés 

sur la diagonale principale et croisés en dehors de cette diagonale. 

Considérons plus en détail la situation K=2 avec deux composantes x et y :  
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[ ] [ ] [ ]( , ) , ( , )
n

T T
x y

m
x y n h n m mε ε

=−∞

= ∑  

où les [ ],h n m  sont des 2×2 matrices et où xε  et yε  sont deux bruits blancs centrés 

indépendants de variance unité avec les décompositions spectrales : 

[ ] ( )
x

j m
x m e dZ

π ω
επ

ε ω
−

= ∫ , [ ] ( )
y

j m
y m e dZ

π ω
επ

ε ω
−

= ∫  

La décomposition spectrale de ( , )Tx y  est donnée par  

[ ] ( ) ( )( , ) , ( , )
x y

T j n Tx y n e H n dZ dZ
π ω

ε επ
ω ω

−
= ∫  où ( ) [ ] ( ), ,

n
j n m

m

H n h n m e ωω − −

=−∞

= ∑  

et la matrice des densités spectrales simples et croisées s’écrit  

( ) ( ) ( ), , ,HS n H n H nω ω ω=  

où HH  est la transposée conjuguée de H et où on a tenu compte de (I = matrice unité) : 

( ) ( )*{( , ) ( , ) }
x y x y

TE dZ dZ dZ dZ Iε ε ε εω ω =   

et de 

( ) ( )( , ) , ( , )( , )
x y

T T
x ydZ dZ n H n dZ dZε εω ω ω=  

La fonction de cohérence évolutionnaire peut alors être introduite en posant  

( ) ( )
( ) ( )

*

22 * 1/ 2

( ( , ) ( , )) ,
,

, ,( ( ( , ) ) ( ( , ) ))
x y xy

xy
x yx y

E dZ n dZ n S n
C n d d

S n S nE dZ n E dZ n

ω ω ω
ω ω ω

ω ωω ω
= =

⋅
 

où ( , ), ( , )x yS n S nω ω  sont les éléments de la diagonale principale de S (Eq. (4.4)) et 

, ,( , ), ( , )x y y xS n S nω ω  les éléments extra diagonaux. 

Dans le cas où la paire ( , )x y  est conjointement stationnaire [ ] [ ],h n m h n m= − , 

( ) [ ] ( )

0

, ( )
n

j n m

m

H n h n m e Hωω ω− −

≥

= − =∑  et on retrouve la définition classique de la fonction de 

cohérence ( )xyC ω  : 

( ) ( )
( ) ( )

*

22 * 1/ 2

( ( ) ( ))

( ( ( ) ) ( ( ) ))
x y xy

xy
x yx y

E dZ dZ S
C d d

S SE dZ E dZ

ω ω ω
ω ω ω

ω ωω ω
= =

⋅
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4.2.3 Définition d’une cohérence non stationnaire à partir des transformées 

de Fourier des fonctions de covariances 

Dans le cas stationnaire, la fonction de cohérence étant définie par  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
ˆ

ˆ ˆ
xy xy

xy
x y x y

S
C

S S

ω ω
ω

ω ω ω ω

Γ
= =

⋅ Γ ⋅Γ
 

avec [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]* * *( ), ( ), ( )xy x yp E x n y n p p E x n x n p p E y n y n pΓ = − Γ = − Γ = −  et où 

Γ̂  désigne la transformée de Fourier de Γ , une définition analogue peut être proposée dans le 

cas non stationnaire où il faut considérer les covariances non stationnaires (dépendance en n 

et p et non pas seulement en p) 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

*

*

*

, ( ),

, ( ),

, ( )

xy

x

y

n n p E x n y n p

n n p E x n x n p

n n p E y n y n p

Γ − = −

Γ − = −

Γ − = −

 

et leurs transformées de Fourier relativement à la variable p, ,
ˆ( , ) ( , )x y xyS n nω ω= Γ , 

ˆ( , ) ( , )x xS n nω ω= Γ , ˆ( , ) ( , )y yS n nω ω= Γ . On aboutit à : 

( ) ( )
( ) ( )

,
,

, ,
xy

xy
x y

S n
C n

S n S n

ω
ω

ω ω
=

⋅
 

(en admettant la positivité du terme dont on prend la racine au dénominateur) 

Un lien peut être établi avec les représentations du type Wigner-Ville en temps discret :  

[ ] [ ]*
, ( , ) j k

x y
k

WV n x n y n k e ωω −= −∑ , [ ] [ ]*( , ) j k
x

k

WV n x n x n k e ωω −= −∑  et 

[ ] [ ]*( , ) j k
y

k

WV n y n y n k e ωω −= −∑  

car on a  

( ) ( )
( ) ( )

,( , )
,

( , ) ( , )
x y

xy
x y

E WV n
C n

E WV n E WV n

ω
ω

ω ω
=

⋅
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Le lien entre fonction de cohérence et transformée de Wigner-Ville a été abordé dans la 

littérature [177-179]. Certaines études concernant des aspects théoriques [180, 181] 

aboutissent à une définition d’une cohérence temps-fréquence généralisant la cohérence 

classique [44, 45]. Ainsi la cohérence temps-fréquence, pour deux signaux x  et y  aléatoires 

d’ordre deux, est définie dans [180] par : 

 ( ) ( )
( ) ( )

,
,

, ,
xy

xy
x y

S t f
C t f

S t f S t f
=

⋅
 

où ( ),xyS t f  , ( ),xS t f , et ( ),yS t f  sont respectivement le spectre de Wigner-Ville, ou  DSPI 

(densité spectrale de puissance instantanée, dépendante du temps), croisée entre les deux 

signaux et les DSPI marginales, définies par : 

( ) 2 2
, ,, ( , ) , ( , )

2 2
jf

u v u vS t f K t t e d t fπ ττ τ τ−= + − ∈∫  

où * 2
, ( , ) ( ( ) ( )), ( , )

2 2 2 2u vK t t E u t v t tτ τ τ τ τ+ − = + − ∈  est la fonction covariance calculée en 

( , )
2 2

t tτ τ+ −  pour ( , )u v  correspondant respectivement à ( , )x y , ( , )x x , ou ( , )y y . 

Certaines conditions sont cependant introduites dans [180] pour que ( ),xyC t f  soit bien 

définie et présente effectivement les caractéristiques d’une fonction de cohérence. Elles 

concernent la possibilité d’approximer sur un intervalle court la covariance non stationnaire 

par une covariance stationnaire. Ceci correspond à une condition de semi-stationnarité du 

signal qui garantit la positivité de sa distribution [182]. Il est en fait difficile de garantir ce 

type de condition dans le cas des signaux SEEG épileptiques, particulièrement aux alentours 

des crises [165, 183]. 

4.2.4 Définition d’une cohérence d’ondelettes 

Certains auteurs [177, 184, 185] ont utilisé une forme particulière de cohérence dans le 

domaine temps-fréquence, dite cohérence d'ondelettes et qui peut être présentée comme suit. 

La transformée en ondelettes d’un signal x  est une fonction du temps τ  et de la fréquence f  

obtenue par corrélation de ce signal avec une famille d'ondelettes [95] : 
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 ( ) ( ) ( )* *
,, , ( , )x fW f x u u du fττ ψ τ

+∞ +

−∞
= ⋅ ∈ ×∫  

où , fτψ  est la famille d'ondelettes et où * désigne l’opérateur de conjugaison complexe. Dans 

le cas où x est aléatoire et en analogie avec la densité spectrale classique un spectre 

d’ondelettes peut être défini pour x par : 

( ) ( ) 2
, ( , )x xSW t f E W t f=  

et de manière identique pour y. 

De même, le spectre croisé d'ondelettes pour deux signaux x  et y  peut être défini en fonction 

du temps t et de la fréquence f par : 

 ( ) ( ) ( )*
, , ( , , )x y x ySW t f E W t f W t f= ⋅  

Une cohérence d'ondelettes, en analogie avec la cohérence classique, peut être enfin 

introduite, en module, à partir des spectres calculés ci-dessus de la manière suivante : 

 ( ) ( )
( ) ( )

, ,
,

, ,
x y

x y

SW t f
WCoh t f

SW t f SW t f
=

⋅
 

Étant donné que ( ), ,x ySW t f  est un produit scalaire entre la transformée en ondelettes de x  et 

celle de y , l’inégalité de Schwartz assure que ( ),WCoh t f  prend ses valeurs entre 0 et 1. 

En prenant pour , ( , )f fτψ τ , au lieu d’une famille d’ondelettes, une famille 

2 2
, ( ) ( ) , ( , )jf
f t P t e fπ τ

τψ τ τ= − ∈  où P correspond à une fenêtre de pondération locale du 

signal, de support borné symétrique par rapport à t, ( ),WCoh t f  pourra encore être considérée 

comme une cohérence temps-fréquence et on retrouve les définitions introduites en § 4.2.1. 

4.2.5 Cohérence définie à partir d’un modèle paramétrique 

Les méthodes paramétriques appliquées à la modélisation des processus stochastiques 

stationnaires scalaires (un seul capteur) ou vectoriels (au moins deux capteurs) ont déjà une 

longue histoire [186] (avec en particulier les travaux de Box et Jenkins [187]). De nombreux 

processus stationnaires peuvent être efficacement caractérisés au 2ème ordre par un petit 

ensemble de paramètres qui permet, d’une part, de calculer le spectre de puissance (ou la 
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matrice spectrale) et, d’autre part, de synthétiser un signal ayant cette même caractérisation 

spectrale [188] à partir d’algorithmes de simulation causaux, récursifs (modèles AR) ou non 

récursifs (modèles MA) ou mixtes (modèles ARMA). Les méthodes paramétriques ont été, et 

sont toujours, employées dans une grande variété d'applications comprenant la compression 

de la parole et d'images, la reconnaissance de signaux, l'identification de systèmes, et 

l'estimation de fréquences [43, 189]. Cette modélisation paramétrique stationnaire a été 

naturellement étendue au cas non stationnaire, de manière très simple, en rendant dépendants 

du temps les paramètres dans les algorithmes de simulation, qui correspondent alors à des 

opérateurs linéaires (en négligeant l’effet des conditions initiales) causaux non stationnaires. 

Se pose cependant dans ce cas le problème de la définition d’une densité spectrale évolutive, 

consistante avec la définition du cas stationnaire. De fait, l’usage des paramètres du modèle 

pour en déduire la densité spectrale, complètement banalisé dans le cas stationnaire, est moins 

évident dans le cas non stationnaire [186].  

Dans le cas où le signal [ ]x n  est un processus stationnaire ARMA qui satisfait l'équation 

récurrente suivante :  

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
1 0

,
p q

i i

x n a i x n i b i e n i n
= =

= − − + − ∈∑ ∑  

où [ ]e n  est un bruit blanc centré de variance unité , et où les ( )a i  et ( )b i  sont 

respectivement les paramètres des parties AR et MA. Les ordres des parties AR et MA sont 

respectivement égales à p et à q. Introduisant les polynômes : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1

0 1

p

q

A z a z a p z

B z b b z b q z

− −

− −

= + + ⋅ ⋅ ⋅ +

= + + ⋅⋅ ⋅ +
 

La fonction de transfert en Z du filtre linéaire équivalent, sa réponse en fréquence, et sa 

réponse impulsionnelle (causale et supposée stable) sont : 

( )
( )

B z
A z

 , ( ) ( )
( )

j

j

B e
H

A e

ω

ωω = , [ ] ( )
( ) [ ]1( )

B z
h n TZ n

A z
−=  

où 1TZ −  est la transformée en Z inverse, tandis que densité spectrale de puissance s'écrit : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

*

*

j j

j j

B e B e
S

A e A e

ω ω

ω ωω =  
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Considérons à présent l’extension non stationnaire de ce modèle :  

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
1 1

,
p q

n n
i i

x n a i x n i b i e n i n
= =

= − − + − ∈∑ ∑  

Dans le domaine temporel, le signal [ ]x n  correspond à présent à la sortie d'un système 

causal, linéaire, de réponse impulsionnelle non stationnaire [ ],h n m  qui reçoit sur son entrée 

le même bruit blanc que précédemment. La sortie du système s’écrit alors [186]: 

[ ] [ ] [ ],
n

m

x n h n m e m
=−∞

= ∑  

Il est alors assez naturel d’introduire comme étant la densité spectrale dépendante du temps la 

fonction de n et de ω  : 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

*

*,
j j

n n
j j

n n

B e B e
S n

A e A e

ω ω

ω ωω =  (4.5) 

où 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 1

j j p
n n n

j j q
n n n n

A z a e a p e

B z b b e b q e

ω ω

ω ω

− −

− −

= + + ⋅ ⋅ ⋅ +

= + + ⋅ ⋅ ⋅ +
 

Cependant ce n’est pas là la seule définition candidate puisque dans la section 4.2.2 il a été 

proposé de définir ( ),S n ω  par : 

( ) ( ) 2
, ,S n H nω ω=  

avec  

[ ] ( )( , ) ,
n

j n m

m

H n h n m e ωω − −

=−∞

= ∑  

ce qui correspond à une définition distincte de celle de l'Eq. (4.5). Ceci est évident si on 

remarque que la première n’utilise que les coefficients du modèle à l’instant n alors que 

clairement, [ ],h n m  représente la réponse à l’instant n du filtre non stationnaire à une 

impulsion placée en m n≤  et dépend donc obligatoirement des valeurs des coefficients pour 

les instants entre m et n. La première définition a été désignée par P. Flandrin comme un 

modèle tangent [190]. 
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Une autre approche pour modéliser paramétriquement une densité spectrale non stationnaire, 

est d’introduire non pas un modèle temporel (ARMA non stationnaire) mais un modèle 

paramétrique fréquentiel de forme rationnelle avec les coefficients des polynômes dépendant 

du temps [191]. Ces deux types de modélisation ne sont pas généralement équivalents.  

4.3 Méthodes de mesure pour les cohérences temps fréquence  

Ce chapitre concerne la mesure pratique (c'est-à-dire l’estimation en ce sens qu'on a dégagé 

une cible théorique claire) de la relation en fonction du temps et de la fréquence. Nous avons 

vu que la cohérence temps-fréquence, quelle que soit la définition adoptée, est une 

généralisation (au risque de perdre au passage certaines propriétés) de la cohérence classique 

et qu’elle prend la forme 

 ( ) ( )
( ) ( )

,
,

, ,
xy

xy
x y

S t f
C t f

S t f S t f
=

⋅
 

où ( ),xyS t f  , ( ),xS t f , et ( ),yS t f  sont les DSP (densité spectrale de puissance définie 

d’une manière ou d’une autre) croisée et marginale. Ces densités spectrales peuvent être 

estimées de différentes façons, suivant que l’on se base, par exemple, sur une décomposition 

en ondelettes ou une distribution de Wigner-Ville. 

Nous présentons dans les sous sections qui suivent le calcul de la cohérence effectué en 

estimant les DSP, mentionnées ci-dessus, par la méthode multi-fenêtres [192], par les 

ondelettes, et enfin par la distribution de Wigner-Ville [177-179]. 

4.3.1 Méthode multi fenêtres 

Cette méthode considère comme cible la définition de la cohérence temps-fréquence proposée 

en § 4.2.1. Rappelons que le périodogramme (module au carré de la transformée de Fourier 

d'une tranche de signal) est un mauvais estimateur spectral pour les signaux stationnaires. Sur 

une durée longue le biais est faible mais la variance ne diminue pas. La variance peut être 

réduite en segmentant le signal, en calculant un périodogramme sur chaque segment, et en 

faisant la moyenne des différents périodogrammes. Ce procédé augmente cependant le biais 

de l'estimation spectrale. Quand la durée d’observation est suffisante il est possible d’obtenir 
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une estimation spectrale présentant un biais et une variance satisfaisants. Cependant, quand 

les données sont limitées, un compromis entre le biais et la variance est inévitable. 

Pour les signaux courts et limités en durée, Thomson a suggéré d'utiliser un certain nombre de 

fenêtres orthogonales distinctes pour calculer autant de périodogrammes du signal entier et en 

faire la moyenne pour construire une estimation spectrale. Les fenêtres doivent être 

orthogonales pour réduire au mieux la variance et concentrées de façon optimale en fréquence 

(pour minimiser le biais). Récemment la méthode multi-fenêtres de Thomson a été utilisée 

pour analyser des signaux aléatoires non stationnaires (biblio dans [192]), en construisant une 

estimation de la DSP fonction du temps, et présentant un bon compromis biais-variance. 

Une estimation du spectre d'un signal stationnaire ( )x n  de taille N , en utilisant une fenêtre 

kv  , est faite de façon suivante : 

 ( ) ( )
1

2

0

N
k j fn

k n
n

X f x n v e π
−

−

=

=∑  

où ( )kX f  et ( ) 2
kX f  sont respectivement nommés le k ième coefficient propre (eigen-

coefficient) et le k ième spectre propre (eigen-spectrum).  

Le spectre multi-fenêtres est obtenu en moyennant K spectres propres : 

 ( ) ( )
1 2

0

1ˆ
K

k
k

S f x f
K

−

=

= ∑  

K , nombre total des fenêtres utilisées, dépend de la nature du signal en question. 

On peut étendre cette approche multi-fenêtres vers une analyse temps-fréquence et définir la 

fonction de cohérence multi-fenêtres entre deux signaux ( )x n  et ( )y n : 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

21
*

0
1 12 2

0 0

, ,
,

, ,

K

k k
k

MF K K

k k
k k

X t f Y t f
t f

X t f Y t f

−

=
− −

= =

Γ =
∑

∑ ∑
 

pour cela les fenêtres sont prises de la forme k
n tv − . 
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N'importe quel ensemble de fenêtres orthogonales et concentrées en fréquence peut être utilisé 

pour cette analyse. La comparaison entre deux ensembles, c'est-à-dire les suites de Slepian et 

les fonctions de Hermite, montre qu'ils mènent à des performances plus ou moins équivalentes 

malgré l'optimalité des suites de Slepian. D’autre part la mise en œuvre des fonctions de 

Hermite est beaucoup plus simple. Si des fenêtres de taille variable sont nécessaires pour 

mettre en évidence des non stationnarités dans le signal, la simplicité du calcul des fonctions 

de Hermite compense la perte d'optimalité. 

Malgré la faible variance de la méthode multi fenêtres, sa résolution fréquentielle n'est pas 

satisfaisante. Comme on peut le constater Fig.  4.1 pour réduire la variance d'estimation, il faut 

augmenter le nombre des fenêtres mais ceci au détriment de la résolution fréquentielle. Les 

résultats présentés Fig.  4.1 ont été obtenus en utilisant des fonctions de Hermite (qui ont plus 

ou moins la même efficacité que les séquences Slepian). La Fig.  4.1 (a) montre les 6 

premières de ces fonctions. Les Fig.  4.1 (b), (c), et (d) présentent respectivement les 

estimation de la cohérence, pour deux signaux partageant une sinusoïde de fréquence 51Hz, 

en utilisant 1, 3, et 6 fonctions Hermite pour calculer les spectres. Sur ces figures, on 

remarque que la variance de la cohérence diminue en augmentant le nombre des fonctions de 

Hermite mais que, d'autre part, la bande fréquentielle correspondant à la relation détectée 

s’élargit. 

4.3.2 Estimation spectrale temps-fréquence à partir de la fonction de 

transfert généralisée 

Nous considérons essentiellement ici un estimateur pour la densité spectrale de puissance non 

stationnaire en correspondance avec la définition donnée en § 4.2.2. Cette définition, partant 

de la décomposition de Wold-Cramer [ ] [ ] [ ],
n

m

x n h n m mε
=−∞

= ∑ , introduit 

( ) [ ] ( ), ,
n

j n m

m

H n h n m e ωω − −

=−∞

= ∑  et la densité spectrale ( ) ( ) 2
, ,S n H nω ω= . 

A notre connaissance, le seul estimateur proposé dans la littérature prenant en compte 

explicitement cette définition qui semble a priori très naturelle, est le périodogramme 

évolutionnaire ( Evolutionary Periodogram) proposé par Kayhan dans [193]. 

Partant de  
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 [ ] ( ) ( ),j nx n e H n dZ
π ω
π

ω ω
−

= ∫  

où la densité spectrale  

( ){ }21 1
2

E dZ
d

ω
ω π

=  

 

ne dépend pas de ω , Kayhan considère pour une fréquence 0ω  fixée, la décomposition : 

 [ ] [ ] [ ] ( ) [ ]0

0 00 0, j nx n x n y n A n e y nω
ω ωω= + = +  (4.6) 

où ( ) ( )0 0 0, , ( )A n H n dZω ω ω=  est tel que ( ) 2 0
0 0( , ) ( , )

2
dE A n S n ωω ω

π
= . 

L’idée est alors d’estimer ( )0,A n ω  à partir du signal observé. 
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Fig.  4.1. La cohérence multi-fenêtres (pour toutes les figures sauf (a) l'abscisse et l'ordonnée 

correspondent respectivement au temps et à la fréquence). (a) Les six premières fonctions 

Hermite de taille 256 points. (b), (c), et (d) présentent respectivement les estimations de la 

cohérence, pour deux signaux qui partagent une sinusoïde de 51Hz, en utilisant 1, 3, et 6 

fonctions Hermite dans le calcul des spectres. 
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Cette estimation est rendue paramétrique en imposant 

( ) [ ] [ ]
0( ) 1

0
0

,
M

H
k k

k

A n n a b n a
ω β

ω β
−

=

= =∑  (H transpose et conjugue) 

où les kβ  sont des fonctions de base et où le vecteur aléatoire a regroupe les M  (M peut 

dépendre de la fréquence) coefficients pour la décomposition de ( )0,A n ω  sur cette base. La 

décomposition ( Eq. (4.6) plus haut) se réécrit en exprimant vectoriellement la dépendance en 

n : 

X Fa Y= +  

Un estimateur linéaire est recherché pour ( )0,A n ω , de la forme  

( ) [ ] [ ] [ ]
1

*
0

0

ˆ ,
N

H
k

k

A n n x k W n Xω ω
−

=

= =∑  

ce qui permet d’écrire ( ) [ ] [ ]0
ˆ , H HA n W n Fa W n Yω = +  et l’erreur quadratique moyenne : 

( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
2

0 0 ,
ˆ( , , ) ( )H H H

Y YE A n A n W n E YY W n W n R W nω ω− = =  

Faisant l’hypothèse simplificatrice ( )HE YY I=  et tenant compte de la contrainte  

[ ] [ ] [ ] [ ]H H H HW n Fa b n a W n F b n= ⇒ =  

qui revient à imposer un biais nul, la minimisation de l’erreur aboutit à  

( ) [ ]0
ˆ , H HA n b n F Xω = , 

soit encore : 

( ) [ ] [ ] [ ] 0

1 1
*

0
0 0

ˆ ,
M N

j k
i i

i k

A n n k x k e ωω β β
− −

−

= =

= ∑ ∑  

De l’estimateur ci-dessus, Kayhan déduit alors l’estimateur (qu’il appelle ‘Evolutionary 

Periodogram’) de la densité spectrale fonction de n : 
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( ) ( ) [ ] [ ] [ ] 0

21 12 *
0

0 00

2ˆ ˆ, ,
M N

j k
EP i i

i k

NS n A n n k x k e
d M

ωπω ω β β
ω

− −
−

= =

= = ∑ ∑  

Kayhan n’a pas cependant proposé à notre connaissance et pour l’instant une version 

vectorielle de son estimateur d’où l’on pourrait tirer une estimation de cohérence fonction du 

temps.  

4.3.3 Approche par la distribution de Wigner-Ville 

La classe de Cohen comprend l'ensemble des distributions quadratiques énergétiques 

invariantes relativement aux translations temporelles et fréquentielles. Cette transformation 

bilinéaire peut être formulée par: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2*
2 2, ; , j v s t f

xT t f v x s x s e d dsdπ ττ τϕ ϕ τ ν τ− −= + −∫∫∫  

où t  et τ  sont des variables temporelles, f  et v  sont des variables fréquentielles, et ϕ  est 

une fonction arbitraire appelée noyau ou fonction de paramétrisation.  

Une distribution particulière de la classe de Cohen, en prenant le noyau ( ), 1vϕ τ = , est la 

distribution de Wigner-Ville (DWV), qui s'écrit : 

 ( ) ( ) ( )* 2
2 2, j f

xWV t f x t x t e dπ ττ τ τ= + −∫  

Malgré sa meilleure résolution de représentation dans le plan temps-fréquence, la DWV 

souffre d'un inconvénient important car elle introduit des termes d'interférence (des termes 

croisés) lors de l'analyse de signaux multi-composantes. Ces termes d'interférences sont dus 

au caractère bilinéaire de la DWV et ils gênent la lisibilité de l'image temps-fréquence. 

L'atténuation de ces termes peut être menée en deux étapes : la première consiste à utiliser le 

signal analytique pour éliminer les termes croisés entre les composantes portées par les 

fréquences négatives et celles portées par les fréquences positives, et la seconde à lisser la 

DWV : les termes croisés ayant une structure oscillatoire, un lissage dans le plan temps-

fréquence (un filtrage passe-bas 2D) permet de les atténuer. Une méthode de lissage, qui peut 

répondre en partie au problème de l’antagonisme entre résolution temporelle et résolution 

fréquentielle, consiste à effectuer un lissage séparable en temps et en fréquence [194] en 

choisissant le noyau : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*, 2 2v G v q G v h hϕ τ τ τ τ= = −  

Un tel lissage définit la distribution Pseudo WV Lissée (DPWVL): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 *
2 2, j f

xDWVL t f e q x s x s g t s ds dπ τ τ ττ τ−= + − −∫ ∫  

Le terme Pseudo fait référence à l'intégration sur une région limitée dans le plan temps-

fréquence (imposée par la fenêtre g  qui détermine le lissage temporel, et par h  qui 

correspond au lissage fréquentiel) au lieu de l'intégration sur tout le plan effectuée pour la 

DWV. La DPWVL s'avère efficace en pratique pour la représentation temps-fréquence des 

signaux non stationnaires [167]. 

Quant à l’estimation de la cohérence à base de la DPWVL, la condition pour qu'elle soit 

applicable est que les distributions des signaux étudiés soient positives [180]. Comme déjà 

indiqué la semi-stationnarité d'un signal garantit la positivité de sa distribution [182] mais 

cette condition ne peux être assurément remplie dans le cas des signaux SEEG épileptiques, 

particulièrement aux alentours des crises [165, 183]. Pour ce qui est de la réduction de la 

variance et du biais (et donc de le résolution), quand on considère que la cible (quantité à 

estimer) définie sur le plan temps fréquence correspond à celle décrite en 4.2.2 , le rôle joué 

par le noyau de lissage et son support est clair. Plus le support est étendu plus la variance sera 

réduite au détriment de la résolution. 

4.3.4 Cohérence d’ondelettes  

Le spectre croisé d'ondelettes pour deux signaux x  et y  , à partir de leurs transformées en 

ondelettes, peut être calculé comme suit [177, 184, 185], en fonction du temps t et de la 

fréquence f : 

 ( ) ( ) ( )2 *

2

1, , ,
t

xy x yt
SW t f W f W f d

δ

δ
τ τ τ

δ
+

−
= ⋅∫  

où δ  est la taille d’une fenêtre temporelle utilisée pour estimer l’espérance mathématique 

( ) ( )*, ,x yE W t f W t f⎡ ⎤⋅⎣ ⎦  en effectuant un moyennage. Les quantités ( ),xxSW t f  et 

( ),yySW t f  sont calculées de manière similaire. 
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La cohérence d'ondelettes estimée, en analogie avec la cohérence classique, est calculée à 

partir des spectres estimés ci-dessus de manière suivante : 

 ( )
( )

( ) ( )
,

,
, ,

xy

xx yy

SW t f
WCoh t f

SW t f SW t f
=

⋅
 

Étant donné que ( ),xSW t f  est là encore un produit scalaire entre les transformées en 

ondelettes de x  et de y , l’inégalité de Schwartz assure toujours que ( ),WCoh t f  prend ses 

valeurs entre 0 et 1. Il faut souligner que pour 0δ →  , la valeur de ( ),WCoh t f  tendra vers 1 

partout où il y a de l’énergie dans le plan temps fréquence pour chacun des signaux. 

On peut s’attendre a priori, quand on utilise la cohérence d'ondelettes, à certaines limitations 

liées à la propriété de multi-résolutions qui fait que les atomes temps fréquence d'ondelettes 

sont localisés dans "des boîtes de Heisenberg" , c'est-à-dire des rectangles de largeurs et de 

longueurs différentes ( Fig.  4.2 (a)). En particulier : 

(i) Quand les deux signaux en question se partagent seulement une impulsion, la relation sera 

détectée par la cohérence d'ondelettes sur une plage temporelle plus large en basse fréquence 

(les boîtes de Heisenberg en basse fréquence sont plus larges) qu’en haute fréquence (Fig.  4.2 

(b)), ce qui ne facilite pas l’interprétation. 

 (ii) Quand les signaux se partagent une sinusoïde en haute fréquence, la relation sera détectée 

dans une bande fréquentielle assez large, ce qui détruit la résolution fréquentielle (comparer 

les Fig.  4.2 (c) et (d)). 

4.3.5 Approches paramétriques 

A titre d’illustration de ce qui a été proposé dans la littérature dans le cadre de modélisation 

paramétrique non stationnaire, nous nous restreignons ici à trois approches présentées 

respectivement dans [191, 195], [196, 197], et [198, 199], pour l'estimation de la densité 

spectrale et de la fonction de cohérence non stationnaire dans un cadre paramétrique. 

Précisons cependant que la première n’a été appliquée, dans les références citées, qu’en 

dimension K=1 (signal scalaire). La deuxième et la troisième approches, ont par contre été 

développées pour une paire de signaux scalaires afin de mener au calcul d’une fonction de 

cohérence. Nous ne détaillons pas dans ce chapitre les trois méthodes qui sont explicitées dans 
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l’annexe A. Des simulations ont été effectuées pour la première méthode, avec des résultats 

décevants, ce qui fait que l’extension à K=2 n’a pas été envisagée. Pour la troisième approche, 

des résultats de simulation sont présentés et commentés dans l’annexe A. 
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Fig.  4.2. Utilisation de la cohérence d'ondelettes (pour toutes les figures l'abscisse et 

l'ordonnée correspondent respectivement au temps et à la fréquence). (a) Les « boîtes de 

Heisenberg » dans lesquelles les atomes d'ondelettes sont localisés. (b) La cohérence 

d'ondelettes entre deux signaux qui se partagent seulement une impulsion. (c) La cohérence 

d'ondelettes entre deux signaux qui se partagent seulement une sinusoïde en haute fréquence. 

(d) R² temps-fréquence entre deux signaux qui se partagent seulement une sinusoïde en haute 

fréquence. 

 

Les deux premières méthodes ont en commun de confiner la variabilité temporelle des 

paramètres dans un espace vectoriel : chaque paramètre dépendant du temps est défini comme 

une combinaison linéaire (à découvrir) de fonctions de base présélectionnées. L’ensemble des 

coefficients intervenant dans les combinaisons devient le paramètre (vectoriel) à déterminer 

pour instancier le modèle. D’un autre point de vue, la deuxième et la troisième méthodes ont 

en commun d’ajuster les paramètres par minimisation d’une erreur de prédiction dans le 
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domaine temporel, tandis que la première passe par un coût d’erreurs de modélisation évalué 

par comparaison de fonctions définies sur le plan temps-fréquence. Ainsi, pour préciser : 

• La première, qui ne traite qu'une voie, est basée sur l’hypothèse qu’une « bonne » 

représentation temps-fréquence pouvant servir de cible pour ajuster (identifier) les 

paramètres d’un modèle de type spectre rationnel non stationnaire [191, 195], est 

disponible. Une distance entre la distribution TF (Temps-Fréquence) cible et une 

distribution TF calculée à partir du modèle est alors minimisée. 

• La deuxième méthode est similaire à la première, dans sa manière de contourner le 

problème de la non stationnarité des paramètres par développement sur des fonctions 

de base. Les différences sont cependant que dans ce cas : (i) deux voies sont traitées, 

interprétées respectivement comme l'entrée et la sortie d'un modèle ARX non 

stationnaire, dont l'identification débouche sur l'estimation d'une fonction de transfert 

dépendante du temps, le même traitement effectué en échangeant les rôles de l'entrée 

et de la sortie débouchant sur une deuxième fonction de transfert, dont le produit avec 

la première correspond à la cohérence temps-fréquence estimée ; (ii) il n’est pas 

nécessaire, ni de disposer d’une cible TF, ni d’une connaissance a priori sur l'ordre 

exact du modèle.  

• La troisième introduit un modèle du type ARMA vectoriel (K=2) non stationnaire, 

sans modéliser explicitement l’évolution temporelle des coefficients. La prise en 

compte de leur non stationnarité passe par l’utilisation d’un algorithme adaptatif 

classique (moindre carrés récursifs) avec un facteur d’oubli dont le rôle (implicite) est 

de n’autoriser qu’une évolution relativement lente des paramètres en fonction du 

temps. 

Plus de détails sur ces trois méthodes sont donnés dans l’annexe A.  

4.3.6  Conclusion sur les différentes mesures 

En conclusion partielle sur ces différents types de mesures, on peut dire qu’étant donné les 

inconvénients concernant des méthodes citées ci-dessus, et à la suite de travaux effectués dans 

notre laboratoire [5], nous considérons que l’utilisation du module au carré de la fonction de 

cohérence calculée avec des spectres estimés par la méthode du périodogramme moyenné 
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(pour que la relation soit caractérisée en fonction du temps et la fréquence la cohérence est 

recalculée sur une suite de fenêtres décalées) reste une bonne méthode, la cohérence cible 

étant celle de § 4.2.1. Nous reconsidérons dans la section suivante l’utilisation de cette 

méthode en la comparant à une autre méthode que nous proposons. 

Comme souligné par Zaveri dans [200] où est donnée une revue sur l'utilisation de la 

cohérence dans le domaine de l'EEG, les estimateurs proposés ont généralement un biais et 

une variance élevés, ce qui rend difficile l'interprétation des résultats obtenus pour des 

données réelles. Pour contourner ces difficultés, des bandes de fréquence d’intérêt peuvent 

être définies a priori pour y orienter l’analyse. Par exemple, des bandes classiques delta, thêta, 

alpha, bêta et gamma définies depuis longtemps pour l'EEG peuvent être employées pour y 

moyenner la fonction de cohérence [201] ou pour y calculer l'intercorrélation des signaux pré-

filtrés (dans ces mêmes bandes) [18, 202]. Bien sûr, cette approche n'est pas entièrement 

satisfaisante puisque le choix intangible de ces bandes de fréquence, qui est souvent 

raisonnable dans les cas non pathologiques, peut devenir problématique dans le cadre de 

pathologies où, par définition, les choses ne se déroulent pas normalement (les phénomènes 

appropriés peuvent recouvrir partiellement deux bandes disjointes du «catalogue»). 

4.4 Nouvelle méthode 

Cette section concerne la comparaison de deux méthodes d'estimation de la relation entre les 

deux signaux dans le plan temps fréquence : 

(1) calcul du module au carré de la fonction de cohérence (MCFC) estimée dans une fenêtre 

temporelle glissante, et  

(2) calcul du module au carré d'un coefficient de corrélation (R²) estimé entre les deux 

signaux préfiltrés par un même filtre à bande étroite, pour différentes valeurs de la fréquence 

centrale, également sur une fenêtre temporelle glissante. 

La méthode (2) correspond à un nouvel estimateur pour caractériser l'évolution de la relation 

linéaire entre les signaux dans les domaines temporel et fréquentiel. Cet estimateur est basé 

sur le calcul de la fonction d’intercorrélation normalisée entre les signaux d'EEG filtrés par un 

même filtre à bande étroite. C’est le maximum du module relativement au décalage temporel 

de cette intercorrélation normalisée, qui est retenu, après élévation au carré. Cette procédure 
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est renouvelée pour un ensemble de bandes étroites de fréquences, de même largeur et se 

recouvrant partiellement, en utilisant une batterie continue de filtres. Asymptotiquement, pour 

une durée d’observation longue et une largeur de bande étroite, est obtenue la même valeur 

que celle donnée par l'estimateur classique du module au carré de la fonction de cohérence 

obtenu par la méthode du périodogramme. Cependant, l'application à des signaux simulés 

montre que ses performances (en termes de biais et de variance) peuvent être meilleures si 

l’on dispose d’une contrainte sur les valeurs à considérer pour le retard. La méthode a été 

également appliquée à des signaux réels SEEG intracérébraux enregistrés chez des patients 

épileptiques candidats à la chirurgie. Les résultats montrent qu’elle permet de suivre, avec une 

bonne résolution, l'évolution dans le plan temps-fréquence de la relation entre les signaux et 

qu’elle peut aider à mieux analyser les phénomènes paroxysmaux qui se produisent au début 

des crises.  

4.4.1 Comparaison théorique des méthodes R² et MCFC  

Dans cette sous-section on définit la statistique R² et on démontre mathématiquement son 

équivalence asymptotique avec la fonction de cohérence classique. 

Supposons que 1x  et 2x  soient deux processus stochastiques centrés stationnaires au sens 

large avec les fonctions de covariance : 

1 2, 1 2( ) ( ( ) ( )),  ;x xC E x t x tτ τ τ= − ∈  

et les densités spectrales correspondantes : 

( ) ( ) ( )
1 2 1 2, , ,  x x x xf TF C f fγ = ∈  

où TF désigne la transformée de Fourier. 

La fonction de cohérence entre 1x  et 2x  est défini par : 

1 2

1 2

1 1 2 2

,
,

, ,

( )
( )

( ). ( )
x x

x x
x x x x

f
f

f f
γ

ρ
γ γ

=  

Considérons un filtre passe-bande de largeur de bande fΔ  et de fréquence centrale 0f  dont la 

réponse en fréquence s’écrit ( ) 0 01 si - 2 2G f f f f ou f f f= < Δ + < Δ  (et zéro ailleurs) 
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Soient d’autre part les sorties 1z  et 2z  d’un tel filtre lorsque l’entrée est respectivement 1x  ou 

2x . La valeur absolue de l’intercorrélation normée entre 1z  et 2z , maximisée par rapport au 

retard τ , est donnée par : 

 ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 2*

2 2
1 2

max
E z t z t

r
E z t E z tτ

τ
τ

−
=  

où *τ τ=  est la valeur permettant d’atteindre l’optimum.  

Nous allons montrer que si fΔ  est petit et si ,i jx xγ  est une fonction continue en 0f f=  on a 

alors : 

( ) ( )
1 2

*
, 0x xr fτ ρ  

D'après le théorème de Wiener-Khinchin on peut réécrire ( )*r τ  de la façon suivante :  

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
1 21 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2
,,*

, , , ,

max max
0 0

j f
z zz z

z z z z z z z z

f e dfC
r

C C f df f df

π τ

τ τ
γτ

τ
γ γ

= = ∫
∫ ∫

 (4.7) 

Pour de valeurs petites de fΔ  on a : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

1 2 1 2 1 2
0 0

0 0

1 2 1 2

2 2 2
, , ,

2 2
, 0 , 0

f f f fj f j f j f
z z x x x xf f f f

j f j f
x x x x

f e df f e df f e df

f f e f f e

π τ π τ π τ

π τ π τ

γ γ γ

γ γ

− +Δ +Δ

− −Δ −Δ

− −

= +

= Δ − + Δ −

∫ ∫ ∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0

, , , , 02
f f f f

z z x x x x x xf f f f
f df f df f df f fγ γ γ γ

− +Δ +Δ

− −Δ −Δ
= + = Δ∫ ∫ ∫ , 

et de même manière ( ) ( )
2 2 2 2, , 02 .z z x xf df f fγ γ= Δ∫  

Donc on peut récrit Eq. (4.7) de façon suivante : 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

0 0

1 2 1 2

1 1 2 2

0

1 2

1 1 2 2

2 2
, 0 , 0*

, 0 , 0

2
, 0

, 0 , 0

2
max

2 .2

Re
max

.

j f j f
x x x x

x x x x

j f
x x

x x x x

f e f e f
r

f f f f

f e

f f

π τ π τ

π τ

τ

τ

γ γ
τ

γ γ

γ

γ γ

−+ − Δ

Δ Δ

=

 

puisque ( )
1 2,x xC τ ∈  et que donc ( ) ( )

1 2 1 2

*
, 0 , 0x x x xf fγ γ= − . Étant donné que d’autre part pour 

une complexe z et un réel θ  on a ( )max Re jze zθ

θ
= , on en déduit l’approximation 

annoncée :  
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( ) ( )
( ) ( )

( )1 2

1 2

1 1 2 2

, 0*
, 0

, 0 , 0.
x x

x x
x x x x

f
r f

f f

γ
τ ρ

γ γ
=  

Donc, si on filtre des signaux dans des bandes assez étroites avant de calculer le coefficient de 

corrélation et si les paramètres temporels son équivalents pour les deux méthodes, 

l’équivalence des deux méthodes est acquise. 

4.4.2 Banc de filtres utilisé pour le calcul de R² en temps fréquence 

Le filtrage dans les bandes étroites peut être réalisé de différentes manières. Dans cette thèse 

on a opté pour une méthode basée sur la transformée de Fourier à court terme (TFCT). La 

TFCT peut être considérée comme un banc de filtres avec largeur de bande fine, fixée par 

l’enveloppe.  

Soit ( )h t  une réponse impulsionnelle paire correspondant à un filtre passe-bas. On peut lui 

associer un filtre passe-bande avec fréquence centrale 0f f=  dont la réponse impulsionnelle 

est : 

0 0( ) ( ).cos2f th t h t fπ=  

où 
0
( )fh t  est la partie réelle du filtre complexe 0

0

2( ) ( ). j f t
fh t h t e π= . Donc pour un signal réel 

( )x t , on a 
0 0

Re( )f fx h x h∗ = ∗  et en conséquence : 

( )0 0

0

2 2( )( ) ( ). ( ). .j f u j f t
fx h t x u h t u e du eπ π−

ℜ
∗ = −∫  

Étant donné que h  est une fonction paire, on peut re-écrire l'équation ci-dessus comme suit : 

( )0 0

0

2 2( )( ) ( ). ( ). .j f u j f t
fx h t x u h u t e du eπ π−

ℜ
∗ = −∫  

Considérant enfin la définition de la TFCT, on aboutit à : 

0

0

2
0( )( ) ( , ). j f t

f xx h t TFCT t f e π∗ =  

Notons que h  dans la définition de la TFCT s’interprète comme une fenêtre temporelle qui 

pondère un morceau de signal et qui détermine les résolutions temporelle et fréquentielle. 
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4.4.3 Forme des estimateurs 

En vue d’une utilisation sur signaux échantillonnés, des estimateurs définis sur de tels signaux 

doivent être introduits. Le module carré de la fonction de cohérence est estimé sur une fenêtre 

glissante d’horizon N0 centrée sur t (divisée en Nb blocs avec recouvrement) par la méthode 

du périodogramme : 

[ ]
2*

2
1

2 2

1 1

( , ) ( , )
ˆ ,

( , ) ( , )
i j

Nb
k k
i j

k
Nb Nb

k k
i j

k k

X f t X f t
t f

X f t X f t
ρ =

= =

=
∑

∑ ∑
 

où ( , )kX f t⋅  désigne la transformée de Fourier rapide du signal discret x⋅  pondéré avec une 

fenêtre de Hanning correspondant au bloc d’indice k dans la fenêtre d’analyse. Le taux de 

recouvrement retenu entre deux blocs successifs est celui qui a conduit à la plus faible erreur 

quadratique moyenne entre les valeurs théoriques et estimées du module au carré de la 

fonction de cohérence. Sur la base de plusieurs simulations, on a retenu un taux de 

recouvrement optimal égal à 80% bien que, à partir de 50%, l’erreur moyenne décroisse peu 

(ce qui confirme les résultats de [47]). 

Pour l'estimation de 2( , )ijR t f  , les signaux discrets ,i fx  et ,j fx  , résultant de l'application d'un 

banc de filtres sur respectivement ix  et jx , sont exploités : 
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où ., fx  est la moyenne, sur l'horizon H centrée sur t, de ., fx . La taille de la fenêtre temporelle 

(Hanning) utilisée dans le calcul de TFCT étant L on a ici H=N0 –L. Cette taille de H a été 

choisie pour qu’une même quantité d’informations soit utilisée par les deux estimateurs (pour 

être plus précis mentionnons que nous avons négligé les effets de bord introduits par les 

décalages mτ  et Mτ  qui restent petits comparés à L). 
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4.4.4 Performances comparées des méthodes R² et MCFC  

Dans cette section, on va procéder à une comparaison statistique entre des résultats obtenus en 

simulation avec les deux méthodes en considérant qu’elles correspondent à deux procédures 

d’estimation d’une même quantité théorique définie sur le plan temps fréquence : le module 

carré de la fonction de cohérence (MCFC) défini sur une fenêtre temporelle glissante. Pour 

cela sont utilisés des signaux simulés par le modèles stationnaire M1 déjà décrit dans le 

chapitre 3 et un modèle M6 non stationnaire introduit plus bas. L’évaluation est faite 

classiquement en termes de biais et de variance ou d'erreur quadratique moyenne (EQM). Elle 

est effectuée pour différents types de signaux comme décrit dans la suite. 

4.4.4.1 Modèle M1 : cas stationnaire 

La première expérimentation concernait le cas stationnaire et a été conduite en utilisant le 

modèle M1 avec le paramètre α indépendant du temps. Les signaux 1x  et 2x  sont alors 

stationnaires et l'expression théorique de [ ] 2
,t fρ  peut être dérivée : 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

3

1 3 2 3

4 2
2

2 22 2
[ , ]

1 1
B

B B B B

C f
t f

C f C f C f C f

γ
ρ

γ γ γ γ
=

− + − +
 

où ( )
iB fγ  est la densité spectrale du bruit iB  utilisé dans M1. Comme les trois bruits utilisés 

sont identiques, on peut simplifier l'équation ci-dessus. On aura donc, en considérant 

également R²,  

[ ] [ ]
4

2 2
2 2 2, ,

((1 ) )
Ct f R t f

C C
ρ = =

− +
. 

Pour les estimateurs définis plus haut, nous avons évalué les biais et EQMs pour différentes 

valeurs de l’horizon H et du paramètre C. Pour des considérations pratiques liées à 

l’application visée, la taille des blocs pour les calculs de FFT pour estimer la cohérence, et la 

taille de la fenêtre temporelle a été fixée à 256 points.  

Les résultats sont présentés Fig.  4.3. Ces courbes correspondent à des estimations du biais et 

de la variance obtenus par la méthode de Monte-Carlo. Pour chaque valeur de C, on a généré 

des signaux de durée importante, par exemple 300×103 points. Le pas de translation de la 

fenêtre glissante était égal à 10 pour les deux méthodes. Précisons que chaque point de ces 
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courbes a été obtenu par moyennage sur le plan temps-fréquence, puisque la relation, dans ce 

cas, est indépendante du temps et de la fréquence.  

Fig.  4.3. Biais et EQM des deux estimateurs pour le modèle M1 (cas stationnaire, C[t] 

constant dans le temps), pour différentes longueurs N0 de la fenêtre glissante. a) Biais de 
2ˆ[ , ]t fρ . b) Biais de 2ˆ [ , ]R t f  avec 5M mτ τ= − = . c) Biais of 2ˆ [ , ]R t f  avec m 0Mτ τ= = . d) 

EQM de 2ˆ[ , ]t fρ . e) EQM de 2ˆ [ , ]R t f  avec 5M mτ τ= − = . f) EQM de 2ˆ [ , ]R t f  avec 

m 0Mτ τ= = .  

 

4.4.4.2 Modèle M1 : cas non stationnaire 

Pour le modèle M1 et avec différents profils de relation évolutive (C variant dans le temps), 

les critères statistiques ont été estimés. La Fig.  4.4 (a) (la courbe en pointillés) représente un 

exemple d’estimation de la relation entre les signaux pour un profil C particulier où C[t] 

évolue en quatre périodes successives, avec une forte discontinuité entre les troisième et 

quatrième périodes et entre la quatrième et la cinquième : croissance linéaire de zéro jusque à 

1, valeur constante C[t] = 1, valeur constante C[t] = 0 , décroissance linéaire de 1 vers 0. Les 

bruits utilisés ici sont blancs centrés gaussiens et la relation théorique est de ce fait 

indépendante de la fréquence. Un moyennage sur l’axe des fréquences a en conséquence été 

pratiqué pour évaluer le biais et la variance des estimateurs. La courbe cible ( courbe en trait 

plein, Fig.  4.4 (a),) , qui a servi de référence dans l’analyse (biais, variance) des estimateurs, a 

été obtenue par [24] : 

a) b) c)

d) e) f)
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[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2
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2 2( ) ( )
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n n

n n
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X t f X t f
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= =

=
∑
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 (4.8) 

 

où [ ]( ) ,i
nX t f  désigne la TFCT de signal ix  et (n) fait référence à la nième des N =10000 

réalisations pour chacun des deux signaux. Dans le calcul de la TFCT, on a choisi une fenêtre 

de Hanning de taille 256 afin d'assurer l'égalité de résolution fréquentielle pour la cible et les 

deux estimateurs. 

Les résultats quantitatifs sont présentés dans Fig.  4.4 (b)-(d) sous la forme de boxplots (un 

boxplot est constitué d’une « boîte » recouvrant verticalement l’espace entre le premier et le 

troisième quartiles, la moyenne étant indiquée (généralement entre ces deux extrémités) ainsi 

que les premiers et derniers 5 % de la distribution empirique, par des traits horizontaux). On 

peut constater que 2ˆ [ , ]R t f  présente des faibles valeurs de biais et de variance relativement à 
2ˆ[ , ]t fρ  dans le cas où le retard entre les deux signaux est égal à une valeur connue 0τ  ( 

m 0Mτ τ τ= = ; ici 0 0τ = ). Les deux estimateurs ont des performances plus ou moins égales 

quand on relâche la contrainte sur les retards admissibles pour maximiser 2ˆ [ , ]R t f  (ici 

5M mτ τ= − = ). Cependant, 2ˆ [ , ]R t f  se comporte mieux aux alentours des instants des 

changements brutaux à 16s et après 24s. 

4.4.4.3 Modèle M6 (utilisation d’un signal déterministe commun) 

Le second modèle (modèle M6), où intervient cette fois un signal commun déterministe [ ]cS t  

a la forme suivante : 

[ ] [ ]1 1 2 2
[ ] [ ] [ ] [ ];c cx t B t S x t B t St t= + = +  

Deux variantes de ce modèle sont ici utilisées. La première, entièrement synthétique et déjà 

proposée [203], est utilisée pour considérer le cas de signaux multi-composantes et la 

deuxième utilise une portion de signal EEG réel critique [204].  
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Fig.  4.4. Évaluation des 

performances des deux 

estimateurs pour un profil 

particulier ((a) la courbe en 

pointillés) de relation suivant le 

modèle M1 (les bruits utilisés 

sont blancs). Évolution 

temporelle de la relation 

théorique ((a) la courbe en trait 

plein) et des estimations 

obtenues par des simulations de 

Monte-Carlo en forme de 

boxplots : (b) 
1 2

2
ˆ ( , )t fρ , (c) 

2
12

ˆ ( , )R t f  avec 5M mτ τ= − =  et 

(d) 2
12

ˆ ( , )R t f  avec 0M mτ τ= − =  

 

 

4.4.4.3.1 Modèle M6 synthétique 

Sa forme générale est la suivante :  

 
1 1 2 2

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ];
k k k k

K K

k k

x t B t t C t x n B t t C tα α
= =

= + = +∑ ∑  

où B1 et B2 sont deux bruits blancs indépendants. Les Ci et les iα  représentent respectivement 

les composantes fréquentielles (K sinusoïdes modulées en fréquence) et leurs pondérations 

qui élèvent le degré de couplage théorique quand on les augmente, K étant le nombre de 

composantes.  

Les mesures ont été effectuées pour cS  constitué par la somme des différentes composantes 

fréquentielles spécifiées Fig.  4.5 (a) : les Ci et les αi représentent respectivement l’évolution 

au cours du temps des fréquences instantanées et celle des pondérations. Sont représentées 
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Fig.  4.5 (b) et (c) les évolutions respectives de 
1 2

2
ˆ ( , )t fρ  et de 2

12
ˆ ( , )R t f  ( 0M mτ τ= − =  ). 

Globalement, le deuxième estimateur est plus performant que le premier en termes de biais et 

de variance.  

4.4.4.3.2 Modèle M6 avec signal SEEG réel commun 

Afin de mieux approcher la réalité, dans cette deuxième version du modèle M6, on utilise pour 

cS  un morceau de signal SEEG enregistré pendant une crise d’épilepsie. Ce signal correspond 

à un motif quasi-déterministe, reproductible, observé dans différents épisodes critiques d'un 

même patient. En outre les activités indépendantes de fond 1B  et 2B  ont été générées 

(méthode des surrogate datas, randomisation de la phase de la transformée de Fourier d’un 

même signal [205]) à partir d'un segment de signal SEEG de fond enregistré chez ce même 

patient. Un grand nombre de réalisations a été utilisé pour les simulations de Monte-Carlo. 

Les résultats des cette simulation sont présentés Fig.  4.6. Pour le calcul de la cible (Fig.  4.6 

(a)) on a utilisé l'Eq. (4.8) avec N=10000, et chaque estimation a été calculée par la moyenne 

de 1000 réalisations. On peut constater que pour 5M mτ τ= − =  les deux estimateurs de 

2
12

ˆ ( , )R t f  et 
1 2

2
ˆ ( , )t fρ  ont plus ou moins des comportements équivalents ; mais dans le cas 

de connaissance a priori du retard entre des signaux (ici 0M mτ τ= − =  ) , 2
12

ˆ ( , )R t f  montre un 

biais plus faible que 
1 2

2
ˆ ( , )t fρ . Dans cet exemple N0 = 512, L = 256 et le pas de déplacement 

de la fenêtre glissante était égal à 10.  

Pour quantifier des différences de performance entre les deux estimateurs, la moyenne de la 

valeur absolue du biais, la moyenne de la variance, et la moyenne d'EQM ont été calculées sur 

le plan temps fréquence. Les résultats obtenus, présentés Tab.  4.1, témoignent d’un meilleur 

comportement de 2
12

ˆ ( , )R t f . 
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Fig.  4.6. Modèle M6 avec un morceau de SEEG réel d'un épisode critique comme partie 

commune. a) La cible calculée par la méthode de Haykin. b) 
1 2

2
ˆ ( , )t fρ . c) 2

12
ˆ ( , )R t f  avec 

5M mτ τ= − = . d) 2
12

ˆ ( , )R t f  avec 0M mτ τ= − = . 

 

 

Estimation 
Moyenne de la valeur 

absolue de biais  

Moyenne de 

variance 

Moyenne d'EQM 

2ˆ[ , ]t fρ  0.19014 0.0261 0.0702 

2
m

ˆ [ , ], 0MR t f τ τ= =  0.09135 0.01278 0.02627 

2ˆ [ , ], 5M mR t f τ τ= − =  0.1539 0.0178 0.04746 

Tab.  4.1. Moyenne de la valeur absolue du biais, Moyenne de la variance, et Moyenne de 

l’EQM calculées sur le plan temps fréquence pour le modèle M6 utilisant un segment de 

signal SEEG réel en partie commune. 

a) b)

c) d)

a) b)

c) d)
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4.4.4.4 Signaux SEEG réels critiques  

Afin de vérifier si les résultats obtenus sur des simulations valent un tant soit peu pour des 

signaux SEEGs réels, nous avons choisi un exemple de deux signaux SEEG enregistrés à 

partir des deux structures du lobe temporal ( Fig.  4.7 (a)). On peut constater qu'après une 

période d'activité de fond des pointes apparaissent sur les deux signaux. L'amplitude de cette 

activité à bande étroite baisse soudainement et s'accroît de nouveau progressivement quand sa 

fréquence diminue. Les deux signaux sont non stationnaires comme on peut le constater dans 

Fig.  4.7 (b) qui présente leurs spectrogrammes. 

La caractérisation temps-fréquence de la relation entre ces deux signaux est présentée dans 

Fig.  4.7 (c). Les estimations ont été effectuées par mesure de la fonction de cohérence (en 

haut) et par le coefficient de corrélation maximisé (au milieu, le retard variant entre -20 et 20 

ms). Comme déjà remarqué sur les signaux simulés, les deux estimateurs se comportent plus 

ou moins de la même manière. Ils révèlent une signature similaire caractérisée par une 

relation forte établie dans une bande fréquentielle étroite (autour de 30Hz) qui a pu être mise 

en évidence précédemment sur les spectrogrammes. 

Cependant, pour un retard τ  fixe (ici, m 4Mτ τ= =  ms), 2
12

ˆ ( , )R t f  fournit une représentation 

temps-fréquence plus lisible que celle basée sur la fonction de cohérence pour des résolutions 

temporelle et fréquentielle identiques. Ce résultat, présenté Fig.  4.7 (c), encadré inférieur, 

montre que la transition brutale de dynamique dans le signal SEEG (d’une activité de fond 

vers une décharge rapide) est aussi associée à un changement brutal de la localisation 

fréquentielle de la relation linéaire. 

Nous avons remarqué déjà qu'il pouvait être crucial de tenir compte de la localisation 

fréquentielle pour caractériser une relation entre signaux. En fait, des méthodes fréquence-

indépendantes ne sont pas capables de mettre en évidence des phénomènes du type 

synchronisation dans une bande étroite de fréquence en début de crise. Nous avons tracé (Fig. 

 4.7 (d)) les courbes obtenues par deux méthodes n’utilisant pas un paramétrage en fréquence 

(pas de préfiltrage, pas de calcul de spectre) :1) un estimateur linéaire (coefficient de 

corrélation maximisé relativement au temps retard, c'est-à-dire R² calculé sans pré-filtrage), en 

haut) et 2) un indicateur non linéaire (le coefficient de corrélation non linéaire maximisé 
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relativement au le temps retard, h², en bas), sur les mêmes signaux. On peut constater que ces 

deux estimateurs ne présentent pas de changements significatifs pendant la transition de 

dynamique de l’EEG au début d’une crise et par conséquent ils ne fournissent pas les 

informations pertinentes (c'est-à-dire l’établissement d’une relation forte dans une bande 

étroite de fréquence, autour de 30Hz, et le saut brutal de sa localisation, depuis des fréquences 

basses vers des hautes fréquences, quand l'activité de fond avec pointes évolue vers une 

décharge rapide).  

4.5 Discussion  

Dans l'étude de l'activité cérébrale, la question naturelle de l’existence d’un couplage 

fonctionnel entre différentes structures dans lesquelles des signaux EEG sont enregistrés, se 

pose dans de nombreux cas. Elle est examinée ici par la caractérisation des interdépendances 

linéaires entre des signaux SEEG dans le contexte des processus épileptiques. Il y a trois 

résultats principaux dans cette étude :  

Premièrement, caractériser la relation dans les deux domaines, du temps et de la fréquence, 

peut être essentiel dans quelques situations où cette relation est justement circonscrite dans 

une région particulière du plan temps-fréquence, les méthodes non paramétrées en fréquence 

pouvant être aveugles aux relations établies dans une bande de fréquence étroite. 

Deuxièmement, a été proposé un nouvel estimateur de relation linéaire en fonction du temps 

et de la fréquence pour les signaux non stationnaires. Pour diverses simulations, cet estimateur 

a montré de meilleures performances statistiques (biais et EQM) en comparaison d'un 

estimateur standard basé sur la fonction de cohérence quand une information a priori est 

fournie au sujet de la valeur d’un retard moyen entre les signaux.  

Troisièmement, l'estimateur proposé a été utilisé sur des données SEEG réelles et il s’est 

avéré utile pour augmenter la lisibilité de la représentation temps-fréquence pour un retard 

fixé. L'interprétation des interdépendances non stationnaires entre les signaux de SEEG peut 

ainsi être améliorée. 
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Fig.  4.7. Résultats obtenus sur les données critiques réelles. (a) Deux signaux SEEGs enregistrés à 

partir de Hippocampe (en haut) et à partir de Amygdale (en bas). (b) Spectrogrammes des deux 

signaux. (c) Estimations de la relation entre deux signaux dans le plan temps fréquence par : 

1 2

2
ˆ ( , )t fρ  (en haut), 2

12
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ˆ ( , )R t f  pour un τ  fixe (en bas, 4M m msτ τ= − = ). (d) Estimation de relation par deux 

méthodes fréquence-indépendantes : une linéaire (R², en haut) et une non linéaire (h², en bas) 
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Le choix de la valeur appropriée de τ  dans un intervalle temporel donné et le choix d’une 

bande de fréquence particulière pourront être un sujet d’étude dans le futur. L'idée serait de 

s’appuyer sur des connaissances anatomiques et physiologiques a priori (des voies neurales et 

leurs activations ), et sur des résultats statistiques concernant les valeurs plausibles des délais 

de propagation entre structures obtenues sur un nombre suffisant de patients : si des 

informations fiables génériques sur des valeurs possibles de retard sont disponibles, ces 

informations pourront être employées pour améliorer les performances des méthodes 

d'analyse de relation en temps fréquence. 

4.6 Conclusions 

Ce chapitre a été consacré à l'étude des méthodes de caractérisation, en temps et en fréquence, 

de la relation entre deux signaux non stationnaires. Quelques méthodes existantes comme la 

cohérence multi-fenêtres, la cohérence d'ondelettes, et la cohérence temps fréquence de la 

classe de Cohen ont été présentées, en montrant qu’elles présentaient des inconvénients. 

Étant donné des problèmes rencontrés pour utiliser ces méthodes, on a proposé un nouvel 

estimateur temps fréquence qui s’avère être équivalent à un estimateur classique de la 

cohérence, calculé par périodogramme sur une fenêtre glissante. Les comportements de ces 

deux estimateurs ont été comparés au moyen de simulations faisant intervenir différents types 

de relation entre signaux. Les résultats obtenus ont montré la supériorité du nouvel estimateur 

quand on a des connaissances, a priori, au sujet d’un retard moyen entre les deux signaux en 

question. Ces connaissances peuvent être acquises par l'étude de l'anatomie des structures 

dans lesquelles les signaux sont enregistrés. Par exemple le nombre de relais synaptiques 

existant pour un chemin d’activation entre deux structures est un paramètre important, car le 

retard engendré par les activations synaptiques est beaucoup plus important en moyenne que 

le temps de propagation des potentiels d’action dans les axones. 

Le nouvel estimateur a été appliqué à des signaux SEEG enregistrés chez un patient 

épileptique candidat à une résection d'une partie de son cerveau. La caractérisation dans le 

plan temps fréquence des relations entre signaux SEEG enregistrés dans des structures 

d’intérêt montre, qu'en dépit d’une absence relative de synchronisation avant la crise, il peut 

exister des relations dans une bande très étroite pendant la crise. Cette sorte de relation peut 
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échapper à une analyse effectuée au moyen de méthodes ne discernant pas les phénomènes en 

fonction de la fréquence. L'image temps fréquence de la relation estimée par la nouvelle 

méthode, en cas d’une connaissance a priori sur le retard éventuel entre deux signaux, est plus 

lisible par rapport à celle estimée par la méthode classique. Cette lisibilité facilite 

l'interprétation de relations entre signaux réels qui sont stochastiques, non stationnaires, et 

perturbés par des artéfacts. 

 

 



 

5 Chapitre 5 

Conclusions et perspectives 

 

 

 

 

Le contexte général de ce travail est l'étude de la connectivité fonctionnelle entre différentes 

structures cérébrales. La caractérisation de cette connectivité est un problème difficile mais 

important, ce qui explique l’intérêt croissant pour ce sujet [206] dans différents domaines tels 

que la neurologie, la neurophysiologie et, d’une manière plus générale, les neurosciences.  

Mieux caractériser cette connectivité fonctionnelle ouvre la voie vers une meilleure 

compréhension du fonctionnement cérébral pendant des activités normales (par exemple 

cognitives) ou des activités pathologiques (par exemple épileptiques). Afin d’adresser ce 

problème, un grand nombre de méthodes statistiques dédiées à l’estimation de « corrélations » 

entre signaux ont été proposées et appliquées sur des observations reflétant l’activité 

électrique du cerveau. Pour chaque méthode, une mesure statistique sur les données 

électrophysiologiques est produite, mesure à partir de laquelle on tente de caractériser les 

couplages entre structures cérébrales et d’interpréter leurs variations par rapport à certaines 

hypothèses (patho)physiologiques. 

Dans cette thèse, les méthodes les plus répandues dans le domaine de l’analyse de l'EEG ont 

été étudiées et comparées. Nous avons effectué cette comparaison selon des critères objectifs 

et quantitatifs afin d’évaluer à la fois les performances des méthodes et leurs sensibilités aux 

hypothèses et conditions de mise en œuvre. Cette évaluation fait donc appel à des simulations 

exhaustives qui s’appuient sur différentes classes de modèle. Chaque modèle est bâti sur des 

considérations statistiques et dynamiques semblables à celles rencontrées dans différentes 
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situations d’enregistrement de l’EEG (occupation spectrale, caractère aléatoire, dynamique 

non linéaire, …). Il permet de générer des paires de signaux pour lesquelles l’intensité du 

couplage peut être modulée par un simple coefficient scalaire d'interaction. Cependant, dans 

la plupart des modèles mis en œuvre, la relation mathématique (déterministe ou statistique) 

entre les trajectoires d'état associables aux signaux étudiés est non connue. Dans toutes les 

simulations effectuées, les signaux générés sont de durée suffisamment longue pour permettre 

une comparaison statistique des mesures fournies par les méthodes évaluées. Trois critères de 

comparaison ont également été définis : (i) l’erreur quadratique moyenne (EQM) sous 

l'hypothèse nulle, c'est-à-dire sous l’hypothèse d'indépendance entre signaux, qui peut être 

interprétée comme un biais, (ii) la variance moyenne (VM) évaluée sur un ensemble de 

valeurs du coefficient d'interaction, degrés de relation, et un nouveau critère que nous avons 

introduit qui est (iii) la médiane de la sensibilité relative locale (MSRL). Ce dernier quantifie 

la réactivité de chaque méthode par rapport à un changement du degré de couplage. 

La comparaison générale des méthodes nous a conduit à conclure : (i) plusieurs méthodes sont 

insensibles aux variations de couplages dans certains modèles ; (ii) les résultats sont très 

dépendants des propriétés des signaux (par exemple leur étendue spectrale) ; (iii) d'une façon 

générale, il n'y pas de méthode universelle, c'est-à-dire qu’aucune des méthodes étudiées n’est 

plus performante que les autres pour toutes les situations étudiées ; (iv) les méthodes de 

régression se montrent sensibles aux variations de couplage pour tous les modèles de relation 

avec des performances moyennes ou correctes. Il nous semble donc essentiel, en pratique et 

en l’absence d’hypothèse particulière, de mettre d’abord en œuvre ces méthodes simples et 

« robustes » avant de recourir à des méthodes plus spécifiques telles qu'une partie de celles 

qui ont été comparées dans ce travail. 

Le signal EEG peut être vu comme la résultante d’activités de populations neuronales qui 

peuvent avoir des propriétés oscillatoires. Il est naturel d'évoquer la notion de fréquence dans 

la caractérisation des couplages entre structures cérébrales, ces derniers pouvant s’établir sur 

des rythmes particuliers. D’autre part, ce type de signal étant non stationnaire, par nature, la 

question du recours aux méthodes temps-fréquence pour caractériser dynamiquement la 

relation entre signaux s’est posée et a été abordée dans le chapitre 4. Différentes définitions 

concurrentes de la cohérence non stationnaire y ont été rassemblées dans une synthèse 
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bibliographique en insistant sur leur non équivalence sur le plan théorique, non équivalence 

qui doit interpeller les utilisateurs. Quelques méthodes d'estimation ont également été 

présentées dans ce chapitre qui se termine sur la proposition d'un nouvel estimateur de la 

cohérence temps-fréquence. Une comparaison entre l'estimateur classique basé sur le 

périodogramme et le nouvel estimateur est menée. Les résultats sur données simulées et sur 

signaux EEG intracérébraux, montrent que la supériorité du nouvel estimateur se manifeste 

particulièrement lorsque des hypothèses a priori sur les retards entre signaux peuvent être 

prises en compte. De telles hypothèses peuvent provenir de connaissances anatomiques et 

physiologiques sur les structures cérébrales qui génèrent les signaux enregistrés. 

D'une façon générale, on peut dire que les méthodes non linéaires présentent un avantage de 

principe par rapport aux méthodes linéaires dans la mesure où elles n’occultent pas la partie 

non linéaire de la relation. Cependant, elles sont plus sensibles aux bruits [207] de mesure 

(qui peuvent provenir d'un "bruit de fond neuronal") et peuvent nécessiter une durée 

d'observation plus grande pour manifester leur éventuelle supériorité. Le caractère non 

linéaire plus ou moins marqué relativement au niveau du bruit est donc déterminant dans le 

choix d'une méthode, comme illustré sur Fig.  5.1. 

Fig.  5.1. Influence du compromis entre niveau de bruit de mesure et degré de non linéarité de 

la relation entre signaux sur la sélection d'une méthode de mesure de cette relation  

Une question fondamentale qui se pose est que généralement les méthodes non linéaires 

introduites pour caractériser des relations entre signaux EEG ont été développées 

spécifiquement pour étudier des systèmes dynamiques déterministes, alors que les signaux 

EEG présentent plutôt un caractère à dominante stochastique, sauf, par exemple, pour le cas 

particulier de décharges harmoniques observées pendant les crises. D’autre part, ces méthodes 

ne sont pas, a priori, à considérer comme les plus efficaces pour étudier des couplages 
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s'instanciant sur une (ou la réunion de plusieurs) plage(s) de fréquences relativement étroites. 

Or dans l’EEG, la relation entre signaux peut ainsi s’exprimer dans une région spectrale 

délimitée, d’où l’intérêt de disposer d’approches alliant le temps et la fréquence et possédant 

une bonne résolution fréquentielle. L'analyse restreinte à des bandes étroites ayant d'autre part 

tendance à atténuer, en intra bande, la non linéarité éventuelle du signal, limiter cette analyse 

à l'ordre deux nous semble raisonnable. Dans ce contexte, une première perspective serait 

cependant d'évaluer l'apport de méthodes basées sur les polyspectres, sans toutefois négliger 

les difficultés intrinsèques liées à l’estimation des moments d’ordre supérieur (stationnarité) 

sur des durées relativement courtes. Un autre aspect fondamental dans la caractérisation de la 

relation entre signaux, qui peut faire l’objet d’une seconde perspective, est la notion de 

directionnalité (asymétrie) du couplage. En effet, disposer de cette information (peu évidente 

à analyser) peut s’avérer extrêmement utile dans l’étude de la dynamique des crises (sens de 

propagation des activités épileptiques), et donc dans l’identification des structures ciblées par 

les approches thérapeutiques.  

 



 

6 Annexe A 

Méthodes paramétriques 

 

 

 

 

A.1 Introduction 

Dans cette annexe, on présente trois méthodes proposées dans la littérature pour l'estimation 

de densités spectrales ou de fonctions de cohérence, toutes basées sur un modèle paramétrique 

non stationnaire, du type spectre rationnel, pour la première, et pour deux autres de type 

respectivement ARX et ARMA [208] non stationnaire. 

Les deux premières ont en commun la méthode de modélisation de la non stationnarité qui 

consiste à supposer que les paramètres sont des fonctions du temps appartenant à un sous 

espace vectoriel caractérisé par une base de fonctions choisies par l’utilisateur. 

La première méthode est une méthode mono-voie destinée à estimer les paramètres de la 

densité spectrale, supposée être du type spectre rationnel [186], d’un signal scalaire, les deux 

autres ayant été développées par leurs auteurs pour une paire de signaux scalaires. Cette 

méthode se distingue des deux dernières, en ce sens qu’elle utilise une méthode 

d’identification basée sur la minimisation d’une distance dans l’espace des représentations 

temps-fréquence, au lieu d’une minimisation de l’énergie de résidus de régression temporelle. 

Le choix d’un critère d’erreur temps fréquence appelle cependant quelques commentaires du 

point de vue du problème que l’on cherche à solutionner dans le chapitre 4, qui est justement 

d’obtenir une représentation temps fréquence. La nécessité de disposer au départ d’une 

représentation ‘de référence’ pour identifier le modèle à partir duquel une estimation temps 
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fréquence finale sera fournie revient à ‘tourner en rond’, sauf à se donner la contrainte de 

caractériser à tout prix l’observation sous forme spectre rationnel. Nous avons cependant 

considéré intéressant de présenter cette approche pour donner une vue d’ensemble, les 

techniques utilisées restant intéressantes à présenter dans une annexe. 

Bien que pouvant d'une part paraître « hors sujet », étant donné son caractère mono-voie, la 

première méthode a été ici considérée également par la raison qu’a priori, la substitution d’un 

modèle ARMA vectoriel (deux voies modélisées) au modèle scalaire utilisé pour étendre 

l’estimation des densités spectrales marginales à une matrice (dimensions 2x2), était naturelle 

et pouvait permettre de répondre à un calcul de cohérence temps-fréquence. Mais les résultats 

obtenus sur l’analyse de signaux scalaires nous ont semblé trop peu convaincants. 

La deuxième utilise dans [196] un modèle ARX non stationnaire [208] dans lequel le premier 

signal correspond à l’entrée d’un système linéaire non stationnaire et le deuxième signal 

correspond à sa sortie. L’identification du modèle ARX mène alors, après transcription dans 

le domaine temporel et fréquentiel, à l’estimation d’une fonction de transfert non stationnaire. 

L’obtention, à partir de cette technique, de l’estimation d’une fonction de cohérence entre les 

deux signaux analysés, est donnée dans [197] : elle passe par une double identification, celle 

d’une fonction de transfert du premier vers le second, puis du second vers le premier. Le 

produit des deux estimations correspond alors à une estimation de la fonction de cohérence. 

La troisième méthode utilise les deux signaux observés de manière plus classique pour 

parvenir également à l’estimation d’une cohérence temps fréquence. Elle introduit un modèle 

ARMA vectoriel (ici 2 voies) dont les paramètres estimés permettent de calculer des 

estimations de densités spectrales non stationnaires, marginales et croisée, à partir desquelles 

une cohérence dépendante du temps peut être calculée.  

A.2 Première méthode : mise en correspondance spectrale 

Cette méthode monovoie décrite dans [191] pour une première version stationnaire, puis dans 

[195] pour son extension non stationnaire est donc basée sur l’hypothèse que l’on dispose 

d’une ‘bonne’ représentation fréquentielle (cas stationnaire) ou en temps fréquence (cas non 

stationnaire) du signal observé, qui puisse servir d’observation à confronter à une 

représentation paramétrique du type spectre rationnel en vue de l’identification des paramètres 
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du modèle. Dans la version non stationnaire, l’évolution temporelle de chacun de ces 

paramètres est estimée sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions appartenant à 

une base orthogonale finie. Le principe de l’identification est de minimiser une distance entre 

les deux descriptions fréquentielles (ou temps fréquence), mesurée d’une part et paramétrique 

d’autre part. 

A.2.1 Mise en correspondance spectrale : cas stationnaire 

Dans cette section, nous décrivons l'approche de mise en correspondance spectrale utilisée 

dans [191] à partir des travaux de [209] pour le cas stationnaire. Le signal [ ]x n  observé est 

assimilé à un processus à spectre rationnel stationnaire ARMA :  

 [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
1 1

p q

i i
x n a i x n i b i e n i

= =

= − − + −∑ ∑   

où [ ]e n  est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance un , et où les ( )a i  et ( )b i  sont 

respectivement les paramètres des parties AR et MA, d’ordres respectifs p et q. La fonction de 

densité spectrale s'écrit alors : 
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 (A.1) 

Supposant disposer d’une référence spectrale notée ( )ˆ lj
S e ω

 pour les K fréquences 

2 , 0 1l l K l Kω π= ≤ ≤ − , les paramètres du modèle sont choisis de sorte que la fonction de 

coût suivante soit minimisée : 

( ) ( )1 2
1
2

0

ˆl l
K j j

l

V S Se eω ω−

=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑  

Aucune solution analytique n'existe pour ce problème de minimisation, mais il peut cependant 

être résolu au moyen d’algorithmes d'optimisation non linéaires basés sur le calcul exact du 

gradient de la fonction de coût par rapport aux paramètres du modèle. Les composantes de ce 

gradient sont : 
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( {}.Re  désigne l'opérateur d’extraction de la partie réelle)  

A.2.2 Mise en correspondance spectrale : cas non stationnaire 

On suppose à présent que le signal non stationnaire [ ], 0,1,..., 1x n n N= − , peut être modélisé 

comme un processus rationnel [186] avec des paramètres évoluant au cours du temps. Les 

coefficients ( ) ( ),a i b i  dans l’expression (Eq. A.1) du spectre rationnel stationnaire 

deviennent des coefficients ( ) ( ),n na i b i  dépendants du temps n. La fonction de densité 

spectrale non stationnaire est donc supposée de la forme [191] : 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

*

*,
j j

n nj
j j

n n

B e B e
S n e

A e A e

ω ω
ω

ω ω=  (2.7) 

où 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 1

j j p
n n n

j j q
n n n n

A z a e a p e

B z b b e b q e

ω ω

ω ω

− −

− −

= + + ⋅⋅ ⋅ +

= + + ⋅ ⋅ ⋅ +
 



Annexe A 
 

119

Dans le domaine temporel, le signal [ ]x n  peut être assimilé à la sortie d'un système causal, 

linéaire, non stationnaire, de réponse impulsionnelle [ ],h n m  dont l’entrée est un bruit blanc 

stationnaire centré de variance unité [186] : 

[ ] [ ] [ ],
n

m

x n h n m e m
=−∞

= ∑  

La réponse fréquentielle ( ), jH n e ω  de ce système est telle que : 
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et la densité spectrale s’écrit : 
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Reprenant l’expression de la fonction de coût du cas stationnaire, cette dernière est réécrite en 

fonction de n : 
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où ( )ˆ ,
j

nS e ω
 est une estimation non paramétrique du spectre temps fréquence de 

l’observation. Les coefficients ( )j

nW e ω
 incorporent n'importe quelle connaissance a priori 

sur le plan temps-fréquence, comme par exemple des informations concernant des termes 

croisés (que l’on peut chercher à masquer) pour la distribution de Wigner-Ville (DWV). En 

l'absence de connaissance a priori, ces pondérations peuvent être prises égales à 1.  
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L’expression du gradient de la fonction de coût par rapport à ( )na k  est calculé par : 
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et, de la même manière, le gradient par rapport à ( )nb k  est calculé par : 
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Pour appliquer un procédé d'optimisation non linéaire [210, 211] au problème ci-dessus, deux 

problèmes doivent être préalablement résolus. D'abord, il faut construire à partir de 

l’observation une estimation spectrale non paramétrique du processus. Dans [191] les auteurs 

proposent d’utiliser la méthode du périodogramme évolutionnaire décrite en § 4.3.2 [193] tout 

en précisant que toute distribution temps fréquence semi-positive peut être utilisée. Le 

deuxième problème est de choisir de ‘bonnes valeurs initiales’ des paramètres pour 

l’algorithme de minimisation. En suivant Deller [212], si les paramètres du modèle changent 

lentement au cours du temps, on peut provisoirement supposer que le signal à l'étude est 

stationnaire afin d'obtenir des estimations initiales. Les paramètres du modèle rationnel sont 

alors considérés indépendants du temps, et n'importe laquelle des méthodes existantes pour 

identifier un modèle ARMA peut être utilisée. Les résultats de cette première identification 

peuvent être interprétés comme une estimation de la moyenne temporelle des paramètres non 

stationnaires du modèle rationnel.  

Les auteurs proposent ensuite d’introduire l’information a priori suivante sur la non 

stationnarité des paramètres : la variation temporelle des paramètres du modèle rationnel peut 
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être modélisée comme une combinaison linéaire d'un nombre fini de fonctions de base 

orthonormales. Autrement dit : 

 ( ) [ ]
0

, 0
bL

n i ik
i

b k f n k qβ
=

= ≤ ≤∑   

( ) [ ] ( )
0

, 0 1, 1
aL

n i ik n
i

a k f n a k pα
=

= = ≤ ≤∑  

où [ ]{ } 0
, 0 1

L
i i

f n n N
=

≤ ≤ −  sont des L  fonctions de base orthonormales (par exemple, 

Fourier, Legendre). 

Avec cette représentation, le processus rationnel non stationnaire est re-paramétrisé par les 

coefficients ikα  et ikβ  indépendants du temps. Ceci mène à une réduction du nombre de 

paramètres de ( )1N p q+ +  à ( ) ( ) ( )1 1 1a bp L q L+ + + +  et la fonction de densité spectrale 

peut s'écrit : 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ]

[ ]

2

*
0 0

2*

0 0

b

a

Lq
jk

j j i ik
n n k ij

j j Lp
n n jk

i ik
k i

f n eB e B e
S e

A e A e
f n e

ω
ω ω

ω
ω ω

ω

β

α

−

= =

−

= =

= =
∑∑

∑∑
  

Ainsi est obtenue une fonction de coût : 

 ( ) ( ) ( )1 1 2
1
2

0 0

ˆ, ,l ll
K N j jj

n
l n

V W n nS Se ee
ω ωω− −

= =

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑∑   

où ( )ˆ , j
S n e ω

 est une estimation spectrale non paramétrique de [ ]x n  et ( )j

nW e ω
 des 

pondérations optionnelles.  

Le gradient par rapport aux coefficients du développement est facile à obtenir par rapport à 

, 0 , 1arm r L m pα ≤ ≤ ≤ ≤ : 

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0

, ˆ, ,
l

l ll

jK N j jjn
n

l nrm rm

S n eV W S n S n
k k

e ee
ω

ω ωω

α α

− −

= =

∂∂ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∂ ∂∑∑   

où  
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( )
( ) ( ) [ ]

( )
,

2 , Re
ll

l

l

j
j r

j
nrm

jmf n eS n e
S n

k A
e e

ω
ω

ω

ω

α

−⎧ ⎫∂ ⎪ ⎪= − ⎨ ⎬∂ ⎪ ⎪⎩ ⎭

 

et de même par rapport à , 0 , 0rm br L m qβ ≤ ≤ ≤ ≤  : 

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0

, ˆ, ,
l

l ll

jK N j jjn
n

l nrm rm

S n eV W S n S n
k k

e ee
ω

ω ωω

β β

− −

= =

∂∂ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∂ ∂∑∑   

où 

( )
( ) ( ) [ ]

( )
,

2 , Re
ll

l

l

j
j r

j
nrm

jmf n eS n e
S n

Bk
e e

ω
ω

ω

ω

β

−⎧ ⎫∂ ⎪ ⎪= − ⎨ ⎬∂ ⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Après usage d’un algorithme de minimisation utilisant ce gradient on aboutit à une estimation 

des paramètres ( ) ( ),n na i b i  en chaque instant n et l’estimation du spectre rationnel non 

stationnaire s’en déduit  

A.3 Deuxième méthode (Modèle de Chon) 

A.3.1 Principe général 

Dans cette méthode [196], les deux signaux considérés, x et y, sont interprétés comme l’entrée 

d’une part et la sortie bruitée d’autre part d’une fonction de transfert H non stationnaire 

modélisée par un modèle ARX : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

QP

xn xn x
i j

y n a i y n i b j x n j e n
= =

= − + − +∑ ∑  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ], ,
x

n n

x e x
m m

y n h n m x m h n m e m
=−∞ =−∞

= +∑ ∑  

La paramétrisation s’effectue donc dans le domaine temporel plutôt que dans le domaine 

fréquentiel. Comme dans la première méthode, les auteurs contraignent l’évolution temporelle 

des coefficients du modèle à être une combinaison linéaire d’un nombre fixé de fonctions 
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orthogonales. Une première étape est une procédure de sélection de l'ordre du modèle, ce qui 

permet à l’utilisateur de ne pas connaître a priori cet ordre. 

Dans cette étape, les termes inappropriés dans la régression ARX relativement aux Q sorties 

passées et aux P+1 entrées, P et Q correspondant à des ordres a priori maximaux, sont 

éliminés du modèle initial au moyen d’un critère portant sur des énergies de résidus de 

régressions linéaires. Une fois que l’ordre du modèle et les coefficients des développements 

orthogonaux des paramètres ARX sont identifiés par régression temporelle (moindres carrés), 

la fonction de transfert peut être estimée comme fonction de ω  et de n. Pour parvenir à 

l’obtention d’une fonction de cohérence, toute la procédure est répétée en échangeant les rôles 

de x et y et en considérant donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

QP

yn yn n y
i j

x n a i x n i b y j y n j e n
= =

= − + − +∑ ∑  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ], ,
y

n n

y e y
m m

x n h n m x m h n m e m
=−∞ =−∞

= +∑ ∑  

et le module au carré d’une cohérence fonction du temps est calculé, comme proposé dans 

[197] , par : 

( ) ( )
( )

( )

( )
0

1

,
1

q
j k

j xn
xnj k

x pj
j kxn

xn
k

b k eB e
H n e

A e a k e

ω
ω

ω
ω

ω

−

=

−

=

= =
+

∑

∑
 

( ) ( )
( )

( )

( )
0

1

,
1

q
j k

j yn
ynj k

y pj
j kyn

yn
k

b k eB e
H n e

A e a k e

ω
ω

ω
ω

ω

−

=

−

=

= =
+

∑

∑
 

( ) ( )2

, ( , ) , ,j j
x y x yC n H n e H n eω ωω =  
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A.2.2 Méthode de détermination de l’ordre d’un modèle stationnaire [213] 

Dans le cas stationnaire, on part du modèle ‘maximal’:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

QP

i j

y n a i y n i b j x n j e n
= =

= − + − +∑ ∑   

où P et Q désignent respectivement les valeurs maximales des ordre de la partie AR et de la 

partie MA, ( )e n  correspondant à l’innovation. Les paramètres ( )a i  et ( )b j  sont 

respectivement des coefficients de la partie AR et MA que l’on cherche à estimer. 

Ce modèle correspondant à une régression de ( )y n  sur les variables ( ) , 1, ,y n j j P− = …  et 

( ) , 0, ,x n i i Q− = …  (en, moyenne, sur tous les n). Pour le réduire il faut chercher parmi ces 

variables lesquelles peuvent ne pas être utilisées sans trop perdre en pouvoir de prédiction 

(ceci revient à sélectionner certaines valeurs de i et certaines valeurs de j). Considérons (N 

correspond à la durée des enregistrements) la matrice construite à partir des 

( ) , 1 , ,x i i Q N= − …  et des ( ) , 1 , , 1y i i P N= − −…  : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1 0 1 1

1 2 0 1 2 2

1 2 1

1 2 1

y x y x y P x Q

y x y x y P x Q

y n x n y n x n y n P x n Q

y N x N y N x N y N P x N Q

− − −

− −

− − − − −

− − − − −

…

…

…

…

 

que l’on peut réécrire en introduisant les vecteurs colonnes : 

( )0 , (1),.., (1 ),.., (1 )Y X Y P X Q− −⎡ ⎤⎣ ⎦  où ( )0 , (1),.., (1 ),.., (1 )Y X X Q Y P− −⎡ ⎤⎣ ⎦  

suivant que P Q≥  ou non. 

Les colonnes correspondent à un ensemble de vecteurs dont on recherche une combinaison 

linéaire optimale pour prédire au mieux ( )1Y . Le but est d’extraire un sous ensemble minimal 
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de ces colonnes permettant de prédire ( )1Y  avec une précision presque équivalente 

relativement au cas où toutes les colonnes sont utilisées. 

La procédure proposée dans [213] introduit d’abord une étape destinée à extraire 

séquentiellement des vecteurs linéairement indépendants. Considérant tout d’abord les 

vecteurs ( )0Y  et ( )1X , on régresse (moindres carrés) le deuxième sur le premier. Avec un 

signal non bruité, l'indépendance linéaire stricte (au sens algébrique) peut être admise pour 

une erreur de régression non nulle (même petite) mais dans le cas d’un signal bruité cette 

valeur ne peut pas être nulle (sauf avec une probabilité nulle pour le dire académiquement). 

Un seuil est donc être introduit de sorte que si la valeur de d'erreur (quadratique) dépasse ce 

seuil, le vecteur ( )1X  peut être choisi comme vecteur candidat indépendant de ( )0Y . Une 

fois que l’on a déterminé que ( )1X  est un vecteur candidat indépendant linéairement, les 

vecteurs ( )1X  et ( )0Y  sont utilisés pour examiner la candidature de l'indépendance linéaire 

de la colonne ( )1Y −  relativement à ( )1X  et ( )0Y , en utilisant la même approche que ci-

dessus. Ce procédé est poursuivi jusqu'à la dernière colonne pour finalement retenir R  

colonnes formant une matrice [ ]0 1, , ..., Rφ ω ω ω= . 

A partir de ce sous-ensemble de vecteurs candidats ‘linéairement indépendants’ 

(approximativement), une étape suivante consiste à sélectionner ceux d’entre eux qui pourront 

participer le plus efficacement à la prédiction de ( )1Y . Pour cela une identification aux 

moindres carrés est effectuée sur le modèle  

( )1 ,gY Eφθ= + ( ) [ ] [ ]1 (1),.., ( ) , (1),.., ( )TY y y N E e e N= =  

pour estimer les coefficients de régression regroupés dans le vecteur 

[ ]0 1, , , T
g Rg g gθ = …  

(les ig  correspondent aux paramètres du modèle ARX simplifié)  

La fonction de coût : 
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( ) (1) (1)
T

N g g gJ Y Yθ φθ φθ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

peut être minimisée analytiquement relativement à gθ , la solution (bien connue) étant : 

1
(1)T T

g Yθ φ φ φ
−

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

Pour les coefficients obtenus, on calcule ensuite les ‘énergies’ 
22

m m mC g ω= , et on les 

ordonne par ordre décroissant. Ne sont gardés alors que les mω  qui réduisent l'erreur de 

modélisation de manière significative : on calcule ( )1m m mC C C+−  en fonction de m et on 

s'arrête au premier maximum. Pour finir les paramètres choisis dans l'étape précédente sont 

ré-estimés en utilisant la méthode des moindres carrés pour régresser optimalement sur les 

vecteurs définitivement retenus. 

A.3.3 Modélisation et identification ARX non stationnaires  

Le processus ARX avec paramètres variables s'écrit à présent : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

, ,
QP

i j

y n a i n y n i b j n x n j e n
= =

= − + − +∑ ∑   (A.2) 

Nous supposons que les ordres maximums P et Q du modèle ne dépendent pas de n et qu’il 

est possible de développer les paramètres ( ),a i n  et ( ),b i n  , sur un ensemble de V fonctions 

de base ( )k nπ  : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0

, , , 1,...,

, , , 0,...,

V

k
k

V

k
k

a i n i k n i P

b j n j k n j Q

α π

β π

=

=

= =

= =

∑

∑
 (A.3) 

où ( ),i kα  et ( ),j kβ  désignent les coefficients des développements des paramètres sur les V 

fonctions de base. On pose ( )0 1nπ =  pour inclure une composante stationnaire dans le 

modèle. En substituant Éq. (A.3) dans Éq. (A.2) on a : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 0 0

, ,
QP V V

k k
i k j k

y n i k n y n i j k n x n j e nα π β π
= = = =

= − + − +∑∑ ∑∑   (A.4) 

Le choix des fonctions de base dépend des hypothèses que l’on peut émettre sur la dynamique 

des paramètres : si leurs variations sont ‘lisses’, c'est-à-dire s’il n'y a pas de changement brutal 

dans la caractéristique des signaux modélisés, on peut utiliser des fonctions de base lisses 

comme des fonctions de Legendre ou des fonctions sphéroïdales (discrete prolate spheroidal 

sequence). Dans le cas où sont attendus des changements brutaux, on doit utiliser des 

fonctions de base pouvant reproduire ce type de changements comme les fonctions de Walsh 

ou les fonctions de Haar. Dans le cas ou les deux sortes de changement cités ci-dessus 

cohabitent, l'utilisation simultanée de différents types de fonctions de base peut être préconisé 

[214]. 

Les fonctions de base ( )k nπ  étant choisies, de nouvelles variables sont crées :  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

k k

k k

y n i n y n i

x n j n x n j

π
π

− = −

− = −
 (A.5) 

En substituant Éq. (A.5) dans Éq. (A.4) et en considérant l'équation ci-dessus, il vient : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 0 0

, ,
QP V V

k k
i k j k

y n i k y n i j k x n j e nα β
= = = =

= − + − +∑∑ ∑∑  

Étant donné que les ( ),i kα  et les ( ),j kβ  ne sont pas dépendants du temps, l'équation ci-

dessus peut être assimilée à un modèle ARX stationnaire et être identifiée en tant que tel. 

Une fois les paramètres du modèle ainsi estimés pour un signal ‘d’entrée’ x et un signal ‘de 

sortie’ y, une fonction de transfert peut être estimée, et en échangeant les rôles de x et y, on 

peut calculer une fonction de cohérence dépendante du temps entre les deux signaux observés 

comme indiqué en A.3.1. 
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A.4 Troisième méthode : modélisation ARMA non stationnaire bi-voie 

A.4.1 Description de la méthode 

L'idée de base de la méthode [198, 199] décrite dans cette section est qu’une paire de canaux 

EEG peut être modélisée par un modèle ARMA bidimensionnel non stationnaire. Le critère 

utilisé pour l’estimation des paramètres est la minimisation de l'erreur de prédiction 

temporelle au sens des moindres carrés. La mise à jour du modèle est ici réalisée en temps 

réel, de manière récursive. Les paramètres du modèle sont re-estimés à chaque instant n ce qui 

permet le calcul de l’estimation paramétrique de la densité spectrale matricielle instantanée du 

modèle ARMA. L'estimation d’une fonction de cohérence instantanée en est déduite. Bien 

que la mise à jour soit effectuée à chaque échantillon, un phénomène de ‘smearing’ dans 

l'estimation de cohérence ne peut pas être empêché (mémoire exponentiellement décroissante 

du passé). La vitesse d'adaptation est principalement influencée par un facteur d'oubli, sc .  

Le procédé adaptatif d'estimation de la fonction de cohérence est conduit en deux étapes, la 

première consistant en la mise à jour des coefficients du modèle, et la deuxième étant dédiée 

au calcul des densités spectrales et de la fonction de cohérence instantanées. 

Première étape : l'ajustement adaptatif du modèle ARMA  

Soit 

  ( ){ }1 2, , 1, 2,..
T

n n nX X x x n= = =  où ( )
1

1 2
2

,
T n

n n
n

x
x x

x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

la suite des points bidimensionnels échantillonnés sur les deux voies d’observation. 

Cette observation est modélisée par un modèle ARMA bidimensionnel pouvant réagir aux 

changements structurels dans le signal : 

( ) ( )
1 1

p q
k j

n n k n n j
k j

y A n y z B n z− −
= =

+ = −∑ ∑  

où y est un processus vectoriel de dimension 2 , où p et q sont les ordres du modèle, z est 

l’innovation bidimensionnelle, et ( )kA n  et ( )jB n  sont les paramètres matriciels 
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(dimensions 2 2× ) associés respectivement à la partie AR et à la partie MA. Les matrices de 

paramètres sont mises à jour en chaque instant d’observation par l’algorithme adaptatif 

d'estimation suivant : 

 
( ) ( )
( ) ( )

ˆ ˆ 1 ; 1,...,
ˆ ˆ 1 ; 1,...,

k k T
n n n k

j j T
n n n j

A n A n c e X k p

B n B n c e e j q
−

−

= − − =

= − − =
 (A.6) 

où nc  est le pas d'adaptation et ne  est l'erreur de prédiction : 

 ( )

( )

0

1

1

0

ˆ 1

ˆ

n n n
p

k T
n n k

k

q
j T

n j
j

e
e X Y

X A n X

B n j e

−
=

−
=

=
= −

= + − ⋅

+ − ⋅

∑

∑

 (A.7) 

L’algorithme ci-dessus (Éq. (A.6) et Éq. (A.7)) est une généralisation de l'algorithme des 

moindres carrés pour l’identification AR adaptative [215, 216] de signaux unidimensionnels.  

Le pas dépendant du temps nc  est calculé par : 

 ( ) ( )2 2
1 2ˆ ˆ1n

fc
n nσ σ

=
+ +

  

où le facteur d'adaptation f satisfait la condition : 

 1f
p q

=
+

  

et où les 2ˆ , 1,2i iσ =  sont des estimations adaptives des variances de prédiction, calculées par :  

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2

22 2 2

ˆ 0 0

ˆ ˆ ˆ1 1 ,

1,2; 1,2,...

i

i i s i nn n c n x

i n

σ

σ σ σ

=

= − − ⋅ − −

= =

  

où 0 1sc< < . Ce mode de calcul du pas nc , ici dépendant du signal, garantit la stabilité du 

procédé d'estimation adaptative. 
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Deuxième étape : calcul de la matrice de densité spectrale et de la fonction de cohérence 

instantanée. 

La fonction de transfert instantanée ( )nH ω  du modèle ARMA non stationnaire est calculée 

par : 

 ( ) ( ) ( )1
n n nH A Bω ω ω−=   

avec les matrices de paramètres momentanés 

 ( ) ( )
1

ˆ
p

k ik
n

k
A A n e ωω −

=

= Ι +∑  

et 

 ( ) ( )
1

ˆ
q

j ij
n

j
B B n e ωω −

=

= Ι −∑   

La matrice de covariance instantanée nS  de l'erreur de prédiction ne  bidimensionnelle peut 

également être estimée de façon adaptative : 

 

( )
( ) ( ) ( )( )
0 0

1 1 ,

1,2; 1,2,...

ij

i j
ij ij s ij n n

s

s n s n c s n e e

i n

=

= − − − −

= =

  

où sc  est de nouveau une constante 0 1sc< < .  

Ensuite il est possible d’estimer la matrice de densité spectrale dépendante du temps : 

 ( ) ( ) ( )*T
n n n nf H S Hω ω ω=  

( ) ( )
( ) ( )

11, 12,

21, 22,

n n

n n

f f
f f

ω ω
ω ω

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

où ( )*T
nH ω  désigne la transposée conjuguée de ( )nH ω .  

Enfin, l’estimation du module carré de la cohérence instantanée est définie par : 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
12,2

11, 22,

ˆ n
n

n n

f
f f

ω
ρ ω

ω ω
=   
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Par conséquent, il est possible d'observer l'évolution entière de la fonction de cohérence pour 

chaque paire de canaux d'EEG en fonction du temps et de la fréquence. 

A.4.2 Évaluation sur une simulation simple 

Deux signaux [ ]1x n  et [ ]2x n , ont été simulés avec un modèle du type M6 (§ 4.4.4.3.1) et cela 

suivant deux scénarios : 

Première simulation (Fig. A.1 (a)) : 

 [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )1 1 2 2sin , sinB n n B n nx n n x n nω ω= + = +  

où 

[ ] 5 , 5000
0.2 , 5000

n
OOOn

n
n

π

ω
π

=
≤⎧

⎨ >⎩
 

où B1 et B2 sont deux bruits blancs gaussiens centrés de puissance unité et indépendants. 

Deuxième simulation (Fig. A.2 (a)) 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( ) ( ) [ ] [ ] ( ) ( )

2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

5000 :

sin , sin

5000 :

sin 0.4 sin 0.5 , sin 0.4 sin 0.5

5000 5000

n

n n
B B

n

B n n B n n

x n n x n n

x n n x n n

π π

π π π π

≤

= + = +

>

= + + = + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

avec B1 et B2 identiques à ceux de la première simulation. 

Interprétation des résultats de la première simulation 

Comme on peut le voir Fig. A.1 (b)-(h) pour une même paire ( [ ]1x n  , [ ]2x n ) , on obtient des 

résultats différents lorsqu’on modifie l'ordre du modèle et la valeur facteur d'oubli, Cs : d’une 

part des composantes fréquentielles parasites peuvent apparaître et, d’autre part la variance 

d'estimation augmente, ce qui est normal, lorsque le facteur d’oubli Cs est plus élevé. Ceci 

peut rendre difficile l'interprétation des résultats pour des signaux EEG réels dont les 

propriétés fréquentielles ne sont pas connues a priori.  
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Fig. A.1. Cohérence estimée, par un modèle ARMA- 2 voies, entre deux signaux bruités partageant 

(a) une même composante déterministe (raie spectrale se déplaçant dans le temps) pour différentes 

valeurs du facteur d'adaptation et de l'ordre du modèle : (b) p=4, q=0, et Cs=0.00001; (c) p=4, q=0, et 

Cs=0.005; (d) p=4, q=0, et Cs =0.05; (e) p=4, q=0, et Cs =0.01; (f) p=4, q=0, et Cs =0.9; (g) p=8, q=0, 

et Cs =0.005; (h) p=8, q=0, et Cs =0.9. 



Annexe A 
 

133

Interprétation des résultats de la deuxième simulation 

Avec cette deuxième simulation il est mis en évidence que la résolution fréquentielle de cet 

estimateur de la cohérence est très sensible à l'hypothèse sur l'ordre du modèle (Fig. A.2). 

Pour modéliser le profil fréquentiel ici présent (Fig. A.2 (a)) dans les deux signaux, un modèle 

ARMA(4,0) est théoriquement suffisant (deux pôles). Mais en pratique, un ordre plus élevé 

s’avère nécessaire pour bien distinguer les composantes fréquentielle (Fig. A.2 (b)-(d)). On 

peut donc penser qu’avec ce modèle, il sera difficile de distinguer des activités s’exprimant 

dans des bandes fréquentielles voisines. 
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Fig. A.2. Cohérence estimée entre deux signaux bruités qui partagent (a) un même profil 

temps-fréquence : dépendance de la résolution du modèle ARMA 2-voies relativement à 

l'ordre du modèle: (b) p=20 et q=0; (c) p=8 et q=0; (d) p=4 et q=0. 
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A.5 Conclusion et synthèse sur les méthodes paramétrique 

Bien qu’à priori les méthodes paramétriques non stationnaires présentées puissent apporter 

une meilleure résolution temporelle que des méthodes non paramétriques, elles ne sont pas 

exemptes de critiques. La première méthode requiert une procédure d’optimisation non 

linéaire et on n’échappe pas aux problèmes (i) des faux minima et (ii) de la dimension 

importante (de l’ordre des centaines de coefficients de fonctions de base) de l’espace 

paramétrique à explorer. Nous avons ainsi utilisé plusieurs méthodes de descente (méthodes 

quasi-Newtons, Davidson-Fletcher-Powell, Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) et une 

méthode d’optimisation stochastique (recuit simulé) sans obtenir de résultats convaincants 

dans les situations non stationnaires que nous avons simulées (résultats non présentés ici). On 

peut d’autre part penser que le choix de la cible temps fréquence peut amener des problèmes 

de biais puisque les représentations temps-fréquence sont obtenues par deux modes de calcul 

distincts. Des investigations supplémentaires seront nécessaires pour mieux cerner ces 

difficultés. 

De manière générale les procédures d’estimation paramétrique non stationnaire considérées 

ici étaient tout à fait satisfaisantes lorsque les signaux simulés étaient stationnaires où 

lorsqu’ils ne présentaient pas de ruptures brutales, sans parler des cas d’école présentés dans 

les publications. Mais en présence de changements brutaux les performances ne nous ont pas 

paru satisfaisantes. De ce point de vue, la troisième méthode ne semble pas bien armée du fait 

du temps de réaction de l’algorithme adaptatif, sans parler de son coté aveugle aux données 

postérieures à l’instant courant. Cependant pour les deux premières méthodes, il ne semble 

pas impossible a priori d’automatiser, par un prétraitement, un choix parcimonieux de bonnes 

fonctions de base, certaines aptes à reproduire les dérives lentes, et d’autres autorisant des 

ruptures. Enfin remarquons que le mode de calcul des spectres en fonction des coefficients 

ARMA, dans la deuxième et la troisième méthodes, basé sur la formule du ‘spectre tangent’, 

reste tout à fait problématique quand à son sens physique.  
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Résumé 

 

La connectivité fonctionnelle cérébrale peut être caractérisée par l'évolution temporelle de la 

corrélation entre les signaux enregistrés dans des régions spatialement distribuées. Ici, nous proposons 

une comparaison exhaustive et quantitative pour juger des performances de différentes classes de 

méthodes pour l'estimation de cette connectivité. Basés sur plusieurs modèles de simulation, les 

résultats montrent que les performances sont fortement dépendantes des caractéristiques des signaux, 

aucune méthode ne surpassant les autres dans toutes les situations. La nature non stationnaire et 

oscillatoire des activités des populations neuronales, nous a amené à proposer un estimateur Temps-

Fréquence de relation. La comparaison objective de ce nouvel estimateur avec un estimateur plus 

classique, basé sur la fonction de cohérence, montre qu'il peut conduire à de meilleures performances. 

Sur des données réelles, les résultats indiquent que cet estimateur peut augmenter la lisibilité de la 

représentation TF de la relation et peut ainsi améliorer l'interprétation des relations entre signaux EEG. 

 

 

Abstract 

 

Cerebral functional connectivity can be characterized by the temporal evolution of the correlation 

between signals recorded in spatially distributed brain areas. In this thesis, we propose a 

comprehensive and quantitative comparison for evaluating the performances of various classes of 

methods aimed at estimating this connectivity. Based on various simulation models, results show that 

the performances are strongly dependent on the characteristics of signals, i.e. none of the methods 

outperforms the others in all situations. Considering the non-stationary and oscillatory nature of the 

activity of neuronal populations, we propose a time-frequency (TF) estimator of the relationship for 

non-stationary signals. The objective comparison of this new estimator with a more classical one, 

based on the coherence function, shows that it can lead to better performances. On real data, results 

indicate that this estimator can also increase the readability of the TF representation of the relationship 

and can thus improve the interpretation of the interdependences between EEG signals.  
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