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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
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❞✬❖♣t✐q✉❡ ❡t ❞✬❖♣tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❚❤❛❧❡s ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❖♣✲
t✐q✉❡ ◗✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❈❤❛r❧❡s ❋❛❜r② ❞❡ ❞✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣t✐q✉❡✳ ❉✉r❛♥t ♠❡s ❛♥♥é❡s
❞❡ t❤ès❡✱ ❥✬❛✐ été ❛♠❡♥é à ❝ôt♦②❡r ❝❡s ❞❡✉① ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✱ ❡t ❝❡s ❝♦✉rts r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♥❡ s✉✣✲
r❛✐❡♥t ♣❛s à ❝✐t❡r t♦✉ts ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❥❡ t✐❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
à r❡♠❡r❝✐❡r ❏❡❛♥ P❛✉❧ ❈❛st❡r❛✱ ❞❡ ❚❤❛❧❡s✱ ❡t P✐❡rr❡ ❈❤❛✈❡❧✱ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣t✐q✉❡✱ q✉✐ ♠✬♦♥t
❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❞❛♥s ❧❡✉rs ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❚❤✐❡rr② ❉❡❜✉✐ss❝❤❡rt✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ●r❛♥❣✐❡r ❡t ❘♦s❛
❚✉❛❧❧❡✲❇r♦✉r✐ q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥❝❛❞ré ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ t♦✉❥♦✉rs ❥✉st❡ ❡♥tr❡ ❡♥✲
❝❛❞r❡♠❡♥t ❡t ❛✉t♦♥♦♠✐❡ q✉✬✐❧s ♦♥t s✉ ♠✬❛❝❝♦r❞❡r ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❡✉r t❛❧❡♥t ❡t ❧❡✉r ♣r❛❣♠❛t✐s♠❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ♥♦tr❡ ♣r♦❥❡t✱
❥❛❧♦♥♥é ♣❛r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❙❊❈❖◗❈✳

▼❡r❝✐ à ❈❧❛✉❞❡ ❋❛❜r❡ ❡t ◆✐❝♦❧❛s ●✐s✐♥ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▼❡r❝✐ à
❏♦s❡♣❤ ❇♦✉tr♦s✱ ◆✐❝♦❧❛s ❈❡r❢✱ P✐❡rr❡ ❈❤❛✈❡❧ ❡t ◆♦ë❧ ❉✐♠❛r❝q q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
♠♦♥ ❥✉r②✳

▼❡r❝✐ à ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t tr❛✈❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ♠♦✐ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣ ❝r②♣t♦ ✿ ❏érô♠❡ ❡t ❋r❡❞ q✉✐ ♦♥t s✉ s✐ ❜✐❡♥
♠✬❛❝❝✉❡✐❧❧✐r ❡t ❙✐♠♦♥✱ ❊❧❡♥✐ ❡t ❆♥t❤♦♥② q✉✐ ♠✬♦♥t ❜r✐❧❧❛♠♠❡♥t s✉❝❝é❞é✳ ❚r❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✈♦✉s
❛ t♦✉❥♦✉rs été ❛❣ré❛❜❧❡ ❡t ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t✳ ▼❡r❝✐ à ❙é❜❛st✐❡♥✱ ❙②❧✈❛✐♥✱ ❆❧❡①❡ï✱ ❏✉❧✐❡♥ ❡t ❆✉ré❧✐❡♥
❞♦♥t ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❧❡ ❜✉r❡❛✉ ❡t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳

P❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❛✈❡❝ ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡✱ ❘❛ú❧
●❛r❝í❛✲P❛tró♥ ❡t ▼❛tt❤✐❡✉ ❇❧♦❝❤✳ ▲❡✉r ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ ❡t ❧❡✉r ❛♠✐t✐é ♦♥t été ♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥❡ ❛✐❞❡
♣ré❝✐❡✉s❡✳

❊♥✜♥✱ ♠❡s ♣❧✉s ❝❤❛❧❡✉r❡✉① r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❡✉ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ♠♦✐✱ ❡t à ♠❛ ❢❡♠♠❡✱ ❙♦❧è♥❡✱ q✉✐ ♠✬❛ s♦✉t❡♥✉ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❡t q✉✐ ❛ s✉ ♣❧❛❝❡r ❡t
❞é♣❧❛❝❡r à ❧❛ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❝❤❛q✉❡ ✈✐r❣✉❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✶✶
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ s❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ❈❡tt❡
♣r♦♣r✐été✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ s❡❝r❡t s✉r ✉♥
❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ r❡str✐❝t✐✈❡ s✉r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞✬✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❡s♣✐♦♥ q✉✐ ✈♦✉❞r❛✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡ s❡❝r❡t✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts s❡ ❞é♠❛rq✉❡ ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❡♥ ❝❡ q✉❡ s❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
st❛♥❞❛r❞s✱ ♦♣t✐♠✐sés ♣❛r ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❞❡s t❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ é❧❡✈és✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✜❜ré ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts té❧é❝♦♠✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❛✉t♦♥♦♠❡ q✉✐ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉s ❧❡s
❛s♣❡❝ts ♣r❛t✐q✉❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t
❊✉r♦♣é❡♥ ❙❊❈❖◗❈✱ q✉✐ ❛❜♦✉t✐r❛ à ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥t ♥♦tr❡ s②stè♠❡
s❡r❛ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ t❤ès❡

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s
s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ✈❡rs ✷✵✵✵ ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳ ■❧s ♥é❝❡ss✐t❛✐❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❝♦♠♣r✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱
❝❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞❛✐t ♣❡✉ ❛ttr❛②❛♥ts s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ét❛ts s❡♠✐✲
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✭♦✉ ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✮ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❧✬■♥st✐t✉t
❞✬❖♣t✐q✉❡ ♣❛r ❋ré❞ér✐❝ ●r♦ss❤❛♥s ❬✹✱ ✺❪✳ ■❧ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t à ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❧❛s❡r ♠♦❞✉❧é❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❏érô♠❡ ❲❡♥❣❡r ❬✻❪✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st
♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✳

❚r❛✈❛✐❧ ♦r✐❣✐♥❛❧

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ✿
• ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤é✲
r❡♥ts✱ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts st❛♥❞❛r❞s ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❡ ❜r✉✐t ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ q✉✐ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛
sé❝✉r✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐str✐❜✉é ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ s✉r ✉♥❡ ✜❜r❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ✷✺ ❦♠✳

• ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❞✐✈❡rs❡s ❛tt❛q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳

✶✸
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• ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡ ❢❛ç♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❛r ❇♦❜✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ t❛✉① s❡❝r❡t t❤é♦r✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r
❛✉ t❛✉① s❡❝r❡t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉s✉❡❧✳

• ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❡t ♦♣t✐♠✐sé ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ❞✐st✐❧❧❡r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳

• ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣✐❧♦t❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t
❇♦❜✳

❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ◆✐❝♦❧❛s ❈❡r❢ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲✐❜r❡ ❞❡ ❇r✉①❡❧❧❡s ✿

• ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡ ❛ ❝♦♥ç✉ ❡t ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥✲
❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s ❬✼❪✳ P❧✉s✐❡✉rs ♥♦t✐♦♥s ❡t ❛s♣❡❝ts t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦♥t été
❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳

• ❘❛ú❧ ●❛r❝í❛✲P❛tró♥ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❧✐é❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❛✉① s❡❝r❡ts sûrs ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s
✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳

• ❈é❝✐❧❡ ◆❡✉✱ ✐♥❣é♥✐❡✉r ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t st❛❣✐❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ◆✐❝♦❧❛s ❈❡r❢✱ ❛
❝♦♥ç✉ ❡t ♣r♦❣r❛♠♠é ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ♥♦tr❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡
❞✐❛❧♦❣✉❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦❧❧❛❜♦ré ❛✈❡❝ ▼❛tt❤✐❡✉ ❇❧♦❝❤✱ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ s❛ t❤ès❡ à ●❡♦r❣✐❛ ❚❡❝❤
▲♦rr❛✐♥❡ ✭▼❡t③✮✱ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❏✳▼✳ ▼ér♦❧❧❛ ❡t ❙✳ ▼❝▲❛✉❣❤❧✐♥✳ ▼❛tt❤✐❡✉ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é
✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❬✽❪ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❀ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ tr❛✈❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ❧✉✐ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❡t ♣♦✉r
♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ♣r♦❞✉✐t❡✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♠♣♦rt❡ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs
❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡t ❡①♣r✐♠❡♥t
❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❡t ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t
❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ é❝❤❛♥❣é❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❝r✐✈❡♥t
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❢❛❝❡ à
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❡♥t
❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ é❧❛❜♦ré ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝té❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡
❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦s
❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs
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❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❜r✉✐té❡s
✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ ❜✐ts s❛♥s ❡rr❡✉rs✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝r❡t ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❊♥✜♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r
❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛❝❤✐♥❡s✳
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Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

Pr♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡

❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

✶✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉s✉❡❧s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧✬❛♣✲
♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ é❧é♠❡♥ts ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▼✉♥✐s ❞❡
❝❡tt❡ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ❣é♥ér❛❧✐st❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

✶✳✶ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡

▲❛ ❝r②♣t♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❞✉ s❡❝r❡t✱ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ ❝r②♣t❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❡❧❧❡✶✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❧❛ r❡♥❞r❡ ❛❝✲
❝❡ss✐❜❧❡ q✉✬❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡s ❛✉t♦r✐sé❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝r②♣t❛♥❛❧②s❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❜r✐s❡r ✉♥ ❝r②♣t❛❣❡
♣♦✉r ré✈é❧❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t❛♥❛❧②s❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t✱ ♠❛✐s ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ sé❝✉r✐té q✉❡ ♥♦✉s
❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s s✉♣♣♦s❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é✱ ♥♦♥ ✐♥t❡rr♦♠♣✉ ♣❛r
❧✬❡s♣✐♦♥✱ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ tr❛♥s✐t❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❡s♣✐♦♥✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧
♣❛r ❧❡q✉❡❧ tr❛♥s✐t❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱
❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝r②♣t❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❜r✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❡✉ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ sé❝✉r✐té
✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦✐t ♣r♦✉✈é❡✳ ❈✐t♦♥s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥t ❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡
♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡st❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té
❞✬✉♥ ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r✱ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝r❡t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts t♦t❛❧❡♠❡♥t
s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s❡❝rèt❡✱ ❡t ❧❡ ❝r②♣t❛❣❡ ♣❛r ❝❧é s❡❝rèt❡ ❞é❝r✐t
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❢♦♥t ✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s✳

▲❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❢♦♥❞❡♥t ❧❡✉r sé❝✉r✐té s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣r❛t✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s
❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❞✬♦r❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥

✶▲❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s ✈❛st❡ q✉❡ ❧❡ s✐♠♣❧❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s
❝♦♥s❛❝r♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ s❡❝r❡t✱ ❡t❝✳ ❚♦✉s ❝❡s
❛s♣❡❝ts s♦♥t ❛❜♦r❞és ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬✾❪✳

✶✾



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡

é✈❡♥t✉❡❧ ❡s♣✐♦♥ ✈♦✉❧❛♥t ❞é❝r②♣t❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❧✐♠✐té❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❜♦r♥❡r
✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭♥♦✉s
r❡♥❝♦♥tr❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✹✮✳

❙✉✐✈❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ✿

❧❡ ❝r②♣t❛❣❡ à ❝❧é ♣r✐✈é❡ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❝❡♥t❡ ✭❛♥♥é❡s ✶✾✼✵✮ ❡st
♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❛❝t✉❡❧s✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝❧és✱ ❧✬✉♥❡
♣✉❜❧✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝r②♣t❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣r✐✈é❡ ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ❞❡st✐✲
♥❛t❛✐r❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r②♣t❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ▲✬✐♥✈✐♦❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡
♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈é❡✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✛❡rt❡s
à ❧✬❡s♣✐♦♥✱ ❡t s✉r ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝❧é ♣r✐✈é❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛
❝❧é ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ❝r②♣t❛❣❡ à ❝❧é ♣r✐✈é❡ ❞♦✐t ❛❞♠❡ttr❡ q✉✬✉♥
é✈❡♥t✉❡❧ ❡s♣✐♦♥ ♥✬❛ ♥✐ ❧❡s ♠♦②❡♥s ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❜r✐s❡r ❧❡ ❝r②♣t❛❣❡✱ ♥✐ ❞❡s ♠♦②❡♥s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞❡
s✉r♠♦♥t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❧❡ ❝r②♣t❛❣❡ à ❝❧é s❡❝rèt❡ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ✭❳❱■■■❡ s✐è❝❧❡✮✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠❜✐♥❡r
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛î♥❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✓❝❧é s❡❝rèt❡✔✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❝r②♣té ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦✉r q✉✐❝♦♥q✉❡ ✐❣♥♦r❡ ❧❛ ❝❧é ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡✳ ❈❧❛✉❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛ ❢♦r♠❛❧✐sé
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❬✶✵❪ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❝❡ ❝r②♣t❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t sûr✱ s✐
❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❡st ❛✉ss✐ ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à ❝r②♣t❡r✱ ❡st à ✉s❛❣❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr
❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✬✉♥ ❡s♣✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡♥♦✉✈❡❧é❡ ❛✉
♠ê♠❡ r②t❤♠❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❡♥✈♦②é✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé❡
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠❛❧❣ré s❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r ✉♥❡
❝❧é ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s❡❝r❡t✳

▲❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ré♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❧é ❡♥ ♦✛r❛♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r ❞✐str✐❜✉❡r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ sé❝✉✲
r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✷ s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥❝♦❞és ❞❛♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ tr❛♥s♠✐s❡s ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✐t ✓q✉❛♥✲
t✐q✉❡✔✳ ➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s
❝♦rré❧és✳ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡
❝❤❛î♥❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ✉♥ ❡s♣✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ P♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉r é❝❤❛♥❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t é❧✐♠✐♥❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡
♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝❤❛♥❣❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t ♣❛r
✉♥ ❝r②♣t❛❣❡ à ❝❧é s❡❝rèt❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥♦♥ sé❝✉r✐sé✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s tr❛♥s♠✐s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧é
s❡❝rèt❡ ❞❛♥s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❬✶✶❪ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❝❧é ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♣❤♦t♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ét❛ts ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡✳ P♦✉r ❡♥❝♦❞❡r

✷❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥s❛❝ré❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓❆❧✐❝❡✔ ❡t ✓❇♦❜✔ ❞❡✉① ♣❡rs♦♥♥❛❣❡s ❞és✐r❡✉①
❞❡ s✬é❝❤❛♥❣❡r à ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t✳ ▲✬❡s♣✐♦♥✱ ➮✈❡✱ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ✧t♦ ❡❛✈❡s❞r♦♣✧ ✿ ❡s♣✐♦♥♥❡r✱ t❡♥t❡ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✳



✶✳✶ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✷✶

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❆❧✐❝❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r♠✐ ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ♣✉✐s ❡♥❝♦❞❡ ✉♥ ❜✐t
❛❧é❛t♦✐r❡ 0 ♦✉ 1 ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳ ➚ ❧✬❛✉tr❡ ❜♦✉t ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱
❇♦❜ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❆♣rès s❛ ♠❡s✉r❡✱ ❇♦❜ ré✈è❧❡ s❡s ❝❤♦✐① ❞❡
❜❛s❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ✉♥ ❜✐t ❡st é❝❤❛♥❣é✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧✬❡s♣✐♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❙✐ ✉♥
❡s♣✐♦♥✱ ✐♥t❡r❝❛❧é ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ t❡♥t❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❡♥✈♦②és
♣❛r ❆❧✐❝❡✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✶✴✷ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ✐❧
♣r♦❥❡tt❡r❛ ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ s✉r ❧✬ét❛t ♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡✳ ❙✐ ❧❡s ❝❤♦✐①
❞❡ ❜❛s❡ ❞✬❆❧✐❝❡ s♦♥t ❛❞❛♣tés✱ ❝❡t ét❛t ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ét❛t ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡
♣❛r ❆❧✐❝❡✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t ❡♥✈♦②é ❛✉r❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r à s♦♥ ❛rr✐✈é❡ ❝❤❡③
❇♦❜✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❜♦r❞❡r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❝❧é ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝❧♦♥❛❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❙♦♥❞❡r ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✐ tr❛♥s✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧
q✉❛♥t✐q✉❡ r❡✈✐❡♥t à ❧❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❡♥ ❞❡✉① ❝❧♦♥❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ♦r✐❣♥❛❧✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ❝❧♦♥❡s ❡st ❡♥✈♦②é à
❇♦❜✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❧♦♥❡ ❡st ♠❡s✉ré ♣❛r ➮✈❡✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡✉① ❝❧♦♥❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧✬ét❛t ♦r✐❣✐♥❛❧✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s à ❧❛
❢♦✐s✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❧✐❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❧♦♥❡s ❛✉ t❛✉①
❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧✬❛✉tr❡ ❝❧♦♥❡✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

❖♥ é✈❛❧✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❛ ♦❜t❡♥✉❡ ❧✬❡s♣✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❧é é❝❤❛♥❣é❡
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡
♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAB ✭❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮
é❝❤❛♥❣é❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ ❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬♦❜t✐❡♥t ❧✬❡s♣✐♦♥ s✉r ❧❛
❝❧é ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ✭IAE✮✱ ♦✉ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇♦❜ ✭IBE✮✳ ▲à s✬❛rrêt❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❧é✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ é♥♦♥❝é ♣❛r ❈s✐s③❛r ❡t ❑ör♥❡r ❬✶✷❪✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡
t❛✉① ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts ∆I q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡❧ é❝❤❛♥❣❡ ✿

∆I = IAB − min(IAE, IBE). ✭✶✳✶✮

❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝r❡t ♣❡r♠❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ∆I t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣✐♦♥✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❡st à ❝❡ ❥♦✉r ❧❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❞✬✉♥
♠❡ss❛❣❡ s❡❝r❡t ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t sûr❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ tr❛❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❞é❞✐é✱ t♦✉t ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ❞❡s ❞é❜✐ts ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs
❛✉① ❝r②♣t❛❣❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝✐t♦♥s ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣ér❡♥♥✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❝r②♣t❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❝r②♣t❛❣❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❝r②♣t❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐q✉❡s ♦❜❧✐❣❡♥t à ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❝❧és ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s✱ ♦✉ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❛ sé❝✉r✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ♣❡r♠❡t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥ s②stè♠❡ sûr ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
❧♦♥❣✉❡✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❢✉t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t❛♥❛❧②s❡✱ ❡♥✈✐s❛❣é❡s
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡

❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♣ér❡♥♥✐té ❞✉ s❡❝r❡t✳ ❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥ ❡s♣✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré ❡♥ ❡s♣ér❛♥t ♣♦✉✈♦✐r ✉♥
❥♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥ s❡❝r❡t ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ s❡rt à ❧❡ ❝❤✐✛r❡r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t ❞✬❡s♣✐♦♥♥❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ q✉❡ ❧✬❡s♣✐♦♥ ❛✐t ré✉ss✐ ♦✉ ♥♦♥ à
✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡s♣✐♦♥♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ s❡❝r❡t tr❛♥s♠✐s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ✐♥✜♥✐❡✳

✶✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡

❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t é♠❡r❣é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♣♦r✲
t❛♥t ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞✬ét❛ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ t❡❧❧❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❛❝✲
❝♦♠♣❛❣♥❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s ♣♦rté❡s ♣❛r ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
❧❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ✉♥ s②stè♠❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡
❛♣♣❡❧é❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭❛❜♦r❞é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s r❛♣✐❞❡s ❡t
❡✣❝❛❝❡s✱ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ é❧❡✈és ❀ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❡✣❝❛❝✐tés ❡t ✈✐t❡ss❡s ❧✐♠✐té❡s ❞❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✐s❝rèt❡s✳

❉❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❝❧♦♥❛❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❬✶✸❪ ♦♥t ✐♥✐t✐é ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ét❛ts ❝♦♠♣r✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ◆✐❝♦❧❛s ❈❡r❢ ❬✸❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ét❛ts ❡st ♣❡✉ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦rs ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❧✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣t✐q✉❡ ❬✺✱ ✶✹❪ ❡♥❝♦❞❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬ét❛ts s❡♠✐✲❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛♣♣❡❧és ✓ét❛ts
❝♦❤ér❡♥ts✔✳ ❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆❧✐❝❡ ✿ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r
s❡rt à ❣é♥ér❡r ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦❞✉❧és ♣❛r ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é
❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts st❛♥❞❛r❞s ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
té❧é❝♦♠✱ ❝❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✉① t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ é❧❡✈és ♦✛❡rts ♣❛r ❝❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❛❜❧✐r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬❡♥ ét✉❞✐❡r ❧❛ sé❝✉r✐té✳

✶✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r
❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥ ✶✾✹✽ ❬✶✺❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳



✶✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✷✸

▲❛ ❜r✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ X ❞❡ s②♠❜♦❧❡s t✐rés ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n ❧❡ttr❡s x1, . . . , xn✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡✲
♠❛♥❞❡r ❝♦♠❜✐❡♥ ✐❧ ❢❛✉t ❞❡ ❜✐ts ♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦✉ à q✉❡❧ ❞é❜✐t ♦♥ ♣❡✉t ❧❛
tr❛♥s♠❡ttr❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞é✲
♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐ ❧✬♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st é❝r✐t ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠♦ts q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ✿ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ ❝♦❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ♠♦t s❡r❛ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à s♣é❝✐✜❡r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ❧❡ttr❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❈❡t ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❤♦rs ❞❡ t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ ❝✉❧t✉r❡❧ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣❛r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❙❤❛♥♥♦♥ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ p(X = xi) ❞❡
❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ H ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ♣❛r ✿

H(X) = −
∑

xi∈X

p(X = xi) log2 p(X = xi). ✭✶✳✷✮

❙✐ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ s②♠❜♦❧❡ xj ✈❛ ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥✐r✱ ❛❧♦rs p(X = xj) = 1 ❡t p(X = xi) =
0 ♣♦✉r i 6= j✱ ❞♦♥❝ H(X) = 0✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ t♦✉s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s s♦♥t éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s✱ H(X) =
log2(n) ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ q✉❛♥t✐✜❡ ❞♦♥❝ ♥♦tr❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❞
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s A ❡t B✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
❝♦♥❥♦✐♥t❡✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡ p(A, B) ✿

H(A, B) = −
∑

ai∈A,bi∈B

p(A = ai, B = bi) log2 p(A = ai, B = bi). ✭✶✳✸✮

▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❛♣♣♦rt❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❙✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s A ❡t B s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
t♦t❛❧❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ✿

H(A, B) = H(A) + H(B) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A ❡t B s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ✭✶✳✹✮

▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❛♥t✐✜❡ ♥♦tr❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ B ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ A✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ A ❡t B✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ r❡tr❛♥❝❤❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈❛✐t ❞é❥à ❛♣♣♦rté❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ A✳ ❖♥ ❧✬é❝r✐t ✿

H(B|A) = H(A, B) − H(A). ✭✶✳✺✮

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐tés ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✿

H(B|A) =
∑

ai∈A

p(A = ai)H(B|A = ai) ✭✶✳✻✮

= −
∑

ai∈A;bi∈B

p(A = ai, B = bi) log2 p(B = bi|A = ai). ✭✶✳✼✮

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ I(A; B)✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ IAB✱ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

I(A; B) = H(B) − H(B|A) = H(A) − H(A|B) = H(A) + H(B) − H(A, B). ✭✶✳✽✮



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s A ❡t B s♦♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs H(B|A) = H(B) ❞♦♥❝ I(A; B) = 0✳

▼✉♥✐s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é♥♦♥❝❡r ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❬✶✻❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ s♦✉r❝❡ k ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ H(X)
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣r❡ssé❡s ❡♥ kH(X) ❜✐ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡
♣❡r❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♦♥ ❡st
♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛ss✉ré ❞❡ ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ A ❡st tr❛♥s♠✐s❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❛♥❛❧
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜r✉✐té q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ B✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❛r

C = max
p(A)

IAB. ✭✶✳✾✮

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ s❛♥s ❡rr❡✉r C ❜✐ts
♣❛r s②♠❜♦❧❡ tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ s❛♥s ❡rr❡✉r
♣❧✉s ❞❡ C ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡✳

▲❡s ❧✐♠✐t❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❙❤❛♥♥♦♥ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡
ré❛❧✐st❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉❜✲♦♣t✐♠❛✉①✳

✶✳✹ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é
❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ✿

p(X = x) =
1√

2πσ2
e−

(x−x0)2

2σ2 , ✭✶✳✶✵✮

♦ù x0 ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ σ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡t VX = σ2 ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s❡s
♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❤♦✐s✐r x0 = 0✳ ❖♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

K✱ q✉✐ s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s A ❡t B ✿

K =

[
VA 〈AB〉

〈AB〉 VB

]

. ✭✶✳✶✶✮

♦ù 〈AB〉 =
∫

da
∫

db ab p(A = a, B = b) ❡st ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s A ❡t B✳
❖♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✶✳✶✵ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♥♦té❡s

~X = (X1, . . . , XN) ✿

p( ~X = ~x) =
1

√

(2π)N det(K)
e−

1
2
( ~X− ~X0)K−1( ~X− ~X0)⊤ , ✭✶✳✶✷✮

q✉✐ s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s A ❡t B ✿

p(A = a, B = b) =
1

2π
√

VAVB − 〈AB〉2
e
−a2VB−2ab〈AB〉+b2VA

2(VAVB−〈AB〉2) . ✭✶✳✶✸✮



✶✳✹ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✷✺

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ H ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ S ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ X ✿

S(X) = −
∫

p(X = xi) log2 p(X = xi)dx. ✭✶✳✶✹✮

❈❡tt❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ♥❡ q✉❛♥t✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦❞❡r ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱
❝❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡✉t ❡♥❝♦❞❡r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❜✐ts ❣râ❝❡ à s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐♠❡♥t
✜♥❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s
r❡❞❡✈✐❡♥❞r♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ♦✉ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱
❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❖r✱ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ❡st s②♥♦♥②♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t q✉✐ ✈✐❡♥t
❧✐♠✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✳

P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

S(X) = −
∫

p(x) log2

(
1√

2πσ2

)

dx −
∫

− log2(e)
x2

2σ2
p(x)dx ✭✶✳✶✺✮

=
1

2
log2(2πσ2) +

1

2
log2(e) ✭✶✳✶✻✮

=
1

2
log2(2πeσ2). ✭✶✳✶✼✮

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✶✳✶✷ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ N ✈❛r✐❛❜❧❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ K ✿

S(X1, . . . , XN) =
1

2
log2

(
(2πe)N det(K)

)
. ✭✶✳✶✽✮

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s ✿

S(B|A) = S(A, B) − S(A) =
1

2
log2

(

2πe
det(K)

VA

)

. ✭✶✳✶✾✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VB|A ♣❛r ✿

VB|A =
det(K)

VA

= VB − 〈AB〉2
VA

. ✭✶✳✷✵✮

▲❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss✐♦♥s ✉♥❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ a ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ A✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ b ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ B ❛ss♦❝✐é❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t a ✿

p(B = b|A = a) =
p(A = a, B = b)

p(A = a)
✭✶✳✷✶✮

=
1

√
2πVB|A

e
−
(b−

〈AB〉
VA

a)
2

2VB|A . ✭✶✳✷✷✮

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ b
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t a✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s a ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡

VA
VB|A

best

p(B|A)

p(A)

a

❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ❊st✐♠❛t❡✉r ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît
❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ a ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❣r❛♥❞❡✉r b❡st = 〈AB〉

VA
a ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

ré❛❧✐s❛t✐♦♥ b ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ B q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❢❛✐r❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t a✳ ◆♦tr❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❝❡tt❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VB|A✳

A ✭❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✿ ∀a, S(B|A) = S(B|A = a)✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
p(B = b|A = a) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣♦✉r b✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t a✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✓❡st✐♠❛t❡✉r✔
✭♥♦té b❡st✮✱ ❡t ♦♥ ❧✬é❝r✐t ✿

b❡st =
〈AB〉
VA

a. ✭✶✳✷✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ b à ♣❛rt✐r ❞❡ a ✿

b = b❡st + δb, ✭✶✳✷✹✮

♦ù δb ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VB|A✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ tr❛❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✓❜✐ts ❝♦♠♠✉♥s✔ ❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s A ❡t B ✿

IAB = S(B) − S(B|A) =
1

2
log2

(
VB

VB|A

)

✭✶✳✷✺✮

= S(A) − S(A|B) =
1

2
log2

(
VA

VA|B

)

✭✶✳✷✻✮

= S(A) + S(B) − S(A, B) =
1

2
log2

(
VAVB

det(K)

)

. ✭✶✳✷✼✮

▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ♣r♦✉✈❛♥t ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s

ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

◆♦✉s r❛ss❡♠❜❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋ré❞ér✐❝ ●r♦s✲
s❤❛♥s ❬✹✱ ✺✱ ✶✹❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐✲
♥✉❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s
ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✱ ❡t s✬ét❡♥❞❡♥t ❛✉① ét❛ts ❝♦♠♣r✐♠és✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ✐❝✐ ❛✉ ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s à ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❞é✜♥✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥ tr❛♥s♣♦rt❛♥t ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥❡r♦♥s ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ❣é♥érés
♣❛r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
à ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ✉s✉❡❧s✱ ❞❡ t②♣❡
❇❇✽✹ ❬✶✶❪✳

✷✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s tr❛♥s♠✐s❡s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs X̂ ❡t P̂ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t à
❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥

[

X̂, P̂
]

= 2iN0, ✭✷✳✶✮

♦ù N0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X̂ ❡t P̂ ✳ ❈❡
❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X̂ ❡t P̂ à ❧❛ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿

∆X∆P ≥ N0, ✭✷✳✷✮

♦ù ∆X ✭r❡s♣✳ ∆P ✮ ❡st ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ X̂ ✭r❡s♣✳ P̂ ✮✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r

s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ❡t s❛ ♣❤❛s❡ φ✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ✿

X = A cos(φ) ✭✷✳✸✮

❡t P = A sin(φ), ✭✷✳✹✮

✷✼



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

N
0

A
ϕ

P

X

Q θ

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❊s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ r❡♣èr❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❛r s❡s
q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ✱ ♦✉ t♦✉t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Qθ✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♥❞✉✐t
à ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0 ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱
❛♣♣❡❧é❡ ✓❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✔✳

q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s A ❡t φ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ t♦✉t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♣❤❛s❡ θ ✿

Qθ = A cos(φ − θ) ✭✷✳✺✮

= cos(θ)X + sin(θ)P. ✭✷✳✻✮

▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✷✳✶ s✉r ❧❡s
q✉❛❞r❛t✉r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s X̂ ❡t P̂ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
X ❡t P ✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡
tr❛♥s♠✐s❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣❛r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ q✉❛s✐✲♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❣♥❡r W (x, p)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ rés✉❧t❛t q ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ Q̂ s♦✐t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q̂ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳
❖♥ é❝r✐t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❬✶✼❪ ✿

p(q) =

∫

W (R(q, q⊥))dq⊥, ✭✷✳✼✮

♦ù q⊥ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q̂⊥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à Q̂✱ ❡t R ❡st ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
❞✬❛♥❣❧❡ θ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s (Q̂, Q̂⊥) ❡♥ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s (X̂, P̂ )✳

▲❡s ét❛ts q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ét❛ts
❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❣♥❡r ❡st ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ❈❡s
ét❛ts s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s s❡✉❧s ét❛ts st❛❜❧❡s ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣❡rt❡s✮✳ ❯♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡st ✉♥ ét❛t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❲✐❣♥❡r ❡st N0 s❡❧♦♥ t♦✉t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q̂✳ ❈❡t ét❛t✱ q✉❡ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♣❤❛s❡s ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡

√
N0 ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✱ s❛t✉r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✷✳✷✳

▲❡ ♣♦✐♥t ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❣♥❡r ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛ss♦❝✐é❡ à
❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q̂ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥



✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ ✷✾

❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q̂✳ ❆✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡
✓❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✔✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡st ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✐❞❡♥t✐q✉❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡st
❛tté♥✉é✱ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♠❛✐s s♦♥ ❜r✉✐t r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt
s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳

❉✬❛✉tr❡s ét❛ts ❣❛✉ss✐❡♥s ♥❡ s❛t✉r❡♥t ♣❛s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✷✳✷✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐❧s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❧✐♠✐tés ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❯♥ ét❛t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st N0 s✉r
✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ❡t ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à N0 s✉r ❧✬❛✉tr❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ét❛t✳
▲❡ ❜r✉✐t ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ✓❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✔✳ ❈❡ ❜r✉✐t ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❞✐t
✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ✿ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ s♦♥ é❝❛rt t②♣❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡ ❧✬ét❛t ❀ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬ét❛t✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
s✐ ♦♥ ❛tté♥✉❡ ✓s✉✣s❛♠♠❡♥t✔ ✉♥ ét❛t ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❝❡t ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡✈✐❡♥t
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❡♥ ❛tté♥✉❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧❛s❡r✳ ◆♦✉s q✉❛♥t✐✜❡r♦♥s ❝❡t
❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥

▲❡ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥tr❡
❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ■❧ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s (XA, PA) ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡♥✈♦②é ❞❛♥s
❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t s♦rt❛♥t ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❆❧✐❝❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t
❞♦♥❝✶ ✿

X = XA + X0 ✭✷✳✽✮

P = PA + P0, ✭✷✳✾✮

♦ù X0 ❡t P0 s♦♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0 ❛ss♦❝✐é à ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✳
▲✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ♠❡s✉ré ♣❛r ❇♦❜ ❡st ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧é
♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❜✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣❛r
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✷ XCB ❡t ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ g < 1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❝❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❡♥ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ XB

♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❇♦❜ ✿

XB = g(X + XCB) = g(XA + X0 + XCB) ≡ g(XA + XN), ✭✷✳✶✵✮

♦ù G = g2 = Tη ≤ 1 ❡st ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥ ✐♥t❡♥s✐té ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té η ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❜✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❧❡ ❜r✉✐t XN ❧❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡✱ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♥♦té❡ VNN0✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❜r✉✐t

✶❏✉sq✉✬❛❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞és✐❣♥é ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ♣❛r ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♣❡❛✉ ✭̂·✮✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐st✐♥✲
❣✉❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s à ♣rés❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
s❡✉❧❡s ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs XA ❡t PA s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✷▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ XCB ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧
♠❡s✉ré ♣❛r ❇♦❜✱ r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡✳



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

N
0

ξG,

P

ϕ

X

P

ϕ

A

X

Canal

État cohérent envoyé par Alice État reçu par Bob

gA

(1+G   )Nξ
0

Excès de bruit

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❆❧tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G = g2 ❡t q✉✐
♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ξ✳

❞❡ ♣❤♦t♦♥ X0 ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡✱ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t XCB ❛❥♦✉té ♣❛r
❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❜r✉✐t ❧❡ ✓❜r✉✐t ❛❥♦✉té r❛♠❡♥é à
❧✬❡♥tré❡✔ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ χN0✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❣❛✉ss✐❡♥s s✬❛❥♦✉t❡♥t ❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛

〈X2
N〉 = 〈X2

CB〉 + 〈X2
0 〉

⇔ VN
︸︷︷︸

❜r✉✐t
r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡

= χ
︸︷︷︸

❜r✉✐t ❛❥♦✉té
r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡

+ 1
︸︷︷︸

✉♥✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡

✭✷✳✶✶✮

❙✐ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré ♣❛r ❇♦❜ ❡st ❧✐♠✐té ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ♦♥ ❛ GVN = 1✱ ❞♦♥❝ χ = 1
G
−1 ≡ χ0✳

❈❡ ❜r✉✐t χ0 ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ❞û ❛✉① ♣❡rt❡s✳ ■❧ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❢♦♥t ❞✐♠✐♥✉❡r
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s❛♥s ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳

❙✐ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ GVN ❞✉ ❜r✉✐t ♦❜s❡r✈é ♣❛r ❇♦❜ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ♦♥ ❞✐t
q✉✬✐❧ ② ❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ❡st ♥♦té❡ ξN0✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿

χ
︸︷︷︸

❜r✉✐t ❛❥♦✉té r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡

= χ0
︸︷︷︸

❜r✉✐t ❛❥♦✉té ❞û ❛✉① ♣❡rt❡s

+ ξ
︸︷︷︸

❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t

❛✈❡❝ χ0 =
1

G
− 1. ✭✷✳✶✷✮

▲❡ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G ❡t s♦♥ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té χ✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣❛r s♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G ❡t s♦♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ξ✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
✐❧❧✉strés ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳

✷✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡t ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬❆❧✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡
❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ré♣❛rt✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛✲
t✉r❡s XA ❡t PA✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VAN0✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❡♥✈♦②és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉❡ s♦♥ ❝ôté✱ ❇♦❜ ♠❡s✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ X ♦✉ P ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t r❡ç✉✳ ❆♣rès ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❇♦❜ ré✈è❧❡ ♣✉❜❧✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ q✉✬✐❧ ❛ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡



✷✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡t ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ✸✶

à ❧✬✐ss✉❡ ❞✉q✉❡❧ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉❡r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣✐♦♥✱ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛ss✉ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ IAB

❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✿

IAB =
1

2
log2 (1 + SNR) ✭✷✳✶✸✮

=
1

2
log2

(

1 +
VA

VN

)

, ✭✷✳✶✹✮

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t SNR = VA/VN ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

VB = G(VA + VN) ❡t 〈XAXB〉2 = GV 2
A ✭✷✳✶✺✮

❞✬♦ù VB|A = VB − 〈XAXB〉2
VA

= GVN ✭✷✳✶✻✮

♣✉✐s IAB =
1

2
log2

(
VB

VB|A

)

=
1

2
log2

(

1 +
VA

VN

)

✭✷✳✶✼✮

❆✈❡❝ ♥♦s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ✿

IAB =
1

2
log2

(

1 +
VA

1 + χ

)

. ✭✷✳✶✽✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
❙❤❛♥♥♦♥✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶✷ ❡t ✶✸ s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❝❡tt❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAB à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAE ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ➮✈❡✳ ❊❧❧❡ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬➮✈❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧
❣❛✉ss✐❡♥✱ ♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ➮✈❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té XCE ✭r❡s♣✳ PCE✮
s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X ✭r❡s♣✳ P ✮ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ gE ✿

XE = gE(X + XCE) ✭✷✳✶✾✮

PE = gE(P + PCE). ✭✷✳✷✵✮

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r IAE✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s XB ❡t PE ✿

[XB, PE] = ggE[X + XCB, P + PCE] ✭✷✳✷✶✮

= ggE ([X, P ] + [XCB, PCE]) , ✭✷✳✷✷✮



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts
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∆I

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t✱ ♣♦✉r VA = 40N0 ❡t ξ = 0✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❡❝rèt❡ ∆I ♥✬❡st ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s à 1/2✳

❝❛r ❧❡s ❜r✉✐ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ❝❛♥❛✉① s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠♦❞❡s
♠❡s✉rés ♣❛r ➮✈❡ ❡t ❇♦❜ s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r [XB, PE] ❡st ♥✉❧✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
[X, P ] = −[XCB, PCE] = 2iN0✱ ❞✬♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✿

χχE ≥ 1 ✭✷✳✷✸✮

♦ù χE ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ PCE✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥tr♦❞✉✐t s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞✬➮✈❡
❡st ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r 1

χ
✱ ♦ù χ ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇♦❜✳

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t χ✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❜♦r♥❡r s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ➮✈❡ ✿

IAE =
1

2
log2

(

1 +
VA

1 + χE

)

≤ I♠❛①AE =
1

2
log2

(

1 +
VA

1 + 1
χ

)

. ✭✷✳✷✹✮

❊♥✜♥✱ s❡❧♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❈s✐s③❛r ❡t ❑ör♥❡r ❬✶✷❪✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿

∆I = IAB − IAE ≥ IAB − I♠❛①AE . ✭✷✳✷✺✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ tr❛❝❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡t s❡❝rèt❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥ s❡❝r❡t ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st G = 1

2−ξ
≥

1
2
✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡♥t ✉♥ ❝❛♥❛❧ s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X

❡t P ✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ➮✈❡ s♦✐t ❡❧❧❡
❛✉ss✐ s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❝❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❇♦❜ ♥❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ♣❛s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉①
q✉❛❞r❛t✉r❡s ❧♦rs ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡ ❀ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t q✉✐ ❧✉✐ ♣❛r✈✐❡♥t✳ ❆♣rès s❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❇♦❜ ré✈è❧❡ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s
q✉✬✐❧ ❛ ❝❤♦✐s✐❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ➮✈❡ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧❧❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❇♦❜ ❛✉r❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❡s✉r❡r✱
❡t s❡r❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❇♦❜ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s✳



✷✳✹ Pr♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ✸✸

✷✳✹ Pr♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ✿ ❇♦❜ ❡t ➮✈❡ ❡ss❛✐❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❞❡✈✐♥❡r
❝❡ q✉✬❆❧✐❝❡ ❛ ❡♥✈♦②é✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ✓♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t✔✳ ❙✐ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1/2✱ ➮✈❡ ♦❜t✐❡♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❇♦❜ s✉r ❧❛ ❝❧é ❞✬❆❧✐❝❡✱
❡♠♣ê❝❤❛♥t ❛✐♥s✐ t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡❝rèt❡✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❙♦♥ s❝❤é♠❛ ♦♣t✐q✉❡ ❡st
✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t ✿ ❆❧✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❇♦❜✱ ❞❡ s♦♥ ❝ôté✱ ♠❡s✉r❡ ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❇♦❜✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈s✐s③❛r ❡t ❑ör♥❡r ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ✿

∆I = IAB − IBE. ✭✷✳✷✻✮

P♦✉r ❜♦r♥❡r ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
♣♦✉r IBE✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❡t ré❢ér❡♥❝❡s ❬✹✱ ✶✽❪✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣
q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬➮✈❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇♦❜ ❡st ❜♦r♥é❡
♣❛r

VB|E ≥ V ♠✐♥
B|E =

1

G(χ + 1
V

)
N0, ✭✷✳✷✼✮

❛✈❡❝ V = VA + 1✳ ❉✬♦ù

IBE ≤ I♠❛①
BE =

1

2
log2

(

VB

V ♠✐♥
B|E

)

=
1

2
log2

(

G2 (χ + V )

(

χ +
1

V

))

, ✭✷✳✷✽✮

♣✉✐s

∆I ≥ IAB − I♠❛①
BE = −1

2
log2

(

G2 (χ + 1)

(

χ +
1

V

))

. ✭✷✳✷✾✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ tr❛❝❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡t s❡❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❬✹❪
q✉❡ s✐ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ✭ξ ≤ 1

2

(
1 − 1

V

)
♣♦✉r G ≪ 1✮✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡

tr❛♥s♠✐s❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r ✉♥❡
❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

✷✳✺ ❆tt❛q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s

▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s I♠❛①
AE ❡t I♠❛①

BE q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ér✐✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
s♦♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ❜♦r♥❡s
s♦♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❡①❤✐❜❛♥t ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ❧❡s ❛tt❡✐♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❛❜♦r❞❡r ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ✭ξ = 0✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❜r✉✐t
❛❥♦✉té ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ❞û ❛✉① ♣❡rt❡s ✿ χ = χ0 = 1

G
− 1✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❡

❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✳



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.25  0.5  0.75  1

In
fo

rm
at

io
n 

(b
its

/s
ym

bo
le

)

Transmission du canal G

IAB

IBE

∆I

❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r VA = 40N0 ❡t ξ = 0✳ ▲❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

XA PA

Q
QE

QV

Q
QB
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Q
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Phase

ϕ

Bob
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quantique

❋✐❣✳ ✷✳✺✿ ❆tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✳ ➮✈❡ ♣ré❧è✈❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ❧❛♠❡ ❞❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ G✳ ▲❡ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡ QV à ❧✬❡♥tré❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ ❛❥♦✉t❡ ❞✉ ❜r✉✐t s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❇♦❜ ❡t
❞✬➮✈❡✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧✐♠✐tés ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✿ ❧❛ ❧❛♠❡
sé♣❛r❛tr✐❝❡ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❈❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ❡st t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t
❞✐✣❝✐❧❡ ✿ ➮✈❡ ❞♦✐t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ s❛♥s ♣❡rt❡ ❡t ❞♦✐t ♠é♠♦r✐s❡r ❧❡s ét❛ts
q✉❛♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ q✉❡ ❇♦❜✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ s✐♠✉❧❡ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡
❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡s ✼ ❡t ✽✮✳

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❧✬❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❛♠❡
sé♣❛r❛tr✐❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ ➮✈❡ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à ❇♦❜ ♣❛r ✉♥
❝❛♥❛❧ ✐❞é❛❧ s❛♥s ♣❡rt❡✱ ❡t ♣ré❧è✈❡ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ 1 − G ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✳ ➮✈❡ ❡♥r❡❣✐str❡ ❧✬ét❛t
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣ré❧❡✈é ❞❛♥s ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ◗✉❛♥❞ ❇♦❜ ré✈è❧❡ s❡s ❝❤♦✐① ❞❡
♠❡s✉r❡✱ ➮✈❡ ❧✐t s❛ ♠é♠♦✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X ♦✉ P ❝❤♦✐s✐❡
♣❛r ❇♦❜✳

▲❡ ♣ré❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G = g2

r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r❢ér❡r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡✸ Q ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡
QV ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0✳ ➮✈❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ QE ré✢é❝❤✐❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ tr❛♥s♠✐s❡

✸▲❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❇♦❜✳



✷✳✺ ❆tt❛q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✸✺
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❋✐❣✳ ✷✳✻✿ ❆tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❝❧♦♥❡✉s❡ ✐♥tr✐q✉❛♥t❡✳ P♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ♣rés❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧✱
➮✈❡ ✐♥❥❡❝t❡✱ ✈✐❛ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❊P❘✱ ✉♥ ❜r✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥✉✳ ❈❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❊❧❧❡ s❛t✉r❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐❡s s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥✳

QB ❡st ❡♥✈♦②é❡ à ❇♦❜✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ❬✶✼❪ ✿

QB =
√

G Q −
√

1 − G QV =
√

G (Q −√
χ0 QV ) ✭✷✳✸✵✮

QE =
√

1 − G Q +
√

G QV =
√

1 − G (Q + QV /
√

χ0). ✭✷✳✸✶✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ❜✐❡♥
G✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ❡st ❜✐❡♥ χ = χ0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ξ = 0✳ ➮✈❡ ❛ ❞♦♥❝
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐♠✉❧é ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ s❛♥s ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞✬➮✈❡ χE = G

1−G
= 1

χ
q✉✐ s❛t✉r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✷✳✷✸ χχE ≥ 1 ✿

✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t✳
P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VQB |QE

à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✿

VQB |QE
= VB − 〈QBQE〉2

VE

=
1

G(χ + 1
V

)
N0 ✭✷✳✸✷✮

❛✈❡❝ VB = 〈Q2
B〉 = G(V + χ)N0 ✭✷✳✸✸✮

VE = 〈Q2
E〉 = (1 − G)

(

V +
1

χ

)

N0 ✭✷✳✸✹✮

〈QBQE〉 =
√

G(1 − G)(V − 1)N0. ✭✷✳✸✺✮

❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❛t✉r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ✿ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❧✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❧✬❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ✓❝❧♦♥❡✉s❡ ✐♥tr✐q✉❛♥t❡✔✳
❈❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳
P♦✉r t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✱ ➮✈❡ ✐♥sèr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞✬❡♥tré❡
✈✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✳ ❈❡ ❜r✉✐t ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❊P❘✳
❯♥❡ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ❡st ✉♥ ét❛t ❜✐♠♦❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦rré❧é ❞♦♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s s♦♥t ♥♦té❡s Q1 ❡t Q2✱
❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❬✶✾❪ ✿

〈Q2
1〉 = 〈Q2

2〉 = VN0, 〈Q1Q2〉 = ±
√
V2 − 1N0, ✭✷✳✸✻✮

♦ù V > 1 ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❊P❘✱ ❡t ± ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s✐❣♥❡ + s✐ Q = X ♦✉ ❧❡ s✐❣♥❡ − s✐
Q = P ✳ ▲✬❛✉tr❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ❡st ❡♥r❡❣✐stré ❞❛♥s ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

➮✈❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q2 ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❛♣rès ré✈é❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❇♦❜✳
●râ❝❡ ❛✉① ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❊P❘✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
à ➮✈❡ s✉r ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥tr♦❞✉✐t s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡
sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✭❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✸✵✮✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ♠❡s✉rés ♣❛r ➮✈❡ ❡t ❇♦❜ ✿

QB =
√

G Q −
√

1 − G Q1 =
√

G(Q −√
χ0 Q1) ✭✷✳✸✼✮

QE =
√

1 − G Q +
√

G Q1 =
√

1 − G(Q + Q1/
√

χ0), ✭✷✳✸✽✮

❞✬♦ù ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✿

VB = G(V + χ0V)N0 ✭✷✳✸✾✮

VE = (1 − G)(V + V/χ0)N0 ✭✷✳✹✵✮

〈QBQE〉 =
√

G(1 − G)(V − V)N0 ✭✷✳✹✶✮

〈QEQ2〉 = ±
√

G
√
V2 − 1N0 ✭✷✳✹✷✮

〈QBQ2〉 = ∓
√

1 − G
√
V2 − 1N0. ✭✷✳✹✸✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✼ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à
❇♦❜ ✿ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té χ ✈❛✉t
χ0V ✳ P♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ➮✈❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ s❛ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ✿

V =
χ

χ0

. ✭✷✳✹✹✮

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ➮✈❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ s❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s QE ❡t Q2✳ ❈✬❡st
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ♥♦té❡ I(QE, Q2; QB)✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s QE ❡t Q2 ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ QB ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✿

IBE = I(QE, Q2; QB) ✭✷✳✹✺✮

= S(QB) − S(QB|QE, Q2) ✭✷✳✹✻✮

= S(QB) − (S(QB, QE, Q2) − S(QE, Q2)) ✭✷✳✹✼✮

=
1

2
log2

(
VB

VB|E

)

✭✷✳✹✽✮

❛✈❡❝ VB|E =
det(K)

det(KE)
, ✭✷✳✹✾✮

s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✽✳ K ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞❡s QB✱ QE ❡t Q2 r❡❣r♦✉♣❛♥t
❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✷✳✸✾ à ✷✳✹✸ ✿

K =





VB 〈QBQE〉 〈QBQ2〉
〈QBQE〉 VE 〈QEQ2〉
〈QBQ2〉 〈QEQ2〉 V



 ✭✷✳✺✵✮

❡t KE ❡st ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ K✱ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s QE ❡t Q2

❞✬➮✈❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts det(K) ❡t det(KE) ❞♦♥♥❡ ✿

VB|E =
1

G(χ + 1
V

)
N0, ✭✷✳✺✶✮



✷✳✻ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✸✼

q✉✐ s❛t✉r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✿ ❧❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ ✐♥tr✐q✉❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝
❧✬❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡✳

❖♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❣r♦✉♣❛♥t
❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s QA✱ QE ❡t Q2✱ ❛✈❡❝ ✿

〈QAQE〉 =
√

1 − GVAN0 ✭✷✳✺✷✮

〈QAQ2〉 = 0, ✭✷✳✺✸✮

q✉✐ ❞♦♥♥❡

VA|E =
VA(χ + 1)

V χ + 1
N0 ⇒ IAE =

1

2
log2

(
VA

VA|E

)

=
1

2
log2

(

V + 1
χ

1 + 1
χ

)

, ✭✷✳✺✹✮

q✉✐ ❡st ❧à ❛✉ss✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r IAE q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜é ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥✈✐❞✉❡❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✐r❡❝t

❡t ✐♥✈❡rs❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à ❇♦❜ ✿ ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s✉r ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s IAE ❡t IBE q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛tt❛q✉❡s s❛t✉r❛♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✐r❡❝t✱ ❝✐t♦♥s ❧❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ ❬✹✱ ✷✵❪✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✶❪ ♣r♦♣♦s❡
✉♥ ♠♦♥t❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ♦♣t✐q✉❡✳

✷✳✻ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s

❘és✉♠♦♥s ❧❡s ét❛♣❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❞♦♥t ♥♦✉s
✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ sé❝✉r✐té✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡✱ ❆❧✐❝❡ ❝❤♦✐s✐t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s XA ❡t PA ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VA✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (XA, PA)✳ ❈❡t ét❛t ❡st tr❛♥s♠✐s à ❇♦❜ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❜r✉✐té✳ ❈❡
❞❡r♥✐❡r ♠❡s✉r❡ ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉✳ ➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❆❧✐❝❡ ❡t
❇♦❜ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I✳

▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣✲
tés à ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s té❧é❝♦♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❡t ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲
♦♣t✐q✉❡s ❀ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣❛r ❇♦❜ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡
✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s P■◆ ❡✣❝❛❝❡s✳ ❚♦✉s ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts st❛♥❞❛r❞s ♦♥t été
♦♣t✐♠✐sés ♣❛r ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ♦♥t ❞❡s ❜❛♥❞❡s ♣❛ss❛♥t❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✵
●❍③✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❞❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ♣❤♦t♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❡st ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ t❤é♦r✐q✉❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❜✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲✬ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB ❡st ❛♣♣❡❧é❡
✓ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✔✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✐r❡❝ts✱ ❡t ❞❡
ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✐♥✈❡rs❡s✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ■■ ❡t ■■■ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

✷✳✼ P❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❄

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✐♠♣❧❡
é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t
r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❡✉rs ♣❡rs✲
♣❡❝t✐✈❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ✿ ✓P❤♦t♦♥s
✉♥✐q✉❡s ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❄✔✳

P♦✉r ♠❡♥❡r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é ✜♥❛❧ K✱ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❜✐ts ♣❛r
s❡❝♦♥❞❡✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

K = f∆I ✭✷✳✺✺✮

♦ù f ❡st ❧❡ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ∆I ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡s
❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ✭♣✳✉✳✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s ✭✈✳❝✳✮✳

➱t✉❞✐♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ q✉❛♥t✐té ∆I ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣❛r❢❛✐t❡✱
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ❧❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ T ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❖♥ é❝r✐t ✿

∆I♣✳✉✳ =
1

2
T ✭✷✳✺✻✮

∆I❝✳✈✳ = −1

2
log2

[

T

(
1

T
− 1 +

1

V

)]

✭✷✳✺✼✮

∼ 1

2 ln(2)
T ≃ 0, 72T ♣♦✉r T ≪ 1 ❡t V ≫ 1. ✭✷✳✺✽✮

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆I❝✳✈✳ ❡st r❡♣r♦❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✾ ♣♦✉r ξ = 0✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆I♣✳✉✳ ❡st
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❛rr✐✈❛♥t ❝❤❡③ ❇♦❜✱ ♣♦♥❞éré❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1/2 r❡♥❞❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❜❛s❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù T ≪ 1✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ t❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r T ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✱ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t
tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✉ ♣❧✉s ✶✴✷ ❜✐t ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥t ✉♥
❞é❜✐t ❞❡ 1

2
log2 V ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✶✱ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t

❣r❛♥❞✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✿ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥t✐♥✉
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s tr❛♥s♠✐s❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐r ❧❡ ❜✐t ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣❡rt❡s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ∆I ❡st ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❧❡s ré❛❧✐tés ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ P♦✉r ❧❡s
♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✱ ♦♥ r❡❝❡♥s❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❬✷✷❪ ✿ ❧❡s ✉♥❡s ❧✐♠✐t❡♥t ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❧é✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s❛ ♣♦rté❡✳

❉é❜✐t P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❝♦❤ér❡♥t❡ ❛tté♥✉é❡✹ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ µ = 0, 1 ♣❤♦t♦♥ ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✺✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s

✹▲❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♦♥t ❞❡s ❡✣❝❛❝✐tés ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧✲
s✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛tté♥✉é❡s ❬✷✸❪✳

✺▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛tté♥✉é❡s ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡s
s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ ❬✷✹❪ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦té❣❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❞❡ t②♣❡ P◆❙ ✭✧P❤♦t♦♥ ◆✉♠❜❡r ❙♣❧✐tt✐♥❣✧✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ré❝❡♥ts ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✭✧❞❡❝♦② st❛t❡s✧ ❬✷✺❪✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r µ ≃ 0, 1 ❬✷✻❪✳



✷✳✼ P❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❄ ✸✾

❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ✭♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s à ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡ ♣❤♦✲
t♦♥s✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡s s♦❝✐étés ✐❞◗✉❛♥t✐q✉❡ ♦✉ Pr✐♥❝❡t♦♥ ▲✐❣❤t❲❛✈❡✮
♦♥t ❞❡s ❡✣❝❛❝✐tés ❧✐♠✐té❡s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ η = 0, 25✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞é❢❛✉ts ♦♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r µη✳

P♦rté❡ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t é♠❡ttr❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣♦s✐t✐❢ ♠ê♠❡ ❡♥
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ❈❡s ❝♦✉♣s ❞✬♦❜s❝✉r✐té ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−4 ♣❛r ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞❡✮ ❢♦r♠❡♥t
❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ ❡t ❞é❣r❛❞❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡
∆I♣✳✉✳✳ P♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡
❦✐❧♦♠ètr❡s✮✱ ✐❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣ré❞♦♠✐♥❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣❤♦t♦♥s r❡ç✉s✱ ❡t
❛♥♥✉❧❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❉é❜✐t ▲❡s ♣❡rt❡s ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ré❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❡①tr❛❝t✐❜❧❡s ♣❛r s②♠❜♦❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té❡ ❝❛r ❧❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❡✣❝❛❝✐tés✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
✽✵✪✳

P♦rté❡ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré✲é❝r✐r❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ∆I = βIAB − IBE✱ ♦ù β ❡st ❧✬❡✣✲
❝❛❝✐té ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭♦✉ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡s ✶✷ ❡t ✶✸✮✳ ❆❧♦rs q✉❡ IAB − IBE ❡st ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡
❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ❞❡ βIAB − IBE q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦rté❡
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té β = 0, 87✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✸✵ ❦♠✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s à
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts ✿ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ❣❛✐♥s✱ ∆I ≪ IAB, IBE ✭✈♦✐r ❝♦✉r❜❡ ✷✳✹✮✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✐♥❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜
♣❡✉t ❛♥é❛♥t✐r ❧❡✉r ❛✈❛♥t❛❣❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s s♦♥t ♠♦✐♥s s❡♥✲
s✐❜❧❡s à ❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❝❛r ∆I ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ IAB ❡t IBE✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ♣❧✉s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❞✬❡rr❡✉rs✳ ❈❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛ ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✿
♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ♣❤♦t♦♥s q✉✐ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ❥✉sq✉✬à ❇♦❜✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣❤♦t♦♥s✱ ♣❡r❞✉s
❡♥ ❧✐❣♥❡s✱ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦rés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ré♣❛rt✐❡ éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t
s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❧❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ré✉ss✐r à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥
❡♥t❡♥❞✉ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

▲❡ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ f ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I ❡♥
❜✐ts ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s tr♦✐s ré❣✐♠❡s
q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ✿

• ▲✬♦♣t✐q✉❡ ❡st ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts té❧é❝♦♠ st❛♥❞❛r❞s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t
à ❞❡s t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ✶✵ ●❍③ ❀

• ▲✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❥✉sq✉✬à ✶✵ ▼❍③✳ ❯♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t à ✶✵✵ ▼❍③ ❛ t♦✉t❡❢♦✐s
été ❞é♠♦♥tré❡ ❬✷✼❪✳ ▲✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡st ❧✐♠✐✲
té❡ à ✷ ▼❍③✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛rt❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé❡s ♣❛r



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

❧❛ s♦❝✐été ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s
❥✉sq✉✬à ✶✵✵ ▼❍③ ❀

• ❉❛♥s ♥♦tr❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ✭P❡♥t✐✉♠ ❉✽✷✵✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✸ q✉❡ ❝❡s
♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAB à ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✶✵✵ ❦❍③ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✶✵✵ ✵✵✵ s②♠❜♦❧❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✮✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞é❞✐és✱ ♦✉ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈és✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✿ ❛♣rès ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦t♦♥✱ ❝❡s ❞ét❡❝t❡✉r s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ♠♦rt
✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ✐❧s s♦♥t ✐♥❛❝t✐❢s✳

▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❡t à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t à ❧✬❤❡✉r❡
❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❥❡✉♥❡ss❡ ❞❡s s❡❝♦♥❞s✳ ❖♥ r❡✲
♠❛rq✉❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐♠♣♦sés
♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❢♦♥t ❝❤✉t❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐té ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✳ ◗✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❧✐✈r❡r ✉♥ t❛✉① s❡❝r❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❦✐❧♦❜✐ts ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ✷✺ ❦♠✳ ❊♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✱
❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❞❡s t❛✉① ♣❧✉s é❧❡✈és✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à
♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s à
❢r❛♥❝❤✐r ♣♦✉r ❞é♣❛ss❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛❝t✉❡❧✱ rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡s
❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s P❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❱❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

P♦rté❡ ❈♦✉♣s ❞✬♦❜s❝✉r✐té ❊✣❝❛❝✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥

❉é❜✐t ❊✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❊✣❝❛❝✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
✭❜✐ts✴s②♠❜♦❧❡✮ ❡t ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs

❚❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❚❡♠♣s ♠♦rt ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
✭s②♠❜♦❧❡s✴s✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ rés✉♠❡r ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✿ ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s
✭t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✱ r❡❧❛✐s q✉❛♥t✐q✉❡s ❬✷✽❪✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é✲
❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❈❡s ❛✈❛♥❝é❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞❡ r❡❥♦✐♥❞r❡
❧❡ t❛✉① t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✽✳ ➚ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ✷▼❍③ ♣❛r ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡

❞ét❡❝t✐♦♥ ❤étér♦❞②♥❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ é♠✐ss✐♦♥ ✭❆❧✐❝❡✮ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❇♦❜ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ✱ ❛✉
❧✐❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✓❤étér♦❞②♥❡✔✱ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥
sé♣❛r❛♥t ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✳
❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❡r♦♥s ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✐r❡❝t ❡t ✐♥✈❡rs❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s é✈❛❧✉❡r♦♥s ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s
rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✸✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G = g2 < 1 ❡t ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t XCB ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡ χN0 ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ XA ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ XB r❡ç✉❡ ♣❛r ❇♦❜ ✿

XB = g(XA + X0 + XCB), ✭✸✳✶✮

♦ù X0 ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0 ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t XCB ❡st ❧❡
❜r✉✐t ❛❥♦✉té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ χN0✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡✱ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X ′

B

♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❇♦❜ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ XB ❛✈❡❝
✉♥ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡ X ′

0 ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0✳ ❆❧♦rs ✿

X ′
B =

1√
2
(XB − X ′

0) =
1√
2
g(XA + X0 + XCB − 1

g
X ′

0). ✭✸✳✷✮

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ ✿

V ′
N =

(

1 + χ +
1

G

)

N0. ✭✸✳✸✮

✹✶



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤étér♦❞②♥❡

XA PA
P

X’0

X
XB X’B

χG,

Source

Alice

quantique

Canal

Bob

❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡✳ ❆❧✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡ à ❇♦❜ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts
♠♦❞✉❧és ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VA✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G ❡t
❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ χ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❆♣rès ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❇♦❜ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡♥
❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❡t ♠❡s✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s
♠❡s✉r❡s✱ s②♠❜♦❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛✱ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥
❢❛✐s❝❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♥♦♥ r❡♣rés❡♥té✳

❊♥✜♥✱ ❡♥ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ P ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✿

IAB = 2 × 1

2
log2 (1 + SNR) ✭✸✳✹✮

= log2

(

1 +
VA

V ′
N

)

✭✸✳✺✮

= log2

(

1 +
VA

1 + χ + 1
G

)

. ✭✸✳✻✮

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡
♣❤♦t♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❢❛✐t ❞é❝r♦îtr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞♦✉❜❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ G ❡t ❞❡ χ✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡✛❡t ❧✬❡♠♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✿

I❤étér♦❞②♥❡AB > I❤♦♠♦❞②♥❡
AB . ✭✸✳✼✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡st✐♠❡r ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜♦r♥❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IBE ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ ♣✉✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAE ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳

✸✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡

P♦✉r ❜♦r♥❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡✱
♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✉✈♦✐rs q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛❝❝♦r❞és ✿ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t X ′

0 ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❇♦❜ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉ ❡t ✐♥❝♦♥trô❧é ♣❛r ➮✈❡✳ ◆♦✉s
r❡♥❝♦♥tr❡r♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐t❡ ✓ré❛❧✐st❡✔ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉✬➮✈❡ ♥✬❛
❛❝❝ès q✉✬à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ tr❛♥s✐t❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s
s②stè♠❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❜✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❧❡ ♣♦✉✈❛✐t✱ ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
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❧✐r❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ♦✉ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré ♣❛r ❇♦❜✱ ❡t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛✐t
♣❧✉s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❞♦♥❝ très ❣é♥ér❛❧❡ ❡t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ à t♦✉t ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳

◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ❜♦r♥é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VB|E ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤♦♠♦✲
❞②♥❡ ✿

VB|E ≥ 1

G
(
χ + 1

V

)N0. ✭✸✳✽✮

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VB′|E ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❤étér♦❞②♥❡ ✿

VB′|E =
1

2

(
N0 + VB|E

)
≥ 1

2

(

1 +
1

G
(
χ + 1

V

)

)

N0. ✭✸✳✾✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

VB′|E = V ′
B − 〈XEX ′

B〉2
VE

✭✸✳✶✵✮

=
1

2
(VB + N0) −

1

2

〈XEXB〉2
VE

❝❛r
X ′

B = 1√
2
(XB − X ′

0)

❡t 〈XEX ′
0〉 = 0 ✭❤②♣♦t❤ès❡ ré❛❧✐st❡✮

✭✸✳✶✶✮

=
1

2

(
N0 + VB|E

)
. ✭✸✳✶✷✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ N0 ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛
❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✱ ❡t ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡✉①✳

P♦✉r ξ > 1 − 1/V ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✿

VB′|EX
· VB′|EP

≥ 1 ⇒ VB′|E ≥ 1. ✭✸✳✶✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡ ♦ù ξ < 1 − 1/V ✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ IBE ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ∆I ✿

IBE = 2 × 1
2
log2

(
VB′

VB′|E

)

≤ log2

[

G(V +χ+ 1
G)

1

G(χ+ 1
V )

+1

]
, ♣✉✐s

∆I = IAB − IBE

≥ − log2

[

G(1+χ+ 1
G)

1

G(χ+ 1
V )

+1

]

.
✭✸✳✶✹✮

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ▲❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❤étér♦❞②♥❡ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ t❛✉① s❡❝r❡t ❤♦♠♦❞②♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✐♠✐♥✉❡ q✉❛♥❞ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞✬❛tt❛q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡
❧❛ ❜♦r♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét❛❜❧✐r s✉r IBE✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣❧✉s
❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t✳

✸✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❜♦r♥❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAE ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s r❡str❡✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
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❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ ❡♥ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✭❝♦✉r❜❡s
♣❧❡✐♥❡s✮✱ ♣♦✉r VA = 40N0 ❡t ξ = 0✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭❝♦✉r❜❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✮✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❣r❛ss❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡❝rèt❡s ✿ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❤étér♦❞②♥❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❤♦♠♦❞②♥❡✳

Alice

G E
χ E

P

X

Ève

Bob?

,

χ
G

❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❤étér♦❞②♥❡✳ ➮✈❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉
tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ GE ❡t χE ❧❡s ❣❛✐♥ ❡t ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡
❤étér♦❞②♥❡✳

➮✈❡ ♣ré❧è✈❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❙✉r
❝❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣ré❧❡✈é✱ ➮✈❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té
✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❡①♣r✐♠é IAB ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ G ❡t χ✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r IAE ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s GE ❡t χE ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✈✉ ♣❛r ➮✈❡ ✿

IAE = log2

V + χE + 1
GE

1 + χE + 1
GE

. ✭✸✳✶✺✮

P♦✉r ❜♦r♥❡r s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣
s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts ❛❥♦✉tés✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✸✮ ✿

χE >
1

χ
. ✭✸✳✶✻✮
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❋✐❣✳ ✸✳✹✿ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ➮✈❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❝❧♦♥❡✉s❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ 1 → 3

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAE ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ χE + 1
GE

❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r
GE −→ ∞ ❡t χE = 1

χ
✱ ✐✳❡✳ χE + 1

GE
= 1

χ
✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAE ✈❛✉t ❛❧♦rs ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✿

IAE = log2

V + 1
χ

1 + 1
χ

. ✭✸✳✶✼✮

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞✐r❡❝t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ s✐ ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té χ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✶✱ ❝❡tt❡
❜♦r♥❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à IAB ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡✲
❝rèt❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✐ ❧❡s ♣❡rt❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡s s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✴✷✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❢❛✐❜❧❡s ❜r✉✐ts ❛❥♦✉tés 0 < χ < 1✳

❆✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ s✉r IAE✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ❡st ✉♥ ❝❧♦♥❛❣❡ ❛s②✲
♠étr✐q✉❡ 1 → 3 ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ▲❡ ❝❧♦♥❛❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✉♣❧✐q✉❡r M ❢♦✐s ✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ➮✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✸ ❡t ✸✳✸ ❡st ✉♥ ❞❡ ❝❧♦♥❛❣❡ 1 → 2
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❞❡s ❝❧♦♥❡s ❡st ❡♥✈♦②é à ❇♦❜✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❧♦♥❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣❛r ➮✈❡✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧❡ ❝❧♦♥❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✉ ❜r✉✐t s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❧♦♥❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✳

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❧♦♥❛❣❡ ❡st ❧❡ ❝❧♦♥❛❣❡ s②♠étr✐q✉❡ ❬✷✾✱ ✸✵❪✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s
❝❧♦♥❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣✐♦♥♥❛❣❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥
❝❧♦♥❛❣❡ ❞✐ss②♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝❧♦♥❡ ❡♥✈♦②é à ❇♦❜ ❛ ✉♥ ❜r✉✐t χ✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡✭s✮ ❝❧♦♥❡✭s✮
❝♦♥s❡r✈és ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ♦♥t ✉♥ ❜r✉✐t χE ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❜♦r♥é χE > 1/χ✮✳

▲❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ 1 → 3 q✉❡ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮ ❡st ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞✐ss②♠é✲
tr✐q✉❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❜r✉✐t s✉r ❧❡ ❝❧♦♥❡ ❞❡ ❇♦❜ ✭♥♦té ✶✮ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉
❜r✉✐t s✉r ❧❡s ❝❧♦♥❡s ❞✬➮✈❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ➮✈❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❧♦♥❡s ✭♥♦té ✷✮
❡t ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ P s✉r ❧✬❛✉tr❡ ❝❧♦♥❡ ✭♥♦té ✸✮✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s ✭X ❞✉ ❝❧♦♥❡ ✸ ❡t
P ❞✉ ❝❧♦♥❡ ✷✮ ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞♦♥❝ t♦✉t ✐♥térêt à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❜r✉✐t
♠✐♥✐♠❛❧ s✉r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠❡s✉ré❡s✱ ❛✉① ❞é♣❡♥s ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s✳ ▲❛ ❝❧♦♥❡✉s❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ➮✈❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐ss②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ❞❡s ❝❧♦♥❡s
✷ ❡t ✸✳ ◆♦✉s q✉❛♥t✐✜❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❛s②♠étr✐❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❜♦r♥❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❤♦♠♦❞②♥❡s✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ q✉✐ ❜♦r♥❡♥t
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❋✐❣✳ ✸✳✺✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ ❡♥ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ✭❝♦✉r❜❡s
♣❧❡✐♥❡s✮✱ ♣♦✉r VA = 40N0 ❡t ξ = 0✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t
❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭❝♦✉r❜❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✮✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❣r❛ss❡s s♦♥t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡❝rèt❡s✳

❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✸✮ ✿






χEXχ > 1
χEP χ > 1
χEXχEP > 1

✭✸✳✶✽✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ✭0 < χ < 1✮✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡
❜r✉✐t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré ♣❛r ➮✈❡ s♦♥t ❞♦♥❝

χEX = χEP =
1

χ
. ✭✸✳✶✾✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAE ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ➮✈❡ ✿

IAE =
1

2
log2

V + χEX

1 + χEX

+
1

2
log2

V + χEP

1 + χEP

= log2

V + 1
χ

1 + 1
χ

✭✸✳✷✵✮

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s tr♦✉✈é❡
❡♥ ét✉❞✐❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s r❡str❡✐♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ➮✈❡ ♣❡✉t ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ✜♥✐✳

▲❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❤étér♦❞②♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét❛❜❧✐r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐r❡❝t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❤♦♠♦❞②♥❡s ❞é♠♦♥tré❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ t❛✉① s❡❝r❡t
❤étér♦❞②♥❡ ♥✬❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ t❛✉① s❡❝r❡t ❤♦♠♦❞②♥❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣❡rt❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❞✉ ❝❧♦♥❛❣❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡s
❜r✉✐ts ❛❥♦✉tés ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✸✳✶✽✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs s✉r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❧♦♥❡s ❬✷✾❪✳ ❆✜♥ ❞❡ t❡♥t❡r ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❞❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦tr❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧♦♥❛❣❡ ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧❡s
tr♦✐s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❧❡ttr❡ C ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡
❝❛♥❛❧ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à ❇♦❜✱ ❡t ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ✷ ❡t ✸ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞✬➮✈❡ ✿



✸✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞✐r❡❝t ✹✼

• ▲❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❛rr✐✈❛♥t ❝❤❡③ ❇♦❜ s♦♥t ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
XCB ❡t PCB✳ ■❧s s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ χ✳

• ▲❡s ❜r✉✐ts ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡ s✉r s❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ♥♦tés XE2

❡t PE3 ✳ P♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ♠❡s✉ré❡s ♣❛r
❇♦❜✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❝❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✿ χEX = χEP = χα✳

• ▲❡s ❜r✉✐ts ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡ s✉r s❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ♥♦tés
XE3 ❡t PE2 ✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡s ❜r✉✐ts s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s χβ✳

• ❖♥ ♥♦t❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❜r✉✐ts ✿ C1 = 〈XE2XE3〉 = 〈PE2PE3〉✱ Cα = 〈XCBXE2〉 =
〈PCBPE3〉 ❡t Cβ = 〈XCBXE3〉 = 〈PCBPE2〉

➚ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s tr❛✐t❛♥t ❞✉ ❝❧♦♥❛❣❡ 1 −→ M ❬✹❪✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✿

Λ = XCB + λ2XE2 + λ3XE3 . ✭✸✳✷✶✮

♦ù λ2 ❡t λ3 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r Λ
❛✈❡❝ ❧❡ ❜r✉✐t PCB s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ P r❡ç✉❡ ♣❛r ❇♦❜ ✿

[Λ, PCB] = −2iN0(λ2 + λ3) ✭✸✳✷✷✮

❞✬♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✿

〈Λ2〉χ ≥ (λ2 + λ3)
2 ✭✸✳✷✸✮

❛✈❡❝ 〈Λ2〉 = χ + λ2
2χα + λ2

3χβ + 2λ2λ3C1 + 2λ2Cα + 2λ3Cβ ✭✸✳✷✹✮

❈♦rré❧❛t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s ✿ C1 = Cβ = Cα✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❛❥♦✉tés✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s λ2 = λ3 = −2 ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

χ2 + 4χ(χα + χβ) − 16 ≥ 0 ✭✸✳✷✺✮

❙✐ ❧❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ s✐ χα = χβ = χ✮✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
χ ≥ 4

3
q✉✐ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝❧♦♥❛❣❡ s②♠étr✐q✉❡ 1 → 3 ❬✷✾❪✳

❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞✬➮✈❡ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❇♦❜ ✭✐✳❡✳
s✐ χα = χβ = χE 6= χ✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

χE ≥ 16 − χ2

8χ
>

1

χ
✭✸✳✷✻✮

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✸✳✶✽ ✿ ❛✈❡❝ ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s r❡str✐❝t✐✈❡s
s✉r ❧✬❛tt❛q✉❡ ❞✬➮✈❡ ✭❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡t ❜r✉✐ts s②♠étr✐q✉❡s✮✱ ➮✈❡ ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s ❧❛ ❜♦r♥❡ ✸✳✷✵✳ P♦✉r
❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠❡s✉ré❡s ❡t ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s s♦✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ✿ χα 6= χβ✳
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭χα = 1

χ
✮✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜r✉✐t

χβ s✉r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s ✿

χβ ≥ 12 − χ2

4χ
>

16 − χ2

8χ
>

1

χ
✭✸✳✷✼✮



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤étér♦❞②♥❡

❈♦rré❧❛t✐♦♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ P♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✐♠♣❧❡ s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts ❛❥♦✉tés✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ λ2 = λ3 = −Cα+Cβ

C1
✳

❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭χα = 1
χ
✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡ ✿

χβ ≥ 3 − Cχ2

χ
, ❛✈❡❝ C =

( C1

Cα + Cβ

)2

✭✸✳✷✽✮

❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ q✉❡ C ❡st ❣r❛♥❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ C1 ❡st ❣r❛♥❞
❞❡✈❛♥t Cα + Cβ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠❡s✉ré❡s ❡t
♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡ s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s ✭χα = χβ = 1

χ
✮ s✐

C ≥ 2

χ2
✭✸✳✷✾✮

❈♦♥❝❧✉♦♥s ♥♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❜♦r♥❡s ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✽
s✉r ❧❡ ❜r✉✐t ❡♥t❛❝❤❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬➮✈❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ✿

• ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ➮✈❡✳ ❈❡❝✐
❡st ♣❡r♠✐s ❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r
➮✈❡✳

• ▼❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s s②♠étr✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠❡s✉ré❡s
❡t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡✳ P♦✉r q✉❡ ♥♦tr❡ ❛tt❛q✉❡ ❛tt❡✐❣♥❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✸✳✷✵✱
✐❧ ❢❛✉t ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡ s♦✐❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs
❛✉① ❜r✉✐ts s✉r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠❡s✉ré❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✼✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧❡s
q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠❡s✉ré❡s ❡t ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s s♦✐❡♥t ❛ss❡③ ❝♦rré❧és ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✾✮✳

✸✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐r❡❝t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞✬❛tt❛q✉❡
❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ✸✳✷✵ ❡t ✸✳✶✹✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡✉① ♦r✐❣✐♥❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱
❧❡s ❛tt❛q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ét❛❜❧✐❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧❡s ❜r✉✐ts ❛❥♦✉tés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s✳

P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❞✐r❡❝t ❡t ✐♥✈❡rs❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s tr♦✐s ❛tt❛q✉❡s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ t❛✉①
s❡❝r❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛r à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛tt❛q✉❡✳ ❈❡s tr♦✐s
❛tt❛q✉❡s s♦♥t ✿

• ▲❛ té❧é♣♦rt❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ➮✈❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r❢ér❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❛✈❡❝
❧✬✉♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ V s✉r ✉♥❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
1/2✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P s✉r ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡
❧❛ ❧❛♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ tr❛♥s❧❛t❡ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡s ♠❡s✉r❡s ♠♦❞✐✜és ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r G ❡♥ ✐♥t❡♥s✐té✳ ❈❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s❧❛té ❡st
❡♥✈♦②é à ❇♦❜✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ✿

G = 2T ❡t V =
s2 + 1

2s
❛✈❡❝ s =

T
(√

T + 1
)2
(

χ −
√

χ2 −
(

1
T
− 1
)2
)

(1 − T )2 ✭✸✳✸✵✮
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❋✐❣✳ ✸✳✻✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❤étér♦❞②♥❡s
✐♥✈❡rs❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞✐r❡❝t ✭❞r♦✐t❡✮✱ ♣♦✉r VA = 40N0 ❡t ξ = 0 ✭❝♦✉r❜❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IBE ✭❣❛✉❝❤❡✮ ♦✉ IAE ✭❞r♦✐t❡✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐❡✳

• ▲❛ ❝❧♦♥❡✉s❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❬✷✶❪✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ➮✈❡ ❛♠♣❧✐✜❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r G ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é
♣❛r ❆❧✐❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ♦♣t✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❛tté♥✉❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r T2 ❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛✈❛♥t ❞❡
❧✬❡♥✈♦②❡r à ❇♦❜✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ➮✈❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r❢ér❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s ✐ss✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s
X ❡t P ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ✿

T2 = T (1 − ξ/2) ❡t G =
1

1 − ξ/2
. ✭✸✳✸✶✮

• ▲✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✧❋❡❡❞✲❋♦r✇❛r❞✧ ❬✸✶✱ ✸✷❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❧♦♥❡✉s❡ 1 → 2 s❛♥s
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✸✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ ➮✈❡ ♣ré❧è✈❡ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ 1 − T2 ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ❞✬❆❧✐❝❡ à ❇♦❜✱ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣ré❧❡✈é ♣✉✐s tr❛♥s❧❛t❡
❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡♥✈♦②é à ❇♦❜ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡s ♠❡s✉r❡s ♠♦❞✐✜és
❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r G ❡♥ ✐♥t❡♥s✐té✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r
❧✬❡s♣✐♦♥ ✿

T2 =
Gξ(2 − ξ) − 2(ξ + 2) + 4

√

ξ(2 − G(2 − ξ))

4/G + 4ξ + Gξ2
❡t G = Tξ, ✭✸✳✸✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣❛r ❝❡s ❛tt❛q✉❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

V a
B|E =

T (2 − ξ)2(V − 1)

2(V + 1)
√

2 − 2T + Tξ
√

ξ + ξ(Tξ − 3T + V (1 + T ) + 1) + 2(V (1 − T ) + 1 + T )
+ 1

✭✸✳✸✸✮
❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦r♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ② ❛ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ✿

{

χ = 1
T

√

1 − T + T
V 2 − 1

V

♦✉ ξ = 2
✭✸✳✸✹✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐r❡❝t✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣❛r ✿

χa
E =

Tξ2 + ξ − 3ξT + 2(T + 1) + 2
√

2 − 2T + Tξ
√

ξ

(
√

2 − 2T + Tξ +
√

ξ)2
✭✸✳✸✺✮



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤étér♦❞②♥❡

▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❜♦r♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ② ❛
❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉r ✿

{

χ =
√

T−1
T

♦✉ ξ = 2
✭✸✳✸✻✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ❛tt❛q✉❡s ❛✉① ❜♦r♥❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❜♦r♥❡s ❝♦♥♥✉❡s✱
❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t à ❡♥✈✐s❛❣❡r ✿ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛tt❛q✉❡s✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s
♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥❣♥❛♥t❡s✳ ❉❡ ré❝❡♥t❡s ét✉❞❡s ♥♦✉s ❧❛✐ss❡♥t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠❜❧❡
êtr❡ ✈ér✜é❡✳

✸✳✺ ◗✉❡❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❄

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡ ✐♥✈❡rs❡ s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤♦♠♦❞②♥❡
♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ s✉r IBE✱ ✐❧ s✉r♣❛ss❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❞❡✉① ❡✛❡ts ré❞✉✐s❡♥t s♦♥ ✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡ ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ P♦✉r
ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣✐❧♦t❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❇♦❜✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st q✉❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞é❥à ré❛❧✐sé ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡✱ ❡t ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❡t ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡
♥♦✉s ❛✛r❛♥❝❤✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ❞❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡
❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡♥s❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
❞ét❡❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❞②♥❡s ❞✐✈✐s❡ ❞❡ ♠♦✐t✐é ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❡t
❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡ ❡st ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐✲
♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB✳
▲✬❡✣❝❛❝✐té β ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❧✐♠✐té❡ ✿ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ β = 0, 87
♣♦✉r G = 0, 25✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①tr❛✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡
❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ✿

∆I = βIAB − IBE. ✭✸✳✸✼✮

P♦✉r β = 1✱ ∆I ❡st ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ β < 1✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❜✐t s❡❝r❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s♠✐s✳ ▲❛
❣r❛♥❞❡✉r β♠✐♥ = IBE/IAB ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣r♦❞✉✐s❡ ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳ ❖♥ tr❛❝❡ ❝❡tt❡ ❡✣❝❛❝✐té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❡ IAB ❡t IBE q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ✷✳✹ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡t ✸✳✷ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❤étér♦❞②♥❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
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Transmission du canal G

❋✐❣✳ ✸✳✼✿ ❊✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱
♣♦✉r VA = 12N0 ❡t ξ = 0✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭❝♦✉r❜❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮ s✉♣♣♦rt❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s
❢❛✐❜❧❡s ❡✣❝❛❝✐tés q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭❝♦✉r❜❡ ♣❧❡✐♥❡✮✳

ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♥♦s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❡ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡ ♥❡ tr❛♥s♠❡t ♣❧✉s ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts ♣♦✉r G = 0, 25✳ ❈❡t ❡✛❡t ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ ✿ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝❤❡③ ❇♦❜ ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ r❡ç✉ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡
✉♥✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ❖r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
s♦♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ♣❧✉s ❜r✉✐té❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❇♦❜ ❞♦✐t tr❛✐t❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞✐s♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✿ ❝❡ s✉r❝r♦ît ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈✐❡♥t
❡♥❝♦r❡ ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st à ❧✬❤❡✉r❡
❛❝t✉❡❧❧❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❤étér♦❞②♥❡ r❡st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣r❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❬✸✹❪✳



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤étér♦❞②♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s q✉✐ ♦♥t été ♣✉❜❧✐é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡
sé❝✉r✐té✱ ❛ss♦❝✐és à ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❛tt❛q✉❡s q✉❛♥t✐q✉❡s s❝❤é♠❛t✐sé❡s ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✿

• ▲❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ➮✈❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts
❡♥✈♦②és ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ➮✈❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r❛❣✐r
❝❤❛q✉❡ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t tr❛♥s✐t❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s✐❣♥❛❧ s♦♥❞❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t
❣❛r❞❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ré✈é❧❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s q✉❡ ❇♦❜ ❛ ❝❤♦✐s✐
❞❡ ♠❡s✉r❡r✳ ❊♥✜♥✱ ➮✈❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥❞❡s✳

• ▲❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ➮✈❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r t♦✉t❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ❡♥✈♦②és ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉①
❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬➮✈❡ ❛ ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥❞❡s✱ ❛♣rès ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✮✱ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ str❛✲
té❣✐❡ ❞✬❡s♣✐♦♥♥❛❣❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ tr❛♥s♠✐s❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡♥tré❡s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♥❞❡s✱ s✉✐✈✐❡
❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

• ▲❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ s♦♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✱ ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ➮✈❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s s✉r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬ét❛ts
❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛ts é❝❤❛♥❣és✳

• ▲❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s s♦♥t ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❖♥ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ➮✈❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ à ✐♥tr✐q✉❡r t♦✉t❡s s❡s
s♦♥❞❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts q✉✐ tr❛♥s✐t❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧
q✉❛♥t✐q✉❡✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s❡ ❞é❝❧✐♥❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❛tt❛q✉❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s ❛tt❛q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ➮✈❡ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t ➮✈❡ ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé❡ à ✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥ ✭sé♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡✱ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❊P❘✱
♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ✳ ✳ ✮✳ P♦✉r ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s
♣❛r ❇♦❜ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ▲❡s ❛tt❛q✉❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ➮✈❡ à ❡✛❡❝t✉❡r t♦✉t

✺✸



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

Alice

Ève

Bob

Ève

Alice Bob

Alice Bob

Ève

C

M

C

M

C

M

C

M

C

M

U

C C C

m

C

m

C

mm m . . .

C

M

C

M

C

M

C

M

C

M

U

U

. . .
Collective

Cohérente . . .

Individuelle

❋✐❣✳ ✹✳✶✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s s✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✳ ➮✈❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭C✮
❝❤❛q✉❡ ét❛t tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ s♦♥❞❡✳ ❊❧❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s
❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r s❡s ét❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❥✉sq✉✬à ré✈é❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r
❇♦❜ ✭m✮✱ ♦✉ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ✭M✮✳ ▲❡s ❛tt❛q✉❡s
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❡t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r t♦✉s ❧❡s
s②♠❜♦❧❡s tr❛♥s♠✐s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧✳

t②♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ♣❡r♠✐s ♣❛r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❝♦♥s✐❞éré✳

❊♥✜♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ sé❝✉r✐té s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✿ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡
♣♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞✉s à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s ré❝❡♥t❡s ❬✸✺❪✳

✹✳✶ ■♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ✿ s❝❤é♠❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♠♦❞✉❧és ♣❛r ❆❧✐❝❡✱ ❛♣♣❡❧é s❝❤é♠❛ à ✓✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✈✐r✲
t✉❡❧❧❡✔ ❬✶✽❪✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡
✓♣ré♣❛r❛t✐♦♥✲é♠✐ss✐♦♥✔ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✳ ❆❧✐❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡♥



✹✳✶ ■♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ✿ s❝❤é♠❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ✺✺

X

XA

PA

Q

Am
A1 A2

P

quantique
Canal

Alice

Phase

Bob

EPR
B

❋✐❣✳ ✹✳✷✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ à ✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ❆❧✐❝❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤été✲
r♦❞②♥❡ s✉r ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① ✭♠♦❞❡ A1✮ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VA + 1✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✉tr❡
♠♦❞❡ ✭A2✮ ❡st ❡♥✈♦②é à ❇♦❜ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡ (XAm , PAm)✳
❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❆❧✐❝❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈❡rs ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (XA, PA) ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ (XAm , PAm)✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡ VAN0

❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ✭♥♦té A1✮ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
V N0 = (VA + 1)N0✳ ▲✬❛✉tr❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ A2 ❡st ❡♥✈♦②é à ❇♦❜ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡
✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t (XA, PA) ❡♥✈♦②é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ (XAm

, PAm
) ❞✬❆❧✐❝❡✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✓✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡✔ ❡t ✓♣ré♣❛r❛t✐♦♥✲
é♠✐ss✐♦♥✔✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ KAm,A2 ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✻✮ q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❊P❘ s✬❡①♣r✐♠❛✐t ✿

KA1,A2 =

[
V N0 ±

√
V 2 − 1N0

±
√

V 2 − 1N0 V N0

]

, ✭✹✳✶✮

♦ù ± ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X ♦✉ P ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❖♥ ❛❧tèr❡ ❧❡ ♠♦❞❡ A1 ♣❛r ✉♥❡
❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ 1/2 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ KAm,A2 ✿

KAm,A2 =

[
1
2
(V + 1)N0 ± 1√

2

√
V 2 − 1N0

± 1√
2

√
V 2 − 1N0 V N0

]

. ✭✹✳✷✮

❈♦♠♠❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ N0 ❛❥♦✉té❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞❡ Am ♣❛r ❧❛
❧❛♠❡ sé♣r❛tr✐❝❡✱ ❡t ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1√

2
❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ KAm,A2 ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VA2|Am
q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❞✬❆❧✐❝❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞❡ A2 ❡♥✈♦②é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿

VA2|Am
=

det(KAm,A2)

VAm

✭✹✳✸✮

= N0. ✭✹✳✹✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ V N0 = (VA+1)N0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ N0 ✿
❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ✓✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡✔ ❡st ❜✐❡♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✓♣ré♣❛r❛t✐♦♥✲é♠✐ss✐♦♥✔
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❆❧✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VAN0 ❛✉q✉❡❧ s❡ r❛❥♦✉t❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡
♣❤♦t♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0 ✐♥❝♦♥♥✉ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✸✱ ♦♥
❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (XA, PA) ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡♥✈♦②é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts (XAm
, PAm

) ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❤étér♦❞②♥❡ ❞✬❆❧✐❝❡ ✿

(XA, PA) =
〈AmA2〉

VAm

(XAm
, PAm

) ✭✹✳✺✮

=

√

2(V 2 − 1)

V + 1
(XAm

,−PAm
). ✭✹✳✻✮

❉❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛ à ✓✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡✔ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ét❛✲
❜❧✐r ❬✹✱ ✸✻❪ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VB|E q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❛♥♥♦♥❝é❡
❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✼✮✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ ✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❜♦r♥❡r s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IBE ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ é❝r✐t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s XB ❡t PB ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t XA1 ❡t ❧❛
q✉❛❞r❛t✉r❡ PE ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ➮✈❡✶ ✿

XB = αA1XA1 + δXA1 ✭✹✳✼✮

PB = αEPE + δPE. ✭✹✳✽✮

♦ù αA1 = 〈A1B〉
VA1

✱ αE = 〈EB〉
VE

✱ 〈δX2
A1
〉 = VB|A1 ❡t 〈δP 2

E〉 = VB|E ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✹✮✳ ❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ✿

[δXA1 , δPE] = [XB − αA1XA1 , PB − αEPE] ✭✹✳✾✮

= [XB, PB] ❝❛r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞✐st✐♥❝ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✭✹✳✶✵✮

= 2iN0. ✭✹✳✶✶✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ δXA1 ❡t δPE ✿

VB|EVB|A1 ≥ N2
0 , ✭✹✳✶✷✮

q✉✐ ❜♦r♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ VB|E ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ à ♣r♦♣♦s ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ❇♦❜✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
VB|A1 à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ KA1,B q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❛❧tér❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ KA1,A2 ✿

KA1,B =

[
V N0 ±

√
G
√

V 2 − 1N0

±
√

G
√

V 2 − 1N0 G(V + χ)N0

]

. ✭✹✳✶✸✮

❞✬♦ù

VB|A1 =
det(KA1,B)

VA1

= G

(

χ +
1

V

)

N0. ✭✹✳✶✹✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
à ❧✬❡s♣✐♦♥ ✿

VB|E ≥ 1

G
(
χ + 1

V

)N0. ✭✹✳✶✺✮

❈✬❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❛♥♥♦♥❝é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❡t q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❜♦r♥❡r
✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ∆I ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✳

✶▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❇♦❜ ♠❡s✉r❡ ✉♥❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t r❡ç✉✳



✹✳✷ ❆tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✺✼

✹✳✷ ❆tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s

▲❡s t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s♦♥t sûrs ❢❛❝❡ ❛✉①
❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t tr❛✐té ❝❤❛q✉❡
ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉✬➮✈❡ ❢❛✐s❛✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ s✉r ❧✬ét❛t ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❛✉q✉❡❧ ❡st ❛❞❥♦✐♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st
✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ G ❡t ❞❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ξ ✿ ❧❡s t❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❡①❝ès
❞❡ ❜r✉✐t✳

✹✳✸ ❆tt❛q✉❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡

❋ré❞ér✐❝ ●r♦ss❤❛♥s ❡t ◆✐❝♦❧❛s ❈❡r❢ ♦♥t ♠♦♥tré ❬✸✻❪ q✉❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✱ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♦✉ ♥♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬✸✼❪ ✿

S(XB|E) + S(PB|PA1) ≥ 2S0 ✭✹✳✶✻✮

♦ù S ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡✱ E ❡st
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✭q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮ ❞✬➮✈❡✱ ❡t S0 = 1

2
log2(2πeN0) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✹✳✶✷ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r IBE ♣✉✐s
∆I ♣❛r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♥♥✉❡s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜ ✿

IBE = S(XB) − S(XB|E) ≤ S(XB) + S(PB|PA1) − 2S0 ✭✹✳✶✼✮

♣✉✐s ∆I = IAB − IBE ≥ 2S0 − S(XB|XA) − S(PB|PA1) ✭✹✳✶✽✮

❛✈❡❝ IAB = S(XB) − S(XB|XA). ✭✹✳✶✾✮

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡①tré♠❛❧✐té ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿ S(XB|XA) ≤
SG(XB|XA) ♦ù SG(XB|XA) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛②❛♥t ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✭✈❛r✐❛♥❝❡s VA = 〈X2

A〉✱ VB = 〈X2
B〉✱ ❡t

❝♦rré❧❛t✐♦♥s 〈XAXB〉✮ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❖♥
s❡ ré❢ér❡r❛ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ sé❝✉r✐té ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿ s✐ ❆❧✐❝❡
❡t ❇♦❜ ♠❡s✉r❡♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✭✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❝♦rré❧❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡✱ ❛❧♦rs ✐❧s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I = 2S0 − SG(XB|XA)− SG(PB|PA1) sûr
❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ♦ù ❧❡s ❡♥tr♦♣✐❡s SG s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①
♠❡s✉rés✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s G ❡t χ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ♣r♦❞✉✐t ❝❡s ♠ê♠❡s
♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❛✉① s❡❝r❡t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈✐♦♥s ❡①♣r✐♠é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st s❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ❝❛r s✐ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✹✳✶✻ à ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✶✳✶✾✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✷✳✷✼ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s
♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❜ât✐ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ✹✳✶✽ s♦♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❡ IAB ❡t IBE ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s s✬é❝r✐✈❡♥t
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡r❛✐❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡①tr❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❜✐ts s❛♥s ❡rr❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ■■■✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡
❡♥ t❤é♦r✐❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts
❞✬♦r❞r❡ n ∈ [1,∞[ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r
t♦✉s ❝❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s t❛✉① ∆I à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ■❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❆❧✐❝❡
❡t ❇♦❜ ♥❡ ♠❡s✉r❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✽✮ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♥♦♥ ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥tr❡❧❛❝❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✓❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✔ ❡t ❞❡
t②♣❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛tt❛q✉❡ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t
❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té q✉❡ ❧❡s t❛✉① s❡❝r❡t ❛✈❛♥❝és s♦✐❡♥t sûrs ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳

▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ✿ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝✲
t✐✈❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♦✉ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❬✸✻❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st sûr ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♦✉
♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳

✹✳✹ ❆tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s

❉❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❬✸✽✱ ✸✾❪ ♦♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❢♦✉r♥✐ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t
❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❈❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ χ✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞✐s❝rèt❡ X✱ ❡❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

χ(X) = S(ρ) −
∑

x∈X

p(X = x)S(ρx), ✭✹✳✷✵✮

♦ù ρx ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ s②♠❜♦❧❡ x✱ ρ =
∑

x∈X p(X = x)ρx ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X✱ ❡t S(ρ) = −❚r(ρ log2 ρ) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛✉① s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❝❧❛ss✐q✉❡s
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s❢ér❡r à
tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❬✹✵❪✳ ❙♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ❞♦♥❝ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛❝❡ à ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✳

❘❛ú❧ ●❛r❝í❛✲P❛tró♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧
❣❛✉ss✐❡♥ ✿

χBE = G

(
λ1 − 1

2

)

+ G

(
λ2 − 1

2

)

− G

(
λ3 − 1

2

)

, ✭✹✳✷✶✮
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❋✐❣✳ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭❝♦✉r❜❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✮ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉① ❛tt❛q✉❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❡t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ✭❝♦✉r❜❡s ♣❧❡✐♥❡s✮ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA = 40N0 ❡t ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t
ξ = 0 ✭✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ξ = 0, 06 ✭✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ❇♦❜ ❢❛✐t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s s✉r
❧❡s s②♠❜♦❧❡s ✐ss✉s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛tt❛q✉❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ♦✛r❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r à ➮✈❡✱
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ χBE ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ IBE ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✿ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t
♣r❡sq✉❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ♣♦✉r ξ = 0 ❡t s❡ ❞ét❛❝❤❡♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❣r❛♥❞✳

❛✈❡❝

G(x) = (x + 1) log2(x + 1) − x log2(x) ✭✹✳✷✷✮

λ2
1,2 =

C ±
√

C2 − 4D

2
✭✹✳✷✸✮

λ2
3 = B ✭✹✳✷✹✮

V = VA + 1 ✭✹✳✷✺✮

B = V
1 + V χ

V + χ
✭✹✳✷✻✮

C = V 2(1 − 2T ) + 2T + T 2(V + χ)2 ✭✹✳✷✼✮

D = (T (V χ + 1))2 ✭✹✳✷✽✮

✭✹✳✷✾✮

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I = IAB −χBE sûr ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st
✐♥❝❤❛♥❣é❡✱ ❝❛r ✐❧s ré❛❧✐s❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❡st
t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t sûr ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❡st
✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ t❛✉① s❡❝r❡t ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞ér✐✈é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ sûr ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡t ❞❡ ❍♦❧❡✈♦✳

✹✳✺ ❆tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❞✐✜❝❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❛♣♣♦rté❡
♣❛r ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❬✹✶✱ ✹✷❪✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❡t ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t
s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❛rt✐❝❧❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✓❡①tré♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✔ ❬✹✸❪✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡
♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s❛t✐s❢❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❛❧♦rs f(ρG) ≥ f(ρ) ♦ù ρ ❡st ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞✬❆❧✐❝❡ Am ❡t ❞❡ ❇♦❜ B✱ ❡t ρG ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té ❞❡
❧✬ét❛t ❣❛✉ss✐❡♥ q✉✐ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① q✉❡ ❧✬ét❛t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ρ✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❝❛❧❝✉❧❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té s❛t✐s❢❛✐t ❝❡s
♣r♦♣r✐étés✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à
❧✬❡s♣✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡
❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❡st sûr ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♦✉ ♥♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳

✹✳✻ ❆tt❛q✉❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s

▲❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s r❡st❡
à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ré❝❡♥ts rés✉❧t❛ts ❬✹✹✱ ✹✺❪ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s
♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬❡s♣✐♦♥ q✉❡ ❧❡s
❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✳ ❙✐ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ ❛✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❝❡❧❛
♣r♦✉✈❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳

✹✳✼ ❆tt❛q✉❡s ♥♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡s

❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♥♦♥❝é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♣✉✐ss❡ ♦❜t❡♥✐r ➮✈❡ s✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❧é
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❡♥✈♦②és ♣❛r ❆❧✐❝❡ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳
❙✐ ❧✬❡s♣✐♦♥ ❛ ❛❝❝ès à ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦❞é❡ ❞❛♥s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉♥❡ ❢✉✐t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✳ ◗✉❛♥❞ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s
❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢✉✐t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❡s ❝❛♥❛✉① ❝❛❝❤és ♦✉ ✧s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✧ ♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r
❇♦❜ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞❡ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥♦♥ ♠❡s✉rés ♣❛r ❇♦❜✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ q✉❡ ❇♦❜ ♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛s ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X ♦✉ P ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞❡ ❞❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ P♦✉r ♣❛r❡r à ❝❡tt❡ é✈❡♥t✉❛❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧✐❜r❡r
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇♦❜ s❡r❛
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❡rt❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ❡✛❡t ♣❧✉s ❣r❛✈❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r
❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✬❆❧✐❝❡ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✿ ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦rré❧é❡
à ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t
♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✕ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✕✱ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s s♦✉♠✐s❡ ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ sé❝✉r✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♥♦♥❝és✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s



✹✳✽ ❆✉tr❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✻✶

♣❧✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ❢✉✐t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♣❡rt❡s ❡t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛♥t ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès
♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❢✉✐t❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❝❛❝❤és✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡s ❢✉✐t❡s✱ ♣✉✐s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❡♥✈♦②és ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ❝❡✉① r❡ç✉s ♣❛r ❇♦❜✱ ♦✉ ❧❡s
é❧✐♠✐♥❡r s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♥♦♥ ♠❡s✉ré❡s✳

▲❡s ❛tt❛q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✓❝❤❡✈❛❧ ❞❡ ❚r♦✐❡✔ ❛✉t♦r✐s❡♥t ➮✈❡ à s♦♥❞❡r ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s
❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜ ✈✐❛ ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ➮✈❡ ♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉
s♦♥❞❡ à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ ♣✉✐s ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s
s✐❣♥❛✉① ré✢é❝❤✐s ♣❛r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t
❞❡ ❇♦❜✳ ❆✐♥s✐✱ ➮✈❡ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜ s❛♥s
✐♥t❡r❢ér❡r ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ❈❡s ❛tt❛q✉❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❬✹✻❪✳ ❖♥ ♣❡✉t s✬❡♥ ♣ré♠✉♥✐r ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❞❡s ✜❧tr❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s
❝♦✉✈r❛♥t ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡ ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜
❡t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ P♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬✐♥tr✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡✱ ♦✉ ❧❡ r❡t♦✉r ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧
❝❤❡③ ❇♦❜✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❧❛❝❡r ❞❡s ✐s♦❧❛t❡✉rs ♦♣t✐q✉❡s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡s
✐s♦❧❛t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t r❡t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❥✉sq✉✬à ✻✵ ❞❇✳ P♦✉r s♦♥❞❡r ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s
❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜✱ ➮✈❡ ❞❡✈r❛✐t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦♣t✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡r❛✐t
♥♦tr❡ ♠❛tér✐❡❧ ✦

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ➮✈❡ ♣❡✉t t❡♥t❡r ❞❡ s✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
◆♦✉s s♦rt♦♥s ✐❝✐ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s sé❝✉r✐sés ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥ç✉s✳

❯♥ ❛tt❛q✉❡ ♥♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥✲
t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❛r ❇♦❜ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♠♣❧✐✜❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧
r❡ç✉ ♣❛r ❇♦❜ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳ ➮✈❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs t❡♥t❡r ❞❡ ♠♦❞✉❧❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡
❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❞✐ss✐♠✉❧❡r ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ P♦✉r ❝♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♥♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

✹✳✽ ❆✉tr❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❉✬❛✉tr❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐✲
♥✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❬✸✹✱ ✹✼❪✳ ❈❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
IAB tr❛♥s♠✐s❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡
❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❛r❞✉✱ ❝❛r✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ré✉ss✐r à ❡①tr❛✐r❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡r✲
t❛✐♥s s②♠❜♦❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣♦rt❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡
❧❡s s②♠❜♦❧❡s t②♣✐q✉❡s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✓♣♦st✲
sé❧❡❝t✐♦♥✔ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉❡❧q✉❡s s②♠❜♦❧❡s r❛r❡s ♣❛r♠✐
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡♥✈♦②é❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡✉r ❝❧é s❡❝rèt❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ sé❧❡❝✲



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

t✐♦♥ ✓♥❛t✉r❡❧❧❡✔ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s
✉♥✐q✉❡s ✿ ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ♣❡✉ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ❇♦❜✱ ♠❛✐s ❝❡✉① q✉❡ ❇♦❜
r❡ç♦✐t ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✐♥✈❡rs❡s✱ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♣♦st✲sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ♣♦✉r ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 1/2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞é❧✐❝❛t❡ ét❛♣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ IAB✳ ▼❛✐s ❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ à ét❛❜❧✐r ❬✹✽❪✳ ❉❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❡①✐st❡♥t
♣♦✉r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s r❡str❡✐♥ts ❞✬❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✓❧❛♠❡
sé♣❛r❛tr✐❝❡✔ ❬✸✹❪ ♦✉ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❬✹✾❪✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✻✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞é❞✐é❡ à ♥♦tr❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t à ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ té❧é❝♦♠ ✭✶✱✺✺
µ♠✮✱ ❡t ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s t❤é♦r✐q✉❡s é♥♦♥❝és ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s ♣♦✉r ❆❧✐❝❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r ❇♦❜✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♠❡s✉r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❇♦❜ ❝❤♦✐s✐t s❛ q✉❛❞r❛t✉r❡
❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞❡ ▼❛❝❤✲❩❡♥❞❡r ❞é❧♦❝❛❧✐sé
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ✿

• ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✶✵✵ ♥s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ❡♥ ❞é❝♦✉♣❛♥t ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r
é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡ ♦✉ ❡♥ ♣✉❧s❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡
t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ✶ ▼❍③✳

• ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡
❛r❜✐tr❛✐r❡s ❛✉ s✐❣♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

• ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r❢ér❡r ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
✐♥t❡♥s❡ ✭♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✮ ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

• ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ s✉r ✉♥❡
✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡✉r ♣❤❛s❡ ❡t ❧❡✉r
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✾✮✳

• ❉❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣✐❧♦té❡s ♣❛r ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛ss✉r❡♥t ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❡t
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✳

• ❉✐✈❡rs ❝❛♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼✮✳

✻✺
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DFB

I

I

I

99/1

Signal

Référence

Bob
Canal

Alice

10%

90%

EOM − Amplitude EOM − Phase A0

EOM − Phase

25 km

99/1

OL

S

Contrôleur de
polarisation

Contrôleur de
polarisation

EOMIsolateur

Modulation

Modulation

Calibration

Calibration

Acquisition

40 m

40 m

❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♠♦♥tr❛♥t ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②tè♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❉é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡

❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❝r✐t ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✳
■❧ ❡①♣♦s❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡t ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ✿ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s
❞❡ ❝❡t ét❛t✳

✻✳✶ ❋❛✐r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s

❯♥❡ ❞❡s ♦r✐❣✐♥❛❧✐tés ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st s❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s
❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡s ✜❜r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣t✐q✉❡
❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✬♦♣t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳

▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ✉♥
❞❡s ❛s♣❡❝ts ❧❡s ♣❧✉s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✜❜r❡s
♦♣t✐q✉❡s ✿ ❧❡s ✜❜r❡s ✓♠♦♥♦♠♦❞❡s✔ ✭❙▼✮ ❡t ❧❡s ✜❜r❡s ✓♠♦♥♦♠♦❞❡s à ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✔
✭P▼✮✳

▲❡s ✜❜r❡s ♠♦♥♦♠♦❞❡s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣❡✉t ✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜✐ré❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❡t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ t♦r❞❛♥t
♦✉ ❡♥ é❝r❛s❛♥t ✉♥❡ ✜❜r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡✱ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳ ❈✬❡st
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛ss✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡s ❞ér✐✈❡s
t❤❡r♠✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜✐ré❢r✐♥❣❡♥❝❡ q✉✐
♥✉✐s❡♥t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦♥t❛❣❡s ✜❜rés ❙▼✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s ✜❜r❡s ♠♦♥♦♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛îtr✐sé❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿ s✐ ❧❛ ✜❜r❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✜①é❡ ❡t
♣r♦té❣é❡✱ s❛ ❜✐ré❢r✐♥❣❡♥❝❡ r❡st❡ st❛❜❧❡ s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❥♦✉r♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ✜❜r❡ r❡✈✐❡♥t à s❛
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛♣rès ✉♥❡ t♦rs✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ à s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

▲❡s ✜❜r❡s à ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❜✐ré✲
❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❜✐ré❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s t♦rs✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❛①❡s ♣r♦♣r❡s✱ ❛♣♣❡❧és ❛①❡ r❛♣✐❞❡ ❡t ❛①❡ ❧❡♥t✱ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✐✛èr❡♥t
❞❡ ∆n = 10−3 ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✐❧✐❝❡ ✭n = 1, 5✮✳ ❈❡tt❡ ❜✐ré❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛①❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✷✺ ❞❇ s✉r ✶✵✵ ♠✳ ❙✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛①❡ ❧❡♥t ❞❡s ✜❜r❡s P▼✳ ❆✉t❛♥t

✻✼



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❉é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é

❈♦♠♣♦s❛♥t P❡rt❡s
▼♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✸ ❞❇

❙✇✐t❝❤ ✷✱✺ ❞❇
▼♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ✷ ❞❇

P♦❧❛r✐s❡✉r ✵✱✺ ❞❇
❋✐❧tr❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✵✱✺ ❞❇

❈♦♥♥❡①✐♦♥s ✵✱✸ ❞❇
✜❜r❡ ❞❡ ✶ ❦♠ ✵✱✷ ❞❇

❈♦✉♣❧❡✉r ✵✱✵✺ ❞❇

❚❛❜✳ ✻✳✶✿ P❡rt❡s t②♣✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳

q✉❡ ❢❛✐r❡ s❡ ♣❡✉t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❞❡s ✜❜r❡s P▼✱ q✉✐ ♦✛r❡♥t ✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❢♦rt ❞✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❜r❡
P▼✱ ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❛①❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡s ✜❜r❡s P▼ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs
✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✸✝✮ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛❝❝✉♠✉❧❡r✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❡♥s♦♥s ❝❡s ❞é❢❛✉ts ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❞❡s ♣♦❧❛r✐✲
s❡✉rs ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣t✐q✉❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✺✳✶
❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✜❜r❡s à ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s à r❡t❛r❞ ✭❞❛♥s ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✮✱ ❡t ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳

❉ér✐✈❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ✜❜r❡s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡
✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ q✉✐ ✈✐❡♥t ♣❡rt✉r❜❡r ♥♦tr❡
♠❡s✉r❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞ér✐✈❡ ❡st ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❡r✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✜①❡r ❧❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡t ✐s♦❧❡r t❤❡r♠✐q✉❡♠❡♥t ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❧❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s
✉♥❡ ❜♦ît❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞❡
♥♦tr❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶ r❛❞✴s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✳

❈♦♥trô❧❡ ❞❡s ♣❡rt❡s

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✜❜rés s♦✉✛r❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡rt❡s ♦♣t✐q✉❡s q✉❡ ❧❡✉rs éq✉✐✲
✈❛❧❡♥ts ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣❛ss✐❢s ✭❝♦✉♣❧❡✉rs✱ ♣♦❧❛r✐s❡✉rs✱ ✜❧tr❡s✳ ✳ ✳ ✮ q✉✐ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ♠♦❞éré❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛❝t✐❢s ❡♥ ♥✐♦❜❛t❡ ❞❡ ❧✐t❤✐✉♠ ✭♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✱ s✇✐t❝❤✮ q✉✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡
❧❛r❣❡s ♣❡rt❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❡t ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡✳ ❊♥✲
✜♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♣❡rt❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ❝❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ♣❡rt❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs é❣❛r❞s ✿
• ❈❤❡③ ❇♦❜✱ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✱ t♦✉t❡ ♣❡rt❡ ♦♣t✐q✉❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉
r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ✉♥❡ ❝❤✉t❡ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♣❡rt❡s
s♦♥t ❧✐♠✐té❡s ✿ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✱ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❡t ❧❡
❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❛❥♦✉t❡r ❛✉① ♣❡rt❡s ♦♣t✐q✉❡s ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❧✐♠✐té❡ ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭✽✵✪✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡✱ ❧❡s
♣❡rt❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♥❡ ❥♦✉❡♥t ❛✉❝✉♥ rô❧❡ ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❡♥tré❡
❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛tté♥✉❡r



✻✳✷ ❈♦♠♣♦s❛♥ts ✉t✐❧✐sés ✻✾

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t
❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t✶✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s sé♣❛r♦♥s ❡t r❡❝♦♠❜✐♥♦♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧
❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡✉rs ✾✾✴✶ q✉✐ ❧❛✐ss❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ t♦✉t ❡♥
❛tté♥✉❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ♣♦✉r ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡t✮✳

• ▲❡s ♣❡rt❡s s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❡✛❡t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t✳ P♦✉rt❛♥t✱
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦s❝✐❧✲
❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡♥s❡ ré❞✉✐t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉ ❝✐r❝✉✐t
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t q✉✬✉♥❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 107 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

• ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣❡rt❡s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧✳
❊❧❧❡s s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ✻ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✷✺ ❦♠✷✳

❘❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s

❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s ♠♦♥t❛❣❡s ✜❜rés rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝é❞❡r ❛✉ ❢❛✐s❝❡❛✉
♦♣t✐q✉❡ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ♦✉ ❞✬❛tté♥✉❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥
❢❛✐s❝❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ ❧✐❜r❡ s❛♥s ♣❡rt✉r❜❡r ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❙✉r ✉♥ ♠♦♥t❛❣❡ ✜❜ré✱ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❞é❜r❛♥❝❤❡r ✉♥ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❧❡ r❡❜r❛♥❝❤❡ ❛♣rès ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❧❡s ♣❡rt❡s ❛✉
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❛①❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡s ✜❜r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❝❤❛♥❣é✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ✜❜r❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜①❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣❡✉ ❛✐sé ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞✬✉♥
✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✜❜r❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ✈❛r✐é❡s✱
❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶✵ ❝♠ ❡t ✶ ♠✳ ❯♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❝❡s ✜❜r❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✶ ❝♠✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❛❣❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❝❡♥t✐♠ètr❡✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❧✐✈❡r ♣✉✐s s♦✉❞❡r ❞❡s ✜❜r❡s✱ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬✐rré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ◆♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ r❡q✉✐❡rt ❞❡✉① éq✉✐❧✐❜r❛❣❡s ✿

• ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡s ✈♦✐❡s s✐❣♥❛❧ ❡t ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s ❧❡ ré❛❧✐s♦♥s ❡♥ tr♦✉✈❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ✐❞♦✐♥❡ ❞❡ ✜❜r❡s✳

• ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❧❡s ♣❤♦t♦✲
❞✐♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛tt❡✐❣♥♦♥s ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✺ ♠♠ ❡♥ s♦✉❞❛♥t s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t
❧❡s ✜❜r❡s ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❛✉① ✜❜r❡s ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✉r✳ ❊♥ r❛❝❝♦✉r❝✐ss❛♥t ❧❡s ❜r♦❝❤❡s ❞❡s ♣❤♦✲
t♦❞✐♦❞❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♠✐❧❧✐♠ètr❡✳

❚❡r♠✐♥♦♥s ♥♦tr❡ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ✜❜r❡s ♠♦♥♦♠♦❞❡s✱ q✉✐ é❧✐♠✐♥❡♥t t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ♦♣t✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞❡ s♣❛t✐❛❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡
s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♥✐ ❞❡
♣✐è❝❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✿ ♥♦s ✜❜r❡s s♦♥t ✜①é❡s ♣❛r ❞✉ r✉❜❛♥ ❛❞❤és✐❢✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❜r❡s ♣❡r♠❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❧♦✐s♦♥♥❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❣✐r s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
s❛♥s ♣❡rt✉r❜❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❛✈❛❧✳ ❊♥✜♥✱ ❤♦r♠✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✜❜rés
s♦♥t s❡rt✐s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥ ❜♦♥♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

✻✳✷ ❈♦♠♣♦s❛♥ts ✉t✐❧✐sés

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✶◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✸✳
✷▲❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞❡ ✜❜r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ✺ ❞❇ ♣♦✉r ✷✺ ❦♠✳



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❉é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é

❋✐❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ✭♦✉ ❥❛rr❡t✐èr❡s✮ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❏❡♥♦♣t❡❝✳ ▲❡s ✜❜r❡s ♠♦♥♦✲
♠♦❞❡s ♦♥t ✉♥ ❝÷✉r ❡♥ s✐❧✐❝❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✾ µ♠✱ r❡❝♦✉✈❡rt ❞✬✉♥ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❞❡ ✶✷✺ µ♠✳ ▲❡s
✜❜r❡s à ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ t②♣❡ P❆◆❉❆✱ s♦♥t ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré❡s ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❋✉✲
❥✐❦✉r❛✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ✉♥ ❝÷✉r ❞❡ ✽ µ♠ ❡t ✉♥❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✺ ❞❇ ♣❛r ✶✵✵ ♠✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ✜❜r❡s s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡s ♣♦✉r ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✸ ❝♠✳

❈❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❘♦✉❧❡❛✉ ❞❡ ✜❜r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡✱ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❉r❛❦❛ ✭❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ❆❧✲
❝❛t❡❧✱ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡✮✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷✺ ❦♠✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ✺ ❞❇✳

❈♦✉♣❧❡✉rs ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❜r✐t❛♥♥✐q✉❡ ❙■❋❆▼✱ ❞❡ t②♣❡ ❙▼ ♦✉ P▼✳ ❈❡s ❝♦✉♣❧❡✉rs ♦♥t
❞❡s ♣❡rt❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ✭✵✱✵✺ ❞❇✮✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s
❝♦✉♣❧❡✉rs ♠♦♥♦♠♦❞❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ ✭❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
à ✲✸✵ ❞❇✮✳

▼♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❊❖❙♣❛❝❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ♠♦❞éré❡s✱ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥
✭❃ ✸✵ ❞❇✮✱ ✉♥ ♣♦❧❛r✐s❡✉r ✐♥té❣ré ❡t ✉♥❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ♦♥t ❞❡s
t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ✭❞ér✐✈❡ ❞❡ ✵✳✶ ❱ ♣♦✉r ✸✵ ♠✐♥✉t❡s✮

P❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❏❉❙✲❯♥✐♣❤❛s❡ ✭❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ❊♣✐t❛①①✮✳ ❈❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ♦♥t ✉♥❡
ré♣♦♥s❡ ❞❡ ✶✱✵ ❆✴❲ ✭s♦✐t ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✽✵✪✮✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧♦t
❞❡ ✶✺ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✱✾ ❆✴❲✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ ✵✱✶ ♠♠
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♣❛r❛s✐t❡ ❞❡ ✺ ♣❋✳ ◆♦✉s ❧❡s ♣♦❧❛r✐s♦♥s ❡♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡
✻ ❱✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✧♣✐❣t❛✐❧✧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❝♦✉♣❧é❡s ❡♥
✉s✐♥❡ à ✉♥❡ ✜❜r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✧ré❝❡♣t❛❝❧❡✧ ♣♦✉r ✜❜r❡✱ ♣❧✉s ✐♥st❛❜❧❡
❡t ♠♦✐♥s r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡✳

P♦❧❛r✐s❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ◆♦✈❛❲❛✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✺ ❞❇✳ ❈❡r✲
t❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t sé♣❛r❡r ❧❡s ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s ❧❡♥t ❡t r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡
❞✬❡♥tré❡ ✈❡rs ❞❡✉① ✜❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡s ♣♦❧❛r✐s❡✉rs
❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ●❡♥❡r❛❧ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❡st s♦❧✐❞❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
s❛♥s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s s♦✉♣❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❡♥ s♦rt✐❡✳

❆tté♥✉❛t❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ P♦✉r éq✉✐❧✐❜r❡r ✜♥❡♠❡♥t ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❛tté♥✉❛t❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ■❉■▲✳ ❈❡t ❛tté♥✉❛t❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s
♣❡rt❡s ❡♥ ❝♦✉r❜❛♥t ✉♥❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ♠♦♥té❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t✐♥❡ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛
été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❛tté♥✉❛t✐♦♥s✱ ❡♥tr❡ 0 ❡t 10−2✳

❈♦♥trô❧❡✉rs ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛ss✐❢s ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ●❡♥❡r❛❧ P❤♦t♦♥✐❝s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛t✲
t❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❡♥ é❝r❛s❛♥t ❡t t♦r❞❛♥t ❧❛ ✜❜r❡✳

❙♦✉r❝❡ ❧❛s❡r ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❉❋❇ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡
Pr✐♥❝❡t♦♥ ▲✐❣❤t✇❛✈❡ ✭é♣✉✐sé❡✮✱ ❞é❧✐✈r❛♥t ✷✵✵ ♠❲ à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ✶✺✹✺ ♥♠✳
◆♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ✽✵ ♠❲✱ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜r✉✐t
❞❡ ♣❤❛s❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ s♦♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡
❧❛s❡r ❉❋❇ ♣✉❧sé❡ é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❆❧❝❛t❡❧ ❆✶✾✵✺▲▼■✱ ❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝rêt❡
✶✺ ♠❲✳

❈♦♥trô❧❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❝t✐❢ ❉P❈✺✺✵✵✵ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❚❤♦r❧❛❜s✳ ❈❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♠✉♥✐
❞✬✉♥ ♣♦❧❛r✐♠ètr❡ ♣❡✉t st❛❜✐❧✐s❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✢✉❝t✉❛♥t❡ ♣❛r ✉♥❡
❜♦✉❝❧❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧
q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s té❧é✲
❝♦♠ ✐♥st❛❧❧é❡s✳ ▲❡ r♦✉❧❡❛✉ ❞❡ ✜❜r❡ ❞❡ ✷✺ ❦♠ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡
❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡st ❛ss❡③ ✐s♦❧é ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s ✭♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t
t❤❡r♠✐q✉❡s✮ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss✐t❡r ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳



✻✳✸ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✼✶

Oscillateur
local

Signal

Choix de quadrature

Modulateur de phase

❋✐❣✳ ✻✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳

❚♦✉s ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❋❈✴❆P❈✳ P♦✉r ❝❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✱ ❧✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡st ✐♥❝❧✐♥é❡ ❞❡ ✼✝♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r
t♦✉t❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣❛r❛s✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡✳

✻✳✸ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡
♣❤♦t♦♥

❯♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ q✉❛✲
❞r❛t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r❢ér❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ s✐❣♥❛❧ Es✐❣♥❛❧

❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ E❖▲✱ ❛♣♣❡❧é ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥ s♦rt✐❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜r❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❖♥ ❡①♣r✐♠❡ ❝❡s ✐♥t❡♥s✐tés I± ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞✬❡♥tré❡ ✿

E❖▲ =
√

IOLeiφeiωt

Es✐❣♥❛❧ = (X + iP )eiωt = (Xφ + iPφ)e
iφeiωt.

❞✬♦ù

E± =
1√
2
(
√

IOL ± Xφ ± iPφ)e
iφeiωt

♣✉✐s I± = |E±|2 =
1

2
((
√

IOL ± Xφ)
2 + P 2

φ)

❞✬♦ù I+ − I− = 2
√

IOLXφ

❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ éq✉✐❧✐❜ré❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢é✲
r♦♠ètr❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r Xφ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡✱ ❛♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞és✐ré❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ♣❤❛s❡
r❡❧❛t✐✈❡ φ ❡♥tr❡ ❧❡ r❡♣èr❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s (X, P ) ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦✲
❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ♣❡rt❡ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✱ ❝❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❡st ♣❧❛❝é s✉r ❧❛ ✈♦✐❡
♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❇♦❜✳

❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t 107 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧
❝♦♥t✐❡♥t ✶✵ ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣❤♦t♦✲❝♦✉r❛♥ts ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❉é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é

5 104 é❧❡❝tr♦♥s ♣♦✉r ✶✵✵ ♥s✱ s♦✐t ✉♥ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ 0, 1 µ❆✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s✐❣♥❛❧
♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛♠♣❧✐✜❡r ❝❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡
✭❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡ ❝❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡✉r r❡s♣♦♥✲
s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1/2 ❡t ❝❛r ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣❡rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❡✣❝❛❝✐tés ❞❡s ❞❡✉①
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ✉♥
❜r✉✐t ❛✉t♦✉r ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❝❡s ❞é❢❛✉ts ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❞éséq✉✐❧✐❜r❡
ǫ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡t ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

E❖▲ = E❖▲ + δE❖▲ ✭✻✳✶✮

♦ù E❖▲ ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ré❡❧✸ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t δE❖▲ ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s
r❡❢♦r♠✉❧♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

E± =

√

1

2
± ǫ
(
E❖▲ + δE❖▲ ± Es✐❣♥❛❧

)
✭✻✳✷✮

I± =

(
1

2
± ǫ

)[(
E❖▲ + ❘❡[δE❖▲] ± ❘❡[Es✐❣♥❛❧]

)2
+ (■♠[δE❖▲] ± ■♠[Es✐❣♥❛❧])

2
]

✭✻✳✸✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t |Es✐❣♥❛❧| ≪ E❖▲ ❡t δE❖▲ ≪ E❖▲✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥♥❡❧s à E❖▲ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ I±✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

I+ − I− = 2E❖▲

[
❘❡[Es✐❣♥❛❧] + 2ǫ

(
E❖▲ + ❘❡[δE❖▲]

)]
. ✭✻✳✹✮

❉❡✉① t❡r♠❡s s✬❛❥♦✉t❡♥t à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❘❡[Es✐❣♥❛❧] ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦s✲
❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞ér✐✈é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t 2ǫE❖▲ q✉✐ ✈✐❡♥t ❛❥♦✉t❡r ✉♥
❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞✬♦s✲
❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ |E❖▲|2 = 107 ♣❤♦t♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥

√
N0✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ǫ = 1

2
√

107
≃ 10−4✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞û ❛✉ ❞éséq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡

❡st ❧❡ ❜r✉✐t 2ǫ❘❡[δE❖▲]✳ ❈❡ ❜r✉✐t ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t s❡❧♦♥
❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❛tté♥✉é ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2ǫ✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❧é✱ ♥♦✉s
q✉❛♥t✐✜❡r♦♥s ❧❡s ❡✛❡ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧✳

▲✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦✉r❜❛♥t ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦✉✲
♣❧❡✉r ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷ ❝♠✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❡✛❡❝t✉é
❝❡ ré❣❧❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✭s♦❝✐été ■❉■▲ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s✮ ♠♦♥té s✉r
✉♥❡ ♣❧❛t✐♥❡ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ ré❣❧❛❣❡ s✐ s❡♥s✐❜❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
st❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✜❜ré❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛✈❡❝ ❞✉ r✉❜❛♥ ❛❞❤és✐❢✳ ◆♦✉s ❛ttr✐❜✉♦♥s ❧❛ st❛❜✐❧✐té r❡✲
♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ à ❧✬✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
❝♦✉♣❧❡✉r ✜❜ré ♠♦♥♦♠♦❞❡ ✿ ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥

✸❙✉♣♣♦s❡r ❝❡ ❝❤❛♠♣ ré❡❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✜①❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✳



✻✳✹ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ✼✸

❤♦♠♦❞②♥❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s s❡rt✐❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉
❧✉♠✐♥❡✉① s✉r ❧❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦✲
❞②♥❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ τ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s
s♦♥t s♦✉str❛✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ δt✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡✉① ♣✐❝s ❞❡ s✐❣♥❡ ♦♣♣♦sé ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡s ❞❡✉① ♣✐❝s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
♦♣t✐q✉❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té δI ❞❡ ❝❡s ♣✐❝s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐♥t❡♥s✐té
I ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ❡t ❛✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ δt ✿ δI/I = δt/τ ✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ s❛t✉r❡r ♥♦tr❡ s✐❣♥❛❧
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣✐❝s s♦✐t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ δI ≃ 5 104 ♣❤♦t♦♥s ♣♦✉r I = 107 ♣❤♦t♦♥s✳ ❈♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ τ = 2 ♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s δt = 2 ♣s✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡
✵✱✹ ♠♠✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❝❡t éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❛ s♦✉❞✉r❡ ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s
❡t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❜r♦❝❤❡s ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❧❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♥❡ rés♦✉t
♣❛s ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✱ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ❙✐ ♥♦✉s
❝❤♦✐s✐ss✐♦♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❢♦✉r♥✐r❛✐t ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ➮✈❡
♣♦✉rr❛✐t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ à ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧❛ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❛r❣❡✉rs ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré ❡t
❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✵✵ ♥s✳ ❆✉✲❞❡❧à
❞❡ ✶✵✵ ♥s✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞é❝r♦ît✳

✻✳✹ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲
♦♣t✐q✉❡s

❆❧✐❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ♣✐❧♦tés ♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❈❡s
♠♦❞✉❧❛t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ♥✐♦❜❛t❡ ❞❡ ❧✐t❤✐✉♠ ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❛①❡
❝r✐st❛❧❧✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈❛r✐❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ q✉✐ ❧❡ tr❛✈❡rs❡✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ♠♦❞éré❡✳
❈❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ♦♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ✶✵ ●❍③✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡
❛✉① té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t
❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♥♦s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t à ✉♥ t❛✉① ❞❡
ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ✶ ▼❍③ ❡t q✉✐ ♦♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té ❞❡ ✷✵✵ ♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✶✮✳

❯♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ♥✐♦❜❛t❡ ❞❡ ❧✐t❤✐✉♠ s✉r ❧❡q✉❡❧
s♦♥t ♣♦sé❡s ❞❡s é❧❡❝tr♦❞❡s ❛❧✐♠❡♥té❡s ♣❛r ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ Vφ✳ ▲❛ t❡♥s✐♦♥ Vπ ❡st ❧❛ t❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥
❞♦✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ π ❀ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✹ ❱✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ φ
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r Vφ✳ ▲❛ ♣❤❛s❡
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Phase de mesure ϕ

❋✐❣✳ ✻✳✷✿ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ φ✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s r❡❝♦♥st✐t✉♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t s✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✶✽ ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✶✵✵ ♣❤❛s❡s ❝❤♦✐s✐❡s✳

ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣rès✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿

Vφ = Vπ

(
φ

π
− 1

)

. ✭✻✳✺✮

❯♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞❡ ▼❛❝❤✲❩❡♥❞❡r ✐♥té❣ré ❞❛♥s
✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ♥✐♦❜❛t❡ ❞❡ ❧✐t❤✐✉♠✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❡♥ s♦rt✐❡✳ P♦✉r ❝❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ Vπ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉t
❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❢r❛♥❣❡ s♦♠❜r❡ ✭❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✮ à ✉♥❡ ❢r❛♥❣❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡
✭♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡tt❡ t❡♥s✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✹ ❱✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡
❞❡✉① t❡♥s✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐r❡✱ ♥♦té❡ VRF ✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à t❡♥s✐♦♥ VRF ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ♠ê♠❡ t❡♥s✐♦♥ VRF ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✜①❡✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♥s✐♦♥ Vbiais✱ ❛♣♣❡❧é❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s✱
q✉✐ ❡st ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❥✉sté❡ ♣♦✉r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ VRF ❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡
❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐♥✉t❡s✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ V = VRF +Vbiais ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ s❡ ❤❡✉rt❡ à ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡
♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr❡r♦♥s ❢réq✉❡♠♠❡♥t✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❤♦♠♦❞②♥❡ ♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✱ ♠❛✐s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❞✬❛✐r❡ N0 ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ❝❡♥tr❡ ✿ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✐❧ r❡♥❞ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♥❡
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❋✐❣✳ ✻✳✸✿ ❊✛❡t ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✉r ✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❜❛❧❛②♦♥s
❧❛ t❡♥s✐♦♥ VRF ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦♥t r❡♣♦rté❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
φ = αVRF ✱ ❛✈❡❝ α = 0, 31 r❛❞✴❱✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♠♣❡♥s❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝②❝❧❡s
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✕ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ❞❡ q✉❛❧✐tés ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✐♥é❣❛❧❡s✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞❡♠✐✲❛r❝❤❡✱ ❡♥tr❡ ✺ ❱ ❡t ✾ ❱✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✵ ❞❇ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♦✉ ✹✵ ❞❇ ❡♥ ✐♥t❡♥s✐té✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s
s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ✺ ✵✵✵ ✵✵✵ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✭s♦✐t ✶✵✵ t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❛♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ✺✵ ✵✵✵ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✮✱
❛❝q✉✐s❡s ❡♥ ✺s✳ ➚ ❝❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r Vbias = 1, 7 ❱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♥st❛♥t❡✳

❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès q✉✬à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ♥♦✉s é❧✐♠✐♥♦♥s ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥
❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ré♣ét♦♥s ❝❡s ♠❡s✉r❡s
s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❛❞r❛t✉r❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✺✵✵ ♠❡s✉r❡s s✉r ✶✵✵ q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✳ ▲❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✮ ❞❡ss✐♥❡ ✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✳

◆♦✉s ré♣ét♦♥s ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
✲✽ ❱ ❡t ✰✽❱ ❀ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛
t❡♥s✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r Vπ = 3, 8 ❱✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ φ = αVRF ✭α = 0, 31 r❛❞✴❱✮ q✉❡ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s
♣❛r ✉♥❡ ❞✐ss②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♥s✐♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ✿
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❋✐❣✳ ✻✳✹✿ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦rr✐❣é❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❞é♣❤❛✲
s❛❣❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s
r❡tr❛♥❝❤♦♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ αVRF ✱ ❛✈❡❝ α = 0.31 r❛❞✴❱✱ ❛✉① ♠❡s✉r❡s r❡♣rés❡♥té❡s ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳
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❈❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❛✈❡❝ α1 + α2 = π/Vπ ❡t α1 −α2 =
2α✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s α1 = 0, 73 r❛❞✴❱ ❡t α2 = 0, 10 r❛❞✴❱✳ ▲❛ ❞✐ss②♠étr✐❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦❞❡s ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ✧❩✲❝✉t✧✮ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s t❡♥s✐♦♥s ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
(VRF , Vφ) ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t (A, φ) ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬❆❧✐❝❡ ❞❡✈✐❡♥t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

VRF =
Vπ,A

π
cos−1

(
±
(
1 − 2 A2

))
✭✻✳✼✮

Vφ = Vπ,φ

(
φ − αVRF

π
− 1

)

. ✭✻✳✽✮



✻✳✹ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ✼✼
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seuil de coupure = 1/f

Fraction non tronquée  (1 − e−x2/2)
Variance relative de la projection de la distribution tronquée

 0.93
 0.94
 0.95
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 0.97
 0.98
 0.99

 1
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❋✐❣✳ ✻✳✺✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ✱ à ✉♥
r❛②♦♥ fσ✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❧❡✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ tr♦♥q✉é❡s✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡
♠♦♥tr❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ′ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❞②♥❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❇♦❜
❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♥♦♥ tr♦♥q✉é❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✉r ✺✵✵ ✵✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ P♦✉r f = 3✱ s❡✉❧ ✶✪ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st tr♦♥q✉é✳
P♦✉rt❛♥t✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ✻✪ ❡st ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❇♦❜✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛té ❝❡t é❝❛rt s✉r ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣té ♣♦✉r f = 4✳

♦ù Vπ,A ❡t Vπ,φ s♦♥t ❧❡s t❡♥s✐♦♥s Vπ r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡✳
◆♦✉s ❝♦rr✐❣❡♦♥s ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥
VRF ❡♥tr❡ ✵ ❡t Vπ✳ ◆♦✉s ❛❥✉st♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s Vbias✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ t❡♥s✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥❡
t❡♥s✐♦♥ VRF = 0 ✭± ≡ +✮ ♦✉ VRF = Vπ ✭± ≡ −✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡
❧❛ t❡♥s✐♦♥ Vφ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s s♦♥t ❞✐ss②♠étr✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s
❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ Vπ ❞✐✛èr❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st s✉✐✈❛♥t ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛①❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré Vπ,horiz ≃ 4Vπ,vert✳
❙✐ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ✉s✉❡❧ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ♥♦✉s ♦❜✲
s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❡t ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❯♥ t❡❧ ❞é❢❛✉t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❞❡s ❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉rs ✭❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❡♥tr❡ ✜❜r❡s à ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❜r❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✸✝✮✱ ♦✉ ♣❛r ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞✉
❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞♦tés ❞✬✉♥ ♣♦❧❛✲
r✐s❡✉r ✐♥té❣ré à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧❛❝é ❞❡s ♣♦❧❛r✐s❡✉rs ✜❜rés ❡♥tr❡ ❧❡s
♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❉é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡t t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ♣❤❛s❡✳ ❈♦♠♠❡
✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s tr♦♥q✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ à f é❝❛rts t②♣❡s σ✳ ❆✐♥s✐✱
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st
fσ✳ P♦✉r ❝❤♦✐s✐r f ✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ P ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥♦♥ tr♦♥q✉é❡s ✿

P =

∫ fσ

0

1

2πσ2
e−

r2

2σ2 2πrdr = 1 − e
− 1

2f2 ✭✻✳✾✮

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r f = 3✱ P = 99, 1%✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❤♦♠♦❞②♥❡s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ′ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr♦♥q✉é❡ ♣r♦❥❡té❡ s✉r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ tr♦♥q✉é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ′ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ❞♦♥t ♥♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ✜❣✉r❡ ✻✳✺✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t
f = 4✱ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ P > 99, 96% ❡t σ′/σ > 99, 7%✳

▲❡s ♣❡rt❡s s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬é❝❛rt ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡✉rs ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♣❡rt❡s t♦t❛❧❡s ❞❡ ✹✵ ❞❇ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡s ♣❡rt❡s ❞❡s
tr♦✐s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞✐s♣♦sés s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✶✵ ❞❇ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt
f 2 = 16 ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ✶✷ ❞❇✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥ 108 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r
✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✺✵ ♣❤♦t♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❥✉st❡r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❧❛❝é s✉r
❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✳

▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬é❝❤❛♥❣❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ❆❧✐❝❡ ♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♠♦❞✉❧és ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❀ ❇♦❜✱
❞❡ s♦♥ ❝ôté✱ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ é❝❤❛♥❣é❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s
✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té

▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡
❡t ❇♦❜✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉①
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ tr❛♥s♠✐s❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❛✉① ♥é❝❡ss✐t❡ ✿

✶✳ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s
s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré✈é❧é❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✮ ❀

✷✳ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ VB ❞❡s
❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s ♣❛r ❇♦❜ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥s ✼✳✸ ❡t ✶✵✳✼✮ ❀

✸✳ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA ✐ss✉❡ ❞✬❆❧✐❝❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼✮✳

❈❡s tr♦✐s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t
❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❡st ♣r♦✉✈é sûr ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ♦✉ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✱
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♦✉ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳

▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à
❜r✉✐t ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞é❣r❛❞é ♣❛r ❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s s♦✉r❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❜r✉✐ts✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s
✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ▼❛✐s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r
♣♦✐❞s r❡s♣❡❝t✐❢ ♥✬❡st ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t✱ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡
♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ♣r♦❞✉✐t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡✉① ❞❡ ❝❡s ❜r✉✐ts ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❡st ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ r❡tr❛♥❝❤és ❞✉ ❜r✉✐t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞étér✐♦r❡r
❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t✳ ❈✬❡st ❧❡ ♠♦❞❡ ré❛❧✐st❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

◆♦tr❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t ✐r❛ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♠é✲
❞✐❛t❡s ✈❡rs ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ❧❡ ♣❧✉s ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s✱ ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡✱ ♥♦s tr♦✐s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❛✉ ✜❧ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s
♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ✉♥❡ à ✉♥❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❜r✉✐t t♦t❛❧✱ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❜r✉✐ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ♥♦tr❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✺✵❪✳

✼✳✶ ❈♦rré❧❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB

▲❡ t❛✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s❡ s♦♥t
é❝❤❛♥❣és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ■❧ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s

✼✾



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té

❝♦rré❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s XA ❡t XB ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s VA ❡t VB ❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ♥✉❧❧❡s✳ ■❧ s✬❡①♣r✐♠❡

ρ2 =
〈XAXB〉2

VAVB

. ✭✼✳✶✮

❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s♠✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡✛❡❝t✉és s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ s❛❝r✐✜é à ❝❡t ❡✛❡t✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r✲
♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s XA ❡t XB✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉❝✉♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❡r ✿ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❤♦♠♦❞②♥❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ♠❱ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐té✳
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿

SNR =
1

1 − ρ2
− 1 ✭✼✳✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s XA ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡✱ ❡t XB ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇♦❜✳ ❈❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r ✿

XB = g(XA + XN) ✭✼✳✸✮

♦ù G = g2 ❡st ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G < 1 ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T
❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té η ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ XN ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VN ✱ ❛♣♣❡❧é
✓❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡✔✱ ❞é❝♦rré❧é ❞❡ XA✳ ❈❡ ❜r✉✐t r❡❣r♦✉♣❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❜r✉✐ts q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆❧♦rs✱

〈XAXB〉 = gVA ❡t VB = G(VA + VN) ✭✼✳✹✮

❞✬♦ù ρ2 =
GV 2

A

VAG(VA + VN)
=

VA

VA + VN

✭✼✳✺✮

♣✉✐s
1

1 − ρ2
− 1 =

VA

VN

≡ SNR ✭✼✳✻✮

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB s❡ ❞é❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✿

IAB =
1

2
log2 (1 + SNR) = −1

2
log2

(
1 − ρ2

)
. ✭✼✳✼✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣r✐♠é ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ♣❤②s✐q✉❡s q✉❡ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞é❣r❛❞❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡✳



✼✳✷ ❇r✉✐t à ❧❛ s♦rt✐❡ ✽✶
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Nombre de photons dans l’oscillateur local

❋✐❣✳ ✼✳✶✿ ▼❡s✉r❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❜❧♦q✉❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈é ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ❖♥ ❛❥✉st❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣❛r ✉♥❡
❞r♦✐t❡ ❞♦♥t ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭Vé❧❡❝ = 2, 9 ♠❱2✮✳

✼✳✷ ❇r✉✐t à ❧❛ s♦rt✐❡

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❜r✉✐t GVN ♦❜s❡r✈é ♣❛r ❇♦❜ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡
❜r✉✐t✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ✓❜r✉✐t à ❧❛ s♦rt✐❡✔✱ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✿ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s ♣❛r ❇♦❜ ❡t ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡ ✭❝♦rr✐❣é❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r g✮✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡ ❜r✉✐t à
♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ VB

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❇♦❜ ✿

VB = G(VA + VN) ✭✼✳✽✮

⇒ VB = GVN(1 + SNR) ✭✼✳✾✮

❞✬♦ù GVN =
VB

1 + SNR
= VB

(
1 − ρ2

)
✭✼✳✶✵✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♥✐ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✐ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❆❧✐❝❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❇♦❜✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡
❜r✉✐t à ❧❛ s♦rt✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❇♦❜ ✿ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ VB ❡♥ ✉♥✐tés ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t
❞❡ ♣❤♦t♦♥✳

✼✳✸ ❇r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❇♦❜✱ s✬♦❜✲
t✐❡♥t ❡♥ ét❛❧♦♥♥❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦✉♣♦♥s ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡r ❧❡ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡ ❡t s❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✮✱ ❡t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✼✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✬❛❥✉st❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡st



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té

R

C

A250 x 10

−6V

+6V

E+

E−

❋✐❣✳ ✼✳✷✿ ❙❝❤é♠❛ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❯♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❝❤❛r❣❡ ❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣❤♦t♦✲
❝♦✉r❛♥ts ✐ss✉s ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✳ ❯♥❡ rés✐st❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡r ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r ❀ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛❣❡
❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞é❧✐✈ré ♣❛r ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥
❣❛✐♥ ❞❡ ✶✵✳

❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✹✮

4I❖▲
(
N0 + 4ǫ2〈δE2

❖▲〉
)
, ✭✼✳✶✶✮

❛✈❡❝ ǫ = 10−4 ❡st ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ❡t δE❖▲ ❡st ✉♥ ❜r✉✐t
❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à I❖▲✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✈ér✐✜é ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❥✉sq✉✬à 109 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❛✉t♦✉r ❞❡ 6 107 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r
✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✭s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ✷✺✵ ♠❱2✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ tr❛❝é❡
✜❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❙✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝❛❧✐❜r❡ ❞❡ ✺✵✵ ♠❱ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡
❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à (500 ♠❱)2

250 ♠❱2 = 1000

♣❤♦t♦♥s✱ s♦✐t ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ 1000 ♣❤♦t♦♥s

16
≃ 60 ♣❤♦t♦♥s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✮ ❞♦♥t ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ▲❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡
❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❞ét❛✐❧❧❡r ❝❡s ❜r✉✐ts✳

✼✳✹ ❇r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡

▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ❜r✉✐t é❧❡❝✲
tr♦♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t
✐ss✉ ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ét❛✐t ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ t❡♥s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ✹✱✼ ❦Ω✱ ♣✉✐s ❛♠♣❧✐✜é
❛✈❡❝ ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❬✻❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❙❝❤♦tt❦② ❛ss♦❝✐é à ❧❛

✶▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
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Phase de mesure ϕ

❋✐❣✳ ✼✳✸✿ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X
✭❝❤♦✐s✐❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✮✱ ♥♦tr❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❧✐♠✐té ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡
P ✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à N0✳ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
r❡♣rés❡♥té✳ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s Q✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡s✉r❡ X✱ ❛✉q✉❡❧ ❡st ❛❥♦✉té ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
♠❡s✉r❡ P ✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✶✵✵ q✉❛❞r❛t✉r❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✺✵✵ ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧
❛❝q✉✐s ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ 480N0 ❡t ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ξp = 3, 8 10−4N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥✳

rés✐st❛♥❝❡ ét❛✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥✈❡rt✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✐ss✉ ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❡♥ t❡♥s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r✳
❯♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✭❆♠♣t❡❦ ❆✷✺✵✮ ❛♠♣❧✐✜❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r✱
♣✉✐s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ét❛❣❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞ér✐✈❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛♠♣❧✐✜é❡ ❬✺✶❪ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✷✮✳

▲❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ r❡tr❛♥✲
❝❤❡r s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ à ✷✱✾ ♠❱2

✭✈♦✐r ♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❝❤♦✐s✐❡ ✭6 107

♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✮ ♣❧❛❝❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à Vé❧❡❝ = 0, 01N0✳

✼✳✺ ❇r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡

▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡
❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛❧❧♦♥❣é
s❡❧♦♥ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✱ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té

❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❜r✉✐t r♦♥❞❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✸✮✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡
❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ Q✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❧❛❝❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛
♠❡s✉r❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ♣✉✐s ❧❡ ♣❡t✐t ❛①❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s
❞❡s ❜r✉✐ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛t ♦❜s❡r✈é✱
❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ✉♥✐tés ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ξpIs ♦ù
Is ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ s✐❣♥❛❧✱ ❡t ξp ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❛r ♣❤♦t♦♥ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ✉♥✐tés
❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♣❛r ♣❤♦t♦♥✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧❛s❡r ❝❤♦✐s✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ r❡t♦✉r ❞❡ ❧✉♠✐èr❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐♦❞❡✱ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✱ t❡♠♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✮✳ ❆✉ ❝♦✉rs
❞❡ ♥♦s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❧❛s❡r✱ ❧✬✉♥❡ ✭❞❡ ♠❛rq✉❡ Pr✐♥❝❡t♦♥
▲✐❣❤t✇❛✈❡✮ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧✬❛✉tr❡ ✭❆❧❝❛t❡❧ ❆ ✶✾✺✵ ▲▼■✱ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ✶✺
♠❲✮ ❡♥ ré❣✐♠❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ♥♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐♦❞❡s ❉❋❇ ♦♥t
✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ξp = 2, 5 10−4N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥✳ ➚ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ✉♥ ❧❛s❡r
❚❯◆■❳ ✭❆◆❉❖ ❆◗✽✷✵✶✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉♣ér✐❡✉r✳

▲❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡♥❞ s❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ▲❡
r❡tr❛♥❝❤❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧✬❡s♣✐♦♥ s❡r❛✐t ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❝✉r✐té
❞❡ ♥♦tr❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

P♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té IS ✜①é❡✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ t♦t❛❧ ♠❡s✉ré
s✬❡①♣r✐♠❛✐t ξpIS✱ s❡❧♦♥ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❛r ♣❤♦t♦♥ ξp✳ P♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞✉❧é
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VS✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t
❞❡ ♣❤❛s❡ t♦t❛❧ ξ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❛r ♣❤♦t♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❞✉ s✐❣♥❛❧ VS ✿

ξ = ξpVS ✭✼✳✶✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳

(1 + ξ)N0 =

∫ ∞

0

dr

∫ 2π

0

rdθ
1

2πVSN0

e
− r2

2VSN0

(
N0 + ξpr

2 sin2 θ
)

✭✼✳✶✸✮

= N0

[

1 +
πξp

N0

∫ ∞

0

dr
r3

2πVSN0

e
− r2

2VSN0

]

✭✼✳✶✹✮

= N0

[

1 +
ξpVS

2

∫ ∞

0

dyy3e−
y2

2

]

✭✼✳✶✺✮

= N0 (1 + ξpVS) ✭✼✳✶✻✮

◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡t ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥✈❡♥✉❡ ❡t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ VM ❛✉t♦r✐sé❡ ♣❛r ♥♦tr❡
♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ♣❤❛s❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s 0✱ 2π

3
❡t 4π

3
✭❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st s❡r❛ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2
i ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡

r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳ ➚ ♣❛rt✐r ❝❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡
♣❤♦t♦♥ N0 ✭♥✐✈❡❛✉ ❜❛s ❞❡ ❧❛ s✐♥✉s♦ï❞❡✮ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ (1 + ξpVM)N0 ✭♥✐✈❡❛✉ ❤❛✉t✮✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
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N
0

Excès de bruit
symétrique

P

ϕ

A

X

❋✐❣✳ ✼✳✹✿ ▲❡ ❜r✉✐t s②♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❞✬é♠✐ss✐♦♥
s♣♦♥t❛♥é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❜r✉✐t✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à
❜r✉✐t ❡st ❞é❣r❛❞é ♣❛r ✉♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✐♠♣♦s❡♥t ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ♠✐♥✐♠❛❧
s✉r t♦✉t ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

q✉❡❧q✉❡ r✉s❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ✿

N0 = Σ − ∆ ❡t (1 + ξpVM)N0 = Σ + ∆ ✭✼✳✶✼✮

❛✈❡❝ Σ =
1

3

∑

i

σ2
i ❡t ∆ =

√

2

3

∑

i

(σ2
i − Σ)

2 ✭✼✳✶✽✮

▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡t ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡♣rés❡♥tés ✜❣✉r❡ ✼✳✸ ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ré❡❧❧❡✱ ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣❡✉t
♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❡s✉ré à ♣❛rt✐r ❞❡s
✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ♥❡ s❛✉r❛✐t s❡ s✉❜st✐t✉❡r à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ét❛✐t
✐♥✉t✐❧❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t✱ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❝❧é✳

✼✳✻ ❇r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡

▲❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t s✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❡r♣❡♥❞✐✲
❝✉❧❛✐r❡ à ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st
✉♥ ❜r✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❀ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ ξaIS✳ ❆❧♦rs
q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ s✬♦❜s❡r✈❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré ♣❛r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛♠♣❧✐✜é❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡s✉r❡r à ♣❛r✲
t✐r ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❞②♥❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♠♦❞✉❧♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉
s✐❣♥❛❧✱ t♦✉t ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
♣❡♥t❡ ξp q✉❛♥❞ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ξa q✉❛♥❞ ♥♦✉s
♠❡s✉r♦♥s ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣✉❧sé❡
❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❛ss❡③ ❞éséq✉✐❧✐❜ré ✭❞éséq✉✐❧✐❜r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵ ❝♠✮✳ ❊♥ éq✉✐❧✐❜r❛♥t ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ✈♦✐❡s s✐❣♥❛❧ ❡t ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s à r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❜r✉✐ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡✳
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❋✐❣✳ ✼✳✺✿ ❊rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡♥✈♦②♦♥s ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡
❡t ❇♦❜ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✽✵ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥✉♠ér♦té❡s ❞❡ ✶✾ à ✾✽ s✉r ❧❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♣❤❛s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ré♣été❡ ✺✵✵ ❢♦✐s à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❇♦❜ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ q✉✐✱ s✬✐❧s s♦♥t tr♦♣ r❛♣♣r♦❝❤és✱ ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ❧✐❣♥❡s✳ P♦✉r ❝❤❛✲
❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦②❡♥♥❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✭❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ r♦♥❞✮ ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ à ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ q✉✬❆❧✐❝❡ ❡st ❝❡♥sé❡ ❛✈♦✐r ❡♥✈♦②é❡
✭r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ×✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ tr❛❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❜r✉✐ts
♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡s ✭❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡t ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡✱ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ +✮ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡ à
❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭tr❛✐t ❝♦♥t✐♥✉✮✳ ▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ❜r✉✐ts ♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡s ♣r♦✲
✈✐❡♥t ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❧♦rs ❞✉ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ s✉r ✺✵✵ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ 30N0 à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ξp = 2, 5 10−4N0 ♣❛r
♣❤♦t♦♥ ❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ 8, 4 10−4N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥ ✭❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❣é♥èr❡
✉♥ ❜r✉✐t s②♠étr✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡
♠❡s✉r❡✳ ❈❡ ❜r✉✐t ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r✳
❯♥ t❡❧ ❜r✉✐t ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✳ ❖♥ ❞ét❡❝t❡ ❝❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❞ét❡❝t❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✈❛r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞✉ s✐❣♥❛❧✳ P♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡
❞❡ ♠❡s✉r❡✳



✼✳✼ ❊rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✽✼

✼✳✼ ❊rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

▲❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s♦♥t ❣é♥éré❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s
♣✐❧♦tés ♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❖r✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ✿ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s Vπ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ♣❤❛s❡✴❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❞é✜♥✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡s ♠❡s✉ré❡s
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t t❡♥s✐♦♥ ❀ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❥✉sté❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ t♦t❛❧ ❝✐♥q ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❛❥✉st❛❜❧❡s✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞ér✐✈❡♥t✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❡s t❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❜✐❛✐s r❡st❡♥t st❛❜❧❡s s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐♥✉t❡s✱ ❧❡s t❡♥s✐♦♥s Vπ s✉❜✐ss❡♥t
❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s❛✐s♦♥♥✐èr❡s✳

▲❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ♦❝❝❛✲
s✐♦♥♥❡♥t ✉♥ ❜r✉✐t✱ ❞✐t ✓t❡❝❤♥✐q✉❡✔✱ s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t
❇♦❜✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝r♦ît
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡ ❜r✉✐t ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ❀ ✐❧ ❡st
❞♦♥❝ ❛ttr✐❜✉é à ❧✬❡s♣✐♦♥✳ P♦✉r ré❣❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❝❡ ❜r✉✐t
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s ♣❛r ❇♦❜ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s
❡♥✈♦②♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✺✵✵ ❢♦✐s ❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❇♦❜ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❡rr❡✉rs ♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡s✳
▲❡s ❡rr❡✉rs s②sté♠❛t✐q✉❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉❡s ❛✉① ❞é❢❛✉ts ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ s♦♥t
q✉❛♥t✐✜é❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✳

▲✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞✉ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❣❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞✉✲
❧❛t❡✉rs ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝❡ ré❣❧❛❣❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞é❧✐❝❛t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ✉♥ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ 0, 001N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥✱ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡ ❡t ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❡③ ❇♦❜✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣ré❧è✲
✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ♥♦✉s ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛✐s❛♥❝❡
❞✉ ré❣❧❛❣❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮

✼✳✽ ❇r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t

▲❡ ❜r✉✐t à ❧❛ s♦rt✐❡ GVN ✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣r✐♠é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s
s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❜r✉✐ts q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧és ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❜r✉✐t ❞❡
♣❤❛s❡✱ ❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❜r✉✐t
♠✐♥♦r✐t❛✐r❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✉r✐♦♥s ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✉ ❜r✉✐t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❡s♣✐♦♥
s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t à ❧❛ s♦rt✐❡✳

P♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ VN ✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ G ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛
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Variance VB

❋✐❣✳ ✼✳✻✿ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ s❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ♦❜s❡r✈és ♣❛r ❇♦❜ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❤♦♠♦❞②♥❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ▲✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞✉ ❜r✉✐t
❞❡ ♣❤❛s❡ ♠♦②❡♥♥é s✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞û ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s
❝❤❡③ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ❜r✉✐ts ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ VB✳ ❈❡s
♠❡s✉r❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡
ξp = 1.0 10−3N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥✱ Vé❧❡❝ = 1, 2N0 ❡t ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t t♦t❛❧ ξ = 2, 1 10−3N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥✳

✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① q✉✬✐❧ ♥♦✉s r❡st❛✐t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✿

VB = G(VA + VN) = GVA

(

1 +
1

SNR

)

=
GVA

ρ2
✭✼✳✶✾✮

❞✬♦ù G = ρ2VB

VA

✭✼✳✷✵✮

❊♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ VA ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❧✉♠✐♥❡✉s❡ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✱ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ❯♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r VA

❡♥ ✉♥✐tés ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳
P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✜①❡r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ VA ✭❝❡ q✉✐

r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t s✉r ♥♦tr❡ ♠♦♥t❛❣❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❛♣♣❡❧é ✓s♦rt✐❡ ❞✬❆❧✐❝❡✔✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
VA ❞é✜♥✐✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡✷✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ VA ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ♣❡rt❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❡t
❛✐♥s✐ ❞✬❡①♣❧♦r❡r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❡♥tr❡ T = 0 ❡t T = 1✳

▲❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ χ ❡st ❧❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉q✉❡❧ ♥♦✉s
s♦✉str❛②♦♥s ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é
♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ■❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝

χ = VN − 1 ✭✼✳✷✶✮

✷◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❛✈❛♥t ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r s✐♠✉❧❛♥t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛ été ♣❧❛❝é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈♦✐❡
s✐❣♥❛❧✳ ❯♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞é❝r♦îtr❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧✱ ❡t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞é❝r♦îtr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉
❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾✱ ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧✳



✼✳✾ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ✽✾

◆❛t✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ξ ♣♦✉r VA = 12

❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ Vé❧❡❝ = 10−2N0✱ ✜①❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ 10−2/GN0

❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ 2, 5 10−4N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥ 3 10−3N0

❜r✉✐t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡
❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ 10−3N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥ 1, 2 10−2N0

❚♦t❛❧ (1.5 + 1/G) × 10−2N0

❚❛❜✳ ✼✳✶✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✳
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❋✐❣✳ ✼✳✼✿ ❇r✉✐ts r❛♠❡♥és à ❧✬❡♥tré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❜r✉✐ts ♠❡s✉rés ✜❣✉r❡ ✼✳✻✱ ♣♦✉r VA = 40N0 ❡t
η = 0, 7✳

▲✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜r✉✐t
❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❜r✉✐t q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t t♦t❛❧ GVN ✱ s❛✉❢
❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❘❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡✱ ✐❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ ✿

ξ =
GVN − 1

G
= χ − χ0, ❛✈❡❝ χ0 =

1

G
− 1 ✭✼✳✷✷✮

❈❡t ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✜❜r❡s
♦♣t✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ♠❡s✉ré ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❜r✉✐t q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s à ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t
t♦t❛❧✳ ▲✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t t♦t❛❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✼✳

✼✳✾ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦tr❡ ♣♦ss❡ss✐♦♥ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥
r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✿ G ❡t χ✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ G ❡t ξ✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛✲
r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s IAB ❡t IBE s❡❧♦♥ ❧❡s



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿

IAB =
1

2
log2

(
V + χ

1 + χ

)

✭✼✳✷✸✮

IBE =
1

2
log2

[

G2 (χ + V )

(

χ +
1

V

)]

✭✼✳✷✹✮

❛✈❡❝ V = VA + 1✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ IAB ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈✐♦♥s é❝r✐t❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

▲❡ ♠♦❞❡ ré❛❧✐st❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❜r✉✐ts ❞♦♥t ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✜t❡r✱ ❞❡s
❜r✉✐ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❝♦♥trô❧és✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧✱
r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿

χ❝❛♥❛❧ =
1

T
− 1 + ξ ✭✼✳✷✺✮

❞✉ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ♣❛r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ✐♠♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❇♦❜✱ r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ✿

χ❤♦♠ =
1

η
− 1 +

Vé❧❡❝

η
. ✭✼✳✷✻✮

❈❡ ❜r✉✐t χ❤♦♠ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞û ❛✉① ♣❡rt❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ 1
η
− 1 ❡t ❞✉ ❜r✉✐t

é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ Vé❧❡❝
η

✳ ▲❡ ❜r✉✐t t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
❜r✉✐ts χ❝❛♥❛❧ ❡t χ❤♦♠✱ r❛♠❡♥és à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿

χt♦t = χ❝❛♥❛❧ +
χ❤♦♠

T
=

1

G
− 1 + ξ +

Vé❧❡❝

G
. ✭✼✳✷✼✮

▲❡ ♠♦❞❡ ✓ré❛❧✐st❡✔ ❬✹❪ ❡①❝❧✉t q✉❡ ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣✉✐ss❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r χ❤♦♠✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✿

IAB =
1

2
log2

(
V + χt♦t

1 + χt♦t

)

✭✼✳✷✽✮

IBE =
1

2
log2

[

T 2 (χt♦t + V )
(
χ❝❛♥❛❧ +

1
V

)

1 + Tχ❤♦♠

(
χ❝❛♥❛❧ +

1
V

)

]

, ✭✼✳✷✾✮

▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ❜r✉✐ts ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t t♦t❛❧ χt♦t ❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ G✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞♦♥♥❡ η ❡t Vé❧❡❝ ❞✬♦ù ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s χ❤♦♠✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s
χ❝❛♥❛❧ = χt♦t − χ❤♦♠

T
✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té η = 0, 7 ❡t ❞❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
Vé❧❡❝ = 0, 01N0 ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ χ❤♦♠ = 0, 44✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ χBE✱ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s❡❝✉r✐té ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✱ s✬ét❡♥❞ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❛✉ ♠♦❞❡ ré❛❧✐st❡ ✿

χBE = G

(
λ1 − 1

2

)

+ G

(
λ2 − 1

2

)

− G

(
λ3 − 1

2

)

− G

(
λ4 − 1

2

)

, ✭✼✳✸✵✮
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❋✐❣✳ ✼✳✽✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s IAB ❡t IBE ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ∆I ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❜r✉✐ts
r❛♠❡♥és à ❧✬❡♥tré❡ ♠❡s✉rés ✜❣✉r❡ ✼✳✼✳

❛✈❡❝

G(x) = (x + 1) log2(x + 1) − x log2(x) ✭✼✳✸✶✮

λ2
1,2 =

C ±
√

C2 − 4D

2
✭✼✳✸✷✮

λ2
3,4 =

A ±
√

A2 − 4B

2
✭✼✳✸✸✮

C = V 2(1 − 2T ) + 2T + T 2(V + χ❝❛♥❛❧)
2 ✭✼✳✸✹✮

D = (T (V χ❝❛♥❛❧ + 1))2 ✭✼✳✸✺✮

A =
V
√

D + T (V + χ❝❛♥❛❧) + Cχ❤♦♠

T (V + χt♦t)
✭✼✳✸✻✮

B =
√

D
V +

√
Dχ❤♦♠

T (V + χt♦t)
. ✭✼✳✸✼✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ♥♦s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♠✉❧❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✓❧❛♠❡ sé♣❛r❛✲
tr✐❝❡✔✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ➮✈❡ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à ❇♦❜ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣❛r❢❛✐t✱ ❡t
♣ré❧è✈❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ré❡❧✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sé❝✉r✐té



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛tt❛q✉❡

♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

▲✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✓❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✔ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❝♦♥tr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣ré❧❡✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ q✉✐ s❡r❛ ❛❝❝♦r❞é à ❧✬❡s♣✐♦♥✳ ▲❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐t ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ q✉❡ ❧✬❡s♣✐♦♥ ❛✉r❛ ♣r✐s
s♦✐♥ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣❛r❢❛✐t✳ P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ ❧✬❡s♣✐♦♥ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ♣ré❧❡✈é s✉r ❧❡
❝❛♥❛❧ ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❇♦❜ ré✈è❧❡ s♦♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠❡s✉r❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✓❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✔ ❡st s✐♠✉❧é❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ s❛♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ♦✉ ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣ré❧❡✈é✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
t②♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❛ été é✈♦q✉é❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❧✉s
ré❛❧✐st❡ ❡t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ✿ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❧✬❡s♣✐♦♥
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ s❛♥s r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥
❝❛♥❛❧ ♣❛r❢❛✐t✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣❡r♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✔✱ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔
❡t ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✓❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✔✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✺✷❪✳

✽✳✶ ❆tt❛q✉❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔

❯♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔✱ r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✱ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s ✿ ❧✬❡s♣✐♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♣✉✐s ré✲é♠❡t ✉♥
ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡✳ P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✱ ➮✈❡ sé♣❛r❡ ❡♥
❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ❙✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉①
✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ s❛ sé♣❛r❛tr✐❝❡✱ ➮✈❡ ♠❡s✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s X̂ ❡t P̂ ✶ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
❊♥s✉✐t❡✱ ➮✈❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ s❡s ♠❡s✉r❡s
(XE, PE) q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ✉♥ ❣❛✐♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ gc s✐♠✉❧❛♥t ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❧
ét❛t ❝♦❤ér❡♥t✱ ❝❡♥tré s✉r (gcXE, gcPE) ❡st ❡♥✈♦②é à ❇♦❜ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

✶▲✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♥♦✉s
♣r❡♥❞r♦♥s s♦✐♥✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡ ♥♦t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♣❡❛✉ ✭̂·✮✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
s❛♥s ❝❤❛♣❡❛✉✳

✾✸



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ❆tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
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❋✐❣✳ ✽✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✳ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❢♦♥t ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞❡
❝❧é ✉s✉❡❧ ✿ ❆❧✐❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭❘◆●✮ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ❡t ❇♦❜
♠❡s✉r❡ ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Q ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❊♥tr❡
❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ ➮✈❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✱ ❧❡s sé♣❛r❡ ❡♥ ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❡t ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s
X ❡t P r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ➮✈❡ ré❣é♥èr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t à ❇♦❜ ❞❡s
ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❝❡♥trés s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ s❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳

Tq✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❇♦❜ ♠❡s✉r❡ ❡♥✜♥ ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ✐ss✉ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

▲❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s (X̂, P̂ ) ❞❡s ét❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s ❡♥✈♦②és ♣❛r ❆❧✐❝❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t

X̂ = XA + X̂0 ✭✽✳✶✮

P̂ = PA + P̂0 ✭✽✳✷✮

♦ù (XA, PA) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VAN0✱ ❡t (X̂0, P̂0) s♦♥t
❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s✐❣♥❛❧✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
t♦t❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡ ❡st ❛❧♦rs V N0 = (VA + 1)N0✳ ▲❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s (X̂E, P̂E)
♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ (XA, PA) ✿

X̂E =
1√
2
(XA + X̂0 − X̂ ′

0) ✭✽✳✸✮

P̂E =
1√
2
(PA + P̂0 + P̂ ′

0), ✭✽✳✹✮

♦ù (X̂ ′
0, P̂

′
0) s♦♥t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞✉ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬➮✈❡ (XE, PE) ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ VEN0 = V +1
2

N0✱ ❡t ✉♥ ❜r✉✐t VE|A = N0✳
▲✬ét❛t r❡ç✉ ♣❛r ❇♦❜ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

X̂B = tq(gcXE + X̂ ′′
0 ) +

√

1 − t2qX̂
′′′
0 ✭✽✳✺✮

P̂B = tq(gcPE + P̂ ′′
0 ) +

√

1 − t2qP̂
′′′
0 . ✭✽✳✻✮

▲❡ ❜r✉✐t X ′′
0 ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0 ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬➮✈❡✱ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t

X ′′′
0 ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t ➮✈❡ ❡t ❇♦❜✳

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s r❡ç✉❡s ♣❛r ❇♦❜ ❡st ❞♦♥❝ VBN0 = (GcTqVE + 1)N0 ❛✈❡❝ Gc = g2
c ✱

❡t ❧❡ ❜r✉✐t VB|E = N0✳ ❈♦♠♠❡ s❡✉❧ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t GcTq ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ VB✱ ✐❧ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ➮✈❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ Gc ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ réé♠✐ss✐♦♥ ♣✉✐s
✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ♣❡rt❡ ❥✉sq✉✬à ❇♦❜✱ ❡t✴♦✉ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ét❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s ré✲é♠✐s ♣❛r



✽✳✷ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✾✺
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1/2

1/2
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❋✐❣✳ ✽✳✷✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛tér✐❡❧✱ ♥♦✉s sé♣❛r♦♥s ❧✬❛tt❛q✉❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ ✶ ✕ ➮✈❡ ♠❡s✉r❡ X✳ ✷ ✕ ➮✈❡ ♠❡s✉r❡
P s✉r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ é♠✐ss✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ✸ ✕ ➮✈❡ ré✲é♠❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥tré s✉r (X, P ) s✉r ✉♥
❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ Tq✳ ❇♦❜ ♠❡s✉r❡ ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Q ❞❡ ❝❡ s✐❣♥❛❧✳

✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ Tq✱ t❛♥t q✉❡ GcTq ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❆❧✐❝❡ ❡t
❇♦❜ ❝♦♥st❛t❡r♦♥t ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ q✉✐ ❧❡s r❡❧✐❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été r❡♥❞ ❧✬❛tt❛q✉❡
✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ré❛❧✐st❡✱ ❝❛r ➮✈❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ s❛♥s ♣❡rt❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ ➮✈❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s X ❡t P ✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥
❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ré✈é❧❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❇♦❜ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ✿ ❧✬❛tt❛q✉❡
✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳

❯♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❧✉s ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ s✉r
❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✻ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❇♦❜ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ X̂B✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ✿

X̂B =
tqgc√

2

(

XA + X0 + X ′
0 +

√
2

gc

X̂ ′′
0 +

√
2

gctq

√

1 − t2qX
′′′
0

)

. ✭✽✳✼✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ T = GcTq

2
❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té r❛♠❡♥é

à ❧✬❡♥tré❡ χ = χ0 + 2 ❛✈❡❝ χ0 = 1−T
T

✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥
❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉①
♣❡rt❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ χ0✮ ❞❡ ❞❡✉① ✉♥✐tés ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❈❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❡♥tr❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡
tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣✉r❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥
✕ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝❛r ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝❤❡③ ➮✈❡ ✕ s❡ tr♦✉✈❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡✳

✽✳✷ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

▲✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ tr♦✐s ❞ét❡❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❞②♥❡s ❡t ❞❡✉①
s②stè♠❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞❡✉① ❞ét❡❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❞②♥❡s ❡t ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬❛tt❛q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❜❡s♦✐♥ ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡ ❇♦❜✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
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Transmission du canal quantique (T)

χ
χ0

ξ

❋✐❣✳ ✽✳✸✿ ❇r✉✐ts r❛♠❡♥és à ❧✬❡♥tré❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✳
▲❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té t♦t❛❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ❞û ❛✉① ♣❡rt❡s χ0 = 1

ηT
− 1 ❡t ❞✉ ❜r✉✐t ❡♥ ❡①❝ès

ξ = 2+ξT ♦ù ξT ≃ 0, 1 ❡st ❧❡ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ η = 0, 6 ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❤♦♠♦❞②♥❡✳

✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛tér✐❡❧ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♠♦✉s ❛✈♦♥s sé♣❛ré ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡
✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✭✜❣✉r❡ ✽✳✷✮ ✿

✶✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❆❧✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞✉❧é ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t
❡♥ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ➮✈❡✱ ❡♠♣r✉♥t❛♥t ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦ssé❞é❡ ♣❛r ❇♦❜✱ ♠❡s✉r❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

✷✳ ❆❧✐❝❡ ré✐tèr❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ➮✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❇♦❜ ♣♦✉r
♠❡s✉r❡r P ✳

✸✳ ▼✉♥✐❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ➮✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡
♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❛tté♥✉❛♥t ✭s✐♠✉❧é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡✮ ✈❡rs ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ q✉✐ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛ttr✐❜✉é❡ à ❇♦❜✳

❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧ ✭❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ s❡r❛ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✱ ❡t ❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡
✷✵✵ ♠s✱ ♣❡r♠❡t à ➮✈❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❜s♦❧✉❡ X̂ ♦✉ P̂ ✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✭❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞é❝r✐t ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❝❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛
q✉❛❞r❛t✉r❡ X̂ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ P̂ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❞✬➮✈❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♦rt✐❡ VA ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ➮✈❡ VE✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡ ❝❤♦✐①
❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠♦♥t❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓s♦rt✐❡ ❞✬❆❧✐❝❡✔✱ ❡t ♥❡
❝❤❛♥❣❡ ❡♥ r✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❡s♣✐♦♥
♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ✭❡✣❝❛❝✐té η =
0.6✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ VE = 18, 29 ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X̂ ❡t
❞❡ VE = 18, 26 ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ P̂ ✱ ❞✬♦ù ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA = 36, 6✳
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❋✐❣✳ ✽✳✹✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té µ✱ ➮✈❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡
❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ré✲é♠❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡✳ ❙✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✱ ➮✈❡
ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ st❛♥❞❛r❞✳

✽✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ❜r✉✐t

▲✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ♠❡s✉ré à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡✉rs
sér✐❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❡♠♣❧♦②é❡
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ➮✈❡ ❡t ❇♦❜✱ ♥♦✉s tr❛ç♦♥s ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❜r✉✐ts r❛♠❡♥és à ❧✬❡♥tré❡ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✸✮✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té t♦t❛❧ χ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜✳ ▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ❞û ❛✉① ♣❡rt❡s χ0 = 1−Tq

Tq
✳ ▲✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡

❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜r✉✐ts ✿ ξ = χ− χ0✳ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t t②♣✐q✉❡ ❞❡ 2, 1N0✳ ▲✬é❝❛rt
à ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ 2 ✉♥✐tés ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡st ❞û ❛✉① ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡
❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✿

• ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❧❛s❡r ❀
• ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s✮ ❀
• ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s✮ ❀
• é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡ ❡t ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❛❜s♦❧✉❡s X̂ ❡t P̂ ✱ ❞✉❡ à ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐✲

t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡✳

✽✳✹ ❆tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❯♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t à ❧✬❡s♣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s
❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬❛tt❛q✉❡
❞❡ t②♣❡ ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✔ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❛r
❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❡♥ ❡①❝ès ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ❜r✉✐t st❛♥❞❛r❞ ❞û ❛✉① ♣❡rt❡s
❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡①❝ès ❜r✉✐t ❀ ❡❧❧❡
r❡st❡ ❧✐♠✐té❡ à ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥t❡rr♦♠♣t t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡
❛tt❛q✉❡ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛tt❛q✉❡s✳ ◆♦✉s ❧❛ ❜❛♣t✐s♦♥s ✓✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲
réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✔✳ ❈❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ s❡ ✈❡✉t ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r❝❡♣té❡s ♣❛r ➮✈❡✳
▲❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉
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❋✐❣✳ ✽✳✺✿ ❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛tt❛q✉❡s ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱
❞❡♣✉✐s ❧✬❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✭µ = 0✮ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭µ = 1✮✳
➚ ❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ♠❡s✉ré ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t
t❤é♦r✐q✉❡ ξ = 2µ✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✵✱✶ ✉♥✐té ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳
◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉
❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✱ ❝❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛tt❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s ❞✬ét❛♣❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡t ❡✛❡t ♥✬❡st ♣❛s ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ à ❝❛✉s❡
❞✬✉♥ ❛rt❡❢❛❝t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✿ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ré❣❧❛❣❡ ♠✐♥✉t✐❡✉① ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ µ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡ ❞❡❣ré
❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✉❧t✐♠❡ q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡✳

❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✳ ❙✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❧♦rs ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ➮✈❡ ❡♥tr❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t s♦♥ s②stè♠❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ♥♦✉s
ré✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ 1 − µ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡
✈♦✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ Tq s✐t✉é ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ q✉✐ ❡st s✐♠✉❧é
♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✿ ❝✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬♦♥ s✐♠✉❧❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❛♠❡
sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✷✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ rés✉♠❡ ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳

✽✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ♥♦tr❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲
réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✱ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲
réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ XA ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡♥

X̂B = t(XA + X̂N) ✭✽✳✽✮

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❜r✉✐t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✱ q✉❡ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦✉r

✷◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛tt❛q✉❡ ❡st ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧é❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡
❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
❞✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳



✽✳✻ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧✬❡s♣✐♦♥ ✾✾

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ✿

❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

VA VA VA VA

〈AB〉2 TV 2
A TV 2

A TV 2
A

VB TVA + 1 T (VA + 2) + 1 T (VA + 2µ) + 1

✭✽✳✾✮

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s r❡♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❛ tr♦✐✲
s✐è♠❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s✳ ❈❡❧❛ s❡ ❥✉st✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t ✿ ❧✬❛t✲
t❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉❡
s♦♥t ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pBS(XA, XB) ❡t ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲
réé♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pIR(XA, XB)✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜♥❛❧❡ ❡st
❞♦♥❝ pIR ♣❛rt✐❡❧❧❡ = µpIR(XA, XB)+(1−µ)pBS(XA, XB)✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ Y s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛r 〈Y 〉 = µ〈Y 〉IR + (1 − µ)〈Y 〉BS✳

▼✉♥✐s ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ VN =

VA

(
VAVB

〈AB〉2 − 1
)

✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ χ = VN − 1✱ ❡t ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ξ = χ − χ0

✭r❛♣♣❡❧ ✿ χ0 = 1−T
T

✮ ✿

❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

VN
1
T

1
T

+ 2 1
T

+ 2µ
χ 1

T
− 1 1

T
+ 1 1

T
− 1 + 2µ

ξ 2 0 2µ

✭✽✳✶✵✮

▲❛ t❤é♦r✐❡ ♣ré❞✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ξ = 2µ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r❝❡♣té❡s
µ✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛♥♥♦♥❝✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡s✉r❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲
réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲
réé♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ tr❛❝❡ ❝❡t ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ µ✱ ❞❡♣✉✐s µ = 0 ✭❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✮ ❥✉sq✉✬à µ = 1 ✭❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲
réé♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡st
❡♥✈✐r♦♥ 0, 01N0 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t t❤é♦r✐q✉❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥✲
t❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ✉♥ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✽✳✻ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧✬❡s♣✐♦♥

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ➮✈❡ ❡t ❇♦❜ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞✬❛tt❛q✉❡s✳

❆tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❛✉✲
r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ ➮✈❡ ❡♥ ❛tt❛q✉❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ P♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ é✈❛❧✉❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ G ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té χ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿

Iopt
BE =

1

2
log2

ηTV + ηTξ

η/
[
1 − T + Tξ + T

V

]
+ 1 − η

✭✽✳✶✶✮

♦ù η ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ➮✈❡ ♦❜t✐❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❝❧♦♥❡✉s❡ ✐♥tr✐q✉❛♥t❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ❆tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r❝❡♣té❡s ♣❛r ➮✈❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡
♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✿

Ireel
BE = µIIR

BE + (1 − µ)IBS
BE ✭✽✳✶✷✮

IIR
BE ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❞✬➮✈❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ❢❛✐t ❝❤❛♣✐tr❡ ✼
♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IAB ✿

IIR
BE = −1

2
log2

(
1 − ρ2

)
. ✭✽✳✶✸✮

IBS
BE ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛t✲

t❛q✉❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ré❛❧✐sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡♥tr❡ ❇♦❜ ❡t ➮✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ➮✈❡ ❡t ❇♦❜ s♦♥t
t♦✉s ❞❡✉① s♦✉♠✐s à ✉♥ ❜r✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ξ ✿

VB = Gη

(

VA + ξ +
1

Gη

)

✭✽✳✶✹✮

VE = (1 − G)

(

VA + ξ +
1

1 − G

)

✭✽✳✶✺✮

〈QBQE〉 =
√

G(1 − G)(VA + ξ) ✭✽✳✶✻✮

IBS
BE = −1

2
log2

(

1 − 〈QBQE〉2
VBVE

)

✭✽✳✶✼✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠❡s✉ré❡s ❞❡
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛✐t❡ ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
T ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛✐t❡ ♣❛r ❇♦❜ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ 1−T ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t ❝❡✉① ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠❡s✉rés ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡
à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✳

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Ireel
BE ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à Iopt

BE ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛tt❛q✉❡
❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ξ = µ = 0✱ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
❧✬❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ξ = 2✳ ❉♦♥❝ s❛✉❢ ♣♦✉r µ = 0✱ Ireel

BE (µ) < Iopt
BE(µ)✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱

♥♦s ❛tt❛q✉❡s ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ❡t ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡s✳ ▲❡s
♠❡s✉r❡s ❞✬➮✈❡ s♦♥t ❡♥t❛❝❤é❡s ❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♥❛t✉r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ✐❧❧✉str❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❞é❢❛✉t ✿ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s Ireel

BE ❡t Iopt
BE s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ♣♦✉r µ = 0✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬é❝❛rt

❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ T ❡st ♣❡t✐t✱ ❝❛r ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❞✐♠✐♥✉é ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉
❝❛♥❛❧✳

❈♦♠♠❡ IBS
BE ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬♦❜t✐❡♥t ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Ireel
BE ❡t IBS

BE

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❛♣♣♦rt❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ❛tt❛q✉❡✱ ❜✐❡♥
q✉❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣❡r♠❡t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ tr❛❝❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ µ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r❝❡♣té❡s ❡t
ré✲é♠✐s❡s✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s T ❞✉ ❝❛♥❛❧ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à ❇♦❜✳
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❋✐❣✳ ✽✳✻✿ ◗✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡s ✜❣✉r❡s tr❛❝❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡
q✉✬❛✉r❛✐t ♣✉ ♦❜t❡♥✐r ➮✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t
❛✈❡❝ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛tt❛q✉❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ✭♣♦✐♥ts✮✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭t✐r❡ts✮✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❛tt❛q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t à ❧✬❡s♣✐♦♥ ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ♣rés❡♥t s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡✳
❉❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞♦✐✈❡♥t ❡st✐♠❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♠✉t✉❡❧❧❡s IAB ❡t IBE à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❞❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r ✭♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡
❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ✺✵✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✳ P❧✉s ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t ❣r❛♥❞❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞♦✐✈❡♥t ♣ré✈♦✐r ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té s✉✣s❛♥t❡✱ ♦✉ ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉r
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ◆♦s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❣❛r❞❡♥t ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❞❡ ❢❛✐❜❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ♠♦❞éré ✭❡♥✈✐r♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à 0, 2N0✮✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ❆tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

✽✳✼ ❆tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

▲✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐
✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s QB ♠❡s✉ré❡s ♣❛r
❇♦❜ s✬❡①♣r✐♠❡

p(QB = q) = µ
1

√

2πσ2
IR

e
− q2

2σ2
IR + (1 − µ)

1
√

2πσ2
BS

e
− q2

2σ2
BS ✭✽✳✶✽✮

❛✈❡❝ σ2
IR = Tq (V + χ0 + 2) ❡t σ2

BS = Tq (V + χ0)✱ ♦ù χ0 = 1−Tq

Tq
✳

▲❛ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛tt❛q✉❡ ❡st ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❢❛❝❡ à ❞❡s
❛tt❛q✉❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛tt❛q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿

Ireel
BE < Iopt

BE. ✭✽✳✶✾✮

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❡①♣❧♦ré ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞♦♥❝ ♥♦tr❡
❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r❡✉✈❡✳

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①tré♠❛❧✐té ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s é♥♦♥❝é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛tt❛q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ➮✈❡ tr❛✐t❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ✐♠✲
♣✉❧s✐♦♥s ✐♥t❡r❝❡♣té❡s ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❛tté♥✉é❡s✱ ❡t ❢❛✐t ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❈❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✈✉❡s ♣❛r ❇♦❜
✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✽✮✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♥ôtr❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ➮✈❡
❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ❡st

Ing
BE = µIopt

BE(µ = 1) + (1 − µ)Iopt
BE(µ = 0). ✭✽✳✷✵✮

❈✬❡st ❧❛ ❞r♦✐t❡ r❡❥♦✐❣♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s ❞❡ Iopt
BE✳ P♦✉r T = 0.1 ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡tt❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❛tt❛q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✱✺✪✮✱ ♠❛✐s ❧✉✐ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ✐❧❧✉str❡ ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛tt❛q✉❡✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❧❛ ❞é♣❛ss❡r✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ Ing
AB ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥
Ing
AB = S(A) + S(B) − S(A, B), ✭✽✳✷✶✮

♦ù ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ S ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✽✳✶✽✱ ❞✬❛♣rès
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

S(X) =

∫

dx p(X = x) log2(p(X = x)). ✭✽✳✷✷✮

Ing
AB ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡①tr❛✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ ✿

Ing
AB > Igauss

AB . ✭✽✳✷✸✮

▲❡ s❡♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❛tt❛q✉❡s
♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❡t ✐♥✈❡rsé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣♦✉r IBE ✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✷✵✮ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✱ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱



✽✳✼ ❆tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✶✵✸

♥❡ s✉r❡st✐♠❡ ♣❛s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡
❇♦❜✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ Ing

AB ❡t Igauss
AB ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✭♠♦✐♥s ❞❡ 10−5 ♣♦✉r t♦✉t❡

✈❛❧❡✉r ❞❡ T ✮ ✿ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❣❛❣♥❡r❛✐❡♥t ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬✐❧s ✉t✐❧✐s❛✐❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❡♥ ❝♦✉✈r❛♥t ✉♥❡
❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉①
q✉❛♥t✐q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬➮✈❡ ♣❡✉t t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t
♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ❡st ✉♥ ❛tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✈ér✐✜é q✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬❡s♣✐♦♥ q✉❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ❆tt❛q✉❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧

◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❡st ✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡
❞é❧♦❝❛❧✐sé ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ■❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧
❡t ❞✬✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ s❡r❛✐t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❛♥s
❞❡✉① ✜❜r❡s sé♣❛ré❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜❜r❡s ✭♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♣❤❛s❡✱
t❡♠♣s✮ ❞étr✉✐r❛✐❡♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
❞❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜❜r❡ ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉✐ s❡r❛ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❙✐❡♠❡♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✮✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦✉s s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✱ ❝❤❡③ ❇♦❜✱ ❞♦✐t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❡rt❡s ♣♦ss✐❜❧❡
s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧ ✿ t♦✉t❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ t❛✉① s❡❝r❡t✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t êtr❡ st❛❜❧❡ ❡t✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t sé♣❛rés ❢réq✉❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡
❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ❈✶ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❝❛✲
♥❛✉① ❞❡ ✵✱✺ ♥♠ ❞❡ ❧❛r❣❡ ❡t sé♣❛rés ❞❡ ✸ ♥♠✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ✜❜rés ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ✵✱✺
❞❇ ❞❡ ♣❡rt❡s ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❝❡s ❝❛♥❛✉①✳ P♦✉r ❞é❝❛❧❡r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉①✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ❡♥ ♥✐♦❜❛t❡ ❞❡ ❧✐t❤✐✉♠✳ ❈❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs
♦♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ❣✐❣❛❤❡rt③ ❀ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❞é✲
❝❛❧❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐①✐è♠❡s ❞❡ ♥❛♥♦♠ètr❡s✳ ❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡
❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❧✬✉♥❡ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❝❤❡③ ❇♦❜✱ s❛♥s ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡
❞❡ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡✮ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✵ ●❍③ ❡t s②♥❝❤r♦♥✐sé❡s ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❤❡rt③✱ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ s✐❣♥❛❧ ❡t
♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ q✉❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✱ q✉✐

✶P❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✶✺✸✵ ♥♠ ❡t ✶✺✼✵ ♥♠✱ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡♥
s✐❧✐❝❡✳

✶✵✺



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✿ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧

99/1

Signal

Référence

200 ns

Alice
40 m

❋✐❣✳ ✾✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ✷✵✵ ♥s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① s♦♥t ✐♥❥❡❝tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r ✾✾✴✶

DFB

EOM switch − 22 dB Alice

EOM − 34 dB

Circulateur

Miroir

❋✐❣✳ ✾✳✷✿ Pré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥ s✇✐t❝❤ é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡
❞✬✉♥❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✷✷ ❞❇ ❡st s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ✸✹ ❞❇ ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥✱
s♦✐t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✾✵ ❞❇

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❞é♣ôt ❞❡
❜r❡✈❡t ❬✺✸❪✳

✾✳✶ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❝♦♥t✐♥✉❡

◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✾✳✶✳ ❈❤❡③ ❆❧✐❝❡✱ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧ ❡st r❡t❛r❞é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✐❣♥❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à r❡t❛r❞ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ✹✵ ♠ètr❡s ✭r♦✉❧❡❛✉ ❞❡
✜❜r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡✮✱ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❛♥t ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ ✷✵✵ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❧♦♥❣
q✉❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧✱ ♣✉✐s ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦✉♣❧és ❞❛♥s ❧❡
♠ê♠❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r ✾✾✴✶✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
♣❡r♠❡t ❞✬❛tté♥✉❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA✱ t♦✉t ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✸ q✉❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧✳

◆♦✉s ❞é❝♦✉♣♦♥s ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡
✸✹ ❞❇✳ ▲✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦rt❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t 108 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵ ♥s✱ ❧❛✐ss❛♥t
❛✐♥s✐ ✉♥ ❢♦♥❞ ✐♥❢ér✐❡✉r à 105 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✶✵✵ ♥s✳ ❈❡ ❢♦♥❞ ❡st ❞♦♥❝ très ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t ✉♥ s✐❣♥❛❧
❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳



✾✳✷ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ✶✵✼

VRF

DCV (n.c.)

✭❛✮ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝â❜❧❛❣❡✳
▲✬❡♥tré❡ ❘❋ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ❧❛✲
s❡r ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é❡ à
✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❉❈ ❡st
♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝té❡✳

VRF (V)P(mW)

14

0 −0,8

−5
100 ns

τ

✭❜✮ ❚❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥
❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡
❝rêt❡✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❧❛❝é ❡♥ s♦rt✐❡
❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥
❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✶✵✵ ♥s✱ à ✉♥
✐♥st❛♥t τ ❛♣rès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡
❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳

 1542.8

 1542.82

 1542.84

 1542.86

 1542.88

 1542.9

 1542.92

 0  1  2  3  4  5

Lo
ng

ue
ur

 d
’o

nd
e 

(n
m

)

τ (µs)

✭❝✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡
❛♣rès ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❛
❞✐♦❞❡ ✭τ = 0✮✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❝❡♥✲
tr❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵ ♥s ❡st ♠❡✲
s✉ré❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♦♣✲
t✐q✉❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t
❛❥✉sté❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ λ(τ) = −0, 048e−2,02τ +0, 0090τ +
1542, 86✱ ♣✉✐s f(τ) = hc

λ(τ) ✳

❋✐❣✳ ✾✳✸✿ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ♣✉❧sé❡ ❆▲✶✾✵✺▲▼■

P♦✉r ♥❡ ♣❛s s❛t✉r❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣ré♣❛r❡r
❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✽✵ ❞❇✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛tt❡✐♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♣❛r tr♦✐s ♣❛ss❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s
✭✜❣✉r❡ ✾✳✷✮✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ s✇✐t❝❤ é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✷
❞❇✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉❧❛t❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥ ♠✐r♦✐r ♣❡r♠❡t ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✸✹ ❞❇✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ✾✵ ❞❇✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré ✉♥ ❢♦♥❞ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✷ ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✶✵✵ ♥s✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r s❡✉❧
❡✛❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞és❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡t ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s é❧❡❝tr✐q✉❡s q✉✐ ❧❡s ❛❧✐♠❡♥t❡♥t✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❛ss❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r
é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐r❝✉❧❛t❡✉r ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ✸ ❞❇✱ s♦✐t
❞❡s ♣❡rt❡s t♦t❛❧❡s ❞❡ ✶✷ ❞❇✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✷✱✺ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞é❣r❛❞❡
❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✾✳✹✮✳

✾✳✷ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡

P♦✉r r❡♠é❞✐❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❣é♥é✲
r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐♦❞❡
❆❧❝❛t❡❧ ❆▲✶✾✵✺▲▼■ ♣✉❧sé❡ é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t ❛
✉♥❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ♣✉✐sq✉✬❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ❡st ❡♥
❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❧❛s❡r ❡t s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❞♦♥❝ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♣♦✉r
♥♦tr❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✱ ❡st é♠✐s❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r
t♦✉t ❢♦♥❞ s✉r ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ q✉✐ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r❛✐t ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❧♦rs ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s
❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ✐♠♠é❞✐❛t❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ♣❛r❛ît✳
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❋✐❣✳ ✾✳✹✿ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡✳
▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉s❡✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❡♥ s♦rt✐❡
❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✶✵✵ ♥s ❞❡ ❝❡ s✐❣♥❛❧ ✭♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❣r✐sé❡✮✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ❡st
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r❢ér❡r ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s f(τ) ❡t f(τ + ∆T )✱ ♦ù ∆T = ✵✱✼✺ ♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞❡ ✶✺ ❝♠✳ ▲✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❝♦✉♣❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
s✉♣ér✐❡✉r❡s à fc = 10 ▼❍③ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt T ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r f < fc✱ ♣✉✐s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✷✵ ❞❇
♣❛r ❞é❝❛❞❡

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞❡s ❛♣rès ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉
❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐♦❞❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ s♦♥t ♠❛✉✈❛✐s❡s✱
♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à ❣é♥ér❡r ❞❡ ❧❛r❣❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵ ♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ◆♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ✷✵✵ ♥s ❛✈❛♥t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❀ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
s✉♣❡r♣♦sé ❛✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬❡♥
❛❥✉st❛♥t ❛st✉❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧✲
s✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧
❛ss❡③ ✐♥❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡rt✉r❜❡ ♣❛s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝â❜❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
✜❣✉r❡ ✾✳✸✭❛✮✳ ▲❛ ❞✐♦❞❡ ❡st ❛❧✐♠❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ ❝♦✉r❛♥t ♣❛r ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r♥❡ à ❧❛ ❞✐♦❞❡ ✭✺✵ Ω✮✳ ▲❡ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐♦❞❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✶✺ ♠❆ ✭❥✉st❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❧❛s❡r✮ ❡t ✶✵✵ ♠❆✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝rêt❡ ❞❡ ✶✻ ♠❲✳

P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ ❞✐♦❞❡✱ ♥♦✉s ❧❛ ♠♦❞✉❧♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
✸ µs à ✉♥ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ✷✵✵ ❦❍③ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡
❧❛r❣❡✉r ✶✵✵ ♥s✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t τ ❛♣rès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✸✭❜✮✮✳ ❈❡tt❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❛♣rès ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❛
❞✐♦❞❡ ❡t ♥♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❝❡ ré❣✐♠❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r τ ✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥
❞❡ ✶✵✵ ♥s ❡t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈é✳

▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡✱ ♥♦té❡ f(τ)✱ ✈❛r✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✾✳✸✭❝✮✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ∆x ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦✐❡s s✐❣♥❛❧ ❡t ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❛❧tèr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧
❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❝❡t ❡✛❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r❢ér❡r ❞❡✉① ♦♥❞❡s



✾✳✷ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ✶✵✾

❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s f(τ) ❡t f(τ + ∆t)✱ ❛✈❡❝ ∆t = n∆x
c
✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✜❧tré ♣❛r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt T ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ fc

❂ ✶✵ ▼❍③ ✿

s(τ) = sin (2πf(τ + ∆t)(τ + ∆t) − 2πf(τ)τ + φ) T (f(τ + ∆t) − f(τ)) , ✭✾✳✶✮

♦ù φ ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❞ér✐✈❛♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧✱ tr❛❝é
✜❣✉r❡ ✾✳✹ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞❡ ✶✺ ❝♠✱ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞é❝r♦ît ❛✈❡❝ τ ✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝r♦ît ❛✈❡❝ τ ✳
▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❝❡tt❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✿ q✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❡st ❞é❣r❛❞é✱ ❡t ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❞✐♠✐♥✉❡✳

➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✲
✈♦♥s ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞û à ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞❡ ✶✺ ❝♠✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✵✱✷ N0 ♣❛r ♣❤♦t♦♥ ✭❞é✜♥✐
❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s éq✉✐❧✐❜ré ❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ à ♠♦✐♥s ❞✬✶ ❝♠✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧❛❝é ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵ ♥s à τ < 100 ♥s ❡t ♠♦❞✐✜é ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✾✵✵ µs ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✶✵✵ ♥s✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t τ = 800 ♥s ❛♣rès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♠✲
♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ❡st ❛ss❡③ ❝♦❤ér❡♥t❡ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r
❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✳ ❉✬✉♥
❛✉tr❡ ❝ôté✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣rès ❞✉ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧
q✉✐ s✬② s✉♣❡r♣♦s❡✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ s♦♥t ❣é♥érés à
✷✵✵ ♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧✐❣♥❡ à r❡t❛r❞✮✳ ❈❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✵✵✺ ♥♠✱ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡
✉♥ ❜❛tt❡♠❡♥t tr♦♣ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r êtr❡ ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❛r
❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♠✐♥✐♠✐s♦♥s ❧❡ ❢♦♥❞
❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
✸✹ ❞❇ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❞é❝♦✉♣♦♥s ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s✳ ❖r ❝❡tt❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s ❞ér✐✈❡ s✉r
✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐♥✉t❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❡✱
❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❢♦♥❞ s♦✐t à ✶✪ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❡ ❢♦♥❞ ❥♦✉❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡
❧❡ rô❧❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡t ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ s✐❣♥❛❧ ✈✐❞❡✳ ❈❡ ❜r✉✐t✱ ❞♦♥t ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❞❡ ✶✪ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡
❛✉ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧❡ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❜r✉✐ts ❞✉ s②stè♠❡✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ st❛❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❧❛ ré❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✱ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛
❞✬✐♥t❡r✈❡rt✐r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥
❢♦♥❞ ♥❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r❛ ❛✉ s✐❣♥❛❧✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✿ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧

Déclenchement de
la modulation

Impulsion

Im
pu

ls
io

n 
op

tiq
ue

électrique

0−500 ns

t

❋✐❣✳ ✾✳✺✿ ❙✐❣♥❛✉① ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s t❡♠♣s ❡st ✜①é❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧✲
s✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ✶✵✵ ♥s✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st ❛✈❛♥❝é❡ ✭✺✵✵ ♥s s✉r ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛✮
♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ♣✉❧sé❡✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st r❛❢r❛î❝❤✐❡ ✶✵✵
♥s ❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡✱ ❞é❧❛✐ s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❥✉sq✉✬❛✉① ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛r✲
r✐✈❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✷✵✵ ♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

▲❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
s✐❣♥❛✉① é❧❡❝tr✐q✉❡s ✿ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ q✉✐ ♣✐❧♦t❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r✱ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✺✳

✾✳✸ ❉é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡①é ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥✲
t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s sé♣❛r❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❇♦❜✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❡rt❡s
♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s✇✐t❝❤
é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛✐❣✉✐❧❧❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♥❛✲
♥♦s❡❝♦♥❞❡s✳ ▼❛✐s✱ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✸ ❞❇ ❞❡ ♣❡rt❡s✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
❝♦✉♣❧❡✉r ♣❛ss✐❢ ❞✐r✐❣❡❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✾✵✪ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ✶✵✪ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❧❡✉rs
✈♦✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♦♣té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡✳ ◆♦✉s ❞ét❡r♠✐♥❡r♦♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

▲❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥♦♥ ❞és✐ré❡s✱ r❡♣ré✲
s❡♥té❡s ✜❣✉r❡ ✾✳✻✳ ✶✵ ✪ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭à ❞r♦✐t❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬✐♥t❡r❢èr❡
❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡ ❛rr✐✈❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐r❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s
✾✵ ✪ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡✳ ❆✈❡❝
✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈❡r✐♦♥s ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡✳ ▼❛✐s
r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✿ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧
✐♥t❡r❢èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞éséq✉✐❧✐❜ré ✭❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ 0, 5±ǫ✮✳



✾✳✹ ❈❤♦✐① ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ✶✶✶

200 ns

Oscillateur local
non désiré

Bob

OL S

90/10

Référence

Signal

Faisceaux utiles Signal de détéction homodyne

40 m

❋✐❣✳ ✾✳✻✿ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡✉r✱ ❞❡ r❛♣♣♦rt 90/10 ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❡r ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r ❛❥♦✉t❡ ❛✉① ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✉t✐❧❡s ✭❛✉ ❝❡♥tr❡✮ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥♦♥ ❞és✐ré❡s ✭à
❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✮✳

▲❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ s♦♥t ❛❧♦rs I± = (0, 5± ǫ)IOL✱
❡t✱ ♣♦✉r éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s ♣❡rt❡s 1 − 0,5−ǫ

0,5+ǫ
∼ 4ǫ s✉r ❧❛

✈♦✐❡ +✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❡♥✈♦②♦♥s ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s
✐♥t❡♥s✐tés I± = (0, 5∓ ǫ)IOL q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s éq✉✐❧✐❜ré❡s ♣❛r ❧❡s ♣❡rt❡s s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ +✱ ❡t q✉✐ ❢♦♥t
s❛t✉r❡r ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡
❡st éq✉✐❧✐❜ré❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ✉t✐❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♣♦✉r ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♥♦♥
❞és✐ré ❡♥tr❛♥t ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✱ q✉✐ ✈✐❡♥t s❛t✉r❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞éséq✉✐❧✐❜ré ❛ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❡t ❞✐s♣❛r❛ît ❛✈❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦r❡r ❝❡tt❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r✲
❢ér❡♥❝❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❛❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈✐s
♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧ à ✶✴✷✱ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡✈✐❡♥t éq✉✐❧✐❜ré❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞✬❡♥tré❡✱ ❝❡ q✉✐ é❧✐♠✐♥❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✉❡
à ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♥♦♥ ❞és✐ré✳

▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦♣t❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✾✳✼✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♥♦♥ ❞és✐ré ❛rr✐✈❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❛♣rès

❧❡ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧❡✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ tr❛✈❡rs❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ s❡r❛ éq✉✐❧✐❜ré❡ ♣♦✉r s❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s
❞✬❡♥tré❡✳

✾✳✹ ❈❤♦✐① ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r
sé♣❛r❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ✐ss✉s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s✳ ❙✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧
s❡ tr♦✉✈❡♥t s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❡t ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥✬❡st ❞ét❡❝té✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❧❡
r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✶✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡rt❡ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ s✐❣♥❛❧✱ ♠❛✐s ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❢ér❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡t✐t✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✿ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧

❋✐❣✳ ✾✳✼✿ ❈❛♣t✉r❡ ❞✬é❝r❛♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭é❝❤❡❧❧❡ ✿ ✶ ❱ ♣❛r ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ✺✵✵
♥s ♣❛r ❞✐✈✐s✐♦♥✮✳ ▲❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ✶✵✵ ♥s ❡t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ✺✵✵
❦❍③✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ♠♦❞✉❧é ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❧❡ ♠♦❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
♦❜s❡r✈❡r ❝❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡ ❧❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✮✳ ❆♣rès ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧❡✱ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
❧♦❝❛❧ ♥♦♥ ❞és✐ré❡ ✈✐❡♥t s❛t✉r❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡
❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ s✐❣♥❛❧ s✉✐✈❛♥t❡✳

❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ éq✉✐❧✐❜r❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♣❡rt❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✽ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ❊❧❧❡ tr❛❝❡ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I = IAB − IBE s❡❧♦♥ ❧❡s ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ✼✳✷✽ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❡rt❡s t♦t❛❧❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❝❤❡③ ❇♦❜ ✭❝♦✉r❜❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✮✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t
✈❛r✐❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ Td ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✱ ♦♥ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❣r❛ss❡s✱ ❡♥ ❜❛s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡♥ ❤❛✉t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ✉♥
r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ Td = 90✪ ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♦✉ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❣r❛ss❡s
s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❛s②♠♣t♦t❡ ✭❝♦✉r❜❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r η = 0, 6✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛tt❡✐♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥séq✉❡♥t ❡♥
♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥❡ ♣r♦❞✉✐r❛✐t q✉✬✉♥ ❣❛✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡♥ t❛✉① s❡❝r❡t✳

✾✳✺ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❜r❡ ❞❡ ✷✺ ❦♠

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s✉r ✉♥ r♦✉❧❡❛✉ ❞❡ ✜❜r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
✷✺ ❦♠✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❧❛s❡r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✜❜r❡
♦♣t✐q✉❡ s✉s❝✐t❡ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❆✉❝✉♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r❡s ♥✬❡st ♦❜s❡r✈é❡ ✿



✾✳✺ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❜r❡ ❞❡ ✷✺ ❦♠ ✶✶✸

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3
 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80 0.90

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80 0.90

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80 0.90

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80 0.90

0.50

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80 0.90

0.50

0.80

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80 0.90

0.50

0.80

0.90

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000
109 108

bi
ts

/s
ym

bo
le

bi
ts

/s

Velec

POL (photons)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
ηhom

0.50

0.80 0.90

0.50

0.80

0.90

0.99

❋✐❣✳ ✾✳✽✿ ❚❛✉① s❡❝r❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ P♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
❝❛♥❛❧ T ❡t ξ ✜①és✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I(V❡❧❡❝, η)✱ ♦ù η ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡t V❡❧❡❝ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ✉♥✐tés ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ P♦✉r tr❛❝❡r ❝❡ t❛✉① s❡❝r❡t✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s
❞❡ ♣♦rt❡r ❧❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ V❡❧❡❝ ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡✱ ❡t ❞❡ tr❛❝❡r ∆I(V❡❧❡❝, η) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ η
✭❝♦✉r❜❡s ✜♥❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ♣♦rt❛♥t ♠❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té η✮✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s V❡❧❡❝ ❡t η s♦♥t ❧✐és✱ ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧✲
t✐♣❧❡①❛❣❡ Td✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❣r❛ss❡s tr❛❝❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ (V❡❧❡❝(Td),∆I(V❡❧❡❝(Td), η(Td))✱ ❡♥
♠❡♥t✐♦♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Td✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ❣r❛❞✉é ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮
❡t à✱ t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡
100 000 s②♠❜♦❧❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ Td rés✉❧t❛♥t
❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❣r❛ss❡ ❞✉ ❜❛s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭V❡❧❡❝ = 0.04N0 ♣♦✉r Td = 0✮✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❤❛✉t ❛✉
♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣✉❧sé❡ ✭V❡❧❡❝ = 0, 0043N0 ♣♦✉r Td = 0✮✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s ♦♥t été tr❛❝é❡s ❛✈❡❝
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ VA = 12✱ ξ = 0, 025✱ T = 0, 31✱ β = 0, 87 ✭❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✮✳ ❖♥
❡st✐♠❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭✐✳❡✳ ❤♦r♠✐s ❧❡ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ✿
Td = 1✮ η♥♦♠ = 0, 5✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧✬❛s②♠♣t♦t❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❣r❛ss❡s✳

❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ♣ré✈♦②♦♥s ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❝t✐❢ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡
♦♣t✐q✉❡ ✐♥st❛❧❧é❡✳

• ❆✉❝✉♥❡ ❞ér✐✈❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡t s✐❣♥❛❧ ♥✬❡st ♦❜s❡r✈é❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ✈❛❧✐❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡
♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳

• ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❣✐❣✉❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺✵ ♥s s✉r ❧✬✐♥st❛♥t
❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♦♣t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡
❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❝❤❡③ ❇♦❜✳ ❈❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

◆♦tr❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❚❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ✿ ✺✵✵ ❦❍③✳
• ❚❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✉t✐❧❡s ✭❤♦rs ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❡t ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮ ✿ ✸✺✵ ❦❍③✳



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✿ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧

• ❆tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ✺ ❞❇ ✭T = 0, 31✮✳
• ❱❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✿ VA = 12✳
• ❊①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t r❛♠❡♥é à ❧✬❡♥tré❡ ✿ ξ = 0, 025N0✳
• ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ✿ Td = 0, 9✳
• ❱❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿ 0, 043N0 ♣♦✉r Td = 0, 9✳
• ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ✭✐✳❡✳ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❞❡ ❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐té

❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✱ ❤♦rs ❝♦✉♣❧❡✉r ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✮ ✿ η♥♦♠ = 0, 5✳
• P❡rt❡s t♦t❛❧❡s ❝❤❡③ ❇♦❜ ✿ η = η♥♦♠Td = 0, 45✳



✾✳✺ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❜r❡ ❞❡ ✷✺ ❦♠ ✶✶✺

❆✈❡❝ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s t❛✉① s❡❝r❡ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♥❞✐q✉é❡s à
❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿

◆❛t✉r❡ ❞✉ t❛✉① t❛✉① ✭❜✐ts✴s②♠❜♦❧❡✮ t❛✉① ✭❜✐ts✴s❡❝♦♥❞❡✮
❚❛✉① ❜r✉t ✵✱✶✶ ✸✾

❚❛✉① ❜r✉t ✭❍♦❧❡✈♦✮ ✵✱✵✾✹ ✸✸
❚❛✉① ❞✐st✐❧❧❛❜❧❡ ✵✱✵✷✶ ✼✱✷

❚❛✉① ✜♥❛❧ ✵✱✵✷✶ ✷✱✶ ❦❜✴s

▲❡ t❛✉① ❜r✉t ❡st ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡ t❛✉① ❞✐st✐❧❧❛❜❧❡
t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❧✐♠✐té❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB

❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t β = 0, 87✮✳ ▲❡ t❛✉① ✜♥❛❧ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❧✐♠✐té❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✭❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ✶✵✵ ✵✵✵ s②♠❜♦❧❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✮✳ ▲❛
tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✿ ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t♦t②♣❛❣❡

◆♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ été ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r êtr❡ ✐♥té❣ré❡ ❛✉ rés❡❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉
♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❙❊❈❖◗❈✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥✲
t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❛♣♣♦rté ❞❡ ❧✬❛✐s❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❡❧❧❡ s✬❡st ❛✈éré❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✳

❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛ tr♦✐s ❛s♣❡❝ts✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
✕ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉rs ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✲♥✉♠ér✐q✉❡ ✕ ♣❡r♠❡t ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♠❛tér✐❡❧s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♠♣❛q✉❡tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❛❝❦ ✶✾ ♣♦✉❝❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✱ ♣ré✈✉❡ à ❱✐❡♥♥❡ ❡♥ ♠❛rs ✷✵✵✽✳

✶✵✳✶ P✐❧♦t❛❣❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

◆♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡①✐❣❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞♦té❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❝❛rt❡s ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❙ ✻✶✶❳ ✭✻✶✶✵✱ ✻✶✶✶ ❡t
✻✶✶✺✮

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❆✴❉ ▲❡s ❝❛rt❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♦♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✶✷ ❜✐ts✱ ❡♥ ❡♥tré❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥
s♦rt✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦tr❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ❛❝q✉✐s s✉r
✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❡♥tr❡ ✲✺✵✵ ♠❱ ❡t ✰✺✵✵ ♠❱✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ✵✱✷✹ ♠❱✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱
❞✬é❝❛rt t②♣❡ ✷✱✾ ♠❱✳ ❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❛ été ét✉❞✐é ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❋ré❞ér✐❝ ●r♦ss❤❛♥s ❬✹❪✳

◆♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❆❧✐❝❡ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① s♦rt✐❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ♣❤❛s❡✳ ❇♦❜ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❧❡ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼ q✉✬✐❧s ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡
❡♥tré❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧✐❜r❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✽✮✳
◆♦s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡♥t ✹ ❡♥tré❡s ❡t ✷ s♦rt✐❡s ❀ ❡❧❧❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉s ❝❡s ❜❡s♦✐♥s✳

❚❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✜①❡ ❧❡ ❝❛❞❡♥✲
❝❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❈❡ t❛✉① ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ▼é❣❛❤❡rt③ ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✶✼



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t♦t②♣❛❣❡

• ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝❛rt❡s q✉✐ r❛ss❡♠❜❧❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞é♣❛ss❡ q✉❡❧q✉❡s ▼é❣❛❤❡rt③ ❀

• ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦r ❧❡s ❝❛❞❡♥❝❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❝❡ t❛✉①✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ✉♥ ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉r st❛♥❞❛r❞ ♥❡ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s
❝❤♦✐s✐❡s ❡♥ t❡♥s✐♦♥s ❊❖▼ à ✉♥ t❛✉① ♣❧✉s é❧❡✈é ❀

• ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✶▼❍③ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡ ❀
• ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é ✜♥❛❧ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❝❤❛✲

♣✐tr❡ ✶✷✮✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ à ✶✵✵ ❦❍③✳ ▲✬❡①❝é❞❡♥t ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s ♥♦♥ tr❛✐té❡s
♣❡r♠❡t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ t❛✉① ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣é✲
r✐❡♥❝❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❣✐❣❛❤❡rt③✱ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡
✶✵✵ ▼❍③ ❬✷✼❪✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ❞é❞✐é❡ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❚❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❡t ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❢♦rt❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥ ❝♦✉rt
t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆♦s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉r t❡♥s✐♦♥ ❝✐❜❧❡ à ✾✾✪
❡♥ ✷✵✵ ♥s✳ ▲✬✐♥st❛♥t ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞♦✐t êtr❡ ❛❥✉sté ♣♦✉r
é✈✐t❡r ❝❡ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✳

P♦✉r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✭❡♥✈✐r♦♥
✷✵✵ ♥s à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❛✉①
♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ◆♦s ❝❛rt❡s ♦♥t ✉♥❡
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✻✵✵ ❦❍③✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ à ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧✱ t♦✉t ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❡t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é❡s ❆❧✐❝❡ ❞♦✐t ♠♦❞✉❧❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧✱ ❡t ❇♦❜ ❞♦✐t ♠♦❞✉❧❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❛❝q✉✐❡rt ❧❡ s✐❣♥❛❧
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦♥t ✹ ❡♥tré❡s ❡t ✷ s♦rt✐❡s q✉✐ ♦♣èr❡♥t
❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ✿ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ q✉✐ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❡t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❆♥❛❧♦❣ ❖✉t♣✉t✮
❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❆♥❛❧♦❣ ■♥♣✉t✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❡t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ◆♦s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✱ s❛♥s t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❜❧♦❝s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢éré❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❡t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❝r✉❝✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ✭✶✵✵
▼❍③✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣♦✉r ♣✐❧♦t❡r ❧❡s ❝❛rt❡s ✭❆P■✮✱
♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ q✉✐ ♣ré✈♦✐t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à ❡♥✈♦②❡r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ♠♦❞✉❧❡r✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ré✲é♠✐ss✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ s❡r❛✐t ❢❛t❛❧❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳



✶✵✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✶✶✾

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❆✴❉ ✶✷ ❜✐ts
P❧❛❣❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ± ✺✵✵ ♠❱✱ ré❣❧❛❜❧❡
❚❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ✺ à ✶✵ ▼❍③ ✭à ❞✐✈✐s❡r ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✮
❚❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❁ ✷✵✵ ♥s
❇❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✻✵✵ ❦❍③
◆♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ✹✴✷

❚❛❜✳ ✶✵✳✶✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts P❈■
✻✶✶❳✳

❉é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❡①t❡r♥❡ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣♦✉r
❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧
❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❚❚▲ ✐ss✉ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❤♦r❧♦❣❡ ♠❛îtr❡ss❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♦♣t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❇♦❜ ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼✮✳

❈♦♠♣t❡✉r ▲❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✉r✱ q✉✐ ♥✉♠ér♦t❡ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s
❡♥ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦♠♣t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❜❧♦❝s
❛❝q✉✐s ❡t é♠✐s ❧❡s ✉♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❆❧✐❝❡ ❡t
❇♦❜✳

✶✵✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡

▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦✲
t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡t ❧✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡♥✈♦②é❡s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡
❡t ❇♦❜✱ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧✱
❡t ❞♦✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st
s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♣é❝✐❛❧❡s ✿

• ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐t êtr❡ r♦❜✉st❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ❜r✉✐t q✉❛♥t✐q✉❡ ✐♥sé♣❛r❛❜❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
• ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐t ✐♥té❣r❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❇♦❜ ♥❡ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ♥❡
❞✐s♣♦s❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡✱ ②
❝♦♠♣r✐s ♣♦✉r ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s♦♥❞❡s✳

• ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣♦✉rr❛ s✬❛❞❛♣t❡r ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❛✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ❛✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ❞ér✐✈❡
❞✉ ❣❛✐♥✱ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡✳

• ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐t êtr❡ r♦❜✉st❡ ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❞✉❡ à ❧❛
❞ér✐✈❡ ❧❡♥t❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳

• ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡s✱
❤♦r♠✐s ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❇♦❜✳

• ❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ré❛❧✐sés à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛rt❡s
❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✶✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❇♦❜ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♥✉❧❧❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✱ s❛
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ Q ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞é♣❤❛sé❡ ❞✬✉♥ ♣❤❛s❡ φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ X
q✉✬❆❧✐❝❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ♥✉❧❧❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
✓♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡✔✮ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦✐❡s s✐❣♥❛❧ ❡t ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳
❊❧❧❡ ❞ér✐✈❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❞é❝r✐✈❛♥t 2π ❡♥ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s q✉❛♥❞ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡
❡st st❛❜✐❧✐sé✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♠❡s✉ré❡
♣❛r ❇♦❜ s❡❧♦♥ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ Q✳ ▲❡s ✽✵ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♣♦rt❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ +✳ ▲❡s tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ✻ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ×✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡
s②♠❜♦❧❡ ∗ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ mi ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ t❡st✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✮
❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ φ✳

▲❡ s✐❣♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❡♥tr❡❝♦✉♣é ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✱ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥é❡s✳ ❊♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s rés❡❛✉ st❛♥❞❛r❞s✱ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st
❡t ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♠♦❞✉❧é❡s ♣♦rt❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❀ ❛✉❝✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ♥✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♦✉ ♥❡ ❞é❧✐✲
♠✐t❡ ❧❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❞♦✐t êtr❡ ré❣✉❧✐❡r ✿
❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♣♦✉rr❛ ♣rés✉♣♣♦s❡r s❛ ré❣✉❧❛r✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
r = 100 ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✶✱ ré♣❛rt✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✮ ✿

• ❧❡ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r tr♦✐s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ s✐① ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
✭♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ré❣❧é s✉r s❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✱ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s 0✱
2π/3 ❡t 4π/3✳ ❈❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s♦♥t ♥✉♠ér♦té❡s ❞❡ ✵ à ✶✼✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ s♦♥❞❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

• ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♥✉♠ér♦ ✶✽✮ ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ 11π/6 =
4π/3 + π/2

• ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ ✭♥✉♠ér♦ ✾✾✮ ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❞❡ 3π/2 = −π/2✳ ▲❡s ♣❤❛s❡s ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✶✽ ❡t ✾✾ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❧✐♠✐t❡r ✉♥❡
❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✶✽ ❛✉tr❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❡t ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✉t✐❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❛t✐♦♥
s❡r❛ ✉t✐❧❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

✶▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡♠❡♥t ❛❥✉st❛❜❧❡s ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬❡①✲
♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳



✶✵✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✶✷✶

• ❧❡s ✽✵ ❛✉tr❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞✉ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ ✭♥✉♠ér♦s ✶✾ à ✾✽✮ s♦♥t ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✉t✐❧❡s ❡t r❡✲
ç♦✐✈❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ✿ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✱ ♦✉ ré❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳

▲❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❇♦❜✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡t ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ✶✽
♣r❡♠✐èr❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❇♦❜ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ♠♦②❡♥s mi ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✻
✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✱ ♣❛r ♠♦②❡♥♥❛❣❡ s✉r ✺✵✵ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳
❈❡s ♥✐✈❡❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

• ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡

M =
1

3

∑

i

mi ✭✶✵✳✶✮

• ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✱ q✉✐ ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉t♦r✐sé❡ ♣❛r ❧❡

♠♦s✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA =
(

A
f

)2

♦ù f ❡st ❞é✜♥✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

A =
2

3

∑

i

(mi − M)2 ✭✶✵✳✷✮

• ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ φ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

cos(φ) =
3

A
(2m0 − m1 − m2) ✭✶✵✳✸✮

sin(φ) =

√
3

A
(m2 − m1) ✭✶✵✳✹✮

♣✉✐s φ [π] = tan−1 sin(φ)

cos(φ)
✭✶✵✳✺✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st très s❡♥s✐❜❧❡ à ✉♥ ré❣❧❛❣❡
❞é❢❡❝t✉❡✉① ❞❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ✭❝❛r ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s
t❡st ♥✬❡st ♣❧✉s ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✱
s♦♥t très r♦❜✉st❡s✳

▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s q✉✬à
❞❡s ✜♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s
❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❝❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ♣❡✉t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡
♣❛r ❇♦❜ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ❈❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥❣❡r❡✉s❡✱ ❝❛r t♦✉t❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❛
♣❤❛s❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s✐❣♥❛❧✳

▲❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❇♦❜ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❡st



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t♦t②♣❛❣❡

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛❜❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s
✉t✐❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♠ê♠❡ ré❣✉❧✐èr❡✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ✶✽ ♣r❡♠✐èr❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞✉ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡
s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ✸ ♣❛❧✐❡rs ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ✻ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ✭❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♣rès✮✳ ❙✉r r = 100 ♣♦✐♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Qi, i ∈
[0; r[✱ ❇♦❜ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐✛i ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣♦✐♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛❧✐❡r ♣rés✉♠é ✿

❞✐✛i = |Qi+1 − Qi| + |Qi+2 − Qi+1| + . . . + |Qi+5 − Qi+4|
+ |Qi+7 − Qi+6| + . . . + |Qi+11 − Qi+10|
+ |Qi+13 − Qi+12| + . . . + |Qi+17 − Qi+16| ✭✶✵✳✻✮

❈❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st ♠♦②❡♥♥é❡ s✉r ✺✵✵ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✭✉♥ ❜❧♦❝✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✮ ♣♦✉r
é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ◗✉❛♥❞ i ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ ✭❞✐t ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡✱
❡t ♥♦té j✮✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞✐✛i✱ ❝❛r Q ❡st ❝♦♥st❛♥t ✭❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♣rès✱
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✮ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✻ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ i ❡st ❡♥tr❡
j + 1 ❡t j + 20✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st à ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❞✐✛i✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐✛i ♥❡ s✉✣t ♣❛s ❝❛r✱ ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s
♦✉ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♠♦❞✉❧é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss❡③ s❡♠❜❧❛❜❧❡s ♣♦✉r êtr❡
❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✻ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ j ❞❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❡st ❞♦♥❝
❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐✛j ♣❡t✐t❡ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛j+1 ❡t ❞✐✛j−1 ❣r❛♥❞❡s✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡
❝❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❡♥ ❞ét❡❝t❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❞✐✛i ❡t
❞✐✛i+1 ✿

max
i∈[0;r[

|❞✐✛i − ❞✐✛i−1| + |❞✐✛i+1 − ❞✐✛i| ✭✶✵✳✼✮

▲❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✶✽ ❡t ✾✾ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛❧✐❡rs
❡①trê♠❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❛♥♥é❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥✬❛
❥❛♠❛✐s ❞é❢❛✐❧❧✐✳

✶✵✳✸ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ❜❧♦❝s

❯♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❧é ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❡♥t✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉ ❜❧♦❝s✳ ❈❤❛q✉❡ ❜❧♦❝
❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❜❧♦❝s✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧é✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❡st ❞❡ ✺✵ ✵✵✵
✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✭❛❝q✉✐s❡s ❡♥ ✺✵ ♠s ❛✉ t❛✉① ❞❡ ✶ ▼❍③✮✱ s♦✐t ✺✵✵ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✶✵ ✵✵✵
✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❡t ✹✵ ✵✵✵ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♠♦❞✉❧é❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♥♦tr❡
❝❤♦✐① ✿

• ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞♦✐t êtr❡ ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡♥tr❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✭❞ér✐✈❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ✶ r❛❞✴s✮✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t
❛❥♦✉té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❞ér✐✈❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✮ ❀

• ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ✷✵✵ ✵✵✵
✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♠♦❞✉❧é❡s✱ s♦✐t ✺ ❜❧♦❝s ❀

• ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ✭é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s✱
✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✺✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✱ s♦✉♠✐s❡ à ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡



✶✵✳✹ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✶✷✸

Bob start

0

n

entry_point_relative_to_bloc

( modulo r = entry_point_modulo_r)

r

first_point last_point

retrieve_position

first_datagram_position

D
A

T
A

G
R

A
M

M
E

last_datagram_position

❋✐❣✳ ✶✵✳✷✿ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ❜❧♦❝ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✺✵✵ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t
✷✵ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❡t ✽✵ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦rt❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞✉ ❜❧♦❝✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡ ❜❧♦❝ ♣❛r♠✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡st ❞✉❡ à ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r ❛✉① ❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s t♦✉r♥❛♥t s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭rés❡❛✉✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳✳✳✮✳ ❊❧❧❡ ❡st
t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ✶✵ ♠s✱ ❡t ✉♥❡ ♠❛r❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣ré✈✉❡ ❝❛r ❝❡tt❡ ❧❛t❡♥❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ❜♦r♥é❡ s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t✷✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥ts✱
s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♠♦❞❡r♥❡✱ ❞é♣❛ss❡ r❛r❡♠❡♥t ✺✵ ♠s ❀

• ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ ❞♦✐t êtr❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠é♠♦r✐sé❡s✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✉
st♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ét❛♥t ❞❡ ✹ ♦❝t❡ts ✭✸✷ ❜✐ts✮✱ ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ♥é❝❡ss✐t❡
✹✵✵ ❦✐❧♦✲♦❝t❡ts✳

❯♥ ❜❧♦❝ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t s❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ✜❣✉r❡ ✶✵✳✷✳ ❊❧❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜❧♦❝ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡ ❜❧♦❝ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳

✶✵✳✹ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜

▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✮ ❡t ❞❡ ❜❧♦❝s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✮ ré♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ s❛♥s ❛✉tr❡ s✐❣♥❛❧ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✐ss✉ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❇♦❜ ❞é❜✉t❡ s❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛✈❛♥t q✉✬❆❧✐❝❡ ♥❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ s❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t ✈❛ t❡♥t❡r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ s❡❧♦♥ ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✱ ❧❛ s②♥✲
❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇♦❜✳

❆❧✐❝❡ ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡r s❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ✈✐❞❡✱ ❝♦♠♣♦sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s
t❡st✳ ❈❡ ❜❧♦❝ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s
❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✵✳✸ ▲❡s ❜❧♦❝s s♦♥t ✐♥❞❡①és séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✭❘❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❇❧♦❝ ◆✉♠❜❡r✮

✷▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ❝❡s s②stè♠❡s✱ ♦♥
❡st sûr q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉r❛ ❧❛ ♠❛✐♥ ❛ss❡③ ❢réq✉❡♠♠❡♥t✳



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t♦t②♣❛❣❡

Alice

Bob (a)

Bob (b)

Bob start

Alice : impulsions test uniquement

Bob : pas de modulation de phase

Alice : modulation totale (amplitude et phase

Bob : modulation de phase

Alice start RØconciliation start

Reconciliation bloc number

-2 -1 0 1 2

Bob dØtecte 
Alice

read_offset
sync_offset

Bob dØtecte 
Alice

A A
1 2

sync_offset

❋✐❣✳ ✶✵✳✸✿ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ❇♦❜ t❡♥t❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ❡♥
❞ét❡❝t❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t A1 ✭❇♦❜ ✭❛✮✮✳ ❙✬✐❧ é❝❤♦✉❡✱ ✐❧ t❡♥t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ♣♦✐♥t A2 ✭❇♦❜ ✭❜✮✮✳

❛✜♥ ❞✬êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ♥✉♠ér♦ ✶ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜❧♦❝ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
♠♦❞✉❧é ❀ ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜❧♦❝ q✉✐ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ré❝♦♥❝✐❧✐é✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st✱ ❇♦❜ ❞ét❡❝t❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ q✉✐ tr❛✐t❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❇♦❜ ❞ét❡❝t❡ ❆❧✐❝❡ ✿

✶✳ ❇♦❜ ❞ét❡❝t❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s✱ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ s✐ ❆❧✐❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♠♠❡♥❝é s❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ♥✬❡st
♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧❡ ❜❧♦❝ ❛❝q✉✐s ♣❛r ❇♦❜ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s
t❡st ✭♣♦✐♥t A1 s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✸✮✱ ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣rés❡♥t❡r✱ r❡♣rés❡♥té❡s r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✓❇♦❜ ❛✔ ❡t ✓❇♦❜ ❜✔ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✿

✭❛✮ s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t A1 ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❜❧♦❝ ❞❡ ❇♦❜✱ ❝❡ ❜❧♦❝ ❝♦♥t✐❡♥t
❛ss❡③ ❞❡ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s
❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✷✳

✭❜✮ s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t A1 ❡st tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❜❧♦❝ ❞❡ ❇♦❜✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❛ss❡③ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s
t❡st ❞❛♥s ❧❡ ❜❧♦❝ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s é❝❤♦✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s ❇♦❜✱ ❛❝q✉✐❡rt ✉♥ ❜❧♦❝ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t A2✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ ❜❧♦❝
❝♦♥t✐❡♥t ✺✵✵ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✸✳

✷✳ ❇♦❜ ♣❛r❝♦✉rt ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s ❞✉ ❜❧♦❝ ❞❡ ❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s t❡st ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t A1 ❡st ❞ét❡❝té q✉❛♥❞
❇♦❜ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ s❛✉t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ à ❧✬❛✉tr❡✸✳

✸▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝❡ s❛✉t ❡st ❛❥✉st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 3.0✳ ❙✐ ❝❡ s❡✉✐❧ ❡st tr♦♣ ❤❛✉t✱ ❇♦❜ ♥❡
♣♦✉rr❛ ♣❛s ❞ét❡❝t❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❀ s✬✐❧ ❡st tr♦♣ ❜❛s✱ ❇♦❜ ♣♦✉rr❛ ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡rr♦♥é❡ ❧❛
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳



✶✵✳✺ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✶✷✺

✸✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❇♦❜ ♣❛r❝♦✉rt séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s✱
♠❛✐s ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✉t✐❧❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t A2 ❡st ❞ét❡❝té q✉❛♥❞
❇♦❜ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ s❛✉t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡ à ❧✬❛✉tr❡✳

✹✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥❡
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛❜♦✉t✐ss❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ é❝❤♦✉❡ s✉r ❧❡ ❜❧♦❝ i à ❝❛✉s❡ ❞❡
❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ré✉ss✐r❛ s✉r ❧❡ ❜❧♦❝ i + 1✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ❞ét❡❝té❡✱ ❇♦❜ ❞é❝❛❧❡ s♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r s❡s ❜❧♦❝s
❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞✬❆❧✐❝❡✳

❊♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s❛♥s ❡rr❡✉r s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❇♦❜ ❞é♣❛ss❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❤♦t♦♥s ✭✶ à ✷✮✳ ❊♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡ s❡✉✐❧✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st
❛❧é❛t♦✐r❡✳

❆♣rès ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡✱ ❇♦❜ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❇♦❜ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♠♦❞✉❧❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s
t❡st✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ♣♦✉r ❡♥t❛♠❡r s❛ ♣r♦♣r❡
♣❤❛s❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❇♦❜ ❡♥ ♣r♦✜t❡ ♣♦✉r ❞é❝❛❧❡r ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ s❡s ❜❧♦❝s ♣♦✉r ❧❡s
❢❛✐r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❜❧♦❝s ❞✬❆❧✐❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✵✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❢♦rt ❛✉
♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳

✶✵✳✺ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à
❧❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱
❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧✐r ✉♥ ❜❧♦❝ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠❛✐s ré♣ét✐t✐✈❡s ❞✬✉♥
❞❛t❛❣r❛♠♠❡ à ❧✬❛✉tr❡ ♦✉ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡
❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡tr❛♥❝❤❡r à ❧❛ ♣❤❛s❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❇♦❜ ❧❛
♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♠❡s✉ré❡ ❧♦rs ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❜❧♦❝s✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❜s♦❧✉❡✱ ❝♦♠♠❡ X ♦✉ P ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
❝❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❧♦rs ❞❡ ♥♦tr❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✲réé♠✐ss✐♦♥✳
❯♥ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❧❛ t❡♥s✐♦♥
à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦✲♦♣t✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

▲❛ t❡♥s✐♦♥ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣✉✐s ❡♥✈♦②é❡ à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❣râ❝❡ ❛✉① ♣✐❧♦t❡s ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts ◆■❉❆◗♠①✳ ▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡st s♦✉♠✐s❡ à
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r à ❡♥❝❤❛î♥❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t s❛♥s ❧❛t❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ✿ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t❡✉rs ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞✬é♠✐ss✐♦♥
❞✬✉♥ ❜❧♦❝✱ s♦✐t ✺✵ ♠s ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✶ ▼❍③✳ P♦✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r
❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ❞❡s t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ✶ ▼❍③✳

❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛♣♣❡❧é ✓❘és❡r✈♦✐r✔ ♦✉ ✧P♦♦❧✧ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❀ ✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t♦t②♣❛❣❡

✈❡rs ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦✉r❛♥t✱ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬✐❧s ♦♥t
été ❛❝q✉✐s ♦✉ é♠✐s ❡t ✈✐❞❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s s❛t✉r❡r ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❤ôt❡✹✳

▲❡ rés❡r✈♦✐r ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
✧▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✧ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❡♥ t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❊❖▼ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳
❆♣rès ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❛t❛❣r❛♠♠❡s✳

✶✵✳✻ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡st ♣r♦❣r❛♠♠é ❡♥ ❈✰✰ st❛♥❞❛r❞✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s
❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é ✉♥❡ ❢❛✉ss❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡s ❝❛rt❡s✱ q✉✐ ❛❝q✉✐❡rt ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✜❝t✐❢ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡✱ ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t✳ ✳ ✳ ✮✳

❉✐✈❡rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♠♣✐❧❡r ❡t ❣ér❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
❈✬❡st ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✿

• ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙✉❜✈❡rs✐♦♥ ❬✺✹❪ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡
❣❛r❞❡r tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳

• ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❉♦①②❣❡♥ ❬✺✺❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠❛♥✉❡❧ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ✐♥sérés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡✳

• ▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ●❈❈ ❬✺✻❪ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♠♣✐❧❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳
• ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❈▼❛❦❡ ❬✺✼❪ ❝♦♠♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■❧ ❣èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳

✶✵✳✼ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t IBE ♥é❝❡ss✐t❛✐t ❞❡✉① ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ✿
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é❞✐é❡
à ❝❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r✱ ♥♦✉s ♣ré❧❡✈♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❆❧✐❝❡ ❛♣rès ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡♥s✐té ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡
❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ❆✈❛♥t ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❡t ❛tté♥✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥✈✐r♦♥
104 ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣❤♦t♦✲❝♦✉r❛♥ts
❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛♠♣❧✐✜♦♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré ❛✈❡❝ ✉♥ ❝✐r❝✉✐t
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ✭❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r s❡❝♦♥❞❛✐r❡✮ ❞é✲
♣♦✉r✈✉ ❞❡ s❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧❛
❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs tr❛❝❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡❧✐❛♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡♥✈♦②é❡ ❛✉
♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠❡s✉ré❡✱ r❡♣r♦❞✉✐t❡ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✹✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❧❛ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✕ t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✳ ❖♥ ❛❥✉st❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡
s✐♥✉s♦ï❞❡ a cos(ωV +φ)+b✱ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❖✉tr❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥✱ ❝❡t ❛❥✉st❡♠❡♥t ♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s✐♥✉s♦ï❞❡ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛

✹◆♦✉s ♥❡ ❣❛r❞♦♥s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✷✵ ❞❡r♥✐❡rs ❜❧♦❝s✳



✶✵✳✽ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✶✷✼

❋✐❣✳ ✶✵✳✹✿ ■♥t❡♥s✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞✉❧é ✐ss✉ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛♠♣❧✐✜é✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❡♥✈♦②é❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❥✉sté❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ❞♦♥t
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s Vπ ❡t Vb ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ Vπ = π/ω ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ φ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❜✐❛✐s
Vb = φ/ω✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ♣ré✈✉ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡✉rs ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝tr✐q✉❡
❛✉① ❜♦r♥❡s ❞✬✉♥❡ ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ♣ré❧❡✈é
❛✈❛♥t s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦✲❝♦✉r❛♥ts✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❡
❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ■❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ré❣é♥ér❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❇♦❜✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s❡✉❧ ❧✐❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❡st ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✿ ❆❧✐❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡♥✈♦②❡r ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ à ❇♦❜✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣ré❧❡✈é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s
❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ s❡❧♦♥
❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞é❝r✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡
❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬➮✈❡ t❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛♠♦✉✢❡r
✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✳

✶✵✳✽ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ✉♥ ❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❆❧✐❝❡ ❞♦✐t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧s ✭✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
q✉❛❞r❛t✉r❡✮✳ ❇♦❜✱ ❞❡ s♦♥ ❝♦té✱ ❝❤♦✐s✐t s❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ s♦✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❜✐t ❛❧é❛t♦✐r❡



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t♦t②♣❛❣❡

✭❝❤♦✐① ♣❛r♠✐ ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✮✱ s♦✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧ ✭❝❤♦✐① ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✮✳ P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ✶ ▼❍③✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✶✷ ❜✐ts
❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ✷✹ ▼❜✐ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t ✉♥ r❛♣✐❞❡ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ sé✲
q✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛✈✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐✜❡r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❡♥s❡r ♣❛r♠✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ ❜✐ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧é❛ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❜✐❛✐sé❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ✶
q✉❡ ❞❡ ✵✱ ♣❡✉t êtr❡ éq✉✐❧✐❜ré❡ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜✐ts s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡

❊♥tré❡ ❙♦rt✐❡
✵✵ → r✐❡♥
✵✶ → ✵
✶✵ → ✶
✶✶ → r✐❡♥

●é♥ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s✱
♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

xn+1 = axn + b [r] ✭✶✵✳✽✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧é❛ ♣r♦❞✉✐t✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r✳ ▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs st❛♥❞❛r❞s ♣r♦♣♦sés
♣❛r ❧❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té✺✳ ▲❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✺✽❪
♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s
r❡♥❝♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✹ s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡
♣ér✐♦❞❡✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣é♥ér❛✲
t❡✉r ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ✉t✐❧❡s
à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❇♦❜ ♣✉✐ss❡ ❛✐sé♠❡♥t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♠♦✲
❞✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡✳ ◆♦tr❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛ été ♣r♦❣r❛♠♠é ♣❛r ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡✱ ❡t s❡
❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❙❍❆ ✭✧❙❡❝✉r❡ ❍❛s❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠✧✮✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ ❡st ❤♦rs
❞❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❤♦rs ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✿ ✐❧ s❡r❛✐t ✈❛✐♥ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❞é♣❛ss❡r ❧❛
sé❝✉r✐té ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ ❙❍❆ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬❛❧é❛ ❡st
❥✉st❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ❙❍❆✳

✺▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈ st❛♥❞❛r❞ ❛ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✸✷ ✼✻✽✳ ■❧ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t à ❛✉❝✉♥ ✉s❛❣❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱
q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♦✉ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳



✶✵✳✾ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ r❛❝❦ ✶✾ ♣♦✉❝❡s ✶✷✾

●é♥ér❛t❡✉rs ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❈❡rt❛✐♥s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❝❤❛♦t✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r
❞❡♣✉✐s s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❧✉♠❛❣❡✱ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❚❈P✴■P ❛rr✐✈❛♥t s✉r ❧❡ ♣♦rt ❡t❤❡r♥❡t✱ ❧❡s ❢r❛♣♣❡s ❞✉
❝❧❛✈✐❡r✳ ❈❡s s♦✉r❝❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ tr❛✐té❡s ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r t♦✉t ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥
❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❜✐❛✐s✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ ♠é✜❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✳

●é♥ér❛t❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s ❉❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧é❛ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❜r✉✐ts ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞✐♦❞❡s ❩❡♥❡r✳ P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r
❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐♦❞❡s ♠✐t♦②❡♥♥❡s✳
❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❜✉r❡❛✉ s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞♦tés ❞✬✉♥ t❡❧ ❣é♥ér❛t❡✉r✳ ❙♦✉s ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❧✐♥✉①✱ ❝❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ✈✐❛ ❧❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ✴❞❡✈✴❤✇r❛♥❞♦♠✳
❈❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡s q✉❛❧✐té✱ ♠❛✐s à ✉♥ t❛✉①
✐♥s✉✣s❛♥t✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵ ❦❜✴s✳

●é♥ér❛t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ❆✉① ❣r❛♥❞s ♠❛✉①✱ ❧❡s ❣r❛♥❞s r❡♠è❞❡s✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é s❡ ❞♦✐t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❛❧é❛ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❛ s♦❝✐été s✉✐ss❡ ✐❞◗✉❛♥t✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡ à
❧❛ ✈❡♥t❡ ❞❡s ❝❛rt❡s P❈■ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❛❧é❛ q✉❛♥t✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ✶✻ ▼❜✴s✳ ❈❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦t♦♥ ❛rr✐✈❛♥t s✉r ✉♥❡ ❧❛♠❡ sé♣❛r❛tr✐❝❡✳
P♦✉r ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✉ t❛✉① ❞❡ ✶ ▼❍③✱ ✐❧ ♥♦✉s
❢❛✉❞r❛✐t ❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣♦✉r ❇♦❜✱ ❡t ❞❡✉① ❝❛rt❡s ♣♦✉r ❆❧✐❝❡✳

▲❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❡s✉ré ♣❛r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s tr❛♥s❢♦r♠és
❡♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ✈✐❞❡✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ✉♥❡
s♦✉r❝❡ ❧❛s❡r ❡st ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉r ✺✵✴✺✵✳ ▲❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦✉✲
♣❧❡✉r s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s r❛❝❝♦r❞é❡s à ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡s ✈♦✐❡s ❞✬❡♥tré❡ ❧✐❜r❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❝❡
s✐❣♥❛❧ ❡t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦②❡♥♥❛♥t
✉♥❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s
X ❡t P ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❆❧✐❝❡✳

✶✵✳✾ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ r❛❝❦ ✶✾ ♣♦✉❝❡s

▲❡ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈ ✈✐s❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ rés❡❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✻ ❧✐❡♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡♥tr❡ q✉❛tr❡ ♥÷✉❞s ❞✐st❛♥ts✳ ❈❡ rés❡❛✉✱ ❞♦♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✺✱
s❡r❛ ✐♠♣❧❛♥té à ❱✐❡♥♥❡ ❡♥ ♠❛rs ✷✵✵✽✳ ▲✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❧✐❡♥s s❡r❛ ❛ss✉ré✱ ♥♦✉s ❧✬❡s♣ér♦♥s✱ ♣❛r ♥♦tr❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t
êtr❡ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✉♥ ❜♦ît✐❡r ❛✉ ❢♦r♠❛t ✶✾ ♣♦✉❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à r❡❣r♦✉♣é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❇♦❜ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❜♦ît✐❡r✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞❛♥s
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t s❡r❛ ❞é❞✐é à ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❝♦♥t✐❡♥❞r❛
✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❛✉① ♦r❣❛♥❡s ❞❡ ♣❧✉s
❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦s ♠❡s✉r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s
❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t♦t②♣❛❣❡

❋✐❣✳ ✶✵✳✺✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣ré✈✉ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✳ ✻ ❧✐❡♥s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✭✧◗✉❛♥t✉♠
❇❛❝❦❜♦♥❡✧✮ r❡❧✐❡♥t ✹ ♥÷✉❞s ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❞❡ ❱✐❡♥♥❡✱ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ ✶✷ ❦♠ ❡t
✸✺ ❦♠✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ✽✵ ❦♠ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✉✳ ➱✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t
à ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✧◗✉❛♥t✉♠ ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦✧✮ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ❛✉ rés❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❉❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s rés❡❛✉ s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❝❧és ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥✳



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡

✶✸✶
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➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣♦ssè❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s✱ ❞✐str✐❜✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ P♦✉r ❇♦❜✱ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♠❡s✉r❡s ❤♦♠♦❞②♥❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❡♥ ✉♥✐tés ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❆❧✐❝❡✱
❞❡ s♦♥ ❝ôté✱ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s XA ❡t PA ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ❡♥✈♦②é✳ ❆❧♦rs ❇♦❜
ré✈è❧❡ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t s♦♥ ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✭X ♦✉ P ✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡✳ ❆✐♥s✐ ❆❧✐❝❡ ❢♦r♠❡
s❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ q✉✐ ❛ été ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❇♦❜✳
▲✬❛✉tr❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r❡st❡ ✐♥✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts q✉❡ ❝❡s
❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜ s♦♥t ❝♦rré❧é❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉✬✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❛✉ ♣❧✉s IAB ❜✐ts ❝♦♠♠✉♥s ✿ IAB ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✳

✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
✐♥✈❡rs❡✱ é❝r✐t❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥♥❡♥t q✉❡ ❧✬❡s♣✐♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❛✉ ♣❧✉s IBE ❜✐ts ♣❛r♠✐
❧❡s IAB ❜✐ts✳

❙✉✐t❡ à ❝❡s ❞❡✉① r❡♠❛rq✉❡s✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
✭✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✮ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿

✶✳ ▲❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r IAB ❜✐ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❢❛✐t ❢❛❝❡ à ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ ♦✉ ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡
❜r✉✐t ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ s✉r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s
❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❡t ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛✉t❤❡♥t✐✜é ❬✺✾❪ ♣❛r
❧❡q✉❡❧ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝❤❛♥❣❡r Irev ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s
sé❝✉r✐sé✱ ➮✈❡ ❛❝q✉✐❡rt ❛✉ss✐ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ Irev ❜✐ts✱ ❞✐ts ✓❜✐ts ré✈é❧és✔✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ é❝❤♦✉❡♥t à ❡①tr❛✐r❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s✱ ❡t ♥✬❡①♣❧♦✐t❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ β ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IAB ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ β ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ b ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts
♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳

✷✳ ▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té ❬✻✵❪ ♣❡r♠❡t à ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞✬♦❜t❡♥✐r ∆I = βIAB −
IBE ❜✐t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧✬❡s♣✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s b ❜✐ts s❛♥s ❡rr❡✉r ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛
ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❛r❢♦✐s ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❧❛ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❝❛r ❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ∆I ❞❡ ❜✐ts ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s❡❝r❡ts à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ b ♣❧✉s

✶✸✸



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Variables gaussiennes
corrélées

Expérience Expérience

Irec

Amplification

de confidentialité

Réconciliation
(décodage)

Variables gaussiennes
corrélées

Irec

Amplification

de confidentialité

Réconciliation
(encodage)

quantique

Alice

Canal

Canal

classique

Bob

❋✐❣✳ ✶✶✳✶✿ ➱t❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

I AB
I BE

Transmission
quantique

I BE

I∆

Amplification
de confidentialité

AB BE

I∆

I ABβ

AB BE

Réconciliation

AB BE

I rev

b

H(X)

revI

^

❋✐❣✳ ✶✶✳✷✿ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s é❝❤❛♥❣é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛✲
t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥✳

❣r❛♥❞ ❞❡ ❜✐ts ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧✬❡s♣✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

❖♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é❝❤❛♥❣é❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ βIAB

❜✐ts s♦♥t ❡①tr❛✐ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ Irev ❜✐ts s♦♥t é❝❤❛♥❣és ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡s ❞❡✉① é❝❤❛♥❣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡ X̂✶✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X̂ ❡st
s♦♥ ❡♥tr♦♣✐❡ H(X̂)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é❝❤❛♥❣é❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ H(X̂)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜✐ts b ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ H(X̂)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❜✐❧❛♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧ s✬é❝r✐t ✿

b > H(X̂) = βIAB + Irev ✭✶✶✳✶✮

▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ s♦♥t s②♠✲
❜♦❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷✳

✶❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ✉♥ ❝❤❛♣❡❛✉ ✭̂·✮ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐s❝rèt❡



✶✸✺

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❡st s♦✉♠✐s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s
✉s❛❣❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞érés✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s t❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs à
❝❡✉① ❛✉t♦r✐sés ♣❛r ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s st❛♥❞❛r❞s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ▼❡❣❛❜✐t ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡t
❝✬❡st ❧à✲❞❡ss✉s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❡r ♥♦s ❡✛♦rts✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧é ❞♦✐t êtr❡ r❛♣✐❞❡✳ ➚
❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❝♦♥❝✐❧✐❡r ✉♥❡ ❝❧é ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ✿
❧❡ t❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ré❝♦♥❝✐❧✐♦♥s ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs

❞✬❡rr❡✉rs

➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ❈❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡s ✿ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡st ❡♥t❛❝❤é
❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❡t ❝❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
❧✬❡s♣✐♦♥ ✭♦✉ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✮✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts s❛♥s ❡r✲
r❡✉r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ✓ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✔ ✈✐s❛♥t à ❞✐s❝rét✐s❡r ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❡t à ❡♥ é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs✳

P♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❧❡✉r ✜♥✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞✐s♣♦s❡♥t✱ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧
❝❧❛ss✐q✉❡ s❛♥s ❡rr❡✉r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡t❤❡r♥❡t✮✳ ❈❡ ❝❛♥❛❧ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❈❡t é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t ✿

• ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s sé❝✉r✐sé✳ ❚♦✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ② tr❛♥s✐t❛♥t ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣✐♦♥✳

• ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ∆I = βIAB − IBE ❞ér✐✈é ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❇♦❜ s❡rt ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❝❧é✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ t♦✉t é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞❡ ❇♦❜ ✈❡rs ❆❧✐❝❡✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❧é q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ♣❛r ❇♦❜✶✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡r✲
r❡✉rs ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②és ❞❛♥s ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡✉rs ❜♦♥♥❡s
❡✣❝❛❝✐tés ✿

• ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✭✧❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧✮✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❛r✐tés
s✉r ❧❡s ❜✐ts ❡rr♦♥és q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ❝♦rr✐❣❡r ❀

• ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✱ q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s✱ ❡t
♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❧❡s ❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❞✉
❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

✶▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❬✶✹❪ ✉t✐❧✐s❛✐❡♥t ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❜✐❞✐r❡❝✲
t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❡s ❛♠é♥❛❣❡♠❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❬✼❪ ❞❡✈❛✐❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡ ❞é❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❡s♣✐♦♥✱ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

✶✸✼



✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

Bits utiles (k bits) Redondance (r bits)

Mot code (n bits)

❋✐❣✳ ✶✷✳✶✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡ ❞❡ n ❜✐ts ❝♦♥t❡♥❛♥t k ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t r ❜✐ts ❞❡ r❡❞♦♥✲
❞❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡s k ❜✐ts ✉t✐❧❡s ♥❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ♣❛s
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♠♦t ❝♦❞❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓❝♦❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✔ ✉♥ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s k ❜✐ts ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t ❝♦❞❡✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡s ❝♦❞❡s s②sté♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳

✶✷✳✶ ❈♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

❯♥ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❞✬❡rr❡✉rs ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧
❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

P♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ s❛♥s ❡rr❡✉r k ❜✐ts s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜r✉✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❞❡ r ❜✐ts✱ s♦✐t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ n ❜✐ts ❡♥✈♦②és ✭n = k + r✱ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✶✮✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥ ❝♦❞❡
(n, k) ❞❡ t❛✉① R = k

n
✳ ▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ r ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✐t é❣❛❧ à ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ✉t✐❧❡s é❝❤❛♥❣és ♣❛r
❜✐t tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✿ ✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r❢❛✐t ♣❡✉t ❝♦rr✐❣❡r
❧❡s ❡rr❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✉① é❣❛❧ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ♥✬❛tt❡✐❣♥❡♥t ♣❛s ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡t ♦♥ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ t❛✉① ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳

✶✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t ❞❡ k ❜✐ts à tr❛♥s♠❡ttr❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡
❞❡ n ❜✐ts✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ✿

✶✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ♣❛r ❜❧♦❝s tr❛✐t❡♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❛♥t ♣❛r ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ k
❜✐ts✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❜❧♦❝ ❡♥❝♦❞é✱ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r tr❛✐t❡ ❧❡ ❜❧♦❝ s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ✓❝♦❞❡✔
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s 2k ♠♦ts ❝♦❞❡ ❞❡ n ❜✐ts ✈❛❧✐❞❡s✳ ❙✐ ❝❡ ❝♦❞❡ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭✐✳❡✳ ❧❛
s♦♠♠❡✷ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦ts ❝♦❞❡ ❡st ✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡✮✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✓❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡✔✳

✷✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ❞♦♥t ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❡st ❞♦té ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡
s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❜✐t ❡♥tr❛♥t✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡
❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ✓❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s✔✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s❡s
♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ré♣ét✐t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ré♣ét❡r
n ❢♦✐s ❝❤❛q✉❡ ❜✐t✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❀ s❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st très ❧✐♠✐té❡✳

❊①❡♠♣❧❡✳ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ t❡r♥❛✐r❡ ✿ k = 1, n = 3, r = 2, R = 1/3✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{000, 111}✳ ■❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♣❛r ❜❧♦❝✳

✷P♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✓♦✉ ❡①❝❧✉s✐❢✔✱ ❡t ♣r♦❞✉✐t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
✓❡t✔✳



✶✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ✶✸✾

❈♦❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦s✧

▲❡s ❝♦❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧✱ ❞♦♥t ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ s♦♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ♣❛r
❜❧♦❝s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❛r✐té✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r r ♣❛r✐tés s✉r ❧❡s k ❜✐ts à tr❛♥s♠❡ttr❡✱ ♣✉✐s à ❡♥✈♦②❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
n = r+k ❜✐ts ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧✳ ▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ ♣❛r✐té✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ♣❛r r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ♣❡✉ ❜r✉✐tés✱ ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡
s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣❛r✐té ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐❞♦✐♥❡ ✭r = 1, n = k + 1, R = k

k+1
✮✳

❚♦✉s ❝❡s ❝♦❞❡s s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s k ❜✐ts ❞✬♦r✐❣✐♥❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és ❞❛♥s
❧❡ ♠♦t ❝♦❞❡✳ ■❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❛r✐té s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ H ♣♦ssé❞❛♥t k ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t r ❧✐❣♥❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ i ét❛♥t r❡♠♣❧✐❡ ❞❡ ✧✶✧ ❛✉① ✐♥❞❡①
❞❡s ❜✐ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r✐té i✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s r ♣❛r✐tés s❡ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥
♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥
❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬❡♥t❡♥❞❡♥t ♠♦❞✉❧♦ ✷✳ ▲❡ t❛✉① R1 ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ H ❡st ❞♦♥❝

R1 =
k

n
=

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ H

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s + ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s
. ✭✶✷✳✶✮

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠♦ts ❝♦❞❡ N ❝♦♠♠❡
❧❡s ♠♦ts ❞❡ n ❜✐ts ✈ér✐✜❛♥t r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❛r✐té ✜①é❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✵✮ ❀ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿

H · N = 0 ✭✶✷✳✷✮

♦ù H ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ n ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ❡t r ❧✐❣♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❆❧♦rs q✉❡
❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦♥s✐st❛✐t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣❛r✐tés s✉r ❞❡s ❜✐ts ✉t✐❧❡s✱
❧❡s ♣❛r✐tés s♦♥t ✐❝✐ ✜①é❡s à ✵✱ ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s tr❛♥s♠✐s❡s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧✳ ▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s
✐♠♠é❞✐❛t✱ ❝❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t q✉✬✐♥❞✐q✉❡r ❧❡s ♠♦ts ❝♦❞❡ ✈❛❧✐❞❡s✱ s❛♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❢♦✉r♥✐r ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s k ❜✐ts à ❡♥❝♦❞❡r ❡t ❧❡ ♠♦t ❝♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ P♦✉r ♣r♦❝é❞❡r
à ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ G ❛ss♦❝✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ K ❞❡ k ❜✐ts
à ✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡ N ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ n ❜✐ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❛r✐té ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r
H✱ s❡❧♦♥ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ N = G · K✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r G à ♣❛rt✐r ❞❡
H✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s H ❡t G s♦♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s ♣♦✉r êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡s ✭✈♦✐r ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱
s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✺✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦❞éré❡✱ q✉✐ ♥❡
♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ G ❬✻✶❪✳ ❈❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧
♥✬❡st ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡ ❝❛r ♦♥ ♥❡ r❡tr♦✉✈❡ ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s k ❜✐ts ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t ❝♦❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ H ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ t❛✉① ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✿

R2 =
k

n
=

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s− ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s

. ✭✶✷✳✸✮

▼❛❧❣ré ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s♦♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❡st ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
❝❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✉s✉❡❧s ✐♠♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❛r✐tés s♦✐❡♥t tr❛♥s♠✐s❡s s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧
s❛♥s ❡rr❡✉r ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ♥♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞♦♥t ❧❡s
♣❛r✐tés s♦♥t ✜①é❡s✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ s♦♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡
❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ❡rr❡✉r ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✜t❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ s♦♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡
s✐♠♣❧❡✳



✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡

❚❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡ n 400380 40000 40000
❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ r 380 6320 28512

❇✐ts ✉t✐❧❡s k = n − r 400000 33680 11488
❚❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡ R = k/n 0.99905 0.842 0.287

❈❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❊rr❡✉rs ❝♦rr✐❣✐❜❧❡s e 20 400 2000
❚❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❝♦rr✐❣✐❜❧❡ p = e/n 5 · 10−5 0.01 0.05
▲✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ C = 1 − h(p) 0.9992 0.919 0.714

❊✣❝❛❝✐té R/C 0.9998 0.916 0.402

❚❛❜✳ ✶✷✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❇❈❍ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡ s✉❜✐t
❞❡s ❡rr❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉✬✉♥ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs ❡st ❞❡ t❛✉① C = 1−h(p)✱ ❛✈❡❝ h(x) = −x log2(x)−(1−x) log2(1−x)✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té
❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✉① R ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt R/C✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ❇❈❍
❛✣❝❤❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡s très ❢❛✐❜❧❡s t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr✐❣❡r ❞❡
❢❛ç♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✷✵ ❡rr❡✉rs ♣❛r♠✐ k = 400000 ❜✐ts ✉t✐❧❡s✱ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
❙❤❛♥♥♦♥✳ P♦✉r ❝❡s t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉r❡♥t ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
s❡❝♦♥❞❡ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞ès q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0.01✱
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❝♦♠♠❡♥❝❡ à s❡ ❞é❣r❛❞❡r✳

❚❡r♠✐♥♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♠♦ts
❝♦❞❡ ❞✉ ❝é❧è❜r❡ ❝♦❞❡ ✐♥✈❡♥té ♣❛r ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥ ✶✾✹✽✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H ✿

H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
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✶✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ s②sté♠❛t✐q✉❡ ✭♣❡✉ ✉s✉❡❧❧❡✮✱ ✉♥ ♠♦t ❞✬❡♥tré❡ K ❛ k = 7 ❜✐ts✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ K = 1101101✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s r = 3 ♣❛r✐tés ❛ss♦❝✐é❡s ✿ P = H · K = 101✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡ ❞❡ n = 10 ❜✐ts ✿ 1101101 101✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞❡ t❛✉① R1 = 7/10✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ✭✉s✉❡❧❧❡✮✱ ❧❡ ♠♦t N = 1101001 ❞❡ n = 7
❜✐ts ❡st ✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡ ❝❛r H · N = 0✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞❡ t❛✉① R2 = 4/7✳

❈♦❞❡s ❇❈❍

▲❡s ❝♦❞❡s ❇❈❍✱ ♥♦♠♠és ❞✬❛♣rès ❧❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡♥t❡✉rs ❇♦s❡✱ ❘❛②✲❈❤❛✉❞❤✉r✐
❡t ❍♦❝q✉❡♥❣❤❡♠✱ s♦♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❢❛✐❜❧❡ ✉t✐✲
❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ■❧s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝♦✉✈r✐r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✹✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈ ✉t✐❧✐sé
♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ✐❧ ❧❛✐ss❡ q✉❡❧q✉❡s ❡rr❡✉rs✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ s✉r ✹✵✵ ✵✵✵ ❜✐ts ❞é❝♦❞és✱ q✉❡ ♥♦✉s é❧✐♠✐♥♦♥s ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝♦❞❡ ❇❈❍✳ P♦✉r ❝❡s ❢❛✐❜❧❡s
t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ❇❈❍ s♦♥t très ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✸ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✶✷✳✶✮✱ ✐❧s ♥❡ ❞é❣r❛❞❡♥t ❞♦♥❝

✸❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ s❡ ♠❡s✉r❡♥t ♣❛r
❧✬é❝❛rt ❡♥ ❞❇ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ t❛✉①
❞✬❡rr❡✉r ✜♥❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♣❛r❧❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❝♦rr✐❣✐❜❧❡s ♣❛r
❧❡ ❝♦❞❡✱ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❢❛♥❡✱ ❡t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ♥♦tr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❇❈❍✳



✶✷✳✸ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ✧s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧ ✶✹✶

Alice

Variable continue X quantique
Canal

Bob

Variable continue

Variable discrète ^

Variable discrète ^ Parités
Canal

classique

Encodage

Y

Y

Y

Décodage

Discrétisation

❋✐❣✳ ✶✷✳✷✿ ❙❝❤é♠❛ rés✉♠❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s X ❡t
Y ✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❇♦❜ ❞✐s❝rét✐s❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♥♦tés Ŷ ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❇♦❜ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s
♣❛r✐tés ❛ss♦❝✐é❡s à s❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts Ŷ ✭♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✮✳ ❈❡s ♣❛r✐tés s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s à ❆❧✐❝❡
♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s X ❡t ❞❡s ♣❛r✐tés✱ ❆❧✐❝❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
r❡st✐t✉❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ Ŷ ❞❡ ❇♦❜ ✭♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✮✳

♣❛s s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳

✶✷✳✸ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ✧s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧

❆♣rès ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧♦r❡r ❞❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s❡ ❞✐✈✐s❛✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣♦ssè❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦té❡s X ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ ❡t
Y ♣♦✉r ❇♦❜✳ ❇♦❜ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ Ŷ ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✐ts✳ ❈✬❡st ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

✷✳ ❇♦❜ ❡♥❝♦❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜✐ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✱ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
r ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ✐ss✉ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✐t s②sté♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜✐ts ❞✐s❝rét✐sés ❡t ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧ ❞❛♥s ❧❡✉r ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
s②sté♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s s②sté♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ré❝♦♥❝✐❧✐❡r ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✳

✸✳ ❇♦❜ ❡♥✈♦✐❡ à ❆❧✐❝❡ ❝❡s r ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ s❛♥s ❡rr❡✉r✳

✹✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té r❡ç✉s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs X ❞❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❆❧✐❝❡ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✐s❝rét✐sé❡ Ŷ ✳ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❛rt❛❣❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❜✐ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✿ ❝✬❡st ❧❛
✜♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❆❧✐❝❡
♥❡ ❞✐s❝rét✐s❡ ♣❛s s❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ X✱ ♠❛✐s ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❡ Ŷ
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ X✳

◆♦✉s rés✉♠♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✷✳✷✳ ❯♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✽❪✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✐s❝rèt❡s X̂ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Ŷ ✱ r❡❧✐é❡s ♣❛r
✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ s❛♥s ♣❡rt❡ tr❛♥s♠❡tt❛♥t ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜r✉✐té✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥



✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

❡st ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❞✬❡rr❡✉rs ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✸✮✳

▲❛ ❞✐ss②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❜r✉✐té ❡t ❧❡s
❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ s❛♥s ❡rr❡✉r ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡❝ ✧s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r t❡♥t❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦t ❝♦❞❡ ❡♥❝♦❞é ❣râ❝❡ ❛✉① ❜✐ts
❞❡ ♣❛r✐té ❡t ❣râ❝❡ à ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✭❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✮✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✧s✐❞❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧ ❬✻✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ t❛✉①✹

Rs = 1 − r

k
, ✭✶✷✳✺✮

♦ù k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ✉t✐❧❡s à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ❡t r ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té
♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛r✐té ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❛❧♦rs Rs = 1 ❀ à ❧✬♦♣♣♦sé✱ s✐ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡
❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❛r✐tés q✉❡ ❞❡ ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡tt❡
tr❛♥s♠✐s❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❜r✉✐té✮✱ Rs = 0✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t❛✉① R ❡t Rs ❞✬✉♥ ❝♦❞❡
s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r✺ ✿

Rs = 2 − 1

R
. ✭✶✷✳✻✮

❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❢♦r♠✉❧❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ β r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✶✮✳ ◆♦t♦♥s N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡ ✭♦✉ s②♠❜♦❧❡✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥tré❡
❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r✱ ❡t P ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r✐tés ❣é♥éré❡s ♣❛r s②♠❜♦❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts
♣❛r s②♠❜♦❧❡ ré✈é❧és s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st Irev = P = N(1 − Rs)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠❡r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✿

β =
H(X̂) − N(1 − Rs)

IAB

, ✭✶✷✳✼✮

♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬à ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✜①é❡✱ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ t❛✉① ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛r✐sé❡s ❞✬❆❧✐❝❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧♦r❡r
q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts à ❧❛
ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳

✹◆♦t❛t✐♦♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✳
✺◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧ ✭▲❉P❈✮ ❞❛♥s ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲

r❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ t❛✉① Rs = 2− 1
R1

❛ss♦❝✐é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ H✳ ❋♦rt✉✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡ t❛✉① Rs

♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① R2 ❛ss♦❝✐é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ H✳ ❆✐♥s✐✱
q✉❛♥❞ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ▲❉P❈ ❞❡ t❛✉① Rs✱ ❝❡ t❛✉① ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛ ❛✈❡❝ ❧❡ t❛✉① ✉s✉❡❧ ❞✉ ❝♦❞❡✳ ■❧ ♥✬❡♥ ✈❛
♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s✳



✶✷✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉ ✶✹✸

✶✷✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉

❘❡✈❡♥♦♥s ✉♥ ✐♥st❛♥t à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❆♣rès ❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ✉♥ ♠♦t
❝♦❞❡ ❡st tr❛❞✉✐t ❡♥ s②♠❜♦❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛ttr✐❜✉❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ −1 ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛✉ ❜✐t ✵✱ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ +1 ❛✉ ❜✐t ✶✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✻ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐
♥♦✉s ❛♠è♥❡r♦♥t à ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ à ♥♦s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳

▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞✉❧é✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ s②♠étr✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭✧❇✐♥❛r② ❙②♠♠❡tr✐❝ ❈❤❛♥♥❡❧✧✱ ♦✉ ❇❙❈✮ ✐♥t❡r✈❡rt✐t ❧❡s
s②♠❜♦❧❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❜✐ts ✵ ❡t ✶ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té e✳ ❯♥ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❛❞❛♣té à ❝❡ t②♣❡
❞❡ ❝❛♥❛❧✱ ♦✉ ✓❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡✔ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs✳ ❈❡ t②♣❡
❞❡ ❝❛♥❛❧ ❡st r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s
✉♥✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇♦❜ ❡st ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐❢s ❈❛s❝❛❞❡ ❬✻✸❪ ♦✉ ❲✐♥♥♦✇ ❬✻✹❪ s♦♥t ❛❞❛♣tés à ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐ss✉ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉r✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡
❞❡s ❜✐ts ❡rr♦♥és q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❝♦♥✈❡rt✐r ❡♥ ❜✐ts s❛♥s ❡rr❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡st ♣❡✉ r❡♥❝♦♥tré ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s
✭♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦✉ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✮✱ ❡t ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❖♥ r❡♥❝♦♥tr❡ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧
❆❲●◆ ✭❆❞❞✐t✐✈❡ ❲❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦✐s❡✮✱ q✉✐ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡✳
▲❡ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆ ❡st ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✓té❧é❝♦♠✔ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♥❝♦♥tré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭à ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✦✮

▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té

s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞é✲
❝♦❞❛❣❡ ❞✉r s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ❜✐♥❛r✐s❛♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ♠❡s✉rés à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ❖♥ ♣❡r❞r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦rté❡ ♣❛r
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✭s②♠❜♦❧❡s ±1✮✱
♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ 1, 5✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❢♦rt❡s ❝❤❛♥❝❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❜✐t tr❛♥s♠✐s s♦✐t
1✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré ❡st 0, 3✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s ✐♥❞é❝✐s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t
❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

P♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✧▲♦❣✲▲✐❦❡❧②❤♦♦❞ ❘❛t✐♦✧✱
♦✉ ▲▲❘✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❜✐t ❡♥❝♦❞é xi s♦✐t
1✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − p ♣♦✉r q✉✬✐❧ s♦✐t 0 ✿

LLRi = ln

(
P (xi = 1)

P (xi = 0)

)

✭✶✷✳✽✮

▲❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ▲▲❘ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✱ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✓❝♦♥✜❛♥❝❡✔
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t✳ ❙✐ ❧❡ ▲▲❘ ❡st très ♥é❣❛t✐❢✱ ♦♥ ❡st sûr q✉❡ ❧❡ ❜✐t ❡st ✵ ❀ s✬✐❧ ❡st
très ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❡st sûr q✉❡ ❧❡ ❜✐t ❡st ✶✳ ❙✬✐❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✱ ♦♥ ❛❝❝♦r❞❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t ♦❜t❡♥✉✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ P (xi = 1) = eLLRi

1+eLLRi
s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❯♥ ❞é❝♦❞❡✉r ♠♦✉ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❡♥tré❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✷✳✸✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡st✐♥é❡ ❛✉① r❛♣♣♦rts



✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

Intrinsèque

Parités

A posteriori

Extrinsèque

❋✐❣✳ ✶✷✳✸✿ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r ♠♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❡s ❡♥tré❡s
❡t s♦rt✐❡s✳ ❊♥ ❡♥tré❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✭❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✮ ❡t ❧❡s
♣❛r✐tés ✭❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡✮✳ ❊♥ s♦rt✐❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ❡♥❝♦❞é❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛♣♣♦rt ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡✳

❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✱ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ✿

LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
i = ln

(
P (yi|xi = 1)

P (yi|xi = 0)

)

. ✭✶✷✳✾✮

♦✉ yi ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✭ré❡❧❧❡✮ ❞✉ i❡ s②♠❜♦❧❡ ♠❡s✉ré à ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡s
r❛♣♣♦rts ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ s❛♥s
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡✳ ■❧s ✐♥✲
❞✐q✉❡♥t s✐ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ r❡ç✉ yi ♣❡r♠❡t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ❜✐t ❡♥✈♦②é xi ❡st ✶ ♦✉ ✵✳ ❖♥
❝❛❧❝✉❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡
✭❇❙❈✮ ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r e ✿

LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
i = ln

(
1 − e

e

)

yi ❛✈❡❝ yi = ±1, ✭✶✷✳✶✵✮

♦✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ±1 tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✿

LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
i =

2

σ2
yi ❛✈❡❝ yi ∈ R. ✭✶✷✳✶✶✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥tré❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣❛r✐tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❝❡s ♣❛r✐tés s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❜r✉✐té✱
❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡s ❜✐ts ✉t✐❧❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ❡♥tré❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ❛✈❡❝
❧✬❡♥tré❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r✐tés
♥❡ s✉❜✐ss❡♥t ♣❛s ❞✬❛❧tér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐t xi à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✿

LLR❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

i = ln

(
P (xi = 1|{y1, . . . , yn})
P (xi = 0|{y1, . . . , yn})

)

. ✭✶✷✳✶✷✮

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ yi✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ❧✐❛♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡
yi ❛✉① ❛✉tr❡s s②♠❜♦❧❡s✳ P♦✉r ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❝❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣♦rt ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✿ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝♦❞❡✳ ■❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

LLR❡①tr✐♥sèq✉❡
i = LLR❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

i − LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
i ✭✶✷✳✶✸✮



✶✷✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉ ✶✹✺

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s {y1, . . . , yn}✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ✿

LLR❡①tr✐♥sèq✉❡
i = ln

(
P (xi = 1|{yk}k 6=i)

P (xi = 0|{yk}k 6=i)

)

✭✶✷✳✶✹✮

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡ ❧❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡
❜✐t xi ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❛✉tr❡s q✉❡ yi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝♦❞❡s ❧✐❛♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ yi ❛✉① ❛✉tr❡s s②♠❜♦❧❡s tr❛♥s♠✐s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❛✈❛♥t
❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❧❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s s♦♥t ♥✉❧s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ✶✷✳✾
❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✶✷✳✶✷ s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❛✈❛♥t ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
❜✐ts ❡♥✈♦②és ♣r♦✈✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s r❡ç✉s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❧❡
❞é❝♦❞❛❣❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✶✷✳✶✷✳

▲❡s ❞é❝♦❞❡✉rs ♠♦✉s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❈❏❘ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s
✭✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✱ ✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮ ❡t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡
✭✧❇❡❧✐❡❢ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✧✮ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ q✉✐ s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡s ❝♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳

◆♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ❡♥✈♦②é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ▲▲❘ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ r❡ç✉✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘✳ ❙✐✱ à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ré✈é❧♦♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ❡♥✈♦②é❡ {xi}✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛❝❡r ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f+ ❞❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❜✐ts xi = 1 ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f− ❞❡s ▲▲❘
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❜✐ts xi = s0✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧
❆❲●◆✱ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ 4/σ2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❡♥tré❡s s✉r
±2/σ2 ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✶✮✳ P❧✉s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s f+ ❡t f− s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ♣❧✉s ❡❧❧❡s s♦♥t
é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ❡♥✈♦②é❡✳

P♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❣r❛♥✲
❞❡✉r ré❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳
P✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❜✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡st ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ▲▲❘ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ❜✐t✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s f+ ✭r❡s♣✳ f−✮ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❞✉ ❝ôté ♥é❣❛t✐❢ ✭r❡s♣✳
♣♦s✐t✐❢✮✳ ▲❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s f+ ❡t
f− s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ♠❛✐s ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ▲▲❘✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss✐♦♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ▲▲❘ ❬✻✺❪ ✿

I =
1

2

∑

b=±1

∫

fb(l) log2

2fb(l)

f+(l) + f−(l)
dl, ✭✶✷✳✶✺✮

❙✐ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s f+ ❡t f− s♦♥t ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱
s✐ f+ ❡t f− s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① r❡❣r♦✉♣é❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ▲▲❘✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡✱ ❡①tr✐♥sèq✉❡✱
❛ ♣r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ r❡♥❞ ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ▲▲❘✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥
♣❡✉t tr♦✉✈❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ▲▲❘ ❛♣♣♦rt❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧✬✐ss✉❡
❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡✮ ❞✐✛èr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① s✐♠♣❧❡s ✭❇❙❈ ♦✉



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

Noeuds de variable

Noeuds de parité

❋✐❣✳ ✶✷✳✹✿ ●r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ (7, 4) ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✮✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❝❛r ❧❡✉r ♠❛tr✐❝❡ ❍ ❡st tr♦♣
❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❧✬é❝r✐r❡✳

❆❲●◆✮✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳✻

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✿
❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✜♥❛❧ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✱
❡t ❞❡✈✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à
✵✱✾✾✾✳ ➚ t❛✉① ❞♦♥♥é✱ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦❞❡ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ ❛♣♣♦rt❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡✳

✶✷✳✺ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈

●❛❧❧❛❣❡r ❛ ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✶✾✻✷ ❬✻✻❪ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✧♣❛r✐t②
❝❤❡❝❦✧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H ❡st ♣❡✉ ❞❡♥s❡✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ✧▲♦✇ ❉❡♥s✐t②
P❛r✐t② ❈❤❡❝❦✧ ♦✉ ▲❉P❈ ❬✻✼❪✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦♥t ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ H ❞❡ ✷✵✵ ✵✵✵ ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ❡t ❧❡✉r ❞❡♥s✐té ❡♥ 1 ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−4✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ H ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ❀ ❧❡ ❝♦❞❡ ▲❉P❈ ❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r✱ ❡t ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té
❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r✐té ✭✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧✮✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t r❡❧✐és ❛✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✶✷✳✹✮✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❡st q✉❛❧✐✜é ❞❡ ✧▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣✧ ✭▼P✮✱ ♦✉
✧❇❡❧✐❡❢ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✧ ✭❇P✮✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ❜✐t ❞❡
♣❛r✐té bp ✐ss✉ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r✐té✼ bp =

∏m

i=1 xi s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ❜✐ts {x1, . . . , xm} ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ LLR(xi) ❞❡s ❜✐ts xi ✿

LLR(bp =
m∏

i=1

xi) = −
m∏

i=1

s✐❣♥(−LLR(xi)) φ

(
m∑

i=1

φ(|LLR(xi)|)
)

✭✶✷✳✶✻✮

❛✈❡❝ φ(x) = − ln(tanh(x/2)) ✭✶✷✳✶✼✮

❡t LLR(bp) = ln

(
p(bp = 1 ✐✳❡✳ ♣❛r✐té ✐♠♣❛✐r❡)
p(bp = 0 ✐✳❡✳ ♣❛r✐té ♣❛✐r❡)

)

. ✭✶✷✳✶✽✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ▲▲❘ ❞❡s ❜✐ts à ❞é❝♦❞❡r ❡♥
♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❝❡s ▲▲❘ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❛r✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ▲❉P❈✳
➚ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❢♦✉r♥✐s ♣❛r
❧✬✐tér❛t✐♦♥ n − 1✳ ❈❡s ▲▲❘ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♥♦tr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r✱

✻❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿ I ✐♥tr✐♥sèq✉❡
❇❙❈

= 1− h(e)✱ ♦ù h(x) = −x log2(x)− (1− x) log2(1− x) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡
❙❤❛♥♥♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❞✬♦ù ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✧✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧

✼❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❜✐ts✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✓❡t✔✳



✶✷✳✺ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✶✹✼

LLR 1

LL
R

2
Σ

F F

b

Itération

LLR a posteriori

LLR intrinsèques

LLR extrinsèques

LLR
extrinsèque

LLR 1

LL
R

2

Σ

F F

Noeuds de parité

Noeuds de variableb

LLR a posteriori
de l’itération n−1

❋✐❣✳ ✶✷✳✺✿ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✢✉① ❞❡s ▲▲❘ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❇P ✐tér❛t✐❢✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ s❝❤é♠❛ ✉s✉❡❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛r✐tés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣❛✐r❡s ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s
❝♦❞❡s ✿ H ·x = 0✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥tré❡ ✓♣❛r✐tés✔ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✸✱
♣r♦♣r❡ à ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ét❛♣❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ i ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ✐ss✉ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❡t ❞♦♥❝ à ✉♥ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r✳ ■❧ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ▲▲❘
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ i ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❯♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à ♠❡ttr❡ à
❥♦✉r ❧❡ ▲▲❘ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s
à ❞r♦✐t❡ ✭♥♦té b✮✳ ❈❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✭♦♣ér❛t✐♦♥
F ✱ é❝r✐t❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✻✮ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ LLRj ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s j ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❡ ❜✐t b✱ ❡♥ ❡①❝❧✉❛♥t ❧❡ ❜✐t b✳ ❙✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ LLRj ❡st é❧❡✈é✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r✐té ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✐♠♣❛✐r✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❜✐t b ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t
1✱ ♣♦✉r rét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♣❛r✐té ♣❛✐r❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡✮✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡
✭Σ✮ ❞❡ t♦✉s ❧❡s LLRj ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ❜✐t b q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡
❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n − 1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❛r✐té ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡✱ ❧❡
❞é❝♦❞❡✉r ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❜✐ts à ❞é❝♦❞❡r✱ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s✳ ▲❡s ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n✱ s♦♠♠❡ ❞❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s ❡t
✐♥tr✐♥sèq✉❡s✱ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n + 1✳ ❖♥ ❛rrêt❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
q✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣♦rt ✭▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s✮ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉
q✉✬❛✈❛♥t ❞é❝♦❞❛❣❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✷✮✱ q✉✐ q✉❛♥t✐✜❡♥t ♥♦tr❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐t xi✱ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✾✮✳
▲❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✱ ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ s♦♥t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st rés✉♠é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✺✳

▲❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ s♦♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ♣♦✉✈❛♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s
❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦❞éré❡✳ P❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠♦②❡♥s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ❝❡s ❝♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✳

❉é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈ ❡t ❝♦❞❡s s②sté♠❛t✐q✉❡s

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❞é❝♦❞❡✉rs ♠♦✉s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés à ❧❛ ré❝♦♥❝✐✲
❧✐❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❜✐ts
❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ s❛♥s ♣❡rt❡✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✧❇P✧ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ s✬ét❡♥❞
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✐t ❡st ✶ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✶ ✭✐✳❡✳



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

❞♦♥t ❧❡ ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡st +∞✮✱ ❝♦♥♥❡❝té à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❞♦♥t ❧❛ ♣❛r✐té ❞♦✐t êtr❡
✐♠♣❛✐r❡✳ ❈❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r t♦✉s ❧❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦s✧
✐♠♣❛✐rs ❡♥ ❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦s✧ ♣❛✐rs✳ ❈♦♠♠❡ φ(+∞) = 0✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✻✮ ♣♦✉r ❧❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦s✧
✐♠♣❛✐rs✳

✶✷✳✻ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✹ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ ❜r✉✐t ❛❥♦✉té ♣❛r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ✉s✉❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❙✐ ❝❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡s
♥❡ t✐r❡♥t ♣❛s ♣❛rt✐ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡ ✭✧❈♦❞❡❞ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✧✮ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡♥ ❡♥❝♦❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧✳ P♦✉r
tr❛♥s♠❡ttr❡ N ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t 2N ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❞✐ts
✓❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✔✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❆❙❑ ✭❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣✮ ♣❧❛❝❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
❡s♣❛❝és s✉r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ❀ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ P❙❑ ✭P❤❛s❡ ❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣✮ ❧❡s ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❝❡r❝❧❡✱ à
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❀ ❡♥✜♥✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ◗❆▼ ✭◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ❢♦r♠❡
✉♥ rés❡❛✉ ❝❛rré s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥ ét✐q✉❡tt❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s 2N ♣♦✐♥ts ❞é✜♥✐s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ N ❜✐ts✳

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞♦✐t t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s N ❜✐ts ❡♥❝♦❞és ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❆❲●◆
❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ à ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡✳ ❙✐ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✷✲❆❙❑ ✭♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❜✐♥❛✐r❡✮ ♦✉ ✹✲P❙❑ ✭✹ ♣♦✐♥ts ré♣❛rt✐s ❡♥ ❝❡r❝❧❡✮✱ ❧❡s ❜✐ts tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ r❡st❡♥t
❞é❝♦✉♣❧és ✭❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜✐ts ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✮✳ ▼❛✐s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ❞❡s N ❜✐ts
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❜✐ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡ ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
s②♠❜♦❧❡ tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣♥❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❜✐t B ∈ [1; N ] ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ♠❡s✉ré à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✮ ❣râ❝❡ à ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❜✐ts B′ 6= B ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r
❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s✉✐t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❢❛❝✐❧✐té ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡
❞❡s ❛✉tr❡s ♥✐✈❡❛✉①✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✧✳ ❈✐t♦♥s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❇✐t ■♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❈♦❞❡❞
▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❇■❈▼✮✱ ❞❡ ❚r❡❧❧✐s ❈♦❞❡❞ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❚❈▼✮✱ ❞❡ ❚✉r❜♦ ❚❈▼✱ ❞❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♥❝❛✲
t❡♥❛t❡❞ ❚❈▼ ♦✉ ❞❡ ▼✉❧t✐▲❡✈❡❧ ❈♦❞✐♥❣ ✭▼▲❈✮ ❬✻✽❪✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳



✶✷✳✼ ❉é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❡t ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✶✹✾
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❋✐❣✳ ✶✷✳✻✿ ❙❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① s✉r N = 4 ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Y ✐ss✉❡
❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ N ❜✐ts✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r y ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥
ŷ = 1101✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ b s♦♥t ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❞✬❡rr❡✉rs
♠♦✉✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ✐tér❛t✐❢ ✿ ♦♥ ❞é❝♦❞❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ B✱ ❞✉
♥✐✈❡❛✉ B = 1 ✭❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ B = N ✭❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rt✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ r❡✈✐❡♥t
s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ B = 1✳ ✳ ✳ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛❜♦✉t✐ss❡✳

✶✷✳✼ ❉é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❡t ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥

❉❛♥s ❬✽❪✱ ▼❛tt❤✐❡✉ ❇❧♦❝❤ ❛ ❛❞❛♣té ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥✲
❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ à ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s ❧❡s
❝♦♥❝❡♣ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❧❧❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢✳

▲❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ré❡❧ ❡♥ 2N ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛❞❛♣tés à ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❇♦❜✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s❡r❛ ❛❜♦r❞é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✸✳ ❈❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ X ✐ss✉❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ X̂ ❞❡ N ❜✐ts✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s
❜✐ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X̂ ❡st ♥♦té X̂(B)✱ ❞✉ ❜✐t ❧❡ ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ✭B = 1✮ ❛✉ ❜✐t ❧❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢
✭B = N✮✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ k ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❦
❂ ✷✵✵ ✵✵✵✮✱ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ b = Nk ❜✐ts✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ N ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ♠♦✉s✱ ♦♥ ❞é❝♦❞❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ k ❜✐ts ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ B✱ ❛♣♣❡❧és ♥✐✈❡❛✉①✱ ♦✉ tr❛♥❝❤❡s✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ B s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐ ♦♥t tr❛♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ q❛♥t✐q✉❡ ✭❡♥tré❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡
❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ♠♦✉✮✱ ❞❡s ♣❛r✐tés ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s
❛✉tr❡s tr❛♥❝❤❡s✳ ❆♣rès ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ ♦♥ r❡✈✐❡♥t s✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs
♥✐✈❡❛✉① ✭♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢✮✳ ❈❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st s②♠❜♦❧✐sé ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✻✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢ ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡s tr❛♥❝❤❡s
r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s ❜✐ts ❧❡s ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❝❛r ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡r ✉♥ ❜✐t ✵ ❡♥ ✉♥ ❜✐t ✶✳ ❈❡s tr❛♥❝❤❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ❣é♥ér❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❛✉①✳ ❆✉
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s tr❛♥❝❤❡s r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s ❜✐ts ❧❡s ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s s♦♥t ♠♦✐♥s ❜r✉✐té❡s✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ t❛✉① ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✳



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ t❛✉① ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ❝♦❞❡ à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❞é❝♦❞❡r ❧❛ tr❛♥❝❤❡
B ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s H(X̂(B)) ❡t H(X̂(B)|X)✳ ❈❡s ❡♥tr♦♣✐❡s s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t X̂(B)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶✳✷
❡t ✶✳✻✳ P♦✉r ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❜✐ts ❧❡s ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ✈❡rs ❧❡s ❜✐ts ❧❡s ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✱
♦♥ ♠♦♥tr❡ ❬✻✽✱ ✽❪ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

R
(B)
s ♦♣t = 1 −

(

H(X̂(B+1)|X) − H(X̂(B)|X)
)

+
(

H(X̂(B+1)) − H(X̂(B))
)

. ✭✶✷✳✶✾✮

❈❡s t❛✉① ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡s ❝♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥✬❛tt❡✐❣♥❡♥t ♣❛s ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ t❛✉① R

(B)
s < R

(B)
s ♦♣t✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s

❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s t❛✉① ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡s ❝♦❞❡s✳ ▼✉♥✐s ❞❡ ❝❡s t❛✉①✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s é❝r✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✸ ✿

β =
H(X̂) − N +

∑N

B=1 R
(B)
s

IAB

. ✭✶✷✳✷✵✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✹ tr❛♥❝❤❡s✱ s♦✐t ✶✻ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s r❛♣♣♦rts
s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s tr❛♥❝❤❡s s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✶✪✳ ❈❡s
tr❛♥❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞é❝♦❞é❡s ❡♥ ❧❡s ré✈é❧❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❞é❝♦❞❛❣❡
❞❡ t❛✉① ✵✮✱ s❛♥s s❛❝r✐✜❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té β✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s tr❛♥❝❤❡s s♦♥t ❞é❝♦❞é❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✷ ❜✐ts ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✶ ❜✐t ♣❛r
tr❛♥❝❤❡ ♥♦♥ ré✈é❧é❡✮ ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ✐ss✉ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ b = 400 000 ❜✐ts ♣❛r ❜❧♦❝
❞❡ ✷✵✵ ✵✵✵ s②♠❜♦❧❡s✳

▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ B ♣❛r ❇♦❜✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r✐tés q✉✐ ❝✐r✲
❝✉❧❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rét✐sé❡s Ŷ (B)✳ ❉❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣❛r✐tés ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H ❞✉ ❝♦❞❡ ▲❉P❈
❝❤♦✐s✐✱ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs Ŷ (B)✳ ▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡s ❞é❝♦❞❡✉rs ♠♦✉s ♦♥t ❞❡✉① ❡♥tré❡s ✿ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ❧✬❡♥tré❡ ❞❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥✲
sèq✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡♥tré❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❧✐♠❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r✐tés ✐ss✉❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞é♣❡♥❞❛✐t ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ X✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡
❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s tr❛♥❝❤❡s✱ ❝❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s ✐ss✉s ❞❡s ❞é❝♦❞❛❣❡s ❞❡s ❛✉tr❡s
tr❛♥❝❤❡s✳ P♦✉r ❧❡s tr❛♥❝❤❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é❝♦❞é❡s✱ ♦♥ ✜①❡ ❧❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s à ✵✳
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ é❝r✐t ❧❡ ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ B ❞✉ s②♠❜♦❧❡ i ❬✻✽✱ ✽❪ ✿

LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
i

(B)
= log

∑

X̂t.q.X̂(B)=1 p(Xi, X̂)
∏

B′ 6=B eX̂(B′)LLR
❡①tr✐♥sèq✉❡
i

(B′)

∑

X̂t.q.X̂(B)=0 p(Xi, X̂)
∏

B′ 6=B eX̂(B′)LLR
❡①tr✐♥sèq✉❡
i

(B′)
, ✭✶✷✳✷✶✮

♦ù p(Xi, X̂) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s♦✐t Xi ❡t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❜✐♥❛✐r❡ à ❞é❝♦❞❡r s♦✐t X̂✳ ❙✐ ❧❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s s♦♥t ♥✉❧s ✭♣❛s ❞✬❛♣♣♦rt ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡



✶✷✳✼ ❉é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❡t ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✶✺✶

❞❡s ❛✉tr❡s ♥✐✈❡❛✉①✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✶✷✳✾✳ ▲❡ ▲▲❘
✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ s✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r s♦✐t ✶ ♦✉ ✵✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡
s②♠❜♦❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ Xi✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ♣♦♥❞éré❡
♣❛r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♥✐✈❡❛✉①✳

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦✉❝❧❡r ❧❡s s♦rt✐❡s ❡①tr✐♥sèq✉❡s ❞❡s ❞é❝♦❞❡✉rs ♠♦✉s ❞❡s tr❛♥❝❤❡s
B′ 6= B s✉r ❧✬❡♥tré❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ B✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ét❛♥t
✐tér❛t✐❢✱ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐tér❛t✐♦♥ t✐r❡ ♣❛rt✐ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥✱ ❞❡s ❛✉tr❡s tr❛♥❝❤❡s✳

➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ✜❣✉r❡ ✶✷✳✼ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘
✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢✳



✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❘é❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs
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❋✐❣✳ ✶✷✳✼✿ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢✱ ♣♦✉r ✸ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ✹ tr❛♥❝❤❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❜✐ts ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✵
✭❝♦✉r❜❡s ❢♦♥❝é❡s✱ ♥♦té❡s LLR0✮ ❡t ❛✉① ❜✐ts ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✶ ✭❝♦✉r❜❡s ❝❧❛✐r❡s✱ ♥♦té❡s LLR1✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s✐❣♥❡
❞❡s ▲▲❘ ✐♥❞✐q✉❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
LLR1 ✭r❡s♣✳ LLR0✮ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❞✉ ❝ôté ♥é❣❛t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐❢✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ LLR0 ❡t LLR1

❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❡t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✵ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ LLR0

❡t LLR1 ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ✵ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡ s✉❝❝ès ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ✶ ❡t ✷ s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❡t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✵ ✿
❝❡s tr❛♥❝❤❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t s♦♥t ré✈é❧é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡
❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tèr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛♥❝❤❡s ✸ ❡t ✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ▲▲❘
✐♥tr✐♥sèq✉❡s ✭❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r✮ ❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭✐ss✉s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛
❜✐❡♥ ❧✬❡✛❡t ❡s❝♦♠♣té ✿ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s LLR0 ❡t LLR1 ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s♦♥t ♣❧✉s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ✵
q✉❡ ❧❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✉♥❡
tr❛♥❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ s✬é❧♦✐❣♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✉ ❞é❝♦❞❡✉r ❞✬✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ ✿ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❡st ❢❛❝✐❧✐té
♣❛r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s tr❛♥❝❤❡s✳ ▲❡s t❛✉① ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ✸ ❡t ✹ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0, 23
❡t 0, 86✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸

■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❧❧❡ ❡t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈

▲❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ s♦♥t ❧❡s ❜r✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✿ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ ♣❡r❞r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❡r
♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss❡r♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✱
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ♠❛tér✐❡❧❧❡s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❝♦♥❝❡♥tré ♥♦s ❡✛♦rts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ✷✺ ❦♠✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ✷✺✪ ✭♣❡rt❡s ❞❡ ✻ ❞❇✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈ ❛ ♣♦sé ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡
❝♦♠♠✉♥ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ✶ ❦❜✴s s✉r ✷✺ ❦♠✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t
✐ss✉s ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ▼❛tt❤✐❡✉ ❇❧♦❝❤✳

✶✸✳✶ ❈♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❡✣❝❛❝✐té

▲❡ t❛✉① s❡❝r❡t ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t

K = v (βIAB − IBE) ✭✶✸✳✶✮

♦ù
• K ❡st ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts✱ ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳
• v ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❡♥ s②♠❜♦❧❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳
• IAB ❡t IBE s♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s✱ ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❡♥ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳

• β ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❡①tr❛✐ts ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ✐ss✉s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥
IAB✳

P♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té β✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❞✬❛✉tr❡s s✉r
❧✬❡✣❝❛❝✐té✳ ❉✬❛✉tr❡s ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❡t s❡r♦♥t s✉❥❡tt❡s à ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳

✶✺✸



✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ✿ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
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❋✐❣✳ ✶✸✳✶✿ ❊✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠✉t✉❡❧❧❡ IAB✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳ ❈❡s ❡✣❝❛❝✐tés s♦♥t ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡s ✿ ❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡s ❡♥ s❛❝r✐✜❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳
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G = 0.25, ξ = 0.06 SNL @ VA = 40 SNL
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❋✐❣✳ ✶✸✳✷✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳ ❖♥ ✜①❡ ❧❡ ❣❛✐♥ G = 0, 25 ✭tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✮ ❡t ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ξ = 0, 0015VA✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA ✭❛❜s❝✐ss❡✮✱ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ r❡st❛♥t ❧✐❜r❡✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡
t❛✉① s❡❝r❡t ∆I = βIAB − IBE ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡✣❝❛❝✐tés β✱ ✐♥❞✐q✉é❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❝♦✉r❜❡s
❞❡ ♠ê♠❡ ❡✣❝❛❝✐té✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ VA✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
❡✣❝❛❝✐tés ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✶✳ ▲❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r SNR = 3✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA = 12✳

✶✸✳✷ ◗✉❡❧ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❝❤♦✐s✐r ❄

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡①tr❛✐r❡ IAB = 1
2
log2 (1 + SNR) ❜✐ts s❛♥s ❡rr❡✉r

à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρ2 = SNR
1+SNR

✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ♦♣t✐♠✐sé✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ❝❛r ♠♦✐♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❜r✉✐té❡s✱ ♣❧✉s ❡❧❧❡s
s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à ❝♦rr✐❣❡r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✶ tr❛❝❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt
s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳

P♦✉r ✉♥❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❧✐♠✐té❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à
❜r✉✐t q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ∆I = βIAB − IBE✳ ❈❡t ♦♣t✐♠✉♠✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ IBE✱ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❧❡
❣❛✐♥ G ❡t ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ξ✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ VA✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛
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VA = 12,05, ξ = 0.06 SNL @ VA = 40 SNL

❋✐❣✳ ✶✸✳✸✿ P♦rté❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✳ ➚ VA ✜①é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡
r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♦✉ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ d ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✭d = −10

α
log10(G)✱ ❛✈❡❝ α = 0, 25 ❞❜✴❦♠✮✳

✜❜r❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ♣❛r ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r
❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r VA✱ à ❣❛✐♥ ❡t ❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t ✜①és✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✶✸✳✷ tr❛❝❡ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠
❛✉t♦✉r ❞❡ VA = 12✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ 3✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥✈✐❡♥t ❜✐❡♥
❛✉① ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❧✐♠✐té❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ✈❛✲
r✐❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜
✭✜❣✉r❡ ✶✸✳✸✮✳ ▲✬✐♥❡✣❝❛❝✐té s❡ tr❛❞✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞❡✉①✳ ▼❛✐s s✉rt♦✉t✱ ❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ s❡✉✐❧ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ❝❧é✱ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡
s♦✐t ❡❧❧❡✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s♠✐s❡✳ ❈❡t ❡✛❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❧é ❞é❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮✱ ❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈❡r à ✉♥ s❡✉✐❧ ♦ù t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❝❡ s❡✉✐❧ s✉r✈✐❡♥t à ✸✵ ❦♠ ❡♥✈✐r♦♥✱ ❡♥ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s à ❝❡t é❣❛r❞ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ♣♦rté❡
❧✐♠✐té❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✿ ❧❡s s②stè♠❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts à ❝❡ ❥♦✉r ❛t✲
t❡✐❣♥❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✵ ❦♠✳ ◆♦tr❡ s②stè♠❡ s❡ s✐t✉❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡
❝♦✉rt❡s à ♠♦②❡♥♥❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡
❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s s②stè♠❡s à ♣❤♦t♦♥s ✉♥✐q✉❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❞✬♦❜s❝✉r✐té
❞❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ♣❤♦t♦♥s✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞é♣❛ss❡r✳ P♦✉r ♥♦tr❡ s②s✲
tè♠❡✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✿ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡s ❝❧és à ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡✶✱ ❡t s❡✉❧❡ ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥t❡❧❧❡❝✲
t✉❡❧❧❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❜✐ts s❡❝r❡ts ❞❡ ❝❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣♦rté❡✳ ▲❡s ♣r♦❣rès ❛❝t✉❡❧s s✉r ❧❡s
❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✱ ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❛✐ss❡♥t ❡s♣ér❡r ❞❡s

✶▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❧é ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞✬❡①❝ès ❞❡ ❜r✉✐t q✉❡ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡s ❞❡ sé❝✉r✐té s✉r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ♣❡✉t
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳



✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ✿ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥

❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

✶✸✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❡✣❝❛❝✐tés ✿

β = β❝♦❞❡sβtr❛♥❝❤❡s ✭✶✸✳✷✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t ✿ ❧❡s ❝♦❞❡s ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❡s ❝♦❞❡s
▲❉P❈✮ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥✬❛tt❡✐❣♥❡♥t ♣❛s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s✐♦♥s ❞❡s ❝♦❞❡s q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱
♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉rr✐♦♥s ❡①tr❛✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❜✐ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❝❛r ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✬❡st ♣❡r❞✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐♠❡♥t
♣❡t✐t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s à ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❡✣❝❛❝✐tés ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠♦❞éré ❞❡
tr❛♥❝❤❡s✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✶✷✳✷✵ ✿ β = H(X̂)−I❘é✈é❧é
IAB

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ré✈é❧és I❘é✈é❧é

❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❜✐ts ré✈é❧és ❧♦rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ I
(b)
❘é✈é❧é ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s b✳ P♦✉r s✐♠✉❧❡r

✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ré✈è❧❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❜✐ts ❛✉t♦r✐sé ♣❛r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✿ I

(b)
❘é✈é❧é = 1 − R

(b)
s ♦♣t✱ ♦ù R

(b)
s ♦♣t ❡st ❧❡ t❛✉① ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ b

✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✾✮✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♥♦✉s ✐s♦❧♦♥s ❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐té ❞❡s
❝♦❞❡s✳ ❖♥ é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

βtr❛♥❝❤❡s =
H(X̂) − N +

∑N

B=1 R
(B)
s ♦♣t

IAB

♣✉✐s β❝♦❞❡s =
β

βtr❛♥❝❤❡s

. ✭✶✸✳✸✮

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥❝❤❡s n✱ ♥♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s ❧✬❛①❡ ré❡❧ ❡♥ 2n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s βtr❛♥❝❤❡s✳
❊♥ t❡st❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❡✣❝❛❝✐té ♣♦ss✐❜❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à 2n − 1 ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✶✺ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♣♦✉r ✹ tr❛♥❝❤❡s✮ ❛✈❡❝ ❞✐✈❡rs❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬♦♣t✐♠✉♠ ♣❛r r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ✭♦✉ ✧❛♥♥❡❛❧✐♥❣✧✮✱ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
✧P♦✇❡❧❧✧ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ▲❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬éq✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❡✣❝❛❝✐té ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✷✵✪ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✮✳

• ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐sé♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡s 2n − 1 ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❆✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛r❣❡✉r ✭✈♦✐r ✜✲
❣✉r❡ ✶✸✳✹✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❛tt❡✐♥t ❧✬♦♣t✐♠✉♠ tr♦✉✈é ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡ ❝❛r ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧
à ❜r✉✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐❡r
ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥t ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st
r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✸✳✺✳
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−4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4

Axe réel

Tranche 1 : 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Tranche 2 : 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

Tranche 3 : 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1

Tranche 4 : 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

❋✐❣✳ ✶✸✳✹✿ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧✬❛①❡ ré❡❧ ❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
▲✬✉♥✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r ✉♥ r❛♣♣♦rt
s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ✸✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ✵✱✸✶✷✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
s✬ét❡♥❞ ❞❡♣✉✐s −∞ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s✬ét❡♥❞ ❥✉sq✉✬à +∞

❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❣✐t s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♣❧✉s q✉❡
s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥t ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧
à ❜r✉✐t ❞❡ ✸✱ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ✵✱✸✶✷ ♣r♦❞✉✐t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✵✱✾✼✼ ❀ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
r❡st❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✱✾✼ ♣♦✉r ❞❡s ❧❛r❣❡✉rs ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ ✵✱✷✺ ❡t ✵✱✹✺✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡
❧❛r❣❡✉rs✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡s ❝♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ tr❛♥❝❤❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✵✱✷ ❡t ✵✱✻ ✿ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ▲❉P❈✱ ❡t ❞♦♥❝ s❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ t❛✉① ♦♣t✐♠❛✉① ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✸✳✹ ❚❛✉① ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s❝rét✐sé ♥♦tr❡ ❛①❡ ré❡❧✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳
P❧✉s✐❡✉rs ❡✛❡ts s♦♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

◆♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s t❛✉① ❞✐s❝r❡ts✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❬✻✾❪
❛ ♠♦♥tré ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ✿ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ▲❉P❈ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♦✉ ❞❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧✳ P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❡✱ ✐❧s ♥♦✉s s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t m✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s m ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❛r✐té✳
❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛r❞✉❡ q✉✐ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉✐♣❡
❞✉ ▲❚❍❈ à ▲❛✉s❛♥♥❡ ❬✼✵❪ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ t②♣❡ ❆❲●◆✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝♦❞❡s ♣♦✉r



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ✿ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
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Rapport signal à bruit

Écart optimal des intervalles de binarisation

❋✐❣✳ ✶✸✳✺✿ ❊✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ βtr❛♥❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛r❣❡✉r✱ ❡t ✹ tr❛♥❝❤❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ✭s♦✐t ✶✻ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s sé♣❛rés ♣❛r ✶✺
❢r♦♥t✐èr❡s✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞✉ ❤❛✉t ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té tr♦✉✈é❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛s ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ❡✣❝❛❝✐té✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ é❝❛rts t②♣❡s ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛r✐sé❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞s r❛♣♣♦rts s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞✐♠✐♥✉❡ ✿ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st ♣❡t✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡ ❧✬❛①❡
ré❡❧✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ✸✱ ❝❡t ❡✛❡t ♥✬❡st ♣❛s ❣ê♥❛♥t✳

❞✐✈❡rs t❛✉① ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✱ ❞❡ ✵✱✵✺ à ✵✱✾✾✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❞❡♥s✐tés
❡t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ é❝r✐t ♣❛r ▼❛tt❤✐❡✉ ❇❧♦❝❤✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ❞✐✈❡rs t❛✉① ❡t ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❧❡s ❝♦❞❡s ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡s ❝♦❞❡s ✉t✐❧✐sés ❡t ❧❡s t❛✉① ✐❞é❛✉① ❡①✲
♣r✐♠és ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✶✷✳✶✾✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❞❡ ▲❉P❈✳ ❙✐ ♥♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ é❝❛rt ❢❛✐❜❧❡✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s❡r❛ ❜♦♥♥❡✱ ♠❛✐s ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❝♦❧❧❡❝té❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ✈✐✲
t❡ss❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❧✬é❝❛rt ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥✈❡r✲
❣❡r❛ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❧✬❡✣❝❛❝✐té s❡r❛ ♠❛✉✈❛✐s❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st à tr♦✉✈❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ✵✱✵✹ ❡♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ✐❞é❛❧ ❞❡ ❧❛ tr♦✐✲
s✐è♠❡ tr❛♥❝❤❡ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ s♦♥ ❝♦❞❡✱ ❡t ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ✵✱✵✷✺ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ tr❛♥❝❤❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛②❛♥t ❧❡ t❛✉① ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ t❛✉① ❞és✐ré ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❤♦✐s✐s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r♠✐
❝❡✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t



✶✸✳✺ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✶✺✾

♣❧✉s ❞❡ ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❬✼✵❪✳ ❖r✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ➚ t❛✉① ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
❝♦❞❡ ▲❉P❈ rés✉❧t❡ ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ t❡st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡s ❥✉sq✉✬à ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦✉♣❧é❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ♣❧✉s ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ t❛✉① é❧♦✐❣♥é ❞✉
t❛✉① ✐❞é❛❧✱ ♣❧✉s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦✉s ❧❛✐ss❛✐t ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❡ q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ tr❛♥❝❤❡✳
❈❡tt❡ tr❛♥❝❤❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s tr❛♥❝❤❡s s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
ré✈é❧é❡s✱ ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥❝❤❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❡✉ ❞✬❡rr❡✉rs✳ P♦✉r ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ✸✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✵✱✸✺✽✳ P♦✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ❝♦❞❡
❞❡ t❛✉① ✵✱✹✶ ♣♦✉r ❧❛ ✸❡ tr❛♥❝❤❡✱ ❡t ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ t❛✉① ✵✱✾✺ ♣♦✉r ❧❛ ✹❡ tr❛♥❝❤❡✷✳ ❈❡s ❝❤♦✐① ♦✛r❡♥t
✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❡✣❝❛❝✐té ✿ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ βtr❛♥❝❤❡s = 0, 976✱
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❝♦❞❡s ❡st β❝♦❞❡s = 0, 903 ♣♦✉r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té t♦t❛❧❡ β = βtr❛♥❝❤❡sβ❝♦❞❡s = 0, 883✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣t✐♠✐sé ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r t♦✉t r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té
✜❣✉r❡ ✶✸✳✻✳

✶✸✳✺ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡ss❛❣❡
P❛ss✐♥❣ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s

▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ à ❝❤❛✲
❝✉♥ ❞❡s ❜✐ts à ❞é❝♦❞❡r✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s r❡❝♦♥tré ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✺✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧✳ ❯♥ ▲▲❘ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
à ♣❛rt✐r ❞❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✻ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ▲▲❘
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡ ▲▲❘ ❞✬✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r✐té s✉r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
❧❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♠✐s à ❥♦✉r à ♣❛rt✐r ❞❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐és ❛✉①
❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ♣r✐✈✐❧é❣✐♦♥s ✉♥❡ ✈❡r✲
s✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✼✶❪ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞é❝r✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❬✼✷❪✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ♠♦✐♥s ❞✬❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡✱
❡t s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✼✸❪ ✐♥t❡r❝❛❧❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ✉♥❡
♠ê♠❡ ét❛♣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❜é♥é✜❝✐❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❞é❝❧✐♥❡ ❡♥ tr♦✐s ✈❡rs✐♦♥s✱ ❞✐t❡s ❘▼P✱ ❈▼P ❡t
❘❈▼P✱ s❡❧♦♥ q✉✬❡❧❧❡s ❢♦♥❞❡♥t ❧❡✉r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡ ♣❛r✐tés✱ ♦✉ s✉r ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❘▼P✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s t❛✉①
❞✬❡rr❡✉r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ♠♦✐♥s

✷P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❞❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡♥tr❡ ✼ ❡t ✽ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ❡♥tr❡ ✷ ❡t
✹✶ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❞❡✱ ❝❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✺✾ ❡t ✻✵✱ ❡t
❡♥tr❡ ✷ ❡t ✽
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❋✐❣✳ ✶✸✳✻✿ ❊✣❝❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ s♦❧✐❞❡ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❝❤♦✐s✐ ❡♥tr❡ ❧❡
t❛✉① ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡t ❧❡ t❛✉① ré❡❧ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❡t ❞❡s ❝♦❞❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧
à ❜r✉✐t✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ✭❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✮ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
♠❛①✐♠❛❧❡ ✭s②♠❜♦❧❡s + s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r✮ ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s t❛✉① ♦♣t✐♠❛✉①✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
r❛♣♣♦rts s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ♣❡✉t s❡ ❞✐✈✐s❡r ❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❝♦♥t✐✲
♥û♠❡♥t ✭❛❥✉st❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ✜①❡ ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ tr❛♥❝❤❡ ✭✐♥❞✐q✉é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✮

❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✼✸❪ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❝❡ q✉✐
❧✉✐ ❢❛✐t ♣❡r❞r❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜é ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r
❧✬é❝r✐r❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❡t ré❞✉✐r❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘P▼ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❛❝t st❛♥❞❛r❞✳

✶✸✳✻ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

◆♦✉s q✉✐tt♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡♥❝♦♥trés
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥é ✭❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ✧▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣✧✮ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✳
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈✐s❡ ❞♦♥❝ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ s❛♥s ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✳

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ▲❉P❈ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧ ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉①
✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦s✧ ❢♦♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❤♦rs ❞❡
q✉❡st✐♦♥ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝❛r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳



✶✸✳✻ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶✻✶

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s t✐r♦♥s ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ ♥❡ ♠é♠♦r✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts 1 ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡
❝❡t ❛r❜r❡ ré♣♦♥❞ ❛✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡t ❛r❜r❡ ✿ ❞♦✐t✲♦♥ ♠é♠♦r✐s❡r à q✉❡❧s
♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡st ❝♦♥♥❡❝té ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♦✉ ❞♦✐t✲♦♥ ♣❧✉tôt
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡t ♠é♠♦r✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s q✉✬❡❧❧❡ r❡❧✐❡ ❄ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡♥t ❞♦✐t✲
♦♥ ♠é♠♦r✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ▲▲❘ ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❄
❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈ ❞❡♠❛♥❞❡
❞✬❛❧❧❡r ❝❤❡r❝❤❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ▲▲❘✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❝❡s ❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥s♦♠♠❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝②❝❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ✐♥❛❝t✐❢✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝❛❝❤❡ à ❛❝❝ès r❛♣✐❞❡✱ ♠❛✐s s♦✉✈❡♥t ❡♥ tr♦♣ ♣❡t✐t❡ q✉❛♥t✐té
♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r ♥♦tr❡ ❛r❜r❡ ❡♥t✐❡r✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ♦♣té ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• ❯♥ t❛❜❧❡❛✉ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
• P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✱ ♦♥ ❛❧❧♦✉❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉
r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ▲▲❘ ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡st
✐♠♣❧✐q✉é✱ ❡t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✸ ✈❡rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ▲▲❘ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❡st ❛ss♦❝✐é ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✳

• ❯♥ t❛❜❧❡❛✉ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✭♣♦s✐t✐♦♥s✮ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝tés ❛✉ ♥÷✉❞
❞❡ ♣❛r✐té✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ♠♦t ❝♦❞❡✳

❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s r❡❞♦♥❞❛♥ts ❡t
❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✳ ❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ♣r♦✜❧❛❣❡✹✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥♥♦t❡r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s
❡t ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♣✉ ❞ét❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ✐♠♣❧✐q✉é❡s
❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳
❈❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❢❛❝t♦r✐sé❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ❈♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛r❜r❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❜♦✉❝❧❡✱ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ très ❢r✉❝t✉❡✉s❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡
❣❛❣♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❉P❈
❧✉✐ ♠ê♠❡✱ q✉❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✱ ♦✉ s✉r
❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ▲▲❘ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①✳ P❛r❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛st✉❝✐❡✉s❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❛✜♥ ❞✬❡①❤✐❜❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳

❆✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣✧✱ ✉♥❡ ♣♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✻ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✳ ▲✬❡✛♦rt
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s❡ ♣♦rt❡r s✉r ❝❡s ❧✐❣♥❡s✺✳ P♦✉r ❝❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ✿ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❧✉tôt q✉❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r −1✳ ✳ ✳

✸❯♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ♠é♠♦✐r❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é❥à ❞é✜♥✐❡✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡s
♣♦✐♥t❡✉rs q✉✐ ♣♦rt❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳

✹❱❛❧❣r✐♥❞✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈❛❧❣r✐♥❞✳♦r❣
✺❈❡t ❡✛❡t ❣é♥ér❛❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐é ✿ ❣❛❣♥❡r ✾✵✪ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧❛r❣❡s ❡✛♦rts s✉r ✉♥❡

❢r❛❝t✐♦♥ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t q✉❡ ✶✵✪ ❞✉ t♦✉t✱ ♥✬❛❜♦✉t✐t q✉✬à ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✉r ❝❡♥ts✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛rq✉é ❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♦ù q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✶✸✳✼✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ φ(x) = − ln(tanh(x/2))✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st s♦♥ ♣r♦♣r❡ ✐♥✈❡rs❡ ✿ φ(φ(x)) = x✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣✧ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛♣♣❡❧s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ(x) =
− ln(tanh(x/2))✱ r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✼✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

• ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞ ln ❡t tanh✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡
❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡✉① ❛♣♣❡❧s à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣r♦❣r❛♠♠é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ 16 ♦✉ 32 ❜✐ts✱ ❞❡ [0;∞[ ✈❡rs [0;∞[✳

• ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝♦✉♣é
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0; 10] ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞❡ φ ❡♥ ❤✉✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ φ✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❜s❝✐ss❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧❡ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ♣❛r❢♦✐s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t φ✱ ❡t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r x ❞♦♥♥é❡✳

• ❝❛❧❝✉❧❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r φ✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❜❝✐ss❡ x✳ ❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t φ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦❞❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0 : 8] s✉r ✶✷ ❜✐ts✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ 4 096 ❡♥tré❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧❡ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ❡s♣❛❝❡
♠é♠♦✐r❡✱ ❡t ❧❡s ❛❝❝ès ❛ss♦❝✐és✱ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❆✉ss✐✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ✈❛r✐❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✵✳

➚ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ 106 ✈❛❧❡✉rs ❞❡ φ ❡♥ 4 s❡❝♦♥❞❡s ✭s✉r ✉♥
♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ P❡♥t✐✉♠ ✹✱ ✷✱✹ ●❍③✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥✈✐✲
r♦♥ 0, 4 s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♠ét❤♦❞❡ ❞é❣r❛❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛r✱ à ✈✐t❡ss❡ é❣❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡ ❞❡ φ✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✼✳

▲❡s ♦❜❥❡ts ♠❛♥✐♣✉❧és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣✧ ✕ ❧❡s ▲▲❘ ✕ s♦♥t ❞❡s
❣r❛♥❞❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ✈✐r❣✉❧❡ ✜①❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✳ ▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs r❡♥✲
❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡s st❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s à ✈✐r❣✉❧❡



✶✸✳✼ ❚✉r❜♦ ❝♦❞❡s ✶✻✸

✢♦tt❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✸✷ ❜✐ts ✉t✐❧✐s❡ ✷✸ ❜✐ts ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❤✐✛r❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ✭❧❛ ♠❛♥t✐ss❡✮✱ ✽ ❜✐ts ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ ❝❤✐✛r❡ ❧❡ ♣❧✉s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❡t ✶ ❜✐t ♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ✭st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ✼✺✹✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥✲
t❡r ❧✬✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t ❥✉sq✉✬à 10−127 ❡t ❧✬✐♥✜♥✐♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❥✉sq✉✬à 10127✳ ▼❛✐s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ✉♥ ré❡❧ x ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ x × 216✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ✈✐r❣✉❧❡ ✜①❡
✉t✐❧✐s❡ ✶✺ ❜✐ts ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ x✱ ✶✻ ❜✐ts ♣♦✉r s❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❝✐♠❛❧❡ ❡t ✶ ❜✐t
♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♥♦✉s ♣❡r❞♦♥s ❝❡ ❢❛✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
très ♣❡t✐ts ♦✉ très ❣r❛♥❞s✳ ▼❛✐s ❝❡t ❡✛❡t ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s s❡♥t✐r✱ ❝❛r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❝❛r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ré❡❧s s❡ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ✈✐r❣✉❧❡ ✜①❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♦✉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓s✐❣♥❡✔
r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ ❙❡✉❧❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ✈✐r❣✉❧❡ ✜①❡ ♥♦✉s ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r ❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✷ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳

▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❛❞r♦✐t q✉✬✉♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡♥t ❡st ❛❧❧♦✉é❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❣❛r✲
❞é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❝✐❡✉① r❡❣✐str❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♣❡✉t ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞✉ ❝♦❞❡✱ r❛ss❡♠❜❧❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡✱ ❡t❝✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❧❡
❞❡❣ré ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❣❝❝✳ ❆✉ ♣r✐① ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❢r✉str❛t✐♦♥s ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à été ✈✉❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é✱
t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s ❥❡✉① ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♠♦❞❡r♥❡s ❢♦✉r✲
♥✐ss❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❝✐té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱
♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧✬❛✉tr❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s♦✉✈❡♥t ❞é❝♦rré❧é❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ✕ ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ✕✱ ♥♦✉s
rés✉♠♦♥s ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✸✳✶ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❞❡s
▲❉P❈ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦✉t✐✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ✷✵✵ ✵✵✵ s②♠❜♦❧❡s ❞✉r❡ ✷ s s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛✲
t❡✉r ❞❡ t②♣❡ P❡♥t✐✉♠ ❉✽✷✵✱ s♦✐t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✶✵✵ ✵✵✵ ❦❍③✻

✶✸✳✼ ❚✉r❜♦ ❝♦❞❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ♠♦✉s r❡❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡✉rs
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✿ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❥✉sq✉❡✲❧à✱ ❡t ❧❡s t✉r❜♦
❝♦❞❡s✱ ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r❡r♦♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❡st ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝✲
t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ♠♦✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t②♣❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ♦✉ ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ré❝♦♥❝✐✲
❧✐❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ❇❈❏❘
❞é❝r✐t ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s✳ ◆♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s t✉r❜♦

✻◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❝❡ t❛✉① ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ t❛✉① ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ❉❡ ré❝❡♥ts t❡sts s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ P❡♥t✐✉♠ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ❊①tr❡♠❡ ✻✻✵✵ ❢♦♥t
ét❛t ❞✬✉♥ t❛✉① ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✼✵ ✵✵✵ ❑❍③✳



✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ✿ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥

◆♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥❝❤❡s ✹
■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ✵✱✸✺✽

❚❛✉① ❞❡s ❝♦❞❡s

tr❛♥❝❤❡ ✶ ♦♣t✐♠❛❧ ✿ ✵✱✵✵✶ ❀ ❝❤♦✐s✐ ✿ ✵
tr❛♥❝❤❡ ✷ ♦♣t✐♠❛❧ ✿ ✵✳✵✶✷ ❀ ❝❤♦✐s✐ ✿ ✵
tr❛♥❝❤❡ ✸ ♦♣t✐♠❛❧ ✿ ✵✱✹✺✼ ❀ ❝❤♦✐s✐ ✿ ✵✱✹✶
tr❛♥❝❤❡ ✹ ♦♣t✐♠❛❧ ✿ ✵✱✾✽✶ ❀ ❝❤♦✐s✐ ✿ ✵✱✾✺

■tér❛t✐♦♥ ▼▲❈ ✶✱ tr❛♥❝❤❡ ✸

t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ✵✱✶✺✾
t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✜♥❛❧ ✵✱✵✵✻✼

♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ▲❉P❈ ✷✾
■tér❛t✐♦♥ ▼▲❈ ✷✱ tr❛♥❝❤❡ ✹

t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ✵✱✵✵✽✹
t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✜♥❛❧ ✵

♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ▲❉P❈ ❁ ✶✵
■tér❛t✐♦♥ ▼▲❈ ✶✱ tr❛♥❝❤❡ ✸

t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ✵✳✵✻✽
t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✜♥❛❧ ✵

♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ▲❉P❈ ❁ ✶✵

❚❛❜✳ ✶✸✳✶✿ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ✭▼▲❈✮ ♣♦✉r ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡ ✸✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
▲❉P❈ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘▼P✳ P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙▼P st❛♥❞❛r❞✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦✉❜❧❡r ❝❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

❝♦❞❡s ❡st ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é❞✐és ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ t✉r❜♦✱ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐✲
❧✐sés s❡ s♦♥t ❛✈érés tr♦♣ ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞é❜✐t ♥♦♥ ♥✉❧ s✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ✷✺
❦♠✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✽ ❝♦♠♣❛r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ à ❝❡❧❧❡ ♣r♦✲
❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉①✱ ❧❡ t✉r❜♦
❝♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧✐t❡ ♠♦✐♥s ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
s✉✐✈❛♥ts✳ ◆♦t♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❈❏❘ t♦✉r♥❛♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❡st ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦✲
❞❛❣❡ ▲❉P❈ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞é❞✐és ✐♥tè❣r❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞é❝♦❞❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜é ✭❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✮✱ s❛❝r✐✜❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳

✶✸✳✽ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥

P❧✉s✐❡✉rs ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t✳

▲❡s ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦✲
r❡r ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ tr❛♥❝❤❡s✳ ❈❡tt❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❡ ♣❧❛❝❡r
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ n ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ✸✵✮✱ ❡t à ❞é✜♥✐r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 2k ♣♦✐♥ts ré♣❛rt✐s ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✼✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣r♦✈❡✲

✼❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✓❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✔ ❞❛♥s ❧❡ ❥❛r❣♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡✳
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Information intrinsèque

❋✐❣✳ ✶✸✳✽✿ ❈❛rt❡ ❊❳■❚ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✭s②♠❜♦❧❡s ×✮ ❡t ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s
✭s②♠❜♦❧❡s +✮✳ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❊❳■❚ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐t✳ ❯♥ ❞é❝♦❞❡✉r ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉✬✐❧ ♣r♦❞✉✐t ♣❧✉s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t
❛✉t♦✉r ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡ ✭✸✮✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ✸ ❞✬✉♥
❞é❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ t❛✉① ✵✱✷✸✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ✹✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ t❛✉① ✵✱✽✻✳ ❆❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❡t ❞❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ✸✱ ❧❡s t✉r❜♦
❝♦❞❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡
♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛♠♦r❝❡r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s
t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✭✶✺✱✶✸✮ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ✉♥ rés✉❧t❛t
s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ✭✼✱✺✮ ✭✷✸✱✸✺✮ ✭✸✼✱✷✶✮ ✭✷✺✺✱✷✷✸✮ ❡t ❞✉♦ ❜✐♥❛r② ✭✷✸✱✸✺✱✷✵✱✸✷✮ ❬✼✹❪✳

♥❛♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❡♥ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st
❜✐♥❛r✐sé ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ à n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r
❢♦✉r♥✐t ❛✐♥s✐ k ❜✐ts✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t k tr❛♥❝❤❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝♦❞❡r ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❢❛✐s♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ à ❤❛✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ré✲
❣✉❧✐❡r ✿ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ré♣❛rt✐s ❀
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❝♦ût❡✉① ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐❞♦✐♥❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ tr♦✉✈é❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s❛♥s s❛❝r✐✜❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳

❉❡✉① ❡✛❡ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝❤❡r❝❤és✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ βtr❛♥❝❤❡s✱
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ à ✾✺✪✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣♦✉r
♣r♦✜t❡r ❞✬✉♥❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✓❤②♣❡r✲❝✉❜✐q✉❡✔ à n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❉❛♥s
❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❤②♣❡r✲❝✉❜✐q✉❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡s é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té très ❢❛✐❜❧❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧❧✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❯♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥
✐♥✉t✐❧✐sés✱ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳



✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ✿ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
s②♠❜♦❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ◆♦✉s é✈♦q✉é ✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✿ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té
❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▲▲❘
✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés ♦♣✲
t✐♠✐sé❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ▲▲❘ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s r❡♥❝♦♥tré❡s s✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉①
❆❲●◆ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✽✳ ❙✐ ♥♦tr❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❧♦rs
❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❡❧❧❡ s✬❡♥ é❝❛rt❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦ù
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡st ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✷✳✼✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦❞❡s ♦♣t✐♠✐sés ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞♦♥❝ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à
✾✸✪✳

▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s s♣é❝✐❛❧✐sés ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❉❙P✾ s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ■❧s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❞✬❡rr❡✉rs ♠♦✉s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ✿ ❧❡ ❉P❙ ❚▼❙✸✷✵❈✻✹✶✻ ❝❛❞❡♥❝é à ✶ ●❍③ ❞❡ ❚❡①❛s ■♥str✉♠❡♥ts✱ ♠♦♥té s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡
❞❡ t❡st✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❈✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈ ❡①✐st❛♥t✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s✳ ▼❛❧❤❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡
❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉ st❛♥❞❛r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❉❙P s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣tés ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡♠❛♥❞❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ♣❡✉ ❞✬❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡✱ ❝♦♠♠❡
❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s ✭❝♦❞❡s ▲❉P❈ ré❣✉❧✐❡rs✱ ♠❛✐s
s✉rt♦✉t t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✮ q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣♦✉r
❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ❛✈❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♠♦t✐✈é ♥♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡s ❝♦❞❡s✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés
ré♣♦♥❞❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❛✉① ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❧❡s ❞é❝♦❞❛❣❡s ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡s✱ ♠❛✐s
r❛♣✐❞❡s ❡t ♣❡✉ ❣♦✉r♠❛♥❞s ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❥❡ts ré❝❡♥ts ❡①♣❧♦r❡♥t
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✐rré❣✉❧✐❡rs s✉r ❉❙P ♦✉ ❋P●❆ ❬✼✺❪✳

◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❈❡s ❝❛rt❡s✱ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✲
❞✐é❡s ❛✉ r❡♥❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✈✐❞é♦✱ s♦♥t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ✈✐r❣✉❧❡
✢♦tt❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ à ❝❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❢♦♥t ét❛t ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♣✉✐ss❛♥t ♦r❞✐❛♥t❡✉r✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t ré❞✉✐t✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ✜♥❛❧✳
▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥ r✐❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉rt❛♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s
♣♦✉r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ β = 1 ❬✸✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡
✭β < 1✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ sé❝✉r✐té s✉✐✈❛♥ts ✿

❆tt❛q✉❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❬✸✻❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❛✉①

✽❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆ ❡st ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❯♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥❝♦❞❡ ❧❡s
❜✐ts ✵ ❡t ✶ s✉r ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s ✲✶ ♦✉ ✶ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳

✾❉✐❣✐t❛❧ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss♦r✳



✶✸✳✽ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✶✻✼

s❡❝r❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭♥♦✉s
r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮ ✿

∆I ≥ 2H0 − (1 − β)H(XB) − βH(XB|XA) − H(PB|P ′
A). ✭✶✸✳✹✮

P♦✉r β = 1✱ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ P♦✉r β < 1
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ t❛✉① s❡❝r❡t s✉♣ér✐❡✉r✳

❆tt❛q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ➚ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦❧✲
❧❡❝t✐✈❡s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t q✉❛♥❞ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ❡st ❜♦r♥é ♣❛r

∆I = βIAB − χgauss
BE , ✭✶✸✳✺✮

♦ù χgauss
BE ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❇♦❜ ❡t ➮✈❡✱ q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞ét❡r✲

♠✐♥❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✭✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ P♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①
❝♦♥st❛♥ts✱ χgauss

BE ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❙✐ β ≤ 1 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♠❛①✐♠✐s❡ ∆I✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♠❛①✐✲
♠✐s❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ IAB à ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▼❛✐s β ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té
♦✉ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ s❡r❛
❧✐♠✐té❡ ✿ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ IAB ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡t β ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ ✽✼✪✳ ■❧
❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s✬é❝❛rt❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✺✪
❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✵✵✪✳



✶✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ✿ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹

❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té

➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥ sér✐❡ ❞❡ ❜✐ts s❛♥s ❡rr❡✉r✱ ♠❛✐s ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ 200 000 ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s✉r ✹ tr❛♥❝❤❡s✱
❞♦♥t ❞❡✉① s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ré✈é❧é❡s ♣r♦❞✉✐t 400 000 ❜✐ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ 11 000 ❜✐ts s❡❝r❡ts
♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ✷✺ ❦♠✳ ▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞és✐ré ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ❜✐ts ✐ss✉s ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡ ❬✼❪✱
❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ét❡♥❞r❡ à ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
♣♦✉r ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ 400 000 ❜✐ts✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

✶✹✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts à ❛♠♣❧✐✜❡r ❡st ♥♦té❡ B✳ ❙❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ♥♦té❡ b✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ b = 400 000✳

• ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à ❞✐r❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡✮ ❡st ♥♦té❡ K✱ ❡t s❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❡st k✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t k = ∆I − s✱ ♦ù ∆I ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ à ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❡t s ❡st ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✻✮✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ b ❜✐ts ✈❡rs
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ k ❜✐ts✳ ✶ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ b ❜✐ts
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ b ❜✐ts ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s b ❜✐ts✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✱ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ❛✉r♦♥t ✉♥ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥té❣r✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❉✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧é ❘■❇✳

▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛♣♣❡❧é ✓❢❛♠✐❧❧❡✔✳ P♦✉r ❛♠♣❧✐✜❡r ❧❡✉r ❝❤❛î♥❡ B ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ K✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜
❛♣♣❧✐q✉❡♥t à B ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡

✶❊♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐✲
t❡r♦♥s ✐❝✐ ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❜✐ts✳

✶✻✾



✶✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ✿ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ à ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ■❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥❞✉✐t ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s❡❝rèt❡ K✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦✐t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✭♦✉
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✻✮✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s B1 ❡t B2✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♣♦✉r q✉❡ f(B1) = f(B2) ❡st ❛✉ ♣❧✉s 1/2b✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬❡♥t❡♥❞
✓q✉❛♥❞ f ♣❛r❝♦✉rt ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✔ ❬✻✵❪✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ǫ✲✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
q✉❛♥❞ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❛✉ ♣❧✉s ǫ/2b✱ ❛✈❡❝✷ ǫ > 1✳

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té ❬✼❪ ✿

• ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ b ❜✐ts ❡t
❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡ k ❜✐ts t❡❧❧❡s q✉❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ k ❞♦✐t êtr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❛✉① s❡❝r❡t ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

• ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ r❛♣✐❞❡✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❞é❣r❛❞❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡✳

• ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞♦✐✈❡♥t s✬❛❝❝♦r❞❡r ✈✐❛ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞és✐❣♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐èr❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐ts✳

✶✹✳✷ ❯♥❡ ♣❡t✐t❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s

❊♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ rés✉❧t❛ts r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s
✜♥✐s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ❇❈❍ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés s❛♥s
❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✶✮✳ ❯♥ ❝♦r♣s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ❧♦✐s✱ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✓❛❞❞✐t✐♦♥✔ ❡t ✓♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✔✳ ❈❡s ❧♦✐s s♦♥t
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ✭0 ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t 1 ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❀ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥
❡t ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭s❛✉❢ 0✮ ✿ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s
❝♦r♣s✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦r♣s ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r s❡s
t❛❜❧❡s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ♥♦♠♠❡ s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❉❡✉① ❝♦r♣s s♦♥t ❞✐ts ✓✐s♦♠♦r♣❤❡s✔ q✉❛♥❞ ✐❧s ♦♥t ❞❡s t❛❜❧❡s
✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

❯♥ ❝♦r♣s ✜♥✐ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
❞❡✉① rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s ✿

• ▲❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s ♦♥t pn é❧é♠❡♥ts✱ ♦ù p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t n ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✳ ❆✐♥s✐✱
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s ❝♦♠♣♦rt❛♥t 3 = 31 ♦✉ 9 = 32✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡
6 = 3 × 2 é❧é♠❡♥ts✳

• ❚♦✉s ❧❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞♦♥♥é ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ❝♦r♣s ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡ ❝♦r♣s
✜♥✐ ❝♦♠♣♦rt❛♥t pn é❧é♠❡♥ts ❡st ♥♦té GF (pn)✳

✷■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ǫ✳ ❆✈❡❝ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ǫ = 1 ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳



✶✹✳✸ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✶✼✶

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦r♣s ✜♥✐ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✳
❊①♣❧♦r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♦ù n = 1 ✿ ❧❡ ❝♦r♣s GF (p) ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ Z/pZ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ 0 à p − 1✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p✳
❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ GF (p) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ GF (pn) ✿ ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ GF (pn) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r
à n✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s GF (p)✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s n ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ p ✈❛❧❡✉rs✱
s♦✐t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ pn é❧é♠❡♥ts ✿ ❧❡ ❝♦♠♣t❡ ❡st ❜♦♥✳ P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ❞✉ ❝♦r♣s ✿

• ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡st ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✿ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
s✬❛❥♦✉t❡♥t t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❞❛♥s GF (p)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳

• ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré
n−1 ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2n−2 > n−1✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♥❡
❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (pn)✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st rés♦❧✉❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ GF (pn)
❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ♠♦❞✉❧♦ f ✱
♦ù f ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✸ ❞❡ ❞❡❣ré n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s GF (p)✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré n ♦✉ ♣❧✉s ❛♣♣❛r✉s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦r♣s ❞❡ t②♣❡ GF (2n) ❞♦♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à n✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✐♥❛✐r❡s ✭♦✉
❜✐ts✮✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t GF (2n) ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ n ❜✐ts é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡
❜✐♥❛✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❜✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧♦❣✐q✉❡ ✓♦✉ ❡①❝❧✉s✐❢✔ ❜✐t à ❜✐t✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❞♦♥❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ GF (2n)✳

❚❡r♠✐♥♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (25)✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r
♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ f(X) = X5 + X2 + 1 ✿

a(X) = X4 + X3 + X2 + 1 ∈ GF (25) ✭✶✹✳✶✮

b(X) = X3 + X + 1 ∈ GF (25) ✭✶✹✳✷✮

a(X) + b(X) = X4 + X2 + X ✭✶✹✳✸✮

a(X) × b(X) = X7 + X6 + X3 + X2 + X + 1 [f(X)] ✭✶✹✳✹✮

= (X2 + X)f(X) + X4 + 1 [f(X)] ✭✶✹✳✺✮

= X4 + 1 ✭✶✹✳✻✮

✶✹✳✸ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✲
❝❤❛❣❡

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
❞❡ b ❜✐ts ✭s♦✐t GF (2b) ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s❛✈❛♥ts ✦✮ ✈❡rs ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ k ❜✐ts
✭GF (2k)✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t 2k2b

é❧é♠❡♥ts✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ❞❡
tr❛♥s♠❡ttr❡ k2b ❜✐ts✹ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❛✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✸❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s✳
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ f ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (pn) s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

✹❙♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ 2400 013 ❜✐ts s✐ b = 400 000 ❡t k = 11000✳



✶✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ✿ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té

l s

✶✷✼ ✶ ✭♦✉ ✼✱ ✶✺✱ ✸✵ ❡t ✻✸✮
✺✷✶ ✸✷ ✭♦✉ ✹✽✱ ✶✺✽ ❡t ✶✻✽✮
✻✵✼ ✶✵✺ ✭♦✉ ✶✹✼ ❡t ✷✼✸✮

✶✷✼✾ ✷✶✻ ✭♦✉ ✹✶✽✮
✷✷✽✶ ✼✶✺ ✭♦✉ ✾✶✺ ❡t ✶✵✷✾✮
✸✷✶✼ ✻✼ ✭♦✉ ✺✼✻✮
✹✹✷✸ ✷✼✶ ✭♦✉ ✸✻✾✱ ✸✼✵✱ ✻✹✾✱ ✶✸✾✸✱ ✶✹✶✾ ❡t ✷✵✾✽✮
✾✻✽✾ ✽✹ ✭♦✉ ✹✼✶✱ ✶✽✸✻✱ ✷✹✹✹ ❡t ✹✶✽✼✮

✶✾✾✸✼ ✽✽✶ ✭♦✉ ✼✵✽✸ ❡t ✾✽✹✷✮
✷✸✷✵✾ ✶✺✸✵ ✭♦✉ ✻✻✶✾ ❡t ✾✼✸✾✮
✹✹✹✾✼ ✽✺✼✺ ✭♦✉ ✷✶✵✸✹✮

✶✶✵✺✵✸ ✷✺✷✸✵ ✭♦✉ ✺✸✼✶✾✮
✶✸✷✵✹✾ ✼✵✵✵ ✭♦✉ ✸✸✾✶✷✱ ✹✶✹✻✾✱ ✺✷✺✹✾ ❡t ✺✹✹✺✹✮
✼✺✻✽✸✾ ✷✼✾✻✾✺ ✭♦✉ ✷✶✺✼✹✼ ❡t ✷✻✼✹✷✽✮
✽✺✾✹✸✸ ✷✽✽✹✼✼ ✭♦✉ ✶✼✵✸✹✵✮

✸✵✷✶✸✼✼ ✸✻✶✻✵✹ ✭♦✉ ✶✵✶✵✷✵✷✮
✻✾✼✷✺✾✸ ✸✵✸✼✾✺✽

❚❛❜✳ ✶✹✳✶✿ ▲✐st❡ ❞❡ tr✐♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s GF (2) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X l + Xs + 1✳ ❈❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ GF (2l)✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞ ❞❡❣ré ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❇r❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪ ♦♥t ❝♦♥ç✉ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ t❡st❡r ❧✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s tr✐♥ô♠❡s ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré l ❡st t❡❧ q✉❡ 2l − 1 ❡st ♣r❡♠✐❡r ✭❡①♣♦s❛♥t ❞❡
▼❡rs❡♥♥❡✮✳ ◆♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr✐♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
❞❡ l✳

❤❛❝❤❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ♠♦✐♥s ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ✳ ✳

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t très s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜✐ts ❞✬❡♥tré❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿

H1 = {hM(B) = M · B, M ♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k × b} ✭✶✹✳✼✮

❈❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ t❡r♠❡ à t❡r♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦s✧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✧♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦✧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ b ❜✐ts ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❬✻✵❪✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ sé❞✉✐s❛♥t❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡
❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ✿

• ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts à tr❛♥s♠❡ttr❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ P♦✉r b = 400 000 ❡t k = 11 000✱ ❝❡❧❛
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ✺✵✵ ▼♦❝t❡ts✳

• ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
❞✬❡♥tré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s❡ ♣rêt❡ ♠❛❧ à ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✳

▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ GF (2l) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳ ❙❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❞❡ l ❜✐ts✳ P♦✉r ❛❥✉st❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧é ♣r♦❞✉✐t❡✱



✶✹✳✹ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s GF (2l) ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡ ✶✼✸

♦♥ ♣ré❧è✈❡ k ❜✐ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✺ ❞❡s l ❜✐ts ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

H2 =
{
hc(x) = cx|k ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts, c ∈ GF (2l)

}
. ✭✶✹✳✽✮

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ GF (2l) ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s b ❜✐ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❝❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ b ❜✐ts ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ GF (2b)✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (2l)✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❡ttr❡ ❧❛ ♠❛✐♥ s✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré
l✳ ❖r✱ ❛✉❝✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✹✵✵ ✵✵✵ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ à ❝❡ ❥♦✉r✳ ✳ ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❇r❡♥t ❡t

❛❧✳ ❬✼✻❪ ♦♥t tr♦✉✈é q✉❡❧q✉❡s tr✐♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré é❧❡✈é ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✶✹✳✶✮✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t
❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s t❡❧ q✉❡ l > b ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ GF (2l)✳
▲✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s b ❜✐ts à ❛♠♣❧✐✜❡r ❝♦♥❝❛té♥és ❛✈❡❝ l − b ❜✐ts
♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✻✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✶✹❪ ✉t✐❧✐s❛✐❡♥t ✉♥ tr✐♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré l = 110503✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ b = 400000 ❜✐ts à ❛♠♣❧✐✜❡r✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ tr✐♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré l = 756839✳

❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❢❛✐t ✉♥ ✉s❛❣❡ ♠♦❞éré ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à ❇♦❜✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ GF (2l) q✉✐
♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ l ❜✐ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧❙❤✐❢t ❛♥❞ ❛❞❞✧✼ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (2l) ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
q✉✐ ✈❛r✐❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ l✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s GF (2l)✳

✶✹✳✹ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s GF (2l) ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ GF (p)[X]/(XL − 1)✱ ♦ù p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t L ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❡♥t✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ GF (p)[X]/(XL − 1) ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬❛♣rès ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô✲
♠✐❛❧❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣r♦❞✉✐t s♦♥t ré❞✉✐ts ♠♦❞✉❧♦ p✱ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré
s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à L s♦♥t r❛♠❡♥és à ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à L✳ ❈❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ GF (2l)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡
s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à l à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✐♥❛✐r❡s ♣r♦✲
❞✉✐t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à 2l ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥❢ér✐❡✉rs à l✳ ❉♦♥❝ s✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s
p > l ❡t L > 2l✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (2l) ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (p)[X]/(XL − 1)
s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝❛r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧♦ p ❡t ♠♦❞✉❧♦ L ♥✬♦♥t ❥❛♠❛✐s ❧✐❡✉✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s GF (p)[X]/(XL − 1)✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s GF (p) ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s L r❛❝✐♥❡s L✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té

✺▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts ♣ré❧❡✈és ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♣❛s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❡s k ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts
❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳

✻❉❛♥s ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡s ❜✐ts s♦♥t ✜①és à ✵✳ ❈❡s ❜✐ts ♥❡ ❥♦✉❡♥t ❛✉❝✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱
❝❛r ét❛♥t ❝♦♥♥✉s ❞❡ t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡✱ ✐❧s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ IAB ❡t IBE ✳ ❈❡s ❜✐ts ❛❥♦✉tés s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉① ❜✐ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛②❛♥t tr❛♥s✐té ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

✼▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧❙❤✐❢t ❛♥❞ ❛❞❞✧ ✐♥t❡r❝❛❧❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❧❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s A(X) ❡t B(X)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ A(X)×B(X) = a0B+X(a1B+X(· · ·X(an−1B+
X(anB)) · · · ))✱ ❡♥ r❡tr❛♥❝❤❛♥t✱ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ f(X) à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳



✶✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ✿ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té

{ωi, i = 1 . . . L− 1}✳ ▼✉♥✐ ❞❡ ❝❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s GF (p) ♦✉ ◆❚❚ ✭✧◆✉♠❜❡r
❚❤❡♦r❡t✐❝ ❚r❛♥s❢♦r♠✧✮ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r V ❞❡ L é❧é♠❡♥ts ❞❡ GF (p) ✿

F(V )i =
L−1∑

j=1

vjω
ij ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ F−1(V )i =

1

N

L−1∑

j=1

vj

(
ω−1

)ij
✭✶✹✳✾✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ◆❚❚ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à
L log(L)✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♦ù L s✬é❝r✐t L = 2n ❡t p s✬é❝r✐t p = νL + 1✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✹✳✷
r❡❝❡♥s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ◆❚❚ r❛♣✐❞❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❛ ◆❚❚ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿
F(U ∗V ) = F(U) · F(V )✱ ♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t · s✬❡♥t❡♥❞ t❡r♠❡ à t❡r♠❡✽✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés r❡♥❞❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ GF (p)[X]/(XL − 1) ✿ ♦♥ ♠♦♥tr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡s ❞❡✉①
♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ◆❚❚
❞❡s L ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❀ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❧❡s
❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❀ ❡♥✜♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ◆❚❚ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✳

❘és✉♠♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ❛♠♣❧✐✜❡r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ b ❜✐ts ❡♥
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ k ❜✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (2l) ❛❝❝é❧éré❡ ♣❛r ❧❛ ◆❚❚ ✿

• ◆♦✉s ❛✈♦♥s b = 400 000 ❜✐ts à ❛♠♣❧✐✜❡r✳
• ◆♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ♣❛r ❞❡s 0 ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r l = 756 839 ❜✐ts à ❛♠♣❧✐✜❡r ✭❧✬✓❡♥tré❡✔✮✳
• ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ l ❜✐ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❧❡ ✓❞é✜✔✮ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ q✉✬✐❧ ✈♦♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r✳

• ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ◆❚❚ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞✉ ❞é✜✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s L = 221 =
2 097 152 > 2l ❡t p = 23 068 673 > l✳

• ◆♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡✉① ◆❚❚✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ◆❚❚
✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✳

• ◆♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦❞✉❧♦ ✷✳ ◆♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❧❡s l ❜✐ts ❛✐♥s✐
❣é♥érés ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ X756839 + X279695 + 1✳

• ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣ré❧❡✈♦♥s ❧❡s k ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts ❞✉ rés✉❧t❛t✳ ❈❡s k ❜✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✲

❝❤❛❣❡ ❛②❛♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛✲
❜❧❡❛✉① ✶✹✳✶ ❡t ✶✹✳✷ ♣❡r♠❡tt❡♥t à ♥♦tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❡r ❥✉sq✉✬à ✻ ✾✼✷ ✺✾✸ ❜✐ts✳

✶✹✳✺ ❋❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧❛ ◆❚❚

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡
s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♦❜❧✐❣❡ à ❛♠♣❧✐✜❡r l − b ❜✐ts ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❡t ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❚❚ s✉r L ♥♦♠❜r❡s ❞❡ log2(p) ❜✐ts✳ P♦✉r L = 221 ❡t p = 23 068 673✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝
♠❛♥✐♣✉❧❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ 50 ▼é❣❛❜✐ts✱ ❞❡ ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉

✽❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ U ✱ V ✱ F(U) ❡t F(U) s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ GF (p)✳



✶✹✳✺ ❋❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ◆❚❚ ✶✼✺

n L ν p g ω ω−1 L⌊log2(p)⌋
✵ ✶ ✶ ✷ ✶ ✶ ✶ ✶
✶ ✷ ✶ ✸ ✷ ✷ ✷ ✷
✷ ✹ ✶ ✺ ✷ ✷ ✸ ✽
✸ ✽ ✷ ✶✼ ✸ ✾ ✷ ✸✷
✹ ✶✻ ✶ ✶✼ ✸ ✸ ✻ ✻✹
✺ ✸✷ ✸ ✾✼ ✺ ✷✽ ✺✷ ✶✾✷
✻ ✻✹ ✸ ✶✾✸ ✺ ✶✷✺ ✶✵✺ ✹✹✽
✼ ✶✷✽ ✷ ✷✺✼ ✸ ✾ ✷✵✵ ✶✵✷✹
✽ ✷✺✻ ✶ ✷✺✼ ✸ ✸ ✽✻ ✷✵✹✽
✾ ✺✶✷ ✶✺ ✼✻✽✶ ✶✼ ✼✶✹✻ ✼✹✽✵ ✻✶✹✹
✶✵ ✶✵✷✹ ✶✷ ✶✷✷✽✾ ✶✶ ✶✵✸✵✷ ✽✾✼✹ ✶✸✸✶✷
✶✶ ✷✵✹✽ ✻ ✶✷✷✽✾ ✶✶ ✶✾✹✺ ✹✵✺✵ ✷✻✻✷✹
✶✷ ✹✵✾✻ ✸ ✶✷✷✽✾ ✶✶ ✶✸✸✶ ✼✾✻✽ ✺✸✷✹✽
✶✸ ✽✶✾✷ ✺ ✹✵✾✻✶ ✸ ✷✹✸ ✶✺✽✹✺ ✶✷✷✽✽✵
✶✹ ✶✻✸✽✹ ✷✵✻✺∗ ✸✸✽✸✷✾✻✶ ✸ ✷✶✷✺✼✸✼✽ ✷✺✽✶✸✵✼ ✹✵✾✻✵✵
✶✹ ✶✻✸✽✹ ✹ ✻✺✺✸✼ ✸ ✽✶ ✽✵✾✶ ✷✻✷✶✹✹
✶✺ ✸✷✼✻✽ ✷ ✻✺✺✸✼ ✸ ✾ ✼✷✽✷ ✺✷✹✷✽✽
✶✻ ✻✺✺✸✻ ✶ ✻✺✺✸✼ ✸ ✸ ✷✶✽✹✻ ✶✵✹✽✺✼✻
✶✼ ✶✸✶✵✼✷ ✻ ✼✽✻✹✸✸ ✶✵ ✷✶✸✺✻✼ ✹✸✵✽✽✾ ✷✹✾✵✸✻✽
✶✽ ✷✻✷✶✹✹ ✸ ✼✽✻✹✸✸ ✶✵ ✶✵✵✵ ✼✶✵✶✹✾ ✹✾✽✵✼✸✻
✶✾ ✺✷✹✷✽✽ ✶✶ ✺✼✻✼✶✻✾ ✸ ✶✼✼✶✹✼ ✺✵✽✼✾✷✹ ✶✶✺✸✹✸✸✻
✷✵ ✶✵✹✽✺✼✻ ✼ ✼✸✹✵✵✸✸ ✸ ✷✶✽✼ ✹✻✻✺✶✸✸ ✷✸✵✻✽✻✼✷
✷✶ ✷✵✾✼✶✺✷ ✶✶ ✷✸✵✻✽✻✼✸ ✸ ✶✼✼✶✹✼ ✶✼✶✽✼✻✺✼ ✺✵✸✸✶✻✹✽
✷✷ ✹✶✾✹✸✵✹ ✷✺ ✶✵✹✽✺✼✻✵✶ ✸ ✸✾✶✾✸✸✻✸ ✾✻✾✽✼✽✵✺ ✶✵✾✵✺✶✾✵✹
✷✸ ✽✸✽✽✻✵✽ ✷✵ ✶✻✼✼✼✷✶✻✶ ✸ ✶✸✶✸✹✶✶✽✶ ✶✻✹✼✵✸✸✾ ✷✷✻✹✾✷✹✶✻
✷✹ ✶✻✼✼✼✷✶✻ ✶✵ ✶✻✼✼✼✷✶✻✶ ✸ ✺✾✵✹✾ ✶✹✾✻✵✷✹✺✺ ✹✺✷✾✽✹✽✸✷
✷✺ ✸✸✺✺✹✹✸✷ ✺ ✶✻✼✼✼✷✶✻✶ ✸ ✷✹✸ ✶✶✹✻✵✾✼✽✾ ✾✵✺✾✻✾✻✻✹
✷✻ ✻✼✶✵✽✽✻✹ ✼ ✹✻✾✼✻✷✵✹✾ ✸ ✷✶✽✼ ✹✶✵✻✾✷✼✹✼ ✶✽✼✾✵✹✽✶✾✷

❚❛❜✳ ✶✹✳✷✿ ▲✐st❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❚❚ r❛♣✐❞❡✳ ▲❛
◆❚❚ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ L ✈❛❧❡✉rs ❞❡ GF (p)✳ ▲❛ ◆❚❚ r❛♣✐❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ L s♦✐t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡ ✷ ✭L = 2n✮✱ ❡t q✉❡ p s✬é❝r✐✈❡ p = νL+1✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❣♥é ❞❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉
❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ν ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r g ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ gi 6= 1, ∀i < p− 1✳
■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ L✐è♠❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ω = gν ✱ ❞✬✐♥✈❡rs❡ ω−1✳ ➚ n ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✐♥térêt à ♣r❡♥❞r❡ p ✭❡t ❞♦♥❝ ν✮ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ♣rés❡♥té❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✺✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡st L⌊log2(p)⌋ ✭❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ν s✉♣ér✐❡✉r❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭❡♥tré❡s ♠❛rq✉é❡s
❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ∗✮✳



✶✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ✿ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té

♥♦♠❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ✹✵✵ ✵✵✵ ❜✐ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ◆❚❚ ❞✬✉♥
✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿ ✐❧ ❡st ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ✓♠é❧❛♥❣❡r✔ ❞❡ ❧✬❛❧é❛✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ●✐❧❧❡s
❱❛♥ ❆ss❝❤❡ ❞❛♥s ❬✼❪✱ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛ ◆❚❚✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
H2 ✿

H3 =
{
hv(x) = F−1(x · v)|k ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts, v ✈❡❝t❡✉r ❞❡ L é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ GF (p)

}
. ✭✶✹✳✶✵✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❜✐ts✱ ♠❛✐s L ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t p − 1✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡
à tr❛♥s❢♦r♠❡r ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ b ❜✐ts✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ♥♦s
❜✐ts ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❞❡ ⌊log2(p)⌋✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❡♥tré❡ ♣❛r
❞❡s ✵✱ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ s♦rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡①tr❛②♦♥s ⌊log2(p)⌋ ❜✐ts ♣❛r ❡♥t✐❡r ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s
k ❜✐ts s❡❝r❡ts✳ log2(p) ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡♥t✐❡r✱ ♥♦✉s ♣❡r❞♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣❡rt❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

P♦✉r s♣é❝✐✜❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞♦✐✈❡♥t s✬é❝❤❛♥❣❡r L⌈log2(p)⌉ ❜✐ts
s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
(

p

p−1

)k

∼ 1 + k
p
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❬✼❪ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s

✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ❡t L✱ ❧✐é❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
L⌊log2(p)⌋ > b✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ✐♥térêt à ❝❤♦✐s✐r L ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❝❛r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
à ❧❛ ◆❚❚ ❝r♦ît ❛✈❡❝ L✮✱ ❡t p ❣r❛♥❞ ✭❝❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té q✉❛♥❞ p ❛✉❣✲
♠❡♥t❡✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s L = 214 ❡t p = 33 832 961✱ s♦✐t L⌊log2(p)⌋ = 409 600✳
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t L = 213✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❞û ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❞❡ ✹✽ ❜✐ts✱ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ◆❚❚ s✉r ✸✷ ❜✐ts✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✻✹ ❜✐ts ♣❡r♠❡t✲
tr❛✐t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ ❣❛✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧✱ ❝❛r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ◆❚❚ ❡st
❞é❥à ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts✳ ❊♥
❡♥❝♦❞❛♥t ♣❧✉s ❛st✉❝✐❡✉s❡♠❡♥t ♥♦s ❜✐ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛♠♣❧✐✜❡r ❥✉sq✉✬à L log2(p) = 409 705 ✿
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜✐ts q✉❡ ♥♦✉s ❛♠♣❧✐✜♦♥s ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts q✉❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s tr❛♥s♠❡ttr❡
L⌈log2(p)⌉ = 425 984 ❜✐ts s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❀ ♥♦tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st 1 + k

p
= 1, 00033✲✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳

✶✹✳✻ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❡t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❝✉r✐té

▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧❧❡ ❡st ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t sûr❡✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❬✻✵❪ ✿

H(K|h,BE) ≥ k − 2−s

ln(2)
, ✭✶✹✳✶✶✮

♦ù H(K|h,BE) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❛❝❤❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜
❡t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ➮✈❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❡t s = ∆I−k ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts s❡❝r❡ts ∆I✾ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ré❝♦♥❝✐❧✐é❡s ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ k ❞❡ ❧❛ ❝❧é ✜♥❛❧❡✳

✾❊♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❘é♥②✐
❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r H2(X) = − log2

(∑

x∈X p2(X = x)
)
✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥tr♦♣✐❡s s♦♥t

✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❬✼✼✱ ✼✽❪✳



✶✹✳✻ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❡t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ✶✼✼

❋❛♠✐❧❧❡ ❚❡♠♣s ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té
▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (2l) ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧❙❤✐❢t ❛♥❞ ❆❞❞✧ ✶✹ ✵✵✵ s ≃ ✹ ❤ ✶

▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s GF (2l) ❛✈❡❝ ❧❛ ◆❚❚ ✶✸✱✼ s ✶
❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ◆❚❚ ✵✱✵✽ s 1, 00033

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✵✱✷✼ s 1 + 10−2690

❚❛❜✳ ✶✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
◆♦✉s ❛♠♣❧✐✜♦♥s ✹✵✵ ✵✵✵ ❜✐ts ❡♥ ✶✶ ✵✵✵ ❜✐ts s❡❝r❡ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ P❡♥t✐✉♠ ■❱✱
❝❛❞❡♥❝é à ✷✱✻✻ ●❍③✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❡♥tré❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ H2✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❛♥s GF (2l)✱ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❧❛ ◆❚❚✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❝é❞✉r❡s
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧é à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡♥tré❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ✈✐✲
t❡ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ H3 ✐♥tr♦❞✉✐t❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✺✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❞❡ ❜✐ts ❡♥ ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❡st ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ◆❚❚✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s H2 ❡t H3 ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡rt❡
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ P♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✬❡♥tré❡✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡
s♦rt✐❡✳

s ❡st ❛♣♣❡❧é ✓♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✔✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧é ✜♥❛❧❡ ❝♦♥♥✉❡
♣❛r ❧✬❡s♣✐♦♥ ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡✳ ▲❡s s ❜✐ts s❛❝r✐✜és q✉❛♥t✐✜❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à
❧✬❡s♣✐♦♥✱ ✜①é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧é✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♥♦♥✲✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❬✼❪ ✿

H(K|h,BE) ≥ k − log2(ǫ) −
2−s−log2(ǫ)

ln(2)
. ✭✶✹✳✶✷✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ✭✐✳❡✳ ǫ − 1 ≪ 1✮✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t

H(K|h,BE) ≥ k − 2−s + ǫ − 1

ln(2)
. ✭✶✹✳✶✸✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✈✐❡♥t ❝♦♥tr❡r ❧✬❡✛❡t
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❧✐♠✐t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❝✉r✐té à s < − log2(ǫ − 1)✳ P♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥♦♥✲✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ s < 11✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐s
❛tt❡✐❣♥❡♥t 128 ♦✉ 256✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞é❣r❛❞❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♠♣❧✐✜❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❡s b ❜✐ts
✐ss✉s ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ i ❜✐ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ Ha ǫa ✲ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ♣✉✐s à
❛♠♣❧✐✜❡r ❝❡s i ❜✐ts ❡♥ k ❜✐ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ Hb ǫb ✲ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❬✼✾❪ q✉❡
❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❡st ǫ = ǫa2

k−i + ǫb✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ Hb ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✭ǫb = 1✮ ❡t ǫa ≃ 1✱ t♦✉t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❝✉r✐té s ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t i > k + s✳



✶✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ✿ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té

■❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ r❡♥❝♦♥tré❡s
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ✹✵✵ ✵✵✵ ❜✐ts ✐♥✐t✐❛✉①✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
H3 ♥♦♥✲✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♠❛✐s r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✶✾ ✾✸✼ ❜✐ts✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s s✉r ❝❡s ❜✐ts
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♠❛✐s ❧❡♥t❡ H2 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✶✶ ✵✵✵ ❜✐ts s❡❝r❡ts✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✶✾ ✾✸✼ ❜✐ts✮ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❝♦♥♥✉s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ✭♥♦té❡ H4✮ ❡st ǫ = 1+2−8937✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡
t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ sé❝✉r✐té r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✭❥✉sq✉✬à ✽✾✸✼✮✳ ◆♦tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
H2 à t♦✉t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ H4✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✹✳✸ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺

❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉

❝❧❛ss✐q✉❡

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛
❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝❡rté❡✱ ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❞✐st❛♥ts ✕ ❧✬✉♥ ❝❤❡③ ❆❧✐❝❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝❤❡③ ❇♦❜✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✐str✐✲
❜✉é❡ ❛ été ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡ ❡t ❈é❝✐❧❡ ◆❡✉✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ét❡♥❞✉❡✱ ❛❝❤❡✈é❡✱ ❡t ❛❞❛♣té❡
❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs
rés❡❛✉ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✳

✶✺✳✶ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉

▲♦rsq✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❛ss❡♥t ❞✬✉♥❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✮✱ à ✉♥❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ✈♦✐r❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❞✐st✐♥❝ts✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ét❛❜❧✐r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱
❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❜✐t✱ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡t ❞❡
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ q✉✐ ✜①❡ ❧❡ ❞é❜✐t✱ ❞♦✐t êtr❡ ♠❛îtr✐sé✳
❆❧♦rs q✉✬❡♥ ❧♦❝❛❧ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❡✉✈❡♥t ❛❝❝é❞❡r ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s ❡t
q✉❛♥❞ ✐❧s ❧❡ ❞és✐r❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞♦✐t s✬❛ss✉r❡r q✉✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❛
été tr❛♥s❢éré❡ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡t ❞♦✐t ❧❛ s❛✉✈❡❣❛r❞❡r s✬✐❧ ❞♦✐t ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉s❛❣❡ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s t❛❜❧❡ ✶✺✳✶✳

▲❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ r❡str❡✐♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣❡t✐ts ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉
rés❡❛✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦rt ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❞❡✈✐❡♥t ❝r✉❝✐❛❧❡✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❝❛s❝❛❞❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧
❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❧è✈❡ ❝❡tt❡ ❜❛rr✐èr❡ ✿ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♣❛r✐té ❞♦✐✈❡♥t s✬♦♣ér❡r ❞❡ ❇♦❜
✈❡rs ❆❧✐❝❡✱ s❛♥s q✉❡ ❇♦❜ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❆❧✐❝❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳
❆✐♥s✐ ❇♦❜ ♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r t♦✉t❡s s❡s ♣❛r✐tés ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛✐t❡✱ r❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
❧❛t❡♥❝❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞é❜✐t✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
♥é❝❡ss✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡t✐ts ♠❡ss❛❣❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡s✱ ❞ét❛✐❧❧és s❡❝t✐♦♥ ✶✺✳✸✳ ❯♥❡

✶✼✾



✶✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺ ✿ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡

◆❛t✉r❡ ❯s❛❣❡ ❉✐r❡❝t✐♦♥

❘é✈é❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s 1 ❇♦❜ → ❆❧✐❝❡
➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ré✈é❧és 16α ■♥❞✐✛ér❡♥t

P❛r✐tés ≤ 4 ❇♦❜ → ❆❧✐❝❡

❚❛❜✳ ✶✺✳✶✿ ❯s❛❣❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡♥ ❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ré❝♦♥❝✐❧✐é✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ α ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ré✈é❧és ❡t ❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st
tr❛♥s♠✐s s✉r ✶✻ ❜✐ts✳ ◆♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ✉s❛❣❡s ♣❡✉ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ❡♥ ❞é❜✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥✲têt❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♦✉ ❧❡s ✉s❛❣❡s ♥♦♥ ❡①t❡♥s✐❢s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦✉rr❛✐t r❛❧❡♥t✐r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❞♦♥❝ ♥✉✐r❡ à ❧❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ♣❡t✐ts ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ ❝r♦ît ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

◗✉❛♥❞ ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐
♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉♥✐q✉❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s
❞❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡t ♦r❞r❡ ❞❡ ❢❛✐t ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ♣♦✉r ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥ts ❀
✐❧s ❞♦✐✈❡♥t s❡ ♠❡ttr❡ ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r q✉✐ ❢❛✐t q✉❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t q✉❛♥❞✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❞❡s rè❣❧❡s t❛❝✐t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s
✈❡r❜❛✉① ❡♥tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡s✳ ❉❡✉① ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✐❛❧♦❣✉❛♥t à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ♦❜é✐r
à ❞❡s rè❣❧❡s str✐❝t❡s ❡t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬❡rr❡✉r✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❛ttr❛♣❛❣❡✳ ✳ ✳

✶✺✳✷ P❛r❛❞✐❣♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ ré❝♦♥✲
❝✐❧✐❛t✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❧♦✲
❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ◗✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❞❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s s♦♥t ♣❡✉ ✉s✉❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s
❛✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt✐r❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ s✉r
❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❧é ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

❆❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s

▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦✉ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐✲
❧✐❛t✐♦♥ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❞✐❛❧♦❣✉❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s à ré❝♦♥❝✐❧✐❡r✱
❢♦r♠❛t❛❣❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ♦✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✲❞é❝♦❞❛❣❡✮ ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞✐s♣♦✲
s❡r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡♥✈♦②❡r ♦✉ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❝❡ ❝❛♥❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s❡r❛✐t
✐♥❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝♦❞❡r ❝❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❛❜s✲

tr❛✐t ✭❛♣♣❡❧é ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❈✰✰ ♦✉ ❥❛✈❛✮✱ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥❡s✱ ❡t
❞♦♥t ❞ér✐✈❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✬♦♥ ❞és✐r❡ r❡❣r♦✉♣❡r✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛❜str❛✐t❡
s♦♥t ❤ér✐té❡s ♣❛r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❜❛s❡ s❡ ♥♦♠♠❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳



✶✺✳✷ P❛r❛❞✐❣♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ✶✽✶

❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❤ér✐té❡s ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
✈✉✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞✉ ❝♦❞❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡
❞✐✈❡rs❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s✮✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉♥✐✜é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s
❛✈❡❝ ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ q✉✐ ❣èr❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ◆♦❞❡ ✮ s❛✐t
q✉✬❡❧❧❡ ❛✉r❛ ❛✛❛✐r❡ à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t②♣❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✱ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥s s✉r s❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆♦❞❡ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞♦♥t ❞ér✐✈❡♥t
❧❡s ❝❧❛ss❡s q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭✈♦✐r s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✺✳✹✮✳ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞✉ ❝♦❞❡ ♣❧✉s ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✐♥t❡r♥❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❜♦❣✉❡s✮ s♦♥t ❧✐♠✐tés✳

❙✐♥❣❧❡t♦♥s

❯♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✉♥✐q✉❡✱ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❊♥
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡s
t②♣❡s ❡♥t✐❡r ♦✉ ✢♦tt❛♥t✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝❧❛r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ✧❞é❝♦❞❡✉r ▲❉P❈✧ ❡t ❞❡✉①
♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ✧ré✈é❧❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✧ s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①
✭s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✼✮✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ♦♥t ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✬êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ s❡✉❧ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ◆♦❞❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡s ❝❧❛ss❡s ✉♥✐q✉❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡♣✉✐s t♦✉t ❡♥❞r♦✐t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ✉s✉❡❧s ✭♥♦s ❞é❝♦❞❡✉rs✮ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés q✉❡ ♣❛r ❧❡✉r ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡ ✭✐❝✐ ❧✬♦❜❥❡t ✧❞é❝♦❞❡✉r ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✧✮✳

❇♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡r ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t ✉♥ é✈é✲
♥❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ à ❧❛ ❞❡r✲
♥✐èr❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆♣rès ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦♠♣✉✳ ◆♦tr❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ré✲
♣♦♥s❡ ❞❡ s♦♥ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ ✭✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t rés❡❛✉✮ ❛♣rès ❛✈♦✐r é♠✐s ✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡
r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❡♥ é❝♦✉t❛♥t ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❀ s♦♥
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞✉ ♥÷✉❞ ✭❝❧❛ss❡ ◆♦❞❡ ✮✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡
❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡✉r ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉rr❛
♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ rés❡❛✉ r❡❛❞ ✭❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ré♣♦♥❞ q✉✬à ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✮✳
❯♥ ♥÷✉❞ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛
❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❢♦✉r♥✐❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♥÷✉❞ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❈é❝✐❧❡ ◆❡✉✱ ♦✉ ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s
❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥tr❡
❞❛♥s s❡ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥ à ❡①é❝✉t❡r✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r❛
✧ré✈❡✐❧❧é❡✧ ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥✲
tré❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥t✐tés ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣❛rt❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❧✉s ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❡t r❡♥❞ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t



✶✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺ ✿ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡

❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞✬❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞é✜♥✐❡✱ ❡t
❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✜❧❧❡s✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛❜str❛✐t❡
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

• st❛rt✭✮ ✿ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞✬✉♥ ét❛t✱ ✐♥❝ré♠❡♥té à ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣♦✉r ❞é♠❛rr❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ ✐♥t❡r♥❡ à ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é✜♥✐ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✺✳✸✮✳

• s❡♥❞✭♠❡ss❛❣❡✮ ✿ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
• r❡❝✈✭♠❡ss❛❣❡✮ ✿ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❛rr✐✈é✳ ❯♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡✱ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ✐♥❞✐q✉é
❞❛♥s ❧✬❡♥✲têt❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ♣❡r♠❡t ❛✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ❞✐r✐❣❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ✈❡rs ❧❛ ❜♦♥♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

• ♥♦t✐❢②✭✮ ✿ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❧❧❡ ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❛ t❡r♠✐♥é s❛ tâ❝❤❡✳

▼❛îtr❡✲❡s❝❧❛✈❡

▲✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s rô❧❡s ♠❛îtr❡✲❡s❝❧❛✈❡ ✭♦✉ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡✉r✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s
♣❡r♠❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✱ ❧✬✉♥ ❞❡s
♣❛rt❡♥❛✐r❡s s❡r❛ ♣r♦♠✉ ♠❛îtr❡ ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❧✐❡♥t✮ ❡t s✉r♥♦♠♠é ✧❈❧❛✉❞❡✧ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛
t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❬✼❪ ❀ ❧✬❛✉tr❡✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ s❡r❛ ❧✬❡s❝❧❛✈❡ ♦✉ s❡r✈❡✉r✳ ▲❡ ♠❛îtr❡ ❡st s❡✉❧
❛✉t♦r✐sé à ✐♥✐t✐❡r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ ✭❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és s❡❝t✐♦♥ ✶✺✳✸✮✱ ❧✬❡s❝❧❛✈❡ ❞❡✈r❛ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ♠❛îtr❡✳

■♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r é♠✐s ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡✮✱ ❧❡ ♠❛îtr❡ ✭r❡s♣✳ ❧✬❡s❝❧❛✈❡✮
❛tt❡♥❞ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ s✉✐✈❛♥t ✭❡♥ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s s❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s
♥✬❡①é❝✉t❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ P❛r❢♦✐s✱
q✉❛♥❞ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❧♦♥❣✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✮✱ ❧❡ ♠❛îtr❡ ♦✉ ❧✬❡s❝❧❛✈❡ ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡✉r
❡①é❝✉t✐♦♥ ❛♣rès é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❡①é❝✉tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡✱
❞✐t❡ s②♥❝❤r♦♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❡✉❧ ❧❡ ♠❛îtr❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé à rét❛❜❧✐r ❧❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡✳

▲❡ r❡s♣❡❝t s❝r✉♣✉❧❡✉① ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛ss✉r❡ ❧❡ ❜♦♥ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡st ✉♥ ❛s♣❡❝t très ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❡①✐❣❡ ❞❡ ❧❛ r✐❣✉❡✉r✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧✬❡rr❡✉r s❡r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
très ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞é❝❡❧❡r✳

▼✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣

▲❡ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥ts✱ ♦✉ ✜❧s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❇✐❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s sé♣❛rés ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts✱ ❧❡ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐♥tr❛♥✲
s✐❣❡❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❡①é❝✉té❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❤r❡❛❞s✱
♦✉ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts t❤r❡❛❞s✳

▲❡ ❝♦❞❡ ♣✐❧♦t❛♥t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ❣ér❛♥t ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r ❞❡✉① t❤r❡❛❞s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t❤r❡❛❞s
♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✭♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ✳ ✳ ✮✱ ❝❡ q✉✐
é✈✐t❡ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❞❡ ❝♦ût❡✉① ❡t ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥ts ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳



✶✺✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✽✸

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ◗✸P ✭◗✉❛♥t✉♠ P♦✐♥t t♦ P♦✐♥t Pr♦t♦❝♦❧✮✱ q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡
❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❞❡✉① t❤r❡❛❞s✱ ❧✬✉♥ ❢♦✉r♥✐ ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❧✬❛✉tr❡ à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳

✶✺✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡♥t é✈✐t❡r ❧❛
❝❛❝♦♣❤♦♥✐❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣❛ss❡r♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛
ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és✳

▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❯▼▲✶✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ▲❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s✬♦♣èr❡ ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡

❞❡ ✈✐❡ ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ✈✐❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡
♠❛îtr❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧✬❡s❝❧❛✈❡✳

• ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ r❡❝♦✉✈r❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐❡✳
• ➚ ❝♦té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❡✉r ♥♦♠ ❡st ❛ss❡③
❞ét❛✐❧❧é ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♦✣❝❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

• st❛t❡✰✰ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ st❛rt✭✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭s❡❝t✐♦♥ ✶✺✳✷✮✳

• ❯♥❡ ✢è❝❤❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ✈✐❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ✭✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é❝❤❛♥❣é❡✮ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❛✉✲
❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ✢è❝❤❡✳ ❯♥❡ ✢è❝❤❡ ♣❧❡✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s②♥❝❤r♦♥❡✱ ✉♥❡ ✢è❝❤❡
❝r❡✉s❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳

• ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✜❧❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛rr♦♥❞✐✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♣❛r
❧❡ ♠❛îtr❡✱ ❡t ♥♦t✐✜❡♥t ❧❡ ♠❛îtr❡ ❡t ❧✬❡s❝❧❛✈❡✳

• ❉❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ ♠❛îtr❡ ✭❆❧✐❝❡ ♦✉ ❇♦❜✮✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❞❡ s♦✐t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡

♠❛îtr❡ ❡t ❧✬❡s❝❧❛✈❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥ ❝♦♠♠✉♥ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♠❛îtr❡ ❡t ❧✬❡s❝❧❛✈❡✳

❈❙❑❉P

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❙❑❉P ✭❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❙❡❝r❡t ❑❡② ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧✱ s❡❧♦♥ ❬✼❪✮ ❡st
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é♠❛rré❡ ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞
❛♣rès ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ✿

• ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❈❙❑❉P s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❡r ❧❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✱ ✈ér✐✜❡r
s♦♥ ét❛t✱ ❡t ❧❡ r❡❞é♠❛rr❡r ❛♣rès ✉♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✳

• ❞❡ ❧❛ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s à ré❝♦♥❝✐❧✐❡r ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❡s ❜❧♦❝s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡
♣✐❧♦t❛❣❡✳

• ❞❡ ❞é♠❛rr❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❇❙❑❉P ❛♣rès ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ à ré❝♦♥❝✐❧✐❡r✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❙❑❉P ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❙♦♥ ❛rrêt s✐❣♥✐✜❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❯▼▲ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✺✳✶✳

✶❯♥✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s st❛♥❞❛r❞✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡s
rè❣❧❡s s♦♥t ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥❢èr❡♥t ✉♥ ✧s❡♥s✧ ❛✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱
❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❡✉r s❡♥s ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳ ❯♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s rè❣❧❡ ❯▼▲ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ♣❛r ✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡✳



✶✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺ ✿ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡

❋✐❣✳ ✶✺✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❯▼▲ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❈❙❑❉P✳



✶✺✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✽✺

❇❙❑❉P

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❇❙❉❑P ✭❇❧♦❝❦ ❙❡❝r❡t ❑❡② ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧✮ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡
❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❈❙❑❉P✳ ❊❧❧❡ ❛ss✉r❡ ✿

• ❧❛ ré✈é❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❇♦❜ ✭t❛♠✐s❛❣❡✱ ♦✉ s✐❢t✐♥❣✮✳
• ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
• ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ré✈é❧és ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
• ❧❛ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts q✉✐ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✳

• ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✳
• ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✳
• ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉♣rès ❞✉ ♥÷✉❞✳
P❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❇❙❑❉P ♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦❡①✐st❡r✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭♣r♦❝❡ss❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s✮✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡
❯▼▲ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✺✳✷✳

❙❧✐❝❡❆❧❣♦

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❧✐❝❡❆❧❣♦ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s✱
✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✈❡rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❜✐♥❛✐r❡s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s ✭❈❛s❝❛❞❡✱ ❲✐♥♥♦✇✱
❚✉r❜♦ ❝♦❞❡s✮✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ●✐❧❧❡s ❱❛♥ ❆ss❝❤❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ à t✐tr❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❧❧❡ ✭❙♦❢t❆❧❣♦✮
❢♦✉r♥✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳

❙♦❢t❆❧❣♦

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙♦❢t❆❧❣♦ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✼✮✳ ●râ❝❡ à s❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s✱ ❡❧❧❡
r❡♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❙❧✐❝❡❆❧❣♦✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s✱ ❧❡✉r ❝ré❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ❜✐ts s❡✲
❝r❡ts✳ ✳ ✳ ➚ ❝❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❛❥♦✉tés ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉ ✭▲❉P❈ ♦✉ t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✮
❞é❝r✐ts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✸✳ ▲❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♠♦❧❧❡ s✉✐t ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿

• ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ❡t ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✳

• ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ♠♦✉s ✭▲❉P❈✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❇❈❍ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❡rr❡✉rs ❧❛✐ssé❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉✳

• ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❡t ❡♥✈♦✐ ❞❡s ♣❛r✐tés ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s✳
• ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✮✳
• ♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r❡♥t ✭❇❙❑❉P✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙♦❢t❆❧❣♦ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❇❙❑❉P✳ ➱✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❙♦❢t❆❧❣♦ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré✉t✐❧✐sé❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❇❙❑❉P à ❧✬❛✉tr❡✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ à ré❝♦♥❝✐❧✐❡r✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❯▼▲ ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✺✳✸✳

◆❡❣♦❝✐❛t♦r

▲❡ ♥é❣♦❝✐❛t❡✉r ♣❡r♠❡t à ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞❡ s✬❡♥t❡♥❞r❡ s✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥✱ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙♦♥ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿



✶✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺ ✿ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡

❋✐❣✳ ✶✺✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❯▼▲ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❇❙❑❉P✳



✶✺✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✽✼

❋✐❣✳ ✶✺✳✸✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❯▼▲ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙♦❢t❆❧❣♦✳ ❙✉✐✈r❡ ❧❡s
❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❈❧❛✉❞❡ ♦✉ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ s❡rt ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧é✳

• ❈❧❛✉❞❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✳
• ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❛❝❝❡♣t❡ ♦✉ r❡❢✉s❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

• ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ ❈❧❛✉❞❡ ❡♥tér✐♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♦✉
r❡❧❛♥❝❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥✳

▲❡ ♥é❣♦❝✐❛t❡✉r ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ à ré❝♦♥❝✐❧✐❡r ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧é ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡
♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ✭♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t
❙❊❈❖◗❈✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞✳

❑❡②❇r♦❦❡r

❉❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ❧❡ ✧❑❡②❇r♦❦❡r✧✱ ❡♥❣r❛♥❣❡ ❧❡s ❝❧és s❡❝rèt❡s✳ ❙✐
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦✉r♥✐❡
♣❛r ❧❡ rés❡❛✉ ❙❊❈❖◗❈✱ ❧❡ ✧❑❡②❇r♦❦❡r✧ tr❛♥s❢èr❡ ❧❡s ❝❧és ✈❡rs ❧❡ rés❡r✈♦✐r ❞❡ ❝❧és ❞✉ rés❡❛✉



✶✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺ ✿ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡

q✉❛♥t✐q✉❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱

s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ✜❣✉r❡ ✶✺✳✹ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❯▼▲✳

✶✺✳✹ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❝♦♥tré
♣❧✉s✐❡✉rs ✉s❛❣❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
✐♥❞✐q✉❛♥t ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❡♥✈♦✐ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❇♦❜✱
❞❡s s②♥❞r♦♠❡s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ✓♥÷✉❞✔ ❧✬❡♥t✐té r❡s♣♦♥s❛❜❧❡
❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ❡♥✈♦✐ ❡t ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à s♣é❝✐✜❡r ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s
ré❛❧✐s♦♥s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ♥÷✉❞
❛❜str❛✐t❡ ❧❛✐ss❛♥t ❧✐❜r❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞ér✐✈❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐♥té❣r❡r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ ❛✈❡❝ s♦♥
♣r♦♣r❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞ér✐✈é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✐♠♣❧é♠❡♥té tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥ à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳

❯♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✐r❡❝t ♥♦♥ ❛✉t❤❡♥t✐✜é ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉♣❧❡ ❞✉ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ t❡st✳ ❈❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❚❈P✴■P
❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❞❡ ❇♦❜✱ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❧✐❡♥ ❡t❤❡r♥❡t✳ ■❧ ❡st ❞é♣♦✉r✈✉
❞❡ t♦✉t❡ ❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡r✈✐r à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❝❧é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐st✐♥❝ts q✉❡ ♥♦tr❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡✳

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ❞✐r❡❝t ❛✉t❤❡♥t✐✜é✱ ♣r♦❣r❛♠♠é ♣❛r ❈é❝✐❧❡
◆❡✉✳ ▲✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ H4 ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s H2 ❡t H3✳

❯♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ◗✸P✱ ❝réé❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❖◗❈✳ ❈❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s
q✉✐ ❢♦r♠❡r♦♥t ❧❡ rés❡❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣ré✈✉ ♣❛r ❙❊❈❖◗❈✳ ■❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✓❡♥✈♦✐✔ ❡t
✓ré❝❡♣t✐♦♥✔ q✉✐ ❝❛❝❤❡♥t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❣éré❡ à ✉♥ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉✳

✶✺✳✺ ■♥t❡r❢❛ç❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ■❧ ❛❧❧✉♠❡ ❧❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❛♥❞ ✐❧ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❜❧♦❝s✱ ✈ér✐✜❡ s♦♥t ét❛t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❧✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉✬✐❧
❞✐s♣♦s❡ ❞✬❛ss❡③ ❞❡ ❜❧♦❝s à ré❝♦♥❝✐❧✐❡r✳ ❈❡s ❞✐✈❡rs❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡
♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡
♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❛❝q✉✐s t♦✉r♥❡♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ ✜❧s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳



✶✺✳✺ ■♥t❡r❢❛ç❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ✶✽✾

BSKDP

AppObj✡m_parent:AppObj✡m_indentifier:string+start():void+notify():void+negociate(negociation_id:int,value:char*):void+recv(msg:char*,size:int):void#send(msgtype:string,msgin:void):void

CSKDP SoftAlgoNet

KeyBroker Negociator
Node✡m_applications:std::map<std::string,AppObj*>✡m_id:Id+me(node_type:NodeType):Node*+open(hostname:std::string,port:int):void+stop():void+in(msg:char*,size:int,sid:int):void+out(obj:AppObj*,msg:msg_t):voidNodeQ3PNodeDirectNodeOB

NegociatorDefaultNegociatorQ3P

«interface»libQ3p«interface»ACE+Authentication«interface»Sockets

KeyBrokerDefaultKeyBrokerQ3P

Diagramme:«diagrammedeclasses»page1
❋✐❣✳ ✶✺✳✹✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❯▼▲ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✳
❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡t ✐♥❞✐q✉❡
q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t✳



✶✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺ ✿ ❉✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳
❈❡tt❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts
st❛♥❞❛r❞s ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s té❧é❝♦♠✳ ◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t
❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t à ❞❡s t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥
❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✶ ▼❍③✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ q✉❡ ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
tr❛♥s♠❡ttr❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❜r✉✐t s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s
♣❡rt❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ ❡st é❝❤❛♥❣é❡ à ✉♥ t❛✉① s✉♣ér✐❡✉r à ✶ ▼❜✐t✴s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛tt❛q✉❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡s
♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦♥✜r♠❡♥t ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡
t❛✉① s❡❝r❡t ♠❡s✉ré✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡t ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❞✐st✐❧❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣é✲
r✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t ❆❧✐❝❡ à
❇♦❜✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❡r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ s✉r ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✐st❛♥t❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡
❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ s✉r ✷✺ ❦♠✳ ▲❡ t❛✉① s❡❝r❡t ✜♥❛❧
❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❞❡ ✷ ❦❜ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❝❡ t❛✉① ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣ré✈♦②♦♥s ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❞✬❡rr❡✉rs ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① s❡❝r❡t ✜♥❛❧✳ ❉❡✉① t❤ès❡s ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é❜✉té s✉r ❝❡s
❞❡✉① s✉❥❡ts✳

✶✾✶



✶✾✷ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆



❆♥♥❡①❡ ❆

❚✉r❜♦ ❝♦❞❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✧❇❡❧✐❡❢ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✧ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳ P♦✉r
❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡s ✧t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✧ q✉✐ s♦♥t ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡
❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s s❡ s♦♥t
❛✈éré❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳ ❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ❡t ❞❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✳

❆✳✶ ❈♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s

▲❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞❡
♠é♠♦✐r❡ à ❞é❝❛❧❛❣❡✳ ■❧s s♦♥t ❧❡s ❜r✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✳ ▲❡ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ❆✳✶✮✱ ❡st ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬ét❛♣❡s✳
❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❡st ♣♦♥❝t✉é❡ ♣❛r ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ❜✐t à ❡♥❝♦❞❡r✱ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡
❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✭❞✐ts ✓❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té✔✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✐t ❡♥tr❛♥t ❡t ❞❡s ét❛ts ❞❡s r❡❣✐str❡s✱ ♣✉✐s
♣❛r ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡❣✐str❡ ✈❡rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❧❡
❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r r❡❣✐str❡ ❡st ❡✛❛❝é✱ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r r❡❣✐str❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉
❜✐t ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡s ét❛ts ❞❡s r❡❣✐str❡s✳

▲❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✮ s♦♥t ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s s②sté♠❛t✐q✉❡s✳
P♦✉r ❝❡s ❝♦❞❡s✱ ✉♥ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❜✐t ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❜✐ts ❞❡ s♦rt✐❡
ét❛♥t ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✳

▲❡s ❜✐ts ❞❡ s♦rt✐❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞✉ ❜✐t ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡s K r❡❣✐str❡s✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❡♥❝♦❞é❡ ❡st s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❛♣♣❡❧é tr❡✐❧❧✐s✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡s 2K ét❛ts ❞❡s r❡❣✐str❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s k ❜✐ts à ❡♥❝♦❞❡r✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❡t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ à ♣❛rt✐r
❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s✱ ❝❛r t♦✉t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s 2K ét❛ts ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r✳

▲❡ ❝♦❞❡ r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ❆✳✶ ❛ ✉♥ t❛✉① ✜①❡ R = 1
2
✱ ❝❛r ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① s♦rt✐❡s ♣♦✉r ✉♥❡

❡♥tré❡✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ❜✐ts ❡♥ ❡♥tré❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜✐t ❞❡ ♣❛r✐té ✭s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ✧❞✉♦✲❜✐♥❛r②✧ ❬✼✹❪✱ ♦✉ ❞❡ ❝♦❞❡s ✧tr❡❧❧✐s ❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✧ ❬✽✵❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥✉st❡r ❧❡ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r
✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✧♣✉♥❝t✉r✐♥❣✧✮✳

✶✾✸



✶✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❆ ✿ ❚✉r❜♦ ❝♦❞❡s

input

parité

❋✐❣✳ ❆✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢✳ ▲❡s ❜♦ît❡s s♦♥t ❞❡s r❡❣✐str❡s à
❞é❝❛❧❛❣❡✱ ❧❡s ⊕ s②♠❜♦❧✐s❡♥t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✷✱ ❡t ❧❡s ✢è❝❤❡s ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❜✐ts ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡
❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞✐t ✓ré❝✉rs✐❢✔✱ ❝❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐ss✉❡s ❞❡s r❡❣✐str❡s ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ré✉t✐❧✐sé❡s
❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ■❧ ❡st s②sté♠❛t✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❡ ❜✐t ❞✬❡♥tré❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ✐♥❝❤❛♥❣é à ❧❛ s♦rt✐❡✳ ▲❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❜✐t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✓❜✐t ❞❡ ♣❛r✐té✔✳ ❖♥ ❝♦♥❞❡♥s❡ ✉♥ t❡❧ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✐♥❛✐r❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❢❡❡❞✲❜❛❝❦ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r✐té✱ ✐❝✐
(1 + X + X3, 1 + X2 + X3) ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♦❝t❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡
✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ✐❝✐ (15, 13)✳

❆✳✷ ❉é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s

▲❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s s♦♥t ❞é❝♦❞és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❈❏❘ ❬✽✶❪ ✶✱ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✧♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✧ ✭▼❆P✮ ❬✽✸❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ❡♥❝♦❞é❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts
❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✉t✐❧✐sé✳ ■❧ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ✧♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✧✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s r❡♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
❧✬❡♥❝♦❞❡✉r à ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠♦ts ❝♦❞❡ ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ✿
❧❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✳

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❇❈❏❘ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s ❝♦rré❧é❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s♣é❝✐✜❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣❛r✐tés tr❛♥s♠✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧
❝❧❛ss✐q✉❡ s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ❯s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❡♥tré❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✐✛ér❡♥❝✐é❡ ❧❡s
▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡s ❜✐ts ✐ss✉s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ❧❡s ▲▲❘ ❞❡s ♣❛r✐tés✱ ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❜r✉✐té❡s✳ P♦✉r tr❛✲
❞✉✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r✐tés✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡✉r ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ ▲▲❘
✐♥✜♥✐ ✭♦✉ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s très ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t ✶✮✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ♣❛r✐té st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r
❇❈❏❘✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s s✐♠♣❧✐✜é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❈❏❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡
❞❡s ♣❛r✐tés✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❜♦r❞❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞û à ❞❡s ▲▲❘ ✐♥✜♥✐s✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦❞✐✜é ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ▲❉P❈✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜❡♥t ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r✳ ▲❡s ▲▲❘ ❛

♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♥❞✐q✉❡♥t ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ à ❞é❝♦❞❡r ❛♣rès ❞é❝♦❞❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞✐s✲
t✐♥❣✉é ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❝❡s ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✿ ❧❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❜✐ts ✐ss✉s ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❡t ❧❡s ▲▲❘ ❡①tr✐♥sèq✉❡s✱
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦❞❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐✲

✶❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ✭❙❖❱❆✮ ❬✽✷❪✳



❆✳✸ ❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s ✶✾✺

Code convolutif

Parités

Code convolutif

Parités

Entrée
Encodeur

Canal
Décodeur

Π

Parités

Parités

Int.

A pr. Ext.

Ext.A pr.

BCJR

BCJR

Int.

❋✐❣✳ ❆✳✷✿ ❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ✭t✉r❜♦ ❝♦❞❡s✮✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts ❡st ❡♥❝♦❞é❡
❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t ✭✐♥t❡r❧❡❛✈❡r Π✮ ♣❛r ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r s❡rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r
❧✬❛✉tr❡ ❞é❝♦❞❡✉r ✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✓t✉r❜♦✔✮✳

s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✿ ❧❡s ▲▲❘ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡s ▲▲❘ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣ré❝é❞❡♥t
❞é❝♦❞❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡s✳ P♦✉r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
✉♥ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r ét❛✐t ❞é❝♦❞é ♣❛r ✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ❝♦❞❡ ❀ ❛✐♥s✐✱ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ét❛✐t ♥✉❧✳ ◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛♣rès ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r xi ✿

LLR❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

i = LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
i + LLR❡①tr✐♥sèq✉❡

i + LLR❛ ♣r✐♦r✐

i . ✭❆✳✶✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❇❈❏❘ ❝♦♠♣♦rt❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❡♥tré❡ ❞❡st✐♥é❡ à ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ♦✉ ❝♦♥❝❛✲
té♥❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡s✱ ❡♥ ❜♦✉❝❧❛♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r à ❧✬❡♥tré❡ ❛ ♣r✐♦r✐

❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❞é❝♦❞❡✉r✳

❆✳✸ ❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s

▲❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té ♦✛❡rt❡ ♣❛r ❧❡s ❞é❝♦❞❡✉rs ♠♦✉s ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ sér✐❡ ♦✉ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♦✉ ❞❡ t❛✉① ❞✐✛é✲
r❡♥ts✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳ ❯♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡♥ sér✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥❝♦❞❡r
❧❡s ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡♥❝♦❞❡✉r✱ ♣✉✐s à ❡♥❝♦❞❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥❝♦❞❡✉r
❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥❝♦❞❡✉r✳ ❯♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré q✉✬✉♥ ❡♥❝♦✲
❞❛❣❡ ❡♥ sér✐❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥❝♦❞❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❜✐ts✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt s✐ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❡♥❝♦❞❛❣❡s✮ s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡♥❝♦❞❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❜✐ts ❧✐é❡s✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

▲❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s
✭P❈❈❈ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❞✐t❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✓t✉r❜♦ ❝♦❞❡✔ ❬✽✹❪✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❝♦❞❡s
❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ré❝✉rs✐❢s s②sté♠❛t✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♠✐s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡
❡♥❝♦❞❡✉r ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✓♠é❧❛♥❣é❡✔ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡♥❝♦❞❡✉r✳

▲❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s s♦♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦❞❡s✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧s ♥✬❛rr✐✈❡♥t ♣❛s à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s t❛✉①
❞✬❡rr❡✉r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ❀ ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛♣♣♦rt❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ✐♥❡①♣❧♦✐té❡✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ t✉r❜♦ t✐r❡ ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡



✶✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❆ ✿ ❚✉r❜♦ ❝♦❞❡s

❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡s ❞é❝♦❞❡✉r ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥❝♦❞❡✉r ✭❞✬♦ù ❧❡
t❡r♠❡ ✓t✉r❜♦✔✮✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ✐tér❛t✐❢ ✿ ♦♥ ❞é❝♦❞❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❥✉sq✉✬à
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✜❣✉r❡ ❆✳✷✮✳

▲❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉① ▲❉P❈ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡t s✉r♣❛ss❡♥t ❞❡
❧♦✐♥ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥♥✉s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♣❛r ❇❡rr♦✉① ❬✽✹❪ ❡♥ ✶✾✾✸✳



❆♥♥❡①❡ ❇

❉é❝♦❞❛❣❡ ❇❈❏❘ ❡t ✧s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧

❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❈❏❘ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s
❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ❡t ❞❡s t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ❡rr❡✉r ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❇❈❏❘✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s
❝❛♥❛✉① ❇❙❈ ♦✉ ❆❲●◆✳ ◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s❡r♦♥s ❝❡s ét❛♣❡s à ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ♣r♦✜t❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷ s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❞✬❡rr❡✉rs✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❈❏❘✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✽✺❪✳

▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜✐t ❞✬❡♥tré❡ xi ✿

LLR❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

i = ln

(
P (xi = 1|y)

P (xi = 0|y)

)

✭❇✳✶✮

♦ù xi ❡st ❧❡ ❜✐t tr❛♥s♠✐s✱ ❡t y ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ✿

LLR❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

i = ln

(∑

S+ P (si−1 = s′, si = s, y)
∑

S− P (si−1 = s′, si = s, y)

)

. ✭❇✳✷✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ si r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬ét❛t ❞❡s r❡❣✐str❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉
❝♦❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢✮ à ❧✬✐♥st❛♥t i✱ ❡t S± ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s′ → s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡s
♣❛r ✉♥ ❜✐t ❞✬❡♥tré❡ xi = ±1✳ P (si−1 = s′, si = s, y) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s s♦✐t
❞❛♥s ❧✬ét❛t s′ à ❧✬✐♥st❛♥t i − 1✱ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s à ❧✬✐♥st❛♥t i✱ ❡t q✉❡ ❧❡s n s♦rt✐❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ s♦✐❡♥t
y = (y1...n)✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ tr♦✐s ❢❛❝t❡✉rs ✿

P (si−1 = s′, si = s, y) = p(si−1 = s′, y1...i−1)p(si = s, yi|si−1 = s′)p(yi+1...n|si = s) ✭❇✳✸✮

≡ αi−1(s
′)γi(s

′, s)βi(s) ✭❇✳✹✮

▲❡s ❢❛❝t❡✉rs α ❡t β s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ γ✱ q✉✐ r❡st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

γi(s
′, s) = p(yp

i |xi, s, s
′)p(s|s′)p(yc

i |xi) ✭❇✳✺✮

♦ù xi ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s′ → s✱ yc
i ❡st ❧❛ ieme

s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t yp
i ❧❛ ieme ♣❛r✐té r❡ç✉❡✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ t♦✉t ❢❛❝t❡✉r q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ s✱ s′ ♦✉ xi ♣♦✉rr❛ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ LLR❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

i ✳ ■♥✉t✐❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

✶✾✼



✶✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇ ✿ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❇❈❏❘ ❡t ✧s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉r ♠❛r❝❤é q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣ré❢èr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❡r γ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ tr♦✐s t❡r♠❡s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✈❡❝ ❞é✲
❧❡❝t❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛îtr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡s tr♦✐s t❡r♠❡s ❧❡s tr♦✐s ❡♥tré❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❞é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✉ ✿

• ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ p(yp
i |xi, s, s

′) ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❛ ♣❛r✐té r❡ç✉❡ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡
❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s′ → s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣❛r✐tés s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t✱
❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❛✉t ✵ ♦✉ ✶✳ ❙✐ ❧❛ ♣❛r✐té ❛ été ❡✛❛❝é❡ ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❧❡ t❛✉① ❞✉ ❝♦❞❡
✭♣✉♥❝t✉r✐♥❣✮✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❛✉t 1/2 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ s ❡t s′✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s à
❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❝❛r ✐❧
s❡ rés✉♠❡ à ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❧❡s γ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r✐té ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r ✉s✉❡❧✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ tâ❝❤❡✱
r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

• ▲❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ p(s|s′)✱ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s → s′✳ ❊❧❧❡
❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ❜✐t à ❞é❝♦❞❡r✱ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉q✉❡❧ ❞é♣❡♥❞
❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ln(P (s|s′)) = δ(xi = +1)LLR❛ ♣r✐♦r✐ − T1 ♦ù δ ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡
❑r♦♥❡❝❦❡r✱ ❡t T1 ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ s✬é❧✐♠✐♥❡✳

• ❊♥✜♥✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ p(yc
i |xi) ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ✿

ln(p(yc
i |xi)) =

1

2
LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡xi + T2 ♦ù T2 s✬é❧✐♠✐♥❡ ✭❇✳✻✮

❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
❝❛♥❛✉① ❆❲●◆ ♦✉ ❇❙❈✳ ◆♦✉s ❡♥ ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✿

p(yi) = p(yi|xi = +1)p(xi = +1) + p(yi|xi = −1)p(xi = −1) ✭❇✳✼✮

♦r p(xi = +1) = p(xi = −1) =
1

2
✭❇✳✽✮

❝❛r ❧❡s ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s s♦♥t éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❇✳✾✮

❡t p(yi|xi = ±1) = p(yi|xi = ∓1) e±LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡

✭❇✳✶✵✮

❞✬♦ù p(yi|xi = ±1) =
2p(yi)

1 + e∓LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
✭❇✳✶✶✮

⇒ p(yi|xi) =
2p(yi)

1 + e−xiLLR✐♥tr✐♥sèq✉❡
✭❇✳✶✷✮

⇒ ln(p(yi|xi)) =
1

2
LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡xi + T2 ✭❇✳✶✸✮

♦ù T2 = ln

(
p(yi)

cosh(1
2
LLR✐♥tr✐♥sèq✉❡)

)

s✬é❧✐♠✐♥❡. ✭❇✳✶✹✮

◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❡s ▲▲❘ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ln(γ) ♣❛r ✉♥❡

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ln
(
∑

j exp(Xj)
)

✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆P✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛
❝♦ût❡✉s❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❬✽✸❪ ✿

• ln
(
∑

j exp(Xj)
)

≃ maxi(Xi)✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜r✐s❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

❞é❝♦❞❛❣❡ ✭❝❛r ❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♥❡ ♣❧✉s ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✮✱ ♠❛✐s r❡st❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❖❱❆✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆P ❡st ❜❛♣t✐sé❡ ♠❛①✲❧♦❣✲▼❆P✳



✶✾✾

• ln
(
∑

j exp(Xj)
)

♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

ln (exp(X1) + exp(X2)) = max(X1, X2) + ln (1 + exp(−|X2 − X1|)) . ✭❇✳✶✺✮

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦♠♠é s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧♦❣✲▼❆P✱ ❡st ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧é❣èr❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r❡ à ♠❛①✲❧♦❣✲▼❆P✳ ■❧ ❡st ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ❧❛ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ét❛✐t ré✲
❞✉❝t✐❜❧❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉s✉❡❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ▲▲❘ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❝♦♠♠❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❡t ±∞
❝♦♠♠❡ ❜✐ts ❞❡ ♣❛r✐té✳



✷✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇ ✿ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❇❈❏❘ ❡t ✧s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ▼❛r❦ ❍✐❧❧❡r②✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✻✶ ✿✵✷✷✸✵✾✱
✷✵✵✵✳

❬✷❪ ❚✳ ❈✳ ❘❛❧♣❤✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✉♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✻✶ ✿✵✶✵✸✵✸✱
✷✵✵✵✳

❬✸❪ ◆✳ ❏✳ ❈❡r❢✱ ▼✳ ▲é✈②✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❛♥ ❆ss❝❤❡✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡②s ✉s✐♥❣
sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✻✸ ✿✵✺✷✸✶✶✱ ✷✵✵✶✳

❬✹❪ ❋ré❞ér✐❝ ●r♦ss❤❛♥s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡s ❛✈❡❝

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ✷✵✵✷✳

❬✺❪ ❋ré❞ér✐❝ ●r♦ss❤❛♥s ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ●r❛♥❣✐❡r✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❱❛r✐❛❜❧❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②
❯s✐♥❣ ❈♦❤❡r❡♥t ❙t❛t❡s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✽✽✭✺✮✱ ✷✵✵✷✳
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❘és✉♠é ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é ♣❡r♠❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧é ❞❡ ❝r②♣t❛❣❡ s❡❝rèt❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉rs ❞✐st❛♥ts✳ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞✉ tr❛♥s❢❡rt✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ré❝❡♠♠❡♥t ❛♣♣❛r✉❡✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦✉✈r❡♥t ❧❛ ✈♦✐❡ ✈❡rs ❧❡s ❤❛✉ts ❞é❜✐ts
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧é q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛
♣❤❛s❡ ❞✬ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♣✉❧sés ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♠♦❞✉❧é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ◆♦tr❡ s②stè♠❡
❡st ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❞❡s ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s✱ ❡t ❛tt❡✐♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ✶ ▼❍③✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❝❛r❛❝tér✐sé ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈❛❧✐❞é ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡♥
ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ❛tt❛q✉❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s q✉✐ ❝♦✉✈r❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡♥✈✐s❛❣é❡s s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛❞❛♣té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡t ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝r❡t q✉✐
♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛✉t♦♥♦♠❡ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ s✉r ✉♥❡ ✜❜r❡ ❞❡ ✷✺ ❦♠ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ✜♥❛❧
❞❡ ✶ ❦❜✴s✳ ▲❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé s❡r❛ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❝❧é ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ❡✉r♦♣é❡♥s✳

▼♦ts ❝❧és ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✱ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s✱ ❜r✉✐t ❞❡
♣❤♦t♦♥✱ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥✱ ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳

❆❜str❛❝t ◗✉❛♥t✉♠ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t✇♦ ❞✐st❛♥t ✐♥t❡r❧♦❝✉t♦rs t♦ s❤❛r❡ ❛ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ▲❛✇s ♦❢
q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ✇❛rr❛♥t t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t♦♥❛❧ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♠❡ss❛❣❡✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡❝❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡♥❛❜❧❡ ♥❡✇ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ♦♥❧②
r❡q✉✐r❡ st❛♥❞❛r❞✱ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧✈❡s t❡❧❡❝♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ②✐❡❧❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
r❛t❡s ♦❢ ✜❜❡r ♦♣t✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ q✉❛♥t✉♠ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❦❡② ✐♥ ❣❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❖✉r s②st❡♠ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ✜❜❡r ♦♣t✐❝s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
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