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2 x− y, ȳ, z̄ + 1

2 x̄, x̄+ y, z̄ + 1
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σ(ε̂, k̂) = 4π2α~ω
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f |〈ψf |ε̂.r|ψi〉|2δ(Ef − Ei − ~ω)
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σD(ε̂) =t ε̂.
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ŷ
�*���

x̂
?yp}�4�	 ��,���	�����	
��D���+M�(	"N�������P�	�K"�����
O���#���a�O�;
G��
��K�h0f��-	�������.�������^��������"#�����I�	���	�	 �L�����Y�

σD(ε̂) = σD⊥ sin2 θ + σD‖ cos2 θ.
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σD(ε̂) = σD1 + σD2 cos 2θ
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(σD‖ − σD⊥ )(3 cos2 θ − 1)
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σD(ε̂) = σD(0, 0) − 1√
2
(3 cos2 θ − 1)σD(2, 0).
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σ(ε̂, k̂) = π2α~ω
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ẑ
��=�I"e0f�V>.�����.����')(	�{����"1')(h0w��"1�����I�+ !6��	�1������"#�� �B��-	"#��/���)������������#������"#��/�	�Li����#������"�"#��M����t3�	%	���\�����	��(+�	�D�����	�� ������)�������#���b%	�O>+��M�������"#�T�m�	��M��j� �  ��	�D"��U�� OQR ����	
��[qf���tu��H��(	��"#�\
������#�	�	���

Al2O3

������M��C��� � �	�4"����� �QR ������	
�aqf���Vu$�,��(	�o"��j-H �=5."
Be3Si6Al2O18

�O?�pS0f�V>.�
x̂
�	(�����HF���C����3��%	���+����:C��"I��=�U�	������"#"�F�"���Zb"e0f�V>.�

x̂
�	�� �B��-	"����k�R��l�����	�� �������������#���d%	�J>+��M�������"��6�J?$pS02���+M�"��

θ�	 ����M��	�A����(V����(	���/"x02���+M�"��I���)������"N�o�,��"N���������V�������
ε̂
�	���/���65����	�97 �O�

ẑ
?<pS02���	M�"��I����������"N�L�	����:U��"#��	�L"e0w 
&%���������"�"#���T���

ŷ
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√
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√
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ŷ1
J = Ẑ
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1
J
 0�4R& *QT+M%4�O%.\�F,�TnO�4�OP*Q6'. ��K%.�M�UJ� � x̂2

J , ŷ
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����V
��� * �;Wj¿AX ) !���

Ω
� �N�*���I2 �"�L����� * � �0CD��2"��
&T * �3�I�"�

Lj
�"�3���V
JEH�����K�8����� * � ����1�
� * j 7º ( ~X, ~Y , ~Z ) ! �8� �OQ���� ~Z ������Y2"� �����-#�
������¿ �5CZ
[���

C3
�%�.�8� �OQL�-� ~Y �3����� * 
�-� ���IE���
� ( ~x, ~y )%7\	
��� �V
B���-�K�8� ! ��� * #%��
���������3# E�
&��# :B� ��������2 
� * �"�4�8��
�-�3���8�����-�6QL��
 * �3�-EP���V
����� �9# ��� 2"������Q���� �4�%�

���I2 
� * � �.�8��
�-�3���8�����-� * ��EH� �V
�����"�$# ��� 2%�8����QL�-� � 7

W^] È



����� �	²´µ������ 	 � ¶ � ��� � ���9µh³ � µ � ��� ������� ² � � � ���9µ.�

~z

~y

~x

~Z

~Y

~X

~Z � 1√
3
(−~x + ~y + ~z)

~X � 1√
6
(−~x + ~y − 2~z)

~Y � 1√
2
(−~x− ~y)

~z � 1
3
(−

√
6 ~X +

√
3~Z)

~y � 1√
6
~X − 1√

2
~Y + 1√

3
~Z

~x � − 1√
6
~X − 1√

2
~Y − 1√

3
~Z

��� � ��YS� �	�  $56�(�I�� �!��('I�C*E.$  �� "M1 �S(*)'$�>� 	���]��6���"���796��*"T"����a ��*6	� 4<$�����������)�I���������EFC���� J
~x, ~y, ~z K �*)J

~X, ~Y , ~Z K �����9)0 �C	���������/���T������)��F�	���*"%$5)��������  ��&(�I<$5��
 �*EF�*�9)T �� 4<$��'��


 7;� �04�A �;A > �04=B .3�,1E7�.3!$> + �,A 7�#54 �5+-#5) � 7�A-BD.3#54 '
\	
&�-� ���I2�
&� * �I���8
�-�3���������-�$E-�-���":;�"���4QL��
 * ���-EH� �V
&�����"�'# ��� 2%�8����QL�-� � ( 1s→ 3d ! �-���# �"��� ] ) !�0CD��EP#"�8
&��� �-� O = 1

2
k(ε̂.r)(k̂.r)


E-E�
�N�8��� ���� ��
��3� E-�3# ���"����
&�������;�����3# * ��2"�8�������Y� (0/ 3v ) ! QL�-� �����6QL�-�
�����K� �V
.,&
����"�-� * ���0C?
�-1 ��� θ � ���������5CZ
[��� * C?��� * ��� 3

�%� �V
6EP���V
�3���8
[�8����
ε̂ * � � ��
^M���-�-* ���.��� ,� 2"��� �-�

* � E-����E-
1�
&������� ~k = kk̂
���"�3����EH� �3EP�"� * ��2 ����
���3��+�0C?
[��� C3 7 � � �4ÅP�"� ! ���SEP�"��� * #"2 ��:BEP���� � ��� �

,�� 2%�8�"�-���
ε̂
�%�
kk̂ * 
�-� ���I�3� EHT �3� ( ~X ! ~Y ! ~Z ) ����������
�� ����:B���

ε̂ =




εX
εY
εZ



 kk̂ =




kX
kY
0





� CD��EP#"�8
&��� �-� O ,&
���6
�������� � 
 �

2O = (εXkX)[X2 − Y 2] + (εXkY + εY kX)XY + (εZkX)XZ + εZkY Y Z. ( < 7 < )
��������� � ��� ��� ����2"�8�����-�

X2 − Y 2 ! XY ! XZ ! Y Z 
E-E�
&�3�8��� �-��� ���� � ( C3v ) ! * ���-2 O 
&E-E�
���
�8���"�-�-�"�L�� � ( C3v ) 7 �O� �4���8
���������������9EH� �3:;����� �42 ���-2"� �3�-� ��� * ����2+���"�4�8��
�-���K�8�����-�.,�� �3�����"�	#"�8
&�8�
* �I�3M�:B#"�8�3���9� (0/ 3v ) ! QL�-� 2"�����3� ��EH��� * � ����-�V
�� �����$
���A�����-�K��
���� � * �4� M�EH�	�

g (�� h ) �"�'�
2g (�� h ) �"�

�3M�:;#%�8�3���A��2"�8
# * ����QL�-� ( ,����� ��
&����� 
� < 7Z>�) 7�� � EP�"��� � ��E-����:;�"�,��� ��� ��-2"�������-�
X2 − Y 2 ! XY !

XZ
�"�
Y Z

� ��� ���-2%�8���� * � �	,&
�3�V
����� �
x ! y ! z 7 � ��
�-�8
 
���-��� �0CD�%��E-�3� ���3����� * � 2"� ��� ����2"�8�����-�

* � C3v

� �!� ���-2%�8����� * �"��� ���-2%�8����-� * � � h 7 �O� �J�3# �3�����8
&�8� * � 2�G�
�-1� :B� ��� * �A,&
�3�V
�.��� ������L�
��� 1�����-EH# � * 
�������	��
�.����
&� < 7#"�7 �+CD# QL��
[�8���� < 7 < * �%,���� �����

� � � 3 � 0 3S5 HR3K8;B �
ε̂
3KH
k̂
D;7 J 0 3KFUH%$�HRB23%: 3KBR:03SFPDIJ>5�8;<>=@JGBR3 � [ ( 79FP5%7 FV= <G= BR3K<>= H2JG7 F

εXkX + εY kY = 0
[

W'&)(



�������������
	��������� ������������������	��������

2O = (x2 − y2)[ εZkY√
6

+ εXkY +εY kX

2
√

3
]

+(x2 + y2 − 2z2)[ εZkX

3
√

2
− εXkX

3
]

+xy[−4 εXkX

3
− 2 εZkX

3
√

2
]

+xz[2
3
εXkX

6
+ (εXkY +εY kX)√

3
+ εZkX

3
√

2
− εZkY√

3
]

+zy[−2
3
εXkX + 1√

3
(εXkY + εY kX) − εZkX

3
√

2
− εZkY√

6
].

( < 7Z>�)

ZX � 1
3
√

2
[(x2 + y2 − 2z2) − 2xy + zx − zy]

ZY � 1√
6
[(x2 − y2) − zx − zy]

XY � 1
2
√

3
[(x2 − y2) + 2zx + 2zy]

X2 − Y 2 � 1
6
[2(−x2 − y2 + 2z2) − 8xy + 4xz − 4yz]

������� YS� �	�����	���������������  ����0WX����(*)��������
X2 − Y 2 ? XY ? XZ �*)

Y Z
 ��

C3v
�*� WX����(*)������  ���� WX����(*)�������� �� �

h
� � � ����)��*�'$ 796��&"����0W ����(*)��������

2z2 − x2 − y2 �*) x2 − y2 $5���<$5��)����*�����*�8) N+�
g
J �

h K-?�*)0796��L"���� W ����(*)��������
xy ? xz ? �*) yz $5���<$5��)����*�����*�8) NH) 2g J � h K �

� �=EH� ���6�"�-���-�K�8� � CD������# ���"���3� �  E.���-�3��� �����.2�
�.E�
&�3�8��2 �������"�����
� �O���3��QL�-� �V
;EP� ��
�����8
&�������

ε̂ * �"����
�M����-�! � �3� E-
�8
�����T ������0C?
[���
C3 ! 
 �����3� εX = εY = 0 7�O�S,��"2"�8�"�-� * C?��� * � ( ~k = kk̂ ) �"�3�;�-���"� ���N�8G-��-����:;
�� 

ε̂ 7 �O� �B����������
 ��� � ����� * # � �������3�
* � �0C?
�-�����E�������� �������$��� � ����-�K��
���� �

XZ
�"�
Y Z

QL�-�92 ���3���"��EH��� * �"�L�S
��� �����-�K��
���� � * ��NM�:B#"�������I�
g (�� h ) �"�.�

2g (�� h )%7� �O���3��QL�-�
ε̂
�"�3�9EP�"��EH� � * ��2 �.�V
������ �0C?
[��� C3 ! 
�������� εZ = 0 7 �O� �.���3�-���8
����"�'����� * # �"��������� * ��5CZ
�������3E��8����� �3���������"�4���3�-���8
����"�

XY
�%�
X2 − Y 2 ! QL�-�U2 ���3���"��EH��� * �"�L��
&���@����-�K��
���� � * ��NM�:B#"�������I�

g (�� h ) �"�.�
2g (�� h )%7� �O���3��QL�-� ~k = kk̂

�"�3�	��� � QL�-�
k̂ = Ŷ

�"�
ε̂

 EP�����42 ����� * ���-�-#"� � ε̂ =

√
2√
3
X̂ − 1√

3
Ẑ ! 
������3��3� ����� � ���"�6����-�K��
���� � * �I� M�EH�

t2g ( � h ) �3�����6����� * # � � �#" 7� �O���3��QL�-� ~k = kk̂
�"�3�I�8� �RQL�-�

k̂ = Ŷ
�"�
ε̂

 EH���-�42 ����� * ��-�-# �"� ε̂ = 1√

3
X̂ +

√
2√
3
Ẑ ! 
������3��3� ����� � ���"�6����-�K��
���� � * �I� M�EH�

eg ( � h ) �3�����6����� * # � � ��� 7

 7;� �34?A �;A-> �34=10A !$> +-�"A-7;#54 �5+-#5) � 7�A-BD.3#54 '

\	
�-�0���@2�
� * �@�8�8
&�-���K�8����-�AE-����� :B� ��� * ��EP� ��
���3� �B# ��� 2"������Q���� � ( 1s → p ! ����8#"� �.W ) ! ��
�3M�:B#"������� * ���5C?�EP#"�8
&��� �-� O = ε̂.r * #"EP�"� *A* � �5CZ
&�-1 ��� θ � ���������0C?
[��� * C?�� * �3� 3
�"� �V
	EH� ��
�����8
&�������

ε̂ * � �.�8
�M���-�$ 7�&% � ε̂ �"�3� E�
�8
 ����T ���  �0C?
[���
C3 ! O‖ = ε̂‖.r


E-E�
�N�8��� ���� �V
 ���"E-��#"��� ���8
&�8����� ���3��# * �-2"���������

1 ( C3v )%7 �O� � ���8
�-�3���������-� EH� �3:;����� ��2 ����2 � �3�-� ��� * ��-2���� �����8
����������������,� ���-��� ��#"�8
&�8� * ��NM�:B#"�������'


1 ( C3v )%7/ �'������� * ���-2���� �R#%��
&��� pZ QL�-���3����� ���� * # � 7L/ � � #%��
&���R�-�$EP�"��,��"�L�+E-
�
�"C?G�M��-��� * � � 
�,��"2 * �"� #%��
&��� * �6�NM�:;#%�8�����.� ( C3v ) ! 2�
�+����� � CD����� E-
� �V
I:('":;�Y�NM�:;#%�8����� 7*) 
�2"�����8��� ! ����� * ���K,�� ��� �"C?G�M��-�3� * �"� 
�,�� 2A�-�-� 2"��:J�-����
���3��� ������#�
����� * � � �����-�K��
���� �

dxz (�� h ) !�,+.- < 3 ) J � HR3 3KF � =@JQH 8;F;3 JGF ' F;JQH2NED � = 8IH2BR3 �$� 7 <G8IHRJQ79F � H23S<Q<G3 �$# 8;3 � 3K8;<G3 � <G3 � 7 B ! JXHL=@<G3 � DI3,H % : 3
t2g - % h . � 79JQ3SFUH� 7 FPDINS3 � - 5�3 � � 7 <G8IHRJQ79F � � 79FUH HR3K<G<Q3 � # 8;3 εZ =

√
2εX

3KH
3k2

Y − k2
X = 0

+ = 0 3S5
εXkX + εY kY = 0 . [���/- < 3 ) J � HR3 3SF � =@JQHZ8;F;3 JQF ' F;JQH2N D � =@8IHRB23 ��� 7 <G8IHRJQ79F � HR3K<G<Q3 � # 8P3 � 3K8P<Q3 � <G3 � 7 B ! JG<XHL=@<G3 � DI3 H % :03

t2g - % h . � 79JQ3SFUH� 7 FPDINS3 � [
W &�W



��� ��� 	���������������������� ����� � � ������� ������ 	 � � ������� �

dyz ( � h ) �%�
dxy (�� h ) 7 � � EH� ���9�%��E-�3��:B� � ���"� � ��-2"�������-�

dxz ( � h ) ! dyz ( � h ) �%�
dxy (�� h ) �"�

� ���-2%�8����-� * � � � ���-2%�8�����-� * � ��
�3� * � C3v ( ,�����'�8
����� 
� < 7 W'( ) 7
zx � 1

3
X2 + 1√

3
XY + 1√

3
XZ − 1√

6
ZY − 1

3
Z2

zy � −1
3
X2 + 1√

3
XY − (

√
3 ×

√
6)XZ − 1√

6
ZY + 1

3
Z2

xy � − 1√
6
X2 − 2

3
√

2
XZ + 1

2
Y 2 − 1

3
Z2

� �D��� YS��
��	�����S�������'���������0 ���� WX����(*)��������
dxz ? dyz �*) dxy  �� � h �*�aW ����(*)������  ���� W ����(*)��������  ��

C3v
�

� �J���":A
�3QL�-�$QL�-� �V
92"��:J�-����
������� �����-#�
�����
xz−yz+xy = 1

2
(X2+Y 2−2Z2)


E�E�
�3�����"�L�
 ��
F��� E���# �3� ����
[�8���� ���3��# * �-2"��������� 


1 ( C3v ) 7 �O� �B�����-�K��
���� �
pZ ( C3v ) EH� ��,� ��� �"C?G�M��-��� * � �
�,�� 2 �V
 2"��:J�-����
���3���$�����-#�
&�����

dxz − dyz + dxy ( ����8#"� da1 )$* ���3M�:B#"�8�3��� 

1 ( C3v )%7� % � ε̂ �"�3� EH� ��EH� � * ��2"���V
����� ��0C?
[��� C3 ! O‖ = ε̂⊥.r


E-E�
�N�8��� ���� ��
I��� E���# �3� ����
[�8����;������# * �-2 ��8��������� ( C3v ) 7 �O� �	���8
���������������9EH� �3:;����� �42 ���-2"� �3�-� ��� * ����2+���"�4�8��
�-���K�8�����-�.,�� �3�����"�	#"�8
&�8�
* �	�NM�:B#"�������	� ( C3v ) 7-/ �4������� ��� �'#%��
&���

pX
�"�
pY ! QL�-� EH� ��,� ���6� CDG�M������ * � �Y
�,��"2����"�'#"�8
&�8�

* � �3M�:B#"�8�3��� � ( C3v ) ! ���������� � #"�8
&�8� 2 ������"��EH��� * 
&�L��S�
g ( � h ) �%�� �

2g (�� h ) � � �3M�:B#"�8�3���
��2%��
# * ����QL�-� 7

\	
&�-�-��
=�������8� ! ��� E-�3# 2 �����;EP������2�G�
&Q���� ����� (0/ � ! H�� ) ���"�����8
�����������������3�-��2"� E���������� � * �A���
E-��� * �-����� * 
�������IE-��#"���"�-��� 7
	 7��54�#5.0A-+�
 13. ) �37;> 8:# 1E� �34

Al2O3

'
Cr3+� 
=2"�����1�-�8
&������� # ��� 2%�8����-��QL�-� * � Cr3+ � �N�����9���

3d3 7 �O� � ����-�K��
���� �I� ↑
2g (�� h ) ! QL�-� 2 ������"� �

EP��� * � ���B
��� #"�8
&�8� 
 ↑
1 (0/ 3v ) �"� � ↑ (0/ 3v ) ! ������� �����
���� :B� ���J�3� :BE������ � ( ,�������-1��-��� < 7 W'( )%7R/ � �V


��:BE�����Q���� ��� �
	,���
	 ��� �Y�8��
�-���K�8�����-�'E-�3# �3� ���8#"� � * 
�-�����4�8
����� 
�=< 7 W�W 7

� h C3v

����� ��YS��
��	� �S(�I�C*E.$  	6 ���*E ��"����'�'$ 
 �& ����#����: �/$56	�
3d

 ��
Cr3+

�
% ���-�V
���1��-�3� < 7 W�W ! ��� ,����� QL�-� ���;E-��#"���"�-��� �%��EH# ����:;�"����
�� � �N� 
���3� �S�-��� � �3� E-�3� * �-����E�
�

���J2 
���2"��� 7 ��
 EH���3���8����� * ��E-�3# �3� �-��� E�
�	��
E-EH���3�I
����� �����R�"�3��
�3��� � :;
��,&
����� ! 2 �:;:B�J��� �5CZ

* #��	 ,�� * 
������
J��� 2%�8������� 7��-7 ] * � �V
 E�
�N�8��������� ( E�
1� " & )%7 �O� E-�3� :B��� �YE���2 � �N� * #"2�
���#I,�� �3����� �
G�
����� �I# ��� ��1��� � * C?�"�L,�������� W 7 �;��� �%��������� 2"��� *�* �SW 7 WJ��� 7 �9# 
�-:B������� ! �5CZ
 ��������� 1�# ��# �8
 ��� * �E-��#"��� ����� ! 
���-�3�RQL�-� ��� �I������� �-�3���8#"�I��� �V
&����,��"� ! ������� �-��� �����"E-��� * �-�K�8� �4E�
����� 2�
���2 ��� 7 � ���-���� �8


�-���3� Q���� ! �%��2 �"E��8#,�V
JEH�����K�8���� �"�=#"�-� �31���� ! ��� * ��2�G-��� �0��:B�I���-�����IE���# �3� �-��� � �3�9# 1�
����":;�"�L�.����� �
��� E���� * �-���.E-
� ���I2�
 ��2 �.� ( 2 � 7 ��1��-�3��< 7 WW� 1�
��2�G-� ) 7

� �AEH� ��� * # * �-���3� * �A2�
���2 ���HQL�-�*��� �$#%��
&���$� ↑
g (�� h ) �����  EH� � E-�3T � �V
�: ' :B�6# �-�"��1����9QL�-� ��� �

#"��
[�8�Y� ↓
2g (�� h ) 7 � 
 * ���P# ���"�-2 � * CD# ��� ��1��� � ↓

g ( � h ) � � ↓2g (�� h ) � �N��W 7 �J��� ( 2 
���2 7 ) �%�	] 7 ( ��� ( � ��E 7 ) 7
W'&�]
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d c35 d 4ke ��T

α = 55.15 % h y ��O�P	Z��RQ)j.��S�Z��N�� R3̄2/c
bdc�$���W	S
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�wi���N
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6e h ±(v, 1

2
−v, 1

4
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−v) ��i���N v = 0.556

032�4 d h < d 6 c\M��*[�OUQ�^ *��S�T)��P	N<T�P!����*Z�O�P!� o � 0.07

n *
1.93 p 3
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Al2O3 < Cr2O3M���S'z O�W	N<T�V�O�W	S�}'~�n 7�� Q	��S�N�V�W	�,e�N�_	��W\T�V,*-*�O�W�S7S�O�W�T ����Z!��e�S���W\T�e���S4S�P!��*��rxy�P!���v<�c3> a y\��P�N�_	�wbdcM���S9S�Z���N�T)����S!Q	��S9Q	��Pgl Z ��*���S a Cr2O3

��T o � 0.07 n�* 1.93 p 3
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= � .142! �2� ? �#":"%$/.102' � FH$
� ,	�	')(*�,�2FH4*$%39�#$ !	FH$%$&�	'%� FH02(2.10 "&�	'>= (�$&FH3�"&� ?� FH4*$ @9�	' � FH42(�$&�	'��+$
x � @ 2−x � 3

=
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Cr2O3

N�O�W\T�V���W\T'Z2*�P	SJQ���SYT���P�N�T�P%����S�c($���W	S *���Q�O�[���V�W	����W�T)��� d ��T � 5ve −1 h Q	��S7S�T)��P	N<T�P!����SJN��(����N<`T�e#��V�SYT�V���P	��S!Q	�
Cr2O3

Q	V�S�Z�(����V�S�S���W�T"Z!��O�y ����S�S�V i���[���W�T%:�P	S���P)j ,]o � 0.07 n * 1.93 p 3

cJ�7�(�9�<lU��[�Z2*�� h*���S+T)��O�V�S�Z	V�N�S , ��W\iUV+��O�W < `y>/e −1 h ��P	V�S�O�W\T,Z!��e�S���W\T�S"Q��W�S *��!S�Z���N<T�����Q	� Cr2O3 h Q	��igV���W	W	��W\TQ	��PUl!Z	V�N�S'S�P%��*���S�Z���N�T)���&Q	� o � 0.07

n�*
1.93 p 3

c o j.��SYT�*��R[ ��[���N�_	O�S��&Z�O�P!� *���SJT)��O�V�S7Z	V�N�S , ��W\iUV+��O�W� `h.�e −1 S�P!�3*��+S�Z���N<T����9Q	� Cr2O3
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Cr2O3 ,ro � 0.07 n * 1.93 p 3
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��T o � 0.07

n *
1.93 p 3

Z���P�i���W\T���P	S�S�V ��T)��� , * j�O ��V�y�V�W	�|Q	��S|Q	V|{ e$����W	N���S�N�O�W	SYT���T�e���S4��W\T����*���SJS�Z���N<T�����S�}'~�n 7�� c � P!� *��&xy�P!����<�c3> a y\��P	N�_	��b h O�W"Z���PUT ����[��"����P	�#� ��P)j.V,*�k,�rP	W!N�_	��W	y���[���W�TN�O�W\T�V�W�P�Q	��S�S�Z���N<T�����S*}'~Rn 7�� Q	� Cr2O3 ,9o � 0.07 n�* 1.93 p 3
c p W��,��S�S���k�e�Q	�Di�O�V��|S�V *���S|S�Z���N�T)����S}�~Rn 7�� Q	��S�N�O�[�Z�O�S�V T�V�O�W	S(V�W\T��$��[�e�Q	V���V�����S a N�� *�P	VJQ	� o ��n�* p 3
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����Z%��OgQ	P	V�T�S�y � ��N�� , P	W	�!N�O�[!f	V�W��V�S�O�W *�V�W	e���V����9Q���S�S�Z���N�T�����S }'~�n 7�� Q	��S+Q	��PUlXZ ��*���S a Cr2O3��T o � 0.07

n�*
1.93 p 3
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Cr2O3
c o � ��e�S�P2* T���TDS�P	y�y�^$��� ��P	�* j.��W\igV���O�W	W	��[���W\T
��P�T�O�P!�"Q�P N�_%��O�[���i��(��V�� ��e�y�P2*�V�^$����[���W\T"Q	� o � 0.07 n * 1.93 p 3 , Cr2O3 h V�W�Q	V `��P��W\T,��P)j�V-*'W)j k]�BZ��S Q	�
N *�P	S�T��#��V�W	y;Q��W�S *���S+e�N�_��W\T�V-*,*�O�W	S h ��W ��N�N�O ��Q ��i���N *���S���e�S�P2* T���T�S+Q	�
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o �Y` o �D��T o �Y` n�* a i�O�V+�*xy�P!���k<Uc � 4�bRc $���W	S3*���SDN�O�[�Z�O�S�e�S o � 0.45 n�* 1.55 p 3

�<T o � 0.29 n�* 1.71 p 3 h *���SV�W\T���W	S�V�T�e�S�Q���S�Q���PUlUV�^�[�� ��T�T���O�V�S�V�^�[��BZ	V�N�S�Q	� *��]T)����W	SYz O ��[�e��$Q	� 7 O�P!��V��#�
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θ
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1s 1s 1s 1s 1s
2s 2s 2s
2p 2p 2pHBA��KAL?*9��jD���C��7M;2��

3s a z�c �6��b 2s a ��c ¤6¤�b 3s a �Ucz;,£�b 2s a z�c[�6�\b 3s a z�c[�6�\b
3p a z�c[�6�\b 2p a ��c ¤,¤�b 3p a ��c[�6�\b 2p a z�c[�6�\b 3p a z�c[�6�\b
3d a z�c[�6�\b 3d a �Uc �6��b 3d a z�c[�6�\b2736Msx@c H<C��42�c
3s23p03d0 2s22p4 3s23p63d3 2s0.22p0 3s23p13d0.5

�����
	 W�� �� � 3<�;3<6��&'��������&'(���(���9��S��"$��� T-9�#%9������ ��������������������"$&���#0&'(������Y�VHS#0&'���E� 3<����#0&Q[��������?��"$#0&](�#%1�( _0�%9�������@�;3�V-"$#%�E1��:��"$��������� . ��#��K�1=��?8]^?8AL�7J��w9���9=H4R	��N8A!�7?kAl5;M��b?85=R��ONL2��<CGC@5�C��j2436M=?kA�NL5;>@A���?L58N C��7?*D5�72BA��45�NL?
~aH
V ~bH V ~cH a ~aH V
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?L3,MNAHC��7?�D��724A��75�N8?�9��JC���2��<CGC@5�C��ST��B\��,X,36M	��C��05=M=>hA��,>FN��wbdc o CFC��q2436MnA_>��7MnA ;�d-�KAL36J��4? � z�KA_36J��09���2UT�N836J��0?L>hA_5=Hp>@M=>@AL>���C��7J��7MnA@�`\��,24A��7J��7MnAe� C���R�C��,2��09ZF[5=M �KAL36J��09!F0��Cd5=Je>dM;>d5=J�9��

C��q?kA�NL5;24A_58N��,V�£��KA_36J��7?l9!F ��Cd5=Je>dM=>@5=J�V��#�KA_3,J��4?�9���<	H<Nk] CFCd>@5=JV�z����KA_36J��7?l9��g?L>FCd>d24>d5=J �4Am£6�
�KA_36J��7?m9!FI3W\^]sX,�7M���c�1=�7?�2736M;?8A��KMNA��7?w9�� N8H7?��"�,5�?836MnA � aH = bH =

�Uc �sz >wV��BA
cH =

��chza� >"c��M=>@AL>���C��7J��7MnAWV�C��7? �KA_36J��7?*36MnAlH4A_H�R�C��,27H4?l9	�,M;?KC��4?�R	36?8>@A_>@36M=?*9=HBA��,>FCGCdH��7?*9	�,M;? C��7?*A��,<�C��"�,5^\��c £
�4A���c %eR	365�N)C��7?>�KAL36J��4?P9!F0��Cd5=Je>dM;>d5=J�VN9��m<iHON8] CGC@>d5=J�Vs9���?8>GC@>d27>@5=J �4Af9!FI3W\s]^X6�4M���c1?�q9=H4X6H7M��<N��4?L2��7M=2��q9���?8R=>dMt>@JSR	36?8H��b?85�N C}F �KAL36J��w9��g2UT8NL36J���7?kA

2S + 1 = 4
R	365�N

Cr3+

a�� �KN�� 3d3 V S = 3
2

bdc,1?� �436M��c9���D^NL>FCGC@365=>dM;�lHBA_HcH42UT	�,MnA_>FCGC@36M=M=H�� �,5bRi36>@MnA
Γ
V�r^5;>��7?kA N��7R�N8H7?��4MnA��KAL>@x
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@�� �	� x, y, z ȳ, x− y, z x̄+ y, x̄, z x̄, ȳ, z y, x̄+ y, z x− y, x, z

y, x, z̄ + 1
2 x− y, ȳ, z̄ + 1

2 x̄, x̄+ y, z̄ + 1
2 ȳ, x̄, z̄ + 1

2 x̄+ y, y, z̄ + 1
2 x, x − y, z̄ + 1

2
x̄, ȳ, z̄ y, x̄+ y, z̄ x− y, x, z̄ x, y, z̄ ȳ, x− y, z̄ x̄+ y, x̄, z̄

ȳ, x̄, z + 1
2 x̄+ y, y, z + 1

2 x, x − y, z + 1
2 y, x, z + 1

2 x− y, ȳ, z + 1
2 x̄, x̄+ y, z + 1

2@
��� � x, y, 0 ȳ, x− y, 0 x̄+ y, x̄, 0 x̄, ȳ, 0 y, x̄+ y, 0 x− y, x, 0
y, x, 1

2 x− y, ȳ, 1
2 x̄, x̄+ y, 1

2 ȳ, x̄, 1
2 x̄+ y, y, 1

2 x, x− y, 1
2 n 1

2 , 0,
1
4 0, 1

2 ,
1
4

1
2 ,

1
2 ,

1
4

1
2 , 0,

3
4 0, 1

2 ,
3
4

1
2 ,

1
2 ,

3
4? r 1

3 ,
2
3 ,

1
4

2
3 ,

1
3 ,

1
4

2
3 ,

1
3 ,

3
4

1
3 ,

2
3 ,

3
4� x

x, y, 0 ȳ, x− y, 0 x̄+ y, x̄, 0 x̄, ȳ, 0 y, x̄+ y, 0 x− y, x, 0
y, x, 1

2 x− y, ȳ, 1
2 x̄, x̄+ y, 1

2 ȳ, x̄, 1
2 x̄+ y, y, 1

2 x, x− y, 1
2

������	�W����� � "A�'(�&'(�"$#%��(�#�(�&'(43<�����?1����?3<&�"$6M����1��E�43,������������� . 1%3<#%�]���@��V��'& ��6M��[%�	��3<T-"$# 3<� ��� ����+$3<���������?1����� 3<�;3<6��&'�����
x . y . z ��&'(���(��;9��@��"$#0&E����9���(���9��@1%3<#%�@���*&;3<7����Y3<�6W�� �%�

x y z¡ > ��c £,£ ��chza� �v a z b ��c@zW� ��c �sz �v a ��b ��c %n� ��chza£ �Uc@z^% 5
������	�W�� �%��]3<��������� 1���� � 3<�;3<6��&'�����

x . y . z 1�9�&����'65(�# 3<#0&5����� ��"A�'(�&'(�"$#%�K(�#�(�&'(43<�����K1���� 3<&�"$6M���51��M�43�������������A�
9=5�?8]^?kA_�7J��mR=5=>@?LrN5��5C��w?L5=R3�<N82��<CFCd5�C��*�7?kAfX�N��,M;9�� a �6¤F;Uchza� > 3 b �4A*273,MNAL>��4MNA�; d+�KA_36J��7?�c;� C��BV M9=5�2"��Cd2758CGV C��7?�xy3�NL2��4?j?7FA�B\ �<N��"�,MnA�?L58N5C��7?(��A_36J��7?�?836MnAm>dM;xyHONL>��75�N��7?j���,�0J��CB L > a �OCGC��4?�H4A��,>��4MnA>dMsxyH<NL>��75�N��7?��

39
J��CB L >�9	�,M=? C��t2��,?�9�� C�� N��OC���\��KAL>d36M �,5sA_365�Np9;5 2UT�N836J���9��,M=? C�� NL5;<=>d?

a Al2O3 �Cr3+ b�be1=�4?Sxy36M=2BA_>@36M=?�9!FI36M=9�� �4A C���9��7M=?8>@ALH|9��2UT	��NLX��?836MnA#�B\sR�N8>dJeH��4?S?8365=?Sxy3�NLJ��9!FI36M=9��mR�C��,M��4?!�WD��72�5=M�275;AL3 [�9���za� d d+�CB �BA�9��N%6£=;6�@�CB N��4?LR3�724AL>@D��7J��7MnA�c	1=�7?*9=>@?8A��KM=2��4?�u^N@`v�V u^N@`tD � �BA�u^NY`�� CZ9=H49=5=>hA��7?*9��j2��j2"��C@275�Ci?L36MnA*R�N8H7?��7MnA_H��7?f9	�,M=?,C��lA��,<8C��"�K5���cz;gc o CGC��7?c?836MnA>�7M�,24273�N89 �WD5�42 C��7?m9=>d?kA��,M;2��7?�9=H49=5=>@A��7?�9��[CGF0�,M	��Ch]s?�� o ����� ¡ c¢1?��2���Cd245�C:M=365=?�9=36M;M����K5=?L?8>E5;M��D)��C��45�N*9�� CGF0�,M=X�C��
θ
�7MnA�N��!CGF0��\ �m9!FI3�NL9�N��b£��4A�5=M�� Cd>��,>d?836M�u^NY` v$9�� C��e?8R=T=�ON��b9��w243s3�N89=>dM��KA_>@36M9=5�2UT�NL3,J�� � θ = 61
]	c

o M�R�C@5=?g9�� C���2436JeR	��N��K>d?L3,M�9=>GN��72BA��p9��4?e9;>d?8A��,M=2��7?Su^NY` vgV:u^NY`tD �6�BASu^NY` ¡ >c9=36M;M=H��4?SR	��NCGF0�,M	��C@]^?�� o ����� ¡ �4A�R���NKC��b2"��Cd2758CGV M=365;? �WD636M=?l2736JeR	��N8H!C��4?l?8>dX6M	�K5s\ o �l��� ¡ k3χ(k)
�`\;R	H<`

NL>@J��4MnA���C �4Ag2���Cd245�CdH��7M�5;AL>GCd>@?��,MnA C��0243s9���������� ����R���N8AL>GNb9;5�JS3^9=�<C��q?kA�NL5;24A_58N���Cc9;36M=M=HpR	��N
C��w2"��C@275�C a 2Bx@c�V=X65�N��b��c[£\b<ci1=��JS3^9=�OC���?8A�N85=24AL5�N���CO5;AL>GC@>d?LH�R	365�NKC��w2���Cd245�C��7?8A*�7MtR=T	�K?��+�WD5�42IC��4?NLH4?L5�ChA��KAL?>�B\sRiHONL>@J��4MNA��,5s\�c
1?�[N��<C���\���A_>d3,M �K5;A_3658Nf9;52UT�N836J��w9	�KM=? C��j<iHON8] C?�7?kAKC@3s2���C���c=1=�7?f9=>d?kA��,M;2��7?lu^NY`AD � a �UcE; % >

a �`\sR)c b*365��Uc ¤,� > a 2"��C@2�c�b�b��4A�u^NY` ¡ > a £�c � ; > a �B\sR)c�bf3,5�£�c[£;z > a 2���Cd2�c b�b*9��,M=?KC}F[H4J��ON��,5;9��w?836MnA?L>@JS>FC��,>FN��4?*�,5s\�9;>d?8A��,M=2��7?��KC `AD � a �gc �6� >+b*�BAb� C ` ¡ > a £�c �,� >+bj9	�,M=?MC��e<	H<Nk] C c�1:F �KM=X�C�� θ �4MNA\N��CGF0��\ �P36R;AL>drN5����BA@C�� Cd>��,>d?836Mgu^N@`kv �7?8A@C@H7X6�ON��4J��4MNAQR8Cd5=?:X�N��,M=9�9	�,M;? CGFIH7J��<N��K5=9�� a �sz�]�bOrN5��*9	�KM=?C���<iHON8] C a ;,��cE;^]�bdc;1?�bD)��C��45�NC9��j2��4A��,M=X�C��l?7FIH72���N8A��m9�� C���D���C��758NC9�� ; %�c ¤^],9=H4A��<N8JS>@M	�,MnAC5;M�?8>@A��3^24A��KH79�N8>drN5��mR	��Nkx��,>@A"!$#�cv�M¦M;3,A��0rN5��JC��|9=>@?8A��KM=2���u^N@`tD �09;H4A��ONLJe>dM=H��0R	��N!CGF0�,M	��Ch]s?�� o ���l� ¡ a �UcE; %�>�b �7?kA��,?L?�� �
%'&pa3ced8f&d8g	c�oAjCk H v�f4nw�ukef'( kex j�y�r�) k|g+*erEn

θ
n�q$jZj4npr ,(d8n

cos θ = 1√
3

q4cex j
θ = 54.7 - �

z^d;z
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Be3Si6Al2O18 Be3Si6Al2O18 �Cr3+ Be3Si6Al2O18 �Cr3+>@?L3,A\NL36R3� 2����d245��u^NY` v z�c[�6� z�c �6¤
5

z�c[�6�u^NY`tD � �Uc[�6� �Ucz;�% �Uc ¤,�u^N@` ¡ > £�c �,� £�c � ; £�c[£;z
θ

;,��cE;^] �;zM]
���	��
 W������������������ � ��!"�#� �%$ �&���	('��&��TJ�)*�#� �&��,+*�*-������.)��0/21#&'V�)3�#�4-������	)`X51#67�#&���8�-9�:� 	��;-9<=�9������8����>�

)`X�����T:)��
θ
�#�*�>&���)`X�� �9�?<=@9�>� _*8��A�#�4)B�C)D�B������<=�	JC) 	E!F@2<=89&�)��0/�1#&'V�)G$.�#� �&���	H!F@�<=89&�)`X51#67�#&���8�-9�I$J�

�4� ��-���>������� � �A-�������)`X51#67�#&���8�-9�K��<=�3�L�����>8�� ��-9�M)`X����N��)�V����-9� �L�>@�� �#�>&�� �,H Y�J�L0+�����<=�>&�<=@����#�
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k3χ(k)

����<=�>&�<=@�� ���	�@21#&>�D67�#�*����8 �S�#�L�P��)��#89)�1 �MT%@N��&>�>�D&
-8U67<�-��#)��V�>�>&>8��#�>89&���)	-9<=�9��1V@N��&M)��%�P��)��#89)4-9�%6Q�D�9�D6Q�������>��<=��-)X51#���#&'T:���:�

9=> [iH�W��7MnA���9��R����9=>d?kA��,M;2���uXW@`tD �w9=36M=M=H���R	��W;����2"���@275�� a �gc ¤,� >+b<ci1=�b<	H�Wk]Y�G�d>@5=J �S5=M��+�,JeR��d> `A_5=9��m9��QW8H4AJWL3^9=> [i5=?L>@36M �,?8?�� �jx��,>@<����KVY����9=>d?kA��,M;2��wuXWY`AD �jM!FA�7?8AfR	�K?PH4D^>d9��4MnA����g9=H4A���WLJe>dM���WCAJWL�7?R�WLH427>d?8H7J��7MnA�c�1=�q?L>hA��e9=5�2UT�W836J��S9	�KM=?S�}F[H4J��ZW��,5=9��S9=HBA��ZWLJe>dM=HeR	��W[���e2"���@275�� �7?kAR�@H7X6�ZW��7J��7MnAR��d5=?jX�W��,M=9 a ���09=>@?8A��,M=2��euXW@`kv/2"���@275��@H���4?8Aez�c[�6�?>+bfr^5��e2����@5=>�9=36M;M=HgR	��WQ�}F �,M����@]^?�� o �l��� ¡a ����9=>d?kA��,M;2��juXW@`kv �`\sAJW��,>hA��,�7?kA�z�c[�n¤
5

>�b<csu �724>Z9=>hAWVN9	�,M;?X���4?Y9��75s\q2"�,?4VY����9;>d?8A��,M=2��juXWY` v 9	�,M=?
�GFIH7J���W��K5=9�� �7?kAlM��4ALA��7J��7MnAfR��d5;?PXW��,M;9��mr^5��[����9=>d?kA��,M=2��wuXWY`kv 9	�,M=?V���j<iHZW8]N� a z�c[�6� >+bdc
+���\ ]�/ � 7 K 	 KUP�� 1�� C-LB/ F 7R5&5 	 7 H��8K 7R5 ; ._^ 9 ? FGA HJI6KULBM 7 FG1B/ 5

D�OQPRM 7 KU1BAGF 7

1:Fa`,Mb`��h]s?dc o �l��� ¡ cBA(�Gc7?f2=`��@275��@? �9e��
�)�
	#�*� M=3,5=?l36MnAfxy365�W8M=>�<	c�`,5=273,5=R�9!FI>dM;xy3�WLJf`KA_>@36Mp?L5�W
�GFgc7MnD^>FWL3,M=M�c7JOc7MnAV`K5;A_3652Wc9=5p2UT�W836Jfcl9b`,M=?%�}F[H4JfcZW#`,5=92c�cs1QFa`,Mb`*�@]^?Jc�92c7?P?LR4c72BA#Wdc7?P���(h oE¡ M=365=?R	cZWLJOc4Af9�cm2736M�VbWLJOc�W%�Gc7?VWLH4?L5��hA `KAL?PR�WLH427H792c7MnA_?�c1ic7?�?8R	c424AJWJc7??cB\sR	H�W8>dJOc7MnA `,5^\7`,5j?dc75=>G�9j�9=5m2UT�W836JOc:9b`,M=?i�Gc7?!H4JfcZW#`,5=92c7? a Be3Si6Al2O18 �Cr3+ b
z dn�
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Mb`KAL5�WJcZ�F�Gc cBAC?k]^MNALT=H4AL>drN5�c�?836MnAcR�W8H7?dc7MnA_H4?c?L5�W��"` V X65�Wdcl�Uc %	csuXc4?C?LR4c72BA#Wdc7?c?836MnAC>@9�c7MnA_>@rN5�c7?YRi3652W
�Fc4?w92c75s\�273,JSR	36?LH4?7V?�GFgc7MnD^>FW836M=M�c4Jfc4MNAS`,5;AL365�Wm9=5�2UT2WL36JOcS9�`,M=? �Fc7?�9�c45s\�H72UTb`,MnAL>F�F�@36M=?7c7?kAR�GcJ"c7JOc�c
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Emeraude naturelle

σ1
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���
	A
�W� ����+*@�� �#�>&�� Y�J��MHL+ !"�>��:�N��8 �
σ1

�#�
σ2

$ -9�;)`X51#67�#&���8�-9�;���*�*�Q[�1#�>� _38��R!�:&>���d$C�#��-9�;)`X51#67�#&���8�-9�
�N���>89&��#)D)��(!F��<=�D&d$J�+�.� �?�>@2� �#�>&�� �?-9� )`X51#67�#&���8�-9�C�����3�Q[�1#�>� _*8��M�#�0-9� )`X51#67�#&���8�-9�C�N���>89&��#)D)��C��<=�*�
��89@2�#&>@�<:��1 �P�

~O3652WCc`\^A#W#`K>FWJcP9�`aD*`,MnA#`,XcP9!FI>dM;xy3�WLJf`KA_>@36M=?�92cf2Zc7?Q?LR4c72BA#Wdc7?7VNM=3,5=?M`WD636M=?Cc\[	c72BA_5=H*9�c4?Q2=`��@275��@?R	365�WqAJc7?8AJc�Wp9=> [ZHZWJc4MNAL?�JS3^9=���Gc7?S?8A#W85=24AL5�W#`K5s\�c*1?`�9;H7Jf`�WL2UT�ct?85=>@D^>Gc c7?kA �"`�J"c7JOc�rN5�ct2�cZ�F�Gc5;AL>F�d>@?LHZc09b`,M=?U�Gcp2=`,?�9�c4?�>dJeR=5�WJcBA_H4?gRb`�W#`KJ�`,X,M=H4AL>drN5�c7?�c��(c45s\¦Je3s9=�Z�Fc4?�?8AJWL5=2BA_5�WJ`,5s\¦36MnA�H4ALH5;AL>F�d>@?LH4? �
� �GcwJe3s9;���Fc WJcZ�"`�\sHKVi9=3,M=M=HbR�`�W(�Gcb2=`*�d2752�¢92cRWJcZ�"`�\2`KAL>d36M�9�cS�F`S?85=R	cZWL2Zc��F�@5��Fc

1 × 1 × 1
r^5;>2436MnA_>Fc4MnA	; dO`�A_36JOc7?P9=3,MNAf5=M `KAL36Jfcl9�cm2UT�WL36JOc a 243s9�c��������	b`V

� �GcPJS3^9=���GcPM=36M WJcZ�"`�\sHKVn2,Fgc7?8AY` � ` 9=>FWdc*2�c��@5=>=9=3,MNA��"`�?kA#W85=24AL5�WJc c7?kAC2Zc��F�GcP9=5e<iHZW8]N�GV65;M�`KAL36JOc9�cm2UT�W836JOc Wdc7JeR��"`��=`,MnA%c`\�`K24A#c4Jfc4MnAl5=M `KAL36Jfcl9!F `*�d5=Je>dM=>@5=J 9=5�2�WL>@?8A#`�� c1:F `KMb`��@]^?dc9=5�?LR4c72BA#WJc����(h oE¡ c4?8AfWLH=`*�d>d?8H�c�XW��,2�c `,5s\¦2�`��d245��d?����� !��"��!��R�WLH4?Jc7MnALH7?p9b`,M;?f�F`Rb`�WkA_>Gc��L�8�UVW?Jc424A_>@36M�;Uc[£ a Rb`,X�cE¤,�\b<c71ic7? �"� ��3��� R	3,AJc7MnA_>Gc��d?i5;A_>G�d>@?LH7?Z?L36MnA�9�c:A�]^R	c$#?WL3,5��F�@>Fc�W&% `�WkA_>dM;?
� za�6� �}Vb`WDc42[�Gc7?c2�`�W#`�A_H�W8>d?kA_>drN5�c4?P9=5pA `,<2�Fc=`K5���c �gc=1icj?LR4c72BA#WJcj�l��h oE¡ 2=`��@275��@H�c7?kA*2736MnD,3�d5=HmRb`*W5=M�c �d3�WJc7MnA��7>Fc4M=M�c

L(E) = 1
π

γ
γ2+E2

9�c7�"`�W8Xc752W���Je> `�T�`,5;A#c45�W a �('*)�%Xb
2γ
c�1icwR�`�W#`,Je�4AJWJc

2γ2UT=36>@?L>4c7?kA%�FcfJ c4JfcfrN5�cl2Zc��@5=>i5sA_>F�@>d?8HfR	365�W��Fcf?LR4c72BA#WJc�`,50?Jc45=>F�	j 9=502UT2WL36JOcl9b`KM=?K�Fc WL5;<=>d? a 2Bx@cV X652WJcw¤Uc ¤sV=Rb`,X�ceza�,�\b<c
¡ 5�W �"`(V X65�Wdcb�Ucz;sV�36M2736M;?8A `�A#c�r^52cS�Fcm2�`��d245���5;A_>G�d>d?J`,MnAV�FcmJe3s9=�Z�FcQWdc��"`�\;H WJc4R�WL3^9=5=>hAfJS>Gc75s\

�GFgcB\sR	H�W8>Fc7M;2�cmrN5�cw2Zc��@5=>�5;A_>G�d>@?#`,MnA%�GcjJS3^9=���Gc�?8AJWL5=2BA_5�WJ`���M=36M WJcZ�"`�\sH�c ¡ 5�WV�Fcm?L>@X6Mb`��Z>d?L3KA#WL3,R	cKV��Fc4?9=> [ZHZWJc7M;2�c7?Qc4MnA#WJcU�Gc7?�92c75s\�2=`��@275��@?l?Jcg?8>@AL5�c7MnA�D�c�WL?m�,�6�6��cE;fcCB�V!�6�6�6��cE;OcCB cBAm�6�n��% cCB!c ¡ 5�W��Gc?L>@X6Mb`��O9=>d2UT2WL3,+Gr^52c,V��Gc7?j9=> [ZHZWJc4M=2�c4?j?L36MnAmRb`�WkA_>@275��@>d��Wdc7JOc7MnAfDs>@?L>@<��Fc4?lDcZWL?��6�n�F;OcCB!c�uXc4?j2=`��@275��@?M=365;?�R4c�W8JfcBALA#c4MnA�9�cmD*`��d>@9�c�W%�Gc�Je3^9=���Gc�?kA#W85=24AL5�W#`��0Wdc��"`�\;H�Rb`�W W#`KR=Ri3�W8A;`,5�JS3^9=���Gcm?8A#W85=24AL5�W#`*�M=36M WJcZ�"`�\sH�c
z^d6£
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����	A
�W���� +*@�� �#�>&�� � Y�J���H�+ ��8 � ���#89�D) a -8 �\[9&�<=67�[-������%)`X51#67�#&���8�-9�f!
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bdc o M ce[�cBAWV��F`q9=>@?8A `KM=2�c�uXWY`kv/9b`,M;?��GFIH7JOc�WJ`,5=9�c[c7?8A�z�c �6¤
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Be3Si6Al2O18 �Cr3+ + ?836MnA `,?8?Jc �?L>dJe>F�F`,>FWdc7? � �F`�9=>d?kA `,M=2ZcjJS3a]�c7M=M�c�uXW�-kv�9b`,M=?V�Gc�WL5=<;>d?Kc4?8Amz/.[�n¤ >bV2c��F�Gc�D*`,5;Amz0. �n¤
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9b`,M=?%�Gc�2=`,?9�cS�}F[H4JfcZW#`,5=92c1) z/. �,� >$R	365�W �"`�9=>@?8A `KM=2�c�uXW2-kv$2�`��d245��dHZc + .ZuXc4R	c4M=9b`,MnAQ�Gc7?�27365��Gc75�W8?�92c7?�9�c45s\JS>@M=H�WJ`,5s\q?L36MnA*<=>Gc7Mp9=> [ZHZWJc7MnAJc7?�.=1QFa`,Mb`*�@]^?Jc�92c7?P?LR4c72BA#Wdc7?*36R;AL>drN5�c7?P9;5 WL5=<=>@?Kc4A*92c��GFIH7JOc�WJ`,5=9�cR	cZWLJOc4A�9ZF[HBD�`*�d5�cZW��FcwRb`�W#`KJS�BA#WJc�9�c�2UT�`,JSRt2ZWL>@?8A `*�F�d>@M�9b`,M=?�2Zc7?�Je>dM;H�W#`K5s\3)yD63,>FW�A#`,<��Gc=`,5|�4. � + .1?`�9;> [iH�WJc4M=2�c c4MnA#WJc �Gc7?�R�`�W#`,Je�4AJWJc4?�9�c02UTb`KJSR�2ZWL>d?kA `��G�d>@M�9�c �}F[H4JfcZW#`,5;9�c�cBA�9=5 WL5=<;>d?5)}�,�n�,�27J −1 + c7?8AfR��@5=?PXWJ`,M=9�cjrN5�c �"`�9=> [ZHZWJc4M=2�c7c7MnAJWJc7�Fc4?fR�`�W#`,Je�4AJWJc4?P9�cm2UTb`,JeR�2ZWL>@?8A `*�F�d>@Mq9=5 WL5;<=>d?
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5> + cBAQ�GFgc7?86,3�F` +GAJc

Cr2O3

)kz/.[� d > + ?836MnAlx `,>@<��Fc4?�.iv�M `SD^5�rN5�cR�F`eD*`�W8>"`KAL>d36M�9�cb9;>d?8A#`,M=2ZcguXW2- v
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Cr2O3

c4?8AmA_3,5;A��85=?8AJc�?L5��e?#`KMNAJcSR	365�WQc`\sR��d>@r^52c�WQ�"`qD*`�W8>"`KAL>d36M9�c�2UTb`,JeR2ZWL>@?8A `*�F�d>@M09�c7�"`g?83�d5;AL>d36Mp?83�d>@9�c0.=1?`gD*`�WL>F`KA_>@36Mp9�cm9=>@?8A `KM=2�c7c7MnAJWJc �Fc7WL5=<;>d?Vc4A �GFIH7JOc -
W#`K5=9�cRc4?8A7`��@3WL?�?#`,M;?�9=365;AJcbA#W836R|x `,>@<��Fc�R	365�W(c`\sR��d>@r^52c�Wl?dc75��GcR�"`e9=> [iH�Wdc7M=2Zcg9=5�Rb`*W#`,Je�4AJWJc

∆c7MnAJWJc�2�c4?e92c75s\(Je>dM;H�W#`K5s\ .�10`t273aD*`��Fc4M=2�cp9�c �F` �d>F`,>d?836M(uXW2- v��83,5�cp?#`,M;?e9;365;A#cp5;MHW83�FcqM=36MM=H4X�d>@Xc=`,<2�Fcj?L52W(�"`�273,5��Fc45�W�.	1ic7?�H��Fc424AJWL36M=?f9�c[�"` �d>"`K>d?L3,M|uXW�-kv 92cS�GFIH7JOc�WJ`,5=9�c�?L3,MNAlR��d5;?�9=HZ�d3 -2=`*�d>d?8H7?QrN5�cf9b`,M=?M�FcVW85=<=>d? ) �"`��d>F`,>d?836MUc7?kACR2�d5=?Q273aD*`��Gc7MnA#c + .N1:F `KMb`��@]^?dcf92c7?E?Jc75;>F�d?E1
2,3

9=5S2UT2WL36JOc9b`,M;?
Be3Si6Al2O18 �Cr3+ R	cZWLJOc4A8A#W#`K>@AQR4c75;A2-Qc4AJWJcf9�clrN5b`KMNAL> VbcZWY5;M�c�HBDc4MNAL5�c��G�FcfD�`*WL>"`�A_>d3,Mg9�c(�F`Mb`KAL5�WJcm9�c7�F`R�d>"`K>d?L3,M�uXW2- v�9b`,M;?;�}F[H4JfcZW#`,5=92c0.v�Mf`jJe36MnA#W8HP2��"`K>FWJc4Jfc4MnA�rN5�c*2736MnAJW#`,>GWJc7JOc7MnAC`,5^\g>d9;H�c7?MWdc �752c7?7V��F`�D*`�WL>F`KA_>@36M�9�c%�F`�9=>d?kA `,M=2ZcuXW2- v�M2ctR	c45;A�Rb`,?�� cZ�F�Fc|?Jc752�Fc c`\;R2�d>drN5�cZW �"`�D*`�W8>"`KAL>d36M�9=5 2UTb`,JeR 2�WL>@?8A#`��F�@>dM
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Al2O3

-
Cr2O3

) 24x�.�2UTb`,R=>hA#WJc2d + rN5�c �"`�D*`�W8>"`KAL>d36M�92c�2ZcRb`�WJ`,Je�4A#Wdc:9�cE2UTb`,JeR�2ZWL>@?8A `*�F�d>@M
∆
M�cE2736MnAJWL>d<;5�cQr^52cER�`�W8AL>Fc��G�Fc4Jfc4MNAi`,5w2UT�`,M=Xc4Jfc4MNA¢9�cE273,5��Fc45�W�.10`02736M;2��d5;?L>d3,M �"`qR2�d5=?�>@JSR	3WkA `,MnA#c�9�c�2Zcg2UTb`,R=>hA#WdcRc7?kAm9=36M=2�rN5�cU�F`SD*`�WL>F`KA_>@36M�9�cR�"`S9=>d?kA `,M=2ZcuXW2- v�M�cmR4c75;A c`\;R2�d>drN5�cZW*?Jc752�Fc7�"`bD*`�W8>"`KAL>d36M092c�24365��Gc75�WVc7MnAJWJc7�FcQW85=<=>d?%cBA �GFIH7JOc�W#`K5=9�c0.
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��� `���`������Jc! �c"�#�%$4c"&('JWJc(�) �a`�*+�%,�W%$-'%./,0�1 �c"�AWJ`2�0,0�+�O� `�3541�dc"3+.G�/��j6 2c"�# -. [87�WJc(�9'#c"�#./:;$+3�WJc<'=7(�
&",��>'Jc"�>3�c(�1 b`?�+���Fc(�@:;./�+7ZW#`�354 `��G�/,�&BA�W%,0:f`?'%./C>3�c"�D�+,�3+�7`E$	cZW%:;./�F �G,�*-'#c(�+.FW@ 2c"�H./�5IJ,W%:f`?'=.�,0�+�
�K'JW%3+&<'=3�WJ`��Fc(�Vc('L7��Gc"&('JW%,0�-./C>3�c"�D�K3�WV�M�gc"�9N�.FW%,��+��c":Oc"�9' `�35'=,03�WD �cO&Zc"�D./:;$+3�Wdc('=7(��.

hF,03-�K`2N0,0�-�P7(N�,5C>3+7��Gc"�Q +. �;&(3���'%7"�XcR45$87ZW%./:Oc"�9'#`��Fc(����./7�c(�TS �"`O$�W%7(�Jc(�+&�cH �c(�T$+.�&"�! �cU +. [�WJ`�& -
'=.�,0�V�%32WQ�Fc"�H�K$	c(&('JWJc"�7c<'7�Fc"�H -. �;&"3��W'=7(�@ �X./�9'#cZW%$�WK7(' `Y'=./,��V �c"�O�%$4c"&<'#Wdc"�O b`��+�Q�F` W%7(Z0./,0�V$2W%,�&BA�c
 +3[�Jc(3+.F� . hF,�3+� `\N�,0�+�]:^,��>'JW%7_&(,0:^:Oc"�9'Q�F``'#c(&BA+�+./C>3�c; �c W%,?' `?'%./,0�a35'=.F��./�K7�cb$c,03�WQc(��WJc(Z0./�d'#WJcZW
�Fc(�e�%$4c"&('JWJc(�P �a`�*+�%,�W%$-'%./,0�;$	cZW%:Oc('K' `�.W'e �cF�dcF -7"*b`�WJ`��%�dc�W! �c"�!$+./&(�Q 2cF +. [�WJ`�&('%./,0� .9��� `� �`�$-' `Y'=./,��
 �cF&�c('K'#c@:;7('%A+,� �c�`�3`&=`��!$b`�WK'%./&(3��/.Gc�We +3`fl��hUg ¡ $4c�WK:fc<'P �gc"��Wdc"Z0.��K'JWJc�W! �c"�T�%$4c"&('JWJc(�h$��/3+�CW#` -
$+.� �c":Oc"�9'QC>3� `2N�c"&(�F`H:^7<'=A+,� �cD./�+.W'=.F`��Fc?iY�K..�M�X,0�j +./�K$8,0�dcD �c"�Q�%$4c"&<'#WJc(�Pg)f@kUl�m_&",WdWJc"�K$8,��+ b`��9'=� .
n c��F`E$	cZW%:Oc('K'#W#`E$4c"35'8-Qc<'#Wdc_3+��cj7('%3+ �c_$���3+�H�K���K'%7":f`?'=.�C>3�c_ �c"�O�K$	c(&('#Wdc"�Hf@k(hUgQmV +./&BA�WK,,+oC>3�c(�
`�3p�Jc(3+.F�0jq �c"�D7���7":Oc"�9'=�D&(,�/,WJ`��9'=�h b`?�+�V�Fc"�h:;./�-7�W#`?354 `��G�/,�&BA�W%,�:�`?'%./C>3�c(��.

hF,03-�7`\N�,0�+�H:;,0�9'#WK7R`�3+�K�%.)C>3�X3+��c_:;7('%A+,� �cr �c_&�`��/&(3��sIJ,0�+ +7Zc_�%3�W��Gc"�@&(,5 2c"�@ �cr&=`���&"3��t �c
�K'JW%3+&<'=3�Wdc^ 2c^*b`?�+ �c;$	cZW%:Oc('] �c_I `�.FWdcj �c"�[`��b`��W���Jc"�O$�WK7"&(./�Jc(�r �cj�K$	c(&('#Wdc"�]f@k�hFgQm c(']IJ,03�WK�+.�'
�+,�'#`�:;:fc(�>'L �c(�U.��-IJ,W%:f`?'%./,0�+�T�K'#WK3+&('%3�W#`*�Fc"�RVu��c(�U�K3�W(�F`j�d'#WK3+&('%3�WJc1 �c"�F&",0:;$8,��%7"�L7('%3+ +.�7"��.8�0`
&",��-I W%,0�9'#`?'=.�,0�a$4c�W%:f`���c(�9'#cb �c(��W%7(�%3��W' `?'%��c<45$c7�WK./:Oc"�9' `�3�4 c<'H �c_&�c(354V.��%�K3+�@ �X3+�V&=`*�/&"32�LWJc(�+ 
&�c(�;WK7"�K3���'#`?'=�P'JW%v"� V.`?*��Fc(��.

n c"�(`�$+$�WK,5&BA�c(�(cR4-$c7�WK./:Oc"�9' `*�Fc"�Vc<'F'%A+7",WK./C>3�c(�F,0�9'F$	cZW%:;./�h �c]&",�WJW%7Z�FcZWF3+�2c1$�WK,0$�WK./7('%7O:�` -
&�WK,0�%&(,0$+.�C�32c ) �"`�&",03��Gc"3�W + c('j3-��c�$�W%,�$�W%.�7('=7^:^.�&�WK,0�%&(,0$+./C>3�c ) �"`��K'#WK3+&('%3�WJc ��,5&�`��Fc�`�3-'%,03�Wb �c(�
./:;$+3�Wdc('%7"�h b`��-� �Gc"�D:;./�+7ZW#`�354 `��F��,5&BA2W%,0:f`?'=.�C>3�c"� +Dw

� ���gc"�9N�.FW%,��+��c":Oc"�9' ��,5&�`��X`?3-'=,032Wb �X3+��cp./:;$+3�Wdc('=7 % 3+  b`��+�_3-�x&ZW%.��K' `*�Xc"�d'j�%.�:^.G�"`�.GWJc;S
�y�ac(�>N�.GW%,0�+�2c":Oc"�9'H �c_&Zc('O./,�� %z �`��+�Q�M�X,24��5 2c %

2 { 3

&(,WJWdc"�K$8,0�- b`��9' .��0` Wdc��"`|4�`Y'=./,��a +3
&ZW%./�d' `��}./�+ +3-.�'#cH$�`�W%�M�X./�9'#WK,5 -3+&('%./,0�E 2c �y�G.�:^$-3�WJc<'=7�c(�K'D'#WKv"� �/,�&=`���./�%7Zc�`�35'=,03�Wh 2c]&Zc��G�Fc -o&". .

� �0`E&",�3��Fc(3�WH �X3+�~:^.��+7�WJ`��L`*�F�/,�&BA�WK,0:�`Y'=./C>3�c]��c_ +7($	c(�+ [$b`��H�Jc(3��Fc(:fc(�9'O �cU�M�gc"�9N�.FWK,0�+��c�-
:Oc"�9'h&ZW%./�d' `��G�/,0Z�W#`�$+A-./C>3�c;`�3-'=,�3�WP �c��y�G.�:^$-3�WJc<'=70. { � `1N�3�C>3�c7�F`r&",\N*`��Fc(�+&�cU �c"�V�/.F`�./�K,0�+�
&ZW%7"7Zc"�Cc"�9'#WdcD&�c('K'#cD./:;$+3�Wdc('%7%c('M�Fc(��./,0�-�� +3j&�W%.��K'#`�� �K,03�ch3-�^ZWJ`��+ W%���FcP b`?�+�M�Fch$�WK,5&Zc"�%�K3+�
 �cO&(,�/,WJ`?'=.�,0� .

�>�2Wdc"�K'JcP&�c($	c(�+ b`��9'e*4c=`�3-&",03+$r �cPC>3�c"�d'=.�,0�+�)&(,0�+&�cZW%�b`?�>'A�M�gc<45$��/.�&=`?'%./,0�] �cK�F`F&(,03��Fc(3�W# 2c"�):;.&-
�+7ZW#`�354 `��F��,5&BA�WK,0:f`?'=.�C�32c"��.5�icQW%��GcH �c"�D&(,03+$��F`�Zc"�%c(�9'#WJcO.�,0�+�h$b`�WJ`�:f`�Z0�+7<'=./C>3�c(� )�$b`?.FWJc(�Dlbc -�#h.
 b`��-�(�FcO�J`�$+A+.GWF*��Gc"33)

Al2O3
w l.c�-�#h. + c<'U$�`�.FWdc"� n W2- n WF b`��+�

Cr2O3
+  +,0.W' c<'#Wdcr$�WK7"&".��%7 .}���X7('=3- �c �c(�^$�WK7"�dc"3+.G�/�fj� +3�'=.�'#`���cp b`��-�O�Gcp�#`�$+A-.FW W%,0�dc3)

Al2O3
wTi3+ + ,03x*��Fc(3 )

Al2O3
w lbc - #h. + $4c�W�-:Oc('%'JW#`�.W']$	c(3-'8- c('#WdcE �c^:fc<'%'#Wdc�c(��7(N�./ 2c"�+&Zc c<45$87ZW%.�:fc(�>'#`��Fc(:fc(�9'S�Gc"�1N*`��Gc"�+&Zc"�1 +. [87�Wdc"�9'#c(�b +3

'=.W' `��2cT b`��-��&�c"�� 2c"354b&",0:;$8,��%7"� .0�0`U&(,|N*`��Gc"�+&Zch �cK�F`(�/.F`�./�K,0�[c(�9'#WJc%�y�G.�,0�r&(,�/,�W#`��9'Ac<'��Jc(� �/.�Z9`��+ +�
�Jc(:b*��Gc `\N�,0.FWH3-��cj./�-�u32c"�+&Zc;�K3�W7�Fc_$�WK,5&Zc"�K�%3+�] �c_&",��/,WJ`?'=.�,0� .8�t,03�WO:Oc('K'#WJc_&Zc"&(. c"�[7(N�./ �c(�+&�c?i

� d9�
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�4.�� .t�o'=./7^$�W%, �dc('%'Jc� �gc"��Wdc"Z0.��K'#Wdc�W_ �c(�_�%$4c"&<'#WJc(�jg)f@k@l)m c(� $�WJc(�%�K./,0�H`�3 �dc"3+.G�Kj  +3�&BA�W%,�:fc
 b`��+�K�F`r�%,��/3-'%./,0�;�%,��./ �c

Al2O3
-
Cr2O3

.+���a`��b`��W�5�dcU �c(�h�Jc(3+.F���P�
2,3
 +3�&BA�WK,0:OcU b`��-�K�M�X7":Oc�WJ`�3+ �c
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1 (û))

uz =
√

4π
3
Y 0

1 (û)
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