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Motivations et Objectifs

Robuste dsigne ce qui est solide comme leederouvre. L'origine du mot serait, [Rey 98],
la racine indoeuropénneeudh roudhqui conduita rouge, rubis, roux... ainsi caitouvre, une
variété de clehe tes dur sans doute idend& par sa coloration. La robustesse a comme valeur
la solidité, la Bsistance, la vigueur, la duegta force, autant de quadsattrib@es au chfe.

En automatique, la robustesse a surtout une connotatioasitance. A la diffence de
ce qui est attendu du bois de charpente, lesesyss ne sont pavalwgs sur la duret, la soli-
dité des composants mais sur des prtps de stabilg’et de performance. Les sgsies sont
robustement stables quand la stabilitest pas adtfée par des incertitudes sur le nedel La
démarche de I'automaticien est faire I'analyse de la robustesse et de rechercher un correcteur
amgéliorant les propetés de robustesse. Il s’agit derroborerles proprétés des systmes et de
trouver des correcteuoboratifs.

Appliqué par exemple T'atterrissage d’un avion, le pradshie de commande robuste peut
se formuler comme suisachant que la masse embaeguést inconnue mais grieurea 200
tonnes, éterminer une loi de commande qui permet d’amener 'avion sur la piste, sgRsseér
la longueur de la piste et sans jamais franchir le niveau duldak fois une telle commanded”
terminée, une question d’analyse robuste petag:Ta masse embarg€€etant inconnue, quelle
est la vulrerabilité aux rafales de vent pendant la phase d’atterrissade@ solution robuste
admissible est de construire un avion le plus lourd possible, en plomb par exemple. Lincertitude
sur la masse n’a alors aucune influence et le grolel de I'atterrissage es30lu par dfaut. Ce
n’est pas la solution adogt’en automatique.

Au contact de divers etiers techniques, I'automatique fait partie des sciences poue¥ing”
nieur. Elle se distingue par son approche conceptuelle desnsgstqui suppose souvent de ne
pas remettre en cause la constitution du procestud€’ et d’oeuvrer principalement sur des
mocdeles matkmatiques afin d’analyser et de modifier son comportement. Les solutions adop-
tees en vue de fairevoluer les propdftés du processus reposent sur le aaetpar Etroaction:
connaissant un certain nombre d’informations satdt’(par I'interngdiaire des sortiesgva-
luer les actions @Cessaires (sur les ee@rs) en vue d’un objectif pdéfini. Méme si la @marche
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conceptuelle et madmatique permet d’envisager des applications dans des donegioes-"
migues, financiers ou, pourquoi pas, politiques, lesesyssetudiés sont essentiellement des
machines, des appareils, des processus, des engins... Peguemisles propetés qu'il s'agit
de corroborer sont ggifiees par I'inghieur. C’'est principalement la stabdjtpuis I'allure des
réponses temporelles et le rejet de perturbations.

Les processus con&Es dans cette #se et les magles assoei$, sonta'temps continu. lls
peuventetre meécaniqueselectriques, hydrodynamiques ou bien biochimiques. Quelque soit le
principe physigue ou chimique, nous limitons natede aux systhes qui admettent un melé
lineairea temps invariant. Cette limitation usuelle revient souesg placer autour d’un point
de fonctionnement. Dans la mesurelaréalité physique des processus n’est pas cetephent
perceptible par I'observateur, nous choisissons de ceraidies moeles incertains. Ce type
de modlisation permet de prendre en compte lecarinaissance des partnes ggissant les
dynamiques internes, par des lois nattatiques d’appartenanaedes ensembles. C’est \as °
vis de ces ensembles d'incertitudes admissibles que la robustesse estemesur’

A ce stade, trois probhatiques dominantes sont idem#s. Pren@fement, la moelisation
dont I'objectif est de rendre compte le plugpiEment possible de l@alité des processus. Ma-
thématiqguement, cela se traduit par des pied de épendance rationnelle en une matrice incer-
taine dfinie sur un ensemble doan’e dege de pecision recheralConduita des contraintes
de structure sur l'incertitude. Dewetiement, I'analyse a pour but de garantir avec le moins de
pessimisme possible les progis robustes. Cette prahiatique est envisag'sous I'angle de
la théorie de Lyapunov et de l&paration quadratique. Lesetihodes propa&es sont d’autant
plus pessimistes que l'incertitude est strueturTroisemement, la syntse consista choisir
une loi de commande qui garantit ou optimise des pet@sifobustes. Cette pravhatique est
aborde sous I'angle des ettiodes issues deetape d’analyse et condutdes conditions ey’
néralement difficilesa tester nurafiguement. La complex@thun€érique est croissante avec le
nombre de spCifications imposés et le nombre de contraintes de structure.

La démarche idale serait d’avoir la meilleure @cision possible en medtisation, sans pessi-
misme en analyse, le tout asseailn algorithme de convergence rapide vers I'optimum global
en syntlese. BiereVidement, toutes ces regfe$ sont contradictoires et nous nous contenterons
de proposer plusieursetfiodes qui seront comps selon ces cetes. La tlese, par cores’
qguent, est dCouEe en sept chapitres regragpsSelon les trois probihatiques: Modlisation,
Analyse, SyntbSe. Dans les chapitres V et VII, nous illustrons lethmdes sur des exemples
numeériques choisis en vue eklairer le compromis evitable entre @cision, pessimisme et
complexig€ algorithmique.
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| Préliminaires. Sont exposs ici, le contexte tdrique dans lequel nous nousqas, la
méthodologie envisaag pour la €solution des prokies, ainsi qu'unesung des contri-
butions contenues dans leemoire.

MOD ELISATION

Il Modeles LTI incertains. Dans ce chapitre, nous proposons une liste, assez etanges
modélisations incertaines dans I'espacetdt’visa vis d’'incertitudes paraetfiques. La
variété des modlisations possibles permet une plus ou moins granel&gon.

ANALYSE

Il Séparation topologique et stabilite robuste Par I'approfondissement des liens entre la
séparation topologique au service de la stabitiEs sysimes interconnees et la tleo-

rie de Lyapunov, nous avaans une rathode pour la prise en compte des incertitudes

rationnelles dont le pessimisme estgugl’aune des contraintes de structure.

IV Stabilit & et performances robustesLes conditions ghérales d’analyse par les fonctions
de Lyapunov épendant des paratmes sont rappe€s et unecriture ggnérique est mise
enévidence.

V Conditions LM | d’analyse Ce chapitre expose lessultats exploitables nwnique-

ment. Lensemble des meti$ations envisaggs sont prises en compte et deux cadres de

travail sont exposs: premeérement, le cadre de la stat@liuadratique et deuxiniement,
un nouveau cadre de travail leastr un choix de fonctions de Lyapunogmtndant des
paranetres. Le second est considblement moins pessimiste que le premier.

SYNTHESE

VI Stabilisabilité et synthese multi-objectifs Le choix de correcteurs statiques en retour
d’etat et de correcteurs dynamiques d’ordre plein en retour de sortie est ex@lidét”

suite de quoi, le prolkime de syntbse sous plusieurs objectifs de performance robuste est

formulé.

VIl Synthese robuste Parmi tous les probhmes envisageables en syagh, deux groupes de
problémes sontedectionres. Sur la base de ces prefries, nous discutons du compromis
entre l'utilisation d’algorithmes sous-optimaux et la relaxation de la probtique, qui
conduita augmenter le pessimisme adtiire la pecision de modlisation.
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Chapitre |

Préliminaires

Introduction

L'objectif de ce chapitre est de replacer notre travail dans le contextzra de I’Automa-
tique. Dans une preraie €tape, les notions de sgshe et de mogle sont rappelés et nous
insistons sur Etape de maglisation incertaine, gliminaire indispensabla la dfinition des
problemes d’analyse et de commande robuste. Dans une seetape [es propeits princi-
pales attendues d’un sgshe sont explicéés et I'accent est mis sur la stalg|ite comportement
dynamique et le rejet de perturbation. Une tremsectape @finit les deux proldmatiques de
'automaticien que sont la description le pluepigment possible des caradstiques d’un
syseéme (analyse), et le pilotage des gyses par une loi de commande (syggh). Ces trois
étapes permettent de situer le cadenifique de ce eroire.

Une section du chapitre est ensuitd@ea la mise en pratique de lagbfie. L'automatique
est une science appligaa laquelle les inghieurs ont feEquemment recours poexaluer ou
améliorer les outils et les produits. Pour cette raison, il nous semble important que touteeavanc”
théorique soit assoe€ a une nethode de @Solution algbrique ou nurefique. La section 1.2
insiste sur IEvolution Ecente en automatique vers des solutionserigués avec en particulier
I"emergence des @ttiodes de programation sengfhies positives.

Ce chapitre se conclue par un expags difErentes contributions appe#s par cette #se.
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.1 Contexte de la commande robuste

.1.1 Systmes dynamiques et moglisation incertaine

Modélisation des syst emes

Partant d’'un ensemble @lments formant un tout structyriéféren& sous I'appellation
syseme I'automaticien construit un seima ttfeorique qui visearendre compte du processus
dynamique interne. On parle alors dmdele Le mocele n'est pas umtte iddali® auquel le
syseme devrait se conformer. Tout au contraire, le sledst un artefact mathiatique qui
doit tendrea’ ressembler le mieux possildda ralitt dynamique du processus.

Les sysémes considés en Automatique sont historiguement des enginsudpar les in-
génieurs mais peuvergalemenefre des processus naturels. lls se car&znt par un certain
nombre de grandeurs reés entre elles par des lois dynamiques. Pour ce qui est des lois dyna-
migues, cette tse s’inEresse uniqguement aux systesatemps continudont la moalisation
du comportement dynamique se fait'aide d'équations algbro-différentielles. La classe des
sysemesa temps discretetrit les systmes intrineguement dfinis par des lois deecurrence
tels que les calculateurs et regrouggalement les sysiies ditsechatillonres, qui pour des
raisons pratiques ne sont obses\jua certains instants.

Les lois dynamiquesefinissant un systne relient entre elles un certain nombre de gran-
deurs: leentrées u, qui refletent I'action de I'environnement sur le sgste, lesorties y, qui
représententl’action du sysine sur I'environnement ainsi que les mesures extraites densgst”
et enfin lesetats x, qui décrivent exactement le sgshea un moment dore”

Uz Y1

u= L:JZ P —— X —— Y= y.2

Uc Ym

En vue de la modlisation, la tendance naturelle serait d’employer des outilsenatiques
non linéaires, en dimension infinie, aurrées partielles . pour rendre compte au mieux de la
réalité du systime. Par exemple, un sgste se moelise par une loi magrhatiqueg(u,y) = 0
du comportement erges/sorties ou par une b= f(x, u) de I'évolution desetats du systime.
Ces lois doivenefre les plus comples possibles et reggénter tous les modes de fonctionne-
ment, toutes les interactions entre leselifhtes grandeurs Devant la dificulté de la eiche, la
tendance &t de considfer, pour @buter, la modlisationLin éaire Invariant dans le Temps
(LTI). Cette approche est d'ailleurs payante dans la mesureombre de systhes en pre-
miere approximation et au voisinage d’'un point de fonctionnement sont bieeseas par
leur mockle LTI. L'etude des maales LTI a done’lieua beaucoup deesultats et nombre de
spécifications sontés lors @finies en eférencea’cette modlisation. Matlematiquement, elle
prend principalement deux formes:

— Matrice de Transfert:
Y(s) = G(s)U(s)
Cette moelisation, emprurgéa I'electronique, repose sur la transf@ende Laplaces(
est la variable de Laplace). La malbation par matrice de transfert permet naturellement
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'analyse féquencielle des syaties. LesaSultats de Bode sur les fonctions de transfert,
sonta l'origine de I'emploi de cette maisation en Automatique.

— RepEsentation dtat:
X(t) AX(t) + But)
{ y(t) = Cxt) 4+ Du(t)
Cette moelisation aeté introduite par Kalman en 1960. Elle permet ingifmment
'analyse de systmes mono ou multi variables.

Cette tlese priviggie cette dereire moelisation et s’appuie sur la ¢otie ties compéte de
'analyse et de la commande pour les rata$ LTI. En particulier, les mades considfés sont
supposs commandables et observables [Kalman 69b]:

— Un syseme est commandable si, pour toute condition initiale deat'%, il existe une
commande u permettant de traef I'etat du systmea unétat final % arbitraire, en un
temps fini.

— Un syseme est observable s, partir de I'observation des erggs et des sorties d’'un
syseme sur un horizon finjiy, tf], il est possible de retrouverdtat initial x(to).

Mod élisation incertaine

La mocElisation doit par dfinition reféter le mieux possible laeglité. Or, nous choisissons
de ne considfer que des mades LTI qui occultent le cethon lirdaire et variant dans le temps
des processus. Que faire des erreurs degligation?

Passer du sysme el au moele LTI suppose deeagliger certaines lois, certains principes
internes au systme, mais aussi de donner des valeurs engoes pecisesa des paraeties
difficilement identifiables. BS lors, le modle LTI le plus proche du comportement du pro-
cessus est inconnu mais fait partie d’'un ensemble destasgbossibles. Suivant cette logique,
le syseme Eel est approahpar unmodele incertain. A la difference de Bnhong initial, la
modélisation incertaine tend converger, non pas vers kaalitt du systme, mais vers ce que
I'observateur pargit de cette ealite. La modlisation incertaine reviemt considrer le systine
comme une forme vaguesdfite par ses limites.

Les moctles lindaires incertains en reggéntation ditat sEcrivent:

{X(t) = AAML)X(E) +  BA(D)u(t)
yt) = C(A{)xH) + D(AD)u(t)

A représente le caraete incertain du magle. Le domaine des incertitudes estighite para, le
domaine incertain des valeurs admissibles @our

Lors de la moelisation, les sources d’incertitudes sont: les approximation®engoes, les
erreurs d'identification des paratnes, les diverses hypabes de lirarisation, la eéduction
de moctle, la prise en compte de paratres variant dans le temps... Suivant la nature phy-
sique du pkhomnene, on diférencie dif€rentes classes matmatiques d’incertituded peut
étrer éelleou complexe suivant qui refléte le flou sur des valeurs ou nadide une perturba-
tion LTI sur une plage de éduences @-définie.A est une incertitude sgitaraméetrique, soit
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non parametrique. Dans le premier cas, I'incertitude, le plus souveelle; moelise la n€con-
naissance des valeurs narigues du moele. Dans le second cas, I'incertitude ne vient pas des
paranetres du systime mais des dynamiquesgiigées ou des effets de la éafisationA peut
étre une fonction du temps. Trois cas se distinguent: soit I'incertitudessdetrtement variable
dans le temps et on la suppasenstante soit I'incertitude peut varier aussi vite que possible
et sa @rivée temporelle est non bare; soit I'incertitude est caramise par deux domaings
pour les valeurs admissibles dest AY pour les valeurs admissibles de sridée temporelle.
Le premier cas correspond aux incertitudes dues aux erreurs d’identification duemaax
dynamiques edligées et aux incertitudes paratriques. Le second rete des comportements
fortement non liraires, o’le moctle passe brusquement d’'un pomun autre. Le troigime
cas correspond des erreurs de lgarisation et deeduction de moele.

Cette tlese s’ineresse aux incertitudesetles, constantes, c’eatdire principalement des
incertitudes paraetfiques. Les maoeles incertains sont de forme affine ou bien LFT (Transfor-
mée Lirnéaire Fractionnaire). Les domaines d’incertitudes pouetretparaklotopiques, poly-
topiques, bores €els, positifs eels,H-dissipatifs ou bien des combinaisons de tels domaines.
Ces diférentes formes et domaines soatalllés dans le chapitre .

1.1.2 Stabilité

L'automatique est une discipline issue des questionnements desiéngs concernant les
sysemes par eux e€s. Il en @coule que les ceres d’analyse des performances de ces sys-
temes sont calgs sur des questionnements techniques. Rremient, le systhe ceé par l'in-
génieur doitetre @Erenne. A I'exception des explosifs, les gymEs sont enag€ral appecies
pour leur stabili€’

Stabilit & et rétroaction

La stabili# caraattise ce qui est durable. Ellesigne la constance, ou encore la feenet”
Plus peEciggment, au sens de la cybetitue, on trouve dans [Rey 98] lafitiition suivante de
la stabilité:

Aptitude d’'unelément quantiéa retrouver une valeur dora® lorsqu’il en est
accidentellemengcar.

Deux facons de comprendre la stalglise regroupent dans cettefidition. La premére est la
stabilitt au sens de Lyapunov. Elle s@m€ssea’la convergence dedtat du systme glément
quantifié) vers des points é@quilibre {aleur don@e. Nous reviendrons enedil sur la tieorie

de Lyapunov par la suite. La secondeda de comprendre la stabditest de placer le syste
dans son environnemergdcidentellemergcari). On dfinit alors la stabilié’entee/sortie:

Un syseme est stable au sens agfSortie si la sortie du systie en eponsea une entee
d’energie finie, est elle-emea énergie finie.

Dans cette optique, la¢iotie des espaces de Lebesgue et notamment des ekpHoesoer 75],
[Vidyasagar 78], [Kailath 80], offre de nombreusstiltats.
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Les sysemes en interaction avec leur environnement sersetisent aussi par un bouclage
rétroactif du systime sur lui-ne@ime au travers de ses interactions avec &egtir:

H@%
u y
L— guy)=0 ——=(H=-——

La stabili# interne se efinit alors par:

Un syseme interconneetést stable de magiie interne si tout signal bominjecg en
n’importe quel point de la boucleegére une Eponse boreé en tout autre point.

La stabili€ des systmes interconnees$ est une notion importante en Automatique. Les tra-
vaux de [Zames 66], [Desoer 75] ou pleee€mment [Goh 95] et [lwasaki 98] eentioignent.

Avant d’entrer dans leeatail de la stabilé’au sens de Lyapunov, nous tenarfaire remar-
quer que toutes ces approches sonecehtes entre elles. [Vidyasagar 78] et [Kailath 80] font
le lien entre stabil#’au sens de Lyapunov et stalgilghtee/sortie et la thorie de la sparation
topologique des graphes [Goh 95] est intetpble en termes de fonctions de Lyapunov. Ce
dernier point est repris dans la section I11.1.

Stabilit € au sens de Lyapunov

Partant de Etude des systnhes necaniques, Lyapunov [Lyapunov 92§vEloppa une #0-
rie mattématique ghérale pour touteequation difErentielle, c’esta’dire pour tout systhe
modélisé dans I'espace dtat. Son esultat principal se fonde sur l&cfoissance dediergie
totale d’'un systine comme indicateur de statslit”

Soit un systme non autonome egendant de paragtres variant dans le temps, denpar
son moetle détatx(t) = f(x(t),A(t)) ou la loi A(t) est connue.

Définition .1
— Xe €st un point dgquilibre du systme si:
f(Xe,A(t)) =0, Vt>0
— Xe €st un point dequilibre simplement stable s’ievifie:
v, ve<v, e o [IX(0) —xel| <ne = [IX(t) —Xel| <€ Vt=0
— Xe €st un point dequilibre asymptotiquement stable s'dnifie:
an, ve, 3T & [[X(0) =Xl <n = |[x(t) —Xel| <& Vt=>Te

— Le systime est globalement asymptotiquement stable s’il n'admet qu’un seul peExgoid’”
libre xe et:

vn, Ve, dTenq @ |IX(0) = Xe|| <N = |[X(t) —Xe|| < € Vt>Ten
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Un point d’équilibre est tel que éfat du systime névolue pas dans le tempsgsilors que
X = Xe. La stabili® simple signifie que si défat est dans un certain voisinage dsgliilibre, il
demeure par la suite dans le voisinage @egliilibre. La stabilié"asymptotique indique que si
I"etat est dans un certain voisinage dsgliilibre alors il converge versdtuilibre. La stabili¢’
asymptotique globale signifie cu’partir de n'importe quelle condition initiale suetat, le
syseme rejoint mcessairementdquilibre.

Pour les sysmes LTI, x(t) = AX(t), la stabilig¢ est ®cessairement globale et les points
d’equilibre sont dans le sous-espa&dimi par le noyau dé\. Le plus souvenA est non sin-
guliere et Iéquilibre est donc le point unique= 0. La proprété attendue pour le sy=tie est
la stabili® asymptotique, sachant qu’un s simplement stable esta limite de I'instabi-
lite, proprété inverse de la stabigtqui implique que Etat s8loigne de [Equilibre. Pour les
sysemes lirgairesa paranetres variants dans le tempst) = A(A(t) )x(t), on s'intéressera la
stabilité asymptotique globale du pointedjlilibre suppos uniquexe = 0.

Dans tous les cas, le pointadjlilibre peut par translation se ramenaeg = 0. La seconde
méthode de Lyapunov, ou etliode directe de Lyapunov, donne une conditienassaire et
suffisante de stabiktasymptotique globale:

Theoreme I.1
Le syseme est stable (globalement asymptotiguement autour de I'origgniégxiste une fonc-
tion a valeurs gelles, \(x,A(t)), telle que:

=0,vt>0

>0,Vx#0,vt>0

— oo quand||x|| — o

<0,¥x#£0,vt>0

o0V est la @frivée temporelle de V le long des trajectoires dueysx = f(x, A(t)).

Une fonction rifiant les conditions 1-3 est pagfitiition unefonction candidate de Lya-
punov. Si elle \erifie également 4, c’est urfenction de Lyapunov pour le systme. Dans le
cas gréral, il n’existe pas de athode pour trouver toutes les fonctions candidates de Lyapu-
nov. Deés lors, la tleorie de Lyapunov conduét des conditions suffisantes de stabititiand une
forme particulere est imposéa la fonctionV.

Un choix particulier de fonction candidate de Lyapunov est la forme quadratique:

V(x,At)) = XP(A(t))x

avecP(A(t)) une matrice dfinie positive pour touk(t) € A. Ce choix de fonctions de Lyapunov
conduit aux €sultats suivants:

— Un syseime LTIx = Ax, est stable asymptotiquemsatil existeP > 0 telle que

X [AP+PA]x<0, Vx#0 (1.1)
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— Un syseme lirgaire dont les paraetres varient dans le temps= A(A(t))x, est stable
asymptotiquement s’il exisRA(t)) > 0 telle que:

X [P(A)) + A (A))P(AL)) + P(A)AAL) ] x <0, ¥Xx£0 , vt>0 (1.2

L'existence d’'une fonction de Lyapunov quadratique est une condigaessaire et suffi-
sante de stabiktasymptotique dans le cas de sysés LTI.

Stabilit € robuste

A la difference des systies certains, les sgshes incertains sonteflhis par une loi dy-
namiquex(t) = f(x(t),A(t)) mais également pat I'ensemble des valeurs admissibles pour
le paranetreA(t). Un mockle incertain se efinit donc comme un ensemble de retes sans
incertitudes et sa stab#itest conditionaé par la stabilé’de ceux-ci.

Définition 1.2
Un syseme estobustement stablesi pour chaque incertitude admissillt) € A, le syseme
X(t) = f(x(t),A(t)) est stable.

Dans cette thse, nougfudions la stabilé robuste sur la base de lsetirie de Lyapunov,
c’esta dire par une approche temporelle. Avant decpsér ce cadre de travail, nous tenans °
rappeler d’autres approches:

Approche algbrique

Cette approche principalement fa®lSur les travaux de Kharitonov [Kharitonov 78], en-
visage la stabilg’par I'étude des polyorhes caraeffistiques des sysines. Elleetend au cas
de polyromes incertains, les cetés de Routh-Hurwitz. Dans cette approche, lesesyss sont
modklisés par leur polyafnes du nurefateur et dhominateur des fonctions de transfert. Ces
polynémes appartienneatdes intervalles:

p(s,a)=ans' +---+as+a ae<[ai, Bi]

Kharitonov montre la aCessi’ et suffisance de tester la stakilithiquement sur quatre poly-
némes extemaux particuliers. Les difficuds freinant 'applicabili’des nethodes de I'approche
algébrigue sont principalementksa ce que les coefficients du potyme caraafistique sont
coupks entre eux. L'approche agfique prend difficilement en compte le couplage des coef-
ficients quand ils dpendent de Brhes paraeties incertains et quand ils sont cagpar les
coefficients du moele d’'unéventuel correcteur.

Approche féquentielle

Cette approche repose sur une emantation fquentielle des incertitudes. Les prenas
études marquantes portent sur la sestLQG/LTR (Linear Quadarique Gaussian/ Loop Trans-
fert Recovery). Elles se basent sur la constatation qiege d’estimation dedtat récessaire
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aux régulateurs LQG, peut rendre peu robuste la boucleder8ur ce tbrme, on peut citer les
travaux de [Doyle 81], [Lehtomaki 81], [Kazerooni 86].
Dans le domaine &quentiel, les magles incertains peuveetre de type additif ou multipli-
catif comme suit:
G(s)+A(s) G(s)[1 +A(s)]

D’autres types de formes incertaines sont possibles [Doyle 81], [Doyle 82a] et une forme
tres ggnérale est maintenant adegt [Zhou 96]: la forme LFT (Transforee Fractionnaire Li-
néaire) de la figure suivante:

A

A(s)

- G .

Sur la base de cette meliBation, les travaux de [Zames 81] sadtorigine de la commande
H. qui envisage I'opfateurA(s) non structue’complexe et bom{au sens de la nornid.).
Sur ce sujet, nous conseillons la lecture de [Kimura 84], [Francis 87] et [Duc 99]. Ce dernier
ouvrage fait le pont avec la ¢otie dup/ky, dont [Doyle 82b] et [Safonov 82] sont simulta-
némenta l'origine. Cette teorie envisage un prodie qui s'aere tes complet et courant en
analyse et synt#tse des systes, [Zhou 96].

Récemment, d’autres ethodes frequentielles ont fait leur apparition sur la base des 1QC
(Contraintes Quadratiques Integrales), [Megreski 97] et des multiplieurs. Ed®des ont
des liensetroits avec I'approche temporelle que nous allons mainteredimtidmais aussi avec
la théorie de la sparation topologiqua laquelle nous &dions une partie du chapitre .

Approche temporelte

Les rsultats suivants seeduisent de la #drie de Lyapunov:

— Le systme LTl incertainx= A(A)x(t), est robustement stabdsipour chaque incertitude
A € A, il existe une matric®(A) > 0 telle que

X [A(D)P(A) +P(A)AD) ] x< 0, ¥x#£0 (1.3)
— Le systme incertainx = A(A(t))x(t), dont les incertitudes varient dans le temps est
robustement stablsi pour chaque)(t) € A il existe une matric®(A(t)) > 0 telle que:
X [ P(A(L)) + A (A(1))P(AL)) + P(A())A(A(L) ] x< 0, ¥x#0, vt>0  (1.4)
Remarque I.1

Si A inclue des incertitudes sans bornes sur leur vitesseallition alord®(A(t)) ne peutetre
définie. On montre que dans ce cas la matfcee peut @pendre des incertitudes.

— Le systime incertainx = A(A(t))x(t), sans bornes suk(t) est robustement stabissiil
existe une matrice unigutelle que pour toufl € A constante:

X [A(A)P+PAD) |x<0 , ¥x£0 (1.5)
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Dans cette tbse, les incertitudes sont suppes’constantes. Le preohe exact de stabiéit”
robuste stcrit donc comme la recherche d’'une matrice de Lyapumpeddant des paratres
telle que (1.3). Une condition suffisante est la recherche d’'une fonction de Lyapunov unique
telle que (1.5). Ce cas particulier est connu dans lerkiitire sous I'appellatiostabilite qua-
dratique.

Définition .3
Un syseme incertairk = A(A)x(t), est quadratiguement stabdsiil existe une matrice unique
P > 0 telle que pour toutes les incertitudAsc A:

X [A(AP+PAD) [ x<0, Vx#£0
La stabilité quadratique est une condition suffisante de stahitibuste.

La stabili® quadratique attrime€a Hollot et Barmish en 1980, [Hollot 80], et€ la base
pour de tes nombreux travaux jusca’'maintenant. Par exemple lessdltats importants en
stabilisation: [Bernussou 89], [Khargonekar 90], [Geromel 91], [Haddad 91] ou pbesn-
ment [Garcia 95a], [El Ghaoui 96b], [Shim 96b], [Peaucelle 98a]. Sa place dansta-litt’
ture tienta ce que cette condition est une condition suffisante de seahiliiiste pour tout
type d’'incertitudes. Quand aucune information n’est connue sur la vitessgelution des pa-
rametres incertains, c’est la seuleethode possible. L'autre raison est que daaiution des
problémes formuts dans le cadre de la staldlijuadratique se fait par desthodes corexes
désormais classiques (voir section |.2) et laitceh terme de calcul nuenique est restreint
(voir chapitre V). Le pessimisme de la stakdlifuadratique vis vis du probéme de stabi-
lite robuste dans le cas d'incertitudes constantes restespnalitjue, reie si pour un nombre
non régligeable de proklnes, I'approche est concluante. Les applications dans [Garcia 97],
[Magni 97], [El Ghaoui 00], engmoignent.

De manérea aller au ded'du pessimisme de la stal#lifuadratique, il estatessaire d’envi-
sager defonctions de Lyapunov Cependant des Parametres( FLDP). Dans le cas des incer-
titudes ne variant pas dans le temps, ces FLDP sont des fonctions quadratiques dont la Matrice
P(A) Dépend des Paragtres (MDP). Lutilisation de FLDP esecente dans la lgtature o
I'on peut trouver leseférences [Feron 96], [Fu 99], [Fu 00], [Gahinet 96], [Helmerson 99],
[lwasaki 99]. Cette thSe propose une approche wrfide divers proklhes d’'analyse et de
synthése robuste par la ¢lotie des fonctions de Lyapunoegéndant des paratres. Cesa-
sultats sont en partie pubB’dans [Peaucelle 00b], [Arzelier 00b]. Le chapitre V compare en
terme de pessimisme et de complexitiin€rique, les diférentes solutiona 'analyse de la
stabilité robuste. Le chapitre Viétend les eSultats d’analysa [a syntlese de correcteurs par
FLDP.

1.1.3 Objectifs de Performance

La principale caraeffistique attendue des sgates est qu'ils soient stables. Une seconde ca-
rac€ristique est qu'’ils accomplissent leactie en temps voulu et en toueafi€. Ces spCi-
fications passent le plus souvent par des exigences sur les dynamiqueechesyshalement,
mis en contact avec son environnement, leeyst doit gsister aux iavitables perturbations.
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Réponses temporelles

Lautomatique s'in€resse par essence aux dynamiques deeragst La stabild impose
aux dynamiques de converger versaquilibre. Le questionnement sur les performances tem-
porelles concerne leegime transitoire qui caramtise la fapon dontévolue le systime entre les
conditions initiales et Bquilibre.

Le régime transitoire des systes LTI est caraetis® entre autres par leolgs. Une fa-
con de spcifier le comportement temporel est par exempléodaliser les plesdans le plan
complexe et ainsi donner des indications sur I'amortissement, les oscillations, lagapidis
premiers questionnements sur ces peaiets remontera [a fin des aneés 1960 [Kalman 69a],
[Lancaster 69], [Gutman 79], [Gutman 81]. Depuis, de nombreaultats concernant ce pro-
bleme se trouvent dans la &tature [Furuta 98], [Haddad 92], [Bachelier 98]. Ussultat
majeur de ces deraie anees est la éfinition des egionsLM | [Chilali 96b]. C’est dans ce
cadre que nous abordons le predole de localisation de®|&s.

Soit une Egion du plan complexP et un systime LTI, X = Ax. Les ples du sysme sont
les valeurs propres de la matriée L'appartenance desofgsa la BgionD est un prokdme
qui dans de nombreux cas degions se formule comme la recherche d’'une matrigfna
positive devant gfifier une irggali® pour 'ensemble destats du systme. Cette formulation
mise enevidence par [Gutman 79], [Gutman 81], est ueeggalisation de la caragtisation
de la stabili€ des systmes LTI par la secondeeattiode de Lyapunov. La stabditi’'un syséme
LTI en temps contintequivaut bieneVidementa'la localisation desgés dans le demi-plan
complexe gauche.
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Définition .4
Un syseme LTIx = Ax, estD-stablessitous les ples du sy&me sont dans laegionD du plan
complexe.

La D-stabilité est une extension de la stalalités systmes LTI. Elle n'a pas de sens pour des
sysemes non lieaires oua’temps variant dans la mesune la'notion de ples n’est pas clai-
rement @finie dans ces cas. Dans cettedd, la notion d®-stabilité sera uniquemevoqLee
pour des egionsD du demi-plan complexe gauche. Castabilitt est une condition suffisante
de stabilit.

Les spEcifications sur lesglés d’'un systme ne permettent pas de caesister I'ensemble
du régime transitoire. D’autres epifications sur le gabarit degpbnses existent épasse-
ment maximum, temps de mad...). En dehors de ces questionnements qui concernent les
réponses indicielles, c’estdire la Egulation autour d’un point dquilibre, d’autres sgCifica-
tions peuvenefre donees pour la poursuite d’un signal de commande. Ces @mods ne sont
pas abords dans cette #se.

Rejet de perturbation

Le sysEme soumisa 'son environnement doit pouvoir s’acquitter de la tache deegrdli
moinsa une certaine tefance pes. L'action de I'environnement est melée sous forme de
signaux perturbateurs. Leur influence sur le sysie eseVallge sur des signaux de sortia
I'aide d'un critere de caf. Les crieres les plus #quemment rencorgs sont exprirasa 'aide
des normes$i; et Ho.

Historiquement, I'utilisation de la normid, a des fins de performance, est apparue dans
les anees 1960 avec la éorie de la commande Lémire Quadratique Gaussienne (LQG). La
normeH> d’un transfertw, — 2 est une mesure pcise de la puissance du signal de sagtie
pour un bruit blanc unitaire en ept. |l s'agit d'un criere qui mesure la performance déatt”
nuation de la puissance des perturbations.

Soit un systime LTI certain dont le transferb — 2, est dEcrit par la matrice de transfél:

X(t) = AXt) + Bows(t) 1
To(s) =Co(sl —A)""Bo+D 1.6
{Zz(t) = CzX(t) + D22W2(t) 2() 2( ) 2 22 (16)
Définition 1.5
La normeH> d’'un syseme stable estafinie par:
1 [t . .
M= TSl = | 5, | TracdT; (o) Taljoo)de 0.7)

Remarque 1.2
L'integrale sur I'ensemble desdfquences est finie si et seulement si lessystest stable et que
le transfert direct estnul: =0

Un autre criere afin dévaluer le rejet de perturbation est de coastila normeH.. Pour
un syseme LTI certain stable, la normd.,, d’un transfertw; — z indique la plus grande
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amplification sur toutes lesdguences pour une ee& sinusajale. Le cot H, caracErise la
plus grande puissance qui est susceptibégrd’fransmise par le sgshe pour n’importe quel
signal d’entee.

Soit un systime LTI certain dont le transfes; — z; est dcrit par la matrice de transfélt:

{ Xt) = AXt) + Bw(t)

_ 1
z1(t) = Cix(t) + Diwy(t) Ti(s) = Cy(sl —A)""B1+ D1 (1.8)

Nous distinguons volontairement les signauxz etw,/z méme s'’ils peuvent se confondre.
Les notations prop@es permettent de déféncier les deux probimes qui peuvent concerner
des signaux difffents.

Définition 1.6
La normeH., d’'un syseme stable seedinit par:

Moo = [|Ta(S)][e0 = SUPTmaxT1( jw) (1.9)
w
oU Omax €st la valeur singuéite structuge maximale.

La normeH., a historiquemerntgalemenété un moyen de prendre en compte des otds
de robustesse. En effet, garantir que la noHeest in®rieureal’, équivauta assurer la sta-
bilite robuste du systhe boud par une incertitude non structerboree en norme pdr—1,
appliquge sur les entigs sortieswv;/z;. Cette interpetation de la norméd. a été frequem-
ment utilise dans le prokime mixteH,/H.,. Dans cette tbSe, on diférencie le proldme de
robustesse et le prabihie de performance. Les normids et H., définissent des cetres de
performance en rejet de perturbations pour lesesgss. En outre, les sgshes sont suppes’
incertains. Aussi, les cetes de performance devragité satisfait pour 'ensemble des nebes
du domaine incertain. On parle de performances robaskzslifféerence des sysines robuste-
ment stables dont le syshie nominal fifie un certain crigre de performance, [Scherer 97b].

De nombreux travaux portent sur les eris de performandd,, H. ou mixteH,/He. En
particulier, nous tenona faire €férencea’ [Lublin 96] pour un expasconcis et illusi’par un
exemple sur le sujet et[Paganini 99] pour 8tude compaé des crizresH, et H.

Performances Robustes

Dans le cadre de la metisation incertaine, les performances du syst sont valides dans
la mesure o 'ensemble desadlisations incertaines satisfont simuktament les rafnes perfor-
mances. Nous avongfini les performances pour des sysies LTI et les moeles incertains de
cette these sont toua incertitudes invariantes dans le temps. On dit que leBysincertain sa-
tisfait une performance robuste si et seulement si 'ensemble desrsysLTI qui le constituent
satisfont cette mme performance.

La localisation robuste de®|&s se dfinit comme suit:

Définition .7
Un syseme LTI incertain est robustemeistable si et seulement si pour chaque incertitude
A € Ale syseme LTI certainx = A(A)x, estD-stable.
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Pour ce qui est des performances detcohaque incertitude admissiblefdiit un transfert
W, — Z NOE T, (A, s). Le caitH. ouH> de ce transferteldend ecessairement de I'incertitude:

Fe(B) = IT(A,9)]ls (1.10)

Fixer un objectif de performance robuste pour un eyst incertain reviers imposer une
borne supfieure sur 'ensemble deswsT,.(A). Cette spcification permet de garantir une
borne maximum sur toutes les incertitudes de I'amplification des perturbations, en termes de
colitsHe ou Ho.

Définition 1.8
Le syseme incertain admet un abdarantil'y ssi:

re=TAs)l , VAea (1.11)

Seule la prot#matique du calcul d’un e garanti peuefre traige par des ethodes nume-
riques simples. Les déffentes rathodes poureSoudre ce probhme se comparent entre elles
suivant que le cat"garanti est minimum. La prodmatique des performances deitoibuste
est alors d’approcher au mieu leutaans le pire des cas:

Définition .9
Un syseme incertain robustement stable admet uat@@iranti minimum qui estefini comme
le plus grand des adS quandA parcoure I'ensemble des incertitudes admissibles:

Fee =sup|T(A,s)]. (1.12)
Aeh

Le calcul du pire des cas esef difficile en ghéral. Dans certains cas simples, il peut
étre dstermirg par balayage suk. Dans cette tbsSe, les performances de typeutoSbuste
permettrons de comparer les @if€ntes rathodes de calcul de ab§aranti.

1.1.4 Analyse et syntlese

Deux probEmatiques guident le travail de I'automaticien: la syséh et I'analyse. En An-
glais, la science de I'automatique essijrée paiControl theory ce qui indique que la synéise
de correcteurs est la prabhatique principale. Pour autangtlide des systes consisteayé-
ralement en un aller-retour entretédpe d’analyse et celle de syasie.

La probEmatique d’'analyse esteatudier les propgfés de stabilg’et de performance. Dans
cette optique, le systne est vu comme uglément isot renvoyant des informations et soumis
a des excitations venues de I'ekgur. Ces excitations sont suppes’ind&pendantes dedtat
du syseme. Par dfinition, le syseéme est efoucle ouverte L'analyse s’'inEresse aurtats et
aux sorties quand le systie est soumia Certaines endes.
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Si les sorties du sysime ont une action sur les signaux d'eetrEn particulier, s partir des
mesures, une correction est appeid I'evolution du systme, alors le syste est eoucle
fermee(voir figure 1.1). Le principe de synése est deedliser un bouclage des sorties mesu-
rées vers les erges de commande afin de corriger ou dédinrer les propets de stabild et
de performance. La prodhatique est donc de composer un segst, nomre correcteur, qui
transforme les sorties du sgste en de nouvelles eags.

systéme en
boucle fermée

correcteu

- systeme e
boucle ouverte

FiIG. 1.1 —Boucle fernee par un correcteur

Le choix du type de loi de correctioredénd des ethodes d’analyse qui seront empeg’
sur le systime en boucle ferg€. Dans cette #se, toutes les ethodes concernent les systes
LTI donc les correcteurs envisagsont eux-m@mes des sysmes LTI. Le correcteur dodtfe le
plus simple possibla réaliser en pratique. C’est pourquoi se pose le moiglde la recherche de
correcteurs d’ordreaduit [El Ghaoui 97], [Syrmos 94], [Grigoriadis 96]. Ce pretvie n’est
pas abord’ici. Nous nous limitons au cas de correcteurs dunmadrdre que le syatie.

La synttese d’un correcteur, en vue d’un objectif de stabititi de performance, est toujours
plus ardu que I'analyse. De plus, la recherche d’un correcteur optimal au sens céoe, CEits-
riore en gréral les autres performances. Cette constatation conduit aeprels complet de
syntheése multi-objectifs pour lequel deglilits de solutions omtté apporges que &S Ecem-
ment, [Chilali 96c], [El Ghaoui 96a], [Garcia 95b], [Scherer 97b]. Ces remarques font que
la syntrese est eng¥ral meme sans garantie d’atidrer 'ensemble des cdtes et ce n'est
gu’apres coup que les progiEs sonketudiées en analyse. A l'issue du calcul d’'un correcteur, la
boucle fernee esketudée en analyse.

Remarque 1.3

Les allers-retours entre I'analyse et la syatie passent souvent par plusieatapes de maat’
lisation. La syntleSe est effeca€ sur un moele simplifé. L’analyse quana elle se fait sur le
mocEle le plus complet possible. En particulier, la syegh ‘avec objectif de performance peut
étre réalisge sur le modle nominal alors que I'analyse de la boucle fens’effectue sur le
mocEle incertain.

Le travail de 'automaticien seetompose donc en trogddpes comglmentaires qui sont: la
modélisation, I'analyse et la syngise. Cette thse, @couEe selon ces troistapes, fournit un
cadre gnéral pour la modlisation incertaine des sgshes, leur analyse robuste et la systh
de commandes robustes.
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.2 Reésoudre les probémes

[.2.1 Solutions exactes

L'analyse et la syntbse sont des praoiatiques qui powetfe Esolues rcessitent des cal-
culs matkmatiques. Pour un syshe done; un certain nombre de calculs somcrSsaires
avant, par exemple, de concluaela stabilig en exhibant une fonction de Lyapunov ou de
conclurea la localisation des@dés en exhibant un correcteur. On a longtemps recleeaiels”
méthodes fournissant des solutions exactes. Dans cette optique, venpedhdorique estr’e-
solu” si I'on dispose d’'une formule ligfale donnant la solution. Un exemple bien connu est
celui du probéme LQG dont la solution exacte repose surdsotition de deurduations de
Riccati alggbriques (ARE).

Les proprétés matlematiques desduations de Riccati soatlidiées en dfail dans [Zhou 96].
Une de leur caraetistique principale est que lago6lution d’'une ARE passe par le calcul d’'une
décomposition de Schur doee, ce qui est une epation nuneriquement stable d’addpre li-
néaire [Golub 96]. Un proleime formu& sous forme d’ARE seesout par des manipulations
algébriques et exhibe une solution exacte unique. Au cours de cette, thie partie des travaux
ontété formuksa l'aide d'équations de Riccati, [Arzelier 00a], [Arzelier 98b], [Peaucelle 97].
Pour autant, dans ceamoire nous priviégions les esultats tikeoriques sous la forme d'éa-
glites Matricielles Liaires LM I). Ce cadre pour la mise en forme desultats est etaillé
dans la section qui vient. Nous tenaamsignaler, qua'ce jour, les formulations ARE ne nous
ont pas permis de pousser lesultats aussi loin qu’avec lesethoded_M | . Cependant, les
formulations ARE nous semblent utiles en tant quethmdes alternatives aledM | et par leur
proximité avec la teorie LQG qui donne un sens physicuen certain nombre desolutions.

Il est nécessaire de pouvoir comparer difthtes rathodes numriques avec une technique ana-
lytique, maitri€e eteprouge.

1.2.2 Méthodes nun&riques

Méthodes de r ésolution LM I

Alors que les rethodes ba=s sur legquations de Riccati supposent le calcul analytique
d’'une solution, IEmergence dekM | modifie la fason de pesenter et deesoudre les pro-
bléemes en Automatique. L'approchéM | sous-tend I'ide qu’un proldime est'r’'esolu” des
lors qu’il se formule comme un prodae d’optimisation corexe:

X" = arg Q‘Q f(x)

ou X est un ensemble cuexe etf est une fonction corexe.

Il existe en effet des algorithmes nentjues efficaces deesolution de cette classe de pro-
blemes d’optimisation foreEs sur les ethodes de point istieur, [Boyd 94], [Nesterov 94].
Dans cette optique,esoudre en pratique un preohe ne consiste pas produire une for-
mule analytique, maisa formuler un prol®@me d’optimisation corexe enutilisant de pefé-
rence le formalismd_M |. Dans ce cas, la solution optimale est globale et péu 6bte-
nue en temps polyarial en utilisant les direntes boites outils proposés dont certaines



24 CHAPITRE I. PRELIMINAIRES

offrent des interfaces conviviales ayd&TLAB, [Alizadeh 97], [El Ghaoui 95], [Gahinet 95],
[Vandenberghe 94], [Wu 96]. Les outils reposent essentiellement sur la notiegaligs ma-
tricielles linéaires LM |) qui ont permis de gréraliser les outils les plugcents de program-
mation lingaire sur le ofhe des matricesafinies positives.

Inégalit és matricielles

Les inégalies matricielles sontefiniesa l'aide de la relation d’ordre partiel deokivner:
A>(>)B <= A-—B(semi-)dfinie positive (1.13)

Cette relation d’ordre partiel concerne les matricesetyigies. Elle peutgalemenefre dfi-
nie pour les matrices non swtriques mais concerne alors uniquement leur partieesygue.
Ainsi, dans cet ouvrage, une matrice (sengfjdie positive est implicitement syetrique.

L'appellation “Inégali€s Matricielles” par abus de langagesijneegalement des lois sur
des variableg qui sont de nature matricielle ou non matricielle:

I(x)<(<)0 (1.14)

Suivant que la matrick dépendant de la variable est &finie régative ou semi-gfinie néga-
tive, on parlera d’iegalit stricte ou non stricte. L'iegali# definit respectivement sur la variable
x des contraintes d’appartenareein ensemble ouvert ou feeml’ensemble des variables
satisfaisant une egali# matricielle s’appelle 'ensembfaisable Suivant que cet ensemble
est vide ou non, I'iegalit est dite non faisable ou faisable.

La modilisation dans I'espace efat et la tieorie de Lyapunov permettent d'illustrer sim-
plement I'attrait des iegalis matricielles pour fude des systnes. L'analyse de la stabdit”
au sens de Lyapunov d’'un sgste LTI X = Ax peut se fairea travers de lag$olution d’'une
inégali® matricielle:

X [AP+PA]x<0, Vx#£0 < AP+PA<O0

Cette derrgre relation, appek irégalit de Lyapunov, est uneégali€ matricielle en la variable
P. Elle fait partie de la sous-classe desdaligs Matricielles LigairesLM |. Comme I'ont
montré de tes nombreux travaux, [Bambang 94], [Chilali 96a], [Geromel 98], [Gupta 96],
[Masubuchi 95], ou encore I'ouvrage deféfence [Boyd 94], la plupart des prebhes d’ana-
lyse pour les sysimes li€aires peuverdtfe formu€s de fapna faire intervenir desasolutions
deLMI:

L(x)<(<)0 (1.15)

ou L est une matrice affine en les variablesConcernant les travaux les pluscents sur le
sujet, nous conseilloreyalement I'ouvrage collectif [EI Ghaoui 00].

Les deux principaux probmes d’optimisation caexe que’on va rencontrer dans ceen’
moire sont le proldme de faisabilé’et le probéme de minimisation d’'une fonction Baire
sous contraintekM | :

— ProbEme de faisabilé’
Trouver un poinx du domaine faisable d'uneM I .
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— ProbEme de minimisation:
Minimiser une combinaison legire enx sous contrainte§. M |

Il existe d’autre types de prodies que nous ne traiterons pas ici, pour lesquels une solution
numérique peuefre mise erevidence, [Boyd 94].

Dans ce refmoire, la plupart dessultats prennent place dans ce cadre. Toutefois, de nom-
breux probémes difficiles (par exemple de sya#ie) ne trouvent pas de solutibtM | . Dans
les cas les plus favorables, ils font intervenir desgalies Matricielles BilirgairesBM | :

B(x,y) < (<)0 (1.16)

ou B est une matrice ligairea la fois en la variable et en la variabley et comprenant des
termes croies erx ety.

De nombreux travaux concerneat’heure actuelle laasolution de8M I . lIs se dcom-
posent en rathodes locales (gradient contraingtméde du second ordregtinode de relaxation
iterative) et nethodes globales beaucoup plus lourdes (branch and bound, globalisatioe-des m”
thodes locales). Les pranhiesBM | rencontes dans cette &se, seront aboed exclusivement
a l'aide de nethodes locales du type gradient et par relaxatia@ratit/es. Leurs solutions, tout
en ne garantissant pas un optimum global, sont toutefois encourageantes.

Inégalit és matricielles quadratiques

Une forme particukre d’'inégalis matricielles est maintenant introduite dans cetseh”
La matriceE définit une Irégali® Matricielle Quadratique en la variab¥g ssi

1
1 X E{ }< <)0 .17
[1 Xg ]| | < (1117)
Si de plus la matric& est partitionee en:
E11 Elz]

E = .18
[Eiz E22 (118)

et le terme quadratique est senaifidi positif:
Exo>(>)0 (1.19)

alors, par éfinition,E définit uneln égalite Matricielle Ellipsoidale, EM |, en la variableXg .

Dansle cas EM | oularelation (1.17) est stricte, on parlerdd¥l | ouvertes et 'ensemble
faisable est un ensemble ouvert. Respectivement, si la relation est non stricte on paféra d’
fermées. Suivant que le terme quadratifize est dfini positif ou semi-éfini positif, on parlera
d’EM | borrée ou non boreé. L'ensemble faisable estceéssairement boerdans le premier
cas et peut ne pasre bore dans le second.

LappellationEM | choisie ici fait férence aux ellipadés des espaces vectoriels de di-
mension finie R" par exemple). Dans un espace vectoriel de dimension finie, les ellgso”
sont des hyper-surfaceslihitant les domaines coaxesborrés tels que:

e+ X e+ ehx+xex < (£)0 (1.20)
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ou e; est un scalaireg, est un vecteur ed3 une matrice dfinie positive. Quands est semi-
définie positive I'ellipsade dBgénere en uneegion non boreé de I'espace vectoriel (lingtar
une parabole par exemple, en dimension deux).

Une proprété principale de& M | est que les domaines faisables sonwesrs. Sil'on pose
E-o = L'L, ce qui est toujours possibéant done queE,, > 0, alors (1.17) s&crit également
par comp&ment de Schur:

Ei1+ XIE Eiz—l— E1oXE XIE L’

X E <0 (1.21)

C'est unelLM | et le domaine faisable est donc vere.

.3 Contributions

Les contributions de cetteake portent sur laeduction du pessimisme en analyse et com-
mande robuste tout en garantissant que lethodes prop@&ss soient nuariquement efficaces.
Mathématiquement, une grande partie desuttats reposent sur leseggli®s matricielles el-
lipsoidalesEM |, qui nous permettent d’offrir une visionegérique d’un certain nombre de
problemes. De fagna englober I'ensemble du pra@bshe de robustesse, nous nous sommes at-
telés toura tour aux prol@matiques de madisation, analyse et syrgke.

- Modélisation

Ce travail a pod’en premier lieu sur une reggéntation nouvelle des incertitudes: les mo-
délesH-dissipatifs. La @marche est de proposer des milghtions plus ghérales que les
modélisations classiques du lemme beméel et de la passivat’Cette nouvelle maadisation
permet de mieux prendre en compte des couplages entre gtagarimcertains, de reggénter
des effets dissipatifs eenergie et de conserver la “physique” des peotés erevitant d’ef-
fectuer des changementsdtelle et de regre. De plus, pour une metiSationH-dissipative
donrée, I'analyse et la synése se font avec le moins de pessimisme possible.éviatique-
ment, la moelisation repose sur une resentatiorE M | . Les publications, [Peaucelle 98b],
[Peaucelle 98a], [Peaucelle 99c], [Arzelier 98a], [Arzelier 98b], ont @diotcasion de dif-
fuser ces travaux. Simultamient, sur une #matique analogue, on trouve aussi kesuttats de
[Xie 98], [Folcher 97]. La modlisationH-dissipative n’est pas la seule envisaglans cette
thése, nous faisons un effort dergralitt de marerea inclure la majori¢’des modlisations de
paranetres incertains.

- Analyse

En analyse, les contributions sont principalement de deux ordres.d?egn@nt, nous expo-
sons comment I'outil teérique de sparation topologique des graphes se traduit pagpars-
tion quadratique dans le contexte des sgws LTI incertains. En fondant notre raisonnement
sur les formes @fériques de contraintes quadratiques robustes, nous explicitons le principe
qui permet la prise en compte d’incertitudes de forme LFT et dans un second temps, nous
détaillons les mtanismes qui rendent cette technique pessimeseais que des conditions
LM | sont recherckés. Ce travail sur le concept deparation quadratique a damfiéu aux
publications [Peaucelle 99a], [Arzelier 99] et permet de faire le pont entre les travaux sur la
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stabilitt des systmes interconnees [lwasaki 97] et les predures matbmatiques propess
dans [Scherer 97a].

Un deuxeme axe en vue de laduction du pessimisme en analyse, est la possilulit”
considrer des fonctions de Lyapunoegéndant des paraties. Un nouveau cadre de travail
est propos ‘et il dpasse &s nettement le cadre classique de la stallitadratique. Matma-
tiquement, il se traduit par un lemme dit deation, qui partant d’'une formeegériqueEM |
permet de faire appaiteé des variables de relaxation. La pedcire est dfaillée et comme I'at-
testent [Geromel 98], [Bachelier 00], permet des contributions aadid protdimes envisa-
gés dans cette &se. L'analyse robuste par les fonctions de Lyapurepeddant des paratres
a donr€ lieua des publicationscentes [Peaucelle 00a]. [Peaucelle 00b], [Peaucelle 99b].

Outre ces deux contributions majeures pour I'analyse robuste, nous nous segaiessent
attaclesa considrer les prol#@mes d'un point de vueds ¢ggréral. En particulier, contrairement
aux hypoteses usuelles, 'ensembles des matrices gfinitsent les systes sont suppess
incertaines.

- Synthese

La séparation quadratique ainsi que les fonctions de Lyapumpeddant des paratres
sont d’'application mal ae£ en syntbse. En particulier, I'extension des eriés d’analyse pour
la recherche d’un correcteur, condaitles pro@medB M | en syntlese. Notre contribution en
ce domaine est alors de proposer deshndes numriques efficaces, soit pour le prebie g-
néral de synthse par FLDP viga Vis d’'incertitudes structegs, soit pour des pradties relags.
Une grande vaeité de probémes est envisag sur cette base de reflexion. Certagmittats ont
donrg lieu aux publications [Arzelier 00b], [Arzelier 99], [Peaucelle 99c], [Peaucelle 98a] et
d’autres Esultats sont en cours de developpement.
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Trois probEmatiques principales se disputent la vedette en AutomatiqueelMod”
sation, Analyse et Synése. Nous choisissons deabuper la tBSe selon ces trois
axes. En premier vient la

Modelisation

Meme si I'automaticien sera jegur la commande qu’il proposd’issue de IEtape
de syntkese, c’est dS la moelisation qu'il fait le choix d’une stragjie de contle.

Le syseme ainsi que la boucle detrbaction sont@Cessairement unis par le type de
modklisation adop. La moctlisation édtermine I'analyse et la syrgkeé qui suivent.

Modéliser, c’est construire un sehia tleorique qui rend compte de laafité d’'un
processus. Seulement, kalité est une notion toute relativea@moins de mettre en
oeuvre des techniques de forteggision, nous sommes incertains du raledob-
tenu. En Automatique, il ne faut surtout pas attendre diesystde se conformer
son moele. Bien au contraire, ce sont leguations mattrnatiques qui doivent imi-
ter la réalité. Des lors que lagalité est difficilement perceptible, nous choisissons
de la repesenter par des mebs incertains.






Chapitre |l

Modeles LTI incertains

Introduction

Les moctles LTI incertains en repsentation détat sécrivent:

{ X(t) = AQX1T) + B(A)u(t)
y(t) = C(A)x(t) + D(A)u(t)
avecx € R" I"etat du systme,u € R¢ le vecteur d’entee du systme,y € R™ le vecteur de sortie.
L'hypothese d’'une matrice de transf@&tA) incertaine n’est pas foerhent pertinente pour les
sysemes €eels. Sans grande restricti@est supposé certaine. De plus, il est toujours possible
de poser le changement de sostig) © = y(t) — Du(t) et donc de choisib = 0. Dans la suite
D(A) est donc toujours nulle. (11.1) seécrit sous la forme matricielle:

(G)-[8 22 ()we () oo

ou A représente le caraete incertain e (A) est la matrice re@sentant le maglé. Elle &gpend
de l'incertitude et regroupe I'ensemble des lois connues sur lersgstPour sa part, l'incerti-
tudeA est donee parA: 'ensemble de ses valeurs admissibles.

Pour toutes les madisations, nous allons exhiber une matride= M(0) correspondard -
une incertitude nulle. Cette matrice correspondadele nominaldu syseme. C’est le moele
qui auraitété choisi dans le cas hypatique d’'une modiisation parfaite.

Dans cette thse, les incertitudes sont suppes pararetriques eelles et constanteA.s’écrit
comme une matrice inconnueglle et constante. Les parafres incertains peuvent entrer dans
I"ecriture du modle sous deux formeaffine ouLFT . Le domaine incertain, quaralui, peut
étre dlimité par des hyperplangdglytope) ou des ellipsales H-dissipatif). La suite de ce
chapitre est ddiéea la description @cise des formes des nelds et de la nature des domaines
d’incertitude.

(I1.1)
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II.1 Incertitudes implicites

Dans cette section, les paratres desquels provient l'incertitude ne sont pas edix-
plicitement. Les formes incertainesgsenges peuvent madiser des incertitudes autres que
parangtriques. L'application aux formes classiques d’incertitudes panaauoies se fait dans la
section suivante I1.2.

II.L1.1 Forme affine polytopique

Définition I1.1
Le polytope de sommets M, M2, ..., M™! se dfinit comme I'enveloppe convexe de ces
matrices. L'appartenance de (M) au polytope crit:

M(L) eco{M[ll,M[Z],---,M[”pl} (11.3)

Calqlee sur la éfinition des polytopes, les melts incertains de forme affine polytopique se
définissent par un polytope sur la matrice ratedvi(A). Cette moeélisation reviena'consierer
le syseme comme I'enveloppe coexe de modles exteieaMli!. Ces sommets ont souvent une
définition physique (incertitudes paratniques par exemple). lls peuvergdlement constituer
des modes de fonctionnement extrés identiés exgrimentalement.

Les matrices du maalé incertain affine polytopique se paretment en coordore€s bary-
centriques:

M(A):-ZplZiM[i] : _Zpllizl , 0<G<1 Vi=1---np (11.4)

ou les scalaireg§; ne sont pas les paraties incertains du sy@tie mais une interptation de
la nature gongétrique du domaine. La forme affine polytopique ne fait pas appeexXplicite-
ment les paraeties incertains. Les paratnés incertains sont implicites et sont artificiellement
rempla@&s par les coordom@s barycentriques.

Les mockles incertains de forme affine polytopique seahposent sous la forme:

[éﬁi; B(@A) ] = . (11.5)
-ZlZiC[i] 0

Remarque 1.1

Pour les formes polytopiques,ieodele nominalM = M(0) peut avoir une ealité physique ke

a la modlisation. Cependant, tout point grieur du polytope peutefinir un moele nominal.
Dans le cas gféral, si aucun modle nominal n’est dore"'nous choisissons le barycentre du
polytope:

M :M(@):n—t_im[i] (11.6)

Ce systime nominal est en accord avec le sys¢ nominal dans les cas particulie#8oqEs
dans la section 11.2.
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[1.1.2 Forme rationnelle

Définition de la Transform ée Fractionnaire Lin éaire

Une forme @&'sormais &5 classique pour reggénter les incertitudes est de supposer qu’elles
peuvengtre isoEes du modle et mo@lisées comme un @rateur agissant eetroaction sur un
syseme nominal. Cette matiSation est plus gférale que toute maisation affine. Elle per-
met de repeSenter tout magle pour lequel les paragires incertains interviennent sous forme
de fractions rationnelles.

Wa(t) (1)

Syseme LTInominal

Fic. II.1 —Forme LFT

Définition I1.2
Un syseme est de forme LFTTi@ansforméee Fractionnaire Lineaire) s'il est décrit par un
bouclage de l'incertitude sur le systie nominal:

Wa(t) = —Aza(t)

X(t) = AX(t) + Bawa(t) +  Bu(t) (1.7)
(1) = CaX(t) + Daawa(t) + Dagu(t)

y(t) = Cx(t) + Dyawa(t)

ou Wy et z sont des signaux exeges fictifs de dimension respectiyeet| .
Soient les matrices incertaines suivantes:
Ac =A(1+DppA)"t  Ag=(1+ADp) 1A (11.8)

Ce sont des matrices dont les coefficients sont des fractions rationnelles en les coeffiddents de
et le syséme peut indiffremment fcrire:

Ba

] Ac[ Ca Day |
5 (1.9)
= M—| * |A

{ Dy ] B[ Ca Dau ]
M est lemodéle nominaldu syseme correspondaatune incertitude nulleyl = M(0).

Remarque 11.2
Les formes affines sont des cas particulieesldits des formes LFT en posaniB-= 0. Cela
signifie que le moele n'a pas de transfert direct entre les signaux exues.
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La forme LFT est dfinie par un bouclage exege dont le transfert direct dey a zy n’est
pas suppashul. Des lors se pose le prabhie du bien pasde la boucle. Les relations (11.8) et
(11.9) font appar#te que le modle n’est &fini que si:

det(1+Dand) #0 , VAEA (1.10)

Définition 11.3
Le moatle LFT esthien pos ssiles matricesl + DaaA sont non singuéres pour I'ensemble
des matrices admissiblésc A.

Cette dfinition matl€matique du bien pescorrespona.:
— L'equilibre du sysgmex = 0 est unique pour toutes les incertitudes admissibles.
— Les signaux exagnes sont uniquesla donmee dex, u etA.

A l'issue de la modlisation d’'un modle, il est important de savoir si ce mald est bien pas”
Le chapitre 1l donne la solution de ce prebie.

Forme LFT polytopique

Lincertitude affectant un maalé avec une structure LFT, peatté vue comme une matrice
d’incertitude ou comme un @pateur qui transforme les signaux erags. Cet oprateur peut
se dfinir, en gardant les parares implicites, comme I'enveloppe a@xe desommetg\':

@:CO{A[H,A[Z],..,A[nA]} (I1.11)

Cette dfinition trés générale repose eredlitt dans la plupart des cas sur une el@dtion
parangtrique qui est dfaillée en section 11.2.

Forme LFT H-dissipative

Une autre fapn de moeliser un ograteur incertain consisgefixer une relation eng€/sortie
sur les signaux exameszy etwp. Cette moelisation est implicite car elle ne spifie en rien
les pararetres incertains contenus dans Boateur.

Supposons par exemple que le syse est dfini par 10% de variations autour d’un redd"
nominal. Il est alors possible de mettre le ret&iSous la forme LFT (11.7) et de caradser les
écarts possible autour du nominal eesifiant:

WaWwp < 0. 12Z52A

Par changement dthelle, cela revierg consigter que I'ograteur est boe(Z\A'Azp < Zyzp).
Ce cas correspond au cadre de kedté du faible gain.

Un autre exemple #orique est celui des incertitudes positivesliés. Pour magliser des
éléments inconnus passifs, il suffiteatfire que le produit scalaire dg avecw, est régatif:
< ZA|WA > < 0.
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Ces deux exemples peuvent se regrouper sous la formulatiénigle des oprateurs dissi-
patifs.

Définition 1.4
L’opérateurA est dit H*-dissipatif si les relations eng€s/sorties erifient:

Ywa e RY [ Z, —w, ] HC[ Z@J >0 (11.12)

J.C. Willems fut le premiea définir un cadre teorique unifé dans I'espace dtat incluant
comme cas patrticuliers, les progtds du faible gain et de la passwjtét fond sur la pro-
prieté abstraite de dissipatieif[Willems 72]. Cette propeie interne d’un systme dans l'es-
pace d&tat s’exprimea’travers I'existence de fonctions de tygreetgie attestant quiy a “dis-
sipation” de I€énergie fournie. Il n’est pasténnant, sous ce formalisme, de retrouver des liens
étroits avec la stabiit’au sens de Lyapunov et de fait le concept@particulerement uti-
lisé pour I'étude de la stabiit'des sygtmes interconnees non li€aires. Un cadre undife-
groupant repgSentations erggs/sorties et interne &té par la suite propasdans [Hill 76],

[Hill 77], [Hill 80a], [Hill 80b]. Ce cadre de travail 5 formalig€ n’est pas utilie’dans ce
mémoire pour des raisons de simplification d’exgp@s puisque nous travaillons essentielle-
ment dans le cadre plus simple des eyss LTI. |l esta’ noter que paralement notre travail
[Peaucelle 98b], [Peaucelle 98a], [Peaucelle 98c] et [Arzelier 98a], le concept d’incertitudes
géréralisant les cas des incertitudes passives et de faible gairegal#ment apparues dans
[Folcher 97], [Xie 98].

Les opErateurdHC-dissipatif sont des cas particuliers dapteurs efifiant des Contraintes
Quadratiques Iigrales (IQC):

oo .
[ ade o e | 209 dexo (1.13)
La difference entre les dewefinitions tient au choiX1(jw) = H® constante. Ce choix se
justifie quand les incertitudes sont paetnues eelles.

Les IQC ont Ecemmenteté introduites afin de construire une approche de émitle” des
multiplieurs pour le protdme d’analyse de la stabditobuste, [Megretski 93]. Les IQC sont
ainsi utilistes afin de écrire deseléments (incertitudes, paratnés variants dans le temps,
caraceristiques fequentielles sur les signaux, saturations, retards, dynamiques, aaritia”
diverses..) d’'un syseme complexe dans un cadre umifiour lequel existent desathodes
efficaces de calcul syastiatique, essentiellement faek sur la@solution deM | . Pour une
représentation dfaillée de la tkorie des IQC ainsi que pour disposer d’une liste des IQC les
plus remarquables, on peut se repoat@viegretski 93] et [Megreski 97].

Les cas particuliers d’lQCafinies par:

1 0

n(jm):[(D _1} , I'I(j(o):{i H (11.14)

aboutissent auxesultats dones dans le cadre de lagitrie du faible gain et de la pass#it”
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1.2 Incertitudes param étriques explicites

Dans cette section, sontggénés les modles incertains de forme affine et LFy t&s pa-
rametres incertains apparaissent explicitement. Cesehegdsont des sous-cas des mleda
paranetres implicites pgGdents mais constituent la classe la plus souvent rerematr pra-
tique.

11.2.1 Formes affines paralElotopiques

Soit un pointinitialM d’un espace vectoriel de matriceetles. La translation de ce point le
long d’un axeM!! d’un point initialM + M & un point finaM — M1, aboutit au segment:

M+3ME 8y <1

Quand ce segment est transldg la neime faon selon un autre axXd?, on obtient un paral-
lelogramme:
M+ MU+ 5M2 3 <1, |5 <1

L' ‘etape suivante conduwtun paraklépipede.

Définition 11.5
Un parall élotopede dimension giest dfini par:

No .
M(A):M+ZléiM|'| D16 <1 Vi=1---ng (11.15)
i=

En référencea’cette @finition, les moeles affines paradlotopiques sont tels qud(A) se
décompose en:

_ A+ S SAl B+ S 5Bl _
E 0 B I I
c+_z°laicli| 0

Les parareire incertain®; apparaissent explicitement. Ce sont dess qui sont suppesétre
compris entre-1 et 1 par un changementathelle.

Par exemple, le sysimex = —a x aveca € [0.1 0.7] admet comme maaé affine polyto-
pique:

x=(—-044+039%)x : [9<1
La forme affine parafilotopique est naturelle quand les paetres des matrices du melé’
lineaire sont doneeés dans des intervalles. On trouve dans leréittire la dfinition de la classe
des matrices intervalles:
M < M(A) <M

ou la notation< définit des ir€gali#s termea‘terme:

m;<m;j<m
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Le cas des matrices intervalles est un cas particulier important deslesaffines paraloto-
piques. En particulier, il see€crit sous la forme:

No
M+ S oE , [6<1 Vi=1l-ng
2,

ou les matricess; sont de rang 1. Les matric& sont par exemple des hometitjues de la
base usuelle de I'espace des matriégsa. tous ses coefficients nuls sauf un.

Par la suite, les maes affines paradlotopiques sont constEs dans leurgréralité en tant
gue moeles polytopiques. Le passage d’une fora&autre se fait en identifiant les sommets
du polytope ave;| = 1 dans (11.15).

Remarque 11.3
Les sommets du polytope assoaii paralElotope, sont au nombre dg & 2". Le nombre de
sommets d’un polytope est eargfal exponentiel en le nombre de paretmes incertains.

[1.2.2 Forme rationnelle

La forme LFT permet de prendre en compte des incertitudes arguoes explicites &s
lors qu’elles apparaissent sous forme rationnelle dans leelaodn fois mis sous forme LFT,
le mocEle est boud par une matric& appartenana une ggionA dont la nature gongtrique
est soit de type polytopique et eprgral parakklotopique, soit de formE -dissipative, c’esa’
dire célimitée par des ellipsdés.

Forme LFT parall élotopique

Une forme affine paradlotopique se factorise, sans perte deggalité, sous une forme ma-
tricielle telle que:
Ba

]A[ Ca Dau | (11.17)

avecDysADp = 0 et ad la matriceA est diagonale et appartient au domaine suivant:

81, 0

~ 62]].]’2 .
A={ A= _ _ _ C 13| <1 Vi=1---no (11.18)

@ M 6n0:ﬂ_rn0

Cette formeequivalentea’la premére a I'avantage de regrouper 'ensemble des penas’
incertains et se gsente comme un cas particulier de forme LFT polytopique. Par analogie, on
dira que l'incertitude est LFT para&lidtopique si le moele est de forme LFT et que la matrice
incertaine est telle que (11.18). Pour retrouver le caségal des incertitudes polytopiques, les
sommets sont de la forme (11.19). Le paeddifope est sans doute le polytope le plus courant.
Cependant, seule I'inclusion polytopique non paalidpique peut rendre compte de couplages
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entre les paragtres incertains.

81, 0

. 51
pil=| AT . 18 =1 Yi=1-ng (11.19)

@ M 6n0:ﬂ_rn0

La forme LFT paraklotopique est particldrement importante car de nombreux travaux
concernent sgcifiquement le proleime de stabilé robuste visa'vis de ce type d’incertitudes
structuges.

Forme LFT H-dissipative

L'operateurA est maintenant vu comme une matrice de pata@s incertains. Les para-
metres apparaissent explicitement en tant que coefficiers de

Définition 11.6
Une incertitude est B-dissipative A € Ac, si elle appartient au domaine faisable deliM |
définie par—H®. Soit:

AHC:{ AcRP® o [ 1 A JHC [ i} > Ogaxqa } (11.20)

et de faon duale, I'ensemble deé$, HB-dissipatives, estefini par:

1

Par dfinition desE M | (voir page 25), le terme quadratique dgH ou HB) est semi-éfini
négatif. De plus le moele nominalM (incertitude nulle) fait partie de®alisations du maale
quandA € Ay. Mathématiquement cela impose ddir

H — { Hi1 Hi2 ] Hi1>0 (11.22)

Hi, Ha2 Ha2 <0

Remarque 1.4
Si une incertitude appartierst A c, il n’existe pas ecessairement d’ensemble dugls. La
reciproque eseégalement vraie.

Des incertitudedH -dissipatives usuelles sont daes en annexe A et cette remarque est
illustrée sur ces exemples. Les deux formes d’incertitudes dissipatives les plus couramment
rencontees dans la liifature sont les incertitudes bess Eelles, [Gupta 96], [Haddad 93],
[Shim 96b] [Shim 96a], [Zhou 88]:

NA<1 (11.23)
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etles incertitudes positiveselles, [Gupta 96], [Haddad 91], [Haddad 93], [Shim 96b][Shim 96a]:
N+A>0D (11.24)

Cela correspond auxefinitions du faible gain et de la pass&ippliqea I'incertitude para-
métrique. Le modle incertairk = —ax aveca € [0.1 0.7] s’écrit:

1

{ X = —0.4x+ 0.3wp
0

-0 s

_01 } — dissipative

Du fait de la structuree M | choisie, les incertitudeld -dissipatives efifient toujours les
conditions suivantes:

— Ay est un domaine fermét convexe.

— SiH2, < 0 alorsAy est un domaine compact (feerborre).

— SiH22 < 0 alorsAn peut ne pagfre compact.

— A= 0 appartien’Ay.

Incertitudes H-dissipatives simultan ées

Par dfinition, un ensemble d’incertitudés simultar€mentH-dissipatives gcrit comme
suit:

BH gy Hipy iy = By N BH) N N bHg, (11.25)

Cet ensemble est femtonvexe caconstitlé de I'intersection de domaines faisableE M |
fermées (intersection d’ellipsdés).

Incertitudes H-dissipatives r épétées

Lors de la modlisation d’'un moeéle sous forme LFT, les diéfents paraeties incertains
peuvent seeapéter dans I'opfateurA. La matrice incertaine), est alors compa€ de blocs
repétés sur la diagonale alors que les termes hors-diagonaux sont nuls:

0 M
A=10b=| | o (11.26)
0 N

Par exemple, I'incertituda; = [ o1 O ]' répétée deux fois crit:

5| 0
5|0
1@ 0 = 0261 (11.27)

0|d
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Un autre exemple plus usuel, est celui des incertitudes scal&ipé®es de valeur absolue
inferieurea 1:
M =01 =128 , [6<1

Cela correspond une incertitud®; qui est{ -dissipative epétéer fois. Une moali-

0 1)
sation paraklotopique peugtre proposé en remarquant qéeest diagonale et compesd’'un
seul pararefre.

Suivant que lincertitudeéd; estH-dissipative ouH(y), - - -, Hn-dissipative simultaeé, on
dira queA estH-dissipative €peteer fois ou bienHy), - - -, H)-dissipative simultagé €petce
r fois.

A linverse des incertitudes dissipatives, il n‘est pas@ssaire de poser qu’une incertitude

polytopique estepétée. En effet, si\; appartient au polytope foredes sommetA[l'], la struc-
ture diagonale dA n’est pas akfée en posant queappartient au polytope de sommgegtsy A[l'].

La forme polytopique prend directement en compte la structure des incertitudes.

1.3 Incertitudes LFT Mixtes

Il est bien sit possible d’associer dans unemé matrice des incertitudes de typesatifits.
On parlera alors d’incertitudes mixtes. Elles sont telles que:

A 0 - 0 Ach
Al d Al (D Ir, @M1 | | 7 A e AH(l,l)v"'vH(l,hl) (11.28)
0 R PO AN TATRS A"|(|,1)7~~~7H(|,h,)

L'operateurA est sous forme bloc-diagonale avec
— un bloc polytopique
— | blocs dissipatifs.
Chaque bloay
— est gpétér; fois
— appartienaT'intersection des; domaines dissipatifsedinis parH;; 1), -+ Hj p)-

Un exemple d’incertitudes mixtes est celui des incertitudes gdoadpiques sous forme ma-
tricielle (11.18). Elles peuvenetre repesentesa I'aide d’un seul bloc polytopique avéc= A

. . . . 1 0 o "
maiségalemena T'aide del = n, blocs d’lncertltudes{ 0 _1 ]-dlSSlpatlvesepelees respec-
tivementry, - - -, rp, fois.

Tout moctle incertain dont les paraftres interviennent sous forme de fractions ration-
nelles dans le ma#é incertainM(A), se met sous forme LFT avec une matrice des incerti-
tudes,A, bloc-diagonale. La pradure pour mettrdl(A) sous cette forme estedfite dans
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[Doyle 91],[Dussy 98]. La construction de la forme LFT n’est pas unique et la recherche d’'une
forme minimale est aboe# dans [Dussy 98]. Cette question est igeodans cette #se. A
contrario, il est parfois souhaitable d’envisager des formes augesnt”

Le passage d’'une forme LF3 une autre €Crit comme suit: Si le sysine se met sous la
forme LFT suivante:

Ay

m=[¢ o]

ou l'incertitude se factorise efyy = TgATy. Tg et Tq sont des matrices neeéndant pas des
paranetres. Alors, le mafne moele incertain scrit aussi sous la forme LFT:

A¢

At Bf]

Ms =
f {Cf D¢

avecAs = Aj, Bf = BiTg, Ct = TqGj etDs = TqDiTy.

1.4 Exemple de mocklisation LFT

Modélisation polytopique

Mettons que deux paragtres incertains esifient le couple de contraintd®? + &3 < n,
01 <r). On peut alors re@senter le domaine incertain sous forme graphiqgue comme le domaine
grisé de la figure 11.2.

Pour ce domaine incertain, plusieurs inclusions polytopiques peatrenproposés:

— le polytope de 3 sommets, a, etag
— le polytope de 4 sommels, by, bz etby
— le polytope de 5 sommets, b1, by, ¢z etcs

Un désavantage de I'inclusion polytopique est qu'il faut @mégal un grand nombre de som-
mets pour dcrire les incertitudes au plusgs. Cependant, la description des incertitudes est par
la méme occasion plus riche.
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FIG. 1.2 — Inclusions polytopiques d’un domaine d’incertitudes

Modélisation H-dissipative

Ce domaine peutdalemenefre vu comme l'intersection des deux domaines faisables des
EM | suivantes:

(11.29)

Le domaine dfini ici comme une intersection de deux domaines, eerg’ pas simplement
comme un domain -dissipatif. De neme que pour les incertitudes polytopiques, il est possible
d’'imaginer un domaine de tyge-dissipatif qui inclue cette intersection. Par exemple, on peut
chercher une ellipse recouvrant le domaine comme sur la figure 11.3.

Cette n€thode ecessite de se fixer un @i de choix pour les ellipstés. En prenant par
exemple le crigre du volume, la recherche d’'un domattedissipatif est non carexe etn’ad-
met pas forement de solution minimale unique. D’autre part, il est possible de montrer que le
meilleur domaine n’est pas faoient de volume minimum mais doit surtout ne pas inclure de
points critiques vis'vis de la stabil#. Ce probéime n’est pas discatplus avant mais ceg+’
flexions indiquent pourquoi la possibéipour une incertitude dife simultaement dissipative
vis a vis de plusieurs domaines estcessaire.

En conclusion, nous venons de voir deux approchesrifftes afin deetrire au mieux un
domaine paramtriqgue done. Dans un cas, le domaine est approxjmaf un polytope alors que
dans l'autre, il I'est par une intersection d’ellipdes.
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FIG. I.4 — Sys€me masse ressort

Modélisation LFT

Soit le sysetme masse ressort de la figure 11.4. En choisissant comme variables, d&
position des deux mass&s et xp, ainsi que leur quangs de mouvemeng = Mx; etxy =
MpXz, le mockEle d'état de ce systhe sEcrit:

0 0 m% 0
0 0 o L

ey =

X(t) Kk K _m% 0 X(t) (1.30)
ko -k, 0 -—-Z<

m

ki et ko sont les raideurs des ressoms, et mp les masses des solidesun coefficient de
frottement visqueux. Les masses ainsi que le coefficient de frottement sont incertains:

C:Co(1—|—6C) , m1:m10(1+61) , mz:sz(1+62) (||.31)

La matrice dynamique de ce sggte est une fraction rationnelle en les pagtnes incertains. |l
est donc naturel de metiSer le systime sous forme LFT. Le choix de la forme LFT n’est pas
unigue. La prengreétape consista choisir un sysime nominal:

1
0 0 & O
0 0 0 -
— Mpo
A Kk ko _% 0 (11.32)
ko -k, 0 -2
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Le bouclage exogrie sur l'incertitude estedini par:

(1.33)

(11.34)

Wa(t) = —Aza(t)
Xt) = AXt) + Bawa(t) _ A{ X(t) }
Zp(t) = Cax(t) + Daawa(t) W (t)
Par des rathodes classiques, [Bose 82], [Zhou 96], une pesefiorme LFT est @duite:
I 0O O 1 0 |
0O O 0 1
A
0 mp 0 -G
Ma=1"00 3 0 00 % 0
Lo Co
00 O =y 00 0 &
00 % 0 00 1 O
) 1 1
00 O — 00 O

Pour ce choix de forme LFT, la matrice incertainecsit: A = diag(12 © 8¢, 81, 82).

Une autre forme LFT estgalement possible (on utilise le changement de structure de l'incerti-
tude dEcrit dans la section 11.3):

O 0 1 00 O

A O 0 0 00 1
Mo 0 —-C 00 O

O my 0 0 0 —c

0033 0 00 % 00 O
Lo Co

00 0 » 00 0 00%&
00 O 00 1 00 O
ooo"m% 00 0 00 1

ou pour ce choix de forme LFTy = diag(1, @ &, 12 @ [ 21 } ).
2

Une troiseme forme estelivée de margre identique:

O o0 1 0
O O © 1
A

m]_oO—CoO

0 mp 0 -G

00%0 Oom&ioo
Co Co
OOOm%0 OOOmZO
OO0 O O 00 O O
OO0 O O 00 O O
oo%o 00 1 O
y 1 1

ooom20 00 O |

ol pour ce choix de forme LFB = diag(1, @ 8¢, 1, [ 81 &2 ).

(11.35)

(11.36)
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Modélisation LFT mixte
Les sgEcifications sur les incertitudes somfithies comme suit:

— Le frottement est connai 30% pes (&¢| < 0.3)
— La massem ne peut @passer de plud + r) fois la valeur nominaled; <r)

— Lincertitude sur les masses est beerén module pan, (& + &3 < n?)

Suivant la modlisation LFT choisie, plusieursdans de satisfaire cesesgifications sont pos-
sibles:

S1 Modélisation polytopique des incertitudes:

dc appartient au polytopa deux sommets.8 et—0.3 et le couplg &1, ) appartient au
polytopea quatre sommetsefinis parby, by, bz etby (voir figure 11.2). Dans ces condi-
tions, quelle que soit la forme LFT (11.34), (11.35) ou (11.36), I'incertitull@ppartient au
polytopea huit sommets, combinaison struatardes sommets gredemment ecrits.

S2 ModélisationH-dissipative simulta@é €pétée:

Avec la forme LFT (11.35), cela correspored °

2
— A1 = &c répétée deux fois ef; est [ O.(C)% 1 ] -dissipative
o1 | . .. .
- Ny = 5 repetee deux fois
2
2r -1 0 m| 0 0
etA; est simultaement| —1| O O |et| O |-1 O |[-dissipative
0,0 O 0|0 -1

Avec la forme LFT (11.36), cela correspored °

2
— N = & répétée deux fois ef\; est [ O.(C)% 01 ] -dissipative

— Np=[ & & ] répétée deux fois

2r -1 0 m| 0 0
etA, est simultaement| —1| 0 O |et| O |—-1 O |-dissipative
0,0 O 0] 0 -1

S3 Modélisation mixte:Avec la forme LFT (l1.35),

— A=d1> appartient au polytopa deux sommets.81, et —0.31,

- Ny = [ 21 } repétée deux fois
2

m| 0 0
etA, est simultaement et| 0|—-1 O |-dissipative
0|0 O 0|0 -1
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Volontairementa cetteetape de la maglisation, la diversié’des solutions pour uneame
spécification est priviégiée et ceci pour deux raisons. Prengiment, suivant les spifications
donrées, une maglisation peutfre plus naturelle qu’une autre et oesite pouvoir toutes les
prendre en compte dans ce travail. Demement, la maelisation choisie induit par la suite
des nethodes d’analyse et de sya#ie qui peuvergatfe ties differentes. Ainsi, pour une enie
spécification, les dif€rentes mathodes pourrongtfe compagés. Cette comparaison pourra se
faire en termes de performances robustes desmsyest maiggalement en termes de complexit”
du calcul induit.

Les modlisations incertaines spifiees dans cette section sont par la suite reprises pour
illustration en fin de chapitre Il et I'exemple V.3.4 commente l'influence de laetisalion sur
le pessimisme desettiodes et sur la complegitle calcul.

Limites sur les domaines incertains

Dans le systme expos’ci-dessus, les massespghdent des incertitudes selon lanoi=
mMo(1+ d). Il est physiquement impossible que les masses deviennent nulles ermagitjie-
ment cela supposerait de rendre le mledsingulier. Cette gxification se traduit sur la med-
sation des formes LFT par le fait que le domaine fedns incertitudes ne doit pas contenir les
points tels qué; = —1 oud, = —1.

Celarevient'poser le proldme du bien pasdes repeSentations LFT. Il estafini en section
I1.1.2 et nous revenons sur ce prebie dans un cadre plusmgral dans le chapitre qui suit.

Conclusion

e Cette tlese s'in€ressa'analyse de performances robustes et la ssetde correcteurs
robustes pour des sygshes LTla paranetres incertains.

e Les incertitudes sont paratriques €elles, invariantes dans le temps.
¢ Les moctles peuvengtre de forme affine, (11.15) ou (11.3), ou de forme LFT, (11.7).
e Les incertitudes mises sous forme LFT sont striessrLes paragires incertains somt

regroupgs dans une matrice bloc-diagonale dont les blocs sont, soitgdatafliques, soit
polytopiques, soiH-dissipatifs (Epétés et simultaes le cagecheant).
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Analyse

“Emprunté au grecanalusis“decomposition” et “Esolution™, [Rey 98], le terme
d’analyse a deux sens qui illustrent keadmposition de cette partie de |lzfe.'Le

mot cEsigne d’abord uneefomposition dléments de nature intellectuelle et abs-
traite, une critique, puis un praz€ de raisonnement. Il s’opposela syntlese”.

Cette valeur du mot analyse sous-tend les deux chapitres qui viennent. Dans ces
chapitres, la stabilrobuste et chaque @i de performance robuste, soatdim-

poss etetudiés en étail.

“Une autre valeur est celle de ‘&Solution”, “solution” et concerne la dmonstra-
tion matl€matique, elle se combine avec la preraivaleur du mot’ C’est dans
cet axe que se construit le chapitre V qui conclue cette partie. lleeti# dla so-
lution des probdmes d’analyse mis ezvidence pecddemment. Nous avons choisi
dans ce chapitre, de montrer que ces solutions se formulent denmggierique.
Paradoxalement, legsultats d’analyse sont dogmde fapn syntletique.






Chapitre Il

Séparation Topologigue et Stabilit &
Robuste

Introduction

L'objet de I'Automatique est le cortité des processus et ce, par le principeeteodction.
Ce principe, de masre grérale, illustre que tout syasiie est atessairement en interaction
avec son environnement, les effets de I'un devenant des causes pour I'autre. Pouretiessyst”
représengs par leurs ends/sorties, une ¢ap de reformuler cette notion est de parler d’inter-
connexion (voir figure 111.1). Les erges de chaque sgshe conne@és sur les sorties forment
le syseme global interconneet”

it

FiG. lll.1 — Syseme interconneet”

Faire un schma c’est proposer une meldésation. La modlisation sous forme d’intercon-
nexion a l'avantage d’inclure nombre de pretmés usuels en Automatique dont le colgr”
des processus et aussi les rala$ incertains de forme LFT. C’est dans I'objectif de pouvoir
analyser les propeies d'un systine incertain moglise comme l'interconnexion d’une ma-
trice incertaine sur un syatie LTI nominal, que ce chapitre s'argsse auxesultats teoriques
concernant les sysines interconnees. Un point tlkorique est particudrement approfondi: la

séparation topologique des graphes. A I'issue de ce chapitre, nous sommes en mesure de mettre

en exergue une ethode qui servira I'analyse en stabiltet en performance robuste.

49
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I1l.1 Stabilit &€ des sysgmes interconnects

[11.1.1 Systemes LTI interconnecisa un operateur d’incertitude r éel

Dans le chapitre gdédent, il aett monte que la boucle deetfoaction peuefre utilige
comme un outil de maalisation des systes incertains. La stab#éitdes modles incertains
sous forme LFT se formule donc comme la stabititne boucle deeatroaction dont la forme
gérérale se trouve en figure Ill.2udA est un gain matriciel constantel appartenard un
ensemble\ et ai G(s) est un ograteur matriciel complexe.

Z(s)

G(s)

w(s)

FiG. Ill.2 — Modeéle incertain avec contreeidction

Dans le cas de notetide concernant les sgstes LTI, s est la variable de Laplacegc C"
et G(s) est la fonction de transfert. De manga entrer dans leetail de cette interconnexion,
il est nécessaire de remarquer qBEs) peut elle-ngmeétre repesente en tant qu'une LFT de
sa repesentation détat[ A B

Ca Dana
Laplaces 1, [Zhou 96]:

} et de I'opérateur inggration moelisé par la variable de

G(s) =Dpn—Ca(—s (1 +A(—s1)) 1B, (111.1)

Cette repesentation LFT de la matrice de transfert eseschfi€ sur la figure 111.3.

s 11
X
X
A Ba
ws —— C Dm | ——— gy

Fic. 1ll.3 — Fonction de transfert sous forme LFT

Globalement, un maslé LTI incertain s&crit donc comme une double interconnexion de la
figure I11.4.
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s 11
X
X
A Ba
Cr Daa
w(s) 29
—A

FiG. lll.4 — Modele incertain sous forme LFT

Suivant que 'une ou l'autre des deux interconnexions est pgég, I'analyse des syaties
LTI incertains se dcompose soit, endtude des signaux exeges:

(L+G(s)p)z(s) =0
avec G(s) =Dap—Ca(—s H(1+A(=s1))"1By
soit, en l'étude de KEtat du systme:
(1+AD)(-s1)x=0
avec A(A) = A—BprA(1+Dand)~1Ca

Ces deux fagns de consieler les modles LTI incertains seasume par I'opfation sckmatique
de la figure 1II.5. Sur la base de ces snfgs, il est alors possible defdiir les notions de
stabilité, bien poe’et stabili€ robuste.

(I11.2)

(I11.3)

X Z(s)
s —A
a) c)
X w(s)
A Daa
+ = +
Z(s) X
—A s
b) d)
w(s) X
G(s) AB)

FiG. lll.5 — Modeéle LTI incertain

Définition [11.1
Le syseme nominak(t) = Ax(t) est (asymptotiquemendjable (de point déquilibre unique
xe = 0) si les signaux x et de la boucle ade la figure I11.5 sont uniques et convergent vers
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Définition 111.2
Le syseme incertain sous forme LFT dsén po€si les signaux \s) et Z's) de la boucle ¢de
la figure 111.5 sont uniques et convergent vérpour toutA.

Définition 111.3

Le syséme incertain sous forme LFT est (asymptotiquenremt)stement stable(de point
d’equilibre unique x= 0) si les signaux \(s) et Zs) de la boucle bde la figure 111.5 ou x ek
de la boucle d sont uniques et convergent vérgpour toutA.

Letude de la stabilt robuste se fait donc uniquement pour desesyss bien pass dont
le mocEle nominal est stable. La stabdlitiu nominal se &finit comme la stabilé’du moctle
incertain pour une incertitude nulle. La notion de bienegispliqgue quana elle, que le point
d’equilibre du systime soit bien dfini pour 'ensemble des incertitudes admissibles.

l11.1.2 Seéparation topologique des Graphes et stabilé robuste
Définitions

Nous rappelons ici bevement la notion deeparation topologique qui sera utéisimplici-
tement dans la suite de ceemoire. Pour un traitement plugillé, le lecteur intfesg’ peut
se rapporter auxeférences [Safonov 80], [Goh 95], [Goh 96], [Iwasaki 98]. Soit le eysdt

interconnea’de la figure 111.6, a°'G1 et G, sont des opfateurs matriciels complexes sur les
ensembles$); et(),.

G2(Q2)

> Gl(Ql)

w

FiG. 111.6 — Syseme interconneet”

On d&finit le graphe d’un oprateur li€aireG(Q) comme I'ensemble des signaux exgifSortie
admissibles:

G(G(Q)) = {( "Z" ) . z= G(Q)W} (I11.4)
et le graphe inverse d&(Q):
Gl(G(Q)) = {( "Z" ) Cw= G(Q)z} (I11.5)

Définition 111.4 [Goh 95]
Considrant le systime interconneetde la figure 111.6, le graphe de;(X2; ) et le graphe inverse
G2(Q>) sont dits topologiquemenepareés si,

G(G1(Q1))( )G (G2(Q2)) ={0} , VY QieN, QreMy (111.6)
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Ce nouveau cadre de travail conceptuet@introduit dans [Safonov 80] pourefide de
la stabili® de I'interconnection 11.6 qui estquivalentea’la €paration topologique entre le
grapheG (G1(Q1)) et le graphe inversé'(G,(Qz)). Le probEme de la stabilitde cette inter-
connection peut ainsi se rameerelui de la recherche d’une fonctionndlfg o, (W, z), appe€
séparateur, prouvant l@paration topologique entre les graphes coregrn”

Un separateur topologique est donc une foncaoraleur gellesfq, o, telle que:

B0,0,(W2) <0 si ( v ) € G(Gy(Qu))
(I11.7)

80;0,(W2) >0 si ( " ) € G'(Go(Qy))

La recherche d’uneparateur topologique est a priori impossible dans la formulates tr
gérérale pecédente. Pour le probine de stabilé robuste, leesultat de sparation topologique
est applige’a l'interconnection I11.2 0°G2(Q2) = —A, A€ A C CPP et G1(Q1) = G(s) €
CP*4, s¢ C*. Larticle de Goh et Safonov, [Goh 95], propose dans ce cas d'utiliser le para-
digme habituel en analyse robuste et de rechercher des fonctionnelles quadratiques permettant
de dEfinir des secteurs congtientaires d€P9. Dans [lwasaki 98], il est alors proawjue
dans ce cas, il n'est pas restrictif de coms&”des sparateurs quadratiques emEndants de
Qo.

Bo,cu(wt) = (w2 Jway) () meers (11.8)

Les @sultats propas dans le cadre de l&paration topologique somtroitement IEs a
ceux obtenus par I'utilisation du concept de contraintegrdle quadratique en analyse robuste,
[Megreski 97], maiegalemenala tréorie des multiplieursey¥raligs dans le cadre de travalil
positif réel, [Goh 95]. Dans le premier cas, la condition dpaation peuttre vue comme une
reformulation plus gférale de la condition suffisante de stakilicbuste obtenue par lagibrie
des IQC. Dans le second, il est manttans [Goh 95], comment, sous certaines hygseh, le
séparateur quadratique peaité factorig’de faona faire apparaitre un paratre libre assimé’

a un multiplieur grérali$. La condition de epparation est alorsécrite sous la forme d’'une
contrainte de positivita I'aide d’'une transformation de sectewrgfalise.

Les ®sultats deegdaration quadratique vont nous permettre dans la section I11.1.2, de refor-
muler le probéme de stabiléd'nominale, celui du bien pest celui de la stabiktrobuste en
terme de recherche d’'uegarateur.

Application a I'étude de la stabilit & robuste

Nous rappelons que dans ce cas, nous noasdasona I'interconnection I11.2 dont la stabi-
lite est par dfinition robuste et repose indiffement sur le bouclages etd) de la figure 111.5.
Les Bsultats de egdaration topologique psengs ci-dessus se traduisent alors par &ptérme
suivant:

Théoreme I11.1
Les trois propositions suivantes s@guivalentes:

i) Le syseme Gs) bouck par—A, de la figure I1l.2, est robustement stable.
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ii) 1l existe un €parateur quadratiquas(s) € C(Pat+d)x(Pa+a) fonction de s= Ct, tel que:

[ G*(s) —1 |m(s) [ G_(i) } <0

(11.9)
[1 A’}-@){Hg@ , VAe A

iii) 1l existe un Eparateur quadratiquas(A) € R2™2", fonction deA € A tel que:
[ A(d) —1 |m(A) { A_(Aﬂ) ] <0

(111.10)

[1 —(si1)* |m(D) { _Slflﬂ } >0 , VseCt

Preuve
La $2paration quadratique est applagusur les bouclagés etd) de la figure I11.5.
Dans le premier cas, cela se traduit par I'existenae( setelle que:

(wi(s) Z(s) )a(s) ( "Z"(S) ) <0 VZs) = G(SW(S)

) >0 VYw(s) = —Az(s)

Cela esequivalenta’la condition (111.9) en posant le changement dpaateur:

[0 -1, 0 1
T L
Le second cas est similaire. [ |

Ce sultat ghéral peutetre utili$ afin de reformuler les pradies particuliers du bien post
de la stabili€ nominale. Dans ces cas, Epsrateur quadratique estechercher dans I'ensemble
des matrices systfiques constantes. En effet, dans le cas du biee, pws applique ii) du
théoeme 111.1 et 'opsrateurG1(Q1) = Daa est indpendant de la variable de Laplaxe C*
alors que dans le cas de la stakilitbminale, on applique iii) du éoreme Ill.1 et la matrice
A(A) = A estindpendante des paratnesA.

Application a I'étude du bien pos é

Corollaire 111.1
Les deux propositions suivantes sequivalentes:

i) Le syseme incertain sous forme LFT est bien @os’
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i) 1l existe un €parateur quadratique constamtc R(P+d*(P+A) te| que:

(I1.11)

Lemme lll.1
Sile systime incertain sous forme LFT est bien @afors/c etAg, définis par I'€quation (11.8),
appartiennent’des domaines convexes compacts.

Preuve
On posew = —Az Le £parateum du corollaire 111.1, \Erifie la condition suivante:

(z —w*)-<

)20 Yz, w=-Az

On posev = z— Daaw. En rappelant quéc = A(1 4 DanA)~1, on a alors:

(v —W*)[DiA, _(Dﬂ]l[% D_AILAK_VW)zo YW, w=—Acv

Cela signifie quéc vérifie l'inegalit matricielle:

, 1 0 1 Daa 1 :
[1 Ac][DM, —1}'[@ —JlHAc’]Z(D VOAc @ Aeh

Le terme quadratique de cetteegglie matricielle est tel que:

D
[ Dpn’ —1]-{ Aﬂ <0
Ac appartient donc au domaine faisable d’'ua® | définie par une matrice dont le terme
quadratique esteafini positif qui est a fortiori un domaine ceexe compact. La preuve est
identique pouldg. [

Remarque I11.1

Le lemme 1.1 implique que sous I'hypete€ du bien pas’les matrices du medeE incertain,
(A(A) par exemple), appartiennent tou@sles domaines compacts quakgarcoureA. Nous
supposons de plus, sansrdontrer que ce n’est pas restrictif, que les fonctioggatidant des
parametres,P(A), sont continues et soagalemena valeur dans des ensembles compact quand
A parcourtA.
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Application a I'étude de la stabilit € nominale

Corollaire 111.2
Les deux propositions suivantes sequivalentes:

i) X(t) =AXt) est stable.

i) Il existe un €parateur quadratique constamt,c R2™2", tel que:

[ A —]l]l[ A

0
A

(I1.12)

[1 —(s7tn)* ]-{ lfl } >0 , VseCt
—s 1
Remarque Il1.2
La stabilite de I'interconnection a) de la figure 111.5 correspond exactenadatdéfinition de la
stabilité interne telle qu’elle &t définied la section 1.1.2. Dans le cas des netes LTI, il y a
équivalence avec la notion de stat@ldu sens de Lyapunov.

I11.1.3 Liens avec la théorie de Lyapunov

Dans cette section, nous allons montrer que les conditions de gabbiiste dvelopges
dans le cadre de laparation topologique peuvegtré ginterpetées en termes de I'existence de
fonctions de Lyapunov prouvant la stal@lidie I'interconnection. En particulier, si I'on choisit
le sparateum du corollaire 111.2 tel que:

-:{_(DP _(DP] . P>0 (11.13)

alors I'application du corollaire 111.2 permet de retrouver la condition de staldlit'sens de
Lyapunov du systmex = Ax qui s’écrit classiquement comme unegdli€ de Lyapunov:

AP>0 : AP+PA<O (111.14)

Les conditions Btessaires et suffisantes de stabilSues de la #0rie de Lyapunov et de la
théorie de la sparation topologique sont identiques. Cela montre que le choieplarateur
[11.13 peut se faire sans pessimisme. Il egalement aisd’étendre cetteainterpgtation de la
condition de sparation topologique dans le cas detlide de la stabiktrobuste de I'intercon-
nection 111.2. En particulier, la conditioiii ) du théoreme Ill.1 est exactemeeqguivalentea’la
condition de stabil#robuste au sens de Lyapunov. En effet, sans pessimaghepeutétre
choisi tel que:

0 —P(4)
—P(4) 0
et la condition de stabiltrobuste issue de l@garation revierd &crire une iegali# de Lyapu-
nov:

m(A) = P(A) > 0 (111.15)

VAeA . FPA)>0 : A(APA)+P(AAL) <0 (111.16)
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Lemme IIl.2
Les deux propositions suivantes sequivalentes:

i) Le syseme nominal est stable et il existe une matriepelidante des paratres, RA)
telle que:
A(NP(D)+P(A)AD) <0 , YAEA (11.17)

i) Le syseme est robustement stable.

Preuve
Siii) alors récessairement (111.17) ét= A(0), le syseme nominal, est stable.
Inversement si), alors I'inégalig (I11.17) implique queP(A) est non singuéfe pour toutA
admissible. De plus poux = 0:

AP(0)+P(D)A <0

Cela implique qué>(0) > O car le systime nominal est stable. D’ag® 1a remarque I1I.P(A)
est continue et appartieatun ensemble compact, donc par cont@u’A) > 0 pour toutA
admissible. ]

Remarque 111.3

Choisir un €parateur ind&pendant de), c’'esta dire un €parateur unique pour toutes les
incertitudes gquivauta’écrire une condition suffisante de stal@litbuste qui n’est rien d’autre
gu’une condition BCessaire et suffisante de staleilifladratique de la matrice incertaing:

IP>0 : VYAeh , A(DP+PAA) <O (111.18)

Il est également possible d'utiliser lesuiltatii) du théoreme 111.1. Cette condition n’est pas
utilisable dans sa formulation la plugmgrale. Par contre, une condition suffisante de stabilit”
robuste peuefre rechercéé en choisissam(s) = m, indépendant de la variable de Laplace. En
appliquant le lemme de Kalman-Yakubovich-Popoa premeére irégali# de la conditiorii ),

on obtient la condition suffisante suivante:

JPetm , [1 AI]I{i}Z(D , VAen

[A’P—I—PA PBA] { Ch O ].{CA Dan e

P
BAP 0 Dar’ —1 7| © —1]<®’ >0

Le choix d'un €parateur constartjuivauta se placer de nouveau dans le cadre de la s&bilit”
quadratique. Laeparation quadratique appligg@i'sur la structure LFT de l'incertitude montre
I"equivalence entre les deux conditioreaSsaires et suffisantes de stabdiiadratique (111.18)
et (111.19). Le passage d’'uneeagali€ du type (Ill.18)a une irggalie telle que (111.19) qui fait
apparare un €parateur quadratique est approfondi dans la section 111.2 de ce chapitre. C’est un
outil théorique important pour I'analyse et la syasie en stabiléd’et en performance robustes
des systimes incertains sous forme LFT.
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Conclusion

e La stabili¢ du systme nominal et le bien pesont ®cessaires en vue detlide de la
stabilité robuste.

Uy

¢ Sous I'hypotlese de bien pes/c etAg et donc 'ensemble des matricespEndant de
paranetres, appartienneatdes ensembles compacts.

¢ Sous I'hypotlese de la stabiitdu systme nominal, il n'est pasatessaire de priser
gue les matrices de Lyapunoggéndant des paratres sont dfinies positives pour toutes
les incertitudes. Cette propté est cessairementerifiee (voir lemme 111.2).

I1l.2 Formulation g énérigue et
separation quadratique

Dans la litErature, desasultats se rapprochant de celui-ci avec des formalismes parfeis diff”
rents sont dones dans lesaférences [Arzelier 99], [Dettori 98], [Scherer 97a], [Scorletti 98],
[lwasaki 96], [lwasaki 97]. Ceeasultat est I'outil tieorique principal pour la prise en compte
d’incertitudes sous forme LFT en vue d’'une misesguiation simple, (conditions LMI), de pro-
blemes d’analyse et de syes€e en performance robusteddiverses. En effet, des prebies
d’analyse et de syn#se en performance et stalilitbbustes peuveetre formu€Es de margre
gérérique. Les esultats deegaration quadratique sont alors appdiga cette formulation gré-
rique permettant ainsi de formuler des conditions expeaén termes d’existence de solutions
a des irgalis matricielles liraires. Nous m@sentons, dans cette partie, ésultat dans sa
formulation ggrérique tout en lillustrant par son applicati@nla dgrivation de conditions de
stabilité quadratique.

111.2.1 Contraintes quadratiques robustes

Etant done’une matrice épendant de I'incertitude de mané LFT:
A(A)=A—-BA(1+DA)~IC

Par dfinition elle \érifie unecontrainte quadratique robuste si:

1

el nNH=1p/

]<® , VAEA (111.20)

ou Wc est une fonction affine des dogesA, B et éventuellement de variables inconnues,
(matrices de Lyapunov...). Ureefiture duale des contraintes quadratiques robustes est souvent
possible, ainsA(A) vérifie la contrainte quadratique robuste duale si:

1

[ 1 _B(1+AD)_1A ] LIJB{ —AI(IL—I—DIAI)_lBI

}<® . VAE A (I1.21)
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ou Wg est dfinie de marere identiguea Wc. Dans les deux cas on pose I'hypesie du bien
post de la contrainte quadratique robuste, ciesire qued(1+DA)~ et(1 4 AD ) 1A existent
et appartiennerd un domaine compact poldir= A. En pratique, la matricA (A) est construite”
partir d’'un syséme incertairx = A(A)x et I'hypotheése du bien pasde la contrainte quadratique
robuste est lexé par le bien pasdu systme incertain de forme LFR(A).

Un exemple simple de contrainte quadratique robuste est celui de la condition deestabilit”
quadratique (I11.18) d’'un systhe incertaira structure LFT:

A(A) = A(A) = A—BaA(1 + Dand) "1Ca

La condition de stabilé quadratique (111.18) seaedeloppe en:

[ 1
N "DANV-IA T WA(P Ac A .22
[1 —Cp(L+ADan’) A" [ Wc( )__A(HD A)_ch}<(D , VA€ ( )
avec:

We(P) = (11.23)

[ AP+ PA PBy
Br'P 0
I1l.2.2 Candidates a la $paration quadratique

La condition de stabil@’quadratique (111.19) @Cessite la recherche d’'une matnceéelle
solution de l'irégali# matricielle lirgaire:
] 1
[1 A |m A |20, vAEn (11.24)
Cette condition est totalemenécbupEe du prokdime de stabilé’quadratique. Les matricms
qui satisfont cette condition neegéndent que du domaine des incertitules

Définition I11.5
Les matrices telles que (111.24) sont par efinition descandidatesa la separation quadra-
tique.

Deux ensembles de candidatek €paration quadratique peuvent aiagie d&finis:

@2:{-0 D VAeh, |1 A']-Cw: 2@} (11.25)

@5:{-5 D VAeh , [1 A]-BH,: 2@} (111.26)

Ces deux ensembles de candidatés€paration quadratique sont I'intersection d’'un nombre
infini de domaines faisabldsM | enm puisqueA est non @hombrablet$ et ©2 sont formés
de l'intersection de domaines cmxesfermés en nombre infini. Ce sont donc des domaines
convexedermés qui, cependant, ne peuvetite’ dicrits exactement par la dosmdeA dans le
cas gnréral. La section 1.3 donne des solutions partietgis permettant d’approximer ces deux
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ensembles par des ensembles appespour les diffrentes formes d’incertitudes LFEdites
dans le chapitre II.

Remarque Il11.4

Nous insistons sur la ddfence entre le probme de moelisation H-dissipative et le concept
de candidates la $8paration quadratique. Matrhatiquement les deux sont proches mais la
difference tienta’ce que H est une doea’du probéme tandis qum est une variable. Le lien
entre les deux notions est le suivant:

© est une candidata [a $paration quadratique via Vvis d’'une ensemble incertainssil'en-
semble des @rateursO-dissipatifs contiena.

Qcbp <— AChe

111.2.3 R ésultat de €paration

Les contraintes quadratiques robustes 111.20 et 111.21 sont difficilement utilisables sous cette
forme. Il s’agit principalement de s’affranchir de lagEndance via Vis de I'ograteur d’in-
certitudeA tout en conservant uneegali linéaire matricielle en les inconnues. A cette fin,
les sultats de eparation quadratique ggsengs pecddemment sont appligs aux formes g
nériques 111.20 et 111.21 et donnent legbfeme I11.2.
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Theoreme 1.2
Les deux propositions suivantes sequivalentes:

i) La contrainte robuste (I11.20), respectivement (111.21), est satisfaite.

i) Il existe une candidate la séparation quadratiqua’ € @i telle que:

C 0 ]c[C D
%JF{D' _1}- {@ _1}<® (I1.27)

ou respectivemen ¢ 08

/ /
wB+[B 0 ]_B{B D

D _1 o _1}<® (111.28)

Preuvedeii) = i)
Lin‘egali® matricielle (111.27) implique que:

; my/\—=1a/ L
[1 —C'(1+4D")~ A [We _A(1+DA)‘1C}

<—C'(1+4D)1[1 A |u° { L } (1+DA)-1C

A

Cela prouve que la contrainte quadratique robuste (111.20) est satisfaite su@stiune candi-
datea la €paration quadratique. [

Preuvedei) = ii)
Sous I'hypottese de bien pesA(1 + DA)~! appartients'un domaine compact. Par contirayit”
il existe un scalaire positity > 0, tel que:

1

vAeh |1 —C’(]l—I—A'D')_lA'](ch—I-O(IL)[_A(]l_I_DA)—lc <0

En introduisant les signaux exegesz = Cx+ Dw et w = —Az, (le bien pog”garantit leur
unicité), I'inegali suivante esterifiée,

(X \A/)(WC+CXJL)<V):I><(D

X
pour tout vecteu( W > # 0 et toutA € A tels que:

A _MH:) —Dﬂ}(v);):([)
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D’aprés le lemme de Finsler, [Skelton 98, Theorem 2.3.10], il existe, pour chagus, un
scalaire positift(A) > 0, tel que:

C' 0 C D
0(11—|—HJC<{D, _JJX(A){(D _1]

avec .
X(A):T(A){ _Aﬂ} [A -1 ]

Dans la mesurewX(A) > 0 etal + W est indpendant da, il existe des matrices” telles
que—m© < X(A) pour toutes les incertitudes admissibles. Parmi celles-ci, il en existe une telle

que:
c' 0 }_C{c D }

We<oal+We<—
c<obtFes [D' ~1 0 -1

|l esta noter que la contrainte suff:

_.CST(A)[_A;l} (A -1 ]

estéquivalente par le lemme de Finsler, [Skelton 98, Theorem 2.310], °

[1 AI]IC[IL

>0
NE

L'existence du sparateur quadratique est donc preeyv” [

En appliquant leeSultat du teoreme lll.2a la contrainte robuste de stal®litjuadratique
[11.22, on retrouve alors la conditiobhM | nécessaire et suffisante de stabilqUadratique
[11.19.

Remarque Il1.5

Le principe matkematique qui conduit auesultat de sparation quadratique a&té paralle-
lementa notre travail propog”dans [Scherer 97a], [Dettori 98], et plusecemment dans
[Scherer 00]. Dans ces publications, les notations sonedfites mais les concepts desfs-
ration quadratique” et de “full block S-procedure” se confondent. Nous avoe&pé garder la
premire appellation eneférencea’la théorie de la gparation topologique des graphes de sys-
temes interconnees et le formalisme est partiellement empeuatix €sultats simultaament
proposs dans [lwasaki 96], [lwasaki 98], [lwasaki 00].

1.3 Choix des candidates et pessimisme

Le théoreme I1l.2 n’est applicable en pratique que dans la mesul&nsemble des candi-
datesa'la €paration quadratique sedit sous une forme nueniquement exploitable. Dans le
cas d’'un ensemble d’'incertitudésquelconqueP, est une intersection de domaines faisables
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deLM I mais en nombre infini. Cependant, pour les formes paréoesi des incertitudeser”
senges dans le chapitre I, certains sous-ensemblegmrateurs sontedtits par un nombre
finide LM | . Il est donc propasdans [lwasaki 98], de relaxer la recherche ejpesateur qua-
dratiquem € ©, parm € O, ou O, est une approximation iatieure, 0, C ©,) ou exgrieure,
(G4 C Bp). Dans le premier cas, la condition redgxést une condition suffisante alors que dans
le second, nous obtenons une conditi@tessaire. Dans le cadre de cemoire, seules des
conditions suffisantes et donc des approximatioreri@tires, sont constées. La recherche
d’'un Sparateur dans un sous-ensemblebgeest irdvitablement pessimiste. Un compromis
doit donc se faire entre le pessimismeali choix d’'un sparateur et la complegitiungrique
des probtmesenon&s. Ce dilemme est disaitlans la suite de la section.

Diff erents formalismes existent dans laglitifure pour dcrire des candidatesla €paration
guadratique. En particulier, le lien avec lztrie de la valeur singudie structuee, |, et la théo-
rie des scalings estds clairemengtablie dans [Iwasaki 98]. Les formes de scalings prepss’
dans [Packard 93], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97] apparaissent ainsi comme des
exemples particuliers de relaxations sur la rechercheparateur quadratique. Volontairement,
les techniques pour le choix de candidadda €paration quadratique sonteglEes en annexe
de cette thse, (annexe B). Les notations sont assez lourdes et les technigyest@lus du
formulaire que d’'unetude tieorique. Pour chaque type d’incertitude, le formulaire donne des
candidates la €paration quadratiqueférene&es par CSQ ded 9.

Dans la fin de ce chapitre, la recherche dparateur quadratique egtdillée pour I'incerti-
tude structuee et I'incertitude non structee.

[11.3.1 Incertitudes non structur ees

Soitla matrice d’incertitudeld -dissipativesA € Ay, formée d’un seul bloc plein norepeté.
Ces incertitudes sont contraintesippartenia’l’ensemble faisable de BM | fermée dEfinie
par—H. On dit que ces incertitudes sont non strueag car la contrainte M | n'impose pas
de structurea’la matriceA. Sans autres prisions de structure, la reggeéntatiorH -dissipative
ne permet pas d'imposarcertains des coefficients ded’etre nul ouegaux les uns aux autres.

Laloi EM | d'appartenancaly s’avere t€s adapéa la €paration quadratique, du fait de
son analogie formelle:

Lemme II1.3
Les conditions suivantes sogjuivalentes:

i) Une contrainte robuste (111.20) ou (111.21) est vraie pour tauE Ay

i) Il existe un scalaire\ positif tel quam = AH et (111.27) ou (I11.28) respectivement.

Preuve
i) estéquivalen&écrire que,

1

el nNH=1p/
[1 —C'(1+AD) 1N JWe A1 DA)SC

<0 si [1 A’}H[ ]ZG
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On pose les vecteurs= Cx+ Dw etw = —Az, (leur unici€ étant garanti par le bien pes”

(X V\/)%(V);)w si (X V\/)[gl, _‘DR]H{% Pﬂ}(@)z@

En invoquant l&b-procédure, [Yakubovitch 71], cette deame condition esequivalentei).
A est la variable additionnelle®g par &5 -procédure. [

Le cas d'incertitudesi-dissipatives non structe€s est le seul pour lequakte dgmonte
gu'’il existe une technique pour choisirsans pessimisme. Dans le cas d’incertitudes simul-
tanémentH-dissipatives, (dfinies par plusieurs matricés), la S-procddure s’appliquega-
lement mais il est prowy;’[Yakubovitch 71], que I'on n'obtient qu’une condition suffisante.
POUrA € Any)- Hy la S-procédure permet de rechercher deparateurs,@cessairement pes-
simistes, de la forme:

.:A(l)H(1)+)\(2)H(2)+'"‘I')\(h)H(h) : )\(i)>0 , Vi=1---'h (111.29)

Il esta noter que le nombre de variables paetrant les candidatesla €paration quadratique
augmente avec le nombre de contraintes sur l'incertitude.

[11.3.2 Incertitudes structur ees

La modElisation des incertitudes paratriques sous formeFT conduit d’apes le chapitre
Il a consi@ter des matriced bloc-diagonales avec des bloagehtuellementapétés. On parle
alors d'incertitudes structags. Certains des coefficients&lsont nuls et d'autres peuveeitré
identiques. Ces contraintes fortes sur les incertitudes doadtenpfises en compte dansthipe
de recherche dueparateur afin de rendre cette recherche la moins pessimiste possible. Pour
cela, les candidates @52 — 9sont proposés en annexe B. L'examen de cesatifiiites can-
didates aranea conclure que, plus les contraintes de structure sont prises en compte, moins
pessimistes sont les candidaéela €paration quadratiqume De méme, le nombre de variables
définissanm augmente ainsi que le nombre A& | que doit \Erifierm. La complexi€ de la
résolution croit donc avec la structure de l'incertitude et aveedaiction du pessimisme de la
condition proposé. Garantir une conditioreséessaire et suffisante depsiration quadratique
est nuneériguement impossible en temps padynial. Les relaxationa I'aide d’'un nombre fini
de LM | propo€es en annexe B sont plus ou moins pessimistes et le pessimisme est inver-
sement rek’a la combinatoire du probime induit. Les candidates les moins pessimistes sont
définies visa vis d’incertitudes polytopiques et pasditopiques. Le nombre deM | est alors
exponentiel en le nombre de paratmes incertains et lggire en le nombre de sommets du po-
lytope. Afin de Eduire cette combinatoire, il est progadé @crire les nemes incertitudes sous
forme H-dissipatives, permettant ainsi de simplifier les conditibfd | dont le nombre sera
proportionnel au nombre de paratres incertains.
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Exemple de candidates
Pour illustrer cela, diffrents choix de candidatesla €paration quadratique de CSQal °
CSQ 9 sont propas pour les moeles d’incertitudes de la section I1.4.

S1 D’aprés CSQ 6, des candidatasa €paration quadratique peuvesiteé pararatrées par
une matricam € R&*8 et contraintes par lesI8M | définies sur chaque sommet du poly-

tope.

S2 D’aprés CSQ 8, un ensemble de candidatés £paration quadratique est paretnd par
trois matrices;, m; etmg telles que:

m cR? | my eRP? | my € R?*? (111.30)
Les matrices sont contraintes par lelsl | suivantes:
m>0, >0 , m3>0 (11.31)
et les candidates la €paration quadratique sont:
[ 0.3%m; 0 0 0 ]
0 2I‘_l2—|—rﬁzl3 0 l2®[ -1 0]
= 0 0 —m 0 (111.32)
-1 -1 0
0 0
o meo ][0 w0 G

S3 D’aprés CSQ 8 et CSQ 7, un ensemble de candidatks €paration quadratique est
parangtré par trois matricem, m, etms telles que:

m, € k2 o [ W omgp 4x4 = 62 0, 2x2
2x2 0 N7 {A C } ER™T ., Wp=| g5 55 | R (l1.33)
m3 R m, Ep by O

Les matrices sont contraintes par lelsl | suivantes:

11 22
>0, >0, 6,>0, 6,>0

. . (111.34)
~ 2 ~ 2
> —0. >
[ILZ 0.312}.{0'312}_([) , []lz 0312}.{_0‘312}_([)
et les candidates la €paration quadratique sont:
[ W1 0 CIP; 0 |
0] 2['_I2—|—FT12I3 0] I2®[ -1 0]
m= illz 0 ) 0 (111.35)
-1 -1 0
_ 0 mE { 0 } 0 m® { 0 -1 } _

Cet exemple fait clairement appéara™que les incertitudes metisées sous forme polytopique
accroissent le nombre de variables aidion et le nombre de contrainte | pour la re-
cherche deeparateurs. Le pessimisme deparateurs via Vis d’incertitudes moelisées par
I'inclusion H-dissipative est illust’sur un prol#ime de minimisation de norntd, dans la

section V.3.4.
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Conclusion

e Toute contrainte quadratique robuste de la forme (111.20) ou (11.21) peut se mettre
sous la forme de la recherche d’uepsrateur quadratique sous contrairitdd | . Cette
opération est appek €paration quadratique eaférencea’la €paration topologique des
graphes d’un systne interconneet”

¢ La $paration quadratique se fait sans pessimismeanrith ‘mais en pratique les can-
didatesa’la €paration quadratique doivestiré rechercbés dans les ensembles CSQ 6-8.

¢ Le choix de I'ensemble de candidates induit un compram@dopter entreaduction du
pessimisme dans l&paration quadratique etdlction de la complexatde calcul.




Chapitre IV

Stabilit é et Performances Robustes -
Inégalit és de Lyapunov

Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons comneamiré en termes d’'iegali€s de Lyapunov, les
spécifications de stabil, de localisation desoes et de rejet de perturbation. Pour chaque per-
formance, le cri¢te est tout d’abord psen¢’dans sa forme mathiatique visa'vis du probéme
le plus simple d’analyse sans incertitudes. Par la suite, dtestdu aux moeles incertains.

Le chapitre ne donne pas de solution de calcul mais expose le formalisneeahifsi pour
décrire les prol#imes de performance robuste.

IV.1 Stabilit & robuste

Dans le cadre de la #otie de Lyapunov, la stabiitd’un sysemes LTI done’par sa matrice
dynamiqueA, estéquivalentea'existence d’'une matrice syatrique &finie positiveP, dite de
Lyapunov, telle que:

AP+PA<OD (IV.1)

La théorie de Lyapunov qui condugt Ce Esultat aete commendge dans le chapitre degdirmi-
naires de cette ttse. La stabilé’de la matricé peut de margreéquivalenteetre testea l'aide
de l'inégali# duale suX = P~1:

AX 4+ XA <0 (IV.2)

X est la matrice de Lyapunov prouvant la stabiliti systme LTI dual de matrice dynamique
A. Les deuxecritures sonequivalentes du point de vue de la stabiliPour chaque cgte de
performance exp@sdans la suite, il existe une formulation directe, fonction d’'une matrice de

67
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LyapunovP et une formualtion duale ex. Nous avons choisi de priégier, dans lagdaction,
la forme directe erP. Les inégalies enX sont aussi dorggs pour information. Elles sont
utilisées par la suite en syrgbe.

Théoreme IV.1
Un syseme MA), A € A est robustement stabgsi

— Il existe une MDPP(A), telle que (1V.3) eP(A) > 0 pour toutA € A.

IR 1 Inégalites de stabilié'robuste:
A(A)P(L) +P(A)AD) <0 (IV.3)
A(D)X (D) +X(A)A (D) < 0 (IV.4)

Dans le chapitre lll, il &fé no qu'il n’est pas Bcessaire de rechercher des matrices de Lyapu-
nov définies positives sur tout le domaine incertagsdors que le systhe nominal est stable.
Une variante de cette remarque&it:

Lemme IV.1
Les conditions suivantes sogfjuivalentes:

i) Il existe une MDPP(A), telle que (1V.3) eP(A) > 0 pour toutA € A.
ii) Il existe une MDPP(A), telle que (IV.3) pour touh € A etP(0) > 0 .

Dans la suite, les ceres de performance coneid$ garantisserdgalement la stabiktro-
buste. Aussi, par analogie avec le lemme I\P{4A) > 0 est remplaeparP(0) > 0 qui n'est
rien d’autre que la condition de stabditiu systime nominal (voir aussi le lemme II1.2).

IV.2 Localisation des ples

IV.2.1 Caractéristigues transitoires robustes

Le comportement dynamique des syses LTI est principalementdia la nature de ses
pbles. La rapidi¢, les oscillations, lesgpassements... de la convergenceadats d’un systme
LTI certain se @terminent en calculant les valeurs propres de la maiiéze méme, pour les
sysemes LTI soumisa des incertitudes paratriques (invariants dans le temps), la position
des wles dans le plan complexe indiquent commesitidt du sysiie converge versdtuilibre.
Dans la mesurewle modtle est incertain, lesgbés ne sont pas positioas pecigment dans
le plan complexe mais appartiennenties sousegions du demi-plan gauche.. En analyse se
pose donc le probme de savoir si lesgiés appartiennent ou n@andes domaines erééfinis.
Donner des bornes sur la rap#liti), 'amortissement(), la pulsation propred), d'un pdle
p = X+ jy revient don@’le localiser dans une sousgion du demi-plan complexe gauche telle
que celle de la figure IV.1 assurant deg@fications transitoires satisfaisantes.

d2<x<ay  y<oy IB—)ZI < tany



IV.2. LOCALISATION DES FOLES 69
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FIG. IV.1 - Criteres de performance dynamique

IV.2.2 Définition des regionsEM |

Avant d’envisager de donner des conditions de localisation dies p'un systme LTI dans
differentes sousegions du plan complexe, il esecéssaire de les caradser analytiquement.
Une premere classe deegions dites polyormiales aeté définie dans [Gutman 81].

k+l=v
Dp =< peC : g o Pkt <0
0<k,I<m

ouck €C, e = c;, etv est I'ordre de laegion. SiCy € R pour tout couplek, 1) alors la

région est syrafrique par rappora 'axe éel. Quoique cette formulation ait pairé utilige

afin de gnréraliser l'équation de Lyapunov pour cesgions polyomiales dans [Gutman 81],
[Mazco 80], elle est apparue assez rapidement peu utilisable en pratique. Une autre classe de
regions utilisant le formalismeM |, a ainsiet propoge dans [Chilali 96b], [Chilali 96a].

DL={peC : Ri1+Ri2p+R,p" <0}

ofi Ry1 € R9%9 est une matrice syetfique etR;, ¢ RA*9. Les BgionsLM | sont conexes,
symeétriques par rappos 'axe el et invariantes par I'agration d’intersectiond est I'ordre
de la €gion. Cette formulation s’est exée particulerement €conde pour le eveloppement
de conditions d’analyse et de syaie avec localisation deslps, [Chilali 96a], [Chilali 99].
Nous proposons dans cette#ie, une formulation plusgérale incluant lesagionsLM | mais
conduisant 'une€criture minimale.

Une BgionEM | du plan complexe estefinie comme I'ensemble des nombres complexes
Dr, [Peaucelle 00b]:

DR:{pe@ c (1 p*ﬂ]R“L]J<®} (IV.5)

ou R est une matriceg€lle synetrique telle que:

R_ { Riz Rz

iy Rzz] e RHxd Ry, >0 eRIxd (IV.6)
12
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La condition d’appartenance d’'un nombre complgxela BgionDr s'écritégalement:
Ri1+ PRi2+ P*Riz+ ppR2 < 0 (IV.7)

Un formulaire de egionsEM | usuelles (pour la majoetd’entre ellesd = 1 oud = 2), est
donré en annexe C. Legions d’ordre sugxieura 2 sont en ghéral des intersections de-r’
gions d’ordre plus faible et ne sont pas coeséd's dans cettedise. En effet, en ce qui concerne
les probe€mes d’analyse, prouver I'appartenance ddega une intersection deegions revient

a prouver la localisation de®|gs dans chacune desgions gpaement. Une approche alterna-
tive est donee dans [Chilali 96b].

Outre que la formulatiol=M | permet de consiter des egions plus gférales en levant
I'hypotheseR2; > 0, il est ai€ de montrer que cette description estéyalement moins ap”
teuse en calculs. Ceciedobule du fait que l'iegali€ (IV.7) de dimensiom x d se Bécrit pour
les égionsLM | en une irgali# de dimension@x 2d:

Ri1 O Ri2 L * R12 0 =L
{ 0 _1}+p{ 0 (D}%-p { Lo <0 , Rx=LL (Iv.8)

IV.2.3 Dg-stabilité robuste

Le cas certain

Etant donee une egionDg du plan complexe, polyrhiale ouLM | et une matrice caee
A € R™" des conditions eCessaires et suffisantes pour que les valeurs proprAsagear-
tiennenta Dr ont ét¢ donrges en termes de solutionsedliations de Lyapunovegéralisges
dans [Gutman 81], [Mazco 80], [Chilali 96D].

Définition IV.1
Etant don®e une egionEM |, DR, la matrice A est dit®r-stable si toutes les valeurs propres
de A sont dans laagionDg.

Une caractfisation du type iegalis de Lyapunov de lBr-stabilitt d’'une matriceA peut
étre facilement extrape€ des travaux de [Chilali 96a]:

Theoreme 1V.2
A € R™" estDgr-stablessiil existe une matrice efinie positive® € R"*" telle que:

1

[1 140A | (ReP) { Ly A

] <0 (IV.9)
Cela estegalemenequivalent’I'existence d’une matricealinie positiveX € R™" telle que:

[1 1d®A](R®X)[ }<® (IV.10)

1
Tgo A
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La matriceP est une matrice de Lyapunov qui prouve la stabidlEA des lors quebr est
une sous-€gion du demi plan complexe gauche. La localisation désspfans uneagion stable
est une extension de la stal@lidu sens de Lyapunov. Dans la suite, Eggiaghs de localisation
envisages sont toutes des sowegions du demi-plan complexe gauche. Un cas particulier in-
teressant deegion estz+ z* < 0 (le demi plan gauche). L'egali€ deDgr-stabilitt se confond
alors avec l'irégali# de Lyapunov classique.
Lin‘egali® (IV.9) se @veloppe en,

Ri1@P+Ri20 (PA) + Ry, @ (AP) + R @ (A'PA) < 0 (IV.11)

qui est une formulation plus usuelle qui fait appaieales diférents termes, constant, diaires
et quadratique en la matriée

Remarque 1V.1

Dans cette thSe n’est aboreé que IEtude des systesa'temps continu. Cependant, lesstil-

tats sont transposables pour les ses LTI incertaina temps discrepy 1 = A% ). En effet,

la stabilité des systimesa‘temps discret corresporalla Dr-stabilité dans le disque urét’soit
. -1 0 . .

un choix R= [ 0 1 } . La condition de Lyapunov devientPA — P < 0.

Le lecteur attentif peut transposerl etude des sysmes discrets, 'ensemble des remarques

qui suivent concernant IBr-stabilité dans des disques.
Le cas incertain
De méme que pour la stabiéitfobuste, ldr-stabilité robuste estefinie par:

Définition IV.2
A(A) , A € A est robustemerfiir-stablessipour toute valeur admissible de l'incertitudé) € A,
les valeurs propres de(A) sont dandDr.

Ce qui conduit au théreme suivant:

Théoreme IV.3
Un sysemex = A(A)x, A € A est robustemeriir-stablessi

— Il existe une MDPP(A), telle que (IV.12) pour touh € A etP(0) > 0.

IR 2 Inégalites deDr-stabilité robuste:

[1 140 A(D) |ROP(A) { 1 (;A(A) _ <0 (IV.12)
[1 14@AL) |ReX(A) { 1d®1;,(A) _ <0 (IV.13)
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L' 'etude de la localisation de®lps dans I'intersection de deuggionsEM | peut se faire
de deux fapns. Prem@rement, en remarquant que l'intersection dagiansDgr, et Dr, est
une ©BgionDr avecR = struq Ry, Ry) (voir définition page xi). Deuxdmement, en prouvant
successivement l&g, -stabilité robuste puis I1®g,-stabilitt robuste. La secondeathode est
toujoursa préférera la premere car elle reviena résoudre deux probimes inépendants de
petite taille au lieu d’'un seul de dimensiegdlea la somme des deux autres. Par recurrence sur
le nombre deegions, la localisation robuste deslgs dans I'intersection d’'un nombre fini de
regionsE M | se fait par laesolution d’autant de proines inépendants.

IV.3 Crit eres frequentielsH,/H.

IV.3.1 Deéfinitions

Dans le chapitre |, nous avoeson& la probEmatique du rejet de perturbation sur la base
des normed. et Hy. Pour un sysime LTI, le cait est d&fini par la norme du transfert des
signaux de perturbatiom aux signaux commamssz

Mo =|[Ta(s)lle  T2=T2(s)[2
En analyse de performance robuste, pour chaquerer@st assoeiin cait dans le pire des cas:
MPC = max || To(A, 9)]|o P = max || To(A, s
B¢ = max |Ty(A.s)| 5¢ =max | 2.5z

Ce cait est tes difficilea calculer peci€ment dans le casegéral. Des lors, la prol@matique
d’analyse est de trouver unwiojaranti aussi proche que possible dutatans le pire des cas:

min r
re>|T@s)ll , vaca

IV.3.2 Colt He,

De manerea expliciter les notations utilegs par la suite, nous rappelons que letdds
repose sur un transfes, — z; tel que:

{ X(t) } :Ml(A)[ X(t) } (IV.14)

Zl(t) Wl(t)

Les moctles incertains consiés dans ce Brhoire sont principalement de deux formes. lls
peuventetre affines et polytopiques (I1.3). Auquel cas, les matriafdsant le transfert ap-
partiennent’I'enveloppe covexe dessommets:

Al gl ]

: : V.15
el ol (19
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lls peuventetre sous forme LFT (11.7), et les matrices sogfidies par un bouclagetroactif
deA € Atel que:

WA('[) = —Azp (t)
Xt) =  AXt) + Bawa(t) + Bwi(t) (IV.16)
ZA('[) = CAX(t) + DAAWA('[) + DA]_W]_('[)
Z]_(t) = C]_X(t) + DlAWA(t) + D11W1(t)

Le cas certain

Le calcul de la normél., d'un syseme certain peut s’effectuer par un algorithneratif
de bisection calculant les valeurs propres d’'une matrice hamiltionienne gia¢am chaque
étape. Depuis la mise evidence de la formulatiob M | des probémes de syn#seH.,
[Gahinet 94], ce calcul implique la minimisation d’'un eni¢ lindaire sous contraintdsM | .

Ce @sultat est dfaillé dans [Chilali 96a].

Mise sous formdé_M |, le calcul de la normél, se formule de maere semblable au pro-
bleme de stabilé. Il s’agit la encore de la recherche d’'une matrice de Lyapunov qui garantit
la stabili¢ du systime (premier bloc de l'iegali®€) et qui, en outre, efinit toutes les bornes
supgrieurs au cof He. Les inégali®s duales I'une de I'autre sur lewtdd. sont:

AP, +PA d P,B "D
{ }—I- 1 ;l-C1C1 1 1-|-C31 11 ] <0 (IV.17)
AX1+ XA +B1B; X1C) + BiDY, }
<0 V.18
{ C1X1+ D11B] —y1+ D11DY, ( )

Theoreme IV.4
La normeH., d’'un syseme M, est obtenu par lagsolution du prol#me d’optimisation suivant:

F)?=_ min
P1>0 : (IV.17)

Le cas incertain

L'extension au cas incertain duabieme IV.4 est directe. Il suffit de remarquer que tout
scalairey tel que (1V.17) est une borne seipéure de la normkl,.

Theoreme IV.5
'S estun cot He garanti pour le systime M(A), A € A, ssi

— llexiste une MDFP1(A), et un scalairg/unique, tels que (1V.19) pour tofste A, P1(0) >
0ety< [F%]Z.
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Les inégali®s asso@ésa ce probéme sont doneés par IR 3.

IR 3 Inégalités sur le cat H. dans le cas incertain:

{ A(D)P1(A) + P1(A)A(L) +C’1(A)C1(A) P1(A)B1(A) —|—C'1(A)D11(A) } <0 (IV.19)
B} (A)P1(L) 4 D74 (A)Cy(A) —Y1+Dj;(A)D1a(4) '

{ A(L)X1(D) +X1(A)A (D) +B1(A)B) (A)  X1(A)Ci(A) +B1(A)D]4(4) } <0 (V.20)
C1(8)X1(A) 4 D11(4)By(A) —Y1+D11(A)D3;(4) '

Remarque V.2
Par continuig, le cait dans le pire des cas,efihi comme le maximum de la norrhlg sur
'ensemble des incertitudes, sefihit aussi par le proldme de minimisation suivant:

[FPe)? = min Y
(IV.19) pour toutaca etpy(0)>0
IV.3.3 Colt H»
Les notations utilisés par la suite pour les mads incertains affines polytopiques (11.3)
sont: i
i | Al B
M, = : V.21
2 dl o (Iv.21)
et pour les modles de forme LFT (I1.7):
wa(t) = —Az(t)
X(t) = AX(t) + Bawa(t) + Bows(t) (IV.22)
Zp(t) = Cax(t) + Daawa(t) + Daowo(t)
Zz(t) = CzX(t) + DZAWA(t)

Le cas certain

Le calcul du cat Hz d’'un sysEme certain est raiau calcul des grammiens d’observabi-
lite et de commandabiétdu systme. A la difErence du aat'H., le cait H, se dstermine
exactement par la solution d’'ueguation de type Lyapunov. Cependant, le calcul de la norme
H> peut passer par la solution d’'un prehie d’optimisation lieaire sous contraintdsM I,
[Chilali 96a].

Soient les irgali€s suivantes:

APy +PA+CCo < 0 (IV.23)

AXo+ XoA +BoB, < 0 V.24
2

Suivant I'inégali® choisie, la solution&finie positiveP, ou X, est respectivement une borne
supgrieure du grammien d’observabdiflVo < P) ou de commandabikt(\Wy < X). Pour cette
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raison, on dit des iegalies (IV.23) et (1V.24) que ce sont dagegalités sur les grammien®e
plusP, et X, sont des matrices de Lyapunov qui prouvent la stahilit'systme.
Associes aux iegali#s sur les grammiens, nousfihissons lesnégalités sur le caf Hp:

B,PoBy < T (IV.25)
CoXoCh < T (1V.26)
Le cait Hz est la solution du prokihe d’optimisation suivant:

Theoreme 1V.6
La normeH> d’'un syseme M, est obtenu par le probhe d’optimisation suivant:

F2 i TracgT
2] Py - (IV 23)(V.25 racet)

Le cas incertain

L'extension au cas incertain est directe. Elle repose sur la matregpé par sa traceafinit
toute borne sugrieure sur la normkl,.

Theoreme IV.7
S estun cat Hy garanti pour le sysiie M(A), A € A, ssi

— Il existe une MDPP,(A), et une matricél unique, tels que (IV.27) et (1V.29) pour tout

A€ B, Py(0) > 0 et TracdT) < [I2]%.

Les inégali®s asso@ésa ce probéme sont donees par IR 4 et 5.
IR 4 Inégalités sur les grammiens dans le cas incertain:
A (D)Po (D) +Pa(A)A(A) +CH(A)C(A) < 0 (IV.27)

A(D)X2(A) 4+ Xo(A)A () + Ba(A)By(A) < 0 (IV.28)

IR 5 Inégalités sur le cat H, dans le cas incertain:
BL(A)Py(A)By(A) < T (IV.29)

Ca(A)X2(A)CH(A) < T (IV.30)

Remarque 1V.3
Par continuig, le cait dans le pire des cas est la solution de la minimisation suivante:

[r5¢] 2 _ min TraceT)
(IV.27),(1V.29) pour toutaca etp,(0)>0
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Remarque 1V.4

Suitea la remarque 1.2, il esteCessaire de s’assurer que pour toutes les incertitudes AD=
0. Ceci est imradiat pour les moeles affines polytopiques. Pour les reteb LFT, il faut s'as-
surer que pour toutes les incertitudes:

DopA(1 + Dand) ~1Dpp = 0 (IV.31)

Cette contrainte n’est pas restrictive. Les incertitudes LFT mixtes eregsagans cette ése
(voir section 11.3) sont bloc-diagonales. L’hypete de Equation (1V.31) signifie qu’un emfie
bloc des incertitudes ne perturbe pas simuétar€nt la matrice de mesure € la matrice des
entrées B.

IV.4 Forme générigue EM | desirggalités sur les performances
robustes

Les probEmes d’analyse psent’s dans ce mrhoire sont donc formak comme des pro-
blemes de faisabiktou de minimisation de fonctions éaires sous des contraintes @galies
matricielles. En analyse, ceseigdli#s sont toutes ligdires en les variables mais en nombre
infini. Pour Bsoudre numriquement les probhmes d’analyse (chapitre V), il esteéssaire de
disposer de formulations adquates.

Pour ne pasapéter les manipulations mahiatiques sur chacune deggligs dfinies, il
est inBressant de remarquer qu’elles@ivent toutes sous les formed | suivantes:

/ 1]

[ 1 N&(B) [ Qc(P(A),0) i) | <O (IV.32)
SEPE

[ 1 Ng(8) ] Qs(X(A),A) Ny | <0 (IV.33)

Les matriceN et Q correspondant aux défents crieres de performance somstinges dans
les tableaux IV.1 — IV.5.

L etude des matriced fait apparafre que la relation (1V.32) est effectivement une descrip-
tion EM | vis a vis de la matricé\. Elle satisfait le criére de convexd, c’esta dire queQ se
décompose toujours sous la forme:

_ | Qu(P(8),4) Qu2(P(A))
QP = | “gPa)  QulPla)) (V-34)

ou le terme quadratique dellaM | est &Efini positif quandP est une matrice de Lyapunov:
P(A) >0 = QP(A)) >0 (IV.35)
La contrainte (IV.32) ainsi €Crite peut s’intergter comme suit:

Il existe une matrice de LyapunoegEndant des paragtresP(A) telle que pour chaqua,
N(A) appartienta I'interieur de TEM | définie par QP(A),A).
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Remarque IV.5

Les formes gfériques de ce chapitre sont les secondes formreeérgjues proposés dans cette
thése. Les premares, contraintes quadratiques robustes, introduites dans le chapitreeHll, d”
crivent dans un cadre undile concept deeparation quadratique qui permet la mise equa-
tion LM | de contraintes robustes vasvis d’'incertitudes de forme LFT. Les formeériques
EM | d'analyse quanaelles, servent dans le chapitre suivant. Elles permettenéderd dans

un cadre uni le lemme de edtion de variables de relaxation en vue de I'analyse par fonc-
tions de Lyapunovependant des paragtres. C’est la combinaison dugbféme de sparation
qguadratique et du lemme deeation qui permet deasoudre I'analyse robuste par FLDP \as °
vis d’incertitudes LFT.

TaB. IV.1 —IR 1 Inégalités de stabilié’robuste

Nc(d) | Qe(P(A),4) || Ne(d) | Qe(X(4),4)

14@AL) | RoP@) | 1g@AR) | RoX(4)

TAB. IV.2 — IR 2 Inégalités deDg-stabilité robuste

Ne(8) Qc(Py(A),A)
ClAC1(A)  Ci(ADu(A)  Pyd)
[ A(A) By(D) ] |:D1111(A)é1( A —Vﬂ-ll-D'll(lAl)Dll(A) X ]
P1(8) 0 0
Ne(4) Qe(Xa(8),0)
AD) B1(A)By(4) B1(A)D)4(8) X1(8)
[C(A)] D11(8)B}(A) —y1+Du(A)D}y(8) 0
! X1(A 0 0

TAB. IV.3 —IR 3 Inégalités sur le cat H., robuste
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@) | emda [ Ned | QeXed)d)
CHAICD) Py(a) Ba(A)BY(A) Xa(0)
AB) [ SO ] AB) [ o) o ]

TAB. IV.4 — IR 4 Inégalités sur les grammiens

Ne(d) | Qe(P2(B),4) || Ne(8) | Qs(X2(d),4)

Ba(A) [_GT Pz([()A)] 8 [_(DT XZQEA)}

TAB. IV.5 — IR 5 Inégalités sur le caf H, robuste

Conclusion

e Les principaux crigres de performance ainsi que la stabjlédmettent une formulatign
gérérique de typ&aM | .

¢ Pour des systmes LTI incertains maalisés dans I'espace efat, toutes les gifications
de performance admettent une intetation en termes de recherche d’'une matrice de
Lyapunov @&pendant des paraatres.

¢ Les probEmes d’analyse sont kaires et I'analyse robuste corresp@ndne optimisat
tion sous un nombre infinideM 1.




Chapitre V

Conditions LM | d’analyse

Introduction

Il a ét vu dans le chapitre peédent, que dans le formalisme de la&dhie de Lyapunov,
certains prol@imes d'analyse de stabdi€t de performance robuste seluisenti’'une recherche
sur une infini€ de points de matrices de Lyapunov, soumadss contraintesM | . Tel quel,
le probEme ne peut seesoudre par des ethiodes classiques simples. En particulier, le temps
de calcul ne serait pas polymial en le nombre de doees du proldme.

La premere difficul tienta la dEpendance des matrices de Lyapunovavigs des para-
metres incertains. Historiquement, cette diffieyutetre contoureé en choisissant des ma-
trices de Lyapunov uniques pour tous les pagtes, [Barmish 85], [Geromel 91]. C'est le
cadre de travail de la stab#itjuadratique qui condudt un fort dege’de pessimisme pour des
problémes faisant intervenir une meldsation structugé de I'incertitude, [Packard 93]. Une
autre approche consisteétudier les conditions d’analyse pour des parametrisationsedsnn’
des fonctions de Lyapunowegendant des parates [Barmish 86], [Feron 96], [Gahinet 96].
Nous parlerons de aethodes FLDP. Le but est alors d’utiliser I'information contenue dans la
fonction de Lyapunov afin deeduire fortement le pessimisme de I'approche quadratique sans
ajouter une complexathungrique trop importante. Le compronasadopter est ésétroitement
lie a la parametrisation des fonctions de Lyapunov ainsi qu’aux outigritpies utilisables.
Récemment, le lemme dlimination a permis de proposer de nouvelles conditlohNsl pour
'analyse de stabilé'et de performance robustes dans le cadre FLDP et ceci paenedités pa-
rametrisations de la fonction de Lyapunov, [Arzelier 00b], [de Oliveira 99b], [Peaucelle 00b],
[Peaucelle 99b].

Dans ce chapitre, sont donc propes’quatre ethoded_M | d’analyse des performances.
Elles sont juges par leur degrde pessimisme respectif et par la compeslgs calculs induits.

Le pessimisme via vis des conditions exactes de stabititbuste ne peetfe quanti&. Aussila

79



80 CHAPITRE V. CONDITIONSLM | D’ANALYSE

comparaison sur le pessimisme reste relative. La compldgitalcul de toutes lesatiiodes est
dans I'absolu identique car les prebhesa résoudre sont tous des prehies de programmation
Semi-Definie Positive. Cependant, les nombres de contralnidd et de variables mises en jeu
sont relativement di#éffents. Il est possible gd’lors, de comparer la “taille” induite par chaque
méthode.

L'organisation du chapitre est la suivante. Dans un premier temps, le cadre de travail de
la stabilig quadratique est rapgeét les nethoded_M | assootes sont exp@gs. Dans un
second temps, le lemmealimination au service des ettiodes FLDP, esttudié en dtail.

Le mécanisme d’ajout de variables de relaxations permettantdig@re le pessimisme de la
stabilitt quadratique est explieitbasa pas. Il s'agit & d’'une contribution majeure de notre
travail. Finalement, des exemples illustrent lestinodes prop@&ss.

V.1 Stabilité quadratique

V.1.1 Definition - rappel

Toutes les irgalis matricielles d’analyse de performances robustesgntes dans le cha-
pitre precédent s€crivent sous les formes suivantes:

(1N QP | (G ] <0 v
(1 Ne(A) ]QB(X(A),A){N&A)]<® V.2)

Les matricedN et Q des diférentes irgalis sont esung€es en section 1V.4.

Dans ces irgalis matriciellesP(A) (et par analogi&(A)) sont des matrices de Lyapunov
dépendant des parames. La rechercheds gnérale de matricesapendant des paratres est
impossible et choisir une matrice pour chaque valeur de I'incertitude est ureprelde di-
mension infinie. Une maare d’aborder ce probime simplement avec des moyens euiouies
efficaces est de se placer dans le cadre de la statpiladratique, [Hollot 80], [Barmish 85]. Il
s’agit principalement d'utiliser une fonction de Lyapunov quadratique unique pour attester de
la stabili# sur I'ensemble degalisations possibles du sgste. Travailler dans ce cadre revient
donca choisirP(A) = P et X(A) = X dans les contraintes robustes (V.1) et (V.2).

Théoreme V.1

Si 'une des deux egalités (V.1) ou (V.2) esterifiee pour toutA € A et pour une matrice de
Lyapunov uniqueP(A) = P ou X(A) = X, alors le systine est quadratiquement stable et le
critere de performance robuste assmail'inegalite matricielle est satisfait dans le cadre de la
stabilité quadratique.

L'existence deP dans (V.1) et I'existence d¥ dans (V.2) sonequivalentes. Legcritures
sont duales I'une de l'autre. Elles peuvesite” utilies indifEremment en analyse. En syn-
thése, on verra quedCriture duale eiX est utilise de peférence de maerea “lineariser” les
problemes.
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V.1.2 Incertitude affine polytopique

Dans le cadre de la stabditjuadratique, les contraintes robustesavigs 'de moeles incer-
tains de forme affine polytopique, se mettent sous fduivkl . Soit par exemple la contrainte
de stabili€ quadratique:

A(DAP+PAD) <0 (V.3)
et soit la moelisation affine polytopique du systie incertain (voir (11.3)):
A(D) € CO{AIY ... AlMel} (V.4)

(V.3) est affine en la matrice incertaiAé)), et transforme donc une enveloppe waxe en une
enveloppe corexe. Il estainsi possible deefinir des conditions ecessaires et suffisantes de
stabilité quadratique aghent testables.

Le syseme est quadratiquement stable si et seulement si la mBtpoauve simultaement
la stabili# de tous les sommets du polytope:

AVpLpAl <0 Vi=1,...np (V.5)

Ceci est facilement extrapmwBu cas des performances robustes. Dans le cadre de laestabilit”
quadratique, il estedessaire et suffisant quand le raledeést polytopique, de tester leggalies
sur les sommets du polytope. On obtient ledigme V.2 qui fait €férence aux iegali€s de
'encadeE V.1.

Theoreme V.2 Stabilitt quadratique des systmes affines polytopiques

¢ Stabilitt: Un syseme incertain de forme affine polytopique dont le sledst dona par
(11.3) est quadratiguement stab#siil existe une matrice uniquie symétrique dfinie positive
solutionde laLM | (V.6) pour touti=1,---,np.

. (V.B)y i=1,,np

e Dr-Stabilitt: Un syseme incertain de forme affine polytopique dont le eledEst done’
par (11.3) est quadratiquemeritr-stablessiil existe une matrice unique syngtrique dfinie
positive solution de &M | (V.8) pour touti=1,---,np.

. (V.8)y i=1,,np

e CaltH.: I'$ est un cat He., garanti pour le systine incertain de forme affine polytopique
dontle moele est donapar (1V.15) s’il existe une matrice uniqig syngtrique dcfinie positive
et un scalairey solutions de 1M | (V.10) pour touti= 1, - -, ng et tels quey < [[&] 2,

PL>0 , y<[rgp® | (V.10)y i=1,.. n,

P>0

P>0

e Colit Hy: Fg' est un catHx garanti pour le systime incertain de forme affine polytopique dont
le mockle est dona’par (1V.21) s'il existe une matrice uniqée syngtrique dfinie positive et
une matrice syetfiqueT solutions du couple deM | (V.12) pour touti= 1, - - -, ny et tels que

TracegT) < Y] 2,

.12
P,>0 , TracgT)<[F3]° , (V.12yizg.n,
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Inégali€s de stabil#’quadratique

APy paAll < o (V.6)

AllX £ xAl < o (V.7)
Inégali€s deDg-stabilité quadratique

- 1 1
{1 10 Al }R@P{ eyl <0 (V.8)
[1 1Al [RaX Lo Al <0 (V.9)

Inégali®s sur caf He, - approche stabili quadratique

Ay 1Pyl 'l gl Dl
i, il i i’ | < (V-10)
By Pr+D3; G —Y1+Dj; D1y
Al + Al 4+ BlIBl x4 glipll
iy, pll gl ipi’ | <P (VD)
C; X1+ D33B; —Y1+D31D73
Inégali®s sur caf H, - approche stabil@ quadratique
AP, 4 Pl cll'cll <o BI'p,Bl < T (V.12)
AlX, 1A BRI <o cllxcll <7 (V.13)

ENC. V.1: Inégalis de stabilé’quadratique des syshes affines polytopiques
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Le théoreme peut se reformulerl’aide des iegali€s duales expriges en les variables.
Ce sont alors les ggalies (V.7), (V.9), (V.11) et (V.13) de I'encaeV.1 qui dfinissent les
LMI.

Il est important de remarquer qu’une conditicecessaire et suffisante de stabilifiadra-
tique, n’est qu’une condition suffisante de stabitibbuste. Se restreindaene chercher qu’une
fonction de Lyapunov unique pour tout 'ensemble d’incertitudes introdegessairement un
important dege'de pessimisme difficila quantifier. On peut donc s’attendre€ que les bornes
sur les catsH., etH, obtenues dans ce cadre soient relativement pessimistes.

Les caits H, et Hy, garantis par le thoreme V.2 sont des bornes ®rEures des ads
dans le pire des cas. En analyse desesyst, ce @Sultat permet deerifier si un cait est
garanti par le systhe. Une alternative est desdudre le proleime d’optimisation liraire sous
contraintesLM | et d’en dduire les meilleurs e¢d$ garantisa’l'aide de I'approche par la
stabilité quadratique. Aussi, les grandeurs suivantes qui sont toutes directement calculables par
les solveurd.M | peuventetre dEfinies:

2
{Fﬂ,“ad} = min Y (V.14)
P1>0, (V.10)y i=1,-np
2
{Fg”adc} = (mir)1 TraceT)
Po>0 , (VA2)y iy
2 2 _ vi=hene (V.15)
{Fg } = min TraceT)
P2>0 , (V.13)y i=1,-np

[guadC etr9uadB sont volontairement dififencés, car ils peuvergties diférents I'un de I'autre.

Les preuves suivent le raisonnement doen’&but de cette section. Elles reposent sur la
lineari® des irgalis en les matrices du melé. Cela est eltaille sur les iegalies sur la
majoration des grammiens. Pour les autregalis, le raisonnement est leeme.

On suppose que pour tous les sommets du polytope:

APy 4+ oAl cll < 0
Par compEment de Schur:

AP, + oAl )

<0 Vi=1l...,n
cll ~1 P

Comme cette iagalig est lirdaire en les matrices du meld, par @finition du polytope, c’est
équivaleng:

A (AP, + PA(D) C’Z(A)

{ Ca(B) -1

Cela donne finalement par le corapiént de Schur:

}<(D VA

A (AP, + PoA(A) 4 Ch(A)Co(A) < 0

et ce pour toutes legalisations du magle incertain.



84 CHAPITRE V. CONDITIONSLM | D’ANALYSE

Les tests prop@s dans le cadre de la stalaluadratique pour les mekts incertains poly-
topiques sont donc reformed’en termes de pradhies de programmation senefitiie positive.
lls sont dfinis par un grand nombre de contrainktd¥l | égal au nombre de sommets du poly-
tope. Cela peut sevéler lourd lors de lagsolution nurefique.

V.1.3 Incertitudes mixtes sous forme rationnelle

Pour rengdier aux prol@mes nurafiques dsa la modlisation polytopique des incertitudes
et pouvoir prendre en compte unemEndance paragtrique rationnelle, I'incertitude est suppo-
see de forme LFT mixte (voir section I1.3). Dans le cas d'incertitudes LFT, toutesdgsiitss
sur les performances robustes se mettent sous foemé&igle de contraintes quadratiques ro-
bustes (111.20) ou (I11.21). Comme il att monte a la section 111.2.3, en utilisant leesultat
de €paration quadratique, les contraintes peuedrg Bexprimées sous forme de contraintes
LMI.

Prenons par exemple la stak@lijfuadratique ded’quation (V.3) et soit la madisation LFT:

A(A) = A— BpA(1 + Dand) "1Cy
L'in‘egali® de stabili¢”quadratique se factorise comme suit:
AP+PA PB 1
B'P 0 —A(1+Dppl)1Cy
La stabili® quadratique est dorexjliivalenteaI'existence d’une matricB symétrique dfinie
positive et d’'une matrice syetrique, candidata l[a €paration quadratiqum,c ©,, telles que:

AP{PA PB Cy 0 Cn Dan
{ BP (D]—'_{DM’ I L R

[1 —Cp'(1+ADan’) 1A | { ] <0

Cette irégali® est liréaire erP etm, et la recherche dec 0, est un probtmelLM | mais de
dimension infinie dans la plupart des cas. Pour pouvoir contournegmiguement le proleime,
les €parateursm sont recherck$ parmi les candidates possibles pregssén annexe B. La
condition de stabilg’quadratique est alors seulement suffisante, sauf dans le cas non pessimiste
ou A est I'ensemble des matrices non strueas {(un seul bloc, noepéte), H-dissipatives (non
simultarées).

Ce qui vient d&tre dEcrit pour la stabilié”quadratique s’appliquegalement pour les dif’
rentes performances robustes du chapitre IV. La techniquepmation utiliee est dcrite en
détail dans le chapitre Ill. Leasultat gnéral pour toutes les sgifications de performances ro-
bustes est dorepar le tlitoreme V.3. Toutes les conditions sont expems’en termes deM |
en les variableP etm:

D' -1
Le méme tleoreme peuttre reformut’a I'aide des irgalis duales qui ont comme variable de
LyapunovX. Les inggalis sont alors de la forme:

B 0 oE B’ D’
D -1 0 -1

¢ D }<® (V.16)

Wg(X) + { ] <0 (V.17)
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et les diférents choix dé&, B, C etD pour les difErents crieres de performance robuste sont
résungs dans les tableaux V.1 — V.5.
Cade est 'ensemble des candidateta €paration quadratique de CSQ 9, page xiv.

Theoreme V.3 Stabilitt quadratique des systmes LFT mixtes

e Stabilité: Un syseme incertain de forme LFT mixte(M), A € A est quadratiguement stable
ssiil existe une matrice unique syngtrique dfinie positive e une candidate la Séparation
quadratique vig Vis deA, solutions de Id-M | (V.16) dont les matrices soatréchercher dans
le tableau V.1.

P>0

C'" o }.{C D
mc Oy

, WC(P)+{ , }<(D}
{ D" -1 0 -1 TABV.1
e Dr-Stabilite: Un syseme incertain de forme LFT mixte (M), A € A est quadratiquement
Dr-stablessiil existe une matrice unique syngtrique dfinie positive et une candidatea”
la séparation quadratique via vis des incertitudes di repétées d fois, solutions de laM |
(V.16) dont les matrices soatrechercher dans le tableau V.2.
C'" o0 C D
,{Wc(P)—I—{D, IL}.{(D IL]<(D}
- - TABV.2
e CaltH.,: I'$ est un cot He., garanti pour le systine incertain de forme LFT mixte; M),
A € A S'il existe une matrice uniqul; synétrique dfinie positive, un scalairg et m une

candidatea’ la s$éparation quadratique via Vis deA, solutions de laLM | (V.16) dont les
matrices sont rechercher dans le tableau V.3 et tels yue [F%] ?,

P>0
.E@Ad@

P]_ >0 /
mc O, ) [ We(P,y) + [ E:)' _(D]l ]I[ E[:) _D]l ] <0 ] (V.18)
y< [rg]z TABV.3

e Calt H»: Fg' est un cat Hy garanti pour le systme incertain de forme LFT mixte;M),
A € A S'il existe une matrice uniquB, syngtrique dfinie positive, une matricé etmy, m
deux candidatea la s$¢paration quadratique via vis deA, solutions dd_M | (V.16) dont les
matrices son rechercher dans les tableaux V.4, V.5 et telles que Tiice [I5] ?,

P> 0 ¢’ o ¢ D
m 0, {wC(P)JF{D' —1}.1{(9 _1] (DLABVA (V.19)

m €0,y ’ {WC(P,T)—I—[CI 0 ].Z{C D

g.12 r_ _ } 0
TracgT) < 3] D 1 0 -1 TABV.5
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AP+PA PBy AX + XA XCp'
¢ _CA < { BA/P 0 ] B { CaX 0

TAB. V.1 —Inégalités de stabili’quadratique

B=140Bx C=140Ca D =14%Daa
1 1goA 1 )

We = P

© [(D lld®BA'] N [Jld®A Jld®BA]
1 1g0A 1 0

Wg = R X

° [(D ]ld®CA] []ld®Al 11d®CA']

TAB. V.2 —Inégalités deDg-stabilité quadratique

B, O Ch O Dap O
|: 0 DlA ] |: 0 DA]_ ] [ 0 DAA
AP, +PA PB; PiBy PiBa c, c, ]
BP, -yl O 0 ! !
We — 1 11 11
¢ Ba'P; o o o |T|Dy|| Dy
BA'P; 0 0 0 D\, | | Da
AX1+ XA X1Ch X1Cp' X4C B, B, |
CiX1 -yl 0 0 D11 D11
Wy —
B CaX1 0 0] 0 + Da1 Da1
CaX1 0 0 0 Da1 Da1

TAB. V.3 —Inégalités sur le cafHs, / stabilité quadratique

We — [ AIP2—|—P2A—|—CIZC2 PzBA—I—CIZDZA
B =Ba €7 | BAP2+DyCo D} Daa
C==Cx
D =Daa Wy — [ AX2+ XA 4 BB, XoCa' 4 BoDj, }
CaX2+ Da2B, Da2D,

TAB. V.4 —Inégalités sur les grammiens / stabditjuadratique



V.1. STABILITE QUADRATIQUE 87

B =Do C =Da D =Daa

_ / / _ / /
o _ [ ~T+BoPaBy ByPoBa } ‘wB:{ T +CoXoCy CoXaCa

BA'PoBo Ba'P2Ba CaX 2CI2 CaX2Cp'

TAB. V.5 —Inégalités sur le catH, / stabilité quadratique

Comme dans le cas des incertitudes affines polytopiques, lg&s imiimaux garantis par le
cadre de travail de la stab#itjuadratique sedfinissent par:

quad 2 ;
{Fm } :((/nig) Y (V.20)
2
{Fg”adc} :((/nig) TraceT) (V.21)

et de faon dualer "8 est dfinie sur les irgalis enX,. Dés lors qu'est choisi un sous

ensemble CQ 6 — 9 decandidates la €paration quadratique (voir annexe B), ceatssont
tous calculables par minimisation d’un eni€ linéaire sous contraintésM | .

Le théoreme V.3 est une extension destiltats éja connus dans la communaw€ientifique
sous difBrentes formes. lls sontggéng’s dans ce erhoire de mamire uniféea I'aide de la for-
mulation ggrérique. Une caraetistique de notre travail est que toutes les matrices duefeod"
LTI incertain sont supp@ss @&pendre des incertitudes. Il est en effet courant danséaditire
gue la matricédp; soit supposé nulle. Cette hypottse implique que les ees des perturba-
tionsw; sont certainesR;(A) = By etDy1(A) = D11). Sous cette hypo#se, I'inégalie sur le
calt Ho, garanti par la stabilé quadratique seeécrit sous la forme classique:

!

AIP]_—I—P]_A P1B1 P1Ba C{I_ C{I_
B'lF’l -yl 0] + Dlll Dlll
BA/PL 0 O D), | | D,
Col Ch 0 D
+| 0o 0 -[ @A 0 _Aﬂ <0
Dan/ —1

ou m est un gparateur via vis deA.

Concernant le crire de performanchy, les signaux relatifa I'incertitude (vp et zp) et
ceux relatifs au créreH, (w, et z) sonta notre connaissance toujours su@®BE pas inter-
agir Da2 = 0 et Doy = 0). Cela reviena' poser I'hypotkese que les erdes des perturbations
sont certaines et le vecteur commaigl dépend d’une combinaison Baire certaine dedtat
du syseme. Méme si cette derare hypotlese estealiste pour la plupart des @ites de perfor-
manceH,, le résultat esetendu dans cette¢le au caswoceci n'est pasefifié. Sil'on suppose
Da2 = 0 etDop = 0 alors I'inégalig sur le cat H, garanti par la stabilit quadratique sesécrit
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sous la forme classique:

APy + PoA+ CIZCZ P-Ba + Ch 0 . Ca Daa <0
BA'P> 0 Dan/ —1 0O -1
Blzszz <T

V.2 Fonctions de Lyapunov
Dépendant des Paramatres

Cette section se divise en deux parties. Dans la memles esultats teoriques qui per-
mettent 'introduction de fonctions de LyapunoemEndant des paraties pour I'analyse ro-
buste en stabil@’et performance, sont introduits. Cesultats onefé simulta®ment proposs
dans les publications [Geromel 98], [de Oliveira 99a], [de Oliveira 99b], et [Peaucelle 00b]
pour des systmes incertains liedires polytopiques. lIs ont ensui& étendus aux malisa-
tion incertaine LFT dans [Peaucelle 99b]. Lesultats reposent essentiellement sur I'introduc-
tion de variables que nous qualifions de variables de relaxation et obtenues par I'application
du lemme dé€limination (dans la mesuraidé lemme est empl@@ contre sens nous parlerons
également de lemme desation) sur les formesagériquesE M | de la section IV.4. La seconde
partie de cette section expose lesdlgmes d’analyse robuste par FLDP, &isis d’incertitudes
affines et LFT mixtes comme nous I'avons fait pour la stabijtiadratique.

V.2.1 Lemme delimination/ Lemme de création

Toutes les irgalis matricielles sur les performances robustes cerétd’dans le chapitre
IV s’ecrivent sous I'une des formes suivantes:

1N QP |y ] <0 (22
[ 1 Ng(8) ] Qs(X(A),4) { N;A) ] <0 (V.23)

Les matricedN etQ correspondant aux défents crieres de performance robuste s@®unees
en section 1V.4.

Lesécritures (V.22) et (V.23) sont duales I'une de l'autre et Euitats qui suivent peuvent
étre appligesa I'une commea’l'autre. PoueViter une lourdeur nonatessaire, nous consid”
rons uniquement la premiéécriture dans la suite de la section V.2. Ainsi les indigest g
introduits pour distinguer les deux formes sont provisoirere@s.

Lemme V.1
Les relations suivantes sont toutsguivalentes entre elles:

i) Il existeP > 0 qui satisfait I'inégalitt matricielle suivante:

[1 N’}Q(P)[Ij\ll]<® (V.24)
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ii) Il existe P > 0 et G telles que:

Q(P)+[_'\HG’+G[N ~1]<0 (V.25)
iii) Il existe P> 0, F etNo telles que:
Q(P)+[_NHF’[NO —IL}—I-[IELI]F[N ~1]<0 (V.26)

iv) Il existeP > 0 et N, telles que:

[1 N ]Q(F’){ } <0 (V.27)

Preuve

e Les conditiond) etii) sontéquivalentes par le lemmeadimination [Skelton 98, Corollary
2.3.9].

e CommeQy,(P) > 0 (voir section 1V.4), la matrice inconnu@ se ddcompose ecessairement

F
telle queG, = NyF. Cela prouve Equivalence entri) etiii ).
e Les conditionsii ) etiv) sontéquivalentes par le lemmealimination [Skelton 98, Te6reme
2.3.12]. |

en [ ° } ou F+ F' est une matriceefinie régative.F est donc non singudie et il existeN,

Toutes les conditions du lemme V.1 sewfuivalentes entre elles. Sachant que la condition
est celle qui contient le moins de variables et qu’elle est sous fhrinid , le lemme est de peu
d’interét sous cette forme.

Les nouvelles variable§ ou (F,Np) introduites dans le lemme V.1 sont des variables de
relaxation. Laugmentation du nombre de variables induit desedeag libert’suppEmentaires
permettant, par exemple, de coreiel’ des fonctions de Lyapunoegéndant des paratres.
Ces diférents points sontafaillés par la suite.

Remarque V.1

Le lemme V.1 repose sur uesultat matematique important nomenfemme Elimination,
[Skelton 98], fEquemment empleypour rEduire de nombre de variables dans un pehE.

Ici, le lemme est surtout emple¥n sens contraire, c’est pourquoi nous choisissons d'y faire
reférence sous 'appellation demme de ciation.

A ce stade, il peut sembler au lecteur que plus on introduit de variablesesugptaires,
plus on apporte de degs’de libert’ Il n’en est rien. Prenons par exemple égalie (V.24)a
laguelle on ajoute la condition defihie positivig surP:

1 0

[IL(D(DH—P 0 ] 0 1
0 1|N 0 P

QP) | |5

<0
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D'apres le lemme V.1 il existe alors une matri@e= | G,/ G’ | telle que:

[—(DP QEDP)]JF{I;IO]’I][GJ Gz’H[gﬂ[@ N -1]<0
Ceci se @veloppe en:
—P Gi[N -1]
[_N]Il]el Q(P)+DHGZ'+GZ[N 1] <0

Dans cette expression, il n’est pas pessimiste de fi®serD. Ainsi, G; n'apporte aucun degr”
de liberg supp€mentairea’ceux appods paiG,.

De fagon ggrérique, la relationii ) du lemme V.1 indique que la matri¢® se dscompose
en deux matrice§ et No, ou N, est irévitablement solution de (V.27). Aus$\, peut avoir
sans pessimisme lagnie structure qul: si une partie des lignes désont nulles, il en sera de
méme poulN, sans pessimisme. Les degide libert’apporés par le lemme V.1 se caradsent
par le rang deN.

Dans le cas des metEs incertains, le lemme V.1 devient:

Lemme V.2
Les relations suivantes sont toutsguivalentes entre elles:

i) Il existe une MDPP(A) telle queP(0) > 0 et pour toutA € A:

[ 1 N(4) ]Q(P(b),4) { <0 (V.28)

1
N(4)
ii) Il existe deux MDPP(A) et G(A) telles queP(0) > 0 et pour toutA € A:

N'()

Q(P(A)AH{ 1 ]G'(A)—I-G(A)[N(A) ~1]<0 (V.29)

i) 1l existe trois MDP,P(A), F(A) etNo(A) telles queP(0) > 0 et pour toutA € A:

apia).a + | N } F(8) [ No(A) —1 ]
: (V.30)
+ N"_(ILA) } F(O)[ N(A) —1] <0
iv) Il existe deux MDPP(A) etNo(A) telles queP(0) > 0 et pour toutA € A:
. [ 1
[1 N(A) ] Q(P(A),A) N ] <0
(V.31)
. [ 1
[ 1 NJ(8) | Q(P(A),A) | No(d) ] <0
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Preuve

Elle découle des mmes relations que dans le lemme V.1, ap@EgiSur 'ensemble des incer-
titudes admissibles. De part leultat du lemme 1V.1, la contrainA) > 0 est remplaeé par
le test sur I'incertitude nulle correspondant au syt nominal. [

Les inégali#s sur les performances robustes du lemme V.2 sont toutes impossitdles
soudre par des ethoded_M I . Il n’est pas possible d’'une part de rechercher une fonction de
Lyapunov épendant des paraatres sans expliciter clairement cetepehdance et d’autre part,

il serait récessaire de tester les conditions sur 'ensemble ranrdbrable des incertitudés
Cependant, dans les relationget iii ), les variables de relaxation introduites, font qu'il n’y a
aucun produit entre les matrices incertaines du efmdt les matrices de Lyapun®&yA). Ceci
permet, pour un choix particulier de la forme des matriegsethdant des parastres, d’obtenir
des conditions suffisantes sous forknkel | . Ce point est explicé'dans les sections V.2.3 pour
les modatles affines polytopiques et V.2.4 pour les reled’ LFT mixtes.

V.2.2 FLDP et stabilite quadratique

Avant de pesenter lesasultatsLM | d’analyse et de performance robuste, les nouvelles
conditions sonevallgesa I'aune du cadre de la stabditjuadratique. En introduisant des fonc-
tions de Lyapunov €pendant des paratres, on s’attend étre moins pessimiste que pour la
stabilitt quadratique. Nous montrons ici que cette conjecture est vraie sauf dans certains cas.

Lemme V.3

Si une irggalitt matricielle d’analyse de stabiittobuste ou de performances robustes (V.22)
est satisfaite dans le cadre de la staflguadratique du thoreme V.1(P(A) = P), alors la
condition ii) du lemme V.2 assa, est satisfaite aveés(A) = G et P(A) = P, constantes.

Preuve
Le théoreme V.1 de stabiléd quadratique signifie qu’il existe une matre¢elle que pour toute
incertitude admissibl& € A:

Q11(P,4) +N'(8)Q12(P) + Q12(P)N(B) + N'(4)Q22(P)N(A) < 0 (V.32)

Comme le sysime incertain est bien ped\(A) appartiena'un domaine compact (voir lemme
[11.1). Il existe donc un scalaire > 0 suffisamment petit tel que:

Q11(P.A) + N'(A)Qi2(P) + Qu2( P)N(A) + N'(A)(Q22(P) +L)N(A) < 0 (V.33)

Par compEment de Schur, ceciexrit:

Qu1(P,A) + N'(8)Q5(P) + Qu2(P)N(A)  N'(A)(Q22(P) +£1)
{ (Q22(P) —IiIL)N(A) —Qu(P) — €1 ] <0 (V.34)
soit /
Q(P,4) + { N_(RA) }G’+G[ N —1]< { g _(21 } <0 (V.35)
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avec

_ Qu2(P)
¢= { Q22(P) + €l } (V-36)

Le lemme V.3 garantit qu’en analyse, quelles que soient les restrictions faites sur les matrices
P(A) etG(A), la conditionii ) du lemme V.2 est moins pessimiste que le cadre de travail pegopos”
par la stabili€ quadratique. Les restrictiomydqlees @pendent de la forme des incertitudes
(voir les sections suivantes) et permettent de mettre la condiifiolu lemme V.2 sous forme
LM |. En analyse, le cadre de travail de la stabititiadratique est franchememipdiss.

Corollaire V.1
SoientDr une rgion borrge du plan complexe telle queR- 0 et N, = —(R§21R12) ® 1n, alors
les conditions suivantes sont successivement suffisantes I'une pour la suivante:

i) =ii) =i ) = iv)
i) ( Dgr-stabilité quadratiqué Il existeP > 0 telle que pour touf € A:

[1 140A(b) ]R@P{ 1®1LX(A) ] <0 (V.37)

ii) Il existe P(A) (P(0) > 0) etF(A) telles que:

g ©A(A)
—1

+ { Elé’ } Ro@F(A) [ 1g2AA) —1]<0

R® P(A) + { ] Roo@F(A)[ No —1 |

(V.38)

1

i) 1l existe P(A) (P(0) > 0) etG(A) telles que:

1g @ A(4)

R®P(A)—I—{ 4

} G'(A)+G(A) [ 1gwAA) —1]<0 (V.39)

iv) ( Dr-stabilité robuste Il existeP(A) (P(0) > 0) telle que

14

[1 142 A(A) |ReP(A) { 10 AD)

} <0 (V.40)

Preuve

Le corollaire reprend les conditions du lemme V.2 en inversignet iii ). Les implications
sucacives se dmontrent par une preuve identigaeelle du lemme V.3, en remarquant gue
peutétre choisi nul quanéy, > 0. [ |

Les conditiongii ) etiv) sont en faitequivalentes I'une T'autre. Toutefois, comme on le
verra par la suite, en pratique les matri¢¥4) et G(A) sont pararetrées de telle sorte que
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I'on aitiii ) = iv). L'interét de ce corollaire est que pour legions du plan complexe telles que
Ro2 > 0, il existe une mar@re de eduire le nombre de variables de relaxation tout en conservant
une condition moins pessimiste que la stabitjtiadratique.

Un cas particulier deegions de ce type est le disque cergna de rayorr (voir annexe C).
Une condition suffisante der-stabilité robuste et@Cessaire dbr-stabilitt quadratique g€rit
comme l'existence dB(A) etF(A), telles queP(D) > 0 et:

<0
(V.41)

(0 —r?)P(A) +a(A (B)F'(A) + F(A)AL))  —a(P(B) +F(8)) - A(B)F(A)
—a(P(A)+F(A)) — F(A)A(A) P(A)+F(A)+F (D)

Cela correspond un choix deN, = A; = a1, le centre du cercle.

Nous insistons ici sur la forme intepdiaire avec une seule varialife en vue de la syn-
thése de correcteurs pour laquelle la forme (V.29) est inutilisable. En effet, elle abaolait
conditionsBM |. La synttese de correcteurs par degtmdded_M | n’est possible que par
'emploi de la forme (V.30) et en fixant au gailable la matric&, = No. Or, choisir a priori
une matriceNy, induit un fort pessimisme et implique dans le casdgal la €solution d’'une
condition ni récessaire ni suffisante de staleilgladratique. Quand la matribg est fixte on
parle de stabilg™autour deN,”".

Remarque V.2

Dans cette thSe, on a choisi de ne coneigf que des systesa'temps continu. Lessultats
géréraux sont pour autant applicables aux gysesa’temps discret. La stabiétdes sysimes
a temps discretx1 = Ax) correspondala localisation des ples dans le disque umeit”

-1 0
R_{ 0 1] r=1., a=0

Si toute cetteefudectait meme pour les systesa temps discret, alors, pour tous les ergs

de performance on aurait£(P(A)) > 0. Cela signifie que le corollaire V.1 est toujours appli-
cable. En un mot, pour les sgshesa‘temps discret il est possible de donner des conditions qui
dépassent la stabitquadratique que ce soit en analyse nmegalement en synéise. Pour s’en
assurer, le lecteur peut seférera [de Oliveira 99b], [Bachelier 99] et suivre dans le chapitre
VI, les résultats sur lesagionsDr pour lesquelles £ > 0.

V.2.3 Forme affine des incertitudes

Comme nous I'avonsaja mentione, le lemme V.2 permet dtrire des conditionkM | sur
les performance robustes, meilleures que la stalgliddratique et pour lesquelles les matrices
de Lyapunow(A) dépendent des paraties. Les sections V.2.3 (pour les netek affines poly-
topiques) et V.2.4 (pour les metks LFT mixtes) sontetli€esa I'enun€ration de cesesultats.
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Incertitudes polytopiques

Soit le moale incertain affine polytopique doampar (11.3). La condition de stabiéitfobuste
du syseme incertain €crit:

{PEDA) PEDA) } + [ Aﬁ) ]G'(AHG(A) [AQ) -1]<0 (v.42)

Le probEme est de difficut'non polymimiale. En s’inspirant de la stabd#itquadratique, la
condition est contrainte en posant (seule hypséhimpliquant un pessimisme dstiltat):

G(A) =G (V.43)

La variable de relaxation est contrairgétre constante. Ceci ne remet pas en cause le lemme
V.3. Définissons maintenant les matric@d, P1?, ... P! telles que pour tout=1,---,n,
(elles existent aCessairement si (V.42) av€cconstante):

Pl > 0
o Pl
[

Une matrice épendant des paratesP(A) telle que pour tous les points du polytope:

1/

Alll
—1

G+G[Al —1]<0 (v.44)

{ PEDA) P(@A) ] + { Aﬁ) ] G'+G[AA) —1]<0 (V.45)

est pararafrée en fonction de I'incertitude comme suit:

P(D) :_ZplZiPm quand A(A) :_ZplZiAm (V.46)

La preuve est immdiate:
Np
4i(V.44) = (V.45)
2"

et repose sur la ligarig de I'inégalit visa vis des matrices incertaines.
La condition est valide sP(A) est definie positive pour toutes les incertitudes. Suite au
lemme IV.1, il est suffisant de s’assurer qR(@) est dfinie positive. C’esa dire que:

12
P(0) = — ZP['] >0
Np i<
Dans le cas g*éral de systimes affines polytopiques, une fonction de Lyapunepetidant des

paranetres esteféren&e sous I'appellatioRrLDP polytopique si la somme de ses sommets
est dfinie positive et gu’elle épend de la coordome barycentrique du mete comme suit:

_Zplp[‘]>® et P(A):_ZplZiP[i] quand M(A)Z_Zplii'\"m (V.47)
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Remarque V.3

Des fonctions de Lyapunoegdéndant des paragtres, FLDP, polytopiques de cettemeé forme
ont été envisagesegalement dans [de Oliveira 99b], [Bachelier 99], [Peaucelle 00b]. Ici,
nous montrons que le choix de ce type de FLDP estuichoix d’'une matrice de relaxati@
unigue pour toutes les incertitudes.

Le méme raisonnement est meepour toutes les egali€s sur les performances robustes de
la section 1V.4, ce qui conduit augbieme V.4 dont les iedali€s se trouvent dans I'encaiv.2
de la page 96. Dans certains cas (termes de la fdfllrlfég]), la preuve ecessite des manipula-
tions sur le com@ment de Schur telles quedtites en section V.1.2. Une reformulation de ce
théoremea l'aide des irgalis duales en les variabl¥sestégalement possible. Lesdgaligs
correspondantes sont dares dans I'encadiV.2.

Theoreme V.4 Nouvelles conditions robustes / sysnes affines polytopiques

e Stabilité: Un syseme incertain de forme affine polytopique dont le ele@st donapar (11.3)
est robustement stable s'il existg matrices syratriquesPl! et une matrices solutions de la
LM (V.48) pourtouti=1,-- -, np.

np )
Pl>0 | (V.48yi1..
i; e

e Dr-Stabilitt: Un syseme incertain de forme affine polytopique dont le eledEst done’
par (11.3) est robustemeribr-stable s’il existe p matrices syratriquesP!] et une matriceG
solutions de lLM | (V.50) pour touti= 1, - - -, np.

Np
Pl>0 | (V.50)yi1..
i; | X 7I’lp

e CaltH.: 'Y est un cat He. garanti pour le systie incertain de forme affine polytopique
dont le moele est dona’par (1V.15) s'il existe p matrices syrefriquesP; !, un scalairey et

une matriceG solutions de 1M | (V.52) pour touti= 1,- -, n, et tels quey < [$] 2
np )
lel['] >0 ., y<[MeP |, (V.52yict.n,
=

e Colit Hy: Fg' est un catHx garanti pour le systime incertain de forme affine polytopique dont
le mockle est donepar (1V.21) s'il existe pmatrices syrefriquesP,!’l, une matrice syetfique

T et deux matrice§;, G, solutions des M | (V.54), (V.55) pour tout 1, - -, n, et telles que

TraceT) < [F¥]%

Np :
lez['] >0 , TracgT)< [Fg']z ;o [(V.54), (V.55) Iy isq.n
i=
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Inégali®s de stabilg’robuste

o Pl i’ .
{ Bl g ] +| 7 |G+G] Al —1]<0 (V.48)
0 Xl All /Al
[X[i] 0 :|‘|’[_1L:|G—|-G{A —1}<(D (V.49)
Inégalies deDg-stabilité robuste
. [i)’ .
RoPl+| 1980 a6 aguAl —1]<0 (V.50)
T [] .
Re x4 [ PO ]G+G’{ oAl 1] <o (V.51)
Inégali#s sur caf He,
'l ol e [ A
RVENT AT i ;
pll'cll —ya ool o |+| 8l [¢+c Al B —1]<0  (v52)
=HU 0 0 —1
. - . ey ) .
g'ey  BDh X A o
el —yoliol) o || cljere Al & af<o sy
X411 0 0 —1
Inégali®s sur cat Hy
i’ Al o] li}’
P A
Cé b 2| 5 el el Al —1]<0 (V.54)
T el | gy 0
0 Pl i Gz +Gz{ B, -1 } <0 (V.55)
(Rl il [] .
[ B)Z(Bﬁ Xg + { A]l ] G1+ Gy { Al g } <0 (V.56)
, _
-T 0 C['] ] 7
[ D X, +]| 2 | G2+ G2 { Cg] —1 } <0 (V.57)

ENC. V.2: Inégalis du tleoreme V.4 pour les systes affines polytopiques
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L'optimisation sur les cofs garantis est lisdire sous contraintdsM | . Les minima sont
définis par:

[FMPP]2 ~min y (V.58)
S P10, (V52w izynp
2
{FQADPC} T i min TraceT)
, S P> 0., [(V.54),(V.55))y 21 oy v59)
[F3PPE)" = min TraceT)

S PA1> 0, [(V.56),(V57))y ic1 . g
D’aprés le lemme V.3, la comparaison desitsodans le pire des cas, desitsorminima garantis
par la stabili€' quadratique (V.14), (V.15) et les nouveauxitso(V.58), (V.59) conduia &crire:

rpc < rMbP < rquad (V.60)

Le lemme V.3 assure que les conditions dadieime V.4 sont des condition®céssaires
pour le ttFéoreme V.2. Le cadre de travail de la stalaligtadratique est aghiéré. Les conditions
se mettent sous formeM | et les cri€res de stabil@ robuste et de performance robuste sont
garantisa I'aide de fonctions de Lyapunowegéndant des parates. De raine que pour la
stabilitt quadratique des mebks affines polytopiques, le nombre de contraihtdd | que
doivent \érifier les variables d’optimisation, explose avec le hombre de pramincertains
du mockle et croit lirdairement avec le nombre de sommets du polytope. La diffinult€rique
pour la Esolution des conditions dugbieme V.4 est ici plus grande du fait que le nombre de
variables d’optimisation croggalement suivant lesenies lois.

Incertitudes parall élotopiques

Le cas particulier des medEs affines paradlotopiques (11.15) illustre la croissance exponen-
tielle du nombre de variables. Pawparanetres incertains, le polytope asswest compasde
np = 2 sommets. La recherche d& 2natrices de Lyapunov, une pour chacun des sommets,
s’avere tes caiteuse en temps de calcul et le nombre de variables attearhaig’la limite
admise par les solveurs. De marega réduire le nombre des variables, les MDP peu\atrg *
recherclees, non plus sous la formemgrique du polytope, mais sous forme pagkdtopique:

No ) No .
P(A) =P+ ZléiP“' quand M(A) =M + ZléiMM (V.61)
i= i=

Le nombre de variables est alorsdaife en le nombre de paratres incertains. &luire le
nombre de variables se fait aggEnd du pessimisme. Cependant, les conditions sur la stabilit”
robuste et les performances robustes demeurent moins pessimistes que la gtalistique.

Les contrainte& M | sur les variables d’optimisation ne sont peéarites. Elles sont iden-
tiques au cas polytopique de la section V.2.3. Il est d’ailleurs regrettable goei1sile nombre
de variables peudtfe Eduit quand on consate les modles affines paradlotopiques, le nombre
de contrainted. M | reste proportionnel au nombre de sommets. Les contraintesrmumas
demandent en pratique de limiter le nombre de sommets et I'ordre dansgst

Remarque V.4
Des fonctions de Lyapunov telles que (V.61) etpropoges dans [Feron 96], [Fu 00] et
[Gahinet 96]. Nos rathodes seront conpeesa celles-ci pour des applications nemdues.
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V.2.4 Incertitudes mixtes sous forme rationnelle

Nous consiéions maintenant le cagiggral des incertitudes LFT mixtes (voir section I1.3).
La stabili robuste de ces mels sEcrit comme l'existence de deux matricespdhdant de
paranetresP(A) etG(A) telles que:

{ P((DA) P(@A) ] * { Aﬁ) }G'(AHG(A) [ AB) -1]<0

avecA € A et:
A(D) =A—BpA(1+Dand)~1Cy
= A— By (1 +ADpp) ~1ACy
Le probEme est de difficuét'non polymmiale. En particulier, il estetessaire de choisir une

forme pour 'une des deux MDRR(A) ouG(A). Une pararatrisation naturelle de la FLDP consiste
a choisir la forme suivante:

PA)=[1 -Gl ]P[ B AI(L:CA] (V.62)

ce qui revient choisir pour les probimes duaux:

X(A)=[1 —Balg |X { _Ai,BA, ] (V.63)

ol P € R(Ma)x (M) et X ¢ R(MPa)*("+Ps) sont des matrices syetriques eelles et les ma-
tricesAc et Ag sont donees par les relations:

Ac =N1+DpnA)"t Mg =(1+ADp)" 1A
Classiqguement pour cetteetbe, les matriceB et X se ddicomposent en blocs suivant les

dimensions dé\:
P11 PlZ] { X11 XlZ]
P . X = V.64
{ Pl P2 X1 X22 (v:64)

Ondira que les matricee@endant des parares (V.62) et (V.63) sont d&4DP quadratiques
LFT. Elles dpendent quadratiguement de l'incertitude sous forme LFT. B&prlemme 1V.1,

la définie positivig de la matrice de Lyapunowegdéndant des paraties est assa€e” quand
P(0) > 0. Dans le cas des matrices de Lyapunov endsagians cette section, cette condition
s'ecrit: P11 > 0 ou bienX11 > 0 dans le cas dual.

Remarque V.5

Le choix de fonctions de Lyapunov de forme MDP quadratiques LFT, est naturel au veodu th”
reme de sparation quadratique. En particulier, on les retrouve dans [Dettori 98], [Helmerson 99].
Dans [lwasaki 99], il est mon&dans un contexte particulier que les FLDP soatessaire-

ment de cette forme.
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Sous les hypotses que le made incertain est de forme LFT mixte et que les matrices de
Lyapunov sont quadratiques LFT, les matri€gsP(A), (A)), Qe(X(A),(A)), Nc(A) etNs(A)
de la section 1V.4, se factorisent en:

1
[ Ne(d) -1 ] :AC[ Do (14 DA ) IC }

{ Ns(2) } =[1 —B(L+M:D) s ] As
(V.65)

Qe(P@).8) = [ 1 ~Cla+ 8D, PP, b e |

1
X(A),0) =] 1 —B(1+4AxD) Ak | Pa(X
Qu(X(8).8) = [ 1 ~B(1-+8:D) 0 1PoX) |y (\ o i |
ou les matricedA, B, C, D et P assoagesa chaque ingali# sur la stabili#” robuste ou la
performance robuste sont dans les tableaux V.6 — V.10. Pour chaegeditha factorisation
impose que la matrice des incertitudes seftée plusieurs fois. D'ola notatiomg = 1x @ A
aveck = 2, 2d ou 3 suivant les iegalies.

Lemme V.4
Si le lemme V.2 est satisfait alors il estagssaire et suffisant de rechercher des MGR)),
sous les formes duales l'une de l'autre:

Ga)=[1 -C'(1+n,D) A, |E
(V.66)

1

Gl =E —,(1+ D'ty ) 1B

ou E est une matrice neapendant pas des paratnes.
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Preuve
Partant des iedali€s mises sous la forme (V.28) nous appliquons une variante du lenafire d’
mination [Skelton 98, Corollaire 2.3.5] qui conclue gu'’il existe une MB) telle que:

o)< | MY [ nwy 1]

Le bien pog’du moetle LFT impose que les matricBgA) et incidemenP(A), évoluent dans
des domaines compacts (voir remarque lll.1). Aussi, il existe une m&tigoastante, majorant
toutes les matriceS(A):

N'(8)

Q(P(A),A)<[ o }é[N(A) —1 ] (V.67)

Le fait de consiéfrer que le moelle incertain est LFT mixte implique la factorisation:

1

[N@) 1] :AC{ — Dy (1 + D) 7IC

pour un certain coupléAc,C) et un certain scalairk. L'ineagli# (V.67) se met alors sous la
forme (V.29) avec un choix d&(A) tel que:

G) = —3[1 —C'(1+8,D) e ] AG

En posant = —%Aéé ceci prouve donc qu'il est possible sans pessimisme de rech&ther
sous la forme (V.66). [ |

Ayant fait un choix de la paraetfisation des matrices de Lyapunogpd&ndant des para-
meétres et ayant mordgrque les matrice§(A) sonta rechercher sous un certain type de factori-
sation, les irgali®s sur la stabilé robuste et sur les performances robustes peuvent se mettre
sous la forme de contraintes quadratiques robustes telles que (111.20) ou (111.21). En appliquant
le résultat de sparation quadratique @beme I11.2), elles sont alorsquivalentea la recherche
de €parateurs quadratiques soumidesL M | en les variableP, E etm:

PC(P)+A(’;E’+EAC+{ Cl, 0 }-C{C D } <0 (V.68)
D' —1 0 —1
Cela conduit auesultat du tkoreme V.5. Le neine Esultat peuefreégalement dorma 'aide
des irégali#s duales qui ont comme variables de Lyapunov les matricegs%t”

/ /
PB<x>+ABE+EIAg+{B 0 }-B{B D

D 1 . _1]<® (V.69)

Les difféerents choix d&, A, B et D pour les difErents crieres de performance robuste sont
donrés dans les tableaux V.6 — V.10.
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Theoreme V.5 Nouvelles conditions robustes / syshes LFT mixtes

e Stabilitt: Un syseme incertain de forme LFT mixte(k), A € A est robustement stable s'il
existe une matric® € R("®)*(Mdw) syetrique, une matric& etm une candidate la $pa-
ration quadratique visa vis des incertitudes di repétées2 fois, solutions de IA-M | (V.68)

dont les matrices sord fechercher dans le tableau V.6 et telles que le terme constant de la
FLDP est @&fini positif(P11 > 0).

P11 >0
HC ®A,2®

peipreace enci [ & € Jal € 0

<0

D" -1 0 -1 ] ]TABV.G

e Dr-Stabilitt: Un syseme incertain de forme LFT mixte(K), A € A est robustemerfitz-stable

s'il existe une matricd® € R %)= (M) syngtrique, une matric& etm une candidate la
séparation quadratique via Vis des incertitudes d& repétées2d fois, solutions de &M |
(V.68) dont les matrices soatrechercher dans le tableau V.7 et telles que le terme constant de
la FLDP est @fini positif(P11 > 0).

P11>0
m < Op2dg

/

Pc(P) +ALE' + EAC+ { g, _(D]l }-{ E[:) _D]l } <0 }
TABV.7

e CalitH.,: I'$ est un cot He., garanti pour le systine incertain de forme LFT mixte; M),

A € A s'il existe une matricd®;, € R(Ma)x(n+a) sypretrique, un scalairey, une matriceE et

m une candidatea la S¢paration quadratique via Vis des incertitudes dé repétées3 fois,

solutions de Id_M | (V.68) dont les matrices soatrechercher dans le tableau V.8 et tels que

y<|[rg] ? et le terme constant de la FLDP es#fitii positif(Py1 > 0).

P

1n=0 - ¢ o071 [C D
mcOp3g Pc(P1,Y) +AcE +EAc+ D 1" o _1]|<C (V.70)
y< [rgg]z - - TABV.8

e CaltH,: Iy est un cat H, garanti pour le systie incertain de forme LFT mixte; M),

A € A s'il existe une matricd®, € R(M)x("+0) syngtrique, une matricd , deux matrices,

E, etm;, mp deux candidatea [a $¢paration quadratique via vis des incertitudes derepétées

2 fois, solutions d&M | (V.68) dont les matrices soatrechercher dans les tableaux V.9, V.10
ettelles que Tradd) <[5 ] ? et le terme constant de la FLDP esfitii positif(P11 > 0).

C' 0 C D
P11>0 [PC(PZ)—I-A'CEl'—I-ElAc—I- [ D’ ] 1[ ] <(D}
-1 0 -1
m; € 0p2p o o c TABV.9
B B TABV.10

TracegT) < [IY] 2

(V.71)

Comme dans le cas des incertitudes affines polytopiques, lgsrdnimaux garantis par
cette approche seefihissent par:

[MDP12 _ V.72
L min ¥ (V.72)
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B=1,2Bp C=1,0Cx D =1,%Daa

0 Pu 0 P2
Pii 0 P O
P~(P) — Ac=| A —1 By, O
C( ) P112 (D P22 C [ A ]

0

0 X117 0 X2 A
X711 0 X2 O —1
Pg(X Ag =
8(X) 0 Xllz 0 X9 B Ca
112 0 Xoo O 0

TAB. V.6 —Inégalités de stabili#’robuste

B=1,q0Ba C=14®Cp D =1,4%Daa

R P R P
©®P11 R® 12} AC:[]ld®A —1 14®Ba @]

Pe(P) = { RoP,, R®Pa»

Pe(X) =

{R®X11 R®X12] Ag=[1g0A -1 130Cy 0 ]

Ro X}, R@Xz

TAB. V.7 —Inégalités deDg-stabilité robuste
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Bn O 0 Ch O 0
B = 0 Dip O C= 0 Dar O D =135%Dpn
0 0 Ba 0] 0 Ca
Pc(P1,y) = Ac=
_ _ _ _ _/ _
0 0 Py 0 0 Py / ! A
0 -yl 0 0 0 O D, | | D} B,
Piy O 0 P O O 0 0 —1
0 0 P 0O 0 P * D! D! B/
12 22 1A 1A A
0O 0 0 0 0 O D\, | | Dy By
i P’12 0 0 Pp O 0 | . 0 ][ O | | 0 ]
Pe(X1,Y) = Ag=
[0 0 Xuu 0 0 Xiz] [ B ][B1] [ A ]
0 -y 0 0 0 O D11 D11 C1
X112 O 0O Xi2 0 O 4 0 0 —1
0 0 X 0 0 X Dar | | Da Ca
O 0 0 0 0 0 Da1 Da1 Ca
i '12 0 0 X2 0 0O | . 0 | [ O | | 0 ]
TAB. V.8 —Inégalités sur le cat H., robuste
B=1,2Bp C=1,%Cxp D =1,%Dpn
"Co P11 CDan P12
Pu O P12 0
Pe(P,) = Ac=[A -1 By 0
(P2)= | bCo P, DyDa Pr [ 2 0]
[ BB, X1 BDj, X2 A
X11 0] X12 0] —1
Pg(X5) = Ag =
(X2) DaoB, X, DaoDh, Xo2 Ca
Xllz 0 X9 0 0]

TAB. V.9 —Inégalités sur les grammiens

103



104 CHAPITRE V. CONDITIONSLM | D’ANALYSE

Dop O Dpo O
[ 0 BA] [ 0 CA} 2P
-T O 0O O
0 P 0 P
Pc(P,, T) = o 51 o 52 Ac=[B, —1 By 0]
-T 0 0 O G
0 X111 0 Xjp2 -1
= A =
Pa(X2,T) 0 0 0 0 B Ca
0 X112 0 Xoo 0

TAB. V.10 —Inégalités sur le cat H,

{rgADRCr = ((?;T) TracgT) (V.73)
De fagon duale }'PPB est dfinie sur les iggaligs enX,. Dés lors qu'est choisi un sous-
ensemble CSQ 6 — 9 de candidagels. €paration quadratique, cesuts sont tous calculables
par optimisation d’un crére linéaire sous contraintésM | .

D’aprés le lemme V.3, la comparaison desitodans le pire des cas, desitofinima ga-
rantis par la stabilé’quadratique (V.20), (V.21) et des nouveauntsdV.72), (V.73) aboutia”
la méme conclusion (V.60). Le cbdans le pire des cas (prelohe de difficué” non polym-
miale) est majce parrMPP qui, lui méme, est ingfieura tous les cofs garantis par la stabiit”
guadratique.
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V.3 Exemples illustratifs

V.3.1 Stabilite robuste teséea I'aide de FLDP

o Comparaison avec desatiodes existantes d’analyse de stabilitbuste.
o Tests sur des syaties atatoires en &S grand nombre.
o Discussion sur le pessimisme relatif et la compkexitimrerique.

Les ex@rimentations suivantes, ont pour objectif de comparer kthoues propags dans
cette these avec des ethodes rencorggs dans la litfature. La dmarche est deegérer des
sysemes incertains altoirement et de comparer, suivant lestihodes, les taux de convergence
vers un point faisable. Les sgshes ghérés aatoirement ne sont pas tous robustement stables.
Les taux ne reéifent donc pas le pessimisme absolu dethades. La comparaison des taux
indique le pessimisme relatif.

Dans un premier temps, nous corgiohs des magles affines paralotopiques. Les mo-
déles tests ont tous, = 2 paranetres incertains. Les paralbtopes sontgyerésa partir d’'une
matrice nominalé\ choisie afatoirement et stable qui est ensuite traegatiivant deux direc-
tions aBatoiresAlll et A2 Le modtle obtenu est un paralsgramme de matrices (voir section
11.2.1) dont le centre est stable. C’est aussi un polytope de matings-2" = 4 sommets.

L' etude est meze pour des sysmes de difrents ordresn= 2,3, 4,5).

Les méthodes tesgs sont dans l'ordre:

— La condition cessaire et suffisante de stabiliiadratique du #orEeme V.2.
— La condition suffisante de stabditobuste par FLDP propee‘dans [Gahinet 96].
— La condition suffisante de stabditobuste par FLDP propes’dans [Feron 96].

— La condition suffisante de stabditobuste par FLDP paralbtopiques telles que (V.61)
sous les conditions du ¢ofeme V.4,

— La condition suffisante de stabditobuste par FLDP polytopiques telles que (V.47) sous
les conditions du théreme V.4.

Le tableau V.11 donne les pourcentages de faisaldi@sL M | de stabilig€ robuste pour
les differentes rathodes. Les tests oate effectue’s sur pes de 5000 systhes avec l'interface
SDPSQL, [Wu 96], SOUsVATLAB.

Les néthodes construitea partir du tleoreme V.4 sont moins pessimistes que les autres.
Prendre une fonction de Lyapunov pagtdfopique ou bien polytopique ne semble pas modi-
fier fortement leseSultats. Le choix d’'une fonction de Lyapunov denre forme que le madeé
est donc judicieux. Pour autant, les quelquesesysss atatoires pour lesquels une MDP paral-
lelotopique n’est pas troee alors qu’'une MDP polytopique existe, edfint que ce choix n'est
pas recessaire et suffisant en vue de I'analyse en stabdhiste.

Du point de vue du calcul nuenique, toutes les athodes sauf [Feron 96], supposent de
tester ded_M | sur I'ensemble des sommets du paglitope. La condition de [Feron 96]
suppose laesolution d’'une seule M | de grande taille. La compleithun€rique die aux
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n [V.2] | [Gahinet 96]| [Feron 96]| [V.4] .61 | [V-4(v.47)
2 52.2% 60.3 % 69.8 % 71.1% 71.3%
3 | 51.7% 59.5% 65.4 % 70.4 % 70.4 %
4 | 36.4% 47.0% 50.9 % 57.1% 57.4%
5 | 342% 50.6 % 51.0% 58.6 % 59.3 %

TAB. V.11 —Modeéles affines paradifotopiques deux pararafres incertains

contrainted_M | est alorsequivalente aux autresettiodes. La diffrence entre les ethodes

se fait principalement sur le nombre de variables. La stelgliiddratique est la moins deman-
deuse en temps de calcul car elle suppose la recherche d’'une matrice de Lyapunov unique.
Les conditions [Gahinet 96], [Feron 96] Bt.4] e1 Viennent ensuite avec la recherche de
no + 1(= 3) matrices. La condition la plus demandeuse en temps de calcul et la moins pessi-
miste, es{V.4].47), pour laquelle le nombre de matrices de Lyapunovegst au nombre de
sommetsp(= 4) et est exponentiel en le nombre de pagtes incertaingp = 2™.

Cet exemple permet en outre de remarquer quedaction du pessimisme appepar les
méthodes du théreme V.4, en comparaison de la stakiljuadratique, augmengemesure
gue l'ordre des systhes augmente. &tart entre stabilt’‘quadratique et la nouvelleetiiode
passe de 20% 30% tandis que I'ordre du sgshe augmente de 2 5. Cette remarque est
encourageantess lors que les sysities industriels sont souvent d’oradeve.

Apres avoir considfé des modles affines paradlotopiques, nous abordons dans un second
temps létude des mthodes pour des metks affines polytopiques. Pour ce type de eod’
lisation incertaine et dans le cas de sysea temps discret, [de Oliveira 99a] propose une
méthode d’analyse de stabditobuste par fonctions de Lyapunogmtndant des paratres.
De manerea comparer cette athode avec cellesedfites dans ce emoire, nous faisons appel
a la remarque V.2 qui indique que la staleildes sysimesa temps discrets esfjuivalentea’
la Dr-stabilitt dans le cercle urdt’A ce point, il est atessaire de remarquer que pour cette
région particulere, la notion de stabiét“autour deNy = —(Rglelz) @ 1" issue du corollaire
V.1, caicide exactement avec laatihode de [de Oliveira 99a].

Les méthodes tesgs sont dans l'ordre:

— La condition mcessaire et suffisante Bg-stabilitt quadratique dans le disque @niti
théoreme V.2.

— La condition suffisante der-stabilité robuste dans le disque undonrée dans [de Oliveira 99a].
— La condition suffisante de stabditobuste du théreme V.4.

La comparaison entre lesatiiodes se fait sur des sgstes gnérés aBatoirement de fapna
ce gue chague sommet du polytope ait une valeur propre de meghike 09 et que toutes les
autres soient dans le disque cerar’origine de rayon ®. Les Esultats des tests sont dasn”
dans le tableau V.12 est l'ordre des systhes grerés etn, est le nombre de sommets du
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polytope. Pour chaque couplae,np), les pourcentages sont calesk partir de tests sur 500
sysemes dif€rents.

n|np| [V.2] | [de Oliveira 99a]| [V.4]
3 188% 68.6 % 91.0%

41 4 11.0% 44.0 % 75.4%
5102% 27.4 % 63.0 %
3|7.6% 68.6 % 91.4%

5|/ 4 |0.8% 46.4 % 82.8 %
5102% 28.2 % 71.2%

TAB. V.12 —Modéles affines polytopiques

Le tableau V.12 montre clairement lkaduction du pessimisme que permettent les nouvelles
conditions. Les@Sultats sont d’autant plus encourageants que le tavsudsité des nouvelles
méthodes est &s peu fonction de I'ordre des sgates et dcrat tres peu quand le nombre de

sommets augmente.

La réduction du pessimisme se fagg€ssairement aegénd d’une augmentation du temps
de calcul. Le teorme V.4 implique 82n? + npw variables additionnelles en comparaison
avec laDr-stabilité quadratique du #6eme V.2 ed?n? variables additionnelles en comparai-
son avec la rathode de [de Oliveira 99a]. Cependant, 'augmentation des temps de calcul ne
remet pas en cause I'apport des nouvellethodes en termes de pessimisme. Des exemples
comparatifs de temps de calcul messisur un ordinatel8UN U tra 5, sont dones dans le

tableau V.13.

V.3.2 Analyse de localisation des@es

o Comparaison efdr-stabilite entre I'approche par la stabditjuadratique et les ethiodes
par fonctions de Lyapunoveghendant des paratres.

o Tests de stabil@“autour deN,” pour des ggions borees du plan complexe.

o Discussion sur la description desgions de localisation de®ies et sur les intersections

de ®gions.

n | np| [V.2] | [de Oliveira 99a]| [V.4]
3 10.64s 28s 4.7s

10| 4 | 1.2s 6.9s 10.6s
5| 3.1s 15.7 s 25.7s
3| 0.1s 0.3s 0.5s

514]| 02s 0.7s 12s
5| 04s 15s 25s

TAB. V.13 —Temps de calculs moyens
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Cet exemple &S simple permet d'illustrer les commentaires sur la localisation des p”
dans desagionsEM | . Le mocEle consi@ré est de forme affine polytopique foentle deux

sommets:
1 1 —2 0
[ _ 2 _
A [—1 —1} A [—1 —12}

Dans la mesurewce systime n'a que deux sommets, la localisation delepdu systme
incertain peuefre obsergé en effectuant un balayage sur la variable barycentrique delenod"
(voir figure V.1).

Nous dsirons faire I'analyse de localisation robuste delep Dr-stabilite) de ce syste
dans lesegionsEM | suivantes:

| 18]1 ]
R < -09 : R= 0
i) Rgz) <-0.9 [1 0
) —441|0 |
<21 = 1
i) ||z <21 R [ 0 |1
—441 0]0 1]
<21 : =
iii) 2] <21 R 0 000
1 000
18 0 |1 0]
| 0 —441/0 0
< _o. <21 : =
iv) Rez) < —0.9et|[z| <21 R=1"T"0 Jo 0
0 0 |0 1]
—021]1]
<11 : = 1
V) llz+1) <11 R [ 1 |1
| 0.19]1 |
<09 : — |71 |1
vi) ||z+ 1] <0.9 R [ 1 11

La limite des ggions est doree sur la figure V.1. Nousesirons montrer que leEs appar-
tiennent auxegions i), ii), iii), iv) et v) mais n’appartiennent pada région vi).

Les régionsii) et iii) sontidentiques. C’est le cercle cergri O et de rayon 2. La difféerence
tient dans la description de lagion: ii) est @crite par une iegalig matricielle ellipsalale
(EM 1), tandis que iii) est une repsentation par egali€s matricielles liraires LM |) du
fait que le terme quadratique est nBby = 0. Au sujet de ces difffentes notations, le lecteur
peut se eférera la section IV.2.2 de ce emoire.

La région iv) est compa= de l'intersection de®gions i) et ii). Elle est introduite ici pour
mettre ereVidence la diffrence en pratique entre, assuepaément laDr-stabilitt dans plu-
sieurs ggions donc par corgjuent la stabilé'dans leur intersection, etséudre directement le
probléme dans laegion form€e de l'intersection.
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25

151
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150

o5l L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIG. V.1 —Localisation des ples
Les méthodes tes#s en vue de I'analyse &p-stabilité sont:
1- LaDg-stabilitt quadratique du #orEeme V.2.

2- La condition suffisante der-stabilité robuste du théreme V.4.

3- La condition suffisante der-stabilité robuste “autour didy = —(Ry3 Ry2) @ 1” construite
en appliquant le corollaire V.1 sur lessigali€s du teoreme V.4.

Les @sultats sont doras dans le tableau V.14. "0’ indique que led/ | afferentesa’la
méthode sont faisables, 'x’ indique qu’elles sont non faisables et -’ indique que I'outil de
résolution n’est pas en mesure de conclure. La &oisi n€thode n’est applicable que dans le
cas de egions telles que le terme quadratiqudinissant lcEEM | soit défini positif (Ry2 > 0).
Cette n€thode ne permet donc pas de conclure pourdg®n’i), iii) et iv).

Régions\ Methodeg 1 2 3
i) 0 0
i) 0O 0 O
i) 0 O
iv) X 0
V) X 0 O
Vi) X X X

TAB. V.14 —Résultats déDr-stabilité robuste
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Cet exemple permet de tirer les conclusions suivantes:

— Les nouvelles rthodes reposant sur le lemme deation (lemme V.1) sont moins pes-
simistes que |®r-stabilitt quadratique via Vis du probéme deDr-stabilité robuste.

— Prouver spaement laDr-stabilitt quadratique degions i) et ii) est possible avec peu
de calculs, tandis que prouver [x-stabilité robuste dans leur intersection iv) est im-
possible par la stabiktquadratique. Du fait que toutes les conditions sont uniquement
suffisantes pour I@g-stabilité robuste, il est @férable d’envisagerepagment chaque
région en vue dfudier la localisation deopes dans une intersection d=grons.

— La descriptionEM | des Egions esia privilégier sur la descriptiohM | pour deux
raisons. Prengrement, elle permet d’envisager l&thdde d’analyse “autour dé,” qui
s’avere capitale en synéise. Deuwemement, si 'on compare leggolutions relatives aux
deux mémes €egions ii) et iii), les temps de calculs sont augnesrde pes de la moig”
pour iii), alors que leeSultat est aCessairement identique elcart tient dans la difffence
de taille des proldmes aférentsa chaqueegion.

V.3.3 AnalyseH; robuste de mocles affines et LFT

o Comparaison des quatresthodes d’analyse propess dans le erhoire.
o Discussion sur la gcision du modle, le pessimisme relatif desatimodes et la complext’
numérique induite.

Cet exemple est ins@rdu systime masse-ressort pour lequel les incertitudes portent sur les
paranetresc, le coefficient de friction, efrp, la seconde masse, [Peaucelle 00a]. Leesyst
incertain dont on chercheévaluer la normeél, du transfertv, — z, s’écrit dans I'espace dtat:

0 0 & o |9
0 0 0 _1 1o
Mpo-+02
[ AB)  Ba(B) ] = | ~kathk) ke -S> 0 |1
Co(A) Do2o(D) ko —kp 0 —2t% 0
Mpo+02
] 0 1 0 0 0 |

ou le moctle nominal est dormpark; = ko =1, My = 1, mpe = 0.5 etcy = 2. Les pararatres
incertains satisfont1 < ;< 1 et—0.15< §, < 0.15. La forme LFT de ce mazle s€écrit:

0 0 = O 0O 0 o]0
0 0 0 m= |1 0 0]0
A By By ~(ktky) ke -2 0 |0 0 m|l
Cr Dpn Dpo | = ko ~k 0 —ge|-C mp 0|0 (V.74)
C, Dp O 0 0 O m% 7 0 0]0
0 #1 0|0 0 O0]0
I 1 0 0] 0 0 o0]0]
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avec la matrice incertaints
» 0

A: 60 O
0 &

L'ensemble des incertitudes est alors un polytapguatre sommetsefinis pard = +1 et
0, = £0.15. Le systme est en accord avec les remarques 1.2 et 1V.4 qui imposerigk)
soit nulle pour toute incertitude pouefifir la normeHo.

Ainsi formulé, le probE€me est de minimiser un abH, garanti pour ce syethe.I'Etant don-
née la moelisation incertaine, lagsolution se faii1'aide de gparateurs quadratiques dans le
cadre de la stabiktquadratique (#oreme V.3) ou celui dfini par I'utilisation de fonctions de
Lyapunov &pendant des parames (tleoreme V.5). Dans les deux cas, leparateurs quadra-
tiques sonta'rechercher dans CSQ 6 (voir annexe B). Lesulfats correspondant sont desn”
dans le tableau V.15. En faisant une recherche bidimensionnelle selon les deugtpssamser-
tains, il est possible de donner une borneiigre du cafH, dans le pire des caEb®. Dans
le cas pesent, nous avons effeetun quadrillage su¥; etd, suffisamment fin pour estimer que
le cait dans le pire des cas vaut@.

. .C. adC
Methoderneomme] | T2~ || T3 s | T2 va
cadt H» 0.47 0.681 0.815
temps de calcul 191s <2s

TAB. V.15 —Modélisation LFT

Ces Esultats montrent clairement que l'utilisation de fonctions de Lyapuependant des
paranetres areliore grandement le calcul duwioH,. La contrepartie en terme de temps de
calcul n'est pas egligeable. Elle vient de 'augmentation du nombre de variables et de la com-
plexité de la recherche desgarateurs quadratiques pddr A. Cependant, le temps de calcul
reste polyomial, la Bsolution comexe et lenombre de variables imgpendant du nombre de
sommets du polytope incertain.

De manerea comparer ce®sultats avec les #ofemes concernant les mglds affines poly-
topiques (tleoemes V.2 et V.4), nous proposons maintenant un nouveaelmpdur le neie
syseme incertain. Consatant que:

o 0 0
1 1487/ a1
0 dc 0 a3

Un mocEle moins pecis mais affine ey, a,, a3 est &fini par le bouclageatroactif deAc sur
un syseme nominal donapar:

A By B

Chn O Dar

C, Dyp O
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ou les matrices sont identiquescelles @finies en (V.74). Les paragires incertains appar-
tiennent alors au polytope dé 2 8 sommets tels que:
—0.15 0.15
T-015/05 S0 s TFO15/05
101505 ~9%2< 101505
-1 <az< 1

Ce moctle est affine polytopique mais peaddlemenefre vu comme un maadeé particulier de
forme LFT (voir remarque 11.2). Les quatreethiemes V.2, V.3, V.4 et V.5 peuvent doetré
appliqles et les esultats sont dores dans le tableau V.16.

Modele affine LFT affine LFT
P A p.c. ) ) quadC quadC
Methoderhaosme] | T2 | T3> vy | T3 v | T2 vz | T2 g
coitH» 0.83 0.836 1.688 1.759 1.759
temps de calcul 2692 s 218 s <2s <2s
nombre de variables 117 167 11 39

TAB. V.16 —Modélisations affine et LFT

Le mocElea I'origine des €sultats du tableau V.16 est moingg@is que le moelea I'origine
des Esultats du tableau V.15, ce qui se traduit par laedéfice entre les ats dans le pire des
cas. L'erreur de maelisation duea’la linéarisation de la LFT est flagrante.

Cet exemple montre l'ietét de considfer des fonctions de Lyapunoegéndant des para-
metres par comparaison au cadre de travail de la sehbiliadratique.

Sur cet exemple, le mede est affine polytopique, donc lewdagjaranti par le taéreme V.2
est récessairement I'optimum pour touteethode reposant sur la stal@lgjuadratique. En parti-
culier, I'optimisation du caf garanti par le tedbreme V.3 est acessairement plus pessimiste car
elle suppose d’ogrer une sparation quadratique. Or, que se soit par éotirme V.2 ou le tho-
reme V.3, les eSultats sont exactement identiques. Sur cet exemplepkration quadratique
est donc non pessimiste.

La résolution par le tabreme V.4 converge quasiment exactement vers g dafis le pire
des cas. Nous avons obserle méme plenonene sur de nombreux exemples qui tendent °
conclure que dans le cas de neteb affines polytopiques, cecthi€me est ®S peu pessimiste.
Cependant, compee aux autres, cetteatiiode a le dSavantage d’induire un temps de calcul
bien plus grand. De plus, le nombre de variables d’optimisation est exponentiel en le nombre
de parareires incertains.

La méthode basé sur le tkoreme V.5 est un compromis entre le pessimisme de la s&bilit”
qguadratique et la complegitde calcul du tabreme V.4.
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V.3.4 AnalyseH; robuste et mocklisation incertaine

o Comparaison en analyse de performaHgeobuste entre I'approche par la stalaldta-
dratique et les mthodes par fonctions de LyapunospgEndant des paratres.

o Tests de dif€rents sparateurs quadratiques.
o Discussion sur la gcision de modlisation, pessimisme et temps de calcul.

Cet exemple est construdt partir du systme masse-ressort de la figure 11.4. Des forces
perturbatrices sont suppeess agir sur les deux masses et nous souhaitons mesurer leur effet sur

les vitesses des deux masses. Le el@dhcertain correspondanestit:

0 0 ivey 0 |0 0]
0 0 0 iy |0 O
AB) Bd) | ~(atk) ke RN 0 |10
{CZ(A) Daal) } Tk —k — it 0 1
0 0 m 0 00

| 0 0 0 ey |0 0

Nous considfons le modle nominal dona’park; =k, =1, My =1, mpy = 0.5,¢co = 1. Les
spécifications sur les incertitudes sorfihies en page 45:
52 4+ 83 < P = 0.5

5 <03 & <r=04

En suivant la émarche de la section 1.4, ce nedd incertain se met sous forme LFT, sem-
blablea (11.35). S1, S2 et S3 sont trois moedlisations de domaines incertains satisfaisant les
spécifications. Le calcul d’'un ad'garanti robuste peut se faire, soit par la stabdiiadratique
du théoreme V.3, soit par les fonctions de Lyapun@apeéhdant des paraatres du teoreme V.5.
Dans les deux cas, la melisation LFT du systme suppose de faire appeties candidatesla
séparation quadratique. Lesetiiodes de choix des candidates sauriés en annexe B. Pour
les modlisationsS1, S2et S3 les choix de candidates sordtdillés en page 65.

Les six caits garantis correspondants sont demdans le tableau V.17. lls sont accompegyn”
des temps de calculesessaires la ©solution ded M | afferentesa’chaque cas. Le calcul
est mer sousMATLAB a l'aide du logiciel de eSolutionSDPSCL, [Wu 96], sur un ordinateur
SUN ultra 5.

Cet exemple permet de tirer les conclusions suivantes:

— L'emploi de fonctions de Lyapunovegpendant des paraatres permet deeduire forte-
ment le pessimisme en comparaison avec legodes ba='s sur la stabiquadratique.

— Le lemme de @aétion impliqgue une augmentation noagtigeable du nombre de va-
riables. Sur cet exemple, cela se traduit par la multiplication par 100 des temps de calcul.
Dans la mesurewles calculs reposent sur les algorithmes atiquiement stables @r”
thodesL M |, programmation semiefinie positive), la complexétdes calculs demeure
acceptable.
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Modéle | Methoderhaoeme]| Séparateurs Colt garantis Temps de calcul
s1 rg“adc[\,.g] CSQ 6 5.22 3.5
S1 rg/'DPC[VB] CSQ6 2.07 450
S2 rg“adc[\,.g] CSQ 8,9 5.36 0.8
S2 rg/'DPC[VB] CSQ8,9 4.00 134
Ss3 rg“adc[\,.g] CSQ6,8,9 5.34 1.2
S3 rg/'DPC[VB] CSQ6,8,9 3.70 240

TAB. V.17 —Calts garantisH,

— Les €parateurs quadratiques \dsvis d’incertitudesH -dissipatives (CSQ 8) sont sou-
vent plus pessimistes que desparateurs via Vis d’incertitudes polytopiques (CSQ 6).
L' ecart est d’autant plus flagrant que l'incertitude est streetet’de grande taille. Ici, le
théoreme V.5 suppose de rechercher deux candidak@ssparation quadratique pour des
incertitudes struct@es de la forme

. 0
diag(14® O, 14® { 61 })
2

respectivement. Pour un choix de candidates telles que CSQ 6utiegaceanti (207)
améliore grandement leesultat obtenu avec CSQ 800).

— La réduction du pessimisme asseeiau choix des candidate$a’ €paration quadratique
s’accompagne de l'augmentation du temps de calcul. Sur cet exemple, les candidates
assoogesa la modlisation polytopiqueSl, imposent des temps de calcul environ quatre
fois suggrieurs aux temps de calculs pour une eladtionH-dissipative S2, et deux fois
suggrieurs aux temps de calcul pour une religktion mixte (polytopiqué -dissipative),

S3 Cette constatation est iagéndante de la ethode deaSolution choisie.



V.3. EXEMPLES ILLUSTRATIFS 115

Conclusion

¢ L'analyse des performances robustes d’'unesyst incertain est enegéral de difficul€
non polyromiale. Dans ce chapitre, quatrethddes pessimistes mais sous foinid |
ont été proposes.

¢ Les nméthodes d’analyse sont, soit issues de &otl€ de la stabilé’quadratique, so
font appela des matrices de Lyapunoepgéndant des paraties. Le second cadre
travail est bien moins pessimiste que le premier, ceciegpedd d’'une augmentation ¢
nombre de variables et de la taille deM I .

e Les néthodes prop@es se ditrencientegalement par la forme de la neléation
incertaine: “affine polytopique” et “LFT mixte”. Suivant cet axe, quand il est poss
d’envisager les deux metisations, le pessimisme est moins grand dans le cas de-
lisations “affines polytopiques” mais aepénd d’'une complexétdu calcul accrue.

5ible

mod

; . . . pessimissme
Mathode Modele | Affine polytopique LFTmixte croiAssant
Stabilité quadratique ThmV.2 ThmV.3 3
FLDP Thm V.4 Thm V.5 ﬁgfrpgr'%ﬂg

_ croissante

-

complexig nun€rique croissante

pessimissme croissant

s
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Synthese

En Anglais, 'automatique se caracise essentiellement par l1&é de contife (au-
tomatic control, control theory) et emie si le franais pegfere parler de correc-
tion, de Egulation ou de commande, le terme coldrfeste significatif. D’aps
[Rey 98], le mot“est formé de contre et dealé au sens juridique de registre”
Viens la dfinition, qui au regard de I’Automatique met en l@re que I'organe de
contile est de la raine nature que I'organe coole(un systime) et que c’est I'ac-
tion de I'un sur I'autre (etroaction) qui fait le contie: “le mot désigne proprement
un registre (dle) tenu en double, I'un servaatverifier I'autre (d’ou contre)”.

La partie de la teSe qui suit, s’irgfessea I'opération de synthSe qui consista
regrouper les connaissances sur la glizdtion et I'analyse des sgshes en vue
d’assurer le contle des processus.






Chapitre VI

Stabilisabilit & et Synth ese Multi-Objectifs

Introduction

Ce chapitre a pour objet d’exposer la preflatique de syn#se de correcteurs multi-objectifs
robustes. Dans un premier temps, les familles de correcteurs smEges et la mise eaqua-
tions des proldmes de synttse est illus&é sur la stabilisabiitdes systmes LTI certains.
Dans un second temps, les preinés de syn@tse robuste en stabdigt performance sont for-
mulés et I'accent est mis sur lafihition du contole multi-objectifs.

VI.1 Les correcteurs

systeme |
corrigé

correcteur =

o systeme

y

Un correcteur seefinit comme un sysime dont les eng€s sont les sorties de mesure du sys-
temea corriger, et dont les sorties sont des commandes appesaiix performancessifées
pour le systime corrig. L'automaticien, pour concevoir ce correcteur gae partapes. Pre-
mierement, il modlise le systme. Cette maglisation impose enag¥ral de faire la recherche
de correcteurs du erfie type. Par exemple, dans cettesthles moeles des correcteurs sont

119
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lineaires invariants dans le temps sous forme d'espa@atdCe choix est guapar les m-
thodes d’analyse de la boucle fezmn'Nous avons expesies nethodes d’analyse de sgstes
LTI incertains. Ce sont donc cesetiiodes qui servent de baada’ syntlese. A cetteetape,
le probEme de syntbse est donc formalcomme un proleime d’analyse dont une partie des
donrées spcifiques au moele en boucle feree, son'rechercher.

Remarque VI.1

Dans cette thse, les correcteurs sont mali$és sous forme LTI certaine. Sachant que deasl”
peuvent survenir lors de laglisation en pratique du correcteur, il est envisageable de censid”
rer des moeles incertains pour le correcte@galement. Cette remarque aghettre en rapport
avec la €flexion [Keel 97] sur larobustesse de la boucle feewisa vis des incertitudes sur le
correcteur: la fragilitt. Cependant, nous posons I'hypesgle ‘que laealisation du correcteua
partir du moctle calcu€ sera aussi c€ise que acessaire. Le cas contraire peatté une piste
pour de futurs travaux.

Remarque VI.2

Les nethodes d’analyse propee$ dans la thse sont applicables 'analyse de systmes li-
néairesa paranetres variant lentement dans le temps. Cesesyst se eCrivent matkema-
tiquement sous une forme proche de celle desetesdincertains dont les incertitudes va-
rient lentement dans le temps. Cependant, en sgetla probématique difre puisque dans
le cas des systnes LPV, les paragires sont connus et peuvextte utilisés dans la loi de com-
mande. Concernant les sgstes LPV, le lecteur peut seféfera [Packard 94], [Apkarian 97],
[Apkarian 95], [Courties 99] par exemple.

Ces deux remarques insistent sur le fait que les correcteurs reekernhcommande ro-
buste, sont indpendants de I'incertitude et sont agEndants des paratnés. Le proldime de
commande robuste est donc la recherche d’'un correcteur unique qui assure les performances
robustes pour toutes les boucles feen calcldes pour chaque incertitude admissible.

La principale caraefistique attendue pour les correcteurs est qu'’ils assurent la stafslit”
la boucle fernee. Pour un type de correcteur dentd stabili€ de la boucle fereeé n’est pas
forcément atteignable. Aussi, la stabilisalglgst-elle dfinie relativemené une classe de cor-
recteurs:

Définition VI.1
Un syseme est stabilisable (robustement) par une loi de commiErgli existe une telle loi de
commande qui, boue€ sur le systme, rend la boucle feree’ (robustement) stable.

A partir de cette dfinition se pose la question de la minimaldé la commande: trouver le
correcteur d’ordre le plus faible qui stabilise robustement leesyst Certainsasultats dans
ce sens sont doms’dans [El Ghaoui 97], [Syrmos 94], [Grigoriadis 96], [Mesbahi 98]. Pour
notre part, les correcteurs sont d’ordreefixCe sont soit des correcteurs statiques (ordre nul)
dans le cas du retour efat, soit du refne ordre que le syatie @) dans le cas du retour se
sortie.
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Les correcteurs par retouratat et par retour de sortie sont maintenaetadiés et les tech-
nigues de changement de variables quedinsent le prokdme de syntbse dans le cas de sys-
temes certains sont rappek. Pour les syaes incertains, des changements de variables ana-
logues sont mis en oeuvre. Ces changements de variadgendént des athodes d’analysa -
partir desquelles se construit kestiltat de synthse. Comme les techniques deshimisation sont
toujours similaires, les Bres notations sont emplegs tout au long de ce chapitre.

VI.1.1 Le retourd’ état

La commande par retouretat suppose que I'ensemble detéif est mesurable. @rit alors
quey(t) = x(t). La loi de commande rechere@est un retour statique de gain matri&igl

u(t) = Kex(t) (VI.1)

L'hypothése que I'ensemble destat est mesurable est biemidement tes restrictive dans
la plupart des cas. Cependant, la commande par retetatdi’'sa place sidtat est reconstruit
a I'aide d’observateurs. Une autre raison pour laquelle le ret@iatést peseng’ici, est que
les équations et les athodes numriques sont plus simples que pour le retour de sortie et
ainsi permettent par soucis didactique de miewespnter les probhes qui surgissent lors du
passage de I'analysela syntkese.

Pour illustrer la syntbse par retour @tat, nous consgtons dans un premier temps un sys-
teme LTI certain et la boucle ferme par le correcteur:

X = Ax-+Bu
y =X
En se basant sur les conditions d’analyse (forme dual€)ela stabilisabili€ par retour dgtat
équivauta la recherche conjointe dé; et X € R"" telles que:
X>0 , AKeX+XA(Ke) <0 (V1.2)

La synttese par retour @tat telle qu’elle est formek ici, est un prol@meBM | . Un change-
ment de variables propegar [Bernussou 89], [Peres 89] permet de le rehdvkl .

X=A(Ke)x = (A+ BKg)x

Lemme VI.1
Le sysetme est stabilisable par retouretat,ssiil existeK et X deux matrices telles que:
X>0
~ o~ V1.3
{AX+XA’+BK+K'B'<® (V13)
Un correcteur est dorgpar:
Ke=KX™1 (VI.4)

Pour ce correcteur, la stabide la boucle fereeé est @montge par les matrices de Lyapunov
P=X"tetX.

La preuve de ce lemme repose sur un changement de variagggesntis classique. Le
probleme ainsi reform@’estLM | . Le méme changement de variables avec quelquesnam’
gements est appligudans la suite pour le retoureddt en stabild’et performance robustes, que
se soit sur la base de la staldlijuadratique ou pour des fonctions de Lyapunepesidant des
paranetres.
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VI.1.2 Le retour de sortie

La commande par retour de sortie suppose de rechercher une loi de confgande

u(t) = Key(t) (V1.5)
Le type de loi de commande choisie est uneyst LTI du n€me ordre que le syatie:
X(t) = Akx(t) + Bky(t)
Ks : V1.6
SR Ao V1)

ol Xk € R™M est I'état du correcteUfs.
Pour illustrer la syntbse par retour de sortie, on coresied un systime LTI certain:
X = AX+Bu
y =Cx
et la boucle ferraé par le correcteur:

X(t) ) [ A+BDkC BCk :| ( X(t) ) ( X(t) )
_ = =A(K VI.7
( Xk (t) BkC Ak Xk (t) (Ks) Xk (t) ( )
En se basant sur les conditions d’analyse, la stabilisalght retour de sortie dynamique du
méme ordre que le syastie gquivautd la recherche conjointe de , Bk, Ck, Dk etP € R27x2n
telles que:
P>0 , A(Ks)P+PAKs) <0 (V1.8)
Ce probeme admet lui aussi un changement de variable inversibdariigant propasdans
[Scherer 97Db], [Chilali 96c], [Chilali 96a]:

Lemme VI.2
Le syséme est stabilisable par retour de sortie dynamigsil existeA, B, C, D, P et X, six
matrices telles que:
X 1
o
AX + XA +BC+C'B A’ +A+BDC
A+A+CDB  AP+PA+CB +BC

} - (V1.9)

La matrice 1 — XP est dfinie régative et peutfre factori€e en deux matrices inversibles
1 —XP =YS'. Un correcteur est dorspar:

Dk =D

Ck = (C—DCX)Y'™*

Bx = S1(B—PBD)

Ak =S }(A—BCX — PBC — P(A— BDC)X)Y' ™!
Pour ce correcteur, la stabi@de la boucle fereeé est @montee par les matrices de Lyapunov
inverses I'une de l'autre de la forme:

<] W]

(V1.10)
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La preuve de ce lemme n’est pa&gcfite ici. On la trouve dans [Chilali 96c], [Scherer 97b].
Le probEme ainsi reform@estLM | . Le méme changement de variables avec quelques am’
nagements est appligulans la suite pour lessultats de retour de sortie en commande robuste.

VI.2 Les problemes de synthse

Le probEme de syntbse multi-objectifs est d’assurer la stalilitbuste du systme, la lo-
calisation des @les de la boucle ferg€, et les crafesH; et Ho, de rejet de perturbation, le tout
simultarément e ’l'aide d’un contoleur unique pour toutes les incertitudes admissibles. Avant
de cBtailler ce proldime de commande robuste multi-objectifs, nous revenons sur chacun des
criteres de performance @un.

| ' Systéme : | :
| " incertain E Incertitude | |
W | | s | 3 Zq
! 1 : Systéme | |
| | ™ nominal ; : -
| : ™ i >
W | | - oy .
o u |
Correcteur <= Systeme

corrigé!

VI.2.1 Stabilisabilite robuste

Theoreme VI.1
Le syseme incertain MA), A € A est stabilisable robustemesiil existe une loi de commande,
K, et une MDPP(A), telles que:

P(D) > 0
{ A (D, K)P(D) + P(A)AAK) <0 (Vi.11)

ou A(A,K) est la matrice dynamique du sgate boud par la loi de commandk.
Si les conditions sont satisfaites, la loi de commande estaliigstement stabilisante

De méme que dans le #oleme 1V.1, la formulation duale esgalement possible.
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V1.2.2 Dg-stabilisabilite robuste

La formulation est identiqua la stabilisabili¢’ robuste avec les @gali®s suivantes:

P(0) >0
1
19ANK)

[1 10A(AK) [R2P(A) { (V1.12)

| <o
Dans le cas d'intersection degionsEM I, il faut alors Esoudre des probimes qui ne sont
plus indpendants. Le correcteur est la variable commaimhaque ingali€ asso@ea une

région. Pour chaquesgion, une matrice de Lyapunov difEnte prouve |®g-stabilite de la

boucle fernege par le correcteur.

VI.2.3 Syntheésea cait garanti minimum

Dans le prokime d’analyse du ¢ Tobuste, chaque spification peuefre analysé inds-
pendamment l'une de l'autre. En sye#E, le prol@me de performancesla foisH., et H;
impose que le correctelt qui est une des variables du prebie assure simultanmient les
propriétes de caf H. etHs. Le syseme en boucle ferg€ sBcrit de margete grérale:

Xt = AAKXE + BubKwi(t) + Ba(dKwa(t)
z(t) = CAK)XE) + DA K)wa(t) (VI.13)
() = CyAK)X()

Aucun transfert cros’entre les eng@s/sortie$l., et Ho n'existe. Les seuls transferts qui im-
portent pour la dfinition des cafs, sont le transfernt; — z; et le transfertv, — 2. Cependant,
les sggcificationsH., etH, peuventtre dEfinies pour des signaux identiques= w» en entee
ouz; = 2 en sortie. Dans ce cas les matri@sB, ouC;, C, sontégales entre elles.

mono-objectif

Pour cbuter, un seul cétre de performance estespfié. Deux types de syngise sont alors
définies.
Premgrement, la syn#se qui garantit un et a la boucle ferraé:
Chercher un correcteuK tel que le cat dans le pire des cas de la boucle femrést infrieur
aun cait 'y spécifié a priori:
S.
max IT(AK,S)|le <TS (VI.14)

Deuxiéemement, la syn#fse optimale:
Chercher un correcteuK qui minimise le caf dans le pire des cas de la boucle fexn”

n&in T&X IT(AK,9)]e (VI.15)
Ne pouvant calculer de maare exacte le ag"dans le pire des cas, le prebie conogtement
traité est en ghéral la minimisation d’un cat'garanti sur I'ensemble des correcteurs admissibles
(ceux qui stabilise robustement le sste).

min a : [TAKS)<u , vAcs (V1.16)
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multi-objectifs
Le probEme multi-objectifs seefinit sous trois formes diffentes:

1- Chercher un correcteuK tel que les cafsH, et H, dans le pire des cas de la boucle
fermée sont ingrieursa des cafsrls, etls spécifiés a priori:

[ T2(A,K,8)[[2<T5
VA€ A (VI1.17)
HT°°(A7K78)H°° S Ffo

2- Chercher un correcteukK qui minimise un des ea$ et garantit que l'autre aat”est
inférieura un cait ' spécifié a priori.
Si le cait He est une contrainte et la minimisation se fait sur leitdds, il s’agit de
synthese optimalé, /H:

I T2(A, K, 8)|[2 < w3
min ) . VAea (V1.18)
HT°°(A7K78)H°° S Ffo

et respectivement de symbe optimaldi., /H, dans le cas inverse:

min = : T3 (V1.19)

Le troisieme probéme d’optimisation est pesjuand aucune spification n’est don@éen termes
de cait garanti:

3- Chercher un correcteuK qui minimise un compromis entre lewtdi, et le cait H;
garantis pour la boucle fereg

min B [m$]°+ B [mg]’ (V1.20)

VI.2.4 Synthese multi-objectifs

Le probEme gnéral de syntbse en performance robuste est de trouver un correéteui
stabilise robustement le sgshe et qui garantit simultamient plusieurs cetes de performance
robuste. Dans cettedle, les crifes utili€s sont les cridres de performance dynamique (loca-
lisation des ples) et les crigtes de rejet de perturbation. Le prefnié de synthse est alors de
minimiser un compromis entre le gt et le cait H, tout en garantissant que lesute Soient
inferieursa des limites donges a priori et en assurant que ledgs sont localiss dans une
intersection deDr régions. On dfinit donc les objectifs de syrdhe paf$, 'S, les caits qui
doiventétre garantis (ils peuvemwtre choisis arbitrairement grands si aucune contrainte n’est
specifiee),Bz, B« le compromis de minimisatiohl,, H., (les coefficients peuvertre nuls le
cas€chéant) etRy, Ry, ... les matrices dfinissant lesegionsEM | dont I'intersection est la
région dans laquelle on souhaite localiser lelep.”La solution de ce pradahie sEcrit sous la
forme de la minimisation d’'un cete lindaire sous des @galis matricielles. Chaque ega-
lite implique de trouver une matrice de Lyapun@apdhdant des paratres. Les matrices de
Lyapunov sont dif€rentes pour chaque @it de performance.
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Conclusion

e Les correcteurs envisag'sont des sysiies LTI indpendants de I'incertitude. l|s
doivent assurer la stabiitde la boucle fereé pour chaque incertitude admissible.

e Les probEmes de syndse sonBM | mais peuvent dans certains cas, se mettre [sous
formeLM | par un changement de variabledarisant.

¢ La syntlese multi-objectifs seesout dans saegéralite en recherchant une fonction de
Lyapunov épendant des paratres pour chaque ceite de performance. Lesdagalies
sont couptes entre elles par les variablexdVant le correcteur.




Chapitre VII

Synth ese robuste

Introduction

Tels gu'’ils ontété pesengs dans le chapitre VI, les prahes de syn#se robuste multi-
objectifs sont dfinis comme suit:

Synthese robuste multi-objectif§rouver un correcteur robustement stabilisant qui, pour
toutes les incertitudes admissibles, garantit ou optimisewiffts crieres de performance
exprimeés sur la boucle fereeg.

Ce probeme tes complet n'a pas de solution simpleeé si nous proposons des algo-
rithmes en vue de leesoudre, ils s’appliquent difficilement en pratiquesdors que les in-
certitudes sont structees et pesentent un grand nombre de blocs. C’est pourquokrdiffts
problemes simpli#'s et moins gréraux peuvengtre proposs. lIs fournissent bien souvent une
solutiona moindre caf qui s'aére tout de rafe ingressante via vis du probéme initial. Une
premire relaxation &S simple est la suivante:

Syntheése nominale multi-objectifrouver un correcteur robustement stabilisant qui garantit
ou optimise difrents crieres de performance expras’sur le modle nominal de la boucle
fermée

Cette approcheeté pesenge dans [Scherer 97b]. Le passage d’'une robkiqueal’'autre
se fait par la relaxation des @iEs de performances robustes erecei$s de performances sur
le mocEle LTI nominal. Le @&savantage de cetteethode est que le niveau de performance
obtenu n’est pas garanti vésvis des variations paraftriques pouvant intervenir sur ce nebel”
certain. Cela implique de toutescfans, d’effectuer a posteriori urtape d’analyse robuste en
performance sur le syatie corrig. Cette nethode est qualiéié d’approcheecessaire. En effet,
si elleéchoue, le proleime de syntbse robuste initial, n’a pas de solution.

127
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Une seconde relaxation du prebie initial de syntbse robuste multi-objectifsexrit:

Synthese englobante multi-objectif§hoisir un moele incertain simpli&’qui inclue
'ensemble deseaalisations du mogle incertain initial et trouver un correcteur robustement
stabilisant qui pour toutes les incertitudes du ratedsimplifé, garantit ou optimise diifents
criteres de performance expran’sur la boucle fergg

Cette nethode est clairement suffisante. La solution de ce problesegalement une so-
lution du probEme initial. L'avantage de cetteediarche est de ne jamais oublier le cageet”
incertain du moele, ceci au dpend d’'uneetape de moelisation supm@mentaire. La solution,
guand elle existe, est pessimiste &igis du probéme initial. Il est toutefois toujours possible de
I'affiner par uneetape ulérieure d’analyse du sy@te corrig. Differents exemples de cette ap-
proche peuvengtre trous dans [Peaucelle 99c], [El Ghaoui 96a]. Ces trois probliques
sont au coeur de ce chapitreemé si celui-ci est efou de marere differente. Le plan du
chapitre est construit autour de deux peyhEs de syn#se illustratifs de I'ensemble des pro-
blemes de synttse qui peuvent se poser. Il se conclue par des exemples qui commentent la
mise en application desettiodes.

VII.1 Vari été des probEmes de syntkse

La formulation du prol@me ggréral de syntbhse, met esvidence que la nature de la solution
propo€e dpend tes intimement de la ethode d’analysa laquelle on faiteférence. Pour cha-
cune des deux principales formes de reled incertains (affines polytopiques et LFT mixtes), le
chapitre V propose deux etfiodes d’analyse. Se distinguent ainsi huit cas de egethorres-
pondant au choix d’'un maé incertain, au choix du cadre de travail de la stabditadratique
ou des fonctions de Lyapunoepéndant des paraatres et au choix d’un correcteur par retour
d’etat ou par retour de sortie.

De ces huit rethodes de syn#se envisageables, des cas particuliers doegstmis en
exergue. Tout d’abord, nous choisissons d’extraire desetesd_FT mixtes, le sous-casio”
l'incertitude est non structeg,H-dissipative (voir section I11.3.1). Pour ce cas, leption de
séparation quadratique s'@keétre non pessimiste et une seule variable scalaire esisele
separateur. Ce sous-cas correspand simplification de la probratique initiale de synése
robuste, en syntse englobante. Pour un nede incertain don@, les incertitudes sontegé-
ralement structu@és. Il est cependant toujours possible d’en donner une nouvellelisain
moins pecise mais englobante, de fortdedissipative.

Parmi toutes les ethodes de syn#se envisageables, nous choisissons d’extraire du cadre
de travail sur les FLDP, le sous-cas reposant non pas sur la ralatitaniemme V.2 mais sur la
relationiii ). Ce sous-cas a ceci de particulier que le nombre de variables de relaxatieugst r’
par rapport au casagéral. || permet malge tout d’envisager la synéise de correcteussl’aide
de fonctions de Lyapunovegiendant des parates. La eduction du nombre de variables de
relaxation passe par le choix d'une matridgconstante “autour” de laquelle est effestula
syntheése. Ce choix de matridé, est guid par I'étude faite dans la section V.2. La syase de
correcteurs par fonctions de Lyapunospgghdant des paratmes pour une matrids, fixeea
priori, est qualifée desynthese autour deNo.
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Nous proposons maintenant uecepitulatif des di#rentes rathodes de synése envisa-
geables dans le cadre de cettesh. Chacune de cesthodes induit des conditions qui, soit se
mettent sous formeM | al'aide des changements de variables semblabdesix de la section
VI.1, soit sont sous formBM | . Dans ce dernier cas, des algorithmes plus sophesigoivent
étre envisags. lls peuvengtre du typeD — K iteratifs, ou utiliser des mthodes de gradierites
premiers e€solvent unddM | par des igrations successives HdVl | obtenues en figeant alter-
nativement certaines des variables matricielles recleesh.es seconds minimisent uneré’
non lingaire sous des contrainted/ | par la méthode du gradiemténdue auarie des matrices
défines positives, [EI Ghaoui 97], [Apkarian 98].

Les tableaux VII.1 et VII.2 donnent lesetiiodes numriques envisaggs respectivement
pour le retour détat et le retour de sortie.

Methode Modele | Affine Polytopique| LFT non structue’| LFT mixte
Stabilitt Quadratique LMI LMI LM I
FLDP autour deN, LM I LM I LMI
FLDP iteratif iteratif iteratif

TAB. VII.1 — Méthodes nueriques pour la syntbse par retour cetat

Methode Modele | Affine Polytopique| LFT non structue’ LFT mixte
Stabilitt Quadratique iteratif LMI gradient
FLDP autour deNy iteratif LM I gradient
FLDP iteratif iteratif iteratif + gradient

TAB. VII.2 — Méthodes nueriques pour la syntse par retour de sortie

Les dix-huit néthodes de syn#ése ne sont pas explie#s dans cettedise. Les outils de mise
enéquations se recoupent en fonction dethmdes, des medEs et des correcteurs. Aussi, les
cas non consiglés dans la suite peuvegtré iBécrits par le lecteur en suivant lesrdarches pro-
poses. L'accent est mis sur la comparaison entre le cadre de travail de lasmdfatique
et 'approche par fonctions de LyapunogpEndant des parates. Dans un premier temps, la
comparaison de ces dewethodes se fait pour le retoureddt sur des maés affines poly-
topiques, puis dans un second temps pour un retour de sortie sur delesbBT mixtes ou
H-dissipatifs non structes.

Le retour de sortie sur des melds affines polytopiques n’est pas du tout abotd lecteur
interesg’peut consulter [Courties 99]. Dans celle-ci, seul le cadre de travail de la stghit”
dratique est envisa&gylLes nethodes numriques propases sont iavitablement &S lourdes et
des lors la gréralisation aux rathodes FLDP est possible mais renmuement pfilleuse.
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VII.2 Synthéese par retour d’état

Soit le syseme dont le moele est affine polytopique, avec un vecteur d’eatqui se d-
compose en trois vecteung, W», U et le vecteur de sortie qui secdmpose e, 2, V:

)
i |
Ma) = S oMl - mll = Ci Diy 0 Dy (VIL.1)
izl | | ¢ o o Dj |
= u
i 0 0 0

ou u est le vecteur de commande du &yst ety est le vecteur de sortie de mesure. L'ensemble
du vecteur détat est meser.’ Les vecteursyy, z; et wp, z définissent les transferts dont on
cherchea'garantir les catSH., etH,. Le correcteur conse&té est un correcteur statique de gain
Ke et le syseme en boucle fere€ sEcrit:

oo | Al Bk, By B
MaKe) = 3 MUK MIe) = | ek, D) ¢ vi.2)
= cll+ollke 0 0

VIl.2.1 Stabilisation quadratique et “Lyapunov Shaping Paradigm”

En appliquant les conditions de stal@lguadratique du #oreme V.2 et en utilisant un chan-
gement de variables identigaecelui du lemme VI.1:

Theoreme VII.1
Un syseme affine polytopique est stabilisable quadratiquement par ret@taiissiil existeK
etX deux matrices telles que pour toutil, . .., np:

X>0
{ AllX + XAl + BIK + KB < o (VI1.3)

Un correcteur est dormparKe = KX ~1

En pratique, les correcteurs rechegsioivent garantir certains @ies de performance, en
plus de la stabilé. Le prob€me multi-objectifs est alorsefini comme dans la section VI.2.3.
Suivant les seCifications de performanceesitées, le tiekoreme VII.2 est adaptable. Pour ne
pas considfer un criere de performance, il suffit de retirer 'une ou l'autre ddd | (VIl.4),
(VIL.5), (VI1.6). Dans le cas de la localisation desl@$ dans une intersection degionsEM |,
l'in‘egalig (VI1.4) doit étre Epliquée pour chaquesgion en prenant successivement les matrices
R définissant chacune desgions.
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Theoreme VII.2

S’ilexisteK, X > 0, T etytelles que pour tout+ 1,...,np:

(inégalitts deDr-stabilisation quadratique)
Ri1® X 4 R, @ (AllX 4 BIIK)

T Lo (AlX + BIIK
+R12® (XA 4 K/BI ® (AX +BIK)

<0 (VII.4)
L' @ (XA + KBl 1 X
(inégalités sur le caf H., garanti)

Al 4 BIIR + xAll + /81 4 glIBl xdll’ kol 4 gDl

<0  (VI5)
. o o o
-+ D + ol v+ ol
(inégalités sur le cat H, garanti)
AllX 4+ BIIK 4+ XAl + KBl + B[Zi] B[Zi]' <0
—T Cy/X +DyK (VIL.6)

<0
i grpll’
XC,' +K'Dy, —X
alors le systme est stabilisable quadratiquement par retowatdt. Le sysime en boucle feree’
avec le correcteur de gaie = KX ~1 est quadratiquemeritgr-stable visa'vis de la Egion
Ri1 Ru2
R, LL'
\/TracgT) comme cof Hy garanti robuste.

Remarque VII.1

De manerea garantir simulta®ment plusieurs critres de performance, le changement de va-
riables utilis¢ imposeala matrice de Lyapunov unique sur 'ensemble des incertitudes (seabilit”
guadratique) détre communa foutes les sgcifications mises sous forrhé | . Alors que pour

le probléeme d’analyse robuste, chaquessfication peutfre étudiée €paement avec une ma-
trice de Lyapunov assa, le tleoreme VII.2 montre qu’il estatessaire de passer par laesp”
cification pessimiste d’'une matrice de Lyapunov commune pour legumabtie synése. Cette
approche appard’dans la lit€rature sous la dhomination de “Lyapunov Shaping Paradigm”,
[Scherer 97b].

définie par R= [ } . I admetl', = \/y comme caf H, garanti robuste ef > =

Les caits garantis par le #oEme VII.2 dpendent des variablgset T dont lesLM |
dépendent livairement. Il est donc possible de corsat’les prot#imes d’optimisation multi-
objectifs de la section VI.2.3 qui sont tous des peobés de minimisation d’un ceite linéaire
sous contrainteE M | . Par exemple, le probime multi-objectifs de minimisation du abH,
robuste sous contraintes Bg-stabilisabili€ et de catH., s’écrit:

2
3] = min Trace(T) (VIL.7)
(VIL4),(VILB),(VILE) , y<[rE]?
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Ce probEme d’optimisation trouve sa solution en temps polyidl. C’'est la minimisation
d’un critere lindaire sous contraintdsM | . La solution de I'optimisation donne un correcteur
par retour détatK ¢ tel que la boucle fereé par ce correcteur a les prag#is suivantes:

— Stabili# Quadratique (donc StabdiRobuste)
— Dr-stabilitt Quadratique (donbr-stabilitt Robuste)

— Le cait Ho, robuste est irdfieur au caf specifie 'S

— Le cait H, robuste est irdfieur au caf minimisé r;q“ad

VII.2.2 Synthese par FLDP

Stabilisation robuste

Pour un modle affine polytopique identique, desthodes de synése par FLDP sont main-
tenant proposés. La condition de stab#itdu ttFéoeme V.4 appligeé au sysme (VII.2) en
boucle fernee sEcrit:

!

(il 4 gi]
A+ B Ke] <0

o Xl Al + BlilK ¢
o L

}G+G{
qui estunéBM | . Le changement de variable ingpilé la section VI.1.1 tel que:

KeG:R

rend lindaire I'inégali® mais est inutilisable car ce n’est pas un changement de variables inver-
sible.G n’est pas inversible puisqu’elle n'est pas esrrles lors, il est fait apped [a condition
i) du lemme V.2.

Soit une matricé, stable fixée. Le systme (VII.2) en boucle feree est robustement stable
s'il existe une matricé et np, matrices de LyapunoX!l telles que pour tous les sommets du
polytope:

!

o Xl Al 4 BIIK Ao A 1. [ AlBIK. T
E N M L R R L e

Le lemme V.2 prouve qu'il est rigoureusemertessaire de choisg stable. La section V.2.2
montre que cette condition de staldlitbbuste n’est pas une conditioaag@ssaire de stabiit”
guadratique. Il n’existe pas de choix de la matigequi garantit dans le casegéral que la
condition est plus ou moins pessimiste que la condition de stabiliddratique. De plus, chaque
choix deAg induit une condition de stabiétfobuste dif€rente.

La matriceF est récessairement inversible. Un changement de variable inversible est donc
possible et donne le dofeme suivant de stabilisab#itobuste par retour dtat pour une matrice
A, donrge. La section V.2.2 montre qég peutétre vue comme une matrice centrale aigis
du critereétudié. En particulier, pour |®g-stabilitt dans un disque, #, est choisie pouetre
au centre du disque, alors légalig enF et A, est une condition écessaire d®r-stabilite
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guadratique. BS lors, le tkoreme VII.3 est dit de stabilisabiétfobuste autour dé&, par retour
d’etat.

Theoreme VII.3 Stabilisabilite robuste autour deAq

S'il existe ny matricesXl! syn®triques, une matric& et une matricK telles que pour tout
i — :I.7 ceey np

< [i]
EX' >0
i=

o Xxll
{x[i] 0 }—I_

alors le systime affine polytopique est robustement stabilisable par retaiatiEt un correc-
teur est done’par:

(VI1.8)

—F ~1 ~1 —F

AllE 1 BlIg 1’
+ ]<@

AF 4+ BIIK ] { Ao %{ Ao }

Ke=KF™1 (VI1.9)

Autant 'emploi des FLDP estés concluant en analyse, autant cette condition de sgath’
par retour détat peut apparae décevante. Un exgrimentation statistique até merge pour
trois choix de matrices centraldg = —0.1-1, Ao = —1 et A, = —10- 1. Pour des milliers de
sysemes de difffents ordres et avec diffents nombres de sommets des polytopes, les pour-
centages deauissite des difffents crieres de stabilisabiktfobuste sont sensiblement identiques
au pourcentage deuwssite de la stabilisabiituadratique. L'utilisation de FLDP et I'ajout de
variables de relaxation augmente fortement la commadets calculs, sans apporter une contri-
bution dgterminante par rappoatla stabili€ quadratique. etude statistique prouvegalement
gue la stabilisabilg@"quadratique et la stabilisabditobuste autour d’'uA, sont des rethodes
distinctes. Parmi les milliers de sgshes testS, pour environ 3% d’entre eux, I'une des deux
méthodeschoue tandis que I'autre permet la stabilisabildbuste.

Dr-stabilisation robuste

Les méthodes FLDP ont tout de enie des avantages pour la syegl avec objectifs de
performance. En particulier, [ar-stabilisabili€ robuste dans deggions compactes du plan
complexe telles quB,2 > 0 est récessairement moins pessimiste quedsstabilisabili€ qua-
dratique pour un choix dily = —(Ryy Ri2) @ 1p:
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Theoreme VIl.4
SoitDr une gion borree du plan complexe telle que-R> 0 alors les conditions suivantes
sont successivement suffisantes I'une pour l'autre:

i) =1i) =iii)
i) Le syseme affine polytopique est quadratiqueniegistabilisable.

ii) 1l existe n, matricesX!'l dont la somme estadinie positive, une matride et une matrice
K telles que pour tout+ 1,. .., np:

Ro X[ —

14 (ATF +BIK) [RlZ@]ln }'
—14@F Ro2® 1n
_[Rlzmn] 14 (ATF + BIK) '<®
Roo @ 1n —-14@F

(VI1.10)

iii) Le syseme affine polytopique est robustemBptstabilisable. Si ii) admet une solution
alorsKe = KF ~1 est un correcteubg-stabilisant robustement le sgshe.

Preuve
La preuve de ce #0reme repose sur le corollaire V.1. [

Remarque VII.2

Une région du plan complexe telle quesR> 0 est la limite d’'une suite deegions fermees
Dree) dont le terme quadratique;R e) > 0 tend vers R. Des lors, le tigoreme VI1.4 pourrait
s'étendrea’toute €gionEM | du plan complexe par contingittn posant 3 : = Ry, + €1.
Dans le cas de la stabilit cela revient fermer le demi-plan gauche en I'approximant par un
cercle de rayon quasi-infini.

En pratique, laggion borme telle query, > 0 la plus courante est le disque cenéma et
de rayorr. L'in‘egali de stabilisabil#robuste par retour dtat s€crit dans ce cas pcis:

(02— r2)X[ + a(AllF 4+ BIIK + FAD + KBy a(Xll+ F) + AllF + BITK

(X 1 F) 4 Al 4 KBl X F 1 F <0
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Synth ése multi-objectifs

Des mémes raisonnements que ceux qui conduisenteadhie VII1.3, dcoule le tikoreme
suivant de syntbse multi-objectifs:

Theoreme VII.5 multi-objectifs robuste autour de Ag, Ao1, Aoz, Co1, Co2

S'il existe3np matricesX!!l, X111, X, dont les sommes sonefitiies positives, trois matrices
F, K, T et un scalairey telles que pour tout+ 1,...,np:
(inégalitts deDr-stabilisation FLDP)

. lE 4 BIIR ’ e+ giIR)Y |
il 1® (A'F+BYK) 1® Ao 1® Ao 1® (AYF 4 BYK)
ROXTT ~19F I Bl R ~19F <0
(VII.11)
(inégalités sur le caf H., garanti)
el el x| [ ATREIR ] A
- .I - .I H H o~
olel —y-olipll o |+ | clFeolk | | ca
X 4[] 0 0 —F -1 VIL12)
Ay 1 [ AlFLBIK 7’ '
+| Ca | | cllF4+DlK | <0
-1 _E
(inégalités sur le cat H, garanti)
sl X, AE L BIK 1T A '+ A 1 AllE L BIIR ’<®
Xl 0 —F -1 -1 —F
(VI1.13)
T 0 CHF+DRK [ [Co2 ], [Co2 | | CHF+DEK | _g
D Xl —F ~1 1 _F

alors le systime est stabilisable robustement par retouetet. Le systme en boucle feree
avec le correcteur de gaide = KF—1 est robustemeribg-stable visa'vis de la ggion dfinie
par R. Il admet de plu§., = ,/y comme caf H,, garanti robuste ef' > = /TracgT) comme
calt Hy garanti robuste.

Remarque VII.3

A la difféerence du “Lyapunov Shaping Paradigm” (voir remarque VII.1) qui impose en stabi-
lisabilite quadratique que toutes les matrices de Lyapunov desehtfS crieres soienegales

entre elles, le thoréme ci-dessus permet de comseat’des matrices de LyapunoemEndant

des pararetres toutes difffentes. Pour autant, les egalitts sont cou@és entre elles par un
nouveau “Shaping Paradigm” impespar le changement de variatieF = K. Le “Lyapunov
Shaping Paradigm” impose des relations entre les matrices de Lyapunov alors que le nouveau
“Shaping Paradigm” contraint entre elles les variables de relaxation issues du lemefiend’”
nation V.1.
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Remarque VII.4

En supprimant les exposant des irégalités, le tl€oréme VI1.5 de multi-objectifs robuste de-
vient une condition de syrdse multi-objectifs dans le cas certain, alternative awthudes
bagies sur le “Lyapunov Shaping Paradigm”. Le fait de supprimer les exposhrimsplique

vis a vis du probéme initial de syntbse robuste, de relaxer la prabtiatique en une syraké
nominale multi-objectifs. Le nombre de variables et.dd | est alors fortement ad permet-

tant d’obtenir une solution dans le cas,aun€riquement, la synt#fse robuste est impossible.

Si un correcteur est trowpour la syntkSe nominale, il est possible alors de tester la robustesse
de la boucle ferraé par les rathodes d’analyse psentes dans ce emoire.

Le théoreme VII.5 récessite de pouvoir choisir a priori des matriBgsAo1, Aoz, Co1, Co2. Si
ce choix n’est pas carént visa vis du systmeetudi, la syntlese est inoprante. Un algorithme
iteratif de recherche alternative des matriégsAo1, Ao2, Co1, Co2, puis du correcteur esed’
lors envisageable. L'igé esta partir d'un correcteur non optimal domnd’effectuer I'analyse
par FLDP du systme en boucle ferg€, d’en @duire les matrices central@g, Ao1, Ac2, Cot,
Co2 qui peuventetre s lors acceptables pour lestheme VII.5. L'algorithme assoeia une
minimisation du caf H, peut sEcrire comme suit:

1. Choisir un correcteuf ¢ tel que le systie en boucle ferag® estDg-stable et admdte;
comme cot H. garanti.

2. Faire I'analyse de cette boucle fezed I'aide du tlEoeme V.4.

3. Factoriser chacune des matrices de relaxa@dnouveées pour faire appateé les ma-
trices centraledy, Ao1, Aoz, Co1, Cop.

4. Faire I'optimisation lieaire du catH, sous led_M | du théoEme VII.5.

5. A l'optimum, en &duire un nouveau correcteur. S}agssaire, effectuer une nouvelle
iteration de I'algorithme en retournaat’ etape 2.

Ainsi énon&, cet algorithme n’a pas de preuve de convergence. La diffiesit’que les
matrices centrales,, Ao1, Ao2, Co1, Coz calcuesa I'etape d’analysestape 2.) ne sont pagn’
cessairement solutions pour leemé cait et le méme correcteur ddsM | de syntlese Etape
4.). En effet, les matrices de relaxati@de chaque performance ne se factorisent pas neces-
sairement avec une matrifecommune. LEtape 2. ne donne pas un point faisableldbt| de
synthese pour lesquelles s’applique le “Shaping Paradigm”.

Soient, pour un correctelf donrg, lesLM | d’analyse de la boucle feree, couptes entre
elles par le “Shaping Paradigm”:
(inégalités deDr-stabilité robuste)

G, |
F

G,

U
Lg @ AT (Ke) ] o <0 (VII.14)

R®Xm—|-[ L
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(inégalités de caf He garanti)

g ol x) [k ][
i i i i |
Di}ey —y+Diipll o |+ |Clike || Goy
[i] —1 —F
Xy 0 0 | , (VII.15)
f%l A[I](Ke)
+| Gg, | | Cllike) | <O
—F —1
(inégalités de caf H, garanti)
. . . . : /
B[ZI]B_[ZI] X 1] _I_{A[I](Ke) Iﬁolz N ’AOIZ {A[I](Ke)} <0
X o ~1 —F -F || -1
, , (VI1.16)
i [ [ ]
O G | ] Gy | | | | K | g
0 X —1 —F —F —1

Les inégalis (VI1.14), (VII.15), (VII.16) asso@ésa celles du teoreme VII.5 permettent
de formuler I'algorithme VII.1. Cet algorithme estcéssairemenetroissant. A chaquetape,
la solution des minimisations est un point faisable qui initialise la minimisation suivante.

Mo <Mk <Ti

Remarque VII.5

Pour la premere étape, pour choisir un correcteur FOr-stabilisant, il est possible d’avoir re-
coursa la stabilisabili® quadratique multi-objectifs dugloiéme VII.2. Si la stabilisabild qua-
dratique est inopfante, des mthodes itratives peuverdtie envisagés en fixant par exemple
un critére de stabilisation tel que dans [Chen 99].

VII.3 Synthese par retour de sortie

Soit le syseme dont le moele, M(A), est de forme LFT avec un vecteur d’ezgrqui se
décompose ewq, Wo, U, et le vecteur de sortie qui secdmpose e, 2, y. Le mocEle inclue
une boucle deatroaction modlisant les incertitudes. La boucle edtfidie par les signaux
EeXO0ENEeSNy et z:

Wa(t) = —Az(t)

X(t) AX(t) + Bawa(t) + Biwyg(t) + Bown(t) + Bu(t)
Zp(t) = Cax(t) + Daawa(t) + Daiwi(t) + Dpowa(t) + Dagu(t)
z1(t) = Cix(t) + Diaawa(t) + Drawa(t) + Dauu(t)
() = Cox(t) + Doawa(t) + Dayu(t)

y(t) CX(t) + Dyawa(t) + Dyiwi(t) + Dyawio(t)

(VI1.19)
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Algorithme VII.1
Minimisation it érative du cait H, en synthese de correcteur par retour detat

1. Début de I'algorithme (k=1). Choisir un correcteur. kel que le sysime boua est ro-
bustemenbr-stable ef™$ est un cat garanti.

2. Calculer, pour ce correcteur, le minimum duutdd, garanti en analyse couplpar l¢
“Shaping Paradigm”:
[r31% = min TracgT) (VII.17)

.....

3. Al'optimum, calculer les matrices centrales:

Ao =F1Gp, . Ay =F1Gp, , Ay = F1Gay,
I F_chol , Coz = F_lGCoz

ol —

théoreme VII.5:
min , TraceT) (VI11.18)

.....

R =

5. A l'optimum, calculer le correcteur: & KF 1
Fin de la k€me i€ration.retourner a I'etape 2. owsortir .

4. Calculer, pour ces matrices centrales, le minimum dut &b garanti en syntbse par le

1Y
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On applique sur ce syatie un correcteur de sortie dynamidUge Le syseme corrig'de mo-
dele M(A,Ks), estégalement de forme LFT. La partie LTI certaine sur laquelle est keucl’
l'incertitude est:

¥ X
K Xk
A —M(Ke) | Wa (VI1.20)
V4]
W1
V)
W2
y
A BCk Ba B1 B, | [ B | - 1
BkC Ak Bk DyA Bk Dyl Bk Dy2 0 0
Cr DauCk | Daa Da1 Da2 Dau /

M(Ks) = D D VIl.21
(Ks) Ci D1Ck | Dia D11 0 * Dy : D%A ( )
Co DaCk | Doa 0 0 D2y Dyl
. C 0 Dya Dy1 Dyy | | O | L Ty2

VII.3.1 Stabilisation quadratique

Un syseme incertain de forme LFT est stable quadratiquement sous les conditiorendu th”
reme V.3. Ce thoreme applige’au systmeM(A, Ks) induit une condition sur laquelle peut
s’appliquer le changement de variable analogwlui utili€ dans le lemme VI.2. Les mani-
pulations matricielles lourdes sogludées ici. La stabilisabilé’‘quadratique par retour de sortie
dynamique crit comme la recherche d’'uearateur quadratiqwe de deux matricesefinie

positivesX, P et de quatre matrices paratrant le correcteuk, B, C, D telles que:

PA+BC+CB +AP A4+A+CDB  PBr+BDy
A'+A+BDC  AX+BC+CB +XA By+BDDy |+

Bp'P+Dyy/'B’ By’ 4 Dya'D'B' )
A By _ B Ow . , (VI1.22)
Cp' +C'D'Dp 0 Cpa'+C'D'Dp 0
XCAI + CIDAUI 0] ] XCAI + CIDAUI 0 <0
Dap’ + DyAI D'Dpn)/ —1 Dap’ + DyAIDI Dald —1

m est une matrice candidatela €paration quadratique vis Vis d'incertitudes mixted € A.

Les relaxations prope&s en annexe B font de la rechercheefgasateurs une recherché | .

Pour autant, le probhe de syntbse par retour de sortie n'est daM | . Il est reformu€ de la
facon suivante:

Theoreme VII.6
Un syseme modlisé sous forme LFT mixte est stabilisable quadratiquement par retour de
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sortie, ssiil existeX, P,A, B, C, D, | etm € 0, telles que let M | suivantes sont satisfaites:

PA+BC A PBa + BDya 0
A+ BDC AX +BC B, + BDD 0
+ + A—|—1 VA / n [ . ]’ <0
| Ca+DaDC CaX+DaC Dan+DasDDya —3111
[ W1 g 1 (V11.23)
w, mp+lyn 1, | >0
1 l12 l11
X 1
0
HE
sous la condition non li@aire scalaire suivante:
-1 -1
-l mo— I35l ]
Trac - - =0 VIil.24
e<["12"’12'111 l22-|-|22—|I12|111|12 ) ( )

Un correcteurKs est done’par le changement de variable inversible (VI.10).

Preuve
De fagon habituelle, les matricaset| se dicomposent en blocs:

I_[lll |12] _[lll -12]

- / ? n= /

I, 122 w, mp

La premere irggali# du tléoeme impose quk;; est &Efinie positive. En appliquant un com-
pléement de Schur sur la secondegalii:

>0

-1 -1
{ w1 mo— 7112 ]
~1 -1
w,— ol Mo+ loo— 15l 12
Si la trace d’'une matrice semgfihie positive est nulle, alors la matrice est nulle. La condition
non lingaire scalaire impliqueas'lors que:

:{ln .12]:[ Ty 77112 ]

w, W P o P bry FPR P!

Au compEment de Schur suif; pres, la premete irégali# du tréoreme est donedalea I'in-
égalie (VI1.22). [

Remarque VII.6

La stabilitt quadratique par retour de sortie de sgstés incertains medisés sous forme
LFT estun prokdmeBM | qui se reformule en une contraintgalité non lirdaire mais scalaire
sous des conditiorisM | :
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Les conditiond M | impliquent entre autres queX) > 0. Ainsi formug, les probémes peuvent

étre résolus sans garantie de convergence globale par I'algorithme de Frank & Wolfe [Bertsekas 9
Cet algorithme repose sur les optimisations sous contraibtegkl le long du gradient de la
fonction non lirgaire f(x). L'annexe D @taille ce point.

Cas particulier des incertitudes non structur  ées

Dans le cas des incertitudes non strueasfA € Ay, H-dissipatives, la recherche deps-
rateurs quadratiques est sim@#i' Le lemme lll.3eshonce que leseparateurs € G, sont
parangtrés par un scalairk positif tel quem = AH. Ce cas particulier qui, non seulement est
non pessimiste dans la recherche desasateurs, conduit en oumeune formulatioM | de
la stabilisabili€ par retour de sortie.

Concetement, il est rare que les incertitudes soient non streesurToutefois, pour des
raisons de complextde calcul, la recherche depsrateurs et I'inversion dweparateur en
une matrice est souvent impossible. Dans ce cas, la potdfique de synése robuste doit
étre relaxe, soit en synttse nominale dont la solution est dentténs [Scherer 97b], soit en
synttese englobante. Cette degre, revienta effectuer unetape de moelisation englobante
des incertitudes &t [es repesenter moins gci€ment comme des incertitudes non struetsr”
H-dissipatives.

Remarque VII.7
Vu sous I'angle de laeparation quadratique, la synéise englobante revieatfiger le €para-
teur © a une valeur admissible parmi les candidasela $paration quadratique.

Theoreme VII.7

Un syseme modlisé sous forme LFT aveke Ay, H- dlSSlpatlve non structee, est stabilisable
guadratiquement par retour de sortissi il existe X, P, A, B, C et D telles que led.M |
suivantes sont satisfaites:

PA+BC A PBa -+ BDya 0

A+BDC  AX+BC Ba -+ BDD 0

" : oo |+ =] <0

0 0 Haz—HipHy Hi2 —HH

Co+DaDC CaX+DpyC  Dan+DaDDyny —HiE (VI1.25)

X 1
0

R

Un correcteurKs est done’par le changement de variable inversible (VI.10).

Preuve
La matricel du théoreme VI1.6 doit pour toutsparateur satisfairedgalie:

1 -1
| — { l11 |12] B { m; .%1.12
- / - / —
17, 122 '12'11 WE,  E2— W



142 CHAPITRE VII. SYNTHESE ROBUSTE

Sachant qua = AH, le syseme d'irégali€s du tlkoreme VII.6 se €duita une irggalie qui
n'est pas liaire erh. En multipliant cette ingali® a droite eta’gauche par la matrice suivante:

) N 0 0
o AY21 o 0
0 o A Y21 o
0 0 0 AY%1

et en faisant une homatkié sur la matrice de Lyapunov:
P: =1/AP , B: =1/AB, X: =AX , C: =AC

la variable\ estéliminée sans pessimisme et le pratle se eduitalaLM | (VII.25). |
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Remarque VI1.8

Le théoreme peEcédent suppose que les incertitudes H-dissipatives fittidsa I'aide d’'une
matrice H dont le terme affinejhlest dfini positif. Cette restriction par rapport au casiggral
pour lequel H; > 0 peutétre leee. La prengre methode est de modifier le meld incertain
en dcalant le modle nominal de fagna ce queA = 0, soit dans l'in€rieur de A4. Une
autre n€thode consista reprendre 18quation (VI11.25) et par manipulations matricielles, faire
apparatre Hy1 en tant que produit de deux matricegs;H M'M.

Synth ése multi-objectifs

La syntrese multi-objectifs par retour de sortie pose lesma$s difficul€s que le prokdme
de stabilisation robuste. Chaquesgali# lieea un criere de performance fait intervenir une
candidatea’la €paration quadratique défénte. En appliquant successivement le changement
de variable du lemme VI.2 puis en introduisant les matricassocgesa chaque aparateur
guadratique, la synd#se multi-objectifs peut toujours se reformuler sous la formé hel
assoogesa une contraintedali® non liréaire scalaire. Bs lors, les prol@mes multi-objectifs
peuvent en thbrieétre Bsolus en appliquant par exemple I'algorithme de Frank & Wolfe (voir
annexe D).

Cependant, les probmes ainsi form@s$ atteignent agshent les limitations des solveurs
LM | etla convergence de I'algorithme de Frank & Wolfe pestessiter un &s grand nombre
d’iterations. La prenaire difficult tient au fait que chaquegarateur induit I'ajout d’'un grand
nombre de variables d’optimisation suppiéntaires (voir annexe B). En effatchaque epa-
rateurm, est asso€é une matricé de mémes dimensions. La seconde diffiewltient de la
contrainte non lieaireégali# qui traduit simultaament I'inversion de tous legparateurs.

Il ne nous parddonc pas atessaire de transcrire ici le®ggligs matricielles inbfentesla
syntheése multi-objectifs robuste par retour de sortie. Pour ne pas laisset&descirobéme de
synthese, une émarche moins adéuse en calculs est maintenant prag@<£lle ne esout pas
le probEme de synthse robuste initialement forneithais peut dans certains cas donner une
solution acceptable. L'ie€ est de relaxer les contraintes de performance robuste en imposant
la localisation des qiés, le caot H., et le cait H, uniguement sur le madé nominalA = 0.

La probEmatique de syn#se robuste est partiellement red@€n syntbse nominale et, seul le
probléme de stabilisation robuste est conseAvTissue de la synthse d'un correcteur, il est
possible d’analysea 'aide des outils du chapitre V, les performances robustes garanties par la
boucle fernee.
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Theoreme VII.8

S'il existeX, P, A, B, C, D, | etm € 0, telles que led. M | (VI1.23) sont satisfaites simultan”
ment avec le&M | :

(inégalites deDr-stabilisation du modle nominal)

Ri1 © P 1 Ry, L’
R M R

(inégalité sur le cait He, du moatle nominal)

PA+BC A

!
= ~ <0 (VI.26
A+BDC AX+BC y ( )

PA+BC A PBi+BDy; O
A-+-BDC AX +BC Bl‘|‘1BDDyl 0 4 [ . ]I<(D (VI1.27)
0 0 ~ly1 0
C1+D1DC CX+ Dy C Di3+DyDDyy —31

(inégalités sur le catH, du modtle nominal)

PA+BC A 0

~ ~ I
A+BDC  AX+BC 0 |+[=*] <0
| C2+D2DC GX+DyC —31

(VI11.28)
—TN BIZP + D;ZB' BIZ + Dg,zD/B'
PB, + BDy» —P -1 <0
i B2 +BDDy, -1 —X

et telles que la condition non ladire scalaire (VI1.24) esterifiee, alors le sysime est stabili-
sable quadratiguement par retour de sortie. Un correctiyest done’par le changement de
variable inversible (VI.10). Le syatie nominal bouelpar ce correcteur est quadratiquement
Ri1 Rz
R, LL'
colt H., garanti etl', = \/Tracg T) comme caf H, garanti.

Dr-stable visa'vis de la Egion dfinie par R= [ } . lladmet de plu$ . = /Yy comme

De méme que pour le #oEeme VII.2 de syntbse multi-objectifs par retour etat dans le
cadre de la stabilisabitquadratique, le “Lyapunov Shaping Paradigm” est applidans le
théoreme VI1.8. Les objectifs sont as&s pour le refne systime boua’en couplant les cetes
sous formed_M | par une matrice de Lyapunov unique.

L'algorithme de Frank & Wolfe (voir annexe D) propopour Esoudre le proleimel M |
sous la contrainte scalaire nondaife (VI1.24), impose la minimisationdtative d’'un criere
lingaire. s lors, I'optimisation en sus, de @iesH. ou H, n’est pas envisageable sous les
conditions du teoeme VII.6. Dans le sous-cas des incertitudes non streest-dissipatives,
la recherche dueparateur est fortement simpdié (voir tléoreme VII.7). Pour autant, la mini-
misation de crigtesH. ou H» n'est pas ligaire. Pour plus deadails sur ce dernier point, nous
recommandons la lecture de [Peaucelle 99c].
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VIl.3.2 Stabilisation robuste et FLDP

Cette these est construite de mangéa présenter paa pas les diffrentes difficuks liéesa
'analyse et la synthse de correcteurs robustes. Le peoid le plus complet est la syese
multi-objectifs de correcteurs dynamiques de saati@ide de fonctions de Lyapunowegén-
dant des paragtres pour des maides de forme LFT mixte. Les outils matmatigues mettre
en oeuvre pourasoudre ce probhe sont successivement:

— le lemme V.1 dit lemme de e&tion
— la Sparation quadratique dugbieme IIl.2.
— Un changement de variables partiellemergdinSant.

Le probEme se formule alors sous forrhéVl | en tant que proleime multi-objectifs autour
de matrices centrales 8rSA,, ... (formulation du toreme VII.5) avec une contrainte sca-
laire non liréaire qui traduit I'inversion desparateurs quadratiques (voieteme VII.6). La
résolution nurefique de ce probe pourraiefre envisagéa I'aide de:

— lalgorithme de Frank & Wolfe (annexe D)
— des i€rations sur les matrices centrales (analoguesllies de I'algorithme page 138)

La complexi€ de cette solution est prohibitive. Nous allons dorespriter un cas simpkfien
échoa ce qui est prop@sdans le cadre de la stal@lifuadratique par retour de sortie.

Dr-stabilisabilit & robuste autour de Ay / incertitudes non structur ées

Les incertitudes sont suppeessH -dissipatives non structees. Nous plegns le proldime de
Dr-stabilisabili€ autour de?,, dans le cadre de la prastiatique de syn#se robuste relae
en syntlese englobante. Les candidatela €paration quadratiques \vésvis d’incertitudedd -
dissipatives epétees 2 fois, sont d’apes CSQ 3 en annexe B, des matrices telles qu'il existe
m > 0 € R&*2 quj satisfait:

B H1;; m@Hp

m=mCH=
m2H;, m@H»

Un cas particulier de candidaada €paration quadratique est celle telle que 1.

Le théoreme V.5 d’analyse robuste par FLDP indique qu®dastabilité robuste d’un sys-
teme boua par un correcteur dynamique de soKigs’écrit comme I'existence de, E etm
tels que:

P11>(D

/ / C'(Ks) 0 C(Ks) D(Ks)
m <€ Op2de Pe(P)+ Ac(KSJE + EAc(Ks) + { }.{

D'(Ks) —1 0 -1 }<®



146 CHAPITRE VII. SYNTHESE ROBUSTE

avec les dfinitions suivantes:

R®P11 R®P12
Pc(P) =
c(P) {R@P’lz R@Pzz]

A+BDkC BCk

_ Ba + BDk Dya
Ac(Ks) = { g @ { B.C  Ax } 0 }

} —12dn ﬂd®[ By Do
y

C(Ks) =124®@ [ Ca+DaDkC DauCk | =124 @Ca(Ks)

D(Ks) =1og® (DAA + DayDk DyA) =1og® DAA(KS)

Pour les nemes raisons que ce que& vu dans la preuve du lemme deation (lemme V.1),
la matriceE se factorise aCessairement sous la forme:

E=F[A —1 By O] (VI11.29)
avec le systme incertain de forme LFT:
Ao — BaoA(1 + Dan(Ks)A)"1Ca(K )

qui doit étre robustemeribr-stable.

La recherche simulta@® deA,, Bp, etF est irévitablement un probimeBM | . Pour rendre
lineaire le prokdme deDr-stabilisabilig robuste, les matrice et Ba, sont fixées a priori. Par
définition, nous appelons ce praohe, laDr-stabilisabili€ robuste autour du syste central
Ao — BaoA(1 4+ Daa(Ks)A)1Ca(Ks). De manérea choisir un systme centraDgr-stable ing-
pendemment du correcteur rechexdBn, est choisie nulleBy, = 0). De plus,A, est choisie
de la formeR, @ 1 pour pouvoir appliquer un changement de variablediigsant. Ce dernier
choix est cokfent avec lesasultats pecédents sur I'analyse et la sye$e autour de matrices
centrales. Nous avons en effet mangiie dans le cas degions borees, il est peférable de
choisirRo = —Ry5Ry2, image du centre de laegionEM | de localisation desqiés, Dr.

Théeoreme VII.9 Dgr-stabilisabilit &€ robuste autour deA; = Ry @ 1

S'il existeP, U, V, W, A, B, C etD telles que laLM | suivante esterifiee:

- /
~ 1)1  _ 1 ~ 1]_ —
R®P11+[ Ro® ]:A—I—:'A[ _Qi ] R®P12+[ R }:B =c

-1 -1
/
Ro® 1
-1
=c =p—l12 —l11

<0

R®ﬁ’12+5g[ R@ P — 22 =1,

(VI1.30)
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avec les matriceSa, =g, =c et =p lineaires en les variables:

= _| .. |WA+BC A oW U]
AT A+BDC AV'+BC 1V
B=| 1I® WBA+~BDyA 0]
BA—I—BDDyA
=10 { Cp+ Dp,DC CaV/ + D C }

=p=1®(Dpa+ DAUBDyA)

et la matricel qui reflete I'inversion du sparateur ( est constante dans le cas coresig):

| — { l11 |12] _ { 1@ (Hh 1@ (HHio) ]
1o 122 1@ (HHH) 1@ (HiHi Hi2— Hao)

alors le systime modlisé sous forme LFT aveft € Ay est robustemeribr-stabilisable par
retour de sortie dynamique et un correctd{y est done’par les relations suivantes:

SY =U—-WV’
Dk =D
Ck = (C—DcVv/)y'™? (VI1.31)

Bx = S 1(B—WBD)
Ak =S }A—BCV'—WBC —W(A—BDC)V/)Y'™*

Preuve
La preuve consista remarquer que leeparateur quadratique choisi est:

. { 1®Hj 1®H12]
1®H;, 1@H2

La matriceF de I'equation (VI1.29) est choisie sans pessimisme telle que:

(03] e[

* Kk * ok

La matrice de Lyapunoveapendant des paratres qui prouve la stabiétfobuste de la boucle
fermée est de la forme (V.62) avec une matictelle que:

1@‘15 1 vt 1@‘13,
VY o vy VY 12

~ 1 V' 1 ~
P’lz[(D Y’] P22

P=



148 CHAPITRE VII. SYNTHESE ROBUSTE

Les manipulations akriques sont volumineuses et sans granetént” [

Remarque VII.9

Le théoréme VI11.9 donne une condition suffisante de stabilisalitibuste. Cette condition n’est
pas une conditionecessaire de stabilisabiituadratique sauf pour leggions borees telles
que 2 > 0.

Dans le cas deagions non boreés telles que le demi plan-gauche (stabitiEs systmes
en temps continu) aucun choix de e semble avoir de promiés particuleres. Cependant,
R, est dans ce cas un scalairecgssairementagatif. Une recherche mono dimensionelle peut
étre envisageé.

Le théoreme s€tend aisment aux incertitudes structes en posant le prodaie non lieaire
de la recherche dueparateur quadratiqum et de sa matrice assa®]l. L'algorithme de Frank
& Wolfe (voir annexe D) est une solution nerigue de gsolution.

VIil.4 Exemples illustratifs

VIl.4.1 Dg-stabilisabilité robuste autour deA,

o Comparaison en localisation desl@s par retour éfat entre I'approche par la stabilisabi-
lite quadratique et la stabilisabditautour deA,”.

o Tests sur des syaties atatoires en &S grand nombre.

o Discussion sur le pessimisme relatif.

La démarche adopg dans cet exemple est dengfer des sysimes incertains altoirement
et de comparer pour plusieursethodes, les taux deussite erDr-stabilisabili€ robuste par
retour détat. Les modles gnérés sont de forme affine polytopique. Pour un ordre duesyst”
donré n(= 4,5,6) et un nombre d’en&és de commandes daa'= 1,2), nous choisissons
aléatoirementip(= 3,4,5) sommetsAll, Bl qui forment ainsi le moele incertain.

Pour 'ensemble des metks, nous faisons la recherche d’un correcteur par retetatcdie
facona ce que lesqés de la boucle ferg€ soient dans un disque du plan complexe, eesir”
—3+0j et de rayon 2. Comme remamgpiecddemment, ce type degion du plan complexe
est particulerement utile pouragler simplement 'amortissement, les oscillations et la ragidit”
Elle permeggalement de faire le pont entre lesultats de cette ése concernant les sgstes
a temps continu, et les sgshesa temps discret qui ne sont @YogLES.

Les methodes tes®s sont premrement ldr-stabilisabilig quadratique du g#oreme VII.2.
Puis, nous proposons de tester lestinoded_M | reposant sur [&g-stabilisabili€ “autour de
Ao". LaregionEM | envisage est un disque du demi-plan complexe gauche. C'estagier”
compacte telle quBx, > 0. Il est possible de faire le chob, = —(Rglelz) @ 1 non pessimiste
en comparaison avec le cadre de travail de la stelgliddratique. La secondesthode testé
est donc celle du #dreme VII.4. Concernant le cercle consid; cela revient effectuer une
Dr-stabilisation robuste “autour d&® = —31” (voir theoreme VII.5), sachant que 3+ 0j est
le centre du cercle.
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Le choix d’'une matrice centrale pleeau centre du cercléd = —31) présente des particu-
larités cependant ce n’est pas le seul choix possible. Nous proposons donc degistaent
d’autres matrices centrale&y = —21 et A, = —41. Ces deux autres possibdg pour le teo-
reme VII.5 conduisena des conditions dBr-stabilisabilig robuste, distinctes des deux pre-
mieres. Autant le choix d8, = —31 conduita une condition eCessairement moins pessimiste
gue laDgr-stabilisabili€ quadratique, autant les autres choix ne sonenéesSaires ni suffisants
pour aucune autre ethiode.

Les choix deA, = —21 et A, = —41 n’est pas fortuit. Nous avons moatdans le lemme de
création (lemme V.1), que les matrices centrales devaiecgssairement satisfaire leemés
spécifications que le sysime corrig. Ici la matrice centralé, se choisit de fagna ce que
toutes ses valeurs propres soient dans le disquescentr3 -+ 0j de rayon 2.

Les ®sultats des exgrsimentations sont does’dans les tableaux VI1.3, VII.4.

Ninp|quad. | Apg=—-21|A=-31|Ao=—-41
3 |56.0%| 79.5% 82.0% 80.0 %
4| 4 | 425%| 65.5% 66.5 % 65.5 %
51255%| 54.0% 57.5% 54.5 %
3 |1405%| 63.5% 68.0 % 64.5 %
5(4|27.0%| 56.0% 58.0 % 55.5 %
51115%| 37.5% 41.0 % 38.0 %
3 1285%| 495% 51.5% 48.5 %
6| 4| 90% | 33.5% 40.5 % 33.5%
5|1 70% | 285% 34.5% 28.0%

TAB. VII.3 — Dr-stabilisabilité par retour d€tat pour une engé(c=1)

Ninp|quad. | Ag=—-21|A=-31 | Ao=—-41
3 |595%| 855% 90.0% 85.0 %
41 4 139.0%| 70.5% 73.5% 70.5 %
5124.0%| 61.0% 66.0 % 61.0 %
3 144.0%| 82.0% 84.5% 83.0%
5[4 |18.0%| 535% 59.0 % 51.0%
51125%| 495% 54.5 % 48.5 %
3 121.0%| 59.0% 67.5% 58.5 %
6| 4| 80% | 405% 49.0 % 42.0 %
5|1 15% | 225% 31.5% 22.5%

TAB. VII.4 — Dg-stabilisabilité par retour détat pour deux engés(c = 2)

Les ex@rimentations qui conduiseatces pourcentages, agte mer€es sur 200 systesa
chaque donee de(n, ¢, np).
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Les antgliorations appogés en termes de pessimisme par les fonctions de Lyap@pane”
dant des parastres est &S significatif.

Le choix d’une matrice centrale telle qdg = —(Rglelz) ® 1 appara commeetant parti-
culierement judicieux. Comme @vl par la tieorie, il surpasse lBg-stabilisabili€ quadratique.
De plus, compa aux autres choix de matrices centralesglduction du pessimisme conduit
a desecarts de 10 %. Cependant, les esipientations montrent que ce n’est pas pour autant
“le” choix optimal. En effet, neie si statistiquement ce choix est meilleuegpde 2 % des
sysemes infirment toute relation d'implication entre la stabilisation autour 2, autour de
—31 et autour de-41.

Nous observons des sgstes qui sont quadratiquemdig-stabilisables mais ne sont pas
Dr-stabilisables autour de21 ou —41. D’autres sonDg-stabilisables autour de21 ou —41
mais ne le sont pas autour d&1. Ces cas, mme peu hombreux (2 %), confirment quenmé
si la syntlese de correcteurs “autour de matrices centrales” pekiing le pessimisme en com-
paraison de la stabilisabiéitquadratique, le choix a priori de la matrice centrseconduit
nécessairemerd [a perte d’'une partie des degrde libet”qu’offre le lemme de eation en
analyse.

VIl.4.2 Synthese multi-objectifs

o Comparaison en syngise multi-objectifddo,—H., robuste entre I'approche par la stabili-
sabilité quadratique et la stabilisabditautour deN,”.
o Discussion sur I'optimisation conjointe des deuxem@s de performance.

Cet exemple est puldidans [Arzelier 00b]. Nous consibns le modle incertain affine
polytopique @fini par les quatre sommets suivants:

0 1| 1 /1|1 0 2|1 |1]2]

M1 _ —-1 0l 0|00 M2 _ —-1 0l 0|00
1 0|-2|0]1 1 0|-1/0]2
1 00|01 ] 1 0|0 [0|2]
0 1| 1 /1|1 0 2|1 |1]2]
1 1| 0|01 1 1| 0|01

3 — [4] _

M 1 1/-1/0]1 M 1 1/-2|0]2
1 1,0 |01 | 1 1,0 |02 ]

ou les matrices du made sont @cou@es suivant les diéffentes en&és (v, Wo, U) et les
differentes sortiez{, 2):

Nous souhaitons par un retourethit, minimiser de feqn robuste la normél. du transfert
wy — z1, et/ou, minimiser de fegn robuste la normle, du transferiv, — 2.
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Dans ce but, nous faisons appel, dans un premier tempseaghé V1.2 qui repose sur le
cadre de travail de la stab#éitjuadratiquedquad.).

Dans un second temps, nous faisons appel eordinie de syntbse multi-objectifs robuste
“autour deAo1, Aoz, Co1, Co2” (theoEeme VII.5) pour un choix arbitraire de matrices centrales
(N, fix€):

Aor=-1, Ap=-1, Cu=0, Co2=0

Ce choix est fait en accord avec le lemme deation (lemme V.1) qui indique que le sgsie
central doit ®cessairementvifier les propretés que I'on chercha tester sur le syste incer-
tain. Dans le cas qui nous concerne, pour lescgitde performancH., cette sgcification se
traduit par:

Tout cait He, garanti pour le systme:

Ml(A,K):[ AD)+B(AK  By(A) }

C1(A) + Dy(A)K  D11(A)
doit aussietre un cait H, garanti pour le systme central:

A1 Bi(d) ]

Mo(B) = { Cor D11(8)

Pour le criere de performandd,, la sgEcification est identique. Dans les deux cas, le choix de
matrices centrales est tel que le gysE central est robustement stalflg £ —1) et la norme
du transfert est toujours null€{ = 0).

Calt garantiH., robuste
On se propose ici d’effectuer la recherche de correcteurs qui minimisent uniquemaritde-co”
rantiH.. C’est une minimisation mono-obijectif telle quefuhie par (V1.16), sous les contraintes
sur le cait garanti, doneés respectivement par leetemes VII.2 et VII.5. Lese&Sultats sont:

qguad | N, fixé
412 | 3.73

Calt garantiH, robuste
La méme€tude est meze avec le aat'H, uniquement. Lesasultats sont

qguad | N, fixé
3.20 | 2.28

Calt garanti mixteH»,H., robuste
Nous consiéfons ici les proldmes multi-objectifs de trois sortes:

1- Synttrese optimald1,/H. qui revienta minimiser le caf garantiH, en contraignant le
calt He, (voir (VI1.18)) . La spEcification sur le cotH., estlrs, = 5.

2- Syntlese optimaléd. /H> qui revienta minimiser le caf garantiH. en contraignant le
cadt H (voir (VI.19)) . La sgEcification sur le cotH» estl's = 4.
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3- Syntlese optimale d’'un compromis entre leutdd., et le cait H, (voir (VI1.20)). La
spécification esf; = B = 1.

Les résultats sont:

quad. | N, fixée
ProbEme 1| caltH, | 5.00 | 5.00
coitH, | 5.03 | 2.56
Probeéme 2| colitH. | 6.02 | 3.78
colitH, | 4.00 4.00
Probeme 3| caltH, | 5.32 | 3.86
coitH, | 4.55 | 3.00

Les angliorations en terme de pessimisme par rapport au cadre de travail epa@son
guadratique, sont significatives quel que soit le type d’optimisation choisi. H ester que
méme si c’est le cas pour cet exemple ce n’'est pasefoerit le cas pour tout sgshe. Le
choix des matrices centrales conditionnedassite de la nouvelle@tfiode. Il est pférable en
géréral de faire appea un algorithme #fatif tel que VII.1.

VII.4.3 Algorithme K-A, itératif

o Comparaison en minimisation duwtdi, par retour détat, entre I'approche par la stabi
sabilité quadratique et I'algorithmie-N, iteratif.

o Etude de I8cart entre les agdbtenus en syn#se et ceux garantis en analyse de la boucle
fermée.

o Tests pour diférentes initialisations de I'algorithme.

o Discussion sur le pessimisme relatif et la complexi¢ calcul.

Cet exemple est insp@rdu systme masse-ressort de la figure I1.4. Gusidéa I'aide d’'une
force u, contidler la position %), la vitesse {%) et l'accélération (%) de la massem,. En
particulier, I'objectif est deeduire la puissance transmise vers ces sontied'une force per-
turbatricew, agissant sur la masse;. La normeH, du transfert dev, a z doit doncétre

minimisée sachant que le mel& des interactions entre les masses ainsi qu’avec le milieu ext”
rieur sont incertainek{, ko etc sont des paragtres incertains). On suppose que les positions

et les vitesses des masses sont connues exactement. L'objectif estaakiioh d’'un retour
d’etat.
Le syseme se moelise par:

0 o X o0 Jo|o
0 0 0 # 100

—(kit+k) ke - 0 |1|0

Ad) Bp(d) BA) ] ks —ko 0 < 0|1

= 117

Ca(d) D22(8) Dau(B) 0 1 0 o0]olo
0 0o 0 Z 0|0

ko _k g _<|pg|ll

I m; m; m M |
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oum = mp = 1 et les parametres incertains sont iegpendants entre eux:
05<k; <15 05<ky <15 05<c<15

Ce moctle est de forme affine paralbtopiquea’n, = 3 paranetres incertains. Nous pouvons
appliquer sur ce maale les nethodes de synése de correcteur par retouetht pour des sys-
temes polytopiques. En tant que forme polytopique, le @l®dsta 2 = 8 sommets qui sont
les matrices exémes, images des valeurs extrés des intervalles admissibles kuk, etc.

Le syseme est compasuniqguement adféments passifs. Le syshies masse-ressort avec
frottement est aCessairement stable pour toute incertitude. Il est donc possible dans un premier
temps de faire I'analyse de ce sgsté sans correcteur. Dans ce but, quatéhades d’'analyse
peuventtre appligees:

— La minimisation du cof garanti sous les conditiohdM | (V.12), dans I'approche par la
stabilité quadratiquerd'2*c).

— La minimisation du cof garanti sous les conditiohdVl | duales (V.13), dans I'approche
par la stabili€ quadratiquer@“®®).

— La minimisation du cot garanti sous les conditiohdM | (V.54), (V.55), dans I'approche
par les fonctions de Lyapunoegéndant des paratres [ ¥PPC),

— La minimisation du cof garanti sous les conditionsM | duales (V.56), (V.57), dans
I'approche par les fonctions de Lyapunospindant des paraties (5°PB).

Les résultats de ces ethodes d’analyse sont:

rguadC — o0 rguadB = 00 rg/IDP.C =1.49 rgADP'B =176

L'approche par la stabiktquadratique n’est pas concluante cammesi le sysme est ro-
bustement stable il n’est pas quadratiguement stable. Par contre, I'approche par les fonctions
de Lyapunov épendant des paratiés conclua la stabilig robuste et garantit que la norme
H> du transfert est irdfieurea 14899 pour toutes les incertitudes. Comme ce&éarapped’
dans le corps de ladse, les deux optimisations duales convergent vers des d@im&? qui
peuventetre differents. Ici IEcart est assez significatif.

Dans un second temps, nous envisageons le gmubte syntbse en vue d’asliorer le cait
H> du syseme. Dans ce but, deuxathiodes de synése peuvergtie appliqees:

— La minimisation du cof garanti sous les conditiohsM | (VII.6), dans I'approche par la
stabilisabili€ quadratiquer$ 2.

— La minimisation du cof garanti par optimisationetative sous contraintésM | de I'al-
gorithme VII.1, dans I'approche par les fonctions de Lyapunepesidant des paraatres
(rg.MDP)_
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La méthode basé sur la stabilisabiktquadratique conduatr5 92

cié est:

= 3.94, le correcteur asso-

K§ad =123 ~1.97 067 —1.84]

et le temps de calcul est de moins de 10 secondes.

Au premier abord, le correcteur obtenu parait “moins bon” que le correcteur nul. Cependant,
le cadt garanti 394 par I'approche en stabilisabditjuadratique ne doit patré compag aux
calts calcués en analyse FLDP. Dedana faire la part de I'aralioration appokte par la syn-
thése et du pessimisme de la stabitjtiadratique, nous effectuons I'analyse duesyst boud”
par ce correcteur. En appliquant les quatetmdes d’analyse on obtient:

rgadc_199 rgudt_goq ryPPC_107 rYOPB_135

Ces diférents cafs montrent le pessimisme iatenta la stabili€ quadratique en comparai-
son avec les mthodes issues du lemme deation.

De plus, dans cessultat nous retrouvons qag™®® . Lors d’une syntkese mono-
objectif, dans le cadre de la stabilisal@lgjuadratique, il N’y a pas de pessimisme entre l¢ co”
garanti en synthse et en analyse. Cette remarque s’applique uniquementsita fofmulation
est emploge en analyse et syrgbe (S #5).

L'analyse de la boucle fere® montreegalement que le correcteur obtenu a deux effets: il
stabilise quadratiquement le sgste et il fait probablement diminuer leodans le pire des
cas.

_ quadB
= r2

L'algorithme VII.1 doit étre initialis8 par un correcteur stabilisant robustement leesyst”
Suite auxetapes pEéédentes, nous avons maatgue le correcteur nlfe = 0 ainsi que le
correcteur issu de la syrebeé par la stabilitquadratiquée = K33, conviennent. Ces deux
initialisations sont compags entre elles ainsi qu’avec une initialisation alternaiVetape 4
de l'algorithme. Cette initialisation revieatchoisir a priori des matrices centralgs et Cop.

Ce choix se fait en respectant kegie que le systhe “central” ainsi dfini doit lui mémectre
robustement stable et dewt@jaranti minimal (voir le lemme V.1 et 'exemple VI1.4.2). Ici, nous
choisissong\,, = —1 etCqp = 0.

Pour les trois initialisations propess certainesetations de I'algorithme sont doee$ dans
le tableau VII.5 et la convergence est illesrsur la figure VII.1.

Le temps de calcul est d’environ une minute paration ce qui illustre 'augmentation
de la complexi# nunérique en comparaison avec I'approche par la stabilisalgjlifdratique.
Cependant, 'augmentation du temps de calcul reste peu discrimigintedone’que tes peu
d’iterations suffisent pouraihasser largement lewiodonre par la stabilisabildé ‘quadratique.

Les différentes initialisations montrent les limites de cet algorithme semi-global. Le pro-
bleme de synthse estlorigine bilinéaire et il ne peut donc pa&iré Esolu en temps polyn”
mial. L'allure des courbes de la figure VIl.&rtioigne des probmes de convergence attendus
dans les approches de relaxations successives.

De fagona comparer lesesultats dones par I'algorithme gfatif, nous exhibons le correc-
teur obtenwa’la dixieme i€ration K = 10) pour une initialisatiote = 0. Le cait garanti par la
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k Ke=K&" [ Ke=0 | Ap=—1 Cpo=0
1|ra| 1.3849 |1.8025

Fi’ 1.3553 1.3428 3.1704
2 F% 1.3239 1.0531 0.9765

F% 1.3018 0.9778 0.9178
3 F% 1.2778 0.9011 0.8845

F% 1.2600 0.8714 0.8642
4 FZ' 1.2412 0.8423 0.8465

Fj 1.2265 0.8246 0.8313
10 F"i"o 1.1075 0.7363 0.7213

Fi'o 1.1005 0.7330 0.7161
30| rg, | 0.9226

M| 0.9202

TAB. VII.5 — Iterations de l'algorithme K-pliteratif
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Nombre d'itérations

I I
20 25 30

FiIG. VII.1 — Convergence de I'algorithme Kghteratif

syntrgse esf$MPP = 0.73 et le correcteur ass@ecést:

KMPP = 030 —0.66 —0.06 —2.23]

Pour information, les matrices centrales obteraestte i€ration sont:

~1.04 Q71 089 —121
Ay 0.06 —052 005 156
27| _149 171 —-1.07 —1.33

0.69 —-152 —-0.05 —3.64

Co2 =

—0.03
—0.10

046 005
022 -0.03

033
023

053 -116 -0.23 —-3.11
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L'analyse de la boucle fere® par ce correcteur donne en appliquant les quagthades

définies pecédemment:

rguadC > rguadB >

ryPPe =046 ry°e =066
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La boucle fernee n’est pas quadratiquement stable. Il semble que sur cet exemple, les correc-
teurs stabilisant quadratiquement le sys€ ne permettent pas de minimiser latdd; robuste.
Cette remarque est configm’par I'analyse des correcteurs treg\en initialisant avec le cor-
recteur optimal pour I'approche par la stabilisabilifiiadratique.

Contrairement au ad’ obtenu suita la syntlese basé sur la stabilisabi&quadratique, ici
rSMPP o TMDPB | "ecart illustre la remarque VII.3 sur le “Shaping Paradigm” ingopaf le
changement de variable sur la matrice du correcteur.

La méthode de synttse basé sur les fonctions de LyapunoemgEndant des paratres a
permis sur cet exemple, de passer latdd; garanti de 149 initialementa 046. La ngthode
base sur la stabilisabikt quadratique permet uniquement d’atteind¥1

VIl.4.4 Synthese robuste par la néthode du gradient

o Tests de la syn#tse englobante et de I'algorithme de Frank & Wolfe pour la stabilisation
guadratique par retour de sortie.
o Discussion sur l'initialisation de I'algorithme et les enies d’aret.

Cet exemple est construatpartir du systime masse-ressort de la figure 11.4. Un actionneur
permet d’exercer une force sur la masseet des capteurs mesurenglbhgation des deux
ressorts. Les paragiresc, my ety du mockle sont incertains etevifient les spcificationsS1
de la section 11.4:

0] <03 —05<8;<04 |5<05
Mis sous forme LFT le moele s@écrit:

0 0 m%o 0 0O 0 1 o01]0]
0 0 0 m%o 0O 0 0 110
—ki—ko ko —m&io 0 Me 0 —Co 0 0
ko —ko 0 —%’E 0 my 0 —Co |1
A B B 0 0 % o0 ]0 0 X 0o
CA DAA DAU - O O méo Co O O mé-)O Co O

C Dp O s, Mo
0 0 m%o 0 0O 0 1 o010
0 0 0 m%o 0O 0 0 110
1 0 0 o/lo0o o0 0 o0]0
1 1 0 0|0 O O 0]0]

Il est bouck sur les engés/sortiesva, zy par I'opérateur incertaidh = diag(dc, ¢, 81, d2) qui
appartieng’'un polytopeﬁ denp = 8 sommets. Le maglé nominal est tel quie =1, Mo =1
, My = 0.5 etcy, = 1. Nous supposons ici que le premier ressort estlamént actifk; < 0.
Pour différentes valeurs de la raideue(ygtive) du ressort, nous recherchons des correcteurs de
sortie dynamiques en vue de stabiliser quadratiguement lersgst”

Une premere solutiona’ ce probéime est de se placer dans I'approche par ggglenglo-
bante. Cette efharche consiste en un choix de mattitéelle que le domainél-dissipatif en-
globe le domaine incertain initial, suivi de la syntbSe par le ttdreme VII.7. Dans I'exemple
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considré, chaque paraetre est bora’dans un secteur. Par I'application amgiations (A.11)
et (A.13):

032 0 o
— 6C est T’j] 'd|SS|pat|VE.

| 05-04 [04-05
| 04-05] -1

— g est ] -dissipative.

052 0 | . . .
— O est T’_—l] -dissipative.

Donc par des arguments analogadsSQ 8 dans I'annexe B, estH;-dissipative, avec:

009 O 0 0O[0 O 0 0

0O 009 O 0|0 O 0 0

0 0 02 OO0 O -01 O

Hy — 0 0 0O Q0250 O 0 0
0 0 0 0|-1 O 0 0

0 0 0 0|0 -1 O 0

0 o -01 o,0 O -1 O

0 0 0 0|0 O o -1

On peutégalement remarquer que lincertitude est ler@h norme telle qu&’A < 0.5°1.
0251 | O

0 —1
deux choix de moedlisation englobante sont esqments par la suite. On remarque que Si
diag(dc, dc, 81, 0) estHi-dissipative, alors elle esgalemenH,-dissipative. On peut donc s’at-
tendrea ce que la syntse englobantechoue plus B#Guemment aveld, qu’avecHs.

Un seconde solution au prarhe de syntbse est d’appliquer I'algorithme de Frank & Wolfe
au thréoreme VII.6. Nous rappelons que l'algorithme pede’ paretapes iratives en faisant
décratre une fonction scalaire. Chagetape est constieg d’une minimisation lieaire sous
contrainted_M | . Elle exhibe un sparateur quadratiqme une matricd et un correcteuKg
donrg par le changement de variable (VI.10).

Des que la fonction scalaire devient nulle, les matmces

Par application degduation (A.11) et (A.13)A estH, = [ -dissipative. Ces

Prs |3
111 11112
A

= 1 —1
12111 liolgglia—122

sontégales entre elles ce qui prouve dUgstabilise quadratiquement le sgste incertain vis
a vis des incertitudes.

Les ex@rimentations montrent dans certains cas, la faible vitesse de convergence-des m’
thodes de gradient. Deuxathiodes pour palliea Cet inconehient sont envisaggs. La prengre
tienta ce que linitialisation de I'algorithme doétfe judicieuse, la seconde tient au choix d’'un
critere d’argt autre que I'annulation de la fonction (VI1.24).



158 CHAPITRE VII. SYNTHESE ROBUSTE

Linitialisation de I'algorithme suppose desoudre en premier lieu un preiohe de faisa-
bilite des contraintekM | . Le point issu de ce probine de faisabilé’est souvent peu en
rapport avec la fonction que nous cherchamainimiser. Nous proposons donc d’effectuesd”
la premereétape, la minimisation le long d’un gradient choisi a priori connaissant le domaine
incertain. Le gradient neegyend que de la matridequi est telle quam doit converger vers
une candidate la €paration quadratique. Nous choisissons ampne H; (candidatea’la $-
paration quadratique) pour initialiser le gradient lors de la peeenminimisation. Les deux
initialisationsH; etH, sont exgrimenges sur I'exemple.

Le critere d’argtthéorique de I'algorithme est le faible niveau decddissance de la fonction,
ou bien son annulation. Dans le premier cas, cela signifie quetladé converge vers un mi-
nimum local qui ne permet pas de conclure qualatstabilisabili&”quadratique. Dans le second
cas, un correcteur stabilisant quadratiquement leaysthcertain est dompar le changement
de variable (VI.10). Cependant, en cours de convergence les correcteurtitéres peuvent
éventuellement stabiliser quadratiquement leesyst” Pour tester cette prog#; il suffit de
construirea chaqueetape le sysime boud’et de tester la faisabi#itdesLM | du théoeme
d’'analyse V.3. Les deux cates d’aret sont testS sur 'exemple. On dira que l'algorithme n’a
pas converg’si aucune conclusion ne paitée tite en moins de 20dtations.

Nous avons exgriment les solutions propegs pour des valeurs #gallant de—1a—5 et
échelonees par intervalles deQ Le tableau VII.6 indique les valeurs exnes dég pour les
quelles il nous &fé permis de conclure quaatia stabilisabili¢” quadratique. Les colonnes du
tableau @signent respectivement, I'approche englobante, 'approche patheode du gradient
avec aret quand la fonction s’annule et I'approche par lethode du gradient avec atiguand
le correcteur rend la boucle fesa quadratiguement stable. Les lignes du tableau indiquent
guelle initialisation de I'algorithme du gradiente¢é ‘choisie et quelle matridd a été choisie
pour cEcrire le domainé -dissipatif englobant.

synthése englobante F&W : m =m; | F&W : analyse en BH
Hi -1.4 -2.7 -3.9
H»> - -2.8 -3.8

TAB. VII.6 — Stabilisabili# quadratique

Nous observons que pour aucune valeukde syseme n’est pas stabilisable quadratique-
ment visa vis d’incertitudedH,-dissipatives. Cela confirme que I'approche par sisdtion
englobante aecessite de pouvoir faire I'expertise du domaine incertain initial. Le choix d’'un
mocEle incertain peu gcis augmente fortement le pessimisme de ééhode.

L'algorithme de Frank & Wolfe amliore grandement legsultats de I'approche englobante.
Par I'étude du nombre d@rations mcessaires, nous observons que cettelianation ne se fait
pas au épend d’'une augmentation excessive des temps de calculs dans la plupart des cas.

La figure VII.2 montre le nombre détations de I'algorithme de Frank & Wolfeenéssaires
pour conclurea’la convergence suivant les deux erés d’aret et les deux initialisations. Les
valeurs dek; sont donees en abscisse.

La figure montre que l'algorithme est peu sensiblkinitialisationm = H. Cette initiali-
sation ne doit pagtfe aEatoire pour autant, mais laatiiode exige moins d’expertise sur le
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initialisation avec H, initialisation avec H,
201 201

16

[N
o
T

[N
N
T

101

nombre d'itérations
nombre d'itérations

20 ey

beoeeeaes

i
-4 -3 -2 -1

ks

FiG. VII.2 — Convergence de laethode du gradient

domaine incertain initial.

Le second crigtfe d’'argt s’avere bien plus concluant que I'annulation de la fonction non
lineaire. Ceci auepend de calculs supptientairegfant done’quea chaquetape il est aces-
saire de esoudre un probimelL M | de faisabili€. Pour autant 'augmentation par un rapport
1.5 du temps de calcul esegligeable devant le fait que pour une grande majaté cas le
nombre d'igrations esteduita une ou deux.

Pour illustrer la convergence de la fonction norehire gecea la méthode du gradient, la
figure VI1.3 montre I8volution de la valeur de la fonction au cours desdtions. Ce test eté
effectu8 pourk; = —2.6.

Valeur de la fonction

107 I I I I I I I !
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Itérations

FiG. VII.3 — Convergence de la fonction nondaire pour k = —2.6
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A l'issue de la convergence avec comme initialisasps: Ho, le correcteur est:

[ —1320 494 —112 3872|436 145
A B ~299 -280 -17 1246|220 111
{CK DK} — | —494 580 7.4 1692|360 173

K=K 355 —1225 17 -666|152 128
—241 —467 —-155 —27| 05 05 |

et le €parateur quadratique est:

[ 339 28 57 -14 26 07 36 -02 ]
28 65 05 -108| -15 11 -22 08
57 05 353 11 03 22 51 -01
14 -108 11 240/ -01 -08 02 02
26 -15 03 -01]-3043 —301 84 15
07 11 22 -08| -301 -40 -06 16
36 -22 -51 02 84 06 —1047 -73
02 08 -01 02 15 16 -7.3 -118

m—102.
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Conclusion

¢ Ce chapitre a expesun certain nombre de pistes pour ésolution de proldmes en
syntheése multi-objectifs robuste vasvis d’'incertitudes structegs. Ce prolgime de com
plexittBM | admet des algorithmes desdlution locale qui sora notre avis les premiers
jalons vers des ethodes systhatiques et efficaces.

e Deux méthodes de relaxation du prelbhe tes complet de synése robuste sont e
hibées. La pren@re est la synthse nominale multi-objectifsesoudre le proleime de
synthese multi-objectifs sur le made nominal. Ce sous-prabtie aeté trai dans la lit-
terature pour les sysies LTI certaing 'aide du “Lyapunov Shaping Paradigm”. Nous
proposons des solutions alternatives qui relaxent I'hygedtttontraignante d’'une matrice
de Lyapunov unigue pour tous les eri¢s.

¢ Une seconde ethode simplificatrice du probime gnéral de synthSe robuste consiste
en une syntase englobante sur un meld incertain simpli& qui englobe le maale ini-
tial. Le mockle simplifé est choisi de telle tan que la recherche d’'une candidatéa
séparation quadratique sesumea’la recherche d’'un rapport d’hometie.

174

¢ Les nethodes de synése sont toutes construites sur la base dethodes d’analyse.
Celles fon@es sur la stabitquadratique impliquent en syete multi-objectifs, de fair
appel au “Lyapunov Shaping Paradigm”, c’astire de choisir une fonction de Lyapunpv
unigue pour toutes les incertitudes et pour tous lesma# de performance.

D

¢ Les méthodes de syn#se basés sur le lemme de eation permettent de congiar
des fonctions de Lyapunowegéendant des parates difErentes pour chaque @it de
performance. Cette aglioration se fait au ejpend de 'ajout de variables suppientaires
dont certaines conduisent au concept de stabilisalgilitour d'un systme central.
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Conclusions et Prospectives

Cette these considre les trois prol@imatiques fondamentales de I’Automatique que sont la
modélisation, I'analyse et la synéise pour des systiesa temps continu. Les processus sont
tous supposs lindairesa temps invariant et soumisdes incertitudes paratriques constantes
réelles. Les proleimes €solus sont la stabiétrobuste, la localisation de®lps dans deser’
gionsEM | du plan complexe, ainsi que la minimisation deitsojarantis robustes caleslsur
les normedH, et H., de transferts dores. En synthSe, nous consatons le prol#me multi-
objectifs pour des sxifications de performance robuste et/ou nominale. Les correcteurs envi-
saggs sont, soit des retoursadidt statiques, soit des retours de sortie dynamique d'eghka”
celui du systime.

L etude est mezga I'aide d’un certain nombre d’outils et de techniques. Ils ont pour objectif
de réaliser des maalisations aussi gcises que possible, de permettre une analyse robuste sans
pessimisme et de proposer des algorithmes de calcul rapides etiguarent stables.

En vue d’une modlisation fine des incertitudes, nous employons les trangfesrtif€aires
fractionnelles (LFT) qui permettent d’envisager urepedhdance rationnelle de I'incertitude et
nous considions deux types d’ensembles incertains: polytopiqués-dissipatifs. Pour ces
deux types de domaines, les incertitudes peuetmds structuegés, en giréral sous la forme
d’'une matrice bloc-diagonale dont certains blocs swentuellementapétés.

De manérea assurer I'analyse sans pessimisme, nous proposons dans un premier temps une
technique dite deeparation quadratique. Elle repose sur la recherche de candidatespara-
tion quadratique sur un ensemble infini de contraibthél . De fagona ce que cette recherche
soit nunmériqguement faisable, des pexres de relaxation sont proges. Ces relaxations sont
plus ou moins pessimistes selon la rbsktion de I'incertitude utilisé.

L'analyse robuste suppose ensuite de rechercher des fonctions de Lyageoddnt des
paranetres. Ceci est rendu possible par desthodes numriques efficaces, au moyen d’'un
lemme technique dit de eation. La totalié’ des crieres de performance est testpar cette
approche. Laeduction du pessimisme est meseién comparaison avec le cadre classique de
la stabili# quadratique. L'ieVitable augmentation de la “taille” du calcul narifjue est peu
significative en comparaison de la coresiable arelioration des eSultats.

Les methodes de calculs pour I'analyse reposent sur legalig&s matricielles liraires,
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LM |. Cette€criture garantit, par I'emploi d’algorithmes de pointen€&ur, la convergence
en temps polyamial vers I'optimum unique global. De plus, de nombreux logiciels conviviaux
existent dont certains offrent une interface aMATLAB.

En syntlese par contre, laesolution du proldme gnéral conduita’ des prol@mes le plus
souvent bilirgaires. Nous proposons de lesoudre en relaxant la meliBation au épend de
la précision du modle, et/ou en se ptant dans le cadre de la stakglifuadratique quitte
accrafre le pessimisme. Ces relaxations peuetntévitéesa condition de proposer les algo-
rithmes pour la@solution du proldme non ligaire. Deux types d’algorithmes sont propes’
L'un itere sur les variables dedana résoudre des probmes_M | a chaquestape. L'autre se
base sur la minimisation d’'une fonction nondaife, par la rathode du gradient contraint.

En conclusion, ce travail propose un cadredhiue complet allant de la meliationa la
synthese. Il s’efforce de mciser la ghéralitt des techniques emplegs$ en adoptant des for-
mulations unifées. La stabilé’et les crieres de performance majeurs trouventlés solutions
nouvelles tout en conservant une certaine simglidéhs la@solution.

En prospective, nous espns tout d’abord combler le manque d’application. Ceci sedera °
court terme en collaboration avec BiGspatiale et le CERT-ONERA sur un projet de lanceur.
Ensuite d’un point de vue #orique, demeurent un certain nombre de sujets en suspens:

— Incertitudes boreés en vitesse. Ce sujet est d’autant plus d’actugli€é I'information
sur les @frivées des incertitudes peetré prise en compte par des fonctions de Lyapunov
dépendant des paraatres.

— Opérateur non lieaire des incertitudes. L&garation quadratiquetant construite sur la
base des sysmes interconnees, est-il envisageable de coresiel le probéme d’inter-
connexion entre le sysine nominal et un @rateur non liraire?

— Correcteurs robustes non fragiles. Dans le contexte de la robustessegdesstaife d’en-
visager des magles incertainggalement pour le correcteur. Un effort de ralishition et
une E€criture des proleimes est eCessaire pour prendre en compte ces incertitudes sur
le correcteur.

— Variables de relaxation e¢parateurs. Nous avons explei€ lien entre matrices de Lya-
punov et gparateurs quadratiques. Il reste d@nexpliciter le lien teorique avec les
variables issues du lemme deation.

Concernant les gthodes numfiques enfin, nous espns accompagner la recherche d’algo-
rithmes efficaces pour les nombreux pexbEs bilirfaires renconés en syntbse. Plus coner’
tement, nous envisageons de comparer la recherefaive de matrices central@s avec des
méthodes de gradient contraint et lesthddes du second ordre.
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Annexe A

Incertitudes H-dissipatives

Les incertitudes sont ditdd-dissipatives quand elles sont repenges sous forme matri-
cielle non structuzé et quand elles sont inclues dans le domaine faisable &Eidvid . Les
ensembles de matrices incertaitgslissipatives sont donc des domainesvexespossible-
ment non bores. Les iegali®s matricielles quadratiques Ancaracérisant son appartenance
auneEM | définie paH®, s’écrivent:

1
AHC:{ AcRPX% [ 1 A JHC [ A} > Ogaxqa } (A.1)
Les matrices déy,c sont les matrices incertaines-dissipatives. Symiriquement, seefinit:

1

I'ensemble des matrice¥, HB-dissipatives.
En termes de signaux, un egteur incertaimy = —Aza estHB-dissipatif si

Yz ER® [ 2 —V\/A]HC[ 2 ]zo (A.3)
—Wp
wj esta l'interieur d’un ellipsade d&fini parHC et paranetré par 'amplitude et la direction du
signalza. Dire quel estHB-dissipative n’a pas d’interptation directe en termes de signaux.
C’est une notation mat#matique en gréral cErivée de la prenare.

Pour chaque syste incertain, la matridd doit étre choisie afin de correspondre au mieux
aux sgecifications doneés sur le syste. Le plus souvent, les paratres sont scalaires et bor-
nés, on fait alors appel aux incertitudes beer Eelles avec des adaptations de rayon. D’autres
exemples existent dans la éiteiture. Les exemples les plus courants en commande robuste sont
maintenant pesents.
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Incertitudes Born ées Réelles

Les incertitudes boegs Eelles, aussi connues sous I'appellation “@@®men norme”, sont
sans doute les plus courantes dans lerkitire. Les variantes obsess viennent de la dif-
ference entre les formes LFT strictement propres (lesetesdihcertains sont affines en les
incertitudes boreés en norme) et non strictement propi2g\(# 0) qui est le cas gréral.

Une incertitude\ est borree Eelle si:

bpr = {AeRP® : NA<1g,} (A.4)
SymétriquementY’ est boree Eelle si:
Doy ={DAeRPX® AN <1} (A.5)

Les deux @finitions ne sont pasquivalentes sauf i est caree. Les incertitudes boees
réelles font mcessairement partie des incertitubledissipatives pour un choix de matridds

1 1
A N S (A6)
En termes de signaux, les incertitudes le@s Eelles impliquent que I'ograteur n'augmente
pas I'amplitude du signal:

Vzp e R® lwal < llzall (A.7)

Le signal de sortie appartieatia splere de rayoniz||.

La modlisation boree Eelle est principalement utibe” pour modliser les termesegli-
gés, les petites variations autour du re@nominal. Sinvp est interpeté comme un signal de
perturbation sur le sysie, le prol#ime de stabilérobuste visa'vis deA se confond avec le
probleme de garantir une nornh, inferieurea 1 pour le sysime nominal. Il s’agit alors d’un
critere de performance nominal et non uneméde caf H., robuste qui est le cas traitlans le
corps de cette #se.

Incertitudes Positives R éelles

Une incertitude est positivee€lle si:
bpr.={DeRPB : AN4A>0 , pa=0n} (A.8)

La matrice est aCessairement syatrique. Elle appartient aux ensemblteglissipatifs tels que:

0 1
C _pyB _
Hp.r. - Hp.r. - [ 1 0 } (A.9)

En termes de signaux, I'epateur est positifeél si le produit scalaire des signaux eetisortie
est régatif:
VZp € R < zplwpa > <0 (A.10)

On ditégalement que I'ograteur) est passif. Cette matisSation repesente des @vateurs qui
dissipent de Energie.



Incertitudes Born ées dans un Secteur

La robustesse viavis d’'un ograteur etroagissant sur un mebte nominal se confond dans le
cas scalaire avec le prarhe de Lur'e dont des solutions suffisantes sont deamar le crére
du cercle et le crére de Popov. Le liens entre ces pmhEs esefudié dans [Haddad 93] et
[Shim 96b]. Un version matricielle des contraintes de secteur y est prepB#é s&crit:

Dps = {AeRP*B (A~ Aint) (A—Dsup) >0} (A.11)

On dit alors qué\ est dans le secteur compris entre deux bornesmes donaéshint etAsup
La formulation duale €crit:

bos = {AERP®B (A~ Njpg)(A—Asup) > 0} (A.12)
Les matrices incertaines sdftdissipatives pour un choix d¢ de la forme:

O Dsup  3(Bint +Dsup)’

HC — (A.13)
bs. %(Ainf + Asup) -1
Dans le cas de signaux scalaires, on retrouve la condition de secteur classique:
VZAER  BinfWh < ZaWa < Ssuphy (A.14)

Incertitudes [-Bornées

Un autre cas d'incertitudes$-dissipatives &€ propog'dans [Gupta 96]. Il s’agit d’'un com-
promis entre les incertitudes baws Eelles et positivese€lles dans le cas d'incertitudes car-
réees:

AB.b.:{AE[RpAXqA ) B(]l—A'A)—I—(l—BZ)(A'—I—A)Z(D ) qA:pA} (A.15)

La matriceH correspondard la formulation dissipative est:

A1 l1-p2n
Mo =M= | 30 g © g (A16)

En termes d’opfateur qui transforme les signaux, la sortidderifie une combinaison coaxe
de la contrainte de norme et d’orthogonalit”

vza e Ry BllIwall® —llzal®) + (1-P?) <zalwa> >0 (A.17)
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Annexe B

Candidates a la séparation quadratique

La s$¢paration quadratique est kestiltat principal du chapitre Ill. Son applicatiafanalyse
et la commande des sgshes incertains de forme LFT n’induit eretbrie aucun pessimisme.
Cependant, en pratique, son application est condidean’ecriture de la recherche de can-
didatesa la €paration quadratique sous forme d’'un nombre finLdd | . Les difficul®s de
cette mise en form&M | ont é& commentes dans le chapitre 1ll. Cette annexe fournit le
catalogue des candidates utiles en fonction des elemsur I'incertitude. Le degrde pessi-
misme de chaque candidate et la combinatoire qu’elles implique pour le calcul soneanalys”
A tour de Gle, nous abordons, les incertituddsdissipatives, simulta€s puis epétées, en-
suite les incertitudes polytopiques puis finalement pal@tibpiques. Enfin, nous gsentons le
résultat gnéral pour les incertitudes mixtes. Lamarche est d’aller des candidates les moins
calteuses en calculs, aux candidates les moins pessimistavigisiincertitudes structees,
avant de donner finalement une solution de compromis.

Remarque B.1

Deux ensembles de candidatés et 6B ont ét définis dans le chapitre 1l page 59. Ces en-
sembles sont construits identiquement et la recherche de candidates est similaire pour I'un
comme pour l'autre. C’est pourquoi, poewiter une lourdeur non ecessaire dans les nota-
tions, seul 'ensembl&C est considfé en omettant les exposants.

B.1 Incertitudes H-dissipatives

H-dissipatives non structur ées

Soit 'ensemble incertaihl -dissipatifAy donre par (11.20). Les incertitudes sont non struc-
turées,A est pleine. C’est donc une matrice sur laquelle aucune hgpettle structure n’est

Vil
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faite. D’apies le lemme de la section 111.3.1:

CSQ 1 [lwasaki 98], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97]
Pour tout scalaire\ positif,m = AH est une candidate [a s2¢paration topologique via vis de
Ay (me Opy,)

Ce choix de candidates est non pessimiste. C’est le seul choix de candidates aiantupas$
pessimiste.

H-dissipatives simultan ées

Soit 'ensemble incertaimH(l) Hiz)Hpy donre par (I1.25). Les incertitudes sont simulean”
mentH-dissipatives pour plusieurs matridds L'extension de CSQ 1 est naturelle:

CSQ 2
Pour tout scalaired\y), - - -, A positifs, si:
.:A(l)H(1)+)\(2)H(2)+'"‘I')\(h)H(h) : )\(,) >0, Vi=1---h (B.1)

alorsm est une candidate la sparation topologique via Vis deA , H, - H -

Preuve
Par cEfinition des incertitudel -dissipatives, pour touk € Ax ) H,) - H,
1

[1 AN ] { ] Zl)\ (1 A ] H()[A]Z(D

On peut aussi se reportafMegreski 97] pour les IQC simultaes. [

H-dissipatives r épétées

SoitA € R%*Pa une incertitudeH -dissipative. Par efinition,H est partitionee en:

g | Hio Hiz | Hipe RPaxie
- HiZ Hoo Hoo € R <0

On définit le produit® d’une matrice\ parH commeetant:

NoHi1 A® le]

B.2
AN@H, N@Hz B.2)

/\@H:[

Soit 'ensemble incertaif; © A, A € Ay donreg par (11.26). Les incertitudes soHtdissipatives
repéttes fois. A nouveau, I'extension de CSQ 1 est naturelle:

CSQ 3 [lwasaki 98], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97]
Pour toute matrica définie positive, si:

m=—mcOH ., m>0cR™ (B.3)

alorsm est une candidate la s¢paration topologique via vis deA € Ay repétée r fois.
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Preuve
Par de simples manipulations aelgiques:

[ 1 1Lr®A']l[ﬂrgA]:I®<[]l A’}H{iD

qui est semi-dfinie positive par dfinition des incertitudeld -dissipatives. [

H-dissipatives scalaires r épétées

Dans le cas des incertituddsdissipativesepétées, les candidates CSQ 3 sont aussi connues
sous l'appellation d®-scalings. Dans le cas particulien gés incertitudes sont scalaires, une
extension moins pessimiste existe sous le nonbD@escaling. Avec le formalisme de cette
thése, leDG-scaling conduia’CSQ 4.

Soient, les incertitudes scalairepétéesr fois: 01, = 1x ® &, H-dissipatives avec:

h11 hlZ] 2%2
H= R
[hlz hoo

CSQ 4 [lwasaki 98], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97]
Pour toute matrica définie positive et tout matrice anti-syratriques, si:

- rxr
- 7h11~, mh;o+m ! >0 S R (B.4)
mh,+m  mhy =N

alorsm est une candidata [a s¢paration topologique via vis ded € Ay repétée r fois.

CSQ 4 est une aalioration de CSQ 3 dans le sens les candidates impliquent moins de
pessimisme. Cette atfibration n’est valable que pour les incertitudes scalaires.

H-dissipatives simultan ées répétées
En résung, pour les incertituded -dissipatives on retiendra que:

CSQ 5
Pour toutes matricesy), - - -, mp, définies positives, si:

I:I(l)@H—|—"‘—|-I(h)@H(h) : I(i)>®€[Rr><r , Vi=1---,h (B.S)

alors m est une candidata [a séparation topologique via Vis del; @ A, A appartenanta’
Iintersection des domaines incertaing;Hdissipatif, ..., k) -dissipatif.

Outre la formuleLM | du résultat, il faut retenir de cette section que les candidaties °
séparation quadratique v Vis d’incertitudedd -dissipatives sont parame#s par peu de va-
riables. En pratique, les incertitudes appartienadiintersection d’'un ou deux (rarement plus)
domainedsH -dissipatif. Aussi, le nombre de variablbg%l) est assezeduit au regard de la
dimension da. En plus dEtre parametés par peu de variables, les candidates €paration
guadratique sont contraintes par un faible nombrk Nél .

Malheureusement, I'avantage d’avoir peu de variablegsfteu de contraintes induit un fort
pessimisme quara la €paration quadratique lorsque les incertitudes sont steesuCeci est
démonte apes avoir pesent’I'ensemble des candidatasa’ €paration quadratique existantes.
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B.2 Incertitudes polytopiques

Soit 'ensemble d’incertitudes polytopiquﬁ, donrg par (I11.11). Les incertitudes appar-
tiennenta I'enveloppe covexe dessommetsAlYl. ... A%l Un sous-ensemble de candidates
a la €paration quadratique est CSQ 6.

CSQ 6 [lwasaki 98]
Sim est une candidata [a Séparation quadratique via vis des sommets du polytajae

{:ﬂ_ A[I]I}.[A:ﬂ[_l]]z([) ) Vi:]-v"'vnA (BG)

et que son terme quadratique est semifii négatif:

[lll LIV
0=

.,12 .22} , mp <0 (B.7)

alorsm est une candidate la séparation quadratique via Vis deA (m ¢ 03)-

Preuve de CSQ 6

Sim satisfait (B.7) alorm définit uneEM | dont le domaine faisable est a@xe.Comme les
sommet\'l du polytope appartienneatce domaine faisable, leur enveloppem,l, y est
également inclue. [ |

Les €paratrices de CSQ 6 sorgatites par un nombre fini deM | . La recherche despa-
ratrices visa'vis deA est donc nurafiguement possible en temps padynial. La complexi¢’ de
cette recherche peutes/aluer par le nombre de variables et le nombré& &1 . Ici le nombre
de variables est maximad, étant une matrice pleine non struaar’Le nombre de contraintes
guanta lui croit proportionnellement avec le nombre de sommets du polytope. Si I'@fese r”
recherche deeparateurs sera gtguse en calculs. Un choix devra se faire entre le raffinement
de la modlisation et la mise en oeuvre nentjue des solutions.

Incertitudes parall élotopiques

Un cas particulier des incertitudes polytopiques est la forme potipique o'I'ensemble
des matrices incertaines, est done’par (11.18). Les incertitudes ayant une structure diagonale
de scalairesapétes, la propeté de convexi attribieea laEM | de la preuve médente
peutétre prouee pour une contrainte moins exigeante que la sefig positivi€ du terme
quadratique dm. Le résultat est dormpar CSQ 7. La preuve peut se trouver dans [lwasaki 98].

CSQ 7 [lwasaki 98] _
Simest une candidate la $8paration quadratique via vis des sommets du polytadpésommets
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définis en (11.19)):

7 1 .
|:]]_ A[I] :|.|:A[I]:|Z(D y \V/|:1,"‘,2n0

et que:
m, N
.:{ /11 12
N, E2

ol chaque matricas est le K*M€hloc diagonal demy, de dimensiongx ry:

11
12
u55
W) = .

1no/
LoY)

Xi
(B.8)
} , m5<0 , Yk=1,---.n, (B.9)
o my
22
| |
22 (B.10)
e

alorsm est une candidate la séparation quadratique via Vis deh (me Oz):

Les €paratrices de CSQ 7 ont leemés caraetistiques que celle de CS(ada difféerence
gue la contrainte de semgfihie régativi# est relage en tenant compte de la structure des in-
certitudes. Les candidatada €paration quadratique impliquergsilors moins de pessimisme.
Le nombre de contraintdsM | dans CSQ 7 reste proportionnel au nombre de sommets du
polytope considfé. Cependant, la forme parlibtopique montre clairement que le nombre de
LM est exponentiel en le nombng de parametres incertainsng = 2).

En conclusion de CSQ 6 et CSQ 7, &psiration quadratique vasvis de la forme polytopique
des incertitudes est limg€a des polytopea peu de sommets et surt@utles sysmes dont peu
de pararetres sont incertains.

B.3 Incertitudes mixtes
Soientm etm avec les partitions usuelles en quatre blocs, efinit1a notatiorstruc
. { mp Hyp ] m; O mp O
= . . _ _
"2 ®2 ) s = | 0 " 0 M (B.11)
g | M1 W m, 0 mp 0
et par Ecurrence sur (B.11), oredflhit:
struqmy, - --,m) = struqmy, strugmy, - - -, m)) (B.12)

Remarque B.2

Sim est une candidata la séparation quadratique via Vis deA (m € ©) etmest une candidate
a la $éparation quadratique via vis de&(ie ©) alorsm = struqm, m) est une candidata a
séparation topologique via vis de:

Ach , Aen (B.13)
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La preuve est algfrique:

(1 A& Jal & 0
HM'{H: @[A} 1 E’}i{i—]

Ainsi, en s’inspirant des sectionsguédentes, dans le cagmgral des incertitudes mixtes
(11.28) compoges d’'un bloc polytopique et ddlocsH-dissipatifs (Epétés et simultaes le cas
échgant), les candidatesla €paration quadratique peuvesité recherchés parmi CSQ 8.

CSQ 8
Pour toute matricem, candidatea’ la séparation quadratique vig Vis ded, (voir CSQ 6 et
CSQ 7) et pour toutes matricmg ) définies positives, si:

Y= @@
m— StrucE,my,--,m) my =M1 O Hgy)+ o+ Wany) ©OHany

B.14
m =) OH g+l ) OH ) (819

Vi=1---1, Vh=1,--h , mip >0 cRMn

[72)

alorsm est une candidata la s£paration topologique via vis de I'ensemblé des incertitude
mixtes @finies en (11.28).

A partir des commentaires faits sur lespsrateurs CSQ 5, CSQ 6 et CSQ 7, on conclue
gue pour des questions de calculs muimues, il est toujours pférable de limiter le nombre de
sommets de I'ensemble polytopiqﬁeQuand cela est possible, il faut transformer les etied”
sations d’incertitudes polytopiques en incertitutledissipatives pouraduire la complexé'de
calcul.

Cependant, alors que la combinatoire diminuegkuitat s€carte de la conditionetessaire
et suffisante deeparation quadratique. Ceci n’est pagrante dans le caseagéral d’incerti-
tudes quelconques car toutes les candidates ne sont pas possibles. Prenons I'exemple d’incer-
titudes paraklotopiques. C’est un cas particulier des incertitudes polytopiques, ce qui signifie
gue CSQ 7 est moins pessimiste que CSQ 6. Les incertitudesgiat@tiques peuverdtfe
vues comme des incertitudes mixtes dont tous les blocsHéatissipatifs (boreées en norme)
scalaires etapétés. Des lors, la comparaison entre CSQ 6 et CSQ 4 montre que leederst
plus pessimiste que lag@redente. Par ailleurs, CSQ 4 est moins pessimiste que CSQ 3 qui elle-
méme est une condition moins pessimiste que d’ignorer la structure diagonale de l'incertitude
et d'appliquer CSQ 1.

Les inclusions eciproques des dif'ents ensembles de candidatels €paration quadra-
tique dscrit leur dege’de pessimisme. Il est aussi possible de mesurer le pessimisme en choisis-
sant un criere de performance robuste puis appliquer lesdifiits choix deeparateurs. Ceci
aété fait dans [lwasaki 98] avec comme eri¢'la valeur singudire structueep [Zhou 96]. Le
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chapitre V d’analyse de performance robustes est I'occasion de renouveler cette comparaison
avec comme crére le cait Ha.

En conclusion, un compromis datre fait au cas par cas en neddant par exemple les
incertitudes les plus discriminantes sous forme polytopique et en evasitdpour les autres
une moelisationH-dissipative, ce qui limite I'explosion combinatoire du calcul rerigUe.

B.4 Lemme technique

Il peut arriver qu’une contrainte quadratique robuste ((111.20) ou (l11.21)) s’applique pour
des incertitudes ne remplissant pas les hygsdls'de la section I1.3. Le melé incertain est
LFT mais l'incertitude n’est pas exactement strueeicomme la forme mixte enviseg Ce-
pendant, on suppose gu’elle est similarane incertitude de forme mixte par un changement
de base:

Ar=TgA Ty  det(Ty) #0  det(Ty) #0 (B.15)

SoientA; 'ensemble connu des incertitudAset A; ('image deA;) I'ensemble deg\;. A¢
est suppos étre de forme mixte (11.28) et un sous-ensemble des candidatlesEparation
quadratiquéd,, est done’par CSQ 8. Sir € O, alors:

T (D]-f{Td_l (D][]l]>® (B.16)

0 T 0 Tgll N

E A'f}-f“i]y[)@[ﬂ AN

Les candidatea [a €paration quadratique visvis des; sont exactement:
Tt 0 Tt o
mcO) om=| d n , mc0 B.17
i € 0y < Wy [ 0 Tg,]f[ o T, t € Oaq (B.17)

Ce résultat est maintenant appligj@au cas particuliedy = Ays = 1k ® A ou k est un scalaire
donré. Un ensemble de candidateta €paration quadratique est CSQ 9.
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CSQ 9

SiA estl'ensemble des incertitudes mixtesini'par (11.28), alors les candidatesla séparation
quadratique visa'vis des incertitudedy, = 1x ® A avecA € A, appartiennent’I'ensemble
O ke des matrices:

TI -1 (D -1
@ 0y { Tia™ 0 ] (B.18)
ou m est une candidata [a $8paration quadratique via vis de I'ensemble incertain:
1 @A 0 - 0 Ach
Al 0 Lkn®h . D1 € By Hany (B.19)
0 o Lk @4 Dy € By - Hy

et Tg, Tk,d sont des matrices de changement de base de la forme:

: ; :
0 :

Tkd= | 1k® : ko | 0 s 1k ® (D
0 : 1

0
- - - (B.20)

Lk@[1 0 0 0 |
k@[O0 1 0 0 |




Annexe C

Régions EM |

L'ensemble des nombres complexequi appartiennena la BgionEM | définie par une
matrice synetriqueR s’écrit:

1
Dr= : R 0
R {ze@ [1 z1 ] {Zﬂ}<}
La Dr-stabilitt d’un syséme signifie que lesghés du systme appartienneat la ©gionDr du
plan complexe.

Le demi-plan gauche

L'appartenance d’un nombre complexe au demi-plan gaudwisZ+ z* < 0. z appartient
donca la BgionEM | définie par la matrice:

_ 01 2x2
w0 3]s

La Dr-stabilité dans cetteegion correspond la stabili€ d’'Hurwitz, c’esta direa la stabilig
des systmes LTla temps continu.

Demi-plans verticaux

Dire qu’'un nombre complexe a sa parteetle infrieurea a; signifie qu’il appartienti’la
regionEM | définie par la matrice:

—201 1 2%2
p— [R
Ry { 1 0} €

La Dg,-stabilité est alorequivalentea’la stabili€ exponentielle de rapidit-a.

XV
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Symétriquementz appartient au demi-plan droit des nombres complexes de pe#ie r’
supgrieureaay s'il appartientaDg, avec:

2G2 —1 2%2
R, = R2*
’ [—1 o}e

On peut @s lors placer lesgés d’'un systime dans la bande verticale telle que les partiebes
sont comprises enti@ eta;. Ce cri€re reviena’donner des bornes snEures et irdfieures
sur la vitesse de convergence du sys¢. La €solution se fait en assurant simukamént la
Dg,-stabilité et laDr,-stabilitt. C’est un prol#ime multi-objectifs en synése et en analyseio”
il s’agit de Bsoudre deux probimes inégpendants.

Les secteurs

De manerea garantir des bornes senpéures sur 'amortissement des &yses, sont en-
visaggs les secteurs faisant un angleavec la verticale. Pardfinition | est choisi tel que:
0 < Y < 1/2. Le secteur gauche d’angleest une egionEM | définie par:

0 0 cosy siny

_ 0 0 —siny cosy  RAx4
cosy —siny 0 0
siny cosy ‘ 0 0

Garantir simultaement laDr stabilitt dans une telleegion et laDg,-stabilitt dans un demi-
plan gauche, permet degfer la vitesse de convergence detdt vers le point déquilibre et de
limiter les oscillations transitoires.

D’autres ggions peuvergtte dfinies. En particulier, les bandes horizontales pegtar'les
pulsations propres des oscillations transitoires. L'accumulatioregiem$ qui @finissent une
intersection exacte pour desegjifications sur les oscillations et la rap@ipeut rendre le calcul
numeérique assez lourd. C’est pourquoi le disque est souventadifi®ur écrire de margre
simple mais suffisante les diféntes sgcifications.

Les disques

Le disque cen&r’ena + jO et de rayonm est une egionEM |, Dg, telle que:

R— (az_rz) —a c R2x2
—a 1

La Dr-stabilité dans un disque contenu dans le demi-plan gauche implique la stal#itSys-
temes continus. Elle implique des bornes sur la vitesse (convergence exponentielle comprise
entrea +r eta —r), sur la pulsation propre des oscillations< r) ainsi que sur 'amortisse-
ment (voir figure C.1).
Les disques sont desgions importantes d’un point de vueetitique. En effet, lesesultats
de cette tkSe concernant [Br-stabilitt dans des disques, permettergtdiidre les mthodesa
la stabili® des sysimesa temps discret qui egtlquivalentea’la localisation desgdés dans le
disque uni¢’(@ =0,r = 1).
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FIG. C.1 —RégionsEM |
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Annexe D

Algorithme de Frank & Wolfe

La méthode de Frank & Wolfe [Bertsekas 95], aussi appetéthode du gradient contraint
s’applique aux prok@mes suivants:

minimiser f(x)
sous la contraintex € X

ou X est un ensemble coexe, f est drivable, de dfivée premére continue et elle admet une
borne inBrieure suiX. Nous pEcisons que nous negeéntons pas le casggral de la nethode
de Frank & Wolfe mais une version simpé qui suppose quiest concave.

Avant de dtcrire la n€thode, nous rappelons le prebie non liraire envisag dans le corps
de latrese. Il s’agit de trouver un point faisalXeui satisfait simultaeament unegali®€ scalaire
et une contrainté M I :

f(x)=0 : L(x) <0

Sachant que les conditiohdM | impliquent entre autre quigx) > 0 et que I'appartenance au
domaine faisable d’'uneM | est un domaine caexe, leprobleme se reformule comme suit:

minimiser f(x)
sous la contrainteL (x) < 0

Si 'optimum atteint,X est tel quef (X) = 0, alors le prot#me initial a€té résolu.

La méthode de Frank & Wolfe repose sur des minimisations successives du gradient de
contraint par lek. M | . La premgreétape est de trouver un point faisable des contralnbdd .
Ce point est n@X,. Ensuite, pour tout point faisabig, on peut @finir le gradient de la fonction
non linéaire en ce poiritl f (x¢). Le gradient permet de l@driser le crigre au voisinage du point
faisable.df(x)'(x — x) est I'approximation au premier ordre deau voisinage dey. Cette
dernire fonction dex est lindaire et sa minimisation sous contraintel¥l | se €sout donc

XiX
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aisgmenta I'aide de solveurE M | et en temps polyorhial.
L'algorithme de Frank & Wolfe est donc:

1. Trouver un point faisabbe, € X (k=0).

2. Résoudre le proleime d’optimisation suivant:

= arg minOf(x)’
X1 = arg mie (X)X

3. Comparerf(x1) et f(xx). Sila difference est irdfieurea une pecision fixéearr éter,
sinon retournea I'etape2 aveck = k+ 1.

L'algorithme converge toujours vers un optimum qui petué un optimum local. Dans le cas
particulier considfé dans le corps de lagke, d'autres citres d'aret peuvenkefre envisags.
En particulier il n’est pas toujoursegessaire d’attendre la convergence de I'algorithme. Pour
plus de @tails sur ceteSolution par une approche locale et sur lesthndes d’optimisation
globales possibles, nous recommandons la lecture de [Apkarian 98].

L'algorithme de Frank & Wolfe est empleydans le corps de lad¢be pour minimiser le
critere suivant:

m I3 mo— 1712
f(X):TraCd .I II I—l [ _I_I _II I—ll )
12 12011 W22 122— 190197112
Qui se Eecrit sous la forme:

f(x):Trace({.11 2 }—{ ! }I

1
1 li2
w, En+l2» 15 i | D

Cette fonction non liraire est concave. Elleegend exclusivement de cing matrices. Connais-
sant un point faisablg, correspondant aux valeudk,, 0k, 1¥, 1%, 1%, des matrices variables,
on pose les gradients matriciegallgsa I’ etapek:

kK _ kK _ kK _ -1k ki kyp—1K
Dell_]l Dezz_]l D|11_|11 (1‘|’|12|12 )lll
k _ r ky—1K kK _
|:||;|_2 - _2|12 Ill |:||22 =1

Pour ce cas de fonction non éairef, chaquestape de I'agorithme de Frank & Wolfe consiste
en la minimisation lieaire suivante:

Of (x)'x = Trace(g, , -m11) + Trace(f, - mzo) + Tracef - 111)

+Trace 0, - 112) + Tracg OF , - 122)

I22



GLOSSAIRE

Glossaire

Notations:

S
1,0

[l 5 - Moo
det , Trace
@

struc

ssi

Abréviations:

LMI, BMI, EMI

LFT

LTI

IQC
FLDP
MDP
CSQ
\Vecteurs:

X, X
u,y
w/z
Zn /[ Wa
W1, W2
2,2
XK

Dimensions:

C
m

q.0n
P, Pa
Oo » Q2
P, P2

XXi

Variable de Laplace

Matrice identi€ et matrice nulle de dimensions appregs’
NormeH, et NormeH..

Déterminant et trace d’une matrice

Opérateur de Kronecker

voir définition page xi

si et seulement si

Inégali® Matricielle Linéaire, Biliréaire, Ellipsadale
Transfornge Fractionnaire Ligaire

Lin‘eaire Invariant dans le Temps

Contrainte quadratique keqjrale

Fonctions de Lyapunovdpendant des Paratnes
Matrice D8pendant des Paratnes

Candidate la Sparation Quadratique

Etat du systine LTI et sa dfivée temporelle
Entrées de commande et sortie de mesure
Entrées/Sorties quelconque
Entrées/Sorties de I'agrateur incertain-A
Perturbations d’en¢® des transferfg etT,
Sorties de commande des transfditet T,
Etat du correcteur dynamique de soKig

Nombre d’entees de commandec R°¢

Nombre de sorties de mesuyre R™

Dimensions des vecteurs d’ea&sw etwy

Dimensions des vecteurs de sortzes z,

Dimensions des vecteurs de perturbatigret w,
Dimensions des vecteurs commasd etz

Nombre de paraeties incertains, mades paraklotopiques
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Nombre de sommets, melts polytopiques
Nombre de blocs dissipatifs des incertitudes mixtes
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Unified Formulation for Robust Analysis and Synthesis with Parameter Dependent
Lyapunov Functions.

The thesis addresses robustness problems in automatic control.

Some property of a given system is said to be robust if it is invariant with respect to all ad-
missible model uncertainties. Our aim is to give methods for finding a control law that improves
and/or guarantees different robust properties.

Linear time-invariant models are considered. The structured parametric uncertainties enter
the model by linear fractional transformations while the uncertainty domain may be polytopic
or dissipative.

The robust properties studied in the thesis are robust stability, disturbance rejection (robust
guaranteed cost) and transient response (pole location). First are given some analysis methods
and then algorithms for control law synthesis are proposed.

The theoretical tools employed are issued from the Lyapunov theory and from topological se-
paration. Parameter dependent Lyapunov functions are considered in order to reduce the conser-
vatism of the quadratic stability framework. This last framework is also described thoroughly
for comparison in terms of conservatism and computational complexity. Most mathematical
results are given in a unified formulation in order to describe their generality.

All the results are based on linear matrix inequalities that can be solved efficiently with
nowadays classical techniques. The theoretical results are illustrated by some examples.




Formulation G énéerique de Problemes en Analyse et Commande Robuste
par des Fonctions de Lyapunov @pendant des Parargtres.

par M. Dimitri PEAUCELLE
sous la direction de M. Denis ARZELIER
thése de doctorat de I'Universiffoulouse Il soutenue le 4 Juillet 2000 au LAAS-CNRS

Cette tlese porte sur la commande robuste desesyss.

La robustesse caramiSe l'invariance de propetés de stabil#’et de performance v vis
des irévitables incertitudes affectant le medd. Le probéme de commande est d’afiorer
et/ou de garantir les progtés robustes.

Les modtles considiés sont liairesa temps invariant. Les incertitudes sont pagtniques
réelles structwgés et interviennent sous forme rationnelle. Les classes d'incertitudes polyto-
pigues et dissipatives sont plus partieaéiment prises en compte.

Les proprétésétudiées sont principalement la stal@litdbbuste, le rejet des perturbations
(colt garanti robuste) et le comportement transitoire (localisationalespPour ces propies
nous proposons dans un premier temps dethodes d’analyse puis desthddes de syndse
de correcteurs.

Les outils tieoriques utiligs sont issus de ladbfie de Lyapunov et de laparation topo-
logigue. De marefea garantir les performances avec le moins de pessimisme possible, nous
proposons de faire appaldes fonctions de Lyapunowepéndant des paratres. Comme on
attache une importane@da mise en oeuvre numque, des rethodes issues du cadre de la stabi-
lite quadratique, plus pessimistes mais moins demandeuses enedpacitcul sontgalement
propoges. La formulation volontairement ureiéi 'des dif€rents prol#ies met eevidence les
sources de pessimisme.

Toutes les rathodes propaes sont form@és en termes d’syali€s Matricielles Liaires
(LMI) dont la mise en oeuvre nuenique est dSormais classique. Lesgultats de recherche
sont illustés sur des exemples.

MOTS-CLES : Commande, Robustessep8&ration Topologique, Incertitudes, Stakilitya-
punov, Multi-objectifs.

DISCIPLINE ADMINISTRATIVE : Automatique

LABORATOIRE : LAAS-CNRS (Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des &yses)



