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à Christian Berty car “C’est Extra”,
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MOTIVATIONS ET OBJECTIFS 1

Motivations et Objectifs

Robuste d´esigne ce qui est solide comme le chˆene rouvre. L’origine du mot serait, [Rey 98],
la racine indoeurop´eennereudh, roudhqui conduità rouge, rubis, roux... ainsi qu’`a rouvre, une
variété de chêne très dur sans doute identifi´ee par sa coloration. La robustesse a comme valeur
la solidité, la résistance, la vigueur, la duret´e, la force, autant de qualit´es attribuées au chˆene.

En automatique, la robustesse a surtout une connotation de r´esistance. A la diff´erence de
ce qui est attendu du bois de charpente, les syst`emes ne sont pas ´evalués sur la duret´e, la soli-
dité des composants mais sur des propri´etés de stabilit´e et de performance. Les syst`emes sont
robustement stables quand la stabilit´e n’est pas alt´erée par des incertitudes sur le mod`ele. La
démarche de l’automaticien est faire l’analyse de la robustesse et de rechercher un correcteur
améliorant les propri´etés de robustesse. Il s’agit decorroborer les propriétés des syst`emes et de
trouver des correcteurroboratifs.

Appliqué par exemple `a l’atterrissage d’un avion, le probl`eme de commande robuste peut
se formuler comme suit:sachant que la masse embarqu´ee est inconnue mais inf´erieureà 200
tonnes, d´eterminer une loi de commande qui permet d’amener l’avion sur la piste, sans d´epasser
la longueur de la piste et sans jamais franchir le niveau du sol.Une fois une telle commande d´e-
terminée, une question d’analyse robuste peut ˆetre:la masse embarqu´eeétant inconnue, quelle
est la vulnérabilité aux rafales de vent pendant la phase d’atterrissage?Une solution robuste
admissible est de construire un avion le plus lourd possible, en plomb par exemple. L’incertitude
sur la masse n’a alors aucune influence et le probl`eme de l’atterrissage est r´esolu par d´efaut. Ce
n’est pas la solution adopt´ee en automatique.

Au contact de divers m´etiers techniques, l’automatique fait partie des sciences pour l’ing´e-
nieur. Elle se distingue par son approche conceptuelle des syst`emes qui suppose souvent de ne
pas remettre en cause la constitution du processus ´etudié et d’oeuvrer principalement sur des
modèles math´ematiques afin d’analyser et de modifier son comportement. Les solutions adop-
tées en vue de faire ´evoluer les propri´etés du processus reposent sur le contrˆole par rétroaction:
connaissant un certain nombre d’informations sur l’´etat (par l’intermédiaire des sorties), ´eva-
luer les actions n´ecessaires (sur les entr´ees) en vue d’un objectif pr´edéfini. Même si la d´emarche
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conceptuelle et math´ematique permet d’envisager des applications dans des domaines ´econo-
miques, financiers ou, pourquoi pas, politiques, les syst`emesétudiés sont essentiellement des
machines, des appareils, des processus, des engins... Par cons´equent, les propri´etés qu’il s’agit
de corroborer sont sp´ecifiées par l’ingénieur. C’est principalement la stabilit´e, puis l’allure des
réponses temporelles et le rejet de perturbations.

Les processus consid´erés dans cette th`ese et les mod`eles associ´es, sont `a temps continu. Ils
peuventêtre mécaniques, ´electriques, hydrodynamiques ou bien biochimiques. Quelque soit le
principe physique ou chimique, nous limitons notre ´etude aux syst`emes qui admettent un mod`ele
linéaireà temps invariant. Cette limitation usuelle revient souvent `a se placer autour d’un point
de fonctionnement. Dans la mesure o`u la réalité physique des processus n’est pas compl`etement
perceptible par l’observateur, nous choisissons de consid´erer des mod`eles incertains. Ce type
de modélisation permet de prendre en compte la m´econnaissance des param`etres régissant les
dynamiques internes, par des lois math´ematiques d’appartenance `a des ensembles. C’est vis `a
vis de ces ensembles d’incertitudes admissibles que la robustesse est mesur´ee.

A ce stade, trois probl´ematiques dominantes sont identifi´ees. Premi`erement, la mod´elisation
dont l’objectif est de rendre compte le plus pr´ecisément possible de la r´ealité des processus. Ma-
thématiquement, cela se traduit par des mod`eles de d´ependance rationnelle en une matrice incer-
taine définie sur un ensemble donn´e. Le degré de précision recherch´e conduità des contraintes
de structure sur l’incertitude. Deuxi`emement, l’analyse a pour but de garantir avec le moins de
pessimisme possible les propri´etés robustes. Cette probl´ematique est envisag´ee sous l’angle de
la théorie de Lyapunov et de la s´eparation quadratique. Les m´ethodes propos´ees sont d’autant
plus pessimistes que l’incertitude est structur´ee. Troisièmement, la synth`ese consiste `a choisir
une loi de commande qui garantit ou optimise des propri´etés robustes. Cette probl´ematique est
abordée sous l’angle des m´ethodes issues de l’´etape d’analyse et conduit `a des conditions g´e-
néralement difficiles `a tester num´eriquement. La complexit´e numérique est croissante avec le
nombre de sp´ecifications impos´ees et le nombre de contraintes de structure.

La démarche id´eale serait d’avoir la meilleure pr´ecision possible en mod´elisation, sans pessi-
misme en analyse, le tout associ´e à un algorithme de convergence rapide vers l’optimum global
en synthèse. Bien ´evidement, toutes ces requˆetes sont contradictoires et nous nous contenterons
de proposer plusieurs m´ethodes qui seront compar´ees selon ces crit`eres. La th`ese, par cons´e-
quent, est d´ecoupée en sept chapitres regroup´es selon les trois probl´ematiques: Mod´elisation,
Analyse, Synth`ese. Dans les chapitres V et VII, nous illustrons les m´ethodes sur des exemples
numériques choisis en vue d’´eclairer le compromis in´evitable entre pr´ecision, pessimisme et
complexité algorithmique.
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I Préliminaires. Sont expos´es ici, le contexte th´eorique dans lequel nous nous pla¸cons, la
méthodologie envisag´ee pour la r´esolution des probl`emes, ainsi qu’un r´esumé des contri-
butions contenues dans le m´emoire.

MODÉLISATION

II Modèles LTI incertains. Dans ce chapitre, nous proposons une liste, assez compl`ete, des
modélisations incertaines dans l’espace d’´etat visà vis d’incertitudes param´etriques. La
variété des mod´elisations possibles permet une plus ou moins grande pr´ecision.

ANALYSE

III Séparation topologique et stabilit́e robuste. Par l’approfondissement des liens entre la
séparation topologique au service de la stabilit´e des syst`emes interconnect´es et la th´eo-
rie de Lyapunov, nous avan¸cons une m´ethode pour la prise en compte des incertitudes
rationnelles dont le pessimisme est jug´e à l’aune des contraintes de structure.

IV Stabilit é et performances robustes. Les conditions g´enérales d’analyse par les fonctions
de Lyapunov d´ependant des param`etres sont rappel´ees et une ´ecriture générique est mise
enévidence.

V Conditions LM I d’analyse. Ce chapitre expose les r´esultats exploitables num´erique-
ment. L’ensemble des mod´elisations envisag´ees sont prises en compte et deux cadres de
travail sont expos´es: premièrement, le cadre de la stabilit´e quadratique et deuxi`emement,
un nouveau cadre de travail bas´e sur un choix de fonctions de Lyapunov d´ependant des
paramètres. Le second est consid´erablement moins pessimiste que le premier.

SYNTHÈSE

VI Stabilisabilit é et synth̀ese multi-objectifs. Le choix de correcteurs statiques en retour
d’état et de correcteurs dynamiques d’ordre plein en retour de sortie est explicit´e. A la
suite de quoi, le probl`eme de synth`ese sous plusieurs objectifs de performance robuste est
formulé.

VII Synthèse robuste. Parmi tous les probl`emes envisageables en synth`ese, deux groupes de
problèmes sont s´electionnés. Sur la base de ces probl`emes, nous discutons du compromis
entre l’utilisation d’algorithmes sous-optimaux et la relaxation de la probl´ematique, qui
conduità augmenter le pessimisme ou r´eduire la précision de mod´elisation.
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Motivations et Objectifs 1

I Pr éliminaires 9
I.1 Contexte de la commande robuste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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VI.2.1 Stabilisabilité robuste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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VII.2 Synthèse par retour d’´etat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

VII.2.1 Stabilisation quadratique et “Lyapunov Shaping Paradigm” . . . . . . . 130
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Chapitre I

Préliminaires

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de replacer notre travail dans le contexte g´enéral de l’Automa-
tique. Dans une premi`ereétape, les notions de syst`eme et de mod`ele sont rappel´ees et nous
insistons sur l’étape de mod´elisation incertaine, pr´eliminaire indispensable `a la définition des
problèmes d’analyse et de commande robuste. Dans une seconde ´etape, les propri´etés princi-
pales attendues d’un syst`eme sont explicit´ees et l’accent est mis sur la stabilit´e, le comportement
dynamique et le rejet de perturbation. Une troisi`emeétape d´efinit les deux probl´ematiques de
l’automaticien que sont la description le plus pr´ecisément possible des caract´eristiques d’un
système (analyse), et le pilotage des syst`emes par une loi de commande (synth`ese). Ces trois
étapes permettent de situer le cadre th´eorique de ce m´emoire.

Une section du chapitre est ensuite d´ediéeà la mise en pratique de la th´eorie. L’automatique
est une science appliqu´eeà laquelle les ing´enieurs ont fr´equemment recours pour ´evaluer ou
améliorer les outils et les produits. Pour cette raison, il nous semble important que toute avanc´ee
théorique soit associ´ee à une méthode de r´esolution alg´ebrique ou num´erique. La section I.2
insiste sur l’évolution récente en automatique vers des solutions num´eriques avec en particulier
l’ émergence des m´ethodes de programation semi-d´efinies positives.

Ce chapitre se conclue par un expos´e des différentes contributions apport´ees par cette th`ese.

9



10 CHAPITRE I. PŔELIMINAIRES

I.1 Contexte de la commande robuste

I.1.1 Syst̀emes dynamiques et mod́elisation incertaine

Modélisation des syst èmes

Partant d’un ensemble d’´eléments formant un tout structur´e, référencé sous l’appellation
syst̀eme, l’automaticien construit un sch´ema théorique qui vise `a rendre compte du processus
dynamique interne. On parle alors demodèle. Le modèle n’est pas un ˆetre idéalisé auquel le
système devrait se conformer. Tout au contraire, le mod`ele est un artefact math´ematique qui
doit tendreà ressembler le mieux possible `a la réalité dynamique du processus.

Les systèmes consid´erés en Automatique sont historiquement des engins con¸cus par les in-
génieurs mais peuvent ´egalement ˆetre des processus naturels. Ils se caract´erisent par un certain
nombre de grandeurs reli´ees entre elles par des lois dynamiques. Pour ce qui est des lois dyna-
miques, cette th`ese s’intéresse uniquement aux syst`emesà temps continudont la modélisation
du comportement dynamique se fait `a l’aide d’équations alg´ebro-différentielles. La classe des
systèmesà temps discret d´ecrit les syst`emes intrins`equement d´efinis par des lois de r´ecurrence
tels que les calculateurs et regroupe ´egalement les syst`emes dits ´echatillonnés, qui pour des
raisons pratiques ne sont observ´es qu’à certains instants.

Les lois dynamiques d´efinissant un syst`eme relient entre elles un certain nombre de gran-
deurs: lesentrées, u, qui reflètent l’action de l’environnement sur le syst`eme, lessorties, y, qui
représentent l’action du syst`eme sur l’environnement ainsi que les mesures extraites du syst`eme,
et enfin leśetats, x, qui décrivent exactement le syst`emeà un moment donn´e.

x
y
y

y

1

2

m

y=

u
u

u

1

2

c

u= ... ...

En vue de la mod´elisation, la tendance naturelle serait d’employer des outils math´ematiques
non linéaires, en dimension infinie, aux d´erivées partielles. . . pour rendre compte au mieux de la
réalité du syst`eme. Par exemple, un syst`eme se mod´elise par une loi math´ematiqueg�u�y� � 0
du comportement entr´ees/sorties ou par une loi ˙x� f �x�u� de l’évolution des ´etats du syst`eme.
Ces lois doivent ˆetre les plus compl`etes possibles et repr´esenter tous les modes de fonctionne-
ment, toutes les interactions entre les diff´erentes grandeurs. . . Devant la difficulté de la tâche, la
tendance a ´eté de consid´erer, pour d´ebuter, la mod´elisationLin éaire Invariant dans le Temps
(LTI). Cette approche est d’ailleurs payante dans la mesure o`u nombre de syst`emes en pre-
mière approximation et au voisinage d’un point de fonctionnement sont bien repr´esentés par
leur modèle LTI. L’ étude des mod`eles LTI a donn´e lieu à beaucoup de r´esultats et nombre de
spécifications sont d`es lors définies en r´eférence `a cette mod´elisation. Mathématiquement, elle
prend principalement deux formes:

– Matrice de Transfert:
Y�s� � G�s�U�s�

Cette mod´elisation, emprunt´eeà l’électronique, repose sur la transform´ee de Laplace (s
est la variable de Laplace). La mod´elisation par matrice de transfert permet naturellement
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l’analyse fréquencielle des syst`emes. Les r´esultats de Bode sur les fonctions de transfert,
sontà l’origine de l’emploi de cette mod´elisation en Automatique.

– Représentation d’´etat: �
ẋ�t� � Ax�t� � Bu�t�
y�t� � Cx�t� � Du�t�

Cette mod´elisation aété introduite par Kalman en 1960. Elle permet indiff´eremment
l’analyse de syst`emes mono ou multi variables.

Cette thèse privilégie cette derni`ere modélisation et s’appuie sur la th´eorie très complète de
l’analyse et de la commande pour les mod`eles LTI. En particulier, les mod`eles consid´erés sont
suppos´es commandables et observables [Kalman 69b]:

– Un système est commandable si, pour toute condition initiale de l’´etat xo, il existe une
commande u permettant de transf´erer l’état du syst`emeà unétat final xf arbitraire, en un
temps fini.

– Un système est observable si, `a partir de l’observation des entr´ees et des sorties d’un
système sur un horizon fini�to� t f �, il est possible de retrouver l’´etat initial x�to�.

Modélisation incertaine

La modélisation doit par d´efinition refléter le mieux possible la r´ealité. Or, nous choisissons
de ne consid´erer que des mod`eles LTI qui occultent le cot´e non linéaire et variant dans le temps
des processus. Que faire des erreurs de mod´elisation?

Passer du syst`eme réel au mod`ele LTI suppose de n´egliger certaines lois, certains principes
internes au syst`eme, mais aussi de donner des valeurs num´eriques pr´ecises `a des param`etres
difficilement identifiables. D`es lors, le mod`ele LTI le plus proche du comportement du pro-
cessus est inconnu mais fait partie d’un ensemble de mod`eles possibles. Suivant cette logique,
le système réel est approch´e par unmodèle incertain. A la diff érence de l’´enoncé initial, la
modélisation incertaine tend `a converger, non pas vers la r´ealité du syst`eme, mais vers ce que
l’observateur per¸coit de cette r´ealité. La modélisation incertaine revient `a considérer le syst`eme
comme une forme vague d´ecrite par ses limites.

Les modèles linéaires incertains en repr´esentation d’´etat s’écrivent:�
ẋ�t� � A�∆�t��x�t� � B�∆�t��u�t�
y�t� � C�∆�t��x�t� � D�∆�t��u�t�

∆ représente le caract`ere incertain du mod`ele. Le domaine des incertitudes est d´elimité par�, le
domaine incertain des valeurs admissibles pour∆.

Lors de la mod´elisation, les sources d’incertitudes sont: les approximations num´eriques, les
erreurs d’identification des param`etres, les diverses hypoth`eses de lin´earisation, la r´eduction
de modèle, la prise en compte de param`etres variant dans le temps. . . Suivant la nature phy-
sique du ph´enomène, on différencie différentes classes math´ematiques d’incertitudes.∆ peut
êtrer éelleou complexe suivant que∆ reflète le flou sur des valeurs ou mod´elise une perturba-
tion LTI sur une plage de fr´equences pr´e-définie.∆ est une incertitude soitparamétrique, soit
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non param´etrique. Dans le premier cas, l’incertitude, le plus souvent r´eelle, modélise la mécon-
naissance des valeurs num´eriques du mod`ele. Dans le second cas, l’incertitude ne vient pas des
paramètres du syst`eme mais des dynamiques n´egligées ou des effets de la lin´earisation.∆ peut
être une fonction du temps. Trois cas se distinguent: soit l’incertitude est tr`es lentement variable
dans le temps et on la supposeconstante; soit l’incertitude peut varier aussi vite que possible
et sa dérivée temporelle est non born´ee; soit l’incertitude est caract´erisée par deux domaines�
pour les valeurs admissibles de∆ et �v pour les valeurs admissibles de sa d´erivée temporelle.
Le premier cas correspond aux incertitudes dues aux erreurs d’identification du mod`ele, aux
dynamiques n´egligées et aux incertitudes param´etriques. Le second refl`ete des comportements
fortement non lin´eaires, o`u le modèle passe brusquement d’un point `a un autre. Le troisi`eme
cas correspond `a des erreurs de lin´earisation et de r´eduction de mod`ele.

Cette thèse s’intéresse aux incertitudes r´eelles, constantes, c’est `a dire principalement des
incertitudes param´etriques. Les mod`eles incertains sont de forme affine ou bien LFT (Transfor-
mée Linéaire Fractionnaire). Les domaines d’incertitudes pourront ˆetre parallélotopiques, poly-
topiques, born´es réels, positifs r´eels,H-dissipatifs ou bien des combinaisons de tels domaines.
Ces différentes formes et domaines sont d´etaillés dans le chapitre II.

I.1.2 Stabilité

L’automatique est une discipline issue des questionnements des ing´enieurs concernant les
systèmes par eux cr´ees. Il en d´ecoule que les crit`eres d’analyse des performances de ces sys-
tèmes sont calqu´es sur des questionnements techniques. Premi`erement, le syst`eme créé par l’in-
génieur doitêtre pérenne. A l’exception des explosifs, les syst`emes sont en g´enéral appréciés
pour leur stabilité.

Stabilit é et r étroaction

La stabilité caract´erise ce qui est durable. Elle d´esigne la constance, ou encore la fermet´e.
Plus précisément, au sens de la cybern´etique, on trouve dans [Rey 98] la d´efinition suivante de
la stabilité:

Aptitude d’unélément quantifi´eà retrouver une valeur donn´ee lorsqu’il en est
accidentellement ´ecarté.

Deux façons de comprendre la stabilit´e se regroupent dans cette d´efinition. La première est la
stabilité au sens de Lyapunov. Elle s’int´eresse `a la convergence de l’´etat du syst`eme (́elément
quantifié) vers des points d’´equilibre (valeur donnée). Nous reviendrons en d´etail sur la théorie
de Lyapunov par la suite. La seconde fa¸con de comprendre la stabilit´e, est de placer le syst`eme
dans son environnement (accidentellement ´ecarté). On définit alors la stabilit´e entrée/sortie:

Un système est stable au sens entr´ee/sortie si la sortie du syst`eme en r´eponse `a une entrée
d’énergie finie, est elle-mˆemeà énergie finie.

Dans cette optique, la th´eorie des espaces de Lebesgue et notamment des espacesLp [Desoer 75],
[Vidyasagar 78], [Kailath 80], offre de nombreux r´esultats.



I.1. CONTEXTE DE LA COMMANDE ROBUSTE 13

Les systèmes en interaction avec leur environnement se sch´ematisent aussi par un bouclage
rétroactif du syst`eme sur lui-mˆeme au travers de ses interactions avec l’ext´erieur:

g(u,y)=0
u y

La stabilité interne se d´efinit alors par:

Un système interconnect´e est stable de mani`ere interne si tout signal born´e injecté en
n’importe quel point de la boucle g´enère une réponse born´ee en tout autre point.

La stabilité des syst`emes interconnect´es est une notion importante en Automatique. Les tra-
vaux de [Zames 66], [Desoer 75] ou plus r´ecemment [Goh 95] et [Iwasaki 98] en t´emoignent.

Avant d’entrer dans le d´etail de la stabilit´e au sens de Lyapunov, nous tenons `a faire remar-
quer que toutes ces approches sont coh´erentes entre elles. [Vidyasagar 78] et [Kailath 80] font
le lien entre stabilit´e au sens de Lyapunov et stabilit´e entrée/sortie et la th´eorie de la s´eparation
topologique des graphes [Goh 95] est interpr´etable en termes de fonctions de Lyapunov. Ce
dernier point est repris dans la section III.1.

Stabilit é au sens de Lyapunov

Partant de l’étude des syst`emes m´ecaniques, Lyapunov [Lyapunov 92] d´eveloppa une th´eo-
rie mathématique g´enérale pour toute ´equation différentielle, c’est `a dire pour tout syst`eme
modélisé dans l’espace d’´etat. Son r´esultat principal se fonde sur la d´ecroissance de l’´energie
totale d’un syst`eme comme indicateur de stabilit´e.

Soit un syst`eme non autonome, d´ependant de param`etres variant dans le temps, donn´e par
son modèle d’étatẋ�t� � f �x�t��∆�t�� où la loi ∆�t� est connue.

Définition I.1

– xe est un point d’équilibre du syst`eme si:

f �xe�∆�t�� � 0 � �t � 0

– xe est un point d’équilibre simplement stable s’il v´erifie:

�ν � �ε� ν � �ηε : kx�0��xek� ηε � kx�t��xek� ε �t � 0

– xe est un point d’équilibre asymptotiquement stable s’il v´erifie:

�η � �ε � �Tε : kx�0��xek� η � kx�t��xek� ε �t � Tε

– Le syst`eme est globalement asymptotiquement stable s’il n’admet qu’un seul point d’´equi-
libre xe et:

�η � �ε � �Tε�η : kx�0��xek� η � kx�t��xek� ε �t � Tε�η
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Un point d’équilibre est tel que l’´etat du syst`eme n’évolue pas dans le temps d`es lors que
x � xe. La stabilité simple signifie que si l’´etat est dans un certain voisinage de l’´equilibre, il
demeure par la suite dans le voisinage de l’´equilibre. La stabilité asymptotique indique que si
l’ état est dans un certain voisinage de l’´equilibre alors il converge vers l’´equilibre. La stabilité
asymptotique globale signifie qu’`a partir de n’importe quelle condition initiale sur l’´etat, le
système rejoint n´ecessairement l’´equilibre.

Pour les syst`emes LTI, ˙x�t� � Ax�t�, la stabilité est nécessairement globale et les points
d’équilibre sont dans le sous-espace d´efini par le noyau deA. Le plus souventA est non sin-
gulière et l’équilibre est donc le point uniquex� 0. La propriété attendue pour le syst`eme est
la stabilité asymptotique, sachant qu’un syst`eme simplement stable est `a la limite de l’instabi-
lit é, propriété inverse de la stabilit´e qui implique que l’état s’éloigne de l’équilibre. Pour les
systèmes linéairesà param`etres variants dans le temps, ˙x�t� � A�∆�t��x�t�, on s’intéressera `a la
stabilité asymptotique globale du point d’´equilibre suppos´e uniquexe � 0.

Dans tous les cas, le point d’´equilibre peut par translation se ramener `a xe � 0. La seconde
méthode de Lyapunov, ou m´ethode directe de Lyapunov, donne une condition n´ecessaire et
suffisante de stabilit´e asymptotique globale:

Théorème I.1
Le système est stable (globalement asymptotiquement autour de l’origine)ssi il existe une fonc-
tion à valeurs réelles, V�x�∆�t��, telle que:

1. V�0�∆�t�� � 0 � �t � 0

2. V�x�∆�t�� � 0 � �x �� 0 � �t � 0

3. V�x�∆�t���∞ quandkxk �∞

4. V̇�x�∆�t�� � 0 � �x �� 0 � �t � 0

où V̇ est la dérivée temporelle de V le long des trajectoires du syst`emeẋ� f �x�∆�t��.

Une fonction vérifiant les conditions 1–3 est par d´efinition unefonction candidate de Lya-
punov. Si elle vérifie également 4, c’est unefonction de Lyapunov pour le syst`eme. Dans le
cas général, il n’existe pas de m´ethode pour trouver toutes les fonctions candidates de Lyapu-
nov. Dès lors, la th´eorie de Lyapunov conduit `a des conditions suffisantes de stabilit´e quand une
forme particulière est impos´eeà la fonctionV .

Un choix particulier de fonction candidate de Lyapunov est la forme quadratique:

V�x�∆�t�� � x�P�∆�t��x

avecP�∆�t�� une matrice d´efinie positive pour tout∆�t� � �. Ce choix de fonctions de Lyapunov
conduit aux résultats suivants:

– Un système LTI,ẋ� Ax, est stable asymptotiquementssi il existeP� � telle que

x� � A�P�PA � x� 0 � �x �� 0 (I.1)
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– Un système linéaire dont les param`etres varient dans le temps,ẋ � A�∆�t��x, est stable
asymptotiquement s’il existeP�∆�t�� � � telle que:

x� � Ṗ�∆�t���A��∆�t��P�∆�t���P�∆�t��A�∆�t�� � x� 0 � �x �� 0 � �t � 0 (I.2)

L’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique est une condition n´ecessaire et suffi-
sante de stabilit´e asymptotique dans le cas de syst`emes LTI.

Stabilit é robuste

A la diff érence des syst`emes certains, les syst`emes incertains sont d´efinis par une loi dy-
namique ˙x�t� � f �x�t��∆�t�� mais également par� l’ensemble des valeurs admissibles pour
le paramètre∆�t�. Un modèle incertain se d´efinit donc comme un ensemble de mod`eles sans
incertitudes et sa stabilit´e est conditionn´ee par la stabilit´e de ceux-ci.

Définition I.2
Un système estrobustement stablesi pour chaque incertitude admissible∆�t� � �, le système
ẋ�t� � f �x�t��∆�t�� est stable.

Dans cette th`ese, nous ´etudions la stabilit´e robuste sur la base de la th´eorie de Lyapunov,
c’est à dire par une approche temporelle. Avant de pr´eciser ce cadre de travail, nous tenons `a
rappeler d’autres approches:

Approche alg´ebrique:

Cette approche principalement fond´ee sur les travaux de Kharitonov [Kharitonov 78], en-
visage la stabilit´e par l’étude des polynˆomes caract´eristiques des syst`emes. Elle ´etend au cas
de polynômes incertains, les crit`eres de Routh-Hurwitz. Dans cette approche, les syst`emes sont
modélisés par leur polynˆomes du num´erateur et d´enominateur des fonctions de transfert. Ces
polynômes appartiennent `a des intervalles:

p�s�a� � ansn� � � ��a1s�a0 ai � � αi � βi �

Kharitonov montre la n´ecessit´e et suffisance de tester la stabilit´e uniquement sur quatre poly-
nômes extr´emaux particuliers. Les difficult´es freinant l’applicabilit´e des m´ethodes de l’approche
algébrique sont principalement li´eesà ce que les coefficients du polynˆome caract´eristique sont
couplés entre eux. L’approche alg´ebrique prend difficilement en compte le couplage des coef-
ficients quand ils d´ependent de mˆemes param`etres incertains et quand ils sont coupl´es par les
coefficients du mod`ele d’unéventuel correcteur.

Approche fréquentielle:

Cette approche repose sur une repr´esentation fr´equentielle des incertitudes. Les premi`eres
études marquantes portent sur la synth`ese LQG/LTR (Linear Quadarique Gaussian/ Loop Trans-
fert Recovery). Elles se basent sur la constatation que l’´etape d’estimation de l’´etat nécessaire
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aux régulateurs LQG, peut rendre peu robuste la boucle ferm´ee. Sur ce th`eme, on peut citer les
travaux de [Doyle 81], [Lehtomaki 81], [Kazerooni 86].

Dans le domaine fr´equentiel, les mod`eles incertains peuvent ˆetre de type additif ou multipli-
catif comme suit:

G�s��∆�s� G�s����∆�s��

D’autres types de formes incertaines sont possibles [Doyle 81], [Doyle 82a] et une forme
très générale est maintenant adopt´ee, [Zhou 96]: la forme LFT (Transform´ee Fractionnaire Li-
néaire) de la figure suivante:

    G(s)

∆(s)

Sur la base de cette mod´elisation, les travaux de [Zames 81] sont `a l’origine de la commande
H∞ qui envisage l’op´erateur∆�s� non structur´e complexe et born´e (au sens de la normeH∞).
Sur ce sujet, nous conseillons la lecture de [Kimura 84], [Francis 87] et [Duc 99]. Ce dernier
ouvrage fait le pont avec la th´eorie duµ�km dont [Doyle 82b] et [Safonov 82] sont simulta-
némentà l’origine. Cette th´eorie envisage un probl`eme qui s’av`ere très complet et courant en
analyse et synth`ese des syst`emes, [Zhou 96].

Récemment, d’autres m´ethodes frequentielles ont fait leur apparition sur la base des IQC
(Contraintes Quadratiques Integrales), [Megreski 97] et des multiplieurs. Ces m´ethodes ont
des liens ´etroits avec l’approche temporelle que nous allons maintenant d´efinir mais aussi avec
la théorie de la s´eparation topologique `a laquelle nous d´edions une partie du chapitre III.

Approche temporelle:

Les résultats suivants se d´eduisent de la th´eorie de Lyapunov:

– Le syst`eme LTI incertain,̇x�A�∆�x�t�, est robustement stablessipour chaque incertitude
∆ � �, il existe une matriceP�∆� � � telle que

x� � A��∆�P�∆��P�∆�A�∆� � x� 0 � �x �� 0 (I.3)

– Le syst`eme incertain,ẋ � A�∆�t��x�t�, dont les incertitudes varient dans le temps est
robustement stablesi pour chaque∆�t� � � il existe une matriceP�∆�t�� � � telle que:

x� � Ṗ�∆�t���A��∆�t��P�∆�t���P�∆�t��A�∆�t�� � x� 0 � �x �� 0 � �t � 0 (I.4)

Remarque I.1
Si� inclue des incertitudes sans bornes sur leur vitesse d’´evolution alorṡP�∆�t�� ne peutêtre
définie. On montre que dans ce cas la matriceP ne peut d´ependre des incertitudes.

– Le syst`eme incertain,̇x� A�∆�t��x�t�, sans bornes suṙ∆�t� est robustement stablessi il
existe une matrice uniqueP telle que pour tout∆ � � constante:

x� � A��∆�P�PA�∆� � x� 0 � �x �� 0 (I.5)
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Dans cette th`ese, les incertitudes sont suppos´ees constantes. Le probl`eme exact de stabilit´e
robuste s’écrit donc comme la recherche d’une matrice de Lyapunov d´ependant des param`etres
telle que (I.3). Une condition suffisante est la recherche d’une fonction de Lyapunov unique
telle que (I.5). Ce cas particulier est connu dans la litt´erature sous l’appellationstabilit é qua-
dratique.

Définition I.3
Un système incertaiṅx� A�∆�x�t�, est quadratiquement stablessi il existe une matrice unique
P� � telle que pour toutes les incertitudes∆ � �:

x� � A��∆�P�PA�∆� � x� 0 � �x �� 0

La stabilité quadratique est une condition suffisante de stabilit´e robuste.

La stabilité quadratique attribu´eeà Hollot et Barmish en 1980, [Hollot 80], a ´eté la base
pour de très nombreux travaux jusqu’`a maintenant. Par exemple les r´esultats importants en
stabilisation: [Bernussou 89], [Khargonekar 90], [Geromel 91], [Haddad 91] ou plus r´ecem-
ment [Garcia 95a], [El Ghaoui 96b], [Shim 96b], [Peaucelle 98a]. Sa place dans la litt´era-
ture tientà ce que cette condition est une condition suffisante de stabilit´e robuste pour tout
type d’incertitudes. Quand aucune information n’est connue sur la vitesse d’´evolution des pa-
ramètres incertains, c’est la seule m´ethode possible. L’autre raison est que la r´esolution des
problèmes formul´es dans le cadre de la stabilit´e quadratique se fait par des m´ethodes convexes
désormais classiques (voir section I.2) et le coˆut en terme de calcul num´erique est restreint
(voir chapitre V). Le pessimisme de la stabilit´e quadratique vis `a vis du problème de stabi-
lit é robuste dans le cas d’incertitudes constantes reste probl´ematique, mˆeme si pour un nombre
non négligeable de probl`emes, l’approche est concluante. Les applications dans [Garcia 97],
[Magni 97], [El Ghaoui 00], en t´emoignent.

De manièreà aller au del`a du pessimisme de la stabilit´e quadratique, il est n´ecessaire d’envi-
sager desFonctions de Lyapunov D́ependant des Param̀etres( FLDP). Dans le cas des incer-
titudes ne variant pas dans le temps, ces FLDP sont des fonctions quadratiques dont la Matrice
P�∆� Dépend des Param`etres (MDP). L’utilisation de FLDP est r´ecente dans la litt´erature o`u
l’on peut trouver les r´eférences [Feron 96], [Fu 99], [Fu 00], [Gahinet 96], [Helmerson 99],
[Iwasaki 99]. Cette th`ese propose une approche unifi´ee de divers probl`emes d’analyse et de
synthèse robuste par la th´eorie des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres. Ces r´e-
sultats sont en partie publi´es dans [Peaucelle 00b], [Arzelier 00b]. Le chapitre V compare en
terme de pessimisme et de complexit´e numérique, les différentes solutions `a l’analyse de la
stabilité robuste. Le chapitre VII ´etend les r´esultats d’analyse `a la synthèse de correcteurs par
FLDP.

I.1.3 Objectifs de Performance

La principale caract´eristique attendue des syst`emes est qu’ils soient stables. Une seconde ca-
ractéristique est qu’ils accomplissent leur tˆache en temps voulu et en toute s´ecurité. Ces sp´eci-
fications passent le plus souvent par des exigences sur les dynamiques du syst`eme. Finalement,
mis en contact avec son environnement, le syst`eme doit résister aux in´evitables perturbations.
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Réponses temporelles

L’automatique s’intéresse par essence aux dynamiques des syst`emes. La stabilit´e impose
aux dynamiques de converger vers un ´equilibre. Le questionnement sur les performances tem-
porelles concerne le r´egime transitoire qui caract´erise la fa¸con dontévolue le syst`eme entre les
conditions initiales et l’´equilibre.

Le régime transitoire des syst`emes LTI est caract´erisé entre autres par les pˆoles. Une fa-
çon de sp´ecifier le comportement temporel est par exemple delocaliser les p̂olesdans le plan
complexe et ainsi donner des indications sur l’amortissement, les oscillations, la rapidit´e. . . Les
premiers questionnements sur ces probl`emes remontent `a la fin des ann´ees 1960 [Kalman 69a],
[Lancaster 69], [Gutman 79], [Gutman 81]. Depuis, de nombreux r´esultats concernant ce pro-
blème se trouvent dans la litt´erature [Furuta 98], [Haddad 92], [Bachelier 98]. Un r´esultat
majeur de ces derni`ere ann´ees est la d´efinition des régionsLM I [Chilali 96b]. C’est dans ce
cadre que nous abordons le probl`eme de localisation des pˆoles.

Soit une région du plan complexeD et un syst`eme LTI, ẋ� Ax. Les pôles du syst`eme sont
les valeurs propres de la matriceA. L’appartenance des pˆoles à la régionD est un probl`eme
qui dans de nombreux cas de r´egions se formule comme la recherche d’une matrice d´efinie
positive devant v´erifier une inégalité pour l’ensemble des ´etats du syst`eme. Cette formulation
mise enévidence par [Gutman 79], [Gutman 81], est une g´enéralisation de la caract´erisation
de la stabilité des syst`emes LTI par la seconde m´ethode de Lyapunov. La stabilit´e d’un système
LTI en temps continu ´equivaut bien ´evidement `a la localisation des pˆoles dans le demi-plan
complexe gauche.
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Définition I.4
Un système LTI,ẋ�Ax, estD-stablessitous les pˆoles du syst`eme sont dans la r´egionD du plan
complexe.

LaD-stabilité est une extension de la stabilit´e des syst`emes LTI. Elle n’a pas de sens pour des
systèmes non lin´eaires ou `a temps variant dans la mesure o`u la notion de pˆoles n’est pas clai-
rement définie dans ces cas. Dans cette th`ese, la notion deD-stabilité sera uniquement ´evoquée
pour des r´egionsD du demi-plan complexe gauche. LaD-stabilité est une condition suffisante
de stabilité.

Les spécifications sur les pˆoles d’un syst`eme ne permettent pas de caract´eriser l’ensemble
du régime transitoire. D’autres sp´ecifications sur le gabarit des r´eponses existent (d´epasse-
ment maximum, temps de mont´ee...). En dehors de ces questionnements qui concernent les
réponses indicielles, c’est `a dire la régulation autour d’un point d’´equilibre, d’autres sp´ecifica-
tions peuvent ˆetre donn´ees pour la poursuite d’un signal de commande. Ces probl`emes ne sont
pas abord´es dans cette th`ese.

Rejet de perturbation

Le système soumis `a son environnement doit pouvoir s’acquitter de la tache demand´ee, du
moinsà une certaine tol´erance pr`es. L’action de l’environnement est mod´elisée sous forme de
signaux perturbateursw. Leur influence sur le syst`eme est ´evaluée sur des signaux de sortiez à
l’aide d’un critère de coˆut. Les critères les plus fr´equemment rencontr´es sont exprim´esà l’aide
des normesH2 etH∞.

Historiquement, l’utilisation de la normeH2 à des fins de performance, est apparue dans
les années 1960 avec la th´eorie de la commande Lin´eaire Quadratique Gaussienne (LQG). La
normeH2 d’un transfertw2 � z2 est une mesure pr´ecise de la puissance du signal de sortiez2
pour un bruit blanc unitaire en entr´ee. Il s’agit d’un critère qui mesure la performance d’att´e-
nuation de la puissance des perturbations.

Soit un syst`eme LTI certain dont le transfertw2� z2 est décrit par la matrice de transfertT2:�
ẋ�t� � Ax�t� � B2w2�t�

z2�t� � C2x�t� � D22w2�t�
T2�s� �C2�s��A��1B2�D22 (I.6)

Définition I.5
La normeH2 d’un système stable est d´efinie par:

Γ2 � kT2�s�k2 �

s
1

2π

Z �∞

�∞
Trace�T�

2 � jω�T2� jω��dω (I.7)

Remarque I.2
L’int égrale sur l’ensemble des fr´equences est finie si et seulement si le syst`eme est stable et que
le transfert direct est nul: D22� �

Un autre critère afin d’évaluer le rejet de perturbation est de consid´erer la normeH∞. Pour
un système LTI certain stable, la normeH∞ d’un transfertw1 � z1 indique la plus grande
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amplification sur toutes les fr´equences pour une entr´ee sinuso¨ıdale. Le coˆut H∞ caractérise la
plus grande puissance qui est susceptible d’ˆetre transmise par le syst`eme pour n’importe quel
signal d’entrée.

Soit un syst`eme LTI certain dont le transfertw1� z1 est décrit par la matrice de transfertT1:�
ẋ�t� � Ax�t� � B1w1�t�

z1�t� � C1x�t� � D11w1�t�
T1�s� �C1�s��A��1B1�D11 (I.8)

Nous distinguons volontairement les signauxw1�z1 etw2�z2 même s’ils peuvent se confondre.
Les notations propos´ees permettent de diff´erencier les deux probl`emes qui peuvent concerner
des signaux diff´erents.

Définition I.6
La normeH∞ d’un système stable se d´efinit par:

Γ∞ � kT1�s�k∞ � sup
ω

σmaxT1� jω� (I.9)

où σmax est la valeur singuli`ere structurée maximale.

La normeH∞ a historiquement ´egalement ´eté un moyen de prendre en compte des probl`emes
de robustesse. En effet, garantir que la normeH∞ est inférieureà Γ, équivautà assurer la sta-
bilit é robuste du syst`eme boucl´e par une incertitude non structur´ee bornée en norme parΓ�1,
appliquée sur les entr´ees sortiesw1�z1. Cette interpr´etation de la normeH∞ a été fréquem-
ment utilisée dans le probl`eme mixteH2�H∞. Dans cette th`ese, on différencie le probl`eme de
robustesse et le probl`eme de performance. Les normesH2 et H∞ définissent des crit`eres de
performance en rejet de perturbations pour les syst`emes. En outre, les syst`emes sont suppos´es
incertains. Aussi, les crit`eres de performance devront ˆetre satisfait pour l’ensemble des mod`eles
du domaine incertain. On parle de performances robustes `a la différence des syst`emes robuste-
ment stables dont le syst`eme nominal v´erifie un certain crit`ere de performance, [Scherer 97b].

De nombreux travaux portent sur les crit`eres de performanceH2, H∞ ou mixteH2�H∞. En
particulier, nous tenons `a faire référence `a [Lublin 96] pour un expos´e concis et illustr´e par un
exemple sur le sujet et `a [Paganini 99] pour l’´etude compar´ee des crit`eresH2 et H∞.

Performances Robustes

Dans le cadre de la mod´elisation incertaine, les performances du syst`eme sont valides dans
la mesure o`u l’ensemble des r´ealisations incertaines satisfont simultan´ement les mˆemes perfor-
mances. Nous avons d´efini les performances pour des syst`emes LTI et les mod`eles incertains de
cette thèse sont tous `a incertitudes invariantes dans le temps. On dit que le syst`eme incertain sa-
tisfait une performance robuste si et seulement si l’ensemble des syst`emes LTI qui le constituent
satisfont cette mˆeme performance.

La localisation robuste des pˆoles se d´efinit comme suit:

Définition I.7
Un système LTI incertain est robustementD-stable si et seulement si pour chaque incertitude
∆ � � le système LTI certain,̇x� A�∆�x, estD-stable.
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Pour ce qui est des performances de coˆut, chaque incertitude admissible d´efinit un transfert
w�� z� notéT��∆�s�. Le coûtH∞ ouH2 de ce transfert d´epend n´ecessairement de l’incertitude:

Γ��∆� � kT�∆�s�k� (I.10)

Fixer un objectif de performance robuste pour un syst`eme incertain revient `a imposer une
borne sup´erieure sur l’ensemble des coˆuts Γ��∆�. Cette sp´ecification permet de garantir une
borne maximum sur toutes les incertitudes de l’amplification des perturbations, en termes de
coûtsH∞ ou H2.

Définition I.8
Le système incertain admet un coˆut garantiΓg�

� ssi:

Γg�
� � kT�∆�s�k� � �∆� � (I.11)

Seule la probl´ematique du calcul d’un coˆut garanti peut ˆetre traitée par des m´ethodes num´e-
riques simples. Les diff´erentes m´ethodes pour r´esoudre ce probl`eme se comparent entre elles
suivant que le coˆut garanti est minimum. La probl´ematique des performances de coˆut robuste
est alors d’approcher au mieu le coˆut dans le pire des cas:

Définition I.9
Un système incertain robustement stable admet un coˆut garanti minimum qui est d´efini comme
le plus grand des coˆuts quand∆ parcoure l’ensemble des incertitudes admissibles:

Γp�c�
� � sup

∆��
kT�∆�s�k� (I.12)

Le calcul du pire des cas est tr`es difficile en général. Dans certains cas simples, il peut
être déterminé par balayage sur�. Dans cette th`ese, les performances de type coˆut robuste
permettrons de comparer les diff´erentes m´ethodes de calcul de coˆut garanti.

I.1.4 Analyse et synth̀ese

Deux problématiques guident le travail de l’automaticien: la synth`ese et l’analyse. En An-
glais, la science de l’automatique est d´esignée parControl theory, ce qui indique que la synth`ese
de correcteurs est la probl´ematique principale. Pour autant, l’´etude des syst`emes consiste g´ené-
ralement en un aller-retour entre l’´etape d’analyse et celle de synth`ese.

La problématique d’analyse est d’´etudier les propri´etés de stabilit´e et de performance. Dans
cette optique, le syst`eme est vu comme un ´elément isolé renvoyant des informations et soumis
à des excitations venues de l’ext´erieur. Ces excitations sont suppos´ees indépendantes de l’´etat
du système. Par d´efinition, le système est enboucle ouverte. L’analyse s’intéresse aux ´etats et
aux sorties quand le syst`eme est soumis `a certaines entr´ees.
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Si les sorties du syst`eme ont une action sur les signaux d’entr´ee. En particulier, si `a partir des
mesures, une correction est apport´eeà l’évolution du syst`eme, alors le syst`eme est enboucle
fermée(voir figure I.1). Le principe de synth`ese est de r´ealiser un bouclage des sorties mesu-
rées vers les entr´ees de commande afin de corriger ou d’am´eliorer les propri´etés de stabilit´e et
de performance. La probl´ematique est donc de composer un syst`eme, nomm´e correcteur, qui
transforme les sorties du syst`eme en de nouvelles entr´ees.

boucle ouverte

correcteur

système en 

système en
boucle fermée

FIG. I.1 –Boucle ferm´ee par un correcteur

Le choix du type de loi de correction d´epend des m´ethodes d’analyse qui seront empoy´ees
sur le syst`eme en boucle ferm´ee. Dans cette th`ese, toutes les m´ethodes concernent les syst`emes
LTI donc les correcteurs envisag´es sont eux-mˆemes des syst`emes LTI. Le correcteur doit ˆetre le
plus simple possible `a réaliser en pratique. C’est pourquoi se pose le probl`eme de la recherche de
correcteurs d’ordre r´eduit [El Ghaoui 97], [Syrmos 94], [Grigoriadis 96]. Ce probl`eme n’est
pas abord´e ici. Nous nous limitons au cas de correcteurs du mˆeme ordre que le syst`eme.

La synthèse d’un correcteur, en vue d’un objectif de stabilit´e ou de performance, est toujours
plus ardu que l’analyse. De plus, la recherche d’un correcteur optimal au sens d’un crit`ere, dété-
riore en général les autres performances. Cette constatation conduit au probl`eme très complet de
synthèse multi-objectifs pour lequel des d´ebuts de solutions ont ´eté apportées que tr`es récem-
ment, [Chilali 96c], [El Ghaoui 96a], [Garcia 95b], [Scherer 97b]. Ces remarques font que
la synthèse est en g´enéral menée sans garantie d’am´eliorer l’ensemble des crit`eres et ce n’est
qu’après coup que les propi´etés sont ´etudiées en analyse. A l’issue du calcul d’un correcteur, la
boucle fermée est ´etudiée en analyse.

Remarque I.3
Les allers-retours entre l’analyse et la synth`ese passent souvent par plusieurs ´etapes de mod´e-
lisation. La synth`ese est effectu´ee sur un mod`ele simplifié. L’analyse quant `a elle se fait sur le
modèle le plus complet possible. En particulier, la synth`ese avec objectif de performance peut
être réalisée sur le mod`ele nominal alors que l’analyse de la boucle ferm´ee s’effectue sur le
modèle incertain.

Le travail de l’automaticien se d´ecompose donc en trois ´etapes compl´ementaires qui sont: la
modélisation, l’analyse et la synth`ese. Cette th`ese, découpée selon ces trois ´etapes, fournit un
cadre général pour la mod´elisation incertaine des syst`emes, leur analyse robuste et la synth`ese
de commandes robustes.
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I.2 Résoudre les probl̀emes

I.2.1 Solutions exactes

L’analyse et la synth`ese sont des probl´ematiques qui pour ˆetre résolues n´ecessitent des cal-
culs mathématiques. Pour un syst`eme donn´e, un certain nombre de calculs sont n´ecessaires
avant, par exemple, de conclure `a la stabilité en exhibant une fonction de Lyapunov ou de
conclureà la localisation des pˆoles en exhibant un correcteur. On a longtemps recherch´e des
méthodes fournissant des solutions exactes. Dans cette optique, un probl`eme théorique est“r é-
solu” si l’on dispose d’une formule litt´erale donnant la solution. Un exemple bien connu est
celui du problème LQG dont la solution exacte repose sur la r´esolution de deux ´equations de
Riccati algébriques (ARE).

Les propriétés math´ematiques des ´equations de Riccati sont ´etudiées en d´etail dans [Zhou 96].
Une de leur caract´eristique principale est que la r´esolution d’une ARE passe par le calcul d’une
décomposition de Schur donn´ee, ce qui est une op´eration num´eriquement stable d’alg`ebre li-
néaire [Golub 96]. Un probl`eme formulé sous forme d’ARE se r´esout par des manipulations
algébriques et exhibe une solution exacte unique. Au cours de cette th`ese, une partie des travaux
ontété formulésà l’aide d’équations de Riccati, [Arzelier 00a], [Arzelier 98b], [Peaucelle 97].
Pour autant, dans ce m´emoire nous privil´egions les r´esultats th´eoriques sous la forme d’In´ea-
glités Matricielles Linéaires (LM I ). Ce cadre pour la mise en forme des r´esultats est d´etaillé
dans la section qui vient. Nous tenons `a signaler, qu’`a ce jour, les formulations ARE ne nous
ont pas permis de pousser les r´esultats aussi loin qu’avec les m´ethodesLM I . Cependant, les
formulations ARE nous semblent utiles en tant que m´ethodes alternatives auxLM I et par leur
proximité avec la th´eorie LQG qui donne un sens physique `a un certain nombre de r´esolutions.
Il est nécessaire de pouvoir comparer diff´erentes m´ethodes num´eriques avec une technique ana-
lytique, maitrisée etéprouvée.

I.2.2 Méthodes nuḿeriques

Méthodes de r ésolution LM I

Alors que les m´ethodes bas´ees sur les ´equations de Riccati supposent le calcul analytique
d’une solution, l’émergence desLM I modifie la façon de présenter et de r´esoudre les pro-
blèmes en Automatique. L’approcheLM I sous-tend l’idée qu’un probl`eme est“r ésolu” dès
lors qu’il se formule comme un probl`eme d’optimisation convexe:

x� � arg min
x�X

f �x�

oùX est un ensemble convexe etf est une fonction convexe.
Il existe en effet des algorithmes num´eriques efficaces de r´esolution de cette classe de pro-

blèmes d’optimisation fond´ees sur les m´ethodes de point int´erieur, [Boyd 94], [Nesterov 94].
Dans cette optique, r´esoudre en pratique un probl`eme ne consiste pas `a produire une for-
mule analytique, mais `a formuler un probl`eme d’optimisation convexe enutilisant de préfé-
rence le formalismeLM I . Dans ce cas, la solution optimale est globale et peut ˆetre obte-
nue en temps polynˆomial en utilisant les diff´erentes boites `a outils propos´ees dont certaines
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offrent des interfaces conviviales avecMATLAB, [Alizadeh 97], [El Ghaoui 95], [Gahinet 95],
[Vandenberghe 94], [Wu 96]. Les outils reposent essentiellement sur la notion d’in´egalités ma-
tricielles linéaires (LM I ) qui ont permis de g´enéraliser les outils les plus r´ecents de program-
mation linéaire sur le cˆone des matrices d´efinies positives.

Inégalit és matricielles

Les inégalités matricielles sont d´efiniesà l’aide de la relation d’ordre partiel de L¨oewner:

A� ��� B 	� A�B (semi-)définie positive (I.13)

Cette relation d’ordre partiel concerne les matrices sym´etriques. Elle peut ´egalement ˆetre défi-
nie pour les matrices non sym´etriques mais concerne alors uniquement leur partie sym´etrique.
Ainsi, dans cet ouvrage, une matrice (semi-)d´efinie positive est implicitement sym´etrique.

L’appellation “Inégalités Matricielles” par abus de langage, d´esigneégalement des lois sur
des variablesx qui sont de nature matricielle ou non matricielle:

I �x� � �
� � (I.14)

Suivant que la matriceI dépendant de la variablex, est définie négative ou semi-d´efinie néga-
tive, on parlera d’in´egalité stricte ou non stricte. L’in´egalité définit respectivement sur la variable
x des contraintes d’appartenance `a un ensemble ouvert ou ferm´e. L’ensemble des variablesx
satisfaisant une in´egalité matricielle s’appelle l’ensemblefaisable. Suivant que cet ensemble
est vide ou non, l’in´egalité est dite non faisable ou faisable.

La modélisation dans l’espace d’´etat et la th´eorie de Lyapunov permettent d’illustrer sim-
plement l’attrait des in´egalités matricielles pour l’´etude des syst`emes. L’analyse de la stabilit´e
au sens de Lyapunov d’un syst`eme LTI ẋ � Ax peut se faire `a travers de la r´esolution d’une
inégalité matricielle:

x� � A�P�PA � x� 0 � �x �� 0 � A�P�PA� �

Cette derni`ere relation, appel´ee inégalité de Lyapunov, est une in´egalité matricielle en la variable
P. Elle fait partie de la sous-classe des In´egalités Matricielles Linéaires,LM I . Comme l’ont
montré de très nombreux travaux, [Bambang 94], [Chilali 96a], [Geromel 98], [Gupta 96],
[Masubuchi 95], ou encore l’ouvrage de r´eférence [Boyd 94], la plupart des probl`emes d’ana-
lyse pour les syst`emes linéaires peuvent ˆetre formulés de fa¸conà faire intervenir des r´esolutions
deLM I :

L�x� � �
� � (I.15)

où L est une matrice affine en les variablesx. Concernant les travaux les plus r´ecents sur le
sujet, nous conseillons ´egalement l’ouvrage collectif [El Ghaoui 00].

Les deux principaux probl`emes d’optimisation convexe quel’on va rencontrer dans ce m´e-
moire sont le probl`eme de faisabilit´e et le problème de minimisation d’une fonction lin´eaire
sous contraintesLM I :

– Problème de faisabilit´e:
Trouver un pointx du domaine faisable d’uneLM I .
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– Problème de minimisation:
Minimiser une combinaison lin´eaire enx sous contraintesLM I

Il existe d’autre types de probl`emes que nous ne traiterons pas ici, pour lesquels une solution
numérique peut ˆetre mise en ´evidence, [Boyd 94].

Dans ce m´emoire, la plupart des r´esultats prennent place dans ce cadre. Toutefois, de nom-
breux problèmes difficiles (par exemple de synth`ese) ne trouvent pas de solutionLM I . Dans
les cas les plus favorables, ils font intervenir des In´egalités Matricielles Bilinéaires,BM I :

B�x�y�� �
� � (I.16)

où B est une matrice lin´eaireà la fois en la variablex et en la variabley et comprenant des
termes crois´es enx et y.

De nombreux travaux concernent `a l’heure actuelle la r´esolution desBM I . Ils se décom-
posent en m´ethodes locales (gradient contraint, m´ethode du second ordre, m´ethode de relaxation
itérative) et m´ethodes globales beaucoup plus lourdes (branch and bound, globalisation des m´e-
thodes locales). Les probl`emesBM I rencontrés dans cette th`ese, seront abord´es exclusivement
à l’aide de méthodes locales du type gradient et par relaxations it´eratives. Leurs solutions, tout
en ne garantissant pas un optimum global, sont toutefois encourageantes.

Inégalit és matricielles quadratiques

Une forme particuli`ere d’inégalités matricielles est maintenant introduite dans cette th`ese.
La matriceE définit une Inégalité Matricielle Quadratique en la variableXE ssi

�
� X�

E
�
E
�

�

XE

�
� �
� � (I.17)

Si de plus la matriceE est partitionn´ee en:

E �

�
E11 E12

E �
12 E22

�
(I.18)

et le terme quadratique est semi-d´efini positif:

E22� ��� � (I.19)

alors, par d´efinition,E définit uneIn égalité Matricielle Ellipsoı̈dale, EM I , en la variableXE .
Dans le cas d’EM I où la relation (I.17) est stricte, on parlera d’EM I ouvertes et l’ensemble

faisable est un ensemble ouvert. Respectivement, si la relation est non stricte on parlera d’EM I
fermées. Suivant que le terme quadratiqueE22 est défini positif ou semi-d´efini positif, on parlera
d’EM I bornée ou non born´ee. L’ensemble faisable est n´ecessairement born´e dans le premier
cas et peut ne pas ˆetre borné dans le second.

L’appellationEM I choisie ici fait référence aux ellipso¨ıdes des espaces vectoriels de di-
mension finie (Rn par exemple). Dans un espace vectoriel de dimension finie, les ellipso¨ıdes
sont des hyper-surfaces d´elimitant les domaines convexesbornés tels que:

e1�x�e2�e�2x�x�e3x � �
� 0 (I.20)
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où e1 est un scalaire,e2 est un vecteur ete3 une matrice d´efinie positive. Quande3 est semi-
définie positive l’ellipso¨ıde dégénère en une r´egion non born´ee de l’espace vectoriel (limit´e par
une parabole par exemple, en dimension deux).

Une propriété principale desEM I est que les domaines faisables sont convexes. Si l’on pose
E22 � L�L, ce qui est toujours possible ´etant donn´e queE22� �, alors (I.17) s’écrit également
par complément de Schur:�

E11�X�
EE �

12�E12XE X�
EL�

LXE ��
�
� �
� � (I.21)

C’est uneLM I et le domaine faisable est donc convexe.

I.3 Contributions

Les contributions de cette th`ese portent sur la r´eduction du pessimisme en analyse et com-
mande robuste tout en garantissant que les m´ethodes propos´ees soient num´eriquement efficaces.
Mathématiquement, une grande partie des r´esultats reposent sur les in´egalités matricielles el-
lipsoı̈dalesEM I , qui nous permettent d’offrir une vision g´enérique d’un certain nombre de
problèmes. De fa¸conà englober l’ensemble du probl`eme de robustesse, nous nous sommes at-
telés tourà tour aux probl´ematiques de mod´elisation, analyse et synth`ese.

- Modélisation
Ce travail a port´e en premier lieu sur une repr´esentation nouvelle des incertitudes: les mo-

dèlesH-dissipatifs. La d´emarche est de proposer des mod´elisations plus g´enérales que les
modélisations classiques du lemme born´e réel et de la passivit´e. Cette nouvelle mod´elisation
permet de mieux prendre en compte des couplages entre param`etres incertains, de repr´esenter
des effets dissipatifs en ´energie et de conserver la “physique” des probl`emes en ´evitant d’ef-
fectuer des changements d’´echelle et de rep`ere. De plus, pour une mod´elisationH-dissipative
donnée, l’analyse et la synth`ese se font avec le moins de pessimisme possible. Math´ematique-
ment, la mod´elisation repose sur une repr´esentationEM I . Les publications, [Peaucelle 98b],
[Peaucelle 98a], [Peaucelle 99c], [Arzelier 98a], [Arzelier 98b], ont donn´e l’occasion de dif-
fuser ces travaux. Simultan´ement, sur une th`ematique analogue, on trouve aussi les r´esultats de
[Xie 98], [Folcher 97]. La mod´elisationH-dissipative n’est pas la seule envisag´ee dans cette
thèse, nous faisons un effort de g´enéralité de mani`ereà inclure la majorit´e des mod´elisations de
paramètres incertains.

- Analyse
En analyse, les contributions sont principalement de deux ordres. Premi`erement, nous expo-

sons comment l’outil th´eorique de s´eparation topologique des graphes se traduit par la s´epara-
tion quadratique dans le contexte des syst`emes LTI incertains. En fondant notre raisonnement
sur les formes g´enériques de contraintes quadratiques robustes, nous explicitons le principe
qui permet la prise en compte d’incertitudes de forme LFT et dans un second temps, nous
détaillons les m´ecanismes qui rendent cette technique pessimiste d`es lors que des conditions
LM I sont recherch´ees. Ce travail sur le concept de s´eparation quadratique a donn´e lieu aux
publications [Peaucelle 99a], [Arzelier 99] et permet de faire le pont entre les travaux sur la
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stabilité des syst`emes interconnect´es [Iwasaki 97] et les proc´edures math´ematiques propos´ees
dans [Scherer 97a].

Un deuxième axe en vue de la r´eduction du pessimisme en analyse, est la possibilit´e de
considérer des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres. Un nouveau cadre de travail
est propos´e et il dépasse tr`es nettement le cadre classique de la stabilit´e quadratique. Math´ema-
tiquement, il se traduit par un lemme dit de cr´eation, qui partant d’une forme g´enériqueEM I
permet de faire apparaˆıtre des variables de relaxation. La proc´edure est d´etaillée et comme l’at-
testent [Geromel 98], [Bachelier 00], permet des contributions au del`a des probl`emes envisa-
gés dans cette th`ese. L’analyse robuste par les fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres
a donné lieuà des publications r´ecentes [Peaucelle 00a]. [Peaucelle 00b], [Peaucelle 99b].

Outre ces deux contributions majeures pour l’analyse robuste, nous nous sommes ´egalement
attachésà considérer les probl`emes d’un point de vue tr`es général. En particulier, contrairement
aux hypothèses usuelles, l’ensembles des matrices qui d´efinissent les syst`emes sont suppos´ees
incertaines.

- Synthèse
La séparation quadratique ainsi que les fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres

sont d’application mal ais´ee en synth`ese. En particulier, l’extension des crit`eres d’analyse pour
la recherche d’un correcteur, conduit `a des probl`emesBM I en synthèse. Notre contribution en
ce domaine est alors de proposer des m´ethodes num´eriques efficaces, soit pour le probl`eme gé-
néral de synth`ese par FLDP vis `a vis d’incertitudes structur´ees, soit pour des probl`emes relax´es.
Une grande vari´eté de problèmes est envisag´ee sur cette base de reflexion. Certains r´esultats ont
donné lieu aux publications [Arzelier 00b], [Arzelier 99], [Peaucelle 99c], [Peaucelle 98a] et
d’autres résultats sont en cours de developpement.
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Trois problématiques principales se disputent la vedette en Automatique: Mod´eli-
sation, Analyse et Synth`ese. Nous choisissons de d´ecouper la th`ese selon ces trois
axes. En premier vient la

Modélisation

Même si l’automaticien sera jug´e sur la commande qu’il propose `a l’issue de l’étape
de synthèse, c’est d`es la mod´elisation qu’il fait le choix d’une strat´egie de contrˆole.
Le système ainsi que la boucle de r´etroaction sont n´ecessairement unis par le type de
modélisation adopt´e. La modélisation détermine l’analyse et la synth`ese qui suivent.

Modéliser, c’est construire un sch´ema théorique qui rend compte de la r´ealité d’un
processus. Seulement, la r´ealité est une notion toute relative et `a moins de mettre en
oeuvre des techniques de fortes pr´ecision, nous sommes incertains du mod`ele ob-
tenu. En Automatique, il ne faut surtout pas attendre du syst`eme de se conformer `a
son modèle. Bien au contraire, ce sont les ´equations math´ematiques qui doivent imi-
ter la réalité. Dès lors que la r´ealité est difficilement perceptible, nous choisissons
de la représenter par des mod`eles incertains.





Chapitre II

Modèles LTI incertains

Introduction

Les modèles LTI incertains en repr´esentation d’´etat s’écrivent:�
ẋ�t� � A�∆�x�t� � B�∆�u�t�
y�t� � C�∆�x�t� � D�∆�u�t�

(II.1)

avecx� Rn l’ état du syst`eme,u� Rc le vecteur d’entr´ee du syst`eme,y� Rm le vecteur de sortie.
L’hypothèse d’une matrice de transfertD�∆� incertaine n’est pas forc´ement pertinente pour les
systèmes réels. Sans grande restriction,D est suppos´ee certaine. De plus, il est toujours possible
de poser le changement de sortie ˆy�t� : � y�t��Du�t� et donc de choisirD � �. Dans la suite
D�∆� est donc toujours nulle. (II.1) se r´eécrit sous la forme matricielle:�

ẋ�t�
y�t�

�
�

�
A�∆� B�∆�
C�∆� �

��
x�t�
u�t�

�
� M�∆�

�
x�t�
u�t�

�
(II.2)

où ∆ représente le caract`ere incertain etM�∆� est la matrice repr´esentant le mod`ele. Elle dépend
de l’incertitude et regroupe l’ensemble des lois connues sur le syst`eme. Pour sa part, l’incerti-
tude∆ est donn´ee par�: l’ensemble de ses valeurs admissibles.

Pour toutes les mod´elisations, nous allons exhiber une matriceM � M��� correspondant `a
une incertitude nulle. Cette matrice correspond aumodèle nominaldu système. C’est le mod`ele
qui auraitété choisi dans le cas hypoth´etique d’une mod´elisation parfaite.

Dans cette th`ese, les incertitudes sont suppos´ees param´etriques réelles et constantes.∆ s’écrit
comme une matrice inconnue r´eelle et constante. Les param`etres incertains peuvent entrer dans
l’ écriture du mod`ele sous deux formes:affine ouLFT . Le domaine incertain, quand `a lui, peut
être délimité par des hyperplans (polytope) ou des ellipso¨ıdes (H-dissipatif). La suite de ce
chapitre est d´ediéeà la description pr´ecise des formes des mod`eles et de la nature des domaines
d’incertitude.

31
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II.1 Incertitudes implicites

Dans cette section, les param`etres desquels provient l’incertitude ne sont pas exhib´es ex-
plicitement. Les formes incertaines pr´esentées peuvent mod´eliser des incertitudes autres que
paramétriques. L’application aux formes classiques d’incertitudes param´etriques se fait dans la
section suivante II.2.

II.1.1 Forme affine polytopique

Définition II.1
Le polytope de sommets M�1�, M�2�, � � �, M�np� se définit comme l’enveloppe convexe de ces
matrices. L’appartenance de M�∆� au polytope s’´ecrit:

M�∆� �CO
n

M�1��M�2�� � � ��M�np�
o

(II.3)

Calquée sur la d´efinition des polytopes, les mod`eles incertains de forme affine polytopique se
définissent par un polytope sur la matrice mod`eleM�∆�. Cette mod´elisation revient `a considérer
le système comme l’enveloppe convexe de mod`eles extrêmesM�i�. Ces sommets ont souvent une
définition physique (incertitudes param´etriques par exemple). Ils peuvent ´egalement constituer
des modes de fonctionnement extrˆemes identifi´es expérimentalement.

Les matrices du mod`ele incertain affine polytopique se param`etrent en coordonn´ees bary-
centriques:

M�∆� �
np

∑
i�1

ζ iM
�i� :

np

∑
i�1

ζ i � 1 � 0
 ζ i 
 1 �i � 1� � �np (II.4)

où les scalairesζi ne sont pas les param`etres incertains du syst`eme mais une interpr´etation de
la nature g´eométrique du domaine. La forme affine polytopique ne fait pas apparaˆıtre explicite-
ment les param`etres incertains. Les param`etres incertains sont implicites et sont artificiellement
remplacés par les coordonn´ees barycentriques.

Les modèles incertains de forme affine polytopique se d´ecomposent sous la forme:

�
A�∆� B�∆�
C�∆� �

�
�

������	
np

∑
i�1

ζ iA
�i�

np

∑
i�1

ζ iB
�i�

np

∑
i�1

ζ iC�i�
�


������ (II.5)

Remarque II.1
Pour les formes polytopiques, lemodèle nominalM �M��� peut avoir une r´ealité physique li´ee
à la modélisation. Cependant, tout point int´erieur du polytope peut d´efinir un modèle nominal.
Dans le cas g´enéral, si aucun mod`ele nominal n’est donn´e, nous choisissons le barycentre du
polytope:

M � M��� �
1
np

np

∑
i�1

M�i� (II.6)

Ce syst`eme nominal est en accord avec le syst`eme nominal dans les cas particuliers ´evoqués
dans la section II.2.
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II.1.2 Forme rationnelle

Définition de la Transform ée Fractionnaire Lin éaire

Une forme désormais tr`es classique pour repr´esenter les incertitudes est de supposer qu’elles
peuventêtre isolées du mod`ele et mod´elisées comme un op´erateur agissant en r´etroaction sur un
système nominal. Cette mod´elisation est plus g´enérale que toute mod´elisation affine. Elle per-
met de repr´esenter tout mod`ele pour lequel les param`etres incertains interviennent sous forme
de fractions rationnelles.

 Système LTInominal

u�t�

z∆�t�

y�t�

w∆�t�
�∆

FIG. II.1 – Forme LFT

Définition II.2
Un système est de forme LFT (Transformée Fractionnaire Linéaire) s’il est décrit par un
bouclage de l’incertitude sur le syst`eme nominal:������������

w∆�t� � �∆z∆�t�

ẋ�t� � Ax�t� � B∆w∆�t� � Bu�t�
z∆�t� � C∆x�t� � D∆∆w∆�t� � D∆uu�t�
y�t� � Cx�t� � Dy∆w∆�t�

(II.7)

où w∆ et z∆ sont des signaux exog`enes fictifs de dimension respective q∆ et p∆.

Soient les matrices incertaines suivantes:

∆C � ∆���D∆∆∆��1 ∆B � ���∆D∆∆�
�1∆ (II.8)

Ce sont des matrices dont les coefficients sont des fractions rationnelles en les coefficients de∆
et le système peut indifféremment s’´ecrire:

M�∆� � M�
�

B∆
Dy∆

�
∆C
�

C∆ D∆u
�

� M�
�

B∆
Dy∆

�
∆B
�

C∆ D∆u
� (II.9)

M est lemodèle nominaldu système correspondant `a une incertitude nulle,M � M���.

Remarque II.2
Les formes affines sont des cas particuliers d´eduits des formes LFT en posant D∆∆ � �. Cela
signifie que le mod`ele n’a pas de transfert direct entre les signaux exog`enes.
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La forme LFT est d´efinie par un bouclage exog`ene dont le transfert direct dew∆ à z∆ n’est
pas suppos´e nul. Dès lors se pose le probl`eme du bien pos´e de la boucle. Les relations (II.8) et
(II.9) font apparaˆıtre que le mod`ele n’est défini que si:

det���D∆∆∆� �� 0 � �∆� � (II.10)

Définition II.3
Le modèle LFT estbien pośe ssiles matrices��D∆∆∆ sont non singuli`eres pour l’ensemble
des matrices admissibles∆ � �.

Cette définition mathématique du bien pos´e correspond `a:

– L’ équilibre du syst`emex� 0 est unique pour toutes les incertitudes admissibles.

– Les signaux exog`enes sont uniques `a la donnée dex, u et∆.

A l’issue de la mod´elisation d’un mod`ele, il est important de savoir si ce mod`ele est bien pos´e.
Le chapitre II donne la solution de ce probl`eme.

Forme LFT polytopique

L’incertitude affectant un mod`ele avec une structure LFT, peut ˆetre vue comme une matrice
d’incertitude ou comme un op´erateur qui transforme les signaux exog`enes. Cet op´erateur peut
se définir, en gardant les param`etres implicites, comme l’enveloppe convexe desommets∆�i�:

b��CO
n

∆�1��∆�2�� � � ��∆�n∆�
o

(II.11)

Cette définition très générale repose en r´ealité dans la plupart des cas sur une mod´elisation
paramétrique qui est d´etaillée en section II.2.

Forme LFT H-dissipative

Une autre fa¸con de mod´eliser un op´erateur incertain consiste `a fixer une relation entr´ee/sortie
sur les signaux exog`enesz∆ et w∆. Cette mod´elisation est implicite car elle ne sp´ecifie en rien
les param`etres incertains contenus dans l’op´erateur∆.

Supposons par exemple que le syst`eme est d´efini par 10% de variations autour d’un mod`ele
nominal. Il est alors possible de mettre le mod`ele sous la forme LFT (II.7) et de caract´eriser les
écarts possible autour du nominal en sp´ecifiant:

w�
∆w∆ 
 0�12z�∆z∆

Par changement d’´echelle, cela revient `a considérer que l’opérateur est born´e (z�∆∆�∆z∆ 
 z�∆z∆).
Ce cas correspond au cadre de la th´eorie du faible gain.

Un autre exemple th´eorique est celui des incertitudes positives r´eelles. Pour mod´eliser des
éléments inconnus passifs, il suffit d’´ecrire que le produit scalaire dez∆ avecw∆ est négatif:
� z∆jw∆ � 
 0.
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Ces deux exemples peuvent se regrouper sous la formulation g´enérique des op´erateurs dissi-
patifs.

Définition II.4
L’opérateur∆ est dit HC-dissipatif si les relations entr´ees/sorties v´erifient:

�w∆ � Rq∆
�

z�∆ �w�
∆
�
HC

�
z∆
�w∆

�
� 0 (II.12)

J.C. Willems fut le premier `a définir un cadre th´eorique unifié dans l’espace d’´etat incluant
comme cas particuliers, les propri´etés du faible gain et de la passivit´e, et fondé sur la pro-
priété abstraite de dissipativit´e, [Willems 72]. Cette propri´eté interne d’un syst`eme dans l’es-
pace d’état s’exprime `a travers l’existence de fonctions de type ´energie attestant qu’il y a “dis-
sipation” de l’énergie fournie. Il n’est pas ´etonnant, sous ce formalisme, de retrouver des liens
étroits avec la stabilit´e au sens de Lyapunov et de fait le concept a ´eté particulièrement uti-
lisé pour l’étude de la stabilit´e des syst`emes interconnect´es non linéaires. Un cadre unifi´e re-
groupant repr´esentations entr´ees/sorties et interne a ´eté par la suite propos´e dans [Hill 76],
[Hill 77], [Hill 80a], [Hill 80b]. Ce cadre de travail tr`es formalisé n’est pas utilis´e dans ce
mémoire pour des raisons de simplification d’expos´e et puisque nous travaillons essentielle-
ment dans le cadre plus simple des syst`emes LTI. Il està noter que parall`elementà notre travail
[Peaucelle 98b], [Peaucelle 98a], [Peaucelle 98c] et [Arzelier 98a], le concept d’incertitudes
généralisant les cas des incertitudes passives et de faible gain sont ´egalement apparues dans
[Folcher 97], [Xie 98].

Les opérateursHC-dissipatif sont des cas particuliers d’op´erateurs v´erifiant des Contraintes
Quadratiques Int´egrales (IQC):

Z �∞

�∞

�
z�∆� jω� �w�

∆� jω�
�
Π� jω�

�
z∆� jω�

�w∆� jω�

�
dω� 0 (II.13)

La différence entre les deux d´efinitions tient au choixΠ� jω� � HC constante. Ce choix se
justifie quand les incertitudes sont param´etriques réelles.

Les IQC ont récemment ´eté introduites afin de construire une approche de la th´eorie des
multiplieurs pour le probl`eme d’analyse de la stabilit´e robuste, [Megretski 93]. Les IQC sont
ainsi utilisées afin de d´ecrire des ´eléments (incertitudes, param`etres variants dans le temps,
caractéristiques fréquentielles sur les signaux, saturations, retards, dynamiques, nonlin´earités
diverses. . . ) d’un système complexe dans un cadre unifi´e pour lequel existent des m´ethodes
efficaces de calcul syst´ematique, essentiellement fond´ees sur la r´esolution deLM I . Pour une
représentation d´etaillée de la th´eorie des IQC ainsi que pour disposer d’une liste des IQC les
plus remarquables, on peut se reporter `a [Megretski 93] et [Megreski 97].

Les cas particuliers d’IQC d´efinies par:

Π� jω� �

�
� �

� ��
�

� Π� jω� �

�
� �

� �

�
(II.14)

aboutissent aux r´esultats donn´es dans le cadre de la th´eorie du faible gain et de la passivit´e.
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II.2 Incertitudes paramétriques explicites

Dans cette section, sont pr´esentés les mod`eles incertains de forme affine et LFT, o`u les pa-
ramètres incertains apparaissent explicitement. Ces mod`eles sont des sous-cas des mod`elesà
paramètres implicites pr´ecédents mais constituent la classe la plus souvent rencontr´ee en pra-
tique.

II.2.1 Formes affines paralĺelotopiques

Soit un point initialM d’un espace vectoriel de matrices r´eelles. La translation de ce point le
long d’un axeMj1j d’un point initialM �Mj1j à un point finalM�Mj1j, aboutit au segment:

M�δ1Mj1j : jδ1j 
 1

Quand ce segment est translat´e de la même façon selon un autre axeMj2j, on obtient un paral-
lélogramme:

M�δ1Mj1j�δ2Mj2j : jδ1j 
 1 � jδ2j 
 1

L’ étape suivante conduit `a un parallélépipède.

Définition II.5
Un parall élotopede dimension no est défini par:

M�∆� � M�
no

∑
i�1

δiMjij : jδij 
 1 �i � 1� � �no (II.15)

En référence `a cette d´efinition, les mod`eles affines parall´elotopiques sont tels queM�∆� se
décompose en:

�
A�∆� B�∆�
C�∆� �

�
�

������	
A�

no

∑
i�1

δiA
jij B�

no

∑
i�1

δiB
jij

C�
no

∑
i�1

δiCjij
�


������ (II.16)

Les param`etre incertainsδi apparaissent explicitement. Ce sont des r´eels qui sont suppos´esêtre
compris entre�1 et 1 par un changement d’´echelle.

Par exemple, le syst`eme ˙x � �α x avecα � �0�1 0�7� admet comme mod`ele affine polyto-
pique:

ẋ� ��0�4�0�3 δ�x : jδj 
 1

La forme affine parall´elotopique est naturelle quand les param`etres des matrices du mod`ele
linéaire sont donn´ees dans des intervalles. On trouve dans la litt´erature la d´efinition de la classe
des matrices intervalles:

M �M�∆� �M

où la notation� définit des inégalités terme `a terme:

mi� j 
mi� j 
mi� j
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Le cas des matrices intervalles est un cas particulier important des mod`eles affines parall´eloto-
piques. En particulier, il se r´eécrit sous la forme:

M�
no

∑
i�1

δiEi � jδij 
 1 �i � 1� � �no

où les matricesEi sont de rang 1. Les matricesEi sont par exemple des homoth´etiques de la
base usuelle de l’espace des matrices.Ei a tous ses coefficients nuls sauf un.

Par la suite, les mod`eles affines parall´elotopiques sont consid´erés dans leur g´enéralité en tant
que modèles polytopiques. Le passage d’une forme `a l’autre se fait en identifiant les sommets
du polytope avecjδij� 1 dans (II.15).

Remarque II.3
Les sommets du polytope associ´e au parallélotope, sont au nombre de np � 2no. Le nombre de
sommets d’un polytope est en g´enéral exponentiel en le nombre de param`etres incertains.

II.2.2 Forme rationnelle

La forme LFT permet de prendre en compte des incertitudes param´etriques explicites d`es
lors qu’elles apparaissent sous forme rationnelle dans le mod`ele. Un fois mis sous forme LFT,
le modèle est boucl´e par une matrice∆ appartenant `a une région� dont la nature g´eométrique
est soit de type polytopique et en g´enéral parallélotopique, soit de formeH-dissipative, c’est `a
dire délimitée par des ellipso¨ıdes.

Forme LFT parall élotopique

Une forme affine parall´elotopique se factorise, sans perte de g´enéralité, sous une forme ma-
tricielle telle que:

M�∆� � M�
�

B∆
Dy∆

�
∆
�

C∆ D∆u
�

(II.17)

avecDy∆∆D∆u � � et où la matrice∆ est diagonale et appartient au domaine suivant:

e��

�������� ∆ �

����	
δ1�r1 � � � �

δ2�r2
...

...
...

� � � � δno�rno


���� : jδij 
 1 �i � 1� � �no

��������� (II.18)

Cette forme ´equivalente `a la première a l’avantage de regrouper l’ensemble des param`etres
incertains et se pr´esente comme un cas particulier de forme LFT polytopique. Par analogie, on
dira que l’incertitude est LFT parall´elotopique si le mod`ele est de forme LFT et que la matrice
incertaine est telle que (II.18). Pour retrouver le cas g´enéral des incertitudes polytopiques, les
sommets sont de la forme (II.19). Le parall´elotope est sans doute le polytope le plus courant.
Cependant, seule l’inclusion polytopique non parall´elotopique peut rendre compte de couplages
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entre les param`etres incertains.

∆�i� �

����	
δ1�r1 � � � �

δ2�r2
...

...
...

� � � � δno�rno


���� : jδij� 1 �i � 1� � �no (II.19)

La forme LFT parallélotopique est particuli`erement importante car de nombreux travaux
concernent sp´ecifiquement le probl`eme de stabilit´e robuste vis `a vis de ce type d’incertitudes
structurées.

Forme LFT H-dissipative

L’opérateur∆ est maintenant vu comme une matrice de param`etres incertains. Les para-
mètres apparaissent explicitement en tant que coefficients de∆.

Définition II.6
Une incertitude est HC-dissipative,∆� �HC, si elle appartient au domaine faisable de laEM I
définie par�HC. Soit:

�HC �

�
∆ � Rp∆�q∆ :

�
� ∆�

�
HC

�
�

∆

�
� �q∆�q∆

�
(II.20)

et de façon duale, l’ensemble des∆�, HB-dissipatives, est d´efini par:

�HB �

�
∆ � Rp∆�q∆ :

�
� ∆

�
HB

�
�

∆�

�
� �p∆�p∆

�
(II.21)

Par définition desEM I (voir page 25), le terme quadratique deH (HC ou HB) est semi-d´efini
négatif. De plus le mod`ele nominal,M (incertitude nulle) fait partie des r´ealisations du mod`ele
quand∆ � �H. Mathématiquement cela impose surH:

H �

�
H11 H12

H �
12 H22

�
�

H11� �

H22
 �
(II.22)

Remarque II.4
Si une incertitude appartient `a �HC, il n’existe pas n´ecessairement d’ensemble dual�HB. La
réciproque est ´egalement vraie.

Des incertitudesH-dissipatives usuelles sont donn´ees en annexe A et cette remarque est
illustrée sur ces exemples. Les deux formes d’incertitudes dissipatives les plus couramment
rencontrées dans la litt´erature sont les incertitudes born´ees réelles, [Gupta 96], [Haddad 93],
[Shim 96b] [Shim 96a], [Zhou 88]:

∆�∆
 � (II.23)
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et les incertitudes positives r´eelles, [Gupta 96], [Haddad 91], [Haddad 93], [Shim 96b] [Shim 96a]:

∆��∆� � (II.24)

Cela correspond aux d´efinitions du faible gain et de la passivit´e appliquéeà l’incertitude para-
métrique. Le mod`ele incertain ˙x��αx avecα � �0�1 0�7� s’écrit:�

ẋ��0�4x�0�3w∆
z∆ ��x

: ∆ � δ �

�
1 0
0 �1

�
�dissipative

Du fait de la structureEM I choisie, les incertitudesH-dissipatives v´erifient toujours les
conditions suivantes:

– �H est un domaine ferm´e et convexe.

– SiH22� � alors�H est un domaine compact (ferm´e borné).

– SiH22
 � alors�H peut ne pas ˆetre compact.

– ∆ � � appartient `a�H.

Incertitudes H-dissipatives simultan ées

Par définition, un ensemble d’incertitudes∆ simultanémentH-dissipatives s’´ecrit comme
suit:

�H�1��H�2������H�h� � �H�1� �H�2� � � ��H�h� (II.25)

Cet ensemble est ferm´e convexe carconstitué de l’intersection de domaines faisables d’EM I
fermées (intersection d’ellipso¨ıdes).

Incertitudes H-dissipatives r épétées

Lors de la mod´elisation d’un mod`ele sous forme LFT, les diff´erents param`etres incertains
peuvent se r´epéter dans l’op´erateur∆. La matrice incertaine,∆, est alors compos´ee de blocs
répétés sur la diagonale alors que les termes hors-diagonaux sont nuls:

∆ � �r �∆1 �

����	
∆1 � � � � �

� ∆1
...

...
...

� � � � ∆1


���� (II.26)

Par exemple, l’incertitude∆1 �
�

δ1 δ2
��

répétée deux fois s’´ecrit:

�2�∆1 �

����	
δ1 0
δ2 0
0 δ1

0 δ2


���� (II.27)



40 CHAPITRE II. MODÈLES LTI INCERTAINS

Un autre exemple plus usuel, est celui des incertitudes scalaires r´epétées de valeur absolue
inférieureà 1:

∆1 � δ1�r � �r �δ1 � jδ1j 
 1

Cela correspond `a une incertitudeδ1 qui est

�
1 0
0 �1

�
-dissipative répétéer fois. Une modéli-

sation parall´elotopique peut ˆetre propos´ee en remarquant que∆ est diagonale et compos´ee d’un
seul param`etre.

Suivant que l’incertitude∆1 est H-dissipative ouH�1�� � � ��H�h�-dissipative simultan´ee, on
dira que∆ estH-dissipative répétéer fois ou bienH�1�� � � ��H�h�-dissipative simultan´ee répétée
r fois.

A l’inverse des incertitudes dissipatives, il n’est pas n´ecessaire de poser qu’une incertitude
polytopique est r´epétée. En effet, si∆1 appartient au polytope form´e des sommets∆�i�

1 , la struc-

ture diagonale de∆ n’est pas alt´erée en posant que∆ appartient au polytope de sommets�r�∆�i�
1 .

La forme polytopique prend directement en compte la structure des incertitudes.

II.3 Incertitudes LFT Mixtes

Il est bien sˆur possible d’associer dans une mˆeme matrice des incertitudes de types diff´erents.
On parlera alors d’incertitudes mixtes. Elles sont telles que:

��

�������� ∆ �

����	
b∆ � � � � �

� �r1�∆1
...

...
...

� � � � �rl �∆l


���� �

b∆ � b�
∆1 � �H�1�1������H�1�h1�

� � �
∆l � �H�l �1������H�l �hl �

��������� (II.28)

L’opérateur∆ est sous forme bloc-diagonale avec

– un bloc polytopique

– l blocs dissipatifs.

Chaque bloc∆i

– est répétéri fois

– appartient `a l’intersection deshi domaines dissipatifs d´efinis parH�i�1�, � � �, H�i�hi�.

Un exemple d’incertitudes mixtes est celui des incertitudes parall´elotopiques sous forme ma-
tricielle (II.18). Elles peuvent ˆetre représentéesà l’aide d’un seul bloc polytopique avecb�� e�
maiségalement `a l’aide del � no blocs d’incertitudes

�
1 0
0 �1

�
-dissipatives r´epétées respec-

tivementr1� � � �� rno fois.
Tout modèle incertain dont les param`etres interviennent sous forme de fractions ration-

nelles dans le mod`ele incertainM�∆�, se met sous forme LFT avec une matrice des incerti-
tudes,∆, bloc-diagonale. La proc´edure pour mettreM�∆� sous cette forme est d´ecrite dans
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[Doyle 91],[Dussy 98]. La construction de la forme LFT n’est pas unique et la recherche d’une
forme minimale est abord´ee dans [Dussy 98]. Cette question est ignor´ee dans cette th`ese. A
contrario, il est parfois souhaitable d’envisager des formes augment´ees.

Le passage d’une forme LFT `a une autre s’´ecrit comme suit: Si le syst`eme se met sous la
forme LFT suivante:

Mi �

�
Ai Bi

Ci Di

�
∆i

où l’incertitude se factorise en∆i � Tg∆ f Td. Tg et Td sont des matrices ne d´ependant pas des
paramètres. Alors, le mˆeme mod`ele incertain s’´ecrit aussi sous la forme LFT:

M f �

�
Af Bf

Cf D f

�

∆ f

avecAf � Ai , Bf � BiTg, Cf � TdCi et Df � TdDiTg.

II.4 Exemple de mod́elisation LFT

Modélisation polytopique

Mettons que deux param`etres incertains v´erifient le couple de contraintes�δ2
1 � δ2

2 
 m̄2,
δ1
 r̄�. On peut alors repr´esenter le domaine incertain sous forme graphique comme le domaine
grisé de la figure II.2.

Pour ce domaine incertain, plusieurs inclusions polytopiques peuvent ˆetre propos´ees:

– le polytope de 3 sommetsa1, a2 eta3

– le polytope de 4 sommetsb1, b2, b3 et b4

– le polytope de 5 sommetsc1, b1, b2, c2 et c3

Un désavantage de l’inclusion polytopique est qu’il faut en g´enéral un grand nombre de som-
mets pour d´ecrire les incertitudes au plus pr`es. Cependant, la description des incertitudes est par
la même occasion plus riche.
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FIG. II.2 – Inclusions polytopiques d’un domaine d’incertitudes

Modélisation H-dissipative

Ce domaine peut ´egalement ˆetre vu comme l’intersection des deux domaines faisables des
EM I suivantes:

∆ �

�
δ1

δ2

�
�

�
� ∆�

���	 m̄2 0 0
0 �1 0
0 0 �1


��� �

∆

�
� 0

�
� ∆�

���	 2r̄ �1 0
�1 0 0
0 0 0


��� �

∆

�
� 0

(II.29)

Le domaine d´efini ici comme une intersection de deux domaines, ne s’´ecrit pas simplement
comme un domaineH-dissipatif. De même que pour les incertitudes polytopiques, il est possible
d’imaginer un domaine de typeH-dissipatif qui inclue cette intersection. Par exemple, on peut
chercher une ellipse recouvrant le domaine comme sur la figure II.3.

Cette méthode n´ecessite de se fixer un crit`ere de choix pour les ellipso¨ıdes. En prenant par
exemple le crit`ere du volume, la recherche d’un domaineH-dissipatif est non convexe etn’ad-
met pas forc´ement de solution minimale unique. D’autre part, il est possible de montrer que le
meilleur domaine n’est pas forc´ement de volume minimum mais doit surtout ne pas inclure de
points critiques vis `a vis de la stabilit´e. Ce problème n’est pas discut´e plus avant mais ces r´e-
flexions indiquent pourquoi la possibilit´e pour une incertitude d’ˆetre simultan´ement dissipative
vis à vis de plusieurs domaines est n´ecessaire.

En conclusion, nous venons de voir deux approches diff´erentes afin de d´ecrire au mieux un
domaine param´etrique donn´e. Dans un cas, le domaine est approxim´e par un polytope alors que
dans l’autre, il l’est par une intersection d’ellipso¨ıdes.
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FIG. II.3 – Inclusions H-dissipative d’un domaine d’incertitudes

����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������

����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������

k1 k2m1
m2

x1 x2

c c

FIG. II.4 – Système masse ressort

Modélisation LFT

Soit le système masse ressort de la figure II.4. En choisissant comme variables d’´etat, la
position des deux massesx1 et x2, ainsi que leur quantit´es de mouvementx3 � m1ẋ1 et x4 �

m2ẋ2, le modèle d’état de ce syst`eme s’écrit:

ẋ�t� �

����	
0 0 1

m1
0

0 0 0 1
m2

�k1�k2 k2 � c
m1

0

k2 �k2 0 � c
m2


����x�t� (II.30)

k1 et k2 sont les raideurs des ressorts,m1 et m2 les masses des solides,c un coefficient de
frottement visqueux. Les masses ainsi que le coefficient de frottement sont incertains:

c� co�1�δc� � m1 � m1o�1�δ1� � m2 � m2o�1�δ2� (II.31)

La matrice dynamique de ce syst`eme est une fraction rationnelle en les param`etres incertains. Il
est donc naturel de mod´eliser le syst`eme sous forme LFT. Le choix de la forme LFT n’est pas
unique. La premi`ereétape consiste `a choisir un syst`eme nominal:

A�

����	
0 0 1

m1o
0

0 0 0 1
m2o

�k1�k2 k2 � co
m1o

0

k2 �k2 0 � co
m2o


���� (II.32)
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Le bouclage exog`ene sur l’incertitude est d´efini par:��������
w∆�t� ��∆z∆�t�

ẋ�t� � Ax�t� � B∆w∆�t�
z∆�t� � C∆x�t� � D∆∆w∆�t�

� M∆

�
x�t�

w∆�t�

� (II.33)

Par des m´ethodes classiques, [Bose 82], [Zhou 96], une premi`ere forme LFT est d´eduite:

M∆ �

��������������	

A

0 0 1 0
0 0 0 1

m1o 0 �co 0
0 m2o 0 �co

0 0 co
m2

1o
0

0 0 0 co
m2

2o

0 0 1
m1o

0

0 0 0 1
m2o

0 0 co
m1o

0

0 0 0 co
m2o

0 0 1 0
0 0 0 1


��������������
(II.34)

Pour ce choix de forme LFT, la matrice incertaine s’´ecrit:∆ � diag��2�δc�δ1�δ2�.
Une autre forme LFT est ´egalement possible (on utilise le changement de structure de l’incerti-
tude décrit dans la section II.3):

M∆ �

��������������	

A

0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

m1o 0 �co 0 0 0
0 m2o 0 0 0 �co

0 0 co
m2

1o
0

0 0 0 co
m2

2o

0 0 1
m1o

0

0 0 0 1
m2o

0 0 co
m1o

0 0 0

0 0 0 0 0 co
m2o

0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1


��������������
(II.35)

où pour ce choix de forme LFT,∆ � diag��2�δc��2�
�

δ1

δ2

�
�.

Une troisième forme est d´erivée de mani`ere identique:

M∆ �

������������������	

A

0 0 1 0
0 0 0 1

m1o 0 �co 0
0 m2o 0 �co

0 0 co
m2

1o
0

0 0 0 co
m2

2o

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1

m1o
0

0 0 0 1
m2o

0 0 co
m1o

0

0 0 0 co
m2o

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


������������������

(II.36)

où pour ce choix de forme LFT,∆ � diag��2�δc��2�
�

δ1 δ2
�
�.
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Modélisation LFT mixte

Les spécifications sur les incertitudes sont d´efinies comme suit:

– Le frottement est connu `a 30% près (jδcj 
 0�3)

– La massem1 ne peut d´epasser de plus�1� r̄� fois la valeur nominale (δ1
 r̄)

– L’incertitude sur les masses est born´ee en module par ¯m, (δ2
1�δ2

2
 m̄2)

Suivant la mod´elisation LFT choisie, plusieurs fa¸cons de satisfaire ces sp´ecifications sont pos-
sibles:

S1 Modélisation polytopique des incertitudes:

δc appartient au polytope `a deux sommets 0�3 et�0�3 et le couple�δ1�δ2� appartient au
polytopeà quatre sommets d´efinis parb1, b2, b3 et b4 (voir figure II.2). Dans ces condi-
tions, quelle que soit la forme LFT (II.34), (II.35) ou (II.36), l’incertitude∆ appartient au
polytopeà huit sommets, combinaison structur´ee des sommets pr´ecédemment d´ecrits.

S2 ModélisationH-dissipative simultan´ee répétée:

Avec la forme LFT (II.35), cela correspond `a:

– ∆1 � δc répétée deux fois et∆1 est

�
0�32 0

0 �1

�
-dissipative

– ∆2 �

�
δ1

δ2

�
répétée deux fois

et∆2 est simultan´ement

��	 2r̄ �1 0
�1 0 0
0 0 0


�� et

��	 m̄2 0 0
0 �1 0
0 0 �1


��-dissipative

Avec la forme LFT (II.36), cela correspond `a:

– ∆1 � δc répétée deux fois et∆�
1 est

�
0�32 0

0 �1

�
-dissipative

– ∆2 �
�

δ1 δ2
�

répétée deux fois

et∆�2 est simultan´ement

��	 2r̄ �1 0
�1 0 0
0 0 0


�� et

��	 m̄2 0 0
0 �1 0
0 0 �1


��-dissipative

S3 Modélisation mixte:Avec la forme LFT (II.35),

– b∆ � δc�2 appartient au polytope `a deux sommets 0�3�2 et�0�3�2

– ∆2 �

�
δ1

δ2

�
répétée deux fois

et∆2 est simultan´ement

��	 2r̄ �1 0
�1 0 0
0 0 0


�� et

��	 m̄2 0 0
0 �1 0
0 0 �1


��-dissipative
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Volontairement, `a cetteétape de la mod´elisation, la diversit´e des solutions pour une mˆeme
spécification est privilégiée et ceci pour deux raisons. Premi`erement, suivant les sp´ecifications
données, une mod´elisation peut-ˆetre plus naturelle qu’une autre et on d´esire pouvoir toutes les
prendre en compte dans ce travail. Deuxi`emement, la mod´elisation choisie induit par la suite
des méthodes d’analyse et de synth`ese qui peuvent ˆetre très différentes. Ainsi, pour une mˆeme
spécification, les différentes m´ethodes pourront ˆetre compar´ees. Cette comparaison pourra se
faire en termes de performances robustes des syst`emes mais ´egalement en termes de complexit´e
du calcul induit.

Les modélisations incertaines sp´ecifiées dans cette section sont par la suite reprises pour
illustration en fin de chapitre III et l’exemple V.3.4 commente l’influence de la mod´elisation sur
le pessimisme des m´ethodes et sur la complexit´e de calcul.

Limites sur les domaines incertains

Dans le syst`eme expos´e ci-dessus, les masses d´ependent des incertitudes selon la loim�

mo�1�δ�. Il est physiquement impossible que les masses deviennent nulles et math´ematique-
ment cela supposerait de rendre le mod`ele singulier. Cette sp´ecification se traduit sur la mod´eli-
sation des formes LFT par le fait que le domaine ferm´e des incertitudes ne doit pas contenir les
points tels queδ1 ��1 ouδ2 ��1.

Cela revient `a poser le probl`eme du bien pos´e des repr´esentations LFT. Il est d´efini en section
II.1.2 et nous revenons sur ce probl`eme dans un cadre plus g´enéral dans le chapitre qui suit.

Conclusion

�Cette thèse s’intéresse `a l’analyse de performances robustes et la synth`ese de correcteurs
robustes pour des syst`emes LTIà param`etres incertains.

� Les incertitudes sont param´etriques réelles, invariantes dans le temps.

� Les modèles peuvent ˆetre de forme affine, (II.15) ou (II.3), ou de forme LFT, (II.7).

� Les incertitudes mises sous forme LFT sont structur´ees. Les param`etres incertains sont
regroupés dans une matrice bloc-diagonale dont les blocs sont, soit parall´elotopiques, soit
polytopiques, soitH-dissipatifs (répétés et simultan´es le cas ´echéant).
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Analyse

“Emprunté au grecanalusis, “d écomposition” et “résolution”” , [Rey 98], le terme
d’analyse a deux sens qui illustrent la d´ecomposition de cette partie de la th`ese.“Le
mot désigne d’abord une d´ecomposition d’´eléments de nature intellectuelle et abs-
traite, une critique, puis un proc´edé de raisonnement. Il s’oppose `a la synthèse”.
Cette valeur du mot analyse sous-tend les deux chapitres qui viennent. Dans ces
chapitres, la stabilit´e robuste et chaque crit`ere de performance robuste, sont d´ecom-
posés etétudiés en d´etail.

“Une autre valeur est celle de “r´esolution”, “solution” et concerne la d´emonstra-
tion mathématique, elle se combine avec la premi`ere valeur du mot”. C’est dans
cet axe que se construit le chapitre V qui conclue cette partie. Il est d´edié à la réso-
lution des probl`emes d’analyse mis en ´evidence pr´ecédemment. Nous avons choisi
dans ce chapitre, de montrer que ces solutions se formulent de mani`ere générique.
Paradoxalement, les r´esultats d’analyse sont donn´es de fa¸con synthétique.





Chapitre III

Séparation Topologique et Stabilit é
Robuste

Introduction

L’objet de l’Automatique est le contrˆole des processus et ce, par le principe de r´etroaction.
Ce principe, de mani`ere générale, illustre que tout syst`eme est n´ecessairement en interaction
avec son environnement, les effets de l’un devenant des causes pour l’autre. Pour des syst`emes
représentés par leurs entr´ees/sorties, une fa¸con de reformuler cette notion est de parler d’inter-
connexion (voir figure III.1). Les entr´ees de chaque syst`eme connect´ees sur les sorties forment
le système global interconnect´e.

FIG. III.1 – Système interconnect´e

Faire un sch´ema c’est proposer une mod´elisation. La mod´elisation sous forme d’intercon-
nexion a l’avantage d’inclure nombre de probl`emes usuels en Automatique dont le contrˆole
des processus et aussi les mod`eles incertains de forme LFT. C’est dans l’objectif de pouvoir
analyser les propri´etés d’un syst`eme incertain mod´elisé comme l’interconnexion d’une ma-
trice incertaine sur un syst`eme LTI nominal, que ce chapitre s’int´eresse aux r´esultats th´eoriques
concernant les syst`emes interconnect´es. Un point th´eorique est particuli`erement approfondi: la
séparation topologique des graphes. A l’issue de ce chapitre, nous sommes en mesure de mettre
en exergue une m´ethode qui servira `a l’analyse en stabilit´e et en performance robuste.
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III.1 Stabilit é des syst̀emes interconnect́es

III.1.1 Systèmes LTI interconnect́esà un opérateur d’incertitude r éel

Dans le chapitre pr´ecédent, il aété montré que la boucle de r´etroaction peut ˆetre utilisée
comme un outil de mod´elisation des syst`emes incertains. La stabilit´e des mod`eles incertains
sous forme LFT se formule donc comme la stabilit´e d’une boucle de r´etroaction dont la forme
générale se trouve en figure III.2 o`u ∆ est un gain matriciel constant r´eel appartenant `a un
ensemble� et où G�s� est un op´erateur matriciel complexe.

�∆

G�s�

w�s�

z�s�

FIG. III.2 – Modèle incertain avec contre-r´eaction

Dans le cas de notre ´etude concernant les syst`emes LTI,s est la variable de Laplace,s� C�
et G�s� est la fonction de transfert. De mani`ereà entrer dans le d´etail de cette interconnexion,
il est nécessaire de remarquer queG�s� peut elle-mêmeêtre représentée en tant qu’une LFT de

sa représentation d’´etat

�
A B∆

C∆ D∆∆

�
et de l’opérateur intégration mod´elisé par la variable de

Laplaces�1, [Zhou 96]:

G�s� � D∆∆�C∆��s�1����A��s�1���1B∆ (III.1)

Cette repr´esentation LFT de la matrice de transfert est sch´ematisé sur la figure III.3.

C∆ D∆∆

B∆A

w�s� z�s�

x

s�1
�

ẋ

FIG. III.3 – Fonction de transfert sous forme LFT

Globalement, un mod`ele LTI incertain s’écrit donc comme une double interconnexion de la
figure III.4.
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C∆ D∆∆

A B∆

x

w�s�
z�s�

s�1
�

�∆

ẋ

FIG. III.4 – Modèle incertain sous forme LFT

Suivant que l’une ou l’autre des deux interconnexions est privil´egiée, l’analyse des syst`emes
LTI incertains se d´ecompose soit, en l’´etude des signaux exog`enes:

���G�s�∆�z�s� � 0

avec G�s� � D∆∆�C∆��s�1����A��s�1���1B∆
(III.2)

soit, en l’étude de l’état du syst`eme:

���A�∆���s�1��ẋ� 0

avec A�∆� � A�B∆∆���D∆∆∆��1C∆
(III.3)

Ces deux fa¸cons de consid´erer les mod`eles LTI incertains se r´esume par l’op´eration sch´ematique
de la figure III.5. Sur la base de ces sch´emas, il est alors possible de d´efinir les notions de
stabilité, bien pos´e et stabilité robuste.

= ++
�∆

G�s�

�∆
z�s�

A

A�∆�

D∆∆

a)

b)

c)

d)

z�s�

w�s�

w�s�

s�1
�

s�1
�

ẋ

ẋ

x

x

FIG. III.5 – Modèle LTI incertain

Définition III.1
Le système nominal̇x�t� � Ax�t� est (asymptotiquement)stable (de point d’équilibre unique
xe� 0) si les signaux x eṫx de la boucle a� de la figure III.5 sont uniques et convergent vers0.
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Définition III.2
Le système incertain sous forme LFT estbien pośesi les signaux w�s� et z�s� de la boucle c� de
la figure III.5 sont uniques et convergent vers0 pour tout∆.

Définition III.3
Le système incertain sous forme LFT est (asymptotiquement)robustement stable(de point
d’équilibre unique xe � 0) si les signaux w�s� et z�s� de la boucle b� de la figure III.5 ou x eṫx
de la boucle d� sont uniques et convergent vers0 pour tout∆.

L’ étude de la stabilit´e robuste se fait donc uniquement pour des syst`emes bien pos´es dont
le modèle nominal est stable. La stabilit´e du nominal se d´efinit comme la stabilit´e du modèle
incertain pour une incertitude nulle. La notion de bien pos´e implique quant `a elle, que le point
d’équilibre du syst`eme soit bien d´efini pour l’ensemble des incertitudes admissibles.

III.1.2 Séparation topologique des Graphes et stabilit́e robuste

Définitions

Nous rappelons ici bri`evement la notion de s´eparation topologique qui sera utilis´ee implici-
tement dans la suite de ce m´emoire. Pour un traitement plus d´etaillé, le lecteur int´eress´e peut
se rapporter aux r´eférences [Safonov 80], [Goh 95], [Goh 96], [Iwasaki 98]. Soit le syst`eme
interconnect´e de la figure III.6, o`u G1 et G2 sont des op´erateurs matriciels complexes sur les
ensembles�1 et�2.

w

z

G1�Ω1�

G2�Ω2�

FIG. III.6 – Système interconnect´e

On définit le graphe d’un op´erateur linéaireG�Ω� comme l’ensemble des signaux entr´ee/sortie
admissibles:

G�G�Ω�� �

��
w
z

�
: z� G�Ω�w

�
(III.4)

et le graphe inverse deG�Ω�:

G I�G�Ω�� �

��
w
z

�
: w� G�Ω�z

�
(III.5)

Définition III.4 [Goh 95]
Considérant le syst`eme interconnect´e de la figure III.6, le graphe de G1�Ω1� et le graphe inverse
G2�Ω2� sont dits topologiquement s´eparés si,

G�G1�Ω1��
�

G I�G2�Ω2�� � f0g � � Ω1 � �1 � Ω2 � �2 (III.6)
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Ce nouveau cadre de travail conceptuel a ´eté introduit dans [Safonov 80] pour l’´etude de
la stabilité de l’interconnection III.6 qui est ´equivalente `a la séparation topologique entre le
grapheG�G1�Ω1�� et le graphe inverseG I�G2�Ω2��. Le problème de la stabilit´e de cette inter-
connection peut ainsi se ramener `a celui de la recherche d’une fonctionnelleθΩ1�Ω2�w�z�, appelé
séparateur, prouvant la s´eparation topologique entre les graphes concern´es.

Un séparateur topologique est donc une fonction `a valeur réellesθΩ1�Ω2 telle que:

θΩ1�Ω2�w�z� � 0 si

�
w
z

�
� G�G1�Ω1��

θΩ1�Ω2�w�z� � 0 si

�
w
z

�
� G I�G2�Ω2��

(III.7)

La recherche d’un s´eparateur topologique est a priori impossible dans la formulation tr`es
générale précédente. Pour le probl`eme de stabilit´e robuste, le r´esultat de s´eparation topologique
est appliqu´e à l’interconnection III.2 o`u G2�Ω2� � �∆� ∆ � � � Cq�p et G1�Ω1� � G�s� �
Cp�q� s� C�. L’article de Goh et Safonov, [Goh 95], propose dans ce cas d’utiliser le para-
digme habituel en analyse robuste et de rechercher des fonctionnelles quadratiques permettant
de définir des secteurs compl´ementaires deCp�q. Dans [Iwasaki 98], il est alors prouv´e que
dans ce cas, il n’est pas restrictif de consid´erer des s´eparateurs quadratiques ind´ependants de
Ω2.

θΩ1�Ω2�w�z� �
�

w� z�
�

�Ω1�

�
w
z

�
� Cp�q (III.8)

Les résultats propos´es dans le cadre de la s´eparation topologique sont ´etroitement liés à
ceux obtenus par l’utilisation du concept de contrainte int´egrale quadratique en analyse robuste,
[Megreski 97], mais ´egalement `a la théorie des multiplieurs g´enéralisés dans le cadre de travail
positif réel, [Goh 95]. Dans le premier cas, la condition de s´eparation peut ˆetre vue comme une
reformulation plus g´enérale de la condition suffisante de stabilit´e robuste obtenue par la th´eorie
des IQC. Dans le second, il est montr´e dans [Goh 95], comment, sous certaines hypoth`eses, le
séparateur quadratique peut ˆetre factoris´e de façonà faire apparaitre un param`etre libre assimil´e
à un multiplieur généralisé. La condition de s´eparation est alors r´eécrite sous la forme d’une
contrainte de positivit´eà l’aide d’une transformation de secteur g´enéralisée.

Les résultats de s´eparation quadratique vont nous permettre dans la section III.1.2, de refor-
muler le problème de stabilit´e nominale, celui du bien pos´e et celui de la stabilit´e robuste en
terme de recherche d’un s´eparateur.

Application à l’ étude de la stabilit é robuste

Nous rappelons que dans ce cas, nous nous int´eressons `a l’interconnection III.2 dont la stabi-
lit é est par d´efinition robuste et repose indiff´erement sur le bouclagesb� et d� de la figure III.5.
Les résultats de s´eparation topologique pr´esentés ci-dessus se traduisent alors par le th´eorème
suivant:

Théorème III.1
Les trois propositions suivantes sont ´equivalentes:

i) Le système G�s� bouclé par�∆, de la figure III.2, est robustement stable.
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ii) Il existe un séparateur quadratique,�s� � C�p∆�q∆���p∆�q∆�, fonction de s� C�, tel que:

�
G��s� �� � �s�

�
G�s�
��

�
� �

�
� ∆�

�
�s�

�
�

∆

�
� � � �∆� �

(III.9)

iii) Il existe un séparateur quadratique,�∆� � R2n�2n, fonction de∆ � � tel que:

�
A�∆�� �� � �∆�

�
A�∆�
��

�
� �

�
� ��s�1���

�
�∆�

�
�

�s�1�

�
� � � �s� C�

(III.10)

Preuve
La séparation quadratique est appliqu´ee sur les bouclagesb� et d� de la figure III.5.
Dans le premier cas, cela se traduit par l’existence deˆ�s� telle que:������������

�
w��s� z��s�

�
ˆ�s�

�
w�s�
z�s�

�
� � �z�s� � G�s�w�s�

�
w��s� z��s�

�
ˆ�s�

�
w�s�
z�s�

�
� � �w�s� ��∆z�s�

Cela est ´equivalentà la condition (III.9) en posant le changement de s´eparateur:

�s� : �

�
� ��
� �

�
ˆ�s�

�
� �

�� �

�
Le second cas est similaire. �

Ce résultat général peutêtre utilisé afin de reformuler les probl`emes particuliers du bien pos´e et
de la stabilité nominale. Dans ces cas, le s´eparateur quadratique est `a rechercher dans l’ensemble
des matrices sym´etriques constantes. En effet, dans le cas du bien pos´e, on applique ii) du
théorème III.1 et l’opérateurG1�Ω1� � D∆∆ est indépendant de la variable de Laplaces� C�
alors que dans le cas de la stabilit´e nominale, on applique iii) du th´eorème III.1 et la matrice
A�∆� � A, est indépendante des param`etres∆.

Application à l’ étude du bien pos é

Corollaire III.1
Les deux propositions suivantes sont ´equivalentes:

i) Le système incertain sous forme LFT est bien pos´e.
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ii) Il existe un séparateur quadratique constant,� R�p�q���p�q�, tel que:

�
D∆∆ �� � �

D∆∆
��

�
� �

�
� ∆�

� �
�

∆

�
� � � �∆� �

(III.11)

Lemme III.1
Si le syst`eme incertain sous forme LFT est bien pos´e alors∆C et∆B, définis par l’équation (II.8),
appartiennent `a des domaines convexes compacts.

Preuve
On posew��∆z. Le séparateur du corollaire III.1, vérifie la condition suivante:

�
z� �w�

� �
z
�w

�
� 0 �z � w��∆z

On posev� z�D∆∆w. En rappelant que∆C � ∆���D∆∆∆��1, on a alors:

�
v� �w�

�� � �

D∆∆
� ��

� �
� D∆∆
� ��

��
v
�w

�
� 0 �v � w��∆Cv

Cela signifie que∆C vérifie l’inégalité matricielle:

�
� ∆C

�
�� � �

D∆∆
� ��

� �
� D∆∆
� ��

��
�

∆C
�

�
� � �∆C : ∆ � �

Le terme quadratique de cette in´egalité matricielle est tel que:

�
D∆∆

� �� � �
D∆∆
��

�
� �

∆C appartient donc au domaine faisable d’uneEM I définie par une matrice dont le terme
quadratique est d´efini positif qui est a fortiori un domaine convexe compact. La preuve est
identique pour∆B. �

Remarque III.1
Le lemme III.1 implique que sous l’hypoth`ese du bien pos´e, les matrices du mod`ele incertain,
(A�∆� par exemple), appartiennent toutes `a des domaines compacts quand∆ parcoure�. Nous
supposons de plus, sans d´emontrer que ce n’est pas restrictif, que les fonctions d´ependant des
paramètres,P�∆�, sont continues et sont ´egalement `a valeur dans des ensembles compact quand
∆ parcourt�.
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Application à l’ étude de la stabilit é nominale

Corollaire III.2
Les deux propositions suivantes sont ´equivalentes:

i) ẋ�t� � Ax�t� est stable.

ii) Il existe un séparateur quadratique constant,� R2n�2n, tel que:�
A� �� � �

A
��

�
� �

�
� ��s�1

���
� �

�

�s�1�

�
� � � �s� C�

(III.12)

Remarque III.2
La stabilité de l’interconnection a) de la figure III.5 correspond exactement `a la définition de la
stabilité interne telle qu’elle a ´eté définieà la section I.1.2. Dans le cas des mod`eles LTI, il y a
équivalence avec la notion de stabilit´e au sens de Lyapunov.

III.1.3 Liens avec la théorie de Lyapunov

Dans cette section, nous allons montrer que les conditions de stabilit´e robuste d´eveloppées
dans le cadre de la s´eparation topologique peuvent ˆetre réinterprétées en termes de l’existence de
fonctions de Lyapunov prouvant la stabilit´e de l’interconnection. En particulier, si l’on choisit
le séparateur du corollaire III.2 tel que:

�

�
� �P
�P �

�
: P� � (III.13)

alors l’application du corollaire III.2 permet de retrouver la condition de stabilit´e au sens de
Lyapunov du syst`eme ˙x� Ax qui s’écrit classiquement comme une in´egalité de Lyapunov:

� P� � : A�P�PA� � (III.14)

Les conditions n´ecessaires et suffisantes de stabilit´e issues de la th´eorie de Lyapunov et de la
théorie de la s´eparation topologique sont identiques. Cela montre que le choix du s´eparateur
III.13 peut se faire sans pessimisme. Il est ´egalement ais´e d’étendre cette r´einterprétation de la
condition de s´eparation topologique dans le cas de l’´etude de la stabilit´e robuste de l’intercon-
nection III.2. En particulier, la conditioniii � du théorème III.1 est exactement ´equivalente `a la
condition de stabilit´e robuste au sens de Lyapunov. En effet, sans pessimisme,�∆� peut être
choisi tel que:

�∆� �
�

� �P�∆�
�P�∆� �

�
: P�∆� � � (III.15)

et la condition de stabilit´e robuste issue de la s´eparation revient `aécrire une in´egalité de Lyapu-
nov:

�∆� � � � P�∆� � � : A��∆�P�∆��P�∆�A�∆� � � (III.16)
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Lemme III.2
Les deux propositions suivantes sont ´equivalentes:

i) Le système nominal est stable et il existe une matrice d´ependante des param`etres, P�∆�
telle que:

A��∆�P�∆��P�∆�A�∆� � � � �∆ � � (III.17)

ii) Le système est robustement stable.

Preuve
Si ii� alors nécessairement (III.17) etA� A���, le système nominal, est stable.
Inversement sii�, alors l’inégalité (III.17) implique queP�∆� est non singuli`ere pour tout∆
admissible. De plus pour∆ � �:

A�P����P���A � �

Cela implique queP��� � � car le syst`eme nominal est stable. D’apr`es la remarque III.1P�∆�
est continue et appartient `a un ensemble compact, donc par continuit´e, P�∆� � � pour tout∆
admissible. �

Remarque III.3
Choisir un séparateur indépendant de∆, c’est à dire un séparateur unique pour toutes les
incertitudes,équivautà écrire une condition suffisante de stabilit´e robuste qui n’est rien d’autre
qu’une condition n´ecessaire et suffisante de stabilit´e quadratique de la matrice incertaine A�∆�:

� P� � : �∆� � � A��∆�P�PA�∆� � � (III.18)

Il est également possible d’utiliser le r´esultatii� du théorème III.1. Cette condition n’est pas
utilisable dans sa formulation la plus g´enérale. Par contre, une condition suffisante de stabilit´e
robuste peut ˆetre recherch´ee en choisissant�s� � , indépendant de la variable de Laplace. En
appliquant le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov `a la première inégalité de la conditionii�,
on obtient la condition suffisante suivante:

� P et �
�
� ∆�

� �
�

∆

�
� � � �∆� �

�
A�P�PA PB∆

B∆
�P �

�
�

�
C∆

�
�

D∆∆
� ��

� �
C∆ D∆∆
� ��

�
� � � P� �

(III.19)

Le choix d’un séparateur constant ´equivautà se placer de nouveau dans le cadre de la stabilit´e
quadratique. La s´eparation quadratique appliqu´ee sur la structure LFT de l’incertitude montre
l’ équivalence entre les deux conditions n´ecessaires et suffisantes de stabilit´e quadratique (III.18)
et (III.19). Le passage d’une in´egalité du type (III.18)à une inégalité telle que (III.19) qui fait
apparaˆıtre un séparateur quadratique est approfondi dans la section III.2 de ce chapitre. C’est un
outil théorique important pour l’analyse et la synth`ese en stabilit´e et en performance robustes
des syst`emes incertains sous forme LFT.
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Conclusion

� La stabilité du syst`eme nominal et le bien pos´e sont nécessaires en vue de l’´etude de la
stabilité robuste.

� Sous l’hypothèse de bien pos´e,∆C et∆B et donc l’ensemble des matrices d´ependant des
paramètres, appartiennent `a des ensembles compacts.

� Sous l’hypothèse de la stabilit´e du syst`eme nominal, il n’est pas n´ecessaire de pr´eciser
que les matrices de Lyapunov d´ependant des param`etres sont d´efinies positives pour toutes
les incertitudes. Cette propri´eté est nécessairement v´erifiée (voir lemme III.2).

III.2 Formulation g énérique et
séparation quadratique

Dans la littérature, des r´esultats se rapprochant de celui-ci avec des formalismes parfois diff´e-
rents sont donn´es dans les r´eférences [Arzelier 99], [Dettori 98], [Scherer 97a], [Scorletti 98],
[Iwasaki 96], [Iwasaki 97]. Ce r´esultat est l’outil th´eorique principal pour la prise en compte
d’incertitudes sous forme LFT en vue d’une mise en ´equation simple, (conditions LMI), de pro-
blèmes d’analyse et de synth`ese en performance robuste tr`es diverses. En effet, des probl`emes
d’analyse et de synth`ese en performance et stabilit´e robustes peuvent ˆetre formulés de mani`ere
générique. Les r´esultats de s´eparation quadratique sont alors appliqu´esà cette formulation g´ené-
rique permettant ainsi de formuler des conditions exprim´ees en termes d’existence de solutions
à des inégalités matricielles lin´eaires. Nous pr´esentons, dans cette partie, le r´esultat dans sa
formulation générique tout en l’illustrant par son application `a la dérivation de conditions de
stabilité quadratique.

III.2.1 Contraintes quadratiques robustes

Étant donn´e une matrice d´ependant de l’incertitude de mani`ere LFT:

A�∆� � A�B∆���D∆��1C

Par définition elle vérifie unecontrainte quadratique robustesi:�
� �C ����∆�D ���1∆�

�
ΨC

�
�

�∆���D∆��1C

�
� � � �∆ � � (III.20)

où ΨC est une fonction affine des donn´eesA� B et éventuellement de variables inconnues,
(matrices de Lyapunov...). Une ´ecriture duale des contraintes quadratiques robustes est souvent
possible, ainsiA�∆� vérifie la contrainte quadratique robuste duale si:

�
� �B���∆D��1∆

�
ΨB

�
�

�∆����D �∆���1B �

�
� � � �∆� � (III.21)
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où ΨB est définie de mani`ere identique `a ΨC. Dans les deux cas on pose l’hypoth`ese du bien
posé de la contrainte quadratique robuste, c’est `a dire que∆���D∆��1 et���∆D��1∆ existent
et appartiennent `a un domaine compact pour∆��. En pratique, la matriceA�∆� est construite `a
partir d’un système incertain ˙x�A�∆�x et l’hypothèse du bien pos´e de la contrainte quadratique
robuste est lev´ee par le bien pos´e du syst`eme incertain de forme LFT,A�∆�.

Un exemple simple de contrainte quadratique robuste est celui de la condition de stabilit´e
quadratique (III.18) d’un syst`eme incertain `a structure LFT:

A�∆� � A�∆� � A�B∆∆���D∆∆∆��1C∆

La condition de stabilit´e quadratique (III.18) se d´eveloppe en:

�
� �C∆

����∆�D∆∆
���1∆�

�
ΨC�P�

�
�

�∆���D∆∆∆��1C∆

�
� � � �∆� � (III.22)

avec:

ΨC�P� �
�

A�P�PA PB∆
B∆

�P �

�
(III.23)

III.2.2 Candidates à la śeparation quadratique

La condition de stabilit´e quadratique (III.19) n´ecessite la recherche d’une matriceréelle
solution de l’inégalité matricielle linéaire:

�
� ∆�

� �
�

∆

�
� � � �∆� � (III.24)

Cette condition est totalement d´ecouplée du probl`eme de stabilit´e quadratique. Les matrices
qui satisfont cette condition ne d´ependent que du domaine des incertitudes�.

Définition III.5
Les matrices telles que (III.24) sont par d´efinition descandidatesà la śeparation quadra-
tique.

Deux ensembles de candidates `a la séparation quadratique peuvent ainsi ˆetre définis:

�C
�
�

�
C : �∆� � �

�
� ∆�

�
C

�
�

∆

�
� �

�
(III.25)

�B
�
�

�
B : �∆� � �

�
� ∆

�
B

�
�

∆�

�
� �

�
(III.26)

Ces deux ensembles de candidates `a la séparation quadratique sont l’intersection d’un nombre
infini de domaines faisablesLM I en puisque� est non d´enombrable.�C

�
et�B

�
sont formés

de l’intersection de domaines convexesfermés en nombre infini. Ce sont donc des domaines
convexesfermés qui, cependant, ne peuvent ˆetre décrits exactement par la donn´ee de� dans le
cas général. La section III.3 donne des solutions particuli`eres permettant d’approximer ces deux
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ensembles par des ensembles appropri´es pour les diff´erentes formes d’incertitudes LFT d´ecrites
dans le chapitre II.

Remarque III.4
Nous insistons sur la diff´erence entre le probl`eme de mod´elisation H-dissipative et le concept
de candidates `a la séparation quadratique. Math´ematiquement les deux sont proches mais la
différence tient `a ce que H est une donn´ee du problème tandis que est une variable. Le lien
entre les deux notions est le suivant:
Θ est une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis d’une ensemble incertain� ssi l’en-
semble des op´erateursΘ-dissipatifs contient�.

Θ� �� 	� �� �Θ

III.2.3 R ésultat de śeparation

Les contraintes quadratiques robustes III.20 et III.21 sont difficilement utilisables sous cette
forme. Il s’agit principalement de s’affranchir de la d´ependance vis `a vis de l’opérateur d’in-
certitude∆ tout en conservant une in´egalité linéaire matricielle en les inconnues. A cette fin,
les résultats de s´eparation quadratique pr´esentés précédemment sont appliqu´es aux formes g´e-
nériques III.20 et III.21 et donnent le th´eorème III.2.
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Théorème III.2
Les deux propositions suivantes sont ´equivalentes:

i) La contrainte robuste (III.20), respectivement (III.21), est satisfaite.

ii) Il existe une candidate `a la séparation quadratiqueC � �C
�

telle que:

ΨC�

�
C �

�

D � ��
�

C
�

C D
� ��

�
� � (III.27)

ou respectivementB � �B
�

ΨB�

�
B �

D ��
�

B
�

B � D �

� ��
�
� � (III.28)

Preuvede ii�� i�
L’in égalité matricielle (III.27) implique que:

�
� �C ����∆�D ���1∆�

�
ΨC

�
�

�∆���D∆��1C

�
��C ����∆�D ���1

�
� ∆�

�
C

�
�

∆

�
���D∆��1C

Cela prouve que la contrainte quadratique robuste (III.20) est satisfaite quandC est une candi-
dateà la séparation quadratique. �

Preuvede i�� ii�
Sous l’hypothèse de bien pos´e,∆���D∆��1 appartient `a un domaine compact. Par continuit´e,
il existe un scalaire positif,α � �, tel que:

�∆� � �
� �C ����∆�D ���1∆�

�
�ΨC�α��

�
�

�∆���D∆��1C

�
� �

En introduisant les signaux exog`enesz� Cx�Dw et w � �∆z, (le bien pos´e garantit leur
unicité), l’inégalité suivante est v´erifiée,

�
x� w�

�
�ΨC�α��

�
x
w

�
� �

pour tout vecteur

�
x
w

�
�� 0 et tout∆ � � tels que:

�
∆ �� �� C D

� ��
��

x
w

�
� �
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D’après le lemme de Finsler, [Skelton 98, Theorem 2.3.10], il existe, pour chaque∆ � �, un
scalaire positif,τ�∆� � 0, tel que:

α��ΨC �

�
C � �

D � ��
�

X�∆�
�

C D
� ��

�
avec

X�∆� � τ�∆�
�

∆�

��
��

∆ �� �
Dans la mesure o`u X�∆� � � et α��ΨC est indépendant de∆, il existe des matricesC telles
que� C 
 X�∆� pour toutes les incertitudes admissibles. Parmi celles-ci, il en existe une telle
que:

ΨC � α��ΨC
�
�

C � �

D � ��
�

C
�

C D
� ��

�
Il est à noter que la contrainte surC:

� C 
 τ�∆�
�

∆�

��
��

∆ �� �
estéquivalente par le lemme de Finsler, [Skelton 98, Theorem 2.3.10], `a:

�
� ∆�

� C
�
�

∆

�
� �

L’existence du s´eparateur quadratique est donc prouv´ee. �

En appliquant le r´esultat du th´eorème III.2 à la contrainte robuste de stabilit´e quadratique
III.22, on retrouve alors la conditionLM I nécessaire et suffisante de stabilit´e quadratique
III.19.

Remarque III.5
Le principe math´ematique qui conduit au r´esultat de s´eparation quadratique a ´eté parallè-
lementà notre travail propos´e dans [Scherer 97a], [Dettori 98], et plus r´ecemment dans
[Scherer 00]. Dans ces publications, les notations sont diff´erentes mais les concepts de “s´epa-
ration quadratique” et de “full block S-procedure” se confondent. Nous avons pr´eféré garder la
première appellation en r´eférence `a la théorie de la s´eparation topologique des graphes de sys-
tèmes interconnect´es et le formalisme est partiellement emprunt´e aux résultats simultan´ement
proposés dans [Iwasaki 96], [Iwasaki 98], [Iwasaki 00].

III.3 Choix des candidates et pessimisme

Le théorème III.2 n’est applicable en pratique que dans la mesure o`u l’ensemble des candi-
datesà la séparation quadratique se d´ecrit sous une forme num´eriquement exploitable. Dans le
cas d’un ensemble d’incertitudes� quelconque,�� est une intersection de domaines faisables



III.3. CHOIX DES CANDIDATES ET PESSIMISME 63

deLM I mais en nombre infini. Cependant, pour les formes particuli`eres des incertitudes pr´e-
sentées dans le chapitre II, certains sous-ensembles de s´eparateurs sont d´ecrits par un nombre
fini deLM I . Il est donc propos´e dans [Iwasaki 98], de relaxer la recherche du s´eparateur qua-
dratique � �� par � �� où �� est une approximation int´erieure, (�� � ��) ou extérieure,
(�� � ��). Dans le premier cas, la condition relax´ee est une condition suffisante alors que dans
le second, nous obtenons une condition n´ecessaire. Dans le cadre de ce m´emoire, seules des
conditions suffisantes et donc des approximations int´erieures, sont consid´erées. La recherche
d’un séparateur dans un sous-ensemble de�� est inévitablement pessimiste. Un compromis
doit donc se faire entre le pessimisme dˆu au choix d’un s´eparateur et la complexit´e numérique
des problèmesénoncés. Ce dilemme est discut´e dans la suite de la section.

Diff érents formalismes existent dans la litt´erature pour d´ecrire des candidates `a la séparation
quadratique. En particulier, le lien avec la th´eorie de la valeur singuli`ere structur´ee,µ, et la théo-
rie des scalings est tr`es clairement ´etablie dans [Iwasaki 98]. Les formes de scalings propos´ees
dans [Packard 93], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97] apparaissent ainsi comme des
exemples particuliers de relaxations sur la recherche du s´eparateur quadratique. Volontairement,
les techniques pour le choix de candidates `a la séparation quadratique sont rel´eguées en annexe
de cette th`ese, (annexe B). Les notations sont assez lourdes et les techniques rel`event plus du
formulaire que d’une ´etude théorique. Pour chaque type d’incertitude, le formulaire donne des
candidates `a la séparation quadratique r´eférencées par CSQ de 1 `a 9.

Dans la fin de ce chapitre, la recherche du s´eparateur quadratique est d´etaillée pour l’incerti-
tude structur´ee et l’incertitude non structur´ee.

III.3.1 Incertitudes non structur ées

Soit la matrice d’incertitudesH-dissipatives,∆��H , formée d’un seul bloc plein non r´epété.
Ces incertitudes sont contraintes `a appartenir `a l’ensemble faisable de laEM I fermée définie
par�H. On dit que ces incertitudes sont non structur´ees car la contrainteEM I n’impose pas
de structure `a la matrice∆. Sans autres pr´ecisions de structure, la repr´esentationH-dissipative
ne permet pas d’imposer `a certains des coefficients de∆ d’être nul ouégaux les uns aux autres.

La loi EM I d’appartenance `a�H s’avère très adapt´eeà la séparation quadratique, du fait de
son analogie formelle:

Lemme III.3
Les conditions suivantes sont ´equivalentes:

i) Une contrainte robuste (III.20) ou (III.21) est vraie pour tout∆ � �H

ii) Il existe un scalaireλλλ positif tel que � λλλ H et (III.27) ou (III.28) respectivement.

Preuve
i� estéquivalentà écrire que,

�
� �C ����∆�D ���1∆�

�
ΨC

�
�

�∆���D∆��1C

�
� � si

�
� ∆�

�
H

�
�

∆

�
� �
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On pose les vecteursz� Cx�Dw et w��∆z, (leur unicité étant garanti par le bien pos´e):

�
x� w�

�
ΨC

�
x
w

�
� � si

�
x� w�

�� C �
�

D � ��
�

H

�
C D
� ��

��
x
w

�
� �

En invoquant laS -procédure, [Yakubovitch 71], cette derni`ere condition est ´equivalente `a ii�.
λλλ est la variable additionnelle cr´ee par laS -procédure. �

Le cas d’incertitudesH-dissipatives non structur´ees est le seul pour lequel `a été démontré
qu’il existe une technique pour choisirsans pessimisme. Dans le cas d’incertitudes simul-
tanémentH-dissipatives, (d´efinies par plusieurs matricesHi), la S -procédure s’applique ´ega-
lement mais il est prouv´e, [Yakubovitch 71], que l’on n’obtient qu’une condition suffisante.
Pour∆� �H�1������H�h� , la S -procédure permet de rechercher des s´eparateurs, n´ecessairement pes-
simistes, de la forme:

� λλλ�1�H�1��λλλ�2�H�2�� � � ��λλλ�h�H�h� : λλλ�i� � 0 � �i � 1� � � ��h (III.29)

Il est à noter que le nombre de variables param`etrant les candidates `a la séparation quadratique
augmente avec le nombre de contraintes sur l’incertitude.

III.3.2 Incertitudes structur ées

La modélisation des incertitudes param´etriques sous formeLFT conduit d’après le chapitre
II à considérer des matrices∆ bloc-diagonales avec des blocs ´eventuellement r´epétés. On parle
alors d’incertitudes structur´ees. Certains des coefficients de∆ sont nuls et d’autres peuvent ˆetre
identiques. Ces contraintes fortes sur les incertitudes doivent ˆetre prises en compte dans l’´etape
de recherche du s´eparateur afin de rendre cette recherche la moins pessimiste possible. Pour
cela, les candidates CSQ 2 – 9sont propos´ees en annexe B. L’examen de ces diff´erentes can-
didates am`eneà conclure que, plus les contraintes de structure sont prises en compte, moins
pessimistes sont les candidates `a la séparation quadratique. De même, le nombre de variables
définissant augmente ainsi que le nombre deLM I que doit vérifier . La complexité de la
résolution croit donc avec la structure de l’incertitude et avec la r´eduction du pessimisme de la
condition propos´ee. Garantir une condition n´ecessaire et suffisante de s´eparation quadratique
est numériquement impossible en temps polynˆomial. Les relaxations `a l’aide d’un nombre fini
de LM I proposées en annexe B sont plus ou moins pessimistes et le pessimisme est inver-
sement reli´e à la combinatoire du probl`eme induit. Les candidates les moins pessimistes sont
définies visà vis d’incertitudes polytopiques et parall´elotopiques. Le nombre deLM I est alors
exponentiel en le nombre de param`etres incertains et lin´eaire en le nombre de sommets du po-
lytope. Afin de réduire cette combinatoire, il est propos´e de décrire les mˆemes incertitudes sous
formeH-dissipatives, permettant ainsi de simplifier les conditionsLM I dont le nombre sera
proportionnel au nombre de param`etres incertains.
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Exemple de candidates

Pour illustrer cela, diff´erents choix de candidates `a la séparation quadratique de CSQ 1 `a
CSQ 9 sont propos´es pour les mod`eles d’incertitudes de la section II.4.

S1 D’après CSQ 6, des candidates `a la séparation quadratique peuvent ˆetre param`etrées par
une matrice � R8�8 et contraintes par les 8LM I définies sur chaque sommet du poly-
tope.

S2 D’après CSQ 8, un ensemble de candidates `a la séparation quadratique est param`etré par
trois matrices 1, 2 et 3 telles que:

1 � R2�2 � 2 � R2�2 � 3 � R2�2 (III.30)

Les matrices sont contraintes par lesLM I suivantes:

1 � � � 2 � � � 3 � � (III.31)

et les candidates `a la séparation quadratique sont:

�

������	
0�32

1 � � �

� 2r̄ 2� m̄2
3 � 2�

� �1 0
�

� � � 1 �

� 2�
� �1

0

�
� 3�

� �1 0
0 �1

�

������ (III.32)

S3 D’après CSQ 8 et CSQ 7, un ensemble de candidates `a la séparation quadratique est
paramètré par trois matricesb, 2 et 3 telles que:

2 � R2�2

3 � R2�2 � b� � b11 b12b�12 b22

�
� R4�4 � b22�

� bθθθ11
22

bθθθ12
22bθθθ12

22
bθθθ22

22

�
� R2�2 (III.33)

Les matrices sont contraintes par lesLM I suivantes:

2 � � � 3 � � � bθθθ11
22� 0 � bθθθ22

22� 0

�
�2 0�3�2

�b� �2

0�3�2

�
� � �

�
�2 �0�3�2

�b� �2

�0�3�2

�
� �

(III.34)

et les candidates `a la séparation quadratique sont:

�

������	
b11 � b12 �

� 2r̄ 2� m̄2
3 � 2�

� �1 0
�

b�12 � b22 �

� 2�
� �1

0

�
� 3�

� �1 0
0 �1

�

������ (III.35)

Cet exemple fait clairement apparaˆıtre que les incertitudes mod´elisées sous forme polytopique
accroissent le nombre de variables de d´ecision et le nombre de contraintesLM I pour la re-
cherche de s´eparateurs. Le pessimisme des s´eparateurs vis `a vis d’incertitudes mod´elisées par
l’inclusion H-dissipative est illustr´e sur un probl`eme de minimisation de normeH2 dans la
section V.3.4.
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Conclusion

� Toute contrainte quadratique robuste de la forme (III.20) ou (III.21) peut se mettre
sous la forme de la recherche d’un s´eparateur quadratique sous contraintesLM I . Cette
opération est appel´ee séparation quadratique en r´eférence `a la séparation topologique des
graphes d’un syst`eme interconnect´e.

� La séparation quadratique se fait sans pessimisme en th´eorie, mais en pratique les can-
didatesà la séparation quadratique doivent ˆetre recherch´ees dans les ensembles CSQ 6–8.

� Le choix de l’ensemble de candidates induit un compromis `a adopter entre r´eduction du
pessimisme dans la s´eparation quadratique et r´eduction de la complexit´e de calcul.



Chapitre IV

Stabilit é et Performances Robustes -
Inégalit és de Lyapunov

Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons comment ´ecrire en termes d’in´egalités de Lyapunov, les
spécifications de stabilit´e, de localisation des pˆoles et de rejet de perturbation. Pour chaque per-
formance, le crit`ere est tout d’abord pr´esenté dans sa forme math´ematique vis `a vis du problème
le plus simple d’analyse sans incertitudes. Par la suite, il est ´etendu aux mod`eles incertains.

Le chapitre ne donne pas de solution de calcul mais expose le formalisme unifi´e choisi pour
décrire les probl`emes de performance robuste.

IV.1 Stabilit é robuste

Dans le cadre de la th´eorie de Lyapunov, la stabilit´e d’un systèmes LTI donn´e par sa matrice
dynamiqueA, estéquivalente `a l’existence d’une matrice sym´etrique définie positiveP, dite de
Lyapunov, telle que:

A�P�PA� � (IV.1)

La théorie de Lyapunov qui conduit `a ce résultat a ´eté comment´ee dans le chapitre de pr´elimi-
naires de cette th`ese. La stabilit´e de la matriceA peut de mani`ereéquivalente ˆetre test´eeà l’aide
de l’inégalité duale surX � P�1:

AX �XA� � � (IV.2)

X est la matrice de Lyapunov prouvant la stabilit´e du syst`eme LTI dual de matrice dynamique
A�. Les deuxécritures sont ´equivalentes du point de vue de la stabilit´e. Pour chaque crit`ere de
performance expos´e dans la suite, il existe une formulation directe, fonction d’une matrice de

67
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LyapunovP et une formualtion duale enX. Nous avons choisi de privil´egier, dans la r´edaction,
la forme directe enP. Les inégalités enX sont aussi donn´ees pour information. Elles sont
utilisées par la suite en synth`ese.

Théorème IV.1
Un système M�∆�, ∆ � � est robustement stablessi

– Il existe une MDP,P�∆�, telle que (IV.3) etP�∆� � � pour tout∆ � �.

IR 1 Inégalités de stabilit´e robuste:

A��∆�P�∆��P�∆�A�∆� � � (IV.3)

A�∆�X�∆��X�∆�A� �∆� � � (IV.4)

Dans le chapitre III, il a ´eté noté qu’il n’est pas n´ecessaire de rechercher des matrices de Lyapu-
nov définies positives sur tout le domaine incertain d`es lors que le syst`eme nominal est stable.
Une variante de cette remarque s’´ecrit:

Lemme IV.1
Les conditions suivantes sont ´equivalentes:

i) Il existe une MDP,P�∆�, telle que (IV.3) etP�∆� � � pour tout∆ � �.

ii) Il existe une MDP,P�∆�, telle que (IV.3) pour tout∆ � � et P��� � � .

Dans la suite, les crit`eres de performance consid´erés garantissent ´egalement la stabilit´e ro-
buste. Aussi, par analogie avec le lemme IV.1,P�∆� � � est remplac´e parP��� � � qui n’est
rien d’autre que la condition de stabilit´e du syst`eme nominal (voir aussi le lemme III.2).

IV.2 Localisation des p̂oles

IV.2.1 Caractéristiques transitoires robustes

Le comportement dynamique des syst`emes LTI est principalement li´e à la nature de ses
pôles. La rapidité, les oscillations, les d´epassements... de la convergence des ´etats d’un syst`eme
LTI certain se d´eterminent en calculant les valeurs propres de la matriceA. De même, pour les
systèmes LTI soumis `a des incertitudes param´etriques (invariants dans le temps), la position
des pôles dans le plan complexe indiquent comment l’´etat du syst`eme converge vers l’´equilibre.
Dans la mesure o`u le modèle est incertain, les pˆoles ne sont pas positionn´es précisément dans
le plan complexe mais appartiennent `a des sous-r´egions du demi-plan gauche.. En analyse se
pose donc le probl`eme de savoir si les pˆoles appartiennent ou non `a des domaines pr´e-définis.
Donner des bornes sur la rapidit´e (α), l’amortissement (ζ), la pulsation propre (ωr), d’un pôle
p� x� jy revient donc `a le localiser dans une sous-r´egion du demi-plan complexe gauche telle
que celle de la figure IV.1 assurant des sp´ecifications transitoires satisfaisantes.

α2
 x
 α1 y
ωr jy
x
j 
 tanψ
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FIG. IV.1 – Critères de performance dynamique

IV.2.2 Définition des régionsEM I

Avant d’envisager de donner des conditions de localisation des pˆoles d’un syst`eme LTI dans
diff érentes sous-r´egions du plan complexe, il est n´ecessaire de les caract´eriser analytiquement.
Une première classe de r´egions dites polynˆomiales a ´eté définie dans [Gutman 81].

D
ν
P �

�
p� C :

k�l�ν

∑
0�k�l�m

ck�l p
kp�l 
 0

�

où ck�l � C, ck�l � c�k�l et ν est l’ordre de la r´egion. SiCk�l � R pour tout couple�k� l � alors la
région est sym´etrique par rapport `a l’axe réel. Quoique cette formulation ait pu ˆetre utilisée
afin de généraliser l’équation de Lyapunov pour ces r´egions polynˆomiales dans [Gutman 81],
[Mazco 80], elle est apparue assez rapidement peu utilisable en pratique. Une autre classe de
régions utilisant le formalismeLM I , a ainsiété propos´ee dans [Chilali 96b], [Chilali 96a].

DL �
�

p� C : R11�R12p�R�12p� 
 �
�

oũ R11 � Rd�d est une matrice sym´etrique etR12 � Rd�d. Les régionsLM I sont convexes,
symétriques par rapport `a l’axe réel et invariantes par l’op´eration d’intersection.d est l’ordre
de la région. Cette formulation s’est av´erée particulièrement féconde pour le d´eveloppement
de conditions d’analyse et de synth`ese avec localisation des pˆoles, [Chilali 96a], [Chilali 99].
Nous proposons dans cette th`ese, une formulation plus g´enérale incluant les r´egionsLM I mais
conduisant `a uneécriture minimale.

Une régionEM I du plan complexe est d´efinie comme l’ensemble des nombres complexes
DR, [Peaucelle 00b]:

DR �

�
p� C :

�
� p��

�
R

�
�

p�

�
� �

�
(IV.5)

où R est une matrice r´eelle symétrique telle que:

R�

�
R11 R12

R�12 R22

�
� R2d�2d � R22� � � Rd�d (IV.6)
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La condition d’appartenance d’un nombre complexep à la régionDR s’écrit également:

R11� pR12� p�R�12� pp�R22� � (IV.7)

Un formulaire de r´egionsEM I usuelles (pour la majorit´e d’entre elles,d � 1 oud � 2), est
donné en annexe C. Les r´egions d’ordre sup´erieurà 2 sont en g´enéral des intersections de r´e-
gions d’ordre plus faible et ne sont pas consid´erées dans cette th`ese. En effet, en ce qui concerne
les problèmes d’analyse, prouver l’appartenance des pˆolesà une intersection de r´egions revient
à prouver la localisation des pˆoles dans chacune des r´egions s´eparément. Une approche alterna-
tive est donn´ee dans [Chilali 96b].

Outre que la formulationEM I permet de consid´erer des r´egions plus g´enérales en levant
l’hypothèseR22 � �, il est aisé de montrer que cette description est g´enéralement moins coˆu-
teuse en calculs. Ceci d´ecoule du fait que l’in´egalité (IV.7) de dimensiond�d se réécrit pour
les régionsLM I en une inégalité de dimension 2d�2d:�

R11 �

� ��
�
� p

�
R12 L
� �

�
� p�

�
R�12 �

L� �

�
� � � R22 � LL� (IV.8)

IV.2.3 DR-stabilit é robuste

Le cas certain

Etant donn´ee une r´egionDR du plan complexe, polynˆomiale ouLM I et une matrice carr´ee
A � Rn�n, des conditions n´ecessaires et suffisantes pour que les valeurs propres deA appar-
tiennentà DR ont été données en termes de solutions d’´equations de Lyapunov g´enéralisées
dans [Gutman 81], [Mazco 80], [Chilali 96b].

Définition IV.1
Etant donnée une régionEM I , DR, la matrice A est diteDR-stable si toutes les valeurs propres
de A sont dans la r´egionDR.

Une caract´erisation du type in´egalités de Lyapunov de laDR-stabilité d’une matriceA peut
être facilement extrapol´ee des travaux de [Chilali 96a]:

Théorème IV.2
A� Rn�n estDR-stablessi il existe une matrice d´efinie positiveP� Rn�n telle que:

�
� �d�A�

�
�R�P�

�
�

�d�A

�
� � (IV.9)

Cela estégalement ´equivalent `a l’existence d’une matrice d´efinie positiveX � Rn�n telle que:

�
� �d�A

�
�R�X�

�
�

�d�A�

�
� � (IV.10)
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La matriceP est une matrice de Lyapunov qui prouve la stabilit´e deA dès lors queDR est
une sous-r´egion du demi plan complexe gauche. La localisation des pˆoles dans une r´egion stable
est une extension de la stabilit´e au sens de Lyapunov. Dans la suite, les r´egions de localisation
envisagées sont toutes des sous-r´egions du demi-plan complexe gauche. Un cas particulier in-
téressant de r´egion estz�z� � 0 (le demi plan gauche). L’in´egalité deDR-stabilité se confond
alors avec l’inégalité de Lyapunov classique.
L’in égalité (IV.9) se développe en,

R11�P�R12� �PA��R�12� �A�P��R22� �A�PA� � � (IV.11)

qui est une formulation plus usuelle qui fait apparaˆıtre les différents termes, constant, lin´eaires
et quadratique en la matriceA.

Remarque IV.1
Dans cette th`ese n’est abord´ee que l’étude des syst`emes `a temps continu. Cependant, les r´esul-
tats sont transposables pour les syst`emes LTI incertains `a temps discret�xk�1 � Axk�. En effet,
la stabilité des syst`emes `a temps discret correspond `a la DR-stabilité dans le disque unit´e, soit

un choix R�

� �1 0
0 1

�
. La condition de Lyapunov devient A�PA�P� �.

Le lecteur attentif peut transposer `a l’ étude des syst`emes discrets, l’ensemble des remarques
qui suivent concernant laDR-stabilité dans des disques.

Le cas incertain

De même que pour la stabilit´e robuste, laDR-stabilité robuste est d´efinie par:

Définition IV.2
A�∆� � ∆�� est robustementDR-stablessipour toute valeur admissible de l’incertitude,�∆� �,
les valeurs propres de A�∆� sont dansDR.

Ce qui conduit au th´eorème suivant:

Théorème IV.3
Un systèmeẋ� A�∆�x, ∆ � � est robustementDR-stablessi

– Il existe une MDP,P�∆�, telle que (IV.12) pour tout∆ � � etP��� � �.

IR 2 Inégalités deDR-stabilité robuste:

�
� �d�A��∆�

�
R�P�∆�

�
�

�d�A�∆�

�
� � (IV.12)

�
� �d�A�∆�

�
R�X�∆�

�
�

�d�A��∆�

�
� � (IV.13)
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L’ étude de la localisation des pˆoles dans l’intersection de deux r´egionsEM I peut se faire
de deux fa¸cons. Premi`erement, en remarquant que l’intersection des r´egionsDR1 et DR2 est
une régionDR avecR� struc�R1�R2� (voir définition page xi). Deuxi`emement, en prouvant
successivement laDR1-stabilité robuste puis leDR2-stabilité robuste. La seconde m´ethode est
toujoursà préférerà la première car elle revient `a résoudre deux probl`emes ind´ependants de
petite taille au lieu d’un seul de dimension ´egaleà la somme des deux autres. Par recurrence sur
le nombre de r´egions, la localisation robuste des pˆoles dans l’intersection d’un nombre fini de
régionsEM I se fait par la r´esolution d’autant de probl`emes ind´ependants.

IV.3 Crit ères fréquentielsH2/H∞

IV.3.1 Définitions

Dans le chapitre I, nous avons ´enoncé la problématique du rejet de perturbation sur la base
des normesH∞ et H2. Pour un syst`eme LTI, le coût est défini par la norme du transfert des
signaux de perturbationw aux signaux command´esz:

Γ∞ � kT1�s�k∞ Γ2 � kT2�s�k2

En analyse de performance robuste, pour chaque crit`ere est associ´e un coût dans le pire des cas:

Γp�c
∞ � max

∆��
kT1�∆�s�k∞ Γp�c�

2 � max
∆��

kT2�∆�s�k2

Ce coût est très difficileà calculer pr´ecisément dans le cas g´enéral. Dès lors, la probl´ematique
d’analyse est de trouver un coˆut garanti aussi proche que possible du coˆut dans le pire des cas:

min
Γg�

��kT�∆�s�k� � 	∆��
Γg�
�

IV.3.2 Coût H∞

De manièreà expliciter les notations utilis´ees par la suite, nous rappelons que le coˆut H∞
repose sur un transfertw1� z1 tel que:�

ẋ�t�
z1�t�

�
� M1�∆�

�
x�t�

w1�t�

�
(IV.14)

Les modèles incertains consid´erés dans ce m´emoire sont principalement de deux formes. Ils
peuventêtre affines et polytopiques (II.3). Auquel cas, les matrices d´efinissant le transfert ap-
partiennent `a l’enveloppe convexe dessommets:

M�i�
1 �

�
A�i� B�i�

1

C�i�
1 D�i�

11

�
(IV.15)
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Ils peuventêtre sous forme LFT (II.7), et les matrices sont d´efinies par un bouclage r´etroactif
de∆ � � tel que: ������������

w∆�t� � �∆z∆�t�

ẋ�t� � Ax�t� � B∆w∆�t� � B1w1�t�
z∆�t� � C∆x�t� � D∆∆w∆�t� � D∆1w1�t�
z1�t� � C1x�t� � D1∆w∆�t� � D11w1�t�

(IV.16)

Le cas certain

Le calcul de la normeH∞ d’un système certain peut s’effectuer par un algorithme it´eratif
de bisection calculant les valeurs propres d’une matrice hamiltionienne param´etréeà chaque
étape. Depuis la mise en ´evidence de la formulationLM I des problèmes de synth`eseH∞,
[Gahinet 94], ce calcul implique la minimisation d’un crit`ere linéaire sous contraintesLM I .
Ce résultat est d´etaillé dans [Chilali 96a].

Mise sous formeLM I , le calcul de la normeH∞ se formule de mani`ere semblable au pro-
blème de stabilit´e. Il s’agit là encore de la recherche d’une matrice de Lyapunov qui garantit
la stabilité du syst`eme (premier bloc de l’in´egalité) et qui, en outre, d´efinit toutes les bornes
supérieurs au coˆut H∞. Les inégalités duales l’une de l’autre sur le coˆut H∞ sont:�

A�P1�P1A�C�
1C1 P1B1�C�

1D11

B�1P1�D�
11C1 �γγγ��D�

11D11

�
� � (IV.17)

�
AX1�X1A��B1B�1 X1C�

1�B1D�
11

C1X1�D11B�1 �γγγ��D11D�
11

�
� � (IV.18)

Théorème IV.4
La normeH∞ d’un système M1, est obtenu par la r´esolution du probl`eme d’optimisation suivant:

�Γ∞�
2 � min

P1�� : �IV�17�
γγγ

Le cas incertain

L’extension au cas incertain du th´eorème IV.4 est directe. Il suffit de remarquer que tout
scalaireγγγ tel que (IV.17) est une borne sup´erieure de la normeH∞.

Théorème IV.5
Γg�

∞ est un coˆut H∞ garanti pour le syst`eme M1�∆�, ∆ � �, ssi

– Il existe une MDP,P1�∆�, et un scalaireγγγunique, tels que (IV.19) pour tout∆��, P1����

� etγγγ
 �Γg�
∞
�2

.
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Les inégalités associ´eesà ce problème sont donn´ees par IR 3.

IR 3 Inégalités sur le coˆut H∞ dans le cas incertain:�
A��∆�P1�∆��P1�∆�A�∆��C�

1�∆�C1�∆� P1�∆�B1�∆��C�
1�∆�D11�∆�

B�1�∆�P1�∆��D�
11�∆�C1�∆� �γγγ��D�

11�∆�D11�∆�

�
� � (IV.19)

�
A�∆�X1�∆��X1�∆�A��∆��B1�∆�B�1�∆� X1�∆�C�

1�∆��B1�∆�D�
11�∆�

C1�∆�X1�∆��D11�∆�B�1�∆� �γγγ��D11�∆�D�
11�∆�

�
� � (IV.20)

Remarque IV.2
Par continuité, le coût dans le pire des cas, d´efini comme le maximum de la normeH∞ sur
l’ensemble des incertitudes, se d´efinit aussi par le probl`eme de minimisation suivant:

�Γp�c�
∞ �2 � min

�IV�19� pour tout∆�� et P1�����
γγγ

IV.3.3 Coût H2

Les notations utilis´ees par la suite pour les mod`eles incertains affines polytopiques (II.3)
sont:

M�i�
2 �

�
A�i� B�i�

2

C�i�
2 �

�
(IV.21)

et pour les mod`eles de forme LFT (II.7):������������

w∆�t� � �∆z∆�t�

ẋ�t� � Ax�t� � B∆w∆�t� � B2w2�t�
z∆�t� � C∆x�t� � D∆∆w∆�t� � D∆2w2�t�
z2�t� � C2x�t� � D2∆w∆�t�

(IV.22)

Le cas certain

Le calcul du coˆut H2 d’un système certain est reli´e au calcul des grammiens d’observabi-
lit é et de commandabilit´e du syst`eme. A la différence du coˆut H∞, le coût H2 se détermine
exactement par la solution d’une ´equation de type Lyapunov. Cependant, le calcul de la norme
H2 peut passer par la solution d’un probl`eme d’optimisation lin´eaire sous contraintesLM I ,
[Chilali 96a].

Soient les in´egalités suivantes:

A�P2�P2A�C�
2C2 � � (IV.23)

AX2�X2A��B2B�2 � � (IV.24)

Suivant l’inégalité choisie, la solution d´efinie positiveP2 ou X2 est respectivement une borne
supérieure du grammien d’observabilit´e (Wo
 P) ou de commandabilit´e (Wx
 X). Pour cette
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raison, on dit des in´egalités (IV.23) et (IV.24) que ce sont desinégalités sur les grammiens. De
plusP2 etX2 sont des matrices de Lyapunov qui prouvent la stabilit´e du syst`eme.

Associées aux in´egalités sur les grammiens, nous d´efinissons lesinégalités sur le coˆut H2:

B�2P2B2 � T (IV.25)

C2X2C
�
2 � T (IV.26)

Le coût H2 est la solution du probl`eme d’optimisation suivant:

Théorème IV.6
La normeH2 d’un système M2, est obtenu par le probl`eme d’optimisation suivant:

�Γ2�
2 � min

P2�� : �IV�23���IV�25�
Trace�T�

Le cas incertain

L’extension au cas incertain est directe. Elle repose sur la matriceT qui par sa trace d´efinit
toute borne sup´erieure sur la normeH2.

Théorème IV.7
Γg�

2 est un coˆut H2 garanti pour le syst`eme M2�∆�, ∆ � �, ssi

– Il existe une MDP,P2�∆�, et une matriceT unique, tels que (IV.27) et (IV.29) pour tout
∆ � �, P2��� � � et Trace�T� 
 �Γg�

2

�2
.

Les inégalités associ´eesà ce problème sont donn´ees par IR 4 et 5.

IR 4 Inégalités sur les grammiens dans le cas incertain:

A��∆�P2�∆��P2�∆�A�∆��C�
2�∆�C2�∆� � � (IV.27)

A�∆�X2�∆��X2�∆�A��∆��B2�∆�B�2�∆� � � (IV.28)

IR 5 Inégalités sur le coˆut H2 dans le cas incertain:

B�2�∆�P2�∆�B2�∆� � T (IV.29)

C2�∆�X2�∆�C�
2�∆� � T (IV.30)

Remarque IV.3
Par continuité, le coût dans le pire des cas est la solution de la minimisation suivante:�

Γp�c�
2

�2
� min

�IV�27���IV�29� pour tout∆�� et P2�����
Trace�T�
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Remarque IV.4
Suiteà la remarque I.2, il est n´ecessaire de s’assurer que pour toutes les incertitudes, D∆∆�∆� �
�. Ceci est imm´ediat pour les mod`eles affines polytopiques. Pour les mod`eles LFT, il faut s’as-
surer que pour toutes les incertitudes:

D2∆∆���D∆∆∆��1D∆2 � � (IV.31)

Cette contrainte n’est pas restrictive. Les incertitudes LFT mixtes envisag´ees dans cette th`ese
(voir section II.3) sont bloc-diagonales. L’hypoth`ese de l’équation (IV.31) signifie qu’un mˆeme
bloc des incertitudes ne perturbe pas simultan´ement la matrice de mesure C2 et la matrice des
entrées B2.

IV.4 Forme génériqueEM I des ińegalités sur les performances
robustes

Les problèmes d’analyse pr´esentés dans ce m´emoire sont donc formul´es comme des pro-
blèmes de faisabilit´e ou de minimisation de fonctions lin´eaires sous des contraintes d’in´egalités
matricielles. En analyse, ces in´egalités sont toutes lin´eaires en les variables mais en nombre
infini. Pour résoudre num´eriquement les probl`emes d’analyse (chapitre V), il est n´ecessaire de
disposer de formulations ad´equates.

Pour ne pas r´epéter les manipulations math´ematiques sur chacune des in´egalités définies, il
est intéressant de remarquer qu’elles s’´ecrivent toutes sous les formesEM I suivantes:

�
� N�

C�∆�
�
QC�P�∆��∆�

�
�

NC�∆�

�
� � (IV.32)

�
� NB�∆�

�
QB�X�∆��∆�

�
�

N�
B�∆�

�
� � (IV.33)

Les matricesN et Q correspondant aux diff´erents critères de performance sont r´esumées dans
les tableaux IV.1 – IV.5.

L’ étude des matricesQ fait apparaˆıtre que la relation (IV.32) est effectivement une descrip-
tion EM I vis à vis de la matriceN. Elle satisfait le critère de convexit´e, c’està dire queQ se
décompose toujours sous la forme:

Q�P�∆��∆� �
�

Q11�P�∆��∆� Q12�P�∆��
Q�

12�P�∆�� Q22�P�∆��

�
(IV.34)

où le terme quadratique de laEM I est défini positif quandP est une matrice de Lyapunov:

P�∆� � � � Q22�P�∆�� � � (IV.35)

La contrainte (IV.32) ainsi d´ecrite peut s’interpr´eter comme suit:

Il existe une matrice de Lyapunov d´ependant des param`etresP�∆� telle que pour chaque∆,
N�∆� appartientà l’int érieur de l’EM I définie par Q�P�∆��∆�.
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Remarque IV.5
Les formes g´enériques de ce chapitre sont les secondes formes g´enériques propos´ees dans cette
thèse. Les premi`eres, contraintes quadratiques robustes, introduites dans le chapitre III, d´e-
crivent dans un cadre unifi´e le concept de s´eparation quadratique qui permet la mise en ´equa-
tion LM I de contraintes robustes vis `a vis d’incertitudes de forme LFT. Les formes g´enériques
EM I d’analyse quant `a elles, servent dans le chapitre suivant. Elles permettent de d´ecrire dans
un cadre unifié le lemme de cr´eation de variables de relaxation en vue de l’analyse par fonc-
tions de Lyapunov d´ependant des param`etres. C’est la combinaison du th´eorème de s´eparation
quadratique et du lemme de cr´eation qui permet de r´esoudre l’analyse robuste par FLDP vis `a
vis d’incertitudes LFT.

NC�∆� QC�P�∆��∆� NB�∆� QB�X�∆��∆�

A�∆�
�

� P�∆�
P�∆� �

�
A�∆�

�
� X�∆�

X�∆� �

�

TAB. IV.1 – IR 1 Inégalités de stabilit´e robuste

NC�∆� QC�P�∆��∆� NB�∆� QB�X�∆��∆�

�d�A�∆� R�P�∆� �d�A�∆� R�X�∆�

TAB. IV.2 – IR 2 Inégalités deDR-stabilité robuste

NC�∆� QC�P1�∆��∆��
A�∆� B1�∆�

� �	 C�
1�∆�C1�∆� C�

1�∆�D11�∆� P1�∆�
D�

11�∆�C1�∆� �γγγ��D�
11�∆�D11�∆� �

P1�∆� � �


�
NB�∆� QB�X1�∆��∆��
A�∆�
C1�∆�

� �	 B1�∆�B�1�∆� B1�∆�D�
11�∆� X1�∆�

D11�∆�B�1�∆� �γγγ��D11�∆�D�
11�∆� �

X1�∆� � �


�

TAB. IV.3 – IR 3 Inégalités sur le coˆut H∞ robuste
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NC�∆� QC�P2�∆��∆� NB�∆� QB�X2�∆��∆�

A�∆�
�

C�
2�∆�C2�∆� P2�∆�

P2�∆� �

�
A�∆�

�
B2�∆�B�2�∆� X2�∆�

X2�∆� �

�

TAB. IV.4 – IR 4 Inégalités sur les grammiens

NC�∆� QC�P2�∆��∆� NB�∆� QB�X2�∆��∆�

B2�∆�
� �T �

� P2�∆�

�
C2�∆�

� �T �

� X2�∆�

�

TAB. IV.5 – IR 5 Inégalités sur le coˆut H2 robuste

Conclusion

� Les principaux crit`eres de performance ainsi que la stabilit´e, admettent une formulation
générique de typeEM I .

�Pour des syst`emes LTI incertains mod´elisés dans l’espace d’´etat, toutes les sp´ecifications
de performance admettent une interpr´etation en termes de recherche d’une matrice de
Lyapunov dépendant des param`etres.

� Les problèmes d’analyse sont lin´eaires et l’analyse robuste correspond `a une optimisa-
tion sous un nombre infini deLM I .



Chapitre V

Conditions LM I d’analyse

Introduction

Il a été vu dans le chapitre pr´ecédent, que dans le formalisme de la th´eorie de Lyapunov,
certains probl`emes d’analyse de stabilit´e et de performance robuste se r´eduisent `a une recherche
sur une infinité de points de matrices de Lyapunov, soumises `a des contraintesLM I . Tel quel,
le problème ne peut se r´esoudre par des m´ethodes classiques simples. En particulier, le temps
de calcul ne serait pas polynˆomial en le nombre de donn´ees du probl`eme.

La première difficulté tient à la dépendance des matrices de Lyapunov vis `a vis des para-
mètres incertains. Historiquement, cette difficult´e peutêtre contourn´ee en choisissant des ma-
trices de Lyapunov uniques pour tous les param`etres, [Barmish 85], [Geromel 91]. C’est le
cadre de travail de la stabilit´e quadratique qui conduit `a un fort degr´e de pessimisme pour des
problèmes faisant intervenir une mod´elisation structur´ee de l’incertitude, [Packard 93]. Une
autre approche consiste `a étudier les conditions d’analyse pour des parametrisations donn´ees
des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres [Barmish 86], [Feron 96], [Gahinet 96].
Nous parlerons de m´ethodes FLDP. Le but est alors d’utiliser l’information contenue dans la
fonction de Lyapunov afin de r´eduire fortement le pessimisme de l’approche quadratique sans
ajouter une complexit´e numérique trop importante. Le compromis `a adopter est tr`esétroitement
li é à la parametrisation des fonctions de Lyapunov ainsi qu’aux outils th´eoriques utilisables.
Récemment, le lemme d’´elimination a permis de proposer de nouvelles conditionsLM I pour
l’analyse de stabilit´e et de performance robustes dans le cadre FLDP et ceci pour diff´erentes pa-
rametrisations de la fonction de Lyapunov, [Arzelier 00b], [de Oliveira 99b], [Peaucelle 00b],
[Peaucelle 99b].

Dans ce chapitre, sont donc propos´ees quatre m´ethodesLM I d’analyse des performances.
Elles sont jug´ees par leur degr´e de pessimisme respectif et par la complexit´e des calculs induits.
Le pessimisme vis `a vis des conditions exactes de stabilit´e robuste ne peut ˆetre quantifié. Aussi la
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comparaison sur le pessimisme reste relative. La complexit´e de calcul de toutes les m´ethodes est
dans l’absolu identique car les probl`emesà résoudre sont tous des probl`emes de programmation
Semi-Définie Positive. Cependant, les nombres de contraintesLM I et de variables mises en jeu
sont relativement diff´erents. Il est possible, d`es lors, de comparer la “taille” induite par chaque
méthode.

L’organisation du chapitre est la suivante. Dans un premier temps, le cadre de travail de
la stabilité quadratique est rappel´e et les m´ethodesLM I associées sont expos´ees. Dans un
second temps, le lemme d’´elimination au service des m´ethodes FLDP, est ´etudié en détail.
Le mécanisme d’ajout de variables de relaxations permettant de r´eduire le pessimisme de la
stabilité quadratique est explicit´e pasà pas. Il s’agit là d’une contribution majeure de notre
travail. Finalement, des exemples illustrent les m´ethodes propos´ees.

V.1 Stabilité quadratique

V.1.1 Définition - rappel

Toutes les in´egalités matricielles d’analyse de performances robustes pr´esentées dans le cha-
pitre précédent s’écrivent sous les formes suivantes:

�
� N�

C�∆�
�
QC�P�∆��∆�

�
�

NC�∆�

�
� � (V.1)

�
� NB�∆�

�
QB�X�∆��∆�

�
�

N�
B�∆�

�
� � (V.2)

Les matricesN et Q des différentes in´egalités sont r´esumées en section IV.4.
Dans ces in´egalités matricielles,P�∆� (et par analogieX�∆�) sont des matrices de Lyapunov

dépendant des param`etres. La recherche tr`es générale de matrices d´ependant des param`etres est
impossible et choisir une matrice pour chaque valeur de l’incertitude est un probl`eme de di-
mension infinie. Une mani`ere d’aborder ce probl`eme simplement avec des moyens num´eriques
efficaces est de se placer dans le cadre de la stabilit´e quadratique, [Hollot 80], [Barmish 85]. Il
s’agit principalement d’utiliser une fonction de Lyapunov quadratique unique pour attester de
la stabilité sur l’ensemble des r´ealisations possibles du syst`eme. Travailler dans ce cadre revient
doncà choisirP�∆� � P et X�∆� � X dans les contraintes robustes (V.1) et (V.2).

Théorème V.1
Si l’une des deux in´egalités (V.1) ou (V.2) est v´erifiée pour tout∆ � � et pour une matrice de
Lyapunov unique,P�∆� � P ou X�∆� � X, alors le syst`eme est quadratiquement stable et le
critère de performance robuste associ´e à l’in égalité matricielle est satisfait dans le cadre de la
stabilité quadratique.

L’existence deP dans (V.1) et l’existence deX dans (V.2) sont ´equivalentes. Les ´ecritures
sont duales l’une de l’autre. Elles peuvent ˆetre utilisées indifféremment en analyse. En syn-
thèse, on verra que l’´ecriture duale enX est utilisée de pr´eférence de mani`ereà “linéariser” les
problèmes.
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V.1.2 Incertitude affine polytopique

Dans le cadre de la stabilit´e quadratique, les contraintes robustes vis `a vis de mod`eles incer-
tains de forme affine polytopique, se mettent sous formeLM I . Soit par exemple la contrainte
de stabilité quadratique:

A��∆�P�PA�∆� � � (V.3)

et soit la mod´elisation affine polytopique du syst`eme incertain (voir (II.3)):

A�∆� �COfA�1�� � � ��A�np�g (V.4)

(V.3) est affine en la matrice incertaineA�∆�, et transforme donc une enveloppe convexe en une
enveloppe convexe. Il estainsi possible de d´efinir des conditions n´ecessaires et suffisantes de
stabilité quadratique ais´ement testables.

Le système est quadratiquement stable si et seulement si la matriceP prouve simultan´ement
la stabilité de tous les sommets du polytope:

A�i� �P�PA�i� � � �i � 1� � � ��np (V.5)

Ceci est facilement extrapol´e au cas des performances robustes. Dans le cadre de la stabilit´e
quadratique, il est n´ecessaire et suffisant quand le mod`ele est polytopique, de tester les in´egalités
sur les sommets du polytope. On obtient le th´eorème V.2 qui fait référence aux in´egalités de
l’encadré V.1.

Théorème V.2 Stabilit́e quadratique des syst̀emes affines polytopiques

� Stabilité: Un système incertain de forme affine polytopique dont le mod`ele est donn´e par
(II.3) est quadratiquement stablessi il existe une matrice uniqueP symétrique définie positive
solution de laLM I (V.6) pour tout i� 1� � � ��np.

P� � � �V�6�	 i�1�����np

� DR-Stabilité: Un système incertain de forme affine polytopique dont le mod`ele est donn´e
par (II.3) est quadratiquementDR-stablessi il existe une matrice uniqueP symétrique définie
positive solution de laLM I (V.8) pour tout i� 1� � � ��np.

P� � � �V�8�	 i�1�����np

� Coût H∞: Γg�
∞ est un coˆut H∞ garanti pour le syst`eme incertain de forme affine polytopique

dont le mod`ele est donn´e par (IV.15) s’il existe une matrice uniqueP1 symétrique définie positive
et un scalaireγγγ solutions de laLM I (V.10) pour tout i� 1� � � ��np et tels queγγγ
 �Γg�

∞
�2

.

P1 � � � γγγ
 �Γg�
∞�

2 � �V�10�	 i�1�����np

�Coût H2: Γg�
2 est un coˆutH2 garanti pour le syst`eme incertain de forme affine polytopique dont

le modèle est donn´e par (IV.21) s’il existe une matrice uniqueP2 symétrique définie positive et
une matrice sym´etriqueT solutions du couple deLM I (V.12) pour tout i� 1� � � ��np et tels que

Trace�T� 
 �Γg�
2

�2
.

P2 � � � Trace�T� 
 �Γg�
2

�2
� �V�12�	 i�1�����np
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Inégalités de stabilit´e quadratique

A�i� �P�PA�i� � � (V.6)

A�i�X �XA�i�� � � (V.7)

Inégalités deDR-stabilité quadratique

h
� ��A�i� �

i
R�P

�
�

��A�i�

�
� � (V.8)

�
� ��A�i�

�
R�X

�
�

��A�i� �

�
� � (V.9)

Inégalités sur coˆut H∞ - approche stabilit´e quadratique�
A�i� �P1�P1A�i� �C�i�

1

�
C�i�

1 P1B�i�
1 �C�i�

1

�
D�i�

11

B�i�
1

�
P1�D�i�

11

�
C�i�

1 �γγγ��D�i�
11

�
D�i�

11

�
� � (V.10)

�
A�i�X1�X1A�i���B�i�

1 B�i�
1

�
X1C

�i�
1

�
�B�i�

1 D�i�
11

�

C�i�
1 X1�D�i�

11B
�i�
1

� �γγγ��D�i�
11D

�i�
11

�

�
� � (V.11)

Inégalités sur coˆut H2 - approche stabilit´e quadratique

A�i� �P2�P2A�i��C�i�
2

�
C�i�

2 � � B�i�
2

�
P2B�i�

2 � T (V.12)

A�i�X2�X2A�i� ��B�i�
2 B�i�

2

�
� � C�i�

2 X2C
�i�
2

�
� T (V.13)

ENC. V.1: Inégalités de stabilit´e quadratique des syst`emes affines polytopiques
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Le théorème peut se reformuler `a l’aide des in´egalités duales exprim´ees en les variablesX.
Ce sont alors les in´egalités (V.7), (V.9), (V.11) et (V.13) de l’encadr´e V.1 qui définissent les
LM I .

Il est important de remarquer qu’une condition n´ecessaire et suffisante de stabilit´e quadra-
tique, n’est qu’une condition suffisante de stabilit´e robuste. Se restreindre `a ne chercher qu’une
fonction de Lyapunov unique pour tout l’ensemble d’incertitudes introduit n´ecessairement un
important degr´e de pessimisme difficile `a quantifier. On peut donc s’attendre `a ce que les bornes
sur les coˆutsH∞ etH2 obtenues dans ce cadre soient relativement pessimistes.

Les coûts H∞ et H2, garantis par le th´eorème V.2 sont des bornes sup´erieures des coˆuts
dans le pire des cas. En analyse des syst`emes, ce r´esultat permet de v´erifier si un coˆut est
garanti par le syst`eme. Une alternative est de r´esoudre le probl`eme d’optimisation lin´eaire sous
contraintesLM I et d’en déduire les meilleurs coˆuts garantis `a l’aide de l’approche par la
stabilité quadratique. Aussi, les grandeurs suivantes qui sont toutes directement calculables par
les solveursLM I peuventêtre définies:h

Γquad�
∞

i2
� min

P1�� � �V�10�� i�1�����np

γγγ (V.14)

h
Γquad�C

2

i2
� min

P2�� � �V�12�� i�1�����np

Trace�T�h
Γquad�B

2

i2
� min

P2�� � �V�13�� i�1�����np

Trace�T�
(V.15)

Γquad�C
2 etΓquad�B

2 sont volontairement diff´erenciés, car ils peuvent ˆetres différents l’un de l’autre.

Les preuves suivent le raisonnement donn´e en début de cette section. Elles reposent sur la
linéarité des inégalités en les matrices du mod`ele. Cela est d´etaillé sur les in´egalités sur la
majoration des grammiens. Pour les autres in´egalités, le raisonnement est le mˆeme.

On suppose que pour tous les sommets du polytope:

A�i��P2�P2A�i��C�i�
2

�
C�i�

2 � �

Par complément de Schur:�
A�i� �P2�P2A�i� C�i�

2

�

C�i�
2 ��

�
� � �i � 1� � � ��np

Comme cette in´egalité est linéaire en les matrices du mod`ele, par définition du polytope, c’est
équivalentà: �

A��∆�P2�P2A�∆� C�
2�∆�

C2�∆� ��
�
� � �∆

Cela donne finalement par le compl´ement de Schur:

A��∆�P2 �P2A�∆��C�
2�∆�C2�∆� � �

et ce pour toutes les r´ealisations du mod`ele incertain.
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Les tests propos´es dans le cadre de la stabilit´e quadratique pour les mod`eles incertains poly-
topiques sont donc reformul´es en termes de probl`emes de programmation semi-d´efinie positive.
Ils sont définis par un grand nombre de contraintesLM I égal au nombre de sommets du poly-
tope. Cela peut se r´evéler lourd lors de la r´esolution num´erique.

V.1.3 Incertitudes mixtes sous forme rationnelle

Pour remédier aux probl`emes num´eriques dˆusà la modélisation polytopique des incertitudes
et pouvoir prendre en compte une d´ependance param´etrique rationnelle, l’incertitude est suppo-
sée de forme LFT mixte (voir section II.3). Dans le cas d’incertitudes LFT, toutes les in´egalités
sur les performances robustes se mettent sous forme g´enérique de contraintes quadratiques ro-
bustes (III.20) ou (III.21). Comme il a ´eté montré à la section III.2.3, en utilisant le r´esultat
de séparation quadratique, les contraintes peuvent ˆetre réexprimées sous forme de contraintes
LM I .

Prenons par exemple la stabilit´e quadratique de l’´equation (V.3) et soit la mod´elisation LFT:

A�∆� � A�B∆∆���D∆∆∆��1C∆

L’in égalité de stabilité quadratique se factorise comme suit:�
� �C∆

����∆�D∆∆
���1∆�

�� A�P�PA PB
B�P �

��
�

�∆���D∆∆∆��1C∆

�
� �

La stabilité quadratique est donc ´equivalente `a l’existence d’une matriceP symétrique définie
positive et d’une matrice sym´etrique, candidate `a la séparation quadratique,� ��, telles que:�

A�P�PA PB
B�P �

�
�

�
C∆

�
�

D∆∆
� ��

� �
C∆ D∆∆
� ��

�
� �

Cette inégalité est linéaire enP et , et la recherche de� �� est un probl`emeLM I mais de
dimension infinie dans la plupart des cas. Pour pouvoir contourner num´eriquement le probl`eme,
les séparateurs sont recherch´es parmi les candidates possibles propos´ees en annexe B. La
condition de stabilit´e quadratique est alors seulement suffisante, sauf dans le cas non pessimiste
où� est l’ensemble des matrices non structur´ees (un seul bloc, non r´epété),H-dissipatives (non
simultanées).

Ce qui vient d’être décrit pour la stabilit´e quadratique s’applique ´egalement pour les diff´e-
rentes performances robustes du chapitre IV. La technique de s´eparation utilis´ee est d´ecrite en
détail dans le chapitre III. Le r´esultat général pour toutes les sp´ecifications de performances ro-
bustes est donn´e par le théorème V.3. Toutes les conditions sont exprim´ees en termes deLM I
en les variablesP et :

ΨC�P��
�

C � �

D � ��
�

C
�

C D
� ��

�
� � (V.16)

Le même théorème peut ˆetre reformuléà l’aide des in´egalités duales qui ont comme variable de
LyapunovX. Les inégalités sont alors de la forme:

ΨB�X��

�
B �

D ��
�

B
�

B � D �

� ��
�
� � (V.17)
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et les différents choix deΨ, B, C et D pour les différents critères de performance robuste sont
résumés dans les tableaux V.1 – V.5.
���d
 est l’ensemble des candidates `a la séparation quadratique de CSQ 9, page xiv.

Théorème V.3 Stabilit́e quadratique des syst̀emes LFT mixtes

� Stabilité: Un système incertain de forme LFT mixte M�∆�, ∆ � � est quadratiquement stable
ssi il existe une matrice uniqueP symétrique définie positive et une candidate `a la séparation
quadratique vis `a vis de�, solutions de laLM I (V.16) dont les matrices sont `a rechercher dans
le tableau V.1.

P� �

� �� �

�
ΨC�P��

�
C � �

D � ��
� �

C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�1

� DR-Stabilité: Un système incertain de forme LFT mixte M�∆�, ∆ � � est quadratiquement
DR-stablessi il existe une matrice uniqueP symétrique définie positive et une candidate `a
la séparation quadratique vis `a vis des incertitudes de� répétées d fois, solutions de laLM I
(V.16) dont les matrices sont `a rechercher dans le tableau V.2.

P� �

� ���d
 �

�
ΨC�P��

�
C � �

D � ��
� �

C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�2

� Coût H∞: Γg�
∞ est un coˆut H∞ garanti pour le syst`eme incertain de forme LFT mixte M1�∆�,

∆ � � s’il existe une matrice uniqueP1 symétrique définie positive, un scalaireγγγ et une
candidate `a la séparation quadratique vis `a vis de�, solutions de laLM I (V.16) dont les
matrices sont `a rechercher dans le tableau V.3 et tels queγγγ
 �Γg�

∞
�2

.

P1 � �

� ��
γγγ
 �Γg�

∞
�2 �

�
ΨC�P�γγγ��

�
C � �

D � ��
� �

C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�3

(V.18)

� Coût H2: Γg�
2 est un coˆut H2 garanti pour le syst`eme incertain de forme LFT mixte M2�∆�,

∆ � � s’il existe une matrice uniqueP2 symétrique définie positive, une matriceT et 1, 2

deux candidates `a la séparation quadratique vis `a vis de�, solutions deLM I (V.16) dont les
matrices sont `a rechercher dans les tableaux V.4, V.5 et telles que Trace�T� 
�Γg�

2

�2
.

P2 � �

1 � ��
2 � ��

Trace�T� 
 �Γg�
2

�2 �

�
ΨC�P��

�
C � �

D � ��
�

1

�
C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�4�

ΨC�P�T��
�

C �
�

D � ��
�

2

�
C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�5

(V.19)
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B � B∆
C �C∆
D � D∆∆

ΨC �

�
A�P�PA PB∆

B∆
�P �

�
ΨB �

�
AX �XA� XC∆

�

C∆X �

�

TAB. V.1 – Inégalités de stabilit´e quadratique

B � �d�B∆ C � �d�C∆ D � �d�D∆∆

ΨC �

�
� �d�A�

� �d�B∆
�

�
R�P

�
� �

�d�A �d�B∆

�

ΨB �

�
� �d�A
� �d�C∆

�
R�X

�
� �

�d�A� �d�C∆
�

�

TAB. V.2 – Inégalités deDR-stabilité quadratique

B �

�
B∆ �

� D1∆

�
C �

�
C∆ �

� D∆1

�
D �

�
D∆∆ �

� D∆∆

�

ΨC �

����	
A�P1�P1A P1B1 P1B∆ P1B∆

B�1P1 �γγγ� � �

B∆
�P1 � � �

B∆
�P1 � � �


�����

����	
C�

1
D�

11
D�

1∆
D�

1∆


����
����	

C�
1

D�
11

D�
1∆

D�
1∆


����
�

ΨB �

����	
AX1�X1A� X1C�

1 X1C∆
� X1C∆

�

C1X1 �γγγ� � �

C∆X1 � � �

C∆X1 � � �


�����

����	
B1

D11

D∆1

D∆1


����
����	

B1

D11

D∆1

D∆1


����
�

TAB. V.3 – Inégalités sur le coˆut H∞ / stabilité quadratique

B � B∆
C �C∆
D � D∆∆

ΨC �

�
A�P2�P2A�C�

2C2 P2B∆ �C�
2D2∆

B∆
�P2�D�

2∆C2 D�
2∆D2∆

�

ΨB �

�
AX2�X2A��B2B�2 X2C∆

��B2D�
∆2

C∆X2�D∆2B�2 D∆2D�
∆2

�

TAB. V.4 – Inégalités sur les grammiens / stabilit´e quadratique



V.1. STABILITÉ QUADRATIQUE 87

B � D2∆ C � D∆2 D � D∆∆

ΨC �

� �T �B�2P2B2 B�2P2B∆
B∆

�P2B2 B∆
�P2B∆

�
ΨB �

� �T �C2X2C�
2 C2X2C∆

�

C∆X2C�
2 C∆X2C∆

�

�

TAB. V.5 – Inégalités sur le coˆut H2 / stabilité quadratique

Comme dans le cas des incertitudes affines polytopiques, les coˆuts minimaux garantis par le
cadre de travail de la stabilit´e quadratique se d´efinissent par:h

Γquad�
∞

i2
� min

�V�18�
γγγ (V.20)

h
Γquad�C

2

i2
� min

�V�19�
Trace�T� (V.21)

et de façon dualeΓquad�B
2 est définie sur les in´egalités enX2. Dès lors qu’est choisi un sous

ensemble CSQ 6 – 9 decandidates `a la séparation quadratique (voir annexe B), ces coˆuts sont
tous calculables par minimisation d’un crit`ere linéaire sous contraintesLM I .

Le théorème V.3 est une extension de r´esultats d´ejà connus dans la communaut´e scientifique
sous différentes formes. Ils sont pr´esentés dans ce m´emoire de mani`ere unifiéeà l’aide de la for-
mulation générique. Une caract´eristique de notre travail est que toutes les matrices du mod`ele
LTI incertain sont suppos´ees dépendre des incertitudes. Il est en effet courant dans la litt´erature
que la matriceD∆1 soit suppos´ee nulle. Cette hypoth`ese implique que les entr´ees des perturba-
tionsw1 sont certaines (B1�∆� � B1 et D11�∆� � D11). Sous cette hypoth`ese, l’inégalité sur le
coût H∞ garanti par la stabilit´e quadratique se r´eécrit sous la forme classique:�	 A�P1�P1A P1B1 P1B∆

B�1P1 �γγγ� �

B∆
�P1 � �


��

�	 C�
1

D�
11

D�
1∆


��	 C�
1

D�
11

D�
1∆


��

�

�	 C∆
�

�

� �

D∆∆
� ��


� �
C∆ � D∆∆
� � ��

�
� �

où est un s´eparateur vis `a vis de�.
Concernant le crit`ere de performanceH2, les signaux relatifs `a l’incertitude (w∆ et z∆) et

ceux relatifs au crit`ereH2 (w2 et z2) sontà notre connaissance toujours suppos´es ne pas inter-
agir (D∆2 � � et D2∆ � �). Cela revient `a poser l’hypoth`ese que les entr´ees des perturbations
sont certaines et le vecteur command´ez2 dépend d’une combinaison lin´eaire certaine de l’´etat
du système. Même si cette derni`ere hypoth`ese est r´ealiste pour la plupart des crit`eres de perfor-
manceH2, le résultat est ´etendu dans cette th`ese au cas o`u ceci n’est pas v´erifié. Si l’on suppose
D∆2 � � etD2∆ � � alors l’inégalité sur le coˆut H2 garanti par la stabilit´e quadratique se r´eécrit
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sous la forme classique:�
A�P2�P2A�C�

2C2 P2B∆
B∆

�P2 �

�
�

�
C∆

�
�

D∆∆
� ��

� �
C∆ D∆∆
� ��

�
� �

B�2P2B2 � T

V.2 Fonctions de Lyapunov
Dépendant des Param̀etres

Cette section se divise en deux parties. Dans la premi`ere, les résultats th´eoriques qui per-
mettent l’introduction de fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres pour l’analyse ro-
buste en stabilit´e et performance, sont introduits. Ces r´esultats ont ´eté simultanément propos´es
dans les publications [Geromel 98], [de Oliveira 99a], [de Oliveira 99b], et [Peaucelle 00b]
pour des syst`emes incertains lin´eaires polytopiques. Ils ont ensuite ´eté étendus aux mod´elisa-
tion incertaine LFT dans [Peaucelle 99b]. Les r´esultats reposent essentiellement sur l’introduc-
tion de variables que nous qualifions de variables de relaxation et obtenues par l’application
du lemme d’élimination (dans la mesure o`u le lemme est employ´e à contre sens nous parlerons
également de lemme de cr´eation) sur les formes g´enériquesEM I de la section IV.4. La seconde
partie de cette section expose les th´eorèmes d’analyse robuste par FLDP, vis `a vis d’incertitudes
affines et LFT mixtes comme nous l’avons fait pour la stabilit´e quadratique.

V.2.1 Lemme d’́elimination / Lemme de création

Toutes les in´egalités matricielles sur les performances robustes consid´erées dans le chapitre
IV s’ écrivent sous l’une des formes suivantes:�

� N�
C�∆�

�
QC�P�∆��∆�

�
�

NC�∆�

�
� � (V.22)

�
� NB�∆�

�
QB�X�∆��∆�

�
�

N�
B�∆�

�
� � (V.23)

Les matricesN etQ correspondant aux diff´erents critères de performance robuste sont r´esumées
en section IV.4.

Lesécritures (V.22) et (V.23) sont duales l’une de l’autre et les r´esultats qui suivent peuvent
être appliqu´esà l’une comme `a l’autre. Pour ´eviter une lourdeur non n´ecessaire, nous consid`e-
rons uniquement la premi`ereécriture dans la suite de la section V.2. Ainsi les indicesC et B

introduits pour distinguer les deux formes sont provisoirement ´eludés.

Lemme V.1
Les relations suivantes sont toutes ´equivalentes entre elles:

i) Il existeP� � qui satisfait l’inégalité matricielle suivante:�
� N�

�
Q�P�

�
�

N

�
� � (V.24)
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ii) Il existe P� � et G telles que:

Q�P��
�

N�

��
�

G��G
�

N �� �� � (V.25)

iii) Il existe P� �, F et No telles que:

Q�P��
�

N�

��
�

F�
�

No �� ��� No
�

��
�

F
�

N �� �� � (V.26)

iv) Il existeP� � et No telles que:

�
� N�

�
Q�P�

�
�

N

�
� � �

�
� No

�
�
Q�P�

�
�

No

�
� � (V.27)

Preuve
� Les conditionsi� et ii� sontéquivalentes par le lemme d’´elimination [Skelton 98, Corollary
2.3.9].
� CommeQ22�P� � � (voir section IV.4), la matrice inconnueG se décompose n´ecessairement

en

�
Go

�F

�
où F�F� est une matrice d´efinie négative.F est donc non singuli`ere et il existeNo

telle queGo � N�
oF. Cela prouve l’équivalence entreii� et iii �.

� Les conditionsiii � et iv� sontéquivalentes par le lemme d’´elimination [Skelton 98, Th´eorème
2.3.12]. �

Toutes les conditions du lemme V.1 sont ´equivalentes entre elles. Sachant que la conditioni�
est celle qui contient le moins de variables et qu’elle est sous formeLM I , le lemme est de peu
d’intérêt sous cette forme.

Les nouvelles variablesG ou �F�No� introduites dans le lemme V.1 sont des variables de
relaxation. L’augmentation du nombre de variables induit des degr´es de libert´e supplémentaires
permettant, par exemple, de consid´erer des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres.
Ces différents points sont d´etaillés par la suite.

Remarque V.1
Le lemme V.1 repose sur un r´esultat math´ematique important nomm´e lemme l’élimination,
[Skelton 98], fréquemment employ´e pour réduire de nombre de variables dans un probl`eme.
Ici, le lemme est surtout employ´e en sens contraire, c’est pourquoi nous choisissons d’y faire
référence sous l’appellation delemme de cŕeation.

A ce stade, il peut sembler au lecteur que plus on introduit de variables suppl´ementaires,
plus on apporte de degr´es de libert´e. Il n’en est rien. Prenons par exemple l’in´egalité (V.24)à
laquelle on ajoute la condition de d´efinie positivité surP:

�
� � �

� � N�

�� �P �

� Q�P�

���	 � �

� �

� N


��� �
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D’après le lemme V.1 il existe alors une matriceG� �
�

G1
� G2

�
�

telle que:

� �P �

� Q�P�

�
�

�	 �

N�

��


�� G1
� G2

�
�
�

�
G1

G2

��
� N �� �� �

Ceci se d´eveloppe en:��	 �P G1
�

N �� ��
N�

��
�

G1 Q�P��
�

N�

��
�

G2
��G2

�
N �� �


��� �

Dans cette expression, il n’est pas pessimiste de poserG1 � �. Ainsi, G1 n’apporte aucun degr´e
de liberté supplémentaire `a ceux apport´es parG2.

De façon générique, la relationiii � du lemme V.1 indique que la matriceG se décompose
en deux matricesF et No, où No est inévitablement solution de (V.27). Aussi,No peut avoir
sans pessimisme la mˆeme structure queN: si une partie des lignes deN sont nulles, il en sera de
même pourNo sans pessimisme. Les degr´es de libert´e apportés par le lemme V.1 se caract´erisent
par le rang deN.

Dans le cas des mod`eles incertains, le lemme V.1 devient:

Lemme V.2
Les relations suivantes sont toutes ´equivalentes entre elles:

i) Il existe une MDP,P�∆� telle queP��� � � et pour tout∆ � �:�
� N��∆�

�
Q�P�∆��∆�

�
�

N�∆�

�
� � (V.28)

ii) Il existe deux MDP,P�∆� et G�∆� telles queP��� � � et pour tout∆ � �:

Q�P�∆��∆��
�

N��∆�
��

�
G��∆��G�∆�

�
N�∆� �� �� � (V.29)

iii) Il existe trois MDP,P�∆�, F�∆� etNo�∆� telles queP��� � � et pour tout∆ � �:

Q�P�∆��∆��
�

N��∆�
��

�
F��∆�

�
No�∆� �� �

�

�
No

��∆�
��

�
F�∆�

�
N�∆� �� �� �

(V.30)

iv) Il existe deux MDP,P�∆� et No�∆� telles queP��� � � et pour tout∆ � �:�
� N��∆�

�
Q�P�∆��∆�

�
�

N�∆�

�
� �

�
� No

��∆�
�
Q�P�∆��∆�

�
�

No�∆�

�
� �

(V.31)
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Preuve
Elle découle des mˆemes relations que dans le lemme V.1, appliqu´ees sur l’ensemble des incer-
titudes admissibles. De part le r´esultat du lemme IV.1, la contrainteP�∆� � � est remplac´ee par
le test sur l’incertitude nulle correspondant au syst`eme nominal. �

Les inégalités sur les performances robustes du lemme V.2 sont toutes impossibles `a ré-
soudre par des m´ethodesLM I . Il n’est pas possible d’une part de rechercher une fonction de
Lyapunov dépendant des param`etres sans expliciter clairement cette d´ependance et d’autre part,
il serait nécessaire de tester les conditions sur l’ensemble non d´enombrable des incertitudes�.
Cependant, dans les relationsii� et iii �, les variables de relaxation introduites, font qu’il n’y a
aucun produit entre les matrices incertaines du mod`ele et les matrices de LyapunovP�∆�. Ceci
permet, pour un choix particulier de la forme des matrices d´ependant des param`etres, d’obtenir
des conditions suffisantes sous formeLM I . Ce point est explicit´e dans les sections V.2.3 pour
les modèles affines polytopiques et V.2.4 pour les mod`eles LFT mixtes.

V.2.2 FLDP et stabilité quadratique

Avant de présenter les r´esultatsLM I d’analyse et de performance robuste, les nouvelles
conditions sont ´evaluéesà l’aune du cadre de la stabilit´e quadratique. En introduisant des fonc-
tions de Lyapunov d´ependant des param`etres, on s’attend `a être moins pessimiste que pour la
stabilité quadratique. Nous montrons ici que cette conjecture est vraie sauf dans certains cas.

Lemme V.3
Si une inégalité matricielle d’analyse de stabilit´e robuste ou de performances robustes (V.22)
est satisfaite dans le cadre de la stabilit´e quadratique du th´eorème V.1�P�∆� � P�, alors la
condition ii� du lemme V.2 associ´ee, est satisfaite avecG�∆� � G et P�∆� � P, constantes.

Preuve
Le théorème V.1 de stabilit´e quadratique signifie qu’il existe une matriceP telle que pour toute
incertitude admissible∆ � �:

Q11�P�∆��N��∆�Q�
12�P��Q12�P�N�∆��N��∆�Q22�P�N�∆� � � (V.32)

Comme le syst`eme incertain est bien pos´e,N�∆� appartient `a un domaine compact (voir lemme
III.1). Il existe donc un scalaireε � 0 suffisamment petit tel que:

Q11�P�∆��N��∆�Q�
12�P��Q12�P�N�∆��N��∆��Q22�P�� ε��N�∆� � � (V.33)

Par complément de Schur, ceci s’´ecrit:�
Q11�P�∆��N��∆�Q�

12�P��Q12�P�N�∆� N��∆��Q22�P�� ε��
�Q22�P�� ε��N�∆� �Q22�P�� ε�

�
� � (V.34)

soit

Q�P�∆��
�

N��∆�
��

�
G��G

�
N�∆� �� �� � � �

� �ε�

�

 � (V.35)
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avec

G �

�
Q12�P�

Q22�P�� ε�

�
(V.36)

�

Le lemme V.3 garantit qu’en analyse, quelles que soient les restrictions faites sur les matrices
P�∆� etG�∆�, la conditionii� du lemme V.2 est moins pessimiste que le cadre de travail propos´e
par la stabilité quadratique. Les restrictions ´evoquées dépendent de la forme des incertitudes
(voir les sections suivantes) et permettent de mettre la conditionii� du lemme V.2 sous forme
LM I . En analyse, le cadre de travail de la stabilit´e quadratique est franchement d´epass´e.

Corollaire V.1
SoientDR une région bornée du plan complexe telle que R22� � et No ���R�1

22 R12���n, alors
les conditions suivantes sont successivement suffisantes l’une pour la suivante:

i�� ii�� iii �� iv�

i) � DR-stabilité quadratique� Il existeP� � telle que pour tout∆ � �:

�
� �d�A��∆�

�
R�P

�
�d

��A�∆�

�
� � (V.37)

ii) Il existe P�∆� �P��� � �� etF�∆� telles que:

R�P�∆��
�
�d�A��∆�

��
�

R22�F��∆�
�

No �� �
�

�
N�

o

��
�

R22�F�∆�
�
�d�A�∆� �� �� �

(V.38)

iii) Il existe P�∆� �P��� � �� etG�∆� telles que:

R�P�∆��
�
�d�A��∆�

��
�

G��∆��G�∆�
�
�d�A�∆� �� �� � (V.39)

iv) � DR-stabilité robuste� Il existeP�∆� �P��� � �� telle que

�
� �d�A��∆�

�
R�P�∆�

�
�d

��A�∆�

�
� � (V.40)

Preuve
Le corollaire reprend les conditions du lemme V.2 en inversantii� et iii �. Les implications
succécives se d´emontrent par une preuve identique `a celle du lemme V.3, en remarquant queε
peutêtre choisi nul quandR22 � �. �

Les conditionsiii � et iv� sont en faitéquivalentes l’une `a l’autre. Toutefois, comme on le
verra par la suite, en pratique les matricesP�∆� et G�∆� sont param´etrées de telle sorte que
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l’on ait iii �� iv�. L’int érêt de ce corollaire est que pour les r´egions du plan complexe telles que
R22� �, il existe une mani`ere de réduire le nombre de variables de relaxation tout en conservant
une condition moins pessimiste que la stabilit´e quadratique.

Un cas particulier de r´egions de ce type est le disque centr´e enα de rayonr (voir annexe C).
Une condition suffisante deDR-stabilité robuste et n´ecessaire deDR-stabilité quadratique s’´ecrit
comme l’existence deP�∆� etF�∆�, telles queP��� � � et:�

�α2� r2�P�∆��α�A��∆�F��∆��F�∆�A�∆�� �α�P�∆��F�∆���A��∆�F��∆�
�α�P�∆��F��∆���F�∆�A�∆� P�∆��F�∆��F��∆�

�
� �

(V.41)
Cela correspond `a un choix deNo � Ao � α�, le centre du cercle.

Nous insistons ici sur la forme interm´ediaire avec une seule variableF, en vue de la syn-
thèse de correcteurs pour laquelle la forme (V.29) est inutilisable. En effet, elle aboutit `a des
conditionsBM I . La synthèse de correcteurs par des m´ethodesLM I n’est possible que par
l’emploi de la forme (V.30) et en fixant au pr´ealable la matriceNo � No. Or, choisir a priori
une matriceNo, induit un fort pessimisme et implique dans le cas g´enéral la résolution d’une
condition ni nécessaire ni suffisante de stabilit´e quadratique. Quand la matriceNo est fixée on
parle de stabilit´e “autour deNo”.

Remarque V.2
Dans cette th`ese, on a choisi de ne consid´erer que des syst`emes `a temps continu. Les r´esultats
généraux sont pour autant applicables aux syst`emes `a temps discret. La stabilit´e des syst`emes
à temps discret�xk�1 � Axk� correspond `a la localisation des pˆoles dans le disque unit´e:

R�

� �1 0
0 1

�
r � 1 � α � 0

Si toute cette ´etudeétait menée pour les syst`emes `a temps discret, alors, pour tous les crit`eres
de performance on aurait Q22�P�∆�� � �. Cela signifie que le corollaire V.1 est toujours appli-
cable. En un mot, pour les syst`emes `a temps discret il est possible de donner des conditions qui
dépassent la stabilit´e quadratique que ce soit en analyse mais ´egalement en synth`ese. Pour s’en
assurer, le lecteur peut se r´eférerà [de Oliveira 99b], [Bachelier 99] et suivre dans le chapitre
VII, les résultats sur les r´egionsDR pour lesquelles R22 � �.

V.2.3 Forme affine des incertitudes

Comme nous l’avons d´ejà mentionn´e, le lemme V.2 permet d’´ecrire des conditionsLM I sur
les performance robustes, meilleures que la stabilit´e quadratique et pour lesquelles les matrices
de LyapunovP�∆� dépendent des param`etres. Les sections V.2.3 (pour les mod`eles affines poly-
topiques) et V.2.4 (pour les mod`eles LFT mixtes) sont d´ediéesà l’énumération de ces r´esultats.
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Incertitudes polytopiques

Soit le modèle incertain affine polytopique donn´e par (II.3). La condition de stabilit´e robuste
du système incertain s’´ecrit:�

� P�∆�
P�∆� �

�
�

�
A��∆�
��

�
G��∆��G�∆�

�
A�∆� �� �� � (V.42)

Le problème est de difficult´e non polynˆomiale. En s’inspirant de la stabilit´e quadratique, la
condition est contrainte en posant (seule hypoth`ese impliquant un pessimisme du r´esultat):

G�∆� � G (V.43)

La variable de relaxation est contrainte `a être constante. Ceci ne remet pas en cause le lemme
V.3. Définissons maintenant les matricesP�1��P�2�� � � ��P�np� telles que pour touti � 1� � � ��np

(elles existent n´ecessairement si (V.42) avecG constante):����
P�i� � ��

� P�i�

P�i� �

�
�

�
A�i��

��

�
G��G

�
A�i� �� �� �

(V.44)

Une matrice d´ependant des param`etresP�∆� telle que pour tous les points du polytope:�
� P�∆�

P�∆� �

�
�

�
A��∆�
��

�
G��G

�
A�∆� �� �� � (V.45)

est param´etrée en fonction de l’incertitude comme suit:

P�∆� �
np

∑
i�1

ζ iP�i� quand A�∆� �
np

∑
i�1

ζ iA
�i� (V.46)

La preuve est imm´ediate:
np

∑
i�1

ζ i�V�44� � �V�45�

et repose sur la lin´earité de l’inégalité vis à vis des matrices incertaines.
La condition est valide siP�∆� est définie positive pour toutes les incertitudes. Suite au

lemme IV.1, il est suffisant de s’assurer queP��� est définie positive. C’est `a dire que:

P��� �
1
np

np

∑
i�1

P�i� � �

Dans le cas g´enéral de syst`emes affines polytopiques, une fonction de Lyapunov d´ependant des
paramètres est r´eférencée sous l’appellationFLDP polytopique si la somme de ses sommets
est définie positive et qu’elle d´epend de la coordonn´ee barycentrique du mod`ele comme suit:

np

∑
i�1

P�i� � � et P�∆� �
np

∑
i�1

ζ iP�i� quand M�∆� �
np

∑
i�1

ζ iM�i� (V.47)
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Remarque V.3
Des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres, FLDP, polytopiques de cette m`eme forme
ont été envisag´eeségalement dans [de Oliveira 99b], [Bachelier 99], [Peaucelle 00b]. Ici,
nous montrons que le choix de ce type de FLDP est li´e au choix d’une matrice de relaxationG,
unique pour toutes les incertitudes.

Le même raisonnement est men´e pour toutes les in´egalités sur les performances robustes de
la section IV.4, ce qui conduit au th´eorème V.4 dont les in´egalités se trouvent dans l’encadr´e V.2

de la page 96. Dans certains cas (termes de la formeC�i�
1

�
C�i�

1 ), la preuve n´ecessite des manipula-
tions sur le compl´ement de Schur telles que d´ecrites en section V.1.2. Une reformulation de ce
théorèmeà l’aide des in´egalités duales en les variablesX estégalement possible. Les in´egalités
correspondantes sont donn´ees dans l’encadr´e V.2.

Théorème V.4 Nouvelles conditions robustes / systèmes affines polytopiques

�Stabilité:Un système incertain de forme affine polytopique dont le mod`ele est donn´e par (II.3)
est robustement stable s’il existe np matrices sym´etriquesP�i� et une matriceG solutions de la
LM I (V.48) pour tout i� 1� � � ��np.

np

∑
i�1

P�i� � � � �V�48�	 i�1�����np

� DR-Stabilité: Un système incertain de forme affine polytopique dont le mod`ele est donn´e
par (II.3) est robustementDR-stable s’il existe np matrices sym´etriquesP�i� et une matriceG
solutions de laLM I (V.50) pour tout i� 1� � � ��np.

np

∑
i�1

P�i� � � � �V�50�	 i�1�����np

� Coût H∞: Γg�
∞ est un coˆut H∞ garanti pour le syst`eme incertain de forme affine polytopique

dont le mod`ele est donn´e par (IV.15) s’il existe np matrices sym´etriquesP1
�i�, un scalaireγγγ et

une matriceG solutions de laLM I (V.52) pour tout i� 1� � � ��np et tels queγγγ
 �Γg�
∞
�2

.

np

∑
i�1

P1
�i� � � � γγγ
 �Γg�

∞ �
2 � �V�52�	 i�1�����np

�Coût H2: Γg�
2 est un coˆutH2 garanti pour le syst`eme incertain de forme affine polytopique dont

le modèle est donn´e par (IV.21) s’il existe np matrices sym´etriquesP2
�i�, une matrice sym´etrique

T et deux matricesG1, G2 solutions desLM I (V.54), (V.55) pour tout i� 1� � � ��np et telles que

Trace�T� 
 �Γg�
2

�2.

np

∑
i�1

P2
�i� � � � Trace�T� 
 �Γg�

2

�2
� � �V�54� � �V�55� �	 i�1�����np
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Inégalités de stabilit´e robuste�
� P�i�

P�i� �

�
�

�
A�i��

��

�
G��G

�
A�i� �� �� � (V.48)

�
� X�i�

X�i� �

�
�

�
A�i�

��
�

G�G�
h

A�i� � ��
i
� � (V.49)

Inégalités deDR-stabilité robuste

R�P�i� �

�
�d�A�i��

��

�
G��G

�
�d�A�i� �� �� � (V.50)

R�X�i��

�
�d�A�i�

��
�

G�G�
h
�d�A�i�� ��

i
� � (V.51)

Inégalités sur coˆut H∞��	 C�i�
1

�
C�i�

1 C�i�
1

�
D�i�

11 P1
�i�

D�i�
11

�
C�i�

1 �γγγ��D�i�
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�
D�i�

11 �
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�i�

� �


���

��	 A�i� �

B�i�
1

�

��


��G��G
h

A�i� B�i�
1 ��

i
� � (V.52)

��	 B�i�
1 B�i�

1

�
B�i�

1 D�i�
11

�
X1

�i�

D�i�
11B

�i�
1

� �γγγ��D�i�
11D

�i�
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�
�

X1
�i�

� �


���

��	 A�i�

C�i�
1
��


��G�G�
h

A�i�� C�i�
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� ��
i
� � (V.53)

Inégalités sur coˆut H2�
C�i�

2

�
C�i�

2 P2
�i�

P2
�i�

�

�
�

�
A�i��

��

�
G1

��G1
�

A�i� �� �� � (V.54)
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�
B�i�

2

�

��

�
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��G2

h
B�i�

2 ��
i
� � (V.55)
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2 B�i�
2

�
X2

�i�

X2
�i�

�

�
�

�
A�i�

��
�

G1�G1
�
h

A�i� � ��
i
� � (V.56)

�
�T �

� X2
�i�

�
�

�
C�i�

2
��

�
G2�G2

�
h

C�i�
2

� ��
i
� � (V.57)

ENC. V.2: Inégalités du théorème V.4 pour les syst`emes affines polytopiques
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L’optimisation sur les coˆuts garantis est lin´eaire sous contraintesLM I . Les minima sont
définis par: �

ΓMDP�
∞

�2
� min

∑
np
i�1 P1

�i��� � �V�52�� i�1�����np

γγγ (V.58)

h
ΓMDP�C

2

i2
� min

∑
np
i�1P2

�i��� � ��V�54���V�55��
� i�1�����np

Trace�T��
ΓMDP�B

2

�2
� min

∑
np
i�1P2

�i��� � ��V�56���V�57��
� i�1�����np

Trace�T�
(V.59)

D’après le lemme V.3, la comparaison des coˆuts dans le pire des cas, des coˆuts minima garantis
par la stabilité quadratique (V.14), (V.15) et les nouveaux coˆuts (V.58), (V.59) conduit `a écrire:

Γp�c� 
 ΓMDP 
 Γquad� (V.60)

Le lemme V.3 assure que les conditions du th´eorème V.4 sont des conditions n´ecessaires
pour le théorème V.2. Le cadre de travail de la stabilit´e quadratique est am´elioré. Les conditions
se mettent sous formeLM I et les critères de stabilit´e robuste et de performance robuste sont
garantisà l’aide de fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres. De mˆeme que pour la
stabilité quadratique des mod`eles affines polytopiques, le nombre de contraintesLM I que
doivent vérifier les variables d’optimisation, explose avec le nombre de param`etres incertains
du modèle et croit linéairement avec le nombre de sommets du polytope. La difficult´e numérique
pour la résolution des conditions du th´eorème V.4 est ici plus grande du fait que le nombre de
variables d’optimisation croit ´egalement suivant les mˆemes lois.

Incertitudes parall élotopiques

Le cas particulier des mod`eles affines parall´elotopiques (II.15) illustre la croissance exponen-
tielle du nombre de variables. Pourno paramètres incertains, le polytope associ´e est compos´e de
np � 2no sommets. La recherche de 2no matrices de Lyapunov, une pour chacun des sommets,
s’avère très coûteuse en temps de calcul et le nombre de variables atteint ais´ement la limite
admise par les solveurs. De mani`ereà réduire le nombre des variables, les MDP peuvent ˆetre
recherch´ees, non plus sous la forme g´enérique du polytope, mais sous forme parall´elotopique:

P�∆� � P�
no

∑
i�1

δiPjij quand M�∆� � M �
no

∑
i�1

δiMjij (V.61)

Le nombre de variables est alors lin´eaire en le nombre de param`etres incertains. R´eduire le
nombre de variables se fait au d´epend du pessimisme. Cependant, les conditions sur la stabilit´e
robuste et les performances robustes demeurent moins pessimistes que la stabilit´e quadratique.

Les contraintesLM I sur les variables d’optimisation ne sont pas r´eécrites. Elles sont iden-
tiques au cas polytopique de la section V.2.3. Il est d’ailleurs regrettable que mˆeme si le nombre
de variables peut ˆetre réduit quand on consid`ere les mod`eles affines parall´elotopiques, le nombre
de contraintesLM I reste proportionnel au nombre de sommets. Les contraintes num´eriques
demandent en pratique de limiter le nombre de sommets et l’ordre du syst`eme.

Remarque V.4
Des fonctions de Lyapunov telles que (V.61) ont ´eté proposées dans [Feron 96], [Fu 00] et
[Gahinet 96]. Nos m´ethodes seront conpar´eesà celles-ci pour des applications num´eriques.
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V.2.4 Incertitudes mixtes sous forme rationnelle

Nous consid´erons maintenant le cas g´enéral des incertitudes LFT mixtes (voir section II.3).
La stabilité robuste de ces mod`eles s’écrit comme l’existence de deux matrices d´ependant de
paramètresP�∆� etG�∆� telles que:�

� P�∆�
P�∆� �

�
�

�
A��∆�
��

�
G��∆��G�∆�

�
A�∆� �� �� �

avec∆ � � et:
A�∆� � A�B∆∆���D∆∆∆��1C∆

� A�B∆���∆D∆∆�
�1∆C∆

Le problème est de difficult´e non polynˆomiale. En particulier, il est n´ecessaire de choisir une
forme pour l’une des deux MDP,P�∆� ouG�∆�. Une param´etrisation naturelle de la FLDP consiste
à choisir la forme suivante:

P�∆� �
�
� �C∆

�∆C
�
�
P
�

�

�∆CC∆

�
(V.62)

ce qui revient `a choisir pour les probl`emes duaux:

X�∆� �
�
� �B∆∆B

�
X
�

�

�∆B
�B∆

�

�
(V.63)

où P � R�n�q∆���n�q∆� et X � R�n�p∆���n�p∆� sont des matrices sym´etriques réelles et les ma-
trices∆C et ∆B sont donn´ees par les relations:

∆C � ∆���D∆∆∆��1 ∆B � ���∆D∆∆�
�1∆

Classiquement pour cette th`ese, les matricesP et X se décomposent en blocs suivant les
dimensions de∆:

P�

�
P11 P12

P�12 P22

�
� X �

�
X11 X12

X�
12 X22

�
(V.64)

On dira que les matrices d´ependant des param`etres (V.62) et (V.63) sont desMDP quadratiques
LFT . Elles dépendent quadratiquement de l’incertitude sous forme LFT. D’apr`es le lemme IV.1,
la définie positivité de la matrice de Lyapunov d´ependant des param`etres est assur´ee quand
P��� � �. Dans le cas des matrices de Lyapunov envisag´ees dans cette section, cette condition
s’écrit:P11 � � ou bienX11 � � dans le cas dual.

Remarque V.5
Le choix de fonctions de Lyapunov de forme MDP quadratiques LFT, est naturel au vu du th´eo-
rème de s´eparation quadratique. En particulier, on les retrouve dans [Dettori 98], [Helmerson 99].
Dans [Iwasaki 99], il est montr´e dans un contexte particulier que les FLDP sont n´ecessaire-
ment de cette forme.
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Sous les hypoth`eses que le mod`ele incertain est de forme LFT mixte et que les matrices de
Lyapunov sont quadratiques LFT, les matricesQC�P�∆�� �∆��, QB�X�∆�� �∆��, NC�∆� et NB�∆�
de la section IV.4, se factorisent en:

�
NC�∆� �� �� AC

�
�

�∆k
���D∆k
�
�1C

�
�

NB�∆�
��

�
�
�
� �B���∆k
D��1∆k


�
AB

QC�P�∆��∆� �
�
� �C ����∆�k
D ���1∆�k


�
PC�P�

�
�

�∆k
���D∆k
�
�1C

�

QB�X�∆��∆� �
�
� �B���∆k
D��1∆k


�
PB�X�

�
�

�∆�k
���D �∆�k
�
�1B �

�
(V.65)

où les matricesA, B, C , D et P associéesà chaque in´egalité sur la stabilit´e robuste ou la
performance robuste sont dans les tableaux V.6 – V.10. Pour chaque in´egalité la factorisation
impose que la matrice des incertitudes soit r´epétée plusieurs fois. D’o`u la notation∆k
 � �k�∆
aveck� 2, 2d ou 3 suivant les in´egalités.

Lemme V.4
Si le lemme V.2 est satisfait alors il est n´ecessaire et suffisant de rechercher des MDP,G�∆�,
sous les formes duales l’une de l’autre:

G�∆� �
�
� �C ����∆�k
D ���1∆�k


�
E

G�∆� � E
�

�

�∆�k
���D �∆�k
�
�1B �

� (V.66)

où E est une matrice ne d´ependant pas des param`etres.
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Preuve
Partant des in´egalités mises sous la forme (V.28) nous appliquons une variante du lemme d’´eli-
mination [Skelton 98, Corollaire 2.3.5] qui conclue qu’il existe une MDPeG�∆� telle que:

Q�P�∆��∆� �
�

N��∆�
��

� eG�∆�
�

N�∆� �� �
Le bien pos´e du modèle LFT impose que les matricesN�∆� et incidementP�∆�, évoluent dans
des domaines compacts (voir remarque III.1). Aussi, il existe une matriceeG constante, majorant
toutes les matriceseG�∆�:

Q�P�∆��∆� �
�

N��∆�
��

� eG� N�∆� �� � (V.67)

Le fait de consid´erer que le mod`ele incertain est LFT mixte implique la factorisation:

�
N�∆� �� �� AC

�
�

�∆k
���D∆k
�
�1C

�
pour un certain couple�AC�C � et un certain scalairek. L’in éaglité (V.67) se met alors sous la
forme (V.29) avec un choix deG�∆� tel que:

G�∆� � �1
2

�
� �C ����∆�k
D ���1∆k


�
A �

C
eG

En posantE ��1
2A �

C
eG ceci prouve donc qu’il est possible sans pessimisme de rechercherG�δ�

sous la forme (V.66). �

Ayant fait un choix de la param´etrisation des matrices de Lyapunov d´ependant des para-
mètres et ayant montr´e que les matricesG�∆� sontà rechercher sous un certain type de factori-
sation, les in´egalités sur la stabilit´e robuste et sur les performances robustes peuvent se mettre
sous la forme de contraintes quadratiques robustes telles que (III.20) ou (III.21). En appliquant
le résultat de s´eparation quadratique (th´eorème III.2), elles sont alors ´equivalentes `a la recherche
de séparateurs quadratiques soumis `a desLM I en les variablesP, E et :

PC�P��A �
CE��EAC�

�
C � �

D � ��
�

C
�

C D
� ��

�
� � (V.68)

Cela conduit au r´esultat du th´eorème V.5. Le mˆeme résultat peut ˆetreégalement donn´e à l’aide
des inégalités duales qui ont comme variables de Lyapunov les matrices not´eesX:

PB�X��ABE�E�A �
B�

�
B �

D ��
�

B
�

B � D �

� ��
�
� � (V.69)

Les différents choix deP , A, B et D pour les différents critères de performance robuste sont
donnés dans les tableaux V.6 – V.10.
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Théorème V.5 Nouvelles conditions robustes / systèmes LFT mixtes

� Stabilité: Un système incertain de forme LFT mixte M�∆�, ∆ � � est robustement stable s’il
existe une matriceP� R�n�q∆���n�q∆� symétrique, une matriceE et une candidate `a la sépa-
ration quadratique vis `a vis des incertitudes de� répétées2 fois, solutions de laLM I (V.68)
dont les matrices sont `a rechercher dans le tableau V.6 et telles que le terme constant de la
FLDP est défini positif�P11 � ��.

P11 � �

� ���2


�
PC�P��A �

CE��EAC�

�
C �

�

D � ��
� �

C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�6

�DR-Stabilité:Un système incertain de forme LFT mixte M�∆�, ∆�� est robustementDR-stable
s’il existe une matriceP � R�n�q∆���n�q∆� symétrique, une matriceE et une candidate `a la
séparation quadratique vis `a vis des incertitudes de� répétées2d fois, solutions de laLM I
(V.68) dont les matrices sont `a rechercher dans le tableau V.7 et telles que le terme constant de
la FLDP est défini positif�P11 � ��.

P11 � �

� ���2d


�
PC�P��A �

CE��EAC�

�
C � �

D � ��
� �

C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�7

� Coût H∞: Γg�
∞ est un coˆut H∞ garanti pour le syst`eme incertain de forme LFT mixte M1�∆�,

∆ � � s’il existe une matriceP1 � R�n�q∆���n�q∆� symétrique, un scalaireγγγ, une matriceE et
une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis des incertitudes de� répétées3 fois,

solutions de laLM I (V.68) dont les matrices sont `a rechercher dans le tableau V.8 et tels que
γγγ
 �Γg�

∞
�2

et le terme constant de la FLDP est d´efini positif�P11 � ��.

P11 � �

� ���3

γγγ
 �Γg�

∞
�2

�
PC�P1�γγγ��A �

CE��EAC�

�
C � �

D � ��
� �

C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�8

(V.70)

� Coût H2: Γg�
2 est un coˆut H2 garanti pour le syst`eme incertain de forme LFT mixte M2�∆�,

∆ � � s’il existe une matriceP2 � R�n�q∆���n�q∆� symétrique, une matriceT, deux matricesE1,
E2 et 1, 2 deux candidates `a la séparation quadratique vis `a vis des incertitudes de� répétées
2 fois, solutions deLM I (V.68) dont les matrices sont `a rechercher dans les tableaux V.9, V.10
et telles que Trace�T� 
 �Γg�

2

�2
et le terme constant de la FLDP est d´efini positif�P11 � ��.

P11 � �

1 � ���2

2 � ���2


�
PC�P2��A �

CE1
��E1AC�

�
C � �

D � ��
�

1

�
C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�9�

PC�P2�T��A �
CE2

��E2AC�

�
C � �

D � ��
�

2

�
C D
� ��

�
� �

�
TAB�V�10

Trace�T� 
 �Γg�
2

�2
(V.71)

Comme dans le cas des incertitudes affines polytopiques, les coˆut minimaux garantis par
cette approche se d´efinissent par: �

ΓMDP�
∞

�2
� min

�V�70�
γγγ (V.72)
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B � �2�B∆ C � �2�C∆ D � �2�D∆∆

PC�P� �

����	
� P11 � P12

P11 � P12 �

� P�12 � P22

P�12 � P22 �


���� AC �
�

A �� B∆ �
�

PB�X� �

����	
� X11 � X12

X11 � X12 �

� X�
12 � X22

X�
12 � X22 �


���� AB �

����	
A
��
C∆
�


����
TAB. V.6 – Inégalités de stabilit´e robuste

B � �2�d�B∆ C � �2�d�C∆ D � �2�d�D∆∆

PC�P� �
�

R�P11 R�P12

R�P�12 R�P22

�
AC �

�
�d�A �� �d�B∆ �

�

PB�X� �

�
R�X11 R�X12

R�X�
12 R�X22

�
A �

B �
�
�d�A� �� �d�C∆

�
�
�

TAB. V.7 – Inégalités deDR-stabilité robuste
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B �

�	 B∆ � �

� D1∆ �

� � B∆
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� D∆1 �
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X11 � � X12 � �

� � X�
12 � � X22
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��������
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��������	

B1
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A
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��������
TAB. V.8 – Inégalités sur le coˆut H∞ robuste

B � �2�B∆ C � �2�C∆ D � �2�D∆∆

PC�P2� �

����	
C�

2C2 P11 C�
2D2∆ P12

P11 � P12 �

D�
2∆C2 P�12 D�

2∆D2∆ P22

P�12 � P22 �


���� AC �
�

A �� B∆ �
�

PB�X2� �

����	
B2B�2 X11 B2D�

∆2 X12

X11 � X12 �

D∆2B�2 X�
12 D∆2D�

∆2 X22

X�
12 � X22 �


���� AB �

����	
A
��
C∆
�


����
TAB. V.9 – Inégalités sur les grammiens
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B �

�
D2∆ �

� B∆

�
C �

�
D∆2 �

� C∆

�
D � �2�D∆∆

PC�P2�T� �

����	
�T � � �

� P11 � P12

� � � �

� P�12 � P22


���� AC �
�

B2 �� B∆ �
�

PB�X2�T� �

����	
�T � � �

� X11 � X12

� � � �

� X�
12 � X22


���� AB �

����	
C2

��
C∆
�


����
TAB. V.10 – Inégalités sur le coˆut H2

h
ΓMDP�C

2

i2
� min

�V�71�
Trace�T� (V.73)

De façon duale,ΓMDP�B
2 est définie sur les in´egalités enX2. Dès lors qu’est choisi un sous-

ensemble CSQ 6 – 9 de candidates `a la séparation quadratique, ces coˆuts sont tous calculables
par optimisation d’un crit`ere linéaire sous contraintesLM I .

D’après le lemme V.3, la comparaison des coˆuts dans le pire des cas, des coˆuts minima ga-
rantis par la stabilit´e quadratique (V.20), (V.21) et des nouveaux coˆuts (V.72), (V.73) aboutit `a
la même conclusion (V.60). Le coˆut dans le pire des cas (probl`eme de difficulté non polynˆo-
miale) est major´e parΓMDP qui, lui même, est inf´erieurà tous les coˆuts garantis par la stabilit´e
quadratique.
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V.3 Exemples illustratifs

V.3.1 Stabilité robuste test́eeà l’aide de FLDP
� Comparaison avec des m´ethodes existantes d’analyse de stabilit´e robuste.
� Tests sur des syst`emes al´eatoires en tr`es grand nombre.
� Discussion sur le pessimisme relatif et la complexit´e numérique.

Les expérimentations suivantes, ont pour objectif de comparer les m´ethodes propos´ees dans
cette thèse avec des m´ethodes rencontr´ees dans la litt´erature. La d´emarche est de g´enérer des
systèmes incertains al´eatoirement et de comparer, suivant les m´ethodes, les taux de convergence
vers un point faisable. Les syst`emes g´enérés aléatoirement ne sont pas tous robustement stables.
Les taux ne refl`etent donc pas le pessimisme absolu des m´ethodes. La comparaison des taux
indique le pessimisme relatif.

Dans un premier temps, nous consid´erons des mod`eles affines parall´elotopiques. Les mo-
dèles test´es ont tousno � 2 paramètres incertains. Les parall´elotopes sont g´enérésà partir d’une
matrice nominaleA choisie aléatoirement et stable qui est ensuite translat´ee suivant deux direc-
tions aléatoiresAj1j etAj2j. Le modèle obtenu est un parall´elogramme de matrices (voir section
II.2.1) dont le centre est stable. C’est aussi un polytope de matrices `a np � 2no � 4 sommets.
L’ étude est men´ee pour des syst`emes de diff´erents ordres (n� 2�3�4�5).

Les méthodes test´ees sont dans l’ordre:

– La condition nécessaire et suffisante de stabilit´e quadratique du th´eorème V.2.

– La condition suffisante de stabilit´e robuste par FLDP propos´ee dans [Gahinet 96].

– La condition suffisante de stabilit´e robuste par FLDP propos´ee dans [Feron 96].

– La condition suffisante de stabilit´e robuste par FLDP parall´elotopiques telles que (V.61)
sous les conditions du th´eorème V.4.

– La condition suffisante de stabilit´e robuste par FLDP polytopiques telles que (V.47) sous
les conditions du th´eorème V.4.

Le tableau V.11 donne les pourcentages de faisabilit´e desLM I de stabilité robuste pour
les différentes m´ethodes. Les tests ont ´eté effectués sur pr`es de 5000 syst`emes avec l’interface
SDPSOL, [Wu 96], sousMATLAB.

Les méthodes construites `a partir du théorème V.4 sont moins pessimistes que les autres.
Prendre une fonction de Lyapunov parall´elotopique ou bien polytopique ne semble pas modi-
fier fortement les r´esultats. Le choix d’une fonction de Lyapunov de mˆeme forme que le mod`ele
est donc judicieux. Pour autant, les quelques syst`emes al´eatoires pour lesquels une MDP paral-
lélotopique n’est pas trouv´ee alors qu’une MDP polytopique existe, refl`etent que ce choix n’est
pas nécessaire et suffisant en vue de l’analyse en stabilit´e robuste.

Du point de vue du calcul num´erique, toutes les m´ethodes sauf [Feron 96], supposent de
tester desLM I sur l’ensemble des sommets du parall´elotope. La condition de [Feron 96]
suppose la r´esolution d’une seuleLM I de grande taille. La complexit´e numérique dûe aux
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n [V.2] [Gahinet 96] [Feron 96] �V�4��V�61� �V�4��V�47�

2 52.2 % 60.3 % 69.8 % 71.1 % 71.3 %

3 51.7 % 59.5 % 65.4 % 70.4 % 70.4 %

4 36.4 % 47.0 % 50.9 % 57.1 % 57.4 %

5 34.2 % 50.6 % 51.0 % 58.6 % 59.3 %

TAB. V.11 –Modèles affines parall´elotopiques `a deux param`etres incertains

contraintesLM I est alors ´equivalente aux autres m´ethodes. La diff´erence entre les m´ethodes
se fait principalement sur le nombre de variables. La stabilit´e quadratique est la moins deman-
deuse en temps de calcul car elle suppose la recherche d’une matrice de Lyapunov unique.
Les conditions [Gahinet 96], [Feron 96] et�V�4��V�61� viennent ensuite avec la recherche de
no�1(� 3) matrices. La condition la plus demandeuse en temps de calcul et la moins pessi-
miste, est�V�4��V�47�, pour laquelle le nombre de matrices de Lyapunov est ´egal au nombre de
sommetsnp(� 4) et est exponentiel en le nombre de param`etres incertainsnp � 2no.

Cet exemple permet en outre de remarquer que la r´eduction du pessimisme apport´e par les
méthodes du th´eorème V.4, en comparaison de la stabilit´e quadratique, augmente `a mesure
que l’ordre des syst`emes augmente. L’´ecart entre stabilit´e quadratique et la nouvelle m´ethode
passe de 20% `a 30% tandis que l’ordre du syst`eme augmente de 2 `a 5. Cette remarque est
encourageante d`es lors que les syst`emes industriels sont souvent d’ordre ´elevé.

Après avoir consid´eré des mod`eles affines parall´elotopiques, nous abordons dans un second
temps l’étude des m´ethodes pour des mod`eles affines polytopiques. Pour ce type de mod´e-
lisation incertaine et dans le cas de syst`emeà temps discret, [de Oliveira 99a] propose une
méthode d’analyse de stabilit´e robuste par fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres.
De manièreà comparer cette m´ethode avec celles d´ecrites dans ce m´emoire, nous faisons appel
à la remarque V.2 qui indique que la stabilit´e des syst`emesà temps discrets est ´equivalente `a
la DR-stabilité dans le cercle unit´e. A ce point, il est n´ecessaire de remarquer que pour cette
région particulière, la notion de stabilit´e “autour deNo � ��R�1

22 R12���” issue du corollaire
V.1, coı̈ncide exactement avec la m´ethode de [de Oliveira 99a].

Les méthodes test´ees sont dans l’ordre:

– La condition nécessaire et suffisante deDR-stabilité quadratique dans le disque unit´e du
théorème V.2.

– La condition suffisante deDR-stabilité robuste dans le disque unit´e donnée dans [de Oliveira 99a].

– La condition suffisante de stabilit´e robuste du th´eorème V.4.

La comparaison entre les m´ethodes se fait sur des syst`emes g´enérés aléatoirement de fa¸conà
ce que chaque sommet du polytope ait une valeur propre de module ´egalà 0�9 et que toutes les
autres soient dans le disque centr´e à l’origine de rayon 0�9. Les résultats des tests sont donn´es
dans le tableau V.12.n est l’ordre des syst`emes g´enérés etnp est le nombre de sommets du
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polytope. Pour chaque couple�n�np�, les pourcentages sont calcul´esà partir de tests sur 500
systèmes différents.

n np [V.2] [de Oliveira 99a] [V.4]

3 8.8 % 68.6 % 91.0 %

4 4 1.0 % 44.0 % 75.4 %

5 0.2 % 27.4 % 63.0 %

3 7.6 % 68.6 % 91.4 %

5 4 0.8 % 46.4 % 82.8 %

5 0.2 % 28.2 % 71.2 %

TAB. V.12 –Modèles affines polytopiques

Le tableau V.12 montre clairement la r´eduction du pessimisme que permettent les nouvelles
conditions. Les r´esultats sont d’autant plus encourageants que le taux de r´eussite des nouvelles
méthodes est tr`es peu fonction de l’ordre des syst`emes et d´ecroı̂t très peu quand le nombre de
sommets augmente.

La réduction du pessimisme se fait n´ecessairement au d´epend d’une augmentation du temps
de calcul. Le th´eorème V.4 implique 2d2n2�np

n�n�1�
2 variables additionnelles en comparaison

avec laDR-stabilité quadratique du th´eorème V.2 etd2n2 variables additionnelles en comparai-
son avec la m´ethode de [de Oliveira 99a]. Cependant, l’augmentation des temps de calcul ne
remet pas en cause l’apport des nouvelles m´ethodes en termes de pessimisme. Des exemples
comparatifs de temps de calcul mesur´es sur un ordinateurSUN Ultra 5, sont donn´es dans le
tableau V.13.

V.3.2 Analyse de localisation des p̂oles

� Comparaison enDR-stabilité entre l’approche par la stabilit´e quadratique et les m´ethodes
par fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres.
� Tests de stabilit´e “autour deNo” pour des régions born´ees du plan complexe.
� Discussion sur la description des r´egions de localisation des pˆoles et sur les intersections
de régions.

n np [V.2] [de Oliveira 99a] [V.4]

3 0.64 s 2.8 s 4.7 s

10 4 1.2 s 6.9 s 10.6 s

5 3.1 s 15.7 s 25.7 s

3 0.1 s 0.3 s 0.5 s

5 4 0.2 s 0.7 s 1.2 s

5 0.4 s 1.5 s 2.5 s

TAB. V.13 –Temps de calculs moyens



108 CHAPITRE V. CONDITIONSLM I D’ANALYSE

Cet exemple tr`es simple permet d’illustrer les commentaires sur la localisation des pˆoles
dans des r´egionsEM I . Le modèle consid´eré est de forme affine polytopique form´e de deux
sommets:

A�1� �

� �1 1
�1 �1

�
A�2� �

� �2 0
�1 �1�2

�
Dans la mesure o`u ce syst`eme n’a que deux sommets, la localisation des pˆoles du syst`eme
incertain peut ˆetre observ´ee en effectuant un balayage sur la variable barycentrique du mod`ele
(voir figure V.1).

Nous désirons faire l’analyse de localisation robuste des pˆoles (DR-stabilité) de ce syst`eme
dans les r´egionsEM I suivantes:

i) Re�z� 
�0�9 : R�

�
1�8 1
1 0

�

ii) kzk 
 2�1 : R�

�
�4�41 0

0 1

�

iii) kzk 
 2�1 : R�

����	
�4�41 0 0 1

0 �1 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


����

iv) Re�z� 
�0�9 etkzk 
 2�1 : R�

����	
1�8 0 1 0
0 �4�41 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


����
v) kz�1k 
 1�1 : R�

�
�0�21 1

1 1

�

vi) kz�1k 
 0�9 : R�

�
0�19 1

1 1

�
La limite des régions est donn´ee sur la figure V.1. Nous d´esirons montrer que les pˆoles appar-
tiennent aux r´egions i), ii), iii), iv) et v) mais n’appartiennent pas `a la région vi).

Les régions ii) et iii) sont identiques. C’est le cercle centr´e en 0 et de rayon 2�1. La différence
tient dans la description de la r´egion: ii) est décrite par une in´egalité matricielle ellipso¨ıdale
(EM I ), tandis que iii) est une repr´esentation par in´egalités matricielles lin´eaires (LM I ) du
fait que le terme quadratique est nul,R22 � �. Au sujet de ces diff´erentes notations, le lecteur
peut se r´eférerà la section IV.2.2 de ce m´emoire.

La région iv) est compos´ee de l’intersection des r´egions i) et ii). Elle est introduite ici pour
mettre en ´evidence la différence en pratique entre, assurer s´eparément laDR-stabilité dans plu-
sieurs régions donc par cons´equent la stabilit´e dans leur intersection, et r´esoudre directement le
problème dans la r´egion formée de l’intersection.
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FIG. V.1 –Localisation des pˆoles

Les méthodes test´ees en vue de l’analyse enDR-stabilité sont:

1- LaDR-stabilité quadratique du th´eorème V.2.

2- La condition suffisante deDR-stabilité robuste du th´eorème V.4.

3- La condition suffisante deDR-stabilité robuste “autour deNo���R�1
22 R12���” construite

en appliquant le corollaire V.1 sur les in´egalités du théorème V.4.

Les résultats sont donn´es dans le tableau V.14. ’o’ indique que lesLM I afférentes `a la
méthode sont faisables, ’x’ indique qu’elles sont non faisables et ’-’ indique que l’outil de
résolution n’est pas en mesure de conclure. La troisi`eme méthode n’est applicable que dans le
cas de r´egions telles que le terme quadratique d´efinissant laEM I soit défini positif (R22 � �).
Cette méthode ne permet donc pas de conclure pour les r´egion i), iii) et iv).

Régions� Méthodes 1 2 3
i) o o
ii) o o o
iii) o o
iv) x o
v) x o o
vi) x x x

TAB. V.14 –Résultats deDR-stabilité robuste
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Cet exemple permet de tirer les conclusions suivantes:

– Les nouvelles m´ethodes reposant sur le lemme de cr´eation (lemme V.1) sont moins pes-
simistes que laDR-stabilité quadratique vis `a vis du problème deDR-stabilité robuste.

– Prouver s´eparément laDR-stabilité quadratique des r´egions i) et ii) est possible avec peu
de calculs, tandis que prouver laDR-stabilité robuste dans leur intersection iv) est im-
possible par la stabilit´e quadratique. Du fait que toutes les conditions sont uniquement
suffisantes pour laDR-stabilité robuste, il est pr´eférable d’envisager s´eparément chaque
région en vue d’´etudier la localisation des pˆoles dans une intersection de r´egions.

– La descriptionEM I des régions est `a privilégier sur la descriptionLM I pour deux
raisons. Premi`erement, elle permet d’envisager la m´ethode d’analyse “autour deNo” qui
s’avère capitale en synth`ese. Deuxi`emement, si l’on compare les r´esolutions relatives aux
deux mêmes régions ii) et iii), les temps de calculs sont augment´es de pr`es de la moiti´e
pour iii), alors que le r´esultat est n´ecessairement identique. L’´ecart tient dans la diff´erence
de taille des probl`emes afférentsà chaque r´egion.

V.3.3 AnalyseH2 robuste de mod̀eles affines et LFT

� Comparaison des quatre m´ethodes d’analyse propos´ees dans le m´emoire.
� Discussion sur la pr´ecision du mod`ele, le pessimisme relatif des m´ethodes et la complexit´e
numérique induite.

Cet exemple est inspir´e du syst`eme masse-ressort pour lequel les incertitudes portent sur les
paramètresc, le coefficient de friction, etm2, la seconde masse, [Peaucelle 00a]. Le syst`eme
incertain dont on cherche `aévaluer la normeH2 du transfertw2� z2 s’écrit dans l’espace d’´etat:

�
A�∆� B2�∆�
C2�∆� D22�∆�

�
�

�������	
0 0 1

m1
0 0

0 0 0 1
m2o�δ2

0

��k1�k2� k2 �co�δc
m1

0 1

k2 �k2 0 � co�δc
m2o�δ2

0

0 1 0 0 0


�������
où le modèle nominal est donn´e park1 � k2 � 1, m1 � 1, m2o � 0�5 etco � 2. Les param`etres
incertains satisfont�1
 δc
 1 et�0�15
 δ2
 0�15. La forme LFT de ce mod`ele s’écrit:

�	 A B∆ B2

C∆ D∆∆ D∆2

C2 D2∆ �


��

������������	

0 0 1
m1

0 0 0 0 0

0 0 0 1
m2o

1 0 0 0

��k1�k2� k2 � co
m1

0 0 0 m1 1

k2 �k2 0 � co
m2o

�co m2o 0 0

0 0 0 1
m2

2o

1
m2o

0 0 0

0 0 1
m2

1
0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0


������������
(V.74)
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avec la matrice incertaine∆:

∆ �

�	 δ2 0
δc 0
0 δc


�
L’ensemble des incertitudes est alors un polytope `a quatre sommets d´efinis parδc � �1 et
δ2 ��0�15. Le système est en accord avec les remarques I.2 et IV.4 qui imposent queD22�∆�
soit nulle pour toute incertitude pour d´efinir la normeH2.

Ainsi formulé, le problème est de minimiser un coˆut H2 garanti pour ce syst`eme.Étant don-
née la mod´elisation incertaine, la r´esolution se fait `a l’aide de s´eparateurs quadratiques dans le
cadre de la stabilit´e quadratique (th´eorème V.3) ou celui d´efini par l’utilisation de fonctions de
Lyapunov dépendant des param`etres (théorème V.5). Dans les deux cas, les s´eparateurs quadra-
tiques sont `a rechercher dans CSQ 6 (voir annexe B). Les r´esultats correspondant sont donn´es
dans le tableau V.15. En faisant une recherche bidimensionnelle selon les deux param`etres incer-
tains, il est possible de donner une borne inf´erieure du coˆut H2 dans le pire des cas,Γp�c�

2 . Dans
le cas présent, nous avons effectu´e un quadrillage surδc etδ2 suffisamment fin pour estimer que
le coût dans le pire des cas vaut 0�47.

Méthode[Théorème] Γp�c�
2 ΓMDP�C

2 �V�5� Γquad�C
2 �V�3�

coût H2 0�47 0�681 0�815

temps de calcul 191 s 
 2 s

TAB. V.15 –Modélisation LFT

Ces résultats montrent clairement que l’utilisation de fonctions de Lyapunov d´ependant des
paramètres am´eliore grandement le calcul du coˆut H2. La contrepartie en terme de temps de
calcul n’est pas n´egligeable. Elle vient de l’augmentation du nombre de variables et de la com-
plexité de la recherche des s´eparateurs quadratiques pour�2�∆. Cependant, le temps de calcul
reste polynˆomial, la résolution convexe et lenombre de variables ind´ependant du nombre de
sommets du polytope incertain.

De manièreà comparer ces r´esultats avec les th´eorèmes concernant les mod`eles affines poly-
topiques (th´eorèmes V.2 et V.4), nous proposons maintenant un nouveau mod`ele pour le mˆeme
système incertain. Consid´erant que:

∆C � ∆���D∆∆�
�1 �

��	
δ2

1�δ2�m2o
0

δc
1�δ2�m2o

0

� δc


�� �

�	 α1 0
α2 0
0 α3


�
Un modèle moins pr´ecis mais affine enα1�α2�α3 est défini par le bouclage r´etroactif de∆C sur
un système nominal donn´e par: �	 A B∆ B2

C∆ � D∆2

C2 D2∆ �


�
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où les matrices sont identiques `a celles d´efinies en (V.74). Les param`etres incertains appar-
tiennent alors au polytope de 23 � 8 sommets tels que:

�0�15
1�0�15�0�5 
 α1
 0�15

1�0�15�0�5
�1

1�0�15�0�5 
 α2
 1
1�0�15�0�5

�1 
 α3
 1

Ce modèle est affine polytopique mais peut ´egalement ˆetre vu comme un mod`ele particulier de
forme LFT (voir remarque II.2). Les quatre th´eorèmes V.2, V.3, V.4 et V.5 peuvent donc ˆetre
appliqués et les r´esultats sont donn´es dans le tableau V.16.

Modèle affine LFT affine LFT

Méthode[Théorème] Γp�c�
2 ΓMDP�C

2 �V�4� ΓMDP�C
2 �V�5� Γquad�C

2 �V�2� Γquad�C
2 �V�3�

coût H2 0�83 0�836 1�688 1�759 1�759

temps de calcul 2692 s 218 s 
 2 s 
 2 s

nombre de variables 117 167 11 39

TAB. V.16 –Modélisations affine et LFT

Le modèleà l’origine des résultats du tableau V.16 est moins pr´ecis que le mod`eleà l’origine
des résultats du tableau V.15, ce qui se traduit par la diff´erence entre les coˆuts dans le pire des
cas. L’erreur de mod´elisation due `a la linéarisation de la LFT est flagrante.

Cet exemple montre l’int´erêt de consid´erer des fonctions de Lyapunov d´ependant des para-
mètres par comparaison au cadre de travail de la stabilit´e quadratique.

Sur cet exemple, le mod`ele est affine polytopique, donc le coˆut garanti par le th´eorème V.2
est nécessairement l’optimum pour toute m´ethode reposant sur la stabilit´e quadratique. En parti-
culier, l’optimisation du coˆut garanti par le th´eorème V.3 est n´ecessairement plus pessimiste car
elle suppose d’op´erer une s´eparation quadratique. Or, que se soit par le th´eorème V.2 ou le th´eo-
rème V.3, les r´esultats sont exactement identiques. Sur cet exemple, la s´eparation quadratique
est donc non pessimiste.

La résolution par le th´eorème V.4 converge quasiment exactement vers le coˆut dans le pire
des cas. Nous avons observ´e le même phénomène sur de nombreux exemples qui tendent `a
conclure que dans le cas de mod`eles affines polytopiques, ce th´eorème est tr`es peu pessimiste.
Cependant, compar´ee aux autres, cette m´ethode a le d´esavantage d’induire un temps de calcul
bien plus grand. De plus, le nombre de variables d’optimisation est exponentiel en le nombre
de param`etres incertains.

La méthode bas´ee sur le th´eorème V.5 est un compromis entre le pessimisme de la stabilit´e
quadratique et la complexit´e de calcul du th´eorème V.4.
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V.3.4 AnalyseH2 robuste et mod́elisation incertaine

� Comparaison en analyse de performanceH2 robuste entre l’approche par la stabilit´e qua-
dratique et les m´ethodes par fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres.
� Tests de différents s´eparateurs quadratiques.
� Discussion sur la pr´ecision de mod´elisation, pessimisme et temps de calcul.

Cet exemple est construit `a partir du syst`eme masse-ressort de la figure II.4. Des forces
perturbatrices sont suppos´ees agir sur les deux masses et nous souhaitons mesurer leur effet sur
les vitesses des deux masses. Le mod`ele incertain correspondant s’´ecrit:

�
A�∆� B2�∆�
C2�∆� D22�∆�

�
�

����������	

0 0 1
m1o�1�δ1�

0 0 0

0 0 0 1
m2o�1�δ2�

0 0

��k1�k2� k2 � co�1�δc�
m1o�1�δ1�

0 1 0

k2 �k2 0 � co�1�δc�
m2o�1�δ2�

0 1

0 0 1
m1o�1�δ1�

0 0 0

0 0 0 1
m2o�1�δ2�

0 0


����������
Nous consid´erons le mod`ele nominal donn´e park1 � k2 � 1, m1o � 1, m2o � 0�5, co � 1. Les
spécifications sur les incertitudes sont d´efinies en page 45:

jδcj 
 0�3 δ1
 r̄ � 0�4 δ2
1�δ2

2
 m̄2 � 0�52

En suivant la d´emarche de la section II.4, ce mod`ele incertain se met sous forme LFT, sem-
blable à (II.35). S1, S2 et S3 sont trois mod´elisations de domaines incertains satisfaisant les
spécifications. Le calcul d’un coˆut garanti robuste peut se faire, soit par la stabilit´e quadratique
du théorème V.3, soit par les fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres du th´eorème V.5.
Dans les deux cas, la mod´elisation LFT du syst`eme suppose de faire appel `a des candidates `a la
séparation quadratique. Les m´ethodes de choix des candidates sont d´ecrites en annexe B. Pour
les modélisationsS1, S2et S3, les choix de candidates sont d´etaillés en page 65.

Les six coûts garantis correspondants sont donn´es dans le tableau V.17. Ils sont accompagn´es
des temps de calcul n´ecessaires `a la résolution desLM I afférentes `a chaque cas. Le calcul
est men´e sousMATLAB à l’aide du logiciel de r´esolutionSDPSOL, [Wu 96], sur un ordinateur
SUN ultra 5.

Cet exemple permet de tirer les conclusions suivantes:

– L’emploi de fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres permet de r´eduire forte-
ment le pessimisme en comparaison avec les m´ethodes bas´ees sur la stabilit´e quadratique.

– Le lemme de cr´eation implique une augmentation non n´egligeable du nombre de va-
riables. Sur cet exemple, cela se traduit par la multiplication par 100 des temps de calcul.
Dans la mesure o`u les calculs reposent sur les algorithmes num´eriquement stables (m´e-
thodesLM I , programmation semi-d´efinie positive), la complexit´e des calculs demeure
acceptable.
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Modèle Méthode[Théorème] Séparateurs Coût garantis Temps de calcul

S1 Γquad�C
2 �V�3� CSQ 6 5�22 3�5

S1 ΓMDP�C
2 �V�5� CSQ 6 2�07 450

S2 Γquad�C
2 �V�3� CSQ 8, 9 5�36 0�8

S2 ΓMDP�C
2 �V�5� CSQ 8, 9 4�00 134

S3 Γquad�C
2 �V�3� CSQ 6, 8, 9 5�34 1�2

S3 ΓMDP�C
2 �V�5� CSQ 6, 8, 9 3�70 240

TAB. V.17 –Coûts garantisH2

– Les séparateurs quadratiques vis `a vis d’incertitudesH-dissipatives (CSQ 8) sont sou-
vent plus pessimistes que des s´eparateurs vis `a vis d’incertitudes polytopiques (CSQ 6).
L’ écart est d’autant plus flagrant que l’incertitude est structur´ee et de grande taille. Ici, le
théorème V.5 suppose de rechercher deux candidates `a la séparation quadratique pour des
incertitudes structur´ees de la forme

diag��4�δc��4�
�

δ1

δ2

�
�

respectivement. Pour un choix de candidates telles que CSQ 6, le coˆut garanti (2�07)
améliore grandement le r´esultat obtenu avec CSQ 8 (4�00).

– La réduction du pessimisme associ´ee au choix des candidates `a la séparation quadratique
s’accompagne de l’augmentation du temps de calcul. Sur cet exemple, les candidates
associéesà la modélisation polytopique,S1, imposent des temps de calcul environ quatre
fois supérieurs aux temps de calculs pour une mod´elisationH-dissipative,S2, et deux fois
supérieurs aux temps de calcul pour une mod´elisation mixte (polytopique,H-dissipative),
S3. Cette constatation est ind´ependante de la m´ethode de r´esolution choisie.
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Conclusion

� L’analyse des performances robustes d’un syst`eme incertain est en g´enéral de difficulté
non polynômiale. Dans ce chapitre, quatre m´ethodes pessimistes mais sous formeLM I
ont été propos´ees.

� Les méthodes d’analyse sont, soit issues de la th´eorie de la stabilit´e quadratique, soit
font appelà des matrices de Lyapunov d´ependant des param`etres. Le second cadre de
travail est bien moins pessimiste que le premier, ceci au d´epend d’une augmentation du
nombre de variables et de la taille desLM I .

� Les méthodes propos´ees se diff´erencient ´egalement par la forme de la mod´elisation
incertaine: “affine polytopique” et “LFT mixte”. Suivant cet axe, quand il est possible
d’envisager les deux mod´elisations, le pessimisme est moins grand dans le cas de mod´e-
lisations “affines polytopiques” mais au d´epend d’une complexit´e du calcul accrue.

FLDP

Stabilité quadratique Thm V.2

Thm V.4

Affine polytopique LFTmixte

Thm V.3

Thm V.5

Méthode
Modèle

complexité numérique croissante

pessimissme croissant

croissante

complexité
numérique

pessimissme
croissant
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Synthèse

En Anglais, l’automatique se caract´erise essentiellement par l’id´ee de contrˆole (au-
tomatic control, control theory) et mˆeme si le fran¸cais préfère parler de correc-
tion, de régulation ou de commande, le terme contrˆole reste significatif. D’apr`es
[Rey 98], le mot“est formé de contre et de rˆole au sens juridique de registre”.
Viens la définition, qui au regard de l’Automatique met en lumi`ere que l’organe de
contrôle est de la mˆeme nature que l’organe contrˆolé (un syst`eme) et que c’est l’ac-
tion de l’un sur l’autre (r´etroaction) qui fait le contrˆole:“le mot désigne proprement
un registre (rôle) tenu en double, l’un servant `a vérifier l’autre (d’où contre)”.

La partie de la th`ese qui suit, s’int´eresse `a l’opération de synth`ese qui consiste `a
regrouper les connaissances sur la mod´elisation et l’analyse des syst`emes en vue
d’assurer le contrˆole des processus.





Chapitre VI

Stabilisabilit é et Synth èse Multi-Objectifs

Introduction

Ce chapitre a pour objet d’exposer la probl´ematique de synth`ese de correcteurs multi-objectifs
robustes. Dans un premier temps, les familles de correcteurs sont pr´ecisées et la mise en ´equa-
tions des probl`emes de synth`ese est illustr´ee sur la stabilisabilit´e des syst`emes LTI certains.
Dans un second temps, les probl`emes de synth`ese robuste en stabilit´e et performance sont for-
mulés et l’accent est mis sur la d´efinition du contrˆole multi-objectifs.

VI.1 Les correcteurs

correcteur

système  

système 
corrigé

Un correcteur se d´efinit comme un syst`eme dont les entr´ees sont les sorties de mesure du sys-
tèmeà corriger, et dont les sorties sont des commandes appropri´ees aux performances d´esirées
pour le syst`eme corrigé. L’automaticien, pour concevoir ce correcteur proc`ede par ´etapes. Pre-
mièrement, il mod´elise le syst`eme. Cette mod´elisation impose en g´enéral de faire la recherche
de correcteurs du mˆeme type. Par exemple, dans cette th`ese les mod`eles des correcteurs sont
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linéaires invariants dans le temps sous forme d’espace d’´etat. Ce choix est guid´e par les m´e-
thodes d’analyse de la boucle ferm´ee. Nous avons expos´e des m´ethodes d’analyse de syst`emes
LTI incertains. Ce sont donc ces m´ethodes qui servent de base `a la synthèse. A cette ´etape,
le problème de synth`ese est donc formul´e comme un probl`eme d’analyse dont une partie des
données sp´ecifiques au mod`ele en boucle ferm´ee, sont `a rechercher.

Remarque VI.1
Dans cette th`ese, les correcteurs sont mod´elisés sous forme LTI certaine. Sachant que des al´eas
peuvent survenir lors de la r´ealisation en pratique du correcteur, il est envisageable de consid´e-
rer des mod`eles incertains pour le correcteur ´egalement. Cette remarque est `a mettre en rapport
avec la réflexion [Keel 97] sur la robustesse de la boucle ferm´ee visà vis des incertitudes sur le
correcteur: la fragilité. Cependant, nous posons l’hypoth`ese que la r´ealisation du correcteur `a
partir du modèle calculé sera aussi pr´ecise que n´ecessaire. Le cas contraire peut ˆetre une piste
pour de futurs travaux.

Remarque VI.2
Les méthodes d’analyse propos´ees dans la th`ese sont applicables `a l’analyse de syst`emes li-
néairesà paramètres variant lentement dans le temps. Ces syst`emes se d´ecrivent math´ema-
tiquement sous une forme proche de celle des mod`eles incertains dont les incertitudes va-
rient lentement dans le temps. Cependant, en synth`ese la problématique diff`ere puisque dans
le cas des syst`emes LPV, les param`etres sont connus et peuvent ˆetre utilisés dans la loi de com-
mande. Concernant les syst`emes LPV, le lecteur peut se r´eférerà [Packard 94], [Apkarian 97],
[Apkarian 95], [Courties 99] par exemple.

Ces deux remarques insistent sur le fait que les correcteurs recherch´es en commande ro-
buste, sont ind´ependants de l’incertitude et sont ind´ependants des param`etres. Le probl`eme de
commande robuste est donc la recherche d’un correcteur unique qui assure les performances
robustes pour toutes les boucles ferm´ees calcul´ees pour chaque incertitude admissible.

La principale caract´eristique attendue pour les correcteurs est qu’ils assurent la stabilit´e de
la boucle ferm´ee. Pour un type de correcteur donn´e, la stabilité de la boucle ferm´ee n’est pas
forcément atteignable. Aussi, la stabilisabilit´e est-elle d´efinie relativement `a une classe de cor-
recteurs:

Définition VI.1
Un système est stabilisable (robustement) par une loi de commandeK s’il existe une telle loi de
commande qui, boucl´ee sur le syst`eme, rend la boucle ferm´ee (robustement) stable.

A partir de cette d´efinition se pose la question de la minimalit´e de la commande: trouver le
correcteur d’ordre le plus faible qui stabilise robustement le syst`eme. Certains r´esultats dans
ce sens sont donn´es dans [El Ghaoui 97], [Syrmos 94], [Grigoriadis 96], [Mesbahi 98]. Pour
notre part, les correcteurs sont d’ordre fix´e. Ce sont soit des correcteurs statiques (ordre nul)
dans le cas du retour d’´etat, soit du mˆeme ordre que le syst`eme (n) dans le cas du retour se
sortie.
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Les correcteurs par retour d’´etat et par retour de sortie sont maintenant d´etaillés et les tech-
niques de changement de variables qui lin´earisent le probl`eme de synth`ese dans le cas de sys-
tèmes certains sont rappel´ees. Pour les syst`emes incertains, des changements de variables ana-
logues sont mis en oeuvre. Ces changements de variables d´ependent des m´ethodes d’analyse `a
partir desquelles se construit le r´esultat de synth`ese. Comme les techniques de lin´earisation sont
toujours similaires, les mˆemes notations sont employ´ees tout au long de ce chapitre.

VI.1.1 Le retour d’ état

La commande par retour d’´etat suppose que l’ensemble de l’´etat est mesurable. On ´ecrit alors
quey�t� � x�t�. La loi de commande recherch´ee est un retour statique de gain matricielKe.

u�t� � Kex�t� (VI.1)

L’hypothèse que l’ensemble de l’´etat est mesurable est bien ´evidement tr`es restrictive dans
la plupart des cas. Cependant, la commande par retour d’´etat a sa place si l’´etat est reconstruit
à l’aide d’observateurs. Une autre raison pour laquelle le retour d’´etat est pr´esenté ici, est que
les équations et les m´ethodes num´eriques sont plus simples que pour le retour de sortie et
ainsi permettent par soucis didactique de mieux pr´esenter les probl`emes qui surgissent lors du
passage de l’analyse `a la synthèse.

Pour illustrer la synth`ese par retour d’´etat, nous consid´erons dans un premier temps un sys-
tème LTI certain et la boucle ferm´ee par le correcteur:�

ẋ � Ax�Bu
y � x

ẋ� A�Ke�x� �A�BKe�x

En se basant sur les conditions d’analyse (forme duale enX), la stabilisabilité par retour d’´etat
équivautà la recherche conjointe deKe et X � Rn�n telles que:

X � � � A�Ke�X �XA��Ke�� � (VI.2)

La synthèse par retour d’´etat telle qu’elle est formul´ee ici, est un probl`emeBM I . Un change-
ment de variables propos´e par [Bernussou 89], [Peres 89] permet de le rendreLM I .

Lemme VI.1
Le système est stabilisable par retour d’´etat,ssi il existeeK et X deux matrices telles que:�

X � �

AX �XA��BeK � eK �B� � �
(VI.3)

Un correcteur est donn´e par:
Ke � eKX�1 (VI.4)

Pour ce correcteur, la stabilit´e de la boucle ferm´ee est d´emontrée par les matrices de Lyapunov
P� X�1 etX.

La preuve de ce lemme repose sur un changement de variables d´esormais classique. Le
problème ainsi reformul´e estLM I . Le même changement de variables avec quelques am´ena-
gements est appliqu´e dans la suite pour le retour d’´etat en stabilit´e et performance robustes, que
se soit sur la base de la stabilit´e quadratique ou pour des fonctions de Lyapunov d´ependant des
paramètres.
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VI.1.2 Le retour de sortie

La commande par retour de sortie suppose de rechercher une loi de commandeKs:

u�t� � Ksy�t� (VI.5)

Le type de loi de commande choisie est un syst`eme LTI du même ordre que le syst`eme:

Ks :

�
ẋK�t� � AKxK�t� � BKy�t�
u�t� � CKxK�t� � DKy�t�

(VI.6)

où xK � Rn�n est l’état du correcteurKs.
Pour illustrer la synth`ese par retour de sortie, on consid`ere un syst`eme LTI certain:�

ẋ � Ax�Bu
y �Cx

et la boucle ferm´ee par le correcteur:�
ẋ�t�

ẋK�t�

�
�

�
A�BDKC BCK

BKC AK

��
x�t�

xK�t�

�
� A�Ks�

�
x�t�

xK�t�

�
(VI.7)

En se basant sur les conditions d’analyse, la stabilisabilit´e par retour de sortie dynamique du
même ordre que le syst`eme,équivautà la recherche conjointe deAK , BK , CK , DK etP� R2n�2n

telles que:
P� � � A��Ks�P�PA�Ks� � � (VI.8)

Ce problème admet lui aussi un changement de variable inversible lin´earisant propos´e dans
[Scherer 97b], [Chilali 96c], [Chilali 96a]:

Lemme VI.2
Le système est stabilisable par retour de sortie dynamiquessi il existeeA, eB, eC, eD, P et X, six
matrices telles que:��������

�
X �

� P

�
� ��

AX �XA��BeC� eC�B� eA��A�BeDCeA �A��C�eD�B� A�P�PA�C�eB�� eBC

�
� �

(VI.9)

La matrice��XP est définie négative et peut ˆetre factorisée en deux matrices inversibles
��XP � YS�. Un correcteur est donn´e par:

DK � eD
CK � �eC� eDCX�Y��1

BK � S�1�eB�PBeD�

AK � S�1�eA� eBCX�PBeC�P�A�BeDC�X�Y��1

(VI.10)

Pour ce correcteur, la stabilit´e de la boucle ferm´ee est d´emontrée par les matrices de Lyapunov
inverses l’une de l’autre de la forme:�

P S
S� �

�
�

�
X Y
Y� �

�
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La preuve de ce lemme n’est pas r´eécrite ici. On la trouve dans [Chilali 96c], [Scherer 97b].
Le problème ainsi reformul´e estLM I . Le même changement de variables avec quelques am´e-
nagements est appliqu´e dans la suite pour les r´esultats de retour de sortie en commande robuste.

VI.2 Les problèmes de synth̀ese

Le problème de synth`ese multi-objectifs est d’assurer la stabilit´e robuste du syst`eme, la lo-
calisation des pˆoles de la boucle ferm´ee, et les crit`eresH2 etH∞ de rejet de perturbation, le tout
simultanément et `a l’aide d’un contrˆoleur unique pour toutes les incertitudes admissibles. Avant
de détailler ce probl`eme de commande robuste multi-objectifs, nous revenons sur chacun des
critères de performance un `a un.

Incertitude

Correcteur

w1

w2

z1

z2

nominal

y
u

incertain
Système 

Système

Système 
corrigé

VI.2.1 Stabilisabilit é robuste

Théorème VI.1
Le système incertain M�∆�, ∆� � est stabilisable robustementssiil existe une loi de commande,
K , et une MDP,P�∆�, telles que:�

P��� � �

A��∆�K�P�∆��P�∆�A�∆�K� � �
(VI.11)

où A�∆�K� est la matrice dynamique du syst`eme boucl´e par la loi de commandeK .
Si les conditions sont satisfaites, la loi de commande est diterobustement stabilisante.

De même que dans le th´eorème IV.1, la formulation duale est ´egalement possible.
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VI.2.2 DR-stabilisabilit é robuste

La formulation est identique `a la stabilisabilité robuste avec les in´egalités suivantes:��
P��� � ��
� ��A��∆�K�

�
R�P�∆�

�
�

��A�∆�K�

�
� �

(VI.12)

Dans le cas d’intersection de r´egionsEM I , il faut alors résoudre des probl`emes qui ne sont
plus indépendants. Le correcteur est la variable commune `a chaque in´egalité associ´ee à une
région. Pour chaque r´egion, une matrice de Lyapunov diff´erente prouve laDR-stabilité de la
boucle fermée par le correcteur.

VI.2.3 Synthèseà coût garanti minimum

Dans le probl`eme d’analyse du coˆut robuste, chaque sp´ecification peut ˆetre analys´ee indé-
pendamment l’une de l’autre. En synth`ese, le probl`eme de performances `a la foisH∞ et H2

impose que le correcteurK qui est une des variables du probl`eme assure simultan´ement les
propriétés de coˆut H∞ et H2. Le système en boucle ferm´ee s’écrit de mani`ere générale:��

ẋ�t� � A�∆�K�x�t� � B1�∆�K�w1�t� � B2�∆�K�w2�t�
z1�t� � C1�∆�K�x�t� � D11�∆�K�w1�t�
z2�t� � C2�∆�K�x�t�

(VI.13)

Aucun transfert crois´e entre les entr´ees/sortiesH∞ et H2 n’existe. Les seuls transferts qui im-
portent pour la d´efinition des coˆuts, sont le transfertw1� z1 et le transfertw2� z2. Cependant,
les spécificationsH∞ etH2 peuventêtre définies pour des signaux identiquesw1 � w2 en entrée
ouz1 � z2 en sortie. Dans ce cas les matricesB1�B2 ouC1�C2 sontégales entre elles.

mono-objectif

Pour débuter, un seul crit`ere de performance est sp´ecifié. Deux types de synth`ese sont alors
définies.
Premièrement, la synth`ese qui garantit un coˆut à la boucle ferm´ee:
Chercher un correcteurK tel que le coˆut dans le pire des cas de la boucle ferm´ee est inf´erieur
à un coût Γs�

� spécifié a priori:

max
∆��

kT�∆�K �s�k� 
 Γs�
� (VI.14)

Deuxièmement, la synth`ese optimale:
Chercher un correcteurK qui minimise le coˆut dans le pire des cas de la boucle ferm´ee:

min
K

max
∆��

kT�∆�K �s�k� (VI.15)

Ne pouvant calculer de mani`ere exacte le coˆut dans le pire des cas, le probl`eme concr`etement
traité est en g´enéral la minimisation d’un coˆut garanti sur l’ensemble des correcteurs admissibles
(ceux qui stabilise robustement le syst`eme).

min
K

g�
� : kT�∆�K �s�k� 
 g�

� � �∆� � (VI.16)
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multi-objectifs

Le problème multi-objectifs se d´efinit sous trois formes diff´erentes:

1- Chercher un correcteurK tel que les coˆutsH∞ et H2 dans le pire des cas de la boucle
fermée sont inf´erieursà des coˆutsΓs�

∞ etΓs�
2 spécifiés a priori:

�∆� �
��
kT2�∆�K �s�k2
 Γs�

2

kT∞�∆�K �s�k∞ 
 Γs�
∞

(VI.17)

2- Chercher un correcteurK qui minimise un des coˆuts et garantit que l’autre coˆut est
inférieurà un coût Γs�

� spécifié a priori.
Si le coût H∞ est une contrainte et la minimisation se fait sur le coˆut H2, il s’agit de
synthèse optimaleH2�H∞:

min
K

g�
2 : �∆� �

��
kT2�∆�K �s�k2
 g�

2

kT∞�∆�K �s�k∞ 
 Γs�
∞

(VI.18)

et respectivement de synth`ese optimaleH∞�H2 dans le cas inverse:

min
K

g�
∞ : Γs�

2 (VI.19)

Le troisième problème d’optimisation est pos´e quand aucune sp´ecification n’est donn´e en termes
de coût garanti:

3- Chercher un correcteurK qui minimise un compromis entre le coˆut H∞ et le coût H2

garantis pour la boucle ferm´ee:

min
K

β2
� g�

2

�2
�β∞ � g�

∞ �
2 (VI.20)

VI.2.4 Synthèse multi-objectifs

Le problème général de synth`ese en performance robuste est de trouver un correcteurK qui
stabilise robustement le syst`eme et qui garantit simultan´ement plusieurs crit`eres de performance
robuste. Dans cette th`ese, les crit`eres utilisés sont les crit`eres de performance dynamique (loca-
lisation des pˆoles) et les crit`eres de rejet de perturbation. Le probl`eme de synth`ese est alors de
minimiser un compromis entre le coˆut H∞ et le coût H2 tout en garantissant que les coˆuts soient
inférieursà des limites donn´ees a priori et en assurant que les pˆoles sont localis´es dans une
intersection deDR régions. On d´efinit donc les objectifs de synth`ese parΓs�

2 , Γs�
∞ les coûts qui

doiventêtre garantis (ils peuvent ˆetre choisis arbitrairement grands si aucune contrainte n’est
spécifiée),β2, β∞ le compromis de minimisationH2, H∞ (les coefficients peuvent ˆetre nuls le
caséchéant) etR1�R2� � � � les matrices d´efinissant les r´egionsEM I dont l’intersection est la
région dans laquelle on souhaite localiser les pˆoles. La solution de ce probl`eme s’écrit sous la
forme de la minimisation d’un crit`ere linéaire sous des in´egalités matricielles. Chaque in´ega-
lit é implique de trouver une matrice de Lyapunov d´ependant des param`etres. Les matrices de
Lyapunov sont différentes pour chaque crit`ere de performance.
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Conclusion

� Les correcteurs envisag´es sont des syst`emes LTI indépendants de l’incertitude. Ils
doivent assurer la stabilit´e de la boucle ferm´ee pour chaque incertitude admissible.

� Les problèmes de synth`ese sontBM I mais peuvent dans certains cas, se mettre sous
formeLM I par un changement de variable lin´earisant.

� La synthèse multi-objectifs se r´esout dans sa g´enéralité en recherchant une fonction de
Lyapunov dépendant des param`etres pour chaque crit`ere de performance. Les in´egalités
sont couplées entre elles par les variables d´ecrivant le correcteur.



Chapitre VII

Synth èse robuste

Introduction

Tels qu’ils ontété présentés dans le chapitre VI, les probl`emes de synth`ese robuste multi-
objectifs sont d´efinis comme suit:

Synthèse robuste multi-objectifs:Trouver un correcteur robustement stabilisant qui, pour
toutes les incertitudes admissibles, garantit ou optimise diff´erents critères de performance

exprimés sur la boucle ferm´ee.

Ce problème très complet n’a pas de solution simple. Mˆeme si nous proposons des algo-
rithmes en vue de le r´esoudre, ils s’appliquent difficilement en pratique d`es lors que les in-
certitudes sont structur´ees et pr´esentent un grand nombre de blocs. C’est pourquoi, diff´erents
problèmes simplifiés et moins g´enéraux peuvent ˆetre propos´es. Ils fournissent bien souvent une
solutionà moindre coˆut qui s’avére tout de mˆeme intéressante vis `a vis du problème initial. Une
première relaxation tr`es simple est la suivante:

Synthèse nominale multi-objectifs:Trouver un correcteur robustement stabilisant qui garantit
ou optimise diff´erents critères de performance exprim´es sur le mod`ele nominal de la boucle

fermée

Cette approche a ´eté présentée dans [Scherer 97b]. Le passage d’une probl´ematique `a l’autre
se fait par la relaxation des crit`eres de performances robustes en crit`eres de performances sur
le modèle LTI nominal. Le désavantage de cette m´ethode est que le niveau de performance
obtenu n’est pas garanti vis `a vis des variations param´etriques pouvant intervenir sur ce mod`ele
certain. Cela implique de toutes fa¸cons, d’effectuer a posteriori une ´etape d’analyse robuste en
performance sur le syst`eme corrigé. Cette m´ethode est qualifi´ee d’approche n´ecessaire. En effet,
si elle échoue, le probl`eme de synth`ese robuste initial, n’a pas de solution.
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Une seconde relaxation du probl`eme initial de synth`ese robuste multi-objectifs s’´ecrit:

Synthèse englobante multi-objectifs:Choisir un mod`ele incertain simplifi´e qui inclue
l’ensemble des r´ealisations du mod`ele incertain initial et trouver un correcteur robustement

stabilisant qui pour toutes les incertitudes du mod`ele simplifié, garantit ou optimise diff´erents
critères de performance exprim´es sur la boucle ferm´ee

Cette méthode est clairement suffisante. La solution de ce probl`eme est ´egalement une so-
lution du problème initial. L’avantage de cette d´emarche est de ne jamais oublier le caract`ere
incertain du mod`ele, ceci au d´epend d’une ´etape de mod´elisation suppl´ementaire. La solution,
quand elle existe, est pessimiste vis `a vis du problème initial. Il est toutefois toujours possible de
l’affiner par uneétape ultérieure d’analyse du syst`eme corrigé. Différents exemples de cette ap-
proche peuvent ˆetre trouvés dans [Peaucelle 99c], [El Ghaoui 96a]. Ces trois probl´ematiques
sont au coeur de ce chapitre mˆeme si celui-ci est d´ecoupé de mani`ere différente. Le plan du
chapitre est construit autour de deux probl`emes de synth`ese illustratifs de l’ensemble des pro-
blèmes de synth`ese qui peuvent se poser. Il se conclue par des exemples qui commentent la
mise en application des m´ethodes.

VII.1 Vari été des probl̀emes de synth̀ese

La formulation du probl`eme général de synth`ese, met en ´evidence que la nature de la solution
proposée dépend très intimement de la m´ethode d’analyse `a laquelle on fait r´eférence. Pour cha-
cune des deux principales formes de mod`eles incertains (affines polytopiques et LFT mixtes), le
chapitre V propose deux m´ethodes d’analyse. Se distinguent ainsi huit cas de synth`ese corres-
pondant au choix d’un mod`ele incertain, au choix du cadre de travail de la stabilit´e quadratique
ou des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres et au choix d’un correcteur par retour
d’état ou par retour de sortie.

De ces huit m´ethodes de synth`ese envisageables, des cas particuliers doivent ˆetre mis en
exergue. Tout d’abord, nous choisissons d’extraire des mod`eles LFT mixtes, le sous-cas o`u
l’incertitude est non structur´ee,H-dissipative (voir section III.3.1). Pour ce cas, l’op´eration de
séparation quadratique s’av`ereêtre non pessimiste et une seule variable scalaire caract´erise le
séparateur. Ce sous-cas correspond `a la simplification de la probl´ematique initiale de synth`ese
robuste, en synth`ese englobante. Pour un mod`ele incertain donn´e, les incertitudes sont g´ené-
ralement structur´ees. Il est cependant toujours possible d’en donner une nouvelle mod´elisation
moins précise mais englobante, de formeH-dissipative.

Parmi toutes les m´ethodes de synth`ese envisageables, nous choisissons d’extraire du cadre
de travail sur les FLDP, le sous-cas reposant non pas sur la relationii� du lemme V.2 mais sur la
relationiii �. Ce sous-cas a ceci de particulier que le nombre de variables de relaxation est r´eduit
par rapport au cas g´enéral. Il permet malgr´e tout d’envisager la synth`ese de correcteurs `a l’aide
de fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres. La réduction du nombre de variables de
relaxation passe par le choix d’une matriceNo constante “autour” de laquelle est effectu´ee la
synthèse. Ce choix de matriceNo est guidé par l’étude faite dans la section V.2. La synth`ese de
correcteurs par fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres pour une matriceNo fixéeà
priori, est qualifiée desynthèse autour deNo.



VII.1. VARI ÉTÉ DES PROBL̀EMES DE SYNTH̀ESE 129

Nous proposons maintenant un r´ecapitulatif des diff´erentes m´ethodes de synth`ese envisa-
geables dans le cadre de cette th`ese. Chacune de ces m´ethodes induit des conditions qui, soit se
mettent sous formeLM I à l’aide des changements de variables semblables `a ceux de la section
VI.1, soit sont sous formeBM I . Dans ce dernier cas, des algorithmes plus sophistiqu´es doivent
être envisag´es. Ils peuvent ˆetre du typeD�K itératifs, ou utiliser des m´ethodes de gradient. Les
premiers résolvent uneBM I par des itérations successives deLM I obtenues en figeant alter-
nativement certaines des variables matricielles recherch´ees. Les seconds minimisent un crit`ere
non linéaire sous des contraintesLM I par la méthode du gradient ´etendue au cˆone des matrices
défines positives, [El Ghaoui 97], [Apkarian 98].

Les tableaux VII.1 et VII.2 donnent les m´ethodes num´eriques envisag´ees respectivement
pour le retour d’état et le retour de sortie.

Méthode\ Modèle Affine Polytopique LFT non structur´e LFT mixte
Stabilité Quadratique LM I LM I LM I
FLDP autour deNo LM I LM I LM I
FLDP itératif itératif itératif

TAB. VII.1 – Méthodes num´eriques pour la synth`ese par retour d’´etat

Méthode\ Modèle Affine Polytopique LFT non structur´e LFT mixte
Stabilité Quadratique itératif LM I gradient
FLDP autour deNo itératif LM I gradient
FLDP itératif itératif itératif + gradient

TAB. VII.2 – Méthodes num´eriques pour la synth`ese par retour de sortie

Les dix-huit méthodes de synth`ese ne sont pas explicit´ees dans cette th`ese. Les outils de mise
enéquations se recoupent en fonction des m´ethodes, des mod`eles et des correcteurs. Aussi, les
cas non consid´erés dans la suite peuvent ˆetre réécrits par le lecteur en suivant les d´emarches pro-
posées. L’accent est mis sur la comparaison entre le cadre de travail de la stabilit´e quadratique
et l’approche par fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres. Dans un premier temps, la
comparaison de ces deux m´ethodes se fait pour le retour d’´etat sur des mod`eles affines poly-
topiques, puis dans un second temps pour un retour de sortie sur des mod`eles LFT mixtes ou
H-dissipatifs non structur´es.

Le retour de sortie sur des mod`eles affines polytopiques n’est pas du tout abord´e. Le lecteur
intéress´e peut consulter [Courties 99]. Dans celle-ci, seul le cadre de travail de la stabilit´e qua-
dratique est envisag´e. Les méthodes num´eriques propos´ees sont in´evitablement tr`es lourdes et
dès lors la g´enéralisation aux m´ethodes FLDP est possible mais num´eriquement p´erilleuse.
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VII.2 Synth èse par retour d’état

Soit le système dont le mod`ele est affine polytopique, avec un vecteur d’entr´ee qui se d´e-
compose en trois vecteursw1, w2, u et le vecteur de sortie qui se d´ecompose enz1, z2, y:

M�∆� �
np

∑
i�1

ζ iM
�i� : M�i� �

�����	
A�i� B�i�

1 B�i�
2 B�i�

C�i�
1 D�i�

11 � D�i�
1u

C�i�
2 � � D�i�

2u
� � � �


����� (VII.1)

où u est le vecteur de commande du syst`eme ety est le vecteur de sortie de mesure. L’ensemble
du vecteur d’état est mesur´e. Les vecteursw1, z1 et w2, z2 définissent les transferts dont on
cherche `a garantir les coˆutsH∞ etH2. Le correcteur consid´eré est un correcteur statique de gain
Ke et le système en boucle ferm´ee s’écrit:

M�∆�Ke� �
np

∑
i�1

ζ iM
�i��Ke� : M�i��Ke� �

��	 A�i� �B�i�Ke B�i�
1 B�i�

2

C�i�
1 �D�i�

1uKe D�i�
11 �

C�i�
2 �D�i�

2uKe � �


�� (VII.2)

VII.2.1 Stabilisation quadratique et “Lyapunov Shaping Paradigm”

En appliquant les conditions de stabilit´e quadratique du th´eorème V.2 et en utilisant un chan-
gement de variables identique `a celui du lemme VI.1:

Théorème VII.1
Un système affine polytopique est stabilisable quadratiquement par retour d’´etat,ssi il existeeK
etX deux matrices telles que pour tout i� 1� � � ��np:�

X � �

A�i�X �XA�i���B�i� eK � eK �B�i�� � �
(VII.3)

Un correcteur est donn´e parKe� eKX�1

En pratique, les correcteurs recherch´es doivent garantir certains crit`eres de performance, en
plus de la stabilit´e. Le problème multi-objectifs est alors d´efini comme dans la section VI.2.3.
Suivant les sp´ecifications de performance d´esirées, le th´eorème VII.2 est adaptable. Pour ne
pas consid´erer un critère de performance, il suffit de retirer l’une ou l’autre desLM I (VII.4),
(VII.5), (VII.6). Dans le cas de la localisation des pˆoles dans une intersection de r´egionsEM I ,
l’in égalité (VII.4) doit être répliquée pour chaque r´egion en prenant successivement les matrices
R définissant chacune des r´egions.
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Théorème VII.2
S’il existeeK , X � �, T etγγγ telles que pour tout i� 1� � � ��np:
(inégalités deDR-stabilisation quadratique)����	

R11�X �R�12� �A�i�X �B�i� eK�

�R12� �XA�i� �� eK �B�i� ��
L� �A�i�X �B�i�eK�

L�� �XA�i��� eK �B�i� �� ���X


����� � (VII.4)

(inégalités sur le coˆut H∞ garanti)��	 A�i�X �B�i� eK �XA�i��� eK �B�i���B�i�
1 B�i�

1

�
XC�i�

1

�
� eK �D�i�

1u

�
�B�i�

1 D�i�
11

�

C�i�
1 X �D�i�

1u
eK �D�i�

11B
�i�
1

� �γγγ��D�i�
11D

�i�
11

�


��� � (VII.5)

(inégalités sur le coˆut H2 garanti)

A�i�X �B�i�eK �XA�i��� eK �B�i���B�i�
2 B�i�

2

�
� ���	 �T C�i�

2 X �D�i�
2u
eK

XC�i�
2

�
� eK �D�i�

2u

� �X


��� �
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alors le syst`eme est stabilisable quadratiquement par retour d’´etat. Le syst`eme en boucle ferm´ee
avec le correcteur de gainKe � eKX�1 est quadratiquementDR-stable vis `a vis de la région

définie par R�

�
R11 R12

R�12 LL�

�
. Il admetΓ∞ �

p
γγγ comme coˆut H∞ garanti robuste etΓ2 �p

Trace�T� comme coˆut H2 garanti robuste.

Remarque VII.1
De manièreà garantir simultanément plusieurs crit`eres de performance, le changement de va-
riables utilisé impose `a la matrice de Lyapunov unique sur l’ensemble des incertitudes (stabilit´e
quadratique) d’être commune `a toutes les sp´ecifications mises sous formeLM I . Alors que pour
le problème d’analyse robuste, chaque sp´ecification peut ˆetreétudiée séparément avec une ma-
trice de Lyapunov associ´ee, le théorème VII.2 montre qu’il est n´ecessaire de passer par la sp´e-
cification pessimiste d’une matrice de Lyapunov commune pour le probl`eme de synth`ese. Cette
approche apparaˆıt dans la littérature sous la d´enomination de “Lyapunov Shaping Paradigm”,
[Scherer 97b].

Les coûts garantis par le th´eorème VII.2 dépendent des variablesγγγ et T dont lesLM I
dépendent lin´eairement. Il est donc possible de consid´erer les probl`emes d’optimisation multi-
objectifs de la section VI.2.3 qui sont tous des probl`emes de minimisation d’un crit`ere linéaire
sous contraintesLM I . Par exemple, le probl`eme multi-objectifs de minimisation du coˆut H2

robuste sous contraintes deDR-stabilisabilité et de coˆut H∞ s’écrit:h
Γs�quad�

2

i2
� min

�VII �4���VII �5���VII �6� � γγγ��Γg�

∞�
2
Trace�T� (VII.7)
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Ce problème d’optimisation trouve sa solution en temps polynˆomial. C’est la minimisation
d’un critère linéaire sous contraintesLM I . La solution de l’optimisation donne un correcteur
par retour d’étatK e tel que la boucle ferm´ee par ce correcteur a les propri´etés suivantes:

– Stabilité Quadratique (donc Stabilit´e Robuste)

– DR-stabilité Quadratique (doncDR-stabilité Robuste)

– Le coût H∞ robuste est inf´erieur au coˆut spécifiéΓg�
∞

– Le coût H2 robuste est inf´erieur au coˆut minimiséΓs�quad�
2

VII.2.2 Synthèse par FLDP

Stabilisation robuste

Pour un mod`ele affine polytopique identique, des m´ethodes de synth`ese par FLDP sont main-
tenant propos´ees. La condition de stabilit´e du théorème V.4 appliqu´ee au syst`eme (VII.2) en
boucle fermée s’écrit:�

� X�i�

X�i�
�

�
�

�
A�i��B�i�Ke

��
�

G�G�

�
A�i��B�i�Ke

��
��
� �

qui est uneBM I . Le changement de variable inspir´e de la section VI.1.1 tel que:

KeG � eK
rend linéaire l’inégalité mais est inutilisable car ce n’est pas un changement de variables inver-
sible.G n’est pas inversible puisqu’elle n’est pas carr´ee. Dès lors, il est fait appel `a la condition
iii � du lemme V.2.

Soit une matriceAo stable fixée. Le syst`eme (VII.2) en boucle ferm´ee est robustement stable
s’il existe une matriceF et np matrices de LyapunovX�i� telles que pour tous les sommets du
polytope:�

� X�i�

X�i� �

�
�

�
A�i��B�i�Ke

��
�

F
�

Ao

��
��
�

�
Ao

��
�

F�
�

A�i��B�i�Ke

��
��
� �

Le lemme V.2 prouve qu’il est rigoureusement n´ecessaire de choisirAo stable. La section V.2.2
montre que cette condition de stabilit´e robuste n’est pas une condition n´ecessaire de stabilit´e
quadratique. Il n’existe pas de choix de la matriceAo qui garantit dans le cas g´enéral que la
condition est plus ou moins pessimiste que la condition de stabilit´e quadratique. De plus, chaque
choix deAo induit une condition de stabilit´e robuste différente.

La matriceF est nécessairement inversible. Un changement de variable inversible est donc
possible et donne le th´eorème suivant de stabilisabilit´e robuste par retour d’´etat pour une matrice
Ao donnée. La section V.2.2 montre queAo peutêtre vue comme une matrice centrale vis `a vis
du critèreétudié. En particulier, pour laDR-stabilité dans un disque, siAo est choisie pour ˆetre
au centre du disque, alors l’in´egalité enF et Ao est une condition n´ecessaire deDR-stabilité
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quadratique. D`es lors, le th´eorème VII.3 est dit de stabilisabilit´e robuste autour deAo par retour
d’état.

Théorème VII.3 Stabilisabilité robuste autour deAo

S’il existe np matricesX�i� symétriques, une matriceF et une matriceeK telles que pour tout
i � 1� � � ��np:��������������

np

∑
i�1

X�i� � �

�
� X�i�

X�i� �

�
�

�
A�i�F�B�i� eK

�F

��
Ao

��
��
�

�
Ao

��
��

A�i�F�B�i� eK
�F

��
� �
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alors le syst`eme affine polytopique est robustement stabilisable par retour d’´etat et un correc-
teur est donn´e par:

Ke� eKF�1 (VII.9)

Autant l’emploi des FLDP est tr`es concluant en analyse, autant cette condition de synth`ese
par retour d’état peut apparaˆıtre décevante. Un exp´erimentation statistique a ´eté menée pour
trois choix de matrices centralesAo ��0�1��, Ao ��� et Ao � �10��. Pour des milliers de
systèmes de diff´erents ordres et avec diff´erents nombres de sommets des polytopes, les pour-
centages de r´eussite des diff´erents critères de stabilisabilit´e robuste sont sensiblement identiques
au pourcentage de r´eussite de la stabilisabilit´e quadratique. L’utilisation de FLDP et l’ajout de
variables de relaxation augmente fortement la complexit´e des calculs, sans apporter une contri-
bution déterminante par rapport `a la stabilité quadratique. L’´etude statistique prouve ´egalement
que la stabilisabilit´e quadratique et la stabilisabilit´e robuste autour d’unAo sont des m´ethodes
distinctes. Parmi les milliers de syst`emes test´es, pour environ 0�5% d’entre eux, l’une des deux
méthodes ´echoue tandis que l’autre permet la stabilisabilit´e robuste.

DR-stabilisation robuste

Les méthodes FLDP ont tout de mˆeme des avantages pour la synth`ese avec objectifs de
performance. En particulier, laDR-stabilisabilité robuste dans des r´egions compactes du plan
complexe telles queR22 � � est nécessairement moins pessimiste que laDR-stabilisabilité qua-
dratique pour un choix deNo ���R�1

22 R12���n:
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Théorème VII.4
SoitDR une région bornée du plan complexe telle que R22 � � alors les conditions suivantes
sont successivement suffisantes l’une pour l’autre:

i�� ii�� iii �

i) Le système affine polytopique est quadratiquementDR-stabilisable.

ii) Il existe np matricesX�i� dont la somme est d´efinie positive, une matriceF et une matriceeK telles que pour tout i� 1� � � ��np:

R�X�i��
�
�d� �A�i�F�B�i� eK�

��d�F

��
R12��n

R22��n

��
�
�

R12��n

R22��n

��
�d� �A�i�F�B�i� eK�

��d�F

��
� �
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iii) Le système affine polytopique est robustementDR-stabilisable. Si ii) admet une solution
alorsKe � eKF�1 est un correcteurDR-stabilisant robustement le syst`eme.

Preuve
La preuve de ce th´eorème repose sur le corollaire V.1. �

Remarque VII.2
Une région du plan complexe telle que R22 � � est la limite d’une suite de r´egions ferm´ees
DR�ε� dont le terme quadratique R22�ε� � � tend vers R22. Dès lors, le théorème VII.4 pourrait
s’étendre `a toute régionEM I du plan complexe par continuit´e en posant R22 : � R22� ε�.
Dans le cas de la stabilit´e, cela revient `a fermer le demi-plan gauche en l’approximant par un
cercle de rayon quasi-infini.

En pratique, la r´egion bornée telle queR22 � � la plus courante est le disque centr´e enα et
de rayonr. L’in égalité de stabilisabilit´e robuste par retour d’´etat s’écrit dans ce cas pr´ecis:�

�α2� r2�X�i� �α�A�i�F�B�i� eK �F�A�i� �� eK �B�i��� α�X�i��F���A�i�F�B�i� eK
α�X�i� �F��A�i��� eK �B�i� � X�i��F�F�

�
� �
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Synth èse multi-objectifs

Des mêmes raisonnements que ceux qui conduisent au th´eorème VII.3, découle le th´eorème
suivant de synth`ese multi-objectifs:

Théorème VII.5 multi-objectifs robuste autour de Ao, Ao1, Ao2, Co1, Co2

S’il existe3np matricesX�i�, X1
�i�, X2

�i� dont les sommes sont d´efinies positives, trois matrices
F, eK , T et un scalaireγγγ telles que pour tout i� 1� � � ��np:
(inégalités deDR-stabilisation FLDP)
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���F

��
� �

(VII.11)
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(inégalités sur le coˆut H2 garanti)�
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alors le syst`eme est stabilisable robustement par retour d’´etat. Le syst`eme en boucle ferm´ee
avec le correcteur de gainKe � eKF�1 est robustementDR-stable vis `a vis de la région définie
par R. Il admet de plusΓ∞ �

p
γγγ comme coˆut H∞ garanti robuste etΓ2 �

p
Trace�T� comme

coût H2 garanti robuste.

Remarque VII.3
A la différence du “Lyapunov Shaping Paradigm” (voir remarque VII.1) qui impose en stabi-
lisabilité quadratique que toutes les matrices de Lyapunov des diff´erents critères soient ´egales
entre elles, le th´eorème ci-dessus permet de consid´erer des matrices de Lyapunov d´ependant
des param`etres toutes diff´erentes. Pour autant, les in´egalités sont coupl´ees entre elles par un
nouveau “Shaping Paradigm” impos´e par le changement de variableKeF � eK . Le “Lyapunov
Shaping Paradigm” impose des relations entre les matrices de Lyapunov alors que le nouveau
“Shaping Paradigm” contraint entre elles les variables de relaxation issues du lemme d’´elimi-
nation V.1.
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Remarque VII.4
En supprimant les exposants�i� des inégalités, le théorème VII.5 de multi-objectifs robuste de-
vient une condition de synth`ese multi-objectifs dans le cas certain, alternative aux m´ethodes
basées sur le “Lyapunov Shaping Paradigm”. Le fait de supprimer les exposants�i� implique
vis à vis du problème initial de synth`ese robuste, de relaxer la probl´ematique en une synth`ese
nominale multi-objectifs. Le nombre de variables et deLM I est alors fortement all´egé permet-
tant d’obtenir une solution dans le cas o`u, numériquement, la synth`ese robuste est impossible.
Si un correcteur est trouv´e pour la synth`ese nominale, il est possible alors de tester la robustesse
de la boucle ferm´ee par les m´ethodes d’analyse pr´esentées dans ce m´emoire.

Le théorème VII.5 nécessite de pouvoir choisir a priori des matricesAo, Ao1, Ao2,Co1, Co2. Si
ce choix n’est pas coh´erent visà vis du syst`emeétudié, la synthèse est inop´erante. Un algorithme
itératif de recherche alternative des matricesAo, Ao1, Ao2, Co1, Co2, puis du correcteur est d`es
lors envisageable. L’id´ee est, `a partir d’un correcteur non optimal donn´e, d’effectuer l’analyse
par FLDP du syst`eme en boucle ferm´ee, d’en déduire les matrices centralesAo, Ao1, Ao2, Co1,
Co2 qui peuvent ˆetre dès lors acceptables pour le th´eorème VII.5. L’algorithme associ´e à une
minimisation du coˆut H2 peut s’écrire comme suit:

1. Choisir un correcteurKe tel que le syst`eme en boucle ferm´ee estDR-stable et admetΓg�
∞

comme coˆut H∞ garanti.

2. Faire l’analyse de cette boucle ferm´eeà l’aide du théorème V.4.

3. Factoriser chacune des matrices de relaxationG trouvées pour faire apparaˆıtre les ma-
trices centralesAo, Ao1, Ao2, Co1, Co2.

4. Faire l’optimisation linéaire du coˆut H2 sous lesLM I du théorème VII.5.

5. A l’optimum, en déduire un nouveau correcteur. Si n´ecessaire, effectuer une nouvelle
itération de l’algorithme en retournant `a l’étape 2.

Ainsi énoncé, cet algorithme n’a pas de preuve de convergence. La difficult´e est que les
matrices centralesAo, Ao1, Ao2, Co1, Co2 calculéesà l’étape d’analyse (´etape 2.) ne sont pas n´e-
cessairement solutions pour le mˆeme coˆut et le même correcteur desLM I de synthèse (étape
4.). En effet, les matrices de relaxationG de chaque performance ne se factorisent pas neces-
sairement avec une matriceF commune. L’étape 2. ne donne pas un point faisable desLM I de
synthèse pour lesquelles s’applique le “Shaping Paradigm”.

Soient, pour un correcteurKe donné, lesLM I d’analyse de la boucle ferm´ee, couplées entre
elles par le “Shaping Paradigm”:
(inégalités deDR-stabilité robuste)

R�X�i��

�
�d�A�i��Ke�

��
��

G�
Ao

�F�

��
�

�
G�

Ao

�F�

��
�d�A�i��Ke�

��
��
� � (VII.14)



VII.3. SYNTHÈSE PAR RETOUR DE SORTIE 137

(inégalités de coˆut H∞ garanti)��	 B�i�
1 B�i�

1

�
B�i�

1 D�i�
11

�
X1

�i�

D�i�
11B

�i�
1

� �γγγ�D�i�
11D

�i�
11

�
�

X1
�i�

� �


���

��	 A�i��Ke�

C�i�
1 �Ke�

��


��
��	 G�

Ao1

G�
Co1

�F�


��
�

�

��	 G�
Ao1

G�
Co1

�F�


��
��	 A�i��Ke�

C�i�
1 �Ke�

��


��
�

� �
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(inégalités de coˆut H2 garanti)�
B�i�

2 B�i�
2

�
X2

�i�

X2
�i�

�

�
�

�
A�i��Ke�

��
��

G�
Ao2

�F�

��
�

�
G�

Ao2

�F�

��
A�i��Ke�

��
��
� �

�
�T �

� X2
�i�

�
�

�
C�i�

2 �Ke�

��

��
G�

Co2

�F�

��
�

�
G�

Co2

�F�

��
C�i�

2 �Ke�

��

��
� �

(VII.16)

Les inégalités (VII.14), (VII.15), (VII.16) associ´eesà celles du th´eorème VII.5 permettent
de formuler l’algorithme VII.1. Cet algorithme est n´ecessairement d´ecroissant. A chaque ´etape,
la solution des minimisations est un point faisable qui initialise la minimisation suivante.

Γa�
k�1
 Γs�

k 
 Γa�
k

Remarque VII.5
Pour la premièreétape, pour choisir un correcteur KeDR-stabilisant, il est possible d’avoir re-
coursà la stabilisabilité quadratique multi-objectifs du th´eorème VII.2. Si la stabilisabilit´e qua-
dratique est inop´erante, des m´ethodes it´eratives peuvent ˆetre envisag´ees en fixant par exemple
un critère de stabilisation tel que dans [Chen 99].

VII.3 Synth èse par retour de sortie

Soit le système dont le mod`ele, M�∆�, est de forme LFT avec un vecteur d’entr´ee qui se
décompose enw1, w2, u, et le vecteur de sortie qui se d´ecompose enz1, z2, y. Le modèle inclue
une boucle de r´etroaction mod´elisant les incertitudes. La boucle est d´efinie par les signaux
exogènesw∆ et z∆:��������������������

w∆�t� � �∆z∆�t�

ẋ�t� � Ax�t� � B∆w∆�t� � B1w1�t� � B2w2�t� � Bu�t�
z∆�t� � C∆x�t� � D∆∆w∆�t� � D∆1w1�t� � D∆2w2�t� � D∆uu�t�
z1�t� � C1x�t� � D1∆w∆�t� � D11w1�t� � D1uu�t�
z2�t� � C2x�t� � D2∆w∆�t� � D2uu�t�
y�t� � Cx�t� � Dy∆w∆�t� � Dy1w1�t� � Dy2w2�t�

(VII.19)
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Algorithme VII.1
Minimisation it érative du coût H2 en synth̀ese de correcteur par retour d’́etat

1. Début de l’algorithme (k=1). Choisir un correcteur Ke tel que le syst`eme boucl´e est ro-
bustementDR-stable etΓg�

∞ est un coˆut garanti.

2. Calculer, pour ce correcteur, le minimum du coˆut H2 garanti en analyse coupl´e par le
“Shaping Paradigm”:

�Γa�
k �

2 � min
��VII �14���VII �15���VII �16��

� i�1�����np � γγγ��Γg�

∞�
2

Trace�T� (VII.17)

3. A l’optimum, calculer les matrices centrales:

A�o � F�1GAo � A�o1 � F�1GAo1 � A�o2 � F�1GAo2

C�
o1 � F�1GCo1 � C�

o2 � F�1GCo2

4. Calculer, pour ces matrices centrales, le minimum du coˆut H2 garanti en synth`ese par le
théorème VII.5:

�Γs�
k �

2 � min
��VII �11���VII �12���VII �13��

� i�1�����np � γγγ��Γg�

∞�
2

Trace�T� (VII.18)

5. A l’optimum, calculer le correcteur: Ke � eKF�1

Fin de la k-ème itération.retourner à l’ étape 2. ousortir .
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On applique sur ce syst`eme un correcteur de sortie dynamiqueKs. Le système corrigé de mo-
dèle M�∆�Ks�, est également de forme LFT. La partie LTI certaine sur laquelle est boucl´ee
l’incertitude est: �BBBBBBB�

ẋ
ẋK

z∆
z1

z2

y

�CCCCCCCA
� M�Ks�

�BBBBB�
x

xK

w∆
w1

w2

�CCCCCA (VII.20)

M�Ks� �

��������	

A BCK B∆ B1 B2

BKC AK BKDy∆ BK Dy1 BKDy2

C∆ D∆uCK D∆∆ D∆1 D∆2

C1 D1uCK D1∆ D11 �

C2 D2uCK D2∆ � �

C � Dy∆ Dy1 Dy2


��������
�

��������	

B
�

D∆u

D1u

D2u

�


��������
DK

������	
C�

�

Dy∆
�

D�
y1

D�
y2


������

�

(VII.21)

VII.3.1 Stabilisation quadratique

Un système incertain de forme LFT est stable quadratiquement sous les conditions du th´eo-
rème V.3. Ce th´eorème appliqu´e au syst`emeM�∆�Ks� induit une condition sur laquelle peut
s’appliquer le changement de variable analogue `a celui utilisé dans le lemme VI.2. Les mani-
pulations matricielles lourdes sont ´eludées ici. La stabilisabilit´e quadratique par retour de sortie
dynamique s’´ecrit comme la recherche d’un s´eparateur quadratique, de deux matrices d´efinie
positivesX, P et de quatre matrices param´etrant le correcteureA, eB, eC, eD telles que:��	 PA� eBC�C�eB��A�P eA �A��C�eD�B� PB∆ � eBDy∆eA��A�BeDC AX �BeC� eC�B��XA� B∆ �BeDDy∆

B∆
�P�Dy∆

�eB� B∆
��Dy∆

�eD�B� �


���

��	 C∆
��C�eD�D∆u

� �

XC∆
�� eC�D∆u

� �

D∆∆
��Dy∆

�eD�D∆u
� ��


��
��	 C∆

��C�eD�D∆u
� �

XC∆
�� eC�D∆u

� �

D∆∆
��Dy∆

�eD�D∆u
� ��


��
�

� �

(VII.22)

est une matrice candidate `a la séparation quadratique vis `a vis d’incertitudes mixtes∆ � �.
Les relaxations propos´ees en annexe B font de la recherche de s´eparateurs une rechercheLM I .
Pour autant, le probl`eme de synth`ese par retour de sortie n’est pasLM I . Il est reformulé de la
façon suivante:

Théorème VII.6
Un système mod´elisé sous forme LFT mixte est stabilisable quadratiquement par retour de
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sortie,ssi il existeX, P, eA, eB, eC, eD, I et � �� telles que lesLM I suivantes sont satisfaites:��������������������������������������

����	
PA� eBC eA PB∆ � eBDy∆ �

A�BeDC AX �BeC B∆ �BeDDy∆ �

� � �1
2I22 �I �12

C∆�D∆ueDC C∆X �D∆u
eC D∆∆ �D∆ueDDy∆ �1

2I11


�����
� � �� � �

�	 11 12 �

�
12 22� I22 I �12
� I12 I11


�� �

�
X �

� P

�
� �

(VII.23)

sous la condition non lin´eaire scalaire suivante:

Trace�

�
11� I�1

11 12� I�1
11 I12

�
12� I �12I

�1
11 22� I22� I �12I

�1
11 I12

�
� � 0 (VII.24)

Un correcteurKs est donn´e par le changement de variable inversible (VI.10).

Preuve
De façon habituelle, les matriceset I se décomposent en blocs:

I �
�

I11 I12

I �12 I22

�
� �

�
11 12
�
12 22

�
La première inégalité du théorème impose queI11 est définie positive. En appliquant un com-
plément de Schur sur la seconde in´egalité:�

11� I�1
11 12� I�1

11 I12
�
12� I �12I

�1
11 22� I22� I �12I

�1
11 I12

�
� �

Si la trace d’une matrice semi-d´efinie positive est nulle, alors la matrice est nulle. La condition
non linéaire scalaire implique d`es lors que:

�

�
11 12
�
12 22

�
�

�
I�1
11 I�1

11 I12

I �12I
�1
11 I �12I

�1
11 I12� I22

�
Au complément de Schur surI11 près, la premi`ere inégalité du théorème est donc ´egaleà l’in-
égalité (VII.22). �

Remarque VII.6
La stabilité quadratique par retour de sortie de syst`emes incertains mod´elisés sous forme
LFT est un probl`emeBM I qui se reformule en une contrainte ´egalité non linéaire mais scalaire
sous des conditionsLM I :

f �x� � 0 : L�x� � �
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Les conditionsLM I impliquent entre autres que f�x��0. Ainsi formulé, les problèmes peuvent
être résolus sans garantie de convergence globale par l’algorithme de Frank & Wolfe [Bertsekas 95].
Cet algorithme repose sur les optimisations sous contraintesLM I le long du gradient de la
fonction non linéaire f�x�. L’annexe D détaille ce point.

Cas particulier des incertitudes non structur ées

Dans le cas des incertitudes non structur´ees∆ � �H , H-dissipatives, la recherche de s´epa-
rateurs quadratiques est simplifi´ee. Le lemme III.3 ´enonce que les s´eparateurs � ��H sont
paramétrés par un scalaireλλλ positif tel que � λλλ H. Ce cas particulier qui, non seulement est
non pessimiste dans la recherche des s´eparateurs, conduit en outre `a une formulationLM I de
la stabilisabilité par retour de sortie.

Concrètement, il est rare que les incertitudes soient non structur´ees. Toutefois, pour des
raisons de complexit´e de calcul, la recherche de s´eparateurs et l’inversion du s´eparateur en
une matriceI est souvent impossible. Dans ce cas, la probl´ematique de synth`ese robuste doit
être relaxée, soit en synth`ese nominale dont la solution est donn´e dans [Scherer 97b], soit en
synthèse englobante. Cette derni`ere, revient `a effectuer une ´etape de mod´elisation englobante
des incertitudes et `a les repr´esenter moins pr´ecisément comme des incertitudes non structur´ees
H-dissipatives.

Remarque VII.7
Vu sous l’angle de la s´eparation quadratique, la synth`ese englobante revient `a figer le sépara-
teurΘ à une valeur admissible parmi les candidates `a la séparation quadratique.

Théorème VII.7
Un système mod´elisé sous forme LFT avec∆��H, H-dissipative non structur´ee, est stabilisable
quadratiquement par retour de sortie,ssi il existe X, P, eA, eB, eC et eD telles que lesLM I
suivantes sont satisfaites:����������������������

����	
PA� eBC eA PB∆ � eBDy∆ �

A�BeDC AX �BeC B∆ �BeDDy∆ �

� � H22�H �
12H

�1
11 H12 �H �

12H
�1
11

C∆�D∆ueDC C∆X �D∆u
eC D∆∆ �D∆ueDDy∆ �H�1

11


�����
� � �� � �

�
X �

� P

�
� �

(VII.25)

Un correcteurKs est donn´e par le changement de variable inversible (VI.10).

Preuve
La matriceI du théorème VII.6 doit pour tout s´eparateur satisfaire l’´egalité:

I �
�

I11 I12

I �12 I22

�
�

� �1
11

�1
11 12

�
12

�1
11

�
12

�1
11 12� 22

�
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Sachant que � λλλ H, le système d’inégalités du théorème VII.6 se réduit à une inégalité qui
n’est pas linéaire enλλλ. En multipliant cette in´egalitéà droite età gauche par la matrice suivante:����	

λλλ�1�2
� � � �

� λλλ1�2
� � �

� � λλλ�1�2
� �

� � � λλλ1�2
�


����
et en faisant une homoth´etie sur la matrice de Lyapunov:

P : � 1�λλλ P � eB : � 1�λλλ eB � X : � λλλ X � eC : � λλλ eC
la variableλλλ estéliminée sans pessimisme et le probl`eme se r´eduità laLM I (VII.25). �
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Remarque VII.8
Le théorème précédent suppose que les incertitudes H-dissipatives sont d´efiniesà l’aide d’une
matrice H dont le terme affine H11 est défini positif. Cette restriction par rapport au cas g´enéral
pour lequel H11� � peut-être levée. La premi`ere méthode est de modifier le mod`ele incertain
en décalant le mod`ele nominal de fa¸con à ce que∆ � �, soit dans l’intérieur de�H. Une
autre méthode consiste `a reprendre l’équation (VII.25) et par manipulations matricielles, faire
apparaı̂tre H11 en tant que produit de deux matrices H11� M�M.

Synth èse multi-objectifs

La synthèse multi-objectifs par retour de sortie pose les mˆemes difficultés que le probl`eme
de stabilisation robuste. Chaque in´egalité liée à un critère de performance fait intervenir une
candidate `a la séparation quadratique diff´erente. En appliquant successivement le changement
de variable du lemme VI.2 puis en introduisant les matricesI associéesà chaque s´eparateur
quadratique, la synth`ese multi-objectifs peut toujours se reformuler sous la forme deLM I
associéesà une contrainte ´egalité non linéaire scalaire. D`es lors, les probl`emes multi-objectifs
peuvent en th´eorieêtre résolus en appliquant par exemple l’algorithme de Frank & Wolfe (voir
annexe D).

Cependant, les probl`emes ainsi formul´es atteignent ais´ement les limitations des solveurs
LM I et la convergence de l’algorithme de Frank & Wolfe peut n´ecessiter un tr`es grand nombre
d’it érations. La premi`ere difficulté tient au fait que chaque s´eparateur induit l’ajout d’un grand
nombre de variables d’optimisation suppl´ementaires (voir annexe B). En effet, `a chaque s´epa-
rateur , est associ´ee une matriceI de mêmes dimensions. La seconde difficult´e vient de la
contrainte non lin´eaireégalité qui traduit simultan´ement l’inversion de tous les s´eparateurs.

Il ne nous paraˆıt donc pas n´ecessaire de transcrire ici les in´egalités matricielles inh´erentes `a la
synthèse multi-objectifs robuste par retour de sortie. Pour ne pas laisser de cˆoté ce problème de
synthèse, une d´emarche moins coˆuteuse en calculs est maintenant propos´ee. Elle ne r´esout pas
le problème de synth`ese robuste initialement formul´e mais peut dans certains cas donner une
solution acceptable. L’id´ee est de relaxer les contraintes de performance robuste en imposant
la localisation des pˆoles, le coˆut H∞ et le coût H2 uniquement sur le mod`ele nominal∆ � �.
La problématique de synth`ese robuste est partiellement relax´ee en synth`ese nominale et, seul le
problème de stabilisation robuste est conserv´e. À l’issue de la synth`ese d’un correcteur, il est
possible d’analyser `a l’aide des outils du chapitre V, les performances robustes garanties par la
boucle fermée.
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Théorème VII.8
S’il existeX, P, eA, eB, eC, eD, I et � �� telles que lesLM I (VII.23) sont satisfaites simultan´e-
ment avec lesLM I :
(inégalités deDR-stabilisation du mod`ele nominal)�

R11 �

� ��
�
�
�

P �

� X

�
�

�
R12 L�

� �

�
�
�

PA� eBC eA
A�BeDC AX �BeC

�
�
� � �� � � (VII.26)

(inégalité sur le coˆut H∞ du modèle nominal)����	
PA� eBC eA PB1� eBDy1 �

A�BeDC AX �BeC B1�BeDDy1 �

� � �1
2γγγ� �

C1�D1ueDC C1X �D1u
eC D11�D1ueDDy1 �1

2�


�����
� � �� � � (VII.27)

(inégalités sur le coˆut H2 du modèle nominal)��	 PA� eBC eA �

A�BeDC AX �BeC �

C2�D2ueDC C2X �D2u
eC �1

2�


���
� � �� � �

��	 �T B�2P�D�
y2
eB� B�2�D�

y2
eD�B�

PB2� eBDy2 �P ��
B2�BeDDy2 �� �X


�� � �

(VII.28)

et telles que la condition non lin´eaire scalaire (VII.24) est v´erifiée, alors le syst`eme est stabili-
sable quadratiquement par retour de sortie. Un correcteurKs est donn´e par le changement de
variable inversible (VI.10). Le syst`eme nominal boucl´e par ce correcteur est quadratiquement

DR-stable vis `a vis de la région définie par R�

�
R11 R12

R�12 LL�

�
. Il admet de plusΓ∞ �

p
γγγ comme

coût H∞ garanti etΓ2 �
p

Trace�T� comme coˆut H2 garanti.

De même que pour le th´eorème VII.2 de synth`ese multi-objectifs par retour d’´etat dans le
cadre de la stabilisabilit´e quadratique, le “Lyapunov Shaping Paradigm” est appliqu´e dans le
théorème VII.8. Les objectifs sont assur´es pour le mˆeme syst`eme boucl´e en couplant les crit`eres
sous formeLM I par une matrice de Lyapunov unique.

L’algorithme de Frank & Wolfe (voir annexe D) propos´e pour résoudre le probl`emeLM I
sous la contrainte scalaire non lin´eaire (VII.24), impose la minimisation it´erative d’un critère
linéaire. Dès lors, l’optimisation en sus, de crit`eresH∞ ou H2 n’est pas envisageable sous les
conditions du th´eorème VII.6. Dans le sous-cas des incertitudes non structur´eesH-dissipatives,
la recherche du s´eparateur est fortement simplifi´ee (voir théorème VII.7). Pour autant, la mini-
misation de crit`eresH∞ ou H2 n’est pas linéaire. Pour plus de d´etails sur ce dernier point, nous
recommandons la lecture de [Peaucelle 99c].
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VII.3.2 Stabilisation robuste et FLDP

Cette thèse est construite de mani`ereà présenter pas `a pas les diff´erentes difficult´es liéesà
l’analyse et la synth`ese de correcteurs robustes. Le probl`eme le plus complet est la synth`ese
multi-objectifs de correcteurs dynamiques de sortie `a l’aide de fonctions de Lyapunov d´epen-
dant des param`etres pour des mod`eles de forme LFT mixte. Les outils math´ematiques `a mettre
en oeuvre pour r´esoudre ce probl`eme sont successivement:

– le lemme V.1 dit lemme de cr´eation

– la séparation quadratique du th´eorème III.2.

– Un changement de variables partiellement lin´earisant.

Le problème se formule alors sous formeLM I en tant que probl`eme multi-objectifs autour
de matrices centrales fix´eesAo� � � � (formulation du théorème VII.5) avec une contrainte sca-
laire non linéaire qui traduit l’inversion des s´eparateurs quadratiques (voir th´eorème VII.6). La
résolution num´erique de ce probl`eme pourrait ˆetre envisag´eeà l’aide de:

– l’algorithme de Frank & Wolfe (annexe D)

– des itérations sur les matrices centrales (analogues `a celles de l’algorithme page 138)

La complexité de cette solution est prohibitive. Nous allons donc pr´esenter un cas simplifi´e en
échoà ce qui est propos´e dans le cadre de la stabilit´e quadratique par retour de sortie.

DR-stabilisabilit é robuste autour de Ao / incertitudes non structur ées

Les incertitudes sont suppos´eesH-dissipatives non structur´ees. Nous pla¸cons le probl`eme de
DR-stabilisabilité autour deAo, dans le cadre de la probl´ematique de synth`ese robuste relax´ee
en synthèse englobante. Les candidates `a la séparation quadratiques vis `a vis d’incertitudesH-
dissipatives r´epétées 2d fois, sont d’après CSQ 3 en annexe B, des matrices telles qu’il existe
� � � R2d�2d qui satisfait:

� �H �

� �H11 �H12

�H �
12 �H22

�
Un cas particulier de candidate `a la séparation quadratique est celle telle que� �.

Le théorème V.5 d’analyse robuste par FLDP indique que laDR-stabilité robuste d’un sys-
tème boucl´e par un correcteur dynamique de sortieKs s’écrit comme l’existence deP, E et
tels que:

P11 � �

� ���2d

PC�P��A �

C�Ks�E��EAC�Ks��

�
C ��Ks� �

D ��Ks� ��
� �

C �Ks� D�Ks�

� ��
�
� �
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avec les d´efinitions suivantes:

PC�P� �
�

R�P11 R�P12

R�P�12 R�P22

�

AC�Ks� �

�
�d�

�
A�BDKC BCK

BKC AK

�
��2dn �d�

�
B∆ �BDKDy∆

BKDy∆

�
�

�

C �Ks� � �2�d�
�

C∆�D∆uDKC D∆uCK
�
� �2�d�C∆�Ks�

D�Ks� � �2�d� �D∆∆ �D∆uDKDy∆� � �2�d�D∆∆�Ks�

Pour les mˆemes raisons que ce qui a ´eté vu dans la preuve du lemme de cr´eation (lemme V.1),
la matriceE se factorise n´ecessairement sous la forme:

E� � F�
�

Ao �� B∆o �
�

(VII.29)

avec le syst`eme incertain de forme LFT:

Ao�B∆o∆���D∆∆�Ks�∆��1C∆�Ks�

qui doit être robustementDR-stable.
La recherche simultan´ee deAo, B∆o etF est inévitablement un probl`emeBM I . Pour rendre

linéaire le probl`eme deDR-stabilisabilité robuste, les matricesAo etB∆o sont fixées a priori. Par
définition, nous appelons ce probl`eme, laDR-stabilisabilité robuste autour du syst`eme central
Ao�B∆o∆���D∆∆�Ks�∆��1C∆�Ks�. De manièreà choisir un syst`eme centralDR-stable indé-
pendemment du correcteur recherch´e,B∆o est choisie nulle (B∆o � �). De plus,Ao est choisie
de la formeRo�� pour pouvoir appliquer un changement de variable lin´earisant. Ce dernier
choix est coh´erent avec les r´esultats pr´ecédents sur l’analyse et la synth`ese autour de matrices
centrales. Nous avons en effet montr´e que dans le cas de r´egions born´ees, il est pr´eférable de
choisirRo ��R�1

22 R12, l’image du centre de la r´egionEM I de localisation des pˆoles,DR.

Théorème VII.9 DR-stabilisabilit é robuste autour deAo � Ro��
S’il existeeP, U, V, W, eA, eB, eC et eD telles que laLM I suivante est v´erifiée:������	

R�eP11�

�
Ro��
��

�
ΞA�Ξ�

A

�
Ro��
��

��
R�eP12�

�
Ro��
��

�
ΞB Ξ�

C

R�eP�12�Ξ�
B

�
Ro��
��

��
R�eP22� I22 Ξ�

D� I �12

ΞC ΞD� I12 �I11


������ � �

(VII.30)
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avec les matricesΞA, ΞB, ΞC et ΞD linéaires en les variables:

ΞA �

�
��

�
WA� eBC eA
A�BeDC AV��BeC

�
���

�
W U
� V�

� �

ΞB �

�
��

�
WB∆ � eBDy∆
B∆ �BeDDy∆

�
�

�

ΞC � ��
h

C∆ �D∆ueDC C∆V��D∆u
eC i

ΞD � �� �D∆∆�D∆ueDDy∆�

et la matriceI qui reflète l’inversion du s´eparateur (I est constante dans le cas consid´eré):

I �
�

I11 I12

I �12 I22

�
�

�
�� �H�1

11 � �� �H�1
11 H12�

�� �H �
12H

�1
11 � �� �H �

12H
�1
11 H12�H22�

�
alors le syst`eme mod´elisé sous forme LFT avec∆ � �H est robustementDR-stabilisable par
retour de sortie dynamique et un correcteurKs est donn´e par les relations suivantes:

SY� � U�WV �

DK � eD
CK � �eC� eDCV��Y��1

BK � S�1�eB�WBeD�

AK � S�1�eA� eBCV��WBeC�W�A�BeDC�V��Y��1

(VII.31)

Preuve
La preuve consiste `a remarquer que le s´eparateur quadratique choisi est:

�

�
��H11 ��H12

��H �
12 ��H22

�
La matriceF de l’équation (VII.29) est choisie sans pessimisme telle que:

F �

�
W S
� �

�
� F�1 �

�
V Y
� �

�
La matrice de Lyapunov d´ependant des param`etres qui prouve la stabilit´e robuste de la boucle
fermée est de la forme (V.62) avec une matriceP telle que:

P�

����	
�
� �

V Y

��1eP11

�
� V�

� Y�

��1 �
� �

V Y

��1eP12

eP�12

�
� V�

� Y�

��1 eP22


����
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Les manipulations alg´ebriques sont volumineuses et sans grand int´erêt. �

Remarque VII.9
Le théorème VII.9 donne une condition suffisante de stabilisabilit´e robuste. Cette condition n’est
pas une condition n´ecessaire de stabilisabilit´e quadratique sauf pour les r´egions born´ees telles
que R22 � �.

Dans le cas de r´egions non born´ees telles que le demi plan-gauche (stabilit´e des syst`emes
en temps continu) aucun choix de Ro ne semble avoir de propri´etés particulières. Cependant,
Ro est dans ce cas un scalaire n´ecessairement n´egatif. Une recherche mono dimensionelle peut
être envisag´ee.

Le théorème s’étend ais´ement aux incertitudes structur´ees en posant le probl`eme non lin´eaire
de la recherche du s´eparateur quadratique et de sa matrice associ´eeI . L’algorithme de Frank
& Wolfe (voir annexe D) est une solution num´erique de résolution.

VII.4 Exemples illustratifs

VII.4.1 DR-stabilisabilit é robuste autour deAo

� Comparaison en localisation des pˆoles par retour d’´etat entre l’approche par la stabilisabi-
lit é quadratique et la stabilisabilit´e “autour deAo”.
� Tests sur des syst`emes al´eatoires en tr`es grand nombre.
� Discussion sur le pessimisme relatif.

La démarche adopt´ee dans cet exemple est de g´enérer des syst`emes incertains al´eatoirement
et de comparer pour plusieurs m´ethodes, les taux de r´eussite enDR-stabilisabilité robuste par
retour d’état. Les mod`eles générés sont de forme affine polytopique. Pour un ordre du syst`eme
donné n�� 4�5�6� et un nombre d’entr´ees de commandes donn´e c�� 1�2�, nous choisissons
aléatoirementnp�� 3�4�5� sommetsA�i�, B�i� qui forment ainsi le mod`ele incertain.

Pour l’ensemble des mod`eles, nous faisons la recherche d’un correcteur par retour d’´etat de
façonà ce que les pˆoles de la boucle ferm´ee soient dans un disque du plan complexe, centr´e en
�3�0 j et de rayon 2. Comme remarqu´e précédemment, ce type de r´egion du plan complexe
est particulièrement utile pour r´egler simplement l’amortissement, les oscillations et la rapidit´e.
Elle permetégalement de faire le pont entre les r´esultats de cette th`ese concernant les syst`emes
à temps continu, et les syst`emesà temps discret qui ne sont qu’´evoqués.

Les méthodes test´ees sont premi`erement laDR-stabilisabilité quadratique du th´eorème VII.2.
Puis, nous proposons de tester les m´ethodesLM I reposant sur laDR-stabilisabilité “autour de
Ao”. La régionEM I envisagée est un disque du demi-plan complexe gauche. C’est une r´egion
compacte telle queR22� �. Il est possible de faire le choixNo ���R�1

22 R12��� non pessimiste
en comparaison avec le cadre de travail de la stabilit´e quadratique. La seconde m´ethode test´ee
est donc celle du th´eorème VII.4. Concernant le cercle consid´eré, cela revient `a effectuer une
DR-stabilisation robuste “autour deAo ��3�” (voir théorème VII.5), sachant que�3�0 j est
le centre du cercle.
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Le choix d’une matrice centrale plac´ee au centre du cercle (Ao ��3�) présente des particu-
larités cependant ce n’est pas le seul choix possible. Nous proposons donc de tester ´egalement
d’autres matrices centrales:Ao ��2� et Ao � �4�. Ces deux autres possibilit´es pour le th´eo-
rème VII.5 conduisent `a des conditions deDR-stabilisabilité robuste, distinctes des deux pre-
mières. Autant le choix deAo ��3� conduità une condition n´ecessairement moins pessimiste
que laDR-stabilisabilité quadratique, autant les autres choix ne sont ni n´ecessaires ni suffisants
pour aucune autre m´ethode.

Les choix deAo ��2� etAo ��4� n’est pas fortuit. Nous avons montr´e dans le lemme de
création (lemme V.1), que les matrices centrales devaient n´ecessairement satisfaire les mˆemes
spécifications que le syst`eme corrigé. Ici la matrice centraleAo se choisit de fa¸con à ce que
toutes ses valeurs propres soient dans le disque centr´e en�3�0 j de rayon 2.

Les résultats des exp´erimentations sont donn´es dans les tableaux VII.3, VII.4.

n np quad. Ao ��2� Ao ��3� Ao ��4�

3 56.0 % 79.5 % 82.0 % 80.0 %

4 4 42.5 % 65.5 % 66.5 % 65.5 %

5 25.5 % 54.0 % 57.5 % 54.5 %

3 40.5 % 63.5 % 68.0 % 64.5 %

5 4 27.0 % 56.0 % 58.0 % 55.5 %

5 11.5 % 37.5 % 41.0 % 38.0 %

3 28.5 % 49.5 % 51.5 % 48.5 %

6 4 9.0 % 33.5 % 40.5 % 33.5 %

5 7.0 % 28.5 % 34.5 % 28.0 %

TAB. VII.3 – DR-stabilisabilité par retour d’état pour une entr´ee�c� 1�

n np quad. Ao ��2� Ao ��3� Ao ��4�

3 59.5 % 85.5 % 90.0 % 85.0 %

4 4 39.0 % 70.5 % 73.5 % 70.5 %

5 24.0 % 61.0 % 66.0 % 61.0 %

3 44.0 % 82.0 % 84.5 % 83.0 %

5 4 18.0 % 53.5 % 59.0 % 51.0 %

5 12.5 % 49.5 % 54.5 % 48.5 %

3 21.0 % 59.0 % 67.5 % 58.5 %

6 4 8.0 % 40.5 % 49.0 % 42.0 %

5 1.5 % 22.5 % 31.5 % 22.5 %

TAB. VII.4 – DR-stabilisabilité par retour d’état pour deux entr´ees�c� 2�

Les expérimentations qui conduisent `a ces pourcentages, ont ´eté menées sur 200 syst`emesà
chaque donn´ee de�n�c�np�.
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Les améliorations apport´ees en termes de pessimisme par les fonctions de Lyapunov d´epen-
dant des param`etres est tr`es significatif.

Le choix d’une matrice centrale telle queNo ���R�1
22 R12��� apparaˆıt commeétant parti-

culièrement judicieux. Comme pr´evu par la th´eorie, il surpasse laDR-stabilisabilité quadratique.
De plus, compar´e aux autres choix de matrices centrales, la r´eduction du pessimisme conduit
à desécarts de 10 %. Cependant, les exp´erimentations montrent que ce n’est pas pour autant
“le” choix optimal. En effet, mˆeme si statistiquement ce choix est meilleur, pr`es de 2 % des
systèmes infirment toute relation d’implication entre la stabilisation autour de�2�, autour de
�3� et autour de�4�.

Nous observons des syst`emes qui sont quadratiquementDR-stabilisables mais ne sont pas
DR-stabilisables autour de�2� ou�4�. D’autres sontDR-stabilisables autour de�2� ou�4�
mais ne le sont pas autour de�3�. Ces cas, mˆeme peu nombreux (2 %), confirment que mˆeme
si la synthèse de correcteurs “autour de matrices centrales” peut r´eduire le pessimisme en com-
paraison de la stabilisabilit´e quadratique, le choix a priori de la matrice centraleAo conduit
nécessairement `a la perte d’une partie des degr´es de libert´e qu’offre le lemme de cr´eation en
analyse.

VII.4.2 Synthèse multi-objectifs

� Comparaison en synth`ese multi-objectifsH2—H∞ robuste entre l’approche par la stabili-
sabilité quadratique et la stabilisabilit´e “autour deNo”.
� Discussion sur l’optimisation conjointe des deux crit`eres de performance.

Cet exemple est publi´e dans [Arzelier 00b]. Nous consid´erons le mod`ele incertain affine
polytopique défini par les quatre sommets suivants:

M�1� �

����	
0 1 1 1 1
�1 0 0 0 0
1 0 �2 0 1
1 0 0 0 1


���� M�2� �

����	
0 2 1 1 2
�1 0 0 0 0
1 0 �1 0 2
1 0 0 0 2


����

M�3� �

����	
0 1 1 1 1
�1 1 0 0 1
1 1 �1 0 1
1 1 0 0 1


���� M�4� �

����	
0 2 1 1 2
�1 1 0 0 1
1 1 �2 0 2
1 1 0 0 2


����
où les matrices du mod`ele sont d´ecoupées suivant les diff´erentes entr´ees (w1, w2, u) et les
diff érentes sorties (z1, z2):

M�∆� �

�	 A�∆� B1�∆� B2�∆� B�∆�
C1�∆� D11�∆� � D1u�∆�
C2�∆� � � D2u�∆�


�
Nous souhaitons par un retour d’´etat, minimiser de fa¸con robuste la normeH∞ du transfert
w1� z1, et/ou, minimiser de fa¸con robuste la normeH2 du transfertw2� z2.
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Dans ce but, nous faisons appel, dans un premier temps, au th´eorème VII.2 qui repose sur le
cadre de travail de la stabilit´e quadratique (quad.).

Dans un second temps, nous faisons appel au th´eorème de synth`ese multi-objectifs robuste
“autour deAo1, Ao2, Co1, Co2” (théorème VII.5) pour un choix arbitraire de matrices centrales
(No fixé):

Ao1 ��� � Ao2 ��� � Co1 � � � Co2 � �

Ce choix est fait en accord avec le lemme de cr´eation (lemme V.1) qui indique que le syst`eme
central doit nécessairement v´erifier les propriétés que l’on cherche `a tester sur le syst`eme incer-
tain. Dans le cas qui nous concerne, pour le crit`ere de performanceH∞, cette sp´ecification se
traduit par:

Tout coût H∞ garanti pour le syst`eme:

M1�∆�K� �

�
A�∆��B�∆�K B1�∆�

C1�∆��D1u�∆�K D11�∆�

�
doit aussiêtre un coˆut H∞ garanti pour le syst`eme central:

Mo�∆� �
�

Ao1 B1�∆�
Co1 D11�∆�

�
Pour le critère de performanceH2, la spécification est identique. Dans les deux cas, le choix de
matrices centrales est tel que le syst`eme central est robustement stable (Ao � ��) et la norme
du transfert est toujours nulle (Co � �).

Coût garantiH∞ robuste
On se propose ici d’effectuer la recherche de correcteurs qui minimisent uniquement le coˆut ga-
rantiH∞. C’est une minimisation mono-objectif telle que d´efinie par (VI.16), sous les contraintes
sur le coût garanti, donn´ees respectivement par les th´eorèmes VII.2 et VII.5. Les r´esultats sont:

quad No fixé
4.12 3.73

Coût garantiH2 robuste
La mêmeétude est men´ee avec le coˆut H2 uniquement. Les r´esultats sont

quad No fixé
3.20 2.28

Coût garanti mixteH2,H∞ robuste
Nous consid´erons ici les probl`emes multi-objectifs de trois sortes:

1- Synthèse optimaleH2�H∞ qui revientà minimiser le coˆut garantiH2 en contraignant le
coût H∞ (voir (VI.18)) . La spécification sur le coˆut H∞ estΓs

∞ � 5.

2- Synthèse optimaleH∞�H2 qui revientà minimiser le coˆut garantiH∞ en contraignant le
coût H2 (voir (VI.19)) . La spécification sur le coˆut H2 estΓs

2 � 4.
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3- Synthèse optimale d’un compromis entre le coˆut H∞ et le coût H2 (voir (VI.20)). La
spécification estβ2 � β∞ � 1.

Les résultats sont:

quad. No fixé
Problème 1 coût H∞ 5.00 5.00

coût H2 5.03 2.56
Problème 2 coût H∞ 6.02 3.78

coût H2 4.00 4.00
Problème 3 coût H∞ 5.32 3.86

coût H2 4.55 3.00

Les améliorations en terme de pessimisme par rapport au cadre de travail de la s´eparation
quadratique, sont significatives quel que soit le type d’optimisation choisi. Il est `a noter que
même si c’est le cas pour cet exemple ce n’est pas forc´ement le cas pour tout syst`eme. Le
choix des matrices centrales conditionne la r´eussite de la nouvelle m´ethode. Il est pr´eférable en
général de faire appel `a un algorithme it´eratif tel que VII.1.

VII.4.3 Algorithme K-Ao it ératif

� Comparaison en minimisation du coˆut H2 par retour d’état, entre l’approche par la stabili-
sabilité quadratique et l’algorithmeK-No itératif.
� Étude de l’écart entre les coˆut obtenus en synth`ese et ceux garantis en analyse de la boucle
fermée.
� Tests pour différentes initialisations de l’algorithme.
� Discussion sur le pessimisme relatif et la complexit´e de calcul.

Cet exemple est inspir´e du syst`eme masse-ressort de la figure II.4. On d´esireà l’aide d’une
force u, contrôler la position (x2), la vitesse (x4

m2
) et l’accélération (ẋ4

m2
) de la massem2. En

particulier, l’objectif est de r´eduire la puissance transmise vers ces sortiesz2, d’une force per-
turbatricew2 agissant sur la massem1. La normeH2 du transfert dew2 à z2 doit doncêtre
minimisée sachant que le mod`ele des interactions entre les masses ainsi qu’avec le milieu ext´e-
rieur sont incertaines (k1, k2 et c sont des param`etres incertains). On suppose que les positions
et les vitesses des masses sont connues exactement. L’objectif est atteint `a l’aide d’un retour
d’état.

Le système se mod´elise par:

�
A�∆� B2�∆� B�∆�
C2�∆� D22�∆� D2u�∆�

�
�

������������	

0 0 1
m1

0 0 0

0 0 0 1
m2

0 0

��k1�k2� k2 � c
m1

0 1 0

k2 �k2 0 � c
m2

0 1

0 1 0 0 0 0
0 0 0 1

m2
0 0

k2
m2

� k2
m2

0 � c
m2

2
0 1

m2


������������
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où m1 � m2 � 1 et les param`etres incertains sont ind´ependants entre eux:

0�5
 k1
 1�5 0�5
 k2
 1�5 0�5
 c
 1�5

Ce modèle est de forme affine parall´elotopiqueà no � 3 paramètres incertains. Nous pouvons
appliquer sur ce mod`ele les méthodes de synth`ese de correcteur par retour d’´etat pour des sys-
tèmes polytopiques. En tant que forme polytopique, le mod`ele està 2no � 8 sommets qui sont
les matrices extrˆemes, images des valeurs extrˆemes des intervalles admissibles surk1, k2 etc.

Le système est compos´e uniquement d’´eléments passifs. Le syst`emes masse-ressort avec
frottement est n´ecessairement stable pour toute incertitude. Il est donc possible dans un premier
temps de faire l’analyse de ce syst`eme sans correcteur. Dans ce but, quatre m´ethodes d’analyse
peuventêtre appliqu´ees:

– La minimisation du coˆut garanti sous les conditionsLM I (V.12), dans l’approche par la
stabilité quadratique (Γquad�C

2 ).

– La minimisation du coˆut garanti sous les conditionsLM I duales (V.13), dans l’approche
par la stabilité quadratique (Γquad�B

2 ).

– La minimisation du coˆut garanti sous les conditionsLM I (V.54), (V.55), dans l’approche
par les fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres (ΓMDP�C

2 ).

– La minimisation du coˆut garanti sous les conditionsLM I duales (V.56), (V.57), dans
l’approche par les fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres (ΓMDP�B

2 ).

Les résultats de ces m´ethodes d’analyse sont:

Γquad�C
2 � ∞ Γquad�B

2 � ∞ ΓMDP�C
2 � 1�49 ΓMDP�B

2 � 1�76

L’approche par la stabilit´e quadratique n’est pas concluante car mˆeme si le syst`eme est ro-
bustement stable il n’est pas quadratiquement stable. Par contre, l’approche par les fonctions
de Lyapunov d´ependant des param`etres conclue `a la stabilité robuste et garantit que la norme
H2 du transfert est inf´erieureà 1�4899 pour toutes les incertitudes. Comme cela a ´eté rappelé
dans le corps de la th`ese, les deux optimisations duales convergent vers des optimaΓC

2 etΓB
2 qui

peuventêtre différents. Ici l’écart est assez significatif.
Dans un second temps, nous envisageons le probl`eme de synth`ese en vue d’am´eliorer le coût

H2 du système. Dans ce but, deux m´ethodes de synth`ese peuvent ˆetre appliqu´ees:

– La minimisation du coˆut garanti sous les conditionsLM I (VII.6), dans l’approche par la
stabilisabilité quadratique (Γs�quad

2 ).

– La minimisation du coˆut garanti par optimisation it´erative sous contraintesLM I de l’al-
gorithme VII.1, dans l’approche par les fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres
(Γs�MDP

2 ).
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La méthode bas´ee sur la stabilisabilit´e quadratique conduit `aΓs�quad�
2 � 3�94, le correcteur asso-

cié est:
Kquad�

e �
�

1�23 �1�97 0�67 �1�84
�

et le temps de calcul est de moins de 10 secondes.
Au premier abord, le correcteur obtenu parait “moins bon” que le correcteur nul. Cependant,

le coût garanti 3�94 par l’approche en stabilisabilit´e quadratique ne doit pas ˆetre compar´e aux
coûts calculés en analyse FLDP. De fa¸conà faire la part de l’am´elioration apport´ee par la syn-
thèse et du pessimisme de la stabilit´e quadratique, nous effectuons l’analyse du syst`eme boucl´e
par ce correcteur. En appliquant les quatre m´ethodes d’analyse on obtient:

Γquad�C
2 � 1�99 Γquad�B

2 � 3�94 ΓMDP�C
2 � 1�07 ΓMDP�B

2 � 1�35

Ces différents coˆuts montrent le pessimisme inh´erentà la stabilité quadratique en comparai-
son avec les m´ethodes issues du lemme de cr´eation.

De plus, dans ce r´esultat nous retrouvons queΓs�quad�
2 � Γquad�B

2 . Lors d’une synth`ese mono-
objectif, dans le cadre de la stabilisabilit´e quadratique, il n’y a pas de pessimisme entre le coˆut
garanti en synth`ese et en analyse. Cette remarque s’applique uniquement si la mˆeme formulation
est employ´ee en analyse et synth`ese (ΓC

2 �� ΓB
2).

L’analyse de la boucle ferm´ee montre ´egalement que le correcteur obtenu a deux effets: il
stabilise quadratiquement le syst`eme et il fait probablement diminuer le coˆut dans le pire des
cas.

L’algorithme VII.1 doit être initialisé par un correcteur stabilisant robustement le syst`eme.
Suite auxétapes pr´ecédentes, nous avons montr´e que le correcteur nulKe � � ainsi que le
correcteur issu de la synth`ese par la stabilit´e quadratiqueKe � Kquad�

e , conviennent. Ces deux
initialisations sont compar´ees entre elles ainsi qu’avec une initialisation alternative `a l’étape 4
de l’algorithme. Cette initialisation revient `a choisir a priori des matrices centralesAo2 etCo2.
Ce choix se fait en respectant la r`egle que le syst`eme “central” ainsi d´efini doit lui mêmeêtre
robustement stable et de coˆut garanti minimal (voir le lemme V.1 et l’exemple VII.4.2). Ici, nous
choisissonsAo2 ��� etCo2 � �.

Pour les trois initialisations propos´ees certaines it´erations de l’algorithme sont donn´ees dans
le tableau VII.5 et la convergence est illustr´ee sur la figure VII.1.

Le temps de calcul est d’environ une minute par it´eration ce qui illustre l’augmentation
de la complexit´e numérique en comparaison avec l’approche par la stabilisabilit´e quadratique.
Cependant, l’augmentation du temps de calcul reste peu discriminante ´etant donn´e que très peu
d’it érations suffisent pour d´epasser largement le coˆut donné par la stabilisabilit´e quadratique.

Les différentes initialisations montrent les limites de cet algorithme semi-global. Le pro-
blème de synth`ese est `a l’origine bilinéaire et il ne peut donc pas ˆetre résolu en temps polynˆo-
mial. L’allure des courbes de la figure VII.1 t´emoigne des probl`emes de convergence attendus
dans les approches de relaxations successives.

De façonà comparer les r´esultats donn´es par l’algorithme it´eratif, nous exhibons le correc-
teur obtenu `a la dixième itération (k� 10) pour une initialisationKe� �. Le coût garanti par la
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k Ke � Kquad�
e Ke� � Ao2 ��� C2o � �

1 Γa�
1 1.3849 1.8025

Γs�
1 1.3553 1.3428 3.1704

2 Γa�
2 1.3239 1.0531 0.9765

Γs�
2 1.3018 0.9778 0.9178

3 Γa�
3 1.2778 0.9011 0.8845

Γs�
3 1.2600 0.8714 0.8642

4 Γa�
4 1.2412 0.8423 0.8465

Γs�
4 1.2265 0.8246 0.8313

10 Γa�
10 1.1075 0.7363 0.7213

Γs�
10 1.1005 0.7330 0.7161

30 Γa�
30 0.9226

Γs�
30 0.9202

TAB. VII.5 – Itérations de l’algorithme K-No itératif
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FIG. VII.1 – Convergence de l’algorithme K-No itératif

synthèse estΓs�MDP
2 � 0�73 et le correcteur associ´e est:

KMDP
e �

� �0�30 �0�66 �0�06 �2�23
�

Pour information, les matrices centrales obtenues `a cette itération sont:

Ao2 �

����	
�1�04 0�71 0�89 �1�21

0�06 �0�52 0�05 1�56
�1�49 1�71 �1�07 �1�33

0�69 �1�52 �0�05 �3�64


���� Co2 �

�	 �0�03 0�46 0�05 0�33
�0�10 0�22 �0�03 0�23

0�53 �1�16 �0�23 �3�11


�
L’analyse de la boucle ferm´ee par ce correcteur donne en appliquant les quatre m´ethodes

définies précédemment:

Γquad�C
2 � ∞ Γquad�B

2 � ∞ ΓMDP�C
2 � 0�46 ΓMDP�B

2 � 0�66
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La boucle ferm´ee n’est pas quadratiquement stable. Il semble que sur cet exemple, les correc-
teurs stabilisant quadratiquement le syst`eme ne permettent pas de minimiser le coˆut H2 robuste.
Cette remarque est confirm´ee par l’analyse des correcteurs trouv´es en initialisant avec le cor-
recteur optimal pour l’approche par la stabilisabilit´e quadratique.

Contrairement au coˆut obtenu suite `a la synthèse bas´ee sur la stabilisabilit´e quadratique, ici
Γs�MDP

2 �� ΓMDP�B
2 . L’ écart illustre la remarque VII.3 sur le “Shaping Paradigm” impos´e par le

changement de variable sur la matrice du correcteur.
La méthode de synth`ese bas´ee sur les fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres a

permis sur cet exemple, de passer le coˆut H2 garanti de 1�49 initialement,à 0�46. La méthode
basée sur la stabilisabilit´e quadratique permet uniquement d’atteindre 1�07.

VII.4.4 Synthèse robuste par la ḿethode du gradient

� Tests de la synth`ese englobante et de l’algorithme de Frank & Wolfe pour la stabilisation
quadratique par retour de sortie.
� Discussion sur l’initialisation de l’algorithme et les crit`eres d’arrêt.

Cet exemple est construit `a partir du syst`eme masse-ressort de la figure II.4. Un actionneur
permet d’exercer une force sur la massem2 et des capteurs mesurent l’´elongation des deux
ressorts. Les param`etresc, m1 et m2 du modèle sont incertains et v´erifient les sp´ecificationsS1
de la section II.4:

jδcj 
 0�3 �0�5
 δ1
 0�4 jδ2j 
 0�5

Mis sous forme LFT le mod`ele s’écrit:

�	 A B∆ B
C∆ D∆∆ D∆u

C Dy∆ �


��

�������������������	

0 0 1
m1o

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1
m2o

0 0 0 1 0

�k1�k2 k2 � co
m1o

0 m1o 0 �co 0 0

k2 �k2 0 � co
m2o

0 m2o 0 �co 1

0 0 co
m2

1o
0 0 0 co

m1o
0 0

0 0 0 co
m2

2o
0 0 0 co

m2o
0

0 0 1
m1o

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1
m2o

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0
�1 1 0 0 0 0 0 0 0


�������������������
Il est bouclé sur les entr´ees/sortiesw∆, z∆ par l’opérateur incertain∆ � diag�δc�δc�δ1�δ2� qui
appartient `a un polytopeb� denp � 8 sommets. Le mod`ele nominal est tel quek2 � 1, m1o � 1
, m2o � 0�5 et co � 1. Nous supposons ici que le premier ressort est un ´elément actifk1 � 0.
Pour différentes valeurs de la raideur (n´egative) du ressort, nous recherchons des correcteurs de
sortie dynamiques en vue de stabiliser quadratiquement le syst`eme.

Une première solution `a ce problème est de se placer dans l’approche par synth`ese englo-
bante. Cette d´emarche consiste en un choix de matriceH telle que le domaineH-dissipatif en-
globe le domaine incertain initialb�, suivi de la synth`ese par le th´eorème VII.7. Dans l’exemple
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considéré, chaque param`etre est born´e dans un secteur. Par l’application des ´equations (A.11)
et (A.13):

– δc est

�
0�32 0

0 �1

�
-dissipative.

– δ1 est

�
0�5�0�4 0�4�0�5
0�4�0�5 �1

�
-dissipative.

– δ2 est

�
0�52 0

0 �1

�
-dissipative.

Donc par des arguments analogues `a CSQ 8 dans l’annexe B,∆ estH1-dissipative, avec:

H1 �

�������������	

0�09 0 0 0 0 0 0 0
0 0�09 0 0 0 0 0 0
0 0 0�2 0 0 0 �0�1 0
0 0 0 0�25 0 0 0 0
0 0 0 0 �1 0 0 0
0 0 0 0 0 �1 0 0
0 0 �0�1 0 0 0 �1 0
0 0 0 0 0 0 0 �1


�������������
On peutégalement remarquer que l’incertitude est born´ee en norme telle que∆�∆ 
 0�52�.

Par application des ´equation (A.11) et (A.13),∆ est H2 �

�
0�25� �

� ��

�
-dissipative. Ces

deux choix de mod´elisation englobante sont exp´erimentés par la suite. On remarque que si
diag�δc�δc�δ1�δ2� estH1-dissipative, alors elle est ´egalementH2-dissipative. On peut donc s’at-
tendreà ce que la synth`ese englobante ´echoue plus fr´equemment avecH2 qu’avecH1.

Un seconde solution au probl`eme de synth`ese est d’appliquer l’algorithme de Frank & Wolfe
au théorème VII.6. Nous rappelons que l’algorithme proc`ede par ´etapes it´eratives en faisant
décroı̂tre une fonction scalaire. Chaque ´etape est constitu´ee d’une minimisation lin´eaire sous
contraintesLM I . Elle exhibe un s´eparateur quadratique, une matriceI et un correcteurKs

donné par le changement de variable (VI.10).
Dès que la fonction scalaire devient nulle, les matriceset

I �

�
I�1
11 I�1

11 I12

I �12I
�1
11 I �12I

�1
11 I12� I22

�
sontégales entre elles ce qui prouve queKs stabilise quadratiquement le syst`eme incertain vis
à vis des incertitudesb�.

Les expérimentations montrent dans certains cas, la faible vitesse de convergence des m´e-
thodes de gradient. Deux m´ethodes pour pallier `a cet inconv´enient sont envisag´ees. La premi`ere
tient à ce que l’initialisation de l’algorithme doit ˆetre judicieuse, la seconde tient au choix d’un
critère d’arrêt autre que l’annulation de la fonction (VII.24).
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L’initialisation de l’algorithme suppose de r´esoudre en premier lieu un probl`eme de faisa-
bilit é des contraintesLM I . Le point issu de ce probl`eme de faisabilit´e est souvent peu en
rapport avec la fonction que nous cherchons `a minimiser. Nous proposons donc d’effectuer d`es
la premièreétape, la minimisation le long d’un gradient choisi a priori connaissant le domaine
incertain. Le gradient ne d´epend que de la matriceI qui est telle que I doit converger vers
une candidate `a la séparation quadratique. Nous choisissons doncI � H1 (candidate `a la sé-
paration quadratique) pour initialiser le gradient lors de la premi`ere minimisation. Les deux
initialisationsH1 etH2 sont expérimentées sur l’exemple.

Le critère d’arrêt théorique de l’algorithme est le faible niveau de d´ecroissance de la fonction,
ou bien son annulation. Dans le premier cas, cela signifie que la m´ethode converge vers un mi-
nimum local qui ne permet pas de conclure quant `a la stabilisabilité quadratique. Dans le second
cas, un correcteur stabilisant quadratiquement le syst`eme incertain est donn´e par le changement
de variable (VI.10). Cependant, en cours de convergence les correcteurs interm´ediaires peuvent
éventuellement stabiliser quadratiquement le syst`eme. Pour tester cette propri´eté, il suffit de
construireà chaque ´etape le syst`eme boucl´e et de tester la faisabilit´e desLM I du théorème
d’analyse V.3. Les deux crit`eres d’arrêt sont test´es sur l’exemple. On dira que l’algorithme n’a
pas converg´e si aucune conclusion ne peut ˆetre tirée en moins de 20 it´erations.

Nous avons exp´erimenté les solutions propos´ees pour des valeurs dek1 allant de�1 à�5 et
échelonn´ees par intervalles de 0�1. Le tableau VII.6 indique les valeurs extrˆemes dek1 pour les
quelles il nous a ´eté permis de conclure quant `a la stabilisabilité quadratique. Les colonnes du
tableau d´esignent respectivement, l’approche englobante, l’approche par la m´ethode du gradient
avec arrêt quand la fonction s’annule et l’approche par la m´ethode du gradient avec arrˆet quand
le correcteur rend la boucle ferm´ee quadratiquement stable. Les lignes du tableau indiquent
quelle initialisation de l’algorithme du gradient a ´eté choisie et quelle matriceH a été choisie
pour décrire le domaineH-dissipatif englobant.

synthèse englobanteF&W : � I F&W : analyse en BF
H1 -1.4 -2.7 -3.9
H2 - -2.8 -3.8

TAB. VII.6 – Stabilisabilité quadratique

Nous observons que pour aucune valeur dek1 le système n’est pas stabilisable quadratique-
ment visà vis d’incertitudesH2-dissipatives. Cela confirme que l’approche par mod´elisation
englobante n´ecessite de pouvoir faire l’expertise du domaine incertain initial. Le choix d’un
modèle incertain peu pr´ecis augmente fortement le pessimisme de la m´ethode.

L’algorithme de Frank & Wolfe am´eliore grandement les r´esultats de l’approche englobante.
Par l’étude du nombre d’it´erations n´ecessaires, nous observons que cette am´elioration ne se fait
pas au d´epend d’une augmentation excessive des temps de calculs dans la plupart des cas.

La figure VII.2 montre le nombre d’it´erations de l’algorithme de Frank & Wolfe n´ecessaires
pour conclure `a la convergence suivant les deux crit`eres d’arrêt et les deux initialisations. Les
valeurs dek1 sont donn´ees en abscisse.

La figure montre que l’algorithme est peu sensible `a l’initialisation I � H. Cette initiali-
sation ne doit pas ˆetre aléatoire pour autant, mais la m´ethode exige moins d’expertise sur le
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FIG. VII.2 – Convergence de la m´ethode du gradient

domaine incertain initial.
Le second crit`ere d’arrêt s’avère bien plus concluant que l’annulation de la fonction non

linéaire. Ceci au d´epend de calculs suppl´ementaires ´etant donn´e queà chaque ´etape il est n´eces-
saire de r´esoudre un probl`emeLM I de faisabilité. Pour autant l’augmentation par un rapport
1.5 du temps de calcul est n´egligeable devant le fait que pour une grande majorit´e de cas le
nombre d’itérations est r´eduità une ou deux.

Pour illustrer la convergence de la fonction non lin´eaire grâceà la méthode du gradient, la
figure VII.3 montre l’évolution de la valeur de la fonction au cours des it´erations. Ce test a ´eté
effectué pourk1 ��2�6.
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FIG. VII.3 – Convergence de la fonction non lin´eaire pour k1 ��2�6
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A l’issue de la convergence avec comme initialisationI � H2, le correcteur est:

�
AK BK

CK DK

�
�

������	
�132�0 49�4 �11�2 387�2 43�6 14�5
�29�9 �28�0 �1�7 124�6 22�0 11�1
�49�4 �58�0 �7�4 169�2 36�0 17�3

35�5 �122�5 1�7 �66�6 15�2 12�8
�24�1 �46�7 �15�5 �2�7 0�5 0�5


������
et le séparateur quadratique est:

� 10�2 �

�������������	

33�9 2�8 �5�7 �1�4 2�6 0�7 3�6 �0�2
2�8 6�5 0�5 �10�8 �1�5 1�1 �2�2 0�8

�5�7 0�5 35�3 1�1 0�3 2�2 �5�1 �0�1
�1�4 �10�8 1�1 24�0 �0�1 �0�8 0�2 0�2

2�6 �1�5 0�3 �0�1 �304�3 �30�1 8�4 1�5
0�7 1�1 2�2 �0�8 �30�1 �4�0 �0�6 1�6
3�6 �2�2 �5�1 0�2 8�4 �0�6 �104�7 �7�3

�0�2 0�8 �0�1 0�2 1�5 1�6 �7�3 �11�8


�������������
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Conclusion

� Ce chapitre a expos´e un certain nombre de pistes pour la r´esolution de probl`emes en
synthèse multi-objectifs robuste vis `a vis d’incertitudes structur´ees. Ce probl`eme de com-
plexitéBM I admet des algorithmes de r´esolution locale qui sont `a notre avis les premiers
jalons vers des m´ethodes syst´ematiques et efficaces.

� Deux méthodes de relaxation du probl`eme très complet de synth`ese robuste sont ex-
hibées. La premi`ere est la synth`ese nominale multi-objectifs: r´esoudre le probl`eme de
synthèse multi-objectifs sur le mod`ele nominal. Ce sous-probl`eme aété traité dans la lit-
térature pour les syst`emes LTI certains `a l’aide du “Lyapunov Shaping Paradigm”. Nous
proposons des solutions alternatives qui relaxent l’hypoth`ese contraignante d’une matrice
de Lyapunov unique pour tous les crit`eres.

� Une seconde m´ethode simplificatrice du probl`eme général de synth`ese robuste consiste
en une synth`ese englobante sur un mod`ele incertain simplifi´e qui englobe le mod`ele ini-
tial. Le modèle simplifié est choisi de telle fa¸con que la recherche d’une candidate `a la
séparation quadratique se r´esume `a la recherche d’un rapport d’homoth´etie.

� Les méthodes de synth`ese sont toutes construites sur la base des m´ethodes d’analyse.
Celles fondées sur la stabilit´e quadratique impliquent en synth`ese multi-objectifs, de faire
appel au “Lyapunov Shaping Paradigm”, c’est `a dire de choisir une fonction de Lyapunov
unique pour toutes les incertitudes et pour tous les crit`eres de performance.

� Les méthodes de synth`ese bas´ees sur le lemme de cr´eation permettent de consid´erer
des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres différentes pour chaque crit`ere de
performance. Cette am´elioration se fait au d´epend de l’ajout de variables suppl´ementaires
dont certaines conduisent au concept de stabilisabilit´e autour d’un syst`eme central.
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Conclusions et Prospectives

Cette thèse consid`ere les trois probl´ematiques fondamentales de l’Automatique que sont la
modélisation, l’analyse et la synth`ese pour des syst`emesà temps continu. Les processus sont
tous suppos´es linéairesà temps invariant et soumis `a des incertitudes param´etriques constantes
réelles. Les probl`emes résolus sont la stabilit´e robuste, la localisation des pˆoles dans des r´e-
gionsEM I du plan complexe, ainsi que la minimisation de coˆuts garantis robustes calcul´es sur
les normesH2 et H∞ de transferts donn´es. En synth`ese, nous consid´erons le probl`eme multi-
objectifs pour des sp´ecifications de performance robuste et/ou nominale. Les correcteurs envi-
sagés sont, soit des retours d’´etat statiques, soit des retours de sortie dynamique d’ordre ´egalà
celui du syst`eme.

L’ étude est men´eeà l’aide d’un certain nombre d’outils et de techniques. Ils ont pour objectif
de réaliser des mod´elisations aussi pr´ecises que possible, de permettre une analyse robuste sans
pessimisme et de proposer des algorithmes de calcul rapides et num´eriquement stables.

En vue d’une mod´elisation fine des incertitudes, nous employons les transform´ees linéaires
fractionnelles (LFT) qui permettent d’envisager une d´ependance rationnelle de l’incertitude et
nous consid´erons deux types d’ensembles incertains: polytopiques etH-dissipatifs. Pour ces
deux types de domaines, les incertitudes peuvent ˆetres structur´ees, en g´enéral sous la forme
d’une matrice bloc-diagonale dont certains blocs sont ´eventuellement r´epétés.

De manièreà assurer l’analyse sans pessimisme, nous proposons dans un premier temps une
technique dite de s´eparation quadratique. Elle repose sur la recherche de candidates `a la sépara-
tion quadratique sur un ensemble infini de contraintesLM I . De façonà ce que cette recherche
soit numériquement faisable, des proc´edures de relaxation sont propos´ees. Ces relaxations sont
plus ou moins pessimistes selon la mod´elisation de l’incertitude utilis´ee.

L’analyse robuste suppose ensuite de rechercher des fonctions de Lyapunov d´ependant des
paramètres. Ceci est rendu possible par des m´ethodes num´eriques efficaces, au moyen d’un
lemme technique dit de cr´eation. La totalité des critères de performance est trait´ee par cette
approche. La r´eduction du pessimisme est mesur´ee en comparaison avec le cadre classique de
la stabilité quadratique. L’in´evitable augmentation de la “taille” du calcul num´erique est peu
significative en comparaison de la consid´erable am´elioration des r´esultats.

Les méthodes de calculs pour l’analyse reposent sur les in´egalités matricielles lin´eaires,
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LM I . Cetteécriture garantit, par l’emploi d’algorithmes de point int´erieur, la convergence
en temps polynˆomial vers l’optimum unique global. De plus, de nombreux logiciels conviviaux
existent dont certains offrent une interface avecMATLAB.

En synthèse par contre, la r´esolution du probl`eme général conduità des probl`emes le plus
souvent bilinéaires. Nous proposons de les r´esoudre en relaxant la mod´elisation au d´epend de
la précision du mod`ele, et/ou en se pla¸cant dans le cadre de la stabilit´e quadratique quitte `a
accroˆıtre le pessimisme. Ces relaxations peuvent ˆetreévitéesà condition de proposer les algo-
rithmes pour la r´esolution du probl`eme non linéaire. Deux types d’algorithmes sont propos´es.
L’un it ère sur les variables de fa¸conà résoudre des probl`emesLM I à chaque ´etape. L’autre se
base sur la minimisation d’une fonction non lin´eaire, par la m´ethode du gradient contraint.

En conclusion, ce travail propose un cadre th´eorique complet allant de la mod´elisationà la
synthèse. Il s’efforce de pr´eciser la g´enéralité des techniques employ´ees en adoptant des for-
mulations unifiées. La stabilit´e et les critères de performance majeurs trouvent l`a des solutions
nouvelles tout en conservant une certaine simplicit´e dans la r´esolution.

En prospective, nous esp´erons tout d’abord combler le manque d’application. Ceci se fera `a
court terme en collaboration avec l’A´erospatiale et le CERT-ONERA sur un projet de lanceur.
Ensuite d’un point de vue th´eorique, demeurent un certain nombre de sujets en suspens:

– Incertitudes born´ees en vitesse. Ce sujet est d’autant plus d’actualit´e que l’information
sur les dérivées des incertitudes peut ˆetre prise en compte par des fonctions de Lyapunov
dépendant des param`etres.

– Opérateur non lin´eaire des incertitudes. La s´eparation quadratique ´etant construite sur la
base des syst`emes interconnect´es, est-il envisageable de consid´erer le problème d’inter-
connexion entre le syst`eme nominal et un op´erateur non lin´eaire?

– Correcteurs robustes non fragiles. Dans le contexte de la robustesse, il est n´ecessaire d’en-
visager des mod`eles incertains ´egalement pour le correcteur. Un effort de mod´elisation et
une réécriture des probl`emes est n´ecessaire pour prendre en compte ces incertitudes sur
le correcteur.

– Variables de relaxation et s´eparateurs. Nous avons explicit´e le lien entre matrices de Lya-
punov et s´eparateurs quadratiques. Il reste donc `a expliciter le lien th´eorique avec les
variables issues du lemme de cr´eation.

Concernant les m´ethodes num´eriques enfin, nous esp´erons accompagner la recherche d’algo-
rithmes efficaces pour les nombreux probl`emes bilinéaires rencontr´es en synth`ese. Plus concr`e-
tement, nous envisageons de comparer la recherche it´erative de matrices centralesAo avec des
méthodes de gradient contraint et les m´ethodes du second ordre.
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RÉFÉRENCES BIBLIOGRAPHIQUES 167

[de Oliveira 99a] M.C. de Oliveira, J. Bernussou et J.C. Geromel.A New Discrete-Time Stability
Condition. Systems & Control Letters, vol. 37, no. 4, pages 261–265, Juillet 1999.

[de Oliveira 99b] M.C. de Oliveira, J.C. Geromel et L. Hsu.LMI Characterization of Structural and
Robust Stability: The Discrete-Time Case. Linear Algebra and its Applications, vol. 296,
no. 1-3, pages 27–38, Juillet 1999.

[Desoer 75]C. Desoer et M. Vidyasagar. Feedback system: Input-output properties. Electrical
Sciences. Academic Press, 1975.

[Dettori 98] M. Dettori et C. Scherer.Robust Stability Analysis for Parameter Dependant Systems
using Full Block S-Procedure. Dans Conference on Decision and Control, pages 2798–
2799, Tampa, Fl USA, D´ecembre 1998.

[Doyle 81]J.C. Doyle et G. Stein.Multivariable Feedback Design: Concepts for a Classical/Modern
Synthesis. IEEE Trans. on Automat. Control, vol. 26, pages 252–253, Avril 1981.

[Doyle 82a]J.C. Doyle.Analysis of Control Systems with Structured Uncertainty. Dans IEE Procee-
dings, volume 129, 1982.

[Doyle 82b]J.C. Doyle.Analysis of feedback systems with structured uncertainties. IEEE Trans. on
Automat. Control, vol. 129, no. 6, pages 255–267, 1982.

[Doyle 91]J. Doyle, A. Packard et K. Zhou.Review of LFTs, LMIs and µ. Dans Conference on
Decision and Control, pages 1227–1232, Brignton, England, D´ecembre 1991.

[Duc 99] G. Duc et S. Font. CommandeH∞ et µ-analyse: des outils pour la robustesse. Hermes
Science, Paris, 1999.

[Dussy 98]S. Dussy.Approche LMI de la commande robuste multicrit`ere. PhD thesis, Paris IX -
Dauphine, Mars 1998.

[El Ghaoui 95] L. El Ghaoui, F. Delebecque et R. Nikoukhah.LMITOOL : a User-Friendly Inter-
face for LMI Optimisation, 1995. User’s Guide, Beta version, URL:robotics.eecs
.berkeley.edu/˜elghaoui /lmitool/lmitool.html.

[El Ghaoui 96a] L. El Ghaoui et J-P. Folcher.Multi-objective Robust Control of LTI Systems Subject
to Unstructured Perturbations. Systems & Control Letters, vol. 28, pages 23–30, 1996.

[El Ghaoui 96b] L. El Ghaoui et G. Scorletti.Control of Rational Systems using Linear-fractional
Representations and Linear Matrix Inequalities. Automatica, vol. 32, no. 9, pages 1273–
1284, 1996.

[El Ghaoui 97] L. El Ghaoui, F. Oustry et M. AitRami.A Cone Complementarity Linearization
Algorithm for Static Ouput-Feedback and Related Problems. IEEE Trans. on Automat.
Control, vol. 42, no. 8, pages 1171–1176, Aout 1997.

[El Ghaoui 00] , editeurs L. El Ghaoui et S.-I. Niculescu. Advances in linear matrix inequality
methods in control. Advances in Design and Control. SIAM, Philadelphia, 2000.
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Annexe A

Incertitudes H-dissipatives

Les incertitudes sont ditesH-dissipatives quand elles sont repr´esentées sous forme matri-
cielle non structur´ee et quand elles sont inclues dans le domaine faisable d’uneEM I . Les
ensembles de matrices incertainesH-dissipatives sont donc des domaines convexespossible-
ment non born´es. Les inégalités matricielles quadratiques en∆, caractérisant son appartenance
à uneEM I définie parHC, s’écrivent:

�HC �

�
∆ � Rp∆�q∆ :

�
� ∆�

�
HC

�
�

∆

�
� �q∆�q∆

�
(A.1)

Les matrices de�HC sont les matrices incertainesHC-dissipatives. Sym´etriquement, se d´efinit:

�HB �

�
∆ � Rp∆�q∆ :

�
� ∆

�
HB
�
�

∆�

�
� �p∆�p∆

�
(A.2)

l’ensemble des matrices∆�, HB-dissipatives.
En termes de signaux, un op´erateur incertainw∆ ��∆z∆ estHB-dissipatif si

�z∆ � Rq∆
�

z�∆ �w�
∆
�
HC

�
z∆
�w∆

�
� 0 (A.3)

w∆ està l’intérieur d’un ellipso¨ıde défini parHC et param´etré par l’amplitude et la direction du
signalz∆. Dire que∆� estHB-dissipative n’a pas d’interpr´etation directe en termes de signaux.
C’est une notation math´ematique en g´enéral dérivée de la premi`ere.

Pour chaque syst`eme incertain, la matriceH doit être choisie afin de correspondre au mieux
aux spécifications donn´ees sur le syst`eme. Le plus souvent, les param`etres sont scalaires et bor-
nés, on fait alors appel aux incertitudes born´ees réelles avec des adaptations de rayon. D’autres
exemples existent dans la litt´erature. Les exemples les plus courants en commande robuste sont
maintenant pr´esentés.
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iv ANNEXE A. INCERTITUDESH-DISSIPATIVES

Incertitudes Born ées Réelles

Les incertitudes born´ees réelles, aussi connues sous l’appellation “born´ees en norme”, sont
sans doute les plus courantes dans la litt´erature. Les variantes observ´ees viennent de la dif-
férence entre les formes LFT strictement propres (les mod`eles incertains sont affines en les
incertitudes born´ees en norme) et non strictement propres (D∆∆ �� �) qui est le cas g´enéral.
Une incertitude∆ est bornée réelle si:

�b�r� �
�

∆ � Rp∆�q∆ : ∆�∆
 �q∆

�
(A.4)

Symétriquement∆� est bornée réelle si:

�b�r� �
�

∆ � Rp∆�q∆ : ∆∆� 
 �p∆

�
(A.5)

Les deux d´efinitions ne sont pas ´equivalentes sauf si∆ est carrée. Les incertitudes born´ees
réelles font n´ecessairement partie des incertitudesH-dissipatives pour un choix de matricesH:

HC
b�r� �

�
�q∆ �

� ��p∆

�
HB

b�r� �

�
�p∆ �

� ��q∆

�
(A.6)

En termes de signaux, les incertitudes born´ees réelles impliquent que l’op´erateur n’augmente
pas l’amplitude du signal:

�z∆ � Rq∆ kw∆k 
 kz∆k (A.7)

Le signal de sortie appartient `a la sphère de rayonkz∆k.
La modélisation born´ee réelle est principalement utilis´ee pour mod´eliser les termes n´egli-

gés, les petites variations autour du mod`ele nominal. Siw∆ est interprété comme un signal de
perturbation sur le syst`eme, le probl`eme de stabilit´e robuste vis `a vis de∆ se confond avec le
problème de garantir une normeH∞ inférieureà 1 pour le syst`eme nominal. Il s’agit alors d’un
critère de performance nominal et non un crit`ere de coˆut H∞ robuste qui est le cas trait´e dans le
corps de cette th`ese.

Incertitudes Positives R éelles

Une incertitude est positive r´eelle si:

�p�r� �
�

∆ � Rp∆�q∆ : ∆��∆� � � p∆ � q∆
�

(A.8)

La matrice est n´ecessairement sym´etrique. Elle appartient aux ensemblesH-dissipatifs tels que:

HC
p�r� � HB

p�r� �

�
� �

� �

�
(A.9)

En termes de signaux, l’op´erateur est positif r´eel si le produit scalaire des signaux entr´ee/sortie
est négatif:

�z∆ � Rq∆ � z∆jw∆ � 
 0 (A.10)

On dit également que l’op´erateur∆ est passif. Cette mod´elisation repr´esente des op´erateurs qui
dissipent de l’énergie.
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Incertitudes Born ées dans un Secteur

La robustesse vis `a vis d’un opérateur rétroagissant sur un mod`ele nominal se confond dans le
cas scalaire avec le probl`eme de Lur’e dont des solutions suffisantes sont donn´ees par le crit`ere
du cercle et le crit`ere de Popov. Le liens entre ces probl`emes est ´etudié dans [Haddad 93] et
[Shim 96b]. Un version matricielle des contraintes de secteur y est propos´ee. Elle s’écrit:

�b�s� �
�

∆ � Rp∆�q∆ : �∆�∆in f �
��∆�∆sup� � �

�
(A.11)

On dit alors que∆ est dans le secteur compris entre deux bornes extrˆemes donn´ees∆in f et∆sup.
La formulation duale s’´ecrit:

�b�s� �
�

∆ � Rp∆�q∆ : �∆�∆in f ��∆�∆sup�
� � �

�
(A.12)

Les matrices incertaines sontH-dissipatives pour un choix deH de la forme:

HC
b�s� �

�
�∆�in f ∆sup

1
2�∆in f �∆sup�

�

1
2�∆in f �∆sup� ��

�
(A.13)

Dans le cas de signaux scalaires, on retrouve la condition de secteur classique:

�z∆ � R δin f w
2
∆ 
 z∆w∆ 
 δsupw

2
∆ (A.14)

Incertitudes β-Bornées

Un autre cas d’incertitudesH-dissipatives a ´eté propos´e dans [Gupta 96]. Il s’agit d’un com-
promis entre les incertitudes born´ees réelles et positives r´eelles dans le cas d’incertitudes car-
rées:

�β�b� �
�

∆ � Rp∆�q∆ : β���∆�∆���1�β2��∆��∆� � � � q∆ � p∆
�

(A.15)

La matriceH correspondant `a la formulation dissipative est:

HC
β�b� � HB

β�b� �

�
β� 1

2�1�β2��
1
2�1�β2�� �β�

�
(A.16)

En termes d’op´erateur qui transforme les signaux, la sortie de∆ vérifie une combinaison convexe
de la contrainte de norme et d’orthogonalit´e.

�z∆ � Rq
∆ β�kw∆k2�kz∆k2���1�β2� � z∆jw∆ � � 0 (A.17)
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Annexe B

Candidates à la s éparation quadratique

La séparation quadratique est le r´esultat principal du chapitre III. Son application `a l’analyse
et la commande des syst`emes incertains de forme LFT n’induit en th´eorie aucun pessimisme.
Cependant, en pratique, son application est conditionn´eeà l’écriture de la recherche de can-
didatesà la séparation quadratique sous forme d’un nombre fini deLM I . Les difficultés de
cette mise en formeLM I ont été comment´ees dans le chapitre III. Cette annexe fournit le
catalogue des candidates utiles en fonction des donn´ees sur l’incertitude. Le degr´e de pessi-
misme de chaque candidate et la combinatoire qu’elles implique pour le calcul sont analys´es.
A tour de rôle, nous abordons, les incertitudesH-dissipatives, simultan´ees puis r´epétées, en-
suite les incertitudes polytopiques puis finalement parall´elotopiques. Enfin, nous pr´esentons le
résultat général pour les incertitudes mixtes. La d´emarche est d’aller des candidates les moins
coûteuses en calculs, aux candidates les moins pessimistes vis `a vis d’incertitudes structur´ees,
avant de donner finalement une solution de compromis.

Remarque B.1
Deux ensembles de candidates�C et �B ont été définis dans le chapitre III page 59. Ces en-
sembles sont construits identiquement et la recherche de candidates est similaire pour l’un
comme pour l’autre. C’est pourquoi, pour ´eviter une lourdeur non n´ecessaire dans les nota-
tions, seul l’ensemble�C est consid´eré en omettant les exposants.

B.1 IncertitudesH-dissipatives

H-dissipatives non structur ées

Soit l’ensemble incertainH-dissipatif�H donné par (II.20). Les incertitudes sont non struc-
turées,∆ est pleine. C’est donc une matrice sur laquelle aucune hypoth`ese de structure n’est

vii
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faite. D’après le lemme de la section III.3.1:

CSQ 1 [Iwasaki 98], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97]
Pour tout scalaireλλλ positif, � λλλ H est une candidate `a la séparation topologique vis `a vis de
�H � � ��H �

Ce choix de candidates est non pessimiste. C’est le seul choix de candidates connu n’´etant pas
pessimiste.

H-dissipatives simultan ées

Soit l’ensemble incertain�H�1��H�2������H�h�
donné par (II.25). Les incertitudes sont simultan´e-

mentH-dissipatives pour plusieurs matricesH. L’extension de CSQ 1 est naturelle:

CSQ 2
Pour tout scalairesλλλ�1�� � � ��λλλ�h� positifs, si:

� λλλ�1�H�1��λλλ�2�H�2�� � � ��λλλ�h�H�h� : λλλ�i� � 0 � �i � 1� � � ��h (B.1)

alors est une candidate `a la séparation topologique vis `a vis de�H�1��H�2� �����H�h� .

Preuve
Par définition des incertitudesH-dissipatives, pour tout∆ � �H�1��H�2� �����H�h�

�
� ∆�

� �
�

∆

�
�

h

∑
i�1

λλλ�i�
�
� ∆�

�
H�i�

�
�

∆

�
� �

On peut aussi se reporter `a [Megreski 97] pour les IQC simultan´ees. �

H-dissipatives r épétées

Soit∆ � Rq∆�p∆ une incertitudeH-dissipative. Par d´efinition,H est partitionn´ee en:

H �

�
H11 H12

H �
12 H22

�
H11� Rp∆�p∆

H22� Rq∆�q∆

On définit le produit� d’une matriceΛ parH commeétant:

Λ�H �

�
Λ�H11 Λ�H12

Λ�H �
12 Λ�H22

�
(B.2)

Soit l’ensemble incertain�r �∆, ∆ � �H donné par (II.26). Les incertitudes sontH-dissipatives
répétéesr fois. A nouveau, l’extension de CSQ 1 est naturelle:

CSQ 3 [Iwasaki 98], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97]
Pour toute matrice définie positive, si:

� �H � � � � Rr�r (B.3)

alors est une candidate `a la séparation topologique vis `a vis de∆ � �H répétée r fois.
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Preuve
Par de simples manipulations alg´ebriques:�

� �r �∆�
� �

�

�r �∆

�
� �

��
� ∆�

�
H

�
�

∆

��
qui est semi-d´efinie positive par d´efinition des incertitudesH-dissipatives. �

H-dissipatives scalaires r épétées

Dans le cas des incertitudesH-dissipatives r´epétées, les candidates CSQ 3 sont aussi connues
sous l’appellation deD-scalings. Dans le cas particulier o`u ces incertitudes sont scalaires, une
extension moins pessimiste existe sous le nom deDG-scaling. Avec le formalisme de cette
thèse, leDG-scaling conduit `a CSQ 4.

Soient, les incertitudes scalaires r´epétéesr fois: δ�r � �k�δ, H-dissipatives avec:

H �

�
h11 h12

h12 h22

�
� R2�2

CSQ 4 [Iwasaki 98], [Scorletti 98], [Meinsma 98], [Folcher 97]
Pour toute matrice définie positive et tout matrice anti-symm´etriquee, si:

�

�
h11 h12�e

h�12�e� h22

�
�

� � � Rr�re��e� (B.4)

alors est une candidate `a la séparation topologique vis `a vis deδ� �H répétée r fois.

CSQ 4 est une am´elioration de CSQ 3 dans le sens o`u les candidates impliquent moins de
pessimisme. Cette am´elioration n’est valable que pour les incertitudes scalaires.

H-dissipatives simultan ées répétées

En résumé, pour les incertitudesH-dissipatives on retiendra que:

CSQ 5
Pour toutes matrices�1�� � � �� �h� définies positives, si:

� �1��H � � � �� �h��H�h� : �i� � � � Rr�r � �i � 1� � � ��h (B.5)

alors est une candidate `a la séparation topologique vis `a vis de�r �∆, ∆ appartenant `a
l’intersection des domaines incertains H�1�-dissipatif, ..., H�h�-dissipatif.

Outre la formuleLM I du résultat, il faut retenir de cette section que les candidates `a la
séparation quadratique vis `a vis d’incertitudesH-dissipatives sont parametr´ees par peu de va-
riables. En pratique, les incertitudes appartiennent `a l’intersection d’un ou deux (rarement plus)
domainesH-dissipatif. Aussi, le nombre de variableshr�r�1�

2 est assez r´eduit au regard de la
dimension de . En plus d’être parametr´ees par peu de variables, les candidates `a la séparation
quadratique sont contraintes par un faible nombre deLM I .

Malheureusement, l’avantage d’avoir peu de variables et tr`es peu de contraintes induit un fort
pessimisme quant `a la séparation quadratique lorsque les incertitudes sont structur´ees. Ceci est
démontré après avoir présenté l’ensemble des candidates `a la séparation quadratique existantes.
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B.2 Incertitudes polytopiques

Soit l’ensemble d’incertitudes polytopique,b�, donné par (II.11). Les incertitudes appar-
tiennentà l’enveloppe convexe dessommets∆�1�� � � ��∆�np�. Un sous-ensemble de candidates
à la séparation quadratique est CSQ 6.

CSQ 6 [Iwasaki 98]
Si est une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis des sommets du polytopeb�:h

� ∆�i� �
i �

�

∆�i�

�
� � � �i � 1� � � ��n∆ (B.6)

et que son terme quadratique est semi-d´efini négatif:

�

�
11 12
�
12 22

�
� 22
 � (B.7)

alors est une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis deb� � � �b��.

Preuve de CSQ 6
Si satisfait (B.7) alors définit uneEM I dont le domaine faisable est convexe.Comme les
sommets∆�i� du polytope appartiennent `a ce domaine faisable, leur enveloppe convexe,b�, y est
également inclue. �

Les séparatrices de CSQ 6 sont d´ecrites par un nombre fini deLM I . La recherche de s´epa-
ratrices visà vis deb� est donc num´eriquement possible en temps polynˆomial. La complexité de
cette recherche peut s’´evaluer par le nombre de variables et le nombre deLM I . Ici le nombre
de variables est maximal,étant une matrice pleine non structur´ee. Le nombre de contraintes
quantà lui croit proportionnellement avec le nombre de sommets du polytope. Si l’on se r´efère
à l’exemple de la figure II.2, on voit que plus l’ensemble incertain est d´ecrit précisément, plus la
recherche de s´eparateurs sera coˆuteuse en calculs. Un choix devra se faire entre le raffinement
de la modélisation et la mise en oeuvre num´erique des solutions.

Incertitudes parall élotopiques

Un cas particulier des incertitudes polytopiques est la forme parall´elotopique o`u l’ensemble
des matrices incertaines,e�, est donn´e par (II.18). Les incertitudes ayant une structure diagonale
de scalaires r´epétés, la propriété de convexit´e attribuée à la EM I de la preuve pr´ecédente
peutêtre prouvée pour une contrainte moins exigeante que la semi-d´efinie positivité du terme
quadratique de. Le résultat est donn´e par CSQ 7. La preuve peut se trouver dans [Iwasaki 98].

CSQ 7 [Iwasaki 98]
Si est une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis des sommets du polytopee� (sommets
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définis en (II.19)): h
� ∆�i� �

i �
�

∆�i�

�
� � � �i � 1� � � ��2no (B.8)

et que:

�

�
11 12
�
12 22

�
� kk

22
 � � �k� 1� � � ��no (B.9)

où chaque matricekk
22 est le kièmebloc diagonal de 22 de dimension rk� rk:

22 �

�����	
11
22

12
22 � � � 1no

22
12
22
� 22

22
...

...
...

1no
22

� � � � nono
22


����� (B.10)

alors est une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis dee� � � �e��:
Les séparatrices de CSQ 7 ont les mˆemes caract´eristiques que celle de CSQ 6 `a la différence

que la contrainte de semi-d´efinie négativité est relax´ee en tenant compte de la structure des in-
certitudes. Les candidates `a la séparation quadratique impliquent d`es lors moins de pessimisme.
Le nombre de contraintesLM I dans CSQ 7 reste proportionnel au nombre de sommets du
polytope consid´eré. Cependant, la forme parall´elotopique montre clairement que le nombre de
LM I est exponentiel en le nombreno de param`etres incertains (np � 2no).

En conclusion de CSQ 6 et CSQ 7, la s´eparation quadratique vis `a vis de la forme polytopique
des incertitudes est limit´eeà des polytopes `a peu de sommets et surtout `a des syst`emes dont peu
de param`etres sont incertains.

B.3 Incertitudes mixtes

Soientˇ et ¯avec les partitions usuelles en quatre blocs, on d´efinit la notationstruc:

ˇ �

�
ˇ11 ˇ12

ˇ �12 ˇ22

�
¯�

�
1̄1 1̄2
�̄
12 2̄2

� � struc�ˇ � ˜� �

����	
ˇ11 � ˇ12 �

� 1̄1 � 1̄2

ˇ �12 � ˇ22 �

� �̄
12 � 2̄2


���� (B.11)

et par récurrence sur (B.11), on d´efinit:

struc� 1� � � �� l� � struc� 1�struc� 2� � � �� l�� (B.12)

Remarque B.2
Si ˇ est une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis de�̌ �ˇ � �

�̌
� et ¯est une candidate

à la séparation quadratique vis `a vis de�̄ �¯� �
�̄
� alors � struc�ˇ � �̄ est une candidate `a la

séparation topologique vis `a vis de:

∆ �

�
∆̌ �

� ∆̄

�
: ∆̌ � �̌ � ∆̄ � �̄ (B.13)
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La preuve est alg´ebrique:

�
� ∆�

� �
�

∆

�
�

����	
�
� ∆̌�

�
ˇ
�
�

∆̌

�
�

�
�
� ∆̄�

�
¯
�
�

∆̄

�

����

Ainsi, en s’inspirant des sections pr´ecédentes, dans le cas g´enéral des incertitudes mixtes
(II.28) composées d’un bloc polytopique et del blocsH-dissipatifs (répétés et simultan´es le cas
échéant), les candidates `a la séparation quadratique peuvent ˆetre recherch´ees parmi CSQ 8.

CSQ 8
Pour toute matriceb, candidate `a la séparation quadratique vis `a vis deb�, (voir CSQ 6 et
CSQ 7) et pour toutes matrices�i�h� définies positives, si:

� struc�b� 1� � � �� l�

��������
ˆ � �b�

1 � �1�1��H�1�1�� � � �� �1�h1��H�1�h1�

� � �
l � �l �1��H�l �1�� � � �� �l �hl ��H�l �hl�

�i � 1� � � �� l � �h� 1� � � ��hi � �i�h� � � � Rrh�rh

(B.14)

alors est une candidate `a la séparation topologique vis `a vis de l’ensemble� des incertitudes
mixtes définies en (II.28).

A partir des commentaires faits sur les s´eparateurs CSQ 5, CSQ 6 et CSQ 7, on conclue
que pour des questions de calculs num´eriques, il est toujours pr´eférable de limiter le nombre de
sommets de l’ensemble polytopiqueb�. Quand cela est possible, il faut transformer les mod´eli-
sations d’incertitudes polytopiques en incertitudesH-dissipatives pour r´eduire la complexit´e de
calcul.

Cependant, alors que la combinatoire diminue, le r´esultat s’écarte de la condition n´ecessaire
et suffisante de s´eparation quadratique. Ceci n’est pas d´emontré dans le cas g´enéral d’incerti-
tudes quelconques car toutes les candidates ne sont pas possibles. Prenons l’exemple d’incer-
titudes parall´elotopiques. C’est un cas particulier des incertitudes polytopiques, ce qui signifie
que CSQ 7 est moins pessimiste que CSQ 6. Les incertitudes parall´elotopiques peuvent ˆetre
vues comme des incertitudes mixtes dont tous les blocs sontH-dissipatifs (born´ees en norme)
scalaires et r´epétés. Dès lors, la comparaison entre CSQ 6 et CSQ 4 montre que la derni`ere est
plus pessimiste que la pr´ecédente. Par ailleurs, CSQ 4 est moins pessimiste que CSQ 3 qui elle-
même est une condition moins pessimiste que d’ignorer la structure diagonale de l’incertitude
et d’appliquer CSQ 1.

Les inclusions r´eciproques des diff´erents ensembles de candidates `a la séparation quadra-
tique décrit leur degr´e de pessimisme. Il est aussi possible de mesurer le pessimisme en choisis-
sant un critère de performance robuste puis appliquer les diff´erents choix de s´eparateurs. Ceci
à été fait dans [Iwasaki 98] avec comme crit`ere la valeur singuli`ere structur´eeµ [Zhou 96]. Le
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chapitre V d’analyse de performance robustes est l’occasion de renouveler cette comparaison
avec comme crit`ere le coˆut H2.

En conclusion, un compromis doit ˆetre fait au cas par cas en mod´elisant par exemple les
incertitudes les plus discriminantes sous forme polytopique et en consid´erant pour les autres
une modélisationH-dissipative, ce qui limite l’explosion combinatoire du calcul num´erique.

B.4 Lemme technique

Il peut arriver qu’une contrainte quadratique robuste ((III.20) ou (III.21)) s’applique pour
des incertitudes ne remplissant pas les hypoth`eses de la section II.3. Le mod`ele incertain est
LFT mais l’incertitude n’est pas exactement structur´ee comme la forme mixte envisag´ee. Ce-
pendant, on suppose qu’elle est similaire `a une incertitude de forme mixte par un changement
de base:

∆ f � Tg∆iTd det�Td� �� 0 det�Tg� �� 0 (B.15)

Soient�i l’ensemble connu des incertitudes∆i et � f (l’image de�i) l’ensemble des∆ f . � f

est suppos´e être de forme mixte (II.28) et un sous-ensemble des candidates `a la séparation
quadratique�� f est donn´e par CSQ 8. Si f � �� f alors:

h
� ∆�f

i
f

�
�

∆ f

�
� �� �

� ∆�i
�� T �

d
�1

�

� T �
g

�
f

�
Td

�1 �

� Tg

��
�

∆i

�
� � (B.16)

Les candidates `a la séparation quadratique vis `a vis de�i sont exactement:

i � ��i � i �

�
T �

d
�1

�

� T �
g

�
f

�
Td

�1 �

� Tg

�
� f � �� f (B.17)

Ce résultat est maintenant appliqu´e au cas particulier∆i � ∆k
 � �k�∆ où k est un scalaire
donné. Un ensemble de candidates `a la séparation quadratique est CSQ 9.
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CSQ 9
Si� est l’ensemble des incertitudes mixtes d´efini par (II.28), alors les candidates `a la séparation
quadratique vis `a vis des incertitudes∆k
 � �k�∆ avec∆ � �, appartiennent `a l’ensemble
���k
 des matrices: �

T �
k�d

�1
�

� T �
k�g

� �
Tk�d

�1 �

� Tk�g

�
(B.18)

où est une candidate `a la séparation quadratique vis `a vis de l’ensemble incertain:�������� ∆ �

����	
�k� b∆ � � � � �

� �k�r1�∆1
...

...
...

� � � � �k�r l �∆l


���� �

b∆ � b�
∆1 � �H�1�1������H�1�h1�

� � �
∆l � �H�l �1������H�l �hl �

��������� (B.19)

et Tk�g, Tk�d sont des matrices de changement de base de la forme:

Tk�d �

������	 �k�

����	
�

�

...
�


���� �k�

������	
�

�

�

...
�


������ � � � �k�

����	
�

...
�

�


����

������

Tk�g �

����	
�k�

�
� � � � � � �

�
�k�

�
� � � � � � �

�
...

�k�
�
� � � � � � �

�

����

(B.20)



Annexe C

Régions EM I

L’ensemble des nombres complexesz qui appartiennent `a la régionEM I définie par une
matrice sym´etriqueR s’écrit:

DR�

�
z� C :

�
� z��

�
R

�
�

z�

�
� �

�
LaDR-stabilité d’un système signifie que les pˆoles du syst`eme appartiennent `a la régionDR du
plan complexe.

Le demi-plan gauche

L’appartenance d’un nombre complexe au demi-plan gauche s’´ecrit z� z� � 0. z appartient
doncà la régionEM I définie par la matrice:

R�

�
0 1
1 0

�
� R2�2

La DR-stabilité dans cette r´egion correspond `a la stabilité d’Hurwitz, c’està direà la stabilité
des syst`emes LTIà temps continu.

Demi-plans verticaux

Dire qu’un nombre complexe a sa partie r´eelle inférieureà α1 signifie qu’il appartient `a la
régionEM I définie par la matrice:

R1 �

� �2α1 1
1 0

�
� R2�2

LaDR1-stabilité est alors ´equivalente `a la stabilité exponentielle de rapidit´e�α1.
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Symétriquement,z appartient au demi-plan droit des nombres complexes de partie r´eelle
supérieureàα2 s’il appartientàDR2 avec:

R2 �

�
2α2 �1
�1 0

�
� R2�2

On peut dès lors placer les pˆoles d’un syst`eme dans la bande verticale telle que les parties r´eelles
sont comprises entreα2 et α1. Ce critère revient `a donner des bornes sup´erieures et inf´erieures
sur la vitesse de convergence du syst`eme. La résolution se fait en assurant simultan´ement la
DR1-stabilité et laDR2-stabilité. C’est un probl`eme multi-objectifs en synth`ese et en analyse o`u
il s’agit de résoudre deux probl`emes ind´ependants.

Les secteurs

De manière à garantir des bornes sup´erieures sur l’amortissement des syst`emes, sont en-
visagés les secteurs faisant un angleψ avec la verticale. Par d´efinition ψ est choisi tel que:
0� ψ� π�2. Le secteur gauche d’angleψ est une r´egionEM I définie par:

R�

����	
0 0 cosψ sinψ
0 0 �sinψ cosψ

cosψ �sinψ 0 0
sinψ cosψ 0 0


���� � R4�4

Garantir simultan´ement laDR stabilité dans une telle r´egion et laDR1-stabilité dans un demi-
plan gauche, permet de r´egler la vitesse de convergence de l’´etat vers le point d’´equilibre et de
limiter les oscillations transitoires.

D’autres régions peuvent ˆetre définies. En particulier, les bandes horizontales pour r´egler les
pulsations propres des oscillations transitoires. L’accumulation de r´egions qui d´efinissent une
intersection exacte pour des sp´ecifications sur les oscillations et la rapidit´e, peut rendre le calcul
numérique assez lourd. C’est pourquoi le disque est souvent utilis´ee pour d´ecrire de mani`ere
simple mais suffisante les diff´erentes sp´ecifications.

Les disques

Le disque centr´e enα� j0 et de rayonr est une r´egionEM I , DR, telle que:

R�

�
�α2� r2� �α
�α 1

�
� R2�2

La DR-stabilité dans un disque contenu dans le demi-plan gauche implique la stabilit´e des sys-
tèmes continus. Elle implique des bornes sur la vitesse (convergence exponentielle comprise
entreα� r et α� r), sur la pulsation propre des oscillations (ω� r) ainsi que sur l’amortisse-
ment (voir figure C.1).

Les disques sont des r´egions importantes d’un point de vue th´eorique. En effet, les r´esultats
de cette th`ese concernant laDR-stabilité dans des disques, permettent d’´etendre les m´ethodes `a
la stabilité des syst`emesà temps discret qui est ´equivalente `a la localisation des pˆoles dans le
disque unité (α � 0� r � 1).
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Annexe D

Algorithme de Frank & Wolfe

La méthode de Frank & Wolfe [Bertsekas 95], aussi appel´ee méthode du gradient contraint
s’applique aux probl`emes suivants:

minimiser f �x�
sous la contraintex � X

où X est un ensemble convexe, f est dérivable, de d´erivée première continue et elle admet une
borne inférieure surX. Nous précisons que nous ne pr´esentons pas le cas g´enéral de la m´ethode
de Frank & Wolfe mais une version simplifi´ee qui suppose quef est concave.

Avant de décrire la méthode, nous rappelons le probl`eme non linéaire envisag´e dans le corps
de la thèse. Il s’agit de trouver un point faisablex qui satisfait simultan´ement une ´egalité scalaire
et une contrainteLM I :

f �x� � 0 : L�x� � �

Sachant que les conditionsLM I impliquent entre autre quef �x� � 0 et que l’appartenance au
domaine faisable d’uneLM I est un domaine convexe, leproblème se reformule comme suit:

minimiser f �x�
sous la contrainteL�x� � �

Si l’optimum atteint,x̂ est tel quef �x̂� � 0, alors le probl`eme initial aété résolu.
La méthode de Frank & Wolfe repose sur des minimisations successives du gradient def

contraint par lesLM I . La premièreétape est de trouver un point faisable des contraintesLM I .
Ce point est not´exo. Ensuite, pour tout point faisablexk, on peut définir le gradient de la fonction
non linéaire en ce point∇ f �xk�. Le gradient permet de lin´eariser le crit`ere au voisinage du point
faisable.∇ f �xk�

��x� xk� est l’approximation au premier ordre def au voisinage dexk. Cette
dernière fonction dex est linéaire et sa minimisation sous contraintesLM I se résout donc
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aisémentà l’aide de solveursLM I et en temps polynˆomial.
L’algorithme de Frank & Wolfe est donc:

1. Trouver un point faisablexo � X (k=0).

2. Résoudre le probl`eme d’optimisation suivant:

xk�1 � arg min
x�X

∇ f �xk�
�x

3. Comparerf �xk�1� et f �xk�. Si la différence est inf´erieureà une précision fixéearr êter,
sinon retourner `a l’étape2 aveck� k�1.

L’algorithme converge toujours vers un optimum qui peut ˆetre un optimum local. Dans le cas
particulier consid´eré dans le corps de la th`ese, d’autres crit`eres d’arrêt peuvent ˆetre envisag´es.
En particulier il n’est pas toujours n´ecessaire d’attendre la convergence de l’algorithme. Pour
plus de détails sur cet r´esolution par une approche locale et sur les m´ethodes d’optimisation
globales possibles, nous recommandons la lecture de [Apkarian 98].

L’algorithme de Frank & Wolfe est employ´e dans le corps de la th`ese pour minimiser le
critère suivant:

f �x� � Trace�

�
11� I�1

11 12� I�1
11 I12

�
12� I �12I

�1
11 22� I22� I �12I

�1
11 I12

�
�

Qui se réecrit sous la forme:

f �x� � Trace�

�
11 12
�
12 22� I22

�
�
�

�

I �12

�
I�1
11

�
� I12

�
�

Cette fonction non lin´eaire est concave. Elle d´epend exclusivement de cinq matrices. Connais-
sant un point faisablexk correspondant aux valeursΘk

11�Θ
k
22� I

k
11� I

k
12� I

k
22 des matrices variables,

on pose les gradients matriciels ´evaluésà l’étapek:

∇ k
Θ11

� � ∇ k
Θ22

� � ∇ k
I11

� I�1
11

k
��� I12

kI �12
k�I�1

11
k

∇ k
I12

��2I �12
kI�1

11
k ∇ k

I22
� �

Pour ce cas de fonction non lin´eairef , chaque ´etape de l’agorithme de Frank & Wolfe consiste
en la minimisation lin´eaire suivante:

∇ f �xk�
�x � Trace�∇ k

Θ11
� 11��Trace�∇ k

Θ22
� 22��Trace�∇ k

I11
� I11�

�Trace�∇ k
I12
� I12��Trace�∇ k

I22
� I22�
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Glossaire

Notations:

s Variable de Laplace
� , � Matrice identité et matrice nulle de dimensions appropri´ees
k � k2 , k � k∞ NormeH2 et NormeH∞

det , Trace Déterminant et trace d’une matrice
� Opérateur de Kronecker
struc voir définition page xi
ssi si et seulement si

Abréviations:

LM I , BM I , EM I Inégalité Matricielle Linéaire, Bilinéaire, Ellipso¨ıdale
LFT Transformée Fractionnaire Lin´eaire

LTI Lin éaire Invariant dans le Temps
IQC Contrainte quadratique Int´egrale
FLDP Fonctions de Lyapunov D´ependant des Param`etres

MDP Matrice Dépendant des Param`etres
CSQ Candidate `a la Séparation Quadratique

Vecteurs:

x , ẋ État du syst`eme LTI et sa d´erivée temporelle
u , y Entrées de commande et sortie de mesure
w � z Entrées/Sorties quelconque

z∆ � w∆ Entrées/Sorties de l’op´erateur incertain�∆
w1 � w2 Perturbations d’entr´ee des transfertsT1 etT2

z1 � z2 Sorties de commande des transfertsT1 et T2

xK État du correcteur dynamique de sortieKs

Dimensions:

c Nombre d’entrées de commandeu� Rc

m Nombre de sorties de mesurey� Rm

q , q∆ Dimensions des vecteurs d’entr´eesw etw∆

p , p∆ Dimensions des vecteurs de sortiesz etz∆
q∞ , q2 Dimensions des vecteurs de perturbationw1 etw2

p∞ , p2 Dimensions des vecteurs command´esz1 etz2

no Nombre de param`etres incertains, mod`eles parall´elotopiques



xxii GLOSSAIRE

np Nombre de sommets, mod`eles polytopiques
l Nombre de blocs dissipatifs des incertitudes mixtes

r Nombre de fois o`u un scalaire ou un bloc incertain est r´epété
d Ordre d’une régionEM I , DR

Matrices des syst`emes certains et incertains:

A Matrice dynamique d’un syst`eme
B Matrice de commande d’un syst`eme
C Matrice de mesure d’un syst`eme

D Matrice de transmission directe d’un syst`eme

M �

�
A B
C D

�
Matrice définissant la repr´esentation d’´etat d’un syst`eme

M�∆� Matrice définissant le mod`ele incertain d’un syst`eme
M�i� Définit le iemesommet d’un polytope
Mjij Définit le iemeaxe d’un parall´elotope
∆ � Rq∆�p∆ Opérateur incertain
∆C , ∆B � ∆���D∆∆∆��1 , � ���∆D∆∆�

�1∆
∆k
 � �k�∆
T1�s� , T2�s� Matrices de transfert dew1 àz1 et dew2 àz2

Correcteurs:

K Correcteur quelconque
Ke Gain de retour d’´etat
Ks Correcteur dynamique de retour de sortie�

AK BK

CK DK

�
Matrices de la repr´esentation d’´etat deKseK Matrice de changement de variable lin´earisant /Ke� eA eBeC eD

�
Matrices de changement de variable lin´earisant /Ks

Autres matrices:

R � R2d�2d Matrice définissant une r´egionDR

Ψ Matrice définissant une contrainte robuste du typeEM I
Candidate `a la séparation quadratique

Ensembles:

R , C Ensembles des nombres r´eels et complexes
DR RégionEM I du plan complexe

� Ensemble de matrices incertaines r´eelles constantese� Ensemble d’incertitudes parall´elotopique et polytopiques

�H EnsembleH-dissipatif de matrices incertaines

�� Ensemble des CSQ vis `a vis de�
���k
 Ensemble des CSQ vis `a vis de�k�∆ : ∆ � �





Unified Formulation for Robust Analysis and Synthesis with Parameter Dependent
Lyapunov Functions.

The thesis addresses robustness problems in automatic control.
Some property of a given system is said to be robust if it is invariant with respect to all ad-

missible model uncertainties. Our aim is to give methods for finding a control law that improves
and/or guarantees different robust properties.

Linear time-invariant models are considered. The structured parametric uncertainties enter
the model by linear fractional transformations while the uncertainty domain may be polytopic
or dissipative.

The robust properties studied in the thesis are robust stability, disturbance rejection (robust
guaranteed cost) and transient response (pole location). First are given some analysis methods
and then algorithms for control law synthesis are proposed.

The theoretical tools employed are issued from the Lyapunov theory and from topological se-
paration. Parameter dependent Lyapunov functions are considered in order to reduce the conser-
vatism of the quadratic stability framework. This last framework is also described thoroughly
for comparison in terms of conservatism and computational complexity. Most mathematical
results are given in a unified formulation in order to describe their generality.

All the results are based on linear matrix inequalities that can be solved efficiently with
nowadays classical techniques. The theoretical results are illustrated by some examples.



Formulation Générique de Probl̀emes en Analyse et Commande Robuste
par des Fonctions de Lyapunov D́ependant des Param̀etres.

par M. Dimitri PEAUCELLE

sous la direction de M. Denis ARZELIER

thèse de doctorat de l’Universit´e Toulouse III soutenue le 4 Juillet 2000 au LAAS-CNRS

Cette thèse porte sur la commande robuste des syst`emes.
La robustesse caract´erise l’invariance de propri´etés de stabilit´e et de performance vis `a vis

des inévitables incertitudes affectant le mod`ele. Le problème de commande est d’am´eliorer
et/ou de garantir les propri´etés robustes.

Les modèles consid´erés sont linéairesà temps invariant. Les incertitudes sont param´etriques
réelles structur´ees et interviennent sous forme rationnelle. Les classes d’incertitudes polyto-
piques et dissipatives sont plus particuli`erement prises en compte.

Les propriétés étudiées sont principalement la stabilit´e robuste, le rejet des perturbations
(coût garanti robuste) et le comportement transitoire (localisation des pˆoles). Pour ces propri´etés
nous proposons dans un premier temps des m´ethodes d’analyse puis des m´ethodes de synth`ese
de correcteurs.

Les outils théoriques utilis´es sont issus de la th´eorie de Lyapunov et de la s´eparation topo-
logique. De mani`ereà garantir les performances avec le moins de pessimisme possible, nous
proposons de faire appel `a des fonctions de Lyapunov d´ependant des param`etres. Comme on
attache une importance `a la mise en oeuvre num´erique, des m´ethodes issues du cadre de la stabi-
lit é quadratique, plus pessimistes mais moins demandeuses en capacit´e de calcul sont ´egalement
proposées. La formulation volontairement unifi´ee des différents probl`emes met en ´evidence les
sources de pessimisme.

Toutes les m´ethodes propos´ees sont formul´ees en termes d’In´egalités Matricielles Linéaires
(LMI) dont la mise en oeuvre num´erique est d´esormais classique. Les r´esultats de recherche
sont illustrés sur des exemples.

MOTS-CLES : Commande, Robustesse, S´eparation Topologique, Incertitudes, Stabilit´e, Lya-
punov, Multi-objectifs.

DISCIPLINE ADMINISTRATIVE : Automatique
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