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Notations et abréviations

Notations et abréviations

Nous donnons ici quelques notations et les abréviations qui, outre celles qui seront ponc-

tuellement introduites dans ce document, seront réguliérement utilisées.

Notations:

R
@)
T

Corps des nombres réels.

Matrice nulle.

Matrice identité.

La matrice M est définie négative.

La matrice M est définie positive.

La matrice My — My est définie négative (resp. positive).

Matrice transposée.

Matrice conjuguée.

Matrice inverse de M (pour M carrée de rang plein).

Norme-2 de la matrice M.

Norme-H, du transfert 17,,.

Norme-H., du transfert 1,,.

Valeur propre maximale de la matrice M.
Valeur propre minimale de la matrice M.
Produit matriciel de Kronecker.

Elément de M situé & la i¢Me ligne et a la jéme
Matrice bloc diagonale.

Variable de Laplace.

Matrice de transfert en continu.

Région convexe du plan complexe.

Forme générale d’un systéme non linéaire.
Partie non linéaire d’un systéme non linéaire.
Approximation de f(x, u).

Nombre d’hyperplans de la r-iéme non linéarité.

colonne.



7 Indice du nombre de modéles LTI incertains (Nombre de modele LTIs

incertains: ./\/’).

J Indice du nombre de sommets de la matrice dynamique des modéles

LTIs incertains (Nombre de sommets: N)

k Indice du nombre de sommets de la matrice de commande des modéles

LTIs incertains (Nombre de sommets: M).

r Indice du nombre de non linéarités (Nombre de non linéarités: 7).

1 Premiére composante du vecteur (d’état) .

e 1-éme point d’équilibre pour le vecteur d’état = - Notation dans 1’es-

pace d’état.

21 Valeur de la premiére composante x; du point d’équilibre z;.

Abréviations:

LMI
BMI
LT
LPV
Q-LPV
CPWL
CPWLF
NL

TP

BP

Inégalité Matricielle Linéaire.

Inégalité Matricielle Bilinéaire.

Linéaire Invariant dans le Temps.

Linéaire & Parametres Variants.

Quasi-Linéaire a Paramétres Variants.

Canonique Linéaire par Morceaux.

Fonction Canonique Linéaire par Morceaux.

Non linéaire / Non linéarité.

Point d’équilibre ( Trim Point) - Notation dans ’espace (géomé-
trique).

Point de cassure (Break Point) - Notation dans I'espace (géomé-

trique).



Introduction Générale 1

Introduction Générale

La commande des systémes non linéaires constitue un domaine trés actif de recherche en
Automatique et, on peut dire, encore trés ouvert. La diversité des comportements des phéno-
meénes dynamiques qui peuvent étre observés pour cette classe de systémes explique, au plan
fondamental, la grande variété des approches qui, depuis longtemps déja, et pour une durée
encore trés longue certainement, ont été et vont étre développées.

La théorie des systémes linéaires est, par contre, arrivée & un aboutissement trés élevé et, s’il
est possible d’envisager des sujets nouveaux, ils sont pour la plupart plus ou moins en liaison
avec les tentatives faites pour 1'utilisation des techniques linéaires pour la maitrise des systémes
non linéaires. C’est dans ce cadre que s’inscrit le travail développé dans ce mémoire et il est a
inclure dans la classe des approches multi-modéles utilisant la technique de séquencement des
gains. Il s’agit d’une approche relativement heuristique qui consiste & approximer le systéme non
linéaire par un ensemble de systémes linéaires pour lesquels sont déterminées des commandes
via les méthodes classiques des systémes linéaires (LQ, LQG, placement de poles, Hs, Heo,
etc). La commande globale consiste en un séquencement des gains locaux en fonction de I’état
mesuré sur le systéme. Nombre de ces approches, et en particulier celles développées dans
le cadre de la logique floue, comportent un degré d’imprécision, d’approximation assez élevé.
Pour ce type d’approche, ’évaluation des performances et leur validation ne peut passer que
par des simulations. Un moyen, qui pour étre a peu prés convaincant, se doit d’étre trés lourd.
L’approche proposée ici a pour ambition de proposer une synthése de commande dans un
processus pas a pas qui permette d’assurer un certain niveau de performances garanties, ou du
moins, une méthode systématique pour y arriver. Le premier pas dans cette direction est fourni
par la technique qui permet d’approximer le systéme non linéaire par un ensemble de systémes
linéaires (systéme linéaire par morceaux) avec un niveau de précision prédéfini et paramétré.

Le deuxiéme pas est 'utilisation de méthodes de commande robustes qui vont permettre

d’assurer les stabilités locales et ce, dans des domaines d’espace d’état, non infinitisémaux. Ce
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dernier point va permettre de maitriser la complexité de la commande globale et des techniques
de séquencement en permettant I'obtention d’une cardinalité raisonnable pour I'ensemble des

systémes linéaires approximant.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante:

— Le premier chapitre présente les concepts de base nécessaires a la bonne compréhension
du mémoire. Cela permet d’aborder les notions de systémes linéaires et non linéaires,
d’incertitudes, de stabilité, de performances, de robustesse et enfin, quelques idées sur des
approches multi-modeéles. Ces concepts seront & la base des techniques proposées dans ce

mémoire.

— Le second chapitre développe ’approche CPWL, méthode mise au point au cours de cette
these. Basée sur les fonctions canoniques linéaires par morceaux (CPWLF) et sur I'aspect
systématisation de I'approche, cette méthode permet de faire la synthése robuste séquen-
cée d’une certaine classe de systémes non linéaires, des systémes ayant des non linéarités

a un ou deux arguments. Les arguments sont les variables d’états et les commandes.

— Le troisiéme chapitre développe la derniére partie de "approche CPWL, aprés I'approxi-
mation des non linéarités et la recherche de modéles LTT incertains polytopiques, ’étape
de synthése robuste. Cette méthode permet la synthése de compensateurs par retour
d’état et de sortie dynamique en tenant compte de plus ou moins de performances, c¢’est-
a-dire en garantissant un rejet de perturbation Hs, H., ou un placement de péles dans une
région convexe du plan complexe. Pour répondre au critére de systématisation, la derniére

partie de ce chapitre est consacrée a la présentation du premiére version du prototype

logiciel CAPILARS issue de ’approche CPWL.

— Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a 1’application de "approche CPWL sur
plusieurs systémes non linéaires. Les premiéres applications permettent d’illustrer di-
rectement et simplement la méthode. Dans un second temps, nous essayerons de situer
I’approche CPWL parmi les approches présentées dans ce mémoire en recherchant les
forces et les faiblesses de chacune et plus particuliéerement pour "approche proposée et

ainsi mettre en évidence les caractéristiques communes et propores de cette derniére.

Nous terminerons ce mémoire par une conclusion générale mettant ’accent sur la contribu-
tion de cette méthode quant a la résolution de problémes de commande robuste séquencée pour
des systémes non linéaires, ainsi que sur les évolutions possibles et les recherches ultérieures,

qui permettront de prolonger les travaux.



Chapitre |

Contexte et motivations

L’objectif de ce premier chapitre est de replacer le travail de cette thése dans le cadre de I’Au-
tomatique et plus particulierement de la commande des systémes non linéaires. Des rappels
sur les diverses représentations possibles des systémes linéaires et non linéaires y sont réper-
toriés et ont pour but d’exhiber le choix de modélisation adoptée dans cette thése. Une bréve
introduction aux concepts de stabilité, de robustesse et de performance permet d’effectuer un
inventaire des possibilités existantes concernant ’étude des systémes linéaires et non linéaires.
Quelques approches qualifiées de multi-modeéles sont décrites aussi dans ce chapitre afin d’exhi-
ber les difficultés possibles pour chacune d’elles et les pistes de travail envisageables. Ceci nous
a conduit, a la suite de ces approches, a préciser les objectifs qui ont motivé le travail présenté

dans ce mémoire.

“Se donner du mal pour les petites choses, ¢’est parvenir aux grandes, avec le temps.”
[Samuel Beckett, Extrait de Molloy]
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.1 Introduction

Un des objectifs de I’Automatique est d’analyser le comportement de processus ou systémes
(figure 1.1.a), dynamiques, continus ou discrets, en boucle ouverte (sans correction) ou fermée.
Pour atteindre cet objectif, I'utilisation de modéles est nécessaire. 1l faudra penser avant tout
aux caractéristiques du systéme physique afin d’établir le modéle le plus satisfaisant possible.
C’est ce que l'on appelle la phase de modélisation. Il est possible d’effectuer une phase d’identi-

fication [9, 69] & partir du comportement entrée-sortie du processus comme le montre la figure

[.1.b.

u(t)
4 : Processus y(®)
_ Entrées | processus (ou systeme) | Sorties Algorithme Modéle

d’identification

(a) (b)

FiGg. 1.1 — Identification a partir du comportement entrée-sortie.

D’un point de vue pratique, nous nous intéresserons aux systémes causaux le plus souvent
strictement ot les grandeurs de sortie dépendent des valeurs présentes et passées des grandeurs
d’entrées. La détermination d’un modéle du processus dépend de l'utilisation prévue de ce
modele, modele qui peut-étre trés différent d’un autre en fonction des hypothéses proposées et
des approximations effectuées.

Citons le cas des modéles linéaires, continus ou discrets, invariants ou variants dans le temps,
qui représentent une grande famille de modéles. La deuxiéme famille est celle des modéles non
linéaires, qui représentent la majorité des systémes physiques que nous pouvons rencontrer. Par
linéarisation locale, il est connu qu’il est possible d’aborder, dans le cas de non linéarités faibles
et continues, I’étude de systémes non linéaires au moyen de techniques linéaires. Toutefois, il
existe une grande variété de comportements qui échappent & toutes tentatives de représentations
et d’études linéaires. C’est pourquoi, il existe une branche de I’Automatique non linéaire qui
s’est développée autour d’approches dites multi-modéles. C’est dans ce cadre que cette thése
s’est inscrite. Il existe de nombreux exemples de telles approches et parmi celles proches de
notre travail: le séquencement de gains (Gain Scheduling |83, 87, 88]), la commande linéaire
a paramétres variants (LPV/Quasi-LPV [89, 7, 74, 71, 20]) ou encore la commande floue
(Fuzzy Control |28, 10, 94]), etc.

Enfin, rappelons qu’il est courant de ne pas connaitre parfaitement les caractéristiques
des processus, ce qui se traduit par des incertitudes de modélisation. Ces incertitudes seront
prises en compte dans la modélisation et auront une influence sur la détermination de la loi de
commande. C’est la commande robuste.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante: aprés avoir décrit les deux familles de
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modeles, linéaires et non linéaires, avec leurs caractéristiques respectives, nous présenterons
quelques éléments complémentaires qui favoriseront la bonne compréhension du mémoire, c’est-
a-dire les notions de stabilité, de robustesse et de performance. Puis, nous nous attacherons
a spécifier des méthodes utilisant une famille de modeles afin de représenter le modéle non
linéaire au moyen de celle-ci. Nous y présenterons dans un premier temps, la méthode dite de
séquencement de gain avec son champ d’applications, puis dans un second temps, I’approche
LPV/Q-LPV sera introduite pour enfin terminer, avec ces approches multi-modeles, par la
commande floue. Chaque méthode apporte son lot d’avantages et d’inconvénients, et a orienté
cette thése vers une approche qui semble étre valable pour la commande d’une classe particuliére
de systémes non linéaires. Par conséquent, a la suite de ces présentations et pour conclure ce

chapitre, nous décrirons les fondements, les objectifs et les motivations de cette thése.

.2 Les systemes linéaires et non linéaires

Le caractére linéaire est généralement une idéalisation car la plupart des systémes physiques
sont en réalité non linéaires. Pour des raisons de simplicité, le modéle ayant servi pour la
conception de la loi de commande ne tient pas toujours compte de certains phénomeénes, tels que
des perturbations, des frottements, des dynamiques rapides, etc. Il est possible, quand les non
linéarités le permettent, de linéariser un modéle non linéaire autour de points de fonctionnement
et de travailler avec des modéles linéaires valables localement. Le modéle linéaire résulte alors
d’une approximation du modeéle non linéaire. L’approximation d’un modéle non linéaire par un
modéle linéaire unique peut produire & un comportement bien éloigné du comportement réel: un
moyen pour pallier cela, consiste & utiliser une famille de modéles linéaires pour représenter le
systéme réel. Cette famille de modéles peut étre constituée sur la base d’'un modeéle nominal et
d’un domaine paramétrique d’incertitude. Dans cette section nous allons rappeler les définitions

des deux classes de modéles avec leurs caractéristiques respectives.

1.2.1 Les systémes linéaires
Définition
Les systémes linéaires se caractérisent principalement par deux propriétés, la proportion-

nalité et ’additivité, qui se résument par le principe de superposition dont la définition est la

suivante:

Définition I.1 : Soit z1(t) et z5(t) les évolutions respectives d’un processus P pour les entrées

uq(t) et uz(t). Il est dit linéaire si pour:

u(t) = aqui(t) + azus(t) (I.1)
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avec oy, az € IR, alors, il est possible d’écrire la sortie z(t),
z(t) = arz1(t) + aaz(t) (1.2)

¢

Les systémes dynamiques linéaires peuvent étre classés en plusieurs catégories, par exemples:
~ & temps continu / & temps discret,
— invariant dans le temps / variant dans le temps,
~ monovariable / multivariable.

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéresserons particuliérement aux systémes linéaires
et non linéaires, continus invariants dans le temps. Il existe des représentations qui permettent
de décrire le comportement d’un systéme dynamique linéaire dans le domaine temporel ou dans
le domaine fréquentiel. Pour le domaine fréquentiel, il s’agit des représentations par les fonctions
ou matrices de transfert, en continu et en discret. Et, pour le domaine temporel, la principale
représentation est la représentation d’état qui repose sur les équations différentielles. Dans le
cadre de notre étude, nous nous limiterons & la représentation d’état des modéles linéaires et
non linéaires. Pour plus de détails sur les représentations fréquentielles et temporelles, le lecteur

pourra consulter [9].

Représentations

La représentation d’état constitue une alternative intéressante pour la modélisation car elle
permet de mettre en évidence des informations internes du processus qui n’apparaissent pas
nécessairement dans la représentation par fonction (ou matrice) de transfert.

Dans le cas général des systémes dynamiques linéaires, un systéme est décrit par les équations

suivantes:
w(t) = AlD)z(t) + Bi(t)w(l) + Ba(t)ul(t),
z(t) = Ci(t)x(t) + Du(H)w(t) + Dia(t)u(?),
y(t) = Ca(t)x(t) + Dar(t)w(t) + Daa(t)u(l) (1.3)

reR" welR" ye
welR zeRP Vt>0

ol x, u, w sont respectivement les vecteurs d’état, de commande, de perturbation et z, y sont
respectivement les sorties contrélées et mesurées. Le systéme précédent est continu linéaire a
temps variant (LTV). Plus simplement, et s’il n’existe pas de perturbation w et que les sorties

mesurées y s’identifient aux sorties contrélées z, cette représentation générale se réécrit de
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maniére suivante:

1.4
z € R (I4)

U
ye R Vt>0

Les matrices A, By, Cy et Dy, appelées respectivement matrice dynamique, matrice d’entrée,
matrice de sortie et matrice de transmission directe, sont des matrices réelles de dimensions
appropriées. Le modéle est linéaire invariant dans le temps (LTI) si ses matrices ne dépendent

pas explicitement du temps t:

(t) = Ax(t) + Bau(l),
y(t) = Cex(t) + Dagu(t)
reR" weR"
ye R Vt>0

(15)

Remarque 1.1 : Pour éviter la surcharge au niveau des écritures, nous omettrons, dans les
chapitres suivants, de spécifier la dépendance avec le temps t pour les variables d’état, de com-

mande, de sorties et de perturbations. Pour le systéme LTI précédent, nous écrirons

x = Ar 4+ Bau,
y:CQ$+D22u
1.6
z € IR" u e IR™ (L6)
y € IR* Vi >0
A

Pour le cas des systémes discrets, la représentation d’état est composée d’équations récurrentes

qui, dans le cas général, s’écrivent:

Ty = Axre + Biowe + Bosuy,

2p = Ciuty + Dingwy, + Digety,

Yo = Coui + Dorpwy + Daggy (L.7)
z. € R"  wu, € R” y. € R?

w, € RY z, e RP Vi, >0

et dans le cas de systémes discrets LTI

ey = Az, + Boug,
Yo = Coxy + Daguy (1.8)
z, € R” u, € R™ y. € R?
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Les variables x, u et y recouvrent les mémes significations que dans le cas continu, mais ne sont

cette fois définies qu’aux instants ¢, > 0.

Remarque 1.2 : i) Il est possible de passer de la représentation dans Uespace d’état a celle par
fonction de transfert. On vérifie aisément que la fonction de transfert de U(d) a Y(0) est alors
donnée par

T(5) = Dy + Co(61 — A)' By, (1.9)

I étant la matrice identité el & représente respectivement s el z dans les cas continu el discret.
Alors, (A, By, Cs, Da3) est appelée réalisation de T'(s). Celle-ci n’est pas unique puisque pour

n'importe quelle matrice inversible V' telle que:
A - V_lAV, BQ - V_IBQ, ég - CQV, D22 - D22 (110)

(A, Bs, Cy, Day) est aussi une réalisation de T(s).
i1) Ces différentes représentations conviennent aux systémes monovariables (une seule entrée,
une seule sortie, dits SISO) et dans ce cas, on parle de fonction de transfert, mais aussi aux

systémes multivariables (plusieurs entrées, plusieurs sorties, dits MIMO).

A

Pour plus de détails sur les diverses représentations de modéles, le lecteur pourra consulter les
ouvrages [24, 55, §|.

Incertitudes

La connaissance exacte des modeéles n’est pas vérifiée dans tous les cas, ce qui engendre
des incertitudes de modélisation. Il faut donc assurer une certaine robustesse aux imperfections
du modeéle en question, c’est-a-dire garantir les propriétés désirées pour toute une famille de
systémes autour d’un modéle de référence. Les imperfections des techniques de modélisation et
I'impossibilité de conserver des modéles d’ordre élevé conduisent & deux types d’incertitudes

distincts:

— Lincertitude non structurée [13].

Ces incertitudes sont par exemple les dynamiques négligées ou approximées dans le mo-
dele. L'incertitude est considérée comme un modéle perturbateur se superposant au mo-

dele nominal (T}, ), ce qui s’écrit dans le domaine fréquentiel:
T(s) = Taoom(s) + AT(s) (I1.11)

ot AT(s) est une fonction de transfert stable et T'(s) représente le modéle nominal (ou

de référence). Cette incertitude, généralement haute fréquence, peut s’écrire sous diverses



I.2. Les systémes linéaires et non linéaires 9

formes:

1. Forme additive:

T(s) = Thom(s) + Au(s) avec T[A(Jw)] < |l,(Jw)| Yw > 0 (1.12)

2. Forme multiplicative directe en entrée:

T(s) = Thom($)(I + Age(s)) avec 7[Azx(jw)] < |lae(jw)] Yw >0 (1.13)

3. Forme multiplicative inverse en entrée:

T(s) = Thom(s)(T + Aie(s))™! avee 7[Ai(jw)] < [li(jw)] Yw > 0 (1.14)

4. Forme multiplicative directe en sortie:

T(s) = (I 4+ Ags(8)Thom(s) avec T[Ag(Jw)] < |las(jw)] Yw >0 (1.15)

5. Forme multiplicative inverse en sortie:

T(s) = (I + Ags(8)  Thom(s) avec 7[AL(jw)] < |li(jw)| Yw > 0 (1.16)

Toutes ces formes d’incertitudes non structurées sont illustrées sur la figure 1.2.

Les incertitudes a ’entrée et en sortie représentent respectivement les erreurs ou fluc-
tuations sur les actionneurs et les capteurs. Cette incertitude est dite non structurée, au
sens ou l’on ne connait rien de sa phase, et que la seule information dont on dispose est
une borne de sa norme. Dans la représentation de I'espace d’état (domaine temporel), un

systeme LTT incertain peut s’écrire:

{ i = (A4 Ad)z + (B, + ABy)u, (L17)

Yy = (02 + ACQ)x + (DQQ + ADQQ)U

ou AA, ABy, AC; et ADyy décrivant 'incertitude considérée, traduisent essentiellement

des variations paramétriques du modéle.

Dans le cas ou seule la matrice dynamique A est affectée, toutes les variations paramé-
triques sont contenues dans AA et la majoration de la norme matricielle s’écrit de la

maniére suivante:

IAA][ < ¢

oll ¢ est un scalaire positif et || - || une norme généralement de type || - ||z ou || - ||o-
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Aa(s) Ade(s)
N Ay +
u Tnom(s) y u Tnom(s) Y
(Y] @
Aie(s) Ads(s)
+
u + N y u 1
Tnom(s) > —{ Tnom(s)
®) 4)

(1) - Forme additive

(2) - Forme multiplicative directe en entrée

(3) - Forme multiplicative inverse en entrée

Ais(s)
+ E W (4) - Forme multiplicative directe en sortie
y

(5) - Forme multiplicative inverse en sortie

— Tnom(s)

®)

F1G. 1.2 — Incertitudes non structurées (domaine fréquentiel).

— L’incertitude structurée.

L’incertitude structurée est généralement liée aux inexactitudes paramétriques du modéle,
et concerne donc directement la partie modélisée de la dynamique du systéme. Contraire-
ment au cas précédent, ces incertitudes ne peuvent pas étre traitées par une perturbation
non structurée car elles sont plus difficiles & représenter et & prendre en compte. Pour étre
prises en compte, ces perturbations doivent apparaitre dans le modéle dans le domaine
fréquentiel (figure 1.3) et dans le domaine temporel en supposant que 1’on a une certaine

information sur la maniére dont I'incertitude affecte le systéme.

La représentation de I'incertitude structurée dans le domaine fréquentiel se fait en consi-

dérant une matrice d’incertitude AT & structure bloc-diagonale (figure 1.3).
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AT1(s)

AT1(s)

ATq(s) AT(s) =

ATq(s)

Tnom(s)

F1G. 1.3 — Incertitudes structurées (domaine fréquentiel).

Il existe plusieurs fagons de modéliser 'incertitude structurée dans 'espace d’état (do-
maine temporel). Nous pouvons en énumeérer certaines:

— Dincertitude bornée en norme |79, 100],

— Dincertitude bornée réelle [48],

— Dincertitude positive réelle [46],

— Dincertitude polytopique [6],

— Dincertitude affine structurée [93].
Dans 'espace d’état, un systéme LTI incertain s’écrit par:

{ i = (A+ AA)r + (B + ABy)u, (L18)

Yy = (02 + ACQ)x + (DQQ + ADQQ)U

Pour des raisons de simplicité, nous considérons que seule la matrice dynamique est
incertaine.

1. Incertitude bornée en norme |79, 100]

La structure de I'incertitude A A s’écrit par la relation suivante:

AA: = DFE (1.19)

oit D € R™% et E € R'*™ sont des matrices constantes connues, qui définissent la
structure de I'incertitude en la répartissant sur les différents éléments de la matrice

A. La matrice F' € R¥! est la matrice d’incertitude appartenant au domaine:

Dp: ={FeR™ :F'F<I} (1.20)
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Sous une forme plus structurée de 'incertitude [39]:

N
AA: =) A4, (1.21)
7=1
avec L
AA]‘ L= D]‘F]‘E]‘ .
Vi=1,...,N 1.22
{ PR <1 j=1..., (1.22)
. Incertitude bornée réelle [48]
L’incertitude bornée réelle est définie par:
AA: = DF(1— Do) 'E (1.23)

oit D € R™% et E € R sont des matrices connues qui définissent la structure de
I'incertitude. La matrice d’incertitude F' € Dy (1.20) et Dy € R est une matrice

constante satisfaisant 1'inégalité:

I—DIDy >0 (1.24)
Sous une forme plus structurée:
N
AA: =) A4, (1.25)
7=1

avec . . .
AA]‘ L= D]F](][ — Doij)_lE]‘
FIE <1 Vi=1,... N (1.26)
= DY Do >0

. Incertitude positive réelle [46, 41|

L’incertitude positive réelle est définie par:
AA: = —DF,(I+ DyF,)"'E

ot D € R et £ € R™" sont toujours des matrices constantes connues qui
définissent la structure de l'incertitude. La matrice F), d’incertitude appartient &

I’ensemble Dy, telle que:
Dp,: ={F, e R : K + F, >0} (1.27)
et Do € R™" est une matrice constante vérifiant I'inégalité:

Do+ DI >0 (1.28)
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Cette condition garantit ’existence de I'inverse de -+ EOFP pour tout F, € Dp,.

Une forme plus structurée que la précédente revient & écrire:

N
AA: =) A4, (1.29)
7=1
avec . . .
AAj: = =D Foi(T 4 Do; Fpy) ™' E;
1§;+@j§0 Vi=1,...,N (1.30)

Dg; + Doj >0
4. Incertitude affine |7, 33, 93]

L’incertitude dépend des paramétres de maniére affine:

N
AA: = ijAAj avec p; € [p;, pj] (1.31)
7=1

Les matrices A;, répartissent l'incertitude sur les différents éléments de la matrice
A. Le domaine défini par cette incertitude est un hyper-rectangle de dimension A

dont les sommets correspondent aux valeurs extrémales de p = [py ... py]7.

5. Incertitude polytopique [6, 7]

L’incertitude polytopique est définie telle que la matrice A appartienne & un domaine

de type polytopique:

N N
AEDy: :{A:A:Z@Aj,ajzo,z(sjﬂ} (1.32)
=1 7=1

ot N représente le nombre de sommets du polyedre Dy4. L’incertitude polytopique se
rapproche de I'incertitude affine, mais il n’existe pas de matrice nominale A. Dans ce
mémoire, nous nous attacherons a l'incertitude paramétrique de type polytopique,

soit

N N
i= (O Aid)e + () By,

I o (1.33)
y = (O Cobj)e + (D Disjdy)u

Il se pourra, par contre, que les sommets de chaque matrice de la représentation
d’état ne s’identifie pas avec le méme indice (dans ce cas (1.33), I'indice est le méme

pour toutes les matrices: 7).
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Nous pouvons énumérer d’autres modélisation d’incertitudes comme les incertitudes de “type
1, ete. Le lecteur pourra apprécier la section détaillée a ce sujet dans [30]. Les deux types
d’incertitudes (structurées et non structurées), qui sont complémentaires, s’expriment dans des
cadres distincts. On peut s’attendre a des difficultés lorsqu’il s’agira de les prendre en compte

simultanément dans les procédures de syntheése.

1.2.2 Les systémes non linéaires

A contrario des systémes linéaires, les systémes non linéaires ne vérifient plus le principe de
superposition, et donc les conditions de proportionnalité et d’additivité ne s’appliquent plus a

cette classe de systémes.

Représentations

Dans I’étude des systémes non linéaires, on se heurte & plusieurs difficultés:
— L’analyse par les fonctions de transfert est impossible,
— La notion de poéles disparait,

— Un systéme non linéaire posséde en général plusieurs points d’équilibre et 1’étude de leur
stabilité est plus complexe que dans le cas linéaire pour lequel le concept de stabilité est

global.

La représentation la plus courante, dans 1’espace d’état R (n correspondant & I'ordre du
systéme) s’écrit:
B(t) = F(e(t), ult), 1),
o(t) = Gla(t), ult), )
[.34
re R wuweR™ (1:34)
y € R Vt>0

Une solution x(t) des équations précédentes correspond généralement a une courbe de Iespace
d’état, quand ¢ varie de 0 & oo, appelée une trajectoire d’état. La non linéarité d’un systéme
peut-étre intrinséque ou peut étre isolée, c’est-a-dire que 'on peut avoir une association d’élé-
ments a caractéristiques non linéaires associée & un systéme pour lequel un modéle est linéaire

(figure 1.4)

€ L u=N(e
— > | Non linéarité N ©

Systéeme linéaire ———

FiG. 1.4 — Systéme & non linéarité séparable.
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Comme pour les systémes linéaires, il est possible de distinguer aussi les modéles non linéaires

par les caractéres suivants:
~ & temps continu / & temps discret,
— invariant dans le temps / variant dans le temps,

— monovariable / multivariable, etc.

Définition 1.2 : Le systéeme non linéaire 1.34 est dit autonome si F' et G ne dépendent pas

explicitement du temps t, ¢’est-a-dire, si le systéme peut s’écrire par
)
) (1.35)

Sinon, le systéeme 1.35 est dit non autonome.
¢

Dans le cas non autonome, si les variations des caractéristiques sont lentes dans le temps, on
pourra approximer le systéme par une séquence de systémes autonomes.

Comme nous ’avons cité précédemment, les systémes non linéaires forment la classe des
systémes la plus générale: un cas particulier de cette classe est le systéme linéaire.Un systéme
linéaire invariant (LTI) n’a, en général, qu'un seul point d’équilibre, alors qu’un systéme non

linéaire a plusieurs points d’équilibre.
Définition 1.3 : Un état x.; est un état d’équilibre (ou point d’équilibre) du systeme [.35 si
0 = F(x,0) (1.36)

Un systéme linéaire invariant (LTI) a pour état d’équilibre lorigine, si sa matrice dynamique

est non singuliére.

¢
Linéarisation autour d’un point d’équilibre
Soit un processus admettant la représentation d’état suivante:
&= F(x, u),
y = G(x, u) (1.37)

re R weR™ yel!
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avec plusieurs points d’équilibre notés (z.;, u.;), Vi = 1,..., N'. Si le vecteur d’état évolue dans
le voisinage d’un point d’équilibre z.;, u.; avec 1 < ¢ < A, alors, il est possible de linéariser

le modéle non linéaire:

r = x4 + 0x U = u. + ou (1.38)
d
9 (62) = P ua)dz + Fules, we)du + o(]132]. 15u]) (139)
avec Fo(xe, te), Fu(te, ue) les matrices Jacobiennes:
OF OF
Fw(xei? uei) - % T=Tei, U=Ue; Fu(l'ei, uei) - # T=Tei, U=Ue; (140)
En négligeant les termes d’ordre supérieur a un, c’est-a-dire ¢(||dx||, ||du||), le modele est li-

néaire invariant et valable localement autour du point d’équilibre (@, ue;).

Les lois de commande auxquelles nous nous intéresserons seront continues invariantes dans

le temps du type:

— retour d’état,

u(t) = Ka(t), (1.41)
— retour de sortie dynamique,

(1.42)

avec les dimensions appropriées.
Pour plus d’informations concernant les classes de systémes non linéaires (et linéaires), le

lecteur pourra se réferrer a [59, 91, 96].

.3 Stabilité, performances et robustesse

Dans cette partie, nous nous attachons a spécifier dans un premier temps et trés briévement
quelques propriétés de stabilité que peuvent vérifier les modéles d’état autonomes précédemment
présentés. Il s’agit 1la de propriétés que doit impérativement vérifier un systéme commandé sous
peine de voir sa (ses) sortie(s) diverger irrémédiablement sous 'effet d’une perturbation. Une
plus ample information sur ses problémes de stabilité peut étre trouvée en consultant l'ouvrage
de Jury [53]. Cependant, la stabilité est une performance minimale pour le systéme et reste bien
souvent insuffisante pour assurer le comportement souhaité: c’est pourquoi, nous évoquerons

les notions de perfomance et de robustesse par la suite.
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1.3.1 Stabilité des systémes autonomes

Le cas linéaire étant un cas particulier du cas non linéaire, les résultats sur la stabilité au
sens de Lyapunov des systémes non linéaires s’appliquent aussi pour les systémes linéaires.

Considérons la fonction F localement lipschitzienne [2] sur le domaine ouvert S tel que S C R”

P { j:}lf;n(x) (1.43)

et définie par:

et le systéme non linéaire autonome stationnaire suivant:
#(t) = F(x(t)), = € R", x(to) = xo (condition initiale) (1.44)

Supposons que z. est un point d’équilibre défini par la définition 1.3 pour le systéme non

linéaire 1.44.

Stabilité au sens de Lyapunov

Définition 1.4 : Stabilité simple: La trajectoire d’équilibre x. est dite simplement stable, si

Vto > 0 et € scalaire positif, il existe un scalaire positif n(e, to), tel que:
||z — xc|| < = ||a(t,xo,to) — || <€, VE>tg (1.45)
¢

Ce concept est illustré avec la figure [.5.a. La condition d’attractivité s’exprime par la conver-

X X

€
S x® 1 / \ X(t)

F1G. 1.5 — Stabilité simple (a) et attractivité (b).

gence obligatoire de la trajectoire d’évolution au bout un certain temps, mais pendant le tran-

sitoire, la trajectoire peut évoluer de maniére “libre” (figure 1.5.b).

Définition 1.5 : Attractivité: Ve > 0, il existe T(e, xo,t0) tel que:

llzo — xc|| < = ||e(t, 20, t0) — x| <€, VE>to+T (1.46)
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¢
Définition 1.6 : Stabilité asymptotique: La stabilité asymptotique se vérifie si le point

d’équilibre étudié est simplement stable et attractif.

¢

Définition 1.7 : Stabilité exponentielle: La trajectoire d’équilibre x. est dite exponentielle-

ment stable, s’il existe deux réels strictement positifs k et o tels que
Vi > 1o, ||z(t,z0,t0) — 2| < k||lwg — x.||e™ (1.47)
¢

La stabilité exponentielle implique, en plus de la stabilité simple, que la convergence de la

trajectoire d’évolution vers le point d’équilibre est exponentielle décroissante.

Définition 1.8 : Stabilité uniforme: La trajectoire d’équilibre x. est dite uniformément

stable, si ¥t > 0 et € scalaire positif, il existe un scalaire positif n(e), tel que:
l|zo — xc|| < = ||a(t,xo,to) — ze|| <€, VE>to (1.48)
¢

La caractérisation de la stabilité est fortement liée & la notion de voisinage du point d’équilibre.
Par conséquent, nous allons définir la notion de bassin d’attraction d’un point d’équilibre,
I’origine par exemple:

Définition 1.9 : Bassin d’attraction: Le bassin d’attraction D, de ['origine est ['ensemle

constitué de Uorigine et des condition initiales xq, telles que les trajectoires x(t, xo) du systéme

non linéaire 1.44 convergent vers Uorigine.

¢

A partir de cette définition du bassin d’attraction, nous pouvons caractériser la stabilité asymp-

totique globale et locale.
Définition 1.10 : Stabilité asymptotique locale: La stabilité asymptotique sera dite locale

st le bassin d’attraction est strictement inclus dans IR": D, C IR".

¢
Définition I.11 : Stabilité asymptotique globale: A contrario de la stabilité asymptotique

locale, la stabilité asymptotique globale est obtenue si le bassin d’attraction est ['espace d’état
tout entier: D, = IR".

Pour les systémes linéaires, les concepts de stabilité sont toujours globaux.
Deux maniéres d’étudier un systéme non linéaire de fagon locale et /ou globale sont les méthodes

indirecte (stabilité locale) et directe (stabilités locale et globale) de Lyapunov.
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Méthode indirecte de Lyapunov

Rappelons nous la linéarisation autour d’un point d’équilibre (par exemple 'origine) intro-

duite précédemment et appliquons la au systéme non linéaire 1.44:
#(t) = F(x(t)), = € R", x(to) = xo (condition initiale) (1.49)

Le développement de 1.49 est tel que
. OF

T -

o T+ o) (1.50)

=0

ol ¢(x) fait intervenir les termes d’ordre supérieur en 2. On notera la matrice Jacobienne de f

oF
A= — [.51
8:1: =0 ( )
alors, le systéme défini par
d
E((Sl‘) = Adx (1.52)

est le systéme linéarisé autour du point d’équilibre (I’origine). Le résultat fondamental de la

méthode indirecte est donné dans le théoréme suivant:

Théoréme 1.1 : Soit la matrice jacobienne A du systéme linéarisé de 1.49 autour de v = 0.
St la matrice A a toutes ses valeurs propres a parties réelles strictement négatives, alors le point
d’équilibre du systéme non linéaire est localement asymptotiquement stable.

St la matrice A admet au moins une valeur propre a partie réelle positive, alors le point d’équi-
libre du systeme non linéaire est instable.

St la matrice A a des valeurs propres a parties réelles négatives ou nulles, avec au moins une
nulle, on ne peut rien conclure sur la stabilité du point d’équilibre du systéme non linéaire,
on se trouve alors dans un cas critique. Il peut étre stable, asymptotiquement stable ou méme

instable.

Méthode directe de Lyapunov [72]

La méthode directe de Lyapunov se base sur le signe d’une fonction (de Lyapunov) et celui

de sa dérivée. Pour cela, définissons d’abord la fonction de Lyapunov.

Définition 1.12 : Fonction définie positive: La fonction scalaire V(x) est dite globalement
définie positive si V(0) = 0 et que V() > 0 pour tout v # 0.
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Définition 1.13 : Fonction de Lyapunov candidate: La fonction V(z): W C IR" — IR"
est une fonction de Lyapunov candidate, si elle satisfait les deux conditions suivantes:

oV (x
— V(x) est continue et ses dérivées partielles 5 , pour tout k, = 1,...n, existent et sont
L (k)
continues,
— V(x) est définie positive.
¢

Nous noterons comme suit:
e La fonction de Lyapunov: V(z) avec V(0) = 0, V(a) — oo, lorsque ||z|] — oo.
dV(x)

dt

La recherche du signe de V(z) et V(z) donne une information sur la stabilité du systéme

e La dérivée de la fonction de Lyapunov: V(:L') =
a étudier. Présentons d’abord, grace & l'existence d’une fonction de Lyapunov candidate, la
stabilité locale puis dans un second temps, la stabilité globale pour un point d’équilibre.
Théoréme 1.2 : Stabilité locale: Dans le voisinage W C IR", Uéquilibre x = 0 est:

~ localement stable, s'il existe une fonction de Lyapunov candidate, V(x): W — IR telle
que V(x) < 0, pour tout x € W.

— localement asymptotiquement stable, s’il existe une fonction de Lyapunov candidate, V(x) :
W — IRY telle que V(z) < 0, pour tout = € W.

4

Théoréme 1.3 : Stabulité globale: [’équilibre x = 0 est globalement asymptotiquement stable
s’il existe une fonction de Lyapunov candidate V(z): IR" — IR" telle que:

- V(z) < 0,Yz € R"\ {0},
— |z|| = oo, lim V(z) — oo.

4

Une classe intéressante de fonctions de Lyapunov est celle des fonctions de Lyapunov quadra-

tiques qui s’écrivent de la maniére suivante:

V(zg)=2"Pz P =P >0 (1.53)
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Cette fonction est définie positive si P est une matrice définie positive. Dans le cas d’un systéme

linéaire autonome,

#(t) = Ax(t) x(to) = o, (1.54)
il est possible d’écrire:

V(:L') =7 (ATP + PA) T (1.55)
Si la dérivée est définie négative alors l'origine est asymptotiquement stable. Nous avons le

théoréme de Lyapunov suivant qui est fondamental dans 1’étude des systémes linéaires.

Théoréme 1.4 : Le systéme linéaire 1.5 est asymptotiquement stable si et seulement si pour

toute matrice () définie positive, 'unique solution de P de l’équation matricielle
ATP + PA+Q =0 (1.56)
est définie positive.
O

Dans le cadre des systémes incertains, ’extension de ces résultats a donné lieu & ce qu’on appelle
I’approche quadratique qui consiste pour un systéme linéaire incertain a rechercher une matrice
de Lyapunov unique P satisfaisant [.56 pour toute évolution dans son domaine d’incertitude.
Cette approche fournit des conditions suffisantes de stabilité qui recherchent une fonction de
Lyapunov unique pour une famille de modéles incertains. On pourra consulter les travaux
[79, 6, 43, 23, 40] pour connaitre plus de précisions sur la stabilité quadratique appliquée pour

différents types incertitudes.

Stabilité absolue

Il s’agit d’un concept appliqué & un probléme non linéaire particulier ot est présente une
non linéarité séparable satisfaisant des conditions de secteur. Considérons le schéma de la figure

1.6, alors
u(t) = —®(t,y), (1.57)
définie par:

o : { (R* > R™) —+ R™ (L58)

(L,y) = @(L,y)
ot ® est une application non linéaire continue par morceaux en t, localement lipschitzienne en

y, sans mémoire pour le systéme [.59

#(t) = Ax(t) + Bau(t)
y(t) = Cua(t)

u(t) = ~o(L.y)

x € R", y,u e R"

(1.59)
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()

(a) (b)

F1G. 1.6 — Structure de systeme pour la stabilité absolue(a) et non linéa-

rité de secteur pour K, €t Koo scalaires(b).

Donc:
T(S) == CQ[S][ — A]_IBQ, (160)
Supposons que:
— la paire (A, By) est commandable,

— la paire (A, C3) est observable.

Définition I.14 : Condition de secteur: Soient deuxr matrices diagonales K, et Ky,
telles que K = K — Kiar soit définie positive. Alors ®(t,y) appartient au secteur
(Kiminy Kpaz) st elle vérifie:

[D(t, 1) — Kpiny]) [®(t, y) — Kpawy] <0, V6> 0etVy € S C IR™ (L.61)

St S est strictement inclus dans IR™, la condition de secteur est vérifiée localement, et si S =
IR™, elle est globalement.

A partir de cela, nous pouvons donner la définition de la stabilité absolue.
Définition 1.15 : Stabilité absolue: Le systeme .59 est dit

— localement absolument stable, si le systéme 1.59 est localement asymptotiquement stable

pour toute non linéarité vérifiant localement la condition de secteur.

— globalement absolument stable, si le systéme 1.59 est globalement asymptotiquement stable

pour toute non linéarité vérifiant globalement la condition de secteur.
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¢

Remarque 1.3 : On ne se préoccupe pas seulement de la propriété de stabilité d’un systéme
unique mais de la stabilité d’un ensemble de systémes pour toutes les non linéarités, d’ou le

terme de stabilité absolue.
A

Pour déterminer la stabilité globale asymptotique pour des systémes de type 1.59, il faut imposer
des conditions supplémentaires sur la partie linéaire du systéme, ce qui nous ameéne au critére

de Popov.

Théoréme 1.5 : Critére de Popov: si le systéme décrit par 1.59 satisfait les conditions
sutvantes:

— la matrice A est Hurwitz et la paire (A, By) est commandable,
~ la non linéarité ® appartient au secteur [0, Kq.]

— 1l existe un scalaire o strictement positif tel que
1

[XMGZ’

Vw € [0, 0], Rel[(l + jaw)T(jw)] + > € (1.62)

pour un scalaire € > 0 arbitrairement petit, alors le point 0 est globalement asymptotiquement
stable.

4

L’équation .62 est appelée inégalité de Popov. La preuve du critére est basée sur la construction

d’une fonction de Lyapunov candidate et du lemme de Kalman-Yakubovich ([91]).

Remarque 1.4 : On peut s’apercevoir que la encore, la difficulté a étudier directement la stabi-
lité globale du systeme non linéaire est bien présente. Par contre, on n’a pas cherché a linéariser
le systéme en approximant la linéarité par développement a Uordre 1, mais en recherchant un

secteur enveloppant la non linéarité. Le travail de cette these se dirige dans cette direction.
A

Enfin, nous présentons deux notions de stabilité qui concernent plus particuliérement les

systémes linéaires.

Définition 1.16 : Stabilité entrée-sortie: Un systeme est dit stable au sens “entrée-sortie”,

si la sortie du systeme, réponse a un entrée d’énergie finie, est elle méme a énergie finie.

Définition 1.17 : Stabilité interne: Le systéme de la figure 1.2 est stable de maniére interne
si tout signal borné injecté en n'importe quel point de la boucle génére une réponse bornée en

tout autre point.

¢
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1.3.2 Performances

Parmi les objectifs d’une loi de commande, outre la stabilité, il y a la satisfaction de
contraintes de performances spécifiées pour le comportement en boucle fermée. La stabilité
est certes nécessaire mais pas suffisante en pratique. Donc, en plus de la notion de stabilité en
boucle fermée, on associera souvent dans ce mémoire, des critéres de performances, comme par

exemples:

— Critére quadratique,
— Critére Ha,
— Critere Ho,
— Placement de poles.

Nous exprimerons les divers critéres de performance pour le systéme

{ #(t) = Ax(t) + Byu(t) (1.63)

y(t) = Cax(t) + Dizu(t)

ot x € R"”, u € R™ sont respectivement les vecteurs d’état et de commande et y € IR? la sortie

commandée.

Critére quadratique

Ce critére quadratique lie & la fois les variables d’état x et les commandes u par 1’'utilisation
des matrices de pondérations () et R qui affecteront le comportement du systéme en boucle

fermée (car on utilise les commandes ). Ce critére qui s’exprime par la relation suivante:
J :/ (27 Qx + u” Ru)dt (1.64)
0

Critére H,

Définition 1.18 : Norme Hy: La norme Hy d’un systéme linéaire stable, notée || .||z, corres-

pond a lénergie de sa réponse impulsionnelle. On a donc

1Tl = 5= [ trace(T ()T o) o (1.65)
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Il est possible de calculer exactement la norme H;y en fonction des grammiens d’observabilité
et de commandabilité (£,, L.):

| T(s)||3 = trace[Bf L, By) = trace[CyL . CT] (1.66)
Les grammiens d’observabilité et de commandabilité (£,, L.) sont solutions de:
ATL, + L, A+ CQTCQ =0 (1.67)

et
AL.+ L AT+ B,BI =0 (1.68)

Critére H.,

Définition 1.19 : Norme H.,: La norme H., d’'un systéme linéaire, est finie et bornée par
v, st ce systéme est stable, et Uénergie qu’il restitue reste inférieure, dans un rapport v a celle

qu’on lui apporte, ¢’est a dire:

VT >0, /OT yT (t)y(t)dt < ~* /OT wl (t)u(t)dt
¢

Pour la norme H.., on ne connait pas la valeur exacte, comme pour la norme H,, mais simple-

ment une borne ([34, 27, 85, 37]).

Placement de poles

Ce concept est en fait important aussi sur ’évolution du systéme, en particulier sur le régime
transitoire [1, 12|. Dans ce mémoire, nous nous contenterons des régions dites régions-LMI
[14, 15], car toutes les syntheéses seront réalisées a partir de conditions d’inégalités matricielles
linéaires (LMI) ou bilinéaires (BMI). Le lecteur pourra consulter les travaux [44, 35, 47| pour

compléter les notions concernant le placement de péles.

Définition 1.20 : Région-LMI [15]: Un sous ensemble du plan complexe est appelé région-
LMI d’ordre 1, s'il existe une matrice symétrique v € R et une matrice 3 € R " telles
que:

R={€C: fr(z) <0} (1.69)

ou

fr(z)=~v+p0z+ plz (1.70)

¢
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Une région intéressante est celle donnée par la figure I11.2.4, que nous utiliserons par la suite.

Elle est constituée par I'intersection:
— du demi-plan & gauche de «,
— de l'intérieur du disque de centre 0 et de rayon p,

— du secteur d’angle 4+ 6 autour de I’axe des réels.

‘ Im
P i
. \P
R( ’ )
aapae)“,/ \\\\
' O

Fi1G. 1.7 — Région R(«, p,0)

Cette condition de placement de péles pourra s’exprimer & partir d’inégalités matricielles li-

néaires:

Théoréme 1.6 : Soit A € IR"" et R(a,p,0) la région-LMI, représenté par la figure I11.2./.
Les valeurs propres de la matrice A sont situées dans la région R(a,p,0) si et seulement si il

eviste une matrice P € IR™™" symétrique définie positive telle que :

PA+ATP 42aP <0 (L71)
—pP ATP

.72

( PA —pp <0 (1.72)

cos§(PA + ATP)
SinG(ATP — PA)

sinf(PA — ATP)
S0 ) <0
cos(PA+ A" P)

(L73)
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Remarque 1.5 : [l est courant d’associer plusieurs critéres de performance, on parle alors
de synthese multi-objectifs [86]. Par exemple, citons le cas de la commande mizte Hoy/Hoo
détaillée dans [60, 57, 99]. Il consiste a minimiser la norme Hy (performance nominale) sous
une contrainte Ho, (stabilité robuste). Il existe aussi des travauz sur la commande Hy ou Heo,

avec une contrainte de placement de péles [15].

Inégalités Matricielles Linéaires (IMLs ou LMIs)

Nous venons de voir pour le placement de péles que les valeurs propres de la matrice dyna-
mique doivent se situer dans la région convexe et que cette condition s’exprime par des inégalités

matricielles linéaires. La forme de base d’une inégalité matricielle linéaire est [11]

N
F(z) = Fo+ Y ;F; >0 (1.74)

i=1

ol = est la variable et les matrices
FJ‘ = F]T - ]Ran ] = 1,2,...,N.

sont données. Il s’agit d’une contrainte convexe sur la variable = et sur I’ensemble
{z|F(x) > 0} (1.75)

est convexe. Certaines inégalités non linéaires peuvent étre transformées en LMI au moyen du

complément de Schur

Qz)  S(2)
{ SM(x) R(x) } o= { Q(z) — S(x)R™ ()8 () > 0

— { Q) >0 (1.77)

(1.76)

ot Q(z) = QT(x), R(z) = RY(z) et S(z) dépendent de maniére affine de z. A titre

d’exemple, I'inégalité de Lyapunov
ATP 4+ PA <0 (1.78)

est une LMI dont la variable est la matrice P et qui peut étre mise sous la forme de base en

choisissant

Fo=0, F,=-A"'P, - PA j=12..N. (L.79)



28 Chapitre I. Contexte et motivations

avec Pp, ..., Py une base de matrices symétriques n x n. Cette approche offre par rapport
aux équations de Riccati [79] une alternative intéressante car elle peut étre utilisée pour des
systémes incertains de type polytopique. C’est pour cette raison que tous les problémes de

synthése évoqués dans la suite de la thése seront écrits sous forme de contraintes LMIs.

Remarque 1.6 : Lors de la résolution des inégalités matricielles linéaires, il se peut que ['on
rencontre des problemes numériques liés au mauvais conditionnement d’une matrice, ¢’est-a-
dire, le rapport mazximal entre les valeurs propres. Pour éviter cela, nous pouvons utiliser le
résultat suivant:

Proposition 1.1: Soient ¢y un scalaire strictement positif et P une matrice définie positive

(de dimension n). Alors, on a léquivalence suivante:

m < ¢ <= dn > 0,n > 0 solutions de ¢ P > no I (1.80)
- n2 < comnt

1.3.3 Robustesse

On dit d’un systéme qu’il est robuste, s’il conserve sa stabilité et des performances accep-
tables malgré la présence d’incertitudes. Par conséquent, il existe deux concepts de robustesse
pour un systéme, étre robuste en stabilité et robuste en performances. L’analyse robuste va ré-
véler les capacités du systéme soumis & un polytope d’incertitude. La synthése robuste, appelée
généralement commande robuste, a pour but de calculer une loi de commande qui va assurer
la stabilité du systéme en boucle fermée et tenir compte des performances désirées.

Il existe un grand nombre d’approches de commande robuste mais nous n’évoquerons que la
stabilité et la stabilisabilité quadratique [5]. Le principe de la syntheése robuste par I"approche
“stabilisabilité quadratique” est de trouver une fonction de Lyapunov unique pour toute une
famille de systémes incertains et d’en déduire une loi de commande. Dans tout ce mémoire, nous
nous orienterons vers la stabilisabilité quadratique de systémes LTI incertains polytopiques par
I’approche des fonctions de Lyapunov quadratiques.

Concernant la stabilité quadratique d’un systéme LTI incertain, nous pouvons écrire:

Définition I1.21 : Stabilité quadratique: Un systéeme incertain @ = A(A)x(), est quadrati-
quement stable si et seulement si il existe une matrice unique P > 0 telle que pour toutes les

incertitudes A:

el [AT(AYP + PA(A) ]z <0 , Va0 (L.81)

La stabilité quadratique est une condition suffisante de stabilité robuste.
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A titre indicatif, pour la synthése, soit le systéme LTI incertain polytopique:

T = (Z Az + (Y BavuiJu,

(1.82)
y = Chx + Dyu
N N
Da: ={A: A=) NA, N >0,) X =1} (1.83)
J=1 J=1
M M
DB2 L= {B2 : B2 == ZMkBQk, HE 2 0, ZMk == 1} (184)
k=1 k=1

La condition de stabilisabilité quadratique pour un systéme incertain avec incertitude polyto-
pique sur la matrice dynamique A et la matrice de commande By est donnée par le théoréme
suivant sous forme LMIs:

Théoréme 1.7 : [6]: Le systeme linéaire incertain défini par (I11.9) et (I11.5)-(111.6) est qua-
dratiquement stabilisable par retour d’état w = Kz si et seulement si, il existe une matrice
symétrique définie positive S € IR™*" et une matrice R € IR™*" telles que:

A;S+ SAT+ ByR+ R'B), <0 Vj=12....N Vk=12...M (1.85)
et K = RS est la matrice de retour d’état.

4

Il existe un trés grand nombre de travaux concernant I’approche “stabilisabilité quadratique”
pour des systémes incertains par retour d’état et de sortie dynamique. Citons les travaux de
[4, 100, 79, 6, 40, 43] sans se préoccuper des performances et [38, 41, 23, 21, 22] en traitant aussi
les concepts de performances. N’oublions pas qu’il existe d’autres méthodes pour la commande

robuste telles que des méthodes algébriques [61] ou fréquentielles comme la commande LQ et

les approches LQG, LQG/LTR [84, 25, 3, 70|, la “p-synthése” [26, 30] et bien d’autres (!).

Remarque 1.7 : Lobjet de ce travail est d’illustrer les potentionnalités de synthéses robustes
a base de LMIs pour proposer une approche valable dans le cadre des systémes non linéaires.
On a vu qu’en général, une représentation linéaire ne peut étre qu’une représentation locale
acceptable pour un systéme non linéaire. Un correcteur linéaire invariant unique peut rarement
remplir 'ensemble des objectifs de performance et de robustesse sur la totalité du domaine de
fonctionnement du systéme non linéaire pour lequel il a été synthétisé. Par conséquent, il est
nécessaire d’adopter une représentation multi-modéles, chaque modele étant représentatif de
[’évolution dans un domaine de Uespace d’état. Il existe plusieurs approche dans ce sens, nous

en donnons les principales dans ce qui suit.
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.4 Des approches multi-modeles

1.4.1 Séquencement de gains (Gain Scheduling)

Le séquencement de gains fut trés bien accueillie par la communauté Automaticienne. Nom-
breuses sont les contributions concernant cette approche. Nous pouvons en mentionner quelques
unes pour faire un tour d’horizon de son champ d’application. Dans [83, 87, 88], il est ques-
tion de stabilité de systémes non linéaires par séquencement de gains. On peut trouver dans
[74, 89], des approches pour déterminer des correcteurs pour des systémes a paramétres va-
riants. Des contréleurs flous de Takagi-Sugeno sont proposées & partir du séquencement de gain
dans [29, 75]. Enfin, le lecteur pourra compléter ses informations sur les controleurs généralisés
dans [50].

La technique du séquencement de gains est basé sur I’existence de plusieurs modéles linéaires
dont leur représentation n’est valable que dans une partie de 'espace d’état. Les modéles sont
définis en fonction de points opérationnels pour “couvrir” tout 'espace d’état de I’étude. Pour un
systéme non linéaire, les modéles linéaires sont obtenus par linéarisation aux différents points
opérationnels. A partir de cela, il est possible de calculer les différents controleurs linéaires
de chaque modeéle pour la synthése du systéme non linéaire. Le séquencement de gains est
une méthode relativement simple qui peut étre proposé pour la commande de systémes non

linéaires. Considérons le systéme non linéaire suivant:
B(t) = Fla(t), ult)), (1.56)
y(t) = G(x(t)) (1.87)

ol y(t) représente la sortie mesurée et ©+ € R", y € IR? et v € IR™. Supposons 'existence de

plusieurs points d’équilibre (2., u.;) déterminés par:
0 = F(l‘ei, uei). (188)

Pour chaque points d’équilibre, il est possible de calculer un modele linéaire local obtenu par

linéarisation du modéle non linéaire.

Sa(t) = Ao, uei)d2(l) + By(wei, wei)dult) (1.89)
ol

da(t) =x(t) — vu, 1.90
du(t) = u(t) — ue, (1.91)

oror oo

dzxy Oz, ouy — Ouy,
A(weia uei) — - BQ(xeia uei) — - (192)

OF OF OF OF

oxy Oz, Oouy — Ouy,
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On suppose que chaque modéle linéaire est valable dans un sous-espace de I'espace d’état. Un
controleur est calculé pour chacun des modéles linéaires. La loi de commande robuste globale est
définie par le séquencement des lois de commande locales associées & un schéma de séquencement
basé sur la connaissance de 1’état.

La méthode est certes simple mais on peut se poser deux questions importantes quant au
choix des points d’équilibre et & leur nombre, et & la linéarisation locale du systéme. Pour
répondre & ces deux questions, nous pourrons nous pencher sur la qualité de la détermination
de la loi de commande. Peut-étre que la linéarisation locale ne suffit pas a assurer des per-
formances, méme si la stabilisabilité est assurée. Est-ce que la transition entre chaque modele
est raisonnablement douce? Toutes ces interrogations devront étre prises en compte pour la

synthése du systéme non linéaire.

1.4.2 Les modéles LPV et Quasi-LPV

Toujours dans le contexte d’interpolation de correcteurs, la commande linéaire a paramétres
variants, dite LPV s’est développée a partir de 1992 |7, 20]. Les domaines d’applications [7] sont
vastes et s’étendent aussi bien vers les systémes linéaires & dynamique variant dans le temps que
vers les systémes non linéaires. Les systémes non linéaires seront caractérisés par des modéles

dits Quasi-LPV. Soit le systéme linéaire suivant dans I’espace d’état:

{ & = A(T)xr + Ba(7)u (1.93)
y = Cy(r)x + Daa(7)u
o 7 = 7(t) est un paramétre a variations continues dans le temps. Pour I"approche LPV,

il s’agit de définir un contréleur lui méme a paramétre variant dans le temps selon la méme
structure de dépendance que celle du processus a commander.

Pour une variation “polytopique” du parameétre incertain, un retour d’état
u = K(r)x (1.94)

est défini par

N N
Di(r): = {K(T) TR (r) =) NP A (1) =0, A(r) = 1}

i=1 i=1

et pour un retour de sortie dynamique:

{ i = A7)z + Bey (1.95)

u=C.x,

avec:

A(7) € Dar)
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ou: "
Da: = {Ac(T)rAc(p) = Xi(m)Ag, Ai(r) >0, ZA }

ot les K et les A.; sont les retours d’état et les matrices dynamlques des contréleurs calculés
sur les sommets j du polytope. Ce type de compensateur peut aisement étre étendu au cas non
linéaire suivant.

Considérons le cas du systéme:

&= A(y)r + Ba(y)u, x(0) = xo
y = Chx (1.96)
V>0, y(t) € Py,

On note P,, le domaine d’évolution des sorties mesurées. Le vecteur des parametres [7] est
confondu avec celui des sorties mesurées. Si 'on suppose que les sorties de ce systéme sont
bornées, c’est-a-dire qu’elles évoluent uniquement dans P, , alors il est possible de définir
une classe de systémes que 'on nomme “ systémes quasi-LPV” (QLPV). Pour cette classe
de systémes, le vecteurs des parameétres est dépendant des états du systéme. 11 est possible

d’obtenir cette forme de systéme a partir d’un systéme non linéaire.

Théoréme 1.8 : [7]: Soit un systéme non linéaire de la forme suivante:

#(t) = f(z()) + Ba(y())u, 2(0) =g
y(t) = Gyt

) (1.97)
Vi >0, y(t) € Py

En respectant les hypothéses suivantes:

- J(0)=0
~ la non linéarité de f concerne uniquement les états mesurables:

f(z) = Az + Buih(y)

alors, le systéme non linéaire admet la forme QLPV suivante:

&= A(y)r + Ba(y)u, 2(0) =29
y = Ch (1.98)

avec

A(y) = A, + Bu ( /0 1 Vh(ty)dt) Cy (1.99)
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Preuve : [7].
[
Dans le cas de systémes non linéaires incertains polytopiques, le modéle QLPYV final devient

&= A(t)x + Biw+ Byv, 2(0) = x0
y = Cha (1.100)
Vt>0,7(t) € Pr, y(t) € Py

avec 7 = [dy],

0 étant le vecteur de parameétres dans la matrice dynamique A,. On note Ps, le domaine
d’évolution du vecteur des parameétres ¢. Le nouveau vecteur de parametres s’écrit
T = [0y]

avec § € R% et y € IR. L’indice g5 représente le nombre de paramétres existant dans la
matrice A,,.

Cette approche permet de résoudre des problémes de commande robuste en diminuant un
certain degré de conservatisme que posséde ’approche quadratique classique diie a 'utilisa-
tion d’une seule fonction de Lyapunov garantissant la stabilité et les performances sur tout le
domaine d’incertitude. Mais, il faut faire I’hypothése que la variation paramétrique doit étre
suffisament lente pour appliquer cette méthode, hypothése qui n’est pas forcément évidente
a garantir sur le systéme de départ. Cependant, mis & part cette hypotheése, il est possible
d’élaborer une lois de commande LPV a partir de la formulation d’un probléme d’inégalités
matricielles linéaires (LMI). De plus, cette technique s’étend aux systémes non linéaires (Ap-
proche QLPV). C’est dans ce cadre-1a que nous développerons une méthode de syntheése. Mais
I’approche QLPYV est sujette & la connaissance a priori des sorties mesurées associées a une
variation lente de celles-ci et fait apparaitre des difficultés mathématiques lors de la transfor-

mation du systéme non linéaire |7].

1.4.3 Les modeéles flous et commande floue

Depuis quelques années maintenant, on assiste & une utilisation de la logique floue dans
la synthése des lois de commande. La logique floue permet une approche des problémes plus
heuristique que mathématique qui peut heurter, les esprits cartésiens ou trop déterministes.
Pourtant, dans certains problémes ot les mathématiques peinent par impossibilité ou difficulté
de modélisation, elle est d’une certaine efficacité.

La logique floue a déja fait ses preuves dans de nombreux domaines d’applications (Gestion
de projet, traitement d’images, pilotage d’un systéme d’autofocus d’appareil photos, systéme
d’approche d’une station orbitale pour la navette spatiale américaine...). C’est une technique qui
peut s’avérer extrémment efficace dans certains cas, notamment, lorsque les processus auquels

on s’intéresse sont non linéaires.
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Notions élémentaires

Cette partie se limite & rappeler quelques définitions indispensables a la compréhension de
la méthode.

Définition 1.22 : Sous-ensemble flou Un sous-ensemble flou A de D est défini par une
fonction d’appartenance. Elle associe a chaque élément d de D, un degré 4 (d), compris entre

0 et 1, qui qualifie Uappartenance de d ¢ A.

¢
Définition 1.23 : Reégles floues: Une régle floue est de la forme:
Si (Vest A) alors (W est B) (1.101)
ot (VestA) est appelée prémisse, (WestB) est appelée conclusion.
¢

La combinaison de plusieurs régles floues forme une base de régles. Flle permet la construction

de modeéles flous. On distingue deux types de modéles flous:
— Les modéles de type Mamdani ot les conclusions des régles sont floues
— Les modéles de type Takagi-Sugeno ot les conclusions sont procédurales.

Les modéles rappelés dans ce mémoire sont de type Takagi-Sugeno. Pour plus de détails, le

lecteur est inviter a consulter [28].

Commande par contréleur flou

Bien que la logique floue posséde un champ d’application extrément vaste (commande,
classification, aide a la décision, bases de données imprécises,...), 'objectif ici est de présenter
les principes de base de la commande floue & base de modéles (Model Based Fuzzy Control
pour les Anglo-saxons) [28]. Un contréleur flou est un systéme & base de connaissances parti-
culier, utilisant un raisonnement en profondeur limité, dans une procédure de chainage avant
des régles (activation des régles par les prémisses). Une régle est activable pour une variable
d’entrée si cette variable a un degré d’appartenance non nul au sous-ensemble flou de la pré-
misse. On considére généralement ensuite une moyenne pondérée sur le résultat de ces régles

pour engendrer une décision finale. Les différentes étapes de fonctionnement du contréleur sont:

e Mise en forme des entrées, normalisation.
o Fuzzification.

e Mécanisme de décision.
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e Défuzzification.

e Dénormalisation des sorties.

En quelques mots, nous allons expliquer les termes de fuzzification et de mécanisme de
décision. La défuzzification est 'opération inverse de la fuzzification. La fuzzification permet
de transformer une grandeur mesurée sur le processus en un sous-ensemble flou. Le choix de la
forme des fonctions d’appartenance est arbitraire ou lié & ’expertise du probléme. Les formes
triangulaires sont les plus fréquemment utilisées. Le mécanisme de décision permet de calculer
le sous-ensemble flou associé & la commande.

Nous présenterons dans ce mémoire le deuxiéme modéle de contréleurs de Takagi-Sugeno. Pour

plus de détails sur le premier et le deuxieme modele, le lecteur pourra se réferrer a [28].

Deuxiéme modeéle de Takagi-Sugeno

Soit le systéme non linéaire autonome en boucle ouverte, avec les dimensions appropriées:
&= F(x,u) (1.102)

L’idée principale de ce modeéle flou et de ce contréleur de Takagi-Sugeno est d’utiliser la li-
néarisation du modéle non linéaire autonome et d’obtenir une loi de commande qui stabilise
localement le systéme en boucle fermée. Choisissons N couples de points (x;, ue;). Nous écri-

vons le nouveau systéme avec:

0 = — 20
SU = U — Uyg;
0T = & — T

La premiére étape est de linéariser ce systéme.
T = (A(l‘ei, Uer) (¥ — i) + Ba(wer, tei).(u — um)> (1.103)

avec A, By matrices Jacobiennes:

OF (xz,u OF (xz,u
A(xehuei) N (%) BT U= B2($6i7uei) N (%) BT U= (1104)
La i-éme régle s’écrit de la maniére suivante:
Ri :Sixg=LX" Alors & = (A(l‘ei, Uer).(x — 2q) + Ba(@e, ue).(u — ud)> (1.105)

ou:

e iR est la i-éme régle du modéle flou en boucle ouverte,
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o L. X" représente la i-éme région floue,
Il existe une expression générale pour la modélisation & base de régles pour le systéme en boucle

ouverte. Elle s’écrit de la facon suivante:
i = Z wi(:zjd) (A(l‘ei, Uer).(v — xq) + Ba(wei, ue).(u — ud)> (1.106)
avec w'(z4) degré normalisé de validité,

Dowia) =1 et wi(xd):%, (1.107)

p(aq) = min( HLXi(214) s FLXE (2q) == HLX} (204) )- (1.108)

Le modéle flou du contréleur est défini par un ensemble de régles RY construites a partir des

lois de commande vues précédement et calculées en (x4, uq) avec les N7 lois de commande:
Ri/ :Sixy=LX" Alors u = K(xer uer).(x — 2q) + uqg (1.109)

oil:

o R est la -éme régle du modéle flou en boucle ouverte,

o LX" représente la i’-éme région floue,

ou = K (e, uey).(x — q) + ug représente une loi de commande linéaire correspondant a la
i'-eme régle pour le couple de points (x4, uy) et construite a partir des N’ lois de commande
linéaires. Il est possible d’écrire aussi la forme générale du contréleur et par conséquent en
boucle fermée.

u = Z w' (@) (K (e, teir). (@ — 24) + ug) (1.110)

T = Z Z w'(xq). :L'd) (A(l‘ei, Uer) + Ba(wes, tei). K (e, uei/)> (2 —xq), (I.111)
avecz (xq) =1 Zw (4) —1etz (24q). Zw (4)

Il est possible d’ obtemr un modéle flou resultant d une partition floue de 'espace d’état et
d’une série de modéles linéaires obtenus par linéarisation. Ensuite en calculant une commande
pour chaque modéle linéaire, on peut construire une loi de commande floue globale pour com-
mander le systéme. Le probléme de la stabilité se pose alors et pour ’étudier, on peut faire appel

a quelques résultats obtenus en commande robuste. Mais les problémes suivants se posent:

— 'obtention d’un modeéle flou dépend des modéles linéarisés (nombre, point de linéarisation)
et ce modéle a une incidence directe sur les étapes suivantes. Il convient d’évaluer et de

guider les choix dans cette étape cruciale et si possible les systématiser.
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— Il faut développer les techniques d’étude de la stabilité avec un double objectif. Le premier
concerne 'analyse du systéme, commandé par une loi de commande obtenue a priori. Le
deuxiéme concerne la synthése d’une loi de commande qui en plus de la stabilité assure un
certain niveau de performance. Ce dernier point est intimement relié a quelques résultats

déja obtenus dans le cadre de la commande robuste.

La partie suivante a pour but de présenter les objectifs de notre travail qui se place justement

dans cette optique de commande multi-modéles.

.5 Problématique du mémoire

Nous explicitons dans cette partie quelles sont les motivations de cette thése en précisant
les objectifs en termes de modélisation pour les systémes non linéaires étudiés et en termes

d’analyse et de commande pour les systémes linéaires et non linéaires.

1.5.1 But recherché

Il s’agit de proposer une méthode systématique pour déterminer une séquence de lois de
commande robustes locales qui, pour un systéme non linéaire quelconque, le stabilise pour
toutes conditions initiales et qui assure un certain degré de performance. Ces lois de commande
doivent conférer au systéme bouclé non linéaire des performances. Comment? A partir de
critéres utilisables pour la commande des systémes linéaires continus. Par conséquent, il sera
nécessaire de passer & une représentation multi-modeles, chaque modéle sera linéaire continu
stationnaire et incertain. Un seul type d’incertitude, I'incertitude de type polytopique |6, 7],
sera considérée ici, bien qu’il soit possible d’étendre ces travaux en séparant le probleme du
choix de la représentation des incertitudes la mieux adaptée aux caractéristiques locales des non
linéarités. Le but devient donc de déterminer chaque loi de commande qui puisse placer sur les
systémes linéaires incertains les performances désirées tout en garantissant la stabilité robuste
de ces derniers. Comment obtenir les modéles linéaires incertains? Combien de modeéles faut-il
choisir? Est-il possible de le faire de maniére systématique? Sur quels genres de systémes non
linéaires pourrons nous raisonner?! Voila un ensemble de questions lesquelles feront partie de
nos investigations.

Le choix d’obtention des modéles est primordial. Comme nous ’avons vu précédement, la
linéarisation ot méme encore mieux le séquencement de gains apporte une premiére idée de
réponse. Dans ce cas, il serait intéressant de réfléchir sur le choix des points d’équilibre. est-
il possible que tous les systémes offrent des points d’équilibre atteignables? Quels sont les
moyens de les atteindre, de le déterminer de maniére systématique? Pouvons-nous créer des

points d’équilibre intermédiaires, pour atteindre le point d’équilibre final existant?
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Revenons a notre probléme de choix de points d’équilibre intermédiaires et sa systématisation,

en introduisant la notion de fonctions canoniques linéaires par morceaux (CPWL).

1.5.2 Introduction a la notion de fonctions canoniques linéaires par
morceaux (CPWL)

Les fonctions dites canoniques linéaires par morceaux (CPWLF) ont été proposées par Chua
et al. dans [16, 17, 19]. Nous présentons brievement ci-dessous leur forme.
Supposons une fonction continue f(z) avec z € IR"™: Iapproximation de f(z) par utilisation

des CPWLF s’écrit de la maniére suivante:

f(z) = f(2), = € R", (1.112)
flz)=a+ "2+ ) clalz =B, (1.113)

ot a, ¢;, B; € Ret b o € R

Les fonctions canoniques linéaires par morceaux peuvent nous apporter donc, de maniére sys-
tématique et judiscieuse, des nouveaux points permettant a la fois de déterminer des points
d’équilibre intermédiaires mais aussi des sous-ensembles d’espace d’état pour les modéles li-

néaires incertains.

Revenons enfin au probléme plus pratique de commande robuste des systémes incertains
polytopiques. Ceux-ci seront étudiées & partir d’inégalités matricielles linéaires (LMIs) en tenant
compte de critéres de performance tels que, les performances Hy, Ho, et localisation de péles
pour la famille de modéles linéaires incertains. Les synthéses proposées s’effectueront par retour
d’état statique et par retour de sortie dynamique avec 1'utilisation de deux solveurs d’inégalités
matricielles linéaires, LMILAB, solveur standard de MATLAB [36] et SEDUMI [92], logiciel libre,
utilisable depuis MATLAB et associé & une interface |78, 77, 66].

1.6 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, rappelé quelques outils de base de la commande pour les
systémes linéaires et non linéaires. Nous avons, en autre, présenté quelques méthodes d’étude
de stabilité pour des systémes non linéaires en montrant qu’il était difficile de déterminer la
stabilité avec une représentation mono-modéle. C’est pourquoi, trois approches multi-modéles
ont été décrites en présentant pour chacune, leur apports et les pistes & suivre. dans un soucis de
systématisation dans la recherche des points d’équilibre intermédiaires et des modéles linéaires

incertains, nous avons présenté les fonctions linéaires canoniques par morceaux (CPWLF). Ceci
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nous a conduit & la réflexion du nombre et de I’emplacement des points d’équilibres intermé-
diaires, et donc des modéles linéaires incertains. A partir de cela, nous avons également rappelé
quelques modéles d’incertitudes en précisant que 'incertitude polytopique sera celle de notre
travail et sur laquelle les solveurs d’inégalités matricielles linéaires (LMI), LMILAB [36] et SE-
DuM1[92], [78, 77, 66]. En conséquence, le chapitre I1 traite des fonctions linéaires par morceaux
en vue de 'obtention d’un modéle linéaire par morceaux et propose une approche autorisant
un choix judicieux et systématique de points d’équilibre intermédiaires pour la détermination
des modéles linéaires incertains polytopiques. Ceci nous a conduit & présenter au chapitre III,
I’analyse et la synthése de lois de commande robustes séquencées en tenant compte des critéres
de performance. Le chapitre IV est réservé aux applications de systémes non linéaires réels
avec une série de trois applications différentes et une synthése comparative avec des approches
multi-modeles (dont celles de ce chapitre) afin de situer I'approche proposée dans ce mémoire

et évaluer ses points forts et faiblesses.
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Chapitre Il

Approximation systématique de
systemes non linéaires

Dans ce chapitre, nous présentons 1’approche multi-modéle que nous avons choisie pour 1’étude
des systémes non linéaires. Dans un premier temps, nous donnons la définition d’outils de base
nécessaires pour présenter ’approximation systématique de systémes non linéaires en une fa-
mille de modéle LTI incertains. Les fonctions canoniques linéaires par morceaux sont a la base
de cette approche. Ces derniéres nous serviront pour approximer les systémes non linéaires
admissibles que nous définirons au préalable. A la suite des approximations des non linéarités,
nous rechercherons & déterminer un céne d’incertitude enveloppant les non linéarités. Ces cones
d’incertitude seront la base des modéles LTI incertains pour lesquels nous développerons dif-
férentes synthéses robustes locales en tenant compte de critéres de performances. Enfin, nous
terminerons ce chapitre sur des problémes liés & cette approche tels que le compromis entre la
précision de I'approximation des non linéarités et la complexité des expressions des approxima-
tions ou bien encore des systémes posant probléme (comportement de type non minimum de

phase par exemple).

“Reste devant la porte si tu veur qu’on te louvre. Ne quitte pas la voie si tu veux qu’on te
gutde. Rien n’est fermé jamais, sinon a tes propres yeux.”
[Farid Al Din Attar, Extrait de Langage des oiseauz|

41
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Chapitre Il. Approximation systématique de systémes non linéaires

1.1

Introduction

Nous allons considérer la classe des systémes non linéaires décrite par les équations d’état

suivantes et les remarques ci-aprés:

#(t) = f(o,u) + Biw + Bau x(tg) = a9

y(t) = Cex
I1.1
r = [ry29..2,)F € R" u = [uyug..u,]t € R” (IL1)
yeR! weR Vt>0
et
flz,u) = Ayx + Buh(x,u) (11.2)
vVt >0 '
avec ) )
h(C)
M) = B(O) = | hi(0) (1L3)
| ha(€)
tel que
{h,, .5 c RY o IR}, CeRY, Vr=1,.9.5t>0 (11.4)

On s’intéresse a la représentation d’état de type continu des systémes SISO ou MIMO.

Les systémes sont non linéaires en I'état et /ou en la commande en sachant qu’il existe une
ou plusieurs non linéarités dépendant d’une ou deux variables d’état et /ou de commande,
c’est-a-dire N = 1, 2. Nous ferons quelques remarques concernant les non linéarités a

N-arguments avec N > 2.

La partie linéaire du systéme peut étre décrite par une matrice dynamique non nulle et

incertaine de type polytopique telle que
A, € Dy, (11.5)

D4 étant le domaine incertain.

n

r € R",u € R", y € R? et w € IR' sont respectivement les vecteurs d’état, de
commande, de sorties mesurées et de perturbation. h(x(t),u(?)) représente la partie non

linéaire du systéme.
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Ce chapitre est consacré & I’approximation de systémes non linéaires du type II.1 - 1.4 par une
famille de systéemes LTI incertains polytopiques en utilisant ’algorithme développé dans [64].
Nous appellerons cette approche, ’approche CPWL car elle nécessite I'utilisation des fonctions
canoniques linéaires par morceaux (CPWLF) [18, 58] introduites dans la problématique du
chapitre I. Cette approche se justifie par les deux points principaux suivants: la systématisation
et le choix judicieux de points d’équilibre intermédiaires. La difficulté premiére du séquencement
de gains est la détermination des points opérationnels ou points d’équilibre intermédiaires:
I’approche CPWL permet grace a ’approximation canonique linéaire par morceaux de fixer des
points d’équilibre intermédiaires, c¢’est-a-dire non uniformément répartis mais la o la dérivée
est la plus importante. La deuxiéme caractéristique de "approche CPWL résulte en partie a
la détermination des points d’équilibre et consiste en & la systématisation totale de ’approche.
Cette systématisation est pas possible pour des approches présentée dans le chapitre I. Nous
détaillerons ce deuxiéme point fort dans les chapitres suivants.

Ce chapitre est organisé comme suit: dans la section suivante, des outils de bases concernant les
fonctions PWL et CPWL sont introduits. Puis, nous développerons ’algorithme de ’approche
CPWL qui constitue un des résultats principaux de ce chapitre. Cet algorithme est composé
de quatre étapes, chacune décrite en détail. Enfin, nous exposerons quelques problémes liés a
I'utilisation de cette approche comme la précision des approximations des non linéarités, les
systémes ayant un comportement & non minimum de phase et les non linéarités dépendant de

plus de deux arguments.

[1.2 Qutils de base

Une fonction linéaire par morceaux (PWL) du modéle de Chua et Kang [18, 58] est définie

comme suit:

Définition II.1 : Fonction PWL: Une fonction f : S C IR" — IR™, ot S est un domaine

compact, est une fonction PWL si et seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites:

~ Le domaine S correspond & un nombre fini N de régions polyhédrales P telles que

N
S = U PY et par un ensemble fini de frontieres H;

=1
H ={H; c S,i =1,...N'}, (11.6)
telles que chaque frontiére de région est un hyperplan de dimension (n — 1) défini par
H = {2 € R": m(2) = al'2 — 3; = 0}, (11.7)

avec o; € IR", 3; € RYi=1,...,N'.
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~ L’expression de f est décrite de la maniére suivante:

f(i)(z) = JOz 4+ ), (11.8)
pour tout = € PO et on JO € IR™™ est la matrice Jacobienne de la région PO et
w? € IR™.

— f est continue pour chaque frontiére entre deux régions, c¢’est-a-dire,
JOz 4wl = JW 4 p® (11.9)
pour tout z € PO () P,
¢

Cette formulation n’est pas assez explicite [52, 95| pour notre approche, ¢’est pourquoi,
nous allons a présent décrire la représentation dite canonique linéaire par morceaux, développée
également par Chua et Kang [18, 58], représentation qui sera plus intéressante pour arriver a

une systématisation.

Définition I1.2 : Fonction CPWL: Une fonction canonique linéaire par morceaux (CPWL):

f IR" — IR™ est une fonction qui peut se représenter par

f(2) = a+ bz + Zcﬂa?z — B, (11.10)

=1

ota,c; € R*", b€ R"", a; € IR" et 3; € R,Vi=1,...,0.

Remarque I1.1 : [] est possible de représenter une fonction PWL f : IR — IR définie par
flz) = JE 2 (11.11)
par une fonction CPWL f : IR — IR

f(z) = a+ bz + Zcﬂz — B4l (IL.12)

avec les dimensions appropriées (o; = 1).
Le passage a la représentation canonique linéaire par morceauz est effectué grice au théoréme

suivant (pour une fonction scalaire):

Théoréeme I1.1 : Une fonction PWL scalaire ¢ o + 1 hyperplans et 31 < [Py < ... < (B, peut
étre représentée de maniére unique par ['expression suivante:

f(z) = a+ bz + Zcﬂz — Bil, (I1.13)



I1.2. OQutils de base 45

ot a, b, ¢; et B; € IR sont calculés par:

b= (JO — J0))/2
¢ = (JO — Ji=y/2 =1 .0

(11.14)
a = f(0) =)l
=1
O
Preuve : Voir [18, 19/
|
Exemple I1.1: Soit une fonction f(z) linéaire par morceaux définie par trois hyperplans (o =
2), avee By = —1, By = 1 el caractérisée par les parameétres J© = J@ = 1, JO = 1,
w® =2, wl) = 0 et w? = —2. Les trois régions sont:
1 f(z) =2+ 2,¥Vz € PO =] -0, —1]
2. f(z) = —z,¥Vz € PMY =]-1,1]

3. f(z) =2z —2,Vz € P@ =]1, o0

La fonction linéaire par morceaux peut s’écrire aussi:

f(z) = a+ bz + Zcﬂz — Bil, (IL.15)

ot a, b, ¢; et B; € IR sont calculés par:

b= (JO — J2)/2 =1

o = (JO — JOy/2 = —1

o= (J® - JW)2 =1 (11.16)
2

a = f(0) =) alf =0
=1

d’ou
flz) =2 — |z +1] 4+ |2 = 1 (11.17)

&

Pour les équivalences entre les différentes expressions de fonctions f : IR" — IR et f : IR" —
IR", le lecteur pourra consulter [19].
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Une fonction CPWL f : R" — IR™ posséde une partition si son domaine S5 C IR" est

partitionné par ¢ hyperplans de dimension (n — 1)
afz — B =0, (IL18)

avecoy, € R"et 5, € R, Vi=1,...,0.
En vue d’une utilisation plus approfondie des fonctions PWL et plus particuliérement des

fonctions CPWL, nous donnons la définition suivante:

Définition I1.3 : Points de cassure: Une fonction CPWL f : IR — IR

f(z) = a+ bz + Zcﬂaiz — Bil, (11.19)

=1

ot a, b, ¢; et B; € IR admet o points de cassure z; tels que

¢

Remarque I1.2 : [] existe d’autres formes de représentations pour décrire des fonctions. Nous

pouvons citer:

~ Le modele de Giizelis [45], [52] qui est décrit par Uexpression canonique suivante:

f(2) =a+ B2 + Zbﬂa?z + 5i] + ch & + ’)/]TZ + Zdﬂa?z + 6| (11.21)
=1 7=1 =1

qui utilise deux types d’hyperplans, les hyperplans standards (H;) et les hyperplans PWL

(C;)

H; = {z CR :alz+ 3 =0,i= 1,2,...,5} (11.22)
C; = {Z €eR":®;(2) =0, = 1,2,...,p} (11.23)
tels que
®i(z) = 6 + 7]z + Y dilalz + Bil. (11.24)
=1

avec les dimensions appropriées.
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~ Le modele de Kahlert et Chua [5]], représenté par

4 8742

flz) = A+ B2+ ) fi(z) Z > g (I1.25)
i=1 j=1 k=3

fi(z) = ¢'la'z + B (11.26)

a?km(aﬁz - ﬁjl)‘ + a]k ]2(aj2TZ - ﬁh)‘

g () = 5j,jk{‘

- ‘“iwﬁ( ol s = §7) + |, (0% 2 — 6”)‘ ‘} (11.27)

avec les dimensions appropriées.

— La représentation High Level CPWL développé par Julian. Cette représentation utilise
une partition “simplicielle”([52]) pour représenter toute la famille des fonctions PWL.

Pour plus de détails sur ces diverses représentations de fonctions PWL, le lecteur pourra consul-

ter les travaux [45], [52] et [54].

A

L’intérét de ces fonctions CPWL vient de la systématisation de I’écriture d’une fonction.
Donc, pour des fonctions représentant des non linéarités d’'un systéme non linéaire, nous re-
chercherons a les approximer par des fonctions canoniques linéaires par morceaux. Pour cela, il

est nécessaire de présenter le théoréme suivant [52].

Théoréme I1.2 : Approximation: Toute fonction [ continue définie sur un domaine compact
S C IR" peut étre approximée par une fonction CPWL f

f(z) = f(z) = a+ b2+ ) elalz = B, (11.28)

=1

avec une précision arbitraire donnée et a, ¢; et 3; € IR, b et a; € IR".

On peut alors formuler le probléme suivant:

Probléme I1.1: Soit une fonction continue f : S — IR avec S C IR" représentant un
domaine compact. Pour un nombre o d’hyperplans fixé, il faut déterminer Uapprozimation f de
f telle que

]E(e*v Z) =da + b7z + ZCHOJTZ o 62*|7 (1129)

=1
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ou

0 = [a*, b, ¢, e ot Lot By BT (11.30)

A o] o

est l’ensemble des parameéetres optimaux qui minimise le critére d’erreur suivant

J=) (f(zﬁ) - f(aﬁ,zﬁ)> vz, € S. (I1.31)

R

et ot la variable z est discrétisée (z,).
A

Ce probleme peut étre résolu en appliquant la version de 1’algorithme de Newton-Gauss

suivante:

{ Oip1 = 05 + Pay1 Ve, (11.32)

Pl = AP7 4+ V. Vg,

ol

e(zx) = F0rs 2) — fl20), (I1.33)

La matrice P, est calculée & 1’aide de la récurrence suivante

Poy1 = A7 — (A 4 72) ' PVo V') Py (11.34)
avec
Ve = VPN (I1.35)
et Vo, défini par:
Vo, = [1 Zky |O‘? Zr T 51,{| - 7|O‘THZH - 60H|7

C1. %, Slgn(al Zr ﬁl ) )
co.2rsign(al 2. — B,.),
—C1, Slgn(al 2 — Bia)s e
—co.sign(al z. — B, )"
L’étape d’initialisation pour ce probléme est une phase importante pour la convergence de

I’algorithme. Cette étape est détaillée dans I'annexe A.
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1.3  Algorithme général [64]

Dans tout ce qui suit, nous allons considérer les systémes non linéaires autonomes. Nous
allons présenter les grandes lignes de ’algorithme que nous avons développé au cours de cette
thése pour la classe des systémes non linéaires considérés. Par la suite, chaque étape sera
détaillée et nous allons considérer 1’exemple du moteur & courant continu [64] pour illustrer
I’algorithme. I’algorithme se décompose en quatre étapes:

Algorithme I1.1:

— Etape 1: Approvimation du systeme non linéaire par un systéme linéaire par morceaux.

— Etape 2: Obtention de la famille de modéles linéaires incertains de type polytopiques
valables localement dans un domaine de ['espace d’état.

— Etape 3: Synthéses des lois de commande robustes locales pour tous les modéles linéaires
incertains locauz.

— Etape 4: Obtention de la loi de commande globale par séquencement de lois de commande
robustes locales.

*

11.3.1 Modéle linéaire par morceaux

Exemple 11.2: Soit le moteur a courant continu défint par les équations suivantes et les
valeurs numériques de [64]:

0= w
. F K.,
w = 7¢i+ N (11.36)
i K. R[_I_l n 1t h(0)
= Lw L Lu Lan

Le vecteur est composé de trois variables:

r = [Qwl]l = [z, 29 23]"
ou B, w et I sont respectivement la position angulaire, la vitesse angulaire et le courant d’induit.
La sortie mesurée est la position angulaire. L’inertie est représentée par J et Uincertitude de la
matrice dynamique A, porte sur cette variable:

J = Jy £ AJ,, avec J, = 0.05K g.m* (11.37)

Le fait d’avoir une incertitude sur l'inertie permet d’imaginer ce moteur a courant continu
soumis a une variation de couple, d’inertie.

En réécrivant le systéme sous la représentation I1.1 - 1., nous obtenons:
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y(t) = Cex
I1.38
v € R uwuelR (1L.38)
y € IR, Vi >0
el
flz) = Ayz + Buh(x)
II.
S )
avec
{ h(z) — h(¢) = hi1(¢) = tanh(xy) (11.40)
tel que
{m LS = [-10,10] € R JR}, Vi >0 (I1.41)
Les matrices précédemment citées valent:
0 1 0
F K 0
A, = = — | B, = (1) (11.42)
, Ke R L
I I L
0
0 _
Bu=| Y 0y = (1 0 0) (I1.43)
L
&

Dans 'expression I1.1 du systéme non linéaire, nous considérons que la matrice A, peut étre
incertaine. Dans tout ce mémoire, notre étude se bornera aux incertitudes polytopiques [6]. Par
conséquent, 'incertitude polytopique de A,, est définie telle que la matrice A, appartienne a

un domaine polytopique Dy, telle que

7=1 Jj=1

ol v représente le nombre de sommets du polyeédre Dy, .

Exemple I1.3: Dans le cas du moteur & courant continu, la matrice dynamique A, est
incertaine a deur sommets.

&
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A présent, il nous faut approximer la partie non linéaire h(x,u) du systéme I1.1. Pour cela,

nous

allons traiter plusieurs cas possibles:

h(x,u) est composée d’'une seule non linéarité dépendant d’'un seul paramétre (variable
d’état ou commande) et h(x,u) est définie sur un domaine S, h : S C R — R,

h(x,u) est composée de plusieurs non linéarités dépendant d’un seul parameétre (variable
d’état ou commande) et chaque non linéarité h,(x,u) de h(x,u) est respectivement définie

sur un domaine S,, h, : S, C IR — R, l'indice r représente I'indice des non linéarités

(r=1,..,7),

h(x,u) est composée d’une seule non linéarité dépendant de deux paramétres (variable
d’état et/ou commande) et h(z,u) est définie sur un domaine S, h : S C R* — R,

h(x,u) est composée de plusieurs non linéarités dépendant de deux parameétres (variable
d’état et/ou commande) et chaque non linéarité h,(x,u) de h(x,u) est respectivement
défini sur un domaine S,, h, : S, C IR* — IR, l'indice r représente l'indice des non

linéarités (r = 1,...,7),

h(x,u) est composée d’une ou plusieurs non linéarités dépendant de N parameétres (va-
riable d’état et/ou commande) avec (n + m) > N > 2 et h(x,u) est défini sur un
domaine S, c’est-a-dire, h : S ¢ RY — R.

Chaque partie suivante sera intitulée par le nombre de non linéarités de I1.1 (Mono ou Multi

non linéarité(s)) et le nombre de parametres ou arguments associés a ces non linéarités (Mono,

bi ou N argument(s)).

Non

linéarités - Mono argument

Nous allons considérer les non linéarités dépendant d’un seul argument. Soit le systéme non

linéaire décrit par II.1 - I1.4. Chaque non linéarité est définie sur un domaine compact. Le

vecteur des non linéarités s’exprime par

h(¢) = h,kg") Vr =1,..7. (11.44)

D’aprés le théoreme 1.2, nous pouvons directement exprimer les approximations de h,.(() par
autant de fonctions CPWL h,.(¢) décrites par

he(C) = he(Q) = ar + b5 + ) ¢y,

=1

a;, ¢ — B,

, Vr=1,...,7, (11.45)
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a une précision arbitraire prés et avec a,, ¢; , b, et o;, € R et calculés en résolvant le probléeme

IT.1.
Remarque I1.3 :

— Le nombre d’hyperplans o, peut étre différent d’une non linéarité a une autre.

— La multiplicité des non linéarités va engendrer une augmentation importante du nombre

des hyperplans et donc du nombre des points de cassure et des points d’équilibre intermé-

diaires.
A
Exemple I1.4: Soit la non linéarité du moteur a courant continu:
hi(xy) = tanh(x
(@) (1) (11.46)
VE>0, €85 = {[—10, 10]} cR

On note lapprozimation de hy(x1) par hi(x:). Les figures II.1 décrivent respectivement

la non linéarité et son approximation pour le nombre d’hyperplans o = 5. Les vecteurs des
parametres initiaux 6y, = |0, ... ozl, ey Oy By ey 35T et finaux
0; = [a*, 0T, ;. s, ot o axt, By, .., B3] sont les suivant:

005 == [0,...,0[1,...,0[5, ﬁl,...,ﬁg,]T (1147)

0o, = 000000011111 —6.75 —2.51.75 6. 10.25]7

0; = [a*, b7, ¢, o0t a6y BT (I1.48)

0 = [—0.0294 0.0030 0.0033 0.2530 — 0.2757
— 0.0036 0.0029 1.4643 1.3217 1.2131 1.3767
1.0197 —5.6440 — 1.9012 1.7449 5.3069 10.2167]7

Pour o = 20 hyperplans, nous trouvons 62 paramétres qui caractérisent approximation de
la non linéarité hy(xy) (pour o =5, le nombre de parametres vaut 17). L’approximation pour

o = 20 hyperplans est décrite sur la figure 11.2.
&

Remarque I1.4 : Nous pouvons d’ores et déja observer sur les figures 1.1 et 11.2 que la
précision de Uapproximation dépend du nombre d’hyperplans choisi, et par conséquent, il existe
un compromis entre la complexité et la précision de U'approximation. Cette observation sera

discutée dans la derniére partie du chapitre.
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Non linearite & approximation Erreur d'approximation

Erreur

-0.151
15 L L L L L L L L L ] ~02 L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X1 X1

FiG. 1.1 — Approzimation et erreur pour la non linéarité tanh(x,) avec

5 hyperplans

Non linearite & Approximation Erreur d’approximation

f(x1)
Erreur
o
2

-0.01

-0.02

-0.03

15 L L L L L L L L L ] —0.04 L I L L I I L L
~10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

FiG. 11.2 — Approzimation et erreur pour la non linéarité tanh(x,) avec

20 hyperplans

Non linéarités - Bi arguments

Soit le systéme non linéaire décrit par I1.1 - I1.4. Chaque non linéarité est définie sur un

domaine compact. Le vecteur des non linéarités s’exprime par

h(¢) = h,,‘(ge) Vr =1,..7. (11.49)




54 Chapitre Il. Approximation systématique de systémes non linéaires

D’aprés le théoreme 1.2, nous pouvons directement exprimer les approximations de h,.(() par
autant de fonctions CPWL h,.({) décrites par

T
a; o — Bi,

he(¢) = he(¢) = a, + b/ ¢ + Zcir , Vr=1,...,7, (11.50)
=1

4 une précision arbitraire prés et avec a,, ¢;, et 3;, € R, b, et a;, € IR? et calculés en résolvant

le probleme II.1.

Remarque I1.5 : Soit deux non linéarités mono-argument (leur argument est différent). Sup-

posons la partie non linéaire de I1.1 décrite par

h(C) = hi(x1) + ho(z2)
hy s S, C R R,

hy : Sy C IR — IR,

Yt >0

(IL51)

Nous pouvons approximer la partie non linéaire h(() soit en considérant h(¢) comme deux non
linéarités mono-arqument, soit comme une non linéarité bi-arguments. La premiére possiblité
permet la décomposition de non linéarité bi-arguments en non linéarités mono-arqument quand
cela est possible, mais le nombre de paramétres est plus important que pour la seconde possibilité
et le nombre de points de cassure augmente par la méme occasion. Soit ['approzximation des non

linéarités mono-arqument:

he(C) = he(Q) = @ + 0,0 + Y eilai ¢ = Byl ¥r = 1,2 (11.52)
=1
Supposons que oy = o9 = o. Le nombre de paramétres est défini par
P =p+ p2 (11.53)
avec
pir =1+ + (2 + np)oy
p2 =1+ np, + (2 + npy)o (11.54)

Npy, = Np,y =1

avec np, el ny, le nombre respectif d’argument dans hy et hy. Le nombre de paramétres est égal
ap =44 60.Silon considére h(¢) comme une non linéarité bi-arguments, Uexpression de

Uapproximation est, avec les dimensions appropriées,

h(C) = h(() = a + b7¢ + ZC¢|%TC — Bl (11.55)
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et le nombre de paramétres vaut

{ P = I+ Nhy+hy T+ (2 + nh1+h2)a

I1.56
Nhi+hy, = 2 ( )

d’ot, le nombre de parameétres est égal a p = 3 + 4o. Par conséquent, suivant ['expression des

non linéarités, il faudra choisir 'une ou 'autre possibilité.

Mono/Multi non linéarités - N-arguments

Remarque I1.6 : Nous allons faire seulement des remarques sur cette généralisation car l’étape
de l'obtention de la famille de modeles LTI incertains polytopiques n'a pas été résolue pour une
non linéarité N-arguments.

Soit le systéme non linéaire décrit par I1.1 - 11.4. Chaque non linéarité est définie sur un do-

maine compact. Le vecteur des non linéarités s’exprime par

h(¢) = hréﬁ) VYr =1,..,7. (11.57)

D’apres le théoréme 11.2, nous pouvons directement exprimer les approximations de h.(C) par

autant de fonctions CPWL h,(() décrites par

R(Q) = Q) = ar + 87¢C + 3 eqlal¢ = B,

=1

, Vr=1,...,7, (11.58)

a une précision arbitraire prés et avee a,, ¢;, et 3 € IR, b, et oy, € RN aveen4+m > N > 2

et calculés en résolvant le probléme 11.1.
A

Pour conclure sur cette étape, nous nous sommes focalisés sur I’approximation du systéme
non linéaire II.1, c¢’est-a-dire nous voulions déterminer d’une maniére systématique un modéle
linéaire par morceaux. Les fonctions CPWL nous ont permis de déterminer des points particu-
liers qui sont les points de cassure. Ils seront utiles pour délimiter les domaines de validité des

modéles LTTs incertains dont la détermination est décrite dans le paragraphe suivant.
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11.3.2 Modéles linéaires incertains polytopiques

Nous allons considérer les systémes non linéaires 11.1 - I1.4 avec des non linéarités mono-
arguments et /ou bi-arguments (N = 1,2). Soit le modéle linéaire par morceaux suivant déter-

miné a ’étape 1. a partir du modele 11.1 - 11.4.

i(t) = f(x,u) + Biw + Bau x(tg) = a9
y(t) = Cex
I1.59
r = [ry29..2,)F € R" u = [uyug..u,]t € R” ( )
yeR! weR Vt>0
et _ _
flz,u) = Ayx + Buh(x,u)
II.
A oo
avec o )
hi(C)
h(¢) = | h(C) Vr=1,..,7. (11.61)
[ A (C) ]
tel que
{Er .S, ¢ RY i—>]R}, CERV, N = 1,2, Vr = 1,..7, ¥t > 0 (11.62)

L’approximation de chaque non linéarité h,(() permet de déterminer automatiquement les
points de cassure définis dans le paragraphe “Outils de base”. Pour chaque non linéarité, les

points de cassure s’expriment par ’égalité suivante:

ol ( =B, =0, Vi=1,.,0.+1, Vr =17 (11.63)

Comme nous 'avons mentionné précédemment, ces points de cassure seront les limites du
domaine de validité de chaque modéle LTT incertain polytopique. Dans chaque domaine de vali-
dité, le modéle linéaire par morceaux est tout simplement LTI. Pour effectuer un séquencement
de modeéles, il faut mettre en place des points opérationnels atteignables qui permettent de fixer
une trajectoire pour le systéme. La maniére la plus simple de déterminer ces points d’équilibre
intermédiaires est de les considérer comme le centre du domaine de validité. Ceci est illustré

sur la figure I1.3:

{ BP;: Point de cassure ¢ (Break Point) (11.64)

T P;: Point d’équilibre intermédiaire ¢ (Trim Point)
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n&y n&)

@]

Point d’équilibre

Hyperplan

Point de cassure

Non linéarité

Lo

FiG. 11.3 — Points de cassure et points d’équilibre intermédiaires

Nous noterons respectivement les points de cassure et les points d’équilibre intermédiaires
de la maniére suivante. Si le systéme non linéaire étudié est composé de plusieurs non linéarités,
par BP/ et TP/, ¢ représente 'indice du point d’équilibre et r celui de la non linéarité. S’il
existe une seule non linéarité, alors nous omettrons I'indice r de la non linéarité.

Les points de cassure BP! sont déterminés a partir de "approximation CPWL de chaque

non linéarité d’aprés la définition I1.3
ol ( =B, =0, Vi=1,.,0.+1, Vr =17 (11.65)
Compte tenu de ces notations et de ces remarques, nous procéderons comme suit.

— Un point d’équilibre intermédiaire sera déterminé comme le centre du domaine de validité

de chaque hyperplans délimité par BP! et BF!_,, soit

rpr = PP+ BE

y 5 NVi=1,..,0.4+1, Vr=1,...7. (11.66)

— Les points d’équilibre limitrophes dans S, seront étre déterminés en utilisant les limites

des domaines S,.

— Un sous-ensemble de I'espace d’état est définis a partir de deux points de cassure consé-
cutifs et sera considéré comme de domaine de validité ou région d’attraction du modéle

LTI correspondant.

— Lors d’une régulation, le point final sera considéré (artificiellement) comme un point

d’équilibre.
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Exemple I1.5: Soit une non linéarité mono-argument illustrée partiellement sur la figure
I1.4.a. Il existe un sous-ensemble de l'espace d’état délimité par les points de cassure BP; et
BP;y.

A partir de Uapproximation de la non linéarité et de ses paramétres, il est possible de détermi-
ner les modeéles linéaires incertains tels que, dans chaque domaine de validité, la non linéarité
est incluse dans un cone d’incertitude. Sur Uexemple de la figure I1.4.a, le cone d’incertitude
est constitué de deur hyperplans de dimension 1 et ["on retrouve la notion de non linéarité de

secteur mais au niveau local. Ce cone d’incertitude est représenté par la zone hachurée et noté

{Cj’ U 0;}.

G hG)

Fig. 11.4 — Cénes d’incertitude

&

Exemple I1.6 : La figure 11.4.b illustre le cas d’une non linéarité bi-arquments. Le cone d’in-
certitude est composé de deux hyperplans de dimension 2.

&

Que ce soit dans le cas de non linéarités mono-argument ou de non linéarités bi-arguments,
il faut penser a la construction de ces hyperplans pour chaque non linéarité. Nous présentons
dans ce qui suit les deux problémes correspondant a la construction de ces cénes d’incertitude
dans le cas de non linéarités mono-argument et celui de non linéarités bi-arguments respective-
ment.

Probléme I1.2: Non linéarités - Mono argument
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Soit le systéme linéaire par morceaux [1.59 - I1.62. Le probléme est de déterminer systé-
matiquement les hyperplans, de dimension 1 dont les expressions sont HP(() = d{ + e avec
d, e € IR pour chaque point d’équilibre de chaque non linéarité, Vr € [1, v],Vi € [1, o, + 2],

de telle sorte que

1.

Ve erPL, TPL), h(¢) e {erruar] (1L.67)

reL, e {or) e rpy, e {ort) (IL68)

3. Le cone d’incertitude {Cf"' U Cf_} soit minimal.

Probléme I1.3: Non linéarités - Bi arguments

Soit le systéme linéaire par morceaux 11.59 - I[1.62. Le probléme est de déterminer systéma-
tiquement les hyperplans, de dimension 2 dont les expressions sont HP(() = d'¢ + ¢ avec
d € IR* et ¢ € IR pour chaque point d’équilibre de chaque non linéarité, ¥r € [1,~4],Vi €
[1, o, + 2], de telle sorte que

1.

Ve erPL, TPL), h(¢) e {erruar] (11.69)

TP, € {0;—} et TP, € {C{*} (11.70)

3. Le cone d’incertitude {Cf"' U Cf_} soit minimal.
A

Les deux paragraphes suivants expliquent comment on peut résoudre ces deux problémes.
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Non linéarités - Mono argument

Soit le modeéle linéaire par morceaux I1.59 - I1.62 déterminé a 1’étape 1. On peut appliquer

I’algorithme suivant:
Algorithme I1.2:

1. Pour toutes les non linéarités h, (r = 1,...,v) de I.1 - I.4 approximé par 11.59 - 11.62,

10.

11.

12.

15.

faire

Pour tous les points d équilibre intermédiaires TPF (1 = 1,...,0,+2) de h,, faire,

Calcul des points TP, TP et TP!,.
Calcul des points h,(TP/_,), h,(TP]) et h.(TPl).

Calcul de Uhyperplan H Pyy tel que HPyy passe par (TPl 5 h (TP ) + e11)
et par (T'P’; h.(TPT)).

Calcul de Uhyperplan H Pyy tel que H Py passe par (T'P_;; h.(TP_;) — €12)
et par (T'P’; h.(TP!)).

Calcul de Uhyperplan H Py tel que H Py passe par (TPl ; h (TPl ,) — ¢21)
et par (T'P'; h.(TP!)).

Calcul de Uhyperplan H Py tel que H Pyy passe par (TP 5 h.(TP!_|) + €22)
et par (T'P'; h.(TP!)).

A partir des 4 hyperplans {H Py, HPi5, HPy, HPy,}, déterminer une
combinaison C (voir figure 11.5) possible de 2 hyperplans parmi 4 tel que cette

combinaison C forme le cone d’incertitude minimal et tel que
VCErPL, TR, h() e {ertu e (IL71)

rey e {orb ey, e {or) (IL72)

St aucune combinaison C d’hyperplans ne correspond auz conditions, alors

Incrémenter €11, €12, €21 ou €33 correspondant a Uhyperplan responsable

de l'échec:

€s = €s + A, VE,s = 1,2, avec A fixé. (11.73)

Retourner en 3.

St ¢;5 a atteint une borne maximale fixé, alors



I1.3. Algorithme général [64] 61

14

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

Fin

Incrémenter le nombre d’hyperplans o,

o, = o, + 1. (11.74)

Retourner a létape 1 de lalgorithme I1.1.
Fin
simon
Mémoriser la combinaison d’hyperplans pour le point d’équilibre T P;.
Initialiser €11, €12, €31 €t €33.
Retourner en 2.

Fin

Maintenant, traitons le cas de non linéarités bi-arguments.

Multi non linéarités - bi arguments

Soit le modeéle linéaire par morceaux I1.59 - 11.62 déterminé a 1’étape 1. L algorithme est le

suivant:
Algorithme I1.3:

1. Pour toutes les non linéarités h, (r = 1,...,v) de Il.1 - I} approximé par 11.59 - 11.62,

faire

Pour tous les points d’équilibre intermédiaires TP (1 = 1,...,0,. + 2) de h,, faire,

Caleul des points T'P/_,, TP et TP/ ,.
Calcul des points h,(TP/_,), h,(TP]) et h.(TPl).

Calcul de Uhyperplan H Pyy tel que H Pyy passe par (TPl q; h (TPl ) + €11)
et par (TP’; h,(TP)),
et tel que ['intersection de cet hyperplan avec Uhyperplan tangent en T P! est

perpendiculaire au vecteur porté par TP et TP,
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I1.5 — Combinaison C des 4 hyperplans
{HPll, HPlz, HPQl, HPQQ}.’ dans ce cas C == {HP127HP21}-

Calcul de Uhyperplan H Pyy tel que H Py passe par (T'P_;; h.(TP_;) — €12)
et par (T'P'; h.(TP!)).

et tel que ['intersection de cet hyperplan avec Uhyperplan tangent en T P! est
perpendiculaire au vecteur porté par TP_jet TP/ |,

Calcul de Uhyperplan H Py, tel que HPyy passe par (TP 5 h (TPl ) — e21)
et par (TP; b (TPL)),

et tel que ['intersection de cet hyperplan avec Uhyperplan tangent en T P! est
perpendiculaire au vecteur porté par T'P/_ et TP/ .

Calcul de Uhyperplan H Py tel que H Py passe par (T'P_y; h.(TP_;) + €22)
et par (T P75 h (T F])),

et tel que Uintersection de cet hyperplan avec Uhyperplan tangent en T'P! est
perpendiculaire au vecteur porté par T'P/_ et TP/ .

A partir des 4 hyperplans {H Py, HP15, HPyy, HPy}, déterminer
une combinaison C (voir figure 11.6) possible de 2 hyperplans parmi j tel que
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10.

11.

12.

15.

14

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23. Fin

cette combinaison C' forme le cone d’incertitude minimal et tel que
Ve erPLL TP k(o) e {arru ) (1L.75)

TP, € {C;“—} et TPL,, € {C{’*} (1L.76)

St aucune combinaison C d’hyperplans ne correspond auz conditions, alors

Incrémenter €11, €12, €21 0ou €29 correspondant a Uhyperplan responsable

de l'échec:

€s = €5 + A, Vs = 1,2, avee A fixé et A > 0. (11.77)

Retourner en 3.
St ¢;5 a atteint une borne maximale fixé, alors

Incrémenter le nombre d’hyperplans o,

o, = o, + 1. (11.78)

Retourner a létape 1 de lalgorithme I1.1.
Fin
simon
Mémoriser la combinaison d’hyperplans pour le point d’équilibre T P;.
Initialiser €11, €12, €31 €t €33.
Retourner en 2.

Fin

Fin
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he) o h)
RO

40)

Fia. [1.6 — Combinaison C des 4 hyperplans
{HPll, HPlz, HPQl, HPQQ}.’ dans ce cas C == {HP127HP21}-

11.3.3 Syntheéses robustes locales

Pour effectuer la synthése robuste locale des systémes linéaires incertains, nous avons utilisé
I’approche quadratique de Lyapunov. Aussi, pour des questions de performances (rejet de per-
turbation, régime transitoire...), nous incluons un critére tel que la minimisation d’une norme
H; ou H,, ou un placement de poles. La synthése des lois de commande se fera par résolution
d’inégalités matricielles linéaires (LMIs) [11].

Les modeéles LTTs incertains suivants s’écrivent de la maniére suivante:

l’(t) = A”(l'(t) — l’ei) + Buw + Bgzk(u(t) — uei) l’(to) = Xy

y(t) = Cai(e(t) — wai)

Vi=1,. N, Vj=1,.. N, Vk=1,.,M (I1.79)
v = [ry29..2,)F € R" u = [uyug..u,]t € R”

ye R weR Vt>0

avec (¢, ue;) représentant le point d’équilibre intermédiaire i. Les matrices dynamique et
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de commande de chaque modéle LTI incertain I1.79 n’ont pas forcément le méme indice de
sommets: cela dépend de des arguments des non linéarités. I.’indice j correspond aux sommets
de la matrice dynamique et 'indice r correspond aux sommets de la matrice de commande.

Pour un retour d’état, les lois de commande s’écriront
u(t) = w; + Li(x(t) — xy) Vi=1,..., N (11.80)
et pour un retour de sortie dynamique,

T.(t) = Asz(t) + Bu(y(t) — yei),
Yei = Coiei, (IL.81)
u(t) — ue = Cua(t)Vi=1,..., N

Le nombre de modeéles LTI incertains polytopiques N~ dépend du nombre d’hyperplans et
du nombre de non linéarités: Soient v le nombre de non linéarités (r = 1,...,7) et o, le nombre
d’hyperplans pour "approximation de la non linéarité r. Alors, le nombre de modéles obtenu

est calculé par
-

N =S 4 1) 41 (11.82)
r=1

De la méme maniére que précédemment, le nombre de sommets de chaque modéle LTI incertain
polytopique est directement lié au nombre de non linéarités. Comme nous recherchons un céne
d’incertitude (une combinaison C de 2 hyperplans parmi 4) pour chaque point d’équilibre
intermédiaire, alors le nombre de sommets est défini par des puissances de 2. Soient ¥y et 9
les nombres de non linéarités dépendant respectivement des variables d’état et des commandes
telles que

Y<m+ (11.83)

Alors, le nombre de sommets de la matrice de commande de 11.79 est donnée par
M =27 (11.84)

Pour la matrice dynamique, il faut intégrer que la matrice A, de I1.59 - I1.62 peut étre incertaine
(polytopique) a v sommets. Par conséquent, le nombre de sommets de la matrice dynamique
de I1.79 est donnée par

N =2 (11.85)

Donc, l'incertitude polytopique est telle que la matrice A;; de I1.59 - 11.62 (pour le modele
i) appartienne a un domaine de type polytopique:

N N
Aij € DAU L= {A” . Aij = Z(S]‘Aij, (S]‘ 2 0, Z(S] = 1} (1186)
=1 7=1
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oit N représente le nombre de sommets du polyédre Dy, .

De la méme maniére pour By, on a:

M M
By € Dp,,, : = {B2ik : Bojp = ZMkBZik7 pr > 0, Z/«% = 1} (11.87)

ot M représente le nombre de sommets du polyédre Dg,, .

Remarque I1.7 :

— Le détail des différentes syntheéses robustes locales par retour d’état et de sortie dynamique

font Uobjet du prochain chapitre.

— St une synthése robuste locale est infaisable, il faut recommencer Uapproche CPWL en
changeant le nombre d’hyperplans, voire augmenter la taille du céne d’incertitude pour le
point d’équilibre correspondant au modéle LTI pour lequel le probléme de commande est

infaisable.

— Le calcul des lois de commande véritablement locales (valables aux points d’équilibre in-

termédiaires) est calculés pour TP avec 1 = 1,.. . N etr = 1,...,7.

A

Exemple I1.7 : Reprenons ['exemple du moteur @ courant continu: la non linéarité est approxi-
mée par o = 5
5
hi(¢) = a + bC + Zcz’|0é¢§ — G, (11.88)
=1
avec a, ¢;, b et oy € IR calculés en résolvant le probléme I1.1. Les modéles LTIs incertains

s’écrivent:
l’(t) = A”(l‘(t) — T

)
y(t) = Cai(z(l) — ze)
Vi=1,..,7, ¥j=1,..4 (11.89)

+ Bai(u(t) — ue)

avec

0 1 0 0
FoKe
Ay = Ay Ay | Ba=| V| cus (100) (I1.90)
Ke R L
AvH -7 L
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— Ayy; correspond a lincertitude sur Uinertie J:

1 1
Ay , 11.91
”E{%—A%(h+mm} (IL91)

— Ayy; représente Uapproximation de la non linéarité et est déterminée par les cones d’in-

certitude de chaque modéle,

AQZ'j € {Az_ijv A;]} (1192)

&

I1.3.4 Loi de commande globale par séquencement

La loi de commande globale est créé a partir de la famille de lois de commande robustes
locales. Une maniére simple pour la déterminer est d’effectuer un séquencement a partir d’une
condition initiale donnée.

Soit P/, la région d’attraction entre deux points d’équilibre intermédiaires d’une non linéa-
rité (TP et TP/, , par exemple). Soit 1, un scalaire positif trés petit. Le changement de loi de
commande s’effectuera lorsque le point d’évolution ( sera trés proche du point d’équilibre T'P/,
c’est-a-dire dans la région d’attraction adjacente P/, telle que

V() e B C S VIITE = ¢l < n = () € Py, (11.93)

K3

Le séquencement de loi de commande est illustré sur la figure I1.7 autour des points d’équilibre

TP, TP et TP,

r r

. . r Region d’attraction de TP Region d’attraction de TP j41
Region d’attraction de TP j_q

=

Fia. I1.7 — Séquencement de modéles LTI locauz.
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11.3.5 Organigramme

Pour résumer ’approche d’'une maniére schématique, nous présentons sur la figure I1.8 un
organigramme de ’approche CPWL développée dans ce chapitre. L’environnement de base est
I’environnement de MATLAB. Chaque rectangle représente une action a exécuter. Une liaison
entre deux rectangles peut avoir une condition & vérifier. Nous observons que "approche CPWL
nécessite des ressources comme les deux solveurs de LMIs: LMILAB, solveur standard de MAT-
LAB [36] et SEDUMI [92], logiciel libre, utilisable depuis MATLAB et aussi SIMULINK pour

effectuer les simulations sur le systéme non linéaire.

1.4 Problemes liés a I'approche CPWL

I1.4.1 Compromis précision - compléxité - faisabilité

Dans ce chapitre, nous nous sommes focalisons sur le probléeme de la systématisation de
I’approche CPWL. A partir d’approximations des non linéarités par des fonctions CPWL, nous
pouvons déterminer les modéles LTI incertains polytopiques. Mais, nous avons évoqué a plu-
sieurs reprises que lorsqu’il y a un échec au niveau de la détermination du céne d’incertitude ou
lors de la résolution des synthéses robustes (probléme infaisable), il est possible d’augmenter
le nombre d’hyperplans de la non linéarité responsable de/des échec(s). Mais, la complexité de
I’approximation va croitre a cause du nombre de ses paramétres. Par conséquent, le premier
probléme de l'approche CPWIL, c¢’est un compromis a trouver entre le nombre d’hyperplans
et la complexité. Le nombre d’hyperplans est lié a la précision de 'approximation,, le nombre
des points d’équilibre intermédiaires, I’ouverture du céne d’incertitude, la transition entre les
modeles (et donc les amplitudes des cassures aux niveaux des commandes). Le probleme a ré-

soudre peut se résumer a ce qui suit:

Probléme I1.4: Soit le modéle linéaire par morceaux 11.1 - I1.4 déterminé a l'étape 1.

i(t) = f(z,u) + Biw + Byu x(tg) = 29
y(t) = Cyx
11.94
r = [v29..2,)0 € R u = [uyug..u,)t € R” ( )
ye R welR Vt>0
et _
flz,u) = Ayx + Buh(x,u)
{ vy (11.95)
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[ ha(C) ]
h(z,u) = h(C) = | h(() Vr =1,..7. (11.96)
| 14(0) ]
tel que

{Er Al AN JR}, CeERV, N =12 Vr=1,..vYt>0 (11.97)
L étape 2 nous permet de déterminer les modéles LTI incertains suivants:

l’(t) = A”(l'(t) — l’ei) + Buw + Bgzk(u(t) — uei) l’(to) = Xy

y(t) = Calz(t) — wei)

Vi=1, N, Vj=1..N, Vk=1.,M (11.98)
v = [v29..2,)0 € R u = [uyug..u,)t € R”

y e R welR Vt>0

tels que

N N
AZ']‘ - DAiJ L= {A” . Aij = Z(S]‘Aij, (S]‘ 2 0, Z(S] = 1} (1199)

=1 7=1

et

M M
By € Dp,,, : = {B2ik 0 By, = ZMkBZik7 pr > 0, Zuk = 1} (I1.100)

k=1 k=1

L’approche CPWL peut conduire & un échec pour les cas 1, 2 et 3 (voir la figure I1.8):
— lorsqu’un nombre insuffisant d’hyperplans pour une ou plusieurs non linéarités ont engen-
dré des cones d’incertitude trop larges (1),

— lorsque l'on obtient des problémes de synthéses infaisables (2),

— lorsque le séquencement de gains est géné par des sauts trop violents sur les commandes

pendant les phases de simulation (3),
A

La solution envisageable est simplement d’augmenter le nombre d’hyperplans des non linéa-

rités responsables de ces échecs. Mais, les conséquences sont les suivantes:

— Le nombre de parameétres peut considérablement augmenter. Soit une non linéarité h,.(()

et son approximation h,(() définies par

he(¢) = ar + 8¢+ ) eylal¢ — 8,

=1

(11.101)

Y
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4 une précision arbitraire prés, avec a,, ¢; et 3; € R, b, et a5, € IR? et calculés par la

résolution du probléme II.1. Le nombre de parameétres vaut

{ p=1+4n+(2+n (I1.102)

n =2
d’oil, le nombre de paramétres est égal a p = 3 + 4o,.
— Le temps de calcul des approximations augmente sensiblement.

— Le nombre de points d’équilibre va croitre autant que le nombre d’hyperplans o,.

11.4.2 Systéme a comportement de type non minimum de phase

Il se peut que dans un domaine d’attraction d’une non linéarité, le modéle résultant ait un
comportement de type non minimum de phase.

Pour éviter quelques cas ott ce probléme existe, que I’on découvre qu’au moment des simu-
lations, il est possible de vérifier une condition nécessaire supplémentaire:

— Il est possible de tester localement le signe de la dérivée de I’argument de la non linéarité

H d(¢ — TP,

rr 1.1
- <0, V¢ € P (11.103)

puis éventuellement, agrandir le domaine d’incertitude de maniére & ce que les variations
de la non linéarité se trouvent aussi incluses dans le cone § C7~ U CIT ¢ agrandi. Il se peut
alors que le systéme ne soit plus quadratiquement stabilisable et il faut alors augmenter

le nombre de points d’équilibre intermédiaires pour contréler les domaines d’incertitude

locaux.

11.4.3 Coéne d’incertitude pour une non linéarité a N-arguments

Nous avons évoqué dans une remarque que ’approximation d’une non linéarité a N-arguments
est faisable mais que la détermination des cones d’incertitude pour obtenir la famille de modéles
LTI incertains polytopiques est trés difficile.

Une solution qui peut étre intéressante est de se dégager de la représentation l'incertitude
de type polytopique et de travailler avec une représentation de 'incertitude de type bornée en

norme qui s’écrit, pour la matrice dynamique:

AA: =DFE
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ott D e R™? et E € IR*™ sont des matrices constantes connues définissant la structure de
Dincertitude en la répartissant sur les différents éléments de la matrice A. La matrice F € R

est la matrice d’incertitude appartenant au domaine:
Dp: ={FeR™ . FTF<1} (11.104)

Alors, la construction des modéles LTI incertains pourraient étre simplifié en omettant le

calcul des hyperplans.

I1.5 Conclusion

Aprés avoir rappelé des outils de base concernant les fonctions linéaires par morceaux (PWL)
et canoniques linéaires par morceaux (CPWL), nous avons développé dans ce chapitre une
approche systématique permettant de faire ’approximation de systéme non linéaire par une
famille de modeles LTI incertains de type polytopique. Pour obtenir ces modéles, nous avons
approximer les non linéarités par des fonctions CPWL, ce qui nous permet de choisir des
points d’équilibre intermédiaires et des régions d’attraction. A partir des approximations des
non linéarités, nous avons construit, pour des non linéarités mono-argument ou bi-arguments,
des coénes d’incertitude tels que les non linéarités soient incluses dans les cénes d’incertitude
et les points d’équilibre intermédiaires sont inclus dans les régions d’attractions adjacentes. A
partir des modeéles LTI incertains, il est possible de poser des problémes de synthéses robustes
qui détermineront des lois de commandes robustes locales. Les problémes de synthéses sont
écrits a partir d’inégalités matricielles linéaires. La loi de commande globale est réalisée par
séquencement, la transition entre deux modéles LTI aura lieu dés que la trajectoire d’état
entrera dans la région d’attraction adjacente.

Cet algorithme, bien qu’efficace, nous a révélé quelques problémes tels que le compromis
entre la complexité des approximations, la précision de ces derniéres et la faisabilité des pro-
blémes de synthéses, 'apparition possible de systémes LTI incertains ayant un comportement
de type non minimum de phase. Et enfin, la détermination des céne d’incertitude pour des non
linéarités & N arguments se révéle impossible a ce jour par une représentation d’incertitude

structurée polytopique.
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ok | Simuler sur le Loi de Construire la loi
systéme non commande )=——— de commande
pas@k linéaire globale globale
Systéme non
linéaire

} + infaisable \ faisable

Définir les oy LMI LAB @) Res&udre :je
des h r=1...7 probleme de
©) SEDUMI synthése

<Y r="

Lois de
commande
robustes locale;

HC?Icgu:Erllefl Choisir le solveur
P . et la synthése
1=1.0¢ K ENVIRONNEMENT
r<¥ r=Y ! |
‘ MATLAB
Systeme e Augmenter Famille de
linéaire par o modeles LTIs
morceau r incertains
&s <<bmax @
| | | &% brax r=Y+2
Calculer dim(Q) | dim(g)>2 Incrémenter €, Incrémentfr k
r=r+
ourh (&) r=1...Y ez et A .
pour h ¢(¢) & &6 Initialiser &,
dim¢ )<2 r<¥+2
J1c& <0, +2
Hl1c &
| ocC =012
Calculer TP; 1 Deterbmlnfar ung
r r._ combinaison
TR+1,TPj 1=2.0, de 2 hyperplans
Calculer h (-n_;r )| dim(¢)=1 Calculer Igs hyperplans_HPll, HP o .
roo T I‘F} HP>1 , HPyo, de dimension 1, suivant les conditions de
h(TR 1) h(TE ) définitions des hyperplans de I’algorithme 11.2
dim(§)=2
Calculer les hyperplans HP11, HP2,
HP>1, HPy2, de dimension 2, suivant les conditions de
définitions des hyperplans de I’algorithme 11.3

Fia. I1.8 — Approche CPWL de systémes non linéaires.



Chapitre Il

Synthese de lois de commande
robustes séquencées

Dans ce chapitre, nous abordons la commande des systémes LTI incertains, et plus particu-
lierement la commande des systémes appartenant & la famille des modéles obtenus lors de la
deuxiéme étape de 'algorithme CPWL [64]. Chaque modeéle LTI incertain de la famille sera
bouclé par un correcteur de type retour d’état ou sortie dynamique, déterminé a partir de
la notion de stabilisabilité quadratique. Par conséquent, nous rechercherons une séquence de
correcteurs qui stabilisent quadratiquement et respectivement chaque modeéle LTI incertain.
Afin d’obtenir des performances satisfaisantes seront définis des problémes d’optimisation qui
pourront s’exprimer & 1’aide d’inégalités matricielles linéaires (LMIs) ou bilinéaires (BMlIs), la
résolution de ces derniéres se fera a partir d’un algorithme par décomposition croisée. Outre le
choix de la synthése, nous nous sommes intéressés au choix des solveurs. Enfin, nous avons dé-
veloppé un prototype logiciel pour appliquer "approche CPWL de maniére systématique pour
des systémes non linéaires avec des non linéarités & un ou deux arguments. Deux exemples
clétureront ce chapitre afin de montrer le fonctionnement et les capacités de cette premiére

version du logiciel appelé CAPILARS 1.01 v. Beta [63].

“ Face a la roche, le ruisseau 'emporte toujours, non pas par la force mais par la persévé-

rance.”

[H. Jackson Brown|

73
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[11.1 Introduction

Dans le chapitre II, la famille de modéles linéaires incertains polytopiques a été définie
comme suit:
#(t) = Ai(x(t) — 2o) + Brw 4+ Bai(u(t) — ue) x(tg) = a9
y(t) = Cale(l) — ve)
Vi=1,., N, Vj=1,. N, Vk=1,...M (111.1)
r = [ry29..2,)F € R" u = [uyug..u,]t € R”

yeR! weR Vt>0

tels que

N N
AZ' € DA,‘ L= {AZ : AZ == Z(S]‘Aij, (S]‘ 2 0, Z(S] == 1} (IIIQ)
=1 7=1

M M
BQZ' € DBQ,' L= {BQZ : BQZ' == Z/,LkBQik7 HE 2 0, ZMk == 1} (1113)
k=1 k=1

ol x, u, w sont respectivement les vecteurs d’état, de commande, de perturbation et y est le
vecteur des sorties mesurées, avec les dimensions appropriées. Nous notons les points d’équi-
libre par le couple (z.;, u.;) avec Vi = 1,.... N et N’ défini au chapitre II. Le nombre de
modeles est exprimé par l'indice 7, le nombre de sommets de chaque matrice dynamique par
I'indice j et enfin le nombre de sommets de chaque matrice de commande par I'indice k. Pour
éviter la surcharge au niveau des indices, nous nous contenterons de spécifier les indices des
incertitudes polytopiques correspondant aux matrices dynamique et de commande. Les points
d’équilibre intermédiaires seront volontairement “oubliés” mais en pensant que chaque paire de
matrices dynamique et de commande (A;, By;) d'un modeéle est associée a un point d’équilibre

intermédiaire. Chaque modéle LTT incertain s’écrira par

i(t) = Ai(lt) + Byw 4+ Byu(t) i(to) = o
(1) = Coa(t)

(I11.4)

tels que
N N
A€Dy: :{A:A:ZéjAj,(sjzo,Zaj:1} (I11.5)
j=1 j=1
et

M M
B, €Dg, : = {32 P By =) e Bak, e >0, = 1} (111.6)
k=1 k=1
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Un modéle plus complet peut étre défini en incorporant aux équations I11.4 la relation avec
les sorties controélées z
z(t) = C1&(t) + Digu(t) (111.7)
et la relation sur les sorties mesurées

y(t) = Chi(t) + Dyw. (IIL.8)

Dans ce chapitre nous allons traiter du probléme de commande robuste de systémes incertains.
L’approche présentée s’appuie sur la notion de stabilisabilité quadratique [5], ot une seule
fonction de Lyapunov (par modele) est utilisée pour tester la stabilité de chaque systéme LTI
incertain sur tout leur domaine respectif des incertitudes. La méthode proposée s’appuie sur
les travaux de [43], utilisant la paramétrisation proposée par [86] mais utilisée pour une famille
de modeles LTI. L’intérét de la démarche est la synthése d’une séquence de compensateurs
uniques pour chaque modele LTT assurant respectivement la stabilité et les performances de
chaque systéme sur leur domaine des incertitudes.

Nous présenterons dans un premier temps quelques rappels sur la commande par retour
d’état, ce qui nous permettra d’introduire par la suite la commande par retour de sortie dyna-
mique, associée a l'optimisation de critéres de type Hy ou H.., ainsi qu’a la possibilité d’assurer
le placement des poles du systéme. Enfin, nous présenterons un prototype logiciel représentant
le support “software” de ’approche CPWL développée dans ce mémoire. Ce support, appelé CA-
PILARS 1.01 v. Beta, se décompose suivant les étapes de I'algorithme proposé dans le chapitre

IT et est assisté d’une interface graphique développée dans I’environnement de MATLAB.

[11.2 Commande par retour d’état

Depuis 1960 avec I'introduction de la représentation d’état par Kalman [56] et des notions
de commandabilité et d’observabilité, de nombreux chercheurs [81, 80, 98] se sont intéressés a la
commande les systémes par retour d’état. Ce paragraphe présente des résultats de commande
par retour d’état par synthése de type Lyapunov et en tenant compte de critéres de performances

(H2 ou Heo et placement de poles) pour des systémes certains puis pour une famille de modéles

LTI incertains définis par (I111.4) et (IIL.5)-(111.6).

I11.2.1 Stabilisabilité

Systéme LTI certain: CNS de stabilisabilité

On considére un systéme linéaire invariant certain décrit par la représentation d’état sui-
vante:

(111.9)
Z = Cli' + Dlgﬁ
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ot # € R", & € R™, w € R’ sont respectivement les vecteurs d’état, de commande, de
perturbation et z € R” est la sortie commandée. Le modéle du systéme en boucle fermée, avec
uw=Kz,on K € R™", s’écrit alors:
&= (A+ ByK)i + Byw
(111.10)
Z = (Cl + Dlgl()i'

Théoréme II1.1 : Le systéme invariant (I11.9) est stabilisable asymptotiquement en boucle
fermée par u = Kz si et seulement si, il existe une matrice S € IR™™" symétrique définie

positive et une matrice R € IR™*" telles que:
AS+ SAT + BoR+ RTB <0 (IT1.11)

un gain de retour d’état est alors donné par K = RS™!.

Incertitudes polytopiques: CNS de stabilisabilité quadratique
Considérons la famille de modeles LTI incertains (I11.4) et (I11.5)-(111.6). Nous nous placons

ici dans le cas de la stabilité quadratique, comme définie au chapitre I, ot une seule fonction
de Lyapunov est utilisée pour garantir la stabilité de chaque modéle LTI sur tout leur domaine

respectif des incertitudes.

Théoréme II1.2 : [6] Le systeme linéaire incertain défini par (I11.4) et (I11.5)-(111.6) est
quadratiguement stabilisable par retour d’état « = KT si et seulement si, il existe une matrice
symétrique définie positive S € IR™" et une matrice R € IR™*" propres a chaque modéle, telles

que:
A;S+ SAT+ ByR+ R'B), <0 Vj=12,....N Vk=12....M (I11.12)

et K = RS™! est une matrice de retour d’état.

I11.2.2 Syntheése H,

Retour d’état et performance H;: Systéme LTI certain

On cherche un retour d’état statique stabilisant et garantissant ||T.,(s)|]3 < u pour le
systéme (I11.9).

Théoréme II1.3 : Le systeme (I11.9) est stabilisable par retour d’état et ||T,.(s)||3 < p si et

seulement si, il existe deuxr matrices symétriques définies positives S € IR"", W € IRP*? et
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une matrice R € IR™*", solution des inégalités matricielles suivantes:
TracelW] < pu (111.13)
S SOt + RT DY,
>0 I1.14
( CiS+ DR w - ( )
AS+ SAT+ ByR+ RT'B] By
< 1.1
( B! 1) =" 1)
un gain de retour d’état étant défini par K = RS™*.
O

Preuve : Dans le cas des systémes certains, nous considérons le probleme de la détermination

d’un retour d’état stabilisant garantissant la norme Hy du transfert T.,,, inférieure a une certaine

valeur .

Tzw == (Cl + Dlgl()(Sﬂ— A— BQ]()_IBl

On sait que la norme Hy peut s’exprimer en fonction du grammien de commandabilité, ¢’est a

dire pour le systéme en boucle fermée (I11.10):
||T2w||§ = trace[cﬁﬁccg] 012 CH - 01 ‘|’ Dm[(

avec .’

AL+ LAY+ BB =0 ou A=A+ BK

Finalement [42], le probleme peut s’écrire, avec S > L. :

trace[C.SCT < trace[W]<pu ou W=WT>0

Sous
A8+ SAT + BBl <0
qui donne:
(Cy + D1 K)LA(Cy + Dy KT < W
Sous

(A+ ByK)S + S(A+ B.K)" + BBl <0

(I11.16)

(I11.17)

en utilisant le complément de Schur et en posant R = K S, on obtient les inégalités matricielles

linéaires (I11.14) et (I11.15).
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Retour d’état et performance H,: incertitudes polytopiques

Soit la famille de modeles L'TT incertains définie par (I11.4) et (II1.5)-(111.6).

Théoréme II1.4 : Chaque systéme (II1.]) est stabilisable par retour d’état et ||T..,(s)||3 < u
s1, il existe deuxr matrices symétriques définies positives S € IR™", W € IR"*? et une malrice

R € IR™™™, propres a chaque modéle, solution des inégalités matricielles suivantes:

TracelW] < pu (IIL.18)
S SCT + RTDY,
>0 I11.19
( (1S + DiaR W - ( |
4 T T RT
( A;S + S A +B£T?2k1% + R B}, B}) <0 (I11.20)
1 _

Vi=1,2,...,.N Vk=1,2,..., M
un gain de retour d’état étant défini par K = RS™*.

I11.2.3 Syntheése H,

Aprés avoir traité du probléme de la commande H, par retour d’état, nous nous intéressons

ici & celui de la commande H.,.

Retour d’état et performance H.,: Systeme LTI certain

Théoréme II1.5 : Le systeme (I11.9) est stabilisable par retour d’état et sa norme H, est
inférieure a % si el seulement si, il existe une matrice symétrique définie positive S € IR"*" et

un matrice R € IR™*" telles que:

SAT + AS+ R"B] + BBR By SCT + R"D{,
BT —~ T 0 <0 (I1L.21)
015 —|— DlzR O —’}/ﬂ

un gain stabilisant étant alors donné par K = RS™!,
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Retour d’état et performance H..: incertitudes polytopiques

De la méme maniére que pour la synthése Hs, appliquons le théoréme précédent a la famille

de modeles LTT incertains définie par (111.4) et (I11.5)-(IIL.6).
Théoréme II1.6 : Chaque systéme (I11.4) est stabilisable par retour d’état et sa norme He,

est inférieure a % si, il existe une matrice symétrique définie positive S € IR™™" el une matrice
R € IR™" propres & chaque modéle, telles que:
SA]T + A;S + R'BL + ByyR By SCT + RTDI,
BT —~ 1 ) <0 (111.22)
015 —|— DlzR O —’}/ﬂ
Vi=1,2,...,.N Vk=1,2,..., M

un gain stabilisant étant alors donné par K = RS™!,

I11.2.4 Stabilisabilité et placement de pdles

Retour d’état et placement de poles: Systéme LTI certain

Le systéme (I11.9) est certain et I'on souhaite placer les poles du systéme en boucle fermée
dans la région convexe suivante R(a, p,6) (figure 11.1).

‘ Im
P i
. \P
R( / 9
aapae)“,/ \\\\
' O

FiG. III.1 — Région R(a, p, )

Théoréme II1.7 : [l existe pour le systeme (111.9) un retour d’état tel que les poles du systéme
en boucle fermée sont contenus dans la région R(a, p,0) si et seulement si, il existe une matrice
S € IR™" symétrique définie posilive et une matrice R € IR™*" telles que:

AS + SAT + ByR+ RTBT 4205 <0 (111.23)
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—pS SAT + RTBT

0 I11.24
( AS+ B,R - —pS < (11L.24)

cosf(AS + SAT + B,R + RTBQT) sinf(AS — SAT + BoR — RTBQT)
. T T oT 7 T T <0 (111.25)

sinf(SA" — AS+ R' By — BaR) cos0(AS + SA" + BbR+ R'By)

un gain de retour d’étal est alors donné par K = RS™!.

O

Preuve : D’apres [15] le systéeme (111.9) bouclé par i = K& est stable et ses poles sont situés
dans la région R(c, p,0) si est seulement si il existe une matrice P € IR"™" syméltrique définie
positive telle que:

P(A+ BoK) + (A+ BoK)TP 4+ 2aP < 0 (I11.26)
—pP (A+ B.K)'P
111.2
( P(A+ BoK) _pP <0 (TIL-27)

( cosO(P(A+ BoK) 4+ (A + BZK)TP) sinf(P(A+ B2 K) — (A + BQK)TP) ) <0 (TI1.28)

sinf((A + BoK)T P — P(A+ ByK)) cosO(P(A+ ByK) + (A+ ByK)TP)

en pré et post multipliant la premiére inégalité par P~ et les deux autres par diag(P~", P™1),
nous obtenons:

AP ' 4 BoKP L+ P71AT 4 PTIKT BT 4 2aP71 <0 (111.29)
—pP~1 P~1AT 4 P-IK BT
I11.
( AP 4 ByK P! _pp-! <0 (TI1.30)

cosd(AP~! 4 By KP~! + P71AT + PIKTBIK)  sind(AP~! + ByKP~1 — P=IAT - PTLKTBT) '\ _ (ITL.31)
sinf(—AP=! — ByKP~1 4 P=LAT 4 P=1KTBT) cos(AP—! + ByKP~1 4+ P=1AT 4 P-1KTBIK) :

On pose alors S = P! et R = K S, cela donne ainsi les inégalités linéaires (I11.23), (I11.24)
el (I11.25).

Retour d’état et placement de péles: incertitudes polytopiques

Dans le cas des systémes incertains, on ne peut pas parler explicitement de placement de

poles, mais on souhaite en garantir le maintien dans une région donnée du plan complexe.

Théoréme II1.8 : [] existe pour le systéme incertain(I11.]) un retour d’état tel que les poles
du systeme en boucle fermée sont contenus dans la région R(c, p,8) si, il existe une matrice
S € IR™" symétrique définie positive et une matrice R € IR™ ", propres a chaque modéle,
telles que:

A;S+ SAT 4+ By R+ R"Bj, 4205 < 0 (I11.32)

( —pS  SAT 4 R"BJ ) 0

111.33
A;S + BoyR —pS (1L133)
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cosf(A;S + SAjT 4+ Bo R+ RTBQTk) sinf(A;S — SAjT 4+ Ba R — RTBQTk) <0 (IL34)
SinG(SAjT —A;S + RTBQTk — BarR) cosf(A;S + SAjT 4+ Bor R+ RTBQTk) '

Vi=1,2,....N Vk=1,2,...,.M

Le gain de retour d’étal est alors donné par K = RS™!.

[11.3 Commande par retour de sortie dynamique

Le cas o1, seule est disponible pour 1’élaboration d’une loi de commande une sortie mesurée,
est abordé dans ce paragraphe, ot il est rappelé quelques résultats concernant la synthése de
compensateurs dynamiques par résolution d’inégalités matricielles linéaires. Ces résultats sont
étendus au cas de I’analyse et de la synthése de compensateurs robustes, qui garantissent la
stabilité de chacun des systémes LTI incertains en boucle fermée sur tout leur domaine respectif
des incertitudes.

Considérons maintenant la relation sur les sorties mesurées (I11.8) et le systéme (II1.9). Nous
nous proposons de déterminer un compensateur strictement propre ayant pour représentation
d’état:

ic = Acxc + ch
I11.35
{ u=C.x. ( )
Le systéme dynamique global s’exprime alors:
X = AX + Bow
IT1.36
{ z=0CX ( )

avec

L A BQCC . Bl F—
&'_{&@ ACLB”_{BmmyC“—[G&ﬁJ

I11.3.1 Stabilisabilité

Systéme LTI certain: CNS de stabilisabilité

Théoréme II1.9 : [/3, 86] Le systeme défini par (I11.9) et (111.8) est stabilisable par retour de
sortie dynamique de type (I11.35) si et seulement s, il existe X, Y € IR"™™" matrices symétriques
définies positives et les matrices M € IR"", L € IR™*" et F' € IR"*? solution des inégalités

matricielles:
HY, L) Z+M

I1I.
2 Gxr) | <Y (I11.37)
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“/[ )ﬂ >0 (111.38)

avec
HY,L)=AY +YAT + B, L+ "B GX,F)=ATX + XA+ FC, + C]FT

Z=A+YATX 4+ L"BI X +YCIFT

4

Preuve : [/3] D’aprés le théoréeme de Lyapunov, le systeme en boucle fermée (I11.36) est
asymptotiquement stable si et seulement si, il existe une matrice P € IR*™*" symétrique définie

positive telle que:

ATP 4+ PA. <0 (I11.39)

P et P~! sont partitionnées en quatre blocs de dimension n x n tel que

X U
T X

Yy Vv

Pl = .
vty

P =

Y =(X- U)A(UT)_1 > X1 ce qui est traduit par Uinégalité matricielle (111.38). On pré et post
multiplie (I11.39), respectivement, par TT et T, :

Y 1
N

on obtient alors linégalité (I11.37), aprés changement de variables :
L=CV! F=UB, M =VvA'UT
[

L’utilisation de ce résultat pour la synthése d’un compensateur ne peut directement étre ef-
fectuée par utilisation de méthodes LMI, I'inégalité matricielle (I11.37) n’étant pas linéaire, mais
bilinéaire, par rapport aux variables d’optimisation. Cependant sans contrainte supplémentaire

en effectuant le changement de variable suivant :
I'=2Z4+M

et en définissant comme inconnues X, Y, L, ' et ', les relations deviennent linéaires et les
techniques LMIs peuvent étre utilisées pour la résolution.

A partir de la connaissance des matrices X, Y, L, F' et M, il est possible de reconstruire un
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compensateur dynamique garantissant la stabilité du systéme en boucle fermée. La décomposi-
tion de la matrice de Lyapunov en quatre blocs de dimension n X n, nous a conduit a effectuer

les changements de variables suivants:
L=CV' F=UB, M=vAUT

ce qui implique la connaissance de U et V' pour la reconstruction du compensateur dynamique.
Noter que la liberté de choix du couple (U, V) n’est pas totale puisque XY + UVT = .

La matrice de transfert du compensateur s’écrit :
To(s) = Co(sl— A) ' Be = LV N st = UMY (VY ™) W F = L(sUVT — M7l R
d’aprés la définition de P, XY + UVT = 1 donc;
T.(s) = L(s(1—XY)—M")7'F

cela donne donc la représentation d’état suivante:

B YT
{(ﬂ XY)i.=M"z. 4+ Fy (I11.40)

u= Lz,

dott Ac: = (11— XY)"*MT B.: =(I-XY)'FetC.: =L.

Incertitudes polytopiques: CS de stabilisabilité quadratique

On considére maintenant la famille de modeéles LTT incertains définies par (111.4) et (II1.5)-

(I11.6) mais modifiées par

y(t) = Cya(t)
Vi=1,. N
(t) = 2(t) — 2o, w(t) = w(t) — uy, Vi=1,. N (TI41)
= [T 39...3,)F € R® @ = [t Uy...Up)] € R™
y e R weR  Vt>0
tels que
N N
A€Dy: :{A:A:ZéjAj,(sjzo,Zaj:1} (111.42)
j=1 j=1
et

N N
By €Dp, : = {B2 1 By=) 6By, 6,20, 6= 1} (I11.43)
=1 7=1
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Nous simplifions les écritures au niveau des incertitudes en considérant le méme parameétre
incertain §; avecVj = 1,..., A/ pour les matrices dynamique et de commande de chaque modeéle

LTI incertain.

Théoréme II1.10 : Sl eviste X, Y € IR"*" deux matrices symétriques définies positives et
des matrices M € IR™", L € IR™*" et ' € IR"™, propres a chaque modele défini par (I111.41)
et (I11.42)-(111.43), solutions des inégalités matricielles suivantes:

Yﬂ>0
r X

( H  Zj+M > ~ 0 (111.44)
zZr+ Mt G

Vi=1,2,....N

avec

Hi =AY + YA+ By L+ L"B), G;=ATX + XA;j+ FCy + C]F"
Zj=Aj+YAIX + L"BIX + YO FT

alors chaque systéme incertain déerit par (I11.41) et (I11.42)-(111.43) est quadratiquement sta-
bilisable par retour de sortie dynamique de type (I11.35).

4

Preuve : Le systéme (111.36) est quadratiquement stabilisable s’il existe une matrice symétrique

définie positive P telle que:
ALP+PA; <0 Vji=1,2,.. N
et en reprenant le méme type de développement que celui conduit lors de la preuve du théoréme
I11.9, on obtient les inégalités matricielles (I11.44).
[

I11.3.2 Syntheése H,

Retour de sortie dynamique et performance H,: Systéeme LTI certain

Dans cette partie, nous traitons le probléme du retour de sortie dynamique Hz, pour des
systémes certains. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante de stabilité et de per-

formance [43].

Théoréme II1.11 : Le systéeme décrit par (I11.9)-(111.8) est stabilisable par retour de sortie
dynamique défini par (111.35) et ||T...(s)||3 < p avec p = trace[W] si et seulement si, il existe
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une matrice syméltrique définie positive W € IRP*? et les matrices X € IR™", Y € IR™",
Le R"", Fe IR et M € IR"™ telles que:

Y 1 B,
1 X XBy+FDy | >0 (I11.45)
B BIX + DL FT W
H(Y,L) Z+M YCI+ LTDE,

ZT+MT  G(X,F) or <0 (I11.46)

WY + Dyl Oy —1

ou H, G, Z et M sont définis au théoréme III.9.
O

Preuve : La norme Hy du transfert T..,, pour le systéme en boucle fermée (I11.36) est définie
par:

||Tzw(3)||§ = trace[BeTPBe]
avec P € IR*™ ™ solution de ABTP + PA, + CBTC'6 = 0.

Awnsi

||Tzw(3)||§ < trace[W]

ou P et W vérifient les inégalités matricielles suivantes:

P PB
‘ I11.4

(BZP W > >0 (I11.47)

ATP+ PA. COF
© c 0 I11.48
() < (1
En pré et post multipliant (II1.47) et (II1.48) par T et T, : :{ VT o o } respectivement et

(@] (@] 7

en utilisant les changements de variables du théoréme I11.9, on obtient les inégalités matricielles

(ITT.45) et (II1.46).

Retour de sortie dynamique et performance H,: incertitudes polytopiques
Ce paragraphe traite du probléme de la commande de systémes incertains définis par (I111.41)

et (I11.42)-(111.43), dont les incertitudes sont de type polytopique convexe.

Théoréme II1.12 : Sl existe deur matrices symétriques définies positives X, Y € IR"™",
une matrice symétrique définie positive W € IRF*P et les matrices M € IR™™™, L € IR™*"
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et F' € IR"™, propres a chaque modele LTI incertain, solutions des inégalités matricielles

bilinéaires sutvantes:

Y 1 B
1 X XBy+FDy | >0 (I11.49)
Bl BIX + DL F?T w
H; Z;+M YOI+ LTDE
Zr+ M7 G, cr <0 (I11.50)
C\Y + DL —1
Vi=1,2,.... N

ou

H; =AY + YA + By, L+ L" B
Gi=ATX+ XA+ FC,+Cy FT
Zi= A+ YATX + "By X +YC I
alors chaque systéme incertain, défini par (I.41) et (II1.42)-(1I1.43), est quadratiquement
stabilisable par retour de sortie dynamique (111.35) et ||T...(s)||3 < trace[W], T,.,(s) étant le

transfert, en boucle fermée, entre z et w.
O

Les inégalités matricielles obtenues ne sont pas linéaires par rapport aux inconnues, mais
bilinéaires. Cela ne pose pas de probléme dans le cas certain ot par un simple changement de
variable on obtient des inégalités de type LMIs. Pour le cas des systémes LTI incertains, ce
changement de variable ne peut plus s’opérer. Pour cela, nous allons utiliser un algorithme par
décomposition croisée [43, 20] pour chaque modele LTI et 'appliquer a la commande a cofit

garanti Hy pour cette famille de modeles L'TT incertains.

Codt garanti H;: incertitudes polytopiques [43]
Les systémes sont définis par (I11.41) et (II1.42)-(I11.43). La commande & cofit garanti

‘H, consiste, a déterminer un retour de sortie dynamique, minimisant la borne supérieure

(Trace[W]) de la norme Hy du transfert 7., (s) que nous rechercherons pour chaque modéle
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LTI incertain. La solution consiste alors a résoudre le probléme d’optimisation suivant:

min _ trace[W]
XYL F,M
sous
Y 1 By
1 X XBi+FDy | >0
Bl BIX + DL FT W
(I11.51)
H,  Z+M YCT4L'DY,
Z]T + M7t G]‘ ClT <0
CvY + Dy 4 —1
Vi=1,2,... N

Pour résoudre le probléme du cotit garanti, nous allons utiliser ’algorithme par décompo-

sition croisée développé dans [20] dont nous donnons ci-aprés une idée rapide: Algorithme

I11.1

Premier probléme: Supposons qu’a Uitération k les matrices X, Y., Ls, F. et M, satis-
fassent les inégalités (I11.51) et considérons le probleme d’optimisation convexe suivant:

min trace[W]
Q1,X,F,5,,W
sous
¢ Q1 Q151
Q1 X XBy 4+ FDoyy >0
BrQ, BIX+DIFT w
(ITL.52)
AT Q1+ Q1A QA + AT X +CTFT +5, CF
ATQ1+ X Aje+ FCy + ST G ct 1 <0
Cy C —I
Vi=1,2,... N

ou
AJ‘H — AJ —|— BQjLHYH_l CH — Cl —|— D12LHYH_1

Les inégalités matricielles linéaires (I11.52) sont obtenues par pré et post multiplication des
inégalités (I11.51) par diag]Y ™", @I, 1] et par le changement de variable Q; = Y™ et S) =

Y='M. La résolution du probléme convexe (I11.52) conduit & une solution telle que :
trace[W] < trace[W,] (décroissance du critére)

les matrices Y = Q7*, Ly, X, F, M = Q['S,, W étant faisables pour les inégalités (I11.51) et

pouvant servir pour initialiser le probléme dual suivant.
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Second probléme: Supposons, comme précédemment, que Xy, Y., L., F. et M, sont fai-
sables pour les inégalités (I11.51), le probleme dual s’écrit :

min trace[W]
Q2,Y,L S5, W
sous
Y Q2 B
Qs Qs B. | >0
BT BT W
(I11.53)
H; AjQa+YAL + LTBT + 5, YCT + LTDT,
QAT + AjxY + By L+ 57 AjeQa + Qo AT, Q2C7 <0
01Y—|—D12L Cle -7
Vi=1,2,... N

ou

A]H:A]—I'X;lFHCQ] Bﬁ:Bl—I'X;lFﬁDZI

Les inégalités matricielles linéaires (I11.53) sont obtenues par pré et post multiplication des
inégalités (I11.51) par diag[d, X~ 1] et par le changement de variable Qs = X~' et Sy =
MX~t. La encore, la résolution du probleme convexe (II1.52) conduit @ une solution telle que:

trace[W] < trace[W,]

Définissons alors lalgorithme suivant :
— Etape 1: A litération k = 0 soit (Yo, Lo, Xo, Fo, My) solution admissible.

— Etape 2: Avec les matrices Yy, el Ly, résolution du probleme (II1.52) et détermination
de la valeur courante du coit o, = trace[W,]. La solution optimale donne les matrices

X, et F,. qui vont étre utilisées a ['étape 3.

— Etape 3: Avec les matrices X, et Fy, résolution du probleme (I11.53) el détermination
de la valeur courante du coit 3, = trace[W,]. La solution optimale donne les matrices Y,

et L. qui vont étre utilisées a ['étape 2.

- Etape 4: Si o, — 8, < ¢ avec ¢ > 0 suffisament petit alors Y, L., X,, F,, et M, sont
les solutions de notre probléme, STOP. Sinon k < k + 1 et retour a ['étape 2.

*

Se pose généralement le probléme de l'initialisation a k = 0. Il peut étre résolu & partir du

probléme d’optimisation suivant:
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min A
X,Y,L,F,M
Sous
Y 1
( Iy ) >0 (I1L.54)

H-XY Z+M <0
ZT 4+ MT G- )X

Ce probléme peut étre résolu par un algorithme de décomposition croisée identique au
précédent. L’algorithme est obtenu en appliquant aux inégalités (I11.54) les transformations
appliquées aux inégalités (II1.51). L’algorithme de décomposition croisé appliqué au probléme

(I11.54) génére une séquence telle que:
Aert < A Ve =0,1,---

La recherche est terminée lorsque A, < 0, on a alors une solution faisable pour initialiser le

probléme de minimisation de la norme H,.

Remarque II1.1 : Cet algorithme, bien qu’efficace, ne nous permet pas de garantir, toujours,

la convergence du probléme d’optimisation, ni méme Uexistence d’une solution admissible.

I11.3.3 Syntheése H

Retour de sortie dynamique et performance H..: Systéme LTI certain

Dans ce paragraphe nous traitons le probléme de commande, pour des systémes certains par

retour de sortie dynamique, garantissant certaines performances sur la norme H., du transfert

T...

Théoréme II1.13 : Le systeme décrit par (I11.9) et (111.8) est stabilisable par retour de sortie
dynamique, défini par (I11.35), et ||T.,(s)||., < v si et seulement si, il existe deux matrices
symétriques définies positives X, Y € IR™™" et les matrices M € IR*™", L € IR™*" et ' € IR"**

solutions des inégalités matricielles suivantes:

Y 1
0 11155
(h ¥)> (11L35)
H(Y,L) Z+M B, LD, +YCY
2T + MT G(X, F XB, + FD cr
- r (X, T) L s ! <0 (T11.56)
B! BIX + DL F 1 0

01Y—|—D12L Cl O —")/ﬂ
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avec
H(Y,L) =AY + YAT + ByL + L"BI;  G(X,F) = ATX + XA+ FC, + CTFT

Z=A+YATX+L"BI X +YCIFT

O
Preuve : d’apres le “lemme borné réel”, le systéeme décrit par (I11.36) est stable et
Tz ()]0 <
si el seulement si il existe une matrice P € IR*™*" symétrique définie positive telle que:
ATP+ PA. PB. CT
BIp -1 O <0 (I11.57)

C. QO —1
P et P~! sont alors partitionnées en quatre blocs de dimension n x n telles que:

X U

o~

ur X

Yy Vv

o~

vty

-1

?

owY = (X — U)?_IUT)_I > X1 ce qui donne Uinégalité matricielle (I11.55). On pré et post
Y o1 ] _ { I 0

multiplie (I11.57) par T! et T, = diag({ v ol lo 1

]) respectivement, on obtient
alors Uinégalité matricielle (111.56).

L’utilisation de solveurs LMIs est bien siir possible aprés changement de variable I' = Z + M.

Retour de sortie dynamique et performance H..: incertitudes polytopiques

Cette partie présente le probléme de réalisation de la commande dynamique par retour de
sortie robuste, et contrainte H, lorsque chaque systéme est décrit par (I11.41) et (111.42)-
(111.43).

Théoréme II1.14 : Sl existe deur matrices symétriques définies positives X, Y € IR™™" et
les matrices M € IR™"™, L € R™*" et F € IR"™?, propres a chaque modele LTI incertain,

solutions des inégalités matricielles suivantes:

( 3]/[ )]g ) >0 (111.58)
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s Z 4+ M B LTDY, 4 yCT
7T+ M7T G XB, + FDy cr
7 J ! 0 I11.59
BT BIX + DLFET 1 0 < (11L59)
01Y—|— D12L Cl O —")/ﬂ
Vi=1,2,...,N

avec
H; =AY + YAl + By L+ L" By ; Gj=ATX + XA+ FC,+ Cy FT

Zi=Aj+YAIX + LB X +YCJF"

alors chaque systéme incertain,décrit par (I11.41) et (II1.42)-(111.43) est quadratiquement sta-
bilisable par un retour de sortie dynamique (111.35) et ||T.,(s)||. <.

4

Dans le cas incertain,comme pour la synthése Hs, les contraintes (I11.58) et (I11.59) sont
des inégalités matricielles bilinéaires, dont la structure particuliére est adaptée a une résolution
numérique de type décomposition croisée, qui consiste a définir un schéma itératif définissant,
par relaxation, des LMIs a résoudre & chaque itération, ce schéma de relaxation gardant un
maximum de variables d’optimisation et n’en fixant en fait qu’une seule par relaxation.

Comme pour la commande H;, ot nous nous étions intéressés au colit garanti Hsy, il est
évidemment possible de traiter du probléme de cotit garanti H,, pour des systémes avec incer-

titudes polytopiques.

Coiit garanti H., : incertitudes polytopiques

De la méme maniére que précédement, nous allons rappeler ’algorithme par décomposition
croisée détaillée dans [20], mais appliqué & une famille de modeles LT incertains polytopiques.

Algorithme II1.2

Premier probléme: Supposons qu’a Uitération k les matrices Yy, L., X., F., M, satis-
fassent les inégalités (I11.58) et (I11.59) et considérons le probleme d’optimisation convexe (avec
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contraintes LM]S) suivant:

miny
S0Us
Q1 Q1)
>0
<Q1 X
I11.60
Qi+ QA QA ALY+ CIFTvs B CF (1160)
ATQ1+ XAje + FCy + ST G, XB1+FDy CF <0
Bf Q1 BYX + DY FT 1 0
Cn 01 0 —’yﬂ
Vi=1,2.. . N

ot
Aje = Aj + By LY, ™, Cp.=Ci+ DipL Y, ™!

Les inégalités matricielles linéaires (I11.60) sont obtenues, par pré et post multiplication des
inégalités (I11.58) et (II11.59) par diaglY =, 1, 1, 1] et par le changement de variable )y = Y~!
et S = Y™'M. La résolution du probléme convexe (II1.60) conduit & une solution telle que
Yopt < Y (décroissance du critere), les matrices Y = Q,7', L., X, F, M = Q,7'S; étant
faisables pour les inégalités (I11.58) et (111.59) et pouvant servir a initialiser le probleme dual

sutvant.

Second probléme: Supposons comme précédemment, que X, L., Y., Fi, M, sont faisables
pour (I11.58) et (I11.59), le probleme s’écrit :

min 3
S0Us
Y Q@ )
>0
( Q2 Q2
I11.61
H; AjQe+YAL + L"BI, +S, B L"D{,+YCT ( )
QAT + AjY + Boj L + ST Ajx@Q2 + Q2 AT, B, Q.CT “0
Bf BT BT 0
C1Y + D12l C1Q- 0 —p1
Vi=1,2,... N

ou

Ajﬁ — A] + Xﬁ_lFH027 BH — Bl + Xﬁ_lFﬁD21

Les LMIs (II1.61) sont obltenues par pré et post multiplication des inégalités (I11.58) et
(I11.59) par diag[d, X', 1, 1] et changement de variable Qy = X' et Sy = MX~'. Comme
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précédemment, la résolution du probléme convexe (II1.61) conduit ¢ une solution faisable telle
que
’Yopt S ﬁﬁ-l—l S Vr+1 S ﬁﬁ S Ve

D’ou Ualgorithme de calcul du retour de sortie dynamique suivant :
— Etape 1: A litération k = 0 soit (Yo, Lo, Xo, Fo, My) solution admissible.

— Etape 2: Avec les matrices Yy, el L, résolution du probleme (II1.60) et détermination
de la valeur courante du coit v.. La solution optimale donne les matrices X, et Fy, qui

vont étre utilisées a 'étape 3.

— Etape 3: Avec les matrices X, et Fy, résolution du probleme (II1.61) el détermination
de la valeur courante du coit B.. La solution optimale donne les matrices Y, et L, qui

vont étre utilisées a l'étape 2.

- Etape 4: Si v, — 3. < ¢ avec € > 0 suffisamment petit alors Yy, L., X,, F,. et M, sont
les solutions de notre probléme, STOP. Sinon k < k + 1 et retour a ['étape 2.

*

I11.3.4 Stabilisabilité et placement de pdles

Retour de sortie dynamique et placement de podles: Systéme LTI certain

Comme dans le cas des commandes Hy et H,,, nous traitons ici le retour de sortie dynamique

avec placement de péles pour un systéme certain.

Théoréme II1.15 : Le systeme défini par (I111.9) et (111.8) est stabilisable par retour de sortie
dynamique de type (I11.35) avec les poles du systéme en boucle fermée situés dans la région
R(a, p,0) si et seulement si, il existe X, Y € IR™" deux matrices symélriques définies positives
et les matrices M € IR"*", L € IR™*" et F € IR"*? solutions des inégalités matricielles

sutvantes :
Y 1
111.62
( 7 x ) >0 (T11.62)

HY,L)+2aY  Z+4 M+ 2al 0 (111.63)
ZT 4+ MT 4200 G(X,F)+ 20X '
—pY —pl YAT +I"BT 74+ M- A
_ _ T T T T
pt = A AXFCE |y (II1.64)
AY 4+ BoL A —pY —pl

ZT 4 MT — AT XA+ FCy —pI —pX
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cosO(H (Y, L)) cos0(Z + M) sin@(H (Y, L)) sinf(2A — Z — M)
cosb(Z7 + MT) cosf(G(X, F)) sin0(—2AT + 2T + MT)  sinf(G(X, F)) “0
sind(HT (Y, L)) sin@(—2A 4+ Z + M) cost(H(Y, L)) cos0(Z + M)
sin0(247 — ZT — MT)  sinf(GT (X, F)) cosf(ZT + MT) cosf(G(X, F))
(I11.65)

avec
HY,L) =AY +YAT + ByL + "Bl  G(X,F)=ATX + XA+ FCy + O] F"
H(Y,L)y=AY —YAT + B, - L"BI'  G(X,F)=A"X - XA—FC,+ CTFT
Z=A+YATX 4+ L"BI X +YCIFT
O

Preuve : D’apres [15] le systéme en boucle fermée (I11.36) est asymptotiquement stable
avec ses poles situés dans la région R(a, p,0) si et seulement si il existe une matrice P € IR*"**"

symétrique définie positive telle que :

PA 4+ ATP +2aP <0 (111.66)
—pP ATP
¢ I1I.

( PA, —pp <0 (111.67)
cosO(PA, + ATP) sinf(PA. — AT P) 0 (I11.68)
sinf(ATP — PA.) cosO(PA.+ AT P) '

X Y
en posant P = T )q( et P71 = VT 1‘; et la matrice T, = [ XE/T é} on pré
et post multiplie (II1.66) par T' et T. respectivement, (II1.67) et (I11.68) par diag(TT,TT) et

diag(T.,T.) respectivement et utilisant le changement de variable du théoréme 111.9 on obtient

les inégalités matricielles (I11.62) a (I11.65).
|

Les inégalités matricielles obtenues ne sont pas linéaires par rapport aux variables d’opti-
misation, mais bilinéaires. Dans le cas des systémes certains, en effectuant le changement de

variables suivant I' = Z + M, on se raméne a des LMIs, qui peuvent étre résolues a 'aide de la
LMI Control Toolbox de Matlab par exemple.
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Retour de sortie dynamique et placement de péles: incertitudes polytopiques

Les systémes sont définis par (I11.41) et (111.42)-(111.43). Dans le cas des systémes incer-
tains, on ne peut pas parler explicitement de placement de poéles, mais on souhaite en garantir
le maintien dans une région donnée du plan complexe. Pour cela, nous avons une condition

suffisante de placement valable pour chaque modéle LTI incertain.

Théoréme II1.16 : S’il existe deur matrices symétriques définies positives X,Y € IR"*", les
matrices M € IR™™" et F € IR"™ propres a chaque modele LTI incertain, satisfaisant les
inégalités matricielles bilinéaires suivantes:

( 5; )]g ) >0 (111.69)

Hj+2aY  Z;+M+2ad
I11.
(ZjT—I—MT—i—QaJI Gi+2aX ) 0 (TIL.70)
—pY —pl VAT + LTBI,  Z; + M — A
1 X 4 R R (LIL.71)
AjY =+ szL Aj —pY —pﬂ
T4 MT — AT XA;+ FC, Y —pX
cost(H;) cost(Z; + M)
cosH(%T + MT) cost(G;)
sinH(HjT) sind(—2A; + Z; + M)
san(QAJT — ZjT MT) smﬁ(G]T)
(IT1.72)
sinf(H;) sin@(2A; — Z; — M)
sind(—2AT + 27 + MT)  sinf(G;) <0
cost(H;) cost(Z; + M)
cosH(ZjT + MT) cost(G;)
Vi=1,2,... N

avec

Hi=AY + YAl + By, L+ L"B), Gy =A'X + XA;+ FCy 4+ Cy F7T
Hi=ATY —YAT 4 Byl —1"B], G = ATX - XAT - FCy + CJF”
Zi=Aj+YATX + L"B X +YC I
alors chaque systeme LTI incertain défini par (I11.41) et (I11.42)-(111.43) est quadratique-

ment stabilisable par retour de sortie dynamique (II1.35) avec les péles du systéme en boucle

fermée situés dans la région du plan complexe R(ca, p,0).

4
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Preuve : Pour toutes réalisations dans le domaine d’incertitudes, la stabilité et la loca-

lisation des pédles dans R(a,r,0) du systéme en boucle fermée sont définies par les inégalités

matricielles :
PA.+ ATP +2aP <0 (II1.73)
—pP ATP
c II1.74
(PAS P <0 (I1L.74)

( cosO(PA, + ATP) sinf(PA. — AT P) ) 0 (IT1.75)

sinf(ATP — PA.) cosO(PA.+ AT P)
du fait de la dépendance linéaire des inégalités (I11.73), (II1.7}) et (II1.75) par rapport a A, et
donc a A;, Byj et Cy il est aisé de vérifier que VA, € Dy, :

N N
D : = {AS’AFZ@ASJ»@ZO, Z(Sf:l}
7=1 J=1

avec
[ A ByC
15= ey P

les poles des systemes en boucle fermée sont dans la région R(a,p,0), s’il existe une matrice

P € IR solution des inégalité matricielles :

PA.;+ ALP +2aP <0 (I11.76)
—pP ATjP
¢ I11.
(PAej P <0 (111.77)

cos§(PA.; + AeTjP) sinf(PA.; — AeTjP) <0
SinQ(AeTjP — PA.;) cosO(PA.; + AeTjP)

Vi=1,2,....N

(I11.78)

et en utilisant le méme développement que celut utilisé au paragraphe I11.3.1 pour prouver le

théoreme I11.9, on obtient les inégalités (I11.69) a (111.72).
|

Algorithme de résolution

Dans le cas certain, un changement de variable nous permettait, de transformer les BMIs en
LMIs. Dans le cas incertain, ce changement de variable est impossible du fait de la présence
des matrices A;, B;; dans l'expression de Z;. On peut cependant, comme pour le cas de la

minimisation des normes Hs et H,,, se ramener a un probléme LMI en utilisant un algorithme
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par décomposition croisée ( ou par relaxation) pour résoudre le probléme de valeurs propres
généralisées suivant :

min A
XY,L,F,.M
sous
Y I
(% §)>0
Hj-i-QOzY—/\Y Zi + M+ 2a1 0
ZF 4+ MT 4200 Gj+20X —AX
—pY =AY —pl VAT + ITBI,  Z;+ M — A
—pl —pX — AX AT AFX+CTFT |
AjY+szL Aj —pY —/\Y —pﬂ
ZI+ MT — AT XA;X + FCy —pl —pX —AX (I11.79)
cost(H;) — AY cost(Z; + M)
cosH(%T + M7T) cost(G;) — AX
sinH(HjT) sinf(—2A; + Z; + M)
sinH(QAJT — ZjT - Mjy) smﬁ(G]T)
sinf(H;) sin@(2A; — Z; — M)
sinﬁ(—QA]T + ZjT +MT) sinf(G) <0
cost(H;) — AY cost(Z; + M)
cos0(ZF + MT) cost(G;) — AX
Vi=1,2,.. N

Ce type d’algorithme ne présente pas de probléme d’initialisation particulier: en effet, si X =

Y = 1, A = oo est une possibilité d’initialisation.

I11.4 Solveurs d'inégalités matricielles linéaires (LMls)

Durant cette derniére décennie, les solveurs d’inégalités matricielles linéaires(LMI) se sont
multipliés et sont devenus de plus en plus puissants et performants au niveau des résolution
de problémes d’optimisation. Sans que cela soit exhaustif, nous pouvons citer quelques solveurs
de LMIs tels que la LMI Control Toolbox, la boite & outils de MATLAB [36], SEDUMI [92],
et d’autres |78, 73]. Certains solveurs sont accompagnés d’une interface, graphique ou non,
comme SEDUMI avec SEDUMI INTERFACE [78], [77] et [66] et LMITOOL [31]. L’interface de
la LMI Control Toolbox, LMILAB, permet d’écrire toutes les inégalités sous MATLAB, ainsi
que 'interface SEDUMI avec SEDUMI INTERFACE. Nous ne détaillerons pas plus les solveurs
existants exceptés SEDUMI et LMI Control Toolbox que nous avons utilisés lors de la résolution

des LMIs. Ce choix est expliqué dans le paragraphe suivant.
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111.4.1 LMI Control Toolbox [36] et SEDUMI [92]

La LMI Control Toolbox et SEDUMI sont deux boites a outils qui permettent de résoudre
des problémes d’optimisation avec des contraintes LMIs.

La LMI Control Toolbox a été écrite par Pascal Gahinet, Arkadi Nemirovski, Alan Laub et
Mahmoud Chilali [36]. La force de la LMI Control Toolbox est I’assurance du logiciel validé au
niveau mondial. Cette boite a outils sert de réferrence pour la communauté automaticienne. De
plus, elle est associé & une interface graphique qui permet décrire les LMIs lors des premiéres
utilisations (LMILAB).

SEDUMI est une boite & outil écrite par J.F. Sturm [92] fonctionnant dans I'environnement
de MATLAB et qui permet de résoudre des problémes d’optimisation avec des contraintes
linéaires, quadratiques et semi définies positives. Il est possible d’utiliser des variables complexes
sous SEDUMI. Les forces de SEDUMI sont:

— La rapidité ou vitesse de convergence de SEDUMI est intéressante, en comparaison avec

d’autres solveurs de LMIs [32, 51, 76].

— Utilisation d’un format compact (“Sparse” ou dit aussi matrices creuses). De cette maniére,
les problémes d’optimisation de grande taille sont résolus de maniére efficace et la place

mémoire utilisée est réduite.

— Environnement MATLAB. Il est intéressant de pouvoir travailler dans I'environnement
MATLAB, environnement largement répandu dans le monde de la recherche et plus parti-

culiérement dans la communauté automaticienne.

— Résolution également de problémes avec des contraintes égalités, avec des variables com-

plexes.

— SEDUMI, logiciel gratuit. Ce point n’est pas négligeable car & partir d’un noyau MAT-
LAB, il est possible aprés I'obtention des fichiers source de SEDUMI [92], d’exploiter les

capacités de ce solveur.

— Association d’une interface (non graphique), SEDUMI INTERFACE, développée par Dimi-
tri Peaucelle [78], [77] et [66].

— Résolution différente pour les problémes d’optimisation (par rapport & la LMI Control
Toolbox) au niveau du conditionnement des variables d’optimisation: Lors de synthéses
par retour d’état et de sortie dynamique, nous avons constaté que les variables (matrices)
étaient mieux conditionnées, c’est-a-dire le rapport entre la plus petite et la plus grande

valeur de la matrice, qu’avec la LMI Control Toolbox.
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1.5 CAPILARS 1.01 v. Beta: un prototype logiciel pour
I"approche CPWL [63]

Dans cette section, nous allons présenter le prototype logiciel développé au cours de cette
theése.

I11.6.1 Problématique

Au cours de cette thése, il a été question, aprés avoir élaborer 1’algorithme CPWL général
décrit au chapitre 11, de développer un “logiciel intéractif” permettant de faire la synthése (retour
d’état / retour de sortie dynamique) de lois de commande robustes séquencées avec plus ou
moins de performances pour des systémes non linéaires quelconques et de maniére systématique.
Mais, nous nous sommes imposés des contraintes permettant de fixer les directions de recherche.
Aussi, nous devions respecter des hypothéses sur les systémes non linéaires et apprécier les
ressources mises & notre disposition. A partir des contraintes, des hypothéses et des possibles
ressources, nous pouvons évaluer les possibilités du futur prototype logiciel CAPILARS 1.01 v.

Beta. Cette version [63] est provisoire et subit réguliérement des modifications.

Les contraintes

La contrainte la plus forte se résume au nombre d’arguments des non linéarités: nous savons
approximer des non linéarités & NV arguments avec N > 2, mais il est plus délicat de déterminer
les cones d’incertitude pour des non linéarités avec N > 2. et par la méme occasion les modéles
LTI incertains polytopiques. Dans ce cas, il serait certainement plus judidiceux d’utiliser des
incertitudes de type borneés en norme, structurée ou non. Donc, nous nous restreindrons a la
classe des systémes non linéaires ayant des non linéarités & 1 et 2 arguments. Enfin, dans un

premier temps ([63]), les systémes non linéaires seront certains.

Les hypothéses

En termes d’hypothése, nous devons supposer que les applications que nous étudierons
permettent une définition des points d’équilibre intermédiaires (x.;, uei), c’est-a-dire que les

systémes peuvent proposer une résolution suivant la relation

#(1) = 0 = Flae, te) =0 YVi=1,.., N (111.80)

Les ressources

Grace a l'environnement de MATLAB, il est possible d’utiliser les deux solveurs d’inégalités
matricielles linéaires précédemment présentés, la LMI Control Toolbox, la boite & outils de

MATLAB [36], SEDUMI [92]. De plus, nous pourons associer l'interface non graphique propre
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a SEDUMI, SEDUMI INTERFACE. Enfin, grace & une version récente de MATLAB présente au
LAAS-CNRS (version 6.1), il a été possible de réaliser une interface graphique (GUI) qui permet
de se rendre compte de l'intéractivité du logiciel et d’avoir une vue compléte de "application

€Il cours.

Les possibilites

Pour que le prototype soit un minimum opérationnel, il faut qu’il puisse:

— Saisir les caractéristiques des systémes non linéaires sous la représentation de l'espace
d’état,

— Approximer les non linéarités & un et deux arguments,
— Déterminer les modéles LTI incertains polytopiques,
— Avoir le choix des synthéses robustes et des solveurs de LMIs,

— Afficher un maximum d’informations et de résultats concernant ’application en cours.

111.5.2 Interface

Nous avons jugé intéressant de développer une interface graphique (GUI) pour 'intéractivité
du logiciel et permettre ainsi une vue globale de I"application. Cette interface se résume a deux
fenétres graphiques intéractives “multi-menus”. La premiére permet un dialogue bilatéral entre
I'utilisateur et la machine, tandis que la deuxiéme n’offre qu’un dialogue dans le sens machine
vers utilisateur. La premiére fenétre représente toutes les étapes de I’algorithme développé dans
ce mémoire, de maniére successive. La deuxiéme expose toutes les données liées a ’application
en cours. Les étapes a suivre pour arriver au terme de 'application, c’est-a-dire déterminer une
séquence de lois de commande robustes locales qui stabilisent le systéme non linéaire, sont les

suivantes:

— Etape 1: Saisie du systéme non linéaire sous la forme de 'espace d’état et plus particu-

lierement suivant la notation prise au cours du chapitre II.

#(t) = f(ax,u) + Biw + Bsu x(tg) = a9
y(t) = Cex

II1.81
r = [ry29..2,]7 € R” = [uug..u,)t € R™ ( )

U
ye R weR V>

jam)

et

flz,u) = Ayx + Buh(x,u)
{ o (I1L.82)
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avec ) )
h(C)
h(z,u) = h(C) = | hi(¢) (111.83)
| ha(€)
tel que

{hk . S, YRY »—>‘V’R}, Vk = 1,7y, YN =1,2,¥¢ > 0 (I11.84)

Le vecteur h(x,u) représente le vecteur des non linéarités du systeme II1.81. Toute la
partie non linéaire est concentrée dans les termes de h(x, u). Par conséquent, nous devons

saisir toutes les matrices du systéme non linéaire et le nombre de non linéarités.

Etape 2: Obtention de la famille de modéles linéaires incertains de type polytopiques
valables localement dans un domaine de 'espace d’état.

Pour chaque non linéarité, nous devons choisir le nombre d’hyperplans qui vont approxi-
mer la non linéarité, donner les arguments de la non linéarité et ’expression de la non
linéarité. A partir de cela, il sera possible d’approximer les non linéarités et déterminer

les modéles linéaires incertains polytopiques de maniére systématique.

Etape 3: Synthéses robustes locales de tous les modéles linéaires incertains locaux.
La derniére étape réside dans le choix de la synthése robuste pour chaque modéle LTI

incertain et du solveur de LMIs.

Nous n’avons pas encore évoqué un dernier menu dans la premiére fenétre graphique (figure

II1.2): ¢’est un menu d’options:

Choix de la région convexe pour le placement de poles,

Contrainte possible sur les variables d’optimisation pour éviter un mauvais conditionne-

ment des variables d’optimisation,
Affichage des itérations lors de la résolution des problémes,
Sauvegarde des données dans un fichier,

Chargement d’un fichier pour éviter les premiéres étapes ou pour faire la synthése robuste

de systémes linéaires incertains polytopiques (voir ’exemple 2).
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FiG. 111.2 — Eerans n°1 et n°2 de 'interface de CAPILARS 1.01 v. Beta
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Les données et les résultats des approximations des non linéarités de ’application sont
regroupés dans la deuxiéme fenétre graphique (figure I11.2). Les résultats principaux, c’est-a-
dire les correcteurs par retour d’état et de sortie dynamique, les normes, les temps de calcul, la
faisabilité des probleémes, sont situés dans la premiére fenétre graphique (figure I11.2).

La section suivante est consacrée & I'application du prototype logiciel CAPILARS 1.01 v.
Beta présenté dans ce chapitre et est essentiellement composée de deux exemples. Dans le
premier exemple, 'application traitée a pour objet la commande d’'un modéle de moteur a
courant continu (systéme non linéaire). Le deuxiéme exemple est une application connue dans
les congres: c’est un benchmark ot le systéme physique est contitué de deux masses (my, ms)
reliées par un ressort. Ce deuxiéme exemple permet de montrer la capacité de CAPILARS 1.01

v. Beta a effectuer les synthéses robustes pour des systémes LTI incertains polytopiques.

11.L6.3 Exemples

Exemple 1: modéle de moteur a courant continu

Nous illustrons & présent notre algorithme a 'aide d’un systéme non linéaire bati & partir
d’une représentation du moteur & courant continu décrite dans [64] et [65]. Nous considérons le
systéme non linéaire comme un modeéle & une seule non linéarité dépendant d’une variable, et

la matrice A,, certaine. La représentation d’état est la suivante:

#(t) = f(a) + Biw + Bau x(tg) = 29
y(t) = Cox

o~

I11.
v = [riag,23)T = 10,0, 11T € R® wuwelR (111.85)
yeR welR V>0
et
flz) = Ayz + Buh(x)
I11.
L0y s
avec
{ h(z) — h(¢) = hi1(¢) = tanh(xy) (111.87)
tel que
{h .5 = [-10,10] € R s IR}, Vi>0 (111.88)
et
0 1 0 0 0
A,=(0 01 10 | B=[ 0 | Bu=|[ o O, = (1 0 0) (111.89)
0 —100 —100 100 100

0, 0 et [ sont respectivement la position angulaire, la vitesse angulaire et le courant d’induit.
On prendra Dy =1 et Dy = 0.
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On note I'approximation de h(x1) par h(z;). La figure I11.3 rappelle respectivement la non

linéarité et son approximation pour le nombre d’hyperplans o = 5.

Non linearite & approximation Erreur d'approxima tion
151 0.151

f(x1)

FiG. 111.3 — Approzimation et erreur pour la non linéarité tanh(xy) avec

5 hyperplans

A partir de cette modélisation, nous pouvons commencer & utiliser le logiciel CAPILARS

1.01 v. Beta étapes par étapes:
— Etape 1: Saisie du systéme non linéaire sous la forme de 'espace d’état.

— Etape 2: Obtention de la famille de modéles linéaires incertains de type polytopiques
valables localement dans un domaine de 'espace d’état.
Pour la non linéarité h(x), nous devons choisir le nombre d’hyperplans (o = 5) qui vont
approximer la non linéarité, donner les arguments de la non linéarité (1) et 'expression
de la non linéarité. A partir de cela, il sera possible d’approximer la non linéarité et

déterminer les modéles linéaires incertains polytopiques de maniére systématique.

Remarque II1.2 : Nous pouvons regarder a tout moment les informations que ["on saisit
dans la boite de dialogue (Dialog Out-Box) au bas de la premiére fenétre graphique (voir
figure I11.5), ou mieux encore pour avoir une vue globale de lapplication, sur la deuxieme
fenétre en cliquant sur le bouton Views de la premiére fenétre (voir figures I11.4, 111.5).

A

— Etape 3: Synthéses robustes locales.
La derniére étape réside dans le choix de la synthése robuste pour chaque modéle LTI
incertain et du solveur de LMIs. Dans le cadre de cette simulation, nous avons choisi de
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Fia. I11.4 — Eeran n°2 de l'interface de CAPILARS 1.01 v. Beta

déterminer une séquence de correcteurs robustes par retour d’état avec une localisation

de poles dans la région convexe (figure I11.6)
R(a,p,0) = R(0.5, 100, 0.7854) (I11.90)

Il est possible d’atteindre la figure II1.6 en cliquant sur le bouton FEigenvalues de la

premiére fenétre graphique. Le solveur d’inégalités matricielles est SEDUMI (voir figure

111.4).

Remarque II1.3 : En termes de résultats, nous pouvons observer sur la premiére fenétre

graphique, grice a des boutons d’évolution (précédent et suivant):
— Les correcteurs par retour d’état / de sortie dynamique sous forme matricielle.
~ La faisabilité du/des problemes d’optimisation.

~ Le domaine de validité de chaque modele LTI incertain, ainsi que leur point d’équilibre

intermédiaire respectif.

— Les valeurs des normes Hs ou Heo.
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FiG. I11.5 — Eeran n°1 de l'interface de CAPILARS 1.01 v. Beta

— Le temps de calcul (CPU) pour chaque synthése robuste.

Exemple 2: Benchmark ACC [97]

Il s’agit d’un “Benchmark” présenté a plusieurs reprises au congres ACC (American Control
Conference) ot le systéme physique est constitué de deux masses (My, Ms) reliées par un ressort

de raideur k (figure IIL.7).
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Fils Bt View lanel Tool Window Help
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FiG. 1I1.6 — Localisation des péles en boucle fermée avec CAPILARS
1.01 v. Beta

U w
R —— M, M, —=

Fia. 111.7 — Probléme de commande masse + ressort

La représentation d’état de ce systéme est donnée par [97]:

_ 0 010
} 0 0 0
= _i i 0 0 %72 + w + u
X1 ]\41 ]\41 X 1 0 1
75 TP 0 1 0
M, M, | ~—~— (111.91)

- z

z=[0 1 0 0]z (+D1u)

1 000
y:

010 o]x(J“D“w)

y est la sortie mesurée et z la sortie commandée. Les masses M7 et M, ainsi que la raideur £
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sont incertaines et définies ainsi :

k = ko + Ok
My, = My + o (111.92)
My = My + 0w,
avec :
ke =1 -0.1 < 4, < 0.1
My, = 1.5 0 < oy, < 0.2
My = 1 0 < oy, < 04

1
En prenant Dy; = 1 et Dy = [ 0 (1) ], on détermine, a partir de CAPILARS 1.01 v. Beta

et en utilisant 'algorithme par décomposition croisée, un compensateur par retour de sortie
dynamique et en tenant compte d’un critére de performance H,. Nous sommes en présence
d’un systéme incertain de type polytopique & 8 sommets. Cet exemple est composé d’un seul
modele et il n’y a pas de point d’équilibre a rechercher. Donc, nous allons simplement utiliser la
troisiéme fonction de CAPILARS 1.01 v. Beta: synthéses robustes avec ou sans performances.
Il est possible de mémoriser toutes les caractéristiques du systéme LTI en utilisant le bouton
de chargement (Load a file.mat). Ensuite, comme pour un modeéle non linéaire, nous pouvons
utiliser le tableau de synthéses robustes, par retour d’état ou par retour de sortie dynamique,
avec comme solveur, LMILAB (LMI Control Toolbox) ou SEDUMI. Dans le cadre de cette
simulation, le solveur d’inégalités matricielles est LMILAB (voir figure 111.8).

I11.6 Conclusion

Apres avoir rappelé briéevement la forme des systémes LTI incertains de type polytopique,
obtenus & partir de 'algorithme CPWL [64] développé dans ce mémoire, nous avons rappelé
les principes de la commande par retour d’état et par retour de sortie dynamique pour des
systémes certains et détaillé la résolution des problémes de synthése de retour d’état et de
sortie dynamique pour une famille de modéles incertains. Les domaines d’incertitude portent
sur tous les couples de matrices (A;, By;) aveci = 1,2, ..., N'. Que ce soit pour le retour d’état
ou le retour de sortie dynamique, nous avons rappelé une condition nécessaire et suffisante de
stabilité pour les systémes certains et nous avons exprimé une condition suffisante de stabilité
pour chacun des modeéles LTI incertains de la famille.

Pour ces types de commandes, on utilise une formulation de type LMI. Lorsque ces inégalités
matricielles ne sont plus linéaires (LMIs) mais bilinéaires (BMIs) dans le cas incertain, on utilise
un algorithme par décomposition croisée. Une fois les problémes de synthése bien posés (en
tenant compte de critéres de performances), la résolution ne dépend que du choix du solveur de
LMIs. Nos choix se sont orientés vers la LMI Control Toolbox [36] et vers SEDUMI [92] pour

diverses raisons.



I11.6. Conclusion 109

FiG. II1.8 — Eeran n°1 de l'interface de CAPILARS 1.01 v. Beta

L’un des intéréts de "approche CPWL réside dans la systématisation de celle-ci. En allant
dans cette direction, nous avons développé un prototype logiciel, CAPILARS 1.01 v. Beta [63],
un des résultats de ce travail. Dans un souci d’utilisations diverses, nous avons développé ce logi-
ciel dans I’environnement MATLAB, pour des applications concernant les systémes non linéaires
ayant des non linéarités a un ou deux arguments et pour des systémes linéaires incertains poly-
topiques. Deux exemples (un modeéle de machine & courant continu et un Benchmark) viennent
cléturer ce chapitre pour décrire le fonctionnement de ce logiciel et évaluer ses capacités. Pour

plus d’informations, le lecteur pourra consulter le guide d’utilisation [63].
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Chapitre IV

Applications numériques

Ce chapitre, consacré a "application de "approche présentée dans ce mémoire, est composé es-
sentiellement de deux parties. Dans la premiére partie, les applications traitées ont pour objet
I’application directe de la méthode. Ces applications concernent la commande d’un pendule
simple inversé, la commande d’un panneau solaire basé sur un convertisseur DC-DC de type
survolteur et la commande d’un moteur d’aération (MTB). Pour chacune de ces trois appli-
cations, une bréve description du systéme sera faite, puis nous rappelerons les spécifications
de chacune. Ensuite, la modélisation sera détaillée pour précéder I'approximation CPWL du
modeéle en une famille de modeéle LTI incertains. Le calcul des correcteurs ainsi que les résultats
de simulations obtenus, sont ensuite présentés et discutés.

Enfin, dans un deuxiéme temps, & partir d’'une comparaison avec des approches multi-
modéles existantes de la littérature, nous chercherons a situer ’approche CPWL et déterminer
ses points forts et ses limites.

“La simplicité est la forme de la vraie grandeur.”

[Francesco de Sanctis, Extrait de Histoire de la littérature italienne]

111
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IV.1 Introduction

Ce chapitre est constitué d’une série d’applications pour illustrer et valider ’approche CPWL
développée dans cette thése. Nous travaillerons sur deux catégories d’exemples numériques: la
premiére catégorie illustrant intégralement I’approche CPWL ou chaque application a été ré-
solue par le prototype logiciel CAPILARS 1.01 v Beta décrit en fin de chapitre III. Trois
applications caractérisent cette catégorie et sont ordonnées suivant leur difficulté: la premiére
application est I'idéalisation d’un pendule simple inversé. Cette application, bien que simplifiée,
permet d’illustrer 'approche CPWL d’une maniére simple et directe avec une seule non linéa-
rité & un argument. La non linéarité de ce systéme est une fonction sinusoidale. La deuxiéme
application appartient au domaine du génie électrique et énergétique. Cette application est la
modélisation d’un panneau solaire constitué & partir d’un convertisseur DC-DC de type sur-
volteur (dit “Boost”). Cette application illustre 'approche par une non linéarité logarithmique
associée a une bilinéarité entre une variable d’état et la commande Elle sera traité en deux
temps (bilinéarité uniquement puis bilinéarité associée a la non linéarité logarithmique). La
derniére application est l'illustration d’un moteur d’aération, application constituée de deux
non linéarités a un argument.

Enfin, & partir d’une comparaison avec des approches multi-modéles existantes de la littéra-
ture, nous chercherons & situer 'approche CPWL, déterminer ses forces et faiblesses et vérifier

si cette méthode répond aux objectifs attendus.

IV.2 Pendule inversé

IV.2.1 Présentation

Un pendule simple inversé est présenté sur la figure IV.1. Les équations dynamiques sont

al = 51?2(? 1 (IV.1)
(1) = %.sm(xl(t)) + ul?) ‘

do(t do(t
oit [z1(t), z2(t)]T = [0(2), %]T avec 0(1) et d(t ) respectivement la position et la vitesse
angulaire. La commande est notée u et la sortie mesurée correspond & la position angulaire.

Significations des paramétres et valeurs numériques:

— m: Masse du pendule, considérée comme ponctuelle, m = 1 Kg.
— ¢: Gravité, ¢ = 9.81 N.m.Kg™%

— [: Longueur du pendule, [ = 0.62 m.
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Fig. IV.1 — Pendule inversé.

— J: Couple (inertie), J = 1 Kg.m?.

Le but de la commande est de “lever” le pendule de 0(¢) : 1.29 — 0 (radians), en assurant
la stabilité en boucle fermée, et certaines spécifications sur le régime transitoire (placement de
poles) pour chaque modéle LTT incertain déterminé par ’approche CPWL. Comme nous ’avons
mentionné dans les chapitres précédents, il est difficile dans le cas de modeles LTIs incertains,
de parler de placement de poéles et on s’intéresse plutot a les localiser dans une région convexe
Ry Py Om) [20]. Cette région convexe, définie par R(0.5,1.5, g), sera la méme pour tous
les modeéles. Nous allons appliquer ’approche CPWL proposée dans ce mémoire pour le cas du

retour d’état avec placement de péles et dans le cas du retour de sortie dynamique, en utilisant

le solveur (de LMIs) LMILAB de MATLAB.

IV.2.2 Modélisation CPWL

Pour cette approche, nous avons choisi de limiter le domaine de variation de la position

. . . . T . .
angulaire, premiére variable d’état, a I'intervalle [—— —]. Le nombre de modeéles LTT incertains

locaux est de 11 (o = 9). Il faut garder a I'esprit que, plus le nombre de modéles linéaires locaux
augmente, plus la précision sera grande, 'erreur d’approximation sera faible et la transition
entre les modéles sera moins brusque. En résumé, le cahier des charges du modéle du pendule

est:

— Régulation du pendule autour de 0;(t) = 0 avec comme condition initiale 6y(¢) = 1.29

radians (En fait, on acceptera toutes les conditions initiales de I'intervalle d’étude proposé
T

-2 2.

— Lois de commande par retour d’état avec localisation de poéles dans une région convexe
i
du plan complexe R(0.5, 1.5, 5)
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— Nombre de modeles LTI incertains résultant de ’approximation: 11.

En appliquant I"algorithme CPWL, les points d’équilibre intermédiaires sont rangés dans le

tableau IV.1 pour la composante x(?):

L~ [ 1 ] 2 [ 3 |

1

5

[6] 7 |

8|

9

10

11

| 21c; (rad) | -1.3943 | -1.0790 | -0.7836 | -0.4661 | -0.1914 [ 0 [ 0.1914 | 0.4661 | 0.7836 | 1.0790 | 1.3943 |

TaB. IV.1 — Valeurs des points d’équilibre intermédiaires

A Daide des résultats classiques de la stabilité quadratique (Théoréeme I11.8, Chap I11), nous

pouvons & présent établir les différentes matrices de gains K;, 1 = 1,..., 11 respectivement pour

les modéles LTI incertains suivants:

avec les matrices dynamique, de commande et d’observation de la forme:

(2)anet

Vi=1,.,11,Vj = 1.2

0 1
A”“(AM 0

A;; représente I'incertitude polytopique de chaque modéle LTI incertain déterminée & partir

de l'approximation de la non linéarité sinusoidale. Chaque systéme est commandé par

U= ug + Ki(z —

> By =

0)

ve) Vi =1,..,11.

avec
| N | K | N | K

1 | [-50.2101 -2.5261] | 7 [[-12.7435 -2.0977]
2 | [-30.1088 -2.5222] | 8 |[-15.8617 -2.3462]
3| [-22.8062 -2.4941] | 9 | [-22.8962 -2.4941]
4 | [-15.8617 -2.3462] | 10 | [-30.1088 -2.5222]
5 | [12.7435  -2.0977] | 11 | [-50.2101 -2.5261]
6 | [9.7743 -1.6368]

TaB. 1V.2 — Valeurs des gains par retour d’état.

(IV.2)

(IV.3)

(IV.4)

(IV.5)

Les consignes locales (valables aux points d’équilibre intermédiaires uniquement) sont résu-

mées dans le tableau IV.3 ci-dessous:
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In°] 1 | 2 | 3 [ 4 [ 5 J6] 7 | 8 | 9 | 10 [ 11 |
| wei | 0.9845 | 0.8815 | 0.7058 | 0.4494 [ 0.1903 | 0 | -0.1903 | -0.4494 | -0.7058 | -0.8815 | -0.9845 |

TaB. IV.3 — Valeurs des commandes locales u.;.

IV.2.3 Simulations

Non linearite

0.8
0.6
04

0.2

f(x1)

—02F

—04b

—06F

—08k

FiG. IV.2 — Non linéarité du pendule inversé simplifié.

Approximation de la non linearite
PP . Erreur d’approximation

0.011
0.008
0.006 -
0.004 -

0.002~

fa(x1)
o
Erreur
o

-0.002-

-0.004

-0.006 -

-0.008

Fia. IV.3 — Approximation de la non linéarité et erreur d’approximation.

Nous avons fixé comme conditions initiales #(0) = 1.29 et comme état final §(c0) = 0.
Les figures IV.2 et IV.3 décrivent la non linéarité et son approximation sur l'intervalle d’étude
[—E g] D’apreés les figures IV.4 et IV.5, la commutation d’un modéle linéaire local a un autre
s’exécute de maniére douce. La réponse atteint son régime permanent avec un temps de réponse
de 3s (figure IV .4).

Nous pouvons observer la commutation des modéles LTI incertains sur la figure IV.5 qui
donne les indices des modéles linéaires locaux sous les conditions d’expérience. En termes de
performances (ici uniquement un placement de poles), les figures IV.6 décrivent les poles des

modeles LTI incertains en boucle ouverte puis en boucle fermée. Les contraintes au niveau de la
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Position Vitesse

Position

~02 i i i i i i i i 14 i i i i ; i i i ;
2 25 3 2 25 3
Temps (s) Temps (s)

FiG. IV.4 — Position et vitesse du pendule.

Commande Numero du modele
4 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T

950 1

Commande

35 4 4.5 5 0 0.5 1 15

2 25 3 2 25 3 35 4 45
Temps (s) Temps (s)

Fia. IV.5 — Commande et indice des modéles du pendule.

Valeurs propres des modeles lineaires LTI en BF
T T T

Valeurs propres des modeles lineaires LTI en BO

2 T T T T T T
*
H *
151 e 1
.
1
*
1+ - ar * -
*
’ : s
L 2k 1
05 * i
E of - omewm wx * * * * MR E op 4
" *
05t -2t - o x4
. +
*
s 4l x 1
t *
*
e
150 -5 1
* *
x
- 1 ; 1 ; 1 . . . . . . . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -13 -125 -12 -115 -11 -1.05 -1 -095 -09 -085 -08
Re Re

FiG. IV.6 — Péles en boucle ouverte et fermée.

région convexe du plan complexe R(0.5, 1.5, g) sont bien respectées. Enfin, la figure IV.7 décrit
la trajectoire de la vitesse en fonction de la position, c’est-a-dire le plan de phase qui montre
la convergence des états vers l'origine. Le pendule part de la condition initiale #(0) = 1.29

(radians) avec une vitesse angulaire nulle et va converger vers 'origine avec undépassement
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Plan de phase

Vitesse
| |

i ; ; ; i i
0.2 0 02 04 06 08 1 12 14
Position

FiGg. IV.7 — Trajectoire de la vitesse en fonction de la position.

compensé par la commande globale qui va faire revenir le pendule qui “dépasse” 1'origine (die

en partie & ’absence de frottements).

Remarque IV.1 :

Nous avons aussi simulé la commande du pendule inversé avec une sé-

quence de correcteurs par retour de sortie dynamique décrite dans le chapitre I et déterminée

en utilisant lalgorithme par décomposition croisée, avec la position angulaire comme variable

d’état acccessible. Les résultats suivants représentent les valeurs des correcteurs dynamiques

pour les méme conditions d’approximation et de simulations. Les figures IV.8 et IV.9 décrivent

les résultats de simulations.

B Aci LY ] Bei LY ] Cei |
1 | [-22.6445 51.6565; -6.4891 12.4483] |[ 1 | [490.0130; 148.5316] |[ 1 | [-0.0369 -0.9164]
2 | [-27.1540 60.9200; -8.4729 17.2107] || 2 | [409.6755; 135.7769] || 2 | [-0.0550 -0.8734]
3 | [34.2019 77.9604; -11.2150 24.1378] || 3 | [402.0277; 139.3243] || 3 | [-0.0734 -0.8266]
4 | [-48.4350 111.9816;-17.0169 38.3567] || 4 | [376.3452; 138.1086] || 4 | [-0.1160 -0.7222]
5 | [-65.2753 156.2258 ; -23.3057 55.0336] || 5 | [387.3983; 143.2055] || 5 | [-0.1558 -0.6156]
6 | [-92.1097 218.8242; -34.7838 82.1400] || 6 | [338.5206; 131.0818] || 6 | [-0.2577 -0.3733]
7 | [-65.2753 156.2258 ; -23.3057 55.0336] || 7 | [387.3983; 143.2055] || 7 | [-0.1558 -0.6156]
8 | [-48.4350 111.9816;-17.0169 38.3567] || 8 | [376.3452; 138.1086] || 8 | [-0.1160 -0.7222]
9 | [-34.2019 77.9604; -11.2150 24.1378] || 9 | [402.0277; 139.3243] || 9 | [-0.0734 -0.8266]
10 | [-27.1540 60.9200; -8.4729 17.2107] || 10 | [409.6755; 135.7769] || 10 | [-0.0550 -0.8734]
11 | [22.6445 51.6565; -6.4891 12.4483] || 11 | [490.0130; 148.5316] || 11 | [-0.0369 -0.9164]

TaB. 1V.4 — Valeurs des correcteurs dynamiques.

A

En terme de séquencement, de lois de commande (pour le retour d’état par exemple), le

systéme a pour condition initiale 19 = 1.29 et pour condition finale 1y = 0. Le premier
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Position Vitesse

05

Position
Vitesse

2 25 3
Temps (s)

FiG. IV.8 — Position et vitesse du pendule.

Commande Numero du modele
6 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T
951 .
Q- ek N
851 4
@ 8 Hok -
B
2
g
£ 751 4
£
<]
© 7+ * 8
651 .
6 ek
55 —
Z14 i i i i i i i i i 5 I I . . . . .
4 05 1 15 35 4 45 5 0 05 1 15 35 4 45 5

2 25 3 2 25 3
Temps (s) Temps (s)

FiGg. IV.9 — Commande et Indice de modéle du pendule

Plan de phase

<06 04 02 0 02 04
Position

FiG. IV.10 — Trajectoire de la vitesse en fonction de la position.

modéle LTI incertain sera, comme l'indique la figure IV.9, le numéro 10, ce qui correspond au
domaine d’attraction [0.7836, 1.3943] pour le point d’équilibre 10 (2., = 1.0790). Le modele

suivant est le numéro 9 pour le point d’équilibre z.; = 0.7836 et pour domaine d’attraction
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[0.4652, 0.783]. Le séquencement va se faire jusqu’au point d’équilibre final x1.; = 215 = 0.

Ce systéme non linéaire, bien que simplifié, nous permet d’illustrer I’'approche CPWL en
approximant une non linéarité & un argument et de déterminer des modéles LTI incertains qui
vont “couvrir” tout le domaine d’étude proposé. Grace & ces modéles, nous pouvons calculer
une séquence de lois de commande robustes qui permettent de satisfaire les deux conditions
principales, assurer la stabilité du modeéle non linéaire en boucle fermée en vérifiant les critéres
de performances.

L’application suivante va nous amener a plus de réflexions car elle est constituée d’une non

linéarité logarithmique associée a deux bilinéarités.

IV.3 Commande d'un panneau solaire

IV.3.1 Présentation

Dans cette deuxiéme application, le systéme a commander est un panneau solaire composé
d’un convertisseur DC-DC de type “Boost” ou survolteur (figure IV.11).

le ]
u=0 +

vd ks v X2

nplcc

Fig. IV.11 — Panneau solaire.

Outre le convertisseur DC-DC que nous étudierons dans un premier temps, le panneau est
constitué d’une source de courant associée & un pont de diodes pour éviter les inversions de
courant ou de tension et donc de puissance. Comme nous 'avons énoncé précédemment, nous
commencerons par étudier le modéle du convertisseur DC-DC survolteur, puis nous incluerons
la partie source de courant pour rechercher une commande robuste stabilisant le systéme en

boucle fermée.

IV.3.2 Convertisseur DC-to-DC survolteur ou “Boost”
Modélisation CPWL

Considérons le modéle de convertisseur survolteur décrit par la figure IV.12.
x1 et x5 représentent respectivement le courant inducteur d’entrée et la tension de sortie
aux bornes de la capacité C. E représente la tension d’entrée constante externe alimentant

le circuit de la figure IV.12. La variable u représente la commande de l'interrupteur entre
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Part 1. Part 2.

Fig. IV.12 — Convertisseur DC-DC' survolteur.

,,,,,,,,,,,, Circuitideal
X L 1

[+
4
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—C R=

Part 1. Part 2.

FiG. IV.13 — Circuit équivalent du convertisseur survolteur.

les parties 1 et 2 du systéme (figure IV.12). Cette grandeur est pilotée par une modulation

de largeur d’impulsions (MLI ou PWM pour les anglo-saxons). D’aprés [90] et sous certaines

1

conditions’, on peut considérer que le systéme peut-étre transformé sous la forme de la figure

IV.13. Les valeurs que peut donc prendre u sont comprises dans 1’ensemble des valeurs suivantes:

u € D, D, =10,1] (IV.6)
A partir de ce schéma, on peut déterminer les équations électriques IV.7 et IV.8:
Ny
dl
DUi=0 = B~ L—t —uly =0, (IV.7)
i=1
Ny
dVy V5
;Jj =0 = —uli + C—= + = =0, (IV.8)
Par conséquent, en posant ©; = [; et ¥ = V5, il est possible d’obtenir les équations dif-

férentielles suivantes décrivant le systéme de la figure 1V.13, équivalent a celui de la figure

IV.12:

. —1 E
T = ——ury + A
- IL 2 (IV.9)
2= ot T ke

1. en considérant pour xy, 5 et u comme les valeurs moyennes sur une période de MLI des variables respec-
tives qu’elles représentent.
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Significations des paramétres et valeurs numériques:

E: Tension d’alimentation externe, £ = 15 V.

L: Inductance du convertisseur survolteur, . = 20 mH.
— (: Capacité du convertisseur survolteur, C' = 20 mF.
— R: Résistance de charge du convertisseur survolteur, B = 30 .

Afin de tester la robustesse et les performances des contréleurs calculés par 'approche
CPWL, nous avons réalisé 3 séries de simulations. La premiére correspond au convertisseur
nominal: tous les parameétres du modele sont parfaitement connus par la loi de commande et
aucune perturbation n’est présente. Dans les deux autres séries, nous considérons le convertis-
seur survolteur avec des incertitudes g sur F: §g représente une perturbation d’entrée externe
affectant le systéme non linéaire directement au travers de la tension externe £. On considére
que la valeur maximale de dp est égale a 2 volts. Les deux cas envisagés sont:

Cas n°1: une erreur de type impulsionnelle de 2 volts et de “durée” de 0.1s a ¢t = 0.1s,

Cas n°2: une perturbation aléatoire de 2 volts d’amplitude (£ 1 volt) sur toute la durée de
simulation.

On choisit de tenir compte de performances telles que placement de poles et rejet de perturba-
tion (performance Hs).

A partir d’une condition initiale (210 = 0.66A, x50 = 17.30V), 'objectif de contréle est la
stabilisation des sorties autour du point d’équilibre suivant (x1; = 1.104, x5y = 22.33V)
respectivement pour le courant d’entrée et la tension de sortie.

Le choix s’est porté sur 3 hyperplans (¢ = 3) pour les approximations. Nous obtenons 5
modeéles incertains sur un domaine d’évolution de z, entre 15 volts et 25 volts de la forme

suivante:

#(t) = Ailz — 2g) + Bair(u — ug) + By
y(t) = Colr — ) (IV.10)
Vi=1,..5Vk=1,..4.

pour les points d’équilibre intermédiaires

(vl [ 3 ] 4 [ 5 ]
T1e | 05 [ 0.642 [ 0.802 [ 1.10 | 1.1756
Tae | 15 | 17 | 19 [2233] 23

TaB. IV.5 — Valeurs des points d’équilibre intermédiaires
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et avec les matrices dynamique, de commande, de perturbation et d’observation de la forme:

0 0 Avip
A = Baip = V.11
( 0 —1.667 ) 2k ( Agi ) ( )

B — ( 7(5)0 ) Ci = ( (1) (1) ) (IV.12)

Vi=1,...,5, Vk = 1,....4.
Aq;p et Agyp représentent les incertitudes polytopiques de chaque modele LTI incertain

déterminée a partir de I'approximation des deux bilinéarités. Chaque systéme est commandé

par
U= ug + Ki(x —ay) Yi=1,..,5. (IV.13)
Remarque IV.2 : Les gains K; seront identiques pour chaque cas, vu Uexpression des bilinéa-
Tités.
| NO | K; | | NO | K; |
| @ []0.0636 0.0021] | | i [][0.0914 0.0107] |

TAB. IV.6 — Valeurs des gains par retour d’état pour le cas n°1 (gauche)
et n°2 (droite).
A

Les consignes locales (valables aux points d’équilibre intermédiaires uniquement) sont résumées
dans le tableau IV.7, ci-dessous:

(Vi 2 [ 8 [ 4 [ 5 |
1]0.8824 | 0.7895 | 0.6715 | 0.6522 |

‘ Ues

TAB. IV.7 — Valeurs des commandes locales u.;

Simulations

Les simulations sur le convertisseur nominal sont ajoutées en tirets sur chaque courbe de
chaque figure des deux cas, 'un avec 'erreur impulsionnelle et 1’autre avec la perturbation.
Sur chacune des figures (état, commande et sortie) des deux cas perturbés, les trajectoires du
modéle nominal en boucle fermée sont décrites ainsi que la commande u. Comme on peut le
constater, la commande séquencée pour le modeéle nominal, atteint bien le point de stabilisation
(x17 = 1.10A, 225 = 22.33V). Le ratio final est égal a 0.67 et a débuté avec une valeur de 0.73.
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On peut suggérer que le systéme non linéaire non perturbé est bien contr6lé, dans un temps de
réponse de 0.2s.

Cas n°1: Erreur impulsionnelle sur F.

Pour le cas de l'erreur impulsionnelle effective entre ¢ = 0.1s et ¢t = 0.2s, les figures V.14
et IV.15 décrivent, en traits continus, les trajectoires, la commande u et le changement de
modele. La commande séquencée atteint son objectif de maniére précise, de la stabilisation au
point d’équilibre (215 = 1.10A, 225 = 22.33V). Le degré de robustesse est appréciable pour
une perturbation de ce genre mais, le temps de réponse est modifié et vaut 0.35s. Donc, on
observe une baisse du c6té des performances. Dés que la perturbation disparait, la séquence de
controleurs réussit rapidement & restaurer la situation et a se diriger vers 1’état final désiré. Le
changement de modéle est illustré par la figure IV.15:

”

en trait “”: séquence du modeéle nominal

en trait “0000”: séquence du modéle perturbé

0:4 0.5 0 011 0:2 0:3 O.‘4 0.5

0 01 02 03
Temps(s) Temps(s)

Fia. IV.14 — Courant et tension du convertisseur avec erreur impulsio-

nelle sur I/ de -3 V.

Commande
0.85 . . .

Numero de modele

0.8
0.75t
o)
0.7t
0.651
150
0'60 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 1 . . . .
Temps(s) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fia. IV.15 — Commande et indice du convertisseur avec erreur impul-

sionelle sur F de -3 V.
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Cas n°2: Perturbations sur K.
Dans ce deuxiéme cas, on suppose que l'on n’a pas la connaissance exacte de la tension d’ali-
mentation et donc qu’il existe une perturbation aléatoire sur toute la durée de la simulation de
+1 volt. Comme pour le cas avec une erreur impulsionnelle, les figures V.16 et IV.17 décrivent
les trajectoires, la commande et le changement de modéle au cours de la simulation. On ob-
serve, toujours d’aprés la figure IV.16, que la tension d’alimentation est fortement perturbée,
ce qui entraine une forte répercussion sur le courant d’entrée x;. Ce courant d’entrée perturbé
est directement lié a la perturbation car il fait partie du primaire du systéme. Au niveau de la
tension de sortie x,, la perturbation agit aussi, avec moins d’amplitude. Le séquencement de
gains robustes est effectué sans probléme malgré cette perturbation et 1’on s’apercoit que nous
sommes proches du modéle nominal. Le fait de créer un céne d’incertitude et de rechercher
une loi de commande robuste rejetant des pertubations en incluant un critére Hy pour chaque
modéle permet d’effectuer le changement de modéle et d’atteindre le point équilibre final. La
figure IV.18 montre aussi une localisation de poéles des modéles linéaires en boucle fermée. 1
est intéressant de remarquer que les valeurs des poéles sont confinées dans la région convexe
R(2,5,m/4). Ces valeurs sont suffisantes et il n’y a pas besoin de rechercher des poles plus

“dars”[68], grace au séquencement de gains.

0 01 0.2 03 04 05 0 01 04 05

0.2 0.3
Temps(s) Temps(s)

FiG. 1V.16 — Courant et tension du convertisseur avec perturbation cen-

trée sur I de &1 V.

En termes de robustesse et de performance, notons que approche séquencée montre de
bonnes performances. Au niveau des réponses du convertisseur, aprés un fort dépassement dii
au changement de loi de commande pour le courant d’entrée, le systéme va se stabiliser sur le
point final désiré. Il est a noter cependant que cette accroissement de courant est nécessaire
pour changer de point de fonctionnement. [’apparition d’une erreur de type impulsionnelle
engendre un bruit sur la commande qui I’encaisse suffisamment pour que la tension de sortie

ne subisse que de petites variations. Le placement de péles et le critére H;y en sont a 'origine.
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Commande Numero de modele
0.9 ; ‘ : : 5 ‘ :
45
0.85- al -
0.8 o 35
g 3 -
> £
0.75¢ z 25
pl——
0.7r
1.5¢
06% 0 04 05 o 01 04 05

02 03 02 03
Temps(s) Temps(s)

Fig. IV.17 — Commande et indice du convertisseur avec perturbation
centrée sur F de £1 V.

Tension E Poles des modeles lineaires
16 ‘ : 1 ; : :
15.5¢ 0.5
w15+ E O+ PR JRN—.
14.5¢ -0.5
% 01 02 03 04 o5 4 35 =3 25 =2
Temps(s) Re

FiGa. IV.18 — Perturbation centrée sur F de £1 volt et péles en boucle

fermée.

Apres ces essais sur le convertisseur seul, il est intéressant d’étudier le comportement du pan-
neau solaire complet. Ce dernier se propose d’étre complétement non linéaire par 'introduction

de la fonction logarithme, en plus de la bilinéarité du convertisseur.

IV.3.3 Panneau solaire entier

Modélisation CPWL

Les relations qui décrivent les tensions V; et V,, nécessaires pour la commande du panneau
solaire sont les suivantes:

Tension aux bornes de la source de courant:

Vi = pVrln| ——= + 1 (IV.14)
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Tension vue par le convertisseur survolteur:

V, = Vi — R, (IV.15)

Mp
Posons les équations électriques suivantes:

Ny

dr
=1
Ny
dVy | Va
I, =0 —ul C— 4+ = = 0. V.7
Gréce a ces équations, nous pouvons écrire le systéme non linéaire:
. —1 Vi
L = —uVy + £
L L (IV.18)
V) = uly — 2
= —u - —=
‘T Cc RC
Remplagons dans ce systéme la tension V, par
Vi = nVa — 2R, (IV.19)
Mp
qui s’écrit aussi
[cc - i_l N
V, = ns <,0VTln<7p + 1)) — — R, (I1V.20)
1, ny
ou encore
V, = nopVirln <a11 + 5) ~ LR (IV.21)
Mp
1 [cc
avec a = _npfs et 0 =1+ —[—S
Apres ces quelques calculs et en posant 1 = [ et 3 = V5, nous pouvons écrire le systéme

suivant représentant le panneau solaire:

—1
1 = —kyxy + kiln(oz + 8) + —ux,

o ) L (IV.22)
2=t T ke
ns R, nspVr
avec ky = — et by = —
n, L L

Significations des paramétres et valeurs numériques:

— n,: Nombre de panneaux en paralléles, n, = 1.
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— ns: Nombre de cellules élémentaires sur un panneau, n, = 36.

— R: Résistance de contact et connexion pour une cellule élémentaire, R, = 0.07 ).
— [..: Courant d’alimentation, /.. = 1.37 A.

— I, Courant d’obscurité des porteurs minoritaires, I, = 1.2uA.

— L: Inductance du convertisseur, . = 20 mH.

— (': Capacité du convertisseur, ¢’ = 20 mF.

— R: Résistance de charge du convertisseur, B = 30 .

— p: Résistivité du matériau, p = 1.5 5.1

— T': Température, T' = 50 degrés.
203 + T

— Vp: Tensi téristi d’ diode, V; = 22¢ — 3% ——— = 0.0227 V.
7: Tension caractéristique d’une diode, Vr € * 573 1 40
sV
— kq: constante définie par ky = " LT'O = 61,3.
S RS
— ky: constante définie par ky = Mo s _ 126.
n, L
. —1
— «a: constante définie par a = = -8.333e05.
nyls

[CC
— [(3: constante définie par [ = T + 1= 1.1417€06.

L’introduction de la fonction logarithme impose des contraintes sur les domaines d’étude
des variables d’état x; et x4: il faut évidemment que ’argument de la fonction logarithme soit
définie positive, c’est-a-dire,

ary + 3 >0 (1V.23)

soit

v < 1.37T A (IV.24)

donc,

z1 € Dy, Do, = [0, 1.37] (IV.25)
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Calcul des correcteurs (retour d’état)

La réalisibilité des correcteurs ne posent pas de probléme particulier. Le schéma d’obtention
de ces derniers suit la méme approche que pour le convertisseur seul. Cette fois-ci, le choix s’est
porté sur 4 hyperplans (o = 4) pour les approximations. Nous obtenons 6 modéles incertains

sur un domaine d’évolution de z; entre 0 A et 1.37 A de la forme suivante:

(t) = Ajj(x — 2¢) + Ba(u — uy)
y(t) = Cou(e — zo) (TV.26)
Vi=1,..6Vj=12Vk=1,.,4

pour les points d’équilibre intermédiaires

(N 1 | 2 3 4 5 | 6 |
1o | 01747 | 0.2111 | 0.2589 | 0.8638 | 1.0685 | 1.2606
Tae; | 9.7508 | 10.6764 | 11.7612 | 19.7633 | 21.0371 | 21.22

TaB. IV.8 — Valeurs des points d’équilibre intermédiaires.

et avec les matrices dynamique, de commande et d’observation de la forme:

Ai’ —kz 0 Alik 1 0
Ay = d Baix = Cyi = V.27
7 ( 0  —1.6667 ) 2k ( A ) : ( 01 ) (Iv.27)

Vi=1,...,6, Vj = 1,2, Vk = 1,...,4.
Aij, Ay et Agji représentent respectivement les incertitudes polytopiques de chaque modéle
LTI incertain déterminées a partir de 'approximation de la fonction logarithmique et des deux

bilinéarités. Chaque systéme est commandé par

U= uy + Ki(x —axy) Yi=1,..,6. (IV.28)

| N | K | N | K |
1| [44.4153 -0.3117] | 4 [ [75.0298 -0.1695]
2 | [33.0263 -0.2405] | 5 | [44.8186 -0.1291]
3 | [56.6292 -0.2170] | 6 | [75.0298 -0.1695]

TaB. 1V.9 — Valeurs des gains par retour d’état.

et les commandes locales (valables aux points d’équilibre intermédiaires uniquement) sont

résumées dans le tableau IV.10 ci-dessous:
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Nl L 2 [ 3 [ 4 | 5 [ 6
1.6913 | 1.5326 | 1.3766 | 0.6933 | 0.5966 | 0.5101 |

‘ Ues

TAB. IV.10 — Valeurs des commandes locales u.;.

Simulations

Dans le cadre de cette simulation, nous nous sommes contentés de stabiliser le systéme
non linéaire: par conséquent, nous avons recherché a déterminer une séquence de lois de com-
mande par retour d’état sans contrainte de performance. L’approximation de la non linéarité
logarithmique (figure IV.19) pour o = 4 est donnée par la figure IV.20 avec I'erreur d’approxi-
mation, pour un domaine d’évolution de x; défini par | — 1.37, 1.37[, mais étudiée uniquement
sur l'intervalle valable [0, 1.37].

Non linearite

FiG. IV.19 — Non linéarité logarithmique du panneau solaire.

Approximation de la non Imegme Erreur d"approximation

Erreur
.

Fia. IV.20 — Approzimation de la non linéarité et erreur d’approrima-

tion.
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Courant 11

Tension V2

Courant
-
Tension

L L L L L L L L L L L L L L L L
"o 01 0.2 03 04 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.6 07 0.8 0.9 1

05 05
Temps (s) Temps (s)

Fia. IV.21 — Courant d’entrée et tension de sortie pour le panneau so-

laire.

Commande Numero de modele
T T T T T T T

55
0.8

Commande
)
2
=l
T

°
2

065

06
0

L L L L L L L L L L L L L L L L
0.1 0.2 03 0.4 0.6 0.7 08 09 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1

05 05
Temps (s) Temps (s)

Fia. IV.22 — Commande et indice des modéles pour le panneau solaire.

Le courant d’entrée et la tension de sortie sont illustrés par les figures IV.21 pour la régu-
lation du panneau solaire autour du point d’équilibre ; = 0.7 A. Le changement de modéles
est décrit par la figure IV.22. Nous aurions pu incliire, par exemple, un critére supplémentaire

pour essayer de calculer la puissance maximale développée en sortie du panneau solaire.

IV.4 Moteur d'aération MTB

IV.4.1 Présentation

Cette application est basée sur I’exemple proposé par [82]. Cet exemple est une illustration
de moteur d’aération automatique appelée MTB (Motorized Throttle Body). Nous utilisons un
modele non linéaire approximant celui donné dans [82].
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Le systéme exact est composé de deux parties:

— La partie moteur: cette partie sera modélisée de la méme maniére que dans

[82] et ne sera pas approximée.

— La partie couple: cette partie sera approximée & partir des tableaux et figures proposées

dans [82] car nous n’avons pas les expressions exactes des non linéarités.

Le moteur MTB, illustré par la figure V.23, est décrit par des équations de la forme:

( IRRRRRRRRARK
( (RRRRRRRRNNY

Fig. 1V.23 — Moteur d’aération MTB.

H1) = (1, 2(1) + Bau()
{ y(t) = Caz(t) (1V.29)

ol

flt,x(t)) = Anx + Bu h(t, 2(t)) (IV.30)
Les équations sont:
0 =w
. Kr. T ( )
W= —01tT V.31
A
? A A

Significations des paramétres et valeurs numériques:

—z = [fwi]t.

— 0, w, position et vitesse du moteur.

~ 1, u, courant et tension du moteu.

— K coefficient de couple, K7 = 0.05 Nm/A.

— R résistance du moteur, R = 1.5().



132 Chapitre IV. Applications numériques

— L inductance du moteur, .. = 1.5 mH.
— J inertie total, J = 16.9¢ — 06 Kg.m?.
~ T}, couple total en Nm.

Le couple de charge peut étre réécrit de la maniére suivante, comme une somme de non linéarités:

hit, 2(t)) = _% - —%(TS(H) 4 Ty(w) + Tualt,w,0)) (1V.32)

avec

— Ts(0) représentant le couple de charge généré par les roulements. Ts(0) peut étre décrite

comme une saturation particuliere illustrée par la figure IV.24 (droite).

— T¢(w) représentant le frottement. Ts(w) est aussi considérée comme une saturation illus-
trée par la figure IV.24 (gauche).

— Toa(t,w, 0) représentant le couple aérodynamique ( valeurs non prévisibles) que 1'on né-
gligera.

Non linearite Non linearite

ox2)
°
fx1)
.

FiGg. IV.24 — Couple de charge Ts(0) (droite) et couple de frottement
Te(w) (gauche).

Les sorties mesurées et controlées sont respectivement la position 4 et la vitesse w.

Valeurs numériques des matrices du modele d’état approché:

0 1 0 0
A,=(0 0 2059 | B,=[ o0 (IV.33)
0 —50 —2000 1000
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By = Co=(100) (IV.34)

o = O
o = O

Non linéarités: Les non linéarités de ce systéme sont données par Ts(6) et T(w):

h(z(t)) = —§<T5<0> + T(w)) (IV.35)
: .

h(z(t)) = m(o.ouasmh(xl — 0.1) + 0.07 * tanh(x,))

Par conséquent, le modele utilisé s’écrit:

#1) = [(2(1)) + B
{ y(t) = Caz(t) (1V-36)

avec

Fla(t)) = Az + Buh(z(t)) (1V.37)

Les objectifs sont de déterminer une séquence de lois de commande robustes telle que le
modéle non linéaire sera stable en boucle fermée.Les synthéses robustes seront des synthéses

par retour d’état et le solveur utilisé sera SEDUMI.

IV.4.2 Modélisation CPWL par deux non linéarités a un argument

Pour l"approximation des deux non linéarités du moteur, nous avons choisi pour chacune
d’elles, 8 hyperplans (il est possible de choisir des valeurs différentes pour les deux non linéarités)
avec comme domaine d’étude [-10 10] pour chaque argument des non linéarités. Etant donné les
expressions des non linéarités, nous pouvons supposer que les points d’équilibre intermédiaires
par rapport a la variable x5 seront nuls. Par conséquent, la non linéarité Tr(x2) n’aura qu’un
seul cone d’incertitude centré en xq.; = 0 (figure IV.25). Au total, nous aurons 10 modeles LTI

incertains (4 sommets) a déterminer de la forme
)
y(t) = Colr — o) (IV.38)

pour les points d’équilibre intermédiaires correspondant a la non linéarité T's

et avec les matrices dynamique, de commande, de perturbation et d’observation de la forme:

0 1 0 0
A= Ay Agy 2959 By = 0 (IV.39)
0 —50 —2000 1000
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(vl v 2 |8 [ 4 [ 5 ]
| @1ei | -8.6802 | -5.8918 | -3.1307 | -2.3561 [ -1.3247 |
(vl 6 [ 7 [ 8 [ 9 [ 10 |

| z1c; | -0.6316 | 0.3588 | 2.3780 | 4.3981 | 7.3101 |

TaB. IV.11 — Valeurs des points d’équilibre intermédiaires.

Coi=(10 0) (IV.40)

Vi=1,..,10, V5 = 1,...,4.
Ay et Ay, représentent les incertitudes polytopiques de chaque modéle LTT incertain dé-

terminée & partir de 'approximation de la non linéarité a deux arguments. Chaque systéme est

commandé par

u = uy + Ki(z — xy) Vi = 1,...,10. (IV.41)
| NO | K; |
1 [ [-775.8986 -287.9208 0.6979]
2 | [-104.0060 -93.6545 0.8215]
3 [-15.0805 -7.8321 0.0857]

4 | [-261.9018 -74.6554 1.1006]
5 [-10.4097 -7.6294 -6.0778]
6 [-10.4122 -2.2239 -1.8254]
7 | [-791.9863 -320.6749 0.7509]
8 | [-461.2942 -317.4372 0.5905]
9 | [-298.6707 -311.3211 0.5156]
10 | [-1450.8012 -61.2327 0.7016]

TaB. IV.12 — Valeurs des gains par retour d’état

Les matrices de gains K; et les consignes locales (valables aux points d’équilibre intermé-

diaires uniquement) sont respectivement résumées dans les tableaux 1V.12 et IV.13:

(o] ¢+ [ 2 | 3 [ 4 [ 5 |
| uei | 2.8674 | 2.5031 | 2.0034 | 1.3663 | 0.1480 |
N 6 | 7 | 8 | 9 | 10 |

| wei | 0.0872 | -1.0755 | -1.8398 | -2.4581 | -2.8586 |

TAB. IV.13 — Valeurs des commandes locales u.;.

Simulations

Les figures IV.25 et 1V.26 décrivent les non linéarités et leur approximation sur l'inter-

valle d’étude [—10, 10] pour chaque argument des deux non linéarités. Nous pouvons observer
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que l'erreur d’approximation (figure IV.27) de la non linéarité Ts reste faible dans I'intervalle

d’étude
Non linearite Approximation de la non linearite
1r B e 1 ! ! : . : —
. ’
/ /
081 / 08 / q
’ '
! a
061 ) 06 0 q
I
04 / 0.4F B
)
02| , 021 4
! —
X o ! X or 4
5 { -+
-0.2f i -02f B
)
'
-04 ¢ -04F q
I
! |
-0.6 ! -06F ] 4
/’ //
-08F /- -0.8f j B
’
[ SR , , , ; ; ; L. ; ; ;
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
x2 X2

Fig. IV.25 — Non linéarité Ty du moteur MTB.

Non linearite
3 -
2F e
1 .
/
;
- " !
X /
= ,
= : !
r//
b e
k-7
” i i i i . | ;
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
x1

Fia. 1V.26 — Non linéarité T's du moteur MTB.

Approximation de la non linearite o
Erreur d’approximation

fa(x1)

Fia. IV.27 — Approxzimation et erreur d’approximation.

Nous pouvons observer la commutation des modéles LTI incertains sur la figure IV.28qui

décrit I’évolution de la sortie et donne les indices des modéles linéaires locaux sous les conditions
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d’expérience. La figure IV.29 présente la localisation des péles en boucle ouverte et fermée. Les

conditions initiale et finale de simulations sont 210 = —6 et 2,y = —0.66.

Position
|

Position

L L L
7 8 9 10

4 5 6
Temps (s)

Numero du modele

45t

25F

. 1 .
4 5 6 7 8 9 10
Temps (s)

FiG. IV.28 — Position et numéro des modéles pour le moteur MTB.

valeurs propres des modeles lineaires en BO
T T T T T T

o . . . . . . H H 1
-4500 4000 -3500 -3000 -2500 -2000 -1500 -1000 500 O 500
Re

Im

-4
-7000

x10°

valeurs propres des modeles lineaires en BO

3k

** #
* *,
' *
* *
* *
+
* * *
* *
*x *x
* *
& &

L
-6000

; ; ; ; ;
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 [
Re

FiG. IV.29 — Localisation des péles en boucles ouverte et fermée pour la

familles de modeles LTIs incertains.

IV.5 Lois de commande multi-modeéles de la littérature

Pour évaluer I'intérét de ’approche proposée et illustrée précédemment, nous allons exami-

ner deux approches connues de la communauté Automaticienne, introduites dans le chapitre

I, et une approche en développement dans le cadre d’une thése au LAAS-CNRS (P. Teppa,

premiers résultats dans [67]), que nous appelerons “approche par ellipsoides”.

Reprenons 'application du pendule inversé simple avec les mémes notations. Nous allons

appliquer successivement les quatres approches (CPWL, Q-LPV, par Ellipsoides et Floue) dans
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un cas particulier de synthése robuste: un retour d’état avec un critére de performance H,. Puis,
nous établirons une synthése de ces approches multi-modéles? pour en tirer les points forts et
les limites de chaque approche et enfin situer "approche CPWL parmi ces approches multi-

modéles.

IV.5.1 Commande séquencée CPWL

Pour ce cas d’application, nous avons choisi de limiter le domaine d’étude de [0 g] et le

nombre de modeéles linéaires incertains locaux a 6 (N’ = 6).

Commande
'

Fiag. IV.30 — Commande et position du pendule

Toujours avec 'aide des résultats classiques de stabilité quadratique, nous pouvons a présent
établir les différentes matrices de gains K; avec la performance demandée.
Nous avons fixé comme conditions initiales 6(0) = T et comme état final f(oco) = 0. La
commutation d’un modéle linéaire local & un autre s’exécute de maniére douce et le régime
transitoire doit s’effectuer de maniére correcte et douce. La réponse atteint son régime perma-
nent avec un temps de réponse de 4s (IV.30). La figure IV.30 décrit la commande globale pour
le systéme non linéaire en boucle fermée. Cette commande est composée d’une séquence de lois
de commande robustes locales satisfaisant le théoréme I11.6 du chapitre III.

La figure IV.31 donne les indices des modéles linéaires locaux sous les conditions d’expé-
rience et les poles en boucle fermée. Le choix du transfert T, permet d’améliorer encore le
régime transitoire ici mais le critére sur la norme H;y pouvait bien sir étre utilisé pour satisfaire

des contraintes en précision et rejet de perturbation.

Dans notre cas, nous avons pu déterminer des bornes telles que ||T.,,(s)||3 < p: pour chaque

modéle linéaire local. Ces bornes sont exposées dans le tableau 1V.14.

2. Le terme de multi-modéle ne convient pas parfaitement pour ’approche Q-LPV.
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Numero de modele

E25- 1 Eoobxox % * * m
]

FiG. IV.31 — Indice de modéle et poles en boucle fermée.

il 128 |45 [6 |
| 1] 643 9.45 | 18.70 | 17.56 | 17.58 | 17.33 |

TaB. IV.14 — Bornes p;.

IV.5.2 Commande séquencée par ellipsoides

Nous allons présenté brievement cette approche développée par Pedro Teppa® [67] dans le
cadre de sa thése et qui s’inscrit bien dans les approches multi-modéles.

Dans cette approche, on encadre localement les non linéarités dans un polyédre. Puis, on
construit une loi de commande linéaire robuste qui garantit la stabilité asymptotique dans
une région ellipsoidale maximale incluse dans le polyédre autour de chaque point d’équilibre.
En répétant la procédure sur une trajectoire “stationnaire” prédéfinie dans I'espace d’état qui
connecte les deux points de fonctionnement, il est possible de couvrir la dite trajectoire, par
une série d’ellipsoides inclus dans des polyédres, qui assurent la stabilité du systéme non li-
néaire en boucle fermée. De plus, on pourra garantir certaines spécifications au niveau local.
Le déroulement de cette approche est rappelé en annexe (Annexe B).

En utilisant x1(¢) comme variable de séquencement et fixant la variable d’encadrement en
§ = 0.25, (ce qui induit le nombre de correcteurs NV = 6), on trouve les résultats suivants: la

position et la vitesse du pendule sont montrées sur la figure IV.32.

La figure 1V.34 illustre la trajectoire d’état qui évolue toujours a l'intérieur des ellipses de
stabilité pour une condition initiale égale au point de départ (19 = o T = 0 de I’algorithme.
La figure IV.33 décrit aussi la location des poles des modéles linéaires en boucle fermée. Pour

cette approche aussi, les valeurs des bornes pour le transfert ||7.,(s)||3 < p; dans la table

IV.15.

3. Doctorant vénézuelien effectuant sa thése au LAAS-CNRS en cotutelle avec son pays et la France.
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FiG. IV.32 — Position et vitesse du pendule.

08

06

04t

Commande

—02k

-5 4 oal

—06

—o08l

Vitesse

Position

FiG. IV.34 — Trajectoire de la vitesse en fonction de la position.

IV.5.3 Commande Q-LPV

Concernant 'approche Q-LPV. nous avons rappelé dans le premier chapitre ses principes.

Les lois de commande s’écrivent de la maniére suivante

u = K(r)x (1V.42)
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[ i] 12 [ 3 [4]5 6 |

IE

TaB. IV.15 — Bornes p;.

avec K (7) défini sur le domaine:

N N
Di(r): = {K(T) LK (r) =) N(T)KG, A(T) >0, Z Ai(7) = 1} (IV.43)

Appliquons au pendule inversé simple, la relation de transformation pour déterminer le

nouveau modéle Q-LPV de la forme

{ &= A(y)r + Ba(y)u, x(0) = o
y = Cha (IV.44)
V>0, y(t) € Py,

avec

Aly) = A, + By, ( /0 1 Vh(ty)dt) , (IV.45)

valable pour un modéle de la forme générale

{ #(t) = f(z(1) + Ba(y(t))u,  x(0) = wo
y(t) = Caa(t) (IV.46)
V>0, y(t) € Py,
flz) = Anz + Buh(y) (IV.47)
Calcul de A(y):
h(y) = sin(x1(t)) = sin(y) (IV.48)
/1Vh(ty)dt - (cos(jy) | Lainlty) _ %)1 (IV.49)
0 ) ) Y /0
donc,
Aly) = ( 8 (1) ) + ( C(Oy) 0 ) (IV.50)

Cly) = (C‘”iy) + sinly) _ %) (IV.51)

Yy
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Le paramétre ( va évoluer dans le domaine défini par ’évolution de la sortie y:

y € [0, g] s (€ [0.23, 0.5] (IV.52)

Pour cette application, il nous faut déterminer les lois de commande par retour d’état avec

le critére Hy pour les sommets suivants:

0 1 0 1
A, = Ay = IV.
! ( 0.1409 0 ) : ( 0.3063 0 ) (1v.53)

Nous obtenons les gains K; suivants:

{ Ki = [—6.9045 — 0.3187] (v 54)

Ky = [-9.9711 — 0.6921]

Il ne reste plus qu’a calculer les valeurs A;(7) & partir des relations suivantes:

= (IV.55)

2
T = E )\]‘T]‘
j=1

d’ot,
)\1 —|— )\2 — 1
V.56
{ C = MG + A0 ( )
Par conséquent,
A= =3.7(¢ — 1.23) (IV.57)
Ay = 3.7(¢ — 0.23) (IV.58)

Les figures 1V.35 et V.36 décrivent la position, la vitesse et la commande du pendule pour

les mémes conditions d’expériences, c’est-a-dire la commande du pendule de 6(0) = 7 vers

I’état final 6(co0) = 0.

IV.5.4 Commande floue

Nous avons choisi d’introduire un contréleur de Takagi-Sugeno du deuxiéme type car nous
voulons étudier le probléme de la régulation pour le pendule simple inversé. Nous allons nous
intéresser particuliérement & la forme des fonctions d’appartenance des entrées du contréleur

flou (c’est-a-dire les variables d’état) puis a la forme des régles floues.
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Position

08

Vitesse

. 1 1 1 i i i
0 1 2 3 4 5 6 4 5 6 7 8 9 10
Temps (s) Temps (s)

FiG. IV.35 — Position et vitesse angulaire pour le pendule.

Commande

Commande
|

4 5 6
Temps (s)

Fia. IV.36 — Commande LPV pour le pendule.

Les fonctions d’appartenance

Soit x le vecteur d’état. Il est composé de deux variables d’état:

— un angle ( position angulaire): x,

. . dl’l
— la vitesse angulaire: x93 = —.
dt
Remarque IV.3 : La modélisation du pendule simple inversé rappelle directement la modé-
lisation du bras-robot plan & deux membres [62] el nous nous en inspirons pour les fonctions

d’appartenance.

A

[angle x; est caractérisé par les sous-ensembles flous faible (Low), moyen (Medium) et

élevé (High). Sa dérivée i est caractérisée par les sous-ensembles flous négative (N) et positive
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(P). Le partionnement dans I'espace d’état flou s’illustre par le tableau IV.16 et par la figure
IV.37.

Variable | Sous-ensembles flous | Centre des régions
T Low, Medium, High (-m, 0, m)
T2 N, P (-10, 10)

TaB. IV.16 — Partionnement de ['espace d’état flou.

blot points: 181 blot points: 181

FIS Variables

FIS Variables Membership function plots

]

POSITION  COMMANDE

Membership function plots

MEDIUM HIGH NEGRTIVE POSITVE

POSITION  COMMANDE

osf
VITESSE VITESSE

= ) ) o 2 3 10 8 6 ) 2 o 2
input variable "POSITION input variable "VITESSE

Current Varizhle Current Membership Function (click on MF to select) Current Varizhle Current Membership Function (click on MF to select)

Name FOSITION Nme Name WITESSE Nme

Tope input Tepe =] Tope input Tepe =]

Farams Farams

Range [-3.142 3.142] Fiange [-1010]

Display Range Display Range Help

[-3.142 3.142] | Help Close | | 1010 | Close | |

Selected variable “POSITION" | Selected variable “WITESSE" |

(a) (b)

F1G. IV.37 — Fonctions d’appartenance: (a) xy - (b) &1 =

Remarque IV.4 : [ existe d’autres maniéres de modéliser les variables d’état avec d’autres
fonctions d’appartenance mais une position angulaire est facilement caractérisée par sa grandeur
(Faible, Moyenne et Forte), ainsi que sa vitesse angulaire (dérivée de la position angulaire) par
le signe (Négatif et Positif).

Les regles floues

Nous allons utiliser les propriétés du contréleur flou de Takagi-Sugeno (deuxieme type).
Pour étre en accord avec le chapitre I, il faut créer N’ modeles linéaires. Par conséquent,
nous choisissons N’ couples de points (., ue;) pour lesquels nous calculons respectivement leur
modéle linéarisé et leur loi de commande linéaire:

0 = A(xeiyte).00 + B(ae, ue).du, (IV.59)

pour

du = K(xe, ue)dx (IV.60)



144 Chapitre IV. Applications numériques

Soit un couple de point opérationnel (z4,uy) différents des N couples de points (x.;, ue;).
Ecrivons les régles floues du contréleur et du modéle flou en ce point en utilisant les A7 lois de
commande déja existantes:

Pour le modéle flou:

Ri :Sixg=LX" Alors §i = A(xeiyue) .02 + B(xe, ue).0u, (IV.61)
Pour le contréleur flou:
Ri :Sixg = LX' Alors du = K (e, ue )z, (1V.62)

avec
dx = x — xy,

du = u — uy, (IV.63)
di = & — 2y,

et la matrice de gain K (., u.;) s’écrit:

K(zua)= (ki k) (IV.64)
d’ont '
Su(wesy uei) = dulzei)( kyday + kybas )Z. (IV.65)

Nous observons que pour chaque régle, la conclusion est une fonction linéaire des entrées,
c’est-a-dire, des variables d’état. Le nombre de régles dépend du nombre des entrées et des

termes linguistiques des entrées, ici:

— 1 entrées & 2 termes

— 1 entrées & 3 termes

Par conséquent, le nombre de régles est: 2*3 = 6 régles (V' = 6). La base de régles floues
avec les valeurs numériques se situent dans le tableau suivant IV.17 et les gains dans le tableau

IV.18:

(A0 [ r |
1 [ If (POSITION is LOW) and (VITESSE is NEGATIVE) then (COMMANDE is loil) (1)
If (POSITION is LOW) and (VITESSE is POSITIVE) then (COMMANDE is loi2) (1)
If (POSITION is MEDIUM) and (VITESSE is NEGATIVE) then (COMMANDE is loi3) (1)

If
If
If

POSITION is MEDIUM) and (VITESSE is POSITIVE) then (COMMANDE is loi4) (1)
POSITION is HIGH) and (VITESSE is NEGATIVE) then (COMMANDE is loi5) (1)
POSITION is HIGH) and (VITESSE is POSITIVE) then (COMMANDE is loi6) (1)

S| O b= o DN

| ==~~~

TaB. IV.17 — Tables des réles floues.

Comme pour la commande Q-LPV, les variables d’état présente un régime transistoire

oscillatoire important. Ce comportement est décrit sur les figures 1V.38 et 1V.39.
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‘ N° ‘ K; (Gain de la loi 7) ‘ N° ‘ K; (Gain de la loi 7) ‘
1 [-11.2499 -4.5276] 4 [-9.9148 -4.2225]
> | [11.0992 4.4943] | 5 | [8.9104 -3.9775]
3 [-10.6504 -4.3933] 6 [-7.6620 -3.6502]

TaB. IV.18 — Valeurs des gains par retour d’état.

Position angulaire Vitesse angulaire

Position angulaire
Vitesse angulaire
|

— i i _ i i
"o 5 10 15 0 5 10 15
Temps (s) Temps (s)

FiG. IV.38 — Position et vitesse angulaire pour le pendule.

Commande

Commande

. .
0 5 10 15
Temps (s)

Fia. IV.39 — Commande pour le pendule.

IV.5.5 Syntheése

Cette synthése a pour but de repérer rapidement dans un premier temps, les forces et fai-
blesses de chacune des approches précédemment appliquées sur I’exemple simple du pendule
inversé. Nous souhaitons que cette synthése soit la plus objective possible et ne “classe” pas les

approches proposées. Dans un deuxiéme temps, nous souhaitons situer notre travail (I’approche

CPWL).



146 Chapitre IV. Applications numériques

— Approche Q-LPV

Bien que cette approche recherche un nombre fini de correcteurs, la force de cette approche
se situe dans le séquencement des gains par l'intermédiaire des paramétres variant dans
le temps. Par conséquent, la trajectoire ne subit pas de saut non désiré. Par contre, la
faiblesse majeure de cette approche se situe au niveau du calcul d’une intégrale d’un
gradient (équation IV.45), calcul qui n’est pas forcément évident pour toute expression
non linéaire. [.’exemple du pendule avec une non linéarité sinusoidale est déja relativement

complexe.

— Approche par ellipsoides

Comme pour "approche Q-LPV, I’approche par ellipsoides présente un nombre de calculs
importants au niveau des ellipsoides et des polyédres. Malgré des sauts au niveau de la
commande, cette approche permet de représenter un systéme non linéaire par une famille
de modéles LTIs incertains polytopiques sans approximer les non linéarités du systéme

non linéaire. On peut “adoucir” la commande en augmentant le nombre d’ellipsoides.

— Approche floue

L’approche floue se distingue des autres approches par 'utilisation de régles et d’une
“moyennisation” des lois de commande, ce qui garantit une continuité au niveau des sorties
et évite ainsi une succession de sauts. De plus, 'approche floue autorise une méconnais-
sance d’un modele analytique du systéme.Les faiblesses de cette approche sont liées au
nombre de régles qui peut vite “exploser” suivant le systéme a étudier et la détermination

des points de linéarisation.

—~ Approche CPWL
L’approche CPWL se présente des points forts qui la distingue des trois autres approches:

la détermination des points d’équilibre intermédiaires n’est pas déterminée manuellement
mais en approximant systématiquement les non linéarités par des fonctions canoniques
linéaires par morceaux. La systématisation totale de 1’approche est possible gréce au
calcul des cénes d’incertitude pour 'obtention d’une famille de modéles LTIs incertains
polytopiques. Comme pour "approche par ellipsoides, on peut augmenter le nombre de
modeéles LTIs incertains par l'intermédiaire du nombre d’hyperplans, afin d’adoucir la
commande. Par contre, 'approche CPWL présente un handicap lié & la taille des non

linéarités (nombre d’arguments) & approximer, probléme non résolu a I’heure actuelle.

Nous pouvons tirer quelques remarques quant & la situation de 'approche CPWL parmi
parmi les approches examinées. Nous pouvons dire que "approche CPWL se rapproche de la

méthode par ellipsoides sur les points suivants: le type d’incertitude des modéles LTIs, 'ordre
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des non linéarités, I’existence de conditions d’inclusion pour la transition de modeéle et ’existence
de points d’équilibre intermédiaires.

L’approche CPWIL présente des similitudes avec a 'approche Q-LPV sur les aspects in-
certitudes polytopiques, matrice dynamique incertaine du systéme non linéaire et nombre de
sommets. Mais il ne faut pas oublier ’approche floue qui a des points communs avec ’approche
CPWL comme la facilité de mise en oeuvre (pas de calcul annexe) et 'existence de points
opérationnels.

Toutes ces méthodes ont des points communs, en particulier sur 'aspect multi-modéle.

Le nombre de modeles et de paramétres, le nombre de LMIs a résoudre, et enfin, une
caractéristique trés importante dans cette approche, la systématisation (de toute I'approche et
en particulier dans la détermination des points d’équilibre), font que ’approche CPWL est une
approche & part entiere, dotée de points forts (systématisation, robustesse, stabilité,...) mais
qu’il ne faut pas oublier qu’elle a un certain conservatisme et un compromis entre la précision
de "approximation des non linéarités et le nombre de modéles LTIs incertains polytopiques.

Nous résumons et concluons cette syntheése par la figure IV.40. Cette figure est faite pour
situer ’approche CPWL. Chaque approche est représentée par un tryptique, avec une branche
commune qui représente 'aspect multi-modéle commun aux quatre approches. Il existe un
recouvrement entre 'approche CPWL et chacune des trois approches. Les liens entre les ap-
proches sont représentées par des fleches en traits discontinus. Chacune des quatre approches
est illustrée par un tryptique de telle sorte que chaque branche indique une direction majeure
de travail. Les approches sont plus ou moins proches de ces directions de travail (stabilité,

robustesse et performance, séquencement de gains).

IV.6 Conclusion

Dans ce chapitre, 'applicabilité de I"approche présentée dans ce mémoire a été illustrée
sur trois types de modeéles concrets. Sur ces exemples numériques réels, on peut voir la perti-
nence de l'utilisation de "approche CPWL proposée dans ce manuscrit. Que ce soit un systéme
simple, comme le pendule ou les applications industrielles comme le panneau solaire et le mo-
teur d’aération MTB, "approche CPWL montre toutes ses possibilités quant a "approximation
des diverses non linéarités, et la régulation de ces systémes par des synthéses robustes séquen-
cées. Ces applications illustrent notamment le bien-fondé de notre approche qui, calquée sur
I’approximation systématique par morceaux des non linéarités, permet de générer des correc-
teurs robustes pour des systémes LTIs incertains. Elle met également en évidence I'intérét de la
modélisation des cones d’incertitude permettant la détermination des modéles LTIs incertains
(polytopiques) et le séquencement des correcteurs. Suivant les expressions des non linéarités,
il faudra penser au compromis entre le nombre de modeéles (a partir du nombre d’hyperplans)

et la précision des approximations des non linéarités. Par ailleurs, il est intéressant de noter
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ROBUSTESSE
PERFORMANCES

(/Approché\’ ,/Approch\e\
“Q-LPV .’ \Ellipsoides//]

‘f/Approch\e\’
. CPWL -

/Approche,
' _Floue ./

) ' SEQUENCEMENT
STABILITE | ~a— — DE GAINS

Fia. IV.40 — Situation de Uapproche CPWL.

le caractére générique et systématique de ’approche CPWL, depuis la saisie du systéme non
linéaire jusqu’a la détermination des correcteurs robustes, grace a l'utilisation du prototype
logiciel CAPILARS 1.01 v Beta décrit au chapitre III.

Pour conclure ce chapitre d’applications, nous avons essayer de situer ’approche CPWL
parmi d’autres approches “multi-modéles”: ’approche Q-LPV, "approche floue et I’approche par
ellipsoides. Cette synthése nous a permis d’exprimer les caractéristiques communes de chaque
approche par rapport a I’approche CPWL et de montrer que cette derniére répondait bien aux
attentes et objectifs que I’'on s’était fixés: créer une approche systématique multi-modéles pour
une classe de systéme non linéaire, en utilisant des outils de la commande robuste dans le but

d’assurer la stabilité “globale” et tenir compte de critéres de performances.
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Conclusion Générale

Il existe bien str des systémes pour lesquels on ne peut s’affranchir du caractére non li-
néaire et pour lesquels I'approche par linéarisation est difficilement applicable. Le domaine des
systémes non linéaires fait, & ’heure actuelle, 'objet d’attentions et de recherches nombreuses
et, méme si des résultats probants et importants ont été obtenus, on peut dire que la plupart
des outils et méthodes développées ne satisfont pas encore le critére fondamental nécessaire
a leur introduction au plan des applications: complexité versus performances. Il est, en effet,
important, aux yeux du monde industriel, que le gain en performances ne soit pas compléte-
ment occulté devant 'accroissement en complexité des lois de commande. Ceci est vrai sauf,
peut-étre, dans le domaine des hautes technologies. Ceci explique, par exemple, le succés des
approches prédictives a la fois simples au plan du principe et de leur application. On peut tou-
tefois leur reprocher un manque de robustesse et leur domaine reste encore celui des processus
de dynamique suffisamment lente.

Le domaine linéariste s’est enrichi cette derniére décennie, de méthodes et de résultats im-
portants et notamment ceux qui débouchent sur des formulations de type LMI (Linear Matrix
Inequality) qui permettent la recherche élégante et efficace de problémes de robustesse mul-
ticritére. Notre travail s’inscrit dans la voie qui tente & utiliser et adapter ces résultats afin
de fournir des approches pour la synthése de commande non linéaires qui, tout en conservant
un degré de complexité raisonnable, garantissent un degré d’optimalité. L’approche LPV (ou
Q-LPV) est un exemple de telle approche ot il est fait I’hypothése de la mesure en ligne des pa-
ramétres variant dans le temps. Son application a I’extention des systémes non linéaires impose
une forme particuliére de type “bilinéarité” linéarité par rapport aux non linéarités a arguments
mesurés. On peut citer, aussi, les approches plus ou moins heuristiques d’approches multimo-
dale, ou d’approche logique floue pour lesquelles la difficulté réside surtout dans le fait qu’il
est assez difficile de garantir des performances du fait de leur caractére plus ou moins heuris-

tique. L’approche que nous avons développée est une approche par modélisation par systémes
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dynamiques avec incertitude, synthése de commande & coiit garanti et, finalement, proposition
d’une loi globale par séquencement de gains.

Notre travail se divise en trois parties (théorique, applicative et logicielle). Aprés un chapitre
introductif présentant les concepts généraux sur la commande des systémes dynamiques, nous
avons abordé ’approximation systématique de non linéarités conduisant & la détermination de
modeéles LTIs incertains polytopiques. L’inconvénient d’une telle méthode est la multiplicité
de modeles LTIs que nous devons contraindre et réguler: il faut faire un compromis entre le
nombre d’hyperplans déterminant ’approximation de chaque non linéarité et la précision des
approximations. Les approximations des non linéarités se basent sur les représentations de Chua
qui utilisent une forme canonique linéaire par morceaux (CPWL) déterminés sur une famille
d’hyperplans.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons décrit la derniére étape de ’approche CPWL qui est
I'utilisation d’outils de la commande robuste pour effectuer différentes synthéses robustes pour
chaque modéle de la famille de modéles LTTs incertains polytopiques: nous avons développé ces
synthéses suivant deux types de correcteurs, les correcteurs par retour d’état et les correcteurs
par retour de sortie dynamique, en tenant compte de critéres de performance, d’optimisation
de type Hs, Hoo et placement de péles dans une région du plan complexe. Une fois I"algorithme
complétement décrit, nous avons développé un prototype logiciel, CAPILARS 1.01 qui réalise la
totalité de I’approche CPWL de maniére systématique, jusqu’a la détermination des correcteurs

robustes, a partir de deux solveurs d’inégalités matricielles linéaires:

~ LMILAB, solveur standard de MATLAB [36],

—~ SEDUMI [92], logiciel libre, utilisable depuis MATLAB et associé a 'interface SEDUMI
INTERFACE [78], [77] et [66].

Dans le chapitre IV, nous avons concentré une part importante de nos efforts aux développe-
ments d’applications réalistes et variées. Dans un premier temps, nous avons exécuté I’approche
CPWL sur un modele de pendule inversé simple. Cette premiére application permet, & partir
d’une non linéarité sinusoidale, d’illustrer ’approche. Puis, nous avons appliqué 1’approche
CPWL sur la commande d’un panneau solaire. Par la suite, un moteur de conduite d’aération
est étudié: ce modele est composé de deux non linéarités & un argument. Ce chapitre IV se
termine par une synthése comparative dans laquelle ressortent les forces et les faiblesses de
I’approche CPWL, des deux méthodes introduites au cours du chapitre I (approche floue et ap-
proche Q-LPV) et d’une approche dite par ellipsoides. Cette synthése a pour but final de situer
I’approche CPWL parmi ces approches dites “4 base de modeéles” et vérifier si les objectifs sont
atteints. Cette synthése met en évidence que "approche CPWL s’applique aux systémes non
linéaires, en utilisant des aspects de séquencement de gains et en tenant compte de concepts

tels que la stabilité en boucle fermée, la robustesse et les performances.
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Naturellement, par le biais de "approche CPWL, nous ne prétendons pas résoudre tous
les problémes que pose la commande des systémes non linéaires. Il existe des applications pour
lesquelles la détermination des points d’équilibre ne sera pas aussi évidente: approximation des
non linéarités dépendant d’au moins trois arguments, le comportement de type non minimum
de phase présenté au chapitre 11, ...

En conclusion, nous pouvons proposer les extensions suivantes de ce travail:

1. D’un point de vue théorique:

Les prolongements possibles de nos travaux, sur le plan théorique, pourraient se situer
aux niveaux de l'amélioration du comportement et de la rapidité des algorithmes, et sur
I’évolution des algorithmes concernant les systémes non linéaires posant des problémes

tels que:

— les comportements de type non minimum de phase,

— les non linéarités dépendant d’au moins trois arguments (variables d’état et /ou com-

mandes),

— détermination des points d’équilibre intermédiaires.

Concernant le comportement et la rapidité des algorithmes, il s’agit la d’un travail plus
proche des préoccupations du numéricien que de 'automaticien. Nous ne doutons pas
que les travaux des spécialistes, dans ce domaine, pourront apporter encore davantage de
crédit a ce type de technique. On pensera, pour des extensions envisageables au niveau
des non linéarités a trois arguments ou plus, de considérer des modéles LTIs incertains
bornés en norme, au lieu d’incertitudes polytopiques. Pour le probléme de détermination
de points d’équilibre intermédiaires, nous pouvons penser a nous orienter vers des aspects
de la commande optimale et /ou de la platitude pour générer une trajectoire de référence.
Enfin, pour les problémes de comportement de type non minimum de phase, il sera possible

de considérer des critéres supplémentaires.

2. D’un point de vue pratique et logiciel:

— optimisation des routines sous MATLAB, en utilisant le format SPARSE, ce qui engen-

drerait une diminution de la taille mémoire utilisée et des temps de calculs.
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modification du logiciel CAPILARS 1.01 pour des systémes non linéaires ayant des
non linéarités dépendant d’au moins trois arguments (variables d’état et/ou com-
mandes).

amélioration du guide d’utilisation de CAPILARS 1.01.

application sur des modéles encore plus complexes: le groupe MAC (Méthode et Al-
gorithmes de Commandes) du LAAS-CNRS vient de faire 'acquisition d’un modele
d’hélicopteére réduit 3D. Cette application pourrait faire I’'objet d’une validation plus
concréte de I'approche CPWL et pourrait la faire passer au stade de 'implantation
réelle.

développer toutes les routines possibles (retour de sortie dynamique en particulier)

avec les critéres Ho, H., et placement de poéles dans une région du plan complexe

avec SEDUMI.



Annexe A

Initialisation de |'approximation d'une
non linéarité

L’étape d’initialisation pour ce probléme est une phase importante pour la convergence de
I’algorithme:
Soit une fonction continue f: S — R avec S C R"™ représentant un domaine compact. Pour

un nombre o d’hyperplans fixé, il faut déterminer ’approximation f de f telle que

f00,2) = + 672 4+ Y cflai"z - B, (A.1)
=1
ol
0 = [a*, b7, ¢, e, ol Lot B L BT (A.2)

est I'ensemble des paramétres optimaux qui minimise le critére d’erreur suivant

J=) (f(zﬁ) - f(eﬁ,zﬁ)y Vz. € 8. (A.3)

R

et ol la variable z est discrétisée (z,).

Soit le domaine S défini tel que

St =4z = (21,0, 2w) € R": |zi — pi| < 6} (A.4)

153
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soit o le nombre d’hyperplans tel que

o= tn (A.5)
c’est-a-dire qu’il correspond a un multiple de la dimension du vecteur z. Soit la matrice Py
initialisée par Fy telle que

Py = diag(oy, ..., 0p) (A.6)
avec p défini comme le nombre de paramétres de 6, c’est-a-dire,

p=1+n+ (24 n)e (A7)

Le vecteur des paramétres est initialisé comme suit

00 == [0,..., A1y eeny Oy 61,...,60]T (A8)
avec
Qi—tyie; = €, Vi € [L,n], V5 € [1,1] (A.9)
]52 . / .
i~ = Pi — 0 , ¥ 1,n],V 1,t A.10
Bli-1)t4; = P +(t—|—1) i€ [L,n], V5 € [1,4] ( )
e; correspond & un vecteur unité.
Les valeurs des p; sont initialisées telles que
10° < o; <10° sij € [1,1 +n + o (A.11)
10 < p; <10°sij €2+ 0 + o, p) (A.12)

Cette initialisation particuliére permet de réaliser un quadrillage.

Remarque A.1 : [ est cependant possible, que méme si ['algorithme de Newton-Gauss ait
convergé et qu’une solution ait été trouvée pour le vecteur des paramétres 0%, que nous soyons
insatisfaits de la précision obtenue quant a approximation de la fonction continue sur le do-
maine S C R". la solution triwiale pour améliorer la précision est d’augmenter le nombre

d’hyperplans o. Le probléme est que le nombre de paramétres augmente considérablement aussi.

A
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Approche par ellipsoides [67]

Algorithme

1. Prendre comme point d’équilibre initial (21, uer), le point d’arrivée, (e, uer) = (25, uyp).

2. Encadrer le systéme non linéaire dans le polyédre PU) = {z : aTa < b;,i = 1,...,2n}

autour du j-éme point d’équilibre (@1, tey).

3. Représenter le systéme non linéaire a l'intérieur du polyedre PU) par le systéme linéaire
incertain (Aj;, Bsj, Cz;) ot les matrices appartiennent aux domaines d’incertitudes poly-

topiques appropriés.

4. Batir une loi de commande robuste linéaire locale w;(t) = K;(x(t)—x.;) telle qu’elle maxi-
mise le volume de Dellipsoide £€0) = {a : (x(t) — z.;)TS(x(t) — ;) <1, S = ST > 0}
inclus dans PU) en assurant la stabilité et certains spécifications de performance pour

(Aj, Byj, Cqj) dans £,

5. Calculer le point d’équilibre suivant (241, uej11) dans 02 (frontiére de lellipsoide ac-
tuel)

155
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6. Sile point de départ x; € £ alors Tej41 = TiyUej41 = U; et retour en 2.

7. 51 x.j41 = x; arréter sinon retour en 2.

Remarque B.1 : Si dans [étape 4, on fait la synthése par retour d’état [20], la loi de com-
mande globale devient

uglobale(x) —

u(t) = Ki(z(t) — 1) 4 uey, w € €W

up(t) = Ka(z(t) — 2eg) + teg, z € E@ - €W

' (B.1)
N'—1

unr(t) = Kyr(a(t) = wenr) + uenr, v € €N - | ] €@
j=1

A

Remarque B.2 : L’encadrement des non linéarités dans une région polytopique autour du j-
eme point d’équilibre (étape 2 de Ualgorithme) se réalise de la fagon suivante. Tout d’abord, on

borne chaque composante du vecteur d’état comme

lzi(t) — x| <6, Vi=1,.,n (B.2)
Soit
_ 1 0 0 1T 1 i _ (S—|—$16]‘ i
0 ! ) ) )
: .0 : :
o - 0 1 Ty O+ Tpej
= B.3
—1 0 0 1 (S—Jfle]‘ ( )
0 —1 ) ) )
: .0 : :
i o - 0 —1_ K2 _5—$ne]‘_

On procéde alors a Uencadrement des non linéarités dans Uhypercube défini.
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Remarque B.3 : Le volume mazimal de Uellipsoide €U) = {z: (x(t) — )T S(2(t) — 29) <
1,8 = ST >0} inclus a Uintérieur du polyedre PY) = {x : alx < b;,i = 1,...,2n} est donné

K3

par la résolution du probleme d’optimisation suivant [49]

Maxz  Trace(S;)
telle que
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