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Notations et abr�viations

Nous donnons ici quelques notations et les abr�viations qui� outre celles qui seront ponc�
tuellement introduites dans ce document� seront r�guli�rement utilis�es	

Notations�

IR Corps des nombres r�els	
OO Matrice nulle	
�I Matrice identit�	
M � � La matrice M est d��nie n�gative	
M � � La matrice M est d��nie positive	
M� � M� �M� � M�� La matrice M� �M� est d��nie n�gative �resp	 positive
	
MT Matrice transpos�e	
M� Matrice conjugu�e	
M�� Matrice inverse de M �pour M carr�e de rang plein
	
jjM jj� Norme�� de la matrice M 	
jjTzwjj� Norme�H� du transfert Tzw	
jjTzwjj� Norme�H� du transfert Tzw	
��M� Valeur propre maximale de la matrice M 	
��M� Valeur propre minimale de la matrice M 	
� Produit matriciel de Kronecker	
Mij El�ment de M situ� � la i�me ligne et � la j�me colonne	
diag�M�� � � � �Mn� Matrice bloc diagonale	
s Variable de Laplace	
T �s� Matrice de transfert en continu	
R��� �� �� R�gion convexe du plan complexe	
F �x� u� Forme g�n�rale d�un syst�me non lin�aire	
f�x� u� Partie non lin�aire d�un syst�me non lin�aire	
�f�x� u� Approximation de f�x� u�	
�r Nombre d�hyperplans de la r�i�me non lin�arit�	
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Introduction G�n�rale �

Introduction G�n�rale

La commande des syst�mes non lin�aires constitue un domaine tr�s actif de recherche en
Automatique et� on peut dire� encore tr�s ouvert	 La diversit� des comportements des ph�no�
m�nes dynamiques qui peuvent tre observ�s pour cette classe de syst�mes explique� au plan
fondamental� la grande vari�t� des approches qui� depuis longtemps d�j�� et pour une dur�e
encore tr�s longue certainement� ont �t� et vont tre d�velopp�es	

La th�orie des syst�mes lin�aires est� par contre� arriv�e � un aboutissement tr�s �lev� et� s�il
est possible d�envisager des sujets nouveaux� ils sont pour la plupart plus ou moins en liaison
avec les tentatives fa�tes pour l�utilisation des techniques lin�aires pour la maitrise des syst�mes
non lin�aires	 C�est dans ce cadre que s�inscrit le travail d�velopp� dans ce m�moire et il est �
inclure dans la classe des approches multi�mod�les utilisant la technique de s�quencement des
gains	 Il s�agit d�une approche relativement heuristique qui consiste � approximer le syst�me non
lin�aire par un ensemble de syst�mes lin�aires pour lesquels sont d�termin�es des commandes
via les m�thodes classiques des syst�mes lin�aires �LQ� LQG� placement de p�les� H�� H��
etc
	 La commande globale consiste en un s�quencement des gains locaux en fonction de l��tat
mesur� sur le syst�me	 Nombre de ces approches� et en particulier celles d�velopp�es dans
le cadre de la logique �oue� comportent un degr� d�impr�cision� d�approximation assez �lev�	
Pour ce type d�approche� l��valuation des performances et leur validation ne peut passer que
par des simulations	 Un moyen� qui pour tre � peu pr�s convaincant� se doit d�tre tr�s lourd	
L�approche propos�e ici a pour ambition de proposer une synth�se de commande dans un
processus pas � pas qui permette d�assurer un certain niveau de performances garanties� ou du
moins� une m�thode syst�matique pour y arriver	 Le premier pas dans cette direction est fourni
par la technique qui permet d�approximer le syst�me non lin�aire par un ensemble de syst�mes
lin�aires �syst�me lin�aire par morceaux
 avec un niveau de pr�cision pr�d��ni et param�tr�	

Le deuxi�me pas est l�utilisation de m�thodes de commande robustes qui vont permettre
d�assurer les stabilit�s locales et ce� dans des domaines d�espace d��tat� non in�nitis�maux	 Ce
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dernier point va permettre de maitriser la complexit� de la commande globale et des techniques
de s�quencement en permettant l�obtention d�une cardinalit� raisonnable pour l�ensemble des
syst�mes lin�aires approximant	

Ce m�moire est organis� de la fa�on suivante�

$ Le premier chapitre pr�sente les concepts de base n�cessaires � la bonne compr�hension
du m�moire	 Cela permet d�aborder les notions de syst�mes lin�aires et non lin�aires�
d�incertitudes� de stabilit�� de performances� de robustesse et en�n� quelques id�es sur des
approches multi�mod�les	 Ces concepts seront � la base des techniques propos�es dans ce
m�moire	

$ Le second chapitre d�veloppe l�approche CPWL� m�thode mise au point au cours de cette
th�se	 Bas�e sur les fonctions canoniques lin�aires par morceaux �CPWLF
 et sur l�aspect
syst�matisation de l�approche� cette m�thode permet de faire la synth�se robuste s�quen�
c�e d�une certaine classe de syst�mes non lin�aires� des syst�mes ayant des non lin�arit�s
� un ou deux arguments	 Les arguments sont les variables d��tats et les commandes	

$ Le troisi�me chapitre d�veloppe la derni�re partie de l�approche CPWL� apr�s l�approxi�
mation des non lin�arit�s et la recherche de mod�les LTI incertains polytopiques� l��tape
de synth�se robuste	 Cette m�thode permet la synth�se de compensateurs par retour
d��tat et de sortie dynamique en tenant compte de plus ou moins de performances� c�est�
��dire en garantissant un rejet de perturbation H��H� ou un placement de p�les dans une
r�gion convexe du plan complexe	 Pour r�pondre au crit�re de syst�matisation� la derni�re
partie de ce chapitre est consacr�e � la pr�sentation du premi�re version du prototype
logiciel CaPiLARS issue de l�approche CPWL	

$ Le quatri�me et dernier chapitre est consacr� � l�application de l�approche CPWL sur
plusieurs syst�mes non lin�aires	 Les premi�res applications permettent d�illustrer di�
rectement et simplement la m�thode	 Dans un second temps� nous essayerons de situer
l�approche CPWL parmi les approches pr�sent�es dans ce m�moire en recherchant les
forces et les faiblesses de chacune et plus particuli�rement pour l�approche propos�e et
ainsi mettre en �vidence les caract�ristiques communes et propores de cette derni�re	

Nous terminerons ce m�moire par une conclusion g�n�rale mettant l�accent sur la contribu�
tion de cette m�thode quant � la r�solution de probl�mes de commande robuste s�quenc�e pour
des syst�mes non lin�aires� ainsi que sur les �volutions possibles et les recherches ult�rieures�
qui permettront de prolonger les travaux	



Chapitre I

Contexte et motivations

L�objectif de ce premier chapitre est de replacer le travail de cette th�se dans le cadre de l�Au�
tomatique et plus particuli�rement de la commande des syst�mes non lin�aires	 Des rappels
sur les diverses repr�sentations possibles des syst�mes lin�aires et non lin�aires y sont r�per�
tori�s et ont pour but d�exhiber le choix de mod�lisation adopt�e dans cette th�se	 Une br�ve
introduction aux concepts de stabilit�� de robustesse et de performance permet d�e�ectuer un
inventaire des possibilit�s existantes concernant l��tude des syst�mes lin�aires et non lin�aires	
Quelques approches quali��es de multi�mod�les sont d�crites aussi dans ce chapitre a�n d�exhi�
ber les di%cult�s possibles pour chacune d�elles et les pistes de travail envisageables	 Ceci nous
a conduit� � la suite de ces approches� � pr�ciser les objectifs qui ont motiv� le travail pr�sent�
dans ce m�moire	

�Se donner du mal pour les petites choses� c�est parvenir aux grandes� avec le temps��

�Samuel Beckett� Extrait de Molloy�

�



� Chapitre I� Contexte et motivations

I�� Introduction

Un des objectifs de l�Automatique est d�analyser le comportement de processus ou syst�mes
��gure I	�	a
� dynamiques� continus ou discrets� en boucle ouverte �sans correction
 ou ferm�e	
Pour atteindre cet objectif� l�utilisation de mod�les est n�cessaire	 Il faudra penser avant tout
aux caract�ristiques du syst�me physique a�n d��tablir le mod�le le plus satisfaisant possible	
C�est ce que l�on appelle la phase de mod�lisation	 Il est possible d�e�ectuer une phase d�identi�
�cation ��� ��� � partir du comportement entr�e�sortie du processus comme le montre la �gure
I	�	b	

SortiesEntrées Processus (ou système)
u(t) y(t)

d’identification

Algorithme
Processus

Modèle

�a
 �b


Fig� I�� � Identi�cation � partir du comportement entr�e	sortie�

D�un point de vue pratique� nous nous int�resserons aux syst�mes causaux le plus souvent
strictement o& les grandeurs de sortie d�pendent des valeurs pr�sentes et pass�es des grandeurs
d�entr�es	 La d�termination d�un mod�le du processus d�pend de l�utilisation pr�vue de ce
mod�le� mod�le qui peut�tre tr�s di��rent d�un autre en fonction des hypoth�ses propos�es et
des approximations e�ectu�es	

Citons le cas des mod�les lin�aires� continus ou discrets� invariants ou variants dans le temps�
qui repr�sentent une grande famille de mod�les	 La deuxi�me famille est celle des mod�les non
lin�aires� qui repr�sentent la majorit� des syst�mes physiques que nous pouvons rencontrer	 Par
lin�arisation locale� il est connu qu�il est possible d�aborder� dans le cas de non lin�arit�s faibles
et continues� l��tude de syst�mes non lin�aires au moyen de techniques lin�aires	 Toutefois� il
existe une grande vari�t� de comportements qui �chappent � toutes tentatives de repr�sentations
et d��tudes lin�aires	 C�est pourquoi� il existe une branche de l�Automatique non lin�aire qui
s�est d�velopp�e autour d�approches dites multi�mod�les	 C�est dans ce cadre que cette th�se
s�est inscrite	 Il existe de nombreux exemples de telles approches et parmi celles proches de
notre travail� le s�quencement de gains �Gain Scheduling ���� ��� ���
� la commande lin�aire
� param�tres variants �LPV�Quasi�LPV ���� �� ��� ��� ���
 ou encore la commande �oue
�Fuzzy Control ���� ��� ���
� etc	

En�n� rappelons qu�il est courant de ne pas conna�tre parfaitement les caract�ristiques
des processus� ce qui se traduit par des incertitudes de mod�lisation	 Ces incertitudes seront
prises en compte dans la mod�lisation et auront une in�uence sur la d�termination de la loi de
commande	 C�est la commande robuste	

Ce chapitre est organis� de la mani�re suivante� apr�s avoir d�crit les deux familles de
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mod�les� lin�aires et non lin�aires� avec leurs caract�ristiques respectives� nous pr�senterons
quelques �l�ments compl�mentaires qui favoriseront la bonne compr�hension du m�moire� c�est�
��dire les notions de stabilit�� de robustesse et de performance	 Puis� nous nous attacherons
� sp�ci�er des m�thodes utilisant une famille de mod�les a�n de repr�senter le mod�le non
lin�aire au moyen de celle�ci	 Nous y pr�senterons dans un premier temps� la m�thode dite de
s�quencement de gain avec son champ d�applications� puis dans un second temps� l�approche
LPV#Q�LPV sera introduite pour en�n terminer� avec ces approches multi�mod�les� par la
commande �oue	 Chaque m�thode apporte son lot d�avantages et d�inconv�nients� et a orient�
cette th�se vers une approche qui semble tre valable pour la commande d�une classe particuli�re
de syst�mes non lin�aires	 Par cons�quent� � la suite de ces pr�sentations et pour conclure ce
chapitre� nous d�crirons les fondements� les objectifs et les motivations de cette th�se	

I�� Les syst�mes lin�aires et non lin�aires

Le caract�re lin�aire est g�n�ralement une id�alisation car la plupart des syst�mes physiques
sont en r�alit� non lin�aires	 Pour des raisons de simplicit�� le mod�le ayant servi pour la
conception de la loi de commande ne tient pas toujours compte de certains ph�nom�nes� tels que
des perturbations� des frottements� des dynamiques rapides� etc	 Il est possible� quand les non
lin�arit�s le permettent� de lin�ariser un mod�le non lin�aire autour de points de fonctionnement
et de travailler avec des mod�les lin�aires valables localement	 Le mod�le lin�aire r�sulte alors
d�une approximation du mod�le non lin�aire	 L�approximation d�un mod�le non lin�aire par un
mod�le lin�aire unique peut produire � un comportement bien �loign� du comportement r�el� un
moyen pour pallier cela� consiste � utiliser une famille de mod�les lin�aires pour repr�senter le
syst�me r�el	 Cette famille de mod�les peut tre constitu�e sur la base d�un mod�le nominal et
d�un domaine param�trique d�incertitude	 Dans cette section nous allons rappeler les d��nitions
des deux classes de mod�les avec leurs caract�ristiques respectives	

I���� Les syst�mes lin�aires

D��nition

Les syst�mes lin�aires se caract�risent principalement par deux propri�t�s� la proportion�
nalit� et l�additivit�� qui se r�sument par le principe de superposition dont la d��nition est la
suivante�

D��nition I�� � Soit z��t� et z��t� les �volutions respectives d�un processus P pour les entr�es

u��t� et u��t�� Il est dit lin�aire si pour


u�t� � ��u��t� � ��u��t� �I	�
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avec ��� �� � IR� alors� il est possible d��crire la sortie z�t��

z�t� � ��z��t� � ��z��t� �I	�


�

Les syst�mes dynamiques lin�aires peuvent tre class�s en plusieurs cat�gories� par exemples�

$ � temps continu # � temps discret�

$ invariant dans le temps # variant dans le temps�

$ monovariable # multivariable	

Dans le cadre de cette th�se� nous nous int�resserons particuli�rement aux syst�mes lin�aires
et non lin�aires� continus invariants dans le temps	 Il existe des repr�sentations qui permettent
de d�crire le comportement d�un syst�me dynamique lin�aire dans le domaine temporel ou dans
le domaine fr�quentiel	 Pour le domaine fr�quentiel� il s�agit des repr�sentations par les fonctions
ou matrices de transfert� en continu et en discret	 Et� pour le domaine temporel� la principale
repr�sentation est la repr�sentation d��tat qui repose sur les �quations di��rentielles	 Dans le
cadre de notre �tude� nous nous limiterons � la repr�sentation d��tat des mod�les lin�aires et
non lin�aires	 Pour plus de d�tails sur les repr�sentations fr�quentielles et temporelles� le lecteur
pourra consulter ���	

Repr�sentations

La repr�sentation d��tat constitue une alternative int�ressante pour la mod�lisation car elle
permet de mettre en �vidence des informations internes du processus qui n�apparaissent pas
n�cessairement dans la repr�sentation par fonction �ou matrice
 de transfert	
Dans le cas g�n�ral des syst�mes dynamiques lin�aires� un syst�me est d�crit par les �quations
suivantes� �������������

�x�t� � A�t�x�t� � B��t�w�t� � B��t�u�t��

z�t� � C��t�x�t� � D���t�w�t� � D���t�u�t��

y�t� � C��t�x�t� � D���t�w�t� � D���t�u�t�

x � IRn u � IRm y � IRq

w � IRl z � IRp � t � �

�I	�


o& x� u� w sont respectivement les vecteurs d��tat� de commande� de perturbation et z� y sont
respectivement les sorties contr�l�es et mesur�es	 Le syst�me pr�c�dent est continu lin�aire �
temps variant �LTV
	 Plus simplement� et s�il n�existe pas de perturbation w et que les sorties
mesur�es y s�identi�ent aux sorties contr�l�es z� cette repr�sentation g�n�rale se r��crit de
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mani�re suivante� ���������
�x�t� � A�t�x�t� � B��t�u�t�

y�t� � C��t�x�t� � D���t�u�t�

x � IRn u � IRm

y � IRq � t � �

�I	�


Les matrices A� B�� C� et D��� appel�es respectivement matrice dynamique� matrice d�entr�e�
matrice de sortie et matrice de transmission directe� sont des matrices r�elles de dimensions
appropri�es	 Le mod�le est lin�aire invariant dans le temps �LTI
 si ses matrices ne d�pendent
pas explicitement du temps t� ���������

�x�t� � Ax�t� � B�u�t��

y�t� � C�x�t� � D��u�t�

x � IRn u � IRm

y � IRq � t � �

�I	�


Remarque I�� � Pour �viter la surcharge au niveau des �critures� nous omettrons� dans les

chapitres suivants� de sp�ci�er la d�pendance avec le temps t pour les variables d��tat� de com	

mande� de sorties et de perturbations� Pour le syst�me LTI pr�c�dent� nous �crirons���������
�x � Ax � B�u�

y � C�x � D��u

x � IRn u � IRm

y � IRq � t � �

�I	�


N

Pour le cas des syst�mes discrets� la repr�sentation d��tat est compos�e d��quations r�currentes
qui� dans le cas g�n�ral� s��crivent��������������

x��� � A�x� � B��w� � B��u��

z� � C��x� � D���w� � D���u��

y� � C��x� � D���w� � D���u�
x� � IRn u� � IRm y� � Rq

w� � IRl z� � IRp � t� � �

�I	�


et dans le cas de syst�mes discrets LTI���
x��� � Ax� � B�u��

y� � C�x� � D��u�
x� � IRn u� � IRm y� � IRq

�I	�
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Les variables x� u et y recouvrent les mmes signi�cations que dans le cas continu� mais ne sont
cette fois d��nies qu�aux instants t� � �	

Remarque I�	 � i� Il est possible de passer de la repr�sentation dans l�espace d��tat � celle par
fonction de transfert� On v�ri�e ais�ment que la fonction de transfert de U�
� � Y �
� est alors

donn�e par

T �
� � D�� � C��
�I � A���B�� �I	�


�I �tant la matrice identit� et 
 repr�sente respectivement s et z dans les cas continu et discret�

Alors� �A� B�� C�� D��� est appel�e r�alisation de T �s�� Celle	ci n�est pas unique puisque pour

n�importe quelle matrice inversible V telle que


�A � V ��AV� �B� � V ��B�� �C� � C�V� �D�� � D�� �I	��


� �A� �B�� �C�� �D��� est aussi une r�alisation de T �s��

ii� Ces di��rentes repr�sentations conviennent aux syst�mes monovariables une seule entr�e�

une seule sortie� dits SISO� et dans ce cas� on parle de fonction de transfert� mais aussi aux

syst�mes multivariables plusieurs entr�es� plusieurs sorties� dits MIMO��

N

Pour plus de d�tails sur les diverses repr�sentations de mod�les� le lecteur pourra consulter les
ouvrages ���� ��� ��	

Incertitudes

La connaissance exacte des mod�les n�est pas v�ri��e dans tous les cas� ce qui engendre
des incertitudes de mod�lisation	 Il faut donc assurer une certaine robustesse aux imperfections
du mod�le en question� c�est���dire garantir les propri�t�s d�sir�es pour toute une famille de
syst�mes autour d�un mod�le de r�f�rence	 Les imperfections des techniques de mod�lisation et
l�impossibilit� de conserver des mod�les d�ordre �lev� conduisent � deux types d�incertitudes
distincts�

$ L�incertitude non structur�e ����	
Ces incertitudes sont par exemple les dynamiques n�glig�es ou approxim�es dans le mo�
d�le	 L�incertitude est consid�r�e comme un mod�le perturbateur se superposant au mo�
d�le nominal �Tnom
� ce qui s��crit dans le domaine fr�quentiel�

T �s� � Tnom�s� � �T �s� �I	��


o& �T �s� est une fonction de transfert stable et T �s� repr�sente le mod�le nominal �ou
de r�f�rence
	 Cette incertitude� g�n�ralement haute fr�quence� peut s��crire sous diverses
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formes�

�	 Forme additive�

T �s� � Tnom�s� � �a�s� avec �	�a�jw�
 � jla�jw�j �w � � �I	��


�	 Forme multiplicative directe en entr�e�

T �s� � Tnom�s���I � �de�s�� avec �	�de�jw�
 � jlde�jw�j �w � � �I	��


�	 Forme multiplicative inverse en entr�e�

T �s� � Tnom�s���I � �ie�s��
�� avec �	�ie�jw�
 � jlie�jw�j �w � � �I	��


�	 Forme multiplicative directe en sortie�

T �s� � ��I � �ds�s��Tnom�s� avec �	�ds�jw�
 � jlds�jw�j �w � � �I	��


�	 Forme multiplicative inverse en sortie�

T �s� � ��I � �ds�s��
��Tnom�s� avec �	�is�jw�
 � jlis�jw�j �w � � �I	��


Toutes ces formes d�incertitudes non structur�es sont illustr�es sur la �gure I	�	

Les incertitudes � l�entr�e et en sortie repr�sentent respectivement les erreurs ou �uc�
tuations sur les actionneurs et les capteurs	 Cette incertitude est dite non structur�e� au
sens o& l�on ne conna�t rien de sa phase� et que la seule information dont on dispose est
une borne de sa norme	 Dans la repr�sentation de l�espace d��tat �domaine temporel
� un
syst�me LTI incertain peut s��crire��

�x � �A � �A�x � �B� � �B��u�

y � �C� � �C��x � �D�� � �D���u
�I	��


o& �A� �B�� �C� et �D�� d�crivant l�incertitude consid�r�e� traduisent essentiellement
des variations param�triques du mod�le	

Dans le cas o& seule la matrice dynamique A est a�ect�e� toutes les variations param��
triques sont contenues dans �A et la majoration de la norme matricielle s��crit de la
mani�re suivante�

jj�Ajj � �

o& � est un scalaire positif et jj � jj une norme g�n�ralement de type jj � jj� ou jj � jj�	
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Tnom(s)

a(s)∆

Tnom(s)

Tnom(s) Tnom(s)

u y
+

+

(1) (2)

(3) (4)

(5)

u y

∆

Tnom(s)
+

de(s)

(1) − Forme additive

(4) − Forme multiplicative directe en sortie

(5) − Forme multiplicative inverse en sortie

yu

∆ie(s)

+ −

∆is(s)

yu
−

u

∆ds(s)

y
+

+

+

+

(2) − Forme multiplicative directe en entrée

(3) − Forme multiplicative inverse en entrée

Fig� I�� � Incertitudes non structur�es domaine fr�quentiel��

$ L�incertitude structur�e	
L�incertitude structur�e est g�n�ralement li�e aux inexactitudes param�triques du mod�le�
et concerne donc directement la partie mod�lis�e de la dynamique du syst�me	 Contraire�
ment au cas pr�c�dent� ces incertitudes ne peuvent pas tre trait�es par une perturbation
non structur�e car elles sont plus di%ciles � repr�senter et � prendre en compte	 Pour tre
prises en compte� ces perturbations doivent appara�tre dans le mod�le dans le domaine
fr�quentiel ��gure I	�
 et dans le domaine temporel en supposant que l�on a une certaine
information sur la mani�re dont l�incertitude a�ecte le syst�me	

La repr�sentation de l�incertitude structur�e dans le domaine fr�quentiel se fait en consi�
d�rant une matrice d�incertitude �T � structure bloc�diagonale ��gure I	�
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Tnom(s)

T1(s)∆

∆Tq(s) ∆T(s) = 

∆T1(s)

Tq(s)∆

Fig� I�� � Incertitudes structur�es domaine fr�quentiel��

Il existe plusieurs fa�ons de mod�liser l�incertitude structur�e dans l�espace d��tat �do�
maine temporel
	 Nous pouvons en �num�rer certaines�

$ l�incertitude born�e en norme ���� �����

$ l�incertitude born�e r�elle �����

$ l�incertitude positive r�elle �����

$ l�incertitude polytopique ����

$ l�incertitude a%ne structur�e ����	

Dans l�espace d��tat� un syst�me LTI incertain s��crit par��
�x � �A � �A�x � �B� � �B��u�

y � �C� � �C��x � �D�� � �D���u
�I	��


Pour des raisons de simplicit�� nous consid�rons que seule la matrice dynamique est
incertaine	

�	 Incertitude born�e en norme ���� ����
La structure de l�incertitude �A s��crit par la relation suivante�

�A � � eDF eE �I	��


o& eD � IRn�d et eE � IRl�n sont des matrices constantes connues� qui d��nissent la
structure de l�incertitude en la r�partissant sur les di��rents �l�ments de la matrice
A	 La matrice F � IRd�l est la matrice d�incertitude appartenant au domaine�

DF � �
�
F � IRd�l � F TF � �I

�
�I	��
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Sous une forme plus structur�e de l�incertitude �����

�A � �
NX
j��

�Aj �I	��


avec �
�Aj � � eDjFj

eEj

F T
j Fj � �I

�j � �� � � � �N �I	��


�	 Incertitude born�e r�elle ����
L�incertitude born�e r�elle est d��nie par�

�A � � eDF ��I� eD�F ��� eE �I	��


o& eD � IRn�d et eE � IRl�n sont des matrices connues qui d��nissent la structure de
l�incertitude	 La matrice d�incertitude F � DF �I	��
 et eD� � IRd�l est une matrice
constante satisfaisant l�in�galit��

�I� eDT
�
eD� � � �I	��


Sous une forme plus structur�e�

�A � �
NX
j��

�Aj �I	��


avec �����
�Aj � � eDjFj��I� eD�jFj��� eEj

F T
j Fj � �I

�I� eDT
�j
eD�j � �

�j � �� � � � �N �I	��


�	 Incertitude positive r�elle ���� ���
L�incertitude positive r�elle est d��nie par�

�A � � � eDFp��I� eD�Fp�
�� eE

o& eD � IRn�d et eE � IRl�n sont toujours des matrices constantes connues qui
d��nissent la structure de l�incertitude	 La matrice Fp d�incertitude appartient �
l�ensemble DFp � telle que�

DFp � �
�
Fp � IRd�d � F T

p � Fp � �
�

�I	��


et eD� � IRr�r est une matrice constante v�ri�ant l�in�galit��

eD� � eDT
� � � �I	��
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Cette condition garantit l�existence de l�inverse de �I� eD�Fp pour tout Fp � DFp 	
Une forme plus structur�e que la pr�c�dente revient � �crire�

�A � �

NX
j��

�Aj �I	��


avec �����
�Aj � � � eDjFpj��I � eD�jFpj��� eEj

F T
pj � Fpj � �eDT
�j � eD�j � �

�j � �� � � � �N �I	��


�	 Incertitude a%ne ��� ��� ���
L�incertitude d�pend des param�tres de mani�re a%ne�

�A � �
NX
j��

pj�Aj avec pj � 	pj � pj
 �I	��


Les matrices Aj� r�partissent l�incertitude sur les di��rents �l�ments de la matrice
A	 Le domaine d��ni par cette incertitude est un hyper�rectangle de dimension N
dont les sommets correspondent aux valeurs extrmales de p � 	p� � � � pN 
T 	

�	 Incertitude polytopique ��� ��
L�incertitude polytopique est d��nie telle que la matriceA appartienne � un domaine
de type polytopique�

A � DA � �

�
A � A �

NX
j��


jAj� 
j � ��
NX
j��


j � �

�
�I	��


o& N repr�sente le nombre de sommets du poly�dre DA	 L�incertitude polytopique se
rapproche de l�incertitude a%ne� mais il n�existe pas de matrice nominale A	 Dans ce
m�moire� nous nous attacherons � l�incertitude param�trique de type polytopique�
soit �����������

�x � �
NX
j

Aj
j�x � �
NX
j

B�j
j�u�

y � �
NX
j

C�j
j�x � �
NX
j

D��j
j�u

�I	��


Il se pourra� par contre� que les sommets de chaque matrice de la repr�sentation
d��tat ne s�identi�e pas avec le mme indice �dans ce cas �I	��
� l�indice est le mme
pour toutes les matrices� j
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Nous pouvons �num�rer d�autres mod�lisation d�incertitudes comme les incertitudes de  type
�!� etc	 Le lecteur pourra appr�cier la section d�taill�e � ce sujet dans ����	 Les deux types
d�incertitudes �structur�es et non structur�es
� qui sont compl�mentaires� s�expriment dans des
cadres distincts	 On peut s�attendre � des di%cult�s lorsqu�il s�agira de les prendre en compte
simultan�ment dans les proc�dures de synth�se	

I���� Les syst�mes non lin�aires

A contrario des syst�mes lin�aires� les syst�mes non lin�aires ne v�ri�ent plus le principe de
superposition� et donc les conditions de proportionnalit� et d�additivit� ne s�appliquent plus �
cette classe de syst�mes	

Repr�sentations

Dans l��tude des syst�mes non lin�aires� on se heurte � plusieurs di%cult�s�

$ L�analyse par les fonctions de transfert est impossible�

$ La notion de p�les dispara�t�

$ Un syst�me non lin�aire poss�de en g�n�ral plusieurs points d��quilibre et l��tude de leur
stabilit� est plus complexe que dans le cas lin�aire pour lequel le concept de stabilit� est
global	

La repr�sentation la plus courante� dans l�espace d��tat IRn �n correspondant � l�ordre du
syst�me
 s��crit� ���������

�x�t� � F �x�t�� u�t�� t��

y�t� � G�x�t�� u�t�� t�

x � IRn u � IRm

y � IRq � t � �

�I	��


Une solution x�t� des �quations pr�c�dentes correspond g�n�ralement � une courbe de l�espace
d��tat� quand t varie de � � �� appel�e une trajectoire d��tat	 La non lin�arit� d�un syst�me
peut�tre intrins�que ou peut tre isol�e� c�est���dire que l�on peut avoir une association d��l��
ments � caract�ristiques non lin�aires associ�e � un syst�me pour lequel un mod�le est lin�aire
��gure I	�


u=N(e)e y
Système linéaireNon linéarité N

Fig� I�� � Syst�me � non lin�arit� s�parable�
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Comme pour les syst�mes lin�aires� il est possible de distinguer aussi les mod�les non lin�aires
par les caract�res suivants�

$ � temps continu # � temps discret�

$ invariant dans le temps # variant dans le temps�

$ monovariable # multivariable� etc	

D��nition I�	 � Le syst�me non lin�aire I��� est dit autonome si F et G ne d�pendent pas

explicitement du temps t� c�est	�	dire� si le syst�me peut s��crire par���
�x�t� � F �x�t�� u�t���

y�t� � G�x�t�� u�t��

x � IRn u � IRl y � IRm

�I	��


Sinon� le syst�me I��� est dit non autonome�

�

Dans le cas non autonome� si les variations des caract�ristiques sont lentes dans le temps� on
pourra approximer le syst�me par une s�quence de syst�mes autonomes	

Comme nous l�avons cit� pr�c�demment� les syst�mes non lin�aires forment la classe des
syst�mes la plus g�n�rale� un cas particulier de cette classe est le syst�me lin�aire	Un syst�me
lin�aire invariant �LTI
 n�a� en g�n�ral� qu�un seul point d��quilibre� alors qu�un syst�me non
lin�aire a plusieurs points d��quilibre	

D��nition I�� � Un �tat xei est un �tat d��quilibre ou point d��quilibre� du syst�me I��� si

� � F �xei� �� �I	��


Un syst�me lin�aire invariant LTI� a pour �tat d��quilibre l�origine� si sa matrice dynamique

est non singuli�re�

�

Lin�arisation autour d�un point d��quilibre

Soit un processus admettant la repr�sentation d��tat suivante����
�x � F �x� u��

y � G�x� u�

x � IRn u � IRm y � IRq

�I	��
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avec plusieurs points d��quilibre not�s �xei� uei�� �i � �� ����N �	 Si le vecteur d��tat �volue dans
le voisinage d�un point d��quilibre xei� uei avec � � i � N �� alors� il est possible de lin�ariser
le mod�le non lin�aire�

x � xei � 
x u � uei � 
u �I	��


d

dt
�
x� � Fx�xei� uei�
x � Fu�xei� uei�
u � ��jj
xjj� jj
ujj� �I	��


avec Fx�xei� uei�� Fu�xei� uei� les matrices Jacobiennes�

Fx�xei� uei� �
F �x� u�

x

			
x�xei� u�uei

Fu�xei� uei� �
F �x� u�

u

			
x�xei� u�uei

�I	��


En n�gligeant les termes d�ordre sup�rieur � un� c�est���dire ��jj
xjj� jj
ujj�� le mod�le est li�
n�aire invariant et valable localement autour du point d��quilibre �xei� uei�	

Les lois de commande auxquelles nous nous int�resserons seront continues invariantes dans
le temps du type�

$ retour d��tat�

u�t� � Kx�t�� �I	��


$ retour de sortie dynamique� �
�xc�t� � Acxc�t� � Bcy�t��

u�t� � Ccxc�t� �
�I	��


avec les dimensions appropri�es	
Pour plus d�informations concernant les classes de syst�mes non lin�aires �et lin�aires
� le

lecteur pourra se r�ferrer � ���� ��� ���	

I�� Stabilit�� performances et robustesse

Dans cette partie� nous nous attachons � sp�ci�er dans un premier temps et tr�s bri�vement
quelques propri�t�s de stabilit� que peuvent v�ri�er les mod�les d��tat autonomes pr�c�demment
pr�sent�s	 Il s�agit l� de propri�t�s que doit imp�rativement v�ri�er un syst�me command� sous
peine de voir sa �ses
 sortie�s
 diverger irr�m�diablement sous l�e�et d�une perturbation	 Une
plus ample information sur ses probl�mes de stabilit� peut tre trouv�e en consultant l�ouvrage
de Jury ����	 Cependant� la stabilit� est une performance minimale pour le syst�me et reste bien
souvent insu%sante pour assurer le comportement souhait�� c�est pourquoi� nous �voquerons
les notions de perfomance et de robustesse par la suite	



I�� Stabilit�� performances et robustesse �	

I���� Stabilit� des syst�mes autonomes

Le cas lin�aire �tant un cas particulier du cas non lin�aire� les r�sultats sur la stabilit� au
sens de Lyapunov des syst�mes non lin�aires s�appliquent aussi pour les syst�mes lin�aires	
Consid�rons la fonction F localement lipschitzienne ��� sur le domaine ouvert S tel que S � IRn

et d��nie par�

F �

�
S 	 IRn

x 
�	 F �x�
�I	��


et le syst�me non lin�aire autonome stationnaire suivant�

�x�t� � F �x�t��� x � IRn� x�t�� � x� �condition initiale
 �I	��


Supposons que xe est un point d��quilibre d��ni par la d��nition I	� pour le syst�me non
lin�aire I	��	

Stabilit� au sens de Lyapunov

D��nition I�� � Stabilit� simple
 La trajectoire d��quilibre xe est dite simplement stable� si

�t� � � et � scalaire positif� il existe un scalaire positif ���� t��� tel que 


jjx� � xejj � � � jjx�t� x�� t��� xejj � �� �t � t� �I	��


�

Ce concept est illustr� avec la �gure I	�	a	 La condition d�attractivit� s�exprime par la conver�
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Fig� I�� � Stabilit� simple a� et attractivit� b��

gence obligatoire de la trajectoire d��volution au bout un certain temps� mais pendant le tran�
sitoire� la trajectoire peut �voluer de mani�re  libre! ��gure I	�	b
	

D��nition I�� � Attractivit�
 �� � �� il existe T ��� x�� t�� tel que 


jjx� � xejj � � � jjx�t� x�� t��� xejj � �� �t � t� � T �I	��
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�

D��nition I� � Stabilit� asymptotique
 La stabilit� asymptotique se v�ri�e si le point

d��quilibre �tudi� est simplement stable et attractif�

�

D��nition I�� � Stabilit� exponentielle
 La trajectoire d��quilibre xe est dite exponentielle	

ment stable� s�il existe deux r�els strictement positifs k et � tels que

�t � t�� jjx�t� x�� t��� xejj � kjjx� � xejje
��t �I	��


�

La stabilit� exponentielle implique� en plus de la stabilit� simple� que la convergence de la
trajectoire d��volution vers le point d��quilibre est exponentielle d�croissante	

D��nition I�� � Stabilit� uniforme
 La trajectoire d��quilibre xe est dite uniform�ment

stable� si �t � � et � scalaire positif� il existe un scalaire positif ����� tel que 


jjx� � xejj � � � jjx�t� x�� t��� xejj � �� �t � t� �I	��


�

La caract�risation de la stabilit� est fortement li�e � la notion de voisinage du point d��quilibre	
Par cons�quent� nous allons d��nir la notion de bassin d�attraction d�un point d��quilibre�
l�origine par exemple�

D��nition I�� � Bassin d�attraction
 Le bassin d�attraction Da de l�origine est l�ensemle

constitu� de l�origine et des condition initiales x�� telles que les trajectoires x�t� x�� du syst�me

non lin�aire I��� convergent vers l�origine�

�

A partir de cette d��nition du bassin d�attraction� nous pouvons caract�riser la stabilit� asymp�
totique globale et locale	

D��nition I��� � Stabilit� asymptotique locale
 La stabilit� asymptotique sera dite locale

si le bassin d�attraction est strictement inclus dans IRn
 Da � IRn�

�

D��nition I��� � Stabilit� asymptotique globale
 A contrario de la stabilit� asymptotique

locale� la stabilit� asymptotique globale est obtenue si le bassin d�attraction est l�espace d��tat

tout entier
 Da � IRn�

�

Pour les syst�mes lin�aires� les concepts de stabilit� sont toujours globaux	
Deux mani�res d��tudier un syst�me non lin�aire de fa�on locale et#ou globale sont les m�thodes
indirecte �stabilit� locale
 et directe �stabilit�s locale et globale
 de Lyapunov	



I�� Stabilit�� performances et robustesse ��

M�thode indirecte de Lyapunov

Rappelons nous la lin�arisation autour d�un point d��quilibre �par exemple l�origine
 intro�
duite pr�c�demment et appliquons la au syst�me non lin�aire I	���

�x�t� � F �x�t��� x � IRn� x�t�� � x� �condition initiale
 �I	��


Le d�veloppement de I	�� est tel que

�x �
F

x

			
x��

x � ��x� �I	��


o& ��x� fait intervenir les termes d�ordre sup�rieur en x	 On notera la matrice Jacobienne de f

A �
F

x

			
x��

�I	��


alors� le syst�me d��ni par
d

dt
�
x� � A
x �I	��


est le syst�me lin�aris� autour du point d��quilibre �l�origine
	 Le r�sultat fondamental de la
m�thode indirecte est donn� dans le th�or�me suivant�

Th�or�me I�� � Soit la matrice jacobienne A du syst�me lin�aris� de I��� autour de x � ��

Si la matrice A a toutes ses valeurs propres � parties r�elles strictement n�gatives� alors le point

d��quilibre du syst�me non lin�aire est localement asymptotiquement stable�

Si la matrice A admet au moins une valeur propre � partie r�elle positive� alors le point d��qui	

libre du syst�me non lin�aire est instable�

Si la matrice A a des valeurs propres � parties r�elles n�gatives ou nulles� avec au moins une

nulle� on ne peut rien conclure sur la stabilit� du point d��quilibre du syst�me non lin�aire�

on se trouve alors dans un cas critique� Il peut �tre stable� asymptotiquement stable ou m�me

instable�

�

M�thode directe de Lyapunov ����

La m�thode directe de Lyapunov se base sur le signe d�une fonction �de Lyapunov
 et celui
de sa d�riv�e	 Pour cela� d��nissons d�abord la fonction de Lyapunov	

D��nition I��	 � Fonction d��nie positive
 La fonction scalaire V �x� est dite globalement

d��nie positive si V ��� � � et que V �x� � � pour tout x � ��

�
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D��nition I��� � Fonction de Lyapunov candidate
 La fonction V �x� � W � IRn 	 IR�

est une fonction de Lyapunov candidate� si elle satisfait les deux conditions suivantes


� V �x� est continue et ses d�riv�es partielles
V �x�

x�kv�
� pour tout kv � �� ���n� existent et sont

continues�

� V �x� est d��nie positive�

�

Nous noterons comme suit�
� La fonction de Lyapunov� V �x� avec V ��� � �� V �x� 	 �� lorsque jjxjj 	 �	

� La d�riv�e de la fonction de Lyapunov� �V �x� �
dV �x�

dt
La recherche du signe de V �x� et �V �x� donne une information sur la stabilit� du syst�me
� �tudier	 Pr�sentons d�abord� gr'ce � l�existence d�une fonction de Lyapunov candidate� la
stabilit� locale puis dans un second temps� la stabilit� globale pour un point d��quilibre	

Th�or�me I�	 � Stabilit� locale
 Dans le voisinage W � IRn� l��quilibre x � � est


� localement stable� s�il existe une fonction de Lyapunov candidate� V �x� � W 	 IR� telle

que �V �x� � �� pour tout x � W�

� localement asymptotiquement stable� s�il existe une fonction de Lyapunov candidate� V �x� �

W 	 IR� telle que �V �x� � �� pour tout x � W�

�

Th�or�me I�� � Stabilit� globale
 L��quilibre x � � est globalement asymptotiquement stable

s�il existe une fonction de Lyapunov candidate V �x� � IRn 	 IR� telle que


� �V �x� � �� �x � IRn n f�g�

� jjxjj 	 �� lim V �x� 	 ��

�

Une classe int�ressante de fonctions de Lyapunov est celle des fonctions de Lyapunov quadra�
tiques qui s��crivent de la mani�re suivante�

V �x� � xTPx P � P T � � �I	��
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Cette fonction est d��nie positive si P est une matrice d��nie positive	 Dans le cas d�un syst�me
lin�aire autonome�

�x�t� � Ax�t� x�t�� � x�� �I	��


il est possible d��crire�
�V �x� � xT



ATP � PA

�
x �I	��


Si la d�riv�e est d��nie n�gative alors l�origine est asymptotiquement stable	 Nous avons le
th�or�me de Lyapunov suivant qui est fondamental dans l��tude des syst�mes lin�aires	

Th�or�me I�� � Le syst�me lin�aire I��� est asymptotiquement stable si et seulement si pour
toute matrice Q d��nie positive� l�unique solution de P de l��quation matricielle

ATP � PA � Q � � �I	��


est d��nie positive�

�

Dans le cadre des syst�mes incertains� l�extension de ces r�sultats a donn� lieu � ce qu�on appelle
l�approche quadratique qui consiste pour un syst�me lin�aire incertain � rechercher une matrice
de Lyapunov unique P satisfaisant I	�� pour toute �volution dans son domaine d�incertitude	
Cette approche fournit des conditions su%santes de stabilit� qui recherchent une fonction de
Lyapunov unique pour une famille de mod�les incertains	 On pourra consulter les travaux
���� �� ��� ��� ��� pour connaitre plus de pr�cisions sur la stabilit� quadratique appliqu�e pour
di��rents types incertitudes	

Stabilit� absolue

Il s�agit d�un concept appliqu� � un probl�me non lin�aire particulier o& est pr�sente une
non lin�arit� s�parable satisfaisant des conditions de secteur	 Consid�rons le sch�ma de la �gure
I	�� alors

u�t� � ��t� y�� �I	��


d��nie par�

 �

�
�IR� � IRm�	 IRm

�t� y� 
	 �t� y�
�I	��


o&  est une application non lin�aire continue par morceaux en t� localement lipschitzienne en
y� sans m�moire pour le syst�me I	�����������

�x�t� � Ax�t� � B�u�t�

y�t� � C�x�t�

u�t� � ��t� y�

x � IRn� y� u � IRm

�I	��
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Fig� I�� � Structure de syst�me pour la stabilit� absoluea� et non lin�a	

rit� de secteur pour Kmin et Kmax scalairesb��

Donc�

T �s� � C�	s�I � A
��B�� �I	��


Supposons que�

$ la paire �A�B�� est commandable�

$ la paire �A�C�� est observable	

D��nition I��� � Condition de secteur
 Soient deux matrices diagonales Kmin et Kmax�

telles que K � Kmin � Kmax soit d��nie positive� Alors �t� y� appartient au secteur

�Kmin� Kmax� si elle v�ri�e


	�t� y� � Kminy

T 	�t� y� � Kmaxy
 � �� �t � � et � y � S � IRm �I	��


Si S est strictement inclus dans IRm� la condition de secteur est v�ri��e localement� et si S �

IRm� elle l�est globalement�

�

A partir de cela� nous pouvons donner la d��nition de la stabilit� absolue	

D��nition I��� � Stabilit� absolue
 Le syst�me I��� est dit

� localement absolument stable� si le syst�me I��� est localement asymptotiquement stable

pour toute non lin�arit� v�ri�ant localement la condition de secteur�

� globalement absolument stable� si le syst�me I��� est globalement asymptotiquement stable

pour toute non lin�arit� v�ri�ant globalement la condition de secteur�
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�

Remarque I�� � On ne se pr�occupe pas seulement de la propri�t� de stabilit� d�un syst�me

unique mais de la stabilit� d�un ensemble de syst�mes pour toutes les non lin�arit�s� d�o� le

terme de stabilit� absolue�

N

Pour d�terminer la stabilit� globale asymptotique pour des syst�mes de type I	��� il faut imposer
des conditions suppl�mentaires sur la partie lin�aire du syst�me� ce qui nous am�ne au crit�re
de Popov	

Th�or�me I�� � Crit�re de Popov
 si le syst�me d�crit par I��� satisfait les conditions

suivantes


� la matrice A est Hurwitz et la paire �A� B�� est commandable�

� la non lin�arit�  appartient au secteur 	�� Kmax


� il existe un scalaire � strictement positif tel que

�� � 	�� �
� Re	�� � j�w�T �j��
 �
�

Kmax

� � �I	��


pour un scalaire � � � arbitrairement petit� alors le point � est globalement asymptotiquement

stable�

�

L��quation I	�� est appel�e in�galit� de Popov	 La preuve du crit�re est bas�e sur la construction
d�une fonction de Lyapunov candidate et du lemme de Kalman�Yakubovich �����
	

Remarque I�� � On peut s�apercevoir que l� encore� la di�cult� � �tudier directement la stabi	
lit� globale du syst�me non lin�aire est bien pr�sente� Par contre� on n�a pas cherch� � lin�ariser

le syst�me en approximant la lin�arit� par d�veloppement � l�ordre �� mais en recherchant un

secteur enveloppant la non lin�arit�� Le travail de cette th�se se dirige dans cette direction�

N

En�n� nous pr�sentons deux notions de stabilit� qui concernent plus particuli�rement les
syst�mes lin�aires	

D��nition I�� � Stabilit� entr�e�sortie
 Un syst�me est dit stable au sens �entr�e	sortie��

si la sortie du syst�me� r�ponse � un entr�e d��nergie �nie� est elle m�me � �nergie �nie�

�

D��nition I��� � Stabilit� interne
 Le syst�me de la �gure I�� est stable de mani�re interne
si tout signal born� inject� en n�importe quel point de la boucle g�n�re une r�ponse born�e en

tout autre point�

�
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I���� Performances

Parmi les objectifs d�une loi de commande� outre la stabilit�� il y a la satisfaction de
contraintes de performances sp�ci��es pour le comportement en boucle ferm�e	 La stabilit�
est certes n�cessaire mais pas su%sante en pratique	 Donc� en plus de la notion de stabilit� en
boucle ferm�e� on associera souvent dans ce m�moire� des crit�res de performances� comme par
exemples�

$ Crit�re quadratique�

$ Crit�re H��

$ Crit�re H��

$ Placement de p�les	

Nous exprimerons les divers crit�res de performance pour le syst�me�
�x�t� � Ax�t� �B�u�t�

y�t� � C�x�t� �D��u�t�
�I	��


o& x � IRn� u � IRm sont respectivement les vecteurs d��tat et de commande et y � IRq la sortie
command�e	

Crit�re quadratique

Ce crit�re quadratique lie � la fois les variables d��tat x et les commandes u par l�utilisation
des matrices de pond�rations Q et R qui a�ecteront le comportement du syst�me en boucle
ferm�e �car on utilise les commandes u
	 Ce crit�re qui s�exprime par la relation suivante�

J �

Z �

�

�xTQx� uTRu�dt �I	��


Crit�re H�

D��nition I��� � Norme H�
 La norme H� d�un syst�me lin�aire stable� not�e jj � jj�� corres	

pond � l��nergie de sa r�ponse impulsionnelle� On a donc

jjT �s�jj�� �
�

��

Z
IR
trace�T ��j��T �j���d� �I	��


�
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Il est possible de calculer exactement la norme H� en fonction des grammiens d�observabilit�
et de commandabilit� �Lo�Lc��

jjT �s�jj�� � trace	BT
� LoB�
 � trace	C�LcC

T
� 
 �I	��


Les grammiens d�observabilit� et de commandabilit� �Lo�Lc� sont solutions de�

ATLo � LoA� CT
� C� � � �I	��


et
ALc � LcA

T �B�B
T
� � � �I	��


Crit�re H�

D��nition I��� � Norme H�
 La norme H� d�un syst�me lin�aire� est �nie et born�e par

	� si ce syst�me est stable� et l��nergie qu�il restitue reste inf�rieure� dans un rapport 	 � celle

qu�on lui apporte� c�est � dire 


�T � ��

Z T

�

yT �t�y�t�dt � 	�
Z T

�

uT �t�u�t�dt

�

Pour la norme H�� on ne connait pas la valeur exacte� comme pour la norme H�� mais simple�
ment une borne ����� ��� ��� ���
	

Placement de p�les

Ce concept est en fait important aussi sur l��volution du syst�me� en particulier sur le r�gime
transitoire ��� ���	 Dans ce m�moire� nous nous contenterons des r�gions dites r�gions�LMI
���� ���� car toutes les synth�ses seront r�alis�es � partir de conditions d�in�galit�s matricielles
lin�aires �LMI
 ou bilin�aires �BMI
	 Le lecteur pourra consulter les travaux ���� ��� ��� pour
compl�ter les notions concernant le placement de p�les	

D��nition I�	� � R�gion�LMI ����
 Un sous ensemble du plan complexe est appel� r�gion	

LMI d�ordre lr s�il existe une matrice sym�trique 	 � IRlr�l et une matrice � � IRlr�lr telles

que


R � fz � C � fR�z� � �g �I	��


o�

fR�z� � 	 � �z � �Tz �I	��


�
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Une r�gion int�ressante est celle donn�e par la �gure III	�	�� que nous utiliserons par la suite	
Elle est constitu�e par l�intersection�

$ du demi�plan � gauche de ��

$ de l�int�rieur du disque de centre � et de rayon ��

$ du secteur d�angle � � autour de l�axe des r�els	

)α,ρ,θR(

Re

Im

θ

ρ

α

Fig� I�� � R�gion R��� �� ��

Cette condition de placement de p�les pourra s�exprimer � partir d�in�galit�s matricielles li�
n�aires�

Th�or�me I� � Soit A � IRn�n et R��� �� �� la r�gion	LMI� repr�sent� par la �gure III�����

Les valeurs propres de la matrice A sont situ�es dans la r�gion R��� �� �� si et seulement si il

existe une matrice P � IRn�n sym�trique d��nie positive telle que 


PA�ATP � ��P � � �I	��


�
��P ATP

PA ��P


� � �I	��


�
cos��PA �ATP � sin��PA�ATP �

sin��ATP � PA� cos��PA�ATP �


� � �I	��


�
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Remarque I�� � Il est courant d�associer plusieurs crit�res de performance� on parle alors

de synth�se multi	objectifs ����� Par exemple� citons le cas de la commande mixte H��H�
d�taill�e dans ���� ��� ���� Il consiste � minimiser la norme H� performance nominale� sous

une contrainte H� stabilit� robuste�� Il existe aussi des travaux sur la commande H� ou H�
avec une contrainte de placement de p�les �����

N

In�galit�s Matricielles Lin�aires 	IMLs ou LMIs


Nous venons de voir pour le placement de p�les que les valeurs propres de la matrice dyna�
mique doivent se situer dans la r�gion convexe et que cette condition s�exprime par des in�galit�s
matricielles lin�aires	 La forme de base d�une in�galit� matricielle lin�aire est ����

F �x� � F� �
NX
j��

xjFj � � �I	��


o& x est la variable et les matrices
Fj � F T

j � IRn�n j � �� �� ����N �

sont donn�es	 Il s�agit d�une contrainte convexe sur la variable x et sur l�ensemble

fx jF �x� � �g �I	��


est convexe	 Certaines in�galit�s non lin�aires peuvent tre transform�es en LMI au moyen du
compl�ment de Schur�

Q�x� S�x�

ST �x� R�x�

�
� � ��

�
R�x� � �

Q�x� � S�x�R���x�ST �x� � �
�I	��


��

�
Q�x� � �

R�x� � ST �x�Q���x�S�x� � �
�I	��


o& Q�x� � QT �x�� R�x� � RT �x� et S�x� d�pendent de mani�re a%ne de x	 A titre
d�exemple� l�in�galit� de Lyapunov

ATP � PA � � �I	��


est une LMI dont la variable est la matrice P et qui peut tre mise sous la forme de base en
choisissant

F� � �� Fj � �ATPj � PjA� j � �� �� ����N � �I	��
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avec P�� ���� PN une base de matrices sym�triques n � n	 Cette approche o�re par rapport
aux �quations de Riccati ���� une alternative int�ressante car elle peut tre utilis�e pour des
syst�mes incertains de type polytopique	 C�est pour cette raison que tous les probl�mes de
synth�se �voqu�s dans la suite de la th�se seront �crits sous forme de contraintes LMIs	

Remarque I� � Lors de la r�solution des in�galit�s matricielles lin�aires� il se peut que l�on

rencontre des probl�mes num�riques li�s au mauvais conditionnement d�une matrice� c�est	�	

dire� le rapport maximal entre les valeurs propres� Pour �viter cela� nous pouvons utiliser le

r�sultat suivant


Proposition ���
 Soient c� un scalaire strictement positif et P une matrice d��nie positive

de dimension n�� Alors� on a l��quivalence suivante


��P �

��P �
� c� �� � �� � �� �� � � solutions de

���
���I � P

P � ���I

�� � c���

�I	��


N

I���� Robustesse

On dit d�un syst�me qu�il est robuste� s�il conserve sa stabilit� et des performances accep�
tables malgr� la pr�sence d�incertitudes	 Par cons�quent� il existe deux concepts de robustesse
pour un syst�me� tre robuste en stabilit� et robuste en performances	 L�analyse robuste va r��
v�ler les capacit�s du syst�me soumis � un polytope d�incertitude	 La synth�se robuste� appel�e
g�n�ralement commande robuste� a pour but de calculer une loi de commande qui va assurer
la stabilit� du syst�me en boucle ferm�e et tenir compte des performances d�sir�es	

Il existe un grand nombre d�approches de commande robuste mais nous n��voquerons que la
stabilit� et la stabilisabilit� quadratique ���	 Le principe de la synth�se robuste par l�approche
 stabilisabilit� quadratique! est de trouver une fonction de Lyapunov unique pour toute une
famille de syst�mes incertains et d�en d�duire une loi de commande	 Dans tout ce m�moire� nous
nous orienterons vers la stabilisabilit� quadratique de syst�mes LTI incertains polytopiques par
l�approche des fonctions de Lyapunov quadratiques	

Concernant la stabilit� quadratique d�un syst�me LTI incertain� nous pouvons �crire�

D��nition I�	� � Stabilit� quadratique
 Un syst�me incertain �x � A���x�t�� est quadrati	

quement stable si et seulement si il existe une matrice unique P � � telle que pour toutes les

incertitudes �


xT 	 AT ���P � PA��� 
 x � � � �x � � �I	��


La stabilit� quadratique est une condition su�sante de stabilit� robuste�

�
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A titre indicatif� pour la synth�se� soit le syst�me LTI incertain polytopique���� �x � �
X
j

Aj�j�x � �
X
k

B�k�k�u�

y � C�x � D��u
�I	��


DA � � fA � A �
NX
j��

�jAj� �j � ��
NX
j��

�j � �g �I	��


DB�
� � fB� � B� �

MX
k��

�kB�k� �k � ��
MX
k��

�k � �g �I	��


La condition de stabilisabilit� quadratique pour un syst�me incertain avec incertitude polyto�
pique sur la matrice dynamique A et la matrice de commande B� est donn�e par le th�or�me
suivant sous forme LMIs�

Th�or�me I�� � ���
 Le syst�me lin�aire incertain d��ni par III��� et III���	III��� est qua	

dratiquement stabilisable par retour d��tat u � Kx si et seulement si� il existe une matrice

sym�trique d��nie positive S � IRn�n et une matrice R � IRm�n telles que


AjS � SAT
j �B�kR �RTBT

�k � � �j � �� �� � � � �N �k � �� �� � � � �M �I	��


et K � RS�� est la matrice de retour d��tat�

�

Il existe un tr�s grand nombre de travaux concernant l�approche  stabilisabilit� quadratique!
pour des syst�mes incertains par retour d��tat et de sortie dynamique	 Citons les travaux de
��� ���� ��� �� ��� ��� sans se pr�occuper des performances et ���� ��� ��� ��� ��� en tra�tant aussi
les concepts de performances	 N�oublions pas qu�il existe d�autres m�thodes pour la commande
robuste telles que des m�thodes alg�briques ���� ou fr�quentielles comme la commande LQ et
les approches LQG� LQG#LTR ���� ��� �� ���� la  ��synth�se! ���� ��� et bien d�autres ��
	

Remarque I�� � L�objet de ce travail est d�illustrer les potentionnalit�s de synth�ses robustes
� base de LMIs pour proposer une approche valable dans le cadre des syst�mes non lin�aires�

On a vu qu�en g�n�ral� une repr�sentation lin�aire ne peut �tre qu�une repr�sentation locale

acceptable pour un syst�me non lin�aire� Un correcteur lin�aire invariant unique peut rarement

remplir l�ensemble des objectifs de performance et de robustesse sur la totalit� du domaine de

fonctionnement du syst�me non lin�aire pour lequel il a �t� synth�tis�� Par cons�quent� il est

n�cessaire d�adopter une repr�sentation multi	mod�les� chaque mod�le �tant repr�sentatif de

l��volution dans un domaine de l�espace d��tat� Il existe plusieurs approche dans ce sens� nous

en donnons les principales dans ce qui suit�

N
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I�� Des approches multi�mod�les

I���� S�quencement de gains �Gain Scheduling�

Le s�quencement de gains fut tr�s bien accueillie par la communaut� Automaticienne	 Nom�
breuses sont les contributions concernant cette approche	 Nous pouvons en mentionner quelques
unes pour faire un tour d�horizon de son champ d�application	 Dans ���� ��� ���� il est ques�
tion de stabilit� de syst�mes non lin�aires par s�quencement de gains	 On peut trouver dans
���� ���� des approches pour d�terminer des correcteurs pour des syst�mes � param�tres va�
riants	 Des contr�leurs �ous de Takagi�Sugeno sont propos�es � partir du s�quencement de gain
dans ���� ���	 En�n� le lecteur pourra compl�ter ses informations sur les contr�leurs g�n�ralis�s
dans ����	

La technique du s�quencement de gains est bas� sur l�existence de plusieurs mod�les lin�aires
dont leur repr�sentation n�est valable que dans une partie de l�espace d��tat	 Les mod�les sont
d��nis en fonction de points op�rationnels pour  couvrir! tout l�espace d��tat de l��tude	 Pour un
syst�me non lin�aire� les mod�les lin�aires sont obtenus par lin�arisation aux di��rents points
op�rationnels	 A partir de cela� il est possible de calculer les di��rents contr�leurs lin�aires
de chaque mod�le pour la synth�se du syst�me non lin�aire	 Le s�quencement de gains est
une m�thode relativement simple qui peut tre propos� pour la commande de syst�mes non
lin�aires	 Consid�rons le syst�me non lin�aire suivant�

�x�t� � F �x�t�� u�t��� �I	��


y�t� � G�x�t�� �I	��


o& y�t� repr�sente la sortie mesur�e et x � IRn� y � IRq et u � IRm	 Supposons l�existence de
plusieurs points d��quilibre �xei� uei� d�termin�s par�

� � F �xei� uei�� �I	��


Pour chaque points d��quilibre� il est possible de calculer un mod�le lin�aire local obtenu par
lin�arisation du mod�le non lin�aire	

�
x�t� � A�xei� uei�
x�t� � B��xei� uei�
u�t� �I	��


o&


x�t� � x�t�� xei� �I	��



u�t� � u�t�� uei� �I	��


A�xei� uei� �

�BBBB�
F

x�
� � �

F

xn
			

	 	 	
			

F

x�
� � �

F

xn

�CCCCA B��xei� uei� �

�BBBB�
F

u�
� � �

F

um
			

	 	 	
			

F

u�
� � �

F

um

�CCCCA �I	��
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On suppose que chaque mod�le lin�aire est valable dans un sous�espace de l�espace d��tat	 Un
contr�leur est calcul� pour chacun des mod�les lin�aires	 La loi de commande robuste globale est
d��nie par le s�quencement des lois de commande locales associ�es � un sch�ma de s�quencement
bas� sur la connaissance de l��tat	

La m�thode est certes simple mais on peut se poser deux questions importantes quant au
choix des points d��quilibre et � leur nombre� et � la lin�arisation locale du syst�me	 Pour
r�pondre � ces deux questions� nous pourrons nous pencher sur la qualit� de la d�termination
de la loi de commande	 Peut�tre que la lin�arisation locale ne su%t pas � assurer des per�
formances� mme si la stabilisabilit� est assur�e	 Est�ce que la transition entre chaque mod�le
est raisonnablement douce( Toutes ces interrogations devront tre prises en compte pour la
synth�se du syst�me non lin�aire	

I���� Les mod�les LPV et Quasi	LPV

Toujours dans le contexte d�interpolation de correcteurs� la commande lin�aire � param�tres
variants� dite LPV s�est d�velopp�e � partir de ���� ��� ���	 Les domaines d�applications ��� sont
vastes et s��tendent aussi bien vers les syst�mes lin�aires � dynamique variant dans le temps que
vers les syst�mes non lin�aires	 Les syst�mes non lin�aires seront caract�ris�s par des mod�les
dits Quasi�LPV	 Soit le syst�me lin�aire suivant dans l�espace d��tat��

�x � A�� �x � B��� �u

y � C��� �x � D���� �u
�I	��


o& � � � �t� est un param�tre � variations continues dans le temps	 Pour l�approche LPV�
il s�agit de d��nir un contr�leur lui mme � param�tre variant dans le temps selon la mme
structure de d�pendance que celle du processus � commander	

Pour une variation  polytopique! du param�tre incertain� un retour d��tat

u � K�� �x �I	��


est d��ni par

DK��� � �

�
K�� � � K�� � �

NX
j��

�j�� �Kj � �j�� � � ��

NX
j��

�j�� � � �

�

et pour un retour de sortie dynamique��
�xc � Ac�� �xc �Bcy

u � Ccxc
�I	��


avec �
Ac�� � � DAc���
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o& �

DAc��� � �

�
Ac�� � � Ac��� �

NX
j��

�j�� �Acj� �j�� � � ��
NX
j��

�j�� � � �

�
o& les Kj et les Acj sont les retours d��tat et les matrices dynamiques des contr�leurs calcul�s
sur les sommets j du polytope	 Ce type de compensateur peut aisement tre �tendu au cas non
lin�aire suivant	

Consid�rons le cas du syst�me����
�x � A�y�x�B��y�u� x��� � x�
y � C�x

�t � �� y�t� � Py

�I	��


On note Py� le domaine d��volution des sorties mesur�es	 Le vecteur des param�tres ��� est
confondu avec celui des sorties mesur�es	 Si l�on suppose que les sorties de ce syst�me sont
born�es� c�est���dire qu�elles �voluent uniquement dans Py � alors il est possible de d��nir
une classe de syst�mes que l�on nomme  syst�mes quasi�LPV! �QLPV
	 Pour cette classe
de syst�mes� le vecteurs des param�tres est d�pendant des �tats du syst�me	 Il est possible
d�obtenir cette forme de syst�me � partir d�un syst�me non lin�aire	

Th�or�me I�� � ���
 Soit un syst�me non lin�aire de la forme suivante
���
�x�t� � f�x�t�� �B��y�t��u� x��� � x�
y�t� � C�x�t�

�t � �� y�t� � Py

�I	��


En respectant les hypoth�ses suivantes


� f��� � �

� la non lin�arit� de f concerne uniquement les �tats mesurables


f�x� � Anx�Bnlh�y�

alors� le syst�me non lin�aire admet la forme QLPV suivante
���
�x � A�y�x�B��y�u� x��� � x�
y � C�x

�t � �� y�t� � Py

�I	��


avec

A�y� � An �Bnl

�Z �

�

rh�ty�dt


C� �I	��


�
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Preuve � ����

�

Dans le cas de syst�mes non lin�aires incertains polytopiques� le mod�le QLPV �nal devient���
�x � A�� �x�B�w �B�v� x��� � x�
y � C�x

�t � �� � �t� � P� � y�t� � Py

�I	���


avec � � 	
 y
�

 �tant le vecteur de param�tres dans la matrice dynamique An	 On note P�� le domaine
d��volution du vecteur des param�tres 
	 Le nouveau vecteur de param�tres s��crit

� � 	
 y


avec 
 � IRq� et y � IR	 L�indice q� repr�sente le nombre de param�tres existant dans la
matrice An	

Cette approche permet de r�soudre des probl�mes de commande robuste en diminuant un
certain degr� de conservatisme que poss�de l�approche quadratique classique d�e � l�utilisa�
tion d�une seule fonction de Lyapunov garantissant la stabilit� et les performances sur tout le
domaine d�incertitude	 Mais� il faut faire l�hypoth�se que la variation param�trique doit tre
su%sament lente pour appliquer cette m�thode� hypoth�se qui n�est pas forc�ment �vidente
� garantir sur le syst�me de d�part	 Cependant� mis � part cette hypoth�se� il est possible
d��laborer une lois de commande LPV � partir de la formulation d�un probl�me d�in�galit�s
matricielles lin�aires �LMI
	 De plus� cette technique s��tend aux syst�mes non lin�aires �Ap�
proche QLPV
	 C�est dans ce cadre�l� que nous d�velopperons une m�thode de synth�se	 Mais
l�approche QLPV est sujette � la connaissance a priori des sorties mesur�es associ�es � une
variation lente de celles�ci et fait appara�tre des di%cult�s math�matiques lors de la transfor�
mation du syst�me non lin�aire ���	

I���� Les mod�les 
ous et commande 
oue

Depuis quelques ann�es maintenant� on assiste � une utilisation de la logique �oue dans
la synth�se des lois de commande	 La logique �oue permet une approche des probl�mes plus
heuristique que math�matique qui peut heurter� les esprits cart�siens ou trop d�terministes	
Pourtant� dans certains probl�mes o& les math�matiques peinent par impossibilit� ou di%cult�
de mod�lisation� elle est d�une certaine e%cacit�	
La logique �oue a d�j� fait ses preuves dans de nombreux domaines d�applications �Gestion
de projet� tra�tement d�images� pilotage d�un syst�me d�autofocus d�appareil photos� syst�me
d�approche d�une station orbitale pour la navette spatiale am�ricaine			
	 C�est une technique qui
peut s�av�rer extrmment e%cace dans certains cas� notamment� lorsque les processus auquels
on s�int�resse sont non lin�aires	
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Notions �l�mentaires

Cette partie se limite � rappeler quelques d��nitions indispensables � la compr�hension de
la m�thode	

D��nition I�		 � Sous�ensemble �ou Un sous	ensemble  ou A de D est d��ni par une

fonction d�appartenance� Elle associe � chaque �l�ment d de D� un degr� �Ad�� compris entre

� et �� qui quali�e l�appartenance de d � A�

�

D��nition I�	� � R�gles �oues
 Une r�gle  oue est de la forme


Si �V estA� alors �W estB� �I	���


o� �V estA� est appel�e pr�misse� �WestB� est appel�e conclusion�

�

La combinaison de plusieurs r�gles �oues forme une base de r�gles	 Elle permet la construction
de mod�les �ous	 On distingue deux types de mod�les �ous�

$ Les mod�les de type Mamdani o& les conclusions des r�gles sont �oues

$ Les mod�les de type Takagi�Sugeno o& les conclusions sont proc�durales	

Les mod�les rappel�s dans ce m�moire sont de type Takagi�Sugeno	 Pour plus de d�tails� le
lecteur est inviter a consulter ����	

Commande par contr�leur �ou

Bien que la logique �oue poss�de un champ d�application extrment vaste �commande�
classi�cation� aide � la d�cision� bases de donn�es impr�cises�			
� l�objectif ici est de pr�senter
les principes de base de la commande �oue � base de mod�les �Model Based Fuzzy Control
pour les Anglo�saxons
 ����	 Un contr�leur �ou est un syst�me � base de connaissances parti�
culier� utilisant un raisonnement en profondeur limit�� dans une proc�dure de cha�nage avant
des r�gles �activation des r�gles par les pr�misses
	 Une r�gle est activable pour une variable
d�entr�e si cette variable a un degr� d�appartenance non nul au sous�ensemble �ou de la pr��
misse	 On consid�re g�n�ralement ensuite une moyenne pond�r�e sur le r�sultat de ces r�gles
pour engendrer une d�cision �nale	 Les di��rentes �tapes de fonctionnement du contr�leur sont�

� Mise en forme des entr�es� normalisation	
� Fuzzi�cation	
� M�canisme de d�cision	
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� D�fuzzi�cation	
� D�normalisation des sorties	

En quelques mots� nous allons expliquer les termes de fuzzi�cation et de m�canisme de
d�cision	 La d�fuzzi�cation est l�op�ration inverse de la fuzzi�cation	 La fuzzi�cation permet
de transformer une grandeur mesur�e sur le processus en un sous�ensemble �ou	 Le choix de la
forme des fonctions d�appartenance est arbitraire ou li� � l�expertise du probl�me	 Les formes
triangulaires sont les plus fr�quemment utilis�es	 Le m�canisme de d�cision permet de calculer
le sous�ensemble �ou associ� � la commande	
Nous pr�senterons dans ce m�moire le deuxi�me mod�le de contr�leurs de Takagi�Sugeno	 Pour
plus de d�tails sur le premier et le deuxi�me mod�le� le lecteur pourra se r�ferrer � ����	

Deuxi�me mod�le de Takagi�Sugeno

Soit le syst�me non lin�aire autonome en boucle ouverte� avec les dimensions appropri�es�

�x � F �x� u� �I	���


L�id�e principale de ce mod�le �ou et de ce contr�leur de Takagi�Sugeno est d�utiliser la li�
n�arisation du mod�le non lin�aire autonome et d�obtenir une loi de commande qui stabilise
localement le syst�me en boucle ferm�e	 Choisissons N � couples de points �xei� uei�	 Nous �cri�
vons le nouveau syst�me avec�


x � x� xei

u � u� uei

 �x � �x� �xei

La premi�re �tape est de lin�ariser ce syst�me	

�x �

�
A�xei� uei���x� xei� �B��xei� uei���u� uei�


�I	���


avec A�B� matrices Jacobiennes�

A�xei� uei� �

�

F �x� u�


x

				
x�xei�u�uei

B��xei� uei� �

�

F �x� u�


u

				
x�xei�u�uei

�I	���


La i��me r�gle s��crit de la mani�re suivante�

Ri
s � Si xd � LX i Alors �x �

�
A�xei� uei���x� xd� �B��xei� uei���u� ud�


�I	���


o&�
�Ri

s est la i��me r�gle du mod�le �ou en boucle ouverte�
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�LX i repr�sente la i��me r�gion �oue�
Il existe une expression g�n�rale pour la mod�lisation � base de r�gles pour le syst�me en boucle
ouverte	 Elle s��crit de la fa�on suivante�

�x �
X
i

wi�xd�

�
A�xei� uei���x� xd� �B��xei� uei���u� ud�


�I	���


avec wi�xd� degr� normalis� de validit��X
i

wi�xd� � � et wi�xd� �
�i�xd�X
i

�i�xd�
� �I	���


�i�xd� � min��LXi
�
�x�d�

� �LXi
�
�x�d�

� ���� �LXi
n�xnd�

�� �I	���


Le mod�le �ou du contr�leur est d��ni par un ensemble de r�gles Ri�

c construites � partir des
lois de commande vues pr�c�dement et calcul�es en �xd� ud� avec les N � lois de commande�

Ri�

c � Si xd � LX i� Alors u � K�xei� � uei����x� xd� � ud �I	���


o&�
�Ri�

c est la i���me r�gle du mod�le �ou en boucle ouverte�
�LX i� repr�sente la i���me r�gion �oue�
�u � K�xei�� uei����x � xd� � ud repr�sente une loi de commande lin�aire correspondant � la
i���me r�gle pour le couple de points �xd� ud� et construite � partir des N � lois de commande
lin�aires	 Il est possible d��crire aussi la forme g�n�rale du contr�leur et par cons�quent en
boucle ferm�e	

u �
X
i�

wi��x���K�xei�� uei����x� xd� � ud� �I	���


�x �
X
i

X
i�

wi�xd��w
i��xd�

�
A�xei� uei� �B��xei� uei��K�xei�� uei��


��x� xd�� �I	���


avec
X
i

wi�xd� � � �
X
i�

wi��xd� � �� et
X
i

wi�xd��
X
i�

wi��xd� � �	

Il est possible d�obtenir un mod�le �ou r�sultant d�une partition �oue de l�espace d��tat et
d�une s�rie de mod�les lin�aires obtenus par lin�arisation	 Ensuite en calculant une commande
pour chaque mod�le lin�aire� on peut construire une loi de commande �oue globale pour com�
mander le syst�me	 Le probl�me de la stabilit� se pose alors et pour l��tudier� on peut faire appel
� quelques r�sultats obtenus en commande robuste	 Mais les probl�mes suivants se posent�

$ l�obtention d�un mod�le �ou d�pend des mod�les lin�aris�s �nombre� point de lin�arisation

et ce mod�le a une incidence directe sur les �tapes suivantes	 Il convient d��valuer et de
guider les choix dans cette �tape cruciale et si possible les syst�matiser	



I��� Probl�matique du m�moire 	

$ Il faut d�velopper les techniques d��tude de la stabilit� avec un double objectif	 Le premier
concerne l�analyse du syst�me� command� par une loi de commande obtenue a priori	 Le
deuxi�me concerne la synth�se d�une loi de commande qui en plus de la stabilit� assure un
certain niveau de performance	 Ce dernier point est intimement reli� � quelques r�sultats
d�j� obtenus dans le cadre de la commande robuste	

La partie suivante a pour but de pr�senter les objectifs de notre travail qui se place justement
dans cette optique de commande multi�mod�les	

I�	 Probl�matique du m�moire

Nous explicitons dans cette partie quelles sont les motivations de cette th�se en pr�cisant
les objectifs en termes de mod�lisation pour les syst�mes non lin�aires �tudi�s et en termes
d�analyse et de commande pour les syst�mes lin�aires et non lin�aires	

I���� But recherch�

Il s�agit de proposer une m�thode syst�matique pour d�terminer une s�quence de lois de
commande robustes locales qui� pour un syst�me non lin�aire quelconque� le stabilise pour
toutes conditions initiales et qui assure un certain degr� de performance	 Ces lois de commande
doivent conf�rer au syst�me boucl� non lin�aire des performances	 Comment ( A partir de
crit�res utilisables pour la commande des syst�mes lin�aires continus	 Par cons�quent� il sera
n�cessaire de passer � une repr�sentation multi�mod�les� chaque mod�le sera lin�aire continu
stationnaire et incertain	 Un seul type d�incertitude� l�incertitude de type polytopique ��� ���
sera consid�r�e ici� bien qu�il soit possible d��tendre ces travaux en s�parant le probl�me du
choix de la repr�sentation des incertitudes la mieux adapt�e aux caract�ristiques locales des non
lin�arit�s	 Le but devient donc de d�terminer chaque loi de commande qui puisse placer sur les
syst�mes lin�aires incertains les performances d�sir�es tout en garantissant la stabilit� robuste
de ces derniers	 Comment obtenir les mod�les lin�aires incertains( Combien de mod�les faut�il
choisir( Est�il possible de le faire de mani�re syst�matique( Sur quels genres de syst�mes non
lin�aires pourrons nous raisonner( Voila un ensemble de questions lesquelles feront partie de
nos investigations	
Le choix d�obtention des mod�les est primordial	 Comme nous l�avons vu pr�c�dement� la
lin�arisation o& mme encore mieux le s�quencement de gains apporte une premi�re id�e de
r�ponse	 Dans ce cas� il serait int�ressant de r���chir sur le choix des points d��quilibre	 est�
il possible que tous les syst�mes o�rent des points d��quilibre atteignables ( Quels sont les
moyens de les atteindre� de le d�terminer de mani�re syst�matique( Pouvons�nous cr�er des
points d��quilibre interm�diaires� pour atteindre le point d��quilibre �nal existant(




 Chapitre I� Contexte et motivations

Revenons � notre probl�me de choix de points d��quilibre interm�diaires et sa syst�matisation�
en introduisant la notion de fonctions canoniques lin�aires par morceaux �CPWL
	

I���� Introduction � la notion de fonctions canoniques lin�aires par

morceaux �CPWL�

Les fonctions dites canoniques lin�aires par morceaux �CPWLF
 ont �t� propos�es par Chua
et al� dans ���� ��� ���	 Nous pr�sentons bri�vement ci�dessous leur forme	
Supposons une fonction continue f�z� avec z � IRn� l�approximation de f�z� par utilisation
des CPWLF s��crit de la mani�re suivante�

f�z� 	 �f�z�� z � IRn� �I	���


�f�z� � a � bT z �
�X
i��

cij�
T
i z � �ij� �I	���


o& a� ci� �i � IR et b� �i � IRn	
Les fonctions canoniques lin�aires par morceaux peuvent nous apporter donc� de mani�re sys�
t�matique et judiscieuse� des nouveaux points permettant � la fois de d�terminer des points
d��quilibre interm�diaires mais aussi des sous�ensembles d�espace d��tat pour les mod�les li�
n�aires incertains	

Revenons en�n au probl�me plus pratique de commande robuste des syst�mes incertains
polytopiques	 Ceux�ci seront �tudi�es � partir d�in�galit�s matricielles lin�aires �LMIs
 en tenant
compte de crit�res de performance tels que� les performances H�� H� et localisation de p�les
pour la famille de mod�les lin�aires incertains	 Les synth�ses propos�es s�e�ectueront par retour
d��tat statique et par retour de sortie dynamique avec l�utilisation de deux solveurs d�in�galit�s
matricielles lin�aires� Lmilab� solveur standard de Matlab ���� et SeDuMi ����� logiciel libre�
utilisable depuis Matlab et associ� � une interface ���� ��� ���	

I�
 Conclusion

Nous avons� dans ce chapitre� rappel� quelques outils de base de la commande pour les
syst�mes lin�aires et non lin�aires	 Nous avons� en autre� pr�sent� quelques m�thodes d��tude
de stabilit� pour des syst�mes non lin�aires en montrant qu�il �tait di%cile de d�terminer la
stabilit� avec une repr�sentation mono�mod�le	 C�est pourquoi� trois approches multi�mod�les
ont �t� d�crites en pr�sentant pour chacune� leur apports et les pistes � suivre	 dans un soucis de
syst�matisation dans la recherche des points d��quilibre interm�diaires et des mod�les lin�aires
incertains� nous avons pr�sent� les fonctions lin�aires canoniques par morceaux �CPWLF
	 Ceci
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nous a conduit � la r��exion du nombre et de l�emplacement des points d��quilibres interm��
diaires� et donc des mod�les lin�aires incertains	 A partir de cela� nous avons �galement rappel�
quelques mod�les d�incertitudes en pr�cisant que l�incertitude polytopique sera celle de notre
travail et sur laquelle les solveurs d�in�galit�s matricielles lin�aires �LMI
� Lmilab ���� et Se	
DuMi ����� ���� ��� ���	 En cons�quence� le chapitre II tra�te des fonctions lin�aires par morceaux
en vue de l�obtention d�un mod�le lin�aire par morceaux et propose une approche autorisant
un choix judicieux et syst�matique de points d��quilibre interm�diaires pour la d�termination
des mod�les lin�aires incertains polytopiques	 Ceci nous a conduit � pr�senter au chapitre III�
l�analyse et la synth�se de lois de commande robustes s�quenc�es en tenant compte des crit�res
de performance	 Le chapitre IV est r�serv� aux applications de syst�mes non lin�aires r�els
avec une s�rie de trois applications di��rentes et une synth�se comparative avec des approches
multi�mod�les �dont celles de ce chapitre
 a�n de situer l�approche propos�e dans ce m�moire
et �valuer ses points forts et faiblesses	



�� Chapitre I� Contexte et motivations



Chapitre II

Approximation syst�matique de

syst�mes non lin�aires

Dans ce chapitre� nous pr�sentons l�approche multi�mod�le que nous avons choisie pour l��tude
des syst�mes non lin�aires	 Dans un premier temps� nous donnons la d��nition d�outils de base
n�cessaires pour pr�senter l�approximation syst�matique de syst�mes non lin�aires en une fa�
mille de mod�le LTI incertains	 Les fonctions canoniques lin�aires par morceaux sont � la base
de cette approche	 Ces derni�res nous serviront pour approximer les syst�mes non lin�aires
admissibles que nous d��nirons au pr�alable	 A la suite des approximations des non lin�arit�s�
nous rechercherons � d�terminer un c�ne d�incertitude enveloppant les non lin�arit�s	 Ces c�nes
d�incertitude seront la base des mod�les LTI incertains pour lesquels nous d�velopperons dif�
f�rentes synth�ses robustes locales en tenant compte de crit�res de performances	 En�n� nous
terminerons ce chapitre sur des probl�mes li�s � cette approche tels que le compromis entre la
pr�cision de l�approximation des non lin�arit�s et la complexit� des expressions des approxima�
tions ou bien encore des syst�mes posant probl�me �comportement de type non minimum de
phase par exemple
	

�Reste devant la porte si tu veux qu�on te l�ouvre� Ne quitte pas la voie si tu veux qu�on te

guide� Rien n�est ferm� jamais� sinon � tes propres yeux��

�Farid Al Din Attar� Extrait de Langage des oiseaux �

��



�� Chapitre II� Approximation syst�matique de syst�mes non lin�aires

II�� Introduction

Nous allons consid�rer la classe des syst�mes non lin�aires d�crite par les �quations d��tat
suivantes et les remarques ci�apr�s����������

�x�t� � f�x� u� � B�w � B�u x�t�� � x�
y�t� � C�x

x � 	x� x����xn
T � IRn u � 	u� u����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�II	�


et �
f�x� u� � Anx � Bnlh�x� u�

� t � �
�II	�


avec

h�x� u� 	 h��� �

��������
h����

			
hr���

			
h����

�������� �II	�


tel que n
hr � Sr � IRN 
	 IR

o
� � � IRN � �r � �� ���	� � t � � �II	�


$ On s�int�resse � la repr�sentation d��tat de type continu des syst�mes SISO ou MIMO	

$ Les syst�mes sont non lin�aires en l��tat et#ou en la commande en sachant qu�il existe une
ou plusieurs non lin�arit�s d�pendant d�une ou deux variables d��tat et#ou de commande�
c�est���dire N � �� �	 Nous ferons quelques remarques concernant les non lin�arit�s �
N �arguments avec N � �	

$ La partie lin�aire du syst�me peut tre d�crite par une matrice dynamique non nulle et
incertaine de type polytopique telle que

An � DAn � �II	�


DAn �tant le domaine incertain	

$ x � IRn� u � IRm� y � IRq et w � IRl sont respectivement les vecteurs d��tat� de
commande� de sorties mesur�es et de perturbation	 h�x�t�� u�t�� repr�sente la partie non
lin�aire du syst�me	



II��� Outils de base �

Ce chapitre est consacr� � l�approximation de syst�mes non lin�aires du type II	� � II	� par une
famille de syst�mes LTI incertains polytopiques en utilisant l�algorithme d�velopp� dans ����	
Nous appellerons cette approche� l�approche CPWL car elle n�cessite l�utilisation des fonctions
canoniques lin�aires par morceaux �CPWLF
 ���� ��� introduites dans la probl�matique du
chapitre I	 Cette approche se justi�e par les deux points principaux suivants� la syst�matisation
et le choix judicieux de points d��quilibre interm�diaires	 La di%cult� premi�re du s�quencement
de gains est la d�termination des points op�rationnels ou points d��quilibre interm�diaires�
l�approche CPWL permet gr'ce � l�approximation canonique lin�aire par morceaux de �xer des
points d��quilibre interm�diaires� c�est���dire non uniform�ment r�partis mais l� o& la d�riv�e
est la plus importante	 La deuxi�me caract�ristique de l�approche CPWL r�sulte en partie �
la d�termination des points d��quilibre et consiste en � la syst�matisation totale de l�approche	
Cette syst�matisation est pas possible pour des approches pr�sent�e dans le chapitre I	 Nous
d�taillerons ce deuxi�me point fort dans les chapitres suivants	
Ce chapitre est organis� comme suit� dans la section suivante� des outils de bases concernant les
fonctions PWL et CPWL sont introduits	 Puis� nous d�velopperons l�algorithme de l�approche
CPWL qui constitue un des r�sultats principaux de ce chapitre	 Cet algorithme est compos�
de quatre �tapes� chacune d�crite en d�tail	 En�n� nous exposerons quelques probl�mes li�s �
l�utilisation de cette approche comme la pr�cision des approximations des non lin�arit�s� les
syst�mes ayant un comportement � non minimum de phase et les non lin�arit�s d�pendant de
plus de deux arguments	

II�� Outils de base

Une fonction lin�aire par morceaux �PWL
 du mod�le de Chua et Kang ���� ��� est d��nie
comme suit�

D��nition II�� � Fonction PWL
 Une fonction f � S � IRn 
	 IRm� o� S est un domaine

compact� est une fonction PWL si et seulement si� les conditions suivantes sont satisfaites


� Le domaine S correspond � un nombre �ni N de r�gions polyh�drales P �i� telles que

S �
N�
i��

P �i� et par un ensemble �ni de fronti�res Hi

H � fHi � S� i � �� ���� N �g� �II	�


telles que chaque fronti�re de r�gion est un hyperplan de dimension �n � �� d��ni par

Hi � fz � IRn � �i�z� � �Ti z � �i � �g� �II	�


avec �i � IRn� �i � IR �i � �� ���� N ��
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� L�expression de f est d�crite de la mani�re suivante


f �i��z� � J �i�z � w�i�� �II	�


pour tout z � P �i� et o� J �i� � IRm�n est la matrice Jacobienne de la r�gion P �i� et

w�i� � IRm�

� f est continue pour chaque fronti�re entre deux r�gions� c�est	�	dire�

J �i�z � w�i� � J �k�z � w�k� �II	�


pour tout z � P �i�
T

P �k��

�

Cette formulation n�est pas assez explicite ���� ��� pour notre approche� c�est pourquoi�
nous allons � pr�sent d�crire la repr�sentation dite canonique lin�aire par morceaux� d�velopp�e
�galement par Chua et Kang ���� ���� repr�sentation qui sera plus int�ressante pour arriver �
une syst�matisation	

D��nition II�	 � Fonction CPWL
 Une fonction canonique lin�aire par morceaux CPWL�


f � IRn 
	 IRm est une fonction qui peut se repr�senter par

f�z� � a � bTz �
�X
i��

cij�
T
i z � �ij� �II	��


o� a� ci � IRn� b � IRm�n� �i � IRn et �i � IR� �i � �� ���� ��

�

Remarque II�� � Il est possible de repr�senter une fonction PWL f � IR 
	 IR d��nie par

f�z� � J �k�z � w�k� �II	��


par une fonction CPWL f � IR 
	 IR

f�z� � a � bz �
�X
i��

cijz � �ij� �II	��


avec les dimensions appropri�es �i � ���

Le passage � la repr�sentation canonique lin�aire par morceaux est e�ectu� gr!ce au th�or�me

suivant pour une fonction scalaire�


Th�or�me II�� � Une fonction PWL scalaire � � � � hyperplans et �� � �� � ��� � �� peut

�tre repr�sent�e de mani�re unique par l�expression suivante


f�z� � a � bz �
�X
i��

cijz � �ij� �II	��
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o� a� b� ci et �i � IR sont calcul�s par
���������
b � �J ��� � J ������

ci � �J �i� � J �i������ i � �� ���� �

a � f��� �
�X
i��

cij�ij
�II	��


�

Preuve � Voir ���� ���

�

Exemple II�� � Soit une fonction f�z� lin�aire par morceaux d��nie par trois hyperplans � �

��� avec �� � ��� �� � � et caract�ris�e par les param�tres J ��� � J ��� � �� J ��� � ���

w��� � �� w��� � � et w��� � ��� Les trois r�gions sont


�� f�z� � z � �� � z � P ��� � 
��� ��


�� f�z� � �z� � z � P ��� � 
� �� �


�� f�z� � z � �� � z � P ��� � 
�� �	

La fonction lin�aire par morceaux peut s��crire aussi


f�z� � a � bz �
�X

i��

cijz � �ij� �II	��


o� a� b� ci et �i � IR sont calcul�s par
���������������

b � �J ��� � J ������ � �

c� � �J ��� � J ������ � ��

c� � �J ��� � J ������ � �

a � f��� �
�X
i��

cij�ij � �

�II	��


d�o�

f�z� � x � jx � �j � jx � �j �II	��


�

Pour les �quivalences entre les di��rentes expressions de fonctions f � IRn 
	 IR et f � IRn 
	

IRn� le lecteur pourra consulter �����

N
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Une fonction CPWL f � IRn 
	 IRm poss�de une partition si son domaine S � IRn est
partitionn� par � hyperplans de dimension �n� ��

�Ti z � �i � �� �II	��


avec �i � IRn et �i � IR� � i � �� ���� �	
En vue d�une utilisation plus approfondie des fonctions PWL et plus particuli�rement des

fonctions CPWL� nous donnons la d��nition suivante�

D��nition II�� � Points de cassure
 Une fonction CPWL f � IR 
	 IR

f�z� � a � bz �
�X
i��

cij�iz � �ij� �II	��


o� a� b� ci et �i � IR admet � points de cassure zi tels que

�izi � �i � �� �II	��


�

Remarque II�	 � Il existe d�autres formes de repr�sentations pour d�crire des fonctions� Nous
pouvons citer


� Le mod�le de G"zelis ����� ���� qui est d�crit par l�expression canonique suivante


f�z� � a � BTz �
�X
i��

bij�
T
i z � �ij �

�X
j��

cj

			
j � 	Tj z �
�X
i��

dij�
T
i z � �ij

			 �II	��


qui utilise deux types d�hyperplans� les hyperplans standards Hi� et les hyperplans PWL

Cj�

Hi �

�
z � IRn � �Ti z � �i � �� i � �� �� ���� l

�
�II	��


Cj �

�
z � IRn � j�z� � �� j � �� �� ���� p

�
�II	��


tels que

j�z� � 
j � 	Tj z �

�X
i��

dij�
T
i z � �ij� �II	��


avec les dimensions appropri�es�
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� Le mod�le de Kahlert et Chua ����� repr�sent� par

f�z� � A � BTz �
�X
i��

f i�z� �

�X
j��

�j��X
k��

gj�jk �z�� �II	��


o�

f i�z� � cij�iz � �ij �II	��


gj�jk �z� � �cj�jk
n						ajjk �j���jT� z � �j��

			 � ajjk �j���
jT
� z � �j��

			
�
			ajjk�j���jT� z � �j�� �

			ajjk�j���jT� z � �j��
						o �II	��


avec les dimensions appropri�es�

� La repr�sentation High Level CPWL d�velopp� par Julia�n� Cette repr�sentation utilise

une partition �simplicielle������ pour repr�senter toute la famille des fonctions PWL�

Pour plus de d�tails sur ces diverses repr�sentations de fonctions PWL� le lecteur pourra consul	

ter les travaux ����� ���� et �����

N

L�int�rt de ces fonctions CPWL vient de la syst�matisation de l��criture d�une fonction	
Donc� pour des fonctions repr�sentant des non lin�arit�s d�un syst�me non lin�aire� nous re�
chercherons � les approximer par des fonctions canoniques lin�aires par morceaux	 Pour cela� il
est n�cessaire de pr�senter le th�or�me suivant ����	

Th�or�me II�	 �Approximation
 Toute fonction f continue d��nie sur un domaine compact

S � IRn peut �tre approxim�e par une fonction CPWL �f

f�z� 	 �f�z� � a � bTz �
�X
i��

cij�
T
i z � �ij� �II	��


avec une pr�cision arbitraire donn�e et a� ci et �i � IR� b et �i � IRn�

�

On peut alors formuler le probl�me suivant�
Probl�me II�� � Soit une fonction continue f � S 
	 IR avec S � IRn repr�sentant un

domaine compact� Pour un nombre � d�hyperplans �x�� il faut d�terminer l�approximation �f de

f telle que

�f ���� z� � a� � b�Tz �
�X
i��

c�i j�
�T
i z � ��i j� �II	��
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o�

�� � 	a�� b�T � c��� ���� c
�
�� �

�T
� � ���� ��T� � ���� ���� �

�
�

T �II	��


est l�ensemble des param�tres optimaux qui minimise le crit�re d�erreur suivant

J �
X
�

�
f�z�� � �f ���� z��

�

� z� � S� �II	��


et o� la variable z est discr�tis�e z���

M

Ce probl�me peut tre r�solu en appliquant la version de l�algorithme de Newton�Gauss
suivante� �

���� � �� � P���r����
P����� � �P��� � r��r���

�II	��


o&

��z�� � �f ���� z�� � f�z��� �II	��


La matrice P� est calcul�e � l�aide de la r�currence suivante

P��� � �����I � �� � 	��
��P�r��r

����P� �II	��


avec

	� � rT��P�r
T�� �II	��


et r�� d��ni par�
r�� � 	�� z�� j�T��z� � ���j� ���� � j�

T
��
z� � ���j�

c��z
T
� sign��T��z� � ����� ��� �

c��z
T
� sign��T��z� � �����

�c��sign��T��z� � ����� ��� �

�c��sign��T��z� � ����

T �

L��tape d�initialisation pour ce probl�me est une phase importante pour la convergence de
l�algorithme	 Cette �tape est d�taill�e dans l�annexe A	
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II�� Algorithme g�n�ral �
��

Dans tout ce qui suit� nous allons consid�rer les syst�mes non lin�aires autonomes	 Nous
allons pr�senter les grandes lignes de l�algorithme que nous avons d�velopp� au cours de cette
th�se pour la classe des syst�mes non lin�aires consid�r�s	 Par la suite� chaque �tape sera
d�taill�e et nous allons consid�rer l�exemple du moteur � courant continu ���� pour illustrer
l�algorithme	 L�algorithme se d�compose en quatre �tapes�
Algorithme II�� �

� Etape �� Approximation du syst�me non lin�aire par un syst�me lin�aire par morceaux�

� Etape 	� Obtention de la famille de mod�les lin�aires incertains de type polytopiques

valables localement dans un domaine de l�espace d��tat�

� Etape �� Synth�ses des lois de commande robustes locales pour tous les mod�les lin�aires
incertains locaux�

� Etape �� Obtention de la loi de commande globale par s�quencement de lois de commande
robustes locales�

F

II���� Mod�le lin�aire par morceaux

Exemple II�	 � Soit le moteur � courant continu d��ni par les �quations suivantes et les

valeurs num�riques de ����
���������
�� � �

�� �
F
�J
� �

Kc

�J
I

�I � �
Ke

L
� �

R

L
I �

�

L
u �

�

L
tanh���

�II	��


Le vecteur est compos� de trois variables


x � 	� � I
T � 	x� x� x�
T

o� �� � et I sont respectivement la position angulaire� la vitesse angulaire et le courant d�induit�

La sortie mesur�e est la position angulaire� L�inertie est repr�sent�e par �J et l�incertitude de la

matrice dynamique An porte sur cette variable


�J � J� ��Jm avec Jm � ����Kg�m� �II	��


Le fait d�avoir une incertitude sur l�inertie permet d�imaginer ce moteur � courant continu

soumis � une variation de couple� d�inertie�

En r��crivant le syst�me sous la repr�sentation II�� 	 II��� nous obtenons
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���������
�x�t� � f�x� � B�u

y�t� � C�x

x � IR� u � IR

y � IR� � t � �

�II	��


et �
f�x� � Anx � Bnlh�x�

� t � �
�II	��


avec �
h�x� 	 h��� � h���� � tanh�x�� �II	��


tel que n
h� � S� � 	���� ��
 � IR 
	 IR

o
� � t � � �II	��


Les matrices pr�c�demment cit�es valent


An �

�BBB�
� � �

� �
F
�J

Kc
�J

� �
Ke

L
�
R

L

�CCCA B� �

�BB�
�

�
�

L

�CCA �II	��


Bnl �

�BB�
�

�
�

L

�CCA C� �
�
� � �

�
�II	��


�

Dans l�expression II	� du syst�me non lin�aire� nous consid�rons que la matrice An peut tre
incertaine	 Dans tout ce m�moire� notre �tude se bornera aux incertitudes polytopiques ���	 Par
cons�quent� l�incertitude polytopique de An est d��nie telle que la matrice An appartienne �
un domaine polytopique DAn telle que

An � DAn � �

�
An � An �

�X
j��


jAnj � 
j � ��
�X

j��


j � �

�

o& � repr�sente le nombre de sommets du poly�dre DAn 	

Exemple II�� � Dans le cas du moteur � courant continu� la matrice dynamique An est

incertaine � deux sommets�

�
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A pr�sent� il nous faut approximer la partie non lin�aire h�x� u� du syst�me II	�	 Pour cela�
nous allons tra�ter plusieurs cas possibles�

$ h�x� u� est compos�e d�une seule non lin�arit� d�pendant d�un seul param�tre �variable
d��tat ou commande
 et h�x� u� est d��nie sur un domaine S� h � S � IR 
	 IR�

$ h�x� u� est compos�e de plusieurs non lin�arit�s d�pendant d�un seul param�tre �variable
d��tat ou commande
 et chaque non lin�arit� hr�x� u� de h�x� u� est respectivement d��nie
sur un domaine Sr� hr � Sr � IR 
	 IR� l�indice r repr�sente l�indice des non lin�arit�s
�r � �� ���� 	
�

$ h�x� u� est compos�e d�une seule non lin�arit� d�pendant de deux param�tres �variable
d��tat et#ou commande
 et h�x� u� est d��nie sur un domaine S� h � S � IR� 
	 IR�

$ h�x� u� est compos�e de plusieurs non lin�arit�s d�pendant de deux param�tres �variable
d��tat et#ou commande
 et chaque non lin�arit� hr�x� u� de h�x� u� est respectivement
d��ni sur un domaine Sr� hr � Sr � IR� 
	 IR� l�indice r repr�sente l�indice des non
lin�arit�s �r � �� ���� 	
�

$ h�x� u� est compos�e d�une ou plusieurs non lin�arit�s d�pendant de N param�tres �va�
riable d��tat et#ou commande
 avec �n � m� � N � � et h�x� u� est d��ni sur un
domaine S� c�est���dire� h � S � IRN 
	 IR	

Chaque partie suivante sera intitul�e par le nombre de non lin�arit�s de II	� �Mono ou Multi
non lin�arit��s

 et le nombre de param�tres ou arguments associ�s � ces non lin�arit�s �Mono�
bi ou N argument�s

	

Non lin�arit�s � Mono argument

Nous allons consid�rer les non lin�arit�s d�pendant d�un seul argument	 Soit le syst�me non
lin�aire d�crit par II	� � II	�	 Chaque non lin�arit� est d��nie sur un domaine compact	 Le
vecteur des non lin�arit�s s�exprime par

h��� �

��������
h����

			
hr���

			
h����

�������� � r � �� ���� 	� �II	��


D�apr�s le th�or�me II	�� nous pouvons directement exprimer les approximations de hr��� par
autant de fonctions CPWL �hr��� d�crites par

hr��� 	 �hr��� � ar � br� �
�rX
i��

cir j�ir� � �ir j� �r � �� ���� 	� �II	��
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� une pr�cision arbitraire pr�s et avec ar� cir � br et �ir � IR et calcul�s en r�solvant le probl�me
II	�	

Remarque II�� �

� Le nombre d�hyperplans �r peut �tre di��rent d�une non lin�arit� � une autre�

� La multiplicit� des non lin�arit�s va engendrer une augmentation importante du nombre

des hyperplans et donc du nombre des points de cassure et des points d��quilibre interm�	

diaires�

N

Exemple II�� � Soit la non lin�arit� du moteur � courant continu
�
h��x�� � tanh�x��

� t � �� x� � S �
n
	���� ��


o
� IR

�II	��


On note l�approximation de h��x�� par �h��x��� Les �gures II�� d�crivent respectivement

la non lin�arit� et son approximation pour le nombre d�hyperplans � � �� Les vecteurs des

param�tres initiaux ��� � 	�� ���� ��� ���� ��� ��� ���� ��
T et �naux

��� � 	a�� b�T � c��� ���� c
�
�� �

�T
� � ���� ��T� � ���� ���� �

�
�

T sont les suivant


��� � 	�� ���� ��� ���� ��� ��� ���� ��

T �II	��


��� � 	� � � � � � � � � � � � � ���� � ��� ���� �� �����
T

��� � 	a�� b�T � c��� ���� c
�
�� �

�T
� � ���� ��T� � ���� ���� �

�
�

T �II	��


��� � 	������� ������ ������ ������ � ������

� ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ � ������ � ������ ������ ������ �������
T

Pour � � �� hyperplans� nous trouvons �� param�tres qui caract�risent l�approximation de

la non lin�arit� h��x�� pour � � �� le nombre de param�tres vaut ���� L�approximation pour

� � �� hyperplans est d�crite sur la �gure II���

�

Remarque II�� � Nous pouvons d�ores et d�j� observer sur les �gures II�� et II�� que la

pr�cision de l�approximation d�pend du nombre d�hyperplans choisi� et par cons�quent� il existe

un compromis entre la complexit� et la pr�cision de l�approximation� Cette observation sera

discut�e dans la derni�re partie du chapitre�

N
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Fig� II�� � Approximation et erreur pour la non lin�arit� tanh�x�� avec

� hyperplans
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Fig� II�� � Approximation et erreur pour la non lin�arit� tanh�x�� avec

�� hyperplans

Non lin�arit�s � Bi arguments

Soit le syst�me non lin�aire d�crit par II	� � II	�	 Chaque non lin�arit� est d��nie sur un
domaine compact	 Le vecteur des non lin�arit�s s�exprime par

h��� �

��������
h����

			
hr���

			
h����

�������� � r � �� ���� 	� �II	��
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D�apr�s le th�or�me II	�� nous pouvons directement exprimer les approximations de hr��� par
autant de fonctions CPWL �hr��� d�crites par

hr��� 	 �hr��� � ar � bTr � �
�rX
i��

cir j�
T
ir
� � �ir j� �r � �� ���� 	� �II	��


� une pr�cision arbitraire pr�s et avec ar� cir et �ir � IR� br et �ir � IR� et calcul�s en r�solvant
le probl�me II	�	

Remarque II�� � Soit deux non lin�arit�s mono	argument leur argument est di��rent�� Sup	

posons la partie non lin�aire de II�� d�crite par���������
h��� � h��x�� � h��x��

h� � S� � IR 
	 IR�

h� � S� � IR 
	 IR�

� t � �

�II	��


Nous pouvons approximer la partie non lin�aire h��� soit en consid�rant h��� comme deux non

lin�arit�s mono	argument� soit comme une non lin�arit� bi	arguments� La premi�re possiblit�

permet la d�composition de non lin�arit� bi	arguments en non lin�arit�s mono	argument quand

cela est possible� mais le nombre de param�tres est plus important que pour la seconde possibilit�

et le nombre de points de cassure augmente par la m�me occasion� Soit l�approximation des non

lin�arit�s mono	argument


hr��� 	 �hr��� � ar � br� �
�rX
i��

cir j�ir� � �ir j� �r � �� �� �II	��


Supposons que �� � �� � �� Le nombre de param�tres est d��ni par

p � p� � p� �II	��


avec ���
p� � � � nh� � �� � nh����
p� � � � nh� � �� � nh����
nh� � nh� � �

�II	��


avec nh� et nh� le nombre respectif d�argument dans h� et h�� Le nombre de param�tres est �gal

� p � � � ��� Si l�on consid�re h��� comme une non lin�arit� bi	arguments� l�expression de

l�approximation est� avec les dimensions appropri�es�

h��� 	 �h��� � a � bT � �
�X
i��

cij�
T
i � � �ij� �II	��
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et le nombre de param�tres vaut�
p � � � nh��h� � �� � nh��h���

nh��h� � �
�II	��


d�o�� le nombre de param�tres est �gal � p � � � ��� Par cons�quent� suivant l�expression des

non lin�arit�s� il faudra choisir l�une ou l�autre possibilit��

N

MonoMulti non lin�arit�s � N�arguments

Remarque II� � Nous allons faire seulement des remarques sur cette g�n�ralisation car l��tape
de l�obtention de la famille de mod�les LTI incertains polytopiques n�a pas �t� r�solue pour une

non lin�arit� N	arguments�

Soit le syst�me non lin�aire d�crit par II�� 	 II��� Chaque non lin�arit� est d��nie sur un do	

maine compact� Le vecteur des non lin�arit�s s�exprime par

h��� �

��������
h����
���

hr���
���

h����

�������� � r � �� ���� 	� �II	��


D�apr�s le th�or�me II��� nous pouvons directement exprimer les approximations de hr��� par

autant de fonctions CPWL �hr��� d�crites par

hr��� 	 �hr��� � ar � bTr � �
�rX
i��

cir j�
T
ir
� � �ir j� �r � �� ���� 	� �II	��


� une pr�cision arbitraire pr�s et avec ar� cir et �ir � IR� br et �ir � IRN avec n �m � N � �

et calcul�s en r�solvant le probl�me II���

N

Pour conclure sur cette �tape� nous nous sommes focalis�s sur l�approximation du syst�me
non lin�aire II	�� c�est���dire nous voulions d�terminer d�une mani�re syst�matique un mod�le
lin�aire par morceaux	 Les fonctions CPWL nous ont permis de d�terminer des points particu�
liers qui sont les points de cassure	 Ils seront utiles pour d�limiter les domaines de validit� des
mod�les LTIs incertains dont la d�termination est d�crite dans le paragraphe suivant	
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II���� Mod�les lin�aires incertains polytopiques

Nous allons consid�rer les syst�mes non lin�aires II	� � II	� avec des non lin�arit�s mono�
arguments et#ou bi�arguments �N � �� �
	 Soit le mod�le lin�aire par morceaux suivant d�ter�
min� � l��tape �	 � partir du mod�le II	� � II	�	���������

�x�t� � �f �x� u� � B�w � B�u x�t�� � x�
y�t� � C�x

x � 	x� x����xn
T � IRn u � 	u� u����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�II	��


et � �f�x� u� � Anx � Bnl
�h�x� u�

� t � �
�II	��


avec

�h��� �

��������

�h����
			

�hr���
			

�h����

�������� � r � �� ���� 	� �II	��


tel que n
�hr � Sr � IRN 
	 IR

o
� � � IRN � N � �� �� �r � �� ���	� � t � � �II	��


L�approximation de chaque non lin�arit� �hr��� permet de d�terminer automatiquement les
points de cassure d��nis dans le paragraphe  Outils de base!	 Pour chaque non lin�arit�� les
points de cassure s�expriment par l��galit� suivante�

�Tir� � �ir � �� �i � �� ���� �r � �� �r � �� ���� 	� �II	��


Comme nous l�avons mentionn� pr�c�demment� ces points de cassure seront les limites du
domaine de validit� de chaque mod�le LTI incertain polytopique	 Dans chaque domaine de vali�
dit�� le mod�le lin�aire par morceaux est tout simplement LTI	 Pour e�ectuer un s�quencement
de mod�les� il faut mettre en place des points op�rationnels atteignables qui permettent de �xer
une trajectoire pour le syst�me	 La mani�re la plus simple de d�terminer ces points d��quilibre
interm�diaires est de les consid�rer comme le centre du domaine de validit�	 Ceci est illustr�
sur la �gure II	�� �

BPi� Point de cassure i �Break Point

TPi� Point d��quilibre interm�diaire i �Trim Point


�II	��
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r
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Fig� II�� � Points de cassure et points d��quilibre interm�diaires

Nous noterons respectivement les points de cassure et les points d��quilibre interm�diaires
de la mani�re suivante	 Si le syst�me non lin�aire �tudi� est compos� de plusieurs non lin�arit�s�
par BP r

i et TP r
i � i repr�sente l�indice du point d��quilibre et r celui de la non lin�arit�	 S�il

existe une seule non lin�arit�� alors nous omettrons l�indice r de la non lin�arit�	
Les points de cassure BP r

i sont d�termin�s � partir de l�approximation CPWL de chaque
non lin�arit� d�apr�s la d��nition II	�

�Tir� � �ir � �� �i � �� ���� �r � �� �r � �� ���� 	� �II	��


Compte tenu de ces notations et de ces remarques� nous proc�derons comme suit	

$ Un point d��quilibre interm�diaire sera d�termin� comme le centre du domaine de validit�
de chaque hyperplans d�limit� par BP r

i et BP r
i��� soit

TP r
i �

BP r
i�� � BP r

i

�
��i � �� ���� �r � �� �r � �� ���� 	� �II	��


$ Les points d��quilibre limitrophes dans Sr seront tre d�termin�s en utilisant les limites
des domaines Sr	

$ Un sous�ensemble de l�espace d��tat est d��nis � partir de deux points de cassure cons��
cutifs et sera consid�r� comme de domaine de validit� ou r�gion d�attraction du mod�le
LTI correspondant	

$ Lors d�une r�gulation� le point �nal sera consid�r� �arti�ciellement
 comme un point
d��quilibre	
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Exemple II�� � Soit une non lin�arit� mono	argument illustr�e partiellement sur la �gure

II���a� Il existe un sous	ensemble de l�espace d��tat d�limit� par les points de cassure BPi et

BPi���

A partir de l�approximation de la non lin�arit� et de ses param�tres� il est possible de d�termi	

ner les mod�les lin�aires incertains tels que� dans chaque domaine de validit�� la non lin�arit�

est incluse dans un c�ne d�incertitude� Sur l�exemple de la �gure II���a� le c�ne d�incertitude

est constitu� de deux hyperplans de dimension � et l�on retrouve la notion de non lin�arit� de

secteur mais au niveau local� Ce c�ne d�incertitude est repr�sent� par la zone hachur�e et not�n
C�
i � C�i

o
�
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Fig� II�� � C�nes d�incertitude

�

Exemple II� � La �gure II���b illustre le cas d�une non lin�arit� bi	arguments� Le c�ne d�in	

certitude est compos� de deux hyperplans de dimension ��

�

Que ce soit dans le cas de non lin�arit�s mono�argument ou de non lin�arit�s bi�arguments�
il faut penser � la construction de ces hyperplans pour chaque non lin�arit�	 Nous pr�sentons
dans ce qui suit les deux probl�mes correspondant � la construction de ces c�nes d�incertitude
dans le cas de non lin�arit�s mono�argument et celui de non lin�arit�s bi�arguments respective�
ment	

Probl�me II�	 � Non lin�arit�s � Mono argument
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Soit le syst�me lin�aire par morceaux II��� 	 II���� Le probl�me est de d�terminer syst�	

matiquement les hyperplans� de dimension � dont les expressions sont HP ��� � d� � e avec

d� e � IR pour chaque point d��quilibre de chaque non lin�arit�� � r � 	�� 	
�� i � 	�� �r � �
�

de telle sorte que

��

� � � 	TP r
i��� TP

r
i��
� hr��� �

n
Cr�
i � Cr�

i

o
�II	��


��

TP r
i�� �

n
Cr�
i

o
et TP r

i�� �
n
Cr�
i

o
�II	��


�� Le c�ne d�incertitude
n
Cr�
i � Cr�

i

o
soit minimal�

M

Probl�me II�� � Non lin�arit�s � Bi arguments
Soit le syst�me lin�aire par morceaux II��� 	 II���� Le probl�me est de d�terminer syst�ma	

tiquement les hyperplans� de dimension � dont les expressions sont HP ��� � dT� � e avec

d � IR� et e � IR pour chaque point d��quilibre de chaque non lin�arit�� � r � 	�� 	
�� i �

	�� �r � �
� de telle sorte que

��

� � � 	TP r
i��� TP

r
i��
� hr��� �

n
Cr�
i � Cr�

i

o
�II	��


��

TP r
i�� �

n
Cr�
i

o
et TP r

i�� �
n
Cr�
i

o
�II	��


�� Le c�ne d�incertitude
n
Cr�
i � Cr�

i

o
soit minimal�

M

Les deux paragraphes suivants expliquent comment on peut r�soudre ces deux probl�mes	
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Non lin�arit�s � Mono argument

Soit le mod�le lin�aire par morceaux II	�� � II	�� d�termin� � l��tape �	 On peut appliquer
l�algorithme suivant�
Algorithme II�	 �

�� Pour toutes les non lin�arit�s hr r � �� ���� 	� de II�� 	 II�� approxim� par II��� 	 II����

faire

�� Pour tous les points d��quilibre interm�diaires TP k
i i � �� ���� �r � �� de hr� faire	

�� Calcul des points TP r
i��� TP

r
i et TP r

i���

�� Calcul des points hr�TP r
i���� hr�TP

r
i � et hr�TP

r
i����

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

�� A partir des � hyperplans fHP��� HP��� HP��� HP��g� d�terminer une

combinaison C voir �gure II��� possible de � hyperplans parmi � tel que cette

combinaison C forme le c�ne d�incertitude minimal et tel que

� � � 	TP r
i��� TP

r
i��
� hr��� �

n
Cr�
i � Cr�

i

o
�II	��


TP r
i�� �

n
Cr�
i

o
et TP r

i�� �
n
Cr�
i

o
�II	��


��� Si aucune combinaison C d�hyperplans ne correspond aux conditions� alors

��� Incr�menter ���� ���� ��� ou ��� correspondant � l�hyperplan responsable

de l��chec


�ts � �ts � �� �t� s � �� �� avec � �x�� �II	��


��� Retourner en ��

��� Si �ts a atteint une borne maximale �x�� alors
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��� Incr�menter le nombre d�hyperplans �r

�r � �r � �� �II	��


��� Retourner � l��tape � de l�algorithme II���

��� Fin

��� sinon

��� M�moriser la combinaison d�hyperplans pour le point d��quilibre TP r
i �

��� Initialiser ���� ���� ��� et ����

��� Retourner en ��

��� Fin

��� Fin

��� Fin

F

Maintenant� traitons le cas de non lin�arit�s bi�arguments	

Multi non lin�arit�s � bi arguments

Soit le mod�le lin�aire par morceaux II	�� � II	�� d�termin� � l��tape �	 L�algorithme est le
suivant�
Algorithme II�� �

�� Pour toutes les non lin�arit�s hr r � �� ���� 	� de II�� 	 II�� approxim� par II��� 	 II����

faire

�� Pour tous les points d��quilibre interm�diaires TP r
i i � �� ���� �r � �� de hr� faire	

�� Calcul des points TP r
i��� TP

r
i et TP r

i���

�� Calcul des points hr�TP r
i���� hr�TP

r
i � et hr�TP

r
i����

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

et tel que l�intersection de cet hyperplan avec l�hyperplan tangent en TP r
i est

perpendiculaire au vecteur port� par TP r
i��et TP

r
i���
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Fig� II�� � Combinaison C des � hyperplans

fHP��� HP��� HP��� HP��g
 dans ce cas C �
n
HP���HP��

o
�

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

et tel que l�intersection de cet hyperplan avec l�hyperplan tangent en TP r
i est

perpendiculaire au vecteur port� par TP r
i��et TP

r
i���

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP
r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

et tel que l�intersection de cet hyperplan avec l�hyperplan tangent en TP r
i est

perpendiculaire au vecteur port� par TP r
i��et TP

r
i���

�� Calcul de l�hyperplan HP�� tel que HP�� passe par �TP r
i��� hr�TP

r
i��� � ����

et par �TP r
i � hr�TP

r
i ���

et tel que l�intersection de cet hyperplan avec l�hyperplan tangent en TP r
i est

perpendiculaire au vecteur port� par TP r
i��et TP

r
i���

�� A partir des � hyperplans fHP��� HP��� HP��� HP��g� d�terminer

une combinaison C voir �gure II��� possible de � hyperplans parmi � tel que
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cette combinaison C forme le c�ne d�incertitude minimal et tel que

� � � 	TP r
i��� TP

r
i��
� hr��� �

n
Cr�
i � Cr�

i

o
�II	��


TP r
i�� �

n
Cr�
i

o
et TP r

i�� �
n
Cr�
i

o
�II	��


��� Si aucune combinaison C d�hyperplans ne correspond aux conditions� alors

��� Incr�menter ���� ���� ��� ou ��� correspondant � l�hyperplan responsable

de l��chec


�ts � �ts � �� �t� s � �� �� avec � �x� et � � �� �II	��


��� Retourner en ��

��� Si �ts a atteint une borne maximale �x�� alors

��� Incr�menter le nombre d�hyperplans �r

�r � �r � �� �II	��


��� Retourner � l��tape � de l�algorithme II���

��� Fin

��� sinon

��� M�moriser la combinaison d�hyperplans pour le point d��quilibre TP r
i �

��� Initialiser ���� ���� ��� et ����

��� Retourner en ��

��� Fin

��� Fin

��� Fin

F
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Fig� II�� � Combinaison C des � hyperplans

fHP��� HP��� HP��� HP��g
 dans ce cas C �
n
HP���HP��

o
�

II���� Synth�ses robustes locales

Pour e�ectuer la synth�se robuste locale des syst�mes lin�aires incertains� nous avons utilis�
l�approche quadratique de Lyapunov	 Aussi� pour des questions de performances �rejet de per�
turbation� r�gime transitoire			
� nous incluons un crit�re tel que la minimisation d�une norme
H� ou H�� ou un placement de p�les	 La synth�se des lois de commande se fera par r�solution
d�in�galit�s matricielles lin�aires �LMIs
 ����	

Les mod�les LTIs incertains suivants s��crivent de la mani�re suivante�

�������������

�x�t� � Aij�x�t� � xei� � B�iw � B�ik�u�t� � uei� x�t�� � x�
y�t� � C�i�x�t� � xei�

� i � �� ����N �� � j � �� ����N � � k � �� ����M

x � 	x� x����xn
T � IRn u � 	u� u����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�II	��


avec �xei� uei� repr�sentant le point d��quilibre interm�diaire i	 Les matrices dynamique et
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de commande de chaque mod�le LTI incertain II	�� n�ont pas forc�ment le mme indice de
sommets� cela d�pend de des arguments des non lin�arit�s	 L�indice j correspond aux sommets
de la matrice dynamique et l�indice r correspond aux sommets de la matrice de commande	

Pour un retour d��tat� les lois de commande s��criront

u�t� � ui � Li�x�t� � xei� � i � �� ����N �� �II	��


et pour un retour de sortie dynamique����
�xc�t� � Acixc�t� � Bci�y�t�� yei��

yei � C�ixei�

u�t� � uei � Ccixc�t� � i � �� ����N ��

�II	��


Le nombre de mod�les LTI incertains polytopiques N � d�pend du nombre d�hyperplans et
du nombre de non lin�arit�s� Soient 	 le nombre de non lin�arit�s �r � �� ���� 	
 et �r le nombre
d�hyperplans pour l�approximation de la non lin�arit� r	 Alors� le nombre de mod�les obtenu
est calcul� par

N � �

�X
r��

��r � �� � � �II	��


De la mme mani�re que pr�c�demment� le nombre de sommets de chaque mod�le LTI incertain
polytopique est directement li� au nombre de non lin�arit�s	 Comme nous recherchons un c�ne
d�incertitude �une combinaison C de � hyperplans parmi �
 pour chaque point d��quilibre
interm�diaire� alors le nombre de sommets est d��ni par des puissances de �	 Soient 	� et 	�
les nombres de non lin�arit�s d�pendant respectivement des variables d��tat et des commandes
telles que

	 � 	� � 	� �II	��


Alors� le nombre de sommets de la matrice de commande de II	�� est donn�e par

M � ��� �II	��


Pour la matrice dynamique� il faut int�grer que la matriceAn de II	�� � II	�� peut tre incertaine
�polytopique
 � � sommets	 Par cons�quent� le nombre de sommets de la matrice dynamique
de II	�� est donn�e par

N � ����� �II	��


Donc� l�incertitude polytopique est telle que la matrice Aij de II	�� � II	�� �pour le mod�le
i
 appartienne � un domaine de type polytopique�

Aij � DAij
� �

�
Aij � Aij �

NX
j��


jAij� 
j � ��
NX
j��


j � �

�
�II	��
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o& N repr�sente le nombre de sommets du poly�dre DAij
	

De la mme mani�re pour B�ik� on a�

B�ik � DB�ik
� �

�
B�ik � B�ik �

MX
k��

�kB�ik� �k � ��
MX
k��

�k � �

�
�II	��


o& M repr�sente le nombre de sommets du poly�dre DB�ik
	

Remarque II�� �

� Le d�tail des di��rentes synth�ses robustes locales par retour d��tat et de sortie dynamique

font l�objet du prochain chapitre�

� Si une synth�se robuste locale est infaisable� il faut recommencer l�approche CPWL en

changeant le nombre d�hyperplans� voire augmenter la taille du c�ne d�incertitude pour le

point d��quilibre correspondant au mod�le LTI pour lequel le probl�me de commande est

infaisable�

� Le calcul des lois de commande v�ritablement locales valables aux points d��quilibre in	

term�diaires� est calcul�s pour TP r
i avec i � �� ����N � et r � �� ���� 	�

N

Exemple II�� � Reprenons l�exemple du moteur � courant continu
 la non lin�arit� est approxi	
m�e par � � �

�h���� � a � b� �
�X

i��

cij�i� � �ij� �II	��


avec a� ci� b et �i � IR calcul�s en r�solvant le probl�me II��� Les mod�les LTIs incertains

s��crivent
 �������������

�x�t� � Aij�x�t� � xei� � B�i�u�t� � uei�

y�t� � C�i�x�t� � xei�

� i � �� ���� �� � j � �� ���� �

x � IR� u � IR

y � IR � t � �

�II	��


avec

Aij �

�BBB�
� � �

� �
F

��ij

Kc

��ij

��ij �
Ke

L
�
R

L

�CCCA B�i �

�BB�
�

�
�

L

�CCA C�i �
�
� � �

�
�II	��
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� ��ij correspond � l�incertitude sur l�inertie �J 


��ij �

�
�

J� � �Jm
�

�

J� � �Jm

�
�II	��


� ��ij repr�sente l�approximation de la non lin�arit� et est d�termin�e par les c�nes d�in	

certitude de chaque mod�le�

��ij �
�
��

�ij� �
�
�ij

�
�II	��


�

II���� Loi de commande globale par s�quencement

La loi de commande globale est cr�� � partir de la famille de lois de commande robustes
locales	 Une mani�re simple pour la d�terminer est d�e�ectuer un s�quencement � partir d�une
condition initiale donn�e	

Soit P r
i � la r�gion d�attraction entre deux points d��quilibre interm�diaires d�une non lin�a�

rit� �TP r
i et TP r

i�� par exemple
	 Soit �� un scalaire positif tr�s petit	 Le changement de loi de
commande s�e�ectuera lorsque le point d��volution � sera tr�s proche du point d��quilibre TP r

i �
c�est���dire dans la r�gion d�attraction adjacente P r

i�� telle que

� ��t� � P r
i � Sr� � jjTP

r
i � ��t�jj � � � ��t� � P r

i�� �II	��


Le s�quencement de loi de commande est illustr� sur la �gure II	� autour des points d��quilibre
TP r

i��� TP
r
i et TP r

i��	

TPiTPi−1 TPi+1

η

Region d’attraction de TP Region d’attraction de TPi i+1
Region d’attraction de TP i−1

r
r r

rrr

Fig� II�� � S�quencement de mod�les LTI locaux�
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II���� Organigramme

Pour r�sumer l�approche d�une mani�re sch�matique� nous pr�sentons sur la �gure II	� un
organigramme de l�approche CPWL d�velopp�e dans ce chapitre	 L�environnement de base est
l�environnement de Matlab	 Chaque rectangle repr�sente une action � ex�cuter	 Une liaison
entre deux rectangles peut avoir une condition � v�ri�er	 Nous observons que l�approche CPWL
n�cessite des ressources comme les deux solveurs de LMIs� Lmilab� solveur standard de Mat	

lab ���� et SeDuMi ����� logiciel libre� utilisable depuis Matlab et aussi Simulink pour
e�ectuer les simulations sur le syst�me non lin�aire	

II�� Probl�mes li�s  l�approche CPWL

II���� Compromis pr�cision 	 compl�xit� 	 faisabilit�

Dans ce chapitre� nous nous sommes focalisons sur le probl�me de la syst�matisation de
l�approche CPWL	 A partir d�approximations des non lin�arit�s par des fonctions CPWL� nous
pouvons d�terminer les mod�les LTI incertains polytopiques	 Mais� nous avons �voqu� � plu�
sieurs reprises que lorsqu�il y a un �chec au niveau de la d�termination du c�ne d�incertitude ou
lors de la r�solution des synth�ses robustes �probl�me infaisable
� il est possible d�augmenter
le nombre d�hyperplans de la non lin�arit� responsable de#des �chec�s
	 Mais� la complexit� de
l�approximation va cro�tre � cause du nombre de ses param�tres	 Par cons�quent� le premier
probl�me de l�approche CPWL� c�est un compromis � trouver entre le nombre d�hyperplans
et la complexit�	 Le nombre d�hyperplans est li� � la pr�cision de l�approximation) le nombre
des points d��quilibre interm�diaires� l�ouverture du c�ne d�incertitude� la transition entre les
mod�les �et donc les amplitudes des cassures aux niveaux des commandes
	 Le probl�me � r��
soudre peut se r�sumer � ce qui suit�

Probl�me II�� � Soit le mod�le lin�aire par morceaux II�� 	 II�� d�termin� � l��tape �����������
�x�t� � �f�x� u� � B�w � B�u x�t�� � x�
y�t� � C�x

x � 	x� x����xn
T � IRn u � 	u� u����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�II	��


et � �f�x� u� � Anx � Bnl
�h�x� u�

� t � �
�II	��




II��� Probl�mes li�s � l�approche CPWL ��

avec

�h�x� u� 	 �h��� �

��������

�h����
���

�hr���
���

�h����

�������� � r � �� ���� 	� �II	��


tel que n
�hr � Sr � IRN 
	 IR

o
� � � IRN � N � �� �� �r � �� ���� 	� � t � � �II	��


L��tape � nous permet de d�terminer les mod�les LTI incertains suivants
�������������

�x�t� � Aij�x�t� � xei� � B�iw � B�ik�u�t� � uei� x�t�� � x�
y�t� � C�i�x�t� � xei�

� i � �� ����N �� � j � �� ����N � � k � �� ����M

x � 	x� x����xn
T � IRn u � 	u� u����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�II	��


tels que

Aij � DAij
� �

�
Aij � Aij �

NX
j��


jAij� 
j � ��
NX
j��


j � �

�
�II	��


et

B�ik � DB�ik
� �

�
B�ik � B�ik �

MX
k��

�kB�ik� �k � ��

MX
k��

�k � �

�
�II	���


L�approche CPWL peut conduire � un �chec pour les cas �� � et � voir la �gure II���


� lorsqu�un nombre insu�sant d�hyperplans pour une ou plusieurs non lin�arit�s ont engen	

dr� des c�nes d�incertitude trop larges ���

� lorsque l�on obtient des probl�mes de synth�ses infaisables ���

� lorsque le s�quencement de gains est g�n� par des sauts trop violents sur les commandes

pendant les phases de simulation ���

M

La solution envisageable est simplement d�augmenter le nombre d�hyperplans des non lin�a�
rit�s responsables de ces �checs	 Mais� les cons�quences sont les suivantes�

$ Le nombre de param�tres peut consid�rablement augmenter	 Soit une non lin�arit� hr���
et son approximation �hr��� d��nies par

�hr��� � ar � bTr � �
�rX
i��

cik j�
T
ir
� � �ir j� �II	���
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� une pr�cision arbitraire pr�s� avec ar� cir et �ir � IR� br et �ir � IR� et calcul�s par la
r�solution du probl�me II	�	 Le nombre de param�tres vaut�

p � � � n � �� � n��r
n � �

�II	���


d�o&� le nombre de param�tres est �gal � p � � � ��r	

$ Le temps de calcul des approximations augmente sensiblement	

$ Le nombre de points d��quilibre va cro�tre autant que le nombre d�hyperplans �r	

II���� Syst�me � comportement de type non minimum de phase

Il se peut que dans un domaine d�attraction d�une non lin�arit�� le mod�le r�sultant ait un
comportement de type non minimum de phase	

Pour �viter quelques cas o& ce probl�me existe� que l�on d�couvre qu�au moment des simu�
lations� il est possible de v�ri�er une condition n�cessaire suppl�mentaire�

$ Il est possible de tester localement le signe de la d�riv�e de l�argument de la non lin�arit�����d�� � TP r
i���

dt

���� � �� �� � P r
i �II	���


puis �ventuellement� agrandir le domaine d�incertitude de mani�re � ce que les variations

de la non lin�arit� se trouvent aussi incluses dans le c�ne
n
Cr�
i � Cr�

i

o
agrandi	 Il se peut

alors que le syst�me ne soit plus quadratiquement stabilisable et il faut alors augmenter
le nombre de points d��quilibre interm�diaires pour contr�ler les domaines d�incertitude
locaux	

II���� Cne d�incertitude pour une non lin�arit� � N	arguments

Nous avons �voqu� dans une remarque que l�approximation d�une non lin�arit� � N�arguments
est faisable mais que la d�termination des c�nes d�incertitude pour obtenir la famille de mod�les
LTI incertains polytopiques est tr�s di%cile	

Une solution qui peut tre int�ressante est de se d�gager de la repr�sentation l�incertitude
de type polytopique et de travailler avec une repr�sentation de l�incertitude de type born�e en
norme qui s��crit� pour la matrice dynamique�

�A � � eDF eE



II��� Conclusion 	�

o& eD � IRn�d et eE � IRl�n sont des matrices constantes connues d��nissant la structure de
l�incertitude en la r�partissant sur les di��rents �l�ments de la matrice A	 La matrice F � IRd�l

est la matrice d�incertitude appartenant au domaine �

DF � �
�
F � IRd�l � F TF � �

�
�II	���


Alors� la construction des mod�les LTI incertains pourraient tre simpli�� en omettant le
calcul des hyperplans	

II�	 Conclusion

Apr�s avoir rappel� des outils de base concernant les fonctions lin�aires par morceaux �PWL

et canoniques lin�aires par morceaux �CPWL
� nous avons d�velopp� dans ce chapitre une
approche syst�matique permettant de faire l�approximation de syst�me non lin�aire par une
famille de mod�les LTI incertains de type polytopique	 Pour obtenir ces mod�les� nous avons
approximer les non lin�arit�s par des fonctions CPWL� ce qui nous permet de choisir des
points d��quilibre interm�diaires et des r�gions d�attraction	 A partir des approximations des
non lin�arit�s� nous avons construit� pour des non lin�arit�s mono�argument ou bi�arguments�
des c�nes d�incertitude tels que les non lin�arit�s soient incluses dans les c�nes d�incertitude
et les points d��quilibre interm�diaires sont inclus dans les r�gions d�attractions adjacentes	 A
partir des mod�les LTI incertains� il est possible de poser des probl�mes de synth�ses robustes
qui d�termineront des lois de commandes robustes locales	 Les probl�mes de synth�ses sont
�crits � partir d�in�galit�s matricielles lin�aires	 La loi de commande globale est r�alis�e par
s�quencement� la transition entre deux mod�les LTI aura lieu d�s que la trajectoire d��tat
entrera dans la r�gion d�attraction adjacente	

Cet algorithme� bien qu�e%cace� nous a r�v�l� quelques probl�mes tels que le compromis
entre la complexit� des approximations� la pr�cision de ces derni�res et la faisabilit� des pro�
bl�mes de synth�ses� l�apparition possible de syst�mes LTI incertains ayant un comportement
de type non minimum de phase	 Et en�n� la d�termination des c�ne d�incertitude pour des non
lin�arit�s � N arguments se r�v�le impossible � ce jour par une repr�sentation d�incertitude
structur�e polytopique	
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Chapitre III

Synth�se de lois de commande

robustes s�quenc�es

Dans ce chapitre� nous abordons la commande des syst�mes LTI incertains� et plus particu�
li�rement la commande des syst�mes appartenant � la famille des mod�les obtenus lors de la
deuxi�me �tape de l�algorithme CPWL ����	 Chaque mod�le LTI incertain de la famille sera
boucl� par un correcteur de type retour d��tat ou sortie dynamique� d�termin� � partir de
la notion de stabilisabilit� quadratique	 Par cons�quent� nous rechercherons une s�quence de
correcteurs qui stabilisent quadratiquement et respectivement chaque mod�le LTI incertain	
A�n d�obtenir des performances satisfaisantes seront d��nis des probl�mes d�optimisation qui
pourront s�exprimer � l�aide d�in�galit�s matricielles lin�aires �LMIs
 ou bilin�aires �BMIs
� la
r�solution de ces derni�res se fera � partir d�un algorithme par d�composition crois�e	 Outre le
choix de la synth�se� nous nous sommes int�ress�s au choix des solveurs	 En�n� nous avons d��
velopp� un prototype logiciel pour appliquer l�approche CPWL de mani�re syst�matique pour
des syst�mes non lin�aires avec des non lin�arit�s � un ou deux arguments	 Deux exemples
cl�tureront ce chapitre a�n de montrer le fonctionnement et les capacit�s de cette premi�re
version du logiciel appel� CaPiLARS �	�� v	 Beta ����	

� Face � la roche� le ruisseau l�emporte toujours� non pas par la force mais par la pers�v�	

rance��

�H	 Jackson Brown�

��
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III�� Introduction

Dans le chapitre II� la famille de mod�les lin�aires incertains polytopiques a �t� d��nie
comme suit��������������

�x�t� � Ai�x�t� � xei� � B�iw � B�i�u�t� � uei� x�t�� � x�
y�t� � C�i�x�t� � xei�

� i � �� ����N �� � j � �� ����N � � k � �� ����M

x � 	x� x����xn
T � IRn u � 	u� u����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�III	�


tels que

Ai � DAi
� �

�
Ai � Ai �

NX
j��


jAij� 
j � ��
NX
j��


j � �

�
�III	�


et

B�i � DB�i
� �

�
B�i � B�i �

MX
k��

�kB�ik� �k � ��
MX
k��

�k � �

�
�III	�


o& x� u� w sont respectivement les vecteurs d��tat� de commande� de perturbation et y est le
vecteur des sorties mesur�es� avec les dimensions appropri�es	 Nous notons les points d��qui�
libre par le couple �xei� uei� avec � i � �� ����N � et N � d��ni au chapitre II	 Le nombre de
mod�les est exprim� par l�indice i� le nombre de sommets de chaque matrice dynamique par
l�indice j et en�n le nombre de sommets de chaque matrice de commande par l�indice k	 Pour
�viter la surcharge au niveau des indices� nous nous contenterons de sp�ci�er les indices des
incertitudes polytopiques correspondant aux matrices dynamique et de commande	 Les points
d��quilibre interm�diaires seront volontairement  oubli�s! mais en pensant que chaque paire de
matrices dynamique et de commande �Ai� B�i� d�un mod�le est associ�e � un point d��quilibre
interm�diaire	 Chaque mod�le LTI incertain s��crira par�����������������

��x�t� � A�x�t� � B�w � B��u�t� �x�t�� � �x�
y�t� � C��x�t�

� j � �� ����N � � k � �� ����M

�x�t� � x�t� � xei� �u�t� � u�t� � uei� � i � �� ����N ��

�x � 	�x� �x�����xn
T � IRn �u � 	�u� �u�����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�III	�


tels que

A � DA � �

�
A � A �

NX
j��


jAj� 
j � ��
NX
j��


j � �

�
�III	�


et

B� � DB�
� �

�
B� � B� �

MX
k��

�kB�k� �k � ��
MX
k��

�k � �

�
�III	�




III��� Commande par retour d��tat 	�

Un mod�le plus complet peut tre d��ni en incorporant aux �quations III	� la relation avec
les sorties contr�l�es z

z�t� � C��x�t� � D���u�t� �III	�


et la relation sur les sorties mesur�es

y�t� � C��x�t� � D��w� �III	�


Dans ce chapitre nous allons traiter du probl�me de commande robuste de syst�mes incertains	
L�approche pr�sent�e s�appuie sur la notion de stabilisabilit� quadratique ���� o& une seule
fonction de Lyapunov �par mod�le
 est utilis�e pour tester la stabilit� de chaque syst�me LTI
incertain sur tout leur domaine respectif des incertitudes	 La m�thode propos�e s�appuie sur
les travaux de ����� utilisant la param�trisation propos�e par ���� mais utilis�e pour une famille
de mod�les LTI	 L�int�rt de la d�marche est la synth�se d�une s�quence de compensateurs
uniques pour chaque mod�le LTI assurant respectivement la stabilit� et les performances de
chaque syst�me sur leur domaine des incertitudes	

Nous pr�senterons dans un premier temps quelques rappels sur la commande par retour
d��tat� ce qui nous permettra d�introduire par la suite la commande par retour de sortie dyna�
mique� associ�e � l�optimisation de crit�res de type H� ou H�� ainsi qu�� la possibilit� d�assurer
le placement des p�les du syst�me	 En�n� nous pr�senterons un prototype logiciel repr�sentant
le support  software! de l�approche CPWL d�velopp�e dans ce m�moire	 Ce support� appel� Ca	
PiLARS �	�� v	 Beta� se d�compose suivant les �tapes de l�algorithme propos� dans le chapitre
II et est assist� d�une interface graphique d�velopp�e dans l�environnement de Matlab	

III�� Commande par retour d��tat

Depuis ���� avec l�introduction de la repr�sentation d��tat par Kalman ���� et des notions
de commandabilit� et d�observabilit�� de nombreux chercheurs ���� ��� ��� se sont int�ress�s � la
commande les syst�mes par retour d��tat	 Ce paragraphe pr�sente des r�sultats de commande
par retour d��tat par synth�se de type Lyapunov et en tenant compte de crit�res de performances
�H� ou H� et placement de p�les
 pour des syst�mes certains puis pour une famille de mod�les
LTI incertains d��nis par �III	�
 et �III	�
��III	�
	

III���� Stabilisabilit�

Syst�me LTI certain� CNS de stabilisabilit�

On consid�re un syst�me lin�aire invariant certain d�crit par la repr�sentation d��tat sui�
vante � ���

��x � A�x�B�w �B��u

z � C��x�D���u

�III	�
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o& �x � IRn� �u � IRm� w � IRl sont respectivement les vecteurs d��tat� de commande� de
perturbation et z � IRp est la sortie command�e	 Le mod�le du syst�me en boucle ferm�e� avec
�u � K�x� o& K � IRm�n� s��crit alors ����

��x � �A�B�K��x�B�w

z � �C� �D��K��x

�III	��


Th�or�me III�� � Le syst�me invariant III��� est stabilisable asymptotiquement en boucle

ferm�e par �u � K�x si et seulement si� il existe une matrice S � IRn�n sym�trique d��nie

positive et une matrice R � IRm�n telles que 


AS � SAT �B�R�RTBT
� � � �III	��


un gain de retour d��tat est alors donn� par K � RS���

�

Incertitudes polytopiques� CNS de stabilisabilit� quadratique

Consid�rons la famille de mod�les LTI incertains �III	�
 et �III	�
��III	�
	 Nous nous pla�ons
ici dans le cas de la stabilit� quadratique� comme d��nie au chapitre I� o& une seule fonction
de Lyapunov est utilis�e pour garantir la stabilit� de chaque mod�le LTI sur tout leur domaine
respectif des incertitudes	

Th�or�me III�	 � ��� Le syst�me lin�aire incertain d��ni par III��� et III���	III��� est

quadratiquement stabilisable par retour d��tat �u � K�x si et seulement si� il existe une matrice

sym�trique d��nie positive S � IRn�n et une matrice R � IRm�n propres � chaque mod�le� telles

que


AjS � SAT
j �B�kR �RTBT

�k � � �j � �� �� � � � �N �k � �� �� � � � �M �III	��


et K � RS�� est une matrice de retour d��tat�

�

III���� Synth�se H�

Retour d��tat et performance H�� Syst�me LTI certain

On cherche un retour d��tat statique stabilisant et garantissant jjTzw�s�jj�� � � pour le
syst�me �III	�
	

Th�or�me III�� � Le syst�me III��� est stabilisable par retour d��tat et jjTzw�s�jj�� � � si et

seulement si� il existe deux matrices sym�triques d��nies positives S � IRn�n� W � IRp�p et



III��� Commande par retour d��tat 		

une matrice R � IRm�n� solution des in�galit�s matricielles suivantes


Trace	W 
 � � �III	��
�
S SCT

� �RTDT
��

C�S �D��R W


� � �III	��


�
AS � SAT �B�R�RTBT

� B�

BT
� ��I


� � �III	��


un gain de retour d��tat �tant d��ni par K � RS���

�

Preuve � Dans le cas des syst�mes certains� nous consid�rons le probl�me de la d�termination

d�un retour d��tat stabilisant garantissant la norme H� du transfert Tzw inf�rieure � une certaine

valeur ��

Tzw � �C� �D��K��s�I�A�B�K���B�

On sait que la norme H� peut s�exprimer en fonction du grammien de commandabilit�� c�est �

dire pour le syst�me en boucle ferm�e III���� 


jjTzwjj
�
� � trace	C�LcC

T
� 
 o� C� � C� �D��K �III	��


avec 


A�Lc � LcA
T
� �B�B

T
� � � o� A� � A�B�K �III	��


Finalement ����� le probl�me peut s��crire� avec S � Lc 


trace	C�SC
T
� 
 � trace	W 
 � � o� W � W T � �

sous

A�S � SAT
� �B�B

T
� � �

qui donne


�C� �D��K�Lc�C� �D��K�T � W

sous

�A�B�K�S � S�A�B�K�T �B�B
T
� � �

en utilisant le compl�ment de Schur et en posant R � KS� on obtient les in�galit�s matricielles

lin�aires III���� et III�����

�
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Retour d��tat et performance H�� incertitudes polytopiques

Soit la famille de mod�les LTI incertains d��nie par �III	�
 et �III	�
��III	�
	

Th�or�me III�� � Chaque syst�me III��� est stabilisable par retour d��tat et jjTzw�s�jj�� � �

si� il existe deux matrices sym�triques d��nies positives S � IRn�n� W � IRp�p et une matrice

R � IRm�n� propres � chaque mod�le� solution des in�galit�s matricielles suivantes


Trace	W 
 � � �III	��
�
S SCT

� �RTDT
��

C�S �D��R W


� � �III	��


�
AjS � SAT

j �B�kR �RTBT
�k B�

BT
� ��I


� � �III	��


�j � �� �� � � � �N �k � �� �� � � � �M

un gain de retour d��tat �tant d��ni par K � RS���

�

III���� Synth�se H�

Apr�s avoir trait� du probl�me de la commandeH� par retour d��tat� nous nous int�ressons
ici � celui de la commande H�	

Retour d��tat et performance H�� Syst�me LTI certain

Th�or�me III�� � Le syst�me III��� est stabilisable par retour d��tat et sa norme H� est

inf�rieure � 	� si et seulement si� il existe une matrice sym�trique d��nie positive S � IRn�n et

un matrice R � IRm�n telles que 
�� SAT �AS �RTBT
� �B�R B� SCT

� �RTDT
��

BT
� �	�I OO

C�S �D��R OO �	�I

�A � � �III	��


un gain stabilisant �tant alors donn� par K � RS���

�



III��� Commande par retour d��tat 	�

Retour d��tat et performance H�� incertitudes polytopiques

De la mme mani�re que pour la synth�se H�� appliquons le th�or�me pr�c�dent � la famille
de mod�les LTI incertains d��nie par �III	�
 et �III	�
��III	�
	

Th�or�me III� � Chaque syst�me III��� est stabilisable par retour d��tat et sa norme H�
est inf�rieure � 	� si� il existe une matrice sym�trique d��nie positive S � IRn�n et une matrice

R � IRm�n propres � chaque mod�le� telles que 
�� SAT
j �AjS �RTBT

�k �B�kR B� SCT
� �RTDT

��

BT
� �	�I OO

C�S �D��R OO �	�I

�A � � �III	��


�j � �� �� � � � �N �k � �� �� � � � �M

un gain stabilisant �tant alors donn� par K � RS���

�

III���� Stabilisabilit� et placement de ples

Retour d��tat et placement de p�les� Syst�me LTI certain

Le syst�me �III	�
 est certain et l�on souhaite placer les p�les du syst�me en boucle ferm�e
dans la r�gion convexe suivante R��� �� �� ��gure II	�
	

)α,ρ,θR(

Re

Im

θ

ρ

α

Fig� III�� � R�gion R��� �� ��

Th�or�me III�� � Il existe pour le syst�me III��� un retour d��tat tel que les p�les du syst�me
en boucle ferm�e sont contenus dans la r�gion R��� �� �� si et seulement si� il existe une matrice

S � IRn�n sym�trique d��nie positive et une matrice R � IRm�n telles que 


AS � SAT �B�R �RTBT
� � ��S � � �III	��
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�
��S SAT �RTBT

�

AS �B�R ��S


� � �III	��


�
cos��AS � SAT �B�R �RTBT

� � sin��AS � SAT �B�R�RTBT
� �

sin��SAT �AS �RTBT
� �B�R� cos��AS � SAT �B�R �RTBT

� �


� � �III	��


un gain de retour d��tat est alors donn� par K � RS���

�

Preuve � D�apr�s ���� le syst�me III��� boucl� par �u � K�x est stable et ses p�les sont situ�s
dans la r�gion R��� �� �� si est seulement si il existe une matrice P � IRn�n sym�trique d��nie
positive telle que 


P �A� B�K� � �A� B�K�TP � ��P � � �III�����
��P �A� B�K�TP

P �A� B�K� ��P

�
� � �III����

�
cos��P �A � B�K� � �A �B�K�TP � sin��P �A �B�K� � �A �B�K�TP �

sin���A � B�K�TP � P �A�B�K�� cos��P �A � B�K� � �A� B�K�TP �

�
� � �III����

en pr� et post multipliant la premi�re in�galit� par P�� et les deux autres par diag�P��� P����
nous obtenons 


AP�� � B�KP
�� � P��AT � P��KTBT

�
� ��P�� � � �III�����

��P�� P��AT � P��KBT
�

AP�� � B�KP
�� ��P��

�
� � �III��	�

�
cos	�AP�� �B�KP�� � P��AT � P��KTBT

�
K� sin	�AP�� � B�KP�� � P��AT � P��KTBT

�
�

sin	��AP�� �B�KP�� � P��AT � P��KTBT
�
� cos	�AP�� �B�KP�� � P��AT � P��KTBT

�
K�

�

 � �III����

On pose alors S � P�� et R � KS� cela donne ainsi les in�galit�s lin�aires III����� III����

et III�����

�

Retour d��tat et placement de p�les� incertitudes polytopiques

Dans le cas des syst�mes incertains� on ne peut pas parler explicitement de placement de
p�les� mais on souhaite en garantir le maintien dans une r�gion donn�e du plan complexe	

Th�or�me III�� � Il existe pour le syst�me incertainIII��� un retour d��tat tel que les p�les

du syst�me en boucle ferm�e sont contenus dans la r�gion R��� �� �� si� il existe une matrice

S � IRn�n sym�trique d��nie positive et une matrice R � IRm�n� propres � chaque mod�le�

telles que


AjS � SAT
j �B�kR�RTBT

�k � ��S � � �III	��
�
��S SAT

j �RTBT
�k

AjS �B�kR ��S


� � �III	��




III�� Commande par retour de sortie dynamique 
�

�
cos��AjS � SAT

j �B�kR �RTBT
�k� sin��AjS � SAT

j �B�kR �RTBT
�k�

sin��SAT
j �AjS �RTBT

�k �B�kR� cos��AjS � SAT
j �B�kR�RTBT

�k�


� � �III	��


�j � �� �� � � � �N �k � �� �� � � � �M

Le gain de retour d��tat est alors donn� par K � RS���

�

III�� Commande par retour de sortie dynamique

Le cas o&� seule est disponible pour l��laboration d�une loi de commande une sortie mesur�e�
est abord� dans ce paragraphe� o& il est rappel� quelques r�sultats concernant la synth�se de
compensateurs dynamiques par r�solution d�in�galit�s matricielles lin�aires	 Ces r�sultats sont
�tendus au cas de l�analyse et de la synth�se de compensateurs robustes� qui garantissent la
stabilit� de chacun des syst�mes LTI incertains en boucle ferm�e sur tout leur domaine respectif
des incertitudes	
Consid�rons maintenant la relation sur les sorties mesur�es �III	�
 et le syst�me �III	�
	 Nous
nous proposons de d�terminer un compensateur strictement propre ayant pour repr�sentation
d��tat� �

�xc � Acxc �Bcy

u � Ccxc
�III	��


Le syst�me dynamique global s�exprime alors �� �X � AeX �Bew

z � CeX
�III	��


avec

Ae � �

�
A B�Cc

BcC� Ac

�
� Be � �

�
B�

BcD��

�
� Ce � �

�
C� D��Cc

�

III���� Stabilisabilit�

Syst�me LTI certain� CNS de stabilisabilit�

Th�or�me III�� � ���� ��� Le syst�me d��ni par III��� et III��� est stabilisable par retour de
sortie dynamique de type III���� si et seulement si� il existe X� Y � IRn�n matrices sym�triques

d��nies positives et les matrices M � IRn�n� L � IRm�n et F � IRn�q solution des in�galit�s

matricielles
 �
H�Y�L� Z �M

ZT �MT G�X�F �

�
� � �III	��
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�
Y �I

�I X

�
� � �III	��


avec

H�Y�L� � AY � Y AT �B�L� LTBT
� G�X�F � � ATX �XA� FC� � CT

� F
T

Z � A� Y ATX � LTBT
� X � Y CT

� F
T

�

Preuve � ���� D�apr�s le th�or�me de Lyapunov� le syst�me en boucle ferm�e III���� est

asymptotiquement stable si et seulement si� il existe une matrice P � IR�n��n sym�trique d��nie

positive telle que


AT
e P � PAe � � �III	��


P et P�� sont partitionn�es en quatre blocs de dimension n � n tel que

P �

 
X U

UT �X

!
P�� �

 
Y V

V T �Y

!

Y � �X�U �XUT ��� � X�� ce qui est traduit par l�in�galit� matricielle III����� On pr� et post

multiplie III����� respectivement� par T T
e et Te 


Te �

�
Y �I

V T OO

�
on obtient alors l�in�galit� III����� apr�s changement de variables 


L � CcV
T � F � UBc� M � V AT

c U
T

�

L�utilisation de ce r�sultat pour la synth�se d�un compensateur ne peut directement tre ef�
fectu�e par utilisation de m�thodes LMI� l�in�galit� matricielle �III	��
 n��tant pas lin�aire� mais
bilin�aire� par rapport aux variables d�optimisation	 Cependant sans contrainte suppl�mentaire
en e�ectuant le changement de variable suivant �

� � Z �M

et en d��nissant comme inconnues X� Y � L� F et �� les relations deviennent lin�aires et les
techniques LMIs peuvent tre utilis�es pour la r�solution	
A partir de la connaissance des matrices X� Y � L� F et M � il est possible de reconstruire un
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compensateur dynamique garantissant la stabilit� du syst�me en boucle ferm�e	 La d�composi�
tion de la matrice de Lyapunov en quatre blocs de dimension n� n� nous a conduit � e�ectuer
les changements de variables suivants�

L � CcV
T � F � UBc� M � V AT

c U
T

ce qui implique la connaissance de U et V pour la reconstruction du compensateur dynamique	
Noter que la libert� de choix du couple �U� V � n�est pas totale puisque XY � UV T � �I	

La matrice de transfert du compensateur s��crit �

Tc�s� � Cc�s�I�Ac�
��Bc � L�V T ����s�I� U��MT �V T ������U��F � L�sUV T �MT ���F

d�apr�s la d��nition de P � XY � UV T � �I donc *

Tc�s� � L�s��I�XY ��MT ���F

cela donne donc la repr�sentation d��tat suivante ��
��I�XY � �xc �MTxc � Fy

u � Lxc
�III	��


d�o& Ac � � ��I�XY ���MT � Bc � � ��I�XY ���F et Cc � � L	

Incertitudes polytopiques� CS de stabilisabilit� quadratique

On consid�re maintenant la famille de mod�les LTI incertains d��nies par �III	�
 et �III	�
�
�III	�
 mais modi��es par�����������������

��x�t� � A�x�t� � B�w � B��u�t� �x�t�� � �x�
y�t� � C��x�t�

� j � �� ����N

�x�t� � x�t� � xei� �u�t� � u�t� � uei� � i � �� ����N ��

�x � 	�x� �x�����xn
T � Rn �u � 	�u� �u�����um
T � Rm

y � Rq w � Rl � t � �

�III	��


tels que

A � DA � �

�
A � A �

NX
j��


jAj� 
j � ��
NX
j��


j � �

�
�III	��


et

B� � DB�
� �

�
B� � B� �

NX
j��


jB�j� 
j � ��

NX
j��


j � �

�
�III	��
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Nous simpli�ons les �critures au niveau des incertitudes en consid�rant le mme param�tre
incertain 
j avec � j � �� ����N pour les matrices dynamique et de commande de chaque mod�le
LTI incertain	

Th�or�me III��� � S�il existe X� Y � IRn�n deux matrices sym�triques d��nies positives et

des matrices M � IRn�n� L � IRm�n et F � IRn�q� propres � chaque mod�le d��ni par III����

et III����	III����� solutions des in�galit�s matricielles suivantes
���������������������

�
Y �I

�I X


� �

�
Hj Zj �M

ZT
j �MT Gj


� �

�j � �� �� � � � �N

�III	��


avec

Hj � AjY � Y AT
j �B�jL � LTBT

�j Gj � AT
j X �XAj � FC� � CT

� F
T

Zj � Aj � Y AT
j X � LTBT

�jX � Y CT
� F

T

alors chaque syst�me incertain d�crit par III���� et III����	III���� est quadratiquement sta	

bilisable par retour de sortie dynamique de type III�����

�

Preuve � Le syst�me III���� est quadratiquement stabilisable s�il existe une matrice sym�trique
d��nie positive P telle que


AT
ejP � PAej � � �j � �� �� � � � �N

et en reprenant le m�me type de d�veloppement que celui conduit lors de la preuve du th�or�me

III��� on obtient les in�galit�s matricielles III�����

�

III���� Synth�se H�

Retour de sortie dynamique et performance H�� Syst�me LTI certain

Dans cette partie� nous traitons le probl�me du retour de sortie dynamique H�� pour des
syst�mes certains	 Nous donnons une condition n�cessaire et su%sante de stabilit� et de per�
formance ����	

Th�or�me III��� � Le syst�me d�crit par III���	III��� est stabilisable par retour de sortie

dynamique d��ni par III���� et jjTzw�s�jj�� � � avec � � trace	W 
 si et seulement si� il existe
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�

une matrice sym�trique d��nie positive W � IRp�p et les matrices X � IRn�n� Y � IRn�n�

L � IRm�n� F � IRn�q et M � IRn�n telles que 
�� Y �I B�

�I X XB� � FD��

BT
� BT

� X �DT
��F

T W

�A � � �III	��


�� H�Y�L� Z �M Y CT
� � LTDT

��

ZT �MT G�X�F � CT
�

C�Y �D��L C� ��I

�A � � �III	��


o� H� G� Z et M sont d��nis au th�or�me III���

�

Preuve � La norme H� du transfert Tzw� pour le syst�me en boucle ferm�e III���� est d��nie

par 


jjTzw�s�jj
�
� � trace	BT

e PBe


avec P � IR�n��n solution de AT
e P � PAe � CT

e Ce � ��

Ainsi

jjTzw�s�jj
�
� � trace	W 


o� P et W v�ri�ent les in�galit�s matricielles suivantes
�
P PBe

BT
e P W


� � �III	��


�
AT
e P � PAe CT

e

Ce ��I


� � �III	��


En pr� et post multipliant III���� et III���� par T T
e et Te � �

�
�

Y �I OO

V T OO OO

OO OO �I

�
� respectivement et

en utilisant les changements de variables du th�or�me III��� on obtient les in�galit�s matricielles

III���� et III�����

�

Retour de sortie dynamique et performance H�� incertitudes polytopiques

Ce paragraphe traite du probl�me de la commande de syst�mes incertains d��nis par �III	��

et �III	��
��III	��
� dont les incertitudes sont de type polytopique convexe	

Th�or�me III��	 � S�il existe deux matrices sym�triques d��nies positives X� Y � IRn�n�

une matrice sym�trique d��nie positive W � IRp�p et les matrices M � IRn�n� L � IRm�n
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et F � IRn�q� propres � chaque mod�le LTI incertain� solutions des in�galit�s matricielles

bilin�aires suivantes
 �� Y �I B�

�I X XB� � FD��

BT
� BT

� X �DT
��F

T W

�A � � �III	��


�� Hj Zj �M Y CT
� � LTDT

��

ZT
j �MT Gj CT

�

C�Y �D��L C� ��I

�A � � �III	��


�j � �� �� � � � �N

o�

Hj � AjY � Y AT
j �B�jL� LTBT

�j

Gj � AT
j X �XAj � FC� � CT

� F
T

Zj � Aj � Y AT
j X � LTBT

�jX � Y CT
� F

T

alors chaque syst�me incertain� d��ni par III���� et III����	III����� est quadratiquement

stabilisable par retour de sortie dynamique III���� et jjTzw�s�jj�� � trace	W 
� Tzw�s� �tant le

transfert� en boucle ferm�e� entre z et w�

�

Les in�galit�s matricielles obtenues ne sont pas lin�aires par rapport aux inconnues� mais
bilin�aires	 Cela ne pose pas de probl�me dans le cas certain o& par un simple changement de
variable on obtient des in�galit�s de type LMIs	 Pour le cas des syst�mes LTI incertains� ce
changement de variable ne peut plus s�op�rer	 Pour cela� nous allons utiliser un algorithme par
d�composition crois�e ���� ��� pour chaque mod�le LTI et l�appliquer � la commande � co�t
garanti H� pour cette famille de mod�les LTI incertains	

Co�t garanti H�� incertitudes polytopiques ����

Les syst�mes sont d��nis par �III	��
 et �III	��
��III	��
	 La commande � co�t garanti
H� consiste� � d�terminer un retour de sortie dynamique� minimisant la borne sup�rieure
�Trace	W 

 de la norme H� du transfert Tzw�s� que nous rechercherons pour chaque mod�le
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LTI incertain	 La solution consiste alors � r�soudre le probl�me d�optimisation suivant������������������������������������������

min
X�Y�L�F�M

trace	W 


sous�� Y �I B�

�I X XB� � FD��

BT
� BT

� X �DT
��F

T W

�A � �

�� Hj Zj �M Y CT
� � LTDT

��

ZT
j �MT Gj CT

�

C�Y �D�� C� ��I

�A � �

�j � �� �� � � � �N

�III	��


Pour r�soudre le probl�me du co�t garanti� nous allons utiliser l�algorithme par d�compo�
sition crois�e d�velopp� dans ���� dont nous donnons ci�apr�s une id�e rapide� Algorithme
III��

Premier probl�me� Supposons qu�� l�it�ration � les matrices X�� Y�� L�� F� et M� satis	
fassent les in�galit�s III���� et consid�rons le probl�me d�optimisation convexe suivant 
���������������������

��������������������

min
Q��X�F�S��W

trace�W �

sous�
� Q� Q� Q�B�

Q� X XB� � FD��

BT
�
Q� BT

�
X �DT

��
FT W

�
A � �

�
� ATj�Q� �Q�Aj� Q�Aj �ATj�X � CT

�
FT � S� CT

�

ATj Q� �XAj� � FC�j � ST
�

Gj CT
�

C� C� ��I

�
A � �

�j � �� �� � � � �N

�III�
��

o�

Aj� � Aj �B�jL�Y
��
� C� � C� �D��L�Y

��
�

Les in�galit�s matricielles lin�aires III���� sont obtenues par pr� et post multiplication des

in�galit�s III���� par diag	Y ��� �I� �I
 et par le changement de variable Q� � Y �� et S� �

Y ��M � La r�solution du probl�me convexe III���� conduit � une solution telle que 


trace	W 
 � trace	W�
 d�croissance du crit�re�

les matrices Y � Q��� � Lk� X� F � M � Q��� S�� W �tant faisables pour les in�galit�s III���� et

pouvant servir pour initialiser le probl�me dual suivant�
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Second probl�me� Supposons� comme pr�c�demment� que X�� Y�� L�� F� et M� sont fai	
sables pour les in�galit�s III����� le probl�me dual s��crit 
���������������������

��������������������

min
Q��Y�L�S��W

trace�W �

sous�
� Y Q� B�

Q� Q� B�

BT
�

BT
� W

�
A � �

�
� Hj AjQ� � Y ATj� � LTBT

�j � S� Y CT
�
� LTDT

��

Q�A
T
j � Aj�Y � B�jL � ST

�
Aj�Q� �Q�A

T
j� Q�C

T
�

C�Y �D��L C�Q� ��I

�
A � �

�j � �� �� � � � �N

�III�
��

o�

Aj� � Aj �X��
� F�C�j B� � B� �X��

� F�D��

Les in�galit�s matricielles lin�aires III���� sont obtenues par pr� et post multiplication des

in�galit�s III���� par diag	�I� X��� �I
 et par le changement de variable Q� � X�� et S� �

MX��� L� encore� la r�solution du probl�me convexe III���� conduit � une solution telle que 


trace	W 
 � trace	W�


D��nissons alors l�algorithme suivant 


� �tape � � A l�it�ration � � � soit Y�� L�� X�� F�� M�� solution admissible�

� �tape 	 � Avec les matrices Y� et L�� r�solution du probl�me III���� et d�termination

de la valeur courante du co#t �� � trace	W�
� La solution optimale donne les matrices

X� et F� qui vont �tre utilis�es � l��tape ��

� �tape � � Avec les matrices X� et F�� r�solution du probl�me III���� et d�termination

de la valeur courante du co#t �� � trace	W�
� La solution optimale donne les matrices Y�
et L� qui vont �tre utilis�es � l��tape ��

� �tape � � Si �� � �� � � avec � � � su�sament petit alors Y�� L�� X�� F� et M� sont

les solutions de notre probl�me� STOP� Sinon �� �� � et retour � l��tape ��

F

Se pose g�n�ralement le probl�me de l�initialisation � � � �	 Il peut tre r�solu � partir du
probl�me d�optimisation suivant�
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�����������������������

min
X�Y�L�F�M

�

sous �
Y �I

�I X


� �

�
H � �Y Z �M

ZT �MT G � �X


� �

�III	��


Ce probl�me peut tre r�solu par un algorithme de d�composition crois�e identique au
pr�c�dent	 L�algorithme est obtenu en appliquant aux in�galit�s �III	��
 les transformations
appliqu�es aux in�galit�s �III	��
	 L�algorithme de d�composition crois� appliqu� au probl�me
�III	��
 g�n�re une s�quence telle que �

���� � �� �� � �� �� � � �

La recherche est termin�e lorsque �� � �� on a alors une solution faisable pour initialiser le
probl�me de minimisation de la norme H�	

Remarque III�� � Cet algorithme� bien qu�e�cace� ne nous permet pas de garantir� toujours�

la convergence du probl�me d�optimisation� ni m�me l�existence d�une solution admissible�

N

III���� Synth�se H�

Retour de sortie dynamique et performance H�� Syst�me LTI certain

Dans ce paragraphe nous traitons le probl�me de commande� pour des syst�mes certains par
retour de sortie dynamique� garantissant certaines performances sur la norme H� du transfert
Tzw	

Th�or�me III��� � Le syst�me d�crit par III��� et III��� est stabilisable par retour de sortie
dynamique� d��ni par III����� et jjTzw�s�jj� � 	 si et seulement si� il existe deux matrices

sym�triques d��nies positives X� Y � IRn�n et les matricesM � IRn�n� L � IRm�n et F � IRn�q

solutions des in�galit�s matricielles suivantes
�
Y �I

�I X


� � �III	��


�BBB�
H�Y�L� Z �M B� LTDT

�� � Y CT
�

ZT �MT G�X�F � XB� � FD�� CT
�

BT
� BT

� X �DT
��F

T �	�I OO

C�Y �D��L C� OO �	�I

�CCCA � � �III	��
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avec

H�Y�L� � AY � Y AT �B�L � LTBT
� � G�X�F � � ATX �XA� FC� � CT

� F
T

Z � A� Y ATX � LTBT
� X � Y CT

� F
T

�

Preuve � d�apr�s le �lemme born� r�el�� le syst�me d�crit par III���� est stable et

jjTzw�s�jj� � 	

si et seulement si il existe une matrice P � IR�n��n sym�trique d��nie positive telle que
�� AT
e P � PAe PBe CT

e

BT
e P �	�I OO

Ce OO �	�I

�A � � �III	��


P et P�� sont alors partitionn�es en quatre blocs de dimension n � n telles que 


P �

 
X U

UT bX
!
� P�� �

 
Y V

V T bY
!

o� Y � �X � U bX��UT �
��

� X�� ce qui donne l�in�galit� matricielle III����� On pr� et post

multiplie III���� par T �e et Te � diag

��
Y �I

V T OO

�
�

�
�I OO

OO �I

�
respectivement� on obtient

alors l�in�galit� matricielle III�����

�

L�utilisation de solveurs LMIs est bien s�r possible apr�s changement de variable � � Z �M 	

Retour de sortie dynamique et performance H�� incertitudes polytopiques

Cette partie pr�sente le probl�me de r�alisation de la commande dynamique par retour de
sortie robuste� et contrainte H�� lorsque chaque syst�me est d�crit par �III	��
 et �III	��
�
�III	��
	

Th�or�me III��� � S�il existe deux matrices sym�triques d��nies positives X� Y � IRn�n et

les matrices M � IRn�n� L � IRm�n et F � IRn�q� propres � chaque mod�le LTI incertain�

solutions des in�galit�s matricielles suivantes 
�
Y �I

�I X


� � �III	��
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�BBB�
Hj Zj �M B� LTDT

�� � Y CT
�

ZT
j �MT Gj XB� � FD�� CT

�

BT
� BT

� X �DT
��F

T �	�I OO

C�Y �D��L C� OO �	�I

�CCCA � � �III	��


�j � �� �� � � � �N

avec

Hj � AjY � Y AT
j �B�jL � LTBT

�j� Gj � AT
j X �XAj � FC� � CT

� F
T

Zj � Aj � Y AT
j X � LTBT

�jX � Y CT
� F

T

alors chaque syst�me incertain�d�crit par III���� et III����	III���� est quadratiquement sta	

bilisable par un retour de sortie dynamique III���� et jjTzw�s�jj� � 	�

�

Dans le cas incertain�comme pour la synth�se H�� les contraintes �III	��
 et �III	��
 sont
des in�galit�s matricielles bilin�aires� dont la structure particuli�re est adapt�e � une r�solution
num�rique de type d�composition crois�e� qui consiste � d��nir un sch�ma it�ratif d��nissant�
par relaxation� des LMIs � r�soudre � chaque it�ration� ce sch�ma de relaxation gardant un
maximum de variables d�optimisation et n�en �xant en fait qu�une seule par relaxation	

Comme pour la commande H�� o& nous nous �tions int�ress�s au co�t garanti H�� il est
�videmment possible de traiter du probl�me de co�t garanti H� pour des syst�mes avec incer�
titudes polytopiques	

Co�t garanti H� � incertitudes polytopiques

De la mme mani�re que pr�c�dement� nous allons rappeler l�algorithme par d�composition
crois�e d�taill�e dans ����� mais appliqu� � une famille de mod�les LTI incertains polytopiques	
Algorithme III�	

Premier probl�me� Supposons qu�� l�it�ration � les matrices Y�� L�� X�� F�� M� satis	
fassent les in�galit�s III���� et III���� et consid�rons le probl�me d�optimisation convexe avec
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contraintes LMIs� suivant
����������������������
���������������������

min �
sous

�
Q� Q�

Q� X

�
� �

�
BB�

ATj�Q� � Q�Aj� Q�Aj �ATj�X � CT
�
FT � S� Q�B� CT

�

ATj Q� �XAj� � FC� � ST
�

Gj XB� � FD�� CT
�

BT
�
Q� BT

�
X �DT

��
FT ���I OO

C� C� OO ���I

�
CCA � �

�j � �� �� � � � �N

�III��	�

o�

Aj� � Aj �B�jL�Y�
��� C� � C� �D��L�Y�

��

Les in�galit�s matricielles lin�aires III���� sont obtenues� par pr� et post multiplication des

in�galit�s III���� et III���� par diag�Y ��� �I� �I� �I� et par le changement de variable Q� � Y ��

et S� � Y ��M � La r�solution du probl�me convexe III���� conduit � une solution telle que

	opt � 	� d�croissance du crit�re�� les matrices Y � Q�
��� L�� X� F � M � Q�

��S� �tant

faisables pour les in�galit�s III���� et III���� et pouvant servir � initialiser le probl�me dual

suivant�

Second probl�me� Supposons comme pr�c�demment� que X�� L�� Y�� F�� M� sont faisables

pour III���� et III����� le probl�me s��crit 


����������������������
���������������������

min �
sous

�
Y Q�

Q� Q�

�
� �

�
BB�

Hj AjQ� � Y ATj� � LTBT
�j � S� B� LTDT

��
� Y CT

�

Q�A
T
j � Aj�Y � B�jL � ST

�
Aj�Q� � Q�A

T
j� B� Q�C

T
�

BT
�

BT
� ���I OO

C�Y �D��L C�Q� OO ���I

�
CCA � �

�j � �� �� � � ��N

�III����

o�

Aj� � Aj �X�
��F�C�� B� � B� �X�

��F�D��

Les LMIs III���� sont obtenues par pr� et post multiplication des in�galit�s III���� et

III���� par diag��I� X��� �I� �I� et changement de variable Q� � X�� et S� � MX��� Comme
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pr�c�demment� la r�solution du probl�me convexe III���� conduit � une solution faisable telle

que

	opt � ���� � 	��� � �� � 	�

D�o� l�algorithme de calcul du retour de sortie dynamique suivant 


� �tape � � A l�it�ration � � � soit Y�� L�� X�� F�� M�� solution admissible�

� �tape 	 � Avec les matrices Y� et L�� r�solution du probl�me III���� et d�termination

de la valeur courante du co#t 	�� La solution optimale donne les matrices X� et F� qui

vont �tre utilis�es � l��tape ��

� �tape � � Avec les matrices X� et F�� r�solution du probl�me III���� et d�termination

de la valeur courante du co#t ��� La solution optimale donne les matrices Y� et L� qui

vont �tre utilis�es � l��tape ��

� �tape � � Si 	� � �� � � avec � � � su�samment petit alors Y�� L�� X�� F� et M� sont

les solutions de notre probl�me� STOP� Sinon �� �� � et retour � l��tape ��

F

III���� Stabilisabilit� et placement de ples

Retour de sortie dynamique et placement de p�les� Syst�me LTI certain

Comme dans le cas des commandesH� etH�� nous traitons ici le retour de sortie dynamique
avec placement de p�les pour un syst�me certain	

Th�or�me III��� � Le syst�me d��ni par III��� et III��� est stabilisable par retour de sortie
dynamique de type III���� avec les p�les du syst�me en boucle ferm�e situ�s dans la r�gion
R��� �� �� si et seulement si� il existe X� Y � IRn�n deux matrices sym�triques d��nies positives
et les matrices M � IRn�n� L � IRm�n et F � IRn�q solutions des in�galit�s matricielles
suivantes 
 �

Y �I

�I X

�
� � �III����

�
H�Y� L� � ��Y Z �M � ���I

ZT �MT � ���I G�X�F � � ��X

�
� � �III����

�
BB�

��Y ���I Y AT � LTBT
�

Z �M � A

���I ��X AT ATX � CT
�
FT

AY � B�L A ��Y ���I

ZT �MT �AT XA � FC� ���I ��X

�
CCA � � �III����



�� Chapitre III� Synth�se de lois de commande robustes s�quenc�es

�
BBB�

cos��H�Y� L�� cos��Z �M � sin�� eH�Y� L�� sin���A � Z �M �

cos��ZT �MT � cos��G�X�F �� sin����AT � ZT �MT � sin�� eG�X�F ��

sin�� eHT �Y� L�� sin����A � Z �M � cos��H�Y� L�� cos��Z �M �

sin���AT � ZT �MT � sin�� eGT �X�F �� cos��ZT �MT � cos��G�X�F ��

�
CCCA � �

�III��
�

avec

H�Y�L� � AY � Y AT �B�L� LTBT
� G�X�F � � ATX �XA� FC� � CT

� F
T

eH�Y�L� � AY � Y AT �B�L � LTBT
�

eG�X�F � � ATX �XA� FC� � CT
� F

T

Z � A� Y ATX � LTBT
� X � Y CT

� F
T

�

Preuve � D�apr�s ���� le syst�me en boucle ferm�e III���� est asymptotiquement stable

avec ses p�les situ�s dans la r�gion R��� �� �� si et seulement si il existe une matrice P � IR�n��n

sym�trique d��nie positive telle que 


PAe �AT
e P � ��P � � �III	��


�
��P AT

e P

PAe ��P


� � �III	��


�
cos��PAe �AT

e P � sin��PAe �AT
e P �

sin��AT
e P � PAe� cos��PAe �AT

e P �


� � �III	��


en posant P �

 
X U

UT �X

!
et P�� �

 
Y V

V T �Y

!
et la matrice Te �

�
Y �I

V T OO

�
on pr�

et post multiplie III���� par T �e et Te respectivement� III���� et III���� par diag�T
T
e � T

T
e � et

diag�Te� Te� respectivement et utilisant le changement de variable du th�or�me III�� on obtient

les in�galit�s matricielles III���� � III�����

�

Les in�galit�s matricielles obtenues ne sont pas lin�aires par rapport aux variables d�opti�
misation� mais bilin�aires	 Dans le cas des syst�mes certains� en e�ectuant le changement de
variables suivant � � Z �M � on se ram�ne � des LMIs� qui peuvent tre r�solues � l�aide de la
LMI Control Toolbox de Matlab par exemple	
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Retour de sortie dynamique et placement de p�les� incertitudes polytopiques

Les syst�mes sont d��nis par �III	��
 et �III	��
��III	��
	 Dans le cas des syst�mes incer�
tains� on ne peut pas parler explicitement de placement de p�les� mais on souhaite en garantir
le maintien dans une r�gion donn�e du plan complexe	 Pour cela� nous avons une condition
su%sante de placement valable pour chaque mod�le LTI incertain	

Th�or�me III�� � S�il existe deux matrices sym�triques d��nies positives X�Y � IRn�n� les
matrices M � IRn�n et F � IRn�q propres � chaque mod�le LTI incertain� satisfaisant les
in�galit�s matricielles bilin�aires suivantes 
�

Y �I

�I X

�
� � �III����

�
Hj � ��Y Zj �M � ���I

ZTj �MT � ���I Gj � ��X

�
� � �III��	�

�
BB�

��Y ���I Y ATj � LTBT
�j Zj �M � Aj

���I ��X ATj ATj X �CT
�
FT

AjY � B�jL Aj ��Y ���I

ZTj �MT � ATj XAj � FC� ���I ��X

�
CCA � � �III����

�
BBB�

cos��Hj� cos��Zj �M � � � �

cos��ZTj �MT � cos��Gj� � � �

sin�� eHT
j � sin����Aj � Zj �M � � � �

sin���ATj � ZTj �MT � sin�� eGT
j � � � �

� � � sin�� eHj� sin���Aj � Zj �M �

� � � sin����ATj � ZTj �MT � sin�� eGj �

� � � cos��Hj� cos��Zj �M �

� � � cos��ZTj �MT � cos��Gj �

�
CCCA � �

�III����

�j � �� �� � � ��N

avec

Hj � AjY � Y AT
j �B�jL � LTBT

�j Gj � AT
j X �XAj � FC� � CT

� F
T

eHj � AT
j Y � Y AT

j �B�jL � LTBT
�j

eGj � AT
j X �XAT

j � FC� � CT
� F

T

Zj � Aj � Y AT
j X � LTBT

�jX � Y CT
� F

T

alors chaque syst�me LTI incertain d��ni par III���� et III����	III���� est quadratique	

ment stabilisable par retour de sortie dynamique III���� avec les p�les du syst�me en boucle

ferm�e situ�s dans la r�gion du plan complexe R��� �� ���

�
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Preuve � Pour toutes r�alisations dans le domaine d�incertitudes� la stabilit� et la loca	

lisation des p�les dans R��� r� �� du syst�me en boucle ferm�e sont d��nies par les in�galit�s

matricielles 


PAe �AT
e P � ��P � � �III	��


�
��P AT

e P

PAe ��P


� � �III	��


�
cos��PAe �AT

e P � sin��PAe �AT
e P �

sin��AT
e P � PAe� cos��PAe �AT

e P �


� � �III	��


du fait de la d�pendance lin�aire des in�galit�s III����� III���� et III���� par rapport � Ae et

donc � Aj� B�j et C� il est ais� de v�ri�er que �Ae � DAe 


DAe � �

�
Ae � Ae �

NX
j��


jAej � 
j � � �

NX
j��


j � �

�
avec

Aej �

�
Aj B�jCc

BcC� Ac

�
les p�les des syst�mes en boucle ferm�e sont dans la r�gion R��� �� ��� s�il existe une matrice

P � IR solution des in�galit� matricielles 


PAej �AT
ejP � ��P � � �III	��


�
��P AT

ejP

PAej ��P


� � �III	��


�
cos��PAej �AT

ejP � sin��PAej �AT
ejP �

sin��AT
ejP � PAej� cos��PAej �AT

ejP �


� � �III	��


�j � �� �� � � � �N

et en utilisant le m�me d�veloppement que celui utilis� au paragraphe III���� pour prouver le

th�or�me III��� on obtient les in�galit�s III���� � III�����

�

Algorithme de r�solution
Dans le cas certain� un changement de variable nous permettait� de transformer les BMIs en
LMIs	 Dans le cas incertain� ce changement de variable est impossible du fait de la pr�sence
des matrices Aj� B�j dans l�expression de Zj 	 On peut cependant� comme pour le cas de la
minimisation des normes H� et H�� se ramener � un probl�me LMI en utilisant un algorithme
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par d�composition crois�e � ou par relaxation
 pour r�soudre le probl�me de valeurs propres
g�n�ralis�es suivant �����������������������������������������������������

���������������������������������������������������

min
X�Y�L�F�M

	

sous

�
Y �I

�I X

�
� �

�
Hj � ��Y � 	Y Zj �M � ���I

ZTj �MT � ���I Gj � ��X � 	X

�
� �

�
BB�

��Y � 	Y ���I Y ATj � LTBT
�j Zj �M �Aj

���I ��X � 	X ATj ATj X � CT
�
FT

AjY � B�jL Aj ��Y � 	Y ���I

ZTj �MT � ATj XAjX � FC� ���I ��X � 	X

�
CCA � �

�
BBB�

cos��Hj�� 	Y cos��Zj �M � � � �

cos��ZTj �MT � cos��Gj �� 	X � � �

sin�� eHT
j � sin����Aj � Zj �M � � � �

sin���ATj � ZTj �Mj� sin�� eGT
j � � � �

� � � sin�� eHj� sin���Aj � Zj �M �

� � � sin����ATj � ZTj �MT � sin�� eGj �

� � � cos��Hj�� 	Y cos��Zj �M �

� � � cos��ZTj �MT � cos��Gj �� 	X

�
CCCA � �

�j � �� �� � � � �N

�III����

Ce type d�algorithme ne pr�sente pas de probl�me d�initialisation particulier� en e�et� si X �

Y � �I� � 	 � est une possibilit� d�initialisation	

III�� Solveurs d�in�galit�s matricielles lin�aires �LMIs�

Durant cette derni�re d�cennie� les solveurs d�in�galit�s matricielles lin�aires�LMI
 se sont
multipli�s et sont devenus de plus en plus puissants et performants au niveau des r�solution
de probl�mes d�optimisation	 Sans que cela soit exhaustif� nous pouvons citer quelques solveurs
de LMIs tels que la LMI Control Toolbox� la bo�te � outils de Matlab ����� SeDuMi �����
et d�autres ���� ���	 Certains solveurs sont accompagn�s d�une interface� graphique ou non�
comme SeDuMi avec SeDuMi Interface ����� ���� et ���� et LMITOOL ����	 L�interface de
la LMI Control Toolbox� LMILAB� permet d��crire toutes les in�galit�s sous MATLAB� ainsi
que l�interface SeDuMi avec SeDuMi Interface	 Nous ne d�taillerons pas plus les solveurs
existants except�s SeDuMi et LMI Control Toolbox que nous avons utilis�s lors de la r�solution
des LMIs	 Ce choix est expliqu� dans le paragraphe suivant	
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III���� LMI Control Toolbox ���� et SeDuMi ����

La LMI Control Toolbox et SeDuMi sont deux bo�tes � outils qui permettent de r�soudre
des probl�mes d�optimisation avec des contraintes LMIs	

La LMI Control Toolbox a �t� �crite par Pascal Gahinet� Arkadi Nemirovski� Alan Laub et
Mahmoud Chilali ����	 La force de la LMI Control Toolbox est l�assurance du logiciel valid� au
niveau mondial	 Cette bo�te � outils sert de r�ferrence pour la communaut� automaticienne	 De
plus� elle est associ� � une interface graphique qui permet d�crire les LMIs lors des premi�res
utilisations �LMILAB
	

SeDuMi est une bo�te � outil �crite par J	F	 Sturm ���� fonctionnant dans l�environnement
de MATLAB et qui permet de r�soudre des probl�mes d�optimisation avec des contraintes
lin�aires� quadratiques et semi d��nies positives	 Il est possible d�utiliser des variables complexes
sous SeDuMi	 Les forces de SeDuMi sont�

$ La rapidit� ou vitesse de convergence de SeDuMi est int�ressante� en comparaison avec
d�autres solveurs de LMIs ���� ��� ���	

$ Utilisation d�un format compact � Sparse! ou dit aussi matrices creuses
	 De cette mani�re�
les probl�mes d�optimisation de grande taille sont r�solus de mani�re e%cace et la place
m�moire utilis�e est r�duite	

$ Environnement Matlab	 Il est int�ressant de pouvoir travailler dans l�environnement
Matlab� environnement largement r�pandu dans le monde de la recherche et plus parti�
culi�rement dans la communaut� automaticienne	

$ R�solution �galement de probl�mes avec des contraintes �galit�s� avec des variables com�
plexes	

$ SeDuMi� logiciel gratuit	 Ce point n�est pas n�gligeable car � partir d�un noyau Mat	

lab� il est possible apr�s l�obtention des �chiers source de SeDuMi ����� d�exploiter les
capacit�s de ce solveur	

$ Association d�une interface �non graphique
� SeDuMi Interface� d�velopp�e par Dimi�
tri Peaucelle ����� ���� et ����	

$ R�solution di��rente pour les probl�mes d�optimisation �par rapport � la LMI Control
Toolbox
 au niveau du conditionnement des variables d�optimisation� Lors de synth�ses
par retour d��tat et de sortie dynamique� nous avons constat� que les variables �matrices

�taient mieux conditionn�es� c�est���dire le rapport entre la plus petite et la plus grande
valeur de la matrice� qu�avec la LMI Control Toolbox	
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III�	 CaPiLARS ���� v� Beta� un prototype logiciel pour

l�approche CPWL �
��

Dans cette section� nous allons pr�senter le prototype logiciel d�velopp� au cours de cette
th�se	

III���� Probl�matique

Au cours de cette th�se� il a �t� question� apr�s avoir �laborer l�algorithme CPWL g�n�ral
d�crit au chapitre II� de d�velopper un  logiciel int�ractif! permettant de faire la synth�se �retour
d��tat # retour de sortie dynamique
 de lois de commande robustes s�quenc�es avec plus ou
moins de performances pour des syst�mes non lin�aires quelconques et de mani�re syst�matique	
Mais� nous nous sommes impos�s des contraintes permettant de �xer les directions de recherche	
Aussi� nous devions respecter des hypoth�ses sur les syst�mes non lin�aires et appr�cier les
ressources mises � notre disposition	 A partir des contraintes� des hypoth�ses et des possibles
ressources� nous pouvons �valuer les possibilit�s du futur prototype logiciel CaPiLARS �	�� v	
Beta	 Cette version ���� est provisoire et subit r�guli�rement des modi�cations	

Les contraintes

La contrainte la plus forte se r�sume au nombre d�arguments des non lin�arit�s� nous savons
approximer des non lin�arit�s � N arguments avec N � �� mais il est plus d�licat de d�terminer
les c�nes d�incertitude pour des non lin�arit�s avec N � �� et par la mme occasion les mod�les
LTI incertains polytopiques	 Dans ce cas� il serait certainement plus judidiceux d�utiliser des
incertitudes de type borne�s en norme� structur�e ou non	 Donc� nous nous restreindrons � la
classe des syst�mes non lin�aires ayant des non lin�arit�s � � et � arguments	 En�n� dans un
premier temps �����
� les syst�mes non lin�aires seront certains	

Les hypoth�ses

En termes d�hypoth�se� nous devons supposer que les applications que nous �tudierons
permettent une d��nition des points d��quilibre interm�diaires �xei� uei�� c�est���dire que les
syst�mes peuvent proposer une r�solution suivant la relation

�x�t� � � 	 F �xei� uei� � � � i � �� ����N � �III	��


Les ressources

Gr'ce � l�environnement de MATLAB� il est possible d�utiliser les deux solveurs d�in�galit�s
matricielles lin�aires pr�c�demment pr�sent�s� la LMI Control Toolbox� la bo�te � outils de
Matlab ����� SeDuMi ����	 De plus� nous pourons associer l�interface non graphique propre
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� SeDuMi� SeDuMi Interface	 En�n� gr'ce � une version r�cente de Matlab pr�sente au
LAAS�CNRS �version �	�
� il a �t� possible de r�aliser une interface graphique �GUI
 qui permet
de se rendre compte de l�int�ractivit� du logiciel et d�avoir une vue compl�te de l�application
en cours	

Les possibilites

Pour que le prototype soit un minimum op�rationnel� il faut qu�il puisse�

$ Saisir les caract�ristiques des syst�mes non lin�aires sous la repr�sentation de l�espace
d��tat�

$ Approximer les non lin�arit�s � un et deux arguments�

$ D�terminer les mod�les LTI incertains polytopiques�

$ Avoir le choix des synth�ses robustes et des solveurs de LMIs�

$ A%cher un maximum d�informations et de r�sultats concernant l�application en cours	

III���� Interface

Nous avons jug� int�ressant de d�velopper une interface graphique �GUI
 pour l�int�ractivit�
du logiciel et permettre ainsi une vue globale de l�application	 Cette interface se r�sume � deux
fentres graphiques int�ractives  multi�menus!	 La premi�re permet un dialogue bilat�ral entre
l�utilisateur et la machine� tandis que la deuxi�me n�o�re qu�un dialogue dans le sens machine
vers utilisateur	 La premi�re fentre repr�sente toutes les �tapes de l�algorithme d�velopp� dans
ce m�moire� de mani�re successive	 La deuxi�me expose toutes les donn�es li�es � l�application
en cours	 Les �tapes � suivre pour arriver au terme de l�application� c�est���dire d�terminer une
s�quence de lois de commande robustes locales qui stabilisent le syst�me non lin�aire� sont les
suivantes�

$ Etape �� Saisie du syst�me non lin�aire sous la forme de l�espace d��tat et plus particu�
li�rement suivant la notation prise au cours du chapitre II	���������

�x�t� � f�x� u� � B�w � B�u x�t�� � x�
y�t� � C�x

x � 	x� x����xn
T � IRn u � 	u� u����um
T � IRm

y � IRq w � IRl � t � �

�III	��


et �
f�x� u� � Anx � Bnlh�x� u�

� t � �
�III	��
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avec

h�x� u� 	 h��� �

��������
h����

			
hk���

			
h����

�������� �III	��


tel que n
hk � Sk � �RN 
	 �R

o
� �k � �� ���	� �N � �� �� � t � � �III	��


Le vecteur h�x� u� repr�sente le vecteur des non lin�arit�s du syst�me III	��	 Toute la
partie non lin�aire est concentr�e dans les termes de h�x� u�	 Par cons�quent� nous devons
saisir toutes les matrices du syst�me non lin�aire et le nombre de non lin�arit�s	

$ Etape 	� Obtention de la famille de mod�les lin�aires incertains de type polytopiques
valables localement dans un domaine de l�espace d��tat	
Pour chaque non lin�arit�� nous devons choisir le nombre d�hyperplans qui vont approxi�
mer la non lin�arit�� donner les arguments de la non lin�arit� et l�expression de la non
lin�arit�	 A partir de cela� il sera possible d�approximer les non lin�arit�s et d�terminer
les mod�les lin�aires incertains polytopiques de mani�re syst�matique	

$ Etape �� Synth�ses robustes locales de tous les mod�les lin�aires incertains locaux	
La derni�re �tape r�side dans le choix de la synth�se robuste pour chaque mod�le LTI
incertain et du solveur de LMIs	

Nous n�avons pas encore �voqu� un dernier menu dans la premi�re fentre graphique ��gure
III	�
� c�est un menu d�options�

$ Choix de la r�gion convexe pour le placement de p�les�

$ Contrainte possible sur les variables d�optimisation pour �viter un mauvais conditionne�
ment des variables d�optimisation�

$ A%chage des it�rations lors de la r�solution des probl�mes�

$ Sauvegarde des donn�es dans un �chier�

$ Chargement d�un �chier pour �viter les premi�res �tapes ou pour faire la synth�se robuste
de syst�mes lin�aires incertains polytopiques �voir l�exemple �
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Fig� III�� � Ecrans no� et no� de l�interface de CaPiLARS ���� v� Beta
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Les donn�es et les r�sultats des approximations des non lin�arit�s de l�application sont
regroup�s dans la deuxi�me fentre graphique ��gure III	�
	 Les r�sultats principaux� c�est���
dire les correcteurs par retour d��tat et de sortie dynamique� les normes� les temps de calcul� la
faisabilit� des probl�mes� sont situ�s dans la premi�re fentre graphique ��gure III	�
	

La section suivante est consacr�e � l�application du prototype logiciel CaPiLARS �	�� v	
Beta pr�sent� dans ce chapitre et est essentiellement compos�e de deux exemples	 Dans le
premier exemple� l�application tra�t�e a pour objet la commande d�un mod�le de moteur �
courant continu �syst�me non lin�aire
	 Le deuxi�me exemple est une application connue dans
les congr�s� c�est un benchmark o& le syst�me physique est contitu� de deux masses �m�� m�

reli�es par un ressort	 Ce deuxi�me exemple permet de montrer la capacit� de CaPiLARS �	��
v	 Beta � e�ectuer les synth�ses robustes pour des syst�mes LTI incertains polytopiques	

III���� Exemples

Exemple �� mod�le de moteur � courant continu

Nous illustrons � pr�sent notre algorithme � l�aide d�un syst�me non lin�aire b'ti � partir
d�une repr�sentation du moteur � courant continu d�crite dans ���� et ����	 Nous consid�rons le
syst�me non lin�aire comme un mod�le � une seule non lin�arit� d�pendant d�une variable� et
la matrice An certaine	 La repr�sentation d��tat est la suivante�

���������
�x�t� � f�x� � B�w � B�u x�t�� � x�
y�t� � C�x

x � 	x� x�� x�

T � 	�� ��� I
T � IR� u � IR

y � IR w � IR � t � �

�III	��


et �
f�x� � Anx � Bnlh�x�

� t � �
�III	��


avec �
h�x� 	 h��� � h���� � tanh�x�� �III	��


tel que n
h � S � 	���� ��
 � IR 
	 IR

o
� � t � � �III	��


et

An �

�� � � �

� ���� ��

� ���� ����

�A B� �

�� �

�

���

�A Bnl �

�� �

�

���

�A C� �
�
� � �

�
�III	��


�� �� et I sont respectivement la position angulaire� la vitesse angulaire et le courant d�induit	
On prendra D�� � � et D�� � �	
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On note l�approximation de h�x�� par �h�x��	 La �gure III	� rappelle respectivement la non
lin�arit� et son approximation pour le nombre d�hyperplans � � �	
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Fig� III�� � Approximation et erreur pour la non lin�arit� tanh�x�� avec

� hyperplans

A partir de cette mod�lisation� nous pouvons commencer � utiliser le logiciel CaPiLARS
�	�� v	 Beta �tapes par �tapes�

$ Etape �� Saisie du syst�me non lin�aire sous la forme de l�espace d��tat	

$ Etape 	� Obtention de la famille de mod�les lin�aires incertains de type polytopiques
valables localement dans un domaine de l�espace d��tat	
Pour la non lin�arit� h�x��� nous devons choisir le nombre d�hyperplans �� � �
 qui vont
approximer la non lin�arit�� donner les arguments de la non lin�arit� �x�
 et l�expression
de la non lin�arit�	 A partir de cela� il sera possible d�approximer la non lin�arit� et
d�terminer les mod�les lin�aires incertains polytopiques de mani�re syst�matique	

Remarque III�	 � Nous pouvons regarder � tout moment les informations que l�on saisit
dans la bo$te de dialogue Dialog Out	Box� au bas de la premi�re fen�tre graphique voir

�gure III���� ou mieux encore pour avoir une vue globale de l�application� sur la deuxi�me

fen�tre en cliquant sur le bouton Views de la premi�re fen�tre voir �gures III��� III����

N

$ Etape �� Synth�ses robustes locales	
La derni�re �tape r�side dans le choix de la synth�se robuste pour chaque mod�le LTI
incertain et du solveur de LMIs	 Dans le cadre de cette simulation� nous avons choisi de
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Fig� III�� � Ecran no� de l�interface de CaPiLARS ���� v� Beta

d�terminer une s�quence de correcteurs robustes par retour d��tat avec une localisation
de p�les dans la r�gion convexe ��gure III	�


R��� �� �� � R����� ���� ������� �III	��


Il est possible d�atteindre la �gure III	� en cliquant sur le bouton Eigenvalues de la
premi�re fentre graphique	 Le solveur d�in�galit�s matricielles est SeDuMi �voir �gure
III	�
	

Remarque III�� � En termes de r�sultats� nous pouvons observer sur la premi�re fen�tre

graphique� gr!ce � des boutons d��volution pr�c�dent et suivant�


� Les correcteurs par retour d��tat � de sortie dynamique sous forme matricielle�

� La faisabilit� du�des probl�mes d�optimisation�

� Le domaine de validit� de chaque mod�le LTI incertain� ainsi que leur point d��quilibre

interm�diaire respectif�

� Les valeurs des normes H� ou H��
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Fig� III�� � Ecran no� de l�interface de CaPiLARS ���� v� Beta

� Le temps de calcul CPU� pour chaque synth�se robuste�

N

Exemple �� Benchmark ACC ����

Il s�agit d�un  Benchmark! pr�sent� � plusieurs reprises au congr�s ACC �American Control
Conference
 o& le syst�me physique est constitu� de deux masses �M�� M�� reli�es par un ressort
de raideur k ��gure III	�
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Fig� III�� � Localisation des p�les en boucle ferm�e avec CaPiLARS

���� v� Beta

u
k

x� x�

M� M�

w

Fig� III�� � Probl�me de commande masse % ressort

La repr�sentation d��tat de ce syst�me est donn�e par ���� ����������������������������������
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����� �
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� � � �

� � � �

�
k

M�

k

M�
� �

k

M�
�

k

M�
� �
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�����w �

�����
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�

�����u

z �
�
� � � �

�
x ��D��u�

y �

�
� � � �

� � � �

�
x ��D��w�

�III	��


y est la sortie mesur�e et z la sortie command�e	 Les masses M� et M�� ainsi que la raideur k
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sont incertaines et d��nies ainsi �

k � k� � 
k
M� � M�� � 
M�

M� � M�� � 
M�

�III	��


avec �
k� � � ���� � 
k � ���

M�� � ��� � � 
M�
� ���

M�� � � � � 
M�
� ���

En prenant D�� � � et D�� �

�
� �

� �

�
� on d�termine� � partir de CaPiLARS �	�� v	 Beta

et en utilisant l�algorithme par d�composition crois�e� un compensateur par retour de sortie
dynamique et en tenant compte d�un crit�re de performance H�	 Nous sommes en pr�sence
d�un syst�me incertain de type polytopique � � sommets	 Cet exemple est compos� d�un seul
mod�le et il n�y a pas de point d��quilibre � rechercher	 Donc� nous allons simplement utiliser la
troisi�me fonction de CaPiLARS �	�� v	 Beta� synth�ses robustes avec ou sans performances	
Il est possible de m�moriser toutes les caract�ristiques du syst�me LTI en utilisant le bouton
de chargement �Load a �le�mat
	 Ensuite� comme pour un mod�le non lin�aire� nous pouvons
utiliser le tableau de synth�ses robustes� par retour d��tat ou par retour de sortie dynamique�
avec comme solveur� LMILAB �LMI Control Toolbox
 ou SeDuMi	 Dans le cadre de cette
simulation� le solveur d�in�galit�s matricielles est LMILAB �voir �gure III	�
	

III�
 Conclusion

Apr�s avoir rappel� bri�vement la forme des syst�mes LTI incertains de type polytopique�
obtenus � partir de l�algorithme CPWL ���� d�velopp� dans ce m�moire� nous avons rappel�
les principes de la commande par retour d��tat et par retour de sortie dynamique pour des
syst�mes certains et d�taill� la r�solution des probl�mes de synth�se de retour d��tat et de
sortie dynamique pour une famille de mod�les incertains	 Les domaines d�incertitude portent
sur tous les couples de matrices �Ai� B�i
 avec i � �� �� ����N �	 Que ce soit pour le retour d��tat
ou le retour de sortie dynamique� nous avons rappel� une condition n�cessaire et su%sante de
stabilit� pour les syst�mes certains et nous avons exprim� une condition su%sante de stabilit�
pour chacun des mod�les LTI incertains de la famille	

Pour ces types de commandes� on utilise une formulation de type LMI	 Lorsque ces in�galit�s
matricielles ne sont plus lin�aires �LMIs
 mais bilin�aires �BMIs
 dans le cas incertain� on utilise
un algorithme par d�composition crois�e	 Une fois les probl�mes de synth�se bien pos�s �en
tenant compte de crit�res de performances
� la r�solution ne d�pend que du choix du solveur de
LMIs	 Nos choix se sont orient�s vers la LMI Control Toolbox ���� et vers SeDuMi ���� pour
diverses raisons	
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Fig� III�
 � Ecran no� de l�interface de CaPiLARS ���� v� Beta

L�un des int�rts de l�approche CPWL r�side dans la syst�matisation de celle�ci	 En allant
dans cette direction� nous avons d�velopp� un prototype logiciel� CaPiLARS �	�� v	 Beta �����
un des r�sultats de ce travail	 Dans un souci d�utilisations diverses� nous avons d�velopp� ce logi�
ciel dans l�environnementMatlab� pour des applications concernant les syst�mes non lin�aires
ayant des non lin�arit�s � un ou deux arguments et pour des syst�mes lin�aires incertains poly�
topiques	 Deux exemples �un mod�le de machine � courant continu et un Benchmark
 viennent
cl�turer ce chapitre pour d�crire le fonctionnement de ce logiciel et �valuer ses capacit�s	 Pour
plus d�informations� le lecteur pourra consulter le guide d�utilisation ����	
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Chapitre IV

Applications num�riques

Ce chapitre� consacr� � l�application de l�approche pr�sent�e dans ce m�moire� est compos� es�
sentiellement de deux parties	 Dans la premi�re partie� les applications tra�t�es ont pour objet
l�application directe de la m�thode	 Ces applications concernent la commande d�un pendule
simple invers�� la commande d�un panneau solaire bas� sur un convertisseur DC�DC de type
survolteur et la commande d�un moteur d�a�ration �MTB
	 Pour chacune de ces trois appli�
cations� une br�ve description du syst�me sera fa�te� puis nous rappelerons les sp�ci�cations
de chacune	 Ensuite� la mod�lisation sera d�taill�e pour pr�c�der l�approximation CPWL du
mod�le en une famille de mod�le LTI incertains	 Le calcul des correcteurs ainsi que les r�sultats
de simulations obtenus� sont ensuite pr�sent�s et discut�s	

En�n� dans un deuxi�me temps� � partir d�une comparaison avec des approches multi�
mod�les existantes de la litt�rature� nous chercherons � situer l�approche CPWL et d�terminer
ses points forts et ses limites	

�La simplicit� est la forme de la vraie grandeur��

�Francesco de Sanctis� Extrait de Histoire de la litt�rature italienne�

���
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IV�� Introduction

Ce chapitre est constitu� d�une s�rie d�applications pour illustrer et valider l�approche CPWL
d�velopp�e dans cette th�se	 Nous travaillerons sur deux cat�gories d�exemples num�riques� la
premi�re cat�gorie illustrant int�gralement l�approche CPWL o& chaque application a �t� r��
solue par le prototype logiciel CaPiLARS �	�� v Beta d�crit en �n de chapitre III	 Trois
applications caract�risent cette cat�gorie et sont ordonn�es suivant leur di%cult�� la premi�re
application est l�id�alisation d�un pendule simple invers�	 Cette application� bien que simpli��e�
permet d�illustrer l�approche CPWL d�une mani�re simple et directe avec une seule non lin�a�
rit� � un argument	 La non lin�arit� de ce syst�me est une fonction sinuso"dale	 La deuxi�me
application appartient au domaine du g�nie �lectrique et �nerg�tique	 Cette application est la
mod�lisation d�un panneau solaire constitu� � partir d�un convertisseur DC�DC de type sur�
volteur �dit  Boost!
	 Cette application illustre l�approche par une non lin�arit� logarithmique
associ�e � une bilin�arit� entre une variable d��tat et la commande Elle sera tra�t� en deux
temps �bilin�arit� uniquement puis bilin�arit� associ�e � la non lin�arit� logarithmique
	 La
derni�re application est l�illustration d�un moteur d�a�ration� application constitu�e de deux
non lin�arit�s � un argument	

En�n� � partir d�une comparaison avec des approches multi�mod�les existantes de la litt�ra�
ture� nous chercherons � situer l�approche CPWL� d�terminer ses forces et faiblesses et v�ri�er
si cette m�thode r�pond aux objectifs attendus	

IV�� Pendule invers�

IV���� Pr�sentation

Un pendule simple invers� est pr�sent� sur la �gure IV	�	 Les �quations dynamiques sont��� �x��t� � x��t�

�x��t� �
mgl

J
� sin�x��t�� �

�

J
u�t�

�IV	�


o& 	x��t�� x��t�
T � 	��t��
d��t�

dt

T avec ��t� et

d��t�

dt
respectivement la position et la vitesse

angulaire	 La commande est not�e u et la sortie mesur�e correspond � la position angulaire	
Signi�cations des param�tres et valeurs num�riques�

$ m� Masse du pendule� consid�r�e comme ponctuelle� m � � Kg	

$ g� Gravit�� g � ���� N	m	Kg��	

$ l� Longueur du pendule� l � ���� m	
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u

m
θ

Fig� IV�� � Pendule invers��

$ J � Couple �inertie
� J � � Kg	m�	

Le but de la commande est de  lever! le pendule de ��t� � ���� 	 � �radians
� en assurant
la stabilit� en boucle ferm�e� et certaines sp�ci�cations sur le r�gime transitoire �placement de
p�les
 pour chaque mod�le LTI incertain d�termin� par l�approche CPWL	 Comme nous l�avons
mentionn� dans les chapitres pr�c�dents� il est di%cile dans le cas de mod�les LTIs incertains�
de parler de placement de p�les et on s�int�resse plutot � les localiser dans une r�gion convexe
R��m� �m� �m� ����	 Cette r�gion convexe� d��nie par R����� ����

�

�
�� sera la mme pour tous

les mod�les	 Nous allons appliquer l�approche CPWL propos�e dans ce m�moire pour le cas du
retour d��tat avec placement de p�les et dans le cas du retour de sortie dynamique� en utilisant
le solveur �de LMIs
 LMILAB de MATLAB	

IV���� Mod�lisation CPWL

Pour cette approche� nous avons choisi de limiter le domaine de variation de la position
angulaire� premi�re variable d��tat� � l�intervalle 	�

�

�

�

�

	 Le nombre de mod�les LTI incertains

locaux est de �� �� � �
	 Il faut garder � l�esprit que� plus le nombre de mod�les lin�aires locaux
augmente� plus la pr�cision sera grande� l�erreur d�approximation sera faible et la transition
entre les mod�les sera moins brusque	 En r�sum�� le cahier des charges du mod�le du pendule
est�

$ R�gulation du pendule autour de �f �t� � � avec comme condition initiale ���t� � ����

radians �En fait� on acceptera toutes les conditions initiales de l�intervalle d��tude propos�

	�
�

�

�

�


	

$ Lois de commande par retour d��tat avec localisation de p�les dans une r�gion convexe
du plan complexe R����� ����

�

�
�	
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$ Nombre de mod�les LTI incertains r�sultant de l�approximation� ��	

En appliquant l�algorithme CPWL� les points d��quilibre interm�diaires sont rang�s dans le
tableau IV	� pour la composante x��t��

N� � � � � 
 � � � � �	 ��

x�ei �rad� ������ ��	��	 	����� 	����� 	����� 	 	����� 	����� 	����� ��	��	 ������

Tab� IV�� � Valeurs des points d��quilibre interm�diaires

A l�aide des r�sultats classiques de la stabilit� quadratique �Th�or�me III	�� Chap III
� nous
pouvons � pr�sent �tablir les di��rentes matrices de gains Ki� i � �� ���� �� respectivement pour
les mod�les LTI incertains suivants����

�x�t� � Aij�x � xei� � B�i�u � uei�

y�t� � C�i�x � xei�

� i � �� ���� ��� � j � �� ��

�IV	�


avec les matrices dynamique� de commande et d�observation de la forme�

Aij �

�
� �

�ij �


B�i �

�
�

�


C�i �



� �

�
�IV	�


�IV	�


� i � �� ���� ��� � j � �� ��

�ij repr�sente l�incertitude polytopique de chaque mod�le LTI incertain d�termin�e � partir
de l�approximation de la non lin�arit� sinuso"dale	 Chaque syst�me est command� par

u � uei � Ki�x � xei� � i � �� ���� ��� �IV	�


avec

N� Ki N� Ki

� ����	���� ��	����� � ����	���� ��	�����
� ����	���� ��	����� � ����	���� ��	�����
� ����	���� ��	����� � ����	���� ��	�����
� ����	���� ��	����� �� ����	���� ��	�����
� ����	���� ��	����� �� ����	���� ��	�����
� ���	���� ��	�����

Tab� IV�� � Valeurs des gains par retour d��tat�

Les consignes locales �valables aux points d��quilibre interm�diaires uniquement
 sont r�su�
m�es dans le tableau IV	� ci�dessous�
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N� � � � � 
 � � � � �	 ��

uei 	����
 	����
 	��	
� 	����� 	���	� 	 	���	� 	����� 	��	
� 	����
 	����


Tab� IV�� � Valeurs des commandes locales uei�

IV���� Simulations
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Fig� IV�� � Non lin�arit� du pendule invers� simpli���
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Fig� IV�� � Approximation de la non lin�arit� et erreur d�approximation�

Nous avons �x� comme conditions initiales ���� � ���� et comme �tat �nal ���� � �	
Les �gures IV	� et IV	� d�crivent la non lin�arit� et son approximation sur l�intervalle d��tude
	�

�

�

�

�

	 D�apr�s les �gures IV	� et IV	�� la commutation d�un mod�le lin�aire local � un autre

s�ex�cute de mani�re douce	 La r�ponse atteint son r�gime permanent avec un temps de r�ponse
de �s ��gure IV	�
	

Nous pouvons observer la commutation des mod�les LTI incertains sur la �gure IV	� qui
donne les indices des mod�les lin�aires locaux sous les conditions d�exp�rience	 En termes de
performances �ici uniquement un placement de p�les
� les �gures IV	� d�crivent les p�les des
mod�les LTI incertains en boucle ouverte puis en boucle ferm�e	 Les contraintes au niveau de la
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Fig� IV�� � Position et vitesse du pendule�
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Fig� IV�� � Commande et indice des mod�les du pendule�
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Fig� IV�� � P�les en boucle ouverte et ferm�e�

r�gion convexe du plan complexeR����� ����
�

�
� sont bien respect�es	 En�n� la �gure IV	� d�crit

la trajectoire de la vitesse en fonction de la position� c�est���dire le plan de phase qui montre
la convergence des �tats vers l�origine	 Le pendule part de la condition initiale ���� � ����

�radians
 avec une vitesse angulaire nulle et va converger vers l�origine avec und�passement
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Fig� IV�� � Trajectoire de la vitesse en fonction de la position�

compens� par la commande globale qui va faire revenir le pendule qui  d�passe! l�origine �d�e
en partie � l�absence de frottements
	

Remarque IV�� � Nous avons aussi simul� la commande du pendule invers� avec une s�	

quence de correcteurs par retour de sortie dynamique d�crite dans le chapitre I et d�termin�e

en utilisant l�algorithme par d�composition crois�e� avec la position angulaire comme variable

d��tat acccessible� Les r�sultats suivants repr�sentent les valeurs des correcteurs dynamiques

pour les m�me conditions d�approximation et de simulations� Les �gures IV�� et IV�� d�crivent

les r�sultats de simulations�
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Tab� IV�� � Valeurs des correcteurs dynamiques�

N

En terme de s�quencement� de lois de commande �pour le retour d��tat par exemple
� le
syst�me a pour condition initiale x�� � ���� et pour condition �nale x�f � �	 Le premier



��
 Chapitre IV� Applications num�riques

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
Position

Po
si

tio
n

Temps  (s)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

V
ite

ss
e

Vitesse

Temps  (s)

Fig� IV�
 � Position et vitesse du pendule�

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

Temps  (s)

C
om

m
an

de

Commande

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
5

5.5

6

6.5

7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

Temps  (s)

Numero du modele
N

um
er

o

Fig� IV�� � Commande et Indice de mod�le du pendule
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Fig� IV��� � Trajectoire de la vitesse en fonction de la position�

mod�le LTI incertain sera� comme l�indique la �gure IV	�� le num�ro ��� ce qui correspond au
domaine d�attraction 	������� ������
 pour le point d��quilibre �� �x�ei � ������
	 Le mod�le
suivant est le num�ro � pour le point d��quilibre x�ei � ������ et pour domaine d�attraction
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	������� �����
	 Le s�quencement va se faire jusqu�au point d��quilibre �nal x�ei � x�f � �	
Ce syst�me non lin�aire� bien que simpli��� nous permet d�illustrer l�approche CPWL en

approximant une non lin�arit� � un argument et de d�terminer des mod�les LTI incertains qui
vont  couvrir! tout le domaine d��tude propos�	 Gr'ce � ces mod�les� nous pouvons calculer
une s�quence de lois de commande robustes qui permettent de satisfaire les deux conditions
principales� assurer la stabilit� du mod�le non lin�aire en boucle ferm�e en v�ri�ant les crit�res
de performances	

L�application suivante va nous amener � plus de r��exions car elle est constitu�e d�une non
lin�arit� logarithmique associ�e � deux bilin�arit�s	

IV�� Commande d�un panneau solaire

IV���� Pr�sentation

Dans cette deuxi�me application� le syst�me � commander est un panneau solaire compos�
d�un convertisseur DC�DC de type  Boost! ou survolteur ��gure IV	��
	

R
+

− C

Lx1

x2
VpVd Rs

(ns/np)Rs

Idnp
Ic

c

u=1

u=0

Fig� IV��� � Panneau solaire�

Outre le convertisseur DC�DC que nous �tudierons dans un premier temps� le panneau est
constitu� d�une source de courant associ�e � un pont de diodes pour �viter les inversions de
courant ou de tension et donc de puissance	 Comme nous l�avons �nonc� pr�c�demment� nous
commencerons par �tudier le mod�le du convertisseur DC�DC survolteur� puis nous incluerons
la partie source de courant pour rechercher une commande robuste stabilisant le syst�me en
boucle ferm�e	

IV���� Convertisseur DC	to	DC survolteur ou �Boost�

Mod�lisation CPWL

Consid�rons le mod�le de convertisseur survolteur d�crit par la �gure IV	��	
x� et x� repr�sentent respectivement le courant inducteur d�entr�e et la tension de sortie

aux bornes de la capacit� C	 E repr�sente la tension d�entr�e constante externe alimentant
le circuit de la �gure IV	��	 La variable u repr�sente la commande de l�interrupteur entre
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les parties � et � du syst�me ��gure IV	��
	 Cette grandeur est pilot�e par une modulation
de largeur d�impulsions �MLI ou PWM pour les anglo�saxons
	 D�apr�s ���� et sous certaines
conditions �� on peut consid�rer que le syst�me peut�tre transform� sous la forme de la �gure
IV	��	 Les valeurs que peut donc prendre u sont comprises dans l�ensemble des valeurs suivantes�

u � Du� Du � 	�� �
 �IV	�


A partir de ce sch�ma� on peut d�terminer les �quations �lectriques IV	� et IV	��
NUX
i��

Ui � � 	 E � L
dI�
dt

� uV� � �� �IV	�


NIX
j��

Ij � � 	 �uI� � C
dV�
dt

�
V�
R

� �� �IV	�


Par cons�quent� en posant x� � I� et x� � V�� il est possible d�obtenir les �quations dif�
f�rentielles suivantes d�crivant le syst�me de la �gure IV	��� �quivalent � celui de la �gure
IV	��� �����

�x� �
��

L
ux� �

E

L

�x� �
�

C
ux� �

x�
RC

�IV	�


�� en consid�rant pour x�� x� et u comme les valeurs moyennes sur une p�riode de MLI des variables respec

tives qu�elles repr�sentent�
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Signi�cations des param�tres et valeurs num�riques�

$ E� Tension d�alimentation externe� E � �� V	

$ L� Inductance du convertisseur survolteur� L � �� mH	

$ C� Capacit� du convertisseur survolteur� C � �� mF	

$ R� R�sistance de charge du convertisseur survolteur� R � �� �	

A�n de tester la robustesse et les performances des contr�leurs calcul�s par l�approche
CPWL� nous avons r�alis� � s�ries de simulations	 La premi�re correspond au convertisseur
nominal� tous les param�tres du mod�le sont parfaitement connus par la loi de commande et
aucune perturbation n�est pr�sente	 Dans les deux autres s�ries� nous consid�rons le convertis�
seur survolteur avec des incertitudes 
E sur E� 
E repr�sente une perturbation d�entr�e externe
a�ectant le syst�me non lin�aire directement au travers de la tension externe E	 On consid�re
que la valeur maximale de 
E est �gale � � volts	 Les deux cas envisag�s sont�
Cas n��� une erreur de type impulsionnelle de � volts et de  dur�e! de �	�s � t � ���s�
Cas n�	� une perturbation al�atoire de � volts d�amplitude �� � volt
 sur toute la dur�e de
simulation	
On choisit de tenir compte de performances telles que placement de p�les et rejet de perturba�
tion �performance H�
	
A partir d�une condition initiale �x�� � ����A� x�� � �����V �� l�objectif de contr�le est la
stabilisation des sorties autour du point d��quilibre suivant �x�f � ����A� x�f � �����V �

respectivement pour le courant d�entr�e et la tension de sortie	
Le choix s�est port� sur � hyperplans �� � �
 pour les approximations	 Nous obtenons �

mod�les incertains sur un domaine d��volution de x� entre �� volts et �� volts de la forme
suivante� ���

�x�t� � Ai�x � xei� � B�ik�u � uei� � B�

y�t� � C�i�x � xei�

� i � �� ���� �� � k � �� ���� ��

�IV	��


pour les points d��quilibre interm�diaires

N� � � � � �

x�ei �	� �	��� �	��� �	�� �	����
x�ei �� �� �� ��	�� ��

Tab� IV�� � Valeurs des points d��quilibre interm�diaires
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et avec les matrices dynamique� de commande� de perturbation et d�observation de la forme�

Ai �

�
� �

� ������


B�ik �

�
��ik

��ik


�IV	��


B� �

�
���

�


C�i �

�
� �

� �


�IV	��


� i � �� ���� �� � k � �� ���� ��

��ik et ��ik repr�sentent les incertitudes polytopiques de chaque mod�le LTI incertain
d�termin�e � partir de l�approximation des deux bilin�arit�s	 Chaque syst�me est command�
par

u � uei � Ki�x � xei� � i � �� ���� �� �IV	��


Remarque IV�	 � Les gains Ki seront identiques pour chaque cas� vu l�expression des bilin�a	

rit�s�

NO Ki

i ��	���� �	�����

NO Ki

i ��	���� �	�����

Tab� IV�� � Valeurs des gains par retour d��tat pour le cas n�� gauche�

et n�� droite��

N

Les consignes locales �valables aux points d��quilibre interm�diaires uniquement
 sont r�sum�es
dans le tableau IV	�� ci�dessous�

N� � � � � �

uei � �	���� �	���� �	���� �	����

Tab� IV�� � Valeurs des commandes locales uei

Simulations

Les simulations sur le convertisseur nominal sont ajout�es en tirets sur chaque courbe de
chaque �gure des deux cas� l�un avec l�erreur impulsionnelle et l�autre avec la perturbation	
Sur chacune des �gures ��tat� commande et sortie
 des deux cas perturb�s� les trajectoires du
mod�le nominal en boucle ferm�e sont d�crites ainsi que la commande u	 Comme on peut le
constater� la commande s�quenc�e pour le mod�le nominal� atteint bien le point de stabilisation
�x�f � ����A�x�f � �����V �	 Le ratio �nal est �gal � �	�� et a d�but� avec une valeur de �	��	
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On peut sugg�rer que le syst�me non lin�aire non perturb� est bien contr�l�� dans un temps de
r�ponse de �	�s	
Cas n��� Erreur impulsionnelle sur E	
Pour le cas de l�erreur impulsionnelle e�ective entre t � ���s et t � ���s� les �gures IV	��
et IV	�� d�crivent� en traits continus� les trajectoires� la commande u et le changement de
mod�le	 La commande s�quenc�e atteint son objectif de mani�re pr�cise� de la stabilisation au
point d��quilibre �x�f � ����A�x�f � �����V �	 Le degr� de robustesse est appr�ciable pour
une perturbation de ce genre mais� le temps de r�ponse est modi�� et vaut �	��s	 Donc� on
observe une baisse du c�t� des performances	 D�s que la perturbation dispara�t� la s�quence de
contr�leurs r�ussit rapidement � restaurer la situation et � se diriger vers l��tat �nal d�sir�	 Le
changement de mod�le est illustr� par la �gure IV	���
en trait  ����!� s�quence du mod�le nominal
en trait  oooo!� s�quence du mod�le perturb�
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Cas n�	� Perturbations sur E	
Dans ce deuxi�me cas� on suppose que l�on n�a pas la connaissance exacte de la tension d�ali�
mentation et donc qu�il existe une perturbation al�atoire sur toute la dur�e de la simulation de
�� volt	 Comme pour le cas avec une erreur impulsionnelle� les �gures IV	�� et IV	�� d�crivent
les trajectoires� la commande et le changement de mod�le au cours de la simulation	 On ob�
serve� toujours d�apr�s la �gure IV	��� que la tension d�alimentation est fortement perturb�e�
ce qui entraine une forte r�percussion sur le courant d�entr�e x�	 Ce courant d�entr�e perturb�
est directement li� � la perturbation car il fait partie du primaire du syst�me	 Au niveau de la
tension de sortie x�� la perturbation agit aussi� avec moins d�amplitude	 Le s�quencement de
gains robustes est e�ectu� sans probl�me malgr� cette perturbation et l�on s�aper�oit que nous
sommes proches du mod�le nominal	 Le fait de cr�er un c�ne d�incertitude et de rechercher
une loi de commande robuste rejetant des pertubations en incluant un crit�re H� pour chaque
mod�le permet d�e�ectuer le changement de mod�le et d�atteindre le point �quilibre �nal	 La
�gure IV	�� montre aussi une localisation de p�les des mod�les lin�aires en boucle ferm�e	 Il
est int�ressant de remarquer que les valeurs des p�les sont con�n�es dans la r�gion convexe
R��� �� ����	 Ces valeurs sont su%santes et il n�y a pas besoin de rechercher des p�les plus
 d�rs!����� gr'ce au s�quencement de gains	
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Fig� IV��� � Courant et tension du convertisseur avec perturbation cen	

tr�e sur E de �� V�

En termes de robustesse et de performance� notons que l�approche s�quenc�e montre de
bonnes performances	 Au niveau des r�ponses du convertisseur� apr�s un fort d�passement d�
au changement de loi de commande pour le courant d�entr�e� le syst�me va se stabiliser sur le
point �nal d�sir�	 Il est � noter cependant que cette accroissement de courant est n�cessaire
pour changer de point de fonctionnement	 L�apparition d�une erreur de type impulsionnelle
engendre un bruit sur la commande qui l�encaisse su%samment pour que la tension de sortie
ne subisse que de petites variations	 Le placement de p�les et le crit�re H� en sont � l�origine	
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Apr�s ces essais sur le convertisseur seul� il est int�ressant d��tudier le comportement du pan�
neau solaire complet	 Ce dernier se propose d�tre compltement non lin�aire par l�introduction
de la fonction logarithme� en plus de la bilin�arit� du convertisseur	

IV���� Panneau solaire entier

Mod�lisation CPWL

Les relations qui d�crivent les tensions Vd et Vp n�cessaires pour la commande du panneau
solaire sont les suivantes�
Tension aux bornes de la source de courant�

Vd � �VT ln

�Icc � I�
np

Is
� �


�IV	��
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Tension vue par le convertisseur survolteur�

Vp � nsVd �
ns
np
RsI� �IV	��


Posons les �quations �lectriques suivantes�

NUX
i��

Ui � � 	 Vp � L
dI�
dt

� uV� � �� �IV	��


NIX
j��

Ij � � 	 �uI� � C
dV�
dt

�
V�
R

� �� �IV	��


Gr'ce � ces �quations� nous pouvons �crire le syst�me non lin�aire������
�I� �

��

L
uV� �

Vp
L

�V� �
�

C
uI� �

V�
RC

�IV	��


Rempla�ons dans ce syst�me la tension Vp par

Vp � nsVd �
ns
np
RsI� �IV	��


qui s��crit aussi

Vp � ns

�
�VT ln

�
Icc �

I�
np

Is
� �


�

ns
np
RsI� �IV	��


ou encore

Vp � ns�VT ln

�
�I� � �


�

ns
np
RsI� �IV	��


avec � � �
�

npIs
et � � � � �

Icc
Is

Apr�s ces quelques calculs et en posant x� � I� et x� � V�� nous pouvons �crire le syst�me
suivant repr�sentant le panneau solaire�

�����
�x� � �k�x� � k�ln��x� � �� �

��

L
ux�

�x� �
�

C
ux� �

x�
RC

�IV	��


avec k� � �
nsRs

npL
et k� � �

ns�VT
L

Signi�cations des param�tres et valeurs num�riques�

$ np� Nombre de panneaux en parall�les� np � �	
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$ ns� Nombre de cellules �l�mentaires sur un panneau� ns � ��	

$ Rs� R�sistance de contact et connexion pour une cellule �l�mentaire� Rs � ���� �	

$ Icc� Courant d�alimentation� Icc � ���� A	

$ Is� Courant d�obscurit� des porteurs minoritaires� Is � ����A	

$ L� Inductance du convertisseur� L � �� mH	

$ C� Capacit� du convertisseur� C � �� mF	

$ R� R�sistance de charge du convertisseur� R � �� �	

$ �� R�sistivit� du mat�riau� � � ��� S	I	

$ T � Temp�rature� T � �� degr�s	

$ VT � Tension caract�ristique d�une diode� VT � ��e� � �
��� � T

��� � ��
� ������ V	

$ k�� constante d��nie par k� �
nsVT�

L
� ��� �	

$ k�� constante d��nie par k� �
ns
np

Rs

L
� ���	

$ �� constante d��nie par � �
��

npIs
+ ��	���e��	

$ �� constante d��nie par � �
Icc
Is

� �+ �	����e��	

L�introduction de la fonction logarithme impose des contraintes sur les domaines d��tude
des variables d��tat x� et x�� il faut �videmment que l�argument de la fonction logarithme soit
d��nie positive� c�est���dire�

�x� � � � � �IV	��


soit
x� � ���� A �IV	��


donc�
x� � Dx� � Dx� � 	�� ����	 �IV	��
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Calcul des correcteurs 	retour d��tat


La r�alisibilit� des correcteurs ne posent pas de probl�me particulier	 Le sch�ma d�obtention
de ces derniers suit la mme approche que pour le convertisseur seul	 Cette fois�ci� le choix s�est
port� sur � hyperplans �� � �
 pour les approximations	 Nous obtenons � mod�les incertains
sur un domaine d��volution de x� entre � A et �	�� A de la forme suivante����

�x�t� � Aij�x � xei� � B�ik�u � uei�

y�t� � C�i�x � xei�

� i � �� ���� �� � j � �� �� � k � �� ���� ��

�IV	��


pour les points d��quilibre interm�diaires

N� � � � � � �

x�ei �	���� �	���� �	���� �	���� �	���� �	����
x�ei �	���� ��	���� ��	���� ��	���� ��	���� ��	��

Tab� IV�
 � Valeurs des points d��quilibre interm�diaires�

et avec les matrices dynamique� de commande et d�observation de la forme�

Aij �

�
�ij � k� �

� �������


B�ik �

�
��ik

��ik


C�i �

�
� �

� �


�IV	��


� i � �� ���� �� � j � �� �� � k � �� ���� ��

�ij� ��ik et ��ik repr�sentent respectivement les incertitudes polytopiques de chaque mod�le
LTI incertain d�termin�es � partir de l�approximation de la fonction logarithmique et des deux
bilin�arit�s	 Chaque syst�me est command� par

u � uei � Ki�x � xei� � i � �� ���� �� �IV	��


N� Ki N� Ki

� ���	���� ��	����� � ���	���� ��	�����
� ���	���� ��	����� � ���	���� ��	�����
� ���	���� ��	����� � ���	���� ��	�����

Tab� IV�� � Valeurs des gains par retour d��tat�

et les commandes locales �valables aux points d��quilibre interm�diaires uniquement
 sont
r�sum�es dans le tableau IV	�� ci�dessous�
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N� � � � � � �

uei �	���� �	���� �	���� �	���� �	���� �	����

Tab� IV��� � Valeurs des commandes locales uei�

Simulations

Dans le cadre de cette simulation� nous nous sommes content�s de stabiliser le syst�me
non lin�aire� par cons�quent� nous avons recherch� � d�terminer une s�quence de lois de com�
mande par retour d��tat sans contrainte de performance	 L�approximation de la non lin�arit�
logarithmique ��gure IV	��
 pour � � � est donn�e par la �gure IV	�� avec l�erreur d�approxi�
mation� pour un domaine d��volution de x� d��ni par 
� ����� ����	� mais �tudi�e uniquement
sur l�intervalle valable 	�� ����		
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Fig� IV��� � Non lin�arit� logarithmique du panneau solaire�
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Fig� IV��� � Commande et indice des mod�les pour le panneau solaire�

Le courant d�entr�e et la tension de sortie sont illustr�s par les �gures IV	�� pour la r�gu�
lation du panneau solaire autour du point d��quilibre x� � ��� A	 Le changement de mod�les
est d�crit par la �gure IV	��	 Nous aurions pu incl�re� par exemple� un crit�re suppl�mentaire
pour essayer de calculer la puissance maximale d�velopp�e en sortie du panneau solaire	

IV�� Moteur d�a�ration MTB

IV���� Pr�sentation

Cette application est bas�e sur l�exemple propos� par ����	 Cet exemple est une illustration
de moteur d�a�ration automatique appel�e MTB �Motorized Throttle Body
	 Nous utilisons un
mod�le non lin�aire approximant celui donn� dans ����	
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Le syst�me exact est compos� de deux parties�

$ La partie moteur� cette partie sera mod�lis�e de la mme mani�re que dans
���� et ne sera pas approxim�e	

$ La partie couple� cette partie sera approxim�e � partir des tableaux et �gures propos�es
dans ���� car nous n�avons pas les expressions exactes des non lin�arit�s	

Le moteur MTB� illustr� par la �gure IV	��� est d�crit par des �quations de la forme�

θ
AIR AIR

Fig� IV��� � Moteur d�a�ration MTB�

�
�x�t� � f�t� x�t�� �B�u�t�

y�t� � C�x�t�
�IV	��


o&

f�t� x�t�� � Anx �Bnl h�t� x�t�� �IV	��


Les �quations sont� ���������
�� � �

�� �
KT

J
i�

TL
J

�i � �
R

L
i�

KT

L
� �

�

L
u

�IV	��


Signi�cations des param�tres et valeurs num�riques�

$ x � 	� � i
T 	

$ �� �� position et vitesse du moteur	

$ i� u� courant et tension du moteu	

$ KT coe%cient de couple� KT � ���� Nm#A	

$ R r�sistance du moteur� R � ����	
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$ L inductance du moteur� L � ��� mH	

$ J inertie total� J � ����e � �� Kg	m�	

$ TL couple total en Nm	

Le couple de charge peut tre r��crit de la mani�re suivante� commeune sommede non lin�arit�s�

h�t� x�t�� � �
TL
J

� �
�

J
�TS��� � Tf��� � Tad�t� �� ��� �IV	��


avec

$ TS��� repr�sentant le couple de charge g�n�r� par les roulements	 TS��� peut tre d�crite
comme une saturation particuli�re illustr�e par la �gure IV	�� �droite
	

$ Tf��� repr�sentant le frottement	 Tf��� est aussi consid�r�e comme une saturation illus�
tr�e par la �gure IV	�� �gauche
	

$ Tad�t� �� �� repr�sentant le couple a�rodynamique � valeurs non pr�visibles
 que l�on n��
gligera	
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Fig� IV��� � Couple de charge TS��� droite� et couple de frottement

Tf��� gauche��

Les sorties mesur�es et contr�l�es sont respectivement la position � et la vitesse �	
Valeurs num�riques des matrices du mod�le d��tat approch��

An �

�� � � �

� � ����

� ��� �����

�A B� �

�� �

�

����

�A �IV	��
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Bnl �

�� � �

� �

� �

�A C� �


� � �

�
�IV	��


Non lin�arit�s� Les non lin�arit�s de ce syst�me sont donn�es par TS��� et Tf����

�����
h�x�t�� � �

�

J
�TS��� � Tf ����

h�x�t�� �
��

����e � ��
����� � asinh�x� � ���� � ���� � tanh�x���

�IV	��


Par cons�quent� le mod�le utilis� s��crit��
�x�t� � f�x�t�� �B�u

y�t� � C�x�t�
�IV	��


avec

f�x�t�� � Anx �Bnl�h�x�t�� �IV	��


Les objectifs sont de d�terminer une s�quence de lois de commande robustes telle que le
mod�le non lin�aire sera stable en boucle ferm�e	Les synth�ses robustes seront des synth�ses
par retour d��tat et le solveur utilis� sera SeDuMi	

IV���� Mod�lisation CPWL par deux non lin�arit�s � un argument

Pour l�approximation des deux non lin�arit�s du moteur� nous avons choisi pour chacune
d�elles� � hyperplans �il est possible de choisir des valeurs di��rentes pour les deux non lin�arit�s

avec comme domaine d��tude ���� ��� pour chaque argument des non lin�arit�s	 Etant donn� les
expressions des non lin�arit�s� nous pouvons supposer que les points d��quilibre interm�diaires
par rapport � la variable x� seront nuls	 Par cons�quent� la non lin�arit� Tf �x�� n�aura qu�un
seul c�ne d�incertitude centr� en x�ei � � ��gure IV	��
	 Au total� nous aurons �� mod�les LTI
incertains �� sommets
 � d�terminer de la forme���

�x�t� � Aij�x � xei� � B�i�u � uei�

y�t� � C�i�x � xei�

� i � �� ���� ��� � j � �� ���� ��

�IV	��


pour les points d��quilibre interm�diaires correspondant � la non lin�arit� TS
et avec les matrices dynamique� de commande� de perturbation et d�observation de la forme�

Aij �

�� � � �

��ij ��ij ����

� ��� �����

�A B�i �

�� �

�

����

�A �IV	��
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N� � � � � 


x�ei ����	� 
����� ����	� ���
�� ������

N� � � � � �	

x�ei 	����� 	��
�� �����	 ������ ����	�

Tab� IV��� � Valeurs des points d��quilibre interm�diaires�

C�i �


� � �

�
�IV	��


� i � �� ���� ��� � j � �� ���� ��

��ij et ��ij repr�sentent les incertitudes polytopiques de chaque mod�le LTI incertain d��
termin�e � partir de l�approximation de la non lin�arit� � deux arguments	 Chaque syst�me est
command� par

u � uei � Ki�x � xei� � i � �� ���� ��� �IV	��


N� Ki

� ���
����� ������	� 	������

� ��	��		�	 ����
�
 	����
�

� ��
�	�	
 ������ 	�	�
��

� ������	�� ����

� ���		��


 ��	��	�� ������ ��	����

� ��	����� ������ ����
��

� ��������� ��	����� 	��
	��

� ��������� �������� 	�
�	
�

� �������	� �������� 	�
�
��

�	 ���
	��	�� ������� 	��	���

Tab� IV��� � Valeurs des gains par retour d��tat

Les matrices de gains Ki et les consignes locales �valables aux points d��quilibre interm��
diaires uniquement
 sont respectivement r�sum�es dans les tableaux IV	�� et IV	���

N� � � � � 


uei ������ ��
	�� ��		�� ������ 	����	

N� � � � � �	

uei 	�	��� ��	�

 ������ ���
�� ���
��

Tab� IV��� � Valeurs des commandes locales uei�

Simulations

Les �gures IV	�� et IV	�� d�crivent les non lin�arit�s et leur approximation sur l�inter�
valle d��tude 	���� ��
 pour chaque argument des deux non lin�arit�s	 Nous pouvons observer
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que l�erreur d�approximation ��gure IV	��
 de la non lin�arit� TS reste faible dans l�intervalle
d��tude	
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Fig� IV��� � Non lin�arit� Tf du moteur MTB�
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Fig� IV��� � Non lin�arit� TS du moteur MTB�
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Fig� IV��� � Approximation et erreur d�approximation�

Nous pouvons observer la commutation des mod�les LTI incertains sur la �gure IV	��qui
d�crit l��volution de la sortie et donne les indices des mod�les lin�aires locaux sous les conditions



�� Chapitre IV� Applications num�riques

d�exp�rience	 La �gure IV	�� pr�sente la localisation des p�les en boucle ouverte et ferm�e	 Les
conditions initiale et �nale de simulations sont x�� � �� et x�f � �����	

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−6

−5

−4

−3

−2

−1

0
Position

Po
si

tio
n

Temps  (s)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Temps  (s)

Numero du modele

N
um

er
o

Fig� IV��
 � Position et num�ro des mod�les pour le moteur MTB�
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Fig� IV��� � Localisation des p�les en boucles ouverte et ferm�e pour la

familles de mod�les LTIs incertains�

IV�	 Lois de commande multi�mod�les de la litt�rature

Pour �valuer l�int�rt de l�approche propos�e et illustr�e pr�c�demment� nous allons exami�
ner deux approches connues de la communaut� Automaticienne� introduites dans le chapitre
I� et une approche en d�veloppement dans le cadre d�une th�se au LAAS�CNRS �P	 Teppa�
premiers r�sultats dans ����
� que nous appelerons  approche par ellipso"des!	

Reprenons l�application du pendule invers� simple avec les mmes notations	 Nous allons
appliquer successivement les quatres approches �CPWL� Q�LPV� par Ellipso"des et Floue
 dans
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un cas particulier de synth�se robuste� un retour d��tat avec un crit�re de performanceH�	 Puis�
nous �tablirons une synth�se de ces approches multi�mod�les � pour en tirer les points forts et
les limites de chaque approche et en�n situer l�approche CPWL parmi ces approches multi�
mod�les	

IV���� Commande s�quenc�e CPWL

Pour ce cas d�application� nous avons choisi de limiter le domaine d��tude de 	�
�

�

 et le

nombre de mod�les lin�aires incertains locaux � � �N � � �
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Fig� IV��� � Commande et position du pendule

Toujours avec l�aide des r�sultats classiques de stabilit� quadratique� nous pouvons � pr�sent
�tablir les di��rentes matrices de gains Ki avec la performance demand�e	
Nous avons �x� comme conditions initiales ���� �

�

�
et comme �tat �nal ���� � �	 La

commutation d�un mod�le lin�aire local � un autre s�ex�cute de mani�re douce et le r�gime
transitoire doit s�e�ectuer de mani�re correcte et douce	 La r�ponse atteint son r�gime perma�
nent avec un temps de r�ponse de �s �IV	��
	 La �gure IV	�� d�crit la commande globale pour
le syst�me non lin�aire en boucle ferm�e	 Cette commande est compos�e d�une s�quence de lois
de commande robustes locales satisfaisant le th�or�me III	� du chapitre III	

La �gure IV	�� donne les indices des mod�les lin�aires locaux sous les conditions d�exp��
rience et les p�les en boucle ferm�e	 Le choix du transfert Tzw permet d�am�liorer encore le
r�gime transitoire ici mais le crit�re sur la normeH� pouvait bien s�r tre utilis� pour satisfaire
des contraintes en pr�cision et rejet de perturbation	

Dans notre cas� nous avons pu d�terminer des bornes telles que jjTzw�s�jj�� � �i pour chaque
mod�le lin�aire local	 Ces bornes sont expos�es dans le tableau IV	��	

�� Le terme de multimod�le ne convient pas parfaitement pour l�approche QLPV�
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Fig� IV��� � Indice de mod�le et p�les en boucle ferm�e�

i � � � � � �

�i �	�� �	�� ��	�� ��	�� ��	�� ��	��

Tab� IV��� � Bornes �i�

IV���� Commande s�quenc�e par ellipso�des

Nous allons pr�sent� bri�vement cette approche d�velopp�e par Pedro Teppa � ���� dans le
cadre de sa th�se et qui s�inscrit bien dans les approches multi�mod�les	

Dans cette approche� on encadre localement les non lin�arit�s dans un poly�dre	 Puis� on
construit une loi de commande lin�aire robuste qui garantit la stabilit� asymptotique dans
une r�gion ellipso"dale maximale incluse dans le poly�dre autour de chaque point d��quilibre	
En r�p�tant la proc�dure sur une trajectoire  stationnaire! pr�d��nie dans l�espace d��tat qui
connecte les deux points de fonctionnement� il est possible de couvrir la dite trajectoire� par
une s�rie d�ellipso"des inclus dans des poly�dres� qui assurent la stabilit� du syst�me non li�
n�aire en boucle ferm�e	 De plus� on pourra garantir certaines sp�ci�cations au niveau local	
Le d�roulement de cette approche est rappel� en annexe �Annexe B
	

En utilisant x��t� comme variable de s�quencement et �xant la variable d�encadrement en

 � ����� �ce qui induit le nombre de correcteurs N � � �
� on trouve les r�sultats suivants� la
position et la vitesse du pendule sont montr�es sur la �gure IV	��	

La �gure IV	�� illustre la trajectoire d��tat qui �volue toujours � l�int�rieur des ellipses de
stabilit� pour une condition initiale �gale au point de d�part �x�� �

�

�
� x�� � � de l�algorithme	

La �gure IV	�� d�crit aussi la location des p�les des mod�les lin�aires en boucle ferm�e	 Pour
cette approche aussi� les valeurs des bornes pour le transfert jjTzw�s�jj�� � �i dans la table
IV	��	

�� Doctorant v�n�zuelien e�ectuant sa th�se au LAASCNRS en cotutelle avec son pays et la France�
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Fig� IV��� � Position et vitesse du pendule�
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Fig� IV��� � Trajectoire de la vitesse en fonction de la position�

IV���� Commande Q	LPV

Concernant l�approche Q�LPV� nous avons rappel� dans le premier chapitre ses principes	
Les lois de commande s��crivent de la mani�re suivante

u � K�� �x �IV	��
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i � � � � � �

�i �	�� �	�� ��	�� ��	�� ��	�� ��	��

Tab� IV��� � Bornes �i�

avec K�� � d��ni sur le domaine�

DK��� � �

�
K�� � � K�� � �

NX
j��

�j�� �Kj � �j�� � � ��
NX
j��

�j�� � � �

�
�IV	��


Appliquons au pendule invers� simple� la relation de transformation pour d�terminer le
nouveau mod�le Q�LPV de la forme���

�x � A�y�x�B��y�u� x��� � x�
y � C�x

�t � �� y�t� � Py

�IV	��


avec

A�y� � An �Bnl

�Z �

�

rh�ty�dt


C� �IV	��


valable pour un mod�le de la forme g�n�rale���
�x�t� � f�x�t�� �B��y�t��u� x��� � x�
y�t� � C�x�t�

�t � �� y�t� � Py

�IV	��


avec
f�x� � Anx�Bnlh�y� �IV	��


Calcul de A�y��

h�y� � sin�x��t�� � sin�y� �IV	��
Z �

�

rh�ty�dt �

�
cos�ty�

y�
�
tsin�ty�

y
�

�

y�

�

�

�IV	��


donc�

A�y� �

�
� �

� �


�

�
�

��y� �


�IV	��


avec

��y� �

�
cos�y�

y�
�
sin�y�

y
�

�

y�


�IV	��
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Le param�tre � va �voluer dans le domaine d��ni par l��volution de la sortie y�

y � 	��
�

�

 	 � � 	����� ���
 �IV	��


Pour cette application� il nous faut d�terminer les lois de commande par retour d��tat avec
le crit�re H� pour les sommets suivants�

A� �

�
� �

������ �


A� �

�
� �

������ �


�IV	��


Nous obtenons les gains Kj suivants��
K� � 	������� � ������


K� � 	������� � ������

�IV	��


Il ne reste plus qu�� calculer les valeurs �j�� � � partir des relations suivantes������������

�X
j��

�j�� � � �

� �
�X

j��

�j�j

�IV	��


d�o&� �
�� � �� � �

� � ���� � ����
�IV	��


Par cons�quent�
�� � ������ � ����� �IV	��


�� � ����� � ����� �IV	��


Les �gures IV	�� et IV	�� d�crivent la position� la vitesse et la commande du pendule pour
les mmes conditions d�exp�riences� c�est���dire la commande du pendule de ���� �

�

�
vers

l��tat �nal ���� � �	

IV���� Commande 
oue

Nous avons choisi d�introduire un contr�leur de Takagi�Sugeno du deuxi�me type car nous
voulons �tudier le probl�me de la r�gulation pour le pendule simple invers�	 Nous allons nous
int�resser particuli�rement � la forme des fonctions d�appartenance des entr�es du contr�leur
�ou �c�est���dire les variables d��tat
 puis � la forme des r�gles �oues	
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Fig� IV��� � Position et vitesse angulaire pour le pendule�
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Fig� IV��� � Commande LPV pour le pendule�

Les fonctions d�appartenance

Soit x le vecteur d��tat	 Il est compos� de deux variables d��tat�

$ un angle � position angulaire
� x��

$ la vitesse angulaire� x� �
dx�
dt

	

Remarque IV�� � La mod�lisation du pendule simple invers� rappelle directement la mod�	

lisation du bras	robot plan � deux membres ���� et nous nous en inspirons pour les fonctions

d�appartenance�

N

L�angle x� est caract�ris� par les sous�ensembles �ous faible Low�� moyen Medium� et
�lev� High�	 Sa d�riv�e �x� est caract�ris�e par les sous�ensembles �ous n�gative N� et positive



IV��� Lois de commande multi�mod�les de la litt�rature ��

P�	 Le partionnement dans l�espace d��tat �ou s�illustre par le tableau IV	�� et par la �gure
IV	��	

Variable Sous�ensembles �ous Centre des r�gions
x� Low� Medium� High ���� �� �

x� N� P ����� ��


Tab� IV��� � Partionnement de l�espace d��tat  ou�

FIS Variables

POSITION

VITESSE

f(u)

COMMANDE

−3 −2 −1 0 1 2 3

0

0.5

1

Membership function plots

input variable "POSITION"

MEDIUM HIGHLOW

FIS Variables

POSITION

VITESSE

f(u)

COMMANDE

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

0

0.5

1

Membership function plots

input variable "VITESSE"

NEGATIVE POSITIVE

�a
 �b


Fig� IV��� � Fonctions d�appartenance
 a� x� 	 b� �x� � x�

Remarque IV�� � Il existe d�autres mani�res de mod�liser les variables d��tat avec d�autres
fonctions d�appartenance mais une position angulaire est facilement caract�ris�e par sa grandeur

Faible� Moyenne et Forte�� ainsi que sa vitesse angulaire d�riv�e de la position angulaire� par

le signe N�gatif et Positif��

N

Les r�gles �oues

Nous allons utiliser les propri�t�s du contr�leur �ou de Takagi�Sugeno �deuxi�me type
	
Pour tre en accord avec le chapitre I� il faut cr�er N � mod�les lin�aires	 Par cons�quent�
nous choisissons N � couples de points �xei� uei� pour lesquels nous calculons respectivement leur
mod�le lin�aris� et leur loi de commande lin�aire�


 �x � A�xei� uei��
x�B�xei� uei��
u� �IV	��


pour

u � K�xei� uei�
x �IV	��
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Soit un couple de point op�rationnel �xd� ud� di��rents des N � couples de points �xei� uei�	
Ecrivons les r�gles �oues du contr�leur et du mod�le �ou en ce point en utilisant les N � lois de
commande d�j� existantes�
Pour le mod�le �ou�

Ri
s � Si xd � LX i Alors 
 �x � A�xei� uei��
x� B�xei� uei��
u� �IV	��


Pour le contr�leur �ou�

Ri
c � Si xd � LX i Alors 
u � K�xei� uei�
x� �IV	��


avec ���

x � x� xd�


u � u� ud�


 �x � �x� �xd�

�IV	��


et la matrice de gain K�xei� uei� s��crit�

K�xei� uei� �


k� k�

�i
�IV	��


d�o&

u�xei� uei� � 
u�xei�



k�
x� � k�
x�

�i
� �IV	��


Nous observons que pour chaque r�gle� la conclusion est une fonction lin�aire des entr�es�
c�est���dire� des variables d��tat	 Le nombre de r�gles d�pend du nombre des entr�es et des
termes linguistiques des entr�es� ici�

$ � entr�es � � termes

$ � entr�es � � termes

Par cons�quent� le nombre de r�gles est� �,� + � r�gles �N � � �
	 La base de r�gles �oues
avec les valeurs num�riques se situent dans le tableau suivant IV	�� et les gains dans le tableau
IV	���

N� Rj
c

� If �POSITION is LOW� and �VITESSE is NEGATIVE� then �COMMANDE is loi�� ���

� If �POSITION is LOW� and �VITESSE is POSITIVE� then �COMMANDE is loi�� ���

� If �POSITION is MEDIUM� and �VITESSE is NEGATIVE� then �COMMANDE is loi�� ���

� If �POSITION is MEDIUM� and �VITESSE is POSITIVE� then �COMMANDE is loi�� ���


 If �POSITION is HIGH� and �VITESSE is NEGATIVE� then �COMMANDE is loi
� ���

� If �POSITION is HIGH� and �VITESSE is POSITIVE� then �COMMANDE is loi�� ���

Tab� IV��� � Tables des r�les  oues�

Comme pour la commande Q�LPV� les variables d��tat pr�sente un r�gime transistoire
oscillatoire important	 Ce comportement est d�crit sur les �gures IV	�� et IV	��	



IV��� Lois de commande multi�mod�les de la litt�rature ���

N� Ki �Gain de la loi i
 N� Ki �Gain de la loi i


� ����	���� ��	����� � ���	���� ��	�����
� ����	���� ��	����� � ���	���� ��	�����
� ����	���� ��	����� � ���	���� ��	�����

Tab� IV��
 � Valeurs des gains par retour d��tat�
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Fig� IV��
 � Position et vitesse angulaire pour le pendule�
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Fig� IV��� � Commande pour le pendule�

IV���� Synth�se

Cette synth�se a pour but de rep�rer rapidement dans un premier temps� les forces et fai�
blesses de chacune des approches pr�c�demment appliqu�es sur l�exemple simple du pendule
invers�	 Nous souhaitons que cette synth�se soit la plus objective possible et ne  classe! pas les
approches propos�es	 Dans un deuxi�me temps� nous souhaitons situer notre travail �l�approche
CPWL
	



��� Chapitre IV� Applications num�riques

$ Approche Q�LPV

Bien que cette approche recherche un nombre �ni de correcteurs� la force de cette approche
se situe dans le s�quencement des gains par l�interm�diaire des param�tres variant dans
le temps	 Par cons�quent� la trajectoire ne subit pas de saut non d�sir�	 Par contre� la
faiblesse majeure de cette approche se situe au niveau du calcul d�une int�grale d�un
gradient ��quation IV	��
� calcul qui n�est pas forc�ment �vident pour toute expression
non lin�aire	 L�exemple du pendule avec une non lin�arit� sinuso"dale est d�j� relativement
complexe	

$ Approche par ellipso�des

Comme pour l�approche Q�LPV� l�approche par ellipso"des pr�sente un nombre de calculs
importants au niveau des ellipso"des et des poly�dres	 Malgr� des sauts au niveau de la
commande� cette approche permet de repr�senter un syst�me non lin�aire par une famille
de mod�les LTIs incertains polytopiques sans approximer les non lin�arit�s du syst�me
non lin�aire	 On peut  adoucir! la commande en augmentant le nombre d�ellipso"des	

$ Approche �oue

L�approche �oue se distingue des autres approches par l�utilisation de r�gles et d�une
 moyennisation! des lois de commande� ce qui garantit une continuit� au niveau des sorties
et �vite ainsi une succession de sauts	 De plus� l�approche �oue autorise une m�connais�
sance d�un mod�le analytique du syst�me	Les faiblesses de cette approche sont li�es au
nombre de r�gles qui peut vite  exploser! suivant le syst�me � �tudier et la d�termination
des points de lin�arisation	

$ Approche CPWL

L�approche CPWL se pr�sente des points forts qui la distingue des trois autres approches�
la d�termination des points d��quilibre interm�diaires n�est pas d�termin�e manuellement
mais en approximant syst�matiquement les non lin�arit�s par des fonctions canoniques
lin�aires par morceaux	 La syst�matisation totale de l�approche est possible gr'ce au
calcul des c�nes d�incertitude pour l�obtention d�une famille de mod�les LTIs incertains
polytopiques	 Comme pour l�approche par ellipso"des� on peut augmenter le nombre de
mod�les LTIs incertains par l�interm�diaire du nombre d�hyperplans� a�n d�adoucir la
commande	 Par contre� l�approche CPWL pr�sente un handicap li� � la taille des non
lin�arit�s �nombre d�arguments
 � approximer� probl�me non r�solu � l�heure actuelle	

Nous pouvons tirer quelques remarques quant � la situation de l�approche CPWL parmi
parmi les approches examin�es	 Nous pouvons dire que l�approche CPWL se rapproche de la
m�thode par ellipso"des sur les points suivants� le type d�incertitude des mod�les LTIs� l�ordre
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des non lin�arit�s� l�existence de conditions d�inclusion pour la transition de mod�le et l�existence
de points d��quilibre interm�diaires	

L�approche CPWL pr�sente des similitudes avec � l�approche Q�LPV sur les aspects in�
certitudes polytopiques� matrice dynamique incertaine du syst�me non lin�aire et nombre de
sommets	 Mais il ne faut pas oublier l�approche �oue qui a des points communs avec l�approche
CPWL comme la facilit� de mise en oeuvre �pas de calcul annexe
 et l�existence de points
op�rationnels	

Toutes ces m�thodes ont des points communs� en particulier sur l�aspect multi�mod�le	
Le nombre de mod�les et de param�tres� le nombre de LMIs � r�soudre� et en�n� une

caract�ristique tr�s importante dans cette approche� la syst�matisation �de toute l�approche et
en particulier dans la d�termination des points d��quilibre
� font que l�approche CPWL est une
approche � part enti�re� d�t�e de points forts �syst�matisation� robustesse� stabilit��			
 mais
qu�il ne faut pas oublier qu�elle a un certain conservatisme et un compromis entre la pr�cision
de l�approximation des non lin�arit�s et le nombre de mod�les LTIs incertains polytopiques	

Nous r�sumons et concluons cette synth�se par la �gure IV	��	 Cette �gure est faite pour
situer l�approche CPWL	 Chaque approche est repr�sent�e par un tryptique� avec une branche
commune qui repr�sente l�aspect multi�mod�le commun aux quatre approches	 Il existe un
recouvrement entre l�approche CPWL et chacune des trois approches	 Les liens entre les ap�
proches sont repr�sent�es par des ��ches en traits discontinus	 Chacune des quatre approches
est illustr�e par un tryptique de telle sorte que chaque branche indique une direction majeure
de travail	 Les approches sont plus ou moins proches de ces directions de travail �stabilit��
robustesse et performance� s�quencement de gains
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Dans ce chapitre� l�applicabilit� de l�approche pr�sent�e dans ce m�moire a �t� illustr�e
sur trois types de mod�les concrets	 Sur ces exemples num�riques r�els� on peut voir la perti�
nence de l�utilisation de l�approche CPWL propos�e dans ce manuscrit	 Que ce soit un syst�me
simple� comme le pendule ou les applications industrielles comme le panneau solaire et le mo�
teur d�a�ration MTB� l�approche CPWL montre toutes ses possibilit�s quant � l�approximation
des diverses non lin�arit�s� et la r�gulation de ces syst�mes par des synth�ses robustes s�quen�
c�es	 Ces applications illustrent notamment le bien�fond� de notre approche qui� calqu�e sur
l�approximation syst�matique par morceaux des non lin�arit�s� permet de g�n�rer des correc�
teurs robustes pour des syst�mes LTIs incertains	 Elle met �galement en �vidence l�int�rt de la
mod�lisation des c�nes d�incertitude permettant la d�termination des mod�les LTIs incertains
�polytopiques
 et le s�quencement des correcteurs	 Suivant les expressions des non lin�arit�s�
il faudra penser au compromis entre le nombre de mod�les �� partir du nombre d�hyperplans

et la pr�cision des approximations des non lin�arit�s	 Par ailleurs� il est int�ressant de noter
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Fig� IV��� � Situation de l�approche CPWL�

le caract�re g�n�rique et syst�matique de l�approche CPWL� depuis la saisie du syst�me non
lin�aire jusqu�� la d�termination des correcteurs robustes� gr'ce � l�utilisation du prototype
logiciel CaPiLARS �	�� v Beta d�crit au chapitre III	

Pour conclure ce chapitre d�applications� nous avons essayer de situer l�approche CPWL
parmi d�autres approches  multi�mod�les!� l�approche Q�LPV� l�approche �oue et l�approche par
ellipso"des	 Cette synth�se nous a permis d�exprimer les caract�ristiques communes de chaque
approche par rapport � l�approche CPWL et de montrer que cette derni�re r�pondait bien aux
attentes et objectifs que l�on s��tait �x�s� cr�er une approche syst�matique multi�mod�les pour
une classe de syst�me non lin�aire� en utilisant des outils de la commande robuste dans le but
d�assurer la stabilit�  globale! et tenir compte de crit�res de performances	
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Conclusion G�n�rale

Il existe bien s�r des syst�mes pour lesquels on ne peut s�a�ranchir du caract�re non li�
n�aire et pour lesquels l�approche par lin�arisation est di%cilement applicable	 Le domaine des
syst�mes non lin�aires fait� � l�heure actuelle� l�objet d�attentions et de recherches nombreuses
et� mme si des r�sultats probants et importants ont �t� obtenus� on peut dire que la plupart
des outils et m�thodes d�velopp�es ne satisfont pas encore le crit�re fondamental n�cessaire
� leur introduction au plan des applications� complexit� versus performances	 Il est� en e�et�
important� aux yeux du monde industriel� que le gain en performances ne soit pas compl�te�
ment occult� devant l�accroissement en complexit� des lois de commande	 Ceci est vrai sauf�
peut�tre� dans le domaine des hautes technologies	 Ceci explique� par exemple� le succ�s des
approches pr�dictives � la fois simples au plan du principe et de leur application	 On peut tou�
tefois leur reprocher un manque de robustesse et leur domaine reste encore celui des processus
de dynamique su%samment lente	

Le domaine lin�ariste s�est enrichi cette derni�re d�cennie� de m�thodes et de r�sultats im�
portants et notamment ceux qui d�bouchent sur des formulations de type LMI �Linear Matrix
Inequality
 qui permettent la recherche �l�gante et e%cace de probl�mes de robustesse mul�
ticrit�re	 Notre travail s�inscrit dans la voie qui tente � utiliser et adapter ces r�sultats a�n
de fournir des approches pour la synth�se de commande non lin�aires qui� tout en conservant
un degr� de complexit� raisonnable� garantissent un degr� d�optimalit�	 L�approche LPV �ou
Q�LPV
 est un exemple de telle approche o& il est fait l�hypoth�se de la mesure en ligne des pa�
ram�tres variant dans le temps	 Son application � l�extention des syst�mes non lin�aires impose
une forme particuli�re de type  bilin�arit�!� lin�arit� par rapport aux non lin�arit�s � arguments
mesur�s	 On peut citer� aussi� les approches plus ou moins heuristiques d�approches multimo�
dale� ou d�approche logique �oue pour lesquelles la di%cult� r�side surtout dans le fait qu�il
est assez di%cile de garantir des performances du fait de leur caract�re plus ou moins heuris�
tique	 L�approche que nous avons d�velopp�e est une approche par mod�lisation par syst�mes



��� Conclusion G�n�rale

dynamiques avec incertitude� synth�se de commande � co�t garanti et� �nalement� proposition
d�une loi globale par s�quencement de gains	

Notre travail se divise en trois parties �th�orique� applicative et logicielle
	 Apr�s un chapitre
introductif pr�sentant les concepts g�n�raux sur la commande des syst�mes dynamiques� nous
avons abord� l�approximation syst�matique de non lin�arit�s conduisant � la d�termination de
mod�les LTIs incertains polytopiques	 L�inconv�nient d�une telle m�thode est la multiplicit�
de mod�les LTIs que nous devons contraindre et r�guler� il faut faire un compromis entre le
nombre d�hyperplans d�terminant l�approximation de chaque non lin�arit� et la pr�cision des
approximations	 Les approximations des non lin�arit�s se basent sur les repr�sentations de Chua
qui utilisent une forme canonique lin�aire par morceaux �CPWL
 d�termin�s sur une famille
d�hyperplans	

Dans le troisi�me chapitre� nous avons d�crit la derni�re �tape de l�approche CPWL qui est
l�utilisation d�outils de la commande robuste pour e�ectuer di��rentes synth�ses robustes pour
chaque mod�le de la famille de mod�les LTIs incertains polytopiques� nous avons d�velopp� ces
synth�ses suivant deux types de correcteurs� les correcteurs par retour d��tat et les correcteurs
par retour de sortie dynamique� en tenant compte de crit�res de performance� d�optimisation
de type H�� H� et placement de p�les dans une r�gion du plan complexe	 Une fois l�algorithme
compltement d�crit� nous avons d�velopp� un prototype logiciel�CaPiLARS �	�� qui r�alise la
totalit� de l�approche CPWL de mani�re syst�matique� jusqu�� la d�termination des correcteurs
robustes� � partir de deux solveurs d�in�galit�s matricielles lin�aires�

$ Lmilab� solveur standard de Matlab �����

$ SeDuMi ����� logiciel libre� utilisable depuis Matlab et associ� � l�interface SeDuMi

Interface ����� ���� et ����	

Dans le chapitre IV� nous avons concentr� une part importante de nos e�orts aux d�veloppe�
ments d�applications r�alistes et vari�es	 Dans un premier temps� nous avons ex�cut� l�approche
CPWL sur un mod�le de pendule invers� simple	 Cette premi�re application permet� � partir
d�une non lin�arit� sinuso"dale� d�illustrer l�approche	 Puis� nous avons appliqu� l�approche
CPWL sur la commande d�un panneau solaire	 Par la suite� un moteur de conduite d�a�ration
est �tudi�� ce mod�le est compos� de deux non lin�arit�s � un argument	 Ce chapitre IV se
termine par une synth�se comparative dans laquelle ressortent les forces et les faiblesses de
l�approche CPWL� des deux m�thodes introduites au cours du chapitre I �approche �oue et ap�
proche Q�LPV
 et d�une approche dite par ellipso"des	 Cette synth�se a pour but �nal de situer
l�approche CPWL parmi ces approches dites  � base de mod�les! et v�ri�er si les objectifs sont
atteints	 Cette synth�se met en �vidence que l�approche CPWL s�applique aux syst�mes non
lin�aires� en utilisant des aspects de s�quencement de gains et en tenant compte de concepts
tels que la stabilit� en boucle ferm�e� la robustesse et les performances	
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Naturellement� par le biais de l�approche CPWL� nous ne pr�tendons pas r�soudre tous
les probl�mes que pose la commande des syst�mes non lin�aires	 Il existe des applications pour
lesquelles la d�termination des points d��quilibre ne sera pas aussi �vidente� l�approximation des
non lin�arit�s d�pendant d�au moins trois arguments� le comportement de type non minimum
de phase pr�sent� au chapitre II� 			

En conclusion� nous pouvons proposer les extensions suivantes de ce travail�

�	 D�un point de vue th�orique�

Les prolongements possibles de nos travaux� sur le plan th�orique� pourraient se situer
aux niveaux de l�am�lioration du comportement et de la rapidit� des algorithmes� et sur
l��volution des algorithmes concernant les syst�mes non lin�aires posant des probl�mes
tels que�

$ les comportements de type non minimum de phase�

$ les non lin�arit�s d�pendant d�au moins trois arguments �variables d��tat et#ou com�
mandes
�

$ d�termination des points d��quilibre interm�diaires	

Concernant le comportement et la rapidit� des algorithmes� il s�agit l� d�un travail plus
proche des pr�occupations du num�ricien que de l�automaticien	 Nous ne doutons pas
que les travaux des sp�cialistes� dans ce domaine� pourront apporter encore davantage de
cr�dit � ce type de technique	 On pensera� pour des extensions envisageables au niveau
des non lin�arit�s � trois arguments ou plus� de consid�rer des mod�les LTIs incertains
born�s en norme� au lieu d�incertitudes polytopiques	 Pour le probl�me de d�termination
de points d��quilibre interm�diaires� nous pouvons penser � nous orienter vers des aspects
de la commande optimale et#ou de la platitude pour g�n�rer une trajectoire de r�f�rence	
En�n� pour les probl�mes de comportement de type non minimumde phase� il sera possible
de consid�rer des crit�res suppl�mentaires	

�	 D�un point de vue pratique et logiciel�

$ optimisation des routines sous matlab� en utilisant le format sparse� ce qui engen�
drerait une diminution de la taille m�moire utilis�e et des temps de calculs	
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$ modi�cation du logiciel CaPiLARS �	�� pour des syst�mes non lin�aires ayant des
non lin�arit�s d�pendant d�au moins trois arguments �variables d��tat et#ou com�
mandes
	

$ am�lioration du guide d�utilisation de CaPiLARS �	��	

$ application sur des mod�les encore plus complexes� le groupe MAC �M�thode et Al�
gorithmes de Commandes
 du LAAS�CNRS vient de faire l�acquisition d�un mod�le
d�h�licopt�re r�duit �D	 Cette application pourrait faire l�objet d�une validation plus
concr�te de l�approche CPWL et pourrait la faire passer au stade de l�implantation
r�elle	

$ d�velopper toutes les routines possibles �retour de sortie dynamique en particulier

avec les crit�res H�� H� et placement de p�les dans une r�gion du plan complexe
avec SeDuMi	



Annexe A

Initialisation de l�approximation d�une

non lin�arit�

L��tape d�initialisation pour ce probl�me est une phase importante pour la convergence de
l�algorithme�
Soit une fonction continue f � S 
	 IR avec S � IRn� repr�sentant un domaine compact	 Pour
un nombre � d�hyperplans �x�� il faut d�terminer l�approximation �f de f telle que

�f ���� z� � a� � b�Tz �
�X
i��

c�i j�
�T
i z � ��i j� �A	�


o&
�� � 	a�� b�T � c��� ���� c

�
�� �

�T
� � ���� ��T� � ���� ���� �

�
�

T �A	�


est l�ensemble des param�tres optimaux qui minimise le crit�re d�erreur suivant

J �
X
�

�
f�z�� � �f ���� z��

�

� z� � S� �A	�


et o& la variable z est discr�tis�e �z�
	
Soit le domaine S d��ni tel que

S � � fz � �z�� ���� zn�� � Rn � jzi � �ij � 
ig �A	�


���
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soit � le nombre d�hyperplans tel que

� � t�n� �A	�


c�est���dire qu�il correspond � un multiple de la dimension du vecteur z	 Soit la matrice P�
initialis�e par P� telle que

P� � diag���� ���� �p� �A	�


avec p d��ni comme le nombre de param�tres de ��� c�est���dire�

p � � � n� � �� � n��� �A	�


Le vecteur des param�tres est initialis� comme suit

�� � 	�� ���� ��� ���� ��� ��� ���� ��

T �A	�


avec
��i���t�j � ei� �i � 	�� n�
� �j � 	�� t
 �A	�


��i���t�j � �i � 
i �
j
i

�t � ��
� �i � 	�� n�
� �j � 	�� t
 �A	��


ei correspond � un vecteur unit�	
Les valeurs des �j sont initialis�es telles que

��� � �j � ��� si j � 	�� � � n� � �
 �A	��


�� � �j � ��� si j � 	� � n� � �� p
 �A	��


Cette initialisation particuli�re permet de r�aliser un quadrillage	

Remarque A�� � Il est cependant possible� que m�me si l�algorithme de Newton	Gauss ait

converg� et qu�une solution ait �t� trouv�e pour le vecteur des param�tres ��� que nous soyons

insatisfaits de la pr�cision obtenue quant � l�approximation de la fonction continue sur le do	

maine S � Rn� la solution triviale pour am�liorer la pr�cision est d�augmenter le nombre

d�hyperplans �� Le probl�me est que le nombre de param�tres augmente consid�rablement aussi�

N



Annexe B

Approche par ellipso�des ����

Algorithme

�	 Prendre comme point d��quilibre initial �xe�� ue��� le point d�arriv�e� �xe�� ue�� + �xf � uf�	

�	 Encadrer le syst�me non lin�aire dans le poly�dre P �j� � fx � aTi x � bi� i � �� ���� �ng

autour du j	�me point d��quilibre �xe�� ue��	

�	 Repr�senter le syst�me non lin�aire � l�int�rieur du poly�dre P �j� par le syst�me lin�aire
incertain �Aj� B�j� C�j� o& les matrices appartiennent aux domaines d�incertitudes poly�
topiques appropri�s	

�	 B'tir une loi de commande robuste lin�aire locale uj�t� � Kj�x�t��xej� telle qu�elle maxi�
mise le volume de l�ellipso"de ��j� � fx � �x�t�� xej�TS�x�t�� xej� � �� S � ST � �g

inclus dans P �j� en assurant la stabilit� et certains sp�ci�cations de performance pour
�Aj� B�j� C�j� dans ��j�	

�	 Calculer le point d��quilibre suivant �xej��� uej��� dans ���j��fronti�re de l�ellipso"de ac�
tuel


���
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�	 Si le point de d�part xi ���j� alors xej�� � xi�uej�� � ui et retour en �	

�	 Si xej�� � xi arrter sinon retour en �	

Remarque B�� � Si dans l��tape �� on fait la synth�se par retour d��tat ����� la loi de com	

mande globale devient

uglobale�x� �

���������
��������

u��t� � K��x�t�� xe�� � ue�� x � �
���

u��t� � K��x�t�� xe�� � ue�� x � �
��� 	 ����

�
�
�

uN ��t� � KN ��x�t�� xeN �� � ueN � � x � �N
�

	
N ����
j��

�
�j�

�B���

N

Remarque B�	 � L�encadrement des non lin�arit�s dans une r�gion polytopique autour du j	

�me point d��quilibre �tape � de l�algorithme� se r�alise de la fa&on suivante� Tout d�abord� on

borne chaque composante du vecteur d��tat comme

jxi�t� � xejj � 
� �i � �� ��� n �B	�


Soit ����������������

� � � � � �

� �
���

���
� � � �

� � � � � �

�� � � � � �

� ��
���

���
� � � �

� � � � � ��

����������������

����������������

x�
���
���

xn
x�
���
���

xn

����������������
�

����������������


 � x�ej
���
���


 � xnej

 � x�ej

���
���


 � xnej

����������������
�B	�


On proc�de alors � l�encadrement des non lin�arit�s dans l�hypercube d��ni�

N
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Remarque B�� � Le volume maximal de l�ellipso'de ��j� � fx � �x�t�� xej�TS�x�t�� xej� �

�� S � ST � �g inclus � l�int�rieur du poly�dre P �j� � fx � aTi x � bi� i � �� ���� �ng est donn�

par la r�solution du probl�me d�optimisation suivant ����

Max Trace�Sj�

telle que

S � ST �B	�
�
�bi � aTi xej� �

aTi �bi � aTi xej�

�
� �� �B	�


i � �� ���n j � �� ���N �

N
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