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0 Notations

0.1 Table des notations par ordre alphabétique

a := tenseur métrique,
:= [aαβ] :=

[
aαβ
]
, aαβ := aα · aβ, aαβ := aα · aβ,

a := det [aαβ] ,

(
a±1 , a

±
2 , a

±
3

)
:= base covariante complétée du plan tangent,

a±1 := ∂θ±

∂ξ1
,

a±2 := ∂θ±

∂ξ2
,

a±3 :=
a
±
1 ∧a

±
2

‖a±1 ∧a±2 ‖ ,

(a1±,a2±, a3±) := base contravariante complétée du plan tangent,
aα · aβ := δαβ ,

a3± := a1±∧a2±
‖a2±∧a2±‖ ,

ah (uh,vh) := forme bilinéaire du problème discret,
:=

∫
ω

AP± (ω) : γP± (uh) : γP± (vh) dξω,

A := tenseur d’élasticité linéaire 3D du quatrième ordre,
:= [Aijkl] =

[
Aijkl

]
,

Aε± := tenseur d’élasticité linéaire 3D dans la base covariante,

AEH± (ε) := tenseur d’élasticité linéaire 3D du modèle elliptico-hyperbolique dans la base
covariante, après normalisation du domaine,

AEH± (0) := premier terme du développement asymptotique tenseur d’élasticité linéaire
3D du modèle elliptico-hyperbolique dans la base covariante après
normalisation du domaine,

AEH± (ω) := tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du modèle asymptotique elliptico-
hyperbolique,

:=




λ11 (ω) 0 | 0 µ12 (ω)
0 λ12 (ω) | µ12 (ω) 0
− − + − −
0 µ12 (ω) | λ12 (ω) 0

µ12 (ω) 0 | 0 λ22 (ω)




AP± (ε) := tenseur d’élasticité linéaire 3D du modèle parabolique dans la base
covariante, après normalisation du domaine,
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AP± (0) := premier terme du développement asymptotique tenseur d’élasticité linéaire 3D ,
du modèle parabolique dans la base covariante après normalisation du domaine,

AP± (ω) := tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du modèle asymptotique parabolique,

:=




2λ11λ33−(λ13)2
λ33

0 | 0 2µ12
0 2λ12λ33−λ23λ13

λ33
| 2µ12 0

− − + − −
0 2µ12 | 2λ12λ33−λ23λ13

λ33
0

2µ12 0 | 0
2(λ22λ33−(λ23)2)

λ33



,

b := tenseur de courbure de la surface S,
:= [bαβ] :=

[
bβα
]
,

bαβ := composantes covariantes du tenseur de courbure,

:= a3± · ∂a±α
∂ξβ

,

[
b−αβ
]

:=



− 1

Rl
0

0 −d−

RL
cos
(

ξ1+l
Rl

)


 , dans le cas elliptico-hyperbolique,

bβα := composantes mixtes du tenseur de courbure,
:= b±σαa

βσ±,

BEH
ω (ζ,η) := forme bilinéaire du modèle asymptotique elliptico-hyperbolique,

:=
∫
ω

AEH± (ω) :
[
γEH±
αβ (ζ)

]
:
[
γEH±
αβ (η)

]
dξω,

BMEH
ω := prolongement continu de BEH

ω ,

BP±
ω (ζ,η) := forme bilinéaire du modèle asymptotique parabolique,

:= 1
2

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ς) : γP± (η) dξω,

BMP
ω := prolongement continu de BP

ω ,

Bu3 := base élément fini pour L20 (ω) ,

c±α (ξω) := courbures de la surface S en un point M de coordonnées θ± (ξω) ,

CEH
ω (v) := forme linéaire de couplage elliptico-hyperbolique,

:=

∫

ω±

|d±| v3dξω

CMEH
ω := prolongement continu de CEH

ω ,
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CP±
ω (η) := forme linéaire de couplage parabolique,

:=

∫

ω

η3 |d±| ξω,

CMP
ω := unique extension continue de CP±

ω ,

C (ω) := tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du 2ème modèle asymptotique
parabolique,

:=




0 0 | 0 1
2G12

0 0 | 1
2G12

0

− − + − −
0 1

2G12
| 0 0

1
2G12

0 | 0 2E2



,

d± := fonction de ξ1 paramètre de calcul dans le cas elliptico-hyperbolique,

d+ := d+ (ξ1) := 1− Rl
RL

cos
(

l
Rl

)
+ Rl

RL
cos
(

ξ1−l
Rl

)
,

d− := d− (ξ1) := −1− Rl
RL

cos
(

l
Rl

)
+ Rl

RL
cos
(

ξ1+l
Rl

)
,

e (u) := tenseur linéarisé des déformations provoqué par un déplacement u,
:= 1

2

(
∇u+∇uT

)
,

eε±‖ (vε±) := tenseur linéarisé des déformations en composantes covariantes,

:=
[
eε±i‖j (v

ε±)
]
:=
[
1
2

(
vε±i‖j + vε±j‖i

)]
,

eEH±
‖ (ε,v±) := tenseur linéarisé normalisé des déformations du modèle elliptico-hyperbolique,

:=
[
eEH±
i‖j (ε,v±)

]
, avec eEH±

i‖j (ε,v± (ξ1, ξ2, ξ3)) = eε±i‖j (v
± (ξ1, ξ2, εξ3)) ,

ekEH±
i‖j (v) := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de eEH±

i‖j (ε,v±) ,

ekEH±
i‖j := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de

eEH±
i‖j (ε,u± (ε)) ,

eP±‖ (ε,v) := tenseur linéarisé normalisé des déformations parabolique,

:=
[
eP±i‖j (ε,v±)

]
, avec eP±i‖j (ε,v± (ξ1, ξ2, ξ3)) = eε±i‖j (v

± (ξ1, ξ2, εξ3)) ,

:=




∂v±1
∂ξ1

+ Rl+εξ3
R2
l

v3
1
2

(
∂v±1
∂ξ2

+
∂v±2
∂ξ1

)
1
2

(
1
ε

∂v±1
∂ξ3

+ ∂v3
∂ξ1

)
− 1

Rl+εξ3
vε±1

sym
∂v±2
∂ξ2

1
2

(
1
ε

∂v±2
∂ξ3

+ ∂v3
∂ξ2

)

sym sym 1
ε
∂v3
∂ξ3



,

9



ekP±i‖j (v) := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de

eP±i‖j (ε,v±) ,

ekP±i‖j := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de

eP±i‖j (ε,u± (ε)) ,

Ei := coefficient de Young,

ǫ (η) := tenseur linéarisé usuel des déformations en 2D,

:=




∂η±1
∂ξ1

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)
∂η±2
∂ξ2


 ,

ε := demi épaisseur du tissu,

fε := densité surfacique des forces appliquées, f ε = (f i±) ,

f (ε) := densité surfacique des forces normalisées appliquées, f (ε) = (f i± (ε))

f
ω

:= valeur moyenne de f
ω
sur ω,

:= 1
mes(ω)

∫
ω
fdξ1dξ2

[F ij± (ε)] := tenseur des forces admissibles,

(
gε±1 ,gε±2 ,gε±3

)
:= base covariante,

gε±i := ∂Θ±

∂ξεi
,

(gε1±,gε2±,gε3±) := base contravariante,
gεi± · gε±j := δij,

Gij := modules de cisaillement,

γEH± := tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D, modèle elliptico-
hyperbolique,

γEH− (η) :=




∂η−1
∂ξ1

+ 1
Rl
η−3

1
2

(
∂η−1
∂ξ2

+
∂η−2
∂ξ1

)
+ 1

RLd−
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η−2

sym
∂η−2
∂ξ2
− d−

RL

(
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η−1 − cos

(
ξ1+l
Rl

)
η−3

)


 ,

γEH+ (η) :=




∂η+1
∂ξ1

+ 1
Rl
η+3

1
2

(
∂η+1
∂ξ2

+
∂η+2
∂ξ1

)
+ 1

RLd+
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η+2

sym
∂η+2
∂ξ2
− d+

RL

(
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η+1 − cos

(
ξ1−l
Rl

)
η+3

)


 ,
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γP± := tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D, modèle parabolique,

:=




∂η±1
∂ξ1

+ 1
Rl
η3

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)
∂η±2
∂ξ2


 ,

Γεp±
ij := symbole de Christoffel associé au paramétrage volumique Θ,

:= gεp± · ∂g
ε±
i

∂ξεj
,

ΓSσ±
αβ := symbole de Christoffel associé au paramétrage surfacique θ,

:= aσ± · ∂a
±
α

∂ξβ
,

KerγP± := noyau de la forme linéaire γP±,
:=

{
v ∈V (Ω) , γP± (v) = 0

}
,

l := demi largeur du tissu,

lh (ηh) := forme linéaire dans la formulation variationnelle discrète,

:=

∫

ω

(
f1±η±h1 + f2±η±h2 + f3±ηh3

)
dξω,

L := demi longueur du tissu,

L20 (|d±|ω) := ensemble des fonctions de L2 (ω) à moyenne pondérée par |d±| nulle sur ω,
:=

{
η ∈ L2 (ω) ,

∫
ω
|d±| ηdξω = 0

}
,

LEH (ε) (v) := forme linéaire de la formulation normalisée 3D du modèle elliptico-hyperbolique,

:=

∫

ω1

f i±vi |d±ε | dξω,

LEH
ω (η) := forme linéaire de la formulation 2D du modèle asymptotique elliptico-

hyperbolique,

:= 1
2

∫

ω

(
f 1+η+1 + f 2+η+2 + f 3+η+3

)
|d+| dξω,

LMEH
ω := prolongement continu de LEH

ω ,

LP (ε) (v) := forme linéaire de la formulation variationnelle normalisée 3D du modèle
parabolique,

:=

∫

ω1

(
1 + ε

Rl

)
f i±vidξω,
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LP±
ω (η) := forme linéaire de la formulation variationnelle 2D du modèle asymptotique

parabolique,

:= 1
2

∫

ω

(
f1±η±1 + f 2±η±2 + f 3±η3

)
dξω,

LMP
ω := prolongement continu de LP±

ω ,

λil := coefficients d’élasticité,

λαβ (ω) := coefficients d’élasticité équivalents en 2D,

λ11 (ω) :=
2|d±|
λ33

(
λ11λ33 −

(
λ13
d±2

)2)

λ22 (ω) :=
2|d±|
λ33d±4

(
λ22λ33 − (λ23)

2)

λ12 (ω) :=
2|d±|
λ33d±2

(
λ12λ33 − λ23λ13

d±2

)

µkl := coefficients d’élasticité,

µ12 (ω) := coefficient d’élasticité équivalent en 2D,

:=
2|d±|
d±2

µ12,

n := vecteur normal orienté vers l’extérieur,

νij := modules de Poisson,

ω+ := ouvert de paramérisation 2D du tissu extérieur,
:= ]0, 2l[× ]−L,+L[ ,

ω− := ouvert de paramérisation 2D du tissu intérieur,
:= ]−2l, 0[× ]−L,+L[ ,

ω := ouvert de paramétrisation 2D du tissu,
:= ω+ ∪ ω−,

ω+0 := ouvert connexe de paramétrisation de la surface moyenne du tissu extérieur, S+,
:= ]0, 2l[× ]−L,+L[× {0} ,

ω+−1 := ouvert de paramétrisation de la surface intérieure normalisée du tissu extérieur, S+−1,
:= ]0, 2l[× ]−L,+L[× {−1} ,

ω+−ε := ouvert connexe de paramétrisation de la surface intérieure du tissu extérieur, S+−ε,
:= ]0, 2l[× ]−L,+L[× {−ε} ,

ω++1 := ouvert de paramétrisation de la surface extérieure normalisée du tissu extérieur, S++1,
:= ]0, 2l[× ]−L,+L[× {+1} ,
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ω++ε := ouvert connexe de paramétrisation de la surface extérieure du tissu extérieur, S++ε,
:= ]0, 2l[× ]−L,+L[× {+ε} ,

ω−0 := ouvert connexe de paramétrisation de la surface du tissu intérieur, S−,
:= ]−2l, 0[× ]−L,+L[× {0} ,

ω−−1 := ouvert de paramétrisation de la surface intérieure normalisée du tissu intérieur, S−−1,
:= ]−2l, 0[× ]−L,+L[× {−1} ,

ω−−ε := ouvert connexe de paramétrisation de la surface intérieure du tissu intérieur, S−−ε,
:= ]−2l, 0[× ]−L,+L[× {−ε} ,

ω−+1 := ouvert de paramétrisation de la surface extérieure normalisée du tissu intérieur, S−+1,
:= ]−2l, 0[× ]−L,+L[× {+1} ,

ω−+ε := ouvert de paramétrisation de la surface extérieure normalisée du tissu intérieur, S−+ε,
:= ]−2l, 0[× ]−L,+L[× {+ε} ,

Ωε+ := ouvert connexe occupé par le tissu extérieur,
:= S+ × ]−ε,+ε[ ,

Ωε− := ouvert connexe occupé par le tissu intérieur,
:= S− × ]−ε,+ε[ ,

Ωε := ouvert connexe occupé par le tissu,
:= Ωε+ ∪ Ωε−,

Ω+ := ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées du tissu extérieur,
:= ω+ × ]−1,+1[ ,

Ω− := ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées du tissu intérieur,
:= ω− × ]−1,+1[ ,

Ω := ouvert connexe de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées du tissu,
:= Ω+ ∪ Ω−,

P ε := matrice de passage de la base cartésienne à la base covariante, P ε :=
(
pεij
)
,

π := pression intérieure,

Rl := rayon des axes de fixation transverses,

RL := rayon des axes de fixation longitudinaux,

ρ := densité volumique du matériau,
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S := surface moyenne du tissu
:= S+ ∪ S−,

S+ := surface moyenne du tissu extérieur,

S+−ε := surface intérieure du tissu extérieur,

S+−1 := surface intérieure normalisée du tissu extérieur,

S++ε := surface extérieure du tissu extérieur,

S++1 := surface extérieure normalisée du tissu extérieur,

S− := surface moyenne du tissu intérieur,

S−−ε := surface intérieure du tissu intérieur,

S−−1 := surface intérieure normalisée du tissu intérieur,

S−+ε := surface extérieure du tissu intérieur,

S−+1 := surface extérieure normalisée du tissu intérieur,

S±1 := première contrainte principale,

S±2 := deuxième contrainte principale,

Σ := tenseur 3D des contraintes,
:= A : 1

2

(
∇u+∇uT

)
+ Σp,

Σp := tenseur 3D des précontraintes,

ΣMP
ω (u) := tenseur des contraintes asymptotiques du modèle parabolique,

:= AP± (ω) : γP± (u) ,

θ+ := difféomorphisme de paramétrisation de S+,

θ− := difféomorphisme de paramétrisation de S−,

Θ+ := difféomorphisme de paramétrisation de Ω+,

Θ− := difféomorphisme de paramétrisation de Ω−,

u := déplacement 3D solution,
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v := champ vectoriel de déplacement,

v := valeur moyenne de v dans l′épaisseur,

:= 1
2

∫ 1

−1
vdξ3,

vε±
‖ := tenseur des dérivées covariantes d’un champ vectoriel covariant,

:=
[
vε±i‖j

]
:=
[

∂
∂ξεj

(
vε±i
)
− Γεp±

ij vε±p

]
,

V := volume intérieur d’un lobe,

ξε := coordonnées curvilignes dans l’espace,
:= (ξε1, ξ

ε
2, ξ

ε
3) ,

ξεω := coordonnées curvilignes sur ω,
:= (ξε1, ξ

ε
2) ,

ξ := coordonnées curvilignes normalisées dans l’espace,
:= (ξ1, ξ2, ξ3) .

0.2 Table des espaces fonctionnels

L20 (|d±|ω) := ensemble des fonctions de L2 (ω) à moyenne pondérée par |d±| nulle sur ω,
:=

{
η ∈ L2 (ω) ,

∫
ω
|d±| ηdξω = 0

}
,

V0 := ensemble des fonctions vectorielles C∞ à support compact

:= D (ω+)2 ×D (ω−)2 ×D (ω) ,

V (Ωε) := espace dans lequel on cherche la solution 3D,

:=
{
v ∈H1 (Ωε+)2 ×H1 (Ωε−)2 ×H1 (Ωε) ,v = 0 sur ∂Sε × ]−ε, ε[

}
,

V (Ω) := espace dans lequel on cherche la solution normalisée 3D,

:=
{
v ∈H1 (Ω+)2 ×H1 (Ω−)2 ×H1 (Ω) ,v = 0 sur ∂ω × ]−1, 1[

}
,

V (Ω)3 := sous espace de V (Ω) des vecteurs indépendants de ξ3,

:=
{
v ∈V (Ω) , ∂v

∂ξ3
= 0

}
,

VMEH (Ω) := complété de V (Ω) pour la norme ‖ ‖EH
Ω ,

VMP (Ω) := complété de V (Ω) pour la norme ‖ ‖MΩ ,

VP (ω) := complété de V0 pour la norme ‖ ‖110,ω ,
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VP (ω) := espace dans lequel on cherche naturellement la solution 2D du modèle parabolique,

:= H1
0 (ω+)2 ×H1

0 (ω−)2 × L2 (ω) ,

VMP (ω) := complété de VP (ω) pour la norme ‖ ‖Mω ,

VMP
0 (ω) := sous espace de VMP (ω) dans lequel se trouve la solution du problème asymptotique

parabolique,
:=

{
η ∈VMP (ω) , CP±

ω (η) = 0
}
,

VEH (ω) := espace où on cherche naturellement la solution 2D du modèle elliptico-hyperbolique,

:= H1
0 (ω+)2 ×H1

0 (ω−)2 × L2 (ω) ,

VMEH (ω) := complété de VEH (ω) pour la norme ‖ ‖EH
ω ,

VMEH
0 (ω) := espace auquel appartient la solution asymptotique du problème elliptico-hyperbolique,

:=
{
η ∈VMEH (ω) , CMEH

ω (η) = 0
}
,

W1 := espace de discrétisation pour le problème parabolique,

:=



η ∈H

2 (ω+)2 ×H2 (ω−)2 ×H1 (ω) , η±1 = η±2 = 0 sur ∂ω± et

∫

ω

η3dω = 0



 ,

WPAP1
0,h := espace de discrétisation pour le problème parabolique,

:= {uh∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±)× L20(ω),uh|T ∈ P1(T )× P1(T )× P0(T )} ,

WPAP2
0,h := espace de discrétisation pour le problème parabolique,

:= {uh∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±) ,uh|T ∈ P1(T )× P1(T )} ,

WP
0,h := espace de discrétisation du problème elliptico-hyperbolique,

:= {uh∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±)× L20(ω),uh|T ∈ P1(T )× P1(T )× P0(T )} .

0.3 Table des produits scalaires et normes associées

〈u,v〉a :=

∫

Ωε
A : e (u) : e (v) dΩε, et, ‖v‖2a := 〈v,v〉a ,

〈ζ,η〉ω :=

∫

ω

(ǫ (ζ) : ǫ (η) + ζ3η3) dξω, et, ‖η‖2ω :=
∑
α,β

‖ǫ (η)‖20,ω + ‖η3‖20,ω ,

〈ζ,η〉Mω :=

∫

ω

γP± (ζ) : γP± (η) dξω, et,
(
‖η‖Mω

)2
:= 〈η,η〉Mω ,

〈ζ,η〉EH
ω :=

∫

ω

γEH± (ζ) : γEH± (η) dξω, et,
(
‖η‖EH

ω

)2
:= 〈η,η〉EH

ω .
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0.4 Table des normes

‖v‖21,Ωε := ‖v1‖21,Ωε + ‖v2‖21,Ωε + ‖v3‖21,Ωε ,

‖η‖2110,ω := ‖η1‖21,ω + ‖η2‖21,ω + ‖η3‖20,ω ,

‖v‖EH
Ω :=

√∥∥∥∂v±

∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
+
(
‖v−‖EH

ω

)2
,

‖v‖MΩ :=

√∥∥∥∂v±

∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
+
(
‖v−‖Mω

)2
.

0.5 Table des formulations variationnelles dans l’ordre d’apparition

P (Ωε) := formulation variationnelle 3D,

:=





uε ∈ V (Ωε) ,∀v ∈ V (Ωε) ,

∫

Ωε
A :∇uε :∇vdΩε + πp

V

∫

Sε±−ε

uε·nds−ε

∫

Sε±−ε

v · nds−ε =

∫

Sε±ε

δF · vds+ε,

Pε := formulation variationnelle 3D en coordonnées curvilignes modèle parabolique,

:=





∀uε ∈ V (Ωε) , ∀v ∈ V (Ωε) ,

∫

ω×]−ε,ε[

Aε± : ePε±
‖ (uε±) : ePε±

‖ (v)
√
gε±dξε + π

V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−ε

uε
3dξ

ε
ω

∫

ω−ε

v3dξ
ε
ω =

(
1 + ε

Rl

)∫

ωε

f εividξ
ε
ω.

PP (ε) := formulation variationnelle 3D normalisée en coordonnées curvilignes paraboliques,

:=





∀u (ε) ∈ V (Ω) ,∀v ∈ V (Ω) ,

∫

ω×]−1,1[

AP± (ε) : eP±‖ (ε,u± (ε)) : eP±‖ (ε,v)
√

gPε± (ξ3)dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

u3 (ε) dξω

∫

ω−1

v3dξω = 1
ε

(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f i (ε) vidξω.
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PP (ε,Ω) := formulation variationnelle parabolique 3D avec hypothèses asymptotiques,

:=





∀u (ε) ∈ V (Ω) ,∀v ∈ V (Ω) ,

∫

Ω

AP± (ε) : eP±‖ (ε,u± (ε)) : eP±‖ (ε,v)
(
1 + ε ξ3

Rl

)
dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

u3 (ε) dξω

∫

ω−1

v3dξω =
(
1 + ε

Rl

) ∫

ω1

f i±vidξω.

PMP
ω := formulation variationnelle asymptotique 2D modèle parabolique,

:=





ζ ∈VMP
0 (ω) , ∀η ∈VMP

0 (ω)

BMP
ω (ζ,η) = LMP

ω (η) .

PAP1 := première formulation du modèle asymptotique parabolique,

:=





ς ∈VP
0 (ω) , ∀η ∈VP

0 (ω) ,

∫
ω

AP± (ω) : γP± (ς) : γP± (η) dξω =

∫

ω

(
f1±η±1 + f2±η±2 + f 3±η3

)
dξω.

PAP2 := formulation découplée du modèle asymptotique parabolique,

:=





ζ ∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±) , ∀η ∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±) ,

∫

ω

C (ω) : ǫ (ζ) : ǫ (η) dξω =

∫

ω

f 1±η±1 + f 2±η±2 −Rlf
3±
(

∂η±1
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂η±2
∂ξ2

)
dξω.

PAP2
h := formulation variationnelle asymptotique discrète 2D de PAP2

:=





uh∈WPAP2
0,h , ∀vh∈WPAP2

0,h

∫

ω

C (ω) : ǫ (uh) : ǫ (vh) dξω =

∫

ω

f 1±v±1,h + f 2±v±2,h −Rlf
3±
(

∂v±1,h
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂v±2,h
∂ξ2

)
dξω.

PAP1
h := formulation variationnelle asymptotique discrète 2D de PAP1

:=





uh∈WPAP1
0,h , ∀vh∈WPAP1

0,h ,

∫
ω

AP± (ω) : γP± (uh) : γP± (vh) dξω =

∫

ω

(
f 1±v±1,h + f 2±v±2,h + f 3±v±3,h

)
dξω,
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Pε := formulation variationnelle 3D en coordonnées curvilignes modèle elliptico-
hyperbolique,

:=





uε ∈ V (Ωε) , ∀v ∈ V (Ωε)

∫

ω×[−ε,ε]

Aε± : eε±‖ (uε±) : eε±‖ (vε±)
(
1 + ξε3

Rl

)
|d± (ξε1, ξ

ε
3)| dξε

+ π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−ε

|d± (ξε1,−ε)| vε3dξεω
∫

ω−ε

|d± (ξε1,−ε)|uε
3dξ

ε
ω

=

∫

ω+ε

(
1 + ε

Rl

)
|d± (ξε1,+ε)| f εi±vε±i dξεω.

PEH (ε) := formulation variationnelle 3D normalisée en coordonnées curvilignes elliptico-
hyperbolique,

:=





u (ε) ∈ V (Ω) , ∀v ∈ V (Ω) ,

∫

Ω

AEH± (ε)ijkl eEH±
k‖l (ε,u± (ε)) eEH±

i‖j (ε,v±)
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣ v3dξω
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω =

1
ε

(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f±i (ε) v±i |d±ε | dξω.

PEH (ε,Ω) := formulation variationnelle parabolique 3D avec hypothèses asymptotiques,

:=





∀u (ε) ∈ V (Ω) , ∀v ∈ V (Ω) ,

∫

Ω

AEH± (ε) : eEH±
‖ (ε,u± (ε)) : eEH±

‖ (ε,v)
∣∣∣d±εξ3

∣∣∣ dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

u3 (ε)
∣∣d±−ε

∣∣ dξω
∫

ω−1

v3
∣∣d±−ε

∣∣ dξω =
(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f i±vi |d±ε | dξω.

PEHM
ω0 := formulation variationnelle asymptotique 2D modèle elliptico-hyperbolique,

:=





ζ ∈VMEH
0 (ω) , ∀η ∈VMEH

0 (ω)

BMEH
ω (ζ,η) = LMEH

ω (η) .

PMEH
ω0,h := formulation variationnelle discrète de PEHM

ω0 ,

:=





uh∈WP
0,h, ∀vh∈WP

0,h,

∫
ω

AEH± (ω) : γEH± (uh) : γEH± (vh) dξω =
∫

ω

(
f1±v±1,h |d|+ f 2±v±2,h |d|+ f 3±v±3,h

)
dξω.

19



20



1 Introduction

1.1 Contexte

Cette thèse est une contribution à l’étude de faisabilité d’un dirigeable gros porteur. Il s’agit
plus précisément d’étudier le comportement de son enveloppe extérieure lorsqu’elle est soumise à des
perturbations de son environnement.

Cette enveloppe est constituée d’une succession de lobes longitudinaux indépendants les uns des
autres, fixés sur leurs longueurs à la structure métallique du dirigeable. Ces lobes sont composés
de deux pièces de tissu précontraintes par un gonflage sous pression de l’espace délimité par les
deux épaisseurs de tissu. L’objectif de cette précontrainte est d’aider à maintenir une géométrie fixe
du dirigeable et de maintenir au mieux des conditions de pression et de température constantes à
l’intérieur du dirigeable où se trouvent les poches d’Hélium.

Dans cette perspective, on étudie le comportement d’un lobe, en supposant que le régime est
stationnaire et que l’environnement est connu. Il s’agit donc, dans un premier temps de modéliser
ce problème, puis d’en réaliser l’étude numérique et enfin, d’effectuer quelques essais numériques.

La modélisation à elle seule suppose de réunir au moins quatre problématiques : des coques,
un matériau non isotrope, une précontrainte et un couplage fluide-structure. En effet, la géométrie
des tissus constituant l’enveloppe est telle que l’on peut assimiler le tissu à une coque de faible
épaisseur, le matériau, avec ses trois directions privilégiées orthogonales, suppose d’utiliser une loi
de comportement orthotrope. Quand aux deux autres problématiques, elles résultent directement du
cas étudié.

De nombreux auteurs se sont intéressés à l’une voire à plusieurs de ces problématiques, sans ja-
mais les réunir. Sans prétendre à l’exhaustivité, citons, pour les problèmes de coques , [Akian, 2005],
[Chapelle-Bathe, 2003], [Ciarlet, 2000] et [Faou, 2000], pour les matériaux non isotropes, [Faré, 2002],
[Gasser-Boisse-Hanklar, 2000], [Giroud, 1999], [Muttin, 1989], [Reese-Raible-Wriggers, 2001],
[Shanahan-Lloyd-Hearle, 1978] et [Valette, 2001], pour les matériaux précontraints, [Gil-Bonet, 2006],
[Giroud, 1998] et [Salençon, 1995], enfin, en ce qui concerne les interactions fluide-structure,
[Chen-Bian-Ding, 2004], [Crolet-Murea, 2002], [Grandmont-Maday, 2000], [Métier, 2003],
[Renardy, 1997] et [Stein-Benney-Tezduyar-Potvin, 2001].

1.2 Objectifs, méthodologie et résultats

Il s’agit d’établir, avec une justification mathématique rigoureuse, des modèles de coque en
membrane dans le cas où le matériau est orthotrope et précontraint. Il est à noter, que ces deux
propriétés à elles seules imposent de travailler localement avec une contrainte de conservation du
volume global. A cette première difficulté s’ajoute celle d’un couplage avec le fluide intérieur de
gonflage.

Dans la perspective d’essais numériques, l’élaboration d’un modèle 3D n’est pas satisfaisante. En
effet, son traitement serait trop coûteux en temps et en mémoire. Or, pour être rigoureux d’un point
de vue purement mathématique, les modèles d’élasticité sont établis en 3D. Il s’agit donc, après avoir
établi ces modèles tri-dimensionnels, de se ramener à un modèle bi-dimensionnel.

Ceci peut se faire en posant des hypothèses a priori sur la déformation de la structure, en con-
sidérant des modèles de coques de Koiter [Koiter, 1970] ou de Nagdhi [Naghdi, 1972] par exemple,
ou en effectuant un développement asymptotique de la solution du problème 3D par rapport à
l’épaisseur, [Akian, 2000], [Ciarlet, 2000], [Giroud, 1998], [Fox-Raoult-Simo, 1992]. Quelque soit la
méthode retenue, elle suppose de connaître, et donc de déterminer préalablement, la géométrie de la
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coque précontrainte [Luce-Poutous-Thomas, 2004].
Compte tenu de l’allure du déplacement obtenu lors du calcul explicite de la précontrainte (annexe

II), nous avons choisi de réaliser une étude asymptotique. Elle aboutit à un modèle dit ”parabolique”
en référence à la géométrie du lobe lorsque les axes de fixation sont rectilignes. Ce problème est bien
posé dans des espaces fonctionnels abstraits obtenus par complétion d’espaces de Sobolev. Les essais
numériques alors réalisés montrent que la solution n’est pas stable en déplacement. Ce phénomène
peut s’expliquer par le fait que l’on travaille dans des espaces complétés dont la norme n’est pas
équivalente à la norme usuelle.

Pour tenter d’y remédier nous avons légèrement modifié la géométrie en courbant un peu les axes
de fixation. Ceci afin de rendre la surface extérieure (celle où sont appliquées les forces extérieures)
elliptique. La surface intérieure devient alors hyperbolique. Dans cette configuration, l’étude asymp-
totique aboutit alors à un deuxième modèle dit ”elliptico-hyperbolique”. La géométrie impose une
nouvelle fois de travailler dans des espaces complétés. Mais cette fois-ci, les normes étant équivalentes
sur la surface extérieure, les résultats numériques sont comme prévu plus satisfaisants.

1.3 Plan de l’exposé

Cette thèse comporte deux grandes parties, l’étude d’un modèle parabolique, puis celle d’un modèle
elliptico-hyperbolique.

La première partie se compose des chapitres 2, 3 et 4,. Dans le chapitre 2, on modélise le
problème 3D puis on montre que sous cette forme, le problème est bien posé. Dans le chapitre 3, on
réalise l’étude asymptotique du modèle parabolique. Cette étude permet d’obtenir des résultats de
convergence forte des déplacements 3D et des déplacements moyens vers la solution d’un problème
2D bien posé dans des espaces complétés (paragraphe 3.8). On démontre également, dans ce même
chapitre, que l’on peut considérablement affaiblir la définition de ”forces admissibles” donnée dans
[Ciarlet, 2000].dans le cas où les forces appliquées sont surfaciques. Pour clore cette partie, l’analyse
numérique du modèle 2D met en évidence chapitre 4, que les estimations d’erreur a priori se font
uniquement dans la norme de l’énergie, ce qui peut poser problème. Quelques essais numériques
viennent confirmer les limites du travail dans cette norme. La solution numérique en déplacement
dépend du maillage.

La deuxième partie, se compose des chapitres 5 et 6. Elle a pour vocation d’améliorer les résultats
numériques obtenus dans la première partie. Le chapitre 5 est donc consacré à l’étude asymptotique
du modèle elliptico-hyperbolique obtenu après avoir légèrement modifié la géométrie de l’état quasi-
naturel. On y redémontre la convergence forte de la solution 3D et de sa valeur moyenne dans
l’épaisseur. Les solutions numériques obtenues chapitre 6 sont plus stables, comme espéré.

Trois annexes viennent compléter cette étude. La première, consacrée à l’étude de l’état quasi-
naturel détermine la géométrie initiale de la structure. La seconde, consacrée à l’état précontraint
permet le calcul explicite de la précontrainte et fixe l’état de référence. La troisième regroupe quelques
résultats régulièrement utilisés lors de l’étude.

1.4 Conventions générales

Les indices et exposants en caractères latins, i, j, k, p, ..., prennent leurs valeurs dans {1, 2, 3},
sauf indications contraires ou s’ils indicent des suites.

Les indices et exposants en caractères grecs, à l’exception de ε, ν et ∂ν prennent leurs valeurs
dans {1, 2} . ε désigne un paramètre strictement positif qui tend vers zéro.

La convention de sommation des indices répétés est appliquée.
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(e1, e2, e3) := base orthonormale fixe,
x := (x1, x2, x3) coordonnées cartésiennes,
ξε := (ξε1, ξ

ε
2, ξ

ε
3) coordonnées curvilignes,

ξ := (ξ1, ξ2, ξ3) coordonnées curvilignes normalisées,
u, v := champs de déplacement ”3D”, c’est à dire qui dépendent de 3 variables, généralement
(ξ1, ξ2, ξ3) ,
ξ, η := champs de déplacement ”2D”, c’est à dire qui dépendent de 2 variables, généralement (ξ1, ξ2) ,
n := vecteur normal orienté vers l’extérieur,
δij := symbole de Kronecker.

Les tenseurs sont notés entre [ ] quand ils sont utilisés sous forme matricielle. Ils sont soulignés
deux fois pour un tenseur du 4ème ordre et une fois pour un tenseur du second ordre.

Les variables de l’état quasi-naturel sont éventuellement signalées par l’exposant q, celles de l’état
précontraint par l’exposant p.

Les variables du modèle elliptico-hyperbolique sont éventuellement signalées par l’exposant EH,
celles du modèle parabolique par l’exposant P.

Les exposants + et − caractérisent respectivement la partie extérieure et la partie intérieure du
lobe par rapport au dirigeable. L’exposant ± signifie que lorsque domaine où l’on se place est à
l’extérieur, la variable correspond à celle de l’extérieur et réciproquement. Par exemple

x±1 =




− (Rl + ξε3) sin

(
ξε1−l
Rl

)
pour ξεω ∈ ω+

(Rl + ξε3) sin
(

ξε1+l

Rl

)
pour ξεω ∈ ω−

ou encore
∫

ω±−1

v3dξ
ε
ω =

∫

ω+−1

v+3 dξ
ε
ω +

∫

ω−−1

v−3 dξ
ε
ω.

1.5 Hypothèses pour la modélisation

1.5.1 Présentation d’un lobe

Description géométrique : chaque lobe est constitué de deux épaisseurs de tissu d’une longueur
2L très grande devant la largeur 2l elle même très grande devant l’épaisseur 2ε.
Le tissu est fixé sur ses longueurs à deux axes parallèles rectilignes et sur ses largeurs à deux arcs
de cercle de rayon à déterminer. Par convention, la direction des axes de fixation est celle du 2ème

vecteur de base.

Choix dun repère fixe : à chaque lobe, on associe le repère orthonormé direct fixe (O, e1, e2, e3)
tel que :
l’axe (Ox3) de vecteur directeur e3 est parallèle à la direction des axes de fixation,
l’axe (Ox1) de vecteur directeur e1 relie les axes de fixation et e2 = e3 ∧ e1.
Enfin, le point O est choisi de telle sorte que les axes de fixation soient les segments {−d} × {0} ×
{−L ≤ x3 ≤ L} et {+d} × {0} × {−L ≤ x3 ≤ L} où 2d est la distance qui sépare les deux axes.

Fluide intérieur : le fluide utilisé pour le gonflage est un gaz parfait. Lors du gonflage, la pression
intérieure est supposée uniforme.
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Figure 1: Lobe

Matériaux : les matériaux sont supposés élastiques orthotropes. Ils sont modélisés en trois di-
mensions même si l’une d’elles, l’épaisseur est très petite devant les deux autres.

1.5.2 Hypothèses mécaniques

On suppose que chaque lobe connait trois états d’équilibre successifs

Etat d’équilibre quasi-naturel : cet état correspond physiquement à l’état d’équilibre obtenu
en gonflant tout doucement le lobe avant que le tissu ne commence à s’étirer. Dans cet état, le
tenseur des contraintes est négligeable devant les constantes de l’élasticité. Les variables de cette
configuration sont identifiées par un exposant q.

Etat d’équilibre précontraint : on obtient cet état à partir du précédent en augmentant la
pression à l’intérieur du lobe. Il est identifié par l’exposant p, et correspond à un déplacement uq, à
une déformation ϕq du matériau.

Etat d’équilibre perturbé : cet état est obtenu après que le lobe ait été soumis à une perturba-
tion. Il correspond par rapport à l’état précédent à un déplacement u et à une déformation ϕ. Les
variables de cet état n’ont pas d’exposant.
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1.5.3 Elasticité linéaire

Notations :

Ωε := ouvert connexe occupé par le tissu,
S−ε := surface intérieure du tissu,
S+ε := surface extérieure du tissu,
λil := coefficients d’élasticité,
µkl := coefficients d’élasticité,
Σ := tenseur des contraintes,
A := tenseur d’élasticité, avec,

A :=




λ11 0 0 | 0 µ12 0 | 0 0 µ13
0 λ12 0 | µ12 0 0 | 0 0 0
0 0 λ13 | 0 0 0 | µ13 0 0
− − − + − − − + − − −
0 µ12 0 | λ12 0 0 | 0 0 0
µ12 0 0 | 0 λ22 0 | 0 0 µ23
0 0 0 | 0 0 λ23 | 0 µ23 0
− − − + − − − + − − −
0 0 µ13 | 0 0 0 | λ13 0 0
0 0 0 | 0 0 µ23 | 0 λ23 0
µ13 0 0 | 0 µ23 0 | 0 0 λ33




.

Remarque 1.5.1 Le tenseur A est défini positif. C’est à dire qu’il existe une constante c strictement
positive telle que pour tout tenseur symétrique t := [tij ] , on a

∑

i,j

|tij|2 ≤ cAijkltkltij.

Compte tenu de l’effet escompté de la précontrainte, on suppose que les hypothèses des petites
perturbations [Salençon, 1995] sont valides. Par conséquent, on peut confondre, dans les équations
d’équilibre, les tenseurs de contrainte de Cauchy et ceux de Piola-Kirchoff respectivement notés C,
B, T et Σ et on peut également confondre, dans la loi de comportement d’un matériau élastique
orthotrope, le tenseur des déformations de Green-Lagrange E = 1

2
(C− I) et le tenseur des déforma-

tions linéarisé e (u) := 1
2

(
∇u+∇uT

)
[Duvaut, 1990].

Linéarisation de la loi de comportement : dans la loi de comportement, on identifie le tenseur
des déformations de Green-Lagrange E et le tenseur des déformations linéarisé e. Par conséquent,
les tenseurs des contraintes et des déformations des états précontraints et perturbés, dans les axes
d’orthotropie, vérifient respectivement les équations linéarisées suivantes:

{
Σp = A : 1

2

(
∇uq +∇uqT

)
+ Σq = A : e (uq) + Σq

Σ = A : 1
2

(
∇u+∇uT

)
+ Σp = A : e (u) + Σp

où A est le tenseur du quatrième ordre d’élasticité linéaire.
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Linéarisation des équations d’équilibre :
à l’état quasi-naturel,





−div (Σq) = ρg dans Ωεq

Σqn = −Pn sur Sq
ε

Σqn = −πqn sur Sq
−ε

où ρg est la densité volumique du poids, P est la pression extérieure et πq est la pression d’équilibre.
à l’état précontraint,





−div (Σp) = ρg dans Ωεp (ou Ωεq)
Σpn = −Pn sur Sp

ε (ou Sq
ε)

Σpn = −πpn sur Sp
−ε (ou Sq

−ε)

où ρg est la densité volumique du poids, P est la pression extérieure et πp est la pression de gonflage.
à l’état déformé,





−div (Σ) = ρg dans Ωεp

Σn = −Pn+ δF sur Sp
ε

Σn = −(πp + δπ)n sur Sp
−ε

où ρg est la densité volumique du poids, P est la pression extérieure, πp est la pression de gonflage,
δF est la perturbation subie par le lobe et δπ la variation de pression intérieure qui en résulte.
En effet, la pression intérieure dépend directement du volume intérieur, qui lui même dépend de la
déformation subie par le lobe.
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2 Modélisation

2.1 Etude de l’état perturbé

Notations :

S±r := surface du tissu située à la distance r de la surface moyenne,
ω± := ouvert de paramétrisation de la surface moyenne du tissu,
∂S± := bord du tissu dans l’épaisseur.

On suppose que l’état précontraint est parfaitement déterminé (voir Annexe II). C’est à dire que la
géométrie et la précontrainte sont connues. On le choisit comme état de référence.
Compte tenu des résultats obtenus lors du calcul explicite approché de la précontrainte, l’ouvert Ωε

est choisi de la forme

Ωε =
⋃

r∈]−ε,ε[

S±r

où, mathématiquement, S±r est la réunion des deux ouverts S
+
r et S

−
r décrits par

S+r =
{(
− (Rl + r) sin

(
ξε1−l

Rl

)
, (Rl + r) cos

(
ξε1−l

Rl

)
−Rl + Rl cos

(
ξε1
Rl

)
, ξε2

)
, (ξε1, ξ

ε
2) ∈ ω+

}

et

S−r =
{(
− (Rl + r) sin

(
ξε1+l

Rl

)
, (Rl + r) cos

(
ξε1+l

Rl

)
+ Rl −Rl cos

(
ξε1
Rl

)
, ξε2

)
, (ξε1, ξ

ε
2) ∈ ω−

}

avec

ω+ = ]0, 2l[× ]−L,+L[ et ω− = ]−2l, 0[× ]−L,+L[ .

et où S±0 = S± représente physiquement la surface moyenne du tissu.
A partir de cette configuration, on applique une perturbation extérieure, supposée elle aussi connue,
représentée par la densité surfacique de force δF. On veut connaître la nouvelle géométrie du lobe
ainsi que les nouvelles contraintes. Pour cela, on calcule le déplacement u de chaque point du lobe.
On suppose que la précontrainte limite le mouvement et que par conséquent, les hypothèses des
petites perturbations restent valides. Enfin, on modélise la fixation du tissu sur la structure rigide
par u = 0 sur ∂S± avec

∂S± :=
⋃

r∈]−ε,ε[

∂S±r .

2.1.1 Couplage fluide-structure

On établit la relation entre la pression intérieure et la forme des lobes. Le gaz utilisé pour gonfler
les lobes est un gaz parfait, par conséquent à température constante et nombre de moles constant,
la pression exercée par le gaz sur le tissu est inversement proportionnel au volume occupé par le gaz.
On considère deux états d’équilibres successifs, l’état précontraint et l’état perturbé. Le second étant
obtenu par un déplacement u du premier. Il s’en suit une variation de volume intérieur δV et une
variation de pression δπ. Les densités de forces surfaciques sont donc :

27



πp = −nRT
V
n
p
ext,

à l’état précontraint, et

πp + δπ = − nRT
V+δV

next,

à l’état perturbé. Or, dans l’hypothèse des petites perturbations, on confond les normales extérieures
n
p
ext et next, si bien que

πp + δπ ≃ − nRT
V+δV

n
p
ext

et par conséquent, par soustraction des égalités précédentes,

δπ = −
(

nRT
V+δV

− nRT
V

)
n
p
ext.

On développe au premier ordre en δV
V
et on obtient

δπ =
(
nRT
V

δV
V

)
n
p
ext

soit,

δπ = − δV
V
πp.

La variation de volume est reliée au déplacement par

δV = −
∫

S±−ε

u · np
extdγ.

Au final, en réunissant les deux dernières égalités, on obtient le couplage fluide-structure

δπ = −πp

V



∫

S±−ε

u · np
extdγ


np

ext

sur la surface intérieure d’un lobe.

2.1.2 Equations de la mécanique et de la dynamique

On rappelle que la précontrainte Σp vérifie dans le volume Ωε l’équation aux dérivées partielles

−div (Σp) = ρg dans Ωε

où ρg est la densité volumique du poids. Elle vérifie également les conditions aux limites posées sur
les surfaces intérieures et extérieures du lobe

{
Σpn

p
ext = −Pnp

ext sur S±ε
Σpn

p
ext = −πpn

p
ext sur S±−ε
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où P est la pression extérieure et πp est la pression de gonflage et np
ext est le vecteur unitaire dirigé

vers l’extérieur normal à S±ε ou à S±−ε. La contrainte obtenue à la suite de la perturbation δF vérifie
quant à elle l’équation

−div (Σ) = ρg dans Ωε

ainsi que les conditions aux limites

{
Σnp

ext = −Pnp
ext + δF sur S±ε

Σnp
ext = −(πp + δπ)np

ext sur S±−ε.

On soustrait les équations des deux systèmes d’EDP et des conditions aux limites, on note n = n
p
ext

et on obtient le système





−div (Σ−Σp) = 0 dans Ωε

(Σ−Σp)n = δF sur S±ε
(Σ−Σp)n = −δπn sur S±−ε.

Les lois de comportement linéarisées des matériaux relient contrainte, précontrainte et déplacement
par

Σ−Σp = A:e (u) dans Ωε

enfin, l’immobilité de la fixation impose

u = 0 sur ∂S.

si bien qu’en tenant compte du couplage, et après avoir remplacé δπ par son expression en fonction
de u

δπ = −πp

V



∫

Sε±−ε

u · np
extdγ


np

ext,

le système linéarisé d’équations aux dérivées partielles vérifié par u devient





div
(
A:e (u)

)
= 0 dans Ωε

A:e (u)n = δF sur S±ε

A:e (u)n = −πp

V

(∫

S±−ε

u · ndγ
)
n sur S±−ε

u = 0 sur ∂S±

2.2 Choix des espaces et des normes

Notations :

V (Ωε) :=
{
v ∈H1

(
Ωε+

)2 ×H1
(
Ωε−)2 ×H1 (Ωε) ,v = 0 sur ∂Sε × ]−ε, ε[

}
.
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Le lobe présente la particularité d’être composé de deux parties physiquement distinctes, Ωε+ et Ωε−,
reliées par le bord uniquement. Pour rendre compte de cette géométrie, on choisit de chercher le
déplacement qui nous intéresse dans un espace qui différencie, pour les composantes tangentielles (u1
et u2), ce qui se passe sur Ωε+ et ce qui se passe sur Ωε−. C’est pourquoi, compte tenu des conditions
aux limites sur u1 et u2, on les cherche sous la forme

(
u+1 , u

+
2 , u

−
1 , u

−
2

)
∈ H1 (Ωε+)2 ×H1 (Ωε−)2. Ce

choix est validé a posteriori par les modèles asymptotiques obtenus dans les deux géométries étudiées
(avec les axes longitudinaux légèrement incurvés ou non). En revanche, pour la composante normale
u3, le choix de ne pas découpler se justifie, a posteriori, par les études asymptotiques. En effet,
celles-ci conduisent à transformer les conditions imposées au déplacement normal. De u3 ∈ H1

0 (ω) ,
on passe à u3 est à ”moyenne nulle” sur ω, condition qui assure le couplage entre les déplacements du
haut et ceux du bas. C’est pourquoi on cherche u3 dans l’espace H1 (Ωε) . L’espace 3D retenu pour
chercher les déplacements en 3D est donc V (Ωε) . Quant aux déplacements 2D, on les cherchera en
discret dans des sous-espaces de H1

0 (ω+)2 ×H1
0 (ω−)2 × L2 (ω) .

Proposition 2.2.1 L’application définie de V (Ωε) dans R+ par

v �−→



∫

Ωε

A:e (v) : e (v) dΩε



1/2

est une norme sur V (Ωε) , notée ‖ ‖a.

Démonstration. Soit la forme bilinéaire symétrique positive sur V (Ωε)× V (Ωε) .

〈u,v〉a :=

∫

Ωε

A:e (u) : e (v) dΩε.

Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que pour tout u ∈ V (Ωε) ,

〈u,v〉a = 0 =⇒ u = 0.

Or, d’après l’ellipticité du tenseur d’élasticité

〈u,v〉a = 0 =⇒ e (u) = 0.

Il reste donc à montrer que

(e (u) = 0 et u ∈V (Ωε)) =⇒ u = 0.

Ce qui est vrai puisqu’il s’agit d’un mouvement rigide nul sur une partie du bord.

Proposition 2.2.2 Les normes ‖ ‖a et | |1,Ωε sont équivalentes sur V (Ωε). Les constantes d’équi-
valence ne dépendent que des coefficients d’élasticité.

Démonstration. La démonstration reprend celle donnée dans [Duvaut-Lions, 1972] pour prou-
ver l’inégalité de Korn. On se place dans une base d’orthotropie pour la démonstration, c’est à
dire en coordonnées cylindriques du fait de la géométrie cylindrique. On rappelle qu’en coordonnées
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cylindriques le gradiant d’un champ vectoriel exprimé en coordonnées cylindriques u =(ur, uθ, uz),
vaut

∇u =




∂ur
∂r

1
r
∂ur
∂θ
− 1

r
uθ

∂ur
∂z

∂uθ
∂r

1
r
∂uθ
∂θ

+ 1
r
ur

∂uθ
∂z

∂uz
∂r

1
r
∂uz
∂θ

∂uz
∂z



.

On a donc

A : e (u) : e (u) = λ11
(
∂ur
∂r

)2
+ 2λ12

∂ur
∂r

(
1
r
∂uθ
∂θ

+ 1
r
ur

)
+ µ12

(
1
r
∂ur
∂θ
− 1

r
uθ + ∂uθ

∂r

)2
+

λ22
(
1
r
∂uθ
∂θ

+ 1
r
ur

)2
+ 2λ23

(
1
r
∂uθ
∂θ

+ 1
r
ur

)
∂uz
∂z

+

µ23
(
1
r
∂uz
∂θ

+ ∂uθ
∂z

)2
+ λ33

(
∂uz
∂z

)2
+ 2λ13

∂ur
∂r

∂uz
∂z

+ µ13
(
∂uz
∂r

+ ∂ur
∂z

)2
et,

∇u :∇u =
(
∂ur
∂r

)2
+
(
1
r
∂ur
∂θ
− 1

r
uθ

)2
+
(
∂ur
∂z

)2
+
(
∂uθ
∂r

)2
+

(
1
r
∂uθ
∂θ

+ 1
r
ur

)2
+
(
∂uθ
∂z

)2
+
(
∂uz
∂r

)2
+

(
1

r
∂uz
∂θ

)2
+
(
∂uz
∂z

)2
.

On majore la première égalité à l’aide des relations

2ab ≤ a2 + b2 et (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2

et on obtient l’inégalité

A : e (u) : e (u) ≤ c∇u :∇u

où il suffit de choisir c vérifiant

c ≥ max (λ11 + λ12 + λ13, λ12 + λ22 + λ23, λ13 + λ23 + λ33, 2µ12, 2µ13, 2µ23) ,

et donc ne dépendant que des coefficients d’élasticité. On intègre sur Ωε pour obtenir

‖u‖2a ≤ c |u|21,Ωε .

Cette inégalité nous assure la continuité de l’application linéaire surjective

id :
(
V (Ωε) , | |1,Ωε

)
−→ (V (Ωε) , ‖ ‖a)

u �−→ u

Par conséquent, d’après le théorème du graphe fermé, id est un isomorphisme de réciproque continue,
ce qui entraine l’équivalence des normes. La deuxième constante ne dépend également que des
coefficients d’élasticité. Il s’agit en effet de la constante d’ellipticité de A, puisque A : e (u) : e (u) =
A :∇u :∇u.

31



2.3 Formulation variationnelle

Notations :

P (Ωε) :=





uε ∈ V (Ωε) ,∀v ∈ V (Ωε) ,

∫

Ωε
A :∇uε :∇vdΩε + πp

V

∫

S±−ε

uε · nds−ε

∫

S±−ε

v · nds−ε =

∫

S±ε

δF · vds+ε.

Pour obtenir la formulation variationnelle associée au système





div
(
A:e (u)

)
= 0 dans Ωε

A:e (u)n = δF sur S±ε

A:e (u)n = −πp

V

(∫

S±−ε

u · ndγ
)
n sur S±−ε

u = 0 sur ∂S±

on multiplie par une fonction test v ∈ V (Ωε) , puis on intègre chaque équation. On se ramène alors
à l’étude du problème : trouver u ∈ V (Ωε), ∀v ∈ V (Ωε)





∫

Ωε
−div

(
A : e (u)

)
· vdΩε = 0

∫

S±ε

(
A : e (u)n

)
· vds+ε =

∫

S±ε

δF · vds+ε

∫

S±−ε

(
A : e (u)n

)
· vds−ε = −πp

V

∫

S±−ε

(∫

S±−ε

u · nds−ε

)
n · vds−ε.

Par symétrie du tenseur A : e (u), on a la double égalité tensorielle

A : e (u) :∇v =A : e (u) : e (v) = A :∇u :∇v

si bien que la formule de divergence composée tensorielle

div
(
ST
)
.v = div (Sv)− S :∇v

appliquée à S =A : e (u) devient

div
(
A : e (u)

)
· v = div

(
A : e (u)v

)
−A :∇u :∇v.

Par symétrie toujours, on a

A : e (u)v · n =A : e (u)n · v

Enfin, on rappelle que

∫

Ωε

div
(
A : e (u) v

)
dΩε =

∫

δΩε

A : e (u)v · nds.
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On en déduit donc
∫

Ωε

−div
(
A : e (u)

)
vdΩε =

∫

Ωε

A :∇u :∇v dΩε −
∫

δΩε

A : e (u)n · vds.

Sachant que ∂Ωε = S±−ε ∪ S±ε ∪ ∂S± et que u = v = 0 sur ∂S±, on a, en séparant les intégrales de
bord,

∫

∂Ωε

A : e (u)n · vds =

∫

S±ε

δF · vds+ε − πp

V

∫

S±−ε

v · nds−ε

∫

S±−ε

u · nds−ε

Désormais, pour marquer la dépendance du déplacement et de l’épaisseur, on indice u par ε. On a
alors le problème variationnel suivant

P (Ωε) :





uε ∈ V (Ωε) , ∀v ∈ V (Ωε) ,

∫

Ωε
A :∇uε :∇vdΩε + πp

V

∫

S±−ε

uε · nds−ε

∫

S±−ε

v · nds−ε =

∫

S±ε

δF · vds+ε.

2.4 Existence et unicité de uε solution de P (Ωε)

Théorème 2.4.1 Le problème P (Ωε) admet une solution unique.

Démonstration. On vérifie successivement les hypothèses du théorème de Lax-Milgram.
L’espace V (Ωε) muni de la norme | |1,Ωε est un espace de Hilbert.
La forme linéaire

v �−→
∫

S±ε

δF · vds+ε

est continue, par continuité de l’opérateur trace partielle sur S±ε .
La forme bilinéaire

(u,v) �−→
∫

S±−ε

u · nds−ε

∫

S±−ε

v · nds−ε

est continue car, en appliquant l’inégalité de Hölder on a la majoration

∣∣∣∣∣∣∣

∫

S±−ε

v · nds−ε

∣∣∣∣∣∣∣
≤
√√√√
∫

S±−ε

(v · n)2 ds−ε

√√√√
∫

S±−ε

1ds−ε

dont on déduit, en remarquant que l’inégalité (v · n)2 ≤ v · v est toujours vraie, que
∫

S±−ε

v · nds−ε ≤
√

mes
(
S±−ε

)
‖v‖0,S±−ε
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puis, par continuité de l’opérateur trace sur S±−ε et équivalence des normes | |1,Ωε et ‖ ‖1,Ωε sur
V (Ωε), qu’il existe une constante c > 0 telle que

∫

S±−ε

v · nds−ε ≤ c |v|1,Ωε .

Cette dernière inégalité assure la continuité de la forme bilinéaire car elle entraîne que

∣∣∣∣∣∣∣

∫

S±−ε

v · nds−ε

∫

S±−ε

u · nds−ε

∣∣∣∣∣∣∣
≤ c2 |v|1,Ωε |u|1,Ωε .

La forme bilinéaire

(u,v) �−→
∫

Ωε

A :∇u :∇vdΩε

est continue. Il suffit d’appliquer successivement l’inégalité de Cauchy Schwarz et l’équivalence des
normes ‖ ‖a et | |1,Ωε pour obtenir l’existence d’une constante c > 0 vérifiant

∣∣∣∣∣∣

∫

Ωε

A :∇u :∇vdΩε

∣∣∣∣∣∣
≤ c2 |u|1,Ωε |v|1,Ωε .

Enfin, la forme quadratique

u �−→
∫

Ωε

A :∇u :∇udΩε + πp

V



∫

S±−ε

u · nds−ε




2

= ‖u‖2a + πp

V



∫

S±−ε

u · nds−ε




2

est V (Ωε)−elliptique car le terme dû au couplage fluide-structure vient renforcer l’ellipticité de
‖ ‖2a.

2.5 Conclusion

Nous venons d’établir, à partir d’un modèle d’élasticité en trois dimensions, l’existence et l’unicité
du déplacement causé par une petite perturbation de l’environnement extérieur. Toutefois, il est
numériquement peu envisageable de mailler l’enveloppe en trois dimensions. Compte tenu de la très
faible épaisseur d’un tissu, on envisage de se ramener à un problème posé sur la surface du tissu. Pour
le faire, nous aurions pu exploiter l’expression explicite du déplacement 3D que nous avons obtenu
en annexe II, dans une démarche proche de celle proposée dans [Chapelle-Bathe, 2003] qui suppose
de se donner un comportement a priori du déplacement dans l’épaisseur. Nous avons préféré suivre la
démarche asymptotique proposée dans [Ciarlet, 2000] sans formuler d’hypothèses sur le déplacement
3D et obtenir ainsi des résultats sur le déplacement moyen uniquement.
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3 Etude asymptotique

Afin d’obtenir une formulation exploitable pour la résolution numérique, on réalise une étude asymp-
totique du problème en faisant tendre le paramètre ε vers 0. Il s’agit de se ramener au final à un
problème posé sur la surface moyenne du lobe. Pour mener à bien cette étude, on choisit de se
mettre en conformité avec ce qui se fait classiquement dans les problèmes de coques et on reformule
le problème 3D en coordonnées curvilignes.

3.1 Eléments de géométrie différentielle dans l’ouvert Ωε de R3

Dans cette partie, on se propose de calculer les valeurs de quelques éléments incontournables de
géométrie différentielle, dans le cas particulier d’un ouvert Ωε de la forme S × ]−ε, ε[ où S est la
réunion de deux nappes de cylindre, S = S+ ∪ S−.
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R
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x
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ξ
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1
,ξ

2
)

x
1

Figure 2: Coupe d’un lobe dans le plan x3 = 0.

Définition 3.1.1 On définit un paramétrage du volume Ωε par

Θ+ :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω+ × ]−ε, ε[ �−→ Ω+ε

ξε −→ Θ+ (ξε) =




− (Rl + ξε3) sin
(

ξε1−l
Rl

)

(Rl + ξε3) cos
(

ξε1−l

Rl

)
− x0

ξε2




,
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Figure 3: Coupe d’un lobe dans le plan x1 = 0.

et

Θ− :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω− × ]−ε, ε[ �−→ Ω−ε

ξε −→ Θ− (ξε) =




(Rl + ξε3) sin
(

ξε1+l

Rl

)

− (Rl + ξε3) cos
(

ξε1+l

Rl

)
+ x0

ξε2




avec,

x0 = Rl

(
1− cos

(
l
Rl

))
.

Ces applications sont des difféomorphismes de classe C∞ et, de manière évidente, on a

S+ = Θ+
(
ω+ × {0}

)
et Ω+ε = Θ+

(
ω+ × ]−ε, ε[

)

S− = Θ− (ω− × {0}
)
et Ω−ε = Θ− (ω− × ]−ε, ε[

)

3.1.1 Bases locales

Notations :(
gε±1 ,gε±2 ,gε±3

)
:= base covariante associée au paramétrage Θ±,

(gε1±,gε2±,gε3±) := base contravariante associée au paramétrage Θ±.

Les bases covariantes
(
gε±1 ,gε±2 ,gε±3

)
, associées au paramétrage Θ± précédant sont définies par

gε+i :=
∂Θ±

∂ξi
,
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elles valent donc

gε+1 = Rl+ξε3
Rl




− cos
(

ξε1−l
Rl

)

− sin
(

ξε1−l

Rl

)

0


 , gε+2 =




0
0
1


 , gε+3 =




− sin
(

ξε1−l
Rl

)

cos
(

ξε1−l

Rl

)

0




et

gε−1 = Rl+ξε3
Rl




cos
(

ξε1+l

Rl

)

sin
(

ξε1+l

Rl

)

0


 , gε−2 =




0
0
1


 , gε−3 =




sin
(

ξε1+l

Rl

)

− cos
(

ξε1+l

Rl

)

0


 .

Remarque 3.1.1 Les bases covariantes sont orthogonales. Elles coincident avec les directions d’ortho
tropie du tissu.

On détermine ensuite les bases contravariantes (gε1±,gε2±,gε3±) définies par gεi± · gε+j := δij,

gε1+ = Rl
Rl+ξε3




− cos
(

ξε1−l
Rl

)

− sin
(

ξε1−l

Rl

)

0


 , gε2+ =




0
0
1


 , gε3+ =




− sin
(

ξε1−l
Rl

)

cos
(

ξε1−l

Rl

)

0




et

gε1− = Rl
(Rl+ξε3)




cos
(

ξε1+l

Rl

)

sin
(

ξε1+l
Rl

)

0


 , gε2− =




0
0
1


 , gε3− =




sin
(

ξε1+l

Rl

)

− cos
(

ξε1+l
Rl

)

0


 .

3.1.2 Tenseurs métriques

Les composantes covariantes du tenseur métrique valent gε±ij = gε±i · gε±j , tandis que les composantes
contravariantes du même tenseur métrique valent gεij± = gεi± · gεj±, soit, avec une notation ma-
tricielle,

[
gε±ij
]
=




(Rl+ξε3)
2

R2
l

0 0

0 1 0

0 0 1




et
[
gεij±

]
=




R2l
(Rl+ξε3)

2 0 0

0 1 0

0 0 1



.

Enfin, le déterminant du tenseur métrique exprimé en composantes covariantes vaut

gε± =
(Rl + ξε3)

2

R2
l
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3.1.3 Symboles de Christoffel

Notations :

Γεp±
ij := symboles de Christoffel.

On calcule maintenant les symboles de Christoffel, définis par Γεp±
ij = gεp± · ∂g

ε±
i

∂ξεj
.

Remarque 3.1.2 Les seuls symboles non nuls sont Γε1±
13 , Γε1±

31 et Γε3±
11 . Ils valent

Γε1±
13 = 1

(Rl+ξε3)
= Γε1±

31 et Γε3±
11 = − (Rl+ξε3)

R2
l

3.1.4 Tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique

Notations :

eε±‖
(
vε±) := tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique.

Soit vε±, un champ vectoriel exprimé en coordonnées covariantes vε±=vε±i g
εi±. On lui associe le

tenseur de ses dérivées covariantes vε±
‖ dont les coordonnées covariantes sont définies par

vε±
‖ =

[
vε±i‖j

]
:=
[

∂
∂ξεj

(
vε±i
)
− Γεp±

ij vε±p

]
.

Après calculs,

[
vPε±
i‖j

]
=




∂vε±1
∂ξε1

+ Rl+ξε3
R2
l

vε3
∂vε±1
∂ξε2

∂vε±1
∂ξε3
− 1

Rl+ξε3
vε±1

∂vε±2
∂ξε1

∂vε±2
∂ξε2

∂vε±2
∂ξε3

∂vε3
∂ξε1
− 1

Rl+ξε3
vε±1

∂vε3
∂ξε2

∂vε3
∂ξε3



.

A partir du tenseur des dérivées covariantes, on définit eε±‖ (vε±) , le tenseur linéarisé symétrique

de changement de métrique associé au champ de déplacement v±ε. Les composantes covariantes du
tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique sont

eε±i‖j
(
vε±) = 1

2

(
vε±i‖j + vε±j‖i

)
.

Dans le cas que nous étudions, nous allons voir que la surface moyenne génératrice du volume est dite
parabolique puisque sa courbure de Gauss est nulle. Ce vocabulaire peut paraître surprenant dans la
mesure où la surface est elle même engendrée par des arcs de cercle, mais il est adapté à la situation,
c’est pourquoi désormais nous fairons figurer en exposant la lettre P pour y faire référence. Ainsi,
dans le cas parabolique, la matrice des composantes covariantes du tenseur linéarisé de changement
de métrique est

[
ePε±
i‖j

(
vε±)] =




∂vε±1
∂ξε1

+ Rl+ξε3
R2
l

vε3
1
2

(
∂vε±1
∂ξε2

+
∂vε±2
∂ξε1

)
1
2

(
∂vε±1
∂ξε3

+
∂vε3
∂ξε1

)
− 1

Rl+ξε3
vε±1

sym
∂vε±2
∂ξε2

1
2

(
∂vε±2
∂ξε3

+
∂vε3
∂ξε2

)

sym sym
∂vε3
∂ξε3



.
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3.1.5 Tenseur d’élasticité

Notations :

Aε± := tenseur d’élasticité linéaire en coordonnées contravariantes,
P ε := matrice de passage de la base d’orthotropie à la base contravariante.

On rappelle que A est le tenseur d’élasticité linéaire du quatrième ordre exprimé dans une base
d’orthotropie. La matrice de passage de la base d’orthotropie à la base contravariante est

P ε =
(
pεij
)
=




Rl
Rl+ξε3

0 0

0 1 0

0 0 1




Pour obtenir la représentation, notée A±ε, du tenseur d’élasticité en coordonnées contravariantes, on
applique la formule de changement de base

A±ε,ijkl = pεiqp
ε
jrp

ε
ksp

ε
ltAqrst.

On obtient

A±ε =




λ11
(gε±)2

0 0 | 0 µ12
gε±

0 | 0 0 µ13
gε±

0 λ12
gε±

0 | µ12
gε±

0 0 | 0 0 0

0 0 λ13
gε±

| 0 0 0 | µ13
gε±

0 0

− − − + − − − + − − −
0 µ12

gε±
0 | λ12

gε±
0 0 | 0 0 0

µ12
gε±

0 0 | 0 λ22 0 | 0 0 µ23
0 0 0 | 0 0 λ23 | 0 µ23 0
− − − + − − − + − − −
0 0 µ13

gε±
| 0 0 0 | λ13

gε±
0 0

0 0 0 | 0 0 µ23 | 0 λ23 0
µ13
gε±

0 0 | 0 µ23 0 | 0 0 λ33




,

avec, rappelons le,

gε± =
(Rl + ξε3)

2

R2
l

=

(
1 +

ξε3
Rl

)2
.

Remarque 3.1.3 Le tenseur Aε± reste défini positif.

3.2 Formulation variationnelle dans l’ouvert Ωε de R3

Notations :

ω−ε := ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes de la surface intérieure,
ωε := ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes de la surface extérieure,
π := pression de gonflage (= πp) ,
uε± := solution en coordonnées curvilignes du problème Pε,
Pε := problème variationnel formulé en coordonnées curvilignes.
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avec,

ω−ε := (]−2l, 0[ ∪ ]0, 2l[)× ]−L,L[× {−ε} ,
ωε := (]−2l, 0[ ∪ ]0, 2l[)× ]−L,L[× {ε} ,

Pε :=





∀uε ∈ V (Ωε) , ∀v ∈ V (Ωε) ,

∫

ω×]−ε,ε[

Aε± : ePε±
‖ (uε±) : ePε±

‖ (v)
√
gε±dξε + π

V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−ε

uε
3dξ

ε
ω

∫

ω−ε

v3dξ
ε
ω =

(
1 + ε

Rl

) ∫

ωε

fεividξ
ε
ω.

On a déjà vu, paragraphe 2.3 que la formulation variationnelle 3D du problème étudié est
∫

Ωε

A : e (uε) : e (v) dΩε + πp

V

∫

Sε±−ε

uε · nds−ε

∫

Sε±−ε

v · nds−ε =

∫

Sε±ε

δF · vds+ε avec,

e (v) = 1
2

(
∇v+∇vT

)
.

A l’aide des coordonnées curvilignes cette formulation variationnelle s’écrit
∫

ω×]−ε,ε[

Aε± : ePε±
‖ (uε±) : ePε±

‖ (v)
√
gε±dξε + π

V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−ε

uε
3dξ

ε
ω

∫

ω−ε

v3dξ
ε
ω =

(
1 + ε

Rl

)∫

ωε

f εividξ
ε
ω,

et on cherche maintenant à résoudre le problème Pε. Compte tenu du changement de système de
coordonnées, il est utile de rappeler le résultat du théorème 2.4.1, sous sa nouvelle forme :

Proposition 3.2.1 Le problème Pεadmet une unique solution dans
(
V (Ωε) , ‖ ‖1,Ωε

)
.

3.3 Normalisation du domaine en 3D

Notations :

πε := changement de variable,
Ω := ouvert de paramétrisation du volume du tissu en coordonnées curvilignes normalisées.

Dans la formulation variationnelle Pε, le domaine d’intégration ω × ]−ε, ε[ ainsi que les fonctions
à intégrer dépendent du paramètre ε. Pour éviter cette double dépendance, on décide de faire le
changement de variable πε

πε :

∣∣∣∣
Ω �−→ ω × ]−ε, ε[
ξ −→ πε (ξ) = ξε = (ξ1, ξ2, εξ3)

qui permet de se ramener à l’étude d’un problème posé sur le domaine d’intégration Ω := ω× ]−1, 1[
indépendant du paramètre ε.

40



3.3.1 Tenseur d’élasticité normalisé

Notations:

AP± (ε) := représentation en coordonnées contravariantes normalisées du tenseur d’élasticité,

gPε± (ξ3) :=
(
1 + εξ3

Rl

)2
.

Après le changement de variable πε, la ”matrice A±ε” du tenseur d’élasticité s’écrit AP± (ε) avec,

AP± (ε) :=




λ11
(gPε±(ξ3))

2 0 0 | 0 µ12
gPε±(ξ3)

0 | 0 0 µ13
gPε±(ξ3)

0 λ12
gPε±(ξ3)

0 | µ12
gPε±(ξ3)

0 0 | 0 0 0

0 0 λ13
gPε±(ξ3)

| 0 0 0 | µ13
gPε±(ξ3)

0 0

− − − + − − − + − − −
0 µ12

gPε±(ξ3)
0 | λ12

gPε±(ξ3)
0 0 | 0 0 0

µ12
gPε±(ξ3)

0 0 | 0 λ22 0 | 0 0 µ23
0 0 0 | 0 0 λ23 | 0 µ23 0
− − − + − − − + − − −
0 0 µ13

gPε±(ξ3)
| 0 0 0 | λ13

gPε±(ξ3)
0 0

0 0 0 | 0 0 µ23 | 0 λ23 0
µ13

gPε±(ξ3)
0 0 | 0 µ23 0 | 0 0 λ33




.

3.3.2 Tenseur des déformations normalisé

Notations :

eP±‖ (ε,v) := tenseur des déformations normalisé.

Après le changement de variable πε, la matrice du tenseur des déformations normalisé s’écrit

eP±‖ (ε,v) :=




∂v±1
∂ξ1

+ Rl+εξ3
R2l

v3
1
2

(
∂v±1
∂ξ2

+
∂v±2
∂ξ1

)
1
2

(
1
ε

∂v±1
∂ξ3

+ ∂v3
∂ξ1

)
− 1

Rl+εξ3
vε±1

sym
∂v±2
∂ξ2

1
2

(
1
ε

∂v±2
∂ξ3

+ ∂v3
∂ξ2

)

sym sym 1
ε
∂v3
∂ξ3



.

3.4 Formulation variationnelle normalisée en 3D

Notations :

ω−1 := ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées
de la surface intérieure du tissu,

ω1 := ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées
de la surface extérieure du tissu,

V (Ω) := espace de recherche de la solution 3D normalisée,
PP (ε) := problème variationnel formulé en coordonnées curvilignes normalisées.
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avec,

ω−1 := (]−2l, 0[ ∪ ]0, 2l[)× ]−L,L[× {−1} ,
ω1 := (]−2l, 0[ ∪ ]0, 2l[)× ]−L,L[× {+1} ,
V (Ω) :=

{
v ∈H1 (Ω+)2 ×H1 (Ω−)2 ×H1 (Ω) ,v = 0 sur ∂ω × ]−1, 1[

}
,

PP (ε) :=





∀u (ε) ∈ V (Ω) , ∀v ∈ V (Ω) ,

∫

ω×]−1,1[

AP± (ε) : eP±‖ (ε,u± (ε)) : eP±‖ (ε,v)
√

gPε± (ξ3)dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

u3 (ε) dξω

∫

ω−1

v3dξω = 1
ε

(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f i (ε) vidξω.

Après le changement de variable πε, le problème Pε s’écrit PP (ε) . Pour passer de Pε à PP (ε) , on
a simplement effectué un changement de variable, c’est pourquoi, de manière évidente, on a

Proposition 3.4.1 Le problème PP (ε) admet une solution unique, notée u± (ε) , dans V (Ω) muni
de la norme ‖ ‖1,Ω .

3.5 Eléments de géométrie différentielle sur la surface S de R3

Soit les déformation θ± qui transforment ω en S

θ+ :

∣∣∣∣∣
ω+ �−→ S+

ξω −→ θ+ (ξω) =
(
−Rl sin

(
ξε1−l

Rl

)
, Rl cos

(
ξε1−l

Rl

)
− x0, ξε2

)

et

θ− :

∣∣∣∣∣
ω− �−→ S−

ξω −→ θ− (ξω) =
(
Rl sin

(
ξε1+l

Rl

)
, −Rl cos

(
ξε1+l

Rl

)
+ x0, ξε2

)

3.5.1 Bases locales

Notations :
(
a±1 ,a

±
2

)
:= base covariante du plan tangent,

(a1±, a2±) := base contravariante du plan tangent.

Les bases covariantes
(
a±1 ,a

±
2

)
du plan tangent à S en un point de coordonnées θ± (ξω) sont définies

par

a±1 =
∂θ±

∂ξ1
, a±2 =

∂θ±

∂ξ2
.

Dans le cas étudié, ces vecteurs valent

a+1 =




− cos
(

ξε1−l
Rl

)

− sin
(

ξε1−l

Rl

)

0


 , a+2 =




0
0
1


 , a−1 =




cos
(

ξε1+l
Rl

)

sin
(

ξε1+l

Rl

)

0


 , a−2 =




0
0
1


 .
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Pour obtenir une base covariante de l’espace, on complète
(
a±1 ,a

±
2

)
par le vecteur a±3 orthonormal

direct à
(
a±1 , a

±
2

)
défini par

a±3 =
a±1 ∧ a±2∥∥a±1 ∧ a±2

∥∥ .

Ces vecteurs ont pour coordonnées

a+3 =




− sin
(

ξε1−l

Rl

)

cos
(

ξε1−l

Rl

)

0


 , a−3 =




sin
(

ξε1+l

Rl

)

− cos
(

ξε1+l

Rl

)

0


 .

Remarque 3.5.1 La base covariante est orthonormale en tout point de S.

La base contravariante du plan tangent est définie à partir de la base covariante par les relations

a±α · a±β = δαβ ,

puis,

a±3 =
a±1 ∧ a±2
‖a±1 ∧ a±2‖ .

Puisque la base covariante est orthonormale, les bases covariantes et contravariantes sont identiques.

3.5.2 Tenseur métrique et tenseur de courbure

Les composantes covariantes a±αβ du tenseur métrique a
± et les composantes contravariantes de ce

même tenseur, aαβ±, sont définies par

a±αβ = a±α · a±β et aαβ± = aα± · aβ±.

Soit,

[
a±αβ
]
=

[
1 0
0 1

]
,
[
aαβ±

]
=

[
1 0
0 1

]

enfin le déterminant du tenseur métrique exprimé en composantes covariantes est,

a± = det [aαβ] = 1.

On définit ensuite le tenseur b± de courbure de la surface S par ses composantes covariantes

b±αβ = a3± · ∂a±α
∂ξβ

ou par ses composantes mixtes

bβ±α = b±σαa
βσ±.
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Soit,

[
b±αβ
]
=

[ − 1
Rl

0

0 0

]
,
[
bβ±α
]
=

[ − 1
Rl

0

0 0

]
.

On calcule ensuite les symboles de Christoffel liés à la surface S,

ΓSσ±
αβ = aσ± · ∂a

±
α

∂ξβ

et on constate qu’ils sont tous nuls.

Les courbures c±1 (ξω) et c
±
2 (ξω) de la surface S en un point M de coordonnées θ± (ξω) sont solution

du système
{

c±1 (ξω) + c±2 (ξω) = b1±1 + b2±2
c±1 (ξω) c

±
2 (ξω) = b1±1 b2±2 − b2±1 b1±2

et valent donc

c±1 (ξω) = 0, c±2 (ξω) = − 1

Rl
.

Le produit de ces courbures, dit courbure de Gauss, est donc nul.

Remarque 3.5.2 Puisque la courbure de Gauss est nulle, la surface S est parabolique. C’est un
point crucial pour la suite de l’étude, car, contrairement à ce qui se passe dans le cas plus favorable
des surfaces elliptiques [Ciarlet, 2000], [Chapelle-Bathe, 2003] on ne peut pas espérer obtenir de
formulation asymptotique bien posée dans les espaces classiques de Sobolev. Il faut rechercher la
solution dans des espaces abstraits, obtenus en complétant des espaces classiques, pour avoir des
résultats d’existence et d’unicité.

3.6 Développements asymptotiques

Dans le but de réaliser l’étude asymptotique, on calcule maintenant les premiers termes des dévelop-
pements asymptotiques ou de Taylor des différents termes intervenant dans la formulation variation-
nelle normalisée.

3.6.1 Tenseur d’élasticité

Quand ε −→ 0 on a au premier ordre
√

gPε± (ξ3)A
P± (ε) = A+O (ε) .

3.6.2 Tenseur de déformation

Notations :

ekP±i‖j (v) := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de eP±i‖j
(
ε,v±

)
.

On effectue un développement de Taylor de l’expression de eP±i‖j (ε,v) , puis on regroupe par puissance
de ε soit,

eP±i‖j (ε,v) = 1
ε
e−1P±i‖j (v) + e0P±i‖j (v) + εe1P±i‖j (v) + ...
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Après calculs, on obtient

[
e−1P±i‖j (v)

]
=




0 0 1
2

∂v±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂v±2
∂ξ3

1
2

∂v±1
∂ξ3

1
2

∂v±2
∂ξ3

∂v3
∂ξ3



,

et,

[
e0P±i‖j (v)

]
=




∂v±1
∂ξ1

+ 1
Rl
v3

1
2

(
∂v±1
∂ξ2

+
∂v±2
∂ξ1

)
1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v±1

1
2

(
∂v±1
∂ξ2

+
∂v±2
∂ξ1

)
∂v±2
∂ξ2

1
2
∂v3
∂ξ2

1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v±1

1
2
∂v3
∂ξ2

0



.

3.6.3 Tenseur de déformation solution

Notations :

ekP±i‖j := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de eP±i‖j
(
ε,u± (ε)

)
.

On suppose qu’il existe un développement asymptotique formel de l’inconnue normalisée u± (ε)

u± (ε) = u0± + εu1± + .... avec u0± �= 0 et uk± ∈ V (Ω) .

On effectue simultanément le développement de Taylor de eP±i‖j (ε,u± (ε)) et le développement asymp-

totique de u± (ε) . On ordonne par puissances croissantes de ε. On obtient

eP±i‖j
(
ε,u± (ε)

)
= 1

ε
e−1P±i‖j + e0P±i‖j + εe1P±i‖j + ...

avec

[
e−1P±i‖j

]
=




0 0 1
2

∂u0±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂u0±2
∂ξ3

1
2

∂u0±1
∂ξ3

1
2

∂u0±2
∂ξ3

∂u03
∂ξ3



,

et,

[
e0P±i‖j

]
=




∂u0±1
∂ξ1

+ 1
Rl
u03

1
2

(
∂u0±1
∂ξ2

+
∂u0±2
∂ξ1

)
1
2

(
∂u03
∂ξ1

+
∂u1±1
∂ξ3

)
− u0±1

Rl

sym ∂u0±2
∂ξ2

1
2

(
∂u03
∂ξ2

+
∂u1±2
∂ξ3

)

sym sym
∂u13
∂ξ3



.
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3.7 Analyse pré-asymptotique

3.7.1 Objectif

On réalise une étude asymptotique afin de se ramener à l’étude d’un problème posé sur une surface,
en l’occurence sur la surface moyenne du tissu. Dans un premier temps, afin de déterminer l’allure
du problème 2D, on cherche à obtenir une formulation variationnelle qui ne porte que sur u0±, le
premier terme du développement asymptotique de u (ε) . Pour y parvenir, on suppose que

1. la densité surfacique de force f (ε)± est de la forme

f i± (ε) (ξ) = εp+1f pi± (ξω)

où f i± ∈ L2
(
S±1
)
et p est un entier à déterminer,

2. il existe un développement asymptotique formel de l’inconnue normalisée u± (ε) ,

u± (ε) := u0± + εu1± + .... avec u0± �= 0 et uk± ∈ V (Ω) .

On injecte ces expressions dans le problème PP (ε) puis on regroupe les puissances de ε. On annule
successivement les coefficients des puissances croissantes de ε pour en déduire des propriétés vérifiées
par fpi± et uk±. Ceci dans le but d’obtenir une équation qui ne fasse intervenir que u0±, ou à défaut
deux équations couplant u0± et u1±. En fait, contrairement à ce qui se passe dans le cas général
traité dans [Ciarlet, 2000], le terme de couplage entre la pression et le déplacement, qui apparait
dans la formulation variationnelle, ne permet pas d’obtenir une équation en u0± uniquement. Il reste
un terme en u1±, et si l’on pousse plus loin, alors u2± intervient. Mais, si on y regarde de plus près,
c’est uniquement en valeur moyenne sur la surface moyenne que u1± apparait. Cette particularité
permet d’aboutir en la prenant en compte dans l’espace de recherche de la solution.

3.7.2 Méthode d’obtention

Notations :

ζ0± (ξω) := u0± (ξ) ,
V (Ω)3 := {v ∈V (Ω) indépendants de ξ3} ,
AP± (ω) := tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du modèle asymptotique parabolique,
γP± := tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D du modèle parabolique,

avec,

AP± (ω) :=




2λ11λ33−(λ13)2
λ33

0 | 0 2µ12
0 2λ12λ33−λ23λ13

λ33
| 2µ12 0

− − + − −
0 2µ12 | 2λ12λ33−λ23λ13

λ33
0

2µ12 0 | 0
2(λ22λ33−(λ23)2)

λ33



,

γP± (η) :=




∂η±1
∂ξ1

+ 1
Rl
η3

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)
∂η±2
∂ξ2


 .
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Tout au long de cette partie on utilisera trois propriétés remarquables des éléments v de V (Ω)3 :

1.
[
e−1P±i‖j (v)

]
= [0]

2. si on pose η (ξω) := v (ξ) , alors, v ∈V (Ω)3 ⇐⇒ η±i ∈H1
0 (ω±)

3.

∫

ω−1

vidξω =

∫

ω1

vidξω =

∫

ω0

vidξω =

∫

ω

vidξω.

On remplace chaque terme de la formulation variationnelle du problème PP (ε) par son développe-
ment de Taylor ou son développement asymptotique.

∫

Ω

[
A+O (ε)

]
:
[
1
ε
e−1P±i‖j + e0P±i‖j + εe1P±i‖j ...

]
:
[
1
ε
e−1P±i‖j (v) + e0P±i‖j (v) ...

]
dξ+

1
ε
π
V

(
1− 2 ε

Rl
+ ε2

R2
l

) ∫

ω−1

v3dξω

∫

ω−1

(u03 + εu13 + ....) dξω = εp
(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f pi±vidξω.

Puis, on ordonne par puissances croissantes de ε et on annule successivement chaque coefficient. On
appelle PP

p (ε) le problème obtenu en annulant le coefficient de εp.

Annulation du coefficient de 1
ε2

Cette première étape permet d’obtenir des informations sur f−2±, u0± et
[
e−1±i‖j

]
. Le problème PP

−2 (ε)

a pour formulation variationnelle
∫

ω×]−1,1[

A :
[
e−1P±i‖j

]
:
[
e−1P±i‖j (v)

]
dξ =

∫

ω1

f−2i±vidξω, ∀v ∈V (Ω) .

Proposition 3.7.1 Pour annuler le coefficient de 1
ε2
dans la formulation variationnelle de PP

−2 (ε) ,
on doit avoir

f−2 = 0.

Démonstration. La formulation variationnelle du problème PP
−2 (ε) est vérifiée par tous les

éléments de V (Ω) . Puisque V (Ω)3 est inclus dans V (Ω) , ses éléments la vérifient également. Soit

v appartenant à V (Ω)3 , d’après la propriété 1,
[
e−1P±i‖j (v)

]
= [0] . La formulation variationnelle de

PP
−2 (ε) s’écrit alors

∫

ω1

f−2i±vidξω = 0, ∀v ∈V (Ω)3 .

Posons η (ξω) = v (ξ) . d’après la propriété 2, η±i ∈H1
0 (ω±) . Si bien que l’on a,

∀η±i ∈H1
0

(
ω±
)
,

∫

ω

f−2i±η±i dξω = 0.

Par conséquent, par densité de H1
0 (ω±) dans L2 (ω±) , on en déduit f−2i± = 0.
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Proposition 3.7.2 Le premier terme du développement asymptotique de u± (ε) , u0±, est indépen-
dant de la variable transverse ξ3, ce qui implique que

∂u0±

∂ξ3
= 0

et,
[
e−1P±i‖j

]
= [0] .

On pose alors ζ0± (ξω) := u0± (ξ) .

Démonstration. Puisque f−2i± = 0, PP
−2 (ε) s’écrit,

∫

Ω

A :
[
e−1P±i‖j

]
:
[
e−1P±i‖j (v)

]
dξ = 0, ∀v ∈V (Ω)

c’est à dire en remplaçant
[
e−1P±i‖j

]
,
[
e−1P±i‖j (v)

]
et A par leurs valeurs respectives

∫

Ω

(
µ13

∂u0±1
∂ξ3

∂v±1
∂ξ3

+ µ23
∂u0±2
∂ξ3

∂v±2
∂ξ3

+ λ33
∂u03
∂ξ3

∂v3
∂ξ3

)
dξ = 0, ∀v ∈V (Ω) .

On choisit comme fonctions tests v =
(
v+1 , 0, 0, 0, 0

)
, v =

(
0, 0, v−1 , 0, 0

)
, v =

(
0, v+2 , 0, 0, 0

)
,

v =
(
0, 0, 0, v−2 , 0

)
et v =(0, 0, 0, 0, v3) successivement. Ce choix entraîne, en appliquant le théorème

10.1.1 (Annexe III), que

∂u0±

∂ξ3
= 0,

et, par conséquent, puisque

[
e−1P±i‖j

]
=




0 0 1
2

∂u0±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂u0±2
∂ξ3

1
2

∂u0±1
∂ξ3

1
2

∂u0±2
∂ξ3

∂u03
∂ξ3




on a bien le résultat annoncé.

Remarque 3.7.1 Puisque u0± ne dépend pas de ξ3, on a
∫

ω−1

u0±i dξω =

∫

ω1

u0±i dξω =

∫

ω0

u0±i dξω

En tenant compte des précédants résultats, le problème PP (ε) s’écrit,
∫

Ω

[
A+O (ε)

]
:
[
e0P±i‖j + εe1P±i‖j + ...

]
:
[
1
ε
e−1P±i‖j (v) + e0P±i‖j (v) + ...

]
dξ+

1
ε
π
V

(
1− 2 ε

Rl
+ ε2

R2
l

) ∫

ω−1

v3dξω

∫

ω−1

(
ζ03 + εu13 + ....

)
dξω = εp

(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

fpi±vidξω.
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Annulation du coefficient de 1
ε

On obtient cette fois-ci des informations sur
[
e0P±i‖j

]
. Le problème PP

−1 (ε) , obtenu en annulant le

coefficient de 1
ε
est

∫

Ω

A± :
[
e0±i‖j

]
:
[
e−1±i‖j (v)

]
dξ + π

V

∫

ω−1

v3dξω

∫

ω

ζ03dξω =

∫

ω1

f−1i±vidξω.

Proposition 3.7.3 Dans le problème PP
−1 (ε) , les forces f−1i± ne peuvent pas être choisies arbi-

trairement. On a nécessairement

f−1,1± = f−1,2± = 0

f−1,3± = π
V

∫

ω

ζ03dξω.

Démonstration. La formulation variationnelle de PP
−1 (ε) est vérifiée par tous les éléments

v ∈V (Ω)3 . Si bien que, en posant η (ξ1, ξ2) := v (ξ1, ξ2, ξ3) , on a

π
V

∫

ω

η3dξω

∫

ω

ζ03dξω =

∫

ω

f−1i±ηidξω, ∀η±i ∈H1
0

(
ω±
)

c’est à dire

∫

ω

(
f−1,1±η±1 + f−1,2±η±2

)
dξω +

∫

ω

(


f−1,3± − π

V

∫

ω

ζ03dξω


 η3dξω = 0, ∀η±i ∈H1

0

(
ω±
)

dont on déduit, par densité de H1
0 (ω±) dans L2 (ω±) , le résultat énoncé.

On reporte ces valeurs dans la formulation variationnelle de PP
−1 (ε) qui s’écrit alors, ∀v ∈V (Ω)

∫

Ω

A :
[
e0P±i‖j

]
:
[
e−1P±i‖j (v)

]
dξ + π

V

∫

ω

(v3 (ξω,−1)− v3 (ξω, 1)) dξω

∫

ω

ζ03dξω = 0.

Proposition 3.7.4 Le tenseur
[
e0P±i‖j

]
est de la forme

[
e0P±i‖j

]
=




e0P±1‖1 e0P±1‖2 0

e0P±1‖2 e0P±2‖2 0

0 0 −λ13
λ33

e0P±1‖1 − λ23
λ33

e0P±2‖2



.

et par conséquent, il ne dépend ni de ξ3, ni de u
1±.

Démonstration. En choisissant successivement comme fonction test v =
(
v+1 , 0, 0, 0, 0

)
,

v =
(
0, v+2 , 0, 0, 0

)
, v =

(
0, 0, v−1 , 0, 0

)
, v =

(
0, 0, 0, v−2 , 0

)
dans la formulation variationnelle dePP

−1 (ε)
on montre que

e0P±1‖3 = e0P±2‖3 = 0.
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Puis, pour v =(0, 0, 0, 0, v3) ∈ V (Ω) ,
∫

Ω

∂v3
∂ξ3

(
λ13e

0P±
1‖1 + λ23e

0P±
2‖2 + λ33e

0P±
3‖3

)
dξ + π

V

∫

ω

(v3 (ξω,−1)− v3 (ξω, 1)) dξω

∫

ω

ζ03dξω = 0

En particulier quand v3 ∈ H1
0 (Ω) (ce qui entraine v3 (ξω,−1) = 0 et v3 (ξω, 1) = 0), il reste

∫

Ω

∂v3
∂ξ3

(
λ13e

0P±
1‖1 + λ23e

0P±
2‖2 + λ33e

0P±
3‖3

)
dξ = 0, ∀v3 ∈ H1

0 (Ω)

soit, à l’aide du théorème 10.1.1 (Annexe III),

λ13e
0P±
1‖1 + λ23e

0P±
2‖2 + λ33e

0P±
3‖3 = 0,

c’est à dire,

e0P±3‖3 = −λ13
λ33

e0P±1‖1 − λ23
λ33

e0P±2‖2 .

De plus, comme

e0P±1‖1 =
∂u0±1
∂ξ1

+ 1
Rl
u0±3

et par construction,

e0P±2‖2 =
∂u0±2
∂ξ2

et comme on a précédemment montré que u0± est indépendant de ξ3, on a bien,
[
e0P±i‖j

]
indépendant

de ξ3 et de u
1±.

Corollaire 3.7.1 La valeur moyenne de ζ0±3 sur ω,

ζ0±3
ω

= 1
mes(ω)

∫

ω

ζ03dξω,

est nulle, tout comme l’est f−1,3±.

Démonstration. Puisque λ13e
0P±
1‖1 + λ23e

0P±
2‖2 + λ33e

0P±
3‖3 = 0, en prenant comme fonction test

v =(0, 0, 0, 0, v3) ∈ V (Ω) dans la formulation variationnelle de PP
−1 (ε) , il reste

π
V

∫

ω

(v3 (ξω,−1)− v3 (ξω, 1)) dξω

∫

ω

ζ03dξω = 0, ∀v3 ∈ H1 (Ω) , v3 = 0 sur ∂S

ce qui entraîne ∫

ω

ζ03dξω = 0.

Par conséquent comme

f−1,3± = π
V

∫

ω

ζ03dξω

on a bien f−1,3± = 0.

Remarque 3.7.2 Le premier terme du développement asymptotique du déplacement moyen est donc
à moyenne nulle sur la surface médiane. C’est une propriété très importante dans la suite de l’étude
puisqu’elle interviendra dans le choix de l’espace de recherche de la solution asymptotique. C’est à
cause de cette particularité qu’intervient l’espace L20 (ω) dans le modèle asymptotique numérique final.
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Annulation du terme de degré 0 en ε
Lors de cette étape, on aboutit à une équation posée sur ω, couplant u0± et u1±. En effet, compte
tenu des résultats précédants, la formulation variationnelle du pro- blème PP

0 (ε) s’écrit
∫

Ω

A :
[
e0P±i‖j

]
:
[
e0P±i‖j (v)

]
dξ +

∫

Ω

[
A :

[
e1P±i‖j

]
+O (ε) :

[
e0P±i‖j

]]
:
[
e−1P±i‖j (v)

]
dξ

+ π
V

∫

ω−1

v3dξω

∫

ω−1

u13dξω =

∫

ω1

f 0i±vidξω ∀v ∈V (Ω)

Les éléments v de V (Ω)3 annulent

∫

Ω

[
A :

[
e1P±i‖j

]
+O (ε) :

[
e0P±i‖j

]]
:
[
e−1P±i‖j (v)

]
dξ puisque

[
e−1P±i‖j (v)

]
= [0] . Donc, pour tous les éléments v de V (Ω)3 , la formulation variationnelle du prob-

lème PP
0 (ε) s’écrit,

∫

Ω

A :
[
e0P±i‖j

]
:
[
e0P±i‖j (v)

]
dξ + π

V

∫

ω0

v3dξω

∫

ω−1

u13dξω =

∫

ω0

f 0i±vidξω.

Posons η (ξω) := v (ξ) et calculons

∫

Ω

A :
[
e0P±i‖j

]
:
[
e0P±i‖j (v)

]
:

A :
[
e0P±i‖j

]
=




λ11λ33−λ213
λ33

e0P±1‖1 + λ12λ33−λ13λ23
λ33

e0P±2‖2 2µ12e
0P±
1‖2 0

2µ12e
0P±
1‖2

λ12λ33−λ13λ23
λ33

e0P±1‖1 + λ22λ33−λ223
λ33

e0P±2‖2 0

0 0 0



.

Puis remarquons que

γP± (ζ0±
)
=




e0P±1‖1 e0P±1‖2

e0P±1‖2 e0P±2‖2




et que

[
e0P±i‖j (v)

]
=




γP±
11 (η) γP±

12 (η) 1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v±1

γP±
12 (η) γP±

22 (η) 1
2
∂v3
∂ξ2

1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v±1

1
2
∂v3
∂ξ2

0



.

On obtient donc,
∫

Ω

A :
[
e0P±i‖j

]
:
[
e0P±i‖j (v)

]
dξ = 1

2

∫

Ω

AP± (ω) : γP± (ζ0±
)
: γP± (η) dξ.
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AP± (ω) , γP± (ζ0±
)
et γP± (η) sont indépendants de la variable transverse ξ3, par conséquent,

1∫

−1

AP± (ω) : γP± (ζ0±
)
: γP± (η) dξ3 = AP± (ω) : γP± (ζ0±

)
: γP± (η)

∫ 1

−1
dξ3

aussi,

∫

Ω

A :
[
e0P±i‖j

]
:
[
e0P±i‖j (v)

]
dξ = 1

2

∫

ω

(∫ 1

−1
AP± (ω) : γP± (ζ0±

)
: γP± (η) dξ3

)
dξω

=

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ζ0±
)
: γP± (η) dξω

On ne peut pas aller plus loin dans l’annulation des coefficients des puissances de ε. Le meilleur
résultat que l’on puisse espérer est donc

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ζ0±
)
: γP± (η) dξω + π

V

∫

ω

η3dξω

∫

ω−1

u13dξω =

∫

ω

f0i±ηidξω.

3.7.3 Modèle asymptotique, normes et espaces asymptotiques

Notations :

KerγP± :=
{
v ∈V (Ω) , γP± (v) = 0

}
.

L’étude pré-asymptotique aboutit à une équation couplant u0± et u1±. Ce couplage ne doit plus ap-
paraître dans la formulation asymptotique finale. Nous n’avons donc pas encore identifié le modèle
asymptotique. Pourtant cette dernière formulation fixe le cadre fonctionnel du modèle asympto-
tique. La forme bilinéaire symétrique 〈 , 〉Mω qu’elle induit, selon qu’elle est un produit scalaire
ou non, selon que ce produit scalaire induit une norme équivalente ou non à la norme usuelle, déter-
mine s’il s’agit d’un problème de coque en membrane ou non. C’est pourquoi on s’intéresse tout
particulièrement au noyau de.〈 , 〉Mω .

Théorème 3.7.1 Le noyau KerγP± de la forme linéaire γP± est réduit à {0}.

Démonstration. Soit v ∈V (Ω) tel que γP± (v) = 0 dans Ω alors, dans Ω,

∂v±1
∂ξ1

+ 1
Rl
v3 = 0,

∂v±1
∂ξ2

+
∂v±2
∂ξ1

= 0, et,
∂v±2
∂ξ2

= 0.

Posons ηξ3 (ξ1, ξ2) := v (ξ1, ξ2, ξ3) . Alors η
ξ3 appartient à H1

0 (ω±)5et vérifie
∂η

ξ3±
2

∂ξ2
= 0. Montrons

que dans ces conditions, η
ξ3±
2 = 0 dans H1

0 (ω±) . On a

∫

ω

(
η
ξ3±
2

)2
dξω = −

∫

ω

2η
ξ3±
2

∂η
ξ3±
2

∂ξ2
ξ2dξω +

∫

∂ω

(
η
ξ3±
2

)2
ξ2n2dl.
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Or,

∂η
ξ3±
2

∂ξ2
= 0 =⇒

∫

ω

2η
ξ3±
2

∂η
ξ3±
2

∂ξ2
ξ2dξω = 0

et

η
ξ3±
2 ∈ H1

0

(
ω±
)
=⇒

∫

∂ω

(
η
ξ3±
2

)2
ξ2n2dl = 0

donc

∥∥∥ηξ3±2
∥∥∥
2

0,ω
= 0

soit

η
ξ3±
2 = 0 et v±2 = 0.

L’égalité

∂v±1
∂ξ2

+
∂v±2
∂ξ1

= 0

devient

∂v±1
∂ξ2

= 0.

Par conséquent, de la même manière que

(
η
ξ3±
2 ∈ H1

0

(
ω±
)
et

∂η
ξ3±
2

∂ξ2
= 0

)
=⇒ η

ξ3±
2 = 0

on a η
ξ3±
1 = 0 dans ω± et v1 = 0 dans Ω. Enfin, comme

∂v±1
∂ξ1

+
1

Rl

v3 = 0

on a v3 = 0 dans Ω.

Conclusion 1 On déduit la formulation variationnelle du problème de ”coque en membrane” PP
0 (ε),

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ζ0±
)
: γP± (η) dξω + π

V

∫

ω

η3dξω

∫

ω−1

u13dξω =

∫

ω

f 0i±ηidξω.

Cette formulation n’est pas une formulation asymptotique puisqu’elle fait intervenir le terme du
premier ordre u13. Elle fixe pourtant le cadre fonctionnel de l’étude asymptotique. En effet, pour

montrer la convergence des suites (u± (ε))ε et
(
u± (ε)

)
ε
on utilise deux normes construites à l’aide

du produit scalaire 〈ζ,η〉Mω induit par cette formulation.
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3.8 Etude asymptotique

Notations :

PP (ε,Ω) := problème variationnel parabolique 3D avec hypothèses asymptotiques,

PP (ε,Ω) :=





∀u (ε) ∈ V (Ω) , ∀v ∈ V (Ω) ,

∫

Ω

AP± (ε) : eP±‖ (ε,u± (ε)) : eP±‖ (ε,v)
(
1 + ε ξ3

Rl

)
dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

u3 (ε) dξω

∫

ω−1

v3dξω =
(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f i±vidξω.

L’objet de cette partie est d’identifier et de justifier mathématiquement les équations posées sur la
surface ω. Pour cela, on prouve, dans des espaces fonctionnels adéquats (choisis à l’aide des indications
fournies par l’étude pré-asymptotique), la convergence de la suite des déplacements (u (ε))ε solutions
du problème 3D, quand l’épaisseur de la membrane tend vers zéro. On se place dans le cas où :

1. les membranes ont toutes la même surface médiane S = θ (ω) ,

2. les conditions aux limites sont toutes posées sur θ (∂ω) ,

3. les constantes d’élasticité des membranes ne dépendent pas de l’épaisseur,

4. les forces extérieures f εi± vérifient, il existe f±=(f i±) ∈ L2 (ω) indépendante de ε,

f εi± (ξεω) = εf i± (ξω) .

Sous ces hypothèses, le problème PP (ε) devient PP (ε,Ω),

3.8.1 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 2D

Notations :

ǫ (η) :=
[
1
2

(
∂ηα
∂ξβ

+
∂ηβ
∂ξα

)]
et, ‖η‖2110,ω := ‖η1‖21,ω + ‖η2‖21,ω + ‖η3‖20,ω ,

〈ζ,η〉ω :=

∫

ω

(ǫ (ζ) : ǫ (η) + ζ3η3) dξω et, ‖η‖2ω := 〈η,η〉ω ,

〈ζ,η〉Mω :=

∫

ω

γP± (ζ) : γP± (η) dξω, et,
(
‖η‖Mω

)2
:= 〈η,η〉Mω ,

et,

V0 := D (ω+)2 ×D (ω−)2 ×D (ω) ,

VP (ω) := H1
0 (ω+)2 ×H1

0 (ω−)2 × L2 (ω±) ,

VMP (ω) := complété de VP (ω) pour la norme ‖ ‖Mω .
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Afin de fixer le cadre variationnel, on étudie les normes induites par les produits scalaires

〈 , 〉Mω :

∣∣∣∣∣∣∣

V0 × V0 �−→ R

(ζ,η) −→ 〈ζ,η〉Mω =

∫

ω

γP± (ζ) : γP± (η) dξω

et

〈 , 〉ω :

∣∣∣∣∣∣∣

V0 × V0 �−→ R

(ζ,η) −→ 〈ζ,η〉ω =

∫

ω

(ǫ (ζ) : ǫ (η) + ζ3η3) dξω

On se limite dans une premier temps à une étude sur V0,
Afin d’établir des résultats d’équivalence, démontrons un lemme préliminaire et son corollaire.

Lemme préliminaire : Soit O un ouvert, on a




∀η1 ∈ H1
0 (O) , ∀η2 ∈ H1 (O) ,

∫

O

∂η1
∂ξ2

∂η2
∂ξ1

dξω =

∫

O

∂η1
∂ξ1

∂η2
∂ξ2

dξω

∀η1 ∈ H1 (O) , ∀η2 ∈ H1
0 (O) ,

∫

O

∂η1
∂ξ2

∂η2
∂ξ1

dξω =

∫

O

∂η1
∂ξ1

∂η2
∂ξ2

dξω

Démonstration. Soient η1 ∈ D (O) et η2 ∈ D
(
O
)
,

∫

O

∂η1
∂ξ2

∂η2
∂ξ1

dξω = −
∫

O

η1
∂2η2

∂ξ1∂ξ2
dξω

=

∫

O

∂η1
∂ξ1

∂η2
∂ξ2

dξω

d’où les résultats souhaités par densité de D (O) et D
(
O
)
dans H1

0 (O) et H1 (O) .

Corollaire 3.8.1 Pour η1 ∈ H1
0 (O) et η2 ∈ H1 (O) , ou pour η1 ∈ H1 (O) et η2 ∈ H1

0 (O) ,
∥∥∥∂η1

∂ξ2
+ ∂η2

∂ξ1

∥∥∥
2

0,O
=
∥∥∥∂η2

∂ξ1

∥∥∥
2

0,O
+
∥∥∥∂η1

∂ξ2

∥∥∥
2

0,O
+ 2

∫

O

∂η1
∂ξ1

∂η2
∂ξ2

dξω.

Proposition 3.8.1 Sur l’espace V0, la norme ‖ ‖ω est équivalente à ‖ ‖110,ω . VP (ω) est égal

topologiquement et algébriquement à H1
0 (ω+)2 ×H1

0 (ω−)2 × L2 (ω±) .

Démonstration. Soit η =
(
η+1 , η

+
2 , η

−
1 , η

−
2 , η3

)
∈ V0. Calculons et minorons ‖η‖2ω en utilisant le

corollaire précédant puis l’inégalité de Poincaré

‖η‖2ω = 1
4

∑
α=1,2

(
|η±α |21,ω + 3

∥∥∥∂η±α
∂ξα

∥∥∥
2

0,ω

)
+ 1

2

∫

ω

∂η±1
∂ξ1

∂η±2
∂ξ2

dξω + ‖η3‖20,ω

= 1
4

∑
α=1,2

(
|η±α |21,ω + 2

∥∥∥∂η±α
∂ξα

∥∥∥
2

0,ω

)
+ 1

4

∥∥∥∂η±1
∂ξ1

+
∂η±2
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω
+ ‖η3‖20,ω

≥ 1
4

(∣∣η±1
∣∣2
1,ω

+
∣∣η±2
∣∣2
1,ω

)
+ ‖η3‖20,ω

≥ c
(∥∥η±1

∥∥2
1,ω

+
∥∥η±2

∥∥2
1,ω

+ ‖η3‖20,ω
)
.
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D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
∫

ω

∂η±1
∂ξ2

∂η±2
∂ξ1

dξω ≤
∥∥∥∂η±2

∂ξ1

∥∥∥
0,ω

∥∥∥∂η±1
∂ξ2

∥∥∥
0,ω

et, comme

∥∥∥∂η±2
∂ξ1

∥∥∥
0,ω

∥∥∥∂η±1
∂ξ2

∥∥∥
0,ω
≤ 1

2

(∥∥∥∂η±2
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+
∥∥∥∂η±1

∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

)

on a la majoration de ‖η‖2ω

‖η‖2ω ≤ 1
4

∑
α=1,2

(
|η±α |21,ω + 3

∥∥∥∂η±α
∂ξα

∥∥∥
2

0,ω

)
+ 1

4

(∥∥∥∂η±2
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+
∥∥∥∂η±1

∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

)
+ ‖η3‖20,ω

≤
∥∥η±1

∥∥2
1,ω

+
∥∥η±2

∥∥2
1,ω

+ ‖η3‖20,ω .

Les normes sont bien équivalentes. Le complété de V0 pour ‖ ‖ω est donc algébriquement et

topologiquement égal au complété de V0 pour ‖ ‖110,ω , cest à dire VP (ω) = H1
0 (ω+)

2×H1
0 (ω−)2×

L2 (ω±) .

On montre maintenant un résultat crucial pour l’étude asymptotique.

Proposition 3.8.2 Les normes ‖ ‖Mω et ‖ ‖ω ne sont pas équivalentes sur VP (ω) .

Démonstration. La preuve se fait en deux temps, on montre d’abord qu’il existe c > 0 tel que
pour tout η ∈VP (ω) on a

‖η‖Mω ≤ c ‖η‖ω ,

puis on montre par l’absurde que l’inégalité

‖η‖ω ≤ c′ ‖η‖Mω
est fausse pour tout c′ > 0, ce qui suppose de montrer un résultat intermédiaire de non comparabilité
des normes des dérivées partielles.
En appliquant l’inégalité triangulaire, on a

∥∥∥∂η1
∂ξ1

+ 1
Rl
η3

∥∥∥
0,ω
≤
∥∥∥∂η1

∂ξ1

∥∥∥
0,ω

+ 1
Rl
‖η3‖0,ω ,

on en déduit la majoration

(
‖η‖Mω

)2
≤ 2

∥∥∥∂η1
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+ 2 1

R2
l

‖η3‖20,ω + 1
4

∥∥∥∂η1
∂ξ2

+ ∂η2
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+
∥∥∥∂η2

∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

≤ max(2, 2
R2l

) ‖η‖2ω

Supposons que l’on ait,

∃c > 0,∀η ∈W (ω) , ‖η‖2ω ≤ c
(
‖η‖Mω

)2
,
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alors, pour tout η±2 ∈ H1
0 (ω±) , comme η =

(
0, η+2 , 0, η

−
2 , 0

)
∈ VP (ω) , on aurait

c

(
1
4

∥∥∥∂η2
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+
∥∥∥∂η2

∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

)
≥ 1

4

∥∥∥∂η2
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+
∥∥∥∂η2

∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

et par conséquent c ≥ 1.
De même, pour tout η1 ∈ H1

0 (ω±) , puisque

η =
(
η+1 , 0, η

−
1 , 0,−Rl

∂η±1
∂ξ1

)
∈ VP (ω) ,

on aurait,

∥∥∥∂η1
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+ 1

4

∥∥∥∂η1
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω
+ R2

l

∥∥∥∂η1
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
≤ c

4

∥∥∥∂η1
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

soit,

(
1 + R2

l

) ∥∥∥∂η1
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
≤ c−1

4

∥∥∥∂η1
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

cette inégalité n’est pas vraie dans H1
0 (ω) .

En effet, supposons qu’il existe C > 0 tel que

∀η1 ∈ H1
0 (ω) ,

∥∥∥∂η1
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
≤ C

∥∥∥∂η1
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω
.

Soient
(
ξ̃1, ξ̃2

)
∈ ω, α > 0 tel que π :=

]
ξ̃1 − α, ξ̃1 + α

[
×
]
ξ̃2 − α, ξ̃2 + α

[
⊂ ω et η̃ (ξ1, ξ2) ∈ D (π) ⊂

D (ω) non indépendant de ξ2. Pour tout m > 1, on construit l’élément de D (ω) suivant

ηm (ξ1, ξ2) =

{
η̃
(
ξ̃1 + m

(
ξ1 − ξ̃1

)
, ξ2

)
si
∣∣∣ξ1 − ξ̃1

∣∣∣ < α
m
et
∣∣∣ξ2 − ξ̃2

∣∣∣ < α

0 sinon

par construction, le support de ηm est contenu dans πm =
]
ξ̃1 − α

m
, ξ̃1 + α

m

[
×
]
ξ̃2 − α, ξ̃2 + α

[
et

mes (πm) = 1
m
mes (π) . Calculons les dérivées partielles de ηm dans πm.

∂ηm
∂ξ1

= m ∂η̃
∂ξ1

(
ξ̃1 + m

(
ξ1 − ξ̃1

)
, ξ2

)

et

∂ηm
∂ξ2

= ∂η̃
∂ξ2

(
ξ̃1 + m

(
ξ1 − ξ̃1

)
, ξ2

)
.

Les normes vérifient donc

∥∥∥∂ηm
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
=

∫

ω

m2 ∂η̃
∂ξ1

(
ξ̃1 + m

(
ξ1 − ξ̃1

)
, ξ2

)2
dξ1dξ2

=

∫

ω

m2
(

∂η̃
∂ξ1

(ξ′1, ξ2)
1
m

)2
dξ′1dξ2 =

∥∥∥ ∂η̃
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
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et

∥∥∥∂ηm
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω
=

∫

ω

(
∂η̃
∂ξ2

(
ξ̃1 + m

(
ξ1 − ξ̃1

)
, ξ2

))2
dξ1dξ2

=

∫

ω

(
∂η̃
∂ξ2

(ξ′1, ξ2)
1
m

)2
dξ′1dξ2 = 1

m2

∥∥∥ ∂η̃
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

et donc C vérifie,

∀m > 0, m2
∥∥∥ ∂η̃

∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
≤ C

∥∥∥ ∂η̃
∂ξ2

∥∥∥
2

0,ω

ce qui est impossible puisque

lim
m→+∞

m2
∥∥∥ ∂η̃
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
= +∞

Ainsi, ‖ ‖110,ω , la norme naturelle sur VP (ω) n’est pas équivalente sur VP (ω) à ‖ ‖Mω .

Proposition 3.8.3 On déduit de cette étude les propriétés suivantes

1. L’espace VP (ω) est un sous-espace propre de VMP (ω) .

2. VP (ω) n’est pas fermé pour la norme ‖ ‖Mω .

3. L’injection canonique de VP (ω) dans VMP (ω) est continue.

4. Par construction, VP (ω) est dense dans VMP (ω) .

Démonstration. 1. VP (ω) n’est pas réduit au {0}. Par construction VMP (ω) est complet pour
‖ ‖Mω , VP (ω) ne l’est pas (puisque VP (ω) est complet pour ‖ ‖110,ω et que les normes ne sont pas
équivalentes) donc VP (ω) �= VMP (ω) .

2. Si VP (ω) était fermé dans
(
VP (ω) , ‖ ‖Mω

)
espace de Hilbert, il serait complet.

3. On a montré dans la preuve de la proposition précédente que ∀η ∈VP (ω) , ‖η‖Mω ≤ c ‖η‖ω , d’où
la continuité.

Conséquences Une forme linéaire continue sur
(
VP (ω) , ‖ ‖110,ω

)
ne se prolonge pas nécessaire-

ment par continuité en une forme linéaire continue sur
(
VMP (ω) , ‖ ‖Mω

)
. Or, le préliminaire à

l’étude asymptotique introduit naturellement la norme ‖ ‖Mω . Pour que les conditions du théorème
de Lax-Milgram ( qui assure l’existence et l’unicité de la solution du problème asymptotique) soient
vérifiées, on doit donc se placer dans l’espace complet pour cette norme, à savoir VMP (ω) .
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3.8.2 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 3D

Notations :

v := 1
2

∫ 1

−1
vdξ3,

(
‖v‖MΩ

)2
:=

∥∥∥ ∂v
∂x3

∥∥∥
2

0,Ω
+
(
‖v‖Mω

)2
,

VMP (Ω) := complété de V (Ω) pour la norme ‖ ‖MΩ .

Pour obtenir des résultats de convergence en 3D, il faut munir V (Ω) d’une norme adaptée. Formelle-
ment, la restriction de cette norme à V (Ω)3 doit coincider avec ‖ ‖

M
ω . Un procédé naturel pour

transformer un élément v de V (Ω) en un élément de VMP (ω) consiste à prendre sa moyenne v
suivant l’épaisseur.

Remarque 3.8.1 Pour tout v ∈ L2 (Ω) , ‖v‖0,ω ≤ 1√
2
‖v‖0,Ω .

En effet,

∫

ω

(
1
2

∫ 1

−1
vdξ3

)2
dξω ≤ 1

4

∫

ω

((∫ 1

−1
v2dξ3

)1/2(∫ 1

−1
1dξ3

)1/2)2
dξω

≤ 1
4

∫

ω

2

(∫ 1

−1
v2dξ3

)
dξω.

A partir de la moyenne dans l’épaisseur et de ‖ ‖Mω , on définit la norme ‖ ‖MΩ sur V (Ω) qui coïncide

avec ‖ ‖Mω sur V (Ω)3 par

∀v ∈V (Ω) ,
∥∥∥ ∂v

∂x3

∥∥∥
2

0,Ω
+
(
‖v‖Mω

)2
.

Proposition 3.8.4 La norme ‖ ‖MΩ n’est pas équivalente sur V (Ω) à la norme hilbertienne ‖ ‖1,Ω .

Démonstration. Pour montrer que les deux normes ne sont pas équivalentes sur V (Ω), il sufffit
de montrer qu’elles ne le sont pas sur V (Ω)3 . Ce que l’on fait par l’absurde.

Soit soit η ∈ H1
0 (ω) , alors v := (0, 0, 0, 0, η) ∈ V (Ω)3 . Par construction, ‖v‖

M
Ω = Rl ‖η‖0,ω et

‖v‖1,Ω = ‖η‖1,ω. Si les normes étaient équivalentes, il existerait donc c > 0 tel que ∀η ∈ H1
0 (ω) ,

|η|1,ω ≤ c ‖η‖0,ω . En utilisant le même contre exemple que dans la démonstration de la proposition
3.8.2 de l’étude en 2D, on aurait alors

∃c > 0, ∀m ∈ N, ∀η ∈ H1
0 (ω) , m2

∥∥∥ ∂η
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
+
∥∥∥ ∂η
∂ξ1

∥∥∥
2

0,ω
≤ c2 ‖η‖20,ω

ce qui est impossible. Il n’y a donc pas équivalence des normes.
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Proposition 3.8.5 La norme ‖ ‖MΩ vérifie,

∃c > 0, ∀ε > 0 et ∀v ∈V (Ω) , ‖v‖MΩ ≤ c

(
∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε,v)
∥∥∥
2

0,Ω

)1/2
.

Démonstration. Soit v∈V (Ω) , par définition de la norme ‖ ‖MΩ
(
‖v‖MΩ

)2
=
∥∥∥ ∂v
∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
+
(
‖v‖Mω

)2
.

Majorons séparément chaque terme de la somme. D’après la définition de la norme ‖ ‖Mω et la
remarque 3.8.1 :

(
‖v‖Mω

)2
=
∑
α,β

∥∥∥γP±
αβ (v)

∥∥∥
2

0,ω
≤ 1

2

∑
α,β

∥∥γP±
αβ (v)

∥∥2
0,Ω

.

On remplace chaque γP±
αβ (v) par son expression en fonction de eP±α‖β (ε,v) et on obtient

(
‖v‖Mω

)2
≤ 1

2

∥∥∥eP±1‖1 (ε,v)−
εξ3
R2l

v3

∥∥∥
2

0,Ω
+
∥∥∥eP±1‖2 (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω
+ 1

2

∥∥∥eP±2‖2 (ε,v)
∥∥∥
2

0,Ω
.

Majorons 1
2

∥∥∥eP±1‖1 (ε,v)−
εξ3
R2
l

v3

∥∥∥
2

0,Ω
en supposant de plus que ε < 1 et que Rl ≥ 1 et sachant que ξ3

appartient à ]−1, 1[ .

1
2

∥∥∥eP±1‖1 (ε,v)−
εξ3
R2l

v3

∥∥∥
2

0,Ω
≤
∥∥∥eP±1‖1 (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω
+ ε2

∥∥∥ ξ3
R2l

v3

∥∥∥
2

0,Ω

≤
∥∥∥eP±1‖1 (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω
+
∥∥∥ ξ3
R2l

v3

∥∥∥
2

0,Ω

≤
∥∥∥eP±1‖1 (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω
+ ‖v3‖20,Ω .

Majorons maintenant
∥∥∥ ∂v
∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
. Puisque

∂v±1
∂ξ3

= ε
(
eP±1‖3 (ε,v) + eP±3‖1 (ε,v) +

2v±1
Rl+εξ3

− ∂v3
∂ξ1

)

et que, comme 2
Rl+εξ3

appartient à L2 (Ω) , il existe une constante strictement positive c telle que

∥∥∥ 2
Rl+εξ3

v±1

∥∥∥
2

0,Ω
≤ c

∥∥v±1
∥∥2
0,Ω

,

on en déduit la majoration

∥∥∥∂v±1
∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
≤ ε2c

(∥∥∥eP±1‖3 (ε,v)
∥∥∥
2

0,Ω
+
∥∥∥eP±3‖1 (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω
+ ‖v1‖20,Ω +

∥∥∥∂v3
∂ξ1

∥∥∥
2

0,Ω

)
.

De même, en remarquant que
∥∥∥∂v±2

∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
= ε2

∥∥∥eP±2‖3 (ε,v) + eP±3‖2 (ε,v)− ∂v3
∂ξ2

∥∥∥
2

0,Ω

≤ 2ε2
(∥∥∥eP±2‖3 (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω
+
∥∥∥eP±3‖2 (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω
+
∥∥∥∂v3

∂ξ2

∥∥∥
2

0,Ω

)
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et que

∥∥∥∂v3
∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
= ε2

∥∥∥eP±3‖3 (ε,v)
∥∥∥
2

0,Ω

puis en réinjectant ces inégalités dans la majoration de
(
‖v‖MΩ

)2
, on montre l’existence d’une con-

stante positive c telle que

(
‖v‖MΩ

)2
≤∑

α,β

∥∥∥eP±α‖β (ε,v)
∥∥∥
2

0,Ω
+ c
∑
i

∥∥∥eP±i‖3 (ε,v)
∥∥∥
2

0,Ω
+ cε2 ‖v‖21,Ω .

Enfin, à l’aide de l’inégalité de type Korn du théorème 10.2.1 (voir Annexe III) on a le résultat.

Pour se placer dans le cadre d’application du théorème de Lax-Milgram, on complète V (Ω) pour la
norme ‖ ‖MΩ .

3.8.3 Forces admissibles

Notations :

LP (ε) := forme linéaire correspondant au problème PP (ε,Ω) .

On a

LP (ε)

∣∣∣∣∣∣∣

V (Ω) �−→ R

v −→ LP (ε) (v) =

∫

ω1

(
1 + ε

Rl

)
f i±vidξω .

On souhaite que les conditions d’application du théorème de Lax-Milgram soient vérifiées. Les forces
extérieures déjà supposée L2 (paragraphe 3.7.2) doivent appartenir à un sous espace de L2 (ω) tel
que la forme linéaire

LP (ε) (v) :=

∫

ω1

(
1 + ε

Rl

)
f i±vidξω

soit continue pour la norme ‖ ‖MΩ dans l’espace complété VMP (Ω) .

Définition 3.8.1 Les forces extérieures f i± sont dites admissibles, au sens donné dans [Ciarlet, 2000]
si et seulement si ∀ε > 0, ∃F ij± (ε) ∈ L2 (Ω) et ∃F ij± ∈ L2 (Ω) telles que pour tout ε > 0 et pour
tout v ∈V (Ω) ,

LP (ε) (v) =

∫

Ω

[
F ij± (ε)

]
:
[
eP±i‖j (ε,v)

] (
1 + εξ3

Rl

)
dξ

et,

F ij± (ε) −→
ε→0

F ij± dans L2 (Ω) .
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Remarque 3.8.2 Les formes linéaires LP (ε) sont continues sur
(
V (Ω) , ‖ ‖1,Ω

)
et uniformément

continues par rapport à ε.

Proposition 3.8.6 Si les forces sont admissibles au sens de la définition 3.8.1, alors elles vérifient,
il existe

[
fαβ

]
∈ [L2 (ω)] tel que

∀η ∈ H1
0

(
ω+
)2 ×H1

0

(
ω−
)2 × L2 (ω) ,

∫

ω

f iηidξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω

Démonstration. La démonstration se fait en deux temps, on montre d’abord que

F 13± = 0, F 23± = 0 et F 33± = 0

puis que

∫

ω

f iηidξω =

∫

ω

2
[
Fαβ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω.

Pour montrer le premier point, prenons comme fonction test dans P (ε,Ω) la fonction w = εv où
v =

(
v+1 , v

+
2 , v

−
1 , v

−
2 , v3

)
∈ V (Ω) . Puisque

∫

ω1

(
1 + ε

Rl

)
f i±widξω =

∫

Ω

[
F ij± (ε)

]
:
[
eP±i‖j (ε,w)

] (
1 + εξ3

Rl

)
dξ,

et que

lim
ε→0

∫

ω1

(
1 + ε

Rl

)
f i±widξω = lim

ε→0
ε

∫

ω1

(
1 + ε

Rl

)
f i±vidξω = 0

alors on a,

lim
ε→0

∫

Ω

[
F ij± (ε)

]
:
[
eP±i‖j (ε,w)

] (
1 + εξ3

Rl

)
dξ = 0.

Or,

[
F ij± (ε)

]
−→
ε→0

[
F ij±] et

[
eP±i‖j (ε,w)

]
−→
ε→0




0 0 1
2

∂v±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂v±2
∂ξ3

1
2

∂v±1
∂ξ3

1
2

∂v±2
∂ξ3

∂v3
∂ξ3



dans

[
L2 (Ω)

]
.
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par conséquent,
∫

Ω

(
F 13± ∂v±1

∂ξ3
+ F 23± ∂v±2

∂ξ3
+ F 33± ∂v3

∂ξ3

)
dξ = 0, ∀v ∈ V (Ω)

donc d’après le théorème 10.1.1 (annexe III)

F 13± = 0, F 23± = 0 et F 33± = 0.

Montrons maintenant le deuxième point. Soit v =
(
v+1 , v

+
2 , v

−
1 , v

−
2 , v3

)
∈ V (Ω)3 . Passons à la limite

quand ε −→ 0 dans l’égalité
∫

ω1

(
1 + ε

Rl

)
f i±vidξω =

∫

Ω

[
F ij± (ε)

]
:
[
eP±i‖j (ε,v)

] (
1 + εξ3

Rl

)
dξ

On obtient,
∫

ω1

f ividξω =

∫

Ω

(
F 11

(
∂v1
∂ξ1

+ 1
Rl
v3

)
+ F 12

(
∂v1
∂ξ2

+ ∂v2
∂ξ1

)
+ F 22 ∂v2

∂ξ2

)
dξ.

ce qui, puisque v est indépendant de ξ3, s’écrit aussi
∫

ω

f ividξω = 2

∫

ω

((
∂v1
∂ξ1

+ 1
Rl
v3

)
F 11 +

(
∂v1
∂ξ2

+ ∂v2
∂ξ1

)
F 12 + ∂v2

∂ξ2
F 22

)
dξ1dξ2.

D’où le résultat en choisissant
[
fαβ

]
= 2

[
Fαβ

]
.

Réciproquement, montrons que

Proposition 3.8.7 Soit f ∈ L2 (ω) , s’il existe
[
fαβ

]
∈ [L2 (ω)] , tel que

∀η ∈ H1
0

(
ω+
)2 ×H1

0

(
ω−
)2 × L2 (ω) ,

∫

ω

f iηidξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω

alors, ∀ε > 0, il existe [F ij± (ε)] ∈ [L2 (Ω)] tel que pour tout v ∈V (Ω) ,

LP (ε) (v) =

∫

Ω

[
F ij± (ε)

]
:
[
eP±i‖j (ε,v)

](
1 + εξ3

Rl

)
dξ.

Démonstration. Soit v ∈V (Ω) , on remarque formellement que

v = 1
2

∫ 1

−1
vdξ3 = 1

2
[(1 + ξ3)v]

1
−1 − 1

2

∫ 1

−1
(1 + ξ3)

∂v
∂ξ3

dξ3 = v/ω1 − 1
2

∫ 1

−1
(1 + ξ3)

∂v
∂ξ3

dξ3.

Par conséquent, puisque

LP (ε) (v) =
(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f±vdξω =
(
1 + ε

Rl

)∫

ω

f±v/ω1dξω,
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on obtient en remplaçant v/ω1

LP (ε) (v) =
(
1 + ε

Rl

)∫

ω

f±
(
v+ 1

2

∫ 1

−1
(1 + ξ3)

∂v
∂ξ3

dξ3

)
dξω.

Or, v ∈ H1
0 (ω+)2 ×H1

0 (ω−)2 × L2 (ω) donc par hypothèse,
∫

ω

f ividξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (v)

]
dξω

et f± ne dépend pas de ξ3 donc∫

ω

f±
∫ 1

−1
(1 + ξ3)

∂v
∂ξ3

dξ3dξω =
(
1 + ε

Rl

)∫

Ω

f± (1 + ξ3)
∂v
∂ξ3

dξ.

On en déduit donc, puisque f± (1 + ξ3) ∈ L2 (Ω) et que
[
fαβ

]
∈ [L2 (ω)] , qu’il existe c > 0 tel que

∣∣LP (ε) (v)
∣∣ ≤ c

(∥∥γP±
αβ (v)

∥∥
0,ω

+
∥∥∥ ∂v

∂ξ3

∥∥∥
0,Ω

)
≤ c ‖v‖MΩ .

or d’après la proposition 3.8.5,

‖v‖MΩ ≤ c

(
∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε,v)
∥∥∥
2

0,Ω

)1/2

donc LP (ε) est une forme linéaire continue sur V (Ω) pour la norme induite par le produit scalaire

〈u,v〉e =

∫

Ω

[
eP±i‖j (ε,u)

]
:
[
eP±i‖j (ε,v)

] (
1 + εξ3

Rl

)
dξ.

L’espace (V (Ω) , ‖ ‖e) est un espace de Hilbert, donc d’après le théorème de représentation de Riesz,
il existe wε ∈ V (Ω) tel que

∣∣LP (ε) (v)
∣∣ = 〈wε,v〉e

Posons F ij± (ε) := eP±i‖j (ε,wε) . Alors, [F ij± (ε)] ∈ [L2 (Ω)] et vérifie LP (ε) (v) =

∫

Ω

[F ij± (ε)] :

[
eP±i‖j (ε,v)

] (
1 + εξ3

Rl

)
dξ.

Définition 3.8.2 Soit f ∈ L2 (ω) , on dit que f est admissible s’il existe
[
fαβ

]
∈ [L2 (ω)] , tel que

∀η ∈ H1
0

(
ω+
)2 ×H1

0

(
ω−
)2 × L2 (ω) ,

∫

ω

f iηidξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω

Remarque 3.8.3 Si f est admissible, alors LP (ε) est continue pour la norme ‖ ‖MΩ . En effet on
montre dans la démonstration de la proposition 3.8.7 que

∣∣LP (ε) (v)
∣∣ ≤ c ‖v‖MΩ .

Remarque 3.8.4 Dans le cas où les forces extérieures sont exclusivement surfacique, on peut donc
affaiblir par rapport à [Ciarlet, 2000] les conditions d’admissibilité des forces.
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3.8.4 Convergence de la suite des déplacements normalisés (u (ε))ε

Notations :

BMP
ω := unique extension continue pour ‖ ‖Mω de BP±

ω à VMP (ω) ,

CMP
ω := unique extension continue pour ‖ ‖Mω de CP±

ω à VMP (ω) ,

LMP
ω := unique extension continue pour ‖ ‖Mω de LP±

ω à V MP (ω) ,

avec,

BP±
ω (ζ,η) := 1

2

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ς) : γP± (η) dξω,

CP±
ω (η) :=

∫

ω

η3dξω,

LP±
ω (η) := 1

2

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω,

VMP
0 (ω) :=

{
η ∈VMP (ω) , CP±

ω (η) = 0
}
,

PMP
ω :=





ζ ∈VMP
0 (ω) , ∀η ∈VMP

0 (ω)

BMP
ω (ζ,η) = LMP

ω (η) .

La forme linéaire sur VP (ω) , LP±
ω , peut aussi s’exprimer sous la forme

LP±
ω (η) = 1

2

∫

ω

(
f1±η±1 + f2±η±2 + f3±η3

)
dξω.

Proposition 3.8.8 La forme linéaire LP±
ω est continue sur VP (ω) pour la norme ‖ ‖Mω .

Démonstration. Soit η =
(
η±1 , η

±
2 , η

−
1 , η

−
2 , η3

)
∈ VP (ω) , alors, en appliquant l’inégalité de

Cauchy-Schwarz

∣∣LP±
ω (η)

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω

∣∣∣∣∣∣
≤
∥∥fαβ

∥∥
0,ω

∥∥γP±
αβ (η)

∥∥
0,ω

≤
∥∥fαβ

∥∥
0,ω
‖η‖Mω ,

d’où la continuité.

Corollaire 3.8.2 La forme linéaire LP±
ω , continue pour ‖ ‖Mω admet une unique extension continue

sur VMP (ω) , notée LMP
ω .

De même,

Proposition 3.8.9 La forme linéaire CP±
ω est continue sur VP (ω) pour la norme ‖ ‖Mω .
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Démonstration. Soit η =
(
η±1 , η

±
2 , η

−
1 , η

−
2 , η3

)
∈ VP (ω) , alors, en appliquant l’inégalité trian-

gulaire puis de l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∣∣CP±
ω (η)

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∫

ω

η3dξω

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

ω

Rl

(
γP±
11 (η)− ∂η1

∂ξ1

)
dξω

∣∣∣∣∣∣

≤ Rl

∣∣∣∣∣∣

∫

ω

γP±
11 (η) dξω

∣∣∣∣∣∣
+ Rl

∣∣∣∣∣∣

∫

ω

∂η1
∂ξ1

dξω

∣∣∣∣∣∣
≤ Rlmes (ω)

∥∥γP±
11 (η)

∥∥
0,ω

≤ Rlmes (ω) ‖η‖Mω ,

d’où la continuité.

Corollaire 3.8.3 La forme linéaire CP±
ω , continue pour ‖ ‖Mω , admet une unique extension continue

sur VMP (ω) , notée CMP
ω .

De même,

Proposition 3.8.10 La forme bilinéaire BP±
ω est continue sur VP (ω)×VP (ω) pour la norme‖ ‖Mω ,

elle admet donc une unique extension continue à VMP (ω) , notée BMP
ω .

Théorème 3.8.1 Soit f admissible au sens de la définition 3.8.2. Il existe u ∈ VMP (Ω) et il existe
ζ ∈ VMP

0 (ω) tels que

u (ε) −→
ε→0

u dans VMP (Ω) et u (ε) −→
ε→0

ζ dans VMP
0 (ω)

et ζ est l’unique solution du problème bi-dimensionnel

PMP
ω :





ζ ∈VMP
0 (ω) , ∀η ∈VMP

0 (ω)

BMP
ω (ζ,η) = LMP

ω (η) .

Démonstration. La preuve se décompose en 14 points successifs.

1. Majorations a priori et extraction de sous suites faiblement convergentes. Dans ce premier

point, on montre que les normes ‖u (ε)‖MΩ ,
∥∥∥u (ε)

∥∥∥
M

ω
, ‖εu (ε)‖1,Ω et

∥∥∥eP±i‖j (ε)
∥∥∥
0,Ω
sont bornées.

Puis on en déduit l’existence d’une sous-suite extraite de u (ε) , notée u (ε′) , l’existence de
u ∈ VMP (Ω) , de u−1 =

(
u−1i

)
∈ V (Ω) , de eP±i‖j ∈ L2 (Ω) , de ζ ∈ VMP (ω) et de κ ∈ R telles

que

u (ε′) ⇀
ε′→0

u dans VMP (Ω)

ε′u (ε′) ⇀
ε′→0

u−1 dans V (Ω)

eP±i‖j (ε′) ⇀
ε′→0

eP±i‖j dans L2 (Ω)

u (ε′) ⇀
ε′→0

ζ dans VMP (ω)

1√
ε′

∫

ω−1

u3 (ε
′)
(
1− ε′

Rl

)
dξω −→

ε′→0
κ dans R
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Appliquons la proposition 3.8.5 à la fonction particulière v = u (ε) ,

(
‖u (ε)‖MΩ

)2
≤ c
∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε)
∥∥∥
2

0,Ω
.

Le tenseur d’élasticité normalisé, AP± (ε), est uniformément défini positif donc il existe une
constante c > 0 telle que

∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε)
∥∥∥
2

0,Ω
≤ c

∫

Ω

AP± (ε)ijkl eP±k‖l (ε) eP±i‖j (ε)
√

g± (ε)dξ.

On en déduit donc
(
‖u (ε)‖MΩ

)2
≤ c

∫

Ω

AP± (ε)ijkl eP±k‖l (ε) eP±i‖j (ε)
√

gp± (ε)dξ.

Donc

(
‖u (ε)‖MΩ

)2
≤ c




∫

Ω

AP± (ε)ijkl eP±k‖l (ε) eP±i‖j (ε)
√

gP± (ε)dξ

+1
ε
π
V

(
1− ε′

Rl

)2
(
∫
ω−1

u±3 (ε) dξω

)2




= cLP (ε) (u (ε)) .

Les forces sont admissibles, par conséquent d’après la remarque 3.8.3, il existe c > 0 tel que

LP (ε) (u (ε)) ≤ c ‖u (ε)‖MΩ .

La suite
(
‖u (ε)‖MΩ

)
ε
est donc bornée, et puisqu’on a les inégalités

(
‖u (ε)‖MΩ

)2
≤ c

∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε)
∥∥∥
2

0,Ω
≤ c




∫

Ω

AP± (ε)ijkl eP±k‖l (ε) eP±i‖j (ε)
√

gP± (ε)dξ

+1
ε
π
V

(
1− ε′

Rl

)2
(
∫
ω−1

u±3 (ε) dξω

)2




≤ c ‖u (ε)‖MΩ ,

les suites

(∥∥∥eP±i‖j (ε)
∥∥∥
0,Ω

)

ε

et


1

ε
π
V

(
1− ε′

Rl

)2
(
∫
ω−1

u±3 (ε) dξω

)2


ε

le sont également. Grâce à

l’inégalité de type Korn du théorème 10.2.1 (Annexe III), on a également

ε ‖u (ε)‖1,Ω ≤ c

enfin,
(∥∥∥∂u(ε)

∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
+

(∥∥∥u (ε)
∥∥∥
M

ω

)2
=
(
‖u (ε)‖MΩ

)2
et ‖u (ε)‖MΩ ≤ c

)
=⇒

(∥∥∥u (ε)
∥∥∥
M

ω
≤ c

)
.

Ces cinq majorations assurent l’existence de suites extraites et de limites faibles dans les espaces
respectifs.
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2. On montre les convergences fortes suivantes

ε′u (ε′) −→
ε′→0

u−1 dans L2 (Ω) ,
∂u3(ε′)
∂ξ3

−→
ε′→0

0 dans L2 (Ω) ,

puis celles de,
∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω −→
ε′→0

0 dans R,

∫

ω

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε′)dξω −→

ε′→0
0 dans R,

∫

ω+1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω −→
ε′→0

0 dans R.

et en conséquence,

CP±
ω

(
u (ε′)

)
⇀
ε′→0

0.

La première convergence forte provient de la convergence faible ε′u (ε′) ⇀
ε′→0

u−1 dans V (Ω)

montrée au point 1, et de l’injection compacte de H1 (Ω) dans L2 (Ω) .

Pour la seconde, on remarque que

(
∂u3(ε′)
∂ξ3

= ε′eP±3‖3 (ε
′)
)

=⇒
(∥∥∥∂u3(ε′)

∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
= ε′

∥∥∥eP±3‖3 (ε
′)
∥∥∥
2

0,Ω
≤ ε′c

)
.

Pour la suivante,

1√
ε′

∫

ω−1

u3 (ε
′)
(
1− ε′

Rl

)
dξω −→

ε′→0
κ =⇒ ∃c > 0,

∣∣∣∣∣∣

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω

∣∣∣∣∣∣
≤
√
ε′c

=⇒
∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω −→
ε′→0

0.

On remarque ensuite que
∫

ω

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε′)dξω = 1

2

∫

Ω

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξΩ.

On intègre par parties en choisissant pour primitive de 1 la fonction ξ3 �−→ ξ3 − 1 (cette
primitive s’annule sur ω1) et on obtient
∫

ω

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε′)dξω = −1

2

∫

Ω

(ξ3 − 1)
(
1− ε′

Rl

)
∂u3(ε′)
∂ξ3

dξΩ + 1
2

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′)n3dξω

Ces deux intégrales tendent vers 0.

Pour établir la dernière convergence forte, on utilise le même procédé en choisissant cette fois
ci ξ3 �−→ ξ3 + 1 comme primitive de 1 dans l’intégration par parties.
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3. On montre dans ce point que les limites faibles trouvées dans le point 1 vérifient

eP±1‖3 = 0, eP±2‖3 = 0, eP±3‖3 = −λ13
λ33

eP±1‖1 − λ23
λ33

eP±2‖2

On prend comme fonction test w = ε′v dans P (ε′,Ω) , et on passe à la limite terme à terme
en remarquant d’abord que

eP±i‖j (ε′,w) = ε′eP±i‖j (ε,v)

et que par conséquent,

[
eP±i‖j (ε′,w)

]
−→
ε′→0




0 0 1
2

∂v±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂v±2
∂ξ3

1
2

∂v±1
∂ξ3

1
2

∂v±2
∂ξ3

∂v3
∂ξ3



dans

[
L2 (Ω)

]
.

On en déduit donc
∫

Ω

AP± (ε′)ijkl eP±k‖l (ε′) eP±i‖j (ε,w)
√

gP± (ε′)dξ −→
ε′→0

∫

Ω

(
2µ13e

P±
1‖3

∂±v1
∂ξ3

+ 2µ23e
P±
2‖3

∂v±2
∂ξ3

+
(
λ13e

P±
1‖1 + λ23e

P±
2‖2 + λ33e

P±
3‖3

)
∂v3
∂ξ3

)
dξ

Par ailleurs, puisque lim
ε′→0

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω = 0, et que, par construction de la fonction

test,

lim
ε′→0

∣∣∣∣∣∣
1
ε′

π
V

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
w±3 dξω

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
π
V

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
v3dξω

∣∣∣∣∣∣
∈ R

on a en multipliant les deux limites

lim
ε′→0

1
ε′

π
V

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
w±3 dξω

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω = 0

Enfin, le choix de w entraîne également que

lim
ε′→0

∫

ω−1

f i±wi

(
1 + ε′

Rl

)
dξω = 0

On passe maintenant à la limite dans la formulation variationnelle,
∫

Ω

(
2µ13e

P±
1‖3

∂v±1
∂ξ3

+ 2µ23e
P±
2‖3

∂v±2
∂ξ3

+
(
λ13e

P±
1‖1 + λ23e

P±
2‖2 + λ33e

P±
3‖3

)
∂v3
∂ξ3

)
dξ = 0

d’où le résultat en appliquant le théorème 10.1.1 (Annexe III).
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4. Dans ce point, on montre que toute la suite (u (ε))ε>0 vérifie

[
eP±α‖β (ε)− γP±

αβ

(
u (ε)

)]
−→
ε→0

[0] dans
[
L2 (ω)

]

et que par conséquent la sous-suite (u (ε′))ε′ définie dans le point 1 vérifie

[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
⇀
ε′→0

[
eP±α‖β

]
dans

[
L2 (ω)

]
.

ce qui permettra le moment venu (point 8) de passer à la limite dans une variante du second
membre.

Puisque

[
eP±α‖β (ε)− γP±

αβ

(
u (ε)

)]
=




ε
R2l

ξ3u3 (ε) 0

0 0




il suffit de montrer que

lim
ε→0

ε
R2l

∥∥∥ξ3u3 (ε)
∥∥∥
0;ω

= 0.

Ce qui est vrai car :

ξ3u3 (ε) = 1
2

∫ 1

−1
ξ3u3 (ε) dξ3,

on intègre par parties

ξ3u3 (ε) = 1
2

[
1
2

(
ξ23 − 1

)
u3 (ε)

]1
−1 −

1
2

∫ 1

−1

1
2

(
ξ23 − 1

) ∂u3(ε)
∂ξ3

dξ3 = 1
2

(
1− ξ23

) ∂u3(ε)
∂ξ3

.

De cette égalité on déduit les majorations

ε
R2l

∥∥∥ξ3u3 (ε)
∥∥∥
0;ω
≤ ε

2R2l

∥∥∥
(
1− ξ23

) ∂u3(ε)
∂ξ3

∥∥∥
0,ω
≤ ε

R2l

∥∥∥
(
1− ξ23

) ∂u3(ε)
∂ξ3

∥∥∥
0,Ω

≤ ε
R2l
‖u (ε)‖MΩ ≤ cε

donc,

lim
ε→0

ε
R2l

∥∥∥ξ3u3 (ε)
∥∥∥
0;ω

= 0.

et en conséquence

[
eP±α‖β (ε)− γP±

αβ

(
u (ε)

)]
−→
ε→0

[0] dans
[
L2 (ω)

]
.

Si bien que pour montrer que

[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
⇀
ε′→0

[
eP±α‖β

]
dans

[
L2 (ω)

]
,
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il suffit de montrer que
[
eP±α‖β (ε′)

]
⇀
ε′→0

[
eP±α‖β

]
dans

[
L2 (ω)

]

Or, on sait depuis le point 1 que
[
eP±i‖j (ε′)

]
⇀
ε′→0

[
eP±i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]

Par définition de la convergence faible on a donc

∀ϕ ∈ L2 (Ω) ,

∫

Ω

eP±α‖β (ε′)ϕdξ −→
ε′→0

∫

Ω

eP±α‖βϕdξ

ce qui entraîne,

∀ϕ ∈ L2 (ω) ,

∫

ω

(∫ 1

−1
eP±α‖β (ε′) dξ3

)
ϕdξω −→

ε′→0

∫

ω

(∫ 1

−1
eP±α‖βdξ3

)
ϕdξω

c’est à dire

eP±α‖β (ε′) ⇀
ε′→0

eP±α‖β dans L
2 (ω)

5. Dans ce point, on montre une propriété importante qui permet d’éliminer le terme de couplage
dans le modèle asymptotique, à savoir, qu’il existe un réel k tel que

lim
ε′→0

1
ε′

π
V

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω = k.

Remarquons tout d’abord que

AP (ε′) −→
ε′→0

A et
[
eP±i‖j (ε′)

]
⇀
ε′→0




eP±1‖1 eP±1‖2 0

eP±1‖2 eP±2‖2 0

0 0 −λ13
λ33

eP±1‖1 − λ23
λ33

eP±2‖2



.

Soit v =(0, 0, 0, 0, v3)∈V (Ω)3 , indépendante de la variable transverse ξ3, alors

[
eP±i‖j (ε′,v)

]
−→
ε′→0




1
Rl
v3 0 1

2
∂v3
∂ξ1

0 0 1
2
∂v3
∂ξ2

1
2
∂v3
∂ξ1

1
2
∂v3
∂ξ2

0



.

Passons à la limite terme à terme dans P (ε′,Ω) pour ce choix de v.

lim
ε′→0

∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±k‖l (ε′)

]
:
[
eP±i‖j (ε′,v)

]√
gP± (ε′)dξ

= 1
2

∫

Ω

1
Rl
v3
(
AP± (ω)1111 eP±1‖1 + AP± (ω)1122 eP±2‖2

)
dξ

=

∫

ω

1
Rl

(
AP± (ω)1111 eP±1‖1 + AP± (ω)1122 eP±2‖2

)
v3dξω,
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pour le second membre, on obtient

lim
ε′→0

∫

ω1

(
1 + ε′

Rl

)
f 3v3dξω =

∫

ω

f3v3dξω.

Par conséquent, en remplaçant dans l’égalité limite, on obtient pour tout v3 élément deH
1
0 (ω±) ,

∫

ω

( lim
ε′→0

1
ε′

π
V

∫

ω−1

u3 (ε
′) dξω)v3dξω =

∫

ω

(
f 3 − 1

Rl
AP± (ω)1111 eP±1‖1 − 1

Rl
AP± (ω)1122 eP±2‖2

)
v3dξω.

Soit, par densité de H1
0 (ω±) dans L2 (ω±) ,

lim
ε′→0

π
ε′V

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω = f 3 − 1
Rl
AP± (ω)1111 eP±1‖1 − 1

Rl
AP± (ω)1122 eP±2‖2.

Pour conclure, puisque la limite de l’intégrale existe, alors elle appartient à R.

6. Dans ce point, on montre que les limites faibles eP±α‖β vérifient

∫

ω

AP± (ω) :
[
eP±σ‖τ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω −

∫

ω

kη3dξω ∀η ∈VP (ω) .

cette propriété permettra d’établir au point 9 la convergence forte du tenseur
[
eP±i‖j (ε′)

]
.

Pour v ∈V (Ω)3 , on passe à la limite terme à terme dans P (ε′,Ω) , en remarquant qu’on a la
convergence forte

[
eP±i‖j (ε′,v)

]
−→
ε′→0




γP±
11 (v) γP±

12 (v) 1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v±1

γP±
12 (v) γP±

22 (v) 1
2
∂v3
∂ξ2

1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v±1

1
2
∂v3
∂ξ2

0




si bien que

lim
ε′→0

∫

Ω

AP± (ε′)
ijkl

eP±k‖l (ε′) eP±i‖j (ε′,v)
√

gP± (ε′)dξ = 1
2

∫

Ω

AP± (ω) :
[
eP±α‖β

]
:
[
γP±
αβ (v)

]
dξ.

D’après le point 5,

lim
ε′→0

1
ε′

π
V

∫

ω

(
1− ε′

Rl

)
v3dξω

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω =

∫

ω

kv3dξω

Au second membre, puisque v ∈H1
0 (ω+)2 ×H1

0 (ω−)2 × L2 (ω) , le passage à la limite donne

lim
ε′→0

∫

ω1

(
1 + ε′

Rl

)
f±vdξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (v)

]
dξω
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L’égalité limite est donc

1
2

∫

Ω

AP± (ω) :
[
eP±α‖β

]
:
[
γP±
αβ (v)

]
dξ =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (v)

]
dξω −

∫

ω

kv3dξω.

Il ne reste plus qu’à passer en valeurs moyennes
∫

ω

AP± (ω) :
[
eP±σ‖τ

]
:
[
γP±
αβ (v)

]
dξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ (v)

]
dξω −

∫

ω

kv3dξω.

7. Dans cette partie, en vue de montrer la convergence forte de la suite (u (ε′))ε′ , on montre que
cette vérifie

ε′u (ε′) ⇀
ε′→0

0 dans H1 (Ω) ,

ε′u (ε′) −→
ε′→0

0 dans L2 (Ω) ,

∂u±1 (ε
′)

∂ξ3
⇀
ε′→0

0 dans L2 (Ω) ,

∂u±2 (ε
′)

∂ξ3
⇀
ε′→0

0 dans L2 (Ω) ,

et que
[
eP±α‖β

]
est indépendant de la variable transverse ξ3 i.e

[
∂eP±
α‖β

∂ξ3

]
= [0] .

Soit u−1 (ε′) := ε′u (ε′) . Par construction, (u−1 (ε′))ε′ définit une suite de V (Ω) , faiblement
convergente dans V (Ω) et fortement convergente dans L2 (Ω) vers u−1. Cette suite vérifie de
plus

1
ε′

[
eP±i‖j

(
ε′,u−1 (ε′)

)]
=
[
eP±i‖j (ε′)

]
⇀
ε′→0

[
eP±i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]
.

D’après le théorème 10.1.3 (Annexe III), on a alors

u−1 : =
(
u−1i

)
indépendant de la variable transverse ξ3

u−1+ ∈ H1
0

(
ω+
)
×H1

0

(
ω+
)
×H1

0

(
ω+
)
∩H2

(
ω+
)

u−1− ∈ H1
0

(
ω−
)
×H1

0

(
ω−
)
×H1

0

(
ω−
)
∩H2

(
ω−
)

∂νu
−1
3 = 0 sur ∂ω±

γP±
αβ

(
u−1

)
= 0

[
ραβ

(
u−1

)]
∈

[
L2 (Ω)

]

[
ραβ

(
u−1

)]
=

[
− ∂

∂ξ3

(
lim faible 1

ε′
eP±i‖j

(
ε′,u−1 (ε′)

))]
= 0

on déduit de γP±
αβ

(
u−1

)
= 0 que u−1 appartient au noyau KerγP±. Comme ce noyau se réduit

au singleton {0} , nécessairement u−1 = 0. Enfin, puisque u−1 est indépendant de la variable
transverse ξ3,

u−1 = 0 =⇒ u−1 = 0.
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Comme

u−1 = 0 =⇒
[
ραβ

(
u−1

)]
= [0] et

[
ραβ

(
u−1

)]
=

[
−∂eP±

α‖β

∂ξ3

]

on en déduit
[
e±α‖β

]
est indépendant de la variable transverse ξ3.

Enfin, on revient à la définition de eP±1‖3 (ε
′) pour exprimer

∂u±1 (ε
′)

∂ξ3
on a :

∂u±1 (ε
′)

∂ξ3
= 2ε′eP±1‖3 (ε

′) + 2ε′

Rl+ε′ξ3
u±1 (ε′)− ε′ ∂u3(ε

′)
∂ξ1

et par conséquent, comme u−1 = 0, chaque terme de la somme converge fortement ou faiblement
vers 0. Si bien que

∂u±1 (ε
′)

∂ξ3
⇀
ε′→0

0 dans L2 (Ω) .

De même, en revenant à la définition de eP±2‖3 (ε
′) , on a

∂u±2 (ε
′)

∂ξ3
= 2ε′eP±2‖3 (ε

′)− ε′ ∂u3(ε
′)

∂ξ2

et, puisque les deux termes convergent vers 0,

∂u±2 (ε
′)

∂ξ3
⇀
ε′→0

0 dans L2 (Ω) .

8. Dans ce point on montre que

lim
ε′→0

∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
≤ c

∫

ω

([
fαβ±] :

[
e±α‖β

]
−A :

[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

])
dξω

en vue d’établir ultérieurement la convergence forte dans [L2 (Ω)] de la sous-suite
([

eP±i‖j (ε′)
])

ε′
.

Comme AP (ε) est uniformément définie positive, on a

∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
≤ c

∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j

]√
gP± (ε′)dξ

≤ c




∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j (ε′)

]
:
[
eP±i‖j (ε′)

]√
gP± (ε′)dξ−

2

∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j (ε′)

]
:
[
eP±i‖j

]√
gP± (ε′)dξ+

∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

]√
gP± (ε′)dξ




Passons à la limite terme à terme,

lim
ε′→0

∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

]√
gP± (ε′)dξ =

∫

Ω

A :
[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

]
dξ

lim
ε′→0

∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j (ε′)

]
:
[
eP±i‖j

]√
gP± (ε′)dξ =

∫

Ω

A :
[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

]
dξ
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Remarquons que eP±α‖β = eP±α‖β puisque indépendant de ξ3 et par conséquent,

∫

Ω

A :
[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

]
dξ = 2

∫

ω

A :
[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

]
dξω.

Reste à étudier le passage à la limite dans le terme
∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j (ε′)

]
:
[
eP±i‖j (ε′)

]√
gP± (ε′)dξ

dont on remarque qu’il s’agit du premier terme du problème PP (ε′,Ω) quand on a choisi comme
fonction test u (ε′). Aussi, pour calculer cette limite, il suffit d’étudier la limite de

(
1 + ε′

Rl

)∫

ω1

f i±u±i (ε′) dξω − 1
ε′

π
V

(
1− ε′

Rl

)2 ∫

ω−1

u3 (ε
′) dξω

∫

ω−1

u3 (ε
′) dξω

On a montré au point 5 que

lim
ε′→0

1
ε′

π
V

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω = k

et au point 2 que

lim
ε′→0

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω = 0,

ces deux limites sont finies, aussi, en les multipliant on obtient,

lim
ε′→0

1
ε′

π
V

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω

∫

ω−1

(
1− ε′

Rl

)
u3 (ε

′) dξω = 0.

Etudions maintenant la limite de
(
1 + ε′

Rl

)∫

ω1

f i±u±i (ε′) dξω. En utilisant la même décomposi-

tion que lors de la démonstration de la proposition 3.8.7, on a
∫

ω1

f i±u±i (ε′) dξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
dξω + 1

2

∫

Ω

f± (1 + ξ3)
∂u(ε′)
∂ξ3

dξ.

Or, d’après le point 4

[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
⇀
ε′→0

[
eP±α‖β

]
dans

[
L2 (ω)

]

donc

lim
ε′→0

(
1 + ε′

Rl

) ∫

ω

[
fαβ

]
:
[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
dξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
eP±α‖β

]
dξω.
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Enfin, d’après les points 2 et 7,

∂u(ε′)
∂ξ3

⇀
ε′→0

0 dans L2 (Ω)

donc

lim
ε′→0

1
2

(
1 + ε′

Rl

)∫

Ω

f± (1 + ξ3)
∂u(ε′)
∂ξ3

dξ = 0.

On vient de montrer

lim
ε′→0

(
1 + ε′

Rl

)∫

ω1

f i±u±i (ε′) dξω =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
eP±α‖β

]
dξω.

Et par soustraction de ces limites, on déduit

lim
ε′→0

∫

Ω

AP± (ε′) :
[
eP±i‖j (ε′)

]
:
[
eP±i‖j (ε′)

]√
gP± (ε′)dξ =

∫

ω

[
fαβ

]
:
[
eP±α‖β

]
dξω.

Il ne reste plus qu’à réunir toutes les limites pour conclure.

9. Dans ce point, on montre que la convergence forte du tenseur
[
eP±i‖j (ε′)

]
−→
ε′→0

[
eP±i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]

et en conséquence celles des tenseurs
[
eP±i‖j (ε′)

]
−→
ε′→0

[
eP±i‖j

]
dans [L2 (ω)] ,

[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
−→
ε′→0

[
eP±α‖β

]
dans [L2 (ω)] .

Pour cela, d’après la majoration en norme obtenue au point 8, il suffit de montrer que
∫

ω

([
fαβ±

]
:
[
eP±α‖β

]
−A :

[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

])
dξω = 0.

En effet, puisque u (ε′) ∈ V (Ω) , u (ε′) ∈ VP (ω). En prenant η =u (ε′), le point 6 devient
∫

ω

AP± (ω) :
[
eP±α‖β

]
:
[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
dξω =

∫

ω

([
fαβ±] :

[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
− ku3 (ε′)

)
dξω.

D’après le point 2,

lim
ε′→0

∫

ω

u3 (ε′)dξω = 0

par conséquent,
∫

ω

AP± (ω) :
[
eP±α‖β

]
:
[
eP±α‖β

]
dξω =

∫

ω

[
fαβ±] :

[
eP±α‖β

]
dξω.
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Comme par ailleurs

A :
[
eP±i‖j

]
:
[
eP±i‖j

]
= 1

2
AP± (ω) :

[
eP±α‖β

]
:
[
eP±α‖β

]
,

on a bien

lim
ε′→0

∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
= 0.

On sait également que

∀v ∈, ‖v‖20,ω ≤ 1
2
‖v‖20,Ω ,

aussi, pour la valeur particulière v = eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j appartenant à L2 (Ω) on obtient

∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j

∥∥∥
2

0,ω
≤ 1

2

∑
i,j

∥∥∥eP±i‖j (ε′)− eP±i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
,

d’où, en passant à la limite, la convergence forte de
([

eP±i‖j (ε′)
])

ε′
vers

[
eP±i‖j

]
dans [L2 (ω)] .

Enfin,

∥∥∥γP±
αβ

(
u (ε′)

)
− eP±α‖β

∥∥∥
2

0,ω
≤ 2

∥∥∥γP±
αβ

(
u (ε′)

)
− eP±α‖β (ε′)

∥∥∥
2

0,ω
+ 2

∥∥∥eP±α‖β (ε′)− ep±α‖β

∥∥∥
2

0,ω

donc d’après le point 4 et la convergence forte précédente, on a bien la convergence forte dans

[L2 (ω)] de
([

γP±
αβ

(
u (ε′)

)])
ε′
vers

[
eP±α‖β

]
.

10. Dans ce point, on montre la convergence forte de la sous suite
(
u (ε′)

)
ε′
dont la convergence

faible a été montrée au point 1.

u (ε′) −→
ε′→0

ζ dans VMP (ω)

Pour cela, montrons que u (ε′) est une suite de Cauchy de
(
VMP (ω) , ‖ ‖Mω

)
. Soient ε′1 > 0 et

ε′2 > 0, par définition de la norme ‖ ‖Mω ,

∥∥∥u (ε′1)− u (ε′2)
∥∥∥
M

ω
=

(∥∥∥γP±
αβ

(
u (ε′1)

)
− γP±

αβ

(
u (ε′2)

)∥∥∥
2

0,ω

)1/2

ce qui signifie que
(
u (ε′)

)
ε′
est une suite de Cauchy de

(
VMP (ω) , ‖ ‖Mω

)
, puisque la suite

([
γP±
αβ

(
u (ε′)

)])
ε′
est une suite de Cauchy de

(
L2 (ω) , ‖ ‖0,ω

)4
.

11. On montre ici que ζ est l’unique solution du problème PMP
ω et que toute la suite

(
u (ε)

)
ε

converge fortement vers ζ dans VMP (ω) .
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Pour cela, calculons de deux manières différentes lim
ε′→0

BP±
ω

(
u (ε′),η

)
pour η ∈VP (ω) .

lim
ε′→0

BP±
ω

(
u (ε′),η

)
= lim

ε′→0
1
2

∫

ω

AP± (ω) :
[
γP±
αβ

(
u (ε′)

)]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω

= 1
2

∫

ω

AP± (ω) :
[
eP±α‖β

]
:
[
γP±
αβ (η)

]
dξω

= LP±
ω (η) .

Et, puisque u (ε′) −→
ε′→0

ζ dans VMP (ω) on a, par définition du prolongement continu,

lim
ε′→0

BP±
ω

(
u (ε′),η

)
= BMP

ω (ζ,η) .

Par unicité de la limite, on en déduit

BMP
ω (ζ,η) = LP±

ω (η) , ∀η ∈VP (ω) ,

et, par prolongement continu de l’opérateur LP±
ω ,

BMP
ω (ζ,η) = LMP

ω (η) , ∀η ∈VMP (ω) .

On a vu au point 2 que la suite de terme général u (ε′) vérifie de plus

CP±
ω

(
u (ε′)

)
= 0.

et par conséquent

CMP
ω (ζ) = 0.

Aussi, ζ vérifie le problème variationel





ζ ∈VMP
0 (ω) , ∀η ∈VMP (ω)

BMP
ω (ζ,η) = LMP

ω (η)

et plus précisément, comme l’existence de ζ est assurée, ζ est l’unique solution de PMP
ω . En effet,

le problème PMP
ω est bien posé puisque, par construction, BMP

ω est bilinéaire coercive continue

et LMP
ω est linéaire continue sur l’espace complet

(
VMP
0 (ω) , ‖ ‖Mω

)
. Comme ζ est l’unique

solution du problème PMP
ω , on en déduit que toutes les sous-suites extraites de

(
u (ε)

)
ε
con-

vergentes, convergent vers la même limite ζ. L’unicité de la limite de toutes les suites extraites

convergentes assure que toute la suite
(
u (ε)

)
ε
converge fortement vers ζ dans VMP

0 (ω) .

12. On montre dans ce point que

ε′u (ε′) −→
ε′→0

0 dans V (Ω)
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Pour cela, on applique le théorème 10.1.2 (Annexe III) à v =ε′u (ε′) . Il existe une constante
c > 0 telle que ,

∥∥∥∥
1
ε′

∂eP±
α‖β

(ε′,ε′u(ε′))

∂ξ3
+ ραβ (ε′u (ε′))

∥∥∥∥
−1,Ω

≤ cε′
(∑

i

∥∥∥eP±i‖3 (ε′,u (ε′))
∥∥∥
0,Ω

+
∑
α

∥∥ε′u±α (ε′)
∥∥
0,Ω

+ ‖ε′u3 (ε′)‖1,Ω
)

or, d’après le point 1, la suite (εu (ε)) est bornée pour la norme ‖ ‖1,Ω , si bien que

ε′
(∑

α

∥∥ε′u±α (ε′)
∥∥
0,Ω

+ ‖ε′u3 (ε′)‖1,Ω
)
−→
ε′→0

0

et, d’après le point 9

ε′eP±i‖3 (ε′,u (ε′)) −→
ε′→0

0 dans L2 (Ω) .

on déduit donc la convergence forte,

∂eP±
α‖β

(ε′)

∂ξ3
+ ραβ (ε′u (ε′)) −→

ε′→0
0 dans H−1 (Ω) .

Comme on a établi au point 9 la convergence forte

[
eP±i‖j (ε′)

]
−→
ε′→0

[
eP±i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]

on en déduit la convergence forte

∂eP±
α‖β

(ε′)

∂ξ3
−→
ε′→0

∂eP±
α‖β

∂ξ3
dans H−1 (Ω)

Comme on a montré au point 7 que

[
∂eP±
α‖β

∂ξ3

]
= [0] , on a donc

ραβ (ε′u (ε′)) −→
ε′→0

0 dans H−1 (Ω) .

on peut maintenant appliquer le théorème 10.1.3 (Annexe III) avec χαβ = 0 et conclure.

13. On montre dans ce point les convergences fortes suivantes

∂u±1 (ε
′)

∂ξ3
−→
ε′→0

0 dans L2 (Ω) ,

∂u±2 (ε
′)

∂ξ3
−→
ε′→0

0 dans L2 (Ω) ,

u (ε′) −→
ε′→0

u dans VMP (Ω) .

Puisque

∂u±1 (ε
′)

∂ξ3
= 2ε′eP±1‖3 (ε

′) + 2ε′

Rl+ε′ξ3
u±1 (ε′)− ∂

∂ξ1
(ε′u3 (ε

′))
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et que chaque terme de cette expression tend fortement vers 0 dans L2 (Ω) , on en déduit

∂u±1 (ε
′)

∂ξ3
−→
ε′→0

0 dans L2 (Ω) .

De même, puisque

∂u±2 (ε
′)

∂ξ3
= 2ε′eP±2‖3 (ε

′)− ∂
∂ξ2

(ε′u3 (ε
′))

on a
∂u±2 (ε

′)

∂ξ3
⇀
ε′→0

0 dans L2 (Ω) .

Enfin, pour montrer la convergence forte de u (ε′) vers u dans VMP (Ω) , il suffit de montrer
que c’est une suite de Cauchy pour la norme ‖ ‖MΩ .

Soient ε′1 > 0 et ε′2 > 0, par définition de la norme ‖ ‖MΩ , on a

‖u (ε′1)− u (ε′2)‖
M
Ω =

(∥∥∥∥
∂u(ε′1)
∂ξ3

− ∂u(ε′2)
∂ξ3

∥∥∥∥
2

0,Ω

+

(∥∥∥u (ε′1)− u (ε′2)
∥∥∥
M

ω

)2)1/2

où
(

∂u(ε′)
∂ξ3

)
ε′
et
(
u (ε′)

)
ε′
sont deux suites de Cauchy de L2 (Ω) et VMP (ω) respectivement

puisque fortement convergentes dans ces espaces.

14. Dans ce point, on montre que toute la suite (u (ε))ε converge fortement vers u.

On a montré, point 11, que toute la suite
(
u (ε)

)
ε
converge fortement vers ζ dans VMP (ω) . On

a montré par ailleurs, points 13 et 2, qu’il y a unicité de la limite des sous-suites convergentes(
∂u(ε′)
∂ξ3

)
ε′
, puisqu’elles convergent toutes vers 0. On a donc la convergence forte

∂u(ε)
∂ξ3
−→
ε′→0

0 dans L2 (Ω)

si bien que toute la suite (u (ε))ε est de Cauchy dans l’espace de Hilbert
(
VMP (Ω) , ‖ ‖MΩ

)
.

3.8.5 Identification des forces admissibles

Le ”relèvement” de f par
[
fαβ

]
est un artifice de calcul qui permet de conclure à l’existence, l’unicité

et la convergence forte des déplacements. Mais dans la formulation finale, seules figurent les données
initiales. On peut s’interroger sur les conditions qui rendent f admissible dans le sens de la définition
3.8.2.
Pour savoir si f est admissible, on se ramène donc à identifier des conditions sur f 1, f 2, f 3, pour que
le système





∫

ω

(
f 12 ∂η2

∂ξ1
+ f 22 ∂η2

∂ξ2

)
dξω =

∫

ω

f2η2dξω

∫

ω

(
f 11 ∂η1

∂ξ1
+ f 12 ∂η1

∂ξ2

)
dξω =

∫

ω

f1η1dξω

∫

ω

η3
Rl
f 11dξω =

∫

ω

f3η3dξω

,
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obtenu en choisissant successivement comme fonctions test η =
(
η+1 , 0, η

−
1 , 0, 0

)
, η =

(
0, η+2 , 0, η

−
2 , 0

)
,

η =(0, 0, 0, 0, η3) , admette au moins une solution.
Les équations étant vérifiées par tout η3 ∈ L2 (ω) , on en déduit

f 11 = Rlf
3 dans L2 (ω) .

Puis, on remplace f 11 par sa valeur, et, formellement (on suppose que l’on peut intégrer par parties,
les termes de bord sont nuls puisque η±1 et η

±
2 appartiennent à H1

0 (ω±) , on obtient





∫

ω

−
(

∂
∂ξ1

(f 12) + ∂
∂ξ2

(f22)
)
η2dξω =

∫

ω

f2η2dξω

∫

ω

−
(

∂
∂ξ1

(f 11) + ∂
∂ξ2

(f12)
)
η1dξω =

∫

ω

f1η1dξω

On cherche donc les conditions sur f 1, f2 et f 3, d’existence de solutions dans L2 (ω) au système
d’inconnues f 12 et f22





− ∂
∂ξ1

(f 12) = f2 + ∂
∂ξ2

(f22) dans H−1 (ω)

− ∂
∂ξ2

(f 12) = f1 + Rl
∂

∂ξ1
(f 3) dans H−1 (ω) .

Proposition 3.8.11 Des conditions suffisantes pour que la force f =(f i) ∈ L2 (ω) soit admissible
sont

f1 + Rl
∂

∂ξ1

(
f3
)
∈ L2 (ω) , ∂

∂ξ1

(
f 1 + Rl

∂
∂ξ1

(
f 3
))
∈ L2 (ω) , ∂

∂ξ2

(
f 2
)
∈ L2 (ω) .

Démonstration. On doit avoir

∂2

∂ξ1∂ξ2

(
f12
)
= ∂2

∂ξ2∂ξ1

(
f12
)
.

On dérive dans H−1 (ω) les équations par rapport à ξ2 et ξ1 respectivement, puis on les soustrait

− ∂2

∂ξ22

(
f 22
)
= − ∂

∂ξ1

(
f 1 + Rl

∂
∂ξ1

(
f 3
))

+ ∂
∂ξ2

(
f 2
)
.

Si

∂
∂ξ1

(
f1 + Rl

∂
∂ξ1

(
f3
))
∈ L2 (ω)

et

∂
∂ξ2

(
f2
)
∈ L2 (ω)

ce problème admet une solution unique dans l’espace

H0,1
0 (ω) :=

{
u ∈ L2 (ω) , ∂u

∂ξ2
∈ L2 (ω) et u = 0 pour ξ2 = ±L

}
.

81



Soit f 22 cette solution. On cherche maintenant f 12. Soit g ∈ H1
0 (ω±), multiplions la première

équation

− ∂
∂ξ1

(
f 12
)
= f2 + ∂

∂ξ2

(
f22
)

par ∂
∂ξ1

(g) et la seconde

− ∂
∂ξ2

(
f 12
)
= f 1 + Rl

∂
∂ξ1

(
f 3
)

par ∂
∂ξ2

(g) , puis intégrons sur ω. Enfin, additionnons les deux équations obtenues. f 12 vérifie donc,

∀g ∈ H1
0 (ω±) ,

−
∫

ω

∂f12

∂ξ1

∂g
∂ξ1

dξω −
∫

ω

∂f12

∂ξ2

∂g
∂ξ2

dξω =

∫

ω

(
f 2 + ∂f22

∂ξ2

)
∂g
∂ξ1

dξω +

∫

ω

(
f1 + Rl

∂f3

∂ξ1

)
∂g
∂ξ2

dξω

Ce problème admet une solution dès que f 1 + Rl
∂f3

∂ξ1
∈ L2 (ω) .

3.8.6 Propriétés du tenseur d’élasticité équivalent

Proposition 3.8.12 Dans le cas d’un matériau orthotrope, les propriétés du matériau dans l’épaisseur
n’interviennent plus dans le modèle modèle asymptotique.

Démonstration. On rappelle que dans le cas d’un matériau orthotrope le tenseur linéarisé des
contraintes, Σ, peut s’exprimer en fonction du tenseur linéarisé des déformations E et du tenseur
d’élasticité A.

Σ = A E.

Réciproquement le tenseur E s’exprime en fonction du tenseur Σ et du tenseur B des modules de
Young, Ei, des coefficients de Poisson, νij , et des modules de cisaillement Gij selon la loi

E = B Σ,

où,

B :=




1
E1

0 0 | 0 1
4G12

0 | 0 0 1
4G13

0 −ν21
E2

0 | 1
4G12

0 0 | 0 0 0

0 0 −ν31
E3

| 0 0 0 | 1
4G13

0 0

− − − + − − − + − − −
0 1

4G12
0 | −ν12

E1
0 0 | 0 0 0

1
4G12

0 0 | 0 1
E2

0 | 0 0 1
4G23

0 0 0 | 0 0 −ν32
E3

| 0 1
4G23

0

− − − + − − − + − − −
0 0 1

4G13
| 0 0 0 | −ν13

E1
0 0

0 0 0 | 0 0 1
4G23

| 0 −ν23
E2

0
1

4G13
0 0 | 0 1

4G23
0 | 0 0 1

E3
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Ces relations permettent de calculer les coefficients d’élasticité en fonction des coefficients de Poisson,
Young et cisaillement. On remplace dans le tenseur équivalent asymptotique

AP± (ω) =




2E21
E1−ν212E2

0 | 0 2G12

0 2ν12E1E2
E1−ν212E2

| 2G12 0

− − + − −
0 2G12 | 2ν12E1E2

E1−ν212E2
0

2G12 0 | 0 2E1E2
E1−ν212E2



.

AP± (ω) est bien indépendant des coefficients transverses.

Remarque 3.8.5 Dans le cas où le matériau est orthotrope de révolution, c’est à dire quand ses
propriétés sont identiques dans toutes les directions perpendiculaires à l’épaisseur, le tenseur AP± (ω)
se simplifie davantage

AP± (ω) =




2E
1−ν2

0 | 0 E
(1+ν)

0 2νE
1−ν2

| E
(1+ν)

0

− − + − −
0 E

(1+ν)
| 2νE

1−ν2
0

E
(1+ν)

0 | 0 2E
1−ν2



.
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4 Analyse numérique du modèle asymptotique

4.1 Première formulation du modèle asymptotique, PAP1

Notations :

VP
0 (ω) : = H1

0

(
ω+
)2 ×H1

0

(
ω−
)2 × L20 (ω) ,

PAP1 : =





ς ∈VP
0 (ω) , ∀η ∈VP

0 (ω) ,

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ς) : γP± (η) dξω =

∫

ω

(
f 1±η±1 + f 2±η±2 + f 3±η3

)
dξω.

On se propose de réaliser l’étude numérique du problème asymptotique suivant

PMP :





ς ∈VMP
0 (ω) , ∀η ∈VMP

0 (ω) ,

BMP
ω (ς,η) = LMP

ω (η)

où, rappelons le, VMP (ω) est le complété de VP (ω) pour la norme ‖ ‖Mω , et où cette norme vaut

‖η‖Mω =

(
∑
α,β

∥∥γP±
αβ (η)

∥∥2
0,ω

)1/2
,

avec

[
γP±
αβ (η)

]
=




∂η±1
∂ξ1

+ 1
Rl
η3

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)
∂η±2
∂ξ2


 ,

où, BMP
ω , CMP

ω et LMP
ω sont les prolongements continus pour ‖ ‖Mω à VMP (ω) de BP±

ω , CP±
ω , et LP±

ω

avec

BP±
ω (ς,η) = 1

2

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ς) : γP± (η) dξω,

CP±
ω (η) =

∫

ω

η3dξω,

LP±
ω (η) = 1

2

∫

ω

(
f 1±η±1 + f 2±η±2 + f 3±η3

)
dξω.

et,

AP± (ω) =




2
E21

E1−ν212E2
0 | 0 2 1

4G12

0 2 ν12E1E2
E1−ν212E2

| 2 1
4G12

0

− − + − −
0 2 1

4G12
| 2 ν12E1E2

E1−ν212E2
0

2 1
4G12

0 | 0 2 E1E2
E1−ν212E2
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et enfin, VMP
0 (ω) =

{
η ∈VMP (ω) , CMP

ω (η) = 0
}
.

Le problème
(
PMP

)
n’est bien posé que sous cette forme. En effet, sous la forme





ς ∈VP
0 (ω) , ∀η ∈VP

0 (ω) ,

BMP
ω (ς,η) = LMP

ω (η)

le problème est mal posé car si on munit VP
0 (ω) de la norme ‖ ‖110,ω , alors

(
VP
0 (ω) , ‖ ‖110,ω

)

est un espace de Hilbert, mais la forme bilinéaire BMP
ω n’est pas VP

0 (ω)-elliptique pour cette norme,

tandis que si on munit VP
0 (ω) de la norme ‖ ‖Mω , BMP

ω est VP
0 (ω)-elliptique, mais

(
VP
0 (ω) , ‖ ‖Mω

)

n’est pas un espace de Hilbert.

En revanche, puisque VP
0 (ω) est dense dans VMP

0 (ω) , le problème bien posé
(
PMP

)
est équivalent

au problème bien posé




ς ∈VMP
0 (ω) , ∀η ∈VP

0 (ω) ,

BMP
ω (ς,η) = LMP

ω (η) .

Si on suppose que ς a la régularité VP
0 (ω) , alors ς est l’unique solution du problème mal posé

PAP1 :





ς ∈VP
0 (ω) , ∀η ∈VP

0 (ω) ,

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ζ) : γP± (η) dξω =

∫

ω

(
f 1±η±1 + f2±η±2 + f3±η3

)
dξω.

4.2 Formulation découplée du modèle asymptotique , PAP2

Notations :

ǫ (η) :=




∂η±1
∂ξ1

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)

1
2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)
∂η±2
∂ξ2


 ,

C (ω) :=




0 0 | 0 1
2G12

0 0 | 1
2G12

0

− − + − −
0 1

2G12
| 0 0

1
2G12

0 | 0 2E2



,

PAP2 :=





ζ ∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±) , ∀η ∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±) ,

∫

ω

C (ω) : ǫ (ζ) : ǫ (η) dξω =

∫

ω

f1±η±1 + f2±η±2 −Rlf
3±
(

∂η±1
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂η±2
∂ξ2

)
dξω.

Dans le modèle PAP1, on remarque qu’en développant la forme bilinéaire BM±
ω , on peut découpler le

problème.
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Théorème 4.2.1 On peut éliminer ζ3 de la formulation variationnelle et résoudre le problème vari-
ationnel à deux inconnues ς±1 et ς

±
2

PAP2 :





ζ ∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±) , ∀η ∈H1
0 (ω±)×H1

0 (ω±) ,

∫

ω

C (ω) : ǫ (ζ) : ǫ (η) dξω =

∫

ω

f 1±η±1 + f 2±η±2 −Rlf
3±
(

∂η±1
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂η±2
∂ξ2

)
dξω,

puis recalculer ζ3 en appliquant la formule

ζ3 = Rl

(
E1−ν212E2

2E2
1

(
Rl

(
f3± − f 3±

ω
)
− 2ν12E1E2

E1−ν212E2

∂ζ±2
∂ξ2
− 2E21

E1−ν212E2

∂ζ±1
∂ξ1

))
.

Démonstration. Soit η3 ∈ L20 (ω) , prenons dans
(
PAP1

)
la fonction test η =(0, 0, 0, 0, η3) ,

alors,

[
γP±
αβ (η)

]
=

[
1
Rl
η3 0

0 0

]

et par conséquent

∫

ω

(
2E21

E1−ν212E2

(
∂ζ±1
∂ξ1

+ 1
Rl
ζ3

)
+ 2ν12E1E2

E1−ν212E2

∂ζ±2
∂ξ2

)
1
Rl
η3dξω =

∫

ω

f 3±η3dξω.

Cette équation étant vraie pour tout η3 ∈ L20 (ω) , cela impose,

(
2E21

E1−ν212E2

(
∂ζ±1
∂ξ1

+ 1
Rl
ζ3

)
+ 2ν12E1E2

E1−ν212E2

∂ζ±2
∂ξ2

)
1
Rl

= f 3± + k

où k est un réel. On tire la valeur de ζ3
Rl
,

ζ3
Rl

=
E1−ν212E2

2E21

(
Rl

(
f3± + k

)
− 2ν12E1E2

E1−ν212E2

∂ζ±2
∂ξ2
− 2E21

E1−ν212E2

∂ζ±1
∂ξ1

)

On détermine la constante en appliquant à ζ3 la condition

∫

ω

ζ3dξω = 0 puisque ζ3 ∈ L20 (ω) . On a

(
2ν12E1E2
E1−ν212E2

constant et ζ±2 ∈ H1
0

(
ω±
))

=⇒
∫

ω

2ν12E1E2
E1−ν212E2

∂ζ±2
∂ξ2

dξω = 0

et

(
2E2

1

E1−ν212E2
constant et ζ±1 ∈ H1

0

(
ω±
))

=⇒
∫

ω

2E2
1

E1−ν212E2

∂ζ±1
∂ξ1

dξω = 0

donc
∫

ω

ζ3dξω = 0 =⇒ E1−ν212E2
2E2

1

∫

ω

(
f 3± + k

)
dξω = 0
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et par conséquent

k = −f 3±ω
.

Pour éliminer ζ3 de la formulation finale, on procède en trois temps. D’abord on remplace
ζ3
Rl
par

son expression dans
[
γP±
αβ (ζ)

]

[
γP±
αβ (ζ)

]
=




E1−ν212E2
2E2

1
Rl

(
f3± − f3±

ω
)
− ν12E2

E1

∂ζ±2
∂ξ2

1
2

(
∂ζ±1
∂ξ2

+
∂ζ±2
∂ξ1

)

1
2

(
∂ζ±1
∂ξ2

+
∂ζ±2
∂ξ1

)
∂ζ±2
∂ξ2




puis on calcule AP± (ω) : γP± (ζ) terme à terme

[
AP± (ω) : γP± (ζ)

]11
=

2E2
1

E1−ν212E2

(
E1−ν212E2

2E21
Rl

(
f 3± − f 3±

ω
)
− ν12E2

E1

∂ζ±2
∂ξ2

)
+ 2ν12E1E2

E1−ν212E2

∂ζ±2
∂ξ2

= Rl

(
f 3± − f 3±

ω
)

[
AP± (ω) : γP± (ζ)

]12
= 1

2G12

(
∂ζ±1
∂ξ2

+
∂ζ±2
∂ξ1

)

[
AP± (ω) : γP± (ζ)

]22
= 2ν12E1E2

E1−ν212E2

(
E1−ν212E2

2E21
Rl

(
f 3± − f 3±

ω
)
− ν12E2

E1

∂ζ±2
∂ξ2

)
+ 2E1E2

E1−ν212E2

∂ζ±2
∂ξ2

= ν12E2
E1

Rl

(
f 3± − f 3±

ω
)

+
∂ζ±2
∂ξ2

(
2E1E2

E1−ν212E2
− 2ν12E2ν12E2

E1−ν212E2

)

= ν12E2
E1

Rl

(
f 3± − f 3±

ω
)

+ 2E2
∂ζ±2
∂ξ2

c’est à dire

AP± (ω) : γP± (ζ) = C (ω) : ǫ (ζ) + Rl

(
f 3± − f 3±

ω
) [ 1 0

0 ν12E2
E1

]
.

Enfin, on choisit pour fonction test dans la formulation variationelle du problème PAP1

η =
(
η+1 , η

+
2 , η

−
1 , η

−
2 , 0

)
où η±1 et η±2 sont des éléments de H1

0 (ω±) . Avec ce choix, η ∈ VP
0 (ω) et

γP± (η) = ǫ (η) . Calculons d’abord
∫
ω

AP± (ω) : γP± (ζ) : γP± (η) dξω

∫

ω

AP± (ω) : γP± (ζ) : γP± (η) dξω

=

∫

ω

C (ω) : ǫ (ζ) : ǫ (η) dξω +

∫

ω

Rl

(
f 3± − f3±

ω
)(

∂η±1
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂η±2
∂ξ2

)
dξω.

Remplaçons maintenant dans la formulation variationnelle du problème
(
PAP1

)
. On obtient ainsi

∫

ω

C (ω) : ǫ (ζ) : ǫ (η) dξω =

∫

ω

f 1±η±1 + f 2±η±2 −Rl

(
f 3± − f3±

ω
)(

∂η±1
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂η±2
∂ξ2

)
dξω

comme f 3
ω
est une constante, on a de plus,

∫

ω

f 3
ω
(

∂η±1
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂η±2
∂ξ2

)
dξω = 0,

d’où la forme annoncée.
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Remarque 4.2.1 Le résultat du théorème 4.2.1 met en évidence que le couplage entre les déplace-
ments de la membrane extérieure et ceux de la membrane intérieure (dû au couplage fluide-structure)
n’agit que sur la composante normale du déplacement.

4.3 Approximation de la solution de PAP1

Notations :

ΣMP
ω := tenseur des contraintes asymptotiques du modèle parabolique,

S±1 et S±2 := contraintes principales,

W1 :=



v ∈H

2 (ω+)2 ×H2 (ω−)2 ×H1 (ω) , v±1 = v±2 = 0 sur ∂ω± et

∫

ω

v3dω = 0





Dans tout ce paragraphe on note u et v les champs de déplacement et uh et vh leurs approximations.

Soit Vh, un sous espace de dimension finie de VP
0 (ω) , soit

ah (uh,vh) =

∫

ω

AP± (ω) : γP± (uh) : γP± (vh) dξω

le restriction Vh-elliptique de BP±
ω à Vh et soit,

lh (vh) =

∫

ω

(
f 1±v±h1 + f 2±v±h2 + f 3±vh3

)
dξω

la restriction de LP±
ω à Vh. Alors, le problème bien posé

(Ph) :





uh∈Vh, ∀vh∈Vh,

ah (uh,vh) = lh (vh)

admet une unique solution uh. Cette solution vérifie naturellement

‖u− uh‖Mω ≤ c inf
vh∈Vh

‖u− vh‖Mω .

Cependant, même si uh apparait comme étant l’approximation conforme de u dans Vh, on ne peut
pas espérer de majoration d’erreur de la forme

‖u− uh‖110,ω ≤ c inf
vh∈Vh

‖u− vh‖110,ω

puisque le problème
(
PAP1

)
est mal posé.

Considérons une triangulation régulière de ω+ et ω− à base de triangles : ω+ =
Nt⋃
i=1

T+i et, ω
− =

Nt⋃
i=1

T−i .

Si on suppose que u ∈W1, alors, une approximation continue, affine par triangle pour u1 et u2 et une
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approximation constante par triangle pour u3 (tout comme une approximation continue, affine par
triangle pour u1, u2 et u3) conduit à l’estimation d’erreur

‖u− uh‖Mω = O (h) .

Cette estimation est peu satisfaisante car elle est dans la norme ‖ ‖Mω et on en verra les con-
séquences numériques. Cependant, même si cette estimation ne permet pas de prédire avec fiabilité
les déformations de la membrane, on peut malgré tout approcher en O (h) dans [L2 (ω)] le tenseur
des contraintes et les contraintes principales.

Proposition 4.3.1
∥∥ΣMP

ω (u)−ΣMP
ω (uh)

∥∥
0,ω

= O (h) et |S±α (u)− S±α (uh)| = O (h) .

Démonstration. Les contraintes asymptotiques ΣMP
ω (u) sont calculées à partir de γP± (u) selon

la formule de l’élasticité

ΣMP
ω (u) := AP± (ω) : γP± (u)

par conséquent,
∥∥ΣMP

ω (u)−ΣMP
ω (uh)

∥∥
0,ω

=
∥∥AP± (ω) :

(
γP± (u)− γP± (uh)

)∥∥
0,ω

≤ c
∥∥(γP± (u)− γP± (uh)

)∥∥
0,ω

= c ‖u− uh‖Mω
= O (h) .

Les contraintes principales étant par définition les valeurs propres du tenseur des contraintes, l’erreur
d’approximation est du même ordre.

4.4 Simulations numériques

Notations :
Dans toute cette partie, on note u et v les champs de déplacement et uh et vh leurs approximations.

Le problème asympotique que nous avons obtenu n’est pas classique dans le sens où l’unique
solution du problème est dans un espace complété non identifiable muni d’une norme non usuelle.

Pour bien mettre en évidence les problèmes numériques spécifiques que ce cadre peut générer,
nous allons garder une géométrie réaliste mais considérer des coefficients d’élasticité ”normalisés”.

4.4.1 Résultats pour le système PAP2

Notations :

WPAP2
0,h := {uh∈H1

0 (ω±)×H1
0 (ω±) ,uh|T ∈ P1(T )× P1(T )}

PAP2
h :=





uh∈WPAP2
0,h , ∀vh∈WPAP2

0,h

∫

ω

C (ω) : ǫ (uh) : ǫ (vh) dξω =

∫

ω

f 1±v±1,h + f 2±v±2,h −Rlf
3±
(

∂v±1,h
∂ξ1

+ ν12E2
E1

∂v±2,h
∂ξ2

)
dξω.
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Figure 4: Profils des matrices C et B après renumérotation

Soit PAP2
h la formulation discrète du système PAP2 et

u3,h
Rl

l’approximation de u3
Rl
qui en résulte,

u3,h
Rl

=
E1−ν212E2

2E21

(
Rl

(
f 3±h − f 3±

ω
)
− 2ν12E1E2

E1−ν212E2

∂u±2,h
∂ξ2
− 2E21

E1−ν212E2

∂u±1,h
∂ξ1

)

PAP2
h correspond alors à deux systèmes linéaires découplés


 C






U+
1,h

U+
2,h


 =




F+
1,h

F+
2,h


 ,


 C






U−
1,h

U−
2,h


 =




F−
1,h

F−
2,h




où le vecteur F+
1,h correspond au terme

∫

ω

(
f 1+v+1,h −Rlf

3+ ∂v+1,h
∂ξ1

)
dξω et le vecteur F

+
2,h au terme

∫

ω

(
f 2+v+2,h −Rlf

3+ ν12E2
E1

∂v+2,h
∂ξ2

)
dξω. Il en va de même pour F

−
1,h et F

−
2,h. Les systèmes linéaires peuvent

être résolus par une méthode directe de type Cholesky car la structure creuse de la matrice C
est conservée lors de la factorisation (voir Figure 4) ou par une méthode de gradient conjugué
préconditionné.

Remarque 4.4.1 Si on suppose que les forces extérieures f 1−, f 2− et f 3− sont nulles alors

U−
1,h = U−

2,h = 0

et u−3,h est constant. Il vaut

u−3,h = −E1−ν212E2
2E2

1
R2

l f
3±ω

.
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Figure 5: Courbe de convergence des déplacements pour un maillage structuré

Vérifions numériquement l’estimation d’erreur ‖u− uh‖Mω = O (h) . On choisit les forces extérieures
de sorte que

u+1 (ξ1, ξ2) = sin
(

π(ξ1−2l)
2l

)
sin
(

π(ξ2−L)
2L

)
, u+2 (ξ1, ξ2) = u+1 (ξ1, ξ2),

u+3 (ξ1, ξ2) = πRlLL1
L2

sin
(

πξ2
2L

)
sin
(

πξ1
2l

)
− πRl

2L
cos
(

πξ2
2L

)
cos
(

πξ1
2l

)
,

u−1 (ξ1, ξ2) = u−2 (ξ1, ξ2) = u−3 (ξ1, ξ2) = 0

Les figures 5 et 9 représentent les courbes d’erreur pour la norme ‖ ‖Mω en utilisant un maillage
triangulaire structuré puis destructuré. Et comme prévu, les déplacements ne convergent pas dans la
norme ‖ ‖110,ω que le maillage soit structuré ou non (voir Figure 7). Par contre, on a la convergence

des contraintes en norme L2 pour les deux types de maillage (voir Figures 8 et 9).
Mais comme la norme ‖ ‖0,ω n’est équivalente à aucune norme usuelle et que

(
PAP2

h

)
n’est qu’une

approximation de
(
PAP2

)
, les solutions obtenues en utilisant des maillages différents (structurés et

destructurés) peuvent être différentes (au sens de la norme L2 par exemple). Dans le test suivant,
les forces extérieures ont été choisies de sorte que la solution exacte soit

u+1 (ξ1, ξ2) = 1
(2l)6

ξ31(ξ1 − 2l)3(1− ξ22
L2

)3,

u+2 (ξ1, ξ2) = 0,

u+3 (ξ1, ξ2) = 3Rl
32l6L6

ξ22(ξ1 − 2l)2(L2 − ξ22)
3(l − ξ1).

Les figures 10 et 11 illustrent ce problème, on obtient graphiquement deux solutions différentes selon
que le maillage est structuré ou destructuré. Par contre ces déplacements différents donnent des
contraintes ”identiques” (voir Figures 12 et 13). Supposons maintenant que f+1 = 1 et que les autres
forces extérieures sont nulles. Le comportement des solutions est très différent selon le maillage.
Pour un maillage structuré, u+3 semble diverger en norme L

2 alors que les contraintes restent stables
(voir Figures 14 et 15). En revanche, avec un maillage destructuré, u+3 semble converger en norme
L2 et les contraintes restent stables (voir Figures 16 et 17).
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Figure 6: Courbe de convergence des déplacements pour un maillage destructuré
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Figure 7: Courbes de convergence pour la norme ‖ ‖110,ω
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Figure 9: Courbe de convergence des contraintes pour un maillage destructuré
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Figure 10: Solution pour un maillage structuré

Figure 11: Solution pour un maillage destructuré
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Figure 12: Contraintes principales pour un maillage structuré

Figure 13: Contraintes principales pour un maillage destructuré
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Figure 14: Solution avec un maillage structuré h = 0.005

Figure 15: Solution avec un maillage structuré h = 0.0025
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Figure 16: Solution avec un maillage destructuré 1/
√
Nt = 0.0056

Figure 17: Solution avec un maillage destructuré 1/
√
Nt = 0.0026
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4.4.2 Résultats pour le système PAP1

Notations :

WPAP1
0,h := {uh∈H1

0 (ω±)×H1
0 (ω±)× L20(ω),uh|T ∈ P1(T )× P1(T )× P0(T )} ,

(
PAP1

h

)
:=





uh∈WPAP1
0,h , ∀vh∈WPAP1

0,h ,

∫
ω

AP± (ω) : γP± (uh) : γP± (vh) dξω =

∫

ω

(
f 1±v±1,h + f 2±v±2,h + f 3±v±3,h

)
dξω,

Bu3 :=
{
ϕ+1 , ..., ϕ

+
Nt−1, ϕ

−
1 , ..., ϕ

−
Nt−1, ϕNt

}
.

Pour u1,h et u2,h on utilise une approximation P1 conforme classique. Mais, comme u3,h ∈ L20(ω),
il couple les systèmes posés sur ω+ et ω−. A moins de choisir une base judicieuse, notée Bu3, qui
permette de découpler les systèmes. Ainsi, pour le choix

Bu3 =
{
ϕ+1 , ..., ϕ

+
Nt−1, ϕ

−
1 , ..., ϕ

−
Nt−1, ϕNt

}

avec

ϕ±i : =





1 sur T±i

− |T
±
i |
|T±i+1| sur T±i+1

0 ailleurs

pour 1 ≤ i ≤ Nt − 1, et,

ϕNt
: =

{
1 sur ω+

−1 sur ω−

considérons
(
PAP1

h

)
correspondant au problème

(
PAP1

)
discrétisé. Les équations sur ω+ et ω− sont

uniquement couplées par la fonction de base ϕNt
. Lorsque l’on prend dans

(
PAP1

h

)
la fonction test

(0, 0, 0, 0, ϕNt
) on obtient :

A1111,P±(ω)
R2
l

∫

ω

u3,hϕNt
dξω = A1111,P±(ω)

R2
l

∫

ω+

u+3,hdξω − A1111,P±(ω)
R2
l

∫

ω−

u−3,hdξω =

∫

ω

f 3±ϕNt
dξω

car les termes de la forme

∫

ω

∂ui
∂ξj

ϕNt
sont nuls. D’autre part, comme u3,h ∈ L20(ω) on a

∫

ω+

u+3,hdξω +

∫

ω−

u−3,hdξω = 0.

On en déduit les valeurs
∫

ω+

u+3,hdξω = 1
2

R2l
A1111,P±(ω)

∫

ω

f 3±dξω

99



Figure 18: Profil de A après renumérotation

et

∫

ω−

u−3,hdξω = −1
2

R2l
A1111,P±(ω)

∫

ω

f 3±dξω,

et les problèmes sur ω+ et ω− sont découplés. On obtient alors les systèmes linéaires

(
A11 A12
AT
12 A22

)


(
U+
1,h

U+
2,h

)

U+
3,h


 =




F+
1,h

F+
2,h

F+
3,h


 ,

(
A11 A12
AT
12 A22

)


(
U−
1,h

U−
2,h

)

U−
3,h


 =




F−
1,h

F−
2,h

F−
3,h


 ,

∫

ω+

u+3,hdξω = 1
2

R2l
A1111,P±(ω)

∫

ω

f 3±dξω,

∫

ω−

u−3,hdξω = −1
2

R2l
A1111,P±(ω)

∫

ω

f3±dξω.

où U+
3,h est le vecteur des composantes de ϕ

+
1 , ..., ϕ

+
Nt−1 de u3,h et U

−
3,h est le vecteur des composantes

de ϕ−1 , ..., ϕ
−
Nt−1 de u3,h . La matrice A11 a la même structure que la matrice C précédente, la matrice

A22 est bidiagonale et la matrice A12 est creuse mais casse la structure compacte de la matrice globale
(voir Figure 18) empêchant la résolution par une méthode directe et rendant difficile l’obtention de
bons préconditionneurs.
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C’est pourquoi nous proposons de résoudre le système en utilisant une méthode Cholesky par blocs :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

U+,0
3,h donné

A11

(
U+,n+1
1,h

U+,n+1
2,h

)
=

(
F+
1,h

F+
2,h

)
− A12U

+,n
3,h

A22U
+,n+1
3,h = F+

3,h − AT
12

(
U+,n+1
1,h

U+,n+1
2,h

)

Les résultats numériques obtenus, sont en tout point identiques à ceux obtenus pour le problème
PAP2

h .
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5 Etude asymptotique, géométrie elliptico-hyperbolique

5.1 Motivation

Les applications numériques font apparaitre une dépendance entre la solution en déplacement et
le maillage utilisé ce qui n’est pas satisfaisant. Aussi, pour supprimer ce problème, on modifie
légèrement le géométrie du lobe en ”arrondissant” les axes de fixation. Le lobe qui était cylindrique
devient alors un arc de tore de révolution de surface génératrice composée de deux arcs de cercles
de même rayon Rl (voir Figures 20 et 21). Ce rayon est petit devant RL le rayon de révolution.
A chaque étape des calculs, si on fait tendre RL vers +∞ on retrouve les résultats du calcul en
géométrie parabolique.
Les conventions et notations de l’étude asymptotique sur une géométrie parabolique restent les
mêmes. On mème les mêmes calculs que dans le cas précédant.

Figure 19: Lobe à géométrie elliptico-hyperbolique

5.2 Eléments de géométrie différentielle dans l’ouvert Ωε de R3

Notations :

d+ (ξ1, ξ3) := 1− Rl
RL

cos
(

l
Rl

)
+ Rl+ξ3

RL
cos
(

ξ1−l
Rl

)
,

d− (ξ1, ξ3) := −1− Rl
RL

cos
(

l
Rl

)
+ Rl+ξ3

RL
cos

(
ξ1+l
Rl

)
.
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Définition 5.2.1 On définit un paramétrage du volume Ωε par

Θ+ :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω+ × ]−ε, ε[ �−→ Ω+ε

ξε −→ Θ+ (ξε) =




− (Rl + ξε3) sin
(

ξε1−l

Rl

)

RL cos
(

ξε2
RL

)
d+ (ξε1, ξ

ε
3)−RL

RL sin
(

ξε2
RL

)
d+ (ξε1, ξ

ε
3)


 ,

et

Θ− :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω− × ]−ε, ε[ �−→ Ω−ε

ξε −→ Θ− (ξε) =




(Rl + ξε3) sin
(

ξε1+l
Rl

)

−RL cos
(

ξε2
RL

)
d− (ξε1, ξ

ε
3)−RL

−RL sin
(

ξε2
RL

)
d− (ξε1, ξ

ε
3)


 .

Ces applications sont des difféomorphismes de classe C∞ et, de manière évidente, on a

S+ = Θ+
(
ω+ × {0}

)
et Ω+ε = Θ+

(
ω+ × ]−ε, ε[

)
,

S− = Θ− (ω− × {0}
)
et Ω−ε = Θ− (ω− × ]−ε, ε[

)
.

5.2.1 Bases locales

Les bases covariantes
(
gε±1 ,gε±2 ,gε±3

)
, associées à ce paramétrage, sont définies par gε±i = ∂Θ±

∂ξεi
. Dans

le cas traité, ces vecteurs valent

gε+1 = − (Rl+ξε3)

Rl




cos
(

ξε1−l
Rl

)

sin
(

ξε1−l

Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

sin
(

ξε1−l

Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 ,

gε+2 = d+ (ξε1, ξ
ε
3)




0

− sin
(

ξε2
RL

)

cos
(

ξε2
RL

)


 , gε+3 =




− sin
(

ξε1−l
Rl

)

cos
(

ξε1−l

Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

cos
(

ξε1−l

Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 .

et

gε−1 = (Rl+ξε3)

Rl




cos
(

ξε1+l

Rl

)

sin
(

ξε1+l

Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

sin
(

ξε1+l

Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 ,

gε−2 = −d− (ξε1, ξ
ε
3)




0

− sin
(

ξε2
RL

)

cos
(

ξε2
RL

)


 , gε−3 =




sin
(

ξε1+l

Rl

)

− cos
(

ξε1+l

Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

− cos
(

ξε1+l
Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 .
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Remarque 5.2.1 Les bases covariantes sont orthogonales. Elles coincident avec les directions d’ortho-
tropie du tissu.

On détermine ensuite les bases contravariantes (gε1±,gε2±,gε3±) définie par gεi± · gε±j = δij et on
obtient

gε1+ = − Rl
(Rl+ξε3)




cos
(

ξε1−l

Rl

)

sin
(

ξε1−l

Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

sin
(

ξε1−l

Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 ,

gε2+ = 1
d+(ξε1,ξ

ε
3)




0

− sin
(

ξε2
RL

)

cos
(

ξε2
RL

)


 , gε3+ =




− sin
(

ξε1−l

Rl

)

cos
(

ξε1−l
Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

cos
(

ξε1−l

Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 .

et,

gε1− = Rl
(Rl+ξε3)




cos
(

ξε1+l

Rl

)

sin
(

ξε1+l

Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

sin
(

ξε1+l

Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 ,

gε2− = −1
d−(ξε1,ξ

ε
3)




0

− sin
(

ξε2
RL

)

cos
(

ξε2
RL

)


 , gε3− =




sin
(

ξε1+l

Rl

)

− cos
(

ξε1+l
Rl

)
cos
(

ξε2
RL

)

− cos
(

ξε1+l

Rl

)
sin
(

ξε2
RL

)


 .

5.2.2 Tenseurs métriques

Les composantes covariantes du tenseur métrique valent gε±ij = gε±i · gε±j soit, avec une notation
matricielle,

[
gε+ij
]
=




(Rl+ξε3)
2

R2
l

0 0

0 d+ (ξε1, ξ
ε
3)
2 0

0 0 1



,

[
gε−ij
]
=




(Rl+ξε3)
2

R2
l

0 0

0 d− (ξε1, ξ
ε
3)
2 0

0 0 1



,

tandis que les composantes contravariantes de ce même tenseur métrique valent gεij± = gεi± · gεj±,
ce qui donne

[
gεij+

]
=




R2l
(Rl+ξε3)

2 0 0

0 1
d+(ξε1,ξ

ε
3)
2 0

0 0 1



,

[
gεij−

]
=




R2l
(Rl+ξε3)

2 0 0

0 1
d−(ξε1,ξ

ε
3)
2 0

0 0 1



.
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Le déterminant du tenseur métrique exprimé en composantes covariantes est

gε+ =
(
1 + ξε3

Rl

)2
d+ (ξε1, ξ

ε
3)
2 , gε− =

(
1 + ξε3

Rl

)2
d− (ξε1, ξ

ε
3)
2 .

5.2.3 Symboles de Christoffel

On calcule maintenant les symboles de Christoffel, définis par

Γεp±
ij = gεp± · ∂g

ε±
i

∂ξεj
.

Les symboles non nuls sont

Γε3+
11 = − (Rl+ξε3)

R2l
Γε3−
11 = − (Rl+ξε3)

R2l

Γε2+
12 = Γε2+

21 = − (Rl+ξε3)
RlRLd+(ξ

ε
1,ξ

ε
3)

sin
(

ξε1−l
Rl

)
Γε2−
12 = Γε2−

21 = − (Rl+ξε3)
RlRLd−(ξ

ε
1,ξ

ε
3)

sin
(

ξε1+l
Rl

)

Γε1+
13 = Γε1+

31 = 1
(Rl+ξε3)

Γε1−
13 = Γε1−

31 = 1
(Rl+ξε3)

Γε1+
22 = Rld

+(ξε1,ξ
ε
3)

RL(Rl+ξε3)
sin
(

ξε1−l

Rl

)
Γε1−
22 = Rld

−(ξε1,ξ
ε
3)

RL(Rl+ξε3)
sin
(

ξε1+l

Rl

)

Γε3+
22 = −d+(ξε1,ξ

ε
3)

RL
cos

(
ξε1−l
Rl

)
Γε3−
22 = −d−(ξε1,ξ

ε
3)

RL
cos
(

ξε1+l
Rl

)

Γε2+
23 = Γε2+

32 = 1
RLd+(ξ

ε
1,ξ

ε
3)

cos
(

ξε1−l

Rl

)
Γε2−
23 = Γε2−

32 = 1
RLd−(ξ

ε
1,ξ

ε
3)

cos
(

ξε1+l

Rl

)
.

5.2.4 Tenseur linéarisé de changement de métrique

Soit vε±, un champ vectoriel exprimé en coordonnées covariantes vε±=vε±i g
εi±. On lui associe le

tenseur de ses dérivées covariantes vε±
‖ dont les coordonnées covariantes sont définies par

vε±
‖ =

[
vε±i‖j

]
:=
[
∂vε±i
∂ξεj
− Γεp±

ij vε±p

]
.

Puis, on lui associe le tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique dont les composantes
covariantes sont

[
eε±i‖j

(
vε±)] = 1

2

[
vε±i‖j + vε±j‖i

]

Soit, après calculs,

[
eε+i‖j

(
vε±)] =




∂vε+1
∂ξε1

+
(Rl+ξε3)

R2
l

vε+3

1
2

(
∂vε+1
∂ξε2

+
∂vε+2
∂ξε1

)
+

(Rl+ξε3)

RlRLd+(ξ
ε
1,ξ

ε
3)

sin
(

ξε1−l

Rl

)
vε+2

1
2

(
∂vε+1
∂ξε3

+
∂vε+3
∂ξε1

)
−

1
(Rl+ξε3)

vε+1

sym

∂vε+2
∂ξε2

+ d+(ξε1,ξ
ε
3)

RL
cos
(

ξε1−l

Rl

)
vε+3 −

Rld
+(ξε1,ξ

ε
3)

RL(Rl+ξε3)
sin
(

ξε1−l

Rl

)
vε+1

1
2

(
∂vε+2
∂ξε3

+
∂vε+3
∂ξε2

)
−

1
RLd+(ξ

ε
1,ξ

ε
3)

cos
(

ξε1−l

Rl

)
vε+2

sym sym ∂vε+3
∂ξε3




,
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et,

[
eε−i‖j

(
vε±)] =




∂vε−1
∂ξε1

+
(Rl+ξε3)

R2
l

vε−3

1
2

(
∂vε−1
∂ξε2

+
∂vε−2
∂ξε1

)
+

(Rl+ξε3)

RlRLd−(ξ
ε
1,ξ

ε
3)

sin
(

ξε1+l

Rl

)
vε−2

1
2

(
∂vε−1
∂ξε3

+
∂vε−3
∂ξε1

)
−

1
(Rl+ξε3)

vε−1

sym

∂vε−2
∂ξε2

+ d−(ξε1,ξ
ε
3)

RL
cos
(

ξε1+l

Rl

)
vε−3 −

Rld
−(ξε1,ξ

ε
3)

RL(Rl+ξε3)
sin
(

ξε1+l

Rl

)
vε−1

1
2

(
∂vε−2
∂ξε3

+
∂vε−3
∂ξε2

)
−

1
RLd−(ξ

ε
1,ξ

ε
3)

cos
(

ξε1+l

Rl

)
vε−2

sym sym ∂vε−3
∂ξε3




.

5.2.5 Tenseur d’élasticité

A est le tenseur d’élasticité linéaire du quatrième ordre. Quand on l’exprime en coordonnées con-

travariantes, on le note Aε±. La matrice de passage de la base d’orthotropie à la base contravariante
est

P ε =
(
pεij
)
=




Rl
(Rl+ξε3)

0 0

0 1
d±(ξε1,ξ

ε
3)

0

0 0 1




.

Par application de la formule de changement de base A±ε,ijkl = pεiqp
ε
jrp

ε
ksp

ε
ltAqrst, A

ε± vaut, par blocs,

Aε±,11 =




1(
1+

ξε3
Rl

)4λ11 0 0

0 1(
1+

ξε3
Rl

)2
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2
λ12 0

0 0 1(
1+

ξε3
Rl

)2
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2
λ13




,

Aε±,21 = Aε±,12 =




0 1(
1+

ξε3
Rl

)2
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2
µ12 0

1(
1+

ξε3
Rl

)2
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2
µ12 0 0

0 0 0



,
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Aε±,31 = Aε±,13 =




0 0 1(
1+

ξε3
Rl

)2µ13

0 0 0

1(
1+

ξε3
Rl

)2µ13 0 0




,

Aε±,22 =




1(
1+

ξε3
Rl

)2
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2
λ12 0 0

0
1

d±(ξε1,ξ
ε
3)
4λ22 0

0 0 1
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2λ23




,

Aε±,23 = Aε±,32 =




0 0 0

0 0 1
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2µ23

1
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2µ23 0 0



,

et,

Aε±,33 =




1(
1+

ξε3
Rl

)2
d±(ξε1,ξ

ε
3)
2
λ13 0 0

0
1

d±(ξε1,ξ
ε
3)
2λ23 0

0 0 λ33



.

5.3 Formulation variationnelle dans l’ouvert Ωε de R3

Notations :

Pε :=





uε ∈ V (Ωε) , ∀v ∈ V (Ωε)

∫

ω×[−ε,ε]

Aε± : eε±‖ (uε±) : eε±‖ (vε±)
(
1 + ξε3

Rl

)
|d± (ξε1, ξ

ε
3)| dξε

+ π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−ε

|d± (ξε1,−ε)| vε3dξεω
∫

ω−ε

|d± (ξε1,−ε)| uε
3dξ

ε
ω

=

∫

ω+ε

(
1 + ε

Rl

)
|d± (ξε1,+ε)| f εi±vε±i dξεω.
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En coordonnées curvilignes le problème P (Ωε) s’écrit Pε. On a montré sous une forme différente
(voir théorème 2.4.1), le résultat suivant qu’il n’est toutefois pas inutile de rappeler compte tenu du
changement de système de coordonnées et de géométrie.

Proposition 5.3.1 Le problème Pε admet une unique solution dans
(
V (Ωε) , ‖ ‖1,Ωε

)
.

5.4 Normalisation du domaine en 3D

Dans la formulation variationnelle Pε, le domaine d’intégration Ωε ainsi que les fonctions à intégrer
dépendent du paramètre ε. Pour éviter cette double dépendance, on fait, comme dans le cas d’une
géométrie parabolique, le changement de variable πε

πε :

∣∣∣∣
Ω �−→ Ωε

ξ −→ πε (ξ) = ξε = (ξ1, ξ2, εξ3)

qui permet de se ramener à l’étude d’un problème posé sur le domaine d’intégration Ω := S× ]−1, 1[
indépendant du paramètre ε.

5.4.1 Tenseur d’élasticité normalisé

Notations :

d±εξ3 := d± (ξ1, εξ3) ,

d± := d± (ξ1, 0) .

Après le changement de variable πε, le tenseur d’élasticité devient AEH± (ε) dont les composantes
bloc par bloc valent

AEH± (ε)11 =




1(
1+

ε
Rl

ξ3

)4λ11 0 0

0
1(

1+
ε
Rl

ξ3

)2
d±2
εξ3

λ12 0

0 0 1(
1+

ε
Rl

ξ3

)2
d±2
εξ3

λ13




,

AEH± (ε)21 = AEH± (ε)12 =




0 1(
1+

ε
Rl

ξ3

)2
d±2
εξ3

µ12 0

1(
1+

ε
Rl

ξ3

)2
d±2
εξ3

µ12 0 0

0 0 0



,

AEH± (ε)31 = AEH± (ε)13 =




0 0 1(
1+

ε
Rl

ξ3

)2µ13

0 0 0

1(
1+

ε
Rl

ξ3

)2µ13 0 0




,
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AEH± (ε)22 =




1(
1+

ε
Rl

ξ3

)2
d±2
εξ3

λ12 0 0

0
1

d±4
εξ3

λ22 0

0 0 1
d±2
εξ3

λ23




,

AEH± (ε)23 = AEH± (ε)32 =




0 0 0

0 0 1
d±2
εξ3

µ23

1
d±2
εξ3

µ23 0 0



,

et,

AEH± (ε)33 =




1(
1+

ε
Rl

ξ3

)2
d±2
εξ3

λ13 0 0

0
1

d±2εξ3
λ23 0

0 0 λ33



.

5.4.2 Symboles de Christoffel normalisés

Pour obtenir les symboles de Christoffel normalisés, que l’on note Γk±
ij (ε) , on écrit que

Γk±
ij (ε) (ξ1, ξ2, ξ3) = Γεk±

ij (ξε1, ξ
ε
2, ξ

ε
3) = Γεk±

ij (ξ1, ξ2, εξ3) ,

et on obtient

Γ3+11 (ε) = − (Rl+εξ3)

R2
l

Γ3−11 (ε) = − (Rl+εξ3)

R2
l

Γ2+12 (ε) = − (Rl+εξ3)

RlRLd
+
εξ3

sin
(

ξ1−l
Rl

)
Γ2−12 (ε) = − (Rl+εξ3)

RlRLd
−
εξ3

sin
(

ξ1+l
Rl

)

Γ2+21 (ε) = − (Rl+εξ3)

RlRLd
+
εξ3

sin
(

ξ1−l
Rl

)
Γ2−21 (ε) = − (Rl+εξ3)

RlRLd
−
εξ3

sin
(

ξ1+l
Rl

)

Γ1+13 (ε) = 1
(Rl+εξ3)

Γ1−13 (ε) = 1
(Rl+εξ3)

Γ1+31 (ε) = 1
(Rl+εξ3)

Γ1−31 (ε) = 1
(Rl+εξ3)

Γ1+22 (ε) =
Rld

+
εξ3

RL(Rl+εξ3)
sin
(

ξ1−l
Rl

)
Γ1−22 (ε) =

Rld
−
εξ3

RL(Rl+εξ3)
sin
(

ξ1+l
Rl

)

Γ3+22 (ε) = −d+
εξ3

RL
cos

(
ξ1−l
Rl

)
Γ3−22 (ε) = −d−

εξ3

RL
cos

(
ξ1+l
Rl

)

Γ2+23 (ε) = 1
RLd

+
εξ3

cos
(

ξ1−l
Rl

)
Γ2−23 (ε) = 1

RLd
−
εξ3

cos
(

ξ1+l
Rl

)

Γ2+32 (ε) = 1
RLd

+
εξ3

cos
(

ξ1−l
Rl

)
Γ2−32 (ε) = 1

RLd
−
εξ3

cos
(

ξ1+l
Rl

)
.
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5.4.3 Tenseur linéarisé de changement de métrique

Le tenseur des déformations normalisé eEH±
‖ (ε,v±) se calcule à l’aide de la relation

eEH±
i‖j

(
ε,v± (ξ1, ξ2, ξ3)

)
= eε±i‖j

(
v± (ξε1, ξ

ε
2, ξ

ε
3)
)
= eε±i‖j

(
v± (ξ1, ξ2, εξ3)

)
.

Il vaut donc

eEH+
‖

(
ε,v+

)
=




∂v+1
∂ξ1

+ 1
Rl
v+3

ε
R2
l

ξ3v
+
3

1
2

(
∂v+1
∂ξ2

+
∂v+2
∂ξ1

)
+

1
RLd

+
εξ3

sin
(

ξ1−l
Rl

)
v+2 +

ξ3
ε
Rl

1
RLd

+
εξ3

sin
(

ξ1−l
Rl

)
v+2

1
2

(
1
ε

∂v+1
∂ξ3

+
∂v+3
∂ξ1

)
−

1
(Rl+εξ3)

v+1

sym

∂v+2
∂ξ2

+
d+
εξ3

RL
cos

(
ξ1−l
Rl

)
v+3 −

Rld
+
εξ3

RL(Rl+εξ3)
sin
(

ξ1−l
Rl

)
v+1

1
2

(
1
ε

∂v+2
∂ξ3

+
∂v+3
∂ξ2

)
−

1
RLd

+
εξ3

cos
(

ξ1−l
Rl

)
v+2

sym sym 1
ε

∂v+3
∂ξ3




pour la partie supérieure et,

eEH−
‖

(
ε,v−

)
=




∂v−1
∂ξ1

+ 1
Rl
v−3

ε
R2
l

ξ3v
−
3

1
2

(
∂v−1
∂ξ2

+
∂v−2
∂ξ1

)
+

1
RLd

−
εξ3

sin
(

ξ1+l
Rl

)
v−2 +

ξ3
ε
Rl

1
RLd

−
εξ3

sin
(

ξ1+l
Rl

)
v−2

1
2

(
1
ε

∂v−1
∂ξ3

+
∂v−3
∂ξ1

)
−

1
(Rl+εξ3)

v−1

sym

∂v−2
∂ξ2

+
d−
εξ3

RL
cos
(

ξ1+l
Rl

)
v−3 −

Rld
−
εξ3

RL(Rl+εξ3)
sin
(

ξ1+l
Rl

)
v−1

1
2

(
1
ε

∂v−2
∂ξ3

+
∂v−3
∂ξ2

)
−

1
RLd

−
εξ3

cos
(

ξ1+l
Rl

)
v−2

sym sym 1
ε

∂v−3
∂ξ3




pour la partie inférieure.
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5.5 Formulation variationnelle normalisée en 3D

Notations :

d±−ε := d± (ξ1,−ε) ,
d±ε := d± (ξ1, ε) ,

PEH (ε) :=





u (ε) ∈ V (Ω) , ∀v ∈ V (Ω) ,

∫

Ω

AEH± (ε)ijkl eEH±
k‖l (ε,u± (ε)) eEH±

i‖j (ε,v±)
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣ v3dξω
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω =

1
ε

(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f±i (ε) v±i |d±ε | dξω.

Après le changement de variable πε, le problème Pε s’écrit PEH (ε). Pour passer de Pε à PEH (ε) ,
on a effectué un changement de variable, c’est pourquoi, de manière évidente, on a

Proposition 5.5.1 Le problème PEH (ε) admet une solution unique u± (ε) dans V (Ω) muni de la
norme ‖ ‖1,Ω .

5.6 Eléments de géométrie différentielle sur la surface S de R3

Soient les déformations θ± qui transforment ω en S

θ+ :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω+ �−→ S+

ξω −→ θ+ (ξω) =




−Rl sin
(

ξ1−l
Rl

)

RL cos
(

ξ2
RL

)
d+ −RL

RL sin
(

ξ2
RL

)
d+




et

θ− :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω− �−→ S−

ξω −→ θ− (ξω) =




Rl sin
(

ξ1+l
Rl

)

−RL cos
(

ξ2
RL

)
d− −RL

−RL sin
(

ξ2
RL

)
d−




.

5.6.1 Bases locales

Les bases covariantes
(
a±1 , a

±
2

)
du plan tangent à S en un point de coordonnées θ± (ξω) sont définies

par

a±1 =
∂θ±

∂ξ1
, a±2 =

∂θ±

∂ξ2
.
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Dans le cas étudié, ces vecteurs valent sur ω+

a+1 =




− cos
(

ξ1−l
Rl

)

− cos
(

ξ2
RL

)
sin
(

ξ1−l
Rl

)

− sin
(

ξ2
RL

)
sin
(

ξ1−l
Rl

)


 , a+2 = d+




0

− sin
(

ξ2
RL

)

cos
(

ξ2
RL

)




et, sur ω−

a−1 =




cos
(

ξ1+l
Rl

)

cos
(

ξ2
RL

)
sin
(

ξ1+l
Rl

)

sin
(

ξ2
RL

)
sin
(

ξ1+l
Rl

)


 , a−2 = d−




0

sin
(

ξ2
RL

)

− cos
(

ξ2
RL

)


 .

Pour obtenir une base covariante de l’espace, on complète la famille
(
a±1 ,a

±
2

)
par le vecteur

a±3 =
a±1 ∧ a±2∥∥a±1 ∧ a±2

∥∥ ,

orthonormal direct à
(
a±1 ,a

±
2

)
. Ces vecteurs ont pour coordonnées

a+3 =




− sin
(

ξ1−l
Rl

)

cos
(

ξ2
RL

)
cos

(
ξ1−l
Rl

)

sin
(

ξ2
RL

)
cos

(
ξ1−l
Rl

)


 , a−3 =




sin
(

ξ1+l
Rl

)

− cos
(

ξ2
RL

)
cos
(

ξ1+l
Rl

)

− sin
(

ξ2
RL

)
cos
(

ξ1+l
Rl

)


 .

Remarque 5.6.1 La base covariante est orthogonale en tout point de S.

La base contravariante du plan tangent est définie à partir de la base covariante par les relations
a±α · a±β = δαβ , puis,

a±3 =
a±1 ∧ a±2
‖a±1 ∧ a±2‖ .

Puisque la base covariante est orthogonale, seuls les vecteurs non normés sont à changer. On a donc

a2+ = 1
d+




0

− sin
(

ξ2
RL

)

cos
(

ξ2
RL

)


 , a2− = 1

d−




0

sin
(

ξ2
RL

)

− cos
(

ξ2
RL

)


 ,

et la base contravariante est orthogonale.

5.6.2 Tenseur métrique et tenseur de courbure

Notations :

b± := tenseur de courbure de la surface S,

b−αβ := composantes covariantes du tenseur de courbure, b−αβ = a3− · ∂a−α
∂ξβ

,

[
b−αβ
]

:=



− 1

Rl
0

0 −d−

RL
cos
(

ξ1+l
Rl

)
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Les composantes covariantes a±αβ du tenseur métrique a
± sont définies par

a±αβ = a±α · a±β .
Les composantes contravariantes de ce même tenseur, aαβ±, sont définies par

aαβ± = aα± · aβ±.
Ce qui donne après calculs pour la surface extérieure,

[
a+αβ
]
=

[
1 0

0 (d+)2

]
,

[
aαβ+

]
=

[
1 0
0 1

(d+)2

]
, a+ = det

[
a+αβ
]
=
(
d+
)2

et pour la surface intérieure

[
a−αβ
]
=

[
1 0

0 (d−)2

]
,

[
aαβ+

]
=

[
1 0
0 1

(d−)2

]
, a− = det

[
a−αβ
]
=
(
d−
)2

.

On définit ensuite le tenseur b± de courbure de la surface S par ses composantes covariantes

b±αβ = a3± · ∂a±α
∂ξβ

ou par ses composantes mixtes

bβ±α = b±σαa
βσ±.

Après calculs on obtient à l’extérieur,

[
b+αβ
]
=



− 1

Rl
0

0 −d+

RL
cos
(

ξ1−l
Rl

)


 ,

[
bβ+α
]
=



− 1

Rl
0

0 − 1
RLd+

cos
(

ξ1−l
Rl

)


 ,

et à l’intérieur

[
b−αβ
]
=



− 1

Rl
0

0 −d−

RL
cos
(

ξ1+l
Rl

)


 ,

[
bβ−α
]
=



− 1

Rl
0

0 − 1
RLd−

cos
(

ξ1+l
Rl

)


 .

Remarque 5.6.2 Les courbures de la surface S+ en un pointM+ de coordonnées θ+ (ξω) sont − 1
Rl
et

− 1
RLd+

cos
(

ξ1−l
Rl

)
. Elles sont non nulles et de même signe. La surface extérieure est donc elliptique,

ce qui représente le cas de coque en membrane le plus favorable.

Les courbures de la surface S− en un pointM− de coordonnées θ− (ξω) sont − 1
Rl
et − 1

RLd−
cos

(
ξ1+l
Rl

)
.

Elles sont non nulles et de signe contraire. La surface intérieure est donc hyperbolique. Le déplace-
ment de la membrane supérieure étant couplé à celui de la membrane inférieure, on se retrouve à
nouveau dans l’obligation de compléter les espaces de Sobolev classiques pour résoudre un problème
bien posé.
Malgré cette obligation qui pourrait laisser penser qu’on a uniquement compliqué le problème précé-
dant, le modèle se comporte mieux numériquement comme on le verra dans la partie 6 consacrée
aux simulations numériques. En effet, les forces surfaciques dont exclusivement appliquées sur la
partie extérieure du lobe, c’est à dire sur la partie où la norme liée aux contraintes est équivalente
à la norme de Sobolev. L’étude purement mathématique est plus difficile car contrairement au cas
parabolique les coefficients des tenseurs asymptotiques équivalents dépendent de ξ1.
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5.7 Développements asymptotiques

Comme dans le cas parabolique, on calcule maintenant les premiers termes des développements
asymptotiques ou de Taylor des termes intervenant dans la formulation variationnelle normalisée.

5.7.1 Tenseur d’élasticité

Quand ε −→ 0 on a au premier ordre
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣AEH± (ε) = AEH± (0) +O (ε)

avec,

1
|d±|A

EH± (0) =




λ11 0 0 | 0 µ12
d±2

0 | 0 0 µ13
0 λ12

d±2
0 | µ12

d±2
0 0 | 0 0 0

0 0 λ13
d±2

| 0 0 0 | µ13 0 0
− − − + − − − + − − −
0 µ12

d±2
0 | λ12

d±2
0 0 | 0 0 0

µ12
d±2

0 0 | 0 λ22
d±4

0 | 0 0 µ23
d±2

0 0 0 | 0 0 λ23
d±2

| 0 µ23
d±2

0
− − − + − − − + − − −
0 0 µ13 | 0 0 0 | λ13

d±2
0 0

0 0 0 | 0 0 µ23
d±2

| 0 λ23
d±2

0
µ13 0 0 | 0 µ23

d±2
0 | 0 0 λ33




.

5.7.2 Tenseur de déformation

On effectue un développement de Taylor de eEH±
i‖j (ε,v) et on note ekEH±

i‖j (v) , le coefficient de la

puissance kème de ε, soit,

eEH±
i‖j (ε,v) = 1

ε
e−1EH±
i‖j (v) + e0EH±

i‖j (v) + ...

Après calculs, on obtient

e−1EH±
‖ (v) =




0 0 1
2

∂v±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂v±2
∂ξ3

1
2

∂v±1
∂ξ3

1
2

∂v±2
∂ξ3

∂v3
∂ξ3



,

puis

e0EH+
‖ (v) =




∂v+1
∂ξ1

+ 1
Rl
v3

1
2

(
∂v+1
∂ξ2

+
∂v+2
∂ξ1

)
+

1
RLd+

sin
(

ξ1−l
Rl

)
v+2

1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v+1

sym

∂v+2
∂ξ2
− d+

RL
sin
(

ξ1−l
Rl

)
v+1 +

d+

RL
cos
(

ξ1−l
Rl

)
v3

1
2
∂v3
∂ξ2
− 1

RLd+
cos
(

ξ1−l
Rl

)
v+2

sym sym 0
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et

e0EH−
‖ (v) =




∂v−1
∂ξ1

+ 1
Rl
v3

1
2

(
∂v−1
∂ξ2

+
∂v−2
∂ξ1

)
+

1
RLd−

sin
(

ξ1+l
Rl

)
v−2

1
2
∂v3
∂ξ1
− 1

Rl
v−1

sym

∂v−2
∂ξ2
− d−

RL
sin
(

ξ1+l
Rl

)
v−1 +

d−

RL
cos
(

ξ1+l
Rl

)
v3

1
2
∂v3
∂ξ2
− 1

RLd−
cos
(

ξ1+l
Rl

)
v−2

sym sym 0




5.7.3 Tenseur de déformation solution

On continue de procéder comme dans le cas parabolique et on suppose qu’il existe un développement
asymptotique formel de l’inconnue normalisée u± (ε)

u± (ε) = u0± + εu1± + .... avec u0± �= 0 et uk± ∈ V (Ω) .

On effectue simultanément le développement de Taylor de eEH±
i‖j (ε,u± (ε)) , et le développement

asymptotique de u± (ε) . On ordonne par puissance de ε. On note ekEH±
i‖j le coefficient de la puissance

kème de ε.

eEH±
i‖j

(
ε,u± (ε)

)
= 1

ε
e−1EH±
i‖j + e0EH±

i‖j + ...

Après calculs, on obtient

e−1EH±
‖ =




0 0 1
2

∂u0±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂u0±2
∂ξ3

1
2

∂u0±1
∂ξ3

1
2

∂u0±2
∂ξ3

∂u03
∂ξ3



,

puis,

e0EH+
‖ =




∂u0+1
∂ξ1

+
u03
Rl

1
2

(
∂u0+1
∂ξ2

+
∂u0+2
∂ξ1

)
+

1
RLd+

sin
(

ξ1−l
Rl

)
v0+2

1
2

(
∂u03
∂ξ1

+
∂u1+1
∂ξ3

)
− u0+1

Rl

sym

∂u0+2
∂ξ2
− d+

RL
sin
(

ξ1−l
Rl

)
v0+1

+ d+

RL
cos

(
ξ1−l
Rl

)
v03

1
2

(
∂u0+3
∂ξ2

+
∂u1+2
∂ξ3

)
−

1
RLd+

cos
(

ξ1−l
Rl

)
v0+2

sym sym
∂u13
∂ξ3




,
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et

e0EH−
‖ =




∂u0−1
∂ξ1

+
u03
Rl

1
2

(
∂u0−1
∂ξ2

+
∂u0−2
∂ξ1

)
+

1
RLd−

sin
(

ξ1+l
Rl

)
v0−2

1
2

(
∂u03
∂ξ1

+
∂u1−1
∂ξ3

)
− u0−1

Rl

sym

∂u0−2
∂ξ2
− d−

RL
sin
(

ξ1+l
Rl

)
v0−1

+ d−

RL
cos

(
ξ1+l
Rl

)
v03

1
2

(
∂u03
∂ξ2

+
∂u1−2
∂ξ3

)
−

1
RLd−

cos
(

ξ1+l
Rl

)
v0−2

sym sym
∂u13
∂ξ3




.

5.8 Etude pré-asymptotique

5.8.1 Hypothèses

On suppose dans toute cette étape que

1. la densité surfacique de force est de la forme

f i± (ε) (ξ) = εp+1f p,i± (ξω)

où f i± ∈ L2 (Γ) et p est un entier,

2. il existe un développement asymptotique formel de l’inconnue normalisée u± (ε)

u± (ε) = u0± + εu1± + .... avec u0± �= 0 et uk± ∈ V (Ω) .

5.8.2 Recherche du modèle asymptotique

Notations :

γEH± := tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D, modèle elliptico-hyperbolique,

AEH± (ω) := tenseur équivalent d’élasticité 2D du modèle asymptotique elliptico-hyperbolique,
VEH (ω) := espace où on cherche naturellement la solution 2D du modèle elliptico-hyperbolique,
VEH
0 (ω) := espace où se trouve la solution 2D du modèle asymptotique elliptico-hyperbolique,
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avec,

L20 (|d±|ω) :=
{
η ∈ L2 (ω) ,

∫
ω
|d±| ηdξω = 0

}
,

VEH (ω) := H1
0 (ω+)2 ×H1

0 (ω−)2 × L2 (ω) ,

VEH
0 (ω) := H1

0 (ω+)2 ×H1
0 (ω−)2 × L20 (|d±|ω) ,

γEH− (η) :=




∂η−1
∂ξ1

+ 1
Rl
η−3

1
2

(
∂η−1
∂ξ2

+
∂η−2
∂ξ1

)
+ 1

RLd−
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η−2

sym
∂η−2
∂ξ2
− d−

RL

(
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η−1 − cos

(
ξ1+l
Rl

)
η−3

)


 ,

γEH+ (η) :=




∂η+1
∂ξ1

+ 1
Rl
η+3

1
2

(
∂η+1
∂ξ2

+
∂η+2
∂ξ1

)
+ 1

RLd+
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η+2

sym
∂η+2
∂ξ2
− d+

RL

(
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η+1 − cos

(
ξ1−l
Rl

)
η+3

)


 ,

AEH± (ω) :=




λ11 (ω) 0 | 0 µ12 (ω)
0 λ12 (ω) | µ12 (ω) 0
− − + − −
0 µ12 (ω) | λ12 (ω) 0

µ12 (ω) 0 | 0 λ22 (ω)



,

λ11 (ω) :=
2|d±|
λ33

(
λ11λ33 −

(
λ13
d±2

)2)
,

λ22 (ω) :=
2|d±|
λ33d±4

(
λ22λ33 − (λ23)

2) ,
λ12 (ω) :=

2|d±|
λ33d±2

(
λ12λ33 − λ23λ13

d±2

)
,

µ12 (ω) :=
2|d±|
d±2

µ12.

Remarque 5.8.1 Les coefficients du tenseur d’élasticité asymptotique dépendent cette fois-ci des
propriétés du matériau dans l’épaisseur et de la variable ξ1. Ce phénomène complique le calcul
intégral sur la surface ω. Toutefois, si on fait tendre RL vers l’infini, on retrouve les coefficients du
cas parabolique qui sont indépendants de l’épaisseur.

Dans le problème PEH (ε) , on remplace chaque terme par son développement de Taylor ou son
développement asymptotique. La formulation variationnelle devient ainsi,

1
ε
π
V

(
1− 2 ε

Rl

) ∫

ω−1

v3 |d±|
(
1− ε

RL
cos( ξ1±l

Rl

) ∫

ω−1

(
u0±3 + ...

)
|d±|

(
1− ε

RL
cos( ξ1±l

Rl

)
dξω

+

∫

Ω

[
AEH± (0) +O (ε)

]
:
[
1
ε
e−1EH±
i‖j + e0EH±

i‖j + ...
]
:
[
1
ε
e−1EH±
i‖j (v) + e0EH±

i‖j (v) + ...
]
dξ =

εp
(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f p,i±vi |d±|
(
1 + ε

RL
cos( ξ1±l

Rl

)
dξω.
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où d± dépend de ξ1. Puis, on ordonne les termes de l’égalité par puissances croissantes de ε et
on annule successivement leurs coefficients. On appelle PEH

p (ε) le problème obtenu en annulant le
coefficient de εp.

On rappelle trois propriétés remarquables des éléments de V (Ω)3 = {v ∈V (Ω) indépendants de ξ3}

1.
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
= [0] ,

2. si on pose η (ξω) := v (ξ) , alors v ∈V (Ω)3 ⇐⇒ η±i ∈H1
0 (ω±) ,

3.

∫

ω−1

vi |d±| dξω =

∫

ω1

vi |d±| dξω =

∫

ω0

vi |d±| dξω =

∫

ω

vi |d±| dξω.

Annulation du coefficient de 1
ε2
. Cette première étape permet d’obtenir des informations sur

f−2±, u0± et
[
e−1EH±
i‖j

]
. Le problème PEH

−2 (ε) a pour formulation variationnelle

∫

ω×]−1,1[

AEH± (0) :
[
e−1EH±
i‖j

]
:
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
dξ =

∫

ω1

f−2,i±vi
∣∣d±
∣∣ dξω, ∀v ∈V (Ω)

Proposition 5.8.1 La force f−2 doit vérifier

f−2± = 0.

Démonstration. Soit η ∈H1
0 (ω+)2×H1

0 (ω−)2×H1
0 (ω) . Posons v (ξ) := η (ξω) , alors v ∈V (Ω)3.

La formulation variationnelle du problème PEH
−2 (ε) étant vérifiée par tous les éléments de V (Ω) , elle

est vérifiée en particulier par v. Or,
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
= [0] .

Il reste donc
∫

ω1

f−2,i±vi
∣∣d±
∣∣ dξω = 0, ∀v ∈V (Ω)3

c’est à dire,
∫

ω

f−2,i±η±i
∣∣d±
∣∣ dξω = 0, ∀η±i ∈H1

0 (ω)

et par conséquent, par densité de H1
0 (ω) dans L2 (ω) , on a, |d±| f−2,i± = 0. Enfin, puisque |d±| �= 0,

il reste f−2,i± = 0.

Remarque 5.8.2 Ce résultat met en évidence un phénomène physique intuitif : la force ”n’explose
pas” quand ε diminue.
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Proposition 5.8.2 Le premier terme du développement asymptotique de u± (ε) , u0±, est indépen-
dant de la variable transverse ξ3. On a donc

∂u0±

∂ξ3
= 0

et par conséquent,

[
e−1EH±
i‖j

]
= [0] .

Démonstration. Puisque f−2,i± = 0, on déduit en remplaçant dans la formulation variationnelle
de PEH

−2 (ε) que

∫

Ω

AEH± (0) :
[
e−1EH±
i‖j

]
:
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
dξ = 0, ∀v ∈V (Ω) ,

c’est à dire en remplaçant
[
e−1EH±
i‖j

]
,
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
et AEH± (0) par leurs valeurs respectives,

∀v ∈V (Ω) ,

∫

Ω

(
µ13

∣∣d±
∣∣ ∂u0±1

∂ξ3

∂v±1
∂ξ3

+ µ23
|d±|

∂u0±2
∂ξ3

∂v±2
∂ξ3

+ λ33
∣∣d±
∣∣ ∂u03
∂ξ3

∂v3
∂ξ3

)
dξ = 0.

Soit
(
v+1 , v

+
2 , v

−
1 , v

−
2 , v3

)
∈ V (Ω) . On choisit successivement comme fonctions tests dans PEH

−2 (ε) :

v =
(
v+1 , 0, 0, 0, 0

)
, v =

(
0, 0, v−1 , 0, 0

)
,v =

(
0, v+2 , 0, 0, 0

)
, v =

(
0, 0, 0, v−2 , 0

)
et v =(0, 0, 0, 0, v3), ce

qui entraîne, d’après le théorème 10.1.1 (Annexe III),

∂u0±

∂ξ3
= 0

et par conséquent, puisque

[
e−1EH±
i‖j

]
=




0 0 1
2

∂u0±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂u0v2
∂ξ3

1
2

∂u0±1
∂ξ3

1
2

∂u0±2
∂ξ3

∂u03
∂ξ3




on a bien,
[
e−1EH±
i‖j

]
= [0] .

Remarque 5.8.3 Puisque u0± ne dépend pas de ξ3, on a

∫

ω−1

u0±i
∣∣d±
∣∣ dξω =

∫

ω1

u0±i
∣∣d±
∣∣ dξω =

∫

ω0

u0±i
∣∣d±
∣∣ dξω =

∫

ω

u0±i
∣∣d±
∣∣ dξω.
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En tenant compte des précédants résultats, la formulation variationnelle du problème PEH (ε) s’écrit

∫

Ω

[
AEH± (0) +O (ε)

]
:
[
e0EH±
i‖j + εe1EH±

i‖j ...
]
:
[
1
ε
e−1EH±
i‖j (v) + e0EH±

i‖j (v) + ...
]
dξ+

1
ε
π
V

(
1− 2 ε

R
+ ε2

R2

) ∫

ω−1

v3 |d±| dξω
∫

ω−1

(
ζ03 + εu13 + ....

)
|d±| dξω

= εp
(
1 + ε

R

) ∫

ω1

f p,i±vi |d±| dξω

Annulation du coefficient de 1
ε
. On obtient cette fois-ci des informations sur

[
e0EH±
i‖j

]
. En effet,

la formulation variationnelle du problème PEH
−1 (ε) , obtenue en annulant le coefficient de 1

ε
est

∫

Ω

AEH± (0) :
[
e0EH±
i‖j

]
:
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
dξ + π

V

∫

ω−1

v3
∣∣d±
∣∣ dξω

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω =

∫

ω1

f−1v
∣∣d±
∣∣ dξω.

Proposition 5.8.3 Les forces f−1,i± vérifient

f−1,1± = f−1,2± = 0,

f−1,3± = π
V

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω.

Démonstration. L’équation variationnelle de PEH
−1 (ε) est vérifiée par tous les éléments de

V (Ω)3 . Or, comme on l’a vu, ces éléments ont la particularité d’annuler
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
, et donc

d’annuler l’intégrale sur Ω. En choisissant une fonction test v dans V (Ω)3 et en posant η (ξ1, ξ2) :=
v (ξ1, ξ2, ξ3) , on a η ∈H1

0 (ω±) , puis en remplaçant dans la formulation variationnelle de PEH
−1 (ε) , il

reste

π
V

∫

ω

η±3
∣∣d±
∣∣ dξω

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω =

∫

ω

f−1,i±ηi
∣∣d±
∣∣ dξω, ∀η±i ∈ H1

0

(
ω+
)2 ×H1

0

(
ω−
)2 ×H1

0 (ω)

c’est à dire ∀η±i ∈ H1
0 (ω±) ,

∫

ω


f−1,3± − π

V

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω


 η3

∣∣d±
∣∣ dξω +

∫

ω

f−1,1±η±1
∣∣d±
∣∣ dξω +

∫

ω

f−1,2±η±2
∣∣d±
∣∣ dξω = 0

dont on déduit, par densité de H1
0 (ω±) dans L2 (ω±) , les résultats énoncés.

On reporte ces valeurs dans la formulation varaitionnelle de PEH
−1 (ε) qui s’écrit alors,
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∀v ∈V (Ω)∫

Ω

AEH± (0) :
[
e0EH±
i‖j

]
:
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
dξ + π

V

∫

ω

ζ03 |d±| dξω
∫

ω

(v3 (ξω,−1)− v3 (ξω, 1)) |d±| dξω = 0.

Cette formulation permet d’établir le corollaire suivant,

Corollaire 5.8.1 Le tenseur
[
e0EH±
i‖j

]
est de la forme

[
e0EH±
i‖j

]
=




e0EH±
1‖1 e0EH±

1‖2 0

e0EH±
1‖2 e0EH±

2‖2 0

0 0 − λ13
d±2λ33

e0EH±
1‖1 − λ23

d±2λ33
e0EH±
2‖2



,

et par conséquent, il ne dépend ni de ξ3, ni de u
1±.

Démonstration. Soit
(
v+1 , v

+
2 , v

−
1 , v

−
2 , v3

)
∈ H1

0 (ω+)2×H1
0 (ω−)2×H1

0 (ω) et v =
(
v+1 , v

+
2 , v

−
1 , v

−
2 , 0

Ce choix de fonction test annule le terme de couplage. Il reste donc

∫

Ω

AEH± (0) :
[
e0EH±
i‖j

]
:
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
dξ = 0, ∀v =

(
v+1 , v

+
2 , v

−
1 , v

−
2 , 0

)
.

Pour v =
(
v+1 , 0, 0, 0, 0

)
ou v =

(
0, 0, v−1 , 0, 0

)
, on a

[
e−1EH±
i‖j (v)

]
=




0 0 1
2

∂v±1
∂ξ3

0 0 0

1
2

∂v±1
∂ξ3

0 0



,

et par conséquent, puisque
∫

Ω

AEH± (0) :
[
e0EH±
i‖j

]
:
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
dξ = 0,

on en déduit, après avoir remplacé
[
e−1EH±
i‖j (v)

]
par son expression et effectué les calculs, que,

∫

Ω

µ13
∣∣d±
∣∣ e0EH±
1‖3 :

∂v±1
∂ξ3

dξ = 0, ∀v±1 ∈ H1
0

(
ω±
)
.

On applique le théorème 10.1.1 (Annexe III) et on conclut

e0EH±
1‖3 = 0.
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De même, pour v =
(
0, v+2 , 0, 0, 0

)
, et v =

(
0, 0, 0, v−2 , 0

)
, on a

[
e−1EH±
i‖j (v)

]
=




0 0 0

0 0 1
2

∂v±2
∂ξ3

0 1
2

∂v±2
∂ξ3

0



.

Par conséquent,

∫

Ω

µ23
|d±|e

0±
2‖3 :

∂v±2
∂ξ3

dξ = 0, ∀v±2 ∈ H1
0

(
ω±
)
.

On applique à nouveau le théorème 10.1.1 (Annexe III) et pour conclure

e0EH±
2‖3 = 0.

On choisit maintenant v =(0, 0, 0, 0, v3) comme fonction test dans la formulation variationnelle de
PEH
−1 (ε) et on obtient ,

∫

Ω

∂v3
∂ξ3

(
λ13
d±2

e0EH±
1‖1 + λ23

d±2
e0EH±
2‖2 + λ33e

0EH±
3‖3

) ∣∣d±
∣∣ dξ + π

V

∫

ω

(v3 (−1)− v3 (1))
∣∣d±
∣∣ dξω

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω = 0.

Pour annuler l’intégrale de surface, il suffit de choisir v3 dans H
1
0 (Ω) . En effet, on a ainsi v3 (−1) = 0

et v3 (1) = 0). Il reste alors

∫

Ω

∂v3
∂ξ3

(
λ13
d±2

e0EH±
1‖1 + λ23

d±2
e0EH±
2‖2 + λ33e

0EH±
3‖3

)
dξ = 0, ∀v3 ∈ H1

0 (Ω)

soit, en appliquant le théorème 10.1.1 (Annexe III),

(
λ13
d±2

e0EH±
1‖1 +

λ23
d±2

e0EH±
2‖2 + λ33e

0EH±
3‖3

) ∣∣d±
∣∣ = 0,

c’est à dire,

e0EH±
3‖3 = − λ13

d±2λ33
e0EH±
1‖1 − λ23

d±2λ33
e0EH±
2‖2 .

Pour conclure, il ne reste plus qu’à constater que e0EH±
1‖1 et e0EH±

2‖2 sont indépendants de la variable

transverse. En effet, ce sont des combinaisons linéaires de u0±1 , u0±2 , u03 et de leurs dérivées partielles.
Or, on a montré proposition 5.8.2 que u0± est indépendant de ξ3. Pour les mêmes raisons, e

0EH±
3‖3

est indépendant de ξ3. Par conséquent le tenseur
[
e0EH±
i‖j

]
indépendant de ξ3. On montre avec les

mêmes arguments que le tenseur
[
e0EH±
i‖j

]
est indépendant de u1±.
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Corollaire 5.8.2 La valeur moyenne de ζ03 sur S, 1
mes(ω)

∫

ω

ζ03 |d±| dξω, est nulle, tout comme l’est

f−1,3±.

Démonstration. On revient à la formulation obtenue avec la fonction test v =(0, 0, 0, 0, v3)
dans PEH

−1 (ε)
∫

Ω

∂v3
∂ξ3

(
λ13
d±2

e0EH±
1‖1 + λ23

d±2
e0EH±
2‖2 + λ33e

0EH±
3‖3

) ∣∣d±
∣∣ dξ + π

V

∫

ω

(v3 (−1)− v3 (1))
∣∣d±
∣∣ dξω

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω = 0

Puisqu’on vient de montrer que

λ13
d±2

e0EH±
1‖1 + λ23

d±2
e0EH±
2‖2 + λ33e

0EH±
3‖3 = 0,

il reste

π
V

∫

ω

(v3 (−1)− v3 (1))
∣∣d±
∣∣ dξω

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω = 0

pour tout v3 ∈ H1
0 (ω) , ce qui entraîne

∫

ω

ζ03
∣∣d±
∣∣ dξω = 0.

Or, on a montré, proposition 5.8.3, que

f−1,3± = π
V

∫

ω

ζ0±3
∣∣d±
∣∣ dξω

et par conséquent on a f−1,3± = 0.

Remarque 5.8.4 Le premier terme du développement asymptotique du déplacement moyen est donc
à moyenne nulle sur la surface médiane. C’est une propriété très importante dans la suite de l’étude
puisqu’elle interviendra dans le choix de l’espace pour que le problème asymptotique soit bien posé.
C’est à cause de cette particularité qu’intervient l’espace L20 (|d±|ω) dans le modèle asymptotique
final.

Annulation du terme de degré 0 en ε. On aboutit ici à une équation posée sur ω, couplant
u0± et u1±. Compte tenu des résultats précédants, le problème PEH

0 (ε) s’écrit

PEH
0 (ε) :





∀v ∈V (Ω)

∫

Ω

AEH± (0) : e0EH±
‖ : e0EH±

‖ (v) dξ + π
V

∫

ω−1

v3 |d±| dξω
∫

ω−1

u1±3 |d±| dξω

+

∫

Ω

[
AEH± (0) : e1EH±

‖ +O (ε) : e0EH±
‖

]
: e−1EH±

‖ (v) dξ =

∫

ω1

f 0,i±vi |d±| dξω.

125



Le terme

∫

Ω

O (ε) : e0EH±
‖ : e−1EH±

‖ (v) dξ pose problème, aussi on choisit de travailler uniquement

avec des fonctions test dans V (Ω)3 . Pour ces éléments la formulation variationnelle de PEH
0 (ε) s’écrit

∫

Ω

AEH± (0) : e0EH±
‖ : e0EH±

‖ (v) dξ + π
V

∫

ω

v3
∣∣d±
∣∣ dξω

∫

ω−1

u1±3
∣∣d±
∣∣ dξω =

∫

ω

f 0,i±vi
∣∣d±
∣∣ dξω.

Le but de l’étude asymptotique est d’aboutir à une formulation variationnelle posée sur la surface
génératrice, c’est pourquoi on interprète l’intégrale de volume comme

∫

Ω

AEH± (0) : e0EH±
‖ : e0EH±

‖ (v) dξ =

∫

ω

(∫ 1

−1
AEH± (0) : e0EH±

‖ : e0EH±
‖ (v) dξ3

)
dξω

chaque terme est indépendant ξ3, on a donc

∫

ω

∫ 1

−1
AEH± (0) : e0EH±

‖ : e0EH±
‖ (v) dξ3dξω =

∫ 1

−1
dξ3

∫

ω

AEH± (0) : e0EH±
‖ : e0EH±

‖ (v) dξω

= 2

∫

ω

AEH± (0) : e0EH±
‖ : e0EH±

‖ (v) dξω.

Posons η (ξω) := v (ξ) , et développons la double contraction AEH± (0) : e0EH±
‖ : e0EH±

‖ (v) . On
obtient

AEH± (0) : e0EH±
‖ : e0EH±

‖ (v) = 1
2
AEH± (ω) : γEH± (ζ0±

)
: γEH± (η)

et par conséquent
∫

Ω

AEH± (0) :
[
e0EH±
i‖j

]
:
[
e0EH±
i‖j (v)

]
dξ =

∫

ω

AEH± (ω) : γEH± (ζ0±
)
: γEH± (η) dξω.

5.8.3 Modèle asymptotique, normes et espaces asymptotiques

On ne pourra pas aller plus loin dans l’annulation des coefficients des puissances successives de ε
puisqu’on n’a pas pu annuler le coefficient de ε0 pour tous les éléments de V (Ω) .
On aboutit ainsi à l’équation vérifiée par ζ0± := u0± et par u1±

∫

ω

AEH± (ω) : γEH± (ζ0±
)
: γEH± (η) dξω + π

V

∫

ω

η3
∣∣d±
∣∣ dξω

∫

ω−1

u13
∣∣d±
∣∣ dξω =

∫

ω

f 0,i±ηi
∣∣d±
∣∣ dξω.

Afin de déterminer la nature du problème étudié, et de déterminer la norme que l’on va utiliser, on
cherche le noyau

KerγEH± (ω) :=
{
η ∈VEH (ω) , γEH± (η) = 0 dans ω

}
.

Si KerγEH± = {0} , alors il s’agit d’un problème de ”coque en membrane”.
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Théorème 5.8.1 Le noyau de γEH± est réduit à {0}.
Démonstration. Le comportement d’un problème hyperbolique et celui d’un problème elliptique

étant très différents, on fait la preuve en deux temps. On montre dans un premier temps que

γEH+ (η) = 0 =⇒ η+= 0

puis dans un deuxième temps que

γEH− (η) = 0 =⇒ η−= 0.

1. Soit η ∈VEH (ω) tel que γEH± (η) = 0 alors, dans ω+,




∂η+1
∂ξ1

+ η3
Rl

= 0

1
2

(
∂η+1
∂ξ2

+
∂η+2
∂ξ1

)
+ sin

(
ξ1−l
Rl

)
1

RLd+
η+2 = 0

∂η+2
∂ξ2
− d+

RL

(
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η+1 − cos

(
ξ1−l
Rl

)
η3

)
= 0.

On élimine η3 entre la première et la dernière équation. On se ramène ainsi au système



1
2

(
∂η+1
∂ξ2

+
∂η+2
∂ξ1

)
+ sin

(
ξ1−l
Rl

)
1

RLd+
η+2 = 0

∂η+2
∂ξ2
− d+

RL

(
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η+1 + cos

(
ξ1−l
Rl

)
Rl

∂η+1
∂ξ1

)
= 0.

On explicite ensuite
∂η+2
∂ξ2

à partir de la seconde équation et on dérive la première équation par

rapport à ξ2. On obtient



∂2η+1
∂ξ22

+
∂2η+2
∂ξ2∂ξ1

+ 2 sin
(

ξ1−l
Rl

)
1

RLd+
∂η+2
∂ξ2

= 0

∂η+2
∂ξ2

= Rld
+

RL
cos2

(
ξ1−l
Rl

)(
∂

∂ξ1

(
η+1 / cos

(
ξ1−l
Rl

)))
= 0.

On élimine η+2 dans la première équation et on pose η̃ = η+1 / cos
(

ξ1−l
Rl

)
.

R2L
Rl

cos
(

ξ1−l
Rl

)
∂2η̃
∂ξ22

+ ∂
∂ξ1

(
d+RL cos2

(
ξ1−l
Rl

)
∂η̃
∂ξ1

)
+ 2 sin

(
ξ1−l
Rl

)
cos2

(
ξ1−l
Rl

)
∂η̃
∂ξ1

= 0

enfin, on multiplie par η et on intègre, puis on intègre par parties en remarquant que

∂
∂ξ1

(
sin
(

ξ1−l
Rl

)
cos2

(
ξ1−l
Rl

))
= 1

Rl
cos

(
ξ1−l
Rl

)(
cos2

(
ξ1−l
Rl

)
− 2 sin2

(
ξ1−l
Rl

))

∫

ω

cos
(

ξ1−l
Rl

)(
R2

L

(
∂η̃
∂ξ2

)2
+ RLRld

+ cos
(

ξ1−l
Rl

)(
∂η̃
∂ξ1

)2
+ η̃2

(
3 cos2

(
ξ1−l
Rl

)
− 2

))
dξω = 0

Tous les coefficients sont positifs dès que

l
Rl
≤ arccos

√
2
3

et par conséquent

η̃ = 0, puis η+1 = 0, η+2 = 0, η+3 = 0.
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2. Considérons maintenant

KerγEH− (ω−
)
=
{
η ∈H1

0

(
ω−
)2 ×H1

0

(
ω−
)2 × L2

(
ω−
)
, γEH− (η) = 0 dans ω−

}
.

Pour montrer que KerγEH− (ω−) = {0} il suffit de montrer qu’en chaque point M−
0 de S− le

plan PT tangent à S− coupe la frontière ∂S− [Ciarlet, 2000]. Par raisons de symétrie, il suffit
de le montrer pour

(
ξ01, ξ

0
2

)
∈ [−l, 0]× [−L, 0] . Pour (ξ1, ξ2) ∈ [−2l, 0]× [−L,+L] , posons

θ := ξ1+l
Rl

Soit
(
ξ01, ξ

0
2

)
∈ [−l, 0]× [−L, 0] , le plan PT tangent en M−

0

(
ξ01, ξ

0
2

)
à S− a pour équation

sin (θ0)Rl (sin (θ)− sin (θ0)) + cos
(

ξ02
RL

)
cos (θ0)RL

(
cos
(

ξ2
RL

)
d− (θ)− cos

(
ξ02
RL

)
d− (θ0)

)

+sin
(

ξ02
RL

)
cos (θ0)RL

(
sin
(

ξ2
RL

)
d− (θ)− sin

(
ξ02
RL

)
d− (θ0)

)
= 0.

Un point de la frontière a pour coordonnées (ξ1,±L) ou (0, ξ2) ou (−2l, ξ2) avec (ξ1, ξ2) ∈
[−2l, 0]× [−L,+L] . Montrons donc que l’équation d’inconnue θ obtenue en remplaçant ξ2 par
±L dans PT

sin (θ0)Rl sin (θ) + d− (θ) cos (θ0)RL

(
cos
(

ξ02
RL

)
cos
(
±L
RL

)
+ sin

(
ξ02
RL

)
sin
(
±L
RL

))
=

sin (θ0)Rl sin (θ0) + d− (θ0) cos (θ0)RL

(
cos2

(
ξ02
RL

)
+ sin2

(
ξ02
RL

))

admet au moins une solution θ appartenant à [−l,+l] . On remplace d− (θ) et d− (θ0) par leurs
expressions respectives

sin (θ0)Rl sin (θ) + cos (θ0)RL cos
(

ξ02−±L

RL

)(
−1− Rl

RL

cos
(

l
Rl

)
+ Rl

RL

cos (θ)
)

=

sin (θ0)Rl sin (θ0) + cos (θ0)RL

(
−1− Rl

RL

cos
(

l
Rl

)
+ Rl

RL

cos (θ0)
)
.

On suppose RL suffisament grand pour considérer cos
(

ξ02−±L
RL

)
proche de 1. Il reste alors

sin (θ0) sin (θ) + cos (θ0) cos (θ) = 1

soit θ = θ0.

Pour RL suffisament grand, le noyau de γ
EH± est réduit à {0}.

Conclusion 2 L’étude pré-asymptotique débouche sur un problème de ”coque en membrane”.
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5.9 Etude asymptotique

Notations :

PEH (ε,Ω) :=





∀u (ε) ∈ V (Ω) , ∀v ∈ V (Ω) ,

∫

Ω

AEH± (ε) : eEH±
‖ (ε,u± (ε)) : eEH±

‖ (ε,v)
∣∣∣d±εξ3

∣∣∣ dξ+

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

u3 (ε)
∣∣d±−ε

∣∣ dξω
∫

ω−1

v3
∣∣d±−ε

∣∣ dξω =
(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f i±vi |d±ε | dξω.

Dans cette partie, et comme dans le cas parabolique, on se place dans le cas où :

1. les membranes ont toutes la même surface médiane S = θ (ω) ,

2. les conditions aux limites sont toutes posées sur θ (δω) ,

3. les constantes d’élasticité des membranes ne dépendent pas de l’épaisseur,

4. les forces extérieures f εi± vérifient, il existe f±=(f i±) ∈ L2 (ω) indépendante de ε, f εi± (ξεω) =
εf i± (ξω).

Sous ces hypothèses, le problème PEH (ε) devient PEH (ε,Ω) .

5.9.1 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 2D

Notations :

γEH−
ξ0,αβ

(η) := 1
2

(
∂ηα
∂ξβ

+
∂ηβ
∂ξα

)
− b−αβ (ξ0) η3,

γEH−
ξ0

(η) :=




∂η−1
∂ξ1

+ η3
Rl

1
2

(
∂η−1
∂ξ2

+
∂η−2
∂ξ1

)

sym
∂η−2
∂ξ2

+ 1
RL

(
−1 + Rl

RL
− Rl

RL
cos
(

l
Rl

))
η3


 ,

et,

〈ζ,η〉EH
ω :=

∫

ω

γEH± (ζ) : γEH± (η) dξω, ‖η‖EH
ω :=

√
〈η,η〉EH

ω ,

〈ζ,η〉EH
0,ω := 〈ζ,η〉EH

ω +

∫

ω

ζ.ηdξω, ‖η‖EH
0,ω :=

√
〈η,η〉EH

0,ω ,

〈ζ,η〉ω :=

∫

ω

(ǫ (ζ) : ǫ (η) + ζ3η3) dξω, ‖η‖ω :=
√
〈η,η〉ω.
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La formulation du problème pré-asymptotique conduit à étudier la norme ‖ ‖EH
ω induite par le

produit scalaire

〈 , 〉EH
ω :

∣∣∣∣∣∣∣

VEH (ω)× VEH (ω) −→ R

(ζ,η) �−→ 〈ζ,η〉EH
ω =

∫

ω

γEH± (ζ) : γEH± (η) dξω

avec rappellons le,

γEH+ (η) =




∂η+1
∂ξ1

+ η3
Rl

1
2

(
∂η+1
∂ξ2

+
∂η+2
∂ξ1

)
+ sin

(
ξ1−l
Rl

)
1

RLd+
η+2

sym
∂η+2
∂ξ2
− d+

RL

(
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η+1 − cos

(
ξ1−l
Rl

)
η3

)




et,

γEH− (η) =




∂η−1
∂ξ1

+ η3
Rl

1
2

(
∂η−1
∂ξ2

+
∂η−2
∂ξ1

)
+ sin

(
ξ1+l
Rl

)
1

RLd−
η−2

sym
∂η−2
∂ξ2
− d−

RL

(
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η−1 − cos

(
ξ1+l
Rl

)
η3

)




et à la comparer avec une norme complète sur VEH (ω), par exemple ‖ ‖110,ω ou avec la norme
‖ ‖ω induite par le produit scalaire

〈 , 〉ω :

∣∣∣∣∣∣∣

VEH (ω)× VEH (ω) −→ R

(ζ,η) �−→ 〈ζ,η〉ω =

∫

ω

(ǫ (ζ) : ǫ (η) + ζ3η3) dξω

avec

ǫ (η) =




∂η1
∂ξ1

1
2

(
∂η1
∂ξ2

+ ∂η2
∂ξ1

)

1
2

(
∂η1
∂ξ2

+ ∂η2
∂ξ1

)
∂η2
∂ξ2


 .

Proposition 5.9.1 Sur VEH (ω) , les normes ‖ ‖110,ω et ‖ ‖
EH
0,ω sont équivalentes.

Pour le prouver, on démontre d’abord un lemme préliminaire dont la preuve utilise le résultat suivant
démontré dans [Duvaut-Lions, 1972].

Résultat : Soit ω un domaine de R2 et v une distribution sur ω, si v, ∂v
∂ξ1

et ∂v
∂ξ2

appartiennent à

H−1 (ω) , alors v ∈ L2 (ω) .

Lemme préliminaire : Les ensembles
{
η ∈L2 (ω+)2 × L2 (ω−)2 × L2 (ω) , γEH± (η) ∈ [L2 (ω±)]

}

et VEH (ω) sont égaux.
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Démonstration. Posons WEH :=
{
η ∈L2 (ω+)2 × L2 (ω−)2 × L2 (ω) , γEH± (η) ∈ [L2 (ω±)]

}
,

on a
évidemment VEH (ω) ⊂ WEH . Pour montrer l’inclusion inverse, il suffit de montrer que ∂η±α

∂ξβ
∈

L2 (ω±) .

L’appartenance de
∂η±1
∂ξ1

et de
∂η±2
∂ξ2

à L2 (ω±) est directe. En effet,

γEH±
11 (η) ∈ L2

(
ω±
)
et η3 ∈ L2 (ω) =⇒ ∂η±1

∂ξ1
∈ L2

(
ω±
)
et

γEH±
22 (η) ∈ L2

(
ω±
)
, η±1 ∈ L2

(
ω±
)
et η3 ∈ L2 (ω) =⇒ ∂η±2

∂ξ2
∈ L2

(
ω±
)

en revanche on a seulement

γEH±
12 (η) ∈ L2

(
ω±
)
et η±2 ∈ L2

(
ω±
)
=⇒ ∂η±1

∂ξ2
+

∂η±2
∂ξ1
∈ L2

(
ω±
)
.

Pour conclure on applique le lemme précédant à
∂η±1
∂ξ2

. On a

a) η±1 ∈ L2 (ω±) donc
∂η±1
∂ξ2
∈ H−1 (ω±) ,

b)
∂η±1
∂ξ1
∈ L2 (ω±) donc ∂

∂ξ2

(
∂η±1
∂ξ1

)
∈ H−1 (ω±) , c’est à dire ∂

∂ξ1

(
∂η±1
∂ξ2

)
∈ H−1 (ω±) ,

c)
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1
∈ L2 (ω±) et

∂η±2
∂ξ2
∈ L2 (ω±) , donc ∂

∂ξ2

(
∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1

)
∈ H−1 (ω±) et ∂

∂ξ1

(
∂η±2
∂ξ2

)
∈

H−1 (ω±) , soit, par soustraction, ∂
∂ξ2

(
∂η±1
∂ξ2

)
∈ H−1 (ω±) .

Par conséquent,
∂η±1
∂ξ2
∈ L2 (ω±) . Enfin,

∂η±1
∂ξ2
∈ L2

(
ω±
)
et

∂η±1
∂ξ2

+
∂η±2
∂ξ1
∈ L2

(
ω±
)
=⇒ ∂η±2

∂ξ1
∈ L2

(
ω±
)
.

Les ensembles sont bien égaux.

On peut maintenant prouver la proposition 5.9.1.
Démonstration. Puisque de manière évidente ‖ ‖EH

0,ω ≤ c ‖ ‖110,ω , l’injection entre les espaces
de Hilbert

id :
(
VEH (ω) , ‖ ‖110,ω

)
−→

(
WEH , ‖ ‖EH

0,ω

)

est continue. Par conséquent, pour montrer l’équivalence des normes, il suffit d’appliquer le théorème
du graphe fermé puisque WEH = VEH (ω)

Malgré ce résultat, on montre qu’il n’y a pas équivalence des normes ‖ ‖EH
ω et ‖ ‖ω sur ω tout

entier, mais qu’il y a l’équivalence partielle suivante

Proposition 5.9.2 Les normes ‖ ‖EH
ω+ et ‖ ‖110,ω+ sont équivalentes sur H1

0 (ω+) × H1
0 (ω+) ×

L2 (ω+).
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Démonstration. La démonstration reprend celle donnée dans [Ciarlet, 2000]. On sait d’une
part qu’il existe une constante c telle que

∀η ∈H1
0

(
ω+
)
×H1

0

(
ω+
)
× L2

(
ω+
)
, ‖η‖EH

ω+ ≤ c ‖η‖110,ω+

et on vient de montrer d’autre part qu’il existe une constante c telle que

∀η ∈H1
0

(
ω+
)
×H1

0

(
ω+
)
× L2

(
ω+
)
, ‖η‖110,ω+ ≤ c ‖η‖EH

0,ω+

il reste donc à établir l’existence d’une constante c telle que

∀η ∈H1
0

(
ω+
)
×H1

0

(
ω+
)
× L2

(
ω+
)
, ‖η1‖20,ω+ + ‖η2‖20,ω+ + ‖η3‖20,ω+ ≤ c ‖η‖EH

ω+

pour obtenir l’équivalence. On le fait par l’absurde. Si l’inégalité était fausse, il existerait une suite
(ηn)n∈N de H1

0 (ω+)2 × L2 (ω+) telle que

i- ∀n ∈ N, ‖ηn‖0,ω+ = 1

ii- lim
n→∞

∑
α,β

∥∥γEH+
αβ (ηn)

∥∥2
0,ω+

= 0.

Cette suite serait bornée pour la norme ‖ ‖110,ω et on en déduirait donc l’existence de η =(η1, η2, η3)

appartenant àH1
0 (ω+)2×L2 (ω+) et d’une sous-suite

(
ηϕ(n)

)
n∈N faiblement convergente dansH

1
0 (ω+)2×

L2 (ω+) vers η. On montre que dans ces conditions, on a nécessairement η = 0, puis on montre qu’il
y a convergence forte de

(
ηϕ(n)

)
n∈N vers 0 ce qui est incompatible avec la condition i.

ηϕ(n) ⇀
n→∞

η dans H1
0

(
ω+
)2 × L2

(
ω+
)

=⇒





ηϕ(n)1 −→
n→∞

η1 dans L2 (ω+)

η
ϕ(n)
2 −→

n→∞
η2 dans L2 (ω+)

ηϕ(n)3 ⇀
n→∞

η3 dans L2 (ω+)

∂η
ϕ(n)
α

∂ξβ
⇀

n→∞
∂ηα
∂ξβ

dans L2 (ω+)

=⇒ γEH+
αβ

(
ηϕ(n)

)
⇀

n→∞
γEH+
αβ (η) dans L2

(
ω+
)
.

Comme la condition ii entraine la convergence forte de γEH+
αβ

(
ηϕ(n)

)
vers 0, on en déduit que

γEH+
αβ (η) = 0 et donc que η = 0. On montre maintenant que ηϕ(n) −→

n→∞
0.

[
γEH+
αβ

(
ηϕ(n)

)]
−→
n→∞

0 dans L2
(
ω+
)

=⇒





∂η
ϕ(n)
1

∂ξ1
+ 1

Rl
η
ϕ(n)
3 −→

n→∞
0

1
2

(
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ2
+

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ1

)
+ 1

RLd+
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η
ϕ(n)
2 −→

n→∞
0

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ2
− d+

RL

(
sin
(

ξ1−l
Rl

)
η
ϕ(n)
1 − cos

(
ξ1−l
Rl

)
η
ϕ(n)
3

)
−→
n→∞

0
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On élimine η
ϕ(n)
3 entre la première et la dernière équation et on utilise les convergences fortes déjà

obtenues pour en déduire le système




∂η
ϕ(n)
1

∂ξ1
+ 1

Rl
η
ϕ(n)
3 −→

n→∞
0 dans L2 (ω+)

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ2
+

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ1
−→
n→∞

0 dans L2 (ω+)

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ2
− Rld

+

RL
cos
(

ξ1−l
Rl

)
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ1
−→
n→∞

0 dans L2 (ω+)

puis on multiplie la seconde par
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ2
, la troisième par

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ1
et on intègre sur ω+. On obtient alors





∂η
ϕ(n)
1

∂ξ1
+ 1

Rl
η
ϕ(n)
3 −→

n→∞
0 dans L2 (ω+)

∫

ω+

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ2

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ2
+

∫

ω+

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ1

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ2
−→
n→∞

0 dans R

∫

ω+

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ2

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ1
−
∫

ω+

Rld
+

RL
cos
(

ξ1−l
Rl

)
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ1

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ1
−→
n→∞

0 dans R

de plus, comme

η
ϕ(n)
1 = η

ϕ(n)
2 = 0 sur ∂ω+,

on a
∫

ω+

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ2

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ1
=

∫

ω+

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ1

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ2

et par conséquent, en soustrayant les deux équations

∫

ω+

(
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ2

)2
+

∫

ω+

Rld
+

RL
cos
(

ξ1−l
Rl

)(
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ1

)2
−→
n→∞

0

le coefficient de

(
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ1

)2
est positif sur tout le domaine ω+ par conséquent, nécessairement

∂η
ϕ(n)
1

∂ξ2
−→
n→∞

0 et
∂η

ϕ(n)
1

∂ξ1
−→
n→∞

0 dans L2
(
ω+
)
.

On en déduit successivement à partir du système de limites que

1
Rl
η
ϕ(n)
3 −→

n→∞
0,

∂η
ϕ(n)
2

∂ξ1
−→
n→∞

0 et
∂η

ϕ(n)
2

∂ξ2
−→
n→∞

0 dans L2
(
ω+
)
.

Ceci permet de conclure que

ηϕ(n) ⇀
n→∞

0 dans H1
0

(
ω+
)2 × L2

(
ω+
)
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or,

∥∥ηϕ(n)
∥∥
0,ω+

= 1 =⇒ lim
n→∞

∥∥ηϕ(n)
∥∥
0,ω+

= 1 =⇒ ‖η‖0,ω+ = 1

ce qui est impossible.

Proposition 5.9.3 Les normes ‖ ‖EH
ω− et ‖ ‖ω− sont comparables mais elles ne sont pas équiva-

lentes sur VEH (ω−) = H1
0 (ω−)×H1

0 (ω−)× L2 (ω−).

Démonstration. La démonstration adapte celle donnée dans le cas général dans [Slicaru, 1997].
Puisque les normes ‖ ‖ω− et ‖ ‖110,ω− sont équivalentes sur VEH (ω−) et que par application des
inégalités triangulaires, on montre que

‖η‖EH
ω− ≤ c ‖η‖110,ω−

on en déduit que les normes ‖ ‖EH
ω− et ‖ ‖ω− sont comparables avec

‖η‖EH
ω− ≤ c ‖η‖ω− .

Aussi suffit-il, pour montrer que les normes ‖ ‖EH et ‖ ‖ω− ne sont pas équivalentes, de montrer
que la proposition

∃c > 0, ∀η ∈VEH
(
ω−
)
, ‖η‖110,ω− ≤ c ‖η‖EH

ω−

est fausse. Pour le faire, on la suppose vraie, on se place au point ξ0 (−l, 0) ∈ ω− et à l’aide du
tenseur γEH−

ξ0
(η) on arrive à une contradiction.

1. Montrons dans un premier temps qu’il existe un voisinage ω−0 ⊂ ω− de ξ0 dans lequel pour tout
η0 ∈ V

(
ω−0
)
:= H1

0 (ω−)×H1
0 (ω−)× L2 (ω−) on a

∥∥∥γEH−
ξ0,11

(η0)
∥∥∥
2

0,ω−0

+ 2
∥∥∥γEH−

ξ0,12
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

+
∥∥∥γEH−

ξ0,22
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

≥ 1

2c2

(
‖η0‖110,ω−0

)2
.

Supposons qu’un tel voisinage existe et identifions ses caractérisques. Soit η0 ∈ VEH
(
ω−0
)
et

soit η le prolongement de η0 à ω− défini par,

η =

{
η0 sur ω

−
0

0 ailleurs.

Ainsi construit, η appartient à VEH (ω−). et par conséquent vérifie

‖η‖110,ω− ≤ c ‖η‖EH
ω− .

Or,

(
‖η‖EH

ω−

)2
=
∥∥γEH−

11 (η0)
∥∥2
0,ω−0

+ 2
∥∥γEH−

12 (η0)
∥∥2
0,ω−0

+
∥∥γEH−

22 (η0)
∥∥2
0,ω−0

et,

‖η‖110,ω− = ‖η0‖110,ω−0 .
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On exprime les composantes de γEH− (η0) (qui apparaissent dans le calcul de ‖η‖EH
ω− ) en

fonction de celles de γEH−
ξ0

(η)

γEH−
11 (η0) = γEH−

ξ0,11
(η0)

γEH−
12 (η0) = γEH−

ξ0,12
(η0) + 1

RLd−
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η0,2

γEH−
22 (η0) = γEH−

ξ0,22
(η0)− d−

RL
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η0,1 + (b22 (ξ0)− b22 (ξ)) η0,3.

On vérifie ensuite que

sup
ξ1∈[−2l,0]

∣∣∣ d−RL sin
(

ξ1+l
Rl

)∣∣∣ ≤ sup
ξ1∈[−2l,0]

∣∣∣ 1
RLd−

sin
(

ξ1+l
Rl

)∣∣∣ := s.

et on en déduit les majorations suivantes

∥∥∥ 1
RLd−

sin
(

ξ1+l
Rl

)
η0,2

∥∥∥
2

0,ω−0

≤ s2
∥∥η0,2

∥∥2
0,ω−0

∥∥∥ d−

RL
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η0,1

∥∥∥
2

0,ω−0

≤ s2
∥∥η0,1

∥∥2
0,ω−0

dont on se sert, après applications des inégalités

(a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2, (a + b + c)2 ≤ 3a2 + 3b2 + 3c2,

pour majorer ‖η‖EH
ω− . En effet, on a

(
‖η‖EH

ω−

)2
=
∥∥∥γEH−

ξ0,11
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

+ 2
∥∥∥γEH−

ξ0,12
(η0) + 1

RLd−
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η0,2

∥∥∥
2

0,ω−0

+

∥∥∥γEH−
ξ0,22

(η0)− d−

RL
sin
(

ξ1+l
Rl

)
η0,1 + (b22 (ξ0)− b22 (ξ)) η0,3

∥∥∥
2

0,ω−0

≤
∥∥∥γEH−

ξ0,11
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

+ 4
∥∥∥γEH−

ξ0,12
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

+ 3
∥∥∥γEH−

ξ0,22
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

+

2s2
∥∥η0,2

∥∥2
0,ω−0

+ 3s2
∥∥η0,1

∥∥2
0,ω−0

+ sup
ξ∈ω−0
|b22 (ξ0)− b22 (ξ)|

∥∥η0,3
∥∥2
0,ω−0

≤ 3
(∥∥γEH−

11 (η0)
∥∥2
0,ω−0

+ 2
∥∥γEH−

12 (η0)
∥∥2
0,ω−0

+
∥∥γEH−

22 (η0)
∥∥2
0,ω−0

)
+

3s2
(∥∥η0,2

∥∥2
0,ω−0

+
∥∥η0,1

∥∥2
0,ω−0

)
+ sup

ξ∈ω−0
|b22 (ξ0)− b22 (ξ)|

∥∥η0,3
∥∥2
0,ω−0

.

Il reste maintenant à choisir ω−0 de telle sorte que

3s2
(∥∥η0,2

∥∥2
0,ω−0

+
∥∥η0,1

∥∥2
0,ω−0

)
≤ 1

2c2

(∣∣η20,1
∣∣
1,ω−0

+
∣∣η20,2

∣∣
1,ω−0

)
et

sup
ξ∈ω−0
|b22 (ξ0)− b22 (ξ)| ≤ 1

2c2
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On choisit ω−0 = ]−l − δ,−l + δ[× ]−L,L[ où δ vérifie les tois propriétés suivantes :

δ ≤ l

pour que ω−0 ⊂ ω−.

|ξ1 + l| ≤ δ =⇒ sup
ξ∈ω−0
|b22 (ξ0)− b22 (ξ)| ≤

1

2c2
,

ce qui est possible car b22 est continue en −l, et enfin

3s2
∥∥η0,α

∥∥2
0,ω−0
≤ 1

2c2

∥∥η0,α
∥∥2
1,ω−0

ce qui est possible du fait de l’inégalité de Poincaré sur ω−0 :
∥∥η0,α

∥∥2
0,ω−0
≤ (2δ)2

∣∣η0,α
∣∣2
1,ω−0

.

Dans ces conditions, on a

∥∥∥γEH−
ξ0,11

(η0)
∥∥∥
2

0,ω−0

+ 2
∥∥∥γEH−

ξ0,12
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

+
∥∥∥γEH−

ξ0,22
(η0)

∥∥∥
2

0,ω−0

≥ 1
2c2

(
‖η0‖110,ω−0

)2
.

2. On établit maintenant la contradiction en prouvant que sous l’hypothèse

∃c > 0, ∀η ∈VEH
(
ω−
)
, ‖η‖110,ω− ≤ c ‖η‖EH

ω−

on a

∀θ ∈ H1
0

(
ω−
)
,
∥∥∥ ∂θ

∂κ1

∥∥∥
0,ω−0

≥ C ‖θ‖1,ω−0

où on a effectué le changement de variable ξ1 = κ1 + κ2 et ξ2 = κ1 − κ2.
Soit θ ∈ H1

0 (ω−), notons

X :=
√

−b22(ξ0)
b11(ξ0)

=

√(
1− Rl

RL
+ Rl

RL
cos
(

l
Rl

))
Rl
RL
≤ 1

et considérons les éléments η ∈VEH
(
ω−0
)
définis par η :=

(
− 1

Rl
θ,−X

Rl
θ, ∂θ

∂κ1

)
. Ces éléments

vérifient
∥∥∥γEH−

ξ0,11
(η)
∥∥∥
2

0,ω−0

+ 2
∥∥∥γEH−

ξ0,12
(η)
∥∥∥
2

0,ω−0

+
∥∥∥γEH−

ξ0,22
(η)
∥∥∥
2

0,ω−0

≥ 1
2c2

(
‖η‖110,ω−0

)2

c’est à dire, en remplaçant η

1
2c2

(∥∥∥− 1
Rl
θ
∥∥∥
2

1,ω−0

+
∥∥∥−X

Rl
θ
∥∥∥
2

1,ω−0

+
∥∥∥ ∂θ
∂κ1

∥∥∥
2

0,ω−0

)
≤ 1

2

∥∥∥− 1
Rl

∂θ
∂κ2
− X

Rl

∂θ
∂κ1

∥∥∥
2

0,ω−0

+

∥∥∥−X
Rl

∂θ
∂κ2
− X2

Rl

∂θ
∂κ1

∥∥∥
2

0,ω−0

soit

(
1
2
+ X2

) ∥∥∥ ∂θ
∂κ2

+ X ∂θ
∂κ1

∥∥∥
2

0,ω−0

≥ 1
2c2

(
‖θ‖21,ω−0 + X2 ‖θ‖21,ω−0 + R2

l

∥∥∥ ∂θ
∂κ1

∥∥∥
2

0,ω−0

)
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d’où le résultat annoncé avec

C = 3X2

2c2
(
1
2
+X2

) .

L’inégalité

∥∥∥ ∂θ
∂κ1

∥∥∥
0,ω−0

≥ C ‖θ‖1,ω−0

obtenue pour tout θ ∈ H1
0 (ω−) est fausse. On le montre en utilisant le même type de fonctions

tests que dans la partie parabolique.

Remarque 5.9.1 Puisque les normes ‖ ‖EH
ω et ‖ ‖Mω sont équivalentes, les espaces complétés pour

l’une ou pour l’autre sont identiques. Par conséquent, VMEH (ω) est de la forme H1
0 (ω+)2×VM (ω) .

où VM (ω) est un espace vérifiant les propriétés suivantes :

Proposition 5.9.4

1. L’espace H1
0 (ω−)2 × L2 (ω) est un sous-espace propre de VM (ω) .

2. H1
0 (ω−)2 × L2 (ω) est dense dans VM (ω) .

3. L’injection canonique de H1
0 (ω−)2 × L2 (ω) dans VM (ω) est continue.

Démonstration. Déjà vu sous une forme différente à la proposition 3.8.3.

Conséquences :

Comme dans le cas parabolique, une forme linéaire continue sur
(
VEH (ω) , ‖ ‖110,ω

)
ne se prolonge

pas toujours par continuité en une forme linéaire continue sur
(
VMEH (ω) , ‖ ‖EH

ω

)
. Mais, à la

différence du cas parabolique, les forces extérieures sont exclusivement appliquées sur une surface
elliptique et par conséquent, la forme linéaire correspondant au second membre de la formulation
variationnelle du problème normalisé 3D se prolonge par continuité à VMEH (ω) . Le concept de ”forces
admissibles” n’est plus utile puisque le problème est bien posé pour toutes les forces de régularité
L2 (ω+). Cette restriction des forces correspond à la réalité physique étudiée : les perturbations de
l’environnement du dirigeable se produisent à l’extérieur.

137



5.9.2 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 3D

Notations :
(
‖v‖EH

Ω

)2
:=

∥∥∥∂v3
∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
+
(
‖v−‖EH

ω

)2
,

VMEH (Ω) := complété de V (Ω) pour la norme ‖ ‖EH
Ω ,

LEH (ε) := la forme linéaire correspondant au problème P (ε,Ω) ,

Tout comme dans le cas parabolique, sur V (Ω) on définit la norme ‖ ‖EH
Ω par

(
‖v‖EH

Ω

)2
=

(∥∥∥∂v3
∂ξ3

∥∥∥
0,Ω

)2
+
(∥∥v−

∥∥EH

ω

)2

cette norme n’est pas complète sur V (Ω) . On note VMEH (Ω) le complété.
La forme linéaire LEH (ε) correspondant au problème P (ε,Ω) est,

LEH (ε)

∣∣∣∣∣∣∣

V (Ω) �−→ R

v −→ LEH (ε) (v) =

∫

ω1

f i±vi |d±ε | dξω .

5.9.3 Convergence de la suite des déplacements normalisés (u (ε))ε quand f i− = 0

Notations :

eEH±
i‖j (ε) := eEH±

i‖j (ε,u (ε)) ,

LEH
ω (η) := forme linéaire au second membre de l’équation asymptotique,

LMEH
ω (η) := unique prolongement continu de LEH

ω (η) à VMEH (ω) ,
CEH

ω (η) := forme linéaire correspondant au terme de couplage,
CMEH

ω (η) := unique prolongement continu de CEH
ω (η) à VMEH (ω) ,

BEH
ω (ζ,η) := forme bilinéaire de l’équation asymptotique,

BMEH
ω (ζ,η) := unique prolongement bicontinu de BEH

ω (η) à VMEH (ω) ,
VMEH
0 (ω) :=

{
η ∈VMEH (ω) , CMEH

ω (η) = 0
}
,

avec,

LEH
ω (η) :=

∫

ω

(
f1+η+1 + f2+η+2 + f 3+η+3

)
|d+| dξω,

CEH
ω (η) :=

∫

ω

|d±| η3dξω,

BEH
ω (ζ,η) :=

∫
ω

AEH± (ω) :
[
γEH±
αβ (ζ)

]
:
[
γEH±
αβ (η)

]
dξω,

PMEH
ω0 :=





ζ ∈VMEH
0 (ω) , ∀η ∈VMEH

0 (ω)

BMEH
ω (ζ,η) = LMEH

ω (η) .
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Dans toute cette partie, on suppose que f i− = 0, ce qui, rappelons-le, correspond physiquement au
cas où les perturbations sont toutes appliquées à l’extérieur.

Proposition 5.9.5 La forme linéaire LEH
ω est continue sur VEH (ω) pour la norme ‖ ‖EH

ω .

Démonstration. Soit η =
(
η±1 , η

−
1 , η

±
2 , η

−
2 , η

±
3

)
∈ VEH (ω) ,

2
∣∣LEH

ω (η)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∫

ω

(
f1+η+1 + f 2+η+2 + f 3+η+3

) ∣∣d+
∣∣ dξω

∣∣∣∣∣∣
≤
∥∥f i+d+

∥∥
0,ω

∥∥η+i
∥∥
0,ω+

d’après Cauchy-Schwarz

≤ c ‖η‖EH
ω+ par équivalence des normes sur ω+

≤ c ‖η‖EH
ω

d’où la continuité.

Corollaire 5.9.1 La forme linéaire LEH
ω , continue sur VEH (ω) pour ‖ ‖EH

ω admet une unique ex-
tension continue sur VMEH (ω) . On la note LMEH

ω .

De même,

Proposition 5.9.6 La forme bilinéaire continue sur VEH (ω)× VEH (ω) , pour ‖ ‖EH
ω

BEH
ω (ζ,η) :=

∫

ω

AEH± (ω) :
[
γEH±
αβ (ζ)

]
:
[
γEH±
αβ (η)

]
dξω

admet une unique extension continue à VMEH (ω)× VMEH (ω) notée BMEH
ω .

Proposition 5.9.7 La forme linéaire CEH
ω est continue sur VEH (ω) pour la norme ‖ ‖EH

ω .

Démonstration. On veut montrer que

∀η ∈VEH (ω) ,
∣∣CEH

ω (η)
∣∣ ≤ c ‖η‖EH

ω .

L’étude sur ω+ qui est triviale car ‖ ‖EH
ω+ est équivalente à ‖ ‖110,ω+ . Il reste donc à majorer en

valeur absolue

∫

ω−

|d−| η−3 dξω. Sur ω−, d− est de signe constant négatif, et par conséquent

∫

ω−

∣∣d−
∣∣ η−3 dξω = −

∫

ω−

d−η−3 dξω.

On remplace d− par sa valeur puis on cherche à exprimer

∫

ω−

d−η−3 dξω comme une combinaison linéaire

des

∫

ω−

γ−αβ (η) dξω. Pour y parvenir, on utilise deux types d’artifices, soit on ajoute des termes dont
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la moyenne nulle comme ∂
∂ξ2

(
η−2
d−

)
ou

∂η−1
∂ξ1

, soit on ajoute et on retranche des termes figurant dans

γ−αβ (η) . On remarque également que
∫

ω−

1
RL

sin
(

ξ1+l
Rl

)
η−1 dξω = −

∫

ω−

η−1
∂d−

∂ξ1
dξω =

∫

ω−

d−
∂η−1
∂ξ1

dξω.

Ainsi,

∫

ω−

d−η−3 dξω =

∫

ω−

(
−1− Rl

RL
cos
(

l
Rl

))
η−3 dξω +

∫

ω−

Rl
RL

cos
(

ξ1+l
Rl

)
η−3 dξω

=
(
−1− Rl

RL
cos

(
l
Rl

))
Rl

∫

ω−

γEH−
11 (η) dξω + Rl

∫

ω−

1
d−

γEH−
22 (η) dξω

+ Rl
RL

∫

ω−

sin
(

ξ1+l
Rl

)
η−1 dξω

=
(
−1− Rl

RL
cos

(
l
Rl

))
Rl

∫

ω−

γEH−
11 (η) dξω + Rl

∫

ω−

1
d−

γEH−
22 (η) dξω

+Rl

∫

ω−

d−
∂η−1
∂ξ1

dξω

Or,

Rl

∫

ω−

d−
∂η−1
∂ξ1

dξω = Rl

∫

ω−

d−
∂η−1
∂ξ1

dξω +

∫

ω−

d−η−3 dξω −
∫

ω−

d−η−3 dξω

= Rl

∫

ω−

d−γEH−
11 (η) dξω −

∫

ω−

d−η−3 dξω.

On en déduit donc
∫

ω−

d−η−3 dξω = Rl
2

∫

ω−

(
−1− Rl

RL
cos

(
l
Rl

)
+ d−

)
γEH−
11 (η) dξω + Rl

2

∫

ω−

1
d−

γEH−
22 (η) dξω,

et, par application des inégalités triangulaires et de Cauchy-Schwarz,
∣∣∣∣∣∣

∫

ω−

∣∣d−
∣∣ η−3 dξω

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

ω−

−d−η−3 dξω

∣∣∣∣∣∣

≤ Rl
2



∥∥∥−1− Rl

RL
cos
(

l
Rl

)
+ d−

∥∥∥
0,ω−

∥∥γEH−
11 (η)

∥∥
0,ω−

+
∥∥ 1
d−

∥∥
0,ω−

∥∥γEH−
22 (η)

∥∥
0,ω−




≤ c
∥∥η−

∥∥EH

ω−

la continuité de CEH
ω− .
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Corollaire 5.9.2 La forme linéaire CEH
ω continue sur VEH (ω) pour la norme ‖ ‖EH

ω admet une
unique extension continue sur VMEH (ω) . On la note CMEH

ω .

Proposition 5.9.8
(
VMEH
0 (ω) , ‖ ‖EH

ω

)
est un espace de Hilbert.

Démonstration. Il suffit de montrer que VMEH
0 (ω) est fermé dans VMEH (ω) . Pour le faire, on

remarque que VMEH
0 (ω) = KerCMEH

ω et que CMEH
ω est continue.

Théorème 5.9.1 Il existe u ∈ VMEH (Ω) et il existe ζ ∈ VMEH
0 (ω) tels que

u (ε) −→
ε→0

u dans VMEH (Ω)

u (ε) −→
ε→0

ζ dans VMEH
0 (ω)

et ζ est l’unique solution du problème bi-dimensionnel

PMEH
ω0 :=





ζ ∈VMEH
0 (ω) , ∀η ∈VMEH

0 (ω)

BMEH
ω (ζ,η) = LMEH

ω (η) .

Démonstration. La preuve se décompose en 16 points successifs :

1. On montre dans ce premier point qu’il existe une constante strictement positive c, telle que

v ∈V (Ω) =⇒ ‖v‖EH
Ω ≤ c

(
∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε,v)

∥∥∥
2

0,Ω

)1/2
.

La démonstration de ce point est très proche de celle de la proposition 3.8.5 et ne pose pas de
difficulté supplémentaire.

2. Majorations a priori et extraction de sous suites faiblement convergentes. Dans ce deuxième

point, on montre que les normes ‖u (ε)‖EH
Ω , et

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)

∥∥∥
0,Ω
sont bornées. Puis on en déduit

l’existence d’une sous-suite extraite de u (ε) , notée u (ε) , l’existence de u ∈ VMEH (Ω) , de
eEH±
i‖j ∈ L2 (Ω) et de κ ∈ R telles que

u (ε) ⇀
ε→0

u dans VMEH (Ω)

eEH±
i‖j (ε) ⇀

ε→0
eEH±
i‖j dans L2 (Ω)

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2


∫

ω±−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω




2

−→
ε→0

κ dans R

D’après le premier point appliqué à u (ε),

(
‖u (ε)‖EH

Ω

)2
≤ c
∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)

∥∥∥
2

0,Ω

141



De plus, puisque le tenseur d’élasticité normalisé, A (ε), est uniformément défini positif, il
existe une constante c telle que

∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)

∥∥∥
2

0,Ω
≤ c

∫

Ω

AEH± (ε)ijkl eEH±
k‖l (ε) eEH±

i‖j (ε)
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ.

donc
(
‖u (ε)‖EH

Ω

)2
≤ c

∫

Ω

AEH± (ε)ijkl eEH±
k‖l (ε) eEH±

i‖j (ε)
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ

≤ c

∫

Ω

AEH± (ε)ijkl eEH±
k‖l (ε) eEH±

i‖j (ε)
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ +

c π
V
1
ε

(
1− ε

Rl

)2


∫

ω±−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω




2

et, puisque u (ε) est solution de PEH (ε,Ω) , on en déduit

(
‖u (ε)‖EH

Ω

)2
≤ c

(
1 + ε

Rl

)∫

ω+1

f+iu+i (ε)
∣∣d+ (ξ1, ε)

∣∣ dξω

≤ c
(
1 + ε

Rl

)∥∥f+i
∣∣d+ (ξ1, ε)

∣∣∥∥
0,ω+1

∥∥u+i (ε)
∥∥
0,ω+1

≤ c
∥∥u+ (ε)

∥∥
0,Ω+

≤ c
∥∥u+ (ε)

∥∥EH

Ω+

≤ c ‖u (ε)‖EH
Ω

par conséquent, la suite (u (ε))ε est bornée dans VMEH (Ω) . Et par suite, les suites
(
eEH±
i‖j (ε)

)
ε

et


1

ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2


∫

ω±−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω




2


ε

le sont également dans L2 (Ω) et R respective-

ment. On en déduit alors, par extractions successives, l’existence d’une sous-suite de (u (ε))ε
que l’on note encore (u (ε))ε vérifiant les convergences faibles annoncées.

3. On montre maintenant l’existence de ζ ∈ V MEH (ω) et de u−1 =
(
u−1i

)
∈ V (Ω) telles que

u (ε) ⇀
ε→0

ζ dans VMEH (ω)

εu (ε) ⇀
ε→0

u−1 dans V (Ω)

εu (ε) −→
ε→0

u−1 dans L2 (Ω)

Puisque

(
‖u (ε)‖EH

Ω

)2
=
∥∥∥∂u(ε)

∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
+

(∥∥∥u (ε)
∥∥∥
EH

ω

)2
,
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on a bien
∥∥∥u (ε)

∥∥∥
EH

ω
bornée donc l’existence d’une sous-suite de

(
u (ε)

)
ε
faiblement conver-

gente. Enfin, l’inégalité ”de type Korn” (théorème 10.2.1 annexe III) pour une famille de
coques en membrane s’écrivant

ε ‖u (ε)‖1,Ω ≤ c

(
∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)

∥∥∥
2

0,Ω

)1/2

on en déduit que la suite
(
‖εu (ε)‖1,Ω

)
ε
est bornée dans V (Ω) et en conséquence l’existence

de u−1. Et, pour finir, comme il y a injection compacte de V (Ω) dans L2 (Ω) , la convergence
forte dans L2 (Ω).

4. On montre la convergence forte

∂u3(ε)
∂ξ3
−→
ε→0

0 dans L2 (Ω) ,

et les convergences dans R

lim
ε→0

∫

ω±−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω = 0

lim
ε→0

RLC
EH
ω

(
u (ε)

)
=

∫

ω+−1

cos
(

ξ1−l
Rl

)
u−13 dξω −

∫

ω−−1

cos
(

ξ1+l
Rl

)
u−13 dξω,

lim
ε→0

∫

ω±

|d±|u3 (ε)dξω = 1
RL

∫

ω+−1

cos
(

ξ1−l
Rl

)
u−13 (ε) dξω − 1

RL

∫

ω−−1

cos
(

ξ1+l
Rl

)
u−13 (ε) dξω.

On remarque que

∂u3(ε)
∂ξ3

= εe±3‖3 (ε) =⇒
∥∥∥∂u3(ε)

∂ξ3

∥∥∥
2

0,Ω
= ε

∥∥∥e±3‖3 (ε)
∥∥∥
2

0,Ω
≤ εc

ce qui implique la convergence forte de ∂u3(ε)
∂ξ3

vers 0. Ensuite, puisque

lim
ε→0

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2


∫

ω±−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω




2

∈ R,

nécessairement,

lim
ε→0

∫

ω±−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω = 0.

Enfin,
∫

ω±

∣∣d±
∣∣u3 (ε)dξω = 1

2

∫

Ω

∣∣d±
∣∣u3 (ε) dξΩ
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on intègre par parties en choisissant (ξ3 − 1) comme primitive de 1 par rapport à ξ3 si bien que

∫

Ω

∣∣d±
∣∣u3 (ε) dξΩ = −

∫

Ω

(ξ3 − 1)
∣∣d±
∣∣ ∂u3(ε)

∂ξ3
dξΩ + 2

∫

ω−1

∣∣d±
∣∣u3 (ε′) dξω.

La première intégrale tend vers 0 car ∂3u3 (ε) −→
ε→0

0. Quant à la seconde, elle vaut

∫

ω±−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω − ε
RL

∫

ω−−1

cos
(

ξ1+l
Rl

)
u−3 (ε) dξω + ε

RL

∫

ω+−1

cos
(

ξ1−l
Rl

)
u+3 (ε) dξω

ce qui donne en passant à la limite

1
RL

∫

ω+−1

cos
(

ξ1−l
Rl

)
u−13 dξω − 1

RL

∫

ω−−1

cos
(

ξ1+l
Rl

)
u−13 dξω.

et par conséquent

CEH
ω

(
u (ε)

)
=

∫

ω±

∣∣d±
∣∣u3 (ε)dξω −→

ε→0
1
RL

∫

ω+−1

cos
(

ξ1−l
Rl

)
u−13 dξω − 1

RL

∫

ω−−1

cos
(

ξ1+l
Rl

)
u−13 dξω.

5. On montre dans ce point que les limites faibles trouvées dans le point 2 vérifient

eEH±
1‖3 = 0, eEH±

2‖3 = 0, eEH±
3‖3 = − λ13

d±2λ33
eEH±
1‖1 − λ23

d±2λ33
eEH±
2‖2 .

On prend comme fonction test w = εv dans PEH (ε) , puis on passe à la limite terme à terme.
Ce choix permet de faire tendre le terme de couplage et le second membre vers 0. En effet, pour
le terme de couplage, on a

1
ε

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣w3dξω
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω =

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣ v3dξω
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω

et comme par application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣ v3dξω ≤
√√√√
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣2 dξω

√√√√
∫

ω−1

|v3|2 dξω,

avec,
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣2 dξω ≤ 2
(
1 + Rl

RL
cos
(

l
Rl

))2
+ 2

(
Rl−ε
RL

)2
mes (ω) < +∞ et

∫

ω−1

|v3|2 dξω < +∞,

et que d’après le point 4 on a
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω −→
ε→0

0
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Par multiplication on a bien la convergence vers 0 du terme de couplage. Quant au second
membre, il vaut

(
1 + ε

Rl

)∫

ω1

f±iw±i
∣∣d±ε
∣∣ dξω = ε

(
1 + ε

Rl

)
LEH (ε) (v) ,

et puisque le terme
(
1 + ε

Rl

)
LEH (ε) (v) est borné, le second membre tend bien vers 0.

Il ne reste plus qu’à remarquer que

eEH±
i‖j (ε,w) = εeEH±

i‖j (ε,v)

et que par conséquent,

[
eEH±
i‖j (ε,w)

]
−→
ε→0




0 0 1
2

∂v±1
∂ξ3

0 0 1
2

∂v±2
∂ξ3

1
2

∂v±1
∂ξ3

1
2

∂v±2
∂ξ3

∂v3
∂ξ3



dans

[
L2 (Ω)

]
.

pour en déduire que

lim
ε→0

∫

Ω

AEH± (ε)ijkl eEH±
k‖l (ε) eEH±

i‖j (ε,w)
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ =

∫

Ω

{
2µ13 |d±| eEH±

1‖3
∂±v1
∂ξ3

+ 2 µ23
|d±|e

EH±
2‖3

∂v±2
∂ξ3

+
(

λ13
|d±|e

EH±
1‖1 + λ23

|d±|e
EH±
2‖2 + λ33 |d±| eEH±

3‖3

)
∂v3
∂ξ3

}
dξ

et par conséquent, par unicité de la limite que
∫

Ω

{
2µ13

∣∣d±
∣∣ eEH±
1‖3

∂v±1
∂ξ3

+ 2 µ23
|d±|e

EH±
2‖3

∂v±2
∂ξ3

+
(

λ13
|d±|e

EH±
1‖1 + λ23

|d±|e
EH±
2‖2 + λ33

∣∣d±
∣∣ eEH±
3‖3

)
∂v3
∂ξ3

}
dξ = 0

d’où le résultat en appliquant le théorème 10.1.1 (Annexe III).

6. Dans ce point, on montre que toute la suite (u (ε))ε>0 vérifie[
eEH±
α‖β (ε)− γEH±

αβ

(
u (ε)

)]
−→
ε→0

[0] dans
[
L2 (ω)

]

et que par conséquent la sous-suite (u (ε))ε définie dans le point 2 vérifie[
γEH±
αβ

(
u (ε)

)]
⇀
ε→0

[
eEH±
α‖β

]
dans

[
L2 (ω)

]
.

Puisque

[
eEH±
α‖β (ε)− γEH±

αβ

(
u (ε)

)]
=




εξ3u3(ε)

R2
l

1
RL

sin
(

ξ1±l
Rl

)(
1

d±εξ3

(
1 + ε ξ3

Rl

)
u±2 (ε)− 1

d±
u±2 (ε)

)

sym 1
RL




cos
(

ξ1±l
Rl

)(
d±εξ3u3 (ε)− d±u3 (ε)

)

− sin
(

ξ1±l
Rl

)(
Rld

±
εξ3

Rl+εξ3
u±1 (ε)− d±u±1 (ε)

)
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montrons que chaque composante tend vers 0. Pour la première,

ξ3u3 (ε) = 1
2

∫ 1

−1
ξ3u3 (ε) dξ3

= 1
2

[
1
2

(
ξ23 − 1

)
u3 (ε)

]1
−1 −

1
2

∫ 1

−1

1
2

(
ξ23 − 1

) ∂u3(ε)
∂ξ3

dξ3

= 1
2

(
1− ξ23

)
∂u3(ε)
∂ξ3

de cette égalité on déduit la majoration

ε
R2
l

∥∥∥ξ3u3 (ε)
∥∥∥
0,ω
≤ ε

2R2
l

∥∥∥
(
1− ξ23

) ∂u3(ε)
∂ξ3

∥∥∥
0,ω

≤ ε
R2
l

∥∥∥
(
1− ξ23

) ∂u3(ε)
∂ξ3

∥∥∥
0,Ω

≤ ε
R2
l

‖u (ε)‖MΩ
≤ ε

R2
l

c

donc,

eEH±
1‖1 (ε)− γEH±

11

(
u (ε)

)
−→
ε→0

0.

Pour la deuxième composante, on remarque que

u±2 (ε)

d±
εξ3

(
1 + ε ξ3

Rl

)
− 1

d±
u±2 (ε) = 1

2

∫ 1

−1

(
1

d±
εξ3

(
1 + ε ξ3

Rl

)
u±2 (ε)− 1

d±
u±2 (ε)

)

= ±1
2
1
d±

(
1 + Rl

RL
cos

(
l
Rl

))
ε

∫ 1

−1

ξ3
d±
εξ3

u±2 (ε) dξ3

= cε

∫ 1

−1

(
ξ23 − 1

)
∂

∂ξ3

(
1

d±εξ3
u±2 (ε)

)
dξ3

si bien que

∥∥∥∥
1

d±
εξ3

(
1 + ε ξ3

Rl

)
u±2 (ε)− 1

d±
u±2 (ε)

∥∥∥∥
0,ω

≤ cε

∥∥∥∥∥
(
ξ23 − 1

)
∂

∂ξ3

(
1

d±
εξ3

u±2 (ε)

)∥∥∥∥∥
0,ω

≤ cε

∥∥∥∥
(
ξ23 − 1

)
∂

∂ξ3

(
1

d±
εξ3

u±2 (ε)

)∥∥∥∥
0,Ω

≤ cε

∥∥∥∥
∂

∂ξ3

(
1

d±εξ3
u±2 (ε)

)∥∥∥∥
0,Ω

≤ cε

∥∥∥∥
1

d±
εξ3

u±2 (ε)

∥∥∥∥
EH

0,Ω

≤ cε
∥∥u±2 (ε)

∥∥EH

0,Ω

c’est à dire

eEH±
1‖2 (ε)− γEH±

12

(
u (ε)

)
−→
ε→0

0.
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De même pour la troisième composante,

Rld
±
εξ3

Rl+εξ3
u±1 (ε)− d±u±1 (ε) = 1

2

∫ 1

−1

Rld
±
εξ3

Rl+εξ3
u±1 (ε)− d±u±1 (ε) dξ3

= 1
2

(
Rl
RL

cos
(

ξ1±l
Rl

)
− d±

)
ε

∫ 1

−1
ξ3

1
Rl+εξ3

u±1 (ε) dξ3

= ±
(
1 + Rl

RL
cos
(

l
Rl

))
1
2
ε

∫ 1

−1

(
ξ23 − 1

)
∂

∂ξ3

(
1

Rl+εξ3
u±1 (ε)

)
dξ3

et

d±εξ3u3 (ε)− d±u3 (ε) = 1
2

∫ 1

−1

(
d±εξ3u3 (ε)− d±u3 (ε)

)
dξ3

= 1
2
1
RL

cos
(

ξ1±l
Rl

)
ε

∫ 1

−1
ξ3

∂
∂ξ3

(u3 (ε)) dξ3

et en conséquence on a les majorations en norme suivantes
∥∥∥∥

Rld
±
εξ3

Rl+εξ3
u±1 (ε)− d±u±1 (ε)

∥∥∥∥
0,ω

≤ cε

∥∥∥∥
(
ξ23 − 1

)
∂

∂ξ3

(
1

Rl+εξ3
u±1 (ε)

)∥∥∥∥
0,ω

≤ cε
∥∥∥
(
ξ23 − 1

)
∂

∂ξ3

(
1

Rl+εξ3
u±1 (ε)

)∥∥∥
0,Ω

≤ cε
∥∥∥ ∂

∂ξ3

(
1

Rl+εξ3
u±1 (ε)

)∥∥∥
0,Ω

≤ cε
∥∥∥ 1

Rl+εξ3
u±1 (ε)

∥∥∥
EH

0,Ω

≤ cε
∥∥u±1 (ε)

∥∥EH

0,Ω
−→
ε→0

0

et
∥∥∥d±εξ3u3 (ε)− d±u3 (ε)

∥∥∥
0,ω
≤ cε

∥∥∥ξ3 ∂u3(ε)∂ξ3

∥∥∥
0,ω

≤ cε
∥∥∥ξ3 ∂u3(ε)∂ξ3

∥∥∥
0,Ω

≤ cε
∥∥∥∂u3(ε)

∂ξ3

∥∥∥
0,Ω

≤ cε ‖u3 (ε)‖EH
0,Ω −→ε→0 0

et à l’aide de l’inégalité triangulaire

eEH±
2‖2 (ε)− γEH±

22

(
u (ε)

)
−→
ε→0

0.

On a donc bien
[
eEH±
α‖β (ε)− γEH±

αβ

(
u (ε)

)]
−→
ε→0

[0] dans
[
L2 (ω)

]
.

Il ne reste donc plus qu’à montrer que
[
eEH±
α‖β (ε)

]
⇀
ε→0

[
eEH±
α‖β

]
dans

[
L2 (ω)

]
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pour obtenir le résultat annoncé. Or, on sait depuis le point 2 que

[
eEH±
i‖j (ε)

]
⇀
ε→0

[
eEH±
i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]
.

Par définition de la convergence faible on a donc

∀ϕ ∈ L2 (Ω) ,

∫

Ω

eEH±
α‖β (ε)ϕdξ −→

ε→0

∫

Ω

eEH±
α‖β ϕdξ

ce qui entraîne,

∀ϕ ∈ L2 (ω) ,

∫

ω

(∫ 1

−1
eEH±
α‖β (ε) dξ3

)
ϕdξω −→

ε→0

∫

ω

(∫ 1

−1
eEH±
α‖β dξ3

)
ϕdξω

c’est à dire

eEH±
α‖β (ε) ⇀

ε→0
eEH±
α‖β dans L2 (ω) .

7. Dans ce point, on montre une propriété importante qui permet au final d’éliminer le terme de
couplage dans le modèle asymptotique, à savoir, qu’il existe un réel k tel que

1
ε
π
V

∫

ω−1

(
1− ε

Rl

) ∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω −→
ε→0

k.

Mais contrairement à ce qui se passe dans le cas parabolique on ne peut pas montrer directement
que cette constante est nulle.

Soit v3 ∈ H1
0 (ω) . On prend pour fonction test dansPEH (ε) la fonction de V (Ω)3 : v =(0, 0, 0, 0, v3) .

On remarque au préalable que

AEH± (ε)
(
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ −→

ε→0
AEH± (0)

[
eEH±
i‖j (ε)

]
⇀
ε→0




eEH±
1‖1 eEH±

1‖2 0

eEH±
1‖2 eEH±

2‖2 0

0 0 − λ13
d±2λ33

eEH±
1‖1 − λ23

d±2λ33
eEH±
2‖2




[
eEH±
i‖j (ε,v)

]
−→
ε→0




v3
Rl

0 1
2
∂v3
∂ξ1

0 d±

RL
cos
(

ξ1±l
RL

)
v3

1
2
∂v3
∂ξ2

1
2
∂v3
∂ξ1

1
2
∂v3
∂ξ2

0




le passage à la limite terme à terme donne donc
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lim
ε→0

∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
k‖l (ε)

]
:
[
eEH±
i‖j (ε,v)

](
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ =

1
2

∫

Ω

v3
(

λ11(ω)
Rl

eEH±
1‖1 + λ12(ω)

Rl
eEH±
2‖2 +

(
λ12(ω)
RL

eEH±
1‖1 + λ22(ω)

RL
eEH±
2‖2

)
d± cos

(
ξ1±l
Rl

))
dξ =

∫

ω

v3

(
λ11(ω)
Rl

eEH±
1‖1 + λ12(ω)

Rl
eEH±
2‖2 +

(
λ12(ω)
RL

eEH±
1‖1 + λ22(ω)

RL
eEH±
2‖2

)
d± cos

(
ξ1±l
Rl

))
dξω.

Pour le second membre, on obtient

lim
ε→0

(
1 + ε

Rl

)∫

ω±1

f3+v+3
∣∣d+ε
∣∣ dξω =

∫

ω+1

f 3+v+3
∣∣d+
∣∣ dξω.

On passe ensuite à la limite dans le terme de couplage

lim
ε→0

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣ v3dξω
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω =

lim
ε→0

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣ v3
(
1− ε

Rl

)2

1

ε
π
V

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω


 dξω =

∫

ω−1

|d±| v3


lim

ε→0
1
ε
π
V

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω


 dξω.

Enfin, en remplaçant dans l’égalité limite, pour tout v3 ∈ H1
0 (ω±) on a

∫

ω

v3 |d±|
(

λ11(ω)
Rl|d±|e

EH±
1‖1 + λ12(ω)

Rl
eEH±
2‖2 +

(
λ12(ω)
RL

eEH±
1‖1 + λ22(ω)

RL
eEH±
2‖2

)
d±

|d±| cos
(

ξ1±l
Rl

))
dξω+

∫

ω−1

|d±| v3
(
lim
ε→0

1
ε
π
V

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω
)
dξω =

∫

ω+1

f 3+v+3 |d+| dξω.

Soit, par densité de H1
0 (ω±) dans L2 (ω±)

lim
ε→0

1
ε
π
V

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω =

f 3± −
(

λ11(ω)
Rl|d±|e

EH±
1‖1 + λ12(ω)

Rl
eEH±
2‖2 +

(
λ12(ω)
RL

eEH±
1‖1 + λ22(ω)

RL
eEH±
2‖2

)
d±

|d±| cos
(

ξ1±l
Rl

))

et donc il existe une constante k telle que

lim
ε→0

1
ε
π
V

∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω = k.
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8. Dans ce point, on montre que les limites faibles eEH±
α‖β vérifient

∫

ω

AEH± (ω) :
[
eEH±
σ‖τ

]
:
[
γEH±
αβ (v)

]
dξω = 2LEH

ω (v)− kCEH
ω (v) ∀v∈VEH (ω)

Soit v ∈V (Ω)3 . Passons à la limite terme à terme dans PEH (ε) . La convergence forte

[
eEH±
i‖j (ε,v)

]
−→
ε→0




γEH±
11 (v) γEH±

12 (v) 1
2
∂v3
∂ξ1
− v±1

Rl

γEH±
12 (v) γEH±

22 (v) 1
2
∂v3
∂ξ2
− 1

RLd±
cos
(

ξ1±l
Rl

)
v±2

1
2
∂v3
∂ξ1
− v±1

Rl

1
2
∂v3
∂ξ2
− 1

RLd±
cos
(

ξ1±l
Rl

)
v±2 0




entraîne que

lim
ε→0

∫

Ω

[
AEH± (ε)ijkl

]
:
[
eEH±
k‖l (ε)

]
:
[
eEH±
i‖j (ε,v)

] (
1 + εξ3

Rl

) ∣∣∣d±εξ3
∣∣∣ dξ =

1
2

∫

Ω

AEH± (ω) :
[
eEH±
α‖β

]
:
[
γEH±
αβ (v)

]
dξ.

D’après le point 7,

lim
ε→0

1
ε
π
V

(
1− ε

Rl

)2 ∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣ v3dξω
∫

ω−1

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε) dξω =

∫

ω

k
∣∣d±
∣∣ v3dξω = kCEH

ω (v)

Au second membre, le passage à la limite donne

(
1 + ε

Rl

)∫

ω±1

f i+v+i
∣∣d+ (ξ1, ε)

∣∣ dξω =

∫

ω+1

f i+v+i
∣∣d+
∣∣ dξω = 2LEH

ω (v) .

L’égalité limite est donc

1
2

∫

Ω

AEH± (ω) :
[
eEH±
α‖β

]
:
[
γEH±
αβ (v)

]
dξ = 2LEH

ω (v)− kCEH
ω (v)

il ne reste plus qu’à passer en valeurs moyennes
∫

ω

AEH± (ω) :
[
eEH±
σ‖τ

]
:
[
γEH±
αβ (v)

]
dξω = 2LEH

ω (v)− kCEH
ω (v) .

9. Dans cette partie, on montre que la sous-suite (u (ε))ε définie dans le point 2 vérifie

εu (ε) ⇀
ε→0

0 dans H1 (Ω)

εu (ε) −→
ε→0

0 dans L2 (Ω)

∂u±1 (ε)

∂ξ3
⇀
ε→0

0 dans L2 (Ω)

∂u±2 (ε)

∂ξ3
⇀
ε→0

0 dans L2 (Ω)

150



et que par conséquent
[
eEH±
α‖β

]
est indépendant de la variable transverse ξ3 i.e

[
∂eEH±
α‖β

∂ξ3

]
= [0]

et

lim
ε→0

CEH
ω

(
u (ε)

)
= 0

i.e

CEH
ω (ς) = 0.

Soit u−1 (ε) := εu (ε) . Par construction, (u−1 (ε))ε définit une suite de V (Ω) , faiblement con-
vergente dans V (Ω) et fortement convergente dans L2 (Ω) vers u−1. Cette suite vérifie de plus

1
ε

[
eEH±
i‖j

(
ε,u−1 (ε)

)]
=
[
eEH±
i‖j (ε)

]
⇀
ε→0

[
eEH±
i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]
.

D’après le théorème 10.1.3 (Annexe III), on a alors

u−1 : =
(
u−1i

)
indépendant de la variable transverse ξ3

u−1+ ∈ H1
0

(
ω+
)
×H1

0

(
ω+
)
×H1

0

(
ω+
)
∩H2

(
ω+
)

u−1− ∈ H1
0

(
ω−
)
×H1

0

(
ω−
)
×H1

0

(
ω−
)
∩H2

(
ω−
)

∂νu
−1
3 = 0

γEH±
αβ

(
u−1

)
= 0

on en déduit que u−1 appartient au noyau kerγEH± (ω) qui se réduit au singleton {0} , donc
nécessairement u−1 = 0. Enfin, puisque u−1 est indépendant de la variable transverse ξ3,

u−1 = 0 =⇒ u−1 = 0.

Par définition de e±1‖3 (ε) on a

∂u±1 (ε)

∂ξ3
= 2εeEH±

1‖3 (ε) + 2ε
Rl+εξ3

u±1 (ε)− ε∂u3(ε)
∂ξ1

or on a montré point 5 que

e±1‖3 (ε) ⇀
ε→0

0,

on vient de montrer que

εuEH±
1 (ε) −→

ε→0
u−11 = 0 dans L2 (Ω) ,

et que

ε∂u3(ε)
∂ξ1

⇀
ε→0

∂u−13
∂ξ1

= 0 dans L2 (Ω) .
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D’où le résultat. De même, puique

∂u±2 (ε)

∂ξ3
= 2εeEH±

2‖3 (ε)− ε∂u3(ε)
∂ξ2

+ 2ε 1
RLd

±
εξ3

cos
(

ξ1±l
Rl

)
u±2 (ε)

et que

eEH±
2‖3 (ε) ⇀

ε→0
0 dans L2 (Ω) ,

ε∂u3(ε)
∂ξ2

⇀
ε→0

0 dans L2 (Ω) ,

2ε
RLd

±
εξ3

cos
(

ξ1±l
Rl

)
u±2 (ε) ⇀

ε→0
2

RLd±
cos

(
ξ1±l
Rl

)
u−12 = 0 dans L2 (Ω) .

On applique à nouveau le théorème 10.1.3 (Annexe III) qui donne
[
ραβ

(
u−1

)]
∈

[
L2 (Ω)

]

[
ραβ

(
u−1

)]
=

[
− ∂

∂ξ3

(
lim faible1

ε
eEH±
i‖j

(
ε,u−1 (ε)

))]
=

[
−∂eEH±

α‖β

∂ξ3

]
.

Comme

u−1 = 0 =⇒
[
ραβ

(
u−1

)]
= [0]

on en déduit
[
eEH±
α‖β

]
est indépendant de la variable transverse ξ3. Enfin, d’après le point 4

lim
ε→0

RLC
EH
ω

(
u (ε)

)
=

∫

ω+−1

cos
(

ξ1−l
Rl

)
u−13 dξω −

∫

ω−−1

cos
(

ξ1+l
Rl

)
u−13 dξω

d’où, par prolongement continu, le résultat annoncé.

10. Dans ce point on montre que

lim
ε→0

∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
≤ c


lim

ε→0
LEH

ω

(
u (ε)

)
−
∫

ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]



en vue d’établir ultérieurement la convergence forte dans [L2 (Ω)] de la sous-suite
([

eEH±
i‖j (ε)

])
ε
.

Comme AEH± (ε) est uniformément définie positive, on a

∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
≤ c

∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

]√
g± (ε)dξ

≤ c




∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
i‖j (ε)

]
:
[
eEH±
i‖j (ε)

]√
g± (ε)dξ

−2

∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
i‖j (ε)

]
:
[
eEH±
i‖j

]√
g± (ε)dξ

+

∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]√
g± (ε)dξ




.
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Passons à la limite terme à terme,

lim
ε→0

∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]√
g (ε)dξ =

∫

Ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
dξ

lim
ε→0

∫

Ω

AEH (ε) :
[
eEH±
i‖j (ε)

]
:
[
eEH±
i‖j

]√
g (ε)dξ =

∫

Ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
dξ

donc

lim
ε→0

∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
≤ c




lim
ε→0

∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
i‖j (ε)

]
:
[
eEH±
i‖j (ε)

]√
g± (ε)dξ−

−
∫

Ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
dξ




.

Remarquons que eEH±
α‖β = eEH±

α‖β puisque indépendant de ξ3 et que, par conséquent

∫

Ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
dξ = 2

∫

ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
dξω.

Reste à étudier lim
ε→0

∫

Ω

AEH± (ε) :
[
eEH±
i‖j (ε)

]
:
[
eEH±
i‖j (ε)

]√
g± (ε)dξ. On remarque qu’il s’agit

du premier terme de la formulation variationnelle du problème PEH (ε) appliqué à la fonction
test v = u (ε). Aussi, pour calculer cette limite, suffit-il de calculer celle de

(
1 + ε

Rl

) ∫

ω

f i±u±i (ε)
∣∣d±ε
∣∣ dξω − 1

ε
π
V

(
1− ε

R

)2


∫

ω

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε)dξω



2

.

Or, on a montré au point 7 que

lim
ε→0

1
ε
π
V

(
1− ε

R

)2
∫

ω

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε)dξω = k

et au point 3 que

lim
ε→0

∫

ω

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε)dξω = 0,

ces deux limites sont finies, aussi, par multiplication on obtient,

lim
ε→0

1
ε
π
V

(
1− ε

R

)2


∫

ω

∣∣d±−ε

∣∣u3 (ε)dξω



2

= 0.
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Par ailleurs,

(
1 + ε

Rl

)∫

ω

f i±u±i (ε)
∣∣d±ε
∣∣ dξω =

(
1 + ε

Rl

)∫

ω

f i+u+i (ε)
∣∣∣d+ + ε

RL
cos

(
ξ1−l
Rl

)∣∣∣ dξω

= 2LEH
ω (u (ε)) + ε

∫

ω

f i+u+i (ε) |c (ξ1)| dξω

avec c (ξ1) ∈ C0 (ω) donc

lim
ε→0

(
1 + ε

Rl

)∫

ω

f i±u±i (ε)
∣∣d±ε
∣∣ dξω = 2lim

ε→0
LEH

ω (u (ε)) .

Il ne reste plus qu’à réunir toutes les limites pour conclure.

11. Dans ce point, on montre que la convergence forte du tenseur

[
eEH±
i‖j (ε)

]
−→
ε→0

[
eEH±
i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]

et en conséquence celles des tenseurs

[
eEH±
i‖j (ε)

]
−→
ε→0

[
eEH±
i‖j

]
dans

[
L2 (ω)

]

[
γEH±
αβ

(
u (ε)

)]
−→
ε→0

[
eEH±
α‖β

]
dans

[
L2 (ω)

]
.

Pour cela, d’après la majoration en norme obtenue au point 10, il suffit de montrer que

lim
ε→0

LEH
ω (u (ε))−

∫

ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
dξω = 0.

En effet, puisque u (ε) ∈ V (Ω) , u (ε) ∈ VEH (ω). En prenant v =u (ε), le point 8 devient

∫

ω

AEH± (ω) :
[
eEH±
σ‖τ

]
:
[
γEH±
αβ

(
u (ε)

)]
dξω = 2LEH

ω (u (ε))− kCEH
ω

(
u (ε)

)

et comme on a montré au point 9 que

lim
ε→0

CEH
ω

(
u (ε)

)
= 0

et que d’après le point 6 on a

γEH±
αβ

(
u (ε)

)
⇀
ε→0

eEH±
α‖β dans L2 (ω) ,

en passant à la limite dans l’égalité, on obtient

1
2

∫

ω

AEH± (ω) :
[
eEH±
α‖β

]
:
[
eEH±
α‖β

]
dξω = lim

ε→0
LEH

ω

(
u (ε)

)
.
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Comme par ailleurs

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
= 1

2
AEH± (ω) :

[
eEH±
α‖β

]
:
[
eEH±
α‖β

]
,

on a bien

lim
ε→0

LEH
ω (u (ε))−

∫

ω

AEH± (0) :
[
eEH±
i‖j

]
:
[
eEH±
i‖j

]
dξω = 0,

et en conséquence,

lim
ε→0

∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

∥∥∥
2

0,Ω
= 0.

On sait également que

∀v ∈ L2 (Ω) , ‖v‖20,ω ≤ ‖v‖
2
0,Ω ,

aussi, pour la valeur particulière

v = eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

on obtient

∑
i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

∥∥∥
2

0,ω
≤∑

i,j

∥∥∥eEH±
i‖j (ε)− eEH±

i‖j

∥∥∥
2

0,Ω

d’où, en passant à la limite, la convergence forte
[
eEH±
i‖j (ε)

]
−→
ε→0

[
eEH±
i‖j

]
dans

[
L2 (ω)

]
.

Enfin,
∥∥∥γEH±

αβ

(
u (ε)

)
− eEH±

α‖β

∥∥∥
2

0,ω
≤ 2

∥∥∥γEH±
αβ

(
u (ε)

)
− eEH±

α‖β (ε)
∥∥∥
2

0,ω
+ 2

∥∥∥eEH±
α‖β (ε)− eEH±

α‖β

∥∥∥
2

0,ω

donc d’après le point 6 et la convergence forte précédente, on a bien la convergence forte dans

[L2 (ω)] de
([

γEH±
αβ

(
u (ε)

)])
ε
vers

[
eEH±
α‖β

]
.

12. Dans ce point, on montre la convergence forte de la sous suite
(
u (ε)

)
ε
dont la convergence

faible a été montrée au point 2.

u (ε) −→
ε→0

ζ dans VMEH (ω)

Soit ε1 et ε2 deux réels strictement positifs. Par définition de la norme ‖ ‖EH
ω , on a

∥∥∥u (ε1)− u (ε2)
∥∥∥
EH

ω
=

(∥∥∥γEH±
αβ

(
u (ε1)

)
− γEH±

αβ

(
u (ε2)

)∥∥∥
2

0,ω

)1/2

ce qui signifie, puisque
([

γEH±
αβ

(
u (ε)

)])
ε
est une suite de Cauchy de

(
L2 (ω) , ‖ ‖0,ω

)4
, que

(
u (ε)

)
ε
est également une suite de Cauchy de

(
VMEH (ω) , ‖ ‖MEH

ω

)
. Cet espace est complet,

donc
(
u (ε)

)
ε
converge fortement.
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13. On montre ici que ζ est l’unique solution du problème PMEH
ω0 et que toute la suite

(
u (ε)

)
ε

converge fortement vers ζ dans VMEH (ω) .

Pour cela, calculons de deux manières différentes lim
ε→0

BEH
ω

(
u (ε),η

)
pour η ∈VEH (ω) . Puisque,

lim
ε→0

BEH
ω

(
u (ε),η

)
= lim

ε→0
1
2

∫

ω

AEH± (ω) :
[
γEH±
αβ

(
u (ε)

)]
:
[
γEH±
αβ (η)

]
dξω

= 1
2

∫

ω

AEH± (ω) :
[
eEH±
α‖β

]
:
[
γEH±
αβ (η)

]
dξω

d’après le point 8

lim
ε→0

BEH
ω

(
u (ε),η

)
= LEH

ω (η)− 1
2
kCEH

ω (η)

mais aussi, puisque

u (ε) −→
ε→0

ζ dans VMEH (ω)

on a, par définition du prolongement continu,

lim
ε→0

BEH
ω

(
u (ε),η

)
= BMEH

ω (ζ,η) .

Les deux limites étant identiques on obtient

BMEH
ω (ζ,η) = LEH

ω (η)− 1
2
kCEH

ω (η) , ∀η ∈VEH (ω)

et, une nouvelle fois, par prolongement continu des opérateurs,

BMEH
ω (ζ,η) + 1

2
kCEH

ω (η) = LMEH
ω (η) , ∀η ∈VMEH (ω) .

Donc ζ existe et est solution du problème

PMEH
ω :





ζ ∈VMEH (ω) , CMEH
ω (ζ) = 0

∀η ∈VMEH (ω) ,

BMEH
ω (ζ,η) +

1

2
kCMEH

ω (η) = LMEH
ω (η) .

Ce problème admet au plus une solution car le problème

PMEH :





ζ ∈VMEH (ω) , ∀η ∈VMEH (ω) ,

BMEH
ω (ζ,η) = LMEH

ω (η)− 1

2
kCMEH

ω (η) ,

admet une unique solution. En effet, BMEH
ω est bilinéaire coercive continue, LMEH

ω − 1
2
kCMEH

ω

est linéaire continue, l’espace complet
(
VMEH (ω) , ‖ ‖MEH

ω

)
est un espace de Hilbert. On en

déduit que ζ est l’unique solution du problème PMEH . Comme ζ vérifie de plus CMEH
ω (ζ) = 0,

ζ est aussi l’unique solution du problème

PMEH
ω0 :





ζ ∈VMEH
0 (ω) , ∀η ∈VMEH

0 (ω) ,

BMEH
ω (ζ,η) = LMEH

ω (η)
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On en déduit également que toutes les sous-suites extraites de
(
u (ε)

)
ε
convergentes, convergent

vers ζ est l’unique solution de PMEH
ω0 . L’unicité de la limite de toutes les suites extraites

convergentes assure que toute la suite
(
u (ε)

)
ε
converge fortement vers ζ dans VMEH

0 (ω) .

14. On montre dans ce point que

εu (ε) −→
ε→0

0 dans V (Ω) .

Pour cela, on applique le théorème 10.1.2 (Annexe III) à v =εu (ε) . Il existe c > 0 tel que,
∥∥∥1ε

∂
∂ξ3

(
eEH±
α‖β (ε, εu (ε))

)
+ ραβ (εu (ε))

∥∥∥
−1,Ω

≤ c

(
ε
∑
i

∥∥∥eEH±
i‖3 (ε,u (ε))

∥∥∥
0,Ω

+ ε
∑
α

∥∥εu±α (ε)
∥∥
0,Ω

+ ε ‖εu3 (ε)‖1,Ω
)

or, d’après le point 2, la suite (εu (ε)) est bornée pour la norme ‖ ‖1,Ω , si bien que

lim
ε→0

ε
∑
α

∥∥εu±α (ε)
∥∥
0,Ω

+ ε ‖εu3 (ε)‖1,Ω = 0

et, d’après le point 11

εeEH±
i‖3 (ε,u (ε)) −→

ε→0
0 dans L2 (Ω) .

on déduit donc la convergence forte,

∂
∂ξ3

(
eEH±
α‖β (ε)

)
+ ραβ (εu (ε)) −→

ε→0
0 dans H−1 (Ω) .

Comme on a établi au point 11 la convergence forte
[
eEH±
i‖j (ε)

]
−→
ε→0

[
eEH±
i‖j

]
dans

[
L2 (Ω)

]

on en déduit la convergence forte

∂eEH±
α‖β

(ε)

∂ξ3
−→
ε→0

∂eEH±
α‖β

∂ξ3
dans H−1 (Ω) .

Comme on a montré au point 9 que

[
∂eEH±
α‖β

∂ξ3

]
= [0] , on a donc

ραβ (εu (ε)) −→
ε→0

0 dans H−1 (Ω) ,

on peut maintenant appliquer le théorème 10.1.3 (Annexe III) avec χαβ = 0 et conclure ainsi.

15. On montre dans ce point les convergences fortes suivantes

u (ε) −→
ε→0

u dans VMEH (Ω)

∂
∂ξ3

(
u±1 (ε)

)
−→
ε→0

0 dans L2 (Ω)

∂
∂ξ3

(
u±2 (ε)

)
−→
ε→0

0 dans L2 (Ω) .
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Puisque

∂
∂ξ3

(
u±1 (ε)

)
= 2εeEH±

1‖3 (ε) + 2
R+εξ3

εu±1 (ε)− ∂
∂ξ1

(εu3 (ε))

et que chaque terme de cette expression tend fortement vers 0 dans L2 (Ω) , on en déduit

∂
∂ξ3

(
u±1 (ε)

)
−→
ε→0

0 dans L2 (Ω) .

De même, puisque

∂
∂ξ3

(
u±2 (ε)

)
= 2εeEH±

2‖3 (ε)− ∂
∂ξ2

(εu3 (ε))

on a également

∂

∂ξ3

(
u±2 (ε)

)
⇀
ε→0

0 dans L2 (Ω) .

Enfin, pour montrer la convergence forte de u (ε) vers u dans VMEH (Ω) , il suffit de montrer
que c’est une suite de Cauchy pour la norme ‖ ‖EH

Ω . Or, par définition de la norme ‖ ‖EH
Ω ,

‖u (ε1)− u (ε2)‖EH
Ω =

{∥∥∥ ∂
∂ξ3

(u (ε1))− ∂
∂ξ3

(u (ε2))
∥∥∥
2

0,Ω
+

(∥∥∥u (ε1)− u (ε2)
∥∥∥
EH

ω

)2}1/2

où
(

∂
∂ξ3

(u (ε))
)
ε
et
(
u (ε)

)
ε
sont deux suites de Cauchy de L2 (Ω) et VMEH (ω) respectivement

puisque fortement convergentes dans ces espaces.

16. Dans ce point, on montre que toute la suite (u (ε))ε converge fortement vers u.

On a montré, point 13, que toute la suite
(
u (ε)

)
ε
converge fortement vers ζ dans VMEH (ω) .

On amontré par ailleurs, points 15 et 3, qu’il y a unicité de la limite des sous-suites convergentes(
∂u(ε)
∂ξ3

)
ε
, puisqu’elles convergent toutes vers 0. On a donc la convergence forte

∂u(ε)
∂ξ3
−→
ε→0

0 dans L2 (Ω)

si bien que toute la suite (u (ε))ε est de Cauchy dans l’espace de Hilbert
(
VMEH (Ω) , ‖ ‖EH

Ω

)
.
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6 Résultats numériques

Regardons la formulation discrète du problème asymptotique PMEH
ω0 . L’étude préasymptotique et

asymptotique justifie de chercher |d|u3 dans L20(ω). On fait le changement de variable ũ3 = |d|u3,
on note uh = (u1,h, u2,h, ũ3,h) et

WP
0,h = {uh∈H1

0 (ω±)×H1
0 (ω±)× L20(ω),uh|T ∈ P1(T )× P1(T )× P0(T )} . On obtient le problème :

PMEH
ω0,h :=





uh∈WP
0,h, ∀vh∈WP

0,h,

∫
ω

AEH± (ω) : γEH± (uh) : γEH± (vh) dξω =

∫

ω

(
f 1±v±1,h |d|+ f 2±v±2,h |d|+ f3±v±3,h

)
dξω

En procédant comme dans le cas parabolique, on peut établir l’estimation d’erreur

‖u− uh‖EH
ω = O (h) .

Mais contrairement au cas parabolique, ce problème elliptico-hyperbolique ne peut pas être découplé.
On peut limiter ce couplage à une équation en utilisant la même base de L20(ω) que dans le cas
parabolique. On obtient alors un système linéaire de la forme AEHU = F avec

AEH =




[
AEH+
11 AEH+

12

AEH+
21 AEH+

22

]
AEH+
13

AEH+
23

AEH+
14

AEH+
24

0 0 0

AEH+
31 AEH+

32 AEH+
33 AEH+

34 0 0 0
AEH+
41 AEH+

42 AEH+
43 AEH+

44 AEH−
44 AEH−

43 AEH−
41 AEH−

42

0 0 0 AEH−
34 AEH−

33 AEH−
31 AEH−

32

0 0 0
AEH−
13

AEH−
23

AEH−
14

AEH−
24

[
AEH−
11 AEH−

12

AEH−
21 AEH−

22

]




U =




U+
1,h

U+
2,h

U+
3,h

U
+

3,h

U
−
3,h

U−
3,h

U−
1,h

U−
2,h




et F =




F+
1,h

F+
2,h

F+
3,h

F
+

3,h − F
−
3,h

F−
3,h

F−
1,h

F−
2,h




Où, pour préserver la symétrie, on dédouble la composante de ϕNt
de la base Bu3 et on la note U

+

3,h
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et U
−
3,h. Pour résoudre le système on peut utiliser l’algorithme de Cholesky par blocs suivant

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

U+,0
3,h , U

+,0

3,h , U
−,0
1,h , U

−,0
2,h donnés(

AEH+
11 AEH+

12

AEH+
21 AEH+

22

)(
U+,n+1
1,h

U+,n+1
2,h

)
=

(
F+
1,h

F+
2,h

)
−
(

AEH+
13

AEH+
23

AEH+
14

AEH+
24

)
U+,n
3,h

U
+,n

3,h(
AEH+
33 AEH+

34

AEH+
43 AEH+

43

)(
U+,n+1
3,h

U
+,n+1

3,h

)
=

(
F+
3,h

F
+

3,h − F
−
3,h

)
−
(

AEH+
31 AEH+

32

AEH+
41 AEH+

42

)(
U+,n+1
1,h

U+,n+1
2,h

)

−
(

0 0 0
AEH−
41 AEH−

42 AEH−
43 AEH−

43

)



U−,n
1,h

U−,n
2,h

U−,n
3,h

U
−,n

3,h




(
AEH−
44 AEH−

43

AEH−
34 AEH−

33

)(
U
−,n+1

3,h

U−,n+1
3,h

)
=

(
F−
3,h

F
+

3,h − F
−
3,h

)
−
(

AEH−
41 AEH−

42

AEH−
31 AEH−

32

)(
U−,n
1,h

U−,n
2,h

)

−
(

AEH+
41 AEH+

42 AEH+
43 AEH+

44

)




U+,n+1
1,h

U+,n+1
2,h

U+,n+1
3,h

U
+,n+1

3,h




(
AEH−
11 AEH−

12

AEH−
21 AEH−

22

)(
U−,n+1
1,h

U−,n+1
2,h

)
=

(
F−
1,h

F−
2,h

)
−
(

AEH−
13

AEH−
23

AEH−
14

AEH−
24

)
U−,n+1
3,h

U
−,n+1

3,h

Comme la formulation variationnelle ne peut pas être interprétée en terme d’équations aux dérivées
partielles, on ne peut pas comparer les solutions discrètes avec une solution exacte. Par contre on
peut comparer (pour des RL assez grand) les solutions à celles obtenues avec le modèle parabolique.

Les figures 22 et 23 représentent les résultats obtenus correspondant à l’exemple des figures 10, 11,
12 et 13 pour le modèle parabolique.

Les figures suivantes 24 et 25 représentent les résultats obtenus correspondant à l’exemple des figures
14 et 15 pour le modèle parabolique. D’une manière générale, lorsque RL est ”petit”, les solutions en
déplacement dépendent peu du maillage, mais le problème posé sur ω− est plus difficile à résoudre
(le nombre d’itérations pour converger augmente). Lorsque RL devient très grand, on retrouve les
mêmes problèmes que dans le cas parabolique.

Les figures 26, 27, 28 et 29 représentent les solutions sur ω+ et ω− pour des forces extérieures
f+1 = f+2 = f+3 = 1 et f−1 = f−2 = f−3 = 0.

Comme on pouvait l’espérer, on remarque que les solutions obtenues avec le modèle ellipto-hyperbolique
sont plus stables que celles du modèle parabolique. Même les solutions sur la partie ω− qui sont
théoriquement dans un espace complété, semblent stables par rapport aux différents maillages.

160



Figure 22: Solution avec un maillage structuré RL = 400

Figure 23: Solution avec un maillage destructuré RL = 400
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Figure 24: Solution pour maillage structuré RL = 300

Figure 25: Solution pour un maillage destructuré RL = 300
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Figure 26: Solution sur ω+ pour un maillage structuré

Figure 27: Solution sur ω− pour un maillage structuré
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Figure 28: Solution sur ω+ pour un maillage destructuré

Figure 29: Solution sur ω− pour un maillage destructuré
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7 Conclusions et perspectives

7.1 Conclusions

Dans cette thèse, nous avons rigoureusement élaboré deux modèles asymptotiques pour un prob-
lème de couplage-fluide structure dans le cas où la structure est une coque en membrane orthotrope
et précontrainte et où le fluide stationnaire est un gaz parfait. Chaque modèle correspond à une
famille de surfaces et se traduit par une loi de comportement et un problème variationnel.

Pour chaque modèle, nous avons obtenu des résultats de convergence forte de la valeur moyenne
dans l’épaisseur du déplacement vers la solution d’un problème variationnel bi-dimensionnel bien
posé dans des espaces obtenus par complétion.

En supposant davantage de régularité au déplacement, nous avons proposé un modèle discret
que nous avons mis en oeuvre numériquement. L’étude mathématique a permis de simplifier le
couplage entre la partie supérieure et la partie supérieure du lobe. Les résultats numériques obtenus
en déplacement ne sont pas très satisfaisants, car dépendants du maillage.

En revanche, les contraintes sont bonnes. Or, ce sont elles qui sont à prendre en compte dans le
cadre d’une application industrielle. Pour les améliorer, on pourrait envisager une formulation mixte
du problème qui privilégierait les contraintes par rapport aux déplacements.

7.2 perspectives

La démonstration des convergences fortes, qui est très technique, n’a pas pu être généralisée à
n’importe quel type de surface. Le point d’achoppement étant de prouver la continuité du terme de
couplage. Pour contourner cette difficulté, on pourrait envisager de prendre en compte ce terme dans
la norme de l’énergie utilisée pour établir les résultats de convergence forte.

D’un point de vue théorique, ce serait certainement plus satisfaisant. Toutefois, d’un point de vue
applicatif, il est à craindre que la difficulté ne se reporte dans l’identification des forces admissibles. En
effet dans le cadre de cette étude nous avons mis en évidence des conditions suffisantes d’admissibilité
des forces simples et aisément manipulables. Ces conditions ont été obtenues à partir de la norme
de l’énergie. Donc en modifiant cette norme on risque de ne plus trouver de conditions suffisantes
d’admissibilité.

Du fait de la précontrainte, et de son rôle attendu, nous avons supposé que la déformation se
fait à volume constant. Il serait également intéressant d’étudier le modèle obtenu en supprimant la
précontrainte.
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8 Annexe I : Etude de l’état quasi-naturel

On cherche à déterminer la forme que prend un objet constitué de deux pans de tissus fixés sur leurs
longueurs à deux axes rigides quand on gonfle l’espace délimité par les deux couches et avant que
l’élasticité du tissu n’entre en jeu.

Hypothèses Dans le cas d’un lobe, la longueur du tissu étant très grande par rapport aux autres
dimensions, on suppose qu’elle est infinie.
Le fluide intérieur étant un gaz parfait, il occupe le volume maximal. Par conséquent, on considère
que le tissu adopte systématiquement la position qui maximise le volume intérieur.

Formulation Compte tenu de la symétrie du lobe il s’agit donc de résoudre le problème d’optimisa-
tion sous contrainte consistant à trouver une fonction f continuement dérivable telle que





∀g ∈ C1 ([−d,+d]) ,

∫ +d

−d

g(x1)dx1 ≤
∫ +d

−d

f(x1)dx1 = A(f)

L(f) =

∫ +d

−d

√
1 + (f ′(x1))2dx1 = 2l

Méthode de résolution On définit l’opérateur

Bλ : C1 ([−d,+d]) �−→ R

f −→ Bλ(f) = A(f)− λL(f)

et sa dérivée en f quand elle existe par

B′
λ(f) : C1 ([−d,+d]) �−→ R

g −→ lim
t−→0

1

t
(Bλ(f + tg)−Bλ(f))

le problème précédant revient donc à trouver f et λ tels que pour tout g on ait

B′
λ(f)(g) = 0.

Solutions Ce problème admet deux solutions (f+, λ) et (f−, λ) dont les courbes représentatrices
sont symétriques par rapport à l’axe (O, e1) et définissent deux arcs de cercle de rayon λ solution de

l = λArc sin( d
λ
)

et d’équations
{

y− =
√

λ2 − d2 −
√

λ2 − x2

y+ =
√

λ2 − x2 −
√

λ2 − d2

Description géométrique de l’état quasi-naturel On déduit de cette étude qu’à l’état quasi-
naturel, chaque lobe est un cylindre dont la surface génératrice se trouve dans le plan (O, e1, e2) et se
compose de deux arcs de cercles de rayon R symétriques par rapport à l’axe (O, e1) . Par conséquent,
pour avoir un système de coordonnées locales, on utilisera dans un premier temps des coordonnées
cylindriques. Il s’avère que les vecteurs de base (eθ, ez, er) correspondent également aux vecteurs
d’orthotropie.

167



168



9 Annexe II : Etude du lobe lors de la mise sous pression

L’étude de l’état perturbé suppose que l’état pré-contraint est parfaitement connu. C’est pourquoi,
sous quelques hypothèses simplificatrices, on recherche explicitement le déplacement qui s’est produit
entre l’état quasi-naturel et l’état précontraint. Une fois ce déplacement connu, on en déduit la
géométrie de l’état précontraint (choisi comme état de référence pour l’étude des perturbations) et
la précontrainte.

9.1 Hypothèses

Pour déterminer explicitement l’état précontraint, on suppose que le tenseur des contraintes de l’état
quasi-naturel est négligeable devant celui des précontraintes, c’est à dire que

Σq << Σp,

on suppose également que la précontrainte est uniforme suivant θ et z, c’est à dire que

Σp (r, θ, z) = Σp (r) ,

et on suppose enfin que le déplacement ne dépend pas de z. On rappelle que le rayon de courbure de
l’état quasi-naturel (choisi comme état de référence) est constant et vaut R.

9.2 Mécanique du continu

Dans une base orthonormale d’orthotropie du matériau, le tenseur d’élasticité linéaire A a pour

composantes [Aijkl] =
[
λilδ

i
jδ

k
l + µkl

(
δikδ

j
l + δilδ

j
k

)]
avec µkl = µlk et µkk = 0, ainsi que λij = λji c’est

à dire sous une forme plus visuelle

A =




λ11 0 0 | 0 µ12 0 | 0 0 µ13
0 λ12 0 | µ12 0 0 | 0 0 0
0 0 λ13 | 0 0 0 | µ13 0 0
− − − + − − − + − − −
0 µ12 0 | λ12 0 0 | 0 0 0
µ12 0 0 | 0 λ22 0 | 0 0 µ23
0 0 0 | 0 0 λ23 | 0 µ23 0
− − − + − − − + − − −
0 0 µ13 | 0 0 0 | λ13 0 0
0 0 0 | 0 0 µ23 | 0 λ23 0
µ13 0 0 | 0 µ23 0 | 0 0 λ33




.

Une condition nécessaire de stabilité isotherme d’un matériau élastique [Salençon, 1995] est que
la forme quadratique définie sur l’espace des tenseurs du second ordre symétriques [eij ] �−→ A : [eij] :
[eij] soit définie positive. C’est à dire, que la forme




e11 e12 e13
e12 e22 e23
e13 e23 e33


 �−→

∑

1≤i≤3

(
λiie

2
ii +

∑

1≤j≤3,i�=j

(
λijeiiejj + 2µije

2
ij

)
)
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soit définie positive. Pour qu’elle le soit, il faut que

∀ [eij] symétrique,{
0 = λ11

(
e11 +

λ12
λ11

e22 +
λ13
λ11

e33

)2
+

λ11λ22 − λ212
λ11

(
e22 +

λ23λ11 − λ12λ13

λ11λ22 − λ212
e33

)2

+
λ11λ22λ33 + 2λ12λ13λ23 − λ212λ33 − λ213λ22 − λ223λ11

λ11λ22 − λ212
e233 + 4µ12e

2
12

+4µ13e
2
13 + 4µ23e

2
23

}

=⇒ {[eij ] = [0]}

Par conséquent, il faut que

∀i, j λij > 0,
µij > 0

∀i �= j λiiλjj − λ2ij > 0
λ11λ22λ33 + 2λ12λ13λ23 − λ212λ33 − λ213λ22 − λ223λ11 > 0

Remarque 9.2.1 Dans ces conditions, il existe une constante ce telle que

∀ [eij] symétrique,
∑

i,j

|eij|2 ≤ ceAijklekleij .

9.3 Equations aux dérivées partielles en contrainte

Par soustraction des équations d’équilibre





−div (Σq) = ρg dans Ωεq

Σqn = −Pn sur Sε±q
ε

Σqn = −πqn sur Sε±q
−ε

et




−div (Σp) = ρg dans Ωεp (ou Ωεq)
Σpn = −Pn sur Sε±p

ε (ou Sε±q
ε )

Σpn = −πpn sur Sε±p
−ε (ou Sε±q

−ε )

écrites dans l’état de référence quasi-naturel et compte tenu de l’hypothèse

Σq << Σp,

on obtient le système





div (Σp) = 0 dans Ωεq

Σpn = 0 sur Γεq (r = R + ε)

Σpn = (πq − πp)n sur γεq (r = R− ε)

.

170



En coordonnées cylindriques, la divergence d’un tenseur Σp est le vecteur

div (Σp) =




∂
∂r

(Σrr) + 1
r

∂
∂θ

(Σrθ) + ∂
∂z

(Σrz) + 1
r
(Σrr − Σθθ)

∂
∂r

(Σθr) + 1
r

∂
∂θ

(Σθθ) + ∂
∂z

(Σθz) + 1
r
(Σrθ + Σθr)

∂
∂r

(Σzr) + 1
r

∂
∂θ

(Σzθ) + ∂
∂z

(Σzz) + 1
r
Σzr




dans la base (er, eθ, ez). Dans cette expression, on annule les dérivées partielles en θ et en z (puisque
l’on a supposé Σp (r, θ, z) = Σp (r)), et, puisque le tenseur des contraintes est symétrique, on déduit
de

div (Σp) = 0 dans Ωεq

les trois équations aux dérivées partielles suivantes





∂
∂r

(Σrr) + 1
r
(Σrr − Σθθ) = 0

∂
∂r

(Σθr) + 2
r
Σθr = 0

∂
∂r

(Σzr) + 1
r
Σzr = 0.

La solution des équations différentielles du premier ordre en Σp
θr (r) et Σp

zr (r) est





Σp
θr (r) = kθr

r2
avec kθr ∈ R

Σp
zr (r) = kzr

r
avec kzr ∈ R.

Pour déterminer les constantes, on utilise les conditions aux limites

Σpn = 0 en r = R + ε et Σpn = (πq − πp)n en r = R − ε

et on obtient kθr = kzr = 0. Soit,

Σp
θr (r) = Σp

zr (r) = 0.

9.4 Equations aux dérivées partielles en déplacement

On cherche le déplacement uq solution de





∂
∂r

(Σp
rr)− 1

r
(Σp

θθ − Σp
rr) = 0

Σp (r) = A : 1
2

[
∇uq +∇uqT

]

Σp
rr (R + ε) = 0

Σp
rr (R− ε) = (πq − πp)

uq (R, θ0) = uq (R, π − θ0) = 0.
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Multipliée par r, la première équation devient

∂
∂r

(rΣp
rr) = Σp

θθ

ce qui conduit naturellement à introduire la variable auxiliaire

Ψ(r) = rΣp
rr

qui vérifie par construction

Ψ′ (r) = Σp
θθ.

Dans la suite, pour une plus grande lisibilité des équations faisant intervenir les coefficients d’élasticité,
on note

λ11 = λrr, λ12 = λθr, λ13 = λrz,

λ22 = λθθ, λ23 = λθz, λ33 = λzz,

µ12 = µθr, µ13 = µrz, µ23 = µθz.

Avec ces conventions, l’équation de comportement

Σp (r) = A : 1
2

[
∇uq +∇uqT

]

où, puisque uq ne dépend pas de z, le tenseur linéarisé des déformations vaut,

1
2

[
∇uq +∇uqT

]
=




∂
∂r

(uq
r)

1
2

(
1
r

∂
∂θ

(uq
r) + ∂

∂r
(uq

θ)− 1
r
uq
θ

)
1
2

∂
∂r

(uq
z)

1
2

(
1
r

∂
∂θ

(uq
r) + ∂

∂r
(uq

θ)− 1
r
uq
θ

)
1
r

∂
∂θ

(uq
θ) + 1

r
uq
r

1
2r

∂
∂θ

(uq
z)

1
2

∂
∂r

(uq
z)

1
2r

∂
∂θ

(uq
z) 0



,

s’écrit





Σp
rr = λrr

∂
∂r

(uq
r) + λθr

(
1
r

∂
∂θ

(uq
θ) + 1

r
uq
r

)
= 1

r
Ψ

Σp
θθ = λθr

∂
∂r

(uq
r) + λθθ

(
1
r

∂
∂θ

(uq
θ) + 1

r
(uq

r)
)
= Ψ′

(1)

et,

Σp
zz = λzr

∂
∂r

(uq
r) + λθz

(
1
r

∂
∂θ

(uq
θ) + 1

r
uq
r

)

et aussi,

Σp
θr = µθr

(
1
r

∂
∂θ

(uq
r) + ∂

∂r
(uq

θ)− 1
r
uq
θ

)
= µθrr

(
1
r2

∂
∂θ

(uq
r) + ∂

∂r

(
1
r
uq
θ

))
= 0

Σp
rz = µrz

∂
∂r

(uq
z) = 0 et Σp

θz = µθz
1
r

∂
∂θ

(uq
z) .
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9.5 Résolution en déplacement

Posons

λ2 = λθθλrr − λ2θr

et résolvons (1) à la manière d’un système linéaire de deux équations à deux inconnues, ∂uqr
∂r

et
1
r

∂uq
θ

∂θ
+ uqr

r
. Les solutions de ce système sont





∂
∂r

(uq
r) = λθθ

λ2
1
r
Ψ− λθr

λ2
Ψ′ et

1
r

∂
∂θ

(uq
θ) + 1

r
uq
r = λrr

λ2
Ψ′ − λθr

λ2
1
r
Ψ.

(2)

Puisque l’expression obtenue pour ∂uqr
∂r
ne dépend que de r, on en déduit que nécessairement ∂2uqr

∂r∂θ
= 0.

Par conséquent, il existe deux fonctions à une variable f et g telles que

uq
r = f (θ) + g (r) .

où, compte tenu de la symétrie du déplacement radial, la fonction f vérifie de plus f (θ) = f (π − θ) .
On remplace uq

r par cette expression dans Σp
θr et on obtient

1
r2
f ′ (θ) + ∂

∂r

(
uqθ
r

)
= 0,

soit, en intégrant par rapport à r, et en notant h (θ) la constante d’intégration,

uq
θ = f ′ (θ) + rh (θ)

cette fois-ci, pour raisons d’antisymétrie du déplacement tangentiel, la fonction h (θ) vérifie h (θ) =
−h (π − θ) . Il ne reste plus qu’à injecter ces deux valeurs du déplacement dans (2) pour obtenir le
système d’équations différentielles





g′ (r) = λθθ
λ2

1
r
Ψ− λθr

λ2
Ψ′

f ′′ (θ) + f (θ) + rh′ (θ) + g (r) = λrr
λ2

rΨ′ − λθr
λ2

Ψ.

Cette dernière équation n’est vérifiée que si les fonctions f ′′ (θ)+ f (θ) et h′ (θ) sont constantes, c’est
à dire si, compte tenu des parités,

f (θ) = a sin (θ) + F et h (θ) = H (θ − π/2) .

Dans ce cas, en remplaçant f (θ) et h (θ) , on a

g (r) = λrr
λ2

rΨ′ − λθr
λ2

Ψ− F − rH.

que l’on dérive par rapport à r afin d’obtenir, en éliminant g′ (r) , l’équation différentielle du second
ordre vérifiée par Ψ

rΨ′′ + Ψ′ − λθθ
λrr

Ψ
r

= Hλ2

λrr

Cette équation a pour solution

Ψ(r) = α−r−α + α+r+α + Hλ2

λrr−λθθ
r
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où α− et α+ sont des constantes à déterminer et α =
√

λθθ
λrr
. Par conséquent,

Ψ′ (r) = α−α−r−α+α+r+α

r
+ Hλ2

λrr−λθθ

et

g (r) = −α−

λ−
r−α + α+

λ+
r+α + λθθ−λθr

λrr−λθθ
Hr − F

où

λ− =
√

λθθλrr − λθr et λ
+ =

√
λθθλrr + λθr.

Maintenant que toutes les fonctions auxiliaires sont connues, on connait également le déplacement
puisque, rappelons-le,

uq
r = f (θ) + g (r) , uq

θ = f ′ (θ) + rh (θ) , et, uq
z = 0

soit, explicitement,

uq
r = a sin (θ)− α−

λ−
r−α +

α+

λ+
r+α + λθθ−λθr

λrr−λθθ
Hr et

uq
θ = a cos (θ) + Hr (θ − π/2) .

9.6 Détermination des constantes

Les bords déterminés par θ = θ0 et θ = π − θ0 sont fixes en r = R, par conséquent

a cos (θ0) + HR (θ0 − π/2) = 0

et

a sin (θ0)− α−

λ−
R−α + α+

λ+
R+α + λθθ−λθr

λrr−λθθ
HR = 0

on déduit de ces deux égalités les relations

−α−

λ−
R−α + α+

λ+
R+α = HR

(
λθr−λθθ
λrr−λθθ

+ (θ0 − π/2) tan (θ0)
)
et (3)

a = −HR (θ0−π/2)
cos(θ0)

.

On utilise ensuite les conditions aux limites sur les contraintes




Σp
rr (R + ε) = 0

Σp
rr (R− ε) = (πq − πp)

pour déterminer les constantes. On rappelle que

Ψ(r) = rΣp
rr = α−r−α + α+r+α − hr.

avec

h = − Hλ2

λrr−λθθ
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Par conséquent les conditions Ψ(R + ε) = 0 et Ψ(R− ε) = (R− ε) (πq − πp) forment un système
de deux équations





α−R−α
(
1 + ε

R

)−α
+ α+R+α

(
1 + ε

R

)+α
= hR

(
1 + ε

R

)

α−R−α
(
1− ε

R

)−α
+ α+R+α

(
1− ε

R

)+α
= hR

(
1− ε

R

) (
1 + (πq−πp)

h

)

à deux inconnues α−R−α et α+R+α que l’on peut résoudre explicitement. On se contente cependant
des premiers termes du développement limité en ε

R
. Le déterminant au second ordre est

D = −4α ε
R

+ o
((

ε
R

)2)
.

Les solutions exactes étant

Dα−R−α = hR
((

1 + ε
R

) (
1− ε

R

)+α −
(
1− ε

R

) (
1 + (πq−πp)

h

) (
1 + ε

R

)+α
)

Dα+R+α = hR
((

1 + ε
R

)−α (
1− ε

R

) (
1 + (πq−πp)

h

)
−
(
1− ε

R

)−α (
1 + ε

R

))

on en déduit

α−R−α = +R(πq−πp)
4α

R
ε
− hR

4α
(1− α)

(
2 +

(πq − πp)

h

)

α+R+α = −R(πq−πp)
4α

R
ε
+ hR

4α
(1 + α)

(
2 + (πq−πp)

h

)
.

On peut maintenant calculer explicitement H à l’aide de (3) soit,

H (1 + (θ0 − π/2) tan (θ0)) = −(πq−πp)

2λ2

(
λrr

R
ε
− λrr − λθr

)
,

puis celle de a. Ces expressions permettent de calculer explicitement la précontrainte si besoin. Dans
un premier temps on se contente d’évaluer la géométrie précontrainte et la précontrainte grâce à des
développements limités en ε

R
des constantes puis à des développements limités en r

R
des fonctions.

9.7 Précontrainte

On effectue le développement limité en r
R
de Σθθ. On rappelle que

Σp
θθ (R + r) = Ψ′ (R + r)

donc,

Σp
θθ (R + r) = α−α−(R+r)−α+α+(R+r)+α

(R+r)
− h

≃ α
R

(
1− r

R

) (
−α−R−α

(
1− α r

R

)
+ α+R+α

(
1 + α r

R

))

≃ α
R

(
α+R+α − α−R−α

)
− r

R

(
α+R+α − α−R−α

)
+ αr

R

(
α+R+α + α−R−α

)

≃ − (πq − πp) R
2ε

+ (πq−πp)
2

(
1 + r

ε

)
+ r

R

(
h + (πq−πp)

2

) (
α2 − 1

)

quand r et ε sont petits devant R, on retrouve la ”formule des chaudroniers”

Σp
θθ ≃ (πp−πq)R

2ε
.
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9.8 Géométrie de la surface moyenne précontrainte

On se propose de trouver une équation approchée de la surface moyenne lorsque le lobe est sous
pression. Pour celà, on écrit que la surface précontrainte ωp est l’image par le déplacement uq (R, θ, z)
de ωq, en se rappelant que ωq est composée de deux arcs de cercles. Evaluons tout d’abord uq (R, θ, z) .
On a,





uq
r (R, θ, z) = a sin (θ)− α−

λ−
R−α + α+

λ+
R+α + λθθ−λθr

λrr−λθθ
HR

uq
θ (R, θ, z) = a cos (θ) + HR (θ − π/2)

et puisque

uq
r (R, θ0, z) = uq

θ (R, θ0, z) = 0

on en déduit les expressions simplifiées





uq
r (R, θ, z) = a (sin (θ)− sin (θ0))

uq
θ (R, θ, z) = a

(
cos (θ)− cos (θ0)

θ−π/2
θ0−π/2

)
.

Un point M q de ωq+ a pour coordonnées cartésiennes

{
xq = R cos (θ)
yq = R sin (θ) + y+0

après la mise sous précontrainte, il se retrouve en Mp de coordonnées cartésiennes

{
xp = R cos (θ) + uq

r cos (θ)− uq
θ sin (θ)

yp = R sin (θ) + uq
r sin (θ) + uq

θ cos (θ) + y+0

On remarque que

(xp)2 +
(
yp − y+0 − a

)2
= (R− a sin (θ0))

2 + a2
(

θ−π/2
θ0−π/2

)2
cos2 (θ0)

par conséquent, en considérant que

cos2 (θ0) = sin2 (π/2− θ0) ≃ (π/2− θ0)
2

on obtient

(xp)2 +
(
yp − y+0 − a

)2
= (R − a sin (θ0))

2 + a2 (θ − π/2)2 + o
(
(θ − π/2)2

)
.

On peut donc considérer que la surface précontrainte est formée de deux arcs de cercles de rayon

Rp = R− a sin (θ0) .

Comme nécessairement a > 0, la précontrainte diminue le rayon des lobes et décale les centres des
arcs de cercle d’une longueur a vers le haut pour le cercle supérieur, vers le bas pour le cercle inférieur.
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9.9 Etude de la variation d’épaisseur

Un point M+ de la surface extérieure supérieure Γq+ a pour coordonnées cartésiennes dans la con-
figuration quasi-naturelle

{
xq (ε) = (R + ε) cos (θ)
yq (ε) = (R + ε) sin (θ) + y+0

quand le lobe est gonflé par la mise sous pré-contrainte, ce point se déplace de

uq (ε) := uq (R + ε, θ, z)

et a pour nouvelles coordonnées cartésiennes
{

xp (e) = (R + ε) cos (θ) + uq
r (ε) cos (θ)− uq

θ (ε) sin (θ)
yp (e) = (R + ε) sin (θ) + uq

r (ε) sin (θ) + uq
θ (ε) cos (θ) + y+0

de même, un point m+ de la surface intérieure supérieure γq+ de coordonnées cartésiennes
{

xq (−ε) = (R− ε) cos (θ)
yq (−ε) = (R + ε) sin (θ) + y+0

se déplace jusqu’aux coordonnées
{

xp (−ε) = (R− ε) cos (θ) + uq
r (−ε) cos (θ)− uq

θ (−ε) sin (θ)
yp (−ε) = (R− ε) sin (θ) + uq

r (−ε) sin (θ) + uq
θ (−ε) cos (θ) + y+0 .

Dans l’hypothèse des petites perturbations, on suppose que les normales ne tournent pas, si bien que
deux points pris le long d’une même normale se retrouvent après déformation sur une même normale
à nouveau. Par conséquent, pour connaître l’épaisseur du tissu après déformation en fonction de
(θ, z) il suffit de calculer

(2εp)2 = (xp (ε)− xp (−ε))2 + (yp (ε)− yp (−ε))2

on trouve ainsi,

(2εp)2 = ((2ε + (uq
r (ε)− uq

r (−ε))) cos (θ)− (uq
θ (ε)− uq

θ (−ε)) sin (θ))2

+((2ε + (uq
r (ε)− uq

r (−ε))) sin (θ)− (uq
θ (ε)− uq

θ (−ε)) cos (θ))2

c’est à dire

(2εp)2 = (2ε + (uq
r (ε)− uq

r (−ε)))2 + (2ε)2 + (uq
θ (ε)− uq

θ (−ε))2

on remarque alors que

uq
θ (ε)− uq

θ (−ε) = 2Hε (θ − π/2)

et que (uq
r (ε)− uq

r (−ε)) ne dépend véritablement ni de θ ni de z si bien que la nouvelle épaisseur a
pour expression

2εp = 2ε

√(
1 +

(uqr(ε)−uqr(−ε))
2ε

)2
+ H2 (θ − π/2)2

et, si H2 (θ − π/2)2 ≪ 1 on peut considérer que l’épaisseur du tissu reste constante.
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10 Annexe III : Théorèmes fréquemment cités

Tous les théorèmes de cette annexe sont extraits de [Ciarlet, 2000]

10.1 Théorèmes préliminaires

Théorème 10.1.1 Soit ω un domaine de R2 de frontière γ, soit Ω = ω × ]−1, 1[ , soit w ∈ Lp (Ω) ,
p > 1 une fonction telle que

∀v ∈
{
u ∈ C∞

(
Ω
)
, u = 0 sur γ × [−1, 1]

}
,

∫

Ω

w∂3vdΩ = 0

alors

w = 0

Théorème 10.1.2 Il existe une constante c telle que

∀ε > 0, ∀v ∈ H1 (Ω)
∥∥∥∥
1

ε

∂eα‖β (ε,v)

∂ξ3
+ ραβ (v)

∥∥∥∥
−1,Ω
≤ c

{
∑

i

∥∥ei‖3 (ε,v)
∥∥
0,Ω

+ ε
∑

α

‖vα‖0,Ω + ε ‖v3‖1,Ω

}
.

Théorème 10.1.3 Soit une suite (v (ε))ε de fonctions de V (Ω) vérifiant

∃v ∈ V (Ω) , ∃ǫij ∈ L2 (Ω) ,

v (ε) ⇀ v dans H1 (Ω) et 1
ε
ei‖j (ε,v (ε)) ⇀ ǫij dans L

2 (Ω) quand ε −→ 0

alors

v = (vi) est indépendant de la variable transverse ξ3
v = (vi) ∈ H1

0 (ω)×H1
0 (ω)×H1

0 (ω) ∩H2 (ω)

∂νv3 = 0 sur δω

γαβ (v) = 0

ραβ (v) ∈ L2 (Ω) et ραβ (v) = ∂3ǫαβ.

Si deplus, il existe des fonctions χαβ de H−1 (Ω) telles que

ραβ (v (ε)) −→ χαβ dans H
−1 (Ω) quand ε −→ 0,

alors

v (ε) −→ v dans H1 (Ω) quand ε −→ 0 et,

ραβ (v) = χαβ et donc χαβ ∈ L2 (Ω)
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10.2 Inégalités de Korn en coordonnées curvilignes

Dans tout ce paragraphe, on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Ω est un domaine de R3 ouvert, borné, connexe de frontière lipschitzienne, Ω se trouve locale-
ment d’un seul coté de sa frontière.

2. Θ est un C2−difféomorphisme de Ω dans Θ
(
Ω
)
telque les trois vecteurs gi = ∂iΘ soient

linéairement indépendants en tout point de Ω.

Soit v = (vi) ∈ H1 (Ω) on note ei�j (v) := 1
2
(∂ivj + ∂jvi) − Γp

ijvp les composantes covariantes du
tenseur de changement de métrique associé au champ de déplacement vig

i.

Proposition 10.2.1 Il existe une constante C (qui ne dépend que de la géométrie, i.e C = C (Ω,Θ))
telle que

‖v‖1,Ω ≤ C

{
∑
i

‖vi‖20,Ω +
∑
i,j

‖ei�j (v)‖20,Ω

}1/2
, ∀v = (vi) ∈ H1 (Ω)

Soit V (Ω) l’espace fonctionnel défini par V (Ω) : =
{
v ∈ H1 (Ω) , v = 0 sur Γ0

}

Proposition 10.2.2 Il existe une constante C0 (qui ne dépend que de la géométrie, i.e C0 =
C0 (Ω,Γ0,Θ)) telle que

‖v‖1,Ω ≤ C0

{
∑
i,j

‖ei�j (v)‖20,Ω

}1/2
, ∀v = (vi) ∈ V (Ω)

10.2.1 Inégalité de type Korn pour une famille de coques en membranes

Théorème 10.2.1 Pour une famille de coques en membranes, l’inégalité de Korn s’écrit: il existe
une constante C, telle que

∀ε > 0, ∀v ∈V (Ω) , ‖v‖1,Ω ≤ C
ε

{
∑

i,j

∥∥ei‖j (ε,v)
∥∥2
0,Ω

}1/2

10.2.2 Quelques propriétés des valeurs moyennes

1. v∈V (ω) = H1
0 (ω)

2. ‖v‖0,ω ≤ 1√
2
‖v‖0,Ω

3. γαβ (v) = γαβ (v)
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Résumé:

Quelles sont les déformations et les contraintes que subissent une structure gonflée précontrainte 
lorsqu'elle est soumise à des perturbations de son environnement extérieur? Cette thèse répond à cette 
interrogation dans le cas d'un lobe formé de deux membranes orthotropes, fixées sur leurs longueurs à 
deux axes rigides, successivement rectilignes puis légèrement arrondis, et sur leurs largeurs à des arcs de 
cercle également rigides. L'intérieur est gonflé par un gaz supposé parfait.

A  partir  d'une  modélisation  mécanique  en  élasticité  linéaire,  nous  avons  établi  un  modèle 
mathématique rigoureux en 3D. Puis en faisant tendre l'épaisseur des membranes vers zéro, nous avons 
obtenu un modèle asymptotique 2D, bien posé pour certaines forces, dites admissibles, dans des espaces 
obtenus par complétion. Nous avons alors démontré que la suite des valeurs moyennes dans l'épaisseur 
des solutions des problèmes 3D converge fortement vers l'unique solution du problème asymptotique. 
Nous avons de plus mis en évidence des conditions suffisantes d'admissibilité des forces extérieures.

L'analyse numérique du modèle asymptotique a montré que les estimations d'erreur a priori se 
font dans la norme de l'énergie. Ce qui, comme l'ont confirmé quelques essais numériques, ne va pas sans 
poser de problèmes quand on s'intéresse aux déplacements, mais est tout à fait satisfaisant du point de vue 
des contraintes.

Mots-clés :

Elasticité linéaire, coques en membrane, matériau orthotrope, précontrainte, structures gonflées, couplage 
fluide-structure, forces admissibles, géométrie parabolique et elliptico-hyperbolique, analyse numérique, 
éléments finis, modèle asymptotique.

Asymptotic modelling and numerical analysis of a fluid-structure coupling problem.

Abstract :

How are  the  stresses  and  the  deformations  of  an  inflated  structure  when  external  forces  are 
applied to it. This  thesis answers that question when the structure is a long and thin shell composed of 
two  congruent  cylindrical  orthotropical  membranes  which  are  glued  together  along rigid  straight  or 
curved axes and inflated by a perfect gas.

From a mechanical modelling in linearized elasticity, we established a 3D variatinnal problem 
well posed in classical Sobolev spaces. Then we let the thickness parameter tend to zero, in order to 
obtain a 2D asymptotic model, well posed as long as the external forces check special properties -they are 
then called admissible forces- in spaces obtained by completion. We proved that the mean value in the 
thickness  of  the 3D solution strongly tends to  the solution of  the 2D asymptotic  problem. We also 
identified sufficient conditions of admissibility.

The numerical analysis showed that the error is a priori estimated in the energy norm. This, as 
confirmed by  numerical  simulations,  creates  problems as  far  as  displacements  are  concerned,  but  is 
satisfying from the stresses point of view.

Keywords :

Linear elasticity, membrane shells, orthotropic material, prestressed structure, inflated structure, fluid-
structure coupling, admissible forces, parabolic and elliptico-hyperbolic geometry, numerical analysis, 
finite elements, asymptotic modelling.


