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0 Notations

0.1 Table des notations par ordre alphabétique

a = tenseur métrique,
= [aag] = [a®?], aup = a4 -ag, a® :=a*-a’
a = det[ang],
(ai a; ai) = b i 6té
1,a5,a3 := base covariante complétée du plan tangent,
+ . oot
a; = o
ot _ o6t
2 : 35%[ ’ N
a:t - a Nay
° Tk
(al*,a?* a%*) := base contravariante complétée du plan tangent,
@ . (63
a®-ag = 0p,
a3:|: o al:t/\a2ﬂ:
. [a2Era2E]|)
ap, (up, vy) := forme bilinéaire du probléme discret,
= AT (W) 1™ () 7 (i) dE,
w
A := tenseur d’élasticité linéaire 3D du quatriéme ordre,
= [Ayn] = [A”kl] 5
égi := tenseur d’élasticité linéaire 3D dans la base covariante,
éEH = (e) := tenseur d’élasticité linéaire 3D du modele elliptico-hyperbolique dans la base
covariante, aprés normalisation du domaine,
éEH =(0) := premier terme du développement asymptotique tenseur d’élasticité linéaire
3D du modele elliptico-hyperbolique dans la base covariante aprés
normalisation du domaine,
éEH * (W) := tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du modele asymptotique elliptico-
hyperbolique,
A (w) 0 | 0 fz (W)
0 Az (W) | pyp (W) 0
= — - + - -
0 pig (@) | Ag(w) 0
fi12 (w) 0 | 0 A2z (W)
A= (e) = tenseur d’élasticité linéaire 3D du modele parabolique dans la base

covariante, aprés normalisation du domaine,
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premier terme du développement asymptotique tenseur d’élasticité linéaire 3D |,
du modele parabolique dans la base covariante aprés normalisation du domaine,

ép + (w) = tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du modele asymptotique parabolique,
[ 5 A1 A33—(M13)? ]
911 3:;\33( 13) . 0_)\ ) ‘ 0 i1
0 9A12 33}\33 23A13 ‘ 2/1112 0
— — + — —
0 2;“12 ‘ 2>\12>\33>\—>\23>\13 0
33
-~ 2
L 2,“12 O ‘ O 2(>\22>\3;33(>\23) )
b tenseur de courbure de la surface S,
[bas] == [b2] ,
bas composantes covariantes du tenseur de courbure,
R
%
[b;ﬂ} ) l , dans le cas elliptico-hyperbolique,
0 % coS (%)
b2 composantes mixtes du tenseur de courbure,
bi a,@ai
oo ?
BEH (¢ m) forme bilinéaire du modéle asymptotique elliptico-hyperbolique,
JAPTE () [VE Q)] = [VEF (m)] de,,,
BMEH prolongement continu de BEH,
BP£(¢,m) forme bilinéaire du modéle asymptotique parabolique,
LA™ @)™ ()17 e
w
BMP prolongement continu de BY,
B, base élément fini pour LZ (w),
c= (&) courbures de la surface S en un point M de coordonnées 6= (£,),
CPH (v) forme linéaire de couplage elliptico-hyperbolique,
/|di| U3d§w
wE
CMEH prolongement continu de CEH

8



MP
Co

[l@

(w)

dﬁ:
d+

forme linéaire de couplage parabolique,

/773 ‘di’ fun

w

unique extension continue de CT*

tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du 2°™¢ modéle asymptotique

parabolique,

[0 0 [ 0 53]
0 0 | 555 O
J— — + J— J— ,
0 g | 0 0

e O | 0 2B, |

fonction de &, parametre de calcul dans le cas elliptico-hyperbolique,
dt (&) :=1- %cos (R%) + gl cos (5}% l) ,
(&) =—-1— Rii coS (R%) + gl coS (%;l) ,

tenseur linéarisé des déformations provoqué par un déplacement u,
! (Yu+ Vu?),

tenseur linéarisé des déformations en composantes covariantes,
et et 1
.\ = -

[62”3( )] [ ( Uil T UJHZ)] )

tenseur linéarisé normalisé des déformations du modele elliptico-hyperbolique,

[eﬁ?i (¢, Vi)} ; Avec eﬁ?i (e, v* (€1,62:&3)) = efﬁ[j (Vi (€1562,€€3))

coefficient du terme d’ordre k& du développement asymptotique de efﬁf £ (e, vF)

coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de
EH+
e (e, u™ (€)),

tenseur linéarisé normalisé des déformations parabolique,

P+ + (
[ il (e, v )} y avec €Z||J (5, v* (£1,€2,€3)) = §||j (v (€1, 62,€63)) s
[ v Rl+553 1 (9v vy 1 (100 L ou) _ 1 et ]
0¢, T vs (852 - 8fl) 2 (5 083 T €1 RH‘EfBUl
vy 1(10vy | 2
sym o st |
i sym sym %g—gz |




ekP+ (v) := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de

i P+ +
Cillj (,vF),
ef”?i := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de
P+
il (e,u* (),
E; := coefficient de Young,
e(n) := tenseur linéarisé usuel des déformations en 2D,
o 1 (on  ony
3 2 \ 8¢, 08,
2 \ 0, 9, 3
€ := demi épaisseur du tissu,
fe := densité surfacique des forces appliquées, f¢ = (),
f(e) := densité surfacique des forces normalisées appliquées, f (¢) = (f* (¢))
[ := valeur moyenne de £ sur w,
o 1
T mes(w) fw fd§1d§2
[Fii= (g)] := tenseur des forces admissibles,
(gii, g5*, ggi) := base covariante,
e+ —  0e%
gi T 3§f )
(g%, g%%% g®+) = Dbase contravariante,
; + i
g g; =&
Gij := modules de cisaillement,
~yFHE = tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D, modéle elliptico-
hyperbolique,
[omy | 1 - 1 (ong | Ony 1 oo (& — ]
o6, TR 5 (G + 5 )+ mesin (%) ma
EH—
Y () = :
Ony “( +\, — 1\ -
sym 8%22 - j‘l%—L (sm (%l ) Ny — Cos (%l ) 773>
[ onf | 1+ 1 (onf | ong 1w (a1, + ]
5, TR E(a—é+a—5 e s (w0
EH+ _
7 ("7) - )
N o at (o (G-l 4 &1\ +
sym 8—52 ~ R S1n Tl n — COos R, N3




P+

=

ept

So+
I

K erlp +

In (ny)

Lg (|d*|w)

LPM (e) (v)

L™ (n)

MEH
Lw

L (e) (v)

tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D, modeéle parabolique,

o L4 1 (onE +8n2~i
o€, T ®I3 2 \0¢, T ¢,
M
1 (i ony g
2 \ 96, T B¢, B¢,

symbole de Christoffel associé au paramétrage volumique O,

epE | og; -
g o€z

symbole de Christoffel associé au paramétrage surfacique 6,
dat

085’

ao’i .

noyau de la forme linéaire 1P *
{vev(Q), v (v) =0},

demi largeur du tissu,

forme linéaire dans la formulation variationnelle discréte,

/ (flimjfl + fQian + f3inh3) g,

w

demi longueur du tissu,

ensemble des fonctions de L? (w) & moyenne pondérée par |d*| nulle sur w,
{nel?Ww), [,ld*Ind, =0},

forme linéaire de la formulation normalisée 3D du modéle elliptico-hyperbolique,

t/iﬁivAdf!dsw,

w1

forme linéaire de la formulation 2D du modeéle asymptotique elliptico-
hyperbolique,

%/(ﬂ%i+ﬂﬂﬁ+f“%)WW%w

w

prolongement continu de LEH

forme linéaire de la formulation variationnelle normalisée 3D du modéle
parabolique,

/ (1+ %) fEvide,,

w1

11



LP*(n) := forme linéaire de la formulation variationnelle 2D du modéle asymptotique
parabolique,

S / (F%nE + f2nE + fny) de,,

w

LMp := prolongement continu de LL*,
il := coefficients d’élasticité,
Aop (w) = coefficients d’élasticité équivalents en 2D,
2|d* 2
A (w) = |,\33| <A11)\33 - (28) )
A (W) = A:,Ldih (oo has — (Aas)?)
A (w) = )\33di2 (A12Ags — 22413)
i = coeflicients d’élasticité,
tis (w) = coefficient d’élasticité équivalent en 2D,
2|d*
= %/Lm
n := vecteur normal orienté vers I’extérieur,
Vij := modules de Poisson,
wt := ouvert de paramérisation 2D du tissu extérieur,
= 10,2][ x |-L,+L],
w™ := ouvert de paramérisation 2D du tissu intérieur,
= |-20,0[ x |-L,+L][,
w := ouvert de paramétrisation 2D du tissu,
= wiUw™,
wa := ouvert connexe de paramétrisation de la surface moyenne du tissu extérieur, ST,
= 10,2l x |-L,+L[ x {0},
wh, ;= ouvert de paramétrisation de la surface intérieure normalisée du tissu extérieur, S*,,
= 10,2][ x |-L,+L[ x {—1},
wt, := ouvert connexe de paramétrisation de la surface intérieure du tissu extérieur, S*_,
= 0,2l[ x |-L,+L[ x {—¢},
wi, := ouvert de paramétrisation de la surface extérieure normalisée du tissu extérieur, ST,

= 10,2[ x |—L, +L[ x {+1},
12



Qt

Q-

QE

Q-i—

PE

Ry

Rp

ouvert connexe de paramétrisation de la surface extérieure du tissu extérieur, ST,

10,2 x |—L,+L[ x {+¢},

ouvert connexe de paramétrisation de la surface du tissu intérieur, S—,

|—20,0[ x |—L,+L[ x {0},

ouvert de paramétrisation de la surface intérieure normalisée du tissu intérieur, S7,

|-921,0[ x |~ L, +L[ x {~1},

ouvert connexe de paramétrisation de la surface intérieure du tissu intérieur, S__,
]_2l70[ X ]_La +L[ X {_6}7

ouvert de paramétrisation de la surface extérieure normalisée du tissu intérieur, S,
|=20,0[ x |=L,+L[ x {+1},

ouvert de paramétrisation de la surface extérieure normalisée du tissu intérieur, S,

|—20,0] x |-L,+L[ x {+¢},

ouvert connexe occupé par le tissu extérieur,
SF % ]_57 +€[ )

ouvert connexe occupé par le tissu intérieur,
S™ X |—¢, +¢l,

ouvert connexe occupé par le tissu,

QU

ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées du tissu extérieur,
wt x ]_17 +1[ )

ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées du tissu intérieur,
w™ x|—1,+1],

ouvert connexe de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées du tissu,
QtuQ,
matrice de passage de la base cartésienne a la base covariante, P¢ := (pfj) ,

pression intérieure,

rayon des axes de fixation transverses,
rayon des axes de fixation longitudinaux,

densité volumique du matériau,

13



+
S_|_€

+
STh

surface moyenne du tissu

STUS™,

surface moyenne du tissu extérieur,

surface intérieure du tissu extérieur,

surface intérieure normalisée du tissu extérieur,
surface extérieure du tissu extérieur,

surface extérieure normalisée du tissu extérieur,
surface moyenne du tissu intérieur,

surface intérieure du tissu intérieur,

surface intérieure normalisée du tissu intérieur,
surface extérieure du tissu intérieur,

surface extérieure normalisée du tissu intérieur,
premiére contrainte principale,

deuxiéme contrainte principale,

tenseur 3D des contraintes,
AL (Tur val) + 3

tenseur 3D des précontraintes,

tenseur des contraintes asymptotiques du modeéle parabolique,
A" (W) ™ (u),

difféeomorphisme de paramétrisation de ST,

difféeomorphisme de paramétrisation de S,

difféeomorphisme de paramétrisation de QF,

difféomorphisme de paramétrisation de 2,

déplacement 3D solution,

14



<l

v
=l

champ vectoriel de déplacement,
valeur moyenne de v dans l'épaisseur,
1
1
s v,
-1

tenseur des dérivées covariantes d’un champ vectoriel covariant,
et | .__ o) et ept, e+
[’U }—[ (U‘ )—Fij UE],

il ae \Ui P

volume intérieur d’un lobe,

coordonnées curvilignes dans ’espace,

(£1,€5,€5)

coordonnées curvilignes sur w,

(61:€2)

coordonnées curvilignes normalisées dans 1’espace,

(51752753)'

0.2 Table des espaces fonctionnels

Lg (|d*|w)

VAHH?(Q)
VMP (Q)

VP (w)

ensemble des fonctions de L? (w) & moyenne pondérée par |d*| nulle sur w,
{ne L), [,|d*|nd, =0},

ensemble des fonctions vectorielles C*° & support compact
D)’ xD(w ) x D (w),

espace dans lequel on cherche la solution 3D,
{v eH' (Q°1)% x H' (Q57)% x H' (), v = 0 sur 85° x ]—g,g[} :

espace dans lequel on cherche la solution normalisée 3D,
{v CH' ()2 x HY(Q7)? x HY (), v = 0 sur dw x |1, 1[},

sous espace de V (€2) des vecteurs indépendants de &,

{vEV(Q), %:0},

complété de V (2) pour la norme || HgH,
complété de V (Q) pour la norme || ||&,
complété de Vy pour la norme || ||1107w ;
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V(W)
VMP (w)

Vo't (w)

VEH (w)

Vo' P (w)

Wi

7)AP1
Wo.n

7)AP2

P
Won

espace dans lequel on cherche naturellement la solution 2D du modeéle parabolique,
Hi (w)* x Hy (w7)* x L? (),

M

complété de V¥ (w) pour la norme | |,

sous espace de VMF (w) dans lequel se trouve la solution du probléme asymptoticque
parabolique,

{n eV’ (w),Ci* (n) =0},

espace ou on cherche naturellement la solution 2D du modéle elliptico-hyperbolique,
HY (%) x Hy (w7)* x L2 (w),

EH

complété de VFH (w) pour la norme || ||,

espace auquel appartient la solution asymptotique du probléme elliptico-hyperbolique,
{n €VVEH @), CYET () =0},

espace de discrétisation pour le probléme parabolique,

n eH? (wh)® x H? (w™)? x H' (w), nf =n3 =0 sur Ow* et /n3dw:0 ,

w

espace de discrétisation pour le probléme parabolique,
{weH} (wF) x H} (wF) x LE(w),wp|r € P(T) x P (T) x Py(T)},

espace de discrétisation pour le probléme parabolique,
{w,eHY (wh) x HY (wh) ,wp|r € P(T) x P(T)},

espace de discrétisation du probléme elliptico-hyperbolique,
{wpeH} (wF) x HY (wF) x LE(w),up|r € P(T) x P(T) x Py(T)} .

0.3 Table des produits scalaires et normes associées

(u,v),

(<, m.,

¢.mY

(&

[ Acempeman, e IVE = v,

Qs

€@ e mdes, et Il = Sletmli -l
P+ P+ JW2 M

[2 @iy mie, e () =
EH+ EH+ EH2 EH

[ @ e, e (InlE)" = @,

w
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0.4 Table des normes

Vit = llolliae + lloallf oo + losllge

2 2
1w + ||n3||0,w ’

2 _ \EH 2
e (aE

2 M 2
HGaDE
0,02

2 2
0w = lmllie +ln

EH
Mg = ]
M
MY = ]

ovE
3

ovE
3

0.5 Table des formulations variationnelles dans 1’ordre d’apparition

P () = formulation variationnelle 3D,

u. €V (QF),vv eV (Q9),

B / A :Vu, : VvdQre + ’T—‘f / u5~nds_€/ v-nds ¢ = / OF - vdste,
Q= 5ot 5ot St

P := formulation variationnelle 3D en coordonnées curvilignes modéle parabolique,

((Yu® €V (Q°),Vv eV (QF),

2
- / é&i :gfsi (ugi) :gfsi (V) /QEIdfe 4 ‘1/ (1 _ }%) /Ugdgi; / U3dfz =

wX]—ege]

(1+%) / ferudes,

\ We

PP (¢) := formulation variationnelle 3D normalisée en coordonnées curvilignes paraboliques,

(Vu(e) e V(Q),VveV(Q),

lz (1—,{%)2/% (5)d§w/vgd§w:§(1+§l>/f () vidE,,.

ATE(e) el (2,u* () s el (2,v) /T (Eg)dé+
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PF (£,Q)

MP
Py

fPAPl

7)AP2

AP2
Pi,

AP1
Pi,

formulation variationnelle parabolique 3D avec hypothéses asymptotiques,

/éPi (€) : e (,u* (e)) - e (e, v) (1 + g%) dé+
Q
2 (1-7) [w@de [wie=(1+7) [ e

formulation variationnelle asymptotique 2D modéle parabolique,

¢ eV (w), Vn eVt (w)

By (¢,m) = LY (n).
premiére formulation du modeéle asymptotique parabolique,

s VP (w), ¥n eVl (w),

[ AT (@) 37 (6) 3™ (e, = [ (P4 + £ + £5,) de..

w

formulation découplée du modéle asymptotique parabolique,

¢ €Hy (w™) x Hy (w¥), Vn €Hg (w™) x Hy (w¥),

/g (W) :e(Q): e(n)de, = /flinf + [y — Rif* (% + E—E%) dé,,.

w w

formulation variationnelle asymptotique discréte 2D de PAF?

PAP2

AP2
uhEW(fh 3 VVhEW()’h

vt v
[ et etmde, = [ oo, + o, - Ry ( s gl ag;) i,

w w

formulation variationnelle asymptotique discréte 2D de PA!

PAPl

AP1
Uhewg?h 3 VVhEW()’h 9

féPi (w) :1P:i: (uh) :lP:i: (Vh) dgw — / (flivli,h + f2ﬁ:v2i’h + fgivih) d§w7

w
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P := formulation variationnelle 3D en coordonnées curvilignes modéle elliptico-
hyperbolique,
(u® €V (Q°), Vv eV(Q)

/ A et (o) et (v) (L4 ) o (65, €9)| e

w><[ €,€]

(1-%) / 4% (€5, —<) vides, [ 1a* (&5, o) ugdg

- / 1 +E) 8 (&5, o) 0 e,

-

\ Wie
PEH (¢) := formulation variationnelle 3D normalisée en coordonnées curvilignes elliptico-
hyperbolique,
(u(e) eV (Q), WeV(Q),
ijkl €
< e (&)™ eEI= (, ut (2)) e (e, v) (1 + %&) djggj dé+
= 2
(i) [ v, [ et (o) e, =
Huvg) [ P () a2 e,
\ w1
PEH (¢ Q) := formulation variationnelle parabolique 3D avec hypothéses asymptotiques,

u(e) eV(Q),¥weV(Q),

v
B < géEHi (6) Ingi (5,ui (6)) {lﬂHj:( ,V) dﬂ:

lz (1—%)2/u3(5)\di\d5w/%}di}dﬁw: (1+%)/fmi|dfld£w-

\ w-1 w_1
PEH M := formulation variationnelle asymptotique 2D modéle elliptico-hyperbolique,
¢ eV (w), Yn eV (w)
) B (¢, m) = LEPH (n) .
PIRH := formulation variationnelle discrete de PZAM

;

uhEWg)?h, VV}ZEWE}”
féEHi (w> . ZEHi (uh) ZZEHi (Vh) dé’w —

/ (Fo*ok, [d] + o, |d] + 505, d,.

\ w
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1 Introduction

1.1 Contexte

Cette theése est une contribution a 1’étude de faisabilité d’un dirigeable gros porteur. Il s’agit
plus précisément d’étudier le comportement de son enveloppe extérieure lorsqu’elle est soumise & des
perturbations de son environnement.

Cette enveloppe est constituée d’une succession de lobes longitudinaux indépendants les uns des
autres, fixés sur leurs longueurs a la structure métallique du dirigeable. Ces lobes sont composés
de deux piéces de tissu précontraintes par un gonflage sous pression de l’espace délimité par les
deux épaisseurs de tissu. L’objectif de cette précontrainte est d’aider & maintenir une géométrie fixe
du dirigeable et de maintenir au mieux des conditions de pression et de température constantes a
Iintérieur du dirigeable ou se trouvent les poches d’Hélium.

Dans cette perspective, on étudie le comportement d’un lobe, en supposant que le régime est
stationnaire et que ’environnement est connu. Il s’agit donc, dans un premier temps de modéliser
ce probléme, puis d’en réaliser ’étude numérique et enfin, d’effectuer quelques essais numériques.

La modélisation & elle seule suppose de réunir au moins quatre problématiques : des coques,
un matériau non isotrope, une précontrainte et un couplage fluide-structure. En effet, la géométrie
des tissus constituant l’enveloppe est telle que 'on peut assimiler le tissu & une coque de faible
épaisseur, le matériau, avec ses trois directions privilégiées orthogonales, suppose d’utiliser une loi
de comportement orthotrope. Quand aux deux autres problématiques, elles résultent directement du
cas étudié.

De nombreux auteurs se sont intéressés a I'une voire a plusieurs de ces problématiques, sans ja-
mais les réunir. Sans prétendre a I'exhaustivité, citons, pour les problémes de coques , [Akian, 2005],
Chapelle-Bathe, 2003, [Ciarlet, 2000] et [Faou, 2000], pour les matériaux non isotropes, [Faré, 2002],
Gasser-Boisse-Hanklar, 2000], [Giroud, 1999], [Muttin, 1989], [Reese-Raible-Wriggers, 2001],
Shanahan-Lloyd-Hearle, 1978] et [Valette, 2001], pour les matériaux précontraints, [Gil-Bonet, 2006,
Giroud, 1998] et [Salengon, 1995], enfin, en ce qui concerne les interactions fluide-structure,
Chen-Bian-Ding, 2004], [Crolet-Murea, 2002], [Grandmont-Maday, 2000], [Métier, 2003],

Renardy, 1997] et [Stein-Benney-Tezduyar-Potvin, 2001].

——r—r————

1.2 Objectifs, méthodologie et résultats

Il s’agit d’établir, avec une justification mathématique rigoureuse, des modéles de coque en
membrane dans le cas o le matériau est orthotrope et précontraint. Il est a noter, que ces deux
propriétés a elles seules imposent de travailler localement avec une contrainte de conservation du
volume global. A cette premiere difficulté s’ajoute celle d’'un couplage avec le fluide intérieur de
gonflage.

Dans la perspective d’essais numériques, 1’élaboration d’'un modéle 3D n’est pas satisfaisante. En
effet, son traitement serait trop cotiteux en temps et en mémoire. Or, pour étre rigoureux d’un point
de vue purement mathématique, les modeles d’élasticité sont établis en 3D. Il s’agit donc, apreés avoir
établi ces modeéles tri-dimensionnels, de se ramener a un modeéle bi-dimensionnel.

Ceci peut se faire en posant des hypothéses a priori sur la déformation de la structure, en con-
sidérant des modeéles de coques de Koiter [Koiter, 1970] ou de Nagdhi [Naghdi, 1972 par exemple,
ou en effectuant un développement asymptotique de la solution du probléme 3D par rapport a
I'épaisseur, [Akian, 2000], [Ciarlet, 2000], [Giroud, 1998], [Fox-Raoult-Simo, 1992]. Quelque soit la
méthode retenue, elle suppose de connaitre, et donc de déterminer préalablement, la géométrie de la
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coque précontrainte [Luce-Poutous-Thomas, 2004].

Compte tenu de l'allure du déplacement obtenu lors du calcul explicite de la précontrainte (annexe
IT), nous avons choisi de réaliser une étude asymptotique. Elle aboutit & un modele dit ” parabolique”
en référence a la géométrie du lobe lorsque les axes de fixation sont rectilignes. Ce probléme est bien
posé dans des espaces fonctionnels abstraits obtenus par complétion d’espaces de Sobolev. Les essais
numériques alors réalisés montrent que la solution n’est pas stable en déplacement. Ce phénomeéne
peut s’expliquer par le fait que 'on travaille dans des espaces complétés dont la norme n’est pas
équivalente a la norme usuelle.

Pour tenter d’y remédier nous avons légérement modifié la géométrie en courbant un peu les axes
de fixation. Ceci afin de rendre la surface extérieure (celle ou sont appliquées les forces extérieures)
elliptique. La surface intérieure devient alors hyperbolique. Dans cette configuration, I’étude asymp-
totique aboutit alors a un deuxiéme modele dit ”elliptico-hyperbolique”. La géométrie impose une
nouvelle fois de travailler dans des espaces complétés. Mais cette fois-ci, les normes étant équivalentes
sur la surface extérieure, les résultats numériques sont comme prévu plus satisfaisants.

1.3 Plan de 'exposé

Cette thése comporte deux grandes parties, I’étude d’un modeéle parabolique, puis celle d’un modéle
elliptico-hyperbolique.

La premiére partie se compose des chapitres 2, 3 et 4,. Dans le chapitre 2, on modélise le
probléme 3D puis on montre que sous cette forme, le probléme est bien posé. Dans le chapitre 3, on
réalise I’étude asymptotique du modeéle parabolique. Cette étude permet d’obtenir des résultats de
convergence forte des déplacements 3D et des déplacements moyens vers la solution d’un probléme
2D bien posé dans des espaces complétés (paragraphe 3.8). On démontre également, dans ce méme
chapitre, que 'on peut considérablement affaiblir la définition de ”forces admissibles” donnée dans
[Ciarlet, 2000].dans le cas ou les forces appliquées sont surfaciques. Pour clore cette partie, I’analyse
numérique du modele 2D met en évidence chapitre 4, que les estimations d’erreur a priori se font
uniquement dans la norme de ’énergie, ce qui peut poser probléme. Quelques essais numériques
viennent confirmer les limites du travail dans cette norme. La solution numérique en déplacement
dépend du maillage.

La deuxiéme partie, se compose des chapitres 5 et 6. Elle a pour vocation d’améliorer les résultats
numériques obtenus dans la premiére partie. Le chapitre 5 est donc consacré a I’étude asymptotique
du modele elliptico-hyperbolique obtenu aprés avoir légérement modifié la géométrie de ’état quasi-
naturel. On y redémontre la convergence forte de la solution 3D et de sa valeur moyenne dans
I’épaisseur. Les solutions numériques obtenues chapitre 6 sont plus stables, comme espéré.

Trois annexes viennent compléter cette étude. La premiére, consacrée a I’étude de ’état quasi-
naturel détermine la géométrie initiale de la structure. La seconde, consacrée a ’état précontraint
permet le calcul explicite de la précontrainte et fixe I’état de référence. La troisiéme regroupe quelques
résultats régulierement utilisés lors de I’étude.

1.4 Conventions générales

Les indices et exposants en caracteres latins, i, j, k, p, ..., prennent leurs valeurs dans {1, 2,3},
sauf indications contraires ou s’ils indicent des suites.

Les indices et exposants en caractéres grecs, a I’exception de €, v et 0, prennent leurs valeurs
dans {1,2} . ¢ désigne un parametre strictement positif qui tend vers zéro.

La convention de sommation des indices répétés est appliquée.
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(e1,€,,€3) := base orthonormale fixe,
x := (x1, T2, x3) coordonnées cartésiennes,
€5 = (&5, 5, &) coordonnées curvilignes,
€ = (&,£,,&3) coordonnées curvilignes normalisées,
u, v := champs de déplacement "3D”, c’est a dire qui dépendent de 3 variables, généralement
(517 527 53) )
&, n := champs de déplacement ”2D”, ¢’est a dire qui dépendent de 2 variables, généralement (£,,&,),
n := vecteur normal orienté vers ’extérieur,
6; := symbole de Kronecker.

Les tenseurs sont notés entre [ | quand ils sont utilisés sous forme matricielle. Ils sont soulignés
deux fois pour un tenseur du 4™¢ ordre et une fois pour un tenseur du second ordre.

Les variables de I’état quasi-naturel sont éventuellement signalées par I’exposant ¢, celles de 1’état
précontraint par ’exposant p.

Les variables du modéle elliptico-hyperbolique sont éventuellement signalées par I’exposant EFH,
celles du modele parabolique par I'exposant P.

Les exposants + et — caractérisent respectivement la partie extérieure et la partie intérieure du
lobe par rapport au dirigeable. L’exposant + signifie que lorsque domaine ot I'on se place est a
Pextérieur, la variable correspond & celle de 'extérieur et réciproquement. Par exemple

— (R + &) sin (i;l) pour &, € wh
(R +&3) sin (ggl) pour & € w™

ou encore

[osdes = [ upae+ [ e

+ +
w1 w_1 wW_1

1.5 Hypothéses pour la modélisation
1.5.1 Présentation d’un lobe

Description géométrique : chaque lobe est constitué de deux épaisseurs de tissu d’une longueur
2L tres grande devant la largeur 2/ elle méme trés grande devant 1’épaisseur 2e.

Le tissu est fixé sur ses longueurs a deux axes paralléles rectilignes et sur ses largeurs a deux arcs
de cercle de rayon a déterminer. Par convention, la direction des axes de fixation est celle du 2%¢
vecteur de base.

Choix dun repére fixe : a chaque lobe, on associe le repére orthonormé direct fixe (O, eq, e2, e3)
tel que :

I'axe (Ox3) de vecteur directeur es est parallele a la direction des axes de fixation,

I'axe (Oxy) de vecteur directeur e relie les axes de fixation et e; = ez A ey.

Enfin, le point O est choisi de telle sorte que les axes de fixation soient les segments {—d} x {0} x
{—L <x3<L}et {+d} x {0} x {—L <23 <L} ou 2d est la distance qui sépare les deux axes.

Fluide intérieur : le fluide utilisé pour le gonflage est un gaz parfait. Lors du gonflage, la pression
intérieure est supposée uniforme.
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Figure 1: Lobe

Matériaux : les matériaux sont supposés élastiques orthotropes. Ils sont modélisés en trois di-
mensions méme si I'une d’elles, 1’épaisseur est trés petite devant les deux autres.

1.5.2 Hypothéses mécaniques

On suppose que chaque lobe connait trois états d’équilibre successifs

Etat d’équilibre quasi-naturel : cet état correspond physiquement & 1’état d’équilibre obtenu
en gonflant tout doucement le lobe avant que le tissu ne commence & s’étirer. Dans cet état, le
tenseur des contraintes est négligeable devant les constantes de ’élasticité. Les variables de cette
configuration sont identifiées par un exposant q.

Etat d’équilibre précontraint : on obtient cet état a partir du précédent en augmentant la
pression a l'intérieur du lobe. Il est identifié par ’exposant p, et correspond & un déplacement u?, a
une déformation ? du matériau.

Etat d’équilibre perturbé : cet état est obtenu aprés que le lobe ait été soumis & une perturba-
tion. Il correspond par rapport a ’état précédent a un déplacement u et & une déformation . Les
variables de cet état n’ont pas d’exposant.
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1.5.3 Elasticité linéaire

Notations :

Qf = ouvert connexe occupé par le tissu,
S_. := surface intérieure du tissu,
Sie = surface extérieure du tissu,
il coefficients d’élasticité,
i coefficients d’élasticité,
py = tenseur des contraintes,
A = tenseur d’¢lasticité, avec,
(A1 0 0 [ 0 pp O | 0 0 g
0 X2 O | gy O O | O O O
0O 0 M3 | O O O | s 0O O
0 p 0 | A2 O 0 | O 0 O
A = s 0 0 | 0 X O | 0 0 po
0O 0 0 | 0 0 Xg | 0 pmy O
0 0 mwmg | O O 0 | X3 O O
0 0 0 | 0 0 py | 0 Xg O
NZER 0 | 0 uy 0 | 0 0 Asz |

Remarque 1.5.1 Le tenseur A est défini positif. C’est a dire qu’il existe une constante c strictement
positive telle que pour tout tenseur symétrique t := [t;;], on a

D ltyl" < eAT gt

0,

Compte tenu de l'effet escompté de la précontrainte, on suppose que les hypothéses des petites
perturbations [Salencon, 1995] sont valides. Par conséquent, on peut confondre, dans les équations
d’équilibre, les tenseurs de contrainte de Cauchy et ceux de Piola-Kirchoff respectivement notés C,
B, T et X et on peut également confondre, dans la loi de comportement d’'un matériau élastique
orthotrope, le tenseur des déformations de Green-Lagrange E = % (C —1) et le tenseur des déforma-
tions linéarisé e (u) := 1 (Vu + Vu”) [Duvaut, 1990].

Linéarisation de la loi de comportement : dans la loi de comportement, on identifie le tenseur
des déformations de Green-Lagrange E et le tenseur des déformations linéarisé e. Par conséquent,
les tenseurs des contraintes et des déformations des états précontraints et perturbés, dans les axes
d’orthotropie, vérifient respectivement les équations linéarisées suivantes:

=" 2 = uq)_i_zq
S SRR O RS S

{;P =A: 5 (Vu'+Vu™) +57 =A:ef
e

ol A est le tenseur du quatriéme ordre d’élasticité linéaire.
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Linéarisation des équations d’équilibre :
a l’état quasi-naturel,

—div (X7) = pg dans Q%
Yn=—FPn sur SJ

Yn = —7min sur S7,

ol pg est la densité volumique du poids, P est la pression extérieure et 7¢ est la pression d’équilibre.
a I’état précontraint,

~div (2¥) = pg dans Q% (ou Q%)
YPn = —Pn sur S? (ou S9)
YPn = —7Pn sur S”_ (ou S7.)

ol pg est la densité volumique du poids, P est la pression extérieure et 7P est la pression de gonflage.
a I’état déformé,

—div (X) = pg dans Q°P
Xn=—-Pn+d0F sur SP
¥n = —(m" 4 6ém)n sur S¥,

ou pg est la densité volumique du poids, P est la pression extérieure, 7P est la pression de gonflage,
OF est la perturbation subie par le lobe et 7 la variation de pression intérieure qui en résulte.
En effet, la pression intérieure dépend directement du volume intérieur, qui lui méme dépend de la
déformation subie par le lobe.
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2 Modélisation

2.1 Etude de ’état perturbé

Notations :
SE = surface du tissu située a la distance r de la surface moyenne,
wt = ouvert de paramétrisation de la surface moyenne du tissu,
0S* = bord du tissu dans l’épaisseur.

On suppose que I'état précontraint est parfaitement déterminé (voir Annexe IT). C’est & dire que la
géométrie et la précontrainte sont connues. On le choisit comme état de référence.

Compte tenu des résultats obtenus lors du calcul explicite approché de la précontrainte, I'ouvert 2°
est choisi de la forme

U s

re]—ee|

ol, mathématiquement, S est la réunion des deux ouverts S et S, décrits par

S,Z"z{( (Rl+r)sm(§1 ) (Rl+r)cos<£1 ) RH—R;COS( )§2> (ﬁ,ﬁ;)Euﬁ}

et

S[z{( (RH—r)sm(

avec

) (R, + ) cos ( ) + R, — Ry cos (El) 52) (&5,65) € w_}

=10,2[ x ]=L,+L[ et w™ =]-21,0[ x ]-L, +L][.

et oul S = S représente physiquement la surface moyenne du tissu.

A partir de cette configuration, on applique une perturbation extérieure, supposée elle aussi connue,
représentée par la densité surfacique de force dF. On veut connaitre la nouvelle géométrie du lobe
ainsi que les nouvelles contraintes. Pour cela, on calcule le déplacement u de chaque point du lobe.
On suppose que la précontrainte limite le mouvement et que par conséquent, les hypothéses des
petites perturbations restent valides. Enfin, on modélise la fixation du tissu sur la structure rigide
par u = 0 sur 9S* avec

U oas-.

rel—e.e|

2.1.1 Couplage fluide-structure

On établit la relation entre la pression intérieure et la forme des lobes. Le gaz utilisé pour gonfler
les lobes est un gaz parfait, par conséquent & température constante et nombre de moles constant,
la pression exercée par le gaz sur le tissu est inversement proportionnel au volume occupé par le gaz.
On considére deux états d’équilibres successifs, I’état précontraint et 1’état perturbé. Le second étant
obtenu par un déplacement u du premier. Il s’en suit une variation de volume intérieur 6V et une
variation de pression 67. Les densités de forces surfaciques sont donc :
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D __ nRT . p
= -1 n
Vv ext)
a I’état précontraint, et
_ nRT
7+ O = — iy Nen,

a I’état perturbé. Or, dans I’hypothése des petites perturbations, on confond les normales extérieures

n? . et n., si bien que

p _ nRT _.p
7+ 0T =~ ey

et par conséquent, par soustraction des égalités précédentes,

_ _ (nRT _ nRT p
om = (V+6V o) 0y

On développe au premier ordre en % et on obtient

o = (S i

soit,
om = —%ﬂ'p.

La variation de volume est reliée au déplacement par

oV = — / u-nb ,dy.

+
S—e

Au final, en réunissant les deux derniéres égalités, on obtient le couplage fluide-structure

_ P p p
om = ~ Vv / u- nextd,y Nt

+

—E&

sur la surface intérieure d’un lobe.

2.1.2 Equations de la mécanique et de la dynamique

On rappelle que la précontrainte X¥ vérifie dans le volume Q¢ I’équation aux dérivées partielles
—div (XP) = pg dans Q°

ol pg est la densité volumique du poids. Elle vérifie également les conditions aux limites posées sur
les surfaces intérieures et extérieures du lobe

PP — _ PpP +
{En = —Pn;,, sur S

ext

PP p +
Z Nyt = _ﬂ—pnemt sur S—s
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ou P est la pression extérieure et 7P est la pression de gonflage et n?,, est le vecteur unitaire dirigé
vers I'extérieur normal & S* ou & S%.. La contrainte obtenue a la suite de la perturbation §F vérifie
quant a elle I’équation

—div (X) = pg dans F
ainsi que les conditions aux limites

ext —

¥n?, = — (7P + ém)n’,, sur S=..

{ ¥nf,=—-Pn?,+d6F sur ST

On soustrait les équations des deux systémes d’EDP et des conditions aux limites, on note n = n?_,

et on obtient le systéme

—div (X—X?) =0 dans Q°
(X—XP)n = d0F sur SF
(2-X)n = —émn sur S*..

Les lois de comportement linéarisées des matériaux relient contrainte, précontrainte et déplacement
par

X-Y"=Ae(u) dansQ°
enfin, 'immobilité de la fixation impose
u=0 surdSs.

si bien qu’en tenant compte du couplage, et aprés avoir remplacé ém par son expression en fonction
de u

_ _mP 4 p
o = v / u- nemtd7 Nyt

e+

—E€

le systéme linéarisé d’équations aux dérivées partielles vérifié par u devient

(div (A:e(u)) =0 dans Q°
Ae(u)n = 0F sur S*

) Ae(u)n = -z (/ u- ndy) n sur ST,
2 ot

 u=20 sur 9S*

2.2 Choix des espaces et des normes

Notations :

V() = {v e (0)" x H' ()" x H' (@), v = 0 sur 957 x |—,¢[}
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Le lobe présente la particularité d’étre composé de deux parties physiquement distinctes, Q¢ et Q°—,
reliées par le bord uniquement. Pour rendre compte de cette géométrie, on choisit de chercher le
déplacement qui nous intéresse dans un espace qui différencie, pour les composantes tangentielles (uq
et uy), ce qui se passe sur 2°T et ce qui se passe sur 2. C’est pourquoi, compte tenu des conditions
aux limites sur u; et us, on les cherche sous la forme (uf,ug,uy,uy) € H' (QF)” x H' (Q°7)% Ce
choix est validé a posteriori par les modéles asymptotiques obtenus dans les deux géométries étudiées
(avec les axes longitudinaux légérement incurvés ou non). En revanche, pour la composante normale
us, le choix de ne pas découpler se justifie, a posteriori, par les études asymptotiques. En effet,
celles-ci conduisent & transformer les conditions imposées au déplacement normal. De uz € Hi (w)
on passe a uz est a "moyenne nulle” sur w, condition qui assure le couplage entre les déplacements du
haut et ceux du bas. C’est pourquoi on cherche uz dans I'espace H' (Q¢). L’espace 3D retenu pour
chercher les déplacements en 3D est donc V (€2¢) . Quant aux déplacements 2D, on les cherchera en
discret dans des sous-espaces de HY (w)? x HE (w™)® x L2 (w).

Proposition 2.2.1 L’application définie de V (2°) dans RT par
1/2

Vi | [aem) et aor

est une norme sur V () , notée || ||,

Démonstration. Soit la forme bilinéaire symétrique positive sur V (°) x V (Q°).
(u,v), = /é:g (u) : e(v) d°.

0

Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que pour tout u € V (Q°),
(u,v),=0= u=0.
Or, d’apres ellipticité du tenseur d’élasticité
(u,v),=0=¢e(u) =0.

Il reste donc & montrer que

(e(u)=0 et ueV () = u=0.

Ce qui est vrai puisqu’il s’agit d’'un mouvement rigide nul sur une partie du bord. =

Proposition 2.2.2 Les normes || ||, et| |, o sont équivalentes surV (§2°). Les constantes d’équi-
valence ne dépendent que des coefficients d’élasticité.

Démonstration. La démonstration reprend celle donnée dans [Duvaut-Lions, 1972] pour prou-
ver l'inégalité de Korn. On se place dans une base d’orthotropie pour la démonstration, c’est a
dire en coordonnées cylindriques du fait de la géométrie cylindrique. On rappelle qu’en coordonnées
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cylindriques le gradiant d’un champ vectoriel exprimé en coordonnées cylindriques u = (u,, ug, u,),
vaut

dur 10u, _ 1, Our.

or r 00 0 0z

— | Sw 10up 4 1 Sug
zu - or r 00 + ruT 0z
Qug 10u, duz

or r 060 0z

On a donc

Ace(u)ie(w) =i (%) +202%e (232 + tu,) + iy (2% — Lup+ 32)" +
Moo (252 + Tuy)” + 2hag (222 + Lu,) Gt

18u, | Oug)2 duz )2 uy Ous duy | Our\2
tas (%6 + G2)" + Xaa (52) + 203G G2 + s (G2 + F2) 7 e,

VuiTu = () (M ) () ()
u " u 1,, y
(L2t 1 1y,)? 4 (Qua)? 1 (u2)® 4 <;889z) + (2

On majore la premiére égalité a I’aide des relations
2ab < a® +b* et (a+ b)2 < 2a% + 2b*

et on obtient I'inégalité

1>
@
B
@
£
IA
o
<
e
4
e

ou il suffit de choisir ¢ vérifiant
¢ > max (A1 + A2 + A1z, Atz + Aoz + Aoz, Adiz + Aoz + Asz, 249, 2443, 2403) 5
et donc ne dépendant que des coefficients d’élasticité. On intégre sur €2° pour obtenir
lull} < cluffg. -

Cette inégalité nous assure la continuité de 'application linéaire surjective

id: (V)| o) — @)1 1)

u [— u

Par conséquent, d’apres le théoréme du graphe fermé, id est un isomorphisme de réciproque continue,
ce qui entraine I’équivalence des normes. La deuxiéme constante ne dépend également que des
coefficients d’élasticité. Il s’agit en effet de la constante d’ellipticité de A, puisque A : e (u) : e (u) =
A:Vu:Vu = a a
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2.3 Formulation variationnelle
Notations :
u. € V() , Vv € V (),

Qs

€

P () :=
/ A :Vu, ZZVdQE—i—W—‘j/ . u€~nds_5/ N V~nds‘€:/ i(5F-Vds+’f.
S S* s

—E€

Pour obtenir la formulation variationnelle associée au systéme

( div (A:e(u)) =0 dans Q°
Ae(u)n =J0F sur S*
< P
Ae(u)n = -5 (/si u- nd*y) n sur ST,
u=20 sur 9S*

on multiplie par une fonction test v € V (€°), puis on intégre chaque équation. On se raméne alors
a I’étude du probléme : trouver u € V (Q2°), Vv € V ()

( / —div (A :e(u)) - vdQ* =0

: . te — . +e
) /S} (A:e(u)n)-vds /S} OF - vds
/si (é:Q(U)n)'Vds‘ :_V/Si (/Si u-nds_)n-vds_.

Par symétrie du tenseur A : e (u), on a la double égalité tensorielle

A:e(u): Vv=A:e(u):e(v)=A:Vu:Vv
si bien que la formule de divergence composée tensorielle
div (ST) .v=div(Sv) - S: Vv
appliquée & S =A : e (u) devient
div (é:g(u)) v = div (A:g(u)v) —A:Vu:Vv.

Par symétrie toujours, on a

Enfin, on rappelle que



On en déduit donc

/—div(é:g(u)) VdQE:/A YVu:Vvdo© — /é e(u)n - vds.
89°

Qe

Sachant que 9Q° = S U ST UAS* et que u=v =0 sur ST, on a, en séparant les intégrales de

bord,
/é e(u )n-vcls:/(sF-vds“LE—’TVP/V~nds_5/u-nals_6
b

S S s

—E€ —E€

Désormais, pour marquer la dépendance du déplacement et de ’épaisseur, on indice u par €. On a
alors le probléme variationnel suivant

u. € V(QF), Vv e V(Q°),
P(2F) :

A Vu. : VvdQe + ”Vp / u, - nds_‘f/ v-nds ¢ = / OF - vds™e.
Qs st S s*

—E& —E€

2.4 Existence et unicité de u. solution de P ()

Théoréme 2.4.1 Le probléeme P (2°) admet une solution unique.

Démonstration. On vérifie successivement les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram.
L’espace V (€2°) muni de la norme | |, 5. est un espace de Hilbert.
La forme linéaire

v l—>/6F~VdS+6

sE

est continue, par continuité de 'opérateur trace partielle sur S=.
La forme bilinéaire
(u,v) — / u-nds © / v -nds ©

est continue car, en appliquant 'inégalité de Holder on a la majoration

/v ‘nds °| < / (v-n)’ds— / lds—¢

S s+ S

—€ —€ —€

dont on déduit, en remarquant que l'inégalité (v - n)2 < v -V est toujours vraie, que

/v ‘nds™° < \/@HVHO,ST

+
st
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puis, par continuité de l'opérateur trace sur S=.

V (€°), qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

et équivalence des normes | || . et || ||} o sur

/ vends ™ <clv| g .

+
S—s

Cette derniére inégalité assure la continuité de la forme bilinéaire car elle entraine que

/ v -nds / u-nds ¢ < 2 |V|1,Qe |u|1,96 .
s*, SZ,

La forme bilinéaire

(u,v) — /é : Vu: VvdQ©
Qe

est continue. Il suffit d’appliquer successivement 'inégalité de Cauchy Schwarz et ’équivalence des
normes | ||, et | | e pour obtenir I'existence d’une constante ¢ > 0 vérifiant

/é cVu: VvdQe| < ¢ |11|1,Qs |V|1,QE .
QE

Enfin, la forme quadratique

2 2

U|—>/é:2u:2ud95+”—‘f /u~nds_ :||u||z—|—7r—‘f /u~nds‘8
Qe

+ +
S—s S—s

m

est V (Q°) —elliptique car le terme dt au couplage fluide-structure vient renforcer ellipticité de
[

2.5 Conclusion

Nous venons d’établir, & partir d’'un modele d’élasticité en trois dimensions, I'existence et 1'unicité
du déplacement causé par une petite perturbation de I’environnement extérieur. Toutefois, il est
numériquement peu envisageable de mailler I’enveloppe en trois dimensions. Compte tenu de la trés
faible épaisseur d’un tissu, on envisage de se ramener a un probléme posé sur la surface du tissu. Pour
le faire, nous aurions pu exploiter I’expression explicite du déplacement 3D que nous avons obtenu
en annexe I, dans une démarche proche de celle proposée dans [Chapelle-Bathe, 2003] qui suppose
de se donner un comportement a priori du déplacement dans I’épaisseur. Nous avons préféré suivre la
démarche asymptotique proposée dans [Ciarlet, 2000] sans formuler d’hypothéses sur le déplacement
3D et obtenir ainsi des résultats sur le déplacement moyen uniquement.
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3 Etude asymptotique

Afin d’obtenir une formulation exploitable pour la résolution numérique, on réalise une étude asymp-
totique du probléme en faisant tendre le parameétre ¢ vers 0. Il s’agit de se ramener au final & un
probléme posé sur la surface moyenne du lobe. Pour mener a bien cette étude, on choisit de se
mettre en conformité avec ce qui se fait classiquement dans les problémes de coques et on reformule
le probléme 3D en coordonnées curvilignes.

3.1 Eléments de géométrie différentielle dans ’ouvert ¢ de R?

Dans cette partie, on se propose de calculer les valeurs de quelques éléments incontournables de
géométrie différentielle, dans le cas particulier d’'un ouvert ¢ de la forme S x |—e,¢[ ou S est la
réunion de deux nappes de cylindre, S = ST US™.

Figure 2: Coupe d’un lobe dans le plan x5 = 0.

Définition 3.1.1 On définit un paramétrage du volume 2 par

wt X ]—g, e[ +— QF°

— (R + &) sin ( )
& — 07 () = (R + &) cos (gRl) — X 7
&5

e :
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Figure 3: Coupe d’un lobe dans le plan z; = 0.

et

avec,

o= R (1-cos (£)).

Ces applications sont des difféomorphismes de classe C*° et, de maniére évidente, on a
ST=0" (w" x{0}) et Q=0T (w" x]—¢,¢)
ST=0" (v x{0}) e¢ Q=0 (w x]—g,¢)

3.1.1 Bases locales

Notations :
(g‘ii, g5r, ggi) := base covariante associée au paramétrage OF,
(g%, g2t g=%) = base contravariante associée au paramétrage OF.
Les bases covariantes (gii, g5t ggi) , associées au paramétrage ©F précédant sont définies par
. 00+
g = ’
(2
9¢;
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elles valent donc

— COS (§;7l> 0 — sin (%)

R + g £ €
g’ = le£3 —sin (%) , g =1 0|, g§+ = | cos (%)
1 1 1
0
et
cos (52) : an (52
— _ R+& . _ _ pr
8 = "m | sin (5}%”) ;8 = 0], 8 =] —cos < }; )
0 l 1

Remarque 3.1.1 Les bases covariantes sont orthogonales. Elles coincident avec les directions d’orthc
tropie du tissu.

git | s+ — 61

On détermine ensuite les bases contravariantes (g%, g=>*, g=3*) définies par g
— oS (%jl) 0 — sin (le)
1+ _ _R . (e 24 _ 3+ _
8 =iz | —sn (ngl) , 87 =1 0], g7 =1 cos ( L l)
) 1 1
0
et
cos (42) 0 sin (5
1- R, . £ 2— 3— e
g = (Rlﬁgg) sin (5}2’;1) , 877 = (1) , 87 = —cos (%’;l)
0 0

3.1.2 Tenseurs métriques

Les composantes covariantes du tenseur métrique valent g = gfi - g, tandis que les composantes
contravariantes du méme tenseur métrique valent g9+ = g+ . g/~ soit, avec une notation ma-
tricielle,

(R1+£5)
R123 0 0 (R1+£5) 0 0
951 =1 o 1 ol e [ =10 10
0 0 1] 0 0 1]

Enfin, le déterminant du tenseur métrique exprimé en composantes covariantes vaut

g€ﬂ: — (Rl + 6;)2
Ry
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3.1.3 Symboles de Christoffel
Notations :

L5 = .= symboles de Christoffel.

et
On calcule maintenant les symboles de Christoffel, définis par I';} = gt a(i%; :
J
Remarque 3.1.2 Les seuls symboles non nuls sont T555, T5™ et T35 Ils valent
sli = Il 3% _ _ (Rit€3)
I3 = m +§6) 57 et Ig ZR? 4

3.1.4 Tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique

Notations :

_’ﬁi (vgi) = tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique.

Soit v**, un champ vectoriel exprimé en coordonnées covariantes vet=vFg=*. On lui associe le

tenseur de ses dérivées covariantes v * dont les coordonnées covariantes sont définies par

Ei et | . 0 et) _ mept, et
vi©= [Uz‘uj} = [852 (0%) —T5 0 ]
Apres calculs,
[ ovst i Ri+&5 ¢ st R U
o€ RZ U3 ¢35 o6 T Rt U1
+ + +
,UPE'i — Ovs g Ovs
dl¥; aes BES €5
v§ 1 ek Ovg dvg
L 08 R+l 05 5 i

A partir du tenseur des dérivées covariantes, on définit € = (ve*), le tenseur linéarisé symétrique

de changement de métrique associé au champ de déplacement v*¢. Les composantes covariantes du
tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique sont

et et 1
i (V) = ( Vil “Gw) :

Dans le cas que nous étudions, nous allons voir que la surface moyenne génératrice du volume est dite
parabolique puisque sa courbure de Gauss est nulle. Ce vocabulaire peut paraitre surprenant dans la
mesure ou la surface est elle méme engendrée par des arcs de cercle, mais il est adapté a la situation,
c’est pourquoi désormais nous fairons figurer en exposant la lettre P pour y faire référence. Ainsi,
dans le cas parabolique, la matrice des composantes covariantes du tenseur linéarisé de changement
de métrique est

rovst LR e 1 dusE I st 1 [ovit Lo Lot ]
851 R} "3 2\ 0 985 2\ 95 " o) R+l
Pet (et)| _ dus* 1 (OvsE | Bvg
[eiHj (v )} sym oé5 2\ oz T o
ov§
i sym sym fg? ]
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3.1.5 Tenseur d’élasticité

Notations :
At = tenseur d’élasticité linéaire en coordonnées contravariantes,
P& := matrice de passage de la base d’orthotropie a la base contravariante.

On rappelle que A est le tenseur d’élasticité linéaire du quatriéme ordre exprimé dans une base
d’orthotropie. La matrice de passage de la base d’orthotropie a la base contravariante est

R,
Rl+l§§ 0 0
P = (pf;) = 0 1 0
0 0 1

Pour obtenir la représentation, notée A, du tenseur d’élasticité en coordonnées contravariantes, on
applique la formule de changement de base

teyijkl __ € € € €
A = DigPGrPrsPiAgrst-

On obtient
o 00| bro0 | 0 0 fu]
0 22 (o | 22 0o 0 | 0 0 0
g A\ g
=2 0 0 | 2 0 0
0 2 0 | 2 0 | 0 0 0
A= m o9 0 0 Ao O 0 0
= g°E ‘ 22 ‘ Hos )
0 0 0 | 0 0 Mg | 0 jpg O
0 0 L& | 0 0 0 | & 0 0
0 0 0 | 0 0 fig | 0 Ag 0
B2 0 0 | 0 oy O] 00 Ay

avec, rappelons le,

Remarque 3.1.3 Le tenseur ési reste défini positif.

3.2 Formulation variationnelle dans ’ouvert ¢ de R?

Notations :
w_. = ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes de la surface intérieure,
we = ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes de la surface extérieure,
w = pression de gonflage (= 7P),
u*t = solution en coordonnées curvilignes du probléme P¢,
P = probléme variationnel formulé en coordonnées curvilignes.
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avec,

_8} )

we = {
( {e},

—21,0[U]0,2l[) x |-L, L[ x
2(,0| U L, L

we = (|- 10,21]) x |—-L, L[ x
((Vuf e V(QF),Vv eV (),
P ési _fE:‘: (usi> Ps:i:( )\/ng + / U§d§ / Ugd§

wx]—e,g|

(1+%) / v,

On a déja vu, paragraphe 2.3 que la formulation variationnelle 3D du probléme étudié est

/A ce(w):e(v) dOF+ % / u, - nds_e/ v -nds ¢ = / OF - vds™ avec,
- Sej: Se:l:
Qe —& _e

Set
e(v)= % (Zv —|—ZVT) )

A Taide des coordonnées curvilignes cette formulation variationnelle s’écrit

/ AT el (ut) e (v) Ve + E 1—— / £dee, / vsdeés, =

/ feivde,

et on cherche maintenant a résoudre le probleme P¢. Compte tenu du changement de systéme de
coordonnées, il est utile de rappeler le résultat du théoreme 2.4.1, sous sa nouvelle forme :

Proposition 3.2.1 Le probléme P°admet une unique solution dans (V Q%) || ||1’Qs) -

3.3 Normalisation du domaine en 3D

Notations :
7w := changement de variable,
Q = ouwvert de paramétrisation du volume du tissu en coordonnées curvilignes normalisées.

Dans la formulation variationnelle P¢, le domaine d’intégration w x |—e&, e[ ainsi que les fonctions
a intégrer dépendent du parameétre €. Pour éviter cette double dépendance, on décide de faire le
changement de variable 7°

c | Q —wx]-eg¢

Tle (O =6 =(6,6.58)

qui permet de se ramener a I’étude d’un probléme posé sur le domaine d’intégration  := w x |—1, 1]
indépendant du parameétre €.
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3.3.1 Tenseur d’élasticité normalisé

Notations:
A= (e) = représentation en coordonnées contravariantes normalisées du tenseur d’élasticité,
- 2
Pet — &3
9= (&) = (1 + E) :

Aprés le changement de variable ¢, la "matrice A**” du tenseur d’élasticité s’écrit AT* (g) avec,

r A1 1251 H13 7
TP () AO 0 | #0 Fig 0 |0 0 72
12 12
0wy 0 I wEl 0 01000
13 13
0 0 gy |0 0 0 | = O 0
M1 A
o 0 g 0 | Mg 0 0 | 0 0 0
A= s 0 o | 0 Ay 0|0 o
0 0 0 | 0 0 Aoz | 0 o3 0
0 0 Pz | 0 0 0 | e 0 0
gPeE(€3) gPeE(&3)
0 0 0 | 0 0 [hys | 0 o3 0
| g 0 0 0 00 0

3.3.2 Tenseur des déformations normalisé
Notations :

gfi (e,v) := tenseur des déformations normalisé.

Apreés le changement de variable 7, la matrice du tenseur des déformations normalisé s’écrit

M v + Rl+s§3U 1 i i 1 lavf vz \ 1 ,Ugj: T
€, R 73 2\ 0, "0 ) 2\f0& g Ri+e€; 1
Pt - ovFE 1 (1 0vF )
(S E, V) = -2 L 2 ==2 ovg
=|| ( ) ) sym 5%, 2 \ ¢, 9%,
10v3
[ sym sym - o, _

3.4 Formulation variationnelle normalisée en 3D

Notations :

Ww_1q = ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées
de la surface intérieure du tissu,
w1 = ouvert de paramétrisation en coordonnées curvilignes normalisées
de la surface extérieure du tissu,
V() = espace de recherche de la solution 3D normalisée,
PP (e) := probléme variationnel formulé en coordonnées curvilignes normalisées.
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avec,

w1 = (1-21,0[U]0,20) x |—L, L[ x {~1},
wi = (]-21,0[U]0,20) x |—~L, L] x {+1},
V(Q) = {v CH ()2 x HY(Q ) x HY(Q),v =0 sur dw x |1, 1[} ,

((Vu(e) eV (Q),VveV(Q),

[ AT e s @) e ) VT Gl

5 (1-7) [wEd [ui =1 (1+5) [FEude,

Aprés le changement de variable 7€, le probléme P¢ s’écrit P¥ (¢) . Pour passer de P¢ a PP (g), on
a simplement effectué un changement de variable, c’est pourquoi, de maniére évidente, on a

Proposition 3.4.1 Le probléme P (g) admet une solution unique, notée u* (&), dans V () muni
de la norme || ||, -

3.5 Eléments de géométrie différentielle sur la surface S de R?

Soit les déformation #* qui transforment w en S

. wh — St
il ey = (—Rl sin (fgl), Ry cos (f;l) — 2o, 5;;)
et
P wo — ST

§o — 07 (&)= (Rl sin (%) , — R;cos (%Tl) + 2o, 5;)

3.5.1 Bases locales

Notations :
(af, aéc) := base covariante du plan tangent,
(al*,a?*) := base contravariante du plan tangent.

Les bases covariantes (ali, agt) du plan tangent & S en un point de coordonnées 6= (£,,) sont définies

par

al - a2 — T L .
3N 3}
Dans le cas étudié, ces vecteurs valent
£t £+t

— Cos <1Tz> 0 Cos ( }%l ) 0
al = | _sin (%) ,ay = 0 |,a =] gn <£§;l) ,a; = 0
! 1 ! 1

0 0
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Pour obtenir une base covariante de 1’espace, on compléte (ali, agt) par le vecteur a3 orthonormal

direct & (aj,ay) défini par

+
+ al A ag
az =
N a
Hal 2|

Ces vecteurs ont pour coordonnées

— sin (ijl) sin (EEH)

5 l a_ frg E"F
cos(ll) )y A3 cos(}%)
0 0

Remarque 3.5.1 La base covariante est orthonormale en tout point de S.

¥

La base contravariante du plan tangent est définie a partir de la base covariante par les relations

+a + _ <«
a™-ay = 63,

puis,
at! A at?

- [al A a=2|’

+3

Puisque la base covariante est orthonormale, les bases covariantes et contravariantes sont identiques.

3.5.2 Tenseur métrique et tenseur de courbure

Les composantes covariantes aiﬂ du tenseur métrique a®t et les composantes contravariantes de ce

méme tenseur, a®’*, sont définies par
+ o+ o+ aft _ ot B+
A, = a, -ag cta =a a“"—.

Soit,

oz =0 1| =5 Y]

enfin le déterminant du tenseur métrique exprimé en composantes covariantes est,
= det [aag] = 1.

On définit ensuite le tenseur b™ de courbure de la surface S par ses composantes covariantes

bt — p3% . Oaa

ou par ses composantes mixtes

Vo = bt a7
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Soit,
S S| S S|
ol =[E o] w0

On calcule ensuite les symboles de Christoffel liés a la surface S,

+
Sot _ ok dag

a
af B Sﬁ

et on constate qu’ils sont tous nuls.

Les courbures ci (€,) et ¢ (€,) de la surface S en un point M de coordonnées 6= (£,,) sont solution

du systéeme

(G -
f ) - bl b2 - bl b2

et valent donc

1

Cit (fw) = 07 Cg: (fw) = _E

Le produit de ces courbures, dit courbure de Gauss, est donc nul.

Remarque 3.5.2 Puisque la courbure de Gauss est nulle, la surface S est parabolique. C’est un
point crucial pour la suite de l’étude, car, contrairement o ce qui se passe dans le cas plus favorable
des surfaces elliptiques [Ciarlet, 2000], [Chapelle-Bathe, 2003] on ne peut pas espérer obtenir de
formulation asymptotique bien posée dans les espaces classiques de Sobolev. Il faut rechercher la
solution dans des espaces abstraits, obtenus en complétant des espaces classiques, pour avoir des
résultats d’existence et d’unicité.

3.6 Développements asymptotiques

Dans le but de réaliser I’étude asymptotique, on calcule maintenant les premiers termes des dévelop-
pements asymptotiques ou de Taylor des différents termes intervenant dans la formulation variation-
nelle normalisée.

3.6.1 Tenseur d’élasticité

Quand £ — 0 on a au premier ordre \/gF<* ({;)A™ () = A+ O (e).

3.6.2 Tenseur de déformation

Notations :
ezgi (v) := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de efﬂ? (6, vi) )

P+

On effectue un développement de Taylor de ’expression de €illj (€, V), puis on regroupe par puissance

de € soit,
P+ —1P+ Pt Pt
€l (e,v) = %ei”} (v) + e?”j (v) + 563\\3‘ (V) + ...
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Apres calculs, on obtient

— j: -
l@vl
0 0 RN
e FE(v)| = 0 0 10,
1|5 2 0, ’
10vF  10vy 9wy
| 27, 278,  ogy
et,
[ 1 10 | 9y 1w 1k
o, TRV 2\ T e, ) zoe, T RUI
)] = | (2 2 oy 10
ill 2 \ ¢, o€, D¢, 2 98y
Lov3 1,4+ 1 0vg 0
L 206, RL 2 06, .

3.6.3 Tenseur de déformation solution

Notations :

f‘f;i := coefficient du terme d’ordre k du développement asymptotique de ef= (6, ut (6)) :

e ;2
dl¥;

On suppose qu’il existe un développement asymptotique formel de I'inconnue normalisée u® (¢)
ut (e) =u’* +eu® + ... avecu’™® £0 et uFt €V (Q).

On effectue simultanément le développement de Taylor de efﬂf (e,u* (€)) et le développement asymp-
totique de u® (¢) . On ordonne par puissances croissantes de . On obtient

et (e,ut (¢)) = LegtP* + e0PF 4 celP* 4 .

il il il
avec
0 0 % gl
€3
—1P+| _ 1 0udt
[eillj ] - 0 0 308, ’
l(’?u(l)i l@ugi iu%
L 2 063 2 0¢3 €3 .
et,
A S W VR W G- sl R O L SOl W il
3 R 73 2\ ¢, (/31 N3] €3 R,
oP+]| _ ud* 1 (0ud | Bul*
[ei”j } SYm e 2 \7e, T 5,
sym sym )
L Yy Yy D€, _
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3.7 Analyse pré-asymptotique
3.7.1 Objectif

On réalise une étude asymptotique afin de se ramener a ’étude d’un probléme posé sur une surface,
en 'occurence sur la surface moyenne du tissu. Dans un premier temps, afin de déterminer ’allure
du probléme 2D, on cherche & obtenir une formulation variationnelle qui ne porte que sur u®*, le
premier terme du développement asymptotique de u (). Pour y parvenir, on suppose que

1. la densité surfacique de force f ()" est de la forme
F5 () (€) = e 7 (8L)
ou fi* € L (S}) et p est un entier a déterminer,

2. il existe un développement asymptotique formel de I'inconnue normalisée u® (g) ,

ut (6) :=u™* +eu® + ... avecu’™ £0 et Ut €V (Q).

On injecte ces expressions dans le probléme P? () puis on regroupe les puissances de e. On annule
successivement les coefficients des puissances croissantes de ¢ pour en déduire des propriétés vérifiées
par fP* et u**. Ceci dans le but d’obtenir une équation qui ne fasse intervenir que u’*, ou a défaut
deux équations couplant u’* et u'*. En fait, contrairement a ce qui se passe dans le cas général
traité dans [Ciarlet, 2000], le terme de couplage entre la pression et le déplacement, qui apparait
dans la formulation variationnelle, ne permet pas d’obtenir une équation en u’* uniquement. Il reste
un terme en u'*, et si 'on pousse plus loin, alors u?* intervient. Mais, si on y regarde de plus prés,
c’est uniquement en valeur moyenne sur la surface moyenne que u'* apparait. Cette particularité
permet d’aboutir en la prenant en compte dans ’espace de recherche de la solution.

3.7.2 Méthode d’obtention

Notations :
¢ (E,) = u™ (g,
V(Q), = {veV(Q)indépendants de &3},
ép + (w) := tenseur équivalent d’élasticité linéaire 2D du modéle asymptotique parabolique,
ZP + = tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D du modéle parabolique,
avec,
[ 5 A1das—(Ai3)? i
275 33,’\33( ) N O_)\ \ | 0 24119
0 9A12 33)\33 23713 | 2’u12 0
APE () = - -+ - - ,
- 0 2#12 | 2)\12)\33)\;3)\23>\13 ( 0 2)
2(A22A33—(X23)
i 2415 0 | 0 IS v
[ o 1 1 (on on
56, T w3 5 (5 +52)
YEm) =
1 (E n E) ony’
L 2\ 9¢ 08, 08,
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Tout au long de cette partie on utilisera trois propriétés remarquables des éléments v de V (Q), :
1. [e;H;Pi (v)] — [0]

2. sion pose 1 (€,) :== v (), alors, v €V (Q), <= 7 €H} (w¥)

3. / vidE,, = / vid€,, = / vidE,, = / vid€,,.

w_1 w1 wo w

On remplace chaque terme de la formulation variationnelle du probléme P (&) par son développe-
ment de Taylor ou son développement asymptotique.

/é+2(6)] : [1 —1Pi+eopi+6e1pim} : [1 P (y) 4 (OPE (v)] dé+

i) illj illj i)l illj
Q
s £ g2 £ 3
iz (1 — 25+ R—lz) / v3d€,, / (ud + eul +....)d¢, = &P (1 + E) /fmividfw.
w_1 w1 w1

Puis, on ordonne par puissances croissantes de ¢ et on annule successivement chaque coefficient. On
appelle 7311,3 (¢) le probléme obtenu en annulant le coefficient de &?.

Annulation du coefficient de 8%
Cette premiére étape permet d’obtenir des informations sur f 2%, u®* et [e;“;i] . Le probléme PE, (¢)
a pour formulation variationnelle

/ A: {e;H;Pi] : [e;”}f’i (v)} de = / FYEde v eV (Q).

wx]—1,1[

Proposition 3.7.1 Pour annuler le coefficient de 6% dans la formulation variationnelle de P, (¢),
on doit avoir

f2=0.

Démonstration. La formulation variationnelle du probléme PF, () est vérifiée par tous les
éléments de V (). Puisque V (), est inclus dans V (Q2) , ses éléments la vérifient également. Soit

v appartenant a V (Q2),, d’aprés la propriété 1, [ei_H;P + (v)] = [0] . La formulation variationnelle de

PF, () s’écrit alors

/f_%ividfw =0, WweVv(Q),.
w1
Posons 1 (£,) = v (£) . d’aprés la propriété 2, n€ H} (w*). Si bien que 'on a,

v eH) (wr), / [ EnEde, = 0.

w

Par conséquent, par densité de H} (w*) dans L? (w®), on en déduit f~2* =0. =
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Proposition 3.7.2 Le premier terme du développement asymptotique de u® (g), u
dant de la variable transverse &5, ce qui implique que

0+
ou _0
3
et,
—1P+| __
| = .

£ (€)= (8).

Démonstration. Puisque f~%* =0, PL, (¢) s’écrit,
/ A : : [e

c’est & dire en remplacant [ ZH;Pi} , [ei_”;-Pi

On pose alors ¢°

o 1P ﬁ:
€y

~1P+
ill

(v)} d¢ =0, Vv €V (Q)

(V)} et A par leurs valeurs respectives

ud* Bv Sud* Buo K
/<“13 G e has e /\33653¥§) dg =0, Vv eV (Q).

Q

On choisit comme fonctions tests v = (vf, 0,0,0, O) , V= (0, 0,vy,0, O) ,
vV = (0,0,0,@2_,0) et v=

10.1.1 (Annexe III), que

aUOi
=0,
9¢3
et, par conséquent, puisque
B 1 8u(1) 7]
0 0 30,
—1P+| _ 1 9uy
[eillj ] 0 0 2 06,
1 Bu(l)i 1 8ugi %
L 2 043 2 04 03 .

on a bien le résultat annoncé. m

0+

Remarque 3.7.1 Puisque u’™ ne dépend pas de &5, on a

/ugidfw = /ugidfw = /ugidfw

w_1 w1 wo

En tenant compte des précédants résultats, le probleme P¥ (&) s’écrit,

0% " est indépen-

v =(0,v7,0,0,0),
(0,0,0,0,v3) successivement. Ce choix entraine, en appliquant le théoréme

/ngg(a)} : [ e e + } : [ge;”;Pi (V) + e (v) + ] dé+
Q
iz (1 —25 4 R—) /vgdfw / (€9 + cub +....) de, = e (1+ ﬁ) /fpiividfw.
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Annulation du coefficient de %

On obtient cette fois-ci des informations sur [e?ﬁi} . Le probleme P, (¢), obtenu en annulant le

coefficient de é est

/ at[e] [ ] dev g [ wde, [ e = [z,

w_1 w w1

Proposition 3.7.3 Dans le probléme PT| (€), les forces f~'* ne peuvent pas étre choisies arbi-
trairement. On a mécessairement

f 1,1+ f 12:t
foisE = /<3d5

Démonstration. La formulation variationnelle de P, (¢) est vérifiée par tous les éléments
v €V (Q),. Si bien que, en posant 7 (£;,&,) =V (£1,&,,€3), on a

x / nade, / (e, = / FEnde,, VEeH (wY)

w w w

c’est a dire

[ gy e, [0 [ dae, | mdes =0, viget) ()

w w

dont on déduit, par densité de H} (w*) dans L? (w®), le résultat énoncé. m

On reporte ces valeurs dans la formulation variationnelle de PF| () qui s’écrit alors, Vv €V (Q)

/ A ] e ] de g [ -1 - wleade [ e, -

w

Proposition 3.7.4 Le tenseur [ OHPi] est de la forme

r 0P+ 0P+ A
€1 2 0
oOPt+| __ 0P+ 0P+
[ez‘uj ] = | €2 0
A3 0P+ s 0P+
. O 0 X3 11 T )\3362”2 4

et par conséquent, il ne dépend ni de &5, ni de u'*®

Démonstration. En choisissant successivement comme fonction test v = (v;r ,0,0,0, 0) ,
v =(0,v5,0,0,0) ,v =(0,0,v;,0,0),v = (0,0,0,v;,0) dans la formulation variationnelle de P*, (¢)

on montre que

0P+ _ 0P+
€113 = €23 = =0
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Puis, pour v =(0,0,0,0,v3) € V (),

[ 8 (Ml + damedls o daaet ) e 8 [ (o (6 =1) = va (60010 s, CBaE =
Q w

En particulier quand v3 € H} () (ce qui entraine v3 (£, —1) =0 et v3 (£, 1) = 0), il reste

/81)3 ()\13€1H1 + )\2362”2 + )\3363”3 ) df 0, V’Ug c H& (Q)
Q

soit, a aide du théoréme 10.1.1 (Annexe III),
)\136%)1:‘: + )\Qgegﬁ);: + Aggegﬁ;i = 0,

c’est & dire,

eOPi — A3 eOPi Aoz eOPi
3113 A3z 1|1 A3z 2[2 ¢

De plus, comme

(OPE _ ou® L0
1 = o0& R, 73

et par construction,
P _ dudt
2[|2 23

0P+

et comme on a précédemment montré que u’* est indépendant de &5, on a bien, [ei”j } indépendant

de &; et de u'*. m

Corollaire 3.7.1 La valeur moyenne de Cgi sur w,

5d€,,

est nulle, tout comme [’est f_l’?’i

Démonstration. Puisque /\1361H1 + )\2362”2 + /\3363H3jE = 0, en prenant comme fonction test
v =(0,0,0,0,v3) € V() dans la formulation variationnelle de PT, (g), il reste

T / (v3 (&, —1) —wv3(£,,1)) dfw/ggdfw =0, Yus € H (Q), v3 = 0 sur 95

[ chaz. -

fieE /<3d5

ce qui entraine

Par conséquent comme

on a bien f73* =0. m

Remarque 3.7.2 Le premier terme du développement asymptotique du déplacement moyen est donc
a moyenne nulle sur la surface médiane. C’est une propriété trés importante dans la suite de [’étude
puisqu’elle interviendra dans le choix de ’espace de recherche de la solution asymptotique. C’est a
cause de cette particularité qu’intervient ’espace LE (w) dans le modeéle asymptotique numérique final.
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Annulation du terme de degré 0 en ¢
Lors de cette étape, on aboutit 4 une équation posée sur w, couplant u’* et u'*. En effet, compte
tenu des résultats précédants, la formulation variationnelle du pro- bléeme PL (&) s’écrit

/ A [er] [ o) der [ A [l 0 s [dlf]] - e ]

Q
+3 /vgdfw/u§d§w:/f0iivid§w Vv eV (Q)

Les éléments v de V (£2), annulent / [A: [ lpi} O (e): [ OPi” : [efl.Pi (v)] d¢ puisque

Cils Cils d¥;

Q
[ei_”;.P = (v)] = [0]. Donc, pour tous les éléments v de V (Q2),, la formulation variationnelle du prob-

leme PY () s'écrit,
/ A |er=] b= (v)] dg+ 3 / vsdé,, / / o e,

Posons n (§,,) := v (&) et calculons /é : [e?”?i} : [e?“l;i (v)} :

Q
[ A1dss—Aig OPi A12233—A13)23 0P+ 0P+ T
A33 1H1 + A33 62\\2 2/111261“2 0
2
A |: 0Pi:| — 0P+ A12A33—A13)\93 OP:E A22A33—A33 0P+
=7 |Gl 21282 s v (i M vt 0
| 0 0 0
Puis remarquons que
0P+ 0P+
€11 €12
P+ (COi) _
- QOPE 0P
1/)2 2|2
et que
r P+ P+ 1 Hus 1,4+
gite ) M2 (M) 20¢, RVl
0P+ _ P+ P+ 10v3
[62||] (V)] Y2 (M) v (M) 2 0,
10v3 _ 1+ 10v3
| 20¢, ~ R 1 2 9, 0 i

On obtient donc,

/ A ] s (e o] de =3 / A" (W)™ (€)1 () de.



APE (W), 4P+ (COi) et ZP * (n) sont indépendants de la variable transverse £, par conséquent,

/ AT () 19" () A" () e = AT (@) 147 (¢) 1 ™ () / %

aussi,

- / AP* (W) - yPE (CF) - 4P+ () de,

w

On ne peut pas aller plus loin dans I'annulation des coefficients des puissances de e. Le meilleur
résultat que I'on puisse espérer est donc

[AP @) () iy e, + 3 / nade, / / FOEnde,,

w

3.7.3 Modeéle asymptotique, normes et espaces asymptotiques

Notations :

Kery™ :={vev(Q), v7* (v)=0}.

L’étude pré-asymptotique aboutit & une équation couplant u’* et u'*. Ce couplage ne doit plus ap-
paraitre dans la formulation asymptotique finale. Nous n’avons donc pas encore identifié le modeéle
asymptotique. Pourtant cette derniére formulation fixe le cadre fonctionnel du modéle asympto-
. e, e L M , . . , . .
tique. La forme bilinéaire symétrique ( , ) qu’elle induit, selon qu’elle est un produit scalaire
ou non, selon que ce produit scalaire induit une norme équivalente ou non a la norme usuelle, déter-
mine s’il s’agit d’un probléme de coque en membrane ou non. C’est pourquoi on s’intéresse tout
particulicrement au noyau de.( , ).

Théoréme 3.7.1 Le noyau Kery"* de la forme linéaire 7= est réduit  {0}.

Démonstration. Soit v €V (Q2) tel que v+ (v) = 0 dans Q alors, dans ©,

v _ i | vy vy
e TR =0 Bt =0 et Fg =0
€3t
Posons 0% (£,,&,) == v (£,,&,,&;) . Alors mfs appartient a HY (w¥)’et vérifie "22 = 0. Montrons

que dans ces conditions, 75*" = 0 dans H (w*). On a

[ (57) des = [, v [ (5) et

w w ow
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ansst +an33*
=0 — [t e —o
w

et
2
0§ € 1Y () = [ (157) €oma =0
Ow
donc
2
3t -0
Hn2 ‘ O,w
soit
7733i =0et in = 0.
L’égalité
oo
08y 0
devient
a +
9N .
3

Par conséquent, de la méme maniére que

£33+
(n5* € 13 (w*) et Zim = 0) — n§* =0

on a n§3i = 0 dans w* et v; = 0 dans Q. Enfin, comme

onavy3=0dans Q. m

Conclusion 1 On déduit la formulation variationnelle du probléme de ”coque en membrane” P (),

/ APE (W) 7P (CF) - A7 () de, + = / nade, / ubde, = / e,

w

Cette formulation n’est pas une formulation asymptotique puisqu’elle fait intervenir le terme du

premier ordre ui. Elle fize pourtant le cadre fonctionnel de I'étude asymptotique. En effet, pour

montrer la convergence des suites (u™ (g)),_ et (ui (5)) on utilise deux normes construites a l’aide
M 15

w

du produit scalaire (,m),, induit par cette formulation.
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3.8 Etude asymptotique

Notations :

PP (,Q) := probléme variationnel parabolique 3D avec hypothéses asymptotiques,

((Vu(e) e V(Q),¥v eV (Q),

AP (e) ref* (eut (0) e * (e v) (1+ e ) de+

PF(e,Q) = g

v (1—,,%)2/113 (6)d§w/v3d£w: <1+R%)/fiivid§w.

\ w_1 wi

™ =

L’objet de cette partie est d’identifier et de justifier mathématiquement les équations posées sur la
surface w. Pour cela, on prouve, dans des espaces fonctionnels adéquats (choisis a 1’aide des indications
fournies par ’étude pré-asymptotique), la convergence de la suite des déplacements (u (¢)), solutions
du probleme 3D, quand I’épaisseur de la membrane tend vers zéro. On se place dans le cas ot :

1. les membranes ont toutes la méme surface médiane S = 6 (w),
2. les conditions aux limites sont toutes posées sur 6 (Ow),
3. les constantes d’élasticité des membranes ne dépendent pas de 1’épaisseur,

4. les forces extérieures f* vérifient, il existe f£= (f**) € L? (w) indépendante de e,
FEE(E) =ef™ (L)
Sous ces hypothéses, le probléme P¥ (g) devient P (g,0Q),

3.8.1 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 2D

Notations :
o o 2 2 2 2
€(n) = [% (TZ + %)] et, H77H110,w = |lm lw T 172 Lo T 173 0w’
€. = [ emremde e nll =,

[

e = [y @iy mde, () =

et,
Vo = D)’ xDw ) xD(w),
VE(w) = H}(wh)?x HY (w)? x L? (wh),
VMP () = complété de VP (w) pour la norme || ||.
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Afin de fixer le cadre variationnel, on étudie les normes induites par les produits scalaires
VO X VO — R
M .
O lem =l = (2 © i mae

w

et
V()XVO — R

(oot Gm) — (Com) = / (€(C) < €(m) + Calg) de,

w

On se limite dans une premier temps & une étude sur ),
Afin d’établir des résultats d’équivalence, démontrons un lemme préliminaire et son corollaire.

Lemme préliminaire : Soit O un ouvert, on a
ony O an. &
memo, oo, 40 2
[6)

(@)
Vn, € H' (0), Vn, € Hj (0), /a_?a_?dfw:/a_?%dgw
(@) O

Démonstration. Soient 7, € D (0) et n, € D (0),

ony On _ 9%n
/fia_ffdfw = /”1651622

o o

— [ Iy d¢
08y 0€y W

o

d’out les résultats souhaités par densité de D (O) et D (O) dans H} (O) et H (O). m

Corollaire 3.8.1 Pourn, € H} (O) etn, € H (O), ou pour n, € H (O) et n, € H} (O),

o | omg||* % o oy 013 e
| I 9% 851 9, “Sw-
Proposition 3.8.1 Sur l'espace Vo, la norme || ||, est équivalente a || |ly10., - VT (w) est égal

topologiquement et algébriquement o HY (wt)? x H} (w™)* x L? (w¥).

Démonstration. Soit n = (n{,n3,7y,15,13) € Vo. Calculons et minorons [n||’, en utilisant le
corollaire précédant puis I'inégalité de Poincaré

2 2 ot || ont ont 2
Il =4 Sess (4 32 ) 4 [ e + Il
ozt

42(112(‘% D, ’)+%)
(!m!lwﬂnzhw)ﬂlnsl\ow
> e (o1, + 1, + sl -

onE | ont||? 2
ae e ||, Inslo

+2)

| \/
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

onE ont ong oy
e, < || 5E | |E],
w
et, comme
% % <1 8772
3 0,w 0¢y 0,w — 2 3 0,w 852 O,w
on a la majoration de |||
2 + 112 + 1|2
2 1 +|2 1 ||9n on 2
uwwszzmm(mmw 22 ) e (150 1] ) + el
+
< nilli, + sl + ||"3 0w
Les normes sont bien équivalentes. Le complété de Vy pour || ||, est donc algébriquement et
topologiquement égal au complété de Vg pour || |1, , cest a dire V¥ (w) = Hj (Wh)? x HY (w™)? %

L (w%). =

On montre maintenant un résultat crucial pour I’étude asymptotique.

Proposition 3.8.2 Les normes || ||£4 et | |, ne sont pas équivalentes sur V¥ (w) .

w

Démonstration. La preuve se fait en deux temps, on montre d’abord qu’il existe ¢ > 0 tel que
pour tout n €VF (w) on a

M
il < clnll, ,

puis on montre par I’absurde que 'inégalité

M
Inll, < ¢ llmll

est fausse pour tout ¢ > 0, ce qui suppose de montrer un résultat intermédiaire de non comparabilité
des normes des dérivées partielles.
En appliquant I'inégalité triangulaire, on a

om 4 1 om 1
‘ 9, + Rln?’”o,w = ‘ 96, O,w R ||773 O
on en déduit la majoration
m\? 1 2 on on o ||?
2_ 1 2 Y2
(Iml12") A a2, + 4 [ + 22 AN

< max(2, 7) [|n[;

Supposons que 'on ait,

2
3¢ 0,vm €W (@), )2 < (Inl)) .
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alors, pour tout n; € H} (w*), comme n = (0,73,0,m5,0) € V¥ (w), on aurait

o 1]|2n? ’%2 > 1|om]? )%2
41|96 0,w ¢, Oow/ 41|96 0,w 9, 0,w
et par conséquent ¢ > 1.
De méme, pour tout 7; € Hg (w*), puisque
_ ont P
n-= (UT> 07771 707 _Rlaigll) S (Cd) )
on aurait,
)%2 1)%2+Rl2)%2 < e |
9, 0,w 4| 982 0,w 96, 0,w 4 9€, 0,w
soit,
2 1 ||0n 2
<L & ||
(1+Rl) Hlow 4 ’852 0,w
cette inégalité n’est pas vraie dans Hg (w) .
En effet, supposons qu’il existe C' > 0 tel que
1 on 2 an 2
Vn € Hy (w), ’5—51 OWSC’(@T; .

Soient (21,22> €w,a>0telquer := ]21 — a,gl + a[x]é — a,% + a[ Cwetn(&,&) €D(m) C
D (w) non indépendant de £,. Pour tout m > 1, on construit ’élément de D (w) suivant

o (€4,€5) = { ﬁ(gl+m<£1_gl>7§2> si )51_51‘ < et ‘52_52) <«

0 sinon

par construction, le support de 7,, est contenu dans m,, = }El — %,El + %[ X }52 — a,gg + a[ et

mes (m,) = =mes (7). Calculons les dérivées partielles de 7, dans m,,.
%ZT = m € <E1 +m (51 _51) 752)

et
G — B (& +m (6 -6) &)

Les normes vérifient donc

851

Ny /m2 a2 (&+m(a-2) ,52)2d§1d§2

_ / m (2 (61, 62) %) déide, =

w

351
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et

oy, || on (7 7 2
s ||, = e, §i+m (& —&),8)) d&idé,
Ny 2
o7 1 1 7
- [(B@e3) daa -2
w
et donc C vérifie,
Ym >0, m Hafl 0o CH352
ce qui est impossible puisque
lim m H‘%
m——+oo 1
Ainsi, || |,;0. + & norme naturelle sur V¥’ (w) n’est pas équivalente sur V¥ (w) a || ||£J n

Proposition 3.8.3 On déduit de cette étude les propriétés suivantes

1. L’espace V¥ (w) est un sous-espace propre de VMP (w).
2. VP (w) n'est pas fermé pour la norme || |
3. L’injection canonique de V¥ (w) dans VMP (w) est continue.

4. Par construction, V¥ (w) est dense dans VM (w) .

Démonstration. 1. V¥ (w) n’est pas réduit au {0}. Par construction VM¥ (w) est complet pour

|12, VP (w) ne Vest pas (puisque V* (w) est complet pour || l110,, €t que les normes ne sont pas
équivalentes) donc V' (w) # V1P (w).
2. Si VP (w) était fermé dans (VP (w), || ||£J) espace de Hilbert, il serait complet.

3. On a montré dans la preuve de la proposition précédente que Vi €VF (W), [n|lX < c|nll,, don
la continuité. m

Conséquences Une forme linéaire continue sur (VP W), I 110 w) ne se prolonge pas nécessaire-

M

ment par continuité en une forme linéaire continue sur (VMP (W), |

). Or, le préliminaire &

I'étude asymptotique introduit naturellement la norme || ||£J Pour que les conditions du théoréme
de Lax-Milgram ( qui assure I'existence et I'unicité de la solution du probléme asymptotique) soient
vérifiées, on doit donc se placer dans I’espace complet pour cette norme, a savoir VM (w) .
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3.8.2 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 3D

1
v " = %/_12vd§3, e
(vI8)" = (& .+ (=)

VMP(Q) = complété de V (Q) pour la norme || || -

Notations :

Pour obtenir des résultats de convergence en 3D, il faut munir V (2) d’une norme adaptée. Formelle-
ment, la restriction de cette norme a V (2), doit coincider avec || || . Un procedé naturel pour
transformer un élément v de V (Q) en un élément de VMF (w) consiste a prendre sa moyenne ¥
suivant 1’épaisseur.

Remarque 3.8.1 Pour tout v € L? (), |[v

0w < 75 I0llog -

(S ) = 1 (] 2) ([ ) )

w w

En effet,

1
< i/Q (/ 02d§3> dg,,.
-1
A partir de la moyenne dans I'épaisseur et de || ||*', on définit la norme || [|& sur V () qui coincide
avec | ||M sur V()4 par
2 2
ov =M
wev@. |85+ (IF1)
Proposition 3.8.4 La norme || || n'est pas équivalente sur V () o la norme hilbertienne || liq-

Démonstration. Pour montrer que les deux normes ne sont pas équivalentes sur V (), il sufffit
de montrer qu’elles ne le sont pas sur V (£2), . Ce que 'on fait par I'absurde.
Soit soit 7 € Hg (w), alors v :=(0,0,0,0,7) € V(Q),. Par construction, ||[v||y = R, I7llo,., et
VIl = lInll,,,- Siles normes étaient équivalentes, il existerait donc ¢ > 0 tel que ¥V € Hg (w),
Il < cllnllo,, - En utilisant le méme contre exemple que dans la démonstration de la proposition
3.8.2 de I'étude en 2D, on aurait alors

<c

,UJ

Je>0, YmeN, Vn € Hy (w), m H

3 Hafl

ce qui est impossible. Il n’y a donc pas équivalence des normes. m
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Proposition 3.8.5 La norme || || vérifie,

zHJ &V

Je >0, Ve >0 et Vv €V (Q), |[v|¥ <c<z]

1/2
) /
0,0 )

Démonstration. Soit ve) (2), par définition de la norme || ||

(HVHQ) Hasg, (Hvufy)Q.

Majorons séparément chaque terme de la somme. D’aprés la définition de la norme || ||£J et la
remarque 3.8.1 :

G =i . < 15 i 0lloa:

On remplace chaque 'ylajﬂi (v) par son expression en fonction de ef I?[ﬁ (e,v) et on obtient

2
— M
(IF12)" <4

Majorons HelHl £, V) — ‘5;5’ ng en supposant de plus que € < 1 et que R; > 1 et sachant que ;4
0,

2 2

1
+
0,2

2
\ +
0,0

ef”il (e,v) — ]% U3

ef”jg (g,v) eifg (g,v)

0,0

)

appartient a |—1,1].

2 2
P+ eés Pt 2| &
\Y =3 < A% =5
61”1 (&, v) - R} UgHO,Q = ||l (&:v) 0,2 te ) R Y3 Q
2 2
< |leFE (e, v + ) %Ug”
< |l (&) 0.0 I “llog
P+ 2
< |lew (€,v) + llvslloq -
0,2
o |12
Majorons maintenant Hﬁ . Puisque
Q
U el (e, v) + el (e,v) + 20 _ 0w
93 €13 3|1 Ri+e€s 06,

et que, comme le553 appartient a L? (Q), il existe une constante strictement positive c¢ telle que

2

L2
< H
Ritet, U1 0.9 > Cuy

oo

on en déduit la majoration

De méme, en remarquant que

+
o

Oug
03

31

2
< g% Heﬁfg (g,v)
0,0

2
e e F e+

)

2

dvy _ ol Pt P+ dvs
’ 2
2 P+ P dvs
<2 ( ey3 (€ V)HO,Q+ €35 (6, V HOQ ‘ o )
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et que

2 9 2
=€
0,0

vz
03

2
puis en réinjectant ces inégalités dans la majoration de (HVHQ > , on montre I'existence d'une con-

P+
€33 (e,v) 0.0

stante positive c telle que

(M) <%

2

0.0 + czi:

€afis (5:7)

2
2

el V)], , e IVIe-

Enfin, a laide de I'inégalité de type Korn du théoréme 10.2.1 (voir Annexe III) on a le résultat. m

Pour se placer dans le cadre d’application du théoréme de Lax-Milgram, on compléte V (€2) pour la
M
norme || g -

3.8.3 Forces admissibles

Notations :

L” (&) := forme linéaire correspondant au probléme PT (g,9).

On a
V() —R
L (e) | v — LP (e) (v) = / (1 + n%) frude, -

On souhaite que les conditions d’application du théoréme de Lax-Milgram soient vérifiées. Les forces
extérieures déja supposée L? (paragraphe 3.7.2) doivent appartenir & un sous espace de L? (w) tel
que la forme linéaire

LT () (v) = / (1+,,%) FiEude,

soit continue pour la norme || || dans espace complété VMP (Q) .

Définition 3.8.1 Les forces extérieures f* sont dites admissibles, au sens donné dans [Ciarlet, 2000,
si et seulement si Ve > 0, IF* (e) € L2 (Q) et IF* € L?(Q) telles que pour tout € > 0 et pour
tout v €V (),

@ = [P e )] (1 %) &

Q

et,

F% (g) — F9% dans L* () .

e—0
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Remarque 3.8.2 Les formes linéaires LY (g) sont continues sur (V (), ng) et uniformément

continues par rapport a €.

Proposition 3.8.6 Si les forces sont admissibles au sens de la définition 3.8.1, alors elles vérifient,
il existe [f*P] € [L? (w)] tel que

2 - i (e}
vn € Hy (o) % HY (o) x 17 (0 / Fimde, / (7] < [v2s ()] de.
Démonstration. La démonstration se fait en deux temps, on montre d’abord que

FlSi — 0’ F23i =0 et F33i =0

puis que
[ Fnde,= [ 2[F7] i )] ..

Pour montrer le premier point, prenons comme fonction test dans P (g,2) la fonction w = ev ou
v = (v, v3,v1,v5,03) € V(). Puisque

/ (1 + n%) fEwde, = / [Fiji (e)] : [efﬁ (e,w)} (1 + %) dg,

w1 Q
et que
iy | (14 4) o, =l [ (1) £ e, =
w1 w1
alors on a,
lim [ [F* (e)] [ el (e, w)] <1+%§}) de = 0.
o)
Or,
r SvE
0 0 3%
[F7= (e)] - [F7*] et [eﬁj? (é,W)} — 0 0 %8—5'; dans [L*(Q)].
109 1007 o
L 2083 2043 ot
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par conséquent,

/ (Fl?)iavl i F23i<%2 + F33i8@3) d¢ =0, VveV (Q)
Q

donc d’apreés le théoréme 10.1.1 (annexe III)
F13:t =0 F23:|: =0 et F33:t = 0.

Montrons maintenant le deuxiéme point. Soit v = (v{,v3, vy, v5,v3) € V (Q),. Passons a la limite
quand ¢ — 0 dans ’égalité

[ (&) e = [ (@ el o] (145 a

w1 Q

On obtient,
/fividé-w :/ Fll (81)1 _‘_é ) +F12 (gzl + 8@2) F2281£)2> dé—
w1 Q

ce qui, puisque v est indépendant de £, s’écrit aussi

[ o= ] (8 + o) 7 () P P,

D’oul le résultat en choisissant [ f‘w] =2 [F aﬂ] . m

Réciproquement, montrons que

Proposition 3.8.7 Soit f € L? (w), s’il existe [f*°] € [L* (w)], tel que
Ve B (1) x HY (o) < I (o / Fnde, / 1)+ [t ()] e,

alors, Ve > 0, il existe [FU= (¢)] € [L? (Q)] tel que pour tout v €V (),

:/ [F9% (e)] - lHJ (s,v)} (1 + %) d¢.

Q

Démonstration. Soit v €V (Q2), on remarque formellement que

1 1 1
V= 1/_Vd§3_%[(1+§3)V]1—1_%/_1(1+f3)%d§3zv/w1_%/_(1+§3) d£3

Par conséquent, puisque

W = (1) [evie, = (1+7) [ty

w1 w
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on obtient en remplacant v/,

LP(S)(V):(1+R%)/fi(V+%/_1 (1+¢) 2 dgg) dg,.

w

Or, v e H! (wh)? x H} (w™)? x L? (w) donc par hypothese,

[ e, = [ 1795 bt )] e

w w

et f* ne dépend pas de &5 donc

Z}i[iu+£9%g§@@:(1+§)éfia+59%yg

On en déduit donc, puisque f* (1 +&;) € L2(Q) et que [faﬂ] € [L? (w)], qu'il existe ¢ > 0 tel que

22 @0l e (i @l + [82],,) <ol

or d’apres la proposition 3.8.5,
, O\ 2
i €9,

donc LT () est une forme linéaire continue sur V () pour la norme induite par le produit scalaire

(u,v), = / [efﬁf (¢, u)] : [efﬁf (s,v)] (1 + %) d¢.

ov.
3

M
Ivilg < e (Z
0]

Q
L’espace (V (2),|| ||.) est un espace de Hilbert, donc d’apres le théoréme de représentation de Riesz,
il existe w. € V (Q) tel que
L7 (e) (V)] = (we, V),
Posons F9 () := fﬁjc (e, we). Alors, [F9% (¢)] € [L?(Q)] et veérifie LT (e / [Fi* (g

Q

o] (1) o m
Définition 3.8.2 Soit f € L? (w), on dit que f est admissible s’il existe | f*°] € [L? (w)], tel que
Ve HY (') x HY (w)? % I / Finde, / [77) s [ ()] e,

Remarque 3.8.3 Si f est admissible, alors LF (¢) est continue pour la norme || || . En effet on
montre dans la démonstration de la proposition 3.8.7 que

L7 (&) ()| < eVl

Remarque 3.8.4 Dans le cas ou les forces extérieures sont exclusivement surfacique, on peut donc
affaiblir par rapport a [Ciarlet, 2000] les conditions d’admissibilité des forces.
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3.8.4 Convergence de la suite des déplacements normalisés (u(c)).

Notations :
BMP .= unique extension continue pour || |2 de BE* a VMF (W),
CMP .= wunique extension continue pour || ||2 de CP* o VMF (W),
LMP = unique extension continue pour || |2 de LE* o VMP (W),
avec,
BEE(Gm) = b [ AT @)™€) 1™ ) de,
w
crrm) = [
e = [ Dl ) de.
w
Vil (w) = {neVv¥"(w),CIF () =0},

MP R
P2 =

La forme linéaire sur V¥ (w), L%, peut aussi s’exprimer sous la forme

LP* () = 1 / (Font 4 s + %n,) de.,

w
Proposition 3.8.8 La forme linéaire LE* est continue sur VE (w) pour la norme || ||

Démonstration. Soit n = (771i7772ia771_77]2_ ,7]3) € VI (w), alors, en appliquant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

|LP* ()| / [£98] = [yEE ()] de,

£ g llves (g,
1798 Iimll 2

VARPVAN

d’ou la continuité. m

P+

M . . .
o admet une unique extension continue

Corollaire 3.8.2 La forme linéaire L "

sur VMY (w) | notée LMT.

continue pour || ||

De méme,

Proposition 3.8.9 La forme linéaire CE* est continue sur V¥ (w) pour la norme || ||
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Démonstration. Soit n = (nf,nf,n;, Mg s 773) € V¥ (w), alors, en appliquant I'inégalité trian-
gulaire puis de 'inégalité de Cauchy-Schwarz

) = | [ e, = | [ B (o8 o - ) e,

w w

<Ri| [l e+ Ri| [ G,
< Rymes (w) HVﬁi (T’>H0,w
< Rymes (w) ||77||£\;/[7

d’ou la continuité. m

. .. . M . . .
Corollaire 3.8.3 La forme linéaire CL=, continue pour || || , admet une unique extension continue

sur VMP (w) | notée CMP.

De méme,
Proposition 3.8.10 La forme bilinéaire BE* est continue sur V' (w) x VP (w) pour la norme|| ||,
elle admet donc une unique extension continue a VMF (w) | notée BMP.

Théoréme 3.8.1 Soit f admissible au sens de la définition 3.8.2. Il existe u € VMF (Q) et il existe
¢ € VMF (w) tels que

u(e) — u dans VP (Q) et u(e) — ¢ dans VM (W)

e—0 e—0

et ¢ est l'unique solution du probléme bi-dimensionnel

. ¢ VP (w), VneViP (w)
P,
BMFP(¢,m) =LY (n).

Démonstration. La preuve se décompose en 14 points successifs.

1. Majorations a priori et extraction de sous suites faiblement convergentes. Dans ce premier

- M
a@)| . leu @l et ||efE @)

Puis on en déduit lexistence d’une sous-suite extraite de u(e), notée u(e'), lexistence de

ue VP (Q), deu = (y;') € V(Q), de )7 € L2 (Q), de ¢ € VMP (w) et de & € R telles

point, on montre que les normes |[u (€)|| , sont bornées.

il
que

u(e) U dans VMF (Q)
g (¢) - u! dans V(Q)
ef]j.[ (") o ef]j.[ dans L*(Q)

u () - dans VM (w)
% us (€) (1 - %l) dg,, SR dans R

w—1
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Appliquons la proposition 3.8.5 a la fonction particuliere v = u(¢),

(@) <ot @),

0,0

Le tenseur d’élasticité normaliseé, ép * (€), est uniformément défini positif donc il existe une
constante ¢ > 0 telle que

2 ikl 0
izj efﬁ (S)HO,Q = C/Api( )] efﬁ ZHJ £)dg.

Q

On en déduit donc

2
(@) <o [ 470 b 0 f 5T
Q

Donc
2 /APi (g)ijkl eg‘ﬂl: Z”] / P:i: df
(@) <e| ® ( )( | = @)
+tiv (- & J s ( )

Les forces sont admissibles, par conséquent d’aprés la remarque 3.8.3, il existe ¢ > 0 tel que
M
L" (e) (u(e)) < cllu(e)llg -
La suite (Hu () HQM) est donc bornée, et puisqu’on a les inégalités
ikl Pt (
/APi (&) egji () e (e) Vg™ ()de

2

il 2
e —~%>2<]1“§&*d§J

IN

(@)’

cZe

2y

M
< cllu(elly

2
efﬂf (5)”079> et | 1Z (1 — —) ( [ uz ( ) le sont également. Gréce a

£

'inégalité de type Korn du théoréme 10.2.1 (Annexe III), on a également

les suites (

ellule)llyg <e

enfin,

O o (FE) = Qm@wfaumw%gaziwaafgg.

Ces cinq majorations assurent I’existence de suites extraites et de limites faibles dans les espaces
respectifs.

Ou(e)
0¢3
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2. On montre les convergences fortes suivantes

g (g) - ut  dans L?(Q),
Auz (e’ T
%3) - 0 dans L* (),

puis celles de,

/ (1 — %) ug(e)dé, — 0  dans R,

e'—0
w—1
/( —%) ug (e")dg, o 0  dans R,

e'—0

/ (1 - %) ug(e')d¢, — 0  dans R.

et en conséquence,

Co® (m> 0 0

w

La premiére convergence forte provient de la convergence faible £u (&') - u! dans V (Q)
e'—

montrée au point 1, et de I'injection compacte de H! (Q) dans L2 (Q) .

2
<éc).
0,0

Pour la seconde, on remarque que
Ouz(e’) P+
( Be, = € s (€ )> = ()
Pour la suivante,
%/us(eﬁ( )dé’ ;;ka = dc >0, /(1_%)U3(€/)d§w§\/gc
w—_1 w

— /@—%ﬂﬂ)%—eo

Ousz(e) 2
95 0,0

P+
= ¢’ ||egps (€7)

e'—0

On remarque ensuite que

= [ (1= 5) et

w Q

VR
(S
|
|
v
N [

On intégre par parties en choisissant pour primitive de 1 la fonction {5 —— &5 — 1 (cette
primitive s’annule sur wq) et on obtient

J(-5) e, =4 [(6-1 (1- %) 520 +1 [ (1-5) v @)nade,

w Q w_1

Ces deux intégrales tendent vers 0.

Pour établir la derniére convergence forte, on utilise le méme procédé en choisissant cette fois
ci &5 — &5+ 1 comme primitive de 1 dans 'intégration par parties.
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3. On montre dans ce point que les limites faibles trouvées dans le point 1 vérifient

P+ P+ P+ A3 P+ o3 P+
ez = 0, egj3 =0, €33 = — X311 — Koy €22

On prend comme fonction test w = &'v dans P (¢/,€2), et on passe a la limite terme & terme
en remarquant d’abord que

efﬂj.[ (e',w) = s'efﬂj[ (e,v)

et que par conséquent,

r 181;jE 7]
0 0 335
P+ 1 v 2
|:7,||] (5 W)i| Q} 0 0 58_523 dans [L (Q)} .
1007 10v3  dug
L 29¢, 20¢, o,

On en déduit donc

/Api( )P e (&) e (e:w) VgTE(EdE —

e’'—0
Q
ovy
/ (2#1365% 885 + 2#2365% 85 ()\]_361”1 + )\2362“2 + )\3363H3> o z) ds
Q
Par ailleurs, puisque hnb (1 — %) ug (") d€, = 0, et que, par construction de la fonction
w—1
test,
1= / + |7 /
lim |17 / (1-%) wide,| = |2 / (1- %) vsde,| e R

w-1 w_1

on a en multipliant les deux limites

Enfin, le choix de w entraine également que

lim / Pt (1 + E) e, =0

g'—0
On passe maintenant a la limite dans la formulation variationnelle,

P:i:a P:|:8 P+ P+ P+ v
Q

d’ou le résultat en appliquant le théoréme 10.1.1 (Annexe III).
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4. Dans ce point, on montre que toute la suite (u(c)) ., vérifie

eI () =255 (0(0))] —; 0] dans [12 ()]

et que par conséquent la sous-suite (u(e'))., définie dans le point 1 vérifie

[yfﬂi (W)} — [ ”ﬂ] dans [L* (w)].

e'—0

ce qui permettra le moment venu (point 8) de passer & la limite dans une variante du second
membre.

Puisque

- Rilz§3u3 () 0O
[T @) - 2% (v)] =
0 0

il suffit de montrer que

= 0.

w

hm

@),

Ce qui est vrai car :

53“3 / 3uz (€) ds,

on integre par parties

1 S —
B =4 @-DueEl -3 [ 360 e =30 -G R

De cette égalité on déduit les majorations

= Ous(e) )
@, < e |0-8) %2 <#|0-) %2
M
SEW@MSw
donc,
N —
lim g [Eus (&) =0

et en conséquence

[ef;”iﬂ (e) — ”ygg (Fs))} — [0] dans [L*(w)].

e—0

Si bien que pour montrer que
[’YSEE (m)] o le [ PHiﬂ} dans [L2 (w)] ,
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il suffit de montrer que
<05 @] = [efi] dams 22 )]
Or, on sait depuis le point 1 que

[efi (5')] — [eFﬂ dans [L*(Q)]

il oo | @l

Par définition de la convergence faible on a donc

Voe L), [ e (@)t / eFE e
Q

ce qui entraine,

Vo'W, [ ( [ e (e >d53) e, — / ( / fﬁdsg) i,

w

c’est a dire

Pi(,)_\

G PE dans L? (w)

&' —0 O‘Hﬁ

. Dans ce point, on montre une propriété importante qui permet d’éliminer le terme de couplage
dans le modéle asymptotique, & savoir, qu’il existe un réel k tel que

limLz / (1 - E) us () de,, = k.

e'—0°¢
w1
Remarquons tout d’abord que
P+ P+
ST 0
Py Pt (1 P+ P+
% . R —_
A() s At [ezny (e )} o | cu e 0
0 0 _MagPE _ das Pt

e e
Azz 1|1 Azz 2[|2

Soit v =(0,0,0,0,v3) €V (£2),, indépendante de la variable transverse £, alors

r L 10v3 A
R U3 0 2 0§,
Pt . 1 Ovs
[ez‘uj (e ’V)} 0 0 35
10vz 10vs 0
L 296, 20, _
Passons a la limite terme & terme dans P (¢/,2) pour ce choix de v.

lim [ A" () : [efﬁf( )] : [ZH] g V}\/Tdf

e'—0

Q

_ 1/1%03 (Api( )1111 fH:il:_i_AP:I:( )1122€§§) de
Q

= [ (T 01 e

w
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pour le second membre, on obtient

e'—0
w1

lim (H%) Foogde, = / Foogde,.

Par conséquent, en remplagant dans I’égalité limite, on obtient pour tout vz élément de Hj (w™),

/(Ehin,()?\_/ /u3 (61) dE,)vsdE, = / <f3 _ R%Api (w)llllﬁ_ R%Api( )1122 eéa”jg) V€.

w w_1 w

Soit, par densité de H} (w*) dans L? (w¥),

3 P+ 1111 P+ P+ 1122 p+
i [ (1) us () e, = 5 = AT (@) T - A ()"
w—1
Pour conclure, puisque la limite de I'intégrale existe, alors elle appartient a R.

. Dans ce point, on montre que les limites faibles ePE ”iﬁ vérifient

JAT @[] s il de = [ 1) [0 ) de — [ e, v 07 ).

w w w

cette propriété permettra d’établir au point 9 la convergence forte du tenseur [eﬁbi. (¢’ )] )

Pour v €V (), on passe & la limite terme & terme dans P (¢/,Q2), en remarquant qu’on a la
convergence forte

) s (V) age - g
EEV| = | ) B g
PEER IR S
si bien que
EI}L% AP ()i ekpﬁ( ZHJ (e, v) /gP* (e)de = %/é (W) : [ gﬁg] : hfg (v)] d¢.
Q Q

D’aprés le point 5,

lim1z / (1 - E) vsde,, / (1 - E) us () de, = /kvgdﬁw

w w_1 w

Au second membre, puisque v € HE (w)? x HE (w™)? x L2 (w), le passage & la limite donne

lim [ (14 %) Fvag, = / [1°0] + [3F (v)] de,,

e’'—0
w1 w
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L’égalité limite est donc

/APi : allﬁ] :[vhg (v)] de = / [F7] : [vE5 (v)] de, —/kvgdgw,

w w

Il ne reste plus qu’a passer en valeurs moyennes
Jars @ [FE] i e de= [ 127 ot )] de — [ b,

. Dans cette partie, en vue de montrer la convergence forte de la suite (u (g))
cette vérifie

o » On montre que

g'u (g) - 0 dans H' (Q),
g (¢) = 0 dans L (Q),
duf (e -

55(3 ) o 0 dans L?(Q),
ouf (e’

825(3 ) =, 0 dans L*(Q),

et que [eiuiﬂ} est indépendant de la variable transverse &4 i.e

Rl

Soit u! (&) := ¢'u(¢’). Par construction, (u™! ('), définit une suite de V (€2), faiblement
convergente dans V (Q) et fortement convergente dans L? (Q) vers u™!. Cette suite vérifie de
plus

el (@ (@)] = [efE @) = |elE] dans [£2(@)].

e'—0

D’apres le théoréme 10.1.3 (Annexe III), on a alors

ul . = (ui_l) indépendant de la variable transverse &,
ut € Hj(wh) x Hy (wh) x Hy (wh) N H? (w")
ul- € Hy(w)xHy(w)xHy(w)NH* (w)
(9,,u3_1 = 0 sur Jw™

o (u—1> ~- 0
(L2 ()]
= [ e (hmfalble ef]]i. (¢ u™ (5’)))} =0

— 1
)
Q
sy
—~
s
|
~— ~—
m

on déduit de ”y ( —1> = 0 que u~! appartient au noyau K er'yP *. Comme ce noyau se réduit

au singleton {0}, nécessairement u=! = 0. Enfin, puisque u™"

transverse &5,

est indépendant de la variable



Comme
w0 = [y ()] = 0] e [y (a7 = [5E2]

on en déduit [efﬂ ﬂ] est indépendant de la variable transverse &;.

8uit (&)

on a :
3

Enfin, on revient a la définition de 61|\3 (¢) pour exprimer

Qui(e) _ o1 P+ 2 4 1 Ous (')
v, = 2¢eny (€) + miogui () — €5

et par conséquent, comme u~! = 0, chaque terme de la somme converge fortement ou faiblement
vers 0. Si bien que

8ui(6’) 2
—0E, o 0 dans L* (2).

De méme, en revenant a la définition de egng (¢), on a

ouF () ! P+ 1 us (')
8253 =2 €2H3 ( ) —€ 8352

et, puisque les deux termes convergent vers 0,

8ui(5’) R 2
82—53 0 0 dans L (Q) .

. Dans ce point on montre que

P+ (6,) _ Pt

[T AT
dl¥; dl¥;

lim ’

El—>0ij

oo [ (1) ] s [ < ) e

en vue d’établir ultérieurement la convergence forte dans [L? (Q)] de la sous-suite ([efﬁf (¢’ )D .
6’

Comme A" () est uniformément définie positive, on a

2
P+ (1 P+ PE /1 . P+ Pt . Pi
2 || (&) = € [l < C/_—A (&) |efiy (&) —efi] « |efy (&) — e ] VaPE @
’ Q

/é &) el @]« [ehiF )] Vo~
2 [ AP (');[eﬁ; ]:[MMH Ndé+
/é €' zH‘[zHa]\/ P (e)dg

Passons & la limite terme a terme,
: Px (1 . . Pﬂ: =
m [ AP (=) |efiE] el VoTE e =

A ] o)
Q

lim [ A" (e )'[efﬂ]i }:[lw]\/fd :/é:[eﬁﬂ:[efﬂﬂdf

e'—0
Q

74



Remarquons que e’ ﬁcﬂ = ea” 5 puisque indépendant de &5 et par conséquent,

/é efie] : el df—z/A: EHECHE®
Q

Reste a étudier le passage a la limite dans le terme

/épi(s’): [efﬁ(s ] : [ e ( } )| VgP*E (/) de

Q

dont on remarque qu’il s’agit du premier terme du probléme P¥ (&', 2) quand on a choisi comme
fonction test u (&'). Aussi, pour calculer cette limite, il suffit d’étudier la limite de

(1+5) [rou @ -32(1-%) [wEde [uE)a

w1

On a montré au point 5 que

et au point 2 que

Etudions maintenant la limite de (1 + }%) / f*uF (¢') d¢,,. En utilisant la méme décomposi-

w1
tion que lors de la démonstration de la proposition 3.8.7, on a

[t ende = [0 ol (0@)] dea+ 4 [ £ 0+ ) B

Or, d’apres le point 4

[’Yﬁ; (TE')H o le [ ”ﬂ] dans [LQ (w)}

donc

i (14 5) [ 179 s o2 (50) e = [ 1r79) « [T .



Enfin, d’apres les points 2 et 7,

du(e’) N 2
8—53 o0 0 dans L (Q)

donc

lim 2 <1+ )/fi(1+§3) 9ue) e — 0.

&—»02
Q

On vient de montrer

tim (1+ %) [ e @, = [ [ [o75] de.

e'—0
w

Et par soustraction de ces limites, on déduit

lim [ AT () : [efﬁf (¢ } : [ el ( ]\/ng /[faﬂ} : [ an@] de,.

e'—0
Q w

Il ne reste plus qu’a réunir toutes les limites pour conclure.

9. Dans ce point, on montre que la convergence forte du tenseur
P+ (1 P+ 2
[ei”j (e )} o [ei“j] dans [L* ()]

et en conséquence celles des tenseurs

[65? (5')] o [@ dans [L? (w)],
[Vi’? (W)] — [efﬁg] dans [L2 (w)].

Pour cela, d’aprés la majoration en norme obtenue au point 8, il suffit de montrer que

[ (7 [ - o [ 7)) e =

w

En effet, puisque u (') € V() , u(e’) € V¥ (w). En prenant n =u (¢'), le point 6 devient

[ [ [l (5@)] e = [ (1)« i (v9)] - ) e

w w

D’apres le point 2,

lim [ us(e)d€, =0

e'—0

par conséquent,

/wéPi (w) : [?”iﬂ} : [ef:”j;] ¢, = / [faﬁﬂ : [%} de...



10.

11.

Comme par ailleurs

A: [elTi] : [elTﬂ =1A"* () : [epi] : [eiuiﬁ],

ill5 illj a8
on a bien

PE (o) _ Pt 2 —0

lim el £
E,QO% il il ||o 0

On sait également que
2 2
Vo €, [l < 3 llvlloq:

aussi, pour la valeur particuliére v = efﬁ]i (e") — efﬁ]i appartenant a L2 (€2) on obtient

2 2

Pi(gl)_ezl_]]i e

2

1”]

P+ P+
ity (&) — €y

0,w i

d’ot, en passant a la limite, la convergence forte de ([efﬁf (¢! )D Vers [%] dans [L? (w)].
Enfin, :

donc d’apres le point 4 et la convergence forte précédente, on a bien la convergence forte dans

[L? (w)] de ([ijﬁi (m)]) | vers :%} :

€

V0 (w@) - el

2 2

P+ +
€aiis () — €ays

<2 ’ Ves (TE’)) — eajz (&)

+2’

0,w 0, 0,w

Dans ce point, on montre la convergence forte de la sous suite (u (5’)) dont la convergence
<‘;-/

faible a été montrée au point 1.

u(e) — ¢ dans VMT (w)

e'—0

Pour cela, montrons que u (¢’) est une suite de Cauchy de (VMP (W), || Hf) . Soient €] > 0 et

M

I
5 \ 1/2
O,a))

= (
ce qui signifie que (u (5’)) est une suite de Cauchy de (VMP (w), || ||£4> , puisque la suite
S ‘ 1
(['yla)g: (u (6’))}) ~est une suite de Cauchy de (L2 (W), || HO,w) :

g, > 0, par définition de la norme ||

5 (WD) - (u@)

On montre ici que C est l'unique solution du probléeme PMTY et que toute la suite (u (6))
€

converge fortement vers ¢ dans VM (w).

7



Pour cela, calculons de deux maniéres différentes lim BJ* (u (), ’r;) pour n €V (w).

e'—0

lim B+ (WE) 77) — lim§ / A" (W) [753[ (ﬁ)} L [vES ()] dg,

e'—0

Et, puisque u (&) - ¢ dans VMP (w) on a, par définition du prolongement continu,

lim B (m "7) =B (¢,n).
Par unicité de la limite, on en déduit
B (¢,m) =L, (), Ynev'(w),
et, par prolongement continu de l'opérateur LZ*,
By (¢.m) =Ly (), VeV (w).

On a vu au point 2 que la suite de terme général u (¢’) vérifie de plus

CcPh= (u (6/)) =0.
et par conséquent
MP
c)7(¢)=0.
Aussi, ¢ vérifie le probléme variationel

¢ eV (w), Vnp eVMP (w)

B (¢m) = L™ (m)

et plus précisément, comme I’existence de ¢ est assurée, ¢ est 'unique solution de PM¥. En effet,
le probléme PMP est bien posé puisque, par construction, BM? est bilinéaire coercive continue

et LMF est linéaire continue sur 'espace complet (VéVIP (w), | Hi\)/[) . Comme ¢ est 'unique

solution du probléme PMP on en déduit que toutes les sous-suites extraites de ( (5)) con-
[
vergentes, convergent vers la méme limite ¢. L’unicité de la limite de toutes les suites extraites

convergentes assure que toute la suite (u (5)) converge fortement vers ¢ dans V¥ (w).
3

12. On montre dans ce point que

gu(e) — 0 dans V()

e'—0
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13.

Pour cela, on applique le théoréme 10.1.2 (Annexe III) & v =¢’u (¢’) . Il existe une constante

¢ > 0 telle que ,

8e§i (e’ ,e'u(e"))
ﬁuﬂa—gg + Pag (€ (e"))

-1,0

f3 EuED] S Ol + 10 Ol )

< e (2‘

or, d’aprés le point 1, la suite (cu (€)) est bornée pour la norme || [, , si bien que

¢ (10 ©loq + 10 @lha ) 30

e'—0
et, d’aprées le point 9

e'ejs (€, u(€')) —— 0 dans L?(Q).

e’'—0
on déduit donc la convergence forte,
deli(e) B
8“;3 + pos (€ (€)) o 0 dans H ' ().

Comme on a établi au point 9 la convergence forte
[efﬂf (5')] = [efﬂﬂ dans [L*(Q)]

on en déduit la convergence forte

9elE (¢! 9el'*
allﬂ( ) .y _als dans H—l (Q)
%5 oo 96

9 P+
Comme on a montré au point 7 que {%ﬂﬁ} = [0], on a donc

Pop (€ (€") — 0 dans H~'(Q).

e’'—0
on peut maintenant appliquer le théoréme 10.1.3 (Annexe III) avec x,5 = 0 et conclure.

On montre dans ce point les convergences fortes suivantes

i) ) dans L*(Q),

‘153 e'—0
8 !
ung) = 0 dans L* (),
u(g) U dans VM (Q).

Puisque

a + / ’
e = 265 () + migg i () — gt (S'ua ()
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et que chaque terme de cette expression tend fortement vers 0 dans L? (), on en déduit

8ui(&’) 2
22, o 0 dans L* (2).

De méme, puisque

8u§:(&) —28, P:t( )

a
D€, Co3 &) ~ 3¢, (e'uz (€))

on a

our (") 2
28, o 0 dans L* (2).

Enfin, pour montrer la convergence forte de u(¢’) vers u dans VM? (Q), il suffit de montrer

Soient €] > 0 et &), > 0, par définition de la norme || Hg, on a

du (&’1 ) 8u &2

[u(e)) —u(e)y = (

o, 9

(e

que c’est une suite de Cauchy pour la norme || ||y .
W 2\ 2
)

ou (M> et (u (5’)) sont deux suites de Cauchy de L? (Q) et VMP (w) respectivement
e e

03

puisque fortement convergentes dans ces espaces.

14. Dans ce point, on montre que toute la suite (u (€)). converge fortement vers u.

On a montré, point 11, que toute la suite (u ()

converge fortement vers ¢ dans VM7 (w). On

€
a montré par ailleurs, points 13 et 2, qu’il y a unicité de la limite des sous-suites convergentes

(au(s/)> , puisqu’elles convergent toutes vers 0. On a donc la convergence forte
5/

03

9a(E) _, 0 dans L2 (Q)

93 e'—0

si bien que toute la suite (u(c)), est de Cauchy dans ’espace de Hilbert (VMP (Q), || Hg) .

3.8.5 Identification des forces admissibles

Le "relévement” de f par [ f‘w] est un artifice de calcul qui permet de conclure a ’existence, I'unicité
et la convergence forte des déplacements. Mais dans la formulation finale, seules figurent les données
initiales. On peut s’interroger sur les conditions qui rendent f admissible dans le sens de la définition

3.8.2.

Pour savoir si f est admissible, on se raméne donc & identifier des conditions sur f*, f2, f3, pour que

le systéme

/<f128n2 +f228n2

w

e,
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obtenu en choisissant successivement comme fonctions test n = (77{’, 0,77,0, 0) ,m = (0, ny,0,1m5, 0) ,
n =(0,0,0,0,75), admette au moins une solution.
Les équations étant vérifices par tout n; € L? (w), on en déduit

= Ryf? dans L? (w).

Puis, on remplace f!! par sa valeur, et, formellement (on suppose que I’on peut intégrer par parties,
les termes de bord sont nuls puisque 77" et 13 appartiennent & H} (w®), on obtient

[ -G+ ) e, / Fonad,

7 (851 (F) + 3¢, (f12 nldf /flmd§

w

On cherche donc les conditions sur f!, f2 et f3, d’existence de solutions dans L? (w) au systéme
d’inconnues f!? et f%2

_8%1 (f) =2+ 8%2 (f**)  dans H ! (w)

_8%2 (f12) = f1 + Rla%l (f%) dans H™! (w).

Proposition 3.8.11 Des conditions suffisantes pour que la force £ =(f*) € L? (w) soit admissible
sont

' R () € W), o (1 + Rig (7)) € 12 (@), 3% (f2) € L ().

Démonstration. On doit avoir

o 02
D€, OE, (flz) — €,0¢, (f12) :
On dérive dans H ! (w) les équations par rapport a &, et &, respectivement, puis on les soustrait
22 1 3 2
652 (f )___ (f +Rla§ (f )) 852 (f)
Si
d d
o (£ Rige (7)) € L2 (w)
et
o (f7) € L (w)

ce probléme admet une solution unique dans I’espace

Hg’l(w)::{u€L2( ), gg‘ € L? (w) et u =0 pour &, = i—L}
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Soit f?*2 cette solution. On cherche maintenant f12. Soit g € H} (w®), multiplions la premiére
équation

_% (f12) :f2+%(f22)
par ag (g) et la seconde

L (1) = '+ R ()

par (% (g), puis intégrons sur w. Enfin, additionnons les deux équations obtenues. f!2 vérifie donc,
v.g € HO ( )
12 12 2 22 1 o 3 o
f%%% /%ﬁ-—/0+iﬁ4%+/0+&%ﬁﬁa

w w

Ce probléme admet une solution dés que f!+ R; 8f €L’ (w). =

3.8.6 Propriétés du tenseur d’élasticité équivalent

Proposition 3.8.12 Dans le cas d’un matériau orthotrope, les propriétés du matériau dans l’épaisseur
n’interviennent plus dans le modéle modéle asymptotique.

Démonstration. On rappelle que dans le cas d’'un matériau orthotrope le tenseur linéarisé des
contraintes, X, peut s’exprimer en fonction du tenseur linéarisé des déformations E et du tenseur
d’élasticité A.

L=AE.

||D>

Réciproquement le tenseur E s’exprime en fonction du tenseur X et du tenseur B des modules de
Young, E;, des coefficients de Poisson, v;;, et des modules de cisaillement G;; selon la loi

E= E X,
ou,
-1 1 17
on 0 0 ] (1) e 0 ] 0 0 Tem
0 —E%l 0 ] yTem 0 0 ] (1) 0 0
0 0 —Ei; ] 0 0 0 ] yTem 0 0
1 1
(1) yTem 0 ] —E—f (1) 0 ] 0 0 (1)
E = 1G1s 0 0 ’ 0 E_2 0 ’ 0 0 @
0 0 | 0 0 -% | 0 & 0
1 v
0 0 yTem ] 0 0 (1) ] —ﬁ 0 0
(1) 0 0 ] 0 (1) e ] 0 —Eij (1)
| ; 0 0 | 0 & O [ 0 0 g |




Ces relations permettent de calculer les coefficients d’élasticité en fonction des coefficients de Poisson,
Young et cisaillement. On remplace dans le tenseur équivalent asymptotique

) -
0 Rl | 2Gn 0
éPi (w) — . - + . .
0 26n | FEEE 0
| 261 0 | 0 A

ép * (w) est bien indépendant des coefficients transverses. m

Remarque 3.8.5 Dans le cas ot le matériau est orthotrope de révolution, c’est a dire quand ses

propriétés sont identiques dans toutes les directions perpendiculaires a l’épaisseur, le tenseur ép + (w)
se simplifie davantage

B -
1—12 20E | g (1+v)
0 1i/1/2 ’ (1+v) 0
AP*E () = - -+ - -
_ E 2vVE
0 (1+v) ’ 1-12 0
E 0 ’ 0 2F
| ) vl
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4 Analyse numérique du modéle asymptotique

4.1 Premiére formulation du modéle asymptotique, P47!
Notations :
VW (w) « =H} (w+)2 x H (u)_)2 x L3 (w),
s eVl (w), vn eVl (w),
PAPl

- / AT (W) i P () APE () de, = / (F5n1 + f2n3 + f35n,) dé,,.

w

On se propose de réaliser I’étude numérique du probléme asymptotique suivant

e [ ST U (),

BT (¢,m) = LY (n)

o, rappelons le, VM (w) est le complété de VP (w) pour la norme | ||}, et on cette norme vaut

w
1/2
Inll, = (ZHWSEE (n)Hz(u) :
a,f ’

avec
mE 1 1 (onf | oni
g 35+ %)
P+
[Pyaﬁ (77)] = 9
TCT
2 \ 9, 0¢, 0¢y
o, BMP CMPet [MP gont les prolongements continus pour M A VMP () de BPE, CF% et LE*
w w w w w w w
avec
B (em) =1 [ AT @)9™ ()i 2" (m) e,
crrm = [ e,
w
LD = [ P ) de
w
et,
_ - X -
El—ylf2E2 0 | 0 e
0 9 vioFE1 Eo ‘ 1 0
oy Fr12, B, e
A7 ()= - -+ -
1 visF1 B
01 P |2 By, EOE
L 24G12 0 ‘ 0 2E1—§/%22E2 |
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et enfin, V}M** (w) = {n eVM¥ (w), CIF (n) =0}.
Le probleme (PM P ) n’est bien posé que sous cette forme. En effet, sous la forme

s eV (W), Y eV§ (w),
BMP (¢,n) = LY (n)

le probléme est mal posé car si on munit V{ (w) de la norme || ||,,,,,, alors (Véj (W), |l ||110w)
est un espace de Hilbert, mais la forme bilinéaire BM? n’est pas V{" (w)-elliptique pour cette norme,

tandis que si on munit V{ (w) de la norme || ||Y, BMP est VI (w)-elliptique, mais (Véj (W), || ||i\;4)

n’est pas un espace de Hilbert.

En revanche, puisque V' (w) est dense dans V}*" (w), le probléme bien posé (PMF) est équivalent
au probléme bien posé

s eV (W), Yn eV (w),

By (s,m) = Lg'" (n).
Si on suppose que s a la régularité VI (w), alors ¢ est I'unique solution du probléme mal posé
s eVy (w), VeVl (w),
DAPL .

/éPi (w) :lPi (C) . ,)/Pi (77) dfw — / (fliﬂf + f2in§: 4 f3in3) dfw-

w w

4.2 Formulation découplée du modéle asymptotique , P42

Notations :
[ ot 1 (% %)
¢, 2 \ 9, 0¢,
em) = L. N )
1 (0ny | Ony on
B <T2 * si) o€,
0 0 | (1) e
0 0 | BT 0
Clw) = | = — + = = |,
(1) g |0 0
e 0 | 0 2F,
(¢ €Hj (wF) x Hy (w¥), Vi €Hy (w*) x Hy (w*),
AP2 . _
P T C(w)'e(C)'e()df _ fli:l: 24, p o3 ML | vinBEy Oy d
LS} (€ cemag, = m + s of 9€, + 75 D€, €ur

Dans le modele PAP! on remarque qu’en développant la forme bilinéaire BM* on peut découpler le
probleme.
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Théoréme 4.2.1 On peut éliminer (5 de la formulation variationnelle et résoudre le probléme vari-
ationnel & deux inconnues ¢ et 65

¢ €Hj (w™) x Hy (w*), Vi €Hj (w™) x Hy (w*),

PAP2 .

/g(w) 1€(C) - e(n)dE, = /flimﬂE + [Py — Ryf** (8771 + it %Zi ) dg.,,

w w

puis recalculer €5 en appliquant la formule
_ E1—v2,Fy 3+ 73xv w1 B By 0C5 287 OF
Cs =R ( 2El§2 (Rl (f —f ) - E11—2u§12E22 8522 E1—12,E> 851

Démonstration. Soit 73 € LZ(w), prenons dans (PAPl) la fonction test m =(0,0,0,0,75),
alors,

1
P+ _ | ®"s 0
[/Yaﬁ (”7)] |: 0 O :|
et par conséquent

2B2  (9¢F | 1 1B By 965 1 _ [ g3
/ (5 (58 + #G) + BEBRGE) dmd, = [ S*nude,,
w

w

Cette équation étant vraie pour tout 73 € L2 (w), cela impose,
282 atE | 1 w1oE By 3¢5 1 _ 3+
(vt (5 + mGs) T BRBB S ) & = 1k
ou k est un réel. On tire la valeur de %,

[
Ry

El_V%2E2 R (f?)j: + k,) _ 2v12E1 FEo aCQi _ 2E% agli
2E2 ! E1—12,By 08y  E1—12,F5 0,

On détermine la constante en appliquant a (4 la condition / ¢3d€, = 0 puisque (5 € L2 (w). On a

+
2v12E1 Eo + 1/, + 2v12E1 By 965 _
(El—u§2E2 constant et (5 € H, (w )) == / B B 06 ¢, =0

w

et

2F2 + 1/ + 2F2  ac¢E .
(—El_l’i& constant et (7 € Hy (w )) — /—El—V%2E2 ae-d€, =0

w

donc

/ Code, = 0 = B / (f* +k)de, =0

w

87



et par conséquent
k=3

Pour éliminer (5 de la formulation finale, on procéde en trois temps. D’abord on remplace %’; par

son expression dans [’ygﬁi (¢ )}

E1—12, Fs 3+ HI¥ B, 0CF 1 (08¢t | ok
SR (P T g (55
P+ _
[tas (€) 1 (E aci) ack
2\ 0, 3 0¢q

puis on calcule A™* (w) : 4% (¢) terme 4 terme

|éP:|: ((.U) :lP:I: (C)j|11 — QE% (El—V%2E2 Rl (f.‘}j: _ﬁw) _ vioEo ﬁ) + 2v120E1FEo ﬁ

E1—v3,Es 2E72 E1  0&, E1—v2,By &y

= R (f?’i —Ew)

P+ . P+ 12 1 (ot | xE
AP () ™ ()" = o (5 + 52
P+ . P+ 22 BBy [BEi-V,E 3+ F3L¥ B, 05 2B By 5
A™ (W) : "= Q)] = E_E( w7 il (f — [ )——EW + o S
_ vpE 3+ 7F3rv s (2B By 2w13EwioF
= SRR (- T + 5 (2 - s
—_— 8 4
— %?Rz <f3i_f3i )+2E28L§22
c’est a dire

A% (027 (€ =€) e+ R (1 -T) [ s |-

24 =
Enfin, on choisit pour fonction test dans la formulation variationelle du probléme P4t

n = (nf,n3,n7,n7,0) ot i et ny sont des éléments de Hj (w*). Avec ce choix, n € VI (w) et
~"*£(n) = €(n) . Calculons d’abord fépi (W) : Y= () : v+ (m) dg,,

/ AP (W) P (C) 77 () de,

w

_ /g(w) e (C) : e(m)de, +/Rl (77— ) (4 a2 g,

w w

Remplacons maintenant dans la formulation variationnelle du probléme (PAP 1) . On obtient ainsi

/Q(W) :€(C) : e(n)dé, :/flimiJrf&nQi_Rl (f?)i_fﬂw) <%+%1E2%) "

.
comme f3  est une constante, on a de plus,
J— + +
3Y (O | viaBp Oy _
/f (asl TR aEQ)dfw_O’
w
d’ou la forme annoncée. m
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Remarque 4.2.1 Le résultat du théoréme 4.2.1 met en évidence que le couplage entre les déplace-
ments de la membrane extérieure et ceux de la membrane intérieure (di au couplage fluide-structure)
n’agit que sur la composante normale du déplacement.

4.3 Approximation de la solution de PA"!

Notations :
;ﬁ‘f P = tenseur des contraintes asymptotiques du modéle parabolique,
Sitet S := contraintes principales,
Wy = {veH? (wh)’ x H2 (w)? x H' (W), vi = vF =0 sur dw™ et /vgdw:O

w

Dans tout ce paragraphe on note u et v les champs de déplacement et uy, et vy, leurs approrimations.

Soit Vj,, un sous espace de dimension finie de V" (w) , soit

ap (g, vp) = /épi (W) =y (up) : 47 (vn) dE,

le restriction Vj-elliptique de BE* 4 V), et soit,
In (Vi) = / (fFom + v + FFons) dE,
w

la restriction de LE* & V. Alors, le probléme bien posé

uhEVh, VVhEVh,
(Pr) :

ap (un, vi) = lp (Vi)
admet une unique solution uy,. Cette solution vérifie naturellement

M . M
— < f — .
=il < e inf flu = vl

Cependant, méme si u;, apparait comme étant ’approximation conforme de u dans V},, on ne peut
pas espérer de majoration d’erreur de la forme

= il < ,inf 1= Vil

puisque le probléme (PAP 1) est mal posé.
Nt Nt
Considérons une triangulation réguliére de w™ et w™ a base de triangles : wt = |J T;" et,w™ = J T} .
‘ i=1

i=1
Si on Suppose que u EWl, alors, une approximation continue, affine par triangle pour u; et Uy et une
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approximation constante par triangle pour ug (tout comme une approximation continue, affine par
triangle pour uy, us et ug) conduit a ’estimation d’erreur

lu—wll5" = O (h).

Cette estimation est peu satisfaisante car elle est dans la norme || Hi\f et on en verra les con-
séquences numériques. Cependant, méme si cette estimation ne permet pas de prédire avec fiabilité
les déformations de la membrane, on peut malgré tout approcher en O (h) dans [L? (w)] le tenseur
des contraintes et les contraintes principales.

Proposition 4.3.1 HEMP (u) —xMP (uh)HOw = O(h) et |SE (u) — SE (uy)| = O (h).

Démonstration. Les contraintes asymptotiques 32" (u) sont calculées & partir de v+ (u) selon
la formule de I’élasticité

zi\)/lp (u) — éP:I: (w) :,YPi (11)

par conséquent,

HEMP P — HéPi (w) . (ZP:N: (11) o + (uh)) Ho’w

Y
<el[(x™* () =47 ()],
M
=cC ||11 - uh”w

=0(h).

h>H0,w

Les contraintes principales étant par définition les valeurs propres du tenseur des contraintes, I’erreur
d’approximation est du méme ordre. m

4.4 Simulations numériques

Notations :
Dans toute cette partie, on note u et v les champs de déplacement et uy, et vy, leurs approximations.

Le probleme asympotique que nous avons obtenu n’est pas classique dans le sens ou 'unique
solution du probléme est dans un espace complété non identifiable muni d’une norme non usuelle.

Pour bien mettre en évidence les problémes numériques spécifiques que ce cadre peut générer,
nous allons garder une géométrie réaliste mais considérer des coefficients d’élasticité "normalisés”.

4.4.1 Reésultats pour le systéme P72

Notations :
W = {weH] (w*) x HY (wF) ,wilr € Pi(T) x Py(T)}

PAP2

weWE"”, Wi eWg,

prP2 L
81}1 h 1o]

h v,
/ C(w):e(uy): e(vy)dé, = / FEol, + oy, — R ( pe T vzl 8;;) dé,,.

w w

90



¥ 104 matrice C ¥ 104 Matrice B (Choleski)
0

0

4 L
05 05
1 1
15 15
2 2
5 55
3 3

0 1 2 3 0 1 2
w10° w10t

Figure 4: Profils des matrices C et B aprés renumérotation

u3h 17

Soit PiAF? la formulation discréte du systéme PAF2 et approximation de % L qui en résulte,

+ +
wn _ Brviphs (o g3k FEEY L 2vnBiB duy,  2E2  dul,
R, 252 t\/n E1—12,E2 &, E1—12,E; 9,

PAP? correspond alors & deux systémes linéaires découplés
h b y p
+ + - —
Ul By Un By
C = ) C =
+ + - -
Uy Fyn Usn o
. v
ou le vecteur Ff’“h correspond au terme / (fHUfL,h - f3+ 1, h) de, et le vecteur Fjf Y, au terme
frof, — B f3trek O d¢,,. Il en va de méme pour F, et F,, . Les systémes linéaires peuvent
2,h Ey 0%, w* p Lh 2,k y p

w

étre résolus par une méthode directe de type Cholesky car la structure creuse de la matrice C'
est conservée lors de la factorisation (voir Figure 4) ou par une méthode de gradient conjugué
préconditionné.

Remarque 4.4.1 Si on suppose que les forces extérieures f1=, f2~ et f3~ sont nulles alors
et uz, est constant. Il vaut

- El_”12E2 F3E¥
Uz p = T oE Rz f
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[lu-u hIIM/IIUIIM——>pente 0.99897
25 ‘
3L i
35 | |
5
®
@ 4 + |
>
o
45 - i
_5 - i
5.5 i i i i ; ‘
-2 25 -3 -3.5 -4 -4.5 -5 5.5
log(pas)

Figure 5: Courbe de convergence des déplacements pour un maillage structuré

o s . . M .. , .
Vérifions numériquement l’estimation d’erreur ||u — uy||,; = O (k). On choisit les forces extérieures
de sorte que

uf (6,6 = sin (42 ) sin (BB ) 0 (60,6) = uf (61,6),

RLL =R
ui (£,,6) = T T sin (’;%) sin (ff) — 57t cos (7;%) Cos (”2—%1) ,
uy (§1,82) = uy(€1,65) =uz(61,&) =0
Les figures 5 et 9 représentent les courbes d’erreur pour la norme || ||£J en utilisant un maillage

triangulaire structuré puis destructuré. Et comme prévu, les déplacements ne convergent pas dans la
norme || |1, que le maillage soit structuré ou non (voir Figure 7). Par contre, on a la convergence
des contraintes en norme L? pour les deux types de maillage (voir Figures 8 et 9).
Mais comme la norme | ||, n’est équivalente & aucune norme usuelle et que (P;F2) n’est qu'une

approximation de (PAP 2) , les solutions obtenues en utilisant des maillages différents (structurés et
destructurés) peuvent étre différentes (au sens de la norme L? par exemple). Dans le test suivant,
les forces extérieures ont été choisies de sorte que la solution exacte soit

uf (6,6) = € —2°1 -5,
u;(§1762) = 07
U;(Sbfﬂ = 3231%5%(51 - QZ)Q(LQ - 53)3(1 — &)

Les figures 10 et 11 illustrent ce probléme, on obtient graphiquement deux solutions différentes selon
que le maillage est structuré ou destructuré. Par contre ces déplacements différents donnent des
contraintes ”identiques” (voir Figures 12 et 13). Supposons maintenant que f;” = 1 et que les autres
forces extérieures sont nulles. Le comportement des solutions est tres différent selon le maillage.

Pour un maillage structuré, u3 semble diverger en norme L? alors que les contraintes restent stables

(voir Figures 14 et 15). En revanche, avec un maillage destructuré, u3 semble converger en norme

L? et les contraintes restent stables (voir Figures 16 et 17).
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llu-u  [IM/]]ul| M==>pente=0.9926
-3
35 | .
_4 - -

log(erreur)
A
(6]
T

S5 -3 35 -4 45 -5 5.5 -6
log(pas)

Figure 6: Courbe de convergence des déplacements pour un maillage destructuré

l-u 10,6/ 10,60
0 T
05 .—77—’\‘\ i
T —e— o
1B 4
15 e : . ]
Maillage déstructuré
- I I 1 I I
-%.5 -3 -35 -4 -4.5 -5 5.5
0 T
05 - ’\' : .
T e— P o
1B 4
15 . i .
Maillage structuré
-2 1 1 1 1 1
-3 -35 -4 -4.5 -5 5.5 -6

Figure 7: Courbes de convergence pour la norme || ||;;0,,
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(”Sl-s 1h”0,u)+”52_s 2h||O‘m)/(||S1||0‘w+||82||0’m)::>pente:1'0409
-2.5 T T T

log(erreur)
A

0.5 -1 -1.5 -2 -2.5 -3 -3.5
log(pas)

Figure 8: Courbe de convergence des contraintes pour un maillage structuré

”Sl_s 1h”0,u)+”52_s 2h||0,0))/(||s 1||0’w+||52||0‘w)::>pente:l'0272
-3 T T \ \

log(erreur)
A
[6)}
T

® ‘ 2 25 ‘ ‘
log(1/sqrt(N ,))

Figure 9: Courbe de convergence des contraintes pour un maillage destructuré
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Figure 10: Solution pour un maillage structuré

0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04
-0.06

-0.08

Figure 11: Solution pour un maillage destructuré
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Figure 12: Contraintes principales pour un maillage structuré

Figure 13: Contraintes principales pour un maillage destructuré
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s00
10
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pas h=0.005

Figure 14: Solution avec un maillage structuré h = 0.005

0 1

Usn
10
5
0
-5
A9
0 1 2

pas h=0.0025

Figure 15: Solution avec un maillage structuré h = 0.0025
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-5

-10

10

-10
0 1 2
pas:1/sgri(N t)=0.0056

Figure 16: Solution avec un maillage destructuré 1/v/N; = 0.0056

10 -5

400 10

200 S

200 -5

-1 00
pas:1/sgri(N t)=0.0028

1 2

Figure 17: Solution avec un maillage destructuré 1//N; = 0.0026
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4.4.2 Résultats pour le systéme P47

Notations :
W = {wp€H] (W) x HE (wF) x LE(w), wy|r € Py(T) x Pi(T) x Py(T)},
weWs " Yvewg, ",
() =
JAPE (W) e APE (wg) : y7E (vi) dE, = / (F1Foi, + oy, + ug,) dE,,
Bu3 = {(pii_’"‘7907\_%—1’901_7""901_\@—1’90]\@}'

Pour uy;, et ugy on utilise une approximation P1 conforme classique. Mais, comme uszj; € L3(w),
il couple les systémes posés sur w' et w™. A moins de choisir une base judicieuse, notée B,,, qui
permette de découpler les systémes. Ainsi, pour le choix

Bu3 = {@T? ey (p}t_]_g ()0]__7 R (p]_\ft—17 (’ONt}

avec
1 sur 15
s . _ ) T + - _

;= 7= sur T;7; pour 1 <7< Ny —1, et,
i+1
0 ailleurs

1 suwrwt
PN T S surwo

considérons (PAP 1) correspondant au probléme (PAP 1) discrétisé. Les équations sur w™ et w™ sont
uniquement couplées par la fonction de base ¢y,. Lorsque 'on prend dans (PAP 1) la fonction test
(0,0,0,0,¢y,) on obtient :

1111,P+ w 1111,P+ w 1111,P+ w
AR—lz()/U&hSONtdfw = AR—?()/u;hdfw %/“3 hdf /f?’i%vtdfw

w w+ w— w

Ou;

‘o, sont nuls. D’autre part, comme u3 ), € L(w) on a

/ ug yde,, + / g, =

wt w—

car les termes de la forme /

w

On en déduit les valeurs

R2
/“;,hdfw = %Wﬁ(w)/f’idﬁw
w

wTt
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MWatrice A

Q- 5000 10000 | 15000

Figure 18: Profil de A aprés renumérotation

et

[ winde, = ~damtes [ 14

w™ w

et les problémes sur w™ et w™ sont découplés. On obtient alors les systémes linéaires

U+ F+
An A (Uﬁh) (B
Aly Ag 2h N Zho o
Usp Fg
3 Jo
an e\ () )
AT A 2,h - 2,h )
12 22 p Jou
3,h 3.h
2
/Uihdf‘u = %lzmlf%iw/fgidé'w7
wt w
/U;:T,hdfw = ém/fgidf

ol U; , est le vecteur des composantes de o7, ..., gp}t_l de uzp et Uy, est le vecteur des composantes
de 7, ..., 0N, de uzp . La matrice Ay a la méme structure que la matrice C' précédente, la matrice
Ags est bidiagonale et la matrice A;, est creuse mais casse la structure compacte de la matrice globale
(voir Figure 18) empéchant la résolution par une méthode directe et rendant difficile 'obtention de
bons préconditionneurs.
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C’est pourquoi nous proposons de résoudre le systéme en utilisant une méthode Cholesky par blocs :

U; ,’10 donné
’ +,n+1 +
A Ul,h _ Fl,h _A U+an
11 U+,n+1 - F2—|—h 12V3
2,h

+,n+1
+,n+1 _ 4 T 1,h
A22U3,h - F3,h - A12 < pHntt )
2,h

Les résultats numériques obtenus, sont en tout point identiques & ceux obtenus pour le probléme
{2,
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5 Etude asymptotique, géométrie elliptico-hyperbolique

5.1 Motivation

Les applications numériques font apparaitre une dépendance entre la solution en déplacement et
le maillage utilisé ce qui n’est pas satisfaisant. Aussi, pour supprimer ce probléme, on modifie
légerement le géométrie du lobe en ”arrondissant” les axes de fixation. Le lobe qui était cylindrique
devient alors un arc de tore de révolution de surface génératrice composée de deux arcs de cercles
de méme rayon R; (voir Figures 20 et 21). Ce rayon est petit devant R le rayon de révolution.
A chaque étape des calculs, si on fait tendre R; vers +o0o on retrouve les résultats du calcul en
géométrie parabolique.

Les conventions et notations de 1’étude asymptotique sur une géométrie parabolique restent les
mémes. On méme les mémes calculs que dans le cas précédant.

Figure 19: Lobe a géométrie elliptico-hyperbolique

5.2 Eléments de géométrie différentielle dans ’ouvert ¢ de R?

Notations :
1168) = 1 oo (i) + 8 eon (5
&) = e () + e (51).



axe de fixation
arriére
\/_,f(

Figure 20: Coupe d’un lobe dans le plan z; =0

M(E,.E,)

Figure 21: Coupe d’un lobe dans le plan 3 = 0
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Définition 5.2.1 On définit un paramétrage du volume ¢ par

wt X ]—g,e] — QF

— (Ri+€&)sin (5

O — 07 (€)= | Rycos(f2)d"(5,65) - Ry |,
Ry sin ( ) d* (&3, &5)
et
w” X |—e, e[ — Q7F
) (R + &5) sin (ggl)
© & — 0 ()= | —Rpcos (R—Q) d=(£1,63) —
—Ry sin (é—g) d= (£1,€3)

Ces applications sont des difféomorphismes de classe C* et, de maniére évidente, on a

ST =0"(w" x{0}) et Q" =07 (w' x]—£,¢]),
ST=0" (v x{0}) Q=0 (w x]—ge).

5.2.1 Bases locales
+ = 29~ Dans

Les bases covariantes (g‘ii, g§i7 ggi) , associées a ce paramétrage, sont définies par g; 855
le cas traité, ces vecteurs valent
cos (51 l)
e+ _ _ (Rut€5) o &L &
g1 = I sin | == ) cos | 3= ,
o (82 qin (£2
sin 5~ ) sin ( %
_ ai £t
0 sm( =
. Eg > € €
_ gt (g€ g€ —sin | 2% e+ _ il £
= d7 (£7,€3) (RL , 85 = | cos(>g)cos (RL)
£5 ) ey 5
Cos | - &) oin (&£
(RL cos | 5~ ) sin (RL)
et
£+
cos( o
e— _ (Ruités) §5+l £
g 7 sin (25— ) cos { = ,
G4 o (S22
sin (=5 - ) sin { 2
&1+l
0 sm( =
3 gg ) £ €
£~ — (£E g€ —sin | =2 e— _ £+ &
gy =—d (&1,63) (RL ; 8 = | —cos|=p-)cos| g
€
cos | 22 ) _ 4\ iy [ £5
(RL cos | 25~ ) sin { 72
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Remarque 5.2.1 Les bases covariantes sont orthogonales. FElles coincident avec les directions d’ortho-
tropie du tissu.

On détermine ensuite les bases contravariantes (g%, g=** g*3*) définie par g=* - gji = 6 et on
obtient
£1-1
cos( T
el+ _ _ R ; il £
& T Twmre | M\ R )OSR, ’
£-1 &
sin 25— ) sin { 5
. c_]
0 —sin (%)
: 5; € __ €
€2+ _ 1 —sin | 2% e3+ _ S’ £
8" = FEra) (%) | &= cos \"m ) coS \ 7,
€
cos 2) G- o (£2
(RL cos ( >p— ) sin { 35
et,
5+l
cos( o
el— _ Rl : €E1:+l Q
8 = g | Sin ("R ) cos (% ,
in (&L £
sin (25— ) sin { 52
. §§+l>
sin (—
Ry
8
e2— __ (—2) e3— __ o &+l £
g =~ (51’53 ER , g = cos {5~ ) cos ( %
Ccos 2) _ &+l &
( cos ( >p~ ) sin { 35

5.2.2 Tenseurs métriques

Les composantes covariantes du tenseur métrique valent gff = g; -g; soit, avec une notation
matricielle,

r £\2 7 B €12 7]
(Rz;%-?g) 0 0 (Rz;?ﬁs) 0 0
e+ __ E—| __
951 =1 o (.6 o |y lel=10 (6,67 0 |
K 0 1 K 0 1
tandis que les composantes contravariantes de ce méme tenseur métrique valent v+ = g+ . g%,
ce qui donne
[ R? ] [ R} ]
(Ri+€5)° 0 gy U 0
eij+] _ 1 ’ gij—] — 1
7] 0 Feaar ! o] 0 e
0 0 1 K 0 1
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Le déterminant du tenseur métrique exprimé en composantes covariantes est
e+ & 2 + (ce ¢e)2 e— £ 2 e gen2
g = <1+ Rz) dv(1,635)°, ¢ = (1+ Rz) d™ (£1,€3)"

5.2.3 Symboles de Christoffel

On calcule maintenant les symboles de Christoffel, définis par

ept __ _ept | 8gfi
;== De -
Les symboles non nuls sont
Ri+€5 - Ri+€5
F€3+ — _( lR":fg,) Fi? _ _( lR‘|;2§3)
s2+ a2+ _ __ (R+€) o (&1 82— 62— (Rt o [
I : =15 LT TAREGE) sm( 7 ) I 2 =13 1T TRRCGS Sm( 7 )
el+ _ pel+ 1 el— el— 1
e =l = @ s =l = @
el+ _ RidT(¢5.65) £i-l el— _  Rid”(£1.65) St
T2 = mmie) S0 R T2 = Rmre SR
3+ _ dr(€1.€ £1-1 3— _ d—(£5.¢ £1+l
s, = — (RlL 3)cos<}2l ) s, = — (RlL 3)cos<}%l )
F€2—|— P62+ — 1 COoS -1 FE?— F€2— — 1 CoS 5+
Rpd*(£1,65) R Rpd=(£1,€3) R )~
5.2.4 Tenseur linéarisé de changement de métrique
Soit v**, un champ vectoriel exprimé en coordonnées covariantes vef=vTgs*. On lui associe le
tenseur de ses dérivées covariantes V * dont les coordonnées covariantes sont définies par
Ei == vii _ TepE, et
vi© = [UiHJ} = [as; T v ] :

Puis, on lui associe le tenseur linéarisé symétrique de changement de métrique dont les composantes
covariantes sont

et (v4)] = 4 [v55 + 057

Soit, apres calculs,

I st 1 8”1 a5 " 1 (Ov Bve+ ]
(R‘%;E)Jr 2( o )+ 5(1+8£E)_
Hut€s) (R1+£5) &1 1 e+
Ry U3 RiRpd+(£1.65) sin ( ) (Ri+£5) 1
e+ (et | _ st dT(€5,65) €1 + 1 (OvST | BuST
[ei”j(v )]— o TR o8 (PR ) usT s o o)~ )
sym Rt (E5.65) o (&= 3 e+ 1 g1\, et
—==sledl i (2= ) of ———z=—2= COS vy
R (Ri+£3) R 1 Rpdt(£5.£5) R 2
e+
sym sym %”g%
L 3 _
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et,

s~ 8”1 vy~ ) 1 [ Ov~ s~
=y s (G + )+ 3 (% + %) -
(Rit&5) ) e~ (Ri+€5) €541 I T
TR RiRd-(&.85) Sm( i ) (Ri+€5) U1
e— (er\| _ s d— (5 ,5 ) £5+1 _ 1 (OvS™ | BvET
[ei“j (v )] = . se + —pt cos( o )v§ — : (—agg + i ) _
Y R 6565 sin (£ e L o (S o
RL(Rz+§§) Ry 1 Rrd=(£5,£5) R, 2
sym sym v
L D€5 i

5.2.5 Tenseur d’élasticité

A est le tenseur d’élasticité linéaire du quatriéme ordre. Quand on ’exprime en coordonnées con-
travariantes, on le note A%, La matrice de passage de la base d’orthotropie & la base contravariante
est

R
(Rz+l§§) 0 0
P = (pf]) = 0 di(f £5) 0
0 0 1

Par application de la formule de changement de base A¥%0M = pe pe pt pf Agr, A®* vaut, par blocs,

B 1
1A 0 0
55 z/\11
(1+§%>
ATEIL 0 - 1 Al 0 7
= (1+ 5) a (65,652
0 0 2 A13
<1+,§3) + (65,652

[ 0 = 21 I25P) 0 ]
(15 ) =
é&izl _ é&i,lQ _ ) . . 7
§1 ’ + (¢€ ¢€ 2”12
(1+Rl) d*(£7,€3)
i 0 0 0 ]
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As:t,31

Ae:t,22 _

AEE23

et,

As:l:,33 —

0 0 —Lrt—u
£ 13
=
— é@:ﬁ:,li& — 0 0 0 ’
155 2 113 0 0
| (14R) _
= 21 A2 0 0 ]
(1+8) e=ee®
1 )
0 G 0
1
0 0 di(&i,§§)2)\23 i
0 0 0
_ Aek32 1
=AY = 0 0 Faarks |
aE (5% rhas 0 0
[ e . A13 0 0
GGG
0 (55 f 2 A23 0
i 0 0 As3

5.3 Formulation variationnelle dans ’ouvert ¢ de R?

Notations :

Pe =

\ Wie

(u® eV (),

/ é&:l: H (u€ﬂ:) e‘i

wX[—e 6]

/(1+

Vv eV ()

(v*) (14 £ ) 1d* (5, €9)] de”

(1-%) /|di (&, -

)| vsdes, / 4 (6, —2) | udes
E) 4 (&5, )| S ofEdes,
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En coordonnées curvilignes le probleme P () s’écrit P¢. On a montré sous une forme différente
(voir théoréeme 2.4.1), le résultat suivant qu’il n’est toutefois pas inutile de rappeler compte tenu du
changement de systéme de coordonnées et de géométrie.

o)

Proposition 5.3.1 Le probléme P° admet une unique solution dans (V Q%) , ||

5.4 Normalisation du domaine en 3D

Dans la formulation variationnelle P¢, le domaine d’intégration {2° ainsi que les fonctions & intégrer
dépendent du parameétre €. Pour éviter cette double dépendance, on fait, comme dans le cas d’une
géométrie parabolique, le changement de variable ¢

Q=0
' 5 — 7t (5) = 58 = (517527653>

qui permet de se ramener a I’étude d’un probléme posé sur le domaine d’intégration €2 := S x |—1,1]
indépendant du parameétre €.

7T6

5.4.1 Tenseur d’élasticité normalisé

Notations :

d::g3 = di (517 Ej53) )
&= d*(£,,0).

Aprés le changement de variable 7€, le tenseur d’élasticité devient éEHi (¢) dont les composantes
bloc par bloc valent

[ —L— 0 0 ]
(1+7%)
EH+ ( N\11 — 1 A
ATET=) 0 gm0 |
0 0 — i3
i (1+76) a5,
[ 0 = ! ——Hp 0]
(+76) a2,
EH+ ( 721 A EH+ ( \12
é (E) _é (E) - ﬁﬂm 0 0|
(1+E§3) a2
i 0 0 0 |
[ 0 0 .
(rie)
éEH:I: (5)31 :éEH:I: (5)13 _ 0 0 0 7
1
- 7 0 0
(i) |




éEH:I: (5)22 = 0 é/\m 0 :
€83
0 0
L e€3 _
[0 0 0 ]
AEH:I: (5)23 _ AEHi (5)32 _ 0 0 éﬂ% 7
= a =
d%llm 0 0
€f3 ]
et,
[ %)\13 0 0 ]
(1+7m6s) a2,
éEHi (5)33 _ 0 %)\23 0
€83
0 0 A33

5.4.2 Symboles de Christoffel normalisés

Pour obtenir les symboles de Christoffel normalisés, que ’on note Ffji (€), on écrit que

TEE () (€4, 6, &) = T (61,65, €5) = 5 (&4, &0, 665)

et on obtient

T () = -~ L () = — e

M@ = e () TR - R (%)
e = cpmain () e = -ggie ()
Fﬁ(S) - (Rl%sgg,) F%z () = (RT}&,)

I3t (e) (Frt<ts) 3 (e) = ey

Iyt (e) = %ﬁ@sjncgl) T (e) = %ﬁfg&)sin ggz)
M (o) = — o (57 M () = —5% cos (%)
e - mnes () THE - i (%)
5@ = mmes () THE = mes(W)

T —
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5.4.3 Tenseur linéarisé de changement de métrique

EH+

Le tenseur des déformations normalisé e~ (e, vt) se calcule a 1

il (&9 616 89) = o (V7 (6. 6:.65)) =

Il vaut donc

" (ev?) =

sym

sym

pour la partie supérieure et,

Ovy 1, .—
8_51 + Evg

A _
R_l253U3
EH—

el (V) =

sym

sym

pour la partie inférieure.

1 v duF
2 (852 T o )T

1 &i-1 +
Rod,, sin ( A

+
i | ey &1\, +
8_52 + R, COS R, Vg —

Rld+ . —1
— =8 _qin (& U;r
RL(R1+Ef3) R,

xS

sym

ov

1

Ryd_, . _
& gip (St vy
Rp (Ri+¢€3) Ry

sym
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> €3 &+ -
%, T R cos( = | U3

‘aide de la relation

Hj;' (VjE CGRIN=D)E

N
/
m =
Q|
S
A2
Q|
F
N——

=

N
/
™ =
Q|
S
B
Q|
| »f"|we|
N———
|

1(10vy | vz ) _
2 \ e 0 0¢o
1 £+l —
Rrd_,, COS( R ) V2
10v;
€ 083




5.5 Formulation variationnelle normalisée en 3D

Notations :
d:EE = di (517 _5) y
d;t = di (617 6) 5
(u(e) eV(Q), WeV(Q),
P (o [ s Bl e ) e (v (14 5 i e
6 J—

2
gg(—,%)/ \di\vad@,/ A= us () d€,, =
Huvg) [ e e

Aprés le changement de variable ¢, le probleme P¢ s’écrit PEH (g). Pour passer de P¢ a PEH (g),
on a effectué un changement de variable, c’est pourquoi, de maniére évidente, on a

Proposition 5.5.1 Le probléme PEH (¢) admet une solution unique u™ (¢) dans V () muni de la
norme ||

1,0

5.6 Eléments de géométrie différentielle sur la surface S de R?

Soient les déformations 6= qui transforment w en S

wt — ST
—R;sin (5}; )
Ui, et ) = | Rocos () at - R
Ry sin (é—i) dr
et
wo — ST
_ o 52)
f &, — 0 (§,)=| —Rpcos (%) d- —Ryp
—Rr sin (é—i) d-

5.6.1 Bases locales

Les bases covariantes (aj’,a;) du plan tangent & S en un point de coordonnées 0= (¢,) sont définies

par

+ +
a%: f— ai’ ag: f— ai.
23 98,
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Dans le cas étudié, ces vecteurs valent sur w™

— COS %) 0
al = | —cos E—QL) sin (%{l) ,af =4t | —sin (%)
— sin ( L2 ) sin (5};) cos (1%
et, sur w™
cos %) 0
a; = | cos é—i) sin <51TJ;Z) ,ay, =d | sin ( . )

3 &l — Cos ( L2 )
&n(ﬁ)sm(}ﬁ) R
Pour obtenir une base covariante de I’espace, on compléte la famille (a1 ,a2) par le vecteur

+ a; Aay
ag

Y

N HaljE A a2jE

orthonormal direct & (ali, agt) . Ces vecteurs ont pour coordonnées

—sin }% l) sin (51+l)
aj = | cos (5—2) ( ) , a3 = | —cos (1%) Cos (ggl>
sin ( ) CoSs (51 l) — sin (1%) CoSs (ggl)

Remarque 5.6.1 La base covariante est orthogonale en tout point de S.

La base contravariante du plan tangent est définie & partir de la base covariante par les relations
ate. a? = 0f, puis,

atl A gt2

[a*l A a=2||"
Puisque la base covariante est orthogonale, seuls les vecteurs non normés sont a changer. On a donc

0 0
Q] 5_2 _ 52

at = d% sin (RL> , a’l” = d% sin ( ) 7
CcoS (é—i — coS ( 153 )

et la base contravariante est orthogonale.

+3

5.6.2 Tenseur métrique et tenseur de courbure

Notations :
b* := tenseur de courbure de la surface S,
bas i=composantes covariantes du tenseur de courbure, b, = a’ - %’
_R% 0
lbas] =

0 %‘l_ Cos (%Tl)
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Les composantes covariantes afﬁ du tenseur métrique a* sont définies par

+ _ f ot
Upp = A, - A5.

af+

Les composantes contravariantes de ce méme tenseur, a®”=, sont définies par

— a®t . aft,

Ce qui donne apres calculs pour la surface extérieure,

ol = [ g ey |- =0 2] ot det o) = @y

(d+)?
et pour la surface intérieure
10 . 1 0 )
a .| = a = a =det|a 4| =(d7)".
sl =0 Gy ] E1=[0 L] o] = (@)
On définit ensuite le tenseur b™ de courbure de la surface S par ses composantes covariantes
+ _ 3+  Oat
baﬁ =a . TB

ou par ses composantes mixtes

Vot = bk afE

Apres calculs on obtient a 'extérieur,

_ 0 _ _ 1 _
~& 0 R 0
[bs] = i e | b2+ = 1 R
I 0 i cos(}zl)_ i 0 _WCOS(}%Z)_
et a l'intérieur
_ 1 _ _ 1 _
& 0 & 0
[b;ﬂ} B d- &1+ ’ [bg_} - 1 &1+l
— 1 1
i O R—L COS (Tl) ] i O _RLd* COS (Tl> ]

Remarque 5.6.2 Les courbures de la surface S* en un point M+ de coordonnées 6 (€,) sont —R%l et

—RL1d+ cos (5};) . Flles sont non nulles et de méme signe. La surface extérieure est donc elliptique,

ce qui représente le cas de coque en membrane le plus favorable.

Les courbures de la surface S~ en un point M~ de coordonnées 0~ (€,,) sont —R%l et —Rle_ cos (%) .
Elles sont non nulles et de signe contraire. La surface intérieure est donc hyperbolique. Le déplace-
ment de la membrane supérieure étant couplé a celui de la membrane inférieure, on se retrouve a
nouveau dans l’obligation de compléter les espaces de Sobolev classiques pour résoudre un probléme
bien posé.

Malgré cette obligation qui pourrait laisser penser qu’on a uniquement compliqué le probléme précé-
dant, le modéle se comporte mieuxr numériquement comme on le verra dans la partie 6 consacrée
aux simulations numériques. En effet, les forces surfaciques dont exclusivement appliquées sur la
partie extérieure du lobe, c’est a dire sur la partie ot la norme liée aux contraintes est équivalente
a la norme de Sobolev. L’étude purement mathématique est plus difficile car contrairement au cas
parabolique les coefficients des tenseurs asymptotiques équivalents dépendent de &;.
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5.7 Développements asymptotiques

Comme dans le cas parabolique, on calcule maintenant les premiers termes des développements
asymptotiques ou de Taylor des termes intervenant dans la formulation variationnelle normalisée.
5.7.1 Tenseur d’élasticité

Quand € — 0 on a au premier ordre

(155 |az,| AP () =

avec,
A 00 | 0 3 0 | 0 0 ju3]
0 22 0 | & 0o o0 | 0 0 O
0 0 2% | 0 0 0 | mg 0 O
0 &2 0 | 42 0 0 | 0 0 0
FATEO=H 0 0 [ 0 & 0 | 0 0 B
0o 0 0 | 0 0 28 | 0 & o0
0 0 pms | 0 0 0 | 38 0 O
0o 0 0 | 0 0 & | o 22 0
[ 3 0 0 | 0 % 0 | 0 0 Az |
5.7.2 Tenseur de déformation
EH+ kEH+

On effectue un développement de Taylor de e;; "~ (¢,v) et on note e; "~ (v), le coefficient de la

puissance k¢ de €, soit,

EH+ __1_-1EH+ 0EH=+
e (& V) =€y, (V) +e (V) + ...
Apres calculs, on obtient
r—- j: -
10vy
0 0 > e
~1EH+ 10v3
e M= 0 0 55 |
100 10v;  ow
L 206 2043 oty
puis
[ 1(ovf | ol ]
ol 1, 2\06 @ 9 1dvs _ 1+
/3 R, 3 1 ip §1-1 ot 2 0¢, R 71
Rpd+ R )2
0EH+ "
QH (V) Ovy d* Gn &1 Uf—"i‘
sym % R fu 10vs _ cos (&= o
Y dt oS &1 v 2 0€, Rpdt R, 2
Rr R 3
sym sym 0




et

[ 1 (v Ovy T
9y 4 1 2(8€z+8€1 * lovg _ 1 ,—-
o€, " RU3 1o (et - 206, R U1
7o sin (2R ) v
OEH— o - . l
€ (v) 9v _ d- i (&F v +
sym % R R 1ovs 1 ong (St g
Y 4 eos () 4 20¢, ~ Rpd- R ) V2
R. R, 3
sym sym 0

5.7.3 Tenseur de déformation solution

On continue de procéder comme dans le cas parabolique et on suppose qu’il existe un développement
asymptotique formel de I'inconnue normalisée u® (¢)

ut(e) =u* +eu® + ... avecu’* £0 et Ut €V (Q).

EH+
il
asymptotique de u™ (g) . On ordonne par puissance de ¢. On note e
kéme de e.

(e,u* (€)), et le développement

kEH=+
illy

On effectue simultanément le développement de Taylor de e
le coeflicient de la puissance

EH+ + _ 1 —-1FH+ OEH=+
Gl (&uT(E) = ey by e

Apres calculs, on obtient

2 9¢3
—1EH+ _ 10ud*
S L
100 10wt 0w
L 2 063 2 0¢3 €3 .
puis,
B 1 8u1+ 8ug+ T
oyt | b - RN R
I3 Ry 1 sin &1 UO+ 2 \ 0§ 95 R,
Rpd+ R, )2
eOEH+ — 8ug+ _dt sin &1 UO+ 1 8ug+ + 8u;+ .
=l %, R R, )71 2\ 0¢, 3 ’
sym
+4% cos (S2E) o0 . e
Ry R, ) V3 Rpd+ R 2
8u:1,,
| sym sym ET ]
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et

OFH—
€ =

B 1 8u?_ 8ug_ 7]
8“(1)_ + u_g 2 ( 23 * 23] + 1 8_“(?3 + 811&_ _ u?__
3 Ry 1 sin &1+l UO_ 2 \ 0§ 95 R,
Rud- R ) V2
= Ouy  _ d— &itl) , 0—- 1(0ud | Buy
cum %, R Sm( ”) U > \ o8, T o,
Y +4- cos (St 40 —L_cos (&) 40
R R 3 Rod- R ) V2
sym sym duy
| Yy Y 3 -

5.8 Etude pré-asymptotique

5.8.1 Hypotheéses

On suppose dans toute cette étape que

1. la densité surfacique de force est de la forme

FE(e) (&) = P ()

ou fi* € L*(T') et p est un entier,

2. il existe un développement asymptotique formel de I'inconnue normalisée u® (¢)

ut (e) = u* +eu® + ... avecu’F £0 et uft €V (Q).

5.8.2 Recherche du modéle asymptotique

Notations :

,7EH:N:
AEH:t (w)
( )

tenseur linéarisé équivalent des déformations en 2D, modéle elliptico-hyperbolique,
tenseur équivalent d’élasticité 2D du modéle asymptotique elliptico-hyperbolique,
espace ol on cherche naturellement la solution 2D du modéle elliptico-hyperbolique,
espace ot se trouve la solution 2D du modéle asymptotique elliptico-hyperbolique,
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avec,

Lg(|d*|w) = {nel’w), [, !di\ nd¢, =0},
VP (w) = Hj(w )><Ho( )XLQ()
VP (w) = H(wh)’ x Hy (w7)* x L (|d*|w),
[ om; omy | Ony L —
T s 5 (G + 58) + o sin (S5 ma
) = ) :
I sym %—j‘;—; (sm (5};;)771 — CoS (5 J;l) n;) |
[ onT 5} s} ]
7 T 5 (G + 50 ) + e sin (%) mi
() = . :
) + (. _ _
B () () )
[ A (w) 0 | 0 fi12 (W)
0 Az (W) | pgp (W) 0
AEHi( ) _ - + o 7
0 phg (W) | Az (w) 0
M1 (W) 0 | 0 A2z (W)
2‘di‘

(w) o3
2]a| 2
A22 (u)) = gad*e ()\22)\33 - (/\23) ) )
2|d*+
A1z (w) = % (A2Ags — 22413) |
2[d*|
f12 (W) = gxz Mi2-

Remarque 5.8.1 Les coefficients du tenseur d’élasticité asymptotique dépendent cette fois-ci des
propriétés du matériau dans l’épaisseur et de la variable &,. Ce phénoméne complique le calcul
intégral sur la surface w. Toutefois, si on fait tendre Ry, vers linfini, on retrouve les coefficients du
cas parabolique qui sont indépendants de [’épaisseur.

Dans le probléeme PP (¢) | on remplace chaque terme par son développement de Taylor ou son
développement asymptotique. La formulation variationnelle devient ainsi,

Lz (1 — 2£> / v3 |d*| (1 Ty cos(g}% l) / (ud™ +...) [dF] ( 7, cos( il) de,,
/ [AP7=(0)+ 0 (e)] - [%ei—H;EHi + e?ﬁ;;—i- ] : [%G;H;EHi (v) + e?Hb;Hi( v) + } dé =

e (1 + E) /fp’iivi || (1 + 5 cos(%l) de,.

w1
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ou d* dépend de &,. Puis, on ordonne les termes de 1’égalité par puissances croissantes de ¢ et
on annule successivement leurs coefficients. On appelle PF¥ (¢) le probléme obtenu en annulant le
coefficient de &P.

On rappelle trois propriétés remarquables des éléments de V (Q), = {v €V () indépendants de {5}

il

1. [e-lEHi (v)] — 0],

2. sion pose n(£,) ==V (£), alors v €V (Q), <= nfeH} (w?),

3. /vi\di\dfw:/vi\diydfw:/vi]di]dfw:/vi]di\dfw.

w_1 w1 wo w

Annulation du coefficient de E% Cette premiére étape permet d’obtenir des informations sur

£2% u0* o [e—lEH:t

i } . Le probléme PEF () a pour formulation variationnelle

APHE (0 . [ei—H;EHi] : [ei—”;EHi (V)} de = /f—2,i:|:vi ‘dﬁ:} e, Wv eV (Q)

wx]—1,1] w1
Proposition 5.8.1 La force £72 doit vérifier

f2* = 0.

Démonstration. Soit ) € H} (wh)’x HE (w™)? x HY (w) . Posons v (€) :=n (€,) , alors v €V (Q),.
La formulation variationnelle du probleme PFH () étant vérifice par tous les éléments de V (2), elle
est vérifiée en particulier par v. Or,

[ei_”}EHi (v)} = [0].
Il reste donc

/f—Q,iiUi |di} d¢, =0, VveV(Q),
c’est a dire,
/ FEEE |dF | de, = 0, Vi €HY (w)

et par conséquent, par densité de Hi (w) dans L? (w), on a, |d*| f~2 = 0. Enfin, puisque |d*| # 0,
il reste f~2* =0. m

Remarque 5.8.2 Ce résultat met en évidence un phénomeéne physique intuitif : la force “n’explose
pas” quand € diminue.
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Proposition 5.8.2 Le premier terme du développement asymptotique de u™ (), u®*

dant de la variable transverse £5. On a donc

, est indépen-

ou'+

93

=0

et par conséquent,

] =01

il

Démonstration. Puisque f =2 = 0, on déduit en remplacant dans la formulation variationnelle
de PEE (&) que

Cily il

/éEH:t : —;EHi} : [e._l.EHi (v)} dE =0, Vv eV (Q),

IEH:N:} [ _1EH=+

c’est a dire en remplagant [ (V)} et A7+ (0) par leurs valeurs respectives,

€y Cils
+ oud* oo I I + | 0ul o o
Vv ev(Q / poa 0 S G+ 18 T G+ s || GG ) de = 0.

Soit (vi,v3, vy, v5,v3) € V(Q). On choisit successivement comme fonctions tests dans PZY (e) :
v =(v{,0,0,0,0), v=(0,0,07,0,0),v = (0,05,0,0,0) , v=(0,0,0,v5,0) et v=(0,0,0,0,v3), ce
qui entraine, d’aprés le théoréeme 10.1.1 (Annexe I1I),

aUOj:
=0
23
et par conséquent, puisque
— l 81/,? -
0 0 3 D¢,
—1EH+ 19ud®
[einj } = 0 0 3%
100 10yt duf
L 279¢; 2 0¢y4 €,

on a bien, [e;H}EHi] =[0]. m

0+

Remarque 5.8.3 Puisque u’* ne dépend pas de &5, on a

/u?i|di}d§w:/u?i}di|d§w:/u?i}di}dfw:/u?ﬂdi}dfw.

w_1 w1 wo w
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En tenant compte des précédants résultats, la formulation variationnelle du probleme PEH (g) s’écrit
APHE ( . [ oEH+ 1EH+ | . [1 —1EH+ 0EH+
/ A +O ()] : | SEE el ¢ [ L FHE (v) + 957 (v) 4 | de+

Q
1z (1—2%+;—22)/v3\di]d§ / ¢S+ eud + ) |dE| g,

w_1

e (14 ) [ e,

w1

Annulation du coefficient de é On obtient cette fois-ci des informations sur [e?ﬁ.H i] . En effet,

la formulation variationnelle du probleme PZ{ (¢), obtenue en annulant le coefficient de 1 est

/ A"TE(0) [e?u?fi] : [e;”}EHi (v)} e+ / vs |d*| dé,, / ¢3|d*| de, = / £y |d¥| de,.

w_1 w w1

Proposition 5.8.3 Les forces f~1"* vérifient

f—l AE f—l 21
f 1,3+ _ /43 di}df

Démonstration. [’équation variationnelle de PP (¢) est vérifice par tous les éléments de

V(). Or, comme on 'a vu, ces éléments ont la particularité d’annuler [e;”;EHi

d’annuler 'intégrale sur Q. En choisissant une fonction test v dans V (2), et en posant 1 (£,,&,) =
v (£1,65,&5), onan €HY (wF), puis en remplagant dans la formulation variationnelle de PE[ (¢) , il
reste

x / n || de, / 8 |a*| e, = / N A de,,, YiE € HE () x HE (07)? x HE ()

w w w

(V)} , et donc

cest & dire Vi € H} (wh),

J = e |+ [t e+ [ e e, -

w

dont on déduit, par densité de H} (w®) dans L? (w®), les résultats énoncés. =

On reporte ces valeurs dans la formulation varaitionnelle de PZ (¢) qui s’écrit alors,
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Vv eV (Q)
[ arr s [epe] s oo )] e+ ¢ [ lalaz, [ (ol -1 = v (€ ) i de, o

Q

Cette formulation permet d’établir le corollaire suivant,

Corollaire 5.8.1 Le tenseur [eOEHi} est de la forme

illj
OFH+ OFH+
€1 €1)|2 0
OFH+| __ OFH+ OFH+
[Q”j }— €z €l 0 )
O 0 i3 6OEI:[i_ A23 6OEI:[i
d+2)33 11 d*2)33 2|2

et par conséquent, il ne dépend ni de &5, ni de u'*.

Démonstration. Soit (v, vy, vy ,v5,v3) € Hy (w)?x H} (w™)?x HY (w) et v = (vf, 057,07, 05,0
Ce choix de fonction test annule le terme de couplage. Il reste donc

/ AP (0) |98 1 b P (v)] dg = 0, Wv = (of 07, 07,0)
Q

Pourv:(vf,0,0,0,0) ouv:(0,0,vl_,0,0),ona

r vt T
0 0 %8—53
[ i (v)] = o o o [,
vt
[ 352 0 0 |

et par conséquent, puisque

1>

BHE () . [60EHi} : [e‘lEHi (v)} e =0,

illg il

/

on en déduit, apres avoir remplacé [e‘lEH +

i (v)] par son expression et effectué les calculs, que,

U:l:
/M13 ‘di} e(l)‘%Hi : %T;df =0, Yof € H; (wi) .

Q

On applique le théoréme 10.1.1 (Annexe I1I) et on conclut

0EH+ _
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De méme, pourv:(O,v;’,0,0,0),etv:(0,0,0,vg,O),ona

[0 0 0

_ 1<%i

[eiH;EHi (V)] =10 0 55
18vi

10 3% 0

Par conséquent,
#—Oi%df_o vieHl(i)
1at €203 * Bg, 4 = Yo Ua oW )
Q

On applique & nouveau le théoréme 10.1.1 (Annexe III) et pour conclure

0EH+ _

On choisit maintenant v =(0,0,0,0,v3) comme fonction test dans la formulation variationnelle de
PEH (£) et on obtient ,

[ g (et 4 ettt duselt) |a| de + 5 [ (oo (-1) = va (1) |a*]de, [ C3a*]de, =
Q w

Pour annuler I'intégrale de surface, il suffit de choisir v3 dans H} () . En effet, on a ainsi vz (—1) = 0
et v3 (1) = 0). Il reste alors

[o) A OEH=E A OEH=E OFH=+ 1
/ Do (gt + 23 eI 4 AguelEIE) d = 0, Vog € H} (2)
Q

soit, en appliquant le théoréeme 10.1.1 (Annexe III),

A3 opH+ . 23 (OEHE OEH= \ | o+
(Eelnl 22922 +/\3363|\3 ‘d }:Ov

c’est & dire,

QOEHE _ A13 (OBHE _ A23 POEH=E
33 11 €22
| CdE2)\g3 d¥2)\g5 2

Pour conclure, il ne reste plus qu’a constater que e?ﬁHi et egf;ﬁ sont indépendants de la variable

transverse. En effet, ce sont des combinaisons linéaires de u*, u3*, u3 et de leurs dérivées partielles.

Or, on a montré proposition 5.8.2 que u’* est indépendant de £;. Pour les mémes raisons, egﬁH +

est indépendant de &;. Par conséquent le tenseur [e?ﬁH i} indépendant de 5. On montre avec les

mémes arguments que le tenseur [e?ﬁ.H i} est indépendant de u'*. m
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Corollaire 5.8.2 La valeur moyenne de Cg sur S, ﬁ(w) /(2 |d*| dE,,, est nulle, tout comme l'est

w
f13E

Démonstration. On revient a la formulation obtenue avec la fonction test v =(0,0,0,0,v3)
dans PP (¢)

[ (et 4 ettt duneli) |a| de + 5 [ (o (1) = va (1) |a*]de, [ ¢8a*]de, =
Q w

Puisqu’on vient de montrer que

A3 OEH+ | A3 OEH+ 0OEH+ _
a2 € T aEey)p +)‘3363||3 =0,

il reste

£ [ (o) - w ) || de, [ 1) de, -

[ claae. -
Or, on a montré, proposition 5.8.3, que

o =g [ oF |t ag,

pour tout v3 € H} (w), ce qui entraine

et par conséquent on a f~ 13t =0. =

Remarque 5.8.4 Le premier terme du développement asymptotique du déplacement moyen est donc
a moyenne nulle sur la surface médiane. C’est une propriété trés importante dans la suite de [’étude
puisqu’elle interviendra dans le choix de l’espace pour que le probléme asymptotique soit bien posé.
C’est a cause de cette particularité qu’intervient 'espace L2 (|d*|w) dans le modéle asymptotique

final.

Annulation du terme de degré 0 en . On aboutit ici & une équation posée sur w, couplant
* et u'*. Compte tenu des résultats précédants, le probleme PEH (¢) s’écrit

(Vv eV (Q)
EHi OEH:I: QUEHE 4 s
Po (e) : 4 /A g ()df+v/v3!d\d£ / 4| de,,
+/ [éEHi (0) :gﬁEH:t_}_g(g) _ﬁEHﬁ:} :QWIEHﬁ: v)de = /fo ity |dE| dE,.
\ Q
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Le terme / O (e) : elIFHE gilEH * (v) d¢ pose probléme, aussi on choisit de travailler uniquement

Q
avec des fonctions test dans V (£2), . Pour ces éléments la formulation variationnelle de P (¢) s’écrit

/AEHi OEH:I: eﬁEH:t (V) d§+ %/03 |d:|:| dé'w / ué:ﬁ: }di| dé'w — /f(],i:tvi }di| d&-w

Le but de I’étude asymptotique est d’aboutir & une formulation variationnelle posée sur la surface
génératrice, c’est pourquoi on interprete l'intégrale de volume comme

/éEHi (0) :gﬁEH:I: OEH:I: dé— / (/ AEH:I: (0) :gﬁEH:I: . gﬁEH:I: (V) dfg) dgw
Q

chaque terme est indépendant &5, on a donc

// AEH:E OEHi eﬁEHi ( d£3d§ / d§ /AEHi OEHi e|(|)EHi (V) dé-w

— 2/AEH:I: OEH:t . eOEH:I: (V) dgw

Posons 7 (€,,) == v (£), et développons la double contraction A"+ (0) : ﬁEHi : _ﬁEHi (v). On
obtient

AEHi (0) OEHi OEHi (V) o 1AEH:t (w) . 7EHi (COi) . ,7EHi(

€ g =3A Ly n)

et par conséquent

/éEHi 0) : [eg‘ﬁH:I:] : [egﬁHi (V)} de = /éEHi (w) :ZEH:N: (CO:I:) ZZEH:N: (n) ¢,

Q w

5.8.3 Modeéle asymptotique, normes et espaces asymptotiques

On ne pourra pas aller plus loin dans I'annulation des coefficients des puissances successives de e
puisqu’on n’a pas pu annuler le coefficient de €° pour tous les éléments de V () .
On aboutit ainsi & 'équation vérifice par ¢°F := u%* et par u'*

/ AP () Q) s P () e+ [l des [ bl d = [0t de..

w w_1 w

Afin de déterminer la nature du probléme étudié, et de déterminer la norme que l'on va utiliser, on
cherche le noyau

KGTZEHi (w):={m eV (w), IEHi (n) = 0 dans w} .

Si Ker®1= = {0}, alors il s’agit d’un probleme de ”coque en membrane”.
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Théoréme 5.8.1 Le noyau de v*H= est réduit o {0}.

Démonstration. Le comportement d'un probléme hyperbolique et celui d’un probléme elliptique
étant trés différents, on fait la preuve en deux temps. On montre dans un premier temps que

EH+(

puis dans un deuxiéme temps que
EH— (

1. Soit n €VEH (w) tel que lEHi (n) = 0 alors, dans w™,

n)=0—=mn=0.

,
My

1 (o | Oy (el 1+
é(a—éﬂ—é)“m(h marlz =0

ang +
\%—%(sm(gl )nl—cos< )773):0.

On élimine 74 entre la premiére et la derniére équation. On se rameéne ainsi au systéme
1 on] 8772 : &1 1 + _
2<a§2 + ~+ sin ) moar'le =0

ong d+ &1 an .
8522 RL(sm( >n1+cos<}z)Ragl)—O.

On explicite ensuite ong. & partir de la seconde équation et on dérive la premiére équation par
P

rapport & £,. On obtient

*nf *n3 =l 1 omy
8521 + o606, +2sm< o ) mar ot — U

o = et (57) (5 (il eos (57))) =00
On élimine 75 dans la premiére équation et on pose 77 = 1, / cos (5 o l>.

RL 61\ 8% 4 o g+ 2 (&t sll &) o7 _
i cos( l>8§2+8§1 d" Ry, cos o + 2sin cos? o 851—0

enfin, on multiplie par 7 et on intégre, puis on intégre par parties en remarquant que
8‘21 (sm (5}% l) cos (%)) R cos (%ll) ((3052 (%) — 25in? (%;))
/cos (51 l) (RL (8§~> + RpRid" cos (%) (%) + 7 (3cos (%) - 2)) d¢, =

w

Tous les coefficients sont positifs dés que

€ 2
R < arccos \/;

ﬁzou puisni_:(h 7]3—:07 77;_:0

et par conséquent
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2. Considérons maintenant

KerlEH_ (w_) = {77 cH} (w_)2 x Hp (w_)2 x L2 (w_) , v*H7 (n) = 0 dans w_} )

Pour montrer que Kery®7~ (w™) = {0} il suffit de montrer qu’en chaque point My de S~ le
plan Pr tangent & S~ coupe la frontiere 0S~ [Ciarlet, 2000]. Par raisons de symétrie, il suffit
de le montrer pour (£9,£3) € [—1,0] x [—-L,0]. Pour (&,&,) € [-21,0] x [—~L,+L], posons

g .— &utl

Ry
Soit (£3,£3) € [—1,0] x [—L,0], le plan Pr tangent en M (£7,£3) & S~ a pour équation

sin (0g) Ry (sin (6) — sin (fy)) + cos ( ) cos (6p) R (cos (é—i) d~ (6) — cos (52 ) d- (90))
+ sin (é—%) cos (0o) Ry, (sin (é—i) d~ (0) — sin (5 ) d=(6p)) =0.

Un point de la frontiére a pour coordonnées (£;,+L) ou (0,&,) ou (—21,&,) avec (£;,&,) €
[—21,0] x [=L,+L]. Montrons donc que ’équation d’inconnue 6 obtenue en remplacant £, par
+L dans Py

sin (6o) Ry sin (6) + d~ (0) cos (6o) Ry (cos (R—2> ( ) + sin (é—%) sin (;f)) =
sin (0g) Ry sin (6g) + d~ (6o) cos (6y) Ry ((3052 (é—) + sin ( 153 ))

admet au moins une solution ¢ appartenant a [—[, +{] . On remplace d~ (6) et d~ (6y) par leurs
expressions respectives

sin (6o) By sin (0) + cos (6) Ry cos (%) (—1 — R%l cos (ﬁ) + B cos (9)) =

R

sin (0p) Ry sin (6g) + cos (0o) Ry, ( 1—=t - cos (R%) + R%l Ccos (90)) :

0
521;2”3) proche de 1. Il reste alors

On suppose Rj, suffisament grand pour considérer cos (

sin (6p) sin () + cos (6p) cos (8) =1
soit 6 = 6.

Pour Ry, suffisament grand, le noyau de v##= est réduit 4 {0}. m

Conclusion 2 L’étude pré-asymptotique débouche sur un probléme de ”coque en membrane”.
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5.9 Etude asymptotique

Notations :

pEH (2,Q) = 4 ééEHi () : ngﬁ: (e,u (¢)) : Qin (e,v)

L w_1 w_1

5 (1-7) [m@ae, [l -

+
d€£3‘ dé +

<1+R%)/fiivi\dj]d§w.

Dans cette partie, et comme dans le cas parabolique, on se place dans le cas ot :

1. les membranes ont toutes la méme surface médiane S = 6 (w),

2. les conditions aux limites sont toutes posées sur 6 (dw),

3. les constantes d’élasticité des membranes ne dépendent pas de 1’épaisseur,

4. les forces extérieures f* vérifient, il existe f*= (f*) € L? (w) indépendante de €, f&* (&%) =

ef™* (&)-

Sous ces hypothéses, le probleme PP (£) devient PFH (£,02) .

5.9.1 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 2D

Notations :
_ o _
ko (1) = 3 (5 + 52 ~ bas (€0)
oy any
Tt L (5
() =
0
sym ;%—FRLL(—l—l—R% Ry
et,
e B (S L L S Ul
CmET = (¢ m)EH + / ¢mde,, ke
€,m, = [ (€):em)+{sm3)dE,, mll,,
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||EH

La formulation du probléme pré-asymptotique conduit & étudier la norme || ||

produit scalaire

induite par le

VEHR () x VPH (0) — R
(VB

2 eom) e (Gl = [P () (),

avec rappellons le,

omf | n 1 (omf | omg (a-ty 1+
. % TR 5(8_512+8_£21 80 - ) ez
7 () = .
0 + . —1 —1
sym 8%22 - f{—L (sm (%) n{ — cos (5}%1 ) 7]3)
et,
ony. n 1 (9 ony I 1, -
. 96 TR 5 (e + ) +sin (5) s
()
oy d [ AP l
sym % — ?Y_L (sm (Eg ) 7, — COs (Eg ) 773>
et & la comparer avec une norme compléte sur VE# (w), par exemple || ||, ou avec la norme
| ||, induite par le produit scalaire
VEH () x VPH (0) — R
Gt | G — (G = [ (e(€): em) + Gy e,
w
avec
omy 1 (0  Omp
o8, 2 (aé + asf)
e(m) =
1(om | Onp oy
2\ 88 @ 04 9,
Proposition 5.9.1 Sur VFX (W), les normes || |10, €t || |57 sont équivalentes.

Pour le prouver, on démontre d’abord un lemme préliminaire dont la preuve utilise le résultat suivant
démontré dans [Duvaut-Lions, 1972].

Résultat : Soit w un domaine de R? et v une distribution sur w, si v, g—g’l et g—é appartiennent a

H=Y(w), alors v € L*(w).

Lemme préliminaire : Les ensembles {77 el? (wh)? x L2 (w)? x L2 (w), ~FH* () e [L2 (wi)]}

et VPH (w) sont égaux.

130



Démonstration. Posons WEH = {’r) eL? (wh)? x L2 ()’ x L2 (w), ~yPH*(n) € [L? (wi)]} :
on a N
évidemment VP (w) € WEH. Pour montrer linclusion inverse, il suffit de montrer que % €

L2 ().

L’appartenance de agl et de 822 a L% (w*) est directe. En effet,

VB () € 12 (wF) etny € 1P (w) = 5 € L2 (w*) et

71252H:|:()€L2(w:t)77]i|:€L2(w:t) etn3€L2(w):>8z2€L2( )

en revanche on a seulement

YV (m) € P (%) et nf € I° (w*) = B+ G € I (w%).
Pour conclure on applique le lemme précédant 220 Ona

a) ny € L?(w )doncggleﬂ (wh),

+ +
b) 851 € L? (w*) donc a‘g (%%) € H ! (wh), cest adureaE (%) € H ! (wh),

) ) onE 8 [0 ) _ 8 [ onT
c) 821 + 772 € L?(w¥) et 8%22 € L?(w?), donc % (821 + 772) € H(wF) et % (%) €
H-! (wi), soit, par soustraction, 8%2 (%) € H™ (wh).

on ¢ L* (w#). Enfin,

Par conséquent, 7 e

M e L2 (w*) ot 2 4+ 2 € 17 () = 22 € 17 ().

Les ensembles sont bien égaux. m

On peut maintenant prouver la proposition 5.9.1.

Démonstration. Puisque de maniére évidente || H <c| [0, I'injection entre les espaces
de Hilbert

id (VEH (W), |l HllO,w) - (WEH’ | HOEf)

est continue. Par conséquent, pour montrer I’équivalence des normes, il suffit d’appliquer le théoréme
du graphe fermé puisque WF? = VEH () =

Malgré ce résultat, on montre qu’il n’y a pas équivalence des normes || || et || ||, sur w tout
entier, mais qu’il y a ’équivalence partielle suivante

Proposition 5.9.2 Les normes || |2 et || 1100+ SONt équivalentes sur Hj (wh) x Hy (w*) x
L? (w™).
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Démonstration. La démonstration reprend celle donnée dans [Ciarlet, 2000]. On sait d’une
part qu’il existe une constante c telle que

Vn €Hy (w7) x Hy (w*) x L (1), [l < elnllipe-
et on vient de montrer d’autre part qu’il existe une constante c telle que
vn €H, (w+) x Hy (W+) X LQ( ) 171100+ < CHnHow

il reste donc a établir 'existence d’une constante c telle que

EH

¥n €Hs (W) x Hy (0F) x L2 (0F), [Inillges + Imallows + I1msllg0s < cllmllgs

pour obtenir l’équivalence. On le fait par 'absurde. Si 'inégalité était fausse, il existerait une suite
(0"),,en de HE (w)? x L2 (w*) telle que

i VneN, g, =1

. EH+ 2
il 3 v (1) g =0
Cette suite serait bornée pour la norme || ||}, et on en déduirait donc I'existence de g = (1, 7, 73)

appartenant & H} (wt)?x L2 (w') et d’une sous-suite (n°(™), . faiblement convergente dans Hg (wh)*x
L? (w™) vers 1. On montre que dans ces conditions, on a nécessairement 17 = 0, puis on montre qu’il
y a convergence forte de (n‘P(”))neN vers 0 ce qui est incompatible avec la condition i.

n*™ — 5 dans H} (w+)2 x L* (wh)

n—oo
( ns@(n) — dans L2 (wh)
nf(n) — 1 dans L?(w™)
) Y — gy das ()
n—oo
\ Qg% = g"T; dans L?(w™)

— ,}/EH—Q— (,r,ga(n)) nj ,}/EH—Q— (7)) dans L2 (w-i-) )
Comme la condition ii entraine la convergence forte de ’yEH+ (77@(”)) vers 0, on en déduit que

”yfé“ (n) = 0 et donc que n = 0. On montre maintenant que 77*"(”) — 0.

[’yaEé” (n‘p(“))] — 0 dans L? (w+)

n—oo

H 0
n—00

(o™ ()
o6, T s

1 omf™ o™ 1o (&) o)
= §<81£2 t % ) trasin (G )m —> 0

ane™ + (. —1 n =l n
2352 — f?_L (sm (5}%1 ) nf( ) _ cos (%) nf( )) —0

\



On élimine ng(n)

entre la premiére et la derniére équation et on utilise les convergences fortes déja

obtenues pour en déduire le systéeme

( anf(")

3

< 8ﬁf(n)
P

P

\

ang(”)

1

+ En}f(n) 2 0 dans L?(w™)

L dans L2 (w)
agl n—o0

_mat o (asty ol g qans 12 (w™)
Ry, Ry 91 poeo

. - ant™ an?™ s .
puis on multiplie la seconde par 2352 , la troisiéme par glgl et on intégre sur w*. On obtient alors
( p(n)
ong 1, ¢(n) 2/, +
s TR 2 0 dans L*(w™)
anf(") anf(") ang(”) an‘f(")
—
) / o6, o6 T | Tog o o0 dans R
wt wt
g™ g™ Ryd* g1 ™ ang™
— - -4 —
/ 96, 06 e 8\ ) Toe o oy 0 dans R
\ wt wt
de plus, comme
nf™ = pf™ = 0 sur dw™,
on a
877;9(”) 877;‘0(”) _ 8772‘19(") anl‘ﬂ(")
06y 08 08, 04,
wt wt
et par conséquent, en soustrayant les deux équations
om\ 2 o(m\ 2
" Ryd+ (51—l> o'
== cos — 0
/( 852 ) +/ RL Rl 851 n—oo
wt +

an‘f(")
3

le coefficient de (

an‘f(”)
(/3

w

2
) est positif sur tout le domaine w™ par conséquent, nécessairement

an‘f(”)
¢,

— 0 dans L? (w+) )

n—oo

— O et
n—oo

On en déduit successivement & partir du systéme de limites que

A

Ceci permet de conclure que

— 0,
n—oo

ang(")
0,y

ang(")
3

— O et
n—oo

— 0 dans L? (w*) )

n*™ — 0 dans H} (w+)2 x L* (wh)

n—oo
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or,

Il o = 1= lim [

n—oo

Nowr =1 = lInllpus =1

ce qui est impossible. m

Proposition 5.9.3 Les normes || |27 et || ||, sont comparables mais elles ne sont pas équiva-
lentes sur VEH (w™) = H} (w™) x H} (w™) x L? (w™).

Démonstration. La démonstration adapte celle donnée dans le cas général dans [Slicaru, 1997].
Puisque les normes || || - et || |l;;0.,- sont équivalentes sur V¥ (w™) et que par application des
inégalités triangulaires, on montre que

EH
H"?Hw < CH77H110,W

on en déduit que les normes || ||ff{ et || ||~ sont comparables avec

EH
Inll,=" < ellnl,--

Aussi suffit-il, pour montrer que les normes || [|©" et || ||_- ne sont pas équivalentes, de montrer
que la proposition

e >0, ¥ €V (W7), Inlhg.- < clmlls”

est fausse. Pour le faire, on la suppose vraie, on se place au point £, (—[,0) € w™ et a 'aide du
tenseur 'ny ~ (m) on arrive a une contradiction.
—So0

1. Montrons dans un premier temps qu’il existe un voisinage wy, C w~ de &, dans lequel pour tout

My €V (wy) := H} (w™) x Hy (w™) x L*(w™) on a

2
EH—

e ( ) H'Ygo,m 770)

H’Ygo,n Mo

1 2
Owi 2 22 (""70”110,‘05) :

Supposons qu’un tel voisinage existe et identifions ses caractérisques. Soit n, € VEH (wg ) et
soit 1) le prolongement de ny & w™ défini par,

_ ) mosurwy
=13 0 ailleurs.

+ 2 Hvﬁﬁ% 770)

O0,wg

Ainsi construit, 7 appartient & VEH (w™). et par conséquent vérifie

EH
17110~ < climll=
Or,

EH\? _ 2
(") = [vE oo,

2|l I el

et,

||”7||110,w— = ||770||110,wg'
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On exprime les composantes de y##~ (ny) (qui apparaissent dans le calcul de InlIZ) en
fonction de celles de 7£EH ~(n)
— SO0

i (1m0) = venr (mo)

)7702

) Mo,1 (b22 (50) — by (5)) Mo,3-

Yia' (19) = Ye 1z (1) + 7= sin (

Yaa' (o) = 'Ygo 2 (100) — d__ sin (

On vérifie ensuite que

sup ‘j‘;; sin (%)‘ <  sup ‘ﬁ sin (%)) = S.
gel-210 1" : gel-210 " :

et on en déduit les majorations suivantes

1 +
| sin (%) o

2
[ 50 (52 o,

dont on se sert, aprés applications des inégalités

2

2
< 5 [[mo,|
= 0,2 —
0wy 0,wq

2 2
= s HnO,lHO,wg

wo

(a+b)% < 2a> +20%, (a+b+c)” < 3a®+ 307 + 3¢,

pour majorer |n]|> . En effet, on a

EH EH— 2 EH— 1 &t ?
(HnHw—) = H')’go,n (7o) +2H7§0 12 (M) + 7 sm( )7702 T
(.L) 7w0
_ 2
| ) — 7 sin (S5EE) mo + (b2 (60) = baa (D)o,
7w0
< EU?— 2 4 EU?— 2 3 EU?— 2
Ye,11 (Mo) 4| Vg2 Mo)|| 3| Ve (Mo)|| _ F
w 7w0

25° H”o,zHo,wg +3s° H"o,lHo,wg T 5861119 ’b22 (€o) — D22 (€)| H”o,?»H(zJ,wg
w,

+

<3 (I mo)llu; + 217" o)us + VB o5,

s* (H”w“i,wg T Hno,l}li,wg) + sup [bo2 (&) — b2z ()| H’70,3H(2J,wg'
{ewy

Il reste maintenant a choisir w,, de telle sorte que

5 (Ilmoally o + sl ) < 2 (Il + ol ) et
sup |b22 (50) - b22( )| > 202

fewy
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On choisit wy = |—1 — 6, -1 + 6] x | =L, L] ou § vérifie les tois propriétés suivantes :

o<l
pour que w, C w .

1
1§, + 1] <6 = sup |ba (&) — b (§)] < 22"

ewy

ce qui est possible car byy est continue en —I[, et enfin

35 [0allow; < 5 1oalli;

ce qui est possible du fait de I'inégalité de Poincaré sur wy : Hnoa“i,wg < (26)2 !no’a}iwa .
Dans ces conditions, on a
2

2
= (H%Hllo,wg>

“o

2
+ H’Ygo,m "70)”0

H’Ygo,u (10) +2H'Ygo,12 "70)

O,wq O,wqy

. On établit maintenant la contradiction en prouvant que sous I’hypothése
dec >0, Vn eyrH (W_) ) ||”7||110,w— <c ||”7||ffl

on a

o0

vo e Hy (), ||

> col,.

o
ot on a effectué le changement de variable & = 1 + 35 et £y = 01 — 5.

Soit 6 € H} (w™), notons

—b22(&) _ R l R
T (- e+ () <

et considérons les éléments n €VFH (wy) définis par n :z( 0 —19, 8‘3}((’1) . Ces éléments

vérifient
H EH ) 2 EH ) EH ) 2 1 H || 2
Ve, 2 o, e e,z o ;)
0,11 0 £0,12 O £0,22 0wy = 2 110,05
c’est & dire, en remplacant n
1 2 1 1 .90 x o0 ||?
(ol -l ) <2la - wal
2c2 ’ Lwy 1wy 01 0wy — 2 Ry 0o R; 051 0wy
H X 00 _ X% 00
R, 9s2 R, O _
1 072 1 1 07“]0
soit
1 2\ || a0 00 ||? 1 2 2
G+ |2+ x| = (1005, + X200, + R ||
"0 "0
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d’otl le résultat annoncé avec

_ 3X2
C=—F>-r—.
2c2(§—|—X2)
L’inégalité
06 > ool -
Ham 0wy H Lwg

obtenue pour tout # € H} (w™) est fausse. On le montre en utilisant le méme type de fonctions
tests que dans la partie parabolique.

EH
w

l'une ou pour Uautre sont identiques. Par conséquent, VMEH (W) est de la forme HY (w)” x VM (w).
ou VM (w) est un espace vérifiant les propriétés suivantes :

Remarque 5.9.1 Puisque les normes || |27 et || ||Y sont équivalentes, les espaces complétés pour

Proposition 5.9.4

1. L'espace HY (w™)* x L2 (w) est un sous-espace propre de VM (w).
2. H} (w)? x L? (w) est dense dans VM (w) .

3. L’injection canonique de H} (w™)* x L? (w) dans VM (w) est continue.

Démonstration. Déja vu sous une forme différente & la proposition 3.8.3. =

Conséquences :
Comme dans le cas parabolique, une forme linéaire continue sur (VEH (W), 1l 10 w) ne se prolonge

||EH

pas toujours par continuité en une forme linéaire continue sur (VMEH (w) || ||”

Mais, a la
différence du cas parabolique, les forces extérieures sont exclusivement appliquées sur une surface
elliptique et par conséquent, la forme linéaire correspondant au second membre de la formulation
variationnelle du probléme normalisé 3D se prolonge par continuité & VMEH (w) . Le concept de ” forces
admissibles” n’est plus utile puisque le probléme est bien posé pour toutes les forces de régularité
L? (w™). Cette restriction des forces correspond a la réalité physique étudiée : les perturbations de

I’environnement du dirigeable se produisent a l’extérieur.
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5.9.2 Choix des espaces fonctionnels et des normes en 3D

Notations :
2 2 2
EH e — | BH
(Ivig |32] + (e02")"
VMEH (Q) = complété de V (Q) pour la norme | ||&F,
LPH (g) :=la forme linéaire correspondant au probléme P (g,Q),
Tout comme dans le cas parabolique, sur V (Q2) on définit la norme || ||57 par

dug
03

(") = (Jaz],q) + (512

cette norme n’est pas complete sur V (©2) . On note VMFH (Q) le compléteé.
La forme linéaire L¥H# (&) correspondant au probléme P (g, ) est,

5.9.3 Convergence de la suite des déplacements normalisés (u(¢)), quand f~

Notations :

avec,

€l

EHﬂ: (6)

LET (m)
n)
)

LMEH (
CEH ('l’]

CMEH (

n)

LEH (5

BEY ()
BUPH () =

Ve

w

)

L™ (n)

chf (n)

w

V() —R
) v I () (v) = / fiEo; |2 de,

w1

ey (e;u(e),

forme linéaire au second membre de [’équation asymptotique,

unique prolongement continu de LEH (n) a VMFH (w),
forme linéaire correspondant au terme de couplage,
unique prolongement continu de CEH (n) a VMEH (v),
forme bilinéaire de ’équation asymptotique,

unique prolongement bicontinu de BE (n) o VMEH ()
{n VI ()| CMFT (3) = 0}

— / (Fnf + f20nf + foond) | de,

- / (d* | myde,

BIT(¢Cm) = [AR (W) [vgs T Q)] [vas T (m)] dé.,

PMEH

¢ eV (w), W eVt (w)

BYFR (¢, m) = LYPT ().
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Dans toute cette partie, on suppose que fi~ = 0, ce qui, rappelons-le, correspond physiquement au
cas ol les perturbations sont toutes appliquées a 'extérieur.

EH

Proposition 5.9.5 La forme linéaire LE¥ est continue sur VEH (w) pour la norme || ||

Démonstration. Soit n = (ny, 17,15, 75,735) € VEH (w),

2|25 ()| = | [ (70 + 20+ £ ) ||,
< Hfi’Ld’LHOM Hn;rHOM+ d’apreés Cauchy-Schwarz

<c ||77||ff par équivalence des normes sur w™

EH
<clnl,

d’ou la continuité. m

. o, . . FH .
Corollaire 5.9.1 La forme linéaire LE®, continue sur VE® (w) pour || ||J” admet une unique ex-
tension continue sur VMEH (w). On la note LMFH.

De méme,

Proposition 5.9.6 La forme bilinéaire continue sur V¥ (w) x VEH (w) | pour || |27

BEY (¢,m) = / APHE ()« [/BHE (0] - [vB5 ()] de,

w

admet une unique extension continue a VMEH (w) x VMEH () notée BMEH,

EH

Proposition 5.9.7 La forme linéaire CEH est continue sur VEH (w) pour la norme || ||,

Démonstration. On veut montrer que
EH
vn eV (), |CZT ()] < il -
L’étude sur wt qui est triviale car || [|”1 est équivalente a | 1105+ - Il reste donc & majorer en

valeur absolue / |d~|nszd€,. Sur w™, d~ est de signe constant négatif, et par conséquent

[l lnsde, == [ ae.,

w™ w

w

On remplace d~ par sa valeur puis on cherche a exprimer / d~n5 d¢,, comme une combinaison linéaire
o
des / Vas () d€,,. Pour y parvenir, on utilise deux types d’artifices, soit on ajoute des termes dont

w
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3
Yos (17) - On remarque également que

i) et~ e

w™ w

o0&

o . .
la moyenne nulle comme 2 ("—'i) ou 2 soit on ajoute et on retranche des termes figurant dans

Ainsi,
[ e, = [ (<1~ ficos () e+ [ i con (1) ma,
= (1= froos (%)) Ri [ AR du+ B [ 0B (m)ae,
B i 7sm( =) e,
— (1~ cos (ﬁ))m/ﬁf— )de, +Rl/d () de,
+R, / d-Gi-de,
) J

R, / d‘a’“ d¢, = R, / d‘a’“ d¢,, + / d nzd§, — / d ns dg,

w™ w w w

R, / d-FI () dé,, — / d iy de,,

w w

On en déduit donc

/d_ngdfw:%/(—l—glcos< )—ird)”yﬁ n) d&, +Rl/d v (m

w w

et, par application des inégalités triangulaires et de Cauchy-Schwarz,

/ |d-| nyde..| = / —d-nyde,

(= deeos (i) a0 il
P\ e 05 @
<cll |2

la continuité de CZX. m
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Corollaire 5.9.2 La forme linéaire CEH continue sur VEH (w) pour la norme || || admet une
unique extension continue sur VMEH (w). On la note CMEH,

w

Proposition 5.9.8 (Vé”EH (w), || ||EH) est un espace de Hilbert.

Démonstration. 11 suffit de montrer que VMEH (w) est fermé dans VMEH (w) . Pour le faire, on
remarque que VIPH (w) = KerCMPH et que CMEH egt, continue. ®

Théoréme 5.9.1 1] existe u € VMFEH (Q) et il existe ¢ € VYR (W) tels que

u(e) —u dans VMEH(Q)

e—0

u(e) — ¢ dans VMEH (W)

E—?

et ¢ est l'unique solution du probléme bi-dimensionnel

- ¢ eVMEH (w), VY eVIFH (W)
PMEH

BYFH (¢, m) = LyPH (n) .
Démonstration. La preuve se décompose en 16 points successifs :

1. On montre dans ce premier point qu’il existe une constante strictement positive c, telle que

1/2
vev() = |v]E" <c<ZH i (o Hi,ﬂ) '

La démonstration de ce point est trés proche de celle de la proposition 3.8.5 et ne pose pas de
difficulté supplémentaire.

2. Majorations a priori et extraction de sous suites faiblement convergentes. Dans ce deuxiéme

EH+

point, on montre que les normes |[u (e)||57, et ‘ €il;

€)H sont bornées. Puis on en déduit
0,2

Uexistence d’une sous-suite extraite de u(e), notée u(e), levistence de u € VMEH (Q) | de
elHE € [2(Q) et de k € R telles que

€l
u(e) —u dans VMPH (())
e%{i () = eﬁ?i dans L? (2)

2

(-8) | [ IEdnEs | e o
wi,

D’aprés le premier point appliqué a u (),

(Il 157)" < T e

2
FH+E
€l (€ >Ho,9
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De plus, puisque le tenseur d’¢lasticité normalisé, A (g), est uniformément défini positif, il
existe une constante c telle que

2 ..
S [efr= o) < / AP ()M GBI (o) BEE () (14 582) | | de.
1,] ) Q
donc
EH zkl 3
(I @)1 Y / APIEE ()4 oI (o) B (e) (14 56 ) |, | e
Q
zkl €
/ oI (o) eI (o) 1+ ) | | de +
Q

2

ezl (1_}%)2 / |d=,| us (¢) d€,

+
w1

et, puisque u (¢) est solution de PEH (¢,9Q), on en déduit
2 .
(@IE) <e(1e ) [ £t @l €0 e
UJ+

S C (1 + }%) Hf—H }d—i_ (6175)‘ HO,w'l" HU:_ (E)Ho,w;“
< clu” @)y
<cllut(e)]|gr

EH
< cllu(e)lgq

par conséquent, la suite (u (£)), est bornée dans VMFPH (Q) . Et par suite, les suites (eiEHfi (5))
2 [

2

et |2F (1 - n%) / |d* .| us (¢) dE,, le sont également dans L? () et R respective-
+
w1

3
ment. On en déduit alors, par extractions successives, l'existence d’une sous-suite de (u(¢))

3
que l'on note encore (u (¢)), vérifiant les convergences faibles annoncées.

. On montre maintenant Uezistence de ( € VMPH (w) et de u™ = (u;') € V () telles que

u(a) — C dans VMEH ()
eu (5) 1 dans  V(Q)
eu(e) ;; ul dans L*(Q)

Puisque

Ou(e)
0¢3

(lnE157) = |

ot (58

S
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o

on a bien H bornée donc l'existence d’une sous-suite de (u (6)) faiblement conver-

gente. Enfin, I'inégalité "de type Korn” (théoréme 10.2.1 annexe III) pour une famille de
coques en membrane s’écrivant
1/2
Q)

on en déduit que la suite (Hsu (o)l Q) est bornée dans V (2) et en conséquence 'existence
e

EHi
Cills

el @)l < (z]

de u™!. Et, pour finir, comme il y a injection compacte de V () dans L? (), la convergence
forte dans L? ().

. On montre la convergence forte

Ous () 2
o6 - 0 dans L*(Q),

et les convergences dans R

ti [ a2 us (e) g

ez (51) = [ o5
+

w’y wl,
hH(l) |d* | ug (e)dE,, = / cos( L ) (e)dE, — # /cos (5};1) uz ' (g) d¢,
w* wtl W:l
On remarque que
2
Ous(e) _ Ous(e) _ +
g?é: 563”3( = ) g?é: o © HGSHS (E)HO,Q <ec
Ous ()

ce qui implique la convergence forte de vers 0. Ensuite, puisque

03
2

lim1z (1 — %)2 / |d= | us () d¢, | €R,

nécessairement,

Enfin,



on intégre par parties en choisissant ({5 — 1) comme primitive de 1 par rapport a & si bien que
/ |d*| us (e) déq = —/(5 —1)|d*| Zdgg + 2 / |d* | us (
Q Q

La premiére intégrale tend vers 0 car Osus (&) — 0. Quant a la seconde, elle vaut

/ |di} us () dé, — %= / Cos (ggl> uy (e)dé, + %, / Cos (5}2 l) ug () dE,

w_1

ce qui donne en passant a la limite
1 &1 -1 1 £+l -1
By /cos (1Tl> uz dg, — 7> / cos (171) uz d€,,.
ot

et par conséquent

CEH(W> /}dﬂug Vde,, —>RLL/cos( ) Tlde, — /cos(fl“) Slde,.

+
w w_q wW_q

. On montre dans ce point que les limites faibles trouvées dans le point 2 vérifient

FH+ FH+ _ FH+ 13 FH+ o3 FH+
ez =0, eyp3™ =0, g7 = —Fh5 e — T

On prend comme fonction test w = ev dans PEH (g) | puis on passe 4 la limite terme & terme.
Ce choix permet de faire tendre le terme de couplage et le second membre vers 0. En effet, pour
le terme de couplage, on a

L[ e, [ @ un @ ds, = [ | e, [ i () de

et comme par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

/}dilvadﬁws /!difdﬁw /|v3|2d5w,

avec,

/ }difdfw < 2( + Rl cos (R%)Y +2 (Rjis)2mes (w) < 400 et / |vs|? dE,, < +o0,

et que d’apreés le point 4 on a

/ |d*, | us (¢) d€, —0

w1
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Par multiplication on a bien la convergence vers 0 du terme de couplage. Quant au second
membre, il vaut

(1+%) /fﬂw} || de, = (145 ) L7 (2) (v).
w1
et puisque le terme (1 + R%) LPH () (v) est borné, le second membre tend bien vers 0.

Il ne reste plus qu’a remarquer que

EH+ _ __EH+
e (&, w) =¢ee; i~ (e,v)
et que par conséquent,
_ 18vi -
0 0 2%
EH+ 1 9vy 2
[ei”j (s,w)] e 0 0 5%¢ | dans [L? ()] .
100 19v  oug
L 29¢, 208, o0&
pour en déduire que
. EH+ 15kl EHi EH+ e€ + _
ll_I% A @) epy () ey, (e, w) (1 + ﬁ) d€€3) d¢ =
Q
+| EH+9* oy EH+ V) Mg JBHE | gy JEH* +| EH+) 8
/{2“13|d lers™ e, T 2iaEiCals” oes +(|d§|61”1 + e T Asld e )8_153}‘%

Q

et par conséquent, par unicité de la limite que
+| EH+ v oy EH+ V) \g JEHE | gy JEHE +| EH+) v _

/{2”13 @ el Gt + 2l G + (el + PR + daad*] o) Get } de = 0

Q
d’ou le résultat en appliquant le théoréme 10.1.1 (Annexe III).
. Dans ce point, on montre que toute la suite (u(c)).., vérifie

EHT EH+ (775 2
[EE () =224 (w@)] — 0] dans [12 (@)
et que par conséquent la sous-suite (u(e)). définie dans le point 2 vérifie
[yaEgi (u (5))} = [ aEﬁi] dans [L* (w)].

Puisque

SO L

L ]
=) (ﬁ&— (1+2%) ud () - Fus (g))

) (dfE uz (€) — d*us (6))

sym = RAE L & -
L ﬂm(J(mgﬁ@—ﬁﬁ@)

[eEEE) 72t (u(9))] =

COS
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montrons que chaque composante tend vers 0. Pour la premiere,

1
Eauz (e) = %/_1 Equs (g) d&,
1
= @ DwE) - 16 e

= (1 - 53) 8%23

de cette égalité on déduit la majoration

- T mE
@7w§2 1-8)Z8|
B
< (1_53) ?923 0.0
< Ri;Hu(s)HQ
< Rilzc

donc,

TIEE) 5 () —s 0.

uiE '
(k) -wE@ = 4 (& (k)@ -die)

€3

-1 e€3
si bien que
o (1 +g%) u () = Fuy (o)) < ee|[(B-1) & (EILu;t (g))
e€3 0w cés 0w
< @0 (Fu0o)
& 0,0

VAN
Blo
w

VR
Q.
&",‘,I-\‘—‘l—\
I
N H-
—~
)
N—
~~

ce ||z
EH "
< ce d%uf ()
<3 0,2
< celluy (@)

c’est a dire



De méme pour la troisiéme composante,

1
GG

Ryd%,
3
Rl ‘:5533“ ( )

RidZ,
P () d*ui (e) dg,

= % (% CoS (%) — di) 8/1_1 §3Rl+6€3uli (e) d&s

= (1 oo ()1 [ @&

et

1
Ry+eé3

2 / 11 (15 () — d¥us (2)) dy

1
= b cos (52) 5/_1 Exe (us () ds

et en conséquence on a les majorations en norme suivantes

Ridz £ F Gl
rrtut @ =i @) < e (@ - 1) & (rt
w
S ce 53_1 81( Ritets
o (1 o+
S ¢ llag (Rl+€§3 1(5>> 00
- EH
s e Ritegs 1 (€>HOQ
H
< el @llgg =0
et
- Ouz(e)
)digug(g)—diU3(€))Ow < cellés 1523 o
o
< ce 53—152(;) 00
< ce —%‘ZS) .
< cellus (e)llge 0
et a I'aide de I'inégalité triangulaire
5 () — B (uE) — 0
On a donc bien
BT () — 2 (w(@))] — 0] dans [L2(w)] .

Il ne reste donc plus qu’a montrer que

[ef@i (E)] = le [ f”%i] dans [L*(w)]
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pour obtenir le résultat annoncé. Or, on sait depuis le point 2 que

[eEHi (5)} — [eEHi} dans [L* ()] .

ill eo | @l

Par définition de la convergence faible on a donc
Vo € L7(9). / B (e) gt — / It e

ce qui entraine,

1
voe @), [ ( | e >d53) odc, — [ ( / f%idig) i,

w

c’est a dire

JEHE BHE 2
euls (€) =, Cals dans L” (w).

. Dans ce point, on montre une propriété importante qui permet au final d’éliminer le terme de
couplage dans le modéle asymptotique, a savoir, qu’il existe un réel k tel que

e [ (1= ) e m@de b

w1

Mais contrairement a ce qui se passe dans le cas parabolique on ne peut pas montrer directement
que cette constante est nulle.

Soit v3 € Hy (w) . On prend pour fonction test dans PFH () la fonction de V (2), : v =(0,0,0,0,v3) .
On remarque au préalable que

APHE €) (1 ) dsig ., APHE (0)
EH+ _EH+ .
ST 0
EH+ N EH+ _EH+
[‘finj (5>] o | cueT e 0
0 0 A13 6EH:|: Ao3 6EI{:i:
TdE2g 1L d*2x33 212
L3 0 10v3
Rl 2851
EH+ d* S 19vs
. — = =
[ezlb (6,V)] 2 0 & cos ( ) Vs 3ae
1 Ovg 10vs 0
20¢, 2 D€, i

le passage a la limite terme & terme donne donc
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ll_I)% AP (e) [ekEHIl{i (5)] : [efﬂ?i (6,V)] (1 + %) d¢ =

+
d€§3

1 Ai(w) EH+ | Ma(w) EH+ M2(w) EH+ | Ao(w) EH+ £+
5/1}3( 111%1“’ e T 1}2%1“’ €3ll2 —i—( 1}2%:’ ep T 212%;’ €3ll2 )d cos( = )) d¢

AMi(w) EHE | M2(w) EHE M2(w) EHE | Ae(w) EHE\ g+ £+l
/03( 111%1 et 1}2%1 e —i—( %L e+ 212% e )d cOS (ﬁ))dﬁw.

Pour le second membre, on obtient

lim (1+R%)/f3+v§r}dj|d£w:/f3+v§}d+|d£w.

+
w1 Wi

On passe ensuite a la limite dans le terme de couplage

it (1) /!dilvgdf /}d s (e) de,, =
13%/“*6’“3(1—%)2 %—/ldi}u:s de, | de, -

/\di\vg limZ /} Jus () de,, | de,,.

Enfin, en remplagant dans I’égalité limite, pour tout vz € H (w*) on a

+) (Au(w) EHE | M2(w) EHﬁ: A12(w) EHﬁ: Aoa(w) EH+\ d*
/US|d |<Rl\di\61H1 + 7R €2 T\ TR Gn T Tr, G2 ) 14 08

[t (g [ @ae ) as, = [ £t
w—1
w—1

Wy

Soit, par densité de H} (w*) dans L? (w®)

wW—1
3+ (Au(w) EH+E M2(w) EH+ M2(w) EH+ Aa2(w) EH+\ df [3E=
f <R1|di| - TR G T (TR G T TR, G2z ) 1aE COS R,

et donc il existe une constante k telle que

lli% V/}di}ug(s)dfw:k.
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8. Dans ce point, on montre que les limites faibles eE”%i vérifient

/ APHE () . EHﬂ [V (v)] g, = 205" (v) — kCEH (v)  WoeV™H (w)

UHT

Soit v €V (), . Passons a la limite terme a terme dans P (¢). La convergence forte

B +
e (v) Y5 (v) } 7kl %
+1
[e51% ev)] — | VE™ () VB (v) 100 — ol cos (%2) o5
19 wo1s 1 +l +
e b s () v 0
entraine que
. ijkl| . | EH+ . | EH% S + —
lim [AEHi BE } : [ekw (g)] : [ei”j (5,v)] (1+;—;) dZ | de =
Q
EH+ . EH+ EH+
L[ A ) [ene] s b o) de
Q

D’aprés le point 7,

lim? (1--) /}di}vgdgw/ui}ug (e)dfw:/k}dﬂvgdfw:kC’fH (v)

€_>0€V
w_1 w_1 w

Au second membre, le passage a la limite donne

(1 +R%) /f%j |d* (&,,¢)| dg, = /f%j |d*| d¢, =205 (v).

w3 wq

L’égalité limite est donc

b AP @) [eBE] DB ()] dg = 2LEY (v) ~ KCE! (v)

il ne reste plus qu’a passer en valeurs moyennes

/ APHE () ¢ [eBIE] + [YERE (v)] dg, = 2LE7 (v) = KCE (v).

U”T

9. Dans cette partie, on montre que la sous-suite (u(e)). définie dans le point 2 vérifie

eu (e ) ; dans H!(Q)
eu (e ) ; — 0 dans L2 (Q
(€)

)
8u1
5, ejoo dans L*(Q)
ouf (e
%ejoo dans L*(Q)
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et que par conséquent [efﬁf] est indépendant de la variable transverse &5 i.e

aeEHi
ESE0
et
: EH (- /\) _
linC2 (a@) =0
e
CEH () = 0.

Soit u™! (g) := eu (¢) . Par construction, (u™!(£)), définit une suite de V (Q2), faiblement con-
vergente dans V () et fortement convergente dans L? (Q2) vers u™!. Cette suite vérifie de plus

Lefi= (e (0) | = [eff= (e)| — [eff=|  dams [L2(2)].

e [illy illg e—0 | lli

D’apres le théoreme 10.1.3 (Annexe IIT), on a alors

ul = (u; 1) indépendant de la variable transverse &,
T e HY (o) x H (0') x HY (wh) N H? (o)
ul- € Hj(w)xHy(w)xHy(w)NH* (w”)
dug' =

I
o o

2 ()

on en déduit que u~! appartient au noyau kery""= (w)

qui se réduit au singleton {0} , donc
nécessairement u~! = 0. Enfin, puisque u™! est indépendant de la variable transverse &5,

ul=0=u'=0.
Par définition de eli”3 (¢) on a

3“?:(5) _ QEGEHi (8) + 2e + (8) N €8u3(s)

o€, 13 Riteg; U1 o€,

or on a montré point 5 que

+
€3 (€) =0

on vient de montrer que

cuf* (e) — uy' =0 dans L*(Q),

e—0

et que

-1
Tt 0 dms IP(@).
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D’oul le résultat. De méme, puique

out(e) EH+ duz(e) 1 §ELY)  +
e, = 2eey) () —e Z‘Z + 2€R = cos ( %5 ) us (€)
et que
eﬁgi (¢) =0 dans L? (Q),
Jus(e) 2
0, 0 dans L* (Q),

2 slﬂ) +
—=— CO0S Uy () —
RLdz-:§3 ( Ry 2 ( ) 0

Rfdi cos (%;El) uy' =0 dans L2 (Q).
On applique & nouveau le théoréme 10.1.3 (Annexe III) qui donne

[Pas (u7h)] € [L7(9)]

-1 - lim faiblel e EHE -1 _ aefu}fai

[paﬁ (u )} = [ 7%, <1m aiblee; (s,u (5)))] = =% |-

Comme
T =0=[pas (u)] = [0]

on en déduit [ I\% } est indépendant de la variable transverse 5. Enfin, d’apreés le point 4

l%RLCfH (@) = / cos (51 l) uz '€, — / cos (5};1) uz td€,

+ —
w_1 w_q

d’ot1, par prolongement continu, le résultat annoncé.

. Dans ce point on montre que

BHE (o) - eﬁ'finﬂ < ¢ | imLEH (m) - / APHE () [efﬁfﬂ : [eﬁlfi]

e—0
w

en vue d’établir ultérieurement la convergence forte dans [L? (Q)] de la sous-suite ([eﬁf = (E)D .

Comme A”"™ (¢) est uniformément définie positive, on a
2
EH+ EH+ EH+ (. [ BH+ pr [ Bl ( oEHE
Gl (&) =€l (g S C/é (©) « [ef™* (@) = efii™] : o™ (&) — €| Vi )ae
Q

>
2Y)

il
/ APFE () | e;ﬁfi )] : [ef= ()] Vo e
87 ) [ 0] o] Ve
/ A7) fn?ﬂ:[fnfﬂ Vi i
Q

INA
o
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Passons a la limite terme a terme,

lim éEHi (€) : [eﬁ?i} : [ ﬁft] ng _ /AEH:I: (0) : [efﬁ;ﬁ] : [eﬁ?i} i

e—0

Q

lim [ AP (e): [eﬁft ] : [ﬁ?i} Vg (e)d¢ /AEHi : ﬁfi] : [eﬁ?i} d¢

e—0

Q

donc

. lim | AP (e) - [efﬁ?i (6)} : [ lEHfi } )| Vg (€)dé—
ePHE () _ FITE

€illj illg Ho,a = ¢ /AEHi : EH:N:} : [GEHﬁ:} dé

Cils d¥;

hmz

6—>0

Remarquons que e ”Iéi eaE”%i puisque indépendant de &5 et que, par conséquent

[ arr oy e [epe]ag =2 [ AP ) [T [T ..

Q w

Reste & étudier lim [ A"+ (e) : [eEHi (5)] : [eEHi (5)] VgF (e)d¢. On remarque qu'’il s’agit

=0 il il
Q
du premier terme de la formulation variationnelle du probléme PE () appliqué a la fonction

test v = u(g). Aussi, pour calculer cette limite, suffit-il de calculer celle de

2

/Jm:ﬁ::ﬁ: |di}d€ 1z /‘dﬂ:|u3 dé—
Or, on a montré au point 7 que

limL (1 /w s (), =

et au point 3 que

ces deux limites sont finies, aussi, par multiplication on obtient,

2

limlz (1 - &) /|di}u3 e)d¢, | =0.

w

153



11.

Par ailleurs,
(1+,%)/fiiﬁ}djﬂ|dgw - (1+,%)/fi+m)d++}%cos (%l))dgw

2L (u(e)) + ¢ / Frul (@) e (€)] de,

w

avec ¢ (&) € C° (w) donc

lim (1+ )/fli () || e, = AmIE (u(e)).

w

Il ne reste plus qu’a réunir toutes les limites pour conclure.

Dans ce point, on montre que la convergence forte du tenseur

[eEHi (E)] — [eEHﬂ dans [L* ()]

il dl¥;

et en conséquence celles des tenseurs

[eEHi (5)] —> [eE—Hi} dans [L* (w)]

il eo | illd
[755}& (W)} e [ E‘%ﬂ dans [L*(w)] .

Pour cela, d’aprés la majoration en norme obtenue au point 10, il suffit de montrer que

imLEH (u (c)) — /éEHi (0) : [eﬁ‘fi} . [ ﬁgfi] d€, =

e—0
w

En effet, puisque u(e) € V(Q), u(e) € VP (w). En prenant v =u (), le point 8 devient

[ AP ) [ < [ ()| de. = 2227 (u(e)) — k2" (wTE))

w

et comme on a montré au point 9 que
limCEH (u (6)) =0
e—0

et que d’aprés le point 6 on a

V5 (W) — T dans I (@),

en passant a la limite dans 1’égalité, on obtient

[ ar o [fBE] : [oH] e, = 27 (w(3)).

w
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12.

Comme par ailleurs

AP () . [efﬁ;{i] : [eﬁ‘?i} = LAPHE () . [ Elféj:] : [efﬁr—éﬂ 7

on a bien

e—0

Lm LE (u(e)) — /éEHi (0) : [eiEHfi} : [eﬁfi] d¢, =0,

et en conséquence,

2
EH+ () — EH+ -0
Cillj i oo :

hmz

5—>0

On sait également que
2 2
Yo e L (), 17llo,. < lvlloq-

aussi, pour la valeur particuliére

EFH+ EFH+
v=eyy (6) — e
on obtient
2
FH+ FH+ FH+ FH+
2 ||es - (8) — e ) <2 ||els - (e) — e H
2,] 2y 0,0

O,w

d’ot, en passant a la limite, la convergence forte

[eEHi (E)} —> [eEm] dans [L*(w)].

il eo | @l

Enfin,

EH+ (773 EHE
) Yap (“ (5)) — €
donc d’apres le point 6 et la convergence forte précédente, on a bien la convergence forte dans

1 e (5 (49 ), v (e

Dans ce point, on montre la convergence forte de la sous suite (u (5)) dont la convergence

<2 | (3©) - ],

EHE oEHE
o (e) =

+ 2 €alB

O,w O,w

faible a été montrée au point 2.

u(e) 2 ¢ dans VMFH (W)
£—
Soit €1 et €5 deux réels strictement positifs. Par définition de la norme || ||fH ,on a

[uG) -

V0 (w(en) — 25 (e

EH 2 1/2
w () O,w)

S 4
ce qui signifie, puisque ([yfgi (u (6))]) est une suite de Cauchy de (L2 (w), || ||0w) , que
5 )

|MEH

" ) . Cet espace est complet,,

(u (6)) est également une suite de Cauchy de (VM EH (), ||

donc (u (5)) converge fortement.
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13. On montre ici que ¢ est l'unique solution du probléme PMEH et que toute la suite (u (6))
€

converge fortement vers ¢ dans VMEH ().

Pour cela, calculons de deux maniéres différentes hmBEH ( £), 77) pour n €VFH (w) . Puisque,

hmBEH (u( = hm /AEHjE fyfgi ( )

6—>
1 BHE () . [P
= / A : [ €alo

w

[as ()] e,

Hvas ()] dE,,

[\

d’apres le point 8
limBZH (u (), 77) = L™ (m) — $kCET (n)

w
e—0

malis aussi, puisque

VMEH (

u(e) — ¢ dans w)

€—>

on a, par définition du prolongement continu,
lim B (u (e), n) =B (¢n).
Les deux limites étant identiques on obtient
B (¢m) = LT () — 3kCJT (n),  Wn eV (w)
et, une nouvelle fois, par prolongement continu des opérateurs,
BT (¢ m) + 3kCJM () = L (n),  vp eVMEH (w).
Donc ¢ existe et est solution du probléme
¢ eVMPH (W), CIPH(() =0
DMEH . ] Vn cVMEH ()
w : 1
BIIEH(Gom) + ShCLTEH (m) = L2 (n) -

Ce probléme admet au plus une solution car le probléme
¢ VM (w), vn VM (w),
DMEH .

1
BYPH (¢, m) = LYW () = SKCYPH (),

admet une unique solution. En effet, B} est bilinéaire coercive continue, LMFH# — LCMEH

VMER (), g

est linéaire continue, ’espace complet ( ) est un espace de Hilbert. On en

déduit que ¢ est 'unique solution du probléme PMEH . Comme ¢ vérifie de plus CMFH (¢) = 0,
¢ est aussi 'unique solution du probléme

e | CERTW), 0 eV (W),
PMEH .

BYFR (¢, m) = LY (n)
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14.

On en déduit également que toutes les sous-suites extraites de (u (5)) convergentes, convergent
€

vers ¢ est l'unique solution de PMEH [ unicité de la limite de toutes les suites extraites
convergentes assure que toute la suite ( (6)) converge fortement vers ¢ dans VMFH (w).
15

On montre dans ce point que

eu(e) — 0 dans V (9).

e—0

Pour cela, on applique le théoréme 10.1.2 (Annexe III) & v =cu (¢) . Il existe ¢ > 0 tel que,

L, (H e @) + o],

< efex efgi(g,u(g))Ho’Q%—ggHeui(&)“oﬂ+6||6U3(6)||1’Q)

or, d’aprés le point 2, la suite (cu (g)) est bornée pour la norme || |, (,, si bien que

lime [leu (€)oq + € lleus (€)ll o =0

e—0
et, d’apreés le point 11

seiEugli (e,u(e)) — 0 dans L*(Q).

on déduit donc la convergence forte,

8%3 (eaEﬁi (6)> + Pag (eu(e)) P 0 dans H~! (Q).

Comme on a établi au point 11 la convergence forte
EH+ EH+ 2
[ei”j (E)] 2 [eiHj ] dans [L?(Q)]
on en déduit la convergence forte
86EH:E(E) 86EH:E
_els _als -1
¢, Q 9% dans H (Q) .

EH+

Comme on a montré au point 9 que {(;T”:] = [0], on a donc

Pop (eu(e)) — 0 dans H ' (Q),

e—0

on peut maintenant appliquer le théoréme 10.1.3 (Annexe III) avec x,5 = 0 et conclure ainsi.

15. On montre dans ce point les convergences fortes suivantes

u(e) —u dans VMPH (Q)

e—0

8%3 (ur (e)) — 0 dans L*(Q)

2 (uy (£)) — 0 dans L*(%).

8_53 e—0
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16.

Puisque

8%3 (uli (6)) = QSeﬁgi (e) + ngggauli (e) — 8%1 (eus (¢))
et que chaque terme de cette expression tend fortement vers 0 dans L? (), on en déduit

8%3 (ur (2)) J— 0 dans L*(9).

De méme, puisque

8%3 (ug () = 2<€(32EH1;Ii (e) — 8%2 (eus (€))
on a également

(9i§3 (u5 (e)) = 0 dans L*(9).

Enfin, pour montrer la convergence forte de u (¢) vers u dans VM™FH (Q) | il suffit de montrer
; : EH S EH
que c’est une suite de Cauchy pour la norme || ||~ . Or, par définition de la norme || |5,

EH21/2
)}

ol (a%g (u (5)))6 et (u (5))E sont deux suites de Cauchy de L? (Q) et VMEH (w) respectivement

puisque fortement convergentes dans ces espaces.

2

0

Ju (e1) = u ()57 = {Ha%, (w(e0) = g8 ()| + (Hu@l) ~u(=)

Dans ce point, on montre que toute la suite (u(g)), converge fortement vers u.

€

On a montré, point 13, que toute la suite ( (5)) converge fortement vers ¢ dans VMFH ().

€
On a montré par ailleurs, points 15 et 3, qu’il y a unicité de la limite des sous-suites convergentes

(%@) , puisqu’elles convergent toutes vers 0. On a donc la convergence forte
€

Ou(e) 2
5. 30 dans L” (Q)

si bien que toute la suite (u (¢)), est de Cauchy dans I’espace de Hilbert (VMEH (Q), |l ||5H> :
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6 Reésultats numériques

Regardons la formulation discréte du probléme asymptotique PMEH | 1étude préasymptotique et

asymptotique justifie de chercher |d|us dans LZ(w). On fait le changement de variable uz = |d| us,
on note uy, = (uy p, Uz p, Us,p) €t

W5 = {uneHj (wF) x Hy (wF) x L§(w), uplr € Pi(T) x Pi(T) x By(T)}. On obtient le probleme :

Uh€W6P7h7 VV}ZEW&}L,

PN =
) féEHi (w) :lEHﬁ: (uh) ZlEHi (Vh) dfu — / (flivli,h ’d’ + f2iU2jfh ’d‘ + f3iU§E,h) dfw

w

En procédant comme dans le cas parabolique, on peut établir I’estimation d’erreur

la =yl = O (h).

Mais contrairement au cas parabolique, ce probléme elliptico-hyperbolique ne peut pas étre découplé.
On peut limiter ce couplage a une équation en utilisant la méme base de L3(w) que dans le cas
parabolique. On obtient alors un systéme linéaire de la forme APHU = F avec

A A (A 0
Ag Lo An ] An T A
+ + + +
EH A?J’;lH A%QH AEEE’H A3E4H L?H EOH EH 0 EH
_ + + + + - - - -
A = Ay Al Als Ayl A%H A%SH A%H A%H
0 0 0 A Aw An Ap
0 0 0 A13 A14 All A12
AEH— AEH— AEH— AEH—
23 24 21 22
U+
1,h F+
U+ 1,h
2,k 1
Uy Fo
7 +F 3,h
_ 3,h | = ——
3,h —
> Fy
3.h <
- Fiy
Lh -
il Fyy
2.k

Ou, pour préserver la symétrie, on dédouble la composante de ¢y, de la base B,, et on la note U;h
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et U; ,- Pour résoudre le systéme on peut utiliser I’algorithme de Cholesky par blocs suivant

+0 7750 77=0 ;=0 )
U3,h ) Ug’hy Ul,h 5 U2,h dOIll’lels X
AT ot + BEH+ EH+ n
(A ) (e )= (R ) - (a4l ) oo
+ + ,n = v . 3"
Ay Agy U F2,h AL AE, Ug,h

2,h
EH+ EH+ +,n+1 + EH+ EH+ +,n+1
(A ) (e )= (5 )= (e B ) (gn)
+ + T7+.n i - + + n
—n
Ul,h

_( 0 0 0 ) ol
AP AR AR Al ) | oy
Ush

EH— EH— T+l - EH— EH- —n
( A%H A%?)H ) Usi 1 ] = ( +F3’h ) - ( A%?lH A%H ) ( Ul’h )
- - —,n+ - T T - — —n
Az, Az U37h Fg,h - Fg,h Ay Az U2,h
+,n+1
Ui +1
u,o"
EH+ EH+ EH+ EH+ 2.h
- ( A Ay Al Al ) e
3

7h +1
—In
Ush

EH- sEH- —nt1 - EH— EH— -nt1
( A}slH A1E2H ) ( Ul’h +1 ) = ( Fl’h ) - ( AlE?)H A%H ) U3’h +1
— — —,n - — — — L
Ay Asy Usp, Fyp Ass Asy Usp,
Comme la formulation variationnelle ne peut pas étre interprétée en terme d’équations aux dérivées
p p P q

partielles, on ne peut pas comparer les solutions discrétes avec une solution exacte. Par contre on
peut comparer (pour des Ry, assez grand) les solutions a celles obtenues avec le modéle parabolique.

Les figures 22 et 23 représentent les résultats obtenus correspondant a ’exemple des figures 10, 11,
12 et 13 pour le modele parabolique.

Les figures suivantes 24 et 25 représentent les résultats obtenus correspondant a I’exemple des figures
14 et 15 pour le modéle parabolique. D’une maniére générale, lorsque Ry, est ”petit”, les solutions en
déplacement dépendent peu du maillage, mais le probléme posé sur w™ est plus difficile & résoudre
(le nombre d’itérations pour converger augmente). Lorsque R devient trés grand, on retrouve les
mémes problémes que dans le cas parabolique.

Les figures 26, 27, 28 et 29 représentent les solutions sur w™ et w™ pour des forces extérieures
fi=H=f=letfi =f; =f; =0

Comme on pouvait I’espérer, on remarque que les solutions obtenues avec le modéle ellipto-hyperbolique
sont plus stables que celles du modeéle parabolique. Méme les solutions sur la partie w™ qui sont
théoriquement dans un espace complété, semblent stables par rapport aux différents maillages.
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Figure 22: Solution avec un maillage structuré Ry = 400

0 1 2

Usn
10
5 :
0
-5
A9
0 1 2

Figure 23: Solution avec un maillage destructuré Ry = 400
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0 1 2

S'Mh
10
-10
0 1 2

R =300

h

<

Figure 24: Solution pour maillage structuré Ry = 300

Figure 25: Solution pour un maillage destructuré Ry = 300
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30
20 4

10 -5

10
100
0 0
-5
-100
10
0 1 2

R =300

Figure 26: Solution sur w* pour un maillage structuré

0.05

-0.05

-1.02

Figure 27: Solution sur w™ pour un maillage structuré
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Figure 28: Solution sur w* pour un maillage destructuré

0.01
0.05
0.005
0 0
e -0.005
- : -0.01
0 1 2
Sin
1.6 10
1.8 5 -0.99
2
2D 0 -1
2.4 101
26 2 '
-28 10 -1.02
0 1 2
R =300

Figure 29: Solution sur w™ pour un maillage destructuré
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7 Conclusions et perspectives

7.1 Conclusions

Dans cette thése, nous avons rigoureusement élaboré deux modéles asymptotiques pour un prob-
léeme de couplage-fluide structure dans le cas o la structure est une coque en membrane orthotrope
et précontrainte et ou le fluide stationnaire est un gaz parfait. Chaque modéle correspond a une
famille de surfaces et se traduit par une loi de comportement et un probléme variationnel.

Pour chaque modéle, nous avons obtenu des résultats de convergence forte de la valeur moyenne
dans I’épaisseur du déplacement vers la solution d’un probléme variationnel bi-dimensionnel bien
posé dans des espaces obtenus par complétion.

En supposant davantage de régularité au déplacement, nous avons proposé un modéle discret
que nous avons mis en oeuvre numériquement. I[’étude mathématique a permis de simplifier le
couplage entre la partie supérieure et la partie supérieure du lobe. Les résultats numériques obtenus
en déplacement ne sont pas trés satisfaisants, car dépendants du maillage.

En revanche, les contraintes sont bonnes. Or, ce sont elles qui sont a prendre en compte dans le
cadre d’une application industrielle. Pour les améliorer, on pourrait envisager une formulation mixte
du probléme qui privilégierait les contraintes par rapport aux déplacements.

7.2 perspectives

La démonstration des convergences fortes, qui est trés technique, n’a pas pu étre généralisée a
n’importe quel type de surface. Le point d’achoppement étant de prouver la continuité du terme de
couplage. Pour contourner cette difficulté, on pourrait envisager de prendre en compte ce terme dans
la norme de I’énergie utilisée pour établir les résultats de convergence forte.

D’un point de vue théorique, ce serait certainement plus satisfaisant. Toutefois, d’'un point de vue
applicatif, il est a craindre que la difficulté ne se reporte dans I'identification des forces admissibles. En
effet dans le cadre de cette étude nous avons mis en évidence des conditions suffisantes d’admissibilité
des forces simples et aisément manipulables. Ces conditions ont été obtenues a partir de la norme
de I’énergie. Donc en modifiant cette norme on risque de ne plus trouver de conditions suffisantes
d’admissibilité.

Du fait de la précontrainte, et de son role attendu, nous avons supposé que la déformation se
fait & volume constant. Il serait également intéressant d’étudier le modéle obtenu en supprimant la
précontrainte.
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8 Annexe I : Etude de I’état quasi-naturel

On cherche a déterminer la forme que prend un objet constitué de deux pans de tissus fixés sur leurs
longueurs a deux axes rigides quand on gonfle 'espace délimité par les deux couches et avant que
’élasticité du tissu n’entre en jeu.

Hypothéses Dans le cas d'un lobe, la longueur du tissu étant trés grande par rapport aux autres
dimensions, on suppose qu’elle est infinie.

Le fluide intérieur étant un gaz parfait, il occupe le volume maximal. Par conséquent, on considére
que le tissu adopte systématiquement la position qui maximise le volume intérieur.

Formulation Compte tenu de la symétrie du lobe il s’agit donc de résoudre le probléme d’optimisa-
tion sous contrainte consistant & trouver une fonction f continuement dérivable telle que

Vg € C! ([—d,+d)]), /fdg(xl)dxl < ’ f(z1)dzy = A(f)

L(f) = /id V14 (f'(z1))%dxy = 21

Méthode de résolution On définit 'opérateur

By : CY([-d,+d]) — R
f — Bi(f) = A(f) = AL(f)

et sa dérivée en f quand elle existe par
B\(f) + C'([-d.+d]) — R

g — lim = (B(f +t9) — Br(f))

le probléme précédant revient donc & trouver f et A tels que pour tout g on ait

By\(f)(g) =0.

Solutions Ce probléme admet deux solutions (f*,A) et (f~,\) dont les courbes représentatrices
sont symétriques par rapport a axe (O, e;) et définissent deux arcs de cercle de rayon A solution de

[ = Mrcsin(4)

et d’équations

V2= @2

Description géométrique de 1’état quasi-naturel On déduit de cette étude qu’a 'état quasi-
naturel, chaque lobe est un cylindre dont la surface génératrice se trouve dans le plan (O, ey, e3) et se
compose de deux arcs de cercles de rayon R symétriques par rapport a l'axe (O, e;) . Par conséquent,
pour avoir un systéme de coordonnées locales, on utilisera dans un premier temps des coordonnées
cylindriques. Il s’avére que les vecteurs de base (ey,e,,e,) correspondent également aux vecteurs
d’orthotropie.

Y= VA —d2— A\ — a2
y*z«//\2—m2—
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9 Annexe II : Etude du lobe lors de la mise sous pression

L’étude de I’état perturbé suppose que I’état pré-contraint est parfaitement connu. C’est pourquoi,
sous quelques hypotheéses simplificatrices, on recherche explicitement le déplacement qui s’est produit
entre I'état quasi-naturel et 1’état précontraint. Une fois ce déplacement connu, on en déduit la
géométrie de I’état précontraint (choisi comme état de référence pour I’étude des perturbations) et
la précontrainte.

9.1 Hypothéses

Pour déterminer explicitement 1’état précontraint, on suppose que le tenseur des contraintes de 1’état
quasi-naturel est négligeable devant celui des précontraintes, c’est a dire que

<< 2P,
on suppose également que la précontrainte est uniforme suivant 0 et z, c’est a dire que
2P (r,0,2) =X (r),

et on suppose enfin que le déplacement ne dépend pas de z. On rappelle que le rayon de courbure de
I'état quasi-naturel (choisi comme état de référence) est constant et vaut R.

9.2 Meécanique du continu

Dans une base orthonormale d’orthotropie du matériau, le tenseur d’é¢lasticité linéaire A a pour
composantes [A;jr] = [Ailéé-éf + Ly (626{ + 5?‘%)} avec Ly = My, ety = 0, ainsi que \;; = Aj; c’est
a dire sous une forme plus visuelle

(A 0 0 | 0 pp 0 | 0 0 py

0 X2 O | e O O | O O O

0 0 X3 | O O O | mg 0 O

0 pyy O | A2 O O | 0 0 O

A=l 0 0 [ 0 A 0 [ 0 0 py
0 0 0 | 0 0 Xg | 0 pmy O

0 0 w3 | 0O O O | Xz 0 O

0 0 0 | 0 0 ps | 0 Xg O

Ltz 0 0 | 0 ppy 0O [ 0 0 Ag

Une condition nécessaire de stabilité isotherme d’un matériau élastique [Salengon, 1995] est que
la forme quadratique définie sur 'espace des tenseurs du second ordre symétriques [e;;] —— A : [e] :
e;j] soit définie positive. C’est & dire, que la forme

€11 €12 €13
2 2
€12 €22 €33 | — E i€ + E ()\ijen‘@jj + 2/%‘]‘%‘)

€13 €23 €33 1<6i<3 1<j<3,i#j

169



soit définie positive. Pour qu’elle le soit, il faut que

V [ei;] symeétrique,

A A 2 A day — A2 AasAil — A 2
{02)\11 (611+£622+ﬁ633> X 11722 12 (622+ 23111 12 13633)

All All )\11 )\11)\22 - )\%2

A1 22233 + 2012013003 — AT d33 — AT oo — Ao A1 o 5
+ 2 €33 + 4112672
A11d22 — Aly

+4p3eTs + 4#23633}
= {[ei;] = (0]}

Par conséquent, il faut que

Vl,j )\ij > 0,
pij >0
Vi 7& j )\ii)\jj — )\22] >0
A1A22A33 + 2A12 A 13003 — /\%2)\33 — )\?3)\22 - /\33/\11 >0

Remarque 9.2.1 Dans ces conditions, il existe une constante c. telle que

P 2
Veij] symétrique, E leij|” < ceAijrierieis-
ij
9.3 Equations aux dérivées partielles en contrainte

Par soustraction des équations d’équilibre

—div (X9) = pg dans Q9
YXn=—-Pn sur Se4
Yn = —7n sur S

et

—div (XP) = pg dans Q% (ou Q°9)
Y’n=—Pn sur SE*P (ou S£49)
YPn = —7Pn sur ST (ou S°LY)

écrites dans I'état de référence quasi-naturel et compte tenu de I’hypothese

X << X,
on obtient le systéme
div (X*) =0 dans 2%
Y n =0 sur 'Y (r=R+e¢)
Xn =(m?—7P)n surv? (r=R—¢)
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En coordonnées cylindriques, la divergence d’un tenseur X* est le vecteur
% (E’I‘T) + %% (Eré’) + % (Erz> + % (Err - 200)
div (Zp) = (,% (29,») + %% (299) + gz (Eez) + % (279 + Egr)
dans la base (e,, ey, e,). Dans cette expression, on annule les dérivées partielles en 6 et en z (puisque
I'on a supposé XP (1,0, z) = XP (r)), et, puisque le tenseur des contraintes est symétrique, on déduit
de
div (X) =0 dans Q¢
les trois équations aux dérivées partielles suivantes
% (Err) + % (Err - 209) =0
L2 (Sg,) + 25, = 0
2 (%.,)+1%,, =0.

La solution des équations différentielles du premier ordre en ¥J (r) et X2 _(r) est

SPo(r) = avec ko €R

P (r) = k= avec k., € R.

T

Pour déterminer les constantes, on utilise les conditions aux limites
Y$n=0enr=R+ec et X'n=(r"—7")n enr=R—¢
et on obtient ky, = k., = 0. Soit,

S (1) = X2, (r) = 0.

9.4 Equations aux dérivées partielles en déplacement

On cherche le déplacement u? solution de

(5 (32,) — 2 (X5 —28) =0

4
S
=
I
|
N =
<1
c
)
+
<1
c
Q
-




Multipliée par r, la premiére équation devient

9 P\ — P
or (TET'T') - 209
ce qui conduit naturellement & introduire la variable auxiliaire

U (r)=rxk

qui vérifie par construction
q[, (7") — 250.

Dans la suite, pour une plus grande lisibilité des équations faisant intervenir les coefficients d’élasticité,

on note
/\11 - )\rra )\12 - )\07‘7 /\13 - )\rza
Aoz = Agg, Aoz = Ago, Azz = A,
Moz = Hgy-

Hig = Hory Hi13 = Hpy

Avec ces conventions, ’équation de comportement

P (r)=A: % [Zuq + Zun]

ol, puisque u? ne dépend pas de z, le tenseur linéarisé des déformations vaut,

o (ud) 3 (Gap (W) + 57 (ug) — 2ug) 35
3 [Fu'+ Vut] = | 5 (5 (ud) + 55 (ug) — 1ug) vap () + Jul 3 (1) |
35 (ud) 290 (1) 0
s’écrit
S, = A2 () 4 o (1 () + Lut) = L
b0 = Morgr () + oo (735 (uf) + 1 (uf)) = '
et,
¥h o= )‘zr% (ul) 4 g2 (%% (ug) + %U?)
et aussi,
S =ty (7 (ud) + 5 (ug) — uf) = pg,r (555 (ud) + 5 (Fug)) =0
Efﬂ)z - lu’rz{)% (ug> =0et Egz = M@z%% (Ug) :
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9.5 Résolution en déplacement

Posons

A% = Agphyy — A2

T

2 N L3N N s , . < N q
et résolvons (1) & la maniére d’un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues, 2% et

or
1 0ud ud luti R
~—2 4 % Les solutions de ce systéme sont
r 00 T
9 (y,9 — Qoo l Agr !
87' (UT) —_— )\2 T\I] - )\2 \D et
) A A @)
l_ q l q J— T ! _ Or l
r 00 (Ue) + rlr = 32 v A2 T\Ij'
. , . Aud , s 1s p . Pul
Puisque 'expression obtenue pour <+ ne dépend que de 7, on en déduit que nécessairement & = 0

Par conséquent, il existe deux fonctions & une variable f et g telles que

up = f(0) +g(r).

o1, compte tenu de la symétrie du déplacement radial, la fonction f vérifie de plus f () = f (7 — 0) .
On remplace ud par cette expression dans ¥f et on obtient

uq
w0+ 5 (F) =0
soit, en intégrant par rapport a r, et en notant h () la constante d’intégration,
ug = f'(0) +rh(6)

cette fois-ci, pour raisons d’antisymétrie du déplacement tangentiel, la fonction h (6) vérifie h (6) =
—h (7 —60). Il ne reste plus qu’a injecter ces deux valeurs du déplacement dans (2) pour obtenir le
systéme d’équations différentielles

g (r) = 3830 - 35V

2 P )\2

f,/(9)+f(9) —i—T’h/(Q)—l—g(r) - %T\D/— %\D.

Cette derniere équation n’est vérifiée que si les fonctions f” (0) + f (0) et k' () sont constantes, c’est
a dire si, compte tenu des parités,

fO)=asin(@)+Feth(d)=H(@O—-7/2).
Dans ce cas, en remplagant f (0) et h(6), on a

g(r)=23r¥ — 2%V - F —rH.

que l'on dérive par rapport a r afin d’obtenir, en éliminant ¢’ (r), I’équation différentielle du second
ordre vérifiée par ¥

" I Qe ¥ __ HX?
T\II +\II Aer T Aprp

Cette équation a pour solution

R 2
U(r)y=ar a+a+r+a+ﬁr
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ol a~ et a™ sont des constantes & déterminer et o = ,/%. Par conséquent,
T

\Ifl (’I“) — a—a‘r‘“—&-a"'r"‘"‘ 4 H)?

r )\TT_)\GQ
et
_ oo | ot 4a | doe—Dor _
gr)=—S=r+ Ser "+ S Hr — F
ou

AT = V )\99)\1"1" - )\97" et )\+ =V )\99)\1"1" + )\Gr-

Maintenant que toutes les fonctions auxiliaires sont connues, on connait également le déplacement
puisque, rappelons-le,

wl=f0)+g(r), ul=f(0)+rh(0), et,ul =0

soit, explicitement,

_|_
- a
— i a7 oy Aee—Aer
ul = asin(0) - $=r +)\+r + SESEHr et

ug = acos(0)+ Hr (0 —m/2).

9.6 Détermination des constantes

Les bords déterminés par 6 = 0y et § = m — 0 sont fixes en r = R, par conséquent
acos (0p) + HR (6p —7/2) =0

et

asin (fy) — =R+ S-R™ 4+ 3232 R =

on déduit de ces deux égalités les relations

_aipejetpte — HR (% + (0o — 7/2) tan (90)) et (3)
_ (Bo—7/2)
a = —HR C(;s(é'o) .

On utilise ensuite les conditions aux limites sur les contraintes
P (R+e)=0
52 (R—¢) = (9 — )
pour déterminer les constantes. On rappelle que
U(r)y=r¥ =a r*+ar"™ —hr

avec

. HXN?
h - >\7‘T_>\99
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Par conséquent les conditions WV (R+¢) = 0et V(R —¢) = (R —¢) (m? — 7P) forment un systéme
de deux équations

a R (1+£) “+a R (1+5)=hR(1+%)

o R (1-5) "ot R (1-5) " =hR (1 5) (1+ 552)

a deux inconnues o~ R™% et o™ R™ que I'on peut résoudre explicitement. On se contente cependant
des premiers termes du développement limité en . Le déterminant au second ordre est

D=—4a%+o0 ((%)2) .
Les solutions exactes étant
DR = hR((1+5) (1= )"~ (1-5) (1+=57) (1+ 5
DarR™ = BR((145) " (1= 5) (1+55) - (1-7) " (1+ 7))
on en déduit

a " R™% = +R(7rq—7rp)§ . h_f (1 . Oé) (2 + (Trq ; ﬂ—p))

—R(m?—xP R hR w4 —7P
Oé+R+a = #?4_@(14_@) (2-}-%) .

On peut maintenant calculer explicitement H a l'aide de (3) soit,

H(1+ (0 — m/2) tan (6p)) = “Z5"2 (A B — A — Nay)

2)2

puis celle de a. Ces expressions permettent de calculer explicitement la précontrainte si besoin. Dans
un premier temps on se contente d’évaluer la géométrie précontrainte et la précontrainte grace a des
développements limités en % des constantes puis a des développements limités en % des fonctions.

9.7 Précontrainte
On effectue le développement limité en & de Xgg. On rappelle que
Yoo (R+7r)=V"(R+7)

donc,

—a~ (R4r)” 4ot (Ryr) T
Shy(R+7) = o (el @n®®

12

o] [}

(1-3) (~a"B™* (1-af) + a* B** (1 + o))

~ ("R —a R) — {(a"R™ —a R) + % ("R +a R
= (nt =)+ T (1) 4 g (e ) (02— 1)

quand 7 et £ sont petits devant R, on retrouve la ”formule des chaudroniers”

p .~ (P—79R
290 - 2e :
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9.8 Géométrie de la surface moyenne précontrainte

On se propose de trouver une équation approchée de la surface moyenne lorsque le lobe est sous
pression. Pour cela, on écrit que la surface précontrainte w? est 'image par le déplacement u? (R, 0, 2)
de w?, en se rappelant que w? est composée de deux arcs de cercles. Evaluons tout d’abord u? (R, 6, z) .

On a,
ul (R,0,z) = asin(0) — =R+ i‘—iR+a + ﬁHR
ud (R,0,2z) = acos(0)+ HR(0 —7/2)
et puisque
ul (R,00,2) = ug (R,0p,2) =0
on en déduit les expressions simplifiées

ul (R,0,2) = a(sin(0) — sin (0p))

ud (R,0,2) = a (cos (0) — cos (6) L==L2 ) :

0o—m/2
Un point M7 de w?™ a pour coordonnées cartésiennes

z? = Rcos (0)
y? = Rsin (0) +yg

apres la mise sous précontrainte, il se retrouve en MP? de coordonnées cartésiennes

2P = Rcos (6) 4+ ul cos (0) — ug sin ()
y? = Rsin (0) + ulsin () + u} cos (0) + yg

On remarque que

(=) + (y° — vy — a)2 = (R — asin (6y))* + a® (990__1//22)2 cos® (6y)
par conséquent, en considérant que
cos? () = sin® (1/2 — 6y) ~ (7/2 — 6,)°
on obtient
(@) + (v — uf —a)® = (R —asin (6p))* + a® (0 — 7/2)* + 0 (6 — 7/2)%) .
On peut donc considérer que la surface précontrainte est formée de deux arcs de cercles de rayon
RP = R — asin (b)) .

Comme nécessairement a > 0, la précontrainte diminue le rayon des lobes et décale les centres des
arcs de cercle d’une longueur a vers le haut pour le cercle supérieur, vers le bas pour le cercle inférieur.
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9.9 Etude de la variation d’épaisseur

Un point M™ de la surface extérieure supérieure I'?" a pour coordonnées cartésiennes dans la con-
figuration quasi-naturelle

{ zi(e) = (R+¢)cos(0)
yi(e) =(R+¢e)sin(0)+yg

quand le lobe est gonflé par la mise sous pré-contrainte, ce point se déplace de
ul () :=u!(R+¢,0,2)
et a pour nouvelles coordonnées cartésiennes

{ zP (e) = (R+¢)cos(0)+ul(e)cos(0) —ug(e)sin (0)
yP(e) = (R+e¢)sin(0) 4+ ul(e)sin (0) + uf () cos (0) + yg

de méme, un point m* de la surface intérieure supérieure v?* de coordonnées cartésiennes

{ 29 (—e) =(R—¢)cos(0)
yi(—e) =(R+e)sin(f) +yg

se déplace jusqu’aux coordonnées

{ 2P (—e) = (R —¢)cos(0)+ ul (—¢)cos(0) — uj (—¢)sin (0)
y? (—e) = (R—¢)sin(0) + ul (—¢)sin (0) + uf (—¢) cos (0) + yg -

Dans I’hypotheése des petites perturbations, on suppose que les normales ne tournent pas, si bien que
deux points pris le long d’'une méme normale se retrouvent aprés déformation sur une méme normale
a nouveau. Par conséquent, pour connaitre ’épaisseur du tissu aprés déformation en fonction de
(0, 2) il suffit de calculer

(2%)° = (a7 (e) — 2% (=€))" + (4" (¢) — ¥ (—¢))’

on trouve ainsi,

—
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SN—
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c’est a dire
(267)* = (22 + (uf (2) — ul (=€) + (22)" + (uf (e) — uf (—2))*
on remarque alors que
ug () —ug (—e) = 2He (0 — 7/2)

et que (uf (¢) —ul (—¢)) ne dépend véritablement ni de € ni de z si bien que la nouvelle épaisseur a
pour expression

1) —ud(—e 2
2eb — 25\/<1 + M) H2 (0 — 1/2)°

et, si H2 (0 — 7/2)* < 1 on peut considérer que I'épaisseur du tissu reste constante.
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10 Annexe III : Théorémes fréquemment cités

Tous les théorémes de cette annexe sont extraits de [Ciarlet, 2000]

10.1 Théorémes préliminaires
Théoréme 10.1.1 Soit w un domaine de R* de frontiére v, soit Q = w x |—1,1[, soit w € LP (),

p > 1 une fonction telle que

VUE{uECOO (ﬁ), u=0 survy X [—1,1]}, /wagde:O
Q

alors

w=70

Théoréme 10.1.2 Il existe une constante c telle que

Ve >0, Vv e H (Q)

. <c {Z H6i||3 (S,V)H&Q + SZ [valloo +€ HU?’HLQ} )
-1, p -

1 9eqys (¢, V)
c 863 + paﬁ (V)

Théoréme 10.1.3 Soit une suite (v (€)). de fonctions de V () vérifiant

IJveV(Q), Je; € L* (),
v(e) = v dans H" (Q) et Le;(e,v(e)) — €; dans L* (Q) quand e — 0

alors

v = (v;) est indépendant de la variable transverse &,
V=) € Hy (w) x Hy (w) x Hy (w) N H? (w)

0,v3 = 0 sur dw

Yap (V) =0

Pap (V) € L*(Q) et Pap (V) = Os€ap.

Si deplus, il existe des fonctions X,z de H=1(Q) telles que
Pap (V(€)) — Xop dans H () quand e — 0,
alors

v (¢) — v dans H' (Q) quand ¢ — 0 et,
s (V) = Xeg €t done x5 € L2 ()
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10.2 Inégalités de Korn en coordonnées curvilignes

Dans tout ce paragraphe, on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Q est un domaine de R? ouvert, borné, connexe de frontiére lipschitzienne, {2 se trouve locale-
ment d’un seul coté de sa frontiére.

2. © est un C?—difféomorphisme de Q dans © (ﬁ) telque les trois vecteurs g; = 0,0 soient
linéairement indépendants en tout point de .

Soit v = (v;) € H' () on note e;,; (v) := 3 (8iv; + 9jv;) — Tvp les composantes covariantes du
tenseur de changement de métrique associé au champ de déplacement v;g".

Proposition 10.2.1 [l existe une constante C' (qui ne dépend que de la géométrie, i.e C' = C (Q,0))
telle que

1/2
Vo <C {Z loillg.q + 3= lleay (V)Hﬁ,g} , W = (v) e H'(Q)
) .7

Soit V (Q) I'espace fonctionnel défini par V() : = {v € H' (Q), v =0 sur I'p}

Proposition 10.2.2 [l existe une constante Cy (qui ne dépend que de la géométrie, i.e Cy =
Co (2, Ty, 0)) telle que

1/2
vl o < Co {Z e (V)Hﬁ,g} , Vv =(v;) €V(Q)
7’7]

10.2.1 1Inégalité de type Korn pour une famille de coques en membranes

Théoréme 10.2.1 Pour une famille de coques en membranes, l'inégalité de Korn s’écrit: il existe
une constante C, telle que

1/2
Ve >0, Y V), vlg <@ {z fens <e,v>>|§,g}
i,

10.2.2 Quelques propriétés des valeurs moyennes
1. veV (w) = Hj (w)

2. ¥

0w < 75 IVllog

3 Yap (V) = Yag (V)

180



Bibliographie

[Akian, 2000]
[Akian, 2005
[Chapelle-Bathe, 2003|

[Chen-Bian-Ding, 2004]

[Ciarlet, 1998]

[Ciarlet, 2000]

[Coirier, 2001]
[Crolet-Murea, 2002]
[Dautray-Lions, 1988]
[Destuynder-Salaun, 1996]

[Duvaut, 1990]
[Duvaut-Lions, 1972]

[Faré, 2002]

[Faou, 2000]

[Fox-Raoult-Simo, 1992]

[Gasser-Boisse-Hanklar, 2000]

Akian, J.L. Analyse asymptotique des jonctions de coques en
flexion, These de doctorat, Université de Poitiers

Akian, J.L. Asymptotic analysis of bending-dominated shell
junctions, J. Math. Pures Appl., IX. Sér. 84, No. 6, 667-716

Chapelle, D. & Bathe, K.J. The Finite Element Analysis of
Shells Fundamentals, Springer

Chen, W.Q. & Bian, Z.G & Ding, H.J. 3D vibration analy-
sis of fluid-filled orthotropic FGM cylindrical shells, Interna-
tional Journal of Mechanical sciences, 46, 159-171

Ciarlet, P.G. Mathematical Elasticity, Volume I, North Hol-
land, Amsterdam

Ciarlet, P.G. Mathematical Elasticity, Volume III, Theory of
shells, North Holland, Amsterdam

Coirier, J. Mécanique des milieux continus, Dunod, Paris

Crolet, J.M. & Murea, C.M. Mixed hybrid finite element for
a 3D fluid-structure interaction problem, Commun. Numer.
Meth. Engng, 00 1-12

Dautrey, R. & Lions, J.L. Analyse mathématique et calcul
numérique, vol 1, Masson, Paris

Destuynder, Ph. & Salaun, M. Mathematical Analysis of Thin
Plate Models, Springer

Duvaut, G. Mécanique des milieux continus, Masson, Paris

Duvaut, G. & Lions, J.L. Les Inéquations en Mécanique et en
Physique, Dunod, Paris

Faré, N. Modélisation mathématique et simulation numérique
du drapé d’un textile, Thése de doctorat, Université de Mul-
house

Faou, E. Développements asymptotiques dans les coques
minces linéairement élastiques, Thése de doctorat, Université
de Paris VI

Fox, D. & Raoult, A. & Simo, J.C. Modéles asymptotiques
invariants pour des structures minces élastiques. C.R. Acad.
Sci. Paris, Sér. I, Vol 315 p235-240

Gasser, A. & Boisse, P. & Hanklar, S. Mechanical behaviour
of dry fabric reinforcements, Computational Materials Science
17, 7-20

181



[Gil-Bonet, 2006]

[Giroud, 1998]

[Giroud, 1999]

[Grandmont, 1998]

[Grandmont-Maday, 2000]

[Koiter, 1970]

[Lemaitre-Chaboche, 2001]

[Luce-Poutous-Thomas, 2004]

[Mendoza Serrano, 2003]

[Métier, 2003]

[Muttin, 1989

[Naghdi, 1972]

[Nocent, 2001]

[Pantz, 2001]

Gil, A.J. & Bonet, J. Finite element analysis of prestressed
structural membranes, Finite Elements in Analysis and De-
sign 42

p683-697

Giroud, P. Analyse asymptotique de coques inhomogénes en
élasticité linéarisée anisotrope, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 327,
Série I, p. 1011-1014

Giroud, P. Modélisation asymptotique des coques élastiques :
couplage flexion membrane, modéles incrémentaux, These de
doctorat, Université de Grenoble I

Analyse mathématique et numérique de quelques problémes
d’interaction fluide-structure, Thése de doctorat, Université
de Paris VI

Fluid-structure interactions : a theoretical point of view, Re-
vue européenne des éléments finis. Vol 9, 6, 633-653

Koiter, W.T. On the foundations of the linear theory of thin
elastic shells. Proc. Ned. Akad. Wetensch.

Lemaitre, J. & Chaboche, J.L. Mécanique des matériaux
solides, Dunod, Paris

Luce, R. & Poutous, C. & Thomas, J.M. Linear elasticity
modelling of the behaviour of a pre-stressed material. Monogr.
Semin. Mat. Garcia Galdeano, 31 555-565

Mendoza Serrano, C.A. Soft Tissue Interactive Simulations
for Medical Applications, Thése de doctorat, Institut Na-
tional Polytechnique de Grenoble

Métier, P. Modélisation, analyse mathématique et applica-
tions numériques de problémes d’interaction fluide-structure
instationnaires, Thése de doctorat, Université de Paris 6

Muttin, F. Modélisation de membrane. Application &
I’analyse mécanique des voiles de bateau, Thése de doctorat,
Université de Nice Sophia Antipolis

Naghdi, P.M. The theory of shells and plates, Springer-Verlag

Nocent, O. Animation dynamique de corps déformables con-
tinus, Thése de doctorat, Université de Reims Champagne-
Ardenne

Pantz, O. Quelques problémes de modélisation en élasticité
non linéaire, Thése de doctorat, Université de Paris VI

182



[Raviart-Thomas, 1998|

[Reese-Raible-Wriggers, 2001]

[Renardy, 1997]

[Salengon, 1995]
[Shanahan-Lloyd-Hearle, 1978]

[Slicaru, 1997

[Stein-Benney-Tezduyar-Potvin, 2001]

[Valette, 2001]

Raviart, P.A. & Thomas, J.M. Introduction & ’analyse
numérique des équations aux dérivées partielles, Dunod, Paris

Reese, S. & Raible, T. & Wriggers, P. Finite element mod-
elling of orthotropic material behaviour in pneumatic mem-
branes, International Journal of Solids and Structures, 38,
9525-9544

Renardy, M. Equilibrium configurations of an inflated cylin-
drical membrane, Journal of Elasticity 46, 255-261

Salencon, J. Mécanique du continu, Ellipses, Paris

Shanahan, W.J. & Lloyd, D.W. & Hearle, J.W.S. Character-
izing the elastic behaviour of textile fabrics in complex defor-
mations, Textile Research Journal, 48, 9, 495-505

Slicaru, S. On the ellipticity of the middle surface of a shell
and its application to the asymptotic analysis of "“membrane
shells”, J. Elasticity 46, 33-42

Stein, K. & Benney, R. & Tezduyar, T & Potvin, J. Fluid-
structure interactions of a cross parachute, Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg. 191, 673-687

Valette, J. Simulation du comportement mécanique d’un en-
semble voiles gréement de bateau, Thése de doctorat, Univer-
sité d’Orléans.

183



Résumé:

Quelles sont les déformations et les contraintes que subissent une structure gonflée précontrainte
lorsqu'elle est soumise a des perturbations de son environnement extérieur? Cette thése répond a cette
interrogation dans le cas d'un lobe formé de deux membranes orthotropes, fixées sur leurs longueurs a
deux axes rigides, successivement rectilignes puis légerement arrondis, et sur leurs largeurs a des arcs de
cercle également rigides. L'intérieur est gonflé par un gaz supposé parfait.

A partir d'une modélisation mécanique en ¢lasticité linéaire, nous avons établi un modé¢le
mathématique rigoureux en 3D. Puis en faisant tendre 1'épaisseur des membranes vers zéro, nous avons
obtenu un mod¢le asymptotique 2D, bien posé pour certaines forces, dites admissibles, dans des espaces
obtenus par complétion. Nous avons alors démontré que la suite des valeurs moyennes dans I'épaisseur
des solutions des problémes 3D converge fortement vers l'unique solution du probleme asymptotique.
Nous avons de plus mis en évidence des conditions suffisantes d'admissibilité des forces extérieures.

L'analyse numérique du modéle asymptotique a montré que les estimations d'erreur a priori se
font dans la norme de I'énergie. Ce qui, comme I'ont confirmé quelques essais numériques, ne va pas sans
poser de problémes quand on s'intéresse aux déplacements, mais est tout a fait satisfaisant du point de vue
des contraintes.

Mots-clés :

Elasticité linéaire, coques en membrane, matériau orthotrope, précontrainte, structures gonflées, couplage
fluide-structure, forces admissibles, géométrie parabolique et elliptico-hyperbolique, analyse numérique,
¢léments finis, modéle asymptotique.

Asymptotic modelling and numerical analysis of a fluid-structure coupling problem.

Abstract :

How are the stresses and the deformations of an inflated structure when external forces are
applied to it. This thesis answers that question when the structure is a long and thin shell composed of
two congruent cylindrical orthotropical membranes which are glued together along rigid straight or
curved axes and inflated by a perfect gas.

From a mechanical modelling in linearized elasticity, we established a 3D variatinnal problem
well posed in classical Sobolev spaces. Then we let the thickness parameter tend to zero, in order to
obtain a 2D asymptotic model, well posed as long as the external forces check special properties -they are
then called admissible forces- in spaces obtained by completion. We proved that the mean value in the
thickness of the 3D solution strongly tends to the solution of the 2D asymptotic problem. We also
identified sufficient conditions of admissibility.

The numerical analysis showed that the error is a priori estimated in the energy norm. This, as
confirmed by numerical simulations, creates problems as far as displacements are concerned, but is
satistying from the stresses point of view.

Keywords :

Linear elasticity, membrane shells, orthotropic material, prestressed structure, inflated structure, fluid-
structure coupling, admissible forces, parabolic and elliptico-hyperbolic geometry, numerical analysis,
finite elements, asymptotic modelling.



