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Introduction

L’objectif de cette these est d’étudier les inégalités de Sobolev précisées sur les groupes
de Lie stratifiés.

Rappelons que sur R" les inégalités de Sobolev classiques nous donnent une majoration
de la norme L? d’une fonction par la norme L” de son gradient :

1£llq < ClUV £l (1)

ici les indices p et ¢ sont reliés avec la dimension de I’espace euclidien n comme nous le
verrons un peu plus tard.

La preuve originale de ces estimations, donnée par S. Sobolev en 1936, ne considérait
pas le cas p = 1. En effet, lorsque le parametre p vaut 1, une autre approche est nécessaire
et nous devons la démonstration de ce cas a Gagliardo et Nirenberg. Nous verrons par la
suite 'importance de cette remarque.

Cette estimation (1) n’est pas optimale, elle peut étre précisée en introduisant un
troisieme terme de la facon suivante :

1£llg < C IV AN 0<f<1).

La norme ||- ||« apparaitra de fagon assez naturelle lorsqu’on étudiera les propriétés d’inva-
riance des inégalités précédentes par rapport a certaines transformations. On remarquera
qu’ici les indices p, ¢ et 0 ne sont plus reliés a la dimension de 1’espace de référence.

Le point de départ de toute cette théorie est ce que 'on appelle, les inégalités sur les
dérivées successives. Voici un premier exemple :

Si f est une fonction de classe C? sur la droite réelle, & valeurs réelles et si f'(z) — 0
lorsque || — +o00, alors on a :

1/2
supl /(2] < 2 (suplf(fv)| sup|f”<as>|) . @)
rER zeR x€R

Pour la preuve de cette inégalité nous écrivons la formule de Taylor-Lagrange sous la
forme

Fla+h) = (@) + hF (@) + (e + o



ot 0 < @ < 1. On régle x de facon que f'(x) = %|| || et 'on isole f'(z). Il vient, pour
tout h > 0
2[| floo

h
! < - " )
) < W By
Il suffit alors de choisir h = 2/|| floo |l f"]|=! pour conclure.

Notre travail a, plus précisément, pour point de départ les inégalités de Gagliardo-
Nirenberg qui ont la méme structure que les inégalités entre les dérivées successives.
Donnons un exemple : si 'on sait majorer || f||2 et ||Af]l2, on peut estimer ||V f||2. On
obtient alors I'inégalité

IVFIIE < ClFII AL (3)
Afin de vérifier cette majoration, on utilise la transformation de Fourier. Nous avons ainsi,
pour la norme L? du gradient de la fonction f, la formule :

1
(2m)"

IVFIE =S 10 £ = / EPIF(©)[de.
j=1

Ensuite, on obtient pour la norme du Laplacien l'identité suivante

1 n
A = s [ W17 Pde

Il reste a remarquer que

[iseiireac = [ oo  (fiiere)” (imiore)”

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

L’inegalité (3) est donc élémentaire car les trois régularités sont mesurées avec la méme
norme LP. C’est aussi ce qui se passait pour les normes L*> intervenant dans les inégalités
sur les dérivées successives (2).

Pour étudier en toute généralité ce type d’inégalités, nous distinguerons trois familles
d’estimations en fonction de leur méthode de démonstration. Indiquons deés maintenant
que cette distinction se fera en fonction de la valeur du parametre p comme dans le cas
des inégalités de Sobolev classiques (1).

(A) La premiere méthode donnée par Patrick Gérard, Yves Meyer et Francois Oru dans
[40] est basée sur une décomposition de Littlewood-Paley et sur des résultats d’in-
terpolation appliqués aux blocs dyadiques!. Elle étudie donc le cas p > 1 et fournit
I’estimation qui suit :

0 -0
£ lyirsa < CUANG o 1110 (4)

onl<p<g<ooetonaposél=np/q s=0s —(1—0)Favec —(3 < s < s1.

1Une autre démonstration, basée sur les fonctions maximales, est diie & Pierre Gilles Lemarié-Rieusset
cf. Annexe C p. 161



(B) Ladeuxiéme approche, proposée plus récemment par Michel Ledoux dans [51], utilise
des arguments qui font principalement appel aux propriétés de semi-groupe et en
particulier a la pseudo-inégalité de Poincaré pour le noyau de la chaleur. Il nous est
alors possible d’étudier le cas p = 1 pour obtenir un résultat du type suivant :

1l < CIV Al o (5)

avec 1 <p<g<oo,0=plget B=0/(1-19).

(C) Finalement, la troisieme méthode est die a A. Cohen & al. [20] et fait intervenir
I’espace des fonctions a variation bornée. Ici, 'argument qui permet de mener a bien
les majorations recherchées est une minoration faible de la norme de l’espace BV
en fonction des coefficients d’ondelettes indexés sur les cubes dyadiques. On obtient
I'inégalité

1 f e < CLANAS N 50 (6)

ou nous avons posé 1 <¢<2 0<s<1/get = (1—-3sq)/(q—1).

Nous allons diviser notre étude de ces trois familles d’inégalités sur les groupes de Lie
stratifiés de la facon suivante :

Au premier chapitre, nous rappelerons les notions que nous allons utiliser tout au long
de ce document, pour ensuite donner les démonstrations des deux premiers cas (A) et
(B) dans le cadre euclidien.

Nous concentrerons ensuite notre attention aux groupes stratifiés dont le deuxieme cha-
pitre présente une courte introduction. Voici quelques arguments qui ont motivés notre
choix :

Considérons tout d’abord les dilatations : il est tres facile de vérifier que toutes les
inégalités ci-dessus sont invariantes par dilatation. Toutefois, si nous fixons une dilata-
tion anisotrope (par exemple d,[z] = (azy, azs, a’x3) pour @ > 0 sur R?) nous perdons
cette propriété d’invariance. Ainsi, si 'on souhaite conserver une structure d’ensemble
cohérente, le cadre naturel qui s'impose est celui des groupes de Lie stratifiés.

Notre deuxieme motivation est d’ordre méthodologique : bien que 'on dispose d'une
transformation de Fourier sur les groupes stratifiés, celle-ci ne présente pas les mémes
commodités d'usage que dans le cas euclidien. Dans ce cadre, il nous a paru intéressant
de savoir jusqu’ou il était possible d’avancer dans notre étude de ces inégalités sans son
utilisation.

Finalement, nous pouvons prendre comme point de départ la voie proposée par E.
Stein dans son livre [73]. Pour étudier la théorie de Littlewood-Paley cet auteur utilise la
donnée d'un semi-groupe vérifiant certaines hypotheses que nous détaillerons ci-dessous.



Nous observerons que ce sont précisément ces hypotheses, ainsi que les estimations sur
son noyau et la décomposition spectrale de son générateur infinitésimal, qui remplacerons
I'usage de la transformation de Fourier.

Avec les préliminaires du deuxieme chapitre, nous exposerons au troisieme chapitre les
démonstrations des deux premieres familles d’inégalités sur les groupes de Lie stratifiés. On
y présentera également une variante de la pseudo-inégalité de Poincaré qui nous permettra
d’obtenir quelques résultats faibles : nous verrons alors apparaitre la norme d’un espace
de Sobolev dans la partie de gauche de 'inégalité (5).

Enfin, nous terminerons ce chapitre en considérant des inégalités faisant intervenir les
poids de Muckenhoupt.

On consacrera le chapitre quatre a I’étude de I'espace des fonctions a variation bornée
sur les groupes de Lie stratifiés. La raison est la suivante : les méthodes de M. Le-
doux et d’A. Cohen admettent une intersection commune dans le cadre euclidien. Plus
précisément, lorsque le parametre s vaut zéro dans 'estimation (6) ; nous pouvons déduire,
par un simple argument d’approximation, ces inégalités a partir du résultat donné dans
(5). Dans le cas ou s > 0, nous sommes en mesure de présenter une famille d’estimations
faibles valables pour tous les groupes de Lie stratifiés, sans toutefois atteindre la puissance
des résultats proposés dans R™ par la méthode (C).

Le cinquieme chapitre est un retour a l’espace euclidien ol nous traitons la derniere
famille d’inégalités exposée dans (6). Dans une premiere partie, nous détaillerons rapide-
ment le raisonnement utilisé pour obtenir I’'estimation faible de la norme de 1’espace BV
en termes des coefficients d’ondelettes orthogonales a support compact.

On essayera par la suite d’exploiter I'intersection commune entre les deux méthodes
(B) et (C). Nous verrons par des contre exemples que cette démarche ne nous permet pas
d’obtenir les résultats recherchés.

Ces contre exemples nous pousseront donc a traiter, par la derniere approche, le cas
particulier du groupe de Heisenberg ou 1'on dispose d’une base d’ondelettes a support
compact. Nous verrons qu’alors c’est la géométrie des cubes dyadiques qui pose des diffi-
cultés pour I'application de cette méthode.

Le sixieme chapitre expose un contre exemple a l'inégalité fondamentale suivante

IF112 < CllAllav I Il sz,

lorsque le groupe de référence est 'anneau p-adique Zs. La construction de ce contre
exemple se base sur I’équivalence surprenante entre ’espace des fonctions a variation
bornée et l'espace de Besov d’indices (1, 00, 1).

Finalement, la derniere partie de cette these présente une généralisation des deux
premieres méthodes aux groupes de Lie a croissance polynomiale et aux groupes de Lie
nilpotents. Nous verrons en particulier que, dans ces cadres ou 'on ne dispose plus de
structure de dilatation, ce sont les résultats concernant les estimations sur le noyau de



la chaleur qui délimiterons la portée de notre travail. Bien évidemment dans ce cas la
troisieme approche ne s’applique plus.

Notations

Nous allons utiliser dans cette these de facon récurrente certaines propriétés générales
du noyau de la chaleur qui sont valables sous certaines hypotheses tres abstraites.

Il est possible, bien stir, d’affiner et d’ajouter d’autres propriétés en fonction du cadre
dans lequel on se place : R", groupes de Lie stratifiés, nilpotents ou a croissance po-
lynomiale. Nous exposons ici les principales caractéristiques valables pour tous les cas de
figure que nous considérons.

Soit G un groupe de Lie non compact, connexe, et unimodulaire et soit X = { X7, ..., X}

une famille de champs de vecteurs invariants a gauche satisfaisant la condition de Horman-
der :

(PO) La famille X génere I'algebre de Lie g du groupe G.

Cette hypothese nous fournit un cadre de travail tres commode. En effet, si nous
définissons un sous-Laplacien par

k
=1

la condition (P0) nous assure que cet opérateur est autoadjoint, symétrique et sous-
elliptique. En particulier, il existe un semi-groupe associé { H; };+>¢ vérifiant les propriétés :

(P1) Hy o =HH,t,s>0et Hy=1Id ( axiome de semi-groupe)
(P2) Hefll, < I fll, (1<p<o0) (propriété de contraction)
(P3) Chaque H; est un opérateur auto adjoint sur L?(G)  (propriété de symétrie)
(P4) H,f>0si f>0, Hi1=1 (propriété de positivité)

tel que l'on ait la relation
Ht = eitA

dans les deux sens suivants :

(a) PH&M = Af pour toute fonction f suffisamment régulicre.



(b) Si f € LP(G), 1 < p < o0, alors u(x,t) = Hyf(x) € C°(G x RT) est solution de
I’équation de la chaleur

(%"'A)U(%t):o pour z€G et t>0

(*)
u(z,0) = f(x) pour z € G.

Ce semi-groupe H; admet un noyau de convolution

u(z,t) = Hif(x) = f * hy(x) = /Gf(y)ht(y1 -x)dy (x € G,t>0).

Résumons les principales propriétés du noyau de la chaleur hy(x) :

(P5) La fonction (z,t) — hy(x) est de classe C*°(G x RT) et est la solution fonda-
mentale de I’équation de la chaleur ().

La propriété de semi-groupe due a I'identité e *2e=5 = e~ ()4 .

(P6)
h x hg(x) = hyps(x)  (x € Git,s > 0)

(P7) La positivité hy(z) > 0 pour x € G et

/G he(z)dz = 1.



Chapitre 1

Inégalités de Sobolev

1.1 Espaces fonctionnels

Nous donnons dans cette section les définitions, les notations et les principales pro-
priétés des différents espaces dont nous aurons besoin.

De maniere générale étant donné une norme || - ||, on définira 'espace correspondant
par {f € 8’ : || f|| < oo}. Ceci suppose implicitement que || f|| a un sens. Par exemple, en
écrivant [ | fldz, on suppose que |f| est mesurable; en écrivant f(x), on suppose que f
est définie presque partout.

Les normes qui caractérisent ces espaces fonctionnels mesurent certaines propriétés
des fonctions et elles admettent plusieurs définitions possibles qui correspondent aux
différentes facons de quantifier une méme information.

On s’intéressera particulierement a quatre types d’espaces fonctionnels :

(a) Espaces de Lebesgue L?

Pour tout sous-ensemble £ de R™ on notera |E| sa mesure de Lebesgue. En notant dz
la mesure de Lebesgue de R™ on définit, pour 1 < p < oo, les espaces de Lebesgue par la

norme 1/
1 fllzr@ny = (/Rn If(x)|pdx>

avec la modification d'usage si p = 00 :

| f || oo (mny = supess|f(x)]|.
reR"

Une fagon intéressante d’obtenir la norme de ces espaces est d’utiliser la notion de
dualité. Ainsi, si p’ est P'exposant conjugué * de p, on a pour 1 < p < oo :

| fllLrrny = sup / fgdx (1.1)
”g ‘Lp/ (Rn)zl R~
'Nous dirons que deux réels p et p’ sont conjugués si % + % =1.
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Nous introduisons maintenant pour f une fonction mesurable sur R", sa fonction de
distribution en posant df(a) = |[{z : |f(z)| > a}|, a €]0, 0.
Nous avons en particulier la caractérisation des espaces LP(R™) pour 1 < p < oo par la
formule

([ / o dy(a) da. (1.2)

Une remarque de grande importance par la suite mérite d’étre faite : ces espaces sont
homogenes puisque leurs normes vérifient, pour a un réel strictement positif, 1’égalité
| f(az)|| Loy = a~™P|| f|| Lo(rn) ; nOUS Verrons tres rapidement que ceci n'est pas toujours
le cas pour d’autres espaces fonctionnels.

Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre, on écrira plus simplement ||-||, pour désigner
la norme dans ces espaces.
(b) Espaces de Lorentz L4

On définit d’abord les espaces LP-faible, notés aussi LP*°(R"), comme l'ensemble des
fonctions mesurables f telles que la quantité

| f1l Lo (rey = sup {& d}/p(a) ta > O} (1<p<o0) (1.3)

soit finie. En outre, on posera L°** = L. Indiquons tout de suite que (1.3) ne définit
pas une norme. Nous reviendrons sur cette remarque un peu plus tard.

Ces espaces contiennent les espaces de Lebesgue puisqu’on a la majoration

[fllzr ooy < N fllren)

comme une conséquence directe de 'inégalité de Tchebytchev. Nous avons alors I'inclusion
stricte? d’espaces LP(R™) C LP>=(R").

Remarque 1.1 Nous parlerons dorénavant, a cause de la définition et de l'estimation
ci-dessus, d'un résultat faible lorsquune norme LP* intervient.

Passons maintenant a 1’étude des espaces LP4. Pour cela, nous définissons la fonction
de réarrangement décroissant de f donnée par U'expression f*(t) = inf{s > 0: d¢(s) < t}.
Cette nouvelle fonction est décroissante, continue & droite, définie sur ]0, oo et vérifie la
propriété d’équimesurabilité dy(a) = ds+ (o) pour tout a > 0.

On note alors, pour f une fonction mesurable sur (R", dx) et pour 1 < p,q < o,

g™ (2 ()" )" sig < o0

1| ooy = ' (1.4)
sup tY/P f*(t) si ¢ = oo.
£>0

2En effet, si par exemple on considere f(z) = |z|~"/P, on a bien f € LP*°(R") mais f ¢ LP(R™).
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L’ensemble des fonctions telles que cette quantité soit finie est appelé I'espace de Lorentz
d’indices p et q.

On a en particulier LPP(R") = LP(R") par I’équimesurabilité de f* et si ¢ = oo
cette définition coincide avec celle des espaces LP-faible donnée dans (1.3). Si p = oo et
1 < ¢ < o0, ces espaces offrent peu d’intérét car L9 = {0}.

Les espaces de Lorentz sont aussi homogenes puisque, pour tout a > 0, on a la méme
égalité £ (a2) o) = a7 fll e,

Remarquons finalement que I'expression définie par (1.4) ne vérifie pas I'inégalité tri-
angulaire : la majoration (f +¢)*(¢t) < f*(t) + g*(t) est fausse en général (voir [41] p. 50).
L’espace correspondant n’est donc pas un espace de Banach (c’est cependant un espace
métrique complet). En revanche, si p # 1, il est possible de munir ces espaces d’une vraie
norme qui sera définie postérieurement dans (1.16).

(c) Espaces de Sobolev W*?

Ces espaces mesurent d’une facon quantitative la régularité des fonctions. Si s est un
indice de régularité, le parametre p nous indiquera la maniere de la calculer en utilisant
I'intégrabilité des dérivées prises au sens des distributions.

Un exemple tres utilisé dans notre travail correspond au cas ou s = 1 et 1 < p < oc.
L’espace de Sobolev W1P(R™) est alors défini par :

[ llwo = [1fllp + IV F1lp- (1.5)

Plus généralement, lorsque s est un entier positif, on a la définition usuelle exprimée
par la norme :

I lwen =Y 107 fll, (1< p < o0) (1.6)

|laf<s

o a = (aq,...,ap,) € N". On a posé 0% = (0/0x1)**...(0/0x,)*" et |a] = ag + ... + .

Pour les valeurs réelles de I'indice de régularité nous pouvons utiliser I’approche donnée
par les espaces potentiels W*P(R™) :

1 Fllwer = (1 = )21, (1.7)
ott (I — A)*/% est le potentiel de Bessel avec s € R (voir par exemple [74] ou [41]).
Nous avons alors, pour 1 < p < oo, l'égalité d’espaces W*P = W*P. Rappelons

néanmoins que dans les cas limites, lorsque p = 1 ou p = oo, les espaces potentiels définis
par la formule (1.7) ne correspondent plus a des espaces de Sobolev (cf. [74]).
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(d) Espaces de Besov B3

Indiquons tres rapidement la signification de chacun de ces parametres : 1'indice p cor-
respond a la norme de base qui est utilisée, le parametre s donne la régularité demandée
a la fonction, tandis que I'indice ¢ exprime une correction sur cette régularité.

La premiere caractérisation que nous exposons utilise les différences itérées ou on a
désigné par m un entier positif et f est une fonction définie sur R™ :

m

Al f(x) = Z(—l)m’j (njl)f(x + jh) avec x,h € R"™

J=0

Alors pour s > 0, on fixe m par la condition m —1 < s < m et nous écrivons f € B,*
(avec 1 < p,q < o0) si et seulement si la norme ci-dessous est finie :

|ayflg 17
g =150+ | [ picsiban] (15)

Une autre caractérisation est possible en utilisant le semi-groupe de la chaleur dans
R™ qui sera dorénavant noté par H;. Rappelons que I'action de ce semi-groupe est donnée
par convolution avec un noyau h;. Dans le cas euclidien ce noyau est connu explicitement
et correspond & une gaussienne normalisée3. Nous avons ainsi pour ¢ > 0 la formule :

dy

EEnTE (1.9)

Hof(x) = fxho(x) = [ fly)e o
Rn
Toujours dans le cas s > 0, on consideére maintenant &k un entier naturel tel que k > s/2.
Nous dirons alors qu’une fonction f appartient a I'espace By si, pour 1 < p,q < oo, la
quantité suivante est bornée
1
/ H(k—s/2)q
0

Soit a présent s = 0. Alors k = 1 et on définit la norme :

1/q
1 q
[ ol
0

» L
Si nous voulons considérer le cas ol 'exposant de régularité est négatif nous utilisons
encore une fois le noyau de la chaleur. Pour éviter des confusions et pour insister sur
le fait que cet exposant est négatif, on écrira systématiquement B, *? avec s positif. On
caractérise alors ces espaces pour 1 < p < oo et 1 < ¢ < oo par la norme suivante :

OFH, f

1l = 171+ o

1/q
T dt
; ] . (1.10)
p

OH,f
ot

1l ge = IHLFllp +

1 , dt 1/q
P Y e R LT (1.11)
0

30n a bien siir les propriétés (P1)-(P7) exposées dans I'introduction pour ce semi-groupe et pour son
noyau.
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1.1.1 Analyse de Littlewood-Paley

L’analyse de Littlewood-Paley est une variante de ’analyse de Fourier qui ouvre la
voie a l'analyse par ondelettes. L’analyse de Fourier permet de décomposer toute fonction
en une combinaison linéaire d’ondes €%, ¢ € R™. Ces ondes ne sont pas localisées en
variable d’espace. L’analyse par ondelettes va dans la direction opposée : les ondelettes
sont excellement localisées en variables d’espace, mais assez mal localisées en variable de
Fourier. L’analyse de Littlewood-Paley est a mi-chemin entre les deux.

Tres grossierement, I'analyse de Littlewood-Paley revient a utiliser un banc de filtres,
en découpant les fréquences en octaves (qui deviendront les couronnes dyadiques). Les
sorties de ces filtres sont les “blocs dyadiques” A;(f)(x) de la fonction ou distribution
f(z). L’analyse par ondelette reviendra a procéder a une seconde décomposition, en sous-
échantillonnant les A;(f)(x) suivant la regle de Shannon. On obtient ainsi les coefficients
d’ondelette ¢, de f(x).

C’est parce qu'une seconde étape est nécessaire pour aboutir a une analyse par onde-
lettes qu’on peut dire que 'analyse de Littlewood-Paley est a mi-chemin entre ’analyse
de Fourier et ’analyse par ondelettes.

Construction

Il existe plusieurs manieres de présenter cette décomposition. Nous allons utiliser ici
une partition de 'unité de l'espace des fréquences. Définissons une fois pour toutes la
transformée de Fourier par la formule

[©)= | flaye™tde.

On fixe ensuite une fonction n € C*(R™) a support compact définie dans I'espace des
fréquences telle que n(§) = 1si |{] < 1 et n =0 pour |[{| > 2.

Nous considérons maintenant la fonction v, déterminée par v(£) = n(£/2) — n(§), ce
qui nous permet d’obtenir les deux partitions de I'unité suivantes :

+oo
1=n(&)+ Z’U(ij), pour tout &, (1.12)
=0
et
+oo
1= Y wv(@27€), pour £#0. (1.13)

Nous posons maintenant ¢(€) = n(§) et 1@(5) = v(§). Nous remarquons en particulier
que la fonction ¢ appartient a la classe de Schwartz S et que tous les moments de la
fonction v sont nuls.
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On définit & présent, pour j € Z, les fonctions p;(x) = 2p(2/z). Il nous est alors
possible d’associer a chaque fonction ¢; un opérateur S; donné par convolution :

Si(f) = [f*¢;. (1.14)
Les blocs dyadiques seront définis par A;(f) = S;j+1(f) — S;(f) ou encore par convo-
lution en posant A;(f) = f * 1, avec ¥; = @41 — @5
L’analyse de Littlewood-Paley inhomogene est alors définie par le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Pour toute distribution tempérée f on a l'identité :
+oo
f=5(F)+D_ A1) (1.15)
5=0

ot la convergence du second membre a liew au sens des distributions.

Nous vérifions cette égalité en considérant la somme finie :

A =D A5(f) = =So(f) + Sk(f)

d’ou So(f) + Ax(f) = Sk(f) et on obtient klim Se(f) = klimf x o = f, en utilisant

librement 'analyse de Fourier et l'identité (1.12).

Nous avons obtenu la décomposition en blocs dyadiques annoncée. Observons que cette
égalité ne dépend pas de la fonction de base 1 choisie. On verra par la suite 1'utilité de
(1.13), mais venons-en tout d’abord aux applications de ce premier découpage dyadique.

Normes Equivalentes

Soient || - || et || - ||« deux métriques définies sur un méme espace fonctionnel; nous
dirons qu’elles sont équivalentes et nous les noterons ||-|| = |- ||« sil existe deux constantes
positives C et (5 telles que, pour toute fonction f on ait :

Cill Al < [1f[ls < Call£1l-

Par exemple, pour les espaces de Lorentz, on peut donner une caractérisation équivalente
a (1.4) pour obtenir de véritables normes. Pour cela considérons dans un premier temps
la fonction

P = s o [ @ = / F(s)ds.

Nous définissons alors, pour 1 < p < oo et 1 < ¢ < o0, la fonctionnelle :

00 qd 1/q
Ay = ([ @250 §) (1.16)
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Cette formule vérifie I'inégalité triangulaire et détermine donc bien une norme (cf. [47]).
De plus on a la double estimation :

[fllzea < [ llzra < Cllf[|oa-

Cependant, si p = 1 et 1 < g < oo il n'est pas possible de munir ces espaces d'une
norme équivalente a (1.4) qui satisfasse I'inégalité triangulaire. Le lecteur intéressé par
des contres exemples et plus de détails est invité a lire [47] et [41].

Ceci étant, cette norme sera notée par la suite || - ||,.4-

Passons maintenant aux normes équivalentes données avec une analyse de Littlewood-
Paley. Nous avons :

e pour les espaces de Lebesgue (1 < p < 00)

1/2
1l = 1501l + (Z |Ajf\2) (1.17)
jEN p
e pour les espaces de Sobolev (s € R, 1 < p < 00)
' 1/2
1 Fllwes = IS0l + (ZQQJS\AW) (1.18)
jEN

e pour les espaces de Besov (s € R, 1 <p<ooet 1< qg<o00)

1f1

s = [Sofll, + (ZWHA fuq) (1.19)

JEN

Le lecteur appréciera 'utilité des blocs dyadiques qui donnent une grande unité aux
formules précédentes. Il trouvera une démonstration de ces équivalences dans [57] et [80].

Rappelons que l'analyse précédente ne porte que sur les petites échelles (car j > 0).
Elle dépend donc d’une échelle de coupure et I’'on n’y distingue pas les échelles supérieures.

Remarque 1.2 Les espaces L! et L n’admettent pas de normes équivalentes du type
précédent. En d’autres termes, 'appartenance d’une fonction a ces espaces n’est pas ca-
ractérisable par ses blocs dyadiques. Il en est de méme pour les espaces construits sur eux
comme par exemple W1t

Espaces Homogeénes

Dans I’étude qui nous intéresse, les espaces homogenes sont d'une grande importance
lorsqu’il s’agit de vérifier I'invariance par rapport aux dilatations des inégalités de Sobo-
lev. Nous commengons ce paragraphe par des notions générales, que nous illustrons par
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un exemple, pour ensuite donner les caractérisations de ces espaces fonctionnels.

Soit f une fonction définie sur R™ et a un réel strictement positif. On fixe, une fois pour
toutes, la notation f,(z) = f(az), ot ax = (axy, ..., az,). Nous désignerons désormais f,
comme la dilatée de f.

Considérons un espace de Banach fonctionnel A, invariant par translations et dilata-
tions et vérifiant la double inclusion

S(R™") Cc Ac S'(R")
ou les deux inclusions sont continues et d’image dense.

De maniere trés générale nous dirons qu’une norme || - || dans A est homogéne (ainsi
que 'espace fonctionnel associé) s’il existe un exposant réel o tel que 1'égalité suivante ait
lieu pour tout f :

[ fall = ™[I F1]-

Comme nous l'avons déja souligné, les normes des espaces de Lebesgue et de Lorentz
vérifient cette égalité avec ¢ = n/p. En revanche, les espaces de Sobolev et de Besov
de la section précédente ne sont pas homogenes puisqu’ils sont constitués d’une somme
de termes d’homogénéité différente®. Il existe cependant des versions homogenes de ces
espaces que l'on obtient en modifiant légerement leurs normes, mais cette manipulation
n’est pas sans conséquences comme nous allons le voir tout de suite.

Introduisons alors la notation suivante : si A est un espace de Banach fonctionnel non
homogene, A désignera ’espace homogene correspondant. Nous précisons nos propos en
étudiant un exemple concret.

Supposons 0 < s < 1, on définit I'espace C*(R") comme l’ensemble des fonctions
continues bornées f telles que |f(xz + h) — f(x)] < Clh|®. La norme de f € C® est :

1 (2 4+ h) = F (7)o
o] '

[flles = || flloc + sup (1.20)
|h|>0

Cette norme n’est pas homogene, mais lorsqu’on calcule la norme de f, dans C*(R") nous
avons la propriété remarquable suivante :

[ falles = @®l[[f[I|+O(1) st a— +oo.

If @th) = F ()]l

e ; d’ou l'idée de ne garder qu’un seul terme

Ici on a posé |||f||] = sup
|h|>0

dans (1.20) et de I'utiliser pour caractériser I'espace homogene C*(R™). Par exemple on a
f(z) =|z]® € C*(R™), mais |z|* ¢ C*(R™), tout simplement parce que |z|® n’est pas bornée.

4Si 'on calcule, par exemple, la norme de f, dans I’espace de Besov By avec (1.8) le premier terme
libére un exposant —n/p tandis que pour le deuxiéme on obtient un exposant s — n/p.
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Cependant cette quantité n’est pas pour autant une norme puisque toute fonction
constante g vérifie |||g||| = 0. Pour définir avec précision cet espace on pose :

C*(R™) = {f € S'(R") modulo les constantes / |||f||| < oo}

Considérons maintenant les espaces de Sobolev avec s € R et 1 < p < oc.

Dans ce méme esprit, on remarque que si f appartient au sous-espace So(R™) formé des
fonctions de la classe de Schwartz dont tous les moments sont nuls, alors I'expression
| fallwsw est équivalente & a*~™/P||(=A)*/2f||, lorsque a tend ver 'infini.

Ici (—A)/? sont les potentiels de Riesz (cf. [41], [74]) et, pour caractériser les espaces
de Sobolev homogenes, nous ne conservons que la condition

1Fllyires = I(=2)*"2f]l, < +00 (1.21)

dans la définition (1.7). Il faut cependant prendre quelques précautions que nous détaillons
dans les trois cas suivants (cf. [57]) :

1. Si —n/p’ < s < n/p, I'espace de Sobolev homogene WP sera le complété de Iespace
D(R™) pour la norme (1.21) et cet espace complété abstrait est bien un espace de
distributions tempérées.

2. Si s < —n/p, nous avons un probleme méme si f est une fonction de test. On
a || fllyys» = +00 & moins que tous les moments de f d’ordre inférieur ou égal a
|s+n/p'| ne soient nuls. On part donc de 'espace So(R™) que 'on complete pour la
norme (1.21). Ici encore W*? est un espace de distributions tempérées.

3. Si %—F kE<s< %—k k41, ou k est un entier, on définit I’espace de Sobolev homogene
d’indices (s, p) comme un espace de distributions modulo I’espace des polynomes de
degré inférieur ou égal a k. Ce n’est donc plus un espace fonctionnel.

Observons finalement que si s est un entier positif nous avons la définition :

1f e = D 10 fllp (1 <p < o0) (1.22)

lal=s

De méme que dans le cas inhomogene, les normes (1.22) et (1.21) ne sont équivalentes
que si 1 < p < oo (cf. [74], [41]).

Pour les espaces de Besov nous allons surtout nous intéresser a leur définition ther-
mique. Remarquons que les mémes précautions en fonction de I'indice de dérivation sont
nécessaires. Nous le prenons pour I'instant strictement positif.

On définit la norme suivante pour 1 < p, ¢ < oo et k un entier naturel tel que k > s/2 :

o0 q 1/a
dt
111530 = [ JA ]
0

O H, f

otk

3 (1.23)
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Supposons a présent que I'exposant de régularité soit négatif (qu'on notera —s). On
procede alors de la maniere suivante (1 < p,q < o0) :

[ee] /2 . dt 1/q
e = | [ o1 ] (124
Finalement, et dans les deux cas précédents, nous avons 1'égalité homogene :

I fall e = a2 I1f | e

avec s € R, 1 < p,q < oo et a> 0. Observons que 'espace B;’q se comporte comme s
du point de vue homogene. En d’autres termes, I’exposant ¢ ne joue ici auncun role.

Dans la section 1.2.2 nous allons utiliser un espace de Besov tres précis qui est
déterminé par la norme :

1Fll pzsee = sup %] He oo (1.25)
t>0

Il convient de faire quelques remarques sur cet espace. En effet, nous observons tout
d’abord que, si 0 < s < n, on dispose de I'inclusion suivante :

S(R") € B *(R")

Si maintenant n < s, on a bien p(z) = e 1*I* € S mais p ¢ B 7. Cet espace contient
alors des fonctions de test que si celles-ci possedent suffisamment de moments nuls. On
verra par la suite l'importance de ces deux remarques lorsqu’il s’agira de 1’étude des
inégalités de Sobolev précisées.

Analyse de Littlewood-Paley homogene

On souhaite maintenant traiter de la méme fagon les grandes et les petites échelles
dans la décomposition en blocs dyadiques. Mais, a partir du moment ot ’on introduit les
grandes échelles, le comportement a l'infini de la fonction joue un role qu’il ne faut pas
négliger comme nous allons le voir tout de suite.

En nous appuyant sur la formule (1.13), reprenons 'identité (1.15) mais en considérant
cette fois-ci la somme sur tous les entiers (qu'ils soient positifs ou négatifs) :

F= (/) (1.26)

JEZ
Cette identité n’a pas toujours un sens et pose deux problemes distincts.

D’une part I'égalité des deux membres n’est pas forcément assurée : prenons par
exemple la fonction f(z) =1, on obtient alors A;(f) = 0 pour tout j.
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D’autre part, la somme ne converge pas nécessairement dans S’ : soit, par exemple,
f(z) = log|z| de sorte que f(&) = cpf.ﬁ. Si g € S(R") est égale a 1 pres de lorigine,
on a pour tout j négatif assez grand,

D(277€)
NE

Nous avons donc affaire a une divergence infra-rouge i.e. relative aux fréquences tendant
vers 0.

(A £.9) 25 e = /|§|nd£ Cte > 0.

Nous pouvons toutefois sauver la situation de deux facons différentes. Soit en impo-
sant un certain comportement a l'infini (en demandant par exemple que la moyenne de
la fonction prise sur des boules de plus en plus grandes tende vers 0).

Soit en se placant dans l'espace quotient S'/Py, ot Py est 'espace des polynomes de
degré inférieur ou égal a k; solution que nous adoptons dorénavant. On obtient alors les

normes homogenes suivantes :

e pour les espaces de Lebesgue (1 < p < 00)

1/2
171 | (S 18077) / (1.27)
JEZ »
e pour les espaces de Sobolev (s € R, 1 < p < 00)
1/2
[flvrew = || (ZQstMjf\Q) (1.28)
JEZ

p

e pour les espaces de Besov (s e R, 1 <p<ooetl1<qg<o0)

, 1/q
o= (2 801g) (1.20)

JEL

/]

Le lecteur trouvera les démonstrations des équivalences correspondantes dans [57], [79] et
[34].

Il importe maintenant de réaliser de la facon la plus serrée possible B;’q comme un
espace de distributions.

Si s < n/p on dispose de l'injection continue B;’q C S'(R™). Une distribution f €

S'(R™) appartient a Bf;q si et seulement si les sommes partielles Zm A;(f) convergent
j=—m
vers f au sens des distributions et si la norme de cet espace donnée dans (1.29) est finie.

Sis>n/p, B;’q n’est plus un espace fonctionnel puisque toute fonction constante est
identifiée avec la fonction identiquement nulle. Ainsi, si % +k<s< % + k41, ou k est
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un entier, B;’q est un espace de distributions modulo les polynomes de degré inférieur ou
égal a k.

Pour finir, nous rassemblons dans la proposition qui suit les inclusions existantes entre
les espaces fonctionnels que nous venons de présenter.

Proposition 1.1.1 Considérons le cas des espaces de Sobolev et de Besov inhomogenes.

(a) Pour1<q < g, <00 ona
B;’"“ C B;"’Q avec 1 < p < o0.
. . no_ . on
(b)Szlgqlgqggooetszsl—p—l—SQ - alors
Biua C B

C n G ausst L INCIUSIon entre Les espaces ae oo0olev €l Les espaces ae €S0V pour
0] L Uinclusi tre | de Sobol tl de B
s>0etpe]l, oo -
B;,min{p,Z} C WP B;,max{p,Q}

(d) et celle entre les espaces de Lebesque et les espaces de Besov avec p €]1,00] :
0,00
L? C B,

Ces résultats restent valables pour les espaces homogenes (cf. [9]).

1.1.2 Ondelettes

Les ondelettes peuvent étres introduites de plusieurs fagons possibles dans le cadre
de R™ et nombreux sont les traités et les livres qui en présentent une théorie complete.
Nous nous bornerons a un exposé tres succint qui nous permettra de mieux comprendre
certains des aspects qui seront traités plus tard.

Nous étudions en premier lieu un exemple avant de passer a la théorie générale.

Définition 1.1.1 Soit 15 la fonction indicatrice d’un ensemble E C R. On désigne la
Jonction de Haar par h = 1o 190 — Lj1/2,1) et on obtient la famille

hir(z) = 22021 — k) avec j. ke
par translations entieres et dilatations dyadiques.

Alors {h;i};kez est une base orthonormée de L?(R). Ainsi, toute fonction f de L*(R)
peut se décomposer de la fagon suivante :

fl@) =" cinhjxlo). (1.30)

J,kEZ

ot 'on a noté ¢, = (f, hjx).
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Cette famille (h;x);kez présente un intérét certain : c’est une base orthonormée de
L*(R) d’une tres grande simplicité. En outre, si 1 < p < oo, cette égalité fonctionne
encore pour les espaces LP(R). Plus précisément, on a f € L? si et seulement si

1/2
(Z |cj,k|2|hj,k|2> € I’(R).

J,kEZL

On comparera ce résultat avec celui que ’on obtiendrait a l’aide de I’analyse de Littlewood-
Paley.

Pour passer a des dimensions supérieures nous pouvons utiliser le produit tensoriel.
Nous notons alors
W' =Tpa et h'=Tpis— Ippar

Puis on réalise le produit suivant pour faire intervenir toutes les coordonnées :
h#(z) = h (z1) - - - ™ () (1.31)
oune eV ={0,1}"\{0,..,0} et x = (21, ..., 2,).

Le systeme de Haar dans R"™ sera alors donné par I’ensemble de fonctions :
{15 (@) =290 (Pe —k) JeeV,jeZkel"}. (1.32)

Pour la construction d’ondelettes de facon plus générale il est nécessaire d’introduire le
concept d’analyse multirésolution.

Définition 1.1.2 Une analyse multirésolution de L*(R") est une suite croissante (V;);ez
de sous-espaces vectoriels fermés de L*(R™) ayant les propriétés suivantes :
1. NV; =40} et UV; est dense dans L?.

JEL JEL

2.Vfe L*(R"),Vj€Z, ona:f(x)eV; < f(2z) € Vj;1.
3. VfeLl*(R"),VkeZ", ona: f(x)eVy < flx—k) e,

4. 1l existe une fonction p € Vy telle que la suite p(x — k) (k € Z") soit une base de
Riesz de Vj.

Nous dirons en plus que 'analyse multirésolution est r-réguliere si la fonction ¢ vérifie
I’estimation

0%p(2)] < Con(1 + |2|)~™

pour tout m € N et pour tout multi-indice o = (o, ..., v, tel que |a| < 7.

Cette notion que nous venons de définir nous permet de présenter un résultat général
d’existence des bases d’ondelettes. Soit alors une analyse multirésolution r-réguliere et
désignons par W; le complémentaire orthogonal de V; dans V;i;. Nous disposons du
théoreme suivant (cf. [57]) :



22 Chapitre 1. Inégalités de Sobolev

Théoréme 1.1.1 Il existe ¢ = 2" — 1 fonctions ¥, ...,47 € V; telles que :
o [0%Yf(2)] < Cn(1+ |2])™N pour tout N > 1, |a| <retl1<e<q.
o °(x — k), avec k € 7", forment une base orthonormée de Wj.
o [y (x)dx =0 pour |a| <.

On a posé Y, (x) = 220 (2x — k) avec j € Z, k € Z" et 1 < e < q.

Alors les fonctions (V5,) 1<e<q forment une base orthonormée de L*(R™).
(j,k)EZXTIM
La premiere propriété explique la localisation des fonctions ¢ ainsi que celle de leurs
dérivées jusqu’a 'ordre r. Le deuxieme point exprime l'orthogonalité de ces fonctions tan-
dis que le troisieme (qui est en fait une conséquence des deux autres) nous donne une
information sur les oscillations de ces fonctions.

Insistons maintenant sur la caractéristique essentielle de ces fonctions : les ondelettes
Y5 ), permettent non seulement de traiter 'espace de référence L? mais elles restent tout
aussi efficaces pour étudier des espaces fonctionnels comme LP (pour 1 < p < o0), W*P,
les espaces de Besov et bien d’autres ( & condition d’avoir |s| < r).

C’est précisément ce que nous allons faire dans les lignes ci-dessous en présentant des
normes équivalentes, mais nous nous limiterons pour plus de simplicité aux espaces ho-
mogenes. Le lecteur peut trouver un exposé complet des caractérisations par ondelettes
des espaces non-homogenes dans [57].

Les fonctions de ces espaces (qui peuvent étre des distributions tempérées dans certains
cas) s’écrivent alors comme :

flo)=>" Z > & (a). (1.33)

ou les coefficients d’ondelettes sont déterminés par ¢5, = (f, @Z);:k>

Dans ce qui suit nous allons utiliser une analyse multirésolution de régularité r et on
supposera que l'on a |s| < r. Ces espaces étant homogenes, les mémes précautions dans
leur définition que nous avons évoqué antérieurement sont de rigueur. On considérera fi-
nalement que la sommation sur € est implicite dans chacune des expressions suivantes.

Nous obtenons les normes équivalentes :

e Espaces de Lebesgue (1 < p < 00)

1/2
1f1lp = (Z|cj,k\2|wj,k|2)

T
g p
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e Espaces de Sobolev s e Ret 1 < p < o0

1/2
1f [virsw 2 (Z 22j5|0j,k|2|¢j,k|2>

»
g p

e Espaces de Besov s € Ret 1 <p,qg< o0

1/q

q/p
1fllgpe = | D 2 (Z \cjw)

JEZ kezn

1.2 Inégalités de Sobolev précisées

Cette section sera en partie consacrée aux propriétés d’invariance des inégalités de
Sobolev et de Gagliardo-Nirenberg; que ce soit par rapport aux translations, aux dilata-
tions, ou encore par rapport a l’action du groupe de Weyl-Heisenberg que nous définissons
plus loin. Nous traiterons ensuite une généralisation de ces résultats et nous ferons une
comparaison qualitative des différentes inégalités proposées.

Maintenant que nous disposons de tous les éléments nécessaires, nous reviendrons aussi
a la norme || - ||« dont il a été question dans l'introduction p. 3 et nous verrons comment
et dans quel sens on améliore ce type d’inégalités.

Inégalités de Sobolev classiques

Nous rappelons les injections de Sobolev dans le théoreme suivant en explicitant cette
fois-ci la relation entre les indices et la dimension :

Théoréme 1.2.1 (Inégalités de Sobolev)
Soit f € WP(R™). Pour tout 1 < p < +oo tel que 0 < sp < n nous avons alors
1 s .

l'estimation suivante avec % =5

1£lly < CU(=2)2Fll,. (1.34)

Dans le cas ou s =p =1 et ¢ = "5 nous avons la majoration :

1Fllq < CIIV A

Indiquons rapidement une preuve de ce théoreme.

On note f, = (—A)*2f de sorte que l'on a f = (—A)~*/2f,. 1l s’agit maintenant
d’estimer la norme LY dans I'identité précédente.

La démonstration repose alors sur le fait que I'opérateur (—A)~*/? admet une solution
fondamentale, donnée explicitement par ky(z) = c¢|z|™""* pour 0 < sp < n ot ¢ = ¢(n, s).
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Cette fonction appartient a I'espace L™> ou r = —=—. Il suffit de remarquer que la
convolution avec une fonction L™* envoie LP dans L¥* si 1 < p < 00,1 <7 < 00 et
1+ % = 117 + %, pour ensuite appliquer le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz.

Observons que le résultat est faux si p = 1 et que dans ce cas on obtient I'inégalité
faible suivante :

oo < CI=2)f 1.

Indiquons que cette estimation est optimale si ¢ est défini par 1 — 1/¢g = s/n. On le voit
en prenant pour f la solution fondamentale ¢ |z|~"**. Nous obtenons alors (—A)*/2 f = §,
dont la masse totale est finie.

Nous pouvons toutefois sauver la situation ot s = p = 1 avec I'inégalité

11l < (H

J=1

0
>

1/n
1/g=1-1 .
aflfj 1) ) /q /TL, fECO )

ce qui nous conduit a la majoration recherchée (cf. [74]).
|

Il est tres important de remarquer que 1’étude de ’homogénéité de ces estimations
explique et fixe le lien entre les exposants. Par commodité, nous allons nous occuper
principalement de I'inégalité suivante pour 1 < p < 0o :

Ifllg < CIVAL,  1/g=1/p—1/n. (1.35)

En effet, si nous remplagons la fonction f(z) par sa dilatée f,(z) = f(ax) avec a > 0,
dans 'inégalité ci-dessus, un calcul direct nous donne les deux expressions suivantes :

Ifally = a4 fllg et IV fally = a" IV f]],.

Nous obtenons ainsi la majoration ||f||, < Ca™7="/?||Vf|,. Il faut alors que la
relation entre les indices p, ¢, n exprimée dans les hypotheses ait lieu pour ne pas tomber
sur une absurdité quand a — 0 ou quand a — +o0.

Occupons-nous a présent de la translation f.(z) = f(x 4+ 7) pour 7 € R"™. Un calcul
élémentaire nous indique que l'inégalité (1.35) est invariante par translation, tout simple-
ment parce que U'on a || fr[lg = [[fllg et [V f2ll, = [Vl -

Dans sa these F. Oru s’est intéressé aux propriétés d’invariance par translation et dila-
tation ainsi que de la stabilité asymptotique sous 'action du groupe de Weyl-Heisenberg
de ces inégalités. De cette étude sont apparues de nouvelles estimations qui améliorent
sensiblement le résultat de ce théoreme. Nous venons de vérifer les deux premieres, mais
qu’en est-il de la derniere ?
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Rappelons que le groupe de Weyl-Heisenberg est donné par WH = R" x R" x [0, 27]
et que son action sur L?(R") est définie par

Uywn f(z) = f@—y), zeR" (1.36)

Si on pose f,(r) = e“Tp(x) ol ¢ € S(R™) et ¢ est & support compact, nous avons
du coté de la norme L7 la formule || f,]l, = |l¢ll4; tandis que de 'autre c6té on obtient
IVl = |l llell, +O(1).

L’asymptotique de la norme LP du gradient de f se comporte comme la norme L” de
la fonction ¢ multipliée par le module de |w| :

IVl ~ wlllel, st |w] — oo

Si la norme L7 est aveugle a cette modulation, la norme LP du gradient fait apparaitre
le terme |w| dans la partie de droite de linégalité (1.35), ce qui brise completement
I’équilibre sous 'action de ce groupe :

lelly < Clelliellp-

Nous verrons par la suite comment résoudre ce probleme. Passons maintenant a un
autre type d’estimations.

Inégalités de Gagliardo-Nirenberg

Ces inégalités ressemblent beaucoup aux précédentes, mais elles font intervenir un
troisieme terme. Nous traitons d’abord un cas simplifié donné par le

Théoreme 1.2.2 Soit f une fonction définie sur R™ et soient 1 < p < oo et p (1+%) <q.
On fixe v par la condition :

r=n(q/p—1). (1.37)
Alors, siVf e LP(R") et f € L"(R™) on a l'inégalité :

1£lle < CIUV FIL 11 (1.38)

Nous donnerons dans la section suivante une preuve plus générale de ce résultat, mais le
lecteur peut consulter [62] pour une démonstration.

La condition (1.37) entre les indices est ici aussi dictée par le critere d’homogénéité.
Nous laissons le soin au lecteur de vérifer par lui-méme que si r est fixé de la sorte, alors
I'inégalité (1.38) est invariante par dilatation.

En revanche, le fait que la variable ¢ soit minorée par I'expression p (1 + %) est éclairé
par le fait suivant :

Si I'on veut que L" soit un espace de Banach, il est indispensable d’avoir » > 1. Main-
tenant, compte tenu de 1'égalité (1.37), la condition r > 1 équivaut a p (1 + %) <gq.
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Revenons a I’étude de l'invariance de ces estimations avec la translation f,, toujours
définie par f.(z) = f(z+ 7) avec 7 € R™. Les mémes considérations évoquées dans le pa-
ragraphe précédent sont valables et nous obtenons ainsi I'invariance des inégalités (1.38)
par rapport aux translations.

Voyons a présent ce qui se passe avec ’action du groupe de Weyl-Heisenberg.
On a déja vu que les espaces de Lebesgue ignoraient cette action. Compte tenu des normes
qui interviennent dans le Théoreme 1.2.2, on tombe sur le méme probléeme rencontré avec
les inégalités de Sobolev classiques : la norme du gradient libére un coefficient |w| qui
n’est présent que dans la partie de droite de I'inégalité. On constate alors la perte de
I'invariance par rapport a l'action de ce groupe.

Ainsi, ni les inégalités de Sobolev ni celles de Gagliardo-Nirenberg sont invariantes par
I’action du groupe de Weyl-Heisenberg.

Avant de passer au paragraphe suivant, ou 'on donne une description des inégalités
qui sont triplement invariantes, quelques remarques sont nécessaires lorsqu’on compare
les inégalités de Sobolev a celles de Gagliardo-Nirenberg.

Observons premierement que les inégalités de Sobolev classiques sont trés rigides par
rapport au choix des indices p et ¢ : le résultat est bien stur faux des que q # n”Tpp. En effet,
supposons par exemple que ¢ < n"Tpp et considérons une fonction f suffisamment réguliere
dont le comportement a l'infini soit donné par |z|~®. Pour que l'on ait Vf € L? il faut
que (o + 1)p > n tandis que si 'on veut que f € L7 il vient ag > n. Il est alors possible
de choisir a tel que 'on ait Vf € LP et f ¢ L.

Nous remarquons aussi que les inégalités de Gagliardo-Nirenberg sont plus générales
au sens ou si I'on considere ¢ = n"—fp et que 'on remplace cette valeur dans la condition
(1.37), on obtient r = ¢ et cela redonne le théoreme de Sobolev usuel. Elles sont aussi
beaucoup moins rigides par rapport a ¢ et p en permettant une gamme plus large de
valeurs possibles pour ces indices (mais par contre ¢ ne doit pas étre trop pres de p).

Cependant ce dernier théoreme est différent. Il a besoin de deux conditions complémentaires
et cette complémentarité s’énonce parfois de facon surprenante. En effet, si 'on considere
q > %, compte tenu des hypotheses du Théoreme 1.2.2, nous avons que r > q. On
impose alors une condition localement plus forte puisqu'on a linclusion L, C Li . En
revanche, si on a ¢ < n"—f;), c’est le comportement a l'infini de la fonction f qui est modifié

avec cette nouvelle contrainte.

Le cas général des inégalités de Gagliardo-Nirenberg est donné par la théoreme qui
suit :

Théoréme 1.2.3 Sil1<p,q,r<oo, 0<j<m, L <og<1 et

Jom —

l_lzg(l_m)Jr(l_g)l’

q
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alors on a l'estimation ‘
1D fll, < CID™ FIZIf 1~ (1.39)
ou | D*fll, = ‘Slllf)kHaO‘pr-

Si les trois normes ont la méme homogénéité, c’est-a-dire si 1/p—j/n=1/r—m/n =1/q,
alors (1.39) est une amélioration des inégalités de Sobolev : elle implique le théoréme de
Sobolev classique 1.2.1 et elle est invariante par translation, dilatation et asymptotique-
ment invariante par le groupe de Weyl-Heisenberg.

Inégalités précisées

Nous présentons ici les inégalités qui tiennent compte de cette triple invariance et
qui, comme nous le verrons plus loin, sont plus précises que les estimations de Gagliardo-
Nirenberg.

Théoreme 1.2.4 (Inégalités de Sobolev précisées)
Pour tout 1 < p < q < oo et pour toute fonction f telle que V[ € LP(R™) et telle que
f € B2®(R") on a :
0 -6
1£lly < CUVFUIF I 0 (1.40)
ou 6 = g, 8= 10%0 et C' est une constante qui dépend de p,q et n.

Avant de passer a la vérification des propriétés d’invariance de ce type d’inégalités, il nous
a semblé utile de faire quelques remarques sur la portée de ce résultat.

Tout d’abord, nous observerons que le théoreme que nous avons exposé ici est relati-
vement facile si 1 < p < oo et tres difficile si p = 1. Ce dernier cas sera traité en détail
dans la section 1.2.1.

Quant au premier cas, lorsque 1 < p < oo, on montrera que ce théoreme se ramene a
une estimation ponctuelle sur les fonctions de Littlewood-Paley.

Nous allons pour cela utiliser le résultat général suivant :

Lemme 1.2.1 Soit (a;);ez une suite et soit s = 0sy+ (1 —60)sq avec 0 <0 <1 et s # s;.
Alors pour tout r,ry,ry € [1,4+00]| on a l’estimation

127%a; ]l < ClI27* aj s 1272 a1555° (1.41)
Voir [9] pour une preuve.

Nous appliquons ce lemme aux blocs dyadiques A;(f) avec s =0, s =1, s = —fF et
r=1r =2etry, =o00. 1l vient alors :

1/2 0/2 (1-6)
<Z|Aj(f)(w)|2> <C <Z 22jIAJ’(f)(%)V) (sup 2ﬁj\Aj(f)(w)|) (1.42)

jez ez JEL
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Ici la constante C' ne dépend bien évidemment pas du point x. L’objectif est donc de
reconstruire les normes données par une décomposition de Littlewood-Paley dans (1.28)
et (1.29) grace a l'inégalité ci-dessus.

On déduit notre résultat en calculant la norme L? de cette expression et en utilisant
'inégalité de Holder (rappelons que 6 = p/q) :

(1-0)

JEL JEL

1/2 1/2]|¢
(ZA]-(N) <c <222lej(f)l2> (s 21, )

Ces quantités correspondent bien aux normes des espaces de Lebesgue L?, de Sobolev
WP et de Besov B /.

Toujours dans cette approche qui utilise les blocs dyadiques, on observe que si p # 1
le gradient peut étre remplacé par une puissance positive de l'opérateur de Calderén

A = +/—A. Le résultat est le suivant :

Théoreme 1.2.5 Pour tout 1 < p < q < oo et pour toute fonction f telle que [ €
WerP(R") et telle que f € BP*(R™) on a :

£ lreo < CIF Wera 1155 (1.43)

0&0:5,52031—(1—9)ﬁ avec >0 et —3 < s < s1.

La démonstration de (1.43) est identique & celle du théoreme précédent : il suffit d’adapter

la preuve ci-dessus, dans la partie de gauche de (1.42), afin d’obtenir la norme de Iespace
de Sobolev W*1 au lieu de celle de 1'espace de Lebesgue L9.

 Pour que (1.43) subsiste si p = 1, il convient de définir avec soin I'espace de Sobolev
Wt 11 y a plusieurs voies.

Remarquons tout d’abord que le choix Af € L! ne correspond pas & un espace de
Sobolev et on peut montrer, par exemple, que I'inégalité

15 < CIAL Nl e

est fausse. En effet, si on se place en dimension n = 2 et on considere la fonction f = %
avec r = \/a? + x3, nous observons que A(%) = Jp et donc sa masse totale est bornée.
Nous avons aussi que A(log(r)) = % et, puisque log(r) € BY™, on a f € By **. Mais nous
savons que f ¢ L? : le produit des deux normes ne controle pas la norme L.

La premitre et la plus facile des possibilités est d’écrire f € W51l si et seulement si
> 22j51\Ajf|2)1/2 € L' ou, ce qui est équivalent, A%t f € H!, l'espace de Stein et Weiss.
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Alors (1.43) reste vrai, avec la méme démonstration.

Si maintenant s; est un entier, on écrit naturellement f € W*! si et seulement si
0°f € L', |a| = m. Le résultat reste vrai si m = 1 comme nous le verrons par la suite.

Revenons maintenant aux inégalités (1.40). Plusieurs aspects attirent notre attention
dans ces nouvelles estimations que nous allons traiter dans quatre remarques :

(A) Vérifions premierement les propriétés d’invariance de ces inégalités.

Tout d’abord, voyons ce qui se passe avec les dilatations et les translations. Nous allons
considérer ces deux transformations en notant f;(z) = f(ax + 7), avec 7 € R" et a > 0.
On obtient alors || fz||; = a=™/4|| f||, pour la partie de gauche de (1.40).

Puis ||V f3]| = a?@=/P)||V f||% pour la norme du gradient et, finalement, pour la norme
de l'espace de Besov ||fgl||1:56 = a*9||f||1:59 .

On retrouve alors la relation —¢ = 0(1 — %) — 6 qui n'est vraie que si 6 = £.

Le cas p = ¢ est bien stur exclu car dans ce cas c’est la norme de 1'espace Besov ngoo
qui disparait (on a 1 —6 = 0).

Le choix de I'espace de Besov Bo_oﬂvoo n’est pas fortuit. Il est justifié par le théoreme
suivant :

Théoréme 1.2.6 Soit (X, || - || x) un espace de Banach tel que X — S'(R™) vérifiant :

vy R f(+y)llx =Ifllx et Ya>0 [f(a)lx=a"’|flx
Alors X < B,

En effet, comme B> est un espace d’indice négatif, il est facile de voir qu’une norme
équivalente sur cet espace est donnée par

sup2”~|S; f |-
i€

Il suffit donc de montrer que pour f appartenant a X et tout j dans Z, on a
1S fllo < C27|f|Ix.

Or  Sj(z) = (2Yp(2(x —)); f())ss = (@ 27z +)))ss ol () = p(—x).
Etant donné que X — &', la fonction ¢, qui est dans la classe de Schwartz, appartient a
X', le dual de X. On a donc :

[Sif(@)] = (&, 7 (@ + Nxxe| < N@lxllf @7 @+ )llx = 27 [lllx 1 f ] x-
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Compte tenu des conditions requises par I'homogénéité, Bo_oﬂ’oo est ’espace maximal
rendant vraie 'inégalité de Sobolev précisée qui est donc optimale.

On étudie maintenant la stabilité dans I'asymptotique donnée par 'action du groupe
de Weyl-Heisenberg.

Soit encore une fois f,(x) = e“*p(x) ot p € S(R") et ¢ est a support compact.

La norme LY reste toujours insensible a cette transformation tandis que la norme du
gradient devient ||V f,[|9 ~ w|? ¢l quand |w| — oco.

C’est ici qu'intervient le troisieme terme des inégalités précisées (1.43). En effet, par
le choix de ¢, si |w| > R alors e™*p(z) appartient a I'espace de Besov homogene B>
et sa norme dans cet espace a pour asymptotique |w|™?||¢]s :

||fw| 1B_O—fﬁ,oo ~ |w|_9||(p||cl>;9 quand |w| — 00 (_ﬁ — 9/(Q _ 1))

Ainsi, le terme |w| qui provenait de la norme du gradient est absorbé par la norme
de I'espace de Besov. Ces inégalités sont donc bien invariantes par 'action du groupe de
Weyl-Heisenberg au sens que nous avons indiqué ci-dessus.

Nous obtenons alors la triple invariance annoncée. Ces estimations sont donc plus
stables par rapport aux trois transformations que nous avons étudiées.

(B) Mais pouvons-nous récupérer les inégalités classiques (1.35)7 En quel sens les
inégalités (1.40) sont-elles une amélioration des injections de Sobolev? Notre deuxieme
remarque propose une réponse a ces questions.

Nous pouvons bien sir obtenir les inégalités classiques (1.35) a partir de (1.40) en
écrivant :

1Fllq < CTIV £l

ou le terme I' est donné par le quotient des normes suivantes :

0= (1l ges/I9F1) -

Et ce terme est en général tres petit lorsque les indices sont liés par la condition de So-
bolev : si 'on considere par exemple une fonction modulée on obtient T’ ~ |w| L.

Pour récupérer les inégalités de Gagliardo-Nirenberg a partir du théoreme 1.2.4 nous
pouvons voir si I’on dispose d'une quelconque inclusion entre les espaces L” et 'espace de
Besov BO_OB’OO lorsque 7 est fixé par la condition (1.37). Observons que ¢ ne peut pas étre
trop pres de p : il faut que l'on ait la condition p(1 + 1/n) <g.

Dans ce cas, si 'on prend dans (1.43) s = 0 et 57 = 1, alors § = ﬁ = = et, en
utilisant la proposition 1.1.1-d) puis 1.1.1-b), nous avons la suite d’inclusions

.07 '77
L™ c BY>® c B>
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ce qui se traduit en terme des normes par :

1l gzpoe < C N f Ml goe < CIS N

Il est possible alors de récupérer les inégalités de Gagliardo-Nirenberg puisque la norme
de l'espace L" est plus grande que celle de I'espace de Besov.

Ainsi, ce résultat est plus précis que les inégalités classiques lorsque tous les pa-
rametres sont liés entre eux par la condition de Sobolev.

(C) Notre troisieme remarque porte sur la grande liberté dans le choix des exposants.
Seule la condition p < ¢ est demandée, que 'on compare bien sur avec les liens plus
compliqués existant entre les indices dans les inégalités précédentes (1.35) et (1.38). Ce
résultat est alors bien plus général du point de vue des indices.

Observons que les inégalités de Gagliardo-Nirenberg nous permettaient de traiter le
cas ou p(1 4 1/n) < ¢g. Maintenant nous pouvons également étudier la situation suivante
p<q<p(l+1/n)quiest équivalente au cas n < 3.

Rappelons que dans ce cas, l'espace de Besov Bgoﬁ’oo ne contient des fonctions test que
si celles-ci possedent suffisamment de moments nuls. En effet, si # > n, alors les conditions
o €S et [0 impliquent |[p||5-s.0 = +00 et donc le résultat n’a aucun intérét.

Par ailleurs, si # > n dans le théoreme 1.2.5, on peut aussi, si # est suffisamment petit,
choisir s < —n(1 — 1/q) et alors le membre de gauche de (1.43) ne peut étre fini que si
I'intégrale de f est nulle. Il y a cependant un probleme de savoir quel sens donner a (1.43)
si B > n et si, par exemple, s > 0 : cela est possible si s; est assez grand.

(D) Finalement, nous avons, comme pour l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, deux
informations complémentaires données par les normes des espaces de Sobolev et de Besov.

Observons que le fait d’appartenir & Uespace de Sobolev homogene W n’implique
I’appartenance a 1’espace de Besov B;;OO que si I’égalité entre les exposants vy = 1 —n/p a
lieu (cf. proposition 1.1.1). Cette remarque nécessite les précisions suivantes par rapport
aux inégalités précisées :

1. Supposons que —f3 = ~. Ceci n’a de sens que si 1 < p < n puisque 'exposant 3 est
strictement positif. En utilisant la définition de 8 = p/(¢ — p), on déduit dans ce
cas d’égalité entre les indices v et —f3 que ¢ = 2.

Le lecteur reconnaitra la condition du théoreme de Sobolev classique. Ainsi, si tous

les exposants sont liés de la sorte, I'information f € Bgoﬁ’oo n’est pas indispen-

sable pour obtenir f € L%. Mais on a par contre un résultat plus puissant puisque

L1 C B,

2. Si maintenant v < —( < 0, il faut aussi que 'on ait 1 < p < n. De méme, avec
la définition de (3, on obtient I'inégalité ¢ > n”—_I;. Posons ¢y = n”—_I;. On a (théoréme
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de Sobolev), f € L%. Nous voulons obtenir f € L? ce qui signifie un meilleur
controle du comportement a l'infini de f. Ce n’est possible qu’a I'aide de I'informa-
tion complémentaire donnée par f € Bgoﬁ’oo.
Il convient ici d’observer que la seule hypothese f € Bo_oﬁ’oo peut entrainer f € L? a
Vinfini. En effet, |z|~% € BZ#> et la condition f € L7 a V'infini s’écrit B¢ > n, c’est
a dire ¢ < 7.
P
3. Supposons a présent que —3 < 7. Nous avons [ = %p > 0, en revanche v > 0 si et
seulement si p > n. La condition —3 < 7 est donc évidemment vraie si p > n. Si
n

1 < p < n cette condition s’écrit g < n—f}).

Le fait d’appartenir & W'? n’implique pas f € Bgoﬁ’oo et cette derniere condition
est nécessaire pour obtenir le résultat cherché. On doit s’occuper du comportement
local déficient de la fonction f, mais a 'opposé des inégalités de Gagliardo-Nirenberg
la contrainte f € Bo_oﬁ’oo n’est pas localement plus forte.

Interpolation

Les inégalités qui apparaissent dans les Théoremes 1.2.2 et 1.2.4 majorent la norme
d’un espace de fonctions par la moyenne géométrique de deux normes d’espaces différents.
Quelques unes de ces estimations sont connues depuis longtemps et le cadre théorique dans
lequel elles interviennent est celui de I'interpolation d’espaces de Banach. Nous rappelons
brievement les faits les plus importants. Le livre qui nous a servi de référence est [9] et
nous prions le lecteur de le consulter pour une étude plus détaillée.

Dans ce qui suit, on prendra en compte les deux parametres 0 < < 1let 1 < g < o0.
Soient alors Ay et A; deux espaces de Banach contenus dans un espace de Banach X.

On note par Ayg, = (Ao, A1)s4 I'espace d’interpolation réel entre Ay et A; de norme
| - llg.q- Observons qu’ici la norme dans Ay, décroit en ¢ pour 6 fixé.

Nous désignerons par Ajg = (Ao, A1)jg avec la norme || - ||g I'espace d’interpolation
complexe entre Ay et A;.

Le lien avec nos inégalités est présenté par la

Proposition 1.2.1 Soit f € AgN Ay, alors on a

1Flloq < CIFIE NSNS, (1.44)

Nous obtenons le méme résultat si ’on utilise la méthode d’interpolation complexe. Ob-
servons qu’il existe une réciproque dans le sens suivant :

Lemme 1.2.2 Si Ay et Ay sont définis comme ci-dessus et si l'on dispose d’une norme
|- ||| sur Ag M Ay telle que, pour un 6 €]0,1[ et une constante C, on ait

A< CIA I,



1.2. Inégalités de Sobolev précisées 33

alors on a nécessairement

LI < CILf g,y -

On souhaiterait bien pouvoir utiliser cette proposition tant la ressemblance des estima-
tions (1.44) avec (1.40) est forte. Malheureusement, les inégalités de Sobolev précisées
telles que nous les avons présentées ne découlent pas directement de cette méthodologie.

Considérons en effet I'exemple suivant sur R? :

1flls < CINVAI 212 (1.45)

Bo—ol/Q,oo

qui est un cas particulier du théoreme 1.2.4. Nous allons voir les obstacles auxquels se
heurtent les techniques d’interpolation.

(a) Du point de vue de I'interpolation réelle, 'espace (Ao, A1)s,, n'est pas un espace
classique si Ag = B;0% et Ay = Byb% et pg # p1 (cf. [40], [9]). C’est bien le cas ici
puisque Ay = B/ et A, = 3212

(b) Sil'on utilise I'interpolation complexe on obtient (Ag, A1) = BYS. Le probleme ici
est que Bg’G n’est pas inclus dans L% (cf. proposition 1.1.1).

L’inégalité (1.45) ne peut donc pas étre établie par les techniques d’interpolation
usuelles. Mais il est par contre possible de s’inspirer des méthodes d’interpolation pour
obtenir des inégalités précisées.

C’est ainsi que la preuve de M. Ledoux que nous présentons dans la section suivante
peut se concevoir comme une adaptation du théoreme de Marcinkiewicz dans le sens ou
’on introduit une fonction de seuillage pour mener a bon terme les estimations nécessaires.

1.2.1 La preuve par la méthode de Ledoux

Nous redonnons la démonstration des inégalités de Sobolev précisées décrites par le
Théoreme 1.2.4 p. 27 en utilisant la méthode de M. Ledoux [51]. Pour la démonstration
de ce théoreme nous allons procéder en deux temps : on montre d’abord une inégalité
ol nous supposons que toutes les normes sont finies, puis on passe au cas général par un
argument d’approximation.

Dans les deux cas la pseudo-inégalité ® de Poincaré jouera un role central. C’est pour-
quoi avant de commencer les autres calculs nous énoncons ce résultat et nous présentons
une preuve tres simple :

Proposition 1.2.2 (Pseudo-inégalité de Poincaré)
Pour tout f € LP(R™) (1 < p < o0) telle que Vf € LP(R™) et pourt >0 on a :

If = Heflly < CVHIV L (1.46)

ou C est une constante qui ne dépend que de n.

®Nous avons emprunté la terminologie de pseudo-inégalité de Poincaré & [51].
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Pour la preuve de cette proposition nous considérons

() = () = f() = | fle = u)hly)dy

ou h; est le noyau du semi-groupe de la chaleur, ainsi :

J(2) - Hof(x) = / O = £ — ) huly)dy.

n

Mais, puisque [|f(-) = f(- = y)llp < [y| [[V[]l, , on obtient

If = Hifllp < HVpr/ lylhi(y)dy = ku,,/ lyle WAt (4rt) =2 dy
R™ Rn

<941, 02 [ Jole W 2n 2y < C, 02,
Rn
et la proposition est démontrée.
|

Une fois que nous avons ce résultat nous pouvons passer a la démonstration de ces esti-
mations.

1.2.2 Une premieére inégalité

Voici le résultat que nous nous proposons de démontrer :
1flle < CIV LRI 500 (1.47)

Rappelons que 1 <p < ¢ < oo, 0 =p/qet que f=0/(1—0).

Nous supposons dans un premier temps que f € L?(R™) et nous montrerons alors que
cette norme peut étre estimée par (1.47). Ici toutes les normes sont finies, on verra plus
tard comment il est possible de s’affranchir du fait que f € L9.

On peut considérer par homogénéité que | f|| ;—s.« < 1. Nous voulons alors démontrer
oo
I'inégalité :

/ |f\‘1dx§0/ |V flPdz. (1.48)
Rn Rn

Notre point de départ est la caractérisation des espaces de Lebesgue par les ensembles de
niveaux donnée en (1.2) :

1 o
Sl = [ K171 > Sad e, (1.49)
Il s’agit maintenant d’évaluer [{|f| > 5a}|.

Pour cela on pose t, = a??~1/? et on obtient, en utilisant la caractérisation thermique

(1.25) des espaces de Besov, I'estimation :
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Lemme 1.2.3 [|H;, (f)]lc < .

Afin de mener a bien les majorations qui apparaissent, il nous est nécessaire d’intro-
duire une fonction de seuillage.

On définit alors la fonction de coupure O,(t) pour ¢t € R de la fagon suivante :

(0 sio<t<a
Mo —«

I f I
e O,(t)=¢ t—a sia<t< Ma / « Mo

(M —1)a sit>Mao

\

F1a. 1.1 — La fonction ©,(%).

Ici M est un parametre qui dépend de ¢ dont 1'utilité apparaitra plus tard. Mais, pour
plus de simplicité, nous supposerons pour l'instant que M > 10.

Ceci nous permet de considérer une nouvelle fonction définie par f, = ©,(f) qui vérifie
les deux propriétés essentielles exposées dans les lemmes suivants.

Lemme 1.2.4 L’ensemble {|f| > ba} est inclus dans [’'ensemble {|f.| > 4a}. On obtient
alors ['inégalité

{If] > 5a}] < [{[fal > 4a}].

Remarquons aussi que sur l'ensemble {|f| < Ma} on a Uestimation |f — f,] < «.

Lemme 1.2.5 Pour f € C'(R"), on dispose de I’égalité suivante
Via= (V) lja<ifi<mar presque-partout.
La preuve du premier lemme découle directement de la définition de la fonction ©,.

La démonstration du deuxieme lemme repose sur le fait suivant : f,, n’est différentiable
en xo que si f(xg) # ta, EMa ousi f(xg) prend 'une de ces quatre valeurs et si V f(xg) =
0. Dans ces deux cas, nous avons V f,(zg) = eV f(xg) one = 1si a < |f(z0)| < Ma et 0
sinon.

Remarquons pour finir que si f € C'(R") (hypothese qui sera satisfaite bien qu’elle ne
découle pas de Vf € LP) alors, pour tout b € R, 'ensemble des x tels que f(z) = b et
V f(x) # 0 est de mesure nulle.
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Revenons maintenant a lexpression (1.49). Avec le Lemme 1.2.4 nous obtenons la
majoration :

/0 T > 5o} d(a?) < / T 1{fal > 40} d(a?) = T. (1.50)

On pose a présent

E(o) = {lfal > 4a}, F(a) =A{lfoa — Hi,(fa)| >} et Gla) ={[H,(fa — f)] > 20}

En utilisant la propriété de linéarité du semi-groupe H;, on peut écrire

foc = fa - Hta(fa) +Hta(foc - f) +Hta(f)

et, compte tenu de ||[Hy, (f)||oo < «, il vient :
E(a) C F(a) U G(a).

Ceci nous donne alors une estimation de la partie de droite de (1.50) par deux intégrales
que nous allons traiter séparément :

I< / T IF(@)d(a) + / "G (a)]d(as) (1.51)

11 12

e Pour la premiere intégrale I, I'inégalité de Tchebytchev fournit ’estimation suivante

F)| <a? / \fo— H(fo)Pd.

n

En utilisant la pseudo-inégalité de Poincaré (1.46) dans l'intégrale de droite, on obtient :
|F(a)| < Ca™? tg/2/ |V folPdx.
R’ﬂ

Rappelons que le choix de ¢, fixé auparavant donne tg/ > = aP~1. De plus, puisque par
le lemme 1.2.5 I'égalité V f,, = (V f)L{a<|f|<ma} & lieu presque partout quand f € C'(R"),
nous avons

|F ()] < Caq/ |V flPdx.

{a<|flsMa}

En intégrant maintenant par rapport a d(a?) on a :

/Ooo |F(a)]d(a?) < C/OOO o (/{a§|f§Ma} |Vf|pd:c> d(a?) =C q/Rn V[P (/i'f %) dx

M

Nous obtenons ainsi une majoration pour cette premiere intégrale :

I < Cqlog(M)[[Vf[5- (1.52)
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e Pour I'étude de la deuxieme intégrale I, donnée dans (1.51), on écrit :

|f = fal = |f = fallgp<aray + 1f = fallgsspa)

Mais grace a la définition de f, (cf. lemme 1.2.4), on a

\f = fol S a4 [fl1gpsmay (1.53)

On applique alors le semi-groupe de la chaleur aux deux membres de (1.53) ce qui donne
I'inégalité ponctuelle
Hi (1f = fal) < a+ He (|15 0ma})

et on obtient ainsi 'inclusion :

G(a) C {Hy (| f1 g p500y) > a} .

Finalement, en considérant la mesure de ces ensembles, il vient :

G(a)| < |{Hp (|f|Lgp15000}) > @} (1.54)

En intégrant (1.54) par rapport a d(a?), nous avons :

I = /0°° |G(a)]d(a?) < /000 {Hi (IF g 15 00)) > @} d(a?).

On obtient alors, en appliquant I'inégalité de Tchebytchev

I, < /0 041</Rn H;, (|f‘]1{|f\>Ma}) dx) d(qu).

En utilisant le théoreme de Fubini, il vient

12<Q/ |f] /Ooﬂ{f|>Ma}Oéq 2o | dw = —1— \f||f‘q : dx
Jrn 0 q—1 Moa—1

D’ou finalement :

q
B< el (1.55)

En recollant les morceaux (1.52) et (1.55), qui correspondent aux estimations des deux
intégrales I et I, on obtient la majoration suivante :

1 q
5||f||?, < Cq log(M)||V £ + NV 1||f||q

Puisque toutes les normes sont finies et en choisissant M assez grand, on obtient

1 q
(5 - s ) 1913 < Calow IV 11

ce qui montre l'inégalité (1.48).
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1.2.3 Une approximation

Le théoreme n’est cependant pas completement démontré.
Nous avons supposé, pour la démonstration de I'inégalité forte (1.47), que la norme L? de
la fonction f était bornée et que f € CH(R").

On va maintenant, grace a un argument d’approximation, se défaire de ces deux hy-

potheses pour ne garder que le fait que les normes des espaces de Sobolev et de Besov
soient finies.

Considérons donc f € S'(R"), V.f € LP et f € B%>. Nous construisons une approxi-
mation de f en écrivant :

fi(z) = S5()(@) = S5(f)(x),  jeN,

ou S; est 'opérateur défini par la formule (1.14) que nous avons utilisé dans la décomposition
de Littlewood-Paley.

Nous allons avoir besoin du résultat suivant

Lemme 1.2.6 Siq>p et Vf € LP, alors f; € L.
Bien entendu, on n’a pas f € L7 pas plus que S;(f) € Lq.

Ce qui fait fonctionner le lemme est que la divergence infra-rouge (qui apparait quand
on veut passer de Vf a f) a été éliminée en remplacant f par f;. On observera, en effet,
que la transformée de Fourier de f; est nulle au voisinage de 0.

Ces remarques devraient convaincre le lecteur de la justesse du lemme 1.2.6. Nous y re-
viendrons au chapitre 3.

On peut alors appliquer le raisonnement de la section précédente a f; dont la norme
L4 est finie. Nous avons :

1fille < CIV 1001151 ;}fﬂw
Maintenant, parce que f € Bo_oﬁ’“’, on a f; = f au sens des distributions.

Il en résulte que

171y < timinf]| £, < CUV IG5

Nous nous sommes alors restreint aux deux hypotheses initiales, a savoir Vf € L et
f € B?*>. Le théoréme est maintenant completement démontré.
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1.3 Une autre transformation

Nous avons déja vu dans la section 1.2 'importance des dilatations dans 1'étude des
inégalités de Sobolev. Nous avons aussi remarqué que le fait d’'imposer certaines propriétés
d’invariance par rapport a des transformations conduisait a considérer d’autres normes :
c’était le cas notamment avec l'action du groupe de Weyl-Heinsenberg et la norme de
I’espace de Besov.

Dans cette section nous allons nous intéresser a une transformation tres particuliere
qui motivera les choix ainsi que les résultats des chapitres suivants. Nous partons de
I'exemple qui suit dans R :

1A12 < CIV Il e (1.56)

Cette inégalité est bien str triplement invariante par dilatation, par translation et asymp-
totiquement sous l'action du groupe de Weyl-Heisenberg.

Considérons maintenant le groupe des dilatations anisotropes agissant sur R? et définies
para > 0et A € N3 :
(z1, 29, 23) — (a™ 21, a 23y, a™13) (1.57)

ou les entiers \; > 1 sont tous distincts.
De méme, la dilatée anisotrope d'une fonction f est définie par f,(z) = f(a™ 21, a*zy, a*x3).

Quelles propriétés d’'invariance possede 'inégalité (1.56) par rapport a cette transfor-
mation ? Pouvons-nous espérer de récupérer les mémes résultats d’invariance que précédemment
si I'on remplace f par f,?

Nous allons donc étudier en détail, pour chacune des normes présente, ce qui se passe.
Commengons tout d’abord avec la plus simple, la norme L?(R?).

On obtient alors :
[ fallz = a=GaHXt2a)2) gy,

par un changement de variables. Cet espace est donc bien homogene mais cette fois-ci de
degré —(A1 + A2 + A3)/2 et non plus de degré —3/2 comme dans le cas classique.

Pour conserver 'invariance sous I’action de cette nouvelle transformation de I'inégalité
(1.56), il faudrait que I'action conjuguée des normes des espaces de Sobolev Wht et de Be-
SOV B 1.2 puissent générer un coefficient semblable pour compenser le terme g~ (M1 tA2+3)/2
qui apparait dans la partie de droite avec la norme L2

Malheureusement ce n’est pas le cas : nous allons voir qu’aucune propriété d’ho-
mogénéité ne peut étre déduite ni du gradient ni de I'espace de Besov.
Passons sans plus attendre au gradient et regardons ce qu’il en est par rapport a cette

nouvelle dilatation : of of af,
_ amJe e Zle o Agla
Vfa(x) - ( afL'l afL‘Q @ 8173) '
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Les coefficients \; étant tous différents ne nous pouvons rien factoriser dans cette expres-
sion pour tenter d’obtenir une quelconque propriété d’homogénéité lorsqu’on calcule la
norme L'

Pour l'espace de Besov le constat est le méme : si I'on considere, par exemple, la
définition donnée par les blocs dyadiques de cet espace on a

1 fall g2 = sup 27| A fall oo
JEZ

ou A; f, est donné par convolution et aucun changement de variable ne peut nous laisser
récupérer la propriété d’homogénéité.

La situation n’est pas pour autant perdue.
Mais quelles sont les modifications a faire pour obtenir une invariance par rapport a cette
dilatation anisotrope? Quel est le prix a payer ? Doit-on introduir une autre norme ?

Il faudra pour cela redéfinir les espaces fonctionnels en considérant des le début cette
dilatation. Ceci a pour conséquence de remanier de fagon profonde tous les outils clas-
siques que nous utilisons pour les adapter a cette transformation.

Le cadre naturel pour traiter ces propriétés, ou tout est subordonné aux dilatations
(dans un sens a préciser), est celui des groupes stratifiés qui sera exposé dans le chapitre
suivant.



Chapitre 2

Les groupes de Lie stratifiés

On exposera dans la premiere partie de ce chapitre les principales propriétés de ces
groupes. Nous verrons qu’ils sont principalement caractérisés par la donnée d’une structure
de dilatation anisotrope comme celle exprimée dans (1.57).

Nous pourrons aussi apprécier a quel point ces dilatations interviennent dans plusieurs
aspects essentiels du groupe et comment elles conditionnent tres fortement la plupart des
outils que nous utilisons, que ce soit les éléments de l'algebre de Lie, 'expression de
I’équation de la chaleur ou la définition méme des espaces fonctionnels.

L’idée directrice est donc d’obtenir des relations homogenes pour les objets usuels
par rapport a ces nouvelles dilatations. Nous verrons ainsi apparaitre, comme un corol-
laire de cette adaptation, quelques différences importantes par rapport a leurs définitions
naturelles dans le cadre euclidien.

Remarquons en particulier que certaines techniques spécifiques a R™ (la transformation
de Fourier notamment) ne seront plus disponibles en toute généralité. Nous les remplace-
rons par 'utilisation intensive de la structure de dilatation, par des estimations du noyau
de la chaleur et par la décomposition spectrale du Laplacien.

L’étude de ces propriétés fera I'objet de la deuxieme partie de ce chapitre ot on
s’'intéressera a ’équation de la chaleur ainsi qu’aux différentes caractéristiques du semi-
groupe de la chaleur et de son noyau associé.

Nous terminerons ce bref apercu en donnant plusieurs définitions possibles des espaces
fonctionnels dont nous aurons besoin pour démontrer les inégalités de Sobolev précisées
dans le cadre des groupes stratifiés.

Le lecteur familier avec les groupes de Lie stratifiés peut survoler tres rapidement
ce chapitre pour ensuite concentrer son attention sur les chapitres suivants. Cependant,
par égard aux lecteurs pour qui ce cadre différent présente des aspects nouveaux, nous
exposerons dans les lignes qui suivent ce qu’il faut avoir en téte pour attaquer la suite.

41
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2.1 Présentation

Si ces groupes peuvent sembler d’'un premier abord tres abstraits, on dispose en fait
d’une quantité d’informations considérable. En effet, une fois que nous acceptons d’adapter
nos définitions aux dilatations anisotropes, la plupart des outils étudiés se comportent de
facon assez naturelle. Nous commencons par considérer un cadre légerement plus général,
celui des groupes homogenes, pour nous concentrer un peu plus tard sur les groupes
stratifiés proprement dits.

2.1.1 Structure de groupe

Un groupe homogene G est la donnée de R" équipé d'une structure de groupe de Lie
et d’une famille de dilatations qui sont des automorphismes de groupe. Nous avons alors
deux applications différentiables

CRPXR* SR et M RT SR

r,Yy——x-y T !

qui font de (R™,-,-7!) un groupe. Nous supposerons toujours que 1’élément neutre du
groupe s’identifie avec l'origine de R™.

Pour les dilatations, nous les définissons en fixant des entiers {a;}1<;<, tels que

l=a;1=..=a, < ... <a, et en posant pour o > 0 :
0o :R" — R" (2.1)
x — Oulx] = (@M xy, ..., a"x,).

Nous avons en particulier les deux points suivants :
(a) 0n[z - y] = dafz] - duly] (par 'hypothese d’automorphisme)

(b) dalds[z]] = dasla].

Par la suite, et par un souci de clarté et de concision, on notera souvent ax au lieu de
do|x] et a désignera toujours un réel strictement positif.

Une premiere conséquence de la définition des dilatations s’observe dans la forme que
prend la loi de groupe. Il est en effet possible de voir que celle-ci sera polynomiale :

(Vz,y €G)  z-y=z+y+ Pz,y) (2.2)

pour P : R" x R”™ — R™ un certain polynéme tel que P(0,0) = P(z,0) = P(0,y) = 0.
De plus, en écrivant P = (P, ..., P,), chaque Py est homogene de degré ay. Nous prions
le lecteur de consulter [75] p. 618 pour une démonstration.
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Le lecteur peut se convaincre facilement que l'espace euclidien R™ avec sa structure
de groupe et muni des dilatations usuelles (i.e. a; = 1 pour i = 1,...,n) est un groupe
homogene. Voici un autre exemple que nous développerons au fur et a mesure de notre
exposé et qui servira de référence pour illustrer les techniques que nous souhaitons étudier :

Le groupe de Heisenberg
On note x = (xy, Ty, z3) un élément de R3. On considere la loi de groupe avec l'ex-

pression :

1
T-y= (951,372,3?3) ) (y17y27y3) = (5131 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3 + 5(9513/2 - y19€2)) (2-3)

L’élément inverse est donné par (zy,xs,x3)" ' = (—w1, —T9, —x3), I'élément neutre est
(0,0,0) et il est facile de vérifier que ce groupe n’est pas commutatif : tout simplement
1Yz — Y172 est 'opposé de xoy; — yoy.

Nous définissons dans ce groupe la dilatation suivante :

0o :R* — R3 (2.4)

r = (x1,2T9,x3) —— Oufz] = ((xxl,(xxg,OzQ:cg)

Ici nous avons a; = ag = 1 et ag = 2 et nous vérifions sans peine les propriétés (a) et
(b) de la page précédente pour cette dilatation.

On notera dorénavant H le triplet formé de R3, de la loi de groupe (2.3) et de la
dilatation (2.4).

Revenons aux groupes homogenes.

La dimension homogéne par rapport a la dilatation (2.1) sera donnée par la somme
des exposants de la dilatation :
N=)> a. (2.5)

Remarquons qu’elle est toujours plus grande que la dimension topologique n : on a bien
N > n puisque les exposants a; vérifient a; > 1 pour tout 1 =1, ..., n.

Par exemple, dans le cas du groupe de Heisenberg, on obtient N = 4 et n = 3 tandis
que dans le cas euclidien ces deux notions coincident.

Voici une définition importante lorsqu’on dispose d’une structure de dilatation :

Définition 2.1.1 Nous dirons qu’une fonction sur G\ {0} est homogene de degré A € R
par rapport & la dilatation &, si elle vérifie f(q[z]) = o> f(z) pour tout a > 0.

De méme, nous dirons qu’un opérateur différentiel D est homogéne de degré \ si
D(f(8a]z])) = aMDf)(8alz]) pour tout f appartenant au domaine de ’opérateur.
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En particulier, si f est homogene de degré X et si D est un opérateur différentiel de degré
w, alors D f sera homogene de degré A\ — p.

Ces groupes ne sont pas forcément abéliens -nous 1’avons bien vu avec le groupe de
Heisenberg. Nous nous placons alors dans un cadre non-commutatif et il faudra prendre
en compte l'invariance a gauche (ou a droite) des objets étudiés.

Nous invitons de lecteur & consulter [52], [60], [69], [31] et [75] pour plus de détails sur
la structure de groupe.

Norme et distance

Ces deux objets sont tout a fait essentiels pour pouvoir poursuivre notre étude. Il est
possible de munir tout groupe homogene G d’une norme, que l'on notera | - |, avec les
propriétés suivantes :

(a) Pour z € G on a |z| > 0, avec |z| = 0 si et seulement si z = 0,
(b) Pour z € G et > 0, on a |azx| = alz|.

(c) Vz€G) |z =271,

(d) (Vo,y €G) -y <z +Jy|.

Voici un exemple de norme pour les groupes homogenes :

. |1/a;
o = max {|z;[*}.

Notons que cette expression ne satisfait pas la propriété (d) mais vérifie |z-y| < c(|z|+y])
pour une certaine constante ¢ : ¢’est donc une quasi-norme. Indiquons toutefois que cette
propriété suffit pour notre étude et pour bien d’autres applications (cf. [75]).

Dans le cas du groupe de Heisenberg on considere la fonction suivante
2 2\2 2] 14
(Vz € H) |z| = [(xl +a2)’ 4 16333} (2.6)

qui satisfait les conditions (a)-(c) ci-dessus de fagon élémentaire. Il est par contre moins
évident de vérifier que l'on a I'inégalité triangulaire. Voir [23], [43], [75] pour une justifi-
cation de ce résultat.

A partir de cette norme définie sur G nous pouvons définir deux distances avec les
expressions :

di(z,y) = |y~ x| et (2.7)
do(w,y) = |o-y7'|, (2.8)
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qui possedent les propriétés usuelles qui découlent de celles de la norme (dans ce qui suit
d représente indistinctement dy et ds) :

1. d(z,z) =0 et d(x,y) > 0 pour = # y,

2. d(z,y) = d(y, z),

3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy), pour tout z,y, z € H,
4. d(8a[7], baly]) = ad(z,y), pour tout o > 0.

Observons que ces deux distances sont bien homogenes mais la premiere distance est
invariante a gauche, tandis que la deuxieme ’est a droite.
En effet, soit z un élément du groupe G, on a bien

1 -1

dl(zm,z-y):\y* Tz -Z-l“:|y71-.%'|:d1(l',y) vxayEG

et en procédant de la méme maniere on obtient 'invariance a droite pour ds :
dalz - 2,y - 2) = dafa,y).
En revanche, d; n’est pas invariante a droite et ds n’est pas invariante a gauche.
Ce fait est souligné par le fait que ces distances ne sont pas équivalentes.

Pour le voir d'une facon plus claire, nous nous plagons sur le groupe de Heisenberg
afin de donner une expression explicite de ces deux distances d; et dy obtenues a partir
de la norme (2.6) :

- 1 11/4

cx) = [ ((21 —y)? + (22— y2)2)2 +16(z3 — y3 + §(x1y2 — Toy1))”

-1

dl(xa y) = |y

- 11/4
_ 2 1
do(z,y) =z -y~ = | ((m1 — 1) + (w2 — 42)%) " + 16(z5 — y3 + 5(90291 — z1y2))?

Soient alors zj et y; deux points du groupe H déterminés par zp = (k?,1/k, k) et
yr = (k*,—1/k,0), pour k € N. Un calcul direct nous montre que I'on a pour la premicre
distance :

di(zr, y) = 2/k h— 0,

tandis que pour la deuxieme distance on obtient :

do(xg, yp) ~ 2V 2k 2 oo
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Du point de vue de d;, xp et yr sont donc tres proches, mais du point de vue de ds ils
s’écartent 1'un de 'autre de plus en plus.

Nous obtenons alors deux espaces de types homogenes distincts dans le sens de Coif-
man et Weiss [21] en fonction du choix de la distance.

On fixera désormais notre attention sur la distance invariante a gauche et nous considérerons
tous les objets de fagon a conserver cette propriété. On posera donc d = d;.

Une fois que nous avons fixé cette distance, nous considérons les boules caractérisées
par la formule
B(z,r) = {y € G/d(z,y) < r}.
Remarquons qu’alors nous avons B(x,r) = z - B(0, ), et par homogénéité, que B(0,r) =

0, B(0,1) pour r > 0.

2.1.2 Mesure de Haar, espaces de Lebesgue et de Lorentz

Du point de vue de la mesure, les groupes homogenes se comportent d’une facon clas-
sique, car la mesure de Lebesgue dx est bi-invariante et coincide avec la mesure de Haar.
On parlera alors de groupes unimodulaires. Nous y reviendrons au chapitre 7.

Pour tout sous-ensemble E de G on notera dorénavant |E| sa mesure. Et pour les boules
que nous avons définies précédemment, nous avons I'importante propriété d’homogénéité

suivante :
|B(0, 2r)| = 2¥1B(0,7)].

Venons-en aux espaces fonctionnels définis uniquement avec la notion de mesure.
Pour les espaces de Lebesgue LP(G) nous les définirons par la norme :

1/p
1l = ( / |f(17)|pdx)

pour 1 < p < oo et, si p =00, par
IF (@) = supess | (@)
z€G

Remarquons que I'on a l'invariance a gauche et a droite de ces espaces

1f (2 - 2)lle@) = 1 (z- D)o@ = I fllrey (V2 €G).

Nous avons aussi la caractérisation donnée par la formule :

1P =P / o ds(o)ds (1< p< o) (2.9)

ou, rappelons-le, ds(o) = [{|f| > o}| est la fonction de distribution avec o €]0, co.
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Quant aux espaces LP-faible ils seront définis par la norme suivante :

| fll oo (@) = sup {ad}/p(a) Co > O} (1 <p<o0) (2.10)

Ces deux familles d’espaces que nous venons de définir conservent toutes leurs propriétés
usuelles. En particulier, ils sont bien homogenes mais cette fois-ci de degré —N/p par
rapport aux dilatations &, puisqu'on a ||f(da]-])|la = o= VP||f]|4, ol A désigne sans dis-
tinction les espaces LP et LP>°.

Convolution

Nous définissons a présent, pour f et g deux fonctions mesurables, la convolution dans
les groupes homogenes par I'expression

fgla) = /G F)gly" - x)dy = /G f( -y g(y)dy. (2.11)

Etant donné que les opérations que I'on considere ne sont pas commutatives, il convient de
distinguer la convolution a gauche de celle de droite. Nous avons en effet que f*xg # g f.
Plus précisément :

[ swatsaxin # [ oty
Remarquons finalement que l'on dispose des inégalités de Young dans G :

Lemme 2.1.1 Soient 1 < p,q,r < oo tels que 1 + % = % + %,

Si f € LP(G) et g € LUG), alors f+xg € L'(G) et

1f = glle < [1£[l5ll9llq (2.12)

Le lecteur pourra consulter une preuve de ce lemme dans [31].

2.1.3 Algebre de Lie homogene

A chaque groupe homogene G = (R™,-,d) on associe son algebre de Lie g dont les
éléments peuvent se concevoir de trois fagons différentes : comme les vecteurs tangents
a l'origine du groupe, comme les champs de vecteurs invariants a gauche ou comme les
champs de vecteurs invariants a droite. Mais indépendemment du point de vue choisi, les
propriétés de l'algebre de Lie seront un reflet de celles du groupe G comme nous allons le
voir tout de suite.

Notons d’abord g; et go les espaces des champs de vecteurs invariants a gauche et a
droite respectivement. On réservera la notation X pour les champs de vecteurs invariants
a gauche et Y pour ceux invariants a droite.

Si X; sont les champs de vecteurs invariants a gauche qui coincident avec 0/0z; a
l'origine, on peut voir alors que la famille (X;)1<;<, forme une base de g; qui en tant
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qu’espace vectoriel est isomorphe a R".

On vérifie alors que 'on a I'expression qui suit

Of (- y)' of key OF
X NHx)= —— =+ q; (r)=—— 2.13
Xne) = S| = e (213)
ou qf (x) est un polynome homogene de degré a; — a;. Ceci est une conséquence directe

des propriétés de la dilatation et de la loi de groupe (cf. [75]).

Voyons sur un exemple précis ce que cela veut dire. Comme d’habitude on se place sur
le groupe de Heisenberg.

Soit alors p un vecteur tangent a l'origine de coordonnées (1,0,0) et soit s — us la
droite associée dans le groupe de Heisenberg. Le champ de vecteurs correspondant, qui
coincide avec 0/0x; a lorigine et qui est invariant a gauche, est donné par la formule :

(X1 f)(z) = %f(x - pus) ou x=(xy,x9,13).

s=0

Rappelons que, par la loi de groupe, nous avons = - us = (1 + S, xe, v3 — %1'28). On obtient

donc :
0 1 0
1= 8—:101 - §x28—x3
En procédant de la méme maniere pour les champs de vecteurs qui coincident avec 0/0x
et 0/0z3 a l'origine nous avons :

x,= 2 2 o9 (2.14)

Vérifions rapidement qu’ils sont invariants a gauche, nous le faisons pour X7, les autres
cas étants identiques. Soit z € H, alors

Xi[f(z-2)] = Xy {f (z1 + Ty, 22 + X2, 23 + T3+ %(21952 - 22161))]

0 1 0
= Gz 2) = et a) g T x) = (X f](z )

Passons a présent aux champs de vecteurs invariants a droite. Ils sont définis de la
méme maniere dans le cadre général des groupes homogenes :

Of (y - =)
(Vif)(w) = =~ (2.15)
y] y=0
Dans le cas du groupe de Heisenberg, les champs de vecteurs que I’on obtient sont alors :
0 1 0 0 1 0 0
Yi=—+ 00—, Y, = T (2.16)

Oxy 2" 0wy ~ Ory
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Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ces champs de vecteurs sont bien invariants
a droite, mais ne le sont pas a gauche. Observons finalement que 7" est bi-invariant.

On obtient, dans le groupe de Heisenberg, les relations suivantes entre les champs de
vecteurs invariants a gauche et ceux invariants a droite :

0 0
Xi=Y] —wo— et Xo=Yo +a1+—.
8173 8903
Avant de fermer la parenthese sur H, nous explicitons les relations de commutation de
Heisenberg, si utiles en mécanique quantique, qui sont données par le crochet de Lie

(X1, Xo] = X1 Xy — Xo Xy =T, (2.17)

ou ¢ = 1,2. En revanche, dans le cas des champs de vecteurs invariants a droite, on a
Y1, Ys] = =T et tous les autres commutateurs sont nuls. Nous aurons 'occasion de reve-
nir a ces champs de vecteurs sur le groupe de Heisenberg lorsqu’il s’agira de traiter les
espaces fonctionnels.

Etudions maintenant ’homogénéité de ces objets. Par la formule donnée dans (2.13)
on peut déduire facilement que ces champs de vecteurs sont homogenes de degré a; :

Xj (flaz)) =a®(X;f)(ax) (1<j<n) (2.18)
Et ceci reste vrai pour les vecteurs Y;.

Nous remarquons ainsi que les champs de vecteurs épousent les mémes propriétés d’ho-
mogénéité par rapport a la dilatation du groupe. Nous pouvons de cette facon apprécier
jusqu’a quel degré les objets ont été modifiés pour obtenir une cohérence d’ensemble vis
a vis de ces nouvelles dilatations.

Nous faisons ici trois remarques sur les champs de vecteurs X; et Y}, mais avant nous
fixons quelques notations utiles. Pour tout multi-indice I = (i1, ...,4,) € N™, on définit
X' et Y par

X=X X et Y=Y Y

On notera alors |I| = iy + ... + i, U'ordre de la dérivation et d(I) = ayiy + ... + ayi, le degré
homogene de celle-ci.

Premierement nous avons, pour ¢, 9 € C3°(G), les égalités

/ (@) (X1 (@)dx = (~1) / (X"0) (@) ) (2.19)
G

G

[ e@ro@as = )" [ (e (2.20)

G
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Deuxiémement, I'interaction des opérateurs X! et Y avec les convolutions est expli-
citée par :

X'(fxg)=[=(X"g) (2:21)

Yi(fxg)=("f)*g (2.22)
Finalement nous avons 1’égalité :

(X'f)xg=fx('g) (2.23)

Le lecteur trouvera une justification de ces résultats dans [31].
Suivant I'usage courant on fera dorénavant I'identification g; = g.

C’est a dire que 1'on travaillera avec les champs de vecteurs invariants a gauche. Et si
ce n'est pas le cas on explicitera avec soin le type de champs de vecteurs qui est en jeu.

L’application exponentielle

On vient de voir ci-dessus comment obtenir les éléments de ’algebre de Lie a partir
de la loi du groupe. Pour faire le chemin inverse, c’est a dire pour passer de l’algebre au
groupe, nous avons besoin de la proposition suivante

Proposition 2.1.1 Soit G un groupe de Lie conneze et soit g son algébre de Lie, alors
lapplication exponentielle est un difféomorphisme de g dans G.

Il est possible de vérifier (cf. [81]) que la mesure de Haar du groupe est I'image de la

mesure de Lebesgue de I'algebre de Lie g sous ce difféomorphisme.

Ceci nous permet d’étendre, en conservant la méme notation, les dilatations a 1’algebre
de Lie en procédant de la maniere suivante :

501 (i Cij) = iCjOéanj
j=1 j=1

C’est dans ce sens que 'on parle d’algebre homogene par rapport aux dilatations et ces
dilatations sont des automorphismes de 1’algebre de Lie car

O ([XHX]]) = [504(Xi)a 504(Xj)]'

Stratification de 1’algebre de Lie

Le concept suivant est crucial pour la suite puisque c’est dans ce cadre tres précis que
I’'on exposera la plupart des théoremes.

Définition 2.1.2 Nous dirons qu’une algébre de Lie g est stratifiée si, en tant qu’espace
vectoriel, elle se décompose comme une somme de sous-espaces linéaires

g= @ E; tels que (2.24)

1<j<k
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e E) génere lalgébre g et [Ey, Ej] = Ej41 pour 1 < j <k.
o [Ey, Ey] = {0} et Ey # {0}, mais E; = {0} si j > k.

Ici [Ey, Ej| désigne le sous-espace de g engendré par les éléments [U, V] = UV —VU avec
UecE etV ek

Un groupe de Lie dont l'algebre admet une stratification sera lui aussi désigné comme
stratifié.

L’entier k est appelé le degré de la stratification de g. Par exemple pour le groupe de
Heisenberg nous avons k£ = 2 et pour le cas euclidien k& = 1.

Nous supposerons dorénavant que G est stratifié. Il est alors possible de voir que si
I'on considere les champs de vecteurs X7, ..., X, telsque a1 = as = ... = a,, =1 (m <n)
alors la famille (X;)i<j<, est une base de E; et génere donc I'algebre de Lie g (cf. [31]).

Remarque 2.1 C’est avec cette famille de champs de vecteurs que nous allons construire
le gradient et le Laplacien dans la section suivante. Toutefois nous utiliserons aussi les
autres champs de vecteurs dans la formulation de quelques uns des résultats présentés ci-
dessous. Ainsi, si nous considérons I = (iy, ..., 4,), nous ferons intervenir tous les champs
de vecteurs (X;)i<j<n. Il ne faudra donc pas confondre |I| et d(1).

Nous avons fini cette breve introduction des groupes stratifiés. Le lecteur désireux
d’approfondir 'étude de ces groupes peut consulter [75], [31], [69], [30], [59].

2.2 Equation de la chaleur

Notre objectif dans ce paragraphe est de donner un sens a I’équation de la chaleur sur
les groupes stratifiés :

(%-Fj)u(x,t) =0,
u(z,0) = f(x).

Ici f est une fonction définie sur G, ¢ > 0 et J est un opérateur différentiel avec des
propriétés similaires a celles du Laplacien usuel dans le cas euclidien. Nous verrons donc,
dans les paragraphes suivants, les définitions ainsi que les principales propriétés des objets
qui nous permettrons d’atteindre notre but.

(2.25)

Nous nous plagons sur un groupe de Lie stratifié G de dimension topologique n et
de dimension homogene N. On considérera la famille (X;)1<;<,, de vecteurs invariants a
gauche qui forment une base de la premiere tranche de la stratification de ’algebre de Lie.
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On dira qu'une fonction f € C*(G) appartient a la classe de Schwartz S(G) si les
semi-normes suivantes sont finies pour tout k£ € N et tout multi-indice I = (iy, ..., 4,) :

Nii(f) = Sup (1 + |z X7 f ()]

2.2.1 Gradient et Laplacien

Nous définissons a partir de ces champs de vecteurs le gradient sur G de la fagon
suivante! :

V = (X1,..,Xn) (2.26)
Cet opérateur est bien str invariant par translation a gauche et homogene de degré 1 par

rapport aux dilatations puisque nous avons 1’égalité V[f(ax)] = o[V f](ax).

Nous définissons aussi la longueur du gradient par la formule :

VI = ((X1f)* + o+ (X f)?)

On a finalement, en vertu de (2.19), que I'adjoint V* dans L?(G) du gradient est donné
par —V.

1/2

Nous nous intéressons maintenant au Laplacien dans les groupes stratifiés, on définit

alors sur L?(G) lopérateur :

J=V'V==> X} (2.27)
j=1

et son opérateur de la chaleur associé sur Gx|0, co[ par J; + J.

Observons que, par un théoreme de Hormander [45], les opérateurs J et d; + J sont
sous-elliptiques au sens suivant : si u est une distribution sur G (ou sur Gx|0, oo[) telle
que Ju (ou (0; + Ju)) soit C* sur un ouvert €2, alors u est C* sur ).

Voici quelques propriétés évidentes du Laplacien :

1. Le Laplacien J est un opérateur invariant par translation a gauche et homogene de
degré 2 par rapport aux dilatations du groupe G :

Jlf(z2) = [Tfl(z:x) V2e€G et J[f(ax)] =T fl(azx) pour tout a > 0.
2. C’est aussi un opérateur auto-adjoint : pour f, g € C5°(G) nous avons
(f;T9) =(T1.9) (2.28)
3. J est accrétif dans le sens ou 'on a (J(f), f) > 0 pour tout f € L*(G).

Remarque 2.2 Le Laplacien tel que nous le considérons ici ne fait pas intervenir les
champs de vecteurs dont 'homogénéité est différente de 1. Il est cependant possible de
les prendre en compte pour la définition du Laplacien (cf. chapitre 7).

'Rappel : m =dim E; <n
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2.2.2 Semi-groupe de la chaleur

Nous avons vu dans le premier chapitre comment définir la plupart des espaces fonc-
tionnels avec le semi-groupe de la chaleur. Nous allons reprendre cette approche puisqu’ici,
en absence de transformation de Fourier, les techniques les plus importantes que nous
avons a notre disposition sont basées sur l'utilisation de la structure de dilatation et sur
des estimations portant sur le semi-groupe de la chaleur ainsi que sur son noyau associé.
Il convient donc de faire un exposé soigné de ces objets avec leurs principales propriétés.

On présentera tous les résultats qui nous sont nécessaires pour la suite dans cette
section.

Nous avons détaillé ci-dessous quelques preuves pour la commodité du lecteur ; cepen-
dant nous renvoyons aux références suivantes pour les démonstrations completes : [29],

[69], [75] et [81].

Voici notre premier théoreme qui reprend quelques unes des propriétés (P1)-(P7)
(cf. Introduction p. 7) :

Théoréme 2.2.1 (Folland [29]) 1l existe une unique famille d’opérateurs linéaires conti-
nus {Hy}iso définis sur L' + L°°(G), vérifiant les propriétés de semi-groupe Hy, s = H;H,
pour tout t,s > 0 et Hy = Id, et telle que l’on ait :

(a) Le Laplacien J est le générateur infinitésimal du semi-groupe Hy : H; = 77 .
(b) H; est un opérateur auto-adjoint de contraction sur LP pour 1 <p <oo ,t>0.

(c) Le semi-groupe admet un noyau de convolution :
Hif =fxh ou hy=h(zt)eCGx]0,00])

est le noyau de la chaleur.
(d) |Hef — fllp = 0 sit— 0 pour f e LP et 1 <p < 0.
(e) On a lidentité JH, = H,J .
(f) Si f >0 alors Hif >0 et H1=1.

(g9) Si f € LP(G), 1 <p < oo, alors la fonction
u(z,t) = Hyf (x) € C°(G x RY)
vérifie l’équation de la chaleur (2.25).

Nous explicitons dans les deux propositions qui suivent des proprié¢tés du noyau de la
chaleur sur les groupes stratifiés.
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Proposition 2.2.1 Le noyau de la chaleur satisfait les point suivants :

(a) (Oy + T)he = 0 sur Gx]0, o0].

(b) h(x,t) = h(xz=1t).

(c) h(x,t) >0 et [, h(z,t)de =1

(d) hy vérifie la propriété de semi-groupe : hy * hy = hyy s pourt,s > 0.

(e) h(da|z], ) = aNh(x,t).

Le lecteur consultera [31] p. 56 pour la démonstration des points (a) — (d) de la propo-
sition ci-dessus. Nous considérons toutefois utile d’expliciter la preuve du dernier point
puisqu’il insiste sur la relation existante entre la structure de dilatation, le Laplacien et
le noyau de la chaleur. On remarquera qu’en dehors de ce cadre, on ne dispose plus en
toute généralité de cette importante propriété (cf. chapitre 7).

Nous allons utiliser le fait que le Laplacien est un opérateur homogene de degré 2. En
effet, le lecteur peut facilement se convaincre que 'on a 1’égalité suivante :

Suja |7 (Fale)] = 02T f(2)  (a > 0).

Donc d’apres un théoréme de Hunt [48], le semi-groupe {H,z2;} engendré par o7 vérifie
Ho2o(f) = 01/a [Hi(f(dal2]))]
c’est-a-dire :
[ty atvdy = [ 1o sl Dt dy =™ [ f(o 5 G ). .

On obtient alors I'égalité h(d,[z], a?t) = a Nh(z,t).

Proposition 2.2.2 Voici d’autres propriétés vérifies par hy :

(a) On peut étendre le noyau de la chaleur a G X R en posant
hi(z) =0 sit <0.

Alors h(z,t) est localement intégrable sur G x R et (0, + J)hi(x) = dg au sens des
distributions de D'(G x R), ot 0y est la masse de Dirac en 0 sur G x R.

(b) hy € C*(G x R\ {0,0}) par sous-ellipticité de l'opérateur Oy + J .
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(c) Pour tout t > 0 fixé, x — h(x,t) appartient a la classe de Schwartz dans G.

(d) 1l est également possible d’étendre l'action du semi-groupe Hy a 8" et on a la limite
H,f — f dans S’ lorsque t tend vers O pour f € S'.

Nous renvoyons au livre [31] pour une preuve de ces propriétés.
Voici deux autres résultats :

Lemme 2.2.1 Soit I = (iy,...,i,) un multi-indice et soient C,c deux constantes qui
dépendent du groupe. Nous avons alors les estimations qui suivent :

x2
hi(z) < C+N2e 50, 2 €G,t>0. (2.29)
/ e~ dz = O V2, (2.30)
G
IXTh(2)] < Ct 5 e o, 2 eG,t>0. (2.31)

Le lecteur trouvera une démonstration de ce lemme dans [81].

Proposition 2.2.3 Soit 1 < p < oo et 1/p+ 1/p' = 1. Pout tout o € N et pour tout
multi-indice I, il existe une constante C' > 0 telle que l'on ait :

d(I)
11+ [2)* X hll, < CO+ VO &) 1>0. (2.32)
Les constantes ici ne dépendent que du groupe G, de p et de I.

Remarquons que ce résultat paraphrase, avec un peu plus de détail, la partie (¢) de la
proposition 2.2.2.

Pour la démonstration de cette proposition, que nous exposons pour la commodité du
lecteur, nous allons utiliser le lemme 2.2.1 et nous suivons [36].

On a alors, en utilisant la formule (2.31), l'estimation :
2\ P
1+ e X (o)l < O (1 falre )

En intégrant par rapport a dz il vient

2\ P
/\ (1 + |2))° X hy(2)|Pda < C+P +d”/ (( + |z])%e Ct) dz
G

+d(I) plel?

<Ot (sup(l + |z|)P¥e 20t ) / e~ 50t du (2.33)
G

zeG
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Nous invoquons ici la majoration (2.30) pour l'intégrale de I'expression ci-dessus, tandis
que pour le terme entre parentheses on utilise le fait suivant :

2
sup(1 + p)Pee™'é < C(1+ V)P
p=0

Nous obtenons, en revenant a (2.33) :

N+

N dld)
1+ )X (@)l < CEPTF2V (14 Va = C(1+ Ve Pt

D’ou :
(1)
5)

N
10+ ) X Rell, < O+ VD @50, 10,
[ |

Nous terminons ainsi notre bref exposé sur le noyau de la chaleur dans le cadre des groupes
de Lie stratifiés. Voici toutefois une derniere observation :

Remarque 2.3 De facon générale nous ne disposons pas d’une expression explicite des
noyaux de la chaleur. Cependant, dans le groupe de Heisenberg H nous avons la formule
suivante [76] :

h _ 1 e A A —%(z%-ﬁ-m%) coth(At) d\
(1, 9, x3) = (47T)2/ S () cos(Azsz)e :
Cette information peut s’avérer tres riche de conséquences, puisqu’on peut d’une part
démontrer a la main la plupart des propriétés que nous venons de présenter, mais, sur-
tout, il est alors possible de construire explicitement plusieurs des objets que nous allons
développer par la suite (cf. annexe A p. 155).

—0o0

2.3 Espaces fonctionnels

Nous allons reprendre tous les espaces définis dans le premier chapitre dans le cadre
des groupes homogenes stratifiés. On explicitera quelques uns des différents points de vue
possibles pour rendre I'exposé du chapitre suivant plus clair.

Puissances fractionnaires du Laplacien

Nous rappelons la théorie des puissances fractionnaires d’opérateurs (cf. [29] et [69])
sur les groupes stratifiés.

Définition 2.3.1 Soit 1 < p <00, 0 < s et k le plus petit entier plus grand que s.
Lopérateur J; est défini par :

Sf _ 13 1 > k—s—1 7k
Jp [ = lim 7“,{_8)/6 T I H fdt (2.34)
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dans le domaine D(J,;) de toutes les fonctions f € LP(G) telles que la limite existe en
norme LP.

L’opérateur J,* est, quant a lui, caractérisé par :

n
—sf£ _ 1: s—1
J, f—nhj& F(s)/o " Hyfdt (2.35)

toujours sur le domaine de toutes les fonctions f € LP(G) telles que la limite existe en
norme LP.

Si 'on note par Id l'opérateur identité, on définit les deux opérateurs suivants :

1 xD
(Id+ J,)°f = g%m/ th=s= e (Id + J)* H, fdt
1 o0
—s _ s/2—1 _—t
(Id+ J,)°f = F(s)/o /2 Ve ], fat

dans le domaine des fonctions L? telles que la limite existe pour le premier.

Pour le second nous observons que cette intégrale est absolument convergente : (Id +
Jp) % est un opérateur borné sur LP.

Observons qu’il est aussi possible de prendre en compte des valeurs complexes pour
I'exposant s (cf. [29]). Nous nous limiterons cependant au cas s € R* qui est celui qui

nous intéresse le plus en vue des applications futures aux inégalités de Sobolev précisées.

Avant de passer a la caractérisation des espaces de Sobolev, il est important de s’at-
tarder sur quelques propriétés de ces opérateurs.

Nous les regroupons dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 Soit 1 < p,q < oo. Si T, dénote sans distinction les opérateurs 7,
et (I+J,) ona:

(a) Si f € D(T2) N D(Y5+52), alors Y52 f € D(T3) et Y552 f =Tt f.

(b) Si f € D(T;)N LI, alors f € D(Y}) si et seulement si Y5 f € L. Dans ce cas on a
Uégalité T5f = T5f.

(¢) Les opérateurs J; et Hy commutent : pour f € D(J;) et s >0 on a l'égalité
j;Htf = Htj;f'

(d) Lopérateur J; H; est auto-adjoint pour s # 0.
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(e) Pour s # 0, l'opérateur J; est homogene de degré 2s.
On renvoie le lecteur a [29] pour une démonstration.

Remarquons que sur leur domaine commun les opérateurs J; et J' coincident pour
tout s € R*. Ainsi, et dorénavant, nous ne prendrons plus en compte ces indices (on
procédera de méme pour (Id+ J,)% et (Id+ J,)°).

Espaces de Sobolev

Voici une premiere définition de ces espaces :

Définition 2.3.2 Pour 1 < p < oo et 0 < s, l'espace de Sobolev W*P(G) est l’espace
D(J3"*) muni de la norme

L lwr = 1o+ 1T f 1.

Pour la version homogene de ces espaces nous avons :

£ lsire = 117 1l (2.36)

Dans le cas ou l'exposant de régularité est un entier positif, on adoptera la définition
classique pour I = (iy,...,7,) (Mm < n) :

Iflwer =D IX fll, (1< p<oo). (2.37)

11<s

De méme que dans le cas euclidien, les définitions (2.36) et (2.37) ne sont équivalentes
que si 1 < p < oo. Voir par exemple [29] pour une démonstration de cette équivalence.

L’espace homogene qui intervient dans quelques résultats que nous nous proposons de
démontrer est caractérisé de la fagon suivante :

[ llyre = IVl (1 <p <o) (2.38)

Etant donné que les champs de vecteurs qui interviennent dans ces définitions sont
invariants a gauche, le lecteur peut se convaincre tres facilement que cette propriété se
transmet aux espaces que nous venons de considérer.

Finalement, nous avons bien pour les espaces homogenes la propriété :

1 GalDllyires = @2l fllyire-

Le lecteur trouvera une étude complete des espaces de Sobolev dans les références [69],
[29] et [31].
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Espaces de Besov

On définit les espaces de Besov Bp, pour 0 < s < 00, 1 < p,q < oo avec m € N tel
que m > 3, par la norme :
1
/ Hm—s/2)q
0

Lorsque 'indice de régularité est négatif (que ’on notera —s) nous avons :

O"H,f

/] W(')

7 g 1/q
By = |Ifllp+ —] :

» !

(2.39)

1
t

1
sy = sl + | [ 1 071)"

Dans ce cas (ou lorsque s = 0), les “objets” f appartenant a B, *% sont des distribu-
tions tempérées. On doit donc s’attendre a ce que ||H;f||, tende vers I'infini quand ¢ — 0
(si ce n’était pas le cas, on aurait ||H:f|, < C avec t — 0. Mais H;f — f au sens des
distributions et cela permettrait de conclure a f € LP).

La condition B;s’oo s'écrit || Hif||, < C t7%/2 (taux d’explosion quand ¢ | 0) et, plus
généralement, f € B;S’q s’écrit f0+oo(ts/2||Htf||p)q% < 00.

En particulier, dans le cas homogene ou le parametre de régularité est négatif avec
P, q = 00, NOUS avons :

1Fll pzse = sup 72| He oo (2.40)
t>0

C’est surtout cette derniere définition que nous allons utiliser puisque le troisieme es-
pace qui apparait dans les inégalités de Sobolev précisées est justement donné par B %>,
ou le parametre [ est choisi en fonction des criteres d’invariance par rapport aux dilata-
tions.

Voici un dernier résultat utile (cf. [29] et [69]) :

Proposition 2.3.2 Soit a > 0, l'opérateur T réalise un isomorphisme entre les es-
paces W*P et WP . (leci reste vrai si l'on remplace les espaces de Sobolev par des
espaces de Besov : By et By~

Nous présentons, avant de clore cette section, quelques exemples de fonctions dans
I'espace de Besov défini par la norme (2.40).

e Il est facile de se convaincre que la masse de Dirac a I'origine §g appartient a ’espace

de Besov BgoN °°_ En effet, il suffit d’utiliser la propriété d’homogénéité du noyau de la
chaleur donnée par la proposition 2.2.1-(e) :

180l .0 = sup #Y72[|8g # hello = sup e (t72)]|e = C.
t>0 t>0
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e Placons nous maintenant sur le groupe de Heisenberg. Rappelons rapidement que la
dimension homogene de H est N = 4, que le Laplacien est donné par J = —(X2 + X3)
ou X; sont les champs de vecteurs donnés par (2.14) et que la norme est

x| = [(2] + 23)* + 1623]"/*.
Nous avons alors le

Théoreme 2.3.1 Si s > —4 la fonction localement intégrable fi(x) = |x|* appartient a
lespace B3°(H). Si maintenant s < —4 et s ¢ —2N, alors pf|x|* € B3> (H). Finalement,
sis € —2N et s < —4, alors pf|x|® ¢ BS>(H).

Nous distinguons quatre cas pour la démonstration de ce théoreme :

1. Soit s > 0. Si s =0 il n’y a évidemment aucun probleme : 1 € Bgf. Passons main-
tenant au cas s > 0. On tombe sur les espaces de Holder C* que nous détaillerons au
chapitre 4. Nous avons en effet Bgfo = C*. Voir par exemple [69] pour une preuve
de cette identité dans les groupes stratifiés.

2. Soit —4 < —s < 0. Nous remarquons tout d’abord que ||~ est une solution fonda-
mentale du Laplacien (cf. [75]) :

T (J2]72) = ¢ ; (2.41)

alors, par la proposition 2.3.2, on obtient |z|=2 € BZ>*°(H).
Pour le cas général, nous utilisons le fait suivant : pour une fonction localement
intégrable f > 0, on a équivalence entre f € B_** et fB(xO " f(z)dzr < Cr*=s. Afin

de vérifier cette derniere propriété quand f(x) est homogene de degré —s, on fait le
changement de variable z = §,[y].

Tout se ramene alors & vérifier | Blzo 1) |z|~*dx < C, uniformément en z, € H. Pour
démontrer cette estimation, on distingue |zg| < 2 et |xg| > 2. Dans le premier cas,
x € B(xg, 1) implique |z| < 3 et donc

/ |x| ~dx < / |z|~*dx = C.
B(zo,1) |z|<3

Dans le second cas, € B(xg, 1) implique |z| > 1 et évidemment
/ " dz < |B(ao, 1)| < C.
B(zo,1)

3. Soit maintenant —s = —4. Nous savons que pfl|z|™* ¢ B »*(H) puisque cette
distribution n’est pas homogene de degré 4. Nous avons en effet

(pflzl™, o) :/ 790(x)_‘p(0>dx+/ 2@ 4

lz|<1 |z [* z|>1 zt



2.3. Espaces fonctionnels 61

Pour savoir si pf|z|~* € BZ4*(H), on remplace p(z) par . () = @(x1 /e, x5 /e, x3/2).

On a alors :
N p(z) —¢(0) ple)
wflel 0 = [ +f

|z|<e |l’|4 z|>e |{L‘|4

La premiere intégrale tend vers 0 car % € L} .. La seconde tend vers I'infini.

Mais si pf|z|~* € BZ%°(H), on devrait trouver O(1).

4. Soit finalement —s = —6. Pour montrer que pf|z|~¢ ¢ B %> on procede comme
plus haut et on teste sur ¢(d1/:[z]) avec ¢ € C°, ¢ =1 — x7 — x3 au voisinage de
I’origine. On a alors :

xT

p(Sryelz]) —1+ 2 + 2 / ©(01/[])
|z|>1

13
dr + EE dz.

f@zmmwmga/

lz|<1 |6

On fait le changement de variable = ¢.[y] et I'on obtient :

1 -1 2 2
1) = _/ ely) —1+yity; dy
ly|<i

g2 |y6

e2

1 1 2 2 1 1 2 2
‘P(y) + Y7+ Y dy ‘P(y) + Y7+ Y ly.
ly|<R Yy R<Jyl<2 Y

Ici encore on obtient une singularité logarithmique. Si 'on avait pf|z|~% € B;O&OO,
on aurait du trouver O(e™?).
Pour étudier en toute généralité ces cas, nous noterons
A () = [(2] + 23)" + 162"
de sorte que l'on ait |z|* = A%(x).

Nous considérons maintenant l'opérateur M; = (jQ + (1+ 23)5—;) Observons que
3

cette opérateur M est continu de B> dans B+,

Un calcul simple nous fournit I'identité suivante
M A (z) = 12853 (1 + 25) A* ().
I en résulte que |z|* € B%® implique |z|*~* € B4
|

Il est encore possible de donner beaucoup d’autres propriétés et caractérisations de ces
espaces fonctionnels mais nous nous arrétrons la pour ne pas alourdir 'exposé. Le lecteur
trouvera plus de détails dans [69)].
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2.3.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Nous nous proposons ici de donner des normes équivalentes, comme on ’a fait dans
la section 1.1.1 du chapitre précédent, pour les espaces fonctionnels que nous venons de
définir.

Observons que du point de vue technique, une adaptation est nécessaire puisqu’on
ne dispose pas, en toute généralité, de transformation de Fourier pour les groupes de Lie
stratifiés. Nous utilisons alors une autre approche et I’outil qui nous permet la construction
des blocs dyadiques est la résolution spectrale du Laplacien. Voici de quoi il s’agit :

Théoreme - Définition 2.3.1 Soit G un groupe de Lie stratifié et soit J ['opérateur
Laplacien défini par la formule (2.27). Nous avons alors la décomposition spectrale

+oo
J = / X dE,. (2.42)
0

La preuve de ce théoreme repose sur les propriétés du Laplacien et sur le cadre Hilbertien
donné par Pespace L?. Voir par exemple [55].

L’usage de la théorie spectrale est éclairé par le fait que 'on puisse construire de
nouveaux opérateurs de la fagon suivante :

Proposition 2.3.3 Soit m une fonction borélienne bornée définie sur |0,+o0[. Alors,

Uopérateur m(J) déterminé par l'identité

m(J) = /0 - m(\) dE, (2.43)

est borné sur L*(G) et admet un noyau de convolution M :
m(T)(f)=f=M  (Vf € L*(G)). (2.44)
Ce résultat est complété grace a la présence d’une structure de dilatation (cf. [31]) :

Lemme 2.3.1 Soit m une fonction borélienne bornée sur |0, 00] et soit M le noyau de
Vopérateur m(J). Alors, pour tout t > 0, on construit un opérateur borné sur L* en
posant my(J) = m(tT) dont le noyau associé est donné par

M, (x) = t N2 (V2. (2.45)

Nous présentons un exemple afin de rendre ces aspects plus concrets :
Soit la fonction m(t\) = e~* définie sur |0, +oo[ avec t > 0. L’opérateur que 'on obtient
ainsi est en fait le semi-groupe de la chaleur :

+oo
mtJ) = / e dE, = H,.
0

Si 'on considere son noyau, nous avons m(tJ)(f)(z) = f * ht(x) et nous retrouvons la
propriété homogene hy(x) = t=N/2h, (t71/22).
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Cette conclusion n’est cependant pas optimale puisqu’on savait déja que le noyau de
la chaleur appartient a la classe de Schwartz et pas seulement & L2 Il est donc pos-
sible d’étendre le champ d’application de cette méthode pour des fonctions appartenant
a des espaces autres que L2. Voici comment on procede ; mais tout d’abord, posons une
définition utile :

Soit k € N et m une fonction de classe C*(RT). On écrit
Imllgy = sup (142 m™(A)]. (2.46)
1<r<k
A>0

La formule ci-dessus nous donne une condition nécessaire pour obtenir certaines propriétés
des opérateurs définis par (2.43) comme nous l'indique la

Proposition 2.3.4 Soient « € N, I = (i1, ...,1,) un multi-indice et p € [1,00|. Il existe
une constante C' > 0 et un entier k tels que, pour toute fonction m € C"“(RJF) avec
™| k) < 00, le noyau My de lopérateur m(tJ), t > 0, satisfait l'estimation

_ (N, d)
1L+ - DEXTM ()l < CO+ V@27 | gy, (2.47)

Ce résultat est accompagné du corollaire qui suit

Corollaire 2.3.1 Soitt >0

1. Soit m la restriction sur RT d’une fonction définie sur S(R). Alors, le noyau M de
Vopérateur m(J) est dans S(G).

2. Soit m comme ci-dessus; si en plus elle s’annule a tous les ordres au voisinage de
Uorigine, alors, le noyau M appartient a l'espace So(G) formé des fonctions de la
classe de Schwartz dont tous les moments sont nuls.

Le lecteur trouvera une démonstration de ces deux résultats dans [46] et [36].

En particulier, et dans ces deux cas, 'opérateur m,(J) est borné de L” dans LP pour
1 <p< oo

Nous allons appliquer ces résultats a la construction des blocs dyadiques. Nous nous
intéressons principalement a la décomposition homogene, le cas inhomogene a été traité
dans [36] dans un cadre plus général (cf. chapitre 7).

Voici le procédé :

Soit une fonction ¢ € C*(RT) telle que ¢ = 1 sur |0, [ et ¢ = 0 sur [1,00[. Nous
définissons la fonction ¢ en écrivant

() = p(A/4) = (X)) pour A>0.

Pour j € Z on fixe les dilatées de ¢ par :
bi(A) = (277 N)
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Nous vérifions alors sans probleme que l'on a ’égalité pour A > 0 :

1= ¥\, (2.48)

JET

Il s’agit maintenant d’associer a chaque fonction ¢; un bloc dyadique A;. En utilisant
le corollaire 2.3.1, nous avons :

A;(F)(x) = i(T)()(x) = [+ M;(x) (2.49)
ou chaque M; € Sy(G).
Alors, avec la formule de reconstruction (2.48), il nous est possible d’énoncer le résultat
suivant (cf. [53]) :

Théoreme 2.3.2 Soit f une distribution tempérée définie, modulo les polynomes, sur G.
Nous avons alors la décomposition dyadique :

F=>Y_4f (2.50)

JEL

Ce théoreme nous donne donc la décomposition de Littlewood-Paley sur les groupes de
Lie stratifiés.

En combinant la proposition 2.3.4 et le lemme 2.3.1, on obtient les inégalités de Bern-
stein pour les blocs dyadiques :

Proposition 2.3.5 Soit f € S'(G). Alors pour tout multi-indice I = (iy,...,1,) et pour
tout j € Z nous avons :

i 1_1
1X7A;flly < C 2ONGT A, 1],

ou 1 < p,q <oo. La constante C' dépend de I,p,q mais elle est indépendante de j et de

f.

Voici une preuve inspirée de [53] :

Considérons la fonction auxiliaire (X)) = p(A\/16) — ¢(A\/4) de sorte que l'on ait
Iidentité )
YAPA) = D).
Du point de vue des opérateurs nous avons

N () =@ PI)) =0 P TP T)(f) = 2 T)A(f)-

On notera Mj le noyau de I'opérateur associé a la fonction 1/? qui vérifie les hypotheses du
corollaire 2.3.1. Il vient alors, pour tout multi-indice I = (iy, ..., ,),

X8, = X7 ($@0)A,(D) = Ay(F) = X' ().
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Nous appliquons maintenant l'inégalité de Young avec 1+ 1/g=1/p+ 1/r,
X725 (H)llg < 1A IXT (M)

puis, étant donné que l'on a || XT(M,)]|, < C 2/4D2Ni50) car M; € S(G), nous obtenons
le résultat recherché :

1X72,(f)lly < € 202G A () |-
_

Nous pouvons a présent donner les normes équivalentes avec une analyse de Littlewood-
Paley par rapport a la décomposition (2.50) :

Théoreme 2.3.3 On a [’équivalence des normes suivantes pour les espaces homogenes
de Lebesgue, Sobolev et Besov :

1/2
1fllp =~ (Z |Ajf|2> (1<p<oo) (2.51)
JEZ
p
1/2
[ fllvse = (Z 22| f P (I1<p<oo;s€R) (2.52)
JEZ
p
1/q
[fllgge = ZQ‘ISJHAijE> (1<p,q<o0;s€eR) (2.53)
jez

La preuve de ces équivalences est classique une fois que 'on dispose de toutes les pro-
priétés des blocs dyadiques que nous venons de décrire. Voir par exemple [75], [35], [73]
& [36].

Invariance par translation

Il est important d’observer que tout ce qui a été dit depuis la section 2.2 p. 51 peut
se retranscrire en employant les champs de vecteurs invariants a droite. En effet, jusqu’a
présent nous avions supposé, pour fixer les notations, que les outils utilisés étaient inva-
riants a gauche.

Les principales propriétés des espaces fonctionnels considérés se maintiennent si nous
fixons cette fois-ci I'invariance a droite. Mais ces espaces ne seront pas les mémes. Nous
allons détailler un peu cette discussion.

Pour le voir plus clairement nous nous plagons sur le groupe de Heisenberg et nous
allons traiter les espaces de Sobolev. Pour plus de simplicité nous considérons des espaces



66 Chapitre 2. Les groupes de Lie stratifiés

homogenes dont I'indice de régularité est entier.

On distingue alors deux espaces selon leur invariance par rapport aux translations,
; 1,2 . .
que I'on notera W*(H) et W, "(H) et que I'on caractérise par les normes suivantes :

1fllg =D 1Xifll2 (2.54)

i=1,2

Iflla= D 1Yifl» (2.55)

i=1,2

ou 'expression des champs de vecteurs X; et Y; est donné par (2.14) et (2.16).

Ces deux espaces sont différents. En effet : soit f € S(H), on définit a 1’aide de cette
fonction la suite (fx)rew par fi(x) = f(a;' - x) ot ax = (0, k,0).

Il est facile de vérifier que la norme (2.54) dans W;Q(H) des fonctions fj; est constante.

Nous allons voir tout de suite que nous obtenons fj P 400 au sens de la norme
—00

(2.55) de W,*(H).

Pour cela, évaluons Y] fi(z) = (8%1 + %:pga%g)fk(x) Nous avons alors :

0 1 x9 + k 0 1
Yifi(x) = (8—3:1 ) (x1, 29 — k,x3 + 5%951) + ( 22 ) <8x3f) (1,29 — k,l’gikl'l)

0 1 —k 0 1
Y1fk;($) = (8—:701f) ($1,9€2 —k,x3+ ékml) + <x22 ) <8x3f) ($1>$2 - k?,$3§k?$1)

0 1
+k (a—{L'g ) (.’L’l,l'g — k,.’L’g + akxl)

La norme L? du premier terme vaut Ha%l fll2, la norme L? du deuxi¢me terme vaut

||x28%3 fl2 et ces deux quantités sont bornées.

Mais la norme L? du troisitme terme vaut exactement k Ha%g fll2 et cette quantité
dépend de k.

En raisonnant de fagon similaire pour Y5 on obtient le lemme suivant :

Lemme 2.3.2 Soit ay = (—k, k,0) un élément de H avec k € N et soit f € S(H). Alors
la norme dans W2 (H) de fi(z) = f(a;" - 2) tend vers +oo quand k — oo tandis que la
norme dans W;’Q(H) de ces fonctions est constante pour tout k.

Remarque 2.4 Cette démarche se généralise sans probleme aux autres groupes stratifiés
grace a la forme que prend la loi de groupe. Les espaces de Sobolev a gauche et a droite
sont donc différents et ne coincident que lorsque l'indice de régularité est nul puisque
dans ce cas on obtient les espaces de Lebesgue. Pour les espaces de Besov on peut encore
procéder de maniere semblable.



Chapitre 3

Inégalités de Sobolev sur les groupes
de Lie stratifiés

Nous généralisons aux groupes de Lie stratifiés les estimations que nous avons considérées
dans le premier chapitre. Dans la section 3.1, on traitera les inégalités classiques qui sont
bien connues dans ce cadre (cf. [81], [29]).

Les inégalités précisées seront détaillées dans les sections 3.2 et 3.3. Nous divisons,
comme dans le cas euclidien, la démonstration en deux parties qui correspondent aux
deux méthodes dont nous disposons pour mener a bon terme nos estimations.

Cette division se fait en fonction de la valeur du parametre p qui caractérise I’espace
de Sobolev qui est en jeu.

En effet, si p > 1, nous pouvons utiliser les caractérisations équivalentes avec les blocs
dyadiques que nous avons détaillées dans le chapitre précédent. Il suffira alors, pour at-
teindre notre objectif, d’appliquer un argument d’interpolation au niveau des fonctions
de Littlewood-Paley.

Toutefois, si p = 1, il nous faut utiliser une autre méthode qui se base, comme nous
I’avons déja vu sur R”, sur 1'utilisation de la pseudo-inégalité de Poincaré. Nous proposons
ici une généralisation de ce résultat qui nous permettra de considérer des inégalités faibles
dans un premier temps, pour ensuite étudier des estimations fortes.

Nous terminerons ce chapitre en considérant des inégalités précisées faisant intervenir
des poids de Muckenhoupt. On suivra ici aussi les mémes étapes et méthodes exposées
dans les deux sections précédentes.

Remarquons simplement que, dans le cas ot p > 1, ces inégalités a poids découlent
de la théorie générale, tandis que lorsque p = 1, il est nécessaire de réaliser une légere
adaptation des arguments jusqu’a présent utilisés.

67
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3.1 Estimations classiques

Les inégalités de Sobolev classiques ont été étudiées sur les groupes de Lie stratifiés (et

méme dans des cadres encore plus abstraits) par plusieurs auteurs, voir par exemple [81]

t [29]. On se borne donc ici & une description tres rapide de ces résultats bien connus,
pour cela, nous allons avoir besoin de la définition suivante :

Définition 3.1.1 Soit G un groupe de Lie stratifié. Nous dirons qu’une distribution K,
est un noyau de type o si elle vérifie Uestimation |Kq(z)] < Clz|*™N et si elle est ho-
mogene de degré o — N.

L’utilité de cette définition est reflétée par la

Proposition 3.1.1 Soient0 <a <N, 1<ap<N, 1 =

a. Si f est une fonction appartenant a LP(G), alors f x K, appartient a LY(G) :
1 * Kallg < Cllflp-

Dans certains cas, les puissances fractionnaires de I'opérateur Laplacien défini par (2.27),
peuvent s’exprimer en fonction d’un noyau de type homogene comme nous l'indique la

-« et Ko un noyau de type

Proposition 3.1.2 Soit 0 < o < N. Alors

1. lintégrale
1

T -1y (o,
F(Q/Q)/O t he(2)dt

converge pour tout o # 0 et R, définit un noyau de type o.

Ro(7) =

2.9 fel? (1<p<oo) fe D(jp_a/Q) et si l'intégrale g(x) = f * R, converge pour
presque tout x ; alors on a l'égalité J—*/2f = g.

Avec tous ces résultats en main, dont les démonstrations peuvent étre consultées dans
[29], nous pouvons considérer le

Théoreme 3.1.1 Soit G un groupe de Lie stratifié. On a alors :

I£lle < CIT £y (3.1)
ot 0<a<N,l<ap<Netl/g=1/p—a/N.

La preuve est directe : on pose f, = J*2f € LP et on applique alors la proposition 3.1.2
de sorte que l'on ait f = J~*/2f,. Il suffit maintenant pour estimer la norme L9 de I'ex-
pression précédente de considérer la proposition 3.1.1, puisque le noyau de cet opérateur
est de type a.

L’objectif des sections qui suivent est de raffiner ces estimations de la méme fagon
qu’il a été fait dans le premier chapitre.

Remarquons toutefois que le cas ou p = a = 1 ne découle pas de cette méthode. Ces
inégalités seront traitées au chapitre 7.
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3.2 Inégalités de Sobolev précisées, cas p > 1.

Nous pouvons maintenant mettre en ceuvre les outils que nous avons développés dans
le chapitre précédent. En effet, avec les caractérisations des espaces fonctionnels donnés
par une analyse de Littlewood-Paley, nous sommes en mesure de présenter le résultat
suivant qui est la généralisation du théoreme 1.2.5 p. 28 au cadre des groupes de Lie
stratifiés.

Théoreme 3.2.1 Soit 1 <p < qg< o0 et O = g. Soient s,s1 et B des indices réels tels
que s = 0s1 + (1 —0)3 de telle sorte que —f3 < s < s1. '
Alors, pour toute fonction f telle que f € W*'P(G) et telle que f € BZ:%>(G), on a :

1Flirea < CUAIG v 1155 (3-2)

Ici C' est une constante qui dépend de p,q et G.

Le démonstration de ce théoreme découle directement de ’application du lemme 1.2.1
p. 27 et des normes équivalentes données dans le chapitre précédent. On laisse donc la
vérification au lecteur. Nous détaillerons cependant cette approche un peu plus tard, dans
un cadre légerement différent, lorsqu’on étudiera les inégalités a poids dans la section 3.4.

Remarque 3.1 Ce résultat a été démontré dans le groupe de Heisenberg par [6]. Ob-
servons que la construction des blocs dyadiques proposée est assez différente de celle que
nous avons exposé dans le chapitre précédent. Elle fait appel a certaines propriétés tres
particulieres des polynomes de Legendre et se préte mal a une généralisation a d’autres
groupes.

Bien évidemment, pour étudier le cas ou p = 1 cette approche n’est plus possible.
Nous nous tournons alors vers un autre point de vue que nous explicitons dans les sections
suivantes.

3.3 Inégalités de Sobolev précisées, cas p = 1.

Voici le théoreme qu’on se propose de démontrer dans ce cadre des groupes de Lie
stratifiés :

Théoréme 3.3.1 Soit 1 < p < g < oo. Pour toute fonction f telle que Vf € LP(G) et
telle que f € B:»>®(G) nous avons l'estimation suivante :

1Fllg < C sl 1l 5 (3.3)
ou 0 = %, B=0/(1—-0) et C est une constante qui dépend de p,q et G.
Pour la preuve de ce résultat nous allons diviser notre étude en trois étapes. Premierement,

on traite une généralisation de la pseudo-inégalité de Poincaré, ensuite nous considérons
des inégalités faibles pour terminer avec des inégalités fortes.
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3.3.1 La pseudo-inégalité de Poincaré modifiée
Nous nous intéressons ici a la premiere étape de notre programme.

Théoreme 3.3.2 Soit f une fonction définie sur G telle que Vf € LP et soit 0 < s <1
un réel firé, nous avons alors la majoration :

1—s

| T2 f — HT*2f|, < Ct>

Vil, (1<p<oo) (3.4)
ot la constante C' = Cy dépend du groupe G.

Remarquons que si s = 0, nous avons bien la majoration exprimée par la pseudo-inégalité
de Poincaré usuelle (cf. proposition 1.2.2 p. 33).

Observons, pour commencer la démonstration, que les identités suivantes ont lieu :

g =g = ([ mods) e ), (35

ici nous avons noté
m\) = A2 11— e pour A > 0, (3.6)

ot m est une fonction bornée qui tends vers 0 a I'infini car s/2 — 1 < 0.

Nous décomposons cette fonction en écrivant :
m(A) = mo(A) + mi(A) = m(A)p(A) + m(N)01 () (3.7)
ol nous avons choisi les fonctions auxiliaires 0y(\), 01(A\) € C°(R™) définies par :

e Op(A)=1 sur ]0,1/2] et 0 sur |1,00],
e 01(A)=0 sur ]0,1/2] et 1 sur |1,00],
de sorte que h(\) +6; () = 1.
Nous obtenons ainsi la formule :

(T H T f) () = ( / h mo<tA>dEA) t””Jf(mH( / - m1<m>dEA) =127 f(a)

Si 'on note Mt(i) le noyau de l'opérateur déterminé par fOJrOO m;(tA\)dE) pour i = 0,1,
nous avons :

(T2 f — HT2f)(x) = 82T f+ MO (@) + 72T f+ MO (2). (3.8)

A partir de 'égalité (3.8) on obtient,

|75 = 1P|, < |27 M| 17 (3.9)

p

Nous allons majorer les deux termes de droite de (3.9) par les deux résultats suivants :
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Proposition 3.3.1 On dispose de l’estimation qui suit pour le premier terme de (3.9) :
|y« < cl-r2vy, (3.10)
p

La vérification de ce résultat est simple puisque la fonction myg est la restriction & R™ d’une
fonction appartenant a la classe de Schwartz. Nous sommes alors dans les hypotheses du
corollaire 2.3.1 : le noyau Mt(o) appartient donc a §(G). Nous allons appliquer ce résultat
apres avoir remarqué l'identité :

tl—s/ij % Mt(O) tl—s/2vf % @Mt(o)

p

p

ot nous avons noté V le gradient formé des champs de vecteurs invariants a droite. Rap-
pelons que l'on a dans ce cas Vo x 1) = ¢ x V).

Il vient alors :
AL Rl AN e It
P
Maintenant, par la proposition 2.3.4 nous avons que ||@Mt(0) |, < C V2

On obtient ainsi :

[ fem®| < oty

|
Proposition 3.3.2 Pour le deuziéme terme de (3.9), nous avons :
| g < 0P v, (3.11)
On découpe maintenant la fonction my de la fagon suivante :
mi(A) = A2 (1= ) 01(N) = ma(N) — mp(N) (3.12)

ot 'on a posé : mg(A) = A/27101(\) et my(N) = X3/271e 20, (N).

On note Mt(a) et Mt(b) les noyaux associés a ces deux fonctions. Remarquons tout de
suite que my, € S(R) et qualors M\” € S(G). Nous avons le

Lemme 3.3.1

£ 5 MO H < Ct=92| v 1|, (3.13)
P

La preuve est directe et suit les mémes étapes que celle de la proposition 3.3.1.



72 Chapitre 3. Inégalités de Sobolev sur les groupes de Lie stratifiés

En revanche, nous traitons 'autre partie de (3.12) par le résulat suivant :

Lemme 3.3.2
tlfs/ij " Mt(a)

< CtIR|v £, (3.14)
p

Pour la preuve de ce lemme nous considérons une nouvelle fonction ¢(\) = 0y(\/2) —
0o(N\) de sorte que l'on ait I'identité

DU = 6N,

Ainsi nous avons

ma(tA) = t27INPTEN ap(277EN) = 270D (277N
7=0

J=0

olt (A) = (A)A*/2~1 est une fonction C3°(R*). On note t;(\) = P (277tN).

Par le corollaire 2.3.1, le noyau K 5t de I'opérateur associé a la fonction @ZNJN appartient
a So(G). Il vient alors :

Htl_sﬂjf N Mt(a)

< 22—j(1—s/2) Ht1_8/2‘7f N f(j’t
p
7=0

p

En utilisant la définition du Laplacien et les propriétés des champs de vecteurs, nous
avons :

t1_8/2jf « Mt(a)

<Y 2R G IV K-
P
Par le méme corollaire 2.3.1 on obtient

tlfs/ij % Mt(a)

+o0
< CHO=IRN " g9l g |
P =0

+oo
(TRTfe MO < CHmIRY 90 v |, < ¢

Jj=0

Avec les propositions 3.3.1 et 3.3.2 on complete la majoration de la formule (3.9), ce qui
termine la preuve du théoreme.

Il existe une autre facon de vérifier ce résultat. On peut, par exemple et comme dans
le cas euclidien lorsque s = 0, utiliser I’estimation

1FC) = £Cy Dl < Clyll VL

que nous démontrerons au chapitre prochain.
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3.3.2 Des inégalités faibles

Ces premieres estimations fournies par le théoreme 3.3.2 nous permettent d’obtenir la
majoration suivante :

Théoreme 3.3.3 Soit f une fonction définie sur un groupe stratifié G appartenant aux
espaces de Sobolev WP et de Besov B>, Alors pour 1 <p<gq<ooet0<s< g <1
nous avons linégalité suivante :

1Flize < CIVFIRIAI e (3.15)
avec 3 = % >0, 0 =p/q et C est une constante qui dépend de s,p,q et du groupe G.

Ici on a posé || fllse = T2 fllge et cest dans ce sens que I'on parle d’inégalités
faibles.

Il est probable que le théoreme 3.3.3 puisse étre amélioré en

1F e < CIVLIRII e (3.16)

mais la preuve que nous donnerons ne permet pas d’établir ce résultat. La démonstration
de cette inégalité dans R™ repose sur 'existence de bases orthonormées d’ondelettes comme
nous le verrons au chapitre 5.

Revenons maintenant a la démonstration des estimations faibles (3.15).

~ Remarquons d’abord que l'opérateur J $/2 réalise un isomorphisme entre les espaces
B2 et B~ (cf. proposition 2.3.2 ). Ainsi (3.15) se rééerit comme :

172 flaso < CIVEIRNT I 5 e

C’est sur cette inégalité que nous allons appliquer I'outillage qui nous est désormais fami-
lier. Supposons tout d’abord que la norme || J*/2f| 5-s-s est bornée et majorée par 1.

L’inégalité qu’on se propose de démontrer est la suivante :
1T Fllgeo < CIV . (3.17)

Il s’agit alors d’évaluer pour tout a > 0 I'expression |{|J*/2f| > 2a}|.

Si nous utilisons la caractérisation de ’espace de Besov en fonction du noyau de la
chaleur, nous avons

||\7$/2f||Bgoﬂ*s,oo <1 < stg%)) {tﬂgs

HT |l } < 1.

Ainsi, si 'on pose t, = (1_(%), on obtient || H;, J*?f|s < c.
_2(¢—p)

Observons qu’avec I'expression explicite du parametre G on a t, = o »0-9),
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Donc, étant donné que 'on dispose de I'inclusion d’ensembles
{l7°72f > 20} C{|T°P°f = Hi, T**f| > a},

I'inégalité de Tchebytchev implique
21T 1> 20) | 0t [ 1°2F — H TP
G

Nous utilisons alors la pseudo-inégalité de Poincaré modifiée, donnée par le théoreme
3.3.2, pour majorer la partie de droite de I'inégalité précédente :

L(1-s
o [{|T*2f] > 20}] < Cat P 13" )/ IV f|Pd. (3.18)
G
. , , . _ 2(g—p) p(A—=5s)
Mais, étant donné le choix de ., on a a?Pa »0-s) 2 =1,

Donc (3.18) entraine la majoration
ot [{|T*2f| > 2a}| < CIIVFIIE ;
en utilisant la définition (2.10) il vient
1T fllE e < 20CIIV

et nous obtenons le résultat annoncé.

3.3.3 Une inégalité forte

Supposons tout d’abord que s = 0 et remarquons encore une fois qu’en dehors de ce
cadre nous ne savons pas comment obtenir des inégalités fortes a partir des estimations

faibles (3.15).

Pour passer des majorations faibles a des estimations qui font intervenir des normes
de Lebesgue, nous avons besoin d’une étape intermédiaire explicitée par la proposition
suivante.

Proposition 3.3.3 Rappelons que 1 < p < q < 00, 0 = g et 3=0/(1—0). On a alors
1Flle < CU NGl 1 e
lorsque les trois normes présentes dans cette inéqgalité sont finies.

Remarquons que la preuve de cette majoration est la méme que celle donnée sur R". Nous
la détaillons toutefois pour la commodité du lecteur.
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De méme que dans le théoreme précédent, on commencera par supposer que l'on a
| fll g=p.c < 1. Ainsi, on doit démontrer la majoration
oo

1£lle < CIV LI, (3.19)

Toujours par la définition thermique des espaces de Besov, on peut encore déterminer
le parametre ¢ de la facon suivante : t, = a~247P)/7 oli a > 0; nous avons alors 'estima-
tion ||Hyfl|eo < .

Maintenant que nous travaillons avec la norme de I’espace L?, on utilise la caractérisation
donnée avec la fonction de distribution :

17l = [ 111> sadta) (3.20)

0

Il s’agit a présent d’évaluer l'ensemble {|f| > 5a} et pour cela nous introduisons la
méme fonction de seuillage utilisée p. 35 :

t— si a<t< Ma

(M — 1)« si t>Ma
\

Ici, M est un parametre qui dépend de g et que nous supposerons pour l'instant plus
grand que 10. Cette fonction de coupure nous permet de définir un nouvelle fonction en

posant fo = O,(f)-
Lemme 3.3.3 Voici quelques propriétés importantes de la fonction f, :
1. L’ensemble défini par {|f| > ba} est inclus dans l'ensemble {|fo| > 4a}.

2. Sur l'ensemble {|f| < Ma} on a Uestimation |f — f,] < .

8. 8i f € CHG), on a légalité V fo = (V [)Lia<|fj<may Presque partout.
Nous laissons la vérification de ce lemme au lecteur.

Revenons a présent a (3.20). Par le premier point du lemme ci-dessus nous avons la
majoration :
|11 sadlatet < [ > dadlaten = 1 (3.21)
0 0
On note A, = {|fa| > 4a}, Bo = {|fa — Hi,(fo)| > a} et Co = {|Hi, (fo — f)] > 2a}.
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Maintenant, avec la propriété de linéarité de H; on peut écrire :
Ja=fa— Hta(foc) + Hta(foc - f) + Hta(f)'
Alors, en tenant en compte du fait ||H;f|l« < «, on obtient :
A, Cc B,UC,.

Cette inclusion d’ensembles nous donne l'inégalité suivante

Ig/OOO|Ba|d(aq)+/oo|Ca|d(aq) (3.22)

0
On va étudier et majorer ces deux intégrales, que nous appelerons I; et I respective-
ment, par les deux lemmes suivants :

Lemme 3.3.4 Pour la premiére intégrale de (3.22) nous avons l’estimation :
hi= [ Bl diat) < Calos D)V (3.23)
0
En effet, 'inégalité de Tchebytchev implique

Ba| < / fo— H, (fa)Pd.

En utilisant la pseudo-inégalité de Poincaré (3.4) avec s = 0 dans 'intégrale de droite on
obtient :

|B,| gca—ptg/?/ |V fo|Pdz
G

Rappelons que le choix de ¢, fixé auparavant donne % = aP~1 d’ou
| B, | SC'oz_q/ |V f|Pdx
{a<|flsMa}

Nous intégrons a présent I’expression précédente par rapport a d(af) :

- . ) o ) \fld_a
[1§C’/O o (/{a§|f§Ma}|Vf| dx>d(oé)—CQ/G‘vf‘ (/L &)dx

M

11 vient
I < Cqlog(M)|[V £

On obtient la majoration souhaitée pour cette premiere intégrale.

Lemme 3.3.5 Pour la deuziéme intégrale de (3.22) on a le résultat suivant :

_ [T PP I T
L= [ 1Cdie) < 5 =l (321)
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Pour la preuve de ce lemme, on pose :

‘f_ fa| = ‘f_ fa‘]lﬂf\SMa} + ‘f_ fa|]l{\f|>Ma}-

Comme la distance entre f et f, est inférieure & « sur 'ensemble {|f| < Ma}, on a
I'inégalité
[f = fal <@+ [flyssma

En appliquant le semi-groupe de la chaleur des deux cotés de cette inégalité nous obtenons

Hi (If = fal) < a+ Hy, (| f 11715 0a))-

Nous avons alors 'inclusion d’ensembles suivante

Co C {He, (| f1Lgp1>0a}) > @}

Donc, en considérant la mesure de ces ensembles puis en intégrant par rapport a d(a9), il
vient

I, — /OOO C.| d(a?) < /OOO {He. (If 1115 000)) > a}| d(a)

On obtient maintenant, en appliquant 1'inégalité de Tchebytchev, 'estimation

I, S/ 04_1(/ H,, (|f|]l{|f‘>Ma}) d:E) d(oﬂ)
0 G

puis en utilisant le théoreme de Fubini nous avons 1’estimation

i
<o [10( [ toamartaa) i = [

D’ou, finalement :

q
B < s

Et la preuve de ce lemme est achevee.
|

Nous terminons la démonstration de la proposition en recollant ces deux lemmes, qui
correspondent a nos deux intégrales, on a donc la majoration suivante :

1 q
5||f||3 < Cq log(M)||Vf]|? + 1 1||f||q

Rappelons que nous avons supposé toutes les normes finies et que M >> 1, alors il vient :

1 q 1
(5 — s ) 11 < Catogan 11

Ce qui montre I'inégalité forte (3.19).
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La preuve du théoreme 3.3.1 n’est pas encore totalement terminée. La derniere étape est
fournie par la

Proposition 3.3.4 Dans la proposition 3.3.3 il est possible de ne considérer que les deux
hypothéses Vf € LP et f € B ™.

Rappelons que l'on a les relations suivantes entre les parametres p,q,0 et 3:1 < p < g,

B=0/(1-0)ctt=p/q.

Pour la démonstration de cette proposition nous allons construire une approximation
de f en écrivant :

=50 -s,0= ([ e -] @ )
0
o o = 1sur |0,1/4] et ¢ = 0 sur [1,+oo[ est la fonction utilisée dans la décomposition
de Littlewood-Paley p. 63.
Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 3.3.6 Siq>petsiVfeLP, alors f; € L9,

Le point de départ pour la démonstration de ce lemme est donné par la relation qui suit :

f= ([ mena) e (3.26)

ol nous avons noté

p(27)) — (273)
272\ '
Cette relation (3.26) a bien un sens car cette fonction m s’annule au voisinage de
lorigine. Elle satisfait en outre les hypotheses du corollaire 2.3.1.

m(27¥\) =

Nous obtenons alors l'identité suivante ot M; € S(G) est le noyau de l'opérateur
m(272J) : ‘ ‘ .
fi=2"9Ff«M; =279V f %« VM.

On a écrit V le gradient formé des champs de vecteurs invariants & droite et on a utilisé
la propriété (2.23) p. 50.

Calculons a présent la norme LY dans l'identité précédente, il vient :
1fillg = 1127V f + VMl < 277 |V IV M),

La majoration de droite provient des inégalités de Young avec 1/r = 1+ 1/q¢ — 1/p.
Finalement, par un changement de variable nous obtenons :

i 1_1y_
Ifilly < C2ETDTI v £,
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Grace a cette estimation, on peut appliquer la proposition 3.3.3 a f; dont la norme L?
est bornée, et ’on obtient :

1£ille < CIV FIRIAIN S e
Maintenant, parce que f € Bgoﬁ’oo, nous avons f; — f au sens des distributions.

Il en résulte :
171 < timintl £l < CITLIG 1

Nous nous sommes alors restreint aux deux hypotheses initiales, a savoir Vf € LP
et f € B%»>®. Le théoréme est maintenant complétement démontré pour les groupes
stratifiés.

3.4 Inégalités a Poids

3.4.1 Définition et caractérisations

L’étude des poids de Muckenhoupt est tres liée a celle des fonctions maximales. Nous
faisons alors une petite digression pour exposer rapidement quelques unes des principales
propriétés de ces fonctions.

Fonctions Maximales

Il existe plusieurs facons de définir les fonctions maximales dans les groupes de Lie
stratifiés. Dans cette these on travaillera particulierement avec les deux fonctions définies
ci-dessous.

Définition 3.4.1 Soit f € S'(G) et soit p € S(G).
On définit la fonction maximale (non-tangentielle) avec l'expression suivante

Mo f(x) =S {1/ * ey} (3.27)

ot nous avons posé y(x) =t~ N 2p(t71/2z).

Nous définissons une autre fonction mazximale par

M f(x) = sup {|f*pi(2)[} (3.28)

0<t<oo

Observons que ces définitions ont encore un sens si f et ¢ sont deux distributions telles
que (x,t) — f * y(x) soit une fonction continue définie sur Gx]0, 0o : par exemple, si
fellPetpelionl<p<ocoetl/p+1/qg=1.
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Remarquons aussi que ponctuellement on a pour tout f et ¢ : Mg f<M,f.

Nous savons que ces fonctions maximales vérifient les propriétés explicitées par la
proposition suivante (cf. [31]) :

Proposition 3.4.1 Soit G un groupe de Lie stratifié, alors :

(a) Les fonctions mazximales /\/lg,f et My f sont des fonctions mesurables de G dans
[0; o0,

(b) Soit 0 > N et soit ¢ une fonction mesurable telle que |o(x)] < (14 |z|)~7 (on a
donc ¢ € L1 pour 1 < q < o0). Alors

i) pour tout f € L' et >0 ona: |[{z: Myf(x) >a} <Cha|flh;

ii) pour tout f € LP avec 1 <p < oo : [|[Muflly < Copllfllp-

Un cas important est donné par la fonction de Hardy-Littlewood qui consiste a prendre
comme fonction ¢ la fonction indicatrice de la boule unité :

Mg f(z) = sup ﬁ /B F()ldy.

B>z

Lemme 3.4.1 Soit ¢ une fonction définie sur G vérifiant |p(x)] < C(1+ |z|)™V~¢ pour
un certain € > 0, alors nous avons l’estimation suivante :

M f(z) < CMpf(z), (3.29)

Nous utiliserons cette propriété par la suite et nous prions le lecteur de consulter la preuve
dans [31].

Le lecteur peut consulter [31], [41] et [37] pour une étude plus détaillée de ces impor-
tantes fonctions. Pour notre part, nous allons nous intéresser aux liens existant entre la
définition de ces fonctions et les poids de la section qui suit.

Poids de Muckenhoupt

Un poids est, d'une fagon tres générale, une fonction localement intégrable sur G a
valeurs dans ]0, co[. On utilise alors, étant donné un poids w et un ensemble mesurable
E C G, la notation suivante :

w(E):/Ew(x)dx. (3.30)

On définira ainsi, pour 1 < p < oo, les espaces de Lebesgue a poids par :

I = [ |f(17)|”w(w)dw)l/p (331)
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Historiquement, la caractérisation de ces poids provient du probleme suivant : on fixe
p €]1,00[ et on veut savoir pour quelles fonctions w on dispose de Iestimation forte :

/GMBf(:c)pw(x)dx < C/G |f(z)[Pw(z)dx (f € LP(w)). (3.32)

Il s’en suit la condition suivante établie par Muckenhoupt et redémontrée par Coifman et
Fefferman (cf. [41]) :

sup <|;3\/ (x)dx) (ﬁ/}gw(x)wlldx)p_l < 400, (3.33)

Nous avons alors la

Définition 3.4.2 Soit 1 < p < 0o. Nous dirons qu’un poids w appartient a la classe des
poids de Muckenhoupt A, s’il vérifie la condition (3.33) .

Nous allons de plus définir les poids dans la classe Ay par la propriété :
Mpw(z) < Cw(x) (Vz € G). (3.34)

Voici quelques exemples classiques :

e Le poids trivial w(z) = 1 pour tout = € G.

e Soit la fonction |z|*, on peut alors voir facilement que cette fonction est dans A,
si et seulement si 'on a —N < a < N(p — 1), ou N est la dimension homogene
du groupe. Pour le cas p = 1, la fonction |z|* appartient a A; si et seulement si
—N<a<O.

Indiquons finalement que nous disposons de I'inclusion suivante
Proposition 3.4.2 Soit 1 < p < q < 00, alors
Ay C A, C A, (3.35)

Nous prions le lecteur de consulter la preuve de ce résultat dans [37].

Espaces a poids

Nous allons maintenant introduire ces objets dans les définitions des espaces fonction-
nels qui interviennent dans les inégalités de Sobolev précisées.

On déja vu comment définir les espaces de Lebesgue a poids avec la formule (3.31).
Remarquons que 'on dispose aussi d’une caractérisation avec la fonction de distribution

11 = / T por({z - |f] > 0))do (3.36)
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Quant aux espaces LP-faible, on posera :
£l o) = sg}g{a w({z: |f| > a})VP}. (3.37)

Pour les espaces de Sobolev et de Besov homogenes nous écrivons pour w € A, :

Iflhirery = 1T flwy (1<p<oo) et (3.38)
1/q
o O"H,f ||Y dt
1fllgsa = / plm=s/2a || &)y - (3.39)
Bp ( ) 0 at LP(w) t

pour 1 < p,q < o00,s >0 et m un entier tel que m > s/2.

Remarque 3.2 Lorsque p = oo nous ne considérerons pas les poids de Muckenhoupt
puisque dans ce cas, les espaces & poids X*°(w) coincident avec les espaces classiques X >
ou X représente un espace de Lebesgue, de Sobolev ou de Besov (cf. [67]).

3.4.2 Résultats

Dans le cas des poids de Muckenhoupt appartenant a A,, pour p > 1, il nous est
possible de donner directement un résultat utilisant la théorie générale des estimations a

poids (cf. [37]).
Voici de quoi il s’agit :

Théoréme 3.4.1 Soit 1 < p < q < oo et soit w un poids appartenant a la classe A,. On
considere s, sy et 3 des réels tels que s = 0s; — (1 — 0)3 ou 0 = p/q < 1 (rappelons que
—0<s<s)

Alors, pour toute fonction f telle que f € Wsl’p(w) et f € Bo_oﬁ’“’, nous avons la
magjoration

1/ lsa) < CUF e 1115 (3.40)
(w) B

Notre point de départ pour la démonstration de ce théoreme est la décomposition
de Littlewood-Paley. Nous pouvons alors utiliser le lemme 1.2.1 et 'appliquer aux blocs
dyadiques pour obtenir I'estimation ponctuelle :

12748 (Hllee < CN2Z7* D5 (Il 12777 A5 (£ I1E="

On multiplie cette inégalité par un poids w appartenant a la fois a A, et a A, avant
d’appliquer I'inégalité de Holder, il vient

1/2 12| (1-9)
<222J'8w2(x)mj(f)\2> <cC <Z22jslw2(x>lAj(f)\2> (sup 2‘”|!Aj<f>Hoo)

€L JEZ JeL
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Ces quantités correspondent aux normes des espaces de Sobolev a poids Wt (w), WP (w)
et de Besov B,

Nous prions le lecteur de se référer au livre [37] pour voir la preuve de I’équivalence
entre les caractérisations (3.38) et celles données ci-dessus par une décomposition de
Littlewood-Paley.

Observons pour conclure qu’il suffit de supposer que w appartienne a la classe A,. En
effet, lorsque p < ¢ nous disposons du fait remarquable A, C A, donné par la proposition
3.4.2.

Remarque 3.3 Cette preuve s’applique telle quelle au cas ou w = 1, ce qui démontre le
théoreme 3.3.1.

Nous nous proposons maintenant d’étudier le cas p = 1. Voici le résultat que l'on
obtient :

Théoreme 3.4.2 Soit w € Ay. Alors, pour toute fonction [ telle que Vf € L' (w) et
f € BZ%*°, nous avons la majoration

1fllza@) < CINV £ % 1f] ;zﬁ,oo
oub=1/qgetB=1/(¢q—1).
De plus, s1 0 < s < % < 1 nous avons l'inégalité faible suivante :

1f sy < CIHV NGl f] Jlg_o—fﬁ,oo

avec 3 =120~ 0,0=1/q et C est une constante qui dépend de s.q et du groupe G.
f=7">0, q qui dép 4 group

Bien évidemment on ne peut pas utiliser ici les fonctions de Littlewood-Paley et une
autre approche est nécessaire. Il nous faut alors, pour démontrer ce théoreme, une version
“a poids” de la pseudo-inégalité de Poincaré. Cette estimation est traitée dans le résultat
suivant :

Théoreme 3.4.3 Soit w € Ay et soit Vf € L'(w). Nous avons alors l’estimation sui-
vante pour 0 < s <1 et pourt >0 :

1—s
|T2f = H Tl <Cte

VIllzw: (3.41)

Nous nous plagons, pour plus de simplicité, dans le cas ou le parametre s vaut zéro.

La démonstration reprend essentiellement les mémes arguments exposés dans la preuve
du théoreme 3.3.2. Le point de départ est la formule suivante

(f — o)) = ( / - m(tA)dEA) 17 f(x) (3.42)



84 Chapitre 3. Inégalités de Sobolev sur les groupes de Lie stratifiés

ou nous avons noté
1—e?

A

Observons que m est une fonction bornée qui tend vers 0 a I'infini.

m(A\) = pour A > 0. (3.43)

Nous décomposons cette fonction en écrivant :
() = mo(A) + m1(3) = mo(N) + (A (M) (3.44)
ol nous avons choisi encore une fois 0y(A), 61 (N) € C*°(R™) définies par :
o Oh(A\)=1 sur ]0,1/2] et 0 sur |1,00]
e O1(A)=0 sur ]0,1/2] et 1 sur |1,00],
de sorte que 6p(N) + 61 (N) = 1.

Nous obtenons ainsi la formule :
+00 +oo
(f = Hyf)(x) = (/ mo(t)\)dEA) tT f(x) + (/ ml(t)\)dEA) tJ f(x)
0 0

On note Mt(i) le noyau de l'opérateur déterminé par f0+oo m;(t\)dEy pour ¢ = 0,1, nous
avons alors :

(f = Hif)(x) = tT | M () + T | = M (a) (3.45)
On multiplie I’égalité ci-dessus par le poids w et 'on obtient ’estimation
/ \f(x ()| w(z)dz < / )tjf « MO (2 )] w(z)dx +/ ’tjf « MO (@) w(x)dz
G
(3.46)

Nous allons majorer les deux termes de droite de (3.46) par les deux propositions
suivantes :

Proposition 3.4.3 Nous avons la majoration ci-dessous pour la deuzieme intégrale de
(8.46) :
/ 177 % MO (@) wla)dz < COPIV fll e (3.47)
G

La fonction myg est la restriction & Rt d’une fonction appartenant a la classe de Schwartz.
Nous sommes dans les hypotheses du corollaire 2.3.1 que nous appliquons apres avoir
remarqué l'identité :

I= /G )tjf * Mt(o)(a:)’ w(z)dr = /G )tVf(x) « VMO | w(x)dx

ol nous avons noté V le gradient formé des champs de vecteurs (Y;)i<j<m.



3.4. Inégalités a Poids 85

11 vient alors :
1< [ [H9raIom - oldsdy

Par le corollaire 2.3.1, on a M" € S(G) et, puisque M" () = t~ /20O (t-1/23), nous
pouvons écrire

Ki(z) =tV M (27| € LY(G).

On obtient ainsi :
I < / / 121 £ ()] Kol -y~ Yoo () dady = / B2V £ ()] w % Ki(y)dy.
GJG G

Etant donné que nous avons, par la définition des fonctions maximales et par I’estimation
(3.29) du lemme 3.4.1, l'inégalité :

sup w * Ky (y) < C (Mpw)(y),

>0
il vient :

r<ce [ [9r)IMse).
G
Il ne reste plus qu’a remarquer que, par hypothese, w € A; si et seulement si
Mpw)(-) < Cw().

On obtient ainsi la majoration :

/G 17 M ()| )i < O /G V£ (y)|w(y)dy.

Proposition 3.4.4 L’inégalité suivante a lieu pour la troisiéme intégrale de (3.46) :
/ 17 % MY (@) wla)dz < COPIV fll e (3.48)
G

Ici, il est nécessaire une étape supplémentaire. On découpe alors la fonction m; de la fagon
suivante :

1—e?

m1<A>=( . )91<A>=ma<A>—mb<A> (3.49)

ot 'on a posé : mg(A) = $01(A) et my(X) = S=601(N).

b N : .
On note Mt(a) et Mt( ) les noyaux associés a ces deux fonctions. Nous obtenons ainsi
'estimation

/ ’tjf * Mt(l)(:p)’ w(x)dr < / ’tjf * Mt(a)(x)’ w(x)dx +/ ’tjf * Mt(b)(:p) w(x)dx
G G G

(3.50)
Remarquons que my, € S(RT) et qu’alors MPes (G). Nous avons le
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Lemme 3.4.2
/ ’tjf « MO (2)| w(@)de < COPIV ) (3.51)
G

La preuve est directe et suit les mémes étapes que celles de la proposition précédente.
|

Nous traitons 'autre partie de (3.50) par le lemme suivant :

Lemme 3.4.3
/ )tj f M (2)| w(z)de < CE2|V fll 1w (3.52)
G

Pour la preuve de ce lemme nous considérons une fonction auxiliaire

P(A) = 00(A/2) = bo(A) = 01(A) — 0:(A/2)

de sorte que l'on ait 'identité
Zw 2790) = 01 ().
Ainsi nous avons
1 & . <
) = — Zw(z ItA) = 22 Ih(277EN)
7=0 7=0
ot () = @ est une fonction Cg°(R™).

Par le corollaire 2.3.1, le noyau K de Iopérateur associé a la fonction 1/; appartient a
So(G) C L.

Alors, du point de vue des opérateurs on a :

= i 279K, (x) (3.53)

=0
ot Kj(x) = 2N N2 (21/24-1/2g),

Avec la formule (3.53) nous revenons a la partie de gauche de (3.52) :

/(}‘tjf * Mt(a)(x)’ w(z)ds < iQ_j/

En utilisant la définition du Laplacien et les propriétés des champs de vecteurs, il vient :

/(}‘tjf * Mt(a)(l')’ w(z)dx < irn/@/@ V@) VK a(y ™" - 2)|w(@)dady.
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On note cette fois-ci ‘ s
Kjy(x) = 2702V K (@)

pour obtenir, pour la partie de droite de 'expression précédente, la formule

> 2R / / VW) K-y w(x)dady = 277722 / IV f(y)| w* K;o(y)dy.
=0 GJG =0 G

Il ne reste plus qu’a appliquer les mémes arguments utilisés dans la proposition 3.4.3, a
savoir I'hypothese w € Ay et que pour Kj; on a

sup w x Ky (y) < C (Mp w)(y) < Cw(y).

§,t>0

11 vient alors :

—+o0
/ 1T+ MO ()| w(a)do < C12 Y7272 / VF(y)w(y)dy = CH2|V f 0.
G =0 G

Maintenant, nous mettons bout a bout ces résultats pour obtenir la conclusion du
théoreme 3.4.3 lorsque s = 0.

Si l'on veut traiter le cas ou 0 < s < 1, il suffit de considérer, au lieu la formule (3.42),
I’expression :

(T2f — HT*2 f) () = ( / - m(tA)dEA) 127 §(x)

ol nous avons noté cette fois-ci
m(\) = X271 — 7).
Le raisonnement est alors identique et suit les mémes étapes déja exposées.
|

Une fois que 'on dispose du théoreme 3.4.3, la démonstration des inégalités de Sobolev
précisées pour le cas p = 1 est identique a celle exposée précédemment dans les sections
3.3.2 et 3.3.3. Nous laissons les vérifications au lecteur.
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Chapitre 4

Espace des fonctions a variation
bornée sur les groupes stratifiés

Les motivations pour étudier cet espace sont multiples, que ce soit d’un point de
vue théorique, avec des propriétés tres intéressantes et des liens avec d’autres théories
mathématiques (la théorie de la mesure géométrique notamment) ; que d’un point de vue
appliqué ou on le retrouve en particulier pour la modélisation de signaux réguliers par
morceaux dans le traitement d’images [64].

Cet espace est composé des fonctions dont les dérivées, prises au sens des distributions,
sont des mesures bornées et c’est dans ce sens que l'on parle de fonctions a variation
bornée (BV pour bounded variations).

Les propriétés qu’il possede sont nombreuses et parfois surprenantes, voire déroutantes :
bien qu’il se comporte de facon homogene par rapport aux dilatations, que sa norme soit
invariante par translation et qu’elle admette plusieures caractérisations possibles, qu’il
existe des inclusions continues dans des espaces bien connus (LP par exemple); I'espace
BV ne possede pas de base inconditionnelle (cf. [58]).

Ceci exclut, a priori, 'utilisation des ondelettes pour obtenir des estimations ca-
ractérisant cet espace de fonctions. Nous verrons cependant, au chapitre suivant, comment
et dans quel sens contourner cet obstacle.

Puisque la démonstration que nous avons donnée des inégalités de Sobolev précisées
nous permet de considérer le cas p = 1 et que la norme de ’espace des fonctions a va-
riations bornées peut étre caractérisée d’'une certaine fagon (que nous préciserons) par la
norme L' du gradient ; il nous est possible de traiter ici quelques résultats intéressants, et
ce dans le cadre des groupes stratifiés.

Nous traitons donc dans une premiere partie les définitions et propriétés (analytiques
et géométriques) de cet espace de fonctions pour ensuite exposer nos résultats dans la
section 4.3.

89
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4.1 Introduction

Nous présentons dans les lignes qui suivent quelques résultats classiques bien connus
de I'espace BV dans les groupes stratifiés. Nous utiliserons pour cela toutes les définitions,
notations et propriétés des chapitres précédents.

Nous invitons toutefois le lecteur a consulter [4], [32], [33] et [60] pour plus de détails
concernant cet espace.

Rappelons tres rapidement notre cadre de travail : soit G = (R™, -, §) un groupe de Lie
stratifié de dimension topologique n et de dimension homogene N. On notera g = P E;
son algebre de Lie et on considérera {X;}1<j<m, une base de Ej.

Ces champs de vecteurs sont donc de degré homogene 1 et nous les utilisons pour
définir un gradient et un Laplacien comme dans la section 2.1.3 du chapitre 2.

4.1.1 Espaces de Holder

Nous avons souhaité de présenter ici ces espaces fonctionnels en dehors du cadre des
espaces de Besov B%> étudiés' au chapitre 2. Ce choix correspond & un souci de com-
modité : quelques uns des arguments qui nous sont nécessaires pour le traitement des
fonctions a variation bornée apparaissent assez naturellement lorsqu’on étudie les espaces

de Holder.

Venons-en a leur définition :

Définition 4.1.1 Pour 0 < a <1 on définit les espaces de Hélder C*(G) par la norme :

1fllen = [f ]l + sup L& 9) = F@)]

Yy ‘y‘a

(4.1)

Pour traiter le cas o = 1 nous écrivons :

|fl@-y)+ flz-y™!) —2f(2)]
|y]

[fller = [I.flloo + sup
m’y

Finalement, st nous souhaitons considérer le cas o > 1, on fixe un entier naturel k tel
que o« = k + o' avec 0 < o < 1 et nous dirons qu’une fonction f appartient a C*(G) si
X'feC¥(G) ot I = (iy,...,0,) tel que |I| < k.

On munit alors cet espace de la norme suivante :

1 Fles = 1l = 3 1 o

<k

'Rappelons que 'on a B3> = C%, pour a > 0. Le lecteur peut trouver une démonstration de ce fait
dans [69)].
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Observons que pour tout o > 0, 'espace C*(G) est un espace de Banach avec la norme
qui correspond a chacune des valeurs de «. Insistons finalement que ces espaces sont in-
variants a gauche.

Nous allons présenter tres rapidement la version homogene de ces espaces lorsque
0 < a < 1. On définit alors I'espace C* par :
|f(z-y) — [(=)]
1/ llgo = sup :

Ty |y|a

Donnons a présent un exemple d'une fonction appartenant a cet espace. Nous reprenons
pour cela la fonction de la page 60 : f, = |z|.

Il est alors immédiat de vérifier que l'on a f, € C* En effet, nous avons de facon
évidente la majoration
] =1yl < [l2| = [y[|*

car t — 1% est holderienne sur [0, 00[. Enfin ||z| — |y|| < d(z,y), ce qui nous permet de
conclure.

Nous exposons dans les lignes qui suivent quelques résultats des espaces de Holder
dont I'esprit nous sera utile par la suite.

Nous commencons par le lemme suivant :

Lemme 4.1.1 [l existe une constante C' > 0 et un entier k tels que tout x € G peut étre
éerit v = 1 z; avec x; € exp(Ey) et |x;| < Alz| pour 1 <i < k.

Nous prions le lecteur de consulter [29] pour une démonstration.

Muni de ce lemme, nous énoncons le résultat

Théoreme 4.1.1 Soit 1 < p < oo, si X;f € LP pour tout 1 < j < m, alors il existe une
constante C' > 0 telle que 'on ait :

If@-y) = F@)llp < Clyl D 1Xifllp- (4.2)
j=1
Pour la preuve de ce théoréme nous suivons [69].
Supposons y = exp(Y) ou Y € Fy, alors

fx-y) - fl2) = / Y f(z - expltY))dt,

de telle sorte que 'on a

1f (- y) = @l < 1Y fllp <yl D 1XG 1l

j=1
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Etant donné que tout élément y de G peut s’écrire comme y = II¥_,y; avec y; € exp(E})
et que, par le lemme 4.1.1 on a |y;| < Cly|, i = 1, ..., k; on obtient alors la décomposition
suivante

flx-y) = f(x) = [f(@yrup) — f@yrye—)] + o+ [f(@yiye) — flzy)] + [f(2y) — f(2)],

de sorte que :

1f(z-y) = f)ll, < C (Z |y¢|> (Z HXijp> < Clyl Y I1X; fllp-

Remarque 4.1 La majoration exprimée par la formule (4.2) avec p = 1 permet d’obtenir
comme annoncé en fin de la section 3.3.1 du chapitre précédent, et de la méme facon que
dans le cas euclidien, la pseudo-inégalité de Poincaré sur les groupes de Lie stratifiés.

4.1.2 Définition de BV

Plusieurs auteurs ont étudié cet espace de fonctions pour une famille donnée de champs
de vecteurs (cf. [38], [33]).

Nous suivons donc ici cette approche classique en fixant la famille de champs de vec-
teurs X = {Xy,..., X, } décrite dans la page 90.

On utilise pour cela les fonctions auxiliaires m-vectorielles définies sur G :

Y= (901’ P25 - ()Om) S Cé(G,Rm)

Nous considérons alors ’ensemble de fonctions
F={peCG,R")/|¢lle <1}

olt ici on a posé [[¢lle = (X272 ¢3)?|le- Voici une premiere caractérisation de cet
espace :

Définition 4.1.2 On dira qu’une distribution tempérée f est a variation bornée (par
rapport a la famille de champs de vecteurs X ) si et seulement si les dérivées prises au
sens des distributions X1 f,...,. X, f, sont des mesures piy,...,[t,, de masse totale fine. On
a alors :

1f Iy = gl + - 4 [l (4.3)

Une définition équivalente est donnée ci-dessous :

| fllBv = sup {/(}f(x) Zstoj(x)d:v} < 400 (4.4)

ou X7 est lopérateur adjoint a X; dans L2
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Remarque 4.2 Le lecteur attentif observera que cette définition n’est pas canonique. Il
n’y a pas d’invariance par changement de base. C’est pourquoi on note souvent dans la
littérature BVx(G) pour indiquer la dépendance de cet espace vis-a-vis de la famille de
champs de vecteurs. Dans notre travail, nous fixons la famille X de la page 90 et nous
conservons la notation utilisée dans la formule (4.3).

Exposons tout de suite deux propriétés évidentes : on considere d’abord la dilatée f, =
f(ax) de f (a > 0) pour obtenir 'identité homogene suivante

1 fallay = "N sy

Observons ensuite que si f € W (G) on a, par une intégration par parties dans (4.4),
I’égalité :
11y = IV fl]- (4.5)

Nous avons alors I'inclusion d’espaces Wh! c BV .

Avant de passer a la suite nous donnons un exemple de fonction a variation bornée
sur le groupe d’Heisenberg H.

Rappelons que le gradient est donné par V = (X3, Xs) ou X7 = 0, — %xgﬁmg et
Xy = 0,y — 3210, et que la norme | - | est définie par la formule :

2| = [(&3 + 3)® + 1622] .

Considérons maintenant un parametre o € R et f une fonction suffisamment réguliere
définie par f(z) = 1/|z|** si |x| < C et & décroissance rapide a U'infini.

Nous nous intéressons donc au comportement de la fonction au voisinage de 'origine.

En appliquant les champs de vecteurs X; et X5 a la fonction f nous obtenons :

%Y
Xif(x) = Axoxs — x1 (22 + 22
et
—4a 9 9
Xzf({lj') = 2]04-{-1 [433'1.%'3 + .Tg(l'l + .TQ)]

(27 4 23)? + 1623
1

Il est alors facile de vérifier que X f et X,f appartiennent a L .
si v < 3/4 et on conclut que cette fonction appartient a ’espace BV'.

(H) si et seulement

Observons finalement que, pour ces valeurs de «, la fonction f appartient a ’espace
L3 et que cet exemple illustre I'inclusion BV C L*3. Nous reviendrons & ce type d’in-
clusions dans la section 4.3.

Une deuxieme caractérisation de ’espace des fonctions a variation bornée est donné
par la définition qui suit.
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Définition 4.1.3 Une fonction f appartient a BV (G) si elle s’annule au sens faible a
linfini et sl existe une constante C' telle que l’on ait pour tout y € G :

!éV@wD—ﬂ@MxSCM (4.6)

Remarquons toutefois que cette caractérisation est équivalente et ne fournit pas la
méme norme que celle exprimée précédemment.

Montrons tout d’abord que (4.6) implique (4.4).

Pour cela, nous allons tester (4.6) sur y = e, = («, 0, ...,0) dont la norme |y| vaut .

On obtient : .
[ e) — f@)] = X0 f

Le lemme de Fatou entraine alors || X f||; < C. On procede de la méme maniére pour les
autres champs de vecteurs Xj.

L’implication (4.4) =(4.6) se déduit quant a elle du théoréme 4.1.1.

Nous venons de vérifier le

Théoreme 4.1.2 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

() [f(z-y) = f@)]ly < Clyl

(b) X;f sont des mesures de masse totale finie si 1 < j < m.

Il est important de remarquer ici que l'espace définit par (4.6) est différent de celui
caractérisé par la condition suivante :

Léuwww—ﬂmwxscm. (4.7)

De facon équivalente, 1'espace caractérisé par les champs de vecteurs invariant a gauche
(4.4) est différent de celui définit par les champs de vecteurs invariants a droite {Y;}1<;j<m.

Nous illustrons cette remarque par un contre exemple dans le groupe de Heisenberg?.

On note BV, I'espace définit par (4.6) ou (4.4) et BV, I'espace définit par la condition :
Y;f sont des mesures de masse totale finie si 1 < j < m.

Pour voir que ces espaces ne sont pas les mémes, on fixe ¥ € S(H) et l'on écrit
Ya(x) = Y(a™' - x) pour a = (a1, as,a3) € H. Le lecteur peut vérifier par lui-méme que

2Les notations sont celles du chapitre 2.
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I'on a bien v, € BV, (H).
Cependant, si 'on considere ’espace invariant a droite les calculs sont différents.
Détaillons-les :

1

Yla™tx) =1 (.m —Qy,Te — A2, T3 — a3 + 5[612331 - a1~”32])

On évalue alors Y| = 9/0z1 + %xga/ﬁxg :

0 1
Yita(z) = %Qﬁ (901 —ai, Ty — A, r3 — az + 5[02901 — a1$2])
1 0 1
"‘_(33'2 + sz)—w Ty —a1,T2 — Q2,3 — A3 + —[azl'l — alxg] .
2 €T3 2

Nous écrivons a présent :

0 1
Yiva(z) = —83:1 (951—a17$2—a2,9€3—a3+§[a29€1—a1332])
+ Lo — Q2 0 +1[ ]
— U2y —ay,x9 — as, x5 — as + =|asxry — a1z
5 D25 1 1, T2 2,23 8+ 5laaty 172
+ +1[ ]
as—1 | 21 — a1, x0 — a9, T3 — a3 + =[asx1 — a1xs] | .
283:3 1 1, T2 2,23 8+ 5la2mn 172

Lorsqu’on calcule la norme L! de ces termes, aprés un changement de variable, nous
retrouvons ||a%1w||1 et ||$28%3¢||1, qui sont bien des quantités bornées, mais la partie

|as| H%zﬁ”l dépend de as.

En raisonnant de fagon similaire pour Y5 on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.1.2 Soit a = (a1, as,a3) un élément de H avec ay,as # 0. Alors la norme dans
BVy(H) de v, tend vers +oo quand |a| — oo tandis que la norme dans BV,(H) de ces
fonctions est constante.

Cette distinction sépare ces espaces de fonctions selon leur invariance par translations a
droite ou a gauche. Ceci étant dit nous fixons notre choix sur les espaces invariants par
translations a gauche.

4.2 Principales propriétés

4.2.1 Propriétés analytiques

Nous exposons dans les deux lemmes ci-dessous les résultats dont nous aurons besoin
pour les démonstrations des sections suivantes.
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Lemme 4.2.1 Si(fi)ken est une suite de fonctions dans BV (G) et si cette suite converge
vers f au sens des distributions, alors f appartient a BV (G) et on a la majoration

I£llov < liminf] felov- (18)
Pour une preuve de ce lemme on renvoie le lecteur a [4], [32].

Le résultat qui suit nous permet d’approcher les fonctions de BV par des fonctions
différentiables :

Lemme 4.2.2 Soit f une fonction a variations bornées sur G, il existe alors une suite

de fonctions (fi)ken € BV (G) NC>®(G) telle que :
o lim |/~ il =0
° ,}iggonkIIBv = fllBv-

Voir une démonstration dans [32].

Grace a ce lemme, nous pouvons réduire quelques unes de nos vérifications aux fonc-
tions différentiables pour lesquelles on a la propriété (4.5).

4.2.2 Propriétés géométriques
Nous commencons cette section par la définition :

Définition 4.2.1 Soit E C G un ensemble mesurable. Nous dirons qu’un tel ensemble
est a périmetre fini si
Ppy(E) = [[1g|pv < +oo. (4.9)

La propriété qui nous intéresse le plus est la formule de co-aire qui nous permet de
calculer la norme BV a partir des périmetres des ensembles de niveaux.

Fixons tout d’abord une notation :

Définition 4.2.2 Soit f € BV(G) a valeurs réelles. Pourt € R on définit ’ensemble de
niveay par

E, = {f(x) >t} (4.10)
Nous obtenons alors le théoreme suivant :

Théoreme 4.2.1 Soit f une fonction a variation bornée définie sur G. Nous avons :

(a) Les ensembles de niveau sont presque tous a périmetre fini :

ng(Et) < 400 ppt. te€ R.
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(b) La formule de co-aire est donnée par

+o0
£y = [ Pav(E e (1)

[e.9]

Nous prions le lecteur de consulter une démonstration de ce résultat dans [38].

Il existe bien stur d’autres propriétés géométriques importantes de ces espaces mais
nous les passons sous silence pour ne pas alourdir notre exposé. Nous reprendrons une
partie de cette discusion au chapitre prochain.

Le lecteur peut toutefois consulter [60] et [38] pour une étude plus détaillée de ces
propriétés (qu’elles soient géométriques ou analytiques) sur les groupes stratifiés.

4.3 Quelques inégalités pour ’espace BV

Nous divisons notre étude en deux étapes ou l'on reprend les idées des chapitres
précédents pour les appliquer aux fonctions a variation bornée.

4.3.1 Reésultats classiques

Nous commencons cette premiere partie par les relations bien connues entre 1’espace
BV et les espaces de Lebesgue, en particulier nous avons la

Proposition 4.3.1 Soit f € BV(G) et soit N la dimension homogene du groupe G, on
a alors l'inégalité suivante :

1A llvyv—y < Cli fllsv- (4.12)

Remarquons, avant d’attaquer la démonstration, que cette inégalité est invariante par
rapport aux dilatations.

En effet, en posant f,(z) = f(d[z]) pour @ > 0, on obtient par un calcul évident :

I fallvyv-1) < Clifalley <= o NV fllvyv-r) < o' NC||f|l v

Passons maintenant a la preuve de la proposition 4.3.1.

Supposons d’abord que f € BV NWU!. L'estimation fondamentale (4.12) résulte alors
du théoreme 3.3.1 a condition de savoir que

LN/ o B (V=hee, (4.13)

Cette derniere inclusion se démontre en appliquant la définition thermique de I'espace
de Besov BN >

N—-1
”fHBO—O(N—l),oo =supt 2 [|[Hif] -
>0
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Ainsi, si f € LN/ N=1) "nous avons la majoration suivante

[Heflloo < 1Rl wl]f vy v-1);
qui nous permet d’obtenir 'inculsion (4.13) puisque 'on a |||y = C(t/2)3=N) (cf. cha-

pitre 2).

Avec ce résultat, un simple passage a la limite nous permet d’obtenir le cas général.
|
Voici maintenant une premiere amélioration de (4.12) :

Théoréme 4.3.1 Soit f une fonction appartenant a BV (G), alors la norme de f dans
espace de Lorentz LN/ V=11 est majorée par la norme de f dans BV :

1A llvyv-n0 < Clifllsv- (4.14)

Pour la preuve de ce théoreme nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 4.3.1 Soit f € BV NC* et soit f; = Lijz)>ey. Alors :

+oo
H |

Voir une démonstration de ce lemme dans [84].

—+o00
< [ Il de.
N/(N—-1),1 -

e}

Remarquons a présent que, pour une fonction indicatrice d’ensemble, les normes L? et
LP! sont égales.

Il suffit alors d’appliquer 'estimation fondamentale (4.12) a ces fonctions indicatrices
et d’utiliser la formule de la co-aire (4.11) explicitée par le théoreme 4.2.1, pour conclure
avec un argument d’approximation.

Présentons finalement un exemple sur le groupe de Heisenberg qui illustre cette inclu-

sion.
1

Soit -
oit S0 = g I P

ou > 0.

Alors, en suivant les calculs de la page 93, on a que f € BV si et seulement si § > 1.
Dans ce cas nous avons aussi f € L¥/31.

Observons qu’avec ces résultats nous avons la suite d’inclusions suivante :
. . N .
B/ c Wt ¢ BV ¢ LNW-D ¢ [v=1 ¢ Bb

On se propose d’améliorer dans la section suivante les estimations classiques (4.12).
Etant donné que cet espace n’admet pas caractérisation équivalente en fonction des blocs
dyadiques, nous nous tournons vers l'approche exposée dans la section 3.3 du chapitre
précédent.
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4.3.2 Inégalités Précisées pour l’espace BV

Une fois que nous avons a notre disposition des estimations précisées faisant intervenir
'espace de Sobolev Wh!: nous pouvons déduire, grace a un argument d’approximation,
le théoreme suivant :

Théoreme 4.3.2 Soit f une fonction définie sur un groupe de Lie stratifié G appartenant
a lespace BV et a l’espace de Besov BZ»* ou 3 =1/(q—1). On a alors, pour 1 < q < oo,
[inégalité suivante :

1£lla < CUFIBEF I 0 (4.15)

1 suffit en effet de prendre f € BV NW ! pour obtenir cette estimation grace au théoréme
3.3.1. Le cas général s’obtient par un passage a la limite.

Nous exposons quelques corollaires importants.

Corollaire 4.3.1 En posant, dans le théoreme ci-dessus, ¢ = 2; on obtient [inégalité
fondamentale suivante :

1£12 < ClABvILAN e (4.16)

Remarquons que ce résultat a premierement été démontré dans le cadre euclidien par
une méthode faisant intervenir (méme si cela parait surprenant) des coefficients d’onde-
lettes (cf. [19]). Ensuite des améliorations ont été proposée toujours en adoptant cette
démarche. Nous ferons une discussion de tout ces aspects au chapitre suivant.

Ecrivons pour finir deux autres conséquences du théoreme 4.3.2.

Corollaire 4.3.2 Soit n la dimension topologique du groupe, on a alors, en posant cette
Jois-ci q = 5, l'estimation :

1-1/n 1/n
111y < CUE " 11 e (4.17)
Corollaire 4.3.3 Si maintenant ¢ = %, ou N est la dimension homogéene du groupe,
on a aussi :
1=1/N | p|1/N
1 llvsv— < CIF ™ 11w (4.18)

4.3.3 Reésultats faibles

Nous avons vu au chapitre 3 qu’il était possible de considérer un espace de Sobolev
dans la partie de gauche de l'inégalité (4.15). Toutefois, nos résultats étaient de type

faible :
1Fllize < CIVLIRIAI e
ou 1 <p<q< et le parametre § est fixé pour préserver 'homogénéité de I'inégalité

par rapport aux dilatations.

En utilisant un argument d’approximation dans le théoreme 3.3.3 nous obtenons le
résultat suivant :
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Corollaire 4.3.4 Soit 1 < g < oo et soit f une fonction a variation bornée appartenant
a espace de Besov B> avec 3 = %. Nous avons alors 'inégalité,

1 1-1
1/ lhise < CUAIERIL s (4.19)
pour 0 < s < 1/q.

Observons que nous ne savons pas comment obtenir des estimations fortes, a partir
des inégalités (4.19), en utilisant les méthodes que nous avons décrites dans les chapitres
précédents.

Est-il possible dans ce cas de contourner cette difficulté ? Une réponse est donnée (du
moins dans le cadre eucliden) dans le chapitre qui suit.



Chapitre 5

Retour aux ondelettes

Oublions pour un instant les groupes de Lie stratifiés ou nous avons exploré les pos-
sibilités et les avantages que nous offrait les variantes de la pseudo-inégalité de Poincaré.

Nous avons vu aux chapitres précédents que, bien que 1’on puisse traiter directement
certains résultats, notre étude se heurtait a de sérieuses limitations; en particulier pour
le passage des inégalités faibles aux inégalités fortes.

Il est cependant possible, dans le cadre euclidien et en utilisant une toute autre ap-
proche, de donner une presque caractérisation de l'espace BV en terme de coefficients
d’ondelettes qui permet d’obtenir des inégalités précisées fortes. De prime abord cette
assertion semble dénuée de sens : 'espace des fonctions a variations bornées n’a pas de
base inconditionnelle !

Précisons un peu nos propos. Tout espace fonctionnel se caractérise par une certaine
propriété des coefficients d’ondelettes des fonctions de cet espace. Mais il y a deux cas
possibles : soit cette propriété ne porte que sur les modules des coefficients (c’est ce qui
définit les bases inconditionnelles), soit elle implique aussi les phases de ces coefficients
(pas seulement les modules) et alors la propriété est inexploitable.

Ce que nous pouvons faire alors pour I'espace des fonctions a variation bornée, c’est
d’encadrer la norme dans cet espace par une expression du type suivant

Cill - [l < M- v < Cof - ]| (5.1)

ot les termes || - ||« et || - ||+« font intervenir uniquement les modules des coefficients d’on-
delettes.

On avait déja souligné que 1’on disposait de I'inclusion B% & & BV et ce résultat consti-
tue la premiere partie (celle de droite) de ’encadrement annoncé.

La deuxieme partie découle quant a elle d’une estimation faible des coefficients d’on-
delettes indexés sur les cubes dyadiques.

101
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Nous allons détailler dans la section 5.1 cette estimation en utilisant comme cadre
ambiant R™. Nous verrons par la suite que la généralisation aux groupes stratifiés présente
quelques difficultés.

5.1 Le cas Euclidien

Une des premieres applications de la théorie des ondelettes pour encadrer la norme de
I'espace des fonctions a variation bornée peut se trouver dans 'article [19] ou I'on trouve
déja l'essentiel des méthodes que nous exposons ici.

Cette approche consiste a utiliser une base d’ondelettes a support compact, en particu-
lier la base de Haar et les cubes dyadiques, pour minorer avec des coefficients d’ondelettes
la norme de 'espace BV. Quelque temps plus tard, une partie de ces auteurs ont amélioré
ce procédé dans [20]. La conclusion de ces démarches est alors le théoreme suivant qui
donne des estimations fortes faisant intervenir les espaces BV, de Besov et de Sobolev :

Théoreme 5.1.1 Soit f une fonction a variation bornée définie sur R". Soit 1 < g <2
et 0 < s <1/q, on fize B = %. Si de plus f € B> (R"), alors nous avons l’estimation

1F lvrea < CUAN BV 115 e (5.2)

Observons que par cette méthode nous obtenons une version forte des inégalités ex-
posées dans la section 4.3.3 du chapitre précédent.

Nous allons parcourir rapidement la démonstration de ce résultat. Le lecteur souhai-
tant voir tous les détails peut consulter [20] ou [58].

Pour cela, nous décomposons la preuve de ce théoreme en trois parties : nous expli-
quons d’abord le travail préalable de renormalisation nécessaire, nous vérifions ensuite
une estimation faible qui compléte I'encadrement (5.1) pour finalement obtenir, avec un
argument d’interpolation, la conclusion recherchée.

5.1.1 Renormalisation

Le point essentiel de ce paragraphe est la caractérisation des espaces fonctionnels in-
tervenants dans l'inégalité (5.2) par les espaces de suites donnés par la définition 5.1.1.

Avant d’énoncer les résultats, il est nécessaire de renormaliser les ondelettes de facon
différente. Nous commencons alors notre étude en considérant deux ondelettes ¢° et 1!
définies sur R, a valeurs réelles et a support compact. Pour e € V' = {0,1}"\ {0, ...,0} on
définit alors la fonction

V() = ¢ (@) - - P (@)

Soit maintenant D l’ensemble des cubes dyadiques construit a partir du cube unité
Q = [0, 1[" par dilation et translation. En particulier, pour tout cube I = 277(k + [0, 1[")
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dans D, nous avons la formule suivante pour son volume : |I| = 279",

De plus, pour tout € € V', nous définissons 1’ondelette :
i (x) = 20D (2T — k). (5.3)

Observons qu’ici la normalisation des ondelettes est faite par rapport a I’espace BV
et non plus par rapport a I’espace de référence L? : il existe alors deux constantes O et
(5, dépendant uniquement des normes dans BV des fonctions ¢! et ¢°, telles que

Cy < |[villsy < Co.

Nous savons par la théorie générale des ondelettes que les fonctions (¢¢) rep cey forment
un systeme orthogonal complet dans L?.

Soit a présent f une distribution tempérée sur R”, la décomposition par ondelettes de
f est alors formellement définie par

F=)_fiws on ff=(f ). (5.4)
el

Nous passons maintenant aux définitions des espaces £ qui nous permettrons de ca-
ractériser les espaces de Sobolev et de Besov dont nous avons besoin.

Définition 5.1.1 Soit v € R et soit 1 < p < oo. On considere ’ensemble de suites
(my)ep indexées par les cubes dyadiques.

1. L’espace (2(D) est défini par :

1/p
||(m[)[ep||€§ = [Z |I|(1—p)7|m1|p] (55)

1eD

2. L’espace 2>°(D) est, quant a lui, défini par :

[(m1)rep || 65> = sup o” Z HE (5.6)

0
770 > al

Remarquons que, lorsque v = 0, ces caractérisations correspondent aux espaces (? et
(P-faible classiques.

De plus, si p = 1, on a I'égalité, pour tout v, entre ¢! et £}.

En revanche, il faut noter qu’il n’y a pas d’inclusion naturelle pour les espaces E#OO et
les espaces (!-faible lorsque ~y varie.
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Nous allons maintenant caractériser les espaces de Besov Bj? avec des coefficients
d’ondelettes f; indexés sur les cubes dyadiques® de sorte & pouvoir utiliser les nouvelles
définitions données ci-dessus.

Lemme 5.1.1 Soit p/ l'ezposant conjugué de 1 < p < oo. Poury =1+ (o0 —1)p'/n on a
la norme équivalente

111 ge =~ 1l - (5.7)

Nous observons que cette caractérisation est bien en accord avec celle des espaces de Besov
par coefficients d’ondelettes, la différence réside dans I'usage des normes a poids 2.
En effet, la définition usuelle est donnée par des ondelettes normalisées sur LP,

Yrp = |T[MV7 "y,

avec leurs coefficients correspondants fr,. On obtient donc :

1 Fllgge = WAL 1, D). (5-8)

Le lien entre les caractérisations (5.7) et (5.8) est alors donné par la formule

fl,p — |[‘1/n71/p/fl.

Plus particulierement, pour les espaces de Besov qui entrent en jeu dans les inégalités
(5.2) nous avons la relation :

oc—1

1 sge = 1 f1llege ) siy=1-— (5.9)

n

Etant donné que, pour 1 < p < oo, on a l'égalité d’espaces LP = Bg’p; nous sommes
en mesure de donner une autre caractérisation des espaces de Lebesgue :

/

. p
fllze = I frlleppy iy =1-" (5.10)

~ Remarquons que cette approche ne permet pas de traiter les espaces de Besov du type
Bp® il faut que les indices p et g soient égaux.

5.1.2 Caractérisation de BV

Nous allons donner, grace au travail qui vient d’étre présenté, un encadrement de la
norme de BV par des termes faisant intervenir les espaces & et E}/“’O.

Voyons cela un peu plus en détail.

Par la normalisation des ondelettes, si I'on a (f7);ep € £1(D), alors la fonction définie
par [ = ,.p frr appartient a 'espace BV et vérifie :

'Nous omettons ici, par un abus de langage évident, la sommation sur le parametre ¢ dans la formule
(5.4)
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118y < CI(fD)llerp) (5.11)

Avec cette majoration nous avons la premiere partie de I’encadrement recherché.

L’estimation de gauche de (5.1) est plus délicate a obtenir (cf. [20]) et fait 'objet du
théoreme suivant.

Théoréme 5.1.2 Soity < 1—1/n et soit f € BV (R"). Alors, la suite (f1)ep appartient
a l’espace E%’OO(D). Plus précisément, il existe une constante C' = C(v) telle que, pour toute
fonction f € BV et pour tout € >0 on ait :

S <cefllsyv. (5.12)

|fr[>el 1]

Si l'on note par bv(D) lespace des coefficients d’ondelettes (indexés sur les cubes dya-
diques) des fonctions de BV, on a Uinclusion : bu(D) C £1°°(D).

La preuve dans le cas du systeme de Haar apparait pour la premiere fois dans [19].
Comme nous allons le voir, cette preuve ne fonctionne que pour le systeme de Haar. Mais
le théoreme 5.1.2 est également vrai pour des ondelettes régulieres a support compact.
Dans ce cas, la preuve est indirecte. Elle sera rappelée dans ce qui suit.

Cette estimation faible nous donne l'injection de bv dans E#OO. Nous obtenons presque
une caractérisation de ’espace BV en termes d’ondelettes :

0; C (D) C . (5.13)

Nous allons commenter rapidement la démonstration de ce théoreme pour mettre en
lumiere quelques points dont I'importance sera explicitée dans la section 5.3.

e La premicre étape utilise principalement les propriétés d’arborescence des cubes
dyadiques. Introduisons quelques notations :

Définition 5.1.2 Soit f € BV N C®(R"™) et soit g une fonction L™ supportée par
10,1[" telle que [ gdx = 0. Pour I = 279(]0,1["+k) un cube dyadique dans D on note
91 =2g(2 - k).

Nous définissons alors les quantités :
o cr(f) = (fr a0l
o r1(f) =17 f = mi(H)llaa.

o wi(f) =171 [ [, 1f(2) = f(y)|dwdy.
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Observons que l'on a les relations suivantes entre ces objets

cr(f) <llglloers(f) et ri(f) < wi(f). (5.14)

On va étudier et donner des éléments de démonstration d'une inégalité légerement différente
de celle donnée par (5.12) :

dooup<ceatflsy (5.15)

ler(F)I>elI]Y

Remarquons que cette estimation suffit dans le cas du systeme de Haar. Mais, dans les
autres cas et si I'on dispose de la majoration ci-dessus, on ne peut pas remplacer tout
simplement les coefficients c;(f) par les coefficients d’ondelettes f;. Il existe toutefois une
solution technique due a Yves Meyer [58] qui nous permet de faire le passage des quantités

cr(f) a fr.

Ceci étant dit, nous allons nous concentrer sur la preuve de (5.15) avec le

Lemme 5.1.2 Sous les mémes hypothéses du théoreme 5.1.2 nous avons

S < et fllsv, (5.16)

IEAG
ot Ae ={I € DJwi(f) > €|I|"} (nous utilisons le fait suivant c;(f) < wi(f)).

Toujours en suivant [20], il est possible de voir qu’avec des décompositions tres par-
ticulieres de 'ensemble A, (qui utilisent les propriétés des cubes dyadiques ainsi que les
relations (5.14)), nous pouvons réduire la vérification de I'estimation faible (5.16) & une
majoration forte du type :

> _wi(f) < Clfllsv, (5.17)
IeR
ou R est un “bon” sous-ensemble de A..

Il suffit a présent de raisonner par convexité, car il s’agit maintenant d’une estimation
dans un espace vectoriel normé. On utilise alors la formule de co-aire et on se limite aux
fonctions indicatrices d’ensembles rectifiables.

Nous supposons sans perte de généralité (cf. [20]) que f = 1p € BV ou E est un
ensemble & bord régulier tel que I'on ait soit |E| < oo, soit |E¢| < oo.

e [’étape suivante utilise les propriétés géométriques de 'espace BV :
Tout d’abord une définition :

Définition 5.1.3 Soit Q C R™ un ensemble ouvert. Nous dirons que ) est une domaine
d’isopérimétrie si, pour tout ensemble E a périmeétre fini et a bord régulier, on a l’esti-
mation :

min{|ENQ;|E°NQ}' V" < CH" 1 (QNIE). (5.18)

ot H™ ! est la mesure de Hausdorff n — 1 dimensionelle.
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Observons que les cubes euclidiens au méme titre que les boules euclidiennes sont des
domaines d’isopérimétrie.

Maintenant, avec I'inégalité (5.18) et en sommant sur tous les cubes qui intersectent
le bord OF, on obtient :

> wi(f) < CHYOE),
IeR*
ou R*={I e R:-min{|ENI|;|E°NI|} > 0}.

Nous utilisons a présent le fait H" 1 (9F) = || 1|/ sy pour obtenir la majoration (5.17).

Etant donné que ' = £ C €5, le lemme 5.1.2 implique I'inégalité (5.15) ce qui nous
permet de conclure.

Le lecteur peut consulter tous les détails de la démonstration dans [20].

5.1.3 Applications aux inégalités

Notre point de départ pour utiliser les inclusions (5.13) dans les inégalités que nous
nous proposons de vérifier est donné par le fait suivant (cf. [9]) :

Pour tout exposant v € R et pour 1 < p < oo nous avons le résultat d’interpolation

8= (05,0),,= (6.057),, (5.19)
si0<6<1etsi
1 1-46
-=—+0.
q p
Muni de cette égalité (5.19) nous obtenons 'estimation :
[Ny < CIADIG <D, (5.20)

ot (A7)rep est une suite de réels indexée par les cubes dyadiques.

Si maintenant les \; représentent les coefficients d’ondelettes f7, en faisant 1’'identifi-
cation de ces coefficients avec les espaces fonctionnels comme dans la section 5.1.1, nous
obtenons le résultat suivant (cf. [20]) :

Théoréme 5.1.3 Supposons que v < 1 — 1/n et soit (o,p) tels que y =1+ (o —1)p /n
pour un certain 1 < p < oo. Alors, pour tout 0 < 6 <1 on a :

BU(R") = <Bg’p(R”),BV(R”)>6q (5.21)
1 1-46
avec les valeurs —=——+460 e s=(1—-60)o+0.
q p
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Ceci nous permet d’obtenir un type d’inégalité donné par le corollaire qui suit

Corollaire 5.1.1 Avec les mémes notations précédentes nous avons :

1l gpe < Cl B IS o (5.22)

Remarquons qu’ici le parametre o appartient a l'intervalle | — 0o, 1/p[ et que s < % +0
pour vérifier les hypotheses du théoreme.

En utilisant la proposition 1.1.1 nous savons que W2 = B§2 et nous disposons alors
d’une inégalité qui fait intervenir les espaces de Sobolev (avec § =1/2) :

1 l5sz < CUF VIl g2e-10e (5.23)

Avec le théoreme ci-dessus et avec cette identification d’espaces, nous sommes en mesure
d’énoncer le résultat suivant :

Théoréme 5.1.4 Sif =1/q et sip=o00 on a

1l < CUANENF 1505 (5.24)

avec 0 < s<1/q,1<qg<2et = 1q__slq.

Venons-en a la preuve. Nous utilisons I'inclusion Bg’q C W4 pour 1 < ¢ < 2 et nous
I'appliquons a la partie de gauche des inégalités (5.22). Insistons toutefois sur le fait que
cette démonstration utilise toute la force du théoreme 5.1.2 : sans cette estimation faible,
rien de ce qui précede subsiste en dehors des résultats exposés au chapitre précédent.

On ne peut donc que rapprocher cette inégalité avec celle trouvée dans le corollaire
4.3.4 p. 100. Nous remarquons qu’ici nous avons des inégalités fortes.

Cependant, si dans cette majoration nous avons bien une estimation plus forte, elle
n’est valable que si 1 < ¢ < 2, tandis que dans (4.19) on a plus de liberté puisque le
parametre ¢ est dans l'intervalle |1, oof.

5.2 Contre exemples

Dans tout ce paragraphe nous nous plagons dans I’espace euclidien et nous considérons
encore une fois I'inégalité :

1£12 < ClAIBvILN e (5.25)

que nous avons démontrée au chapitre 4 en utilisant la méthode de M. Ledoux.

Nous avons vu également comment une minoration de la norme de ’espace BV par
une norme ¢*-faible nous permettait d’obtenir cette méme estimation (5.25).
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Grace au traitement expliqué dans les sections ci-dessus, cette inégalité se réécrit en
terme de coefficients d’ondelettes comme

1f1l% < Cllfillooll frllee (v =1-2/n) (5.26)

Dans cette section, nous souhaitons savoir s’il est possible de combiner ce résultat
particulier, qui se démontre sans ondelettes, avec le fait général suivant

Izl < Clllllzlles = llzlle < Cllz]l.

pour obtenir une nouvelle preuve du théoreme 5.1.4.

Autrement dit, 'approche proposée par M. Ledoux fournit-elle une nouvelle preuve
du théoreme A. Cohen?

Ou encore, en termes plus généraux, si I'on dispose d’une certaine norme || - ||, sur un
espace de suites vérifiant 1’estimation

lzl[2> < Cllllll2lle, (5.27)
pouvons-nous obtenir la majoration
[z]leoe < Cllafle 7 (5.28)

L’intérét de cette démarche réside dans le fait que si (5.27) implique (5.28) on serait
alors en mesure d’en déduire toutes les inégalités étudiées dans la section 5.1.3 en suivant
le méme procédé d’interpolation.

Nous souhaitons appliquer cette démarche au groupe de Heisenberg ou I'on dispose de
I'inégalité fondamentale (5.25) grace aux résultats du chapitre précédent.

Malheureusement 'implication (5.27) = (5.28) est fausse : nous pouvons exhiber des
normes telles que (5.27) soit vraie, mais pour lesquelles la propriété (5.28) est mise en
défaut.

Nous nous proposons, dans les pages suivantes, de construire diverses normes || - ||, qui
soient définies sur ¢1(Z) qui illustrent que cette implication n’a pas lieu. Cette étude fera
donc 'objet des théorémes suivants ot 'on notera par commodité || - ||, au lieu de || - ||ga
et ||+ 10 pour ||+ flerce.

Voici notre premier théoreme :

Théoréme 5.2.1 [l existe un espace de Banach E de suites x(n), n € N, vérifiant :
(a) (*(N) C E et la codimension de (*(N) dans E est infinie.

(0) 125 < Cllzlgllzllo
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(c) il n'existe pas de constante telle que l'on ait, pour toute suite x € ¢*

[2]l100 < Clizlle

au sens ou, pour tout A > 0,
A Card{n € N; |z,| > \} < C|z|g.

Pour la démonstration de ce théoreme nous commencons par la construction dune
nouvelle norme sur RY, ot N est un entier fixé. On considere le vecteur x = (T1,...,xN) €
RY que nous décomposons de facon optimale en

Tn = Y + An"23 (I1<n<N et XeR) (5.29)
afin de minimiser, sur ’ensemble de ces décompositions, la fonctionnelle :
N
w(y) = _lunl + Al (5.30)
n=1
On définit alors la norme
|||« = inf w(y) (5.31)

ou la borne inférieure est calculée sur 'ensemble de toutes les décompositions (5.29).

Nous obtenons la

Proposition 5.2.1 ] existe une constante absolue C' telle que l'on ait, pour tout N > 1

et tout x € RY, la majoration
|23 < Cllzll«[lx]lo (5.32)

On pose € = ||z]|« et I'on appelle A = A(x) la valeur optimale de \ telle que

N
Il = lyal + Al (5.33)
n=1

Pour vérifier (5.32), on commence par considérer le cas |A\| > 10e. On traitera ensuite
le cas |A| < 10e.

Si [A| > 10€ :

Dans ce premier cas, on définit un entier Ny par la relation

N<|i|3/2N 1
0 < %% < Ng + 1.

e On suppose d’abord que N > Nj et on écrit alors :

N No N N
Sz <Y a2 Y P2 Y A (5.34)
n=1 n=1 N n=Np+1 PN n=Nog+1 P

1 2 3

Nous allons majorer ces trois termes par trois lemmes différents.
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Lemme 5.2.1 Nous nous intéressons au premier terme de la somme. On a alors [’esti-

mation
No

> Jaal? < ezl (5.35)

n=1
En effet, nous avons :

No
D fanl? < €Ny = €(Noe)

n=1

par une premieére majoration (nous avons utilisé € = ||z||).

Orsi 1 <n < Npon a, par définition de Nj : |/\|n_2/3 > 2e.

2/3 nous avons

Alors, comme x,, =y, + An~
[yl = A7 = |2, > €
et donc ||x]|« > eNp.

Ainsi, on obtient

No No
D lzal® < e(Noe) <€) [yal < el
n=1 n=1

d’ou le résultat.

Remarque 5.1 On a, par définition de Ny, la majoration Noe < 2N |y,| < |||

Cette observation nous sera utile par la suite. Nous passons a la deuxieme somme avec le

Lemme 5.2.2 On dispose de la majoration suivante

N

Y lyal < 3ellz]. (5.36)

n=Np+1

Maintenant nous sommes dans le cas ou Ng +1 <n < N.
Alors, toujours par la définition de Ny, on a Pestimation : |A\n=2/3 < 2e.

Donc nous avons l'inégalité |y,| < |z,| + [A|n=2/3 < 3¢ et alors :

N N
D7l <3¢ D yal < 3ell..
n=Np+1 n=Np+1
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Enfin, la troisieme somme est majorée par le

Lemme 5.2.3 v
> 0P < 12¢|a), (5.37)
n=No+1
Nous avons 'estimation
N N o
Z N8 — |\ Z n43 < |)\|2/ 23y — 3N
n=No+1 n=No+1 No

Etant donné que l'on a € = \_;INO—ZB’ il vient : |)\|2NO_1/3 = 4Nye? et, par le fait que
Noe < ||z||« (cf. Remarque 5.1), nous avons :

N
> TR < 12¢|a)s
n=No+1

Nous rassemblons tous ces résultats (5.35)-(5.37) pour obtenir la majoration de (5.34) :

N
> laf* < Celfz].
n=1

et nous avons fini I’étude du cas Ny < N.

e Pour Ny > N on procede tout simplement comme suit :

N Ny
S lwal <> Jal? < el
n=1 n=1

et cette estimation découle directement du Lemme 5.2.1.

Si |A] < 10e€ :

Ici, nous pouvons majorer brutalement la somme pour obtenir deux termes

N N N
Dozl <23 Jyal 2 AP
n=1 n=1 n=1

~—— —
1 2

e Pour le premier terme, I'inégalité triangulaire nous donne :

[yn| < |2n] + A0 < €+ 10€
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et alors
N N
D lynl? <11 Jya| < 11e]|]..
n=1 n=1

e Pour le deuxieme terme on utilise la majoration suivante

N N N
D PR < 10APe Y nTHE < 10\)\|2e/ Y3 dx < 30e|A\|? < 30¢|z]]..
n=1 n=1 1

Et il ne reste plus qu’a regrouper les deux sommes pour obtenir ce deuxieme cas.

Remarque 5.2 Cette proposition reste valable si I'on considere une intégrale au lieu
d’une somme dans l'inégalité (5.27) : nous ne sommes pas limité par 1’aspect discret de
cette problématique et 'on retrouve le méme résultat avec 'espace L([1, o0]).

Le role du parametre 2/3 dans la définition (5.29) peut sembler arbitraire, il est en
fait choisi pour que le contre exemple fonctionne et peut étre remplacé par n’'importe quel
réel a vérifiant 1/2 < o < 1.

Nous allons maintenant utiliser la définition de la norme || - ||, pour terminer la
démonstration du théoreme 5.2.1.

On pose alors N; = 27, j > 0 et Pon définit £ comme la somme (' d’espaces FE
de dimension finie 27. Ces espaces E; sont réalisés comme des espaces de suites x,, avec

201 < < 2L

Plus précisément, F; est 'espace du théoreme précédent, a ceci pres que l'indice n de
la décomposition (5.29) est maintenant n — 27 + 1.

Un vecteur x € E; s’écrit donc (2,,)9i<p<i+1 OU
Tn = tn+ AN — 27 +1)72/3. (5.38)

La norme ||z||g, sera alors définie par

inf > [yl + A

27 <n<2i+1

ot la borne inférieure est étendue a toutes les décompositions (5.38) de z,, € Ej.

Ceci étant, = (1,),>1 appartient & E si et seulement si () <peni+1 = 29 vérifie

o0
lzlle = lla¥]5, < oo.
0



114 Chapitre 5. Retour aux ondelettes

Montrons que 'espace de Banach E possede la propriété (b).
En fait nous avons [|z|3 = 307 [|21)]|3 et 'on a grace & la proposition 5.2.1, 'inégalité
1295 < ClleP| g, 29| oo. (5.39)

On a aussi [z = st>11()>||x(j)||oo et [lz]lz = 3¢ 129 .
JZ

Ainsi (b) s’obtient en ajoutant terme a terme les estimations (5.39).

Enfin (c) s’obtient en étudiant les suites particulieres u') € E qui valent 0 si n < 27
oun < 2% et (n — 2/ +1)~%3 sinon.

En effet, la norme de ) dans E ne dépasse pas 1 par définition, mais sa norme dans
(*-faible est supéricure & 20-1/3 car () > 272/30-1) &j 27 < n < 27 4 27~1; et le nombre
de ces n est 2771,

Remarque 5.3 On pourrait, des la proposition 5.2.1, ne pas se limiter a la dimension finie
et considérer I'espace de Banach B des suites z,, = y, +An"%/3, n > 1 ot y,, € £*(N). Mais
contrairement a ce qui se passe pour la dimension finie, la décomposition est maintenant
unique parce que n~2/3 ¢ (Y(N). Il en résulte que B = ¢* @ C est en fait isomorphe & ¢!
(on attribue a A I'indice 0 en posant zp = \).

Cette remarque implique la conséquence suivante. Pour le théoreme 5.2.1, nous pouvons
considérer directement l'espace E de suites x(n), n € N, défini par E = ¢! @ A(n"2/3),5
et les vérifications sont les mémes que celles exposées ci-dessus.

Dans la problématique exposée a la page 109, nous avons considéré une norme arbi-
traire || - ||« sans aucune propriété particuliere, or celle que nous avons en téte n’est pas
n’importe quelle norme : c¢’est la norme des fonctions a variation bornée.

Quelles restrictions pouvons nous imposer a cette norme || - ||, pour essayer d’obtenir
un résultat positif ?

Remarquons tout de suite que, si la base canonique de ’espace E est une base incondi-
tionnelle, notre probleme admet une solution comme nous l'indique le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.2 Si E est un espace de Banach de suites (x,),>1 et si, © € E et |y,| <
|z,| entrainent y € E, alors

Izl < Cllzllzllzllwe = 2l < Clllle

pour x € (L.
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Pour le voir, on commence par évaluer la norme ||z||g pour z = (x,),>1 donnée par
rp,=0sizx¢ Fetl<|z,]<2sine€F (F est un ensemble fini).

Nous obtenons alors, grace a ||z]|3 < C||lz| g% s
Card(F) < 20| |z| .
Considérons alors une suite arbitraire z € ¢! et soit F; = {n/277 < |x,| < 277t}
Définissons la suite y; par y;(n) = z(n) si n € Fj et y;(n) = 0 sinon.
Alors ||y;lle < C||z|| g, mais ||y;||z > %Card(Fj). Il vient
Card(Fj) < C2||z| g
]

Nous voyons que 1’on peut obtenir une majoration de la norme ¢!-faible, il suffit pour
cela que 'espace admette une base inconditionnelle. Mais ce n’est justement pas le cas
pour 'espace des fonctions a variations bornées.

On peut se demander quelles sont les propriétés dont dispose la norme BV qui pour-
raient faire qu'une approche comme celle-ci fonctionne.

Nous savons que la norme BV est invariante par translation; or les normes explicitées
ci-dessus ne le sont pas. Cependant, et méme en exigeant cette propriété, la démarche

proposée rencontre des difficultés. Voyons pourquoi :

Théoréme 5.2.3 On note || - || une norme sur un sous-espace vectoriel dense de (*(Z)
ayant les trois propriétés :

(i) Invariance par translation.
(11) Siy; =¢ejxj, oue; ==£1, alors ||y]| = ||z
(iti) ||2]3 < [|z]l |zl (x € €4(Z)).

Alors ||z]| > ||z||1-
Voici la démonstration : nous appelons S le simplexe x(j) > 0, Z?’;_oo z(j) = 1.

Si I'on prouve que le fait d’appartenir a S implique que ||z] > 1, cela suffira compte
tenu de (i7).

On désigne pour cela wy la suite wy (k) = % si0 <k < N-—1;wn(k)=0sinon. Nous
formons x * wy et l'on a
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Lemme 5.2.4 Siz € S, alors ||z xwy||3 ~ & lorsque N — +o0.
Admettons pour un instant ce lemme.

Ce résultat suffit pour conclure, car ||z * wi|leo < ||Z]1|wn]lec = & et (iii) entraine

N
|z *xwy| > 1—€xy ot ey — 0.

Mais ||z *wn|| < ||z]|||lwn |1, grace & (i) et ||wn|[1 = 1; ce qui nous permet de conclure.

[e.9]
n=—oo

La preuve du lemme utilise la transformation de Fourier. On pose f(t) = > z(n)e™

et Kn(t) =>07 _wn(n)e™.

Nous avons alors :

1 ™
ol = 5 [ IEx(OPIF0) e
T™J—n
] eVt 5in2
Mais Ky(t) = S et [Kn(Df = da it

Puisque f est continue et f(0) = 1, nous avons 2= [7 |Ky(t)|?|f(¢)|[?dt — 1. En fait,
[T |Ky(t)|*dt = 1 par Plancherel et 25| Ky (t)|? est une approximation de I'identité.

On consideére maintenant le théoreme 5.2.3 et 'on supprime (i7). Nous obtenons alors
le résultat suivant :

Théoréme 5.2.4 Pour tout entier ¢ > 1 (aussi grand soit-il), il existe une norme, notée
| - ||+, définie sur ' et ayant les propriétés suivantes :

(a) || - ||« est invariante par translation.
() lll3 <zl llzllee (2 € €4(2))

(c) il existe z, tel que ||z,4||« = 1 tandis que la “norme” (%> de x, dépasse q.

Bien entendu, la norme ainsi construite dépendra de ¢q. On pourrait demander 'exis-
tence d'une norme faisant a la fois tout cela pour tout ¢ > 1. Nous ne sommes pas arrivés
a construire une telle norme.

Pour la démonstration de ce théoréeme, on désigne par A(T), T = R/27Z, l'algebre de

Wiener qui se définit comme I’ensemble des fonctions continues, 27-périodiques, dont la
série de Fourier f(0) = .72 c,e™? est absolument convergente :

+oo
> _leal = lIfa-
—00

La construction de la norme || - ||, part du lemme suivant :
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Lemme 5.2.5 Pour presque tout choiz des £1 la fonction g(0) = > o7 +n=3/* cos(nb)
est continue et gy(0) = S, £n~3/4 cos(nf) converge uniformément vers g().

Le lecteur trouvera une démonstration de ce lemme dans [49]. On fixe alors une de ces
suite de +1 telle que les conclusions de ce lemme soient satisfaites et ’on pose

2
ma(6) = 1+ Bgn(0)

olt 3 > 0 est assez petit pour que 1 < my(0). On choisit N = (2¢)*;

A toute suite x(n) € (3(Z), on associe la série de Fourier correspondante

[e.9]

£0) =" a(n)e™.

—00

o0

> lz(n)| et Pon définit alors ||z, = [|mnflla < oo.

Nous écrivons || f]ja =D,

L’invariance par translation est alors évidente : si z(n) € Z est translatée de 1, f(0)
est multipliée par e et il en est de méme pour my(#)f(#). Finalement la norme dans
I’algebre de Wiener n’a pas changé.

La formule de Plancherel s’applique et 'on a :

ol = 5 [ 1F@Fds < - [ mnt)£6)F(0)d = (M (). )

ou M(z) a pour série de Fourier my(6)f(6). Observons que 1'on a :
Iz < 1M (@)1 ]zl = llzll 2]l

En ce qui concerne la derniere propriété, on choisit f,(0) = m. Alors, de fagon

évidente il vient ||z, = 1.

Par ailleurs 2, = (£n=3/4);<,<n dont la “norme” (1> dépasse SN'/* = q.

5.3 Le groupe de Heisenberg

Nous revenons aux questions traitées en début de chapitre mais cette fois-ci dans le
cadre du groupe de Heisenberg.

On a vu notamment dans la premiere section que la preuve de l'estimation faible
concernant les coefficients d’ondelettes et la norme de 1’espace BV pouvait se faire en
utilisant la base de Haar, i.e. des fonctions indicatrices des cubes dyadiques.
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On dispose depuis longtemps de base d’ondelettes sur les groupes de Lie stratifiés [52].
Cependant la construction d’une base de Haar, et donc d’ondelettes a support compact,
est plus délicate que dans le cas euclidien.

En effet, il ne suffit pas de considérer un cube unité @ = [0, 1[x[0, 1[x[0, 1] (rappelons
que topologiquement on a H ~ R3), de le dilater (cette fois-ci avec les dilatations aniso-
tropes) et de le translater (avec la loi de groupe) pour obtenir un pavage de H. 1l existe
toutefois une méthode pour obtenir un pavage du groupe que nous expliquons ci-dessous.

5.3.1 Cubes dyadiques

Les cubes dyadiques dans le cas du groupe de Heisenberg ont été étudiés par Stri-
chartz [77] et présentent quelques propriétés remarquables. Nous rappelons la structure
de groupe avec, pour des raisons qui apparaitront plus tard, une légere modification par
rapport a la définition exposée au chapitre 2.

On a alors, pour (z,t) et (2/,t') € H~ C x R, la loi de groupe
(z,t) - (2, t)=(z+ 2, t+t +5(z 7)) (5.40)

ou S(z,2') = 2Im(zZ"). De méme, pour (z,t) € H, on fixe la dilatation dyadique par
0oz, 1) = (22, 2%1).

Si 'on considere plutot H ~ R? x R, la loi (5.40) devient tout simplement,
(z,y,t) - (2 ¢, )= (x+ 2" y+ v, t+t +2(ya’ — zy')). (5.41)
On fixe maintenant le réseau
I ={(m,n,l) € H/m,n € Z* 1 € Z}. (5.42)

La modification de la loi de groupe vient du fait que ’on souhaite avoir, pour v, et v € T,
la propriété ~; - 2 € I'; ce qui ne serait pas le cas si I'on conservait les notations utilisées
initialement. Observons que 'on a aussi dy(I") C T

Remarquons qu’alors les champs de vecteurs, ainsi que la norme, doivent étre redéfinis
a un coefficient pres pour avoir la cohérence d’ensemble nécessaire.

On considérera alors

g 0 et X2:2—2xg.

Xi= g, Ty oy o

La norme prend maintenant la forme suivante

1/4

2| = ((z* + ) + t?) (5.43)

-1

avec la distance associée d(z,y) = |y~ - z|.
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Apres ces considérations, nous définissons le cube fondamental sur le groupe de Hei-
senberg comme |’ensemble

T={(z,y,t) eH/0<z,y < 1;0<t— F(z,y) < 1} (5.44)

ou la fonction F'(x,y) est donnée par :

Flr,y) = 3 352" )lmod2; (2'(z, ). (5.15)
Nous avons noté ((x,y)) = (x,y) — [(z,y)], [] la partie entiere et S(-,-) est la forme sym-

plectique du groupe.

F1G. 5.1 — Le graphe de la fonction F(x,y).

Cette figure réprésente le ‘sol’ (ou le ‘toit’) du cube fondamental qui par définition est
délimité (en haut et en bas) par une telle surface.

Nous définissons a présent, pour v = (m,n,l) € I', 'ensemble
AT = {(m,n, 1) - (2,5,0)/ (2, 3,1) € T}
et de méme pour la dilatation :
0T = {0a(x,y,t)/(x,y,t) € T}.

Nous avons les propriétés suivantes du cube fondamental :

® 05T = Uyer, T, avec union disjointe et
FOZ {(71772a’73) GH/ avec 7177220011 Let ’73:(]’172011 3}

o T = U,er, 017271 , avec union disjointe.
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On dispose alors du pavage suivant :

H=|J-7T. (5.46)

yel’
Nous prions le lecteur de consulter [77] pour une vérification de ces propriétés.

Définition 5.3.1 On notera D l’ensemble des cubes dyadiques qui se déduisent a partir
du cube fondamental T par translations et dilatations.

5.3.2 Base de Haar

A partir de ces cubes dyadiques, il est possible de construire une base de Haar pour
L*(H) (cf. [66]), pour cela nous allons introduire une analyse multi-résolution adaptée a
la loi de groupe ainsi qu’a sa dilatation.

Considérons le réseau T’ défini par la formule (5.42) et notons T’y = T'/(0,0,0). Nous
remarquons que l'action du sous groupe discret I' sur L*(H) est donnée par

Usf(2,y,t) = Unnaf (@, 9,1) = f(y (2, 9,1)) = fla—m,y—n, t=1+2(my—nz)). (5.47)
L’action de la dilation § = &, sur L*(H) est quant a elle donnée de la fagon suivante :
Df(x,y,t) = 2N2f(5(x,y,t)) = 2V f (22, 2y, 2%), (5.48)
ou N =4 est la dimension homogene du groupe.
Ces deux actions ne commutent pas, mais on a l'identité :
UsqyD = DU,

Nous pouvons maintenant nous attaquer a la notion d’analyse multi-résolution sur le
groupe de Heisenberg :

Définition 5.3.2 Une analyse multi-résolution sur H est une suite croissante {V;};cz de
sous espaces fermés de L*(H) satisfaisant les conditions suivantes :

1. OV;={0} et UV, = L*(H);

jEZ, JEL
2. f(-) € V; si et seulement si f(d2) € Vit ;

3. f eV siet seulement si U, f € Vi pour tout v € I';

4. Il existe une fonction ¢ € Vg telle que {U, ¢} er soit une base orthonormée de Vj.

Ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant démontré dans [66].
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Théoréme 5.3.1 Pour une analyse multi-résolution donnée, il existe 2 — 1 fonctions
{}, e € TY, telles que :

Vi=Vho | s | (5.49)
€Ty

U ¢} er forme une base orthonormée pour W¢, et {D/U. )¢ 0 7 forme un base
Y Y 0 Y ecly,yel,jez
d’ondelettes orthonormées pour L*(H).

La base de Haar sur le groupe de Heisenberg est alors donnée par la famille de fonctions

{v5, (x) =2Y29(y7! 0y (2)) /| e €Ty €T, j €L}, (5.50)

ou les fonctions ¢ se construisent a partir de la fonction indicatrice du cube fondamental

T (cf. [66]).

On obtient ainsi la formule de reconstruction :

1=2.2.2 i (5.51)

e el jez
» 3 J— 1>
ou fjﬁ - <f’ ¢j77>‘

Les propriétés des cubes dyadiques ainsi que les résultats présentés ci-dessus, nous
conduisent a essayer de prouver les théoremes 5.1.3 et 5.1.4 lorsque les ondelettes sont
définies par le théoreme 5.3.1.

En effet, la partie de la démonstration correspondant aux propriétés des ondelettes a
support sur les cubes dyadiques peut se retranscrire au cadre du groupe de Heisenberg
sans probleme.

En fait, les difficultés apparaissent a cause de la nature géométrique du cube fonda-
mental.

5.3.3 Problemes géométriques

Le lecteur peut se rendre compte tres rapidement avec la figure (5.1) que la nature
géométrique du cube fondamental est assez différente de celle de son homologue euclidien.
Il convient donc de faire un analyse plus détaillée des propriétés géométriques de cet objet.

Nous regroupons dans la proposition qui suit quelques remarques concernant le graphe
de la fonction F(z,y) qui délimite le cube fondamental.

Proposition 5.3.1 1. Le cube T posséde une surface fractale irréguliére notée A.

2. La fonction (z,y,t) — F(z,y) est une fonction a variation bornée.
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3. Rappelons que la dimension de Hausdorff du groupe de Heisenberg est N = 4. Soit
A C A la partie fractale de la surface du cube fondamental. Nous avons alors
dimg(A) = 2 et la mesure de Hausdorff (N — 2)-dimensionnelle de A est finie

et positive.

Nous invitons le lecteur a trouver une démonstration de cette proposition dans [77].

Il est intéressant de voir comment on construit la surface qui délimite ce cube fonda-
mental. On note pour cela

k

Fil,y) = 3 5802 (0, p)lmod2; (2'(z, )

n=1

de telle sorte que F(x,y) = klim Fy(z,y).
— 00
Nous remarquons que les discontinuités des fonctions Fj(z,y) sont concentrées sur une
“grille” de pas 27%. On obtient ainsi une suite de surfaces A, qui délimitent (en haut et
en bas) des approximations T}, du cube fondamental.

F1G. 5.2 — Les graphes des fonctions Fi(z,y) pour k = 1,2, 3.

Au début de ce chapitre nous avons exposé trés brievement les arguments les plus
importants qui permettaient d’obtenir une minoration de la norme de 1’espace BV par
une norme faible faisant intervenir des coefficients d’ondelettes a support compact.

Dans le groupe de Heisenberg nous souhaitons utiliser la base de Haar. Avec la section
précédente, ou on a vu les propriétés de pavage des cubes dyadiques, il ne reste plus
qu’a adapter la deuxieme partie du raisonnement : savoir si le cube fondamental est un
domaine d’isopérimétrie au sens de la définition suivante (qui reprend celle donnée dans
R™ par la définition 5.1.3).
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Définition 5.3.3 Soit ) C H un ensemble ouvert. Nous dirons que €2 est un domaine
disopérimétrie si, pour tout ensemble E a périmetre fini et a bord régulier, on a [’esti-
mation :

min{|E N QJ;|E°N QI N < CHN QN IE). (5.52)

ot HN=! est la mesure de Hausdorff N — 1 dimensionelle.

En suivant les auteurs de Iarticle [38], nous disposons du résultat ci-dessous pour le groupe
de Heisenberg :

Proposition 5.3.2 Si Q) est un domaine de John, alors l’ensemble €2 est un domaine
disopérimétrie.

Rappelons rapidement qu’'un ensemble ouvert 2 C H est un domaine de John s’il
existe une constante C' > 0 et un point xy € Q tels que pour tout x € Q il y ait une
courbe v : [0,1] — Q avec 7(0) = x et (1) = xo, de sorte que pour tout z € {7} on ait :

d(z,0Q) > Cd(z, ). (5.53)

Pour plus de détails concernant ces notions sur H et, plus généralement, sur les groupes
de Lie stratifiés, nous prions de lecteur de consulter [38] et [60].

Cette proposition nous donne une grande classe de domaines pour lesquels on a la pro-
priété d’isopérimétrie. Indiquons toutefois que le fait de trouver des exemples explicites
et non triviaux de domaines de John est une tache généralement difficile.

Voici un exemple d’'un ensemble sur H qui n’est pas un domaine de John (contraire-
ment au cas euclidien) :

Soit le tronc de cone déterminé par le domaine

0= {(xl,xg,xg) eH: /22 + 22 <1—x3, 23 >O}.

En effet, considérons le point x = (0,0, 1) que nous relions au point zq = (0,0, 0).
Soit maintenant le point z = (0,0,1 — h) de sorte que d(z,z) = h'/2.

La distance du point z au bord 02 peut étre calculée en prenant le point y =
(h,0,1—h). Il vient alors que d(z,y) = h et la propriété (5.53) est mise en défaut.

Pour le cube fondamental, nous ne sommes pas capables de présenter une vérification
de cette propriété. Nous ne savons donc pas si I'inégalité isopérimétrique est applicable :
la deuxieme partie de la démonstration ne peut s’adapter sans cette vérification préalable.

Pour le groupe de Heisenberg, ainsi que pour les autres groupes de Lie stratifiés, on
ne dispose donc que des inégalités de type faible présentées au chapitre 4.
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Chapitre 6

Les groupes p-adiques

6.1 Introduction

Notre étude portait jusqu’a présent sur des groupes de Lie stratifiés. Nous avons pu
voir alors comment les espaces fonctionnels y étaient définis et comment on pouvait ob-
tenir, moyennant quelques adaptations, des inégalités de Sobolev précisées.

Dans ce chapitre, on étudiera ce qui se passe si l’'on prend en compte des groupes ayant
certaines propriétés topologiques particulieres. Nous allons pour cela cibler nos propos sur
les groupes p-adiques.

De fagon plutot surprenante, on verra comment ces inégalités dépendent de la struc-
ture de groupe puisqu’il sera possible d’exhiber quelques contre exemples intéressants.

Avant de présenter ces résultats, nous imposons au lecteur quelques brefs rappels sur
les groupes p-adiques qui seront de grande utilité pour la bonne compréhension des sec-
tions suivantes.

Pour une meilleure présentation, on traitera d’abord le corps @, pour ensuite nous
occuper de 'anneau Zs ou l'on énoncera la plupart de nos résultats (cf. section 6.3).

On définira alors sur cet anneau les éléments qui nous permettrons d’introduire une
décomposition de Littlewood-Paley pour la caractérisation des espaces fonctionnels.

Nous privilégierons cette approche puisque, contrairement au cas euclidien, toute ca-
ractérisation de type infinitésimale est a exclure car ces groupes sont totalement disconti-
nus. Nous illustrerons ce fait en considérant, par exemple, I’espace de Sobolev W12 p. 132.

Pour une étude plus approfondie sur les groupes p-adiques nous renvoyons le lecteur
aux livres [5], [50] et [83].

125
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6.1.1 Généralités

La présentation des groupes p-adiques peut se faire de plusieurs facons différentes;
toutefois, la notion importante sous-jacente est celle de norme non archimédienne qui
détermine les caractéristiques les plus particulieres de ce type de groupe.

Nous allons donc, dans un premier temps, définir un outil qui nous permettra de mieux
comprendre les propriétés de ces normes.

Valuation et norme p-adiques

Rappelons tout d’abord que a|b signifie a divise b ou que b est multiple de a.
Nous avons alors la

Définition 6.1.1 Soit p un nombre premier, pour 0 # x € 7Z on définit la valuation
p-adique de x par
Yp(z) = max{r : p"|z} > 0. (6.1)

Pour tout nombre rationnel x = § € Q, nous définissons la valuation p-adique de x en
écrivant :

() = Yp(a) = (D). (6.2)

On notera par convention v,(0) = +00.

Si x,y € Q, il est facile de voir que la valuation p-adique possede les propriétés
suivantes :

o (zr) =400 <= 2 =0;
o W(y) = 1(@) + %)
o ,(r +y) > min{v,(x),7,(y)}, avec égalité si v,(z) # 7,(y).

Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre, nous écrirons par un abus de langage v au lieu

de v,().

Puisque notre premier souci est de construire une norme avec certaines caractéristiques
bien particulieres, il est utile de rappeler que, de facon générale, une norme || - | définie
sur Q est donnée par les trois conditions classiques :

L |lz] >0, ||lz]| =0 <= 2 =0;
2. eyl < ll=llflyll;

3 Ml +yll < llzll + llyll-
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Il est possible a I’aide de la valuation p-adique de construire une norme qui vérifie une
propriété plus forte que I'inégalité triangulaire :

(Vr,y € Q) |z +y| <max{|z|,|y|} < |z] + |y]. (6.3)

On dira alors pour une norme qui satisfait cette inégalité qu’elle est non-archimédienne.
Par opposition, une norme qui ne vérifie pas cette majoration (6.3) mais seulement
I'inégalité triangulaire usuelle sera archimédienne.

Tout ceci nous conduit a la définition qui suit :

Définition 6.1.2 Pour x € Q et p un nombre premier on définit une norme par

p7 si x#0
|zl = (6.4)
p =0 s xz=0.

Nous avons alors la proposition suivante qui est le point de départ de notre présentation
des groupes p-adiques.

Proposition 6.1.1 Soit p un nombre premier. La fonction |- |, : Q — R est une norme
non-archimédienne puisqu’on a :

a) |z|, >0, et|z|,=0 <= x=0;

b) |xy|p = |x|p|y|p;

¢) o +yl, < max{|zly, [yl,}, avec égalité si|z|, # [yl,.

Nous renvoyons le lecteur a [5], [50] ou encore a [83] pour une vérification de cette propo-
sition.

On adoptera finalement la notation | - |, pour désigner la valeur absolue usuelle. Ces
normes jouent un role fondamental et leur importance est mise en valeur par le théoreme
suivant :

Théoréme 6.1.1 (Ostrowski) Toute norme non triviale || -|| définie sur Q est équivalente
a ||, pour une certaine valeur de p, p étant un nombre premier ou p = 0.

Rappelons qu’une norme est dite triviale si elle est donnée par les deux conditions ||0|| = 0
et ||z|| = 1 pour z # 0.

Venons-en a la définition du corps Q, des nombres p-adiques. De la méme facon que R
est obtenu par complétion de QQ avec la valeur absolue usuelle ; on déterminera Q, comme
étant le complété de Q, mais en utilisant cette fois-ci la norme | - |,.

Ceci nous donne une premiere approche pour comprendre cet objet, le paragraphe
suivant nous permettra de visualiser plus clairement les éléments de Q,.
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Représentation canonique et structure de groupe
Tout nombre p-adique x # 0 est uniquement représenté par :
r=p (20 + T1p + T2p* + ...), (6.5)

ol 7 = 7,(z) est la valuation p-adique de x et les z; sont des entiers tels que zy > 0 et
0<z;<p—1pourj=12, ...

On remarque que cette série converge par rapport a la norme |- |, ; ainsi, si x € Q, est
représenté par la formule (6.5), nous avons l'identité |z|, = p~7.

Nous avons déja exprimé, dans la page précédente, le fait que Q, est un corps. Voyons
tres brievement pourquoi. Nous définissons pour cela les quatres opérations en utilisant
la représentation exprimée par (6.5) :

Soient x,y € Q, représentés par leur forme canonique, la somme est alors définie par
la formule suivante

r+y=p " (o teptep+.) 0<c¢;<p—1i¢ >0, (6.6)

ol les quantités y(xz + y) et ¢; sont déterminées de fagon unique par la résolution de
I’équation :

Pz + 2p+ 2op® + ) + 07D (yo + 11 + yop® + ) = T (co + er1p + cop® + ).

De plus, pour a,z € Q,, I'équation a + x = 0 possede une seule solution dans Q, qui est
T = —a.

De méme, I'équation az = 1 admet une et une seule solution dans Q, : z = 1/a.

Nous pouvons donc considérer sans problemes 1’addition, la soustraction, la multipli-
cation et la division ; ce qui fait de Q, un corps.

Présentons maintenant 1’espace sur lequel on travaillera dans les sections 6.2.1, 6.2.2
et 6.3.

Définition 6.1.3 Soit p un nombre premier. Nous définissons l’ensemble des entiers p-
adiques par :

Ly = {z e @p/|x|p <1} (6.7)

6.1.2 Quelques propriétés

En utilisant la norme (6.4) il est possible de définir une distance en considérant la
formule

d(z,y) = |z = ylp (6.8)
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Cette distance possede un comportement particulier par rapport a 'inégalité triangulaire.
En effet, on obtient comme conséquence des propriétés de la norme |-|,, I'inégalité suivante

d(z,y) < max{d(z, z),d(z,y)} < [z]p + [ylp-
On parlera alors de distance ultra-métrique.

Avec cette distance nous définissons les boules de centre z € Q, et de rayon p” par
By(z) ={y € Qy/d(z,y) <p"}  (yv€Z).
Nous considérerons aussi les “spheres” en écrivant :
Sy(x) ={y € Qp/d(x,y) = p"}.
Remarquons que 'on a la relation suivante entre ces deux objets :
S, (x) = B, () \ B,1(x). (6.9)
Nous regroupons dans la proposition qui suit quelques propriétés de ces boules :

Proposition 6.1.2 Soit v un entier. On a alors :

1. La boule B,(x) est a la fois un fermé et un ouvert pour la topologie induite par la
distance (6.8).

2. Tout point de la boule B.(x) est son centre.

Le théoreme suivant présente des résultats généraux bien connus :
Théoreme 6.1.2 Soit p un nombre premier.

a) Q, muni de la distance (6.8) est un espace métrique complet.

b) Q, est un espace de Hausdorff.

¢) L’espace Q, est localement compact et de dimension n = 0.

d) Le groupe p-adique Q, est un espace totalement discontinu.

Pour une démonstration de ces assertions, et pour bien d’autres propriétés, le lecteur peut
consulter [83].

6.2 Espaces Fonctionnels

Comme dans le cas des groupes stratifiés, il est possible de définir ici la plupart des
espaces fonctionnels qui interviennent dans les inégalités de Sobolev précisées.



130 Chapitre 6. Les groupes p-adiques

Il faut toutefois, et le lecteur peut bien s’en douter, faire quelques modifications et
adaptations des définitions des normes qui caractérisent ces espaces de fonctions.

L’analyse de Littlewood-Paley nous sera tres utile dans ce cadre et nous verrons que
c’est cette approche qu’il faut privilégier pour pouvoir mener a bien notre étude. Toutes
les fonctions que nous étudierons seront définies sur un groupe p-adique @, (plus parti-
culierement sur Zy) et a valeurs réelles.

Voyons tout d’abord les espaces utilisant uniquement la notion de mesure :

Espaces de Lebesgue

Etant donné que @, est un groupe commutatif localement compact par rapport a ’ad-
dition, on a l'existence d’une mesure de Haar dx invariante par rapport aux translations
1.€. :

d(x + a) = dx.

Remarquons aussi que l'on a la formule suivante pour a € Q; :
d(za) = |a|ydz. (6.10)

Nous normalisons cette mesure en exigeant la condition

/ dr = 1.
|z|p<1

Sous ces contraintes il est possible de voir que la mesure dz est unique (cf. [83]) et 'on
notera |E| la mesure de Lebesgue pour tout sous-ensemble E de Q,.

Examinons a présent un exemple :
Soit f(x) = 1p, pour v un entier. Nous avons alors

f(x)dxz/ dl’:/ dip™y) = Ip‘”|p/ dy =p’.
Qp ‘x‘pgpﬂ’ \y|p§1 B

Soit maintenant f(z) = 1, . Si nous utilisons la relation (6.9), on obtient :
f(:p)d:p:/ d:pz/ dx—/ de =p’ —p7 L.
Qp Sy By By—1
Ceci est remarquable puisque pour ces groupes “l’aire” d’un cercle est positive.

Venons-en maintenant aux espaces de Lebesgue. Une fois que nous disposons de cette
mesure, les espaces L?(Q,) se définissent de fagon usuelle pour les fonctions f : Q, — R,

a savoir
1/q
1 fllq = (/@ Iflqdw> (1 <q<o0),

avec les modifications nécessaires pour g = co.
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6.2.1 Analyse de Littlewood-Paley

Nous nous plagons dorénavant sur le groupe Zs donné par la définition 6.1.3 :

ZQ = {fL’ - Q2/|ZL‘|2 S ]_}

On va utiliser, pour la construction de ’analyse de Littlewood-Paley, une approche par
martingales : on désigne alors par F; I'algebre de Boole des classes d’équivalence E C Z,
modulo le sous-groupe 27Z.

Pour toute fonction f € L'(Zs,), on appelle S;(f) l'espérance conditionnelle de f par
rapport a JF;. Précisons la facon dont se calcule cette quantité :

1
B,(0) /BM fw)dy.

On définit maintenant les blocs dyadiques en écrivant

S (f)(x) =

A;(f) = Sjpa(f) = S;(f)-

La décomposition de Littlewood-Paley de f est alors donnée par la formule
F="5(f)+>_ A1) (6.11)
=0

ol nous avons noté Sy(f) = f22 f(z)dz.

Nous allons utiliser, dans les sections ci-dessous, les ensembles suivants :
Qin={k+27Z}, (6.12)
avec j € Net k ={0,1,...,27 — 1}.

Le lien de ces ensembles avec F; est donné par l'identification F; = U

.Qj,k
0<k<27

Voici quelques propriétés élémentaires que nous utiliserons par la suite :

Proposition 6.2.1 Ces ensembles Q) sont deux a deux disjoints. Du point de vue de
la mesure on a |Qjr| = 277 pour tout k et sur chacun de ces ensembles Q. la valuation
2—adique est constante.

La vérification étant immédiate, nous la laissons au lecteur.

Normes équivalentes

Une fois que l'on dispose de la décomposition de Littlewood-Paley pour le groupe
Zs, nous pouvons donner des normes équivalentes pour les espaces fonctionnels dont nous
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avons besoin. Ainsi, pour les espaces de Lebesgue, avec 1 < p < 00, on a la caractérisation

suivante :
1/2
(Tiase)
p

jEN

fllp == 150/ 1lp + (6.13)

Des précautions sont toutefois nécessaires pour les espaces qui prennent en compte la
régularité des fonctions.

Voyons pour cela un exemple concret avec I'espace de Sobolev W12,

On commence par essayer de définir ce qui dans le cas euclidien serait la longueur du
gradient :

i /(@) = f(y)l
AR S Vo S T o1

Nous pouvons alors tenter de caractériser ’espace de Sobolev W2 par la condition

1/2
Hﬂh:Hﬂb+(é|Vﬂ%w> . (6.15)

Considérons maintenant la décomposition de Littlewood-Paley. En suivant les définitions
déja connues données dans (1.18), il vient

1/2
[ f1les = S0 ll2 + (Z 22j\Ajf\2> : (6.16)

JeN 9

Cependant, et contrairement au cas euclidien, ces deux normes || - || et || - ||« ne sont pas
équivalentes.

Pour le voir, on considere dans (6.15) le cas particulier d'une fonction f = ¢, constante
sur chaque Q; 1 = {k + 27Zy} pour j fixé. Alors, il est tres facile de vérifier que l'on a
|V f] = 0 identiquement. Donc, pour ces fonctions, la norme ||-||, serait égale a la norme L.

Ceci nous impose un choix dans la définition des espaces fonctionnels que nous allons
utiliser.

En ce qui concerne les espaces de Sobolev nous utiliserons la caractérisation donnée
par une analyse de Littlewood-Paley : (s € R, 1 < p < 00)

2js| A £]2 2
> 2% A f|

jEN

[ fllwse > [1Sofllp + (6.17)

p

Espaces de Besov

Nous dirons, en suivant la définition générale de ces espaces en fonction des blocs
dyadiques, qu’une fonction f appartient a l’espace de Besov B3, pour 1 < p,q < oo et
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s € R, si la quantité suivante est bornée :

/1

1/q
By = [[Sof I, + (Z 2jquAijZ> (6.18)

jEN

Observons que ces espaces sont croissants par rapport a l'indice q. Nous avons en effet
I'inclusion suivante lorsque ¢; < ¢o :

By C By, (6.19)

Espaces Homogeénes

Nous allons définir les variantes homogenes des espaces considérés ci-dessus de la fagon

suivante : 12
IS s = ' <222js|Ajf|2) (1<p<oo,s€R) (6.20)
jeN »
1/q
11l 30 = ZQJSqIIAijZ> (1<p,g< 0,5 €R) (6.21)
jeN

Avec les modifications nécessaires pour p, q = 0.

~Notre étude de la section suivante portera principalement sur les espaces de Besov
Bll’OO et B 1. On présente alors quelques exemples de fonctions appartenant a ces es-
paces :

1) La fonction f(z) = log, |x|, appartient & 'espace B *™(Zs).

Il s’agit de vérifier que 1’'on a une estimation du type suivant pour tout j € N :
1A flls < C277.

Remarquons tout d’abord que |z]; = 277®) il vient f(z) = —v(z). Rappelons (cf.
proposition 6.2.1) que sur chaque ensemble (), la valuation y(z) est constante.
Ceci nous est tres utile pour évaluer les quantités S, f et S;f : en effet, si nous
fixons j un entier, nous avons :

( —Jj sur Qjo, ( —j—1 sur Qji10,
0 sur  Qj1, 0 sur - Qji1.1,
—1 sur Qjo, —1 sur - Qj41.2,
Sif(x) =40  sur Qs et Sjaf(x) =40 sur - Qj413,
-2 sur Qja, -2 sur  Qji1.4,
L0 sur  Qjoi_1. L0 sur  Qjiq2it1-1.
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Le bloc dyadique A, f est alors déterminé par :

-1 sur - (Qj+1,0
Ajf(x) =

0 ailleurs.

Ainsi, si 'on évalue la norme L', il vient ||A;f|l; = 3277 et on a bien f € B> (Zy).

2) Soit maintenant g(x) = log, ||z, cette fonction appartient aussi & Bj*™(Zs).

1
v(z)+1

Observons que g(x) = —vy(x)/(y(x) + 1) et, avec les mémes remarques de I'exemple
précédent, il est facile de voir que 'on a

i SW Qi
Ajg(x) =
0 ailleurs.
D'oit | A;g|, = (m) 9-J et donc g € BY™(Zy).

3) Soit h(z) = 1/|z|,, nous allons voir que h € Bh>®.

Nous devons vérifier que 'on a sup 277 ||A ;Ao < o0. On a par définition h(z) = 27
>0

et puisque la valuation est constante sur chaque ensemble @);, nous avons :

2 sur - Qj+1,0
Ajh(z) =

0 ailleurs.
Alors on obtient [|A;h||o = 27 et donc 277||A;h||o = 1 pour tout j, d'ott h € BLb>.

Remarque 6.1 La fonction f du premier exemple n’est pas dans L*°(Zz) car v(0) = o0
cependant, on a bien g € L>(Zy) pour le deuxieme exemple.

Nous terminons cette section avec le résultat suivant :

Proposition 6.2.2 Considérons le groupe Zs, on a alors l'inclusion d’espaces
B}"™(Zy) € BMO(Z). (6.22)

Rappelons que 'espace BMO(Zs) est défini par la condition

1
”fHBMO(Zz) = Sup—/ |f - mB(f)‘dx < +00, (6-23)
B |B‘ B

ou nous avons noté mpg(f) = ‘—é‘ [ fx)da.



6.2. Espaces Fonctionnels 135

Pour la démonstration de cette proposition nous considérons une fonction f apparte-
nant a ’espace de Besov d’indices (1, 00, 1) ; on doit alors estimer, avec une décomposition
de Littlewood-Paley, la quantité suivante :

|B|/ (sof+ZA f) mp (Sof+ZA f)

JEN jEN
Supposons que l'on a |B| = 277 ; puisque A, f est localement constante, nous avons pour
toutes les échelles plus grandes que jg 'égalité

Nous obtenons donc deux sommes en considérant cette échelle de coupure :

i

Etant donné que la premiere somme est nulle (on utilise (6.24)), on doit alors s’occuper
de la deuxiéme partie de (6.25), nous avons donc :

IBI/

Nous nous intéressons a l'intégrale de la partie de droite de 'estimation ci-dessus, par
I'inégalité triangulaire on obtient

(Ajf =mp(A; )+ Y (Aif —mp(A;f))| de

J<jo J=jo

(6.25)

(Ajf —mp(A;f))

)| dx < @J;‘O/ A f —mp(A,f)|dz (6.26)

Jj2jo

/B A — mp(A;f)]d < /B A ] d + /B ms(A )| da.

Or ce dernier terme est une constante, on a ainsi par la définition de mp(f) :

/ A, | de + mp(A,f)|B| = / A | da +
B B

B

11 vient alors :

1805 = ma(8, )] do < 28,1,
B
En revenant a la formule (6.26) et a la définition (6.23) nous avons la majoration
|[f =mp(f)lde < 185 f1l1-
i, 1B - Z

Arrivés a ce point, nous utilisons 'hypothese : notre fonction appartient a I'espace de
Besov Bll’<>C> et I'on a, pour tout 57 € N, I'estimation

1A;fllh < €27,
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Nous obtenons ainsi I'inégalité suivante
/ |f —mp(f)|dr < — Z 277,
IB] B] &

Puisque nous avions fixé |B| = 2779, la somme précédente est bornée. Nous en déduisons
alors le résultat souhaité.

Remarque 6.2 Ce résultat est encore valable sur R" et ne dépend donc pas du caractere
totalement discontinu de Z,. N’ayant pas trouvé cette inclusion dans la littérature, nous
en présentons une preuve dans 'annexe B p. 159.

6.2.2 Espace BV(Zy)

Nous nous intéressons a présent a l'espace des fonctions a variation bornée. Etant
donné que 1'on ne dispose pas ici d’'une approche infinitésimale, nous allons caractériser
cet espace par la condition qui suit :

Définition 6.2.1 Soit f une fonction définie sur le groupe Zy. Nous dirons qu’elle ap-
partient a l'espace BV s7il existe une constante C' telle que l'on ait

/Z @+ y) — f@)de < Clyls, (Vy € Za). (6.27)

Nous n’allons pas faire un traitement exhaustif des propriétés de cet espace puisqu’on
a le résultat surprenant suivant

Théoreme 6.2.1 Sur le groupe Zs, on dispose de [’égalité d’espaces : BV = B1 >0

Observons, avant de passer a la démonstration, que cette identité est fausse dans les cadres
étudiés précédemment.

La preuve repose sur deux propositions que nous traitons ci-dessous

Proposition 6.2.3 Soit f une fonction définie sur le groupe Zs appartenant a l'espace
de Besov Bll’oo, alors f € BV. Autrement dit, nous avons l’inclusion :

B> C BV. (6.28)

Soit f € By"™(Z,) et fixons |y|y = 27™. 1l s’agit de vérifier pour une telle fonction que
I'on a l'estimation pour tout m

[f (@ +y) — fo)|de < C27™. (6.29)

Zo
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Pour la démonstration de cette majoration nous allons utiliser la décomposition de Littlewood-
Paley donnée par la formule (6.11) :

f=50(F)+ > N(f)

J=0

Nous allons donc travailler sur 1’identité suivante

1= || (Sof(ery) +2Ajf(x+y)> (Sof +> A f(x ) (6.30)
7>0 5>0 1
Ainsi, par la définition des blocs dyadiques nous obtenons :
1= | (Sufla+1) = Suf@) + 3 (A +y) - A, f(2)) (6.31)
j=m+1 1
Il vient alors :
TS+ = Suf @+ 3 IAf @0 = Af@l. (632
j=m+1

Lemme 6.2.1 Le premier terme de droite de l’estimation (6.32) est nul.

En effet, puisqu’on avait fixé |y|o = 27™, il est facile de voir que pour = € @, , nous
avons & + Yy € Q. avec k = {0,...,2" — 1}.

Ainsi, si nous appliquons les opérateurs de moyenne S, aux fonctions f(x+vy) et f(z),
nous obtenons le résultat recherché.

Le deuxieme terme de (6.32) est étudié par le lemme suivant :
Lemme 6.2.2 Sous les hypotheéses de la proposition 6.2.3 et pour |y|a = 27™ nous avons :
S IA fa+y) - Af @), < C 2
Jj=m+1
En effet, on a :
DA +y) =A@l <2 ) 1Al -
j=m+1 Jj=m+1

Nous utilisons maintenant le fait que ||A;f|l; < €27 pour tout j (car f € B]™ par
hypothese) pour obtenir le résultat souhaité :

Z 1A flx+y)—Ajf(x)]|, <C27™.

Jj=m+1
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On obtient ainsi, en utilisant ces deux lemmes, 1'estimation :

I= H (Sof(:c +y)+ ) Aif(a+ y)) - (Sof(x) + ZAjf@c))

520 520

<Cc2™

1

Nous en déduisons l'inégalité suivante pour tout y € Zy :

[f(x+y) — f(@)ldz < Cyls.

Zo

|
Pour finir la preuve du théoreme 6.2.1, nous avons besoin de la proposition suivante :

Proposition 6.2.4 On a l'inclusion
BV (Zy) C By™(Z,) (6.33)

Remarquons que, de méme que dans le cas euclidien, nous pouvons caractériser I’espace
51 o e
de Besov By (Z,) par la condition

[fC+y)+fC—y)—2f0)h < Clyla.

Voir par exemple [74].

Pour la preuve de cette proposition nous supposons que f est une fonction appartenant
a I'espace BV. On a alors :

1FC+y) = Ol < Clyla.

En additionnant || f(- —y) — f(:)||1 des deux cotés de l'inégalité précédente on obtient

IFC+y) = FOI+IC =) = FOl < Clyle + (= y) = FO)l

et par l'inégalité triangulaire, le terme de gauche devient :

1FC+y)+fC=y) =2fOlh < Clyla + 1 —y) = fOl

On en déduit
1fC+y)+ fC—y)=2f0)[ <2C |ylo.

Cette identité entre les espaces BV et B% > possede quelques conséquences tres re-
marquables que nous allons détailler dans la section suivante.

Indiquons simplement pour finir que nous avons, comme un corollaire de la proposition
6.2.2, I'inclusion suivante :

BV(Zy) C BMO(Z,).
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6.3 Inégalités de Sobolev Précisées et espace des fonc-
tions a variation bornée
Dans cette section nous n’allons pas faire, comme dans les chapitres précédents, un

traitement systématique de ces estimations. Nons nous concentrerons essentiellement a
I’étude de I'inégalité suivante sur le groupe Z, :

IF112 < CllFllav I Il e (6.34)

La question qu’on se pose ici est de savoir la validité de la majoration ci-dessus sur ce
groupe p-adique.

Remarquons que ce résultat est vrai dans le cadre euclidien comme dans le cas des
groupes de Lie stratifiés (cf. chapitre 4).

La grande différence avec ces groupes réside dans le fait que pour Zs nous disposons du
théoreme 6.2.1 qui nous permet d’identifier I’espace des fonctions a variation bornée a I’es-

pace de Besov d’indices (1,00, 1). Ce résultat admet quelques conséquences intéressantes.

En effet, étant donné que 'on a || f||pv = || f|| 51 I'inégalité (6.34) devient :

LFIE < ClA g 1 f 1l e (6.35)

Observons que 'estimation ci-dessus est fausse pour R™.

Cette remarque nous donne un élément de réponse sur la validité de (6.34) que nous
développons dans le théoreme suivant :

Théoréme 6.3.1 L’inégalité (6.34) est fausse dans Zs : il mexiste pas de constante ab-
solue C' telle que l'on ait, pour toute fonction f € BV N B>, 'estimation :

1F112 < CllF v I Il e

Insistons que c’est le fait d’avoir, dans le cas de Zy, I'équivalence || f||zv =~ || f]| e
qui rend plausible la construction d'un contre-exemple.

Pour trouver ce contre-exemple nous procédons comme suit :

Considérons d’abord « un réel positif et définissons une fonction f a l’aide des blocs
dyadiques de la fagon suivante :

Fixons pour cela 0 < j < jo et un entier N; < 27. La valeur de ces deux parameétres
Nj et jo sera déterminée un peu plus tard. Nous écrivons alors :
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2™ sur Qjy10,
—a277 sur @yt
a2 sur - Qj+1,2;

—a2™ sur Qji13,

Ajf(x) =
a2 sur  Qji12n,-2,
—a277  sur Qj—l—l,ZN]-—la
0 ailleurs.
\
Une fois que nous avons construit cette fonction f, nous noterons 8 = || f| 5-r..

Nous pouvons a présent fixer N; en fonction de o et de 3 en posant :

g

Avec la condition de taille de N; (rappelons que N; < 27), nous avons

N»:é23j§2j — 2V <

o .
— =20, 6.36
J a — ﬁ ( )

La valeur du parametre j, est donc :
Q@

Jo = log, B

Une fois que tous ces parametres sont fixés nous pouvons nous attaquer au calcul de la
norme L? des blocs dyadiques :
N 3
18718 =Y (@272 = a*2 N, =277
o
k=0

237 = afs.

On passe a présent au calcul de la norme L? de cette fonction, il vient :

Jo
«
1F15 =D 1A, £13 = aBlog, —. (6.37)
i=0 &
Venons en a la norme L! des blocs dyadiques, nous obtenons :
14,/ = a2 ¥ N;. (6.39)

En utilisant la condition de taille de N; nous observons que 'on a pour tout j :
28,8 =< .

Nous pouvons alors estimer la norme || f|| 1. par la quantité a.
1
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Ainsi, en utilisant cette remarque sur « et avec la définition du parametre 3, nous

obtenons avec (6.37) la formule suivante :
a
LA 2 1F oo 1 f || prc logs —-

g

On ne peut avoir l'inégalité de Sobolev précisée pour une telle fonction. En effet, en
revenant a (6.35) on obtiendrait, pour une constante universelle C', I'inégalité :

«
Lf | groe [ f 1] 200 Togo 5 S Cllfll oo 1 F1l o

<= log2g < (.

G

Ce qui n’est pas le cas car la fonction log, n’est pas bornée.
|

On pourrait imaginer que la norme Bl1OO est trop petite pour que cette inégalité soit
vraie. Nous verrons dans le prochain théoreme qu’il n’en est rien : on peut considérer des
normes plus grandes (par 'emboitement des espaces de Besov) et nous pouvons encore
construire de fagon similaire un contre exemple.

Théoreme 6.3.2 L’inégalité suivante est fausse dans Zo pour q > 1 :

A5 < ClA N gl £l (6.39)

La démonstration de ce résultat est tres semblable a celle exposée dans les lignes ci-dessus.
Soit {¢;}jen € ¢%(N) une suite décroissante n’appartenant pas a ¢*(N).

Considérons des parametres «;, jo et N;. On construit alors une fonction f en utilisant
les blocs dyadiques :

5]@[2*] sur Qj—l—l,Oa
—6]‘0[273 sur Qj—l—l,la
gjo27/ sur - @Qj41,2,

—g;0277 sur Q)13

Ajf(z) =
g;027  sur Qji1an,-2.
—gja270 sur Qjii12n,-1,
0 ailleurs.

\

Avec cette fonction f, on notera 3 = || f[| g-r.o.

Remarquons que l'on a N; < 27, on fixe alors ce parameétre en fonction de « et de 3 :

N; = B gai < 2.
Qag;
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Ainsi, il existe jg tel que jo = log, %

Nous calculons maintenant la norme L? de ces blocs dyadiques :

N;
1Af113 = (a277¢;)*277 = @®27 Nje?
k=0

On obtient ‘ ,
Jo Jo
A3 =D 1A f15=aB> ;.
5=0 5=0

Evaluons pour finir la norme L' de ces fonctions de Littlewood-Paley, il vient :
18, flls = gja27 % N;.
Par la définition de N, nous avons :
1A £l < gja27.

Nous estimons alors la norme de 1’espace de Besov 311 4 par la quantité .
On obtient alors :

Jo
A5 = 1D ol fll g Y e
=0

Puisque la suite {£,} € ¢? n’appartient pas & ¢!, si jo est suffisament grand, on ne peut
avoir I'inégalité annoncée par le théoreme : il n’existe pas de constante absolue telle que
(6.39) ait lieu.



Chapitre 7

Généralisations possibles

Nous considérons ici deux extensions de quelques uns des résultats obtenus dans le
chapitre 3. Une direction est donnée par les groupes de Lie a croissance polynomiale tan-
dis que la deuxieme, qui est en fait comprise dans la premiere, se situe dans le cadre des
groupes de Lie nilpotents.

Nous décrivons d’abord I’environnement général dans lequel on se place pour en-
suite traiter les inégalités de Sobolev classiques. Finalement, et dans chacun des deux

cas précédents, on proposera une amélioration de ces estimations.

Soit alors G un groupe de Lie connexe muni de sa mesure de Haar, nous dirons qu’il
est unimodulaire si dx est invariant a gauche et a droite sous 'action du groupe.

On note g l'algebre de Lie de G et on fixe une famille
X ={Xy,..., Xx} (7.1)

de champs de vecteurs invariants a gauche vérifiant la condition de Hormander : I’algebre
de Lie est engendrée par les X; pouri =1, ..., k.

Rappelons que 'invariance a gauche signifie que pour tout y € G et pour toute fonc-
tion f € C*(G) on a X(f(y- 7)) = (X)(y - o).

Nous associons a cette famille X une distance, appelée dans la littérature distance de
Carnot-Carathéodory! ou distance de controle, de la maniere suivante :

Soit 7 : [0,1] — G un chemin continu. Nous dirons que 7 est admissible s’il existe des
fonctions mesurables ay, ..., ax : [0,1] — C telles que, pour presque tout ¢ € [0, 1], on ait

V() = 2 at) Xi(v(2)).

LCe type de groupe est parfois désigné comme groupes de Carnot-Carathéodory.

143
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Si le chemin 7 est admissible, on définit la longueur de ~ par la formule :

. & 1/2
o= [ (Z \axt)\?) at

Alors, pour tout x,y € G, la distance entre x et y est I'infimum des longueurs de toutes
les courbes admissibles rejoignant x a y :

de(w,y) = inf{|7|/ v(0) = z; y(1) = y}. (7.2)

Remarquons que de telles courbes existent grace a la condition de Hérmander et que l'in-
variance a gauche des champs de vecteurs transmet cette propriété a la distance d. (cf.

[81] p. 39).

On note |z| la distance entre le point # € G et I’élément neutre e du groupe, ainsi, la
distance entre z et y est donnée par |y~! - z|.

Pour » > 0 et x € G on pose B(z,r) la boule ouverte par rapport a la distance de
Carnot-Carathéodory centrée au point x et de rayon r, V(r) désigne la mesure de Haar
des boules de rayon 7.

Il est bien connu (cf. [81]) qu'il existe pour de tels groupes un entier positif d ainsi que
deux constantes c¢; et ¢y tels que, pour tout r €]0, 1], on ait

crt <V(r) < ert. (7.3)
Cet entier d est la dimension locale de (G, X).

Dans le cas ou r > 1, nous avons seulement deux possibilités :

(i) Soit le groupe est a croissance polynomiale, ce qui signifie qu’il existe un entier D
et deux constantes ¢ et ¢, tels que pour tout r > 1,

ArP <V(r) < dpP. (7.4)

(ii) Soit le groupe est a croissance exponentielle : il existe o, 3,0,0 > 0 tels que pour

tout r > 1, on a
e <V(r) < oe. (7.5)

Lorsque G est a croissance polynomiale, Uentier D de (7.4) est la dimension a U'infini de
GG. Remarquons que, contrairement a d, cette quantité dépend uniquement du groupe et
non du choix de la famille X (cf. [81]).

Observons également que lorsqu'un groupe G vérifie (7.3) et (7.4) nous obtenons la
propriété homogene de la mesure suivante : il existe une constante K > 0 telle que, pour

tout r > 0 on ait
V(2r) < K V(r). (7.6)
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Tous les groupes de Lie nilpotents, dont les groupes stratifiés sont un exemple parti-
culier, sont unimodulaires a croissance polynomiale. Remarquons en plus que d = D si et
seulement si G est stratifié et la famille X génere la premiere tranche de la stratification

(ct. [81]).

Voici un exemple de groupe qui n’est pas unimodulaire et a croissance exponentielle
[56] :

Soit G le groupe a deux dimensions des transformations affines sur R, o : £ — y&+x,
(EeR)avec 0 <y=c¢'et x,t €R.

Ce groupe n’est pas unimodulaire car d"g = y~'dzdy est la mesure de Haar & droite,
tandis que d'g = y~2dxdy est la mesure de Haar a gauche.

La fonction modulaire est alors m(g) = d"g/d'g = y, dont la non trivialité entraine
que G est a croissance exponentielle.

Remarquons pour finir que quelques résultats existent dans le cadre des groupes de
Lie & croissance exponentielle concernant les inégalités de Sobolev (cf. [81] chapitre IX et
[61]) que nous traitons pas dans cette these.

Avec le systeme de Hérmander (7.1) nous pouvons construire un sous-Laplacien en
procédant de la méme fagon que lorsqu’on étudiait les groupes stratifiés :

k
A=-) X7 (7.7)
=1

Nous associons a cet opérateur un gradient en posant A = V*V ou Vf = (X f, ..., Xi.f).
On écrit en outre pour 1 < p < 00 :

1p & 1/2
IVl = (/G|Vf|pda:> et |Vf]= <Z|Xz~f|2> ' (7.8)
i=1

Remarque 7.1 Dans les chapitres précédents nous avons utilisé des opérateurs Laplacien
tres particuliers, par exemple dans le groupe de Heisenberg on a posé

J =—(X{+X3).
A présent nous pouvons prendre en compte le troisieme champs de vecteurs (cf. (2.14)) :
A=—(X7+X;+T?.

Le lecteur observera que ce Laplacien ne vérifie aucune propriété par rapport a la dilata-
tion du groupe HL.
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La condition de Hormander vérifiée par la famille X est pour nous trés importante
puisqu’elle garantie plusieurs des propriétés essentielles du sous-Laplacien.

Nous considérons donc le semi-groupe symétrique défini par H; = e~** avec son noyau
de convolution :

1@ = [ F)hy™ - 2)dy = [ = (o) (79)
On dispose alors des propriétés générales (P1)-(P7) explicitées dans l'introduction p.7.

Dans ce cadre, E.M. STEIN [73] fait une étude détaillée de la théorie de Littlewood-
Paley pour les espaces de Lebesgue. Nous allons suivre cette voie pour traiter les inégalités
qui nous intéressent.

7.1 Groupes a croissance polynémiale

Nous traitons ici les inégalités de Sobolev classiques et nous proposons deux améliorations
de ces estimations. En absence de structure de dilatation nos calculs reposeront principa-
lement sur certaines propriétés du noyau de la chaleur.

Il est alors important de noter que dans ce cadre général nous ne disposons pas de
toutes les majorations que nous avons exposé au chapitre 2. Nous verrons ci-dessous com-
ment cela limite notre étude. Introduisons donc les notations suivantes :

Soit I = (iy,...,ig) € {1,...k}? (3 € N) un multi-indice, on pose |I| = f et
X! = Xi, ... X, avec la convention X' =1Idsi B=0.

On dira que ¢ € C*(G) est dans la classe de Schwartz S(G) si 'on a pour toutes les
semi-normes

No1(p) =sup(1l+ lz))¥ X p(z)| < o0. (e N Te U{l, ...,k:}ﬁ)
reG BEN

On focalise notre attention sur le noyau de la chaleur. Remarquons que sur ces groupes
de Lie, nous avons des estimations pour les dérivées partielles de ce noyau, suivant la va-
riable de temps a tous les ordres et pour tout temps, qu’il soit petit ou grand (voir par
exemple [81]).

En revanche, pour les dérivées d’espace, deux choix s’offrent a nous : soit on a besoin
de dérivées a tous les ordres, et dans ce cas le temps doit étre petit (0 < t < 1); soit
on considere des majorations pour tout temps (£ > 0) et alors nous ne disposons que de
dérivées d’espace d’ordre 1 uniquement. Plus précisément on a le

Théoreme 7.1.1 Soit G un groupe de Lie a croissance polynomiale de dimension locale

d. Alors :
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(1) (cf. [81] Théoréme VIII.2.7) Pouri=1,....k et pour m € N on a :

() s

(2) (cf. [36] formule (7)) Si nous voulons considérer d’autres dérivées d’espace nous
avons pour tout multi-indice I :

< Co V2V (VO] e Ot e @ t>0;  (7.10)

1XThy(2)] < O+~ e PO peG 0<t<, (7.11)

De méme que dans le cadre des groupes stratifiés, le théoreme 7.1.1 implique la

Proposition 7.1.1 Pour tout o € N, pour tout multi-indice I et pour tout p € [1,00] il
existe une constante C' > 0 telle que :

(14 |- Xhe()ll, < CA+VOEYAVEOYP, t>0i=1,...k (7.12)

111
1L+ ] DX (), < 0@ 2),  0<t<l. (7.13)

Nous omettons la preuve de cette proposition pour éviter des répétitions fastidieuses puis-
qu’elle suit, mot pour mot, celle de la proposition 2.2.3 p. 55 une fois que 1’'on dispose des
majorations (7.10) et (7.11).

Relions maintenant ces résultats avec la théorie spectrale.

En effet, le sous-Laplacien déterminé par (7.1) est un opérateur positif, autoadjoint et
admet une décomposition spectrale du type :

A = / AE). (7.14)
0

Nous utiliserons cette formule de la méme maniere que dans le chapitre 2 pour produire
de nouveaux opérateurs.

Nous disposons ici des mémes résultats exposés dans la proposition 2.3.4 et son corol-
laire 2.3.1 p. 63.

Pour tout o € N et m une fonction de classe C7(R*) on écrit
Jmlley = sup (1427 (M) (7.15)
A>0

La formule ci-dessus nous donne une condition nécessaire pour obtenir certaines propriétés
des opérateurs définis par m(tA) fo m(t\)dE), comme nous l'indique le

Théoréme 7.1.2 Soient a € N, I un multi-indice et p € [1,00]. Il existe une constante
C > 0 et un entier o tels que, pour toute fonction m € C7(R") avec ||ml|) < oo, le
noyau My de Uopérateur m(tA), t > 0, satisfait les estimations
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(a) Pour toutt>0eti=1,..k:
I[N XM ()l < CPAVO WV (V] Imlly (1< p < 00). (7.16)

(b) Si0<t<1, nous avons

I

(a1l
I+ DX MO < D mlly (1 <p < 00). (7.17)

En outre, si m est la restriction sur Rt d’une fonction dans S(R), alors son noyau M
est dans S(G). St de plus, m s’annule a tous les ordres au voisinage de l'origine, alors

M e SO(G)

Nous prions le lecteur de consulter la démonstration détaillée dans [36].
Ici, on se bornera a faire quelques remarques sur la preuve de ce théoreme en fonction
des hypotheses que 'on dispose. Pour cela nous supposerons, pour plus de commodité,

que la fonction m s’annule sur [2, co.

Fixons & présent un ¢ > 0. On considere la fonction 6 définie sur R telle que

en particulier on obtient [|0||) < C|lm/||().

Du point de vue des noyaux il vient : M, = O, * h; ou O, est le noyau de I'opérateur
O(tA). Ainsi M; € C*® avec X' M; = ©; x X'h;. Nous avons alors, pour tout z € G :

1+ o)X M) < © ( @+ e X by - 0)ldy+
/G 0u(u)I(1+ 1y - ) [ X huly x)\dy)

En calculant la norme L” dans I’expression ci-dessus, nous obtenons

I+ DX M) < C (1 + - DOl X helly + 1Ol 11+ - I)“X’ht(-)(gng)

Observons que dans ce cas simplifié il suffit de vérifier que 1’'on a
1L+ D0l < O+ VE)|Iml| o),
ce qui est vrai pour tout temps ¢ > 0 (cf. [36] Proposition 6 ).

En revanche, pour estimer le terme [[(1 + | - [)*X7h(-)||, de la formule (7.18), nous
avons le choix entre (7.12) et (7.13) selon que l'on considere des restrictions par rapport
au temps t.
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Inégalités de Sobolev classiques

Nous expliquons le lien existant entre ces estimations et les propriétés du noyau de la
chaleur. On considérera que les espace de Sobolev sont définis comme dans la section 2.3
du chapitre 2.

Théoreme 7.1.3 Soit G un groupe de Lie a croissance polynomiale.
On suppose que l'on a d < D, ou d et D représentent la dimension locale et la dimension
a linfini du groupe.

Si le noyau de la chaleur vérifie les majorations exposées dans la premiére partie de la
proposition 7.1.1 (pour tout t > 0), nous avons :

(I) Pour tout 1 < p < 0o, a > 0, n € [d, D] tels que ap < n, Uopérateur A=*/? est
borné de LP dans Ln——ip, et donc :

1Fll 22 < CIAY2f]l,.

n—ap

St p =1, nous avons [’estimation faible
£l 2 oo < CIA2f]1.
Sin €]d, D[, alors nous disposons de l'inégalité forte :
Illes < CllA*2 1.
(II) Pour toutn € [d,D] on a :
[f /-1y < ClIVSIL,  (Vf € CP(G))

Pour la démonstration de ce théoréme nous suivons le livre [81] ou le lecteur pourra trou-
ver tous les détails que nous passons sous silence.

Les deux premieres parties de (I) découlent directement, une fois que I'on dispose des
estimations sur le noyau de la chaleur, de la théorie de I'interpolation de Marcinkiewicz
(voir le théoreme I1.2.7 du livre cité).

Le fait que lopérateur A~%/? soit borné de L' sur L= provient quant a lui des esti-
mations faibles pour n =d et n = D.

Ce fait est tres remarquable car dans R™ (ou dans les groupes stratifiés), 'espace po-
tentiel YW *! ne se plonge jamais dans un espace LP.

—tA

Pour la partie (I7) nous rappelons que H; = e et on pose A; = A'X; pour

ie{l,.. k}.

Nous avons alors les identités A™! = fooo Hidt et A;f = fooo H, X, fdt, pour tout
feCe(G).



150 Chapitre 7. Généralisations possibles

Remarquons que l'opérateur dual de H,;X; est —X,;H; et donc, par les propriétés du
semi-groupe de la chaleur, nous avons :

HH Xl o1 = [ XiHilloo oo = [ Xshulls < CETY2,0 (2> 0). (7.19)
Cette derniere majoration provient de (7.12).
De plus, on a aussi, pour ¢t > 0 :
1HXilh—oo = 1 XiHi 100 = [ Xibitlloo < [ Xihejoll[[hej2lloe < CLHD20 (7.20)

Ici, 'estimation vient de I'action conjuguée de (7.12), des estimations sur le volume V (v/t)
et du fait que 'on a d <n < D.

Ceci étant dit, nous pouvons utiliser le lemme suivant (voir [81] remarque I11.2.8 p. 12
pour une démonstration) :

Lemme 7.1.1 Si l'on a les estimations (7.19) et (7.20), alors lopérateur A; = A7 X
(i €{1,....k}) est de type faible (1,n/(n-1)).

En particulier, il vient :
Af < -1 )"/(nfl)
{1Aif] > o} < C (a7 f]lx :

Mais étant donné que l'on a f = — Zle A; X, f, on obtient :

n/(n-1)

{If| >a}f<C (041 Z HXz-f|!1>

= [{Ifl > a}| <C (V). (7.21)

C’est donc une version faible du résultat que nous souhaitons démontrer.
Pour passer a des estimations fortes, on pose :
Jt = Lize/f@)>t} pour f >0, feC7(G).
Lemme 7.1.2 Nous avons les formules suivantes :
L T e A 1 YOS
o IVl = [ 19 bt (7.23)

En admettant ce lemme (cf. [81]), nous pouvons appliquer, en régularisant f puis en pas-
sant & la limite, I'inégalité faible (7.21) & condition d’interpréter la norme L' du gradient
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comme la masse totale de la mesure V f;.
Il vient donc :

| feljnny < {f > 124" < CIV I, t>0.

I faut maintenant utiliser les formules (7.22) et (7.23) pour conclure :

1oy < / 1 illwy oyt < C / IV 7 hdt = C|V £
[ |

Remarque 7.2 Avec la partie (/) de ce résultat nous traitons le cas p = a = 1 du
théoreme 3.1.1 p. 68.

7.1.1 Inégalités de Sobolev Précisées

On se propose maintenant de raffiner les estimations données par le théoreme 7.1.3.
De méme que dans les cas traités précédemment dans les chapitres 1 et 3, les inégalités
proposées ci-dessous ne font pas intervenir la dimension, qu’elle soit locale ou a I'infini.

Introduisons a présent la norme de ’espace de Besov homogene dont nous avons be-
soin :
P L (7:21)
>

ou s > 0. Plus généralement, pour 1 < p,q < 0o et pour k un entier tel que k > s/2 > 0
on considérera la définition suivante :

00 o d 1/q
sz = [ ety 2] (72)

On dispose maintenant de tous les ingrédients pour énoncer nos résultats dans le cadre
des groupes de Lie a croissance polynomiale.

Théoreme 7.1.4 Soit 1 < p < q < 0o et § = p/q. Supposons que Vf € LP(G) et que
f € B2>(G), alors :

(1) Si 6 =p/(q—p), nous avons l’estimation :
1lle < CIV LRI A1l (7.26)

(1I) 5i0 < s <1/q, on fize 3 = E=2. Il vient :
1flize < CIVFIRIAI e (7.27)

Nous avons vu a plusieurs reprises que ces deux résultats sont conséquence de la pseudo-
inégalité de Poincaré. Nous traitons donc cette majoration avec le
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Théoréme 7.1.5 (Pseudo-inégalité de Poincaré)
Pour toute fonction f telle que Vf € LP(G) et pour 0 < s < 1, nous avons

A2 f — HAPf||, < CHOI2|V ], (1< p<oo,t>0) (7.28)

Les preuves de ces deux théoremes suivent les mémes étapes déja exposées dans les sections
3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3 du chapitre 3. Les vérifications sont évidentes une fois que I'on dispose
des estimations nécessaires sur le noyau de la chaleur. Elles sont laissées au lecteur.

7.2 Groupes de Lie nilpotents

On se propose d’améliorer le théoreme 7.1.3 pour une classe de groupes que se situent a
“mi-chemin” entre les groupes stratifiés que nous avons déja vu et les groupes a croissance
polynomiale dont ’étude a été faite dans la section précédente.

7.2.1 Définitions et propriétés

Soit g une algebre de Lie a dimension finie. On pose g; = g et g; = [g, g;_1] pour i > 2.
La suite (g;)i>o est une suite décroissante de sous-algebres de Lie de g (cf. [81]).

Une algebre de Lie est nilpotente de rang r si 'on a g1 = {0}. Un groupe de Lie
sera nilpotent de rang r si son algebre vérifie cette propriété. Nous savons que les groupes
de Lie stratifiés sont un exemple particulier de groupes nilpotents. La généralisation dans
cette section provient du fait que tout groupe de Lie nilpotent n’est pas forcément muni
d’une structure de dilatation (cf. [31]).

Nous supposerons dans cette section que G est un groupe de Lie nilpotent de rang r
et simplement connexe. Il est alors possible de voir que ’application exponentielle est un
difféomorphisme global de g dans GG et la mesure de Haar sur le groupe est 'image de la
mesure de Lebesgue sur g sous ce difféomorphisme (cf. [81]).

De plus, si X = {Xj, ..., Xi} est un systeme de Hérmander pour un groupe nilpotent,
nous lui associerons la distance de Carnot-Carathéodory d. donnée par (7.2) ainsi que le
sous-Laplacien (7.7).

Le noyau de la chaleur h; déterminé par la famille X vérifie quelques estimations
intéressantes qui ne sont pas vraies pour tout groupe a croissance polynomiale. En effet,
le résultat qui suit est a rapprocher du théoreme 7.1.1, mais la grande différence est que
I’on dispose d’estimations valables pour tout ¢ > 0.

Théoreme 7.2.1 Soit G un groupe de Lie nilpotent, soit X un systeme de Hormander
et hy le noyau de la chaleur associé. Alors, pour tout m € N et pour tout multi-indice I,
il existe une constante C' > 0 telle que, pour e >0 :

| X hy(z)] < Ct PV (V)] eap(—|z)? /A(1 + €)t). (7.29)



7.2. Groupes de Lie nilpotents 153

pour tout x € G et pour tout temps t > 0.

Le lecteur peut trouver une démonstration de ce résultat dans le livre [81] (Théoreme
I1V.4.2).

Voici maintenant deux conséquences de ces estimations du noyau de la chaleur :

Corollaire 7.2.1 Soientt > 0, 1 < p < o0, a € N et I un multi-indice. 1l existe alors
C > 0 telle que :

[+ DX TR, < CHIV2(1 4 VoV (Vi) (7.30)
Si 'on considere la théorie spectrale, il vient :

Corollaire 7.2.2 Soit M, le noyau de Uopérateur m(tA) = [ m(tA)dEy ot la fonction
m vérifie la condition (7.15) pour un certain n.

Sous les hypotheses du corollaire précédent (en particulier pour tout tempst > 0), il existe
une constante C' > 0 et un entier n tels que :

1@+ DXL, < CEA+ VOV (VO . (7.31)

7.2.2 Inégalités Précisées

Les techniques utilisées précédemment au chapitre 2 pour obtenir une caractérisation
équivalente en terme des fonctions de Littlewood-Paley dyadiques peuvent s’appliquer
sans problemes aux groupes nilpotents.

Avec le résultat du corollaire 7.2.1 et en nous appuyant sur le théoreme 7.1.2, nous
pouvons construire les blocs dyadiques de la méme fagon que dans la section 2.3.1 du
chapitre 2.

Remarque 7.3 Pour I'utilisation de la formule (7.31) dans la construction des fonctions
de Littlewood-Paley, il faudra prendre en compte les estimations qu’on 1’on dispose de la

quantité [V (v/1)]~/7'.

Il y a en effet une échelle de coupure en fonction de la valeur du parametre ¢. Si celui-ci
est grand alors [V (v/#)] Y% ~ t~P/%' i celui-ci est petit on a [V (V)] "/7 ~t 7"

Nous avons donc les normes équivalentes suivantes en fonction de ces blocs dyadiques
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pour les espaces de Lebesgue, Sobolev et de Besov

1/2
Lfllp = <Z|Ajf|2)
Jez
P
1/2
[ fllier = <2228j\Ajf\2
JEL »

1/q
1l = Z2q5j||Ajf||§>

jEL
On en déduit immédiatement les inégalités :

Théoreme 7.2.2 Soit 1 < p < g < o0o. On fizve les réels suivants s = s, — (1 —0)3 avec
0 =p/q. Soit f € WP et f € BZP%, alors on a

1 s < ClANG s 111 e (7.32)

Remarque 7.4 Observons finalement que 1’on ne sait pas construire par cette méthode
une décomposition de Littlewood-Paley homogene sur les groupes de Lie a croissance
polynomiale.

Ceci est du au fait suivant : si t > 1, nous sommes en dehors du domaine de validité
des estimations (7.17) données par le théoreme 7.1.2.

Les petites échelles ne posant pas de problémes, les auteurs de [36] donnent alors une
décomposition de Littlewood-Paley inhomogene ainsi que des normes équivalentes pour
les espaces de Besov.
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Annexe A

Le groupe de Heisenberg bis

Nous exposons ici deux exemples d’utilisation de I'expression explicite du noyau de la
chaleur : le premier exemple consiste a vérifier “a la main” que ce noyau appartient a la
classe de Schwartz tandis que le deuxieme donne concretement les noyaux des opérateurs
utilisés dans la décomposition de Littlewood-Paley p. 64 du chapitre 2.

Rappelons rapidement le contexte.
Soit H le groupe de Heisenberg munit de la loi de groupe

1
r-y= (3717372,953) ’ (3/17y2,y3) = (951 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3 + —(951292 - y1372)),

2
et de la dilatation d,[z] = (axy, ary, a®x3) pour @ > 0. Les champs de vecteurs sont
donnés par :
0 1 0 0 1 0 0
= — — —Ty—, Xo=—+ 01—, T=_—.
! 8x1 2x2 aZL'g 2 8172 Qxl aZL'g 8173
On conserve la notation J = —(X? + X3) pour le sous-Laplacien.

Le noyau de la chaleur est donné explicitement par la formule suivante :

L
(47)?

Une premiere formule attire notre attention, on remarque qu’en faisant le changement
de variable A\s = u dans la définition précédente, nous avons :

+o0
/ A cos()\xg)e’%(x%”%)COth(’\t)d)\. (A.1)

hi(z1, 22, 73) = sinh(At)

—00

1 Ty X9 I
ht(9€17$27$3) = t_2h1 (7175, 72757 73) (A-Q)

Autrement dit, hy(x) = t=/2h1(5,-1/2[2]) ot N = 4 est la dimension homogene du groupe
de Heisenberg.

Cette formule nous sera tres utile par la suite et une premiere application intervient
dans la preuve de la proposition classique suivant :
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Proposition A.1 Le noyau de la chaleur hy(x) est une fonction qui appartient a la classe
de Schwartz sur H pour tout t > 0.

Grace en effet a (A.2), il suffit de démontrer cette proposition pour ¢ = 1 pour ensuite
obtenir le résultat général.

On remarque d’abord que == )cos(/\xg) et Acoth(\) comme fonctions de A sont

sinh(A
paires. Nous pouvons alors étendre 'intégrale (A.1) ci-dessus de la fagon suivante :

“+oo /\
hi(21, 2, x3) = / cos()\xB)e*%(x?ﬂ%)Coth(/\)d)\

2(4m)? J_ sinh())

En transformant le cosinus on a :

1 too A A2 2 ~
h — — 2 (z74x35) coth(A) Jidx3 d\
1(1'1"%‘271'3) 4(477')2 /Oo sinh(/\)e 4 €
1 too A A2 02 <
— 2 (x{+x3) coth(X) 71)\13d)\
HTETSE /_ ~ osmhy)© ‘
puis, en posant f(xy, T, \) = m exp[—24 (2% + 23) coth(\)], on obtient :
+m . +m .
hi(z1, e, 23) = ¢ f(x1, 29, \)e?3d\ + ¢ f(x1, 29, e 34N, (A.3)

Nous remarquons que les deux intégrales intervenant dans l'expression (A.3) sont les
transformations de Fourier partielles de la méme fonction f(zq, 2, A).

11 suffit alors de vérifier que cette fonction appartient a la classe de Schwartz, ainsi,
puisque cette transformation est un isomorphisme on obtient que hy(z1, g, x3) € S(H).

Pour cela nous allons démontrer que f(z1,x2, A) est a décroissance rapide ainsi que
toutes ses dérivées.

Etant donné que o coth(o) > 1 pour tout o € R, on peut faire la majoration suivante :

A
sinh(\)

¢~ (@itad)

f(xlax% )\) S

I1 suffit maintenant de voir que, pour tout entier K :

A el g

2 2 | \2\K
(21 + 2+ A7) sinh(\) o0

puisqu'on a (2% + 23 + A?)% < (1 + A)X(1 + 22 4+ 23)* nous obtenons :

A 1 2 2 A 1 2 2
2 2 \2\K -1 2K 2, 2K -1
A _ 7 —g(aites) < (1 A 1 1(z1+73)
(@142 +47) sinh(/\)6 = (1449 sinh(\) grot xi) - -
- g 2

~
1
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La croissance polynomiale du premier terme ci-dessus est controlée par la fonction sinh ' (\) ;
dans le deuxieme terme c’est la gaussienne qui permet la décroissance a l'infini.

De méme, lors des dérivations, on garde toujours cette décroissance forte, ce qui nous
assure I'appartenance de f a la classe de Schwartz et donc celle du noyau de la chaleur
hy.

Maintenant, nous allons utiliser 1’expression du noyau de la chaleur pour étudier la
décomposition de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg.

Plus particulierement, il est possible grace a (A.1) de faire le lien entre la théorie spec-
trale employée au chapitre 2 et les opérateurs de convolution avec des fonctions explicites :

Proposition A.2 Soit 1) une fonction définie sur R, a support compact, de classe C®
et s’annulant a tous les ordres pres de lorigine. Alors lopérateur défini par ¥(J) admet
un noyau de convolution K dans la classe de Schwartz dont tous les moments sont nuls.

En effet, on a par définition du calcul symbolique :
+oo

W(J) = P(N)dE). (A.4)

0

On éerit alors ¥(A) = 5= fj;o U(w)e dw et Ton a :

+o0 +o0
/ w ) zw)\dE hatad

Il vient alors :
+o0o d

W) = [ eI S

ce qui nous conduirait a une intégrale divergente. Nous allons forcer la convergence en
introduisant un facteur de convergence. Pour cela on remplace (A.4) par :

+oo
W(T)=e / e Mp(N)dE).
0
On pose alors O(N) = eMp(N) € C° et 'on a

J/+oo /+oo W/\dE d_w:/Jr i~ Jé( )dw
2 oo 27

Nous sommes maintenant en mesure de calculer le noyau de l'opérateur () et d’en
déduire, par exemple, la propriété de moments nuls.

Le noyau de cet opérateur est alors donné par :
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1 Heo
K(r) = 5 /_OO () ()
ous=1—1iwet
1 Foo A A(r2 2
hs - _ = A A ff(zlerQ)coth()\s)d)\.
(z) (4m)? /_OO sinh(As) cos(Azg)e”

Pour voir cette propriété de moments nuls, nous observons qu’il s’agit de la transformée
de Fourier de la fonction paire

+o0 A .
A /oo sinh(\s) cos(Azg)e™ 3 (2 0O () .

Calculons la transformée de Fourier en (z1,x2). On obtient :

[ o T
cosh(/\s)e akaa

—00

avec s = 1 — w.
Il faut vérifier que toutes les dérivées par rapport a £ et A sont nulles en & = \ = 0.
La vérification ne pose pas de difficulté car ces dérivations font apparaitre des polynomes

en s = 1 — iw qui sont annulés apres intégration en w.

Nous obtenons ainsi le résultat recherché.
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Annexe B

Espace de Besov B?’OO(R”) et BMO

Nous revenons avec la proposition qui suit a la remarque 6.2 p. 136 et a l'inclusion
existante entre ces espaces, non plus sur ’anneau Z,, mais dans le cas euclidien.

Proposition B.1 Soit n > 1 et soit f € BP"(R"), alors f € BMO(R").

Remarquons que l'on a bien la méme loi d’échelle : la transformation f — f(Az), A > 0
est isométrique pour ces deux espaces.

Supposons tout d’abord, pour la preuve de cette proposition, que I'on a
F=> 9
JEL

avec || g;ll1 < C 279" et | Vgjlleo < C 2, j € Z.

On considére maintenant un cube @ de coté dg vérifiant 27™ < dg < 27™*!. On peut

alors écrire f =u + v ou
m oo
u = E g;j et v= E gj-
—00 m+1

Nous avons les estimations |[v]|; < C27™" et |[|Vu||o < C 2™

Finalement
| @) = vl < 1QldglVulc < ClQ) (B1)
D’autre part, on a fQ lv(x)|dz < ||v|l; < C|Q)] et alors f appartient & BMO.
Pour passer au cas général, il suffit d’appliquer les inégalités de Bernstein données par
la proposition 2.3.5 p. 64 a la décomposition de Littlewood-Paley de f.
|

Observons que cette démonstration est tres similaire a celle donnée dans le cas p-
adique. Mais, puisqu’on ne dispose plus de I’égalité (6.24), il est nécessaire une étape
supplémentaire fournie par l'estimation (B.1).
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Annexe C

Inégalités de Sobolev précisées et
fonctions maximales

Il existe une autre méthode pour démontrer les inégalités de Sobolev précisées lorsque
I'indice p est strictement plus grand que 1. Nous allons voir que cette approche ne repose
pas sur la manipulation des blocs dyadiques. Le résultat est le suivant :

Théoreme C.1 Pour tout 1 < p < q < oo et pour toute fonction f telle que f €
WerP(R") et telle que f € B2 (R™) on a :

£ lreo < ClF Wera 11155 (C.1)
0@92%,3:951—(1—9)5 avec >0 et —( < s < s7.

On réécrit (C.1) de la fagon suivante :

s—

= flle < CIAIGIAI e (C2)

Pour la démonstration de cette inégalité nous nous plagons dans le cadre de R™ et nous
allons suivre Pierre Gilles Lemarié-Rieusset en utilisant la définition de la puissance frac-
tionnaire du Laplacien donnée dans (2.35) :

I(=4)

#10) = 755

+oo
/ t2 7 H, f (x)dt (C.3)
0
ou nous avons noté o« = s; — s > 0.

Nous décomposons l'expression (C.3) en introduisant un parametre 7" qui sera fixé par
la suite :

(-8 @) = 5

2

T +oo
/ t2 Y H, f (z)dt + / t2 7V H, f (x)dt (C.4)
0 T

I'(9)

A présent nous utilisons les majorations suivantes :



162 Annexe

(a) |Hif(z)| <K CMpf(z) (lemme 3.4.1)

(b) [Hf(x)] < Ct o [ fllg=p-s  (définition thermique des espaces de Besov)

Nous appliquons ces estimations a la partie de droite de (C.4) pour obtenir

—« O o C a—B—s
(-8)F F(@) < payTEMBF (@) + s T H 5 oo (C5)
2 2
On fixe a présent
2
T — (Hf”Booﬁs,oo) B+s1
Mpf(z) ’
il vient alors :
—a Cl 1— o o TS & R,
[(=A)= f(z)] < F(Q)MBf(x) o1 ’fHB;O —s00 T @MBJC(@ o ’fHB;O 00"
2 2
En remarquant que ﬁfsl =1 — 0, nous pouvons écrire :
—a C1+C _
[(=4)= f(z)] < IF(Q) M f @)1 e (C.6)
2
A partir de cette estimation ponctuelle nous obtenons (rappelons que 6 = p/q) :
—a Cy+ C _
1207l < =gy MBI (C.7)
2

Pour conclure, on utilise le fait que la fonction maximale Mg est bornée de L” dans L?
pour p > 1. Nous obtenons ainsi 'inégalité (C.2).

Remarque : Cette démonstration fonctionne encore si I'on considere des poids de
Muckenhoupt et se généralise sans probleme aux groupes de Lie stratifiés.
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