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Introduction générale

L’Automatique est une discipline empruntant ses outils a la fois aux sciences et tech-
nologies de l'information et de la communication et aux mathématiques appliquées mais
qui puise ses origines dans les questions d’ingénierie et y trouve la majorité de ses
applications. Sa caractéristique principale est de traiter des systéemes dynamiques au-
tant expérimentalement que conceptuellement. Fondée sur la notion centrale de contre-
réaction, son objectif principal est la synthese de correcteurs permettant d’améliorer les
propriétés du systeme sans pour autant remettre en cause sa constitution interne. La
démarche classique de développement du correcteur fait intervenir trois étapes essentielles.
La premiere est la modélisation qui vise a associer au processus physique étudié un modele
mathématique rendant compte le plus fidelement possible de son comportement. Une fois
le modele obtenu, il s’agit de proposer des méthodes systématiques permettant d’évaluer
ses performances. Cette étape porte le nom d’analyse et étudie le comportement dyna-
mique du systeme (stabilité, rapidité de convergence vers I’équilibre, dépassement...) ainsi
que sa capacité a rejeter des perturbations. Vient enfin I’étape de synthese qui consiste a
déterminer un correcteur permettant d’améliorer les performances du systeme.

[’étape de modélisation est essentielle puisque les résultats des méthodes d’analyse
et de synthese sont conditionnées par la qualité du modele utilisé. La tentation est alors
de développer un modele le plus complet possible et rendant compte au mieux du com-
portement du systéeme dans tous ses modes de fonctionnement. Mathématiquement, cela
conduit généralement a 1'utilisation d’outils non-linéaires, en dimension infinie... Afin de
ne pas rendre inutilement complexes les méthodes d’analyse et de synthese, il est alors
nécessaire d’effectuer certaines approximations de sorte a obtenir un modele simplifié.
Généralement, les dits systemes sont congus ou définis vis-a-vis d’une utilité précise qui ca-
ractérise un régime de fonctionnement souhaité. Pour une majorité de systemes, ce régime
de fonctionnement correspond a un état statique qui est défini par un point d’équilibre des
équations dynamiques non-linéaires. En premiere approximation, le modele peut alors étre
simplifié par linéarisation autour de ce point d’équilibre et un modele linéaire invariant
dans le temps (LTI) est obtenu. Cette approche est justifiée par la premiere méthode de
Lyapunov [LYA 92] qui permet de conclure sur la stabilité locale du systeme non-linéaire
en fonction de la stabilité du modele linéarisé. Du fait de sa simplicité et de la puissance
des outils de I'algebre linéaire permettant de la manipuler, la classe des modeles LTT fut
une des premieres étudiées et de nombreux outils d’analyse et de synthese lui sont dédiés
[ZAD 63, BRO 91, SKO 05]. Pour certains systemes (satellites, machines tournantes,
etc...), le fonctionnement en régime nominal se traduit par un comportement qui n’est
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pas statique mais dynamique avec une certaine périodicité. Si I’on s’intéresse au compor-
tement de ces systemes dans ce régime de fonctionnement, il convient alors d’effectuer
la linéarisation autour d’une trajectoire de référence et non plus d'un point. Le modele
obtenu est alors un modele linéaire variant dans le temps (LTV) dont les parametres
évoluent périodiquement au cours du temps.

Il est ainsi légitime de s’intéresser aux processus périodiques de maniere générale et
aux équations mathématiques capables de rendre compte de leur comportement. Ainsi, des
1868, Emile Mathieu [MAT 68] propose de modéliser les vibrations d’'une membrane el-
liptique a I’aide d'une équation différentielle d’ordre deux a coefficient périodiques. Gaston
Floquet [FLO 83| puis Aleksandr Lyapunov [LYA 92] s’intéressent a ce type d’équations
et proposent la forme fondamentale de leurs solutions en 1883 et 1892 respectivement.
Hill en 1886 [HIL 86] ouvre la voie & de nombreux travaux de mécanique céleste en pro-
posant des modeles capables de rendre compte du mouvement des satellites (naturels).
Du fait des avancées dans la théorie de la commande et du traitement du signal, I’étude
des systemes périodiques connait un regain d’intérét depuis la fin des années 70 (voir par
exemple les ouvrages [MAR 72, YAK 75, VAI 93, FEU 96, GAR 94| et les articles
[BIT 86, BIT 99, COL 00, COL 05] proposant un état de l’art). Outre les exemples
cités précédemment, des dynamiques périodiques apparaissent naturellement dans de
nombreux domaines des sciences de l'ingénieur tels que l'aéronautique, 'espace et les
systemes de télécommunication. Les exemples du controle de vibrations d'un hélicoptere
[BIT 96b, BIT 02] et du contrdle d’attitude de satellites équipés de magnétotorqueurs
[LOV 01, WIS 04] sont désormais classiques et largement commentés dans la littérature.
Une autre application intéressante et originale de la théorie de la commande pour les
systemes périodiques est en train d’émerger en mécanique céleste : le maintien a poste au-
tonome d’un satellite sur une orbite spécifique [PAR 98]. Lorsque des orbites elliptiques
sont considérées, les équations linéarisées du mouvement relatif donnent lieu a un modele
périodique [INA 02, SCH 01, TIL 02, TIL 02, YAM 02]. Ces derniers exemples corres-
pondent a des systemes gouvernés par des lois physiques périodiques. D’autres systemes
de nature non périodique peuvent également étre modélisés sous forme périodique. Ainsi,
lorsqu’un systeme linéaire invariant dans le temps est commandé numériquement a l’aide
d’échantillonneurs et de bloqueurs présentant des périodes d’échantillonnage variées, le
systeme discret obtenu peut étre exprimé sous forme périodique. De tels systemes sont ap-
pelés systemes multiéchantillonnés et sont étudiés dans de nombreuses références [MEY 90,
DAH 92, SAG 00, TOR 01].

L’utilisation d’un modele linéaire (LTI ou périodique) pour approximer le comporte-
ment d'un systeme non-linéaire dans un régime de fonctionnement particulier est un bon
outil pour apprécier en premiere approximation les performances du systeme. Par ailleurs,
les propriétés de robustesse naturellement apportées par la structure de commande a
contre réaction permettent d’espérer pouvoir réguler le systeme malgré les différences
entre le modele linéarisé utilisé pour la synthese et la réalité non-linéaire du systeme.
Mais plus fondamentalement la robustesse se doit d’étre garantie par des méthodes d’ana-
lyse et de synthese tenant compte explicitement des différences entre le systeme réel et
son modele mathématique simplifié. Afin de rendre compte de cet écart, il convient de
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considérer non plus un modele unique, mais un ensemble de modeles, le comportement
du systeme réel étant supposé étre retranscrit par 'un d’eux. Cet ensemble de modeles
est appelé modele incertain. Outre la linéarisation, les incertitudes peuvent résulter d'une
méconnaissance des valeurs numériques du modele (incertitudes paramétriques) ou de
dynamiques négligées (incertitudes non paramétriques). La branche de I’Automatique
qui étudie les modeles incertains est appelée commande robuste. Le probleme d’analyse
consiste alors a garantir que 1’ensemble des réalisations d’un modele incertain vérifie une
propriété donnée. Celui de synthese est de choisir une loi de commande garantissant ou
optimisant les performances robustes du systeme bouclé [ZHO 96, DUL 00, SKO 05].

Alors que les questions de robustesse introduisent une complexité nouvelle due au
nombre infini de valeurs que peut prendre l'incertitude, la reformulation de nombreux
résultats existants sous forme de probleme d’optimisation convexe a permis des avancées
significatives ces vingt dernieres années. En effet, la théorie de Lyapunov permet d’écrire
naturellement bon nombre de problemes d’Automatique a ’aide d’inégalités matricielles
linéaires (LMT). Ces inégalités matricielles peuvent alors étre résolues efficacement a
'aide des outils mathématiques de la programmation semi-définie positive (SDP). De plus,
comparée aux méthodes analytiques (comme les équations de Riccati par exemple), 'ap-
proche LMZ présente une plus grande flexibilité lui permettant d’aborder des problemes
de commande robuste complexes [BOY 94, SKE 98, ELG 00].

L’objectif général de cette these est de fournir des méthodes systématiques pour I’ana-
lyse et la synthese robuste des systemes linéaires périodiques. Le cadre de travail choisi
est celui de la théorie de Lyapunov et fait appel principalement a des outils LMZ pour
la résolution des problemes.

Parmi les différentes questions que nous nous sommes posées au cours de cette these, la
premiere était de savoir s’il est possible d’étendre aux systemes périodiques les méthodes
d’analyse robuste disponibles dans le cas des systemes LTI. Parmi les différents types
d’incertitudes pouvant affecter le modele, notre attention s’est portée sur les incertitudes
paramétriques structurées de types polytopique. Nous avons montré avec succes que les
nouvelles méthodes développées dans le cadre LTI peuvent étre appliquées et permettent
d’améliorer les résultats concernant les systemes périodiques publiés dans la littérature
[De 00].

Nous nous sommes par la suite plus particulierement intéressés aux différents as-
pects liés a la structure du correcteur. Le correcteur doit-il nécessairement étre de meéme
périodicité que le systeme ? Est-il possible de réduire le nombre de parametres a mémoriser 7
Ces questionnements nous ont amené a définir des structures temporelles sur le correcteur.
L’utilisation de ces structures nous a conduit a développer des méthodes spécifiques de
synthese originales dédiées a cette classe de correcteurs. Un autre aspect lié a la nature du
correcteur qui a retenu notre attention est la résilience. La résilience désigne la robustesse
du systeme bouclé vis-a-vis d’incertitudes affectant non plus le systeme en boucle ouverte
mais le correcteur. Ces incertitudes résultent de I'imprécision et des tolérances admises
lors de la fabrication du correcteur. Si conclure a posteriori (une fois le correcteur cal-
culé) ne présente pas de difficulté spécifique, intégrer des aspects de résilience des 1'étape
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de synthese est un probleme difficile. Une méthode originale pour résoudre ce probleme
consiste a synthétiser des ensembles convexes de correcteurs ayant les mémes propriétés
garanties de performances pour le systeme bouclé [PEA 02, PEA 05]. Cette méthode
était jusqu’alors développée dans le cas du retour de sortie et nécessitait la résolution
d’inégalités matricielles bilinéaires (BMZ). Nous avons montré que cette méthode peut
étre étendue au cas du retour d’état et du retour de sortie et que, dans ces cas, des for-

mulations LMZ peuvent étre obtenues. Ceci constitue un résultat nouveau, méme dans
le cas des modeles LTI.

La these est découpée selon les trois problématiques de modélisation, d’analyse et de
synthese. Une partie applicative vient ensuite compléter ces développements théoriques.

Le premier chapitre est consacré a la modélisation des systemes linéaires périodiques.
Nous présentons dans un premier temps différents modeles capables de rendre compte de
leur comportement dynamique. Ces modeles appartenant a la classe des modeles linéaires
variant dans le temps sont de dimension infinie. Or ’emploi de méthodes LMZ nécessite
un passage en dimension finie. Nous décidons d’effectuer ce passage des I'étape de mo-
délisation en travaillant sur des modeles a temps discret décrits par leur représentation
d’état. Les incertitudes retenues sont quand a elles de type polytopique.

Le second chapitre présente différentes méthodes basées sur la théorie de Lyapunov
permettant d’analyser la stabilité et les performances de ces modeles. Les méthodes d’ana-
lyses robuste proposées peuvent étre classées en deux catégories. Les premieres sont issues
de la théorie de la stabilité quadratique alors que les secondes font appel a des matrices
de Lyapunov dépendant des parametres. Nous démontrons d’un point de vue théorique
et nous confirmons sur différents exemples que ce second cadre de travail, appelé cadre
de travail étendu, est moins pessimiste que le premier.

Ces méthodes d’analyse sont la base des méthodes de synthese proposées dans le
troisieme chapitre. L’aspect résilience est traité par la synthese non plus d’un correcteur
unique mais d’ensembles ellipsoidaux de correcteurs. Le probleme est abordé sous sa
forme la plus générale du calcul de lois de commandes par retour de sortie statique.
Les méthodes de synthese développées permettent de traiter le probleme de robustesse
et de résilience simultanément. Elles font cependant intervenir des inégalités matricielles
non linéaires et n’offrent pas de garantie de convergence. Afin d’obtenir des méthodes de
synthese formulées a ’aide d’inégalités matricielles linéaires, nous proposons de simplifier
le probleme initial et de rechercher des correcteurs par retour d’état et par retour de sortie
dynamique d’ordre plein. Pour chacun des résultats, la question de la structure temporelle
du correcteur est abordée et résolue avec plus ou moins de pessimisme.

Le dernier chapitre s’appuie sur les résultats précédemment obtenus pour proposer
une solution originale au probleme de maintien a poste autonome d’un satellite en orbite
basse. L’objectif est de proposer des lois de commande permettant de maintenir un sa-
tellite sur une orbite de référence excentrique malgré les différentes forces perturbatrices
pouvant l’en écarter. Parmi ces forces perturbatrices, nous modélisons explicitement le
frottement atmosphérique et l'effet du second harmonique zonal J; traduisant la distri-
bution non-sphérique de la masse de la Terre. Le modele a temps continu obtenu est
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périodique. Sa période est la période orbitale. Apres discrétisation du modele, nous pro-
posons différentes lois de commande permettant par exemple de minimiser la quantité
de carburant consommeée ou l'influence d’accélérations perturbatrices modélisées par des
bruits blancs. Des simulations non-linéaires permettent d’évaluer la qualité des lois de
commande calculées.
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1.1 Introduction

Ce premier chapitre est consacré a la modélisation des systemes linéaires périodiques.
Les techniques d’analyse et de synthese de tout systeme de commande dépendent natu-
rellement des choix effectués a 1’étape de modélisation. L’objectif principal de ce chapitre
n’est donc pas simplement de dresser une liste des modeles capables de rendre compte du
comportement dynamique des systemes périodiques mais surtout d’aider au choix d'un
modele en fonction du type de problemes que l'on souhaite résoudre et des techniques
numériques a mettre en oeuvre pour y parvenir.

Dans une premiere partie (Section 1.2), nous définissons la classe particuliere des
systemes linéaires périodiques sans faire appel a la notion de modele. Les propriétés parti-
culieres de ces systemes sont donc définies en termes d’entrées-sorties, le systeme étant vu
comme une boite noire. Ce n’est que dans la Section 1.3 que différents modeles capables de
retranscrire leurs spécificités sont présentés : matrice de réponse impulsionnelle, matrice
de transfert harmonique et représentation d’état.

Ces modeles faisant partie de la classe des modeles linéaires variant dans le temps sont
de dimension infinie. Or 'emploi de méthodes numériques basées sur la programmation
semi-définie positive présentées en Annexe A nécessite un passage en dimension finie.
Nous décidons d’effectuer ce passage des 'étape de modélisation en travaillant sur des
modeles en temps discret. En effet, de ’échantillonnage de modeles périodiques a temps
continu résultent des modeles discrets de dimension finie. La Section 1.4 est consacrée a
la description de ces derniers modeles.

Enfin, différents types d’incertitudes pouvant affecter le modele sont présentés en Sec-
tion 1.5. Ces incertitudes permettent de rendre compte des différentes erreurs et approxi-
mations effectuées lors de I'établissement du modele final et en particulier, celles dues a
la discrétisation.

I.2 Les systemes linéaires périodiques

Un systeme peut étre décrit comme un ensemble arbitraire d’éléments interconnectés
entre eux et en interaction avec leur environnement extérieur. Cette définition suppose la
connaissance de la topologie interne du systeme ainsi que celle de la frontiere délimitant
ses interfaces avec l'extérieur. Les échanges avec I'environnement sont caractérisés par
un ensemble de variables externes. Les variables d’entrée (controlées ou non controlées),
regroupées dans un vecteur u € R™, représentent 'action de l’environnement extérieur
sur le systeme alors que les variables de sortie (mesurées ou controlées), regroupées dans
un vecteur y € RP, décrivent I'influence du systeme sur I'extérieur.

Tout systeme évoluant au cours du temps de maniere causale (son comportement a
I'instant ¢, caractérisé par le vecteur y(t), dépend des entrées passées et présentes) est
appelé systeme dynamique, en opposition avec les systemes statiques (y(t) ne dépend
que de u(t)). Le principe de causalité associé a la définition de la classe des systemes
dynamiques repose sur la notion d’état. En effet, le comportement dynamique interne du
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systeme peut étre décrit par un ensemble de variables internes regroupées dans le vecteur
d’état usuellement noté z(t) € R™ dont les composantes doivent contenir la quantité
minimale d’information nécessaire pour décrire 'effet de la totalité des causes passées
({u(t), t; >t > 0}) sur le futur comportement du systeme (caractérisé par {y(t), t > t1}).

Définition 1.1 (Etat)

Le vecteur d’état x(t) € R™ contient le nombre minimal de variables telles que, si pour
to, x(to) est connu alors y(t) et x(t;) peuvent étre déterminés de maniére unique pour
tout t; > to si u(t) est connu sur lintervalle [to, t1].

Pour une formalisation mathématique plus précise, le lecteur intéressé pourra se référer
a [HIN 05]. L’ensemble des variables u(t), y(t) et z(t) décrivant le comportement dyna-
mique du systeme sont représentées sur la Figure 1.1.

Uy B —— A}
7777777777777 > ¢ R EReRtE = .
Entrées S/ysteme Sorties
””””””” > (état : x) [
Uy —————P — Yy

FiG. 1.1 — Systeme multivariable

Les travaux présentés dans ce manuscrit concernent une classe particuliere de systemes
dynamiques : les systemes dynamiques multivariables linéaires périodiques. L’objectif de
cette premiere partie est de décrire les spécificités de cette classe de systemes.

1.2.1 Propriété de linéarité

La linéarité d'un systeme peut étre mise en évidence a 'aide du principe de superposi-
tion et du principe d’homogénéité. Toute trajectoire d’état et de sortie, en réponse a une
combinaison linéaire d’entrées élémentaires, peut étre représentée comme une combinaison
linéaire des trajectoires d’état et de sortie élémentaires.

Définition 1.2 (Systéme Linéaire)
Soient y;(t) et x;(t) la sortie et 'état d’un systéme en réponse a une entrée u;(t). Ce
systeme est dit linéaire si, pour une combinaison linéaire des entrées :

u(t) = Z ;i (1) (1.1)

les réponses y(t) et x(t) sont une combinaison linéaire des réponses élémentaires a chacune
des entrées appliquées individuellement :

y(t):Zaiyi(t) , x(t):Zai:vi(t) ., Yo €eR (1.2)
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En pratique, la majorité des systemes physiques sont non-linéaires. Cependant, leur
comportement au voisinage d’un point de fonctionnement donné peut étre considéré en
premiére approximation comme linéaire (on parle alors de linéarisation autour d’un point
de fonctionnement). Le point de fonctionnement est génériquement défini par x = 0 pour
la classe des systemes linéaires. Dans cette these, nous faisons ’hypothese que les systemes
évoluent dans des domaines ou I'hypotheése de linéarité est vérifiée (z proche d’un point
d’équilibre).

1.2.2 Propriété de périodicité

De maniere générale, la réponse d'un systeme linéaire dépend de l'instant initial ou
les entrées sont appliquées. De tels systemes sont dits non stationnaires ou variant dans
le temps (LTV). Les systemes linéaires périodiques constituent une classe particuliere de
systeme LTV présentant la propriété suivante :

Définition 1.3 (Systéme périodique)
Soient y(t) et z(t) la sortie et [’état d’un systéme en réponse a une entrée u(t). Ce systeme
est dit périodique si, pour tout u(t), il existe T' > 0 tel que la méme entrée décalée d’un
temps T :

ug(t) =u(t+7T) (1.3)

produit les mémes sortie et état décalés de T :
ya(t) =yt +7T) , zqt)=2z(t+T) (L4)
T est alors appelée période du systeme et le systeme résultant est dit T-périodique.

Si T est le plus petit nombre positif tel que la propriété précédente est vérifiée, alors
T est appelé période minimale du systeme.

Remarque Si la propriété précédente est vérifiée pour tout T, alors le systeme est dit
linéaire invariant dans le temps (LTI). La période minimale d’un systéme LTI est donc
T = 0. Un systeme LTI peut ainsi étre considéré comme un cas particulier d’un systeme
périodique dont la période T tend vers 0.

I.3 Modélisation des systemes périodiques

Ayant défini le systeme concret qu’il souhaite étudier, le premier travail de I’Automa-
ticien est de lui associer une abstraction sur laquelle il va pouvoir raisonner : un modele.
Ce modele doit rendre compte au mieux du comportement dynamique du systeme ca-
ractérisé par I’évolution des variables internes (vecteur d’état) du systeéme (comportement
autonome) et par I’évolution des grandeurs de sortie en réponse a des variations sur les
grandeurs d’entrée (comportement forcé).

Différents types de modeles mathématiques directement inspirés du cadre de travail
LTT et capables de rendre compte du comportement des systemes linéaires périodiques
sont maintenant présentés.
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I.3.1 Matrice de réponse impulsionnelle

La réponse temporelle y(t) € RP d'un systéme LTV a une entrée u(t) € R™ appliquée
a partir de I'instant ty peut s’écrire de la maniere suivante :

y(t) :/ h(t, T)u(r)dr (L5)

to
ou h(t,7) € RP*™ est la matrice de réponse impulsionnelle considérée comme causale
[SAN 05] : h(t,7) = 0, V t < 7. Chaque colonne i de h(t,7) est la réponse a une
impulsion de Dirac §(t — 7) appliquée a U'instant 7 sur 'entrée u;.
S’il existe un réel positif 1" tel que :

hMt+T,7+T)=h(t,7) Vit>71 (1.6)

alors, le systeme est T-périodique. Cette représentation, utilisée par exemple dans les
articles [COL 05, SAN 05, VAN 02] est généralement introduite pour définir la matrice
de transfert harmonique présentée dans la section suivante.

1.3.2 Matrice de transfert harmonique

Un autre type de modele, basé sur une approche fréquentielle, est souvent utilisé pour
représenter les systemes LTI : la matrice de transfert. La généralisation de cet outil pour
représenter des systemes variant dans le temps n’est pas aisée.

Dans le cas des systemes périodiques, la propriété de périodicité de la réponse impul-
sionnelle (I1.6) permet d’écrire sa décomposition en série de Fourier [SAN 05] :

h(t,7) = Y hy(t —T)eler! (L.7)

q=—00

2 ) , , . . .
avec wr = —. Les fonctions h,(7) sont appelées les réponses impulsionnelles harmoniques

du systeme :
1

hy(T) = T/o h(t,T)e 9Tt qt (L.8)

En substituant cette expression dans (I.5), la réponse temporelle du systeme s’écrit :

y(t) = /_ S hylt — )i rt(r)dr

too e (1.9)
— Z / hq(t—T)ejq‘”T(t’T)u(T)ejq“TTdT
g=—00" "

Il s’agit d'une série d’intégrales de convolution dont la transformée de Laplace s’écrit :

Y(s) = c[y@]
> /_ hy(t — 7)1y (1) eI g

q=—00

+0o0
= Y Hy(s—jqwr) U (s — jqwr)

g=—00

= L

(1.10)
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ou Y (s), Hy(s) et U(s) désignent respectivement les transformées de Laplace de y(t), h, (%)
et u(t).
En définissant les vecteurs de dimension infinie suivants :

Uls) = (- U(s+2jwr) U(s+jwr) U(s) U(s—jwr) Uls—2jwr) ),
Y(s) = (- Y(s+2jwr) Y(s+jwr) Y(s) Y(s—jwr) Y(s—2jwr) )
(L.11)
il est possible d’écrire une relation de la forme :
Y(s) = H(s)U(s) (I.12)

ou H(s) est une matrice de dimension infinie appelée matrice de transfert harmonique :

Hy(s + Jjwr) Hl'(s) Hs(s — Jwr)
H(s)= | -+ Ho(s+jwr) Ho(s) Hi(s—jwr) - (113)
H_o(s + jwr) H-i(s) Hoy(s — jwr)

Cette représentation a été proposée pour la premiere fois par N. M. Wereley dans sa
these WER 91]. 1l existe cependant d’autres représentations fréquentielles des systémes
linéaires périodiques. En particulier, nous pouvons citer la fonction de transfert pa-
ramétrique introduite par L. A. Zadeh dans [ZAD 50]. 1l s’agit d’une fonction scalaire
dépendant de deux variables : le temps et la fréquence. Une autre représentation est
lopérateur de transfert introduit par P. Colaneri [COL 00] qui est un opérateur de di-
mension infinie. Ces deux dernieres représentations sont équivalent a la fonction de trans-
fert harmonique. Le lecteur intéressé pourra se référer a [SAN 05] ou un historique des
représentations fréquentielles des systemes périodiques est proposé.

Si la connaissance des fonctions de transfert harmoniques H;(s) est un outil adapté
pour caractériser le comportement fréquentiel des systemes périodiques, la manipulation
de matrices de dimension infinie limite 'intérét de I'approche. Il est cependant possible
d’effectuer une troncature lors de la décomposition en série de Fourier (1.7) de la réponse
impulsionnelle, la matrice de transfert harmonique correspondante étant alors de dimen-
sions finie. Les erreurs dues a cette troncature peuvent alors étre évaluées au sens de la
norme Ly comme proposé dans [SAN 05].

De par leur compacité d’écriture, les modeles d’états présentés dans la section suivante
sont plus simples a manipuler.

I.3.3 Représentation d’état des systemes périodiques

La représentation d’état d'un systeme dynamique est un modele dynamique interne
fondé sur le concept d’état tel qu’il est défini en Section I.2. Introduite par W.R. Hamilton
en mécanique et H. Poincaré en thermodynamique puis généralisée par R. Kalman en 1960
[KAL 60al, cette représentation permet de décrire aussi bien les systemes LTI, LTV ou
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non linéaires. A partir de la Définition 1.1, il est possible de postuler I'existence d’une
fonction g telle que :

g: RFXRtxExU — &
(t[))thx(tﬂ))u[to,tﬂ) I [E(tl) - g(t[))thx(tﬂ))u[to,tl])
avec x(t1) unique. £ est I'espace d’état et U 'espace des fonctions d’entrée. De plus, il
existe une fonction h définie par :
h - Rt x ExR™ — RP
(t1,z(t1) uta)) — y(t) = h(ty, 2(t1), u(ty))
avec y(t1) unique.

La fonction g est causale et la fonction h n’a pas de mémoire. Elles vérifient les
propriétés suivantes :

Propriétés 1.1
1 - Propriété d’identité :

x(to) = g(to, to, x(to), u(to))

2 - Propriété de transition d’état : si u(t) = v(t) pourt € [to,t1], alors :

g(t()a tla :L‘<t0)7 u[toﬂfl]) - g(th t17 x(tO)a U[toﬂfl])
3 - Propriété de semi-groupe : pourty <t; <ty :

w(ty) = g(to,t2, 2(t0), Utg,ts))
= g(tlat%x(tl)au[thtﬂ)
= g(tlat27g(toatlax(to)vu[to,tﬂ)?u[tl,tz})

Dans le cas des systemes dynamiques linéaires a parametres localisés et en temps
continu, une représentation d’état est donnée par une équation différentielle ordinaire
linéaire du premier ordre et une équation algébrique linéaire. Dans le cas T-périodique,
la représentation d’état s’écrit :

() = A(t)z(t) + B(t)u(t)
{?J(f) = C(z(t) + D(t)ult) (L14)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur de commande et y(t) € R” est
le vecteur de sortie. Les matrices A(t), B(t), C(t) et D(t) apparaissant dans (1.14) sont
des opérateurs linéaires T-périodiques :

A(t+T) = A(t), B(t+T) = B(t), C(t+T)=C(t), DA+T)=D(t), YVt >t, (115)

L’intégration de 1’équation d’état (I.14), pour une condition initiale (z(tg) = o),
permet d’écrire :

2(8) = B(1, 1) + / B(t, 7)B(r)u(r)dr (1.16)

to
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ou ®(t, 7) est la matrice de transition d’état, solution de I’équation différentielle homogene
a coefficients périodiques :

d(t,7) = A)P(t,7) Vi>7T

I.1
o(r,7) =1, (1.17)
Ceci permet d’écrire la relation entrées-sorties suivante :
t
y(t) = C(t)P(t,to)xo + C(t) / O(t, 7)B(T)u(r)dr + D(t)u(t) (1.18)
to

Des équations de la forme (1.17) ont été étudiées par Gaston Floquet des 1883 [FLO  83]
puis par Aleksandr Lyapunov [LYA 92]. Ces travaux sont au coeur de ce qui est a présent
connu sous le nom de théorie de Floquet-Lyapunov. Si, dans le cas général, il est difficile
d’établir 'expression littérale de la solution, il est cependant possible de montrer [FLO 83|
qu’elle possede un certain nombre de propriétés, en particulier :

Ot +T,7+T)=d(t,7) (1.19)

Cette propriété permet de prouver que I’équation (I.18) traduit bien un comportement
entrées-sorties périodique. Une autre propriété essentielle de la matrice de transition d’état
sera présentée dans le chapitre I1. Celle-ci permet de conclure sur la stabilité du systeme.

Outre sa simplicité d’écriture par rapport a la matrice de transfert harmonique, 1'uti-
lisation d’une représentation interne telle que la représentation d’état présente différents
avantages. Elle permet :

— de considérer des conditions initiales non nulles et d’étudier ainsi le comportement

du systeme autonome,

— d’étudier les variations de grandeurs internes non mesurables par I'intermédiaire des

sorties,

— d’étudier la stabilité du systeme a ’aide de la théorie de Lyapunov qui est basée sur

la notion d’état.

Pour ces différentes raisons, la représentation d’état sera privilégiée dans cette these.

I.4 Choix d’un cadre de travail en temps discret

1.4.1 Motivations

Les différents modeles a temps continu présentés dans la section précédente sont de
dimension infinie :
— la matrice de transfert harmonique (I.13) est a coefficients constants mais de dimen-
sion infinie,
— les matrices de la représentation d’état (I.14) et la matrice de réponse impulsionnelle
définie a la Section 1.3.1 sont a coefficients variant dans le temps et peuvent donc
prendre un nombre infini de valeurs.
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Or les méthodes numériques utilisées dans cette these (voir Annexe A) nécessitent
I’emploi de modeles de dimension finie. Des modeles de dimension finie peuvent étre
obtenus par échantillonnage des modeles a temps continu. Il s’agit d'une spécificité des
systemes périodiques qui n’est pas vraie dans le cas plus général des systemes LTV non
périodiques.

De plus, d'un point de vue pratique, cette étape d’échantillonnage n’est pas pénalisante
puisque la commande est tres souvent mise en oeuvre a l’aide d’un calculateur. Le systeme
est alors échantillonné et un modele a temps discret peut toujours étre associé au systeme
continu.

I.4.2 Représentation d’état discrete

La représentation d’état d'un systeme linéaire N-périodique a temps discret s’écrit :

{karl = Az + DBruy

1.20
Yk = Cirr + Dypug ( )

ol z, € R" est le vecteur d’état, up € R™ est le vecteur de commande et y, € RP est
le vecteur de sortie. Les matrices Ay, By, Cy et Dy apparaissant dans (1.20) sont N-
périodiques :

Apen = Ak, Bran =B, Cun =Ck, Digny =Dy, Vk=>ko (L.21)

Un nombre fini de matrices suffit donc a décrire le comportement dynamique du
systeme discret périodique.
La relation entrées-sorties associée a cette représentation d’état s’écrit :

k

ve=Cr Y PpBiyui + Dyuy, (1.22)
l=ko+1

ou Py est la matrice de transition d’état :

(I)kJ = Ak_lAk_Q s Al Vk>I

1.23
o, =1, (123)

Le systeme (1.20) peut étre de nature discrete ou issu de ’échantillonnage d’un systeme
a temps continu. Cet échantillonnage est nécessaire lorsque le systeme continu est com-
mandé a l'aide d'un calculateur numérique ne pouvant assimiler que des signaux se
présentant sous forme de suites. L’échantillonnage fait intervenir essentiellement deux
éléments. Le premier est un convertisseur analogique-numérique prenant des échantillons
du signal de sortie y(t) a divers instants. Ces instants d’échantillonnage sont notés 7T (k).
L’intervalle de temps entre deux échantillons, noté AT, (k) = Ts(k+1) —Ts(k), est appelé
période d’échantillonnage. Dans cette these, le temps de codage et les erreurs de quantifi-
cation sont supposés négligeables : vy, = y(7Ts(k)). Le second élément est un convertisseur
numérique-analogique bloquant les signaux numériques u; générés par le calculateur avec
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la méme période ATy(k) que celle choisie pour ’échantillonnage. Ces deux étapes sont
représentées sur la Figure 1.2.

U,

d’ordre O a temps continu T,

Bl Syteme Périodi |
oqueur | u(?) yteme Périodique | (%) : Yk o

Syteme Périodique a temps discret

Fia. 1.2 — Systeme échantillonné

L’intégration des équations d’état (1.14) entre deux instants d’échantillonnage T(k)
et Ts(k + 1) est donnée par (1.16) avec tg = Ts(k) et t = T5(k + 1) :

Ty (k+1)
x(Ts(k+1)) = O(Ts(k+ 1), Ts(k))x(Ts(k)) + / " O(Ts(k+ 1), 7)B(T)u(r)dr

y(Tu(k)) = C(Ts(k))x(To(k)) + D(Ts(k))u(Ts(k + 1))

Puisque, du fait du bloqueur d’ordre 0, u(t) est constant sur une période d’échantillonnage,
la représentation d’état du systeme échantillonné est donnée par les matrices :

B Ts(k+1)
B, — / L, YO+ Bd (1.24)
Cr = C(Ty(k))

\ Dy = D(Ts(k))

Etant donné N le nombre d’échantillons relevés sur une période, si I’échantillonnage T(k)
vérifie la relation suivante :

T,(k+ N)—Ty(k) =T VEkeN (1.25)

alors le systeme échantillonnée est N-périodique. En effet, d’apres les relation (1.25) et
(I.19), nous avons :

Aprn = O(T5(k+N+1), T (k+N)) = &(T5(k4+1)+T, Ts(k)+T) = ©(Ts(k+1), Ts(k)) = Ay

De méme, nous obtenons Byyny = By, Cran = Ck et Dyyny = Dy.

I[.4.3 Représentations LTI équivalentes

La représentation d’état discrete d’un systeme périodique étant de dimension finie,
il est possible de construire des représentations LTI équivalentes a (1.20) d’'un point
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de vue entrées-sorties. Plus précisément, il s’agit d’associer au systeme périodique une
représentation LTI équivalente.

Dans cette partie sont décrites les deux représentations a coefficients constants les plus
utilisées dans la littérature : la représentation liftée et la représentation cyclique. D’autres
représentations a coefficients constants existent. Le lecteur intéressé pourra se reporter a
la référence [BIT 00] qui répertorie et compare I'ensemble de ces représentations.

1.4.3.1 La représentation liftée

Cette représentation fait apparaitre ’évolution de I’état non plus entre deux ins-
tants discrets mais sur une période complete. Les vecteurs d’entrée et de sortie sont
alors constitués de l’ensemble des valeurs prises par I'entrée et la sortie sur I’ensemble
de la période. Cette représentation est probablement la plus classique. Introduite dans
[KRA 57] pour les systemes multiéchantillonnés puis dans [JUR 59] pour les systemes
périodiques, elle a souvent été utilisée depuis (dans des contextes variés tels que la
définition des zéros périodiques [BOL 86|, la commande optimale des systemes périodiques
[DAH 92| et l'analyse des systemes d’atténuation de vibrations pour les hélicopteres
[GAT 04]).

La représentation liftée du systeme (1.20) s’écrit :

{fi+1,ko = ATk + Bl lik (1.26)

Uik = CpTin, + Dy Uik,

avec

Tiko = TiNtko

/
~ _ / / /
Wiky = [ UiNtky WiN+4kot1 - UWiN+ko+N-1 }
. _[ / / ! }’
Yiko = | YiN+ko YiN+ko+1 -+ YiN+ko+N-1
l
Ay = ProtNko = Aot N1 Akgen—2 -+ Ak
I _
Biy = | Protnko+1Bry Prosnikos2Brosr -+ Brosn-1 |
L ! ! / / / !
Cko - [ ko (I)ko-i-l,ko ko+1 77 CI)ko-&-N—LkoCko-&-N—l ]
Dy, 0 . 0
Cko-l-lBko Dko+1
Dy, = Chroso A, 1B ChoioB
ko ko+241ko+1Pkg ko+2Lko+1
. . 0
Ck0+N71q)k0+Nfl,ko+1Bko Ck0+N71(bk0+N71,k0+QBk0+l e Dk0+N71

La valeur de I'état de ce systeme n’étant mise a jour qu’a chaque période, la valeur
de I'état a chaque instant n’est pas directement accessible. En effet, considérons le cas ou
I’ensemble de Iétat est mesurable : y, = xp (Cr =1L et D, =0V k € N). La sortie de la
représentation liftée (pour i = 0 et kg = 0) vaut alors :

Jo=[ay a4 - ay_,]
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L’ensemble des valeurs de 1’état sur la période est donc accessible, mais seulement une
fois la période terminée (par exemple, il n’est pas possible de connaitre la valeur de x;
avant I'instant V). Cette représentation liftée est donc moins riche que la représentation
d’état du systeme périodique (1.20).

1.4.3.2 La représentation cyclique

Cette reformulation fait apparaitre des vecteurs d’état, de commande et de sortie
cycliques. Ces vecteurs cycliques, constitués de N sous-vecteurs, sont définis de telle sorte
qu’a chaque instant un seul sous vecteur est non nul et que ce sous vecteur non nul se
déplace de facon cyclique dans la colonne au cours d’une période. Cette représentation
fut introduite dans [PAR 89] et [FLA 91], puis appliquée a différents problemes tel que
'assignation de modeles [COL 97].

{ Tig1ko A Tiky + Btk (1.27)
Yiko = Cilike + Diyligg
avec : 0
U’i,ko
) p ) vi sii=ko+l—1+kN, keN
0 sinon
()
i,ko
ou v représente I'état x, I'entrée u ou la sortie y, et :
0 0  Agin-1 0 .- ... 0 Brin-1
A, 0 By, 0
k=| O Bi=| 0
ST 0 0
0 - 0 Aposn—2 0 | | 0 0 Bp4n-—2 O |
[ Cy, O 0 [ Dy, O .- 0
0 C 0 D :
o O o | O P
: t. . 0 : . . 0
| 0 0 Crysn1 |0 0 DNt

Contrairement a la reformulation liftée, la reformulation cyclique est aussi riche que la
représentation d’état du systeme périodique (1.20). Pour le probleme d’analyse de stabilité,
la forme particuliere du vecteur d’état (1.28) induit une structuration particuliere des
matrices de Lyapunov (ce point est discuté en Section I1.2.3). De méme, pour le probleme
de synthese de loi de commande, celle-ci doit tenir compte de la structure particuliere des
vecteurs d’entrée et de sortie.
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1.4.3.3 La transformation de Floquet

Lorsque seule la matrice dynamique est considérée, le systeme s’écrit :
Lpt1 = Akl‘k s Ak+N = Ak <129)

Il est alors possible, dans certains cas, de trouver un changement de base N-périodique
inversible 75, = Spx) tel que :
Tpp1 = Ay (1.30)

ot A est constant.

Théoréme 1.1 (Conditions d’existence de la transformation de Floquet) [VAN 94/
Le systéme (1.29) admet une transformation de Floquet Ty, = Skxy, Spin = Sk, conduisant

a un systéme invariant dans le temps de la forme (1.30) si et seulement si les conditions
de rang suivantes sont vérifiées :

rang (Pry+kk,) = ri indépendant de k , Vky € {l---N} , Vke{l---n} (L31)

ot ® est la matrice de transition d’état du systéme définie en (1.23) et n est l'ordre du
systéme (1.29).

Dans le cas réversible, la transformation de Floquet est toujours possible puisque la
condition de rang (I.31) est vérifiée. La matrice A et la suite N-périodique de matrices
{Sk}req1..vy peuvent alors étre déterminées a 'aide des relations suivantes proposées dans

l'article [VAN 94] :

2=

A - (Slq)1+N71S;l) (132)
Sy = A'S,®;} (1.33)

ou S; est une matrice inversible choisie arbitrairement et ® est la matrice de transition
d’état du systeme : @) = Ap_1Ap_o--- A

Historiquement, ces représentations ont été introduites pour permettre d’appliquer
aux systemes périodiques les méthodes d’analyse et de synthese développées dans le cadre
LTI. Nous leur préférerons des approches plus directes basées sur la représentation (I1.20)
pour les raisons suivantes :

— lareprésentation liftée est moins riche en information que la représentation périodique

(la valeur de I'état par exemple n’est mise a jour qu’au bout d’'une période),

— la représentation cyclique implique la prise en compte de la structure particuliere

des vecteurs du systeme,

— la transformation de Floquet ne s’applique pas dans tout les cas et ne s’écrit que

pour le systeme autonome.
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I.4.4 Matrice de réponse impulsionnelle et matrice de transfert
harmonique dans le cas discret

Bien que la représentation d’état soit majoritairement utilisée dans cette these, diffé-
rentes notions présentées par la suite font intervenir les matrices de réponse impulsionnelle
et de transfert harmonique. Leur définition pour les modeles en temps discret est donc
rappelée dans cette section (le détail des calculs est donné dans [ZHA 00] par exemple).

Soit une impulsion en temps discret (fonction de Kronecker) :

(1.34)

b 0, = 0 sinon

La matrice de réponse impulsionnelle du systeme est notée hy;. Chaque colonne ¢ de
hi, est la réponse a une impulsion d;_; appliquée a I'instant [ sur la ¢-eme entrée.

La réponse du systeme peut s’écrire a partir de la réponse impulsionnelle de la maniere
suivante :

+00 k
Y = Z P uy = Z I (1.35)
1=0

l=—00

En définissant les vecteurs :

U(z) = (U(2) U(ze™n) U(ze2v) .. U(ze/(N-Den) )’
Y(Z) = ( V(z) Y(z2e/N) Y (ze%9N) .. Y (zed(W-Dwn) )/ (1.36)
ou :
WN = %ﬂ (1.37)
il est possible d’écrire une relation de la forme :
Y(z) = H()U(2). (1.38)
H (z) est la matrice de transfert harmonique discrete :
Hy(2) Ho(zelon) ... Hy(zed(N=Den)
R I R e )
HN;I(Z) HN_1(‘zej‘”N) HN_I(Ze‘j(Nfl)wN)

ol H,(z) est la transformée en z de la réponse impulsionnelle harmonique :

N-1
1 .
Hy(z) =2 N E hk+z,le_WNl]
1=0
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I.5 Erreurs et approximations dans la modélisation :
modeles incertains

I.5.1 Principe

Quelle que soit la qualité du travail de modélisation, il ne faut pas perdre de vue que
le modele ne peut rendre compte parfaitement du comportement dynamique du systeme.
En effet, un certain nombre de choix, d’approximations et d’erreurs interviennent imman-
quablement lors de ’établissement de celui-ci. Linéarisation, discrétisation, dynamiques
négligées, erreurs d’identification sont autant de sources d’incertitude sur la qualité du
modele obtenu.

Une maniere de prendre en compte ces incertitudes est de considérer non plus un
modele unique mais un ensemble de modeles, le comportement du systeme réel étant sup-
posé étre retranscrit par I'un d’eux. Cet ensemble de modeles est appelé modele incertain.

Un modele incertain est décrit par un modele nominal affecté par un opérateur d’in-
certitude noté A. La valeur de A n’est pas précisément connue, mais appartient a un
domaine de valeurs admissibles noté A. Dans le cas des systemes LTV périodiques, le
modele d’état incertain peut s’écrire :

( Th+1 ) _ [ Ap(Ax)  Br(A) } ( L ) = My(A) < Tk ) (1.40)
Yk Cr(Ar) Di(Ay) ug, Up,

ou My (Ay) est la matrice du modele appartenant a chaque instant a un certain domaine

noté M. La valeur de My(Ay) pour Ay fixé est appelée réalisation du modele et My, est

appelé domaine de réalisabilité de M. Les suites de domaines { My }ren étudiées ici

sont N-périodiques :

Remarque L’objectif d’un modéle incertain n’est pas de retranscrire plus fidelement le
comportement entrées-sorties du systeme qu’un modele certain. Son objectif est de rendre
compte du comportement du systeme mais aussi de ses propres limitations.

Généralement, deux types d’incertitude sont distinguées selon leur origine :
— les incertitudes paramétriques correspondant a une méconnaissance des valeurs
numériques du modele,
— les incertitudes non paramétriques résultant de dynamiques négligées.
Dans ce mémoire, seules les incertitudes de type paramétrique sont considérées. Le lecteur
intéressé pourra se reporter a 'ouvrage [ARZ 02b] qui présente différents types d’incer-
titudes paramétriques pouvant affecter les systemes LTI.

D’autres éléments de classification des incertitudes peuvent étre mis en avant, selon

la nature de l'incertitude A : réelle ou complexe, structurée ou non structurée. Enfin, A
peut varier ou non dans le temps et trois cas peuvent alors étre distingués :

— l'incertitude ne varie pas ou elle varie lentement vis-a-vis de la dynamique du
systeme. Dans ce cas elle sera supposée constante et notée : A, = A.
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— Dincertitude peut varier infiniment vite (sa dérivée n’est pas bornée).
— l'incertitude peut varier mais sa vitesse de variation est bornée.

Deux classes d’incertitudes paramétriques réelles sont décrites dans ce mémoire : les in-
certitudes bornées en norme N-périodiques et les incertitudes polytopiques N-périodiques.

I.5.2 Incertitudes bornées en norme N-périodiques

Dans le cas d’une incertitude bornée en norme, la matrice du modele My (Ay) peut
s’écrire :
Mi(Ag) = My + AM,  AMy = DiApEy (I.42)
Pour chaque k, A, appartient au domaine suivant :

Ak = {Ak c RTXZ : ||Ak||2 < Ozk} Qg+ N =

L’incertitude A, est donc une incertitude non structurée variant dans le temps. Ay
n’est pas nécessairement périodique. Par contre, elle doit appartenir a chaque instant a
un domaine incertain périodique : Apny = Ay.

A chaque instant k, le domaine de réalisabilité My de My (Ag) est donc un ellipsoide de
matrices (Annexe C) dont le centre est la matrice nominale M;. La séquence d’ellipsoides
{ M }ren est N-périodique.

I.5.3 Incertitudes polytopiques N-périodiques

Dans ce cas, la matrice du modele M (A) s’écrit :

L
Mu(A) ="M - ces (1.43)
=1
avec :
&1 L
E=qé=| : |eRF D G=1,0<6<1 Vi=1---L (1.44)
95 =

ou les scalaires & sont les coordonnées barycentriques de la matrice My(A) dans le do-
maine :

Mkzco{M,L”,---,M,LL}} M =M, Vie{l,. L}, Yk>0 (145)

A chaque instant k, le domaine de réalisabilité M, de My(A) est donc un polytope
dont I’enveloppe convexe est décrite par L sommets M,E], e ,M,EL}. D’apres (1.43-1.44),
la séquence de polytopes { My }ren est N-périodique.

Ce type de modele incertain résulte généralement de constantes mal connues dans les
équations physiques permettant d’établir le modele (dans ce cas, le modele polytopique
est établi a partir de bornes sur les parametres) ou d’identifications a des points de fonc-
tionnement différents (dans ce cas, le modele polytopique est obtenu sans faire apparaitre
explicitement les parametres).
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Remarque

Il ne faut pas confondre la nature, périodique ou non, du domaine de réalisabilité et celle
de ['incertitude. En effet, une incertitude paramétrique affine constante donne lieu a un
domaine de réalisabilité variant dans le temps (périodique) pour la matrice du systéme.

I.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté différents types de modeles capables de rendre compte du
comportement dynamique des systemes linéaires périodiques.

Etant donnés les problemes d’analyse et de synthese que nous voulons résoudre par la
suite et les méthodes numériques que nous souhaitons employer, notre choix s’est porté sur
la représentation d’état a temps discret. Parmi les différents types d’incertitudes pouvant
affecter ce type de modeles, nous ne considérons dans cette these que les incertitudes
paramétriques réelles et invariantes dans le temps.

Les chapitres suivants proposent donc différentes méthodes permettant d’'un part
d’analyser le comportement dynamique de ces modeles et d’autre part de modifier ce
comportement afin d’atteindre des objectifs donnés a 'aide de correcteurs.

L’ensemble de la démarche adoptée dans cette these est récapitulée dans la Figure 1.3.

{ Modele non linéaire}

¢ Linéarisation

| Modgle linéaire
”””””””””””’”””””””’t” Echanti]lonnage ”””””””””

Dimension
infinie

{ Modele discret

Dimension
finie

Méthodes

Analyse L .
Numériques

Synthese

Correcteur

Stabilité
Performances

Fic. 1.3 — Méthodologie adoptée
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II.1 Introduction

Initialement défini par John Doyle en 1983 [DOY 83], le modele standard représenté
sur la Figure I1.1 et élaboré dans le cadre de la théorie de la commande robuste a permis de
définir un paradigme formel précis pour I’analyse et la synthese des systéemes de commande
a contre-réaction.

Fia. I1.1 — Modele standard pour I'analyse des systemes de commande a contre-réaction

Le modele standard propose ainsi de clairement séparer les signaux exogenes d’entrée
liés aux perturbations wyp € R™» et les signaux de commande u; € R™. De méme, les
signaux de sortie sont séparés en signaux de sortie mesurés sur le systeme y, € RP et
signaux controlés z, € RP= .

Remarque

Pour ne pas alourdir l’exposé, les dimensions des vecteurs d’entrée et de sortie sont
supposées constantes. Le cas des systémes dont les dimensions varient dans le temps
(comme les systemes multiéchantillonnés) peut néanmoins étre traité a l’aide des méthodes
présentées dans ce chapitre.

Le transfert ainsi défini entre wy et 2z, doit permettre d’analyser les performances du
systeme de commande en termes de norme systeme Hs et ‘H,, par exemple. La définition
mathématique de ces normes, ainsi que leur sens physique, sont décrits dans la suite de
ce chapitre.

L’étude des caractéristiques du systeme bouclé Y, pour un correcteur K donné porte
le nom d’analyse. Celle-ci peut porter sur la stabilité, propriété fondamentale du systeme
bouclé, ou sur différents types de performances (placement de poles dans des régions
données du plan complexe, atténuation Hy ou He...).

Si le modele du systeme X ou du correcteur K sont affectés par des incertitudes A, on
parle alors d’analyse robuste. Il s’agit donc de garantir les propriétés du systeme bouclé
quelle que soit la valeur des incertitudes A appartenant a un certain domaine A.

Le but de ce chapitre est de présenter différentes conditions d’analyse permettant
d’évaluer la qualité des correcteurs dans le cadre des systemes périodiques a temps discret.
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Ces résultats servent également de base au développement des méthodes de synthese
présentées au chapitre suivant.

Dans les deux sections suivantes sont traités les problemes d’analyse de stabilité (Sec-
tion I1.2) et de performances (Section I1.3) du systéme nominal. Le probleme plus com-
plexe d’analyse robuste est traité en Section II.4.

I1.2 Stabilité des modeles discrets périodiques

La notion de stabilité est fondamentale dans le développement des systemes de com-
mande et particulierement pour les architectures de commande a contre-réaction comme
nous le verrons dans le Chapitre III. En effet, en ’absence de cette propriété, aucun
systeme n’est utilisable en pratique.

Dans le cas général de I'analyse d’un systeme non linéaire variant dans le temps, le
concept de stabilité est complexe et sa définition n’est pas univoque. Celle-ci varie en
premier lieu suivant que 1'on se place dans une perspective entrées-sorties [DES 75] ou
que l'on souhaite utiliser les outils de la théorie de Lyapunov [LYA 92]. Dans ce dernier
cadre de travail que nous privilégions dans ce mémoire, il est encore possible de s’intéresser
suivant les cas a différents types de stabilité [NAR 73].

Dans cette these, nous nous intéressons a la stabilité interne (ou stabilité au sens de
Lyapunov) des modeles appartenant a la classe des modeles LTV pour lesquels quelques
précautions doivent étre prises. La notion de stabilité au sens de Lyapunov, intimement
liée a celle d’état et de trajectoire d’état est décrite en Section I1.2.1 dans un cas général
pour étre ensuite spécifiquement définie pour la classe particuliere étudiée ici. Différents
outils permettant d’attester la stabilité d’un systeme donné sont ensuite présentés en
Section I1.2.2 et I1.2.3.

I1.2.1 La stabilité au sens de Lyapunov

La stabilité au sens de Lyapunov s’intéresse a la convergence de I’état du systeme vers
des points (ou états) d’équilibre. Par définition, un état d’équilibre est un état que le
systeme peut occuper indéfiniment en ’absence de modification de ses entrées. L’analyse
de stabilité au sens de Lyapunov consiste en 1'étude des trajectoires du systeme pour un
état initial proche d’un état d’équilibre.

Considérons le cas général d'un systeme variant dans le temps dont la représentation
d’état est :

Ty = [u(Th) (IL.1)

Définition II.1 (Point d’équilibre) /NAR 73]
Un point T* de Uespace d’état est un point d’équilibre (ou état d’équilibre) du systéme
(I1.1) si :

= fi(T") VE>0 (I1.2)
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Par la suite, il est supposé que le point d’équilibre est unique et localisé a 'origine de
I'espace d’état : £* = 0. Cette derniere hypothese n’est pas restrictive puisque le point
d’équilibre peut toujours étre ramené a l'origine par translation.

Le point d’équilibre 2* = 0 est simplement stable si, pour une condition initiale 7y,
suffisamment proche de Z*, la trajectoire d’état Ty (Z,, ko) peut étre gardée arbitrairement
proche de z*.

Définition II.2 (Stabilité simple) [NAR 73/
Le point d’équilibre T* = 0 du systéme (11.1) est simplement stable si pour tout réel ¢ > 0
et pour tout ko, il existe un réel n(e, ko) > 0 tel que :

Jroll <71 = 3, ko)l <€ ¥ E > ko (11.3)

Le point d’équilibre 2* = 0 est asymptotiquement stable s’il est simplement stable et
que toute trajectoire d’état issue d’un voisinage de T* converge asymptotiquement vers

Sk

T .

Définition I1.3 (Stabilité asymptotique) [NAR 73]
Le point d’équilibre z* = 0 du systeme est asymptotiquement stable s’il est simplement
stable et s’il existe un réel a(koy) > 0 tel que :

[Tl < @ = khfjrﬂ Tk (Thy, ko) = 0 (I1.4)

Le voisinage ||Zx, || < o est appelé région de stabilité. Ainsi, la stabilité simple est aussi
appelée stabilité locale. Si par contre la propriété précédente est vérifiée quel que soit Ty,
alors la stabilité est dite globale.

Définition I1.4 (Stabilité asymptotique globale) /[PAR 81]
Le point d’équilibre ©* = 0 est globalement asymptotiquement stable si la propriété de
stabilité asymptotique est vérifiée pour tout Ty, .

Les définitions précédentes caractérisent la stabilité d'un point d’équilibre. Or un cer-
tain nombre de modeles périodiques résultent de I’étude de systemes autour d’une trajec-
toire de référence et non d’'un point d’équilibre (voir les nombreux exemples cités dans
[MON 04]). Les définitions précédentes peuvent cependant étre étendues a 1’étude de la
stabilité d'une trajectoire de référence. En effet, il est montré dans [NAR 73] que I’étude
de la stabilité autour d’une trajectoire de référence peut toujours étre reformulée comme
I’étude de la stabilité du point d’équilibre 0. Cette preuve est rappelée ici.

Preuve

Toute trajectoire d’état vérifiant (I1.1) peut étre choisie comme trajectoire de référence.
Considérons une trajectoire de référence Tj, solution de (II.1) pour une condition initiale
Ty, Soit Ty une autre trajectoire d’état solution de (II.1) pour une condition initiale Ty,
proche de Ty, dans le sens ||Zy, — 2, || < p. Si lon étudie la différence €, = Ty, — Ty, alors
€ satisfait I’équation différentielle :

b1 = fr(@T + ) — fu(@r) = gr(er) (IL.5)
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Puisque g (0) = 0, la solution e = 0 est un point d’équilibre pour le systéme (I1.5). Ainsi,
le comportement du systéme (I1.1) au voisinage de la trajectoire T correspond au com-
portement du systeme (I1.5) au voisinage du point d’équilibre 0. Le probleme général de
[’étude de la stabilité autour d’une trajectoire de référence peut donc toujours étre refor-
mulé comme [’étude de la stabilité autour du point d’équilibre O d’un systéeme particulier.
[ |

Dans la suite de ce mémoire, les systemes étudiés sont issus d’une linéarisation au-
tour d'une trajectoire de référence ;. L’équation d’évolution d’état au voisinage de cette
trajectoire peut étre approximée par son développement de Taylor au premier ordre :

~ ~ ~ % af i. ~ ~ %
Tk Agy=ir
En posant xj, = z, — 7}, I'équation précédente s’écrit :
LTk+1 = Aka:k (II?)

ou Ay est la matrice Jacobienne de fj évaluée en 7 = 73.

Le point d’équilibre du systeme linéarisé sera donc considéré comme unique et égal
a lorigine : z, = 0. D’apres la premieére méthode de Lyapunov [VID 78], si le point
d’équilibre z, = 0 du systeme linéarisé est asymptotiquement stable, alors il s’agit égale-
ment d’un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme non linéaire.

Remarque

Pour que la linéarisation soit valide et pour que la premiere méthode de Lyapunov puisse
étre appliquée, certaines précautions doivent étre prises. En particulier, fi(Zy) doit vérifier
différentes propriétés présentées dans [DES 75].

Par principe d’homothétie des systemes linéaires, la stabilité du systeme (IL.7) est
toujours globale. Ainsi, le terme global sera éludé par simplicité. De plus, par abus de
langage, un systeme linéaire sera dit stable lorsque le point d’équilibre x. = 0 est un
point d’équilibre globalement asymptotiquement stable car nous recherchons avant tout
a caractériser des systemes convergeant vers ce point d’équilibre.

Le concept de stabilité au sens de Lyapunov étant défini, il s’agit a présent de formuler
des criteres permettant de conclure sur la stabilité ou l'instabilité du systeme linéaire
périodique certain :

Tht1 = Akl‘k Ak:-i-N = Ak (118)

I1.2.2 Les multiplieurs caractéristiques

Dans le cas des systemes LTI certains a temps discret, la stabilité du systeme peut
est caractérisée par la localisation des poles (valeurs propres de la matrice dynamique A)
dans le plan complexe. Si I’ensemble des poles appartient au disque unité ouvert alors le
systeme est stable asymptotiquement.
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Dans le cas des systemes périodiques, un résultat similaire a été établi dans le cadre de
la théorie de Floquet-Lyapunov [FLO 83, LYA 92]. Ce résultat repose sur une propriété
particuliere de la matrice de transition d’état @y ;.

La matrice de transition d’état entre un instant £ et un instant k£ + N, notée W, est
appelée matrice monodromique du systeme a l'instant k.

Définition I1.5 (Matrice monodromique)
La valeur de la matrice de transition d’état du systeme (I1.8) aprés une période est
appelée matrice monodromique :

Uy =®pinp = Apyn_1Apyn_o- - Ap (I1.9)

Les valeurs propres de la matrice monodromique W, portent le nom de multiplieurs
caractéristiques du systeme et sont notés Ag.

Définition I1.6 (Multiplieurs caractéristiques) /[BRO 70]
Les multiplieurs caractéristiques (également connus sous le nom de multiplieurs de Flo-
quet, multiplieurs de Poincaré ou racines caractéristiques) sont les valeurs propres de la

matrices monodromique :
A = A(0y) (I1.10)

Les multiplieurs caractéristiques sont indépendants de l'instant k ou la matrice mo-
nodromique est évaluée et peuvent étre comparés aux poles d’un systeme LTI. Ainsi, un
systeme discret périodique est stable asymptotiquement si et seulement si ses multiplieurs
caractéristiques appartiennent au disque unité ouvert.

Théoréme II.1 (Stabilité et multiplieurs caractéristiques) [BRO 70]
Les multiplieurs caractéristiques sont uniques et indépendants de l’instant k :

Av=A YEk>0 (IL.11)

De plus, le systeme périodique (I1.8) est stable asymptotiquement si et seulement si tous
ses multiplieurs caractéristiques appartiennent au disque unité ouvert :

A € D(0,1) (IL.12)

Dans le cas général, la stabilité du systeme ne peut donc étre déduite de la stabilité
des matrices Aj. En particulier, il est possible que toutes les matrices A; soient stables
mais que le systeme périodique soit instable.

Exemple

Considérons le systeme 2-périodique suivant :

Tk+1 = Ay , Ak+2 = A
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Ay = 05 0 A, = 05 1
2 0.5 0 O

Les matrices Ay et A; sont stables :

avec :

MAo) = {05, 0.5} AA) ={05, 0}

Calculons les valeurs de la matrice de transition d’état du systeme sur une période a partir
d’un instant initial £ = 0 puis k =1 :

2.25 0.5

0 0

\IIOZAlAO:[ 1 2

} ‘1112140141:{0'25 0.5]

Les matrices g et ¥y sont les matrices monodromiques du systeme. Leurs valeurs propres
sont identiques et constituent les multiplieurs caractéristiques du systeme :

A =A(Tg) = AN(T,) = {2.25 , 0}

Le systeme 2-périodique est donc instable, comme illustré sur la Figure 1.2 représentant
/
I’évolution de I’état pour des conditions initiales non nulles : xy = ( 11 ) .

14 . 14
13} 13
n
12t 12
1t 11
10t 10
of 9
8 8
—e 5| e
557 57
6 i 6
N
50 5
4t 4
3 + 3
* +
2b 2
+
1T 1
+
o ; . 0 ; |
0 1 2 l:z; 4 5 6 0 1 2 2: 4 5

Fic. 11.2 — Evolution de I’état pour une condition initiale non nulle

Remarque

Dans le premier chapitre (Section 1.4.3) ont été introduites différentes représentations
a coefficients constants. D’apres le Théoreme I1.1, le systéeme périodique et sa représentation
liftée sont équivalents du point de vue de leur stabilité. En effet, la matrice dynamique du
systeme lifté est la matrice monodromique du systeme périodique.

De méme, le systeme périodique est stable si et seulement si sa représentation cyclique
(1.27) est stable. En effet, du fait de la structure particuliére de la matrice Af, ses valeurs
propres sont les racines N-iemes des multiplieurs caractéristiques du systeme périodique :

det(A,n — Af ) = det(A\V1, — Uy,). (11.13)
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Preuve
Soit v = ( vy Uy )/ le vecteur propre associé¢ a la valeur propre A de Aj . Alors,
par définition, Aj v = v, soit :

0 - ... 0 ApginN-1 " "
A, 0 Vg Vg
0 . : : : =A
: 0 : UN-1 UN-1
I 0 -+ 0 Apaino 0 | UN UN

En développant, le systeme d’équations suivant est obtenu :

Avy = Ak0+N71UN
)\UQ = Akovl
Aoy = Ak0+N—2UN—1

Par remplacements successifs, nous obtenons :

Avp = AkU+N—1UN
2 _ _

Avp = Ak0+N71)\UN = Ako+N71Ako+N72UN71
N _ _

At = Ak0+N71AkO+N72 T Akovl = W01

vy est donc le vecteur propre de la matrice monodromique Wy, associé a la valeur propre

AN, |

Ainsi, les valeurs propres de Af, ~appartiennent donc au disque unité si et seulement si
les multiplieurs caractéristiques du systéme périodique appartiennent au disque unité.

Bien qu’intéressante dans le cas certain, I’étude de la stabilité a I'aide des multiplieurs
caractéristiques montre ses limitations dans le cas incertain. La méthode de Lyapunov
présentée dans la section suivante se révele plus adaptée au probleme d’analyse de stabilité
robuste.

I1.2.3 La seconde méthode de Lyapunov

Partant de I’étude des systemes mécaniques, Lyapunov développa une théorie mathé-
matique [LYA 92 permettant de déterminer la stabilité d'un point d’équilibre sans pour
autant devoir intégrer les équations différentielles associées au systeme. Cette méthode
est basée sur la constatation intuitive suivante : si I’énergie du systeme se dissipe au cours
du temps, alors le systeme tend vers un état d’équilibre.

Considérons le systeme .1 = fir(zx) supposé avoir un état d’équilibre unique z, = 0.
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Théoréme 11.2 (Seconde méthode de Lyapunov)
L’état d’équilibre x. = 0 est globalement asymptotiquement stable si et seulement s’il
existe une fonction Vi(xy) a valeurs réelles telle que :

Va(0) =0, VkeN (IL.14)

Vk(xk) >0 , ka#O , VYV keN (1115)

| hllm Vi(zx) = o0 (I1.16)
zp|[—o0

‘/Ic+l($k+l) — Vk($k) <0, Y xp, 7’é 0, VEkeN (1117)

Une fonction vérifiant les conditions (I1.14-11.16) est appelée fonction candidate de
Lyapunov. Si elle vérifie également la condition (I1.17), alors il s’agit d’une fonction de
Lyapunov prouvant la stabilité asymptotique globale du systeme.

Sauf cas particuliers (modeles LTT par exemple), imposer une classe particuliere de
fonctions de Lyapunov conduit a n’obtenir qu’une condition suffisante en lieu et place de
la condition nécessaire et suffisante du Théoreme I1.2.

Dans le cas des systemes linéaires périodiques, I'existence d’une fonction de Lyapunov
quadratique périodique est une condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotique.
Ce résultat fondamental pour I’analyse des systemes périodiques est énoncé dans le lemme
suivant.

Lemme I1.3 (Lemme de Lyapunov périodique) [BOL 88]
Le systeme N-périodique (I11.8) est stable asymptotiquement si et seulement s’il existe
une suite N-périodique de matrices définies positives { P, € 8" }reprny -

Poon=PFP, >0, VkeN (I1.18)
telle que la fonction candidate de Lyapunov :
Vi(zx) = o) Pray (I1.19)
vérifie (11.17).

Dans le cas des systemes LTV, le choix d'une fonction de Lyapunov quadratique
conduit a une condition nécessaire et suffisante de stabilité. Une démonstration de ce
résultat peut étre trouvée dans la référence [KAL 60b]. Ce choix d’une fonction de Lya-
punov Vi(zy) = @) Py est donc non pessimiste.

L’équation de Lyapunov associée a ce choix de fonction candidate est étudiée dans
[BOL 88]. Il est démontré que le systeme est stable si et seulement si la solution associée
a I’équation de Lyapunov périodique est unique et N-périodique. P,y = P est donc non
pessimiste.

Remarque

D’apreés le lemme précédent, l'analyse de stabilité de la représentation cyclique (1.27) passe
donc par la recherche d’une fonction de Lyapunov V¢(Z) bloc diagonale. Tous les résultats
sutvants peuvent ainsi étre réinterprétés pour les représentations cycliques a [’aide de
matrices de Lyapunov structurées (diagonales).
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Dans le cas d'une fonction candidate de Lyapunov de la forme (I1.18-11.19), la condition
de stabilité (I1.17) peut s’écrire sous forme d’une inégalité matricielle linéaire (LMZ) de
la maniere suivante :

Lemme I1.4 (Lemme de Lyapunov périodique - Formulation £LMZT7)
Le systeme N-périodique (I1.8) est stable si et seulement s’il existe N matrices Py,
{Px € 8" }icqiny, telles que :

A;Pk_f_lAk —Pr<0 , Vke {1 cee N} (1120)
Pnit = P (I1.21)

Preuve de suffisance

Considérons le systeme N -périodique autonome :
Thy1 = Az Ak+N =A, VkeN (1122)

et une fonction candidate de Lyapunov périodique quadratique de la forme (11.18-11.19).
D’apres le lemme de Lyapunov périodique 11.3, le systéme est stable si et seulement st
VkeN:

Vi (zrg1) = Vi(aw) = x;c+1pk+1xk+1 — 1Py <0

En remplacant xy1 par son expression (I1.22), on obtient, V' k € N etV z, € R" #0 :
.Z';A;CP]H_lAkJZk — ZL’;CPkZEk = x;g(A;{;PkJ-f—lAkJ — Pk)fbk <0

Ceci est équivalent a :
A%Pk_,_lAk —P. <0

pour tout k > 0. Du fait de la périodicité des matrices Ay et Py, il est nécessaire et
suffisant de tester les conditions précédentes pour tout k € {1--- N} |

Preuve de nécessité [BIT 01a/
Supposons que le systéme (I11.8) est stable et définissons la suite de matrices P, comme

suit :
—+o0

/
Py = § DPlri e Phetik

i=0
ou @ est la matrice de transition d’état du systeme. Cette suite de matrices est convergente.
En effet, pour tout entier positif r,

rN—1

r—1

/ 1 l

E q’k+i,k@k+i,k:§ \I/kM\IIk
i=0 =0

ou W désigne la matrice monodromique et :

N—-1

M = Z (I);chj,kq)k—l-j,k

J=0
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L’hypothése de stabilité implique que ||V | < KA pour tout K >0 et A < 1. Ainsi :

rN—1 r—1
S B Prin]| < KM DA
=0 =0

Ainsi, la quantité
-
Z ik Phtik
i=0
est bornée pour tout T et également monotonement décroissante en 7. Par conséquent Py
existe. De plus, P, est N-périodique et semi-définie positive. Enfin, d’apres la définition
de Pk N

—+o0 —+o0
/ /
P, = § Qi k Prrie =1+ E Qi Pretik
=0 i—1

o0
=1+ Z A Qi1 Prrip1 Ar = 1+ APy Ay
=1

Les inégalités matricielles (I1.20-11.21) sont donc satisfaites. |

Remarque
Le Lemme II.j fait intervenir N LMZs (11.20) et une contrainte égalité (11.21). En
pratique, seules les N LMZIs suivantes sont nécessaires :

A%Pk+1Ak—Pk<® , \V/k’e{lN—l}

A/NP1AN —Pn <O
Pour plus de lisibilité, les résultats de ce mémoire sont présentés en utilisant la notation
du Lemme II.4. Puisque tous les solveurs LML n’acceptent pas les contraintes égalité et
puisqu’il est toujours préférable de coder un probléme avec moins de contraintes et moins

de variables, les problemes rencontrées par la suite seront toujours codées comme proposé
ci-dessus.

La stabilité du systeme peut donc étre prouvée par ’existence d une suite N-périodique
de matrices { P, € 8" }reqr...ny vérifiant simultanément N LMZs. Le lien entre ce résultat
et la stabilité au sens des multiplieurs caractéristiques peut étre établi de la maniere sui-
vante. Supposons qu'il existe N matrices Py vérifiant les N LMZs (11.20-11.21). Multi-
plions la derniere inégalité a droite par Ay_; et a gauche par son transposé :

N ANPIANAN_1 — Ay PvAN_1 <O
L’avant derniere inégalité (k = N — 1) s’écrit :
Ay PyAy_i — Py_1 <0
En combinant les deux £LMZs précédentes, on obtient :

A,N_lAlelANAN—l < A/N_leAN—l < PN—l
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soit :
N ANPIANAN_1 — Py_1 <0

En appliquant cette démarche N — 1 fois, il vient finalement :
All /NflA/NPIANAN—l"'Al — P <0
soit :
VP, — P <0

Ainsi, la matrice de Lyapunov P; prouve la stabilité au sens de Schur de la matrice mo-
nodromique ¥, et donc 'appartenance des multiplieurs caractéristiques au disque unité.

Le Lemme I1.4 peut étre énoncé de maniere équivalente sous la forme suivante :

Lemme I1.5 (Lemme de Lyapunov périodique - Formulation £LMZ duale)
Le systéeme N-périodique (11.8) est stable si et seulement s’il existe N matrices Wy,
{Wy € 8" }ico-.n-1y, telles que :

Aka,lA; — Wy <0 s Vke {1 s N} (1123)
Wi = W, (I1.24)

Preuve
Appliquons la transformation de Schur (Anneze B.1) aux LMZs (I1.20-11.21), on obtient :

P A,
A, —P!

k+1
-1 _ p-1
PN+1 - Pl

1<® , Vke{l---N}

En appliquant a nouwveau la transformation de Schur, il vient :

AP tAL Pl <0, VEke{l---N}

PI:T::—I - Pfl
Enfin, les LMTIs (I1.25-11.24) sont obtenues en posant Wy, =P, ' Vke{l---N}. B

Ce résultat peut étre également obtenu en étudiant la stabilité d'un autre systeme,
appelé systeme dual.

Lemme I1.6 (Stabilité et dualité)
Le systeme primal :
Lp4+1 = Akl'k s Ak+N == Ak (1125)

est stable si et seulement si le systeme dual a temps inverse sutvant est stable :
ZEg_l = A;IZ s Ak+N == Ak (1126)

ot 2¢ € R™ est le vecteur d’état du systéeme dual.
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Preuve
Soit la fonction candidate de Lyapunov :

Vi(zd) = ¢ Wyad (I1.27)

D’apres le lemme de Lyapunov périodique 11.3, le systeme (11.26) est stable si et seulement
s’il existe une suite N-périodique de matrices {Wy € S"* }reqo..n—1y telle que la fonction
candidate de Lyapunov (I1.27) soit décroissante le long des trajectoires du systéme. Le
systéme (I1.26) étant a temps inverse, la décroissance de la fonction de Lyapunov s’écrit :

Vier () = Vi(a) = 2 Wiy — 2 Wi <0
En remplacant xi_, par son expression (I1.26), on obtient, ¥V k € N etV 2¢ € R" # 0 :
a2 AWy A xd — 2 Wiad = a8 (AW Al — Wi)ad < 0
Ceci est équivalent aux LMZs (11.23-11.24) pour tout k € {1--- N}. [ |

Outre le fait que, comme dans le cadre LTI, le systeme dual (I1.26) fait intervenir la
transposée de la matrice dynamique, celui-ci présente également la particularité d’évoluer
en temps inversé. Ce résultat est cohérent avec la théorie de la dualité pour les systemes
LTV a temps discret étudiée par exemple dans [WYM 80].

Par ailleurs, écrivons I'évolution de 1’état du systeme dual sur une période, en choisis-
sant comme instant initial kg =k + N — 1 :

d d d
ry = ApAp Avo1%eno1 = Vihon o
La matrice monodromique du systeme dual est donc la transposée de celle du systeme
primal. Les multiplieurs caractéristiques du systéme dual (I1.26) et du systeme primal
(I1.25) sont donc les mémes. Ces systemes sont donc bien équivalents du point de vue de
leur stabilité.

II.3 Performances des systemes discrets périodiques

La caractéristique élémentaire attendue d’un systeme est qu’il soit stable. Comme
nous venons de le voir, la stabilité indique la capacité du systeme a converger vers un état
d’équilibre. Une premiere fagon d’évaluer les performances d’'un systeme est de caractériser
la maniere dont 1’état rejoint 1’équilibre, et en particulier a quelle vitesse il le rejoint. Cet
aspect de performances temporelles n’est pas traité dans cette these. Les performances
sont évaluées en terme de capacité du systeme a rejeter des perturbations. L’action de
I’environnement est modélisée sous la forme de signaux perturbateurs w dont I'influence
est évaluée a l'aide de criteres de cout sur les sorties exogenes z (voir le modele standard
de la Figure I1.1). Les criteres les plus fréquemment rencontrés sont exprimés a I'aide des
normes Hs, et Hsy. Ces normes, ainsi que des méthodes numériques permettant de les
calculer sont présentées en Section I1.3.1 et I1.3.2.
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Dans cette partie, les performances sont évaluées pour un modele certain stable dont
la représentation d’état est :

{Ikﬂ = Ay + By wy (11.28)

2 = Cuxp + Doyr wy

I1.3.1 Norme H, des modeles discrets périodiques

Introduit au début des années 80 par G. Zames dans [ZAM 81], le cadre de travail
H. a permis de considérer simultanément les questions relatives aux incertitudes de
modélisation et celles liées aux perturbations externes. Ainsi, garantir que la norme H, est
inférieure a v équivaut a assurer la stabilité robuste du systeme bouclé par une incertitude
non structurée bornée en norme par v~'. Dans cette these, les incertitudes considérées
sont de type paramétrique et la norme H,, sera utilisée comme un critere de performances
en terme de rejet de perturbations.

De la méme maniere que pour les systemes LTI, la norme H,, est définie comme la
norme Lo induite du systeme :

Définition I1.7 (Norme H,, - Domaine temporel) /[BIT 96a]
La norme Ho, du systéme stable (I1.28) est le réel positif suivant :

2k
190 = sup 212 =z, (11.29)
wi0 [ Well2 g fo=1

La norme H, représente 1’énergie maximale au sens de la norme £, du signal de sortie
pour toute entrée d’énergie unité. Ainsi, la norme H,, fournit une information de gain
énergétique dans le pire des cas.

La norme H,., peut également étre définie de maniere fréquentielle comme suit :

Définition I1.8 (Norme H,, - Domaine fréquentiel) [ZHA 97]
La norme Ho, du systeme stable (I11.28) est le réel positif suivant :

1)l = sup a[ﬁ(em] (11.30)

we[O,QW7r
ot H est la fonction de transfert harmonique définie en (1.39).

La norme H,, est donc le gain dans le pire des cas pour un signal d’entrée sinusoidal
dont la fréquence varie sur ’ensemble du spectre.

Le calcul de la norme H, telle que définie précédemment est un probleme de dimension
infinie. Dans le cas des systémes LTI, le lemme borné réel [BOY 94| montre que ce
probleme peut étre reformulé comme un probléeme d’optimisation convexe en dimension
finie a I'aide du formalisme LMZ. Ce résultat peut étre étendu aux systemes périodiques
et porte le nom de lemme borné réel périodique [BIT 01b].
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Lemme I1.7 (Norme H,., - Formulation LMZ) [BIT 01b]
La norme Hoo du systéme stable (11.28) est solution du probleme d’optimisation suivant :

1S3 = min ¥ (I1.31)

{Pr€S" req1.. Ny

A, Pk—i—lAk - Pk + C;kczk Aj Pk+lek + O;szwk

<0, Vke{l---N
B! Pxi1Ax+ D..Cu BPyy1Bi + D Do — 1 { J

zwk zwk

(11.32)
PN+1 = P1 (1133)

Preuve
Supposons que les matrices { Py }reqi...ny sont solutions des LMIs (11.32-11.83). En mul-
tipliant (I1.32) a gauche par [ Ty w, } et a droite par son transposé, on obtient :

Ty Pop1Zrg — 0, Pexy + 2,2 — ywpwy < 0 (I1.34)
Soit la fonction candidate de Lyapunov Vi (xy) = @) Pexy. Linégalité (11.34) peut s’écrire :
Vir1(Try1) — Vi(zr) + 220 — ywiwe < 0 (I1.35)

En prenant wy nul, l'inégalité précédente devient Viii(xpi1) — Vi(zr) < 0. Vi(xy) est
donc une fonction de Lyapunov prouvant la stabilité du systeme. FEcrivons la somme de
(I1.35) de k =0 a k = oo, on obtient :

Z Vir1 (xrs1) — V() + 2p20 — ywiwg) < 0
k=0

— Z Virr(rg1) — Vi(zg)) + Z 22k — VZw;wk <0
k=0 k=0 =0
= Vio(2oo) — Vo(2o) + [|26ll5 — vllwell3 < 0

Pour une condition initiale nulle xo = 0, Vo(zg) = 0. De plus, Vi(xy) étant une fonc-
tion de Lyapunov prouvant la stabilité du systeme, Vo (To) = 0. Finalement, l'inégalité
précédente s’écrit :

213

[[w][3
D’apres la Définition I1.7, la norme Hoo du systeme est donc (/7. [ |

Le lemme précédent peut étre énoncé de maniere équivalente comme suit :

Lemme I1.8 (Norme H,, - Formulation LMZ duale)
La norme Ho, du systéme stable (11.28) est solution du probléme d’optimisation suivant :

Y2 = min 11.36
H Hoo {Wkesn-‘r}ke{()mel}’y ( )
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<0,Vke{l---N
CuWy1 A, + DBl CoWie 10 e+ Dzkazwk ga! { J
(I1.37)

Preuve
Par transformation de Schur, les LMZs (11.32-11.33) peuvent s’écrire sous la forme :

APTA, =P+ BuBly, AP CL T Bkazwk
Czk:PklAl + 771Dzka:Uk Osz lclk + v Dzkazwk

Vike {1 - N}

Plil{kl = Pfl

<0

En multipliant les inégalités précédentes par v et en posant Wy_ 1 = 7P1:1 vV k e
{1---N}, les LMTs (I1.37-11.38) sont obtenues. [

Comme dans le cas de la stabilité, le résultat précédent peut étre obtenu en faisant
intervenir un systeme dual a temps inverse.

Lemme I1.9 (Performances H., et dualité)
La norme Ho, du systeme stable (I1.28) est identique a celle du systéme dual suivant :

d — / /
% = Byap + Dzwk wi
ot 2 € R™ est le vecteur d’état du systéme dual, w € RP son entrée et 2 € R™ sa sortie.

Preuve
En appliquant le Lemme I1.7 au systéme dual (I11.39) et en posant Wy_1 = P;l, les
LMZs du Lemme 1.8 sont obtenues. |

I1.3.2 Norme H; des modeles discrets périodiques

Un autre critere de performances entrées-sorties est défini a partir de la norme systeme
H,. Dans le cas des systemes LTI, la norme Hs est définie comme la somme des normes Lo
des réponses a des impulsions appliquées sur chaque entrée indépendamment. La réponse
impulsionnelle d’un systeme périodique dépendant de l'instant d’application de I'impul-
sion, cette définition a été généralisée de la maniere suivante :

Définition I1.9 (Norme H, généralisée - Domaine temporel) [BAM 92, BIT 96a/
La norme Hy du systéme asymptotiquement stable (I11.28) est le réel positif suivant :

1 N-1
1502 = 4| 5 D Ihwall3 (I1.40)
1=0
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La norme Hs généralisée est donc la moyenne des réponses du systeme correspondant
a des impulsions appliquées a chaque instant [ sur chacune des m,, entrées. La norme H,
donne donc une information sur les performances moyennes du systeme, contrairement a
la norme H, qui caractérise les performances dans le pire des cas.

Une autre définition possible de la norme H; est basée sur une approche fréquentielle.
La norme Hsy désigne alors I'énergie de la sortie en réponse a un bruit blanc unitaire
en entrée. Elle se révele donc étre un bon outil pour évaluer I'aptitude du systeme a
rejeter les bruits engendrés par les capteurs ou les actionneurs. Dans le cas des systemes
périodiques, la définition suivante peut étre donnée (]:I (z) est la fonction de transfert
harmonique définie précédemment (1.39)).

Définition I1.10 (Norme H, généralisée - Domaine fréquentiel) [ZHA 97]
La norme Hy du systéeme asymptotiquement stable (11.28) est le réel positif suivant :

1 [7 N
122 = \/2—/N Trace [H*(e JVH (e 3@) | dw (IT.41)
™ Jo

Le calcul du cotut Hy d’un systeme LTI certain est lié au calcul des grammiens de
commandabilité et d’observabilité. Ainsi, la valeur de la norme Hy peut étre déterminée
exactement par la solution d'une équation de Lyapunov. Ce résultat est également valable
dans le cas des systemes périodiques :

Théoréeme I1.10 (Norme H, généralisée - Calcul par le grammien d’observabi-
lité)
La norme Hy du systeme asymptotiquement stable (I1.28) est égale a :

=

1
1
1Z]]2 = N Trace [D)D, + BiWP B|] (11.42)
]

Il
o

ot WP est le grammien d’observabilité périodique :
WP = Al A CrChAy -+ Al (I1.43)
k=1

solution de l’équation de Lyapunov :
AWE LA — WP +ClC =0 (I1.44)

Preuve
La réponse impulsionnelle du systeme définie en Section 1.4.4 peut étre obtenue par
récurrence o partir des équations (11.28) :

{ hk,l = qu)k,l—I—lBl st k 7& l
hiy = D
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En remplagant hy, par son expression dans l’équation (11.40), nous obtenons :

N—
Z 1kall3

1=z =

=
T I

I
=]~
iing

Z Trace hk s l]
k=0

=

I
2]~
1M

Trace | D;D; + Z By @11 CLCi Py 141 By
k=1

P

Trace [D;D; + BjW By

2|~
T
o

La norme Hs peut également étre calculée a partir du grammien de commandabilité
de la maniere suivante :

Théoréme I1.11 (Norme H, généralisée - Calcul par le grammien de comman-
dabilité)
La norme Hy du systéeme asymptotiquement stable (I1.28) est égale a :

N-1

12|, = Z Trace DD} + CiWEC) (I1.45)
ou WE est le grammien de commandabilité périodique :

€= 0411 BB} 1y (I1.46)
k=1

solution de l’équation de Lyapunov :
AWEA -W, +BB =0 VkeZ (I1.47)
Preuve

La preuve est basée sur la propriété de permutation de la fonction Trace : Trace[AB] =
Trace[BA]. En effet, l"équation (I11.42) peut s’écrire :

2

2=
1

—_

122 = Trace [D;D; + BjW? By

i

1

I
2= 2= Z|~
T =
o L
'ﬂ T~

Trace [D;Dy] + Z Trace [BI’<I>§C7,+1C,’CC;€®,€7I+1BI]>
k=1

Trace [D,D;] + Z Trace [qu)k,HlBle/q);g,lHCi/g])

k=1

i

race [DIDZ + C’lVVlCC'l]
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Remarque
Le grammien de commandabilité WE du systéeme (I11.28) est égal au grammien d’observa-
bilité du systéeme dual (11.39) et réciproqguement.

La norme Hy généralisée peut également étre calculée comme la solution du probleme
d’optimisation LMZ suivant :

Lemme I1.12 (Norme H; - Formulation LMZ) [BIT 01b]
Le carré de la norme Hsy du systéme asymptotiquement stable (11.28) est la solution du
probleme d’optimisation suivant :

Y5 = min I1.48

1Z12 (prestin (11.48)

APri1 Ay — P+ C1CL <0, YEke{l---N} (11.49)
N

Trace |y BiPwBi+ DiDy,| < N (I1.50)
k=1

PN+1 - P]_ (1151)

Pour une valeur de v donnée, toute suite N-périodique de matrices {P;, € 8" }ren
solution du probleme de faisabilité associé aux inégalités (I1.49-11.51) définit une borne
supérieure sur le grammien d’observabilité : WO < P,. A Toptimum, la suite {P;, €
S }ren est égale au grammien d’observabilité. De plus, { Py }ren est une suite N-périodique
de matrices de Lyapunov certifiant la stabilité du systeme.

Le lemme suivant présente la formulation duale du Lemme I1.12.

Lemme I1.13 (Norme H, - Formulation LMZ duale) /[BIT 01b]
Le carré de la norme Ha du systeme stable (11.28) est la solution du probléeme d’optimi-
sation swivant :

=112 = waes (11.52)

AW 1AL — Wy + ByBL <0, Vke{l---N} (IL53)

Trace i Ci Wy 1C, + DD} | < Nv (I1.54)
k=1

Wn =W, (I1.55)

Toute suite N-périodique de matrices {Wy, € 8" }en solution du probleme de faisa-
bilité associé aux inégalités (I1.53-11.55) définit une borne supérieure sur le grammien de
commandabilité et certifie la stabilité du systeme.

Remarque

Ce dernier résultat peut étre obtenu en appliquant le Lemme I1.12 au systéeme dual (11.39).
En effet, Wy, est une borne sur le grammien de commandabilité du systéme (I1.28) donc
également une borne du grammien d’observabilité du systéeme dual (I1.39).
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I1.4 Analyse robuste en stabilité et performances

Les modeles incertains tels que nous les avons présentés au premier chapitre sont
définis par une loi dynamique faisant intervenir une incertitude A appartenant & un do-
maine admissible A. A chaque valeur de A € A peut donc étre associé un modele certain
appelé réalisation du modele incertain. Le probleme d’analyse robuste est de garantir que
I’ensemble des réalisations d’un modele incertain vérifie une propriété donnée.

Dans le cas de 'analyse de stabilité robuste, il s’agit de garantir la stabilité de I'en-
semble des réalisations du modele incertain. Ce probleme est abordé en Section I1.4.1.
Le probleme de I'analyse de performances robustes est ensuite traité en Section 11.4.3.
L’objectif est alors de garantir que toute réalisation atteint un niveau de performances
désiré (ici évalué par les normes systemes Hy ou Hy).

Dans cette partie est étudiée la classe particuliere des modeles incertains périodiques
polytopiques tels que définis dans le Chapitre I :

( L ) B { i’;(&)) ﬁfk@ } ( ur ) = Mi(4) ( o ) (I156)

L
My(A)=>"&M" : ¢e=
i=1

avec

51 L
=e= : |eRF Y &=1,0<&<1 Vi=1---L
93 =

Ce modele fait intervenir des parametres incertains &; regroupés dans un vecteur £ € =.

I1.4.1 Analyse de la stabilité robuste

Un modele incertain est dit robustement stable si toutes ses réalisations admissibles
sont stables.

Définition I1.11 (Stabilité robuste)
Le systeme (11.56) est robustement stable si, pour toute valeur admissible des parameétres
£ €=, le systeme est stable.

Les méthodes de synthese par retour d’état proposées au Chapitre III font intervenir
les versions duales des conditions LMZs d’analyse. Nous choisissons donc de présenter
les résultats d’analyse robuste sur le systeme dual suivant :

( xf; ) B { éq;f:(AA)) Dif:(AA)) ] ( jf > = M;(A) ( Q;E ) (IL57)

Remarque
Comme dans le cas certain, le systéme (11.56) et le systéme dual (11.57) sont équivalents
du point de vue stabilité et performances robustes. Cependant, les méthodes d’analyse
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robuste présentées par la suite faisant intervenir des relaxations, les résultats obtenus sur
le systeme primal et le systéme dual peuvent différer. Nous nous limitons a la présentation
des résultats sur le systeme dual car cette forme est adaptée a la résolution des problemes
de synthese par retour d’état présentés au Chapitre II1.

S’il est aisé de prouver la stabilité d'une réalisation (correspondant a un choix parti-
culier de £) a l'aide du calcul des multiplieurs caractéristiques, comment garantir que ces
derniers appartiennent au disque unité pour tout £ € =7

Remarque

La stabilité des sommets d’un polytope n’implique pas la stabilité de [’ensemble des ma-
trices du polytope. Différents contre-exemples appuyant cette conjecture sont donnés dans
[BAR 84] pour le cas des matrices par intervalles qui constituent un cas particulier des
polytopes de matrices. Ainsi, tester la stabilité des sommets du polytope ne permet pas de
conclure sur sa stabilité.

La seconde méthode de Lyapunov se révele la plus adaptée pour aborder le probleme
d’analyse robuste. En effet, le Théoreme I1.2 peut étre étendu au cas incertain en considérant
des fonctions de Lyapunov dépendant des parametres :

V(i ) (IL58)

A partir de ce choix de fonction de Lyapunov, la condition de stabilité suivante peut étre
formulée.

Théoréme I1.14 (Stabilité robuste - Formulation par inégalités matricielles)
Le systeme (11.56) est robustement stable si et seulement s’il existe N matrices de Lya-
punov dépendant de paramétres {Wy(§) € 8™ }reqo..n-1}, telles que V § € = -

AW 1 (§ALE) —Wi(§) <0, Yhke{l---N} (11.59)
Wni(§) = Wo() (11.60)

Ce résultat est I'extension directe au cas incertain du Lemme I1.4. Cependant, méme
dans le cas plus simple ou le systeme (11.56) est LTI, ce probleme est difficile a résoudre.
En effet, il s’agit d'un probleme de dimension infinie puisque les LMZ (I11.59-11.60) doivent
étre vérifiées pour tout & € =. A 'exception de cas particuliers, il est nécessaire de faire
intervenir certaines relaxations permettant de ramener ce probleme en dimension finie.
Dans le cas LTI, une relaxation couramment employée consiste a utiliser une fonction
de Lyapunov indépendante des parametres. Ce cas particulier, initialement proposé par
[HOL 80, BAR 85], est connu dans la littérature sous I'appellation de stabilité qua-
dratique. La stabilité quadratique est a la base de trés nombreux travaux (par exemple
[BER 89, KHA 90, GER 91]). Ce résultat peut étre étendu aux systémes périodiques
comme proposé dans [De 00]. La fonction de Lyapunov s’écrit alors :

Vi(ai, €) = Valai) = ol Wiz (IL.61)

Un tel choix de fonction de Lyapunov conduit a la formulation LMZ suivante :
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Théoréme I1.15 (Stabilité quadratique) [De 00]
Le systéeme (11.56) est quadratiquement stable si et seulement s’il existe N matrices de
Lyapunov {Wy € 8" }icpo..n-1}, telles que Vi€ {1---L} :

AWy AT - W <0, VEe{l---N} (I1.62)
Wy = W (11.63)
Preuve

Supposons qu’il existe N matrices {Wy}rego..n—13 solutions de (11.62-11.63). Appliquons
la transformation de Schur auzx inégalités (I11.62-11.63), on obtient, ¥ i € {1---L} :

~Wi AW
Wk—1AE§] —Wi—1
Wy =W,

]<®, Vke{l---N}

Le calcul des combinaisons convexes sur les L sommets permet d’écrire, ¥V £ € = :
{ Wi AWy

Wi Ay (€) Wi
Wy =W,

}<®, Vke{l- N}

En appliquant a nouveau la transformation de Schur auxr N inégalités précédentes, les
inégalités (11.62-11.60) sont obtenues avec Wi (§) = Wy. L’équivalence entre le systéme
dual et le systéme original conclut la preuve. |

Imposer a la fonction de Lyapunov d’étre indépendante des parametres incertains &
introduit clairement un certain pessimisme. Ainsi, la condition de stabilité quadratique du
Théoreme I1.15 est une condition simplement suffisante de stabilité robuste. Ce pessimisme
reste problématique, méme si pour un nombre non négligeable d’applications, I’approche
est concluante [GAR 97, MAG 97, ELG 00].

Une méthode pour réduire ce pessimisme consiste a rechercher des fonctions de Lyapu-
nov dépendant de parametres [FER 96, FU 00, GAH 96, IWA 99]. Méme si le systeme
incertain présente une structure polytopique, il est évidemment impossible de connaitre
a priori la forme de la dépendance de la fonction candidate de Lyapunov envers les pa-
rametres incertains. Cependant, il semble naturel de rechercher des fonctions de Lyapunov
polytopiques de la forme :

Vi, €) = ol Wi(€)ag (I1.64)
avec
N o
Wi(&) = > &w) (I1.65)
i=1

A partir de ce choix de fonction candidate de Lyapunov, la condition suffisante de stabilité
robuste suivante peut étre formulée.
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Théoreme 11.16 (Stabilité étendue) [ARZ 05, FAR 05b]
Sl existe N - L matrices de Lyapunov {Wl[(l] € 8" }reqo.n-1y et N matrices {Hy €
R™2"}peqr...ny telles que, ¥ i e {1---L} :

i

alors, le systéeme (11.56) est robustement stable.

Al

o wi,

Hk><®, Vke{l- N} (11.66)

wil = wl (IL67)

Preuve
Supposons qu’il existe N - L matrices {W} }xeqo..n—1y et N matrices { Hy }reqr..ny solutions
de (11.66-11.67), alors le calcul des combinaisons convezes sur les L sommets permet
d’écrire :

To i ([ M ) <os venm vees

Wi (&) =Wo(§), VEEE

En appliquant le lemme d’élimination a chacune des N inégalités précédentes, les inégalités
(I1.59-11.60) sont obtenues. |

Les nouvelles variables Hy introduites dans le Théoreme I1.16 a l'aide du lemme
d’élimination sont des variables de relaxation (ou variables additionnelles). L’augmen-
tation du nombre de variables induit des degrés de liberté supplémentaires. Ici, elles sont
utilisées pour découpler les matrices de Lyapunov WE} et les matrices du systeme Ag].
Ce découplage permet l'utilisation de fonctions de Lyapunov dépendant de parametres
de la forme (I1.64-11.65) ou les matrices de Lyapunov WE] sont définies a chaque som-
met du polytope. Il est ainsi possible de prouver que cette nouvelle condition de stabilité
robuste est toujours moins pessimiste que celle développée dans le cadre de 'approche

quadratique.

Lemme I1.17 (Relation entre la stabilité quadratique et la stabilité étendue)
Si le systéme (11.56) est quadratiquement stable alors il existe N - L matrices {W,EZ} €
S" Yeeqo-n—1y et N matrices {Hy € R"*"}cq1..ny solutions de (11.66-11.67).

Preuve
S’il existe N matrices Wy, solutions de (11.62-11.63), alors les matrices

wil=w,, ke{l---N}, ie{l---L}
H,=[0 Wy], ke{l---N}

sont des solutions des LMIs (11.66-11.67). [
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Remarque

La réduction du pessimisme apportée par l’approche étendue passe par l’augmentation du
nombre de variables de décision dans le probleme LMZI. Ces nouvelles variables Hy sont
au nombre de N et de dimension n x 2n. Lorsque 'ordre et/ou la période du systéme
sont importants, 'approche étendue entraine donc une augmentation non négligeable de
la complexité numérique du probleme.

I1.4.2 Exemple numérique

L’efficacité des méthodes d’analyse de stabilité robuste présentées dans la section
précédente est illustrée sur un exemple numérique académique tiré de la littérature [De  00].
Soit le systeme 3-périodique incertain défini par les matrices :

—3—a 2 —1—a 2 l—a 2
Al_{ -3 3} Az_{ 0.5 o} A‘”’_{ 2.5 3}

pa=[ ] mam [ ] mam ]

Ch=[10] Dy=0 Vk=1,23

Le parametre incertain |a| < @ définit un polytope a 2 sommets pour les matrices
du systeme. Le calcul des multiplieurs caractéristiques montrent que le systeme certain
(v = 0) est instable en boucle ouverte :

A= MNPyy) =1{-0.7720 , 7.7720}
Dans [De 00], un retour de sortie stabilisant est proposé :
up = Kpye  Kiys = Ky

ou :
Ki=3 Ky=1 K3=-249206 (I1.68)
Puis, le Théoreme II.15 est utilisé pour calculer la plus grande valeur de & assurant la

stabilité quadratique du systeme bouclé par le correcteur ci-dessus. Ainsi, le systeme

bouclé est quadratiquement stable pour tout a < af . avec :

al o =0.6614

max

Utilisons a présent le Théoreme I1.16 pour calculer par itérations la plus grande valeur
de & assurant la stabilité étendue du systeme bouclé. Le systeme en boucle fermée est
robustement stable pour tout a < ag, ... avec :

ay ... = 0.6893

max

L’utilisation de fonctions de Lyapunov dépendant de parametres conduit donc a une
amélioration de 4.22% dans l'estimation de la plus grande incertitude admissible pour le
parametre a.
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Remarque

Dans la référence [De  00], la borne quadratique trouvée est égale a 0.67765, c’est-a-dire
légerement meilleure que celle que nous avons calculée. Cette différence peut étre due a
une troncature effectuée sur les paramétres du correcteur donnés en (I11.68). Ce type de
probléeme est discuté en Section II1.2.2.3 du chapitre de synthése.

[’amélioration apportée par le cadre de travail étendu peut étre encore plus marquée
dans le cas de systemes polytopiques présentant un nombre plus important de sommets.
Ajoutons un parametre incertain ( affectant les matrices de commande B,. Les matrices
de la représentation d’état du systeme en boucle ouverte sont :

A, = -3—-—a 2 Ay = —1—-—a 2 Ay = l1—a 2
-3 3 0.5 0 25 3

e[ e ] e[

Cr=[10] D,=0 Vk=1,23

Les deux parametres incertains |a| < a et 0 < 5 < 1 définissent un polytope a 4 sommets
pour les matrices du systeme. Une méthode de synthese développée dans le Chapitre 111
a permis de calculer le correcteur par retour d’état suivant :

U = kak Kk+3 == Kk
ou :
Ki=1[0.0167 —0.0175 | K,=[0.8495 —2.6782 | K3 =[ —4.9538 —3.6797 |

De la méme maniere que précédemment, calculons la plus grande valeur de & assurant la
stabilité quadratique du systeme bouclé dans le cadre de travail quadratique et étendu.
Nous obtenons :

al =0.014 as = 0.033

max max

La borne sur & est ici améliorée de 135.7% a l'aide de I'analyse de stabilité étendue.

La Figure II.3 montre la localisation des multiplieurs caractéristiques du systeme
bouclé pour des valeurs de («,(3) variant dans une grille de 900 points. Ces derniers
appartiennent bien au disque unité ouvert.
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Im(A(a, 5))

—1‘ —0.‘8—0:6—0‘.4—0‘.2 6 0.‘2 0:4 016 0:8 ‘i
Re(A(a, 3))

Fia. I1.3 — Multiplieurs caractéristiques du systeme bouclé pour différentes valeurs de «

et 0

I1.4.3 Analyse en performances robustes

Dans cette section, le probleme de performances robustes est étudié de maniere détaillée
au travers de la norme H,. Un raisonnement similaire peut cependant étre tenu pour la
norme H,, et les méthodes LMZ correspondantes sont présentées en fin de section.

Pour une réalisation du vecteur de parametres incertains £ € = donnée, la norme Hs
du systeme (I1.56) peut étre calculé a l'aide du Lemme I1.13. Cette valeur dépendant de
la valeur des parametres incertains &, les performances Hs du systeme seront évaluées
en terme de pire des cas. Le probleme d’analyse dans le pire des cas consiste a évaluer
la valeur de la norme Hy dans le cas le plus défavorable (i.e. pour la valeur de £ € =
correspondant a la plus grande valeur de la norme Hy).

Définition I1.12 (Norme H, dans le pire des cas)
La norme Hy dans le pire des cas du systeme est la solution du probleme d’optimisation
sutvant :
% = max |£(6) 3
(I1.69)

= max min
£EE Wi (¢)est

Ap(©)Wi_1(£) AL (&) — Wi(€) + Bui(€)BL(€) <0, Y ke {1---N} (IL70)
TZ {ClOWIA ()T (€) + Dan(€) DL (€)} < Ny (TL.71)

WN(E) = Wo(f) (11-72)



11.4. Analyse robuste en stabilité et performances 57

Ainsi, pour toute incertitude & € Z, on a : ||2(€)|l2 < Ype-

Meéme dans le cas plus simple des systemes LTI, le calcul exact de la norme Hs dans
le pire des cas est un probleme difficile a résoudre. Comme pour le probleme d’analyse de
stabilité robuste, nous proposons donc différentes relaxations conduisant a des conditions
calculables a ’aide d’outils SDP. Le cott Hs associé a ces problemes sous-optimaux est
appelée cout H, garanti.

Définition I1.13 (Cotit H, garanti)
Le cout Hy garanti du systeme est défini comme :

Toe < Vg (I1.73)

Ainsi, pour toute incertitude £ € Z, on a : ||2(€)]l2 < Ype < vg-

L’objectif est de trouver une relaxation qui conduise a une valeur de 7, la plus proche
possible de 7,.. Comme pour le probleme d’analyse de stabilité robuste, un premier type de
relaxation consiste a utiliser une fonction de Lyapunov indépendante des parametres. Une
borne supérieure de 7,. peut alors étre calculée par résolution du probleme d’optimisation
LMT suivant :

Théoréme I1.18 (Couit H, quadratique garanti)
Soit le probleme d’optimisation suivant :

N
1
= i _T J 1174
797 Wiesnt Toesr- (T race ]; k) (IL.74)
sous les LMZs (ke {l1---N},ie{l---L})
AW, AT — w4 B Bl < g (IL75)
clw,_,c + pl pt <7, (11.76)
Wx = W, (IL77)

v est le cout Hy quadratique garanti du systeme et vy, < yd.

Preuve
Supposons que les matrices {Wp }reqo-n—13 €t {Jx }refi.ny sont solutions de (11.75-11.77).
En appliquant le complément de Schur, les inégalités (11.75) et (11.77) s’écrivent respec-

tivement :
~Wi AW By, ~Ji  Clwi, DY,
Wi Al —w, o [ <o, W —we, 0 | <0 (ILT8)
B 0 -1 pi 0 —1

Le calcul des combinaisons convexes sur les L sommets et ’application du complément de
Schur permet d’écrire, pour k € {1---N} et tout £ € = -

AR(E)Wi 1 AL (€) — Wi + Bui(€) Bl (€) < 0 (11.79)
Cor(Wimr () Co(€) + D (§) Dl () < T, (11.80)
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N
1
ot Wi, >0 et Wy = Wy. En posant 7;1 = N Tmcez Ji. et en additionnant les inégalités

k=1
(11.80) sur une période, les inégalités (11.70-11.72) sont obtenues avec Wy () = Wy. Enfin,
l"inégalité e < ¢ vient de la relaxation du maz-min par un min-maz. |

Une relaxation plus fine consiste a utiliser une fonction de Lyapunov dépendant des
parametres de la forme (I1.64). Un tel choix de paramétrisation de la fonction de Lya-
punov conduit a une nouvelle borne sous optimale appelée cotit Hs polytopique garanti.
Le théoreme suivant présente une formulation LMZ permettant de calculer une borne
supérieure sur ce cout Hs polytopique garanti. Cette borne est appelée cout H, étendu
garanti.

Théoréme I1.19 (Cout H, étendu garanti) [FAR 05b]
Soit le probleme d’optimisation suivant :

T
1
v = min (TTrace > Jk> (I1.81)
k=1

Wilesnt, Jyesrs, HyeRnx2n, SeRnx(pztn)

sous les LMZs (ke {l1---N},ie{l---L})

_wilil o plil Rl i
0 Wi, -1
_J DM DM/ 0 [i]
et DD 001 [ G g < (I1.83)
0 Wi, —1
wil = wii (I1.84)

(I1.85)
alors g est le cott Hy étendu du systeme et Yp. < ;.

Preuve

Supposons que les matrices {W,Eﬂ}ke{o...N,l,ie{l...L} et {Jy, H, Sk }reqi.ny sont solutions
de (11.82-11.84), alors le calcul des combinaisons convexes sur les N sommets permet
d’écrire (les termes quadratiques By (§)B.,.(§) sont traités a l'aide de la transformation
de Schur comme dans la prewve du Théoréme I1.18), pour k € {1--- N} et tout £ € = :

WO BB 0 1 (MO ) <o

En appliquant le lemme d’élimination a l'inégalité précédente, l'inégalité (I11.70) est obte-
nue. L’inégalité (I1.71) est obtenue en appliquant la méme démarche a (11.83). [

Il est alors possible de montrer que :

Lemme I1.20 (Relation entre les cotuits H,; quadratique et étendu)
La borne étendue y; est toujours meilleure que la borne quadratique i :

Yoe < Vg < Vg (11.86)
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Preuve
S’il existe N matrices Wy, et N matrices Jy, solutions de (I1.75-11.77), alors les matrices

wil=w, |, ke{l---N} ie{l---L}
Hy=[0 Wy ] Se=[0 W,] , ke{l---N}
sont des solutions des LMIs (11.82-11.84). [

Le cadre de travail étendu que nous venons de présenter peut également étre utilisé
pour évaluer les performances H,, du systeme. En particulier, le cout H., étendu garanti
peut étre calculé a ’aide du théoreme suivant :

Théoreme 11.21 (Coitits H,, quadratique et étendu)
Le coit Hoo quadratique du systéme (11.56) est la solution du probléeme d’optimisation
sutvant :

oo q :
Y = min 0% (I1.87)

sous les LMZs (ke {1---N},ie{l---L})

Awi A —wi+ BEBY Alw, o 4 BY DI

zwk
MVV A[i]/ [q] i)/ B li] i) i (i’ <0 (11.88)
Czk k-1 + Dzkawk: ’Y]l + Cszkflc’zk + Dzkazwk

Wn =W, (11.89)
Le coiit Heo étendu du systéme (11.56) est la solution du probléme d’optimisation suivant :

Vg = min ¥ (I1.90)
W][(l]esn+7 er[RnX(?n«kpz)

sous les LMZs (ke {l1---N},ie{l---L})

Wi BT ppT A
N G N +< cli Hk><@ o)
0 0 wil —1

wlil=wll (11.92)

Comme dans le cas de la norme Hs, le cadre de travail étendu permet d’obtenir un cotit
Hoo garanti plus proche du cotit ‘H,, dans le pire des cas que celui obtenu par I’approche
quadratique :

Yoe Vg C S5 ! (11.93)

11.4.4 Exemple Numérique

Reprenons 'exemple de la Section 11.4.2 avec une borne sur le parametre incertain
a < a = 0.01. La représentation d’état du systeme 3-périodique incertain est donnée par
les matrices :

A, = -3—-—a 2 Ay = —1—-—a 2 Ay = l—a 2
-3 3 0.5 0 25 3
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1 1 0.5(8+1
Bul == Bwl == [ ﬁ :| Bu2 = Bw2 - |: _ 3842 :| Bu3 - BwS = |: (ﬁl ) :|
10

Coo=[1 0] Dup=D.p=0 VEk=1,2,3

Les deux parametres incertains |o| < 0.01 et 0 < § < 1 définissent un polytope a 4
sommets pour les matrices du systeme. Une méthode de synthese a permis de calculer le
correcteur par retour d’état suivant :

U = kak Kk+3 - Kk
ou :
Ky =1[0.0167 —0.0175 | K, =1[0.8495 —2.6782 | K3 =[ —4.9538 —3.6797 |

La performance du systeme bouclé par ce correcteur est maintenant évaluée par le
calcul de bornes sous optimales du cotut Hs. La borne quadratique, correspondant a un
choix de fonction de Lyapunov indépendante des parametres, est calculée a 1'aide du
Théoreme I1.18 :

Vg = 25.6046

La borne étendue, correspondant a une fonction de Lyapunov de type polytopique, est
calculée a I'aide du Théoreme I1.19 :

e = 9.1374

Ces résultats montrent clairement 1’avantage du cadre de travail étendu sur le cadre
de travail quadratique. Afin d’évaluer la qualité de la borne Hs étendue par rapport au
pire des cas réel, la valeur de la norme H, est calculée pour une grille de 400 points sur
les parametres incertains a et (. Le pire des cas est obtenu pour a = 0.01 et § = 1. La
norme Hs du systeme pour ces valeurs de « et (3 vaut alors :

gt = 6.8430

La Figure I1.4 illustre ces différents résultats. La surface ondulée représente la valeur
de la norme Hs en fonction des parametres incertains « et (3. Le pire cas correspondant
a la valeur de la norme Hs la plus élevée sur cette surface est indiqué par un point. Les
deux surfaces planes en trait plein et en pointillés représentent respectivement le cott Ho
quadratique garanti et le cout Hs étendu garanti. La distance entre ces surfaces et le cout
‘H, dans le pire des cas illustre le pessimisme associé a chaque méthode.

Remarque Ici, le pire des cas semble étre atteint sur un des sommets du polytope. 1l
s’agit bien entendu d’un cas particulier. Evaluer la norme Hy (ou la stabilité) sur les
sommets d’un polytope ne permet pas de conclure sur la valeur dans le pire des cas de la
borne Hy sur l’ensemble du polytope.
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] lI(Bl,

10

FiG. 11.4 — Analyse de performance H; robuste

I1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre différentes méthodes basées sur la théorie de
Lyapunov permettant d’analyser la stabilité et les performances des systemes linéaires
périodiques a temps discret.

Dans un premier temps, nous avons considéré le cas certain. Les méthodes font alors
intervenir des inégalités matricielles linéaires. Le cas plus complexe du probleme d’ana-
lyse robuste est ensuite traité pour des incertitudes paramétriques de type polytopique.
Les méthodes d’analyse robuste proposées peuvent étre classées en deux catégories. Les
premieres sont issues de la théorie de la stabilité quadratique alors que les secondes font
appel a des matrices de Lyapunov dépendant des parametres. Nous démontrons d’un point
de vue théorique et nous confirmons sur différents exemples que ce second cadre de travail,
appelé cadre de travail étendu, est moins pessimiste que le premier. Cette approche fait
intervenir des variables additionnelles permettant de découpler les matrices du systeme
des matrices de Lyapunov. La réduction du pessimisme se fait donc au dépend d’une
augmentation du nombre de variables de décision et de la taille des LMZs.

Ces méthodes d’analyse sont la base des méthodes de synthese développées dans le cha-
pitre suivant. Par ailleurs, nous verrons comment mettre a profit le découplage offert par
I'utilisation des variables additionnelles, non plus seulement pour résoudre des problemes
de robustesse, mais aussi pour résoudre certains problemes particuliers de synthese.
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II1.1 Introduction

Dans le chapitre précédent ont été présentées différentes méthodes permettant d’ana-
lyser les propriétés d’un systeme. Si ce dernier n’atteint pas les performances désirées, un
dispositif spécifique, appelé systéeme de commande ou correcteur, est utilisé afin de
modifier le comportement dynamique du systeme étudié. Le but du systeme de commande
est d’exercer des actions entrainant une amélioration du comportement du systeme et de
ses performances.

En présence de perturbations non mesurées et d’incertitudes affectant le modele, cette
commande doit tenir compte des mesures effectuées sur le systeme. Ce type de commande
est alors appelée commande en boucle fermée (Figure I11.1).

W

Fia. III.1 — Modele standard pour le probleme de synthese

La problématique de synthese est de concevoir un correcteur permettant au systeme
bouclé ¥y, d’atteindre un certain nombre d’objectifs ou spécifications. Cette conception
peut se faire en plusieurs étapes comme suit.

La premiere est le choix du type de correcteur utilisé. Ce choix, conditionné en partie
par les décisions prises a ’étape de modélisation, est discuté dans la Section I11.2.1. Les
différents aspects abordés sont la périodicité, 'ordre du correcteur et 'utilisation d’un
retour d’état ou de sortie.

I1 s’agit ensuite de spécifier les propriétés attendues pour le systeme bouclé : robustesse
vis-a-vis d’incertitudes affectant le modele (stabilité et performances robustes) et robus-
tesse vis-a-vis d’incertitudes affectant le correcteur (résilience). Ces aspects sont étudiés
en Section I11.2.2.

Enfin, une fois la nature du correcteur choisie et les objectifs a atteindre spécifiés,
il s’agit de fournir des méthodes de synthese permettant de calculer les parametres du
correcteur. Le calcul de ces parametres est basé sur les méthodes d’analyse de la boucle
fermée présentées au chapitre précédent. Le probleme de synthese est alors formulé comme
un probleme d’analyse dont une partie des données du modele en boucle fermée est a re-
chercher. Ces problemes sont d’abord écrits dans leur forme la plus générale a l’'aide
d’inégalités matricielles bilinéaires (BMZs) en Section II1.3. Ensuite, différentes relaxa-
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tions du probleme initial permettant d’obtenir des formulations LMZs sont présentées
en Section I11.4.

II1.2 Problématique

Avant de développer une méthode de synthese, il est nécessaire d’établir un cahier des
charges définissant le probleme a résoudre. L’établissement de ce cahier des charges passe
par deux étapes : le choix de la nature du correcteur (Section I11.2.1) et des performances
attendues pour le systeme bouclé (Section I11.2.2).

II1.2.1 Nature du correcteur

Le correcteur doit-il nécessairement étre de méme périodicité que le systeme? Com-
ment réduire le nombre de parametres a mémoriser 7 Quelle est 'influence de 1'ordre du
correcteur sur les méthodes de synthese? Ces différentes questions relatives a la nature
du correcteur sont abordées dans cette section.

111.2.1.1 Correcteurs Ny -périodiques

Généralement, ’étape de modélisation du systeme conditionne le choix de la classe de
correcteurs recherchée. Ainsi, il est naturel de rechercher des correcteurs variant dans le
temps et de méme périodicité que le systeme.

Cependant, il est également possible de considérer la synthese de correcteurs présentant
une périodicité différente de celle du systeme. Un tel correcteur sera appelé correcteur
Ng-périodique ou Ng € N est la période du correcteur.

Le systeme bouclé résultant de l'interconnexion d’un systeme N-périodique et d’un
correcteur Ng-périodique est un systeme Ny p-périodique ot Ny est le plus petit commun
multiple de N et de Nk :

Nbf = ppcm(N, NK) (1111)

Différents cas particuliers peuvent étre étudiés :

e Cas N < N :
La synthese d’un correcteur de période inférieure a celle du systeme présente 1’avantage

de nécessiter la mémorisation dans le correcteur d’un nombre restreint de parametres. Si
la période N et/ou 'ordre n du systéme sont importants, ce type de synthese permet de
réduire le cotit de fabrication du correcteur.

e Cas N =1

Ce cas correspond a la synthese d'un correcteur invariant dans le temps pour un systeme
périodique. Outre le fait d’avoir un seul lot de parametres a mémoriser, un tel correc-
teur présente I'avantage de ne pas nécessiter une synchronisation (au sens d’une horloge
commune) entre le correcteur et le systeme comme lillustre la Figure I11.2.
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Fic. II1.2 — Correcteur variant ou non dans le temps

Ce type de correcteur est utilisé dans certaines applications spatiales comme le controle
d’attitude de satellites [VAR 98, PUL 05, LOV 05]. La boite a outils Periodic Systems
Toolbox [VAR 05] développée pour MATLAB® inclut des outils pour la synthese de ce
type de correcteurs.

e Cas N > N :
Si un correcteur N-périodique ne permet pas d’atteindre un objectif de synthese donné

(par exemple stabiliser le systeme), alors la synthese d’un correcteur de période plus
grande peut étre envisagée.

Ainsi, un exemple bien connu est celui de la synthese d’un correcteur Ng-périodique
par retour de sortie pour un systeme 1-périodique (c’est-a-dire de la synthese d’un correc-
teur périodique pour un systéme invariant dans le temps) [KHA 85, COL 98, COL 06].
Nous reprenons ici 'exemple de P. Colaneri paru dans [COL 98] montrant qu’un systeme
LTT non stabilisable par retour de sortie statique LTT est stabilisable par un retour de
sortie statique 2-périodique.

Soit le systeme LTT :

{ka = Az, + Bu
yp = C g

o A:H _11} B:{?] C=[11]

Le calcul des poles montre que ce systeme est instable en boucle ouverte :
AA) ={0.6180 , —1.6180}

Considérons une loi de commande de la forme uw; = Kyi. La représentation d’état du
systeme bouclé est :

0 1

:| T = Abfl’k

Le polynome caractéristique du systeme bouclé est donc :

P(X) = det(A1 — Ayp) = X — (K = 1A = (14 K) = aa)> + a1\ + ag
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D’apres le critere de Jury [JUR 64], ce polynome a toutes ses racines de module inférieur
a 1 si et seulement si les inégalités suivantes sont vérifiées :

apg+ay+as >0
ag—a; +as >0
as —ag >0

La deuxieme condition s’écrit : —(14+ K)+ (K —1)+1>0 <= —1> 0 et n’est donc
jamais vérifiée. Il n’existe donc pas de correcteur LTI permettant de stabiliser ce systeme.
Considérons a présent une loi de commande 2-périodique de la forme :

up = Ky Ko = K,

avec :
K, =3 Ky = -1

La représentation d’état du systeme bouclé est :

01 0 1
welia] a=[o L)

Le calcul des multiplieurs caractéristiques prouve la stabilité du systeme bouclé 2-pério-

avec

dique :

A = \(Tp) = M(AY 480 :Aq _48 _24 D ={0, 0}

Pour résoudre le probleme plus général de la synthese de correcteurs Ng-périodiques
pour un systeme N-périodique, nous avons développé la méthodologie suivante. Il s’agit
dans un premier temps de construire un systeme Ny p-périodique en répétant la séquence
des matrices du systeme Ny ;/N fois. La seconde étape consiste a synthétiser un correc-
teur Nys-périodique pour ce systeme présentant une structure temporelle particuliere.
Ce correcteur Nyp-périodique fait apparaitre une séquence de Nk gains répétée Nyp/Ng
fois. Cette structure temporelle peut étre définie a 1’aide de la fonction temporelle T; en
escalier suivante :

{1---Nyy} — {1---Ng}

(I11.2)
k — Ty(k) =1+mod(k — 1, Ng)

ou mod(k — 1, Nk) est le reste de la division euclidienne de k — 1 par N.
Nous appelons le correcteur structuré obtenu correcteur (N, Ng, T1)-périodique.

Considérons par exemple, la synthese d’un correcteur 2-périodique uy = Ky, Ko =
K., pour le systeme 3-périodique :

A, B
(v )=la B0 ) -m (i) s
Yk Cp O uy, up,
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Le systeme bouclé est le systeme périodique de période N,y = ppem(2,3) = 6 suivant :
Thp = (A + B Cr)ay = Al Al =AY

La synthese d’un correcteur 2-périodique pour le systeme 3-périodique est équivalente a
la synthese pour le systeme 6-périodique :

) -la Tl -m (i) e
Yk Crp 0 (2 (o
d’un correcteur (6,3, T;)-périodique uy = Ky, Kiprs = Ki ot Ty est définie en (111.2).
Ce choix de fonction temporelle impose la structure suivante aux matrices du correcteur
6-périodique :

K;=Ks=EK,  Ks=Ki= Ky

Les matrices du correcteur 2-périodique sont alors données par :

Klzkl K2:[~(2

111.2.1.2 Correcteurs (N, N,, T)-périodiques structurés

Dans la section précédente, nous avons vu que 'utilisation de correcteurs (Ny s, N, T1)-
périodiques structurés permet de résoudre le probleme de synthese de correcteurs de
périodicité différente de celle du systeme. Un autre avantage d’utiliser des correcteurs
structurés est qu’ils font intervenir un nombre réduit de parametres par rapport a des
correcteurs non structurés (dans le cas précédent Nk au lieu de N > N).

Nous proposons dans cette partie de généraliser ce résultat pour des fonctions tem-
porelles quelconques et nous définissons la classe des correcteurs (Ny, No, T)-périodiques
structurés ou :

— N est la période du correcteur,

— Ny < Nj est le nombre de jeux de parametres utilisés,

— T est une application de {1--- Ny} dans {1--- Ny} définissant la structure tempo-

relle.

Parmi les différentes structures temporelles possibles pour le correcteur, une struc-
ture particulierement intéressante est celle qui fige les parametres du correcteur a une
valeur donnée pendant plusieurs instants. En effet, lorsque le systeme discret est issu de
I’échantillonnage d’un systeme continu, ses coefficients évoluent relativement faiblement
d’un instant a 'autre. L’existence d’un correcteur dont les parametres n’évoluent pas a
chaque instant d’échantillonnage est donc probable et permet de réduire le nombre de
parametres a mémoriser.

Soit Ny le nombre d’instants pendant lesquels les parametres du correcteur n’évoluent
pas (]\7 i doit étre un diviseur de N). Alors, les correcteurs que nous venons de présenter
sont des correcteurs (N, N, T,)-périodiques dont la structure temporelle est définie comme
suit : ~

{1.--N} — {1---Ng}

) (II1.3)
k — Ty(k) =1+ quo(k —1, Ng)
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ol quo(k — 1, Ng) est le quotient de la division entiere de k — 1 par Ni.
Par exemple, pour un systeme 4-périodique, il est possible de rechercher un correcteur
(4,2, Ty)-périodique, up = Kyyy, Kirqa = Kj. Ce correcteur présente la structure suivante :

Ky =K, Ky = K;

Ses parametres sont figés pendant 2 instants discrets.

111.2.1.3 Correcteurs statiques et dynamiques

Un autre choix concernant la nature du correcteur est celui de I'ordre du systeme de
commande.

Par souci de lisibilité, les définitions présentées dans cette section sont données dans
le cas certain. La représentation d’état du systeme en boucle ouverte est donc :

Tht1 Ax  Bur DBy Ty Ty
P 2k = Cue Dowk Dauk Wi = M, W, Mk+N = My,
Yk Cr Dywr Dy Uk U

(I1.4)
ou z; € R™ est le vecteur d’état, wyp € R™ le vecteur d’entrées exogenes, z, € RP7,
ur € R™ le vecteur d’entrées de commande et y, € RP le vecteur de sortie.

Dans le cas le plus général, un correcteur est un systeme dynamique interconnecté
avec le systeme (II1.4) et défini comme suit :

Définition III1.1 (Retour de sortie dynamique)
Un correcteur par retour de sortie dynamique est un systéme dynamique dont la repré-
sentation d’état est la suivante :

(B EE)E)
U ck DE Yk Y

ol Tl € R est le vecteur d’état du correcteur.

Généralement, 'ordre ny du correcteur est donné. Il est cependant possible d’intégrer
le choix de I'ordre du correcteur au probleme de synthese. Se pose alors la question de la
minimalité de la commande : trouver le correcteur d’ordre minimal qui permet au systeme
bouclé d’atteindre les performances attendues. Dans le cas LTI, ce probleme est abordé
dans [ELG 97, SYR 94, GRI 96, MES 98].

Dans cette these, 'ordre du correcteur est fixé a priori. Différents cas peuvent alors
étre distingués :

e Correcteurs d’ordre 0 :

Il s’agit du correcteur le plus simple a implémenter puisqu’il ne fait intervenir qu’un
simple gain matriciel (constant dans le cas d'un correcteur 1-périodique ou variant dans
le temps dans le cas d'un correcteur Ng-périodique ou N-périodique). Un tel correcteur
est appelé correcteur par retour de sortie statique :
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Définition III.2 (Retour de sortie statique)
Un correcteur par retour de sortie statique est un gain matriciel Ky tel que :

up = Kyyx (I11.6)

Si les matrices (1 — Dy K}) sont inversibles pour tour k£ € N, le probleme de retour de
sortie est bien posé et la représentation d’état du systeme bouclé s’écrit :

<$k+1) B { Ay, + BpKy(1 — Dy Ky) 7' Cy, Buk + BrKi(1 — DpKy) "' Dy ] <$k>
2 ) | Ok + Do Ki(1 — DiKp) ™ 0% Dot + Dot K (1 — Dy K ) ™Dy Wy,
(II1.7)
Dans le cas particulier ou I’ensemble de I'état est mesurable, la sortie s’écrit : y, = xy
(Cy =1, Dyyr, = 0 et D = 0). La loi de commande est alors appelée retour d’état :

Définition IT11.3 (Retour d’état)
Un correcteur par retour d’état est un gain matriciel Ky, tel que :

La représentation d’état du systeme bouclé s’écrit alors :
The1\ _ | Ae+ Brlk  Buk T (I1L.9)
2k Cok + Do K Dz Wy, '

e Correcteurs d’ordre nx < n :

Lorsque un correcteur statique ne permet pas d’atteindre les spécifications désirées, un
correcteur d’ordre plus élevé peut étre mis en oeuvre. Si 'ordre du correcteur nx est
inférieur a celui du systeme n le correcteur est appelé correcteur par retour de sortie
dynamique d’ordre réduit. La représentation d’état du systeme bouclé s’écrit alors :

’(xm) B { Ay + BpDX(1 — D.DX)7'C,  BL.CE + B.DE(1 — D, DE)Y ' D,.CE ka )
k) BE@1 — D,DE)~1C, AK 4+ BE(1 — D,DF)"1D,.CE ok
{ Bur + BDE (1 — Dy DEY ' Dy
B,f(]l - Dlef)_lDywk

2e=] Co + Do DE(1 — DDE)'Ct Dok DE(L — DyDE)1DCK | (2})

+ (Dawk + Do D (1 — DD ) " Dy,) wie
(II1.10)
Dans ce cas, la condition de bien posé est que la matrice (1— Dy D) doit étre inversible.
Méme si sa complexité théorique n’est actuellement pas connue [BLO 97|, le probleme
de stabilisation par retour de sortie statique est un probleme difficile. En effet, contrai-
rement aux méthodes d’analyse présentées au Chapitre II, il n’existe pas de formulation
LMZI pour résoudre ce probleme de synthese.

e Correcteurs d’ordre plein ng =n :

Si l'ordre du correcteur est le méme que celui du systeme, nyx = n, alors K est un correc-
teur d’ordre plein. Ce type de correcteur fait 'objet d’une attention particuliere puisque,
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dans le cas LTI, le probleme de synthese associé peut étre formulé de maniere LMZ (a
'aide du changement de variable linéarisant proposé dans [SCH 97]). La synthese de ce
type de correcteur n’est cependant adaptée qu’aux systemes d’ordre et de période relati-
vement faibles.

Nous rappelons a présent un résultat classique montrant que ces différents problemes
peuvent se ramener a la synthese d’un retour de sortie statique.

Lemme III.1 (Reformulation du probléeme de synthése d’un retour de sortie
dynamique en un probléeme de synthése d’un retour de sortie statique)

Le probléme de synthése d’un retour de sortie dynamique (I111.5) pour le systéme (111.4) est
aug

équivalent a celui de la synthése d’un correcteur par retour de sortie statique ui"? = Kyy,
sur le systeme augmenté suivant :

2aug

oo = A 2t 4+ B ul?
{’““ bk bk (IIL.11)

aug aug aug
Y - =Cp 7 + Dy uy

K K K

xaug o xk uaug o xk+1 aug xk
ko= ko= Y = =

T U Yk

0 0 1 0 1 0 0 0
Ak_{@ Ak] Bk_llD Bk} C’“_[a) (Jk} Dk_[@ Dk]

Les matrices du correcteur dynamique peuvent alors étre déterminées a partir de la matrice
de retour de sortie statique de la maniéere suivante :

ol :

o4

Gy Dy

111.2.1.4 Conclusion

Puisque, comme nous venons de le montrer, la synthese d'un retour de sortie statique
englobe les autres problemes de synthese, ¢’est ce probleme qui est abordé dans un premier
temps. Les cas particuliers du retour d’état et de sortie dynamique d’ordre plein seront
abordés a part dans la Section I11.4.

Certains résultats que nous allons présenter font intervenir le systeme dual de (111.4).
Nous définissons donc, de la méme maniere qu’au Chapitre II, le systeme dual suivant :

i = AL 2+ CLA) wl + ClA)
2 2 = Bu(d) af + Dlg(d) wi + Dy i (A) ug (IM1.12)
yh = Bu(A) zf + DL,(A) wi +  Di(A) uf

ot #{ € R™ est le vecteur d’état du systeme dual, w{ € RP= le vecteur d’entrées exogenes,
2zl e R, ud € RP le vecteur d’entrées de commande et y¢ € R™ le vecteur de sortie.
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Lemme III.2 (Dualité et synthese)
Les systemes bouclés ¥ x K, et X4 K ont les mémes propriétés de stabilité et de

performances :

ot Ky, est un retour de sortie statique pour le systéme (II1.4), u, = Kyyg, et K} est un
retour de sortie statique pour le systeme dual (I11.12), ul = K yi.

Preuve
Calculons la représentation d’état du systéme dual bouclé par le correcteur u§ = K yi :

T\ _ | Ar+ Gl - K D;) KB, "+ CL(l — KDy KDL, i
2 By + Dy (1 — Ky DY) KBy, DLy + Dyy(1 = KDy ) KDYy wj!

Nous obtenons bien le systeme dual du systeme original bouclé par le correcteur uj, =
Ky (I111.7). L’équivalence du point de vue de la stabilité et des performances entre ces
systéemes est prouvée par les Lemmes I1.6 et 11.9 [ |

Le résultat précédent est également valable dans le cas du retour d’état et du retour
de sortie dynamique. En effet, nous avons montré que ces problemes de synthese peuvent
étre reformulés comme celui de la synthese d’un retour de sortie statique. Ainsi, le résultat
précédent peut étre généralisé de la maniere suivante :

SxK =(SHK), =S K, (I11.14)

comme illustré sur la Figure I11.3.

Wi | : 2k w,‘f | : Zg
! 1 ’ 1 g | >
U, Z Yk uf Ed yi

FiG. II1.3 — Dualité pour le probleme de synthese

I11.2.2 Propriétés attendues pour le systeme bouclé

Une fois le type de correcteur choisi, il s’agit de formuler les propriétés que doit conférer
ce correcteur au systeme bouclé. Les propriétés attendues sont celles qui ont été étudiées
dans le chapitre d’analyse : stabilité, performances et robustesse. Dans cette partie sont
énoncés les différents problemes de synthese associés a ces propriétés. Une attention par-
ticuliere est portée au probleme de robustesse du systeme bouclé vis-a-vis d’incertitudes
affectant le correcteur.
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111.2.2.1 Stabilité robuste

La caractéristique minimale attendue des correcteurs est d’assurer la stabilité de la
boucle fermée. Pour un type de correcteur donné, la stabilité de la boucle fermée n’est
pas nécessairement atteignable. Ainsi, la stabilisabilité est définie relativement a la classe
de correcteurs choisie. Notons K I’ensemble des correcteurs (stabilisants ou non) pour une
loi de commande donnée : K™ pour le retour d’état, K™* pour le retour de sortie statique
et K™ pour le retour de sortie dynamique.

Définition IT1.4 (Stabilisabilité)
Un systeme X est stabilisable par une lot de commande de classe K si et seulement s’il
existe une valeur des parameétres du correcteur tel que le systeme bouclé soit stable :

Y stabilisable <+<— d K €K : X% K stable

Lorsque le modele étudié est incertain, le correcteur doit garantir la stabilité de toute
réalisation du modele. Le probleme de stabilisabilité robuste se formule donc de la maniere
suivante :

Définition IT1.5 (Stabilisabilité robuste)

Un systéme incertain 3(A), A € A, est stabilisable robustement par une loi de commande
de classe K si et seulement s’il existe une valeur des parametres du correcteur telle que le
systeme bouclé soit robustement stable :

Y(A) stabilisable robustement <= I K €K : X(A)* K stable ¥V A€M

Définition II1.6 (Ensemble des correcteurs robustement stabilisants)
L’ensemble des correcteurs robustement stabilisants pour une structure de commande
donnée est noté Ky C K -

K ={K €K : X(A)* K stable }

Ainsi, 'ensemble des correcteurs robustement stabilisants par retour d’état sera noté KZf.

111.2.2.2 Performances robustes

Comme au Chapitre II, les problemes de performances seront étudiés a 'aide de la
norme H,. Un raisonnement similaire peut cependant étre tenu dans le cas de la norme
Hoo-

Comme précédemment, les problemes de performances robustes sont envisagés pour
des systemes incertains polytopiques de la forme :

( le ) - { éi((AA)) 5:5(@) Dljii(AA)) } i]'i = My(A) fu',i (IT1.15)

Up U

avec :

L
Mi(A) ="M« ce=
=1
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&1 L
E=qc=| : |eRF: D G=1,0<<1 Vi=1---L
9 =1
Pour un correcteur stabilisant K € K,; donné, nous avons montré au Chapitre II que

le calcul du cout Hy dans le pire des cas du systeme bouclé incertain revient a résoudre
le probleme max-min suivant :

e (1) = max |24 (£)]l2

= max min I11.16
EEE Wi (§esn v ( )

t.q.(I1.70 — I1.71 — I1.72)

Ainsi, pour toute incertitude, nous avons :

1S (€113 < el K)

Le probleme de synthese robuste performante est de calculer un correcteur minimisant
Vpe(K).

Probleme III.1 (Syntheése H,; dans le pire des cas)
Le calcul du correcteur optimal K°P' au sens du coit Hy passe par la résolution du
probleme de min-maz-min suivant :

opt — :
K = arg {%‘éﬁ vpc(K)}

= g {pin max IS(©)13 .
KeK €£eE Wi (£)esn

t.q.(11.70 — 11.72)

= arg {min max min 'y}

et peut étre énoncé comme suit :

Trouver K" € Ky tel que vpo(K°P") est minimum.
La valeur du cott Hy a 'optimum du Probleme III.1 est défini de la maniere suivante :

Xpe = 000 7pe(K) (II1.18)

Tout au long de ce chapitre, 7 désigne un cout Hsy obtenu en analyse (solution ou
relaxation d’'un probleme d’optimisation max-min) et x désigne un cotut Hy obtenu en
synthese (solution ou relaxation d’un probleme d’optimisation min-max-min).

Il n’existe pas de méthode permettant de résoudre le Probleme III.1 exactement. Il est
donc nécessaire de mettre en oeuvre des relaxations (correspondant a des sous-ensembles
de correcteurs Ky, C K et a une solution sous-optimale du Probleme I11.1) pour obtenir
des solutions associées a des procédures de résolution numérique SDP.
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Probléeme II1.2 (Synthese H, & couit garanti)

Ksub: ; ) 2 III.1
arg { anin. w531} (UL19)

ot Ky est un sous-ensemble convexe de correcteurs stabilisants et défini par un ensemble

de LMTs.

Soit Yeup = V(K S“b). L’objectif est d’obtenir une borne Y, la plus proche possible de
Xpe-

111.2.2.3 Résilience

Dans les problemes de synthese que nous venons de formuler, une hypothese impli-
cite a été faite : le correcteur peut étre implémenté avec une précision infinie. Cette
hypothese n’est pas aberrante dans le sens ou l'incertitude sur le modele du systeme est
souvent prépondérante par rapport aux erreurs d’implémentation. Cependant, ces erreurs
d’implémentation existent toujours et il est important d’en tenir compte. En effet, le
correcteur est soumis a une imprécision résultant :

— des conversions analogique-numérique et numérique-analogique,

— de la mémorisation des parametres du correcteur dans des éléments ayant une

précision finie,

— des erreurs d’arrondis lors du calcul de la loi de commande,

— des erreurs intervenant lors de I'implémentation physique du correcteur. En effet,
lors de la fabrication industrielle du correcteur, une certaine tolérance est admise
sur la valeur de ses parametres.

Ainsi, il est important que le correcteur admette une certaine incertitude sur ses pa-
rametres, meéme si celle-ci est assez faible. Un tel correcteur est dit résilient :

Définition IT1.7 (Résilience)
Un correcteur K est dit résilient (ou non fragile) a une incertitude A € Mg si le systéme
Y2 bouclé par ce correcteur est robustement stable :

K(Ak) résilient <= Y+ K(Ag) stable YV Ag € Mg

Conclure a posteriori (une fois le correcteur calculé) sur sa résilience se formule comme
un probleme d’analyse de robustesse de la boucle fermée. Ce probleme ne présente donc
pas de difficulté spécifique.

Un probleme plus intéressant est d’intégrer ces aspects de résilience des 'étape de
synthese. Il s’agit alors de garantir a priori la résilience du correcteur vis-a-vis d’une
incertitude donnée. Ce probleme s’appelle le probleme de synthese résiliente. Il est alors
envisageable de calculer un correcteur présentant une tolérance plus importante sur ces
parametres. Outre les avantages cités précédemment, cette tolérance donne des marges
de réglage pour 'ingénieur permettant d’ajuster les parametres du correcteur lorsque ce
dernier est utilisé sur le systeme réel.
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Remarque

Dans Uarticle Robust, Fragile, or Optimal [KEE  97], une discussion est menée sur le lien
entre la méthode de synthese (Ha, Hoo-..) €t la fragilité du correcteur. Différents exemples
semblent indiquer que les correcteurs optimauzr sont souvent trés fragiles. Il s’agit donc
de faire un compromis entre robustesse, fragilité et optimalité. Par exemple, nous propo-
sons des méthodes permettant de synthétiser un correcteur garantissant simultanément la
stabilité du systéme bouclé vis-a-vis d’incertitudes paramétriques et une performance Ho
dans le pire des cas et possédant certaines propriétés de résilience.

Différentes techniques sont proposées dans la littérature pour traiter le probleme de
fragilité. Certaines [YEE 01, TAK 00] supposent que les incertitudes sont connues et
que seule la loi de commande doit étre synthétisée. D’autres [YAN 01] choisissent une
structure multiplicative pour l'incertitude. La valeur de l'incertitude dépend alors des
parametres du correcteur. Dans tous les cas, la méthodologie employée pour résoudre le
probleme de synthese résiliente est similaire aux méthodes de synthese robuste.

Le probleme de résilience est abordé ici selon 1'approche proposée dans [PEA 02] et
[PEA 05]. Il s’agit de synthétiser non plus un correcteur unique mais des ensembles de
correcteurs ayant les mémes propriétés garanties de performances pour le systeme bouclé.
Ces ensembles de correcteurs, appelés { XY 7 }-ellipsoides de matrices, sont décrits en An-
nexe C. Tout correcteur appartenant a un { XY Z}-ellipsoide solution présente les mémes
propriétés vis-a-vis du systeme bouclé. Ainsi, tout correcteur appartenant a 1’ellipsoide
présente naturellement des propriétés de résilience.

Le centre, le rayon et la géométrie étant libres, le but de cette approche est d’ap-
proximer I’ensemble de tous les correcteurs stabilisants K; de I'intérieur par un ensemble
convexe : un { XY Z}-ellipsoide dont un sous-cas est la modélisation bornée en norme.

I1I.3 Formulations BMZ pour la synthese par retour
de sortie statique

Dans cette partie sont présentées différentes méthodes permettant de calculer des
correcteurs par retour de sortie statique résilients. Le probleme est d’abord traité pour
un modele certain dans la Section II1.3.1 puis pour un modele incertain polytopique en
Section II1.3.2. Dans la Section II1.3.3, nous montrons comment modifier les méthodes
précédentes pour répondre a différentes spécifications sur le correcteur : taille des incerti-
tudes admissibles et structure temporelle. Enfin, ’ensemble de ces méthodes de synthese
faisant intervenir des inégalités matricielles non-linéaires, nous proposons différentes so-
lutions pour réduire leur complexité numérique en Section II1.3.4.

Pour ne pas alourdir les notations et pour alléger la présentation, les problemes de
performance ne sont pas considérés dans cette partie. En effet, 'ajout d’un critere de
performances (Hy ou Hy,) ne présente pas de difficulté particuliere. Ces problemes seront
abordés par la suite dans le cas plus simple de la synthese d'un retour d’état.
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II1.3.1 Retour de sortie statique résilient

Dans cette partie est considéré le probleme de la synthese d'un correcteur résilient K
pour un systeme certain ¥ dont la représentation d’état est :

Tht1 A, By ] ( T ) ( Ty )
— =M M = M 111.20
( Yk ) [Ck; Dy, (" P\ N g ( )

Comme annoncé en Section I11.2.2.3, le probleme de résilience est traité par la synthese
d’ensembles ellipsoidaux de correcteurs (voir Figure 111.4).

Uk § : Yk

) 4

=

FiG. I11.4 — Synthese d'un ensemble ellipsoidal de correcteurs stabilisants

Le Théoreme III.3 présente 'extension au cas périodique de la méthode de synthese
proposée dans [PEA 02] pour les systemes LTI.

Ce théoreme permet de calculer une séquence N-périodique d’ensembles ellipsoidaux.
Tout correcteur par retour de sortie statique dont le gain a chaque instant k& appartient
au keme ellipsoide de cette séquence stabilise le systeme. Les correcteurs ainsi obtenus ne
sont donc pas nécessairement périodiques.

Il est bien str toujours possible d’obtenir un correcteur périodique en choisissant de
répéter une méme séquence N-périodique de gains appartenant aux ellipsoides. Ceci est
illustré sur un exemple dans la Section I11.3.5.

Théoréme II1.3 (Synthése d’ensembles ellipsoidaux de correcteurs par retour
de sortie statique) /[FAR 060/

Le systeme (I11.20) est stabilisable par retour de sortie statique si et seulement s’il existe
N matrices de Lyapunov {Pyx € 8" }rep.ny et N triplés de matrices {Xy € S, Yy €
RP*™ . Zy € 8™ Yieqiny satisfaisant simultanément les LMZs :

1 0)[-Px © 1 0 . D1 TXe Yol[Cr Dy

RN R R R
Vke{l---N}

Pny =Py (11122)
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et les contraintes non linéaires :
Xy < YiZ hYy (I11.23)

Sotent des matrices {Py, Xk, Yi, Zi}treqr.ny solutions des inégalités (111.21-111.23).
Alors, les matrices { Xy, Yi, Zi }req1..ny définissent une séquence N -périodique d’ensembles
ellipsoidauz. Toute suite de matrices { Ky }ren telle que, a chaque instant k, K}, appartient
a 1{ X YrZy }-ellipsoide de cette séquence définit un correcteur stabilisant.

Preuve de suffisance Supposons qu’il existe N quadruplés {Py, Xi, Yi, Zi}reqi-ny
tels que les inégalités (111.21-111.23) sont satisfaites pour tout k € {1--- N'}. Multiplions
les inégalités (I11.21) a gauche par le vecteur ( Xy g, ) et a droite par son transposé :

/ /
s )L G ) <o) [5 2] (0 ) aman
Tyl 0 Py Tyl (1 Y, Z (7

Soit la fonction candidate de Lyapunov Vi (zy) = x) Pyry. L'inégalité (111.24) peut s’écrire :

/
Vi1 (Tra1) = Vilzy) < ( uy, ) [ Yy Zy ] ( Uk )

Considérons un correcteur Ky, up = Kyyg, appartenant a 1'{ XYy Zy}—ellipsoide. D’aprés
(C.1), il est alors possible d’écrire :

Vi (tr41) — Vi) < i [ 1 K ] le Yi ] { 1

<
Y! Z, ]y’“—o

Ainst, Vi1 (zpa1) — Vi(zr) < 0. Vi(zr) est donc une fonction de Lyapunov prouvant la
stabilité du systeme bouclé. ]

Preuve de nécessité Soit une loi de commande de la forme u, = Kyyi. L’équation de
sortie du systéeme (111.20) s’écrit :

[

D’apreés le lemme de Lyapunov périodique (11.3), la stabilité implique [’existence d’une

fonction de Lyapunov Vi(zg) = x}Pxxr, Px > 0, Pryn = Py telle que Viii(xpi1) —
Vi(zg) < 0. Pour le systéme bouclé, ceci s’écrit comme une inégalité quadratique :

) [a s o e la s (o)<
U A, By 0 Pxua Ay By U

devant étre vérifiee sous la contrainte suivante :

() e[S 2] ()
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Par application du Lemme de Finsler pour chaque k € {1--- N}, les équations précédentes
impliquent ’existence de N scalaires positifs Ty, tels que :

1 0] [-Px 0 1 0 Cv Di] KL Cv Dy
e Lo e L m <m0 0[S e [T 7]

Les inégalités précédentes sont également vraies avec T = max(7g). En posant Py =

1
—Py, il est alors possible d’écrire :
P

1 0] [-Pcx © 1 0 . Dp] KL Cy Dy
Ak B, 0 Pk+1 Ak By, 0 1 —1 0] 1
Finalement, l'inégalité (111.21) est obtenue en posant Xy = K| Ky, Yk = —K| et Zy = 1.

[ |

Le probleme défini par les inégalités (I11.21-111.23) est non convexe. Il fait intervenir N
contraintes LMZ (I11.21-111.22) et N contraintes non-linéaires (I11.23). Dans [PEA 02], la
non-linéarité introduite par les inégalités (I11.23) est traitée a I’aide d'un algorithme basé
sur la méthode du cone complémentaire [ELG 97]. Cette méthode permet de ramener
un probleme LMZ avec une contrainte matricielle non-linéaire a une minimisation d’un
objectif scalaire non-linéaire sous des contraintes LMZ. La non-linéarité apparaissant
dans I'objectif est alors traitée par un algorithme de type Frank and Wolfe ne présentant
pas de garantie de convergence.

I11.3.2 Retour de sortie statique résilient et robuste

Nous allons voir dans cette partie comment la méthode de synthese résiliente présentée
dans la section précédente peut étre modifiée pour prendre en compte une incertitude
paramétrique affectant le systeme a corriger. Comme au Chapitre I, U'incertitude affectant
le systeme est de type polytopique. La représentation d’état du systeme en boucle ouverte

< i1 ) _ { Ap(A) Bi(A) } ( Tk ) — My(A) Z (I11.25)

Yk

est :

avec :

L
My(A) ="M © ¢e=
i=1

&1 L
E=qé=| : |eRF D &G=1,0<6<1 Vi=1---L
93 =t
Le probleme de synthese que nous cherchons a résoudre est donc celui de la synthese

d’ensembles ellipsoidaux de correcteurs pour un systéme incertain polytopique (voir Figure
I11.5).
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Fic. II1.5 — Synthese d’un ensemble ellipsoidal de correcteurs stabilisant robustement un
systeme polytopique

Comme nous ’avons vu au Chapitre II, le résultat du Théoreme II1.3 peut étre étendu
au cas incertain en considérant des fonctions de Lyapunov dépendant des parametres de
la forme suivante :

Vi(zr, §) = 2} Pr(§) s

Comme en analyse, I'utilisation de ce type de fonction de Lyapunov transforme les LMZs
(IT1.21-111.22) en inégalités matricielles non-linéaires. Pour conserver une formulation fai-
sant apparaitre une partie des contraintes sous forme LMZ et une autre partie sous
forme d’inégalités non-linéaires, il est nécessaire de faire intervenir certaines relaxations.
Une premiere relaxation consiste a utiliser une fonction de Lyapunov indépendante des
parametres de la forme :

Vi(wy, §) = Vi(zx) = 2 Py, (I11.26)

Un tel choix de fonction de Lyapunov permet d’obtenir le théoreme suivant :

Théoréme II1.4 (Syntheése robuste d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs par
retour de sortie statique - Fonction de Lyapunov quadratique)

Le systéme (111.25) est stabilisable par retour de sortie statique s’il existe N matrices de
Lyapunov {Py}reqi.ny, N triplés de matrices {Xy € 8P, Yy € RP*™, Zy € 8™ bicpiny
et N matrices {Hy € [R("+m+p)Xp}ke{1...N} satisfaisant simultanément les LMZIs suivantes

(ke{l---N},ie{l---L}):

AVPeaAl - P AP B 0 | |
BIPeaAl  BIPaBl -z Yy |+ S{H |- -Df 1,|}<0 (m27)
0 Yy Xk

Pryi = Py (I11.28)
et les contraintes non linéaires (k € {1---N}) :

Xk < YiZi 'Yy (I11.29)



I11.3. Formulations BMZ pour la synthése par retour de sortie statique 81

Sotent des matrices {Py, Xi, Yi, Zk, m,}re{i-ny solutions des inégalités (111.27-
11.29). Alors, les matrices { Xy, Y, Zy}reqiny définissent une séquence N -périodique
d’ensemble ellipsoidaur. Toute suite de matrices { Ky }ren telle que, a chaque instant k,
Ky appartient a 1'{ XY Z}-ellipsoide de cette séquence définit un correcteur stabilisant
robustement le systéme.

Preuve
Appliquons le complément de Schur auz inégalités (I1I11.27), nous obtenons (k € {1--- N},

ief{l-L}):

—P, 0 0 AP,
0 —Zr Yy B;[j]lpkﬂ Hy [i] [i]
+S [— -D;’ 1, 0 n} <0
0 Y X 0 Ony | LG8 7Dk Ip Opx
Pk—l-lAz} Pk+1B;[;] 0 Py

(111.30)
Supposons que les matrices { Py, Xy, Yy, Zy, Hi }reqi--ny sont solutions de (I111.30) et (111.28
I11.29). Alors, le calcul des combinaisons convexes sur les N sommets permet d’écrire pour
tout k € {1---N} et tout £ € E -

—D 0 0 AL(§)Prn
0 -7 Y B P H
0 —Y: X: k(f([)] k+1 +S{{®nfp][ —Cr(&) —Di(§) 1, (me}}<®
Pi1A(§) PeyiBe(§) 0 —Ppq

En multipliant les inégalités précédentes a gauche par le vecteur ( LUy Yp Thy ) et
a droite par son transposé, l'inégalité suivante est obtenue :

/ /
Ty -P, 0 ( Ty ) <yk) {Xk Y}c:|(yk)
< II1.31
( Ty ) [ 0  Pip } Ty Up Y, Zy (7 ( )

Il s’agit de linégalité (I111.24). Ainsi, Vi(vy) = ). Pyry est une fonction de Lyapunov
prouvant la stabilité du systeme bouclé. |

Les variables {Hy }xe(1...y} apparaissant dans le Théoreéme I11.4 permettent de découpler
les variables du correcteur { Xy, Y, Z }reqi-.ny de celles du systeme. Ce découplage permet
d’obtenir la formulation LMZ des inégalités (I11.27-111.28).

Comme en analyse, le pessimisme introduit par I'utilisation d’une fonction de Lyapu-
nov indépendante des parametres de la forme (II1.26) peut étre réduit en considérant des
fonctions de Lyapunov polytopiques de la forme :

Vilar, §) = 23, Pu(§) (111.32)

ou : .
Py(§) = Z &P,L” (II1.33)

=1

Ce choix de fonction de Lyapunov permet de formuler la condition suffisante de stabili-
sabilité suivante :
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Théoréme II1.5 (Synthése robuste d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs par
retour de sortie statique - Fonction de Lyapunov polytopique)

Le systéme (111.25) est stabilisable par retour de sortie statique s’il existe N - L matrices
de Lyapunov {PE}ke{l_..N}Je{l_.L}, N triplés de matrices {Xyx € SP, Yy € RP*™ Zy €
S eeqrny et N matrices {Hy € [R(2”+m+p)X(”ﬂ’)}ke{l...N} satisfaisant simultanément
les LMZs suivantes (k€ {1---N},ie{l---L}):

Pl 0o o 0
o PL, o o0
0 0 —Xx -Yi
0 0 -Y, —Z

ol o -1 DY

+S<{H : ]
{k Al 1 o B

} <0 (IIL34)

pPh., =Py (11135)
et les contraintes non linéaires (k € {1---N}) :
X < YiZi 'Yy (I11.36)

Soient des matrices {Pk[:i]}ke{l...N}ﬂ‘e{l...L} et {Xu, Yi, Zi, Hitrei.ny solutions des
inégalités (111.84-111.36). Alors, les matrices { Xy, Y, Zy treqi.ny définissent une séquence
N-périodique d’ensembles ellipsoidaux. Toute suite de matrices { Ky }ren telle que, a chaque
instant k, Ky appartient o U'{ XY Z}-ellipsoide de cette séquence définit un correcteur
stabilisant robustement le systeme.

Preuve

Supposons que les matrices {P,Ei]}ke{l...N}Je{l...L} et {Xu, Ye, Zi, Hp}peqr.ny sont des so-
lutions de (I11.34-111.36). Alors, le calcul des combinaisons convezes sur les N sommets
permet d’écrire pour k € {1--- N} et tout £ € = -

Py (&) 0 0 0
0 P 0 0 { {Ck(ﬁ) 0 -1 Dk(é)”
o 0 —x v | TS a9 1 o0 B S "
0 0 -Y —Z

Multiplions les inégalités précédentes a gauche par le vecteur ( Ty T Yo U ) et a
droite par son transposé :

(21t (2)<(2) 5 2)(2) wo

Il s’agit de linégalité (111.24). Ainsi, Vi,(zy, &) = 23, Pr(§)x est une fonction de Lyapunov
dépendant des parametres prouvant la stabilité du systeme bouclé. B

Le Théoreme IIL.5 fournit des résultats moins pessimistes que le Théoreme I11.4. 11
fait cependant intervenir davantage de matrices de Lyapunov (N - L au lieu de N) et les
variables additionnelles {Hy }re(i...ny sont de taille plus importante : (2n+m-+p) x (n+p)
au lieu de (n+m+p) x p. Lorsque le probleme est de grande dimension, il peut donc étre
préférable d’utiliser le Théoreme I11.4.
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I11.3.3 Spécifications additionnelles sur le correcteur

Nous montrons dans cette partie comment modifier les méthodes de synthese que nous
venons de présenter afin de prendre en compte différentes spécifications sur le correcteur.
Ces spécifications concernent la taille des ensembles de correcteurs synthétisés ainsi que
leur structure temporelle.

111.3.3.1 Exigences a-priori sur la taille des ensembles synthétisés

Dans les Théoremes II1.3, II1.4 et IIL.5, il n’existe pas de contrainte sur la taille des
ellipsoides synthétisés. Cette taille peut simplement étre vérifiée a posteriori a 1’aide du
corollaire suivant.

Corollaire ITI.6 (Détermination a posteriori de la résilience du correcteur vis-
a-vis d’une incertitude additive)

Soient les matrices { Xy, Y, Zy}treqi-ny solutions des inégalités (111.21-111.23), (111.27-
I111.29) ou (II1.34-II1.36). Alors le correcteur central { K = —Z; 'Y }reqi.ny est résilient
a une incertitude additive bornée en norme AL telle que :

K, = K + AE AKAK <521 (I11.38)
avec !
N )\mzn(Rk)
O = | AR/ 111.39
g )\max(Zk) ( )

ot Ry et Zy, sont le rayon et la géométrie de I'{ XY, Zy }—ellipsoide.

Preuve
Soit un correcteur { Ky }reqi..ny satisfaisant (111.88-111.39). 11 est possible d’écrire :

(K — K3)' Zi(Kr, — K) < Aao(Z) (K — K (K — K) < Apin(Ri) < Rie
Par conséquent, nous obtenons :
(Ky — KQ)'Zi(Ky, — Kp) < Ry

Ainsi, le correcteur Ky, appartient a chaque instant a 1'{ XYy Zy}—ellipsoide de rayon Ry
et de centre K}. [

Il est cependant possible d’aller plus loin en formulant des exigences a priori sur la
taille des ensembles. Ces exigences se traduisent par une modification des contraintes
non-linéaires (I11.23), (II1.29) ou (II1.36) de la maniere suivante :

Corollaire ITI.7 (Exigence a priori sur la résilience du correcteur vis-a-vis
d’une incertitude additive bornée en norme)

S’il existe une solution au probléme de faisabilité constitué par les LMZs (I11.21-111.22),
(I11.27-111.28) ou (II1.34-111.35) avec Z, =1V k € {1---N}, Vi€ {1---L} et par les

contraintes non linéaires (k € {1---N}) :

0 <pl <Y Yy — Xy (I11.40)
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alors le correcteur central est résilient d une incertitude additive ALY telle que :
K, = K} + AF AKAK < p1 (I11.41)

Preuve
La preuve est obtenue par le Lemme II1.6 dans le cas ot Zy =1V k€ {1---N}. |

Corollaire ITI.8 (Exigence a priori sur la résilience du correcteur vis-a-vis
d’une incertitude multiplicative)

S’il existe une solution au probléme de faisabilité constitué par les LMZIs (I111.21-111.22),
(II1.27-111.28) ou (II1.34-111.35) avec Z), =1V k€ {1---N},Vie {l---L}) et par les
contraintes non linéaires (k € {1---N}) :

Xy < (1 -0°)Y Yy (I11.42)
alors le correcteur central est résilient a une incertitude multiplicative telle que :
K, = K} + 6K} 6] <6 (111.43)

Preuve
La preuve est directe en écrivant que la condition (C.2) est vraie pour tout Ky = Kp +0K}
0w la valeur absolue du scalaire § est bornée par 6. |

Les contraintes non-linéaires (I11.40) ou (II1.42) définissent une taille minimale pour
les incertitudes admissibles et donc pour la taille des ensembles de correcteurs synthétisés.
Les { XY, Z }-ellipsoides synthétisés seront toujours plus grands que 1’ensemble défini par
I'incertitude Ay affectant le correcteur central :

K} (Ag) C {X.YiZ}-ellipsoide

11.3.3.2 Synthese de correcteurs structurés

L’extension des Théoremes I11.3, I11.4 et I11.5 & la synthese d'un correcteur (N, No, T)-
périodique structuré ne présente pas de difficulté particuliere. Il suffit en effet d’imposer
la structure temporelle choisie aux matrices du correcteur comme le montre le corollaire
suivant.

Corollaire IT1.9 (Synthése d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs structurés
par retour de sortie statique)

Supposons qu’il existe une solution au probleme de faisabilité associé aux inégalités
(II11.21-111.23), (I11.27-111.29) ou (I111.34-111.36) avec :

Xy = XTT(k) , Y= YTT(k) , Ly = ZT(k) Vke {1 S N} (111.44)

ot T(k) est une fonction définissant la structure temporelle choisie pour le correcteur (voir
Section I11.2.1.2).

Alors tout correcteur (N, No, T)-périodique structuré dont les matrices K appar-
tiennent a chaque instant o ellipsoide défini par les matrices {Xyx, Yy, Zyx} est un
correcteur stabilisant (robustement) le systeme.
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Remarquons que le découplage entre les matrices {Xx, Yk, Zy}reqr...n} définissant le
correcteur et les matrices de Lyapunov {Py}rcqi..ny permet de préserver la recherche de
fonctions de Lyapunov périodiques non-structurées.

Outre les avantages cités dans la Section II1.2.1.2, la synthese d'un correcteur struc-
turé fait intervenir moins de variables de décision. Selon la structure temporelle choisie,
le nombre de matrices {Xy, Yk, Zx} définissant le correcteur ainsi que le nombre de
contraintes non linéaires peuvent étre considérablement réduits.

Par ailleurs, le Corollaire 1I1.9 peut également étre utilisé pour résoudre le probleme
de synthese d'un correcteur Ng-périodique pour un systeme N-périodique lorsque Ny #
N. En effet, il est montré dans la Section II1.2.1.2 que ce probleme peut étre résolu
par la synthese d'un correcteur (Nyy, Ng, Tq)-périodique structuré ou Ty est la fonction
temporelle définie en (I11.2).

II1.3.4 Reéduction de la complexité numérique

Les inégalités matricielles apparaissant dans les Théoremes I11.3, 1I1.4 et II1.5 sont
non-linéaires. Une méthode de résolution de ces inégalités est proposée en Section I11.3.1.
Cette partie présente différente méthodes permettant de réduire la complexité numérique
associée a ces inégalités.

111.3.4.1 Formulations BMZ

Une premiere méthode pour réduire la complexité numérique [FAR 06b] consiste a
fixer la valeur de la géométrie Zx = 1 dans les inégalités matricielles (III.21-111.23),
(II1.27-111.29) ou (IIL.34-1I1.36). Le probleme devient alors BMZI et peut étre traité
a laide de solveurs dédiés tels que PENBMI [KOC 04] interfacé avec MATLAB® par
YALMIP [LoF 01]. Ces solveurs ne présentent pas de garantie de convergence mais se
montrent efficaces en pratique [FAR 06b].

Le fait de choisir a priori la géométrie n’est pas un choix restrictif au sens ot, s’il existe
une solution pour Zy # 1, alors il existe une solution pour Zy = 1. L’ellipsoide trouvé
étant cependant de plus petite dimension.

Lemme III.10

S’il eziste une solution au probléme de faisabilité associé aux LMZs (I11.21-111.22),
(II1.27-111.28) ou (I11.34-111.85) et aux inégalités non-linéaires (111.23), (111.29) ou (111.56),
alors il existe une solution au probleme de faisabilité associé auxr mémes LMTIs avec

Zy=1Vke{l---N} et aur BMZs (Vke{l---N}) :
Xk < Y Y. (I11.45)

Preuve

La preuve est faite uniquement pour le Théoreme II1.3. La méme démarche peut ce-
pendant étre appliquée aux Théoremes II1.4 et I11.5.

Supposons qu’il existe N quadruplés { Py, Xy, Yi, Zitreqi.ny lels que les inégalités
(I11.21-111.23) sont satisfaites pour tout k € {1--- N}. Soit X la plus grande valeur propre
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des matrices symétriques définies positives Zy, :

A= max Apez(Zg) >0
ke{1--N}

Posons :

> 1
X =5 (X =Mz W+ A7)

Yy =Y, 2 ?
_ 1

Alors, Xy, et Yy vérifient (Vk € {1---N}) :

1[Xk Ykl_{)_(k Yk]_l[nz,;l
D)

ALYz, v, 1 1

X 1(Z—A11)[Z,;1Y,; 1]<0

Multiplions les LMZIs (111.21) par 1/X :

[1 ®H—Pk @Hﬂ @}_1{1 @H_pk @Hﬂ @}

A, By 0 P ][ A By A Ar By 0 P A By
< 11 Cy Dy / Xi Y || Cy Dy - Cr Dy / ):(k Ve ][ Cr Dy
3o 1|y zllo 150 1|y 1]lo 1

De plus, les contraintes non-linéaires s’écrivent :
- - 1
X, - Y/ = X(Xk -Y.Z.'Y) <0

Ainsi, les N quadruplés {Py, Xy, Yi, Z), = L}eqi..ny vérifient les inégalités (II1.21-
I11.23) pour tout k € {1---N}. [ |

Remarque Une interprétation géométrique de ce lemme peut étre donnée. Supposons
qu’il existe une séquence d{XyYyZy}-ellipsoides de correcteurs stabilisant le systeme.
Alors, il est toujours possible de trouver une séquence de sphéres ({X,Y1}-ellipsoides)
de correcteurs stabilisants contenues dans ces ellipsoides. Ces spheres ont le méme centre
que les ellipsoides mais sont de dimension plus faible (voir aussi Corollaire 111.6).

111.3.4.2 Formulation duale

Une autre méthode permettant de diminuer la complexité numérique consiste a réduire
la taille des contraintes non-linéaires (I11.23), (I11.29) ou (II1.36). Ceci est possible lorsque
le nombre d’entrée est inférieur au nombre de sorties m < p en utilisant la formulation
duale des Théoremes I11.3, I11.4 et IIL.5.

A titre d’exemple, nous présentons ici la version duale du Théoreme III.3. La méme
méthodologie peut étre employée pour obtenir les versions duales des Théoremes I11.4 et
I11.5.
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Corollaire I1I.11 (Synthése d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs par retour
de sortie statique - Formulation duale)

Le systéme (I11.20) est stabilisable par retour de sortie statique si et seulement s’il existe
N matrices de Lyapunov {Wy € 8" }oeqr..ny—1} et N triplés de matrices {X§ € 8™, Yg €
R™P, Z¢ € 8P }repi..ny satisfaisant simultanément les LMZIs :

A, 11 [Wip 0O Ay, 1] By 01[X¢ Y3][B: 0]
: 1114
[Ck @H 0 —WJ [Ck @1 <[Dk 11} {Yﬂ zi | | p, 1] (140
Vke{l- N}
Wy = W, (I1147)

et les contraintes non linéaires :
Xd < vizd yd (I11.48)

Soient des matrices {Wi}reqo..n—1y et {X2, Y&, Zi}req..ny solutions des inégalités
(I11.46-111.48). Alors, les matrices { X, V!, Z8}reqr..vy définissent une séquence N -périodique
d’ensembles ellipsoidauz. Toute suite de matrices { Ky }ren telle que, a chaque instant k,
K, appartient a I'{X2Y2Z3}-ellipsoide de cette séquence définit un correcteur stabilisant.

Preuve de suffisance Supposons qu’il existe N matrices {Wy}rego..n—1y et N triplés
{XL YV Zitren..ny tels que les inégalités (111.46-111.48) sont satisfaites pour tout k €
{1--- N}. Multiplions les inégalités (I111.46) o gauche par le vecteur [ x{ uf | et a droite
par son transposé :

d ! d d '’ d
L1 Wir 0 L1 Yk Xk Y Yk
111.4
e w U < A (I11.49)

Soit la fonction candidate de Lyapunov Vi (zy,) = xf Wiat. Linégalité (I111.49) peut s écrire :

d 7’ d
y Xk Y Yy
vt v < [ ][5 5 ][]

Considérons un correcteur K}, u¢ = Kyt appartenant a U{X{Y,2Z8}— ellipsoide. D’apreés
(C.1), il est alors possible d’écrire :

Vi) Vi) < [1 K ][ Y T2 <o
Ainsi, Vi1 (28 ) = Vi(xd) < 0. Vi(29) est une fonction de Lyapunov prouvant la stabilité
du systeme dual. L’équivalence du point de vue de la stabilité entre le systéme et son dual
présentée dans le Lemme II1.2 conclut la preuve. [ |

Ainsi, il est préférable d’utiliser le Corollaire II1.11 par rapport au Corollaire IT1.3
lorsque m < p. En effet, les N contraintes non linéaires (I11.48) sont de dimension m alors
que les contraintes (I11.23) sont de dimension p. Les algorithmes de résolution numérique
sont alors plus efficaces en pratique.
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I11.3.5 Exemple numérique

Soit le systeme 3-périodique certain défini dans I'espace d’état par les matrices :

[ 0.95 0.49 0.46 [ 0.06 0.01 0.20 [ 0.84 0.38 0.71
Ay = | 023 0.89 0.02 As = | 0.35 0.14 0.60 As = | 0.02 0.83 0.43
| 0.61 0.76 0.82 | 0.81 0.20 0.27 | 0.68 0.50 0.30
[ 0.44 0.92 [ 0.20 0.45 [ 0.19 0.30
B, = | 062 0.74 By = | 0.02 0.93 By = | 0.19 0.54
| 0.79 0.18 | 0.75 047 | 0.68 0.15

Ci =[041 094 092] C, =[042 085 053] C3 = [0.70 0.38 0.86 |

Dy = [041 0.89 ] Dy = [ 020 0.67 | Dy = [0.85 0.59 |

Les multiplieurs caractéristiques du systeme sont :
Ay = AN(Py1) = {2.6760, 0.0417, 0.0094}

Ce systeme est donc instable en boucle ouverte.

Nous cherchons a stabiliser ce systeme a ’aide d’un correcteur par retour de sortie
statique résilient & une incertitude multiplicative telle que 30% de variations sur chaque
gain du correcteur ne déstabilise pas le systeme. Nous appliquons donc le corollaire 111.3
en remplagant les contraintes non-linéaires par celles proposées au Corollaire II1.8. De
plus, nous choisissons de fixer la géométrie comme proposé au Lemme I11.10 pour obtenir
des contraintes BMZs. Ainsi, nous résolvons le probleme de faisabilité associé aux LMZs
(IT1.21-111.22) et aux BMZs (111.42) avec Z, =1V k€ {1--- N}.

Apres 7 itérations du solveur PENBMI, une séquence 3-périodique d’ensembles el-
lipsoidaux stabilisants est trouvée. Les centres de ces 3 ensembles sont :

KO = —2.0551 0_ —0.9507 0_ —3.5297
—1.7886 —2.3825 —2.5556

Les multiplieurs caractéristiques attestent de la stabilité du systeme bouclé : Al{f =
A(@Y)) = {0.0945 £ 0.1208i, 0.1176}.

Toute suite de gains matriciels dont la valeur a l'instant k appartient au k-ieme el-
lipsoide de la Figure I11.6 définit un correcteur stabilisant. Les correcteurs stabilisants
ainsi obtenus ne sont donc pas nécessairement périodiques. Afin d’obtenir des correcteurs
périodiques, il suffit de choisir une séquence de gains pour les instants 1 a 3 et de la
répéter.

Remarque

Les correcteurs étant implémentés numériquement, chaque gain occupe un certain espace
mémoire. Il est donc préférable de choisir un correcteur périodique, et en particulier le
correcteur dont les gains correspondent aux centres des ellipsoides car il présente la plus
forte résilience.
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Fi1G. I11.6 — Ensembles de correcteurs stabilisants

La Figure II1.6 montre que, sur cet exemple particulier, les 3 ensembles ont une in-
tersection commune (cette intersection est hachurée). Par conséquent, tout correcteur
appartenant a cette région est un correcteur non-périodique stabilisant.

Le Corollaire I11.9 permet de calculer directement un ensemble de correcteurs non-
périodiques stabilisants (en pointillés sur la Figure I11.6). Ici, cet ensemble est plus grand
que celui correspondant a l'intersection des ellipsoides du retour de sortie périodique.

Remarque Cet exemple a été choisi dans un but explicatif. La répétition de la procédure
décrite ci-dessus sur des exemples générés aléatoirement montre qu’un tel recouvrement
entre les ellipsoides est rare. Ce recouvrement pourrait plus probablement avoir lieu pour
des systemes analogiques échantillonnés car leurs coefficients évoluent relativement faible-
ment d’un instant a autre. Pour autant, le Corollaire I11.9 donne de bons résultats pour
la synthese non-périodique sur ces mémes exemples.

II1.4 Méthodes LMT pour la synthése par retour d’état
et par retour de sortie dynamique d’ordre plein

Les résultats précédents concernant la syntheése de correcteurs par retour de sortie
statique sont formulés a 'aide d’inégalités matricielles bilinéaires. Méme si les méthodes
de résolution numérique associées présentent certaines propriétés de convergence, elles ne
garantissent pas de trouver 'optimum global en temps polynomial.

Afin d’obtenir des méthodes de synthese formulées a 'aide d’inégalités matricielles
linéaires, il est nécessaire de simplifier le probleme a résoudre. Une premiere solution
consiste a multiplier les capteurs et a effectuer non plus un retour de sortie mais un
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retour d’état. Les résultats LMZs correspondants sont présentés en Section I11.4.1. 11
n’est cependant pas toujours possible d’avoir acces a I’ensemble de 1'état d’une part, et
d’autre part la multiplication des capteurs entraine un surcout a prendre en compte. Une
autre solution consiste alors a utiliser non plus un correcteur par retour de sortie statique
mais un correcteur par retour de sortie dynamique d’ordre plein. Les méthodes LMZs de
synthese associées a ce probleme sont présentées en Section I111.4.2.

Enfin, une discussion concernant la synthese de correcteurs structurés par retour d’état
et par retour de sortie dynamique est proposée en Section I11.4.3.

I11.4.1 Retour d’état

Dans un premier temps, nous montrons qu’un changement de variable linéarisant per-
met d’écrire le résultat du Théoreme I11.4 sous forme LMZ dans le cas d’un retour d’état.
Il est ainsi possible de calculer un correcteur par retour d’état robuste et résilient a 1’aide
d’outils SDP. Ce changement de variables a été proposé pour les systemes LTI certains
dans la référence [PEA 04]. Son extension aux systeémes incertains périodiques polyto-
piques et a la synthese de correcteurs résilients est présentée en Section I11.4.1.1.

Pour ne pas alourdir 'exposé, les problemes de performances sont traités sur le cas
plus simple de la synthese d'un retour d’état sans prise en compte de I'aspect résilience
en Section 111.4.1.2.

111.4.1.1 Retour d’état résilient et robuste

Le probleme de synthese considéré dans cette partie est le calcul d’'un ensemble el-
lipsoidal de correcteurs stabilisant un systeéme incertain polytopique (voir Figure I11.7).

- 4 L
/ i ]

y

£

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FiG. II1.7 — Synthese d’un ensemble ellipsoidal de correcteurs stabilisant robustement un
systeme polytopique

La représentation d’état du systeme en boucle ouverte est :

T = [ A(A) Bi(A) ] ( o ) = My(A) ( O ) (I11.50)
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avec :

L
Mu(A) ="M+ ce=
=1

&1 L
=={e=| : GRL:Z&:LOSé}Sl Vi=1---L

&L =1

Théoréme II1.12 (Synthése robuste d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs par
retour d’état - Fonction de Lyapunov quadratique)

Le systeme (II1.50) est stabilisable par retour d’état s’il existe N matrices de Lyapu-
nov {Wi € 8" }icro..n—1y et N triplés de matrices {Xk e 8", Yy € R 7y €
S" beeqrny telles que (ke {l---N},ie{l---L}):

~Wi - BIXB" AW, - BT,
W AT v BT W+ 7
Wx = W, (IT1.52)

<0 (I11.51)

Soient les matrices {Wy}reqo..n-1y €t {Xk, Vi, Zk}ke{1~-~N} solutions des LMZs (I11.51-
I11.52). Définissons les matrices X2, Y et Z¢ de la maniére suivante :

X=Xy + Va2, 'Yy, (I11.53)

Y =Y Z W (I11.54)

Z¢ = Wi Z7 Wiy (I11.55)
Vke{l---N}

Ces matrices { X1,V Zg}ke{l._N} définissent une séquence N -périodique d’ensembles el-
lipsoidauz. Toute suite de matrices {Ky}rew telle que, a chaque instant k, K appartient
a I{X2Y2Zd} -ellipsoide de cette séquence définit un correcteur stabilisant robustement le
systeme.

Preuve
Le résultat du Corollaire II1.11 peut étre particularisé au cas du retour d’état (y, = xy)

pour un modéle polytopique en prenant Ci(§) = 1 et Di(§) = 0, V& € =. L'inégalité
(I11.46) peut alors s’écrire :

~Wi = Bu(OXEB1(§) —Br(&) Yy ] - [Ak(f)wk—l

’ —Wil B Al ) 0
=Yg Bj,(6) —7g Wy, }( ) [ Wi 4), Wiy | <

En appliquant le complément de Schur sur le terme —Wy_1, [inégalité précédente s’écrit :
~Wi = Bi(OXEBL(§) B YR Ap(§)Wia

~Yd B(€) —Z4 W1 <0 (111.56)
Wi 145(§) Wi 1 ~Wy
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Le systéeme oty = x¢ est donc stabilisable quadratiquement par retour d’état s’il existe N
matrices de Lyapunov {Wy € 8" }yeqo..n—13 €t N triplés de matrices {X§ € 8™, Yi €
R™P, ZE € 8P }ieqi..ny satisfaisant les inégalités (111.56-111.48). Supposons qu’il existe
N matrices {Wy}reo..n—13 et N triplés {X¢, v Zg}ke{l---zv} satisfaisant les inégalités
précédentes. Alors tout retour d’état dont les matrices K}, appartiennent a chaque instant
ko V{X{Y,2Z8Y-ellipsoide est un retour d’état stabilisant.

Le résultat final est alors obtenu en deux étapes. D’abord le complément de Schur est
appliqué au terme —Z3 de (II1.56). Les inégalités suivantes sont alors obtenues :

~Wy — Bu(§)(XE = YRZg 'YI)BL(E) Ar()Wio1 — Bu(§) YZy "Wy

, _ <0
Wi 1AL (E) — Wi 1 Z8 TYd By (6) ~Wy 1+ Wi 1 Z3 "Wy

Ensuite, en appliquant le changement de variables :
Zy=Wi1Z8 "Wy 1 Ye=YZ. "W 1 X =X{ - Y Z. 'Y,
aux inégalités précédentes, nous obtenons :

~Wie— BOXBLE) AOWir — B | _
Wi di(©) ~ ViBUE) Wit + Z

Un complément de Schur appliqué sur le terme X permet de montrer que les inégalités
précédentes peuvent étre testées uniquement sur les sommets du polytope. Les inégalités
(II1.51) sont ainsi obtenues avec Xy € 8™, L’équivalence du point de vue de la stabilité
entre le systeme et son dual présentée dans le Lemme I11.2 conclut la preuve. |

Comme dans le cas du retour de sortie statique, il est possible de modifier le théoreme
précédent pour obtenir des conditions garantissant une taille minimale pour les ensembles
de correcteurs synthétisés. Ainsi, il est possible de garantir a priori la résilience du systeme
bouclé vis-a-vis d’une incertitude bornée en norme donnée ou vis-a-vis d'une incertitude
multiplicative donnée. Pour ce faire, il est nécessaire de rajouter des contraintes LMZs
supplémentaires aux LMZs (I11.51-111.52). Ces contraintes sont détaillées dans le cas LTI
dans la référence [PEA  04].

Dans le Théoreme I11.12, la stabilité du systeme bouclé est certifiée par une fonction
de Lyapunov quadratique. Il n’est pas possible d’étendre directement ce résultat a la
recherche de fonctions de Lyapunov polytopiques de la forme :

Vii(af, &) = aff Wi(€)=] (I1L57)
ou :
L .
Wi(€) =Y &w, (IIL58)
i=1

tout en conservant une formulation LMZ. En effet, les matrices du controleur données
par le changement de variable linéarisant (II1.53-1I11.55) sont des fonctions des matrices
de Lyapunov Wj. Ces dernieres ne peuvent donc pas dépendre des parametres.
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111.4.1.2 Retour d’état robuste et performant

Lorsque l'aspect résilience du controleur est abandonné, il est possible d’utiliser des
fonctions de Lyapunov polytopiques pour le probleme de synthese par retour d’état. Le
Théoreme II1.13 fait appel a ce type de fonctions de Lyapunov et traite également le
probleme des performances Hy. La représentation d’état du systeme a corriger est :

T \ [ Ar(A)  Bu(Ad)  Br(A) Z}k _ z‘]k
( 2k )_ [Czk(A) Dk (A) Dzuk(A)} u: Mi(A) u: (I11.59)

avec :

(1]

L
MuA) =Y &M ¢e
i=1
&1 L
E=qé=| : |eRF: D G=1,0<6<1 Vi=1---L
93 =
Le probleme considéré ici est donc celui de la synthese d'un correcteur par retour
d’état stabilisant minimisant la norme Hs du systéme bouclé (voir Figure I11.8).

Wy, | P . 3 2k

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fia. II1.8 — Synthese de correcteurs par retour d’état performants

Théoréme II1.13 (Synthése robuste d’un correcteur par retour d’état perfor-
mant - Fonction de Lyapunov polytopique) [FAR 05b/

Soit un couple de séquences de matrices T = ({AY € R, CY € RP=*"}ycn . Définissons
le probleme d’optimisation convexe suivant :

N
1
Xoup(T) = min <NTrace E Jk) (I11.60)
k=1

WE]ESH, JkEsz7 er[Rnxn7 TkE[Ran
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contraint par les LMZIs dépendantes de T suivantes : (k€ {1---N}, i€ {l---L})

[

[AY -1 ]> < 0 (11L61)

) WE}_I Gy
~J+ D DT ~ClG, — D" T, ,
cuk Dz - : 2u cv —1]) <0162
[ 0 WLI]_1 G [ * ] ( )
wil>o | wlil —wil(11r63)

Si ce probleme admet une solution {Wy}reqo.n—13 €t {Jk, Gr, Ti}reqr..ny, alors le cor-
recteur N-périodique vy, = K{( )y, défini par K{(Y) = Ti,G,' pour k € {1--- N} assure
que X%,,(T) est un cout Hy étendu garanti pour (1I11.9) et :

Xpe < Veus ({EE (1) Fren) < X (T) -

Preuve

Supposons que les matrices {W;Ei]}ke{o---NA},ie{l---L} et {J, Gr, T} reqr..ny sont des solu-
tions des LMZIs (I11.60-111.63). Alors, puisque d’aprés la définition du correcteur Uy, =
K (Y)Gy, nous obtenons :

il gl g g i, gl e ,
0 Wiy —1

oL pil pi i, plil ge ,
0 whl 1

En posant Sy, = —Gy, [ C’g,; -1 } et H, = —G, [ Ag’ —1 } , les inégalités suivantes
sont obtenues :

W+ BB 0 AT BRI | (IT1.64)
—Ji + D,[Zzl}kaLl'l]uk Q I CEJ]C + D[;ing(T) S, ) <0 (IIL.65)

Le Théoreme I1.19 prouve que le probleme d’optimisation défini par les équations (I111.60-
I11.63) et (111.64), I11.65) implique que V¢, ({ K5 (T)}ren) est un cout Hy étendu garanti
pour le systeme bouclé. De plus, X%, (1) est toujours supérieur ou égal a <, ({ K5(T) b ren)
puisque les matrices Sy, and Hy, ne sont pas libres mais contraintes par le choixz de T. W

La caractéristique principale du Théoreme III.13 réside dans les degrés de liberté
offerts par le choix de T. En considérant ces matrices comme variables de décision, le
probleme d’optimisation du Théoreme I11.13 devient non convexe. L’interprétation simple
et systématique de ces matrices donnée dans le lemme suivant pourra étre utilisée pour
faire un choix approprié de T.
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Lemme III.14
Xeuwn(T) > 70 0t g est le coit Hy du systéme N -périodique stable suivant :

= o ] L qe

Preuve Le lemme d’élimination appliqué aux LMZs (111.64) et (111.65) implique que les
matrices A9 et CY doivent vérifier :

AW AL~ Wi+ BB < 0
COWL, Y + DI D, < I

zwk w

pour tout k € {1---N} et tout i € {1---L}. D’apres le Lemme 11.13, les combinaisons
convezxes sur les L sommets montrent que ces LMZs couplées avec (I11.60-111.63) im-

N
1
pliquent que N Tmcez Ji est une borne supérieure du coit Hy du systéme (111.66) pour
k=1
un choix de fonction de Lyapunov polytopique X (§). [

Ce dernier résultat montre que la séquence {A%}cn doit étre stable. De plus, la paire
de séquences de matrices T conduit a une borne inférieure du cout x¢,,(Y) et ne doit pas
étre choisie trop importante. Par exemple, un choix particulier de paramétrisation de T
est :

T, = ({4} = pL}ren, {C% = O} xen) (I11.67)
Un autre choix particulier intéressant pour T est donné par la paire hyper-stable :

To = ({A) = O}xen, {C2 = Ohyen) (I1L68)

La borne inférieure associée est bien évidemment la plus faible possible : 7y = 0. La condi-
tion du Théoreme II1.13 utilisant la paire Y peut étre comparée a I’approche quadratique
comme montré dans le théoreme suivant :

Théoréme II1.15 (Synthése robuste d’un correcteur par retour d’état perfor-
mant - Fonction de Lyapunov quadratique)
Soit le probleme d’optimisation convexe suivant :

N
1
. _ R J II1.69
X — Jkggg}’ U eRmxn (N race; k) ( )

contraint par les LMZs (ke {l---N},ie{l---L})

W B[i] B[i]’ AMW B B[i] i
e * whuk TR T Bl | g (I11.70)
(A Wy_1 + B, Uy) ~Wy |
~Ji+ DY, DL ClWi s+ DL U]
[ [ , B <0 (I11.71)
(Czkwk—l + DzukUk) Wi i

Wy >0 , Wn = Wy (11172)
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Alors, le correcteur N-périodique uy = Kjlxy, défini par K}l = Ukafl pour k € {1---N}
assure que X1, est le cotit Hy quadratique du systéeme (II1.9). De plus :

Xpe < Xaun(To) < Xaup = Veun ({5 hen) (IL.73)

Preuve

La prewve est directe. Remarquons d’abord que les LMZs (II1.70-111.72) sont un cas
particulier de (II1.61-I11.63) lorsque A} = 0 et C% = 0, pour un choiz de fonction de
Lyapunov indépendante des parametres : WE] =Wy, Vie{l---L}, Gx = Wy_1 et
Ty = Uyx. Ainsi, les LMZIs (I11.61-111.63) sont nécessairement vérifiées si les LMIs
(II1.70-111.72) ont une solution. Ceci prouve que le correcteur étendu Kg(Yg) est toujours
meilleur (au sens de la norme Hy) que le correcteur quadratique : x%,,(To) < x%,. N

Actuellement, il n’existe pas d’autre méthodologie pour faire un bon choix a priori
des paires de séquences T en terme de pessimisme de la borne obtenue. Il est cependant
possible de montrer que, dans certains cas, le choix Ty n’est pas forcément le meilleur. Une
autre idée simple associée a la paramétrisation (II1.67) de T est de faire une recherche de
|p| < 1 (pour assurer la stabilité de (II1.66)) sur une grille, une optimisation LMZ étant
réalisée a chaque itération. Malheureusement, une telle procédure est généralement lourde
a mettre en oeuvre numériquement. Plutot que de restreindre la recherche des matrices
{AV}een de la forme {p1}, un algorithme simple basé sur des étapes itératives d’analyse
et de synthese (une variation des D-K itérations [DOY 83]) est proposé :

Algorithme III.1

— Pas 0 - Calculer un correcteur stabilisant (soit {K}'}ren en utilisant le Théoréme
I11.15, soit {K;(To)}ken en utilisant le Théoréme 111.13).

- Pas 1 - Mettre en oeuvre l’analyse robuste de la boucle fermée en utilisant le
Théoréme I1.19 et mémoriser les séquences { Hy }ren et { Sk ren-

— Pas 2 - Partitionner Hy, et Sy de la maniére suivante : Hy, = [ . Gy } et S, =
[ Qx Ry ]. Soit Y la séquence de matrices A) = —F|G; " et CY = —Q,G;".

~ Pas 3 - Calculer un nouveau correcteur { Kg(Y)}ren a laide du Théoréme 111.13.

— Pas 4 - Revenir au Pas 1 pour améliorer le cout Ho ou arréter si le cout Hsy robuste
du systeme bouclé n’est pas amélioré de maniere significative.

Sous de faibles hypotheses sur le Pas 1, il est possible de prouver que la séquence de
colts Hy générée par 'algorithme est toujours décroissante et bornée. Remarquons que
seuls les Pas 0, 1 et 3 font intervenir une optimisation LMZ.

11.4.1.3 Exemple Numérique

Reprenons 'exemple numérique du Chapitre II. La représentation d’état du systeme
3-périodique en boucle ouverte est donnée en Section 11.4.4. Les deux parametres incer-
tains |of < a et 0 < [ < 1 définissent un polytope a 4 sommets pour les matrices du
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systeme. L’objectif est de synthétiser un correcteur stabilisant robustement ce systeme et
minimisant le cout Hy entre wy, et 2.

Les résultats des Théoremes I11.13 et I11.15 sont appliqués pour trouver un correcteur
'H, stabilisant sous-optimal pour différentes valeurs de la borne & sur le parametre incer-
tain o. Pour chaque méthode de synthese, un correcteur robustement stabilisant ({ /£, }{
ou {K5(To)ken) est calculé et le cout Hy garanti a 'optimum du probleme d’optimisa-
tion (x2, ou x%,,(YTo)) est présenté dans le Tableau IIL.1. De plus, I'analyse du systéme
bouclé est effectuée a ’aide du Théoreme I1.19 permettant de calculer le cotit Hy étendu

e
Vsub

Méthode 0 0.01 | 0.015775 | 0.1 0.3 | 0.497629

Théoréme I11.15 | x?,=17.57 | 25.60 | 2.5-10° | échec | échec | échec
Théoreme 11.19 Vo = 743 9.14 11.64 | échec | échec | échec
Théoreme I11.13 | x%,,(To) = 1.56 | 1.57 1.58 1.71 | 249 | 1.3-103
Théoreme 11.19 Vour = 1.28 1.29 1.29 1.38 | 1.61 2.04

TaB. III.1 — Cotuts ‘Hy garantis

Le tableau confirme a nouveau les avantages du cadre de travail étendu sur le cadre
quadratique pour le probleme de synthese robuste.

Remarque

Puisque les matrices Cly et D, ne dépendent pas des parameétres incertains et que la
matrice D, est nulle, les matrices CY, apparaissant dans le Théoréme II1.13 sont inutiles
ici. Pour réduire le nombre de variables de décision, la LMI (111.62) a donc été remplacée

par la LMZ suiwvante : (k€ {1---N},ie{l---L})
CszlE}q ;k + DZ?UkD;wk < Jk

Considérons a présent une valeur particuliere de & = 0.015775. Les correcteurs suivants
sont calculés a 1’aide des approches quadratique et étendue :

K{=10"°-10.1648 —0.1722 ] K§(Yo) = [ 3.0286 —2.3929 |
Kj=108529 —2.6864 | K§(Yo) = [ 0.9825 —2.2140 ]
Ki = —-5.0225 —3.7207 ] K§(To) = [ —2.3053 —2.3518 |

Ces correcteurs sont ensuite appliqués au systeme et la norme Hy du systeme bouclé
est calculée pour une grille sur les parametres a et (3. Le résultat est donné sur la Figure
II1.9 et confirme les valeurs de 7, données dans le tableau.

La Figure II1.9 semble indiquer que le pire des cas est atteint pour a = 0.015775 et
G = 1. Pour ces valeurs de « et 3, la Figure II1.10 représente les réponses impulsionnelles
du systeme bouclé par les correcteurs { Ky}, et {Kf(Yo)}ren pour différents instants
d’application de I'impulsion.
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10’
=
% ] [[2(a, B) % K ]2
g I /20, 9) * KE(Yo) |2
é !. - _I ’Y:ub(z *Klg)
1 5B+ Ki(To))
10°

0.02

0 _002 -0.01

o

F1c. II1.9 — Norme Hs du systeme bouclé avec { K{ }ren et {K5(To) bren

K} Ki(Yo)

1

Temps d’application: k:

=2

Temps d’appliation: k:

=3

Temps d’appliation: k:

F1G. TI1.10 — Réponses impulsionnelles du systeme bouclé par les correcteurs { K }7 ., et
{K§<TO)}keN
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Pour la méme valeur de @, les résultats peuvent encore étre améliorés a l'aide du
Théoréme I11.13. Choisissons Y, = {A} = pl}.en et effectuons une recherche de p sur
I'intervalle [0.9 , 0.9] avec un pas de 0.1. Les conditions LMZ du Théoreme I11.13 sont
faisables pour I'intervalle [—0.4 , 0.5]. Le meilleur cotit x¢,,(Y,) = 1.5308 est obtenu pour
p = 0.1 et le correcteur correspondant est :

K{(Yo1) = [ 3.0120 —2.3841 ]
K§(Yo1) = [ 0.9747 —2.1660 |
K§(To1) = [ —2.1790 —2.3687 |

L’analyse robuste du systeme bouclé par ce correcteur montre que ce dernier améliore le
colit Hy étendu pour atteindre ¢, = 1.2489, a comparer avec 75, = 1.29 pour le choix
Ty. Cependant, trouver p = 0.1 n’est pas trivial puisque environ 20 optimisations LMZ
sont nécessaires sur cet exemple.

Appliquons maintenant ’algorithme III.1 initialisé avec le correcteur { Kt (Yo) bren- A
la premiere itération, il donne au pas 2 un autre choix pour T tel que :

[ —0.1739 —0.1949
| 02713 0.3614
g0 _ [ —0.0405 0.0202

2 | —0.0691 0.3459
[ —0.6365 0.1926 }

&2
[

—0.3830 —0.0025

et au pas 3 un nouveau correcteur est calculé :

Kg(Y) = 3.0204 —2.3603 |
K§(Y)=1[0.9379 —2.1529 |
K§(Y) = [ —2.3123 —2.4278 |

avec un cout étendu associé x¢,,(T) = 1.2602 < x¢,,(Yo.1) = 1.5308.

En lancant une seconde itération, le pas 1 d’analyse fournit v¢,({K5(Y)}ken) =
1.2429. En répétant cette procédure, il est possible d’obtenir apres 9 itérations (c’est-a-dire
apres avoir résolu 19 optimisations LMZ) un nouveau correcteur tel que v, ({ K5 }ren) =
1.1850. Ainsi, 'algorithme permet d’améliorer le cotit Ho du systeme bouclé. La valeur du
cott étendu associé au probleme de synthese x¢,, (1) ainsi que le cott étendu du systeme
bouclé ¢, a chaque itération de 'algorithme est présenté dans la Figure III1.11 pour une
initialisation avec le correcteur quadratique et avec le correcteur étendu (la valeur du cotit
quadratique au pas 0, x?,, = 2.5 - 10%, n’est pas représentée).

Remarque

19 dtérations sont nécessaires a I’Algorithme I11.1 initialisé avec le correcteur quadratique
{K}ren pour atteindre le cott Hy de 1.1850 pour le systéme bouclé contre seulement 9
pour une initialisation avec le correcteur étendu {Kg(Yo)}ren-
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Titialisation avec K Iitialisation avec K (Yp)

12 " " i 1.6 . : :
11} Xiub(ritemtioni ) | qutb(Titemtwn q )
Lt 1.55} — fw
10} 1
ol 1.5¢
8t 1.45}
7 1.4}
6 L
5| 1.35F
4} 1.3
3 ’ 1.25| ]
2 L | *‘—\_\ﬁ_%
n ] 1.2} 1
0 . : : . : : : : : 1.15 : : : . : : : : :
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Itérations ltérations

Fic. II1.11 — Cotuts Hs étendus a chaque pas de I’Algorithme I1I.1

II1.4.2 Retour de sortie dynamique d’ordre plein

Dans cette partie est considéré le probleme de la synthese d’ensembles ellipsoidaux
de correcteurs par retour de sortie dynamique d’ordre plein pour un systéeme certain
périodique (voir Figure I11.12).

Uk‘ § : Yk

y

=

Fia. II1.12 — Synthese d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs stabilisants par retour de
sortie dynamique

La représentation d’état du systeme en boucle ouverte X est :

< Tht1 ) _ [ Ar By 1 ( T, ) Y ( T, ) Moy = M, (IT1.74)
Yk Cr O Uk Uk

Sans considérer le probleme de résilience, il a été prouvé pour les systemes LTI qu'un
changement de variables linéarisant permet de formuler le probleme de synthese d'un
retour de sortie dynamique d’ordre plein de maniere LMZ [SCH 97]. Le théoreme suivant
montre que ce résultat peut étre étendu aux systemes périodiques et au probleme de
résilience.
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Théoréme II1.16 (Synthése d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs par retour
de sortie dynamique d’ordre plein) [FAR 06a/

Le systéme (II1.7}) est stabilisable par retour de sortie dynamique d’ordre plein si et
seulement s’il existe N 12-uplés de matrices (Py € 8™, P, € 8", Ay € RV, By €
RP, C € R™", Dy € R™P, Xy € 8", Xk € RVP, Xgi € SP, Zu € S"F, Zsy €
R™™, Zex € 8™ satisfaisant les LMTIs (k€ {l---N}) :

Py + Xux 1 * * * x|
1 Py * * * *
APy + BiCyx Ay + Bk]jl(ck Pria 1 * * >0 (I1L75)
Ak P A+ BiCrp | 1 Py 2y | *
0 0 By, BiPyyy — Zgy | Zex 0
CiPy — X4 Ch 0 0 0 —Xexk |

P, =P,, Pryy =Py (1IL76)

SOi@nt 168 matrices {?lm Bk? Akﬁ Bka éka Dk) X4k7 X5k7 Xﬁkv Z4k7 Z5k7 Z6k}k;e{1-~N}
solutions des inégalités (II1.75-111.76). Alors, le systeme bouclé est stable pour tout retour
de sortie dynamique d’ordre plein dont les matrices satisfont a chaque instant k :

[ AF Bf 1 [ X D 1
Kk_{cf DE} [1 Kk}{y{g ZkHKJS@ (IIL.77)

ot les matrices Xy, Vi, et Zy définissent une suite N-périodique d’{ XV Zy}-ellipsoides.
Ces matrices sont construites par manipulation algébrique a partir des matrices solutions
des LMIs (1I11.75-111.76) de la maniére suivante :

1. Choisir des matrices carrées My, et Ny telles que NyM] =1 — Bkﬁk et définir Ny,
M, de la maniére suivante :

[N 0 [ M 0
ae[¥,0] w2

2. Choisir des matrices Xk and Zy, telles que :

9 —1
Xlk - X4k

e [x | | = ke
2% X = Xor + X5, X1, Xog (IIL.79)
Ziy = Zy! |
Zlk ZQk 1k 4k
7, = Zok = 22,
& |: Zék T } , 2k 1k 45k

L3, = Zgi, + Zékaklek
3. Prendre Xy, Yy, Xk, Vi et 2y telles que :
X, = X 4+ vz Y,
P — 1 -P, B A, B 1 0
Y/ -7 £ k41 A P 0 o L k+1Pk Ak Ak o
k ’“{[ 0 ] el P 0= 1 Cv Dy || -CP, 1
Xy = M X MDD = M YiNe 2 =N ZuNo (I11.80)
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Preuve

Soit la séquence faisable de 12-uplés { Py, P, Ay, Bi, Cr, Dy, Xy Xsis Xows Zaws Zoi,
Zer}. Soit les matrices My, et Ny telles que NpM] = 1 — Bkﬁk. Un choix possible pour
ces matrices est de prendre My = —N, et Ny la racine carrée matricielle de la matrice
définie positive P, Py, — 1. Définissons les matrices Ni,, My, telles que (IIL78) et Py telle

B 0 11'[M P,
que : Py :[Nk Bk] l@ 1}.
Définissons les matrices Xy, Zy, et 2y, telles que (II1.79) et (II1.80).

Une transformation de Schur appliquée a — X1y et Zyy transforme l'inégalité (111.75) en :

?k 1 * * * * * *

1 P, * * * * * *

Ak?k + BkC’k Ak + BkaOk Fk—i—l 1 * * * *
Ay P A+ B.C.| 1 P * * * * -0

1 0 0 0 X —Xon| *x %

Ckpk Ck 0 0 —Xék, —ng * *

0 ) ) 1 0 0 Z Lok
i 0 0 By, B,’cﬂkﬂ 0 0 Ly Zsy, ]
(ITL.81)

Remarquons que X est symétrique définie négative et Zy, Z;. sont définies positives. Il
est possible d’identifier dans cette LMI des termes satisfaisant les égalités suivantes :

0 1 p-1 0 N1 [Pe 1
N, P, |'" 1P| |1 P
@N,g}

0 1 e
[ } (.Ak — BrZ, 1kak;) Py ! { 1P,

Nit1 Py
B Ay P+ BiLC, Ay + Bi.DiC,
Ay P A+ BpCy

0 1 g1 |1 PG,
NI PR

e[
Ny Pryy A 1 P...Bsx

-1

Les transformations de congruence par les matrices { b1 ] , [ 0 e ] ,
Ni, Bk Nk+1 £k+1
MI;T et N,;f; appliquées aux lignes et colonnes appropriées impliquent :
P ! * * *
(Ax — B2, ' ViCe) Pt Py * * 50
Ck'Pk_l 0 —M%Xk./\/lk *

0 B, 0 Ny Zi N
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Le complément de Schur appliqué a 2, = N ZpNp et —M;X’k/\/lk conduit aux
méqalités :
{ P+ PO MIX I M Pt *
(Ax — Bp 2, ' ViCe) P, Pii — BrZ,'B,
Z, >0, P.>0
(M X M)t <0

>0

De par la définition de Xy et Xy, ces iégalités s’écrivent :
P+ P lCXCP ! — PUICVLZ VG P! * -0
(Ax — BLZy ' ViCi) Pyt Pri1 — B2y ' B,
Z, >0, P, >0
X < VeZ, 'V

Un complément de Schur appliqué a Zk_1 et a Pri1 swivi d’une transformation de congru-
—1

. P o
ence par la matrice [ (g 1 } conduit a :

s [0l s =[98 203 208 <]
Ak Bk 0 Pk+1 .Ak Bk 0 1 X]; Zk 0 1
Z, >0, P, >0
Xy < W Z' VL

D’apres le Corollaire 111.3, Vi(z") = xzug/kaZ“g > 0 est donc une fonction de Lya-
punov quadratique prouvant la stabilité du systéme augmenté. Ainsi,tout retour de sor-

(111.82)

tie statique périodique {Ky} dont les matrices Ky, appartiennent d chaque instant k a
1{ X,V 2k }-ellipsoide stabilise le systéme augmenté Yo.,. L'équivalence entre un retour
de sortie statique appliqué sur le systeme augmenté Y,,, et un retour de sortie dynamique
appliqué sur le systeme de départ 3 énoncée au Lemme III.1 termine la preuve. [ |

Seule la preuve de suffisance est donnée ici. Il n’y a en effet pas de difficulté particuliere
a construire la preuve de nécessité comme cela est fait dans la référence [SCH 97] pour
le cas LTI

Le Théoreme II1.16 montre que le probleme de synthese d’un retour de sortie dyna-
mique résilient admet une formulation LMZ. Ce résultat est nouveau, méme dans le cas
des systemes LTT.

Remarque

Contrairement au cas du retour d’état, il semble difficile de formuler des exigences a
priori sur la taille des ensembles de correcteurs synthétisés tout en conservant une for-
mulation LMZ. Nous avons développé une heuristique permettant d’augmenter la taille
des ellipsoides. 1l s’agit d’ajouter les contraintes LMZIs suivantes (k € {1---N}) :

X /
ok + €l Xk >0
X5k — Xy —€ 1
Z _ /
6k el Z5k B <0
Zisx —Zy+e 1
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aur LMZs (I11.75-111.76). Ces contraintes sont équivalentes a (k€ {1---N}) :
Xk > —el , 7y < el

D’apres la définition des matrices Xy, Vi, 2y et Xk, le rayon de U'{X Ve 2y }-ellipsoide
est ykz,;ly,; — X = —M,;l)?,;lM,;T. Le Lemme III.6 montre que de petites valeurs du
scalaire € influencent la taille de la plus grande incertitude bornée en norme admissible
sur le correcteur central K.

En considérant le cas particulier ou les ellipsoides se réduisent a des singletons, nous
obtenons une condition nécessaire et suffisante pour la synthese de correcteurs par retour
de sortie dynamique d’ordre plein sans considérations de résilience.

Théoréme II1.17 (Synthése d’un correcteur par retour de sortie dynamique
d’ordre plein) [FAR 06a]

Le systéme (I11.7]) est stabilisable par retour de sortie dynamique d’ordre plein si et
seulement s’il existe N quadruplés de matrices (P € S"*, P, € 8™, Ay € R™>", By €
RP, Gy € R™", Dy € R™P satisfaisant les LMTIs (ke {1---N}) :

?k 1 * *
1 P * *
— ~ — — >0 II1.83
AkPk + Bka Ak + BkaCk Pk+1 1 ( )
Ay P A +BCp | 1 Py
PT+1 = Pl; QT+1 = Ql (111-84)

Soient les matrices { Py, P, Ak, l%k, C‘k, Dk}ke{l---N} solutions des inégalités (I11.83-
I11.84). Alors, les matrices du correcteur peuvent étre construites de la maniére suivante :

(8 B[ (e

ckF DE 0 1, 0
- . (I11.85)
(1 P B ]| A By 1 0 M0
0 1 Cy Dy —CyP), 1 o 1,

ou les matrices carrées My et Nj sont choisies de telle sorte que NipM; = 1 — Bkﬁk
Vke{l---N}.

I11.4.3 Correcteurs structurés

Nous avons vu dans la Section I11.3.3.2 que les résultats relatifs a la synthese d’un
correcteur par retour de sortie statique peuvent étre étendus sans difficulté a la synthese
d’un correcteur structuré tout en préservant la recherche d’une fonction de Lyapunov
périodique non structurée.

Parmi les résultats LMZs présentés dans cette section, seul celui du Théoreme I11.13
relatif & la synthese robuste d’un correcteur par retour d’état peut étre étendu directement
a la synthese de correcteurs structurés. Ceci est rendu possible grace au découplage entre
les matrices {Gy, T }ref1..n} permettant de reconstruire le correcteur et les matrices de

Lyapunov {Wj }eeqo-n—13-
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Corollaire ITI.18 (Synthése robuste de correcteurs structurés par retour d’état
- Fonction de Lyapunov polytopique)

Supposons qu’il existe une solution au probleme de faisabilité associé aux inégalités
(I11.60-111.63) avec :

Ty = TTT(k) , Gk = GT(k) R Vke {1 s N} (11186)

ot T(k) est une fonction définissant la structure temporelle choisie pour le correcteur (voir
Section 111.2.1.2).

Alors le correcteur par retour d’état (N7, No, T)-périodique uy = Kyxy, défini par Kj =
TGt assure que X1, () est un cotit Hy garanti pour (II1.9) et :

Xpe < Ve (LEE (D) en) < X (1) < X (1) -

Le résultat du Théoreme III.13 faisant intervenir une fonction de Lyapunov polyto-
pique est particularisé a la synthese quadratique dans le Théoreme I11.15. Dans ce cas, les
matrices additionnelles {G}}reqi...vy assurant le découplage entre les matrices de Lyapu-
nov et les matrices du correcteur sont éliminées. De ce fait, le résultat du Théoreme II1.15
ne peut pas étre directement étendu a la synthese de correcteurs structurés. Ce probleme
peut étre résolu en conservant ces matrices additionnelles et en particularisant le résultat
du Théoreme I11.13 de la maniere suivante :

Corollaire ITI.19 (Synthése robuste de correcteurs structurés par retour d’état
- Fonction de Lyapunov quadratique)
Supposons qu’il existe une solution au probleme de faisabilité associé aux inégalités

(I11.60-111.63) avec :
wWl=w, & Vke{0---N—-1} Vie{l---L} (111.87)
Al=0, CP=0, Tx=Tya , Gk=Grw , Vke{l---N} (IIL8)
ot T(k) est une fonction définissant la structure temporelle choisie pour le correcteur (voir
Section 111.2.1.2).

Alors le correcteur par retour d’état (N7, No, T)-périodique uy = Kyxy, défini par Ky =
TvGy" assure que XZ;E, est un cout He garanti pour (II1.9) et :

Xpe < X (To) < Xl < X -

Un résultat similaire est présenté dans [FAR 05a] pour le probléme de stabilisation
par retour d’état non-périodique (sans prise en compte des problemes de robustesse et de
performances). Il est montré sur différents exemples que la préservation de la recherche
d’une fonction de Lyapunov périodique non-structurée permet d’améliorer de maniere
substantielle les résultats par rapport a une méthode qui consisterait a choisir une matrice
de Lyapunov unique Wy =W V ke {0--- N —1}.

Les résultats des Théoremes I11.12, TI1.16 et II[.17 ne peuvent pas étre directement
étendus a la synthese d’un correcteur structuré du fait des changements de variables
linéarisants (II11.53-111.55), (II1.80) et (II1.85). En effet, ces changements de variables font
intervenir les matrices de Lyapunov {Wj}reqo..nv—13. Il n’est donc pas possible d’étendre
directement ces théoremes a la synthese de correcteurs structurés tout en préservant la
recherche d’une fonction de Lyapunov périodique non-structurée.
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II1.5 Conclusion

Ce chapitre a exposé différentes méthodes de synthese robuste et résiliente. L’aspect
résilience est traité d’'une maniere originale par la synthese non plus d’un correcteur unique
mais d’ensembles ellipsoidaux de correcteurs. Comme dans les chapitres précédents, I'in-
certitude affectant le systeme est paramétrique de type polytopique.

Le probleme est abordé sous sa forme la plus générale du calcul de lois de commandes
par retour de sortie statique. Les méthodes de synthese développées permettent de traiter
le probleme de robustesse et de résilience simultanément. Elles font cependant intervenir
des inégalités matricielles non linéaires. Différentes solutions permettant de réduire leur
complexité numérique sont alors présentées.

Ces méthodes n’offrent toutefois pas de garantie de convergence. Afin d’obtenir des
méthodes de synthese formulées a I'aide d’inégalités matricielles linéaires, nous proposons
de relaxer le probleme initial et de rechercher des correcteurs par retour d’état et par
retour de sortie dynamique d’ordre plein.

Dans le cas du retour d’état, nous utilisons le cadre de travail étendu proposé en
analyse robuste. Une partie des variables additionnelles introduites doit étre fixée de
sorte a obtenir des conditions LMZs. Une interprétation simple et systématique de ces
matrices est proposée. Elle nous permet de développer un algorithme alternant des étapes
d’analyse et de synthese améliorant les performances du systeme bouclé a chaque itération.
Ces variables additionnelles permettent par ailleurs de découpler les matrices du systeme
de celles permettant de reconstruire le correcteur. Cette propriété est mise a profit pour
développer une méthode de synthese de correcteurs de périodicité différente de celle du
systeme et présentant une structure temporelle souhaitée.

Dans le cas du retour de sortie dynamique d’ordre plein, nous proposons une nouvelle
méthode de synthese permettant de calculer des correcteurs résilients. Il est connu que,
dans le cas LTI sans considération de résilience, un changement de variables linéarisant
permet de formuler le probleme de synthese de maniere LMZ. Nous montrons d’une part
que ce résultat peut étre étendu aux systemes périodiques et d’autre part que le probleme
de résilience peut étre résolu tout en conservant une formulation LMZ.



Chapitre IV

Maintien a poste autonome de
satellites en orbite basse

Sommaire
IV.1 Introduction . .. ... ... ... it 108
IV.2 Modélisation . .. .. . . . . i i ittt 109
IV.2.1  Equations non linéaires du mouvement . . . . . . . . . . .. .. 110
IV.2.2  Modele linéarisé . . . . . . . . . .. ... ... ... 112
IV.2.3 Modele périodique a temps discret . . . . . . .. ... .. ... 119
IV.3 Comparaison des différents modéles en simulation . .. .. 120
IV.3.1  Validation de I’étape de discrétisation . . . . . . ... ... .. 120
IV.3.2  Validation de I’étape de linéarisation . . . . . . . ... ... .. 125
IV.4 Synthése de correcteurs. . . . . . ... ... ... 127
IV.4.1  Définition de l'orbite de référence . . . . . . . . . ... ... .. 127
IV.4.2  Synthese d’une loi de maintien a poste par retour d’état . . . . 128
IV.4.3  Simulations en boucle fermée sur le modele non-linéaire . . . . 131
IV.5 Conclusion . ... ... ...t 134

107



108 Chapitre IV. Maintien a poste autonome de satellites en orbite basse

IV.1 Introduction

Ce chapitre propose une solution originale, basée sur les résultats théoriques obtenus
dans les chapitres précédents, au probleme du maintien a poste autonome dun satellite
en orbite basse. L’objectif est de calculer une loi de commande embarquée a bord du
satellite permettant de le maintenir sur une orbite de référence malgré les différentes
forces perturbatrices pouvant 1’en écarter.

Ces forces peuvent étre d’origine gravitationnelle ou non gravitationnelle [CAR 95,
ZAR 87]. Les perturbations gravitationnelles sont engendrées par la dissymétrie du po-
tentiel terrestre, par les phénomenes de marées et par 'attraction de la Lune, du Soleil ou
des autres planetes. Parmi ces perturbations, nous ne prendrons explicitement en compte
dans nos modeles que l'effet du .Jy, premier terme du développement du potentiel ter-
restre en harmoniques sphériques [ZAR 87]. Ce terme rend compte de 'aplatissement de
la Terre au niveau des poles. Les perturbations non gravitationnelles correspondent prin-
cipalement aux effets des radiations (ou vents) solaires et du frottement atmosphérique.
Ce dernier phénomeéne étant prépondérant pour les orbites de basse altitude [MON 00],
nous choisissons de l'intégrer a notre modele.

Traditionnellement, la fonction de maintien a poste est téléopérée depuis une sta-
tion terrestre suivant trois étapes essentielles [SID 97|. La premiere consiste a suivre le
déplacement du satellite depuis des stations terrestres. Ces stations déterminent a partir
des informations recueillies les éléments de 1’orbite réellement suivie par le satellite. La se-
conde correspond au calcul de la poussée corrective, de type impulsionnel, nécessaire pour
ramener le satellite sur 'orbite désirée. L’ordre de poussée est alors transmis au satellite
qui I'exécute. Enfin, la derniere étape consiste a vérifier la validité de cette manoeuvre en
calculant, a partir de nouvelles mesures, ’orbite effective du satellite apres la manoeuvre
de maintien a poste. La méthodologie utilisée implique donc une charge opérationnelle au
sol importante ainsi que de longues périodes de comportement non corrigé interrompues
par des étapes de correction de courte durée.

Les calculateurs d’orbite embarqués tels que DIODE (Détermination Immédiate d’Or-
bite par Doris Embarqué) [JAY 03] développé par le CNES permettent d’avoir acces en
permanence a la position et a la vitesse du satellite avec une précision importante (de
lordre de quelques metres seulement). La disponibilité a bord du satellite de ces infor-
mations permet d’envisager la mise en place d’'une stratégie de maintien a poste non
plus en boucle ouverte, comme décrite précédemment, mais en boucle fermée. Réaliser un
maintien a poste autonome présenterait ainsi de nombreux avantages. Le premier est une
diminution des cotits liés a la charge opérationnelle au sol. Ensuite, la précision accrue de
localisation permet d’espérer pouvoir positionner le satellite de maniere plus fine, a 1’aide
de manoeuvres plus faibles. Il est alors possible d’envisager 'utilisation d’une propulsion
de type électrique délivrant des poussées de faible amplitude de fagon continue. Ce type
de moteur présente l'avantage d’avoir un rendement bien supérieur a celui des moteurs
chimiques, permettant ainsi d’augmenter la durée de vie du satellite.

La méthode proposée dans ce chapitre pour aborder le probleme de maintien a poste
autonome fait intervenir plusieurs étapes. D’abord, un modele non-linéaire régissant le
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mouvement absolu du satellite est développé. Ce modele est ensuite linéarisé autour d’une
trajectoire de référence. Nous montrons alors qu'un choix de parametres judicieux permet
d’obtenir un modele linéarisé périodique. Ce modele est discrétisé pour pouvoir appliquer
les différentes méthodes de synthese présentées au Chapitre II1. Pour les différents cor-
recteurs obtenus, les performances du systeme bouclé sont évaluées a ’aide des méthodes
d’analyse présentées au Chapitre II. Enfin, des simulations non-linéaires de la boucle
de maintien & poste ainsi constituée permettent d’analyser plus finement la validité de
I’approche.

IV.2 Modélisation

L’objectif de cette partie est d’établir un modele linéarisé décrivant le mouvement d’un
satellite My, appelé chasseur, par rapport a un satellite de référence M;, appelé cible,
suivant une orbite excentrique. Les équations d’évolution des deux satellites prennent en
compte les effets du frottement atmosphérique ainsi que ceux du Js.

Il existe différents jeux de parametres permettant de décrire le mouvement d’un sa-
tellite en orbite autour de la Terre. Une premiere approche fait appel aux parametres
cartésiens (position et vitesse du satellite) dans un repere donné. Une seconde utilise le
vecteur des parametres orbitaux X, = (a,e,4,, w,r). Ces derniers, au nombre de six,
décrivent a chaque instant la trajectoire elliptique que suivrait le satellite s’il était soumis
a la seule force de gravitation de la Terre considérée comme une masse ponctuelle (le
mouvement du satellite est alors dit képlérien) .

Deux parametres, le demi-grand axe a et I'excentricité e, décrivent la forme de 1'orbite.
L’orientation de 'orbite dans ’espace est définie a ’aide de trois angles : I’ascension droite
du noeud ascendant €2, I'inclinaison 7 et 'argument du périgée w. Enfin, la position du
satellite sur l'orbite est indiquée par ’anomalie vraie v. Ces différents parametres sont
décrits plus précisément en Annexe D.

L’ensemble des modeles développés dans ce chapitre utilisent les parametres cartésiens
pour décrire 1’état du satellite. Les parametres orbitaux sont utilisés uniquement dans la
description de l'orbite de référence.

L’étape de modélisation se déroule en trois temps. D’abord, un modele non linéaire, va-
lide pour M; ou pour Ms, prenant en compte l'effet du J; et du frottement atmosphérique
est proposé dans la Section IV.2.1. Le vecteur d’état est constitué des parametres cartésiens
dans le repere inertiel R; = (O, )Z'Z, 37;, Zi ). Ce repere, lié au centre O de la Terre, dont
le vecteur Z; est orienté selon l'axe des poles et le vecteur X, vers le point vernal, est
représenté sur la Figure IV.1. Le modele non linéaire ainsi obtenu est ensuite linéarisé
autour de la trajectoire de référence du satellite M; (Section IV.2.2). Un modele du mou-
vement relatif entre les deux satellites dans le repere local Ry = (M, RS, W) également
représenté sur la Figure IV.1, est alors obtenu. Le repere Ry, représenté sur la Flgure
IV.1, a pour centre le satellite M;. Le vecteur R est colinéaire & 0—1\4{ et le vecteur W
est perpendiculaire au plan d’orbite. Le vecteur d’état du modele linéaire est constitué
des parametres cartésiens dans le repere local R, et la matrice dynamique de ce modele
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fait apparaitre les parametres orbitaux du satellite cible M;. En Section IV.2.3, ce modele
linéaire est échantillonné afin d’obtenir le modele linéaire périodique a temps discret qui
sera par la suite utilisé en synthese.

= Ny

Fi1a. IV.1 — Repérage des satellites dans 1’espace (source : [NAS 02])

IV.2.1 Equations non linéaires du mouvement

Dans cette partie, nous établissons un modele non-linéaire décrivant la dynamique
du mouvement d'un satellite M (M; ou M) dans le repere inertiel R,;. Ce modele sera
utilisé d’une part pour développer le modele linéarisé du mouvement relatif présenté dans
la Section 1V.2.2 et d’autre part en simulation pour évaluer la validité des correcteurs
synthétisés a l'aide du modele linéarisé.

La position, la vitesse et 'accélération de M par rapport au repere R; sont respecti-
vement notées 7, U et @. Leur expression en fonction des trois coordonnées s, yur et zy
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dans le repere R; est :

R . . -
r=0M =aou X FymYi + 2mZi (IV.1)
dF — — —
v=|— =X +ymYs + 2nZ; (IV.2)
dt ) x.
nd d2F .. yd .. > .. =g
a=\—5) =tuXi+ymYi+2Zuz (IV.3)
dt? ) .
Les normes des vecteurs position et vitesse sont respectivement notées r = ||7]| et v = [|9]|.

Le satellite M est soumis au champ de pesanteur terrestre produisant une accélération
gravitationnelle notée d,., (qui est une fonction de la position du satellite) et a d’éven-
tuelles forces extérieures dont la somme produit une accélération perturbatrice notée a,e,.
Il produit par ailleurs une force de propulsion créant une accélération de poussée notée
Aprop- D’apres le principe fondamental de la dynamique, son mouvement est régi par
I’équation :

C_]: = 6_L‘gra (F) + C_iper + 6prop (IV4)

En premiere approximation, la Terre est souvent considérée comme un corps a répar-
tition de masse homogene et sphérique. Or la Terre n’est pas rigoureusement sphérique
et les masses qui la composent ne sont pas uniformément réparties. Afin de prendre en
compte ces irrégularités, le potentiel terrestre peut étre développé en série d’harmoniques
sphériques [ZAR 87]. Le terme prépondérant est appelé J, et traduit 'aplatissement du
globe terrestre au niveau des poéles. Ainsi, pour une orbite de type SPOT, I"accélération
perturbatrice due a ce terme est de 'ordre de 1072 m.s~2 alors que I'ensemble des termes
suivants produisent une accélération de 107* m.s72[CAR 95]. En tenant compte des deux
premiers termes de ce développement en série, ’expression suivante de ’accélération gra-
vitationnelle est obtenue [SEN 03] :

50N\ 2
» 15 (7 Z.
. 2 | 3 < Z)
ﬁ+§MJ2Req ﬁ_—

(IV.5)

=3y

yralF) = —p

ou u = Gmr est la constante gravitationnelle de la Terre, J, est le second harmonique
zonal et R, le rayon équatorial de la Terre.

La seule accélération perturbatrice considérée ici est le frottement atmosphérique dont
la valeur dépend de la position de M (son altitude) et de sa vitesse [MON 00] :

R . o T U
Aper = Qatm (7, V) = ——p(jSCDUQ—

IV.6
2m v ( )

ou :
— p(7) = p(h) =~ p(r— Re,) est la densité atmosphérique a l'altitude h (R, est le rayon
équatorial de la Terre),
— S est la surface de choc du satellite,
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— (C'p est le coefficient de trainée décrivant I'interaction entre I’atmosphere et la surface
du satellite.
Différents modeles de densité atmosphérique sont proposés dans la littérature. Dans
[KEV 66], la densité est supposée constante tandis que dans [HUM 02] sa variation
est inversement proportionnelle a l'altitude. Ici, nous choisissons un modele de densité
décrit par une fonction exponentielle de I'altitude [JUP 76, CHA 80, MON 00] :

r—Req

p(7) = p(h) = poe™ "0 = poe” (IV.7)

ol pg est la densité atmosphérique a une altitude de référence et Hy est un facteur d’échelle.

En remplagant @ , Gy (7) €t Gper = @aem (T, U) par leurs expressions respectives (IV.3),
(IV.5), et (IV.6) dans I’équation générale du mouvement (IV.4), puis en projetant sur les
axes (X;,Y;, Z;), le systeme d’équations suivant est obtenu :

. 1 3 1522, T
Ty = — U 1——J2Rz ( — ):|
{ 27 N\ (@ +ui ) @+ yi+a)? )] @R+ R+ 2R

_ @i i) P Req

po . . . .
— %SCDe Ho (l'?w + y]2\/[ + Zi])l/%l'M + (aprop)m
1 3 1522 Ym
.. _ 1 . —J R2 _ M
e { g e (m Yt ) (@t m)] @3+ 63 T 220
Po _@Rtvi a3 Reg .2 ) 22 \1/2,
— %SCD(E Ho (IM + Yy + ZM) Ym + (aprop)y
. 1 3 1522, ZM
AM = T M 1——J2R§ ( o )1
[ 277 TN\ (@ +yir 2 (@ 2R (@ g+
Po _ @Rvi e P~ Reg .9 -2 2 \1/2
— %SC’De Ho (3 + Vs + 231) / Zn + (@prop) -

(IV.8)
Les équations (IV.8) peuvent étre mises sous la forme générale :

ou :

- Xy = ( Ty Ym EM M Ym Em )/ est le vecteur d’état,

- U= ( (Aprop)e (Aprop)y  (Qprop)= ), est le vecteur de commande.
Ces équations constituent un modele non-linéaire de la dynamique du mouvement du
satellite M.

IV.2.2 Modéle linéarisé

Dans cette partie, nous établissons un modele linéaire décrivant le mouvement relatif
du satellite chasseur M, par rapport a la cible M;. De nombreux modeles linéarisés sont
proposés dans la littérature selon le type de I'orbite de référence considérée et les méthodes
de linéarisation utilisées. Une grande partie de ces travaux est basée sur les équations
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de Clohessy-Wiltshire (ou équations de Hill) qui décrivent le mouvement relatif pour
des orbites quasi-circulaires [GUR 00, ALF 00, VAD 01, ROS 02, HUM 02, CAR 02,
SCH 03, MIS 04]. Les équations de Clohessy-Wiltshire ont été généralisées au cas des
orbites elliptiques, donnant lieu aux équations de Tschauner-Hempel (ou équations de
Lawden) [TSC 64]. Ces dernieres ont été par la suite modifiées de maniere & prendre en
compte les effets de perturbations additionnelles [SCH 01, TIL 02, INA 02].

IV.2.2.1 Equation générale du mouvement relatif

Si linteraction entre M; et My est négligée, le mouvement de chaque satellite dans
le repere R; est régi par une équation de la forme (IV.4). Le mouvement relatif entre les
deux satellites peut donc étre déterminé a partir de ’équation suivante :

Ad = dy — dy

= a:gra (FQ) - C_igra (771) + C_iatm (7?27 172) - a"atm (Fl, Ul) + apropz - 6p7“0p1

Supposons que le satellite cible M; est soumis a une accélération de poussée @,qp, €t que
le satellite chasseur Ms est soumis a cette méme accélération complétée par une poussée
corrective Ad :

Aprops = Gpropy + Adiprop

Alors, I’équation précédente s’écrit :
Ad = Adgrq + At + Alprop (IV.9)
ou :

Alyra = Ggra(T2) — Ggra(T1)
Algtm = Gatm (T2, V2) — Gatm (71, V1)

Nous allons dans les quatre sections suivantes expliciter les termes Ad, Adyq, Alatm
et Ady,, de 'équation (IV.9) dans le repere local Ry = (Mj, R, S, W) associé au satellite
M. Ce repere local, déja indiqué sur la Figure IV.1, est représenté dans le plan d’orbite
sur la Figure IV.2. Cette figure fait apparaitre le repere R = (O, X , }7, A ) dont le vecteur
X est dirigé vers le périgée et dont le vecteur 7 est perpendiculaire au plan d’orbite. Le
passage du repere inertiel R; au repere R est obtenu par 3 rotations successives d’angles
Q, w et i comme décrit sur les Figures D.3, D.4 et D.5 de I’Annexe D.
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<Y

Fic. IV.2 — Paramétrage du mouvement différentiel

1V.2.2.2 Accélération différentielle

L’objectif de ce paragraphe est d’expliciter le terme Ad dans la base locale R;.

La position relative de M, par rapport a M; dans R, est décrite par les 3 parametres
&, 1 et ¢ comme indiqué sur la Figure IV.2 :

AT =7 — 7 = a(ER + 7S + (W) (IV.10)

En dérivant deux fois 1'équation (IV.10) par rapport au temps et en négligeant la
variation des angles orbitaux (i, w, Q) devant celle de 'anomalie vraie v, I'expression
suivante est obtenue :

AZ~a [(5 — 2% — i — EPP) R+ (5 + 280 + & — ij*) S + (W (IV.11)
Le détail des calculs, en particulier la dérivation des vecteurs é, Set W par rapport au
temps, est donné en Annexe E.1.
Nous supposons ici que la cible suit une trajectoire proche d’une orbite képlérienne.
Alors, la vitesse de variation de ’anomalie vraie et son accélération peuvent étre ap-
proximées par les lois képlériennes suivantes :

_ (I+ecosy)?
- (1 — e2)3/2
,2esinv(l +ecosv)?

v =—n T (IV.13)

(IV.12)
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ou n est le mouvement moyen. Cette hypothese, classique dans la littérature [SCH 03],
peut étre validée si I'on considere que le terme de poussée @y, est calculé en boucle
ouverte de sorte a maintenir le satellite M; suffisamment proche d’'une orbite képlérienne.

En remplacant © et ¥ par leurs expressions dans (IV.11), 'accélération relative est

obtenue :
1—e —e i
+a (ﬁ'_i_Qn(l‘i‘@—COSV)Q*_n22esinV(1+ecos1/)3 ~—n2mﬁ g
(1 _ 62)3/2 (1 _ 62)3 (1 — 62)3
+ a fl/f/
(IV.14)

IV.2.2.3 Accélération gravitationnelle différentielle

Le terme Ad,,, est approximé par le développement de Taylor au premier ordre de

Agra(T)
gy

yra(2) = al73) + 22| AT (IV.15)
&
soit : .
Ady, = 8235“ _ar (IV.16)
ol gj;a ) est la jacobienne de d,,, évaluée en 7.

A Tissue des différents calculs présentés en Annexe E.2, nous obtenons :

. 1+ ecosv 5 R\’ (1+ecosv)? ~ _ A =
Adgrq an’? (1_—62) 26 + 6.J5 ( aq) (1_—62) <G§$§ + Gyl + ch<> R
5 (1 +ecosv di . R *1+ecosv)’ ~ _ N
an 1—e2 —+ 6L a 1—e2 <G’75€ - Gl G”<C> 5
5 (1 +ecosv 5L Req *M+ecosv)’ ~ _ N
Han 1—e2 B s 1—e2 (GC{S + Goyfl + G“C) W
) (IV.17)
ou :
1 —3cos?p —sin 2p cos Y — sin 2p cos Y
Gee Gey Gec _ . .y sin?p ) .
G=|Gp Gy G |= —sin2p cosy cos” p sin“ Y — 1 cos” (p cos Y sin Y
Gee G G sin

—sin2p costy  cos? cosy siny  cos? @ cos?) — 1
(IV.18)
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et :

cos p = sin(w + v) sini

sinp = \/COS2(C<J + v) + sin?(w + v) cos?i
cos ) = —sini cos(29) + «)

in sin «v
sint) = ———
sin(w + v)
cos(w + v)
cosa =
V/cos?(w + v) + sin?(w + v) cos?i
. sin(w + v) cos
sina =

Vcos?(w + v) + sin?(w + v) cos?i

IV.2.2.4 Accélération différentielle due au frottement atmosphérique

L’accélération différentielle due au frottement atmosphérique est approximée par le
développement de Taylor au premier ordre de @y, :

8a'atm

8& t
2 — atm
87«

7 0v

AT (IV.19)

datm(F27 /172) - C_1:(115777,0?17 171)

—

v1
ou AU = ’172 — 171.

Si la variation de densité atmosphérique entre M; et M, est négligée, alors le terme
aC_L)atm

ar |-

T1

est nul et 'expression précédente s’écrit :

aaatm

ov

Aaatm -

AT (IV.20)

1
En négligeant la vitesse relative Av' de M, par rapport a M; devant la vitesse absolue
vh de My, les calculs présentés en Annexe E.3 permettent d’obtenir I’expression suivante :

h ~ . — ~ . —
Adyy =~ as000, [(tig v msﬁ) R+ (msg n tgﬁ) 5} (IV.21)
m
ou t, et t, définissent la direction du vecteur vitesse du satellite 1 :
BNt Rt,S=iB+riS (1V.22)
U1

et p(h) = p(r) désigne la densité atmosphérique a l'altitude h donnée par 'expression
(IV.7).

En supposant comme précédemment que la cible évolue sous des conditions képlériennes,
les expressions de r, 1 et r sont données par :

e (IV.23)
T =aqQ .
1+ ecosv
sin v
7= nee——— V.24
T ( )
1
o — anoT eS8V (IV.25)

V1—e?
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L’expression de 'accélération différentielle due au frottement atmosphérique est fina-

lement obtenue :
p(v) SCp an
m /1 —e2+/1+ e2+ 2ecosv

e 3 i) S
p(v) D an <e sinv(1 +ecosv)é + (1 + ecos V)2ﬁ> S
m /1 —e2v/1+e2+2ecosv

(IV.26)

Adyy = — <62 sin? v€ + esin v(1 + ecos V)ﬁ) R

h .
ou : )
1—e
%TFecosv —Regq

o) = poe (1v.27)
IV.2.2.5 Accélération de poussée corrective
L’accélération de poussée corrective de la cible est notée comme suit :
Adprop = an* (e R + iy S + W) (IV.28)
ol U, Uy et tc sont des signaux de commande adimensionnés.

IV.2.2.6 Représentation d’état du modele linéarisé

L’introduction des expressions (IV.14), (IV.17) et (IV.26) dans la relation (IV.9) puis

-

la projection sur les axes locaux (ﬁ, S, W) conduit au systeme d’équations :

. 1 2, 1 3 1 8 -
§:2n—( +ecosv) 7 — 2n’esinv (—+ecosy) i+ n® (—+€COSV> (3+ecosu£>

(1 . 62)3/2 1 _ 62 1 _ 62
R, > +4ecosv’ ~ ~ ~
+ 6n°J, ( aq) <ﬁ> (Geel + Genil + GecC)
p(l/) SCD n 2

- <e2 sin v€ + esin v(1 + e cos V)n) + n?ie

m av/1—e2+/1+e2+ 2ecosv ( )
V.29
(1+ecosv)?: , 1+ecosv\® - 1+ecosv\® _
Wg—k%zesmy EEE +n B (ecosv)n

Rey\> [1+ecosv\’® e - pe
+6n2JQ< aq> <—) (Ge€ + Gl + G )

n=—2n

1 —e?
plv) SCp n ( : : - -
— esinv(l +ecosv)é + (1 + ecosv >+nu
m av/1—e2+v/1+e2+ 2ecosv ( JE+ I ) K
(IV.30)

% 1+ecosv)® - R, *M+ecosv)’ ~ _ ~ ~
(=— n? <ﬁ) ¢+ 6n2J2 < aq) (W) (GC£§ + Goﬂl + G«C) + n2u<
(IV.31)

En posant :
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le modele d’état suivant peut étre obtenu :
I(t) = A(v)z(t) + Bu(t) (IV.32)

Le modele (IV.32) est linéaire a parametres variants (LPV). Le seul parametre variant
dans le temps est ici 'anomalie vraie v. En premiere approximation, la cible étant supposée
évoluer proche d'une orbite képlérienne donnée, ses parametres orbitaux, a ’exception de
I’anomalie vraie, sont supposés constants. Par ailleurs, en considérant la dépendance en
v des équations (IV.29-IV.31), il est clair que le modele (IV.32) est LPV périodique :
A(v +21) = A(v).

Pour éliminer la variable temporelle au profit de 'anomalie vraie v, le changement de
variables suivant est appliqué [TSC 64, GAU 04] :

d(-) _d()d) _d()

dt — dv dt dv

V.33
PO PO, A0, (39
dt? dv? dv

ou les expressions de et  sont respectivement données par (IV.12) et (IV.13).
De plus, le changement de variables proposé dans [YAM 02] est appliqué pour sim-
plifier les équations :

3 3 Ug L_e2 \3 [ U
n = (]_ + e cos l/) 7? UT] = (m) ﬂ’ﬂ (IV34)
¢ ¢ ug U
Le modele d’état suivant est alors obtenu :
d
‘;i”) = A(v)z(v) + Bu(v) (IV.35)
ou :
_ ¢ dn d¢ )
z(v) ( ¢ dv dv dv

u(p) = (ue uy uc )

L’expression de la matrice A est décomposée comme suit de maniere a faire apparaitre
séparément I'influence de la force gravitationnelle képlérienne, de I'aplatissement des poles
et du frottement atmosphérique sur la dynamique du systeme :

A(V) = Akezo(’/) + Ay, (V) + Aatm(l/) (IV.36)
avec : i ]
0 0 0 1 00
0 0O 0 0 10
0 0O 0 0 01
Apep(v) = 3 00 0 920 (IV.37)
1+ecosv
0 0O 0 =2 00
i 0 0 -1 0 0 0 ]
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Reg\” (1+e cosv)* [ Osu5
Ap,(W)=6Jy | ) ~——— x IV.38
A e e (v 38)
v) SC a
Aoy (1) = _pv) D
m (1 —e€2)2\/1+ e+ 2ecosv
[ 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
e sin® v (1+ecosv)e?sin®v 0 (14 ecosv)e?sin®v (14 ecosv)esiny 0
(1+ecosv)e?sin®v (1+ecosv)?esiny 0 (1+ecosv)e?sin?v (1 +ecosv)?esiny 0
| 0 0 0 (14 ecosv)?esinv (1+ecosv)? 0 ]
(IV.39)
Les expressions de p(v) et G sont respectivement données par (IV.27) et (IV.18).
La matrice de commande est indépendante de I’anomalie vraie :
| O3x3
B = (IV.40)
13

D’apres I'expression (IV.36) de la matrice dynamique, le modele (IV.35) est linéaire
2m-périodique : A(v + 27) = A(v).

Remarque

Dans le cas képlérien (A(v) = Agep(v)), et lorsque Uexcentricité de lorbite de référence est
nulle (e = 0), le modéle (IV.35) devient LTI. Les équations classiques de Hill-Clohessy-
Wiltshire sont alors retrouvées [VAD 01, MIS 04, ROS 02, CAR 02].

IV.2.3 Modele périodique a temps discret

Le modele d’état (IV.35) est a présent échantillonné selon la méthodologie indiquée
en Section 1.4.2. Nous rappelons ici les équations (1.24) permettant d’obtenir les matrices
de la représentation d’état discrétisée :

A = (I)(Ts(k + 1)7Ts(k))

Ts(k+1)
By = /w) (To(k+1),7)B(r)dr (IV.41)
Cr = C(Ts(k))

ou Ty(k) est le k-ieme instant d’échantillonnage. Le modele d’état a temps continu (IV.35)

étant périodique, le systeme échantillonné défini par les matrices (IV.41) est périodique.
Le parametre du modele (IV.35) étant 'anomalie v et non le temps, nous choisissons

d’effectuer un échantillonnage en v tel que la période d’échantillonnage soit constante :

AT, (k) = Ty(k + 1) = Ty(k) = Av — QN”
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ou N est le nombre d’échantillons effectués sur une période 7" = 27. Le modele a temps
discret obtenu est N-périodique.

Ceci correspond a un échantillonnage variant dans le temps lorsque la variable tempo-
relle ¢ est considérée. Comparé a un échantillonnage utilisant un pas constant en temps,
I’échantillonnage choisi ici permet d’obtenir une précision accrue lorsque le satellite est
proche de la Terre, c’est-a-dire lorsque 'effet de la perturbation atmosphérique est le plus
important.

Si nous faisons par ailleurs I’hypothese que 1’échantillonnage est suffisamment fin
pour que les matrices du systeme puissent étre considérées constantes sur une période
d’échantillonnage, alors le systeme échantillonné s’écrit :

Tp1 = Apxy + Bruy (IV.42)
ou :
Ay = ((k + 1)Av, kAv) = eAFAnAr

(k+1)Av (k+1)Av
By = / O((k+ 1)Av,7)B(1)dr = / ARSI 4 B(kAv)
k k

Av Av (IV43)
Ck = C(/{ZAI/)
Dy, = D(kAv)

C’est ainsi que sont calculées les matrices du systeme N-périodique utilisé par la suite.

IV.3 Comparaison des différents modeles en simula-
tion

Les étapes de linéarisation et de discrétisation introduisent nécessairement des écarts
entre le comportement des modeles linéaires a temps continu et a temps discret et celui du
modele non-linéaire de départ. Nous proposons dans cette partie d’évaluer ces différences a
I’aide de simulations du comportement dynamique de ces modeles pour des conditions ini-
tiales données. Ainsi, des modeles SIMULINK® du modele non-linéaire (IV.8), du modele
linéarisé (IV.35) et du modele linéaire échantillonné (IV.42) ont été développés comme
décrit en Annexe F.

Nous nous intéressons plus particulierement dans un premier temps a l’erreur intro-
duite par I'étape de discrétisation. En effet, cette étape est liée a la méthodologie de
synthese que nous avons décidé d’employer. Il convient donc de quantifier 'erreur qu’elle
engendre en fonction de I’échantillonnage choisi et des parametres de 'orbite de référence.

IV.3.1 Validation de I’étape de discrétisation

Dans les équations (IV.35-1V.36) explicitant le modele périodique linéaire a temps
continu, nous avons décomposé la matrice A(v) en trois matrices Age,(v), Ay (V) et
Auim(v). La matrice Age,(v) est celle qui a leffet le plus important sur la dynamique
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du systeme. En considérant 1'équation (IV.37), nous pouvons remarquer qu’outre I’ano-
malie vraie, le seul parametre orbital intervenant dans I'expression de Ay, est I'excentri-
cité de la cible e. En étudiant plus finement cette expression, nous constatons que plus
I'excentricité e est grande, plus la valeur de Ag.,(v) va évoluer au cours d’une période.
Or, dans I'établissement du modele périodique a temps discret (IV.43), nous avons fait
I’hypotheése que la matrice dynamique évolue peu entre deux échantillons. Il est donc
nécessaire d’évaluer I'influence de e sur l'erreur de discrétisation.
Pour ce faire, nous nous plagons dans le cas képlérien. Le modele s’écrit alors :

BO) — Al)a(v)
ou : ) )
0 00 1 00
0 00 0 10
0 00 0 01
AepW)=1 3 o g o 20

1+ ecosv

0 0 0 -2 0 0
0 0 -1 0 0 0|

Nous choisissons par ailleurs des conditions initiales conduisant a un mouvement relatif
périodique entre les deux satellites. Au niveau du modele non linéaire, cela revient a choisir
pour les deux satellites des orbites dont seule I’excentricité differe. Pour le modele linéarisé,
ce dernier choix correspond a prendre un vecteur d’état a I'instant v = 0 comme suit :

z(0) = 0 (IV.44)

Cette condition initiale particuliere, proposée dans [INA 02], correspond & un cycle limite
pour le systeme non-linéaire et a un cycle pour le systeme périodique linéarisé. A titre
d’exemple, nous proposons dans la Figure IV.3 le mouvement relatif pour e = 0.7 et §g = 1
simulé & I'aide des modeles linéaires a temps continu et a temps discret (pour un choix
de N = 100 échantillons pour un tour du satellite autour de la Terre).
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1.5

0.5
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-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Modéle linéaire a temps continu
+  Modeéle linéaire a temps discret

F1G. IV.3 — Mouvement relatif périodique pour des conditions initiales particulieres (e =
0.7 - cas képlérien)

Nous remarquons que pour ce choix d’excentricité et d’échantillonnage, la dérive entre
le modele a temps continu et celui a temps discret est importante. Afin de quantifier cette
erreur, nous introduisons la variable ¢ définie comme suit :

lx(kAv) — zk||2
V.4
Z le (k) (1v-45)

ou z(kAv) est le vecteur d’état du modele a temps continu a l'instant kAv et ou xy, est
le vecteur d’état du modele a temps discret a ce méme instant. L’erreur € indique donc la
moyenne sur une révolution du satellite de I’erreur relative de discrétisation.

La Figure IV.4 présente, dans le cas d'un mouvement périodique déterminé par un
meéme &y, I'influence du nombre d’échantillons par tour N et de I'excentricité e sur I'erreur
de discrétisation.

Remarque

La valeur de N a volontairement été limitée a 150 car les méthodes d’analyse et de synthése
présentées dans les chapitres II et III conduisent a des problemes LMZs de dimension
trop importante pour des systemes N-périodiques de période plus grande.
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Fi1Gg. IV.4 — Influence de l'excentricité e et du nombre d’échantillons N sur l'erreur de
discrétisation (cas képlérien)

La Figure IV.4 montre que l'erreur de discrétisation est importante pour des orbites
a tres forte excentricité (e > 0.4). Nous décidons donc d’étudier par la suite une orbite
d’excentricité e = 0.1.

Les perturbations dues a l'effet du J; et du frottement atmosphérique sont a présent
réintégrées dans le modele :

dx(v)
dv

= (Akep(v) + Ap, (V) + Aum (V) (V)

L’accélération résultant du frottement atmosphérique dépend de I'altitude du satellite.
Afin que cette perturbation ait un effet sensible sur le modele, nous choisissons une orbite
de référence telle que l'altitude du périgée soit relativement faible :

hp =400 km

Etant donnée I'excentricité choisie, le demi-grand axe est donc :

hp—FRaI
Q= —7

= 7531 km
1—e

Les autres parametres orbitaux sont fixés a 0 a ’exception de 'inclinaison ¢ et de I'ar-
gument du périgée w pour éviter certains problemes de singularité lors des futures simu-
lations non-linéaires (ces singularités interviennent au niveau des étapes de conversion
entre les parametres cartésiens et les parametres orbitaux décrites en Annexe D). L’orbite
de référence de la cible et les conditions initiales du chasseur, exprimées en termes de
parametres orbitaux, sont regroupées dans le Tableau I'V.1.
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Parametres Orbitaux Satellite cible Satellite chasseur Unité

a 7531 7531 km
e 0.1 0.1+1.33-107° -

i 1-1074 1-1074 deg
Q 0 0 deg
w 30 30 deg
v 0 0 deg

TAB. IV.1 — Conditions initiales de la cible et du chasseur

Les caractéristiques du satellite sont :

S =2m?
Cp=2 (IV.46)
m = 100 kg

Le modele du frottement atmosphérique est défini par :

po=1.0759 107" kg.m >

(IV.47)
Hy = —46830 m

La différence d’excentricité entre le chasseur et la cible donnerait lieu a un mouvement
relatif périodique dans le cas non perturbé. Pour le systeme linéarisé, cette condition
initiale s’écrit :

2(0)=1-107*( —0.1463 0 0 0 02793 0)

et correspond a 1’écart de position radiale suivant :

~ a

La variable € définie par I’équation (IV.45) est utilisée afin d’évaluer 'erreur de dis-
crétisation dans le cas perturbé pour différentes valeurs de N. Les résultats obtenus sont
présentés dans la Figure IV.5.
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Fia. IV.5 — Influence du nombre d’échantillons N sur l'erreur de discrétisation (cas per-
turbé)

Nous choisissons un échantillonnage faisant intervenir N = 100 échantillons par tour.
Ceci permet d’avoir une erreur relative en boucle ouverte entre le modele a temps discret
et le modele a temps continu inférieure a 0.5%. La boucle fermée apportant naturellement
des propriétés de robustesse vis-a-vis de ’erreur de discrétisation, ce choix apparait valide.

IV.3.2 Validation de I’étape de linéarisation

Afin de valider I’ensemble de la démarche de modélisation, nous comparons dans cette
partie le comportement du modele non-linéaire et du modele linéarisé pour les conditions
initiales données par le Tableau IV.1.

Les vecteurs d’état du modele non-linéaire et du modele linéarisé étant différents,
une comparaison directe n’est pas possible. Le modele linéarisé fait en effet apparaitre
un vecteurs d’état x(v) constitué des coordonnées cartésiennes relatives dans le repere
local R, alors que le modele non-linéaire utilise un vecteur d’état X, (t) constitué des
coordonnées absolues dans le repere inertiel R; d’un satellite M (M; ou Ms). Puisque nous
nous intéressons au mouvement relatif, nous décidons de faire apparaitre les coordonnées
cartésiennes relatives a I’aide du modele non-linéaire comme indiqué sur la Figure IV.6.
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Satellite 1 (cible) Xi1(t)| Changement | Xow, () = (a,¢,i,w,Q,v)(t)
- Modele non-linéaire - > Parametres
Conditions initiales 1 cart—orb

Changement

Variables

Passage
Base locale

o
o
——

i B |
i |

=
=
~

Satellite 2 (chasseur)| x,
- Modele non-linéaire -
Conditions initiales 2

Fiag. IV.6 — Systeme non-linéaire bouclé

Nous utilisons deux blocs non-linéaires : un pour la cible noté Satellite 1 et un pour le
chasseur noté Satellite 2. La conversion des coordonnées cartésiennes absolues renvoyées
par chaque satellite X(t) et X5(t) en coordonnées relatives z(v) est effectuée en deux
étapes :

1. projection dans la base locale (le vecteur Z(t) est alors obtenu),

2. application des changements de variables (IV.33) et (IV.33) permettant d’obtenir
z(v).

La premiere étape de projection dans la base locale est effectuée selon la méthodologie
présentée en Annexe F.3. Les deux étapes nécessitent la connaissance a tout instant de la
valeur des parametres orbitaux de la cible, et en particulier de ’anomalie vraie. Le passage
des parametres cartésiens X (t) vers les parametres orbitaux X, (t) = (a, e, i, w, Q,v)(t)
est calculé a chaque instant par le simulateur a 1’aide des formules présentées en Annexe
D.4.

La Figure IV.7 présente, dans le repere local, le mouvement relatif entre M; et M, pour
des conditions initiales données par le Tableau I'V.1. Elle confirme la validité de I’ensemble
des étapes de modélisation. Nous pouvons remarquer que l’erreur la plus importante est
introduite par I’étape de linéarisation et non celle de discrétisation. Ces simulations étant
effectuées en boucle ouverte, cet écart sera réduit lorsque nous travaillerons en boucle
fermée.
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x 10~

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Modele linéaire a temps continu
+  Modeéle linéaire a temps discret
— — — Modéle non-linéaire

FiG. IV.7 — Comparaison entre le modele non-linéaire, le modele linéaire a temps continu
et le modele a temps discret

IV.4 Synthese de correcteurs

Nous proposons dans cette partie d'utiliser différentes méthodes de synthese présentées
dans le Chapitre III pour calculer un correcteur permettant de maintenir le satellite
chasseur sur l'orbite de référence définie par le satellite cible.

IV.4.1 Définition de ’orbite de référence

L’orbite de référence et les conditions initiales sont les mémes que celles utilisées
dans les simulations en boucle ouverte de la Section IV.3. Ces conditions initiales sont
regroupées dans le Tableau IV.1. Les caractéristiques du satellite sont données par les
équations (IV.46) et le modele de frottement est défini par (IV.47).

Comme nous l'avons vu précédemment, ces conditions initiales correspondent a un
écart de position radiale entre le satellite chasseur et sa cible de —100 m. Dans le cas
képlérien, elles conduiraient a un mouvement relatif périodique. Lorsque les effets du
frottement atmosphérique et du J, sont inclus dans le modele, une dérive de ce mouvement
périodique intervient. La Figure IV.8 illustre cette dérive calculée a I’aide du simulateur
non linéaire pour 5 périodes orbitales.
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Fi1ac. IV.8 — Mouvement relatif en boucle ouverte avec prise en compte des perturbations

L’écart initial de position radiale de 100 m peut étre vu comme une erreur effectuée lors
de la mise a poste du satellite. L’objectif de cette partie est de proposer une commande
permettant de ramener le satellite depuis cette condition initiale vers I'orbite de référence
(c’est a dire a l'origine du repere local).

IV.4.2 Synthese d’une loi de maintien a poste par retour d’état

Parmi les différents types de structures de commande présentés au Chapitre I1I, nous
décidons d’utiliser le retour d’état. En effet, les calculateurs d’orbite embarqués tels que
DIODE [JAY 03] permettent d’obtenir en permanence position et vitesse du satellite.
Ainsi, 'ensemble de I’état du systeme est mesurable a tout instant.

La premiere étape est de discrétiser le modele linéaire a temps continu. Pour les rai-
sons données en Section IV.3, un échantillonnage faisant intervenir 100 échantillons pour
une période orbitale est utilisé. Le modele discret obtenu est donc 100-périodique. Ses
multiplieurs caractéristiques sont :

A ={1.504 , 0.664 , 1.000 £ 0.0017 , 1.000 £ 0.004:}
Le systeme est donc instable en boucle ouverte.

Nous décidons d’effectuer une synthese optimale de type LQG. Il s’agit de trouver une
loi de commande u, = Kjx; minimisant le critere :

J=F {Z Qg + u;Ruk}

k=0

ou @ =@ et R= R sont des matrices de pondération. Ce probleme peut étre reformulé
comme un probléeme d’optimisation Hs en définissant les matrices de performances comme
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suit [SKO 05] :
1/2
Bwk:[Wl/Z] Ozk:[ Q :|
Ormxn
Onxm
Dzuk - |: R1></2 } Dzwk =0
Dy = 0

ou W est une matrice de covariance indiquant l'influence d’un bruit blanc gaussien w
sur ’état du systeme. Etant donné que physiquement les perturbations correspondent a
des accélérations négligées dans le modele, nous choisissons une matrice B, de la forme

O3x3
Buy =
: [13}

suivante :

Ainsi, le bruit blanc n’attaque que les composantes de ’état correspondant aux accélérations.
Les matrices de pondération () et R sont choisies comme suit :

Q:]ln
R=o1,,

ol « est un parametre de réglage.

La méthode de synthese du Théoreme I11.15 est utilisée afin de calculer des correcteurs
100-périodiques stabilisants et minimisant le cotit Hy du systeme bouclé pour les valeurs
du parametre de réglage a = 10 et a = 150. Les cotits Hs a 'optimum sont :

Yia=10) = 2.19
Y(a=150) = D79

Les multiplieurs caractéristiques attestent de la stabilité du systeme bouclé par ces cor-
recteurs :

Aa=10) = {0.248 £ 0.000i , 0.003 £ 0.018i , 0.000 £ 0.018i}
Aa=150) = {0.704 £ 0.002¢ , 0.198 + 0.089: , 0.002 + 0.087:}

Leur valeur nous indique que le systeme bouclé par le correcteur 100-périodique calculé
pour o = 150 est plus lent que celui bouclé par le correcteur calculé pour a = 10. Ceci
est en accord avec les résultats attendus puisque o = 150 correspond a une pondération
élevée sur la commande.

Dans la Section II1.2.1.1 du Chapitre III, nous avons formulé la problématique de
synthese de correcteurs présentant des structures temporelles particulieres. Nous avons
ainsi défini la classe des correcteurs (N, Ny, T)-périodiques structurés ot N; est la période
du correcteur, Ny < Nj est le nombre de jeux de parametres utilisés et T est une applica-
tion définissant la structure temporelle. Parmi les différents types de correcteurs structurés
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que nous avons présentés, les correcteurs (N, N, T5)-périodiques dont la structure tempo-
relle est définie par 1’équation (II1.3) apparaissent particulierement intéressants. En effet,
ces correcteurs voient leurs parametres figés pendant plusieurs instants d’échantillonnage,
réduisant ainsi le nombre de parametres a mémoriser lors de 'implémentation matérielle
du correcteur de N 4 N K.

Nous avons proposé dans le Corollaire I11.19 une méthode générale permettant la
synthese de correcteurs structurés par retour d’état. Nous appliquons cette méthode dans
le cas de correcteurs (V, N, T,)-périodiques structurés pour différentes valeurs de Ng <
N =100 et pour les deux valeurs du parametre o = 10 et @ = 150. Nous constatons que
cette méthode fonctionne pour toutes les valeurs possibles de N et en particulier pour
N = 1. Ce cas correspond & la synthése de correcteurs LTI pour le systéme périodique.
Les correcteurs obtenus sont :

[ 2.406 —0.298 0.000 1.145 0.742 0.000
K=10) = | 2.940 —0.071 0.000 0.689 1.488 0.000
| 0.000 0.000 0.033 0.000 0.000 0.438 |

[ 1.030 —0.061 0.000 0.384 0.422 0.000 |
K=150) = | 2.182 —0.059 0.000 0.409 1.115 0.000
| 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.091 |

La stabilité du systeme bouclé par ces correcteurs LTI est attestée par le calcul des
multiplieurs caractéristiques :

AG 1) = {0.248 +0.0004 , 0.015 + 0.002 , — 0.007 4 0.0114}
A 150 = {0.750 £0.003¢ , 0.101 £ 0.155¢ , 0.029 + 0.033i}

En comparant ces valeurs a celles obtenues a 'aide des correcteurs 100-périodiques, nous
constatons dans chaque cas une légere augmentation de la valeur des multiplieurs ca-
ractéristiques dominants. Ainsi, comme nous pouvions le prévoir, I'utilisation d'un cor-
recteur invariant dégrade les performances temporelles du systeme bouclé. Ce résultat est
confirmé par le calcul des cotits Hs du systeme bouclé :

fy(ﬁf:fm) = 6.69

qui sont légerement supérieurs a ceux obtenues précédemment.

Cette dégradation de performances reste cependant faible au regard des nombreux
avantages apportés par I'utilisation d’un correcteur LTI. En effet, celle-ci permet de réduire
de maniere importante le nombre de parametres du controleur. De plus, la valeur du gain
K étant constante, son implémentation est plus simple que celle d’un correcteur variant
dans le temps.
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Remarque

L’excentricité de l'orbite de référence est ici égale a 0.1. L utilisation d’orbites de référence
d’excentricité plus importante conduirait a de plus grandes variations au cours du temps
de la matrice dynamique. Dans ce cas, la dégradation des performances introduites par
lutilisation d’un correcteur LTI serait vraisemblablement plus grande.

IV.4.3 Simulations en boucle fermée sur le modeéle non-linéaire

Les performances des correcteurs calculés dans la section précédente sont a présent
évaluées en simulation sur le modele non-linéaire. Les correcteurs proposés ayant été
calculés sur le modele linéarisé, ils utilisent le vecteur d’état x, constitué des positions et
vitesses relatives des deux satellites dans la base locale. La commande u obtenue étant
également exprimée dans la base locale, il est nécessaire d’effectuer une conversion pour
obtenir la commande U agissant sur le modele non-linéaire du satellite. Par ailleurs,
I’échantillonnage est effectué selon la variation de ’anomalie vraie v. La valeur de ce
parametre doit par conséquent étre connue a tout instant.

Afin de répondre a ces différentes contraintes, nous avons mis en place le protocole de
simulation décrit par la Figure IV.9 (le schéma SIMULINK® correspondant est présenté
sur la Figure F.3 donnée en annexe).

Satellite 1 (Clble) Xi(t)| Changement | X, (t) = (a,e,i,w,Q,v)(t)
- Modele non-linéaire - > Parametres

Conditions initiales 1 cart—orb
—> DPassage » Changement al B
_ | Base locale - Variables - (V )
#(t) z(v)
Satellite 2 (chasseur)| x,(,
- Modele non-linéaire -
Conditions initiales 2
U(t) Passage Aﬂ/(t) Changement | u(v)
Galiléen | Variables |

Fic. IV.9 — Systeme non-linéaire bouclé

Le comportement du systeme non-linéaire bouclé par les différents correcteurs 100-
périodiques et LTI calculés dans la section précédente est simulé pour trois périodes orbi-
tales. Le mouvement relatif du satellite 2 par rapport a la trajectoire de référence définie
par le satellite 1 est présenté sur la Figure IV.10 dans le repere local.
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x 10

€ x 10
a = 10, correcteur 100-périodique
— — — «a =150, correcteur 100-périodique
------- a = 150, correcteur LTI

Fi1c. IV.10 — Mouvement relatif dans le plan orbital pour une condition initiale corres-
pondant a un écart de position radiale de 100 m (cas perturbé)

La Figure IV.10 montre que les différents correcteurs permettent bien de ramener le
satellite My autour de la trajectoire de référence (c’est a dire au centre du repere lo-
cal) depuis sa position initiale correspondant a un écart radial de —100 m. Le satellite
oscille en régime permanent autour de l'orbite de référence. Ceci est du principalement
aux accélérations perturbatrices introduites par le vecteur de perturbations w. L’ampli-
tude de ces oscillations, pour un bruit blanc de méme variance, est de 1.71 m lorsque
le correcteur 100-périodique calculé pour @ = 10 est utilisé et de 4.8 m pour le correc-
teur 100-périodique calculé pour o = 150. Ces résultats sont ceux attendus puisque «
est le parametre permettant de régler la pondération du critere LQG entre 1'état et la
commande.

Sur la Figure IV.11 est représentée, pour chaque correcteur, I’évolution de la norme du
vecteur de commande u en fonction de 'anomalie vraie v. Nous remarquons que le profil
de poussée est semblable dans chaque cas, avec notamment des poussées plus importantes
au niveau de l'apogée et du périgée. Bien évidemment, les correcteurs correspondant a
une valeur élevée du parametre de pondération o conduisent a des poussées de plus faible
amplitude.
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[l

a = 10, correcteur 100-périodique
— — — «a = 150, correcteur 100-périodique
o = 150, correcteur LTI

F1G. IV.11 — Norme de la commande pour les différents correcteurs synthétisés (cas per-
turbé)

La Figure IV.12 permet de mieux visualiser ’évolution de la commande. Celle-ci s’ef-
fectue par paliers du fait de la mise en oeuvre du correcteur discret par un bloqueur
d’ordre zéro. L’échantillonnage choisi fait intervenir des paliers de largeur constante par
rapport a ’anomalie vraie v mais différente par rapport au temps. Il est possible d’envi-
sager la mise en oeuvre de ce type de commande sur des moteurs électriques effectuant
des poussées de type “bang-bang”, I'ensemble de I'effort de poussée étant alors appliqué
au début d'un échantillon.

Fic. 1V.12 — Détail de la Figure IV.11 : Norme de la commande pour o = 10
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IV.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que les techniques de commande périodique
échantillonnée présentées dans la these peuvent étre appliquées avec succes au probleme
de maintien a poste autonome de satellites en orbite basse.

Dans un premier temps, nous avons proposé un modele non-linéaire régissant le mouve-
ment d’un satellite soumis aux deux premiers termes du champ gravitationnel et subissant
le frottement atmosphérique. Ce modele non-linéaire a été ensuite linéarisé autour d’une
trajectoire de référence elliptique. Un changement de variables faisant disparaitre le temps
au profit de 'anomalie vraie nous a permis d’obtenir un modele linéaire périodique. A
I’aide des méthodes de synthese présentées au Chapitre 111, nous avons calculé des lois de
commande périodiques et non-périodiques permettant de maintenir le satellite sur I'orbite
de référence souhaitée. Des simulations du comportement du systeme non-linéaire bouclé
par ces correcteurs permettent d’attester de la validité de I’ensemble de la démarche de
synthese proposée dans la these : linéarisation, échantillonnage, calcul d’un correcteur
discret périodique et implémentation de ce correcteur sur le systeme réel.

Les résultats obtenus [THE 07] sont prometteurs et nous encouragent a envisager
I’application de méthodes de synthese plus poussées. Parmi elles, la synthese de correcteurs
par retour d’état résilients est ’objet d’études en cours.



Conclusions et Prospectives

L’objectif général de cette these est de fournir des méthodes systématiques pour I’ana-
lyse et la synthese robuste des systemes linéaires périodiques. Le cadre de travail choisi
pour résoudre ces problemes est celui de la théorie de Lyapunov et fait appel principale-
ment a des outils numériques de type LMZ.

Nous avons soulevé dans l'introduction différentes questions relatives a cette problé-
matique. La premiere était de savoir s’il est possible d’étendre aux systemes périodiques
les méthodes de commande robuste développées dans le cadre LTI. Nous avons vu qu’en
temps continu une telle extension est complexe puisqu’elle requiert la manipulation de
modeles de dimension infinie. Le passage en temps discret permet de faire apparaitre une
forte analogie avec le cas temps-invariant. Historiquement, cette similitude a conduit a re-
formuler les modeles périodiques a temps discret en modeles LTT équivalents. On pourrait
alors penser que les méthodes LTI peuvent étre trivialement appliquées. Or ces refor-
mulations conduisent a des classes particulieres de modeles LTI dont les caractéristiques
structurelles ne peuvent étre négligées. Nous avons donc choisi une approche plus directe,
fondée sur le lemme de Lyapunov périodique, afin de prendre en compte ces contraintes
structurelles. Cette approche nous a permis d’appliquer aux systemes périodiques des
méthodes avancées d’analyse et de synthese robustes réduisant le pessimisme des résultats
existant dans la littérature.

Nous nous sommes également interrogés sur différents aspects liés a la structure du
correcteur. Ce dernier doit-il étre de méme périodicité que le systeme ? Est-il possible de
réduire le nombre de ses parametres en vue d'une implémentation matérielle simplifiée ?
A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature de réponse satisfaisante a ces
questions. Afin de proposer une solution unifiée a ces problemes, nous avons défini la
classe des correcteurs périodiques structurés dans le temps. Nous lui avons associé des
méthodes de synthese peu pessimistes car préservant la structure temporelle de la fonction
de Lyapunov.

Afin de simplifier davantage 'implémentation du correcteur, nous nous sommes égale-
ment intéressés au probleme de résilience. Une nouvelle approche, consistant a synthétiser
non plus un correcteur unique mais un ensemble de correcteurs, nous est apparue parti-
culierement pertinente pour résoudre ce probleme. Cette approche, jusqu’alors dédiée a
la synthese de correcteurs par retour de sortie statique, est non seulement étendue au cas
périodique mais elle est également utilisée pour les problemes de synthese de correcteurs
par retour d’état et par retour de sortie dynamique d’ordre plein. Nous montrons que
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ces problemes de synthese résiliente admettent une formulation LMZ. Cela constitue un
résultat nouveau, y compris dans le cadre LTT.

En conclusion, cette these propose un cadre de travail et des méthodes permettant
de traiter efficacement un certain nombre de problemes de robustesse pour les systemes
périodiques. Ces développements nous amenent a définir des problématiques nouvelles et
a améliorer des résultats existant dans le cadre LTT.

En prospective, nous souhaitons approfondir les points théoriques suivants :

— Commande périodique des systémes LTI :
Nous nous sommes intéressés dans la these au probleme de synthese de correcteurs
de périodicité différente de celle du systeme. Nous souhaitons étudier les avantages
que pourraient apporter nos méthodes dans le cas particulier de la synthese de
correcteurs périodiques pour un systeme LTI.

— Modélisation des systemes périodiques a temps discret :
Notre étude s’est surtout attachée a développer des méthodes d’analyse et de synthese
robuste peu pessimistes pour une classe donnée de modeles. La méme démarche
pouvant étre appliquée a d’autres types de modeles incertains, nous souhaitons
déterminer quel type de modélisation est la plus adaptée a I’étude des systemes
discrets périodiques.

— Ftude des performances temporelles des systemes périodiques :
Nous avons considéré dans cette these les performances en terme de capacité du
systeme a rejeter des perturbations. Une premiere approche pour aborder le probleme
des performances temporelles serait de développer des méthodes de placement des
multiplieurs caractéristiques. Il serait également intéressant d’apporter une réponse
a la question suivante : les multiplieurs caractéristiques sont-ils I'outil le plus adapté
a I’évaluation des performances temporelles d'un systeme périodique ?

L’application spatiale présentée au Chapitre IV montre l'intérét de I'ensemble de la
démarche proposée dans cette these. Les résultats obtenus méritent cependant d’étre
évalués plus finement au regard des méthodes traditionnellement utilisées dans le domaine.

Enfin, un aspect peu abordé dans ce mémoire est I'implémentation logicielle de nos
méthodes. Il nous parait cependant important de fournir des outils permettant de traiter
de maniere systématique les problemes de commande relatifs aux systemes périodiques.
Un travail dans ce sens a été entrepris par 'implémentation de la classe des systemes
périodiques et de certaines méthodes d’analyse et de synthese associées dans la boite a
outils ROMULOC [PEA 06] implantée sous MATLAB®. Celle-ci regroupe de multiples
résultats de commande robuste obtenus ces dix dernieres années dans le cadre de travail
LTI.
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Annexe A

Inégalités Matricielles

Les résultats présentés dans cette these sont formulés a 'aide d’inégalités matricielles.
Les inégalités matricielles permettent de décrire différents problemes d’optimisation, et
comme le montre I'ouvrage de référence [BOY 94|, un bon nombre de problemes d’Au-
tomatique se formulent naturellement dans ce cadre. Cette partie est consacrée a la des-
cription de ce formalisme mathématique.

A.1 Inégalités Matricielles

Les inégalités matricielles reposent essentiellement sur les notions de définie positivité
et semi-définie positivité.

Définition A.1 (Définie Positivité)

Une matrice symétrique M € 8™ est définie positive (semi-définie positive) si, et seulement
si, elle vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes :

1.VzeR"—{0}, 2’Az>(>)0

2. toutes les valeurs propres \; de M sont positives (supérieures ou égales a zéro) :
Ai(A)>(>)0 Vi=1--'n

Bien qu’existant pour des matrices quelconques, cette définition a volontairement été
réduite au cas des matrices symétriques. Si les matrices sont quelconques, la définition
s’applique uniquement a leur partie symétrique.

Les inégalités matricielles sont définies a I'aide de la relation d’ordre partiel de Loew-
ner.

11
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Définition A.2 (Inégalité Généralisée)
Une matrice A € S™ est supérieure (supérieure ou égale) a une matrice B € 8" si, et
seulement si, la matrice A — B est définie (semi-définie) positive :

A>(>)B < A-B >(>)0 (A1)

Définition A.3 (Inégalité Matricielle)
Une inégalité matricielle désigne une contrainte sur une variable x € R™ de la forme :

MI(x) > (>) 0 (A.2)

Selon que la matrice MZ(x) est définie positive ou semi-définie positive, 'inégalité
matricielle sera dite stricte ou non stricte. L’ensemble des variables x satisfaisant une
inégalité matricielle est appelé I’ensemble faisable. Selon que cet ensemble est vide ou non
vide, I'inégalité matricielle sera dite faisable ou non faisable.

Si la matrice MZ(x) est affine en les variables x, I'inégalité matricielle est linéaire et
sera notée LMI(x).

Définition A.4 (Inégalité Matricielle Linéaire - LMT)
Une inégalité matricielle linéaire est une inéqgalité matricielle de la forme :

LMI(x)=Fy+ Y Fxi>(>)0 (A.3)
i=1
ol X = ( X1 ' Xm )/ € R™ est la variable et les matrices F; € 8™, 1 = 0---m sont

des matrices symétriques connues.

Un autre type d’inégalité matricielle apparaissant dans ce mémoire sont les inégalités
matricielles bilinéaires, notées BMZ(x).

Définition A.5 (Inégalité Matricielle Bilinéaire - BMZT)
Une inégalité matricielle bilinéaire est une inégalité matricielle de la forme :

BMI(x)=Fy+ Y Fixi+ Y Y Gyxix;>(>)0 (A4)
i=1 i=1 j=i
ot X = ( X1 ' Xm )/ € R™ est la variable et les matrices F; € 8™, + = 0---m et

Gi; €8, i=1---m, j=1---m sont des matrices symétriques connues.

Les relations (A.3) et (A.4) utilisées pour décrire la forme générale des LMZ et BMZ
font intervenir des variables regroupées au sein d’un vecteur unique x. Cette notation est
habituellement utilisée par la communauté de 'optimisation.

Les Automatiens préferent généralement utiliser des variables matricielles X;. Les
problemes LMZ et BMZI sont alors notés LMZI(Xy, -+, Xyk) et BMZI(Xy, -, Xy).
I est toujours possible de reformuler ces problemes sous la forme (A.3) ou (A.4), les
éléments des matrices X; étant alors rangés dans le vecteur x.
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A.2 Problemes a base d’inégalités matricielles

Deux problemes a base d’inégalités matricielles sont rencontrés dans ce mémoire : les
problemes de faisabilité et d’optimisation sous contraintes d’inégalités matricielles.

Définition A.6 (Probléme de faisabilité)
Trouver x € R™ satisfaisant linégalité matricielle :
MZI(x)>(>)0

Définition A.7 (Probleme d’optimisation)
Minimiser un objectif linéaire sous des contraintes d’inégalités matricielles :

min ¢'x

xeR™

sous : (A.5)

MI(x)>(>)0

L’ensemble faisable d’'une LMZ étant convexe, les problemes de faisabilité et d’op-
timisation sous contraintes LMZ entrent dans la classe des problemes d’optimisation
convexe. Un des intéréts majeurs de ce type de probleme d’optimisation est qu’il existe
des algorithmes de résolution tres efficaces permettant de calculer 'optimum global en
temps polynomial (le probléeme est résolu avec une précision donnée a 1’aide d’un nombre
d’opérations n’excédant pas un polynome des dimensions du probléme). Nous citons en
particulier les algorithmes basés sur des méthodes de point intérieur et leurs solveurs
associés (SeDuMi, LMILab, SDPT3, SDPA, CSDP, DSDP... [ARZ 02a]) permettant de
traiter des problemes de taille relativement importante. Il existe différentes boites a outils
assurant l'interface de ces solveurs avec MATLAB®. Parmi elles, nous citerons en par-
ticulier YALMIP [LOF 01] qui présente l'avantage de pouvoir programmer la plupart
des opérateurs linéaires de MATLAB® (trace, addition, indexation, concaténation, ...) et
d’étre compatible la plupart des solveurs LMZ.

Contrairement aux problemes LMZ, il n’existe pas d’algorithme permettant de cal-
culer systématiquement la solution globale a un probleme BMZ. Il est méme prouvé
[TOK 95] que le probleme de faisabilité associé a un ensemble de contraintes BMZ est
NP-difficile. Il existe cependant différents algorithmes permettant de traiter les problemes
BMZ de faible taille. Ces algorithmes, bien que ne garantissant pas une convergence vers
une solution (locale ou globale), peuvent en pratique fournir de bons résultats. Les BMZs
rencontrées dans cette these seront traitées a 'aide du solveur PENBMI [KOC 04] dont
'interfacage avec MATLAB® est assuré par YALMIP.

Il apparait donc préférable, lorsque cela est possible, de formuler les problemes de
maniere LMZ. A cet effet, différents théoremes sont présentés en Annexe B. Ceux-ci per-
mettent de reformuler certains problemes BMZ, ou, plus généralement, certains problemes
non linéaires, sous forme LMZ.
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Annexe B

Théoremes utiles

Dans cette partie sont présentés quelques théoremes relatifs aux inégalités matricielles
utilisés dans ce mémoire.

B.1 Complément de Schur
Certaines inégalités matricielles non linéaires peuvent étre reformulées en terme de
LMZI a l'aide du complément de Schur décrit dans le lemme suivant.

Lemme B.1 (Complément de Schur) /BOY 94/
Soient les matrices Q(z) € 8™, R(z) € 8" et S(x) € R™" dépendant d’une variable
x € RP. Alors, les inégalités matricielles :

R(z) >0
{ Q(x) — S(x)R(2)S'(z) > 0 (B.1)

et : { g((x)) S(:v)> } -0 (B.2)

sont équivalentes

Siles matrices Q(z), R(z) et S(z) dépendent affinement de la variable x, alors I'inégalité
matricielle (B.2) est une LMZ.

B.2 Lemme de Finsler

Le lemme de Finsler faisant intervenir la notion de matrices orthogonales, nous allons
donc dans un premier temps préciser ce dont il s’agit.

Vil
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Définition B.1
Une matrice V+ € R®=)*" ¢st dite orthogonale d une matrice V€ R™™ de rang r si
elle vérifie :

NVH =Z(V) et VHVEY >0 (B.3)
ou N(V4) désigne le noyau de (VL) et (V') désigne l'image de V.
Une propriété de ces matrices est que le produit V+V est nul :
ViV =0 (B.4)

De plus, V* existe si, et seulement si, V' a des lignes linéairement dépendantes : n > r.
VL n’est pas unique mais par la suite, on considérera que V* désigne une matrice V+
particuliere, choisie arbitrairement.

Lemme B.2 (Lemme de Finsler) [SKE 98]
Soient deuz matrices V€ R™™ et Q € S™ telles que rang(V) = r < n et un vecteur
x € R™, alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

ViQVY <o (B.5)
dreR : Q< 7VV (B.6)
PQr<0,Vz#0: Ve=0 (B.7)

B.3 Lemme d’élimination

Lemme B.3 (Lemme de Projection - Généralisation de B.2) [SKE 98/
Soient trois matrices Q € 8", R € R™™ et S € RP*" telles que rang(R) < n et
rang(S) < n, alors les deuz propositions suivantes sont équivalentes :
1. 4 X € R™*P telle que :
RXS+SX'R+Q<0 (B.8)

2. Les matrices ), R, S vérifient :

R'QRY <0
! ! /7 B.
{ SLQSt <0 (B.9)
Lemme B.4 (Lemme d’élimination - Cas particulier de B.3) [SKE 98]
Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. 3P > 0 telle que :
1
1 N P 0 B.10
1 v lem)| | < 310
2. AP >0 et G telles que :
/
Q(P)—l—{ ]G’—l—G[N —]l]<(D (B.11)
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3. AP >0, F et Ny telles que :

Q(P)—F[_]IL]F’[NO —1}+{T?{}F[N ~1]<0 (B.12)

4. 3P >0 et Ng telles que :
[1 N’}Q(P)_;\Lf]<® (B.13)
[1 NO/}Q(P)-I\]II <0 (B.14)

B.4 S-procédure

Lemme B.5 (S-procédure - forme quadratique) [YAK 71]
et une matrice P € §™.

Soit une famille de matrices {Q; € S"}izlmm
Si : .
3720, i=1-m | P+ Qi >0 (B.15)
i=1
Alors :
PPr>0Vz#0eR" | 2/Qux<0,i=1---m (B.16)

Dans le cas ou m = 1, la condition précédente devient nécessaire et suffisante.
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Annexe C

{XY Z}-ellipsoides de matrices

Dans cette annexe sont décrits des ensembles particuliers de matrices appelés { XY Z}-
ellipsoides de matrices. Ces ensembles correspondent a I'extension de la notion d’ellipsoide
de 'espace vectoriel R™ au cas des matrices de dimension R™*P,

C.1 Définition

Définition C.1 (Ellipsoide de matrices)
Soit trois matrices X € 8P, Y € RP*™ et Z € 8™, L’ensemble des matrices K € R™*P
vérifiant 'inégalité matricielle suivante :

[1 K'}[;(,;Hl}cn (C.1)

est appelé { XY Z}-ellipsoide de R™*P.
Par définition, Ko = —Z'Y" est le centre de ’ellipsoide et R = K)Z Ky — X est le
rayon. L’ inégalité précédente peut alors se réécrire sous la forme :

(K- Ky)'Z(K— Ky <R (C.2)
Remarque Si K € R™ (cas ou p = 1), linégalité (C.2) décrit un ellipsoide de l’espace
vectoriel R™ de rayon R € R et de géométrie Z € 8™,
C.2 Propriétés

Lemme C.1 (Ellipsoide non vide)
Un { XY Z}-ellipsoide est non vide, c’est-a-dire qu’il existe au moins une valeur de K

x1
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vérifiant la relation (C.1), si, et seulement si, son rayon R est semi-défini positif :

R>0

D’apreés la définition de R et de Ky, linégalité précédente est équivalente a :

X<yz'y

Lemme C.2 (Convexité d’un {XY Z}-ellipsoide)
Un {XY Z}-ellipsoide est un ensemble conveze.

Preuve Appliquons le complément de Schur a linégalité (C.1), on obtient :

X+KY' +YK K'Z

<
ZK —Z |~ 0

1l s’agit d’'une LMZI en la variable K. L’ensemble faisable est donc conveze.



Annexe D

Parametres orbitaux

D.1 Parametres orbitaux classiques

Les parametres orbitaux, au nombre de 6, permettent de définir entierement la position
du satellite dans ’espace, a partir de :

— l'orientation de 'orbite dans ’espace,

— la forme de l'orbite,

— la position du satellite sur 'orbite.
Ces parametres sont notés :

{a,e,i,w, Qv ou E ou M}

D.1.1 Orientation de orbite dans 1’espace : 2, w, @

L’orientation de l'orbite dans 'espace est définie par trois angles, notés €0, w et 1,
analogues aux angles d’Euler :

— l'angle €2 donne la longitude du noeud ascendant,

— l'angle d’inclinaison 7 est ’angle entre le plan équatorial terrestre et le plan orbital,

— l'argument du périgée w est I'angle entre le noeud ascendant et le périgée.
Ces angles sont indiqués sur la Figure D.1 ou )Z'i, Y; et Z; sont les axes du repere inertiel
Ri.

xiil
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Périgée

Noeud ascendant

Fi1G. D.1 — Orientation de l'orbite dans I'espace

D.1.2 Dimension et forme de l’orbite a, ¢

La forme de l'orbite étant elliptique, elle peut étre entierement définie par deux pa-
rametres :

— son demi-grand axe a,

— son excentricité e.
Ces parametres sont indiqués sur la Figure D.2 ou :

— O désigne le centre de la Terre,

— O’ est le centre du cercle tangent a la trajectoire orbitale.

D.1.3 Position du satellite sur 'orbite v, £ ou M

Pour repérer la position du satellite sur 'orbite un seul angle est nécessaire :
— soit I’anomalie vraie v,
— soit I’anomalie excentrique F,
— soit 'anomalie moyenne M = E — esin(F).
Les angles v et E sont représentés sur la Figure D.2 ot :
— S est la position du satellite sur 'orbite,
— S’ est la projection orthogonale de S sur le cercle tangent a la trajectoire orbitale.
Dans ce mémoire, seule ’anomalie vraie v est utilisée.
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" cercle tangent\*

orbite

Apogée Périgée

Fi1G. D.2 — Forme de 'orbite et repérage de la position du satellite

D.2 Parametres orbitaux osculateurs

Dans le cas d’'un mouvement képlérien non perturbé, ou le satellite est uniquement
soumis au premier terme du potentiel terrestre, les parametres orbitaux (a l’exception
de 'anomalie) sont constants. Mais en réalité un certain nombre de forces perturbatrices
agissent sur le satellite et I’écartent de son orbite képlérienne. Du fait de cette dérive,
les parametres orbitaux ne peuvent plus étre supposés constants. C’est pour cette rai-
son qu’ont été introduits les parametres orbitaux osculateurs qui permettent de décrire
I’évolution de l'orbite au cours du temps. Plus précisément, ces parametres décrivent, a
chaque instant t, 'orbite képlérienne que suivrait le satellite dans le cas képlérien non
perturbé. Ils sont notés :

{a(t), e(t), i(t),w(t), At), v(t) ou E(t) ou M(t)}

D.3 Passage des parametres orbitaux aux parametres

cartésiens

Le modele non-linéaire a pour vecteur d’état les parametres cartésiens du satellite
dans le repere inertiel R;. Les parametres orbitaux permettant de définir plus facilement
I'orbite du satellite, les conditions initiales du simulateur non-linéaire que nous avons
implémenté sous SIMULINK® sont définies a I’aide de ces parametres. Une conversion est
donc nécessaire entre parametres orbitaux et parametres cartésiens. Les étapes de cette
conversion sont détaillées dans cette partie.
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L’équation de la trajectoire dans le repere R = (O,)?, }7, Z) lié au plan d’orbite est
donnée par :
7 COoS v
(M® = | rsinv
0
ou :
a(l-¢)
~ 1+ecosv

Le passage du repere Galiléen R; = (O, Xi, 371-, ZZ) au repere R est obtenu par trois
rotations consécutives d’angles €2, w et ¢ comme indiqué sur les Figures D.3, D.4 et D.5.
Les équations de la trajectoire dans le repere inertiel R; sont donc :

cos2 —sinQ) 0 1 0 0 [ cosw —sinw 0
(7) R — | sinQ  cosQ 0 0 cosi —sini sinw cosw O (F)(R)
0 0 1 0 sini cost | 0 0 1

cos Q cos(v + w) —sinQ cosisin(v + w) |

)
)

sinisin(v + w)

I
<

sin Q cos(v 4+ w) + cos QL cosisin(v + w)

La dérivation temporelle de la relation précédente conduit a :

g\ (RD) cos Q cos(v + w) — sinQ cosisin(v + w)
( ) =7 | sinQcos(v + w) + cos Qcosisin(v + w)

dt
R sinisin(v + w)

—cos 2sin(v + w) — sin Q cos i cos(v + w)

+rv | —sinQsin(v 4+ w) 4+ cos Q cosi cos(v + w)
sini cos(v + w)

avec

a(l—e?) . a(l —e*esinv . . p (1+ ecosv)?
= s T = s UV = —
1+ ecosv (1+ ecosv)? a’ (1 —e2)3/2

D.4 Passage des parametres cartésiens aux parametres
orbitaux

Différents blocs du simulateur non-linéaire nécessitent la connaissance a tout instant
des parametres orbitaux, en particulier de 'anomalie vraie v. Nous présentons donc dans
cette partie les calculs nécessaires permettant de passer des coordonnées cartésiennes aux
éléments orbitaux [MON 00].

La position et la vitesse d’'un point M dans le repere inertiel R; sont notées 7 et v.
La norme de ces vecteur est notée r = ||7]| et v = ||7||. Le moment cinétique massique est
donné par :

h=7AT h=|h
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D.4.1 Calcul du demi-grand axe a

2 2\ !
-(-5)
roop

D.4.2 Calcul de 'excentricité e

/ B2
e=4/1——
pa

D.4.3 Calcul de la longitude du noeud ascendant (2

Soit la normale au plan orbital osculateur :

. h
zZ3 = E
et : . o
. Zo/\Zg
Tl =75 S
120 A 23|

La projection de Z; dans la base inertielle fournit :

cos§) =Ty - 14

sin ) = go 'fl

D.4.4 Calcul de 1l inclinaison

Soit :
et :

Alors :

oSt = 23+ 2

sini = —23 - 4
D.4.5 Calcul de 'anomalie vraie v

COSVZE(M_l)

(& T

Cette relation donne deux valeurs possibles de v, 'une appartenant a l'intervalle [0, 7],
l'autre appartenant a l'intervalle [r, 27]. Le signe de 7 permet de déterminer 'intervalle.

Ainsi :

velo,r] & 7(t)>0 vem2r] & 7(t) <0
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D.4.6 Calcul de Pargument du périgée w

Soit le vecteur unitaire associé au vecteur position :

—

xs

<13y

et :

— —

Yo = 2o Ny = 23 N\ Iq

La valeur de w peut alors étre déterminée par la relation suivante :
sin(w + v) = T3 A s

Remarque

1l existe des singularités dans les équations précédentes. Lorsque © ou e sont nuls, la
méthode est caduque. Il est alors nécessaire de passer par un jeu de parameétres ne présentant
pas de singularité, par exemple les parameétres équinoziaud.

o

s

NN

SSo<S

Fic. D.3 — Angle de longitude du neeud ascendant
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Annexe E

Obtention du modele linéarisé du
mouvement relatif

Dans cette annexe est présenté le détail de différents calculs permettant d’établir le
modele linéarisé du mouvement relatif de deux satellites présenté au Chapitre IV.

E.1 Accélération différentielle

L’objectif de ce paragraphe est d’expliciter dans la base locale Ry = (M, é, S , W) le
d* AT
terme Ad = ( !

dt?

) apparaissant dans I’équation (IV.9). Le vecteur A7 décrivant la
Ri
position relative de My par rapport a M; dans R; est noté :

A7 = a(ER + 7S + (W) (E.1)

Dérivons I'équation précédente par rapport au temps dans le repere inertiel :

D’apres les figures D.3, D.4 et D.5 :

QURIR) = Zo+i Xipa + 0 Z

xx1
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Donc : B o o B o
QR/Ri) =Q(ZaANR)+ 1 (Xina N R) +w (Z NR)
ou :
Zo AR = (sini sin(w + ) R + sini cos(w + v) S + cosi W) AR
—cosi S —sini cos(w 4 v) W
f(}/\éz(cos(w%—y) R —sin(w + v) §> AR
—sin(w+v) W
ZANR=WAR=S
Nous obtenons finalement :

dR . o _ )
(d—]f> = (D+@+Qcosi) S+(isin(w+u)—Qsinicos(w+y)) W

De meéme, il est possible de montrer que :

(%)R = — (1)+c’u—i—Q cosi) R+ (icos(w+y) +Qsinisin(w+y)) W

et :

(Cil—‘f) — (—i sin(w + v) + wsini cos(w + V)) R— (i cos(w + v) + wsinisin(w + y)) g

Dans la plupart des cas, la variation des angles orbitaux peut étre négligée devant la
variation de I'anomalie vraie. Les équations précédentes s’écrivent alors :

dR - ds = AW .
Ri R Ri

L’équation (E.2) devient :
N R
— za[(g—ny)R—i-(niju)SjLCW]
dt ).
En dérivant une nouvelle fois par rapport au temps, I’expression suivante est obtenue :

— d2AF . ~ AN =4 < . g ~ N O =
Aaz( ) za[(g—Qny—ny—gu)R+(n+2§y+§y—ny)S+CW (E.3)
Ri

dt?

Dans le cas d’'une orbite elliptique, la vitesse de variation de l’anomalie vraie et son
accélération sont données par :

~ (I+ecosy)?

—n (1 — e2)3/2

,2esinv(l +ecosv)?
(1 —e2)3

V=-n
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En remplagant v et ¥ par leurs expressions dans (E.3), I'accélération différentielle
s’écrit :
AG <~ (1+ecosv)’. ,2esinv(l+ecosv)’ _ 2(1—|—6COSI/)4~> -
a= a _—

Sy a-ef ey

o ﬁ+2n(1 + ecosv)? P nﬂesinu(l —i—ecosy)?’g_ n2(1 —i—ecosu)‘l77 g
(1= 2P (- (=)

Ya (W

E.2 Accélération gravitationnelle différentielle

Nous présentons dans ce paragraphe le détail des calculs permettant d’obtenir ’expres-
sion du terme Ad,,, apparaissant dans I’équation (IV.9) dans la base locale R;. Ce terme
correspond a 'accélération produite par le terme fondamental et le premier harmonique
du développement en série du potentiel gravitationnel. Son expression peut étre obtenue
en considérant la différentielle de dg,, :

Adgrq = (grad Eigm> AT (E.4)
local
L’expression du gradient étant connue en coordonnées sphériques, nous exprimons
(grad c?gm) de la maniere suivante :
local
(grad 6gm) =p! <grad d'gm> P (E.5)
local sph

olt P est la matrice de passage de la base sphérique (R, 3,6) & la base locale (B, S, W).
Ces bases ayant le vecteur R en commun, le passage de la premiere a la seconde s’effectue
par simple rotation d’angle ¢ = (F,5) = (6, ). L’expression de la matrice de passage
est donc :

1 0 0
P=10 cosyp —sing
0 sinYy cosvy
avec : _
sin a
sin ¢ @17 cos sini cos(2Q2 + ) (E.6)
ou :
cos(w + v) _ sin(w + v) cosi
cosa = — . sina = — ‘
v/ cos?(w + v) + sin®(w + v) cos?i Vcos?(w + v) + sin®(w + v) cos?i
En coordonnées sphériques, I'expression du gradient est donnée par :
r Oda, 1 0a, a, 1 Oa, ay T
or r Op r rsingp 06 r
— Oay, 1 da, a, 1 Oa, ap
(grad agm) = | = -+ — —— —— — — cotany
sph or r Oy r r sin g ol r
Oag 1 Oag 1 ag n ay L ay ;
— - — — + — 4+ — cotan
L Or r Op r sinp 00 r r 7 J
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En faisant ’hypothese d’un corps central homogene et polairement aplati, I'expression de
I'accélération gravitationnelle dans la base sphérique est :

w 3 RZ,J 2
aR:_7=_2<1+§ 2 (1—3COS cp)

_ 3pRZ Ty
aw = 57 S1n 2@
g — 0
Nous obtenons donc :
R? J R? J
2143722 (1 -3cos2p) | 6—2Zsin2p 0
r T
=\ _ R2 J. R? J.
(grad a) sph 13 6 :12 2 sin 20 g < 2 gin? p+1 0
3 RZ,J> 5
0 0 1+§ 3 (1—5cos?p)
(E.7)
En remplacant (grad Ei) par son expression (E.7) dans I’équation (E.5), nous obtenons :
sph
y 2 0 0 R2 J, Gee Gep G
(grad g) T 0 -1 0 |+6 :2 Gne Gyy Gy (E.8)
ou :
0 o o 1 —3cos? ¢ —sin 2¢ cos Y , — sin 2¢p cos P
& &n 39 1
_ | —sin2p cos cos? o sin? 1) — il 4 cos? ¢ cos) sin
Gné Grm Gn( v ¥ 4 v
Gee Goy G sin”

—sin2p cosy  cos? cost siny  cos? cos? ) — 1

avec sin ) et cost donnés par (E.6) et :

cos ¢ = sin(w + v) sini sin p = \/COSQ(W +v) + sin®(w + v) cos?i

E.3 Accélération différentielle due au frottement at-

mosphérique

Cette section présente le détail des calculs permettant d’obtenir I’équation (IV.21) ex-
primant dans la base locale R 'accélération différentielle due au frottement atmosphérique
(ou accélération de trainée).

L’accélération de trainée au niveau de la cible est donnée par une équation de la forme
(IV.6) :
p(r1)

2m

C_L'at?’nl (7’_‘)17771) - - (E9)

SCD’U% v

Uy
1
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E.3. Accélération différentielle due au frottement atmosphérique

2) 202 (E.10)

De méme, 'accélération de trainée au niveau du chasseur est :
p(7s U:

6atm2 (F27172) - - m v
2

Sil'on néglige la différence de densité atmosphérique entre le chasseur et la cible, I’équation
(E.11)

P(Fl) 5 U2
SCpv;—
DUy s

précédente s’écrit :
a’atmg (T27U2) - - 2m

172:771—|—A?7

Or
Alors :
vs = () + AD)?
= 0! + 20, - AT + Av?
T - AT A2
:v§<1+2 —— + = )
vy U1
En négligeant la vitesse relative Av par rapport a la vitesse absolue vy, I’équation précédente
peut étre approximée par :
vy - AU
02~ (1+2 — ) (E.12)
vy

Pour la méme raison, il est possible de considérer que les vecteurs vitesse des deux satellites
(E.13)

ont la méme direction :

En remplagant v3 et el par leurs expressions respectives (E.12) et (E.13) dans (E.11),

V2
nous obtenons :
. p(r1) 2 vy - AU )
atme 2 — SC 1+2 —

Gatmy 2m ph ( + v} v
= Fum, — X 500, (ﬂ - M) .
m U1 U1

soit : ~ . .

Adyy = -7 5000 (ﬂ : M) o (E.14)
m U1 U1
En définissant dans la base locale R,
U RS

U1

AT=ER+ 75+ (W

nous obtenons : .
U K. .
( ! -Aﬁ) = t,ER + t,1S
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(ﬁ : M) 9 _ (tié + trtsﬁ) R+ (trtsf + t?ﬁ) S

U1 (%1

En injectant 'expression précédente dans (E.14), nous retrouvons bien I’équation (IV.21) :

Aoy = —%aSCDvl [<t2£ n mﬁ) R+ (trtsé + tiﬁ) Lﬂ



Annexe F

Simulateurs

F.1 Simulateur non-linéaire

Le modele non-linéaire décrivant I’évolution de la position et de la vitesse d'un sa-
tellite a partir de conditions initiales données sous forme de parametres orbitaux a été
programmé sous SIMULINK® (Figure F.1).

Satellite

Fic. F.1 — Bloc satellite

Entrées :

— a_prop_x, a_prop-y, a_prop-z : accélérations de poussée dans le repere inertiel R;
Sorties :

— pos_x, pos_y, pos_z, vit_x, vit_y, vit_z : position et vitesse du satellite dans le repere
inertiel R;

- a, e, i, Omega, omega, Nu : parametres orbitaux osculateurs du satellite

XXVvil
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Comme le montre la Figure F.2, le calcul du champ gravitationnel ainsi que I'intégration
numérique sont effectués au niveau des parametres cartésiens. Les conditions initiales four-
nies, données sous forme de parametres orbitaux, sont converties en parametres cartésiens
pour initialiser I'intégrateur. Les parametres orbitaux fournis en sortie du bloc sont obte-
nus a posteriori par conversion depuis les parametres cartésiens. Le passage des parametres
cartésiens en parametres orbitaux et inversement est décrit en Annexe D.

vit_x NED)
vit_x
acc_x
vit_y »( 5
vit_y
vit_z »( 6
acc_y INTEGRATEUR vit_z
pos »(D
pos_x
FRy D
acc_z pos_y
pos_z »( 3
Modéle non-linéaire Intégrateur

Conversion Parametres
Cartesiens -> Orbitaux

Fia. F.2 — Bloc satellite (détails)

La Figure F.3 présente le schéma SIMULINK® utilisé pour effectuer les simulations en
boucle fermée sur le modele non-linéaire.
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oseq | op abessed

1"quo X Al_

L {doid e BYaqg

1<-NN
aplil <- ap|y” uou
So|qeLeA
ap sjuswabueyn

170I0" X |«

(1) epinn <

(1) epn

(nN) n

anbipovad Jejo,p unojey

nN <-}
ap|il_uou <- apji} o[e00| 9SBq Bl B
s8|qeueA auusg|ilen
ap syuswabueyn aseq e| op abessed
L quox 2 Mes X
H(NN) X
(1) opIn " ¢ () epIyx L-quo"X

[T

l—

caRes

2 doid e mw

| doud e

A

F1c. F.3 — Protocole de simulation en boucle fermée
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F.2 Simulateur linéaire

Le modele linéaire périodique (IV.35) a été programmé selon le schéma SIMULINK® de

la Figure F.4.

Reference orbit
parameters

Model_Parameters

Initial
conditions

Initial_Conditions

Discretization_Parameters

Discretization

Controller_Parameters

Controller_computation

Step 1

Step 2

u (Nu)

¥ (Nu) |

Continuous-time
Periodic System

Discrete-time

Periodic System

F1G. F.4 — Simulateur linéaire

Scope 1

La variable d’intégration est ici 'anomalie vraie v et non le temps. L’architecture du
bloc modélisant le systeme périodique a temps continu est présentée sur la Figure F.5.

MATLAB
Function
A (Nu)
>

Matrix
Multiply

name

0 ax (Nu) / dNu

Integrator
| MATLAB
Function q
Matrix
B (Nu) Multiply
I
>
namef
( ) MATLAB
Function )
Clock Matrix
e C (Nu) Multiply
>
name2
+
+/ vy (Nu)
MATLAB
Function Matrix
D (Nu) Multiply
>
name3

Fi1a. F.5 — Simulateur linéaire (détails du bloc “Continuous-time Periodic System”)
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F.3 Passage des coordonnées absolues aux coordonnées
relatives locales

Pour comparer les résultats produits par les modeles non-linéaires de chaque satellite
et ceux produits par le modele linéarisé, il est nécessaire d’effectuer une conversion des
coordonnées cartésiennes absolues de chaque satellite (exprimées dans le repere inertiel
R;) vers les coordonnées relatives locales (exprimées dans le repere Rq). Nous présentons
dans cette section les caluls permettant d’effectuer cette conversion.

D’abord les vecteurs des positions et vitesses relatives des satellites dans le repere
inertiel sont obtenues par simple différence :

(AN™) = (7

— (R -\ (R; -\ (R;
(AT = (3) 7 — (7))

)(Ri) N <F1)(Ri)

3l

Ensuite, ces vecteurs sont projetés dans la base locale Ry a 'aide de la matrice de
passage Pj; selon les équations suivantes :

(AF)(RI) =P, (AT_”)(Ri)
(AT = Py, (AT) R

Le passage du repere inertiel au repere local faisant intervenir trois rotations successives
d’angles €2, 7 et w + v, la matrice de passage s’écrit :

cos§l sinQ 0 1 0 0 cos(w+v) sin(w+wv) 0
Pi;=| —sinQ cosQ 0 0 cosi sini —sin(w+v) cos(w+v) 0
0 0 1 0 —sin¢ cos? 0 0 1
cos Q cos(w + v) — sin Q cosisin(w + v) cos Qsin(w + v) +sinQcosicos(w +v)  sin{sini
= | —sinQcos(w+v) —cosQcosisin(w+v) —sinQsin(w + v) + cosQcosicos(w + v) cossini
L sin i sin(w + v) —sinicos(w + v) cos i

Enfin, la vitesse relative doit étre exprimée par rapport au repere local, soit :
(ADZY = (AT)) + (AR R A (R /RS)

Si la variation des angles orbitaux est négligée devant la variation de I'anomalie vraie, le
vecteur 2(R1/R;) est donné par I'expression suivante :

0 0
= 0
Q ) =
(Ra/Ri) O (1+ ecosv)?
n (1— e2)32

Finalement :
(AT_")(RI) =P, (A,,:‘)(Ri)
(ANE = P (ADE + (P (A9 ™)) ARy /Ry)
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Glossaire

Notations :
L

Z

s

z

1,0

1Z]l2 5 [[5]eo
24

DI I

~

X
det , Trace

(4)

Abréviations :

LMI, BMT
LTI
LTV

Vecteurs :

T

u, y

Td, Ud, Yd, Wd, Zd
w o, z

TK

Dimensions :

m
P
My

D
L

Transformée de Laplace
Transformée en z

Variable de Laplace

Variable de la transformée en z

Matrice identité et matrice nulle de dimensions appropriées

Norme Hy et Norme H,, du systeme X

Systeme dual du systeme primal >

Systeme bouclé résultant de l'interconnexion de >y et Y9
Cotit 'Hy obtenu en analyse

Cout ‘Hs obtenu en synthese

Déterminant et trace d’une matrice

Partie symmétrique d’une matrice carrée A : (A) = A+ A’

Inégalité Matricielle Linéaire, Bilinéaire
Linéaire Invariant dans le Temps
Linéaire Variant dans le Temps

Etat du systeme

Entrées de commande et sorties de mesure

Etat, entrées et sorties du systeme dual

Entrées exogenes et sorties controllées

Etat du correcteur par retour de sortie dynamique

Nombre d’entrées de commande v € R™

Nombre de sorties de mesure y € RP

Nombre d’entrées exogenes w € R™

Nombre de sorties mesurées z € RP-

Nombre de sommets d’un modele incertain polytopique

Xxx111
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Matrices des systemes certains et incertains :

A Matrice dynamique d’un systeme
B Matrice de commande d’un systeme
C Matrice de mesure d’un systeme
D Matrice de transmission directe d'un systeme
A B . e , . , .

M = [ c D } Matrice définissant la représentation d’état d’un systeme
M(A) Matrice définissant le modele incertain d’un systeme
MU Matrice définissant le :“¢ sommet d’un polytope
A Opérateur incertain
Correcteurs :
K Correcteur quelconque

AKX BK
[ CK DK 1 Matrices de la représentation d’état d’un corecteur par retour de

sortie dynamique

Ensembles :
R , C Ensembles des nombres réels et complexes
A Ensemble de matrices incertaines réelles constantes
K, Ensembles des correcteurs stabilisants
Ky Ensembles des correcteurs stabilisants par retour d’état

Notations de cinématique :

a-b Produit scalaire du vecteur @ et du vecteur b

anb Produit vectoriel du vecteur @ et du vecteur b

(7) ) Vecteur position exprimé dans le repere R

(17)%? 2) Vecteur vitesse par rapport au repére R exprimé dans le repére

Ro
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Méthodes d’Analyse et de Synthése Robustes pour les Systémes Linéaires
Périodiques

Cette these porte sur la commande robuste des systémes linéaires périodiques qui constituent
une classe particuliere de systéemes variant dans le temps. Des dynamiques périodiques appa-
raissent dans de nombreux domaines des sciences de l'ingénieur tels que I’aéronautique, 1’espace
ou les systemes de télécommunication.

Des méthodes systématiques pour ’analyse et la synthese robuste de ces systemes sont pro-
posées. Le cadre de travail choisi est celui de la théorie de Lyapunov et fait appel principalement
a des outils numériques de type inégalités matricielles linéaires (LMI). La robustesse est envi-
sagée de maniere duale par la prise en compte d’incertitudes pouvant non seulement affecter le
systeme a commander mais également le correcteur lui méme. Ce dernier probleme est traité
par la synthese d’ensembles convexes de correcteurs assurant un certain niveau de performances
garanties vis-a-vis du systeme bouclé. La question de la structure temporelle du correcteur est
également posée. Le correcteur doit il nécessairement étre de méme périodicité que le systeme ?
Est-il possible de réduire le nombre de parametres & mémoriser 7 Pour répondre a ces différentes
questions, nous avons défini la classe des correcteurs périodiques structurés dans le temps et
développé des méthodes de synthese adaptées.

Les résultats théoriques sont illustrés sur le probleme du maintien a poste autonome d’un sa-
tellite en orbite basse consistant a maintenir un satellite sur une orbite de référence excentrique
malgré les différentes forces perturbatrices pouvant ’en écarter (frottement atmosphérique, ef-
fet de la distribution non-sphérique de la masse de la Terre). Différentes lois de commande
minimisant certains criteres de performances tels que la quantité de carburant consommée ou
I'influence d’accélérations perturbatrices sont calculées. Leur qualité est ensuite évaluée a ’aide
de simulations non-linéaires.

Mots-clés : Automatique, systémes périodiques, commande, robustesse, théorie de Lyapunov,
LMI, BMI, commande de satellites.

Robust analysis and synthesis of linear periodic systems

This thesis addresses robustness problems for a linear periodic systems. These correspond to a
special case of linear time-varying systems with periodic dynamics. Such periodic processes arise
in numerous domains such as aeronautics, celestial mechanics or communication systems.
Systematic procedures for robust analysis and synthesis are proposed. The adopted framework
is based on the Lyapunov theory and uses the linear matrix inequalities (LMI) formalism. Un-
certainties are supposed to affect not only the system but the controller itself. This last problem
is treated by the synthesis of convex sets of controllers ensuring a given level of performances
for the closed-loop system. The question of the time structure of the controller is formulated.
Does the controller need to be of the same periodicity as the system ? Is it possible to reduce the
number of parameters to be stored inside the controller 7 The class of time-structured controller
is defined and dedicated synthesis methods are developed.

Theoretical results are illustrated on the problem of the stationkeeping for a spacecraft on a low
earth orbit subject to different disturbance accelerations (atmospheric drag, effect of the non
spheric mass repartition of the Earth). Different feedback control laws are computed with per-
formance requirements such as minimizing the amount of maneuvering propellant or the effect
of additional unknown disturbance accelerations. Their efficiency is evaluated by the mean of
non linear simulations.

Keywords : Automatic control, periodic systems, robustness, Lyapunov theory, LMI, BMI, spa-
cecraft control.



