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x = b

�UNWM
M�� L �J�
3@>D�k�n����>@?ñ�D;�?x�kÃv�����@=4>@��;�?ñ;��2�D;�?x�kÃv�����@=4>@��;�?ñ?n������� 3 ���@;�?x�����D�2�+=ñÆn��>@���n����>U��=�?�?n�k¤¥;�;�>

x = d
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�k>Dõ@��Ãñ��ìÂö�>@;1�c:ð=)�D��;�?}?n����>¹=������@?n�n�����@;
p
AÂÒm��>@���n����>¹�D;�?N���������D��>D>@��;�?Ë?n��=4�n�+=4��;�?

r
;��N�c�%��;�Ãv�@?

t
A�?1 ¢�����n�k�Ë=4������?

p(r, t) = p(r)ejωt Ó��1�2�B×
;��

p
¤¥���n� 3�;

(∆ + k2) p(r) = s,
Ó��1� ÄÂ×

���
k
;�?�� ��;H>@��Ãr�D��;J�e ¢��>@�D;J;���?���;��D����?�;�>���;£��;�?N?����D����;�?N;Ùîj�����n��;��D��;�?1A���=4�N;ÙîD;�Ãv�D��;

s = −jωρ0q(r)
�����D�N�D>@;

?����D����;�����>@���n�@;��k��;N�D�D��?}=4>���;N�����1=4>����D>x�D���D�k�F�D; Ã5=�?}?�;
q(r)

���+=��D�D��?}=4�n����>
ω
�@=4>@?ð�D>xÃv�k�k��;Ù�v�D; �D������=4ì¥=4�n����>

�D;tÃ5=�?�?�;L¤¥���k�DÃv���¥�@;
ρ0

�
:�;�?N����>@�c�k�n����>@?N�k�kÃv�k��;�?Ë=�?�?���������;�?1A¥�����n�}=4>��ã?n�D�

p
;����4���%?}=À�D���n�k¤Â��;£>@���nÃ5=4��;

∂np
��;��D¤¥;�>��ã=4������? ���n��;£�D;H�n������?

�äÈ���;�?UO
• p = d

?n�D�
∂ΩD

ÓÔ����>@�c�k�n����>¾�D;)�J�k�n���}õD��;�� ×��
• ∂np = g

?n�D�
∂ΩN

ÓÔ����>@�c�k�n����>¾�D;)IJ;��DÃ5=4>D>z×��
• α ∂np + βp = γ

?n�D�
∂ΩR

ÓÔ����>@�c�k�n����>¾�D;)EH���D�k>z×
�
�t=4>@?���;Ë�1=�?Ø�D;�?�¤j�k�D�}=4�n����>@? �D;Ë?��n�n�@���n�D��;�? ����Ãv�D��; îD;�?1A���;�?Ø?}���k�D�n����>@?�>��DÃñ���n�����@;�? �D;�?Ø�)����=4�n����>@?�=4�cî2�D���n�k¤¥��;�?
��=4�n�n��;��k��;�?�?���>��5���D��;�>��@;�? �#��=4�n�n�k�5�D;ÑÃñ���nõ@���D;�?%=4�D�D�����}õ@��;�?5�����D¤�=4>�� ���n��;����+=�?�?���;�?5;�>��D;��cîQ�1=4����ìÂ���n��;�? �
:ô=��D��;�Ãv��ö���;#�1=4����ìÂ���n��;#����>@��;��n>@;���;�?%Ãñ���nõ@���D;�?¹��=�?���;�?¹?n�D���+=�>@���n����>_�e ¢���k��Ãñ;�>��}?Ñ�����n��;�?n����>@�@=4>�� ���D>@;
�c��?��������n��?}=4�n����>¾�D;L�+=v?n�n�n�@���n�D��;);�>����kö���;À�@=4>@?��k;)�1=�?��D;�?�MØ����Ãñ;�>���?£Cð�k>D��?rÓÔCFMØ<±�D;L�   =4>Dì��+=4��?£C��k>D�k��;)M���;�Ãñ;�>��
<¾;��nõ@����×����5�D;�?}=JÒ ����>��n��ö���;H�@=4>@?Ø��;��1=�? �D;�? M�����Ãñ;�>���?��D;�C@����>��n��ö���;rÓ �ãMØ< �D;Ë�   =4>Dì��+=4��? �N���D>@�@=4�nÈñM���;�Ãñ;�>��
<¾;��nõ@����×
� :ô=#�D;��cîc��ö�Ãñ;��1=4����ìÂ���n��;�����>@��;��n>@;���;�?vÃñ���nõ@���D;�?ñ��=�?���;�?ñ?n�D�v�D>@;�=4�D�D�����}õ@;ÑÃñ���@=4��;�ÓÔIJ<�G½�D;
�   =4>Dì��+=4��?HIJ���nÃ5=4�ô<����D;�?�G£>�=4�kÈj?n��?Ù×
�

'+(*'+(�� � � ������%!� / %!� � �/�.��
�/ %!� 2��+� �/%!� � $�(�0�� � 
+���#
 �!/�( �!0��!��%!�����
:ô=���������>@?�;�¤j�k�D�}=4�����k��;��e  �D>@;�?n�n�n�@���n�D��; �-�D>@;�ÒÔ���)�¥�@;�>@��;��D��>D>@��;¾��;��D� ���n��;¾;�?��n�kÃñ��; �-�   =4���D;��e  �D>@;

Ãñ���nõ@���D;��D;%�äÈj��;¹CFMØ< ��=4�v;ÙîD;�Ãv�D��;1��âä�Ë?1  =4ì��k�5=4������?ñ�e  �D�n�k�k��?�;��v�D>Q>@��Ãr�D��; 3@>D�Ë�@;�Òm��>@���n����>@?ñ�D;�Òm���nÃñ;�A
�D�
3@>D��;�? ?��D����;�?Ø������Ãñ;�>���?�����>@?n�n�k�n��=4>�� �+=t�c��?��������n��?}=4�n����>��c�5�D��Ã5=4�k>@;�AÂ�����D�Ø����?����@�c��;��+=£Òm���nÃñ;Ë¤�=4�n�+=4�n����>D>�;Ù�k��;
�c�¹�D�����D��ö�Ãñ;1�D:ô;�?NÒÔ��>@���n����>@?��D;£ÒÔ���nÃñ;J��;��nÃñ;��n��;�>����D>@;J��;�����>@?��n�n�@���n����>��D;J�+=x?����k�D���k��>�?n�D�ã�����D�ã��;L�D��Ã5=4�k>@;
��=4�Ë�k>���;��n�����+=4�n����>¾;�>��n��;t��;�?ã>@��;��@�D?H�c�ÑÃ5=4�k�k�+=4ìÂ;1�@:ô;L�D�����D��ö�Ãñ; �x����?����@�c��;)�D;�¤���;�>����D>�?nÈc?n��ö�Ãñ;J�k�k>@�1=4�k��;)�D;
�äÈ���;

(K − ω2
M + jω C) {u} = {F }, Ó��1� ¿Â×

���
j
;�?n�H��;À>@��Ãr�D��;x����Ãv�D��;ÙîD;r��;�� ���@;

j2 = −1
A
K
;�?��H�+=ñÃ5=4�n�n����;x�D;À�}=4���D;��D�1A

M
�+=ñÃ5=4�n�n����;x�D;ÀÃ5=�?�?};�A

C�+=)Ã5=4�n�n����;J�e  =4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>��1A {F } ��;H¤¥;�����;��D�N�D;�? Òm������;�?N;Ùîc�����n��;��D��;�?1A���;H¤¥;�����;��D�N�D���D�+=���;�Ãñ;�>��Ë�k>@����>D>�� {u}����>���;�>�=4>��H��;�?Ë¤�=4��;��D��?�>@���@=4��;�?H�D;t�+=2?����k�D�n����>�=4�D�D�����}õ@��;1�
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��;�?HÃñ���nõ@���D;�?1Az�����D�J����ÃvÃñ;À��;�?HÃñ���nõ@���D;�?L�D;)�äÈj��; �ãMØ<"A�?�;)����¤¥ö���;�>��£�kÃv����?�?n�k�D��;�? �vÃñ;��n�n��;r;�>���;��D¤j��;À;�>
õ�=4�D��;�?ËÒÔ���)�¥�@;�>@��;�?��2��A�Ä	� ��KN;����ô;�?���� � �v�D;��cî¹�}=4��?���>@?��D�n�k>@���k��=4��;�Ãñ;�>�� O
���D>@;)�kÃv����?�?��k�D�k�k�k���À��;��}õD>D���¥�@;x�e  �D>@;)��=4�n� �z:�;�?£Ãñ���nõ@���D;�?J�D;)�äÈj��;À������Ãñ;�>���?&3@>D��?H��;)���D��ö���;�>��£�D>@;À�c��?}�������n� �
?}=4�n����>�;�>¾��;��n�k��?L������Ãñ;�>���?L�D;�?£Ãv� �k��;��cî�����>��n�k>��@?L�����D;À��;��D��?J?n�D�ÇÒ =���;�?�ÒÔ����>��n��ö���;�? ��:�;�?£¤�=4�n�+=4�D��;�?J?���>��L=4������?
=4�D�D���1îc� Ãñ��;�? �v�   =4���D;À�D;tÒÔ��>@���n����>@?J�D;LÒm���nÃñ;�?£;Ù�H��;)>@��Ãr�D��;r�e ¢�����ÙÃñ;�>j��? �2�D�n�k�k��?�;��£�D���k� ���n�};À?n� �5?}=4>��H�����D�
�k�kÃv�k��;����  ¢;��n��;��D�£�c�@; �v��;��n��;À=4�D�D���1îc�kÃ5=4�n����> ��G´�D>@;LÒ ���)���@;�>@��;)�D��>D>@��;�A@�+=2�}=4�k� ��;À�D;�?�������Ãñ;�>���?H�D�n�k�k��?���?H�D���k�
���n��;£�n��ö�?N�k>cÒÔ���n��;��D��; �)�+=À����>Dì��@;��D�Ë�e ¢��>@�D;t= 3@>¹�D;£Ãv�k>D�kÃv��?�;��ã�  ¢;��n��;��D�
� ¿cA-L�� ���L;£�D�k�@?N��;£>@��Ãr�D��;L�e ¢������Ãñ;�>���?
=4�Dì�Ãñ;�>���;ñ=1¤Â;��r�+=�����Ãv�D��;Ùîc�k���2�D;r�+=�?n�n���@���n�D��;x���n�@�D�k��;1�e�t=4>@?J��;x�1=�?L�D;x?n�n�n�@���n�D��;�?t����Ãv�D��;Ùîc;�?1A���;r>@��Ãr�D��;
�D;£Ãñ���D;�?ãÃv��?Ë;�>rÆn;��%��;��D��=4�n��;��k>@�c��;L�D;�?ãÃv�k�k�k����>@?1Aj��=4�Ë;Ùîc;�Ãv�D��; L¥Á�ÁxÁ�Á�ÁrÃñ���D;�?Ë?n�n�n�@���n�D�}=4�cî¹;�� [ÀÃv�k�k�k����>@?
�D;)Ãñ���D;�?J=������@?n�n�����@;�?H�k>������n��;��D��?J�@=4>@?��+=v��=4>@�D;À�D;tÒÔ���)�¥�@;�>@��;

0 − 10 kHz
�����D�H�D>�ÒÔ�@?�;��+=4ìÂ;)�äÈ��D�����@;�ÓÔ�D;

Ä#Ãñö��n��;�?��D;��c�+=4Ãñö��n��;B×ñ�e  �D> =1¤j����>�����ÃvÃñ;������+=4���SM	�
AØ��; ���D����;�>@�»��;��1=4�����D�£�k>cÒÔ���nÃ5=4�n�����@;��D����õD�k�D�k�n� Ò ��:ô=
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?}���k�D�n����> �5��;À�D�����D��ö�Ãñ;x����?n���D;x�@=4>@?£�   =4Ãñ���k�����}=4�n�+��>��D;r�+=ñ¤j�k��;�?�?�;r�D;r�1=4�����D�F;��L�D;À�+=��1=4��=����k���x�D;x?n��������=4ìÂ;
�D;�?H�����c�k>�=4��;��D��? �
�H�L;�?L�k>@��;��n�n�k�n�@�D;�?À�k>@��¤��k�}=4�D��;�?À�e  =4�D�n��;v��=4�n� �e:ô=%��������>@?};v;�>#Ò ���)���@;�>@��;v;�>-�}õ�= ���@;2�����k>��)�e  �D>@;ñ?n�n�n�@���n�D��;
����Ãv�D��;ÙîD;�����Ãv�����n�}=4>��%�D;Ñ>@��Ãr�D��;��cî»Ãñ���D;�?5;�?��ñ�e  =4�D�}=4>����D�k�@?5?�;�>@?n�k�D��;�=4�cîQ��;��n�k��;�?ñ��;��n�n�D����=4�n����>@?#ÓÔ�D;
ìÂ����Ãñ���n�n��;�Aô�D;xÃ5=4�����n�+=4�����-�D;2����>@�c�k�n����>@?)�k�kÃv�k��;�? ×	���@;x�+=%�k��>@ì��@;��D�)�e ¢��>@�D;ñ�c�kÃv�k>��@;�Aô=4�D�n��;�Ãñ;�>��À�c�k� �¥�@;
�+=�Ò ���)���@;�>@��;ñ=4�Dì�Ãñ;�>���;1�ðKN;��n��;ñ?�;�>@?n�k�D�k�k�k���2�k>@�c�D�k�)��=%����?�?n�k�D�k�k�k���v�@;2�c� �e����;�>@��;�?t�n��ö�?t�kÃv�����n�}=4>���;�?À;�>��n��;2��;�?
����?��D�k�}=4��?����D��;�>��@? ��=4� ��;�? Ãñ���nõ@���D;�?NC�M < ;��Ø��;H����Ãv�����n��;�Ãñ;�>j������;��z�@;Ë�+=)?n�n�n�@���n�D��; � ÅcA<NjA-[DA-Z	� �¥¡£>ñÃñ���Dö���;
�D����;��nÃv�k>D��?���;%��=�?}�%?n�D�2�D;�?x¤�=4��;Ù�@��?x>@��Ãv�k>�=4��;�?v�D;%�D�����D�n��������?v�c�Q?nÈj?���ö�Ãñ;����n�@�c���%>@;%��;��D�2�D��>@�%��=�? ���n��;
��;��D����?};�>��}=4�n� ÒØ�c������Ãv�����n��;�Ãñ;�>��J;�>ÑÃñ�BÈ¥;�>D>@;�?H;��Ëõz=4�D��;�?ËÒ ���)���@;�>@��;�?H�D;t��;)?nÈc?n��ö�Ãñ;1�
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:�;v����Ãv�����n��;�Ãñ;�>��r�cÈj>�=4Ãv���¥�@;v�e  �D>-?�Èj?n��ö�Ãñ;2�c��?}����;��À=1È¥=4>��)�D;xÃr�D�k�n�k�D��;�?À�D;�ì�����?)�D;2�k�k��;��n���2��;��D�����n��;

�D�����n�k�H��=4���  ¢�(����=4�n����>�Ã5=4�n�n������;��k��;À?n�D�k¤�=4>���;AO

M{ü} + C{u̇} + K{u} = {F (t)}, Ó��1� L�×
��;�?t¤¥;�����;��D��? {u(t)} = {u1(t), ..., unm(t)}T ;�� {F (t)} = {F1(t), ..., Fn(t)}T A������@?)�D;��cî��D;v�c�kÃñ;�>@?n����> n

A
��;��D����?};�>��}=4>��H��;�?n��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��£��;t�D���D�+=���;�Ãñ;�>��J;�>Ñ�@>Ñ�����k>��H�D��>D>@�À;��Ë��;�?ËÒÔ������;�?H;Ùîj�����n��;��D��;�? �
:ô;)�D���D�+=���;ÙÃñ;�>j�H�Dõ�Èc?n�����@; {u(t)} ;�����;t�@�Ù�@��=���;�Ãñ;�>j�J=�?�?}�����k�)�@=4>@?��  ¢;�?n��=���;tÃñ���@=4� {q(t)} ?���>j�Ë�k����?Ë��=4�

{u(t)} = Φ{q(t)}, Ó��1�SMÂ×
���

Φ
;�?n�Ë�D>@;tÃ5=4�n�n����;À�D;t�c�kÃñ;�>@?�����>

n × m
�D��>�����;�?�����; �5����;�>���?

φik
?���>��H=4�D��;�����?£����; �5����;�>���?HÃñ���@=4�cî �

��=4���D����Ãr�D�k�n�k�D�k���1=4�n����>�Ã5=4�n���k����;��k��;�A��  ¢�)����=4�n����>/Ó��1� L�×ã?};L���������n�k�

M̃{q̈} + C̃{q̇} + K̃{q} = ΦT {F (t)}q, Ó��1� ÅÂ×
��� {q(t)} = {q1(t), ..., qnq(t)}T ;�?n�£��;À¤¥;�����;��D�L�D���D�+=���;�Ãñ;�>��t�@=4>@?£�+=ñ��=�?�;ÀÃñ���@=4��;x;��

M̃
A
K̃
A�;��

C̃
�@=4>@?£��;

�1=�?Ø�e  �D>vÃñ���Dö���;��e  =4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>�� �D���������n�n����>D>@;��
AÂ?}��>��F��;�?�Ã5=4�n�n����;�? �c�+=4ì���>z=4�k;�?BA���;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;Ù>j� �D;ãÃ5=�?�?�;�A
�D;t�}=4���D;��D�£;����e  =4Ãñ���n�n��?�?};�Ãñ;�>��1Az=1¤¥;��

M̃ = ΦT
MΦ

A
K̃ = ΦT

KΦ
;��

C̃ = ΦT
CΦ

�
:  ¢�)�¥��=4�n����>"Ó��1�SMÂ×N��;��D�£=4������?H?1 ¢�����n�k��;�A@�����D�

i = 1...nm
O

ui(t) =

nq
∑

q=1

φiqqq(t).
Ó��1� N�×

:ô;�?nÈj?���ö�Ãñ;��e ¢�)�¥��=4�n����>@?%�D�������D�D����;�?#Ó��1� ÅÂ×v;�?��5����>@?n�n�k�n�@�¾�D;
nq
�)�¥��=4�n����>@?��k�k>@�1=4�k��;�?�;��5��;�?5����Ãv����? =4>���;�?

q̂q(ω), q = 1...nq
�c�¹¤¥;�����;��D� {q̂(ω)} ?���>��ã��;�?ã�n�}=4>@?nÒÔ���nÃñ��;�?��D;tC@���@�n��;Ù�H�D;�?Ë����Ãv����?}=4>���;�? qq(t), q = 1...nq�c��¤¥;�����;��D� {q(t)} A@�D��>D>@��;�?���=4�UO

q̂q(ω) =

nm
∑

m=1

φmqF̂m(ω)

(ω2
q − ω2) + 2jωωqζq

,
Ó��1�S[Â×

=1¤¥;��
ωq =

√

kq/mq
;��

ζq = cq/(2
√

kqmq)
A
mq
A
cq
;��

kq
�D��?��kì�>�=4>��t��;�?t��;��nÃñ;�?À�c�+=4ìÂ��>�=4�cî#��;�?n��;����n� Òm?)�D;

M̃
A
C̃
;��

K̃
�

¡H�n�k�k��?�;���Ó��1�S[Â×2�@=4>@?v�+=��n�}=4>@?ÇÒm���nÃñ��;��D;ÑC@���D�n��;��5�D;-Ó��1�SMÂ×x��;��nÃñ;��5�e ¢�����n�k��;Ñ�+=¾ÒÔ��>@���n����>��D;¹��������>@?�;�;�>
ÒÔ���)���@;�>@��;ñÓmC�E£CØ×

ûi(ω)
�����D�

i = 1...nm
O

ûi(ω) =

nm
∑

m=1

nq
∑

q=1

φiqφmqF̂m(ω)

(ω2
q − ω2) + 2jωωqζq

.
Ó��1�SZÂ×
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M�>�?��D�D����?}=4>��Ë��;J�D�����D��ö�Ãñ;À=4�cî%¤�=4��;��D��?ã�D�����D��;�?�����Ãv�D��ö���;�Ãñ;�>�������?}���k��Ac�+=rÃ5=4�n�n����;tÃñ���@=4��;
Φ
����>��n��;�>��

=4�D�}=4>��)�D;r¤¥;�����;��D��?L�D�����D��;�? �¥��  �k�FÈ�=��@;x�D;�ì�����?)�D;x�k� ��;��n�}�2�@=4>@?L�+=5Òm���nÃr�D�+=4�n����>-�c�#�D�����D��ö�Ãñ;2Ã5=4��?t�@=4>@?
�+=ñ�D�}=4�n���¥�@;r�D>¾�D���������D�x�D;À�n����>@�1=4�n�D��;rÃñ���@=4��;x;�?n�L=4�D�D�k���¥�@� O@��;�?£Ãñ���D;�?J����>@?};��n¤Â��?J;�>Dì�������;�>��J�D>@;r��=4>@�D;
�D;rÒ ���)���@;�>@��;x�D�k�@?J�+=4�nìÂ; �¥�@;2��;��k��;2?n�D�L��= ���@;��k��;x�+=%?����k�D�n����>�;�?��J��;��}õ@;����}õ@��;�Ae�}=4>@�c��? �¥�@;x��;�?JÃñ���D;�?t�e ¢�����c��;
?n�D�����n��;��D�H?���>j�Ë�D�n��?�;�>�����Ãv�D��;)�D>D���¥�@;�Ãñ;�>��£����ÃvÃñ;t�D>@;t�n�kì����c�k���À=��D�c�k�n����>D>@;��k��;1�z:Ø  �k> �@�@;�>@��;À�D;)��;�?ËÃñ���D;�?
�e ¢�����c��;£����;�¤¥��?��D���k�N�e  =4� �k��;��D��? ���n��;H�D�n��?�;H;�>�����Ãv�D��;£�����D� �  ¢���D��;�>j�n����>¹�D;�ì��}=4>@�D;��D��?N��>@;��nìÂ���n�����@;�?���;��k��;�? ���@;
�   �k>���;�>@?n�k���5�D;ñ?n�n�n�@���n�D��; � �1Á � � �N��;�> �¥�� ¢;��k��;2Òm���D�n>D��?�?�;ñ�D;�?t����?��D�k�}=4��?tÒÔ��>@���n����>@? �%�+=%ÒÔ����?)�@;2�+=%ÒÔ���)�¥�@;�>@��;ñ;��
�D;��  ¢;�?n��=���;�A��   =4�D�D�����}õ@;¹��=4�2?�È�>��nõ@ö�?�;�Ãñ���@=4��;%��;)���D��;��n�v�D��>@���D>@;¹�D����;��nÃv�k>�=4�n����>Q�D��������?�;¹�D;�?rÒÔ���)�¥�@;�>@��;�?
�D�����D��;�? �D;Ë�+=t?n�n�n�@���n�D��;����n�@�c����;£=4�k>@?n� ���@;Ë�D;�? �D�ÙÒÔ���nÃñ��;�?N=�?�?���������;�?1AÂ��;����D�D>� ¢;�?n�Ø����?�?n�k�D��;����@;Ë?n�D��;ËÃ5=4�k�k�+=4ìÂ;
;�?n��?n� �5?}=4ÃvÃñ;�>�� 3@> ��.£����;��n��;£�D����;��nÃv�k>�=4�n����>�Aj;
�e;����n�@��;£;Ùîj�����n�kÃñ;�>��}=4��;�Ã5;�>��ã����>��DÃñ���n���¥�@;�Ãñ;�>��tÓ ��=4���D>@;
Ãñ���nõ@���D;x�D;)�äÈj��;ÀCFMØ<�×ÙA�?1  =1¤¥ö���;À�e  =4�D�}=4>��J�D�k�@?H�kÃv�D��������?�; �¥�@;)�  ¢�����c��;x�D;�?HÃñ���D;�?L=4�Dì�Ãñ;�>���;1��:Ø  =4�D�D�����}õ@;
��=4�H?nÈ�>j�nõ@ö�?�;LÃñ���@=4��;);�?����D��>@�t�D>@;tÃñ���nõ@���D;À�D;�?n�n�k>@��;À=4�cî¹��=�?�?};�?NÒÔ���)���@;�>@��;�? �

'+(*'+(�� ' � �&0#��
�(����.��
 � /�% ���5��� 
�/�%!� /��5�.%/( � �#�2�#� ��%!�
:�;�?£Ãñ���nõ@���D;�?£��=�?���;�?£?n�D�H�+=v>@���n����>��e ¢������Ãñ;�>���?L���}=4>��£;�>¾�D�}=4�n���¥�@;À��;�?n�n��;��k>���;�?L=4�¾�D��Ã5=4�k>@;x�D;�?H��=�?�?�;�?

Ò ���)���@;�>@��;�?1A�;��k��;�?2�D���k¤Â;�>�� ���n��;¹=4Ãñ���k��������;�?2�����D�x�D����ì���;�?�?};Ù�x¤¥;���?r��;%�D��Ã5=4�k>@;%�D;�?xõ�=4�D��;�?rÒ ���)���@;�>@��;�? ��:�;�?
?����k�D�n����>@?�;�>�¤j�k? =4ìÂ��;�?������D����;��n��;�=4Ãñ���k�����}=4�n����>S?���>���>@���}=4ÃvÃñ;�>����D����?};�>�����;�?��@=4>@? �2�1� � �ÀKN;�?�?����k�D�n����>@?
��;��D¤Â;�>�� ���n��;t����?n�DÃñ��;�?H����ÃvÃñ;)?��D�k� O
• ��;��}õ@;����}õ@;��£�D;�?H?����k¤Â;��D��?�>��DÃñ���n���¥�@;�?£; �5�1=���;�?H;�>���;��nÃñ;)�D;)�����D�H�D;)�1=4���Ù�@� �
• ���D�n�kÃv��?�;��H��=v�D;�>@?n�k���)�c��Ã5=4�k�k�+=4ìÂ;)�����D�H���D��;�>D�k�H�D>@;t������=4�n�n�k�n����>��D>D� Òm���nÃñ;)�D;t�  ¢;��n��;��D�	�
• �D������Ãv����?�;��ã��;L?nÈj?���ö�Ãñ;£���n�@�c���J��=4�ËM�����Ãñ;�>���?ËC��k>D��?ã;�>%�D�k�@?n��;��D��?Ë?����@?��
?�Èj?n��ö�Ãñ;�?Ë= 3@>¹�D;£Ãñ;��n�n��;L;�>¹�D�+=���;�D>��1=4�����D�ô��=4�}=4�k��ö���;
�
• �D��¤Â;������D��;��£�D;�?ãÃñ���nõ��¥�@;�?H>�  �D�n�k�k��?}=4>�����=�?��D;LÃ5=4�k�k�+=4ìÂ;À= 3@>��D;t?B  = ���}=4>@�}õD�k�H�c�������D���@;J�+=xìÂ��>@���}=4�n����>¾�D;��;��k�D� �
���4�ð�F=4�nÃv� ��;�?tÃñ���nõ@���D;�?À��;���;�¤�=4>��À�D;ñ��;ñ�D;��n>D��;��)�����k>��r?�;2�n�����D¤¥;�>��)�+=Ñ<����nõ@���D;ñ�D;�?ÀM�����Ãñ;�>���?

Ö���;����n�}=4�cî � �1Ä � ���D� ����Ãr�D�k>@;ñÃñ���nõ@���D;�CFMØ< ;��r=4>�=4�kÈc?�;ñ?n��;����n�}=4��;1��Öj��>��D�n�k>@���k��=4�ã=1¤�=4>��}=4ìÂ;5?��D�)��;�?
Ãñ���nõ@���D;�?LCFMØ<¼�n��;�>��t=4�¾Òm=4�k�	���@;À�+=ñÃ5=4�n�n����;2�D;À�}=4���D;��D�t;�?n�J�1=4�����D����;2�@=4>@?£��;x�D��Ã5=4�k>@;ÀÒÔ���)���@;�>��n��;�� A
��; ���D�Ø��¤��k��;ñ�D;ñ�D;�¤Â���k�)�}=��ñ>@;��À��;2Ã5=4�k�k�+=4ìÂ;ñ������?����@;2�+=¹����>Dì��@;��D�r�e ¢��>@�D;ñ�c�kÃv�k>���; �ô:ð=Ñ<¾���nõ@���D;ñ�D;�?
M�����Ãñ;�>���?ñÖ���;����n�}=4�cî/;�?n�À�����D�r�   �k>@?n�}=4>j�2=4�D�D�k���1=4�D��; ���D;�?r?n�n�n�@���n�D��;�?r�D����?};�>��}=4>��r�D>@;5ìÂ����Ãñ���n�n��;%;��
�D;�?J����>@�c�k�n����>@?t�k�kÃv�k��;�?L?n�kÃv�D��;�?��2�1¿DA �QL@A ��M	� ��G£�k>@?n��;��k��;x��;��nÃñ;��t�e ¢���D��;�>D�k�L��=4�L;ÙîD;�Ãv�D��;x�@;�?LCFE£C»�D;
��=4�n��;�?H�����D�D����;�?H;��H�D;�?Ë�D�+= ���@;�?Ë� =4�k�D�k;�? �2�1Å	� �

• ¡H��� �k��?};��ô�D>@;N=4�D�D�����}õ@;���=�?���;�?n�D�ð�D;�?ð�D��¤¥;������D��;�Ãñ;�>���?F;�>x?����n��; �D; �+=�?}��� �@�n����>�Aà��;�?ð;Ùîc��=4>@?n����>@?ð¤Â���n� 3z=4>����k;�?�)�¥��=4�n����>@?��c�5�D�����D��ö�Ãñ;1�cKJ ¢;�?��Ø��;H�1=�? �D;��+=tÃñ���nõ@���D;�� �ã<¼Ó �����D���/=1¤Â; �Ë=�?�;��5<¾;��nõ@����× �2�#N � �¥�D�z;�?n�
��=�?���;H?n�D�Ø�   =4�D�D�����}õ@;£�k>@�c�k��;�����;£�D;HÕô��;
��� ' �2��[	� �¥:ô=tÃñ���nõ@���D;�� �ã< >@;���;)���D��;��n� ��=�?��D;H�c��?��������n��?}=4�n����>
3@>@;N�c�v�D��Ã5=4�k>@;Ë;���=£�@��>@�N�D� ���n��;Ë=4�D�D�k�����@��;Ë=1¤¥;��N?n�@����ö�?�;�>x��=�?�?�;�?F;��FÃñ�BÈÂ;�>D>@;�?�ÒÔ���)�¥�@;�>@��;�? �2��ZDA�Ä�Á	�
A
;��Ë��=4�ÇÒm����?�;�>�õ�=4�D��;�?ËÒÔ���)�¥�@;�>@��;�?�� Ä�� � �

KN;���;�>@�@=4>��1Aj����ÃvÃñ;H�k���  ¢;�?n� �k>@�c�����@�£�@=4>@? �2�1� �
A¥?��@��;�?�?����k�D�n����>@?N��>��DÃñ������;�?��D���������D;�ÃvÃñ;�>j�ã?���>����1=4��=4�D��;�?N�D;
�c�kÃv�k>��@;��H��;t�����D�H�D;)�1=4�����D� A�;��k��;�?Ë>@;)?���>��������D����;LÃñ��Ãñ;�>��H��=�?£=4�D�D�k����=4�@�k;�? �2�D;�?ËìÂ����Ãñ���n�n��;�?£����Ãv�D��;ÙîD;�? �

:Ø  �D>@;��D;�?t�D�};ÙÃv��ö���;�?rÃñ���nõ@���D;�?r����>@?n�n�k�n��=4>��À�@>@;5=4Ãñ���k�����}=4�n����>"�D;�?)Ãñ���nõ@���D;�?r�D����;��nÃv�k>D��?n�};�?x;�?n�À��;��k��;
�D��¤Â;������D����;2��=4�ÀÖ �j�@�c� '�È ��A�=4�D��;�����;����
	���
���	������������������ � Ä�Ä �
A �¥�D�ðÒm���D�n>D�k�L�D>@;x��������>@?�;xÃñ�BÈ¥;�>D>@;�Ae=4�D�n�}; �
Ãñ;�>��À�c�k�)�D>@;v�k�kì�>@;vÃñ���c�+=4>@;5;�>��n��;v����?}��>D>�=4>@��;�?À;��r=4>��n� � ����?���>D>�=4>@��;1? �ô:Ø  ���D��;5?����@? �kÆn=���;�>���;ñ;�?n�À�D;v�D�����n�k��;
�+=2��������>@?�;)�cÈj>�=4Ãv�����@;)�D;)?nÈc?n��ö�Ãñ;�?�����Ãv�D��;Ùîc;�?£;�>��D�n�k�k��?}=4>��£?�;��D��;�Ãñ;�>��#�¥�@;������@;�?���=4�}=4Ãñö��n��;�?£?n�kì�>D� 3��1=4�n� Òm?1A
;�>��n��;x=4�D�n��;�?£�+=ñÃ5=�?�?�;�A��+=5�D;�>@?n�k���ÀÃñ���@=4��;x;��£�+=v�����1=4�k��?}=4�n����>��D;)�  ¢;ÙîD���k�}=4�n����> ��âä�ð;Ùîc�k?���;À��ì¥=4��;�Ãñ;�>��L�e  =4�D�n��;�?
=4�D�D�����}õ@;�?��D����;��nÃv�k>D��?n��;�?1AD����ÃvÃñ;J��=4�Ë;Ùîc;�Ãv�D��;L��=x<¾���nõ��¥�@;L<¾���@=4��;L<��BÈÂ;�>D>@��;�� Ä�¿DAcÄ�L�� ÓÔG£<�< �����D�ËGô¤¥;
�
�}=4ìÂ;��Q<¾���@=4�Ë<�;��nõ@����× �¥�D�Ë����>@?n��?n��; ��?�����;����n����>D>@;��ñ�D>U>@��Ãr�D��;¹�����c�D�k�ñ�D;%Ãñ���D;�?v�e  �D>@;Ñ?n�n�n�@���n�D��;¹�����D�



%zÊ T Ü>\+\2�4� �W=+*-'/'���35�#"$'��#"$()�+*-' �

��;��D����?};�>���;�����;£����Ãv�����n��;�Ãñ;�>��Ë�cÈ�>�=4Ãv�����@;£�D;��  ¢;�>@?�;�Ãr�D��;J�D;�? Ãñ���D;�? �¥¡£>%=4�D�n��;£;ÙîD;�Ãv�D��;£;�?n� �  ¢GH>z=4� Èc?�;H<��0�
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�
Ãv��;��Ë�����c��;1�j:ô=À�D��� >��Ù�k��=4��;t����>@���k�@?n����>Ñ�D; � ÄVM	�e;�?n� ���@;H������? �¥�@;£��;H>���Ãr�D��;J�D;£Ãñ���D;�?tÓÔ;�>%�  ¢�������D�n��;�>@��;t�e  �D>@;
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AØÒm��>@���n����>]�c� ¤Â;�����;��D�%����?n�k�n����>

r
A��D���n�k¤Â;

�c�Q������;�>��n��;��H?��1=4�+=4�k��;
φ
�FM�>��D;�õ@����?ñ�D;�?v?����@����;�?BA���;¹������;�>��n��;��H?��1=4�+=4�k��;

φ(r)
;��2��;Ñ�D���D�+=���;�Ãñ;�>��

u(r) =
grad φ(r)

?}=4�n��?nÒÔ��>��L�  ¢�)�¥��=4�n����>-�D; �J;��kÃvõ@���k� 'ñ?��1=4�+=4�k��;v;��L¤Â;��������n��;��k��;�A���;�?���;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��
(∆ + k2)φ = 0

;Ù�
(∆ + k2)u = 0

A@���Ñ��;t>@��Ãr�D��;)�e ¢��>@�D;
k
;�?n�H�D�
3@>D����=4�

k =

√

ρω2

λ + 2µ
.

ÓmÄ�� ÄÂ×

KN;t>@��Ãr�D��;À�e ¢��>@�D;t��;��D� ���n��;)�����n�k�H?}���@?Ë�+=rÒm���nÃñ;
k = k0(1 − jθ)

AD���

k0 =

√

ρω2η2/(2(λ0 + 2µ0)(1 + η2)(
√

1 + η2 − 1))
ÓmÄ�� ¿Â×

;�?��Ë�+=x��=4�n�n��;)����;��k��;)�D;
k
;��H���

θ = (
√

1 + η2 − 1)/η
ÓmÄ�� L�×

�D��;�>@�v;�>2����Ãv�D��;ã�+=£�c��?}?n�k��=4�n����> ���t=4>@?���;ã�1=�?F�D;N�+=£?��D��;��n����?n�k�n����>ñ�D;N�D;��cîx��>@�D;�?F�D�+=4>@;�?F����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;1?HÓÔC�� �
ì��D��;ÀÄ�� ÅÂ×ÙA@�k;t������;�>��n��;��ð?��1=4�+=4�k��;

φ(r)
?B ¢���Ù��� �

φ(r) = A e−jkA . r + B e−jkB . r,
ÓmÄ��SMÂ×
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kA
A
kB

;��
A
A
B
?}��>��x��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��v��;�?x¤¥;�����;��D��?v�e ¢��>@�D;�?v;��2��;�?ñ=4Ãv�D�k�k�n�@�D;�?ñ����Ãv�D��;Ùîc;�?ñ�D;�?2�D;��cî

��>@�D;�? �D�t=4>@?Ë��;L��;���ö���;�Ó
O
A
ex
A
ey
×LÓÔC��kì��D��;ÀÄ�� ÅÂ×ã���Ñ�+=v�c�k��;����n����>��c��¤Â;�����;��D�H�D;t��=�?�;

ex
;�?n���D��>D>@��;t��=4���+=

�D��?}?�;����n�n����;t�D;�?Ë�c�k��;����n����>@?H�D;�?Ë��>@�D;�?��e  =4Ãv�D�k�k�n�@�D;�?
A
;��

B
Aj��;J¤¥;�����;��D�Ë����?n�k�n����>

r
?1 ¢�����n�k�

r = x ex + y ey;�����;�?Ë¤¥;�����;��D��?H�e ¢��>@�D;�?
kA

;��
kB

?1 ¢�����n�k¤¥;�>��
{

kA
kB

=
=

k cos (α/2) ex − k sin (α/2) ey

k cos (α/2) ex + k sin (α/2) ey,

ÓmÄ�� ÅÂ×
���

α
;�?��2�   =4>Dì���;�;�>��n��;¹��;�?ñ�c�k��;����n����>@?��D;�?ñ�D;��cîQ��>@�D;�?

A
;��

B
ÓÔC�� ì��@��;�Ä�� Å�=Â×
�Ø:ô;¹¤¥;�����;��D�5�D���D�+=���;�Ãñ;�>j�

u(r) = grad φ(r)
?1 ¢�����n�k�£=4������?

u = −jk cos (α/2)
(

A e−jkA . r + B e−jkB . r
)

ex+jk sin (α/2)
(

A e−jkA . r − B e−jkB . r
)

ey.
ÓmÄ�� N�×
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Re

O

exey

kA

kB

α

3 �

Re
O
ex
ey

kA
kB

α

�������ÂÄ��¢Å � K�õ�=4Ãv�v�e ¢��>@�D;�?F�D�+=4>@;�? O4=Â×ô�k>���;��ÇÒÔ����;�>@��;Ë�e ¢��>@�D;�?F�D������=4ì¥=4�n�k¤Â;�?BA4�z×ô��;��k�k�D��;ã�D;��@?};Ù���D�0� ��;��n���¥�D�����k����c��������;�>��n��;����c�%�D���D�+=���;�Ãñ;�>��
φ
A¥���n��;�>�����;J?��D�k¤�=4>��

(ex, ey)
A
(O, ex)

���}=4>����+=)�D��?�?�;����n�n����;J�D;�?��c�k��;����n����>@?ã�D;�?
��>@�D;�?

A
;��

B
�

G´��=4�n�n�k�£�c���}õ�=4Ãv�¾�D;t�D���D�+=���;�Ãñ;�>j�
u
��;��D¤¥;�>�� ���n��;À���D��;�>��@;�?H�@;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?&����=��c�}=4�n�����@;�?H����Ãv�D��;ÙîD;�?

�D��>�����;�?���=4�n�n��;�?%����;��k��;�?���;��D����?�;�>���;�>j�%��;�?�Ãñ�BÈÂ;�>D>@;�?%��;�Ãv������;��k��;�? �ã�F=4�nÃv�L��;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�? �¥�z=��c�}=4�n���¥�@;�?¹?�;
�n�����D¤¥;Ù>j���D;�?ãì��}=4>@�D;��D��?H��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?���;��k��;�?��¥��;J�   �k>���;�>@?n�k���)�D;L?n�n�n�@���n�D��;

I
Aj�+=2�D;�>@?n�k���t�e ¢��>@;��nì���;)���k>@���n���¥�@;

T
Az�+=��@;Ù>�?n�k���2�e ¢��>@;��nì���;v�D;x�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>

U
Az�+=%�D;�>@?n�k���2�e ¢��>@;��nì���;2�����}=4��;

W
;��L�+=��D;�>@?��k���x��=4ì�� =4>Dì���;Ù>@>@;

L
�

Õð���D��;�?£��;�?&�¥��=4>��n�k����?£?���>��H�D�
3@>D��;�?£�@=4>@?H��;t�}=4�D��;1=4��Ä��2�À��� ∗ �D��?��kì�>@;t�+= ����=4>��n�k���À����Ãv�D��;ÙîD;À����>�Æê�Dì��@��;�A ⊗��;L�D�����c�D�k�H��;�>@?����n��;��ð����>��n�}=������À;�� ⊗ ��;t�D�����c�D�k���};Ù>�?����n��;��ô�D���D�D��;�Ãñ;�>��J����>��n�}=����������

�k>���;�>@?n�k���À�D;t?��n�n�@���n�D��;
I = jωσ⊗u∗/2

�D;�>@?n�k���)�e ¢��>@;��nì���;À���k>@���n�����@;
T = ρω2u . u∗/4

�D;�>@?n�k���Ø�e ¢��>@;��nì���; �D;Ø�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>
U = σ⊗ε∗/4

�D;�>@?n�k���)�e ¢��>@;��nì���;)�����}=4��;
W = T + U

�D;�>@?n�k���t�+=4ì��}=4>Dì���;�>D>@;
L = T − U

����� ��Ä��2� � á�=4�n�+=4�D��;�?H��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?
M�>�����>@?����D���}=4>��J������Æn���D��?£�+=5?n�D��;��n����?n�k�n����>#�D;r�D;��cî¾��>@�D;�?£�D�+=4>@;�?J����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;�?ñÓÔC��kì��D��;xÄ�� ÅÂ×ÙAz�   �k>���;�>@?n�k���
�D;À?��n�n�@���n�D��;

I
;��H�+=5�D;�>@?n�k���r�e ¢��>@;��nì���;x�D;r�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>

U
?B  ;Ùîc�D�n�kÃñ;�>��L;�>�Òm��>@���n����>��c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��

u
;��

�D;)?���>Ñ������;�>��n��;��
φ
Ac��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��

I = −jρω3

2
φu∗

ÓmÄ��S[Â×
;��

U =
ρω2

4
k∗2

φφ∗.
ÓmÄ��SZÂ×
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 �
Q ��� ��� ��� � ���'��� � �
��� � q ≥ 2

���
R ��� ��� ��� � ��� �L� � �
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J486�1B:�*�6�1<(+=?:�1A@

� � � ��� ��� � ����� Q
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R
#��B��� ��� � ���C��� � �
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KN��Ãv�D��;)��;�>����D;�?H;Ùîj�D��;�?�?�����>@?��D;
φ
ÓmÄ��SMÂ×ã;����D;

u
Ó Ä��SN�×�A

I
;��

U
?1 ¢�����n�k¤¥;�>�����;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��

I =
ρω3

2
k∗















cos(α/2)
(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r + BB∗e−j(kB−k∗B) . r

+AB∗e−j(kA−k∗B) . r + BA∗e−j(kB−k∗A) . r
)

−sin(α/2)
(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r − BB∗e−j(kB−k∗B) . r

−AB∗e−j(kA−k∗B) . r + BA∗e−j(kB−k∗A) . r
)















ÓmÄ��2�1ÁÂ×

;��
U =

ρω2

4
k∗2

(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r + BB∗e−j(kB−k∗B) . r

+AB∗e−j(kA−k∗B) . r + BA∗e−j(kB−k∗A) . r

)

.
ÓmÄ��2�1�B×

:ð=À��=4�n�n��;L����;��k��;
Re(U)

�D;£�+=x�D;�>@?n�k���L�e ¢��>@;��nì���;t�D;J�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>Ñ��;��D����?�;�>���;L�+=r�D;�>@?��k���L�e ¢�Ù>�;Ù��ì��k; ��?��������Â��; �
�}=4>@�c��? ���@;Ø?}=ã��=4�n�n��; �kÃ5=4ì��k>�=4�k��;

Im(U)
;�?����D���������n�n����>D>@;��k��;%�ã�+=Ë�D�D��?�?}=4>@��; ���c��?�?n�k����; � �à:ô=��D;�>@?n�k��� �e ¢��>@;��nì���;

���k>@���n�����@;
T
;�?n�v�D>@;�;ÙîD��;��D�n����>�A ;�>Q�}=4>j�+�¥�@;�?�;��D��;Ñ¤�=4�n�+=4�D��; �¥��=��c�}=4�n�����@;Ñ�D�D��;�Ãñ;�>�������;Ù�k��;���=4�nÃv�£��;��k��;�?

�D����?};�>�����;�?H�@=4>@?���;L�}=4�D��;1=4��Ä��2�AO

T =
ρω2

4
kk∗

(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r + BB∗e−j(kB−k∗B) . r

+ cos α
(

AB∗e−j(kA−k∗B) . r + BA∗e−j(kB−k∗A) . r
)

)

.
ÓmÄ��2�1ÄÂ×

:ô;��1=4�}=�����ö���; ����=��c�}=4�n���¥�@;��D;���;�?v¤�=4�n�+=4�D��;�?vÒ =4�k� ���� ¢;��k��;�?5?���>��ñ����ì���;�?ñ��=4�5�D;�?5����Ãv����?}=4>���;�?��D;Ñ¤¥;��Ù�};Ù�@��?
�e ¢��>@�D;

kC − k∗
C
′

Aã���
C
;��

C
′ �D��;�>D>@;�>�����;�?¹¤�=4��;��D��?

A
���

B
;������ ∗ �D��?n�kì�>@;���;�>@��Ãr�D��;-����Ãv�D��;ÙîD;����>�ÆÇ�Dì��@�1�

� ��� V-�&% ��
�
���
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 ����
 � �Ë��������
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 ��� �F� �H� �z��������
 ��� #��r� ��
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:ô=¾�D;�>@?n�k���¹�e ¢��>@;��nì���;¹���k>@���n���¥��;
T
ÓmÄ��2�1ÄÂ×ÙAð�+=¾�D;�>@?n�k���¹�e ¢��>@;��nì���;¹�D;%�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>

U
ÓmÄ��2�1�B×ÙAð�+=¾�D;�>@?n�k���

�e ¢��>@;��nì���;5�����}=4��;
W = T + U

A��+=Ñ�D;�>@?��k���v�+=4ì��}=4>Dì���;�>D>@;
L = T − U

;��)�   �k>���;�>@?n�k���5�D;ñ?��n�n�@���n�D��;
I
ÓmÄ��2�1ÁÂ×

�D����?};�>���;�>��¹��;�?%Ã��ÙÃñ;�?¹>@��Ãr�D��;�?Ñ�e ¢��>@�D; O
kA − k∗

A

A
kB − k∗

B

A
kA − k∗

B

;��
kB − k∗

A

�NM�> �}=4��?���>_�D;¾�+=
?��D��;��n����?n�k�n����>¾�e ¢��>@�D;�?H�D�+=4>@;�?1A@��;)�}õ�=4Ãv�¾�D;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>��vÓmÄ�� N�×ã;�?��Ë�@?};��@�D�0� �����n�����c���¥�@;�A�;�����;�?H�c�kÃñ;�>@?n����>@?
�D;t?}=r��;��k�k�D��;t�D;L�@?�;��@�D�0� �����n�����c�����k���À?n��=4�n�+=4��;t?���>��Ë�D����;��nÃv�k>@��;�?���=4�ã�+=r����>Dì��@;��D�H�e ¢��>@�D;

λ0
;��Ë�  ¢���n��;�>��}=4�n����>

�D;�?��D;��cîÀ��>@�D;�?ãÓÔCð�kì��D��;ãÄ�� Å4�z×
�à:�;�? ����=4>��n�k����?���>@;��nìÂ���n���¥�@;�?1A4;�>r�}=4>�� �¥�@;Ø¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n���¥�@;�?1Aà�D����?�;�>���;�>��
�D��>@�H�D>@;£��;��k�k�D��;£�D;��@?�;��@�D�0� �����n�����c�+���k���L?n��=4�n�+=4��;£�D;�����>Dì��@;��D�ã;�� �+=4�nìÂ;��D��Ãñ���k�n����?N�D;H��;��k��;�?N�D;

φ
�¥:ô=À?n�D�ÇÒ =���;

S
�D;�?5��;��k�k�D��;�? �¥�D���1=4�}=��������n��?};���;��n��;Ñ�@?�;��@�D�0� �����n�����c�+���k���¾;�?n�ñ�D�
3@>D��;��@=4>@?ñ��;¹��;���ö���;

(O, ex, ey)
AF��=4�ñ��;�?

�c�kÃñ;�>@?�����>@?
S =

λ0

2|cos α| ×
λ0

2|sin α| .
ÓmÄ��2�1¿Â×
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I
�D;H���������D��>D>@��;�?N�1=4�n����?��k;�>D>�;�?

Ix
;��

Iy
?���>�� �D�
3@>D��;�?���=4�

dx/Ix = dy/Iy
;������D��;�>��@;�? ����� �t�   =4���D;

�e  �D>�?}�}õ@��Ã5=v�D;tEH�D>DìÂ;��L�D�n�}=+� L5=4�D�@���1îj�kÃ5=4�n����>@? �
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kB − k∗B

Aà�D��;�>�=4>���;�>x����Ãv�D��;N��;�?F����>��n�n�k�D�D�n����>@?
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�   �D>@;À�D;L�   =4�D�n��;�A
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kB − k∗A
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;��
kB − k∗B�����D�J��;�?J�D;��cî��D��;�Ãv��;���?L��;��nÃñ;�?J�@;À�  ¢�)�¥��=4�n����>»ÓmÄ��2�1ÄÂ×n×
�eKN;�?J��>@�D;�?J��;��D¤¥;�>�� ���n��; ����=4�k� 3���;�?L�e ¢��¤�=4>@;�?���;�>���;�?

�1=4����;�?Ë>@��Ãr�D��;�?H��  ��>��D;À=�?�?���������?BAD�D;L�+=xÒm���nÃñ;
k − k∗ A@?���>����D;�?��kÃ5=4ì��k>�=4�k��;�?H�D�D��?rÓÔCð�kì��D�};À¿�� ÄÂ× O

k − k∗ = 2jIm(k) = −2jk0 θ = −j
4πθ

λ0
.

Óm¿�� ÄÂ×

:�;�?N����Ãv����?}=4>���;�?��)ì��}=4>@�D;J���}õ�;Ù�k��;L�D;�? ¤�=4�n�+=4�D��;�?%�¥��=��c�}=4�n�����@;�?N�@�Ù��;�>@�@;Ù>j�ã�D��>@�J�D;H�   =4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>��	�c;��k��;�?
�����n��;�?n����>@�D;�>����L�+=)�D����������?�?}=4>@��;Hì�������=4��;£�D;Ë�D�D��?}?}=4>@��;H�1=4�@?���;���=4� ��;�? �Dõ@��>@��Ãñö�>@;�?N�c��?�?n�k��=4�n� Òm? ;����D�����n�k¤Â;�>��
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��;�?Ø�n�}=4>@?nÒÔ;��n��? ��>@;��nìÂ���n�����@;�? �L�D>@;H���}õ@;��k��;�ì��}=4>@�D;H�D;�¤�=4>��Ø�+=L����>Dì��@;��D�N�e ¢��>@�D;1�jKN;��n��;£=4>�=4�kÈc?�;�?1  =4�D�D�k�����@;�>@�0�
�}=4ÃvÃñ;�>�� =4�cîx�}õ�=4Ãv�@?F�D>D���c�kÃñ;�>@?�����>D>@;���? Oà��;�?F¤�=4�n�+=4�n����>@?Fì�������=4��;�?Ø�D;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?���>@;��nìÂ���n���¥�@;�?HÓÔC��kì��D��;Ë¿��2���z×
?}��>��ËìÂ���D¤¥;��n>@��;�?���=4����;L>@��Ãr�D��;À�e ¢��>@�D;�Óm¿�� ÄÂ×
�

����� V � ���  
 � � �r���x� ����� 
�� #&��� ��
_� 
�
�� 
���� ���#��
��  r����
 ���x� � ����
6��� � � � �  ��

� �
���&%���
 
���


:�;2�@�D�)�D;v��;��n��;v��=4�n�n��;ñ;�?n�)�D;2�D����?�;�>��};Ù�À�D>@;xÒm���nÃr�D�+=4�n����>���>@;��nìÂ���n�����@;ñ;Ùî@=�����;2�����@�t�����D��;2ÒÔ���)�¥�@;�>@��;�A
�@=4>@?���;)�1=�?��e  �D>�?nÈc?n��ö�Ãñ;L�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;�� �2�1Å!N	� �
��(�� (*' �'
�� �23�$ (�������
�� %5� � 
�( � $20�������
 � %&��/�� .20#�+* %!��%!� �

¡H>�?nÈc?n��ö�Ãñ;Ë�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;�� Aj�@=4>@? ��;)�¥�@;���?�;��D��;�?��D;�? ��>@�D;�?�����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;�?ã?�;Ë�D������=4ìÂ;�>��tÓÔC��kì��D��;£¿�� ¿Â×ÙA
;�?��À����>@?����D�����5�����4��Öj;��D��;�?r��;�?Àõ�Èj�����nõ@ö�?�;�?r���k����;�?2=4�/�D���D�D�x�D;5�+=Ñ��=4�n�n��;%Ä�� ¿�?���>��)ÒÔ���nÃr�D����;�? �ô�F���D�r�}=4�D��;�� A
�k�ô?B  =4ì��k�H�D;AOD��;��n�k��?£�D���D�+=���;�Ãñ;�>���?J;�����;��n�k��;�?£�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>@?1A@Ãv�k�k��;��¾�D;)�D������=4ì¥=4�n����>¾õ@��Ãñ��ìÂö�>@;r;�����?����n������;
=1¤¥;��)=4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>��Hõ�Èj?����������n���¥�@;);�������ì��kÃñ;tõ�=4�nÃñ��>D�����@;1�

fx

xa−L1 L2

z1 z2

�������z¿�� ¿ � Ö�Èc?n��ö�Ãñ;t�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;������n�@�c���1�
�����D� �D>5��;��z?nÈj?���ö�Ãñ;�AÂ�+=t?����k�D�n����>��D;��+=JÒm���nÃr�D�+=4�n����>%;�>5�D���D�+=���;�Ãñ;�>j�N;�?n� ����>D>��@;1��:�;H�D���D�+=���;�Ãñ;�>��

u(x)�D���n�k¤¥;)�c�Ñ������;�>j�n��;Ù�
φ(x)

A@?����k�D�n����>��D;t�  ¢�)�¥��=4�n����>¾�D;t�D������=4ì¥=4�n����>�=1¤¥;��t?};�����>@�ÑÃñ;ÙÃx�D��;

(∆ + k2) φ(x) = −k2fx

ρω2
H(x − a),

Óm¿�� ¿Â×

���
fx = fx ex

;�?n�£�D>@;x�D;�>@?n�k���x?n�D�ÇÒm=��������@;r�D;ÀÒÔ������;2=4�D�D�k���¥�@��;2;�>
x = a

A
H(x)

�D��?n�kì�>�=4>��J�+=vÒm��>@���n����>#�D;
�J;1=1¤j��?n���D;1�D:�;t������;�>��n��;��ð�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��

φ(x)
?����k�D�n����>��D;5Óm¿�� ¿Â×ã?1 ¢�����n�k�H�D��>@�

φ(x) = C1cos(kx) + C2sin(kx) +
fxH(x − a)

ρω2
(cos(k(x − a)) − 1).

Óm¿�� L�×
:ô;�?ñ�D;��cîU����; �5����;�>���?

C1
;��

C2
?���>��ñ�D��>D>@��?v��=4�ñ��;�?ñ����>@�c�k�n����>@?�=4�cî"�k�kÃv�k��;�?5;�>

x = −L1
;��

x = L2
A

����>@�c�k�n����>@?ËÃv� îc��;�?ã?��D�k¤�=4>���;�?
�2�1Å�Å ��Òm=4��? =4>��Ë=4�D��=4�}=àó��n��;L��;�?���;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��Ë��;�?ã�kÃv�����@=4>@��;�?�?n������� 3 �¥��;�?
z1
;��

z2Ó >@���nÃ5=4�k��?}��;�?���=4���}=4�D�����n�	�x�   �kÃv�����@=4>@��;r�1=4�}=��������n��?n�n�����@;À�c��Ãv� �k��;��z×PO
{

φ,x2(−L1) − j k z1 φ,x(−L1)
−φ,x2(L2) − j k z2 φ,x(L2)

=
=

0
0.

Óm¿��SMÂ×
:ô;�?¹¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n�����@;�?1Aã>@���}=4ÃvÃñ;�>����+="�@;Ù>�?n�k�����e ¢��>@;��nì���;����k>@���n�����@;

T
;��Ñ�+="�D;�>@?n�k�����e ¢��>@;��nì���;-�D;

�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>
U
A@?1 ¢���D�n��;�>D>@;�>��	�x��=4�n�n�k�£�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>j�

u = φ,x ex
;����D;)?���>Ñ������;�>��n��;��

φ
O

T =
ρω2

4
u . u∗,

Óm¿�� ÅÂ×

U =
λ + 2µ

4
∆φ ∆φ∗.

Óm¿�� N�×
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:Ø  �k>���;�>@?n�k���)�D;t?n�n�n�@���n�D��;
I
;�?n���D��>D>@��;L��=4�Ë�   �k>�����ì��}=4�n����>�Az=1¤¥;��J�D>@;t����>@?n�}=4>���;)�e  �k>�����ì��}=4�n����>¾�D��>D>@��;L��=4�Ë�+=

����>@�c�k�n����>��k�kÃv�k��;);�>
x = −L1

��=4�H;ÙîD;�Ãv�D��;�A@�D;

div I = −2jω(T − U) + P,
Óm¿��S[Â×

���
P
;�?n�Ë�+=v�D;�>@?n�k���)�D;t�D�D��?�?}=4>@��;t�k>�Æn;��Ù�}��;À?1 ¢�����n�k¤�=4>��������

P = −jω

2
fx . u∗.

Óm¿��SZÂ×

� (�� (�� � 
 ( � $�0#���.�#
 � "�$��&/�(������#"�$ % %����+*,��%
¡£>@;�=4�@�n��;ÑÃ5=4>D��ö���;��e ¢���D��;�>D�k�%�D;�?ñ¤�=4�n�+=4�D��;�?+����=��c�}=4�n�����@;�?5;Ùî@=�����;�?5����>@?n��?n��; �#����?����@�c��;��D>�?nÈc?n��ö�Ãñ;

�k�k>@�1=4�k��;Q�e ¢�)�¥��=4�n����>@? �L�t=4>@?#��;U�1=�?#��  �@>�=4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>��#Ò =4�k�D��;�AJ�D>�?nÈc?n��ö�Ãñ;"�e ¢�)����=4�n����>@?-�����D�D����;�?-;�?n�
���D��;�>��»�@=4>@? �2�1Á�L��������D�2��;�?v�D;�>@?��k����?v�e ¢��>@;��nì���;

T
;��

U
����>���;��n>z=4>��5�D;�?v��>@�D;�?2����>Dì��k�n���c�k>�=4��;�?5�@=4>@?v�D;�?

��=4�n��;�? � M�>�;Ùîj�D�n�kÃ5=4>��5��;�?+����=4>��n�k����?���>@;��nìÂ���n���¥�@;�? �#��=4�n�n�k���D;Ñ¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n���¥�@;�?�;��5;�>��}õ@;����}õ�=4>��
�D;�?£��;��+=4�n����>@?L�k�k>@�1=4�k��;�?L;�>��n��;2��;�� ��;�? �
��� Az�D>#?nÈc?n��ö�Ãñ;r�e ¢�)�¥��=4�n����>@?t?n�kÃv�k�+=4�k��;2;�?n�J���D��;�>����@=4>@? �2�1ÅVM �������D�L�D;�?
��>@�D;�?x����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;1?ñ���U�D;%����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��ñ�@=4>@?x�D>UÃv�k� ��;���¿��9��?}���n������;1�F�L=4>@?x��;¹�1=�?x��=4�n�n�����D�k��;��ñ�e ¢��>@�D;�?
�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��k�+;�?1A@�k�ô;�?n�ËÃñ��>��n����A@������Æn���D��?��@=4>@?��2�1ÅVM �
A����@;L��;�?H�D;�>@?n�k����?H�e ¢��>@;��nì���;

T
;��

U
¤¥�Ù��� 3z;Ù>j�

{

∆T + (k2 + k∗2)T − 2k2U
∆U + (k2 + k∗2)U − 2k∗2T

=
=

sT,x
δa

sU,x
δa + sU δa,x,

Óm¿��2�1ÁÂ×

=1¤Â;��
δa(x) = δ(x − a)

A
∆(x)

���}=4>��H�+=rÒm��>@���n����>��D;)�J�k�}=���A
sT,x

�D��?n�kì�>�=4>��H��;t? =4�D���D;
T,x
A
sU,x

��;��k�D�ô�D;
U,x;��

sU
��;��k�D�ð�D;

U
�

M�>#�D;�õ@����?L�D;�?L?����D����;�?1Az�D>@;x�)����=4�n����>#�e ¢�����c��; L���;��D� ���n��;x���D��;�>��@;�A���=4�L?n�D�@?n�n�k�n�D�n����> �ñ��=4�n�n�k�t�D;%Óm¿��2�1ÁÂ×ÙA
�����D�H�}õ�=����D>@;À�D;�?��D;�>@?n�k����?H�e ¢��>@;��nì���;

T
;��

U
�zKN;��n��;)�)�¥�z=4�n����>�?�;LÃñ;��H?����@?Ë�+=xÒÔ���nÃñ;AO

(

∆∆ + 2(k2 + k∗2

)∆ + (k2 − k∗2

)2
)

ξ = 0.
Óm¿��2�1�B×

�t=4>@?J��;2�1=�?t�e  �D>-=4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>��LÒ =4�k�D��;�A��  ¢�)�¥�z=4�n����>�Óm¿��2�1�B×H¤¥���n� 3���;x��=4�
T
;��

U
=���ì¥=4��;�Ãñ;�>��À�����2���D��;�>��@;

�����D�H�D;�?���>@�D;�?�����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;1?£�@=4>@?���;t�1=��c��;À�D;�?Ë¤j�k�D�}=4�n����>@?H�D;L�z=4�n��;�?��2�1Á�L�� �
KN��>@��;��n>�=4>�����;�?ã?}=4�@��?ã�D;

T,x
A
U,x

;��
U
=4�D��=4� =4�k?}?}=4>����@=4>@?)Óm¿��2�1ÁÂ×ÙAc�k��;�?��N�kÃv�����n�}=4>��H�D;J�D��������?�;��Ë�e  �D>@;L��=4�n�

�¥�@;)��;�?Ë�n������?H�c��?�����>��n�k>��D�k����?£?���>��H�D��>D>@��;�?���=4���+=xÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>¾;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>�� O

sT,x
= −1

4

(

k2 fx u∗(a) + k∗2 f∗
x u(a)

)

,
Óm¿��2�1ÄÂ×

sU,x
=

k∗2

4
(fx u(a) + f∗

x u∗(a)) ,
Óm¿��2�1¿Â×

sU =
k∗2

4

(

fx f∗
x

ρ ω2
− f∗

x u,x(a−)

k2
−

fx u∗
,x(a−)

k∗2

)

,
Óm¿��2�QL�×

;��H�e  =4�D�n��;)��=4�n�&���@;L��;)?nÈc?n��ö�Ãñ;t�e ¢�)����=4�n����>@?xÓm¿��2�1ÁÂ×NÃñö�>@;��2�D>@;LÒÔ����Ãr�D�+=4�n����>¾;ÙîD=�����;À�(���D�k¤�=4��;�>���;t��;�����? =4>��
?n�D�Ë�+=v�D;�>@?n�k���)�e ¢��>@;��nì���;)�����}=4��;

W = T + U
;���?n�D���+=2�D;�>@?n�k���t�+=4ì��}=4>Dì���;�>D>@;

L = T − U
O

{

∆W + (k2 − k∗2)L
∆L + 2(k2 + k∗2)L − (k2 − k∗2)W

=
=

(sT,x
+ sU,x

) δa + sU δa,x

(sT,x
− sU,x

) δa − sU δa,x.

Óm¿��2��MÂ×
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� 
 �5/2� ����
�����0#� ��� �.%!� . 
 $ ( 0�%!� ���)( �#�&220#%!�4"�$ �+/ ( �&��� " $�%!�
ßU3J' � C7�+C-��3?F D��!��� ��"$�#"$��� 'A8�" ����*7'
:�;�? �¥��=4�n��;x����>@�c�k�n����>@?L�k�kÃv�k��;�?J¤Â���n� 3���;�?J��=4�

T
;��

U
?B ¢���D�n��;�>D>@;�>�� �ñ��=4�n�n�k�L�D;�?J�)����=4�n����>@?vÓm¿��SMÂ×ÙA�Óm¿�� ÅÂ×

;��rÓm¿�� N�×ÙA@;��H?1 ¢�����n�k¤¥;Ù>j�UO
T,x(−L1) − j(k z1 − k∗ z∗1)T (−L1) = 0,

Óm¿��2�1ÅÂ×

U(−L1) −
k∗

k
z1 z∗1 T (−L1) = 0,

Óm¿��2�#N�×

T,x(L2) − j(k∗ z∗2 − k z2)T (L2) = 0,
Óm¿��2��[Â×

U(L2) −
k∗

k
z2 z∗2 T (L2) = 0.

Óm¿��2��ZÂ×
��=4�H;Ùîc;�Ãv�D��;)�m ¢�)����=4�n����>"Óm¿��2�1ÅÂ×ã?1 ¢���D�n��;�>��£;�>�;Ùîc�D�n�kÃ5=4>��

T,x(−L1)
��=4�H�D���n�k¤�=4���k��>¾�D;5Óm¿�� ÅÂ× O

T,x(−L1) =
ρω2

4

(

u,x(−L1)u
∗(−L1) + u(−L1)u

∗
,x(−L1)

)

,
Óm¿�� Ä�ÁÂ×

�D�D��?x��=4�v?n�D�@?n�n�k�n�D�n����>Q�D;
u,x(−L1)

;��
u∗

,x(−L1)
Að��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��2��=4�

jkz1u(−L1)
;�� −j∗k∗z∗1u

∗(−L1)�e  =4�D��ö�?H�+=x�D��;�Ãv��ö���;À����>@�c�k�n����>¾�e  �kÃv�����@=4>@��;r�D;5Óm¿��SMÂ×
�
�L;�?x����>@�c�k�n����>@?2Ãv� îc��;�?x���D��;�>��@;�?2�@;5�+=�Ã���Ãñ;%Ã5=4>D��ö���;%;��x�����n�}=4>��2?��D�r�   �k>���;�>@?n�k���%�@;�?n�n�n�@���n�D��;%��;��D¤Â;�>��
���n��;)�����n�k��;�?UO

z1 I,x(−L1) − j(k − k∗|z1|2)I(−L1) = 0,
Óm¿�� Ä��B×

z2 I,x(L2) + j(k − k∗|z2|2)I(L2) = 0,
Óm¿�� Ä�ÄÂ×

�D>@;�?�;��D��;Ë�D;Ë��;�?��D;��cîv����>@�c�k�n����>@? ���}=4>��Ø>@����;�?�?}=4�k��;��J�   �k>�����ì��}=4�n����>��D;)Óm¿��S[Â×������D����;�����>@?n�n�n�D�k��;��   �k>j��;�>@?n�k�����D;
?��n�n�@���n�D��; �x��=4���n�k�H�D;�?��D;�>@?�� �}��?H�e ¢��>@;��nì���;�A@�+=v�D;��cîc��ö�Ãñ;)����>@�c�k�n����>¾���}=4>��£=4������?£=4�D����Ã5=4�n�����@;�Ãñ;�>��£¤¥���n� 3���;1�

Þ�����*7�4\2�4C-��35�#"1�6� �+*7'X"18�\ C-�23?� �-*-'A'�\ C7�-" �2()�+*-'
�t=4>@?N�+=ÀÒm���nÃr�D�+=4�n����>�;�>Ñ�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1AD��;�?ã�kÃv������=4>@��;�?H?n������� 3 ���@;�?NÒÔ��>���=4�D��=4�}=àó��n��;t��;£�}=4�D�����n��;�>��n��;L�+=

����>��n�}=4�k>���;)>@���nÃ5=4��;
σxx

;��Ë�+=x¤j�k��;�?�?�;J>@���nÃ5=4��; ±j ω u
Ac��;�?��D;��cî¹�)����=4�n����>@?H�D;ñÓm¿��SMÂ×N��;��nÃñ;��n�}=4>��£�e ¢�����n�k��;AO

z1 =
k

ρ ω

σxx(−L1)

j ω u(−L1)
,

Óm¿�� Ä�¿Â×

z2 = − k

ρ ω

σxx(L2)

j ω u(L2)
.

Óm¿�� Ä�L�×
�t=4>@?��+=UÒm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;�AH��;��1=4�n���/�c� Ãñ���c�D��;"�D;��}õ�=����D>@;/�D;�?��kÃv�����@=4>@��;�?#?n������� 3 ���@;�?�Ò =4�k�
=4�D��=4�}=àó��n��;À��;L�}=4�D�����n�£;�>��n��;)�D;�>@?n�k���)�e ¢��>@;��nì���;r�D;t�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>¾;����D;�>@?��k���)�e ¢��>@;��nì���;À���k>@���n���¥�@;XO

|z1|2 =
k

k∗

U(−L1)

T (−L1)
,

Óm¿�� ÄVMÂ×

|z2|2 =
k

k∗

U(L2)

T (L2)
.

Óm¿�� Ä�ÅÂ×
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�'�+� .2��(��.� *5$�0 � %!( � * 
��5/�������
 �2� /�% (����2%�� �#
 � �.
+�.�)0#%
:�;�?%���4>��c�k�n����>@?%�D;���� ��;Ùîj����>������}=4��;¾?1 ¢���D�n��;�>D>@;�>�� �#��=4�n�n�k�%�D;�?5¤�=4��;��D��?5�k�kÃv�k��;�?%�D;�?5�kÃv�����@=4>@��;�?%?���� �

��� 3 �¥�@;�? �NG�3@>]�e ¢���@?�;��n¤¥;��%�   �k> �@�@;�>@��;��D;���;�?%¤�=4��;��D��?%�k�kÃv�k��;�?Ñ?n�D����;�?%ì��}=4>@�D;��D��?Ñ��>@;��nìÂ���n�����@;�?1AN��;�?¹�)�¥��= �
�n����>@?»Óm¿��2�1ÅÂ×ÙA¬Óm¿��2�#N�×ÙAñÓm¿��2��[Â×�;��»Óm¿��2��ZÂ×��D���k¤¥;�>�� ���n��;"���������n�k��;�?-;�>�>@���}=4>�����;�?#�kÃv������=4>@��;�?�?n������� 3 ���@;�?
zi = |zi|ej arg(zi), i = 1, 2

O

T,x(−L1) + 2 k0 |z1| [sin(arg(z1)) − θ cos(arg(z1))] T (−L1) = 0,
Óm¿�� Ä!N�×

U(−L1) −
k∗

k
|z1|2 T (−L1) = 0,

Óm¿�� ÄV[Â×

T,x(L2) − 2 k0 |z2| [sin(arg(z2)) − θ cos(arg(z2))] T (L2) = 0,
Óm¿�� ÄVZÂ×

U(L2) −
k∗

k
|z2|2 T (L2) = 0.

Óm¿�� ¿�ÁÂ×
�t=4>@?H��;À�1=�?£�e  �D>@;À��;��nÃv�k>�=4��?���>�� �k�D�};À;�>

x = −L1
Ó �4�¢;1�

z1 = 0
×ã;��J�e  �D>@;À��;��nÃv�k>�=4��?���>¾�D���$���@��;r;�>

x = L2Ó �4�¢;1� |z2| = +∞ ×ÙA���;�?J�D;��cî¾�)�¥��=4�n����>@?vÓm¿�� ÄVZÂ×H;��2Óm¿�� ¿�ÁÂ×£=4�����D�n��?�?�;�>�� �
T (L2) = 0

�zM�>¾Òm=4�k�1A
U,x(L2)

;�?��H�k���
�

T (L2)
��=4�

U,x(L2) − j
k∗

k
(k∗ z2 − k z∗2) T (L2) = 0,

Óm¿�� ¿��B×
�D;v?����n��; ���@;

T (L2) = 0 ⇒ U,x(L2) = 0
�e�F=4�À����>@?��)���@;�>��)��;�?)�)�¥��=4�n����>@?�Óm¿��2�1ÅÂ×ÙA Óm¿��2�#N�×ÙA Óm¿��2��[Â×L;��5Óm¿��2��ZÂ×

?���>���¤�=4�+=4�D��;�? ���@;��k��;�? ���@;£?�����;�>�����;�?�¤�=4��;��D��?��D�n��?�;�?N��=4�
z1
;��

z2
��C��k>�=4��;�Ãñ;�>��ã�  ¢;Ùîj�D��;�?}?n����>%�D;J����>@�c�k�n����>@?ã�D;

��� ��;Ùîj����>������}=4��;v;�>#��;��nÃñ;�?t�D;xì��}=4>@�@;Ù�@��?)��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?)?�;x����?n�DÃñ;v=4�#�}=4�@�k;1=4�/¿�� �1�e:�;�? ����=4�n��;2����>@�c�k�n����>@?
�kÃv�����@=4>@��;r?n������� 3 �¥��; �D���D�+=���;�Ãñ;�>�� �D;�>@?��k����?��e ¢��>@;��nì���;

��;��nÃv�k>�=4����>
�k�k�D��; z1 = 0 u,x(−L1) = 0 T,x(−L1) = 0

A

U(−L1) = 0��;��nÃv�k>�=4��?���>
�D���$���@��; |z2| → +∞ u(L2) = 0 T (L2) = 0

A

U,x(L2) = 0

� � � �z¿��2� � M�îj�D��;�?�?�����>@?��D;�?H����>@�c�k�n����>@?£�D;L��� ��;Ùîc����>������}=4��;1�
Ãv� îj��;�?£¤¥���n� 3���;�?£��=4�£��;�?£�D;�>@?n�k����?J�e ¢��>@;��nì���;x�����}=4��;

W = T + U
;��£�+=4ì��}=4>Dì���;�>D>@;

L = T − U
?�;r�D���c�D��?�;�>��

�D;)��;��k��;�?�¤¥���n� 3���;�?���=4�
T
;��

U
�

' .5. 0#�#*5�&����
 � ��$����/( � " $�%
:�;�?5ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>@?��D����?};�>�����;�?5�D���������D;�ÃvÃñ;�>j�1A �¥�� ¢;��k��;�?%?�����;�>��5��=�?���;�?�?n�D�5��;��D���D�+=���;�Ãñ;�>��¹����?n�D�5��;�?

ì��}=4>@�D;��D��?Ø��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?1A���;��D¤¥;�>����D��>D>@;����k�k;��+�H�D>@;Ë=4�D�D�k���1=4�n����>v>��DÃñ���n�����@;ã�����D���D;�?F��>@�D;�?F����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;1?
?�;£�D������=4ìÂ;1=4>��&�

5 kHz
�@=4>@?ã�D;J�   =����k;���;�>��n��; −L1 = −9 m

;��
L2 = 11 m

A��+=r�D;�>@?n�k���L�D;HÒm������;J����>@��;�>��n����;
fx = 1 Pa

���}=4>��t=4�D�D�k�����@��;2;�>
x = a = 3 m

��:�;�?J�D�����D�n��������?t�D�¾Ã5=4�}�Ù����=4� 3@ì��D��;�>��t�@=4>@?J��;r�}=4�D��;1=4�-¿�� Ä��
:�;�?r¤�=à��;��D��?x�}õ@����?���;�?r�����D�x��;�?À�kÃv�����@=4>@��;�?2?�������� 3 �¥�@;�?x?���>��

z1 = 0
ÓÔ��;��nÃv�k>�=4��?���>"�k�k�D��;�;�>

x = −L1
×t;��

z2 = 1
Ó ��;��nÃv�k>�=4��?���>U=4>@���}õ@���4���@;�;�>

x = L2
×
�ô�L;ñ��;��k��;�?À¤�=4��;��D��?r?n�kì�>D� 3�;�>�� ����  �k� È-=Ñ��� ��;Ùîj����>/�����}=4��;��D;

�  ¢��>@�D;);�>
x = −L1

;��£=4�@?�;�>@��;)�D;t��� ��;Ùîj����>
x = L2

�
:�;�?F�}õ�=4Ãv�@?���>@;��nìÂ���n���¥�@;�?��¥�@;N?���>����+=£�D;�>@?n�k���ã�e ¢��>@;��nì���;ã���k>@���n�����@;

T
;����+=£�D;�>@?n�k���ã�e ¢��>@;��nì���;ã�D;N�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>

U
���D��;�>��@;�? ���   =4���D;��D;¹�+=¾Òm���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n�����@;�Óm¿��2�1ÁÂ×ÙAØ;��v�   �k>���;�>@?n�k�����D;Ñ?��n�n�@���n�D��;

I
���D��;�>��@;Ñ��=4�

�k>�����ì��}=4�n����>��D;�Óm¿��S[Â×2=1¤¥;��%�D>@;¹����>@�c�k�n����>��e  �k>���;�>@?n�k���Ñ>��D�k��;Ñ;�>
x = −L1

AF?�;¹?n�D��;��n����?�;�>��ñ;Ùî@=�����;�Ãñ;�>��+�



K�Ê K�Í �)*78�\2F1*G�+�2"1�2"]8�*7�+'#"1�6�2� *7F "1F]F]�+'����43?���AF13 \+��C-'�*<� �-*,�2*-'A�2*7� � � ;)\ *7'A� H C7�W= *<F1F1*7' K �

<#=�?�?�;L¤Â���k�DÃv�����@;
ρ (kg m−3)

NW[�Á�Á
<����c�D��;)�e  �����D>Dì

E (Pa) 2.1 1011(1 + j 0.01)KN��; �5����;�>��J�D;t������?}?���>
ν

Á�� ¿
� � � ��¿�� Ä � �������D�n��������?J�c�ÑÃv�k�k��;��¾�D;L�D������=4ì¥=4�n����>

��;��cî5��?�?n�@?��D;H�+=tÒm���nÃr�D�+=4�n����>¹;�>¹�D���D�+=���;�Ãñ;�>��)Óm¿�� ¿Â×ÙAj����ÃvÃñ;£�   � �k�k�@?��n��;�>��N��;�?NC��kì��D��;�?ã¿��SMÀ;��ã¿�� Å��DKN;H����?n�D�k�}=4�
����>�3@�nÃñ; ���@;��+=�Òm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;�AF����>@?��n�k�n�@��;¹�c�Q?nÈj?���ö�Ãñ;��e ¢�)����=4�n����>@?�Óm¿��2�1ÁÂ×x;��2�D;%����>@�c�k�n����>@?
Ãv� îc��;�?Ë�������}=4>��H?n�D����;�?��D;�>@?n�k����?H�e ¢��>@;��nì���;

T
;��

U
AjÒm���D�n>D�k�H�D;�?Ëì��}=4>@�@;Ù�@��?H��>@;��nìÂ���n�����@;�?£;ÙîD=�����;�? �

KN;��n��;À=4�D�D�k���1=4�n����>�>��DÃñ���n���¥�@;5Óm=4�Ñ��;�ì¥=4�����D;L�+=�3@ì��D��;À¿��RM2��=4��;Ùîc;�Ãv�D��;B×N�k�k�k�@?n�n��;L��;L����?n�D�k�}=4���D����?�;�>����)�@=4>@?
�+=���=4�n�n��;ñÄ�� L Oz��;�?L¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n���¥�@;�?t����?�?�ö��D;�>��t�D;��cî#���}õ@;��k��;�?t�D;x¤�=4�n�+=4�n����>-?n��=4�n�+=4��;1��:ô;�?L¤�=4�n�+=4�n����>@?
� ì��}=4>@�D;»���}õ@;��k��;»?1 ¢���@?�;��n¤¥;�>��-�@=4>@?������D����;UÃv�k�k��;��X�c��?�?n�k��=4�n� Ò �tM��k��;�?-�����n��;�?n����>@�@;Ù>j�/=4�cî­����Ãv����? =4>���;�?
�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?ñ�@;�?vì��}=4>@�D;��D��?ñ��>@;��nìÂ���n�����@;�?1AØ�D��>��2�+=#�D����������?�?}=4>@��;�A������Ë�D;��D�D��?

x = a
AF;�?n�2�k����;�=4�UÒm=�����;��D�

�e  =4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>��
η
�Ø�t=4>@?ñ�+=#�����n�n����>��D�
3@>D��;Ñ��=4�

x > a
A��k�Ë>ô  È»= ���@;Ñ�@;�?5����Ãv����?}=4>j��;�?ñ�@������=4ì¥=4�n�k¤Â;�?1A

;�>��}=4��?���>X�D;"�+= ��;��nÃv�k>�=4��?}��>²=4>@���}õ@���4�¥�@;�?n�k�n�@��;Q;�>
x = L2

�t:�;�?-����Ãv����?}=4>j��;�?�����;��n�k��;»���}õ@;��k��;»�D;
¤�=4�n�+=4�n����>»?n��=4�n�+=4��;¹>@;¹?���>��2�D����?�;�>���;�? ���@;¹�@=4>@?2�+=¾�����n�n����>

x < a
�F�F=4�v����Ãv��=4� =4�k?}��>�=1¤¥;��%��;¹�}õ�=4Ãv�Q�@;

�D���D�+=���;�Ãñ;�>��rÓÔC��kì��D��;t¿�� L�×ÙA��+=r����>Dì��@;��D�Ë�1=4�}=��������n��?n�n�����@;t�D;J��;�?ã����Ãv����?}=4>���;�?�;�?n�N�+=r�D;�Ãv� � ����>Dì��@;��D�H�e ¢��>@�D;1�
:ô;�?ã����Ãv����? =4>���;�?��r��;��n�k��;t���}õ@;�� ��;L�n�}=��c�D��?�;�>��Ë�+=r�D����?�;�>@��;L��  �k>j��;��ÇÒÔ����;�>@��;�?��c�@;�?��r�+=r����>@�D� ���k��>��D;£��� ��;Ùîc����>
�����}=4��;À;�>

x = −L1
�zKN;�������;��D�H��ì¥=4��;�Ãñ;�>�� ���n��;t�k>���;��n�D�������r;�>���;��nÃñ;�?H�D;)����Ãv����?}=4>���;�?J=����n�k¤¥;�?H;������1=����n�k¤Â;�?

�¹�+=%¤j�@;v�D;v�+=¹��=4�n�n��;v�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;��D;2�   �k>���;�>@?n�k���5�D;ñ?n�n�n�@���n�D��;¾ÓÔCð�kì��D��;�¿�� Å4�z×&O������@�
x > a

Ae�   � >j��;�>@?n�k���ñ�@;
?��n�n�@���n�D��;%;�?��r�D�D��;�Ãñ;�>��5=����n�k¤Â;%�D�D��?��¥�@;��k�N>�  È/=���=�?2�e ¢��>@�D;%�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;%��� �����}õD��;1��M�>U��; ���D�N����>@��;��n>@;
�+=%�D;�>@?��k���2�D;rÒm������;2����>@��;�>��n����;

fx
?n�k�n�@��;2;�>

x = a
A��+=%�D;�>@?n�k���v�D;x�D�D��?�? =4>@��;x�k>�Æn;�������;

P
Óm¿��SZÂ×	���D���k�D�Ø;�?n�

=�?}?���������;)=4�D��=4�}=àó��£�@=4>@?���;)?}=4�D���D;
Re(I)

;�>
x = a

ÓÔC��kì��D��;r¿�� Å�=Â×
�
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� � ���z¿�� L � K�õ�=4Ãv���D;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>�� O@=Â×N��=4�n�n��;t����;��k��;
�@�z×���=4�n�n��;)�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;1�
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b) 

�������j¿��SM � =Â×��L;�>@?n�k����?��e ¢��>@;��nì���;J�Ù�k>@���n�����@; O Td
Ó�� �ê× �t��=4�n�n�k���D;��+=LÒm���nÃr�D�+=4�n����>%;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��BA

Tq
Ó ���1�ê×

�H��=4�n�n�k���D;��+=�Òm���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n�����@;
�4�z×ô�F=4�n�n��;�?F����;��k��;�?��D;�?F�D;�>@?n�k����?F�e ¢��>@;��nì���;Ë�D;N�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>EO
Re(Ud)Ó�� �ê×��x�z=4�n�n�k�H�D;L�+=xÒm���nÃr�D�+=4�n����>¾;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��BA

Re(Uq)
Ó �1�1�ê×��2��=4�n�n�k�H�D;t��=xÒm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;1�
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��������¿�� Å � =Â×)��=4�n�n��;�?x����;��k��;�?2�D;�?r�k>��};Ù>�?n�k����?2�D;�?n�n�n���Ù���D��; O Re(Id)
Ó�� �ê×�����=4�n�n�k�v�D;5�+=�ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>Q;�>

�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1A
Re(Iq)

Ó �1�1�ê× �t��=4�n�n�k�N�D;��+=LÒÔ����Ãr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥�@;
�¥�z×Ø�F=4�n�n��;�?��kÃ5=4ì��k>�=4�k��;�?N�@;�? �k>��};Ù>�?n�k����?
�D;Ñ?��n�n�@���n�D��;:O

Im(Id)
Ó�� �ê× ���z=4�n�n�k�5�D;¹�+=�ÒÔ���nÃx�D�+=4�n����>�;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��1A

Im(Iq)
Ó �1�1�ê× ����=4�n�n�k���D;¹�+=

ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n�����@;1�
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:ô=ÑÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> �¥�z=��c�}=4�n���¥�@;�Óm¿��2�1ÁÂ×);�?��À�)���D�k¤�=4��;Ù>j��; �Ñ�+=¹Òm���nÃr�D�+=4�n����>";�>"�D���D�+=���;�Ãñ;�>��ÑÓm¿�� ¿Â×t�����D�r��;

�1=4�����D���D;�?	����=4>��n�k����?L��>@;��nìÂ���n�����@;�? ��KN;���;�>@�@=4>��L��;x?nÈc?n��ö�Ãñ;r�e ¢�)����=4�n����>@?ñÓm¿��2�1ÁÂ×H;�?n�L�e ¢�����c��;r�D�k�@?L����;�¤¥� �¥�@;
��;��k�D���D;�Óm¿�� ¿Â×ÙA�;��v? =¾?����k�D�n����>Q¤¥���n� 3�;¹�D;�?v����>@�c�k�n����>@?ñ�k�kÃv� �};�?v�D�k�@?v>@��Ãr�D��;��@?�;�?ñ;��2�D�k�@?v����Ãv�D�k�����@��;�? ��:ô=
Òm���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥�@;x=4�D��=4�}=àó��£�@��>@�À����ÃvÃñ;)�D>@;r=4�k��;��n>�=4�n�k¤¥; �2�+=2ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>�;�>¾�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1AzÃ5=4��?
�D�k�@?Ë�����D��;��@?};L;�>���=4�����D��?����@;L��;��n�};L�D;��n>D��ö���;�A@��; �¥�D�e;�>¹�k�kÃv�k��;t�e  =4�D�}=4>��Ë�   =4�D�D�k���1=4�n����>�������?��¥�@;J�+=ÀÒÔ���)�¥�@;�>@��;
=4�Dì�Ãñ;�>���;1��Õð���D��;ÙÒm����?��k�c;�?n������?�?n�k�D��;N�D;N?1  = ���}=4>@�}õD�k���D;�?�����Ãv����? =4>���;�?��H��;Ù��� �};N���}õ@;��k��;ã?n��=4�n�+=4��;ã�D;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?
����=��c�}=4�n�����@;�?��@?�;��@�D�0� �����n�����c�����@;�?1AÂ>@���}=4ÃvÃñ;�>�� ;�>vÃñ�BÈ¥;Ù>@>�=4>��Ø��;��k��;�?��
�����J�m ¢���}õ@;��k��;��@;N��;��D���@?};��@�D�0� �����n�����D;1�
:   �D�n�k�k��?}=4�n����>Q�D;5��;��k��;�?r¤�=4����=4�@�k;�? ����=��c�}=4�n���¥�@;�?xÃñ�BÈÂ;�>D>@��;�?x�k>@�c�D�k�x�D>@;5��;ÙÒm���nÃr�D�+=4�n����>Q�c�/�D�����D��ö�Ãñ;�AF=1¤¥;��
�  ¢�����n�k�n�D��;%�D;ñ>@���D¤¥;��k��;�?x�(����=4�n����>@?2=4�cî-�D���n�k¤¥��;�?À�z=4�n�n��;�� ��;�?ÑÓÔ�)�¥��=4�n����>@?x�c� �e����;�>��n��;��k��;�?2�@=4>@?À��;�?r�1=�? ���)×t;��
?��D�n�����D�Ø�D;ã>@���D¤Â;��k��;�?Ø����>@�c�k�n����>@?Ø�k�kÃv�k��;�?Ø¤Â���n� 3���;�?���=4�Ø��;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�? �¥KJ ¢;�?n�Ø��;��n��;�=4�D�D�����}õ@;����D�D;�?n���D����?�;�>�����;
�@=4>@?���;)�}õ�=4�D�k�n��;UM��
:ô;��}õ�=4�D�k�n��;>L#= ����=4>�� ���k�D�������D�x���cÆn;��x�e ¢����;�>@�c��;��+=��D����?�;�>���;¹=4�D�D�����}õ@; ���c� �e�Ù�};Ù>j��?r�äÈj��;�?r�e ¢��>@�D;�?2�D;
�D�+= ���@;1�
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�"��� ©��#�z�$#t� �x� �z� #��

KN;2�}õ�=4�D�k�n��;2�n�}=4�k��;v�D;2�c� ������;�>���?t�äÈ���;�?t�e ¢��>@�D;�?t�@=4>@?L��;�?L�D�+= ���@;�?t?�;�Ãv� � �k>�3@>D��;�? �e�L;xÃ5=4>D��ö���;v?n�kÃv�k�+=4�k��;
�U�m  =4�D�@�����}õ@;-�D�n�k�k��?���;-�@=4>@? �2�1ÅVM �
Aã��;�?Ñì��}=4>@�D;��D��?¾��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?�È ?���>���;Ùîj�D�n�kÃñ��;�? �"�   =4���D;-�D;�¤�=4�n�+=4�D��;�?
����=��c�}=4�n�����@;�? �c�t=4>@?ã��;�?ã�1=�?Ë�D;J�D������=4ì¥=4�n����>��D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��k��;ÂAD�D;�?Ë?n�kÃv�D�k� 3��1=4�n����>@?���;��nÃñ;��n��;�>����e ¢���D��;�>D�k�
�D;�?F��;��+=4�n����>@?��k�k>@�1=4�k��;�?Ø;�>��n��;ã��;�?F¤�=4�n�+=4�D��;�?�����=��c�}=4�n���¥�@;�?Ø;����e ¢;�>2�n�k��;����D>@;�ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>+�¥��=��c�}=4���2���@;Ë;ÙîD=�����;�A
�D;vÃ5=4>D��ö���;ñ?��kÃv� �+=4�k��; �%�  ¢;Ùîc;�Ãv�D��;ñ�n�}=4�k���+�%�+= 3@>-�c���}õ�=4�D�k�n��;5¿���:�;�?)�D;��n>D��ö���;�?À��=4�n�n��;�?À�D;v��;ñ�}õ�=4�D�k�n��;ñ?�;
����>@��;�>��n��;�>���?��D�F�D>@;Ë��;��k��;NÒm���nÃr�D�+=4�n����>5����>@��;��n>�=4>j� �D;�?Ø��>@�D;�? �D; ��;Ùîc����>v�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;�����;�?N= 3@>ñ�e ¢����;�>@�c��;
����;v�äÈj��;ñ�e ¢��>@�D;�?À�   =4>�=4�kÈj?};ñ�D;ñ�+=¹��=4�n�n��;�¿�� Ä�?n�D�)��;�?)>@��Ãr�D��;�?r�e ¢��>@�D;�?r�D;�?r�c� ������;�>���;�?r����Ãv����?}=4>���;�?x�D;�?
ì��}=4>@�D;��D��?£��>@;��nìÂ���n�����@;�? �

�"��� V ��� ���z� #�� 
 
 #L� � 
���
 � � � #L� ��
��S� �� �
�� �����

�5( � (*' � "�$ ������
����40�
�* �+0#%!�
M�>¾����ì��kÃñ;rõ�=4�nÃñ��>D�����@;�Az��;r�}õ�=4Ãv�#�D;r�D���D�+=���;�Ãñ;�>��t?B ¢�����n�k�

u(t) = Re(uejωt)
�zM�>#��Ãñ;��n�}=4>��J�+=ñ��=4�n�n��;

����;��k��;t;��ã�+=x�@�Ù��;�>@��=4>@��;)?n��=4�n�+=4��;
ejωt Aj�k�e;�?n�Ë�1=4�}=��������n��?��t��=4�ã��;J¤¥;�����;��D������Ãv�D��;Ùîc; u

A�Òm��>@���n����>Ñ�D>D���¥�@;�Ãñ;�>��
�D;�?À���������D��>D>@��;�?x?n��=4�n�+=4��;�?%Ó

x
A
y
A
z
×
�ô�L;2�+=ÑÃ���Ãñ;vÃ5=4>D��ö���;�Aô��;ñ�}õ�=4Ãv�/�D;v¤j�k��;�?�?�;ñ;��)��;�?tÒÔ������;�?À;Ùîc�����n��;��D��;�?

?}��>����1=4�}=��������n��?���?Ø��=4����;�?�¤¥;�����;��D��?Ø����Ãv�D��;Ùîc;�?
v = jωu

;��
fz
A�;�����;�?Ø�D�ÙÒÔ����Ã5=4�n����>@?�=4�k>@?n� �¥�@;ã��;�?�����>��n�}=4�k>��};�?

��;�?���;��Ù��� ¤¥;�Ãñ;�>��H��=4����;�?Ë��;�>@?};��D��?�����Ãv�D��;ÙîD;�?
ε
;��

σ
�D��>�����;�?�����Ãv����?}=4>���;�?£?���>��

εij = (ui,j + uj,i)/2,
Ó1L �2�B×

σkl = λεjjδkl + 2µεkl,
Ó1L � ÄÂ×

������;�?£�k>@�c����;�?L������������?J�kÃv�D�k�����@;r�D>@;x?���ÃvÃñ;x;��L���
δkl

�D��?n�kì�>@;r��;x?nÈjÃr������;r�D; �L����>@;����¥;�� ���t=4>@?L?}=vÒm���nÃñ;
����Ãv�D��;ÙîD;�A@�   �)����=4�n����>¾�c��Ãñ���D¤Â;�Ãñ;�>��£?1 ¢�����n�k�

−ρω2u = fz + div σ,
Ó1L � ¿Â×

���
div σ = (λ + 2µ) grad div u − µ rot rot u.

Ó1L � L�×
¿VZ
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M�>��D�
3@>D��?�?}=4>��)�+=¹Ãñ�BÈÂ;�>D>@;v��;�Ãv������;��k��;5�D;v�+=%Ã���Ãñ;vÃ5=4>D��ö���;+�¥�@;v��;��k��;v�D����?};�>�����;ñ�@=4>@?t�+=¹��=4�n�n��;5Ä�� ¿cAe��;�?
¤�=4�n�+=4�D��;�? � � � 
 	�� �
���J�Ù� �
�D;�?}?n�@? ���@;�?}��>��

u(t)
A
v(t)

A
fz(t)

A
ε(t)

A¥;��
σ(t)

�D����?�;�>��};Ù>j���D>@;�Ãñ�BÈ¥;�>D>@;H��;�Ãv������;��k��;
>��D�k��;�A�����>����}=4�k��;�Ãñ;�>��t=4�cîÑ¤�=4�n�+=4�D��;�? ����	 ��� 	 �	�
��� ���2�@� 3�>D��;�?J����ÃvÃñ;À��;)�D�����c�D�k�J�D;À�D;��cîÑ¤�=4�n�+=4�D��;�?H�k�k>@�1=4�k��;�? �
K�õ�= �¥�@; �¥��=4>��n�k��� ����=��c�}=4�n�����@;t��;��D�£=4������? ���n��;)�D��?n�kì�>@��;t��=4���D>@;t¤�=4�n�+=4�D��;À����Ãv�@�k;ÙîD;�A��D��>����+=x��=4�n�n��;)����;��k��;
��;��D����?�;�>���;��+="Ãñ�BÈÂ;�>D>�;#��;�Ãv������;��k��;�AH;�� �¥�D�t��;��D��?B ¢; îc�D�n�kÃñ;�������ÃvÃñ;#��;��D;�Ãv� � �D�����c�D�k�¾�D;��D;��cî]��;��nÃñ;�?
�k�k>@�1=4�k��;�?�����Ãv�D��;ÙîD;�?�����>�ÆÇ�Dì��@��? �£KJ ¢;�?n��>@���}=4ÃvÃñ;�>�����;-�1=�?Ñ�����D����;�? ����=4>��n�k����?���>@;��nìÂ���n���¥�@;�?�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;�?
��;�Ãv������;��k��;�Ãñ;�>j�1A��D��>��L�+=%�D�
3@>D�k�n����> 3@ì��D��;v�@=4>@?L��;2�}õ�=4�D�k�n��;ñÄ%;��t?�;x�n�����D¤Â;x� =4�D��;��k��;ñ�@=4>@?L��;x�}=4�D��;1=4� L �2�
��� ∗ �D��?n�kì�>@;t��;t>@��Ãr�D��;)����Ãv�D��;ÙîD;)����>�ÆÇ�Dì��@�);�� ⊗ ��;L�D�����c�D�k�H��;�>@?����n��;��ð�D���D�D��;�Ãñ;�>��£����>��n�}=������1��:ð=2�D;�>@?��k���

�k>���;�>@?�� �}�)�D;t?��n�n�@���n�D��;
I = jωσ⊗u∗/2�D;�>@?n�k���À�e ¢��>@;��nì���;À��� >��Ù���2���@;

T = ρω2u . u∗/4�D;�>@?n�k���À�e ¢��>@;��nì���;À�D;t�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>
U = σ⊗ε/4�D;�>@?n�k���À�e ¢��>@;��nì���;)�����}=4��;
W = T + U�D;�>@?n�k���)�+=4ì��}=4>Dì���;�>D>@;
L = T − U

����� � L �2� � á�=4�n�+=4�D��;�?H��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?£����Ãv�D��;ÙîD;�?
�e ¢��>@;��nì���;t���k>@���n���¥�@;

T
;�?n�N�D>@;L;Ùîc��;��D�n����>�;�>%�}=4>�������  �D>D���¥�@; ����=4>��n�k��� �¥�z=4�D�}=4�n���¥�@;J�D�D��;�Ãñ;�>��Ë����;��k��;L��=4�nÃv�

��;��k��;�? 3@ì��D�}=4>��Ø�@=4>@?���;��}=4�D��;1=4�&L �2�1��:ô=£����Ãr�D�k>�=4��?}��>v�D;��  ¢�)����=4�n����>�Ó1L � ÄÂ×ð;��F�D;��  ¢�)����=4�n����>�Ó M�� N4L�×ð�D;��   =4>D>@;ÙîD;
�]�D��>D>@;AO

I =
jω

2

(

(λ + 2µ) div u u∗ − µ div u∗ u + µ (rot u∗ × u)
+ µ grad (u . u∗) + µ rot (u × u∗)

)

,
Ó1L �SMÂ×

��� × �D��?n�kì�>@;���;��D�����c�D�k�"¤Â;��������n��;��4�x:�;�?/��=4�n�n��;�?/����;��k��; ;��/� Ã5=4ì��k>�=4�k��;]�D;��   �k>���;�>@?n�k��� �D;�?n�n�n�@���n�D��;
I��;��D����?�;�>���;�>��x��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��x�+=ÑÃñ�BÈ¥;�>D>@;5��;�Ãv������;��k��;%�D;ñ�+=��D;�>@?n�k�����D;ñ�D�D��?�? =4>@��;�=����n�k¤¥;�;Ù�r���1=����n�k¤Â;1��:ô=

����Ãr�D�k>�=4��?���>¾�D;t�  ¢�)�¥��=4�n����>"Ó1L � ÄÂ×ã;��H�D;L�  ¢�)����=4�n����>"Ó M�� NWMÂ×ã�D;t�   =4>D>@;Ùîc; �]�D��>D>@;AO

U =
1

4
((λ div u div u∗ + µ (∆(u . u∗) − u . ∆u∗ − ∆u . u∗ − rot u . rot u∗)) .

Ó1L � ÅÂ×
:ô=%��=4�n�n��;2����;��k��;v�D;x�+=¹�D;�>@?n�k���2��  ��>@;��nì���;ñ�D;v�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>

U
Ae=�?}?���������;v=4�cî���=4�n�n��;�?t����;��k��;�?)�D;�?t����; �5����;�>���?

�D;r:ð=4Ãñ�
λ
;��

µ
Az;�?n�£����?��k�n�k¤Â;1��:ô=5��=4�n�n��;r�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;v�D;

U
;�?��£�D���������n�n����>D>@;��k��; �ñ�+=��D;�>@?n�k���x�D;À�D�@�k?}?}=4>@��;

�c��?�?n�k����;�A4;�>r�}=4��?���>2�c�ÀÒ =�����;��D�F�e  =4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>��
η
�c�xÃ5=4�����n�+=4�2;��F?�;Ø�n�}=��c�@�k? =4>�����=4����;�?ð��=4�n�n��;�?��kÃ5=4ì��k>�=4�k��;�?

�D;
λ
;��

µ
�

�L;LÃ5=4>D��ö���;À?n�kÃv�k�+=4�k��; �2�   =������@?n�n�����@; �2��[�L��
Ac�+=v�c�k¤¥;��nìÂ;�>@��;)�D;t�   �k>���;�>@?n�k���À�D;t?��n�n�@���n�D��;t��;��D�H?1 ¢�����n�k��;

div I = −2jω(T − U) − jω

2
fz . u∗.

Ó1L � N�×
KN;��n��;Ë�D;��n>D��ö���;��)����=4�n����>v�n�}=��c�D�k���+=L����>@?�;��n¤�=4�n����>ñ�D;ã�  ¢��>@;��nì���;Ë�����1=4��;�Ãñ;�>�� O4�+=J��=4�n�n��;ã����;��k��;Ë�D;ã�+=L�c�k¤Â;��nìÂ;�>@��;
�D;t�   �k>���;�>@?n�k���r�D;)?n�n�n�@���n�D��;À;�?n���+=v?}��ÃvÃñ;)�D;t�+=v�D�D��?�?}=4>@��;r=����n�k¤Â;À�D��¤Â;������D����;À��=4����;�?ËÒm������;�?H;Ùîj�����n��;��D��;�?£;��
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ÓÔC��kì��D��; L �2�B×
�ãM�>]>@���}=4>��
ζ(x, y) =

1

h

∫ h/2

−h/2
ζ(x, y, z)dz
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ζ(x, y, z)
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div I = div I + [I . n]

h/2
−h/2/h,
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ey
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ez
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rot I = rot I +
(

−[I . ey]
h/2
−h/2ex + [I . ex]

h/2
−h/2ey

)

/h,
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[ζ(x, y, z)]

h/2
−h/2 = ζ(x, y, h/2) − ζ(x, y,−h/2)

�D��?n�kì�>@;À��;r?}=4�D�£�D;
ζ
;�>��n��;À��;�?£�D;��cîÑÒm=���;�?J�D;)�+=v�D�+= ���@;
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n
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n = −ez
;�>

z = −h/2
;��

n = ez
;�>

z = h/2
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[I . n]
h/2
−h/2 =

jω

2
[(σ⊗u∗) . n]

h/2
−h/2 =

jω

2
[(σ⊗n) . u∗]

h/2
−h/2
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z = ±h/2
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z = ±h/2
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σ⊗ez = 0

;�>
z = ±h/2
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div I = div I
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rot I = rot I
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εzz = − λ

2µ(3λ + 2µ)
(σxx + σyy)
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(x, y,−h/2 ≤ z ≤ h/2)
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β(x, y)
;��

Γβn
(x, y)

��;��D����?};Ù>j�}=4>��ñ��;�?n��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��ñ��;Ñ�}õ�=4Ãv���D;¹�D���D�+=���;�Ãñ;�>���;��2��;�?2ÒÔ������;�?
;Ùîj�����n��;��D��;�? �
G ��=4�n�n�k�£�D;�?Ë������;�>��n��;���?H¤¥;�����;��D��?

β(x, y)
;��

Γβ(x, y)
A@�D��>�����;�?�����Ãv����?}=4>���;�?£?���>��H�D�
3@>D��;�?���=4�

β(x, y) = β(x, y)ez, Γβ(x, y) = Γβ(x, y)ez,
Ó1L �2�QL�×
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�  ¢�)����=4�n����>"Ó1L �2�1ÄÂ×N��;��D� ���n��;)�D���n�k¤¥��;t�����D�H�D��>D>@;����  ¢�)����=4�n����>�¤Â;��������n��;��k��;

∆ rot β + k2
βn

rot β +
1

µ
Fβ = 0,

Ó1L �2��MÂ×

���/��;�?r¤�=4�n�+=4�D��;�?
rot β

;��
Fβ = rot Γβ

��;��D����?�;�>���;�>��1A�=4�"?n�kì�>@;5�D��ö�?1A���;��}õ�=4Ãv�U�D;��D���D�+=���;ÙÃñ;�>j�2;��r��;�?
Òm������;�?�;Ùîc�����n��;��D��;�?H?��D�Ë��;�?ãÒ =���;�?

z = ±h/2
�D;t�+=x�D�+= ���@;1�

�F���D�)�D>@;ñ��>��D;ñ�D��>D>@��;�Aô�D�
3@>D��;ñ��=4�
n
��=4�k�À���-�kÃv��=4�k�1A���;ñ�D���D�+=���;�Ãñ;�>��

uβn

;��)��;v�}õ�=4��ìÂ;ÙÃñ;�>j�
fβn

?���>��
�D��>D>@��?H��=4� O

�1=�?�?�È�Ãñ���n�n�����@;ñÓ
n
��=4�k� ×

uβn = rot βn βn = β(x, y) cos(nπz/h)ez
fβn = rot Γβn Γβn = Γβ(x, y) cos(nπz/h)ez�1=�?H=4>��n��?nÈjÃñ���n�n�����@;5Ó

n
�kÃv��=4�k� ×

uβn = rot βn βn = β(x, y) sin(nπz/h)ez
fβn = rot Γβn Γβn = Γβ(x, y) sin(nπz/h)ez,

Ó1L �2�1ÅÂ×

���
n
��=4�k� ;��

n
�kÃv��=4�k�ØìÂ���D¤¥;��n>@;�>�� ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>�� ��;�?Ø��>@�@;�?�?nÈ�Ãñ���n�n�����@;�? ;�� =4>��n��?�È�Ãñ���n�n�����@;�? ��KN;�? �}õ�=4Ãv�@?

�D;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>��J;����D;LÒm������;t?���>����D�+=4>@?1A@�D;t�c�k¤¥;��nìÂ;�>@��;)>��D�k��;AO

uβn . ez = 0, fβn . ez = 0, div uβn = 0, div fβn = 0.
Ó1L �2�#N�×

:ô;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>��
uβn

AD��;t��;�>@?};��D�H�@;�?£�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>@?
εβn

Ó1L �2�B×N��;)��;�>@?�;��D�£�D;�?H����>��n�}=4�k>���;�?
σβn

Ó1L � ÄÂ×ÙAz=4�k>@?n�
���@;2��;v�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>��

fβn

Ae¤Â���n� 3�;�>��)�  ¢�)����=4�n����>��c�-Ãñ���D¤Â;�Ãñ;�>��%Ó1L � ¿Â×L;�>������D�)�����k>��À�@=4>@?t�  ¢����=4��?�?};Ù�@�)�@;2�+=
�D�+= ���@;�A@;����+=2����>@�c�k�n����>¾�D;)?n�D�ÇÒ =���;L�k�k�D��;);�?n��¤Â���n� 3���;)?��D�Ë��;�?ãÒ =���;�?Ë�k>cÒÔ���n��;��D��;À;��H?n�D�����n��;��D��;XO

ρω2uβn + div σβn + fβn = 0
;�>Ñ�����D�������k>��

(x, y,−h/2 ≤ z ≤ h/2)
σβn⊗ez = 0

?n�D�
z = ±h/2,

Ó1L �2��[Â×

�����+=v�c�k¤Â;��nìÂ;�>@��;À�D;�?�����>��n�}=4�k>��};�?£?};L�����c�D�k�#�
div σβn = −µ rot rot uβn

�
:ô;�?¾¤�=4�n�+=4�D��;�?#��>@;��nìÂ���n�����@;�?

Iβn

A
Tβn

A
Uβn

�D�
3@>D��;�?#�@=4>@?���;/�}=4�D��;1=4��L �2�/¤¥���n� 3�;�>��������1=4��;�Ãñ;�>����  ¢�)�¥��= �
�n����>/Ó1L � N�× O

div Iβn = −2jω(Tβn
− Uβn

) − jω

2
fβn . u∗

βn
.

Ó1L �2��ZÂ×
�L;%Ó1L �S[Â×ÙAFÓ1L �SZÂ×�;��2Ó1L �2�1ÅÂ×ÙAz��;�?£Ãñ�BÈÂ;�>D>@;�?L?n�D�H�  ¢����=4��?�?};��D�J�D;À�+=5�c�k¤¥;��nìÂ;�>@��;x;��J�c�¾�����}=4�n����>D>@;����D;À�m  �k>��};Ù>�?n�k���
�D;)?n�n�n�@���n�D��;)¤Â���n� 3�;�>��

div Iβn = div Iβn , rot Iβn = rot Iβn ,
Ó1L � Ä�ÁÂ×

�D;)?����n��; �¥�@;t�  ¢�)�¥��=4�n����>�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;5Ó1L �2��ZÂ×ã��;Ù�@�H?1 ¢�����n�k��;

div Iβn = −2jω(Tβn
− Uβn

) − jω

2
fβn . u∗

βn
.

Ó1L � Ä��B×
MØ>�>@���}=4>��

κ = 1
�����D�

n = 0
;��

κ = 1/2
�����D�H�����D��;r=4�D�n��;)¤�=4��;��D������?n�k�n�k¤¥;)�D;

n
AD�   �k>���;�>@?n�k���À�D;À?n�n�n�@���n�D��;

Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;
Iβn

A���;�?£�D;�>@?n�k����?J�e ¢��>@;��nì���;
Uβn

;��
Tβn

A�;��£�+=ñ�D;�>@?�� �}�r�D;)�D�D��?}?}=4>@��;ÀÃñ�BÈÂ;�>D>@��;x�D��¤¥;������D����;r��=4�
��;�?ËÒÔ������;�?H;Ùîj�����n��;��D��;�?H��;��D¤Â;�>��H?B ¢�����n�k��;

Iβn = κ
jω

2
µ

(

−∆β∗ × rot β

+grad(rot β . rot β∗) + rot(rot β × rot β∗)

)

,
Ó1L � Ä�ÄÂ×

Uβn
= κ

µ

4

( −∆β . ∆β∗ + ∆(rot β . rot β∗)

−rot β . rot ∆β∗ − rot β∗ . rot ∆β +
(nπ

h

)2
rot β . rot β∗

)

,
Ó1L � Ä�¿Â×
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Tβn
= κ

ρω2

4
(rot β . rot β∗) ,

Ó1L � Ä�L�×

−jω

2
fβn . u∗

βn
= −jω

2
κFβ . rot β∗.

Ó1L � ÄVMÂ×
:ô=)�c�k¤¥;��nìÂ;�>@��;£�D;rÓ1L � Ä�ÄÂ×ÙA¥���

∆β = −rot rot β = ∆β ez
;�?n� ;Ùîc�D�n�kÃñ�#�t��=4�n�n�k�N�D;ÀÓ1L �2�1ÄÂ×ÙA��D��>D>@;H�+=LÒÔ���nÃñ;

?n�D�k¤�=4>���;L�����D���  ¢�)����=4�n����>"Ó1L � Ä��B× O

div Iβn = κ
jω

2





−∆β . ∆β∗ + µ∆(rot β . rot β∗)

+

(

µ

µ∗
ρω2 − µ

(nπ

h

)2
)

rot β . rot β∗ +
µ

µ∗
F ∗

β . rot β



 ,
Ó1L � Ä�ÅÂ×

;����D;tÃ5=4>D��ö���;)���D;�>��n���¥�@;�A@��;t�����}=4�n����>D>@;��ð�D;t�   �k>���;�>@?n�k���À�D;t?n�n���@���n�D��;t��;��D�H?1 ¢�����n�k��;

rot Iβn = κ
jω

2





−µ ∆(rot β × rot β∗)

−
(

µ

µ∗
ρω2 − µ

(nπ

h

)2
)

rot β × rot β∗ +
µ

µ∗
F ∗

β × rot β



 .
Ó1L � Ä!N�×

M�>r�}=4��?}��>x�D; �+=ËÒÔ���nÃñ;JÓ]L � �1ÅÂ×ô�c�x�}õ�=4Ãv�2�D;��D���D�+=���;�Ãñ;�>����D;�?���>@�D;�?�Ö �rAB��;��D���D�+=���;�Ãñ;�>��
uβn

;�?n�ôõ����n�2'���>j�}=4� A
�@=4>@?���;-�D�+=4>SÓ1L �2�#N�× ����;�?���;�>@?�;��D��?��D;�?¾�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>@?�;��¾�D;�?¾����>��n�}=4�k>���;�?��D����?�;�>���;�>����D;�?¾����Ãv����?}=4>���;�?
�c�+=4ìÂ��>�=4��;�?���;��k��;�? ���@;

εzz = 0
A
σzz = 0

;��
σyy = −σxx

AØ�D;�?����n��; ���@;Ñ�  ¢�)����=4�n����>­Ó1L �2�1�B×2����?}?�ö��D;��D;�?
Ãñ;�Ãr�D��;�?��D;Øì¥=4�@�}õ@;�;��ð�D; �c�����k��;Ø>j�D��?������@�

σzz
>��D�4�à:�;ØÃñ���Dö���;����k>@��Ã5=4�n�����@;JÓ1L �2�1ÅÂ×�����Ãv�D������� ��=4�ð�  ¢�)�¥��=4�n����>

?��1=4�+=4�k��;£Ó1L �2�1ÄÂ×�;�?n�ô�D>)Ãñ���Dö���;�;Ùî@=����1Aà=4�r?�;�>@?ô���À�k�¥>@;Ø����>��n��;�>��F=4�@���D>@;N=4�D�D���1îc�kÃ5=4�n����>2?n�D����; �}õ�=4Ãv�
β
AB;��ô��;�?

�)�¥��=4�n����>@? �����1=4��;�?£Ó1L �2��[Â×�;��HÓ1L �2��ZÂ×��@=4>@?Ø�  ¢����=4��?�?�;��D���D;ã�+=L�D�+= ���@;�A¥=4�k>@?n� �¥�@;���;��k��;�? ?n�D�Ø��;�?FÒ =���;�?��k>cÒm���n��;Ù�@��;�;��
?n�D�����n��;��D��;�A�?���>��F¤Â���n� 3���;�? �4�L����;�>@�@=4>��Ø�c�2�äÈj��;N�e ¢��>@�D;Ë����>@?n���D������A���;�?F�}õ�=4Ãv�@?

β
;��

γ
�D����?�;�>���;�>��Ø�c� �e�Ù�};Ù>j��;�?

�D�����D�n��������? O
� ×��@=4>@? ��;£�1=�?��D;��  ¢��>@�D;£?nÈjÃñ���n�n�����@;������D���+= �¥�@;��k��;

κ = 1
Ó
n = 0

×ÙAÂ�  ¢��>@�D;LÖ	�]�D����?�;�>���;H�D>��}õ�=4Ãv���D>D� Òm���nÃñ;
�@=4>@?ð�  ¢����=4��?}?�;��D�F�D; �+=H�D�+= �¥�@;LÓ

β0 = β(x, y)
;��

Γβ0
= Γβ(x, y)

�����D� −h/2 ≤ z ≤ h/2
×ÙAà��;�?��D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>@?�;��

��;�?N����>��n� =4� >j��;�?Ë?���>��N�D�+=4>@;�?1Aj;��N�  ¢�)�¥��=4�n����>Ñ�e ¢��>@�D;vÓ1L �2�1ÄÂ×�;�?n�N>@��>��
�c��?n��;���?n�k¤¥; �2�#NWM � �DKN;J?nÈj?���ö�Ãñ;£�����n��;�?n����>@�
;ÙîD=�����;�Ãñ;�>��L=4���1=�?H�e ¢��>@�@;�?£�@;)����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��£�����+=4�n��?���;�?H�D����?�;�>�����;�?£�@=4>@?��2�1ÅV[ �
A@;��H��;�?���;��+=4�n����>@?HÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?
?n�D�Ë�  ¢����=4��?�?};��D�H�D;L�+=2�D�+= ���@;�A@�D;ñÓ1L � Ä�ÄÂ×��ÑÓ1L � Ä!N�×ÙA�?���>��Ë���D;�>��n�����@;�?£=4�cîÑ�)����=4�n����>@?������1=4��;�?H�@=4>@?��2�1ÅV[ � �
�k� ×���;�?�=4�D�n��;�?���>@�@;�?£Ö �²Ó

n > 0
× �D����?};�>���;�>����D>@;t�D����;�>@�@=4>@��;);�>

z
�@=4>@?Ë��;t�}õ�=4Ãv���D;t�D���D�+=���;�Ãñ;�>��xÓ1L �2�1ÅÂ×ÙA

�k>��n�����c�D��?}=4>�����;JÒm=�����;��D�
κ = 1/2

�@=4>@?Ë�  ¢;Ùîj�D��;�?}?n����>��D;�?ã¤�=4�n�+=4�D��;�?��¥�z=��c�}=4�n���¥�@;�?ËÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?�?��D�ã�  ¢����=4��?�?�;��D�
;��Ë�  ¢�)�¥��=4�n����>��e ¢��>@�D;)�D;�¤j��;�>����c��?n��;���?n�k¤¥; �2�#NWM � �c:ô;t�D���D�+=���;�Ãñ;�>��£;�?n�ã�D�+=4>/Ó1L �2�#N�×�Ã5=4��?Ë>@����;�?�����>��n�}=4�k>���;�?�>D�
��;�?t�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>@?)>@;2��;v?���>��);Ù>��}=4��?}��>-�D;2����Ãv����? =4>���;�?À�D;v�Ù��? =4�k�k��;�Ãñ;Ù>j�À���n��;�>�����;�?À?n�D�k¤�=4>��

z
>@��>�>��D�k��;�?XO

��;�Ãñ���D¤¥;�Ãñ;�>��¹�D;�����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��Ñ;�?��%=4������?��D����?�;�>�� ���+=�ÒÔ����?��@=4>@?%;��5õ@����?%�D;�?��c�k��;����n����>@?¹�c���D�+=4> �D;��+=
�D�+= �¥�@;�AzÃ5=4��?£�k�ð¤Â���n� 3�;À�+=5����>@�c�k�n����>��D;r?n�D�ÇÒm=���;À�k�k�D��;x�D;%Ó1L �2��[Â×H=4�cî��k>���;��ÇÒm=���;�?

z = ±h/2
��:ð=ñ�D����?�;�>@��;x�D;

����Ãv����?}=4>���;�?£�D;t����? =4�k�k��;ÙÃñ;�>j�£���n��;�>�����;�?H?��D�k¤�=4>��
z
�D�����c�D�k�H��;�?�;
�e;���?�?n�D�k¤�=4>���?��@=4>@?��  ¢����=4��?�?�;��D� O

� �r��=4�n�n�k���D;J�+=x�D�
3@>D�k�n����>��D;J�   �k>���;�>@?��k���t�D;L?��n�n�@���n�D��;ñÓ �}=4�D��;1=4�EL �2�B×ÙAc��;�?Ë����Ãv����?}=4>���;�?��D;t����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��
σxy

;Ù�
σxz
A ����=4>���;��k��;�?%?���>��5Ãr�D�k�n�k�D�k����;�?%��=4�5��;��}õz=4Ãv� �D;�¤��k��;�?}?�;Ñ�D�+=4>�A�;�>DìÂ;�>@�c��;�>��%�D> �@�cî»�D;

�D�D��?�?}=4>@��;£�c�k�n�kìÂ�J?n�D�k¤�=4>�� ±z
�)�   �k>������n��;��D�ã�D;��+=)�D�+= ���@;�A��D��>D>�=4>����D>@;£����Ãv����?}=4>j��;H>@��>�>��D�k��;£?��D�k¤�=4>��

z
�����D�

Iβn

��Kã;Ù����;x����Ãv����?}=4>���;
Iβn . ez

;�?��£>��D�k��;x;�>
z = ±h/2

;��t=4>��n��?nÈjÃñ���n�n���¥�@;x��=4�J�}=4�D�����n� �

z
A@�D;t?}���n��; ���@;L�   �k>���;�>@?n�k���À�D;)?n�n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;À?n�D�Ë�  ¢����=4��?�?�;��D�

Iβn

;�?n�Ë�D�+=4>@;�A
� �r��=4�n�n�k���D;L�+=x�D�
3@>D�k�n����>��D;L�+=x�D;�>@?n�k���t�e ¢��>@;��nì���;)�D;t�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>/Ó �}=4�D��;1=4� L �2�B×ÙAc��;�?Ë�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>@?�;��
��;�?Ë����>��n�}=4�k>���;�?��D;L����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��H����>��n�n�k�D�@;�>��#�À�+=x�D;�>@?��k���J�����1=4��;t�e ¢��>@;��nì���;t�D;L�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>

Uβn

AD=1¤¥;��
�D>@;2�D����;Ù>��D;�>@��;v?nÈ�Ãñ���n���2���@;r��=4�L�}=4�D�����n� �

z
A��D��>D>�=4>��1A��D>@;rÒÔ����?JÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?1A���;r��;��nÃñ;

κ
µ

4

(nπ

2h

)2

�D;5Ó1L � Ä�¿Â×N�����D�
Uβn

�
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M�îc��;��D���Ø�����D�ô��;��D;��n>D��;��ô��;��nÃñ;�A ���D��>�  �k>��n�����c�D�k�ô�z=�?��D;F¤�=4�n�+=4�D��;Ø?��D�D�D����Ãñ;�>��}=4�k��;�A1��;�?eÒÔ���nÃñ;�?ô�D;�?�;Ùîc�D��;�?�?n����>@?
=4�k�+=4>��J�D;5Ó1L � Ä�ÄÂ×���Ó1L � Ä!N�×ã��;�?n��;�>��H�k>@�}õ�=4>DìÂ��;�?£������?����@;)�D;�?H��>@�D;�?LÖ	��=1È¥=4>��£�D;�?��D���03@��?H>@��>¾����>@?n�}=4>���?£;�>

zÓ
n > 0

×�?���>��J����>@?n���D������;�? ��M�>¾����?n�DÃñ��A���;��¥�D��;�?n�H�D����?�;�>����r�����D�J�D;�?J��>@�D;�?J�D;r����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��L;�>¾Ãv�k�k��;���¿��
�@=4>@?��2�1ÅV[ �ô;�?n���������c�k��;�����;�Ãñ;�>��£�n�}=4>@?n����?}=4�D��;)�����D�H�D;�?���>@�D;�?JÖ	�\�@=4>@?���;�?Ë�D�+= ���@;�?ËÃv�k>@��;�? �

�5(�� ( � 7 
�/�-!0�% �&. .�(�
�* ����. 
 $�(�0�%&� 
��5/�%!����� / �+�2� 0�%!� . 0��+"�$ %!�
:�;�?t�}õ�=4Ãv�@?)��>@�c�D�+=4�����k��;�?À�����n��;�?n����>@�@=4>��r=4�cî#��>@�D;�? 
J:»�e  �D>@;2�D�+= ���@;xÃv�k>@��;2��;��D¤¥;�>������n��;2�D�����n�k��? �

��=4�n�n�k�£�e  �D>@;)�)����=4�n����>��e ¢��>@�D;)�����D����;t�}õ�=4Ãv�¾?��1=4�+=4�k��;
α(x, y)

O

∆α + k2
αα +

λ + 2µ

4µ(λ + µ)
Γα = 0,

Ó1L � ÄV[Â×
=1¤¥;��

k2
α = ρω2 λ + 2µ

4µ(λ + µ)
,

Ó1L � ÄVZÂ×
���

Γα(x, y)
��;��D����?�;�>���;r��;�?£ÒÔ������;�?L;Ùîj�����n��;��D��;�?1A

kα
���}=4>��J��;r>@��Ãr�D��;2�e ¢��>@�D; ����=�?n� � ����>Dì��k�n�@�c�k>�=4�4�e:�;ÀÒm=4�k�L�D;

�D���n�k¤¥;��H��;��n��;)�)����=4�n����>��@=4>@?���;L�D�+=4>��@��>D>@;

∆ grad α + k2
α grad α +

λ + 2µ

4µ(λ + µ)
Fα = 0,

Ó1L � ¿�ÁÂ×

���
grad α

;��
Fα = grad Γα

�D��?n�kì�>@;�>��H��;�?n��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��£��;t�D���D�+=���;�Ãñ;�>��J;��Ë��;�?ËÒÔ������;�?H;Ùîj�����n��;��D��;�? �2�#NWM � �
:ô;�?H�)����=4�n����>@?H��� �
�D;�?}?n�@?rÓ1L � ÄV[Â×Ë;��rÓ1L � ¿�ÁÂ×ÙAz;�>�����>@?n���D���}=4>��£��;)�}õ�=4Ãv�¾��>@�c�D�+=4�����k��;r����ÃvÃñ;À�D>@;LÒm��>@���n����>¾�D;�?
���������D��>D>@��;�?%�c���D�+=4>

(x, y)
�D>D�����@;�Ãñ;�>��1A�?���>���=��D�)����=4��;�?5�����D�5Ãñ���D���k��?�;��5�+=#�@������=4ì¥=4�n����> �e ¢��>@�D;�? 
J:

�@=4>@?À��;�?)�D�+= ���@;�?ÀÃv�k>@��;�? ��KN;���;�>@�@=4>��x��;2Ò =4�k�À�D;5����>@?n���D����;��r�D>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��2�D;ñ�+=%Òm���nÃñ;
grad α (x, y)�k>@�c�D�k�t�   �D>D� Òm���nÃv�k���ñ�D;x�+=%����Ãv����?}=4>���;

σzz
�c����;�>@?�;��D�t�D;�?t����>��n� =4� >j��;�?1A�=4������? �¥�@;x�����D�)�D;�?t��>@�D;�? ����=�?n� �

����>Dì��k�n�@�c�k>�=4�+;�?1A�=4�@���D>@;�����>��n�}=4�k>���;��@=4>@?ñ�+=#�c�k��;����n����>
z
>� ¢;�?n�5=4�D�@� �����@��;1�Ø�L;¹�D�k�@?1A�����Ãv��=4����=4�»�D��;�Ãv��;��

�}õ�=4Ãv����>@�c�D�+=4�����k��;-?nÈ�Ãñ���n�n�����@;#�D;#:ô=4Ãr��Aã��;¾Ãñ���Dö���;»Ó1L � ¿�ÁÂ×�>@��ì��k�kìÂ;��Ù�+=4�k��;�Ãñ;�>��������D��;#����Ãv����? =4>���;��D;
����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��
�2�#N�Å � ��G&3@>%�D;H�D��;�>@�c��;L;�>%����Ãv�D��;J��;�?N����Ãv����?}=4>���;�?BA�Ã���Ãñ;£��=4�n�n��;��k��;�Ãñ;�>��Ë;�>¹��;#���D�z����>@��;��n>@;
��;�?ð¤�=4�n�+=4�D��;�?F��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?BAà�D>xÃñ���Dö���;������1=4�j�D�k�@?��D���}=4�k�k���ã;�?n������>@?n���D�����ã��� �ä=4�D��ö�? �4:�;N�}õ�=4Ãv�2�D;N�D���D�+=���;�Ãñ;�>��
�����1=4�

uα
�x�   �k>������n��;��D�£�D;t�+=2�D�+= �¥�@; −h/2 ≤ z ≤ h/2

�@����?�;�>���;t��;�?�����Ãv����? =à>j��;�?

uα . ex = α,x, uα . ey = α,y.
Ó1L � ¿��B×

G£�@���D>@;x����>��n�}=4�k>���;2�@=4>@?£�+=5�c�k��;����n����>
z
>� ¢;�?��L=4�D�D�k���¥�@��;x�����D�J�D;�?L��>@�D;�?�
J:ØA��D;x?����n��;����@;

σzz = 0
�zG&3@>

�D;t¤¥���n� 3�;����  ¢�)�¥��=4�n����>"Ó1L �2�1ÄÂ×ÙAD�+=v����Ãv����?}=4>���;)õ@����?H�c���D�+=4>
(x, y)

�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��J;�?n�Ë�D���k?};t�D;t�+=rÒm���nÃñ;

uα . ez = −z
λ

λ + 2µ
∆α,

Ó1L � ¿�ÄÂ×

=4>��n��?�È�Ãñ���n�n�����@;¹��=4�v�}=4�D�����n�+�
z
AF;��ñ�D��>D>�=4>��v�D>@;Ñ����Ãv����?}=4>���;Ñ�D>D� Òm���nÃñ;Ñ�c�U�};Ù>�?�;��D�ñ�D;�?v�D�ÙÒÔ����Ã5=4�n����>@?

εzz = − λ

λ + 2µ
∆α

�ð:�;�?À��;�>@?�;��D��?x�D;�?r�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>@?x;��r�D;�?x����>��n�}=4�k>���;�?r��;��D¤¥;�>�� ���n��;�;Ùîj�D�n�kÃñ��? �Ñ��=4�n�n�k�
�D;"Ó1L �2�B×5;��#Ó1L � ÄÂ×���;�> �}=4��?���> �D;��+=�����Ãv����?}=4>���;�?n�D�k¤�=4>��

z
Ó1L � ¿�ÄÂ×5�c� �D���D�+=���;�Ãñ;�>��

uα
AØ��;���;�>@?};��D�%�D;�?

����>��n�}=4�k>���;�?��D����?�;�>���; �D;�?ð����Ãv����?}=4>���;�?��D; ����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��ð>���>À>��D�k��;�?
σxz

=4>@�
σyz

�1�F���D�ð��;��n��; �}=4��?���>�A1��; �}õ�=4Ãv�
>� ¢;�?��t��=�?t�D�D��;�Ãñ;�>��)����>Dì��k�n�@�c�k>�=4�

(rot uα 6= 0)
Ae;��)�D;2��;��k��;�?)��>@�D;�?À?���>��À=4�D��;�����;�? ����	 ��� � ����>Dì��k�n�@�c�k>�=4�+;�? �

KN;�?Ñ����Ãv����?}=4>���;�?Ñ�D;#����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>����c� ��;�>@?�;��D�Ñ�D;�?¹����>��n�}=4�k>���;�?Ñ>@;��c��?n��=4�}=4��?}?�;�>��¹��=�?%�����D�
z = ±h/2

A
�D��>D>�=4>��£�D;�?�����>��n� =4� >j��;�?�����?����c�@;��k��;�?J=4�cî¹�k>���;��ÇÒm=���;�?1A@�@;t?����n��; �¥�@;L�+=v����>@�c�k�n����>"Ó1L �2�1ÄÂ×N�����D�H�D;�?��k>���;��ÇÒm=���;�?
>@��>Ñ�}õ�=4�nìÂ��;�?Ë>� ¢;�?n�ã��=�?N¤¥���n� 3���;1�c:�;L�}õ�=4Ãv���D;L�D���D�+=���;ÙÃñ;�>j�Ë�����1=4���Ù� �
�D;�?}?n�@?

uα
�D�
3@>D����=4�)Ó1L � ¿��B×�;��)Ó1L � ¿�ÄÂ×
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����>@?n�n�k�n�@;r=4������?Ë�D>�Ãñ���Dö���; 	� � $� � � � 
)�
�2  =4�D��ö�?��  ¢�)�¥��=4�n����>¾�c��Ãñ���D¤Â;�Ãñ;�>��xÓ1L � ¿Â×ÙAD��;�?ËÒÔ������;�?H;Ùîj�����n�k��;��D��;�?

fα
¤Â���n� 3�;�>��

ρω2uα + div σα + fα = 0,
Ó1L � ¿�¿Â×

���
div σα = (λ + 2µ) grad div uα− µ rot rot uα

Ó1L � ¿�L�×
�1=4�Q��;��}õ�=4Ãv�½�D;��D���D�+=���;�Ãñ;�>��������1=4���D����?};�>���;��D;�?»����Ãv����?}=4>���;�?�����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;�? ;Ù���D;����k? =4�k�k��;�Ãñ;�>�� �
:Ø  �k>���;�>@?n�k�����D;#?n�n�n�@���n�D��;

Iα
;��%��;�?Ñ�D;�>@?n�k����?Ñ�e ¢��>@;��nì���;

Tα
;��

Uα
��;��D¤¥;�>�� ���n��;#;Ùîj�D�n�kÃñ��;�? ����=4�n�n�k�Ñ�c�

�}=4�D��;1=4�,L �2�1�D:  ¢�)�¥��=4�n����>������1=4��;�Ó1L � N�×ã;�?n�H=4������?�¤¥���n� 3���;AO

div Iα = −2jω(Tα − Uα) − jω

2
fα . u∗

α.
Ó1L � ¿VMÂ×

KN;���;�>@�@=4>��1Aj;�>5�}=4��?���>��D;�?�����>��n�}=4�k>���;�?N�D;H����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��
σxz

;Ù�
σyz

����?n���c�@;��k��;�?N=4�cîñ� >j��;��ÇÒm=���;�?1A¥�+=)�c�k¤Â;��nìÂ;�>@��;
;��Ë��;t�����}=4�n����>D>@;��ð�D;t�   �k>���;�>@?n�k���À�D;)?n�n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;)?��D�Ë�  ¢����=4��?�?�;��D�H?}��>��Ë��;���?&�¥�@;

div Iα = divIα + τα, rot Iα = rotIα,
Ó1L � ¿�ÅÂ×

������;t��;��nÃñ;x=��D�c�k�n����>D>@;��
τα
;�?n�H� ��=4�cî�����>��n�}=4�k>���;�?L�D;)����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��J>@��>�>��D�k��;�?

σ⊗ez
;��£=4�¾�D���D�+=���;�Ãñ;�>��

�@=4>@?���;L�D�+=4>¾=4�cî¹�k>���;��ÇÒ =���;�?
z = ±h/2

O

τα =
jω

2h
[(σα⊗ez) . u∗

α]
h/2
−h/2 = −jω

2

λµ

λ + 2µ
grad ∆α . grad α∗.

Ó1L � ¿!N�×

:ô=2Ãñ�BÈ¥;�>D>@;)�D;5Ó1L � ¿VMÂ×ã?n�D�Ë�  ¢����=4��?�?};��D�H�D;t�+=x�D�+= ���@;)?1 ¢�����n�k�£=4������?

divIα = −2jω(Tα − Uα) − jω

2
fα . u∗

α− τα.
Ó1L � ¿V[Â×

:�;%�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>��
fα

=4�D��=4�}=4��?}=4>��v�@=4>@?r�  ¢�)����=4�n����>_Ó1L � ¿�¿Â×)��;��D� ���n��;%;Ùîc�D�n�kÃñ�%����ÃvÃñ;
fα = Fα + f̃α

Að���
Fα

;�?�����;À�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>��BAz�D>D� ÒÔ���nÃñ;À��=4�£�}=4�D�����n� �
z
A��c��Ãñ���Dö���;¹Ó1L � ¿�ÁÂ×�;��

f̃α
�D>@;)ÒÔ������;À�e ¢;ÙîD���k�}=4�n����>����¥�1=4��;

�k����;v=4�cî�����Ãv����?}=4>���;�?)?n�D�k¤�=4>��
z
�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��À;��t�D;�?L����>��n� =4� >j��;�?5Ó1L � ¿�ÄÂ×
��KN;�?t����Ãv����?}=4>���;�?t�k>@�c�D��?�;�>��

��ì¥=4��;�Ãñ;�>����D;�?�ÒÔ������;�?Ø>@��>ñ>��D�k��;�? ;�>
z = ±h/2

�Â<�=4��?Ø��;�? �D;��cîv�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>���?��k>��n�����c�D�k��? ��=4�Ø��;ãÃñ���Dö���;������1=4�
?�;t����Ãv��;�>@?�;�>��£;Ùî@=�����;�Ãñ;�>��£;�>Ñ��;��nÃñ;À�D;JÒm������;AO

f̃α + [σα z]
h/2
−h/2 /h = 0,

Ó1L � ¿VZÂ×
;���?};t����Ãv��;�>@?�;�>��#�¥��=�?��kÃñ;�>��H;�>Ñ��;��nÃñ;À�e ¢��>@;��nì���;�?UO

f̃α . u∗

α + [(σα z) . u∗

α]
h/2
−h/2 /h = O(h2),

Ó1L � L¥ÁÂ×
���

O(h2)
?n�kì�>D� 3�; ���@;L��;�?Ë��;��nÃñ;�?£;�>

h2 ;��Ë�D�D��?�? =4>@��;�?�?n�D�����n��;��D��;�?£�D; h
?���>��Ë>@��ì��k�kìÂ��? �

:ô=�����Ãv����?}=4>���;��D;¾����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��%�����D����;¾�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1AN�k>��n�����c�D�k��;¾��=4�#Ó1L � ¿�ÄÂ×ÙA �D����?};�>���;�=4������?���;�?�;
�e;���?
?n�D�k¤�=4>���? O
� �D;�Ó1L � ¿VZÂ×ÙA��+=ÑÒm������;5¤Â���k�DÃv�����@; f̃α

;��x��;�?x����Ãv����?}=4>���;�?2�D;%����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��2����?n���c�@;��k��;�?2�c�/�};Ù>�?�;��D�x�D;�?
����>��n�}=4�k>���;�?

σxz
;��

σyz
;�>

z = ±h/2
?�;J����Ãv��;�>@?�;�>��Ë������? �¥�� ¢;��k��;�?Ë?}��>��NÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?Ë?��D�N�  ¢����=4��?�?�;��D���D;

�+=v�D�+= ���@;�Az�D;À?}���n��; ���@;)�+=ñ����Ãv����?}=4>��};r�D;r����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��L�c��?n��=4�}=àó��J;�>¾Ãñ�BÈ¥;�>D>�=4>��£�  ¢�)����=4�n����>UÓ1L � ¿VMÂ×
�
G£�k>@?n���+=)����Ãv����?}=4>���;J�D;H����? =4�k� ��;�Ãñ;�>��N��;��D� ���n��;H>@��ì��k�kìÂ��;J;�>5�D�n�k�k��?}=4>��N��;��n��;£�)����=4�n����>�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;£�@=4>@?
��;tÃñ���Dö��k;À���k>@��Ã5=4�n�����@;)�����D����;�?Ë�D�+= ���@;�?�Ãv�k>@��;�? �



� Ê K"ïA� �2*-'A��C �6"1*7'A\+3J� �2� *,C-()�+35�#"1�6� � HI� ���2�4* T � �

� �L;ñÓ1L � L¥ÁÂ×ÙAD�+=2�D�D��?�?}=4>@��;t�����}=4��;)�D��¤Â;������D����;)��=4�Ë�+=rÒm������;L¤¥���k�DÃv���¥�@; f̃α
;��H��;��k��;t����?n���c�@;��k��;r=4�cî%�k>���;����

Ò =���;�?J;�>
z = ±h/2

?���>��J�e ¢�����c��;
h2 �zM��k��;�?£>@;x?�;À����Ãv��;�>@?�;�>��L��=�?J;Ùî@=�����;�Ãñ;�>��vÓ �D>@;ÀÒÔ������;ÀÃñ�àÈÂ;�>D>@;>j�D�k�k;r��;Ù�@�J�D��¤Â;������D��;��J�D>@;À�D�D��?�?}=4>@��;ÀÃñ�BÈÂ;�>D>@;r>@��>�>��D�k��;B×ÙAzÃ5=4��?H�+=5����>��n�n�k�D�D�n����>�ì�������=4��;x�D;�?£����Ã �

����? =4>���;�? �D;H����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>�����;��D� ���n��;Ë>@��ì��k�kìÂ��;£;�>5��;����D������>@��;��n>@;H��;�? ��>@�D;�? ����=�?n� � ����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;1?N�@=4>@?
��;�?��D�+= �¥�@;�? �ÙÃv�k>@��;�?��5Ó

h ¿ L1 + L2
×
�

:ô;t��;��nÃñ;
τα
�@=4>@?rÓ1L � ¿!N�×N��;��D� ���n��;);Ùîc�D�n�kÃñ� �2��=4�n�n�k�H�D;5Ó1L � L¥ÁÂ×ã����ÃvÃñ;

τα =
jω

2h
[(σα⊗ez) . u∗

α]
h/2
−h/2 = −jω

2
f̃α . u∗

α + O(h2)
Ó1L � L �B×

�D;)?����n��; �¥�@;t��;�?��D;��cîÑ�D;��n>D��;���?H��;��nÃñ;�?H�D;ñÓ1L � ¿V[Â×Ë?1 ¢�����n�k¤¥;�>��

−jω

2
fα . u∗

α− τα = −jω

2
Fα . grad α∗ + O(h2)

Ó1L � L¥ÄÂ×
;��&�¥��;L�  ¢�)�¥��=4�n����>"Ó1L � ¿V[Â×ã�����D����;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?£�Ù>�;Ù��ìÂ�Ù���2���@;�?£?�;L�����c�D�k�#�

divIα = −2jω(Tα − Uα) − jω

2
Fα . grad α∗ + O(h2).

Ó1L � L¥¿Â×
:ô;rÒ =4�k�L�D;2>@��ì��k�kìÂ;��t��;�?L��;��nÃñ;�?t�e ¢�����c�};

h2 �����D�t��;�?L�D�+= ���@;�?LÃv�k>@��;�?ñÓ h ��;��n�k� ×£��;��nÃñ;��)�e ¢�����n�k��;2�   �k>���;�>@?��k����D;%?n�n�n�@���n�D��;%;��r��;�?x�D;�>@?n�k����?x�e ¢��>@;��nì���;%Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;�?2?��D�À�  ¢����=4��?�?};Ù�@�x����ÃvÃñ;%�D;�?ÀÒm���nÃñ;�? ����=��c�}=4�n���¥�@;�?2�D;�?
¤�=4�n�+=4�D��;�?

grad α
;��

∆α
O

Iα =
jω

2





µ(3λ + 2µ)

λ + 2µ
∆α grad α∗ − µ ∆α∗ grad α

+µ grad(grad α.grad α∗) + µ rot(grad α × grad α∗)



+ O(h2),
Ó1L � LVL�×

Uα =
1

4





2λµ

λ + 2µ
∆α ∆α∗

+µ (∆(grad α . grad α∗) − grad α . grad ∆α∗ − grad α∗ . grad ∆α)



+ O(h2),

Ó1L � L-MÂ×
Tα =

ρω2

4
(grad α . grad α∗) + O(h2).

Ó1L � L¥ÅÂ×
MØ>�?n�D�@?n�n�k�n��=4>����m ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>�Ó1L � ¿�ÁÂ×Ø�D;

Fα
�@=4>@?£Ó]L � L¥ÄÂ×�AÂ�  ¢�����n�k�n�D��;£?��D�k¤�=4>���;H;�?n� ���D��;�>��@;H�����D� �+=)�c�k¤¥;��nìÂ;�>@��;

�D;t�   �k>���;�>@?n�k���À�D;t?��n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;)?��D�Ë�  ¢����=4��?�?�;��D�UO

divIα =
jω

2















2λµ

λ + 2µ
∆α ∆α∗ + µ ∆(grad α . grad α∗)

+ρω2

(

− 3λ + 2µ

4(λ + µ)
+

µ

µ∗

λ∗ + 2µ∗

4(λ∗ + µ∗)

)

grad α . grad α∗

− 3λ + 2µ

4(λ + µ)
Fα . grad α∗ +

µ

µ∗

λ∗ + 2µ∗

4(λ∗ + µ∗)
F ∗

α . grad α















+ O(h2),
Ó1L � L7N�×

;����D>@;);Ùîj�D��;�?}?n����>�?��kÃv� �+=4�k��;À;�?n����>���;�>��@;)�����D�H?���>������}=4�n����>D>@;�� O

rotIα =
jω

2













−ρω2

(

3λ + 2µ

4(λ + µ)
+

µ

µ∗

λ∗ + 2µ∗

4(λ∗ + µ∗)

)

grad α × grad α∗

−µ ∆ (grad α × grad α∗)

− 3λ + 2µ

4(λ + µ)
Fα× grad α∗ +

µ

µ∗

λ∗ + 2µ∗

4(λ∗ + µ∗)
F ∗

α × grad α













+ O(h2).
Ó1L � L-[Â×



� � � � �43?�+'�@B*-�4��'AC<� *7���6C!�#"1()� *7'X�+3?�+'AF1*7'A\2F13J()�+*-'ED�3?�+3?F ;)'#*,�2*,��" � C-��*7����'/� ;)\ *7'A� HI��� �2*-'

� (�� ( �  �#��*5$2��� �#
 � ��$ (�0#%!���!"�$ ������
����4%5� * �+�1$��2�*/2�#��%!�2� �#
 ����%!0
:�;�?)?nÈc?n��ö�Ãñ;�?L�e ¢�)����=4�n����>@?)���D��;�>��@;�?t�����D�t��;�?t��>@�D;�?ÀÖ	�X;�� 
J:U�D�}��?};�>���;�>��t�+=�Ã���Ãñ;v?n�n�n�@���n�D��;v;��t�D;�?

¤�=4�n�+=4�D��;�?)?n�kÃv�k�+=4�k��;�?1A�;��t?���>j�J�����F�n�}=4�k����?t?��kÃr�D�k�}=4>@��Ãñ;�>�� ��â
�ðÒ =4�D�L�����D�t�e  =4�������#>@����;��L��;x��=4�}=4�k�����k��?nÃñ;ñ;�>��n��;
�e  �D>v� ��������;�?���>@�D;�? 
J:Ñ�@=4>@?F��;�?��D�+= �¥��;�?�;��F��;��k��;�?�?�;��D������=4ìÂ;1=4>��Ø�@=4>@?F�D>xÃv�k�k��;��ñ¿��\Ó ��;�?F;Ùîc�D��;�?�?n����>@?Ø=4�k��=4>j�
�D;vÓ1L � LVL�× �¹Ó1L � L-[Â×�?���>��ã���D;�>��n�����@;�?�=4�cî%�)����=4�n����>@?)Ó���MÂ×��@=4>@?
�2�1ÅV[ �
Aj���

λ
;�?n�N��;�Ãv�D�+=����L��=4�

2λµ/(λ + 2µ)
×ÙA

;����e  �D>�=4�D�n��;t� �����L��;�?���>@�D;�?£Ö	�´�@=4>@?Ë��;�?ã�D�+= ���@;�?�;��ã��;�?���>@�D;�?��D;t����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��������+=4�n��?���;�?H�@=4>@?Ë�D>¹Ãv�k�k��;��
¿�� �¥Õð���D��;�? ��;�?��)�¥��=4�n����>@?N�e ¢��>@�D;�?������n�};�?�����>@�@=4>���;�?��@����?�;�>���;�>����+=tÃ���Ãñ;H?��n�n�@���n�D��;H�@=4>@? �+=LÒm���nÃr�D�+=4�n����>%;�>
�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1Aj;�� ��;�?�;Ùîj�@��;�?�?n����>@?����D��;�>��@;�?������D� �   �k>���;�>@?�� �}�£�D;H?n�n�n�@���n�D��;�A�?}=)�c�k¤Â;��nìÂ;�>@��;£;���?}��>ñ�����}=4�n����>D>@;�� A
;�� ��;�? �D;�>@?n�k����?��e ¢��>@;��nì���;£?}��>��Ø�n��ö�?�?n�kÃv�k�+=4�k��;�?N;��ØÃñ;��n��;�>��N;�>)Æn;��5�D;�? ¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n�����@;�?N=4�cîv�D�����D�n��������?
���D;�>��n���¥�@;�? ��M�>#����>@?n���D���}=4>�� �ñ�D����?�;�>��L?}����=4����Ãñ;�>��J��;�?L��>@�D;�?tÖ	��;��J��;�?L��>@�D;�? 
J:ØAz�   =4>�=4�kÈj?};r����>@�c�D�k�)=4�cî
����>@���k�@?n����>@?Ø���D��;�>��@;�?F�����D����;�?��äÈj��;�?F�e ¢��>@�D;�?Ø?�;��D������=4ìÂ;1=4>��Ø�@=4>@?F�D>xÃv�k�k��;��5¿�����?����n������; �2�1ÅV[ �
A�;��������D¤�=4>��
���n��;t����?n�DÃñ��;�?H����ÃvÃñ;À?n�D�k� �
:�;ÑÒ =4�k�5�D;�?n�D�@?n�n�k�n�@;��

∆β
Ó ��;�?n��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��

∆α
×x��=4��?���>�;Ùîj�D��;�?�?�����>����D��;�>��@; �#��=4�n��� �%�D;/Ó1L �2�1ÄÂ×�Ó ��;�?��

��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��XL � ÄV[Â×2�@=4>@?
rot ∆β

Ó1L � Ä�¿Â×ÑÓ ��;�?n��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��
grad ∆α

L � L-MÂ×2�D��>D>@;�A������D�ñ�D;�?ñ��>@�D;�?�Ö	�
Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>����@;�? ��>@�@;�? 
J:ð×ÙAÂ�D>@;H; îc�D��;�?�?��k��>5�����D�Ø�+=t�D;�>@?��k�����e ¢��>@;��nì���;£�D;��D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;

UβnÓ ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��
Uα
×ÙAcÃñ;��n�}=4>��£;�>vÆÇ;��

� �D;��cî ¤�=4�n�+=4�D��;�?Ñ����;��k��;�?Ñ����?��k�n�k¤Â;�?1A ∆β . ∆β∗
;��

rot β . rot β∗
Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��

∆α ∆α∗ ;��
grad α . grad α∗ ×ÙA

� ��;v�D�����c�D�k�r?��1=4�+=4�k��;ñ;�>��n��;ñ��;�?LÒm������;�?À;Ùîj�����n��;��D��;�?r;��)��;v����>�ÆÇ�Dì��@�5�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��1A�=4�D�n��;�Ãñ;�>��r�c�k�)�+=�D�D��?�?}=4>@��;)�D��¤¥;������D����;)��=4����;�?ãÒÔ���}��;�?H;Ùîj�}�Ù���k;��D�};�? �
KN;�? ¤�=4�n�+=4�D��;�?_?���>��_��ì¥=4��;�Ãñ;�>�� =��@=4�D����;�? �X�  ¢;Ùîc�D��;�?�?n����> �D;\�+=S�D;�>@?n�k���­�e ¢��>@;��nì���;����k>@���n�����@;\Ãñ�BÈ¥;�>��
>@��;

Tβn

Ó1L � Ä�L�×�Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��
Tα

L � L¥ÅÂ×ñ;��1A �e  =4�D��ö�?�Ó1L � Ä��B×�Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;ÙÃñ;�>j�>L � L¥¿Â×ÙA ����;��k��;�?��D;��+=-�c� �
¤Â;��nìÂ;�>@��;À�D;L�   �k>���;�>@?��k���)�D;)?n�n�n�@���n�D��;)Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;�Ó1L � L¥ÅÂ×
�
:�;t�����}=4�n����>D>@;��ð�@;L�   �k>���;�>@?n�k���À�D;)?n�n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;5Ó1L � Ä!N�×)Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>�� L � L-[Â×NÃñ;��H;�>vÆÇ;���O
� ��;t¤Â;�����;��D���D�D��;�Ãñ;�>��H�kÃ5=4ì��k>�=4�k��; rot β × rot β∗

Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��
grad α × grad α∗ ×ÙA

� ��;ñ�@�����c�D�k�r¤¥;��������n��;��N;�>��n��;5��;�?)Òm������;�?r;Ùîc�����n��;��D��;�?x;��r��;5����>�ÆÇ�Dì��@���c�"�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1AF�@=4>@?À��;)���@;��N��;�?�D;��cî¹¤¥;�����;��D��?��D����?�;�>���;�>��£�D;�?�����Ãv����?}=4>���;�?H>@��>�>��D�k��;�?��D>D�����@;�Ãñ;Ù>j�H?��D�k¤�=4>��
ez

�
:Ø ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>/Ó1L � Ä�ÄÂ×)Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;ÙÃñ;�>j� L � LVL�×ã�D;t�   �k>���;�>@?n�k���)�@;t?n�n�n�@���n�D��;)Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;)Ãñ;��H;�>vÆÇ;��
� ��;�ì��}=��c��;�>��¾�D;��+=U¤�=4�n�+=4�D��;-����;��k��; rot β . rot β∗

Ó ��;�?���;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��
grad α . grad α∗ ×%;�����;�����}=4�n����>D>@;��2�c� ¤¥;�����;��D���D�D��;�Ãñ;�>��¾�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;

rot β × rot β∗
Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��

grad α ×
grad α∗ ×ÙA

� ��;�¤¥;�����;��D�N����Ãv�D��;Ùîc; ∆ β∗ × rot β
Ó ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��

∆α∗ grad α
×ÙA����D�@>@;H�D���n�k¤¥;�>D�z�e  �D>�?��1=4�+=4�k��;

>D�ô�e  �D>�������;�>��n��;��ô¤Â;�����;��D� �
KN;���;�>@�@=4>��J�  ¢;Ùîj�@��;�?�?n����>UÓ1L � Ä�ÄÂ×ÀÓ ��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>�� L � LVL�×Ë>@;À����>��n��;�>��J��=�?H��;�?�ÒÔ������;�?J;Ùîj�����n��;��D��;�? ���L=4>�?£��;��n��;
;Ùîj�D��;�?}?n����>�A���;2��;��nÃñ;

grad (rot β . rot β∗)
;�?n�t�D���������n�n����>D>@;��N=4��ì��}=��D�k;�>j�À�D;2�+=¹�D;�>@?n�k���ñ�e ¢��>@;��nì���;ñ��� �

>@���n���¥�@;vÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�ÓÔ?n�F��;v��;��nÃñ;
O(h2)

;�?��L>@��ì��k�kìÂ�v�����D�)��;�?t�D�+= �¥�@;�?)Ãv�k>@��;�?)�@=4>@?t�  ¢�)����=4�n����>:L � L¥ÅÂ×ÙAeÃ5=4��?
>@;t����>��n�n�k�D�@; �¥�� ,�x�   �k>���;�>@?��k���t���1=����n�k¤Â;);�>Ñ>@��ì��k�kìÂ;1=4>��H�   =4Ãñ���n�n��?�?};�Ãñ;�>��H�@=4>�?Ë��;LÃ5=4�����n�+=4� ��â
�ô=4�D��=4�}=àó��£=4������?
���+=4�k��;�Ãñ;�>�� ���@;������D�ô�D;�?ô�1=�?�ìÂ��>@���}=4�cî�A1�   �k>���;�>@?n�k��� �D;Ø?��n�n�@���n�D��;�>@;���;��D�ô��=�? ���n��;Ø;Ùîj�D�n�kÃñ��; �ã��=4�n�n�k�ð�e  �D>)���0�
��;�>��n��;���?��1=4�+=4�k��;1��:�;�? Ãñ���nõ@���D;�?N��>@;��nìÂ���n�����@;�?���=�?���;�?�?n�@�Ø�   =4>�=4����ì���;£�nõ@;��nÃv���¥�@;H�����D����;�? �D�+= �¥�@;�? �R[��ÂA7[�ÄcA7Z�� �
ÒÔ��>��F�D>@;ã=4�D�D���1îc�kÃ5=4�n����>ñ?n�D�ËÓ1L � Ä�ÄÂ×ð����Ó1L � LVL�×ð;�>2?��D�D����?}=4>��F�   � >j��;�>@?n�k���ã�D;ã?n�n�n�@���n�D��;ã��ì¥=4��;Ë=4�xì��}=��c��;�>��Ø�D;��+=
�D;�>@?n�k���L�e ¢��>@;��nì���;L�����}=4��;1�c:ô����?��¥��  �k�e;�?n�Ë����Ãv�@�k�����L��=4�ã�  ¢�)����=4�n����>Ñ�D;L����>@?�;��n¤�=4�n����>Ñ�D;£�  ¢��>@;��nì���;ñÓ1L � N�×ÙAeÓ1L � Ä��B×
���"Ó1L � L¥¿Â×ÙAz��;)Ãñ���Dö���;r�D;t�êÈ���;)ì��}=��c��;�>��£�����D�£�   �k>j��;�>@?n�k���r�D;À?n�n�n�@���n�D��;r����>@�c�D�k� �2�D>@;r�)�¥��=4�n����>¾�D����?�;�>��}=4>��
�D;�?t?n�kÃv�k�+=4�n�k����?À=1¤¥;��x�  ¢�)�¥��=4�n����>��D;x�+=%�}õ�=4��;��D�t�D�n�k�k��?���;v;�>#�nõ@;��nÃv�����@;�Ae;��À=��@=4�D����; ���+=���;��D����?�;�>��}=4�n����>��D;�?
�n�}=4>@?ÇÒm;��n��?N��>@;��nìÂ���n�����@;�?Ë�@=4>@?ã��;��n�}=4�k>@;�?ã?��n�n�@���n�D��;�? �S[�ÁDA<[��ÂA<[�ÄDA<Z��ÂA��1Á�� � �cKN;��n��;L�)�¥�z=4�n����>%��;��D� ���n��;J���}=4�D�k��;
?n�D�)�+=¹��=�?�;ñ�e  õ�Èj�����nõ@ö�?�;�?À��=4�n�n�����D�k��ö���;�?r��;��k��;�? ����  �D>/=4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>��)Ò =4�k�D��;�Ae�+=������n��;�?n����>@�@=4>@��;�;�>��n��;ñ���0�
��;�>��n��;��ô?��1=4�+=4�k��;)�D;t�   �k>���;�>@?n�k���À;��Ë�+=2�D;�>@?��k���)�e ¢��>@;��nì���;t�����}=4��;�A@�+=2?n�D�D�D�};�?}?n����>��D;�?���;��nÃñ;�?H�e  �k>���;��ÇÒÔ����;�>@��;�?£;��
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�+=2����?�?n�k�D�k�k�k���)�D;tÃñ�BÈ¥;�>D>@;��H?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��£��;�?��D;�>@?n�k����?H�e ¢��>@;��nì���;1�
��=4����;L��; ���� ¢;��k��;�?Ë?}��>��ã���D��;�>��@;�?Ë�D>D�����@;�Ãñ;�>��&�À��=4�n�n�k���D;�?Nõ�Èj�����nõ@ö�?�;�?NÒm���nÃr�D����;�?�=4�Ñ�}õ�=4�D�k�n��;­ÄcAj��;�?ã�)����= �
�n����>@?L�k�k>@�1=4�k��;�?t��� �
�D;�?�?n�@?t=4�k�+=4>��t�D;¹Ó1L � Ä�ÄÂ×	��Ó1L � Ä!N�×£;��L�D;¹Ó1L � LVL�×	��Ó1L � L-[Â×������D�L��;�?J¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n���¥�@;�?
?}��>��Ë=4�k>@?����D�k�@?ËìÂ�Ù>��Ù� =4�k;�? �D:�;��D���1=4��=����k��� �ÀÒÔ���D�n>D�k�Ë�D>@;£Òm���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥�@;L�����D�Ë�D;�?Ë�}õ�=4Ãv�@?Ë¤j�k�D�}= �
�����k��;�?H�D;t�D�+= �¥��;�?H;�?n�#�x�D����?�;�>��H�c��?}���D����;1�
âäÃv�D�k������=4>��xÃñ���k>@?v�D;�¤�=4�n�+=4�D��;�?ÑÓÔ�D;��cî/����;��k��;�?v;��x�D>@;��kÃ5=4ì��k>�=4�k��;B×x;��x�kÃv�D�k������=4>��v�c�k��;�����;�Ãñ;�>��ñ�k;�?rÒm������;�?
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∆ζ = −k2ζ − k2
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∆χ = −k2χ − k2
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ζ = α

A
χ = grad α

A
Γ = Γα

A
F = grad Γα
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k2 = k2

0 = k2
α�����D�2�D;�?2��>@�D;�? 
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ζ = β
A
χ = rot β

A
Γ = Γβ

A
F = rot Γβ

A
k2 = k2

βn
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k2

0 = ρω2 / µ
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ζ = ζ(x)
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∆(ζζ∗) = ζ ∆ζ∗ + ζ∗ ∆ζ + 2χ . χ∗

∆(χ . χ∗) = χ . ∆χ∗ + χ∗ . ∆χ + 2∆ζ ∆ζ∗,
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∆ζ
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∆χ
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

























∆(ζζ∗) + (k2 + k∗2

)ζζ∗ = 2χ . χ∗ − k2
0

ρω2
ζ∗Γ − k∗2

0

ρω2
ζΓ∗

∆(χ . χ∗) + (k2 + k∗2

)χ . χ∗ = 2k2k∗2

ζζ∗ − k∗2

0

ρω2
F . χ∗ − k∗2

0

ρω2
F ∗ . χ

+
k2k∗2

0 + k2
0k

∗2

ρω2
(ζ∗Γ + ζΓ∗) +

2k2
0k

∗2

0

ρ2ω4
ΓΓ∗.
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F = 0
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ζζ∗
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χ . χ∗
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{

∆(ζζ∗) + (k2 + k∗2

)ζζ∗ = 2χ . χ∗

∆(χ . χ∗) + (k2 + k∗2

)χ . χ∗ = 2k2k∗2

ζζ∗.
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ζζ∗
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χ . χ∗
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ξ = ζζ∗

���
ξ = χ . χ∗

O
(

∆∆ + 2(k2 + k∗2

)∆ + (k2 − k∗2

)2
)

ξ = 0,
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(∆ − r1)(∆ − r2)ξ = 0,
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r1 = (±j(k − k∗))2
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r2 = (±j(k + k∗))2
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k2 = k2
R(1 + jη)
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η ¿ 1
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∆ − k2
Rη2
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∆ + 4k2
R

)

ξ = 0
�

?�;��D�5�k;»�D��;�Ãv��;���Ò =��Ù�};Ù�@�/;�?n������>@?n���D�����������D���+=��D;�>@?n�k�����e ¢��>@;��nì���;������}=4��;
W

ÓÔ����>@�c�D��?}=4>��U=4�cî�?�;��D��;�?
����Ãv����?}=4>���;�?x�D;ñ>@��Ãr�@��;�?r�e ¢��>@�D;�? ±(k − k∗)

×ÙAô;��r?�;��D� ��;5?�;�����>@�-Òm=�����;��D�x;�?n�r����>@?n���D�����5�����D�r��=��D;�>@?n�k���
�+=4ì��}=4>Dì���;�>D>@;

L
ÓÔ����>@�c�D��?}=4>��)=4�cî¾?�;��D��;�?J����Ãv����?}=4>���;�?t�D;À>@��Ãx�D��;�?L�e ¢��>@�D;�? ±(k + k∗)

×��@=4>@?J��=5Ãñ���nõ@���D;
�LMØ< �S[VM � �
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�"��� Y �r� ��
_� ��� ���t��#��¯���'��� ��
  �Ë� ��� �S� ��� �%�z� #&�¯��� #Ë���r� � �

�5( � (*' 7 
�/�-!0�%�/�%�� ��( * ��� 
���. 
 $�(�0�%!� . 0��+"�$ %!�1%!� � %�� ��
��
:�;LÒ =4�k���e  �k>�����ì���;��£��;�?��c� �e����;�>���;�?£����Ãv����?}=4>���;�?£�1=4�n����?n��;�>D>@;�?£�D;t�  ¢�)�¥��=4�n����>¾�c��Ãñ���D¤¥;�Ãñ;�>��xÓ1L � ÄÂ×�=4�D��ö�?

=1¤¥���k��Ãr�D�k�n�k�D�k���)��;�?��D;��cî¹�D��;�Ãv��ö���;�?H��=4�
z
A@=4�k>@?�� ���@;L�+=2�D�n��?�;t;�>�����Ãv�D��;À�e  �k>���;��ÇÒm=���;�?H�k�k�D��;�?1A@�D��>D>@; �2�#NWM �







Mx,x + Mxy,y − Qx + ρω2Rx

Mxy,x + My,y − Qy + ρω2Ry

Qx,x + Qy,y + ρω2Tz + Fz

=
=
=

0
0
0

Ó1L �SM�ÅÂ×

���
Mx = hσxx z, My = hσyy z, Mxy = hσxy z,
Qx = hσxz, Qy = hσyz, Tz = huz,

Rx = hux z, Ry = huy z, Fz = hfz.

Ó1L �SM!N�×

MØ>ñ��=4�n�n�����D�k��;��N��;�? �¥��=4>���� �}��?
Mx

;��
My

�D��?n�kì�>@;�>����D;�? Ãñ��Ãñ;�>���?��D; ��;Ùîj����>5��=4� �D>D�k���H�D;Ë����>Dì��@;��D�BA
Mxy

�D>
Ãñ��Ãñ;�>��J�D;)������?n����>���=4���D>D�k���À�@;t����>Dì��@;��D�1A

Qx
;��

Qy
�D;�?£;
�����n��?H�n�}=4>@�}õ�=4>���?£��=4���D>D�k���À�D;)����>Dì��@;��D� ��KN;�?

����=4>��n�k����?J?���>��J�1=4�����D����;�? �ñ��=4�n�n�k�J�e  �D>¾��;�>@?};��D�J�D;�?£����>��n�}=4�k>���;�?
σ
?�È�Ãñ���n�n�����@;1�z:�;�?J;Ùîj�D��;�?�?�����>@?£�D;

Qx
;��

Qy
���D��;�>��@;�?��À��=4�n�n�k�Ë�D;�?ã�D;��cî5�D��;�Ãv��ö���;�?Ë����Ãv����? =4>���;�?Ë�D;2Ó1L �SM�ÅÂ×ÙAc;��N�����k>�Æn;�������;�?Ë�@=4>@?N�+=À�n������?n��ö�Ãñ;L�D��>D>@;

�  ¢�)����=4�n����>¾?n�D�k¤�=4>���; �2�#NWM � O

Mx,xx + 2Mxy,xy + My,yy + ρω2(R + Tz) + Fz = 0,
Ó1L �SMV[Â×

���
R = Rx,x + Ry,y

�
:ô;�Ãñ���Dö���;J�D; �L� �}�}õDõ@�0�������D����;�?���>@�D;�?N�D; ��;Ùîc����>%?n�D�D����?�;#�¥�@;H��;H�}õ�=4Ãv�¹�D;H�D���D�+=���;�Ãñ;�>��Ë;�?n���D;H�+=LÒm���nÃñ;

u(x, y, z) = −zw,xex − zw,yey + wez,
Ó1L �SMVZÂ×

������;)�}õ�=4Ãv��?��1=4�+=4�k��;
w(x, y)

�};Ù�@����?�;�>���;t��;tÃñ���D¤Â;�Ãñ;�>��£�D;
��;Ùîc����>��D;L�+=2�D�+= �¥�@;tÃv�k>@��;1�
:ô;�? ����=4>��n�k����?���>@;��nìÂ���n�����@;�?-Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;�?�?��D���  ¢����=4��?�?�;��D�-��;��D¤¥;�>�� ���n��;»;Ùîc�D�n�kÃñ��;�?�;�>��D�n�k�k��?}=4>��-��;�?-¤�= �
�n�+=4�D��;�?rÓ1L �SM!N�×N;��Ë��;�?Ë�}õ�=4Ãv�@?H�D;L�D���D�+=���;�Ãñ;�>��£;����D;L�@� Òm���nÃ5=4�n����>@?���;��D¤¥;�>�� ���n��;t�D����;��nÃv�k>@��?#�x��=4�n�n�k���D;t��;
Ãñ���Dö���;x���k>@��Ã5=4�n�����@;2=4�D�D�}�¥�}õ�� Oz����ÃvÃñ;

w∗ ;Ù�L?�;�?£�D���n�k¤¥��;�?J��=4�£�}=4�D�����n�t=4�cî¾���¥���}�D��>D>@��;�?L�c�¾�D�+=4>#�D;À�+=�D�+= ���@;À>@;À�D����;�>@�D;�>��L��=�?£�D;
z
A@��;�?£����Ãv����? =4>���;�?J�@=4>@?J��;)�D�+=4>��D;À�   �k>���;�>@?n�k���x�D;À?��n�n�@���n�D��;ÀÃñ�BÈ¥;Ù>@>@��;r?n�D�

�  ¢����=4��?�?};��D�H?�;t����>@?n�n�n�D��?};�>��#�x��=4�n��� �£�D;

σxxu∗
x + σxyu∗

y + σxzu∗
z = (−Mxw∗

,x − Mxyw
∗
,y + Qxw∗)/h,

σxyu∗
x + σyyu∗

y + σyzu∗
z = (−Mxyw

∗
,x − Myw

∗
,y + Qyw

∗)/h.

Ó1L � Å�ÁÂ×

:ð=�����Ãv����? =4>���;"õ@����?��c�\�@��=4>�?};/����>@?��n�n�D�k� ����=4�n�n�k���D;
σzxu∗

x + σzyu∗
y + σzzu∗

z

AL���
σzz

;�?n��>��D� AJ��;�?
����Ãv����? =4>���;�?t�D;x����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��

σxz
=4>@�

σyz
?���>��L?nÈjÃñ���n�n�����@;�?L;��J��;�?L�D���D�+=���;�Ãñ;�>���?

u∗
x

=4>@�
u∗

y

Ó1L �SMVZÂ×£?���>��
=4>��n��?�È�Ãñ���n�n�����@;�?)��=4�)�}=4�@�����n� �

z
�e:   �k>���;�>@?n�k���5�D;ñ?n�n�n�@���n�D��;ñÃñ�BÈ¥;�>D>@��;5?n�D�t�  ¢����=4��?�?};��D�)�D����?�;�>���;�=4������?)��;�?

����Ãv����? =4>���;�?H?��D�k¤�=4>���;�?rÓ �   �k>���;�>@?n�k���À�D;t?��n�n�@���n�D��;t����?n�D�k�}=4>���;À���}=4>����D����?�;�>�����;À�@=4>@?��2��M�ÁcA �1ÅVZcA �#NVN � × O


















I.ex =
jω

2h
(−Mxw∗

,x − Mxyw
∗
,y + Qxw∗)

I.ey =
jω

2h
(−Mxyw

∗
,x − Myw

∗
,y + Qyw

∗)

I.ez = 0

.
Ó1L � Å��B×

G´��=4�n�n�k�H�c��Ãñ���Dö���;À�D;��L�k���}õDõ@�0��Ó1L �SMVZÂ×ÙA@�+=2�D;�>@?��k���)�e ¢��>@;��nì���;À���k>@���n���¥�@;)Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;À?n�D�Ë�  ¢����=4��?�?};��D�H?1 ¢�����n�k�

T =
ρω2

4

(

ww∗ +
h2

12
(w,xw∗

,x + w,yw
∗
,y)

)

,
Ó1L � Å�ÄÂ×
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;��Ë��;LÒm=4�k�H�e ¢;Ùîj�D�n�kÃñ;��H��;)����>�Æê�Dì��@�
ε∗
�D�Ñ��;�>@?�;��D�H�D;�?H�D�ÙÒÔ����Ã5=4�n����>@?#�2��=4�n�n�k�H�D;5Ó1L �SMVZÂ×ã�D��>D>@;

σxxε∗xx + 2σxyε∗xy + σyyε∗yy = −Mxw∗
,x2 − 2Mxyw

∗
,xy − Myw

∗
,y2 .

Ó1L � Å�¿Â×
:�;�?H����Ãv����?}=4>���;�?£�D;t����? =4�k� ��;�Ãñ;�>��J�c�Ñ��;�>@?};��D�H�D;�?��D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>@?£?���>��Ë>@��ì��k�kìÂ��;�? O

ε∗xz = (u∗
x,z + u∗

z,x)/2 = 0, ε∗yz = (u∗
y,z + u∗

z,y)/2 = 0,
Ó1L � Å�L�×

;��£����ÃvÃñ;À�+=ñ����Ãv����?}=4>���;
σzz

�c����;�>@?�;��D�J�D;�?£����>��n�}=4�k>���;�?J;�?n�H>��D�k��;�A��+=ñ�D;�>@?n�k���r�e ¢��>@;��nì���;r�D;À�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>
Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;À?n�D�Ë�  ¢����=4��?}?�;��D�H;�?n�H=4������?H�D;t�+=rÒm���nÃñ; �2��M�ÁDA �#NWMDA �#NVN	� O

U = − 1

4h
(Mxw∗

,x2 + 2Mxyw
∗
,xy + Myw

∗
,y2).

Ó1L � ÅVMÂ×

KN;��n�}=4�k>@;�?N¤�=4�n�+=4�D��;�?N�D;xÓ1L �SM!N�×���;��D¤¥;�>�� ���n��;£;Ùîc�D�n�kÃñ��;�?%�t��=4�n�n�k�ã�D;
w
;�>��D�n�k�k��?}=4>��N��;�Ãñ���Dö���;J�D; �L�k���}õDõ@�0� O

Rx = −h3

12
w,x, Ry = −h3

12
w,y, R = −h3

12
∆w, Tz = hw,

Ó1L � Å�ÅÂ×

;��1Ae;�>�>@��ì��k�kìÂ;1=4>��
σzz

;��);�>-;Ùîc�D�n�kÃ5=4>��)��;�?t����>����}=4�k>���;�?
σxx

A
σyy

;��
σxy

�%��=4�n�n�k�)�D;�Ó1L �SMVZÂ×L;��5Ó��1�2�B×��2��M�ÁDA
�#NWMDA �#NVN	� O

Mx = −D(w,x2 + νw,y2), My = −D(w,y2 + νw,x2), Mxy = −D(1 − ν)w,xy,
Ó1L � Å!N�×

���
D =

h3

12

4µ(λ + µ)

λ + 2µ

;�?��Ø�+=t�n�kì����c�k���J�D; ��;Ùîj����>%�D;��+=t�D�+= ���@;H;��
ν =

λ

2(λ + µ)

��;H����; �5����;�>��ã�D;H������?}?���>��c�
Ã5=4�����n�+=4� �@KN;���;�>@�@=4>��1AD����ÃvÃñ;J��;HÃñ���Dö���;L�D;��L�k���}õDõ@�0�¾>@��ì��k�kìÂ;J��;�?ã�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>@?Ë�D;J����?}=4�k�k��;�Ãñ;�>��ÀÓ

ε∗xz = 0
A

ε∗yz = 0
×ÙA��D����;��nÃv�k>@;��

σxz
;��

σyz
�D;r�+=5Ã���Ãñ;rÃ5=4>D��ö���;x��;�¤j��;�>@�c�}=4�k� �ñ>@��ì��k�kìÂ;��

Qx
;��

Qy
A�=4������? �¥�@;�Az�����D�

�D>@;�?�;��D��;���>@�D;�?�;Ñ�D������=4ìÂ;1=4>��¹?�;�����>
x
A���;���;��nÃñ;

Qx w∗ �D;/Ó1L � Å��B×v����>��n��� �@�@;������D�5Ãñ���k�n���¾=4���@�cî»�D;
�D�D��?�?}=4>@��; �2�#NVN	� �
:�;�?�;Ùîc�D��;�?�?n����>@?��D;

Qx
;��

Qy
?B ¢���D�n��;�>D>@;�>�������� �x��=4�n�n�k�H�D;�?Ë�D;��cî¹�D��;�Ãv��ö���;�?H�)�¥�z=4�n����>@?��c��?nÈc?n��ö�Ãñ;vÓ1L �SM�ÅÂ×ÙA

;���;�>��D�n�k�k��?}=4>��H��;�?��)�¥��=4���k��>�?rÓ1L � Å�ÅÂ×ã;��rÓ1L � Å!N�×N�����D�
Mx

A
My
A
Mxy

A
Rx

;��
Ry

O

Qx = −D∆w,x − ρω2h3w,x/12, Qy = −D∆w,y − ρω2h3w,y/12.
Ó1L � ÅV[Â×

Ö��D�@?n�n�k�n�@;��£��;�?H��;��+=4�n����>@?2Ó1L � Å�ÅÂ×ÙA�Ó1L � Å!N�×Ë;��xÓ1L � ÅV[Â×��@=4>@?xÓ1L �SMV[Â×��D��>D>@;À�+=2ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>#;�>¾�D���D�+=���;�Ãñ;�>��J�����D�
��;�?���>@�D;�?H�D;
��;Ùîj����>�O

∆2w + k4 h2

12
∆w − k4w =

Fz

D
,

Ó1L � ÅVZÂ×
���

k
;�?n�Ë��;t>@��Ãr�D��;)�e ¢��>@�@;)�D; �L�k���}õDõ@�0��=4�D�D�����}õ@�)�����D����;�?���>@�D;�?H�D;
��;Ùîj����>�A ���D��?B  �����n�k�

k = ρω2 h

D
= ρω2 λ + 2µ

4µ(λ + µ)

12

h2
.

Ó1L � N�ÁÂ×

:�����?����@;£��;£��;��nÃñ;
k4 h2

12
∆w

�D;2Ó1L � ÅVZÂ×ÙAj��;�>�=4>��Ë����Ãv�D��;L�D;J�   �k>@;��n���k;t�D;£�����}=4�n����>�AD;�?n�N>@��ì��k�kìÂ��Ac��;��n��;L�)�¥�z=4�n����>
?�;L�����c�D�k�#�2�  ¢�)�¥��=4�n����>��D� � õ�=4�nÃñ��>D�����@;

∆2w − k4w =
Fz

D
.

Ó1L � N��B×
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�5( � ( � � ��.�(�%&� ���#
 ���1" $��+/ (������#"�$�%!� . 
�$ (�0#%!�4"�$ �+���.���.�!���!��%/(�3��5��� " $�%!�
M�>Z;Ùîj�D�n�kÃ5=4>��Q��;�?"¤�=4�n�+=4�D��;�?�Ó1L �SM�ÅÂ×!� �   =4���D;]�D;

w
Ax;��Q;�>S�D��;�>�=4>��U>@���}=4ÃvÃñ;�>��»�����D�"��;�?U;
�e���n��?

�n�}=4>@�}õ�=4>j��?
Qx

;��
Qy

��;�?/;Ùîj�D��;�?�?�����>@?�Ó1L � ÅV[Â×#��;�>�=4>��/����Ãv�D�};��D;»�m  �k>@;��n�n��;��D;»�����}=4�n����>�AÀ��;�?-¤�=4�n�+=4�D��;�?
��>@;��nìÂ���n�����@;�?-Ó1L � Å��B×ÙAtÓ1L � Å�ÄÂ×5;���Ó1L � ÅVMÂ×5��;��D¤¥;�>��¹?1 ¢�����n�k��;#����ÃvÃñ;�?��D�k�1A%�-��=4�n�n�k�Ñ�D;�?¹�c� ������;�>���;�?¹¤�=4�n�+=4�D��;�?
����=��c�}=4�n�����@;�?H����>@?n�n�n�D�k��;�?#�2�   =4���D;)�c���}õ�=4Ãv�

w(x, y)
O

I =
jω

2

h2

12











µ(3λ + 2µ)

λ + 2µ
∆w grad w∗ − µ ∆w∗ grad w

−4µ(λ + µ)

λ + 2µ
w∗grad ∆w − ρω2 w∗grad w

+µ grad (grad w . grad w∗) + µ rot (grad w × grad w∗)











,
Ó1L � N�ÄÂ×

T =
ρω2

4

(

ww∗ +
h2

12
grad w . grad w∗

)

,
Ó1L � N�¿Â×

U =
1

4

h2

12





2λµ

λ + 2µ
∆w ∆w∗ + µ (∆(grad w . grad w∗)

−grad w . grad ∆w∗ − grad w∗ . grad ∆w)



 .
Ó1L � N4L�×

âä��;�?n�ã� Ãv�������}=4>����D;J>@����;������@;£�  ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>-Ó1L � N�ÄÂ×������D�ã�   �k>���;�>@?n�k���t�D;L?n�n�n�@���n�D��;LÃñ�BÈ¥;�>D>@��;L?n�D�ã�  ¢����=4��?�?�;��D�
�D�n�k�k��?};r��;�?t����; �5����;�>���?)�D;2:ô=4Ãñ�v= 3�>��D;ÀÒ =4�k��;2=4�D��=4�}=àó��n��;v��;�?L�c� �e����;�>���;�?L¤�=4�n�+=4�D��;�? �¥��=��c�}=4�n�����@;�?LÃv��?�;�?t;�>
Æn;���A �D�k�D� ��� �¥�@;¾�+=-�n�kì����c�k���#�D; ��;Ùîc����>

D
�¥�D�£��;��nÃñ;��Ñ�D;¾Ãñ;Ù���n��;¾�   �k>���;�>@?n�k���#����Ãv�D��;Ùîc;#?����@?��D>@;�Òm���nÃñ;

¤¥;��������n��;��k��;À����Ãv��=�����;1�
:ô;J�D�k�@?Ë?����D¤Â;�>��1Aj��;�?Ë;Ùîj�D��;�?}?n����>@?ã�D;�?Ë;
�����n��?ã�n�}=4>@�}õ�=4>���?

Qx
;��

Qy
;�Ãv�D���BÈÂ��;�?Ë�����D�Ë���D��;�>D�k�Ë�   �k>���;�>@?n�k���t�D;�?

��>@�D;�?H�D;
��;Ùîc�k��>¾�D;�?Ë�D�+= �¥��;�?H?���>����2�QL7NcA �#NVNcA �#NW[DA �#NWZ � O

Qx = −D∆w,x, Qy = −D∆w,y,
Ó1L � NWMÂ×

���@;t<�;��k���B¤��k���}õ �2��[�Á	�ð�����n�k�H?����@?Ë�+=xÒÔ���nÃñ;)�)���D�k¤�=4��;�>���;XO

Qx = Mx,x + Mxy,y, Qy = My,y + Mxy,x.
Ó1L � N�ÅÂ×

:   �k>���;�>@?n�k���À�D;t?��n�n�@���n�D��;)�����n��;�?n����>@�@=4>���;ÂA@>@������;
Π
A@=x�����D�H����Ãv����? =4>���;�?

Πx
;��

Πy
?B ¢�����n�k¤�=4>��

Πx =
−jωD

2h

(

w∗ ∆w,x −
(

w,x2 + ν w,y2w∗
,x

)

− (1 − ν)w,xyw
∗
,y

)

,
Ó1L � NVN�×

Πy =
−jωD

2h

(

w∗ ∆w,y −
(

w,y2 + ν w,x2w∗
,y

)

− (1 − ν)w,xyw
∗
,x

)

.
Ó1L � NW[Â×

Öj;��D��;��+=J��=4�n�n��;Ë����;��k��;
Re(Π)

;�Ãv�D���BÈ¥��;��@=4>@?Ø��;�?Ø���n�@�D;�?Ø�����n�}=4>���?n�D���   �k>���;�>@?n�k���£=����n�k¤¥;ã��;��D� ?};ãÃñ;��n�n��;�?����@?
�+=5Òm���nÃñ;r¤¥;��������n��;��k��;v����Ãv��=�����; �2��M�L��
A�;Ù>#ì¥=4���@=4>��t�+=��n�kì����c�k���v�D; ��;Ùîc����>

D
;Ù>�Ò =�����;��D�t;��t;�>�>@��ì��k�kìÂ;1=4>��)�+=

�c��?}?n�k��=4�n����>/ÓÔ�� ¢;�?n��� � �
�c�k��;
D
����;�� × O

Re(Π) =
ωD

2h
Im

(

w∗grad ∆w − ∆w grad w∗ − 1 − ν

2
rot (grad w × grad w∗)

) Ó1L � NWZÂ×

MØ>)����?��DÃñ��A��  ¢�)����=4�n����>%Ó]L �SN�ÄÂ×e>@;Ø�c� �eö���;Ø�D;£Ó1L � NVN�×e;���Ó1L � NW[Â× �¥�@;���=4�ô��;Ø�D��¤¥;������D��;�Ãñ;�>����D;
D
;��

ν
;�>tÒm��>@���n����>

�D;�?Ë����; �5����;�>���?��D;L:ô=4Ãñ�
λ
;��

µ
;��ã��=4�ã�+=r�D�n��?�;J;�>Ñ����Ãv�D��;t�D;J�   �k>@;��n�n��;t�D;£�����}=4���k��>Ñ��=4�ã�   �k>���;��nÃñ���c�+=��k��;)�D;

Rx
;��

Ry
Ó1L � Å�ÅÂ×
�

:ô;�?�;Ùîj�@��;�?�?n����>@?����D��;�>��@;�?������e�����D����;�?Ëì��}=4>@�D;��D��?H��>@;��nìÂ���n�����@;�?1A@������;�?Ë��;��nÃñ;�? −ρω2 w∗grad w
�D;5Ó1L � N�ÄÂ×
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;��
h2 grad w . grad w∗ / 12

�D;xÓ1L � N�¿Â×Ø��;�>@�D;�>��ã����Ãv�D��;J�D;H�   �k>@;��n�n��;J�D;H�����}=4�n����>�Ac?���>�����=�?���?N?n�D� ��;HÃ���Ãñ;
Ãñ���Dö���;£�D; �L�k���}õDõ@�0��A�;�������>��n��;�>D>@;�>��ã;Ùî@=�����;�Ãñ;Ù>j����;�? Ã���Ãñ;�?N=4�D�D�}�1îj�kÃ5=4�n����>@?%���@;ÀÓ1L � Å��B×ÙA�Ó1L � Å�ÄÂ×Ø;��JÓ1L � ÅVMÂ×
�
:Ø ¢�)����=4�n����>ÑÃñ�BÈ¥;�>D>@��;t?n�D�N�  ¢����=4��?}?�;��D�)Ó1L � N�×N;�?n�Ë�D��>@�J¤¥���n� 3���;J��=4�Ë��;�?ã;Ùîc�D��;�?�?n����>@?)Ó1L � N�ÄÂ×ÙA�Ó1L � N�¿Â×N;��)Ó1L � N4L�× O

div I = −2jω(T − U) − jω

2h
Fz w∗,

Ó1L �S[�ÁÂ×
;��H��;�?£��;���=4���k��>�?J?n�D�k¤�=4>���;�?£?���>j�£���D��;�>��@;�?£�����D�£�+=5�c�k¤Â;��nìÂ;�>@��;x;��£�k;À�����}=4�n����>D>@;��F�D;À�   �k>���;�>@?n�k���x�D;À?n�n���@���n�D��;
Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;À?n�D�Ë�  ¢����=4��?}?�;��D�

div I =
jω

2











h2

12





2λµ

λ + 2µ
∆w ∆w∗ − 2µ Re(grad ∆w . gradw∗)

+µ ∆(grad w . grad w∗) − ρω2grad w . grad w∗





−ρω2ww∗ − 1

h
Fz w∗











,
Ó1L �S[��B×

rot I =
jω

2

h2

12





µ(7λ + 6µ)

λ + 2µ
grad ∆w × grad w∗ − µ grad ∆w∗ × grad w

+µ rot rot(grad w × grad w∗) + ρω2grad w × grad w∗



 .
Ó1L �S[�ÄÂ×

G��  ¢;ÙîD��;��D�n����>r�c�)��;��nÃñ; −Fz w∗/h
A������@?���;�?���;��nÃñ;�?ô;�>tÒm=�����;��D�ô�D;

jω/2
�@=4>@?�Ó1L �S[��B×e?���>��e����;���?ô;��ô����>@��;��n>@;�>��

�D��>@�ã;�>2Ã5=àÆn;��D��;N��=4�n�n��;ã�+=£�D� ¤¥;��nìÂ;�>@��;Ë�D;N�   �k>���;�>@?n�k���ã���1=����n�k¤¥;1�ÂKN;N>� ¢;�?n�����@;���=4�F�   �k>���;��nÃñ���c�+=��k��;��D;N�+=H��=4���n��;
�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;¹��� ���c��?�?n�k��=4�n�k¤¥; ���D;�?x����; �5����;�>���?v�D;�:ð=4Ãñ�

λ
;��

µ
���@;���;�?r��;��nÃñ;�?2����>��n�n�k�D�@;�>��+���   �k>���;�>@?n�k���

=����n�k¤Â;AO

div I =
ω

2h
Im(Fz w∗) +

ωh2

24





−Im

(

2λµ

λ + 2µ

)

∆w ∆w∗

+Im(µ) (2Re(grad ∆w . gradw∗) − ∆(grad w . grad w∗))



 .

Ó1L �S[�¿Â×
:�;�?Ø��;��+=4�n����>@?JÓ1L � N�ÄÂ×ÙA�Ó1L � N�¿Â×ÙAzÓ1L � N4L�×F;��£Ó1L �S[��B×ÙAzÓ1L �S[�ÄÂ×��kÃv�D�k�����@;�>����D;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?Ø��;��k��;�? ���@;

ww∗ A���;�?��D�����c�D�k��??��1=4�+=4�k��;�;��Ø¤¥;��������n��;���;�>j�n��;
grad w

;��Ø?}��>ñ����>�ÆÇ�Dì��@��A¥���ñ��=L�D�D��?}?}=4>@��;��D��¤¥;��k���@����;H��=4�Ø��;�?FÒm������;�?Ø;Ùîc�����n��;��D��;�?
jωFzw

∗/2
� <#=4��?5�e  =4�D�n��;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�? �¥��=��c�}=4�n�����@;�?%?���>�������Ãv����?���;�?%�D;��+=��D���n�k¤Â��;¾?�;�����>@�D;¾;��5�n��;�����;¾�D;

w
Ó ��;��k��;�? ���@;

∆w
���

grad ∆w
×
���L;%��;��k��;�?ñ¤�=4�n�+=4�D��;�?1A�����>@?��n�k�n�@��;�?ñ�D;Ñ�D���n�k¤¥��;�?ñ�e ¢�����c��;Ñ�D;��cîQ���Q�n������?1A

�����D�n�}=4��;�>�� ���n��;r;Ùîj�D�n�kÃñ��;�? �v�  ¢=4���D;r�D;)¤�=4�n�+=4�D��;�?£�e ¢�����c��;À�k>cÒÔ���n��;��D�£������?����@;À�D;�?H��>@�D;�?£ìÂ���D¤Â;��n>@��;�?£��=4�H�D>@;
�)�¥��=4�n����>��c�UÃñ���D¤¥;�Ãñ;�>��5�e ¢�����c��;Ñ�D;��cîU����ÃvÃñ;Ñ��;�?v��>@�D;�?�Ö	� ��� 
J:�?}��>��v����>@?n���D������;�? �Ø<�=4��?2�����D�ñ�D;�?
�}õ�=4Ãv�@?NìÂ��>@���}=4�cî%�e ¢��>@�D;�?ã�D; ��;Ùîj����>�A��  ¢�)����=4�n����>¹�c�%Ãñ���D¤¥;�Ãñ;�>��tÓ1L � ÅVZÂ×ÙAc�e ¢�����c��;	����=4�n��;�A�>@;£��;��D�N��=�? ���n��;
�D�n�k�k��?���;H�����D�N;Ùîc�D�n�kÃñ;��N��;�? �¥��=4>��n�k����? ����=��c�}=4�n�����@;�?%�t�   =4���D;£�D;H¤�=4�n�+=4�D��;�?N����Ãv����?���;�?N�c���D�����c�D�k�N�@;�? ÒÔ���}��;�?
;Ùîj�����n��;��D��;�?J=1¤¥;��t�D;�?��D���n�k¤¥��;�?H�e ¢�����c��;)� >DÒÔ���n��;��D�1A@��;��k��;�?#�¥�@;

grad w . grad w∗ ��� grad w × grad w∗ �:�;�?-;Ùîc�D��;�?�?n����>@?�Ó1L � N�ÄÂ×ÙA5Ó1L � N�¿Â×ÙA5Ó1L � N4L�×#;���Ó1L �S[��B×ÙA5Ó1L �S[�ÄÂ×���;�>@�D;�>��"=4�k���}?���;U>@��Ãr�D��;»�D;U¤�=4�n�+=4�D��;�?��D�k�@?
�kÃv�����n�}=4>�� �¥�@;���;�>@��Ãr�D��;¾�D;���;���=4���k��>�? ���F=4�%����>@?��)���@;�>��%��;�?�;Ùîc�D��;�?�?n����>@?5>@;¾?���>��5��=�?%=��D�)����=4��;�?������D�
�D>@;LÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n�����@;)����>@��;��n>�=4>��£�D;�?H��>@�D;�?H�D;���;Ùîc����>�;�>�ìÂ��>@���}=4�4�
Õð���D��;ÙÒÔ����?£�D;�?H?n�kÃv�D�k� 3��1=4�n����>@?L=4�D��=4�}=4��?}?�;�>��H�����D�£�D;�?H����>�3@ì��D�}=4�n����>@?£��=4�n�n�����D�k��ö���;�? ��KJ ¢;�?n�H��;)�1=�?H�D;�?H��>@�D;�?
�D;
��;Ùîj����>��D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��k��;�?H�����D����;�? �¥�@;��k��;�?��D>@;LÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n�����@;);Ùî@=�����;t;Ùîc��?n��;1�

� ( � ( � � 
 ( � $�0#���.�#
 � "�$��&/�(������#"�$ %�. 
 $�(�0�%&� 
��5/�%!� /�% � %�� ��
 � $2��� /��#��%!�2����
 �2� %!0#0�%!�
�����D���D;�?Ñ��>@�D;�?Ñ�D; ��;Ùîc����>]�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��k��;�?1A

w
>@;#�D����;�>@� �¥�@;���  �@>@;#���������D��>D>@��;-�D;¾�  ¢;�?n��=���;�A

��=4�%;Ùîc;�Ãv�D��;
w(x)

��:�;�?%�)�¥��=4�n����>@?#Ó1L � N�ÄÂ×ÙALÓ1L � N�¿Â×ÙAJÓ1L � N4L�×ñ;��#Ó1L �S[��B×ÙAJÓ1L �S[�ÄÂ×5?���>��%=4������?���=4�n�n�����D�k��ö���;�Ã5;�>��
?n�kÃv�D�k� 3���;�?GO��   �k>���;�>@?��k�����D;�?n�n�n�@���n�D��;�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;�?n�D�ñ�  ¢����=4��?�?};��D�

I
;�?n��=4������?����n��;�>�����;�?��D�k¤�=4>�� ±x

;��5�D;



� Ê � ïA� �2*-'A�2*��2* � "$��� ��C ��"1*-'A\23J�>�2�+* C7()� 35�#"1��� � HI� ���+��* � � �

�����}=4�n����>D>@;��ð>��D� A@��; ���D��?n�kì�>D� 3�; ���@;
I
�D���n�k¤Â;)�e  �D>�������;�>��n��;��ð?��1=4�+=4�k��;1�

��=4�#?����@���2�D;"?n�kÃv�D�k�����k����AL�m  �k>@;��n�n��;Q�D;/�����}=4�n����>�;�?n��>@��ì��k� ìÂ��;Q;�����;�?���>@�D;�?��D; �z; îc����>­?}��>��¾ìÂ���D¤¥;��n>@��;�?
��=4�NÓ1L � N��B×ÙA1Ã5=4��?���;�?�����?n�D�k�}=4��?ð�D;Ø��;��n��;Ø?};��Ù���k��>À��;��D¤¥;�>�� ���n��;�=4��?���Ãñ;�>��ð����;�>@�c�@? �Ë�D;�?�Ãñ���Dö���;�?ô�D�k�@?ô����Ãv�D��;���? �
MØ>¾>@���}=4>��£��;�?H¤�=4�n�+=4�D��;�?

ξmn = w,xmw∗
,xn

A@��;�?H¤�=4�n�+=4�D��;�?	����=��c�}=4�n���¥�@;�?J�D;%Ó1L � N�¿Â×ÙAFÓ1L � N4L�×Ë�����D�£��;�?£�D;�>@?��k����?
�e ¢��>@;��nì���;#;���Ó1L �S[��B×ñ�����D���+=��c�k¤¥;��nìÂ;�>@��;��D;��   �k>���;�>@?n�k�����D;¾?n�n�n�@���n�D��;�?���>��

ξ00 = ww∗ A ξ22 = w,x2w∗
,x2

A
ξ13 = w,xw∗

,x3

;��5?���>»����>�ÆÇ�Dì��@�
ξ31 = w,x3w∗

,x

A�;��
∆ξ11 = ∆(w,xw∗

,x) = ξ31 + ξ13 + 2ξ22
Ó ��;�?5=4�D�n��;�?

�������D��;�>@��;�?£�D;
ξ11

?}��>��Ë�k����;�?#�x�   �k>@;��n�n��;À�D;t�����}=4�n����>�A�;��Ë>@��ì��k�kìÂ��;�?H����� ×
�
:ô;�?Ë¤�=4�n�+=4�D��;�?&����=��c�}=4�n���¥�@;�?£=��D�)����=4��;�?H?���>��£=4������?UO
� ��;�?��D;��cî ¤�=4�n�+=4�D��;�?Ñ����;��k��;�?Ñ����?��k�n�k¤Â;�? ξ00

=4>@�
ξ22
Aã��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>����D���������n�n����>D>@;��k��;1?¾=4�cî]�D;�>@?��k����?

�e ¢��>@;��nì���;r��� >��Ù���2���@;À;����D;)�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>�Ãñ�àÈÂ;�>D>@��;�?H?��D�Ë�  ¢����=4��?�?�;��D�UO

T =
ρω2

4
ξ00, U =

1

4

h2

12

µ(3λ + 2µ)

λ + 2µ
ξ22

Ó1L �S[�L�×

� ;����+=2¤�=4�n�+=4�D��; ����=��c�}=4�n�����@;)����Ãv�D��;ÙîD;
ξ13

�
KN;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?H?}��>��Ë�k����;�?���=4����;�?Ë�n������?H�)�¥��=4�n����>@?H�c� �e����;�>��n��;��k��;�?£�e ¢�����c��; �¥��=4�n��;)?n�D�k¤�=4>���;�?

∆∆ξ00 − (k4 + k∗4

)ξ00 = 6ξ22 + 4ξ13 + 4ξ∗13 + η00 + η∗00
∆∆ξ22 − (k4 + k∗4

)ξ22 = 6k4k∗4

ξ00 + 4k4ξ13 + 4k∗4

ξ∗13 + 6k4η00 + 6k∗4

η∗00
+4η13 + 4η∗13 + η22 + η∗22 + 6π00

∆∆ξ13 − (k4 + k∗4

)ξ13 = 6k∗4

ξ∗13 + 4k4k∗4

ξ00 + 4k∗4

ξ22 + 4k4η00 + 4k∗4

η∗00
+4η22 + 6η13 + η∗13 + η31 + 4π00

Ó1L �S[VMÂ×

���D��;�>��@;�?���=4���D���n�k¤�=4�n����>@?/?n�@����;�?�?n�k¤¥;�?�;���?n�D�@?n�n�k�n�D�n����>²�D;
∆2w

��=4�-?}��>�;Ùîj�D��;�?}?n����>½Ó1L � N��B× �_�}õ�= �¥��;
=4�D��=4�n�k�n����>�A���;�?ãÒm������;�?�;Ùîc�����n��;��D��;�?H���}=4>�����;��D�}��?};�>�����;�?���=4����;�?���;��nÃñ;�?

ηmn = F ∗
z,xm w,xn/D∗, π00 = FzF

∗
z /(DD∗).

Ó1L �S[�ÅÂ×
:ô;�?��)����=4�n����>@?��c� �e����;�>��n��;��k��;�?]Ó1L �S[VMÂ×�?���>�������>@?n�n�k�n�@��;�?/�e  �D>@;��)����=4�n����>X����;��k��;�;����D;��D;��cî�����Ãv�D��;ÙîD;�?	�
������? �¥�� ¢;��k��;�?H?���>��H����Ãx�D�k>@��;�?BAD�D>�;t�)����=4�n����>��e ¢�����c��;+�1Å2�e  �D>@;)?};��D��;L¤�=4�n�+=4�D��;

ξmn
;�?n�����D��;�>��@;�A��D;t�+=rÒm���nÃñ;

−∆8ξ00 + 4(k4 + k∗4

)∆6ξ00 + (−6k8 + 124k4k∗4 − 6k∗8

)∆4ξ00

+(4k12 + 124k8k∗4

+ 124k4k∗8

+ 4k∗12

)∆2ξ00

−(k16 − 4k12k∗4

+ 6k8k∗8 − 4k4k∗12

+ k∗16

)ξ00 = Θ00,

Ó1L �S[!N�×

������;#Ãñ;�Ãr�D��;-�D;�ì¥=4�@�}õ@;-;�?n�Ñ�k>@�}õ�=4>DìÂ�-�����D����;�?Ñ¤�=4�n�+=4�D��;�?
ξ00
A

ξ22
���

ξ13
AË;�����;#Ãñ;�Ãr�D��;��D;��c�����k��;�A

��;�?���;��Ù��� ¤¥;�Ãñ;�>��
Θ00

A
Θ22

���
Θ13

AØ;�?n�ñ�D>@;�����Ãr�D�k>�=4��?���>��@;�?��D���n�k¤Â��;�?��D;�?ñ��;��nÃñ;�?5�e ¢;ÙîD���k�}=4�n����>
ηmn

���
π00

Ó1L �S[�ÅÂ×
�
:ð=À?����k�D�n����>�õ@��Ãñ��ìÂö�>@;J�D;xÓ1L �S[!N�× �����n��;�?n����>@�¹=4�cî5?����k�D�n����>@?��D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��k��;�?N�����D�ã�D;�?���>@�D;�?N�D; ��;Ùîj����>
�@=4>@?J�D>@;À�����n�n����>��D;À�D�+= ���@;À�k�k�D��;x�D;r�����D�J�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>��);��J?1  =1¤¥ö���;À�k>�������;�?�?}=4>���;r�D�@�k? �¥��  �D>@;ÀÒm����?H��;�?HÒm������;�?
;Ùîc�����n��;��D��;�?H?��D�D�D�n�kÃñ��;�?1AD��;�?H?����k�D�n����>@?H?���>����D;t�+=xÒÔ���nÃñ;

ξmn(x) = ξ̂mneZkx AD��� Zk
;�?n�Ë�D>@;)�D;�? �1Åx�}=����k>@;�?

�c�������kÈj> ��Ãñ;

P (Z) = −Z16 + 4(k4 + k∗4

)Z12 + (−6k8 + 124k4k∗4 − 6k∗8

)Z8

+(4k12 + 124k8k∗4
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ξ00 = c1 sin((jk + jk∗)x) + c2 cos((jk + jk∗)x) + c3 sin((jk − jk∗)x) + c4 cos((jk − jk∗)x)
+c5 sin((k + jk∗)x) + c6 cos((k + jk∗)x) + c7 sin((k − jk∗)x) + c8 cos((k − jk∗)x)
+c9 sin((jk + k∗)x) + c10 cos((jk + k∗)x) + c11 sin((jk − k∗)x) + c12 cos((jk − k∗)x)
+c13 sin((k + k∗)x) + c14 cos((k + k∗)x) + c15 sin((k − k∗)x) + c16 cos((k − k∗)x), Ó1L �SZ�ÁÂ×
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(∆ − η2k2
0)(∆ + η2k2
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0)(∆ + 4k2

0)
(

(∆ − 2jk2
0)(∆ + 2jk2

0)
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= 0.
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=1¤¥;��Ø�D;�?ô>@��Ãr��;�?��e ¢��>@�D;�? ±(k−k∗)
A1;��ð�D;�?ð��>@�D;�?ð����>��n��;
�

�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?�=1¤Â;��Ë�D;�?F>@��Ãr�D��;�?Ø�e ¢��>@�D;�? ±(k+k∗)
��:ô;�Ò =4�k���D;ã>@��ì��k�kìÂ;�����;�?���>@�@;�?Ø��¤�=4>@;�?���;�>���;�?Ø;��F��;Ë�}õ�=4Ãv�

����?��D�k�}=4>��N�D;�? �k>���;��ÇÒÔ����;�>@��;�?ã;�>��n��;H��;�?��c� �e����;�>���;�?N��>@�D;�? �D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?1A��@?n�@;��z�@=4>@?���;�? Ãñ���Dö���;�?N��;�����?}=4>��N?n�D�
�   =4>�=4����ì���;t�nõ@;��nÃv���¥�@;�AD����>@�c�D�k�&�r>@;J����>@?����D����;������@;J��;£�D��;�Ãv��;��ãÒ =�����;��D� �c�t=4>@?N�  ¢�)����=4�n����>¹Ò =��Ù�}���n��?���;vÓ1L �SZ�¿Â×ÙA
��;�?�?�;�����>@�r;��ð�n������?n��ö�Ãñ; Òm=�����;��D��?

(∆+η2k2
0)(∆−4k2

0)
��;��D����?�;�>���;�>�����;�?ð¤�=4�n�+=4�D��;�?-�¥��=��c�}=4�n�����@;�?�����>@?n�n�n�D�k��;�?��

��=4�n�n�k�ã�D;�?���>@�D;�?N��¤�=4>@;�?���;�>���;�?BA�;�� ��;�? ����=4�n��;£�D;��n>D��;���? (
(∆ − 2jk2

0)(∆ + 2jk2
0)
)2 ����>@��;��n>@;�>��Ë�D;�? ¤�=4�n�+=4�D��;�?

�kÃv�D�k������=4>��ã�D>�;J��>@�D;J�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;L;��ã�D>@;J��>@�D;L��¤�=4>@;�?���;�>���;�AD=1¤¥;��J�D;�?N>@��Ãr�D��;�?Ë�e ¢��>@�D;�?Ë?�;J?n�k�n��=4>��Ë?n�D�N��;�?
�k�kì�>@;�?��D��?�?};����n�n����;�?H�c�Ñ�D�+=4>�����Ãv�D��;ÙîD;)�@=4>�?Ë�+= 3@ì��D��;PL � Ä��
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:�;�?ð��;��+=4�n����>@?F���D��;�>��@;�?F;�>��n��; ��;�?ð¤�=4�n�+=4�D��;�?���>@;��nìÂ���n�����@;�?F;��ð��;�?ô¤�=4�n�+=4�D��;�? �¥��=��c� =4�n���¥�@;�?ð�����D����;�?ð��>@�D;�?��D;
��;Ùîj����>2����>@�c�D��?�;�>����H�D;�?ôÒm���nÃr�D�+=4�n����>@?-����=��c�}=4�n���¥�@;�?������D����;�?�?nÈc?n��ö�Ãñ;�?ô�D>D���c�kÃñ;�>@?�����>D>@;���?1A��D;�?}���n��; �¥�@;��D;�?
�}õ�=4Ãv�@?£��>@;��nìÂ���n�����@;�?J;Ùî@=��Ù�}?���;��D¤¥;�>�� ���n��;r���D��;�>��@?£�c�k��;�����;�Ãñ;�>��L;�>��D�n�k�k��?}=4>��J�D;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?#����=��c�}=4�n�����@;�? �
KN;)Ãñ���Dö���;À�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��F;�?��£=��D�)����=4�H�����D�J�D;�?£?nÈj?���ö�Ãñ;�?�ìÂ��>@���}=4�cîeA@�����D�£��;�� ���@;)�k;�?Hõ�Èj�����nõ@ö�?�;�?£�c�
�}õ�=4�D�k�n��;rÄ2?�����;�>���¤¥���n� 3���;�? �
:ô=´�D�+= �¥�@;]?�;�Ãv� � �k>�3@>D��;_�D��>��U�+= ìÂ����Ãñ���n�n��;_;�?��U�D�
3@>D��; ��=4� −1 ≤ x < +∞ A −∞ < y < +∞ A
−h/2 ≤ z ≤ h/2

;�?n�%����>@?����D������;�Aã=1¤¥;�����;�?%����; �5����;�>���?Ñ�D;�:ô=4Ãñ�
λ
;��

µ
;����D>@;¾Ã5=�?�?�;�¤¥���k�DÃv���¥�@;

ρ
�

:ô=¹�D�+= �¥�@;v;�?��t;ÙîD���k����;2��=4�)�D>@;xÒÔ���}��;v>@���nÃ5=4��;ñ����>@?n�}=4>���;
Fz
����>@��;�>��n����;ñ?��D�L�+=%�k�kì�>@;

x = 0
A
z = 0

Ae=1¤¥;��
�D>@;�����>@�c�k�n����>U�k�k�D��; ��ì¥=4�@�}õ@;#Ó

x = −1
×ÙAô�D>@;5��;��nÃv�k>�=4��?���>Q=4>@���}õ@���4���@; ���c�����k��;

x → +∞ ;��r�D>U=4�D�D�D�
?n�kÃv�D��;v;�>

x = 1
ÓmCð�kì��D��;/L � ¿Â×
�eM�>��}=4��?���>-�D;�?)����>@�c�k�n����>@?t�k�kÃv�k��;�?À;��t�D;�?LÒÔ������;�?);Ùîj�����n��;��D��;�?1Ae��;�?t��>@�D;�?)�D;

��;Ùîj����>�A¥�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?N;�����¤�=4>@;�?���;�>���;�?BA¥?���>������n��;�>�����;�?N�@=4>@? ��;�?��c�k��;����n����>@? ±x
�¥:�;�? ì��}=4>@�D;��D��?N��>@;��nìÂ���n�����@;�?

��;��D¤Â;�>�� ���n��;)���D��;�>��@;�?
� ;�>��1=4�����D�+=4>��H�k;t�}õ�=4Ãv���D;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>j� w(x)

�x��=4�n�n�k�H�D;L�+=rÒÔ����Ãr�D�+=4�n����>�;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��xÓ1L � N��B×ã;��1A
�@=4>@?L�D>#?�;�����>@����;�Ãv�@?1A�;�>��1=4�����D�+=4>��t�k;�?t�D;�>@?n�k����?t�e ¢��>@;��nì���;v;��J�   �k>���;�>@?n�k���v�D;x?n�n�n���Ù���D��; �5��=4�n�n�k�t�D;
��;)�}õ�=4Ãv���D;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1A

� ;�>À�D�n�k�k��?}=4>��ð�+=ËÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;JÓ1L �S[VMÂ×e�����D���1=4�����D��;����c�k��;�����;�Ãñ;�>�����;�?ô¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n�����@;�?
ξmn

Ac��;�?H�D;�>@?n�k����?H�e ¢��>@;��nì���;�Ó1L �S[�L�×ã;����k>�����ì���;��rÓ1L �S[�ÁÂ×�= 3@>��e ¢���D��;�>D�k�H�   �k>���;�>@?n�k���À�D;t?��n�n�@���n�D��;1�
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x
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Fz
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�������#L � ¿ � ���+= ���@; ?�;�Ãv� � �k>�3@>D��; ����>@?����D������;Ø�����D�ð�D;�?ô��>@�D;�?ô�D; ��;Ùîj����>r���n��;�>�����;�?ð?n�D�k¤�=4>�� x Ó −∞ < y < +∞ ×ÙA����Ãv����?���;5�D;2�n������?À?�;����n����>@?
A1

Ó −1 < x < 0
×ÙA

A2
Ó
0 < x < 1

×L;��
B
Ó
1 < x < +∞ ×ÙAe;ÙîD���k����;v��=4�)�D>@;ÒÔ������;À����>@��;�>��n����;

Fz
;�>

x = 0
A�?n�kÃv�D��;�Ãñ;�>��L=4�D�D�DÈ¥��;À;�>

x = 1
AD�k�k�D��;À;�>

x = −1
;��J=1¤Â;��)�D>@;)��;��nÃv�k>�=4��?���>

=4>@���}õ@���4�¥�@;À;�>
x → +∞ �

� ( � ( ' � 
 ( � $�0#���.�#
 � %!� /�� .20#�)* %&� %&� �
:�;H�}õ�=4Ãv�%�D;��D���D�+=���;�Ãñ;�>��N�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;����@=4>@? �+=L�D�+= ���@;�;�?�� ����>@?n�n�k�n�@�H�D;��+=t?��D��;��n����?n�k�n����>%�e ¢��>@�D;�?

�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?J;��£��¤�=4>@;�?���;�>��};�?J�@=4>@?���;�?£�c�k��;����n����>@? ±x
��K�õ�=����D>@;r�D;)��;�?#�¥��=4�n��;À����Ãv����?}=4>���;�?J;�?n���D����?�;�>��};

�@=4>@?x�k;�?2?�;����n����>@?x�k�k�D��;�?
A1

Ó −1 < x < 0
×À;��

A2
Ó
0 < x < 1

×)�}=4>@�c��? �¥�� ¢;�>"�}=4��?���>U�D;��+=���;��nÃv�k>�=4��?���>
=4>@���}õ@���4�¥�@;�A��+=��D;��n>D��ö���;Ñ?�;����n����>Q�k�k�D��;

B
Ó
1 < x < +∞ ×r����>��n��;�>��v�D>D�����@;�Ãñ;�>��ñ�D;�?v��>@�D;�?v�D������=4ì¥=4�n�k¤Â;;��J��¤�=4>@;�?���;�>���;x�@=4>@?£�+=5�c�k��;����n����>

+x
�zM�>¾�D�n�k�k��?}=4>��J�D>@;x=4�D�D�����}õ@;x��>@�D�D�+=4�����k��;x;��£��;ÀÃñ���Dö���;x�D; �L�k���}õDõ@�0�

�����D�r��;�?À�D�+= �¥�@;�?BA���;5�}õ�=4Ãv�"�D;��D���D�+=���;�Ãñ;�>��2�c�/?�Èj?n�}öÙÃñ;5����>@?n���D�����%;�?n�x=4������?r�D�����n�k�r��=4�r��;�?x=4Ãv�D�k�k�n�@�D;�?
����Ãv�D��;Ùîc;�?£�D;�? �1Áv��>@�D;�?H��� �
�D;�?�?n�@?1A �¥�D��?}��>������D��;�>��@;�?	�x��=4�n�n�k�H�@;�? �1Áv����>@�c�k�n����>@? O
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� =4�cî¹�k�kÃv�k��;�?BA@����>@�c�k�n����>¾�e  =4�D�D�D�ð?n�kÃv�D��; �xì¥=4�@�}õ@;À;��&�v�c�����k��;
x = 1

Ó
w(1−) = 0

A
w(1+) = 0

× �
� �D;Q����>��n�k>��D�k����At�D;"�+=������}=4���k��>X;����c�­Ãñ��Ãñ;�>��-;�> x = 0

;���;�>
x = 1

Ó
w,x(1−) = w,x(1+)

A
w,x2(1−) = w,x2(1+)

A
w,x(0−) = w,x(0+)

A
w,x2(0−) = w,x2(0+)

×ÙA�;��L�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��
w
;�>

x = 0Ó
w(0−) = w(0+)

×��
� �D;/�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>��1At=4�@?�;�>@��;/�D;��}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>���;Ùîj�����n��;��D�#;Ù> x = −1

Ó
w,x3(−1) = 0

�����D�¾�+=QÒÔ������;�A
w,x2(−1) = 0

�����D����;tÃñ��Ãñ;�>�� ×ÙA�;��ãÒm������;);Ùîj�����n��;��D��;À;�>
x = 0

Ó
w,x3(0+) − w,x3(0−) = Fz

×
�
�F���D���+=H?n�n�n�@���n�D��;N���n�@�c����;ã��� �ä=4�D��ö�?1Aà��;�?ð����?n�D�k�}=4��?F����>@��;��n>�=4>��F��;��}õ�=4Ãv�v�D;��D���D�+=���;�Ãñ;�>���?���>j�ð�D����?�;�>�����?F�@=4>@?
�+=�C��kì��D��;XL � L ��KN;��n��;�?����k�D�n����>/�����D�

w(x)
;�?n�x=4������?À�D�n�k�k��?���;5�����D�r�1=4�����D��;��r�   �k>���;�>@?��k�����D;5?n�n�n�@���n�D��;�;��À��;�?

�D;�>@?��k����?��e ¢��>@;��nì���;1��KN;��n��;�=4�D�D�����}õ@;�����>@?n�n�k�n�@;ã�+=£Ã5=4>D��ö���;Ëõ�=4�D�k�n�@;��k��;��D;ã�1=4�����D��;��Ø��;�?��¥��=4>��n�k����?Ø��>@;��nìÂ���n�����@;�?
;��L;�?n�L����>@?n���D������;x����������ÃvÃñ;x�+=����ÙÒÔ����;�>@��; �5�+= �¥�@;��k��;2?���>��L����Ãv��=4����?L��;�?J����?n�D�k�}=4��?J��?}?n�@?J�D;r�+=ñÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>
����=��c�}=4�n�����@;1�

�5( � ( � � 
�( � $20�������
 � "�$ �+/ (������ " $�%
:ô=)?����k�D�n����> ����=��c�}=4�n�����@;������D� ��;�? ��>@�D;�?��D; ��;Ùîj����>��c��?nÈc?n��ö�Ãñ;�;�?n� ���D��;�>��@;	�L��=4�n�n�k�N�D;Ë�+=LÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>

����=��c�}=4�n�����@;5Ó1L �S[VMÂ×ÙA�;Ù>�����>@?n���D���}=4>��£�D;��cîÑ?};����n����>@?Ë�����@���+=x�D�+= ���@;)?�;�Ãv� � �k>�3@>D��;XO
� �+=�?�;����n����> A1 ∪ A2

Ó −1 ≤ x ≤ 1
×ÙAô���/��;�?r?����k�D�n����>@?r�����D�r��;�?À¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n�����@;�?

ξij
?���>��À��;�?

?}��ÃvÃñ;�?��D;�?�?����k�D�n����>@?�ìÂ��>@���}=4��;�?xÓ1L �SZ�ÁÂ×ÙAôÓ1L �SZ��B×ã;��ÀÓ1L �SZ�ÄÂ×ÙA@�D�
3@>D��;�?���=4�Ë��;�? �1Å2����; �5����;�>���?£����Ãv�@�k;ÙîD;�?
c1

�
c16
A@;����e  �D>@;À?����k�D�n����>���=4�n�n�����D�k��ö���;À�����D���+=rÒm������;)����>���;�>j�n����;

Fz
;�>

x = 0
AD;�����;��k��; �¥�@;

∆2ξ00 − (k4 + k∗4

)ξ00 − 6ξ22 − 4ξ13 − 4ξ∗13 = s0δ0

∆2ξ22 − (k4 + k∗4

)ξ22 − 6k4k∗4

ξ00 − 4k4ξ13 − 4k∗4

ξ∗13 = s1δ0 + s2δ0,x + s3δ0,x2

∆2ξ13 − (k4 + k∗4

)ξ13 − 6k∗4

ξ∗13 − 4k4k∗4

ξ00 − 4k∗4

ξ22 = s4δ0 + s5δ0,x + s6δ0,x2 + s7δ0,x3 ,Ó1L �SZ�L�×
���_=4� �����k>��¹�e ¢;ÙîD���k�}=4�n����>

x = 0
A
ξ00

;��
ξ22

?���>��%����>��n�k>��@?BA
ξ00

�D����?�;�>���;��D;�?¹�D���n�k¤¥��;�?%�D�};ÙÃv��ö���;
;��r?�;�����>@�D;5����>��n�k>��@;�?1Að;��)��;�?À?}=4�D��?

s0
�

s7
�����D�À��;�?r=4�D�n��;�?À¤�=4�n�+=4�D��;�?r;��)��;��D��?À�@�Ù��� ¤¥��;�?1Aô���D��;�>��@? �

��=4���n�k�5�D;Ñ�+=�Òm���nÃr�D�+=4�n����>�;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��1A �n��;�>D>@;�>��%����Ãv�D��;��D;�?ñ����>@�c�k�n����>@?%�e ¢;Ùîc���k�}=4�n����> �@=4>@?ñ��;
Ãñ;�Ãr�D�};v�D;2�c�����k��;v�D;ÑÓ1L �SZ�L�× O

ξ00
,x3

(0+) − ξ00
,x3

(0−) = −s0/2
A
ξ22

,x3
(0+) − ξ22

,x3
(0−) = −s1/2

A
ξ22

,x2
(0+) − ξ22

,x2
(0−) = −s2/2

A
ξ22,x(0+) − ξ22,x(0−) = s3

A
ξ13

,x3
(0+) − ξ13

,x3
(0−) = −s4/2

A
ξ13

,x2
(0+) − ξ13

,x2
(0−) = −s5/2

A
ξ13,x(0+) − ξ13,x(0−) = s6

A
ξ13(0

+) − ξ13(0
−) = s7

�
� �+=%?�;����n����> B

Ó
1 ≤ x < +∞ ×ÙAz�k�k�D��;v�D;x�����D�t�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>��1Ae�����D�L�+= ���@;��k��;x��;�?L¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n�����@;�?

?}���k�D�n����>@?t?}��>��ñÓ1L �SZ�ÁÂ×ÙAØÓ1L �SZ��B×J;��ñÓ1L �SZ�ÄÂ×J����Ae;�>#�}=4��?���>��@;x�+=���;��nÃv�k>�=4��?���>/=4>@���}õ@���4�¥�@;ñ;��t�D;x�+=¹?�;��D��;
���n��;�>�� =4�n����>�?n�D�k¤�=4>��

x
�D;�?L��>@�D;�?1Az�+=ñÃñ���k�n���x�D;�? �1Å5����Ãv����?}=4>���;�?t?���>��L?n�D�D�D�n�kÃñ��;�?vÓ

c3 = 0
A
c4 = 0

A
c7 = 0

A
c8 = 0

A
c9 = 0

A
c10 = 0

A
c13 = 0

A
c14 = 0

×ÙAð��;�?&[¾����; �5����;�>���?v��;�?n�}=4>���?2���}=4>��2�k����?x��=4� O
c1 = jc17

A
c2 = c17

A
c5 = jc18

A
c6 = c18

A
c11 = jc19

A
c12 = c19

A
c15 = jc20

A
c16 = c20

�D:ô;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?
����=��c�}=4�n�����@;�?

ξmn
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B
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c17
A
c18
A
c19

;��
c20

�
KN;�?ÀÄ�ÁÑ����; �5����;�>���?À�e  =4Ãv�D�k�k�n�@�D;�?r����Ãv�D��;ÙîD;�?

c1−20
Ó ��;�? �1Å%�D��;�Ãv��;���?À�@=4>@?t�+=Ñ?�;����n����>

A
;��t��;�?PL��D;��n>D��;���?

�@=4>@?t�+=¹?�;����n����>
B
×£?���>��)�D����;��nÃv�k>@��?À;�>-�����n�k¤�=4>j�t��;�?t����>@�c�k�n����>@?À�k�kÃv�k��;�?t�����D�t�+=%�D�+= ���@;2�k�k�D��; �¹?}=��k�kÃv�k��;

ì¥=4�@�}õ@;
x = −1

Ó [t��;��+=4�n����>@?BA
ξ00

,x3
(−1) = 0

A
ξ22

,x3
(−1) = 0

A
ξ22

,x2
(−1) = 0

A
ξ22,x(−1) = 0

A
ξ22(−1) = 0

A
ξ13

,x3
(−1) = 0

A
ξ13(−1) = 0

A
k∗4

ξ00
,x2

(−1) = 2ξ13
,x2

(−1)
×L;��À�+=Ñ����>��n�k>��D�k�����D;�?À?};����n����>@?

A
;��

B
�����D�

�+=/�D�+= ���@;#?n�kÃv�D��;�Ãñ;�>���=4�D�D�DÈ¥��;#;�>
x = 1

Ó��1Ä/��;��+=4�n����>@?1A
ξ00(1

−) = 0
A

ξ00(1
+) = 0

A
ξ00,x(1−) = 0

A
ξ00,x(1+) = 0

A
ξ00

,x2
(1−) = ξ00

,x2
(1+)

A
ξ00

,x3
(1−) = ξ00

,x3
(1+)

A
ξ22(1

−) = ξ22(1
+)
A

ξ22
,x3

(1−) =

ξ22
,x3

(1+)
A
ξ13

,x3
(1−) = ξ13

,x3
(1+)

A
2ξ13

,x2
(1−)−ξ22

,x2
(1−)−k∗4

ξ00
,x2

(1−) = 0
A
2ξ13

,x2
(1+)−ξ22

,x2
(1+)−

k∗4

ξ00
,x2

(1+) = 0
A
ξ22,x(1−) − ξ13,x(1−) − ξ∗13,x

(1−) = 0
×
�@:�;�?£;Ùîc�D��;�?�?n����>@?H��� �
�D;�?�?��@?������D�H��;�?H����>@�c�k�n����>@?

=4�cî��k�kÃv�k��;�?L;�� �ñ�+=tÆn��>@���n����>#�D;�?J�D;��cî¾?�;����n����>@?
A
;��

B
����>@?��n�k�n�@;�>��J�D>#?nÈc?n��ö�Ãñ;r�e ¢�)�¥��=4�n����>@?L��;��nÃñ;��n�}=4>��

�e ¢���D��;�>D�k�)��;�?)Ä�Á%����; �5����;�>���?1AeÃ5=4��?t��;x>ô  ;�?��L��=�?L�+=%?�;��D��;xÃ5=4>D��ö���;ñ�e  È���=4�n¤¥;�>D�k� �e�F=4�);ÙîD;ÙÃv�@�k;2�+=%�@;Ù��>D��öÙ�};
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����>@�c�k�n����>���;��D� ���n��;);Ùîc�D�n�kÃñ��; �x�+=2�k�kÃv�k��;)�c�����k��;
x = 1+ �D�k�D� ���#�¥�� ,�2�+=x�k�kÃv�k��;)ì¥=4�@�}õ@;

x = 1−
�

:�;�?�?����k�D�n����>@?H���D��;�>��@;�?������D�Ë��;�?Ë¤�=4�n�+=4�D��;�?�����=��c�}=4�n���¥�@;�?�����;��k��;�?Ë����?��k�n�k¤Â;�?
ξ00

;��
ξ22

�D��>D>@;�>��H�c�k��;�����;�Ãñ;�>��
��;�?J�D;�>@?��k����?L�e ¢��>@;��nì���;�?LÃñ�BÈÂ;�>D>@��;�?t?n�D�J�  ¢����=4��?�?�;��D�t;�>¾�D�n�k�k��? =4>��vÓ1L �S[�L�×
���t=4>@?J�D>#?�;�����>@�¾��;�Ãv�@?J��; �@�cî¾�D;
�D�D��?�?}=4>@��; �r�n�}=1¤¥;���?ã�+=r�D�+= �¥�@;t;�?n�Ë���D��;�>���;�>¹�k>���;�ì��}=4>�����;JÃñ;�Ãr�D��;)�D;L�c�����k��;t�D;vÓ1L �S[�ÁÂ×������D�Ë�   �k>���;�>@?n�k���t�D;
?n�n�n�@���n�D��;�Az=1¤Â;��t�+=2����>@�c�k�n����>¾�e  �k>���;�>@?��k���t>��D�k��;��x�+=2� �kÃv�k��;)ì¥=4�@�}õ@;

x = −1
�

� ( � ( � &��!��$�0 �.��������$����/( � "�$ %!�

:�;#�}õ�=4Ãv�_�D;¾�@�Ù�@��=���;�Ãñ;�>j��;�?n���D����?};�>������@=4>@?%�+=/C��kì��D��;GL � LQ;�����;�?¹�}õ�=4Ãv�@?Ñ��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?��@=4>@?%��;�?
C��kì��D��;�?%=4�k�+=4>����D; L �SM � L �S[ �#�D>@;ÑÒÔ���)�¥�@;�>@��;��D;

300 Hz
�����D�5�D>@;��D�+= �¥�@;��D��>��5��;�?5�D�����D�n��������?�?}��>��,O

����=4��?�?�;��D�
h = 0.001 m

AÂÃ5=�?�?�;�¤Â���k�DÃv�����@;
ρ = 7800 kg.m−3 AÂÃñ���c�D��;£�e  � ���D>Dì E = 210 (1+ j0.05) GPa

A
����; �5����;�>��N�D;�������?�?���>

ν = 0.3
A��k�kÃv�k��;�ì¥=4�@�}õ@;H;�>

x = −1 m
A¥=4�D�D�D�z?n�kÃv�D��;H;�>

x = 1 m
�Â:ô=LÒm���nÃr�D�+=4�n����>�;�>

�D���D�+=���;�Ãñ;�>��vÓÔ?�;����n����>,L �SM��2�B×ãÒm���D�n>D�k�H��;À�}õ�=4Ãv���D;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>j�2ÓmCð�kì��D��;UL � L�×��v��=4�n�n�k�£�c� ���@;��ô��;�?£�D;�>@?n�k����?
�e ¢��>@;��nì���;/ÓÔC��kì��D��; L �SMÂ×2;��ñ�   �k>���;�>@?n�k�����D;�?n�n�n�@���n�D��;/ÓÔC��kì��D��;EL � N�×2��;��D¤Â;�>�� ���n��;����D��;�>��@? � :ô=�Òm���nÃr�D�+=4�n����>
�¥��=��c�}=4���2���@;ñÒÔ���D�n>D�k�r�c�k��;�����;�Ãñ;�>��x��;�?À�D;�>@?n�k����?r�e ¢��>@;��nì���;�ÓÔ?�;����n����>�L �SM�� ÄÂ×t;��À�   � >j��;�>@?n�k���5�@;ñ?n�n�n�@���n�D��;5��;��D�
���n��;)���D��;�>��@;)��=4�Ë�k>��}�Ùì�� =4�n����> �
KN��ÃvÃñ;5=4�@���D>@;�=4�D�D���1îj�kÃ5=4�n����>/>�  =¹�����v�k>��n�����c�D�k��;5�@=4>@?t�+=%ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>�����=��c�}=4�n���¥�@;�Aô?�;�?L����?��D�k�}=4��?)?���>j�
�)�¥�D�k¤�=4��;�>���? �¹��;��cî#�D;x�+=�ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>�;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��À;��L��;�?t�����D�n��;�?)�����n��;�?n����>@��=4>���;�?À?���>��t?n�n�n������;�Ãñ;�>��
���D;�>��n���¥�@;�?AO��D>@;x¤��@;2�D���}=4�k�k����; ���D���1îj�kÃv�k���v�D;x�+=�����?n�k�n����>-�D;x�+=ñÒm������;2;Ùîc���k�}=4�n���k��;ñ;�?n�J�D����?�;�>�����;2�����D�t��;�?
�}õ�=4Ãv�@?J��>@;��nìÂ���n�����@;�?2ÓÔC��kì��D��;UL � Åñ�����D�£��;�?£�D;�>@?n�k����?J�e ¢�Ù>�;Ù��ì��k;�A�C��kì��D��;UL �S[ñ�����D�£�   �k>���;�>@?n�k���r�D;r?n�n�n�@���n�D��;B×ÙA
?����D�k�kì�>�=4>��H�  ¢�)�¥�D�k¤�=4��;�>@��;À�D;�?��D;��cî%Òm���nÃr�D�+=4�n����>@? �
:�;À�1=4�����D�ð�D;t��;��nÃñ;�?£;Ùîc����>@;�>��n��;���?L=1¤Â;��)�D;)ì��}=4>@�D?H>@��Ãr�D��;�?£�e ¢��>@�D;�?£�1=4�@?�;À���+=�?�?n�����@;�Ãñ;�>��£�D;�?��k>@?n�}=4�D�k�k�k����?
>��DÃñ���n���¥�@;�? ���D���k�kÃv�k��;�>��1A5;�>9õ�=4�D��;�?»ÒÔ���)�¥�@;�>@��;�?1Añ�   �D�n�k�k��?}=4�n����> �e  �D>@;´=4�D�D�����}õ@;´��>@�c�D�+=4�����k��; �����D�»�+=
ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>ñ;�>v�D���D�+=���;�Ãñ;�>�� �Â�����D���D>@;NÃ���Ãñ;N�D��������?n����>ñ�D;N�1=4�����D� A���;�?F� �kÃv�k�}=4�n����>@?�=4�D��=4�}=4��?�?�;�>��Ø�D��>@�N�����D�
�D;�?NÒÔ���)���@;�>@��;�?Ë;�>@������;t�D�k�@?ãÒm=4�k�D��;�?��@=4>@?Ë�+=ÀÒm���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥�@;1�@M�>�;
�e;��ã��;�?Ë¤�=4�n�+=4�D��;�?�����=��c�}=4�n�����@;�?
�D����?�;�>���;�>��"�D;�?/����Ãv����?}=4>��};�?Q=1¤Â;����D;�?�>@��Ãr�D��;�?"�e ¢��>@�D;�?"�D;»�+=]Òm���nÃñ;

jmk + jnk∗ Ó
m = 0, 1, 2, 3

A
n = 0, 1, 2, 3

×Ø�D��>��N��;HÃñ���c�D��;J;�?����D��;�?��¥�@;J�D;��cîvÒm����?N?n�D�����n��;��D���À��;��k�D���c�%>@��Ãr�D��;J�e ¢��>@�D;J�D;J�D���D�+=���;ÙÃñ;�>j�
�����n��;�?n����>@�@=4>��

jmk
��KN;�?t����Ãv����?}=4>���;�?)?���>��t����>@?n�n�n�D�k��;�? ����=4�n�n�k�t�D;�?t��>@�D;�?L�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?À=4�k��;��t;��L��;������D�

�D��>D>�=4>��5�D;�?ñ��>@�D;�?ñ?n�}=4�n����>D>�=4�k��;�?5�D��>��v��;�?v¤�=4�n�+=4�n����>@?5?n��=4�n�+=4��;�?ñ?���>��+���  ¢���}õ@;��k��;��D;
π/k

A��� ¢;�?n��� � �
�c�k��;Ñ�+=
�D;�Ãv� � ����>Dì��@;��D�v�e ¢��>@�D;%�c�"�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1AF��; ���D��;�?n�r�k�k�k�@?n�n���5�z=4�r��;�?À¤�=4�n�+=4�n����>@?x�D;�?x�D;�>@?n�k����?x�e ¢��>@;��nì���;

T;��
U
ÓÔC��kì��D��;AL �SMÂ×t;��r�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��ÑÓÔC��kì��D��;AL � L�×t�@=4>@?À�+=Ñ?�;����n����>

A
Ó −1 ≤ x ≤ 1

×L�D;ñ�+=¹�D�+= ���@;1�ô�L;
Ã5=4>D��ö���;£?n�kÃv�k�+=4�k��;�A�������?��¥�@;£�D;�? Ãñ���nõ@���D;�?�>��DÃñ���n�����@;�?���;��k��;�? ���@;���;�?��c� ������;�>@��;�? 3@>D��;�?N���5��;�?�������Ãñ;�>���? 3@>D��?
?���>��t�D�n�k�k��?���;�?1A��+=%ì��n�k�k��;v������;2Ã5=4�k�k�+=4ìÂ;v�D�n�k�k��?��v�D���k�����n��;v?n� �5?}=4ÃvÃñ;�>�� 3@>#�����D�)�����D¤Â���k�)��;��D����?�;�>���;��r=1¤¥;��
�D>@;À�D��������?n����>#?�� �5?}=4>���;À��;�?£¤�=4�n�+=4�n����>@?L?n��=4�n�+=4��;�?J�c���}õ�=4Ãv� �ñ�  ¢���}õ@;��k��;2�D;À�+=ñ����>Dì��@;��D�t�e ¢��>@�D;

2π/k
�����D�

�+=vÒm���nÃr�D�+=4�n����>�;�>#�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1Ae��; �¥�D������>@?��n�k�n�@;x��ì¥=4��;�Ãñ;�>��t�D>@;À�k�kÃv�k��;x�����D�L�D;r��;���?JÃñ���Dö��k;�?t;�>�õ�=4�D��;�?
Ò ���)���@;�>@��;�? �
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Ó�� �ê×��j��=4�n�n��;J�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;L�c�¹�D���D�+=���;�Ãñ;�>j�
w
O
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��� ���JL �SM � �J;�>@?��k����?��e ¢��>@;��nì���;)���k>@���n�����@; T
Ó�� �ê×N;��Ë��=4�n�n��;�?�����;��k��;�?��D;�?��D;�>@?n�k����?��e ¢��>@;��nì���;À�D;t�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>

Re(U)
Ó �1�1�ê×ñ���@��;�>��@;�? �-��=4�n�n�k�%�D;¾�+=�ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>_;�> �D���D�+=���;�Ãñ;�>��Ñ;��%�D;��+=�Òm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;

;Ùî@=�����;1�
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�������JL � Å � �L;�>@?n�k����?��e ¢��>@;��nì���;À�Ù�k>@���n�����@; T
Ó�� �ê×ã;��Ë��=4�n�n��;�?Ë����;��k��;�?H�D;�?Ë�D;�>@?��k����?��e ¢��>@;��nì���;)�D;t�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>

Re(U)
Ó �1�1�ê×5���D��;�>��@;�? �-��=4�n�n�k�¹�D;��+=�Òm���nÃr�D�+=4�n����>];�> �D���D�+=���;�Ãñ;�>���;��%�D;��+=�Òm���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥�@;

;ÙîD=�����;AO@�D���}=4�k�4�
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�������2L � N � �F=4�n�n��;�?2����;��k��;�? Re(I)
Ó�� �ê×À;��x��=4�n�n��;�?2�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;�?

Im(I)
Ó �1���ê×À�D;�?x�k>���;�>@?n�k����?v�D;%?n�n�n�@���n�D��;

���D��;�>��@;�?#�2��=4�n�n�k�H�D;t�+=rÒm���nÃr�D�+=4�n����>¾;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��£;��H�D;t�+=rÒm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;);Ùî@=�����;1�
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��� ���2L �S[ � �F=4�n�n��;�?2����;��k��;�? Re(I)
Ó�� �ê×r;��x��=4�n�n��;�?2� Ã5=4ì��k>�=4�k��;�?

Im(I)
Ó �1�1�ê×r�D;�?r�k>���;�>@?��k����?2�D;%?n�n�n�@���n�D��;

���D��;�>��@;�?	�x��=4�n�n�k�£�D;L�+=xÒÔ����Ãr�D�+=4�n����>�;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��J;����D;t�+=xÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥��;);ÙîD=�����;AO@�D���}=4�k�4�

�"��� [ #��x� 
�� 
�� #&�

KN;��}õ�=4�D�k�n��;�Ãñ��>��n��; ����  �k�);�?n�Ñ����?�?n�k�D��;-�e ¢���D��;�>D�k���D>@;#ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;��D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;�����;
;Ùî@=�����;�A��¥�@;¹��;Ñ?����k�2�����D�ñ�D;�?ñ��>@�D;�?v�D; ��;Ùîj����>»�@=4>@?v��;�?2�D�+= ���@;�?�Ó ��;¹����?n�D�k�}=4�ñ?�;��}=4�k�ñ?n�kÃv�k�+=4�k��;¹�����D�ñ�D;�?
��>@�D;�?À�D; ��;Ùîj����>��@=4>@?t��;�?L�����D�n��;�?Ù×ÙAe���������D�À�D;�?)��>@�D;�?rÖ	�²;�� 
J:��ðKN;���;�>@�@=4>��1Aô�@=4>@?t�+=%�D�}=4�n���¥�@;�A���;��n��;
Òm���nÃr�D�+=4�n����>���;�?n��;Ñ�k>�=4�D�D�k���1=4�D��;�;�>»�}=4��?���>��e  �D>������D���D;��1=4�����D�£?n�D�����n��;��D� ����;��k�D�£�D;Ñ�+=�Òm���nÃr�D�+=4�n����> ;�>
�D���D�+=���;�Ãñ;�>��BAj�e ¢�����+=t>@����;�?�?n�k���£�D;��D���������D;��%�)�D;�? Ãñ�BÈ¥;�>D>@;�?N?n��=4�n�+=4��;�?N?n�D� ��;�? ì��}=4>@�D;��D��?N��>@;��nìÂ���n�����@;�? ���L;
��;��k��;�?ãÃñ�BÈ¥;�>D>@;�?Ë?���>��NÃv��?};�?ã;�>¹��;��D¤j��;t=4�¹�}õ�=4�D�k�n��; M��cÕð���D��;ÙÒÔ����?Ë?�;��D��;�?Ë�D;�?ã��>@�D;�?ã����ì���;�?ã��=4�ã�D>@;J�)����=4�n����>
�e ¢�����c��;�ÄË?���>j������>@?n���D������;�?ð�@=4>@?���;Ø�}õ�=4�D�k�n�}; M��1M�>À;
�e;�����;�?�����Ãv����? =4>���;�?ôÃv� îj�};�?���?}?n�@;�?��D;��   �k>���;��}=����n����>x;�>��n��;
��>@�D;�?t�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?À;��)��>@�D;�?)��¤�=4>@;�?���;�>���;�?1A��D��>��t��;�?L>@��Ãr�D��;�?À�e ¢��>@�D;�?)�����n��;�?�����>@�@=4>���?À?���>��t����?n�k�n����>D>@��?
?��D�r��;�?x�D��?}?�;����n�n����;�?2�@;�?ñ=àîc;�?2�D;��+=�Cð�kì��D��; L � ÄcAF����Ãv�D�k���¥�@;�>��ñ?n�k>Dì��@� ��ö���;�Ãñ;�>��ñ�+=¾�D�
3@>D�k�n����>»�e  �D>@;¹���}õ@;��k��;
=4�D�D�����D�n����;�=4�QÃñ�BÈÂ;�>D>�=4ìÂ;�?n��=4�n�+=4���D;�?2ì��}=4>@�D;��D��?ñ��>@;��nìÂ���n�����@;�?ñ�e  �D>@;¹��=4�n�1A�;��2��;¹�1=4�����D���D;�?v����>@�c�k�n����>@?
�k�kÃv�k��;�?£�e  =4�D�n��;t��=4�n� �
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KN��ÃvÃñ;r� >��c���¥�@�r�@=4>@?£��;�?J����>��Ù�k�@?�����>@?J�c���}õ�=4�D�k�n��;2ÄcA��k�ð;�?n�£����?�?n�k�D��;r�D;r?1  = ��� =à>��}õD�k�J�D;�?£����Ãv����? =4>���;�?
�U��;��n�k��;����}õ@;��k��;�?n��=4�n�+=4��;��D;�?Ñ¤�=4�n�+=4�D��;�? ����=��c�}=4�n�����@;�?��@?�;��@�@�0� ���Ù���k���c� �¥�@;�?BA�>@���}=4ÃvÃñ;�>���;�>�Ãñ�BÈ¥;�>D>�=4>��
��;��k��;�?��
���%�Ñ�   ���}õ@;��k��;%�D;v��;��D�À�@?};��@�D�0� �����n�����D;1��:�;ñ�D�D�r�D;5��;5�}õ�=4�D�k�n��;�;�?n�À�D��>@���D;vÃñ��>��n��;��x����ÃvÃñ;�>��r�D>�;
Òm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;¹Ãñ�BÈ¥;�>D>@;¹��;��D� ���n��;Ñ���D��;�>��@;��@=4>@?2��;¹�1=�?v�e ¢��>@�D;�?v�D�+=4>@;�?v�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;�����;�? �
KN;��n��;ãÒm���nÃr�D�+=4�n����>+����=��c�}=4�n�����@;ËÃñ�BÈÂ;�>D>@;Ë��;��D��=4������? ���n��;H=4�D�D�k���¥�@��;H=4�5�D��Ã5=4�k>@;��D;�?�Ãñ�BÈ¥;�>D>@;�?�Ò ���)���@;�>@��;�?
�����D���D;�?�?nÈj?���ö�Ãñ;�?��D>D���c�kÃñ;�>@?�����>D>@;���? ��MØ�k��;�>@����;�?�?n�k��;������D��;ÙÒm���k?��D;���;��D�
3@>D�k����;�? ����>@�c�k�n����>@?ã=4�cîv�k�kÃv�k��;�? �jKN;�?
����>@�c�k�n����>@?H��;��nÃñ;��n��;�>��J�D;t�D�����n�k��;)��������;�?��c� �e����;�>���;�?�ÆÇ��>��Ù���k��>�?#�x�   =4���D;)�D;t��;��+=4�n����>@?H��  �kÃv�����@=4>@�1;1�

� ��� � ������� � 
���
 ��� ���À� �%�z� � � ��
 � # �&�����x����
 
  ���z��� 
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��( � (*' �'�+� 22�*/2�#��%!�2��� 
�����%!0 � �#����%!(�� �/(�%!�2* %!� / %0/ %!$ � 
 � / %!� .20#�+� %!�
:ô=��D������Ãv����?��k�n����>»��=4�2�n�}=4>@?ÇÒm���nÃñ��;Ñ�D;¹C@���D�n��;��ñ?n��=4����=4��;Ñ�e  �D>»�}õ�=4Ãv�Q¤��k�D�}=4�����k��;¹��;��D����?};�>���;��}=#��;��k�D� �

���L?����@?��+=-ÒÔ���nÃñ;��e  �D>]?n��;����n��;��D;¾>@��Ãr�D��;�?¹�e ¢��>@�D;�?Ñ�D��>��¹�}õ�= �¥�@;�����Ãv����? =4>���;#;�?n���D>@;���>@�D;¾�D�+=4>@;�?�;
�D������=4ìÂ;1=4>��)�@=4>@?£�D>@;r�D� �};����n����>��D��>D>@��;1��â
��;�?n�J�D��>@�r����?�?n�k�D��;r�D;r��;��D����?�;�>���;��J��;�?£ì��}=4>��D;��D��? ����=��c�}=4�n���¥�@;�?
�e  �D>»�}õ�=4Ãv�Q¤j�k�D�}=4�����k��; �¥�@;�������> ���@;Ñ;�>U���1=4�k��?}=4>��v�+=�?���ÃvÃñ; �¥��=��c�}=4�n�����@;Ñ�D;�?v��>@�D;�?v������Ãñ;�>��}=4�k��;�?ñ�D�n��?�;�?
�D;��cî �2�D;��cî �
:ô;%�1=�?x����>@?n���D�����%�����ã;�?n�x�@��>@�%��;��k�D�ã�D;%�D;��cî/��>@�D;�?x�D�+=4>@;�?�ÓÔC��kì��D��;¹Ä�� ÅÂ×À?�;��D������=4ìÂ;1=4>��v�@=4>@?x�D>"Ãv�k�k��;��
¿�� �k>�¤�=4�n�+=4>��5��=4�ñ�n�}=4>@?��+=4�n����>�?n�D�k¤�=4>��ñ�+=��c�k��;����n����>���;��n��;�>@�c�����D�+=4�k��; ����;��k��;�?5�D;�?5�D;��cî»��>@�D;�? � G�3�> �¥�@;
��;�?5Ãñ�BÈ¥;�>D>@;�?%?n��=4�n�+=4��;�?5�D�};Ù>@>@;�>��������D����;��D��?};�>@?1A��k�J����>�¤���;�>��%�e  =àÆn���D��;����D>@;�õ�Èj�����nõ@ö�?�;¾�D;�?nÈc?n��ö�Ãñ;��D;
ì��}=4>@�D;�?)�c�kÃñ;�>@?n����>@?)�D;�¤�=4>��L�+=%����>Dì��@;��D�)�e ¢��>@�D;

λ0
�%��;��k��;�?JÒm���nÃr�D����;�?À=4���D���D�D�)�D;x�+=���=4�n�n��;ñÄ�� ¿#Ó ��;��n�k��?

�D���D�+=���;�Ãñ;�>��}?N;�����;��n�k��;�?��D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>@?1A�Ãv�k�k��;��%�D;��D������=4ì¥=4�n����>%õ@��Ãñ��ìÂö�>@;J;�� ��?����n������;J=1¤¥;��£=4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>��
õ�Èc?n���������n�����@;ñ;��À����ì��kÃñ;ñõ�=4�nÃñ��>D�����@;B×
�ðM�>-� =4�k?}��>��D;ñ��;Ù�@�À�1=4�}=�����ö���;5�@?�;��@�D�0� �����n�����c�����@;�;�>/��>@�D;�?)�D�+=4>@;�?1A
��;�?À�D;�>@?n�k����?À�e ¢��>@;��nì���;5;��)�   �k>���;�>@?n�k���5�D;ñ?n�n�n�@���n�D��;ñ��;��D¤¥;�>�� ���n��;vÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?À?���=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��x= 3@>��e ¢���k�kÃv�k>@;��
��;��D��?£¤�=4�n�+=4�n����>@? �v��;��n�k��;r���}õ@;��k��;r;��£�D;À>@;À?1  �k>�������;�?�?�;��	�¥��  =4�cî��n�}=4>@?ÇÒm;��n��?£��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?Jì�������=4�cî�������?����@;)�+=
ÒÔ���)���@;�>@��;r=4�Dì�Ãñ;�>���;1�������D�£�����D��;À¤�=4�n�+=4�D��;�����=��c�}=4�n���¥�@;

Q
A�?}=vÃñ�BÈ¥;�>D>@;À?���=4�n�+=4��;

< Q >
?��D���D>@;À�@?�;��@�D�0�

�����n�����D;)��;����}=4>Dì��D�+=4�k��;%ÓÔC��kì��D��;ÀÄ�� ÅÂ×ã�D;)?n�D�ÇÒ =���;
S
�@=4>@?���;t�D�+=4>��D;�?��D;��cîÑ��>@�D;�?H;�?n���D�
3@>D��;)��=4�UO

< Q >=
1

S

∫∫

S
Q(s)ds.

Ó M��2�B×
�F���D�#�D;�?#��>@�D;�?  � 	�� ����;��������D�#�����D��;/¤�=4�n�+=4�D��;!����=��c�}=4�n�����@;�AJ�+=�Ãñ�BÈÂ;�>D>@;U?n��=4�n�+=4��;U�D;�?�����Ãv����? =4>���;�?
�e  �k>���;��ÇÒm����;�>@��;�?5?��D�2�D>@;¹�@?};��@�D�0� �����n�����D;��c��?n��=4�}=àó�� �Ø�F=4�ñ;ÙîD;�Ãv�D��;¹�   �k>���;�>@?��k���ÑÃñ�BÈÂ;�>D>@��;�;�>»��>@�D;�?v�D�+=4>@;�?

ÅVM



� � � � � ��8 �2F135�#"1�6� ()�+3J�+��35�#"1()� *G8��<;6*<�+�+*

;�?n���k�n�����}=4�n����>D>@;��k��; O
< rot I >= 0

ÓÔCð�kì��D��;QÄ��2�1ÁÂ×
�L:ô=�Ãñ�BÈÂ;�>D>@;U?n��=4�n�+=4��;
< Q >

��;��D�-=4������? ���n��;
��;��k����;¾=4�cî»����Ãv����? =4>���;�? �#ì��}=4>@�D;¾���}õ@;��k��;¾�D;

Q
�Ø��=4��;ÙîD;�Ãv�D��;��+=-�D;�>@?n�k�����e ¢��>@;��nì���;��D;��@� Òm���nÃ5=4�n����>

U�D;t�m ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>/ÓmÄ��2�1�B×ÙA@�D>@;LÒÔ����?ËÃñ�BÈ¥;�>D>@��;)?��D��?}=x�@?�;��@�D�0� �����n�����D;%ÓmÄ��2�1¿Â×ÙA�?�;L�����c�D�k�#�

< U >=
λ + 2µ

4
k2k∗2

(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r + BB∗e−j(kB−k∗B) . r
)

f2(θ).
Ó M�� ÄÂ×

� :�;ÀÒm=�����;��D� λ + 2µ

4
k2k∗2

(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r + BB∗e−j(kB−k∗B) . r
) ��;��D����?�;�>j��;r�+=5�D;�>@?n�k���r�e ¢��>@;����

ì���;H�D;£�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>¹���D��;�>��@;£;�>5>@��ì��k�kìÂ;1=4>��N��;�? �k>���;��ÇÒm����;�>@��;�?N;�>��n��;H��;�?��D;��cî5��>@�D;�?�����>@?n���D������;�? �j�L=4>@?
��;v�1=�?À�e ¢��>@�D;�?)�D�+=4>@;�?1Ae>@��ì��k�kìÂ;��À��;�?t��;��nÃñ;�?À�e  �k>���;��ÇÒÔ����;�>@��;�?À��;�¤j��;�>����%>@;ñ����>@?�;��n¤¥;Ù� ���@;2��;�?)����Ãv���0�
?}=4>���;�?#�xì��}=4>@�D;À���}õ@;��k�k;À�D;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?&����=��c�}=4�n���¥��;�? �

� :�;ã�D������;�?}?n�@?Ø�D;ãÃñ�BÈÂ;�>D>�=4ìÂ;Ë�D�n�k�k��?��Ë� >j�n�����c�D�k�Ø�D>2Òm=�����;��D� f2(θ)
ÓÔ�D;��n>D��;���Òm=�����;��D� �D;ã�  ¢�)�¥��=4�n����>¾Ó M�� ÄÂ×n×ÙA

� � �x�+=2�@?�;��@�D�0� �����n�����c�����k�}�XO
f2(θ) =

(

sh(π θ)

π θ

)2

.
Ó M�� ¿Â×

:Ø ¢������¤�=4�n����>�=4�Ñ�1=4�n���t�D;
sh(πθ)/(πθ)

�D���B¤j��;�>��Ë�D;J�+=rìÂ����Ãñ���n�n��;ÀÄ��\�c�¹�D�����D��ö�Ãñ;t;��ã��;£Ò =�����;��D�
f2(θ)>@;��D����;�>@� �¥�@;��@;�?¹�D�����D�n��������?Ñ�c��?�?��k��=4�n�k¤Â;#�c� Ãv�k�k��;��_�D;��D������=4ì¥=4�n����>�AË;��Ñ?�;¾Ãñ;��¹?����@?%�+=�ÒÔ���nÃñ;

f2(θ) = 1 + O(η4)
�@=4>@?Ë��;)�1=�?��e  �D>���;��n�k�J=4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>�� �

:�;tÃ���Ãñ;t�D���������D�t��;��D� ���n��;L�D�n�k�k��?��t�����D��Ãñ�BÈÂ;�>D>@;����+=v�D;�>@?n�k���t�e ¢��>@;��nì���;À���k>@���n�����@;AOc�+=2�D;�>@?n�k���tÃñ�BÈÂ;�>D>@��;
< T >

;�?n�Ë�D���������n�n����>D>�;��k��;�A�������Æn���D��?H=4�ÑÒ =�����;��D�
f2(θ)

�D��ö�?1A@=4�Dî¹����Ãv����? =4>���;�?H�c�k��;�����;�?£�D;
T
O

< T >=
ρω2

4
kk∗

(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r + BB∗e−j(kB−k∗B) . r
)

f2(θ).
Ó M�� L�×

:ô=U�D;�>@?n�k�����e ¢��>@;��nì���;��D;��D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;
< U >

;�?n�Ñ��ì¥=4��;�Ãñ;�>����D���������n�n����>D>@;�����; �/�+="�D;�>@?��k���
�e ¢��>@;��nì���;À���k>@���n���¥�@;

< T >
Ó M�� L�×n× O

< U >=
1 + jθ

1 − jθ
< T > .

Ó M��SMÂ×
M�>Q��=4�n�n�����D�k��;�� | < U > | = | < T > | ��:�;¹����?n�D�k�}=4�5���}=4�D�k��?�?}=4>��ñ��;%�k��;�>�;�>��n��;¹¤�=4�n�+=4�D��;�? �¥�z=��c�}=4�n���¥�@;�?
Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;�?)?���=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��);��t����Ãv����? =4>���;�? ��ì��}=4>@�D;v���}õ@;��k��;v;�?��L�D��>@�v?n�kÃv�k�+=4�k��;2�����D�t�+=%�D;�>@?n�k���v�e ¢��>@;��nì���;
�����}=4��;vÃñ�BÈ¥;�>D>@��;

< W >=< T > + < U >
Ae�����D�)�+=¹�D;�>@?��k���v�+=4ì��}=4>Dì���;�>D>@;ñÃñ�BÈ¥;�>D>@��;

< L >=< T >
− < U >

;��������D���   �k>���;�>@?n�k���À�D;)?n�n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;
< I >

�D��>����   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;
< I >

?1 ¢�����n�k�

< I > (x) =
λ + 2µ

2
ωk

(

AA∗e−j(kA−k∗A) . r + BB∗e−j(kB−k∗B) . r
)

f2(θ).
Ó M�� ÅÂ×

KN;�?À����?n�D�k�}=4��?r��;��D¤¥;�>�� ���n��;5����;�>@�c�@?v=4�/�1=�?r�e ¢��>@�D;�?x�D; ��;Ùîj����>�Að�@=4>@?r��;5�1=��c��;��e  �D>@;%=4�D�D���1îc�kÃ5=4�n����>U�D;
�}õ�=4Ãv���k���k>j�}=4�k>-�D>@�2���@;�Ãñ;�>��1Aô�1=4�À�@=4>@?À��;��n�}=4�k>@?r�1=�?t��;�?)�k>���;��ÇÒÔ����;�>@��;�?r;�>��n�};ñ��>@�D;�?À��¤�=4>@;�?}��;�>���;�?)��;��D¤¥;�>��
����>��n�n�k�D�@;��J=4�cî¹�n�}=4>@?ÇÒm;��n��?���>@;��nìÂ���n�����@;�? �2�#N�Á � �
� ( � (�� �'�+� $2���*/2�#��%!�2����
 ����%!0 � �!"�$��&���#
 � /�� � �/(�%!������%&0#0 % . 
�$ (�0}( �#���.%!�2� � �.� / % � ��( $�*,��$ (�%

��
 , %!�2� �/%
< I >

:�;v�1=�?L�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;�� �D;2�D;��cî#��>@�D;�?t����>��n��;
� �D������=4ì¥=��n�k¤¥;�?5ÓÔC��kì��D��;ñ¿��2�B×£����>@?n�n�k�n�@;2�D>@;v=4�D�D�k���1=4�n����>
�k>�������;�?�?}=4>���;�O�������? �¥�@;

kB = −kA
��;�?ñ¤�=4�n�+=4�n����>@? ����;��n�k��;¾���}õ@;��k�k;¾�D;�?��}õ�=4Ãv�@?���>@;��nìÂ���n�����@;�?%?�;¹Òm��>�� �

���}õ@;��k��;¾�D;��+=-�D;�Ãv� � ����>Dì��@;��@�¹�e ¢��>@�D;
λ0/2 = 2π/(k + k∗)

;��5��;��D¤¥;�>�� ���n��;¾?n�D�D�D�n�kÃñ��;�?%?n�H�+=�Ãñ�BÈ¥;Ù>@>@;
;�?n�);
�e;����n�@��;+�¹��;��n��;ñ���}õ@;��k��;1�ô�����D�)�D>�?nÈc?n��ö�Ãñ;2�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;�� Aô�+=%Ãñ�BÈ¥;�>D>@;ñ?n��=4�n�+=4��;

< Q >
�D;2�����D��;

¤�=4�n�+=4�D��; �¥��=��c�}=4�n�����@;)?};L�@� 3�>D�k�H�D��>@� �2�   ���}õ@;��k��;À�D;t�+=v�D;�Ãv� � ����>Dì��@;��D�J�e ¢��>@�D;
λ0/2

O

< Q > (x) =
2

λ0

∫ x+λ0/4

x−λ0/4
Q(u)du,

Ó M�� N�×
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G&3@>��D;�Òm=4�k��;-=4�D��=4�}=àó��n��;-�D>_��=4�}=4Ãñö��n��;���;�� ���@;��+=U�D;�>@?��k�����D;#�D�D��?�?}=4>@��;#�k>�Æn;�������;-�@=4>@?Ñ�   �����n�k�n�D�};-�D;�?
����>@�c�k�n����>@?��k�kÃv�k��;�?1Aà��;N�}õ@��� î2=£����� Òm=4�k�������c�D;��n�}=1¤�=4�k�k��;��Ø=1¤Â;����   �k>���;�>@?n�k���ã�D;N?��n�n�@���n�D��;�Ãñ�àÈÂ;�>D>@��;ã?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��
< I >

���t=4>@?���;��1=�?Ø���5?�;��D��;ã�+=L�D������=4ì¥=4�n����>��D;�? ����Ãv����?}=4>���;�? �Jì��}=4>@�D;����}õ@;��k��;H;�?n�Ø����>@?n���D������;�AÂ�k��?�;Ë�D���c�D�k�
�D;t�  ¢;Ùîj�@��;�?�?n����>/Ó M�� ÅÂ×%���@;L�   �k>���;�>@?n�k���À�D;t?��n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;)?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��J?1 ¢�����n�k�

< I > (x) =
λ + 2µ

2
ωk

(

AA∗ e−j(k−k∗)x − BB∗ ej(k−k∗)x
)

f(θ),
Ó M��S[Â×

=1¤¥;��
f(θ) =

sh(π θ)

π θ
.

Ó M��SZÂ×
:ô;LÒm=�����;��D�

sh(πθ)/(πθ)
>� ¢;�?n����������=�?H�Ù��;�¤¥�À=4���1=4�n���À�1=4���+=2ìÂ����Ãñ���n�n��;À�c���D�����D��ö�Ãñ;À;�?�� ��� �@�L;L�D�k�@?

f(θ)?};rÃñ;��t?����@?J�+=5Òm���nÃñ;
f(θ) = 1 + O(η2)

�@=4>�?J��;2�1=�?t�e  �D>#��;��n�k�)=4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>�� �eM�>��D;�õ@����?)�D;�?L?}���D����;�?1A
< I >

¤¥���n� 3�;L�  ¢�)����=4�n����>¾�c� ������;�>��n��;��k��;r?n�D�k¤�=4>���;AO

∆ < I > +(k − k∗)2 < I >= 0.
Ó M��2�1ÁÂ×

:ô;�?J�D;�>@?��k����?L�e ¢�Ù>�;Ù��ì��k;2Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;�?t?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��
< T >

A
< U >

A
< W >

;��
< L >

¤¥���n� 3�;�>��L��ì¥=4��;�Ãñ;�>��
��;��n��;ñ�(����=4�n����>-�c� �e����;�>��n��;��k��;ñ�1=4�);��k��;�?t�D����?�;�>���;�>��)��;�?tÃ���Ãñ;�?t>@��Ãr�D��;�?)�e ¢��>@�D;+��ì��}=4>@�D;ñ���}õ@;��k��;1�����D��?��¥��;
��;x>@��Ãr�D��;ñ�e ¢��>@�D;

k − k∗ ;�?n�L�D>#�kÃ5=4ì��k>�=4�k��;v�D�D�1A < I >
;�?n�L�+=%?����k�D�n����>-��¤�=4>@;�?���;�>���;v�e  �D>@;v�)����=4�n����>��D;

�D������=4ì¥=4�n����> �
:  ¢�)�¥��=4�n����>"Ó M��2�1ÁÂ×ã��;��D� ���n��;tÃv��?�;t?}���@?Ë�+=rÒm���nÃñ;

∆ < I > −4(Im(k))2 < I >= 0,
Ó M��2�1�B×

��;��n��;x�����n�k�n�D��;2���}=4>��L?�;�Ãr�D�+=4�D��; �ñ�  ¢�)�¥��=4�n����>#����ì���?�?}=4>��J�+=ñÃñ�BÈ¥;�>D>@;x?n��=4�n�+=4��;x�D;r�   =4�D����?n��;����n��;2�c�#�D���D�+=���; �
Ãñ;�>���;�>v�}õ�=4Ãv�2�����k>��}=4�k>v�����D���D;�?F��>@�D;�?��D; ��;Ùîc����>2�@=4>@? �2��[�� �
A4���x�   �k>���;��n¤�=4�k��;Ë?n�D����;)�¥�@;��c��;�?�Ãñ�BÈ¥;�>D>@;�?�?���>��
;
�e;����n�@��;�?À;�?n�L�D>-Ãr�D�k�n�k�D��;ñ�D; ����=4�n��?)�D;2����>Dì��@;��D��?À�e ¢��>@�D;�? �������D�À�D;�?t��;��n�k��;�?)¤�=4��;��D��?À�e  =4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>��1A
�  ¢;)����=4�n����>"Ó M��2�1ÁÂ×ã?1 ¢�����n�k�

∆ < I > −η2ω2

c2
g

< I >= 0,
Ó M��2�1ÄÂ×

�����+=v���������n�k���À�D;�?H��>@�D;�?
cg
�D�
3@>D��;À����ÃvÃñ;

c2
g = ω2/k2 ;�?����D;L�+=xÒm���nÃñ; c2

g = (λ0 + 2µ0)/ρ
�¥�z=4>@�

η ¿ 1
�

:ð=NÒm���nÃñ;£Ó M��2�1ÄÂ×e;�?n�ô�  ¢�)�¥��=4�n����>x�D;Ø��=�?�;Ø�D;Ø�+=ãáJKNG_ÓÔ;�>À�D;�õ@����?��D;�?ô?����D����;�? ×e�D�êÆ��Ë���D��;�>��@;��@=4>@?ð�D;�>@��Ãr�D��;��cî
�n�}=1¤�=4�cîeAô�e  =4�������"�@=4>@? � N�ÅDA2NVN	�N;��r��=4�x;Ùîc;�Ãv�D��;%�@=4>@? �S[�� �N�����D�r��;�?rÃñ;ÙÃx�D�}=4>@;�?1A��@=4>@? �S[�ÄcA2[�¿	�N�����D�r��;�?
�D�+= ���@;�?ã���%�@=4>@?N�+= �L;�>@;��}=4��M�>@;��nì�È�<�;��nõ@���#Ó4�LMØ<�× �S[!NjA5[V[cA<Z��ÂA<Z�Ä �������D�ã�D;�?������@�n��;�?ã;��N�D;�?N��=4�n��;�? �j�F=4�
����>@?}�)�¥�@;�>��Ë�  ¢�)����=4�n����>/Ó M��2�1ÁÂ×N;�?��ã¤�=4�+=4�D��; �¥�@;��k��; ���@;L?����k�Ë�+=x¤�=4��;��D���c�¹Ò =�����;��D���e  =4Ãñ���n�n��?�?�;�Ãñ;�>��

η
Ã5=4��?Ë�+=

Ã5=4>D��ö���;t�D�n�k�k��?���;L�����D���  ¢���D��;�>D�k��>� ¢;�?n�ã��=�?Ë>@���D¤Â;��k��;1�@â
��=2�����JÃñ��>j�n���t�@=4>@? �2�1Á�� � ���@;J�  ¢�)�¥��=4�n����>��D;L�+=ráJKNG
��;��D� ���n��;5���D��;�>��@; �Ñ��=4�n�n�k�r�D;�?À�)�¥�z=4�n����>@?À��>@;��nìÂ���n�����@;�?À�D�}��?};�>�����;�?r�@=4>@? �2��[�Ä ��?n�Ø��;�?)�k>���;��ÇÒm����;�>@��;�?r;�>��n��;
��>@�D;�?��D�+=4>@;�?�?���>�� >@��ì��k�kìÂ��;�?N;����4���%?n�z�D;�? Ãñ�BÈÂ;�>D>@;�?N?n��=4�n�+=4��;�?N=4�D�D�����D�n����;�?ã?���>���;
�e;����n�@��;�? �jKJ ¢;�?����e  =4�k�k��;��D��?
�D>@;J�)�¥��=4�n����>¹�c�%Ã���Ãñ;£�äÈ���;�Aj=�?}?���������;	�À�D;�?N����>@�c�k�n����>@?N�k�kÃv�k��;�?Ë=4�D�D�����D�n����;�?
�2��[�¿ �
A$�¥�@;H¤¥���n� 3�;H�+=)Ãñ�BÈ¥;�>D>@;
?���=4�n�+=4��;)�D;L�   =4�D����?���;����n��;À�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>j�£;�>��}õ�=4Ãv�������k>��}=4�k>¾�@=4>@?��2��[�� � �
��( � (�� � 2 �.%!������
��!/ %!� / %!�2��� �.�!� /H( �!��%/(�3 �#% � 
 , %!�����/%!� � .��������+0�%!��%!��� 3 .2��(��.�#( / %

< I >

:Ø  �k>���;�>@?n�k���Q�D;U?n�n�n�@���n�D��;UÃñ�BÈ¥;Ù>@>@��;U?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��
< I >

;�?��#���D��;�>��@;U��=4�#����?����k�D�n����>��D;/�  ¢�)����= �
�n����>�Ó M��2�1ÁÂ× �)�+= ���@;��k��;£?���>��ã=��4Æn���k>���;�?���;�?N����>@�c�k�n����>@?N�k�kÃv�k��;�?������D�ã�c� ������;�>��}?��äÈ���;�?N�D;ØÆn��>@���n����>@? ��:�;�?ã=4�D�n��;�?
¤�=4�n�+=4�D��;�?#�¥��=��c�}=4�n�����@;�?

< T >
A
< U >

A
< W >

;��
< L >

��;��D¤¥;�>�� ���n��;)�D���c�D�k��;�?£�D;
< I >

�D�L;tÃ5=4>D��ö���;
?��kÃv� �+=4�k��; ���  ¢GË�����@?��n���¥�@; �2��[�L��
Að�   �k>���;�>@?n�k���Ñ�D;%?n�n�n�@���n�D��;¹;��2��;�?2�D;�>@?n�k����?v�e ¢��>@;��nì���;�ÓÔÕ�=4�D��; L �2�B×À?}��>��x�k����;�?
��=4�UO

I,x = −2jω(T − U) + P,
Ó M��2�1¿Â×
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�����+=2�D;�>@?n�k���)�D;t�D�D��?�?}=4>@��;t�k>�Æn;�������;
P
A@=�?}?���������; �x�+=2�@;Ù>�?n�k���)�D;JÒm������;�?�;Ùîc�����n��;��D��;�?

fx
AD;�?����D�
3@>D����=4�

P = −jω

2
fx . u∗.

Ó M��2�QL�×
:�;xÒ =4�k�t�D;xÃñ�àÈÂ;�>D>@;��)�  ¢�)�¥��=4�n����>�Ó M��2�1¿Â×J;��)�e  �D�n�k�k��?�;��)�+=��D���������n�n����>D>�=4���k���¾Ó M��SMÂ×J;�>��n��;2�+=¹�D;�>@?n�k���v�e ¢��>@;��nì���;
���k>@���n���¥�@;£Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;£?���=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��

< T >
;����+=À�D;�>@?n�k���£�e ¢��>@;��nì���;J�D;£�D�ÙÒm���nÃ5=4�n����>%Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;£?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��

< U >
����>@�c�D�k�x?}��� � �

< T >
Aô?����k���

< U >
�ô���D��?����@;ñ�+=¹�D�}�¥�}õz=4� >�;5��=4�n�n��;¾ÓÔ����>@?}=�������;%=4�cî-����>@�c�k�n����>@?

�k�kÃv�k��;�?Ë�����D�Ë�k;�?Ëì��}=4>@�D;��D��?�����=��c�}=4�n���¥�@;�?ËÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?�?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� ×ã����ÃvÃñ;�>@��;��}=2�z=4�ã�n�}=4�k��;��Ë��;L�1=�?��e  �D>@;
�}õ�=4�nìÂ;t����>@���n�@;��k��;r;�>

x = a
A
< T >

?1 ¢�����n�k�H�@=4>@?H��;t�1=�?UO

< T >= −
(

1 − jθ

4ωθ

)

(< I >,x −Pδa),
Ó M��2��MÂ×

���
δa
;�?�� �+=tÒÔ��>@���n����>¹�D;H�J�k�}=��£;�>

x = a
��M�>%�D;�õ@����?N�D;�?N?����D����;�?1A¥�+=À�D;�>@?n�k���£�e ¢��>@;��nì���;J���k>@���n�����@;HÃñ�àÈÂ;�>D>@��;

?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��
< T >

;�?n�¹�D���������n�n����>D>@;��k��;��/�+=U�D���n�k¤Â��;-?n��=4�n�+=4��;
< I >,x

�D;#�   �k>j��;�>@?n�k���-�D;#?n�n���@���n�D��;
Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;2?n�z=4�n�+=4�k;�Ãñ;�>�� ��:�;�?t=4�D�n�};�?t�D;�>@?n�k����?L�e ¢��>@;��nì���;�?LÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?t?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��

< U >
Ó M�� ÄÂ×ÙA

< W >;��
< L >

?���>������D�};Ù>j�@;�?#�x��=4���n�k�H�D;
< T >

�

� ��� [ #��x�x���z� #�� 
 
�� � ������
¯��� �F� ��� �z����� ��
 ��� #��r� ��
  
 ������
 
 #�� �������x�x��� � 
���

� �r�}�r� ����� 
�� #&��� ��
�
���


:�;�?�¤�=4�n�+=4�D��;�?��¥��=��c�}=4���2���@;�?�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;�?/?���=4�n�+=4��;ÙÃñ;�>j�1Ar�e  =4�������
< I >

�D�@�k?
< T >

A
< U >

A
< W >

;��
< L >

A�?1 ¢���D�n��;�>D>@;�>��%��=4������?}��� �@�n����> �D;��  ¢�)����=4�n����> �����1=4��;"Ó M��2�1ÁÂ×�=�?�?���������;�=4�cî�����>@�c�k�n����>@?
�k�kÃv�k��;�?�=4�D�@�����D�n����;�?Ë�����D���D;�?�ÆÇ��>@���n����>@?H=����n�k¤Â;�?Ë���Ñ��=�?�?n�k¤¥;�? �DKN;��n��;L��=4�n�n��;L�n�}=4�k��;L�D;L��;�?Ë����>@�c�k�n����>@?��k�kÃv�k��;�?
��>@;��nìÂ���n���¥�@;�? �

� (�� ( ' �'�+� / %&��� 
 ��*,���#
 �����+*,����� %!�
M�>]����>@?��k�@�Ù� =4>��%�D>]�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>�������>���;�>j�n���

fx
;�>

x = a
A ��;�������;�>��n��;��t�c�]�D���D�+=���;�Ãñ;�>��

φ
?}=4�n��?ÇÒm=4�k�

�  ¢�)�¥��=4�n����>

(∆ + k2) φ(x) = −k2fx

ρω2
H(x − a),

Ó M��2�1ÅÂ×
���

H(x)
�D��?n�kì�>@;t�+=xÒm��>@���n����>��D;��J;1=1¤j��?n���D;1�

:�;t������;�>��n��;��ð�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��
φ
?1 ¢�����n�k�H�D��>@�

φ(x) = C1cos(kx) + C2sin(kx) +
fx

ρω2
H(x − a)(cos(k(x − a)) − 1).

Ó M��2�#N�×

M�>
x = a

���-��;v�}õ�=4�nìÂ;�Ãñ;�>��x����>@��;�>��n���5;�?n�
fx
A
< I >

;��
< I >,x

?���>��À�c��?�����>��n�k>��@;�? �ô:ô=Ñ�D;�>@?n�k���ñ�D;
�D�D��?�?}=4>@��;£�k>�ÆÇ;�������;

P
Ó M��2�QL�× ;�?�� �D>%��=4�}=4Ãñö��n��;t=4�D�D�����D�n���L�D��>����   =4�D��=4�n�k�n����>��@=4>@?��  ¢�����n�k�n�D��;L�D;�?N����>@�c�k�n����>@?

�k�kÃv�k��;�?t�����D�t��;�?NÆn��>@���n����>@?À=����n�k¤Â;�?);�?n�)=4�n��;�>@�c�@;1��:�;�?)�D;��cî#����>@�c�k�n����>@?À�����n�k��;�?t�����������n��;�>��)?n�D�L��;�?t¤�=4��;��D��?
�k�kÃv�k��;�? �Qì¥=4�@�}õ@;

< I > (a−)
;Ù� �»�c�����k��;

< I > (a+)
O��+=�ÆÇ��>@���n����>­=����n�k¤¥;�?�;��}=»�1=4�}=��������n��?���;/��=4�

< I > (a+)− < I > (a−)
;��

< I > (a+)/ < I > (a−)
��KN;�?t�D;��cî ����=4>��n�k����?t?���>��t�1=4�����D����;�? �5�z=4�n�n�k�t�D;

�   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;�����Ãv�D��;Ùîc;
u
�c�v�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1AÂ�D��>�����;N������;�>��n��;��

φ
?}=4�n��?ÇÒm=4�k�F�  ¢�)�¥��=4�n����>5�c�2Ãñ���D¤Â;�Ãñ;�>��HÓ M��2�1ÅÂ×�;��

?1 ¢�����n�k�Ø�D;ã�+=£ÒÔ���nÃñ;)Ó M��2�#N�×
�Â:Ø  =4Ãv�D�k�k�n�@�@;H����Ãv�D��;Ùîc;
u
�c�ñ�D���D�+=���;ÙÃñ;�>j��?1 ¢���D�n��;�>�����=4�Ø�D���n�k¤�=4�n����>5�c�v������;�>��n��;��

φ
O

u(x) = −C1ksin(kx) + C2kcos(kx) − kfx

ρω2
H(x − a)sin(k(x − a)).

Ó M��2��[Â×
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�L;rÃ���Ãñ;x�   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;ñ����Ãv�D��;Ùîc;
u,x

�D;r�+=��@�Ù��� ¤¥��;2?n��=4�n�+=4��;2�c�#�D���D�+=���;�Ãñ;�>��À?1 ¢���D�n��;�>��L��=4�t�D���n�k¤�=4�n����>-�D;
u
O

u,x(x) = −C1k
2cos(kx) − C2k

2sin(kx) − k2fx

ρω2
H(x − a)cos(k(x − a)).

Ó M��2��ZÂ×
:   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;"����Ãv�D��;ÙîD;

I
�D;-�   �k>���;�>@?��k���/�D;�?n�n���@���n�D��;/?�;-�1=4�����D��; �Q��=4�n�n�k���c�´�}õ�=4Ãv�\�D;/�D���D�+=���;�Ãñ;�>��

ÓÔÕ�=4�D��;1=4�,L �2�B× O
I =

jω

2
(λ + 2µ)u,xu∗.

Ó M�� Ä�ÁÂ×
KN��Ãv�D��;)��;�>����D;5Ó M�� ¿!N�×ã;��H�D;ñÓ M��2��ZÂ×ÙA@�  ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>��D��¤Â;������D����;À�D;

I
?1 ¢�����n�k�UO

I =
jω

2
(λ + 2µ)

k2k∗

2



























































































C1C
∗
1 (sin((k + k∗)x) − sin((k − k∗)x))

−C1C
∗
2 (cos((k − k∗)x) + cos((k + k∗)x))

+C2C
∗
1 (cos((k − k∗)x) − cos((k + k∗)x))

−C2C
∗
2 (sin((k + k∗)x) + sin((k − k∗)x))

+H(x − a)

[

C1f
∗
x

ρω2
(sin((k + k∗)x − k∗a) − sin((k − k∗)x + k∗a))

−C2f
∗
x

ρω2
(cos((k + k∗)x − k∗a) − cos((k − k∗)x + k∗a))

+
C∗

1fx

ρω2
(sin((k∗ + k)x − ka) + sin((k∗ − k)x + ka))

−C∗
2fx

ρω2
(cos((k∗ + k)x − ka) + cos((k∗ − k)x + ka))

]

+H2(x − a)
fxf∗

x

(ρω2)2
(sin((k + k∗)(x − a)) − sin((k − k∗)(x − a)))



























































































.
Ó M�� Ä��B×

KN;r�D��¤Â;������D��;�Ãñ;�>��£Ò =4�k�J=4�D��=4�}=àó��n��;r��;�?£�D;��cîÑ�äÈj��;�?£�D;À����Ãv����?}=4>���;�?L�D;)�   �k>���;�>@?n�k���r�D;r?n�n�n�@���n�D��;%Ó >@��Ãr�D��;�?
�e ¢��>@�D; ±(k + k∗)

;�� ±(k − k∗)
�D����?};�>�����?H�@=4>@?Ë�+=2��=4�n�n��;ÀÄ�� L �

:   �k>���;�>@?n�k���#�D;�?n�n�n�@���n�D��;�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;
< I >

���}=4>��%�D���������n�n����>D>@;�����;-=4�cî�����Ãv����?}=4>���;�? ��ì��}=4>@�D;#���}õ�;Ù�k��;
Ó >@��Ãr�D��;�?£�e ¢��>@�D; ±(k − k∗)

×ã�D;L�   �k>���;�>@?�� �}�)�D;)?n�n�n�@���n�D��;�Ó M�� Ä��B×ÙA
< I >

?1 ¢�����n�k�UO

< I >=
jω

2
(λ + 2µ)f(θ)

k2k∗

2



























































































−C1C
∗
1 (sin((k − k∗)x))

−C1C
∗
2 (cos((k − k∗)x))

+C2C
∗
1 (cos((k − k∗)x))

−C2C
∗
2 (sin((k − k∗)x))

+H(x − a)

[

−C1f
∗
x

ρω2
sin((k − k∗)x + k∗a))

+
C2f

∗
x

ρω2
cos((k − k∗)x + k∗a)

+
C∗

1fx

ρω2
sin((k∗ − k)x + ka)

−C∗
2fx

ρω2
cos((k∗ − k)x + ka)

]

−H2(x − a)
fxf∗

x

(ρω2)2
sin((k − k∗)(x − a))



























































































.
Ó M�� Ä�ÄÂ×

:ô;�?H�k�kÃv�k��;�? �vì¥=4�@�}õ@;r;�>
x = a−

;��	�5�c�����k��;r;�>
x = a+ �c����;��nÃñ;r;�>

H2(x − a)
���}=4>��£>��D�k��;�?1A���;�?H��;��nÃñ;�?

;�>5Ò =�����;��D�N�D;
H(x−a)

�@=4>@?LÓ M�� Ä�ÄÂ×���;��nÃñ;��n��;�>��Ë�e ¢���D��;�>D�k�N��;£?}=4�D�N�e  =4Ãv�D�k�k�n�@�D;L�D;��   �k>���;�>@?��k���£�@;H?n�n���@���n�D��;
Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;r=4�Ñ�����k>��

a
O

< I > (a+)− < I > (a−) = f(θ)
jω

4

(λ + 2µ)k2

ρω2

(

k∗

k
f∗

x (−C1ksin(ka) + C2kcos(ka))

+fx (C∗
1k∗sin(k∗a) − C∗

2k∗cos(k∗a))

)

.
Ó M�� Ä�¿Â×
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:Ø ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>/Ó M�� Ä�¿Â×NÒm=4�k�£=4�D��=4�}=àó��n��;)�   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;À����Ãv�D��;ÙîD;À�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��J;�>
a

u(a) = −C1ksin(ka) + C2kcos(ka)

=4�k>@?n� �¥�@;t?}��>Ñ>@��Ãr�D��;À����Ãv�D��;Ùîc;À����>�Æê�Dì��@�
u∗(a)

��KN;��n��;);Ùîc�D��;�?�?n����>���;��D�H�D��>@�)?�;LÃñ;��n�n��;À?����@?Ë�+=xÒÔ���nÃñ;

< I > (a+)− < I > (a−) =
f(θ)

2

(

−jω

2
fxu∗(a) +

k∗

k

jω

2
f∗

xu(a)

)

,
Ó M�� Ä�L�×

�����D��;�>�;�>@������;�A@�e  =4�D��ö�?��+=v�D�
3@>D�k�n����>¾�D;t�+=2�D;�>@?��k���)�D;L�D�D��?}?}=4>@��;t�k>�ÆÇ;�������;
P
Ó M��2�QL�× O

< I > (a+)− < I > (a−) =
P

2

(

1 +
k∗

k

P ∗

P

)

f(θ).
Ó M�� ÄVMÂ×

:Ø ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>9Ó M�� ÄVMÂ×¾;�?n�#�D��>@�/�+=��D��;�Ãv��ö���;Q����>@�c�k�n����>��1=4�}=��������n��?}=4>����+=-Æn��>@���n����>�=����n�k¤Â;1�)KN;��n��;U;Ùîj�D��;�?��
?n����> Ó M�� ÄVMÂ×v;�?n�v�D�k�@?ñ����Ãv�D�k�����@��; �¥�@;Ñ�+=#?n�kÃv�D��;��D;�>@?n�k�����D;Ñ�D�D��?�?}=4>@��;Ñ�k>�Æn;�������;

P
���D���D��>D>@;Ñ�+=��c��?�����>��

�n�k>��D�k���"�D;��   �k>���;�>@?��k���"�D;/?��n�n�@���n�D��;/�����1=4��;9O
I(a+) − I(a−) = P

�£M�>\��=4�n�n�����D�k��;��#�  ¢;Ùîj�D��;�?�?�����>°Ó M�� ÄVMÂ×
Ãñ;��r;�>ÑÆn;��-��;2Ò =�����;��D�À�e  =4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>��

θ
�D����?�;�>��r�@=4>@?

f(θ)
;�>-�}=4��?}��>��c��Ãñ�BÈÂ;�>D>�=4ìÂ;�;
�e;����n���5;Ù�r�@=4>@?

k∗/k = (1 + jθ)/(1 − jθ)
�

:ô=v�D;��cîc��ö�Ãñ;)����>@�c�k�n����>������n��;)?��D�Ë��;L�}=4�D�����n�
< I > (a+)/ < I > (a−)

���D�e��;��D�H?�;LÃñ;��n�n��;À?����@?Ë�+=xÒÔ���nÃñ;

< I > (a+)

< I > (a−)
= 1 +

< I > (a+)− < I > (a−)

< I > (a−)
.

Ó M�� Ä�ÅÂ×

:ô=2�k�kÃv�k��; �2ì¥=4�@�}õ@;);�>
a
�D;L�   �k>���;�>@?��k���)�D;)?n�n�n�@���n�D��;)Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;)��;��D� ���n��;)�D����;��nÃv�k>@��;��2��=4�n�n�k�H�D;5Ó M�� Ä�ÄÂ× O

< I > (a−) =
jω

2
(λ + 2µ)f(θ)

k2k∗

2

(

−C1C
∗
1sin((k − k∗)a) − C1C

∗
2cos((k − k∗)a)

+C2C
∗
1cos((k − k∗)a) − C2C

∗
2sin((k − k∗)a)

)

.
Ó M�� Ä!N�×

KN;��n��;);Ùîc�D��;�?�?n����>���;��D� ���n��;)�D��¤Â;������D����;À?����@?Ë�+=xÒm���nÃñ;

< I > (a−) =
f(θ)

2































































jω

2
(λ + 2µ)

[

C1C
∗
1k2k∗cos(ka)sin(k∗a)

−C1C
∗
2k2k∗cos(ka)cos(k∗a)

+C2C
∗
1k2k∗sin(ka)sin(k∗a)

−C2C
∗
2k2k∗sin(ka)cos(k∗a)

]

−jω

2
(λ + 2µ)

k

k∗

[

C1C
∗
1kk∗2

sin(ka)cos(k∗a)

+C1C
∗
2kk∗2

sin(ka)sin(k∗a)

−C2C
∗
1kk∗2

cos(ka)cos(k∗a)

−C2C
∗
2kk∗2

cos(ka)sin(k∗a)
]































































.
Ó M�� ÄV[Â×

:Ø ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>/Ó M�� ÄV[Â×NÒm=4�k�£=4�D��=4�}=àó��n��;)��;L�@�����c�D�k�
u,x(a−)u∗(a)

;��H?���>�����>�ÆÇ�Dì��@�AO

< I > (a−) =
f(θ)

2

(

jω

2
(λ + 2µ)u,x(a−)u∗(a) − jω

2
(λ + 2µ)

k

k∗
u∗

,x(a−)u(a)

)

,
Ó M�� ÄVZÂ×

��; ���D�e��;��D�H?};LÃñ;Ù���n��;)?����@?Ë�+=xÒÔ����Ãñ;

< I > (a−) =
f(θ)

2

(

I(a−) +
k

k∗

(

λ + 2µ

λ∗ + 2µ∗

)

I∗(a−)

)

.
Ó M�� ¿�ÁÂ×
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Öc=��}õ�=4>��#���@;
(λ + 2µ)/(λ∗ + 2µ∗) = k∗2

/k2 Ac�  ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>/Ó M�� ¿�ÁÂ×Ë�D;�¤���;�>��

< I > (a−) =
f(θ)

2

(

I(a−) +
k∗

k
I∗(a−)

)

.
Ó M�� ¿��B×

:   �kÃv������=4>@��;
Z1
��;��D� ���n��;r�}=4Ãñ;�>@��;x�D;

L = −L1
;�>

x0 = a−
����ÃvÃñ;x�D��Ãñ��>��n���2;�>�GH>D>@;ÙîD;rG ���t=4>@?J��;

�1=�?
ε = −1

;��Ë�   �kÃv�����@=4>@��;À�}=4Ãñ;�>@��;
Zr
?B  �����n�k�

Zr = ρc
ejk(L1+a) − e−jk(L1+a) + z1(e

jk(L1+a) + e−jk(L1+a))

z1(ejk(L1+a) − e−jk(L1+a)) − ejk(L1+a) − e−jk(L1+a)
.

Ó M�� ¿�ÄÂ×

:ð=x�k�kÃv�k��;��xì¥=4�@�}õ@;À�c�������k>��
a
�D;L�   �k>���;�>@?n�k���À�D;)?n�n�n�@���n�D��;t��;��D�£�D��>@�)?1 ¢�����n�k��;

I(a−) =
jω2

2
Zru(a)u∗(a),

Ó M�� ¿�¿Â×
��; ���D� AD����Ãv�D��;)��;�>����D;L�  ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>��D;t�+=2�D;�>@?��k���)�D;L�D�D��?�? =4>@��;t�k>�ÆÇ;�������;

P
Ó M��2�QL�×ÙAD��;��D�H?�;L���������n�k��;

I(a−) = 2jZr
PP ∗

fxf∗
x

.
Ó M�� ¿�L�×

C��k>�=4��;�Ãñ;�>��1A�;�>��D�n�k�k��?}=4>�����;�?H�)�¥��=4�n����>@?rÓ M�� Ä�ÅÂ×ÙAðÓ M�� ¿��B×ã;��rÓ M�� ¿�L�×ÙAD�+=v�D;��cîj��ö�Ãñ;À����>@�c�k�n����>¾;�>
a
Ac�����n�}=4>��£?n�D�

��;t�}=4�D�����n�
< I > (a+)/ < I > (a−)

A@?1 ¢�����n�k�UO

< I > (a+)

< I > (a−)
= 1 +

P

(

1 +
k∗P ∗

kP

)

2j
PP ∗

fxf∗
x

(

Zr −
k∗Z∗

r

k

) .
Ó M�� ¿VMÂ×

��(�� ( � � 
 ��*,���#
 ��� .��+������� %!� � * �+� / %&�1* 
 �5/2� ���#
 ��� /�( �#� . � /��)�2* %
:ô=v����>@�c�k�n����>¾�e  �kÃv�����@=4>@��; �2�1Å�Å �������n�}=4>��£?n�D�Ë�   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;r����Ãv�D��;Ùîc;

u
�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��J?1 ¢�����n�k�

u,n(L) + jkzu(L) = 0,
Ó M�� ¿�ÅÂ×

���
z
;�?n�t�   �kÃv�����@=4>@��;�?n������� 3 �¥�@;ñ;�>

x = L
A�=4�D�n��;�Ãñ;�>��r�c�k�

z = z1
������?����@;

L = −L1
;��

z = z2
������?����@;

L = L2
�ôM�>��n��;5��;�?�Æn��>@���n����>@?1A �¥��=4>@� −L1 ≤ x < a

���
a < x ≤ L2

A��   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;%����Ãv�D��;ÙîD;
u
?}=4���k?nÒm=4�k�

�  ¢�)����=4�n����>¾�D;��J;��kÃvõ@���k� 'r;���?1 ¢�����n�k�
u(x) = A e−jkx + B ejkx,

Ó M�� ¿!N�×
���

A
;��

B
?���>��t��;�?r=4Ãv�D�k�k�n�@�D;�?r����Ãv�D��;ÙîD;�?1Ae��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��r�D;v�  ¢��>@�D;ñ�D������=4ì¥=4�n�k¤Â;5;��À�D;v�  ¢��>@�D;5����>��n��;
�

�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;1���L;ñÓ M�� ¿!N�×Ë;��ÀÓ M�� ¿�ÅÂ×ã�k�e����?n�D�k��; ���@;

u,n(x) = εjk(−A e−jkx + B e−jkx),
Ó M�� ¿V[Â×

������;t��=4�}=4Ãñö��n��;
ε = ±1

;�?n���D�
3@>D����=4�
∂

∂n
= ε

∂

∂x
.

Ó M�� ¿VZÂ×
:ð=x�};Ù�+=4�n����>"Ó M�� ¿�ÅÂ×ã��;��nÃñ;��H�e ¢;Ùîc�D�n�kÃñ;��

A
;�>¹Òm��>@���n����>��D;

B
O

A =
ε + z

ε − z
e2jkLB.

Ó M�� L¥ÁÂ×
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â
��?1 ¢;�>��D���c�D�k�&���@;
AA∗ = αe2j(k−k∗)LBB∗,

Ó M�� L �B×
=1¤Â;��

α =
(ε + z)(ε + z∗)

(ε − z)(ε − z∗)
.

Ó M�� L¥ÄÂ×

.£�H;Ù>
x = L

Ac�   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;r����Ãv�D��;Ùîc;À�D;t�   �k>j��;�>@?n�k���)�D;)?n�n�n�@���n�D��;)Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;À?1 ¢�����n�k�

< I > (L) = −ω

2
(λ + 2µ)f(θ)kBB∗ej(k−k∗)L(1 − α),

Ó M�� L¥¿Â×

;���? =2�D���n�k¤Â��;)?n�z=4�n�+=4�k;À?1 ¢�����n�k�UO

< I >,x (L) = −jω

2
(λ + 2µ)f(θ)k(k − k∗)BB∗ej(k−k∗)L(1 + α),

Ó M�� LVL�×

�L;�?�;Ùîj�D��;�?}?n����>@?ÀÓ M�� L¥¿Â×Ë;Ù�rÓ M�� LVL�×ã�k��?�;t�D���c�D�k�#�¥�@;

< I >,x (L) − j(k − k∗)

(

1 + α

1 − α

)

< I > (L) = 0,
Ó M�� L-MÂ×

=1¤Â;��
1 + α

1 − α
= −ε

1 + zz∗

z + z∗
.

Ó M�� L¥ÅÂ×
:ô=2��;��+=4�n����>"Ó M�� L-MÂ×N��;��D�H�D��>@�)?B ¢�����n�k��;

< I >,x (L) + j(k − k∗)ε
1 + zz∗

z + z∗
< I > (L) = 0,

Ó M�� L7N�×

��;����D�Â����Ãv�D��;Ø��;�>��À�D;��+=ã�D�
3@>D�k�n����>%Ó M�� ¿VZÂ×e�D;
ε
A��D��>D>@;-3@>�=4��;�Ãñ;�>��ð�����D���   =4Ãv�D�k�k�n�@�D; ����Ãv�D��;ÙîD;Ø�D;��   �k>���;�>@?n�k���

�D;)?n�n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;t�+=v����>@�c�k�n����>�Ãv� îc��;/O

< I >,n (L) + j(k − k∗)
1 + zz∗

z + z∗
< I > (L) = 0.

Ó M�� L-[Â×

�L;�?H�1=�?���=4�n�n�����D�k��;���?J�D;À����>@�c�k�n����>@?HÃv� îc��;�?£=B¤Â;��)�D;�?H�kÃv�����@=4>@��;�?J?n������� 3 �¥��;�?H����;��k��;�?£?���>j���D����?�;�>�����;�?£�@=4>@?
��;L�}=4�D��;1=4� M��2�1�

��;��nÃv�k>�=4��?���>��k�k�D��; ��;��nÃv�k>�=4��?���>��D���$�¥�@��; ��;��nÃv�k>�=4��?���>�=4>@���}õ@���4�¥��;
�kÃv�����@=4>@��;2?n���
�
��� 3 �¥�@; z = 0 |z| → +∞ z = 1

�D���D�+=���;�Ãñ;�>��
u,n(L) = 0 u(L) = 0 u,n(L) + jku(L) = 0�k>���;�>@?n�k��� �D;

?n�n�n�@���n�D��;
Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;

< I > (L) = 0 < I > (L) = 0 < I >,n (L) + j(k − k∗) < I > (L) = 0

����� ��M��2� � Kã=�?���=4�n�n�����D�k��;���?£�D;t����>@�D� ���k��>�?�Ãv� îc��;�?Ë�����D�£�D;�?Ë�kÃv�����@=4>@��;�?£?n������� 3 ���@;�?�����;��k��;�? �
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��(�� (�� � 
 ��*,���#
 ��� .��+������� %!� � * �+� /�( $2� * ���+� 3�%&� %!��� / % � �#0#� %!$!/ %�.�(�
 .��)3�������
 �
ßU�6� � ��� ��35�#"1�6� *!�X�+C ���2"$�#"1�6� �2*-'X"]8�\ C-�23?� �!*7'
KN;��n��;%��=4�n�n��;¹���}=4�D�k�k�2��;�?2����>@�D� ���k��>�?2�k�kÃv�k��;�?2��;��+=4�n�k¤¥;�? ���D>@;%�c��?}����>��n�k>��D�k���Ñ�D;%�D;�>@?n�k���¹;�>

x = d
ÓÔC�� �

ì��D��; M��2�B×
��:�;�? �kÃv�����@=4>@��;�?ã;�����;�? �kÃv�����@=4>@��;�?N?�������� 3 �¥�@;�?�Ãv��?�;�?�;�>)Æn;����@=4>@? �  ¢���D��;�>��n����>¹�D;H��;�?�����>@�c�k�n����>@?
�k�kÃv�k��;�?)=4�D��=4�}=4��?}?�;�>��t�@=4>@?L��;�?J�}=4�D��;1=4�cî M�� ÄcA M�� ¿�;�� M�� L ��M�>#�D�n�k�k��?}=4>��L��;�?L?n� î¾�)����=4�n����>@?t�c�#�}=4�D��;1=4�:M�� Ä%;��
��;�?L?�� î¾�)�¥��=4�n����>@?t�c�#�}=4�D��;1=4�:M�� ¿cA���;�?J�n������?J�kÃv�����@=4>@��;�?)?�������� 3 ���@;�?

za−

A
za
A
za+

;��L��;�?J�n������?J�kÃv�����@=4>@��;�?
?������Ù� 3 ���@;�?

zb−
A
zb
A
zb+

?�;L�n�����D¤¥;�>����k����;�?���;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;Ù>j�H��=4�

za+ = −za− + za,
Ó M�� L-ZÂ×

;��
zb+ = −zb− + zb.

Ó M��SM�ÁÂ×

a

za−

za

za+

b

zb−

zb

zb+

d

zd− zd+

−L1 L2

z1 z2

ρ1, c1 ρ2, c2

milieu 1 milieu 2

fx1
fx2

��� ���6M�� � � K�õ�=4>DìÂ;�Ãñ;�>��£�D;tÃv�k�k��;��¾�D;L�D������=4ì¥=4�n����> OD����>�3@ì��D�}=4�n����>��c��?nÈc?n��ö�Ãñ;t���n�@�c���1�
ßU�6�+�2"$�#"1�6�+'/F]"]8�" ��*7'/\ �6�#��3?���A'#�+�>F1*,�W=+3?8:\ �+*G�+C7\2F13J�!*<8:*7���
:�;t�D���D�+=���;�Ãñ;�>��£;��ã�+=2����>��n�}=4�k>���;t>@���nÃ5=4��;)?���>j�Ë����>��n�k>��@?#�r�+=rÒ ����>��n��ö���;

x = d
;�>��n��;L��;�?��D;��cî%Ãv�k�k��;��cî O

{

u(d−)
(λ1 + 2µ1)u,x(d−)

=
=

u(d+)
(λ2 + 2µ2)u,x(d+).

Ó M��SM��B×
ë *78�3J�4()�+* O���;ñ�}=4�@�����n�

zd+/zd−
��;��D� ���n��;5���D�};Ù>j�";�>��D�n�k�k��? =4>��r��;�?r�)����=4�n����>@?¹Ó M��S[��B×);��À��;�?r����>@�c�k�n����>@?

Ãv� îc��;�?��D�Ñ�}=4�D��;1=4� M�� L �zKN;t�}=4�D�����n��>@;)�D����;�>@� �¥�@;t�D;�?��D�����D�n��������?£�D;�?ËÃv�k�k��;��cî:O
zd+

zd−
= −

(

λ1 + 2µ1

λ2 + 2µ2

)

k1

k2

Ó M��SM�ÄÂ×
Þ�8:\ C-�23?�+�!*-'A'�\ C7�-" �2()�+*-'A�+*G��=+3J()� *G���?��CG�2*GF13 @ ���6���#" �7�4*
:�;�?%�D;��cî»�kÃv�����@=4>@��;�?Ñ?n������� 3 ���@;�?

zd−
;��

zd+

��;��D¤Â;�>��¹?1 ¢�����n�k��;¾����ÃvÃñ;��D;�?��kÃv�����@=4>@��;�?¹�}=4Ãñ;�>@��;�?1A
��;�?���;��Ù��� ¤¥;�Ãñ;�>��

za+

;��
zb−
AD;�>��D�n�k�k��?}=4>�����;t����?n�D�k�}=4�H�D;t�  ¢G£>D>@;Ùîc;)G O

zd− =
(1 − za+)e−jk1(d−a) − (1 + za+)ejk1(d−a)

(1 − za+)e−jk1(d−a) + (1 + za+)ejk1(d−a)
,

Ó M��SM�¿Â×
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���
za+ = −za− + za

Ó M�� L-ZÂ×ÙA�;��

zd+ = −(−1 − zb−)e−jk2(d−b) − (−1 + zb−)ejk2(d−b)

(−1 − zb−)e−jk2(d−b) + (−1 + zb−)ejk2(d−b)
.

Ó M��SM�L�×
���

zb− = −zb+ + zb
Ó M��SM�ÁÂ×
�

�L;Q�D�k�@?-��;�?��D;��cî��kÃv�����@=4>@��;�?"?n������� 3 �¥�@;�?
za−

;��
zb+

��;��D¤¥;�>��/?1 ¢�����n�k��;�����ÃvÃñ;��D;�?-�kÃv�����@=4>@��;�?
�}=4Ãñ;�>@��;�?1A@��;�?n��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��

z1
;��

z2
O

za− = −(−1 − z1)e
jk1(L1+a) − (−1 + z1)e

−jk1(L1+a)

(−1 − z1)ejk1(L1+a) + (−1 + z1)e−jk1(L1+a)
,

Ó M��SMVMÂ×

zb+ =
(1 − z2)e

−jk2(L2−b) − (1 + z2)e
jk2(L2−b)

(1 − z2)e−jk2(L2−b) − (1 + z2)ejk2(L2−b)
.

Ó M��SM�ÅÂ×
�F=4�ã����>@?��)���@;�>��1Aj����>D>�=àó��n��;J��;�? �kÃv�����@=4>@��;�?Ë?n������� 3 ���@;�?

zd−
;��

zd+

��;�¤j��;�>��%�À����>D>�=àó��n��;J��;�?��kÃv�����@=4>@��;�?
?n������� 3 ���@;�?

z1
;��

z2
�

ßU��� ��"$��"1��� 'AF]"]8�"$��*-'A\ � �4��3?���A'#�+�>FBHI"]����*<� '4" ��CG�+*G'������+�V�#�+�4*G8��<;6*<�+�+C-*,'�\235�#"13?F1*78:*<���
:Ø  �k>���;�>@?��k�����D;�?n�n�n�@���n�D��;¾Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;#?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��Ñ;�?�������>j�n�k>��@; �-�+=�ÒÔ����>��n��ö���;

x = d
��:ô=��D��;�Ãv��ö���;

����>@�c�k�n����>��k�kÃv�k��;)?B ¢�����n�k�H�D��>@�
< I > (d+) =< I > (d−).

Ó M��SM!N�×
���D��? �¥�@;���;�?��kÃv������=4>@��;�?�?n������� 3 ���@;�?

zd−
;��

zd+

��;��D¤Â;�>�� ���n��;-���D��;�>��@;�? �U��=4�n�n�k���D;�?��kÃv�����@=4>@��;�?
?n������� 3 ���@;�?

z1
;��

z2
Að�D;�?2����>@�c�k�n����>@?2Ãv� îc��;�?2�c�"Ã���Ãñ;%�äÈ���; ���@;��  ¢�)�¥��=4�n����>�Ó M�� L-[Â×À��;��D¤¥;�>�� ���n��;¹�����n�k��;�?

�����D�5�}õ�=����D>�;��D;�?ñ¤�=4��;��D��?ñ�k�kÃv�k��;�?
< I > (d−)

;��
< I > (d+)

�D;Ñ�   �k>���;�>@?n�k�����D;�?n�n�n�@���n�D��;�Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;
?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� O

− < I >,x (d−) + j(k1 − k∗
1)

1 + zd−z∗d−

zd− + z∗
d−

< I > (d−) = 0,
Ó M��SMV[Â×

< I >,x (d+) + j(k2 − k∗
2)

1 + zd+z∗d+

zd+ + z∗
d+

< I > (d+) = 0.
Ó M��SMVZÂ×

:ô=�?};�����>@�D;x����>@�c�k�n����>#�k�kÃv�k��;r�����n��;x?��D�£��;À�}=4�D�����n�
< I >,x (d+)/ < I >,x (d−)

�zM�>#;
�e;��L��;r�}=4�D�����n�
?1 ¢���D�n��;�>��#�2��=4�n�n�k�H�D;�?H�)�¥��=4�n����>@?rÓ M��SM!N�×ÙAðÓ M��SMV[Â×ã;��rÓ M��SMVZÂ× O

< I >,x (d+)

< I >,x (d−)
= −k2 − k∗

2

k1 − k∗
1

1 + zd+z∗d+

1 + zd−z∗
d−

zd− + z∗d−

zd+ + z∗
d+

Ó M�� Å�ÁÂ×

x a− a a+

�kÃv�����@=4>@��;
Za− = −(λ1 + 2µ1)u,x(a−)

jωu(a)
Za =

fx1

jωu(a)
Za+ =

(λ1 + 2µ1)u,x(a+)

jωu(a)�kÃv�����@=4>@��; ?n������� �
3 ���@; za− = Za−ρ1c1 za = Zaρ1c1 za+ = Za+ρ1c1

� � � �6M�� Ä � �J�
3@>D�k�n����>@?H�D;�?N�kÃv�����@=4>@��;�?H;��Ë�D;�?ã�kÃv�����@=4>@��;�?�?�������� 3��¥�@;�?ã�����D�Ë�+=HÆÇ��>��Ù���k��>�=����n�k¤¥;L;�> x = a
�
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x b− b b+

�kÃv�����@=4>@��;
Zb− =

(λ2 + 2µ2)u,x(b−)

jωu(b)
Zb =

fx2

jωu(b)
Zb+ = −(λ2 + 2µ2)u,x(b+)

jωu(b)�kÃv�����@=4>@��; ?n������� �
3 �¥�@; zb− = Zb−/ρ2c2 zb = Zb/ρ2c2 zb+ = Zb+/ρ2c2

� � � �6M�� ¿ � �L�
3@>D�k�n����>@?H�D;�?ã�kÃv�����@=4>@��;�?£;����D;�?ã�kÃv�����@=4>@��;�?H?�������� 3 �¥�@;�?Ë�����D�Ë�+=£Æn��>@���n����>�=����n�k¤¥;t;�> x = b
�

x d− d+�kÃv�����@=4>@��;
Zd− = ρ1c1zd− Zd+ = ρ2c2zd+

�kÃv�����@=4>@��;r?n������� 3 �¥�@;
zd− =

u,x(d−)

jk1u(d−)
zd+ = − u,x(d+)

jk2u(d+)

� � � �<M�� L � �L�
3@>D�k�n����>@?��D;�? �kÃv�����@=4>@��;�?N;�� �D;�?Ø�kÃv�����@=4>@��;�?N?n������� 3 ���@;�? �����D�Ø�+=ãÆÇ��>@���n����>5��=�?}?n�k¤Â;�;�> x = d
�

��(�� ( � � 
 ��*,���#
 ��� .��+������� %!� � * �+� / %&��� 
 ��*,���#
 ��� 3 (��!�)*,���#
 � 0�
�* �+0 ��� �/%
KN;N��=4�}=4ì�� =4�Dõ@;Ë¤j��?�;%�L���}=4�D�k�k�Ø��=L����>@�c�k�n����>ñ�k�kÃv�k��;���>@;��nìÂ���n���¥�@;������n��;�?n����>@�@=4>j� �£�D>@;�Æn��>@���n����>+�£�}��=����n����>

�����1=4�k��?���;�ÓÔC��kì��D��;EM�� ÄÂ×À�1=4�}=��������n��?���;%��=4�2��;�?xì��}=4>@�D;��D��?
M
A
C
;��

K
�D��?��kì�>�=4>��2��;�?n��;����n�k¤Â;�Ãñ;�>��v�+=�Ã5=�?�?�;�A

�   =4Ãñ���n�n��?}?�;�Ãñ;�>��£;����+=x�}=4���D;��D� �
n

x

K

CM

L

�������6M�� Ä � "Â��>��Ù���k��> �x���1=����n����>������1=4�k��?���;1�
M�>

x = L
Ac�  ¢�)����=4�n����>��e ¢�)���D�k�k�k�D��;À?1 ¢�����n�k�H?n�D�Ë��;�?Ë�}��?��D�k�}=4>���;�?UO

−
∫

S
σ ⊗ n dS = M ü + C u̇ + K u.

Ó M�� Å��B×
�t=4>@?Ñ��;��1=�?��e  �D>@;-��>@�D;#����>Dì��k�n�@�c�k>�=4�+;�?�;#�D������=4ìÂ;1=4>��¾?n�D�k¤�=4>��

x
Aã�   �D>D���¥�@;-����Ãv����?}=4>j��;

σxx
�D;#�+=

����>��n�}=4�k>���;ñ>����nÃ5=4��;
σ ⊗ n

?1 ¢�����n�k�
σxx = (λ + 2µ) u,x

��:ô=Ñ���������n�k���5�D;v�  ¢��>@�D;ñ?1 ¢�����n�k¤�=4>��
c =

√

λ + 2µ

ρ

A
�   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;t����Ãv�D��;Ùîc;

u(L)
�c�%�D���D�+=���;�Ãñ;�>���;�>

x = L
;��ã?}=À�D���n�k¤Â��;L?n��=4�n�+=4��;

u,x(L)
?}��>����k����;�?1Aj;�>%����ì��kÃñ;

��;��nÃ5=4>@;�>��J�D;L�D�D��? =4�n����>
ω
;��������D���D>@;)?n�D�ÇÒm=���;t�D>D�k�}=4�k��;�A@��=4�UO

u,x(L) =
Mω2 − jCω − K

λ + 2µ
u(L)

Ó M�� Å�ÄÂ×
¡H>@;)����>@�c�k�n����>¾�e  �kÃv�����@=4>@��; �2�1Å�Å	�ð;�>

x = L
AD;Ùîc�D�n�kÃñ��; �2�   =4���D;)�D;t�   �kÃv�����@=4>@��;À?�������� 3 �¥�@;

z
AD?1 ¢�����n�k�UO

−u,x(L) − j k z u(L) = 0,
Ó M�� Å�¿Â×
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���
z = Z/Zc

;��
k = ω/c

�D:ô;�?��)����=4�n����>@? M�� Å�Äv;�� M�� Å�¿2��;��nÃñ;��n��;�>��£�e  =4�����D�n�k�	�EO

Z = C + j

(

Mω − K

ω

)

,
Ó M�� Å�L�×

�   �kÃv�����@=4>@��;
Z
���}=4>��¹�����J�D��;�>]�D�
3@>D��;�����ÃvÃñ;#��;¾�}=4�D�����n�Ñ�e  �D>@;¾ÒÔ������;�?��D���D>@;�¤��k��;�?}?�;1��¡£>@;�����>@�c�k�n����>

�k�k�D��;t?1 ¢�����n�k�H=1¤¥;��J�D>@;L�kÃv�����@=4>@��;)>��D�k��;�Ac�}=4>@�c��?�����  �D>@;t����>@�c�k�n����>��D;J�D�����1=4ìÂ;)�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��£?1 ¢�����n�k�H=1¤¥;��
�D>@;À�kÃv�����@=4>@��;r�k>�3@>D��;1��:ô=5�1=4�}=��������n��? =4�n����>#�D;À�+=tÆÇ��>@���n����>���=4�£�D>@;À�kÃv�����@=4>@��;x?n������� 3 ���@;

z
��;��nÃñ;��L�D��>@�

�e ¢�����n�k��;ã�D;�?F����>@�c�k�n����>@?��k�kÃv�k��;�?���>@;��nìÂ���n���¥�@;�? =4>�=4����ì��@;�?��H�+=£����>@�c�k�n����>vÃv� îc��;LÓ M�� L-[Â×ð���}=4�D�k��;N�����D�F�   �k>���;�>@?n�k���
�D;)?n�n�n�@���n�D��;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;)?���=4�n�+=4��;�Ãñ;Ù>j� �
:�;�?J� Ãv�����@=4>���;�?t;��J�kÃv�����@=4>@��;�?t?n������� 3 �¥�@;�?L�����n��;�?n����>@�@=4>��)=4�cî¾�1=�?J�e  �D>@;rÃ5=�?�?};À�D���$�¥��=4>���;�A��e  �D>�=4Ãñ�����
�n��?�?�;��D�H�����e  �D>@;)�k��=4��?}��>����+=�?n�n���¥�@;)?}��>��Ë�D��������?���;�?H�@=4>@?���;L�}=4�@�k;1=4� M��SM��

Ã5=�?}?�;L�D���$����=4>���; =4Ãñ���n�n��?�?�;��D� �k�+=4��?���>����+=�?n�n�����@;
�kÃv�����@=4>@��;

Z = jωM Z = C Z = K/(jω)�kÃv�����@=4>@��;¾?n������� �
3 ���@; z = jωM/(ρc) C/(ρc) K/(jωρc)

� � � � M��SM � �L�
3@>D�k�n����>@?��D;�?ñ�kÃv�����@=4>@��;�?%;��5�D;�?ñ�kÃv�����@=4>@��;�?�?�������� 3 �¥�@;�?5�����D�ñ�D>@;vÆÇ��>@���n����> �#���1=����n����>
�����1=4�k��?���;1�

� ��� V � ���  �
���
�� �²����
 � 
����%� 


:ô=ÀÃñ���nõ@���D;J����>@?n��?n��;	�)����?����@�c��;H�  ¢�)����=4�n����>�Ó M��2�1ÁÂ× =�?}?���������;J=4�cî5�c� ������;�>���?N�äÈ���;�?N�D;£����>@�c�k�n����>@?N�k�kÃv�k��;�?
�D����?�;�>�����?��D�k�@?�õ�=4�D�UO
� ��;�?��)����=4�n����>@?rÓ M�� ÄVMÂ×Ë;Ù�rÓ M�� ¿VMÂ×N�����D�H�D>@;NÆn��>@���n����>¾=����n�k¤¥;�A
� �  ¢�)�¥�z=4�n����>/Ó M�� L-[Â×ã�����D���D>@;LÒ ����>��n��ö���;À�D�����n�k��;t��=4���D>@;t�kÃv�����@=4>@��;À?������Ù� 3 ���@; z

A
� ��;�?��)����=4�n����>@?rÓ M��SM!N�×Ë;Ù�rÓ M�� Å�ÁÂ×N�����D�H�D>@;L�k>j��;��ÇÒm=���;1�¡H>@;ØÒÔ����?ô�   �k>���;�>@?��k�����D;�?n�n�n�@���n�D�}; Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;�?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��

< I >
�D����;��nÃv�k>@��;�Aà��;�?��D;�>@?n�k����?��e ¢��>@;��nì���;�Ãñ�BÈ¥;�>��

>@��;�?
< T >

A
< U >

A
< W >

;��
< L >

?���>��H���D��;�>��@;�?H����ÃvÃñ;À;Ùîj�D�k�����@�);�>,M�� Ä�� ¿��
:�;�?L����?n�D�k�}=4��?J�@����?�;�>�����?t�Ù� �
�D;�?}?����@?L?}��>��L?n�kÃv�k�+=4�k��;�? ����;��cî�;Ùîj����?}��?L�@=4>@?��2��[VM �F�����D�t�D;�?L��>@�D;�?L����>Dì��k�n�@�c� �
>�=4��;�?1A@;��&�v��;��cî 3@ì��D�}=4>��£�@=4>@? �2��[�Å �ô�����D�H�D;�?���>@�D;�?£=������@?n�n�����@;�? �
� ( � ( ' * ��.�(�%!� �#%/(1%���%!� .20#%4. 
�(����+��� ��$�( / %!� � 
���*,����
������+*,����� %!��%5� .��+��� � � %!�
:Ø  =4�D�D�k���1=4�n�+��>/>��DÃñ���n���¥��;v�����n��;5?n�D�)�D;�?À��>@�D;�?)����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;1?r?�;v�D������=4ìÂ;1=4>��r;�>��n��; −L1 = −9 m

;��
L2 = 11 m

ÓÔC��kì��D��;UM�� ¿Â×N�@=4>@?H�D;L�   =�����;��H�D��>�����;�?Ë��=4�}=4Ãñö��n��;�?H?���>j���D�
3@>D��?��@=4>@?���;L�}=4�D��;1=4�GM�� Å�Ó Ãv�k� ��;����B×
�
:ô=v�D;�>@?��k���)�D;LÒÔ���}��;)����>@��;�>��n�}��;

fx
;�?n�H=4�D�D�k�����@��;À;�>

a = 3 m
�@:Ø  �kÃv�����@=4>@�1;r?n������� 3 �¥�@;

z1 = 0.05 + 0.01j?n�kì�>D� 3�; �¥�@;L�+=£Æn��>@���n����>�?�� ���@��;t;�>
x = −L1

;�?n�ãÒÔ���n��;�Ãñ;�>������ �����}õD��?}?}=4>���;);��Ë��;����c��?}?n�k��=4�n�k¤Â;1�@:Ø  �kÃv�����@=4>@��;
?n������� 3 ���@;

z2 = 0.9
?��kì�>D� 3�; �¥�@;t�+=£Æn��>@���n����>�?n�k�n�@��;);�>

x = L2
;�?��Ë��;������ �����}õD��?�?}=4>���;1�

fx

x
a−L1 L2

z1 z2

��� � �6M�� ¿ � Ö�Èj?n��ö�Ãñ;)���n�@�c���)�@=4>�?Ë�+=2��=4�n�n��;UM�� L �2�1�
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� Ê � Ê]%�Ê]% ë C-\ ��� '�*,*<� @ ��C-()�+*7�+�!*,\ �6�+�>FBH "1����*7�+'#"$��C,�2*,'����W� �V�#�+�4*G8��<;6*<�+�+C-*,'#\+35�#"13?F1*78�*7���

:�;�?/�n�}=4>@?ÇÒm;��n��?/��>@;��nìÂ���n�����@;�?"��;��D¤Â;�>�� ���n��; =4>�=4�kÈj?���?"�@=4>@?/��;��D��Ã5=4�k>@;�ÒÔ���)���@;�>��n��;��4�r:Ø  �k>���;�>@?��k��� �D;
?��n�n�@���n�D��;x=����n�k¤¥;r;�?n�J�1=4�����D����;x;�>

b = 7m
�����D�J�D>@;r�D;�>@?n�k���x�D;)ÒÔ������;À�D>@� � =4� �};

fx = 1 Nm−2 ÓÔC��kì��D��; M�� L�×�@=4>@?t�+=�ì¥=4ÃvÃñ;v�D;rÒ ���)���@;�>@��;
[3000 Hz − 5000 Hz]

A�;��JÒm=4�k�)=4�D��=4�}=àó��n��;v��;2����Ãv�����n��;�Ãñ;�>��)����?}��>D>�=4>��)�c�
?�Èj?n��ö�Ãñ;1�

� Ê � Ê]%�Ê T � *7'��!�W"$\+�#"1�6� '�\235�#"13?F1*G�2*-'/����3?� '�@B*-�4��'AC7�+*-� � C-�#"$()�+*-'

:�;�? �¥��=4>��n�k����?)��>@;��nìÂ���n�����@;�?t�����1=4��;�?)?}��>��t�1=4�����D����;�? �%��=4�n�n�k�)�D;x�+=�ÒÔ����Ãr�D�+=4�n����>-;�>-�D���D�+=���;�Ãñ;�>���Ó Ã5=4��?
�����D�n�}=4��;�>��ã��ì¥=4��;�Ãñ;�>����   ���n��;#�t��=4�n�n�k���D;��+=JÒm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;H;Ùî@=�����;��D����?�;�>�����;£�@=4>@?Ø��;H�}õ�=4�D�k�n��;J¿Â×ÙA
�}=4>@�c��?&�¥��;J��;�?��¥�z=4>��n�k����?���>@;��nìÂ���n�����@;�?�Ãñ�BÈÂ;�>D>���;�?H?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��£?���>������D��;�>��@;�?#�x�   =4���D;)�D;L�+=rÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>
�D����?};�>�����;t�@=4>@?Ë��;L�}õ�=4�D�k�n��;1�@:�;�?ã�k>���;�>@?��k����?�=����n�k¤¥;�?Ë?���>j�ã�1=4�����D����;�?#�

3640 Hz
ÓÔC��kì��D��; M�� Å�=Â×������D�ã�   �D>@;t�D;

��;�?�¤�=4��;��D��?���;�?��D�k�@?�Òm=4�k�D��;�?H;��	�
3750 Hz

ÓÔC��kì��D��; M�� Å4�z×ã�����D�H�   �D>@;À�D;)?�;�?�¤�=4��;��D��?H��;�?��D�k�@?ËÒm���n��;�?rÓ �����k>���?
Ã5=4�����@��?H?n�D���+=vC��kì��D��;UM�� L�×
��KN;�?H�c� ������;�>@��;�?£�D;t>D�k¤¥;1=4���c�@;�?£=4������Ãv�����n��;�Ãñ;�>j�£����?���>D>�=4>��£�c��?nÈc?n��ö�Ãñ;t?�;
��;��n�����D¤¥;�>��H?��D�Ë��;LÃñ���c�D��;À�D;L�   �kÃv�����@=4>@��;À�e ¢;�>��n����; |Za| = |Za+ + Za− | �D;L�+=vC��kì��D��;UM��SMcAD�����   �kÃv�����@=4>@��;
Za = fx1

/(jωu(a))
;�?n���1=4�����D����;��x��=4�n�n�k�£�D;�?Ë�kÃv�����@=4>@��;�?£?n������� 3 ���@;�?

z1
;��

z2
�

:ð=�ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥�@;¾Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;¾��;��nÃñ;����D>@;�����>D>@;��};�����>@?��n�k�n�D�n����>]�D;�?%����Ãv����?}=4>���;�? �-ì��}=4>@�D;
���}õ@;��k��;5�D;�? ����=4>��n�k����?À��>@;��nìÂ���n�����@;�? �ô¡H>�;xÒm����?tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;�?À?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��1Aô��;�?)¤�=4�n�+=4�n����>@?r?n��=4�n�+=4��;�?��¹��;��n�k��;
���}õ@;��k��;��D;�? ����=4>��n�k����?���>@;��nìÂ���n���¥�@;�?���;��k��;�? �¥�@;#��;�?��D;�>@?n�k����?��e ¢��>@;��nì���;�Ó M�� ��MÂ×Ñ;���Ó M��SMÂ×¹?���>���?n�D�D�D�n�kÃñ��;�?
ÓÔC��kì��D��; M�� N�×
��¡H>2Ãñ���Dö���;ãM�����Ãñ;�>���?ØC��k>D��?F��=�?��N?��D����;N�}õ�=4Ãv�ñ�D;ã�D���D�+=���;�Ãñ;�>�� =1¤¥;��ËÅ£������Ãñ;�>���?���=4������>Dì��@;��D�
�e ¢��>@�D;r>@����;�?�?��k��;��}=4�k�

76
>@��;��@�D? �

4000 Hz
A�? =4>@?H��;�>D�k�L����Ãv�D��;x�c���D���D���D�D��;�Ãñ;�>��t�D;�?£>@��;��@�D?J� �5�����D���k�

���n��;)��;��D����?�;�>�����;)�D>@;)�c��?�����>��n�k>��D�k����A��}=4>@�c��?&���@;L�n��ö�?���;����D;t>@��;��@�D?H?���>���>@����;�?�?}=4�k��;�?H?n�@� −L1 ≤ x ≤ a
;��

?��D�
a ≤ x ≤ L2

�À�+=)��;��D����?};�>��}=4�n����>Ñ�D;�?%����=4>��n�k����?ã��>@;��nìÂ���n�����@;�?ãÃñ�BÈÂ;�>D>@��;�? �@KN;��n��;t=4�D�D�����}õ@;L?1  =1¤¥ö���;£�D��>@�
��;��n�n�k>@;�>���;r�Dö�?Ë������?&�¥�@;t�+=rÒÔ���)�¥�@;�>@��;À=4�Dì�Ãñ;�>���;1�

Ãv�k�k��;�� � Ãv�k�k��;���Ä
<#=�?�?�;L¤Â���k�DÃv�����@;

ρ (kg m−3)
NW[�Á�Á Ä!N�Á�Á

<����c�D��;)�e  �����D>Dì
E (Pa) 2.1 1011(1 + j 0.01) 0.7 1011(1 + j 0.01)KN��; �5����;�>��J�D;t�F����?�?���>

ν
Á��¢¿ Á�� ¿

� � � ��M�� Å � �������D�n��������?J�D;�?ËÃv�k�k��;��cî��D;L�D������=4ì¥=4�n����>
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������� M�� L � âä>���;�>@?n�k���v�D;2?n�n���@���n�D��;ñ=����n�k¤¥;xÃñ�BÈ¥;�>D>@��;ñ?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>��r=4�������k>�� b = 7 m
Ó �����k>��)Ã5=4���¥�@�v?n�D�

��;�?�C��kì��D��;�? M�� Åv;�� M�� N�×N�����D���D>@;)�D;�>@?��k���)�D;JÒm������;t����>@��;�>��n����;
fx
�D>D�k�}=4�k��;1�
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��� � �6M��SM � â
Ãv�����@=4>@��;À�e ¢;�>��n����; Za
O�=Â×�Ãñ���c�D��; |Za|

�c�z×Ë=4�nì��DÃñ;�>��
arg(Za)

�
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b) 

��� ��� M�� Å � �F=4�n�n��;�?ñ����;��k��;�?ñ�D;�?v�k>���;�>@?n�k����?ñ�D;Ñ?n�n�n�@���n�D��;:O�=Â× �
3640 Hz

AF�z× �
3750 Hz

��:e�kì�>@;¹�@�k;��k>@;:O
?}���k�D�n����>Ñ���@��;�>��@; �r��=4�n�n�k���D;L�+=ÀÒm���nÃr�D�+=4�n����>�;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��1AD�k�kì�>@;L�����k>��n�k�k����;AOc?����k�D�n����>����D��;�>��@; �r��=4�n�n�k�
�D;t�+=xÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n���¥�@;)Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;À?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� �
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b) 

��������M�� N � �L;�>@?n�k����?£�e ¢��>@;��nì���; �
3750 Hz

O�=Â×Ë�D;�>@?n�k����?£�e ¢��>@;��nì���;r���k>@���n�����@;�A@�z×ã��=4�n�n��;À����;Ù�k��;r�D;�?H�D;�>@?��k����?
�e ¢��>@;��nì���;ñ�D;ñ�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����> �ô:e�kì�>@;v�D��;��k>@; Oe?����k�D�n����>����D��;�>��@;+�%��=4�n�n�k�À�D;2�+=�ÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>/;�>-�D���D�+=���;�Ãñ;�>��1A
�k�kì�>@;t�����k>��n�k�k����;XOD?}���k�D�n����>����D��;�>��@;��x��=4�n�n�k�H�@;L�+=xÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n�����@;tÃñ�BÈ¥;�>D>@��;)?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� �
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��( � ( � * � � %!* 
 � / %���%!� .20�%1. 
�(.�.�+��� ��$ (�$2� %0/�� ��* 
 ���.� ��$�� ���4/�% ���+� � % � 
 0#$2� �#"�$ %
:�;�?N�1=4�����D��?N��>��N�����£;
�e;����n�@��?������D�N�D;�?N��>@�D;�?��D�D��;�Ãñ;�>��N����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;�?Ë?�;��D������=4ìÂ;1=4>����t�D>@;�ÒÔ���)�¥�@;�>@��;

�D;
4000 Hz

�@=4>@?5�D;Ñ�   =�����;���ÓÔÕ�=4�D��;GM�� ÅÂ×2;�>��n��; −L1 = −10 m
;��

d = 3 m
AØ;��5�@=4>@?5�D;Ñ�   =4�k�DÃv�k>D�k�DÃ

ÓÔÕ�=4�D��; M�� ÅÂ×5;�>��n��;
d = 3 m

;��
L2 = 10 m

ÓÔC��kì��D��; M��S[Â×
�N¡£>@;��D��;�Ãv��ö���;#�D;�>@?n�k�����D;�ÒÔ���}��;�����>@��;�>��n����;
fx1

= 1 Nm−2 ;�?n�)=4�D�D�k���¥�@��;v;�> a = −2 m
;��L�D>@;2?�;�����>@�D;

fx2
= 2 Nm−2 ;�> b = 7 m

��:Ø  �kÃv�����@=4>@��;
?������Ù� 3 ���@;

z1
¤�=4�D�

z1 = 0.05 + 0.01j
����ÃvÃñ;t�@=4>�?ã��;L��=4�}=4ì��}=4�Dõ@; M�� L �2�1�D:Ø  �kÃv�����@=4>@�1;)?�������� 3 �¥�@;

z2 = 0.1?��kì�>D� 3�; ���@;-�+=�ÆÇ��>@���n����>\?�� ���@��;�;�>
x = L2

;�?���ÒÔ���n��;�Ãñ;�>������ �����}õD��?�?}=4>���;1�J:ô=��c��?�����>��n�k>��D�k���"�D;�Ã5=�?�?�;
¤¥���k�DÃv�����@;�;�>

x = d
�kÃv�D�k�����@;��D>@;N�c��?�����>��n�k>��D�k���ã�D;��+=��D��;�Ãv��ö���;ã�D���n�k¤¥��;N?n��=4�n�+=4��;N�D; �   �k>���;�>@?n�k���ã�D;�?��n�n�@���n�D��;

�����1=4��;�ÓÔ�1=4�����D����;+����=4�n�n�k�)�c�-�}õ�=4Ãv�-�D;2�D���D�+=���;�Ãñ;�>��Ù×L����ÃvÃñ;v�D;x�   �k>���;�>@?��k���2Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;v?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� ��:ô=
Òm���nÃr�D�+=4�n����>�Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;t��;��nÃñ;��£�e ¢���D��;�>D�k�H�D>@;t����>D>@;t��;�����>@?n�n�k�n�D�n����>��D;t��;��n��;À�c��?�����>��n�k>��D�k����ÓÔC��kì��D��;UM��SZÂ×
�

a bd−L1 L2

z1 z2

milieu 1 milieu 2

fx1
fx2

� � ���6M��S[ � �J��?�����>��n�k>��D�k���À�D;tÃ5=�?�?�;L¤¥���k�DÃv���¥�@;AO@����>�3@ì��D�}=4�n����>��c��?�Èj?n��ö�Ãñ;t���n���c��� �
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��� ��� M��SZ � �F=4�n�n��;�?v����;��k��;�?ñ�D;�?2�k>���;�>@?n�k����?ñ�D;Ñ?n�n�n�@���n�D��;1��:e�kì�>@;Ñ�D��;��k>@; OF?����k�D�n����>»���D��;�>��@; �¾��=4�n�n�k�5�D;%�+=
Òm���nÃr�D�+=4�n����>�;�>��D���D�+=���;�Ãñ;�>��1Az�k� ì�>�;t�����k>��n�k�k����;>O@?����k�D�n����>¾���D��;�>��@; �2��=4�n�n�k�£�D;t�+=xÒm���nÃr�D�+=4�n����> �¥��=��c�}=4�n�����@;
Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;À?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� �
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� ( � ( ' � � �.%!�2����
 � 3 /�( �+$��.(�%&��� ,�. %!� /H( 
 � / %!� /��)�2� 0�% * �+�1$2��� /��#��%!�2����
 �2� %!0
:Ø  =4�D�D�k���1=4�n�+��>��D;/�+=QÒm���nÃr�D�+=4�n����>­Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;U?n��=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� ���D;�?�?n�n�n�@���n�D��;�?��D�k�@?#����Ãv�D��;Ùîc;�?���=�?}?�;

��=4�ñ�+=��@�n��?�;Ñ;�>�����Ãv�D��;��e ¢��>@�D;�?ñ>@��>»�D�+=4>@;�? �Ø:ô=#�D��;�Ãv��ö���;�;Ùîc��;�>@?n����>�;�>�¤j��?}=4ìÂ��;�����>@��;��n>@;���;�?ñ��>@�D;�?5�D;
��;Ùîj����>]�D>D���c�kÃñ;�>@?�����>D>@;��k��;�? �HKN;���;�>@�@=4>��1AË����ÃvÃñ;#�k�L;�?��%�k>@�c���¥�@�#�@=4>@?¹�+="����>@���k�@?n����>_�D�]�}õ�=4�D�k�n��; L@AN��;�?
����Ãv����?}=4>���;�? Ãv� îc��;�?Ø��?�?n�@;�? �D;Ë�   �k>���;��}=����n����>%;�>��n��;H��>@�D;�?Ø�D������=4ì¥=4�n�k¤¥;�?�;�� ��>@�D;�?���¤�=4>@;�?���;�>���;�?�����Ãv�D�k�����@;�>��
?n�k>Dì��D�k��ö���;�Ãñ;�>��H�+=x�D�
3@>D�k�n����>��e  �D>@;t���}õ@;��k��;À=4�D�D�����D�n����;À=4�ÑÃñ�BÈ¥;�>D>�=4ìÂ;t?n�z=4�n�+=à���D;�?Ëì��}=4>@�D;��D��?H��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?
�e  �D>@;ã��=4�n�1A�;��F��;ã�1=4�����D�@�D;�?F����>@�c�k�n����>@?Ø�k�kÃv�k��;�?��e  =4�D�n��;ã��=4�n� ��M�>2��=4�n�n�����D�k��;��Ø��;ã�1=4�����D�@�D;�?F����>@�c�k�n����>@?Ø�k�kÃv�k��;�?
��;�����?}=4>�� ?n�D���+=L�1=4�}=��������n��?}=4�n����>%�e  �D>@;FÆÇ��>@���n����>ñ��=4�Ø�D>@;Ë?�;��D��;Ë�kÃv�����@=4>@��;H;�����;�� ���@;Ë�D��¤Â;������D����;�>>M�� ¿J>� ¢;�?n�
�D�k�@?�;�>�¤j��?}=4ìÂ;1=4�D��;1�@M�>�;
��;��1Ac�   =àÆn���D���D;t�D;�ì�����?H�D;L�k�k��;��n���)�D;L�����}=4�n����> �2��;��cîÑ�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>���Òm=4�k�����@;L��;�?
ÆÇ��>@���n����>@?H�@��� ¤¥;�>��£=4������? ���n��;)�1=4�}=��������n��?���;�?H��=4�H�D;�?ËÃ5=4�n�n����;�? �

� ( � (�� � � �.%!�2����
 � 3 / %!�1� , � �.-!��%!� 2 �*/2�#��%!�2� ��
���� %&0#�
:�;r�D��;�Ãv��;��t�1=�?J�e ¢;Ùîj��;�>@?��k��>��D;À�+=vÒm���nÃr�D�+=4�n����>#Ãñ�BÈÂ;�>D>@��;x?���=4�n�+=4��;�Ãñ;�>�� �5�D;�?J?nÈc?n��ö�Ãñ;�?H�@�k�D� Ãñ;�>@?�����>��

>@;���?2;�?n�2��;��k�D�ã�D;��   �k>���;��}=����n����>»;�>��n��;¹�D;��cî"��>@�D;�?x�D�+=4>@;�? �F�L=4>@?2��;%�1=�?BAð����ÃvÃñ;%�k�Ë=¾������Ãñ��>��n���¹�@=4>@?x�+=
��=4�n�n��;�Ä�� L@AF��;�? ����=4>��n�k����?ñ��>@;��nìÂ���n�����@;�?1A ;�>Q�}=4>�� ���@;¹¤�=4�n�+=4�D��;�?+����=��c�}=4�n���¥�@;�?BAF�D����?�;�>���;�>j�ñ�D>@;Ñ��;��k�k�D��;��D;
�@?�;��@�D�0� �����n�����c���������£?n��=4�n�+=4��;��D;Ë����>Dì��@;��D��;��Ø�+=4�nìÂ;��D� Ãñ���k�n����? �D;���;��k��;�? �c�5�}õ�=4Ãv���D;Ë�D���D�+=���;�Ãñ;�>�� �¥:  ¢���}õ@;��k��;
?n�D�2�+= ���@;��k��;¹�����n��;Ñ��;�?2Ãñ�BÈ¥;�>D>@;�?ñ?���=4�n�+=4��;�?5;�?n�v�D��>@�Ñ�D��;�>Q���D;�>��n� 3���;1�Ø:ð=#�c���5���D�k���ÑÃ5=àÆn;��D��;¹����?n���D;�=4������?
�@=4>@?v�  ¢�����n�k�n�D��;��D;�?5����>@�c�k�n����>@?5�k� Ãv�k��;�?5¤Â���n� 3���;�?ñ��=4�ñ��;�? ����=4>��n�k����?5��>@;��nìÂ���n���¥�@;�?5Ãñ�BÈ¥;Ù>@>@��;�? ����=4�n�n�k�5�D;
��;��k��;�?�¤Â���n� 3���;�?���=4����;)�}õ�=4Ãv���D;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>�� �

� ��� [ #��x� 
���
z� #��

¡£>@;JÒÔ���nÃr�D�+=4�n����> ����=��c�}=4�n�����@;LÃñ�BÈ¥;�>D>@;t�����D���D;�?���>@�D;�?Ë�D�+=4>@;�?��D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��k��;1?H;�?n�����D��;�>��@;)�@=4>@?
��;r�}õ�=4�D�k�n��;1��M�>�Ãñ�BÈ¥;Ù>@>�=4>��J��;�?£¤�=4�n�+=4�D��;�?	����=��c�}=4�n�����@;�? �ñ�  ¢���}õ@;��k��;x�D;r��;��D�£�@?};��@�D�0� �����n�����D;�A��äÈj�D���¥�@;�Ãñ;�>��
�+=-�D;�Ãv� � �k��>@ì��@;��D�¹�e ¢��>@�D;�A �k;��D�}?5����Ãv����? =4>���;�? �#��;��n�k��;����}õ@;��k��;¾�c��?n��=4�}=4��?}?�;�>�� � :�;�?5¤�=4�n�+=4�D��;�?5Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;�?
��;��nÃñ;��n��;�>��£=4������?Ë�D;L�D�����n�k��;L��;�?ã�n�}=4>@?nÒÔ;��n��?Ë��>@;��nìÂ���n�����@;�?&�r�D>@;L���}õ@;��k��;Lì��}=4>��D;t�D;�¤�=4>��Ë�+=r����>Dì��@;��D���e ¢��>@�D;1�
KJ ¢;�?n�2>@���}=4ÃvÃñ;�>��ñ��;¹�1=�?v�D;%�   �k>���;�>@?n�k���Ñ�D;¹?n�n�n�@���n�D��;¹Ãñ�BÈ¥;�>D>@��;¹�����D�2�+= ���@;��k��;Ñ�c� ������;�>���;�?ñ����>@�c�k�n����>@?v�k� �
Ãv�k��;�?�?���>������D��;�>��@;�?%�L��=4�n��� �N�e  �D>@;£�1=4�}=��������n��?}=4�n����>¹�D;�?eÆn��>@���n����>@? ��=4���@;�? �kÃv�����@=4>@��;�? �DKN;��n��;ËÒm���nÃr�D�+=4�n����>
�¥��=��c�}=4���2���@;¹Ãñ�BÈ¥;�>D>@;¹;�?��x�D��;�>�=��@=4�D����; �¾�D>@;%ì¥=4ÃvÃñ;%ÒÔ���)���@;�>��n��;��k��;¹�����D�2�+= ���@;��k��;¹����?����@�c��;¹�  ¢�)�¥��=4�n����>
�e ¢��>@�D;�Az�z=4�J;ÙîD;�Ãv�D��; �ñ�   =4���D;2�e  �D>@;rÃñ���nõ@���D;2�D;À�äÈj��;rCFMØ<"A�>� ¢;�?n�J�D�k�@?J����?�?n�k�D��;1���J;r�D�k�@?£�+=��D;�?����n�k�D�n����>
�D;�?FÆn��>@���n����>@?#�x�   =4���D;À�e  �kÃv�����@=4>@��;�?H��;��nÃñ;��£�e ¢���@?�;��n¤¥;�����;�?Ë����?���>D>�=4>@��;�?£�c��?nÈj?���ö�Ãñ;1�
Õð���D��;ÙÒÔ����?��  ¢;Ùîc��;�>@?n����>��c�k��;�����;À�D;)��;L�äÈj��;t�D;LÒÔ���nÃr�D�+=4�n����>�A ����  �k��?B  =4ì���?�?�;t�e ¢��>@�D;�?H�D;
��;Ùîj����>��D>D���c�kÃñ;�>@?n����>��
>@;��k��;�?£�����D;À?nÈj?���ö�Ãñ;�?Ë�D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;���?1A���=4�}=àó��H�D�k�@?£�c���5���k��;��vÃñ;��n�n��;À;�>���;��D¤j��;��v�1=4�@?�;À�D;t�+=ñ�D�
3@>D�k�n����>
�e  �D>��k>���;��n¤�=4�k��;J�D;HÃñ�BÈÂ;�>D>�=4ìÂ;J��� �4;��ã�D;H�  ¢�����n�k�n�D��;J�D;£����>@�c�k�n����>@?ã�k�kÃv�k��;�?ã=4�D�D�����D�n����? �@KN;�? �D�����D��ö�Ãñ;�?ã�����D���
�}=4��;�>����n�����D¤¥;����D>@;)?����k�D�n����> �2�   =4���D;)�e  �D> 3@�k�n�}=4ìÂ;À�@=4>@?Ë��;)�D��Ã5=4�k>@;À�D;�?Ë>@��Ãr�D��;�?£�e ¢��>@�D;�? �
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�t=4>@?Ñ��;��n�}=B¤�=4�k�)�D;���õ@ö�?�;�AN��;�?Ñ�n�}=4>@?ÇÒÔ;��n�}?Ñ��>@;��nìÂ���n�����@;�?�=�?�?}��������? �"�c� �e����;�>���?Ñ�äÈ���;�?��D;��Dõ@��>@��Ãñö�>@;�?
¤j�k�D�}=4�����k��;�?£��>��£�����)���n�@�c����?J=4>�=4�kÈj�n���¥�@;�Ãñ;�>�� �zG£�D��ö�?£=1¤Â���k�£�D��>D>@�r=4���}õ�=4�D�k�n��; �t�D>¾=4��;������¾�D;�?H�c� �e����;�>���;�?
Ãñ���nõ@���D;�?J�D�����c�����n�k¤¥;�?J�D��¤¥;������D����;�?J�����D�£��;�?HÃñ�BÈ¥;�>D>@;�?J;��Hõz=4�D��;�?HÒ ���)���@;�>@��;�?1A��D>@;x=4>�=4�kÈj?};À�D;�?£ì��}=4>@�D;��D��?
��>@;��nìÂ���n�����@;�?H��?�?n�@;�?��D;L�+=v?����k�D�n����>��@;L�  ¢�)����=4�n����>��e ¢��>@�D;À���+=�?�?n�����@;)=v�����L�D��������?}��;À=4���}õ�=4�D�k�n��;ÀÄ��
KN;��n��;ã=4>�=4�kÈc?�;N=H�@=4>@?ð�D>x�D��;�Ãv��;�����;�Ãv�@?ð����������?��D�ð�D;�?��}õ�=4Ãv�@?�ìÂ��>@���}=4�cî Oà;��k��;N=���;��nÃv��?F�D;�?����D�k�kì�>@;�����; � ����;
>@��>/>@��ì�� �kìÂ;1=4�D��;%�D;�?À�k>���;��ÇÒÔ����;�>@��;�?x?��D�)��;�?À�n�}=4>@?ÇÒÔ;��n��?r��>@;��nìÂ���n�����@;�?1A �¥��  �k��?1  =4ì���?}?�;ñ�D;�?À�k>���;��ÇÒÔ����;�>@��;�?x;�>��n��;
�c� �e����;�>���?��äÈ���;�?��e ¢��>@�D;�?F���2;�>��n��;N�c� ������;�>���;�?F?����D����;�?BA0���   �kÃ5=4ìÂ;N�e  �D>2;ÙîD;�Ãv�D��;N����>@��;Ù��>�=4>����D;��cîÀÃñ��>@��������;�?
=������@?��n���¥�@;�? �e:�;2�1=�?t�e  �D>-�}õ�=4Ãv�-�e ¢��>@�D;�?L�D�+=4>@;�?1Ae;��L�D�k�@?L��=4�n�n�����D�k��ö���;�Ãñ;�>��À��;��k�D���@;�?L�k>���;��ÇÒm����;�>@��;�?);�>��n��;
�D;��cî��D;£?�;�?���>@�D;�?1Aj=À�����H�n�}=4�k���J�@=4>@?��D>%?�;�����>@����;�Ãv�@? O¥��;�? ����=4>��n�k����?N��>@;��nìÂ���n�����@;�?1Aj;�>��}=4>��%�¥�@;H¤�=4�n�+=4�D��;�?
����=��c�}=4�n�����@;�?1A¥�D����?};�>���;�>��Ë=4������?��D>@;£��;��k�k�D��;J�D;H��?�;��@�D�0� �����n�����c�����k���t?n��=4�n�+=4��;£�D;£����>Dì��@;��D�ã;����+=4�nìÂ;��D�NÃñ���k�n����?
�D;¹��;��k��;�?v�c�Q�}õ�=4Ãv�»�D;¹�D���D�+=���;�Ãñ;�>�� ��KN;��n��;¹�@?�;��@�D�0� �����n�����c�����k���Ñ��;��nÃñ;��ñ�e ¢;�>�¤���? =4ìÂ;��v�D;%�D���������D;��+���D;�?
Ãñ�BÈ¥;�>D>@;�?H?n��=4�n�+=4��;�? �
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u,n(L) + jkzu(L) = 0
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−jk(L−x0)
)

= −z
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)
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=

A1 + A2

jk(A1 − A2).
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A1 =
(ε − z) u(x0)e

−jk(L−x0)

ε(ejk(L−x0) + e−jk(L−x0)) + z(ejk(L−x0) − e−jk(L−x0))
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��;��1A@��;��n��;t�kÃv�����@=4>@��;)�}=4Ãñ;�>@��;

Zr
;�?����D��>D>@��;t��=4�

Zr =
ε(λ + 2µ)k

ω

A1 − A2

A1 + A2
,

Ó M�� N�ÄÂ×
;��H?1 ¢�����n�k�1A@;�>��k>��n�����c�D��?}=4>��H�+=v���������n�k���)�D;�?H��>@�D;�?

c
O

Zr = ε ρc
(ε − z)e−jk(L−x0) − (ε + z)ejk(L−x0)

(ε − z)e−jk(L−x0) + (ε + z)ejk(L−x0)
.

Ó M�� N�¿Â×

[VM
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:�;x��;�>@?�;��D�t�D;�?t�D�ÙÒÔ���nÃ5=4�n����>@?
ε
���}=4>��)�D�
3@>D������=4�n�n�k�t�c���D���D�+=���;�Ãñ;�>��

u
��=4�

εij = (ui,j + uj,i)/2
A�;��

�����D���}���D�Ë¤¥;�����;��D�
q
O

2 ε q = grad(u . q) + rot(u × q) + (rot q) × u − u div q + q div u,
Ó M�� N4L�×

;��
2 ε⊗ε∗ = ∆(u . u∗) − u . ∆u∗ − ∆u . u∗ − rot u . rot u∗,

Ó M�� NWMÂ×
���

ε⊗ε∗ = εijε
∗
ji

Ó �D�����c�D�k�H��;�>@?����n��;��ô�D���D�D��;�Ãñ;�>��J����>��n�}=��������£�D;
ε
��=4�

ε∗
×
�

�
	���
��
Q ��� ��� ��� � ��� �L� � �
�I� � q ≥ 2

���
R ��� ��� ��� � ���'��� � �
��� � r ≥ 2 � ���� �"�" �$#�#%� &)(>*R,/.�021C1A486�78*�(
054�9 ,?*�. �$9%4�
 486�1B:
*/6�1<(>=?:�1A@

� � � ��� ��� � ����� Q
���

R
#������ ��� � ���C�L� � �
��� � p + q − 4 � � � � #�� �3D �HF " � �� /� ��� � � � � �3�HG���� �I� � � ") -�3� �HFJF  ��
%� � K � �$#�� � #  D � �IN � � ��
�� �

�L� P 
 ��� ���$
 � K)� � �E� � � � � � ��� 
�� ��� 
 �)� 
 D � �E� � Q  RN � D #�� �B� � � � "�� �$FJ
�� ��� 
 �)� 
 D � �B� � R �
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M�>�����>@?n���D���}=4>��r��;ñ?nÈj?���ö�Ãñ;2�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;��N�D;v�+=ÑC��kì��D��;>M�� �1Á��@=4>@?)��;)�¥�@;���?�;2�D������=4ìÂ;�>��x�D;�?)��>@�D;�?
����>Dì��k�n�@�c�k>�=4�+;�?1Ac��;��n��;J=4>D>@;ÙîD;H¤j��?�;#�À�D��>D>@;��N�+=À����>@�c�k�n����>Ñ?n�D���+=À�D;�>@?n�k���£�D;�Òm������;

fx2

=�?�?}���Ù����; �)�+=)?}���D����;JÄ
;�>

x = b
��;��nÃñ;��n�}=4>��£�D>��n�}=4>@?ÇÒm;��n��Ã5=àîc�kÃ5=4�ð�D;À�D;�>@?n�k���À�D;)�D�D��?�?}=4>@��;À�D;)�+=v?����D����;+�5ÓÔ�D;À�D;�>@?n�k���À�D;tÒm������;

fx1

;�>
x = a

×�¤¥;���?Ë�+=2?}���D����;ÀÄ��D:ô=v?����@����;ÀÄv?�;t����Ãv�����n��;r=4������?H����ÃvÃñ;t�D> �Ù�D�D�k��?H�e ¢��>@;��nì���; � �

fx1
fx2

x−L1 L2a bd

z1 z2

��� � �6M��2�1Á � <�=àîc�kÃv��?}=4�n����>��D;�?��n�}=4>@?ÇÒm;Ù����?���>@;��nìÂ���n�����@;�?H;�>��n��;À�D;��cîÑ?����D����;�?UOD?nÈc?n��ö�Ãñ;t���n�@�c���1�

[ �&
_� ��
 #��x� ��
 ��� # ��
 �z����� ��


:ô= �¥�@;�?n���k��>"�c�����}=4>@?ÇÒÔ;��n�rÃ5=àîc�kÃ5=4�N�e ¢��>@;��nì���;�;�>j�n��;5�D;��cî�?}���D����;�?x=¹Ò =4�k�À�  ¢���cÆn;��r�D;5��;��}õ@;����}õ@;�?1A��@=4>@?
��;r�1=�?J�D;rÃñ��>@��������;�?t=������@?n�n�����@;�?£>@���}=4ÃvÃñ;�>�� �eâ
�F=5�����ÀÃñ��>��n��� ���@;À�����D�£�D>�>@��Ãr�D��;x�e ¢��>@�D;

k
�D��>D>@��Az��;

�n�}=4>@?nÒÔ;��n�x�e ¢��>@;��nì���;�;�>��n��;��D;��cî-Ãñ��>@��������;�?x�c��?��}=4>���?r�D;
d
�D����;�>@�/�D;

kd
�2��[V[ � �ôM�>/��=4�n�n�����D�k��;��2?�;ñ�n�����D¤Â;

�@=4>@? �2��[V[ �N�D>";ÙîD;�Ãv�D��;��D;��D;��cî/?����D����;�?1Að�D;��D���D�k��?2�D;5¤��k��;�?}?�;ñ��;�?n��;����n� Òm?
Q
;��

2Q
Að�D��>��x��;��k��;%�D;��D���D�k�

Q
�D;�¤j��;�>��Ñ�D> �Ù�D�D�k��?��e ¢��>@;��nì���; �#������?����� ¢;Ù�k��;�?�?���>��Ñ;�>����D����?n�k�n����>��D;#�Dõ�=�?�;1�ã:ð=!���@;�?n�n����>_�c�_�n�}=4>@?ÇÒm;��n�

Ã5=àîc�kÃ5=4���D;H�D�D��?�?}=4>@��;J=������@?��n���¥�@;J;�>��n��;£�D;��cî5Ãñ��>@��������;�?Ë=À�����£�D���}=4�k�k����;J�@=4>@? � ��[VZDA���Z�Á �z�����@���  ¢���n�@�D;J�D;�?
?}���D����;�?r?�;�����>@�@=4�k��;�?x�@=4>@?À��;5�1=��c��;5�c�/����>��n� ����;%=����n� Ò �ô�����D�x���D��;�>D�k�r�D>��n�}=4>@?ÇÒm;��n�ÀÃ5=àîj�kÃ5=4�N�D;ñ�D�D��?�? =4>@��;
=������@?��n���¥�@;)�D;t�+=v?����D����; �L¤¥;���?Ë�+=2?}���D����;)ÄcAD�k��?B  =4ì��k���D;t�n�����D¤¥;�����;t�D���D�k�£�D;L¤j�k��;�?�?�;

Q2
�D;L�+=v?����D����;ÀÄ �¥�D�

Ãv�k>D�kÃv��?�;Ë�+=HÒm���nÃñ;��¥��=��c�}=4�n�����@;����� ¢;�?n�F�+=J�D�D��?�?}=4>@��;�=������@?n�n�����@;
P2
�D;ã��;��n��;ãÃ���Ãñ;�?����D����;1�¥KN;��n��;Ë����>@�c�k�n����>

?B ¢�����n�k���2��[VZDA ��Z�� �
∂P2

∂Re(Q2)
+ j

∂P2

∂Im(Q2)
= 0,

Ó M�� N�ÅÂ×

[VZ



Y � Ü>�2�+*��)*-ß

�����+=x�D�D��?�?}=4>���;À=������@?��n���¥�@;
P2
?1 ¢�����n�k�

P2 =
1

2
Re(p2Q

∗
2),

Ó M�� NVN�×
�+=/�D��;�?�?n����>�=������@?n�n�����@;

p2
�/�  ¢;�Ãv�D�+=���;�Ãñ;�>����D;��+="?����D����;-Ä/?B  ;Ùîc�D�n�kÃ5=4>���;�> ÒÔ��>@���n����>��D;�?¹�kÃv�����@=4>@��;�?

Zij = pi/Qj
A
i = 1, 2

A
j = 1, 2

O
p2 = Z21Q1 + Z22Q2.

Ó M�� NW[Â×
�L;)�D�k�@?BA@�  ¢;Ùîc�D��;�?�?n����>#�D;À�+=v�D��;�?}?n����>¾�}=1È¥��>D>@��;

p
��=4�£�D>@;r?����D����;r�D;r�D���D�k�L�D;À¤��k��;�?}?�;

Q
�v�D>@;x�c��?n�}=4>@��;

r�D;)��;��k��;
�
���ð;�?n������>D>j�@;AO
p =

jωρQ

4πr
e−jkr.

Ó M�� NWZÂ×
C��k>�=4��;�Ãñ;�>��1Aô�   �D�n�k�k��?}=4�n����>U�D;¾Ó M�� NW[Â×t;��%Ó M�� NWZÂ×t�����D�À����?����@�c��;�Ó M�� N�ÅÂ×L��;��nÃñ;��x�e ¢���D��;�>D�k�x��;ñ�D���D�k�x���D�n�kÃr�DÃ
Q2o

�@;L�+=v?����D����;ÀÄ O
Q2o = A ejφ Q1,

Ó M��S[�ÁÂ×
A
;��

φ
�D��?��kì�>�=4>��v�   =4Ãv�D�k�k�n�@�D;�;��v�+=��Dõ�=�?�;¹��;��+=4�n�k¤¥;Ñ�D;¹�+=#?����D����;�Ä¾��=4�ñ�}=4�D�����n� �¾�+=#?����D����; ��A��D��>D>@��?

��;�?n��;����n�k¤¥;�Ãñ;�>��H��=4�UO
{

A
φ

=
=

1/(2kd)
−(kd + π/2).

Ó M��S[��B×

[ ��
�����
 #��x����
_� ��� 
 � � � � 
���� � ��
��&
��z����� �

:Ø  =4�D�D�����}õ@;À�D����?};�>�����;À=4����=4�}=4ì��}=4�Dõ@;À�D���������D;�>��H��;��D� ���n��;)����;�>@�c�@;r=4�cî¹¤j�k�D�}=4�n����>@?�����>Dì��k�n�@�c�k>�=4��;1?£�c�
?nÈc?n��ö�Ãñ;À�D>D���c�kÃñ;�>@?n����>D>@;����D;r�+=5C��kì��D��;&M��2�1Á��z:   �k>���;�>@?n�k���2�D;r?n�n�n�@���n�D��;

I2
�5�+=ñ����?n�k�n����>#�D;À�+=5?}���D����;xÄ5;�>

x = b
?B ¢�����n�k�

I2 = −jω

2
fx2

u∗(b),
Ó M��S[�ÄÂ×

������;t�D���D�+=���;�Ãñ;�>��
u
�D���n�k¤¥;)�c�Ñ������;�>��n��;��

φ
�D��>D>@�t��=4�

φ(x) = (1 − H(x − d))φ1(x) + H(x − d)φ2(x),
Ó M��S[�¿Â×

=1¤Â;��
φ1(x) = c1cos(k1x) + c2sin(k1x) + (cos(k1(x − a)) − 1)

fx1

ρ1ω2
H(x − a)

Ó M��S[�L�×
;��

φ2(x) = c3cos(k2x) + c4sin(k2x) + (cos(k2(x − b)) − 1)
fx2

ρ2ω2
H(x − b),

Ó M��S[VMÂ×
��;�?ð�c� ������;�>���;�?�����>@�c�k�n����>@?��k�kÃv�k��;�?NÓÔ����>@�c�k�n����>@?F�e  �kÃv�����@=4>@��;ã=1¤¥;��Ø��;�?ô�kÃv�����@=4>@��;�?�?�������� 3 �¥�@;�?

z1
;�>

x = −L1;��
z2
;�>

x = L2
AD����>@�c�k�n����>@?£�D;)�}õ�=4>DìÂ;�Ãñ;�>��£�D;tÃv�k�k��;����D;t�D������=4ì¥=4�n����>¾;�>

x = d
×���;��nÃñ;��n�}=4>��£�D;t�n�����D¤¥;��

��;�?Ë;Ùîc�D��;�?�?n����>@?��D;�?�����>@?n�}=4>���;�?
c1
A
c2
A
c3
;��

c4
;�>¹ÒÔ��>@���n����>��D;�?Ë�1=4�}=��������n��?��n���¥�@;�?H�D;�?��c� �e����;�>���;�?FÆn��>@���n����>@?1A

;�>���=4�n�n�����D�k��;Ù�J;�>¹Òm��>@���n����>��D;t�+=v�D;�>@?n�k���)�D;JÒm������;
fx2

�D:ô;)�D���D�+=���;�Ãñ;�>��
u
?1 ¢�����n�k�H�D��>@�

u(x) = (1 − H(x − d))u1(x) + H(x − d)u2(x),
Ó M��S[�ÅÂ×

=1¤Â;��
u1(x) = −k1c1cos(k1x) + k1c2sin(k1x) − k1fx1

ρ1ω2
sin(k1(x − a))H(x − a)

Ó M��S[!N�×
;��

u2(x) = −k2c3cos(k2x) + k2c4sin(k2x) − k2fx2

ρ2ω2
sin(k2(x − b))H(x − b).

Ó M��S[V[Â×



Ü �2� * � *-ß Y %

:ô;�?�����>@�c�k�n����>@?£�e  �kÃv�����@=4>@��;r;�>
x = −L1

;��
x = L2

?1 ¢�����n�k¤¥;�>��UO
{

u,x(−L1) − jk1z1u(−L1)
u,x(L2) + jk2z2u(L2)

=
=

0
0.

Ó M��S[VZÂ×
KN��Ãv�D��;
� ��;�>����D;ÑÓ M��S[�ÅÂ×ÙA�Ó M��S[!N�×£;��ñÓ M��S[V[Â×ÙA���;�?t�D;��cî�����>@�c�k�n����>@?t�e  �kÃv�����@=4>@��;�Ó M��S[VZÂ×£?};À���}=��c�D��?�;�>��L��=4�L��;�?
�D;��cîÑ�D��;�Ãv��öÙ�};�?£����>@�c�k�n����>@?£?n�D�k¤�=4>���;�?Ë�����D�H��;�?�����; �5����;�>���?

c1
A
c2
A
c3
;��

c4
O

c1(−cos(k1L1) − jz1sin(k1L1)) + c2(sin(k1L1) − jz1cos(k1L1)) = 0,
Ó M��SZ�ÁÂ×

c3(−cos(k2L2)−jz2sin(k2L2))+c4(−sin(k2L2)+jz2cos(k2L2)) =
fx2

ρ2ω2
(cos(k2(L2−b))+jz2sin(k2(L2−b))).

Ó M��SZ��B×
:ô;�?�����>@�c�k�n����>@?£�D;)�}õ�=4>DìÂ;�Ãñ;�>��£�D;tÃv�k�k��;��¾�D;L�D������=4ì¥=4�n����>�;�>

x = d
?1 ¢�����n�k¤¥;�>��UO

{

u1(d)
(λ1 + 2µ1)u1,x(d)

=
=

u2(d)
(λ2 + 2µ2)u2,x(d),

Ó M��SZ�ÄÂ×
��; ���D� AD����Ãv�D��;
� ��;�>����D;ñÓ M��S[!N�×Ë;��ÀÓ M��S[V[Â×ÙA�?�;L�n�}=��c�D�k�H��=4� O

c1(−k1sin(k1d)) + c2(k1cos(k1d)) + c3(k2sin(k2d)) + c4(−k2cos(k2d)) =
k1fx1

ρ1ω2
sin(k1(d − a))

Ó M��SZ�¿Â×
;��

c1(−ρ1cos(k1d)) + c2(−ρ1sin(k1d)) + c3(ρ2cos(k2d)) + c4(ρ2sin(k2d)) =
fx1

ω2
sin(k1(d − a)).

Ó M��SZ�L�×
¡£>@;5Òm����?x�k;�? �¥��=4�n��;¹����; �5����;�>���?

c1
A
c2
A
c3
;��

c4
�D����;��nÃv�k>@��?v��=4�2�+=�����?����k�D�n����>»�D;#Ó M��SZ�ÁÂ×ÙA�Ó M��SZ��B×ÙAËÓ M��SZ�¿Â×

;��rÓ M��SZ�L�×ÙA@�m  �k>��};Ù>�?n�k���)�D;)?n�n�n�@���n�D��;
I2
��;��D� ���n��;)�D��¤¥;������D����;À�D;L�+=2Ã5=4>D��ö���;À?n�D�k¤�=4>���;AO

I2 = −jω

2
k∗

2

{

Re(fx2
) [c∗4cos(k

∗
2b) − c∗3sin(k∗

2b)] + jIm(fx2
) [c∗4cos(k

∗
2b) − c∗3sin(k∗

2b)]
}

,
Ó M��SZVMÂ×

���Ñ��;�?Ë����; �5����;�>���?
c3
;��

c4
�D����;�>@�D;�>��£�D;

fx2

�cM����D�k¤�=4��;�>���; �ÑÓ M�� N�ÅÂ×ÙAc�+=2����>@�c�k�n����>������D�Ë�n�����D¤¥;��Ë�+=x�D;�>@?n�k���
�D;LÒm������;

fx2

��;��k��; ���@;L��;L�n� =4>@?ÇÒÔ;��n�H�e ¢��>@;��nì���;À�D;t�+=2?����@����; �t¤Â;���?Ë�+=v?����D����;ÀÄ2?}���k�ËÃ5=àîc�kÃ5=4�ô?1 ¢�����n�k�UO
∂I2

∂Re(fx2
)

+ j
∂I2

∂Im(fx2
)

= 0,
Ó M��SZ�ÅÂ×

=1¤¥;��
∂I2

∂Re(fx2
)

= −jω

2
k∗

2

{

fx2

[

∂c∗4
∂Re(fx2

)
cos(k∗

2b) −
∂c∗3

∂Re(fx2
)
sin(k∗

2b)

]

+ c∗4cos(k
∗
2b) − c∗3sin(k∗

2b)

}

,
Ó M��SZ!N�×

;��
∂I2

∂Im(fx2
)

= −jω

2
k∗

2

{

fx2

[

∂c∗4
∂Im(fx2

)
cos(k∗

2b) −
∂c∗3

∂Im(fx2
)
sin(k∗

2b)

]

+ j(c∗4cos(k
∗
2b) − c∗3sin(k∗

2b))

}

.
Ó M��SZV[Â×

C��k>�=4��;�Ãñ;�>��1A�����Ãv�D�};t��;�>����D;5Ó M��SZ!N�×ã;��rÓ M��SZV[Â×ÙAD�+=v����>@�c�k�n����>"Ó M��SZ�ÅÂ×ã?};L���������n�k�UO

cos(k∗
2b)

[

∂c∗4
∂Re(fx2

)
+ j

∂c∗4
∂Im(fx2

)

]

− sin(k∗
2b)

[

∂c∗3
∂Re(fx2

)
+ j

∂c∗3
∂Im(fx2

)

]

= 0.
Ó M��SZVZÂ×

:ð=%�D;�>@?n�k���2�D;rÒm������;
fx2

¤¥���n� 3z=4>��5Ó M��SZVZÂ×£�D����;�>@���D��>@�v�D;�?L�1=4�}=��������n��?n�n�����@;�?)�D;�?LÃv�k�k��;��cî#�D;x�D������=4ì¥=4�n����>�A
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