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Principales notations utilisées

Notations mathématiques

dérivée par rapport au temps
quantité conjuguée

produit tensoriel

produit tensoriel contracté

*
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»J
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E module d’Young

fa force extérieure (par unité de volume)

Hj fonction de Heaviside

I intensité de structure (moyennée temporellement)

si (1=0...2) sauts liés aux discontinuités des densités d’énergies ou de leurs dérivées
spatiales

T densité d’énergie cinétique (moyennée temporellement)

U densité d’énergie potentielle (moyennée temporellement)
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do fonction de Dirac
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Introduction

Au dela de la pression réglementaire visant & limiter les niveaux sonores dans l’environnement
du travail et de I’habitation, ’attitude des consommateurs oblige les industriels & tenir compte de la
qualité acoustique de leurs produits. D’ailleurs il en va dans certains cas (discrétion des sous-marins par
exemple) du bon fonctionnement du produit. La réduction des nuisances sonores est donc actuellement
un enjeu a la fois économique et social. Les solutions pour la mettre en oeuvre peuvent étre classées
en trois catégories :

— action sur les sources, avant que le son ne se propage, par exemple par amortissement des
vibrations ou encore par amélioration de la géométrie;

— mise en place d’un systéme de controle actif afin de diminuer ’amplitude du son ou des vibrations
une fois propagés, cette technique étant réservée aux basses fréquences;

— utilisation de matériaux isolants (parois en matériaux composites) et absorbants (matériaux
poreux).

La mise en place de telles solutions, et plus particuliérement de la premiére d’entre elles, nécessite
de disposer d’outils de modélisation permettant de prédire les changements de niveau vibratoire d’un
systéme en fonction de ses caractéristiques mécaniques ou de sa géométrie. Depuis plusieurs dizaines
d’années, de nombreuses recherches ont été menées dans ce sens.

Le travail présenté dans ce document contribue & ces recherches.

La prédiction du comportement vibratoire d’une structure complexe sur toute la gamme de fré-
quence audible n’étant malheureusement pas réalisable par un seul et méme type de méthode, il convient
de distinguer les méthodes adaptées aux basses fréquences de celles adaptées aux hautes fréquences.
Les méthodes basses fréquences reposent sur la résolution de I’équation des ondes & ’aide d’une mé-
thode de type Eléments Finis (FEM pour Finite Element Method) ou Eléments de Frontiére (BEM
pour Boundary Element Method) dans lesquelles le probléme est discrétisé. Par exemple la mise en
oeuvre d’une méthode FEM nécessite d’effectuer un maillage de la structure étudiée. Si les méthodes
FEM et BEM sont utilisées avec succés en basses fréquences, lorsque la fréquence augmente, la longueur
d’onde devient tellement petite qu’elle requiert 'utilisation d’un maillage trés fin d’une part, et qu’elle
rend le systéme trés sensible aux différentes imperfections, notamment géométriques, d’autre part.
La méthode SEA (pour Statistical Energy Analysis), qui appartient & la catégorie des approches sta-
tistiques, a donc été développée pour fournir une réponse vibroacoustique de systémes complexes en
hautes fréquences. Cette réponse est quadratique et moyennée tant fréquentiellement que spatialement,
autrement dit les résultats fournis par la méthode SEA sont des niveaux d’énergie vibratoire décrivant
uniquement le comportement d’une population de modes des différents sous-systémes. De plus la SEA
repose sur un modeéle de diffusion de I’énergie qui n’est adéquat que si la densité modale, autrement
dit la fréquence, est suffisamment élevée.



2 Introduction

Les objectifs de ce travail sont donc les suivants :

— analyser, pour différents types d’ondes, les caractéristiques des grandeurs énergétiques issues de
la solution de I’équation d’onde classique, sans faire d’hypothése réductrice a priori;

— développer une formulation moyenne en temps et en espace permettant de traduire les trans-
ferts d’énergie dans les structures pour un domaine de moyennes fréquences dans lequel résoudre
I’équation des ondes par une approche de type FEM n’est plus possible.

Ce document s’articule en cingq parties.

Dans le premier chapitre, une revue non exhaustive des approches utilisées pour modéliser les
phénomeénes vibratoires en moyennes et hautes fréquences est présentée. En particulier ce chapitre
souligne qu’une voie envisageable pour modéliser les phénoménes vibratoires lorsque la fréquence aug-
mente consiste & considérer des variables quadratiques telles que des grandeurs énergétiques.

Le chapitre 2 est consacré a la présentation des grandeurs énergétiques en tant que variables quadra-
tiques, lesquelles seront utilisées pour développer une formulation adaptée aux moyennes fréquences.
Le concept de superposition pour ces variables quadratiques est présenté, et leurs échelles de variation
spatiale sont analysées dans le cas particulier d’ondes planes.

Le chapitre 3 se focalise sur les ondes planes unidimensionnelles. Une analyse portant sur les
nombres d’ondes des grandeurs énergétiques est présentée, ainsi qu'une application numérique portant
sur une formulation quadratique exacte. Ce chapitre se termine par ’évocation de la possibilité d’effec-
tuer des moyennes spatiales pour obtenir une formulation adaptée a une augmentation de la fréquence.

Dans le chapitre 4, différents types d’ondes de plaque sont considérés. Le cas particulier d’ondes
de flexion unidimensionnelles est détaillé a la fin de ce chapitre : une analyse portant sur les nombres
d’ondes est présentée, de maniére similaire a celle effectuée au chapitre 3.

Enfin dans le dernier chapitre, une formulation moyenne pour des ondes planes unidimensionnelles
est développée. La redéfinition des conditions limites pour les grandeurs énergétiques moyennées
spatialement est détaillée. Des exemples d’application d'une telle formulation sont donnés.



Chapitre 1

Acoustique et vibrations en moyennes et
hautes fréquences : état de 'art

Un des challenges actuels en ingénierie consiste & dimensionner des structures & niveaux de

vibrations réduits, et ce notamment afin de satisfaire des critéres de plus en plus exigeants en terme de
bruit rayonné. Pour une structure donnée, le domaine des hautes fréquences est défini par le fait que la
longueur d’onde des vibrations considérées est beaucoup plus petite qu’une longueur caractéristique,
ce qui se traduit par une densité modale élevée. Les vibrations des structures dans le domaine des
hautes fréquences prennent d’autant plus d’importance qu’elles peuvent avoir un fort potentiel de
génération de fatigue et d’endommagement (c’est le cas dans les industries automobile et aéronautique
par exemple). Afin de résoudre les problémes posés par les vibrations de hautes fréquences, il est
impératif de disposer de méthodes efficaces permettant de prévoir le comportement vibratoire des
structures en hautes fréquences et par la-méme de s’affranchir de tests expérimentaux cofiteux en
temps et en argent.
Les difficultés posées par les vibrations de hautes fréquences peuvent étre imputées a la complexité
d’une part, et aux incertitudes d’autre part, qu’elles impliquent. La complexité provient du fait qu'une
augmentation de la fréquence s’accompagne d’une augmentation de la densité modale, si bien qu’a une
fréquence donnée, la réponse vibratoire d’une structure contient la contribution d’un grand nombre
de ses modes, lesquels sont par ailleurs mal identifiés dans la pratique. Les incertitudes sur ces modes
proviennent de la sensibilité, accrue en hautes fréquences, des paramétres physiques de la structure
mais également de la prise en compte des conditions limites. Afin de s’affranchir de ces difficultés, de
nombreuses méthodes ont été développées. Elles peuvent étre classées en deux grandes catégories : les
méthodes reposant sur une approche déterministe et celles reposant sur une approche statistique. Le
but de ce chapitre est donc de passer en revue ces différentes méthodes afin de donner le contexte
bibliographique de ce travail de thése.

1.1 Approches déterministes

1.1.1 Type de probléme a résoudre

Les méthodes reposant sur une approche déterministe permettent de trouver la solution, dans les
domaines spatial et temporel, d’'un probléme défini par une équation aux dérivées partielles et les
conditions limites associées. Par exemple il peut s’agir, pour des ondes acoustiques, de trouver la
solution de I’équation d’onde, connue en régime harmonique sous le nom d’équation de Helmholtz



4 1 Acoustique et vibrations en moyennes et hautes fréquences : état de ’art

inhomogeéne. La pression acoustique p, fonction des coordonnées spatiales r et du temps ¢, s’écrit alors

plr,t) = p(r)e™ (1.1)
et p vérifie

(A+E*) p(r) =s, (1.2)
ol k est le nombre d’onde et s représente les sources extérieures, par exemple s = —jwppq(r) pour une

source ponctuelle pulsante créant un débit de masse ¢(r) a la pulsation w dans un milieu de propagation
de masse volumique pg.
Les conditions limites associées, portant sur p et/ou sa dérivée normale J,,p peuvent alors étre de trois

types :

e p =d sur 0Qp (condition de Dirichlet);

e Onp = g sur Iy (condition de Neumann);

e « Opp+ Bp = sur 9Ny (condition de Robin).

Dans le cas des vibrations de structures complexes, les solutions numériques des équations aux dérivées
partielles sont obtenues a partir de méthodes approchées pouvant étre classées en deux catégories.
La premiére catégorie concerne les méthodes basées sur la notion d’éléments correspondant & une
discrétisation de la structure entiére dans le cas des Eléments Finis (FEM de I’anglais Finite Element
Method) ou de sa frontiére dans le cas des Eléments de Frontiére (BEM de l'anglais Boundary Element
Method). La deuxiéme catégorie concerne les méthodes basées sur une approche modale (NMA de
I’anglais Normal Modes Analysis).

1.1.2 Limites des méthodes basées sur la notion d’éléments

La réponse vibratoire d’une structure & une fréquence donnée peut étre estimée a l'aide d’une
méthode de type FEM par exemple. Il s’agit alors d’utiliser un nombre fini de fonctions de forme,
définies sur les éléments constituant la discrétisation du domaine, pour résoudre la forme variationnelle
du probléme. Les fonctions de forme permettent une reconstruction de la solution sur tout le domaine
par interpolation entre les noeuds du maillage. Le probléme a résoudre devient un systéme linéaire de
type

(K —w? M + jw C) {u} = {F}, (1.3)

oil j est le nombre complexe tel que j2 = —1, K est la matrice de raideur, M la matrice de masse, C
la matrice d’amortissement, {F'} le vecteur des forces extérieures, le vecteur déplacement inconnu {u}
contenant les valeurs nodales de la solution approchée.

Les méthodes de type FEM permettent d’obtenir une solution précise en basses fréquences. En revanche
ces méthodes, tout comme les méthodes de type BEM, se réveélent impossibles & mettre en oeuvre en
hautes fréquences [1, 2]. Ceci est di & deux raisons principalement :

- une impossibilité technique d’une part. Les méthodes de type éléments finis requiérent une discréti-
sation en petits éléments des milieux continus ou de leurs surfaces frontiéres. Les variables sont alors
approximées a 1’aide de fonctions de formes et le nombre d’éléments & utiliser doit étre suffisant pour
limiter I'erreur due & cette approximation. A une fréquence donnée, la taille des éléments utilisés doit
étre trés inférieure a la longueur d’onde afin de minimiser l’erreur [3, 4. De plus ce nombre d’éléments
augmente avec la complexité de la structure étudiée. Dans le cas de structures complexes, le nombre
de modes mis en jeu peut atteindre des millions, par exemple 400 000 modes structuraux et 8 millions
de modes acoustiques intérieurs dans la bande de fréquence 0 — 10 kHz pour un fuselage typique (de
2 métres de diameétre) d’un avion commercial [5], ce qui rend le calcul informatique prohibitif. La
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solution & ce probléme réside dans ’amélioration de la vitesse de calcul et de la capacité de stockage
des ordinateurs.

- Des incertitudes inévitables d’autre part. La réponse en fréquence en chaque point d’une structure
complexe comportant de nombreux modes est d’autant plus sensible aux petites perturbations (de
géométrie, de matériau ou de conditions limites) que la longueur d’onde diminue, autrement dit que
la fréquence augmente. Cette sensibilité induit la possibilité de différences trés importantes entre les
résultats obtenus par les méthodes FEM et le comportement réel de la structure [6, 7, 8, 9]. Un modéle
déterministe basé sur des valeurs nominales de propriétés du systéme étudié ne peut donc pas étre
représentatif du comportement en moyennes et hautes fréquences de ce systéme.

1.1.3 Approche par synthése modale

Le comportement dynamique d’un systéme discret ayant de multiples degrés de liberté peut étre
décrit par I’équation matricielle suivante :

M{i} + C{a} + K{u} = {F(t)}, (1.4)

les vecteurs {u(t)} = {u1(t), ..., un,, (1)} et {F(t)} = {Fi(t),..., F(t)}T, tous deux de dimension n,
représentant respectivement le déplacement en un point donné et les forces extérieures.
Le déplacement physique {u(t)} et le déplacement associé dans ’espace modal {q(¢)} sont liés par

{u(t)} = ®{q(t)}, (1.5)

ol ® est une matrice de dimension n x m dont les coeflicients ¢;; sont appelés coefficients modaux.
Par prémultiplication matricielle, ’équation (1.4) se réécrit

M{g} + C{q} + K{q} = ®T{F(t)}q, (1.6)

ot {q(t)} = {q1(t), ..., qn, (t)}" est le vecteur déplacement dans la base modale et M, K, et C dans le
cas d’'un modéle d’amortissement proportionnel, sont les matrices diagonales, respectivement de masse,
de raideur et d’amortissement, avec M = ®'M®, K = ®'K® et C = &7 C®.

L’équation (1.5) peut alors s’écrire, pour i = 1...ny, :

wilt) = S bigtalt) (17)

Le systéme d’équations découplées (1.6) est constitué de n, équations linéaires et les composantes
dq(w), ¢ = 1...ng du vecteur {G(w)} sont les transformées de Fourier des composantes g,(t), ¢ = 1...n,
du vecteur {¢(t)}, données par :

N . - ¢qum(w)
g(w) = mZZI (@2 — w?) + Zjwgly’ (1.8)

avec wy = \/kq/mq et (g = ¢/ (2\/kymyg), my, cq et k, désignant les termes diagonaux respectifs de
M, C et K.

Utiliser (1.8) dans la transformée de Fourier de (1.5) permet d’écrire la fonction de réponse en
frequence (FRF) 4;(w) pour i = 1...ny, :

i(w) = Zm: Z PigPmgFm(w) (1.9)

(W2 — w?) + 2jwweCy
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En supposant le probléme aux valeurs propres complétement résolu, la matrice modale ® contient
autant de vecteurs propres qu’il y a de degrés de liberté dans la formulation du probléme mais dans
la pratique un procédé de troncature modale est appliqué : les modes conservés englobent une bande
de fréquence plus large que celle sur laquelle la solution est recherchée, tandis que les modes d’ordre
supérieur sont pris en compte uniquement comme une rigidité additionnelle. L’influence de ces modes
d’ordre élevés doit d’ailleurs étre prise en compte pour ’obtention de grandeurs énergétiques telles que
l'intensité de structure [10]. Bien qu’elle fournisse des résultats fonctions a la fois de la fréquence et
de 'espace, ’approche par synthése modale requiert donc une détermination précise des fréquences
propres de la structure étudiée ainsi que des déformées associées, ce qui n’est possible que si le maillage
est suffisamment fin. Or cette détermination, effectuée expérimentalement ou numériquement (par une
méthode de type FEM), s’avére d’autant plus imprécise que l'ordre des modes augmente. L’approche
par synthése modale est donc une méthode destinée aux basses fréquences.

1.1.4 Amélioration de méthodes déterministes

Les méthodes basées sur la notion d’éléments étant en pratique restreintes au domaine des basses
fréquences, elles doivent étre améliorées pour progresser vers le domaine des hautes fréquences. Les
solutions envisagées pour cette amélioration sont notamment présentées dans [11]. Ces solutions
peuvent étre résumées comme suit :

e rechercher des solveurs numériques efficaces en terme de cotit de calcul;
e optimiser la densité du maillage pour obtenir une répartition uniforme de l'erreur;

e décomposer le systéme étudié par Eléments Finis en plusieurs sous-systémes afin de mettre en place
un calcul paralléle;

e développer des méthodes n’utilisant pas de maillage afin de s’affranchir du cott de la génération de
celui-ci. Parmi les méthodes relevant de ce dernier point se trouvent la Méthode des Eléments
Spectraux [12] qui combine méthode FEM et analyse spectrale. Son principal avantage sur les
méthodes FEM tient au fait que la matrice de raideur est calculée dans le domaine fréquentiel,
ce qui évite de devoir raffiner le maillage lorsque la longueur d’onde diminue. La Méthode des
Eléments Spectraux est pour l'instant applicable & des structures présentant une géométrie et
des conditions limites simples [13, 14, 15]. Ainsi elle permet d’obtenir par exemple des FRF de
barres couplées et des plaques raidies [16].

e Utiliser une approche basée sur des développements en série de la solution, ces expansions vérifiant les
équations du probléme. C’est le cas de la méthode WBM (pour Wave Based Method) [17] qui est
basée sur I’approche indirecte de Trefftz [18]. La méthode WBM ne requiert pas de discrétisation
fine du domaine et a donc pu étre appliquée avec succés en basses et moyennes fréquences [19, 20],
et parfois en hautes fréquences [21].

Cependant, comme il ’est indiqué dans [11], si les solutions énumeérées précédemment sont capables de
diminuer le cotit de calcul, elles ne sont pour le moment pas applicables & des géométries complexes.

L’une des premiéres méthodes constituant une amélioration des méthodes déterministes est celle
développée par Skudrzyk, appelée Mean-Value Method [22], qui fournit une réponse moyenne, autre-
ment dit une ligne médiane entre résonnances et anti-résonnances. L’idée sous-jacente est de décrire
la réponse dynamique de systémes complexes en utilisant seulement quelques parameétres significatifs,
entre autres la masse, la densité modale et la localisation de l’excitation. Il existe également d’autres
approches déterministes, comme par exemple la Méthode Modale Moyennée |23, 24| (AMM pour Ave-
raged Modal Method) qui consiste & sélectionner un nombre réduit de modes d'une structure pour
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représenter le comportement dynamique de I’ensemble des modes. Un autre exemple est I’Analyse Mo-
dale Asymptotique [25, 26] (AMA pour Asymptotic Modal Analysis) pour laquelle la méthode SEA
(pour Statistical Energy Analysis) présentée par la suite peut étre vue comme ’approximation au pre-
mier ordre. La principale conclusion de [25] est que lorsque le nombre de modes (en ’occurrence d’une
plaque) est suffisamment grand, ’AMA donne un résultat précis : il y a alors concordance entre ’AMA
et la SEA sous la méme hypothése de densité modale suffisamment élevée dans la bande de fréquence
considérée.

1.2 Approches statistiques

Afin de s’affranchir des limites inhérentes aux méthodes déterministes, de nombreuses recherches
se sont portées sur le développement de techniques de prédiction alternatives basées sur un point de
vue statistique. Ces méthodes statistiques traitent de variables quadratiques telles que I’énergie ou
'intensité acoustique ou vibratoire (autrement dit le vecteur densité de flux d’énergie), ces variables
étant soumises & des hypothéses statistiques [27]. En fonction des différentes échelles de description de
la dynamique des structures, les méthodes statistiques peuvent faire ’objet d’un premier classement
en deux catégories :

e les méthodes SEA (pour Statistical Energy Analysis) [28, 29] et WIA (pour Wave Intensity
Analysis) [30] décomposent le systéme en sous-systémes et prédisent des niveaux énergétiques a
I’échelle macroscopique, autrement dit des niveaux moyens pour chaque sous-systéme,

e les méthodes VCA (pour Vibrational Conductivity Approach) prédisent des niveaux énergétiques
moyens a ’échelle mésoscopique, c’est-a-dire en conservant une description spatiale pour chaque
sous-systéme.

Les paragraphes qui suivent concernent une présentation de ces différentes méthodes.

1.2.1 Meéthode SEA (Statistical Energy Analysis)

La méthode SEA [28, 29| est une méthode reconnue et appliquée dans lindustrie pour la

modélisation en hautes fréquences des problémes vibratoires, acoustiques ou de couplage fluide-
structure. Apparue dans les années 1960, la SEA a trouvé son origine dans la mise en commun de
recherches menées indépendamment par Lyon et Smith. La SEA repose sur beaucoup de concepts
fondamentaux ayant trait & la mécanique statistique, I’acoustique des salles, la propagation des ondes
et I’analyse modale. Bien que des raffinements aient été apportés et que des méthodes complémentaires
aient été développées, la théorie de la SEA a trés peu changé depuis sa formulation initiale.
La SEA modélise un systéme vibroacoustique comme un ensemble de sous-systémes, oll un sous-systéme
est défini comme un ensemble de modes ayant des propriétés énergétiques similaires, ce qui permet par
conséquent de calculer des densités d’énergie moyennées a ’échelle de ces sous-systémes. Contrairement
aux méthodes déterministes, la SEA repose sur différents types de moyennes :

e la méthode SEA prédit des niveaux d’énergie moyennés spatialement & 1’échelle des sous-systémes ;

e les niveaux d’énergie prédits sont également moyennés temporellement ainsi que par bandes de
fréquence. L’énergie vibratoire E; du sous-systéme ¢ est définie comme la somme des moyennes
temporelles de ses énergies cinétique et potentielle, et le niveau prédit est une moyenne par bandes
de fréquence;

e les paramétres du modéle SEA sont liés & la notion de moyenne. Par exemple le facteur de perte par
couplage lie la moyenne de 1’énergie stockée dans un sous-systéme au flux d’énergie traversant
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I'interface avec un autre sous-systéme. Le facteur de dissipation d’un sous-systéme est quant
4 lui la moyenne arithmétique des facteurs de pertes des modes de ce sous-systéme ayant une
fréquence de résonnance dans la bande de fréquence considérée.

Vue d’ensemble de la méthode SEA

Dans la méthode SEA, le systéme analysé est divisé en sous-systémes, chaque sous-systéme
repésentant un groupe de modes aux caractéristiques similaires. La SEA cherche a calculer la réponse
moyenne de chaque sous-systéme en considérant 1’équilibre des puissances entre la puissance injectée, la
puissance dissipée et la puissance échangée. L’hypothése fondamentale de la SEA concerne la relation
linéaire entre la puissance moyennée F;; échangée entre les sous-systeémes i et j et les niveaux d’énergie,
respectivement E; et F;, de chaque sous-systéme :

Pij = wni; Ei — njiEj), (1.10)

ol 7;; et nj; sont les facteurs de perte par couplage, généralement déterminés expérimentalement [31],
en particulier par SEA inverse [32, 33]. Toutefois des méthodes de prédiction de ces facteurs de perte
par couplage, basées sur des approches extérieures au modéle SEA, ont également été développées [34],
certaines d’entre elles faisant d’ailleurs appel aux Eléments Finis [35, 36, 37, 38] ou aux Eléments
Spectraux [39] précédemment évoqueés.

A Torigine, '’hypothése (1.10) a été appliquée au cas d’un systéme conservatif constitué de deux oscil-
lateurs couplés [40]. Cette hypothése n’est pas vraie en général, puisqu’a priori les puissances échangées
par les sous-sytémes i et j dépendent aussi des énergies des autres sous-systémes [41]. L’hypotheése (1.10)
peut toutefois étre étendue aux cas de systémes comportant de nombreux sous-systémes couplés en
y ajoutant une hypothése de couplage faible [42]. Le couplage est considéré comme faible si la fonc-
tion de Green de chaque sous-sytéme pris indépendamment des autres n’est pas modifiée de maniére
significative une fois les sous-sytémes couplés. Les implications de I’hypotheése (1.10) pour un systéme
général ont été discutées dans [43].

Les équations de base de la SEA peuvent étre obtenues en écrivant le bilan des puissances pour
chaque sous-systéme ¢ :

n
P = Pl 1N " w(ng B — nji ), (1.11)
1#]
ou PZm] et Pl-diss sont respectivement la puissance injectée et la puissance dissipée dans le sous-systéme
1. La puissance dissipée Pidiss dans le sous-systéme ¢ est modélisée par une relation de proportionnalité
avec ’énergie E; :
Pliss — nwE;, (1.12)

ou n; est le facteur de perte interne du sous-systéme 3.

Comme le suggére la Figure (1.1) dans le cas d’une structure composée de trois sous-systémes, une
structure complexe est usuellement représentée par un réseau de sous-systémes. Les équations de la
SEA peuvent alors étre mises sous forme matricielle :

L{E} = {P}, (1.13)

ou {P} est le vecteur constitué des puissances injectées Pimj , {E} est le vecteur constitué des énergies
FE; et L est la matrice de couplage constituée de la pulsation w, des facteurs de perte interne 7; et des
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facteurs de perte par couplage 7;;. Dans le cas simple des trois sous-systémes de la Figure (1.1), les

équations correspondantes de la SEA s’écrivent

- 5 -
m + Z M1 —721 —731

#l inj

3 E; Pl '
w —M2 N2+ Z n2i —132 Ey »=¢ PV (1.14)

1#£2 FE3 ij

3 3
—Ms3 —M23 N3+ Z M3
L i#3

De maniére générale, les facteurs de perte par couplage utilisés dans la méthode SEA ne sont pas
réciproques, autrement dit 7;; # 7j;. Cependant une relation de réciprocité peut étre obtenue en
supposant ’équirépartition de 1’énergie entre les modes d'un sous-systéme ainsi que la décorrélation
des réponses de ces différents modes. Si N; est le nombre de modes du sous-systéme i dans la bande
de pulsation centrée en w et de largeur Aw, alors la densité modale n; de ce sous-systéme est

T Aw’

n; (1.15)
La relation de réciprocité de la SEA relie les facteurs de perte par couplage par le biais des densités
modales :

ni(w)nij = nj(w)nji- (1.16)
Cette relation permet d’écrire (1.14) sous une forme symétrique. Pour étre appliquée avec succes, la
méthode SEA requiert donc les conditions suivantes :

e la décorrélation des puissances injectées. Les forces extérieures doivent étre statistiquement indépen-
dantes afin de conserver la linéarité des équations de la SEA ;

la modélisation de la puissance dissipée Pidiss dans un sous-sytéme ¢ par la relation de proportion-
nalité (1.12) avec le niveau d’énergie Ej ;

la condition de couplage conservatif et faible. Un couplage conservatif suppose qu’il n’y a aucune
perte d’énergie aux connexions entre sous-systémes. Un couplage faible signifie que chaque sous-
systéme dissipe plus d’énergie qu’il n’en n’échange avec les autres sous-systémes, ce qui se traduit
pour les facteurs de perte par la condition 7;; < 7;. La définition du couplage faible est traitée
dans [44, 45];

e la présence dans chaque sous-systéme d’un champ vibratoire (ou acoustique) réverbéré, ce qui suppose
une réflexion importante des ondes aux interfaces entre sous-systémes;

I’équirépartition de 1’énergie entre les modes d’un sous-systéme. Cette hypothése n’est pas vérifiée
par les premiers modes résonnants d’une structure vibrante ou d’une cavité acoustique.

Limites de la méthode SEA

Actuellement la méthode SEA est largement appliquée aux problémes vibratoires en hautes
fréquences bien qu’elle ne fasse pas l'unanimité pour plusieurs raisons reconnues dans [46, 47]. En
particulier I’hypothése qu’entre sous-systémes la puissance échangée est une fonction linéaire de la
différence de densités d’énergie, comme en thermique le flux de chaleur est proportionnel & la différence
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FiGg. 1.1 — Un exemple de structure divisée en trois sous-systémes couplés.

de température, est douteuse, avec pour conséquence une incertitude sur la bonne définition des sous-
systémes et des couplages correspondants. La méthode SEA doit donc étre vue plutét comme un
bon indicateur de I'influence des parameétres d’un systéme sur sa réponse vibroacoustique que comme
un outil trés précis pour la prédiction de la distribution spatiale de I’énergie vibratoire. Les facteurs
limitant les bonnes performances de la SEA peuvent étre résumées comme suit [46, 48] :

e un nombre insuffisant de modes résonnants dans les bandes de basses fréquences ;

la difficulté de bien différencier les éléments d’une structure afin de diviser celle-ci en sous-systémes;

e des sous-systémes ayant une densité modale trop faible dans la bande de fréquence considérée;

un couplage fort entre sous-systémes, comme par exemple dans le cas d’éléments raidis fortement
connectés et présentant peu de pertes internes par amortissement ;

la difficulté de déterminer les facteurs de perte par couplage.

La méthode SEA présente donc & la fois des avantages et des inconvénients. De prime abord,
la SEA apparait comme une méthode trés simple d’analyse des phénoménes vibratoires en hautes
fréquences. Contrairement aux Eléments Finis, les cotits en terme de calcul d’un modéle SEA sont
trés faibles et les résultats obtenus, autrement dit des réponses quadratiques moyennées en fréquence
et en espace, paraissent appropriés aux cas de structures complexes présentant une densité modale
suffisamment importante [48, 49]. Ainsi la SEA a pu étre mise en oeuvre pour prédire des vibrations
de lanceurs spatiaux notamment [50]. Cependant, le rapport du nombre de résultats en sortie (une
densité d’énergie moyenne par sous-systéme) aux données en entrée (notamment les facteurs de perte
interne 7); et les facteurs de perte par couplage 7;;) est faible en comparaison de celui des méthodes
basées sur la notion d’éléments finis (Figure 1.2). En particulier les facteurs de perte par couplage 7;;
peuvent, comme évoqué précédemment, étre obtenus par une modélisation de type FEM local de la
jonction [51], ce qui introduit la notion d’approche hybride développée plus loin. De plus, en raison
de la diversité des concepts mis en jeu dans la formulation des équations de la SEA, celle-ci s’avére
complexe & mettre en oeuvre et la qualité d’'un modéle SEA dépend beaucoup de I'expérience de la
personne qui le construit, méme s’il existe des critéres objectifs, notamment pour le point crucial que
représente la décomposition de la structure en sous-structures [52, 53, 54|. La SEA apparait donc
comme une méthode semi-empirique, dont une revue plus détaillée se trouve dans [55].
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FiG. 1.2 — Quantités d’informations en entrée et en sortie pour les méthodes FEM-BEM et SEA, en
fonction de la fréquence f.

1.2.2 Amélioration de la SEA
Méthode WIA (Wave Intensity Analysis)

La contribution de nombreux modes au champ vibratoire de sous-systémes bidimensionnels ou
tridimensionnels pour une bande de fréquence donnée implique 'existence de nombreuses trajectoires
d’ondes. La méthode SEA repose sur un modéle modal couplé & un modéle statistique supposant
I’'équiprobabilité de ces trajectoires, ce qui n’est pas toujours approprié. Langley a proposé la méthode
WIA (pour Wave Intensity Analysis) [30] pour l’analyse des vibrations en hautes fréquences dans
laquelle un champ aléatoire homogéne représente les vibrations de chaque sous-systéme. La dépendance
directionnelle de I'intensité est représentée par une série de Fourier dont les coefficients sont calculés par
la méthode de Galerkin. La limitation au premier terme de la série de l'intensité équivaut & ’hypothése
de champ diffus. Dans ce cas la méthode WTA se réduit a la méthode SEA. Cette idée que les résultats
fournis par la SEA constituent une approximation au premier ordre de la puissance moyenne d’un
systéme était déja apparue [40] dans un calcul, & l’aide d’une méthode de perturbation, du transfert
d’énergie entre deux oscillateurs faiblement couplés. Dans le cas du niveau d’énergie vibratoire en hautes
fréquences pour un assemblage de panneaux, il a été montré dans [30] que la méthode WIA constitue
une amélioration significative de la SEA pour un effort de calcul relativement peu important. Toutefois
la méthode SEA conserve tout son intérét dans le cas de structures trés complexes oll les nombreuses
connexions entre sous-systémes induisent une faible dépendance directionnelle des coefficients de
transmision énergétiques et ol par conséquent I’hypothése d’équiprobabilité des trajectoires est réaliste.

Approches hybrides

Valables en hautes fréquences, les hypothéses sur lesquelles repose la méthode SEA ne le sont plus
lorsque la fréquence d’excitation diminue : les prédictions de la SEA en moyennes fréquences ne sont
pas précises. Une des raisons de ce probléme est qu’en moyennes fréquences, le rapport de la lon-
gueur d’onde de déformation & la dimension du sous-systéme peut étre petit pour certains d’entre eux
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(comme le requiert la SEA) quand il est grand pour d’autres sous-systémes. Le probléme des moyennes
fréquences a déja fait I’objet de nombreuses recherches dans le but de combiner en un seul modéle
des méthodes déterministes et des méthodes statistiques. Belyaev et Palmov [56] ont été parmi les
premiers & inclure le comportement statistique d’un systéme dans un modéle déterministe global. Ce
type d’approche a ensuite été développé a travers les travaux originaux de Soize [57] sur la théorie du
flou structural. Langley et Bremner [58] ont développé une méthode hybride FEM-SEA basée sur ces
idées combinées avec un processus de partitionnement des longueurs d’ondes. Mace et Shorter [59] ont
proposé une approche basée sur des moyennes fréquentielles dans laquelle le systéme est décomposé en
sous-systémes globaux et locaux, les deux types étant traités par des méthodes FEM. Idéalement, une
méthode hybride FEM-SEA allie les performances de la méthode FEM en basses fréquences et celles
de la méthode SEA en hautes fréquences afin d’étre appliquée de maniére robuste sur toute la gamme
de fréquences. Cependant le couplage des Eléments Finis et de la SEA en un seul modéle est difficile
a réaliser car les deux méthodes différent en deux points :

- les Eléments Finis sont basés sur les équations de la dynamique tandis que la SEA est basée sur la
conservation de 1’énergie,

- les Eléments Finis constituent une méthode déterministe tandis que la SEA est par définition une
méthode statistique.

Plus récemment Shorter et Langley [60] ont développé une nouvelle méthode effectuant ce couplage.
Cette méthode repose sur des concepts d’onde plutdét que sur une approche de type modale utilisée
dans [58]. Au coeur de la méthode se trouve un résultat de réciprocité [61] concernant les forces
exercées aux frontiéres d’'un sous-systéme SEA. Enfin les Eléments Finis peuvent étre utilisés pour
calculer les FRF utilisés en SEA expérimentale. Il en résulte une méthode SEA a la fois numérique
et expérimentale pouvant étre vue comme une amélioration de la SEA analytique [62] ou comme une
extension en fréquence des Eléments Finis [63].

Enfin il faut également signaler le développement d’approches visant & donner une formulation
transitoire a la SEA (TSEA pour Transient Statistical Energy Analysis). En particulier I'application
de la TSEA & un systéme constitué de deux oscillateurs est étudiée dans [64].

1.2.3 Meéthode VCA (Vibrational Conductivity Approach) : équation de base

Il a été montré au cours des derniéres années que les problémes d’acoustique et de vibrations
en hautes fréquences peuvent étre modélisés & ’aide d’une équation aux dérivées partielles aisément
soluble, en particulier par des méthodes de type FEM, et permettant d’obtenir, contrairement & la
SEA, une information spatiale sur la réponse de chaque sous-systéme [65]. Cette équation aux dérivées
partielles (équation différentielle dans le cas d’un systéme unidimensionnel) est a la base de la méthode
VCA (pour Vibrational Conductivity Approach). Dans cette approche du probléme, la moyenne
temporelle de l'intensité acoustique ou de l'intensité de structure I est supposée proportionnelle a
la moyenne du gradient de la densité d’énergie totale W :

2
j 1 grad W, (1.17)
nw
ol ¢4 et w désignent respectivement la vitesse de groupe et la pulsation des ondes considérées et 7 le
facteur d’amortissement. Cette loi énergétique (1.17), de type gradient a été souvent proposée [66, 67,
68] et formellement démontrée dans le cas d’ondes planes [69] de la maniére suivante : une onde plane
d’amplitude A(r,t) fonction des coordonnées de I’espace et du temps s’écrit dans le cas général :

A(r,t) = A g7 Ikr—ct) (1.18)
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ou A désigne 'amplitude complexe, k£ le nombre d’onde et c la célérité de 'onde plane, n désignant
le vecteur normal au front d’onde. La relation (1.18) implique la proportionnalité entre le gradient de
I'onde plane et le vecteur normal :

grad A = g—i n. (1.19)

Les ondes propagatives étant supposées toutes de méme nature, la relation entre les grandeurs
énergétiques I et W ne fait appel qu’a la vitesse de groupe ¢, :

I=c, Wn. (1.20)
En I’absence de source extérieure, la loi de conservation énergétique s’écrit :
divI+nwW =0. (1.21)
L’introduction de (1.20) dans (1.21) donne
div (cgWn) +nw W =0. (1.22)
Or pour toute fonction scalaire S :
div(Sn)=Sdivn+n.gradSs. (1.23)
La combinaison de (1.22) et (1.23) donne
cgWdivn +cgn.grad W+ nwW = 0. (1.24)

En tenant compte de (1.19), (1.24) se réécrit :
ow
— W =0, 1.25
% on +nw ( )
ce qui finalement donne, en multipliant par le vecteur normal n et en utilisant (1.20) :

cg grad W + Uiy g 0, (1.26)
Cg

autrement dit la relation (1.17).

Les quantités énergétiques utilisées dans la méthode VCA reposant sur une analyse continue du
probléme sont donc les mémes que celles utilisées dans la méthode SEA ou l’analyse est discréte.
La méthode VCA trouve en réalité ses fondements dans ’application & la mécanique de l'optique
géometrique [70], également connue sous le nom de méthode WKB en référence & Wentzel, Kramers et
Brillouin, théorie dans laquelle la densité d’énergie d’un champ ondulatoire oscillant & haute fréquence
est la solution d’une équation de transport. Ce résultat est également obtenu dans le cadre de la
théorie de la diffusion multiple, avec notamment des applications aux ondes électromagnétiques [71],
aux milieux élastiques [72] et aux structures élastiques minces |[73]. Dans la limite d'un parcours moyen
en champ libre, I’équation de transport peut étre approximée par une équation de diffusion : c’est le
sens du résultat obtenu par Rybak pour des plaques hétérogénes en régime harmonique [74, 75]. Cette
approche s’est ensuite développée avec les travaux de Belov et Tartakovski [76, 77] portant sur la
propagation d’ondes longitudinales et de flexion, ol une équation différentielle de type "équation de
la chaleur" est obtenue, caractérisant la diffusion de ’énergie vibratoire dans des plaques. Buvailo et
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Ionov [78] ont proposé une méthode FEM appliquée a un modéle énergétique de ce type afin d’obtenir
des caractéristiques vibro-acoustiques des structures en hautes fréquences. Nefske et Sung [79] ont
appliqué 1’"analogie thermique" au cas des poutres en flexion et ont développé une méthode FEM
(PFFEM pour Power Flow Finite Element Method) pour la résolution de 1’équation énergétique.
Wohlever, Bouthier et Bernhard ont fourni des développements au modéle énergétique dans le cas
de barres et de poutres d’Euler-Bernoulli [80], de membranes [81] et de plaques [82, 83]. Le cas des
vibrations de flexion des plaques orthotropiques est traité dans [84] a ’aide de la densité d’énergie en
champ lointain, moyennée temporellement et spatialement.

1.2.4 Méthodes GEM (General Energy Method) et SEM (Simplified Energy
Model)

Ichchou, Jezequel, Lase et Le Bot [85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95] ont développé la méthode
GEM (pour General Energy Method) qui donne une description énergétique compléte des barres et
des poutres, en utilisant la puissance active ainsi que la densité d’énergie totale pour représenter
le comportement purement propagatif et la puissance réactive ainsi que la densité lagrangienne
pour représenter ’aspect modal. Une formulation énergétique locale a également été établie dans le
cas de systémes unidimensionnels faisant intervenir un couplage fluide-structure tels que des guides
d’ondes [96]. Le modéle énergétique simplifie SEM (pour Simplified Energy Model) [97, 98] est une
simplification de la méthode GEM o les interférences entre ondes propagatives sont négligées. Cette
hypothése, proposée dans le cadre de ’analyse de systémes en treillis [99, 100], permet d’appliquer le
principe de superposition aux variables énergétiques. De plus le modéle énergétique simplifié SEM ne
requiert pas de moyennes spatiales et peut ainsi étre vu comme une "approche VCA modifiée" [101]. Les
équations de la méthode SEM sont également la forme asymptotique d’une formulation stochastique &
deux parameétres aléatoires gaussiens [102] si la fréquence et la déviation standard des paramétres sont
suffisamment élévées.

Toutes ces méthodes peuvent étre regroupées sous la dénomination VCA car les équations de base y
sont analogues a I’équation de la chaleur en régime harmonique. Les hypothéses de la VCA permettant
d’écrire ces équations peuvent se résumer ainsi :

e systéme linéaire, élastique, dissipatif et isotrope;
e amortissement faible;
e régime permanent ;
e loin des singularités, les ondes évanescentes sont négligées.
L’équilibre des puissances s’écrit
divl + nwW = Py, (1.27)
ol Pj,; est la densité de puissance injectée. L’équation de base de la VCA s’obtient en substituant
I’équation (1.17) dans I’équation (1.27) :
n2w?

2
€y

AW —

W = Pij. (1.28)

1.2.5 Limites de la méthode VCA

L’équation (1.28) a été appliquée avec succés a des systémes unidimensionnels tels que des
conduits [103], des barres et des poutres [79, 80, 92, 104]. La généralisation a des systémes multidimen-
sionnels a été effectuée dans le cas d’ondes planes [82] ou dans le cas d’un champ diffus [105, 106]. Cette
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généralisation a été mise en défaut [107, 108, 109, 110], notamment dans le cas semi-infini [111, 112]
et dans celui d'une structure bi-dimensionnelle soumise & une excitation ponctuelle [106, 113] : la dé-
croissance de la densité d’énergie en champ lointain prédite par ’approche VCA est en 1/4/r alors que
celle de la densité d’énergie calculée & partir de 1’équation d’Helmholtz est en 1/r. Le Bot, Ichchou
et Jezequel [98] ont suggéré une explication de ce paradoxe utilisant la symétrie propre aux systémes
infinis et mettant en lumiére une limitation de 1""analogie thermique". Carcaterra et Adamo [114] ont
montré que pour des ondes se propageant dans la méme direction, le mécanisme énergétique associé
tend asymptotiquement vers celui de I""analogie thermique", ce qui n’est plus le cas pour des ondes
interférantes. La méthode VCA reste toutefois appropriée & une prédiction robuste du niveau d’énergie
vibratoire des systémes réverbérants dans lesquels les nombreuses réflexions rendent négligeable la cor-
rélation entre les différentes ondes [115]. La difficulté consiste alors & écrire les conditions limites dans
le cas de structures couplées, car la méthode VCA suppose le champ diffus au voisinage de la frontiére
et de ce fait ne permet pas de prendre en compte la directivité des ondes & cet endroit. En effet si
I’écriture de 1’équilibre des puissances a la frontiére entre structures couplées peut aboutir & ’écriture
des conditions limites comme c’est le cas a l'interface entre poutres notamment [116, 117, 118], les
résultats obtenus dans le cas de vibrations de plaques [119] montrent un bon accord entre la solution
fournie par la méthode VCA et celle fournie par la méthode modale, excepté aux voisinages des fron-
tiéres et des points d’excitation.

Enfin, comme pour la méthode SEA, il doit étre mentionné que des approches récentes, basées sur des
équations de transport, ont pour objectif de donner une description temporelle aux modéles énergé-
tiques [120].

1.2.6 Autres méthodes locales

Afin de fournir la réponse vibroacoustique de systémes complexes tout en contournant les limites
théoriques de la méthode VCA, Carcaterra et Sestieri ont développé la méthode CEDA (pour Complex
Envelope Displacement Analysis) [121, 122, 123] qui, au lieu du déplacement u, considére sa transformée
4 par un opérateur "enveloppe" :

o= u+ ji, (1.29)

ou @ désigne la transformée de Hilbert de u. Il a été montré dans [123], & la fois pour des ondes lon-
gitudinales et des ondes de flexion unidimensionnelles, que I’élimination de la contribution du champ
proche, en suivant une procédure décrite dans [124], conduit & I'obtention d’une équation du second
ordre. Finalement la méthode CEDA présente I’avantage d’un colit de calcul réduit par rapport aux
méthodes FEM. Elle présente également des avantages par rapport a la méthode SEA : possibilité
de retrouver le déplacement u par transformation inverse, formulation moins difficile des conditions
limites, des conditions de couplage et des termes sources. Toutefois ’extension de la méthode CEDA
a des systémes multidimensionnels n’est pas immédiate [125]. Les difficultés rencontrées pour étendre
la méthode VCA aux systémes multidimensionnels ont engendré des recherches sur la modélisation
de structures bidimensionnelles soumises & une force ponctuelle. Ces recherches ont permi le dévelop-
pement d’autres méthodes énergétiques locales, comme la formulation énergétique en acoustique des
salles [126, 127, 128], la méthode de tracés de rayons [129, 130] et le modéle vibroacoustique pour les
hautes fréquences [131]. L'idée principale de ces méthodes est la différenciation entre champ direct et
champ réverbéré. Ceci suppose de représenter le champ direct par des ondes cylindriques (ou sphériques
dans un cas tridimensionnel) et le champ réverbéré par des ondes planes issues des réflexions du champ
direct par les frontiéres éventuellement complexes et irréguliéres.
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La méthode de transfert radiatif est une méthode intégrale de frontiére basée sur les mémes hypo-
théses que la méthode de tracés de rayons. Elle se présente comme une alternative a la SEA dans le cas
des vibrations [132, 133] et & la méthode de tracés de rayons dans le cas de I'acoustique [130, 134, 135].
L’approche utilisée pour obtenir les sources acoustiques rappelle celle utilisée dans d’autres méthodes
telles que la méthode FAQP (pour Frequency Averaged Quadratic Pressure) [136, 137], la méthode
SBEM (pour Simplified Boundary Element Method) [138], ou la méthode EBEA (pour Energy Boun-
dary Element Analysis) [139].

La méthode VTCR (pour Variational Theory of Complex Rays) [140, 141], dont les aspects
fondamentaux sont présentés dans [142], est une méthode de rayons pour les vibrations en moyennes
fréquences. Elle repose sur une formulation variationnelle dans laquelle toutes les directions d’onde
sont prises en compte et sur des approximations & deux échelles de variation spatiale. Seule 1’échelle
de variation lente des amplitudes liées aux grandeurs mécaniques est discrétisée, ’échelle de variation
rapide étant prise en compte analytiquement. Dans le cas des barres et des poutres, la méthode VI'CR
fournit la solution exacte. Cette méthode a également été appliquée a des assemblages de plaques et

de coques & fréquence donnée [143, 144] et a été développée pour donner des résultats par bandes de
fréquences [145, 146].

1.2.7 Utilisation de données expérimentales

En paralléle au développement de modéles prédictifs, des recherches ont été menées pour mesurer
les flux d’énergie vibratoire. Plusieurs techniques expérimentales ont été dévelopées, certaines utilisant
une formulation de type différences finies [147, 148, 149] ou une technique de séparation d’ondes [150,
151, 152], d’autres reposant sur une méthode d’acquisition du champ comme dans ’holographie
acoustique [153, 154|, l'interférométrie optique [155] ou la vibrométrie laser [156, 157|. Les deux
principaux objectifs de ces approches expérimentales sont d’une part la localisation des sources
d’énergie vibratoire ainsi que la détermination des directions privilégiées de transfert de cette énergie,
et d’autre part la recherche de conditions pouvant conduire & la simplification des formulations utilisées
en pratique. Une méthode efficace pour estimer des caractéristiques énergétiques telles que les densités
d’énergie cinétique et de déformation le long d’une structure élastique linéaire soumise & des vibrations
forcées consiste & utiliser des grandeurs mesurées telles que l'impédance ou la mobilité d’entrée au
point d’excitation [158, 159, 160]. Cette méthode ne requiert pas de modéle vibratoire de la structure
et repose sur une approximation de Padé pour la représentation de l'impédance d’entrée. Pour des
structures simples telles que des barres, des poutres ou des plaques, cette méthode s’avére efficace non
seulement en basses mais également en moyennes fréquences, pour peu que ’amortissement ne soit pas
trop important. Dans la pratique, 'identification des sources et des puits est rendue difficile par les
interférences qui créent des phénoménes de recirculation d’énergie vibratoire. Toutefois des grandeurs
telles que la divergence de lintensité acoustique ou la puissance injectée peuvent étre calculées
en utilisant des données expérimentales obtenues par holographie acoustique [154], interférométrie
optique [155] ou vibrométrie laser [161, 162].

1.3 Synthése et introduction de la modélisation dynamique par va-
riables quadratiques
Cette revue non exhaustive des méthodes de modélisation développées pour les phénoménes

vibratoires en moyennes et hautes fréquences donne un apercu de I’étendue de la littérature existante.
De maniére trés schématique, la modélisation des phénomeénes en moyennes fréquences peut s’effectuer
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soit en introduisant une part déterministe dans les modéles statistiques basés sur des quantités
quadratiques (type SEA), soit en ajoutant un aspect statistique dans les méthodes déterministes basées
sur la résolution de 1’équation des ondes.

L’approche choisie dans ce travail fait partie de cette deuxiéme catégorie, puisque la formulation en
déplacement du probléme considéré est toujours prise comme point de départ pour former les variables
quadratiques (chapitre 2).

Il s’agit alors de rechercher des relations linéaires entre ces variables afin d’obtenir des formulations
quadratiques exactes, dont les solutions pour des systémes unidimensionnels se superposent aux
grandeurs formées & partir de la formulation en déplacement, qu’il s’agisse d’ondes planes dans un
milieu isotrope (chapitre 3) ou de différents types d’ondes dans les plaques (chapitre 4).

L’aspect statistique provient alors des moyennes spatiales effectuées suite & I'analyse des différentes
composantes des variables quadratiques, ce qui nécessite une analyse précise des conditions limites que
doivent vérifier les grandeurs énergétiques moyennées (chapitre 5).






Chapitre 2

Caractéristiques des variables
quadratiques

2.1 Introduction

Comme indiqué au chapitre 1, en particulier dans la partie 1.2 concernant les approches statistiques,
une voie envisageable pour modéliser les phénomeénes vibratoires lorsque la fréquence augmente consiste
& considérer des variables quadratiques telles que des grandeurs énergétiques. Le but de ce chapitre
est donc de présenter les variables quadratiques qui seront utilisées pour développer une formulation
adaptée aux moyennes fréquences. Dans un premier temps le concept de superposition pour ces
variables quadratiques est présenté, d’abord dans des cas généraux, puis dans des cas d’ondes planes.
Dans un second temps les échelles de variation spatiale des différentes composantes de ces variables
sont analysées dans le cas particulier d’ondes planes. Enfin la derniére partie de ce chapitre présente
succintement les différents types d’ondes qui seront abordés dans les chapitres suivants.

2.2 Superposition quadratique pour des cas généraux

Afin d’illustrer le concept de superposition quadratique, un champ de déplacement u ayant deux
composantes w4 et up est considéré ici : w = ua + up. Les composantes u 4 et wp sont par exemple
les contributions de deux sources A et B ou les composantes, respectivement longitudinales et de
cisaillement, du vecteur déplacement v dans un milieu 3D. Le tenseur des contraintes o s’écrit alors
o = o+ op, le tenseur des déformations s’écrit € = €4 + €p tandis que le vecteur vitesse v s’écrit
v = va+vp. A partir des deux composantes A et B de chacun des champs u, o, € et v, toute variable
quadratique, telle que les densités d’énergie ou l'intensité de structure définies dans le tableau 2.1, peut
s’écrire comme la somme de quatre termes. Par exemple 'intensité de structure I peut étre développée
sous la forme :

I = —(ca+0oB)®(va+vB)/2

= —O'Ag’vA/Q—GB®03/2—0A®03/2—0'B®’UA/2, (2.1)

oll @ désigne le produit tensoriel contracté!.
Si les variables linéaires que sont le déplacement, le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations sont la somme de n composantes différentes, toute variable quadratique peut étre

1Soit P un tenseur d’ordre p > 1 et Q un tenseur d’ordre ¢ > 2. On appelle produit tensoriel contracté des tenseurs
P et Q le tenseur d’ordre p + g — 2 dont les composantes sont obtenues par sommation, selon la convention d’Einstein,
du dernier indice de P avec le premier indice de Q.
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présentée sous la forme de n? termes différents. Cette superposition quadratique permet de classer
ces termes en deux catégories :

— les composantes construites comme le produit de deux variables linéaires de méme indice, par
exemple A — A ou B — B. C’est le cas des deux premiers termes Taa + Ipp = (—0A®va/2 —
op®vp/2) de 'expression développée (2.1),

— les composantes construites comme le produit de deux variables d’indices différents. C’est le cas
des deux derniers termes Tap+Ipa = —0AQRvB/2—0BRv a/2 de expression développée (2.1).

Si les composantes u 4 et up sont les résultats d’excitations par deux sources différentes, respectivement
A et B, les intensités Iag et Ipp sont les densités de puissance développées par chacune des deux
sources, tandis que les échanges de puissance entre les deux sources sont représentés par les intensités
Iap et IBa.

Ceci est illustré ci-aprés pour deux monopodles A et B dans un espace 3D ou les composantes de
I'intensité acoustique calculée sont des moyennes temporelles des composantes de 'intensité acoustique
instantanée (2.1) : lintensité totale (Figure 2.1) peut étre présentée comme la superposition des
intensités développées par les sources A (Figure 2.2) et B (Figure 2.3), et de lintensité Iap +
Ipa (Figure 2.4) traduisant les interférences entre les deux sources. Pour ce systéme, en raison de
la distance entre les deux monopoéles A et B ainsi que des valeurs de modules et de phases de leurs
débits respectifs Q 4 et B, le monopodle A est une source tandis que le monopole B est un puits. Ceci
explique que toutes les lignes de flux de l'intensité totale (Figure 2.1) sortent du monopole A et que
certaines d’entre elles convergent vers le monopéle B.

Quant aux diagrammes de directivité en champ lointain de la Figure 2.5, ils montrent le role joué
par les composantes "d’interférences" de la Figure 2.4 : pour des champs vibratoires généraux, leur
contribution aux transferts énergétiques ne peut étre négligée.
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F1G. 2.1 — Intensité totale I developpée par deux monopoles A (a4 gauche) et B (& droite), de débits
respectifs Q4 et @p dans un espace 3D : k rap = 0.2, |Qp|/|Qa| = 2.5 avec une différence de phase
de —101.46°.
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2.2 Superposition quadratique pour des cas généraux
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Fi1G. 2.2 — Intensité I4 4 du monopdle A.
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FiG. 2.3 — Intensité Igp du monopdle B.
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2.3 Superposition quadratique pour des ondes planes interférant

Comme il est apparu dans ’exemple de la partie 2.2, les transferts d’énergie pour des champs
généraux sont compliqués. Mais en raison des combinaisons de nombres d’ondes, les transferts globaux
sont beaucoup plus simples dans le cas d’ondes planes. La décomposition d’'un champ général en une
somme infinie d’ondes planes conduit & s’intéresser aux interférences entre celles-ci. C’est donc du
probléme de base des interférences entre deux ondes planes dont il est question dans ce qui suit. Les
hypothéses retenues restent trés générales :

— petits déplacements et petites déformations,

— milieu élastique homogeéne isotrope avec amortissement hystérétique (densité p, facteur d’amor-

tissement 7), coefficients de Lamé complexes A = A\o(1 + jn) et p = po(1 + jn)),

— régime harmonique de pulsation w = 27 f.

En particulier I’hypothése de régime harmonique permet de définir la moyenne temporelle ¢ d’une

w t+2m/w
fonction ((¢) comme ¢ = 277/ ¢(t)dt.
t

Cette partie traite de la propagation d’ondes planes, et dans un souci de simplifications, seules des
ondes longitudinales sont considérées ici. La méthode présentée est donc applicable & 'acoustique en
utilisant la vitesse du son comme célérité des ondes liant le nombre d’onde k£ & la pulsation w par
k=w/ec.
Dans les systémes considérés ici, le vecteur déplacement u, fonction du vecteur position r, dérive
du potentiel scalaire ¢. En dehors des sources, le potentiel scalaire ¢(r) et le déplacement u(r) =
grad ¢(r) satisfont I’équation de Helmholtz scalaire et vectorielle, respectivement (A + k?)¢ = 0 et
(A + k*)u = 0, oit le nombre d’onde k est défini par
pw?
A+ 20

(2.2)

Ce nombre d’onde peut étre écrit sous la forme k = ko(1 — j6), ou

Ko = \/ w22/ (200 + 2010)(1 +72) (V1 1 172 — 1)) (2.3)

est la partie réelle de k et ou
6= (V17 —1)/n (2.4)

prend en compte la dissipation. Dans le cas de la superposition de deux ondes planes longitudinales (Fi-
gure 2.6), le potentiel scalaire ¢(r) s’écrit

Gr) = Aea-T g pekn T, (25

ol ka, kp et A, B sont respectivement les vecteurs d’ondes et les amplitudes complexes des deux
ondes. Dans le repére (O, e, e,) (Figure 2.6) o la direction du vecteur de base e, est donnée par la
bissectrice des directions des ondes d’amplitudes A et B , le vecteur position r s’écrit r = x e, +y e,
et les vecteurs d’ondes k4 et kp s’écrivent

ka = kcos(af2) e, —ksin(a/2) ey
{ kp = Fkcos(a/2) ey +k sin(a/2) ey, (2.6)

ol « est l'angle entre les directions des deux ondes A et B (Figure 2.6a). Le vecteur déplacement
u(r) = grad ¢(r) s’écrit alors

u = —jk cos (a/2) (A e~Jka -7 1 Beikn 'T> e, +jk sin(a/2) (A e~ka.T _ peiks "") ey (2.7)
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kp

ka

)

F1G. 2.6 — Champ d’ondes planes : a) interférence d’ondes propagatives, b) cellule de pseudo-periodicité
du potentiel du déplacement ¢, orientée suivant (ez, ey), (O, e5) étant la bissectrice des directions des
ondes A et B.

A partir du champ de déplacement u peuvent étre obtenues des variables quadratiques complexes
dont les parties réelles représentent les moyennes temporelles. Parmi ces variables quadratiques se
trouvent des grandeurs énergétiques telles que l'intensité de structure I, la densité d’énergie cinétique
T, la densité d’énergie de déformation U, la densité d’énergie totale W et la densité lagrangienne L.
Toutes ces quantités sont définies dans le tableau 2.1 ot * désigne la quantité complexe conjuguée, ®
le produit tensoriel contracté et ® le produit tensoriel doublement contracté?.

intensité de structure I = jwo®u*/2
densité d’énergie cinétique T = pw’u . u*/4
densité d’énergie de déformation U =oxe* /4
densité d’énergie totale W=T+U
densité lagrangienne L=T-U

TAB. 2.1 — Variables énergétiques

En considérant toujours la superposition de deux ondes planes longitudinales (Figure 2.6), I'intensité
de structure I et la densité d’énergie de déformation U s’expriment en fonction du déplacement w et

de son potentiel ¢, respectivement
3

I= —”%q&u* (2.8)
et )
U=k e (2:9)

230it @ un tenseur d’ordre ¢ > 2 et R un tenseur d’ordre r > 2. On appelle produit tensoriel doublement contracté
des tenseurs Q et R le tenseur d’ordre p + q¢ — 4 dont les composantes sont obtenues par sommation, selon la convention
d’Einstein, des deux derniers indices de @ avec les deux premiers indices de R.
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Compte tenu des expressions de ¢ (2.5) et de u (2.7), I et U s’écrivent respectivement

cos(a/2) (AA*eika=ky) .7 4 ppre=iltkp—kp) . v

I p—wSk* _i_AB*efj(k:A—k:g).r_i_BA*efj(kB—k*A).r (2 10)
2 —sin(e/2) (AA*e~I(ka—Ky) .7 _ ppre=ilks—kp) .7 .
_AB*e—j(kA—k}‘;) STy BA*e—j(kB—kZ) . 7‘)
. 2 (ka — k) (kg — k)
opw o2 [ AAYeI\FATRA)-T  BB*e /\FBTRB) - T
U= Tk ( _i_AB*efj(kA—k:*B).r_i_BA*efj(k:B—k:*A).r : (2'11)

La partie réelle Re(U) de la densité d’énergie de déformation représente la densité d’énergie "stockée"
tandis que sa partie imaginaire I'm(U) est proportionnelle  la puissance "dissipée". La densité d’énergie
cinétique T est une exception, en tant que seule variable quadratique purement réelle parmi celles
présentées dans le tableau 2.1 :

T L"‘ﬂkk* AA*e—ika—ky) .7 + BB*e¢—Jk—kg) .7 (2 12)
— 4 +COSa(AB*e—j(k:A—k*B).’r‘_|_BA*€—j(kZB—k2).7‘) .
Le caractére quadratique de ces variables fait qu’elles sont régies par des composantes de vecteurs
d’onde ko — kg,, oit C et C' prennent les valeurs A ou B et ou % désigne le nombre complexe

conjugué.

2.4 Echelles spatiales des variables énergétiques en ondes planes

La densité d’énergie cinétique 7' (2.12), la densité d’énergie de déformation U (2.11), la densité
d’énergie totale W = T + U, la densité lagrangienne L = T — U et 'intensité de structure I (2.10)
présentent les mémes nombres d’onde : kg — k%, kp — k, ka — ki et kp — k7. En raison de la
superposition d’ondes planes, le champ de déplacement (2.7) est pseudo-périodique, et les dimensions
de sa cellule de pseudo-périodicité spatiale sont déterminées par la longueur d’onde \g et ’orientation
des deux ondes (Figure 2.6b). Les quantités énergétiques, en tant que variables quadratiques, présentent
donc une cellule de pseudo-périodicité spatiale de longueur et largeur moitiés de celles de ¢. La surface
S des cellules qui caractérise cette pseudo-périodicité est définie dans le repére (O, ey, ey), par les
dimensions

Ao Ao
= X .
2|cos a]  2|sin «f

(2.13)

Cette pseudo-périodicité spatiale des variables quadratiques en ondes planes est illustrée dans
les figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10 pour les moyennes temporelles des densités d’énergie cinétique et de
déformation ainsi que pour le vecteur intensité. En particulier les lignes de flux (Figure 2.10) du vecteur
intensité I de coordonnées cartésiennes I, et I, sont définies par dx /I, = dy/I, et obtenues ici & ’aide
d’un schéma de Runge Kutta & 4 approximations.

Les différentes composantes de la superposition quadratique d’ondes planes (2.12) révélent deux sortes
de champs :

— le champ régi par les vecteurs d’ondes ko4 — k’ et kg — k5, prenant en compte les contributions

aux transferts d’énergie des ondes planes A et B lorsque ces ondes sont considérées séparément
I'une de ’autre,

— le champ régi par les vecteurs d’ondes kg4 — k5 et kp — k%, prenant en compte 'interaction

entre les ondes planes A et B et son influence sur les échanges énergétiques.
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Ces deux sortes de champ renvoient & deux sortes de phénomeénes physiques, et a des transferts d’énergie
a des échelles différentes [163]. Dans le chapitre suivant, ces échelles sont analysées pour des ondes planes
unidimensionnelles.

Tmax
Lo
Fi1G. 2.7 — Densité d’énergie cinétique T'.
7
£ ...
——0

F1a. 2.8 — Module de la densité d’énergie de déformation |U|.
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F1G. 2.9 — Intensité de structure (fleches) et lignes de flux.

F1G. 2.10 — Rotationnel de l'intensité de structure et lignes de flux.
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2.5 Types d’ondes considérés

Comme indiqué dans la partie 2.2, ’analyse effectuée dans la partie 2.4 pour des ondes planes

purement longitudinales s’applique également a des ondes acoustiques planes. Il en va donc de méme
des résultats des chapitres 3 et 5 portant respectivement sur une formulation quadratique exacte et
moyennée spatialement pour des systémes unidimensionnels.
L’analyse de la partie 2.4 reste également valable pour des ondes planes de cisaillement ou des
ondes planes dans les plaques, qu’il s’agisse d’ondes quasi-longitudinales ou de cisaillement polarisées.
En revanche son application &4 des ondes de flexion n’est pas possible, en raison de composantes
d’interférences supplémentaires dans les variables quadratiques, issues d'une part des interférences entre
les différentes composantes évanescentes et d’autre part entre composantes évanescentes et propagatives
des variables linéaires. Ce cas particulier des ondes quasi-longitudinales, de cisaillement polarisées et
de flexion dans les plaques est détaillée dans le chapitre 4.

2.6 Conclusion

Les transferts énergétiques associés a des champs généraux sont relativement compliqués, notam-
ment en raison du role non négligeable joué par les termes d’interférences des variables quadratiques,
qu’il s’agisse d’interférences entre sources ou entre types d’ondes. Cependant les choses se simplifient
dans le cas des ondes planes pour lesquelles ’analyse des différentes composantes de la superposition
quadratique est facilitée. La suite de ce document s’attache donc & le confirmer pour des systémes
unidimensionnels mettant en jeu différents types d’ondes parmi ceux présentés plus haut, 1'objectif
étant d’aboutir & une formulation compléte du probléme, notamment en ce qui concerne ’expression
des différentes conditions limites.



Chapitre 3

Cas des ondes planes unidimensionnelles

3.1 Introduction

Faisant suite au chapitre 2 o les échelles de variation des variables quadratiques pour des ondes
planes interférant sont analysées, ce chapitre traite du cas particulier des ondes planes unidimen-
sionnelles. Le premier objectif est d’établir une distinction entre les différents phénoménes physiques
associés aux différentes échelles de variation des variables quadratiques, toujours & ’aide d’une analyse
portant sur les nombres d’ondes [164]. Le second objectif est d’illustrer cette analyse par une appli-
cation numérique portant sur une formulation quadratique unidimensionnelle exacte basée sur des
résultats démontrés dans [165]. Enfin ce chapitre conclut par l’évocation des perspectives envisagées
pour obtenir une formulation adaptée & une augmentation de la fréquence et qui est développée au
chapitre 5.

3.2 Echelles de variation des grandeurs énergétiques

Pour des ondes planes dont les directions font entre elles un angle «, les variables énergé-
tiques I/)\résentent )\un caractére pseudo-périodique dont la structure rectangulaire, de dimensions
0 0

~ 2|cos al 8 2|sin «f

La structure locale pseudo-périodique des champs énergétiques est donc le résultat des interférences

entre les deux ondes planes A et B (partie 2.4). Le cas unidimensionnel de deux ondes contre-

propagatives (Figure 3.1) constitue une application intéressante : le fait de fixer « = 7 donne kp = —ka
et fournit les variations des champs énergétiques & deux échelles bien distinctes.

est déterminée par les combinaisons de nombres d’'ondes kg — ket kp — k7.

3.2.1 A petite échelle : structure locale des interférences
Les variations locales des champs énergétiques sont & une échelle definie par le nombre d’onde
k + k*. Ce nombre d’onde est purement réel :

k+ k" = 2Re(k) = 2ko = — (3.1)

et ne dépend que de la longueur d’onde Ao, autrement dit uniquement de la fréquence et des propriétés
du milieu de propagation. Les nombres d’ondes réels k+k* et son opposé —k —k* (Figure 3.2) décrivent
donc les transferts énergétiques a petite échelle (la demi-longueur d’onde pour les systémes 1D), et
correspondent a des composantes des variables quadratiques liées a des ondes stationnaires.

29
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Fi1G. 3.1 — Ondes unidimensionnelles contre-propagatives en espace libre : a) partie réelle du déplace-
ment u; b) densité d’énergie cinétique 7.

Im

F1G. 3.2 — Représentation des nombres d’ondes du déplacement (O) et des variables quadratiques (@)
dans le plan complexe, pour deux ondes unidimensionnelles contre-propagatives.

3.2.2 A grande échelle : transferts énergétiques globaux et dissipation

Les vecteurs d’ondes des composantes & grande échelle des variables quadratiques sont construits
a partir d'un vecteur d’onde du déplacement et de son conjugué (par exemple ka — k% et kp — kj
pour les deux premiers termes de I’équation (2.12)). Ces ondes peuvent étre qualifiées d’évanescentes
car les nombres d’onde associés, de la forme k — k*, sont des imaginaires purs (Figure 3.2) :

k—k* =2jIm(k) = —2jko 0 = —j——. (3.2)

Les composantes & grande échelle des variables quadratiques dépendent donc de 'amortissement ; elles
correspondent & la décroissance globale de puissance causée par les phénomeénes dissipatifs et décrivent
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les transferts énergétiques & une échelle grande devant la longueur d’onde. Cette analyse s’applique no-
tamment aux champs unidimensionnels : les variations globales des variables énergétiques (Figure 3.1b)
sont gouvernées par le nombre d’onde (3.2).

3.3 Exemple unidimensionnel illustrant la présence des deux types
d’échelles

Le but de cette partie est de présenter une formulation énergétique exacte pour toute fréquence,
dans le cas d'un systéme unidimensionnel [167].

3.3.1 Configuration et formulation en déplacement

Un systéme unidimensionnel, dans lequel seules des ondes longitudinales se propagent (Figure 3.3),
est considéré ici. Seules les hypothéses citées au début de la partie 2.3 sont formulées. Pour rappel,
il s’agit de : petits déplacements et petites déformations, milieu de propagation homogéne et isotrope

avec amortissement hystérétique et régime harmonique.

ZK- Sz . ./2

—L1 a L2 x

Fia. 3.3 — Systéme unidimensionnel étudié.

Pour un tel systéme, la solution de la formulation en déplacement est connue. Le déplacement w(z)
dérive du potentiel ¢(z), solution de I’équation de propagation avec second membre

B

(A+H) o) =

H(xz —a), (3.3)

ol fz = fu €g est une densité surfacique de force appliquée en x = a, H(x) désignant la fonction de
Heaviside. Le potentiel du déplacement ¢(z) solution de (3.3) s’écrit donc

:EH -
o(x) = Cicos(kx) + Casin(kx) + W(cos(k(:ﬂ —a)) —1). (3.4)
Les deux coefficients C'; et C5 sont donnés par les conditions aux limites en x = —Lq et x = Lo,

conditions mixtes suivantes [166] faisant apparaitre respectivement les impédances spécifiques z1 et zo
(normalisées par rapport a I'impédance caractéristique du milieu) :

{¢,x2<—L1)—jk21¢7x<—L1) — 0 95
—¢2(Lo) —j k2o da(Ls) = O :

Les variables quadratiques, notamment la densité d’énergie cinétique 7T et la densité d’énergie de
déformation U, s’obtiennent & partir du déplacement u = ¢ ; e, et de son potentiel ¢ :
pw®

T=—u.
4uu

A+ 2u
4

* (3.6)

U=

Ap Ag*. (3.7)
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L’intensité de structure I est donnée par l'intégration, avec une constante d’intégration donnée par la
condition limite en x = — L par exemple, de

div I = —2jw(T — U) + P, (3.8)

ou P est la densité de puissance injectée s’écrivant ici

pP= —‘%fw L u*, (3.9)

3.3.2 Formulation quadratique exacte

Une autre maniére d’obtenir des variables quadratiques exactes consiste & résoudre un systéme
linéaire d’équations. Dans le cas d'un amortissement faible, un systéme d’équations couplées est
obtenu dans [104] pour les densités d’énergie 7' et U concernant des ondes longitudinales dans des
barres. En exprimant les quantités énergétiques & partir de variables quadratiques et en cherchant
des relations linéaires entre celles-ci, un systéme d’équations similaire est obtenu dans [165] pour des
ondes longitudinales ou de cisaillement dans un milieu 3D isotrope. Dans le cas particulier d’ondes
unidimensionnelles, il est montré, toujours dans [165], que les densités d’énergie T et U vérifient

2 *2 _ 2 =
{ AT + (k% + B*2)T — 2k*U ST, Oa (3.10)

AU + (k2 + kU — 26T = sy, 6o+ 50 Sa

avec 0,(z) = 0(z — a), A(x) étant la fonction de Dirac, sz, désignant le saut de T, sy, celui de U,
et sy celui de U.

En dehors des sources, une équation d’ordre 4 peut étre obtenue, par substitution a partir de (3.10),
pour chacune des densités d’énergie T et U. Cette équation se met sous la forme :

<AA 2k + B)A + (k2 — k:*2)2> £=0. (3.11)

Dans le cas d’un amortissement faible, I’équation (3.11) vérifiée par T" et U a également été obtenue
pour des ondes longitudinales dans le cadre des vibrations de barres [104].

Concernant les sauts de T, U, et U apparaissant dans (3.10), il est important de préciser d'une part
que ces trois discontinuités sont données par la formulation en déplacement :

st = =1 (R (@) + K2 £ u(a)) (3.12)
k*2
su, =~ (fo ula) + fz v’ (a)), (3.13)
k*z z ; ; zla z *x B
VT (j;jz -1 u;;z(a )] u,;*éa )>’ (3.14)

et d’autre part que le systéme d’équations (3.10) méne a une formulation exacte équivalente reposant
sur la densité d’énergie totale W =T+ U et sur la densité lagrangienne L =T — U :

2 1.%2 _
{ AW + (k* — k**)L = (s7, +50U,) 6a+ 85U Saz (3.15)

AL+ 2(k* + k**)L — (k* = k*)W = (s1, — sU,) 0a — SU Oa,a-
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Conditions limites pour les variables quadratiques
Cas général : conditions mixtes

Les quatre conditions limites vérifiées par T' et U s’obtiennent & partir des équations (3.5), (3.6)
et (3.7), et s’écrivent :

To(-Ly)— (k21— K £)T(~Li) =0, (3.16)
U(—Ly) — % 2 2 T(=Ly) =0, (3.17)
To(La) — j(k* % — k 2)T(Ls) = 0, (3.18)
U(L2) = 5 2y 25 7(La) =0 (3.19)

Par exemple I’équation (3.16) s’obtient en exprimant 7',(—L;) par dérivation de (3.6) :

w2

Ta(=L1) = 2 (ua(—Lou* (~L0) + u(~ L)l (L)) (3.20)

puis par substitution de u,(—L1) et u%.(—L1), respectivement par jkziju(—Li1) et —j*k*2ju*(—L1)
d’apres la premiére condition d’impédance de (3.5).

Des conditions mixtes obtenues de la méme maniére et portant sur l'intensité de structure peuvent
étre écrites :

21 Ly(—Ly) — j(k — k*|z1/3)I(=L1) =0, (3.21)

2o I+(Lo) + j(k — k*|2a/*)I(L2) = 0, (3.22)

une seule de ces deux conditions étant nécessaire a I'intégration de (3.8) pour reconstruire 'intensité de

structure & partir des densités d’énergie, la deuxiéme condition étant alors automatiquement vérifiée.
Interprétation des impédances spécifiques

Dans la formulation en déplacement, les impédances spécifiques font apparaitre le rapport entre la
contrainte normale 0., et la vitesse normale +j w u, les deux équations de (3.5) permettant d’écrire :

k' o0g(—Ly)
= — 3.23
. pw jwu(—L1)’ (3:23)

k ozx(L2)
= 3.24
2 pw jwu(L2) (3:24)

Dans la formulation quadratique, le carré du module de chacune des impédances spécifiques fait
apparaitre le rapport entre densité d’énergie de déformation et densité d’énergie cinétique :

‘Z1’2 = 7% : ) (325)

20| = (3.26)

S iE
=
h
[\
S—
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Cas particulier : conditions de réflexion totale

Les conditions de réflexion totale s’obtiennent & partir des valeurs limites des impédances spé-
cifiques. Afin d’observer 'influence de ces valeurs limites sur les grandeurs énergétiques, les équa-
tions (3.16), (3.17), (3.18) et (3.19) doivent étre réécrites en notant les impédances spécifiques
2z = |zi|ej “Tg(z’i), 1=1,2:

To(—L1) + 2 ko |21] [sin(arg(z1)) — 6 cos(arg(z1))] T(—L1) =0, (3.27)
k*
U(—Ll) — ? ‘2’1’2 T(—Ll) = 0, (3.28)
T (L2) — 2 ko |22| [sin(arg(z2)) — 0 cos(arg(z2))] T'(L2) =0, (3.29)
k*
U(Ly) — - |z0|? T(Lg) = 0. (3.30)
Dans le cas d’une terminaison libre en z = —L; (i.e. 21 = 0) et d’une terminaison bloquée en x = Lo

(i.e. |22| = +00), les deux équations (3.29) et (3.30) aboutissent & T'(L2) = 0. En fait, U ;(L2) est lié
a T'(L2) par

—i
de sorte que T(Ly) = 0 = Uy(L2) = 0. Par conséquent les équations (3.16), (3.17), (3.18) et (3.19)
sont valables quelles que soient les valeurs prises par z; et z9. Finalement I’expression de conditions de
réflexion totale en termes de grandeurs énergétiques se résume au tableau 3.1. Les quatre conditions

Ua(L2) (K" 22 —k 23) T(L2) = 0, (3.31)

impédance spécifique | déplacement | densités d’énergie
terminaion 21=0 uy(—L1) =0 | Tu(—L1)=0,
libre
U(-L;)=0
terminaison |z2] — 400 u(L2) =0 T(L2) =0,
bloquée
Uz(L2) =0

TaB. 3.1 — Expressions des conditions de réflexion totale.

mixtes vérifiées par les densités d’énergie totale W =T + U et lagrangienne L =T — U se déduisent
de celles vérifiées par T et U.

Application numérique

Les formulations présentées précédemment, qu’elles soient basées sur le déplacement ou sur les
grandeurs énergétiques, peuvent donner lieu & une application numérique pour des ondes longitudinales
se propageant & 5 kH z dans de lacier entre —L; = —9 m et Lo = 11 m, la densité de force concentrée
fz = 1 Pa étant appliquée en x = a = 3 m. Les propriétés du matériau figurent dans le tableau 3.2.
Les valeurs choisies pour les impédances spécifiques sont z; = 0 (terminaison libre en x = —1L;) et
29 = 1 (terminaison anéchoique en x = Ls). De telles valeurs signifient qu’il y a réflexion totale de
l'onde en x = —L; et absence de réflexion © = Lo.

Les champs énergétiques que sont la densité d’énergie cinétique T et la densité d’énergie de déformation
U obtenues a 'aide de la formulation quadratique (3.10), et l'intensité de structure I obtenue par
intégration de (3.8) avec une condition d’intensité nulle en x = —Lj, se superposent exactement &
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Masse volumique p (kg m =) 7800
Module d’Young E (Pa) 2.1 10" (1 + 5 0.01)
Coeflicient de Poisson v 0.3

TAB. 3.2 — Propriétés du milieu de propagation

ceux issus de la formulation en déplacement (3.3), comme l'illustrent les Figures 3.5 et 3.6. Ce résultat
confirme que la formulation quadratique, constituée du systéme d’équations (3.10) et de conditions
mixtes portant sur les densités d’énergie 1" et U, fournit des grandeurs énergétiques exactes.

Cette application numérique (au regard de la figure 3.5 par exemple) illustre le résultat présenté dans
la partie 2.4 : les variables quadratiques possédent deux échelles de variation spatiale. Les variations
a4 grande échelle s’observent dans tout le milieu dissipatif. Elles correspondent aux composantes
propagatives des grandeurs énergétiques, dont la décroissance, ici depuis * = a, est liée au facteur
d’amortissement 7. Dans la portion définie par = > a, il n'y a que des composantes propagatives,
en raison de la terminaison anéchoique située en x = Lo. Les composantes & petite échelle de
variation spatiale ne sont présentes que dans la portion x < a. Par comparaison avec le champ de
déplacement (Figure 3.4), la longueur caractéristique de ces composantes est la demi-longueur d’onde.
Les composantes a petite échelle traduisent la présence d’interférences dues & la condition de réflexion
totale en x = — L. Ceci peut également étre interprété en termes de composantes actives et réactives
a la vue de la partie imaginaire de l'intensité de structure (Figure 3.6b) : pour x > a, l'intensité de
structure est purement active puisque il n’y a pas d’onde propagative réfléchie. En ce qui concerne
la densité de force concentrée f, située en x = a, la densité de puissance injectée P (3.9) qui lui est
associée apparait dans le saut de Re(I) en = a (Figure 3.6a).
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F1G. 3.4 — Champ de déplacement : a) partie réelle; b) partie imaginaire.
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F1G. 3.5 — a) Densités d’énergie cinétique : Ty (—-) & partir de la formulation en déplacement, T (---)
a partir de la formulation quadratique ; b) Parties réelles des densités d’énergie de déformation : Re(Uy)
(—-) a partir de la formulation en déplacement, Re(U,) (---) & partir de la formulation quadratique.
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F1G. 3.6 — a) Parties réelles des intensités de structure : Re(I;) (—-) & partir de la formulation en
déplacement, Re(I,) (---) a partir de la formulation quadratique; b) Parties imaginaires des intensités
de structure : Im(Ig) (—-) & partir de la formulation en déplacement, Im(I;) (---) a partir de la
formulation quadratique.
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Conclusions et perspectives

La formulation quadratique (3.10) est équivalente a la formulation en déplacement (3.3) pour le
calcul des quantités énergétiques. Cependant le systéme d’équations (3.10) est d’ordre plus élevé que
celui de (3.3), et sa solution vérifie des conditions limites plus nombreuses et plus compliquées. La
formulation quadratique apparait donc comme une alternative a la formulation en déplacement, mais
plus cotiteuse en calculs que cette derniére, ce qui en limite d’autant 'application lorsque la fréquence
augmente. Toutefois il est possible de s’affranchir des composantes a petite échelle spatiale des variables
quadratiques pseudo-périodiques, notamment en moyennant celles-ci a 1’échelle de leur pseudo-période.
L’utilisation de telles variables quadratiques moyennées induit une reformulation du probléme, avec
Iécriture de nouvelles équations aux dérivées partielles (équations différentielles dans les cas 1D) et
surtout de nouvelles conditions limites vérifiées par ces variables. C’est cette approche qui est présentée
dans le chapitre 5.

Le chapitre 4 a quant & lui pour objet d’étendre la présente approche a différents types d’ondes de
plaque.






Chapitre 4

Transferts énergétiques dans les plaques :
analyse de différents types d’ondes

4.1 Introduction

Ce chapitre traite de différents types d’ondes dans les plaques semi-infinies. De maniére similaire
a lapproche utilisée dans [165], les grandeurs énergétiques y sont exprimées a laide de variables
quadratiques. Dans les cas de propagation unidimensionnelle, des simplifications permettent d’obtenir
des relations linéaires entre ces variables quadratiques et d’en tirer une formulation quadratique exacte,
de maniére similaire & ’exemple traité & la fin du chapitre 3. Les derniéres parties de ce chapitre se
concentrent sur une telle formulation concernant des ondes de flexion unidimensionnelles afin d’étendre
a ce type d’ondes ’analyse de la partie 3.2 sur les nombres d’ondes des différentes composantes des
grandeurs énergétiques.

4.2 Equations locales et modéle de plaque

4.2.1 Equations locales

En régime harmonique, le champ de déplacement s’écrit u(t) = Re(ue’“?). En omettant la partie
réelle et la dépendance spatiale e/“?, il est caractérisé par le vecteur complexe u, fonction uniquement
des coordonnées spatiales (z,y,z). De la méme maniére, le champ de vitesse et les forces extérieures
sont caractérisés par les vecteurs complexes v = jwu et f, et les déformations ainsi que les contraintes
respectivement par les tenseurs complexes € et o dont les composantes sont

€ij = (ij+uji)/2, (4.1)

Okl = A€jj0r1 + 2per, (4.2)

ou les indices répétés implique une somme et ol dx; désigne le symbole de Kronecker. Dans sa forme
complexe, ’équation du mouvement s’écrit

—pwtu = f, +div o, (4.3)

ou
div o = (A +2u) grad div u — p rot rot u. (4.4)

39
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En définissant la moyenne temporelle de la méme maniére que celle présentée dans la partie 2.3, les
variables linéaires ci-dessus que sont u(t), v(t), fz(t), €(t), et o(t) présentent une moyenne temporelle
nulle, contrairement aux variables quadratiques définies comme le produit de deux variables linéaires.
Chaque quantité quadratique peut alors étre désignée par une variable complexe, dont la partie réelle
représente la moyenne temporelle, et qui peut s’exprimer comme le demi-produit de deux termes
linéaires complexes conjugués. C’est notamment le cas pour les quantités énergétiques moyennées
temporellement, dont la définition figure dans le chapitre 2 et se trouve rappelée dans le tableau 4.1
ol * désigne le nombre complexe conjugué et ® le produit tensoriel doublement contracté. La densité

intensité de structure I = jwo®@u*/2
densité d’énergie cinétique T = pw?u . u*/4
densité d’énergie de déformation U =o®e /4
densité d’énergie totale W=T+U
densité lagrangienne L=T-U

TAB. 4.1 — Variables énergétiques complexes

d’énergie cinétique T est une exception en tant qu’unique quantité quadratique purement réelle parmi
celles figurant dans le tableau 4.1. La combinaison de I’équation (4.2) et de I’équation (5.74) de ’annexe
B donne :

2 \ +pgrad (u.u*)+ prot (uxu*) (4.5)

oll X désigne le produit vectoriel. Les parties réelle et imaginaire de l'intensité de structure I
représentent respectivement la moyenne temporelle de la densité de puissance active et réactive. La
combinaison de I’équation (4.2) et de I’équation (5.75) de l’annexe B donne :

I_j_w( ()\+2,u)divuu*—udz’vu*u+,u(rotu*><u))

U= i (AMivudivu*+p(Alw . u*) —u. Au* — Au . u* —rot u . rot u*)). (4.6)

La partie réelle de la densité d’énergie de déformation U, associée aux parties réelles des coefficients
de Lamé X et u, est positive. La partie imaginaire de U est proportionnelle & la densité de puissance
dissipée, en raison du facteur d’amortissement n du matériau et se traduisant par les parties imaginaires
de X et .
De maniére similaire a 'acoustique [184], la divergence de 'intensité de structure peut s’écrire

Jw
SERL
Cette derniére équation traduit la conservation de ’énergie localement : la partie réelle de la divergence
de l'intensité de structure est la somme de la puissance active développée par les forces extérieures et
dissipée dans le milieu, tandis que la partie imaginaire est proportionnelle & la partie réelle de la densité
lagrangienne et de la puissance réactive des forces extérieures.

div I =—-2jw(T —-U) Lut (4.7

4.2.2 Modéle de plaque
La plaque considérée est semi-infinie en longueur (—L; < z < L9, —00 < y < +00) et d’épaisseur h
h

((x,y, z), les moyennes respectives de la divergence et du rotationnel de lintensité de structure
s’écrivent

. 1 h/2
(Figure 4.1). En notant ((z,y) = —/ ((x,y,z)dz la moyenne sur ’épaisseur h de la fonction
~h/2

divI=divI+][I. n]’j/,fﬂ /h, (4.8)
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Fi1a. 4.1 — Géométrie de la plaque, semi-infinie en longueur (—L; < z < Lo, —00 < y < 400) et
d’épaisseur h, et vecteurs unitaires e, e,, e, du systéme de coordonnées cartésiennes.

rot I =rot I + (—[I . ey]f_L/}?/Qem +[I. em]}ifﬂey) /h, (4.9)

ou [¢(x,y, z)]}i/i/z = ((z,y,h/2) — {(x,y,—h/2) désigne le saut de ( entre les deux faces de la plaque
et n la normale extérieure telle que n = —e, en z = —h/2 et n = e, en z = h/2. En notant ® le
produit tensoriel contracté, le terme

hj2 Jw

_ h/2
—-h/2 T o

2, =22 (o) . w2, (4.10)

[I.nih/2:7

[(c®u™) . n]
dans l’équation (4.8) représente la densité de puissance échangée a travers les interfaces z = +h/2,
demi-produit du complexe conjugué de la vitesse et de la densité surfacique de force sur les faces
z = £h/2. Pour une plaque libre, il n’y a aucune contrainte aux interfaces (c®e, = 0 en z = +h/2)
et par conséquent div I = div I et rot I =rot I.

En faisant ’hypothése de contraintes planes (0., = 0), la composante €., du tenseur des déformations
vérifie

A
ez = T 20(3X\ + 2p)

en chaque point (z,y, —h/2 < z < h/2) de la plaque. Différents types de mouvement sont considérés
par la suite, suivant la forme prise par le champ de déplacement w en utilisant le modéle cinématique
approprié, exact dans le cas d’ondes de cisaillement (SH pour Shear Horizontal) ou approché dans les
cas d’ondes longitudinales (QL pour Quasi-Longitudinal) et d’ondes de flexion. Le champ de vitesse,
les tenseurs des déformations et des contraintes, ’intensité de structure ainsi que les densités d’énergie
peuvent étre définies & partir du déplacement en utilisant les équations (4.1) et (4.3), d’abord localement
pour —h/2 < z < h/2, puis moyennées sur 1’épaisseur.

Quand un modéle cinématique approché est utilisé, comme c’est le cas pour des ondes QL ou des
ondes de flexion, ’équation du mouvement (4.3) n’est pas exactement vérifiée : une force résiduelle

(Uxx + Uyy) (411)
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peut subsister, consistant en une densité volumique de force fz dans la plaque et en une densité
surfacique de force o®e, # 0 sur les faces z = +h/2. Ces forces, combinées au champ de vitesse
vibratoire de la plaque, introduisent des transferts de puissance supplémentaires qui doivent étre pris
en compte. Différents types d’ondes (ondes de flexion, ondes QL, ondes SH...) contribuent au champ
vibratoire dans les plaques. Lorsqu’une formulation en déplacement est utilisée, ces différentes ondes
sont découplées; chacune d’elles peut étre considérée séparément [172], et le champ de déplacement
total peut s’exprimer comme la somme de ces différentes contributions. Mais comme les grandeurs
énergétiques sont des variables quadratiques, elles sont construites comme des produits de variables
linéaires de chaque type d’ondes et comportent i) les variables énergétiques s’exprimant & partir de
deux variables linéaires (déplacement, déformations, contraintes) du méme type d’ondes, et ii) les
variables énergétiques mixtes, résultant du produit d’une variable linéaire d’un type d’ondes par une
variable linéaire d’un autre type d’ondes. Ainsi le fait de considérer par exemple la présence a la fois
d’ondes longitudinales et d’ondes de cisaillement dans un milieu 3D isotrope conduit a considérer une
composante longitudinale, une composante de cisaillement et deux composantes mixtes pour chacune
des variables quadratiques pour obtenir le champ énergétique total [168]. Toutefois, dans ce qui suit,
les différents types d’ondes sont analysés séparément, sous I’hypothése répétée que chacun d’entre eux
est le seul présent dans la plaque. Ces différentes ondes présentent des équations de formes similaires,
pouvant étre classées suivant leur ordre :

— les ondes QL et SH sont régies par I’équation d’onde harmonique et présentent des caractéristiques
similaires & celles des ondes longitudinales et de cisaillement d’un milieu 3D isotrope [168], qu’il
s’agisse de 'expression des variables énergétiques dans le cas 2D ou de la formulation énergétique
et de ses solutions dans le cas 1D, comme présenté en 4.3;

— les ondes de flexion sont régies par I’équation d’onde bi-harmonique, d’ordre plus élevé, et donnant
par conséquent des expressions plus compliquées pour les variables énergétiques dans le cas 2D,
la formulation énergétique et ses solutions dans le cas 1D étant obtenues de maniére similaire
aux autres types d’ondes, comme présenté en 4.4.

4.3 Ondes régies par une équation d’ordre 2

4.3.1 Modéle exact pour les ondes SH dans les plaques

Lorsque seules des ondes SH sont considérées, ’équation du mouvement (4.3) peut s’exprimer &
partir d’un potentiel vecteur ne présentant qu’une seule composante non nulle suivant e,. Chacune de
ces ondes est dénotée par un entier positif n et caractérisée par un nombre d’onde kg, [175]. L’équation
d’onde pour la composante suivant e, du potentiel vecteur s’écrit comme 1’équation scalaire

1
AB+kS B+ ;rﬂn =0, (4.12)
ou
2 2
9 _ pwo  /nm
=" (—h ) , (4.13)

les scalaires ((x,y) et I'g, (z,y) représentant respectivement le champ de déplacement et les forces
extérieures.
A partir des potentiels vecteurs 3(x,y) et I'g(x, y), dont les composantes sont définies par

B(x,y) = B(z,y)ex, Lg(z,y) =gz, y)es, (4.14)
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léquation (4.12) peut étre dérivée pour donner I’équation vectorielle
2 1
A rot B+kz rot 3+ —Fg=0, (4.15)
1

ol les variables rot 3 et Fg = rot I'g représentent, au signe prés, le champ de déplacement et les
forces extérieures sur les faces z = +h/2 de la plaque.

Pour une onde donnée, définie par n pair ou impair, le déplacement ug, et le chargement fg, sont
donnés par :

cas symeétrique (n pair) ug, =rot By,  [Bn=p(z,y) cos(nmz/h)e,
fp, =rotTg, Tg, =Ts(x,y)cos(nrz/h)e.

cas antisymétrique (n impair) wug, =rot B,  Bn = [(z,y) sin(nrz/h)e,
f, =rotTg, Tg, =Ts(z,y) sin(nrz/h)e,,

(4.16)

ol n pair et n impair gouvernent respectivement les ondes symétriques et antisymétriques. Ces champs
de déplacement et de force sont plans, de divergence nulle :

ug, .e; =0, fg,.e.=0, divug, =0, div fg, =0. (4.17)

Le déplacement ug,, , le tenseur des déformations €g, (4.1) le tenseur des contraintes o, (4.2), ainsi
que le chargement fg,, vérifient I’équation du mouvement (4.3) en tout point dans I’épaisseur de la
plaque, et la condition de surface libre est vérifiée sur les faces inférieure et supérieure :

pwug, + div og, + fa, =0 en tout point (z,y,—h/2 < 2z < h/2)

03,Qe,; =0 sur z = £h/2, (4.18)

ou la divergence des contraintes se réduit & div og, = —u rot rot ug,,.
Les variables énergétiques Ig,, Tjp,, Ug, définies dans le tableau 4.1 vérifient localement 1’équa-
tion (4.7) :
. . Jjw
div Ig, = —2jw(Ts, — Ug,) — 7]"3“ Sug (4.19)

De (4.8), (4.9) et (4.16), les moyennes sur I’épaisseur de la divergence et du rotationnel de I'intensité
de structure vérifient
div Ig, = div Ig,,, rot Ig, =rot Ig,, (4.20)

de sorte que 1’équation moyennée (4.19) peut s’écrire
g o O
div Ig, = —2jw(Ts, — Ug,) — 7]"@1 Lug (4.21)

En notant k = 1 pour n = 0 et kK = 1/2 pour toute autre valeur positive de n, l'intensité de structure
moyennée Ig, , les densités d’énergie Ug, et T, , et la densité de puissance moyennée développée par
les forces extérieures peuvent s’écrire

E_Hj_wlu( —AB* x rot 3 )7 (4.22)

2 +grad(rot 3. rot 3*) + rot(rot 8 x rot 3*)
b —ApB.AB*+ A(rot 3. rot B*) ,
b =L\ Zrot B .rot AB* —rot 3* . rot AS3+ (%) rot 3.rot 3* |’ (4.23)
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2

Tp, = Hp% (rot 3. rot 3%), (4.24)
JWo———— Jw
—7_]“5" Lug = —TRFg . rot 3*. (4.25)

La divergence de (4.22), ot A3 = —rot rot 3 = A( e, est exprimé a partir de (4.12), donne la forme
suivante pour l’équation (4.21) :

—~AB . AB* + uA(rot B . rot B*)

= Jw
div Ig, = k— 2 4.2
Wi TR +<%pw2—,u<n—7r>>rot,3.rot,@*+ﬂ*F5.rot,6 ’ (4.26)
Iz h p
et de maniére identique, le rotationnel de l'intensité de structure peut s’écrire
jw [T A(rot B x rot 3*)
— _ Jw )
rot Is, =~ 2 - (ﬂ*pr — i (%r) ) rot 3 x rot B* + %Fg x rot (3 (4.27)
[ [

En raison de la forme (4.16) du champ de déplacement des ondes SH, le déplacement ug,, est horizontal,
dans le plan (4.17); les tenseurs des déformations et des contraintes présentent des composantes
diagonales telles que €,, = 0, 0., = 0 et o, = —04,, de sorte que I’équation (4.11) posséde des
membres de gauche et de droite nuls pour o, nul. Le modéle cinématique (4.16) complété par I'équation
scalaire (4.12) est un modeéle exact, au sens o il ne contient aucune approximation sur le champ 3, et les
équations locales (4.18) et (4.19) dans I’épaisseur de la plaque, ainsi que celles sur les faces inférieure et
supérieure, sont vérifiées. Dépendant du type d’onde considéré, les champs 3 et v présentent différentes
propriétés :

i) dans le cas de l'onde symétrique pour laquelle K = 1 (n = 0), 'onde SH présente un champ uniforme
dans I’épaisseur de la plaque (6y = f(x,y) et I'g, = I'g(x, y) pour —h/2 < z < h/2), les déformations et
les contraintes sont planes, et 1’équation d’onde (4.12) est non-dispersive [175]. Ce systéme correspond
exactement au cas d’ondes de cisaillement polarisées présentées dans [168], et les relations moyennées
sur I’épaisseur de la plaque, de (4.22) a (4.27), sont identiques aux équations locales dans [168].

ii) les autres ondes SH (n > 0) présentent une dépendance en z dans le champ de déplacement (4.16),
introduisant le facteur k = 1/2 dans 'expression des variables quadratiques moyennées sur 1’épaisseur
et ’équation d’onde devient dispersive [175]. Le déplacement est plan (4.17) mais ni les contraintes ni
les déformations ne le sont en raison de composantes de cisaillement orientées suivant z non nulles :
le mouvement de cisaillement est alors présent a la fois dans et hors des directions du plan de la
plaque, mais il vérifie la condition de surface libre de (4.18) aux interfaces z = +h/2. La présence de
composantes de cisaillement orientées suivant z produit les effets suivants dans 1’épaisseur :

— & partir de la définition de I'intensité de structure (tableau 4.1), les composantes de cisaillement
Ozy €t 0z, quant elles sont multipliées par le champ de vitesse plan, engendrent un flux de
puissance dirigé suivant +z & l'intérieur de la plaque, donnant une composante non nulle suivant
z pour Ig,. Cette composante Ig, . e, est nulle en z = +h/2 et antisymétrique par rapport a
z, de sorte que l'intensité de structure moyennée sur I’épaisseur Ig, est plane,

— a partir de la définition de la densité d’énergie de déformation (tableau 4.1), les déformations et
les contraintes de cisaillement contribuent a la densité locale d’énergie de déformation Ug,, avec

. N . ) nm\ 2
une dépendence symétrique par rapport & z, donnant, une fois moyennées, le terme R% (—)

. 2h
de (4.23) pour Ug,.



4.3 Ondes régies par une équation d’ordre 2 45

Excepté pour ce dernier terme, qui n’introduit pas de variable supplémentaire, les formes des expressions
allant de (4.22) a (4.27) restent inchangées lorsque des ondes SH ayant des profils non constants en z
(n > 0) sont considérées. En résumé, ce qui est présenté pour des ondes de cisaillement en milieu 3D
dans [168] est ici directement transposable pour des ondes SH dans les plaques minces.

4.3.2 Modéle approché pour les ondes QL dans les plaques

Les champs ondulatoires correspondant aux ondes QL d’une plaque mince peuvent étre décrits a
partir d’une équation d’onde pour le champ scalaire oz, y) :

A 2p
Aa +kia+ -———""T,=0, 4.28
Ap(A + p) (428)

avec \ 9
k2 = pu? 2 (4.29)

o = PW >
Ap(A + p)

ou 'y (x,y) représente les forces extérieures, k, étant le nombre d’onde quasi-longitudinal. Le fait de
dériver cette équation dans le plan donne

A+2u

Agrada—i—kigrada—i-i
4p(A + )

F, =0, (4.30)
ou grad « et F, = grad T, désignent respectivement le déplacement et les forces extérieures [175].
Les équations ci-dessus (4.28) et (4.30), en considérant le champ ondulatoire comme une fonction des
coordonnées du plan (x,y) uniquement, sont adéquates pour modéliser la propagation d’ondes QL
dans les plaques minces. Cependant le fait de considérer un déplacement de la forme grad o (z,y)
induit 'uniformité de la composante 0., du tenseur des contraintes, alors que pour des ondes quasi-
longitudinales, aucune contrainte dans la direction z n’est appliquée. De plus, comparé au premier
champ ondulatoire symétrique de Lamb, le modeéle (4.30) néglige clairement toute composante de
cisaillement [176]. Afin de prendre en compte ces composantes, méme partiellement en ce qui concerne
les variables énergétiques, un modéle local plus détaillé est considéré ci-aprés. Le champ de déplacement
local uq a lintérieur de la plaque —h/2 < z < h/2 présente les composantes

U - €x = g, Uy - €y = Oy, (4.31)

Aucune contrainte dans la direction z n’est appliquée pour des ondes QL, de sorte que o,, = 0. Afin
de vérifier ’équation (4.12), la composante hors du plan (z,y) du déplacement est prise de la forme

A
A+ 2u

Aa, (4.32)

Uy - €2 = — 2

antisymétrique par rapport & z, et donnant une composante uniforme du tenseur des déformations

€rr = Aa. Les tenseurs des déformations et des contraintes peuvent étre exprimés & partir

A+ 2u
de (4.1) et (4.2); en raison de la composante suivant z (4.32) du déplacement uq, le tenseur des

contraintes présente des composantes de cisaillement non nulles o, and o,.. Pour cette raison, le champ
n’est pas purement longitudinal (rot us # 0), et de telles ondes sont appelées guasi-longitudinales.
Ces composantes de cisaillement du tenseur des contraintes ne disparaissent pas pour z = +h/2,
donnant des contraintes résiduelles aux interfaces, de sorte que la condition (4.12) pour des interfaces
non chargées n’est pas vérifiée. Le champ de déplacement local ci-dessus uqo défini par (4.31) et (4.32)
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constitue alors un modéle approché.
D’aprés I'équation du mouvement (4.3), les forces extérireures f, vérifient

pw g + div oo + fo =0, (4.33)

ou
div oo = (A +2p) grad div ug — p Tot Tot ug (4.34)

car le champ de déplacement local présente des composantes longitudinales et de cisaillement.
L’intensité de structure I, et les densités d’énergie T, et U, peuvent étre exprimées a partir du
tableau 4.1. L’équation locale (4.7) est alors vérifiée :

div Io = —2jw (T — Uy) — ‘%fa Cuk (4.35)

Cependant, en raison des contraintes de cisaillement o, et o, résiduelles aux interfaces, la divergence
et le rotationnel de l'intensité de structure moyennée sur ’épaisseur sont tels que

div Iy, = divIy + Ta, rot I, = rotl,, (4.36)

ou le terme additionnel 7, est di aux contraintes de cisaillement non nulles o®e, et au déplacement
dans le plan aux interfaces z = £h/2 :
jw _
To = —[(0a®ez) . ul]

_ hj2 _ Jw  Ap
2h

—h/2 77)\4—2#

grad Aa . grad o*. (4.37)
La moyenne de (4.35) sur I’épaisseur de la plaque s’écrit alors

Lol SV (4.38)

divlg = —2jw(Ty — Uy,) — o faug
Le chargement f, apparaisant dans I’équation (4.33) peut étre exprimé comme fo = Fo + fa, ou
F,, est le chargement, uniforme par rapport & z, du modeéle (4.30) et fa une force d’excitation locale
liée aux composantes suivant z du déplacement et des contraintes (4.32). Ces composantes induisent
également des forces non nulles en z = +h/2. Mais ces deux chargements introduits par le modéle local
se compensent exactement en terme de force :

h/2

fa+[0'a Z]fh/Q /h:07 (439)
et se compensent quasiment en terme d’énergies :
1 * *1h/2 2
fa -ul+[(0a 2). ua]_h/2 /h = O(h?), (4.40)

ott O(h?) signifie que les termes en h? et puissances supérieures de h sont négligés.

La composante de cisaillement pour le déplacement, introduite par (4.32), présente alors les effets

suivants :

~ de (4.39), la force volumique fa et les composantes de cisaillement résiduelles du tenseur des

contraintes o, et 0y, en z = +h/2 se compensent lorsqu’elles sont moyennées sur ’épaisseur de
la plaque, de sorte que la composante de cisaillement disparait en moyennant 1’équation (4.35).
Ainsi la composante de cisaillement peut étre négligée en utilisant cette équation moyennée dans
le modéle cinématique pour les plaques minces.



4.3 Ondes régies par une équation d’ordre 2 47

— De (4.40), la puissance totale développée par la force volumique fa et celle résiduelle aux inter-
faces en z = +h/2 sont d’ordre h?. Elles ne se compensent pas exactement (une force moyenne
nulle peut développer une puissance moyenne non nulle), mais la contribution globale des com-
posantes de cisaillement peut étre négligée en ce qui concerne les ondes quasi-longitudinales dans
les plaques "minces" (h < Ly + L2).

Le terme 7, dans (4.37) peut étre exprimé & partir de (4.40) comme

) W ="
o = Sol(Taes) - ug]", = —L o ul + OU) (4.41)

de sorte que les deux derniers termes de (4.38) s’écrivent

_%fa . 'U':; —Ta = _% o« - grad o + O(h2) (442)

et que I’équation (4.38) pour les variables énergétiques se réduit a
divly = —2jw(Ty — Uy) — % w - grad o + O(h?). (4.43)

Le fait de négliger les termes d’ordre h? pour les plaques minces (h petit) permet d’écrire I'intensité
de structure et les densités d’énergie moyennées sur ’épaisseur comme des formes quadratiques des
variables grad o et A« :

A4 2
HBA 2p0) Aa grad o — p Aa™ grad o

I T oM, (adq)
+up grad(grad a.grad o*) + p rot(grad a x grad o)
2Ap x
Vo= Apout@® +om?),
4 +u (A(grad o . grad o) — grad o . grad Aa* — grad o* . grad Aa)

4.45)

W 2
T, = Ve (grad a . grad o) + O(h?). (4.46)

En substituant ’expression (4.30) de F, dans (4.42), ’écriture suivante est obtenue pour la divergence
de l'intensité de structure moyennée sur ’épaisseur :

2

;y j\gu Aa Aa™ + u A(grad o . grad o)
= Jw 9 3A4+2p op A H2p7 9

== —_— —_ d d .
divly 5 + (2 g Ty )\ ) 2gra a.gradao® | +0O(h7), (4.47)
+2p pooN 2t
7F d —4F d
10+ 1) « - grad o + A ) .graa o

et une expression similaire est ontenue pour son rotationnel :

2<3A+2u oA+ 2u*

— grad a x grad o*
AA+p)  pr A+ u*))

rotl, = %} —u)\A (grad a x grad o*) . + O(h?). (4.48)
3A+2pu oA+ 2pF
7F d ——F d
10+ 1) x grad o + A ) e X grad o
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4.3.3 Discussion sur les équations et cas unidimensionnel

Les systémes d’équations obtenues pour les ondes SH et QL présentent la méme structure et des
variables similaires, et sont ici traités simultanément. Il faut tout d’abord noter le parallélisme entre
d’un coté les ondes QL dans les plaques et celles se propageant dans un milieu 3D (les expressions allant
de (4.44) a (4.48) sont identiques aux équations (15) dans [168], ou A est remplacé par 2Au/(\ + 2u)),
et d'un autre coté les ondes SH dans les plaques et les ondes de cisaillement polarisées dans un milieu
3D. Toutes les équations d’ondes correspondantes présentent la méme structure dans la formulation en
déplacement, et les expressions obtenues pour 'intensité de structure, sa divergence et son rotationnel,
et les densités d’énergie sont tres similaires et mettent en jeu des variables quadratiques aux propriétés
identiques. En considérant & présent séparément les ondes SH et les ondes QL, ’analyse conduit aux
conclusions obtenues pour ces types d’ondes se propageant dans un milieu 3D isotrope [168], et pouvant
étre résumées comme suit.

Le fait de substituer A3 (respectivement A«) par son expression obtenue & partir de (4.12) (res-
pectivement 4.28) dans rot A3 (4.23) (respectivement grad A« 4.45) donne, pour des ondes SH
(respectivement des ondes QL), une expression pour la densité d’énergie de déformation moyennée U—gn
(respectivement U, ), mettant en jeu
— deux variables réelles positives, AB . AB* et rot B3 . rot 3* (respectivement Aa Aa™* et
grad « . grad o*),
— le produit scalaire entre les forces extérieures et le conjugué du déplacement, autrement dit la
puissance développée par les forces extérieures.
Ces variables sont également adaptées & l’expression de la densité d’énergie cinétique moyen-
née Tp, (4.24) (respectivement T, 4.46) et, d’aprés (4.21) (respectivement 4.43), & celles de la di-
vergence de l'intensité de structure moyennée (4.46).
Le rotationnel de 'intensité de structure moyennée (4.27) (respectivement 4.48) met en jeu :
— le vecteur purement imaginaire rot 3 x rot 3* (respectivement grad o« x grad o),
— le produit vectoriel entre les forces extérieures et le conjugué du déplacement, dans lequel ces
deux vecteurs présentent des composantes non nulles uniquement suivant e.
L’expression (4.22) (respectivement 4.44) de l'intensité de structure moyennée met en jeu
— le gradient de la variable réelle rot 3 . rot B3* (respectivement grad o . grad a*) et le
rotationnel du vecteur purement imaginaire rot 3 x rot 3* (respectivement grad o« X
grad o*),
— le vecteur complexe A 3* X rot 3 (respectivement Aa* grad «), qui ne dérive ni d’un scalaire
ni d’un potentiel vecteur.
Cependant 1’expression (4.22) (respectivement 4.44) ne contient pas les forces extérieures. Dans cette
expression, le terme grad (rot 3 . rot 3*) est proportionnel au gradient de la densité d’énergie ci-
nétique moyennée (si le terme O(h?) est négligé pour les plaques minces dans I’équation 4.46), mais
ne contribue qu’a 'intensité réactive en négligeant I’amortissement dans le matériau. Il apparait alors
clairement que pour des cas généraux, I'intensité de structure ne peut pas étre exprimée a partir d'un po-
tentiel scalaire. Les méthodes énergétiques basées sur l’analogie thermique pour les plaques [81, 82, 91]
font une approximation sur (4.22) ou (4.44) en supposant I'intensité de structure égale au gradient de la
densité d’énergie totale. Lorsqu’il est complété par ’équation de conservation de I’énergie (4.7), (4.21)
ou (4.43), ce modeéle de type gradient pour l'intensité de structure conduit & une équation présentant
des similarités avec ’équation de la chaleur utilisée en thermique, et adaptée & la représentation des
transferts énergétiques dans certaines structures [80, 81, 82, 91, 101]. Cette équation peut étre établie
sur la base d’hypothéses particuliéres telles qu’un amortissement faible, la correspondance entre po-
tentiel scalaire de l'intensité et la densité d’énergie totale, la suppression des termes d’interférences et
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la possibilité de moyenner spatialement les densités d’énergie.

Parce ce qu’elles sont obtenues uniquement & partir des hypothéses formulées au chapitre 2, les équa-
tions linéaires ci-dessus allant de (4.22) & (4.27) et de (4.44) & (4.48) pour les variables quadratiques
sont ainsi plus générales. Leur capacité a fournir une formulation quadratique pour des champs vibra-
toires de plaques est & présent discutée.

Impliquant moins de variables (deux réelles et une imaginaire) et impliquant directement les forces
extérieures, les expressions (4.26) et (4.27) (ou 4.47 et 4.48) pour la divergence et le rotationnel de
I'intensité de structure s’avérent plus attrayantes que les expressions (4.22) ou (4.44) pour l'intensité
de structure (lesquelles impliquent un scalaire réel, un autre imaginaire et un vecteur complexe a deux
composantes). Cependant les équations (4.26) et (4.27) (ou 4.47 et 4.48) impliquent plus de variables
que de relations, ce qui les rend insuffisantes pour obtenir les champs vibratoires quadratiques de
plaques dans les cas généraux.

Toutefois des simplifications apparaissent lorsque la propagation des ondes dans une seule direction
est considérée, c’est-a-dire lorsque les champs vibratoires ne dépendent que d’une coordonnée, et une
formulation quadratique exacte peut alors étre obtenue comme suit : I’équation d’onde pour les ondes
QL et SH dans les plaques est de la forme

2
AC = -k - k—ozr (4.49)
pw
lorsqu’écrite & partir de potentiels, ou
k2
Ax =—k*x — —%F (4.50)
pw

lorsqu’écrite & partir du déplacement, ou ( = o, x =grad o, ' =T, F = grad T, et k? = /{:8 = k2
pour des ondes QL, et ( = 8, x = rot 3, I = I's, F = rot I'g, k* = k%" et k3 = pw? / p pour
des ondes SH. En considérant des vibrations unidimensionnelles, les champs ne dépendent que d’une
direction de la plaque. Comme le matériau constitutif de la plaque est supposé isotrope, les équations
restent inchangées par rapport & la direction, et seules des ondes se propageant dans la direction
+x sont considérées ici. Les potentiels du déplacement et des forces extérieures sont alors ¢ = ((z),
I' =T'(z) et les vecteurs x et F' ne dépendent que de = (mais orientés suivant = pour les ondes QL, et
suivant z pour les ondes SH). En raison de cette dépendance par rapport & = uniquement, les relations
suivantes sont vérifiées :

{ ACCT) = CAC+ T ACH2x - x* (4.51)
Alx-x") = x-Ax"+x*. Ax+2A¢0 A,
ou, en substituant (4.49) et (4.50) pour A¢ et Ax :
( 2 k2 ke
ACCH) + (B2 +E7)CC = 2x . x* — —5CT — —25(T"
p?> T
k§ k§
Al . x*)+ R +E)x . x* = 22K°¢C — “LF . x* — "L F* . x (4.52)

2
27.%2 2p>f:g
+k: k§™ + kgk
pw?

o 2k2KE
(C'T +¢T) + pgwg T

Lorsque les sources d’excitation de la plaque sont connues (c’est-a-dire lorsque les termes (T, F' . x*
et I'T* sont connus), et lorsque les conditions limites lui sont adjointes, le systéme (4.52) de deux
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équations & deux inconnues ((* et x . x* peut étre résolu, donnant la solution pour ces deux variables
quadratiques réelles positives. Les densités d’énergie moyennées et la divergence de l’intensité de
structure moyennée sont alors exprimées & partir des variables quadratiques (C*, x . x™ et des termes
d’excitation (T'*, F . u* et I'T*, en remplacant A et Ax par (4.49) et (4.50), soit dans (4.23), (4.24)
et (4.26), soit dans (4.45), (4.46) et (4.47).

De par la forme de x(x) et F(z), la divergence de 'intensité de structure dépend uniquement de x, est
orientée suivant +x, et son rotationnel (4.27) ou (4.48) est nul. Le flux de puissance dans la plaque peut
alors étre déterminé en intégrant le membre de droite de (4.26) ou (4.47), avec les conditions limites
appropriées, afin d’obtenir I'intensité de structure moyennée sur 1’épaisseur. Cette approche, basée sur
une formulation quadratique, est similaire pour des ondes gouvernées par une équation d’ordre deux
dans les plaques et dans un milieu 3D [168] lorsqu’un seul type d’ondes est considéré (longitudinales ou
de cisaillement). L’application numérique pour les équations (4.52) et la détermination de l'intensité
de structure seraient identiques a celles pour I’équation (27) dans [168] et ne sont pas développées ici.
Il est intéresant de considérer, exprimé a partir de variables quadratiques, le champ unidimensionnel
dans une portion de plaque libre. Aucun chargement extérieur n’est alors appliqué a la plaque (I' = 0,
F = 0), de sorte que les variables quadratiques ((* et x . x™ vérifient le systéme homogene associé
a (4.52), qui se réduit a

AGCT) + (K +k)6¢" = 2x . X (453)
Alx - x)+ R +E)x . x* = 2Kk (¢ ‘

Un systéme similaire d’équations peut étre écrit pour les densités d’énergie T' et U au lieu de ((* et
X - X*. Les équations (4.53) peuvent étre combinées pour obtenir une équation d’ordre quatre pour
une seule variable, valable indifféremment pour les variables £ = ((* ou & = x . x* :

(AA ok 4+ BA + (k2 — k:*2)2> £=0, (4.54)
ce qui peut se factoriser sous la forme
(A—=r1)(A—r) =0, (4.55)

our = (£j(k— k:*))2 et ro = (:tj(k+k*))2, de sorte que dans une portion de plaque libre, la
solution analytique pour les variables quadratiques ((* et x . x™* est la somme de quatre composantes,
présentant les nombres d’ondes +(k & k£*) dans la direction z. Ainsi les densités d’énergie et 'intensité
de structure présentent toutes quatre composantes correspondant aux nombres d’ondes +(k+k£*). Pour
des champs unidimensionnels, cette forme est valable pour toute variable quadratique : en tant que
moyenne temporelle du produit de deux composantes du déplacement (ou de ses dérivées) de nombres
d’ondes *+k, les nombres d’ondes des variables quadratiques résultent des quatre combinaisons, donnant
les quatre composantes deux a deux opposées et purement réelles ou imaginaires +(k + k*).
Beaucoup de méthodes énergétiques [80, 81, 88, 91] sont basées sur des hypothéses conduisant a négliger
certaines de ces composantes. Par exemple, en écrivant k%> = k:?{(l + jn) et en faisant I’hypotheése
d’amortissement faible 7 < 1, I’équation factorisée (4.55) peut s’écrire (A — k%nQ) (A + 41@%) £E=0;
seul le premier facteur est considéré pour la densité d’énergie totale W (conduisant aux seules
composantes de nombres d’ondes +(k — k*)), et seul le second facteur est considéré pour la densité
lagrangienne L (conduisant aux seules composantes de nombres d’ondes +(k + £*)) dans la méthode
GEM ([85].
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4.4 Ondes de flexion régies par une équation d’ordre 4

4.4.1 Modéle de Kirchhoff pour les plaques en flexion

Le fait d’intégrer les différentes composantes cartésiennes de I’équation du mouvement (4.2) aprés
avoir multiplié les deux premiéres par z, ainsi que la prise en compte d’interfaces libres, donne [175]

Ma:,x + Ma:y,y - Q:E + PWZRJ: = 0
Myy o+ My, — Qy + pw?R, = 0 (4.56)
Qz,ac + Qy,y + szTz + Fz = 0
ou
M, = hogr 2, My =hog 2, My = hogy 2,
Q. = how, Q, = hoys, T, = ha, (4.57)
R, = hi; %, R, = hi, 7, F, = hf,.

En particulier les quantités M, et M, désignent des moments de flexion par unité de longueur, M,, un
moment de torsion par unité de longueur, @, et @, des efforts tranchants par unité de longueur. Ces
quantités sont calculées a partir d’un tenseur des contraintes o symétrique. Les expressions de @, et
(), obtenues & partir des deux premiéres composantes de (4.56), et réinjectées dans la troisiéme donne
I’équation suivante [175] :

My gz + 2Myy oy + My yy + p*(R+T,) + F, = 0, (4.58)

ou R= R, + Ry,.
Le modéle de Kirchhoff pour les ondes de flexion suppose que le champ de déplacement est de la forme

u(r,y, 2) = —2w €5 — 2W €y + we, (4.59)

ou le champ scalaire w(x,y) représente le mouvement de flexion de la plaque mince.

Les quantités énergétiques moyennées sur 1’épaisseur peuvent étre exprimées en utilisant les va-
riables (4.57) et les champs de déplacement et de déformations peuvent étre déterminés & partir de ce
modele cinématique approché : comme w* et ses dérivées par rapport aux coordonnées du plan de la
plaque ne dépendent pas de z, les composantes dans ce plan de l'intensité de structure moyennée sur
I’épaisseur se construisent & partir de

* *
OraWy + Ouylly + O ul = (—Myw?, — Mzyw?, + Qzw )/h,

" 5 X 4.60
Ouyly + Oyyuy + oyl = (=Myyw?, — Myw?, + Qyu*)/h. (4.60)

La composante hors du plan se construit & partir de o, u* + oz + 0zpuk, ol 0y, est nul, les
composantes de cisaillement 0., and o,. sont symétriques et les déplacements u} and u?’j (4.59) sont
antisymétriques par rapport & z. L’intensité de structure moyennée sur 1’épaisseur présente alors les
composantes suivantes (l'intensité de structure résultante étant présentée dans [150, 169, 177]) :

jw

Teaw = 22(-Muwt, — My, + Quu)

— w * * * °
Ley = ;_h(_Mxyw,w - Myw}, + Qyu”) (461
Te, = 0

A partir du modele de Kirchhoff (4.59), la densité d’énergie cinétique moyennée sur 1’épaisseur s’écrit

2 2
aal pw * h *
T = o (ww + ﬁ(w,xw,x + w,way)) ) (4.62)
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et le fait d’exprimer le conjugué €* du tenseur des déformations a partir de (4.59) donne

Oza€hy + 200y€sy + Oyy€yy = —Mpw’o — 2Mpyw’y, — Myw’ . (4.63)
Les composantes de cisaillement du tenseur des déformations sont négligées :
€z = (Ug, +u7,)/2=0, €ye = (Uy, +uz,)/2=0, (4.64)

et comme la composante o,, du tenseur des contraintes est nulle, la densité d’énergie de déformation
moyennée sur 1'épaisseur est alors de la forme [150, 175, 177] :

— 1
U =~ (Mawlya + 2Maywly, + Myw'ys). (4.65)

Certaines variables de (4.57) peuvent étre exprimées a partir de w en utilisant le modeéle de Kirchhoff :

h3 h? h3
z = — 15 Wa, = "75 ) = ——Aw, T, = ) 4.
R ke R, oW R g Aw hw (4.66)

et, en négligeant o, et en exprimant les contraintes oy, oy, et oy, a partir de (4.59) et (1.1) [150,
175, 177] :

My = —D(w 42 +vw ,2), My = —D(w 2 + vw ;2), My = —D(1 — v)wyy, (4.67)
h3 4p(\ A
ouD = —M est la rigidité de flexion de la plaque et v = ——— le coefficient de Poisson du
12 A+ 2u 2N+ p)

matériau. Cependant, comme le modeéle de Kirchhoff néglige les déformations de cisaillement (e, = 0,
€. = 0), déterminer o, et 0,. de la méme manié¢re reviendrait a négliger Q. et @,, alors que, pour
une seule onde se propageant selon z, le terme @, w* de (4.61) contribue pour moitié au flux de
puissance [177].

Les expressions de @, et @, s’obtiennent ici & partir des deux premiéres équations du systéme (4.56),
et en utilisant les équations (4.66) et (4.67) pour M,, My, M.y, R, et R, :

Q: = —DAw, — pw?h*w /12,  Q, = —DAw, — pw?h3w,,/12. (4.68)

Substituer les relations (4.66), (4.67) et (4.68) dans (4.58) donne la formulation en déplacement pour

les ondes de flexion :
Aw + k4h—2Aw = B2 (4.69)
12 D’ '
ol k est le nombre d’onde de Kirchhoff approché pour les ondes de flexion, qui s’écrit
h A+2u 12
W2 2 At2u

5= T (4.70)

k= .
’ Ap(A + p) b2

h2
Lorsque le terme /{:4EAw de (4.69), tenant compte de l'inertie de rotation, est négligé, cette équation

se réduit a ’équation bi-harmonique

F
2 — 4 e _z
A%w — kK w . (4.71)
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4.4.2 Expressions quadratiques pour les quantités énergétiques

En exprimant les variables (4.56) & l'aide de w, et en prenant notamment pour les efforts
tranchants Q. et @, les expressions (4.68) tenant compte de linertie de rotation, les variables
énergétiques (4.61), (4.62) et (4.65) peuvent s’écrire comme suit, a partir des différentes variables
quadratiques construites & 1'aide du champ w(z,y) :

2
HEAE21) N orad w' — p Aw® grad w
—  jwh? i\ ~|—)\2u
I= 212 _dr w*grad Aw — pw* w*grad w ’ (4.72)
A+ 2p0
+up grad (grad w . grad w*) + p rot (grad w x grad w*)
— w2 h2
T= pT < ww* + 12 gradw . grad w* ) ; (4.73)
2\
— h2 * . *
T — it o Aw Aw* + p (A(grad w . grad w™) (4.74)

—grad w . grad Aw* — grad w* . grad Aw)

Il est important de noter que ’expression (4.72) pour U'intensité de structure moyennée sur 1’épaisseur
utilise les coeflicients de Lamé afin de faire apparaitre les différentes variables quadratiques mises en
jeu, plutot que la rigidité de flexion D qui permet de mettre l'intensité complexe sous une forme
vectorielle compacte.

Le plus souvent, les expressions des efforts tranchants ), et 0, employées pour obtenir 'intensité des
ondes de flexion des plaques sont [147, 177, 178, 179] :

Qo = ~DAw,, Q,=—DAw,, (4.75)
que Meirovitch [180] écrit sous la forme équivalente :
Qo = Myg+ Muyy, Qy=Myy+ My, (4.76)

L’intensité de structure correspondante, notée II, a pour composantes Il et II, s’écrivant

I, = oh (w* Aw , — (w7x2 +v w,y2w,*m) - (1- V)wwyw:ky) , (4.77)
y = _ij w* Aw,y — (W42 +v ’LU,m2U]’*y — (1 —v w’myw’*:c . 4.78
I 2h

Seule la partie réelle Re(II) employée dans les études portant sur l'intensité active peut se mettre sous
la forme vectorielle compacte [154], en gardant la rigidité de flexion D en facteur et en négligeant la
dissipation (c’est-a-dire D réel) :

D
Re(IT) = Y2 Im (w*grad Aw — Aw grad w* —

o Y rot (grad w x grad w*)) (4.79)

En résumé, I’équation (4.72) ne différe de (4.77) et (4.78) que par le développement de D et v en fonction
des coefficients de Lamé A et p et par la prise en compte de l'inertie de rotation par 'intermédiaire de
R, et R, (4.66).

Les expressions obtenues ici pour les grandeurs énergétiques, ot les termes —pw? w*grad w de (4.72)
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et h? grad w . grad w* / 12 de (4.73) rendent compte de 'inertie de rotation, sont basés sur le méme
modéle de Kirchhoff, et contiennent exactement les mémes approximations que (4.61), (4.62) et (4.65).
L’équation moyennée sur ’épaisseur (4.7) est donc vérifiée par les expressions (4.72), (4.73) et (4.74) :

div T = —2jw(T - T) — ‘%F w”, (4.80)

et les relations suivantes sont obtenues pour la divergence et le rotationnel de 'intensité de structure
moyennée sur 1’épaisseur

2
h? 3 +g Aw Aw* — 2u Re(grad Aw . gradw™)
= Jw | 19 H
div I = ‘% 12 +u A(grad w . grad w*) — pw’grad w . grad w* ) (4.81)
—pwlww* — EFZ w*
. TA+6p)
- pe [ POAT O g A dw* — d Aw’ d
rotI:%UE T 20 grad Aw x grad w* — pgrad Aw® x gradw | (4.82)

+u rot rot(grad w x grad w*) + pwrgrad w x grad w*

A Texception du terme —F, w*/h, tous les termes en facteur de jw/2 dans (4.81) sont réels et concernent
donc en majeure partie la divergence de l'intensité réactive. Ce n’est que par 'intermédiaire de la partie
imaginaire ou "dissipative" des coefficients de Lamé X\ et p que ces termes contribuent & l'intensité
active :

22
o h2 _ *
div T = ;—hlm(FZ w*) + ‘“2—4 fm ()\ n 2#) Aw Aw
+Im(p) (2Re(grad Aw . gradw*) — A(grad w . grad w*))

(4.83)

Les relations (4.72), (4.73), (4.74) et (4.81), (4.82) impliquent des variables telles que ww*, les produits
scalaire et vectoriel entre grad w et son conjugué, ou la puissance développée par les forces extérieures
jwF,w*/2. Mais d’autres variables quadratiques sont composées de la dérivée seconde et tierce de
w (telles que Aw ou grad Aw). De telles variables, constituées de dérivées d’ordre deux ou trois,
pourraient étre exprimées a 1’aide de variables d’ordre inférieur lorsque des ondes gouvernées par une
équation du mouvement d’ordre deux comme les ondes SH ou QL sont considérées. Mais pour des
champs généraux d’ondes de flexion, I’équation du mouvement (4.69), d’ordre quatre, ne peut pas étre
utilisée pour exprimer ces quantités quadratiques a I’aide de variables composées du produit des forces
extérieures avec des dérivées d’ordre inférieur, telles que grad w . grad w* ou grad w x grad w*.
Les expressions (4.72), (4.73), (4.74) et (4.81), (4.82) rendent alors le nombre de variables plus
important que le nombre de relations. Par conséquent ces expressions ne sont pas adéquates pour
une formulation quadratique concernant des ondes de flexion en général.

Toutefois des simplifications apparaissent pour des configurations particuliéres. C’est le cas des ondes
de flexion unidimensionnelles pour lesquelles une formulation quadratique exacte existe.

4.4.3 Formulation quadratique pour les ondes de flexion unidimensionnelles

Pour des ondes de flexion unidimensionnelles, w ne dépend que d’une coordonnée de l'espace,
par exemple w(z). Les équations (4.72), (4.73), (4.74) et (4.81), (4.82) sont alors particuliérement
simplifiées : 'intensité de structure moyennée sur ’épaisseur I est alors orientée suivant +x et de
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rotationnel nul, ce qui signifie que I dérive d’un potentiel scalaire.
Par souci de simplicité, inertie de rotation est négligée et les ondes de flexion sont gouvernées
par (4.71), mais les résultats de cette section peuvent étre aisément étendus & des modeéles plus complets.
En notant les variables &, = w zmw%n, les variables quadratiques de (4.73), (4.74) pour les densités
d’énergie et (4.81) pour la divergence de intensité de structure sont &y = ww*, oo = w,xzw:"x%
13 = w,xw:kxg et son conjugué &31 = wzwk, et Al = A(w@w:km) = &31 + &13 + 2822 (les autres
occurences de {11 sont liées a l'inertie de rotation, et négligées ici).
Les variables quadratiques adéquates sont alors :

— les deux variables réelles positives &yg and &29, respectivement proportionnelles aux densités

d’énergie cinétique et de déformation moyennées sur 1’épaisseur :

1 h_2u(3)\ +2u)

- 4.84
112 A +2u $22 (4.84)

2
T= T 5007 U=
— et la variable quadratique complexe ;3.
Ces variables sont liées par les trois équations différentielles d’ordre quatre suivantes

ANy — (K + k*i)foo = 6&2 -11 4813 + 475 + Moo *!4— 700 \
AAEyy — (kY + k)& = 6K &oo + 4k2&15 + 4K* &4 + 6k noo + 6K* g,
) +47zl3 + 4ni3 +1722 + 159 J4F 6700 \ (4.85)
AAE3 — (K* + k)63 = 6k &g+ 4k E* Eoo + 4K* Eog + dktngo + 4k* 60
+4n22 + 6m13 + 15 + n31 + 4mo0

obtenues par dérivations successives et substitution de A?w par son expression (4.71) & chaque
apparition, les forces extérieures étant représentées par les termes

N = FZ_wan/D*, w0 = FF7/(DD"). (4.86)

Les équations différentielles (4.85) sont constituées d'une équation réelle et de deux complexes;
lorsqu’elles sont combinées, une équation d’ordre 16 d’une seule variable &,,, est obtenue, de la forme

— A8 + 4(k* + k) ASggg + (—6k8 + 124k4K*" — 6K ) A%eyq
(4K + 124K8K*" 4+ 124K4%° + 4k*"*) A2¢00 (4.87)
_(klﬁ _ 4]4312]6‘*4 + 6k8k*8 _ 4k‘4k‘*12 + k*16)§OO = O,

ou le membre de gauche est inchangé pour les variables &y, 20 ou &13, et le membre de droite,
respectivement ©gg, G2 ou O13, est une combinaison des dérivées des termes d’excitation 7,,, ou
moo (4.86).

La solution homogeéne de (4.87) correspond aux solutions unidimensionnelles pour des ondes de flexion
dans une portion de plaque libre de tout chargement et s’avére intéressante puisqu’une fois les forces
extérieures supprimées, les solutions sont de la forme &, (z) = émnez’fz , Ol Zj, est une des 16 racines
du polyn6éme

P(Z) = —Z' 4 A(k* + k)22 + (—6k° + 124k*K*" — 6k*°) 28
(4K + 124K8K*" 4+ 124K%*" + 4k*") 2% — (k16 — 4k12k" + 6K8K*" — kDK + k7)),
(4.88)
qui peut étre factorisé sous la forme
Pzy= I ("k+i"" - 2). (4.89)

m,n=0,1,2,3
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Les racines de P(Z) sont représentées dans le plan complexe dans la figure 4.2, et peuvent étre
interprétées comme suit. Le champ de déplacement w(z) pour des ondes de flexion unidimensionnelles
est la somme de quatre ondes, chacune d’elles ayant une amplitude complexe : une onde aller
et une onde retour, avec des nombres d’ondes +k, et deux ondes évanescentes opposées avec des
nombres d’ondes £jk. Ces quatre nombres d’ondes ne se situent pas exactement sur les axes réel et
imaginaire en raison des propriétés dissipatives du matériau, autrement dit de la partie imaginaire de
la rigidité de flexion D induite par celles des coefficients de Lamé A and p. Une variable quadratique

" ij(k‘Jrk*)

—k+jk* @ ®jk+k
jk
. O .
jk—k* @ ® K+ jk*
ke —k
-k ®
—k—k* O i(k — k%) k4 k*
° ° ° ° >
k*— k
J( ) 0, Re
°
k— k*
—k—jk* @ ® —jk+k*
O
—jk—k*® ® i jk*

T—ﬂk+w)

FiG. 4.2 — Représentation des nombres d’ondes, dans le plan complexe, pour des ondes de flexion
unidimensionnelles dans une plaque, par des cercles vides (O) pour les 4 composantes j™k, m =
0,1,2,3, du déplacement, et par des cercles pleins (@) pour les 16 composantes j™k + j"k*, m et
n =0,1,2,3, des variables quadratiques.

&mn est la moyenne temporelle du produit d’une dérivée d’ordre m du déplacement (w ,,) avec le
conjugué d’une dérivée d’un autre ordre n (w?,). Elle peut donc étre présentée comme la somme
de 16 composantes quadratiques, représentant, respectivement, le produit d’une des quatre ondes
(propagative ou évanescente, orientée suivant +z) avec une autre, et dont les nombres d’ondes sont
les racines de P(Z) (4.89), c’est-a-dire comme la somme d’un nombre d’onde du déplacement +k ou
+jk et du conjugué d’un autre. Représentés en cercles pleins dans la figure 4.2, les 16 nombres d’ondes
résultants se divisent en quatre réels purs, quatre imaginaires purs, et comme ’inertie de rotation est
négligée, quatre nombres sur la premiére bissectrice des axes et quatre autres sur la seconde bissectrice,
et ol les composantes quadratiques peuvent étre associées par paires de nombres d’ondes de type
similaire mais de directions opposées.
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La solution générale du systéme homogéne associé & (4.85) est alors de la forme

o = c1sin((jk+ jk*)x) + ca cos((jk + jk*)x) + c3 sin((jk — jk*)x) + ¢4 cos((jk — jE*)x)
+c5 sin((k + jk*)x) + c6 cos((k + jk*)z) + c7 sin((k — jk*)x) + cg cos((k — jk*)x)
+cg sin((jk + k*)x) + c10 cos((jk + k*)z) + c1 sin((jk — k*)x) + c12 cos((jk — k*)x)
+ci3 sin((k + k%)) + c14 cos((k + k*)x) + c15 sin((k — k*)x) + c16 cos((k — k*)x),
(4.90)
c1 sin((jk + jk*)x) + c2 cos((jk + jk*)x) + 3 sin((jk — jk*)z)
+cq cos((jk — jk*)x) — c5 sin((k + jk*)x) — cg cos((k + jk*)x)
o0 = K2k | —cr sin((k — jk*)z) — cg cos((k — jk*)z) — cg sin((jk + k*)x)
—c10 cos((jk + k*)z) — c11 sin((jk — k*)x) — c12 cos((jk — k*)x)
+ci3 sin((k + k*)x) + c14 cos((k + k*)x) + c15 sin((k — k*)x) + c16 cos((k — k*)x),
(4.91)
—c1 sin((jk + jk*)z) — c2 cos((jk + jk*)z) + c3 sin((jk — jk*)x)
J| e cos((jk — jk*)x) + j c5 sin((k + jk*)x) + j ce cos((k + jk*)z)
&13 = kk* —j 7 sin((k — jk*)x) — j cg cos((k — jk*)z) + j cg sin((jk + k*)x)
+j c1o cos((jk + k*)x) — j c11 sin((jk — k*)x) — j c12 cos((jk — k*)x)
+ec13 sin((k + k*)x) + c14 cos((k + k*)x) — c15 sin((k — k*)x) — c16 cos((k — k*)x),
(4.92)
oll, en raison de la réelle positivité de £y et &22, les 16 coefficients d’amplitudes c¢; a c16 présentent les
propriétés suivantes :
— 9, C3, C4, C13, C14, C16 Sont purement réels, c1, c15 sont purement imaginaires,
— et les coefficients restant sont complexes conjugués (c7 = ¢, cs = ¢y, €5 = i1, €6 = C}y)-
Les résultats ci-dessus peuvent étre reliés a ceux obtenus dans des travaux précédents : en considérant
un amortissement faible et en négligeant les composantes de déformation pour la densité d’énergie
de déformation et la rotation pour la densité d’énergie cinétique dans des poutres en flexion, Le Bot
et Jezequel ont obtenu un systéme d’équations différentielles couplées d’ordre huit pour les densités
d’énergie totale (W) et lagrangienne (L) [97]. Une fois écrite comme un systéme de 16 équations du
premier ordre, cette formulation fournit 16 valeurs propres, dont les expressions sont les premiers termes
non nuls de I’expansion, pour un facteur d’amortissement 7 faible, des 16 nombres d’ondes j"k 4 j"k*,
m et n=0,1,2,3 pour les variables quadratiques. Mais souvent, seules certaines des 16 composantes
quadratiques ci-dessus sont conservées. C’est notamment le cas lorsque certaines interactions entre
les différentes ondes sont négligées. Par exemple, en écrivant k* = k(1 + 2jn) et pour un facteur
d’amortissement faible (n < 1), I’équation factorisée (4.89) peut étre présentée comme

(A — k) (A + n2k2) (A — 4k3) (A + 4k3) (A — 25k2)(A + 2jk2))° = 0. (4.93)

Lorsque les ondes évanescentes sont ignorées, seuls les premier (A—n2k3) et quatrieme (A+4k3) facteurs
sont conservés, prenant en compte, respectivement, les composantes quadratiques construites & partir
des ondes propagatives suivant les directions +x avec des nombes d’ondes +(k—k™*), et des ondes contre-
propagatives avec des nombres d’ondes +(k+k*). Le fait de négliger les ondes évanescentes et le champ
résultant des interférences entre les différentes ondes propagatives, usuel dans les modeéles reposant sur
l’analogie thermique, conduit a ne considérer que le premier facteur. Dans ’équation factorisée (4.93),
les second et troisiéme facteurs (A+n2k3)(A—4k3) représentent les variables quadratiques construites &
partir des ondes évanescentes, et les quatre derniers ((A — 25k3) (A + 2 jk%))2 concernent des variables
impliquant une onde propagative et une onde évanescente, avec des nombres d’ondes se situant sur les
lignes bissectrices du plan complexe dans la figure 4.2.
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4.5 Application : solution quadratique pour les ondes de flexion
unidimensionnelles

Les relations obtenues entre les variables énergétiques et les variables quadratiques pour les ondes de

flexion conduisent & des formulations quadratiques pour les systémes unidimensionnels, de sorte que des
champs énergétiques exacts peuvent étre obtenus directement en utilisant des variables quadratiques.
Ce modéle unidimensionnel est adéquat pour des systémes généraux, pour peu que les hypothéses du
chapitre 2 soient vérifiées.
La plaque semi-infinie dont la géométrie est définie par —1 < 2z < 400, —0 < y < +00,
—h/2 < z < h/2 est considérée, avec les coefficients de Lamé A et p et une masse volumique p.
La plaque est excitée par une force normale constante F, concentrée sur la ligne x = 0, z = 0, avec
une condition libre & gauche (x = —1), une terminaison anéchoique & droite © — +oo et un appui
simple en z = 1 (Figure 4.3). En raison des conditions limites et des forces extérieures, les ondes de
flexion, propagatives et évanescentes, sont orientées dans les directions +x. Les grandeurs énergétiques
peuvent étre obtenues

— en calculant le champ de déplacement w(x) & partir de la formulation en déplacement (4.71) et,

dans un second temps, en calculant les densités d’énergie et 'intensité de structure & partir de
ce champ de déplacement,

— en utilisant la formulation quadratique (4.85) pour calculer directement les variables quadratiques

Emn, les densités d’énergie (4.84) et intégrer (4.80) afin d’obtenir I'intensité de structure.

-1 0 1
\ \ \
! ! !
x
Ay Ao B
appui terminaison anéchoique
F simple
z

F1G. 4.3 - Plaque semi-infinie considérée pour des ondes de flexion orientées suivant x (—oo < y < +00),
composée de trois sections A; (=1 < x < 0), A3 (0 <z < 1)et B (1l <z < +00), excitée par une
force concentrée F, en x = 0, simplement appuyée en x = 1, libre en z = —1 et avec une terminaison
anéchoique en x — +o00.

4.5.1 Formulation en déplacement

Le champ de déplacement unidimensionnel dans la plaque est constitué de la superposition d’ondes
propagatives et évanescentes dans les directions +x. Chacune de ces quatre composantes est présente
dans les sections libres A7 (—1 < z < 0) et A3 (0 < x < 1) tandis qu’en raison de la terminaison
anéchoique, la derniére section libre B (1 < z < +00) contient uniquement des ondes propagative
et évanescente dans la direction +x. En utilisant une approche ondulatoire et le modéle de Kirchhoff
pour les plaques, le champ de déplacement du systéme considéré est alors décrit par les amplitudes
complexes des 10 ondes ci-dessus, qui sont obtenues a partir des 10 conditions :
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— aux limites, condition d’appui simple a gauche et & droite z =1 (w(17) =0, w(17) = 0);

— de continuité, de la rotation et du moment en x = 0 et en z = 1 (wy(17) = wy(1),
w,2(17) = w,2(17), we(07) = wa(07), w,2(07) = w,2(07)), et du déplacement w en z = 0
(w(07) = w(0h);

— de chargement, absence de chargement extérieur en » = —1 (w,s(—1) = 0 pour la force,
w ,2(—1) = 0 pour le moment), et force extérieure en z = 0 (w ,3(07) —w ,3(07) = F).

Pour la structure étudiée ci-apreés, les résultats concernant le champ de déplacement sont présentés dans
la Figure 4.4. Cette solution pour w(z) est alors utilisée pour calculer 'intensité de structure et les
densités d’énergie. Cette approche constitue la maniére habituelle de calculer les quantités énergétiques
et est considérée ici comme la référence a laquelle sont comparés les résultats issus de la formulation
quadratique.

4.5.2 Formulation quadratique

La solution quadratique pour les ondes de flexion du systéme est obtenue a partir de la formulation
quadratique (4.85), en considérant deux sections pour la plaque semi-infinie :
— la section A; U Ay (—1 < z < 1), o les solutions pour les variables quadratiques &;; sont les
sommes des solutions générales (4.90), (4.91) et (4.92), définies par les 16 coefficients complexes
c1 & ¢y, et d’une solution particuliére pour la force concentrée F, en x = 0, et telle que

A260 — (K* + k*" )00 — 6&ag — 4€13 — 4€73 = sodo
A2699 — (K* + k) ean — 6K € — 4k*€15 — 4k*" €55 = 5100 + 5200, + 530022
A%€13 — (k* + k)13 — 6k &5y — 4k €00 — 4k* €22 = 8400 + 55000 + 8600 42 + 5700 48,
(4.94)
ou au point d’excitation =z = 0, £yo et 29 sont continus, &y présente des dérivées premiére
et seconde continues, et les sauts sg & sy pour les autres variables et leurs dérivées, obtenus a

partir de la formulation en déplacement, tiennent compte des conditions d’excitation dans le
membre de droite de (4.94) : §oo ; (07) — oo 5 (07) = —s0/2, €22 5(0F) — €22 ,(07) = —s1/2,
€22 ,(07) — 22 ,(07) = —52/2, £22,(07) — £22,,(07) = 3, &13 ,(07) — &13 ,(07) = —s4/2,
€13 ,2(07) = &13 ,(07) = —s5/2, &13,(07) — &13,(07) = s6, £13(07) — £13(07) = s7;

— la section B (1 < z < +00), libre de tout chargement, pour laquelle les variables quadratiques
solutions sont (4.90), (4.91) et (4.92) o1, en raison de la terminaison anéchoique et de la seule
orientation suivant x des ondes, la moitié des 16 composantes sont supprimées (c3 = 0, ¢4 = 0,
¢t =0,c8 =0,c9 =0, ci9o =0, c13 =0, c14 = 0), les 8 coefficients restants étant liés par :
c1 = jar, ¢a = i, €5 = jeis, C6 = C18, €11 = JC19, C12 = C19, C15 = jC20, C16 = C20. Les variables
quadratiques &, dans la section B sont donc définies par les 4 coefficients c¢17, c18, c19 €t cog.

Ces 20 coefficients d’amplitudes complexes ¢;_99 (les 16 premiers dans la section A et les 4 derniers
dans la section B) sont déterminés en écrivant les conditions limites pour la plaque libre & sa limite
gauche x = —1 (8 relations, {oo 5(—1) =0, &2 5(—1) =0, 22 ,(—1) =0, &2, (—1) =0, &2(—1) =0,
13 5(=1) =0, &13(=1) =0, k€00 (1) = 2613 ,(—1)) et la continuité des sections A et B pour
la blaque simplement appuyée en z =1 (12 relétions, §o0(17) = 0, &o(1T) = 0, &, (17) = 0,
€00, (17) =0, &o0,(17) = %o0,.(17), o0 s (17) = &o0,5(17), &22(17) = &(17), &2z 4 (17) =
€22 5 (17), &3 s (17) = &3 5 (17), 2613 (17)—522@2(17)—/{*4&)0@2(17) = 0,263 ,(17) =22 ,(17)—
k*4§007z2 (17) =0, &2, (17) —&3,(17) — &3, (17) = 0). Les expressions ci-dessus pour les conditions
aux limites et & la jonction des deux sections A et B constituent un systéme d’équations permettant
d’obtenir les 20 coefficients, mais ce n’est pas la seule maniére d’y parvenir. Par exemple la derniére
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condition peut étre exprimée a la limite droite x = 1 plutét qu’a la limite gauche x = 1~.

Les solutions obtenues pour les variables quadratiques réelles positives &gy et £29 donnent directement
les densités d’énergies moyennées sur 1’épaisseur en utilisant (4.84). Dans un second temps le flux de
puissance a travers la plaque est obtenu en integrant le membre de droite de (4.80) pour U'intensité de
structure, avec la condition d’intensité nulle & la limite gauche x = —1.

4.5.3 Résultats numériques

Le champ de déplacement est présenté dans la Figure 4.4 et les champs énergétiques dans les
Figures allant de 4.5 & 4.8 & une fréquence de 300 Hz pour une plaque dont les propriétés sont :
épaisseur h = 0.001 m, masse volumique p = 7800 kg.m ™3, module d"Young E = 210 (1+ j0.05) GPa,
coefficient de Poisson v = 0.3, limite gauche en x = —1 m, appui simple en £ = 1 m. La formulation en
déplacement (section 4.5.1) fournit le champ de déplacement (Figure 4.4) & partir duquel les densités
d’énergie (Figure 4.5) et Uintensité de structure (Figure 4.7) peuvent étre obtenus. La formulation
quadratique fournit directement les densités d’énergie (section 4.5.2) et l'intensité de structure peut
étre obtenue par intégration.

Comme aucune approximation n’a été introduite dans la formulation quadratique, ses résultats sont
équivalents & ceux de la formulation en déplacement et les courbes correspondantes sont strictement
identiques : une vue détaillée & proximité de la position de la force excitatrice est présentée pour les
champs énergétiques (Figure 4.6 pour les densités d’énergie, Figure 4.8 pour 'intensité de structure),
soulignant 1’équivalence des deux formulations.

Le calcul de termes exponentiels avec de grands nombres d’ondes cause classiquement des instabilités
numeériques qui limitent, en hautes fréquences, ['utilisation d’une approche ondulatoire pour la
formulation en déplacement. Pour une méme précision de calcul, ces limitations apparaissent donc pour
des fréquences encore plus faibles dans la formulation quadratique. En effet les variables quadratiques
présentent des composantes avec des nombres d’ondes de la forme ;™k + j7k* (m = 0,1,2,3,
n =0,1,2,3) dont le module est presque deux fois supérieur a celui du nombre d’onde de déplacement
correspondant k. Ces composantes sont construites & partir des ondes propagatives aller et retour
donnant des ondes stationnaires dont les variations spatiales sont & 1’échelle de 7/k, c’est-a-dire la
demi-longueur d’onde du déplacement, ce qui est illustré par les variations des densités d’énergie T'
et U (Figure 4.5) et du déplacement (Figure 4.4) dans la section A (—1 < z < 1) de la plaque. De
maniére similaire, lorsque des méthodes numériques telles que les différences finies ou les éléments finis
sont utilisées, la grille ou le maillage utilisé doit étre suffisamment fin pour pouvoir représenter avec
une précision suffisante les variations spatiales du champ a ’échelle de la longueur d’onde 27 /k pour
la formulation en déplacement, ce qui constitue également une limite pour de tels modeéles en hautes
fréquences.
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F1a. 4.5 — Densités d’énergie cinétique 7' (—-) et parties réelles des densités d’énergie de déformation
Re(U) (---) obtenues a partir de la formulation en déplacement et de la formulation quadratique
exacte.
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Re(U) (---) obtenues a partir de la formulation en déplacement et de la formulation quadratique
exacte : détail.
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F1G. 4.7 — Parties réelles Re(I) (—-) et parties imaginaires Im(I) (---) des intensités de structure
obtenues & partir de la formulation en déplacement et de la formulation quadratique exacte.
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F1G. 4.8 — Parties réelles Re(I) (—-) et parties imaginaires Im(I) (---) des intensités de structure
obtenues & partir de la formulation en déplacement et de la formulation quadratique exacte : détail.

4.6 Conclusion

Ce chapitre montre qu’il est possible d’obtenir une formulation quadratique unidimensionnelle
exacte, que ce soit pour des ondes de flexion dans les plaques (le résultat serait similaire pour des
ondes de flexion dans les poutres), ou pour des ondes SH et QL. Cependant, dans la pratique, cette
formulation reste inapplicable en raison d’un cofit de calcul supérieur & celui de la formulation en
déplacement, d’oll la nécessité de procéder & des moyennes spatiales sur les grandeurs énergétiques. De
telles moyennes sont mises en oeuvre au chapitre 5. Toutefois seules des ondes régies par une équation
d’ordre 2 sont considérées dans le chapitre 5. En effet les composantes mixtes issues de I'interaction entre
ondes propagatives et ondes évanescentes, dont les nombres d’ondes correspondants sont positionnés
sur les bissectrices des axes de la Figure 4.2, compliquent singuliérement la définition d’une échelle
appropriée au moyennage spatial des grandeurs énergétiques d’'une part, et le calcul des conditions
limites d’autre part.






Chapitre 5

Formulation quadratique moyenne

5.1 Introduction

Comme indiqué dans les conclusions du chapitre 2, il est possible de s’affranchir des composantes
& petite échelle spatiale des variables quadratiques pseudo-périodiques, notamment en moyennant
celles-ci a l'échelle de leur pseudo-période. Le but de ce chapitre est donc de montrer comment une
formulation quadratique moyenne peut étre obtenue dans le cas d’ondes planes unidimensionnelles.
Cette formulation quadratique moyenne peut alors étre appliquée au domaine des moyennes fréquences
pour des systémes unidimensionnels. Elle nécessite toutefois de redéfinir les conditions aux limites. Ces
conditions permettent de décrire ici les différentes jonctions & 'aide de relations d’impédance.

5.2 Variables quadratiques moyennées spatialement en ondes planes

5.2.1 Cas bidimensionnel : interférences de deux ondes planes

La décomposition par transformée de Fourier spatiale d’un champ vibratoire représentera celui-

ci sous la forme d’un spectre de nombres d’ondes dont chaque composante est une onde plane se
propageant dans une direction donnée. Il est donc possible de représenter les grandeurs quadratiques
d’un champ vibratoire quelconque en réalisant la somme quadratique des ondes élémentaires prises
deux & deux.
Le cas considéré ici est donc celui de deux ondes planes (Figure 2.6) se propageant dans un milieu
3D invariant par translation suivant la direction perpendiculaire & celles des deux ondes. Afin que
les moyennes spatiales prennent tout leur semns, il convient d’ajouter une hypothése de systéme de
grandes dimensions devant la longueur d’onde A\ & celles formulées au début de la partie 2.3 (petits
déplacements et petites déformations, milieu de propagation homogéne et isotrope avec amortissement
hystérétique et régime harmonique). En raison de leur caractére pseudo-périodique en ondes planes,
les densités d’énergie et 'intensité de structure peuvent étre moyennées spatialement afin d’éliminer
leurs variations a petite échelle et de ne s’intéresser qu’aux transferts énergétiques globaux lorsque la
fréquence augmente. Pour toute variable quadratique (), sa moyenne spatiale < ) > sur une pseudo-
période rectangulaire (Figure 2.6) de surface S dans le plan des deux ondes est définie par :

<Q>= %//S Q(s)ds. (5.1)

Pour des ondes planes et pour toute variable quadratique, la moyenne spatiale des composantes
d’interférences sur une pseudo-période disparait. Par exemple l'intensité moyennée en ondes planes

65
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est irrotationnelle : < rot I >= 0 (Figure 2.10). La moyenne spatiale < @ > peut alors étre
reliée aux composantes & grande échelle de (). Par exemple la densité d’énergie de déformation U
de I'expression (2.11), une fois moyennée sur sa pseudo-période (2.13), se réduit a

A+2
U > AT

k*Q (AA*efj(kA—k:Z) T BB*efj(kB—k]“B) . r) f2(0) (52)
et At20,9, 2  —j(ka—ky) .7 s« —j(kp—ky) .7 3 A
e facteur ———k“k (AA e + BB%e représente la densité d’éner
gie de déformation obtenue en négligeant les interférences entre les deux ondes considérées. Dans
le cas d’ondes planes, négliger les termes d’interférences revient a ne conserver que les compo-
santes a grande échelle des variables quadratiques.
— Le processus de moyennage utilisé introduit un facteur f2(6) (dernier facteur de I’équation (5.2)),
di a la pseudo-périodicité :
sh(r 6) ) 2

R0 = (1

L’élévation au carré de sh(mf)/(m6) provient de la géométrie 2D du probléme et le facteur f2(0)
ne dépend que des propriétés dissipative du milieu de propagation, et se met sous la forme
f2(8) = 14+ O(n*) dans le cas d'un petit amortissement.
Le méme procédé peut étre utilisé pour moyenner la densité d’énergie cinétique : la densité moyennée
< T > est proportionnelle, toujours au facteur fo(#) preés, aux composantes directes de T :

(5.3)

pw2 * x —jka—kKY).r *,—j(kB—Kkg) .7
< T 5= Pk (Aare ia=k) 7y ppeitn=ky)T) py(g) (5.4)

La densité d’énergie de déformation moyennée < U > est également proportionnelle & la densité
d’énergie cinétique < T' > (5.4)) :

1+ 40
<U>= <T>. 5.5
- (5-5)
En particulier | < U > | = | < T > |. Le résultat établissant le lien entre variables quadratiques

moyennées spatialement et composantes & grande échelle est donc similaire pour la densité d’énergie
totale moyennée < W >=< T > + < U >, pour la densité lagrangienne moyennée < L >=< T >
— < U > et pour l'intensité de structure moyennée < I > dont 'amplitude < I > s’écrit

A+ 2u

<I>(2)= wk (AA*e—ﬂkA—"%) T 4 BB*e (ke —kp) -’") £2(6). (5.6)

Ces résultats peuvent étre étendus au cas d’ondes de flexion, dans le cadre d’'une approximation de
champ lointain uniquement, car dans certains cas les interférences entre ondes évanescentes peuvent
contribuer aux transferts énergétiques [170].

5.2.2 Cas unidimensionnel : équation différentielle pour l’intensité de structure
moyennée < [ >

Le cas unidimensionnel de deux ondes contre-propagatives (Figure 3.1) constitue une application
intéressante : lorsque kp = —ka les variations a petite échelle des champs énergétiques se font a
échelle de la demi-longueur d’onde \g/2 = 27/(k + k*) et peuvent étre supprimées si la moyenne
est effectuée a cette échelle. Pour un systéme unidimensionnel, la moyenne spatiale < () > de toute
variable quadratique se définit donc a ’échelle de la demi-longueur d’onde Ao/2 :

9 I+)\0/4
<e>@-1 [ | QU (5.7)
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Afin de faire apparaitre un paramétre tel que la densité de puissance injectée dans ’écriture des
conditions limites, le choix a été fait ici de travailler avec 'intensité de structure moyennée spatialement
< I >. Dans le cas ot seule la propagation des composantes & grande échelle est considérée, il se déduit
de lexpression (5.6) que l'intensité de structure moyennée spatialement s’écrit

2 . « ) y
<1>(@::Az f ok (Adr iR BB SR p(p), (5.8)
avec h( 9)
Sn\m
(o) = 20 (5.9
Y

Le facteur sh(mf)/(mw0) n’est ici pas élevé au carré car la géométrie du probléme est 1D. De plus f(6)
se met sous la forme f(0) = 1+ O(n?) dans le cas d’un petit amortissement. En dehors des sources,
< I > vérifie ’équation différentielle suivante :

A<I>4(k—-k)2<I>=0. (5.10)

Les densités d’énergie moyennées spatialement < 7T >, < U >, < W > et < L > vérifient également
cette équation différentielle car elles présentent les mémes nombres d’onde & grande échelle. Puisque
le nombre d’onde k — k* est un imaginaire pur, < I > est la solution évanescente d’une équation de
propagation.

L’équation (5.10) peut étre mise sous la forme

A<I>—4(Im(k))* <I>=0, (5.11)

cette écriture étant semblable & 1’équation régissant la moyenne spatiale de ’autospectre du déplace-

ment en champ lointain pour des ondes de flexion dans [181], ot I'intervalle sur lequel les moyennes sont

effectuées est un multiple de quarts de longueurs d’ondes. Pour des petites valeurs d’amortissement,

l'equation (5.10) s’écrit

n2w?
&

A<T>—

<I>=0, (5.12)

ou la célérité des ondes ¢, définie comme cg = w?/k? est de la forme cg = (Ao + 2u0)/p quand n < 1.
La forme (5.12) est I’équation de base de la VCA (en dehors des sources) déja obtenue dans de nombreux
travaux, d’abord dans [76, 77| et par exemple dans [81] pour les membranes, dans [82, 83] pour les
plaques ou dans la General Energy Method (GEM) [87, 88, 91, 92] pour des poutres et des barres. Par
conséquent ’équation (5.10) est valable quelle que soit la valeur du facteur d’amortissement 1 mais la
maniére utilisée pour l'obtenir n’est pas nouvelle. Il a été montré dans [101| que I’équation de la VCA
peut étre obtenue a partir des équations énergétiques présentées dans [182] si les interférences entre
ondes planes sont négligées et /ou si des moyennes spatiales appropriées sont effectuées. C’est d’ailleurs
une équation du méme type, associée a des conditions limites appropriées [183], que vérifie la moyenne
spatiale de l’autospectre du déplacement en champ lointain dans [181].

5.2.3 Obtention des densités d’énergie moyennées spatialement a partir de < I >

L’intensité de structure moyennée spatialement < I > est obtenue par résolution de 1’équa-
tion (5.10) a laquelle sont adjointes les conditions limites pour différents types de jonctions. Les autres
variables quadratiques <71 >, < U >, < W > et < L > peuvent étre déduites de < I >. De maniére
similaire & I’Acoustique [184], l'intensité de structure et les densités d’énergie (Table 4.1) sont liées
par :

I,=-2jw(T—-U)+P, (5.13)
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ou la densité de puissance injectée P, associée a la densité de forces extérieures f, est défini par

P=-22% . u (5.14)
2

Le fait de moyenner l'équation (5.13) et d’utiliser la proportionnalité (5.5) entre la densité d’énergie

cinétique moyennée spatialement < T' > et la densité d’énergie de déformation moyennée spatialement

< U > conduit soit & < T >, soit & < U >. Puisque la prochaine partie (consacrée aux conditions

limites pour les grandeurs quadratiques moyennées spatialement) commencera par traiter le cas d’une

charge ponctuelle en x = a, < T > s’écrit dans ce cas :

1— o
400

<T>=— ( > (< I >4 —Pdby), (5.15)
ol §, est la fonction de Dirac en z = a. En dehors des sources, la densité d’énergie cinétique moyennée
spatialement < 7" > est proportionnelle & la dérivée spatiale < I >, de l'intensité de structure
moyennée spatialement. Les autres densités d’énergies moyennées spatialement < U > (5.2), < W >
et < L > sont obtenues & partir de < T >.

5.3 Conditions limites énergétiques en ondes planes longitudinales
unidimensionnelles

Les variables quadratiques moyennées spatialement, d’abord < I > puis < T >, < U >,
< W > et < L >, s’obtiennent par résolution de ’équation locale (5.10) associée aux conditions
limites appropriées pour des jonctions actives ou passives. Cette partie traite de ces conditions limites
énergétiques.

5.3.1 Cas des jonctions actives

En considérant un chargement concentré f, en x = a, le potentiel du déplacement ¢ satisfait
I’équation

K2 f
2 o x
A+ ola) = ~~ L H( — ), (5.16)
ou H(z) désigne la fonction de Heaviside.
Le potentiel du déplacement ¢ s’écrit donc
¢(z) = Cycos(kx) + Casin(kz) + fz2 H(x —a)(cos(k(x —a)) — 1). (5.17)
pw

En x = a ou le chargement concentré est f,, < I > et < I >, sont discontinues. La densité de
puissance injectée P (5.14) est un paramétre approprié dont I’apparition dans I’écriture des conditions
limites pour les jonctions actives est attendue. Les deux conditions écrites ici portent sur les valeurs
limites & gauche < I > (a”) et a droite < I > (a*) : la jonction active sera caractérisée par
<I>(a")—<I>(a)et<I>(a")/ <I>(a).Ces deux quantités sont calculées a partir de
Pamplitude complexe u du déplacement, dont le potentiel ¢ satisfait I'’équation du mouvement (5.16) et
s’écrit de la forme (5.17). L’amplitude complexe v du déplacement s’obtient par dérivation du potentiel

¢ :
kfa

pw?

u(z) = —Ciksin(kz) + Caokcos(kz) — H(z —a)sin(k(x — a)). (5.18)
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De méme ’amplitude complexe u , de la dérivée spatiale du déplacement s’obtient par dérivation de

k* fo
w2

u -

u . (r) = —Crk?*cos(kz) — Cok?sin(kx) —

H(xz — a)cos(k(z — a)). (5.19)
L’amplitude complexe I de l’intensité de structure se calcule & partir du champ de déplacement
(Tableau 4.1) :

I= %(A + 2p)u pu. (5.20)
Compte tenu de (5.37) et de (5.19), 'expression développée de I s’écrit :
( C1C5 (sin((k + k*)x) — sin((k — k*)x))

—C1C5 (cos((k — k*)z) + cos((k + k*)x))
+CCf (cosg(k k*)x) — cos(((k + k*))m))

—CyC (sin((k + k) + sin((k — k)))
VH(z - a) 1f* = (sin((k + K*)z — K*a) — sin((k — k*)z + k*a))
- %"(A +2p) kzk* _Ciéﬂ? (cos((k + k)2 — k*a) — cos((k — k*)z + k) . (5.21)
+€L€ (sin((k* + B)z — ka) + sin((k* — k) + ka))
_ii; (cos((k" + k) — ka) + cos((k* — k) + ka))
|+ - a) (ZZJ%? (sin((k + k") (@ — a)) — sin((k — k) — a)))

Ce développement fait apparaitre les deux types de composantes de I'intensité de structure (nombres
d’onde +(k + k*) et £(k — k*) présentés dans la partie 2.4.

L’intensité de structure moyennée < I > étant proportionnelle aux composantes a grande échelle
(nombres d’onde +(k — k*)) de U'intensité de structure (5.21), < I > s’écrit :

—C1C5 (sin((k — k*)x))
—C1C5(cos((k — k*)x))
+CoC (cos((k — k*)x))
—Czci(sin((ké k")z))
+H(z - a) [— sz sin((k — k)2 + k*a))
» 275
<I>= %(/\ +2p) f(0) i 2k fo —rcos((k — k*)x + k"a) . (5:22)
+(i:fx sin((k* — k)x + ka)
C*
- piuj; cos((k* — k)x + ka)
—H?(x — a) Jols sin((k — k*)(z — a))

(pw?)? )

Les limites & gauche en & = a~ et & droite en 2 = at du terme en H?(z — a) étant nulles, les termes
en facteur de H(x —a) dans (5.22) permettent d’obtenir le saut d’amplitude de U'intensité de structure
moyennée au point a :

<ttt SR (O )y ) e
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L’expression (5.23) fait apparaitre I’amplitude complexe du déplacement en a
u(a) = —Chksin(ka) + Cakcos(ka)
ainsi que son nombre complexe conjugué u*(a). Cette expression peut donc se mettre sous la forme

<I>(at)—<I>(a)= @ (—%" () + %%" ;u<a)> , (5.24)

ou bien encore, d’apres la définition de la densité de puissance injectée P (5.14) :

P k* P*
cI>(a)—<I>@) =2 (1422 p0). (5.25)
2 k P
L’expression (5.25) est donc la premiére condition caractérisant la jonction active. Cette expres-
sion (5.25) est plus compliquée que la simple densité de puissance injectée P qui donne la discon-
tinuité de 'intensité de structure locale : I(a™) — I(a”) = P. En particulier I'expression (5.25)
met en jeu le facteur d’amortissement € présent dans f(6) en raison du moyennage effectué et dans
k*/k=(1+36)/(1— j0).
La deuxiéme condition porte sur le rapport < I > (a¥)/ < I > (a™) qui peut se mettre sous la forme

<I>(a") <I>(ah)—<1I>(a")
<I>(a") <I>(a™) '

(5.26)

La limite & gauche en a de U'intensité de structure moyennée peut étre déterminée a partir de (5.22) :

oy Jw k2k* [ —C1Ctsin((k — k*)a) — C1C5cos((k — k*)a)
<I>(a7) =5 O+ 2 f0)= < +CoCrcos((k — k*)a) — CoCisin((k — ka) )~ 020
Cette expression peut étre développée sous la forme
( %U()\ + 2u) [Clekzk*cos(k:a sin(k*a)
—C1C3kk* cos(ka)cos(k*a)
+CoC K% k* sin(ka)sin(k*a)
* 1.2 1% o *
- £(0) . —CoC5k?k*sin(ka)cos(k*a)]
<I> = — k 5.28
(a”) 2 —‘%(A + QM)E [C’lekk*zsin(ka)cos(k‘*a) (5.28)
+C1C5kk* sin(ka)sin(k*a)
—Cngkk*zcos(ka)cos(k:*a)
\ —C'gC’i“kk:*Zcos(ka)sm(k*a)
L’expression (5.28) fait apparaitre le produit u ,(a™)u*(a) et son conjugué :
0 j j k
<I>(a")= % (‘%)(/\ + 2p)u z(a” )u*(a) — %ﬂ(/\ + QM)Euj‘x(a_)u(a)) , (5.29)

ce qui peut se mettre sous la forme

<I>@)=19 <I(a) + kﬁ (%) I*(a)> . (5.30)
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Sachant que (A + 2u)/(A* + 2u*) = k** /&2, Iexpression (5.30) devient

0 k*
<I>(a")= % (I(a‘) + ?I*(a_)> . (5.31)
L’impédance Z; peut étre ramenée de L = —L;1 en 9 = a~ comme démontré en Annexe A. Dans ce
cas € = —1 et "impédance ramenée Z, s’écrit

ejk(LH—a) _ e—jk(LH—a) +2 (ejk(Ll-i-a) + e—jk(lq—i—a))

Zr = pc 21 (eIRLita) — g=k(LiFa)) _ eik(Lita) _ —ik(Lita)” (5.32)
La limite & gauche du point a de l'intensité de structure peut donc s’écrire
N x
I(a™) = TZru(a)u (a), (5.33)

ce qui, compte tenu de l'expression de la densité de puissance injectée P (5.14), peut se réécrire
I(a™)=2jZ,—— (5.34)

Finalement, en utilisant les équations (5.26), (5.31) et (5.34), la deuxiéme condition en a, portant sur
le rapport < I > (a™)/ < I > (a™), s’écrit :
k* P*
Pl1
()

<I>(ah)

=1 . 5.35
<I>() PP < k;*z;f) (5.35)
27 Ly —
fof3 k
5.3.2 Jonctions passives : cas des conditions d’impédance
La condition d’impédance [166] portant sur I'amplitude complexe u du déplacement s’écrit

U (L) + jkzu(L) =0, (5.36)
ol z est I'impédance spécifique en z = L, autrement dit z = 21 lorsque L = —L1 et z = 29 lorsque

L = L. Entre les jonctions, quand —L; < z < a ou a < z < Lo, 'amplitude complexe u satisfait
I’équation de Helmholtz et s’écrit 4 '
u(x) = A e % 4 B eI, (5.37)

ou A et B sont les amplitudes complexes, respectivement de I’onde propagative et de ’onde contre-
propagative. De (5.37) et (5.36) il résulte que

un(z) = ejk(—A eIk 4 B emikT), (5.38)
ou le parameétre e = +1 est défini par
(% - e(%. (5.39)
La relation (5.36) permet d’exprimer A en fonction de B :
A= T2 p (5.40)

€E—Z
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Il s’en déduit que
AA* = qeP Il B p* (5.41)

avec

_ (e+2)(e+2%)
o= === (5.42)

Or en x = L, 'amplitude complexe de l'intensité de structure moyennée s’écrit
<I>(L)= —%(/\ +2u) f(0)kBB* eI FIL(1 — o), (5.43)
et sa dérivée spatiale s’écrit :
<I>,(L)= _%"(A + 20 f(O)k(k — k) BB eI EKIL(1 4 o), (5.44)

Des expressions (5.43) et (5.44) il se déduit que

1
<I>, (L)—j(k—k:*)(lirz><I>(L):0, (5.45)
avec
1 1+ 22*
RE s (5.46)
1—« z+ z*
La relation (5.45) peut donc s’écrire
1 *
<I>, (L) +jk— k*)e% <I>(L)=0, (5.47)

ce qui compte tenu de la définition (5.39) de €, donne finalement pour "amplitude complexe de 'intensité
de structure moyennée la condition mixte :

1 *
<I>, (L) +jk—k) ; =z

<I>(L)=0. (5.48)

+ z*

Des cas particuliers de conditions mixtes avec des impédances spécifiques réelles sont présentées dans
le tableau 5.1.

terminaison libre | terminaison bloquée terminaison anéchoique
impédance spé- z=0 |z] — 400 z=1
cifique
déplacement un(L)=0 u(L)=0 Un(L) + jku(L) =0
intensité de| <I>(L)=0 <I>(L)=0 <I>,L)+jk—k)<I>(L)=0
structure
moyennée

TAB. 5.1 — Cas particuliers de conditions mixtes pour des impédances spécifiques réelles.
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5.3.3 Jonctions passives : cas d’un changement de milieu de propagation

Configuration et définition des impédances

Cette partie établit les conditions limites relatives & une discontinuité de densité en z = d (Fi-
gure 5.1). Les impédances et les impédances spécifiques mises en jeu dans 1’obtention de ces conditions
limites apparaissent dans les tableaux 5.2, 5.3 et 5.4. En utilisant les six équations du tableau 5.2 et
les six équations du tableau 5.3, les trois impédances spécifiques z,—, 24, 24+ €t les trois impédances
spécifiques z,—, 2p, 2p+ se trouvent liées respectivement par

Zgt = —Zq- t Za, (549)
et
2yt = —2p— + 2p. (5.50)
milieu 1 E milieu 2
P11, C1 E P2, C2
fwl : sz
' Za : Zh '
21 } I : 22
Zq- ;/ Zd- 1 Za+ \; Zp+
e N Y
I | : oA I
~h a d b L2

F1G. 5.1 — Changement de milieu de propagation : configuration du systéme étudié.

Conditions limites portant sur le champ de déplacement

Le déplacement et la contrainte normale sont continus & la frontiére x = d entre les deux milieux :

{ w(d™) = u(dh)
(M +2u)ug(d™) = (A2 +2u2)uz(dh).

Remarque : le rapport z4+/z4- peut étre obtenu en utilisant les équations (5.81) et les conditions
mixtes du tableau 5.4. Ce rapport ne dépend que des propriétés des milieux :

Zav <)\1 -|-2/L1> k1

— 5.52
Ao+ 2u2 ) ko (5.52)

(5.51)

Zd—

Impédances spécifiques de chaque c6té de la frontiére

es deux impédances spécifiques z,- et z,+ peuvent s’écrire comme des impédances ramenées
Les d péd pécifiq d- €t zg+ p t s’ d péd )
respectivement z,+ et z;—, en utilisant le résultat de I’Annexe A :

(1 — Za+)€_jk1(d_a) _ (]_ + Za+)6jk1(d_a)

(1 — 2+ )e9F1(d=0) 1 (1 + 2,4 )edki(d—a)’ (5.53)

Zq—- =
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Ol Zy+ = —Zq— + 24 (5.49), et

(=1 = zy-)e dR2d0) — (1 4 5 )edh2(d70)
(_1 _ Zb_)efjkz(dfb) + (_1 + Zb_)eij(d*b) .

(5.54)

2+ = —

ou zp- = —zp+ + 2 (5.50).
De plus les deux impédances spécifiques z,- et z,+ peuvent s’écrire comme des impédances
ramenées, respectivement 21 et zo :

(-1 — zl)ejkl(LlJra) —(~-1+ Zl)e*jkl(LlJra)
(_1 _ Zl)ejkl(Ll—l-a) + (_1 4 Zl)e—jk1(L1+a)’

(5.55)

Zg- = —

(1 — z9)edka(la=b) _ (1 4 z5)eik2(L2—b)
(1 — zp)e—dka(L2=b) — (1 4 zo)edk2(L2=b)"

Zpt = (5.56)
Par conséquent, connaitre les impédances spécifiques z;- et z4+ revient & connaitre les impédances
spécifiques z1 et z9.
Conditions limites portant sur I’intensité de structure moyennée spatialement

L’intensité de structure moyennée spatialement est continue & la frontiére x = d. La premiére
condition limite s’écrit donc

<I>(d")=<I>(d). (5.57)

Puisque les impédances spécifiques z,- et zz+ peuvent étre obtenues & partir des impédances
spécifiques 21 et 2y, des conditions mixtes du méme type que ’équation (5.48) peuvent étre écrites
pour chacune des valeurs limites < I > (d7) et < I > (d") de l'intensité de structure moyennée
spatialement :

I >(d) 4k — K I>(d)=0, .

ST )+ il = k) T < T () =0 (5.58
14 24027

< I >, (d%) + (ks — k) —25E 5 (@+) =0, (5.59)
Zd++2d+

La seconde condition limite porte sur le rapport < I >, (d*)/ < I >, (d”). En effet ce rapport
s’obtient & partir des équations (5.57), (5.58) et (5.59) :

<I>,(d") ko — ki 1+ 24125, 24~ + 2

= 5.60
<1 > (d_) ki — kf 1+ dezz_ Zg+ + Z;+ ( )
x a a CL+
A 2 - 2 2 ¥
impédance Zoy = —( 1+ : )t (0”) Z, = — fa, Z, = (M +‘,u1)u7m(a )
jwu(a) Jjwu(a) Jwu(a)
impédance  spéci- Zg = Zo—p1C1 Za = Zapici ar = Zo1pic1
fique

TAB. 5.2 — Définitions des impédances et des impédances spécifiques pour la jonction active en z = a.
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x b~ b bt

. (A2 +2p2)u 2 (b7) fa, (A2 + 2u2)u . (b7)
4d 7, — ) 7, — Ty — — )

Hpedance b Jjwu(b) b Jjwu(b) bt Jjwu(b)

impédance SpéCi— Zp— = be /p262 Zp = Zb/pQCz Zpt+ = Zb+ /p262

fique

TAB. 5.3 — Définitions des impédances et des impédances spécifiques pour la jonction active en x = b.

x d- dr

impédance de = pP1C1Z24- Zd+ = P2C224+

. , L, . u x(d_) u x(d+)

impédance spécifique 2y = L gy =
d Jkiu(d—) d Jkou(dt)

TAB. 5.4 — Définitions des impédances et des impédances spécifiques pour la jonction passive en x = d.

5.3.4 Jonctions passives : cas des jonctions a réaction localisée

Ce paragraphe vise & établir la condition limite énergétique correspondant & une jonction & réaction
localisée (Figure 5.2) caractérisée par les grandeurs M, C' et K désignant respectivement la masse,
I'amortissement et la raideur.

I:

K

AN —

777777

M C
>
x
L
F1G. 5.2 — Jonction & réaction localisée.
En x = L, ’équation d’équilibre s’écrit sur les résultantes :
—/a’@ndS:Mil—i—Cd—i—Ku. (5.61)
S
Dans le cas d'une onde longitudinale se propageant suivant x, 'unique composante o,, de la
_ A+2
contrainte normale o ® n s’écrit oy, = (A + 21) u . La célérité de 'onde s’écrivant ¢ = + 'u,
p

I’amplitude complexe u(L) du déplacement en x = L et sa dérivée spatiale u (L) sont liées, en régime
permanent de pulsation w et pour une surface unitaire, par :
Mw? — jCw - K
uq(L) =
A+ 2u

u(L) (5.62)

Une condition d’impédance [166] en = = L, exprimée a l'aide de 'impédance spécifique z, s’écrit :

—ug(L)—jkzu(L)=0, (5.63)
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ol z=Z7Z/Z. et k =w/c. Les équations 5.62 et 5.63 permettent d’aboutir a :
K
Z:C+j(Mw—), (5.64)
w

I'impédance Z étant ici bien définie comme le rapport d’une force sur une vitesse. Une condition
libre s’écrit avec une impédance nulle, tandis qu’une condition de blocage du déplacement s’écrit avec
une impédance infinie. La caractérisation de la jonction par une impédance spécifique z permet donc
d’écrire des conditions limites énergétiques analogues a la condition mixte (5.48) établie pour 'intensité
de structure moyennée spatialement.

Les impédances et impédances spécifiques correspondant aux cas d’une masse bloquante, d’'un amor-
tisseur ou d’une liaison élastique sont précisées dans le tableau 5.5.

masse bloquante | amortisseur | liaison élastique
impédance Z = jwM Z=C 7 =K/ (jw)
impédance spéci- | z = jwM/(pc) C/(pc) K/(jwpc)
fique

TAB. 5.5 — Définitions des impédances et des impédances spécifiques pour une jonction & réaction
localisée.

5.4 Exemples de résultats

La méthode consiste a résoudre ’équation (5.10) associée aux différents types de conditions limites
présentés plus haut :

— les équations (5.25) et (5.35) pour une jonction active,

— l’équation (5.48) pour une frontiére décrite par une impédance spécifique z,

— les équations (5.57) et (5.60) pour une interface.
Une fois I'intensité de structure moyennée spatialement < I > déterminée, les densités d’énergie moyen-
nées < T >, <U >, <W > et < L > sont obtenues comme expliqué en 5.2.3.
Les résultats présentés ci-dessous sont similaires & ceux exposés dans [185] pour des ondes longitudi-
nales, et & ceux figurant dans [186] pour des ondes acoustiques.

5.4.1 Un premier exemple portant sur des jonctions actives et passives

L’application numérique porte sur des ondes longitudinales se propageant entre —L; = —9 m et
Ly =11 m (Figure 5.3) dans de l'acier dont les parameétres sont définis dans le tableau 5.6 (milieu 1).
La densité de force concentrée f, est appliquée en a = 3 m. L'impédance spécifique z; = 0.05 + 0.01j
signifie que la jonction située en © = —L; est fortement réfléchissante et peu dissipative. L'impédance
spécifique zo = 0.9 signifie que la jonction située en x = Lo est peu réfléchissante.

z fz z
S — e

—14 a Lo

FiG. 5.3 — Systéme étudié dans la partie 5.4.1.



5.4 Exemples de résultats 77

5.4.1.1 Réponse en fréquence pour l’'intensité de structure moyennée spatialement

Les transferts énergétiques peuvent étre analysés dans le domaine fréquentiel. L’intensité de
structure active est calculée en b = 7m pour une densité de force unitaire f, = 1 Nm~2 (Figure 5.4)
dans la gamme de fréquence [3000 Hz — 5000 Hz], et fait apparaitre le comportement résonnant du
systéme.

5.4.1.2 Description spatiale des transferts énergétiques

Les quantités énergétiques locales sont calculées & partir de la formulation en déplacement (mais

pourraient également ’étre & partir de la formulation quadratique exacte présentée dans le chapitre 3),
tandis que les quantités énergétiques moyennées spatialement sont obtenues & ’aide de la formulation
présentée dans ce chapitre. Les intensités actives sont calculées a 3640 Hz (Figure 5.6a) pour l'une de
ces valeurs les plus faibles et & 3750 Hz (Figure 5.6b) pour 'une de ses valeurs les plus fortes (points
marqués sur la Figure 5.4). Ces différences de niveau dues au comportement résonnant du systéme se
retrouvent sur le module de I'impédance d’entrée |Z,| = |Z,+ + Z,-| de la Figure 5.5, ot 'impédance
Zy = fz,/(jwu(a)) est calculée a partir des impédances spécifiques z; et 2.
La formulation quadratique moyennée permet une bonne reconstitution des composantes & grande
échelle des quantités énergétiques. Une fois moyennées spatialement, les variations spatiales & petite
échelle des quantités énergétiques telles que les densités d’énergie (5.15) et (5.5) sont supprimées
(Figure 5.7). Un modéle Eléments Finis basé sur le champ de déplacement avec 6 éléments par longueur
d’onde nécessiterait 76 noeuds a 4000 H z, sans tenir compte du dédoublement des noeuds 1a ou doit
étre représentée une discontinuité, tandis que trés peu de noeuds sont nécessaires sur —L; < x < a et
sur a < z < Lo a la représentation des quantités énergétiques moyennées. Cette approche s’avere donc
pertinente dés lors que la fréquence augmente.

milieu 1 milieu 2
Masse volumique p (kg m ™) 7800 2700
Module d’Young E (Pa) 2.1 10 (1 + 5 0.01) | 0.7 10 (1 + 5 0.01)
Coefficient de Poisson v 0.3 0.3

TAB. 5.6 — Propriétés des milieux de propagation
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Vat
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F1G. 5.4 — Intensité de structure active moyennée spatialement au point b = 7 m (point marqué sur
les Figures 5.6 et 5.7) pour une densité de force concentrée f, unitaire.

f (Hz)

arg(z,) ()

-20

3000 3500 4000 4500 5000
f (Hz)

Fi1G. 5.5 — Impédance d’entrée Z, : a) module |Z,|; b) argument arg(Z,).
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)X 1‘0'9
— Re(l)
- - Re(<I>) 3)
i
E e
2
n
v o 1
[0)
4
T
4
_2 Il Il Il Il Il
-9 0 3 7 11
X (m)
-9
8 X 1‘0
- - Re(<I>)

Re(l), Re(<I>) (W m™2)
.

of |
_2 L \ |
_4 1 1 1 1 1
-9 0 3 7 11
x (m)

F1G. 5.6 — Parties réelles des intensités de structure

:a) 43640 Hz, b) a 3750 Hz. Ligne pleine :

solution obtenue & partir de la formulation en déplacement, ligne pointillée : solution obtenue & partir

de la formulation quadratique moyennée spatialement.
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8 x 10
-- <T>
6 i
‘ |~/
—~ |
P |
S |
|
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— | »4 | H T
2r i
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F1G. 5.7 — Densités d’énergie & 3750 Hz : a) densités d’énergie cinétique, b) partie réelle des densités
d’énergie de déformation. Ligne pleine : solution obtenue & partir de la formulation en déplacement,
ligne pointillée : solution obtenue & partir de la formulation quadratique moyennée spatialement.
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5.4.2 Un second exemple portant sur une discontinuité de masse volumique

Les calculs ont été effectués pour des ondes purement longitudinales se propageant a une fréquence
de 4000 Hz dans de 'acier (Table 5.6) entre —L; = —10 m et d = 3 m, et dans de l'aluminium
(Table 5.6) entre d = 3 m et Ly = 10 m (Figure 5.8). Une premiére densité de force concentrée

fzy =1 Nm~2 est appliquée en a = —2 m et une seconde f,, = 2 Nm~2 en b = 7 m. L’impédance
spécifique z; vaut z; = 0.05 4+ 0.01j comme dans le paragraphe 5.4.1. L’impédance spécifique z5 = 0.1
signifie que la jonction située en z = Lo est fortement réfléchissante. La discontinuité de masse

volumique en x = d implique une discontinuité de la premiére dérivée spatiale de ’intensité de structure
locale (calculée a partir du champ de déplacement) comme de 'intensité moyennée spatialement. La
formulation moyennée permet d’obtenir une bonne reconstitution de cette discontinuité (Figure 5.9).

milieu 1 malieu 2
fa1 fas
| i |
—ﬂLl a d b .LQ

F1G. 5.8 — Discontinuité de masse volumique : configuration du systéme étudié.
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FiG. 5.9 — Parties réelles des intensités de structure. Ligne pleine : solution obtenue & partir de la

formulation en déplacement, ligne pointillée : solution obtenue & partir de la formulation quadratique
moyennée spatialement.
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5.5 Extension de la formulation moyennée spatialement : perspectives
et difficultés

5.5.1 Extension a d’autres types d’ondes dans le cas unidimensionnel

L’application de la formulation moyennée spatialement & des structures plus complexes passe
par la prise en compte d’ondes non planes. La premiére extension envisagée concerne les ondes de
flexion unidimensionnelles. Cependant, comme il est indiqué dans la conclusion du chapitre 4, les
composantes mixtes issues de l'interaction entre ondes propagatives et ondes évanescentes compliquent
singuliérement la définition d’une échelle appropriée au moyennage spatial des grandeurs énergétiques
d’une part, et le calcul des conditions limites d’autre part. En particulier le calcul des conditions limites
reposant sur la caractérisation d’une jonction par une seule impédance et tel que développé en 5.3 n’est
plus envisageable. En effet, I’ajout de degrés de liberté de rotation a ceux du déplacement fait que les
jonctions doivent alors étre caractérisées par des matrices.

5.5.2 Extension a des systémes bidimensionnels

Le premier cas d’extension de la formulation moyennée spatialement & des systémes bidimension-
nels est celui de 'interaction entre deux ondes planes. Dans ce cas, comme il a été montré dans la
partie 2.4, les quantités énergétiques, en tant que variables quadratiques, présentent une cellule de
pseudo-périodicité spatiale de longueur et largeur moitiés de celles du champ de déplacement. L’échelle
sur laquelle porte les moyennes spatiales est donc bien identifiée. La difficulté majeure réside alors
dans 1’écriture des conditions limites vérifiées par les quantités énergétiques moyennées & partir de
celles vérifiées par le champ de déplacement.

5.6 Conclusion

Une formulation quadratique moyenne pour des ondes planes unidimensionnelles est obtenue dans

ce chapitre. En moyennant les variables quadratiques & 1’échelle de leur pseudo-période, typiquement
la demi-longueur d’onde, leurs composantes & petite échelle disparaissent. Les variables moyennées
permettent alors de décrire les transferts énergétiques a une échelle grande devant la longueur d’onde.
C’est notamment le cas de l'intensité de structure moyennée pour laquelle différentes conditions li-
mites sont obtenues & partir d’une caractérisation des jonctions par des impédances. Cette formulation
quadratique moyenne est bien adaptée & une gamme fréquentielle pour laquelle résoudre 1’équation
d’onde, par exemple & l'aide d’'une méthode de type FEM, n’est plus possible. De plus la description
des jonctions & l'aide d’impédances permet d’observer les résonnances du systéme.
Toutefois ’extension directe de ce type de formulation, qu’il s’agisse d’ondes de flexion unidimension-
nelles ou de systémes bidimensionnels, parait plus difficile & mettre en oeuvre a cause de la définition
d’un intervalle de moyennage ou/et de 'écriture de conditions limites appropriés. Ces problémes pour-
raient trouver une solution & l’aide d’un filtrage dans le domaine des nombres d’ondes.



Conclusion générale

Dans ce travail de thése, les transferts énergétiques associés a différents types de phénomeénes
vibratoires ont été étudiés analytiquement. Aprés avoir donné au chapitre 1 un apercu des différentes
méthodes prédictives développées pour les moyennes et hautes fréquences, une analyse des grandeurs
énergétiques issues de la solution de 1’équation d’onde classique a été proposée au chapitre 2.

Cette analyse a dans un premier temps porté sur des champs généraux : elle a permis de souligner le réle
non négligeable des interférences sur les transferts énergétiques, qu’il s’agisse des interférences entre
différents types d’ondes ou entre différentes sources, a 'image d’un exemple concernant deux monopodles
acoustiques. Le cas d’'un champ d’ondes planes, et plus particuliérement celui des interférences entre
deux de ses ondes, a été traité dans un second temps : les quantités énergétiques, en tant que variables
quadratiques, présentent alors une cellule de pseudo-périodicité spatiale de longueur et largeur moitiés
de celles du champ de déplacement. Cette pseudo-périodicité permet d’envisager de procéder a des
moyennes spatiales.

Ces résultats ont été confirmés au chapitre 3 pour des ondes planes unidimensionnelles. Dans ce
cas il est possible d’établir une distinction entre les différents phénoménes physiques associés aux
différentes échelles de variation des variables quadratiques. Les composantes & grande échelle des
variables quadratiques correspondent & la décroissance globale de puissance causée par les phénomeénes
dissipatifs et décrivent les transferts énergétiques & une échelle grande devant la longueur d’onde,
tandis que les composantes & petite échelle décrivent les transferts énergétiques a 1’échelle de la demi-
longueur d’onde. Il est alors envisageable de s’affranchir de ces composantes & petite échelle spatiale
en moyennant les variables quadratiques & ’échelle de la demi-longueur d’onde. C’est cette approche
qui a été proposée dans le chapitre 5. Cette approche est également envisageable en ce qui concerne
les ondes quasi-longitudinales et de cisaillement dans les plaques semi-infinies abordées au chapitre 4
ou une formulation quadratique équivalente & la formulation en déplacement a été présentée.
L’utilisation de variables quadratiques moyennées pour la description des transferts énergétiques en
ondes planes unidimensionnelles a été développée dans le chapitre 5. Elle induit 1’écriture de nouvelles
équations différentielles et surtout de nouvelles conditions limites vérifiées par ces variables, notamment
Iintensité de structure complexe moyennée. Différentes conditions limites, prenant en compte les parties
active et réactive de cette intensité, ont été obtenues a partir d'une caractérisation des jonctions
par des impédances. Les cas de jonctions passives (changement des caractéristiques du milieu de
propagation, frontiéres) font intervenir des conditions mixtes analogues aux conditions d’impédance
d’une formulation en déplacement. Le cas des jonctions actives fait quant & lui intervenir non seulement
des impédances mais également la densité de puissance injectée dans la discontinuité d’intensité
moyennée.

Cette formulation quadratique moyenne est bien adaptée & une gamme fréquentielle pour laquelle
résoudre ’équation d’onde, par exemple & ’aide d’'une méthode Eléments Finis, n’est plus possible. De
plus la description des jonctions a l'aide d’impédances permet d’observer les résonnances du systéme.
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Les perspectives du travail présenté dans ce document peuvent avoir deux orientations possibles.
La premiére vise a étendre la formulation moyennée & des ondes non planes, toujours pour des systémes
unidimensionnels. Le cas des ondes de flexion unidimensionnelles, abordées au chapitre 4, parait toute-
fois plus difficile & traiter en raison des interactions supplémentaires dues & la présence de composantes
évanescentes dans le champ de déplacement. La définition d’un intervalle de moyennage et 1’écriture
de conditions limites s’en trouvent compliquées. Une approche pourrait consister & opérer un filtrage
dans le domaine des nombres d’onde, dans un premier temps en ajoutant une hypothése d’amortisse-
ment faible. Ce filtrage permettrait d’identifier & la fois les composantes quadratiques qui décrivent les
transferts énergétiques globaux et celles qui interviennent dans la description des jonctions.
La seconde orientation concerne l'extension de la formulation moyennée a des systémes multidimen-
sionnels. La description d’ondes issues de sources ponctuelles en 2D et 3D peut étre envisagée par
superposition d’ondes planes et évanescentes, de maniére similaire & 1’équation (16) dans [187], ce qui
suppose de résoudre le cas des ondes évanescentes précédemment évoqué.
Pour des plaques de dimensions finies, une approche peut-étre envisageable consisterait & opérer une
décomposition par transformée de Fourier en essayant de dégager des conditions limites pour chaque
composante ou paire de composantes. L’idée vient de la comparaison avec la méthode des éléments
spectraux. Dans [13], Kulla, en donnant une décomposition de la solution en fonctions élémentaires
des plaques en fonction de la transformée de Fourier calculée sur les bords, rameéne le probléme bidi-
mensionnel & un cas unidimensionnel. Il s’agit alors de déterminer s’il est possible d’en faire de méme
avec les grandeurs quadratiques utilisées ici.

Concernant les perspectives d’applications des résultats obtenus lors de cette thése, il est possible
d’entrevoir la modélisation d’assemblages de systémes unidimensionnels dans lesquels se propagent des
ondes planes, qu'il s’agisse d’ondes acoustiques ou de vibrations de structures telles que des barres par
exemple.



Annexe A

Impédance ramenée de r = L a x = x

Entre x = L et x = xq, 'amplitude complexe v du déplacement peut s’écrire
u(z) = Ape?F@=20) L g,e=ik(z=a0), (5.65)

ou A; et As sont des constantes En notant z 'impédance spécifique en x = L, la condition mixte sur
le déplacement en « = L est la condition d’impédance [166] u (L) 4+ jkzu(L) = 0 qui s’écrit

c ( Ay elk=0) _ Aze—jk(L—m)) — ( Ay elk=0) | Aze—jk(L—Io)) , (5.66)
ol le parameétre ¢ = +1 est défini par
0 0
Or d’apres (5.65) le déplacement u et sa dérivée spatiale u, au point z( valent
u(l‘o) = A1 + A2
. 5.68
{ uz(ro) = Jk(A; — Ag). (5.68)

Les relations (5.66) et (5.68) permettent d’exprimer les coefficients A; et As en fonction de u(xg) :

(€ — 2) u(xg)e IF(L—20)
e(ejk(L_xO) + e_jk(L_IO)) —+ Z(ejk(L_l’O) — e_jk(L_xO))’

A = (5.69)

(€ + 2) u(zq)elkE—wo)

A = e(eIR(L=20) 4 —h(L=20)) 1 z(eik(L—w0) — g—ik(L—0))’

(5.70)

Les expressions (5.69) et (5.70) permettent de déterminer l'impédance Z,, ramenée de x = L & = = x9
et liant u(zg) et u4(zo) par
JwZyu(xg) = €(A+ 2p)u 5 (xo). (5.71)

En effet, cette impédance ramenée Z, est donnée par
6()\ + 2#)]{} Al — Ay

Zr = 5 72
w A+ Ay (5:72)
et s’écrit, en introduisant la célérité des ondes c :
_ —jk(L—x0) _ jk(L—x0)
7, = ¢ pe (e—2)e (e+2)e (5.73)

(€ — z)e—Ik(L=20) 4 (¢ + z)eik(L—w0)
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Annexe B

Formules

Le tenseur des déformations € étant défini a partir du déplacement w par €;; = (u;; + u;j;)/2, et
pour tout vecteur q :

2€e€q=grad(u.q)+rot(u x q)+ (rot q) x u —u div q + q div u, (5.74)

et
2eRe* = Alu . u*) —u. Au* — Au . u* — rot u . rot u*, (5.75)

ol €Re* = €ij €5 (produit tensoriel doublement contracté! de € par €*).

1Soit @ un tenseur d’ordre ¢ > 2 et R un tenseur d’ordre r > 2. On appelle produit tensoriel doublement contracté
des tenseurs Q et R le tenseur d’ordre p + ¢ — 4 dont les composantes sont obtenues par sommation, selon la convention
d’Einstein, des deux derniers indices de @@ avec les deux premiers indices de R.
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Annexe C

Solution analytique de maximisation des
transferts énergétiques entre deux sources
pour des ondes longitudinales 1D

En considérant le systéme unidimensionnel de la Figure 5.10 dans lequel se propagent des ondes
longitudinales, cette annexe vise & donner la condition sur la densité de force f,, associée a la source 2
en x = b permettant un transfert maximal de densité de puissance de la source 1 (de densité de force
fz, en x = a) vers la source 2. La source 2 se comporte alors comme un "puits d’énergie".

21 .f:cl I fwz | z2

FiG. 5.10 — Maximisation des transferts énergétiques entre deux sources : systéme étudié.

Cas des ondes acoustiques

La question du transfert maximal d’énergie entre deux sources a fait l'objet de recherches, dans
le cas de monopoles acoustiques notamment. Il a été montré que pour un nombre d’onde k£ donné, le
transfert d’énergie entre deux monopdles distants de d dépend de kd [188]. En particulier se trouve
dans [188] un exemple de deux sources, de débits de vitesse respectifs @ et 2Q), dont celle de débit
@ devient un "puits d’énergie" lorsqu’elles sont en opposition de phase. La question du transfert
maximal de puissance acoustique entre deux monopoles a été détaillée dans [189, 190] pour I’étude des
sources secondaires dans le cadre du contréle actif. Pour obtenir un transfert maximal de puissance
acoustique de la source 1 vers la source 2, il s’agit de trouver le débit de vitesse Q)2 de la source 2 qui
minimise la forme quadratique qu’est la puissance acoustique Py de cette méme source. Cette condition
s’écrit [189, 191]

0P 0P

9Re(Qy) ) BIm(0y) (5.76)
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ou la puissance acoustique Py s’écrit
1 .
?2 = §R€(p2Q2), (577)

la pression acoustique ps & l'emplacement de la source 2 s’exprimant en fonction des impédances
Zl] :pZ/Qj7 1= 1727j: 172 :
P2 = Z21Q1 + Z22Q2. (5.78)

De plus, ’expression de la pression rayonnée p par une source de débit de vitesse ) & une distance r
de celle-ci est connue : wpQ
_ JWPY —jkr 5.79
Acr © (5.79)
Finalement, 1'utilisation de (5.78) et (5.79) pour résoudre (5.76) permet d’obtenir le débit optimum
Q20 de la source 2 :

Q20 = A €% Qu, (5.80)
A et ¢ désignant 'amplitude et la phase relative de la source 2 par rapport a la source 1, donnés
respectivement par :
A = 1/(2kd)
5.81
{ 6 = —(kd+m/2). (5-81)

Cas des ondes dans un milieu élastique

L’approche présentée au paragraphe précédent peut étre étendue aux vibrations longitudinales du
systéme unidimensionnel de la Figure 5.10. L’intensité de structure I a la position de la source 2 en
x = b s’écrit ]

jw
I, = —?fmu*(b), (5.82)

ou le déplacement w dérive du potentiel ¢ donné par

¢(x) = (1 — H(z — d))¢1(z) + H(z — d)¢2(x), (5.83)
avec
¢1(x) = crcos(krz) + casin(kiz) 4+ (cos(ki(z —a)) — 1) fxle(x —a) (5.84)
p1w
et
¢2(x) = czcos(kax) + casin(kaz) + (cos(ka(xz — b)) — 1)pf22H(:p —b), (5.85)
2
les différentes conditions limites (conditions d’impédance avec les impédances spécifiques z1 en © = — L

et zo en x = Lo, conditions de changement de milieu de propagation en = = d) permettant de trouver
les expressions des constantes ci, co, c3 et ¢4 en fonction des caractéristiques des différentes jonctions,
en particulier en fonction de la densité de force f,,. Le déplacement u s’écrit donc

u(z) = (1 — H(x — d))ui(z) + H(z — d)ua(x), (5.86)
avec
— . klfm .
ui(x) = —kicicos(kix) + kicasin(kix) — ne? sin(k1(z —a))H(z — a) (5.87)
et i
ug(x) = —kocsgcos(kox) + kocysin(koz) — was sin(ka(z — b))H(x — b). (5.88)
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Les conditions d’'impédance en x = —Lq et © = Lo s’écrivent :
Uz(—L1) — jkiziu(—=Ly) = 0

’ ; 5.89

{ Uz (L) + jkozou(La) = 0. (5.89)

Compte-tenu de (5.86), (5.87) et (5.88), les deux conditions d’impédance (5.89) se traduisent par les
deux premiéres conditions suivantes pour les coefficients c1, co, c3 et ¢4 :

c1(—cos(kiLy) — jzisin(kiLy)) + ca(sin(k1Ly) — jzicos(ki1L1)) = 0, (5.90)
c3(—cos(koLa)—jzasin(kaLo))+ca(—sin(koLo)+jzacos(kalsa)) = pgijQ (cos(ko(La—b))+jzasin(ka(La—b))).
(5.91)
Les conditions de changement de milieu de propagation en x = d s’écrivent :
{ wid) = uz(d) (5.92)
(M +2um)ure(d) = (A2 + 2p2)uze(d),

ce qui, compte-tenu de (5.87) et (5.88), se traduit par :

c1(—kisin(kid)) + ca(kicos(k1d)) + c3(kasin(kad)) + ca(—kacos(kad)) = l;ﬁf; sin(ki(d —a)) (5.93)

et
c1(—picos(kid)) + ca(—pisin(kid)) + ca(pacos(kad)) + ca(p2sin(kad)) = %sin(kl(d —a)). (5.94)

Une fois les quatre coefficients ¢, c2, c3 et ¢4 déterminés par la résolution de (5.90), (5.91), (5.93)
et (5.94), l'intensité de structure Iy peut étre développée de la maniére suivante :

I, = —‘%kz; { Re(fa,) [cicos(k3b) — chsin(k3b)] + jIm(fs,) [cicos(k3b) — cisin(k3b)] },  (5.95)

ot les coefficients c3 et ¢4 dépendent de f,,. Equivalente & (5.76), la condition pour trouver la densité
de force f;, telle que le transfert d’énergie de la source 1 vers la source 2 soit maximal s’écrit :

0l 01

+7 =0, 5.96
ORe(fz,) (1) (5.96)
avec
& — _j_w * 802 k7 ac;; . * * AN *
dRe(f) 2 k2{ fao [aRe(fm)cos(ka) 78Re(fx2)8m<k2b) + cjcos(k3b) — cisin(k3b) o,
(5.97)
et
om(fn) 2 k2{ Jza [alm(fm)cos(k2b) 7alm(fx2)sm(k2b) + j(cicos(k3b) — cisin(kib)) o .
(5.98)
Finalement, compte tenu de (5.97) et (5.98), la condition (5.96) se réécrit :
ocj oc;, ock ock
cos(k3b 4 ' 4 ] — sin(k3b [ 3 4 3 } = 0. 5.99
09 (ot * tmi) ~ 9 [ometry * 9Tm (599

La densité de force f,, vérifiant (5.99) dépend donc des caractéristiques des milieux de propagation,
des conditions limites aux extrémités et surtout de la densité de force f,, de la source 1.

Dans le cas du controle actif, le méme type de démarche peut étre effectué, 'intensité de structure a
minimiser n’étant cette fois-ci plus seulement /5 mais 'intensité totale Iy + Io.

Ce cas est similaire & celui de la minimisation de la densité d’énergie cinétique totale des ondes de
flexion dans une poutre d’Euler-Bernoulli soumise & deux forces ponctuelles harmoniques [192, 193].
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