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Contenu des différents chapitres

Dans l'introduction on rappelle succinctement la définition des principaux objets que I'on
étudie, afin de donner la problématique de la thése. On énonce également les résultats obtenus.
Les chapitres 2, 3 et 4 sont essentiellement des rappels. En fin de chapitre 3, est effectué un calcul
qui intervient dans la preuve du premier résultat. Dans le chapitre 5, on introduit le logarithme
et on lie les différentes définitions qui existent. Au chapitre 6, on définit le polylogarithme et
on prouve un théoreme qui avec une construction due a Levin, rappelée dans la partie suivante,
permet de donner une description topologique du polylogarithme. Au chapitre 8, on définit
la notion de classes d'Eisenstein et on propose une méthode pour calculer leurs réalisations
topologiques. On applique cet outil en spécialisant au cas des familles modulaires de Hilbert-
Blumenthal et on démontre alors que ces classes d'Eisenstein dégénerent en des valeurs spéciales
de la fonction L du corps du nombres totalement réel sous-jacent.






Chapitre 1

Introduction

La notion de polylogatithme a été initialement développée pour G,,(C) — {1}. Dans ce cas,
dit classique, elle est reliée aux valeurs spéciales de la fonction ¢ de Riemann. Plus tard, Beilinson
et Levin ont introduit le polylogarithme d’une famille de courbes elliptiques (cf [BeLe]). Pour
la courbe modulaire munie de sa famille universelle de courbes elliptiques, il a été établi que
le polylogarithme elliptique dégénérait aux pointes en le polylogarithme classique (cf [BeLe]).
Wildeshaus a ensuite défini la notion de polylogarithme pour la projection d'une variété de
Shimura mixte sur la variété de Shimura pure sous-jacente et donc, en particulier, pour certains
schémas abéliens, e.g. familles modulaires de Siegel (cf [Wil]). La définition du polylogarithme
d'un schéma abélien quelconque se déduit directement du travail exposé dans [Wil]. A chaque
théorie de faisceaux mixtes (e.g. cohomologie l-adique, modules de Hodge mixtes) est attachée
une version (réalisation) du polylogarithme. Dans ce travail, on se restreint au cas des modules
de Hodge mixtes.

Avant de présenter la problématique de cette these, rappelle succinctement la construction du
polylogarithme d'un schéma abélien telle qu’elle est présentée dans [Ki2].

1.1 Construction du polylogarithme

1.1.1 Variations de structures de Hodge et modules de Hodge

Dans la suite, pour tout A sous-anneau de R, SH M 4 désigne la catégorie des A-structures
de Hodge mixtes polarisables et pour tout n € Z, A(n) est la A-structure de Hodge pure de
poids —2n (V, F'*) définie par :

Vv = (2mi)"A C C,
F= Ve = Vg,
F 1 Ve = 0.

Soient X une variété algébrique complexe lisse et n € Z. On note ax : X — Spec C le mor-
phisme structural de X et :
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V.SHMg(X) la catégorie des variations de Q-structures de Hodge mixtes dont les
gradués sont polarisables et qui sont admissibles (cf [Ka]),

Qn)% la Q-variation de structures de Hodge constante sur X associée a Q(n),
V(n) =V ®Q(n)%, pour Ve Ob(VSHMy(X)),

MHMgy(X) la catégorie des Q-modules de Hodge mixtes,

Q(n)¥ = a%Q(n) € Ob(D*M H Mg(X)),

M(n) = M @ Q(n)}! pour M € Ob(D°M H Mg(X)).

Pour préciser les deux derniéres notations, on rappelle que I'on dispose des foncteurs standard
(fo. f*. fi. 1. D, X, ®, Hom, pour f un morphisme de variétés algébriques complexes) pour
D*M H Mg(-) et que M HMg(Spec C) = SH My.

On a un foncteur exact et pleinement fidele ¢ :

\% = V= (V).

Dans la suite de cette partie, on rassemble quelques propriétés de comparaison entre variations
de structures de Hodge et modules de Hodge.
1.1.1.1 Produit tensoriel

On relie le produit tensoriel sur V.S H Mg(X) et le foncteur correspondant sur D* M H Mq(X).
Si on suppose de plus que X est de dimension pure d, alors pour tout V, W € Ob(V.SH My(X)),

on a .
(Vo W) [d = V' @ W

ou le ® du membre de gauche (resp. droite) est le produit tensoriel pour V.SH Mg(X) (resp.
pour D° M H Mg (X)).
1.1.1.2 Pullback

De méme, pour les pullbacks, on a le lien suivant.
Soient f : X — Y un morphisme de dimension relative pure d entre variétés algébriques
complexes lisses et V € Ob(V.SHMg(Y')). Alors, on a l'identité :

(f*V)" = f"V[d]

dans laquelle le f* du membre de gauche (resp. droite) est le pullback pour V.SH Mg(-) (resp.
pour D°M H Mqg(+)). En particulier, si X est une variété algébrique lisse de dimension pure d,

1.1.1.3 Dualité

Soit X une variété algébrique complexe lisse de dimension pure d. Alors, pour tout V €
Ob(VSHMg(X)), M,N € Ob(D°*MH Mg(X)) :

Hom pos g x) (M @ V', N) = Hompo g x) (M, N @ (VY)*[—2d])

ol VV est le dual de V dans V.SHMg(X), i.e. V¥V = Hom(V,Q(0)%).
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1.1.1.4 Pureté

Soient f : X — Y un morphisme de dimension relative pure d entre variétés algébriques
complexes lisses. Alors, pour tout V € Ob(V.SHMy(Y)),

fVe = fVi(d)[2d].

1.1.1.5 Variations géométriques et formalisme de M. Saito

Soient f : X — Y un morphisme projectif, lisse, de dimension relative pure d entre variétés
algébriques complexes lisses. Au moyen du foncteur image directe f, : D°MHMg(X) —
DM HMg(Y'), on construit une collection d'objets de M HMq(Y) :

(H"£.(Q(0)%)") e -

D'autre part, d'apres le théoreme d'Ehresmann (cf. [V-Thm 9.3]) et la théorie de Hodge, on a
une famille d'objets de VSHMq(Y) :

(ka*@)keZ :

On a le résultat de comparaison :
VkeZ, H'f(QO)) = (R"1LQ)"

1.1.1.6 Groupes Euxt!

Soient X une variété algébrique complexe lisse, V, W € Ob(VSHMg(X)). Le foncteur ¢
est exact et donc induit un morphisme :

o Ext%/SHM@(X) (V, W) — Emt}\/[HM@(X) (V*, W*).

¢} est un isomorphisme.

1.1.1.7 Formule de projection

Soit f : X — Y un morphisme propre entre variétés algébriques lisses. On suppose que Y
est de dimension pure dy et on se donne V € Ob(VSHMqg(Y')). Alors, pour tout k € Z, on a
un isomorphisme canonique :

(H*£.Q0)X) ® V' [~dy] = H* f.f*V".

1.1.2 Le logarithme

Désormais et pour la suite de ce chapitre, on se donne :

B une variété algébrique complexe lisse de dimension pure,

e
e 7 71 . . .
A== B un schéma abélien complexe de dimension relative pure d.
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Comme B est normale, 7 est un morphisme projectif. On note :

j:U <— A l'immersion ouverte complémentaire de e,
U la composition 7 o j,

H = (R'7.Q)" := Hom(R'7.Q,Q(0)}) € Ob(VSH Mg(B)).

La suite spectrale de Leray pour la composition :

RHO??’LMHMQ(B)((Q(O)E)L, ) O Ty

appliquée a 7*(H") donne la suite exacte courte scindée (S) :

0

Ext}\4HMQ(B) ((Q(0)p)", HY) HlRHOWMHM@(A) (m*((Q(0)p)"), ™ (H")) )

<—>H0mMHMQ(B)((Q(O)V)L,HIW*W*(HL)) 0.

B

De 1.1.1.1-2 et 1.1.1.5-7, on déduit :

Ex t}\/[HM (( Q(0)p)", H") = Ext%/SHM@(B)(@(()) )
H'RHoma g (a) (7 ((Q(0)5)"), 7 (H')) = Exty gy ay(Q0)%, mH),
Homrpng ) ((Q0)5), Hmom*(H")) = Homysmmys)(Q (O)BaH\/®H)

Avec les identités ci-dessus, la suite exacte (S) s'écrit :

0 Ext%/SHM@(B)(Q(O)E,H)

<—5> Homy sy s)(Q(0) 5, HY @ H) 0

ou 7* et e* désignent les pullbacks pour V.SH Mg(-).

Définition 1.1.1 — Soit Log" I'unique élément de Exty, gy, (4 (Q(0)Y, m*H) tel que :
e*(Log') =0 et 6(Log") = Can

ot Can est I'élément de Homy sy ) (Q(0) ), HY®QH) qui correspond a Id sous I'identification
HomVSHM@(B) (Q(O)]‘g, HV ® H) = HomVSHM@(B) (H, H)

Log est la classe d'une suite exacte courte dans V.S H Mg(A) dont le terme médian est noté
(abusivement) également Log' :

0 — mH — Log" = Q(0)} — 0.
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Définition 1.1.2 — Pour toutn € N, on pose Log™ := Sym™Log', et on notee,; : Log"™ —
Log"™ le morphisme induit par :
ntl, 4 noa 1 1 noa 1 v _ a1
Ild®e: ® Log = (®Log") ® Log® — (®Log") @ Q(0), = ®Log".
On définit le logarithme, noté Log par :
Log :=lim Log" € Ob(pro-VSH Mg(A))

n>0

avec comme morphismes de transition les ¢, n > 1.

1.1.3 Images directes supérieures du logarithme

On donne les résultats des calculs de H*m,Log(d)" et de H*mp.Log(d)y;, k € Z.

e®Id v
i) Ona H*r,.Log(d)' = 0 si k # d. La composition Log(d) “* Log"(d) A Q(d)Y
induit le morphisme « :

a: Hor,Log(d) — Hm,(Q(d)%)" = (Q(0)%)" (cf 1.1.1.5).

Ce dernier est un isomorphisme.

ii) Des deux identités :

e*Log = [] SymFH (découle de la définition de Log'),
e!ﬁog(d)bkio(e*ﬁog)ﬂ—d] (cf1.1.1.2,1.1.1.4),
on déduit que H*e'Log(d)" =0, si k # d et H%'Log(d)* = ] (Sym*H)".
Cette propriété, i) et la suite exacte longue de cohomologie as];iiiée au triangle distingué :
e'Log(d) — m,Log(d)" — my.Log(d)s; — €' Log(d)'[1]
donnent H*ry.Logy(d)' = 0si k # d — 1 et une suite exacte courte (S’) :
(S") 0 — H* 'ny.Log(d)y, — HYe' Log(d)") — Hr,Log(d)" — 0.

On vérifie que (S’) s'insere dans le diagramme commutatif suivant :

0 —> H*myLog(d)y, —— LTSy 2= o)y ——o

0 — H 'y, Log(d)y; — H (' Log(d)") — H'm,Log(d) —=0

La factorisation canonique de 3’ a travers [] (Sym*H)* — [] (Sym*H)* donne un mor-
k>0 k>0
phisme [ :
B+ H" 'my.Log(d)y — | [(Sym"H)*
k>0
qui est un isomorphisme.



14

Chapitre 1

1.1.4 Le polylogarithme

Du résultat ii) ci-dessus, on déduit I'assertion suivante.
Les morphismes de bord de la suite spectrale de Leray pour la composition :

RHom g (H', ) © Ty

appliquée a Logy(d)" donnent I'isomorphisme ~ :

Bt an (T5H)" Logy (d)) —= Homarmgm) (M kE[O(Sym’“HV)

HomVSHMQ(B) (H, H SymkH))
k>0

Définition 1.1.3 — Le polylogarithme, noté Pol est I'unique élément de
Ext?j;[hQ(U)((W?JH)L, Logy (d)") vérifiant :

Le polylogarithme est donc une (2d — 1)-extension de M H M (U) entre variations de struc-
tures de Hodge.

1.2 Enoncé du probleme 1

Dans le cas elliptique (d = 1), le polylogarithme est une extension dans la catégorie V.SH My (U) :

Pol € Ext&HM@(U)((W}}H)L,EogU(l)L) = Ext%/SHM@(U)(W};H,EogU(l)) (cf 1.1.1.6).

D'apres la description des Ext-groupes de Yoneda, il existe V € Ob(VSHMg(U)) et une suite
exacte courte (S”) dans VSHMy(U) :

(S7) 0— Logy(1) >V —a;H—0

dont la classe est Pol. Dans la situation géométrique des courbes modulaires munies de leurs
familles universelles de courbes elliptiques, une telle suite (S”) a été explicitement déterminée
ainsi qu'une matrice de périodes (matrice de passage d'une base holomorphe compatible avec la
filtration de Hodge vers une Q-base horizontale compatible avec la filtration par le poids) pour
la variation V. On connait donc, dans ce cas, une description explicite de I'extension polyloga-
rithmique (cf [BeLe-4.8] et [Wil-V-Thm 2.3, Thm 3.14 et sa preuve]).

Si la dimension relative d est au moins 2, on peut chercher a décrire le polylogarithme de
facon analogue. Or, le premier point dans la description du polylogarithme elliptique est que
Pol est une extension dans V.S H Mgq(U) et ceci n'est pas vrai en dimensions supérieures, i.e. :

Pol ¢ Ext%/dSTFIIMQ(U)((W}H)L,EogU(d)L), sid>2.

La premiére partie de cette these est consacrée a I'étude du probléme suivant :

Probleme 1 : Décrire le polylogarithme d'un schéma abélien de dimension relative
d> 2.
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1.3 Réponse apportée au probleme 1

1.3.1 Principe de rigidité du polylogarithme

Comme on I'a vu, le polylogarithme est une extension de modules de Hodge. Une propriété
du poylogarithme, connue sous le nom de principe de rigidité, assure que I'extension topologique
sous-jacente caractérise Pol. Afin de préciser ceci, on introduit quelques notations.

Pour X une variété algébrique complexe lisse et K un corps commutatif, on note :

X X (C) muni de la topologie transcendante,

Kx le faisceau constant associé a K sur X,

Kx-mod la catégorie des K x-modules,

D2(Qx) la sous-catégorie pleine de D°(Qx-mod) dont les objets sont les complexes
dont tous les objets de cohomologies sont des faisceaux constructibles,

v le systeme local de QQ-vectoriels sous-jacent a V, pour V. € Ob(VSHMqg(X)).

On munit D’M H Mg(X) de t-structure usuelle de catégorie dérivée d’'une catégorie abélienne
et D°(Qx) de la t-structure perverse moitiée. Alors, on dispose d'un foncteur oubli t-exact For :

For :=real orat : D"MH Mgy(X) — D°(Qx).
Si de plus X est de dimension pure d, pour tout V € Ob(V.SHMg(X)), on a :
For(V*") = V/[d].

On considére le schéma abélien et les notations introduits au début de la partie 1.1.2. Le
foncteur oubli induit un morphisme noté (abusivement) également For :

For : Eﬂ?t?\j;{lj\&@([])((ﬂ;}H)L, Logy(d)") — Emt?@d_l Od(m*ﬂ-l, Logy(d))

qui est injectif. Ainsi, Pol est caractérisé par For(Pol) =: Pol.
Lorsque le schéma abélien est muni d'une polarisation principale, on peut décrire |'extension
topologique complexifiée sous-jacente au polylogarithme, i.e. :

Polc = Pol ®g C € Extéi__lmod(w;}HC, Logy (d)e).

Pour ce faire, on utilise des outils d'analyse du type séries de Fourier; c’'est pourquoi on étend
les scalaires de Q a C. Cette opération est sans conséquence pour notre étude. En effet, on peut
montrer que le morphisme :

-®o C: E;Et?@dU__lmod(m*]H, Logy(d)) — Extéi__lmod(w;}HC, Logy(d)c),

est injectif et donc Polc détermine Pol.

Le premier résultat de cette thése est la description de Polc comme morphisme de D?(Cy-mod).
Pour ce faire, on utilise des courants introduits par Levin (cf [Le]). On donne ci-dessous les étapes
de la construction de ce morphisme.
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1.3.2 Construction d’un candidat a I'aide des courants de Levin

Si X est une variété algébrique complexe lisse, on note X *° la variété différentielle associée
et Ox le faisceau des fonctions infiniment différentiables de X *°.

1. Soit le pro-fibré vectoriel G défini par G := [] Sym*m;H ® Oa~. On construit une
k>0

connexion intégrable V sur G telle que Loggr := E—()g@@R = Ker(V). Ainsi, le complexe
de de Rham associé¢ a (G, V) noté (2%(G),V*) est une résolution de Logg, d'ou un
quasi-isomorphisme i : Logr — Q% (G).

2. On note (2%« (G(d)c), V*(d)c) le complexe (2%(G), V*) @r R(d) ®g C. Au moyen de
courants du type courants de Green, Levin construit un morphisme P :

P i He — QEHG(d)e)

tel que V¥~ 1(d)c o P =0 (cf [Le-Thm 3.4.4]).

3. Soit [P] € Hompyc, -mod) (Tt He: Logu(d)c[2d — 1]) défini par :

Vv(d
0 — G(d)e 25,

i®IdR(d)®RCT

Logy (d)c

1.3.3 Enoncé du résultat 1
Résultat 1 : [P] = (Pol)c.
Pour la preuve, on utilise une relation différentielle vérifiée par les courants de Levin analogue

a celle satisfaite par les courants de Green et le fait que le morphisme (3 est le morphisme résidu
en B> (vue comme sous-variété fermée de A™ via e).

On va a présent donner une construction qui associe au polylogarithme et a une section de
torsion du schéma abélien un élément dans un groupe de cohomologie de Hodge absolue de la
base B. Ceci va permettre d'introduire le deuxieme probleme étudié dans cette these.

1.4 Définition des valeurs du polylogarithme en un point
de torsion

On considere toujours le schéma abélien introduit au début de la partie 1.1.2 et on conserve
les mémes notations. Soit x : B — U un point de torsion.
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1.4.1 Principe de scindage

On a un isomorphisme canonique sc, :

scy 1 v Logy = H SymFH.

k>0

1.4.2 Contractions

On a un morphisme canonique ev : H ® HY — Q(0)};. Pour tout & € N* on note
cr : (SymFH) @ HY — Sym*~1H le morphisme induit par :

k y k—1 v k-1 v k=l
Id@ev: (QH)@H' = (@ H) @ (HOHY) —» (@ H)@Q0)) = @ H.

1.4.3 Les valeurs du polylogarithme en un point de torsion

Pour tout [ > 0, on appelle [-ieme valeur du polylogarithme en z et on note [#*Pol]! I'image
de Pol sous la composition suivante notée vall, :

Bty o) (75 H)' Logu (d)")
(1.1.1.2)lx*
Bty v (M (@7 Logu (d))")

t(sca )« l

Bt (M TL(SymtH)(@))

k>0

(1.1.1.1-3)

Bty (QUO)E) TT ((Sym*H) @ HY)(d))")

k>0

vall,

(L(Cl+1®ld@(d)g) ) prk_l_‘_l)*l

Extyi i (QO0)5)" TT (Sym!H)(d))")

k>0

HE -4 B (B, (Sym'H)(d)").

([HW1-Def A.1.9 b)], 1.1.1.2)

Dans la littérature, les éléments [x*Pol]' sont appelés classes d'Eisenstein. Cette termino-
logie vient du fait que, dans le cas elliptique, ceux-ci peuvent étre décrits au moyen de séries
d'Eisenstein.

1.5 Enoncé du probleme 2

Pour les courbes modulaires munies de leurs familles universelles de courbes elliptiques, Bei-
linson et Levin ont prouvé que les classes d'Eisenstein ont une origine motivique (cf [BeLe-Lem
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6.4.5]). En étudiant la dégénérescence de ces classes en des pointes, on obtient des résultats de
non-annulation (cf [BeLe-Prop 2.2.3], [SS], [Wil-V-Cor 3.26]). Ceci implique alors la non-nullité
de certains groupes de cohomologie motivique.

En dimension quelconque (quitte a travailler dans la théorie des modules de Hodge sur R
définie dans [HW1-A.2]), Kings a montré que les valeurs du polylogarithme d'un schéma abélien
(défini sur R) en un point de torsion (défini sur R) viennent d'un élément d'un groupe de co-
homologie motivique via le régulateur absolu (cf [Ki2]). Par analogie avec le cas elliptique, on
pose le probleme suivant :

Probléme 2 : Existe-t-il un schéma abélien 7 : A — B de dimension relative d > 2,
une section de torsion ¥ : B — U et | > 0 tel que [z*Pol]’ # 0.

1.6 Réponse apportée au probleme 2

On s'inspire de la démarche de Beilinson et Levin qui établissent leur résultat de non-nullité

en effectuant le calcul du résidu des classes d'Eisenstein en une pointe de la compactification
de Baily-Borel de la base. Un contexte géométrique "voisin” des courbes modulaires est celui
des variétés de Hilbert-Blumenthal. En effet, les compactifications de Baily-Borel de telles sont
obtenues en leurs ajoutant un nombre fini de points.
Dans la deuxieme partie de ce travail, on considere le polylogarithme des schémas abéliens
universels de Hilbert-Blumenthal. Avant de formuler le résultat obtenu, on précise la définition
(analytique) de cette famille de variétés abéliennes (au-dessus d'une composante connexe du
schéma modulaire) et on explique la démarche adoptée pour étudier son polylogarithme et
calculer le résidu des classes d'Eisenstein associées a des sections de torsion.

1.6.1 Données géométriques

Soient K un corps de nombres totalement réel de dimension g, Ok son anneau d’entiers,
D la différente de K a Q et oy, .., 0, une énumération des plongements réels de . On note
H5 le demi-plan de Poincaré supérieur.

On définit une action p de SLy(K) sur (Hy)? en envoyant (( 3 ? ) ,(Tk)lgkgg) €
SLy(K) x (HF)9 sur :

(o)) < os

et une action p’ de (K @ K') x SLy(K) (produit semi-direct pour I'action standard de SLo(K)
sur K@K) sur CY9 x (H;‘)g) en associant a (((a, b), ( 3 g )) 7((Zk)l§k§ga (Tk)l<k<g)) S
(K @ K) x SLy(K)) x (C7 x (H3)?) :

2% . ok () Tk + 0k(B)\ ok(@) T + ok (F)
(amm Ton(e) @)~ orll) ( o207+ o3(0) ) o) ox(0)

) € CIx(HT)I.
1<k<g



1.6 Réponse apportée au probléeme 2

19

On fixe N € N, N > 3. On définit ['y sous-groupe arithmétique net de SLy(K) par :

10

) mod NOk }

et A sous-groupe arithmétique net de (K @ K) x SLy(K) par :
AN = (D;{l D OK) X FN'
On peut former les variétés analytiques quotients :

B(C) = Tn\(H3)¢ (T agit sur (H3)? via la restriction de p),
A(C) = AN\(TY9 x (H3)9) (An agit sur CY x (Hy )¢ via la restriction de p').

La projection canonique pry : C9x (Hy )9 — (H4 )¢ induit un morphisme analytique complexe
7 : A(C) — B(C). On peut montrer que B(C) (resp. A(C)) est la variété analytique
complexe associée a une variété algébrique complexe lisse B (resp. A) et que 7" est induit par
un morphisme algébrique 7w : A — B qui est le morphisme structural d'un schéma abélien de
dimension relative pure g au dessus de B de dimension pure g.

1.6.2 Description du polylogarithme

On applique le résultat 1 au schéma abélien défini ci-dessus. Pour cela, on munit 7 : A — B
d'une polarisation principale. Le systeme local sous-jacent a la Z-variation de structures de
Hodge pures de poids —1 (R'7,Z)" s'identifie 8 D' ® Ox muni de I'action standard de T'y.
Le morphisme suivant :

(D' ® Ok) x (D @ Og) — 2miZ,
((CLl, bl), (CLQ, bg)) — 27 trK(a162 — b1a2)

ou try désigne la trace de K a Q, définit une polarisation sur notre schéma abélien et on
vérifie qu'elle est principale. On peut alors calculer les courants de Levin avec ces données pour
déterminer P et par suite (Pol)c.

1.6.3 Détermination des classes d’Eisenstein associées a des sections
de torsion

On fixea € N™'Dy! et b € N~'Op. On définit (au niveau analytique complexe) une section
de N-torsion xy" de notre schéma abélien en posant :

ng}”, : B(C) — A(C)
[(Ti)1<k<g] = [((on(a) + ox(D)T)1<k<g, (Th)1<k<g)]

On peut montrer que z;’ est le morphisme analytique associé a un morphisme algébrique
Tap @ B — A.
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Soit [ > 0. La construction de valéa , admet des analogues topologiques pour des coefficients
rationnels et complexes qui permettent de définir deux morphismes :

vall, Extg;mod(m?% Logu(9)) — Hpyi (B, (SymH)(g)),

(vall, ) : Bat? (w5 He, Logu(9)e) = Hifls o (B, (Sym™M)(9)e).

Ces derniers s'insérent dans le diagramme commutatif suivant :

Bt (T M), Logu(9)") — % HE (B, (SymiH)(9)")

For For
__ wal
2g—1 w17 Tq, _ S
Bat " g H, Logu(g)) —= H,! o(B, (Sym'™H)(g))
: ®QC . ®@(C
29—1 _ D L
Ext? " od(MHe Logu(9)e) — Hilyi o (B, (SymH)(g)c)-

On en déduit I'identité (/1) suivante :

(1) For([z;,Pol]') @q C = (vall, ,)c((Pol)c).

L’expression de (Pol)c obtenue précédemment permet de donner une formule pour
For([z;,Pol]'), i.e. d’expliciter les classes d'Eisenstein au niveau topologique aprés extension
des scalaires de Q a C.

1.6.4 Résidu en une pointe
La pointe oo

Comme on I'a dit auparavant, la compactification de Baily-Borel de B notée B* s'obtient en
ajoutant un nombre fini de points nommés pointes. L'une d’elle est remarquable : la pointe oc.
On donne une base de voisinages de 0o. Soient I'y ., et pour r € R, V. définis par :

Inoo:={M €'y / M est triangulaire supérieure},

Vo= {(mhsksy € (H3)* / [[S(m) > 7).

Alors, I'y ~ agit sur V,. via la restriction de p pour r >> 0. Pour r >> 0, le morphisme
canonique V,. :=I'y .\ V,, — B(C) est une immersion ouverte. La famille des {(V, U{oco}},~~0
forme une base de voisinages de oc.
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Le morphisme résidu

Le morphisme résidu Res'_ est construit a partir de deux morphismes. On commence par
définir ces trois morphismes et ensuite on explicite le but de Res!_.

La dimension cohomologique de SH Mg est 1. Ainsi, la suite spectrale de Leray pour la
composition :

RHomsm,(Q(0),-) o (ap)«

appliquée a (Sym'H)(g)* induit une suite exacte courte :

0 —— Bt (Q0), H2(ap).(Sym'H)(9)") — HE, ' (B, (Sym'H)(g)") D

W Homsiras, (Q0). H(az).(Sym'H) (9)") 0

Soient iy, : 00 < B* (immersion fermée) et jp : B < B* I'immersion ouverte de B dans
sa compactification. On a le triangle distingué (T') :

(T) (7B)((Sym'H)(g))" (7B)«((Sym'H)(g))"

[HT /

(o) 1% (J5)((Sym'H) (g))*

Dans la suite exacte longue de cohomologie associée au triangle distingué (ap-).(T"), on
a un morphisme noté (2) :

H ap).(Sym'H)(9)") — H*™'is,(j5).(SymH)(g))"
Définition de Res!
On pose alors le morphisme résidu par : Res\ = (2), o (1) :
Res', : HE (B, (Sym'H)(g)") — Homgag (Q(0), H~ 1% (j5).((Sym'H)(9))").
Le but du morphisme résidu
On applique le théoreme [BW-Thm 2.9] a notre situation pour obtenir :

H7 i ((Sym'H)(g))* ~ Q(0) si g divise I,
H97Y%* g ((Sym'H)(g9))" = 0 sinon.

Ainsi, si g divise [, le but du morphisme résidu est Q (Homsma, (Q(0), Q(0)) = Q) et si
g ne divise pas [, Res'_ est le morphisme nul.



22 Chapitre 1

Détermination du résidu de [z}, Pol]'

.. .. . l .
On suppose ici que ¢ divise [. La construction de Res:  a des analogues topologiques pour
des coefficients rationnels et complexes grace auxquels on peut définir :

Rest : Héi;t;@(g, Sym'H(g)) — Q,

(Reslo)c : Hylyy (B, Sym'H(g)¢) — C.

Ceux-ci s'inserent dans le diagramme commutatif :

_ Reséo
HE, ' (B, (Sym'™H)(9)") Q
lFor H
_ —_ Resl
Hégett;@(Bv Sym!H(g)) Q
l' ®qC [ ®C
13 o (B, SymH(g)e) ——=~C
On en déduit I'identité (I5) :
(12) Resi, ([, Poll') = (Resl, )c(For([z; ,Poll')).
De (I1), (I3), et du résultat 1, on déduit que :
(1) Res([x;,Poll') = (Resly)c o (vall,,)c ([P]).

A I'aide de la formule établie auparavant pour (val’, )c ([P]), on peut expliciter le membre
de droite de (1) et donc Resl ([} ,Pol]").

1.6.5 Enoncé du résultat 2

On introduit les notations suivantes :

dg le discriminant de K a Q,
Ng la norme de K a Q,
Ok ={ce O /c¢c=1mod NOk},

exp(2mi tri(Ac))
Nk(A)*®

,pourc € N"'1Og et s € C

L((DK)_17N707 8) = Z
Ae((Dr) 1 ={0})/O%
tel que R(s) > 1.

Résultat 2 :

i) Pour tout g ne divisant pas I, a € N~'(Dg)~", b € N"'Ok, Res ([z} ,Pol]') = 0.
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ii) Pour tout [ > 2g divisible par g (I =ng), a € N"Y(Dg)™ ', be N7'Ok, b#0 :

Res' ([z2,Pol]") o (271) 9D |de|2 L(Dg) Y, N, b,n + 2).

Le polylogarithme dégéneére donc dans ce cas en une valeur spéciale de fonction L de corps
de nombres.

i) Pourtoutn>5 b€ N 1Ok, b#0:
(271)"9"|dy |2 L((Dx) ™", N,b,n) € Q
[l s'agit d'un cas particulier du théoreme de Klingen-Siegel.

iv) Pour tout n > 4 pair, a € N"'(Dg)™, b € N7'O, b # 0, tel que les idéaux entiers
(N) et (Nb) sont copremiers, g > 2 :

[, ,Pol]™ # 0.
On répond ainsi par I'affirmative a la question posée dans le probleme 2.
Idées de preuve :
i) Ceci découle du calcul du but du morphisme résidu.

i)  On calcule les courants de Levin associés a la famille de Hilbert-Blumenthal pour obtenir
une expression explicite de [P]. On applique ensuite (vall,  )c et on trouve une forme

différentielle fermée Wé,b sur B> a valeurs dans (Sym!H)(g). dont la classe de cohomologie

est (vall, )c ([P]). On fixe 7 >> 0 et on restreint la forme obtenue a V.. L'hypothese " g
divise [" permet de déterminer une projection canonique pr :

pr: ((SymlH)(g)C)‘W - @(O)C

définie sur Q telle que pr. : H2,! o (i5 (). (Sym ) (g)e) — 2t (15 (j)-Q(0),.)
est un isomorphisme. On en déduit I'identité :

(Resl)e o (vall_)e ([P]) = —— /D_ R -

N g
ol D, = I'no\D,, avec D, = {(7)1<k<y € (H3)? / TI S(7%) = r}. On achéve la
1
(

k=
preuve en effectuant ce calcul d'intégrale et en utilisant (7).
i) On déduit ce résultat de ii) et de la Q-structure du polylogarithme.

iv) On utilise une équation fonctionnelle pour L((Dr)~!, N,7, ), -) déterminée par Siegel

(cf [Si]).
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1.6.6 Historique partiel des preuves du théoreme de Klingen-Siegel

La preuve partielle qu'on donne dans cette these du théoreme de Klingen-Siegel présente une
certaine analogie avec |'approche originale de I'article [KI]. On met toutefois ici en lumiére un
lien avec la famille modulaire de Hilbert-Blumenthal, via le polylogarithme, qui ne figure pas
dans [KI], ni, a8 ma connaissance, dans les articles publiés sur le sujet a ce jour. Depuis 1962,
date de parution de [KI], plusieurs autres preuves du théoréme ont été publiées. On mentionne
les deux plus récentes, dues a Sczech et Nori. Tous deux utilisent la rationalité d'une classe
de cohomologie pour obtenir la rationalité d’'une valeur spéciale de la fonction L, ce qui est
également notre cas.

Sczech [Sc] :

Sczech construit un cocycle ¥ dans le (g—1)¢" groupe de cohomologie du groupe G L ,(Z)
a valeurs dans un certain espace de fonctions. Pour un corps de nombres totalement réel
I de degré g, de groupe des unités totalement positives U, il définit, a partir de ¥, une
famille de classes de cohomologie nr(n) € HYY(U,Q) (n € N*). Scezch montre que
I'évaluation de np(n) sur une classe fondamentale de H,_1(U,Z) (qui donne un nombre
rationnel) est liée a la valeur spéciale en 1 — n d'une fonction L de Hecke, donnant ainsi
une preuve alternative du résultat de Klingen-Siegel. Un point remarquable de la méthode
de Sczech est que ¥ redonne toutes les valeurs spéciales des fonctions L de Hecke de tous
les corps de nombres totalement réels.

Nori [N] :

Pour V' un Q-vectoriel de dimension g, A un réseau de V', a € V, on note I le stabilisa-
teur de a + A C V dans GL4(V'). Nori associe a ces données une classe de cohomologie
c(V,a, A\, k) € HI=YT, Sym*V), k € N. Ensuite, il représente c(V,a, A, k) par un cou-
rant lisse (i.e. une forme différentielle). On peut remarquer une analogie formelle entre les
courants de Nori et ceux de Levin (cf [Le]). Soient F' un corps de nombres totalement réel
de degré g, L un réseau de F', a € F'. On note U le sous-groupe arithmétique de F'* formé
des unités totalement positives de F' qui stabilisent A + aZ et qui agissent trivialement
sur (A 4 aZ)/A. En restreignant ¢(F,a, A, k) via l'inclusion canonique U — GL/(F),
Nori obtient une classe dans H9~'(U, Sym*F). Soit k divisant g. On a un isomorhisme
u » H97YWU, Sym*F) = Q. En calculant 1 (Resp;(c(F,a,Ak)) € Q au moyen de la
représentation de ¢(F, a, A, k) par des formes différentielles, on retrouve I'expression d'une
fonction L de F'. Ainsi, Nori redémontre le théoreme de Klingen-Siegel.

Enfin, on mentionne la prépublication de Kings [Ki3] dans laquelle il étudie la dégénérescence
des classes d'Eisenstein des variétés de Hilbert-Blumenthal par une autre méthode que celle
proposée dans ce travail. On en donne une description grossiére.

Tout d'abord, Kings définit, pour toute famille topologique de tores réels n-dimensionnels
T — S, une notion de polylogarithme topologique pour un anneau commutatif quelconque de
coefficients. Il s'agit d'une (n — 1)-extension topologique qu'on note Polr.
Soient m : A — B la famille introduite dans la partie 1.6.2, 7 : A(C) — B(C) la famille
topologique de tores réels (2g)-dimensionnels sous-jacente, = une section de torsion et [ > 0 et
r >> 0. On esquisse I'approche de Kings pour calculer Res,pine([2*Pol]"). On fixe Q comme
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anneau de coefficients et on ne considéere que la pointe oo pour simplifier (bien que Kings
détermine le résidu en toutes les pointes et ait un résultat d'intégralité).

a) Réduction a un calcul topologique.

b) Par définition, For(Pol) = Pol ).

c) Construction! d'une famille toplogique de tores g-dimensionnels ¢ : T — D, et d'un
diagramme commutatif :

A(C>|W—>g T
P
[

et de deux morphismes f, et g, de source un Ext?9~!-groupe topologique et de but un
Ext9~1-groupe topologique et d’'une section topologique g(z) de g associée a x tels que :

) 9«Polaw) . = Polr
i) fulz*Polac) i)' = lg(x)*Polr]

iii) For([a:*Pol]l):/ [g(z)*Polr]'.

T

On peut interpréter i) comme une dégénérescence topologique du polylogarithme . La

construction de [z*Pol (), ]' et de [g(z)*Polr]’ est analogue a la construction de [z*Pol]".

v
d) Description du polylogarithme de 7" au moyen des courants de Nori (cf [N]).
e) Calcul de I'intégrale de iii) et expression du résultat en termes de fonction L de F.

Kings redémontre ainsi le théoreme de Klingen-Siegel et obtient un résultat de non-annulation
pour les résidus des classes d'Eisenstein.

LEn fait, Kings remplace D, et V,. par des espaces qui leur sont homotopes.
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Rappels sur les modules de Hodge

On rappelle la définition de variation de structures de Hodge mixtes et on redonne |'énoncé
d'un théoreme de prolongement pour les variations admissibles dii a Kashiwara. On donne ensuite
des résultats généraux sur la théorie des modules de Hodge mixtes de M. Saito. On fixe ainsi les
notations qui seront utilisées dans la suite. La derniere partie de ce chapitre traite du lien qui
existe entre les variations de structures de Hodge mixtes et les modules de Hodge mixtes dans
le cas ou la variété est lisse. De plus, on explique comment les foncteurs standard définis pour
la catégorie dérivée des modules de Hodge mixtes et appliqués a des variations sont liés aux
foncteurs existant au niveau des variations. L'essentiel de cette partie repose sur la comparaison
des pullbacks, résultat dont la preuve utilise la construction de M. Saito (cf [Sa2]). Les autres
résultats découlent alors formellement de [Sa3] et de [HW-Cor A.1.7].

2.1 Variations de structures de Hodge

Soient A € {Z,Q}, N un A-module, n € Z et X une variété algébrique complexe lisse.

Notations 2.1.1 —

SHM, la catégorie des A-structures de Hodge mixtes polarisables,
A(n) la A-structure de Hodge mixte (V, F'*) définie par :

Vv = (2mi)"A C C,
F Ve = Ve,
F7H1 e = 0,
xan la variété analytique complexe associée a X,
Oxan le faisceau des fonctions holomorphes sur X",
Q}(M le faisceau des 1-formes différentielles holomorphes sur X ",
X X (C) muni de la topologie transcendante,
Nx le faisceau constant sur X associé 3 N,

A(n)%  le couple (((2mi)"A)x, F*®) ol F* est la filtration décroissante du fibré vectoriel
((2m0)"A) x @4y Oxan définie par :
Fn ((271'2)”14))( KAy Oxan = ((271'2)”14))( R Ay OXan,
f_n+1 ((QWZ)nA)X ®AX OXan = 0.

27
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Définition 2.1.2 — Soit n € Z. Une A-variation de structures de Hodge pures' de poids n sur
X est la donnée d'un couple (V, F*) ou :

V est un systéme local de A-modules de rangs finis sur X. On note V le fibré vectoriel
complexe Ve @c Oxan et V la connexion de Gauss-Manin de V,

F* est une filtration décroissante de V par des sous-fibrés (F*V)
forcément intégrables),

e qui ne sont pas

tel que :

i) Toutes les fibres de (V, F*) sont des A-structures de Hodge pures de poids n,
ii) Transversalité de Griffiths : Vk € Z, N(F*V) C F*V @ Qkan,

iii) Polarisabilité : il existe un morphisme v de systémes locaux sur X :
VeV - (2r) "A)x

compatible avec la filtration F* @ F* de V ® V et avec celle de A(—n)% et qui induit des
polarisations sur toutes les fibres de (V,F*). Un tel morphisme 1) est appelé polarisation
de (V,F*).

Exemples 2.1.3 —

i) A(n)% est une A-variation de structures de Hodge pures de poids —2n sur X,

i) Soient f : X — Y un morphisme projectif, lisse, de dimension relative pure d entre variété
algébriques complexes lisses et k € 7.. On note f : X — Y ['application continue induite
par f. En appliquant le théoréme d'Ehresmann (cf [V-Thm 9.3]), on voit que RFf, A est
un systéme local sur Y. D’aprés la théorie de Hodge, les fibres de R f A sont munies de
A-structures de Hodge pures polarisables de poids k. Ces données définissent une variation
de A-structures de Hodge pures de poids k surY que I'on note R¥ f, A. Les variations ainsi
construites sont appelées variations géométriques.

Définition 2.1.4 — Un morphisme entre A-variations de structures de Hodge pures de poids
n sur X est un morphisme entre les systémes locaux de A-modules sous-jacents qui respecte
les filtrations.

Notation 2.1.5 —
VSH}(X) la catégorie des variations de structures de Hodge pures de poids n sur X.

Définition 2.1.6 — Une A-variation de structures de Hodge mixtes® sur X est un triplet
(V, W4, F*) ol :

V est un systéme local de A-modules de rangs finis sur X. On note V le fibré vectoriel
complexe Ve ®¢ Oxan,

!les variations pures seront toujours supposées polarisables.
°Les variations de structures de Hodge mixtes seront toujours supposées avoir des gradués polarisables.
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W, est une filtration croissante de Vi par des sous-systéemes locaux de Q-vectoriels,
JF* est une filtration décroissante de V par des sous-fibrés (}"kV) qui ne sont pas
forcément intégrables),

keZ

tel que :

i) Pour tout n € Z, (Gr)Y Vi, GrV F*) est une Q-variation de structures de Hodge pures
de poids n,
i) Transversalité de Griffiths : Vk € Z, V(F*V) C F*'V @ Qkan.

La filtration W, (resp. F*) est appelée filtration par le poids (resp. de Hodge).

Remarque 2.1.7 — Soit V := (V,F*) € Ob(VSH}(X)). On peut voir V. .comme une A-
variation de structures de Hodge mixtes sur X en ajoutant a (V, F*) la filtration par le poids
W, définie par :

W,WVo = Vg,

Wo1iVg = 0.

Désormais, on ne considere que le cas A = Q. Les Q-variations de structures de Hodge mixtes
que I'on considere dans la suite sont celles qui vérifie une condition supplémentaire d’admissibilité
("bon comportement a l'infini”). Pour la notion d’admissibilité, on renvoie a I'article [Ka]. On
remarque que les (Q-variations de structures de Hodges pures sont admissibles et que si X est
propre, toute Q-variation de structures de Hodge mixtes sur X est admissible. Les variations
admissibles satisfont la propriété d'extension suivante (due a Kashiwara) :

Théoreme 2.1.8 [Ka-Prop 1.1.11, Thm 4.5.2] — Soit Y une variété algébrique complexe lisse
et U — Y une immersion ouverte telle que codimy (Y — U) > 2. Alors, pour toute Q-variation
de structures de Hodge mixtes admissible V sur U, il existe une Q-variation de structures de
Hodge mixtes admissible V sur'Y telle que :

Vi =V.

Définition 2.1.9 — Un morphisme entre variations de A-structures de Hodge mixtes sur X est
un morphisme entre les systémes locaux sous-jacents qui respecte les filtrations.

Notation 2.1.10 —

VSHMgy(X) la catégorie des Q-variations de structures de Hodge mixtes admissibles sur
X.

Convention 2.1.11 — A /'aide de la remarque 2.1.7, on identifie VSHE(X) a la sous-catégorie
pleine de V.SHMqy(X) dont les objets sont les (V,W,, F*) tels que pour tout k € Z, k # n,
G?‘ZV V@ =0.

Pour terminer cette partie, on remarque que la catégorie abélienne V.SH Mg(X) peut étre
munie d'opérations " linéaires” et que I'on dispose d'un pullback et d'un produit externe pour la
théorie V.SH Mg(+).
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. Soient Vy = (Vi,Wia, F2), Vo i= (Vi, Wae, F3) € Ob(VSHMg(X)). On définit
Vi ® Vo € Ob(VSHMgp(X)) comme étant le triplet (V; ® Vo, Wie @ Wae, F7 @ F3).

k
De méme, on définit Hom(V,,V,), VY = Hom(V,,Q(0)%) et pour k € N*, @V,
SymkVI

Soit f : Y — Y’ un morphisme entre variétés algébriques complexes lisses. Le pullback
par f d'une Q-variation de structures de Hodge mixtes sur Y’ est défini a l'aide des
pullbacks qui existent pour les systemes locaux et pour les fibrés vectoriels holomorphes
(dans les deux contextes, les pullbacks sont des foncteurs exacts). On a donc un foncteur
f*  VSHMy(Y') — VSHMgp(Y).

Soient Y, Y’ deux variétés algébriques complexes lisses, V. € Ob(VSHMg(Y)) et V' €
Ob(VSHMg(Y")). En prenant le produit externe des systemes locaux et des filtrations de
Vet V', on définit VRV € Ob(VSHMqg(Y x Y")).

2.2 Modules de Hodge mixtes

Notations 2.2.1 — Pour tout X variété algébrique complexe, et f : Y — Y’ morphisme de
variétés algébriques complexes, on note :

X X (C) muni de la topologie transcendante,

Qx le faisceau constant associé a Q sur X,

Qx-mod la catégorie des Q x-modules,

D%(Qx) la sous-catégorie pleine de D°(Qx-mod) dont les objets sont les complexes

dont tous les objets de cohomologies sont des faisceaux constructibles,
Pervg(X) la catégorie des faisceaux pervers sur X relativement a la perversité moitiée,
f I'application continue Y — Y induite par f.

Soit X une variété algébrique complexe.

On dispose d'un foncteur real : D’ Pervug(X) — D%(Qx) (cf [BBD-Prop 3.1.10]). Ce fonc-
teur real est I'identité Pervg(X) et définit une équivalence de catégories (cf [Be2-Thm 1.3]).

M. Saito a défini une catégorie abélienne, la catégorie des (Q-modules de Hodge mixtes sur X,
notée M H Mgy(X), qui est, par définition, équipée d'un foncteur M HMg(X) — Pervg(X),
noté rat, qui est exact et fidele (cf [Sal], [Sa2]).

Si X est lisse, alors la catégorie M H Mg(X) est construite comme une sous-catégorie pleine
de la catégorie M F,W (Dx, Q) (cf [Sal-Déf 5.1.14]) dont les objets sont de la forme :

(M, F*,W,), (K,W,),a)

avec (M, F*) est un objet de M F},(Dx), i.e. un Dx-module algébrique régulier et holonome,
M, muni d'une bonne filtration F'*, K € Ob(Pervg(X)), W, une filtration croissante lo-
callement finie de K, et a un isomorphisme DR(M) 5K ®g C respectant W, ou DR
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est le foncteur de de Rham. Dans ce cas, le foncteur rat est défini au niveau des objets par
rat((M, F*, W), (K, W,),a)) = K.

Théoreme 2.2.2 [Sa2-Thm 0.1] — La théorie des catégories dérivées bornées de Q-modules
de Hodge mixtes D" M H Mg(-) est munie des foncteurs standard f., fi, f*, f', D, X, ®, Hom,
pour f un morphisme de variétés algébriques complexes. De plus, ce formalisme est compatible
avec celui de D®(Qx) via le foncteur For :

For :=rat oreal : D"MH Mgy(X) — D°Pervg(X) — D2(Qx),

e.g. si f est un morphisme de variétés algébriques complexes, For o f, = Rf, o For.

Remarques 2.2.3 — De [BBD-3.1.14] et des propriétés du foncteur rat, on déduit que :
i) pourtoutn € Z, Foro H" = PH" o For,
ii) le foncteur For est conservatif.

2.3 Variations versus modules pour une variété lisse

2.3.1 VSHMgp(X) comme sous-catégorie pleine de M H Mg(X)

Soit X une variété algébrique complexe lisse de dimension pure d.

Définition 2.3.1 — Un Q-module de Hodge mixte M est dit lisse si rat(M)[—d| est un systéme
local sur X.

Notation 2.3.2 —

MHMy(X)® la sous-catégorie pleine de M H Mq(X') dont les objets sont les Q-modules
de Hodge mixtes M lisses.

M. Saito définit un foncteur « de V.SH My (X) vers M HMq(X) C M EF,W(Dx). Au niveau
des objets, ¢ envoie V := (V. W,, F*) € Ob(V.SH Mg(X)) sur I'objet de M F;, W (Dx) suivant :

(V& Ox,F*) @ (%, F*),V]d], W.[d], Id) .

Théoreme 2.3.3 [Sa2-Rem. aprés le Thm 3.27] — Le fonteur v induit une équivalence de
catégories :

VSHMy(X) = MHMg(X)".

Corollaire 2.3.4 — M HMq(Spec(C)) = SH M.
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2.3.2 Foncteurs standard de DM H Mg(-) appliqués aux objets lisses
Notations 2.3.5 — Pour tout X variété algébrique complexe lisse et V.€ Ob(V SHMg(X))
on pose :

\Y%

le systéme local sous-jacent a 'V,
VL

= 1(V) € Ob(MHMqgy(X)).

Proposition 2.3.6 (Formules de projection) — Soit f : X — Y un morphisme propre.
i) Pour tout M € Ob(D°*MH Mg(X)) et N € Ob(D°’MHMg(Y)) :

(M) ® N = fi(M & f*N),

i) Side plusY est lisse et de dimension pure dy, alors pour tout V.€ Ob(VSHMy(Y)) :

(H"£.Q(0)Y) ® V'[—dy] = H* f, f*V".
Preuve :

i) On note Ax (resp. Ay) I'immersion diagonale de X (resp. Y'). On applique la proposition
[Sa3-Prop 3.10] au carré cartésien :

oA
(Idx f)oAx X xY
fl leIdY
L S VN

pour obtenir fi((Id x f) o Ax)* = A} (f x Idy),. Puisque f est propre, on a I'identité
suivante :

(%) Sllld x f)o Ax)" = Ay (f x Idy)..
Soient M € Ob(D°*MHMg(X)) et N € Ob(D°MH Mg(Y)). On a :

(f:M) © N

Ny (fME N)

AL(f x Idy) (MR N)  (cf [Sa3-3.1.9))
[AXId x [)*(M®N)  (cf (x))

= LAY (MEFN) (cf [Sa3-3.1.9])
— [.(M® f*N).

i) On applique le résultat i) avec M = Q(0)¥ et N = V*[—dy] et on trouve :

(fQ0)Y) ® V'[~dy] = f. f*V[~dy].

On conclut en utilisant le fait que - ® V*[—dy] définit un endofoncteur de la catégorie
MHMg(Y') qui est exact (cf [Sa3-Prop 4.6]).

O
On établit a présent cinq lemmes afin de prouver une propriété de compatibilité pour les
pullbacks (cf prop 2.3.12).
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Lemme 2.3.7 (Dualité) — Soit X une variété algébrique complexe lisse de dimension pure d.
Alors, pour tout V.€ Ob(VSHMqy(X)) :

D(V*) = (V¥)"(d),
ol VV est le dual de V dans V.SH Mg(X), i.e. V¥ = Hom(V,Q(0)Y%).

Preuve : Il suffit de calculer chacun des deux membres de I'égalité a démontrer (cf [Sa2-2.6]
pour la définition de D). O

Lemme 2.3.8 (Dualité et pullback sous un morphisme propre) — Soit X (resp. Y ) une variété
algébrique complexe lisse de dimension pure dx (resp. dy ) et f : X — Y un morphisme propre.
On pose d := dx — dy. Alors, pour tout V.€ Ob(VSHM(Y)) :

i) f7(V)[d] € Ob(MH Mg(X)*),

i) (WY)r = f*(VV)[d], ou W € Ob(VSHMqu(X)) est tel que W' = f*(V*)[d].

Preuve :
i) Evident.
i) On pose :
L = VL[—dy],
L = (DL)(—dy)[—2dy],

(f*L)y* = (D(f"L))(—dx)[-2dx].
Pour tout M € Ob(D*(M HMg(X))), on a :

HOmeMHMQ(X)(f*L*a M) = HomeMHMQ(Y)(L*u f«M) (adjonction)
= HOmeMHMQ(Y) (Q(O){‘/J, f* (02 L) (Cf [533-461])
= HOmeMHMQ(Y) (Q(0)§Af4> fo(M ® f*L) (cf prop 2.3.6)
= Hompoygmgx)(Q0)Y, M ® f*L) (adjonction)
= HomeMHMQ(X)(( *L)*,M) (Cf [Sa3-461])
Donc f*L* = (f*L)*. Ensuite, a I'aide du lemme 2.3.7, on obtient :
f*L* — f*(VV)L[_dY],

(f*Ly = (WY)[=dx].
O

Lemme 2.3.9 (Pureté pour les morphismes propres) — Dans le contexte du lemme précédent,
pour tout V.€ Ob(VSHMqy(Y)) :

Ve = fVe(d)[2d).
Preuve : On introduit W € Ob(V.SHMg(X)) tel que f*(VV)'[d] = W".

f've = DfDV (cf [Sa3-3.1.3])
= Df*(V¥)"(dy) (cf lemme 2.3.7)
= (Df*(VY)"[d])(=dy)ld]
= (WY)“(d)[d] (cf lemme 2.3.7)
= f*V(d)[2d] (cf lemme 2.3.8).
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Lemme 2.3.10 (Cas particulier de pullback) — Soient X une variété algébrique complexe lisse,
affine, de dimension pure d (d > 1) et Z une hypersurface lisse de X définie par g = 0 pour
g une fonction réguliére de X. On note i : Z — X ['immersion fermée. Alors, pour tout
V € Ob(VSHMg(X)) munie d’une filtration par le poids de longueur finie, on a I'identité :

(V) = "V [—1]

dans laquelle le i* du membre de gauche (resp. droite) est le pullback pour V.SH Mg(-) (resp.
pour D* M H Mg(-)).

Preuve :
i) Au niveau pervers, on a l'identité :

(%) rat((i*V)") = rat(i*V*[—1]).

Il reste a voir que cette identification respecte les filtrations.

i) En faisant une récurrence sur la longueur de la filtration par le poids et en utilisant
I'hypothese de finitude sur la filtration par le poids, il suffit de considérer le cas ou V est
pure. On se place désormais dans ce cas et on note n le poids de V.

i) D'apres [Sa2-4.5.1], H1(i*V*) (resp. H(i'V*)(1)) est de poids < (n + d — 1) (resp.
> (n+d—1)). Du lemme 2.3.9, on déduit :

HYi"VY) = HY(i'VY)(1).

Et donc H!(:*V") est pur de poids (n+d—1). Comme (:*V)* est également pur de poids
(n+d—1), la compatibilité avec la filtration par le poids est prouvée.

iv) Soit j: U — X I'immersion ouverte complémentaire de i. Par définition, H~!(:*V") est
défini (cf [Sa2-4.2.7], [Sa3-3.3.3]) par la suite exacte (dans M H Mgy(X)) suivante :

0 — i, H ' (i*V") — 5i(Vy) — V' — 0.
On a, au niveau pervers, la suite exacte suivante :
0 — rat(i,(i*V)") 5 rat(j(Vy)") — rat(V') — 0.

On vérifie alors que ¢ ®g Idc induit un morphisme au niveau des Dx-modules filtrés a
I'aide de la définition du Dx-module filtré sous-jacent a (V)" (cf [Sa2-3.27, 3.10.8]).
O

Lemme 2.3.11 (Fibres d’'un modules lisse) — Soient X une variété algébrique complexe lisse
de dimension pure d et x € X(C). Pour tout V € Ob(VSHMq(X)), on a :

Vo = 2" (V)'[—d]
o'V, désigne la fibre de V en x.

Preuve : Il s'agit d'un énoncé de nature locale. On peut donc supposer que X est affine, lisse
et connexe. Alors, la filtration par le poids de V est de longueur finie (par connexité de X“").
On applique alors d fois le lemme 2.3.10 pour prouver |'assertion.

O
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Proposition 2.3.12 (Pullback) — Soient X (resp. Y ) une variété algébrique complexe lisse de
dimension pure dx (resp. dy) et f : X — Y un morphisme. On pose d := dx — dy. Pour tout
Ve Ob(VSHMqy(Y)), on a l'identité :

(f*V)" = f7V[d]

dans laquelle le f* du membre de gauche (resp. droite) est le pullback pour V.SH Mq(-) (resp.
pour D*M H Mg(+)). En particulier,

(Q(0)%)" = Q(0)} [dx].
Preuve : Au niveau pervers, on a l'identité :
rat((f*V)") = rat(f*V*[d]).

Il reste a montrer que les filtrations de ces deux modules lisses coincident, ce qu'il suffit de
vérifier sur les fibres. Soient donc = € X (C) et y := f(z). En appliquant le lemme 2.3.11, on
trouve :
(fV) = Vyldx],
a* fVd] = yVid] = Vy[dx].
O

Lemme 2.3.13 (Produit externe) — Soient XY des variétés algébriques complexes lisses. Pour
tout V.€ Ob(VSHMy(X)), W e Ob(VSHMq(Y)), on a :

(VRW) = V' KW

ou le X du membre de gauche (resp. droite) est le produit externe pour pour V.SH Mg(-) (resp.
pour M H Mg(-)).

Preuve : On déduit directement ce résultat de la définition de X pour V.SHMg(-) et pour
MH Mg(-) (cf [Sa2-2.17.4]). O

Proposition 2.3.14 (Produit tensoriel) — Soit X une variété algébrique complexe lisse de
dimension pure d. Alors pour tout V, W € Ob(V.SH My(X)), on a :

(Vo W) [d =V oW

ou le @ du membre de gauche (resp. droite) est le produit tensoriel pour V.SH Mq(X) (resp.
pour DM H Mg(X)).

Preuve : Soit Ax : X — X x X lI'immersion diagonale. On a les deux identités suivantes :

VoW = AL(VERW),
VW = AL(V'RW).

On applique alors la proposition 2.3.12 et le lemme 2.3.13 pour conclure. O
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Lemme 2.3.15 (Complément sur la dualité) — Soit X une variété algébrique complexe lisse
de dimension pure d. Alors, pour tout V.€ Ob(V.SHMg(X)), M, N € Ob(D°M H Mgy(X)),
ona:

Hompoarmaggx) (M @ V', N) = Hompe g x) (M, N @ (VY)[=2d]).

Preuve : Soient L := V‘[—d] et L* := D(V*)(—d)[—d]. D'apres [Sa3-4.6.1], on a la propriété
suivante, notée (x) :

v M, N e Ob(DbMHMQ(X>>7 HomeMHMQ(X)(M®L7 N) = HOTTLDbMHMQ(X)(M, N@L*)
De plus, du lemme 2.3.7, on déduit L* = (VV)‘[—d]. O

Proposition 2.3.16 (Pureté) — Soient f : X — Y un morphisme de dimension relative pure
d entre variétés algébriques complexes lisses. Alors, pour tout V.€ Ob(VSHMqy(Y)),

Ve = £ve(d)[2d].

Preuve : On a f' V* = Df*D V* (cf [Sa3-3.1.3]). On applique alors la proposition 2.3.12 et le
lemme 2.3.7 pour démontrer |'identité voulue. a

Lemme 2.3.17 — Soit X une variété algébrique complexe lisse de dimension pure d. Alors,
pour tout K € Ob(D?(Qx)) tel que :

VieZ, H'K estun systéme local

ona: ‘ '
VicZ, PHYK=HUK]|d.

Preuve : On procéde par récurrence sur la "longueur” de K.
i) Supposons que pour tout i # 0, H'K = 0. Alors, dans D’(Qx), K ~ H°K|[0]. Comme
K|[d] est un faisceau pervers, on a :

PHHE = ( si i # 0,
PHIK = HK|d).

i) On fixe n € N*. Supposons que pour tout L € Ob(D%(Qx)) tel que :
(%) Vig0,n], HL=0
le lemme soit prouvé. Soit K € Ob(D%(Qx)) tel que
Vig[0,n+1], HK=0.

A I'aide des foncteurs de troncation pour la ¢-structure classique de D?(Qx), on obtient
un triangle distingué :

L—K—L— H"K[-(n+1)] — L[1]

avec L € Ob(D%(Qx)) vérifiant la condition (*). On obtient la conclusion du lemme pour
K en considérant la suite exacte longue de cohomologie perverse associée a ce triangle,
en utilisant I'hypothése faite pour L et en appliquant i) a H""' K|0].
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iii) Par récurrence, le résultat est prouvé pour tout K € Ob(D%(Qx)).
O

Proposition 2.3.18 (Variations géométriques et formalisme de M. Saito) — Soient f : X — Y
un morphisme projectif, lisse, entre variétés algébriques complexes lisses de dimensions pures.
On note dx la dimension de X, dy celle deY et on pose d := dx — dy. Au moyen du foncteur
image directe f. : D°MHMg(X) — D*MHMg(Y'), on construit une collection d'objets de
MHMy(Y) :

(H* £.(Q(0)%)") yen

qui est reliée a la famille de variations géométriques :

(R*1:Q) ez

par le résultat de comparaison :
VkeZ H'f(QO)) = (R™1Q)".

Preuve :
i) On applique le lemme 2.3.17 pour obtenir, au niveau pervers, I'identification suivante :

rat(H*f(Q(0)%)") = rat((R***£.Q)").

En particulier, H*f,(Q(0)%)* est un module de Hodge lisse sur Y. On introduit V¥ €
Ob(VSHDMgy(Y)) tel que (VF)* = H*f.(Q(0)%)". Il suffit alors de voir que pour tout
y € Y(C),
Vl@j = (Rk+df*(@)y'

Soit y € Y/(C). On note X, la fibre de f en y.

i) (RMf,Q), est la structure de Hodge "classique” H**(X,, Q) définie sur la cohomo-
logie de Betti de la variété algébrique complexe projective lisse X,.

i) D'aprés le lemme 2.3.11, la suite spectrale pour la composition y* o f, appliquée a
(Q(0)%)* a ses termes E;" non nuls concentrés sur la ligne (—dy), d’ol un isomorphisme :

Vi = H Wy HYL(QUO)Y)" ™ By £(Q(0)%)"
On applique le théoréme de changement de base propre au carré cartésien (cf [Sa2-4.3.3],
[Sa3-Prop 3.10])
Xy L X
W

Spec(C) L=y
pour obtenir y*£.(Q(0)%)" = (f,)g"(Q(0)X)" = (f,)-(Q(0)X, )*[dy]. On a donc
Vy = H*(f,)(Q(0),)" = H*(f,).Q(0)%,

et ainsi on s'est ramené au cas ou Y = Spec(C).
iv) Il s'agit alors d'identifier les structures de Hodge H*™(X,,Q) et Hk+d(fy)*Q(0)¥y.
Mais ceci est déja connu (cf [HW-Cor A.1.7]).
O
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Lemme 2.3.19 (Groupes Ext') — Soient X une variété algébrique complexe lisse de dimension
pure et V. W € Ob(V SHMy(X)). Le foncteur v est exact et donc induit un morphisme :

o Ext%/SHM@(X) (V, W) — Emt}\/[HM@(X) (V*, W*).

! est un isomorphisme.

Preuve : Soit d la dimension de X. Il suffit de prouver que si M € Ob M H Mgy (X) s'insére dans
une suite exacte dans M H Mg(X)

(9) 0—-W-—->M-—->V =0,

alors M est une Q-variation de structures de Hodge mixtes, i.e. For(M) est un systeme local
décalé concentré en degré (—d). On applique le foncteur rat a (S) pour obtenir la suite exacte
de faisceaux pervers

0 — W[d] — rat(M) — V[d] — 0.

Cette suite donne lieu 3 un triangle exact dans D®Pervg(X). On applique 7eal 3 ce dernier
pour obtenir le triangle exacte suivant :

(T) Wld] — For(M) — V[d] — W|d + 1].

On considére la suite exacte longue de cohomologie pour le foncteur H® (¢-structure classique).
On constate que dans D’%(Qx), on a un isomorphisme For(M) ~ (H~%For(M))[d] et qu'on
a une suite exacte de faisceaux de (Q-vectoriels :

0—W — H For(M) —V — 0.
On conclut que H~?For(M) est un systéme local a I'aide de la remarque suivante. O

Remarque 2.3.20 — S/ L, et Ly sont deux faisceaux constants de (Q-vectoriels sur un espace
topologique connexe, simplement connexe, localement contractile Y, et si

0—L  —-L—Ly;—0

est une suite exacte de faisceaux de Q-vectoriels sur'Y, alors L est un faisceau constant.
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Courants

Apres avoir rappelé les définitions de base de la théorie des courants (cf [D]), on précise la
notion de courants a valeurs dans un fibré vectoriel. Ensuite, on explique comment |'espace des
courants a valeurs dans un fibré vectoriel peut-étre muni d'une topologie et on donne alors des
criteres de convergence. La fin de ce chapitre est consacrée au calcul d'un morphisme de bord
dans la suite exacte longue de cohomologie locale. Ce dernier résultat est tres important pour
la suite.

Convention 3.0.21 — Dans ce chapitre, on écrit "variété différentielle” pour "variété différentielle
de dimension pure”.

Notation 3.0.22 — Si X est une variété différentielle, on note :

Ox e faisceau des fonctions différentielles sur X a valeurs dans C.

3.1 Courants sur une variété différentielle

On se donne X une variété différentielle de dimension pure n. L'espace des sections d'un fibré
vectoriel complexe sur X est muni d'une topologie canonique. En effet, on a la proposition :

Proposition 3.1.1 [D-17.2] — Soit p : E — X un fibré vectoriel complexe N-dimensionnel au
dessus de X . Il existe sur I'(X, E) une unique topologie d'espace localement convexe séparé
définie par une suite de semi-normes et ayant la propriété suivante :

Pour qu’une suite (uy)r>o de sections de I'( X, E) converge vers 0, il faut et il suffit que pour
toute carte (V, ) de X telle que E soit trivialisable au-dessus de V', tout difféomorphisme

z = (p(p(x)), v1(2), ., vn (7))

de p~*(V) sur p(V) x CV, our les v; sont linéaires sur chaque fibre p~'(z), pour tout compact
K C ¢(V), et tout multi-indice v, la suite des restriction a K des D"w;;, converge uniformément
vers 0 pour 1 < j < N, avec wix(t) = v;(ur(¢~*(t))) pourt € p(V).

Notations 3.1.2 — Soitp € N, 0 < p < n. On note :

QOF  le faisceaux p-formes différentielles complexes de X,
Qfl;(,c le faisceaux p-formes différentielles complexes a supports compacts de X .

39
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On munit Q% (X) de la topologie donnée par la proposition 3.1.1. Pour K C X compact,
I'espace des p-formes différentielles complexes sur X a support dans K, noté QX (X, K), hérite
de la topologie induite qui en fait un espace de Fréchet.

Définition 3.1.3 [D-17.3.1] — Un p-courant sur X est une forme linéaire
T: QHXTCP(X) — C

dont la restriction & chacun des Q% (X, K) (K C X compact) est continue. On note A% (X)
I'espace des p-courants sur X .

Remarques 3.1.4 —
i) Les n-courants sont les distributions sur X .

i) Si X est un ouvert de R", I'étude des p-courants sur X se ramene a celle des distributions
[D-17.5.4].

On munit A% (X) de la topologie faible qui est induite par par les semi-normes
T € A (X) > |T(a)
pour a € Q' P(X) (cf [D-17.8]).
Remarque 3.1.5 — Dans toute la suite, on ne considérera que cette topologie sur A% (X).

Grace a cette structure topologique, on établit le critére suivant qui peut étre vu comme un
moyen de contruire des courants.

Proposition 3.1.6 [D-17.8.3] — Soit (T})r>0 une suite d'éléments de A% (X). Si pour tout
w € U P(X), la suite Ty(w) converge dans C alors, la suite (T}.)r>o0 converge dans A% (X).
De plus, si on note T' la limite de (T} )k>o, et siw € Q5 P(X)

T(a) = klim Ti(w).
Soient U un ouvert de R™ et (T)r>o une suite d'éléments de A7 (U) (i.e. une suite de

distributions) qui converge vers T' € A7 (U) . La proposition suivante fournit une information
sur la convergence.

Proposition 3.1.7 [D-17.8.5] — Soit f : U — C une fonction lisse a support compact. Alors,
il existe une constante C', un nombre entier r tel que;

VE>0, |Ti(f)] < CM(f)
ou M(f) est le maximum des normes infinies sur K des dérivées de f d'ordre plus petit que r.

Soient U,V deux ouverts de X, U C V, et K C U un compact de K. On a une application
naturelle Q5 7(U, K) — Q% ?(V,K) (prolongement par 0 sur V' — U). On en déduit une
application de restriction

resy Ay (V) = AL (V) — AL(U) =: A% (U).

On définit ainsi un préfaisceau sur X noté A%
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Proposition 3.1.8 [D-17.4.2]— Le préfaisceau A% est un faisceau.

Soient p, ¢ € N tels que p + ¢ < n. On a un accouplement canonique :

Upg: AR @Q% — AL
Tow +— T(wA:-)

En particulier, 1, o définit une structure de Ox-module sur A% .

3.2 Courants sur une variété orientée

Soit X une variété différentielle orientée. Soient U C X ouvert et p € N, 0 < p < n. On
dispose alors de I'intégrale

/ (V) = C
U
grace a laquelle, a w € Q% (U), on associe un p-courant sur U noté T, défini par :

T, : Q};”(U) — C
v — wa/\V

L'association w € Q% (U) — T, € A% (U) donne un morphime de faisceaux noté Int, :
Int, : Q% — A%, w—T,.

Définition 3.2.1 — Les p-courants sur X qui viennent d’une p-forme différentielle sur X via
Int,(X) sont appelés courants lisses.

S'il est faux que tout courant est dans I'image de Int,(X), on peut toujours (localement)
approcher un courant par une suite de formes différentielles :

Proposition 3.2.2 [D-17.12.3] — Si X est un ouvert de R", I'image de Int,(X) est dense
dans A% (X).

Soit 7 : Y < X une immersion fermée. On suppose que Y est orientée et on note m sa
dimension. La proposition suivante se vérifie aisément.

Proposition 3.2.3 — L’application
Q%.(X) — C

w — fY *w

définit un (n — m)-courant qu’on note Jy .

3.3 Fonctorialité

Soit f : X — Y un morphisme de varietés différentielles. Soit n la dimension de X et m
celle de Y.
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3.3.1 Images directes

Si f est propre, alors pour tout p € N, n —m < p < n, le pullback des formes différentielles
induit :
[y (Y) — Qf (X).
SiT e A% (X), on définit I'image de T par f, (m — n + p)-courant sur Y notée f.T comme
étant I'application
Q;_CP(Y) — C
w — T(f*w).

Dans le cas ol f est une immersion fermée et X est orientée, on a donc dx = f. [, (-).

3.3.2 Images inverses
Soit p € N, n —m < p < n. On fait I'hypothése (H) suivante :

(H) Vwe O (X), il existe w/ € QY ""P(Y) (nécessairement unique) tel que
L, =1T,;.

Soit T' un p-courant sur Y. On définit alors le pullback de T" par f, p-courant sur X noté
f*T par :
T Qg (X)) — C
w = T(w').
Si f est un difféomorphisme, alors la condition (H) est bien siir vérifiée. On dispose donc
d'un pullback et celui-ci est continu. En outre, si w € QX% (X), alors

f*Tw - Tf*w.

On mentionne le résultat suivant (qui n'est pas utilisé dans la suite).

Si f: X1 — X, est une submersion entre variétés différentielles orientées, la propriété (H)
est satisfaite (cf intégration sur les fibres) [D-17.5-Exercice 9].

Remarques 3.3.1 —
i) Si f:{0} < R est l'inclusion canonique, alors f ne satisfait pas la propriété (H). En
effet, la masse de Dirac en 0 n'admet pas de densité.
i) Soit (wy) k>0 une suite de p-formes différentielles telle qu'il existe w une p-forme différentielle
telle que
T, — 1,

k—oo
alors, on n'a pas nécéssairement
Tirwy, — T
k—oo
En effet, on peut trouver une suite de fonctions lisses ( fi)r>0 sur R qui vérifie

— 0
k—oo

Ty

k

et telle que la suite (f(0))r>0 ne tend pas vers 0.
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3.4 Courants a valeurs dans un fibré vectoriel

Soient E un fibré vectoriel complexe de dimension N au dessus de X et p € N, 0 < p < n.

3.4.1 Définition

Définition 3.4.1 — Le faisceau des p-courants sur X a valeurs dans E noté A% (E) est A% ®o,,
E.

A% (E) est un Ox-module, d'ou la proposition suivante :

Proposition 3.4.2 — Le faisceau A% (E) est fin.

3.4.2 Notion de Convergence

On cherche a définir une notion de convergence pour les courants a valeurs dans un fibré
vectoriel.

Cas ou le fibré est trivial

Si E est le fibré trivial de rang N sur X, alors on a la décomposition
AR (E) = (A%)Y

relativement 3 la base canonique de C notée (e;,..,eny) et on a une notion naturelle de
convergence sur I'(X, A% (E)). En effet, soit (Tk)k>o une suite d'éléments de I'(X, A% (E)) et
T e I'(X, A% (E)). Pour tout k£ > 0, on écrit

1<i<N

la décomposition de T}, relativement a la base canonique de CV. On décompose de méme T,

Définition 3.4.3 — Dans cette situation, on dit que (T})r>o tend vers T dans T'(X, A% (E))
et on écrit Ty, = T si pour tout (w1, ..,wy) € (Q F(X))Y

(Th (1), ., T (wn)) — (T (wr), ..., TN (wy)) dans CV.

k—o0

Soit ¢ : E — E un automorphisme de fibré vectoriel donné relativement a la base canonique
de CV, par

v = (py()hi<ij<n

ol p;; € Ox(X). Alors, ¢ induit un isomorphisme

Id® ¢* : T(X, A% (E)) = T(X, A% (F))
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qu’'on explicite. Si T' = Z T'e;, alors

1<i<N

Ideoe(T) = Y ) T'®ge

1<i<N 1<j<N

= Z Z QOJZTZ (029 €;

1<i<N 1<j<N

= > (Z ngZ-Ti) @ e;.

1<<N \1<i<N
De cette formule, on déduit le lemme :

Lemme 3.4.4 — Etant donnés (T}, )x>o une suite d'éléments de T'(X, A% (E)) et T € I'(X, A% (E)),
on a I'équivalence :
T, — T+ Id® ¢*(T}) 7 Id® ¢*(T).

k—oo

Cas général
On étend la définition 3.4.3 comme suit.

Définition 3.4.5 — Si E est un fibré vectoriel complexe de rang N sur X, si (Ty)x>0 est une
suite d'éléments de T'(X, A% (E)) et T € T'(X, A% (E)), on dit que

(Ty.)r>o tend vers T dans T'(X, A% (E))

et on note T, — T si et seulement si, pour tout (V, ) ou V' est un ouvert de X et ¢ est un

k—oo

isomorphisme de fibrés vectoriels,

V xCN 2= Ey
|
Vv
(Id ® ¢*(T,,) = 1d® ¢*(Tjv) dans T(V, AL, (V x CV))
eu sens de la définition 3.4.3.

Remarque 3.4.6 — Le lemme 3.4.4 assure que cette définition est compatible avec la définition
3.4.3.

3.4.3 Criteres de Convergence

Proposition 3.4.7 — Si E est un fibré vectoriel complexe de rang N sur X et si (Ty)r>0 est
une suite d'éléments de I'(X, A% (E)) telle que pour tout (V, ) ouV est un ouvert de X et ¢
est un isomorphisme de fibrés vectoriels,

VX(CN—SD>EV

e

Vv
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tout (wy, ..,wn) € (- L(V)N, la suite (T_,i(wl), ..,T—k{V(wN)) converge dans CV, oi pour
’ k>0
tout k > 0, _
Ide e (T) = > Tie;
1<i<N

est la décomposition de Id @ ©*(T},) relativement a la base canonique de CV, alors, il existe un
unique T € T'(X, A% (E)) tel que T}, I T.

Preuve : Cette assertion résulte de la la proposition 3.1.6, du lemme 3.4.4 et de la définition de
la notion de convergence. O

Remarque 3.4.8 — Dans la définition 3.4.5 et dans la proposition précédente, on peut rem-

placer les couples (V, ¢) par les triplets (U, f, o) ot U est un ouvert de RY, f : U — X est un
difféomorphisme sur son image et ¢ est un isomorphisme de fibrés vectoriels

U x CN —> Eyu)

et Id ® ¢* par [* ® ¢* et ne pas considérer tous les triplets (U, f,p) de cette forme, mais
seulement une famille {(U;, f;, i) }icr de tels satisfaisant

U i) = x

el

sans modifier ni la notion de convergence ni le critére précédent. Pour le voir, on utilise des
partitions de I'unité. La preuve est analogue a celle de [D-17.4.2].

Soient U un ouvert de RY, (wy)i>0 une suite d'éléments de T'(U, Q5 (U x CN)), w €
(U, Q% (U x CN)). Pour tout p-uplet I = (iy, ..,4p), i1 < .. < i,, On pose

dry :=dx;, N.. Ndzx;,.

Ainsi, (dzy); forme une base de QF,(U). Pour tout k& > 0, soit
WE = Z flfde’[
I
ot f{ € Oy(I) la décomposition de wy, relativement a (dx;);. De méme, on écrit

W= Zfldxl.
I

Définition 3.4.9 — On dit que (wg)r>0 converge uniformément vers w sur les compacts si et
seulement si pour tout compact K de U, pour tout I, la suite de fonctions a valeurs complexes
(fD) k>0 converge uniformément vers f' sur K.
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Proposition 3.4.10 — On suppose que X est orientée. Soit (wy)r>o une suite d'éléments de
I'(X, 0% (F)) et w € I'(X, Q% (E)) tels que la condition (C') suivante soit satisfaite :

Il existe une famille {(Us, fi, ;) }ic; comme dans la remarque 3.4.8 telle que

) U A(0) =X,
ic

i) Pour tout i € I, (f ® ¢f(wk))k>0 converge uniformément vers (fF @ pi(w)) sur les
compacts de U;.

Alors (Int, ® Id(wk))k>0 I Int, ® Id(w).

Preuve : L'assertion est conséquence de la proposition 3.4.7 et de la remarque 3.4.8. O

3.5 Complexe des courants associé a un fibré vectoriel plat

Soit E un fibré vectoriel complexe de dimension N au dessus de X muni d'une connexion
plate V: E — Q% ® E. On note (2% ® E, V*) le complexe de de Rham de (E, V).
On note VP la composition :

Id —1)P
w8l g B gt g

1d®V

AL 9 FE— AL @ QY @ F

Remarque 3.5.1 — Dans le cas ot E est le fibré trivial de rang 1 et o1 V est la connexion de
Gauss-Manin, on obtient la notion de dérivée de courants. Cette dérivation est continue.

Lemme 3.5.2 — PourpeN,0<p<n-—1, VPloV? =0,
Preuve : Le diagramme suivant est commutatif

(=P, 1®1d

e CDPwpa0ra A gl @B L g

1d@V
AL @ E ——= AR @ QL Q@ F ©

At e B

v/Ptloy/P

Id®V 1d®V Id Yp,2®Id
A 9B L AR 00l 9 F 1 AR 0 0L 00k 0 B L2 AR 90 9 B — 22 Ao R
vrtloyp
et V est plate. O

Proposition 3.5.3 — Soit w € T(X, A% (F)), et v € T'(X, A% (E)) tels que :
VP(w) = .

Alors, v est dans I'image de Int, ® Idg.
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Preuve : Il s'agit d'une propriété locale. On peut donc supposer que :

i) X est un ouvert de R”,

ii) FE est le fibré vectoriel trivial de rang N au dessus de X,

iii) V est la connexion de Gauss-Manin.
On se ramene alors au cas ou N =1 et ot p = 0 (cf remarque 3.1.4 ii). Apres ces réductions,
I'assertion a démontrer est que tout courant dont la dérivée est une fonction lisse est lisse, ce
qui est un résultat classique de la théorie des distributions. O

Définition 3.5.4 Le complexe des courants sur X a valeurs dans E est le complexe
= 0= ALE) D ALE) D A2(E) S VS A(E) — 0 — .

deg. 0 deg. 1 deg. 2 deg. n
Proposition 3.5.5 — Le morphisme de complexes

[ — 00— O (E) > QL () V> Y 0 (B) —> 0 — ]

‘ Into®Id Int1®Id Int,®Id H

10 /1 m—1
[ —=0—= A%Y(E) L= AL(E) Y . Y A (E) —= 0 —..]
est un quasi-isomorphisme.

Preuve : L'assertion est de nature locale. |l suffit de prouver le résultat pour X une boule ou-
verte de R” et £ = X x CV¥ 28 X le fibré trivial au dessus de X muni de la connexion de
Gauss-Manin Vgj,. On se ramene alors au cas N = 1. Pour la preuve du résultat dans cette
situation, on renvoie a [GH-p. 382]. O

Corollaire 3.5.6 — La suite

0 — Ker(V)™22740 (B) Y% AL(B) Y- Y A% (B) ——0

est une suite exacte longue.

3.6 Courants et morphisme de bord en cohomologie locale

3.6.1 Exemples de morphismes de bord
Cas 1

Soient B la boule unité centrée en 0 de C¢, S := OB la sphere unité et B’ une boule ouverte
de C¢ centrée en 0 contenant B.
Soiti: {0} — B’etj:U := B —{0} — B’ les inclusions canoniques. La variété différentielle
B’ est munie d'une orientation canonique. On rappelle comment on peut expliciter I'isomor-
phisme

B H** N (UC) S C
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qui est la composition du morphisme de bord de la suite exacte longue de cohomologie locale
01 H¥U.C) = HE(B.C)

et de I'isomorphisme induit par la purété (i'C = C(—d)[—2d], complexifié¢ de I'isomorphisme
rationnel) au niveau cohomologique

~

p: H{zg}(B’,(C) — C.
On introduit I'isomorphisme canonique
Tr: H*(B',CY = C
qui est donné par [w] — (2mi) " [, w, obt w € Z?* (D ). p est alors décrit par :
ce Hfg}(B’, C) — Tr(cUly)
ol 1y € H2({0},C) est la fonction constante 1 et U est la dualité d’'Alexander :
U: Hi\(B',C) x H)({0},C) — H2(B',C")
On sait alors (cf [I- V.7]) que :

MWDZ@M”LM& w e 2410y (U))

ou l'orientation de S est induite par I'orientation de B.

Cas 2

. , /
On garde les notations du cas 1. On se donne de plus B”, une boule centrée en 0 de C¢ et
on considere les immersions complémentaires :

i':B” — B” x B0 — (b7,0) et
j U =(B"xB)—-i(B")— B’ x B
On veut, comme dans le cas 1, expliciter I'isomorphisme :
g H*> YU C) S C
composé du morphisme de bord de la suite exacte longue de cohomologie locale et de I'isomor-
phisme de pureté. Le morphime ¢ défini par :
L:U=U, b —(0,0)

induit isomorphisme :
L* . H2d_1(U,,(C) ; H2d_1(U, C)

car B” est contractile. Par fonctorialité, on a le diagramme commutatif :

D’apres I'étude du cas 1, ' s'explicite comme suit :

ﬂﬂﬂh#%ﬁﬂ&};WW& w e 24N Qe (U))
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3.6.2 Un calcul avec les courants

On considere la situation du cas 2. Soit ¢ € A%} .. (B” x B’) un courant qui satisfait
B”>*xB

I'’équation :
(*) de = (27Ti)d§B’7X{0}.

On cherche a calculer I'image sous (3’ de la classe [c);/].

Comme on ne dispose pas, a priori, de pullback pour les immersions fermées dans le contexte
des courants, on ne peut pas directement utiliser la conclusion de I'étude du cas 2. Soient
£ € 2P (O (U')) et ¢ € AZ2(U') tels que

C‘U/ = Tg + dC,.
Alors on a [cyr] = [T¢] et donc §'([cjpr]) = /().

D’apres la dualité de Poincaré, il existe v € Z2¥(Q, (U")) tel que :
Vwée Z2d_1(QU/oo(U/))7 / Wi{orxs = / w A UL.
{0} xS !

Lemme 3.6.1 — 3'([cjr]) = (2m1) ey (v).
Preuve : cjpr(n) = T, (v) + dd(v) = [, wAv = F([w]) = B'([e]). O
Soient (wy.)x>0 une suite d'éléments de Q%! .. (B” x B') telle que

1, — c

k—oo

et p: {0} x B’ — C une fonction lisse 3 support compact qui vaut 1 sur {0} x B.

Lemme 3.6.2 — La suite <f{0}xB, © X dwk‘{o}xB,> converge et :
0

k>

ur(n) = ]}1_{130 o ® X dwk‘{o}xB,-
X !

Preuve : On a ¢jpr(n) = lim T, (n) = lim W )¢5+ D'apres le théoreme de Stokes,
k—o0 k—o0 {0}xS
lim W = lim dwp ~ _ = lim Criorsg X dwk, .
h—00 Jopus Hoyxs = p 0o (0)xB HO}xB koo (0)xB {0} x [{0}xB

Soit B" une boule ouverte de C? centrée en 0, telle que supp(yp) C B et dont I'adhérence
dans C? notée B” est incluse dans B’. Pour tout pour tout & > 0, on a :

eXdwy . ,:/ % Fr_ gy X dwy, — +/ % aXdwg .
/{O}xB' [{0}x B (0)x(B7—B) [{0}x(B""—B) o E7-8) [y 5 [{0}x B 1{0}xB



= Chapitre 3
On applique a nouveau le théoreme de Stokes pour voir que
/{O}X(W—B) PO (B7-B) % dwkHO}uﬁfg) = A — Bg
vee A= Yx&B"" Poyx<0B™ x wk\{o}xaﬁ o /{O}xs P0}xS X Whkiro1xs

0
et Bp= /{O}X — AE1{0yx (BT —B) K (o)« 5775

i) Par dualité de Poincaré, il existe n',7o € Z**(Q, (U")) tel que :
Vw e 22N (U)), /

0}x9B7"
/ W{oyxS X Pl{o}xs = / w A 1.
{O}XS U’

_ WioyxaB" X Pl{0yxaB7 = / w N 77' et

’

On a ainsi :
Ak = / wk\U’ AN (77/ — 770)

La suite (Ag)r>o converge donc et :
Jim Ay = ¢ (" =)

Des calculs suivants, on déduit que lim A =0:

C\U'(ﬁ/—ﬂo) = T,(n" —mno) + de(n' —no)
w/\n—/w/\no

= f w|{0}><83”’ X (p‘{o}xaB/// _/ WHO}XS X (p‘{O}XS
0} x8B7 {(0yxS

= %) iy X dw i (Thm de Stokes)
S gy PHOXET=B) X o0y (BB

i) Par dualité de Poincaré, il existe 7 € Z2¥*1(Q,, (U")) tel que :

2d—1 / - _ 9
Y w S Z (QU/OO(U )), /{O}X(W_B) dSOHO}X(B”/_B)wk\{o}x(wa) = /lv], w A n.

cu(n”) = To(n")+de(n”)

= / wAn’

= ] — dby0yx (BT B0} % (BT B)
{0}x (B —B)

La derniere égalité est obtenue en applicant le théoréme de Stokes (w est fermée) et en
observant de dy est nulle sur {0} x 0B" et sur {0} x S.
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De i) et ii), on déduit que :

/{o}x(W—B) oy (BT-5) * dwk‘{‘)}x(W—B) hno 0-

]
On étend la fonction ¢ a B” x B en posant : ¢(b”,0) = ¢(0,b") pour (b”,0') € B” x B'.

Lemme 3.6.3 — Pour tout b” € B”, la suite <f{bw}xB/ Phigryxn < dwk\{b”}XB)k>0 converge et :

khm PChioyun X AWk oyup = khm PChyyxs X AWk 4oy -
=0 J{yxB/ =) pyxm

Preuve : On commence par montrer que :

Kok dw —_ — lim dw _.
( ) /{vb”}XB k‘{b”}xB k—00 k—00 {O}XE k‘{O}XB

On note [0,0”] le segment fermé qui joint 0 et b” dans B” et |0,0”[:= [0,0”] — {0,0” }. Alors
le bord de ]0,b[x B dans B” x B’ est

({0} x B)u ({t'} x B)u ([0,b] x S).

On applique le theoreme de Stokes une premiere fois pour établir :

dwk\[o,b} xS k;——)> 0
[0,b] xS o0

et une deuxiéme fois pour en déduire (xx). En imitant la preuve du lemme 3.6.2, on établit :

/{b7:}><(B’”_B) A< (B7-B) * dwk\{b”}X(W—B) kjm 0.

Il suffit d’observer que {b”} x (B” — B) C U". O

Proposition 3.6.4 — Si B” = C%, alors 3'([cpr]) = 1.
Preuve : On suppose que B” = C?.

i) On commence par étudier la convergence établie dans le lemme 3.6.3. On a introduit
précédemment 1y € Z27(Qy, (U")) tel que :

Vwe sz_l(Q'U/oo(U'))/ Wi{0yxS X Pl0}xSs = / w A 1.
{0} xS 4

Pour b € B”, on définit I'application 7, : B” x B — B” x B’ par :

(b7, 0) = (b7 +b,1)
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et on calcule :

@'{O}XB, X dwk\{b}XB/

/ PbyxB X dwk\{b}xB’
{b}xB’ bix B’

Ployx ' X d(Ty W) {0y x B!
0}x B’

(T:wk‘yl) /\ 770

I [N

Wk A (T2470)
= TWIC‘U/ (be770)~

C'est en () que sert I'hypothése B” = C“. Elle permet de justifier I'écriture de 7 wy. On
travaille localement et donc 7y "se décompose” a l'aide de distributions. On peut donc
appliquer la proposition 3.1.7 et obtenir qu'il existe une constante M telle que :

VbE B k20T, (r )| < M.

ii) Soit : B” — C une fonction lisse positive, non identiquement nulle, a support compact.
On note v une forme volume sur B” et vol(¢)) := [, 1 x v > 0. On va calculer de deux
facons la limite de la suite (Cy)g>o ou

Cy ::/ vol(Y)™h X b X p x v X dwy
B’xB'
et la preuve sera achevée.

La forme vol(1)) 11 x ¢ x v est a support compact. Donc

Cr — de(vol() ™ x 9 x ¢ X v)

k—o0

et
de(vol() ™t x h x p xv) = (27rz')d/ (vol(¥) ™" X ¥ X o X V)| prxqo}
B/x{0}

= (2mi)? /B,(vol(w)_1 X 1) X v)
= (2mi)%

Cr = / </ Y yxpr X @k{b”}xB,) UOZ(IP)_I X xwv
B \J{b"}xB’

N / ka‘U/ (7210) X vol(¥) ™ X Y X w (cfi).
B

De la majoration obtenue en i), du lemme 3.6.3 et du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, on déduit que :

/” Ty, (T2pm0) X vOl() ™" X ¥ x v —  lim o £ Aty gy, -
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On utilise alors les lemmes 3.6.1 et 3.6.2 pour voir que cette limite est

(2mi)* x 3 ([erer]).

Corollaire 3.6.5 — Si B” est une boule ouverte de C? centrée en 0, alors
B (ew]) = 1.
Preuve : D'aprés la théorie des courants de Green, il existe ¢’ € AéiTXlB/(Cd' x B’) tel que
dc’ = dcar 0y
Si on note ¢ la restriction de ¢ 3 B” x B’ , on a :
dcd = (27Ti)d53”><{0}.

Le courant ¢/ — ¢ (sur B” x B’) est donc fermé. D’apres la suite exacte longue de cohomologie
locale, I'image de la classe de sa restriction a U’ sous (3’ est nulle. Le résultat se déduit alors de
la proposition 3.6.4 et de la fonctorialité du morphisme 3’. O
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Familles de tores réels

Soit B une variété différentielle. On définit la notion de famille de tores réels au dessus de B,
appelée B-tore. La définition est calquée sur celle de schéma en groupes sauf que, travaillant
dans le cadre des variétés différentielles, il est commode de supposer en plus que le morphisme
structural est une fibration. Si p : G — B est une telle famille, on établit les résultats suivants :

1. AT := (R'p,Z)Y, on associe un B-tore noté ' @z R/T et on a une décomposition
canonique du fibré tangent :

T (T @, R/T) = p*TB & p* E(T)

ou E(T) est le fibré vectoriel (plat) associé a I' @7 R.

2. |l existe un isomorphisme canonique de B-tores induit par |'exponentielle fibre a fibre :
ez, R/T = G.

3. Le fibré tangent T'GG se déompose en partie verticale et horizontale, i.e. :

TG = p'TB & p*E(T).

Pour cela, on rappelle la construction de I'exponentielle relative et on étudie la structure
locale d'un B-tore.

Notations 4.0.6 —

Var> la catégorie des variétés différentielles (C*°-réelles),
Var;’jog la catégorie des variétés différentielles au dessus de B, pour B € Ob(V ar®),
X la variété différentielle associée a X variété algébrique complexe lisse,
f  le morphisme lisse de X*° vers Y*° associé a f : X — Y morphisme entre
variétés algébriques complexes lisses.

4.1 B-groupes

Remarque 4.1.1 — Dans Var®, I'existence de pullback pose probléme.
Toutefois, si f : X — B et g:Y — B sont transverses alors le produit fibré dans V ar® est
bien défini. Dans le contexte des fibrations, on a le résultat suivant :
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Proposition 4.1.2 — Soit X — B une fibration lisse et B — B un morphisme lisse. Alors, le
produit fibré X x g B’ dans Var®™ existe et

X x B B — B
est une fibration lisse dont la fibre en b’ est canoniquement isomorphe a X f).

Preuve : cf [D-16.12.8].

Cette proposition justifie le sens de la définition suivante :

Définition 4.1.3 — Un B-groupe (abélien) consiste en la donnée de p : G — B fibration lisse,
e : B — @ section lisse de p (section unité),
m : G xg G — G morphisme lisse au dessus de B (multiplication),
i : G — G morphisme lisse au dessus de B (inverse).

de sorte que (p, e, m,i) définit un objet en groupes abéliens dans Vargg.

Soit (F,er, mp,ir) un groupe de Lie. Sur la fibration triviale pry : B x ' — B on définit
une structure de B-groupe en posant :

e:B—BxF, b (bep)
m:BXFxF—BxF, (bxy) — (bymp(x,y))
i:BXF—BxF, (bz)— (bir(zr))

Définition 4.1.4 — On appelle B-groupe trivial associé au groupe de Lie F' le B-groupe ainsi
obtenu.

Convention 4.1.5 — Un B-groupe (p : G — B, e, m, 1) sera parfois simplement noté p : G —
B.

Définition 4.1.6 — Soient p : G — B, p' : G' — B deux B-groupes. Un morphisme de
B-groupes de p : G — B versp' : G’ — B est un morphisme G — G’ de Varjy qui respecte
les sections unités, multiplications et inverses.

Remarque 4.1.7 — Soient p : G — B est un B-groupe et f : B — B un morphisme lisse.
D’aprés la proposition 4.1.2, on peut définir le pullback de p : G — B par f.

Définition 4.1.8 — Soient b € B. Deux B-groupes p : G — B et p' : G' — B sont dits
localement isomorphes en b s'il existe U voisinage ouvert de b et un isomorphisme de B-groupes
Gy = GY.

Proposition 4.1.9 — Soit f : G — G’ un morphisme de B-groupes. Alors, f est un isomor-
phisme si et seulement si pour tout b € B, f, : G, — G} est isomorphisme de groupes de Lie
ou fy est le morphisme induit par f sur les fibres.

Preuve : Il s'agit d'un résultat classique sur les fibrations (cf [D-16.12.2]).
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Notation 4.1.10 — Sip : G — B est un B-groupe, on note :

S(G) le faisceau des sections lisses de G au dessus de B.
Définition 4.1.11 — Un B-tore est un B-groupe dont les fibres sont des tores.

Remarque 4.1.12 — Etant donné un schéma abélien = : A — B, le théoréme d’Ehresmann
([V-Thm 9.3]), permet de montrer que 7> : A> — B> est un B> -tore.

4.2 L’exponentielle

4.2.1 Construction de I'’exponentielle
Soit p: G — B un B-groupe. On note T¢;,p le fibré tangent vertical défini par
Ta/p = ker(Tp: TG — TB).
Le résultat principal de cette partie est :

Proposition 4.2.1 — |l existe un unique morphisme de B-groupes appelé exponentielle relative
de G
expg €' 1gp — G

tel que pour tout b € B, la restriction de exps a Gy est I'exponentielle du groupe de Lie Gy,
De plus, exp, est étale.

Remarque 4.2.2 — En tant qu’application, la définition de exp; est claire. Il s'agit de reprendre
la construction de I'exponentielle d’un groupe de Lie pour vérifier que I'exponentielle fibre a fibre
donne un morphisme lisse. On s’inspire pour cela de [La-IV].

L'assertion que I'on souhaite démontrer étant de nature locale, il suffit de considérer le cas
d'un B-groupe dont la fibration sous-jacente est triviale. Soit donc G un B-groupe de la forme :

(prp :BxF —Be:B—Fm:BxFxF—Fi:BxF—F)

ou F est une variété différentielle de dimmension n.
Soit b € B. Quitte a appliquer I'isomorphisme de Varyy

BxF 5 B x F
V,z) = (,ml,eb),z))

on peut supposer que e est la section constante
e:B— BxF, bw—(leb).
Un champ de vecteurs X de B x F' est dit vertical si

Tprg . X =0.



58

Chapitre 4

Convention 4.2.3 — Si X est un champ de vecteur défini au voisinage de (b',z) € B x F,
alors X (U, x) est par définition un élément de

T(b’,m)B x F = Tb/B D TxF

Si X est vertical, la projection de X (V',x) sur Ty B est nulle. Dans ce cas, on s’autorise a
considérer X (V', x) également comme un élément de T, F.

Soit x € F. On note L, la translation a gauche par z :

L,: BxF — B x F
0y) — O, ml, zy)).

Soit X est un champ de vecteurs vertical global de B x F'. Alors, (L,).(X) est aussi un champ
de vecteurs vertical (L, est un morphisme de Varjg). On dit que X est invariant (par translation
a gauche) si et seulement si pour tout = € F,

(L)« (X) = X.

L’ensemble des champs de vecteurs verticaux globaux invariants est noté 7%

vert®
Proposition 4.2.4 — [’application

0 : Tim} — Hom(B,Te(b)F)

vert

X = (V- XV, eD))
est une bijection.

Preuve : Soient X € T/, et (b',z) € B x F. Puisque X est invariant, on a

vert

X, z) = (L)X (V,2)
= TLgl(b’,z)Lx . X(L;l(b/, Jj))
= T(b/,e(b))Lm . X(b,, e(b))

On en déduit I'injectivité de 6.
Soit ¢ : B — T, F. Pour tout (V',x) € B x F', on pose

X(b/, ZE) = T(b’7e(b))Lz . go(b,)
ol p(b') € To) F est vu comme élément de Ty ) B x F via
j}bﬁeaﬁ)lg x F = 7%/13 D jlib)lq

On définit ainsi une application X : B x F' — T (B x F). Il reste alors a prouver que X est
lisse.
Soit f: B x F' — R un morphisme lisse. On définit I'application L f en posant :

L,f: BxF — R
(b’,x) g T(b/,x)f . (T(b’,e(b))Lx . gO(b,))
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On prouve d'abord la lissité de L, f. Soit ¢ : V' — F un morphisme lisse défini sur V' voisinage
ouvert de 0 tel que

c(0) = e(b) et '(0) = (V).
De l'identité p
Lof(¥,) = 2 (L e(t)))co
et de la lissité de la fonction
VxBxF — R
@&,0,x) = J(,ml, (1))

on déduit que L., f € Opxp(B x F). Ensuite, on vérifie que L, est une dérivation de Oy p(B x
F), ce qui prouve que X est un champ de vecteurs global de B x F'. Par construction, il est
invariant, vertical et satisfait |'identité

0(X) = .

Preuve de la proposition 4.2.1 :
Soit X € T/ Son flot ¢x : @ — B x F est un morphisme lisse défini sur ) ouvert de
R x B x F contenant {0} x B x F'. Comme X est vertical, pour tout (0',z) € B x F et tout
t € R tel que (t,V,2) € Q,
pB(qu(t, b/, x)) = b,.

Soit # € F'. Le flot de (L,).X, ¢,).x, est donné par :

¢(Lz)*X : Q — BxF
t,V,y) — (O, ml,2,prodx(t,t,ml,i(bx),y))).

Donc pour tout (t,V',x) € Q,
(*) (bX(tu bl? .T) = (b(Lz)*X(t? b,7 ]}') = (b/7 m(b/7 Z,PFr o ¢X(t7 b,7 e(b)))
On en déduit qu'il existe U voisinage ouvert de b et € > 0 tel que

| —e,e[xU x F C Q.

Le flot de X satisfait I'équation suivante : pour tout ¢,t" €] —

[

Do ™

£
'2
(%) ox(t+1t,)=ox({t,-)odx(t, ).
De (x) et (), on déduit que

dx(t+ 1,0, e(b)) = (b, ml, px(t, b, e(b)), px(t', b, e(b))).

On introduit alors le morphisme lisse hx

hxi
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En adoptant la méme méthode que celle de la preuve de [La-IlI-Thm 49], on peut montrer
que hx s'étend en un morphisme (noté encore hy) de B-groupes du B-groupe trivial associé
au groupe de Lie R vers la restriction de G au dessus de U :

hxiRXU—)GU.

Soit e := (ey,..,€e,) une base de T, F. Pour tout i, 1 < i < n, soit X; le morphisme
constant de U dans T, F tel que X;(b) = e; vu comme champ de vecteurs vectical invariant
(cf prop 4.2.4). On définit le morphisme lisse v, par :

Ye: UxT.F —UxF=Gy
<b/7 Z )\zez> — (b/a mxn(b,apF o hX1()‘17 bl)? -»PF © th()\rw b,)))
1<i<n

ol m*"™ est défini de proche en proche par :

m>*(¥) = e(b), pour ¥ € B
mx(iﬂ)(u,ifb o Tig1) = mu, m* (u, w1, ., @), 2440) pour i >0, V' € Bet xy, ., iy € F.

On remarque que pour tout b’ € U, le morphisme 7).y induit par 9. sur les fibres au dessus
de b/
¢g,b’ . Te(b)F — Gb’

est I'exponentielle du groupe de Lie Gy. En particulier, 1. ne dépend pas du choix de la base
e. La lissité de exp,, dans la proposition 4.2.1 est donc démontrée.
Soit &' € U. D'apres la remarque précédente, on a Tyt)e py = Idr,, r. La différentielle de ¢ iy
en (V/,0)
TwoyWey : Ty B® Tyl — Ty B @ Tep) F

I,z ?
0 Idp,r )

On en déduit que exp; est étale en (b,0) pour tout b € B. On en déduit que exp; est étale en
utilisant les translations. Ceci achéve la preuve de la proposition 4.2.1. O

est donc donnée par :

Soit f : (G1,e1) — (Ga,e2) un morphisme de groupes de Lie. Alors, le diagramme suivant

est commutatif :

Tel Gl TE_lf) Teg GQ

eXpg, l lexpGQ

Gi Go
On en déduit le résultat de fonctorialité suivant pour les B-groupes.

f

Proposition 4.2.5 — Soient p; : G — B, py : Go — B deux B-groupes et f : Gy — G5 un
morphisme de B-groupes. Alors, le diagramme suivant commute :

eiTf
il /B —=e31cys

eXpg, l lexpGQ

G Go
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4.2.2 Applications
4.2.2.1 Structure locale d'un B-tore

On considere maintenant le cas ot p : G — B est un B-tore. On établit ici la proposition
suivante.

Proposition 4.2.6 — Pour tout b € B, le B-tore p : G — B et le B-tore trivial associé au
groupe de Lie Gy, sont localement isomorphe en b.

Preuve : On se place dans la situation locale précédente en prenant pour F' une variété différentielle
difféomorphe au tore réel de dimension n.
Le morphisme 1), est surjectif, de noyau I, sous-groupe discret de ;) F. Soit (71, ..,7,) une
Z-base de I',. Comme 1), est étale, il existe

i) U, voisinage ouvert de b dans U

ii) W) voisinage ouvert de e(b) dans F

iii) V; voisinage ouvert de (b,7;) dans U x T, F, pour 1 <i<n
tels que pour tout 7, 1 <7< n:

%Wi Vi — Uy X We
est un difféomorphisme. Soit ¢, 1 <7 < n. On définit s; : Uy — Ty F par :
5;(V) = DT, F © wé_\\l@ (b, e(D)).

Alors, s;(b) = ~ et pour tout b’ € Uy, ¢.(,s;(V')) = (V,e(b)). L'application ¥, suivante est
donc bien définie :

Ub X (Te(b)F/Fb) — Ub x F
(U, > M71> - ¢e<y,§:,M&wq>.

1<i<n 1<i<n
C’est un morphisme de Uj-tores qui induit un isomorphisme sur les fibres en b. Par suite, ¥,
est étale en (b,0). Le lemme suivant termine la preuve de la proposition 4.2.6. O

Lemme 4.2.7 — |l existe U, voisinage ouvert de b inclus dans U, tel que

LU} x (T F/Ty) — Ul x F

g\Uéx(Te(b) F/Ty)
est un isomorphisme.

Preuve : Seule l'injectivité pose probleme. Supposons |'assertion a démontrer fausse. Alors, il
existe une suite (b, zx)r>0 de Uy x (T4 F/I) telle que :

i) (br)k>o tend vers b,

II) vk > 0 T 7& 0 et \I’g(bk,.iﬂk) = (bk, e(b))
En raison de la compacité de (T F/I'y), quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer
que (zg)k>0 converge. Soit x la limite de cette suite. De ii), on déduit que :

Ve (b, x) = (b, e(b))

et donc que x = 0. L'existence d'une telle suite contredit donc le fait que U, est localement
injective en (b,0). O
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4.2.2.2 Le noyau de I’exponentielle d’'un B-tore

Notation 4.2.8 — Pour X un espace topologique et G un groupe abélien, on note :
G le faisceau constant sur B associé a GG.

On rappelle que pour X et G comme ci-dessus, G est défini par :
i) G(U) := Homeon(U,G), pour U ouvert de B, G étant muni de la topologie discrete (si
U est connexe, on a donc une identification naturelle G(U) = G),
i) resy : G(U) — G(V), f+— fiv, pour U et V ouverts de B, U C V.

Remarque 4.2.9 — Soient G et H deux groupes abéliens, X un espace topologique et f :
G — H. Alors, si U etV sont des ouverts connexes de B tels que U C V, alors les morphismes

fU):G=GU)—HU)=Het f(V):G=G(V) - H(V)=H
sont égaux.

On conserve les notations de la section précédente. On déduit de I'étude qui vient d'étre
faite que le noyau de exp. noté g : K — B est en tout point de B localement isomorphe au
B-groupe trivial associé au groupe de Lie Z". En particulier, ¢ : K — B est un revétement de
B et S(K) est un systeme local de groupes abéliens libres de rang n.

Si (H,0) est un tore réel, alors expy est le revétement universel de H et le noyau de
I'exponentielle noté s'identifie a H,(H,Z) = m (H,0) au moyen de |'isomorphisme xp :

Ky - m1(H,0) —  Ker(expy)
[s:[0,1] — H] — 35(1)

ou s:[0,1] — ToH est le relevement de s. On étend ce résultat au cas des B-tores.

Proposition 4.2.10 — On a un isomorphisme canonique de systémes locaux de groupes abéliens :
ko (R'p.Z)Y = S(K)
qui pour tout b € B coincide avec k¢, au niveau des fibres en b.

Preuve : Soit {V, }aca le recouvrement ouvert de B formé des ouverts U tels que :
i) U est connexe et simplement connexe,
i) p: Gy — U est isomorphe au U-groupe trivial associé a R"/Z".

Le faisceau R'p,Z est le faisceau associé au préfaisceau

U ouvert de B — H'(Gy,Z).
Soient a, 3 € A tels que V3 C V. Alors, le restriction de V,, a Vj3 induit un isomorphisme

HY(Gv,,Z) = H'(Gy,,Z).
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Et donc, pour a € A, on a un isomorphisme canonique :

Rlp*Zﬂ/‘a ~ HI(GVM Z)\Va‘

On a donc des identifications naturelles :
F(Va> = HOm(Rlp*Z\VMZVa>
HOm(w\v Ly,)

Hom(HY(Gv,,7Z),7)
H(Gy,,Z).

12

On remarque que
expg,. : (€'TG/B)g,, — Gv,

est le recouvrement universel de Gy, . Soit b, € V,,. Alors, on a un isomorphisme canonique :
7T1(Gva, €(ba)) ~ HI(GVM Z)

Sis:[0,1] — Gy, est un lacet, son relevement a (e*T'G/B)|q,,, est noté 5. Soit x,, le morphisme
défini par :
Ko : T (Gy,,e(bs)) — S(K)(Va)
[s:[0,1] = Gy, ] — (br—3(1)p)

On vérifie que K, est un isomorphisme et que la famille {x, }aca définit un isomorphisme

ko (R'p.Z2)Y = S(K).

4.3 Construction de B-tores

Soit B une variété différentielle. Etant donné I un systeme local de groupes abéliens libres
de rang n (n € N*) sur B, on construit un B-tore. On pose H :=I' ®z R.

Pour tout b € B, soient Vj, un voisinage ouvert de b connexe et simplement connexe et un
isomorphisme

fb . F\Vb — &|Vb.

Pour tout b, b’ € B, on pose
Vo = Vo N Vy

et on définit f,; par:

- -1. ~
fb’bl T 'fb‘vb,b/ ° ('fb\,vb,b/) ’ Fbl|Vb,b/ - &‘Vb,b"

Alors, on a la relation de cocycle :

(*) A b, b,, b’ € B fb,b’ o fb’,b” = fb,b” sur % N ‘/b’ N ‘/b” .
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On pose Gy, :=V, x H/I'. Soient b,/ € B. On écrit la décomposition de V;,;y en compo-
santes connexes :
Vb = U Wi.

AGAb’b/

Soit A € Ay . Alors, on définit gy par :

gy = Id x fb7b/(W)\) s Wy % Hb’/Fb/ = Wi x Hb/rb

ou frr(Wy) est le morphisme obtenu en étendant fi, (1)) par linéarité et en passant au
quotient. On introduit la fonction de transition suivante :

Iy 1= U gr: Vi X Hy /Ty = Vi x Hy /T

)‘EAb,b/

A I'aide de (%) et de la remarque 4.2.9, on peut voir que la famille {gyy }ypep Vérifie la
condition de cocycle. Ainsi (cf [D-16.13.3]), on peut recoller les fibrations py, : Gy, — V; au
moyen de { gy }»vep pour obtenir une fibration au dessus de B. Cette fibration est munie d’une
structure de B-groupe évidente. De plus, le classe d'isomorphisme du B-tore ainsi construit ne
dépend pas des choix effectués.

Définition 4.3.1 — On appelle B-tore associé a I' I'objet construit ci-dessus et on le note
p: ez, R/T — B.

Remarque 4.3.2 — Pour tout b € B, on a un isomorphisme canonique v, qui s'insére dans le
diagramme commutatif :

Vi x Hy/Tp —=p~ (V) -

prv,
PV,

Vo

De plus pour b, b/ € B, le diagramme suivant est commutatif :

Viw X Hy —"=p 1 (Vyp) -

gb’,bl f
b/

Vi X Hy

4.4 Trivialisation d’un B-tore
Soit (H,0) un tore réel. L'inclusion
Ker(expy) — ToH
s'étend par linéarité pour donné un isomorphisme

Ker(expy) ®z R = ToH
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d'ol un isomorphisme induit par I'exponentielle :
v Ker(expy) @z R/Ker(expy) — H.
D’autre part, au moyen de kg, on construit un isomorphisme :
Fa: Hi(H,R)/H|(H,Z) — Ker(expy) ®z R/Ker(expy).
Alors on a un isomorphisme de groupes de Lie :
exXpy =ty oFkpg : Hi(H,R)/H,(H,7Z) = H.
Soit p : G — B un B-tore. On a une version relative de I'isomorphisme précédent.

Proposition 4.4.1 — Soit T := (R'p,Z)". Alors, il existe un isomorphisme canonique de B-
tores :
exp; [ @z R/T = G

tel que pour tout b € B, le morphisme induit par eXp coincide avec eXpg, .
De I'étude de I'exponentielle d'un B-tore, on déduit le lemme suivant :
Lemme 4.4.2 [ 'exponentielle induit un isomorphisme
1o :S(K)®zR/S(K) = G
qui pour tout b € B coincide avec v¢, sur les fibres en b.

Preuve de la proposition 4.4.1 : L'isomorphisme k¢ de la proposition 4.2.10 induit un isomor-
phisme de B-tores :
Fo:T®zR/T = S(K)®z R/S(K)

On conclut en posant €XPg ‘= Lg © Kg. O

4.5 Le fibré tangent d’'un B-tore

Si (H,0) est un groupe de Lie, alors On a une trivialisation canonique du fibré tangent TH.
En effet, si pour tout h € H, on désigne la translation a gauche par L,, alors le morphisme de
fibrés vectoriels au dessus de H :

0. HxTyH — TH
(hvg) = (h7Lh§>

est un isomorphisme.

Soient B une variété différentielle et I' un systeme local de groupes abéliens libres de rang
n (n € N*) sur B. On va utiliser cette propriété des groupes de Lie pour décomposer le fibré
tangent du B-tore p: H/I' — B (o H :=T' ®z R).
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Proposition 4.5.1 On a T, H/T" = p*E o E le fibré vectoriel réel (plat) associé a H et un

isomorphisme canonique :
T(H/T) ~p*TB & p'E.

Preuve : On reprend les données de recollement précédentes au moyen desquelles on a construit
H/T. Soit b € B. Le fibré tangent de G}, =V}, x H,; /T, se décompose :

TGy = pry, TVy @ prog, v, THy /Ty
D’apres ce qui vient d'étre rappelé pour les groupes de Lie, on un isomorphisme canonique :
TGy ~ pri; TV, @ pry, (Vi x Hy)
On recolle ces fibrés vectoriels au moyen de la famille
{Tave = pry;, TVow @ pry, , (Vo X Hy) = pry,  TVow @ pry, (Vo X Ho) Jopes
et on obtient un isomorphisme :
T(H/T)~p'TB&®T*E

ou F est le fibré vectoriel associé a H obtenu a partir des données de recollement :

{hopy = U ha:Vow XHy = Vo X Hplppen

)‘EAb,b’

{VbXHb

ou les morphismes h, sont définis par

h)\ = Id x fb,b’(WA>R . WA X Hb’ = W)\ X Hb~

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 4.5.2 — Soit p : G — B un B-tore. Si on note E le fibré vectoriel plat associé a
(R'p.Z)V, I'exponentielle induit une décomposition canonique de fibrés vectoriels :

TG =p"TB®p'E.
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Le logarithme d’'un schéma abélien

Apres avoir donné la définition du logarithme a I'aide de la version relative du théoréeme de
Hain-Zucker (cf [Wil]), on établit le lien avec deux autres approches pour définir le polyloga-
rithme d'un schéma abélien : celles de Kings (cf [Ki2]) et de Levin (cf [Le]). Les deux résultats
principaux de ce chapitre sont :

1. la construction, en suivant la méthode de Levin (cf [Le]), d'une résolution explicite du

pro-systéme local sous-jacent a la pro-variation logarithmique (aprés extension des scalaires
de Q a R).
2. le calcul des images directes supérieures du logarithme.

Notations 5.0.3 — Pour X une variété algébrique complexe lisse de morphisme structural
a: X — Spec(C), f:Y — Z un morphisme de variétés algébriques lisses et K € {Q, R}, on
note :

X I'espace topologique X (C) muni de la topologie transcendante,
f I'application continue de'Y vers Z déduite de f,
X la variété différentielle C*°-réelle associée a X,
Oxoo le faisceau des fonctions lisses sur X °,
f le morphisme lisse de Y *° vers Z*° induit par f,
Kx-mod la catégorie des faisceaux de K-vectoriels sur X,

SystLocx(X)  la catégorie des systémes locaux de K-vectoriels sur X,
SystLocUk (Y, f) la sous-catégorie pleine de SystLock(Y') dont les objets sont
unipotents relativements a f, i.e. admettent une filtration dont les
gradués sont dans I'image de [ : SystLock(Z) — SystLocg(Y)),

SystLocUg(X) := SystLocUx(X,a),
SH Mg la catégorie des Q-structures de Hodge mixtes polarisables,
V.SHMg(X) la catégorie des (Q-variations de structures de Hodge mixtes admissibles,
Qn)% = a*Q(n) € Ob(SHMy(X)), n € Z,
V(n) =VeQn)% neZ,
\Y le systeme local sous-jacent 3 V € Ob(VSH My(X)),

VSHMUgy(Y, f) la sous-catégorie pleine de V.SH My(Y') dont les objets sont
unipotents relativements a f, i.e. admettent une filtration dont les
gradués sont dans I'image de f* : V.SHMqy(Z) — VSHMg(Y),

VSHMUg(X) =VSHMUy(X,a),

67
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MHMy(X) la catégorie des Q-modules de Hodge mixtes sur X,
\& := 1(V) module de Hodge associé 3 V € Ob(VSHMq(X)) (cf partie
2.3.1 pour la définition de 1),
Qn)¥ :=a*Q(n)" € Ob(D*MHMqy(X)), n € Z.

5.1 Cas absolu

Soit X une variété algébrique complexe, et z € X(C). On considere Q[m (X, z)], I'algébre du
groupe T (X, z). Celle-ci est munie d'une augmentation ¢ : Q[m;(X,z)] — Q et on pose a :
ker(e). A I'aide de la théorie des intégrales itérées de Chen, on munit chacun des Q[ (X, a:)]/a
n > 0, d'une Q-structure de Hodge mixte naturelle.

Les morphisme de projection Q[ (X, x)]/a® — Q[r1(X,x)]/a™, m < n, sont des mor-
phismes de structures de Hodge, d’oli une pro-Q-structure de Hodge sur lim Q[m (X, z)]/a"

n>0
notée Q[ (X, )] . De plus, le morphisme de structure de Q-algebres, Q — Q[ (X, x)] est
sous-jacent 3 un morphisme de pro-structures de Hodge mixtes 1 : Q(0) — Q[r(X,z)] et la
multiplication dans Q[ (X, )] est un morphisme de pro-SH M.

Soit V € Ob(VSHMUg(X)). La représentation de monodromie 7;(X,z) — End(V,)
induit un morphime de pro-Q-structures de Hodge p, : Q[m1(X,z)] — End(V,). On énonce
le théoreme de Hain-Zucker qui va permettre de définir le logarithme.

Théoreme 5.1.1 [HZ-Thm 1.6] Le foncteur

VSHMUG(X) — ( V € Ob(SHMg) muni d'un morphisme de pro-SH Mg )

Q[m (X, 2)]” — End(V)
\4 = (Va, po)
est une équivalence de catégories.

Définition 5.1.2 On applique ce théoréme & Q[r1(X,z)] muni de la représentation donnée
par la multiplication par la gauche. On obtient un objet de pro-VSHMUq(X), le logarithme
de X noté Logx ..

Le logarithme est caractérisé par la propriété universelle suivante.

Théoréme 5.1.3 Le foncteur

VSHMU(X) — Ab
A\ — HomgHM@(Q(O),VI)

est pro-représenté par Logx ,, i.e. on a une bijection naturelle :
Hompro—VSHJ\/[UQ(X)(EO.QX,maV) - HomSHMQ (Q0),V,) , @+ g0l

Cet énoncé est équivalent au théoreme de Hain-Zucker. Le pro-systeme local sous-jacent a
Logx . est lui aussi caractérisé par une propriété universelle.
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Théoréme 5.1.4 Le foncteur

SystLocUgp(X) — Q-vect
\Y — A\

est pro-représenté par Logx ,, i.e. on a un bijection naturelle :

Hompro—SystLocUQ(X) ('COgX,m V) - V:c y P Spcc(l)

5.2 Cas d’une variété abélienne

Soit a : A — Spec(C) une variété abélienne complexe de section unité e : Spec(C) — A, de
dimension d.

Notations 5.2.1 — On pose Logs := Loga. et w1 = (A, e).

5.2.1 Autre description du logarithme

On considere la Q-structure de Hodge pure Q[r]/a?. Celle-ci s'insére dans une suite exacte
scindée dans SH My :

(9) O—>a/a2—>@[7r1]/a2é@(0)—>0,

ol £ est le morphisme déduit de € par passage au quotient, 1 est la composée de 1 suivi de la
projection Q[m;] — Q[m]/a2.

On décrit la Q-structure de Hodge a/a?. En topologie, on a l'isomorphisme classique 71 =
71 /[m1, ™) = Hi(A,Z) quiinduit i : a/a? = m @z Q = H;(A,Q). Au moyen de I'accouple-

ment _
HL(A®,C) x Hi(4,C) — R

(141, S
et de la décomposition de Hodge H}, (A, C), Hpz(A>,C) = H @ H*', on munit H;(4, C)
d'une décomposition, H,(A,C) = H % @ H® !, ot H 10 = (H"Y)t et HO ! = (H10)L,
Cette décomposition et i explicite la Q-structure de Hodge de poids (—1) a/a?. On dispose
donc isomorphisme de Q-structures de Hodge naturel 7 : a/a®> = H'(A, Q).

La multiplication dans Q[m;]  induit un morphisme de pro-Q-structures de Hodge mixtes
p:Qm] — End(Q[m]/a?).

A I'aide du théoréme de Hain-Zucker, on associe a (Q[r,]/a2, p) un objet de V.S HMUg(A) noté

Eogfj). Si on munit a/a? et Q(0) de I'action triviale de 7y, la suite exacte (S) est équivariante
pour I'action de Q[m] . Si d > 0, le morphisme 1 n'est pas Q|| -équivariant. D'ol une suite
exacte (non scindée en général) dans V.SHMUg(A) :

0 a/a2 Eogg) £ Q(0) 0.
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1) . 1 2
\On note [Elo_gA ] la classe de cettfe suite exacte dans ExtVSIHMqQ(A)(@(O)., a/a®) et on cherche
a la caractériser dans ce groupe d'extension. Pour cela, on étudie ce dernier.

La suite exacte des bas termes pour la suite spectrale de Leray de la composition

RHOI’T]SHMQ(Q(O), ) O 4

appliquée a a*(a/a?) donne la suite exacte courte scindée (S') :

0

Extgy, (Q(0),a/a?) ——— H'RHommng(a)(a*Q(0), a*a/a?) )

C—>HomgHMQ(Q(O),Hla*a*a/az) 0.

A I'aide des résultats de la partie 2.3.2, cette suite exacte s'écrit sous la forme :

0

Ext}S’HM@(Q(O)v a/a’) Ext%/SHM@(A)(a*@(O)» a*a/a?) )

C—5>]{O’mSH]\/[Q((@(0),]‘.II(A., Q) & a/a2) 0.

Puisqu’on dispose de I'isomorphisme 7, on a I'identification :

Homgnn, (Q(0), H'(A,Q) ® a/a®) = Homspu,(a/a®, a/a®).
On introduit Can I'élément de Homgy, (Q(0), H' (A, Q) ® a/a®) qui correspond a Idq2. et
on énonce une caractérisation de [Eogfj)].

Proposition 5.2.2 — L 'extension [Eogfj)] est I'unique élément x € Ext%/SHMU@(A)(Q(O), a/a?)
tel que :
e"(r) =0 et o(x)= Can.

Preuve :
1. La classe de la suite exacte (S) dans ExtéHMQ((@(O),a/&) coincide avec e*([ﬁogg)]).
Or () est une suite exacte de SH Mg qui est scindée.
2. Le morphisme ¢ est déduit d'un morphisme de bord ¢ défini comme suit. Soit s la suite

exacte courte 0 — a/a?> — E — Q(0) — 0 dans VSHMUg(A). Le morphisme 4(s)
apparait dans la suite exacte longue de cohomologie associée au triangle distingué :

a.a*a/a® — a,. B — a,Q(0) — a.a*a/a*[1]

0 — H,a*a/a* — Ha,E — H° o a,a*Q(0) U H'a.a*a/a® — ..
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Il suffit de prouver le résultat au niveau topologique, i.e. aprés avoir appliqué le foncteur
For a la suite exacte longue précédente. La compatibilité entre les formalismes des six
foncteurs implique que For(d(s) apparait dans la suite exacte longue de cohomologie
associée au triangle distingué

Ra,(a/a®) — Ra,(E) — Ra,(Q) — Ra,(a/a®)[1]

— For(3(s
0 — H°Ra,(a/a%) — HRa,(E) — H'Ra,Q — =)

H'Ra,a/a® — ..

Comme A est un tore, c'est un K (I, 1). On peut donc utiliser la cohomologie du groupe 7,

pour calculer pour calculer For(d(s)) . Ce dernier est présent dans la suite exacte longue
de cohomologie associée a la suite exacte courte de représentations de 7

0—a/a? = E, -Q—0

O—>a/a2—>(E )”1—>Q Hl(m,a/aQ)—>..

Pour calculer For(é([ﬁogfql)])), on introduit le diagramme suivant :

a/a’ Q[m1]/a? Q

[e]«

Li(a/a?) —= L1(Q[m]/a®) —= L1(Q) —=0
0—= Ly(a/a?) — Ly(Q[m]/a?) — L2(Q)

Ls(a/a®) — L3(Q[m]/a*) — L3(Q)

ol L;(?), i € N, désigne le Q-vectoriel ayant pour base les applications de ()" dans ?.
On a H'(my,a/a?) = Ker(d")/Im(d"”) et Can est I'élement de Ly(Q[r]/a?) qui s'envoie
sur Idg/q2 via la composée :

Ly(Q[m]/a?) — Homg,.(mi/[m1,m],a/a?) = Hom(a/a? a/a?)
f — [G— f(g,1)] = [g—1~ f(g,1)]

De plus k=1 d° [e];! j (1) appartient & Ker(d'!) et sa classe dans H' (7, a/a®) coincide

avec For(5([£og1(41)])) 1). Un calcul élémentaire montre que For(é([ﬁogfj)]))(l) = Can.
O

On va maintenant montrer que Eogg) caractérise completement Log,. Soit Eogﬁf) =
Sym™(Log'), n > 0. La fibre en z de Log] est Sym™(Q[r]/a?). On note 1™ I'élément [1®
..®1] de Sym™(Q][m;]/a?). Le morphisme de structures de Hodge de Q(0) vers Sym™(Q[m]/a?)
qui 3 1 associe 17 fournit (propriété universelle de L£og4) un morphisme de pro-variations
0™ Logy — £ogfqn).
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Notation 5.2.3 — Soit V' un Q-vectoriel et x : V — Q une forme linéaire. On définit la
contraction c(x), n € N*, par :

1
ca(X) : Sym™ V — Sym" TV 0 @ L @] = — Y X)) Vo) © - ® ve(n)].

’ 0'6677,

La contraction a été normalisée pour que c,.1(2)(1")) = ¢,(&)(1™). On a donc un
morphisme de pro-variations :

¢ = (™) nz0 : Logs — lim 5091(4"),
n>0

les morphismes de transition dans la limite de droite étant les contractions.
Proposition 5.2.4 — ¢ est un isomorphisme.

Preuve : Il suffit de prouver que % : Q[m] — lgnSym”(@[wl]/a2) est un isomorphisme
n>0
de Q-vectoriels. On fixe un isomorphisme 7, ~ Z2?. Celui-ci détermine un isomorphisme
Q[m] ~ Q[Xy, X{', .., Xoa, X,,']. La variation Eogi&") est unipotente d'indice n. Soit n € N.
Le morphisme (™ se factorise donc a travers la projection Q[x] — Q[r]/a"*!. L'action de
71 sur Q[m;]/a® étant donnée par la multiplication, on en déduit I'expression de ™ :
~ " (™) n
Qr] — Q[m]/a™ — - Sym"@Q[m]/e®)
X X2 [XDX2) @@ (X X2

On a @ = Id. On considere le diagramme commutatif suivant :

0—> an+1/an+2 Q[ﬂ_l]/an+2 Q[ﬂ_l]/an+1 — 0

l@b("*l) ld,(nu) lwm)

0 — Sym"™(a/a?) e Sym™(Q[m]/a?) —= Sym™(Q[m;]/a?) —0

Cn+1(€)

ol le morphisme 74, est induit par I'inclusion a/a® C Q[m;]/a®. On prouve maintenant que

wf”*l) est un isomorphisme. La famille

([(Xl - 1)21..(X2d - 1)1%]){(2‘17__71-%)61\1% / i1+..+igg=n+1}

est une base de a™*!/a""2. Pour tout (iy,..,42) € N*? /i1 + ..+ isg=n+1,0na
YD — 1) (Xog — 1)) = [B]X1 — 1] © .. © [ Xaq — 1]].
Or {[X; — 1], ..,[X24 — 1]} est une famille libre de Q[r]/a*. Donc wfnﬂ) est injective. On

conclut a la bijectivité a I'aide des dimensions. A I'aide d'une récurrence, on déduit donc que
les 1™ sont des isomorphismes. O
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5.2.2 Le pro-systeme local sous-jacent au logarithme

)

N Yo \ . N 1 . ; e
On cherche a décrire le pro-systeme local sous-jacent a Logf4 , au niveau réel, comme fibré

vectoriel a connexion intégrable (cf [Le]). Soit Eogfj}R le systeme local de R-vectoriels déduit de

1 . .
Eogg) par extension des scalaires.

On note H la R-structure de Hodge pure de poids (—1) H'(A,R)V. Ona H = H,(A,R) et
on identifie (a/a*) ®g R et H a I'aide de i ®q Idz.
Soit § I'isomorphisme défini ci-dessous, analogue topologique réel de 0 :

Ext]%A‘mod (R7 E*ﬁ) = Hompg-yect (R, HIRE*E*ﬁ)

Il est clair que la classe de EogfﬁR dans Emt%&A_mod(R, @*H) est I'unique extension de systemes
locaux de R par @ H dont I'image par ¢ est Can ®q R.

Du point de vue des fibrés C>°-réels, |'extension Eogfj}R est triviale. On va dans ce qui suit
préciser la connexion intégrable. Il s'agit de la connexion triviale (i.e. qui donne I'extension de
systemes locaux triviale) tordue par une 1-forme différentielle 3 valeurs dans H qu'on définit
ci-dessous.

L’exponentielle du groupe de Lie C*®-réel A>, exp : T,A*® — A, est un morphisme de
groupes surjectif dont le noyau est un sous-groupe discret de T, A qui s'identifie naturellement
3 H,(A,Z). On a donc un isomorphisme 1 : H (A, R) = T,A>®. De plus, on a une trivialisation
canonique de T A :

A% % Hy(A,R) — 2 o 4% x T, A® — T A% .

AOO

Au moyen des identifications suivantes :

End(TA®) = Hom(A® xR, TA*® ® QY.) (morphismes de fibrés vectoriels)
— T(A®,TA® ® QL.
= F(Aooagloo) ®H1(Z7 ]R) (Via W)>

on associe 3 Id € End(TA®), v € T(A®, Q4..) ® H (A, R).

Lemme 5.2.5 — La forme v posséde les deux propriétés suivantes.
1 La 1-forme différentielle v & valeurs dans H,(A,R) est fermée.
2 Soit [v] la classe de v dans H},p(A®) @ Hi(A,R). On a l'identité [v] = Can ®@¢ R.

Preuve :
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1. Pour prouver le résultat, on fixe un isomorphisme de groupes de Lie C™ entre A> et
R?? /724 compatible avec le choix de la base de 7. A>. Les relations de Schwarz sur les
dérivées partielles (relation de commutativité des dérivées partielles secondes) impliquent
que v est fermée.

2. Tout d'abord, I'élement Can ®¢ R € H'Ra,(a*H) correspond, via

H'Ra.(a"H) = H.

sing

(AR)®H = Hpp(A®) ® Hi(A,R),

a I'élément canonique de Hpp(A>) ® H,(A,R). On regarde alors I'identification entre
Hi(A,R) et T,A> (cf [Gr]) pour achever la preuve.
O

On considere le fibré vectoriel £ := O 00 ® (OAOO ®ﬁ) muni de la connexion V! :

\VARE OAw@(OAoo@ﬁ) — ka@(Q}LXOO@ﬁ).
(f,g®h) —  (df,dg®h+ fv)

La connexion V! est plate (v est fermée). Le faisceau E := Ker(V?) est donc un systéme local.
On a une suite exacte de fibrés vectoriels munis de connexions :

0 — (Ose ®H,Vau) — (OAoo & (OAoo ®ﬁ) ,Vl) — (Opgx,d) — 0,
g h — (0,g®h)
(f,g®h) > f

ou Vg désigne la connexion de Gauss-Manin. Celle-ci correspond a une suite exacte de systemes

locaux 0 — @*H — E — R — 0 dont la classe dans Exty, _,..4(R,@H) est notée [E].

Proposition 5.2.6 — On a §([E]) = Can @g R, i.e. E ~ Eog%R_

Preuve : On utilise la résolution de E construite a partir de (£, V') pour expliciter ¢ :

a'H E R

J

Opee @ H—= O ® (Op @ H) ——= O p 0

vl
dl

Qe @ H— Ve ® (Qhe O H) —= Qs

Alors k=1 V' p~! j (1) est dans Ker(d") et sa classe dans H},,(A>) ® H1(A,R) coincide avec
S([E]). Or k=t Vip™tj (1) =v et [v] = Can ®q R par le lemme 5.2.5. O
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Soit Loga g I'extension de Q a R du pro-systeme local sous-jacent a Log4. On a:

Logar = lim Sym"ﬁogfquR
n>0

A I'aide du résultat précédent, on peut décrire Logsr comme pro-fibré vectoriel muni d'une
connexion plate.

Notation 5.2.7 — Soient V, W deux vectoriels. On définit la multiplication x,, n > 0, par :

Xn: Sym" VR@VeW — Sym" VeW | 1ne®.eu,|000w— [1®. v, v w.

La connexion V! sur E induit une connexion V" sur Sym"E, n > 1, donnée par :

V: Sym"E — Sym"E @ QL.
e ®.®e) — DL [e1®.Q06®..Q ey X1 Vie)

Soit [V],, : Sym™(H ® O ) — Sym" ™ (H ® Opx) @ Qle, n > 0, définie comme étant la
composée :

Sym™(H @ O ) 2% Sym™(H @ O p) @ (H & Qoo ) 22 Sym™ L (H @ O poe) @ Ve -

On note V¢, la connexion de Gauss-Manin sur Sym™(H ® O ). On introduit le pro-fibré
a connexion

(g, V) = (HnZOSym"(ﬁ & OAoo), ano( Z}’M + [l/]n)) .

Pour tout n > 0, on pose
(G, V™) :=(G,V)/W,, ot W,, := }>p1Sym"(H @ O )

Alors (G', V') = (E, V') et (G, V) = 1lim G", les morphismes de transition étant les projections.
n>0

Proposition 5.2.8 — // existe des isomorphismes de fibrés & connexions (¢™ : G* — Sym"G') .,
qui induisent un isomorphisme de pro-sytémes locaux

©:G=1imG" — lim Sym"G' = Loga,
n>0 n>0

ou les morphismes de transition du terme de droite sont les contractions (¢, (Z))nen-

Preuve : D'une part, G" = P Symk(H ® Og) et d'autre part, on a un isomorphisme
0>k>n
naturel :

U 0 @D SymF(H® Oux) — SymF(Oax ® (H® Oax)).

0<k<n

[ ®..® Ry - [19.910Mh®.. Qh
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Pour n > 2, 1, n'est ni compatible avec les morphismes de transition, ni compatible avec les

connexions. On corrige ce défaut a I'aide d’'un automorphisme a,, de @ Sym*(H @ O4)
0<k<n
k

défini facteur par facteur par une homothétie de rapport a® non nul. On fixe o} = 1. La
compatibilité des )" o, ,n > 0, avec les morphismes de transition est satisfaite ssi les relations
suivantes sont vérifiées :

n!

(R)) YneN,Vk, 0<k<n—-1, of = maﬁ_l,
n

oll N¥ est le cardinal de {0 € &,, / o(1) € {1,..,n—k}}, ie. N* = (n—k)[(n — 1)!]. La
condition (R;) s'écrit donc :

(Ry)) YneN,Vk, 0<k<n-—-1, of = n ok

= o, 1.
n n/—-k n—1

Les morphismes 9" o v, ,n > 0, sont compatibles avec les connexions ssi

(Ry) VYneN, Vk, 0<k<n-—1, o =(n—-k)a"

n n

On pose
% n!
o, = EETITZST, n € FL 0 f;k S;n,
et on s'assure les les relations (R;) et (Ry) ont lieu.
Si on pose pour tout n > 0, ¢ := Y™ o a,,, la famille (¢"), -, convient. a.

On déduit de ce résultat que (Logar). est isomorphe a HkZOSymkﬁ. Ce résultat est en fait
vrai au niveau des structures de Hodge (principe de scindage) pour le corps de base Q.

Proposition 5.2.9 — // existe des isomorphismes de structures de Hodge (0,, : Sym™Q[mr;]/a? —

@ SymFH),>o qui induisent un isomorphisme de pro-structures de Hodge :
0<k<n

(Loga)e = lim Sym"Q[m]/a* — lim ( D Symk(a/a2)> =[] Sym*(a/a®).

n>0 n>0 \0<k<n k>0

Preuve : Les morphismes (6,, := ¢"),>( respectent la structure rationnelle et les filtrations.
O

5.3 Cas relatif

Dans cette partie, qui suit fidelement [Wil-1-Chap 3], on rappelle la définition et les princi-
pales propriétés du logarithme dans le contexte relatif. Les résultats obtenus dans le cas absolu
(théoreme de Hain-Zucker, propriétés universelles du logarithme et de son pro-systeme local
sous-jacent) s'étendent au cas relatif.

Soient 7 : X — Y un morphisme de variétés algébriques complexes lisses muni d'une section
i:Y — X, yeY(C)etz:=i(y). On fait I'hypotheése suivante :
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(H) 7 : X — Y est une fibration localement triviale.

Alors, on a une suite exacte :

(2
P

1—>7T1(Yy,33)—>7T1(X,ZE)T>7T1(Y79> =1

On définit une action de 71 (X, z) = m (X, ) x m(Y,y) sur Q[m(X,,z)]  en faisant agir
m1(Xy, z) par multiplication & gauche et (Y, y) par conjugaison. D'oti un pro-systeme local
de Q-vectoriels sur X noté V. Soit 3y’ € Y/ (C). Alors on a un isomorphisme canonique :

Vi, = Logx,.iw)-

Ainsi fibre a fibre, V est muni d'une filtration par le poids et d'une filtration de Hodge.

Théoreme 5.3.1 [Wil-I-Thm 3.3] — V et ses filtrations de poids et de Hodge définissent un
objet de pro-V.SHMUq(X, ) noté Logx,; .

Soit W € VSHMUg(X, 7). On a une action de 7,(X,, ) suri W (la monodromie relative)
qui, puisque W est unipotente relativement a 7 s'étend en un morphisme

p:QIm(Xy,2)] — End(iW).

Ce morphisme respecte les filtrations de Q[ (X, )] et celles de End(i*W). p est un mor-
phisme de pro-variations.

Théoreme 5.3.2 [Wil-I-Cor 3.4] Le foncteur suivant :

V € VSHMg(Y') munie d’'un morphisme de pro-variations

VSHMUy(X,m) — i*Logx iy — End(V)
qui respecte les structures d’algebres
W — ("W, p)

est une équivalence de catégories.

On a un morphisme de variations de Q-structures de Hodge canonique, 1 : Q)Y —

Q[m1(X,,z)] induit par la structure de Q-algebre de Q[ (X, )] .

Théoreme 5.3.3 [Wil-I-Thm 3.5] — La transformation naturelle entre foncteurs de
VSHMUg(X,m) vers VSHMgy(Y)

W*Hom(ﬁogx7i7y,-) -
© = *(p)(1)

est un isomorphisme de foncteurs.
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Théoreme 5.3.4 [Wil-I-Thm 3.5] — La transformation naturelle entre foncteurs de
SystLocUq(X, ) vers SystLocg(Y) :

T Hom(Logx iy, ) — i
@ = (e)(1)

est un isomorphisme de foncteurs.

Remarque 5.3.5 — Soity’ € Y(C). Alors, tout chemin allant de y' a y induit un isomorphisme
de pro-variations Logx ;, — Logx.i, . La propriété universelle du logarithme implique que cet
isomorphisme est en fait indépendant du choix de chemin. Ainsi, on note simplement Logx;
I'objet Logx ;..

5.4 Cas d’un schéma abélien

On a étudié le logarithme d'une variété abélienne et obtenu deux résultats : on a décrit le
logarithme comme limite projective d'un systeme constitué des puissances symétriques d'une
variation et on a explicité le pro-systeme local sous-jacent au logarithme en termes de pro-fibré
a connexion.

Dans un premier temps, on les généralise au cas des familles de variétés abéliennes. On obtient
un principe de scindage, analogue a celui vu pour une variété abélienne, qui est un ingrédient im-
portant pour I'étude qui clot cette partie : le calcul des images directes supérieures du logarithme.

Soit A=—= B un schéma abélien complexe de dimension relative d tel que B est lisse.
D’apres le théoreme de trivialisation de Ehresmann ([V-Thm 9.3]), I'hypothese (H) est satisfaite.

Notation 5.4.1 — On note Loga la pro-variation Lo0g .

On fixe de plus un point base b € B(C) et on note a := e(b).

5.4.1 Autre description du logarithme pour des familles de variétés
abéliennes

On note a, le noyau de I'augmentation &, : Q[ (A, a)] — Q. On a une suite exacte scindée
de Q-vectoriels :

0—a/a; —>Q[7r1(Zb,a)]/a§<L;>@—>0 :
1p

On munit chacun des termes de cette suite d'une action de 71 (A, a) = (4, a) x m (B, b).
Le groupe (A, a) agit trivialement sur Q. Sur Q[m; (4, a)]/a? et ay/a?, m1 (A, a) agit par
multiplication et 7, (B, b) agit par conjugaison. On remarque que 7 (A, a) agit trivialement sur
ay/aZ. On vérifie alors que (S) est une suite exacte de 7 (A, a)-modules, d’oli une suite exacte
de systémes locaux (non scindée en général) sur A :
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(S) 0—a,/a} —= Q[mi (Ay, a)] /a} —>Q—>0.

On va maintenant installer des filtrations sur ces sytémes locaux. Pour tout b’ € B, on
applique le foncteur "restriction a Ap" a (S). Le résultat est une suite exacte canoniquement
isomorphe a :

0 — ay/al — Q[r(Ay,e(V))]/as = £ogf412, — Q — 0.

Chacun de ces systemes locaux est sous-jacent a une variation de structures de Hodge. Ainsi
sur chacune des fibres de 7, on dispose de filtrations pour les trois systemes locaux. Il existe trois
variations de Q-structure de Hodge admissibles sur A dont les systemes locaux sous-jacents et
les filtrations fibre a fibre coincident avec les données précédentes.

On note a;/a? le systéme local sur B associé a a;/aZ muni de I'action de (B, b) par mul-
tiplication. L'isomorphisme i, : a,/a? — H; (A, Q) fournit un isomorphisme de sytémes
locaux sur B entre a,/a2 et (R'7,Q)V. A l'aide de cette identification, on définit une
variation de Q-structures de Hodge a,/a? pure de poids —1 sur B dont le systeme local
sous-jacent est a,/a?. La variation sous-jacente & a,/a? recherchée est w*a, /a7,

Pour Q1 (A, a)]/a2, on est dans la situation d'une variation sur un espace de chemins
(cf [HZ] et la construction de Lo0g4). On note Eogi)b la variation admissible obtenue et

on choisit cette structure de variation sur Q[ (A, a)]/a?.
Pour @, on prend Q(0)Y.

Les morphismes figurant dans la suite exacte (S) respectent les filtrations, d'ou une suite
exacte dans VSHMUg(A, ) :

(S 0 — m*ay/a; — Eogfi)b —Q(0)y —0
dont la classe dans Exty gzarpgan(Q(0)Y, 7°as/a3) est notée [Eogz(i)].
Remarques 5.4.2 —

i) Par construction, on a : (Eogfql,)b)| A = Eogfjb).
i) On applique le foncteur e* a (S’). Au niveau topologique, on a :

0—a/af —Q[ri(Ay, a))/a} —=Q—0,
1

ot Q[r1(Ay, a)]/a? désigne le systéme local associé & Q[rr(Ay, a)]/a? muni de I'action de
71(B,b) par multiplication. Le morphisme 1, est 7 (B, b)-équivariant; cette suite exacte
de systémes locaux sur B est scindée. D'autre part, 1, respecte les filtrations fibre  fibre,
d'oll une suite exacte scindée dans V.SHMq(B) :

0 ay/a? e*ﬁogfql’)b & Q)Y —0.
in
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On a une injection naturelle :

"2 Bty s am (QQO)4, T a/02) = Exthra(QIO)Y)' (nay/ay)").

La suite spectrale de Leray de la composition RHomMHM@(B)((Q(O){‘f)L, -) o m, appliquée a
7*(ap/aZ)* donne la suite exacte courte scindée :

*

0— Ext}\JHM@(B) ((Q(0)p)", (aw/af)") :: H' RHom gy (7*(Q(0) )", 7 (ap/a3)")

|

Homarmgs) ((Q(0)3)", H'mom*(ay/a3)") —— 0.

En utilisant les résultats de la partie 2.3.2, la suite exacte précédente se réécrit :

0

Emt%/SHMQ(B) (Q(0)5, av/a3) Emt%/SHMQ(A) (Q(0)}, ™ ap/a3) >

<—5> Homy sy (Q0)5, R'm.Q @ (ay/a7)) 0.

Par définition de la variation a;/aZ, on a :

(ap/a3)” = R'm.Q

et doncon a :

HomVSHMQ(B) (Q(O)Z, Rl?T*Q & (ab/az)) = EndVSHMQ(B)(ab/ag).

On définit Can comme étant I'élément de Homy siary ) (Q(0) 5, R'mQ® (ay/a;)) correspon-
dant a Id,, .2 sous l'identification précédente.

Proposition 5.4.3 La décomposition de [,Cogfql’)b] relativement au scindage décrit ci-dessus est :

¢*([Logi})) =0 et d([Logly)) = Can.

Preuve :
i) La premiere égalité a déja été prouvée (cf ii) de la remarque 5.4.2).
i) Pour la deuxieme, il suffit de vérifier le résultat sur la fibre en b. On est alors ramené au
cas d'une variété abélienne et dans ce cas le résultat a été démontré auparavant. a

Soit Eogﬁfg = Sym"ﬁogfi)b, n > 0. On considére le systeme projectif lim Eogf:l), dont les
n>0
morphismes de transition sont donnés par les ¢, (g;), n > 0.

Pour tout n > 1, soit 17 : Q(0)}; — e*ﬁogf:g le morphisme induit par :

@ Q)Y — ®eLogh)
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ol 1 : Q(0)} — e*EogS}b est le morphisme introduit dans le ii) de la remarque 5.4.2. On pose
19 = IdQ(O)g. On applique alors le théoreme 5.3.3 pour associer a 1}, (n € N), le morphisme

S

gol()n) :Logap — Eogf:?).
Puisque pour tout n > 1, ¢,(5)(1%) = 1771, (gol()")> définit un morphisme de pro-variations :
neN
o - Logap — lim Eogf:?).
n>0

Proposition 5.4.4 o, est un isomorphisme.

Preuve : Il suffit de vérifier que ¢, est un isomorphisme sur la fibre en b, ce qui revient a prouver
le résultat pour une variété abélienne. Ce cas a déja été traité. O

Remarque 5.4.5 — On a un morphisme de pro-variations de structures de Hodge

1,()') :Q(0)} — lim 6*£0gf£l)) , 1l (1[(,n))n20-
n>0

Le couple (lim Eogfﬁ?,, 1,(,')) est isomorphe a (Logay, 1). Par conséquent, il n'admet pas d’auto-
n>0

morphisme non trivial (rigidité). Par suite, le couple (Eogféxl’)b,l_b) non plus. Pour tout t/ € B(C),

le choix d'un chemin liantb a b' induit un isomorphisme (Eogféll’)b, 1) ~ (Eogfi%,, 1y). Par rigidité,

cet isomorphisme ne dépend pas du choix d’'un chemin. On s’'autorise donc a noter (Eogfj),T)

I'objet (Log'y), Tp).

5.4.2 Le pro-systeme local sous-jacent au logarithme pour des familles
de variétés abéliennes

On conserve les notations de la partie précédente. Soit Eogﬁ}R I'extension de Q a R du

\ . . N 1 y s /1"
systeme local de Q-vectoriels sous-jacent a Eogg). Comme dans le cas d'une variété abélienne,
on va décrire ce systeme local de R-vectoriels comme un fibré vectoriel muni d'une connexion
intégrable en suivant I'approche de Levin (cf [Le]).

On introduit I'objet H := (R'mR)" qui s'identifie & (a;/a;)5 ®g R au moyen de i, ®q R.
Le morphisme ¢ a I'analogue topologique réel noté 4 suivant :

ExtIIRA-mod(R7 ﬁ*ﬁ> - HomRB—mod (R, HlRf*f*ﬁ)
La classe de Eoggl}R dans Exty _o.(R,TH) est caractérisée par :

E*(Eogfi%) =0 et g(ﬁogﬁ&%) = Can ®qg R.
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On cherche maintenant a obtenir une généralisation de la 1-forme v (cf partie 5.2.2) pour
des familles de variétés abéliennes. On note E le fibré vectoriel au dessus de B> dont le faisceau
des sections est H ®@r Op. On dispose d'une trivialisation (cf prop 4.5.2) :

TA® = ()" TB> & (7°)*E.

La projection sur la partie verticale définit une forme différentielle v sur A a valeurs dans
(m>®)*E.

Lemme 5.4.6 La forme v posséde les deux propriétés suivantes.

i) La 1-forme différentielle v est fermée.
ii) Soit [V] la classe de v dans R'7.(7*H). On a l'identité (1 — [v]) = Can ®¢ R.

Preuve :

i) L'assertion est de nature locale. Il suffit donc (cf prop 4.2.6) de prouver I'identité pour la
famille de B>-tores triviale B> x (S')??. On effectue alors un calcul en coordonnées pour
conclure.

ii) Il suffit de vérifier que les morphismes (1 +— [v]) et Can ® R coincident sur la fibre en b,

ce qui revient a prouver le résultat pour la variété abélienne A,, ce qu'on a déja effectué.
O

On peut maintenant expliciter le fibré a connexion candidat pour représenter le systeme local

EogfﬂR. On considere le fibré vectoriel £ := O 40 @ 7°E muni de la connexion V! :

Vi Opse ®7®E — QLo @Ol @ 7F.
(f,g®h) —  (df,dg®@h+ fv)

La connexion V! est plate (v est fermée). Le faisceau E := Ker(V?) est donc un systéme local.
On a une suite exacte de fibrés vectoriels munis de connexions :

0 — (7°E,Veu) — (Oax @7°E, V) — (Opx,d) — 0,
g h — (0,g®h)
(f,g®h) — f

ou Vs désigne la connexion de Gauss-Manin. Celle-ci correspond a une suite exacte de systemes
locaux 0 — 7H — E — R — 0 dont la classe dans Exty,_,.,q(R,7H) est notée [E].

Proposition 5.4.7 On a les identités suivantes :

e ([E]) =0 et O([E]) =Can®qgR,

re. E = Logﬁ}R.
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Preuve : On utilise la résolution de E construite 2 partir de (E, V') pour expliciter ¢ :

TH E R

(m)*E Oy @ (T)PFE —L > Oy 0

Vl
0— QLo ® (1) E 1> QL & (4 ® (1°)°E) — QY
dl

Vhoo @ (1) E —> Qoo @ (V4o @ (1) E) — D

Alors j=1 V! p=1 i (1) est dans Ker(d') et sa classe dans H},(A®) ® H1(A,R) coincide avec
S([E]). Or 77t Vip~ti(1) =v et [v] = Can ®qg R par le lemme 5.4.6. O

Tout comme dans le cas d'une variété abélienne, le fibré a connexion (E’, V') permet de
décrire le pro-systeme local Logar, extension de @ a R du pro-systeme local sous-jacent a
Log4.

La connexion V! sur E’ induit une connexion V" sur Sym™E’. On définit [v],, : Sym™E —

Sym" ™ E @ QYw, n > 0 a partir de v comme dans le cas d'un variété abélienne (cf apreés la
notation 5.2.7). On introduit alors le pro-fibré a connexion

(H Sym"E, H am + v ) ;
n>0 n>0
ou V%, la connexion de Gauss-Manin sur Sym"(E). Pour tout n > 0, définit

(gn7 vn) = ((g7 V)/Wn)

ou W,_.1= J[ Sym"E

n>n+1
On a (G,V) =limG", les morphismes de transition étant les projections.
n>0

Proposition 5.4.8 Il existe des isomorphismes de fibrés & connexions (¢™ : G* — Sym"G') .,
qui induisent un isomorphisme de pro-sytémes locaux :

¢ :G=1imG" — lim Sym"G' = Loga .
n>0 n>0

Preuve : On construit les morphisme ¢©", n € N, comme on I'a fait dans la preuve de la propo-
sition 5.2.8. O
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5.4.3 Principe de scindage
5.4.3.1 Section unité

De la proposition 5.4.8, on déduit que e*Logar est isomorphe a [] Sym"H, généralisant
k>0
ce qu’on a vu pour une variété abélienne. La encore, ce résultat est en fait vrai au niveau des

variations (principe de scindage) pour le corps de base Q.

Proposition 5.4.9 |/ existe des isomorphismes de variations de structures de Hodge (0, :

Sym"Q[m]/a? — @ SymF(ay/al)).>0 qui induisent un isomorphisme de pro-variations
0<k<n
de structures de Hodge sur B :

¢"Loga = lim Sym"Q[m (Ay, a)]/a; — lim < @ Sym’“(%/ﬂi)) = ]I[ SymF(ay/a7).
0<k<n >0

Preuve : Les morphismes (¢7),>0 (ol (¢™), <, est la famille de morphismes dont la construction
est esquissée dans la preuve de la proposition 5.4.8) respectent la structure rationnelle et les
filtrations. O

Remarque : Cet isomorphisme est indépendant du choix de b € B.

5.4.3.2 Section de torsion

Soit  : B — A une section de N-torsion. Soit [N] : A — A I'isogénie donnée par la
multiplication par N. On applique [N]* a la suite exacte

0 — m*ay/a; — Logh — Q(0)y — 0
pour obtenir une suite exacte
0 — m*ap/aj = [N]*7"ay /0 — [N]"Logy — Q(0)}4 — 0

dont la classe dans Extygy . 4)(Q(0)}, oy /i) est notée [[N]*Logy]. De e*[Logy] = 0
et §[Logy] = Can, on déduit e*[[N]*Log}] = 0 et 6[[N]*Log}] = Can. Par conséquent,
[[N]*Logl] = [Logl] et donc [N]*Log} ~ Log,.

Proposition 5.4.10 [Wil-lll-Prop 6.1] — 2*Loga ~ [] Sym*(ay/a?).

k>0
Preuve : De I'étude qui précede, on déduit que [N]*Loga =~ Loga. De plus :

x*Loga =~ x*[N]*Loga
= ¢e*Logy

[T Sym*ay/ai (cf prop 5.4.9).
k>0

12
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5.4.4 Images directes supérieures du logarithme

e
Soit A ‘/—W\> B un schéma abélien complexe de dimension relative pure d tel que B est lisse.

Notations 5.4.11 —

j:U — A [I'immersion ouverte complémentaire de e : B — A,

U ‘=T o],
H = (R'1,Q)Y,
Log = Log4.

Théoréme 5.4.12 —

i) Ona H*r,Log(d) = 0 si k # d. La composition Log(d) “% Log'(d) — " Q(d)Y
induit le morphisme « :

a: Hm,Log(d) — Hm.(Q(d)Y)" = (Q(0)5)".

Ce dernier est un isomorphisme.
i) Des deux identités :
e*Log = ] Sym*H (cf prop 5.4.9),
k>0

e'Log(d) = (e*Log)‘[—d] (cf partie 2.3.2),
on déduit que H*¢'Log(d)" =0, si k # d et H%'Log(d)* = [] (Sym*H)".

Cette propriété, i) et la suite exacte longue de cohomologie aslzzo()ciée au triangle distingué :
e'Log(d)" — m,Log(d)" — my.Log(d)s, — €' Log(d)[1]
donnent H*myr.Logy(d)' = 0 si k # d — 1 et une suite exacte courte (S') :
(S 0 — H¥ 'ny, Log(d)y, — HYe' Log(d)') — H,Log(d)" — 0.

On vérifie que (S’) s'insére dans le diagramme commutatif suivant :

0 — H'ny, Log(d)ly —— kl;lo(symkH)L == (QO)) ——=0

0 — H¥ 'y Log(d)t, — H(e' Log(d)") — Hm, Log(d)* —=0

La factorisation canonique de (3" a travers [] (Sym*H)* — [ (Sym”*H)" donne un mor-
k>0 k>0
phisme (3 :

B H 'y, Log(d): —>H SymFH

k>0

qui est un isomorphisme.

Preuve : Pour i), on renvoie a [Wil-I-Cor 4.4], [Wil-lll-Thm 1.3] ou [Ki2-Prop 1.1.3]. O
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Le polylogarithme d’'un schéma abélien

On présente |'objet que I'on étudie dans cette thése, le polylogarithme d'un schéma abélien.
Dans I'optique de rendre explicite celui-ci, on énonce un résultat (cf Thm 6.3.4) qui ramene le
probleme de la description a la résolution d’'une équation différentielle qui est analogue a celle
que vérifient les courants de Green.

Notations 6.0.13 — Pour X une variété algébrique complexe lisse de morphisme structural
a: X — Spec(C), f:Y — Z un morphisme de variétés algébriques lisses et K € {Q, R, C},
on note :

X I'espace topologique X (C) muni de la topologie transcendante,
f I'application continue de'Y vers Z déduite de f,
X la variété différentielle C*°-réelle associée a X,
f le morphisme lisse de Y *° vers Z*° induit par f,
Kx-mod la catégorie des faisceaux de K-vectoriels sur X,
SH Mg la catégorie des QQ-structures de Hodge mixtes polarisables,
VSHMgy(X) la catégorie des Q-variations de structures de Hodge mixtes admissibles,
Qn)% = a*Q(n) € Ob(SHMy(X)), n € Z,
V(n) =VeQh)% neZ,
v le systéme local sous-jacent a V € Ob(V SHMg(X)),
MHMgy(X) la catégorie des Q-modules de Hodge mixtes sur X,
\& := 1(V) module de Hodge associé 3 V € Ob(VSHMq(X)) (cf partie
2.3.1 pour la définition de ¢),
Q(n)¥ = a*Q(n)" € Ob(D*MHMqy(X)), n € Z.

6.1 Définition

Théoreme 6.1.1 [Wil-/ll-Chap 4-Thm 1.5 b), Ki2-Cor 1.1.4] — On a un isomorphisme cano-
nique

o ExtC]gI}IMQ(U) (HL, WU*,COQU(d)L) = HomMHMQ(B) (HL, Hd_lﬁU*EOQU(d)L)
induit par une suite spectrale de Leray.

87
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Preuve : On considere la suite spectrale de Leray pour la composition RH om a3y (H, -) oy«
appliquée a Log(d);;. D'apres le théoreme 5.4.12, les termes E," de celle-ci qui sont non nuls
se trouvent sur la (d — 1)-iéme ligne, d’ol un isomorphisme induit par les morphismes de cette

suite spectrale :

o Extﬁ/;éMQ(U) (HL,WU*EOQU(CZ)L) = HomMHMQ(B) (HL, Hd_lﬂ'U*,COgU(d)L).

Définition 6.1.2 — Soit ¢ I'isomorphisme défini par le diagramme commutatif suivant :

Ext?\j;ﬁ%w) (g H)", Logy(d)') === H*"'RHom(r};H"[d), Logy (d)")

H¥ RHom(m}H", Logy(d)")

i HYYRHom(H, my.Logy(d)Y)
Homrng ) (K H ny Logy (d)Y)

|

HongHMQ(B)(H, H SymkH) [ HomMHMQ(B)(HL, H (SymkH)L)

k>0 k>0

ou (3 est I'isomorphisme du théoréme 5.4.12.

Remarque 6.1.3 — Pour tout k > 0, Sym"H est une variation de Q-structures de Hodge pures
de poids —k. On a donc :

Homy sy ) (H, H Sym"H) = Homysmugs)(H, H).

k>0

On peut a présent introduire la définition du polylogarithme d'un schéma abélien qui est due
a Beilinson et Levin pour d = 1. En dimension supérieure, elle se déduit directement du travail
de Wildeshaus exposé dans le livre [Wil].

Définition 6.1.4 [Wil-1ll-Chap 4, Ki2-Def 1.1.5] — Le polylogarithme du schéma abélien
7w A — B, noté Poly, est I'unique élément de Ea:t?\j;{wQ(U)((ﬂ};H)L, Logy(d)") qui s’envoie
sur (Idy, 0, ..,0,..) sous I'isomorphisme i.
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6.2 D’une explicitation de I’extension polylogarithme

6.2.1 Cas des courbes elliptiques
On suppose ici que d = 1. D’aprés la proposition 2.3.19, on a :
Extjl\/[HMQ(U) ((mH)", Logy(1)) = Ext%/SHMQ(U) (77 H, Logu(1)).

Grace a la définition des Ext-groupes a la Yoneda, on peut voir le polylogarithme comme
la classe d'une suite exacte courte dans V.SH Mg(U) dont le terme central est (abusivement)
noté Pol 4 :

Poly = [0 — Logy(1l) — Poly — n;yH — 0].

Beilinson et Levin ont déterminé une matrice des périodes de Pol, qui décrit completement
cette variation (cf [BL-4.8], [W-V-Thm 3.14] et sa preuve).

6.2.2 Cas des schémas abéliens de dimensions supérieures

A présent, on fait I'"hypothese d > 2. Par analogie avec le cas elliptique, on pose la question
suivante :

Question 6.2.1 — Existe-t-il Vy,.., Vo, € VSHMg(U) et une suite exacte longue :
(S) 0— Logy(d) -V — .. =V 1 —>a;H—0

dont la classe dans la description des Ext-groupes a la Yoneda est Poly ?

Proposition 6.2.2 [Wil-Ill-Thm 2.3 b)] — La question 6.2.1 admet une réponse négative.

Preuve : On suppose que la réponse est positive.
i) Puisque codim(A —U) = d > 2, le résultat de [Ka-Prop 1.11.1] s'applique :

Vi, 1<i<2d—1, 3V,eVSHMy(A)/V,y =V,

i) Soient V,W € V.SHMqg(A). On considere le triangle distingué de D*M H Mg (A) :

W
k /
j*j*WL

auquel on applique le foncteur triangulé RHom rrarya)(V, -) et on regarde un morceau
de la suite exacte longue de cohomologie associée a ce nouveau triangle distingué :

!
e.e W

HORHOmMHMQ(B) (€*VL, €!WL) —_— HomMHMQ(B) (VL, WL)

l

Homaragw) (Vi Wyy) —— H'RHomag i) (e, €W
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D’apres la proposition 2.3.16, ¢'W* = e*W*(—d)[—2d]. De plus, d'aprés la proposition
2.3.12:
eV [—=d], eW'[—d] € Ob(M H Mgy(B)).

Donc les termes aux extrémités de la suite exacte précédente sont nuls et on a un isomor-
phisme :
Homy sanga)(V, W) — Homysyw)(Vio, Wiy).

iii) De i) etii), on déduit qu'il existe une chaine de morphismes de V.SH Mg(A),

—_—

(§) 0 — Log(d) — Vi — o= Vog g — (7)H —0

dont la restriction 3 U donne la suite exacte (S). L'exactitude de (S) restreinte 3 U
impquu.e I_'exa\ctitude de (S). Ainsi, il existe Poly € Ext?\j;{wQ(A)((ﬂ*H)L,Eog(d)L) dont
la restriction a U est Pol 4.

iv) On considere la suite spectrale de Leray pour la composition RHom s s) (H', ) o 7.
appliquée a Log(d)". Du théoreme 5.4.12, on déduit que les termes E." de celle-ci qui sont

non nuls se trouvent sur la d-ieme ligne, d'ou |'isomorphisme suivant :

Bty o0 (M meLog(d)!) ——= Eaty ) (K, H'm.Log(d)')

Extyf g oo (T H)", Log(d)") 0

On obtient la nullité de Pol, et par suite celle de Poly, ce qui est incompatible avec sa
définition. 0

Pour décrire Pol, a la Yoneda, il faut donc faire intervenir un module de Hodge qui n'est
pas une variation de structures de Hodge. La question d'une telle description est ouverte.

6.2.3 L’extension topologique sous-jacente au polylogarithme

On note Pol 4 I'extension au niveau topologique sous-jacente a Pol 4 :

Poly € Extédlj__lmod (T H, Log(d)y).

Le foncteur For n'induit pas en général de morphisme injectif au niveau des Ezt-groupes. Par
exemple, I'oubli des filtrations induit un morphisme :

Ewtgpr,(Q(0), Q1)) — Bty e (Q(0),Q(1)) = 0.
Or, en utilisant [HW2-Thm 1], on peut montrer que
ExtéHM@(Q(O)v Q(1)) = C/2miQ.

Toutefois, dans le cas qui nous intéresse, on a le résultat suivant dénommé " principe de rigidité
pour le polylogarithme” :
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Théoreme 6.2.3 [Wil-Ill-Thm 2.1] — Pol est uniquement déterminé par Pol 4. En effet, le
morphisme induit par For :

Bty gy (TGH)' Logu(d)') — Bty S0q (70 H, Logu(d))
est injectif.

Preuve : On va construire un morphisme i qui rend commutatif le diagramme (D) suivant :

Bty (75 H)" Logu (d)') — Bat¥) (75 H, Logy(d))

f{OﬂlvsfanQﬂ(7{,II;SyTnkT{%;__%>ffOTnQB_nmd(?z,II;SyTnkiz)
k>0 k>0

ou les fleches horizontales sont induites par le foncteur oubli, ce qui est suffisant pour prouver
le résultat.

i) On considere la suite spectrale de Leray pour la composition RHomq-moea(H, ) © R,
appliquée a Logy(d). Alors, les termes E;" qui sont non nuls sont situés sur la (2d—1)-eme
ligne. On peut, par exemple, voir ce résultat comme une conséquence du théoreme 5.4.12.
Alors, les morphismes de cette suite spectrale induisent un isomorphisme :

7 : H* ' RHomg,-moa(H, Ry, Logy (d)) — Homg,-mea(H, R** 7y, Logy (d)).
ii) Le triangle exact
@ Log(d) — R7.Log(d) — Rig,Logy(d) — & Log(d)[1]

et la pureté

€ Log(d) = e*Log[— H Sym*H

k>0

donnent un morphisme
R~ 17rU*LiogU — H Sym*H

k>0

qu'on compose avec la projection

H SymFH — H SymFH

k>0 k>0

pour obtenir un morphisme

3 R? 17rU*LiogU — HSym

k>0

Le théoreme 5.4.12 permet de prouver que 3 est un isomorphisme.
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iii) Soit alors 7 le morphisme défini par le diagramme commutatif suivant :

E:Et?@dB_-%od (ﬁ*ﬁﬁ, Logy(d)) == H*"'RH Om@B'"wd(f*Uﬁ’ W)

H2d_1RH0mQB-mod (ﬁa REU*EOQU(d))
Homgp-mod(H, R**~ 75, Logy(d))
lﬁ*

Homqg-moa(H, [T Sym*H).

k>0

La commutativité du diagramme (D) repose sur la compatibilité des formalismes des 6

foncteurs sur D*M H Mq(U) et sur D® Qu-mod via le foncteur For.
O

Remarque 6.2.4 — Le morphisme i étant injectif,

Poly € Extgl (7" H, Logy(d)) est caractérisé par i(Pola) = (Idy;, 0, ..,0,..).

6.3 Description topologique du polylogarithme

On va décrire explicitement |'extension Pol 4. Pour ce faire, des outils d'analyse du type séries
de Fourier vont intervenir. C'est pourquoi on passe aux coefficients complexes.

6.3.1 L’extension topologique polylogarithmique complexifiée

Soit (POZA)C défini par :

Bty o0 (T H, Logu(d)) 5 Eatfy (75" He. Logu(d)c)

-mod -mod

POZA = (POZA>(C .

La construction du morphisme i admet un analogue complexe évident noté ic :

ic : Batgl ) (T He, (Logu(d))e) = Homg,-moa(He, H Sym"He)
k>0
qui s'insere dans le diagramme commutatif :

Bt (77 H, Logu(d)) > Bt ,00(77 He, (Logo(d))c)

Cy-mod

| :

H om@U_mod(ﬂ, I SymFH) ®C_H omCU_mod(ﬂC, IT SymFHe).
k>0 £>0
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Remarque 6.3.1 — Par injectivité de ic, (Pola)c est caractérisé par

ic((Pola)c) = (Idy, 0, ., 0, .).

6.3.2 Réduction a la résolution d’une équation différentielle

Soit (G, V) le fibré vectoriel a connexion intégrable de la proposition 5.4.8. Alors, on a
Ker(V) = Loga®gR. Soit

G(d)c = GOr(R(d) ®r ©kC).

La connexion V induit une connexion sur G(d)c qu’on note également V. Alors le complexe de
de Rham des courants de (G(d)c, V)

(Ay=(G(d)e, V7))
est une résolution de (Loga(d))c.

Notation 6.3.2 — Soit [ : T He — A3 (G(d)c) tel que V= o f = 0. Le diagramme

0 70 He 0
lf
00— (G(d)c) g —F— - —= A2 (G(d)c) p o A% (G(d)e) 5 — -
0— ((Loga(d))c) g — 0

définit un élément de Hom p r, ) (T He, ((Loga(d))c)p[2d — 1]) noté [f].
Remarques 6.3.3 —
i) On considére B> comme une sous-variété fermée de A via I'immersion
e B> — A™.

i) Puisque A> et B> sont des variétés différentielles sous-jacentes a des variétés analytiques
complexes, elles sont canoniquement orientées.

Théoréeme 6.3.4 — Soit un morphisme
fima He — AZL1(G(d)e)
qui vérifie la propriété (P) suivante :
Pour tout b € B>, il existe V' ouvert connexe de B* tel que :
a)be B,

b) (He)v est constant,
OV h e T(V. (Helw). V4 (1) = (=) @ (i)

(P)

Alors,
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I) (V/2d—1 O&: O,
i) [fig] = (Pola),.

Preuve : L'assertion i) se déduit immédiatement de la propriété (P) (la restriction de g~ a U™
est nulle). Pour montrer ii), on va vérifier que [f;z] vérifie le critere de la remarque 6.3.1. On

décompose le morphisme ic en introduisant le morphisme (- défini en disant que le diagramme
suivant est commutatif :

Bty oa( T He, (Logu(d))e) —— H**" RHomc, - moa (T He, (Logu (d)c)

Cy—mod

H*"1RHomc,_mod(He, R7g,(Logy(d))c)

Home—mod(He, R, (Logu (d))c)
l(ﬁc)*

Homcy,—mod(He, [T Sym*He)

k>0

i) Soient b € B>, V un voisinage ouvert connexe de b tel que (Hc)v est constant et
h € T'(V, Hc). D'apres les définitions de [f7] et de 7, on a :

ae(lfip))(h) = f(n) € T(7~(V), AZ= 1 (G(d)c)).
La propriété (P) étant vérifiée, on a :
ae(lfip)(h) = f(n) € 227 (D(@5 1 (V), (Au=(G(d)e, V7)) -

i) Il reste & calculer I'image de la classe de f(h) sous 3¢. On fixe [ > 2 et on pousse f(h)
au moyen de la projection :
G(d)c — (G/W-)(d)c.
On passe ainsi d'un pro-fibré a connexion a un fibré a connexion. L'image de f(h) par cette
transformation est notée :

f(h) € 221 (T (V), (Aae ((G(d)/Woi)(d)e, V7)) -

On calcule le morphisme de bord d’une suite exacte longue de cohomologie locale, aussi
peut-on localiser au voisinage de &(b).

. Premiere localisation
Le fibré vectoriel a connexion ((G/W_;)(d)c, V) étant plat il existe IV un voisinage ou-
vert de e(b) dans T (V) tel que celui-ci soit isomorphe au fibré vectoriel trivial muni
de la connexion de Gauss-Manin.
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. Deuxiéme localisation
D’'apres! la proposition 4.2.6, il existe V', voisinage ouvert de b dans T(WW) et ¢, iso-
morphisme lisse de V'-tores entre A5 et le V'-tore trivial associé a Ap° qui est induit
par |'exponentielle :

¥
0 PV X AR

Quitte a restreindre V'’ a un voisinage ouvert connexe de b et W, on peut supposer que
W est de la forme V' x W', avec W’ voisinage ouvert connexe de €(b) dans Ap°.

On se rameéne ainsi a calculer le morphisme bord (3 dans la situation décrite ci-dessous :

T=pri: V' xW =V,
eV = V' xW', UV (Ve)),
G(d)c/W—y est le fibré trivial au dessus de V' x W/, associé au C-vectoriel

( @ SymkF(V’,ﬂC)) muni de la connexion de Gauss-Manin.

0<k<I-1

La variété différentielle V' x W’ est munie d’'une premiere orientation qui vient de ¢ et
d'une seconde donnée par la structure complexe sous-jacente. Comme |'application linéaire
tangente de ¢ en (b,€(b)) est I'identité, ces deux orientations coincident.

D'apres le iii) de la propriété (P), f(h), satisfait une relation différentielle. Dans le contexte
ci-dessus, celle-ci s'écrit :

Vhel(V,He), V& (F(hy)) = 21) vk ey @ hyv:.

Apres ces localisations, on se trouve dans la situation considérée dans la partie 3.6.2. Le
corollaire 3.6.5 donne :

Be(f(hywo)i) = yyr.
On a donc montré que pour h € I'(He, V),

(%) ic([fig]) (hvr) = hyr.
Le morphisme ic est la limite projective des morphismes

pricic([fp]) : He — & Sym"Hc
0<k<i—1

ou pr; est la projection canonique

HSymkﬁ(cH & Sym"Hc.

<k<i—1
k>0 Osks

Yci la trivialisation de la loi de groupe importe peu, celle du neutre, en revanche, compte.
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Le résultat (x) s'interprete comme suit : au niveau des fibres en b, les morphismes

prioic([fp]) et prio (Ids,,0,..,0,..)

coincident. Comme ce sont des morphismes de systémes locaux, cela implique que ce sont
les mémes morphismes de faisceaux. Le résultat étant établi pour tout [ > 2, on a montré :

5@([]“@]) = (Idg,,0,..,0,..).
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Le morphisme de Levin

On va construire explicitement un morphisme qui vérifie la condition (P) du théoréme 6.3.4
dans le cas ou le schéma abélien est muni d'une polarisation principale. Cette construction
est due a Levin (cf [Le]). On en déduit une expression "explicite” de I'extension topologique
complexifiée sous-jacente au polylogarithme.

Remarque 7.0.5 — La donnée de la polarisation est nécessaire. On la suppose principale car
ceci allége les calculs, mais la méthode s'applique a un schéma abélien doté d’une polarisation
quelconque.

Notations 7.0.6 — Pour X une variété algébrique complexe lisse, f : Y — Z un morphisme
de variétés algébriques lisses, X une variété analytique complexe, g : Y — Z un morphisme de
variétés analytiques complexes, on note :

X I'espace topologique X (C) muni de la topologie transcendante,

f I'application continue de'Y vers Z déduite de f,
X la variété différentielle C*°-réelle associée a X,
X la variété différentielle C*°-réelle associée a X,

f le morphisme lisse de Y *° vers Z*° induit par f,

g™ le morphisme lisse de Y*° vers Z*° induit par g,

VSH}(X) la catégorie des Z-variations de structures de Hodge pures de poids n sur X,
pourn € 7,
Z(n)x la variation constante sur X associée a Z.(n), n € Z.

7.1 Famille analytique de tores polarisée

Définition 7.1.1 — On appelle famille analytique de tores polarisée de dimension relative d
(d € N*) la donnée d’un triplet (p: A — B,e,w) ou :

i) p: A — B un morphisme propre et lisse entre variétés analytiques complexes dont les
fibres sont des tores complexes d-dimensionnels,

i) e: B — A une section de p,

iii) w € HY'(A) dont la restriction a chacune des fibres est une polarisation.

97
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Si les polarisations sur les fibres sont principales, on parle de famille analytique de tores princi-
palement polarisée.

Soit (p : A — B,e,w) une famille analytique de tores polarisée. Soit b € B. |l existe une
unique structure de groupe de Lie analytique complexe sur A, dont le neutre est e(b). On note

mb:Abeb—>Ab et ibIAb—>Ab
la multiplication et I'inverse sur A,. Les propriétés de p entrainent que :

est une submersion propre et donc une fibration par le théoreme de Ereshmann ([V-Thm 9.3]).
La variété différentielle A X goo A est donc bien définie.

Lemme 7.1.2 — Les applications m et i suivantes :

m:= Ump: A Xgow A — A® et i:= Uiy: A — A
beB beB

sont lisses et donc (p*> : A® — B> e, m, i) est un B*>-tore.

Preuve : Il s’agit d'un énoncé local. On vérifie la lissité de m et de i en utilisant la famille
modulaire du théoreme [BiLa-Chap 7, Thm 3.1] et en remarquant que localement on a toujours
un "marking” (cf pages 209 et 210 de [BilLa] pour la définition de "marking"). O

Remarque 7.1.3 — Sim: A — B est un schéma abélien complexe principalement polarisé,
alors T . A*™ — B est une famille de tores analytique principalement polarisée.

7.2 Les formes différentielles de Levin

Soit (p : A — B,e,w) un famille analytique de tores principalement polarisée. On note
I' € VSH,'(B) définie par :
I':= (R'p.Z)".

La polarisation o définit un morphisme de V.SH,?(B) :
<% > T AT — Z(1)p.

Soit b € B. Alors, < x,% >,: I'y ATy — Z(1), le morphisme au niveau du germe en b, est la
composée :
Ty ATy = Hi(Xy, Z) A Hy(Xy, Z) — Hy(Xy, Z) 28 7(1).

Notations 7.2.1 —

H =T ®z R,
< #,% >p: HAH — R(1) le morphisme obtenu en étendant < x,* > par linéarité,
< #*,% >c: Hc A'He — C  le morphisme obtenu en étendant < x,* >g par linéarité,
E le fibré vectoriel réel plat au dessus de B> associé au
systéeme local 'H,
FEc:=E g ot la décomposition de Hodge de E¢,
h—L0 la projection sur E=1° de h section locale de E,
hO—1 la projection sur E%~1 de h section locale de E.
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D’apres le lemme 7.1.2 et la proposition 4.5.2, on a une décomposition naturelle du fibré
tangent de A :
(%) TA® = (p>)'TB>® & (p>)'E
Soit v : TA>® — (p™)*FE la projection correspondante. Le morphisme < *,% >p induit un
morphisme de fibrés vectoriels noté de méme :

<,k >gi (PP) ENA(pF)E — A® x R(1).

Proposition 7.2.2 [Le-Prop 2.2.4] — Soit w la 2-forme différentielle sur A> définie par :

w::§<y,u>R.

Alors, (p: A — B, e,w) est une famille analytique de tores principalement polarisée.

Au moyen de w, on construit vol, une forme différentielle de type (d,d) sur A dont la
restriction a chacune des fibres est une forme volume.

Définition 7.2.3 — Soit vol := (—1)4(d!) 1w,
On rappelle qu'en 4.3, on a associé un B™-tore a I :
q:H/T — B®
en recollant une famille de fibrations :
{Vh X Hy/Th}pen

ol pour tout b € B>, V, est un voisinage connexe et simplement connexe de b.

On fixe b € B et v € I', — {0}. On leur associe une fonction lisse f, :

fy VbXHb/Fb - C
(v, [h]) = exp(< v, h>ry)

Via f,, I'isomorphisme canonique ¢; de la remarque 4.3.2 :
w: Vo X Hy /Ty — ¢ (V)

et la trivialisation de la proposition 4.4.1 :

oXp o= : H/T — A
on définit une fonction lisse .
Définition 7.2.4 — x., ;== f, 04" OW‘_‘% t AR — C.

On complexifie la décomposition (*) pour obtenir :
(TAZ)e = () (TB™)c & ()" Erc.

On identifie ainsi v~ 19 et v%~! 3 des champs de vecteurs verticaux sur Ay
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Notations 7.2.5 — Si £ est un champ de vecteurs, on note :

L¢  sa dérivée de Lie,
te  l'opérateur produit intérieur.

Proposition 7.2.6 [Le-Prop 3.2.2] — Pour tout k > 2d,
(Ly-10)*vol = 0.
Notation 7.2.7 —
p(y) =<y 00 >
Le résultat d'annulation précédent permet de donner un sens a la définition suivante.
Définition 7.2.8 — Pour tout a > 1, on définit g, € T'(AF, Qid%Zbl(Syma_lE(c))

1
! : 0,—1\a—1
Gon =101 | Xy X vol X (v77) )
7 ! ( ! (P(’Y) - L'y—lvo)a

Ces formes vont nous servir a construire le morphisme cherché. Pour cela, on va considérer
des séries de telles formes. On les étudie pour préciser cette sommation.

7.3 Un exemple : la famille modulaire de Siegel

On calcule les formes différentielles de Levin (localement) pour la famille modulaire de Siegel.
Cet exemple est traité par Levin [Le-2.3]. Les notations sont celles de la section 7.2.

7.3.1 La famille analytique complexe de tores
Soit $4 I'espace de Siegel :
9a = {Q € GL4(C) / Q est symétrique, de partie imaginaire définie positive}.

Si Q € $,, on note Ty, l'inverse de Q — Q. Soit A := Z¢ @ Z°.

Convention 7.3.1 —
i) On écrit les éléments de A comme des paires (m,n) oim = (my,..,mg) etn = (ny, .., ng)
sont des "vecteurs” ligne a d-composantes.
if) On écrit les vecteurs de C? en ligne et (&1, ..,&4) € C? est noté €.

Le groupe A agit sur C? x H, par :

(M) xCix$Hy — C? x 94
((m,n), (& Q) — (+m+nQ)"
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Cette action respecte la projection C% x $; — $4. On passe au quotient et on obtient un
morphisme analytique propre et lisse :

A= (C*x Hy)/A — Hy =: B.
Pour tout 2 € $4, on note g le morphisme :

0o A — C?
(m,n) — m+nQ "

Si on note A I'image de A sous g, la fibre de p en Q est Ag = C?/Aq. Soit
Ar =RI@Ret Ac = Cla CY

Convention 7.3.2 — Les éléments de Ag (resp. Ac) seront notés sous forme de paires (r, s)
ou T et s sont des vecteurs réels (resp. complexes) lignes d-dimensionnels.

Au moyen de I'isomorphisme de B*°-tores :

p: Ag/A X B*® — A
([(rs)], Q) = [(r+ 52, Q)

d’'inverse
el A — Ar/A x B*®

[(£.9Q)] = ([T - Tl (€ - §)Ta)]. Q)

on identifie le systeme local I" au faisceau constant associé a A sur B.

Remarque 7.3.3 — Soit 2 € $4. On étend le morphisme ¢q par linéarité et on obtient un
isomorphisme de R-vectoriels
PoR - AR — (Cd
qui, en passant au quotient, donne un isomorphisme de groupes de Lie :
POR - AR/A :> AQ

Alors la trivialisation du B>-tore A> induite par 'exponentielle est donnée par :

—_ —1
€XPgoo = POPYQR -

7.3.2 La polarisation principale

Soit la forme symplectique < %, * > définie par :

<k, k> ANA — Z(1)
(m,n) A (m',n') +— 2mi(n(m')t —m(n')")

Soit 2 € $H4. On transporte < *,* > au moyen de g pour obtenir une forme symplectique :
<% >0 Ag A Ag — Z(1)
qui définit une polarisation principale sur Ag. Le morphisme
<#,x>DAT —Z(1)
induit par I'identification A = T est donc un morphisme dans V.SH,*(B).
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7.3.3 Décomposition de Hodge

Remarque 7.3.4 — Dans la décomposition de Hodge
Ec:=E,"' e Ey”!
Eq" (resp. Eg™") est le dual de H'(Agq) (resp. H%'(Ag)) et
Eg™® L H*'(Ag), E' L HY(Ag).
Remarque 7.3.5 — Soit Q) € 4. Le morphisme  induit un isomorphisme
vac: A®zC S Ag ®7 C = Ecq.

On note ug = (uq1, .., ug.q)" (resp. ug = (ﬂQJ,_..,HQJ)t) la base de E{ll’o (resp. Eg’_l)
duale de la base d¢ = (d&i,..,d&y) (resp. d§ = (d&y,..,dE,)) base des formes holomorphes
(resp. antiholomorphes) de Ag. On vérifie que :

@5}@(“9,1)
@5}@(”9) = =(-ToQ To),
SOS_),lC(uw,d)
@5}@(@)
Poc(Toa)

Soit v = (r,s) € Ac. On identifie v a la section de (p*)*Eg :

(£, Q)] = (r+s5Q2) e A2z, C = Ecq.

¥Q,C

Alors, la décomposition de Hodge de h est v = v~ 19 4-~4%~1 our :

T
[(€, Q)] — (£ D)],ruq) + sQuq)

ryo’_l : A® N (poo)*EO,—l
(€&, D] = ([(&Q)],ruq + sQg).

7.3.4 Champs de vecteurs et forme de polarisation

Soit h = (1, s) € Ac. Les fibrés tangents de Ag/A x B> et de A se décomposent comme
suit :
T(Ar/A x B*®) = (pry;,)" TB> @ (Ar/A x H7) X Ag,

TA™ ~ (pry, )" T(Ha)* @ (pryy,)" E.
De plus, I'isomorphisme T respecte les décompositions horizontales et verticales.

Ainsi, h définit un champ de vecteurs vertical sur Ag/A x H :

h: ([, 81,Q) = ([, 51, ), (1, 5))
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qui s'écrit aussi avec les notations classiques :
t
(r, 5)(Or, Os)

ou 0, := (Opy, .., Or,), Os := (Os,, .-, 0s,). On le transporte a I'aide de T’y pour obtenir un champ
de vecteurs vertical sur A* :
r+ sQ )

&) = ( r+ sQ

ol le membre de droite est exprimé dans la R-base canonique (£,€) de C? = I'g ®z R. On
I'écrit traditionnellement sous la forme :

((r +59Q), (r + s2)) (e, F¢)'
ou 0 = (8517 ”7a§d)' aE = (ag_la "aag_d)-

La 1-forme v sur Ag /A x B> a valeurs dans Ag qui correspond a la projection d'un champ
de vecteurs sur la partie verticale s'écrit :

(dr,ds)

oud, = (dry,..,drg), ds = (dsy, ..,dsq). La forme v sur A n’est autre que le pullback de cette
forme sous ¢! :

v = (d§ = (£ = TadQu + (d€ — (§ = OTodV)u
ol u et u sont les d-uplets de sections de (prg; )" Ec :
u: 6, Q] —uq w: Q- ug.
La matrice de Gram de I'accouplement < x, % > dans la base (ugq 1, .., Uo.d, Ua 1, -, Us.q) €St :
< (uq)',ug >= —2miTy.

La forme de polarisation w est donc :
J = —= - —\t
wi=—2mi Yy (d€ = (£ — TadQ) A Tq (d — (€ — §)TodQ) .
=1

7.3.5 Les formes différentielles de Levin

On fixe v = (m,n) € A —{0}, a € N*. On a écrit en coordonnées les différents éléments qui
entrent dans la définition des formes g _ (cf Déf. 7.2.8), exceptés la fonction x, et le nombre
complexe p(7). On termine la description en donnant I'expression de la fonction ., :

A*® - C
[(57 Q)] = eXp(< (m7 n)7 @Q,R_l(g) >Q,R)
et la valeur de p(7y) qui est 2mi(m + nQ)To(m + nQ)".
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Remarque 7.3.6 — Pour tout ) € §,, I'application :

[ le: A = R, (r,5)— \/27m'(r + s To(r + sQ)t
est une norme.
On va a présent calculer la forme g;, ., ou plutdt ¢*g, . car la formule pour cette derniére est

d'écriture plus simple. On rassemble les résultats obtenus et on donne leurs expressions apres
pullback.

La décomposition de Hodge de v s'écrit v = v~ 10 +~4%~1 ou, dans Ac :

v = —(m4+n)TeQ  (m+ )Ty
P = (m )T —(m + n)To.
Les images des champs de vecteurs 710 et v%~1 (notées de méme) sous ¢! sont :
Y = (4T (0, +  ((m+nQ)To)(0.)"
P = (o TR0+ (—(m O Ta)(@,)"

©*w =11 Amg ol = (dr + dsQ) et ny = To(dr + dsQ)*.
Xy Ar/AXHs — C
([(r,9)],9) — exp(< (m,n),(r,s)>)"

* o/
On passe au calcul de ¢*g;, .

1. Calcul des dérivées de Lie successives :

2d

1 . nd (n+a—-1)!
(0(7) = Ly_l,o)a((’p w)® = Z () L vo(m Anp Ao A Amg).

n=

Soit n, 0 < n < 2d, on note L,, I'ensemble
{(Ly, .., Log) € {Id, L,~10}** ) Card({i,1 <i<2d/ L; = L,10}) =n}.

Puisque L?{,Lom = Lf{,wm =0,0ona:

L2 o(m Ang)? = Z Lymy A Lama A oo A Lag—1m1 A Laans.
(le"vL2d)€£n

De plus,

Lom = —(m+nQ)TadQ et L,von = —T5((m + nQ)dQ)".
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2. Effet du produit intérieur :
Soient n, 0 < n < 2d et (Ly,..,Log) € Ly :

iyo,~1 Lymy A Lagma A oA Log_1m A Lagny = (iqo,1Lymi) A Lama A .. A Log_1m1 A Lagns
— (401 Lona) Lymy A Lany.. A Log—1m1 A Lagns

—  (iyo.—1Lognoq) L1t A Lama A .. A Lag_111.

Les formules qui suivent finissent de décrire g,

Z'ﬁ/o,flng = (m + Tlﬁ)TQ et Z-,\/O.,—l’r/l = Z-,\/O.,—l L,Yfl,onl = 2'70,71 L771,0772 = 0.

7.4 Convergence des séries de Levin

On reconsidére la famille
. o
Py, - AVb -V

introduite dans la partie 7.2 munie de sa trivialisation de V,>-tores. La situation est la suivante :

€XP goo ‘Vb OLp

Hy /Ty % Vi, Ay,
Vi

Pour tout a > 1, on va donner un sens précis a |'expression :

Y G

vel,—{0}

Compte tenu de la propriété universelle de la famille modulaire de Siegel (cf [BiLa-7. Thm
4.1]) et quitte a restreindre V}, a un voisinage ouvert de b, il existe un morphisme

f Ve — 94

tel que la famille py, : A — V; est le pullback sous f de la famille analytique de tores
principalement polarisée

(C? x $3)/A — $H4

considérée dans la partie 7.3. La construction des formes g;, . étant fonctorielle sous un tel mor-
phisme f, on peut utiliser les calculs effectués précédemment (cf partie 7.3) pour obtenir des
informations sur |'expression de gj, ..

Quitte a restreindre 1}, a nouveau a un voisinage ouvert de b, on peut supposer que V, est
- Ve \ / 1 N 7
difféomorphe a un ouvert de R?, d'oli des coordonnées sur V}, :

(xl, ..,J,’d/).
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De plus, f induit un isomorphisme : Hb/F__bl Agr/A, au moyen duquel on identifie les deux
tores. Ceci donne des coodonnées sur H; /I :

(T1y ooy Ty ey S1y 05 Sd)-

On peut donc décomposer une forme différentielle sur Hb/F_b x V}, relativement a la base des
(2d — 1)-formes différentielles, notée (dv;);c;, obtenue a partir de la base des 1-formes

(dry,..,drg,..,dsy, ..,dsq, dxq, .., dzg).
Soit v = (n,m) € T, — {0}. Ainsi, on écrit :

(€XP Ay, © ) G = Zfa TV dy;

el

ol pour tout i € I, f*7 : Hy/Ty x V, — C est une fonction lisse et V"7 est un élément de
Sym“_th(c.

Soit i € I. A I'aide des résultats obenus en 7.3, on vérifie les deux faits suivants :

Fait 1 : f; se décompose en :
7 =x97"

ol x. est la fonction de Levin pour la famille de Siegel :
[(r,s)] € Hy/Ty, +— exp(< (n,m),(r,s) >)€C
et ol g;7 : V, — C est une fonction lisse.
Fait 2 :  En utilisant

i) que dans g;"", les facteurs qui dépendent de (m,n) apparaissent sous I'une des formes

(m +nQ) et (m +nQ),
ii) la remarque 7.3.6,
iii) la norme induite sur Sym® 1M, par la norme sur A :

[1(r, 8)|| = Vst

iv) [l =1,

on montre que pour tout K compact de V;, tout v € I’ — {0}, il existe une constante C'x
telle que :

157V o100 < Crell(n, m) |77
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Proposition 7.4.1 — Pour tout a > 2d, la série de formes différentielles

go= > Gus

vel,—{0}

converge uniformément sur les compacts de A3, et ce, quel que soit I'ordre choisi pour effectuer
la sommation.

Preuve : Ceci découle du fait 2 et du critere de comparaison avec les séries d'Epstein. O

Remarque 7.4.2 — g/ converge donc également au sens des courants, toujours quel que soit
I'ordre de sommation choisi (cf Prop 3.4.10).

On introduit I'opérateur de Laplace A := 92 +..07 +02 +..+92 . Soit a € N*, 1 < a < 2d.
D'apres le fait 1, pour tout v € T', — {0},

v2d—afia,wviyi _ (27”~||(n7 m>||)2(2d—a)fzflﬁviyi.

De plus, on prouve que la série de formes différentielles

S @il m)|]) 25 Vo,

v=(n,m)eT, —{0}

converge uniformément sur les compacts de Aj; et indépendemment de I'ordre choisi pour
effectuer la sommation (preuve identique a celle de la proposition 7.4.1).

Proposition 7.4.3 — Pour tout a € N*, 1 < a < 2d, la série

go= > du,

v€eT,—{0}

converge au sens des courants et le courant limite de dépend pas de la facon de sommer.
. G d'+1 .
Preuve : Soit € T'(Ag,Q5%,), alors :

v = [ o )2 ) A

Aoe o]
- f (2| (n, m)|) 224 [0, Vi) A V20 (%),

Ace

V?2d—ap étant 3 support compact, le résultat se déduit de ce qui précede.
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7.5 Le théoreme de Levin

Soit ¢’ le (2d — 1)-courant sur A a valeurs dans (Q(d)c)‘A% défini par :
g => (-1)""g,.
a>1
Théoreme 7.5.1 [Le-Thm 3.3.4] — Le morphisme
Pyt Te(Vi) — D(AR, AZLH(G(d)c)
h — g Xh+ Z’hvolm%o
b
vérifie la propriété suivante :
VheTc(Vs), V(Py(h) = (21i)%y,.
Remarque 7.5.2 — Ce morphisme est compatible avec les filtrations de Hodge.

On a construit ainsi une solution locale au probleme posé. En fait, ces morphismes {Py;, }rep
se recollent pour donner un morphisme P qui satisfait la propriété (P) du théoreme 6.3.4. En
effet, les sommations effectuées ne dépendent pas de I'ordre dans lequel on les effectue et les
morphismes de recollement qui permettent définir /I’ induisent des isomorphismes sur les
germes. La description topologique de |'extension topologique complexifiée du polylogarithme
est ainsi achevée.

Corollaire 7.5.3 — Le morphisme de Levin décrit le polylogarithme au niveau topologique
complexe, i.e. :
(POZA)C = [’P‘U].

Preuve : On applique les théoréemes 6.3.4 et 7.5.1. O

On a vu que les courants ¢/, étaient lisses pour a > 2d. La relation différentielle satisfaite par
‘P donne une information supplémentaire.

Corollaire 7.5.4 — Soit h une section de ™ T'c et k € N. On note P*(h) le courant obtenu
en poussant P(h) a l'aide de la projection canonique :

G(d)c — Sym" (%) E(d)c.
Alors P*(h) est lisse. Le morphisme
Po 7o He — AF< (G(d)e)m
se factorise donc par :
Intag ® Id: QF (G(d)e)p) — AT (G(d)e)m)-
Preuve : On passe du pro-fibré G a un fibré en utilisant la filtration (W,,),cz sur G définie par :
W_n(G) = [[ Sym*(=>)'E, VneL
k>n

Ensuite, on applique la proposition 3.5.3.
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Valeurs du polylogarithme en un point
de torsion

On définit la notion de valeur du polylogarithme en un point de torsion. Ce sont des classes
de cohomologie nommées parfois "classes d'Eisenstein”. Cette derniere terminologie vient du
fait que ces classes peuvent se décrire a I'aide de séries d'Eisenstein ; pour les familles de courbes
elliptiques, ceci est dii a Beilinson et Levin (cf [Bele]) et c’est une conséquence des résultats
de cette these en dimensions supérieures. On donne une méthode générale pour calculer, au ni-
veau topologique (coefficients complexes), ces classes d'Eisenstein. On I'appliquera au chapitre
suivant, pour les familles modulaires de Hilbert-Blumenthal.

e
Soit A $ B un schéma abélien complexe de dimension relative pure d tel que B est lisse.

Notations 8.0.5 —

j:U — A [I'immersion ouverte complémentaire de e : B — A,
Ty ‘=T oj,
H = (R'7,Q)Y,
Log le logarithme de A (cf chap. 5),
Pol le polylogarithme de A (cf chap. 6).

De plus, on se donne = : B — U un point de torsion de 7 : A — B et on fixe un entier
positif .

8.1 Cas de la cohomologie de Hodge absolue

On note vall, la composition suivante :

109
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Bty (75 1), Logu(d)')

x* l (cf prop 2.3.12)

Extiring s (M (2" Logu (d)))
Nl (cf prop. 5.4.10)

B2t o (M TL(Sym M) (d))")

k>0

(cf partie 2.3.2)

Bty (QO)E) TT ((Sym*H) @ HY)(d))")

k>0

El’th_l )((Q(O)Z)L’ ((Syml—HH) ® H\/)(d))b

MH Mg(B
contractionl
\%
B

B2t i (QO%) (SymH)(@))

(cf [HW1-Def A.1.9 b)], prop. 2.3.12)

HE 4 B (B, (Sym'H)(d)").

vall,

Définition 8.1.1 — La I-iéme valeur de Pols en = est [x*Pols]' := vall (Poly). Dans la
littérature, I'élément [x*Pol 4]' est parfois appelé "classe d'Eisenstein”.

Remarque 8.1.2 — Ces classes ont un intérét particulier car, d’aprés un théoréme de Kings
(cf [Ki2]), elles ont une origine motivique.

8.2 Cas de la cohomologie de Betti

On définit de la fagon analogue la l-ieme valeur topologique de Pol en x notée [x*Pol ]
Soit vall, la composition :
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Ext2d _}md(wU*ﬁ, Logy(d))

E:Etéd;_}md (H, z*Logy(d))

Nl/ (cf prop. 5.4.10)

Bty oa(H, TT (Sym*H)(d)

k>0

l
vall,

Bt oal @ I1 (SymH) @ HO)(d)

projectionl

Bt 0a(Q, (Sym™H) @ HY)(d))

contraction l/

El‘t?QdB_-lrnod (Q7 W)

H*Y(B, (Sym'H)(d)).

Remarque 8.2.1 — Par construction, on a For(val.(Pol,)) = vall(For(Poly,)).

Définition 8.2.2 — La I-iéme valeur topologique de Pol 4 en = est vall (For(Poly)).

8.3 De la cohomologie absolue a la cohomologie de Betti

On étudie ici le morphisme induit par le foncteur oubli :
For : Bxtieh, o (QUO)R). ((Sym!™)(d))") — H* (B, (Sym'F)(d)).

Il s’agit de préciser la perte éventuelle lors du passage de [x*Pola]' & For([z*Pol4]').
Soit @ : B — Spec(C) le morphisme structural de B. On considére la suite spectrale de
Leray pour la composition RHomgsm, (Q(0),-) o a, appliquée a ((Sym'H)(d))". La dimension

cohomologique de SH Mg est 1 (cf [Bel-Cor 1.10]). Les termes E;" non nuls sont concentrés
sur les colonnes 0 et 1. D'ou la suite exacte courte suivante :

0 —— Bty (Q0), H'?a.((SymM)(d))") —— Bty i (QQO0)R)", (Sym'H)(d))") >

C—p>HomgHMQ(Q(O), Hd_la*((SymlH)(d))L) 0.
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On a une injection canonique

v Homsp, (Q0), H* a, ((Sym'H)(d))") — Hom(Q, H4'a,((Sym'H)(d))").

I
(B, (Sym!H)(d))

D’autre part, on peut construire la suite spectrale de Leray précédente au niveau topologique,
i.e. celle associée a la composition RHomg-pect(Q, ) o Ra, appliquée a (Sym!H)(d). Des
compatibilités des deux suites spectrales précédentes avec le foncteur oubli, on tire la relation :

For =10p.
Par suite, on a :

Ker(For) = Eatlyy, (QO0), H%a,((SymH)(d))").

8.4 Un outil pour calculer topologiquement les classes
d’Eisentein

La construction de vall, a un analogue évident pour le corps de coefficients C noté val!
qui s'insere dans le diagramme commutatif suivant :

JE— l
vall,

Ext?QdU__%od (7" H, Logy (d)) H*(B, (Sym™)(d))

l ‘®qC ‘®qC

val -

Ext?! (77" (H)c, (Logu(d))e) —= H*(B, (SymH)(d))c).

Ainsi, on a : _
(%) Ualﬁc7c((770[,4)@) = (For([z*Pol]"))c

dans H*~Y(B, ((Sym'H)(d))c).
Remarque 8.4.1 — Comme on I'a vu, dans le cas oli le schéma abélien m : A — B est muni

d’une polarisation principale, le morphisme de Levin [P\y] fournit une description explicite de
(Pola)c, ce qui permet de réécrire (x) sous la forme :

vall o([Py]) = (For([z"Pola]'))c.

Comme les courants de Levin sont lisses (cf Cor 7.5.4), I'opération de pullback ne pose pas de
difficulté. De plus, les séries de Levin étant absolument convergentes, exceptées les premiéres
(cf Prop 7.4.1), on dispose d'un outil pour expliciter (For([x*Pola]'))c pourl > 2d.
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Le polylogarithme des variétés de
Hilbert-Blumenthal

On considere les familles modulaires de Hilbert-Blumenthal et on explicite, au moyen des cou-
rants de Levin, |'extension topologique sous-jacente au polylogarithme de celles-ci. On en déduit
une expression pour les classes d'Eisentein grace a laquelle on calcule leurs dégénérescences en
la pointe oo de la compactification de Baily-Borel de la base. Le résultat s'exprime en termes de
valeur spéciale de fonction L du corps de nombres totalement réel sous-jacent. En utilisant une
équation fonctionnelle établie par Siegel, on obtient un résultat de non annulation pour certaines
classes d'Eisenstein.

0.1 Variétés de Shimura et formalisme de Pink

0.1.1 Données de Shimura

Définition 9.1.1 [P-Def 2.1] — Soit P un groupe algébrique linéaire connexe sur Q. Soient W
son radical unipotent et U C W un sous-groupe normal dans P. Soient G :== P/W,V = W/U,
m: P — G, : P— P/U les projections canoniques. Soit X un espace homogéne a gauche
sous le groupe P(R).U(C) c P(C). Soit h : X — Hom(Sc, Pc) (S := Resc/r(Gmc)) un
morphisme P(R).U(C)-équivariant tel que les fibres de h sont finies et pour tout x € X :

(i) 7 oh(x):Sc— (P/U)c est défini au dessus de R,

(i) moh(zx)ow : G,rg — Ggr est un cocaractére du centre de G (w : G, g — S,

t e R*— Cx),
(ii) Adp o h(x) induit une Q-structure de Hodge sur Lie(P) de type

{(_17 17 (070)7 (17 _1>} U {(_170)7 <07 _1)} U {(_17 _1)}'

(iv) La filtration par le poids sur Lie(P) est donnée par :

0 sioon<—2
. Lie(U) si n=-2
Wa(Lie(P)) = Lie((W)) sion=-1"

Lie(P) si n>0

113
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(v) int(w(h(x)(v/—1))) induit une involution de Cartan sur G4
(vi) G ne posséde pas de facteur de type compact défini sur Q non trivial.
(vii) Le centre de G agit sur U et sur V' a travers un tore qui est isogéne au produit d'un
tore scindé sur Q avec un tore de type compact défini sur Q.
Un triplet (P, X, h) vérifiant ces propriétés est appelé donnée de Shimura. Cette donnée est dite
pure si P est réductif.

Définition 9.1.2 [P-Def 2.3] — Soient (Py, X1, hy) et (P, X2, hy) deux données de Shimura.
Un morphisme de données de Shimura de (Py, X1, hy) vers (Py, X3, hs) est la donnée d’un
morphisme ¢ : P| — P, et d’une application v : X1 — X5 P1(R).U;(C)-équivariante tels que
le diagramme suivant commute :

.’fl d x2

) .

Hom(Sc, Pic) hrpeh Hom(Sc, Pac).

Proposition 9.1.3 [P-Prop 2.9] — Soit (P, X) une donnée de Shimura et P, un sous-groupe
normal de P. Il existe une donnée de Shimura quotient (P, X)/ Py, unique a isomorphisme pres,
et un morphisme de données de Shimura

(P,X) — (P,X)/ R
unique a isomorphisme prés tel que tout morphisme de données de Shimura
(p, )+ (P, X) — (P, X)

ot le morphisme P — P’ se factorise a travers P, se factorise de maniére unique a travers
(P,X) — (P,X)/P,.

Soit (P, X) une donnée de Shimura et W un Q-groupe unipotent muni d'une action de P
notée p. Soit P’ := W, x P. La multiplication est donnée par :

(w,p).(w',p') = (w+ p(p)w’, pp").

Proposition 9.1.4 [P-Prop 2.17] — Si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
i) [l'algébre de Lie de tout sous-quotient irréductible, de LieW, est de type {(—1,0), (0,—1)}
ou {(—1,—1)} comme représentation de G
ii) le centre de G agit dessus a travers un tore qui est isogéne au produit d’'un tore scindé
sur Q avec un tore de type compact défini sur Q,
alors il existe une unique donnée de Shimura (P',X') (a isomorphisme prés) qui étend le mor-
phisme canonique P — P tel que (P',X')/Wy ~ (P, X). (P',X') est appelée extension unipo-
tente de (P, X) par Wj.

Remarque 9.1.5 — Pink traite en fait des extensions unipotentes plus générales. Celles données
ci-dessus correspondent au cas scindé.
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0.1.2 Variétés de Shimura

On note Ay les adeles finies de Q.

Définition 9.1.6 [P-3.1] — Soient (P, X, h) une donnée de Shimura et K C P(Ay) un sous-
groupe compact ouvert. La variété de Shimura associée est

M"(P,X)(C) := P(Q)/(X x (P(Ay)/K))
ou P(Q) agit a gauche sur les deux facteurs.

Faits 9.1.7 —
i) Si K est net (cf [P-0.5, 0.6]), alors M (P, X)(C) est naturellement muni d'une structure
de variété analytique complexe [P-3.3.b].
i) Soient ¢ : (P1,X1) — (P2, X3) un morphisme de données de Shimura, K' un sous-
groupe ouvert compact net de Py(A;), K* C o(K') un sous-groupe ouvert compact net
de Py(Ay), alors ¢ induit une application holomorphe canonique (cf [P-3.4])

[¢] : ME' (P, %,)(C) — M5 (P, %,)(C).

iii) Soient (P,X) une donnée de Shimura, Wy un Q-groupe unipotent abélien et (P’ =
Wy x P, X') I'extension unipotente de (P, X) par Wy. Soient K un sous-groupe ouvert
compact net de P(Ay) et K’ un sous-groupe compact ouvert de P'(Ay) de la forme
K%Y x K. Alors (cf [P-3.12]), le morphisme canonique

M"' (P, %')(C) — M¥(P,%)(C)
est une famille holomorphe lisse de groupes de Lie abéliens analytiques complexes.

Théoreme 9.1.8 [P-9.24] — Pour toute donnée de Shimura (P, X), tout K sous-groupe ouvert
compact net de P(Ay), il existe une struture canonique de variété algébrique complexe quasi-
projective lisse sur M* (P, X)(C) notée

MX(P, %)
telle que les morphismes de données de Shimura induisent des morphismes algébriques.

Remarque 9.1.9 — Dans le cas ol la donnée est pure, le théoréme précédent est dii a Baily
et Borel.

Faits 9.1.10 —

i) Soient (P,X) une donnée de Shimura et K un sous-groupe ouvert compact net de
P(Ay). Par construction de M (P, X)(C), on a un foncteur canonique des représentations
algébriques de P vers les Q-variations de structures de Hodge mixtes sur M* (P, X)(C).
Les variations issues de cette construction sont admissibles (cf [Wil-1I-Thm 2.2]), d’oi un
foncteur tensoriel canonique :

i - RepgP — MHMgy(M* (P, X)).
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i) Dans la situation du fait 9.1.7, en supposant de plus que la représentation W, de P est
pure de poids —1, le morphisme :

ME (P %) — M%(P, %)
est muni d’une structure de schéma abélien canonique.

Remarque 9.1.11 — Les variétés de Shimura ont un modéle canonique défini sur un corps de
nombres (lui aussi canonique) [P-Thm 11.18]. Ce résultat est du a Milne dans le cas pure.

0.2 Variétés de Hilbert-Blumenthal

Soit L un corps de nombres totalement réel de degré g. On fixe une énumération des plon-
gements de L dans R, (0 )1<k<y-

9.2.1 Donnée de Shimura pour la variété de Hilbert-Blumenthal
Soit le morphisme f : G,, o — Resr Gy, qui a une Q-algebre A fait correspondre :
(A = (A® L) ,a—a®1).
Définition 9.2.1 — On définit le Q-schéma en groupes G par le diagramme cartésien suivant :
G —— ResL/QGLg,L
l/ lResL/Q (det)
Gm@ —f> ResL/QGm,L
Remarques 9.2.2 —
i) Le groupe algébrique G est réductif.
i) Soit H un groupe algébrique sur L. Soit A une R-algébre. On a un isomorphisme de
R-algébres
AL = A9
a® l — (O'k(l).a,)lgkgg

grace auquel on identifie (ResyoH) ®g R et (H ®gR)?. On procéde de méme pour C a
la place de R.

On pose 7 := C — R. On fait de (HF)9 un G(RR)-espace homogene a gauche en faisant
agir le groupe G(R) C (G Ly(R))? a gauche sur ($7)9 via les homographies.

Notation 9.2.3 — On désigne par z I'élément (zj)1<k<, de CY.

Définition 9.2.4 — Soit h : ($7)? — Hom(Sc, Gc) (— Hom(S¢, (GLayc)?)),

i Tozr — Thzz —|Tkl* (21 — 22)
T |(21,2) _ .
2Imm, 21— %9 —Trp21 + TrZe 1<k<g

Fait 9.2.5 — (G, (97)9) est une donnée de Shimura pure.
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9.2.2 Donnée de Shimura pour la famille de variétés abéliennes uni-
verselle

Soit V' := Resy/0(Ga,r ® G, ). Le groupe Resy (G Lo 1) agit canoniquement a droite sur
V. Soit p: G — Aut(V) la restriction de cette application a G.

Définition 9.2.6 — On pose P :=V x G le produit semi-direct pour I'action p de G surV.
La multiplication dans P est donnée par :

(v,9).(v",g") = (v + p(g)v', g9").

Lemme 9.2.7 (comparer 3 [Wil-V-Lem 1.1]) — Soient T € (7). Le morphisme h, définit
une Q-structure de Hodge pure de poids —1 sur V(Q). Sous I'identification Vi = (GQCGBGG,@)
la filtration de Hodge est donnée par :

Fl(Vp) =

- (1)), <{(7)),

Preuve : H%7!(V) est le sous-espace propre associé au caractére (z1,z3) — 2. Un calcul
permet alors de conclure. O

Définition 9.2.8 (comp. [Wil-V-p 256]) On définit la donnée de Shimura (P, X') comme I'ex-
tension unipotente de (G, X) par V.

Comme Lie(V) est de type {(0,—1),(—1,0)}, on a la description suivante de X’ :
X' = {(k,7) € Hom(S, P) x (97)¢ / h, = w0 k}

ou 7w : P — (G est la projection canonique. A I'aide des isomorphismes donnés par [Wil-V-Lem
1.2] et [Wil-V-Cor 1.4.b] on construit un biholomorphisme :

x (HT) = ¥

0.2.3 Le schéma abélien

Notations 9.2.9 —

O;  l'anneau des entiers de L,

D;, la différente de L a Q,

a, [l'adhérence de a dans L, pour a C L idéal fractionnaire, v place finie de L,
a = ][] a,, pouraC L idéal fractionnaire.

v finie
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Soit Ky := [ G(OL,). Cest un sous-groupe ouvert compact de G(A ). Pour tout N > 3,
v finie

le groupe

KN::{MEKO/ME((l) (1)) modN(’/)\L}
est un sous-groupe ouvert compact net de G(Ay). On fixe N > 3.
Notation 9.2.10 — Soit B := M¥~ (G, X). C'est une variété algébrique complexe lisse.

Soit K’ le sous-groupe compact ouvert de P(A ) défini par

K],V = (DZ/IK ) @) X KN'

Notations 9.2.11 —
i) La variété algébrique complexe lisse M*~ (P, X') est notée A.

i)  On a un morphisme canonique m : A — B qui est le morphisme structural d'un schéma
abélien au dessus de B (cf Fait 9.1.10 ii).

On va maintenant décrire une composante connexe de B et la restriction de la famille de
variétés abéliennes au dessus de celle-ci.

Soient $); le demi-plan de Poincaré supérieur, X1 := 97, et

Ay = {MGSLQ(OL)/M: (é ‘f) mod NOL}.

L'inclusion canonique X+ — X induit par passage au quotient une immersion ouverte
B := ANy\Xt — B™ = M*¥ (G, X)(C)

qui identifie B® 3 une composante connexe de B,
La restriction de 7@ : A9 — B au dessus de B est donnée par :

p: AV\X'T — BY
ou X't :=C9 x Xt et Ay, défini par :

AiN = (Dzl) D OL X AN7

agit sur X'+ par 'action qui a (((a, b), ( 3 g )) ((z1)1<k<gs (Tk)lgkgg)) € Ny x(CI%xH9)

fait correspondre :

< Zk +on(a) — ou(b) (Uk(a)Tk + 01«(5)) oy ()7, + o1 (5)

) C9 9
ok(V)7k + 0k(0) ok(Y) 7+ 0x(0) ) ok(¥) 7k + 0% (9) ) 1<k<g R
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9.2.4 La pointe c©

La variété analytique lisse B° est I'espace analytique associé 3 une variété algébrique com-
plexe lisse quasi-projective. On peut montrer ce résultat en utilisant une compactification : la
compactification de Baily-Borel de BY. On explique succinctement la construction analytique de
cette derniere (cf [vdG]).

L'espace X est naturellement inclus dans P'(C)¢. Les plongements (0})1<k<, induisent un
plongement :

PL(L) Y PY(R)Y c PH(C)S.

Soit G(R)™ le sous-groupe de G(R) formé des éléments dont le! déterminant est positif.

G(R)™ agit sur P1(R)? via les homographies.

Définition 9.2.12 — Une pointe de B° est une orbite sous Ay d'un point de P*(L) vu comme
point de P*(R)Y via (x).

On adjoint a BY cet ensemble de pointes pour obtenir un ensemble noté (B%)*. On munit
alors (B?)* de la topologie de Satake. C'est un espace analytique complexe (non lisse si g > 1)
dont la structure est compatible avec celle de B°.

On note oo la pointe qui correspond a l'orbite de [1 : 0] € P'(L). On décrit un systéme
fondamental de voisinages de oo dans (B°)*.

Notations 9.2.13 —

AN le stabilisateur de oo dans Ay,

L~ le sous-groupe des unités de Oy, congrues a 1 modulo NOy,.

Lemme 9.2.14 —

AN o = {(8 ;_Ll ) /e€Opyeta(€ OL) =0 modNOL}.

Preuve : Un calcul direct le prouve. O

Pour tout » € R**, soit V,. défini par :

V,i={reXxt/

J

(7)) > r}.

g
=1

On remarque que Ay o agit sur V; et on pose :

vr = AN7OO\‘/;”'
Pour » >> 0, le morphisme canonique :

V, — B

Lef définition de G
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est une immersion ouverte et la famille

{VT U {OO}}T>>0

forme une base de voisinages de la pointe cc.

9.3 Etude de la dégénérescence en I'cc

Notations 9.3.1 — On note :
j: B (B%*  I'immersion ouverte de B° dans (B°)*,
i: 0(B°)* < (B%)* [I'immersion fermée de |'ensemble des pointes dans (B°)*,

iso 1 {00} = (B%)*  I'immersion fermée de la pointe oo dans (B°)*,

H = (R'p.Q)".

9.3.1 Le morphisme résidu

On fixe [ un entier positif. On a pour projet d'étudier la dégénérescence des classes d'Eisentein
en la pointe oo, i.e. de calculer leurs images sous le morphisme Res!_ qu'on définit ci-dessous.

Dans D°M H Mq(B"), on a le triangle exact :
3(Sym'H(g))" — j.(Sym'H(9))" — i.i"j.(Sym"H(g))" — 5:(Sym'H(g))'[1].
On lui applique le foncteur RHomMHMQ((BO)*)((Q(O)XEO)*)‘, -) pour obtenir un nouveau triangle
distingué et on considere le morphisme suivant qui apparait dans la suite exacte longue de
cohomologie associée a ce dernier :

Bty a0y (QO) o), (Sym!H(g))") — H* ™' RHomasmarg(osoy) (i*(Q0) o), i 1. (Sym!H(g))").
On en déduit (cf partie 2.3.2) le morphisme :
— L L (%) — k. .
Btk o (QU0)50)", (Sym'H(9))") 2 HO REomssar, (QU0), i2.j. (Sym'H(g))").
La suite spectrale de Leray associée a la composition RHomsma, (Q(0), ) o i%,j. appliquée

a (Sym'H(g))* a ses termes E; non nuls concentrés sur les colonnes 0 et 1 (comparer 3 la
construction faite en 8.3). D'ou la suite exacte courte :

0— Ext}qHM@(@(O% H972%i% j.(Sym'H(g))") —— Hg_lRHOmSHMQ(Q(O)a i5.J+(Sym'H(g))")

l(**)

Homgmu, (Q(0), HI~'i% j.(Sym'H(g))") — 0.
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Définition 9.3.2 — Le morphisme résidu, noté Res'_, est défini par le diagramme commutatif
suivant :

Bt e iy (QO) 50 ), (Sym'H(9))) 5 HO\ RH oms 1, (Q(0), i% i (Sym!H(g))")

(%)
Res l/
Homg g (Q(0), H97'i% j. (Sym'H(g))").

9.3.2 Le but du morphisme résidu
Ici, on détermine H29-1=454* j (Sym!'H(d))".

Faits 9.3.3 —
i) D’aprés la définition de G, on a un morphisme canonique x : G — G, . Alors, x définit
une action de G sur G, g et
pcy () = (Q(1)3)"
i) Soit Vo := Resy,jo(Gar ® Gq,r) muni de I'action standard de Resy o(GLo,r) que I'on
restreint a G. Alors, on a :

pucy (V2) = (H)".

Ainsi, (Sym!H(d))" est dans I'image du foncteur jg, . Dans I'article [BW], est démontrée
une formule qui permet de calculer

sz_l_dBiZoj*,uKN (V)7

pour V € RepgG, en termes de cohomologie de deux groupes : |'un algébrique unipotent,
I'autre arithmétique. L'énoncé du résultat précis requiert la description de la compactification
de Baily-Borel dans le formalisme de Pink. Pour cela, on renvoie aux chapitres 4 et 6 de la these
de Pink [P] ou encore, pour un résumé, a [BW-p. 365 et 366].

On explicite les différents objets qui interviennent dans la description de la pointe co de B
en suivant les notations de [BW- p. 365 — 367| et aussi les groupes qui interviennent dans ce
cas dans le théoreme [BW-Thm 2.9].

i) Soit @ le sous-groupe parabolique admissible de G qui est le produit fibré du sous-groupe

de Borel standard de Res; oG Ly,
ko ok
0 =*
et de G,, .

i) Le sous-groupe normal canonique de ), Pj, est le produit fibré du sous-groupe de

ReSL/QGLQ’L
ko k
01

ResL/QGmL X Gm@.

et de G,,, ¢ qui s'identifie a
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iii) Le radical unipotent de P; (et de Q) est le produit fibré du sous-groupe de Resy oG L 1,

o 1))

Resr oGy, L.

et de G, @, C'est a dire

iV) G1 = Pl/Wl = Gm7Q.

v) La composante de bord dans la compactification de Baily-Borel qui correspond a la pointe
oo est la donnée de Shimura : (G, 0, {—1,1}).

vi) On a donc un morphisme :

iGl,KN,l : MW(KI)(Gl, {—1, 1}) — (BO)*
vii) A\M™EV(G,{—1,1}) est réduit 3 un point et I'immersion induite par ig, xy.1 :
A\MTE(Gy {-1,1}) — (B%)"

correspond a :
i @ {00} «— (BY)*.

viii) Enfin, on calcule H¢ et on obtient :

HC:{(S ;1) /66(9;,]\/}.
(i )] eonon

On peut alors énoncer le résultat :

On en déduit :

Théoreme 9.3.4 [BW-Thm 2.9] —

HO g (Sym M (9)') = & iy © HY (Ho, HY(Wh, Resg(Sym'Vs @ X7))).
pPTq=+9—

La dimension cohomologique du groupe W (resp. du groupe abélien libre de rang g — 1 sans
torsion H¢) est g (resp. g — 1). Ainsi, on a :

H™Yi% . (Sym"H(d))') = pin(yy © HO™ (He, HY (Wi, Resg(Sym'Va @ x7))).
Proposition 9.3.5 —

e l .| Q(0) sig divisel,
i g sty = { O 50

Preuve :
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i) Calcul de H9(Wy, Res§(Sym!'Va @ x9))

On commence par remarquer que W; n'agit pas sur x9. D’aprés [Kn-Thm 6.10], on a un
isomorphisme (Q/W;)-équivariant :

HI(Wy, ResS(Sym'Va)) = Hy(Wi, ResS(Sym'Va)) @ A(LieWr)".
On étend les scalaires 3 une cléture algébrique de Q, Q, et on a :

Ho(Wy, Resg(Sym'Va)) @ Q = Hy(W1(Q), Sym'Va(Q)).

Q) = <W1i = {( (1) Oléi ) [ E@}>1<z‘<g

%@ = ({aXithY/ab el

(0,1) € ©". On a ainsi une base canonique pour Sym'Vs(Q) :

On a:

~—

ou Xz = (1,0), Y;

(X Xy Y)

(ml,--,mg7n17--7ng)
indexée par les 2g-uplets d’entiers positifs (my,..,m,, ny,..,n,) tels que :
mi+ .. +mg+n;+ .. +ng =1

1 (67
0 1
Un calcul montre alors que :

Soit w; = ) & le AlOI’S, wZXZ = Xz et wZY; = aiXi + Y;

Ho(Wi(Q@), Sym'Va(@)) = Sym'Va(@)/ ({X7" . XJ2Y{"..; | 3i tel que m; # 0}) ;.

i) Calculde H9"'(He, (Sym'Va(Q)/ ({ X7 Xg" "Y' ..Yy" / Ji tel que m; # 0}>@)®X9).

Tout d'abord, H¢ n'agit ni sur x¢ (les éléments de H sont de déterminant 1) ni sur

g, . " T : \
A(LieW1)Y (une unité est de norme 1). Le groupe H¢ étant isomorphe a Z9~!, en prenant
une résolution de Koszul, on obtient un isomorphisme entre :

HY™ (He, (Sym!Va(@)/ ({X[" . XYY" [ Fi tel que m; # 0}))

et
Hy(He, (Sym'Va(Q)/ ({X7" . XY™ .Y, [ 3i tel que m; # 0})g).

Soient (n4,..,n,) un g-uplet d’entiers positifs tels que :
ny+..+ng=1

et
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alors,
hYP Y] = [oy(e )™ og(e™ ) YY),

. 7 . . X .
On remarque que si les n; ne sont pas tous égaux, alors il existe € € O y tel que :

or(e7) Mo, (e £ 1.

Ceci peut se voir en utilisant une Z-base (uy, .., u,_1) de OE,N et le résultat de théorie des
nombres classique qui affirme que :

logloy(uy)| .. loglog—1(u1)l
det ; . ; #0.

logloy(ug-1)| .. log|og—1(ug—1)]
iii) Conclusion

On rassemble les résultats précédents. On définit V' comme suit :
V est le sous-espace de Sym'V,(Q) engendré par les X ™. XY ..Y," tels que

(N1, .., ng) # (A, ., A)

si g divise [, [ = Ag.
V = Sym!V5(Q) et si g ne divise pas .

On a prouvé que :
H271795% 5 Sym'H(d)) ©q Q = Sym'Va(Q)/V @ A(LieW;)" @ x°.
L'action de G sur (LieW;)Y @ x9 et sur Sym!V,(Q)/V est triviale. Enfin,

1 si g divise [,
0 sinon

dimg Sym'V,(Q)/V = {

Remarque 9.3.6 — Soit | € N tel que g divise [, | = \g. Le quotient V de Sym!'V5(Q) est
engendré par la classe
R

et est défini sur Q.

9.3.3 Rigidité pour la dégénérescence

On suppose ici que g divise [. De fagon analogue a la construction de vall, (cf 8.1), étant
donnée la construction de val’, on construit une version topologique du résidu, notée Res!_ qui
s'insere dans le diagramme commutatif :
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Bt 50y (QU0) o), (Sym!H(9))") —L"— H20-1(B0, SymH(g))

Reséol lResfx

Homs(Q(0), HI7Viz, 4. (Sym'H(g))") = H2-({o0}, 1ne 5, SymiH(g))

(cf prop. 9.3.5) (cf prop. 9.3.5)

Homs i, (Q(0),Q(0)) £ Q

On peut donner I'interprétation suivante de la commutativité de ce diagramme.

Proposition 9.3.7 — Etant donnée une classe ¢ dans Ext?\ﬁ’[;{&@(Bo)((Q(O)go)L, (Sym'H(g))"),

la détermination de Resl_ o For(c) suffit pour connaitre Res'_(c).

9.4 Calcul des courants de Levin

9.4.1 Données géométriques
Notation 9.4.1 — Les plongements (o} )1<k<, induisent un isomorphisme
L®gR = RY.
Pour x € L ®q R, on note (21, ..,x,) I'image de = sous ce morphisme.
On fait agir le groupe I1 := D; ' @ Oy, sur CI x X% par :

(D' @ Op) x (CI x X)) — (C9 x X1)
((a,b), (z,1) = ((ak + beTk + 2k)1<k<g, T)-

Le pullback de la famille de variétés abéliennes p : A,\X'™ — BY sous la projection canonique
Xt — B est:
q:(IMCY x xt) = A — x*.

Pour tout 7 € X, on note ¢, I'isomorphisme :
$r

N |
(a,b) +— (a4 bpTi)1<k<g

et II; I'image de II sous ¢,. Alors A”, la fibre de ¢ en 7, est C9/II,. On note try, la trace de
L a Qet < x,% > le morphisme :

< kx> IMTAII —  2mil
(a,b) A (a',b') — 2mitrp(ab — a'b).

Pour 7 € X1, < %, * > induit, via ., une polarisation principale sur A’.
9 907 p T
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On a un isomorphisme de (X*)>-tores :

p: T/ x (XT)>*® — (A)>
([(a,0)], ) = [((ar + bkTh)1<k<g, T)]

grace auquel on identifie R1p,Z et le faisceau constant associé¢ a II. On vérifie alors que le
morphisme < *,* > est un morphisme dans V.SH,?(X%).

On fixe (ai, .., a,) une Z-base de D;' et on note (b1, ..,b,) sa base duale relativement 2 la
trace; c'est une Z-base de O;.

Notations 9.4.2 —
i) Soit z € C9. On note D(z) la matrice diagonale g x g dont la diagonale est (z1, .., z,) et

(g) = (Z_b 72_9)

i) On introduit les deux matrices g X g :

A= (0j(ar))1<jk<g €t B = (0j(br))1<jk<g-

iii) Pour T € X%, on note :
T, = (t1, .., ty) == (11 — T_l)_l, o (T — T_g)_l).

Convention 9.4.3 — Pour un temps, les éléments de Ilx sont notés sous la forme d’un vecteur
colonne réel 2g-dimensionnel

Vg

Up

ou v, (resp. vy,) est un vecteur réel colonne g-dimensionnel représentant des coordonnées dans
la base (ay, ..,a,) (resp. (b1, ..,b,)), de méme pour les éléments de Ilc.

L'inverse de ¢ est donné par :

et (A)>® — TR/IIx (XT)> B
(o] ~ ((—A‘lD(TT)D( @) A*D(TT)D@)( ;> )
T B_lD(Tz) _B_lD(Tz) (2) )

Dans la suite de cette partie, on explicite les formes différentielles de Levin (cf 7.2) pour la
famille ¢ : (IT\CY x X*) =: A’ — X7 (en reprenant les notations de la partie 7.2). Les calculs
sont analogues a ceux effectués dans le cas des familles de Siegel.
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9.4.2 Décomposition de Hodge

On fixe 7 € X*. On note

U, = (Ur1, o Urg) (resp. (W), = Ur i, .., Urg)

la base duale de L
dz = (dz, .., dz,) (resp. (dz) = (dz, .., dZy))

des formes holomorphes (resp. antiholomorphes) de A’. On a I'expression suivante de ces vec-
teurs dans Il¢ :

Ty < —A7'D(T;)D( (1)) A~'D(T})D(r) )
B~'D(T,) ~B~'D(T,) -

Convention 9.4.4 — On abandonne la convention 9.4.3. Donc, par (¢,d) € 11, on entend
cE DZI, de OL. De p/US, (Cl, ey Cg) = (Ui(c>>l§i§g et (dl, ey dg) = (O—i(d))lgigg-

Soit v = (¢,d) € II vu comme section de R'p,Z(0). La décomposition de Hodge de ~y est
donnée par :

Y (AT = () BT
(z1)] — ([(E;I)];Z(0k+dk7k)u7,k>

k=1

707—1 . (A/)oo N (qoo)*EO,—l

(2,1

— ([(z,z)], (ck+dkﬁ)ﬂz7k>.

~—
—

9.4.3 Champ de vecteurs et forme de polarisation

1,0

Soit v = (¢, d) € II. On vérifie que le champ de vecteurs associé a 1" est :

g

,Y—I,O = Z(Ck + dka)ﬁzk

k=1

1,0

et que celui associé a v~ est :

g
Z Cp + dka
k=1

-1

Au prix d'un calcul faisant intervenir I'expression de =", on montre que :

= (dz — (z = (2) )D(T3) D(dr)) (@) + ( (dz) — (z = (2) ) D(T2) D( (dr) ))((w))’

ou
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D(dr) est la matrice diagonale de 1-formes différentielles dont la diagonale est (d7y, .., d7,),

D( (dr) )) est la matrice diagonale de 1-formes différentielles dont la diagonale est
(d71, .., dTy),
u et (u) sont les g-uplets de sections de (¢*)*E¢ :

Uz, 7] up et () [z 1] — (w)

T°

Soit 7 € X*. La matrice de Gram de I'accouplement < x,* >¢ (extension de II a Il¢ de
I'accouplement < %, * > par linéarité) dans la base (u, (u).) est :

<y, ((w),)" >c= —2mi T.

La forme de polarisation w est donc :

7
' '

g9
w=—=2mi Y (dz; —ti(z — FH)dn) A (t(dF — t;(z; — 5)d7).
=1

n} n;

0.4.4 Les formes différentielles de Levin

Soient v = (¢,d) € I1 — {0} et a € N*. On écrit maintenant les deux derniers éléments qui
composent la forme g;, _ .

Soit 7 € X*. Le morphisme ¢, induit un isomorphisme de R-vectoriels :
orr: g — C9.
En passant au quotient, on a un isomorphisme de tores réels :
Prr e/l — (AL)™.
Alors x~ est la fonction :
(A)>* — C
[z,7] — exp <7, Prr '(2) >k

oll < *,% >p est le prolongement par linéarité de < x,* >. Enfin, p(y) =< v 10,7071 >¢
vaut :

g
—2m Z tk\ck + dka|2.
k=1

Il reste a calculer les dérivées de Lie successives de vol suivant le champ de vecteurs 719 et

I'effet du produit intérieur par le champ de vecteurs v~ 1.

1. Dérivées de Lie successives
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On rappelle le début du calcul effectué dans le cas de la famille de Siegel et les notations
introduites. Alors, on a :

1 g g 2g On g g
1 2 n+a—1 n 1 2
a n; A1; = n Ll 10 n; N\ 1;
(p(7) = Ly-10) (; ) 2 py)rte 7 (; )

n=0

2g | n
B Z G — 1 2 1 2
= 2 W L’y_lwo(nl AN 771 VAN 779 AN 779)

Soit n, 0 < n < 2g, on note L,, I'ensemble
{(Ly, .., Lay) € {Id, L,-10}*? / Card({k,1 <k <29/ Ly = L,-10}) = n}.

Puisque L? ,on' = L2 ,,n° =0, 0na:

LY 10 (n' An?)? =n! Z Lini A Lani A A ng_ln; A L2977§‘
(Ll,..,Lgd)ELn

On vérifie alors que pour tout k, 1 < k < g :
L,y—l,()?/]]i = —tx(ck + diT)dmy et L,Y—I,O’r/i = —t3(cp + dp1i)dT.
2. Effet du produit intérieur
Soient n, 0 <n < 2g et (L, .., Lay) € L, :

i,yo,—l LlT]% N LQ?]% VAN ng_lT]; N ngT]g = (i,yo,—l LlT]%) N LQ?]% VANRRAY ng_ln; A ng’l];
— (Z.Vo,fl LQT]%)LlT]% AN Lg?’]% AN ng_ln; N ngT];

— (ty0.1 ngng)Lln% ALmi A A ng_m;
De plus, pourtout £, 1 <k < g:

ino-1Mj = tp(cp + diTr) €t iyo-11y, = iq0-1Ly-10m) = iyo-1 Ly -10m; = 0.

9.5 Calcul des valeurs de polylogarithme en un point de
torsion

On fixe a’ € N7'D;', ¥V € N~1Op, avec i/ # 0.
Soit T,/ le point de N-torsion défini par :

BO ad AN\%H_

[zl — [(a}, + VTk)1<k<g, T] -

Fait 9.5.1 — Ce morphisme vient d’'un morphisme algébrique noté x . i .
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Convention 9.5.2 — On fait I'abus de langage qui consiste a noter aussi T,y le point de
N-torsion de q : A’ — Xt défini par :

K S— A+
T () + bTk)i<k<g, T

On considere a nouveau la famille ¢ : A” — XT pour laquelle on a calculé les courants
de Levin et on note U le complémentaire de sa section unité. D'apres le corollaire 7.5.4, le
morphisme de Levin en restriction a U est défini par des formes différentielles. Le pullback de
formes différentielles étant bien défini, on peut, a priori, calculer

valy, , , «([Pu])

pour tout [ > 1. Toutefois, pour les valeurs de [ inférieures a 2¢, les séries de formes différentielles
ne convergent pas, a priori, vers une forme différentielle. Aussi ne dispose-t-on pas de formule
explicite pour val, € c([Piw]) pour les valeurs de I < 2g. D'apres la proposition 9.3.5, seules

mangquent trois valeurs.

On fixe [ > 2g tel que g divise [, [ = \g. Dans ce cas, la série de formes différentielles

/
E G141,

yell—{0}

converge uniformément vers une forme différentielle. Alors, on obtient apres calcul :

Ua’lz ol bl (C([P|U]> 2g + l Z Ta by gl+177
y€ll—{0}

A I'aide des relations suivantes, valables pour tout k£, 1 < k < g, ou y € Dzl @® Oy, est noté
(c,d) :
oy, = 0,
Ty i 0,
ﬁigznyvaoné -—tk(Ck'+'dk7Z)di,
52;}?%LW7Long —f%(ck-+-dk7k)d7z,
Tay i1y = te(ce + diTi).

et des calculs effectués en 9.4.4, on trouve :

i1 (20 = D1

g
Toy" 1 Xg:n.l/\n.Q _ 9 G : Zuk
" o(p(y) = Lyo) A\ T p(y)i+2e

k=1

avec

v =t (cn + dim) ([ [ £le; + dymy P dm A dT A . Adry Adrg A A dry A .
i#k
En effet, seule reste la contribution de :

071L/,10



9.5 Calcul des valeurs de polylogarithme en un point de torsion 131

On a également
- ! o1
Tay Xy = exp(< 7, (a',b) >).
De plus, on a explicité v~ relativement a la base %,, mais aussi, la base %, relativement a

une Z-base de O; D; ' ®Oy,. On en déduit I'expression de y~1:* dans CICY, via I'isomorphisme
induit par les plongements (04)1<x<, : (D' @ Or) ®7 C = CI @ CY,

—-1,0

Y1 = (= (k7w (e + diTi))1<k<gs (tr(ce + diTi)1<k<g)-

On note pry ., : Sym!(CY @ C9) — C la projection qui correspond au niveau complexe a la
projection de
Syml‘é —V

introduite précédemment (cf Rem 9.3.6).

Fait 9.5.3 — On a Resl  ®q Idc est donné par :

Res', @q Ide : H* (B (Sym'H(g))c) — C

1
0@ ®.. @] — : / 0| X prees([vr ® .. @ vi]).
(27m1)9 Jay \Ds
g
ou D, .= {7 € Xt/ [[Sm% = r} pour r >> 0. Ce morphisme respecte les structures
k=1

rationnelles sous-jacentes.
Dans la suite de ce paragraphe, on calcule :

For(Resk ([z} ,Poll')) = Resl_ ®@q Idc(vall ([Pw]))

za’,b“(c

= (g0l Y Resl @0 Ide(Try g
vell—{0}

On rassemble les différents résultats des calculs antérieurs :

g
> Resk @qlde(Tawgii1,) = (29+1-1)! (29+1) > exp(< (¢,d), (a/, ') >)Loax
ven—{0} k=1 y=(c,d)el—{0}
ol
? A A
t7(c; + d;7y)
1 = / =1 14%
c,d,k — .
Do/Py e (2o 2mitslcs + dyy )12

avec

v = (e + dim) ([ [ £le; + dymy P dm A dT A . Adr AdT A A dry A d
j#k
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Etape 1: Calcul du terme I, défini par :

L= Y. > exp(<(cd)(a’V) >)ean

deO0L—{0} ceD;?

i) Dans I, 4, on peut faire (d # 0) le changement de variables

c.
T»:Tj+j, pour1 <j3<g
j

pour observer que I. 4 = Iy 4.
i) Comme b’ # 0 et que la trace est non dégénérée, il existe ¢ € Oy, tel que :

trr(cb’) #0
De i) et ii), on déduit que I; ; = 0.

Etape 2 . Simplification du calcul de

Ly = Z exp(2mitry(cb')) ook

ceD; {0}

On ne calcule que Io que pour £ = 1 (méme méthode pour les autres valeurs de k) et
on peut supposer 7 = 1. De nombreuses simplifications apparaissent lorsque b = 0 dans
I 4% On note N lanormede L a Q et 7, = x5, + iyy. On a:

Iy = omitry (cbf A G J
2.k = Z eXp( T TL(C ))W c
ceD; ' -{0}
ou
1 ) dy» dy
J, = / (dxy + idy,)dzy—..dw,~~
Dy /TN oo ( g LIQ)(A“)Q Y2 Ty
J=0 "y,

De la relation y;..y, = 1 vérifiée par 7 € D;, on déduit :

1 d d
Jo = / g dandny =2 da, =
Dy /T oo < 9 ch-P) I Y2 Yg
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On a alors :

(—1)9 N ()2
(2m) 29

1 dyy, d
dxidzsy..dv,— 92 4

>(A+2) Yo a Yg

Ly = Z exp(2mitry(cb'))
cGDZl—{O}

Z \Cj\z

j=0 i

/;T/FN,M ( 9

—1)9 exp(2mitry (cb')) Np(c)M?
_ T (—1)? exp( (b)) Ni(c)

(2mi)O+2)g
ce(D;*—{0})/0F v

1 dys d
X Z / o799 dz dzs..dzg yyz.. yyg
c€Of r/TNc0 (Z |6JCJ‘2> 2 g
7=0

(=1)9 exp(2mitry(cb')) Np(c)**?
Z - (27i) A +2)g

vol(NOp) K,
ce(PpH)/0F

ou
L dyz dy,

- (Z cﬂ)“”)g v Y

Pour établir la derniere égalité, on utilise [F-Lem 2.104].

Etape 3: Calcul de K,

On calcule en fait I'(2g + 1) K...

2
c
29+ 1)K, = I exp(—u(yg..yyct + 2 4 ..+ 2 .
(RF*)9 Yo Yg U Y2 Yqg
On effectue ensuite le changement de variables :

Uy = Utg..tg
Ug = u/y2

ug = uft,

et on trouve :

d
g+ 0K, = / upt? exp(— C%ul)ﬂ X .. X / u) "2 exp(—c2u,)
R+* Ui R+* g g u

I'(A+2)9
N(c)20+2)

((\+ 1))
(29 +1— 1)IN(c)?0+2"

Ainsi K, =

¢y dudy; dy,
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Notations 9.5.4 —
dr, le discriminant de L a Q,
o
L(D;' N, X\ s) = Z exp(2mi trL(AC)), pour \ € N7'Op et s € C

Ni(c)®
ce(D;1—{0)/0] » ()
tel que R(s) > 1

Le calcul que I'on vient de faire donne le théoreme suivant.
Théoreme 9.5.5 — Pour tout A € N2%, o' € N~'D; ' et b/ € N~*Op, non nul :

2+ (A+ 1)) ¢* N0 Vg

-1 /
(274) @ N9 L(Dp', NV, 2+ ).

For(Res([z}, ,Pol]) =

Ayant pris soin de respecter les structures rationnelles tout au long du calcul, on déduit de
ce théoreme le cas particulier suivant du théoreme de Klingen-Siegel.

Corollaire 9.5.6 — Pour tout A € N=° et b € N='Oy, non nul :
(2ri)~ \/dy, L(D;', NV, \) € Q.

Corollaire 9.5.7 — Si g > 2, pour tout A € N=* pair, o’ € N™'D;', et ¥/ € N~'Or, non nul
tel que les idéaux entiers (NU') et (N) sont copremiers, alors on a :

[z Pol] 0.

Preuve : On prouve que For([xz,b/Pol]’\g) # 0. On pose | := NOy, et b := NV'Oy. On intro-
duit :

I'ensemble £(b, ) des idéaux entiers g copremiers a f pour lesquels il existe 1 € L totale-
ment positif et congru 3 1 modulo fb~! tel que :

gb™! = (u),

la fonction ((b, f, s) définie, pour s € C tel que R(s) > 1, par :

Z Ni(g)™

ge&(b,f)

La fonction ((b,f,s) a un prolongement holomorphe sur C — {1}. D’aprés une équation
fonctionnelle pour £ établie par Siegel (cf [Si-(10), p. 102]), on a:

[’(D217N7 b/a)‘+2) m;( C(b>f7 _/\ - 1)a

et, comme \ est pair, (b, f,—A — 1) est non nul.
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Perspectives

On a obtenu la rationalité des valeurs spéciales de la fonction L du corps de nombres
totalement réel introduite au chapitre précédent pour l'inverse de la différente. On peut
essayer d'étendre la méthode utilisée a d'autres idéaux.

Les courants de Levin sont lisses sur I'ouvert complémentaire de la section unité du schéma
abélien. On ne connait pas leurs singularités le long de la section unité. Si celles-ci étaient
de type logarithmique, on pourrait envisager de décrire la réalisation de de Rham du poly-
logarithme.

Dans le cas des familles modulaires de Hilbert-Blumenthal, la réduction du calcul au niveau
topologique est motivée par le principe de rigidité vérifié par les classes d'Eisenstein. Si
on dispose d'un résultat de ce type pour un schéma abélien, la description topologique
du polylogarithme suffit pour calculer la dégénérescence des classes d'Eisenstein. Qu'en
est-il pour les familles modulaires de Siegel 7 Si I'une vérifie ce principe, le calcul de la
dégénérescence de ces classes est a priori plus délicat que dans le contexte étudié ici. En
effet, le bord de la compactification de Baily-Borel n'est pas, pour les familles de Siegel
non elliptiques, uniquement constitué de points.

Pour les familles modulaires de Hilbert-Blumenthal, on peut calculer le résidu des classes
d'Eisenstein en toutes les pointes. Soit ¢ une combinaison linéaire de classes d'Eisenstein
dont tous les résidus sont nuls. Alors ¢ est dans la cohomologie parabolique. Or, les classes
paraboliques d'origine motivique présentent un intérét particulier. |l faut toutefois trouver
de telles ¢ non nulles.

Etude de I'aspect p-adique du polylogarithme.
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Résumé : La réalisation de Hodge du polylogarithme d'un schéma abélien complexe de di-
mension g est une (2g-1)-extension de modules de Hodge. Lorsque le schéma abélien est prin-
cipalement polarisé, on en donne une description au niveau topologique. Pour cela, on utilise
des courants de type "courants de Green" introduits par Levin. On applique alors ce résultat
aux familles modulaires de Hilbert-Blumenthal pour montrer que certaines classes d'Eisenstein
(construites a partir du polylogarithme et d'une section de torsion) dégénerent, en I'infini, en
une valeur spéciale de fonction L du corps de nombres totalement réel sous-jacent. On en déduit
deux autres résultats : une version partielle du théoreme de Klingen-Siegel et un résultat de non
nullité pour certaines de ces classes d'Eisenstein. Ainsi, on montre que pour tout entier g plus
grand que 2, il existe un schéma abélien complexe de dimension g tel que certaines de ses classes
d'Eisenstein soient non nulles.

Mots clés : Polylogarithme, Schéma abélien, Module de Hodge, Courant, Variété de Hilbert-
Blumenthal, Classe d'Eisenstein, Fonction L de corps de nombres, Théoreme de Klingen-Siegel.

Title : Hodge realization of the polylogarithm of an abelian scheme and degeneration of Eisen-
stein classes of Hilbert-Blumenthal modular families.

Abstract : The Hodge realization of the polylogarithm of a complex abelian scheme of dimension
g is a (2g-1)-extension of Hodge modules. When the abelian scheme is principally polarized, we
describe the underlying topological extension by using currents of Green type introduced by
Levin. Then, we apply this result to the Hilbert-Blumenthal modular families to show that some
of these Eisenstein classes (built from the polylogarithm and a torsion section) degenerate, at
infinity, in a special value of a L-function of the underlying totally real number field. This has
two consequences : a partial version of the Klingen-Siegel theorem and a non vanishing result
for some of these Eisenstein classes. So, we prove that for any integer g greater than 2, there
exists an abelian scheme of dimension g such that some of its Eisenstein classes are non zero.
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