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�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � E

J -���	����� ����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � S

J�K R���� ���� �	���� � ���� ���

�� ������ �� �� ����� � � � � � � � � � L

J�C R���� ���� �	���� � ���� ���

�� ������ ���� �� ����� � � � � � � � � KC

J�J !�
������ ��������� ��� ����
���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � KE

T -
�� �� 
� �� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CC

����������	� 
� ��	���� ��

������	 �

�������� �� �	����
 ��

K�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CL

K�C R������� �� 6�����%,�<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CL

K�J 3���
���� ����������

�� �������	�� ���	��� �� ����
����� � � � � � � � � � � � JD

K�T ������ � ���� ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JC

K�T�K ,	���� ����%���	��� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JJ

K�T�C "�����
���� ��� 
� ������ � ���� ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � JT

K�T�J ���
�	���� � �� �	���� ���
����� ���	��� � � � � � � � � � � � � � � � JS

���
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K�T�J�K ,	���� ������ �� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � JS

K�T�J�C ,	���� ������ ���� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � JL

K�E Q��
���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JU

������	 �

������ ��	 �� 
 ���� ��  � 
��� !��� ���	 � �	����
 � "��#� $%

C�K .� ����%�
����� P1 − ��

� /P1 ��� 
� �	���� ������ �� �� ����� � � � � � TE

C�C .��
����� �� +��
�%1� P2/P1 ��� 
� �	���� ������ ���� �� ����� � � � EK

������ 
�	�
�� �� �� ����� ��

������	 %

�	����
 �
������ ���	�	 �� &�

J�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VC

J�C /��
���� �� 
� -���� �� (���� �� �	���� � ���� ���

�� � � � � � � � � � � � VC

J�C�K (����� �� ���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� � � � � � � � � � � � � � � VC

J�C�C Q��
���� ���������� �������� ��� 
� ���
 �� �� ,�<�� � � � � � � � SK

J�C�C�K (�������� �� ����� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2) SC

J�C�C�C �������� �� ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SC

J�C�C�J (����� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2 � � � � � � � � � � � � � � � � SV

J�C�C�T (�������� �������� �� 
� ������� �� ����� � � � � � � � � � � LK

J�C�J ���
�	���� ��� ����
���� ��� �������� �� 6�����%,�<�� � � � � � � � LT

J�C�J�K ���
�	���� �� 
��������� �� ���
��� � 
� 	��������� 
������� LT

J�C�J�C /���
��� �� �����	�������	� B 	��������� ��%
������� � � LE

J�C�T 9�� ��������� ��� 
� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � UK

J�J /��
���� �� 
� '���� �� R���� �� �	���� � ���� ���

�� � � � � � � � � � � KDD

J�J�K (�������� �� 
� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KDK

J�J�C (�������� �� 
� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KDV

����



������ 
�	�
�� 
��� �� ����� ���

������	 $

�	����
 ���	�	 ��� ��'

T�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KKV

T�C (������	�� ���	��� �� �����
��� �� 
� �
���� �� (4.1) − (4.2) � � � � � � � � � � KKS

T�J (����� �� ���� �� 6�����%,�<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KKL

T�T Q��
���� ���������� �� ���
 �� �� ,�<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � KCT

T�T�K (��������� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2) � � � � � � � � � � � KCE

T�T�C (�������� L∞(H1) �� ��������� L2(L2) �� 
� ������� �� ����� � � � KCV

T�T�J �������� �� ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KCU

T�E /���
��� �� �����	�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KJT

T�V (��������� �������� �� 
� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KJL

T�S (��������� �������� ��� ���� ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KTT

T�S�K (�������� �� 
� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KTV

T�S�C (�������� �� 
� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KTU

������������	� ��������� ���

������	 '

� ������� ��
 	�(�� �''

E�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KEV

E�C /��
���� �� ���
 �� ������ �� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � KES

E�C�K -��
 �� �� ,�<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KES

E�C�K�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KES

E�C�K�C ,����
��� �� �	���� �� ��	��� �� ����� � � � � � � � � � � � KES

E�C�K�J !���&	���� ��������� �� 
������� �� ����� �� �� ����	� � � KEU

E�C�K�T ����� ���
�	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVK

��
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E�C�C -��
 �� �� 6�����%,�<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVJ

E�C�C�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVJ

E�C�C�C #�������	� �� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVT

E�C�C�J !���&	���� ��������� �� 
������� �� ����� �� �� ����	� � � KVE

E�C�J -������ ���
 �� � ���� ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVS

E�C�J�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVS

E�C�J�C ,����
��� �� �	���� �� ��	��� �� ����� � � � � � � � � � � � KVL

E�C�J�J #�������	� �� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KSD

E�C�J�T !���&	���� ��������� �� 
������� �� ����� �� �� ����	� � � KSK

E�C�J�E (F	�	��� �� 
� ������ B 	�������� �� ����� �� 	�
	�
 � KSJ

E�C�T '���� �� ���
 �� � ���� ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KST

E�C�T�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KST

E�C�T�C !���&	���� ��������� �� 
������� �� ����� �� �� ����	� � � KST

E�C�T�J #�������� �� ����� �� 	�
	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � KSV

E�J /��
���� �� ���
 �� ������ ���� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � KSV

E�J�K =�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KSV

E�J�C ,����
��� �� �	���� �� ��	��� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � KSV

E�J�J #�������	� �� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KSL

E�J�T !���&	���� ��������� �� 
������� �� ����� �� �� ����	� � � � � � � � � KSU

E�J�E (F	�	��� �� 
� ������ B 	�������� �� ����� �� 	�
	�
 � � � � � � � KLK

�	������	� �� ������������ ���

���������� � �	������� �)�

 ������ ���

���� �

�	��� �� �� �	�
� �������� � �������� � �� �������� �*�

��K -����� �� ���� �� ���������	� K�J�K � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KUK

��C -����� �� ���� �� �����	��� K�J�C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KUT

�



���� +

,(������� -����
����� � �� ����
�(� �� .����/ 0���	� � ����	������*�

���� �

��1�	���
 � 	 �������� � 
 ���� �� ��	��� 	����(�� �**

#�K ������ �� �������� 	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KUU

#�C ������ ��� 	���	����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CDD

=���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CDK

���� �2%

+�����1	���� �2'

0��� �� !1�	� �2*

3��� �� ������� ���

��
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����	��

6�� ��������� �	� 
�� ������� ���
����� ���� 	���� �� ���

.�� ��������� 	�

������ 
������ ���������� ��������� �� ���� ��� ���� ���� 	� ��%
����� �������� ���� 	����� 	������� �� ���� �� ���������

�� .�� 	����� ��	����
� �����
���� �� 	���	� ��� ����� ��� �����
�� u = (u1, u2).

��������� ����	�
��

• d : �������� �� 
�����	�

• Ω : ����� ���� �� Rd

• ∂Ω : ����� �� �� Ω

• −→n : ��	���� ����
 ����� ��������� � ∂Ω

• p, q : �������� 76�����%,�<�� �� ,�<��8

• u,v : 	����� �� ��	����� ������� 76�����%,�<�� �� ,�<��8

• t : �����

• u · v : ������ �	�
���� �� ���� ��	�����

• ∇v : �������� ���� 	���� �� ��	����� v

• ∇ · v � divv : ��������	� ���� 	���� �� ��	����� v

• ∆v : 
��
�	��� ���� 	���� �� ��	����� v

• d

dt
: ������� ��� ������ �� �����

• ���� B ������� ������

• η : ��� ������	�

����



���������

• κ : �
����� �� 
� �������
����

• λ : 	������ ����	��������

• ν : ���	���� 	����������

• ρ : ����� �
������

• T : �������
����

• ψ : ��	��� �� 	�����

• Re : ����� �� /���
��

������ ����������
�

-�� �
�� �� �����
� ��� 
�� ��&������ �� 
�� ��������� ��� ����	�� �� ,�
�� � ������ 
�

�	���� � WSX� WKTX� WTEX�

• Ck(Ω) ��� 
�������
� ��� ��	���� k ��� 	����Y���� �����������
�� ��� Ω

• C∞(Ω) =
⋂
k∈N

Ck(Ω)

• D(Ω) ��� 
�������
� ��� ������������

• L2(Ω) ��� 
�������
� ��� ��	���� �� 	���� ��������
� ��� Ω

• H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω), ∇u ∈ L2(Ω)}

• H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u|∂Ω = 0}

• W m,p(Ω) ��� 
�����	� �� ,�
�� ������ m ���� �� 
� ���� ‖·‖m,p

• Hm(Ω) = W m,2(Ω)

• Lp(I;X) ��� 
�����	� �� .������� ��� ��	���� ��&���� ��� 
��������

� I ⊂ R � ��
����
���� X

�	������ ���
��	��� ��	���� 	������ �� ���
���

• X ′ : ���
 ��
����� �� X

���



• 〈·, ·〉 : ������ �� ���
��� X ′,X

• ∀u ∈ L2(Ω), ‖u‖L2(Ω) =
(∫

Ω
|u|2
) 1

2

• ∀u ∈ H1
0 (Ω),

|u|H1(Ω) =
(∫

Ω
|∇u|2

) 1
2

�� ‖u‖H1(Ω) =
(∫

Ω
|u|2 +

∫
Ω
|∇u|2

) 1
2

��



���������

���



������	�� ��������� �����	����

K� ∇×∇Φ = 0

C� ∇ · (∇× a) = 0

J� ∇× (a × b) = a∇ · b − b∇ · a + b · ∇a − a · ∇b

T�
∫
V ∇ · a dV =

∫
A a · n dA "����%Z��������<�

E�
∫
V ∇Φ dV =

∫
A Φ n dA

V�
∫
V ∇× a dV =

∫
A n × a dA

S�
∫
A(∇× a) · n dA =

∫
C a dl ,�<��

L�
∫
A n ×∇Φ dA =

∫
C Φ dl

U�
∫
V (Φ∆ψ − ψ∆Φ) dV =

∫
A(Φ∇ψ − ψ∇Φ) · n dA "����

����
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'� ()	������ �� �����
�*��+��

	 
������� �� ������������

-� � �� ���� �� 	
�� �� ��� �	�
�� ������ ��� 
� ���������	��� ���
��� ,�� "���� "�����

,�<�� WVCX � 	
���&� 
� ���� �� �������� ��� �	�
������ �� [����� �������� ��������� ��� 
�
���������	��� �� ��������� ����N��� #
���� .��� ����� 1���� 6����� WEJX � ������ �� 	�����%
������ ����������� ����
��� ��� 
� ���������	��� ������ .������ (�
�� WCEX� ��� ������� ��� ����
�� 	����� ����� ������� 
�� ����� �� 
� ���	�����

.� ��	������ ��� [����� ����� �� �������� ���� ��� ��������� �� � ������� ������� ��� �����
��
�� 
������������� �� 
� �����
��� � �� 
� ��
���� =
 ������ �� 	�������� 
� ����	����
�� 
��	�
����� �� ��������� 
� 	��������� �� [���� ��� ��� ������
�� 	��� 
� �������� 
�
�������� 
� ����������� �� 
� ����� �
������ ���� 
� ��
��� [�����

.������ �� 
� 	
����&	���� ��� [����� ������� ��������

����� ��� 
� 
� 	����� ��� 
� ���%
���� T ��� 	��������� ��� 
� [���� ��� ���	��� ������ B

T (x, t) = −p(x, t)I + F (D(x, t)),

\ p ��� 
� ������� ��
�������� I 
��������� ��������� F ��� ��	��� �������

�� D = (∇φ +
∇φT )/2 
� ������� �� ���� �� ���������� �� φ 
� ��������� �� [����� +���� 
�� ���������
��� ���
���� �� (x, t)� \ x = (xi)1≤i≤d ∈ Rd ������� 
� ������ �� t ∈ [0, T ] ���������� 
� ������

9� [���� �� �	�
����� ��� ��,������ 
����� 
� ��
���� 	��������%���� �� ��������� ���

������� �� ������ 7� ���� ��&��� �
�� 
� 	�F	���� �� ���	����� � ��	�� 
� ���	���� ��%
�������� 	��� 
� ������ �� 
� 	�������� �� 	����

����� �� ���� �� ��������� ���	�� ��
	����

�����8� (� ����� ������������� 
����� F ��� ��� ���
�	���� 
������� �� D� 
� [���� ���
��� ��,������ > ���� 
�� ������ 	��� 
� [���� ��� ��� ������,�������

(� �� 	��������� ��� 
�� [����� ��]������� 
� 
� �� 	��������� �� ������� T ���	��� B

T (x, t) = −p(x, t)I + 2µD(x, t),

\ µ > 0 ��� 
� ���	���� ��������� �� [����� .�������� �� 
� 	��������� �� 
� ����� ���	��� B

dρ

dt
+ ρdivu = 0, 7K8

�� 
�������� �� 	��������� �� 
� �������� �� �������� ��� � �� � B

ρ(∂tu(x, t) + ∇× (u(x, t) × u(x, t))) − µ∆u(x, t) + ∇p(x, t) = ρf(x, t), 7C8

\ ρ ��� 
� ������� �� [����� f 
�� ��	�� ����������� �������� ��� 
� [����� u �� p �����	��������

� ������� �� 
� ������� ��
�������� �� [����� .�������� 7C8 	�%������ ��� ����
�� -)	����� ��
�����
�*��+�� �� µ > 0 7	�� ���� [���� ��������8� � -)	����� ��.	��
 �� µ = 0 7	�� ���� [����
�������8�

J



���
��	�����

,� 
� ������� ρ ��� 	�������� 
� [���� ��� ������
������� B �� ����� ���	�&��� ����� ����
�����
���	 
� ������� � 
� ������������ Z� � �
���

divu(x, t) = ∇ · u(x, t) = 0. 7J8

'��� 
� 	�� ���� [���� ��	��������
�� 
�������� �� 	��������� �� 
� �������� �� ��������
������� B

ρ(∂tu(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t)) − µ∆u(x, t) + ∇p(x, t) = ρf(x, t). 7T8

Z� ��� ����� �	�
����� ��� �������
� 
����� 
� �������� ��� �����	�
�� [����� �� ����
�� ��N� ����
� �� �� ������� .��	�
����� ��� �	
�	���� 
����� 
� ���
�	����� ��� ������
���
�� ��� ��� [�	������� �
������� �� ������� �� ���������� �� ��������� Z� ��&��� �
�� 
�
����
� �� /�%����� ���

Re =
ρvD

µ
,

\ v ��� 
� ������� ������ �� [���� �� �	�
����� ���� �� ���� �� ���� ��� D� Z� 	������
��� 
� ��������� ���� 
� �����
��	� �����	��� 
����� Re ∼ 2100 � 2500� -�� Re < 2000, 
��	�%

����� ����� 
���������

Z� ��� ����� �	�
����� ��� ����������� �� ����� 
�� ������
�� ��	������ 
� �������� ���
������������� �� ������ ����� 
� ������� p� 
� ������� v� 
� ������� ρ, 
�������� e ���� �	�
�����
����������� ��� ��� ��������� ������������� �� ������ 9� �	�
����� ��� ��� ������������
� ��

�� ������
�� ��	������ 
� �������� ��������� �� ������ .�� �	�
������ �����
���� ��� ��	
��� ������ ���������������

���������� ��	��� �� ��������� �������� ������������� 	�	������ 
�� �������� ��
6�����%,�<�� ������� �������� .����� 
��	�
����� ��� ��	��������
�� 
��� ��� ���
 ��� ���
������� �� ���
� ��� 
��������	� �� �
����� 	
�������� �
��
�� �� 	�� �������� �� ���� ��%
������� ������	� ��� ��� ������ ������
�� ������
�� 7���� ��� ��	����������� ����
� ���8�

���� K ^ #
���� 6����� 7KSLE%KLJV8 �� "���� "�����
 ,�<�� 7KLKU%KUDJ8
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(� 	� ��� 	�	���� 
�� �
����� ����� ����
�� ��� �������� �� 6�����%,�<�� ��	��������
���
	�	��� �������� ��� 
� ���������	��� ����N��� $� .����� ��� �� ������ ����	���
����� 
��������	�
[TK], [TC], [TJ], ����� � 
������ �	���

� ��	�� ���
����� ������ 
� ������� �� ����
����� �
��
�
�� �����	���� -� .�� ��������� ���� 
� ��	���
 ��� ������� �� $� .���� 7�� 19988� ��� ���	������
�� 
� 	��������� �� 	� ������� � 
� ������ ��� �������� ��� �������� ������

��� � 	����� 	�

�
��� �������� �� 6�����%,�<���
'��� 
�� ������ 40, ��6� 5
���� (1941) ���
�� �� ������
 ���������
 ��� 
� �����
��	� ��
$� �� 6������ �� ��� 	

��������� ��������� ��� ����

� �	������ �� 	*�� ����������� ��
�����
������ .����� 
��	�
����� ��� 	��������
� �� �������� �)�� 
� ���
 �� ������%
���	� �� �
����� ����
�� �
��
�� �� �������� ������	� ���������� � ���
� � ���� ��� 
�������
����� ���� ������� =
 ������ ��� ����� 
���������� ��� 	���� ������� ���� 
����

� �� �������
�������� 1� [JE]� ��������� �� 6������ [EC] �� P������ �� 5�;��<� [VS]� ��� ���� 	���� ���
���
����%���� �� ������ ��� ������� ������

�� ��� �������� 	��������� �
�� � ���� ������	%
����� ��� 
�� ������ ������
�� 7����
������ ���������8 � ��� 
�� 	�F	����� �� ���	���� 7��������	�
��� ������ � 
� �������8� .� ����� �� ����	�� �� 	� ���
 �� ���� ���� �� ������
��� ��� ��� �
-�%.� .��� [TS] ���� 
� 	�� ��� �������� �� 6�����%,�<�� 	��������
�� �� ������ �����������
7���� 
����� 
� 
� ������ �� [���� ��
���� 
� ������� p � 
� ������� ρ ��� �� ���� p(ρ) = aργ

\ a ��� ��� 	������� ����	������ ������� �� γ ��� 
� 	������� ������ ��� 
� ������ �����

� 	��
��� ���	�&��� � ������� 	������� �� 
� 	��
��� ���	�&��� � �
��� 	������� 	�������
���� �����������8� '��� 	�� �������� -�%.� .��� � �������� ��� ������ 	��
 �� ����������
�������� ��� ����
���� ���������	� �� �
����� ����
�� �
��
�� �� d ��������� ������	� (d ≥ 2)
�� 	�� ��� ��� ������ ������
�� ������
��� '� ���� �� ��� ������������� � �� 	���_� ���
�
����� ���
������� ��� 
� ���� �� �� 6�����%,�<�� ��� ���� ��� 	�� �����	�
���� 7
�� �	�%

������ �� #����� � �� -�����

�8� .� ������ ������������ ��� �������� �� 6�����%,�<��
����� ��� ��	�� 	��
 ��� =
 �������� ��� ��� ����
���� ������
� ���������	�� ���	���� ����
����� ��

� �
����� ��������� ��
� 
� �������� �� 
�����	� 	��������

.� 	��� �� ���� �� �� 6�����%,�<�� 	��� �������� �� ������
 ������ �������� ���
���
 ��� 	��� 
� 	��
��� ����	������ 
� ��%
�������� �� 
� ��������	� �� ������ .� 	�%
��	� �� ��%
������� �� ����� �� 	���	��� ��� ������_� ���� 	�� �������� ��� � 
������� ���
��F	�
��� ���	������ ���� 
� ���
���� �� 	� ���� ��� ������ 
� ���
���� ��������� ��� ����%
���� �� 6�����%,�<�� ����� ������ ��� �
��������� ����������� ��� ��� ��� ����
���� ���
�� ���
�����������

.�� ���� � ������������ ���
���� ������ ��� ����;���� �������� ��� ������ �� �������
���;��� �� ��� �������� �������� � ������ ��� ������� ���������� �������� � 
� ���
����
�� ���
 ��� ��������� �������
�� ������������� ���
��
��� .� ����
������� �� 	�� ������
�
�����
� �������� �
������� ��	������ ��� 
����
��� ��������� �� 
��
���������� ���������� ���
�� ����� 
� �)�� ���	��� B ������� ��� �������� ���	 ��� ���	���� ������������� �� �� �����
�� 	�
	�
 ������
� #�
��%	� ������� �� ���� ���������� ��������� ���� 
�� ������� ��� ���
���
��� ��
��� 
� �������	� ��� ��	����� �� 	�
	�
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��� �� 6�����%,�<��� (

� ��� 
���� ��� ��������� ��	������� ���
����� ��� 
� ���	���������
��� �������� ��� �������� ������

�� ���
����� ��� ���
 ��� �� 
� ��	������� �� 
� ���������
�� 
� ��
���� ��	�
.�� ������� ��� �
������ &��� �� ���� 
����� ���� ����� ����� �� ���
�	������ (

�� ���
���
����� ���� ��� ��� ���������� ��� ��� ��� ���������	���� ���� ��� ������� ����)������
������� .�� ���������� �� ��������� �������������� 
� ������ ���� 
�� ������ ED� ��� � ����
��� 	�N�� ��� /� #����� �� KUTJ ���� 
��������	� �� 	���� 	��������� ��� ������ ������N��
� 	���� ����� B 
�� ����� ��� �������	�� ������
����� 	����� ���� 
� 
���������� ��� 	�

�� ����%
����� 7KUET%KUEE8� +������ #
���� ������ M +�� 7KUEV8� .� �� �� 
� ������ � ��� �����
��� #
��� 7KUVD8� Z� ����� 	��; Z��� WEEX� G���<��]�	; WSKX �� ���� 
�����	
� ��������	��� ��
$�+�Z��� WEVX 
���������� ��� 
� ����
������� �� 	���� ������ �� ���� �� ��� ��� �����������
6�� ���
����� ���� 	���� �� ��� ����� ���� 
�� �
������ P1 + ��

�/P1 �� �������%������� 7
�
`����%�
�����`8 7	�� 	�������� C �� J8 �� ������� ���� 
�� �
������ P2/P1 �� �������%�������
7�
������ �� +��
�%1�8 7	�� 	�������� C �� T8� .� 	��� �� ����%�
����� ��� �Y �� ���� ���

��
����� &�� P1/P1 �� ��������� ��� 
� 	������ ���%��� 	�� 
�����	� �� 
� ������� ����� ��� ����;
��	�� 7� 
�����	� �� 
� ������� ��� ��� ��	��8� .����� �� ����%�
����� ��� �������� �� �����
�� 
������ � 
���������� �� 	����� �
����� κ �� 
� �������
���� T , ��� 	����� 	������� �� 
�
�������� .� 	������ ���%���� ��� ��� ��� 	������ �� 	�������
��� ����� 
�� ����	�� ���	���� ��

��
����� &�� �� 
� ������� �� �� 
� �������� ��� �
�� ����&�� 7	�� 4��;;� �� 3���� WKEX� "����
� ��
/������ WJKX8�

5���	 �������� � �
��

.� ������ �� ���	��������� �� ����� ��� ��� ���
���� ��� 	�

� ��� ��3-
����� 2����� 6��
���
��� ����� ���� 
� �	���� ��(�
�� ������ K 7	�� 	������� J8 �� ������� ���� �� �	����
������ C 7	�� 	������� T8�

9�� ��� ��	������� �� ���
���� ��� �������� ��%
�������� ��� 
� �-����� ��� ��
���-�

����)	��� (

� ��� ������ �� ���������� �� ����� ��%
������� (u · ∇)u; �
 ������ �� ����������

��������� �� 
� ������� ���
�

Du
Dt

:=
∂u
∂t

+ (u · ∇)u, 7E8

����
�� ���
����� ������� �����	�
���� 7	�� ��� �����
� Z� -������� WELX �� (� ,a
� WVJX8�

6�� ����� ���
�� ����� �� 
� ����

� ��� ������� ����� �� �
�������� ���������� ���
��$� #���� WKLX� WKUX �� /� +���� WVEX� ��� ��� ����	��� 
�� �
�� ���
����� ��� 
� ���	������%
��� �� ������ #� ��� ��� ������� �� ���	�� �� ����� � ��� ���	��������� ������ � ��	��
��

� 	�
	�
 �� 
� ������� �� 	�
�� �� 
� �������� �� ���
���� ���� �� ������� ����� �� ���
 ��
�� 	���	���%������� ��
 ��� 
� ������� ����
����� ����� ��� ��	����������� � ��������	� ��

� >
���� ���� �� ����� �� ������ 	�

�%	� ��� ������� ��� �� ����	� �� ��	���� � ��������	� ��

�
�&� �� ���������� 
� 	������ ����	���������
���� .�� ��������� �� 	�� ������� ������� )���
	
������ �� ���� 	�������� B 	�

�� ������ ��� ��� ��	������� �� 	���	��� �� 
� ������� �� 	�

��
������ ��� ��� ��	������� �� 	���	��� �� 
� �������� #���� ��� �����
� 
� �	���� �� ����	���
.�������%"�
��<�� �������� ��� :� �	��� �� $�%.� "������ WVX� ��� ���� ������ �� �
�� ���
��	������� �� 	���	��� �� 
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.���� ��� ������� �� ���
���� ��� ���
 ��� ��%
�������� ��� �� ������)	� �� 
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���� � ��	6 �
������ #���� 
� ������ ��� ��� ���� 	����� ��� ������� ���� 	���� �� �� 
�
���
 �� �� 6�����%,�<�� ������������� �� ��	��������
��

(

� ������ �� ������ ��� ����������� �� 
� �
���� u ����� ������� ��� �������� ���%
���

�� ��%
������� �� ���� ���� 	�
	�
 ���	��� ��� ���� ���

��� .����� ������
� 	������ �
������� ���� ��� ����� �� ������ ��� ����������� uH 	�
	�
�� ��� ��� ���

� ����� �� �� ���
������	� H �� ���� ��� ����� �� ������ � ���	������� 
�������� ��� �������� ������

�� ��� ���
���

� &�� �� ��� ������	� h �� 
� 
���������� ����� �� 
� �
���� uH 	�
	�
�� � 
� ����� ��
������ (� ����� ulin

h 	���� �
����� �� ��� ��� ����� ��� 	������
��� � ���� ������ ���
�� 
�� ��� ������	� ������� �� &� H �� h ��� 	����� �� ��N� ��������� �
�� 
�������

∥∥u − ulin
h

∥∥
��� �� �)�� ���� ��� ‖u− uh‖ , \ uh ����� ����� ��� 
������������ �� 
�('- ����	������
���
�� ��� 
� ���

� &��� -
�� ���	�������� � ������ 	� ����
��� 
����� 
� 	��������� �� uH �

�������� ���� 
�� ������ ��%
��������� ��� ������� ���� ��� ���� ��F������� ���� &�� ���
	�

� ��� 	������� � 
��������� 
������� ������� �� 
�('-� ��� ��� 	���� 	��������� ���
���
�
� �	�-
��	
 � 	�

� �� 
���������� #�
� �� ������ ��� �����
� �� 
� ���� ��� 	�������
� 
��������� ��� 
� ���� H1 �� 
� 	��������� �� uH � 
������� ��� ������� �� ���� L2. (�
������
� 	�� ���� �������� ��������� ��� ����� ��� �� �
�	���� �� �	����-�

.� 	�
	�
 �� uH �� ulin
h ��� ���� 	Y���� ��� 
� 	�
	�
 ����	� �� 
� �
���� uh� '�	 
�

��� �� 
� ������ � ���� ���

�� ��� �� �����	�
 �� ����� �� ����	� �� 
� �
���� �� ���� ��%
�
 �� ��%
������� �� ��	 �� ������ �� 	Y� �� 	�
	�
 7�� ���

� ������ �� �� ����� #-98�
(� 	� ��� 	�	���� 
� ���	����� �

� ��� 	�������� (� �������� ������� 
����� �� 
� ���
���� ��
���
 �� ��%
������� ��� ��� ��	������ � ���� ���

�� ��� ���		�
���� 
� 	�������	� �� �	�����
(� ������ ���
�	�������� � ������� ����� ���� ��� ������ ��� �����	�� � ���� ���

��� 	���� �����

� 	��� �� 
� ����
�	������

.����� �� 	���� ��������� � ���� ���

�� ����� ��� ����

� �� ���� ����� ����;���� ��������
������� (

� � ��� 
�������� ���
����� � 
� ���
���� ���������� �

�������� ����%
�������� ���%
���������� 	��� ��� �����
� ���� 
�� ������� �� b� WSDX� WVUX �� 6������c WETX� #���� 
��
������� �� .���� WTDX� .���� �� .�������< WJUX� WJLX �� "����
� �� .��� WJDX ��� 
� ���
 ��
�� 6�����%,�<�� ������������ (� 	� ��� 	�	���� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ��������������
� ���� 	��������	�� 
� ������� ������
 ��� 	�
�� �� "����
� �� .��� WCUX ��� 
� �	���� ����%
���	���� .� ������
 �� 	���� �� �� ��� �����
����� 	���� ��	������ �� ���
 �� ��%
������� ��
6�����%,�<��� ���
����� ���	������ �� ����� �� �� ����	��

#�� �
������� � ���� ���

�� ��� � �����	��� �� 
� ������ �� "�
��<�� ��%
������� 76�%

����� "�
��<�� ����� 76."88 ����
���� ��� 3��� �� �
� WCVX� ��� � ����� ��� ����
���	������ ���� 
�� ������� �� ����� �� +���� WTUX� WEKX� WEDX� 9�� �������	� ��������

� �����
6." �� 
� ������ � ���� ���

�� ��� ���� ���� 	���� ����� ��� � 	�
	�
� ������ uH �� �������
uh, ���� � 	����� ����� 
�� ���� 	�
	�
� ��� ��	��
��� ������ ��� 	� 	�
	�
 ����� ��� ��	��
�
���� 6."�

� ��������� ��������

#� ������ 	������ ���� ����� �� ����
���� B
% ��� ���������� �������� �� 
� ������� �� �� 
� ������� ���� �	���� ������ �� �� ����� �� ��

S



���
��	�����

����	�� ��2	� � �� �������� �� ���
����
% 
� ���� �� ���	���� ��� ������_� ���� ��� ���������� �������� �� 
� ������� �� �� 
� �������
���� �	���� ������ ���� �� ����� �� �� ����	�� � 
������ ������ ���� �������� �� ���
����
% 
� ��
������ ��������� ��� ����
���� ����������

�	����
 � ����	6"��#�

,���� Ω �� ������ �� Rd, d = 2, 3 �� ����� �� ∂Ω 
���	���;������ −→n 
� ����
� �����
���������� �� �� �������

� �� ����� [0, T ], T > 0.
.� �������� ���� [���� �������� �� ��	��������
� ���� Ω ��� ��	��� ��� 
�� �������� ��
6�����%,�<�� ��������������

∂u
∂t

(x, t) − ν∆u(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t) + ∇p(x, t) = f(x, t) ���� Ω×]0, T [, 7V8

���	 
� 	������ ����	���������
���

divu(x, t) = 0 ���� Ω×]0, T [, 7S8


� 	������ �� ���� �� ���� '���	�
�� ��� ��

u(x, t) = 0 ��� ∂Ω×]0, T [, 7L8

�� 
� 	������ ������
�

u(x, 0) = u0 ���� Ω, 7U8

���	 
�� ������� �������

�� B

u · ∇u =
d∑

i=1

ui
∂u
∂xi

, ∆u =
d∑

i=1

∂2u
∂2xi

�� divu =
d∑

i=1

∂ui

∂xi
,

�� \ 
�� ��	����� u �� p ��������� �����	�������� 
� 	���� �� ������� �� 
� ������� �� [�����
+���� 
�� ��������� ��� ���
���� �� ���� (x, t)� \ x = (xi)1≤i≤d ∈ Rd ������� 
� ������
�� t ∈ [0, T ] ���������� 
� ������ Z� ������ ��� 
� ������� �� [���� ��� 	������� (ρ = 1) > f
���������� 
� 	���� �� ��	�� �
������� ���
������ �� [���� 7
� 	���� �� ������� ��� �����
�8
�� ν ��� 
� ���	���� 	�����������

.� ����� u · ∇u ��� 
� ����� �� �������� 7� �� 	���	���8� ν∆u ��� 	�
�� �� �������
���� 
�� �������� �� 6�����%,�<��� 	� ������� ����� �Y � 
��������	� ��� ������	���� �� ������
�
�	�
���� ����� 
�� �����	�
�� �� �� ���������� ��� ��� ���������� ����������

�!� "��
� 
��� ������ # 
��� $������ 
�	�
�� �� �� �����

(� �������� ����� !� "����
� �� $�%.� .��� WCUX �� ������ 
� �	���� � ���� ���

�� ��� 
�
���
 �� �� 6�����%,�<�� ������������� ����%���	���� Z� ����� 	���� ��	������ �� ���
 �� ��
6�����%,�<�� ���
����� ���	������ �� ����� �� �� ����	��

,��� 1 �	����
 ���6��� ��	 ��	 1	��� 1	�����	 7 ������ (un+1
H , pn+1

H ) ∈ XH × MH ,

L
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�
���� ��

∀vH ∈ XH ,
1

∆t
(un+1

H − un
H ,vH) + ν(∇un+1

H ,∇vH) + (un+1
H · ∇un+1

H ,vH)

+
1
2
(divun+1

H ,un+1
H .vH) − (pn+1

H ,divvH) = 〈fn+1,vH〉,
7KD8

∀qH ∈ MH , (qH ,divun+1
H ) = 0. 7KK8

,��� 2 �	����
 ��� �	�� ��	 1	��� !� 7 ������ (un+1
h , pn+1

h ) ∈ Xh × Mh, �
���� ��

∀vh ∈ Xh,
1

∆t
(un+1

h − un
h,vh) + ν(∇un+1

h ,∇vh) + (un+1
H · ∇un+1

h ,vh) − (pn+1
h ,div vh)

= 〈fn+1,vh〉,
7KC8

∀qh ∈ Mh, (qh,div un+1
h ) = 0. 7KJ8

-�� n = 0, ��� �������� 
� ����� �� ����� ���	 uH = 0, �� 
� ����� �� ���	 uh = 0. -��
������ �� n � n + 1, ��� ������ ��� un

H ���� (10) ��� ������	��� �� un
h ��� 
� ���

� ����� ���

R(un
h), �� ��� 	�
	�
�� pn+1

h , ��� �������� 
��
������� �� ��	��
��� ��� ��� �������� ��
pn+1

H � 
� ���

� &��� (�&� fn+1 ���
���� ���� (10) �� (12) ��� ��� ����������� �������� �� f
�� ����� tn+1.

-�� ����� 	���� ������ ��� ���� ���� ���� ����
�&	������

K� '��� 
�� �	����� ���� ��� 
� ���

� ����� �� ��� ���� �����
��� 
� ����� �� 	���	���
�� 
� ������� ��������������� �&� �� ��	�
���� 
�� ���������� ��������� 7WCX�WTX8�

C� 6�� ���� ���� ������ 
������ �� 
������� �� �	���� ��� 
� ���

� ����� �� ������� ���

��������

� �� ����� [0, T ]� (������� ��� ���� ���� 
������ �� 
������� �� �	���� 
��������
��� 
� ���

� &��� ���
����� ������� ��� 
��������

� �� ������ #���� ����	�� ��� ������%
���� �
�� ����� �� ��� 	�

� ��� ��� ��	���� 	�%������� �� ��� ��� ���
��� ���� 
�� ������
����������� ���� �

� ������ �������� �� �������� �� 	��������� ����������� ��

��������

6�� ���� H �� h 
�� ��� ������	�� 7��� �

���� 
�� �������� � ����
�	� H ��� 
� 
�����
η, ���� ����� H ���������� ���8 �� ��� ���� ∆t 
� ��� �� ������ (u, p) 7����� (un

η , pn
η )8 
�

�
���� �� ���
 �� ���	� �� 6�����%,�<�� 7����� �� ���
 �� ���	������8� 9� ������� ����
���
	������ � ����
�� 
���������� �������� �� ���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� B �
 ���������� 
�
	�������	� �������� �� �	���� ������ �� �� ����� �� �� ����	� ��� 
� ���

� ����� �� ���� 
��
����� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2) ������ �� �� ����� �� �� ����	��

U
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0� �	�
 � *� �� ���	���� �� (6)7(9) ��� ����8 
-�	��"
�� ��	� �����

sup
0≤n≤N

∥∥un
η − u(tn)

∥∥2

L2(Ω)
+

N−1∑
n=0

∥∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∥∥∥2

L2(Ω)

+
ν

2

N−1∑
n=0

∆t|un+1
η − u(tn+1)|2H1(Ω) ≤ eCT

(
αη2 + β(∆t)2

)
,

7KT8

���� α, β �� C� )	� �-������� �� u,u′, p, ν� ���� ��� �� η �� ∆t.

.���������� �������� ������ ���� ���� L2(Ω×]0, T [)2 ��� ����� ��� �� �������� �� ���
���
��� 
� ���
 �� �� ,�<�� ��������� �� ������ -�� 	�
�� ��� ���������� �� ���
 �� ��
,�<�� ��������� ����%���	��� ��� 
����
 ��� ����
����� 
�� ���������� � ����� ��������� B

3

 � 9� ���	���� wn� 0 ≤ n ≤ N, �	 �
���"�� �� *��+�� 
-�
��
��� �-
�2� ��� �����������
� �
��
� �	������� :

sup
0≤n≤N

‖wn‖L2(Ω) +
√

ν
( N∑

n=0

∆t|wn|2H1(Ω)

)1/2
≤

√
3S2√
ν

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
, 7KE8

�; S2 ��� �� ��������� �� ����-�����- �� 5�����
- ��

sup
0≤n≤N

√
ν|wn|H1(Ω) +

( N∑
n=0

∆t

∥∥∥∥wn+1 − wn

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤

√
3
( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

7KV8
*� �� ��	� Ω ��� �����6�� ���
� wn ∈ H2(Ω)2, λn ∈ H1(Ω) ��

( N∑
n=0

∆t(|wn|2H2(Ω) + |λn|2H1(Ω))
)1/2

≤ C
( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
, 7KS8

���� 	�� ��������� C ���-�������� �� ∆t �� �� η.

#�� ���������� � ����� �� ���
 �� �� ,�<�� ��������� �� 
��������� �� ���
��� ��� ���%
������� ������
�� 
���������� �������� �� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2 ��� 
� ���
 �� ��
,�<�� B

0� �	�
 % *� Ω ��� �����6�� g ∈ L2(Ω×]0, T [)2,g′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2) �� g(0) ∈ L2(Ω)2,
���
� �� �6���� 	�� ��������� C� )	� �-���� ��� ��
��� �� g,g′ �� g(0) ���� ���-�������� �� η
�� ∆t, ����� )	� : ( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + ∆t). 7KL8

.� ��
���	���
� �� ∆t = O(η2), ���
�

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη2. 7KU8

(� ������� ∆t = O(η2) ���� 
� ��� �� ����� ∆t ��� ���	������ �� �)�� ���� ��� 
� 	���� ��

KD
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��� ������	� η, 7	�� 7KU88� ��� ������ ��� 
������� �� ���
 �� ,�<�� ��� ������ ����� #����
����� �� ��� ��� ������ �� 	�

� ��� ��� ���
���� �
�� 
�� B �
 ������ ���� 	�������� α �� γ�
��������� ������������� �� ∆t �� η ��

�� ��� B

αη2 ≤ ∆t ≤ γη2. 7CD8

#� ���� �� ��� ���
���� � 
� 	��������� 
������� �� 
������� �� 
� �
���� �� ���
 �� ��
6�����%,�<�� �� �� ����
��� �� �����	�������	� ��� ����� ��� 
� 	��������� ��%
�������
���� 
�

0� �	�
 $ *� �� ���	���� �� (6)7(9) ��� ����8 
-�	��"
�� �� �

sup
0≤n≤N

∥∥vn
η − un

η

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=0

∥∥(vn+1
η − un+1

η ) − (vn
η − un

η )
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|vn+1
η − un+1

η |2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + ∆t).

7CK8

(� 	������� 
�� ����
���� ��� ���� ��� J �� T� ��� ������ ��� ��������� �������� ������
���� �� 
� �
���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2�

.���������� �������� �� 
� ������� ��� 
� ���

� ����� �� �	� �� 
������ �� 
� ����� �� �����
�� �	���� � ���� ���

��� 6�� �������� ��� ��������� ������ 1 �� 
� ������� �� ������������
�� ��� 
� �������
�����

0� �	�
 ' *�	� ��
������ �%����"��� �-
�2-�� ��
 �� �
����	������ Tη� �� �6���� 	�� ���������
C ���-�������� �� η �� ∆t ����� )	�

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η +

√
∆t). 7CC8

*� �� ��������� (20) ��� �-
�2-� ���
�

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη. 7CJ8

9�� ��� ��� 
������� ������������� ��� ������� ��� 
� ���

� ����� ��� � ������ 
�������
������������� ��� 
� ���

� &��� .�� ����� �� 	�������	� �� 
� ������� �� �� 
� ������� ���
�����	�������� ����� ��� 
�

0� �	�
 & *	������� )	� Ω ��� �����6�� *� �� ���	���� �� (6)7(9) ��� ����8 
-�	��"
�� �� ���
�	���� (un

h, pn
h) �	
 �� �
���� 2�� ��������� ������������ ���

�	
 �	������ :

sup
0≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L2(Ω) +

(N−1∑
n=0

∥∥(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|un+1
h − u(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(H2 + h + ∆t).

7CT8

KK



���
��	�����

<� ��	�� (N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(h + H2 + ∆t), 7CE8

���� ��� ���������� C ���-��������� �� h,H �� ∆t�

,� H �� ∆t ����&��� 7CD8 �� �� � �� ��� α′, γ′ > 0,

α′H2 ≤ h ≤ γ′H2, 7CV8

�
�� 
�� ��
����� 7CT8 �� 7CE8 ���������� ���F���� ��� 
������� �� 
� �
���� 	�
	�
�� ��� ����
�	���� � ���� ���

�� ��� �� 
����� �� h�

�!� "��
� 
��� ������ # 
��� $������ 
�	�
�� 
��� �� �����

'��� 
� ��� �� ������ �� ���� �� 	�������	�� ��� ���� ���
��� �� �	���� � ���� ���

��
������ ���� �� ����	� �� �� ����� ��� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� 7WKX8 ��� ��� ��������� B

,��� 1 �	����
 ���6��� ��	 ��	 1	��� 1	�����	 7 ������ (un+1
H , pn+1

H ) ∈ XH × MH ,
�
���� ��

∀vH ∈ XH ,
1

2∆t
(3un+1

H − 4un
H + un−1

H ,vH) + ν(∇un+1
H ,∇vH) + (un+1

H · ∇un+1
H ,vH)

+
1
2
(divun+1

H ,un+1
H · vH) − (pn+1

H ,div vH) = (fn+1,vH),
7CS8

∀qH ∈ MH , (qH ,divun+1
H ) = 0. 7CL8

6�� 	��
���� 	�� �������� ��� 
�� 	������� ������
�� ��������� B � ��� u0
H = 0 �� �

	�
	�
� u1
H ��� ��� �������� �� �	���� ��(�
��� ��� 	������� � 
� ���
���� �� 7KD8 ���

n = 0.

,��� 2 �	����
 ��� �	�� ��	 1	��� !� 7 ������ (un+1
h , pn+1

h ) ∈ Xh × Mh, �
����
��

∀vh ∈ Xh,
1

2∆t
(3un+1

h − 4un
h + un−1

h ,vh) + ν(∇un+1
h ,∇vh) + (un+1

H · ∇un+1
h ,vh)

− (pn+1
h ,divvh) = (fn+1,vh),

7CU8

∀qh ∈ Mh, (qh,div un+1
h ) = 0. 7JD8

'� �)��� ��� 	��
���� 	�� �������� �� ����� u0
h = 0 �� �� 	�
	�
��� u1

h ��� ��� ��������
�� �	���� ��(�
��� 
����
 	������� � 
� ���
���� �� 7KC8 ��� n = 0.

��� � ���� ����� 
��������	�� 
����	��� �� 
� �����
��� �� �	����� ��� ����
����� 
�����%
����� �������� �� ���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<���

KC
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-�	�����

0� �	�
 � *� �� ���	���� �� (6)7(9) ��� ����8 
-�	��"
�� �� �6���� 	�� ��������� C ���-��������
�� η �� ∆t ����� )	�

sup
1≤n≤N

∥∥un
η − Pηu(tn)

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥∥δ2(un
η − Pηu(tn))

∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=1

∆t|un+1
η − Pηu(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + (∆t)2),

7JK8

�;
δ2an = an+1 − 2an + an−1. 7JC8

�&� ������
�� 
���������� �������� �� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2, ��� ���������� ��
���
 �� �� ,�<�� ��������� ����%���	��� ������ ���� �� ����� ��� 
����
 ��� ����
�����

�� ���������� ��������� B

3

 ) 9� ���	���� wn, 0 ≤ n ≤ N, �	 �
���"�� �� *��+�� 
-�
��
��� �-
�2� ��� �����������
� �
��
� �	������� :

sup
0≤n≤N

‖wn‖L2(Ω) + sup
1≤n≤N

∥∥2wn−1 − wn
∥∥

L2(Ω)
+

√
2ν
( N∑

n=0

∆t|wn|2H1(Ω)

)1/2

+
N+1∑
n=1

∥∥δ2wn
∥∥2

L2(Ω)
≤
√

2S2

ν

( N∑
n=0

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
,

7JJ8

�; S2 ��� �� ��������� �� 5�����
- ��√
ν

2
sup

0≤n≤N
|wn|H1(Ω) +

√
ν

2

(N+1∑
n=1

|δ2wn|2H1(Ω)

)1/2
+
√

ν

2
sup

0≤n≤N
|2wn − wn+1|H1(Ω)

+
(N+1∑

n=1

∆t

∥∥∥∥wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤
( N∑

n=0

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

7JT8

*� �� ��	� Ω ��� �����6�� ���
� ��	
 0 ≤ n ≤ N,wn ∈ H2(Ω)2, λn ∈ H1(Ω) ��( N∑
n=0

∆t
(
|wn|2H2(Ω) + |λn|2H1(Ω)

))1/2
≤ C

( N∑
n=0

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
7JE8

���� C 	�� ��������� ���-�������� �� ∆t �� �� η.

-�� �� �������� �� ���
���� 	�� ���������� � ����� �� 
� �
���� �� ���
 �� �� ,�<��
��������� ��� ���������� ������
�� 
���������� �������� �� 
� �
���� �� ���
 �� �� ,�<��
�� ���� L2(Ω×]0, T [)2�

0� �	�
 * *� Ω ��� �����6�� g ∈ L2(Ω×]0, T [)2,v ∈ L2(0, T ;H3(Ω)2),v′ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2),
v(3) ∈ L2(Ω×]0, T [)2 �� q ∈ L2(0, T ;H2(Ω)), ���
� �� �6���� 	�� ��������� C� )	� �-���� ���
��
��� �� v,v′,v(3) �� q, ���� ���-�������� �� η �� ∆t, ����� )	� :( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η3 + (∆t)2 + η(∆t)2). 7JV8

KJ



���
��	�����

.� ��
���	���
� ���� �6���� 	�� ��������� α > 0, ����� )	�

(∆t)2 ≤ αη3, 7JS8

���
� ( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη3. 7JL8

���	 
������ �� 7JS8� ��� ������ ��� 
� ���
 �� �� ,�<��� ��� ������ ������ η3.

-�� ������� 
������� �� 
� �
���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<��� ��� 
� ������� �� ����
	����������� 
���� 
������� 	��*
� ��2	� �� ���	����� ���� �� �� 
������ ��%
������� ��� 
��
������ ��� �� ����
��� �� �����	�������	��

0� �	�
 �2 *� �� ���	���� �� (6)7(9) ��� ����8 
-�	��"
�� �� �

sup
0≤n≤N

∥∥vn
η − un

η

∥∥
L2(Ω)

+ sup
1≤n≤N

∥∥2(vn
η − un

η ) − (vn−1
η − un−1

η )
∥∥

L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥δ2(vn
η − un

η )
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+
(N−1∑

n=0

∆t|vn+1
η − un+1

η |2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η3 + (∆t)2).

7JU8

(� 	������� 
�� ����
���� ��� ���� ��� U �� KD� �� ��� 
������ �� 7JS8� ��� ������ ���
������ ������ ���� ��� 
� �
���� ��� �������� �� 6�����%,�<�� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2 B

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥un+1

η − u(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη3. 7TD8

-�� �� ����������� ����
��
� � 	�
�� �� �	���� ������ �� �� ������ ��� ������� 
���%
���� �� 
� ������� 	�
	�
�� ��� 
� ���

� ����� ��� 6�� ������ ��� 
� ������ ������� 
� �	����
��� 
� ���

� &��� 6�� ����
����� �
�� 
���������� �������� �� 
� ������� �� �� 
� ������� ��
��� ������ B

0� �	�
 �� *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 10, �� ���	���� (un
h, pn

h) �	
 �� �
���� 2�� ���������
������������ ���

�	
 �	������ :

sup
1≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L2(Ω) + sup

1≤n≤N

∥∥2(un
h − u(tn)) − (un−1

h − u(tn−1))
∥∥

L2(Ω)

+
( N∑

n=1

∥∥δ2(un
h − u(tn))

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν
( N∑

n=1

∆t|un
h − u(tn)|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(H3 + h2 + (∆t)2 + H(∆t)2),

7TK8

�� ( N∑
n=1

∆t ‖p(tn) − pn
h‖2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(h2 + H3 + (∆t)2), 7TC8

KT
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-�	�����

���� = 	�� ��������� ���-�������� �� h,H �� ∆t�

,��
 ������ ���� 	�������� α′′ �� γ′′, ��������� ������������� �� h �� H ��

�� ��� B

α′′H3 ≤ h2 ≤ γ′′H3, 7TJ8

�
�� C(H3 + h2 + (∆t)2 + H(∆t)2) ≤ Ch2 7	�� 7TK88� �� C(h2 + H3 + (∆t)2) ≤ Ch2 7	�� 7TC88 B
	�	� ���
���� ��� 
������� �� 
� �
���� 	�
	�
�� ��� 
� ���

� &�� ��� ������ h2�

�!� %���
���	� ��������� 
�� ��������� 	�����

��� � ���� ����
� 
�� ���������� �������� ��������� ��� �	����� � ���� ���

�� ������ ��
�� ���� �� ������ ��� ���� ���
������ ������������� ��� �	������
-�� 
����� �� �� ������ � ���
��� 
� ����%�
����� B ���� 	����� ������
�� � ����	�� 	�����
	������� �� 
� ������� ��� �� �
��*�� �� P1 �
�� ��� �	��� �� � ����	�� 
� ������� ���
�� �
��*�� �� P1� -�� 
����� ���� �� ������ � ���
��� 
�� �
������ &��� �� +��
�%1� B �
����	�� 	����� 	������� �� 
� ������� ��� �� �
��*�� �� P2 �� 
� ������� ��� �� �
��*��
�� P1� .� ����
������� ����������� ��� ������� �� ���� � 
����� �� 
��	��
 FreeFem + +3�
	��� �� ����
��� ��� 3� 1�	��� Z� -������� �� 5� Z����<�� .�� ������ ���������� �� ��� �����
��� ��� �������� ����
�� 
� 	����� .� �
���� �������� ��� (u, p) = (rot ψ, p) \ ψ �� p ���

�� ��	���� ��������� B

ψ(t, x, y) = te−t2(x+y)y2(1 − y)2 sin2(πx),

p(t, x, y) = te−t cos(2πx) sin(2πy).

#���� �
���� ���
������ ����&� 
� 	������ ������
�� 
� 	������ �� ��� ����� ��� 
� 	������
����	���������
����

-�� 
� ���
���� �� �	���� ������ �� �� ������ �
 ��� �
�� ����������� �����	���� 
� 	�%
������� �� ����� �� 	�
	�
 ��� �	����� �������� B

K� /������ �� ������� 
��� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� 
�������� �� ������ ���� ����	���

� �
���� ������ un+1

H ���� 
�� �������� ��� 
� ���

� &�� ��� ������� 
� ���
 ��

���������

C� /������ 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ��� 
� ���

��� &� ���	 �� �	���� 
�������� ��
������

#���� ��	 ��� 	�������� ����� �� �	���� 
�������� �� ����	� �� �� ����� 
�������� �� ������
.� ������� �	���� ��� ��� ������� ��� 
� ������� B

,�� 
� ���

� ����� ��� ��� ���
��� 
� ���
 �� B

1
∆t

(un+1
H − un

H ,vH) + ν(∇un+1
H ,∇vH) + (un

H .∇un+1
H ,vH) +

1
2
(divun

H ,un+1
H · vH)

− (pn+1
H ,divvH) = 〈fn+1,vH〉,

(qH ,div un+1
H ) = 0,

7TT8

����� ���������		�	
����

KE



���
��	�����

����� ��� 
� ���

� &��� ��� ���
��� �� ���
 �� 
�������� ����� �� 
� �
���� ������ � 
������
���	������ B

1
∆t

(un+1
h − un

h,vh) + ν(∇un+1
h ,∇vh) + (un+1

H .∇un+1
h ,vh) − (pn+1

h ,div vh) = (fn+1,vh)

(qh ,div un+1
h ) = 0.

7TE8

6�� ����&�� ������ 
� �����
��� �� 
� 	�������	� �� ���� �	����� -�� 
� 	�
	�
 ���
���������� ��������� ��� ���� ����� ��� 
� ������ Ng = 4, 6, 8 �� 10, Nf = N2

g , T = 1 ��

� ����� ����������� nbiter = T × Nf . .�� 	����� ��
������ ��� ���������� �������� �� 
�
������� �� 	�

� ��
����� � 
� ������� �� ��� �������� B �� �	��

� 
������������ 
� ����� �� 
�
	���� ������������ 
������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2 ��� �� 
����� �� 1.1958 �� 	�

� �� ����
L2(0, T ;H1(Ω)2) ��� 1.327 �� 	�

� �� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [) ��� �� 
����� �� 1.8814�
.�� ������� C� J �� T ������������ 	�� ������� � h ������
� �� ∆t = h = H2 �� ��	��� �� ���
������	��

Lo
g 

(e
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r)
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Deux grilles. Erreur L2(L2)

Log (h)
���� C ^ (����� L2

t,x �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1�

KV
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Lo
g 

(e
rr

eu
r)
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Deux grilles. Erreur L2(H1)

Log (h)
���� J ^ (����� L2

t (H
1
x) �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1�

Lo
g 

(e
rr

eu
r)

-4
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-3.6

-3.4

-3.2
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-2.8

-2.6

-2.4
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 �� � ���� ���

�� ������ 1�

-�� 
����
������ �� 
� ������ � ���� ���

��� � ����� 
� �)�� �	���� ��� 
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	�
 	��

� �����	� ���� ���������� ��&��� ������� �� � �� 	���	�� ��� � ������
�� 
� ����� un+1

H ·∇un+1
h �

.�� 	���	����������� ��� 	�
	�
��� ��� 
�� un+1
H ������� � 
������ ���	������� 	����%�%���� � 
������

����� ��� '��� 	� 	�� �� ���
����� � ��� �� ������ ��	�� �
�� �� ����� �� 	�
	�
�
6�� ���
��� ��	 
� ���
 �� 7TT8 ��� ��� ������ 
������� � ��� 
� ������ ��� 	���	%
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����������� �� 7TE8 ��� 
� ������ ��� 	���	������������ .�� ������ ���������� ��� �� ��� �����
	���������� � ��� ���

���� �������� 	������� Ng = 4, ..., 9 ����� ��� ��)�� �� ������ ��
��	 
� ���

��� &� �� 	������ Nf = N2

g .
6�� ��	������ ����� 
�� ������� �������� � h ������
� �� ∆t = h = H2 �� ��	��� �� ��� ����%
��	�� .�� ������ ��� 	����� ������� ��� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2 �� L2(0, T ;H1(Ω)2)
�� ��� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [) ��� �����	�������� K�KLJC� K�JEVU �� K�SSTK� 	� ���
	�&��� 
�� ����
���� �����������

��
��	����� � �
�� � ������

6�� ����� ����� ������ ���� 
� ���
��� K� 
� 	�������� �� ����� �� 	�
	�
 ����� 
� ���%

���� �� ���
 �� ��%
������� ��� ��� ���

� &�� ���
����� �� 
� ���
���� ��� 
� ��	������ �
���� ���

��� 6�� 	

�	��� 
�� ����� �� 	�
	�
 ������ ��� 
� ���

� &�� ���� 
� ������� �����
���������� �� ��� ��������� ��� 
� ���� �� ����� �� 	�
	�
 ��� 
� ������ ��� 	���	�����%
������ ��� �
�� ����������� B ��� ������� ��� ��� ���
� 
� 	�� \ 
� ��	������ �� ���
���� ��
��� ���� ��� ������ �� ����� �� 	�
	�
�

Ng × Ng ����� E × E V × V S × S L × L U × U

t1G 7�� ��	�8 LE�VJ CJV�TV EUS�UT KTSE�SE JCVE�JL

t2G 71��� ���
����8 7�� ��	�8 LV�ET CJJ�KV ESV�LU KTDJ�UJ JDLJ�JD
|t2G − t1G|

t1G
7�� d8 � K�JU J�EC T�LV E�ES

t2G 72��� ���
����8 7�� ��	�8 EU�DE KJL�LTT TDU�DTS KDVK�KV CTTL�JT
|t2G − t1G|

t1G
7�� d8 TE TK�C JK�E CL�DU CE�DC

���� K ^ #�������� �� ����� #-9 �� 1�� �� 2��� �	����� ������ K �� ������

'��� 	������� �����
�� ���������� 
����� �� �� ����� �� ��F� ���� =
 ���� ��	 �� �����
��� ��� �	����� ������ ���������� �� 
�		����	� ������ ���� ���� ���� 	��� '��� 	���� ���%
�� �� ��	���� ��� ��������� ��� ����
���� ���������� �� ���
 �� � ���� ���

�� \ 	�����
����� ��� ������ ���� �� ����� 7CS8^7JD8� .� ������ ��� ������ 
� �����
��� �� �	���� �����
��� 
� 	�������	�� 6�� ������ �
�� � 
� ����&	���� ��� ���������� ��������� 6�� ����
	������� 
�� 	�� \ Ng = 4, 9, 16 �� 25 ���	 Nf2 = Ng3, T = 1 �� nbiter = T × Nf.
.�� 	����� ��
������ ��� ���������� �������� �� 
� ������� �� 	�

� ��
����� � 
� ������� ��
��� �������� B �� �	��

� 
������������ 
� ����� �� 
� 	���� ������������ 
������� �� ����
L2(Ω×]0, T [)2 ��� �� 
����� �� 2.9674 �� 	�

� �� ���� L2(0, T ;H1(Ω)2) ��� 1.9769 �� 	�

� ��

� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [) ��� �� 
����� �� 2.0199� .�� ������� E� V �� S ������������
	�� ������� � h ������
� �� (∆t)2 = h2 = H3 �� ��	��� �� ��� ������	��

KL
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� ������ � ���� ���

�� ��� 
� ���� �� ����� �� 	�
	�
 B �� ����� �����	����%
���� Ng �� Nf 
� ����� �� ����� ��� 
� 	*�� �� 	���� �� ���

��� ������� �����	�������� ��
���

��� &�� ��� ���� ���	��� 
�� ����� �������� B Ng = 4, 9, 16 �� 25 �� ���	 N2

f = N3
g �� ���

���� 	����� 
�� ����� �� 	�
	�
� (� ����� t2G �� t1G �����	�������� 
�� ����� �� 	�
	�
 ��

� ���
���� ��� 
� ������ � ���� ���

�� �� 
� ���
���� ��� ��� ���
� ���

�� ��� ������ 
�
���
��� C B

Nf × Nf ����� L × L CS × CS VT × VT KCE × KCE

t1G �� ��	���� S�CE JDT�UEJ KJJTV�DK JVJTDC�DLJ

t2G �� ��	���� T�LU KUV�CE SJTD�JT KSTTJJ
|t2G − t1G|

t1G
7�� d8 JC�E JE�VT TE EC

���� C ^ #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� �	���� ������ C �� ������

6�� ��������� ��	 ��� 
� 	Y� �� 	�
	�
 ��� 
� ��	������ � ���� ���

�� �� 
� �
���� �� ��%
�
 �� �� 6�����%,�<�� ��� ������ ��� ������ � 	�
�� �� 
� ���
���� �� ���
 �� ��%
�������
��� ��� ���
� ���

�� #� ���� �� ����� �� 	�
	�
 ��� ������ 	����� � 	�
�� �� �	���� ������
�� �� ������

CD
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6�� 	������� ��	 ��� 
�� ������� ��� 	������
��� ����� ���	 
� ���� �� ����� �� 	�
	�
�
���� ��	������ �� ���
���� � ���� ���
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�� ����� �� 	�������	��

� ��� �� � �� ��

#� ������ �� �� �� 	����� 	��� 	���������

'��� 
� ������� 	�������� ��� ���������� 
� ���
 �� ��%
������� �� 6�����%,�<��� ����
��%
��� �� ����
���� ����������

� �� �����
�� 
�� ����
���� ���������	�� �����	��� �� �� ����
�����
�� �� �
���� ���� �� ����	� �� �������� 2 � 3� 6�� ������� ��� 
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� ������
� ���� ���

�� ��� �� �	���� ����%���	��� �� ����� �� ��������� ���
���� ������
���� �� 	����
��	������� 6�� �������� ��� ��� �������� �� 
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���� � ���� ���

�� � ���
���	��������� ���
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�������� �� ���
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��%
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�� ��� ��F	�
��� �
	���� �� 
��� ��%
�������� �� �� 
��� 	�������� ����	���������
����

	!� 
������� �� ������������

,���� Ω �� ������ �� Rd, d = 2, 3 �� ����� �� ∂Ω 
���	���;������ −→n 
� ����
� ����� ����%
������ �� �� �������

� �� ����� [0, T ], T > 0.
.� �������� ���� [���� �������� �� ��	��������
� ���� Ω ��� ��	��� ��� 
�� �������� ��
6�����%,�<�� �������������� B

∂u
∂t

(x, t) − ν∆u(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t) + ∇p(x, t) = f(x, t) ���� Ω×]0, T [, 7K�K8

���	 
� 	������ ����	���������
��� B

divu(x, t) = 0 ���� Ω×]0, T [, 7K�C8


� 	������ �� ���� �� ���� '���	�
�� ��� �� B

u(x, t) = 0 ��� ∂Ω×]0, T [, 7K�J8

�� 
� 	������ ������
� B
u(x, 0) = u0 ���� Ω. 7K�T8

6�� ������ 
�� ������� �������

�� B u ·∇u =
d∑

i=1

ui
∂u
∂xi

, ∆u =
d∑

i=1

∂2u
∂2xi

�� divu =
d∑

i=1

∂ui

∂xi
.

.�� ��	����� u �� p ��������� �����	�������� 
� 	���� �� ������� �� 
� ������� �� [�����
+���� 
�� ��������� ��� ���
���� �� ���� (x, t)� \ x = (xi)1≤i≤d ∈ Rd ������� 
� ������
�� t ∈ [0, T ] ���������� 
� ������ Z� ������ ��� 
� ������� �� [���� ��� 	������� (ρ = 1) > f
���������� 
� 	���� �� ��	�� �
������� ���
������ �� [���� 7
� 	���� �� ������� ��� �����
�8
�� ν ��� 
� ���	���� 	�����������

.� ����� u · ∇u ��� 
� ����� �� �������� 7� �� 	���	���8� ν∆u ��� 	�
�� �� �������
���� 
�� �������� �� 6�����%,�<��� 	� ������� ����� �Y � 
��������	� ��� ������	���� �� ������
�
�	�
���� ����� 
�� �����	�
�� �� �� ���������� ��� ��� ���������� ����������

CL



'�0� ()	������ �� �����
�*��+��

�
�	(� �/�/� 9�-)	����� (1.1) ��� 	�� ���������� �� �� ��� �� ��,��� f = ma �	 �����6��
�� ���%�
��%����)	�� ���� 
��
-����� �� �����
������ ��� �������� 9�-)	����� (1.2) ��� ����� ��
������	��- �� ���	
� �� �����
������ �� �� ����� ?���
 [00]@�

-�� ���� ��� �
����� � 	��
 �� 
�� �������� (1.1) �� (1.2) ��� ��� 	������� ��� 
������
(1.3) �� ��� 	������ ������
� (1.4)�

�
�	(� �/�/� 9�� ��
��� ��	
���� �� ��������� �������� �� ��� ����-�� �	 ��
� �� ��	����
���  �
� ���������� ���-��������� !�	��� ��� ����-�� �������  �
� ����������� ���
� ������ 5�

�6������ �� ��������� �������� ����  �
� � ����
����� �	��� ��	
 �-
�2�
 �� ��������� ��������
���
�������-�

�
�	(� �/�/% <��� �� ���
�� �� �
������ ��� ��	� �� �����2������ ���
���%����)	� �����
�	����� $	�	�� ��������� �������� ����� �����-� �	
 �� �
������� *�� 
A�� ��� �����
���� � 	�
�	����������	
 �� 9��
���� )	� ���	
� � ��	� ������� )	� �� ����
����� ��������
���������- ��� ���
���������

6��� ����� ��� 
� ������ �� [���� ��� ��	�� ����������� ������ �� ���� ����� ��� ��
������ ��������� B

^ 
����� �������_������ �� [���� ��� �� ����� �������� 7
����� ���������8�

^ 
� ���	��� ����� 
�� �
������ �� [���� ������ ��� �� ���
�	��� � ��� �������� �����������

.����� �� ������� ����� �� ���� ������	� � ������ 
���
���� �� [���� 
������
 �� ���
�	�
� ������ ������� �� 
� ���	��� ��� �������� �
�� ��������� ��� 
� ���	���� �� [���� ��� �������

.��������	� ��
����� �� 	�� ���� ����� ��������� 
� ������ ���� 
����
 �� ����� 
� [���� B
�

� ��� 	���	������� ��� �� ����� ��� �� 	���*
� ����
� 
� ����� �� /���
��� ���� ���� 
� 	��
��� �������� �� 6�����%,�<�� �������������� ��� ���������
 � 
�������� �� 
� ���	���� B

Re ≈ 1/ν.

♦ ,� Re ��� ������ 
�� ����� ��������� �������� 	���� 
� 	�� 
� �
�� ��������� .� [���� �� �������
����� ���� �� ���� \ �
 ���	�
� ���������� �� 
� ���	���� ����� ��� ��F������� ���������
��� �
������ � �)�� �������� 
�� ��������� ������
�� �� 
� �������� Z� ��� ���� 	� 	�� ��� 
�
[���� ��� ���� �� ������ �����
����

♦ �� 	�������� �� Re ��� ������ �
�� 
�� ����� �� ���	���� ������� 
�� ����� ��������� �� 
�
[���� ���� ���������� ���� �� ���� ���� ������ ����������� ������
�� �� ��	 �� � ����
����
#���� �������� 	������� �� ������ 
���������

CU
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	!� #��������� ������������$ ���������$ ������� �� ���������

-�� ������� 
� ���
 �� (1.1)%(1.4), ��� ���������� 
�� ����	�� �������� B

V =
{
v ∈ D(Ω)d; div v = 0 ���� Ω

}
,

V =
{
v ∈ H1

0 (Ω)d; div v = 0 ���� Ω
}

,

H = {v ∈ H(div;Ω); div v = 0 ���� Ω} ,

\ H(div;Ω) = {v ∈ L2(Ω)d; div v ∈ L2(Ω)}.

Z� ���� 7	�� .��� WTTX� +���� WVTX� "����
� �� /������ WJKX8 ��� V ��� ����� ���� V ��� 
�
���� �� H1(Ω)d �� V ��� ����� ���� H ��� 
� ���� �� L2(Ω)d. (� 	� ��� 	�	���� 
��
������� ��� ������� ��� B

f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)d), 7K�E8

u0 ∈ H. 7K�V8

.� ���� �� ������� ���� �� ����
��� ���������	��

0� �	�
 �/%/� ?������@ *��� �� ��������� d = 2 �	 3 �� ���� T < ∞� 5�	
 f ����-
���� L2(0, T ;H−1(Ω)d),u0 ����- ���� H �� ν > 0 ����-� �� �6���� �	 ����� 	�� ���	���� ��
(1.1)�(1.4) u ∈ L2(0, T ;V )∩L∞(0, T ;H) �� p ∈ W−1,∞(0, T ;L2

0(Ω)), �	�� �� W 1,1
0 (0, T ;L2

0(Ω)).
*� d = 2� u ∈ C0([0, T ];H) �� �� d = 3,u ��� ������	� �� [0, T ] ���� H �	�� �� �� ��������� ������
�� L2(Ω)3.

<� ��	��
du
dt

����
����� � L2(0, T ;V ′) �� d = 2 �	 L4/3(0, T ;V ′) �� d = 3�

�5
�	��� .� ����������� ��� 	
������� �� ��� �� 
� ����� ��� ���
�	�������� (� ��	�
���
���� ����� B 	�����	��� ����� �
���� ���	� �� um(t) ��� ��� ������ �� "�
��<��� ����%
������� ������� � 
� 
������ ��� ��� �����
� .��� WTTX� +���� WVTX � "����
� �� /������ WJKX� �

�� 	��� �� 
� ������������ � ����� ��� 
� ������� 
����� u(t) ��� �
���� �� 
� ����%

���� ����������

� ��������� ���� L2(0, T ) �� d = 2 � L4/3(0, T ) �� d = 3 :

∀v ∈ V,
d

dt
(u(t),v) + ν(∇u(t),∇v) + (u(t) · ∇u(t),v) = 〈f(t),v〉. 7K�S8

(� ����� X = H1
0 (Ω)2 �� �� ������ M 
�����	� ��� �������� � ������ ��

�� 	����%�%���� B

M = L2
0(Ω) =

{
q ∈ L2(Ω);

∫
Ω

q(x)dx = 0
}

,


� ����
���� 7K�S8 ��� ������
���� � 	���	��� u ������������ B

∀v ∈ X,
d

dt
(u(t),v)+ν(∇u(t),∇v)+(u(t)·∇u(t),v)−(p(t),div v) = 〈f(t),v〉 ���� ���� ]0, T ],

7K�L8
∀q ∈ M, (q,div u(t)) = 0 ��� ���� ]0, T ], 7K�U8

�� u(0) = u0.

.� ���� �� ������� ���� �� ����
��� �����	��� �� �������� d = 2 :

JD



'�4� #�
�	������ ��
������������ �6�������� 	�����- �� 
-�	��
��-

0� �	�
 �/%/� ?������ @ *� d = 2, �� �
���"�� (1.7) � 	�� 	��)	� ���	���� u ����� )	�
u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)�

.� ����������� ��� 	
������� 7	�� ��� �����
�� "����
� �� /������ WJKX8� (

� ��� ����� ���

���������� ��������� ��
��
� �� �������� d = 2 B

∀v ∈ H1
0 (Ω)2, ‖v‖L4(Ω) ≤ 21/4 ‖∇v‖1/2

L2(Ω)
‖v‖1/2

L2(Ω)
. 7K�KD8

�
�	(� �/%/% .� ��������� d = 3, �� ��-�
"�� 1.3.2 ��� 	�� )	������ �	��
���

#��� ��� 
� ����� ��� ��� ������������ � 
� ���	��������� �� ���
 �� �� 6�����%,�<��
�� �������� d = 2, � ������ �� ����������� ��� ��� ����������� � 
� �������� C�
������ ��� �� 
�� ������ ��� `�
�� ����
� ���`� �� ������ ���� 
� 	�� �� 
� �������� 2, 
�
�
���� ��� �
�� ����
� ���

0� �	�
 �/%/$ ��	� �	������� )	� �� ������� Ω ��� 	� ���%����� f �� u0 ���� ����-� ����

f , f ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2), f(0) ∈ L2(Ω)2, 7K�KK8

u0 ∈ V, ∆u0 ∈ L2(Ω)2. 7K�KC8

$��
�� �� ���	���� u �	 �
���"�� (1.7) �-
�2�

u′ ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), 7K�KJ8

��
u ∈ H1(0, T ;V ). 7K�KT8

�5
�	��� (�������� 
� ������������ 6�� ����� ����� ���� B

1
2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω) + ν ‖∇u‖2
L2(Ω) = 〈f ,u〉 ≤ 1

2ν
‖f‖2

H−1(Ω) +
ν

2
‖∇u‖2

L2(Ω)

��\�

‖u(t)‖2
L2(Ω) + ν

∫ t

0
‖∇u(s)‖2

L2(Ω) ds ≤ ‖u0‖2
L2(Ω) +

1
ν

∫ t

0
‖f(s)‖2

H−1(Ω) ds. 7K�KE8

'������ ����� ����

����� 7���� ��� 	� ��� ���� ���� )��� �����&� ��� 
� ������ �� "�
��<��8 B

∂2u
∂t2

− ν∆
(∂u

∂t

)
+
(∂u

∂t

)
· ∇u +

(
u · ∇

)∂u
∂t

+ ∇(
∂p

∂t
) =

∂f
∂t

.

'�	 �� ���
����� 7K�KD8�

1
2

d

dt

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

L2(Ω)
+ ν
∥∥∥∇(

∂u
∂t

)
∥∥∥2

L2(Ω)
= −(

∂u
∂t

· ∇u,
∂u
∂t

) + 〈∂f
∂t

,
∂u
∂t

〉

≤ 1
2

(1
ν

∥∥∥∂f
∂t

∥∥∥2

H−1(Ω)
+ ν
∥∥∥∇(

∂u
∂t

)
∥∥∥2

L2(Ω)

)
+

1
2

(
ν
∥∥∥∇(

∂u
∂t

)
∥∥∥2

L2(Ω)
+

2
ν
‖∇u‖2

L2(Ω)

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

L2(Ω)

)
.

Z� ���
��� 7K�KE8� � ���
���� 
� 
���� �� "��]�

� �� � ������ B∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

L2(Ω)
≤
(∥∥∥ ∂

∂t
u(0)

∥∥∥2

L2(Ω)
+

1
ν

∫ s

0

∥∥∥∂f
∂t

∥∥∥2

H−1(Ω)

)
exp
( 2

ν2
(‖u0‖2

L2(Ω) +
∫ s

0
‖f‖2

H−1(Ω))
)
.

JK
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� '� 5������� �	 �
���"��

�� ����� t = 0, � � ��2	� � 7K�KK8 B∥∥∥ ∂

∂t
u(0)

∥∥∥2

L2(Ω)
− ν(∆u(0),

∂

∂t
u(0)) + (u(0) · ∇u(0),

∂

∂t
u(0)) = (f(0),

∂

∂t
u(0)).

��\� ∥∥∥ ∂

∂t
u(0)

∥∥∥
L2(Ω)

≤
(
ν ‖∆u0‖L2(Ω) + ‖u0 · ∇u0‖L2(Ω) + ‖f(0)‖L2(Ω)

)
.

#��� ∆u0 ∈ L2(Ω)2 �� u0|∂Ω = 0, �� Ω ��� �� �
����� � � u0 ∈ W 2,4/3(Ω)2 7	�� "�������
WJJX8� '�	 ∇u0 ∈ L4(Ω)2 �� u0 · ∇u0 ∈ L2(Ω)2. �

.� ���� �� ������� ���
��� 	�� ����
���� 
����� f ��� �
�� ����
� ���

0� �	�
 �/%/' B� ���� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 1.3.4.

'� *� f ∈ L2(0, T ;L4/3(Ω)2), ���
�

∂u
∂t

∈ L2(0, T ;L2(Ω)2), u ∈ L2(0, T ;W 2,4/3(Ω)2) �� p ∈ L2(0, T ;W 1,4/3(Ω)).

*� �� ��	� Ω ��� �����6� �� f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)2)� ���
�

u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2) �� p ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

0� <� � ��� �� f ∈ L∞(0, T ;L4/3(Ω)2) ���
�

u ∈ L∞(0, T ;W 2,4/3(Ω)2) �� p ∈ L∞(0, T ;W 1,4/3(Ω)).

*� �� ��	� Ω ��� �����6� �� f ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)2)� ���
�

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)2) �� p ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)).

�5
�	��� '���� 
�� ������� 
����� �� 
� ����������� B 6�� ����

−ν∆u + ∇p = f − ∂u
∂t

− u · ∇u.

#��� u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)2), �
�� u·∇u ∈ L∞(0, T ;L4/3(Ω)2) �� ��	 u ∈ L2(0, T ;W 2,4/3(Ω)2)
�� p ∈ L2(0, T ;W 1,4/3(Ω)) 7	�� "������� WJJX8� #�	� �����_�� �� �����	�
��� ��� u ∈ L2(0, T ;W 1,4(Ω)2)
�� 	��� u ∈ L∞(0, T ;L4(Ω)2) �
�� u · ∇u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)2)�
,� Ω ��� �
�� ����
��� �� �� f ��� ����� ��� L4/3(Ω)2, �
�� � ����� �� 
� ����
����� �� ����	� ��
� ���� �

�� ������� H2(Ω)2 �� Ω ��� 	������
Z� ������� �� �)�� ��� 
� ����� �� ���� �� ���� ��� �

	!� ������� % ���� �������

Z� ������ �������� ��� Ω ��� �� ����� ���� �� R2, �
����
 �� 	������ '� �
��� ���
����
�&�� 
����
���� � ������ ��� 
� ������� ������
� ��� ��

� B

u0 = 0.

=
 ��� 	���� �������� ������ 
� ������ � ���� ���

�� ��� �� �	���� ����%���	��� �� �����
�� ������� �� 
�������� � ��� ���	��������� ���
� �� ����	� �� �� ������

JC



'�>� 1-����� � ��	6 �
�����

�!&!� ������ ����'
������ �� �����

6�� 	�������� �	� �� �	���� ����%���	��� �� ������ 	����%�%���� ���
����� ���	������ ��
����	�� ,�� η > 0 �� ����� ��� �� ���	��������� �� ����	�� Tη ��� �������
���� �� Ω �� Xη

�� Mη ��� ����	�� ���
������ &��� ����	���� �����	�������� H1
0 (Ω)2 �� L2

0(Ω)� Z� ��&��� ���
����������� Vη �� V ��� B

Vη =
{
vη ∈ Xη ;∀qη ∈ Mη,

∫
Ω
(div vη)qηdx = 0

}
.

=
 ��� ���� 	��� ����� ����� �� 
� 	�������� ����	���������
���� Xη �� Mη �� ������� )���
���
	������ �)�� �� 	��	�� � ��� ���� ���	����� (� ����� �
� ������ ����&�� ��� 	������
�� 	�������
��� 	������
�� 
� 	������ `���%���` �� 4����̆<�%4��;;� 7	�� WKKX� WKVX8 B

inf
qη∈Mη

sup
vη∈Xη

∫
Ω

qη(div vη)dx

‖qη‖L2(Ω) ‖∇vη‖L2(Ω)

≥ β�, 7K�KV8

\ β� > 0 ��� ������������ �� η.

Z� ������ ��	 ���� 	���� ������� ��� Xη �� Mη ����&��� 
� 	������ 7K�KV8� -�� ��

�����
�� ������
� 
�� ��	���� �� Vη �� ��� ��� � ��������	� ��

�� #�	� ���� 
� ����� �� 
�������
�
�� ��F	�
� � ������� 	�� � ���� 
� �������� �������������� B

∀u ∈ V,∀v ∈ H1
0 (Ω)2,

∫
Ω
(u · ∇v)vdx = 0. 7K�KS8

'��� ���� �� ��� ���������� 
���������	� ����� ��� 
� ����� �������������� �� ���� ��� �

� ���	���� 7	�� "��;������ WJTX8� '� �
��� �� � ������� ��� ���
�	������� 
�������������� 
�
�	���� ��� ������ ���� 	Y����� #��������� ��� ����� 
����
��� ���������� �
 ��� ����	��
�
�� ��	�
� ���������������� 
� ����� �� 	���	��� �� 
�� ������� 
� ����� 	�������� 7	�� +����
WVTX8 B

1
2
(divu)u. 7K�KL8

(� ��� ��� ����� ����������� ��� ���� ��	 ���� ���� ������ B 
���� ���	 
� ����� 7K�KL8 ��

������ ���� 
� ����� 7K�KL8� 6�������� ���� �� ������� ������ ��� ��������� 
�� �	�����
���� 
� ����� 7K�KL8�

.� ����%���	��������� �� (1.7) ������� � B 	���	��� uη ∈ C0([0, T ];Vη) ������������ B

∀vη ∈ Vη, (u′
η(t),vη) + ν(∇uη(t),∇vη) + (uη(t) · ∇uη(t),vη) = 〈f(t),vη〉 ���� ]0, T ], 7K�KU8

uη(0) = 0. 7K�CD8

"�2	� � 
� 	������ 7K�KV8� � ������� ��� ������� ���	� �� � ������ �� 7K�KU8 �� 7K�KU8 ��������
� B 	���	��� uη ∈ C0([0, T ];Xη), pη ∈ C0([0, T ];Mη) ��
� ��� B

∀vη ∈ Xη ,

(u′
η(t),vη) + ν(∇uη(t),∇vη) + (uη(t) · ∇uη(t),vη) − (pη(t),div vη) = 〈f(t),vη〉 ���� ]0, T ],

7K�CK8

JJ
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∀qη ∈ Mη,

(qη,div uη(t)) = 0 ���� ]0, T ], 7K�CC8

��

uη(0) = 0. 7K�CJ8

�!&!� (���������� ��� �� ����	
� # 
��� $������

Z� ���� ������ ��� ����������� �� 
� �
���� u ����� ������� ��� �������� ������

��
7����
�� ('-8 ��%
������� �� ���� ����� ������ � ���� ���

��� .����� ������
� ��� 
� ���%
����� B

K� '��� ��� ����� �� ������ � ����� ��� ����������� uH 	�
	�
�� ��� ��� ���

� ����� ��
�� ��� H.

C� '��� ��� ����� �� ������ � ���	������ 
�('- 7R������� ��� '������� -�����

��8 ��� ���
���

� &�� �� ��� h, ���� � 
� 
�������� `�����` �� 
� �
���� uH 	�
	�
�� � 
� ����� ��
������ Z� ��� ulin

h 	���� �
�����

,�� ��� ����� ��� ��
��������� ������
��� � ���� ������ ��� �� 
�� ��� ������	� �������
�� &� H �� h ��� 	����� �� ��N� ��������� �
�� 
�������

∥∥u − ulin
h

∥∥ ��� �� �)�� ���� ���
‖u − uh‖ , \ uh ����� ����� ��� 
������������ �� 
�('- ����	������ ���
�� ��� 
� ���

� &���
-
�� ���	�������� � ������ 	� ����
��� 
����� 
� 	��������� �� uH � 
�������� ���� 
�� ������
��%
��������� ��� ������� ���� ��� ���� ��F������� ���� &�� ��� 	�

� ��� 	������� �

��������� �� 
�('-� ��� ��� 	���� 	��������� ��� ���
�
� �	�-
��	
 � 	�

� �� 
����������
#�	� �� ������ ��� �����
� �� 
� ���� ��� 	������� � 
��������� ��� 
� ���� H1 �� 
�
	��������� �� uH � 
������� ��� ������� �� ���� L2. (� ������
 	�� ���� �������� ���������
��� ����� ��� �� �
�	���� �� �	����-�

.� 	�
	�
 �� uH �� ulin
h ��� ���� 	Y���� ��� 
� 	�
	�
 ����	� �� 
� �
���� uh� '�	 
� ���

�� 
� ������ � ���� ���

�� ��� �� �������� 
� ����� �� 	�
	�
 �� 
� �
���� �� ���� ���
 ��
��%
��������

.����� �� 	���� ��������� � ���� ���

�� ����� ��� ����

� �� ���� ����� ����;���� ��������
������� (

� � ��� 
�������� ���
����� � 
� ���
���� ���������� �

�������� ����%
�������� ���%
���������� 	��� ��� �����
� ���� 
�� ������� �� b� WVUX� WSDX �� 6������c WETX� #���� 
��
������� �� .���� WTDX� .���� �� .�������< WJLX� WJUX �� "����
� �� .��� WJDX ��� 
� ���
 ��
�� 6�����%,�<�� ������������ (� 	� ��� 	�	���� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ��������������
� ���� 	��������	�� 
� ������� ������
 ��� 	�
�� �� "����
� �� .��� WCUX ��� 
� �	���� ����%
���	��� 7K�CK8^7K�CJ8� !�	� 
� �����
 �� �	���� B

,��� 1 �	����
 ���6��� ��	 ��	 1	��� 1	�����	 7 ������ (uH , pH) ∈ XH × MH ,
��� ��� t ∈ [0, T ]� �
���� �� B

∀vH ∈ XH , (u′
H(t),vH ) + ν(∇uH(t),∇vH) + (uH(t).∇uH(t),vH )

− (pH(t),div vH) = 〈f(t),vH 〉,
7K�CT8

JT
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�����

∀qH ∈ MH , (qH ,divuH(t)) = 0, 7K�CE8

uH(·, 0) = 0 ���� Ω. 7K�CV8

,��� 2 �	����
 ��� �	�� ��	 1	��� !� 7 ������ (uh, ph) ∈ Xh×Mh, ��� ��� t ∈ [0, T ]�
�
���� �� B

∀vh ∈ Xh, (u′
h(t),vh) + ν(∇uh(t),∇vh) + (uH(t).∇uh(t),vh) − (ph(t),div vh)

= 〈f(t),vh〉,
7K�CS8

∀qh ∈ Mh, (qh,div uh(t)) = 0, 7K�CL8

uh(·, 0) = 0 ���� Ω. 7K�CU8

#�� �
������� ��� � �����	��� �� 
� ������ �� "�
��<�� ��%
�������4 ����
���� ��� 3���
�� �
� WCVX �� ��� � ����� ��� ���	������ ���� 
�� ������� �� ����� �� +���� WTUX� WEDX�WEKX�
9�� �������	� ��������

� ����� 6." �� 
� ������ � ���� ���

�� ��� ���� ���� 	���� ����� �� �
	�
	�
� ������ uH �� ������� uh, ���� � 	����� ����� 
�� ���� 	�
	�
� ��� ��	��
��� ������ ���
	� 	�
	�
 ����� ��� ��	��
� ���� 6."�
-�� 	������� ���� 
� ������ 6." ��	���� ��� ��� Z� ���� �� ����� WLX ��� 
� ���
 ��
�� 6�����%,�<�� �� �������� ����� ���	 ��� 	������ ������
� ��%��� �� u(0) = u0� �����
��� �� ����	� XH �� ���

� ����� �� �� �� ����	� Xh �� ���

� &��� .�� ������� ����������� XH

h ,
	��
��������� �� 
�������
 ��� 
� ���� L2 �� XH ���� Xh :

Xh = XH ⊕ XH
h ,

�
� ��&������� 
� ���� ��
������� B

a(u,v) = ν(∇u,∇v),

�� 
� ���� ���
������� ����%���������� B

c(u;v,w) =
1
2
((u · ∇v,w) − (u · ∇w,v)).

.��� �	���� ��� 
� ������� B
�38 6 ,��� �	 ��
����	/ /������ 7K�K8^ 7K�T8 ������� �� ������� t0 ���� ��� ��� ������
�� "�
��<�� 	
������� ����%���	� �� ���	 
�� ����	�� (Xh,Mh); ��� (uh, ph) 
� �
�����
�38 6 ,���� 9� � 5��/ -�� t ≥ t0, ������ vH ∈ XH ,wh ∈ XH

h �� ph ∈ Mh �
����
�� ���� �� 	��
� B

∀ϕ ∈ XH , (v′
H , ϕ) + a(vH + wh, ϕ) + c(vH + wh;vH , ϕ) + c(vH ;wh, ϕ) − (ph,div ϕ) = (f , ϕ),

7K�JD8

������	�� ���	���� �	���� ����

JE



=�����
� '� 5������� �	 �
���"��

∀χ ∈ XH
h , a(vH + wh, χ) + c(vH ;vH , χ) − (ph,div χ) = (f , χ), 7K�JK8

∀q ∈ Mh, (div(vH + wh), q) = 0, 7K�JC8

vH(t0) = PH(uh(t0)), 7K�JJ8

\ PH ��� 
� ����	��� ������
� ��� 
� ���� L2 ��� XH . 6��� ��� 7K�JD8 �� 7K�JK8 ���
	��
��� �� 	���� ��� 	���� ����� ��� ��� �� ����	��� ��� 
�� ���� �������

-�� u0 ∈ H2(Ω)2 ∩ V, f ∈ L2(Ω)2 ����������� �� t, �� (Xh,Mh) 	��
� ����
� ������	��
���
������ &��� ��� ��� �������
���� ����������� ����
� ��� ��� Z� ���� �� ����� �� �����
��� B

∀t ≥ t0, ‖u(t) − uh(t)‖H1(Ω) ≤ k(t)(H2 + h),

∀t > t0, ‖p(t) − ph(t)‖L2(Ω) ≤ τ(t)−1/2k(t)(H2 + h),

\ τ(t) = t − t0 �� k(t) ��� ��� ��	��� 	������ �� t ��� t > 0 7��� ������ �� u08� ������
�� �������� ����� 
������� �� 	� �	���� ��� �� 
����� �� h� ���	 h = H2, ����
��� ����
���� ��
���� �� CT�K� �� VTL� �� WTUX�

=
 ��� ����� ����������� �� 	������ ���	 
� ������ �� ���%����������5 �� "��	��%��	��

�
�� +��� WCLX ��� 
�� �������� �

�������� ����%
�������� �� �������� ���
	����� (� �����
������������ ����� A 
��������� 
������� �

������� �� 
�������� �� F 
��������� ��%
������� B

d

dt
u + νAu + F (u) = 0, u(0) = u0.

.��������� F ��� ��� �� 
� ���� F (u) = g(u) ��� ��� ��	��� g � ��
���� ���

��� ��� �� 
�
����

F (u) = g(u) + b(u) · ∇u, 7K�JT8

\ b ��� ��� ��	��� � ��
���� ��	����

��� ,�� SH �� ����	� �� ��	���� 	������� ���
������
&��� ��� ��� ���

� ����� ��� .� �	���� ��� �
�� B

�� 6 �	
��	 ,���/ +����� uH � ��
���� ���� SH � ��� ��� t ∈ [0, T ] �
���� �� 
��������
�

������� ��%
�������

d

dt
uH + νAHuH + PH(F (uH)) = 0, uH(0) = RH(u0), 7K�JE8

\ PH �� RH ��� �����	�������� 
�� ��������� �� ����	��� ������
� �� L2 �� H1
0 ��� SH .

4��� ��� ��� ���
���� 
� �)�� ������ �� PH ��� ���� 
� ������ 6."� 
��������� PH �����
��� 
� �)�� �	� 	�� 
�� ��	���� �� SH ��� � ��
���� ��	����

���

����������	����� �	���� ����

JV
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�� 6 5����
 ,���/ +����� ũ �
���� �� 
�������� �

������� 
������� B

νAũ = − d

dt
uH(T ) − F (uH(T )), 7K�JV8

\ ũ ��� ����	��� ��� ��� ���

� &�� ���������� =
 � � ��� ����
������ ����� 7K�JD8^7K�JK8 ��
7K�JE8^7K�JV8� ���� 
� ����� �������� �� 
�����	�� -- ��� ��� 
�� �������� (1.35) �� (1.36) ���
��	��
����

"��	��%��	��

� �� +��� �� ����� ����� ���� ����� F ��� �� 
� ���� (1.34)� ��� ��� H ��F%
������� ������ �� 
�� ��	���� �� SH ��� ��� �
��*��� �� ����� r ≥ 2 ��� ��� �������
����
����������� ����
� ��� 
������������ ũ ������ ��� -- ��������� 
���������� ��������

‖u(T ) − ũ‖H1(Ω) ≤ CHr+1| log(H)|.

Q���� ũ ��� ����	��� ��� ��� �
��*��� �� ����� r ��� �� ����	� �� ���

� &��� ũh ∈ Sh,

������� ‖u(T ) − ũh‖H1(Ω) ��� �� 
����� �� hr 	� ��� ���� hr = Hr+1| log(H)|. ������ �� r = 2,

�� ��� ������	� h �� H ��� 
��� ��� 
� ��
����

h = H3/2| log(H)|1/2.

,� � ���
������ 	� �	���� ��� �������� �� 6�����%,�<��� 
� ����� �� ����� 	����������� �
��� ����
���� ���� 
� ������� ���� ���� ���� VH �� 
� ����� �� ������ �� ������ ũh(T ) ∈ Vh

��

� ���

∀vh ∈ Vh, ν(∇ũh(T ),∇vh) = −(uH(T ) · ∇uH(T ),vh) − (u′
H(T ),vh) + (f(T ),vh). 7K�JS8

�!&!�  ��������	� # �� ������ �	�������� 
������

'��� 	���� ��	���� ��� ���������� 
�� �	����� � ���� ���

�� ��� 
������������ ��
(1.21)%(1.23) ��� ��� �

�� ������� ���� 
�� 	�������� ���������

I ���� 	��������	�� 
�� �	����� � ���� ���

�� ��	���� 	�%������ ���� ��� ��� ���
����� ����%
������ �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ���
����� ���	���� 6�� �

�� 
�� ������� �� �����
 ����

�� 	�������� ��������� .����� �� 
� ������ ��� ����
��
� � 	�

� ���
����� �� ���
 �� ����%
���	���� '��� 
� ����� �� ������ 
� ���
 �� ��%
������� ��� ���	������ �� ����	� �� �� ����� ���
��� ���

� ����� �� �� ��� ������	� H ���	 �� ��� �� ����� ∆t� -���� ���� 
� ����� �� �����

� ���
 �� ��� ���	������ �� ����	� ��� ��� ���

� &�� �� ��� ������	� h, ���	 
� �)�� ��� ��
������ ����� �� 
� ������� uH 	�
	�
�� � 
������ ���	�������

,������ ��� un
h � ��� 	�
	�
��� ��� ���� un

H = R(un
h), \ R ��� ��� ������	��� ��������

�� Xh ���� XH �� ��� ������ 	�%��� � 
�� �
�������� � ���� ���

���

�/$/%/� "�� 
� ���	�	 �� � �
��

.� ������� �	����� ������ ���� 
� 	������� J� ��� ������ �� �� ������ #���� �� �����
�
����
� ���� 
����
 
�� ���� ������ ���
����� 
� �)�� ��� �� ����� �� ��� ����� 
�� ���� ������

�� �� ������ .� �������
∂u
∂t

��� ����	��� ��� 
� ������� ����������
 ������ ∆t :

∂u
∂t

(tn+1) =
u(tn+1) − u(tn)

∆t
+ O(∆t). 7K�JL8

JS
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,�� ��������� ��� 	����� n ≥ 0 ��� B

,��� 1 �	����
 ���6��� ��	 ��	 1	��� 1	�����	 7 ������ (un+1
H , pn+1

H ) ∈ XH × MH ,
�
���� �� B

∀vH ∈ XH ,
1

∆t
(un+1

H − un
H ,vH) + ν(∇un+1

H ,∇vH) + (un+1
H .∇un+1

H ,vH)

+
1
2
(div un+1

H ,un+1
H .vH) − (pn+1

H ,div vH) = 〈fn+1,vH〉,
7K�JU8

∀qH ∈ MH , (qH ,divun+1
H ) = 0. 7K�TD8

,��� 2 �	����
 ��� �	�� ��	 1	��� !� 7 ������ (un+1
h , pn+1

h ) ∈ Xh × Mh, �
����
�� B

∀vh ∈ Xh,
1

∆t
(un+1

h − un
h,vh) + ν(∇un+1

h ,∇vh) + (un+1
H .∇un+1

h ,vh) − (pn+1
h ,div vh)

= 〈fn+1,vh〉,
7K�TK8

∀qh ∈ Mh, (qh,div un+1
h ) = 0. 7K�TC8

-�� n = 0, ��� �������� 
� ����� �� ����� ���	 uH = 0, �� 
� ����� �� ���	 uh = 0. -��
������ �� n � n+1, ��� ������ ��� un

H ���� (1.39) ��� ������	��� �� un
h ��� 
� ���

� ����� ���

R(un
h), �� ��� 	�
	�
�� pn+1

h , ��� �������� 
��
������� �� ��	��
��� ��� ��� �������� ��
pn+1

H � 
� ���

� &��� (�&� fn+1 ���
���� ���� (1.39) �� (1.41) ��� ��� ����������� �������� ��
f �� ����� tn+1.

�
�	(� �/$/� ������ )	� �� ��
�� �� ���������� ���� (1.39) ��� ��������- ��	
 )	��� ����
������%�-�
�)	� �2� �� ������2�
 ������%�� �� ���

�	
� .� �
���)	�� �� ����� ��� ��	���� ��������-�
=���� �� ��� ��� ������ �	�-
�)	�� �
-����-� ���� �� ��
���
 ������
�� ��	� 
����%��� � [0C]
��	
 ������%�� �	�-
�)	� �	 ���-�� ���������
�� ��� ��������-� ��	� ��	���� �	��� ���-�
���
 ��
�
���"
� -���� �� �
����� �� ��
�� �������-��
� �	 ����� n ?�	 ���	 �� n + 1@� =��� �������
	�� ��������� =#9� ���� ����� ∆t << H, ����� ��������� ��� �-�-
������� �-
�2-��

�/$/%/� "�� 
� ���	�	 ��� � �
��

'��� 	������� �����
�� ���������� 
����� �� �� ����� �� ��F� ���� 6�� ��������� ��	 7����


� 	������� T8 �� �	���� \ 	����� ����� ��� ������ ����� .� �������
∂u
∂t

��� ����	��� ��� 
�

������� ����������
 ������ O((∆t)2) B

∂u
∂t

(tn+1) =
3u(tn+1) − 4u(tn) + u(tn−1)

2∆t
+ O((∆t)2). 7K�TJ8
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,�� ��������� ��� 	����� n ≥ 1, ��� B

,��� 1 �	����
 ���6��� ��	 ��	 1	��� 1	�����	 7 ������ (un+1
H , pn+1

H ) ∈ XH × MH ,
�
���� �� B

∀vH ∈ XH ,
1

2∆t
(3un+1

H − 4un
H + un−1

H ,vH) + ν(∇un+1
H ,∇vH) + (un+1

H · ∇un+1
H ,vH)

+
1
2
(divun+1

H ,un+1
H .vH) − (pn+1

H ,divvH) = 〈fn+1,vH〉,
7K�TT8

∀qH ∈ MH , (qH ,divun+1
H ) = 0. 7K�TE8

6�� 	��
���� 	�� �������� ��� 
�� 	������� ������
�� ��������� B u0
H = 0 �� u1

H ��� ���
	�
	�
� ��� ��� �������� �� �	���� ��(�
��� ��� 	������� � 
� ���
���� �� 7K�JU8 ��� n = 0.

,�� 
� ���

� &��� � ���
��� ����� �� ���
 �� ������ ���� �� ����� B

,��� 2 �	����
 ��� �	�� ��	 1	��� !� 7 ������ (un+1
h , pn+1

h ) ∈ Xh × Mh, �
����
�� B

∀vh ∈ Xh,
1

2∆t
(3un+1

h − 4un
h + un−1

h ,vh) + ν(∇un+1
h ,∇vh) + (un+1

H · ∇un+1
h ,vh)

− (pn+1
h ,divvh) = 〈fn+1,vh〉,

7K�TV8

∀qh ∈ Mh, (qh,div un+1
h ) = 0. 7K�TS8

'� �)��� ��� 	��
���� 	�� �������� ��� 
�� 	������� ������
�� u0
h = 0 �� u1

h ��� ��� 	�
%
	�
� ��� ��� �������� �� �	���� ��(�
��� ��� 	������� � 
� ���
���� �� 7K�TK8 ��� n = 0.
#�	������ 
��
������� �� ���
���� �� 7K�TT8^7K�TS8� �
 ��� ���	������ 
� �)�� ��� 	�
�� ��
7K�JU8^7K�TC8 ���	� ���	���������

	!& '������� ��������

-�� &��� 
�� ������ ��� ����� �	� 
�� ������� �� �������� C� #��� ����������� �

��� 	���� �� 	�������� ��� ��	���� ��&���� ��� �� �������

� �� ����� ]a, b[ � ��
���� ����
�� ����	� ��	�����
 X� -
�� ���	�������� ��� ‖.‖X 
� ���� ���	��� � X > �
�� ��� ��� r�
1 ≤ r ≤ ∞, ��� ��&������ B

Lr(a, b;X) =
{

f �������
� ���� ]a, b[;
∫ b

a
‖f(t)‖r

X dt < ∞
}

,

���� �� 
� ���� B

‖f‖Lr(a,b;X) =
(∫ b

a
‖f(t)‖r

X dt

)1/r

,

JU
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���	 
�� ���&	����� �������

�� �� r = ∞. #���� �� ����	� �� 4���	� �� X ��� �� ����	� ��
4���	�� =	�� X ��� ������
����� �� ����	� �� ,�
��� ��
 ��� B

W m,r(Ω) = {v ∈ Lr(Ω); ∂kv ∈ Lr(Ω) ,∀|k| ≤ m},

\ k = (k1, k2) ��� �� 	��
� ��������� ��%��������� |k| = k1 + k2 ��

∂kv =
∂|k|v

∂xk1
1 ∂xk2

2

.

#�� ����	� ��� ���� �� 
� ����%���� B

|v|W m,r(Ω) =
[ ∑
|k|=m

∫
Ω
|∂kv|rdx

]1/r
,

�� ��� �� ����	� �� 4���	� ��� 
� ���� B

‖v‖W m,r(Ω) =
[ ∑

0≤|k|≤m

|v|rW k,r(Ω)dx
]1/r

.

Q���� r = 2, 	�� ����	� ��� 
�����	� �� 1�
���� Hm(Ω). (� �����	�
���� 
� ������ �	�
���� ��
L2(Ω) ��� ������� ��� (· , ·). '� �)��� L2(a, b;Hm(Ω)) ��� �� ����	� �� 1�
���� �� �� �����	�
���
L2(a, b;L2(Ω)) 	H�	��� ���	 L2(Ω×]a, b[). 6�� ����� ������� 
� ��&����� �� 	�� ����	�� ���
��	������ ���	 
� �)�� ������� ���� ���	 
�� ���&	����� ��������� ��� 
�� ����� ���� 
��
����	�� �� ��
��������� ,�� u = (u1,u2); �
�� ��� ���� B

‖u‖Lr(Ω) =
[∫

Ω
‖u(x)‖r dx

]1/r

,

\ ‖.‖ ��� 
� ���� ��	����

� ��	
�������� '� �)�� ��� �� ������� T �

‖T‖Lr(Ω) =
[∫

Ω
‖T (x)‖r dx

]1/r

,

\ ‖·‖ ������� 
� ���� �� 3��������

-�� ������ 
� ��
��� ��

� �� ���� ��� ��&������ B

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω); v|∂Ω = 0}

�� �� ����	� ���
 H−1(Ω). /����
�� 
�� ����	���� �� ,�
�� B �� �������� ����� ��� ���
����� ���
 1 ≤ r < ∞, �
 ������ ��� 	������� Sr ��

� ��� B

∀v ∈ H1
0 (Ω) , ‖v‖Lr(Ω) ≤ Sr|v|H1(Ω), 7K�TL8

\�
|v|H1(Ω) = ‖∇v‖L2(Ω) . 7K�TU8

Q���� r = 2� (1.48) �� ������ � 
������
��� �� -��	��� �� S2 ��� 
� 	������� �� -��	���� (�
����� �� 
������
��� �� -��	���� 
� ����%���� |.|H1(Ω) ��� ��� ���� ��� H1

0 (Ω). '��� ���� 
�
������ ��� �������� H1

0 (Ω) �� 	���� ���� �� ��� 
����
���� ��� ��&��� 
� ���� ���
� B

‖f‖H−1(Ω) = sup
v∈H1

0 (Ω)

〈f, v〉
|v|H1(Ω)

,

TD



'�D� E	��)	�� ���������

\ 〈·, ·〉 ������� 
� ���
��� ����� H−1(Ω) �� H1
0 (Ω).

'��� 
� 	�
	�
� � ���
����� ������ 
����
��� ���	��� ������� �� 
���� �� "��]�

 B

3

 �/'/� :� 8	��;���< ����	�= *����� (an)n≥0, (bn)n≥0 �� (cn)n≥0 �
��� �	���� �� ����
��
��������� *	������� )	� (cn)n≥0 ���� �������� �
���������

a0 + b0 ≤ c0,

�� )	��� �6���� 	� ����
� λ > 0 ��� )	� :

∀n ≥ 1, an + bn ≤ cn + λ
n−1∑
m=0

am. 7K�ED8

$��
� ��� �	���� �-
�2��� �� ���
�����

∀n ≥ 0, an + bn ≤ cnenλ.

�5
�	��� Z� ����� ��� ��	�����	� ���

∀n ≥ 0, an + bn ≤ cn(1 + λ)n, 7K�EK8

�� 
� 
���� ��	�
� �� 
���������� (1 + λ)n ≤ enλ. �

#� 
���� ��� ��� ������ ���	� �� �� 
���� �� "��]�

 B

3

 �/'/� :� 8	��;���= *��� k 	�� �������� ���-�
���� �� �������� �
��)	� ��
��	� �	

������
����� ]0, T [. *��� C ≥ 0 	�� ��������� �� ϕ ∈ C0([0, T ]) 	�� �������� �-
�2��� ����-�����- :

∀t ∈ [0, T ], 0 ≤ ϕ(t) ≤ C +
∫ t

0
k(s)ϕ(s)ds. 7K�EC8

$��
�� ϕ ��� ���
-� ��
 :

∀t ∈ [0, T ], ϕ(t) ≤ C exp(
∫ t

0
k(s)ds). 7K�EJ8
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������� ��� �� ������ ��� ��������
��	� ��� �� ����
�� �� �����

�	������
��� '� �
�
�������� P1− ���� /P1 (��� �� �	"��� �)����� �� �� ���(�  $

��� ')������� �� *�+����,��� P2/P1 (��� �� �	"��� �)����� ����
�� ���(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�
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=�����
� 0� /������ �	
 �� �-����� ��� -�-����� 2��� ��	
 �� �
���"�� �� *��+��

-�� 
� ���	��������� ������
�� ��� ���
���� 
� ������ ��� �
������ &���� .� ��� �� 	�
	������� ��� �� �����
�� ��� ������ 
�� ����� ��������
� �� 	���� �������

.� ������ ��� �
������ &��� 7�(38 ��� ��� ��� ��������� ��	������� ���
����� ��� 
�
���	��������� ��� �������� ��� �������� ������

�� ��� ���
����� ��� ���
 ��� �� 
� ��	�������
�� 
� ��������� �� 
� ��
���� ��	�
.�� ������� ��� �
������ &��� �� ���� 
����� ���� ����� ����� �� ���
�	����� ��� ���
�� ��	������� ��� �	� 7��� 
�������	��� �� $�+� Z��� WEVX8� (

�� ��� ���
����� ���� ��� ���
���������� ��� ��� ��� ���������	���� ���� ��� ������� ����)������ ������� .� �(3 � ���
	�N�� ��� /� #����� �� KUTJ� ���� 
��������	� �� 	���� 	��������� ��� ������ ������N�� �
	���� ������ -��� 
�� ���������� �� ��������� �������������� 
� ������ ���� 
�� ������ ED B

�� ����� ��� �������	�� ������
����� 	����� ���� 
� 
���������� ��� 	�

�� ��������� 7KUET%KUEE8�
+������ #
���� ������ M +�� 7KUEV8� .� �� �� 
� ������ � ��� ����� ��� #
��� 7KUVD8�
Z� ����� ���� Z��� WEEX� G���<��]�	; WSKX �� ���� 
�����	
� ��������	��� �� $�+� Z��� WEVX

���������� ��� 
� ����
������� �� 	���� ������ �� ���� �� ��� ��� �����������

'��� 
� ������ ��� �
������ &���� � ��� ������ 
� ���
 �� ��� ���� ����������

� ����
���� ��� ����	�� ���� 	������ -��� 
� ������ ����� ��������

����� ��� 
������������ ���
��	���� �� 	�� ����	�� ��� ��� ��	���� ��� 
� ������	��� � 	����� �
����� ����� �������
����
�� ������ �� 	�
	�
 ��� �� �
��*��� �� ��� ����� �� ������
�
.��� ���
������ ��� �
�� 	Y����� ��� 
� ������ ��� �������	�� &����� ���� �

�� �� 
� �����
�������� �� ������� ��	�
����� �������� ���
 ���� �� �������� ��% � ���%����������

��

5 !������ �/2/% *��� Ω 	� ������� �	 ����� �� �
����"
� ���%������� F�� �
����	������ �� Ω
��� 	� �������� 2�� Tη �� �
������� κ �� Ω �-
�2��� ��� �
��
�-�-� �	������� :
?�@

Ω =
⋃

κ∈Tη

κ,

?��@ ������
������� �� ��	6 -�-����� ��������� �� Tη ��� ���� ����� ���� 	� ������� ���� 	� �A�-�

Z� ��� ��� 
�� �
������ κ �� Tη ������ ��� �������� �� Ω ���� ��	�������� 	�� 
������%
��	��� ��� ���������� �� ���� �
������ ������	�� ��� �����
-�� κ ∈ Tη, ����� ηκ 
� ���� ��� �� κ �� ρκ 
� ���� ��� �� 	��	
� ���	��� ���� κ� =
 ��� �������
��� 
�����	� η �� Tη ���������� 
� ������� ��� ηκ, κ ∈ Tη.

5 !������ �/2/$ F�� ������� �� �
����	������� (Tη)η ��� ���� 
-�	��"
� ?��� =��
��� [0G]@ ����
�6���� 	�� ��������� �������� σ ���-�������� �� η ����� )	� :

∀κ ∈ Tη,
ηκ

ρκ
= σκ ≤ σ.

/����
�� ��� (κ, Pκ,Σκ) ��� �� �
����� &�� �� .������� �� Pκ ��� �� ���%����	� �� ��������
n �� C∞(κ),Σκ ��� �� ������
� �� n ����� 
�������� ������������� {ξ1, ..., ξn} ��&���� ��� ��
����	� D ⊃ Pκ, �� Σκ ��� ����
���� ��� Pκ, ���� ��� ��� (c1, ..., cn), �
 ������ �� ������ p ∈ Pκ

��
 ��� B

ξi(p) = ci, 1 ≤ i ≤ n.

TT



0�'� 9� �����-�-���� P1 − ��

� /P1 ��	
 �� ���-�� ���
�
� 	� �� �����

h k

k

���� C�K ^ (����
� ��� ��������� ρκ �� ηκ.

.�����
���	� ������ �����	��� � (κ, Pκ,Σκ) �� �������� ��������
���� πκ : D �→ Pκ ��&��
��� ��� v ����������� � D ��� B

ξi(πκ(v)) = ξi(v), 1 ≤ i ≤ n.

'������ ����� �

� ������ �� ��&��� 
�� ��	���� �� ���� ϕi, ��� 1 ≤ i ≤ n ��� B ϕi ��� 
�������
��	��� �� Pκ ��� ����&�

ξi(ϕj) = δij, 1 ≤ i, j ≤ n.

\ δ.. ������� 
� ����
� �� 5�c��	<���

Z� ����������� � 
� ���	��������� ��� �������� �� 6�����%,�<�� 7K�K8^7K�T8� �� �������� C�
��� 
� ������ ��� �
������ &���� Z� ������ ��� 	�
� �� �
������� ����� ��������������
-�� �����
�� 
� ������� ������� ��� 	������� � ���� ���	������� ���� �� ����	� �� ��	����
���	������� � 	�������� 6�� ��� �
�N�� ���� 	� ����� �� 	�� �� ��� ���
���� ������ 
�
����%�
������ 	����%�%���� ������� P1 �� ������� P1+ ��

�� �� ������� 
��
����� �� +��
�%1��
	����%�%���� ������� P1 �� ������� P2� '��� 
�� ���� 	��� 
� ������� ��� 	�������

�!	 (� ������������ P1 − ����� /P1 ���� �� ����� �)����� �� ��
�����

Z� ���� ��� 
��
����� P1/P1 7��� ������� P1 	������� ������� P1 	������8 �� ��������� ��� 
�
	������ ���%��� 7K�KV8 	�� 
�����	� �� 
� ������� ����� ��� ����; ��	�� 7� 
�����	� �� 
� �������

TE
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��� ��� ��	��8� -�� 	������� 	���� ��F	�
��� �
 ��F� ���
����� 
�����	� �� 
� �������� .����� ��
����%�
����� ��� �������� �� ����� �� 
������ � 
���������� �� 	����� �
����� κ, ��� 	�����
	������� �� 
� ��������

-
�� ���	�������� ��� κ �� ������
� �� Tη �� ������ ai, 1 ≤ i ≤ 3, �� ����� λi, 1 ≤ i ≤ 3, 
��
	������� ����	��������� ���	���� ��� ������ ai. Z� ��� bκ ∈ P3 
� ��	��� ��

� B

bκ(x) = λ1(x)λ2(x)λ3(x),

��� ������
� ��� ∂κ. �
��� ���� κ, � ����	�� 
� ������� ���� 
�����	� B

P(κ) = [P1 ⊕ V ect(bκ)]2, 7C�K8

��� ��� �� �������� 8. .�� ������ �� 
������ �� 	����� 	������� �� 
� ������� ��� B

{f �→ f(ai); 1 ≤ i ≤ 3} ∪
{

f �→ 1
|κ|

∫
κ
f(x)dx

}
,

��� �� ���
 �� L ������ �� 
������ ������� 
� ������� � ���� 	��������� (�&�� 	��� 
�
������� ��� 	������� ��� ������ ��� ������ �� 
������ ��� ��
���� ��� ������ ai :

{f �→ f(ai); 1 ≤ i ≤ 3}.

������ �
 � � �� ���
 �� KK ������ �� 
������ ���� 	����� κ ��� 
� ������� �� 
� �������� "
��%

����� ���� ��� 
� ������� �
 � � C ������ �� 
������ ���� 	����� ������
� κ, J ������ �� 
������
� 	����� ����� ��������� �� K ����� �� 
������ � 	����� ����� �� 
� ����� �� ∂Ω.

(� ������� ���	 
� ����%�
������ � 	�����

Xη =
{
vη ∈ C0(Ω)2; ∀κ ∈ Tη, vη|κ ∈ P(κ),vη|∂Ω

= 0
}

, 7C�C8

Mη =
{

qη ∈ C0(Ω); ∀κ ∈ Tη, qη|κ ∈ P1,

∫
Ω

qηdx = 0
}

. 7C�J8

.� 	������ ���%���� ��� ��� �������� ��� 	������ �� 	�������
��� ����� 	�� ���� ����	��
���	����� ��� )��� ����&��� .� 
���� �������� �Y � 3���� WCSX �� ��� ��� ���	� ���� �� 	����
��������� ���� ��� ��	������ ��� 
� ����&��� .� 	���� ��� B X �� M ��� ���� ����	�� �� 1�
����
�� b ��� ���� ��
������� �� 	������ ��� X × M.

3

 �/�/� B� �	����� )	� �� ��������� �	������ ��� �-
�2-� ���� 	�� ��������� β > 0 :

∀q ∈ M, sup
v∈X

b(v, q)
‖v‖X

≥ β ‖q‖M . 7C�T8

$��
� �� �
���"�� ����
�� �-
�2� 	�� ��������� �����	� ����
"�� ���� 	�� ��������� β� > 0, ���-�
�������� �� η,

∀qη ∈ Mη, sup
vη∈Xη

b(vη, qη)
‖vη‖Xη

≥ β� ‖qη‖Mη
7C�E8

�� �� ��	������ ���� �6���� 	� ��-
���	
 �� 
���
������ Πη ∈ L(X;Xη) �� 	�� ��������� C, ���-�
�������� �� η, ���� )	� :

∀v ∈ X, ‖Πηv‖X ≤ C ‖v‖X , 7C�V8

TV
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∀qη ∈ Mη, b(Πηv − v, qη) = 0. 7C�S8

�5
�	��� /����
�� �	� 
� ������������ ,������ ����
 ������ Πη ����&��� 7C�V8 �� 7C�S8� �
���

∀qη ∈ Mη, sup
vη∈Xη

b(vη , qη)
‖vη‖X

≥ sup
v∈X

b(Πηv, qη)
‖Πηv‖X

≥ sup
v∈X

b(v, qη)
‖Πηv‖X

≥ 1
C

sup
v∈X

b(v, qη)
‖v‖X

≥ β

C
‖qη‖M .

'�	 7C�E8 � 
��� ���	 β� = β
C .

/�	����������� ������� ��� 
� 	������ 7C�E8 ��� ����&��� Z� ��&��� 
���������
Bη ∈ L(Xη;M ′

η) ���
∀vη ∈ Xη,∀qη ∈ Mη , 〈Bηvη, qη〉 = b(vη, qη).

'���� � 
� ���� �� �� 4����̆<�%4��;;�� � ���� ��� Bη ��� �� ���������� �� V ⊥
η ��� M ′

η ��
���	 
� �)�� 	������� β� :

∀vη ∈ V ⊥
η , ‖Bηvη‖M ′

η
≥ β� ‖vη‖X .

����������� ��� v ∈ X ���
	����� =
 ������ �� ������ vη ∈ V ⊥
η ��
 ��� B

∀qη ∈ Mη, b(vη , qη) = b(v, qη),

‖vη‖X ≤ 1
β�

‖Bηvη‖M ′
η
≤ 1

β�
sup

qη∈Mη

b(v, qη)
‖qη‖M

≤ ‖b‖
β�

‖v‖X ,

\ ‖b‖ ������� 
� ���� �� 
� ���� ��
������� b�
#��� 
����
�	���� v �→ vη ��� 
�������� � ��� Πη(v) = vη ; �
�� Πη ∈ L(X;Xη) �� Πη ����&�

7C�E8 �� 7C�S8 ���	 C =
‖b‖
β�

. �

6�� �

�� ���
���� 	� 
���� ��� �������� 
� B

0� �	�
 �/�/� *����� ��� ������� Xη �� Mη �-2��� ��
 (2.2) �� (2.3) 
�������������� *� ��
������� �� �
����	������ (Tη)η>0 ��� 
-�	��"
�� �� �6���� 	�� ��������� β�� ���-�������� �� η, �����
)	� :

∀qη ∈ Mη, sup
vη∈Xη

−
∫
Ω qη(divvη)dx
|vη |H1(Ω)

≥ β� ‖qη‖L2(Ω) . 7C�L8

(� ����� ��� ������ 
� 	������ ���%��� 7C�L8� �
 ��� 	���� �� 	�������� �� ��������
������������� 
	�
 Πκ ���� 	����� κ � ������ ���� �������� �� ����
�������� Rη� �����

��������� Πκ ��� ��&�� ��� B

Πκ(v) = Rη(v) + c bκ,

TS
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\ 
� ��	���� 	������ c ��� 	���� ��� ���∫
κ
(Πκ(v) − v)dx = 0, ∀κ ∈ Tη, 7C�U8

	����%�%�����

c =
1∫

κ bκdx

∫
κ
(v − Rη(v))dx. 7C�KD8

(������ � ��&��� 
��������� �
��
 ��������
���� Πη ∈ L(H1
0 (Ω)2;Xη) ��� B

∀κ ∈ Tη, Πη(v)|κ = Πκ(v).

'��� 
� ����������� �� 
� �������� C�K�T� ��� ������ ��� 	���� 	������ 
	�
� 7C�U8
�����_�� ��� B ∫

Ω
div(Πη(v) − v)qηdx = 0, ∀qη ∈ Mη. 7C�KK8

����������� ��� ������ �� 	��� �� 
��������� �� ����
�������� Rη� #�������� ��� �����
�
�� �������� �����%
	�
 Rη ��
 ��� 	�
�� �� ,	�� �� G���� WVKX�
,� 
� �������
���� Tη ��� ����
� ��� 	�� �������� ����&� �� �������� d = 2 � 3, Rη ∈
L(W 1,p

0 (Ω);Θη)� \

Θη = {θη ∈ C0(Ω);∀κ ∈ Tη, θη|κ ∈ P1, θη|∂Ω = 0},

∀κ ∈ Tη,

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω), |Rη(v) − v|W 1,p(κ) ≤ C|v|W 1,p(∆κ), 7C�KC8

\ ∆κ ��� 
� ������ �� κ �� ��� ��� ������� ���� ��� 
�� κ′ ∈ Tη ��
� ��� κ ∩ κ′ �= ∅,

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ W 2,p(Ω), |Rη(v) − v|W 2,p(κ) ≤ Cη|v|W 2,p(∆κ), 7C�KJ8

∀v ∈ W 1,p
0 (Ω), ‖Rη(v) − v‖Lq(κ) ≤ Cη

1−d( 1
p
− 1

q
)|v|W 1,p(∆κ), 7C�KT8

��� ��� q ≥ 1 ��
 ��� W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)�

-�� �����
�� �� d = 2, p = 2 �� q = 4� 7C�KT8 �����_�� B

∀v ∈ H1
0 (Ω), ‖Rη(v) − v‖L4(κ) ≤ Cη1/2|v|H1(∆κ).

Z� ���� ������ ��� �� 
� ����

� �� �������
����� ��� ����
� ��� �
�� 	����� ∆κ � �� �������
L1 �
������ �� �� �)�� �
����� �� ���� ���������� �� ������� ���� L2 ������� ∆κ, \ L1

�� L2 ��� ��� ������� ������������ �� η.

�
�	(� �/�/% $��� �� ����6� ����-
���	
 Πη ��� )	��������� �� �� ���� )	� �� �� �	���
� �� v
��� ������	 ���� 	� �	��
� O� ���
� �� �	���
� �� Πη(v) ��� ������	 ���� 	� �	��
� Oη ��� )	�
�� �������� ���
� O �� Oη� d(O,Oη) ��� �� ���
�
� �� η. .� �3��� �� ����
�� ����
"� (2.12) )	�
���� 	� -�-���� κ,Rη(v) �� ���� ����
����
 )	� ��� ����	
� �� v ���� ∆κ, �� �� ����
�� ����
"�
(3.31) )	��� �� ��� �� � �� ��	
 �� ��

������ c bκ.

���	 	� 	��� �� Rη, ��� ���� 
� ����
��� ������� B
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 �� ���-�� ���
�
� 	� �� �����

�	��������� �/�/$ *� �� ������� �� �
����	������� Tη ��� 
-�	��"
� �� �� ����-
���	
 Πη ��� �-�
2�� ����� �������	� � ��
��
 �� ����-
���	
 Rη �� *���� �� H����� ���
� ����-
���	
 Πη ∈
L(H1

0 (Ω)2;Xη) �-2�� �������	� �-
�2� :

v ∈ H1
0 (Ω)2,∀κ ∈ Tη, |Πη(v)|H1(κ) ≤ C|v|H1(∆κ), 7C�KE8

���� 	�� ��������� C ���-�������� �� η �� �� κ� <� ��	�� �� � ��	�	
� (2.11) :

∀qη ∈ Mη,

∫
Ω

qη div(Πη(v) − v)dx = 0.

�5
�	��� 6�� ��������� ���� 	��� qη ∈ H1(Ω) �� Πη(v) − v ∈ H1
0 (Ω)2,

−
∫

Ω
qη div(Πη(v) − v)dx =

∫
Ω
∇qη.(Πη(v) − v)dx

=
∑
κ∈Tη

∫
κ
∇qη · (Πη(v) − v)dx

= 0,

	��� ���� 	����� κ,∇qη ∈ P2
0.

-�� ������ 7C�KE8� � �� ������� |Πη(v) − v|H1(κ). "�2	� �� ������ �� bκ, � � B

|Πη(v) − v|H1(κ) ≤ |Rη(v) − v|H1(κ) + ‖c‖ |bκ|H1(κ).

'���� ����� � �
|bκ|H1(κ) ≤ Ĉ1|det(Bκ)|1/2

∥∥B−1
κ

∥∥ |λ̂1λ̂2λ̂3|H1(bκ)

≤ Ĉ2|det(Bκ)|1/2
∥∥B−1

κ

∥∥ ,

	�� |λ̂1λ̂2λ̂3|H1(bκ) ��� ��� 	������� ��� �� ������ ��� �� κ̂. '������ �����

‖c‖ =
1∫

κ bκdx

∥∥∥∥∫
κ
(v − Rη(v))dx

∥∥∥∥ =
|κ̂|

|κ|
∫

bκ λ̂1λ̂2λ̂3dx̂

∥∥∥∥∫
κ
(v − Rη(v))dx

∥∥∥∥
≤ |κ̂|

|κ|
∫

bκ λ̂1λ̂2λ̂3dx̂
|κ|1/2

(∫
κ
‖v − Rη(v)‖2 dx

)1/2

≤ Ĉ3
1

|κ|1/2
‖v − Rηv‖L2(κ) .

'�	
‖c‖ |bκ|H1(κ) ≤ Ĉ4

∥∥B−1
κ

∥∥ ‖v − Rη(v)‖L2(κ) ,

�� ��2	� � 
� ����
����� �� Tη� ��� ���� B

|Πη(v) − v|H1(κ) ≤ |Rη(v) − v|H1(κ) +
Ĉ5

ρκ
‖v − Rη(v)‖L2(κ) ≤ Ĉ6|v|H1(∆κ).�

����������� ��� ����� �������� 
� ���� �� C�K�C B

TU
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�5
�	�� �	 ���� �� C�K�C� .� ����
����� �� Tη �� 7C�KE8 �����_���� ��� Πη ����&� 7C�V8 ����
X = H1

0 (Ω)2. 6�� ���� �� ��� Πη ����&� 7C�KK8� (�&�� 
� 	������ 7C�T8 ��� ����&�� B

∀q ∈ L2
0(Ω), sup

v∈H1
0 (Ω)2

−
∫
Ω q(divv)dx
|v|H1(Ω)

≥ β ‖q‖L2(Ω) .

'�	 ����� 
�� ����� ��� �� 
���� C�K�K ��� ����&��� > ��	 7C�L8 ��� ����&��� �

,� ��� ����	��� V ��� B

Vη = {vη ∈ Xη ; ∀qη ∈ Mη,

∫
Ω

qη divvηdx = 0}, 7C�KV8

�
�� Πη ∈ L(V ;Vη).

!������ -������
P1 e `��

�` P1

���� C�C ^ /������������ �� ����%�
������ 
��
����� &�� P1−��

� /P1� .�� ������ �� 
������ ��

� ������� &������ ���� 
� ����� �� 	
���� Q��
���� ������� �� 
� ��	��� ��

� ��� ����������
.�� ������ �� 
������ �� 
� ������� &������ ���� 
� ����� �� 	
����

�
�	(� �/�/' 9���-� ��	������
 ��� ��������� �	���� � -�- ���
��	��� ��
 =
�	8��6 �� /����
�
[04]� 9�����%�� �	 �����-�-���� P1��	��� /P1 ��� �	� � $
����� I
�88�� �� #�
��� [C].

�
�	(� �/�/& B� ��	� 
�������
 �� ��	���� ��
 	�� �������� �	��� �	
 ∂κ �J�� ��
 ��
�
���	6 �	
 �
��� �
������� ����
��� � ���)	� κ �����	 �� �������� ���	���� ��
 ��� ����
� ?��� #���
2.3@ K �� ������� ��� � ��� 
-�	����� �� �����
������

#��� Mη 	������ ��� 
�� �
��*��� �� ����� ;�� ���� 	����� κ� � ���� ����&��� ��	�%

����� 
��������� �� ,	�� �� G���� ��� ����
 ����������� � L(L2

0(Ω);Mη)� ����%
� rη� �
��
��� ��� ����� ���
 s ∈ [0, 1], � � B

∀q ∈ Hs(Ω) ∩ L2
0(Ω), ‖rη(q) − q‖L2(Ω) ≤ Cηs|q|Hs(Ω). 7C�KS8

ED
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Vitesse Pression

���� C�J ^ 9� ����� �
����� &�� P1−��

� /P1�

�
�	(� �/�/� ������ )	� Vη ����� ��� 	� ��	�������� �� V, ��
 Mη �� �������� ��� ����8 ��
��������� ��	
 ������
 �� ����
����� �	����

�!� ()������� �� *+����,��� P2/P1 ���� �� ����� �)����� ����
�� �����

Z� 	���� �� ���������� ��� ����������� �
�� ���	��� �� 
� �������� Z� ������ ������
��� 
� ������ ��� �
����
 �� ��� 
� ����

� �� �������
����� (Tη)η>0 ��� ����
� ��� Z� �����

������������ P1 	������ ��� 
� �������� ���� ��� ����	��� 
� ������� ��� ��� �
��*���
�� P2. 6�� ���
���� ��	 
��
����� &�� �� +��
�%1�� Z� ��&��� �
�� B

Xη =
{
vη ∈ C0(Ω)2; ∀κ ∈ Tη, vη|κ ∈ P2,vη|∂Ω

= 0
}

, 7C�KL8

Mη =
{

qη ∈ C0(Ω); ∀κ ∈ Tη, qη|κ ∈ P1,

∫
Ω

qηdx = 0
}

. 7C�KU8

������ ��� 	�� ����	�� ������������� �������� 
� 	������ ���%���� #��������� ������
�� �������� �������������� ����� Pη ∈ L(H1

0 (Ω)2;Xη) ��� ����&� B

∀v ∈ H1
0 (Ω)2,∀κ ∈ Tη

∫
κ
div(v − Pη(v))dx = 0, 7C�CD8

����� ������ �������� ������������� ���� H1
0 (Ω) B

∀κ ∈ Tη, ∀v ∈ H1
0 (Ω), |v − Pη(v)|Hl(κ) ≤ Cσl

κh1−l
κ |v|H1(∆κ), 7C�CK8

\ l = 0 � 1� -�� ��&��� Pη� ��������� ��� ��� ��� 	����� 	*�� f �� κ, � � B∫
f
(v − Pη(v))ds = 0,

EK
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�
�� Pη ����&� 7C�CD8� '�	� �
 ��F� ��� B∫
f

Pη(v)ds =
∫

f
vds. 7C�CC8

Z� � ������ ����
 ��� �����
� �� 	�������� 
��������� Rη �� ,	�� �� G���� ��� ��� 7C�CC8
��� ����&��� '�	 �
 ��F� �� ������� Pη = Rη �� ���� 	� 	��� � � �� �
�� 7C�CK8� -�� ��&���
Pη(v)� � � ����� ��� ��
���� �� v ���� ��� ����� �
�� ������ ��� κ 	�� v ����� ��� 	�������
�� �����	�
��� ��� ������ �� κ.

.� 	������ 7C�CD8 ��� ������ �� ��� ����������� � 
�����	� B

X̃η = {vη ∈ Xη;∀κ ∈ Tη,

∫
κ
divvηdx = 0},

�� �� 
�� ���	��� 
�����	� ��� �������� ���	� ��� � ������ ��

� ���� κ B

M̃η = {τ(qη); qη ∈ Mη}, \ ∀κ ∈ Tη, τη(qη)|κ = qη −
1
|κ|

∫
κ
qηdx.

!������ -������
P2 P1

���� C�T ^ /������������ �� 
��
����� &�� P2/P1�

����������� ��� {ai; 1 ≤ i ≤ N} 
�������
� ��� ������ �� Tη ���-
��	
� � Ω �� ��� Ωi 
���%
����
� ��� �
������ κ �� Tη ��� �� �� 	���� 
� ����� ai. Z� 
�� ����

� ��	��%�
�������
Z� ���� ������ ������ �� ���%������
� ��� {ai}� ����� ���������� �� 1 � R� ��
 ��� B

Ω =
R⋃

i=1

Ωi.

�� ������ � ���� ������� R = N, 
� ����� ��� ������ �����������

Z� ���� ���	�� ��� 	������ ���%��� ��� 	����� Ωi. -�� 	�
�� � ��&��� 
�� ����	�� 
	���

EC
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�������� ��� Ωi B

X̃η(Ωi) = {vη ∈ X̃η; ������(vη) ⊂ Ωi} ⊂ H1
0 (Ωi)2,

M̃η(Ωi) = {q̃η|Ωi ; q̃η ∈ M̃η} ⊂ L2
0(Ωi),

Ṽη(Ωi) = {vη ∈ X̃η(Ωi);∀qη ∈ M̃η(Ωi),
∫

Ωi

qη divvηdx = 0},

Ṽ ⊥
η (Ωi) = {vη ∈ X̃η(Ωi);∀wη ∈ Ṽη(Ωi),

∫
Ωi

∇vη : ∇wηdx = 0}.

,�� 	�� ����	�� 
	���� � ��&��� 
� 	������ ���%��� 
	�
� �������� B �
 ������ ��� 	�������
λ� > 0� ������������ �� η� ��

� ��� ��� 1 ≤ i ≤ R,

inf
qη∈M̃η(Ωi)

sup
vη∈X̃η(Ωi)

−
∫

Ωi

qη divvηdx

|vη|H1(Ωi) ‖qη‖L2(Ωi)

≥ λ�. 7C�CJ8

.�������
� {Ωi; 1 ≤ i ≤ k} ����� ��� ��	����� ��� �������� �� Ω� Z� �� ������ ��� ��������
�� Ω �� 
� ��N� �������� B � 	����� Ωi, � ���	�� ∆i ����� B

∆1 = Ω1, ∆2 = ������ ��� κ ∈ Ω2 ��
� ��� κ �∈ ∆1,

7�������

����� ∆2 = � 0). -�� ��	�����	�� ��� 	���������

∆k+1 = ������ ��� κ ∈ Ωk+1 ��
� ��� κ �∈ ∪k
j=1∆j,

7�������

������ ∆k+1 = � 0).

/�������� ��� Ω = ∪R
i=1∆i,

∆k = {κ ∈ Ωk; κ �∈ ∆j , k �= j} �� ∆k ∩ ∆j = � 0, ∀j �= k.

,� 
� 	������ 7C�CJ8 ��� ����&�� ��� ��� 
�� ��	��%�
������� �
�� � 	������� �� ��������
Πη �� 	�������� Pη ����� B

Πη(v) = Pη(v) + cη(v),

\

cη(v) =
R∑

i=1

cη,i(v),

�� cη,i(v) ∈ Ṽ ⊥
η (Ωi), ��
���� ��� ;�� ��� �� Ωi� ��� �
���� �� B

∀qη ∈ M̃η(Ωi),
∫

Ωi

qη div cη,i(v)dx =
∫

∆i

qη div(v − Pη(v))dx. 7C�CT8

.��������	� �� 
����	��� �� cη,i(v) ∈ Ṽ ⊥
η (Ωi) ��� ������� ��� 7C�CJ8 �� � � B

|cη,i(v)|H1(Ωi) ≤
1
λ�

‖div(v − Pη(v))‖L2(∆i)
. 7C�CE8

EJ
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/�������� ��� �� ∆i ��� ����� �
�� cη,i(v) = 0.

=
 ��� 	
��� ��� cη(v) ∈ X̃η �� �
 ������ ��� 	������� C ��

� ��� B

|cη(v)|2H1(Ω) ≤
C

λ�
‖div(v − Pηv)‖2

L2(Ω) .

(� ����� 	��� Ω = ∪R
i=1Ωi,

|cη(v)|2H1(Ω) ≤
R∑

i=1

|cη(v)|2H1(Ωi)
≤

R∑
i=1

⎛⎝ R∑
j=1

|cη,j(v)|H1(Ωi)

⎞⎠2

.

#��� Tη ��� ����
� ��� 
� ����� ������	�� j ��
� ��� Ωj ∩Ωi �= ∅ ��� ���� ��� ��� 	��������
���� L� ������������ �� η, i �� j� '�	� ��� 
������
��� �� #��	��%,	�]��;�

|cη(v)|2H1(Ω) ≤
R∑

i=1

L

R∑
j=1

|cη,j(v)|2H1(Ωi)
≤

R∑
i=1

L

R∑
j=1

Ωi∩Ωj �=∅

|cη,j(v)|2H1(Ωi∩Ωj)

�� ���� 
� ���� ����������� �
 � � �� �
�� L ������� �
��� ����� � 7C�CE8�

|cη(v)|2H1(Ω) ≤ L
R∑

i=1

1
λ�

R∑
j=1

Ωi∩Ωj �=∅

‖div(v − Pηv)‖2
L2(∆j)

≤ L2
R∑

i=1

1
λ�

‖div(v − Pηv)‖2
L2(∆i)

≤ L2

λ�
‖div(v − Pηv)‖2

L2(Ω) ,

7C�CV8

��\ 
� ����
��� ���	 C = L2.
=
 ���� ����&�� ����� ��� B

∀qη ∈ M̃η ,

∫
Ω

qη div cη(v)dx =
∫

Ω
qη div(v − Pη(v))dx. 7C�CS8

(� ����� ��� ���� B∫
Ω

qη div cη(v)dx =
∫

Ω
qη div(

R∑
i=1

cη,i(v))dx

=
R∑

i=1

∫
Ωi

qη div cη,i(v)dx ��2	� �� ������ �� cη,i(v)

=
R∑

i=1

∫
∆i

qη div(v − Pη(v))dx ��� (2.24)

=
∫

Ω
qη div(v − Pη(v))dx.

'� �
��� 7C�CK8 �� 7C�CV8 �����_���� ��� B

|cη(v)|H1(Ω) ≤
L√
λ�

|v|H1(Ω), 7C�CL8
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���	 ��� 	������� C ��� �� ������ ��� �� η� (�&�� Πη(v) ����&� 7C�S8� (� ����� ��� qη ∈ Mη

���	���� ���� 	����� κ�

qη = q̃η +
1
|κ|

∫
κ
qηdx,

���	 q̃η ∈ M̃η� '���� ����� 7C�CS8 �����_�� ��� B∫
Ω

q̃η div(v − Πη(v))dx = 0,

�� ������� ����� ����� � 
� 	��� �� Pη �� X̃η , � �� ���� 	����� κ�∫
κ
div(v − Pη(v))dx = 0,

∫
κ
div cη(v)dx = 0.

-�� 	����� i, 
����
�	���� v �→ cη,i(v) ��&��� ��� 7C�CT8 ��� 
������� 	�� cη,i(v) ��� ���������
�� ���� �� ������ �� 
� ��	�� ������ �� 7C�CT8 ������ 
����������� �� v� '�	 � � ����
Πη ∈ L(H1

0 (Ω)d;Xη), �� ����� � 7C�CK8 �� 7C�CL8� � � B

|Πη(v)|H1(Ω) ≤ |Pη(v)|H1(Ω) + |cη(v)|H1(Ω) ≤ C|v|H1(Ω),

���	 ��� ����� 	������� C ��� ������ �� λ� ���� ��� �� η� (� 	�	
����� Πη ����&� 7C�V8 ��
7C�S8 �� 
� 
���� C�K�K ���
���� 
� 	������ ���%����

"����
� �� /������ �� ������� 
� 	������ 
	�
� 7C�CJ8� WJKX� �� ��� 
� ���������� �	�
��� ��	� �� 	
�����

,�� J 
� ����� ���
������ κ �� Ωi �� �������� 
�� ���	 �� ����	� j = 0, ..., J ��
� ���
κj ��� ����	��� � κj−1 �� κj+1 �� κ0 = κJ � 	��� ���� 
� &���� C�E�
#����%�%����

Ωi = ∪J
j=1κj .

6�� ���� ��� κ′
j 
� 	*�� 	���� � κj �� κj+1, ��� αj �� ��
��� �� ai 
� ����� 	���� �

��� 
�� κj ���� Ωi. Z� ���	�� � Ωi 
��
����� �� �������	� B

Ω̂ = ∪J
j=1κ̂j ,

� ������� 
� ��	��� 	������� �F�� ��� ��	���� Fi ��&��� ��� B

Fi(κ̂j) = κj , Fi(x̂) = Bj x̂ + bj, ∀x̂ ∈ κj .

#��� 
� �������
���� ��� ����
� ��� �
 ������ ��� 	������� I ������������ �� i ��

� ��� J ≤ I,
�� ��� 	�������� �
 ������ �� ������� I ��������� ������
�� �� �������	� Ω̂.

,���� qη ∈ M̃η(Ωi) �� vη ��� ��	��� �� X̃η(Ωi) ��� ��������� vη(ai) = 0. #��� vη ������
�
��� ∂Ωi �� qη ∈ H1(Ωi), � � B∫

Ωi

divvη · qηdx = −
J∑

j=1

∫
κj

vη · ∇qηdx.

6��� ��� 	����� 	������� v �� vη ��� �� �
��*�� �� P2 ��� κj ��� ������
� ��� 
�� ������
�� κj . -�� 	��������� � � 
� ����
� �� ���������� �������� B∫

κj

vdx =
|κj |
3

{v(αj) + v(αj−1)}.

EE
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J=8

���� C�E ^ (�����
� Ωi ��� �
������ κ �� Tη.

#��� ∇qη ��� 	������ ��� 	����� κj 7������� ∇qη|κj = gj8� 
� ����
� �� ����������
�����_�� ��� B ∫

Ωi

div vη · qηdx = −1
3

J∑
j=1

|κj |{v(αj) + v(αj−1)} · gj . 7C�CU8

/�������� ����� ��� ∂qη/∂τ ��� 	����� ��� ����� ��� �����%�
������� 	� ��� ��� ��� �� �
����� 
� 	���

v(αj) = −(gj · tj)tj = −(gj+1 · tj)tj ,

���	 tj ��� 
� ��	���� �������� ��������� � Ωi� � κ′
j . 6�� ���� ��	∫

Ωi

divvη · qηdx =
1
3

J∑
j=1

|κj |{(gj · tj)2 + (gj · tj−1)2}.

'���� � 4���s̆<� �� �
� WKDX� g · t ��� 	������� ��� ������������ �F��� �� � � B∫
Ωi

divvη · qηdx =
1
3

J∑
j=1

|κj |{(ĝj · t̂j)2 + (ĝj · t̂j−1)2}.

#����� {t̂j−1, t̂j} ��� ��� ���� ��� 
�����	� �� �������	�� .����
�	���� g �→ {(g·t̂j−1)2+(g·t̂j)2}1/2

��� ������
���� � 
� ���� ��	
������� ��� 
�����	� �� �������	�� '�\� �� ���

|q̂|2H1(bκj)
= |κ̂j | ‖ĝj‖2 ,

�
 ������ ��� 	������� Ĉ1 > 0 ��

� ��� B∫
Ωi

divvη · qηdx ≥ Ĉ1

J∑
j=1

|κj ||q̂|2H1(bκj)
. 7C�JD8

EV
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����������� ��� ���� ���� 	*��� ����� � 
� ��&����� �� vη ,

‖vη‖2
L2(κj)

≤ Ĉ2|κj |{‖v(αj−1)‖2 + ‖v(αj)‖2}
≤ Ĉ3|κj |[ηκj |q̂|H1(cκj)]

2.
7C�JK8

'��� ����� 	*��� ��� ����

|vη|2H1(κj)
≤ Ĉ4[

∥∥∥B−1
j

∥∥∥ ‖vη‖L2(κj)
]2

≤ Ĉ5|κj |[σκj |q̂|H1(cκj)]
2.

7C�JC8

'���� � 7C�JD8� 7C�JC8 �� 
� ����
����� �� Tη, � �∫
Ωi

divvη · qηdx ≥ Ĉ6(1/σ)|vη |H1(Ωi)

{ J∑
j=1

|κj ||q̂|2H1(bκj)

}1/2
. 7C�JJ8

=
 ����� ��	 � �������� ��� B{ J∑
j=1

|κj ||q̂|2H1(bκj)

}1/2
≥ Ĉ ‖q‖L2(Ωi)

, ∀q ∈ H1(Ωi) ∩ L2
0(Ωi).

/���
�N�� q ∈ H1(Ωi) ∩ L2
0(Ωi) ��� q ���	

q̂ = q̂ − 1

|Ω̂|

∫
bΩ

q̂dx̂.

������ q �� q ��� ���� ��� ��� 	������� �� � � B

‖q‖L2(Ωi)
= inf

c∈R

‖q + c‖L2(Ωi)
≤ ‖q‖L2(Ωi)

.

�����

‖q‖2
L2(Ωi)

=
J∑

j=1

|κj |
∥∥∥q̂∥∥∥2

L2(κj)

≤ Ĉ7 sup
1≤j≤J

(η2
κj

)|q̂|2
H1(bΩ)

���	 q̂ ∈ H1(Ω̂) ∩ L2
0(Ω̂).

≤ Ĉ8

{
sup

1≤j≤J
(η2

κj
)
/

inf
1≤j≤J

(ρ2
κj

)

}
J∑

j=1

|κj ||q̂|2H1(bκj)
.

-�� 	�������� ⎧⎨⎩
J∑

j=1

|κj ||q̂|2H1(bκj)

⎫⎬⎭
1/2

≥ (Ĉ9/σi) ‖q‖L2(Ωi)
, 7C�JT8

���	
σi = sup

1≤j≤J
(ηκj )

/
inf

1≤j≤J
(ρκj ).

������ 7C�CJ8 ��	�
� �� 	� ��� ���	 �� �� �� 
� �������
���� Tη 7	�� WKJX8� � � B

σi ≤ Ĉσ. 7C�JE8

�
'� 
� 	������ ���%��� 
	�
� 7C�CJ8 ��	�
� 
� 	������ �
��
� 7C�L8� -�� 
� ����������� ��

� 	������ ���%��� �
��
�� ��� ������� 
� 
�	���� � WVVX�
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�
�	(� �/�/� 9�� �-����� �� �� �����
	����� �� �� �-�����
����� �� �� ��������� �����	� ���
���� � -�- ���
��	��� ��
 1� I�
�����
 �� B� 5�
�����	 ['0] ��	
 -�����
 	�� ��
�� ������ �� ��
��������� �����	� (2.8). 9� �-�����
����� ��� ������ ���� ����	� ��
 �� �
������� �	
 	� �������
�� 
-�-
���� �������	- �� ��	���	
� �
������� �� 
-�-
���� � �� ����� ��	� ��	� �
������ �� 
-�-�

����� 9� ����� �
	���� �� �� �
�	�� ��� �� ����6 ��
���	���
 �� v �	6 ������ �����	6 ��� ��������
���-
��	
��

�
�	(� �/�/� ���
� -�	�� 
����� �	
 ��	���������� �� ��	6 �%��� ��-�-����� 2��� ������	� :
�� �����-�-���� �� ��-�-���� 2�� �� !�%��
�L���� �� ��
��� ���-
������ �� ���
 �� )	� �� �����
���� �� ��� �� ��	���������� ���	�
�� �%��� ��-�-������2��� ����� ��
 �6������ ��� -�-����� 2���
���������	�� ��-�-���� 2�� �� =
�	8��6�/����
�� ������

EL



������ ������ �� �� �����

EU





�����	� �

����
�� 	���	�	�� ������ ��

�	������
��� �������	�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -�

��� .������
�� �� �� /���
0�� 1��(� �� �	"��� # ���� ��
���� � � � -�

����� !����� ��  ��� �� ��� ���� �� "�#������$�� � � � � � � � � � � � � %�

����� &���'��� ��������� �������� ���� �� ��� ���� �� ���$�� � � � � � ��

������� !������� �� ������ L∞(0, T ; L2(Ω)2) �� L2(0, T ; H1(Ω)2) ��

������� �������� �� �����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� !����� �� ����� L2(Ω×]0, T [)2 � � � � � � � � � � � � � � � �%

������� !������� �������� �� �� �
�#
� �� ����� � � � � � � � � � ��

����� ��������� ��� �
������� ��� 
'������ �� "�#������$�� � � � � � � ��

������� ��������� �� ���������� �� �����
 � �� ����� ���� ��

�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� (
������ �� ��������#������� ) ����� ���� ������
��� � �*

����� +�� �������� ���� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�

��� .������
�� �� �� 2���
0�� ��(� �� �	"��� # ���� ��
���� � � � ���

����� !������� �� �� #����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-�

����� !������� �� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-%

VK
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.����	��� �� 	� 	������� ��� ��������� 
������� ��� 
� ������� �� 
� �������� �
���� �� ��%
�
 �� � ���� ���

�� ������ �� �� ����� 7K�JU8^7K�TC8� .� 	�
	�
 �� 	���� ��������� ��������
��	������ �
������� 	�
	�
� ��������������� 6�� ��	���� �� 
� ���� �� ��������� Z� 	����	�
��� ������� ��� ��������� �� 
� �
���� �� 
� ����� �� ����� 	����%�%���� 
� �
���� �� �	����
��%
������� ���
� ��� 
� ���

� ����� ��� #���� ��������� �� ���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<��
��� ����
�� ���� 
� ��	��� J�C�K�
.� ������� ���������
� ���� 
����
��� �� 
��
������� � ���� ���

�� ��� ������
�� ��� ������%
��� �������� ������ ���� �� ����	� �� �� ����� �� 
� ������� �� ���
 �� �� ,�<�� ��
����
7J�KD8^7J�KJ8 ���� L2(Ω×]0, T [)2. #�	� �� ���� �� ���� ���� �������� �� ���
���� Z� � �����
����� ��������� 
������� �� 
� ������� �� 7J�KD8^7J�KJ8 ���� L∞(0, T ;H1(Ω)2), 	� ��� �� ���� ��
�)�� ����� ��� 
������� ��� 
� ������� ����������
 ���� L2(Ω×]0, T [)2. =
 ���� ����� ������� 
���%
���� �� 
� ������� �� ����� �� 
� �
���� �� ���
 �� �� ,�<�� �� 	�	� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2�
(�&�� ��� ������ �� ���
 �� �� ,�<�� � 	�
�� �� 6�����%,�<��� � ��	���� 
�������
u(tn)− un

η �� ���� 	����������� 
���� 
������� u(tn) − vn
η �� 
������ ��%
������� vn

η − un
η � -
��

���	��������� 
� ����
��� ����	���
� ��� ��� 	�
�� �� 	�
	�
 �� 
������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2,
���� ���
���� � 
� 	��������� 
������� u(tn) − vn

η \ vn
η ��� 
� �
���� �� �	���� ����
�����

7J�KT8^7J�KV8 ���	 ��� ��	�� ������ g = f − u · ∇u. -��� �
 ��� 	��
��� ��� �� ����
��� ��
�����	�������	� ���
���� � 
� 	��������� ��%
������� vn

η − un
η B ��� ��������� ��� �����

��� vn
η ��� �� � ��	�� �� un

η � 9�� ��� 
�� ���������� �������� ��� 
� ������� �� 
� ���

� ����� ��
	�
	�
���� � ����� ����
�� ��� ��������� �������� �� 
� ������� ������ ��� 
� ���

� ����� ���
(�&�� ��� ���
���� 
�� ����
���� ���	������ ���	 η = H ��� ����� ����
�� 
������� ��� 
�
������� �� 
� ����� �� ����� ����� ��� 
������� ��� 
� ������� p(tn) − pn

h.

-�� ����
�&��� ��� ������ ������ 
����
��� �� �	���� 7K�JU8^7K�TD8 ��� 0 ≤ n ≤ N ��
������� 	�

� �� 7K�TK8^7K�TC8 ��� 0 ≤ n ≤ N, ���� ����� 	���� �� ���� ����� �������� 
�� ����
������ ��� �����	�
���� 	� ��� ������ ��� ����
���� �
�� ���	�� ��� 	��� ����	�� ��� 
����
����
=	� ������ ��� ����
�&��� ��� �������� 
� ����� ��� �� ���	��������� ��� η.

�!� ���������� �� � ����� �� -��� �� ����� % ���� �������

�!�!� )����� 
� ��� 
� ��	���� 
� *�����'��	+��

'��� 	���� ��	���� ��� ����
����� ��� ��������� �� 
������� ��� �������� �� 6�����^,�<��
�� ����� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2)� =	�� Xη �� Mη ��� 
�� ����	�� ��&��� ��� 7C�C8
�� 7C�J8� ����	��� f(tn+1) ��� 
� ������ B

fn+1(x) =
1

∆t

∫ tn+1

tn
f(x, t)dt, ���� x ∈ Ω. 7J�K8

'��� 
� ����� �� 	� 	�������� ��� ���
���� 
� ����
� ���� 	���� �������� B

∀u,v,w ∈ H1
0 (Ω)d, d = 2, 3∫

Ω
(w · ∇u) · vdx +

1
2

∫
Ω

div w(u · v)dx = −
∫

Ω
(w · ∇v) · udx − 1

2

∫
Ω

divw(u · v)dx.

VC
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Z� �� ������∣∣∣ ∫
Ω
(w · ∇u) · vdx +

1
2

∫
Ω

div w(u · v)dx
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫

Ω
(w · ∇v) · udx

∣∣∣+ 1
2

∣∣∣ ∫
Ω

divw(u · v)dx
∣∣∣

�� � ������ ���������� 	�� ���� �������

�
�	(� %/�/� <��� �� �	��� �� �� ������
�� ���� �� ��� �; �� �� ��
 �6������

‖vm
h ‖2

L2(Ω) +
m−1∑
n=0

∥∥vn+1
h − vn

h

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω) ≤ C1 + C2

m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

h

∥∥2

L2(Ω)
,

�� -�
���
‖vm

h ‖L2(Ω) ≤
∥∥vm

h − vm−1
h

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥vm−1

h

∥∥
L2(Ω)

,

���;
C2∆t ‖vm

h ‖2
L2(Ω) ≤ 2C2∆t

∥∥vm
h − vm−1

h

∥∥2

L2(Ω)
+ 2C2∆t

∥∥vm−1
h

∥∥2

L2(Ω)
.

B� �	����� )	� ∆t ��� ����8 ����� ��	
 )	� 2C2∆t ≤ 1 ?��
 �6�����@�
�� 
���� ����

‖vm
h ‖2

L2(Ω) +
m−2∑
n=0

∥∥vn+1
h − vn

h

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω) ≤ C1 + 3C2

m−1∑
n=1

∆t ‖vn
h‖2

L2(Ω) ,

�� �� �����)	� �� ����� �� �
��,��� ������)	� ?����� 1.5.1@�
B� ��	� �	��� ��
��
 �� ��
��

∥∥vm
h − vm−1

h

∥∥2

L2(Ω)
�	������- ��
 	� �����	
 α < 1, �� �
����� ∆t

	� ��	 ��	� ������

.� ����� �� ��������� �������� ��� ����� ��� 
� B

0� �	�
 %/�/� $ ���)	� ��� �� ������ (1.39)7(1.40) ����� 	�� ���	���� un+1
η )	� ��� 	��)	�

�� ∆t ��� �	J������� ������
*�	� ��� �%����"��� u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)2) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)2),u′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)2) �� p ∈

L2(0, T ;H1(Ω)), �� �6���� ��� ���������� α, β,C �� k0 > 0� )	� �-������� �� u,u′, p, ν� ����
���-��������� �� η �� ∆t, ������ )	� �� ���	���� ��� -)	������ (1.39)7(1.40) ��������� ������������
��	
 ∆t ≤ k0 :

sup
0≤n≤N

∥∥un
η − Pηu(tn)

∥∥2

L2(Ω)
+

N−1∑
n=0

∥∥∥(un+1
η − Pηu(tn+1)) − (un

η − Pηu(tn))
∥∥∥2

L2(Ω)

+
ν

2

N−1∑
n=0

∆t|un+1
η − Pηu(tn+1)|2H1(Ω) ≤ eCT

(
αη2 + β(∆t)2

)
. 7J�C8

�5
�	��� .� ����������� ����� ��� ������
� ���� ��� 
� ����� �� �����
 ���� �� ��	�
��������������� 6�� ��	���� �� T ������ B

VJ
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(���� �
-�������
�� .��������	� ����� �
���� ��	�
� ��	�
����� �� 
������������� �� ����� ��%

������� �� �� ���� �� �� ���� &�� �� 4��]��� .����	��� ��� ∆t ����; ����� ��	�
� �� 
����
�� "��]�

� ���
���� ���	 
� �������� J�C�K�

(���� '� /�������� ��� 
��������� ������������� Pη ��&�� ���� WJDX ���������
(Pη(u))′ = Pη(u′). (� ������� 
� ������ �	�
���� �� (1.1) ��� ��� ��	��� ���� vη ∈ Vη �� ��
��������� 
�������� ����� tn �� tn+1� ��� ������� �� ����� ��� divu(t) = 0,

1
∆t

(u(tn+1) − u(tn),vη) +
ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇u(t),∇vη)dt − 1

∆t

∫ tn+1

tn
(p(t),div vη)dt

=
1

∆t

∫ tn+1

tn
(f(t),vη)dt − 1

∆t

∫ tn+1

tn
(u(t).∇u( t),vη)dt − 1

2∆t

∫ tn+1

tn
(div u(t)u(t),vη)dt.

.� �������	� ����� 	���� ����� �� ������� �� (1.39) ��� ���� B

1
∆t

(
(un+1

η − u(tn+1)) − (un
η − u(tn)),vη

)
+

ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇(un+1

η − u(t)),∇vη)dt

−(pn+1
η ,divvη) +

1
∆t

∫ tn+1

tn
(p(t),div vη)dt

=
1

∆t

∫ tn+1

tn

(
u(t).∇u(t) +

1
2

divu(t)u(t),vη

)
dt −

(
un+1

η .∇un+1
η +

1
2

divun+1
η un+1

η ,vη

)
.

#��� vη ∈ Vη, 
� ����� (pn+1
η ,div vη) ������
�� (� �������� Pηu(tn+1) ���� 
�� ���� ��������

������ �� 
����
���� �� 	��������� 	��� ��	��� ���� vη = vn+1
η = un+1

η − Pηu(tn+1) ∈ Vη,
�� ���������� ��� (rηp(t),div vn+1

η ) = 0 �� �� ��
���
���� 
�������� ��� 
� ��� �� ������ ���
������ B

(vn+1
η −vn

η ,vn+1
η )+ν

∫ tn+1

tn

∥∥∇vn+1
η

∥∥2

L2(Ω)
dt = ((u(tn+1)−Pηu(tn+1))−(u(tn)−Pηu(tn)),vn+1

η )

+ν

∫ tn+1

tn
(∇(u(t) − Pηu(tn+1)),∇vn+1

η )dt −
∫ tn+1

tn
(p(t) − rηp(t),divvn+1

η )dt

+
∫ tn+1

tn

(
(u(t).∇u(t) − un+1

η .∇un+1
η ) +

1
2
(div u(t)u(t) − divun+1

η un+1
η ),vn+1

η

)
dt.

(� ���
����� 
� ��
���� B

(a − b)a =
1
2
(a2 − b2 + (a − b)2), 7J�J8

VT
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�� �� ������ 
�������� �� n = 0 � m − 1� ��� ������ 
� ����
��� ������� B

1
2

( ∥∥vm
η

∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥v0

η

∥∥2

L2(Ω)
+

m−1∑
n=0

∥∥vn+1
η − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t
∥∥∇vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

=
m−1∑
n=0

{ (
(u(tn+1) − Pηu(tn+1)) − (u(tn) − Pηu(tn)),vn+1

η

)

+ν

∫ tn+1

tn
(∇(u(t) − Pηu(tn+1)),∇vn+1

η )dt −
∫ tn+1

tn
(p(t) − rηp(t),div vn+1

η )dt

+
∫ tn+1

tn

(
(u(t).∇u(t) − un+1

η .∇un+1
η ) +

1
2
(divu(t)u(t) − divun+1

η un+1
η ),vn+1

η

)
dt
}

.

7J�T8

(���� 0� 6�� ������� ���������� 
� ������� ����� ��%
������� 7	�
�� �� 
� ��������	� ����
����
����8 B

u(t) · ∇u(t) − un+1
η · ∇un+1

η

= (u(t) − Pηu(tn+1)) · ∇u(t) − vn+1
η · ∇Pηu(tn+1) + Pηu(tn+1) · ∇(u(t) − Pηu(tn+1))

+un+1
η · ∇(Pηu(tn+1) − un+1

η ).

7J�E8

(���� 4� 6�� ������� 
�� ��������� ��� ������ �� ��	�� ������ �� 
�������� (3.4).

*�	��-���� 4�'� 6�� ������� 
�� ���� �������� ������ �� ��	�� �������

• (� ����� g(t) = u(t) − Pηu(t), 
� ������� ����� ��� ������ 	��� ���� B

∣∣∣m−1∑
n=0

(
(u(tn+1) − Pηu(tn+1)) − (u(tn) − Pηu(tn)),vn+1

η

)∣∣∣
≤

m−1∑
n=0

∥∥g(tn+1) − g(tn)
∥∥

L2(Ω)

∥∥vn+1
η

∥∥
L2(Ω)

≤
m−1∑
n=0

Cη

∫ tn+1

tn
|u′(τ)|H1(Ω)

∥∥vn+1
η

∥∥
L2(Ω)

dτ

≤ 1
2

( 1
ε1

m−1∑
n=0

C2η2

∫ tn+1

tn
|u′(τ)|2H1(Ω)dτ + ε1

m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)
≤ C2η2

2ε1

∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+

ε1S2

2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω),

\ S2 ��� 
� 	������� �� 
������
��� �� -��	����

• -�� 
� 	�
	�
 �� ��	�� ������ ��� �����	�
�� Pηu(t) �� ��� ������ ���� ����������
��� ��� ������� �����������

VE
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K� .� ����� �� ��� ������� �� 
� ��N� �������� B∣∣∣ν m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(u(t) − Pηu(t)),∇vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤ ν

2

{ 1
ε2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(t) − Pηu(t)|2H1(Ω)dt + ε2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
≤ ν

2

{C ‖u‖2
L2(0,T ;H2(Ω)2)

ε2
η2 + ε2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
,

C� .� ����� �� ��� ������� 	��� ����� ,�	���� ��� B∫ tn+1

tn
Pη(u(t) − u(tn+1))dt =

∫ tn+1

tn
Pηu′(τ)(τ − tn)dτ, 7J�V8

��� ����� ∣∣∣ν m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇Pη(u(t) − u(tn+1)),∇vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤
∣∣∣ν m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
∇
∫ tn+1

t
Pηu′(τ)dτ,∇vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤ νC

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|H1(Ω)|vn+1

η |H1(Ω)(τ − tn)dτ

≤ Cν√
3
∆t

m−1∑
n=0

(∆t)1/2
(∫ tn+1

tn
|u′(τ)|2H1(Ω)dτ

)1/2
|vn+1

η |H1(Ω)

≤ Cν

2
√

3ε3

∆t2
∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+

ν

2
√

3
ε3

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω).

• .� ����� �� ������ ��� 	������� � 
� �������� ��� ����� �� 
� ��N� �������� B∣∣∣m−1∑
n=0

−
∫ tn+1

tn

(
p(t) − rηp(t),div vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤
(m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn
‖p(t) − rηp(t)‖2

L2(Ω) dt
)1/2(m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn
|vn+1

η |2H1(Ω)dt
)1/2

≤ 1
2ε4

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖p(t) − rηp(t)‖2

L2(Ω) dt +
ε4

2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

≤
C ‖p‖2

L2(0,T ;H1(Ω))

2ε4
η2 +

ε4

2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω).

*�	��-���� 4�0� 6�� ������� ���������� 
�� ��������� ������ �������� �� ����� ��%
�������
�� �� ����� �� �����
������� 6�� �����	�
�� Pηu(t) �� ��� ������ ���� ������ ��� ���
�

�� ������� �� 
� ���� �� �������� B

• #�
	�
 �� ������� ������ =
 ��� 	���� �� ���� ��������

VV
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(� ����� C1 = ‖u‖L∞(0,T ;H1(Ω)2) �� �� ���
������ 
�� ��
����� 7K�TL8 ��

‖g‖L4(Ω) ≤ 21/4 ‖g‖1/2
L2(Ω)

‖∇g‖1/2
L2(Ω)

, 7J�S8


� ����� �� ������ ��� 	��� ���� B

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(t) − Pηu(t)).∇u(t),vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖u(t) − Pηu(t)‖L4(Ω) ‖∇u(t)‖L2(Ω)

∥∥vn+1
η

∥∥
L4(Ω)

dt

≤ C1S
2
4

2

{ 1
ε5

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(t) − Pηu(t)|2H1(Ω)dt + ε5

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
≤ C1S

2
4

2

{C

ε5
‖u‖2

L2(0,T ;H2(Ω)2) η2 + ε5

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
,

�� 
� ����� 	���������� � 
� ��������	� ��� B

∣∣∣1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
div(u(t) − Pηu(t))u(t),vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤ S4

2

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(t) − Pηu(t)|H1(Ω) ‖u‖L4(Ω) |vn+1

η |H1(Ω)dt

≤ S2
4C1

4

{ 1
ε6

η2 ‖u‖2
L2(0,T ;H2(Ω)2) + ε6

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
.

(� 
� ����� �� ������ ��� 	��� ���� B

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
Pη(u(t) − u(tn+1)) · ∇u(t),vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥Pη(u(t) − u(tn+1))
∥∥

L4(Ω)
‖∇u(t)‖L2(Ω)

∥∥vn+1
η

∥∥
L4(Ω)

dt

≤ S2
4C1

m−1∑
n=0

|vn+1
η |H1(Ω)

∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|H1(Ω)(τ − tn)dτ

≤ S2
4C1√

3

m−1∑
n=0

∆t3/2|vn+1
η |H1(Ω)

(∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|2H1(Ω)dτ

)1/2

≤ C1S
2
4

2
√

3

{(∆t)2

ε7

∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+ ε7

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
,

VS
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�� �� ���
��� �� ��������	� ��� ��
 ��� B∣∣∣1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
div(Pη(u(t) − u(tn+1))),u(t) · vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤ 1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|H1(Ω)(τ − tn) ‖u(t)‖L4(Ω)

∥∥vn+1
η

∥∥
L4(Ω)

dτ

≤ C1S
2
4

2
√

3

m−1∑
n=0

(∆t)3/2|vn+1
η |H1(Ω)

(∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|2H1(Ω)dτ

)1/2
,

≤ S2
4C1

4
√

3

{(∆t)2

ε8

∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+ ε8

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
.

• #�
	�
 �� ����� �� ������ (� ���������� ��� B

‖Pηu‖L∞(0,T ;H1(Ω)2) ≤ C ‖u‖L∞(0,T ;H1(Ω)2) ≤ CC1,

�� �� ����� C2 = CC1� � ���� ��� �������� �� 	� ����� �� ����� B

∣∣∣− m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
vn+1

η .∇Pηu(tn+1),vn+1
η

)
dt
∣∣∣

≤ 21/2C2

m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

η

∥∥
L2(Ω)

|vn+1
η |H1(Ω)

≤ 21/2C2

2

m−1∑
n=0

∆t
{
ε9|vn+1

η |2H1(Ω) +
1
ε9

∥∥vn+1
η

∥∥2

L2(Ω)

}
,

�� �� ���
��� �� ��������	� ��� ��
 ��� B∣∣∣− 1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(div vn+1

η )Pηu(tn+1),vn+1
η

)
dt
∣∣∣

≤ 1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥divvn+1
η

∥∥
L2(Ω)

∥∥Pηu(tn+1)
∥∥

L4(Ω)

∥∥vn+1
η

∥∥
L4(Ω)

dt

≤ 21/4S4C2

4

{ 1
ε10

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω) +

ε10

2

m−1∑
n=0

∆t
(
δ|vn+1

η |2H1(Ω) +
1
δ

∥∥vn+1
η

∥∥2

L2(Ω)

)}
.

• #�
	�
 �� ����� �� ������ Z� ��	 �� ��� 	� ������ �� 
� �)�� ��N� ��� ��� 
� �����%
��� �� ������� ������

Z� 	���*
� 
� ����� �� ������ 	��� ���� B∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
Pηu(tn+1).∇(u(t) − Pηu(t)),vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤ S2
4

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|Pηu(tn+1)|H1(Ω)|u(t) − Pηu(t)|H1(Ω)|vn+1

η |H1(Ω)dt

≤ S2
4C2

2

{ C

ε11
‖u‖2

L2(0,T ;H2(Ω)2) η2 + ε11

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
,

VL
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�� �� ������ ���
��� �� ��������	� ��� ��

� ��� B

∣∣∣1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
div(Pηu(tn+1))(u(t) − Pηu(t)),vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤ S2
4

2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(tn+1) − Pηu(tn+1)|H1(Ω)|u(t) − Pηu(t)|H1(Ω)|vn+1

η |H1(Ω)dt

≤ S2
4C

2
C1η

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(t)|H2(Ω)|vn+1

η |H1(Ω)dt

≤ S2
4C1

2

( η4

ε12
‖u‖2

L2(0,T ;H2(Ω)2) + ε12

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

)
.

-�� 
� ����� �� ������� � �� ���� �� 7J�V8 B

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
Pηu(tn+1) · ∇Pη(u(t) − u(tn+1)),vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤
∣∣∣− m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
Pηu(tn+1) · ∇vn+1

η , Pη(u(t) − u(tn+1))
)
dt
∣∣∣

≤ S4

m−1∑
n=0

∥∥Pηu(tn+1)
∥∥

L4(Ω)
|vn+1

η |H1(Ω)

∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|H1(Ω)(τ − tn)dτ

≤ S2
4C2C

2
√

3

{(∆t)2

ε13

∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+ ε13

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
,

�� �� ���
��� ��� ��
 ��� B

∣∣∣1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
div(Pηu(tn+1))Pη(u(t) − u(tn+1)),vn+1

η

)
dt
∣∣∣

≤ S2
4C

2
sup

n
|u(tn+1)|H1(Ω)

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|H1(Ω)(τ − tn)|vn+1

η |H1(Ω)dτ

≤ S2
4C

2
√

3
C2

{N−1∑
n=0

(∆t)3/2|vn+1
η |H1(Ω)

(∫ tn+1

tn
|Pηu′(τ)|2H1(Ω)dτ

)1/2}
≤ S2

4C2C

4
√

3

{(∆t)2

ε14

∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+ ε14

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
.

(���� >� ��� � �� 	��� 	������
� ������� ��� εi, i = 1, ..., 14 �� δ, 
�������� (3.4) ������� B

1
2

(∥∥vm
η

∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥v0

η

∥∥2

L2(Ω)
+

m−1∑
n=0

∥∥vn+1
η − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)
+

ν

2

m−1∑
n=0

∆t
∥∥∇vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

≤ C� + C
m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
,

���	 C� = αη2+β(∆t)2, \ α �� β ��� ��� 	�������� ����������� �� u, p, ν, ���� �������������
�� η �� ∆t�

VU



=�����
� 4� 5
���"�� ��������� ���
�
� 	�

����� ��� ������ 
� ����
��� �� ���
������ 
� 
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 ���	��� ��� ∆t ����; ������
��
� 
� �������� J�C�K� �� �� ������� ������ m�

-�� 
� ������ 
� ����
��� &��
 ��	�
� �� 	�� ��������� B

sup
0≤n≤N

∥∥un
η − Pηu(tn)

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=0

∥∥(un+1
η − Pηu(tn+1)) − (un

η − Pηu(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|un+1
η − Pηu(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η + ∆t).

�
(� ���
����� 
� ����
��� ���	����� ���	 
�� ��������� �� 
��������� Pη �� �� ���
������ ��� ��%
���
��� �������
����� ��� ������ 
� 	�

���� ������� B

��	�����	 %/�/% *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 3.2.2, �� �6���� 	�� ��������� C(u, p, ν) ���-�
�������� �� η �� ∆t, ����� )	� :

N−1∑
n=0

∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)
+ sup

0≤n≤N

∥∥un
η − u(tn)

∥∥2

L2(Ω)

+ν
N−1∑
n=0

∆t|un+1
η − u(tn+1)|2H1(Ω) ≤ C(u, p, ν)(η2 + (∆t)2).

.� �������� �������� �� 
� �
���� �� 7K�JU8^7K�TD8 ��� ��� ����
� 	�������	� �� ���	�����
	�

�����

��	�����	 %/�/$ .� ��	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 3.2.2, ��	� �	������� )	��� �6���� 	��
��������� α > 0 ���-�������� �� η �� ∆t ����� )	� ∆t ≥ αη2� $��
� �� �6���� 	�� ��������� C�
���-�������� �� η �� ∆t, ����� )	� :

sup
n

|un
η |H1(Ω) ≤ C. 7J�L8

�5
�	��� .� ���� �� J�C�C �����_�� �� �����	�
���

(N−1∑
n=0

∆t|un+1
η − u(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η + ∆t),

	�	� ���
���� B

|un
η − u(tn)|H1(Ω) ≤

√
C

(η + ∆t)√
∆t

≤
√

C(
1√
α

+
√

∆t), 0 ≤ n ≤ N,

��\

|un
η |H1(Ω) ≤ |un

η − u(tn)|H1(Ω) + |u(tn)|H1(Ω) ≤
√

C(
1√
α

+
√

∆t) + C1,

\ C1 = ‖u‖L∞(0,T ;H1(Ω)2) . �

SD
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�
�	(� %/�/' 9��%����"�� ∆t ≥ αη2 ��� 	�� ��
��� �� ���%����"�� )	� ��	� 	�������� ��	�
���� : �� �6���� ��	6 ���������� α �� γ� ���������� ���-��������� �� ∆t �� η, ������ )	� :

αη2 ≤ ∆t ≤ γη2, 7J�U8

���� ∆t ��� �6�������� �	 � �� �
�
� )	� η2� ���� ∆t = O(η2)�

�!�!� ,������� ��������	�� 
������� �	�� �� ��	���� 
� ��	+��

.������� ����������� ������ ���� ���� L2(Ω×]0, T [)2� ��� ��� ��
�� 	�
	�
�� ���� 	� ���
����� ��� ����� ��� �� �������� �� ���
��� ��� 
� ���
 �� �� ,�<�� ��������� �� ����� B

∂v
∂t

(x, t) − ν∆v(x, t) + ∇q(x, t) = g(x, t) dans Ω×]0, T [, 7J�KD8

divv(x, t) = 0 dans Ω×]0, T [, 7J�KK8

v(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [, 7J�KC8

v(x, 0) = 0 dans Ω. 7J�KJ8

.� ������� 
���� ���� ��� 
� ����
����� �� 
� �
�����

3

 %/�/& *� g ∈ L2(Ω×]0, T [)2, ���
� �� ���	���� (v, q) �	 �
���"�� �� *��+�� (3.10)7(3.13)
�-
�2�

v ∈ L2(0, T ;W 2,4/3(Ω)2) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)2), v′ ∈ L2(Ω×]0, T [)2 �� q ∈ L2(0, T ;W 1,4/3(Ω)).

*� Ω ��� �����6�� ���
�

v ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2) �� q ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

#���������� ���� ���%����"�� �� �� �����6��-� �� g ∈ H1(0, T ;H−1(Ω)2) �� g(0) ∈ L2(Ω)2, ���
�

v′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)2) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)2).

�5
�	��� .� ����������� ��� ����� ��� ��� ����
���� �� +���� WVEX �� �� "������� WJJX� �

6�� ���	������� (3.10)−(3.13) ��� 
� �	���� �� 
�,��� 1 ������ �� �� ����� (1.39)−(1.40)
���� 
� ����� ��%
������� B ������ (vn+1

η , qn+1
η ) ∈ Xη × Mη, �
���� �� B

∀zη ∈ Xη ,
1

∆t
(vn+1

η − vn
η , zη) + ν(∇vn+1

η ,∇zη) − (qn+1
η ,div zη) = (gn+1, zη), 7J�KT8

∀λη ∈ Mη, (λη ,divvn+1
η ) = 0, 7J�KE8

SK
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v0
η = 0 dans Ω, 7J�KV8

\ g ∈ L2(Ω×]0, T [)2 �� gn+1 ��� ��&�� ��� B

gn+1(x) =
1

∆t

∫ tn+1

tn
g(x, t)dt, p.p.x ∈ Ω.

#���� �� ���
 �� 
�������� �
 ����� ��� ������ �
���� ��� 
��������

� [0, T ] ��� ��������� 
�����%
����� �������� ���������

%/�/�/� >���
����� � ��	
� L∞(0, T ;L2(Ω)2) � L2(0, T ;H1(Ω)2)

3

 %/�/� *����� g ∈ L2(Ω×]0, T [)2, g′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2),g(0) ∈ L2(Ω)2 �� �	�������
)	� Ω ��� 	� �����6�� *����� (v, q) �� (vη , qη) ��� ���	����� 
���������� �� (3.10)7(3.13) �� (3.14)7
(3.16). $��
�� �� �6���� 	�� ��������� C, ���-�������� �� η �� ∆t, ����� )	� :

sup
0≤n≤N

∥∥vn
η − v(tn)

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=0

∥∥(vn+1
η − v(tn+1)) − (vn

η − v(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|vn+1
η − v(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(η + ∆t)
(
‖g‖L2(Ω×]0,T [)2 + ‖g′‖L2(0,T ;H−1(Ω)2) + ‖g(0)‖L2(Ω)2

)
.

�5
�	��� .� ����������� ��� �
�� ����
� ��� 	�

� �� ���� �� J�C�C 	�� 
� ����� �� 	���	%
��� ��� �������
,�� 
������ �� �� 
� 	�������� � ���
��� 
� ����
����� v ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)2)∩L2(0, T ;H2(Ω)2)
�� q ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).
'� �
��� 	��� g′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2) �� g(0) ∈ L2(Ω)2� ��� ���� v′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)2). �

�
�	(� %/�/) 5�	
 �-����
�
 �� ����� 3.2.7, �� ����� ��� �-������
� �� 
���
����
� ∆t
?����� ���� ��-����- �	 ��-�
"�� 3.2.2@ ��
 �� ��� ��� ������ �	 ����� �� �
��,����

%/�/�/� �	1�
�� � ������ 

'��� 
� ��� �� �������� �� ���� �� ��� ����
�� ��� 
������� ��������� ��� ��������� ������
���� �� ����	� �� �� �� ������ �� ���� L2(Ω×]0, T [)2, ��� ���
���� �� �������� �� ���
���
WVLX ��� ��� ���� ��� 
� ���
 �� �� ,�<�� ��������� ������� B

1
∆t

(wn+1 − wn) + ν∆wn −∇λn = vn
η − v(tn) dans Ω, 0 ≤ n ≤ N, 7J�KS8

divwn = 0 dans Ω, 0 ≤ n ≤ N, 7J�KL8

SC
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wn|∂Ω = 0, 0 ≤ n ≤ N, 7J�KU8

wN+1 = 0 dans Ω. 7J�CD8

-�� ��� n, 	� ���
 �� �� ,�<�� ����� ��� ������ �
���� wn ∈ H1
0 (Ω)2, λn ∈ L2

0(Ω), WJKX�
WVEX�

.� ���
 �� 7J�KS8^7J�KU8 ���	��� ��� ���� ����������

� B

∀z ∈ H1
0 (Ω)2,

1
∆t

(wn+1 −wn, z) − ν(∇wn,∇z) + (λn,div z) = (vn
η − v(tn), z),

divwn = 0.

7J�CK8

6�� ����
����� ���� 
� 
���� ������� ���
���� ���������� � �
��
� �� 
� ������� wn �� ���
 ��
�� ,�<�� ��������� ����%���	��� 7J�KS8^7J�CD8�

3

 %/�/* 9� ���	���� wn� 0 ≤ n ≤ N, �	 �
���"�� (3.17)7(3.20) �-
�2� ��� ����������� �
�
��
� �	������� :

sup
0≤n≤N

‖wn‖L2(Ω) +
( N∑

n=0

∥∥wn+1 −wn
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν
( N∑

n=0

∆t|wn|2H1(Ω)

)1/2

≤
√

3S2√
ν

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
,

7J�CC8

�; S2 ��� �� ��������� �� ����-�����- �� 5�����
- ��

sup
0≤n≤N

√
ν|wn|H1(Ω) +

√
ν
( N∑

n=0

|wn+1 − wn|2H1(Ω)

)1/2
+
( N∑

n=0

∆t

∥∥∥∥wn+1 − wn

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2

≤
√

3
( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

7J�CJ8

�5
�	���
7�8 -������ �� ������� 
���� 	��� ��	��� ���� z = wn ���� 7J�CK8� (� ���
����� 7J�KL8� ���
���� B

1
∆t

(wn+1 −wn,wn) − ν|wn|2H1(Ω) = (vn
η − v(tn),wn).

(� ���
����� 
� ����
� 7J�J8 �� �� 	�������� �� ������ ��� �������

1
2∆t

(
‖wn‖2 −

∥∥wn+1
∥∥2 +

∥∥wn − wn+1
∥∥2

L2(Ω)

)
+ ν|wn|2H1(Ω) = (v(tn) − vn

η ,wn).

SJ
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'�\� �� ��
���
���� 
�������� ��� 
� ��� �� ����� ∆t �� �� ������ �� i � N � ��� ���� B

1
2

N∑
n=i

(
‖wn‖2 −

∥∥wn+1
∥∥2 +

∥∥wn −wn+1
∥∥2

L2(Ω)

)
+ ν

N∑
n=i

∆t|wn|2H1(Ω)

=
N∑

n=i

∆t(v(tn) − vn
η ,wn).

#�	� ���
���� B

1
2

(∥∥wi
∥∥2

L2(Ω)
+

N∑
j=i

∥∥wj − wj+1
∥∥2

L2(Ω)

)
+ ν

N∑
j=i

∆t|wj |2H1(Ω)

≤ 1
2
S2

(
ε

N∑
j=i

∆t|wj|2H1(Ω) +
1
ε

N∑
j=i

∆t
∥∥v(tj) − vj

η

∥∥2

L2(Ω)

)
,

\ S2 ��� 
� 	������� �� -��	���� 6�� 	�������� ε > 0 �� ��N� � ������
ν

2

N∑
j=i

∆t|wj|2H1(Ω)

	���� � ���� ε =
ν

S2
. 6�� ���� ��	 
������
��� �������� B

∥∥wi
∥∥2

L2(Ω)
+

N∑
j=i

∥∥wj − wj+1
∥∥2

L2(Ω)
+ ν

N∑
j=i

∆t|wj|2H1(Ω) ≤
S2

2

ν

N∑
j=i

∆t
∥∥v(tj) − vj

η

∥∥2

L2(Ω)
,

	����%�%����

sup
0≤n≤N

‖wn‖L2(Ω) +
( N∑

n=0

∥∥wn+1 − wn
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν
( N∑

n=0

∆t|wn|2H1(Ω)

)1/2

≤
√

3S2√
ν

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

7��8 -����� ���������� 
� ��	��� ���� z =
1

∆t
(wn − wn+1) ���� 7J�CK8� 6�� ���� B

−
∥∥∥wn − wn+1

∆t

∥∥∥2

L2(Ω)
− ν
(
∇wn,∇

(wn − wn+1

∆t

))
=
(
vn

η − v(tn),
wn − wn+1

∆t

)
,

��\ �� 	�������� �� ����� �� �� ������ B

N∑
n=i

∆t

∥∥∥∥wn − wn+1

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
ν

2

N∑
n=i

(
‖∇wn‖2

L2(Ω) −
∥∥∇wn+1

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥∇(wn − wn+1)

∥∥2

L2(Ω)

)

≤
N∑

n=i

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥
L2(Ω)

∥∥∥∥wn −wn+1

∆t

∥∥∥∥
L2(Ω)

.

ST
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�
�� 
�� �)��� 	�
	�
� ��� ���	�������� ��� ������ B

N∑
j=i

∆t

∥∥∥∥wj − wj+1

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
ν

2

( ∥∥∇wi
∥∥2 +

N∑
j=i

|wj −wj+1|2H1(Ω)

)

≤ 1
2

(
ε

N∑
j=i

∆t
∥∥v(tj) − vj

η

∥∥2

L2(Ω)
+

1
ε

N∑
j=i

∆t

∥∥∥∥wj − wj+1

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)
.

6�� 	�������� ε = 1 �� ��N� � ������
1
2

N∑
j=i

∆t

∥∥∥∥wj − wj+1

∆t

∥∥∥∥2

H1(Ω)

.

6�� ���� ��	 
� ��
���� �������� B

N∑
j=i

∆t

∥∥∥∥wj − wj+1

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ ν
∥∥∇wi

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

N∑
j=i

|wj −wj+1|2H1(Ω) ≤
N∑

j=i

∆t
∥∥v(tj) − vj

η

∥∥2

L2(Ω)
,

	����%�%����

sup
0≤n≤N

√
ν|wn|H1(Ω) +

√
ν
( N∑

n=0

|wn+1 − wn|2H1(Ω)

)1/2
+
( N∑

n=0

∆t

∥∥∥∥wn+1 − wn

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2

≤
√

3
( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

�

'� �
��� ��� ���� 
�

��	�����	 %/�/�2 *� Ω ��� �����6�� ���
� wn ∈ H2(Ω)2, λn ∈ H1(Ω) ��

( N∑
n=0

∆t(|wn|2H2(Ω) + |λn|2H1(Ω))
)1/2

≤ C
( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
, 7J�CT8

���� 	�� ��������� C ���-�������� �� ∆t �� �� η.

�5
�	���
6�� ���� ��� 	����� n, 0 ≤ n ≤ N,

−ν∆wn + ∇λn =
wn+1 − wn

∆t
+ (v(tn) − vn

η ).

#���� �� ���
 �� �� ,�<�� �� ��� ����� �� ��� ��� 
� ��	�� ������ ��� ���� ���� L2(Ω)2�
'�	� �� Ω ��� �� 	������ ��� ����� WJJX ��� wn ∈ H2(Ω)2 �� λn ∈ H1(Ω), ���	

‖wn‖H2(Ω) ≤ C
(∥∥v(tn) − vn

η

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥∥wn+1 −wn

∆t

∥∥∥
L2(Ω)

)
. 7J�CE8

(� ������� 
� 	���� �� (3.25), �� ��
���
���� ��� ���� ������� ��� ∆t� �� ������ ��� n �� ��
���
����� (3.23), � ����� 7J�CT8� ���	 ��� 	������� ��� �� ������ ��� �� ν �� Ω� �

SE
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%/�/�/% >		�	 � ��	
 L2(Ω×]0, T [)2

!�	� 
��������� �� ���
��� ��� ��� ������ ������
�� 
���������� �������� �� 
� ������� ��
���� L2(Ω×]0, T [)2� ���	 
�� ���������� � ����� �� ���
 �� �� ,�<�� ����������

0� �	�
 %/�/�� B� �	����� )	��� �6���� 	�� ��������� α > 0, ���-�������� �� η �� ∆t, �����
)	� ∆t ≥ αη2. *� Ω ��� �����6�� g ∈ L2(Ω×]0, T [)2,g′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2) �� g(0) ∈ L2(Ω)2,
���
� �� �6���� 	�� ��������� C� )	� �-���� ��� ��
��� �� g,g′ �� g(0) ���� ���-�������� �� η
�� ∆t, ����� )	� : ( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + ∆t). 7J�CV8

.� ��
���	���
� �� (3.9) � ���	� ���
�

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη2. 7J�CS8

�5
�	��� Z� ��	 �� �� E ������ B

(���� '� -��� en = vn
η − v(tn)� ������ ��� ��	��� ���� en ���� 7J�CK8 �� ����� ��

n = 0 � N � 6�� ������ B

N∑
n=0

[ (wn+1 − wn

∆t
, en
)

− ν(∇wn,∇en) + (λn,div en)
]

=
N∑

n=0

‖en‖2
L2(Ω) . 7J�CL8

Z�
N∑

n=0

(an+1 − an)bn = aN+1bN − a0b0 +
N−1∑
n=0

an+1(bn − bn+1), 7J�CU8

��
N∑

n=0

(wn+1 −wn, en) =
N−1∑
n=0

(wn+1, en − en+1)

	�� wN+1 = 0 �� e0 = 0. #�	� ���
���� ��� B

N−1∑
n=0

(
wn+1,

en − en+1

∆t

)
− ν

N∑
n=0

(∇wn,∇en) +
N∑

n=0

(λn − rηλ
n,div en) =

N∑
n=0

‖en‖2
L2(Ω) ,

	�� (rηλ
n,div en) = (rηλ

n,divvn
η )−(rηλ

n,div v(tn)) = 0 ��2	� � 
� 	������ ����	��������
����
���	�� �� ���	� ���

SV
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'�	� �� ��
���
���� 
�������� ��� ∆t, ��� ������

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) =

N−1∑
n=0

(wn+1, en − en+1) − ν

N∑
n=0

∆t(∇wn,∇en)

+
N∑

n=0

∆t(λn − rηλ
n,div en)

=
N−1∑
n=0

(wn+1 − Pηwn+1, en − en+1) +
N−1∑
n=0

(Pηwn+1, en − en+1)

−ν
N∑

n=0

∆t(∇(wn − wn+1),∇en) − ν
N∑

n=0

∆t(∇wn+1,∇en)

+
N∑

n=0

∆t(λn − rηλ
n,div en).

7J�JD8

(���� 0� (� ���������� 
����
��� (3.10) �������� ����� tn �� tn+1 �� (3.14)� ��� ������� ���
��� ϕη ∈ Vη,

(en+1 − en , ϕη) = −ν

∫ tn+1

tn

(
∇(vn+1

η − v(s)),∇ϕη

)
ds −

∫ tn+1

tn
(q(s) − rηq(s),div ϕη)ds.

����� �� ������� ϕη = Pηwn+1, 
�������� (3.30) ������� B

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) =

N−1∑
n=0

(wn+1 − Pηwn+1, en − en+1)

+
N−1∑
n=0

ν

∫ tn+1

tn

(
∇(vn+1

η − v(s)),∇Pηwn+1
)
ds

+
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
q(s) − rηq(s),div Pηwn+1

)
ds

−ν

N∑
n=0

∆t(∇(wn − wn+1),∇en) − ν

N∑
n=0

∆t(∇(wn+1 − Pηwn+1),∇en)

−ν

N∑
n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇en) +
N∑

n=0

∆t(λn − rηλ
n,div en).

(���� 4� 6�� �

�� ������� �����	�������� 
�� ���� ������ �������� B

ν

N∑
n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇en) ��
N−1∑
n=0

ν

∫ tn+1

tn

(
∇(vn+1

η − v(s)),∇Pηwn+1
)
ds.

SS



=�����
� 4� 5
���"�� ��������� ���
�
� 	�

• .� 	�
	�
 �� ������� ����� ��� 
� ������� B

N∑
n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇en) =
N∑

n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇(en − en+1)) +
N∑

n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇en+1).

(� ���
������ 
� ����
� 7J�CU8� � � B

N∑
n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇(en − en+1)) =
N∑

n=0

∆t(∇Pη(wn+1 − wn),∇en),

	�� e0 = 0 �� wN+1 = 0; ��	

ν

N∑
n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇en) = ν

N∑
n=0

∆t(∇Pη(wn+1 − wn),∇en) + ν

N∑
n=0

∆t(∇Pηwn+1,∇en+1).

• #�
�� �� ����� �� ��� B

∫ tn+1

tn

(
∇(vn+1

η − v(s)),∇Pηwn+1
)
ds =

∫ tn+1

tn
(∇en+1,∇Pηwn+1)ds

+
∫ tn+1

tn

(
∇(v(tn+1) − v(s)),∇Pηwn+1

)
ds.

(� ���
����� 7J�V8� ��� ������ B

∫ tn+1

tn
∇(v(tn+1) − v(s))ds =

∫ tn+1

tn
(τ − tn)∇v′(τ)dτ,

��\ 
���������� �� ����� �� ����� B

N−1∑
n=0

ν

∫ tn+1

tn

(
∇(vn+1

η − v(s)),∇Pηwn+1
)
ds =

N−1∑
n=0

ν

∫ tn+1

tn
(∇en+1,∇Pηwn+1)ds

+
N−1∑
n=0

ν

∫ tn+1

tn
(τ − tn)(∇v′(τ),∇Pηwn+1)dτ.

(���� >� (� ������ 	���� �� 	�� ����

�� ���������� �� �� ���	����� 
�� ����
�&	����� ��%
	��������� 
�������� (3.30) ���	��� B

SL



4�0� /-���	���� �� �� 5
���"
� .���� �	 ���-�� � ��	6 �
�����

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) =

N−1∑
n=0

(wn+1 − Pηwn+1, en − en+1) +
N−1∑
n=0

ν

∫ tn+1

tn
(τ − tn)(∇v′(τ),∇Pηwn+1)dτ

−ν

N∑
n=0

∆t(∇(Pηwn − wn),∇en) +
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(q(s) − rηq(s),div(Pηwn+1 − wn+1))ds

+
N∑

n=0

∆t(λn − rηλ
n,div en).

7J�JK8

(���� D� ������ 	����� ����� �� ��	�� ������ �� 7J�JK8�

• (� ������ 	���� �� 7J�CT8 �� ����� � 
� 
���� J�C�S� �
 ������ ��� 	������� C, ��������� ��

� ���� �� g,g′ �� g(0) �� �� �� η �� ∆t� ��

� ��� 
� ������� ����� �� ����� ����� B

N−1∑
n=0

∥∥wn+1 − Pηwn+1
∥∥

L2(Ω)

∥∥en − en+1
∥∥

L2(Ω)

≤ C
η2

√
∆t

(N−1∑
n=0

∥∥en − en+1
∥∥2

L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=0

∆t|wn+1|2H2(Ω)

)1/2

≤ Cη2(η + ∆t)√
∆t

(N−1∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

• -�� 
� 	�
	�
 �� ����� �� ������ ��� ��	���� 	��� ����� -�� 
������
��� �� #��	��%
,	�]��;�

∫ tn+1

tn
(τ − tn)(∇v′(τ),∇Pηwn+1)dτ

≤
∫ tn+1

tn
(τ − tn)

∥∥∇v′(τ)
∥∥

L2(Ω)

∥∥∇Pηwn+1
∥∥

L2(Ω)
dτ

≤
∥∥∇Pηwn+1

∥∥
L2(Ω)

( ∫ tn+1

tn
(τ − tn)2dτ

∫ tn+1

tn

∥∥∇v′(τ)
∥∥2

L2(Ω)
dτ
)1/2

≤ (∆t)3/2

√
3

∥∥v′∥∥
L2(tn,tn+1; H1(Ω)2)

∥∥∇Pηwn+1
∥∥

L2(Ω)
.

SU
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'�\� ����� � 7J�CC8�

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(τ − tn)(∇v′(τ),∇Pηwn+1)dτ

≤ 1√
3

N−1∑
n=0

(∆t)3/2
∥∥v′∥∥

L2(tn,tn+1; H1(Ω)2)

∥∥∇Pηwn+1
∥∥

L2(Ω)

≤ C
∆t√

3

∥∥v′∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)2)

( N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

• '���� � 
� 
���� J�C�S �� 
�������� 7J�CT8� 
� ����� �� ����� ��� ����� 	��� ���� B

ν
( N∑

n=0

∆t|Pηwn − wn|2H1(Ω)

)1/2( N∑
n=0

∆t|en|2H1(Ω)

)1/2

≤ νη
( N∑

n=0

∆t|wn|2H2(Ω)

)1/2( N∑
n=0

∆t|en|2H1(Ω)

)1/2

≤ Cνη(η + ∆t)
( N∑

n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

• .�� ������ ��
����� ��� �������� ��� ������ 	��� ���� B( N∑
n=0

∆t ‖λn − rηλ
n‖2

L2(Ω)

)1/2( N∑
n=0

∆t|en|2H1(Ω)

)1/2

≤ η
( N∑

n=0

∆t|λn|2H1(Ω)

)1/2( N∑
n=0

∆t|en|2H1(Ω)

)1/2

≤ Cη(η + ∆t)
( N∑

n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
,

�� (N−1∑
n=0

∆t ‖q − rηq‖2
L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=0

∆t|Pηwn+1 − wn+1|2H1(Ω)

)1/2

≤ Cη
(N−1∑

n=0

∆t ‖q − rηq‖2
L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=0

∆t|wn+1|2H2(Ω)

)1/2

≤ Cη
(N−1∑

n=0

∆t ‖q − rηq‖2
L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2

≤ Cη2 ‖q‖L2(0,T ;H1(Ω))

(N−1∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

(� ���
����� ����� 	�� ����������� (3.30) ��� ������ 	��� ���� B

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) ≤

[Cη2(η + ∆t)√
∆t

+ C(ν + 1)η(η + ∆t) +
C∆t√

3

∥∥v′∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)2)

+η2 ‖q‖L2(0,T ;H1(Ω))

]( N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

LD
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'�	 ��� ���� 
���������� �������� B

( N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
≤ C

[η2(η + ∆t)√
∆t

+ (ν + 1)η(η + ∆t) +
∆t√

3

∥∥v′∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)2)

+η2 ‖q‖L2(0,T ;H1(Ω))

]
≤ C(η2 + ∆t),

������� ∆t ≥ αη2.
,� 7J�U8 � 
���� ��� ������ ��� ��������� ������ ���� �� ����	� 	����%�%���� ��� B( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη2. 7J�JC8

�

%/�/�/$ >���
����� ��		�	 � �� � 	��  � �
��

Z� 	���	�� ���������� � ������ ��� ��������� �� 
������� �� ���� L∞(0, T ; H1(Ω)2)� .�
����������� ���
��� 
� �������� �� 
� ����	��� �� ,�<�� �������� B

∀(u, p) ∈ V × L2
0(Ω), Sη(u) ∈ Vη ��� ��&�� ���

∀vη ∈ Vη, ν(∇(Sη(u) − u),∇vη) = −(p,divvη). 7J�JJ8

.� �������� Sη(u) ��� 	
�������� ��&��� �� ��N� ������ ��� (u, p) 7��� ������������ ��� 
�
��������	� �� p ��� ����
�&�� 
�� �������8� .��������� Sη ����&� 
�� �����
���� ��������� B

3

 %/�/�� *��� (u, p) ∈ V × L2
0(Ω). $��
� Sη(u) �-2��� ��
 73.338 ���������

|Sη(u) − u|H1(Ω) ≤ 2|Pη(u) − u|H1(Ω) +
1
ν
‖rη(p) − p‖L2(Ω) . 7J�JT8

*�� �� ��	�� Ω ��� �����6�� �� �6���� 	�� ��������� C� ���-�������� �� η� ����� )	� :

‖Sη(u) − u‖L2(Ω) ≤ Cη(|Sη(u) − u|H1(Ω) + ‖rη(p) − p‖L2(Ω)). 7J�JE8

�5
�	��� (� ����� 7J�JJ8 ������ ���	����� ��� ��� vη ∈ Vη,

ν(∇(Sηu− Pηu), ∇vη) = −ν(∇(Pηu− u), ∇vη) − (p − rηp,div vη).

'�	� �� ����� vη = Sηu− Pηu, ��� ������ 
������
���

|Sηu− Pηu|2H1(Ω) ≤ |Pηu − u|H1(Ω)|Sηu− Pηu|H1(Ω) +
1
ν
‖p − rηp‖L2(Ω) |Sηu− Pηu|H1(Ω),

��\ 7J�JT8� .������
��� 7J�JE8 �������� ��� �� �������� �� ���
���� �

6�� ���� �
�� 
� ����
��� ������� B

LK
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 %/�/�% *�	� ��� �%����"��� �	 ����� 3.2.7 �� �� q′ ∈ L2(Ω×]0, T [), �� �6���� 	�� ���������
C� ���-�������� �� η �� ∆t, ����� )	� :(N−1∑

n=0

∆t

∥∥∥∥∥(vn+1
η − v(tn+1)) − (vn

η − v(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν sup

0≤n≤N
|vn

η − v(tn)|H1(Ω)

+
√

ν
(N−1∑

n=0

|(vn+1
η − v(tn+1)) − (vn

η − v(tn))|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η +

√
∆t).

7J�JV8

�5
�	��� .� ����������� �����	��� �� ���� �������

(���� '� (� ������	���� 
�� �������� ���
����� ���	� ��� ��� �������� 	������� �� ���
 ��
�� ,�<��� �� ���
����� 
� ���� ��� Sηv′(s) = (Sηv(s))′ �� �� ����� vn

η − Sηv(tn) = en
η , ���

������� ��� ��� ϕη ∈ Vη,

1
∆t

(en+1
η −en

η ,ϕη) − 1
∆t

∫ tn+1

tn
(v′(s)−Sηv′(s),ϕη)ds +

ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇(vn+1

η −v(s)),∇ϕη)ds

+
1

∆t

∫ tn+1

tn
(q(s),div ϕη)ds = 0,

	����%�%���� B

1
∆t

(en+1
η − en

η ,ϕη) − 1
∆t

∫ tn+1

tn
(v′(s) − Sηv′(s),ϕη)ds

+
ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(vn+1

η − Sηv(s)),∇ϕη

)
ds +

ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇(Sηv(s) − v(s)),∇ϕη)ds

+
1

∆t

∫ tn+1

tn
(q(s),div ϕη)ds = 0.

7J�JS8

6�� ����� ����� � 
� ��&����� �� Sη�

ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇(Sηv(s) − v(s)),∇ϕη)ds = − 1

∆t

∫ tn+1

tn
(q(s),div ϕη)ds.

�
�� 
�������� 7J�JS8 ������� B

1
∆t

(en+1
η − en

η ,ϕη) − 1
∆t

∫ tn+1

tn
(v′(s) − Sηv′(s),ϕη)ds + ν(∇en+1

η ,∇ϕη)

+
ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇(Sηv(tn+1) − Sηv(s)),∇ϕη)ds = 0.

(���� 0� #�
	�
�� 
� �����
ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(Sηv(tn+1) − Sηv(s)),∇ϕη

)
ds. Z� �∫ tn+1

tn
(Sηv(tn+1) − Sηv(s))ds =

∫ tn+1

tn
Sηv′(τ)(τ − tn)dτ.

LC
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�
��
ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(Sηv(tn+1) − Sηv(s)),∇ϕη

)
ds =

ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇Sηv′(s),∇ϕη)(s − tn)ds.

-�� ������ 
�������� ���	��� B

1
∆t

(en+1
η − en

η ,ϕη) + ν(∇en+1
η ,∇ϕη)

=
1

∆t

∫ tn+1

tn
(v′(s) − Sηv′(s),ϕη)ds − ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇Sηv′(s),∇ϕη)(s − tn)ds.

(� ������� ��� ��	��� ���� 
� ��	��� ϕη =
en+1

η − en
η

∆t
, �� ��
���
���� 
�������� ��� 
� ���

�� ������ �� 
� ������ �� n = 0 � m − 1 �� �� ���
������ 7J�J8 �� ������� ������� ���
������ �
�� 
� ��
���� B

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
ν

2

(∥∥∇em
η

∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥∇e0

η

∥∥2

L2(Ω)
+

m−1∑
n=0

∥∥∇(en+1
η − en

η )
∥∥2

L2(Ω)

)

=
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
v′(s)−Sηv′(s),

en+1
η − en

η

∆t

)
ds− ν

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇Sηv′(s),∇(

en+1
η − en

η

∆t
)
)
(s−tn)ds.

(���� 4� .� ��	�� ������ �� 	���� ����� �� ������� ��� ����� ��� B

m−1∑
n=0

(∫ tn+1

tn

∥∥v′ − Sηv′∥∥2

L2(Ω)
ds
)1/2 (∫ tn+1

tn

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

ds
)1/2

+ ν
m−1∑
n=0

∣∣∣en+1
η − en

η

∆t

∣∣∣
H1(Ω)

(∫ tn+1

tn
|Sηv′|2H1(Ω)ds

)1/2 (∫ tn+1

tn
(s − tn)2ds

)1/2

≤
m−1∑
n=0

(∫ tn+1

tn

∥∥v′ − Sηv′∥∥2

L2(Ω)
ds
)1/2 (∫ tn+1

tn

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

ds
)1/2

+ ν

m−1∑
n=0

∣∣∣en+1
η − en

η

∆t

∣∣∣
H1(Ω)

( ∫ tn+1

tn
|Sηv′|2H1(Ω)ds

)1/2
(∆t)3/2

≤ 1
2ε1

∥∥v′ − Sηv′∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω)2)
+

ε1

2

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
ν∆t

2
√

3ε2

∥∥Sηv′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+

νε2

2
√

3

m−1∑
n=0

|en+1
η − en

η |2H1(Ω).

���� (3.35) ���
����� � v′ ���� ���� ��� ]0, T [∥∥Sηv′ − v′∥∥
L2(Ω)

≤ Cη(|v′|H1(Ω) +
∥∥q′∥∥

L2(Ω)
).

LJ
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'�	 �� 	��������� 	������
����� ε1 �� ε2, ��� ������ B

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ ν
∥∥∇em

η

∥∥2

L2(Ω)
− ν
∥∥∇e0

η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=0

∥∥∇(en+1
η − en

η )
∥∥2

L2(Ω)

≤ Cη2
( ∥∥v′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+
∥∥q′∥∥2

L2(Ω×]0,T [)

)
+ C ′∆t

∥∥Sηv′∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)2)

.

������ (3.36) �������� ��� ��� �����
��� �������
����� �� ���
������ 
� ����
��� ���	����� �����
��� 
�� ��������� �� 
��������� Sη. �

.������ �� �� ����
����� ��� q′ ���� 
� 
���� J�C�KJ ���� )��� ������ ��� �����
� ���� 
��
	��	�����	�� ��	����� ���� 
� B

3

 %/�/�$ *� g ∈ H1(0, T ;L2(Ω)2) �� g(0) ∈ V, ���
� q′ ∈ L2(0, T ;H1/2(Ω)/IR). *� ��
��	�� Ω ��� �����6�� ���
� q′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)/IR).

.� ����������� ��� ����� ��� ��� ������ �� "�
��<��� Z� ������ ��� �����
�� 	���
���
WJDX�

�!�!�  ��������	� 
�� ��������� ��� ������	�� 
� *�����'��	+��

'��� 	���� ��	���� ��� �

�� ����
�� ��� ��������� �������� ������ ���� ��� 
� ����
L2 �� ����� �� �� ����	� �� un+1

η −u(tn+1), ������ ��� 
� ������� �� ���
 �� �� 6�����%,�<���
-�� 	�
�� ��� ������� 
������� �� ���� 	����������� 
���� 
������� �� 
������ ��%
��������
.� 	��������� 
�������� ��� ����� ����� ��� 
� �
���� ���	� �� �� 
� ������ �� ,�<�� ���� (1.1),
��� ������� ��� 
� ���� �� 3.2.11. -��� ��� �������� �� ����
��� �� �	��
�����
����� ���

������� �� 
� ������ ��%
��������

%/�/%/� ����������� � ���	1�
�� � ������ ? �� ����	������� ��� ��	

-
�� ���	�������� ��� vn
η ∈ Vη ��&��� ��� B

∀wη ∈ Vη,
1

∆t
(vn+1

η −vn
η ,wη) + ν(∇vn+1

η ,∇wη) =
1

∆t

∫ tn+1

tn
(f(s)−u(s)·∇u(s),wη)ds. 7J�JL8

�
��� vn+1
η ��������� (3.14) ���	 
� ����� (gn+1,wη) =

(
fn+1 − 1

∆t

∫ tn+1

tn
u(s) · ∇u(s),wη

)
��


� ���� �� J�C�KK ����� 
� 	�

���� ��������

��	�����	 %/�/�' B� �	����� )	� u �-
�2� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 3.2.2, f ∈ L2(Ω×]0, T [)2,
f ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2), f(0) ∈ L2(Ω)2 �� Ω ��� �����6�� $��
�

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

η − u(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + ∆t). 7J�JU8

�; C �-���� �� f , f ′, f(0) �� �� u,u′ �� u(0), ���� �� �-���� ��� �� η2 �� ∆t.

LT
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�5
�	��� =
 ��F� �� ������� g(s) = f(s) − u(s) · ∇u(s) ������� ������ ��� ]0, T [. .�� ��%
��� ��� ��� f �� u ������ ������������� ��� g ∈ L2(Ω×]0, T [)2,g′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2) ��
g(0) ∈ L2(Ω)2. �
�� 
� ����
��� ��	�
� ������������� �� ���� �� J�C�KK� �

'� �)��� 
� 
���� J�C�KJ ����� 
�

��	�����	 %/�/�& *�	� ��� �%����"��� �	 ��
�����
� 3.2.15 �� �� p′ ∈ L2(Ω×]0, T [), �� �6���� 	��
��������� C, ���-�������� �� η �� ∆t� ����� )	� :

sup
0≤n≤N

√
ν|vn

η − u(tn)|H1(Ω) +
(N−1∑

n=0

∆t

∥∥∥∥∥(vn+1
η − u(tn+1)) − (vn

η − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

|(vn+1
η − u(tn+1)) − (vn

η − u(tn))|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η +

√
∆t),

7J�TD8

�; C �-���� �� f , f ′, f(0), �� u,u′,u(0) �� p′, ���� �� �-���� �� �� ∆t, �� �� η.

%/�/%/� � ������ � ���	����	1�� 7 ����	������� ���6��� ��	

6�� �������� 
� ����
��� �� �����	�������	� ������� B

0� �	�
 %/�/�� *�	� ��� �%����"��� �	 ��
�����
� 3.2.16 �� �� u ∈ C0(0, T ;W 1,4(Ω)2), �� �6����
	�� ��������� k0 > 0 ����� )	� ��	
 ∆t ≤ k0, �� � :

sup
0≤n≤N

∥∥vn
η − un

η

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=0

∥∥(vn+1
η − un+1

η ) − (vn
η − un

η )
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|vn+1
η − un+1

η |2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + ∆t).

7J�TK8

�5
�	��� Z� ��	 �� �� 	��� ������ B

(���� '� '���� ����� 	��� 	�%������� ��� ������ ��� ��	�� ������ ���� 
�������� ��
,�<�� 7J�KD8^7J�KJ8 
� ��	��� B

g(s) = f(s) − u(s) · ∇u(s).

u ��� ����� 
� �
���� �� ���
 �� 7J�KD8^7J�KJ8 �� ��� 
�����	��� ��� 7J�KT8^7J�KV8 B

∀ϕη ∈ Vη,
1

∆t
(vn+1

η − vn
η ,ϕη) + ν(∇vn+1

η ,∇ϕη) =
1

∆t

∫ tn+1

tn
(f(s) − u(s) · ∇u(s),ϕη)ds.

'������ ����� un+1
η ��� �
���� �� 
�������� B

∀ϕη ∈ Vη,
1

∆t
(un+1

η − un
η ,ϕη) + ν(∇un+1

η ,∇ϕη)

=
1

∆t

∫ tn+1

tn
(f(s),ϕη)ds −

[
(un+1

η · ∇un+1
η ,ϕη) +

1
2
(div un+1

η ,un+1
η · ϕη)

]
.

LE
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'�\� �� ������	���� 	�� ���� ��������� ��� ���� B

1
∆t

((vn+1
η − un+1

η ) − (vn
η − un

η ),ϕη) + ν(∇(vn+1
η − un+1

η ),∇ϕη)

=
1

∆t

∫ tn+1

tn

[
(un+1

η · ∇un+1
η − u(s) · ∇u(s),ϕη) +

1
2
(div un+1

η ,un+1
η · ϕη)

]
ds. 7J�TC8

(���� 0� Z� ����������� �� ����� u(s) · ∇u(s) − un+1
η · ∇un+1

η . Z� �

u(s) · ∇u(s) − un+1
η · ∇un+1

η = (u(s) − u(tn+1)) · ∇u(s) + u(tn+1) · ∇(u(s) − u(tn+1))

+ u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1
η · ∇un+1

η .

.� ����� �� 
� ����� �� 
���� ���	���

un+1
η · ∇un+1

η − u(tn+1) · ∇u(tn+1) = (un+1
η − vn+1

η ) · ∇un+1
η + vn+1

η · ∇(un+1
η − vn+1

η )

+(vn+1
η − u(tn+1)) · ∇(vn+1

η − u(tn+1))

+(vn+1
η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1)

+u(tn+1) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)).

(���� 4� #�
	�
�� 
�� ������ �� ��	�� ������ �� 7J�TC8 �� ����
����� 
�������� ������
��

• #�
	�
 �� ������� ����� B

1
∆t

∫ tn+1

tn
(un+1

η · ∇un+1
η − u(s).∇u(s),ϕη)ds =

1
∆t

∫ tn+1

tn

(
(u(tn+1) − u(s)) · ∇u(s),ϕη

)
ds

+
1

∆t

∫ tn+1

tn
(u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − u(s)),ϕη)ds + ((un+1

η − vn+1
η ) · ∇un+1

η ,ϕη)

+ (vn+1
η · ∇(un+1

η − vn+1
η ),ϕη) + ((vn+1

η − u(tn+1)) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)),ϕη)

+ ((vn+1
η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕη) + (u(tn+1) · ∇(vn+1

η − u(tn+1)),ϕη).

• #�
	�
 �� ��	�� ����� B

(div un+1
η ,un+1

η · ϕη) = (div(un+1
η − vn+1

η ),un+1
η · ϕη) + (div vn+1

η , (un+1
η − vn+1

η ) · ϕη)

+(div(vn+1
η − u(tn+1)), (vn+1

η − u(tn+1)) · ϕη) + (div(vn+1
η − u(tn+1)),u(tn+1) · ϕη)

+(div u(tn+1), (vn+1
η − u(tn+1)) · ϕη),

LV
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��� 
� ������� ����� ������
��

���	 	�� ���� 	�
	�
�� ��� ��
���
��� 7J�TC8 ��� ∆t, ����� �� n = 0 � m− 1 �� ������
��� ��	��� ���� ϕη = ϕn+1

η = vn+1
η − un+1

η . 6�� ������ �����

m−1∑
n=0

(ϕn+1
η − ϕn

η ,ϕn+1
η ) + ν

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

=
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
((u(tn+1) − u(s)) · ∇u(s),ϕn+1

η )ds

+
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − u(s)),ϕn+1

η )ds

−
m−1∑
n=0

∆t
{
(ϕn+1

η · ∇un+1
η ,ϕn+1

η ) +
1
2
(div ϕn+1

η ,un+1
η · ϕn+1

η )
}

−
m−1∑
n=0

∆t
{
(vn+1

η · ∇ϕn+1
η ,ϕn+1

η ) +
1
2
(div vn+1

η ,ϕn+1
η · ϕn+1

η )
}

+
m−1∑
n=0

∆t
{(

(vn+1
η − u(tn+1)) · ∇(vn+1

η − u(tn+1)),ϕn+1
η

)

+
1
2

(
div(vn+1

η − u(tn+1)), (vn+1
η − u(tn+1)) · ϕn+1

η

)}

+
m−1∑
n=0

∆t
{(

(vn+1
η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕn+1

η

)

+
1
2

(
div(vn+1

η − u(tn+1)),u(tn+1) · ϕn+1
η

)}

+
m−1∑
n=0

∆t(u(tn+1) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)),ϕn+1

η ).

7J�TJ8

(���� >� 6�� �

�� ������� ���������� 
�� ��������� ������ �� ��	�� ������ �� 7J�TJ8�
.� ������ �� ����� �� ��	�� ������ ������
� ��2	� �� ���� ��� (vn+1

η · ∇ϕn+1
η ,ϕn+1

η ) =

−1
2
(divvn+1

η ,ϕn+1
η · ϕn+1

η ).

• -������ divu = 0, 
� ������� ����� ��� ����� ������ (� ����� C0 = ‖u′‖L2(0,T ;L4(Ω)2) ��

C̃ = ‖u‖L∞(0,T ;L4(Ω)2) ,

m−1∑
n=0

∣∣∣ ∫ tn+1

tn

(
(u(tn+1) − u(s)) · ∇u(s),ϕn+1

η

)
ds
∣∣∣

LS
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=
m−1∑
n=0

∣∣∣ ∫ tn+1

tn
−
(

(u(tn+1) − u(s)) · ∇ϕn+1
η ,u(s)

)
ds
∣∣∣

=
m−1∑
n=0

∣∣∣ ∫ tn+1

tn

( ∫ tn+1

s
u′(τ)dτ · ∇ϕn+1

η ,u(s)
)
ds
∣∣∣ = m−1∑

n=0

∣∣∣ ∫ tn+1

tn

(
u′(τ)∇ϕn+1

η ,

∫ τ

tn
u(s)dsdτ

)∣∣∣
≤

m−1∑
n=0

∥∥∇ϕn+1
η

∥∥
L2(Ω)

∫ tn+1

tn

∥∥u′(τ)
∥∥

L4(Ω)

( ∫ τ

tn
‖u(s)‖2

L4(Ω) ds
)
dτ

≤
m−1∑
n=0

∥∥∇ϕn+1
η

∥∥
L2(Ω)

‖u‖L∞(tn,tn+1;L4(Ω)2)

∫ tn+1

tn
(τ − tn)

∥∥u′(τ)
∥∥

L4(Ω)
dτ

≤
m−1∑
n=0

∥∥∇ϕn+1
η

∥∥
L2(Ω)

‖u‖L∞(tn,tn+1;L4(Ω)2)

(∆t)3/2

√
3

∥∥u′(τ)
∥∥

L2(tn,tn+1;L4(Ω)2)

≤ 1√
3
‖u‖L∞(0,T ;L4(Ω)2)

∥∥u′∥∥
L2(0,T ;L4(Ω)2)

∆t(
m−1∑
n=0

∆t
∥∥∇ϕn+1

η

∥∥
L2(Ω)

)1/2,

��� &��
����� ���� ����� �� 
� ��N� �������� B

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(tn+1) − u(s)) · ∇u(s),ϕn+1

η

)
ds
∣∣∣ ≤ C0

2
√

3

{C̃2

ε0
(∆t)2 + ε0

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

}
.

• .� ��	�� ����� � 
� �)�� �������� 	��

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − u(s)),ϕn+1

η

)
ds
∣∣∣

=
∣∣∣m−1∑

n=0

−
∫ tn+1

tn

(
u(tn+1) · ∇ϕn+1

η ,u(tn+1) − u(s)
)
ds
∣∣∣

≤
m−1∑
n=0

∥∥∇ϕn+1
η

∥∥
L2(Ω)

‖u‖L∞(0,T ;L4(Ω)2)

∫ tn+1

tn
(τ − tn)

∥∥u′(τ)
∥∥

L4(Ω)
dτ

≤ 1√
3
‖u‖L∞(0,T ;L4(Ω)2)

∥∥u′∥∥
L2(0,T ;L4(Ω)2)

∆t
(m−1∑

n=0

∆t
∥∥∇ϕn+1

η

∥∥
L2(Ω)

)1/2

≤ C0

2
√

3

{ C̃2

ε1
(∆t)2 + ε1

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

}
.

• -�� ������ 
� ����� �� ������ ��� 
� ��	����� �� ���� ������� ��� ��� �������
�����������
�� -�� 
� ����� ��� � �� �� ����� C1 = sup

1≤n≤N
|un

η |H1(Ω) �� �� ���
������ 7J�S8�

∣∣∣m−1∑
n=0

∆t
(
ϕn+1

η · ∇un+1
η ,ϕn+1

η

)∣∣∣ ≤ 21/2C1

m−1∑
n=0

∆t
∥∥ϕn+1

η

∥∥
L2(Ω)

|ϕn+1
η |H1(Ω)

≤ C1√
2

{
ε2

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω) +

1
ε2

m−1∑
n=0

∆t
∥∥ϕn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

}
.

LL
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�� -�� 
� ����� �� ������� � ���� �	����∣∣∣1
2

m−1∑
n=0

∆t
(

div ϕn+1
η ,un+1

η · ϕn+1
η

)∣∣∣
≤ 1

2

m−1∑
n=0

∆t
∥∥div ϕn+1

η

∥∥
L2(Ω)

∥∥un+1
η

∥∥
L4(Ω)

∥∥ϕn+1
η

∥∥
L4(Ω)

≤ 21/4S4

2

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |H1(Ω)|un+1

η |H1(Ω)

∥∥ϕn+1
η

∥∥1/2

L2(Ω)
|ϕn+1

η |1/2
H1(Ω)

≤ 21/4

2
S4C1

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |3/2

H1(Ω)

∥∥ϕn+1
η

∥∥1/2

L2(Ω)

≤ 21/4S4C1

2

m−1∑
n=0

∆t
(3ε4/3

3

4
|ϕn+1

η |2H1(Ω) +
1

4ε4
3

∥∥ϕn+1
η

∥∥2

L2(Ω)

)
.

• -�� 
� 	�
	�
 �� 	����� �� ������ ��� ���
����� 
�� 
����� J�C�S �� J�C�KJ� .�� ���� ������
�� �������� �� 
� �)�� ��N�� .� ������� ����∣∣∣m−1∑

n=0

∆t
(
(vn+1

η − u(tn+1)) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)),ϕn+1

η

)∣∣∣
≤ S2

4

m−1∑
n=0

∆t(sup
n

|vn+1
η − u(tn+1)|H1(Ω))|vn+1

η − u(tn+1)|H1(Ω)|ϕn+1
η |H1(Ω)

≤ S2
4C(η + ∆t)(η +

√
∆t)
(m−1∑

n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ S2
4

2

{C2

ε4
(η4 + (∆t)3 + η2∆t) + ε4

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

}
.

(� 
� ����� �� ����∣∣∣1
2

m−1∑
n=0

∆t
(

div(vn+1
η − u(tn+1)), (vn+1

η − u(tn+1)) · ϕn+1
η

)∣∣∣
≤ S2

4

4

{C2

ε5
(η4 + (∆t)3 + η2∆t) + ε5

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

}
.

• -�� 
� ���� �� ������ � ���
��� 
� ����
� ���� 	���� B∫
Ω

div(vn+1
η − u(tn+1))u(tn+1) · ϕn+1

η dx = −
∫

Ω
(vn+1

η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1) · ϕn+1
η dx

−
∫

Ω
(vn+1

η − u(tn+1)) · ∇ϕn+1
η · u(tn+1)dx.

7J�TT8
'�	 
� ���� �� ����� �� ��� �� � B

m−1∑
n=0

∆t
{(

(vn+1
η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕn+1

η

)
−
(
(vn+1

η − u(tn+1)) · ∇ϕn+1
η ,u(tn+1)

)}
.

LU
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K� -�� 
� ����� �� ������� � ���
��� 
� ���� �� J�C�KK �� � ��� C2 = ‖u‖L∞(0,T ;W 1,4(Ω)2)

��� ������

∣∣∣m−1∑
n=0

∆t
(
(vn+1

η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕn+1
η

)∣∣∣
≤ S4C2(η2 + ∆t)

(m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ S4C2

2

{ 1
ε6

(η4 + (∆t)2) + ε6

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

}
.

C� '� �)�� ��� 
� ����� �� ������� � � B∣∣∣1
2

m−1∑
n=0

∆t
(
(vn+1

η − u(tn+1)) · ∇ϕn+1
η ,u(tn+1)

)∣∣∣
≤ C2

2

(m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

η − u(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2(m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C2

4

{ 1
ε7

(η4 + (∆t)2) + ε7

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

}
.

• (�&�� 	��� divu = 0, 
� ������� ����� �� ��� �� �� ����� 	�%������ �� ��	 � � 
�
�������� B∣∣∣m−1∑

n=0

∆t
(
u(tn+1) · ∇(vn+1

η − u(tn+1)),ϕn+1
η

)∣∣∣ ≤ C2

2

{ 1
ε8

(η4 + (∆t)2) + ε8

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

}
.

������ 
�������� 7J�TJ8 �������� ��� ��� m, 1 ≤ m ≤ N,

1
2

∥∥ϕm
η

∥∥2

L2(Ω)
+

1
2

m−1∑
n=0

∥∥ϕn+1
η − ϕn

η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω) ≤ A + B + C,

\

A ≤ C(η4 + (∆t)2), B = γ1

m−1∑
n=0

∆t
∥∥ϕn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
, C = γ2

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω),

γ1 = γ(C0, C1, ε0, ε1, ε2, ε5, δ1), γ2 = γ(S4, C1, C2, C3, εi, i = 2, ..., 6, δ1).

(���� D� 6�� 	�������� 	������
����� 
�� εi �� ��� ���
����� 
� 
���� �� "��]�

 ���	

� �������� J�C�K� .�������� 7J�TJ8 ������� B

∥∥ϕm
η

∥∥2

L2(Ω)
+

m−1∑
n=0

∥∥ϕn+1
η − ϕn

η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω) ≤ eCm∆t(η4 + (∆t)2)

≤ eCT (η4 + (∆t)2).

'�\ 
� ����
��� &��
 B

sup
0≤n≤N

∥∥ϕn
η

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=0

∥∥ϕn+1
η − ϕn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C(η2 + ∆t). �

UD
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.� 	�

���� J�C�KE �� 
� ���� �� J�C�KS ��� ������ �
��

��	�����	 %/�/�) *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 3.2.17, ��	� ������ ��	
 ∆t ≤ k0 :

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥u(tn+1) − un+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + ∆t). 7J�TE8

�5
�	��� =
 ��F� �����
����� 
������
��� �������
���� �� �����
∥∥u(tn+1) − un+1

η

∥∥
L2(Ω)

:

N−1∑
n=0

∆t
∥∥u(tn+1) − un+1

η

∥∥2

L2(Ω)
≤

N−1∑
n=0

∆t
∥∥u(tn+1) − vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
+

N−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

η − un+1
η

∥∥2

L2(Ω)

�� �����
����� 
� ����
��� �� 	�

���� J�C�KE �� ������� ����� �� ��	�� ������ �� 	�
�� ��
���� �� J�C�KS �� ��	��� �

�!�!& -�� ��������	� �	�� �� ������	�

.�� ����
���� ������ ���	�������� ��� 
� ������� ��� ���������� ������
�� ��� ������ ����%
������� �� 
� �������� -�� ������� 
������� ��� 
� �������� � � 
�

3

 %/�/�* .� ��	� ��� �%����"��� �	 ��
�����
� 3.2.4, �� �	����� )	� p′ ∈ L2(Ω×]0, T [).
$��
� (u(tn+1), p(tn+1)) �� (un+1

η , pn+1
η ) ��� ���	����� 
���������� �� (1.1)7(1.4) �� (1.39)7(1.40),

��������� :

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥pn+1

η − rηp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ 1

β�

{
C1(η + ∆t) + C2∆t

∥∥p′∥∥
L2(Ω×]0,T [)

+C3η ‖p‖L2(0,T ;H1(Ω)) + S2

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2}
7J�TV8

�; β� ��� �� ��������� �� �� ��������� �����	� (1.16) �� ��� ���J������ Ci, 1 ≤ i ≤ 3� ���� ���-�
�������� �� η �� ∆t�

�5
�	��� 6�� ������ 
� �������	� �� 
�������� 7K�K8 �������� ����� tn �� tn+1 �� 
�����%
��� 7K�JU8 ��
���
���� ��� ��� ��	��� ���� wn+1

η , ��� ������� rηp(s) �� rηp(tn+1) ���	� ����
����������� 
� ����� ���	� ����&��� 7J�K8 ��

un+1
η · ∇un+1

η − u(s) · ∇u(s) = (un+1
η − u(s)) · ∇un+1

η + u(s) · ∇(un+1
η − u(s)).

UK
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6�� ����� 
� ����
��� �� n = 0 � N − 1 �� ��� ������ �����

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
pn+1

η − rηp(tn+1),div wn+1
η

)
ds

=
N−1∑
n=0

(
(un+1

η − u(tn+1)) − (un
η − u(tn)),wn+1

η

)
+ ν

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(un+1

η − u(s)),∇wn+1
η

)
ds

+
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

{(
(un+1

η − u(s)) · ∇un+1
η ,wn+1

η

)
+

1
2

(
div(un+1

η − u(s)),un+1
η · wn+1

η

)}
ds

+
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(s) · ∇(un+1

η − u(s)),wn+1
η

)
ds +

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
rηp(s) − rηp(tn+1),div wn+1

η

)
ds

+
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
p(s) − rηp(s),divwn+1

η

)
ds.

7J�TS8
'���� � 
� 	������ ���%��� 7K�KV8� ��� 	����� qη ∈ Mη,

∃wη ∈ V ⊥
η ; (div wη, qη) = ‖qη‖2

L2(Ω) �� ‖∇wη‖L2(Ω) ≤
1
β�

‖qη‖L2(Ω) .

'��� ���� 	��� qη = pn+1
η − rηp(tn+1). '��� 	� ��� ����� ��� �������� 	��� ���	���������


�� ������ �� ��	�� �������

• -�� 
� ������� ������ � �	���

∣∣∣N−1∑
n=0

(
(un+1

η − u(tn+1)) − (un
η − u(tn)),wn+1

η

)∣∣∣
≤ S2

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• #��� wn+1
η ∈ V ⊥

η , � � (∇wn+1
η ,∇Pηu(s)) = 0 ��� ��� s �� 
� ��	�� ����� ��� �����

	���*
� B

∣∣∣ν N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(un+1

η − u(s)),∇wn+1
η

)
ds
∣∣∣ = ∣∣∣ν N−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(Pηu(s) − u(s)),∇wn+1

η

)
ds
∣∣∣

≤ ν
(N−1∑

n=0

∫ tn+1

tn
|Pηu(s) − u(s)|2H1(Ω)ds

)1/2(N−1∑
n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C1η
(N−1∑

n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

UC
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• -�� 
�� ����� �� �� ������ �� ������� � ���
��� 
� ����
� 7J�TT8 ��� ���� �	� B

∣∣∣N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

{(
(un+1

η − u(s)) · ∇un+1
η ,wn+1

η

)
+

1
2

(
div(un+1

η − u(s)),un+1
η · wn+1

η

)}
ds
∣∣∣

=
1
2

∣∣∣N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

{(
(un+1

η − u(s)).∇un+1
η ,wn+1

η

)
−
(
(un+1

η − u(s)).∇wn+1
η ,un+1

η

)}
ds
∣∣∣

≤ S2
4

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|un+1

η − u(s)|H1(Ω)|un+1
η |H1(Ω)|wn+1

η |H1(Ω)ds

≤ S2
4 sup

n
|un+1

η |H1(Ω)

(N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|un+1

η − u(s)|2H1(Ω)ds
)1/2(N−1∑

n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
,

≤ C2(η + ∆t)
(N−1∑

n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• .� 	����� �� ����� ���	��� B

∣∣∣N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(s).∇(un+1

η − u(s)),wn+1
η

)
ds
∣∣∣ = ∣∣∣− N−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
u(s).∇wn+1

η ,un+1
η − u(s)

)
ds
∣∣∣

�� ��	 �� ����� 	��� 	�%������ B

≤
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖u(s)‖L4(Ω)

∥∥un+1
η − u(s)

∥∥
L4(Ω)

∥∥∇wn+1
η

∥∥
L2(Ω)

ds

≤ S2
4(sup

s
|u(s)|H1(Ω))

(N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|un+1

η − u(s)|2H1(Ω)

)1/2(N−1∑
n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C3(η + ∆t)
(N−1∑

n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• -�� 
� ���� �� ������ ��	���� ��� rη ��� ����
� �� ���� L2� � �

∣∣∣N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
rηp(s) − rηp(tn+1),div wn+1

η

)
ds
∣∣∣

≤ C

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥p(s) − p(tn+1)
∥∥

L2(Ω)

∥∥divwn+1
η

∥∥
L2(Ω)

ds

≤ C

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(∫ τ

tn

∥∥p′(τ)
∥∥

L2(Ω)
ds
) ∥∥divwn+1

η

∥∥
L2(Ω)

dτ

≤ C

N−1∑
n=0

∥∥divwn+1
η

∥∥
L2(Ω)

(∫ tn+1

tn
(τ − tn)2dτ

)1/2(∫ tn+1

tn

∥∥p′(τ)
∥∥2

L2(Ω)
dτ
)1/2

≤ C∆t√
3

∥∥p′∥∥
L2(Ω×]0,T [)

(N−1∑
n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
,

UJ
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• -�� 
� ����� �� ������ ��&�� � ���� �	����∣∣∣N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
p(s) − rηp(s),divwn+1

η

)
ds
∣∣∣

≤
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖p(s) − rηp(s)‖L2(Ω)

∥∥divwn+1
η

∥∥
L2(Ω)

ds

≤
N−1∑
n=0

Cη
(∫ tn+1

tn
|p(s)|2H1(Ω)ds

)1/2(∫ tn+1

tn

∥∥divwn+1
η

∥∥2

L2(Ω)
ds
)1/2

≤ Cη ‖p‖L2(0,T ;H1(Ω))

(N−1∑
n=0

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

.����
��� 7J�TS8 �������(N−1∑
n=0

∆t
∥∥pn+1

η − rηp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ 1

β�

{
(C1 + C2 + C3)(η + ∆t) + C4∆t

∥∥p′∥∥
L2(Ω×]0,T [)

+S2

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
+ Cη ‖p‖L2(0,T ;H1(Ω))

}
.

.� ����
��� 	���	�� ��	�
� �� 	���� �����
���� �

6�� ����� �������
(N−1∑

n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
� Z�� ��� ��%

���� 	������
����� 	���� ���������� ��� ���� ����� ��� sup
n

∥∥un
η

∥∥
L∞(Ω)

��� �����������

����� #��� ��� ����� �� �������� ����� �
 ��F� ��� sup
n

|un
η |W 1,r(Ω) ��� �����������

���� ��� �� ���
 r > 2� #���� ��������� ���� )��� ������ � ������ ��� ����
���� ���	������
�� ���� ����� �����
��� �������� ��� ������� ��� Tη ��� ����� �� �� ����
����� �
�� ���� ���

	�

� �� 
� ����
����� 7	�� ��&����� C�D�T8� -�� �����
�� �� � 	������ ��� &��� 
�� ������ r =
5
2
,

�
�� ��� ������ 
������ �� �������� B �
 ������ ��� 	������� τ̃ ������������ �� η �� ∆t ��

�
��� B

ρ�
 ≥ τ̃ η5, \ ρ�
 = inf
κ∈Tη

ρκ. 7J�TL8

#���� ����� �� ��� ��� 	������������ 6�� 
����
������ �
�� 
�� ��� ������ ���
sup

n
|un

η |W 1,5/2(Ω) ��� ����������� �����

����������� ��� �������� 
�

3

 %/�/�2 *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 3.2.17, �� �

sup
0≤n≤N

|vn
η − un

η |H1(Ω) ≤ C(
η2

√
∆t

+
√

∆t). 7J�TU8

�5
�	��� .� �������� 7J�TK8 �����_�� �� �����	�
��� B

∀n, 1 ≤ n ≤ N, |vn
η − un

η |2H1(Ω) ≤ 1
∆t

(η4 + (∆t)2)

≤ η4

∆t
+ ∆t,

UT
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� ����
���� �

3

 %/�/�� *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 3.2.17 �� �� Tη �-
�2� (3.9) �� (3.48), �� �6����
	�� ��������� C )	� �� �-���� ��� �� η �� ∆t� ����� )	� :

sup
n

|un
η |W 1,5/2(Ω) ≤ C. 7J�ED8

�5
�	��� 6�� �	����� B

|un
η |W 1,5/2(Ω) ≤ |un

η − vn
η |W 1,5/2(Ω) + |vn

η − Pηu(tn)|W 1,5/2(Ω) + |Pηu(tn) − u(tn)|W 1,5/2(Ω)

+|u(tn)|W 1,5/2(Ω).

#�������� �� �
����� κ� #��� un
η − vn

η ���������� � �� ����	� �� �������� &��� ����

��
����� �� �������	� κ̂ \ ����� 
�� ����� ��� ������
������ ��� ����� �	���� B∥∥∇(un

η − vn
η )
∥∥

L5/2(κ)
≤ C|κ|2/5

∥∥∥∇̂un
η − ∇̂vn

η

∥∥∥
L2(bκ)

,

\ C ������� ��� 	�������� ������������� �� η �� ∆t� '�	� �� �������� � κ, � � B∥∥∇(un
η − vn

η )
∥∥

L5/2(κ)
≤ C|κ|2/5−1/2

∥∥∇(un
η − vn

η )
∥∥

L2(κ)
.

(� ������ ��� ��� 
�� �
������ κ �� 
� �������
���� Tη �� �� ���
������ 
������
��� �� $������
��� ������ 
������
��� �������

|un
η − vn

η |W 1,5/2(Ω) ≤
C

ρ
1/5
�


|un
η − vn

η |H1(Ω).

'� �)���

|vn
η − Pηu(tn)|W 1,5/2(Ω) ≤

C

ρ
1/5
�


|vn
η − Pηu(tn)|H1(Ω)

≤ Cρ
−1/5
�


(
|vn

η − u(tn)|H1(Ω) + |u(tn) − Pηu(tn)|H1(Ω)

)
.

'�	

|un
η |W 1,5/2(Ω) ≤ Cρ

−1/5
�


(
|un

η − vn
η |H1(Ω) + |vn

η − u(tn)|H1(Ω) + |u(tn) − Pηu(tn)|H1(Ω)

)
+|Pηu(tn) − u(tn)|W 1,5/2(Ω) + |u(tn)|W 1,5/2(Ω).

(� ���
������ 
� 
���� J�C�CD �� 7J�U8� ��� ���� B

sup
0≤n≤N

|un
η − vn

η |H1(Ω) ≤ Cη.

'� �)��� 
� 	�

���� J�C�KV ���� B

sup
0≤n≤N

|vn
η − u(tn)|H1(Ω) ≤ Cη.

.�� ����
���� ������������� 7C�KC8 ������ B

sup
0≤n≤N

|u(tn) − Pηu(tn)|H1(Ω) ≤ Cη.

UE
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(�&�� 
� ���� ��� u ∈ C0(0, T ;W 1,r(Ω)2) �����_�� �� �����	�
��� ��� B

sup
0≤n≤N

(|Pηu(tn) − u(tn)|W 1,5/2(Ω) + |u(tn)|W 1,5/2(Ω)) ≤ C.

����� ��� ������ 
� ����
���� �

Z� � ��	 ��� un
η ��� ���� ���� L∞(0, T ;H1(Ω)2) �� ����� ���� L∞(0, T ;W 1,5/2(Ω)2)� #���

W 1,5/2(Ω) ↪→ L∞(Ω) �
�� un
η ��� ���� ���� L∞(Ω×]0, T [)2�

/������ � 
���������� �������� �� 
� ������� �� ����� �� 
� ������� �� ���� L2.

3

 %/�/�� *�	� ��� �%����"��� �	 ����� 3.2.21, �� �6���� 	�� ��������� C = C(u,u′, p′, ν)
)	� �� �-���� ��� �� η �� ∆t� ����� )	� :

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
+
√

ν sup
0≤n≤N

|un
η − u(tn)|H1(Ω)

+
√

ν
(N−1∑

n=0

|(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η +

√
∆t).

7J�EK8

�5
�	��� Z� ��	 �� �� ���� �������

(���� '� Z� �� ���� ��� 
�������� 7J�TS8 �� ������� wn+1
η ∈ Vη �� �� �������� rηp(s) ��

Sη(u′) = (Sη(u))′ :

1
∆t

((un+1
η − Sηu(tn+1)) − (un

η − Sηu(tn)),wn+1
η ) − 1

∆t

∫ tn+1

tn
(u′(s) − Sηu′(s),wn+1

η )ds

+
ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(un+1

η − Sηu(s)),∇wn+1
η

)
ds +

ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(Sηu(s) − u(s)),∇wn+1

η

)
ds

+
1

∆t

∫ tn+1

tn

(
(un+1

η · ∇un+1
η − u(s) · ∇u(s),wn+1

η ) +
1
2
(div un+1

η un+1
η ,wn+1

η )
)

ds

+
1

∆t

∫ tn+1

tn
(p(s),div wn+1

η )ds = 0.

Z� ��� ��&����� �� 
��������� Sη, ��� ���� B

∀wη ∈ Vη,
ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(Sηu(s) − u(s)),∇wn+1

η

)
ds +

1
∆t

∫ tn+1

tn
(p(s),div wn+1

η )ds = 0.

UV
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'�\

1
∆t

((un+1
η − Sηu(tn+1)) − (un

η − Sηu(tn)),wn+1
η ) − 1

∆t

∫ tn+1

tn
(u′(s) − Sηu′(s),wn+1

η )ds

+
ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(un+1

η − Sηu(tn+1)),∇wn+1
η

)
ds +

ν

∆t

∫ tn+1

tn

(
∇(Sηu′(s)),∇wn+1

η

)
(s − tn)ds

+
1

∆t

∫ tn+1

tn

(
(un+1

η · ∇un+1
η − u(s) · ∇u(s),wn+1

η ) +
1
2
(divun+1

η un+1
η ,wn+1

η )
)

ds = 0.

������ �� ����� en
η = un

η−Sηu(tn), �� ������� 
� ��	��� ���� wn+1
η =

en+1
η − en

η

∆t
�� �� ������


�������� �� n = 0 � m − 1, � ����� B

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
ν

2

∥∥∇em
η

∥∥2

L2(Ω)
− ν

2

∥∥∇e0
η

∥∥2

L2(Ω)
+

ν

2

m−1∑
n=0

∥∥∇(en+1
η − en

η )
∥∥2

L2(Ω)

=
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

{(
u′(s) − Sηu′(s),

en+1
η − en

η

∆t

)
− ν
(
∇Sηu′(s),∇

(en+1
η − en

η

∆t

))
(s − tn)

}
ds

−
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

((
un+1

η · ∇un+1
η − u(s) · ∇u(s)

)
+

1
2

(
divun+1

η un+1
η ,

en+1
η − en

η

∆t

))
ds. 7J�EC8

(���� 0� 6�� �

�� ������� ���� 	� ��� ���� 
�� ��������� ������ �� ��	�� ������ �� 7J�EC8�
• (� ���
����� 
� 
���� J�C�KC� � 	���*
� 
� ������� ������ (� �����

∫ T

0

∥∥u′(s) − Sηu′(s)
∥∥2

L2(Ω)
ds ≤

∫ T

0
Cη2(|u′(s)|2H1(Ω) +

∥∥p′(s)∥∥2

L2(Ω)
)ds.

'�	

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u′(s) − Sηu′(s),

en+1
η − en

η

∆t

)
ds
∣∣∣

≤
( ∫ T

0

∥∥u′(s) − Sηu′(s)
∥∥2

L2(Ω)
ds
)1/2(m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

ds
)1/2

≤ Cη2

2ε0

(∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+
∥∥p′∥∥2

L2(Ω×]0,T [)

)
+

ε0

2

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

US
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• Z� ���� ���������� ��� �������� �� ��	�� ������ (� ����� Ĉ = ‖Sηu′‖L2(0,T ;H1(Ω)2) ,
� � ��		���������� B

∣∣∣ν m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇Sηu′(s),∇

(en+1
η − en

η

∆t

))
(s − tn)ds

∣∣∣
≤ ν

m−1∑
n=0

∣∣∣en+1
η − en

η

∆t

∣∣∣
H1(Ω)

( ∫ tn+1

tn
|Sηu′(s)|2H1(Ω)ds

)1/2(∫ tn+1

tn
(s − tn)2ds

)1/2

≤ ν
√

∆t√
3

∥∥Sηu′∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)2)

(m−1∑
n=0

(∆t)2
∣∣∣en+1

η − en
η

∆t

∣∣∣2
H1(Ω)

)1/2

≤ Ĉ2ν∆t

2
√

3ε1

+
ε1ν

2
√

3

m−1∑
n=0

|en+1
η − en

η |2H1(Ω).

• -�� ������� 
� ����� �� ������ ��� �	����� B

u(s) · ∇u(s) − un+1
η · ∇un+1

η − 1
2

divun+1
η un+1

η

= u(s) · ∇(u(s) − un+1
η ) + (u(s) − un+1

η ) · ∇un+1
η +

1
2

div(u(s) − un+1
η )un+1

η .

K� .� ����� �� ������ ��� ������� 	��� ���� B

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(s) · ∇(u(s) − un+1

η ),
en+1

η − en
η

∆t

)
ds
∣∣∣

≤
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖u(s)‖L∞(Ω) |u(s) − un+1

η |H1(Ω)

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

ds

≤
‖u‖L∞(Ω×]0,T [)2

2

⎛⎝ 1
ε2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(s) − un+1

η |2H1(Ω)ds + ε2

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

⎞⎠
≤

C ‖u‖L∞(Ω×]0,T [)2

2

⎛⎝C ′

ε2
(η2 + (∆t)2) + ε2

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

⎞⎠ .

C� -�� ������� 
� ����� �� ������� � �������� ��� B

∥∥(u(s) − un+1
η ) · ∇un+1

η

∥∥
L2(Ω)

≤ |un+1
η |W 1,5/2(Ω)

∥∥u(s) − un+1
η

∥∥
L10(Ω)

≤ S10|un+1
η |W 1,5/2(Ω)|u(s) − un+1

η |H1(Ω).

UL
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∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

((
(u(s) − un+1

η ) · ∇un+1
η ,

en+1
η − en

η

∆t

)
+

1
2

(
div(u(s) − un+1

η )un+1
η ,

en+1
η − en

η

∆t

))
ds
∣∣∣

≤
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
S10

∥∥∇un+1
η

∥∥
L5/2(Ω)

|u(s) − un+1
η |H1(Ω)

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

ds

+
1
2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥un+1
η

∥∥
L∞(Ω)

|u(s) − un+1
η |H1(Ω)

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

ds

≤
(C

2
+ S10

)
sup

n
|un

η |W 1,5/2(Ω)

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(s) − un+1

η |H1(Ω)

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

ds

≤ C ′′

⎛⎝C ′

ε3
(η2 + (∆t)2) + ε3

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

⎞⎠ .

'�	 �� ����� C1 = ‖u‖L∞(Ω×]0,T [)2 , 
� ����� �� ����� ��� �
�� ����� ��� B

(C1C
′

2ε2
+

C ′′C ′

ε3

)
(η2 + (∆t)2) +

(C1ε2

2
+ C ′′ε3

)m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

(���� 4� '�	� ��� � �� 	��� ������� ��� εi, 
� ��
���� 7J�EC8 �����_�� B

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥en+1
η − en

η

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ ν
∥∥∇em

η

∥∥2

L2(Ω)
− ν
∥∥∇e0

η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

N−1∑
n=0

∥∥∇(en+1
η − en

η )
∥∥2

L2(Ω)

≤ C(u,u′, p′, ν)(∆t + η2).

Z� e0
η = 0 7�
 ��F� �� ��&��� Sηu0 ���	 p ��
8� �
��

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − Sηu(tn+1)) − (un

η − Sηu(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν sup

0≤n≤N
|un

η − Sηu(tn)|H1(Ω)

+
√

ν
(N−1∑

n=0

|(un
η − Sηu(tn)) − (un

η − Sηu(tn))|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η +

√
∆t).

7J�EJ8
3���
������ 
� ����
��� 7J�EK8 ��� ����� ��� ��� �����
��� �������
���� �� �� ���
����� 
�� ���������
�� 
��������� Sη 7	�� 7J�JT8 �� 7J�JE88 B

|un
η − u(tn)|H1(Ω) ≤ |un

η − Sηu(tn)|H1(Ω) + |Sηu(tn) − u(tn)|H1(Ω),

��

|Sηu(tn) − u(tn)|H1(Ω) ≤ 2|Pηu(tn) − u(tn)|H1(Ω) +
1
ν
‖rηp(tn) − p(tn)‖L2(Ω)

≤ Cη{|u|C0(0,T ;H2(Ω)2) + ‖p‖C0(0,T ;H1(Ω))}.

UU
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(� 	� ��� 	�	���� 
� ������� ����������
� � �������� ���

N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − u(tn+1)) − (un

η − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≤ 2
N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
η − Sηu(tn+1)) − (un

η − Sηu(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+2
N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥ 1
∆t

∫ tn+1

tn
(Sηu′(s) − u′(s))ds

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

�����

N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥ 1
∆t

∫ tn+1

tn
(Sηu′(s) − u′(s))ds

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≤
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∥∥Sηu′(s) − u′(s)
∥∥2

L2(Ω)
ds

≤ C2η2
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

{
|Pηu′(s) − u′(s)|2H1(Ω) +

∥∥rηp
′(s) − p′(s)

∥∥2

L2(Ω)

}
ds

≤ C2η2{‖u′‖2
L2(0,T ;H1(Ω)2) + ‖p′‖2

L2(0,T ;L2(Ω))},

7J�ET8

�� 
� ����
��� ��	�
� �� 7J�EJ8 �� 7J�ET8� �

'� 	�� ���� 
������ ��� �������� ��� ��������� ������ �� �� 
� ��������

0� �	�
 %/�/�% *�	� ��� �%����"��� �	 ����� 3.2.21, �� �6���� 	�� ��������� C ���-��������
�� η �� ∆t� ����� )	� :

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η +

√
∆t). 7J�EE8

*� (3.9) ��� �-
�2- ���
�

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη. 7J�EV8

�!� ���������� �� � .���� �� 
��� �� ����� % ���� �������

'��� 	���� ��	���� ���� ��� ��� ��������� 
������� �� 
� �
���� �� 
� ����� �� ����� ��
�	���� � ���� ���

�� 7K�KC8^7K�KS8� 6�� ����� ����	������ ������� 
������� �� 
�,��� 2 >
���� 	��� ��� �

�� ���
���� 
� ��
���� �� 	�

���� J�C�KL ��� η = H, ��� �

�� ����
����� ��� ����� ��� �� ���� �� J�C�KS 7��� � �� ��� ���
��� 	�

�� �� 	�

���� J�C�KV8�

KDD
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�!�!� )�������	� 
� �� �������

0� �	�
 %/%/� *�	� ��� �%����"���

u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)2) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)2) ∩ C0(0, T ;W 1,4(Ω)2),

u′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)2), p ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)), p′ ∈ L2(Ω×]0, T [), f ∈ L2(Ω×]0, T [)2,

f ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2), f(0) ∈ L2(Ω)2 �� Ω �����6�� ���
� �� ���	���� (un+1
h , pn+1

h ) �� ��,��� 2
��������� ������������ ���

�	
 �	������ :

sup
0≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L2(Ω) +

(N−1∑
n=0

∥∥(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|un+1
h − u(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(H2 + h + ∆t),

7J�ES8

���� C 	�� ��������� ���-�������� �� h,H �� ∆t�

�5
�	��� Z� ��	 �� �� ���� �������

(���� '� /�����	��� 
�� �������� ����&��� ��� 
�� �
����� ���	�� �� ���	� �� ��� 
� ���

� &�� B

∀vh ∈ Xh,
1

∆t

∫ tn+1

tn
(u′(s),vh)ds +

ν

∆t

∫ tn+1

tn
(∇u(s),∇vh)ds − 1

∆t

∫ tn+1

tn
(p(s),div vh)ds

=
1

∆t

∫ tn+1

tn
(f(s),vh)ds − 1

∆t

∫ tn+1

tn
(u(s) · ∇u(s),vh)ds,

7J�EL8
��

∀vh ∈ Xh,
1

∆t
(un+1

h − un
h,vh) + ν(∇un+1

h ,∇vh) − (pn+1
h ,divvh)

=
1

∆t

∫ tn+1

tn
(f(s),vh)ds − (un+1

H · ∇un+1
h ,vh).

7J�EU8

-����� 	��� ��	��� ���� vh = vn+1
h = un+1

h − Phu(tn+1) �� ����� 
�������� ����
�����
�� n = 0 � m − 1, ��� ������ ����� B

1
2

(
‖vm

h ‖2
L2(Ω) +

m−1∑
n=0

∥∥vn+1
h − vn

h

∥∥2

L2(Ω)

)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

=
m−1∑
n=0

((u(tn+1) − Phu(tn+1)) − (u(tn) − Phu(tn)),vn+1
h )

+
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(rhp(s) − p(s),div vn+1

h )ds + ν

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(∇(u(s) − Phu(tn+1)),∇vn+1

h )ds

+
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(u(s).∇u(s) − un+1

H .∇un+1
h ,vn+1

h )ds

7J�VD8
���	

∥∥u0
h − Phu(t0)

∥∥2

L2(Ω)
= 0.

KDK
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(���� 0� '��� 	� ��� ����� ��� ����� ��� �������� �� 	��	�� ��� ������ �� ��	�� �������
.� 	�
	�
 ��� ���� �������� ������ �� ��	�� ������ �����	��� �� 
� �)�� ��N� ��� 	�
�� ��%
��	��� ���� 
� ���� �� J�C�C�

• #�
�� �� ������� ��� 
� �������� ��� ��� ε1 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

(
(u(tn+1) − Phu(tn+1)) − (u(tn) − Phu(tn)),vn+1

h

)∣∣∣
≤

m−1∑
n=0

(∫ tn+1

tn

∥∥u′(τ) − Phu′(τ)
∥∥

L2(Ω)
dτ
) ∥∥vn+1

h

∥∥
L2(Ω)

≤ Ch2

2ε1

∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+

ε1

2

m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

h

∥∥2

L2(Ω)
.

• .� ����� �� ����� �� ��	�� ������ ��� ������ �� 
� ��N� ��������� ��� ��� ε2 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
rhp(s) − p(s),div vn+1

h

)
ds
∣∣∣

≤ 1
2ε2

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖rhp(s) − p(s)‖2

L2(Ω) ds +
ε2

2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

≤ C

2ε2
h2 ‖p‖2

L2(0,T ;H1(Ω)) +
ε2

2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω).

• -�� 
� 	�
	�
 �� ����� �� ������ ��� 
� ��	����� �� ���� ������� ��� ��� �������
���������� B

ν
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(u(s) − Phu(tn+1)),∇vn+1

h

)
ds = ν

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(u(s) − Phu(s)),∇vn+1

h

)
ds

+ν

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(Phu(s) − Phu(tn+1)),∇vn+1

h

)
ds.

K� .� ����� �� ������ �� 	�
	�
� 	��� ����� ��� ��� ε3 > 0,

∣∣∣ν m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(u(s) − Phu(s)),∇vn+1

h

)
ds
∣∣∣

≤ ν

2ε3

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(s) − Phu(s)|2H1(Ω)ds +

νε3

2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

≤ Cν

2ε3
h2 ‖u‖2

L2(0,T ;H2(Ω)2) +
νε3

2

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω).

C� #��� Ph ��� ����
� �� ���� H1, 
� ��	��� ������ �� 	�
	�
� 	��� ����� ��� ���

KDC
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ε4 > 0, ∣∣∣ν m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(Phu(s) − Phu(tn+1)),∇vn+1

h

)
ds
∣∣∣

≤ ν
m−1∑
n=0

|vn+1
h |H1(Ω)

(∫ tn+1

tn
|Phu′(τ)|2H1(Ω)dτ

)1/2( ∫ tn+1

tn
(τ − tn)2dτ

)1/2

≤ Cν(∆t)2

2
√

3ε4

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u′(τ)|2H1(Ω)dτ +

νε4

2
√

3

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

≤ ν(∆t)2

2
√

3ε4

∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+

νε4

2
√

3

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω).

• -�� ������� 
� ����� ��%
������� ���� 
� ��	�� ������ B
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(s) · ∇u(s) − un+1

H · ∇un+1
h ,vn+1

h

)
ds,

��� �	����� B

u(s) · ∇u(s) − un+1
H · ∇un+1

h = (u(s) − un+1
H ) · ∇u(s) + un+1

H · ∇(u(s) − Phu(tn+1))

−u(tn+1) · ∇vn+1
h − (un+1

H − u(tn+1)) · ∇vn+1
h ,

�� ��� ������� 
�� ������ 	�������� �� 	� ����� ��%
������� �����������

K� /�������� ��� 
� ����� �� �
����� ������
� B

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(tn+1) · ∇vn+1

h ,vn+1
h

)
ds = 0.

C� 6�� ����� ��� �������� �� ������� ������ ��� ��� ε5 > 0,∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(s) − un+1

H ) · ∇u(s),vn+1
h

)
ds
∣∣∣

=
∣∣∣m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(s) − u(tn+1)) · ∇u(s),vn+1

h

)
ds

+
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(tn+1) − un+1

H ) · ∇u(s),vn+1
h

)
ds
∣∣∣

≤
m−1∑
n=0

∣∣∣ ∫ tn+1

tn

(
u′(τ) ·

∫ τ

tn
∇u(s)ds,vn+1

h

)
dτ
∣∣∣

+S4 ‖u‖L∞(0,T ;W 1,4(Ω)2)

(m−1∑
n=0

∆t
∥∥u(tn+1) − un+1

H

∥∥2

L2(Ω)

)1/2(m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

)1/2

≤ S4 ‖u‖L∞(0,T ;W 1,4(Ω)2)

{
C∆t ‖u′‖L2(Ω×]0,T [)2 + C(H2 + ∆t)

}
(m−1∑

n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

)1/2

≤ S4

2
‖u‖L∞(0,T ;W 1,4(Ω)2)

(C

ε5
((∆t)2 + H4) + ε5

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

)
,

KDJ
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\ 
� 	������� C ������ �� ‖u′‖L2(Ω×]0,T [)2 .

J� 6�� ��	����� 
� ��	�� ����� �� ���� ������� ��� ��� 	�
	�
�� ��		���������� B

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
un+1

H · ∇(u(s) − Phu(tn+1)),vn+1
h

)
ds

=
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
un+1

H · ∇(u(s) − Phu(s)),vn+1
h

)
ds

+
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
un+1

H · ∇Ph(u(s) − u(tn+1)),vn+1
h

)
ds.

7�8 .� ������� ����� ��� ��
 ���� ��� ��� ε6 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
un+1

H · ∇(u(s) − Phu(s)),vn+1
h

)
ds
∣∣∣

≤ S4 sup
n

‖un
H‖L4(Ω)

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(s) − Phu(s)|H1(Ω)|vn+1

h |H1(Ω)ds

≤
S2

4(sup
n

|un
H |H1(Ω))

2

{ 1
ε6

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(s) − Phu(s)|2H1(Ω)ds

+ε6

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

}

≤
S2

4(sup
n

|un
H |H1(Ω))

2

{C

ε6
h2 + ε6

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

}
,

\ 
� 	������� C ������ �� ‖u‖L2(0,T ;H2(Ω)2) .

7�8 .� ��	�� ����� ��� ������ 	��� ����� ��� ��� ε7 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
un

H · ∇Ph(u(s) − u(tn+1)),vn+1
h

)
ds
∣∣∣

≤ S2
4(sup

n
|un

H |H1(Ω))
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|Phu′(τ)|H1(Ω)(τ − tn)|vn+1

h |H1(Ω)dτ

≤
S2

4(sup
n

|un
H |H1(Ω))

2
√

3

{‖u′‖2
L2(0,T ;H1(Ω)2)

ε7
(∆t)2 + ε7

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

}
.

T� 3���
������ 
� ������ �� ����� �� ��	�� ������ ��� 	��� ����� (� ���
����� 7J�L8� �

KDT
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�� ��� ��� ε8 > 0, δ > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(un+1

H − u(tn+1)) · ∇vn+1
h ,vn+1

h

)
ds
∣∣∣

≤ 21/4S4 sup
n

|un
H − u(tn)|H1(Ω)

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |3/2

H1(Ω)

∥∥vn+1
h

∥∥1/2

L2(Ω)

≤ S4C

23/4

{
ε8

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω) +

1
2ε8

(
δ

N−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω) +

1
δ

m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)}
.

(���� 4� ������ �� ��������� ����� 	�� ����������� 
�������� 7J�VD8 ��� ������ ��� B

1
2

(
‖vm

h ‖2
L2(Ω) +

m−1∑
n=0

∥∥vn+1
h − vn

h

∥∥2

L2(Ω)

)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

≤ ξ + γ1

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω) + γ2

m−1∑
n=0

∆t
∥∥vn+1

h

∥∥2

L2(Ω)
,

7J�VK8

\ ξ = ξ(h2,H4, (∆t)2), γ1 ��� ��� 	������� ��� 
� ��
��� ���� )��� ����	���� �� �������� 
��
εi, δ �� i = 1, ..., 8.
'�	� ��� � ���� 	���� 
�� εi �� δ �� ��N� � 	� ��� γ1 =

ν

2
�� γ2 ������ �� γ1 �� �� ���
������


� 
���� �� "��]�

 ���	 
� �������� J�C�K� ��� ������

‖vm
h ‖2

L2(Ω) +
m−1∑
n=0

∥∥vn+1
h − vn

h

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=0

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

≤ eCm∆tC(h2 + H4 + (∆t)2)

≤ eCT C(h2 + H4 + (∆t)2)

≤ C(h2 + H4 + (∆t)2).

7J�VC8

'�\ &��
����� 
� ����
��� B

sup
0≤n≤N

‖un
h − Phu(tn)‖L2(Ω) +

(N−1∑
n=0

∥∥(un+1
h − Phu(tn+1)) − (un

h − Phu(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|un+1
h − Phu(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(h + H2 + (∆t)).

7J�VJ8
�� 7J�ES8 �������� ��� ��� �����
��� �������
���� �� ��� 
����
�	���� �� ��������� �� 
���������
Ph� �

����������� ��� ������ 
������ �� �������� B

@������� %/%/� �� �6���� ��	6 ���������� α′, γ′ > 0 ���-��������� �� ∆t �� h ������ )	�

α′H2 ≤ h ≤ γ′H2, 7J�VT8

KDE
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���� h ��� �6�������� �	 � �� �
�
� )	� H2�

������ �� ∆t, h �� H ����&��� 7J�U8 �� 7J�VT8� �
���

sup
0≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L2(Ω) +

(N−1∑
n=0

∥∥(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=0

∆t|un+1
h − u(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ Ch.

7J�VE8

�!�!� )�������	� 
� �� ������	�

3���
������ ��� ������� 
������� �� 
� ������� �� �	���� � ���� ���

��� #��� ���� 
�
��	��� ���	������� 
� ������� ��������� 
�

3

 %/%/% *�	� ��� �%����"��� ��� ��-�
"��� 3.2.17 �� 3.3.1, (u(tn+1), p(tn+1)) �� (un+1
h , pn+1

h ),
���	����� 
���������� �� (1.1)7(1.4) �� (1.41)7(1.42). ��	� ����� :

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥pn+1

h − rhp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ 1

β�

{
C(H2 + h + ∆t)

+S2

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2}
,

7J�VV8

�; β� ��� �� ��������� �� �� ��������� �����	� (1.16) �� �� ��������� C ��� ���-�������� �� H,h
�� ∆t, ���� �-���� �� u,u′, p �� p′.

�5
�	��� (� ��	����� �� 
� �)�� ���� �� ��� ���� 
� ����������� �� 
���� J�C�KU� ���
������ B

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(pn+1

h − rhp(tn+1),div wn+1
h )ds =

N−1∑
n=0

((un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn)),wn+1
h )

+ν
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(∇(un+1

h − u(s)),∇wn+1
h )ds +

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
un+1

H · ∇un+1
h − u(s) · ∇u(s),wn+1

h

)
ds

+
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(rhp(s) − rhp(tn+1),div wn+1

h )ds +
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
(p(s) − rhp(s),divwn+1

h )ds.

7J�VS8
������ 
�� �������� ����� ��� ������ �� �� 	����� �� ������ �� ��	�� ������ 	����������

�����	�������� ��� �������� ����� ��� 	����� �� �� ���� �� ������ �� ��	�� ������ �� 
�����%
��� 7J�TS8 ���� 
� ������ �� 
���� J�C�KU� '�	 
� ���
� �������	� 	�	���� 
� ����� ��%
��������
6�� ���� B

u(s) · ∇u(s) − un+1
H · ∇un+1

h = (u(s) − un+1
H ) · ∇u(s) + (un+1

H − u(s)) · ∇(u(s) − un+1
h )

+u(s) · ∇(u(s) − un+1
h )

KDV
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��� ∥∥∥(u(s) · ∇u(s) − un+1
H · ∇un+1

h ,wn+1
h

)∥∥∥
L2(Ω)

≤
{∥∥u(s) − un+1

H

∥∥
L2(Ω)

‖u(s)‖W 1,4(Ω)

+
(∥∥un+1

H − u(s)
∥∥

L4(Ω)
+ ‖u(s)‖L4(Ω)

)
|u(s) − un+1

h |H1(Ω)

}∥∥wn+1
h

∥∥
L4(Ω)

.

6�� ������� ���������� ���������� 	�� ���� ������ ��� 	������ 
� ����� ��%
�������� .�
������� ��� ��	 B

∣∣∣N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(s) − un+1

H ).∇u(s),wn+1
h

)
ds
∣∣∣

≤ S4(sup
s

‖u(s)‖W 1,4(Ω))
(N−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

∥∥u(s) − un+1
H

∥∥2

L2(Ω)
ds
)1/2(N−1∑

n=0

∆t|wn+1
h |2H1(Ω)

)1/2

≤ (C1∆t ‖u′‖L2(Ω×]0,T [)2 + C(H2 + ∆t))
(N−1∑

n=0

∆t|wn+1
h |2H1(Ω)

)1/2
.

-�� �� 	�
	�
 ����
���� �� ���	������ 
� 	��������� �� ��	�� ����� ��� B

∣∣∣N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(un+1

H − u(s)).∇(u(s) − un+1
h ) + u(s).∇(u(s) − un+1

h ),wn+1
h

)
ds
∣∣∣

≤ S4(sup
n

∥∥un+1
H − u(s)

∥∥
L4(Ω)

+ sup
s

‖u(s)‖L4(Ω))
(N−1∑

n=0

∫ tn+1

tn
|u(s) − un+1

h |2H1(Ω)ds
)1/2

(N−1∑
n=0

∆t|wn+1
h |2H1(Ω)

)1/2

≤ C2(H2 + ∆t + h)
(N−1∑

n=0

∆t|wn+1
h |2H1(Ω)

)1/2
.

������

N−1∑
n=0

∆t
∥∥pn+1

h − rhp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)
≤
{

S2

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2

+C1(H2 + ∆t) + C2(∆t + h) + C3∆t ‖p′‖L2(Ω×]0,T [) + C4h ‖p‖L2(0,T ;H1(Ω))

}
(N−1∑

n=0

∆t|wh|2H1(Ω)

)1/2
,

�� 
� ����
��� &��
 ��	�
� �� 
� 	������ ���%��� 7K�KV8� �

6�� ���� ����� ���������
(N−1∑

n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
� -�� 	�
��

��� ����
����� 
�

KDS
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 %/%/$ *�	� ��� �%����"��� ��� ��-�
"��� 3.2.17 �� 3.3.1, �� �� ∇u ∈ L∞(Ω×]0, T [)2,
∆u′ ∈ L2(Ω×]0, T [)2 �� ∇p′ ∈ L2(Ω×]0, T [), �� �6���� 	�� ��������� C ���-�������� �� H,h ��
∆t, ����� )	� :

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
+
√

ν sup
0≤n≤N

|un
h − u(tn)|H1(Ω)

+
√

ν
(N−1∑

n=0

|(un+1
h − u(tn+1)) − (un

h − u(tn))|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(h + H2 + ∆t).

7J�VL8

�5
�	���
6�� ��	���� 	��� ���� 
� ������ �� 
���� J�J�J� �� �������� Shu(tn+1)� �� ����� wn

h =
un

h − Shu(tn) �� �� �������

vn+1
h =

1
∆t

(wn+1
h − wn

h) =
1

∆t
((un+1

h − Shu(tn+1)) − (un
h − Shu(tn))).

������ ��� ������ B

1
(∆t)2

∥∥wn+1
h − wn

h

∥∥2

L2(Ω)
+

ν

∆t
(∇wn+1

h ,∇(wn+1
h − wn

h))

=
1

(∆t)2
(
(Shu(tn+1) − u(tn+1)) − (Shu(tn) − u(tn)),wn+1

h − wn
h

)

+
∫ tn+1

tn

ν

(∆t)2
(
∇(Shu(tn+1) − Shu(s)),∇(wn+1

h − wn
h)
)
ds

+
1

(∆t)2

∫ tn+1

tn

(
u(s).∇u(s) − un+1

H .∇un+1
h ,wn+1

h − wn
h

)
ds. 7J�VU8

�
�� ��� ��
���
��� 7J�VU8 ��� ∆t, ��� 
� ����� �� n = 0 � m− 1 �� ��� ������ ���
������� ������

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
ν

2

m−1∑
n=0

∥∥∇(wn+1
h − wn

h)
∥∥2

L2(Ω)
+

ν

2

(
‖∇wm

h ‖2
L2(Ω) −

∥∥∇w0
h

∥∥2

L2(Ω)

)
.

.� ��	�� ������ 	���������� ��� 	���� �� ��� ������ ��� ��� ������� ���� 	� ��� �����

KDL
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• .� ������� ����� �� ��	�� ������ ����� ��� ��� ε1 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∆t
((Shu(tn+1) − u(tn+1)) − (Shu(tn) − u(tn))

∆t
,
wn+1

h − wn
h

∆t

)∣∣∣
≤ 1

2

( 1
ε1

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥(Shu(tn+1) − u(tn+1)) − (Shu(tn) − u(tn))
∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ε1

N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)
≤ 1

2

(Ch2

ε1

(∥∥u′∥∥2

L2(0,T ;H1(Ω)2)
+
∥∥p′∥∥2

L2(Ω×]0,T [)

)
+ ε1

N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)
.

• 6�� ������� ���������� 
� ����� �� ������ -�� ��� ε2 > 0,

∣∣∣ν m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇(
∫ tn+1

s

d

dτ
(Sh(u))dτ),∇(

wn+1
h − wn

h

∆t
)
)
ds
∣∣∣

=
∣∣∣ν m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
∇Shu′(s),∇

(wn+1
h −wn

h

∆t

))
(s − tn)ds

∣∣∣
= ν
∣∣∣m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
∇u′(s),∇

(wn+1
h − wn

h

∆t

))
(s − tn)ds

−
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
p′(s),div

(wn+1
h − wn

h

∆t

))
(s − tn)ds

∣∣∣
≤ ν
∣∣∣m−1∑

n=0

−
∫ tn+1

tn

(
∆u′(s),

wn+1
h − wn

h

∆t

)
(s − tn)ds

+
m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
∇p′(s),

wn+1
h − wn

h

∆t

)
(s − tn)ds

∣∣∣

≤ ν(∆t)3/2

√
3

m−1∑
n=0

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

{∥∥∆u′∥∥
L2(tn,tn+1;L2(Ω)2)

+
∥∥∇p′

∥∥
L2(tn,tn+1;L2(Ω))

}

≤ Cν(∆t)2

2
√

3ε2

( ∥∥∆u′∥∥
L2(Ω×]0,T [)2

+
∥∥∇p′

∥∥
L2(Ω×]0,T [)

)
+

ε2ν

2
√

3

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

• .� ����� �� ����� �� 	�
	�
� �� 
� ���� �� �������� B (� �������� ���
∥∥∇u(tn+1)

∥∥
L∞(Ω)

≤ C,

KDU
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��� ��� ε3 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∆t
(
(u(tn+1) − un+1

H ).∇u(tn+1),
wn+1

h − wn
h

∆t

)∣∣∣
≤ ‖∇u‖L∞(Ω×]0,T [)2

( 1
ε3

m−1∑
n=0

∆t
∥∥u(tn+1) − un+1

H

∥∥2

L2(Ω)
+ ε3

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)
≤ C

2ε3
(H4 + (∆t)2) +

Cε3

2

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

• .� ������ �� ����� ��� 
� �������� ��� ��� ε4 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∆t
(
(un+1

H − u(tn+1)).∇(u(tn+1) − un+1
h ),

wn+1
h − wn

h

∆t

)∣∣∣
≤

N−1∑
n=0

∆t sup
n

∥∥un+1
H − u(tn+1)

∥∥
L∞(Ω)

|u(tn+1) − un+1
h )|H1(Ω)

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

�� ‖u(t)‖L∞(Ω) ≤ C �� � � ����� ��� |un
H |W 1,5/2(Ω) ≤ C ��	 ‖un

H‖L∞(Ω) ≤ C. (� � ����� ��

������ ���
(N−1∑

n=0

∆t|u(tn+1)−un+1
h |2H1(Ω)

)1/2
= O(H2 + h + ∆t). Z� ���
���� ����	������ 	�

����
��� �� � ������ B

∣∣∣m−1∑
n=0

∆t
(
(un+1

H − u(tn+1)).∇(u(tn+1) − un+1
h ),

wn+1
h − wn

h

∆t

)∣∣∣
≤ 1

2ε4
C(H4 + h2 + (∆t)2) +

ε4

2

N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

• .� 	����� �� ����� �� 	�
	�
� �� 
� �)�� ��N�� ��� ��� ε5 > 0,

∣∣∣m−1∑
n=0

∆t
(
u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − un+1

h ),
wn+1

h −wn
h

∆t

)∣∣∣
≤

C(sup
n

‖u(tn)‖L∞(Ω))

2ε5
(H2 + h + ∆t)2 +

ε5

2

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

• .� ������� ����� ��� ��	���� �� ���� �������� (� ����� �
 ���	��� B

∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(s) · ∇u(s) − u(tn+1) · ∇u(tn+1),

wn+1
h −wn

h

∆t

)
ds
∣∣∣

=
∣∣∣m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(s) − u(tn+1)) · ∇u(s) + u(tn+1) · ∇(u(s) − u(tn+1)),

wn+1
h − wn

h

∆t

)
ds
∣∣∣

KKD
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K� .� ����� �� ������ ���	���� ��� ��� ε6 > 0,∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
(u(s) − u(tn+1)) · ∇u(s),

wn+1
h − wn

h

∆t

)
ds
∣∣∣

=
∣∣∣− m−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

(
(
∫ τ

tn
u′(τ) · ∇u(s)ds)dτ,

wn+1
h − wn

h

∆t

)∣∣∣
≤

m−1∑
n=0

(sup
τ

∥∥u′(τ)
∥∥

L4(Ω)
)
2
3
(∆t)3/2 ‖∇u‖L2(tn,tn+1;L4(Ω)2)

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 2
3

∥∥u′∥∥
L∞(0,T ;L4(Ω)2)

∆t
m−1∑
n=0

(∆t)1/2 ‖∇u‖L2(tn,tn+1;L4(Ω))

∥∥∥∥∥wn+1
h −wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
L2(tn,tn+1;L2(Ω)2)

≤
‖u′‖L∞(0,T ;L4(Ω)2)

3ε6
‖∇u‖2

L2(0,T ;L4(Ω)2) (∆t)2 + ε6

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.

C� .� ����� �� ������ �� ������� ����� ���	���� ��� ��� ε7 > 0,∣∣∣m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
u(tn+1) · ∇(u(s) − u(tn+1)),

wn+1
h − wn

h

∆t

)
ds
∣∣∣

≤ ‖u‖L∞(Ω×]0,T [)

m−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|u(s) − u(tn+1)|2H1(Ω)ds

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ‖u‖L∞(Ω×]0,T [)

{ε7

2

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
(∆t)2

2ε7

∥∥u′∥∥
L2(0,T ;H1(Ω)2)

}
.

������ �� ��������� 	�� ����
����� ��� 	�������� 
�� εi �� ��N� � ����
�&�� 
��������� (

�
������� B

m−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥wn+1
h − wn

h

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ ν

m−1∑
n=0

∥∥∇(wn+1
h − wn

h)
∥∥2

L2(Ω)
+ ν
(
‖∇wm

h ‖2
L2(Ω) −

∥∥∇w0
h

∥∥2

L2(Ω)

)

≤ C(H4 + h2 + (∆t)2),

���	
wn

h = un
h − Shu(tn).

'�	�

(N−1∑
n=0

∆t

∥∥∥∥∥(un+1
h − Shu(tn+1)) − (un

h − Shu(tn))
∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν sup

0≤n≤N
|un

h − Shu(tn)|H1(Ω)

+
√

ν
(N−1∑

n=0

|(un+1
h − Shu(tn+1)) − (un

h − Shu(tn))|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(H2 + h + ∆t).

�� ��� ������ 
� ����
��� �������� �
 ��F� �����
����� ��� �����
��� �������
���� ����� ��� 
��
��������� �� 
��������� Sh. �

#�� ���� 
����� ���������� ����	������ 
� ���� �� ��������

KKK



=�����
� 4� 5
���"�� ��������� ���
�
� 	�

0� �	�
 %/%/' *�	� ��� �%����"���

u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)2),u′ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2), p ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)),

p′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), f ∈ L2(Ω×]0, T [)2, f ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)2), f(0) ∈ L2(Ω)2

�� Ω �����6�� ��	� �����

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(h + H2 + ∆t), 7J�SD8

���� C 	�� ��������� ���-�������� �� h,H �� ∆t�

�
�	(� %/%/& =���� ����-)	����� �� h,H �� ∆t �-
�2��� (3.9) �� (3.64), ���
�

(N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Ch. 7J�SK8

KKC
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 �� �������	�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-

 �� 1�
����	�� ��
	
�� �� ���3
�
�� �� �� �����
�� �� (4.1) − (4.2) � � � ��4

 �� 1����� �� 3��� �� ���
��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

 � %������� ���
���
��� �� (��3�0�� �� ������ � � � � � � � � � � � �� 

����� !�������� L∞(0, T ; L2(Ω)2) �� L2(0, T ; H1(Ω)2) � � � � � � � � � � ��*

����� !������� L∞(H1) �� �������� L2(L2) �� �� �
�#
� �� ����� � ��%

����� �������� �� �����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

 �$ .������� �� ��(��	��������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

 �- 1��
���
��� �)������ �� �� (����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

 �4 1��
���
��� �)������ ��� ���� ��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � �  

����� !������� �� �� #����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��%

����� !������� �� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

KKE
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Z� 	���� �� ���� 	� 	������� ��� ����������� �
�� ���	��� �� 
� ������� B ��� ���
����
�
�� 
��
����� &�� �� +��
�%1�� .�� ����	�� �� 
��
����� &�� ����� ��� 7C�KL8 �� 7C�KU8
�������� 
� 	������ ���%���� 6�� ������� �� �	���� � ���� ���

�� ������ ���� �� �����
	���� ����� ����� ��%
������� ��� 
� ���

� ����� �� �� ����� ����� ����� 
��������� ����� ��

� �
���� ����� �� ��� 
� ���

� &�� ���	 
� �)�� ��� �� ����� ∆t� .� ��� ��� �� ������ ��
���� �� 	�������	� �� 
������� ���
� �� �	���� ����� ����� 	��
������ 6�� �����
�� ��	

� �	���� ������� ��� 1 ≤ n ≤ N − 1 :

,��� 1 �	����
 ���6��� ��	 ��	 1	��� 1	�����	 7 ������ (un+1
H , pn+1

H ) ∈ XH × MH ,
�
���� ��

∀vH ∈ XH ,
1

2∆t
(3un+1

H − 4un
H + un−1

H ,vH) + ν(∇un+1
H ,∇vH) + (un+1

H · ∇un+1
H ,vH)

+
1
2
(divun+1

H ,un+1
H · vH) − (pn+1

H ,div vH) = (fn+1,vH),

7T�K8

∀qH ∈ MH , (qH ,divun+1
H ) = 0. 7T�C8

6�� 	��
���� 	�� �������� ��� 
�� 	������� ������
�� ��������� B � ��� u0
H = 0 �� � 	�
%

	�
� u1
H ��� ��� �������� �� �	���� ��(�
��� ��� 	������� � 
� ���
���� �� 7K�JU8 ��� n = 0.

,��� 2 �	����
 ��� �	�� ��	 1	��� !� 7 ������ (un+1
h , pn+1

h ) ∈ Xh × Mh, �
����
��

∀vh ∈ Xh,
1

2∆t
(3un+1

h − 4un
h + un−1

h ,vh) + ν(∇un+1
h ,∇vh) + (un+1

H · ∇un+1
h ,vh)

− (pn+1
h ,div vh) = (fn+1,vh),

7T�J8

∀qh ∈ Mh, (qh,div un+1
h ) = 0. 7T�T8

'� �)��� ��� 	��
���� 	�� �������� �� ����� u0
h = 0 �� �� 	�
	�
��� u1

h ��� ��� ��������
�� �	���� ��(�
��� 
����
 	������� � 
� ���
���� �� 7K�TK8 ��� n = 0.

'��� 	� 	�������� ��� ������� ��� f ��� 	������ ��� ������ �� ����� �� ��� ������
fn = f(tn), 0 ≤ n ≤ N.

#��� ���� 
� 	������� ���	������ ��� ����
�&��� ��� ������ ������ 
����
��� �� �	����
7T�K8^7T�C8 ��� 1 ≤ n ≤ N − 1 �� ������� 	�

� �� 7T�J8^7T�T8 ��� 1 ≤ n ≤ N − 1, ���� �����
	���� �� ���� ����� �������� 
�� ���� ������ ��� �����	�
���� 	� ��� ������ ��� ����
���� �
��
���	�� ��� 	��� ����	�� ��� 
����
���� =	� ������ ��� ����
�&��� ��� ����
�� η 
� ����� ���
�� ���	��������� ���� 
�,��� 1�

.�� ����
���� �� 	� 	������� ��� ����� ��� 
��������� B

2(an+1, 3an+1 − 4an + an−1) = |an+1|2 + |2an+1 − an|2 + |δ2an|2 − |an|2 − |2an − an−1|2 7T�E8

KKV



>�0� .6�������� 	�����- �� ��������- �� �� ���	���� �� (4.1) − (4.2)

�� �����
δ2an = an+1 − 2an + an−1. 7T�V8

�!� -��������$ ������� �� ��/����� �� � �������� �� (4.1) − (4.2)

3

 $/�/� :�������� = *��� un+1
η 	�� ���	���� �� (4.1)7(4.2) ���� ��	
 ����-�� ��������� u0

η

�� u1
η ∈ Vη K �� �

sup
2≤n≤N

∥∥un
η

∥∥
L2(Ω)

+ sup
2≤n≤N

∥∥2un
η − un−1

η

∥∥
L2(Ω)

+
√

2ν
( N∑

n=2

∆t
∥∥∇un

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
(N−1∑

n=1

∥∥δ2un
η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C

(2S2
2

ν

N∑
n=2

∆t ‖fn‖2
L2(Ω) +

∥∥u1
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2u1

η − u0
η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

�5
�	��� -����� 
� ������ �	�
���� �� (4.1) ��� 4∆tun+1
η , ���
���� 
� ��
���� 7T�E8 �� �����


� ����
��� ��� 1 ≤ n ≤ m − 1, ��� ������ ��	 B∥∥um
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2um

η − um−1
η

∥∥2

L2(Ω)
+ 2ν

m∑
n=2

∆t
∥∥∇un

η

∥∥2

L2(Ω)
+

m−1∑
n=1

∥∥δ2un
η

∥∥2

L2(Ω)

≤ 2S2
2

ν

m∑
n=2

∆t ‖fn‖2
L2(Ω) +

∥∥u1
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2u1

η − u0
η

∥∥2

L2(Ω)
.

'�\ 
� ����
���� �

.� �����
��� �� �	���� 7T�K8^7T�C8 ��	�
� �� 
���������� � ����� �������� B

3

 $/�/� 9� ���-�� (4.1)7(4.2) ����� 	�� ���	���� ��	
 ��	� ν > 0, ��	��� ��������� ����
������ u0

η,u
1
η ∈ Vη �� ��	�� ����-� f ∈ C0([0, T ];L2(Ω)2). 9� ���	���� ��� 	��)	� ��	
 ∆t ����8

������

�5
�	��� -�� 	����� n, 1 ≤ n ≤ N−1, 
� ���
 �� (4.1)−(4.2) ��� �� ���� �� 	���� ����������
�
��������� ��%
�������� �� �������� &���� "�2	� � 
�����%������������ �� ����� ��%
��������
� ����� ��	�
������ ��� 
� ���� �� �� ���� &�� �� 4��]�� �� 
� 	������ ���%���� ��� ���
	����� n, 1 ≤ n ≤ N − 1, 
� ���
 �� ����� �� ���� ��� �
���� (un

η , pn
η ). -�� 
����	���� �

	���� �� ���� �
����� (u(1)
η , p

(1)
η ) �� (u(2)

η , p
(2)
η )� .��� �������	� (wn

η , pn
η ) ����&� B

∀vη ∈ Vη,
1

2∆t
(3wn+1

η − 4wn
η + wn−1

η ,vη) + ν(∇wn+1
η ,∇vη) + (wn+1

η · ∇u(1)n+1
η ,vη)

+ (u(2)n+1
η · wn+1

η ,vη) +
1
2
(div wn+1

η ,u(1)n+1
η · vη) +

1
2
(div u(2)n+1

η ,wn+1
η · vη) = 0.

(� ���
����� 
��������� 7T�E8� 
� 	��� �� vη = wn+1
η ���� B

1
4∆t

(∥∥wn+1
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2wn+1

η −wn
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥δ2wn

η

∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥wn

η

∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥2wn

η − wn−1
η

∥∥2

L2(Ω)

)
+ν|wn+1

η |2H1(Ω) −
∥∥wn+1

η

∥∥2

L4(Ω)
|u(1)n+1

η |H1(Ω) −
1
2
|wn+1

η |H1(Ω)

∥∥wn+1
η

∥∥
L4(Ω)

∥∥∥u(1)n+1
η

∥∥∥
L4(Ω)

≤ 0.

KKS
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#��� ����� 
�� ����� ��� ������
����� 7�������� &���8� �� ������ 
������
��� ���	������
�� n = 1 � m − 1, �� ���
����� 
� 
���� T�C�C �� �� ������ 	���� �� ���� ��� w0

η = w1
η = 0, �

����� ��� �����
��� �� 
� ���� B

∥∥wm
η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m∑
n=2

∆t|wn
η |2H1(Ω) +

m−1∑
n=1

∥∥δ2wn
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2wm

η − wm−1
η

∥∥2

L2(Ω)

≤ C∆t
m∑

n=1

∥∥wn
η

∥∥2

L2(Ω)
,

7T�S8

\ 
� 	������� C ������ �� η ���� ��� �� ∆t. -�� 
� ������� ����� �� 
� ���� �� ��	��
������� � �	��� B

wm
η = δ2wm−1

η + 2wm−1
η − wm−2

η .

=
 ����� �
�� ∥∥wm
η

∥∥2

L2(Ω)
≤ 2
( ∥∥δ2wm−1

η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2wm−1

η −wm−2
η

∥∥2

L2(Ω)

)
,

�� ��� ∆t ����; ������ 
� �����

2C∆t
(∥∥δ2wm−1

η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2wm−1

η − wm−2
η

∥∥2

L2(Ω)

)
���� )��� 	���*
� � 
����� ��� ������ 	����������� �� ������� �������

"�2	� �� 
���� �� "��]�

� � ������ wn
η = 0, 2 ≤ n ≤ N. (������� 
� 	������ ���%

��� �����_�� ��� pn
η = 0, 2 ≤ n ≤ N. �

�!� -����� �� /�� �� ������������

'��� 	���� ��	���� ��� ����
����� ��� ��������� �� 
������� ��� �������� �� 6�����%,�<��
�� ����� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2)� =	�� Xη �� Mη ��� 
�� ����	�� ��&��� ��� 7C�KL8
�� 7C�KU8� .�� ����� ��� �� ����
����� ��� ����� �� ��� ������� ��� 
� ���
 �� �� 6�����%
,�<�� � ��� �
���� ����; ����
� �� ��� ��� 
�� ���������� �������� ����� ��
��
���

0� �	�
 $/%/� *�	� ��� �%����"��� u ∈ L2(0, T ;H3(Ω)2), u′ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2),
u(3) ∈ L2(Ω×]0, T [)2 �� p ∈ L2(0, T ;H2(Ω))� �� �6���� 	�� ��������� C ���-�������� �� η �� ∆t
�� 	�� ��������� k0 > 0, ���-�������� �� η ����� )	�� ��	
 ��	� ∆t ≤ k0,

sup
1≤n≤N

∥∥un
η − Pηu(tn)

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥∥δ2(un
η − Pηu(tn))

∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=1

∆t|un+1
η − Pηu(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + (∆t)2).

7T�L8

�5
�	��� 6�� ��	���� �� ���� ������ B

KKL



>�4� .

�	
 �� ���� �� �����
�*��+��

(���� '� -���

vn
η = un

η − Pηu(tn) �� ϕn
η = Pηu(tn) − u(tn), 0 ≤ n ≤ N.

'��� 	*��� (4.1) ���� B

2(3vn+1
η − 4vn

η + vn−1
η ,vn+1

η ) + 4ν∆t(∇un+1
η ,∇vn+1

η ) + 4∆t(un+1
η · ∇un+1

η ,vn+1
η )

+2∆t(div un+1
η ,un+1

η · vn+1
η ) + 2(3ϕn+1

η − 4ϕn
η + ϕn−1

η ,vn+1
η )

+2(3u(tn+1) − 4u(tn) + u(tn−1),vn+1
η ) = 4∆t(fn+1,vn+1

η ).

7T�U8

'��� ����� 	*��� ������ 
�������� (1.1) � 
�������� tn+1 :

4∆t(u′(tn+1),vn+1
η ) + 4ν∆t(∇u(tn+1),∇vn+1

η ) + 4∆t(u(tn+1) · ∇u(tn+1),vn+1
η )

+4∆t(p(tn+1) − rηp(tn+1),div vn+1
η ) = 4∆t(f(tn+1),vn+1

η ).
7T�KD8

Z� 
� ����
� �� +��
� ���	 ����� �������
 ��� ���� B

∣∣∣u′(t + ∆t) − 3u(t + ∆t) − 4u(t) + u(t − ∆t)
2∆t

∣∣∣ ≤ (∆t)3/2

2
√

3

∥∥∥u(3)
∥∥∥

L2(t−∆t;t+∆t)
. 7T�KK8

.� ��
���� (4.10) �����_�� ��� B

2(3u(tn+1) − 4u(tn) + u(tn−1),vn+1
η ) + 4ν∆t(∇u(tn+1),∇vn+1

η )

+4∆t(u(tn+1) · ∇u(tn+1),vn+1
η ) + 4∆t(p(tn+1) − rηp(tn+1),div vn+1

η )

−4∆t(f(tn+1),vn+1
η ) = R1,

7T�KC8

\

|R1| ≤ 4∆t
(∆t)3/2

2
√

3

∥∥∥u(3)
∥∥∥

L2(tn−1;tn+1)

∥∥vn+1
η

∥∥
L2(Ω)

.

KKU
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������ �� ���������� (4.12) �� (4.9) �� �� ������ ��� 1 ≤ n ≤ m − 1, ��� ������ B

∥∥vm
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2vm

η − vm−1
η

∥∥2

L2(Ω)
+

m−1∑
n=1

∥∥δ2vn
η

∥∥2

L2(Ω)
+ 4ν

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

≤
(∥∥v1

η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2v1

η − v0
η

∥∥2

L2(Ω)

)
+ 2
∣∣∣m−1∑

n=1

(3ϕn+1
η − 4ϕn

η + ϕn−1
η ,vn+1

η )
∣∣∣

+4ν
∣∣∣m−1∑

n=1

∆t(∇ϕn+1
η ,∇vn+1

η )
∣∣∣+ 4

∣∣∣m−1∑
n=1

∆t(p(tn+1) − rηp(tn+1),div vn+1
η )

∣∣∣
+4

m−1∑
n=1

∆t
(∆t)3/2

2
√

3

∥∥∥u(3)
∥∥∥

L2(tn−1;tn+1)

∥∥vn+1
η

∥∥
L2(Ω)

+4
∣∣∣m−1∑

n=1

∆t(u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1
η · ∇un+1

η ,vn+1
η ) − 1

2

m−1∑
n=1

∆t(div un+1
η ,un+1

η .vn+1
η )

∣∣∣.
7T�KJ8

(���� 0� 6�� ���� ((secmb)i)1≤i≤7, 
�� ������ �� ��	�� ������ �� 
���������� (4.13) ���
��� �

�� ������� ��		�����������

*�	��-���� 0�'� 6�� ������� 
�� ������ 
���������

• -�� ������� 
� ����� �� ������ ��� ���� B

3ϕn+1
η − 4ϕn

η + ϕn−1
η

2∆t
= Pηu′(tn+1) − u′(tn+1) + R2,

���	

|R2| ≤
(∆t)3/2

2
√

3

∥∥∥Pηu(3) − u(3)
∥∥∥

L2(tn−1;tn+1)
.

'�\� �� �������� ��� Pη ���� )��� ��&�� ��� )��� ����
� �� ���� L2 7	� ��� � ��� ���� ���
"����
� �� .��� WCUX8� ��� ���� B

|(secmb)2| =
∣∣∣4 m−1∑

n=1

∆t
(3ϕn+1

η − 4ϕn
η + ϕn−1

η

2∆t
,vn+1

η

)∣∣∣
≤ C

[
η2

m−1∑
n=1

∆t|u′(tn+1)|H2(Ω)

∥∥vn+1
η

∥∥
L2(Ω)

+ (∆t)2
∥∥∥u(3)

∥∥∥
L2(Ω×]0,T [)2

(m−1∑
n=1

∆t
∥∥vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2]
≤ CS2

[
T 1/2η2 ‖u′‖L∞(0,T ;H2(Ω)2) + (∆t)2

∥∥u(3)
∥∥

L2(Ω×]0,T [)2

](m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ Cη4

2ε2

∥∥u′∥∥2

L∞(0,T ;H2(Ω)2)
+

C(∆t)4

2ε2

∥∥∥u(3)
∥∥∥2

L2(Ω×]0,T [)2
+

ε2

2

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω).

KCD
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• .� ����� �� ��� ��
 ��� B

|(secmb)3| =
∣∣∣4ν m−1∑

n=1

∆t(∇ϕn+1
η ,∇vn+1

η )
∣∣∣

≤ 2Cνη4

ε3
‖u‖2

L2(0,T ;H3(Ω)2) + 2νε3

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω).

• .� ������ �� ��� ���� �� 
� ���� �� �������� B

|(secmb)4| =
∣∣∣4 m−1∑

n=1

∆t(p(tn+1) − rηp(tn+1),div vn+1
η )

∣∣∣
≤ 2Cη4

ε4
‖p‖2

L2(0,T ;H2(Ω)) + 2ε4

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω).

• 6�� ������� 
� 	����� �� ����� B

|(secmb)5| = 4
m−1∑
n=1

∆t
(∆t)3/2

2
√

3

∥∥∥u(3)
∥∥∥

L2(tn−1;tn+1)

∥∥vn+1
η

∥∥
L2(Ω)

≤ (∆t)4S2
2

3ε5

∥∥∥u(3)
∥∥∥2

L2(Ω×]0,T [)2
+ ε5

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω).

• 6�� �������� ��� 
� ������� ����� ��� �� �)�� ���� ���� 
� �������� T�J�C ��� �����

*�	��-���� 0�0� 6�� ������� 
�� ������ ��%
�������� �� �� �����
������� =
� �� �������� �� 
�
�)�� ���� ��� 6�� ���� B

(−u(tn+1) · ∇u(tn+1) + un+1
η · ∇un+1

η ,vn+1
η ) +

1
2
(divun+1

η ,un+1
η · vn+1

η )

= −(vn+1
η · ∇vn+1

η , Pηu(tn+1)) − 1
2
(divvn+1

η , Pηu(tn+1) · vn+1
η ) − (ϕn+1

η · ∇vn+1
η , Pηu(tn+1))

−1
2
(div ϕn+1

η , Pηu(tn+1) · vn+1
η ) − (u(tn+1) · ∇vn+1

η ,ϕn+1
η ).

.� ����� �� �����
������ ���	��� �� ���� �� ���
���� ������ 
� ����� (secmb)6 + (secmb)7 ��
��	���� �� ���� ������ ((secmb)67).j, j = 1, 2, 3 ��� ��� ����� �� ��	��� ��� ������ ��
���
 ��� (� ����� ��� B

C1 = sup
n

|u(tn)|H1(Ω),

�
��� �� ���
����� ����� ���� 7J�TT8 �� ������� ����

ab ≤ ap

p
+

bp′

p′
, ���	

1
p

+
1
p′

= 1, 7T�KT8

|((secmb)67).1| =
∣∣∣4 m−1∑

n=1

∆t
(
(vn+1

η · ∇vn+1
η , Pηu(tn+1)) +

1
2
(divvn+1

η , Pηu(tn+1) · vn+1
η )

)∣∣∣
≤ 3S4C1

√
2

2ε4
6

m−1∑
n=1

∆t
∥∥vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
+

9S4C1ε
4/3
6

2
√

2

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω),

KCK
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|((secmb)67).2| =
∣∣∣4 m−1∑

n=1

∆t
(
(ϕn+1

η · ∇vn+1
η , Pηu(tn+1)) +

1
2
(div ϕn+1

η , Pηu(tn+1) · vn+1
η )

)∣∣∣
≤ 3S2

4CC1

{η4

ε7
‖u‖2

L2(0,T ;H3(Ω)2) + ε7

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
,

��

|((secmb)67).3| =
∣∣∣4 m−1∑

n=1

∆t
(
u(tn+1) · ∇vn+1

η ,ϕn+1
η

)∣∣∣
≤ S2

4C1

2

{C2η4

ε8
‖u‖2

L2(0,T ;H3(Ω)2) + ε8

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

}
.

(���� 4� ������ ���	 �� 	��� 	������
� ��� εi, (4.13) ������� B

∥∥vm
η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2vm

η − vm−1
η

∥∥2

L2(Ω)
+

m−1∑
n=1

∥∥δ2vn
η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

≤ α(∆t)4 + βη4 + ξ

m−1∑
n=1

∆t
∥∥vn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
,

7T�KE8

\ α, β �� ξ �� ��������� �� �� ∆t, �� �� η.
-�� ���
����� 
� 
���� �� "��]�

 ���	���� � ��	 �� 	��� ���� 
� ����������� �� 
����
T�C�C� ���� � �	��� B∥∥vm

η

∥∥2

L2(Ω)
≤ 2
( ∥∥δ2vm−1

η

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2vm−1

η − vm−2
η

∥∥2

L2(Ω)

)
.

�
��� � ������ ��� ∆t ��� ����; ����� ��� ��� 2∆tξ ≤ 1
2

7��� �����
�8 �� ��� ������ 
�

����
��� ��	���	�� B

sup
1≤n≤N

∥∥vn
η

∥∥
L2(Ω)

+ sup
1≤n≤N

∥∥2vn
η − vn−1

η

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥δ2vn
η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
(N−1∑

n=1

∆t|vn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
≤ α′(∆t)2 + β′η2. �

7T�KV8

�	��������� $/%/� *�	� ��� �%����"��� u′′ ∈ C0(0, T ;L2(Ω)2),u(∆t) ∈ H3(Ω)2 ��
p(∆t) ∈ H2(Ω)� ���

�	
 �� �� ���	���� ����	�-� ��
 	�� ��-
����� �	 ���-�� ��.	��

(u1

η − u(∆t), p1
η − p(∆t)) �-
�2� ��� ����������� �	�������� ��	
 ∆t ≤ k0 > 0 ����8 ������

1
2

∥∥u1
η − u(∆t)

∥∥2

L2(Ω)
+

ν∆t

2
|u1

η − u(∆t)|2H1(Ω)

≤ (∆t)4

4

∥∥u′′∥∥2

L∞(0,T ;L2(Ω)2)
+ C(∆t)η4

(
|u(∆t)|2H3(Ω) + |p(∆t)|2H2(Ω)

)
+ Cη6|u(∆t)|2H3(Ω),

7T�KS8

KCC
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��

(∆t)1/2
∥∥rηp(∆t) − p1

η

∥∥
L2(Ω)

≤ C
(
(∆t)3/2 + η2 +

η3

√
∆t

)
. 7T�KL8

�5
�	��� /�������� ������ ���� ��2	� ��� ����� ��� �� ����
����� ��� u� �
 ������ θ ∈]0, 1[
��
 ��� B

0 = u0 = u(∆t) − ∆tu′(∆t) +
1
2
(∆t)2u′′(θ∆t).

'�	
1

∆t
u(t) = u′(∆t) − 1

2
∆tu′′(θ∆t),

�� u1
η ����&� 
�������� �������� B

∀vη ∈ Vη,
1

∆t
(u1

η − u(∆t),vη) + ν(∇(u1
η − u(∆t)),∇vη) =

∆t

2
(u′′(θ∆t),vη)

−(p(∆t) − rηp(∆t),div vη) + (u(∆t) · ∇u(∆t) − u1
η · ∇u1

η,vη) −
1
2
(div u1

η,u
1
η · vη).

7T�KU8

=����	�
�� Pηu(∆t) ���� 	���� ������� �� ����

vη = v1
η = u1

η − Pηu(∆t) �� ϕ1
η = Pηu(∆t) − u(∆t) :

1
∆t

∥∥v1
η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν|v1

η|2H1(Ω) =
∆t

2
(u′′(θ∆t),v1

η) + (rηp(∆t) − p(∆t),div v1
η) − (v1

η · ∇u1
η,v

1
η)

−1
2
(div v1

η,u
1
η · v1

η) − (ϕ1
η · ∇u1

η,v
1
η) −

1
2
(div ϕ1

η,u
1
η · v1

η) − (u(∆t) · ∇ϕ1
η,v

1
η)

− 1
∆t

(ϕ1
η,v

1
η) − ν(∇ϕ1

η,∇v1
η).

7T�CD8
(� ������ 	���� �� 
������� ������������� �� Pη, � ����� ��	�
����� 7T�KS8�

(� 	� ��� 	�	���� 
� �������� � �����	�
� rηp(∆t) �� � ������ B

(rηp(∆t) − p(∆t),div vη) + (p1
η − rηp(∆t),divvη)

=
1

∆t
(u1

η − u(∆t),vη) + ν(∇(u1
η − u(∆t)),∇vη) −

∆t

2
(u′′(θ∆t),vη)

−(u(∆t) · ∇u(∆t) − u1
η · ∇u1

η,vη) +
1
2
(div u1

η,u
1
η · vη).

7T�CK8

'���� � 
� 	������ ���%��� 7K�KV8� �
 ������ vη ∈ V ⊥
η ��

� ��� B

(p1
η − rηp(∆t),divvη) =

∥∥p1
η − rηp(∆t)

∥∥2

L2(Ω)
,

��

|vη|H1(Ω) ≤
1
β�

∥∥p1
η − rηp(∆t)

∥∥
L2(Ω)

, ���	 β� > 0 ������������ �� η.

KCJ
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'�	 �� ���
������ 7T�KS8 B

(∆t)1/2
∥∥p1

η − rηp(∆t)
∥∥

L2(Ω)
≤ (∆t)1/2

β�

(
‖rηp(∆t) − p(∆t)‖L2(Ω) +

S2

∆t

∥∥u1
η − u(∆t)

∥∥
L2(Ω)

+ν|Pηu(∆t) − u(∆t)|H1(Ω) +
S2

2
(∆t)

∥∥u′′(θ∆t)
∥∥

L2(Ω)

+S2
4(|u(∆t)|H1(Ω) +

3
2
|u1

η |H1(Ω))|u1
η − u(∆t)|H1(Ω)

)
≤ C(η2 + (∆t)3/2 +

η3

√
∆t

).

�

.� ���� �� 4.3.1 ����� 	��� 	�������	� B

��	�����	 $/%/% *�	� ��� �%����"��� ���	�	-�� �	 ��-�
"�� 4.3.1 �� �� �� �
��������� 4.3.2,
��	� �����

sup
1≤n≤N

∥∥un
η − u(tn)

∥∥
L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥δ2(un
η − u(tn))

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√

ν
( N∑

n=1

∆t|un
η − u(tn)|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + (∆t)2).

7T�CC8

� 5
�	��� =
 ��F� �����
����� ��� �����
��� �������
���� � (4.8), �� ���������� 7T�KS8 �� �����
����

�� ��������� �� 
��������� Pη. �

�!� '������� ���������� �� ���/� �� �� ������

.���������� �������� ������ 2 �� ����� ���� L2(Ω×]0, T [)2� ��� ��� ��
�� 	�
	�
�� ����
	� ��� ����� ��� ����� ��� �� �������� �� ���
��� ��� 
� ���
 �� �� ,�<�� ��������� �� �����
7J�KD8^7J�KJ8�

6�� ���	������� 7J�KD8^7J�KJ8 ��� 
� �	���� �� 
�,��� 1 ������ ���� �� �����
7T�K8^7T�C8 ���� 
� ����� ��%
�������� ��� 1 ≤ n ≤ N − 1 B ������ (vn+1

η , qn+1
η ) ∈ Xη × Mη�

�
���� ��

∀zη ∈ Xη,
1

2∆t
(3vn+1

η −4vn
η +vn−1

η , zη)+ν(∇vn+1
η ,∇zη)− (qn+1

η ,div zη) = (gn+1, zη), 7T�CJ8

∀λη ∈ Mη , (λη,div vn+1
η ) = 0. 7T�CT8

#�� �������� ��� 	��
����� ��� ��� 	������� ������
�� ���
���� � 	�

�� ������� ��� 
�

KCT
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���
 �� �� 6�����%,�<���

6�� ���
����� ������� ���� 
� ����� �� 	� 	�������� 
������ �� �������� B

@������� $/$/� �� �6���� ��	6 ���������� α′ �� γ′� ���������� ���-��������� �� ∆t �� η ������
)	�

α′η3 ≤ (∆t)2 ≤ γ′η3, 7T�CE8

���� (∆t)2 ��� �6�������� �	 � �� �
�
� )	� η3�

&!&!� )�������	�� L∞(0, T ; L2(Ω)2) �� L2(0, T ; H1(Ω)2)

.� ���
 �� (4.23)^(4.24) ��� 
������� �� ����� ��� ������ �
���� ��2	� � 
� 	������ ���%
��� 7K�KV8� ���� ������	��� ��� ∆t� 6�� ����
����� ��� ��������� �� 
������� ��� �������� ��
,�<�� �� ���� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2)� ���� ������	��� ��� ∆t 	�� 
� ���
 ��
��� 
��������

(� 	� ��� 	�	���� 
� ��
��� �� ��������� v1
η, � ����� 	��� ���� 
� ���
 �� �� 6�����%

,�<��� �� �
�� ����
����� ��� B �� v(∆t) ∈ H3(Ω)2, q(∆t) ∈ H2(Ω) �� v′′ ∈ C0([0, T ];L2(Ω)2),
�
��∥∥v1

η − v(∆t)
∥∥2

L2(Ω)
+ ν∆t|v1

η − v(∆t)|2H1(Ω)

≤ (∆t)4

2

∥∥v′′∥∥2

L∞(0,T ;L2(Ω)2)
+ C(∆t)η4

(
|v(∆t)|2H3(Ω) + |q(∆t)|2H2(Ω)

)
+ Cη6|v(∆t)|2H3(Ω).

7T�CV8

(������� ���� 
� 	�� ������
� ��� ���� 
� ����
��� �������� .� ����������� ��� ����
��
� �
	�

� �� ���� �� T�J�K ���� �

� ��� �
�� ����
� 	�� 
� ����� �� 	���	��� ��� �������

�	��������� $/$/� *����� (v, q) �� (vn+1
η , qn+1

η ) ��� ���	����� 
���������� �� (3.10)7(3.13) ��
(4.23)7(4.24)� .� ��	� ��� �%����"��� �
-�-������� �� �	����� )	� g ��� ����8 
-�	��"
� �� ���
���� �� �� ������ v ∈ L2(0, T ;H3(Ω)2), v′ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2), v(3) ∈ L2(Ω×]0, T [)2 ��
q ∈ L2(0, T ;H2(Ω)). �� �6���� 	�� ��������� C, ���-�������� �� η �� ∆t, ����� )	�

sup
1≤n≤N

∥∥vn
η − Pηv(tn)

∥∥
L2(Ω)

+ sup
1≤n≤N

∥∥2(vn
η − Pηv(tn)) − (vn−1

η − Pηv(tn−1))
∥∥

L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥δ2(vn
η − Pηv(tn))

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν
( N∑

n=1

∆t|vn
η − Pηv(tn)|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(η2 + (∆t)2).

7T�CS8

'� 	���� �������� ��	�
� B

��	�����	 $/$/% *�	� ��� �%����"��� �� �� �
��������� 4.4.2, �� �6���� 	�� ��������� C, ���-����
����� �� η �� ∆t, ����� )	�

KCE
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sup
1≤n≤N

∥∥vn
η − v(tn)

∥∥
L2(Ω)

+ sup
1≤n≤N

∥∥2(vn
η − v(tn)) − (vn−1

η − v(tn−1))
∥∥

L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥δ2(vn
η − v(tn))

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν
( N∑

n=1

∆t|vn
η − v(tn)|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(η2 + (∆t)2).

7T�CL8

�5
�	��� (4.28) �������� ��� ����
� ���
�	���� ����� �����
��� �������
���� �� ��� ���������
�� 
��������� Pη. �

&!&!� )�������	� L∞(H1) �� ��������	� L2(L2) 
� �� 
������ �� �����

.������� ��������� ����� ��� ��������� ���� L∞(0, T ; H1(Ω)2) � .� ����������� ���
��� 
�
�������� �� 
� ����	��� �� ,�<�� (3.33) ��������� ���� 
� 	������� 3 ����� ��� 
�� �����
����
7J�JT8 �� 7J�JE8 ����&��� ��� 
� ����	����

-�� ����
�&��� ��� ���������� 
� ������ �������� B

δ1an =
3an+1 − 4an + an−1

2∆t
. 7T�CU8

6�� ���� 
�

3

 $/$/$ .� �	� ��� �%����"��� �� �� �
��������� 4.4.2, �� �	����� )	� v′ ∈ C0(0, T ;H2(Ω)2),
v′′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)2), v(3) ∈ L2(Ω×]0, T [)2, q′ ∈ C0(0, T ;H1(Ω)) �� q′′ ∈ L2(Ω×]0, T [). $��
��
�� Ω ��� �����6�� �� �6���� 	�� ��������� C� ���-�������� �� η �� ∆t, ����� )	� :

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1(vn

η − Sηv(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+ sup

1≤n≤N
|vn

η − Sηv(tn)|H1(Ω)

+ sup
1≤n≤N−1

|2(vn+1
η − Sηv(tn+1)) − (vn

η − Sηv(tn))|H1(Ω) +
(N−1∑

n=1

|δ2(vn
η − Sηv(tn))|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(η2 + (∆t)3/2 +
η3

√
∆t

).

7T�JD8

�5
�	��� 6�� ���� B

ϕ(t) = v(t) − Sηv(t),ϕi
η = ϕ(ti) �� ei

η = vi
η − Sηv(ti).

KCV



>�>� E	��)	�� ����������� �	 �
���"�� �� *��+��

'��� 	*��� (4.23) ���� B

(3en+1
η − 4en

η + en−1
η

2∆t
, zη

)
+ ν(∇en+1

η ,∇zη)

= (gn+1, zη) + (qn+1
η ,div zη) − ν(∇(Sηv(tn+1) − v(tn+1)),∇zη) +

(3ϕn+1
η − 4ϕn

η + ϕn−1
η

2∆t
, zη

)
−
(3v(tn+1) − 4v(tn) + v(tn−1)

2∆t
, zη

)
+ ν(∇v(tn+1),∇zη),

7T�JK8

���	
∀zη ∈ Vη, ν

(
∇(Sηv(tn+1) − v(tn+1)),∇zη

)
= −

(
q(tn+1),div zη

)
.

'�	� �� ���
������ 
� ����
� �� +��
� ���	 ����� �������
 7T�KK8� �
 ����� B

∀zη ∈ Vη, (δ1en
η , zη) + ν(∇en+1

η ,∇zη) = (δ1ϕn
η , zη) + R3,

7T�JC8

\

|R3| ≤
(∆t)3/2

2
√

3

∥∥∥v(3)
∥∥∥

L2(tn−1,tn+1;L2(Ω)2)
‖zη‖L2(Ω) .

(� ������� 
� ������ �	�
���� ��� zη = zn+1
η =

3en+1
η − 4en

η + en−1
η

2∆t
�� �� ������ ��� 1 ≤ n ≤

m − 1, (4.32) ������� B

m−1∑
n=1

∆t
∥∥zn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
+

ν

4

(
|em

η |2H1(Ω) + |2em
η − em−1

η |2H1(Ω) +
m−1∑
n=1

|δ2en
η |2H1(Ω)

−|e1
η|2H1(Ω) − |2e1

η − e0
η|2H1(Ω)

)

≤
[(m−1∑

n=1

∆t
∥∥δ1ϕn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

1√
3
(∆t)2

∥∥∥v(3)
∥∥∥

L2(0,T ;L2(Ω)2)

](m−1∑
n=1

∆t
∥∥zn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

7T�JJ8
(� ���
����� 
������
��� �� $������ 	�	� ����� ������� e0

η = 0�

1
2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥zn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
+

ν

4

(
|em

η |2H1(Ω) + |2em
η − em−1

η |2H1(Ω) +
m−1∑
n=1

|δ2en
η |2H1(Ω)

)

≤ 5ν
4
|e1

η|2H1(Ω) +
(∆t)4

3

∥∥∥v(3)
∥∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω)2)
+

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1ϕn

η

∥∥2

L2(Ω)
.

7T�JT8

#�
	�
�� 
� ����� �� ����� �� ��	�� ������� Z� �� ����� � 
� ����
� �� +��
� ���	 �����

KCS
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�������
� ∣∣∣ 1
2∆t

[3ϕn+1
η − 4ϕn

η + ϕn−1
η ] − ϕ′(tn+1)

∣∣∣ ≤ 1√
3
(∆t)1/2

∥∥ϕ′′∥∥
L2(tn−1;tn+1)

, 7T�JE8

��	

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1ϕn

η

∥∥2

L2(Ω)
≤ 2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥ϕ′(tn+1)

∥∥2

L2(Ω)
+

4
3
(∆t)2

∥∥ϕ′′∥∥2

L2(Ω×]0,T [)2
. 7T�JV8

/����
�� ��� ����� �����

|Sη(v) − v|H1(Ω) ≤ 2|Pη(v) − v|H1(Ω) +
1
ν
‖rη(q) − q‖L2(Ω) , 7T�JS8

�� ������� ����� �� Ω ��� 	������ �
�� B

‖Sη(v) − v‖L2(Ω) ≤ Cη
(
|Sη(v) − v|H1(Ω) + ‖rη(q) − q‖L2(Ω)

)
. 7T�JL8

'�	� ��� ������� ��� t ∈]0, T [,

‖ϕ′′(t)‖L2(Ω) =
∥∥S′′

ηv(t)
∥∥

L2(Ω)
= ‖Sη(v′′(t))‖L2(Ω) ≤ Cη

(
|v′′(t)|H1(Ω) + ‖q′′(t)‖L2(Ω)

)
,

��2	� � 
� �����
��� �� Pη �� rη. '� �)���∥∥ϕ′(tn+1)
∥∥

L2(Ω)
=
∥∥Sη(v′(tn+1)) − v′(tn+1)

∥∥
L2(Ω)

≤ Cη2
(
|v′(tn+1)|H2(Ω) + |q′(tn+1)|H1(Ω)

)
,

��2	� ��� ��������� ������������� �� Pη �� rη� (� ���
����� 	�� ���� �����
���� ���� 7T�JV8�
� ����� B

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1ϕn

η

∥∥2

L2(Ω)
≤ Cη4

( ∥∥v′∥∥2

L∞(0,T ;H2(Ω)2)
+
∥∥q′∥∥2

L∞(0,T ;H1(Ω))

)

+C(∆t)2η2
(
‖v′′‖2

L2(0,T ;H1(Ω)2) + ‖q′′‖L2(Ω×]0,T [)

)
.

7T�JU8

����� 
���������� (4.34) �������� ��� m ≥ 2,

m−1∑
n=1

∆t

∥∥∥∥∥3en+1
η − 4en

η + en−1
η

2∆t

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+ ν
m−1∑
n=1

|δ2en
η |2H1(Ω) + |em

η |2H1(Ω) + |2em
η − em−1

η |2H1(Ω)

≤ C|e1
η|2H1(Ω) + Aη4 + B(∆t)4

≤ A′η4 + B′(∆t)3 +
η6

∆t
7����� � 
� ����
��� 7T�CV88.

.� ����
��� (4.30) ��	�
� �� 	� ��� ���	 �� �� ����� ����� �� ���
�	���� �� 7T�CV8� �

KCL
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0� �	�
 $/$/' *�	� ��� �%����"��� �	 ����� 4.4.4, �� �6���� 	�� ��������� C� ���-��������
�� η �� ∆t, ����� )	� :(N−1∑

n=1

∆t
∥∥δ1(vn

η − v(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+ sup

1≤n≤N
|vn

η − v(tn)|H1(Ω)

+ sup
1≤n≤N−1

|2(vn+1
η − v(tn+1)) − (vn

η − v(tn))|H1(Ω) +
(N−1∑

n=1

|δ2(vn
η − v(tn))|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(η2 + (∆t)3/2 +
η3

√
∆t

).

7T�TD8

�5
�	��� =
 ��F� �����
����� ��� �����
��� �������
���� � (4.30) ����� ��� 
�� ��������� ���
��������� Sη �� Pη. �

��	�����	 $/$/& *�	� ��� �%����"��� �	 ����� 4.4.4 �� �	 ��-�
"�� 4.4.5, �� �

sup
1≤n≤N

|vn
η − v(tn)|H1(Ω) ≤ C(η2 + (∆t)3/2 +

η3

√
∆t

). 7T�TK8

&!&!�  �$����� 
� 
������

6�� ���������� 
� ���
 �� �� ,�<�� ��������� ������ ���� �� ����� ������� B

−wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t
+ν∆wn−1−∇λn−1 = vn−1

η −v(tn−1) dans Ω, 1 ≤ n ≤ N+1, 7T�TC8

divwn−1 = 0 dans Ω, 1 ≤ n ≤ N + 1, 7T�TJ8

wn−1|∂Ω = 0, 1 ≤ n ≤ N + 1, 7T�TT8

wN+2 = 0 , wN+1 = 0 dans Ω. 7T�TE8

-�� ��� n, 0 ≤ n ≤ N, 	� ���
 �� �� ,�<�� ����� ��� ������ �
���� B

wn ∈ H1
0 (Ω)2, λn ∈ L2

0(Ω).

.� ���
 �� (4.42)^(4.45) ���	��� ��� ���� ����������

� B ∀z ∈ H1
0 (Ω)2,

− 1
2∆t

(wn+1 − 4wn + 3wn−1, z) − ν(∇wn−1,∇z) + (λn−1,div z) = (vn−1
η − v(tn−1), z),

7T�TV8

KCU
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divwn−1 = 0.

6�� ����
����� ���� 
� 
���� ������� ���
���� ���������� � ����� �� 
� ������� wn �� ���
 ��
�� ,�<�� ��������� (4.42)^(4.45).

3

 $/$/� 9� ���	���� wn, 0 ≤ n ≤ N, �	 �
���"�� (4.42)7(4.45) �-
�2� ��� ����������� �
�
��
� �	������� :

sup
0≤n≤N

‖wn‖L2(Ω) + sup
1≤n≤N+1

∥∥2wn−1 − wn
∥∥

L2(Ω)
+

√
2ν
( N∑

n=0

∆t|wn|2H1(Ω)

)1/2

+
N+1∑
n=1

∥∥δ2wn
∥∥2

L2(Ω)
≤
√

2S2

ν

( N∑
n=0

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
,

7T�TS8

�; S2 ��� �� ��������� �� 5�����
- ��√
ν

2
sup

0≤n≤N
|wn|H1(Ω) +

√
ν

2

(N+1∑
n=1

|δ2wn|2H1(Ω)

)1/2
+
√

ν

2
sup

0≤n≤N
|2wn − wn+1|H1(Ω)

+
(N+1∑

n=1

∆t

∥∥∥∥wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤
( N∑

n=0

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
.

7T�TL8

�5
�	��� (i) -����� 
� ��	��� ���� z = 4∆twn−1, �� ����� 
�������� 7T�TC8 �� n = m + 1
� N + 1� �
�� ��� ������ B

‖wm‖2
L2(Ω) +

∥∥2wm − wm+1
∥∥2

L2(Ω)
+ 4ν

N∑
n=m

∆t|wn|2H1(Ω) +
N+1∑

n=m+1

∥∥δ2wn
∥∥2

L2(Ω)

≤ 2
ε

N∑
n=m

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥2

L2(Ω)
+ 2εS2

N∑
n=m

∆t|wn|2H1(Ω),

��\ 
� ������� ����
��� �� 
���� ���	 
� 	��� �� ε =
ν

S2
.

(ii) -�� 
� ����� �� ���������� �
 ��F� �� ������� 
� ��	��� ���� z =
wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t
,

����� 
�������� ����
���� �� n = m + 1 � N + 1 �� 	����� ε =
1

2∆t
. �

'� �
��� ��� ���� 
� B

3

 $/$/) *� Ω ��� �����6�� ���
� ��	
 ��	� 0 ≤ n ≤ N, �� � wn ∈ H2(Ω)2, λn ∈ H1(Ω) ��( N∑
n=0

∆t
(
|wn|2H2(Ω) + |λn|2H1(Ω)

))1/2
≤ C

( N∑
n=0

∆t
∥∥v(tn) − vn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
7T�TU8

���� C 	�� ��������� ���-�������� �� ∆t �� �� η.

�5
�	��� 6�� ����� ��� 	����� n, 1 ≤ n ≤ N + 1,

−ν∆wn−1 + ∇λn−1 = −wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t
+ (v(tn−1) − vn−1

η ).

KJD
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#���� �� ���
 �� �� ,�<�� �� ��� ����� �� ��� ��� 
� ��	�� ������ ���������� � L2(Ω)2

�� ��������� ��� ���� 	������
�� '�	� �� Ω ��� 	������ ��� ����� ���� ��� 0 ≤ n ≤ N,
wn ∈ H2(Ω)2 �� λn ∈ H1(Ω), ���	 B

|wn−1|H2(Ω) + |λn−1|H1(Ω) ≤ C
(∥∥v(tn−1) − vn−1

η

∥∥
L2(Ω)

+
∥∥∥wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t

∥∥∥
L2(Ω)

)
,

7T�ED8
\ 
� 	������� C �� ������ ��� �� Ω �� ν.

(� ������� 
� 	���� �� (4.50), �� 
� ��
���
���� ��� ∆t �� ���� �� �������� �� ������ �� n = 1
� N +1 �� �� ���
����� (4.48), � ����� 7T�TU8� ���	 ��� 	������� ��� �� ������ ��� �� ν �� Ω� �

0� �	�
 $/$/* *� Ω ��� �����6�� g ∈ L2(Ω×]0, T [)2,v ∈ L2(0, T ;H3(Ω)2), q ∈ L2(0, T ;H2(Ω)),
v′ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)2) �� v(3) ∈ L2(Ω×]0, T [)2, ���
� �� �6���� 	�� ��������� C� )	� �-���� ���
��
��� �� v,v′,v(3) �� q, ���� ���-�������� �� η �� ∆t, ����� )	� :

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η3 + (∆t)2 + η(∆t)2). 7T�EK8

.� ��
���	���
� �� (∆t)2 = O(η3) ?���� �� �� ��	6�"�� ��-�����- �� (4.25) � ���	@� ���
�

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη3. 7T�EC8

�5
�	��� Z� ��	 �� �� ���� ������ B

(���� '� -����� 
� ������ �	�
���� �� (4.42) ��� en−1 = vn−1
η − v(tn−1) �� ����� 
� ��%

��
��� �� n = 1 � n = N + 1, ��� ���� B

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) = −1

2

N+1∑
n=1

(wn+1 − 4wn + 3wn−1, en−1) − ν
N+1∑
n=1

∆t(∇wn−1,∇en−1)

+
N+1∑
n=1

∆t(λn−1,div en−1).

7T�EJ8

(� ���	����� ��� ���������� ��� ������� ���	� �� ���� 
� ������� ����� �� ��	�� ������ ��

�������� ���	������� ��� ����� ��� � 
�� ����
�&	����� ���� �� ���� ��� wN+1 = wN+2 = 0
�� e0 = 0,

−1
2

N+1∑
n=1

(wn+1 − 4wn + 3wn−1, en−1) = −1
2

N+1∑
n=1

(3en+1 − 4en + en−1,wn+1) − 3
2
(w1, e1).

KJK



=�����
� >� 5
���"�� ���
�
� ��	6

������ (4.53) ������� B

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) = −1

2

N+1∑
n=1

(3en+1 − 4en + en−1, Pηwn+1) − ν
N+1∑
n=1

∆t(∇Pηwn−1,∇en−1)

−1
2

N+1∑
n=1

(3en+1 − 4en + en−1,wn+1 − Pηwn+1) − ν
N+1∑
n=1

∆t(∇(wn−1 − Pηwn−1),∇en−1)

+
N+1∑
n=1

∆t(λn−1 − rηλ
n−1,div en−1) − 3

2
(w1, e1).

7T�ET8
(� �������� 
�� ���� �������� ������ �� ��	�� ������ �� 7T�ET8� 	���� ����� �� ���	��� B

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) = −1

2

N−1∑
n=1

(3en+1 − 4en + en−1, Pηwn+1) − ν

N−1∑
n=1

∆t(∇Pηwn+1,∇en+1)

−ν∆t(∇e1,∇Pηw1) − 1
2

N+1∑
n=1

(3en+1 − 4en + en−1,wn+1 − Pηwn+1)

7T�EE8

−ν

N+1∑
n=1

∆t(∇(wn−1 − Pηwn−1),∇en−1) +
N+1∑
n=1

∆t(λn−1 − rηλ
n−1,div en−1) − 3

2
(w1, e1).

(���� 0� R������ 
�� ��������� ������ �� ��	�� ������ �� 	���� ��������
• .�� ���� �������� ������ ���������� B

∣∣∣− 1
2

N−1∑
n=1

(3en+1 − 4en + en−1, Pηwn+1) − ν
N−1∑
n=1

∆t(∇Pηwn+1,∇en+1)
∣∣∣

≤
∣∣∣ N∑

n=1

∆t(q(tn+1) − rηq(tn+1),div(Pηwn+1 − wn+1))
∣∣∣

+
P√
3
(∆t)2

∥∥∥v(3)
∥∥∥

L2(Ω×]0,T [)2

(N−1∑
n=1

∆t|Pηwn+1|2H1(Ω)

)1/2

≤
[
Cη3 ‖q‖L2(0,T ;H1(Ω)) +

P√
3
(∆t)2

∥∥∥v(3)
∥∥∥

L2(Ω×]0,T [)2

]( N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

KJC
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• .� ������ �� ��� B∣∣∣N+1∑
n=1

∆t
(3en+1 − 4en + en−1

2∆t
,wn+1 − Pηwn+1

)∣∣∣
≤
(N−1∑

n=1

∆t
∥∥δ1en

∥∥2

L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=1

∆t
∥∥wn+1 − Pηwn+1

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

≤ Cη2((∆t)3/2 + η2)
( N∑

n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

• (� ���
������ 
� 	�

���� T�T�J� 
� 	����� �� �� ���� �� ������ ��� ��
� ��� B∣∣∣ν N∑
n=0

∆t(∇(wn − Pηwn),∇en)
∣∣∣ ≤ Cη

( N∑
n=0

∆t|en|2H1(Ω)

)1/2( N∑
n=0

∆t|wn|2H2(Ω)

)1/2

≤ Cη((∆t)2 + η2)
( N∑

n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2

�� ∣∣∣ N∑
n=0

∆t(λn − rηλ
n,div en)

∣∣∣ ≤ Cη((∆t)2 + η2)
( N∑

n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

• =
 ��� ����� � ������� 
� ����� �� �� 
� ������� ������ =
� ���	������ ��� 
� ���� �������� B

−3
2
(w1, e1) − ν∆t(∇e1,∇Pηw1) = −3

2
(w1 − Pηw1, e1) − 3

2

[
(Pηw1, e1)

+ν∆t(∇e1,∇Pηw1)
]

+
1
2
ν∆t(∇e1,∇Pηw1).

#�������� 
� ����� ����� 	�	���� �� 
� ��
���� ���	������� (� �	������ 
�������� ����&�� ���

������� �� ����� t1, �
 ������ θ ∈]0, 1[ ��
 ��� B

(e1, Pηw1) + ν∆t(∇e1,∇Pηw1) = ∆t(rηq(∆t) − q(∆t),div Pηw1) − (∆t)2

2
(v′′(θ∆t), Pηw1),

��	 ∣∣∣(e1, Pηw1) + ν∆t(∇e1,∇Pηw1)
∣∣∣

≤ C
[
(∆t)η2|q(∆t)|H2(Ω) +

(∆t)2

2

∥∥v′′∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω)2)

]( N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

#�������� ���������� 
� ������� ������ (� ���
����� 7T�CV8� �
 ��� ����� ��� B∣∣∣(w1 − Pηw1, e1)
∣∣∣ ≤ Cη

[
(∆t)1/2η2(|q(∆t)|2H2(Ω) + |v(∆t)|2H3(Ω))

1/2

+
(∆t)2

2

∥∥v′′∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω)2)

+ η3|v(∆t)|H3(Ω)

]( N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
.

KJJ
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• '� �)��� 
� ������� ����� ��� ����� ��� 7T�CV8�

(���� 4� ������ ��������� ��� 	�� ����
����� � ������ B

( N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω)

)1/2
≤ C(η3 + η4 + (∆t)2 + η(∆t)2).

�
-�� 	��������� �� 
������ �� 7T�CE8 ��� ����&��� �
��

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη3.

�!& ������� �� ����������������

'��� 	���� ��	���� ��� �

�� ����
�� ��� ��������� �������� ������ ���� ��� 
� ����
L2 �� un+1

η − u(tn+1). -�� 	�
�� 	��� ��� 
� ���
 �� ������ �� �� ������ ��� �������

������� �� ���� 	����������� 
���� 
������� �� 
������ ��%
�������� .� 	��������� 
�������� ���
����� ����� ��� 
� �
���� ���	� �� �� 
� ������ �� ,�<�� ���� 7K�K8� ��� ������� ��� 
� ���� ��
T�T�U� -���� ��� �������� �� ����
��� �� `�����	�������	�` ��� 
������� �� 
� ������ ��%

��������
-
�� ���	�������� ��� vn+1

η ∈ Vη ��&��� ��� B

∀wη ∈ Vη,
(3vn+1

η − 4vn
η + vn−1

η ,wη)
2∆t

+ ν(∇vn+1
η ,∇wη) − (qn+1

η ,div wη)

= (f(tn+1) − u(tn+1) · ∇u(tn+1),wη). 7T�EV8

�
��� vn+1
η ��������� (4.23) ���	 
� ����� (g(tn+1),wη) = (f(tn+1)−u(tn+1) · ∇u(tn+1),wη) ��


� ���� �� T�T�U ����� 
�

��	�����	 $/'/� B� �	����� )	� u �-
�2� ��� �%����"��� �	
 v ���� ��-����- �	 ��-�
"�� 4.4.9,
)	� Ω ��� �����6� �� )	� f ∈ C0([0, T ];L2(Ω)2). $��
�

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − u(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η3 + (∆t)2 + η(∆t)2), 7T�ES8

�; C �� �-���� �� �� η �� �� ∆t�

'� �)��� 
� ���� �� T�T�E ����� 
� 	�������	� �������� B

KJT
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��	�����	 $/'/� .� �	� ��� �%����"��� �	 ��
�����
� 4.5.1, �� �	����� )	� p′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).
$��
� �� �6���� 	�� ��������� C, ���-�������� �� η �� ∆t� ����� )	� :(N−1∑

n=1

∆t
∥∥δ1(vn

η − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+
(N−1∑

n=1

|δ2(vn
η − u(tn))|2H1(Ω)

)1/2
+ sup

0≤n≤N
|vn

η − u(tn)|H1(Ω)

+ sup
0≤n≤N−1

|2(vn+1
η − u(tn+1)) − (vn

η − u(tn))|H1(Ω) ≤ C(η2 + (∆t)3/2 +
η3

√
∆t

).

7T�EL8

.� 	��������� ��%
������� ����&� 
���������� �������� �������� B

0� �	�
 $/'/% .� �	� ��� �%����"��� �	 ��
�����
� 4.5.2, �� �	����� )	� u′ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)2)
�� u ∈ L∞(0, T ;W 1,4(Ω)2). B� � :

sup
0≤n≤N

∥∥vn
η − un

η

∥∥
L2(Ω)

+ sup
1≤n≤N

∥∥2(vn
η − un

η ) − (vn−1
η − un−1

η )
∥∥

L2(Ω)

+
(N−1∑

n=1

∥∥δ2(vn
η − un

η )
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+
(N−1∑

n=0

∆t|vn+1
η − un+1

η |2H1(Ω)

)1/2
≤ C(η3 + (∆t)2).

7T�EU8

�5
�	��� Z� ��	 �� �� ������ ������ B

(���� '� Z� �������� 
�������� (4.1) �� (4.23) �� � ��� ϕi
η = vi

η − ui
η. .� ����� ��%
�������

����� �� ��	�� ������ �� ���	��� B

un+1
η · ∇un+1

η +
1
2

divun+1
η un+1

η − u(tn+1) · ∇u(tn+1)

= −ϕn+1
η · ∇un+1

η − 1
2

div ϕn+1
η · un+1

η − vn+1
η · ∇ϕn+1

η − 1
2

divvn+1
η ϕn+1

η

+(vn+1
η − u(tn+1)) · ∇(vn+1

η − u(tn+1)) +
1
2

div(vn+1
η − u(tn+1))(vn+1

η − u(tn+1))

+(vn+1
η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1) +

1
2

div(vn+1
η − u(tn+1))u(tn+1)

+u(tn+1) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)).

(� ��
���
���� ��� ϕn+1
η �� �� ������ �� n = 1 � n = m − 1, � ������ B

1
2

m−1∑
n=1

(ϕn+1
η , 3ϕn+1

η − 4ϕn
η + ϕn−1

η ) + ν

m−1∑
n=1

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

=
m−1∑
n=1

∆t
{
(−ϕn+1

η · ∇un+1
η ,ϕn+1

η ) − 1
2
(div ϕn+1

η ,un+1
η · ϕn+1

η )
}

+
m−1∑
n=1

∆t(u(tn+1) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)),ϕn+1

η ) 7T�VD8

KJE
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+
m−1∑
n=1

∆t
{
((vn+1

η − u(tn+1)) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)),ϕn+1

η )

+
1
2
(div (vn+1

η − u(tn+1)), (vn+1
η − u(tn+1)) · ϕn+1

η )
}

+
m−1∑
n=1

∆t
{
((vn+1

η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕn+1
η )

+
1
2
(div (vn+1

η − u(tn+1)),u(tn+1) · ϕn+1
η )

}
.

.� ������� ������ �� 7T�VD8 ���	��� B

1
4

∥∥ϕm
η

∥∥2

L2(Ω)
− 1

4

∥∥ϕ1
η

∥∥2

L2(Ω)
+

1
4

∥∥2ϕm
η − ϕm−1

η

∥∥2

L2(Ω)
− 1

4

∥∥2ϕ1
η − ϕ0

η

∥∥2

L2(Ω)

+
1
4

m−1∑
n=1

∥∥δ2ϕn
η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν

m−1∑
n=1

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω).

(���� 0� Z� ������ ���������� 
�� ������ �� ��	�� ������ �� 7T�VD8 ���� ((secmb)i)1≤i≤4.
• (� �����

C1 = sup
n

|un
η |H1(Ω),

7� �������� ��� 	���� �������� ��� ����� ��2	� � (4.8) �� 
� ����� �� ������ �� (4.25)), 
�
������� ��� ��
 ��� B∣∣∣∣∣

m−1∑
n=1

∆t
{

(−ϕn+1
η · ∇un+1

η ,ϕn+1
η ) − 1

2
(div ϕn+1

η ,un+1
η · ϕn+1

η )
}∣∣∣∣∣

≤ C1

2

{
(
√

2ε1 +
21/43S4ε

4/3
2

8
)

m−1∑
n=1

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω) + (

√
2

ε1
+

21/4S4

8ε4
2

)
m−1∑
n=1

∆t
∥∥ϕn+1

η

∥∥2

L2(Ω)

}
.

• (� ����� C3 = sup
n

∥∥u(tn+1)
∥∥

L∞(Ω)
�� ����� � 
� 	�

���� T�E�K� 
� ����� �� ����� ��� ����

��� B ∣∣∣∣∣
m−1∑
n=1

∆t(u(tn+1) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)),ϕn+1

η )

∣∣∣∣∣
≤ C3

2ε3

m−1∑
n=1

∆t
∥∥vn+1

η − u(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)
+

C3ε3

2

m−1∑
n=1

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω)

≤ CC3

2ε3
(η6 + (∆t)4 + (∆t)4η2) +

C3ε3

2

m−1∑
n=1

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω).

KJV
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• '���� � 
�� 	�

����� T�T�J �� T�E�C� 
� ����� �� ����� ��� ��
 ��� B∣∣∣m−1∑
n=1

∆t
{
((vn+1

η − u(tn+1)) · ∇(vn+1
η − u(tn+1)),ϕn+1

η )

+
1
2
(div (vn+1

η − u(tn+1)), (vn+1
η − u(tn+1)) · ϕn+1

η )
}∣∣∣

≤ CS2
4

2ε4
(η8 + (∆t)7 + (∆t)3η4) +

3S2
4ε4

4

m−1∑
n=1

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω).

• .�� ���� �������� ������ �� �������� ������
� ��2	� � 
� ����
� 7J�TT8 B

((vn+1
η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕn+1

η ) +
1
2
(div (vn+1

η − u(tn+1)),u(tn+1) · ϕn+1
η )

=
1
2
((vn+1

η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕn+1
η ) − 1

2
((vn+1

η − u(tn+1)) · ∇ϕn+1
η ,u(tn+1)).

7T�VK8

'�	� �� ����� C2 = sup
1≤n≤N

|u(tn+1)|W 1,4(Ω), � ����� B

∣∣∣m−1∑
n=1

∆t
(
((vn+1

η − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),ϕn+1
η ) +

1
2
(div (vn+1

η − u(tn+1)),u(tn+1) · ϕn+1
η )

)∣∣∣
≤ C(C2S4 + C3)

4ε5
(η6 + (∆t)4 + η2(∆t)4) +

(S4C2 + C3)ε5

4

m−1∑
n=1

∆t|ϕn+1
η |2H1(Ω).

(���� 4� =
 ���� ������� 
� ����� �� ��
��� ϕ1
η. (

� ����&�� ������� v0

η = u0
η = 0,∥∥ϕ1

η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν∆t|ϕ1

η|2H1(Ω) = ∆t
∣∣∣(u1

η · ∇u1
η − u(∆t) · u(∆t),ϕ1

η)
∣∣∣.

.� ����� ��%
������� � 
� �)�� ��	������� ��� ���� 
� 	�� ������
� '�	 
� ������� �����
�� ����� ��%
������� ��� ����� ��� B

C1

2

{
(
√

2ε6 +
21/43S4ε

4/3
7

8
)∆t|ϕ1

η|2H1(Ω) + (
√

2
ε6

+
21/4S4

8ε4
7

)∆t
∥∥ϕ1

η

∥∥2

L2(Ω)

}
,

�� �� ∆t ��� ����; ������ � ���� 	����� ε6 �� ε7 ��� ��� 	�� ���� ������ ����� ������� ���
	��� �� ������� �������

.� ����� �� ����� ���� ���������� B

∆t
∥∥v1

η − u(t1)
∥∥2

L2(Ω)
≤ C(η6 + (∆t)4).

.� ����� �� ����� ���� ���������� B

∆t|v1
η − u(∆t)|H1(Ω)

∥∥v1
η − u(∆t)

∥∥
L4(Ω)

|ϕ1
η|H1(Ω)

≤ 1
2
(ε8∆t|ϕ1

η|2H1(Ω) +
1
ε8

∆t|v1
η − u(∆t)|3H1(Ω)

∥∥v1
η − u(∆t)

∥∥
L2(Ω)

),

KJS
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���	

∆t|v1
η − u(∆t)|2H1(Ω) ≤ C(η4 + (∆t)4),∥∥v1

η − u(∆t)
∥∥

L2(Ω)
≤ C(η2 + (∆t)2),

|v1
η − u(∆t)|H1(Ω) ≤ C(η2 + (∆t)3/2 +

η3

√
∆t

).

'�	�
∆t|v1

η − u(∆t)|H1(Ω)

∥∥v1
η − u(∆t)

∥∥
L4(Ω)

|ϕ1
η|H1(Ω)

≤ 1
2
(ε8∆t|ϕ1

η|2H1(Ω) +
1
ε8

C(η8 + η6(∆t)3/2 +
η9

√
∆t

+ η4(∆t)7/2).

Q���� �� ������� ������ �
 ���� ����������

∆t
∥∥v1

η − u(t1)
∥∥2

L2(Ω)
≤ C(η6 + (∆t)4).

(���� >� Z� ������� 
� ������ ���	 �� 	��� ������� ��� εi �� �� ���
������ 
� 
���� ��
"��]�

� �

(� 	������� 
�� ����
���� �� 	�

���� T�E�K �� �� ���� �� T�E�J� � ����� 
�

��	�����	 $/'/$ *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 4.5.3, ��	� ����� :

( N∑
n=0

∆t
∥∥u(tn) − un

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η3 + (∆t)2), 7T�VC8

�; C ��� 	�� ��������� ���-�������� �� η �� ∆t�

.� ��
���	���
� ��	� ���%����"�� (4.25) �� � :

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥u(tn+1) − un+1

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Cη3. 7T�VJ8

�5
�	��� .� ����������� ��� ��������� ����� � 
� 	�

���� T�E�K �� 
� ���� �� T�E�J� �

�!0 -��������� �)������ �� � ��������

.�� ����
���� �� 
� ��	��� ���	������ ��� ���������� ������
�� ��� ��������� �������� ��

� �������� -�� ������� 
������� ��� 
� �������� � � 
� ����
��� ������� B

KJL
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 $/&/� B� ���� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 4.3.1. $��
� (u(tn+1), p(tn+1)) �� (un+1
η , pn+1

η ),
���	����� 
���������� �� (1.1)7(1.4) �� (4.1)7(4.2) �-
�2��� :

(
N−1∑
n=1

∆t
∥∥pn+1

η − rηp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)
)1/2

≤ 1
β�

{
C1(η2 + (∆t)2) + C2(∆t)2

∥∥∥u(3)
∥∥∥

L2(Ω×]0,T [)2
+ C3η

2 ‖p‖L2(0,T ;H2(Ω))

+S2(
N∑

n=1

∆t
∥∥δ1(un

η − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)
)1/2
}
,

7T�VT8

�; β� ��� �� ��������� �� �� ��������� �����	� (1.16) �� ��� ���J������ Ci, 1 ≤ i ≤ 3, ���� ���-�
�������� �� η �� ∆t�

�5
�	��� (� ������� 
� �������	� ��� ������ ��%
�������� �� �� ����� ei
η = ui

η − u(ti), �
� B

u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1
η · ∇un+1

η − 1
2

divun+1
η un+1

η

= −u(tn+1) · ∇en+1
η − en+1

η · ∇un+1
η − 1

2
div en+1

η un+1
η .

'�	 ��� ���� ����� wn
η ∈ Xη �� ����� � 
� ����
� �� +��
� ���	 ����� �������
 7T�KK8�

N−1∑
n=1

∆t(pn+1
η − rηp(tn+1),div wn+1

η ) =
N−1∑
n=1

∆t
(3en+1

η − 4en
η + en−1

η

2∆t
,wn+1

η

)

+ν

N−1∑
n=1

∆t(∇en+1
η ,∇wn+1

η ) +
N−1∑
n=1

R1 +
N−1∑
n=1

∆t(u(tn+1) · ∇en+1
η ,wn+1

η )

+
N−1∑
n=1

∆t
{
(en+1

η · ∇un+1
η ,wn+1

η ) +
1
2
(div en+1

η un+1
η ,wn+1

η )
}

+
N−1∑
n=1

∆t(p(tn+1) − rηp(tn+1),divwn+1
η ).

'���� � 
� 	������ ���%��� 7K�KV8� ��� ��� qη ∈ Mη,

∃wη ∈ V ⊥
η ; (div wη, qη) = ‖qη‖2

L2(Ω) �� ‖∇wη‖L2(Ω) ≤
1
β�

‖qη‖L2(Ω) .

'��� ���� 	��� qη = pn+1
η − rηp(tn+1). ����� 
� ������� ������ �� 
�������� ���	������ ���	���

N−1∑
n=1

∆t
∥∥pn+1

η − rηp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)
.

.�� ������ �� ��	�� ������ ��� ������ 	��� ���� B

KJU



=�����
� >� 5
���"�� ���
�
� ��	6

• .� ������� ��� ��
 ��� B

|
N−1∑
n=1

∆t(δ1en
η ,wn+1

η )| ≤ S2

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• #��� wn+1
η ∈ V ⊥

η �� 	��� (∇wn+1
η ,∇Pηu(tn+1)) = 0, 
� ��	�� ����� ��� ��
 ��� B

|ν
N−1∑
n=1

∆t(∇en+1
η ,∇wn+1

η )|

≤ ν
(N−1∑

n=1

∆t|Pηu(tn+1) − u(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C1(η2 + (∆t)2)
(N−1∑

n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• .� ����� �� ���	��� B

|
N−1∑
n=1

R1| ≤ C2(∆t)2
∥∥∥u(3)

∥∥∥
L2(Ω×]0,T [)2

(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• .� ������ �� ��������� �� 
� ���� �� �������� B

|
N−1∑
n=1

∆t(u(tn+1) · ∇en+1
η ,wn+1

η )|

≤ S2
4(sup

t
|u(t)|H1(Ω))

(N−1∑
n=1

∆t|en+1
η |2H1(Ω)

)1/2(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C3(η2 + (∆t)2)
(N−1∑

n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• .� 	����� �� ��� ����� 	��� ���� B

∣∣∣N−1∑
n=1

∆t
{

(en+1
η · ∇un+1

η ,wn+1
η ) +

1
2
(div en+1

η un+1
η ,wn+1

η )
}∣∣∣

=
1
2

∣∣∣N−1∑
n=0

∆t
{
(en+1

η · ∇un+1
η ,wn+1

η ) − (en+1
η · ∇wn+1

η ,un+1
η )

∣∣∣
≤ S2

4(sup |un+1
η |H1(Ω))

(N−1∑
n=1

∆t|en+1
η |2H1(Ω)

)1/2(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C4(η2 + (∆t)2)
(N−1∑

n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

• (� 
� ������� ��� ��
 ��� B

KTD
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|
N−1∑
n=1

∆t(p(tn+1) − rηp(tn+1),div wn+1
η )|

≤
(N−1∑

n=1

∆t
∥∥p(tn+1) − rηp(tn+1)

∥∥2

L2(Ω)

)1/2(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2

≤ C5η
2 ‖p‖L2(0,T ;H2(Ω))

(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
η |2H1(Ω)

)1/2
.

.� ����
��� &��
 ��	�
� �� 
� 	������ ���%��� �� ��� ��������� ���	�������� �

=	� ������ un
η ��� ���� ���� L∞(0, T ;W 1,5/2(Ω)2) 7����� � 
� 
���� J�C�CK8� �� Tη ����&� 7J�TL8

�� �� 7T�CE8 � 
��� B

sup
n

|un
η |W 1,5/2(Ω) ≤ C.

3

 $/&/� *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 4.5.3� �� �6���� 	�� ��������� C = C(u,u′,u(3))
)	� �� �-���� ��� �� η �� ∆t� ����� )	� :

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1(un

η − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν sup

1≤n≤N
|un

η − u(tn)|H1(Ω)

+
√

ν sup
1≤n≤N

|2(un
η − u(tn)) − (un−1

η − u(tn−1))|H1(Ω) +
√

ν
(N−1∑

n=1

|δ2(un
η − u(tn))|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(η2 + (∆t)3/2 +
η3

√
∆t

).

7T�VE8
�5
�	��� Z� ��	 �� �� ���� ������� .�� ������ �� 
� ����������� ��� ����
����� � 	�

�� ��

���� T�V�K�

(���� '� Z� �� � ������ ��� �������� (4.1) �� (1.39), �� ����� ei
η = ui

η − Sηu(ti), ϕi
η =

u(ti) − Sηu(ti) �� �� ������� 
� ��	��� ���� wη = wn+1
η = δ1en

η :

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)
+

ν

2
(|em

η |2H1(Ω) − |e1
η|2H1(Ω) + |2em

η − em−1
η |2H1(Ω)

−|2e1
η − e0

η|2H1(Ω) +
m−1∑
n=1

|δ2en
η |2H1(Ω))

≤ ν
∣∣∣m−1∑

n=1

∆t(∇ϕn+1
η ,∇δ1en

η )
∣∣∣+ ∣∣∣m−1∑

n=1

∆t(p(tn+1),div δ1en
η )
∣∣∣+ m−1∑

n=1

∆t(δ1ϕn
η , δ1en

η ) +
m−1∑
n=1

R1

+
m−1∑
n=1

∆t
{
(u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1

η · ∇un+1
η , δ1en

η ) − 1
2
(divun+1

η un+1
η , δ1en

η )
}

,

KTK
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���	

u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1
η · ∇un+1

η − 1
2

divun+1
η un+1

η

= u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − un+1
η ) + (u(tn+1) − un+1

η ) · ∇un+1
η − 1

2
div(u(tn+1) − un+1

η )un+1
η .

(���� 0� R���� ��� ������ �� ��	�� ������ �� 
�������� ���	�������

• .� ���� �� ������� �� �� ����� �� ������ �� ��	�� ������ ��� ��

�� ����� � 
� ��&%
����� �� 
��������� �� ����	��� �� ,�<�� Sη. =
 ����� ��	 � ������� 
�� ���� ������ �������
• (� ���	����� 
� �)�� 	�
	�
 ��� 7T�JU8� 
� ����� �� ��� ��
 ��� B∣∣∣∣∣

m∑
n=1

∆t(δ1ϕn
η , δ1en

η )

∣∣∣∣∣ ≤ C

2ε1

{
η4(
∥∥u′∥∥2

L∞(0,T ;H2(Ω)2)
+
∥∥p′∥∥2

L∞(0,T ;H1(Ω))
)

+(∆t)2η2(‖u′′‖2
L2(0,T ;H1(Ω)2) + ‖p′′‖L2(Ω×]0,T [))

}
+

ε1

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)
.

• .� ������ �� ���	��� B∣∣∣∣∣
m−1∑
n=1

R1

∣∣∣∣∣ ≤ C(∆t)4

2ε2

∥∥∥u(3)
∥∥∥2

L2(Ω×]0,T [)2
+

ε2

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)
.

• -�� 
� ������� ������ ��� 
� ��	����� �� ���� ��������

K� .� ����� �� ������ ��� ������� 	��� ���� B

∣∣∣m−1∑
n=1

∆t
(
u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − un+1

η ), δ1en
η

)∣∣∣
≤

m−1∑
n=1

∆t
∥∥u(tn+1)

∥∥
L∞(Ω)

|u(tn+1) − un+1
η |H1(Ω)

∥∥δ1en
η

∥∥
L2(Ω)

≤
‖u‖L∞(Ω×]0,T [)2

2

(
1
ε3

m−1∑
n=1

∆t|u(tn+1) − un+1
η |2H1(Ω) + ε3

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)

)

≤
C ‖u‖L∞(Ω×]0,T [)2

2

(
C ′

ε3
(η4 + (∆t)4) + ε3

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)

)
.

C� -�� ������� 
� ����� �� ������� � �������� ��� B∥∥(u(tn+1) − un+1
η ) · ∇un+1

η

∥∥
L2(Ω)

≤ |un+1
η |W 1,5/2(Ω)

∥∥u(tn+1) − un+1
η

∥∥
L10(Ω)

≤ S10|un+1
η |W 1,5/2(Ω)|u(tn+1) − un+1

η |H1(Ω).

KTC
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∣∣∣m−1∑
n=1

∆t
((

(u(tn+1) − un+1
η ) · ∇un+1

η , δ1en
η

)
+

1
2

(
div(u(tn+1) − un+1

η )un+1
η , δ1en

η

))∣∣∣
≤

m−1∑
n=1

∆tS10

∥∥∇un+1
η

∥∥
L5/2(Ω)

|u(tn+1) − un+1
η |H1(Ω)

∥∥δ1en
η

∥∥
L2(Ω)

+
1
2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥un+1

η

∥∥
L∞(Ω)

|u(tn+1) − un+1
η |H1(Ω)

∥∥δ1en
η

∥∥
L2(Ω)

≤
(C

2
+ S10

)
sup

n
|un

η |W 1,5/2(Ω)

m−1∑
n=1

∆t|u(tn+1) − un+1
η |H1(Ω)

∥∥δ1en
η

∥∥
L2(Ω)

≤ C ′′

(
C ′

ε4
(η4 + (∆t)4) + ε4

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)

)
.

'�	 �� ����� C1 = ‖u‖L∞(Ω×]0,T [)2 , 
� ����� �� ����� ��� �
�� ����� ��� B

(C1C
′

2ε3
+

C ′′C ′

ε4

)
(η4 + (∆t)4) +

(C1ε3

2
+ C ′′ε4

)m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)
.

(�&� 
�� ������ ������
�� ��� ������� ��� 
� �������� T�J�C�

(���� 4� ����� ���	 �� 	��� 	������
� ��� εi, i = 1, ..., 4, 
�������� ������� B

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

η

∥∥2

L2(Ω)
+ ν|em

η |2H1(Ω) + ν|2em
η − em−1

η |2H1(Ω)

+ν

m−1∑
n=1

|δ2en
η |2H1(Ω) ≤ Bη4 + D(∆t)3 + C

η6

∆t
.

'�\ 
� ����
��� B

(
m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1(un

η − Sηu(tn))
∥∥2

L2(Ω)
)1/2 +

√
ν sup

1≤n≤N
|un

η − Sηu(tn)|H1(Ω)

+
√

ν sup
1≤n≤N

|2(un
η − Sηu(tn)) − (un−1

η − Sηu(tn−1))|H1(Ω) +
√

ν(
N−1∑
n=1

|δ2(un
η − Sηu(tn))|2H1(Ω))

1/2

≤ C(η2 + (∆t)3/2 +
η3

√
∆t

).

����� 
������
��� 7T�VE8 �������� ��� ��� �����
��� �������
���� �� ��� ���
�	���� ��� �����
����
����&��� ��� 
��������� Sη 7	�� 
� &� �� 
� ����������� �� 
���� J�C�CC8� �

'� 	�� ���� 
������ ��� �������� ��� ��������� �� 
� ��������

KTJ
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0� �	�
 $/&/% *�	� ��� �%����"��� �	 ����� 4.6.1, �� �6���� 	�� ��������� C ���-��������
�� η �� ∆t� ����� )	�

( N∑
n=1

∆t
∥∥p(tn) − pn

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(η2 + (∆t)3/2 +

η3

√
∆t

). 7T�VV8

�!1 -��������� �)������ ��� ���� �������

'��� 	���� ��	���� ���� ��� ��� ��������� 
������� �� 
� �
���� �� 
� ����� �� ����� �� �	����
� ���� ���

�� 7T�K8^7T�T8�

6�� �

�� ������� �� ������� 
������� ������
��

�	��������� $/�/� 9��

�	
 �� �� ���	���� ����	�-� ��
 	�� ��-
����� �	 ���-�� ��.	��

(u1

h − u(∆t), p1
h − p(∆t)) �-
�2� ��� ����������� �	�������� ��	
 ∆t ≤ k0 > 0 ����8 ������

1
2

∥∥u1
h − u(∆t)

∥∥2

L2(Ω)
+

ν∆t

2
|u1

h − u(∆t)|2H1(Ω) ≤ C(H6 + h4 + (∆t)4), 7T�VS8

��
(∆t)1/2

∥∥p(∆t) − p1
h

∥∥
L2(Ω)

≤ C(h2 + H3 + (∆t)3/2). 7T�VL8

�5
�	��� .�������� �������� ��� ����
��
� � 	�

� �� 7T�KS8�

∀vh ∈ Vh, (u1
h − u(∆t),vh) + ν∆t(∇(u1

h − u(∆t)),∇vh) =
(∆t)2

2
(u′′(θ∆t),vh)

−∆t(p(∆t) − rhp(∆t),divvh) + ∆t(u(∆t) · ∇u(∆t) − u1
H · ∇u1

h,vh).

7T�VU8

(� ����� vh = v1
h = Phu(∆t) − u1

h �� ϕ1
h = Phu(∆t) − u(∆t)� 
� ����� ��%
������� ���	��� B

(u(∆t) · ∇u(∆t) − u1
H · ∇u1

h,vh)

= ((u(∆t) − u1
H) · ∇u(∆t),vh) + (u1

H · ∇(u(∆t) − Phu(∆t)),vh)

+((u(∆t) − u1
H) · ∇(u1

h − Phu(∆t)),vh) + (u(∆t) · ∇(Phu(∆t) − u1
h),vh)

= ((u(∆t) − u1
H) · ∇u(∆t),vh) − (u1

H · ∇ϕ1
h,vh) − ((u(∆t) − u1

H) · ∇v1
h,vh).

KTT
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6�� ���� ��	 ���� 	���������� �� ����� ��%
�������� -�� 
� ������� ������ � �	��� B

∆t
∣∣∣((u(∆t) − u1

H) · ∇u(∆t),v1
h)
∣∣∣

≤ S4|v1
h|H1(Ω) sup

t
|u(∆t)|W 1,4(Ω)∆t

∥∥u(∆t) − un+1
H

∥∥
L2(Ω)

≤ 1
2

(
ε1∆t|v1

h|2H1(Ω) +
1
ε1

C2∆t(H6 + (∆t)4 + (∆t)H4)
)
.

-�� 
� ��	�� ������ � ���� ���
∥∥u1

H

∥∥
L4(Ω)

��� ���� �� � �	��� B

∆t
∣∣∣(u1

H · ∇ϕ1
h,v1

h)
∣∣∣ ≤ S4∆t|v1

h|H1(Ω)

∥∥u1
H

∥∥
L4(Ω)

|u(∆t) − PHu(∆t)|H1(Ω)

≤ 1
2

(
ε2∆t|v1

h|2H1(Ω) +
C

ε2
(∆t)h4

)
.

(�&�� 
� ����� �� ���	��� B

∆t
∣∣∣((u(∆t) − u1

H) · ∇v1
h,v1

h)
∣∣∣ ≤ ∆tĈH1−ε|v1

h|2H1(Ω)|u
1
H − u(∆t)|H1(Ω),

���	

|u1
H − u(∆t)|H1(Ω) ≤ C((∆t)3/2 + H2 +

H3

√
∆t

),

��	 ��� H 7��	 ����� ∆t8 ����; ������ 	� ����� ��� ������ ��� 
� ������� ������� =
 �����

�� ������ 
�������� > � ������� 
�������� �������� 7T�VU8 �� � �����	�
� Phu(∆t) :∥∥v1

h

∥∥2

L2(Ω)
+ ν∆t|v1

h|2H1(Ω)

≤
∣∣∣(ϕ1

h,v1
h)
∣∣∣+ ν∆t

∣∣∣(∇ϕ1
h,∇v1

h)
∣∣∣+ (∆t)2

2
sup
∥∥u′′∥∥

L2(Ω)

∥∥v1
h

∥∥
L2(Ω)

+∆t ‖p(∆t) − rhp(∆t)‖L2(Ω) |v1
h|H1(Ω) + ������ ��%
��������.

7T�SD8

(� ������ 	���� �� 
������� ������������� �� Ph �� rh, � ����� ��	�
����� 7T�VS8�

(� 	� ��� 	�	���� 
� �������� � �����	�
� rhp(∆t) �� � ������ B

∆t(rhp(∆t) − p(∆t),div vh) + ∆t(p1
h − rhp(∆t),div vh)

= (u1
h − u(∆t),vh) + ν∆t(∇(u1

h − u(∆t)),∇vh) − (∆t)2

2
(u′′(θ∆t),vh)

−∆t(u(∆t) · ∇u(∆t) − u1
H · ∇u1

h,vh).

7T�SK8

Z� 	����� vh ∈ V ⊥
h ��

� ��� B

(p1
h − rhp(∆t),div vh) =

∥∥p1
h − rhp(∆t)

∥∥2

L2(Ω)
,

KTE
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��

|vh|H1(Ω) ≤
1
β�

∥∥p1
h − rhp(∆t)

∥∥
L2(Ω)

, ���	 β� > 0 ������������ �� h.

'�	

(∆t)1/2
∥∥p1

h − rhp(∆t)
∥∥

L2(Ω)
≤ (∆t)1/2

β�

(
‖rhp(∆t) − p(∆t)‖L2(Ω) +

S2

∆t

∥∥u1
h − u(∆t)

∥∥
L2(Ω)

+ν|Phu(∆t) − u(∆t)|H1(Ω) +
S2

2
(∆t)

∥∥u′′(θ∆t)
∥∥

L2(Ω)

+S2
4(|u(∆t)|H1(Ω) + |u1

H |H1(Ω))|u1
h − u(∆t)|H1(Ω)

)
≤ C(h2 + H3 + (∆t)3/2).

�

�
�	(� $/�/� 9��
�
� �� ���

�	
 �������� �	
 �� �
������ ��� ���-
��	
 � ���
�
� ���

�	
 �	

�� �������� ��
�� )	� �� ���-�� �� �-��

��� ��� ��	������ ���
�
� 	�� 1��� ���� �� �� 
-��
�	��
��� �	
 ���

�	
 ������� �� �� �
�������

&!.!� )�������	� 
� �� �������

0� �	�
 $/�/% *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 4.5.3� �� ���	���� (un+1
h , pn+1

h ) �� ��,��� 2
��������� ������������ ���

�	
 �	������ :

sup
1≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L2(Ω) + sup

1≤n≤N

∥∥2(un
h − u(tn)) − (un−1

h − u(tn−1))
∥∥

L2(Ω)

+(
N−1∑
n=1

∥∥δ2(un
h − u(tn))

∥∥2

L2(Ω)
)1/2 +

√
ν(

N∑
n=1

∆t|un
h − u(tn)|2H1(Ω))

1/2

≤ C(H3 + h2 + (∆t)2 + H(∆t)2),

7T�SC8

���� C 	�� ��������� ���-�������� �� h,H �� ∆t�

�5
�	��� Z� ��	 �� �� ���� ������ B

(���� '� (� ���������� 
�� �������� (4.3) �� (1.39), �� ����� B vi
h = Phu(ti) − ui

h, ϕi
h =

Phu(ti) − u(ti), �� ������� 
� ��	��� ���� vh = vn+1
h �� �� ������ 
�������� ����
����� ��

n = 1 � n = m − 1� � �

ν

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω) +

1
4
(‖vm

h ‖2
L2(Ω) −

∥∥v1
h

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥2vm

h − vm−1
h

∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥2v1

h − v0
h

∥∥2

L2(Ω)

KTV
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+
m−1∑
n=1

∥∥δ2vn
h

∥∥2

L2(Ω)
) ≤ |

m−1∑
n=1

R1| + |ν
m−1∑
n=1

∆t(∇ϕn+1
h ,∇vn+1

h )|

+|
m−1∑
n=1

∆t(p(tn+1) − rhp(tn+1),div vn+1
h )| + |

m−1∑
n=1

∆t(δ1ϕn
h,vn+1

h )|

+|
m∑

n=1

∆t(un+1
H · ∇un+1

h − u(tn+1) · ∇u(tn+1),vn+1
h )|.

(���� 0� .� 	�
	�
 ��� ������ �������� ������ �� ��	�� ������ �� 
�������� ���	������ ���
����
���� � 	�
�� ���� ���	��� ���� 
�� 	�� ���	������� /����
�� 
�� ����
�����
• .� ������� ��� ��
 ��� B

|
m−1∑
n=1

R1| ≤
C(∆t)4

2ε1

∥∥∥u(3)
∥∥∥2

L2(Ω×]0,T [)2
+

ε1

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥vn+1

h

∥∥2

L2(Ω)
.

• .� ����� �� B

|ν
m−1∑
n=1

∆t(∇ϕn+1
h ,∇vn+1

h )| ≤ Cνh4

2ε2
‖u‖2

L2(0,T ;H3(Ω)2) +
νε2

2

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω).

• .� ����� �� B

|
m−1∑
n=1

∆t(p(tn+1) − rhp(tn+1),div vn+1
h )| ≤ Ch4

2ε3
‖p‖2

L2(0,T ;H2(Ω)) +
ε3

2

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω),

�� 
� ������ �� �� 	�
	�
� 	��� ���� 
� ����������� �� ���� �� T�J�K� Z� � B

|
m−1∑
n=1

∆t(δ1ϕn
η ,vn+1

h )| ≤ C(∆t)4

2ε4

∥∥∥u(3)
∥∥∥2

L2(Ω×]0,T [)2
+

Ch4

2ε4

∥∥u′∥∥2

L∞(0,T ;H2(Ω)2)

+
ε4

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥vn+1

h

∥∥2

L2(Ω)
.

• .� ����� ��%
������� ���	��� B

un+1
H · ∇un+1

h − u(tn+1) · ∇u(tn+1)

= (un+1
H − u(tn+1)) · ∇u(tn+1) + un+1

H · ∇(Phu(tn+1) − u(tn+1))

−(u(tn+1) − un+1
H ) · ∇(un+1

h − Phu(tn+1)) − u(tn+1) · ∇(Phu(tn+1) − un+1
h ).

����� 
� 	����� �� ����� �� ��	�� ������ |
m−1∑
n=1

∆t(un+1
H · ∇un+1

h −u(tn+1) · ∇u(tn+1),vn+1
h )|

�� ��	���� �� ������ ������� ���� ������ ������������

KTS
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�� (� ����� C∞.1 = sup |u|W 1,4(Ω), 
� ����� �� ������ ��� ��

� ��� B

|
m−1∑
n=1

∆t((un+1
H − u(tn+1)) · ∇u(tn+1),vn+1

h )|

≤ C∞.1

2ε5.1

m−1∑
n=1

∆t
∥∥un+1

H − u(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)
+

S2
4C∞.1ε5.1

2

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

≤ C∞.1

2ε5.1
C(H6 + (∆t)4) +

S2
4C∞.1ε5.1

2

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω).

�� (� ����� C∞.2 = sup
∥∥un+1

H

∥∥
L4(Ω)

, 
� ����� �� ������ ��� ��

� ��� B

|
m−1∑
n=1

∆t(un+1
H · ∇(Phu(tn+1) − u(tn+1)),vn+1

h )|

≤ CC∞.2h
4

2ε5.2
‖u‖2

L2(0,T ;H3(Ω)2) +
S2

4C∞.2ε5.2

2

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω).

�� -�� 
� ����� �� ������� ��� ���
���� 
���������� �������� 7	�� WJDX8 B �
 ������ ��� 	�������
Ĉ� ������������ �� η ��

� ���� ��� ��� uη ∈ Vη,

∀wη ∈ Xη, |(uη .∇wη,wη)| ≤ Ĉη1−ε ‖divuη‖L2(Ω) |wη|2H1(Ω). 7T�SJ8

=
 ��� ��	�
� �� ������ ��� 	� ����
��� ��� ����� ��
��
� �� uη ∈ V + Vη. Z� �

|
m−1∑
n=1

∆t((u(tn+1) − un+1
H ) · ∇(un+1

h − Phu(tn+1)),vn+1
h )|

≤ ĈH1−ε
m−1∑
n=1

∆t|un+1
H − u(tn+1)|H1(Ω)|vn+1

h |2H1(Ω)

≤ ĈH1−ε sup
n

|un
H − u(tn)|H1(Ω)

m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω)

≤ ĈH1−ε(H2 + (∆t)3/2 +
H3

√
∆t

)
m−1∑
n=1

∆t|vn+1
h |2H1(Ω),

��2	� �� 	�

���� T�T�V� -�� H ��������
����� ������ 	� ����� ��� ������ ��� 
� �������
�������
�� (� 
� ������ �� ���

|
m∑

n=1

∆t(u(tn+1) · ∇(Phu(tn+1) − un+1
h ),vn+1

h )| = 0.

KTL
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(���� 4� ����� ���	 �� 	��� 	������
� ��� εi �� �� ���
������ 
� 
���� �� "��]�

 ���	����
� � 7T�SC8 B

sup
1≤n≤N

‖un
h − Phu(tn)‖L2(Ω) + sup

1≤n≤N

∥∥2(un
h − Phu(tn)) − (un−1

h − Phu(tn−1))
∥∥

L2(Ω)

+(
N−1∑
n=1

∥∥δ2(un
h − Phu(tn))

∥∥2

L2(Ω)
)1/2 +

√
ν(

N∑
n=1

∆t|un
h − Phu(tn)|2H1(Ω))

1/2

≤ C(H3 + h2 + (∆t)2). �

&!.!� )�������	� 
� �� ������	�

3���
������ ��� ������� 
������� �� 
� �������� #��� ���� 
� ��	��� ���	������� 
� ����%
��� ��������� 
���������� �������� B

3

 $/�/$ *����� (u(tn+1), p(tn+1)) �� (un+1
h , pn+1

h ) ��� ���	����� 
���������� �� (1.1)7(1.4)
�� (4.3)7(4.4). ��	� ����� :

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥pn+1

h − rhp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ 1

β�

{
C1h

2 ‖p‖L2(0,T ;H2(Ω)) + C2(∆t)2
∥∥∥u(3)

∥∥∥
L2(Ω×]0,T [)2

+C3(H3 + (∆t)2) + C4h
2 + S2

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1(un

h − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2}
,

7T�ST8
�; β� ��� �� ��������� �� �� ��������� �����	� (1.16) �� ��� ���J������ Ci, i = 1, ..., 4, ���� ���-�
�������� �� H,h �� ∆t�

�5
�	��� .�� ������ �� 
� ������ ��� ����
����� � 	�

�� �� 
� ������ �� 
���� T�V�K� ����
���� ������

� ��� 
� ���

� &�� �� �� ��� 
� ���

� ����� ��� Z� � en+1

h = un+1
h −u(tn+1). ����� B

N−1∑
n=1

∆t(pn+1
h − rhp(tn+1),div wn+1

h ) =
N−1∑
n=1

∆t(δ1en
h,wn+1

h ) + ν
N−1∑
n=1

∆t(∇en+1
h ,∇wn+1

h )

+
N−1∑
n=1

R1 +
N−1∑
n=1

∆t(p(tn+1) − rhp(tn+1),div wn+1
h )

+
N∑

n=1

∆t(u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1
H · ∇un+1

h ,wn+1
h ).

Z� ������ ���� 	���� ������ ���������� 
� �������	� ���	 	�

� �� 
���� T�V�K ��� ����� �����
��� 
� ����� ��%
�������� (� ����� �
 ���	��� �� 
� ��N� �������� B

u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1
H · ∇un+1

h = (u(tn+1) − un+1
H ) · ∇u(tn+1)

+(un+1
H − u(tn+1)) · ∇(u(tn+1) − un+1

h ) + u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − un+1
h ).

KTU
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����� 
� 	����� �� ����� �� ��	�� ������ ���� ������ 	��� ���� B∣∣∣∣∣
N−1∑
n=1

∆t(u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1
H · ∇un+1

h ,wn+1
h )

∣∣∣∣∣
≤
(N−1∑

n=1

∆t
∥∥wn+1

h

∥∥2

L4(Ω)

)1/2{(N−1∑
n=1

∆t|u(tn+1)|2W 1,4(Ω)

∥∥u(tn+1) − un+1
H

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
(N−1∑

n=1

∆t
[ ∥∥u(tn+1) − un+1

H

∥∥2

L4(Ω)
+
∥∥u(tn+1)

∥∥2

L4(Ω)

]
|u(tn+1) − un+1

h |2H1(Ω)

)1/2}

≤ S4

(N−1∑
n=1

∆t|wn+1
h |2H1(Ω)

)1/2{
(sup

n
|u(tn)|W 1,4(Ω))

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥u(tn+1) − un+1

H

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+S4(sup
n

|u(tn) − un
H |H1(Ω) + sup

n
|u(tn)|H1(Ω))

(N−1∑
n=1

∆t|u(tn+1) − un+1
h |2H1(Ω)

)1/2}

≤
(
C(H3 + (∆t)2)

)( N∑
n=1

∆t|wn+1
h |2H1(Ω)

)1/2
.

'�\ 
� ����
��� �� ���
������ 
� 	������ ���%��� 7K�KV8 �� 
������� ������
�� �

6�� ���� ����� ���������
(N−1∑

n=1

∆t
∥∥δ1(un

h − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
. -�� 	�
�� ��� ����
�����


� 
���� ��������

3

 $/�/' *�	� ��� �%����"��� �	 ��-�
"�� 4.5.3 �� �	 ��
�����
� 4.3.1, �� �6���� 	�� ���������
C ���-�������� �� H,h �� ∆t ����� )	� :

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1(un

h − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν sup

1≤n≤N
|un

h − u(tn)|H1(Ω)

+
√

ν sup
1≤n≤N

|2(un
h − u(tn)) − (un−1

h − u(tn−1))|H1(Ω) +
√

ν
(N−1∑

n=1

|δ2(un
h − u(tn))|2H1(Ω)

)1/2

≤ C(h2 + H3 + (∆t)2),
7T�SE8

���� C 	�� ��������� ���-�������� �� h,H �� ∆t�

�5
�	��� Z� �������� 
�� �������� (1.39) �� (4.3), � ��� ei
h = ui

h − Shu(ti) �� ϕi
h =

u(ti) − Shu(ti) �� � ����� 
� ��	��� ���� wh = δ1en
h. '���� � 
� ��&����� �� 
���������

KED
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�� ����	��� �� ,�<�� Sh� � � B

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)
+

ν

2

m−1∑
n=1

∆t
(
∇en+1

h ,∇δ1en
h

)

=
m−1∑
n=1

∆t
(
δ1ϕn

h, δ1en
h

)
+

m−1∑
n=1

R1 +
m−1∑
n=1

∆t
(
u(tn+1) · ∇u(tn+1) − un+1

H · ∇un+1
h , δ1en

h

)
.

.�� ���� �������� ������ �� ��	�� ������ ��� ������� 	��� ���	�������� �� ��� 
� �����
��%
�������� � ���
��� 
� ���� ������ ���� 
� 
���� ���	����� T�S�T� .� ��	�� ������ ���
��	 	������� �� 	��� ������� .� ������� ��� ��
 ��� B∣∣∣∣∣

m−1∑
n=1

∆t
(
δ1ϕn

h, δ1en
h

)∣∣∣∣∣ ≤ C

2ε1

{
h4(
∥∥u′∥∥2

L∞(0,T ;H2(Ω)2)
+
∥∥p′∥∥2

L∞(0,T ;H1(Ω))
)

+(∆t)2h2(‖u′′‖2
L2(0,T ;H1(Ω)2) + ‖p′′‖L2(Ω×]0,T [))

}
+

ε1

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)
.

.� ����� �� ��� B∣∣∣∣∣
m−1∑
n=1

R1

∣∣∣∣∣ ≤ C(∆t)4

2ε2

∥∥∥u(3)
∥∥∥2

L2(Ω×]0,T [)2
+

ε2

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)
.

(� ����� C∞∞ = sup
n

∥∥u(tn+1)
∥∥

L∞(Ω)
, 
� ����� �� ��� B∣∣∣∣∣

m−1∑
n=1

∆t
(
(u(tn+1) − un+1

H ) · ∇u(tn+1), δ1en
h

)∣∣∣∣∣
≤ C∞∞

2ε3

m−1∑
n=1

∆t
∥∥u(tn+1) − un+1

H

∥∥2

L2(Ω)
+

C∞∞ε3

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)

≤ C∞∞
2ε3

C(H6 + (∆t)4) +
C∞∞ε3

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)
.

'���� � 
� ���� �� T�S�J� 
� ������ �� ��� ��
 ��� B∣∣∣∣∣
m−1∑
n=1

∆t
(
(un+1

H − u(tn+1)) · ∇(u(tn+1) − un+1
h ), δ1en

h

)∣∣∣∣∣
≤ S2

4

2ε4
(sup

n

∥∥u(tn+1) − un+1
H

∥∥
L∞(Ω)

)2
m−1∑
n=1

∆t|u(tn+1) − un+1
h |2H1(Ω) +

S2
4ε4

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)

≤ S2
4

2ε4
C(H6 + h4 + (∆t)4) +

S2
4ε4

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)
.

KEK
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� >� 5
���"�� ���
�
� ��	6

(�� ����� � 
� ���� �� T�S�J� 
� 	����� �� ��� ��
 ��� B∣∣∣∣∣
m−1∑
n=1

∆t
(
u(tn+1) · ∇(u(tn+1) − un+1

h ), δ1en
h

)∣∣∣∣∣
≤ C∞∞

2ε5

m−1∑
n=1

∆t|u(tn+1) − un+1
h |2H1(Ω) +

C∞∞ε5

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)

≤ C∞∞
2ε5

C(H6 + h4 + (∆t)4) +
C∞∞ε5

2

m−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)
.

����� ���	 �� 	��� ������� ��� εi, i = 1, ..., 4 �� �� ������ 	���� �� 
������� ������
�� � ������ B

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥δ1en

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
+

√
ν sup

1≤n≤N
|en

h|H1(Ω) +
√

ν sup
1≤n≤N

|2en
h − en−1

h |H1(Ω)

+
√

ν
(N−1∑

n=1

|δ2en
h|2H1(Ω)

)1/2
≤ C(h2 + H3 + (∆t)2),

��\ 
� ����
���� �

#�� ���� 
����� ���������� ����	������ 
� ���� �� ��������

0� �	�
 $/�/& *�	� ��� �%����"��� �	 ����� 4.7.5, ��	� ����� :

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C(h2 + H3 + (∆t)2), 7T�SV8

���� = 	�� ��������� ���-�������� �� h,H �� ∆t�

�
�	(� $/�/� =���� ����-)	����� �� h,H �� ∆t �-
�2��� (4.25), ���
�

(N−1∑
n=1

∆t
∥∥p(tn+1) − pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Ch2. 7T�SS8
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$�� �������	�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$-

$�� .������
�� �� (��3�0�� �)����� �� �� ���(� � � � � � � � � � � � �$4

*���� .�� ���� �� ���$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�

*������ /���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�

*������ ��� ��
 �� ��	
�� �� 0������ �� ����� � � � � � � � � � �*�

*������ 1
�2����� ���
�'�� �� �������� �� ����� �� �� ������ � �*,

*������ ����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

*���� .�� ���� �� "�#������$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

*������ /���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

*������ 3��������� �� ��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

*������ 1
�2����� ���
�'�� �� �������� �� ����� �� �� ������ � �%*

*���� .����� ��� ���� � ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

*������ /���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

*������ ��� ��
 �� ��	
�� �� 0������ �� ����� � � � � � � � � � �%�

*������ 3��������� �� ��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-

*������ 1
�2����� ���
�'�� �� �������� �� ����� �� �� ������ � ���

*�����* !4����
 �� �� �
�	��� ) ���������� �� ����� �� ������ ���

*���� 5������ ��� ���� � ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

*������ /���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

*������ 1
�2����� ���
�'�� �� �������� �� ����� �� �� ������ � ���

*������ 3��������� �� ����� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � ��%

$�� .������
�� �� (��3�0�� �)����� ���� �� ���(� � � � � � � � � � � �4-

*���� /���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��%

*���� ��� ��
 �� ��	
�� �� 0������ �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � ��%

*���� 3��������� �� ��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

*���� 1
�2����� ���
�'�� �� �������� �� ����� �� �� ������ � � � � � � ��,

*���* !4����
 �� �� �
�	��� ) ���������� �� ����� �� ������ � � � � � ���

KEE
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&!	 "�����������

.� ��� �� 	� 	������� ��� �� 	�&���� ������������� 
�� ����
���� ��������� ������ ���

�� �	����� � ���� ���

�� ������ �� �� ���� �� ������ 6�� ���	������� ���
����� 
� ���
 ���
�� ����	� �� �� ������ -�� 
������������ �� ����	�� � �������
����� 
� ������ Ω ���	 ����
���

���� ���_���� 
� ������� �� ��� ������� H �� 
� ����� �� �� ��� &� h ��� ��� ������
�����	�������� TH �� Th.

-�� 
����� �� �� ������ ���� 	����� ������
�� � ����	�� 	����� 	������� �� 
� �������
��� �� �
��*�� �� P1 �
�� ��� ��

� �� � ����	�� 
� ������� ��� �� �
��*�� �� P1� -��

����� ���� �� ������ � ���
��� 
�� �
������ &��� �� +��
�%1� B 	����%�%����� � ����	��
	����� 	������� �� 
� ������� ��� �� �
��*�� �� P2 �� 
� ������� ��� �� �
��*�� �� P1�
-�� 
������������ �� ������ � ������ 
��������

� [0, T ] �� N �������� tn = n∆t� \ ∆t =
T/N �

Z� 	���	�� 
� ������� 7����� 
� �������8 ���	� �� ��� 
� ���� ���� ��	���� (un
h)Nn=0 7�����

(pn
h)Nn=08 ��� ���������� 
�� ��
���� �� u 7����� �� p8 �� ����� tn �� �� ��� 
�� ������ �� 
�%

����� �� ���

����

-�� 
� �	���� ������ �� �� ������ ��� ������ 
� ���
���� �� ������� 
��� �� ���
 �� ��
,�<��� ���� 	�

� �� ���
 �� �� 6�����%,�<��� ������ ��&� �� 
� ���
���� �� ���� �	����� �
���� ���

�� ������ �� �� ������ 6�� ���
������� ��� 
� ����� �� �	���� � ���� ���

�� ������
���� �� ������ '��� 	�� ���� 	��� ��� ����
����� ��� ����
���� �� �����
��� �� �� 	�������	�
��� �	������ 6�� 	�
	�
�� ����� 
��� ���� �� 	�������	��

.�� ������� �������� ��� 
�� ������� ���
��� ��������� B

K� #�

� �� 
� ������� �� ���� L2 �� ����� �� L2 �� ����	� B ||u − uh||L2(Ω×]0,T [)2 .

C� #�

� �� 
� ������� �� ���� L2 �� ����� �� H1 �� ����	� B ||u− uh||L2(0,T ;H1(Ω)2).

J� #�

� �� 
� ������� �� ���� L2 �� ����� �� L2 �� ����	� B ||p − ph||L2(Ω×]0,T [).

.� ���
������ ����������� ��� ���
 ��� �� ���� � 
����� �� 
��	��
 FreeFem + +6� 	��� ��
����
��� ��� 3� 1�	��� Z� -�������� 5� Z����<� �� 
���� ��������

6�� ������ ��� �
���� ���
������ (u, p) �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� 7���� ���� 
� 	��
\ 
� �������� �� ������ ��� �� 	��	
�8� ,�� (u, p) = (rot ψ, p) \ ψ �� p ��� 
�� ��	����
��������� B

ψ(t, x, y) = te−t2(x+y)y2(1 − y)2 sin2(πx),

p(t, x, y) = te−t cos(2πx) sin(2πy).

#���� �
���� ���
������ ����&� 
� 	������ ������
�� 
� 	������ �� ��� ����� ��� 
� 	������
����	���������
����

����� ���������		�	
����

KEV



D�0� /-���	���� �	 �
���"�� ���
�
� 	� �� �����

&!� ���������� �� ���/� �� �)����� �� �� �����

�!�!� ��	���� 
� ��	+��

'/�/�/� ���	��������

.� ���
 �� �� ,�<�� ���	��� �� 
� ���� �� �������� B

(S)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂v
∂t

(x, t) − ν∆v(x, t) + ∇q(x, t) = g(x, t) dans Ω×]0, T [,

div v(x, t) = 0 dans Ω×]0, T [,
v(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [,
v(x, 0) = 0 dans Ω,

\ g ���������� 
� 	���� �� ��	�� �
������� ���
������ �� [����� 6�� ���	������� (S) ��
����� �� �� ����	�� ��� ���� B

(Sn,1)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

∆t
(vn+1

H − vn
H ,wH) + ν(∇vn+1

H ,∇wH) − (qn+1
H ,div wH) = (gn+1,wH),

(qH ,div vn+1
H ) = 0,

v0
H = 0.

-�� 
� ��
������ ���������� ��� ������ ��� ������ Ω 
� 	���� ����� ��� 	����� 	*�� ���
������ �� N �������� 7��� 3��� E�K8�

���� E�K ^ "������� 	����� �� �������

'/�/�/� "������� �� ��� 
� � -������� �� �
��

6�� 	����N�� ��� ����&�� ��� 
� �	���� (Sn,1) ��� ��	��������

����� ����
�� -�� 	�
��
��� ���N�� 
���
���� ��� ���� 	�������� �� 
� �
���� v �� ����� �� 
������ 500 7�� ���%
���8 �� ��	��� �� ������ 6�� ������ 
� 	�������� ��������� ��� �� ���

��� 	�������
N = 30 ����� ��� ��)�� �� ������ �� ��� �� ����� 
�� T = 300� �� ������������ 
� �����

	��
�� 73��� E�C8 ���� �� ���	����� �� ;� ��� 
�� �������� �������� 73��� E�J8 B
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������ 500
��� ������ �� ������
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'/�/�/% � 	�!������ ��
 	�(� � ��		�	 � �
�� � � ����

-�� 
�� ���������� ��������� ��� ������ 
��
������� ��� N �

��� �� 30 � 100� ��� ��� ��

10 ����� �� ��	 ∆t = h =
1
N

� T = 1 �� 
� ����� ����������� ��� nbiter = T × N. .� �����

�� /���
�� ��� &�� � Re = 100. 6�� ����� ���	���� 
�� ����&	����� ��� ���������� ����%
���� �� 
� ������� �� ����� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2) �� �� 
� ������� �� ����
L2(Ω×]0, T [).

������ ��� ������ 1.0305 	��� ����� �� 
������� ��� 
� ������� �� ���� L∞(0, T ;L2(Ω)2),
�� 1.0866 �� ���� L2(0, T ;H1(Ω)2), 	� ��� 	�&��� 
�� ����
���� ��������� ������� (� 	� ���
	�	���� 
������� ��� 
� �������� �� ����� ��������� ��� �� 
����� �� 1.9845 	� ��� ��� �����
��� 
�� ����
��� ��������� .�� &����� E�T� E�E �� E�V ������������ 
�� ������� 	���������� � 	��
�����������
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Log (h)

���� E�T ^ (����� L∞
t (L2

x) �� 
� ������� �� ���
 �� �� ,�<�� ������ 1�

KEU



=�����
� D� /-�	����� �	�-
�)	��

Lo
g 

(e
rr

eu
r)

-1.7

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-1

-1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4 -1.3

Stokes. Erreur L2(H1)

Log (h)

���� E�E ^ (����� L2
t (H

1
x) �� 
� ������� �� ���
 �� �� ,�<�� ������ 1�

Lo
g 

(e
rr
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r)
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Log (h)

���� E�V ^ (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ���
 �� �� ,�<�� ������ 1�
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'/�/�/$ ���	 �����������

'��� 
� ��� ��������� ���� ����� �� �� ������
���� 
�� ����
���� ������ ���	��������� ���
���� ���� 
�� �)��� ����� �� ������� ��� ����� �������� �� ������ B ��� ���� ��� 
�
	��	
� 73��� E�S8�

���� E�S ^ "������� 	��	�
���� �� �������

6�� ���� ���� ���� 	� 	�� 
� ��	��� �������� 	��� ��	�� ������ B

fxini(t, x, y) = (1 − 2t2) e−t2 (x2 + y2 − 1)y − 8 ν t e−t2 y
fyini(t, x, y) = −(1 − 2t2) e−t2 (x2 + y2 − 1)x + 8 ν t e−t2 x

.������� �
���� (v = (ve1 ve2)T , q) �� (S) ��� �� 
� ���� B

ve1 = t e−t2(x2 + y2 − 1),
ve2 = −t e−t2(x2 + y2 − 1),
q = 	��������

6�� ��������� ���� 
�� ���� &������ E�L.a �� E�L.b� ��������� ��� 	�������� ����� 
�� �
�����
���	�� �� ��������� ��� T = 1.� N = 180 �� ∆t = h B

KVK
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Vec Value
0
0.00707984
0.0141597
0.0212395
0.0283194
0.0353992
0.042479
0.0495589
0.0566387
0.0637186
0.0707984
0.0778782
0.0849581
0.0920379
0.0991178
0.106198
0.113277
0.120357
0.127437
0.134517

Vec Value
0
0.00701633
0.0140327
0.021049
0.0280653
0.0350817
0.042098
0.0491143
0.0561307
0.063147
0.0701633
0.0771797
0.084196
0.0912123
0.0982287
0.105245
0.112261
0.119278
0.126294
0.13331

���� E�L ^ #���� ��� �������� �� ����� t = T % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������

#��� ���� 
� 	�� �� 	����� ��� ��������� ��� ����
���� ���������� 	���������� ��� �������

L2(Ω×]0, T [)2 �� L2(0, T ;H1(Ω)2). .� ��� ������	� �� ���

��� ��� h =
1

Nf
���	 Nf 
� �����

�� ����� ��� 
� 	��	
�� .�� ������ �����	����� ��� ������� ��� 1.1815 �� 1.0018�

Lo
g 

(e
rr

eu
r)

-2.8

-2.7

-2.6

-2.5

-2.4

-2.3

-2.2

-2.1

-2.3 -2.25 -2.2 -2.15 -2.1 -2.05 -2 -1.95 -1.9 -1.85 -1.8 -1.75

Stokes. Cercle. Erreur Linfini(L2)

Log (h)
���� E�U ^ #��	
�� ,�<�� % (����� ��� 
� ������� L∞

t (L2
x)�

KVC
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Lo
g 

(e
rr

eu
r)

-1.45
-1.4

-1.35
-1.3

-1.25
-1.2

-1.15
-1.1

-1.05
-1

-0.95
-0.9

-2.3-2.25-2.2-2.15-2.1-2.05 -2 -1.95-1.9-1.85-1.8-1.75

Stokes. Cercle. Erreur L2(H1)

Log (h)
���� E�KD ^ #��	
�� ,�<�� % (����� ��� 
� ������� L2

t (H
1
x)

�!�!� ��	���� 
� *�����'��	+��

'/�/�/� ���	��������

-�� ���	������� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ��� ������ �� ������ ��� ���
���� ��� ������
�� 	���	������������
.� ����	��� ��� 
� ������� B �� 	��������� ��� 
� ������ ξ ��� ��	��� �� ������ � �	��� B

ξ′(t) = u(t, ξ(t)) = (u ◦ ξ)(t), 7E�K8

	� ��� �� ������� ��� B

∂u
∂t

(t, ξ(t)) + u(t, ξ(t)) · ∇u(t, ξ(t)) =
d(u ◦ ξ)

dt
(t).

.� 
�� ��� 	���	����������� 7	����� ��� x = ξ(t)8 ��� ���� 
�������� B

du
dt

(t, ξ(t)) − ν∆u(t, ξ(t)) + ∇p(t, ξ(t)) = f(t, ξ(t)),

��� ��� ����	��� ��� 
�������� ��������� �������� B

un+1

ξ
− un

ξ

∆t
− ν∆un+1

ξ
+ ∇pn+1

ξ
= fn+1

ξ
,

KVJ
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\ un+1

ξ
��� ��� ����������� �� u(tn+1, ξ(tn+1))� '� �
�� un

ξ ��� ����	�� ��� 	���	��� ��


� ���� �� �������� B
un
ξ = un ◦ ξn = un(x − ∆tun(x)), 7E�C8

\ ξn ��� 
������������ �� ���� �� 
� 	���	���������� �� ����� n∆t ��� ����� ��� x �� �����
(n + 1)∆t, 	����%�%���� ξn � x− un∆t�

.� ���	��������� �� ����	� ��� 
� �)�� ��� 	�

� ���� 
�� �����
�� ���	������� '��� 	����
������%
�� ��� ������ 	��� �
���� �� ���
 �� 
� ����� �� ��	��� ����� ���� 
� 	�� ��
���
 �� �� ,�<��� 	����%�%���� B

ψ(t, x, y) = te−t2(x+y)y2(1 − y)2 sin2(πx) �� p(t, x, y) = te−t cos(2πx) sin(2πy).

.� �������� �� ������ ��� ������ 
� 	���� �� ��� ������ N = 40, ..., 100 ����� �� ��	

h =
1
N

� T = 1 �� 
� ����� ����������� ��� nbiter = T × N.

'/�/�/� ���������� �� ��� 
�

9�� 	�������� ����� 
�� �
����� ���	�� �� ��������� �� 
� ������� �� �� 
� ������� ��� �����
��� 
� ���

��� 100 × 100 �� �� ����� &��
 T = 1. .� &���� E�KK �������� ��� �����������
�� 	���� ��� �������� ���	�� �� ��������� � 
�������� t = T � �� 
� &���� E�KC ���������� 
��
����
���� ��� �������� ���	�� �� ��������� � 
�������� t = T, 	H�	����� ���	 
� &���� E�KK ���
�������� �� �)�� ��������

Vec Value
0
0.00438509
0.00877018
0.0131553
0.0175404
0.0219255
0.0263105
0.0306956
0.0350807
0.0394658
0.0438509
0.048236
0.0526211
0.0570062
0.0613913
0.0657764
0.0701615
0.0745466
0.0789316
0.0833167

Vec Value
0
0.00432993
0.00865986
0.0129898
0.0173197
0.0216496
0.0259796
0.0303095
0.0346394
0.0389693
0.0432993
0.0476292
0.0519591
0.0562891
0.060619
0.0649489
0.0692788
0.0736088
0.0779387
0.0822686

���� E�KK ^ #���� ��� �������� �� ����� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������

KVT
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IsoValue
-0.349468
-0.312682
-0.275896
-0.23911
-0.202324
-0.165537
-0.128751
-0.0919652
-0.0551791
-0.018393
0.018393
0.0551791
0.0919652
0.128751
0.165537
0.202324
0.23911
0.275896
0.312682
0.349468

IsoValue
-0.349732
-0.31292
-0.276107
-0.239295
-0.202483
-0.165671
-0.128859
-0.0920466
-0.0552344
-0.0184223
0.0183899
0.0552021
0.0920143
0.128826
0.165639
0.202451
0.239263
0.276075
0.312887
0.3497

���� E�KC ^ =���
���� ��� �������� �� ����� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
�
��������

'/�/�/% � 	�!������ ��
 	�(� � ��		�	 � �
�� � � ����

#��� ���	��������� ��� ����� ���	���� 
�� ����&	����� ��� ���������� �������� �� 
�
������� �� ���� L∞(0, T ;L2(Ω)2) �� L2(0, T ;H1(Ω)2) �� �� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [).
������ ��� ������ 1.01437 	��� ����� �� 
������� ��� 
� ������� �� ���� L∞ �� ����� ��
L2 �� ����	�� �� 0.930368 �� ���� L2 �� ����� �� H1 �� ����	�� 	� ��� 	�&��� 
�� ����
����
��������� ������� (� 	� ��� 	�	���� 
������� ��� 
� �������� �� ����� ��������� ��� �� 
�����
�� 1.8394 	� ��� ��� ����� ��� 
�� ����
���� ��������� .�� &����� E�KJ� E�KT �� E�KE ������������

�� ������� 	���������� � 	�� �����������

KVE
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NS. Erreur Linfini(L2)

Log (h)

���� E�KJ ^ (����� L∞
t (L2

x) �� 
� ������� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ������ 1�

Lo
g 

(e
rr

eu
r)

-1.65

-1.6

-1.55

-1.5

-1.45

-1.4

-1.35

-1.3

-1.25

-1.2

-1.85 -1.8 -1.75 -1.7 -1.65 -1.6 -1.55 -1.5 -1.45

NS. Erreur L2(H1)

Log (h)

���� E�KT ^ (����� L2
t (H1

x) �� 
� ������� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ������ 1�

KVV
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Lo
g 

(e
rr
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r)

-4.1

-4

-3.9

-3.8

-3.7

-3.6

-3.5

-3.4

-3.3

-1.85 -1.8 -1.75 -1.7 -1.65 -1.6 -1.55 -1.5 -1.45

NS. Erreur p L2(L2)

Log (h)

���� E�KE ^ (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ������ 1�

�!�!� ������� ��	���� # 
��� $������

'/�/%/� ���	��������

.� �	���� � ���� ���

�� `����� ��%&��` 	������ � ������� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<��
��������� �� ����� ��� ���� ���

�� ���_����� 
���� �� ��� ������	� H �� 
������ h�
.� ������ 	������ � ������� �� ������� 
��� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ��%
������� ��� 
�
���

� ����� ��� �� � ��	������ 
� �
���� ������ un+1

H ��� ��� ����	��� ���� 
�� ��������
��� 
� ���

� &���

(� ��������� ���� 
� 	�� �� 
����� �� �� ������ � ���
��� �� �	���� ��������� ��� ��� ���
�

���

�� 
�������� �� ������ ���	 
� ����� ��%
������� un
h · ∇un+1

h +
1
2

div un
h · un+1

h � #� �������

�	���� ��� ����	�� �
�� �	������ �� ����� �� ����� �� 	�
	�
 ��� 
� �	���� ��%
��������
-�� 	���� ������ �
 ��� �
�� ����������� �����	���� 
� 	�������� �� ����� �� 	�
	�
 ����� 
��
�	����� �������� B

K� /������ �� ������� 
��� 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� 
�������� �� ������ ���� ����	���

� �
���� ������ un+1

H ���� 
�� �������� ��� 
� ���

� &�� ��� ������� 
� ���
 ��

KVS
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C� /������ 
� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ����	������ ��� 
� ���

��� &� ���	 �� �	����

�������� �� ������

#���� ��	 ��� 	�������� ����� �� �	���� 
�������� �� ����	� �� �� ����� 
�������� �� ������
#�	������ 
���� ���������� �������� �� ����� �

�� �� 	�
	�
��� �� 
� �)�� ��N� ��� 
�� ����%
������ ������ ���� 
� 	������� 3.

#� �	���� ����� ��� ������ �� �� ����� �� 
�� ���������� �������� ��������� ������ 
�
�)�� ���� �� 	�������	� ��� 	�
�� �� (1.39) − (1.42)�

.� �	���� ��� ��� ������� ��� 
� ������� B

,�� 
� ���

� ����� ��� ��� ���
��� 
� ���
 �� B

(G.G(1))

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∀vH ∈ XH ,
1

∆t
(un+1

H − un
H ,vH) + ν(∇un+1

H ,∇vH) + (un
H · ∇un+1

H ,vH)

+
1
2
(div un

H ,un+1
H · vH) − (pn+1

H ,divvH) = 〈fn+1,vH〉,

(qH ,div un+1
H ) = 0,

����� ��� 
� ���

� &��� ��� ���
��� �� ���
 �� 
�������� ����� �� 
� �
���� ������ � 
������
���	������� ��2	� �� �	���� ������� B

(G.f (1))

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

∆t
(un+1

h − un
h,vh) + ν(∇un+1

h ,∇vh) + (un+1
H · ∇un+1

h ,vh) − (pn+1
h ,div vh)

= (fn+1,vh)
(qh ,div un+1

h ) = 0.

Z� 	����	� ��� ��������� ��� ����
���� ���������� ��� ������� 
�� ���������� �������� ����
����
��� �������������

'/�/%/� "������� �� ��� 
� � -������� �� �
��

����� ��������� 
�� ���������� ��������� ��� ���� ����&� ��� ���� ���
 �� ��� ����
�� -��
	�
�� ��� ���� &�� 
� ���

��� ������� 	������� Ng = 7 ����� �� ��� 
� ������ ���� ���

���
&� 	������ Nf = N2

g = 49 ������ 6�� 	�������� T = 500 �� ��	 
� ����� �����������
��� nbiter = T × Nf . 6�� ������� ��	� ���	 	�� 	���� 
���
���� �� ����� �� 
������ 500 ��
��	��� �� ������ 	����%�%���� �� ��	��� �� ����� ������������ 6�� ������ ����� ���� 
�
&���� E�KV 
�� 	����� ��� ������� �����	�������� 
���
���� �� 
� ����� �� 	������� ��
����� �� 
������ 500 �� ��	��� �� ����� �� �� 
� ����� �� 	������� B

KVL
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���� E�KV ^ R�
���� ��� ����� �� �� ����� �� 	�������� �� ����� �� 
������ 500 ��� ������
�� ������

'��� 
� ��� �� ����� ��� 	�� ��
������ ��� ���� ���	��� ���� 
� &���� E�KS �� ;� ���

�� �������� �������� ��� ���� 	�������� �� ��� ���� ����� 
�� 	����� ��� ������������
�����	�������� 
���
���� �� 
� ����� �� 	������� �� ����� �� 
������ 500 �� ��	��� ��
����� �� 
� ����� �� 	������� B
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'/�/%/% ���������� �� ��� 
�

-�� 
�� ���������� ��������� ��� ���� ����� 
� ��	��� ����� ���� 
� 	�� �� ���
 ��
�� 6�����%,�<�� �� ��� 
����� ������� ��� 
� ������ 	����� 6�� ���� ���� Ng = 10, Nf =
N2

g , T = 1 �� nbiter = T × Nf . 6�� ���� ����� ��� 	��������� &����� E�KL �� E�KU� �����

�� �
����� ���	�� �� ��������� �� 
� ������� �� �� 
� �������� .� &���� E�KL �������� ���
����������� �� 	���� ��� �������� ���	�� �� ��������� � 
�������� &��
 t = T � �� 
� &���� E�KU
���������� 
�� ����
���� ��� �������� ���	�� �� ��������� � 
�������� &��
 t = T, 	��	H���� ���	

� &���� E�KL ��� �������� �� �)�� ��������

Vec Value
0
0.00438509
0.00877018
0.0131553
0.0175404
0.0219255
0.0263105
0.0306956
0.0350807
0.0394658
0.0438509
0.048236
0.0526211
0.0570062
0.0613913
0.0657764
0.0701615
0.0745466
0.0789316
0.0833167

Vec Value
0
0.00434038
0.00868077
0.0130211
0.0173615
0.0217019
0.0260423
0.0303827
0.0347231
0.0390634
0.0434038
0.0477442
0.0520846
0.056425
0.0607654
0.0651057
0.0694461
0.0737865
0.0781269
0.0824673

���� E�KL ^ #���� ��� �������� �� ����� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������

IsoValue
-0.349468
-0.312682
-0.275896
-0.23911
-0.202324
-0.165537
-0.128751
-0.0919652
-0.0551791
-0.018393
0.018393
0.0551791
0.0919652
0.128751
0.165537
0.202324
0.23911
0.275896
0.312682
0.349468

IsoValue
-0.349781
-0.312962
-0.276142
-0.239323
-0.202503
-0.165684
-0.128864
-0.0920449
-0.0552254
-0.0184059
0.0184136
0.0552331
0.0920527
0.128872
0.165692
0.202511
0.239331
0.27615
0.31297
0.349789

���� E�KU ^ =���
���� �� 
� ������� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������

KSD
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6�� ���� ���� Ng = 4, 6, 8 �� 10, Nf = N2
g , T = 1 �� nbiter = T ×Nf . .�� 	����� ��
������

��� ���������� �������� �� 
� ������� �� 	�

� ��
����� � 
� ������� �� ��� �������� B �� �	��

�

������������ 
� ����� �� 
� 	���� ������������ 
������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2 ��� �� 
�����
�� 1.1958 �� 	�

� �� ���� L2(0, T ;H1(Ω)2) ��� 1.327 	� ��� ����� 
�� ����
���� ���������
������ ��� 	�

� �� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [) ��� �� 
����� �� 1.8814� 	� ��� ��� �����
��� 
�� ����
���� ��������� .�� ������� E�CD� E�CK �� E�CC ������������ 	�� ������� � ∆t = h = H2

�� ��	��� �� ��� ������	��
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���� E�CD ^ (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1�
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 ���� 7 ��
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9� ��� ��������� �� 
� ������ � ���� ���

�� ��� 
� ���� �� ����� �� 	�
	�
 B ��� �

��
	������� ��� 
� ���
���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ��� ���� ���

��� 
���� ����� �� TH ��

������ &�� Th ��� ���� 	Y����� ��� 
� ���
���� �� ���
 �� ��%
������� ��� ��� ������ ���

�
&�� Th�
'��� 	*��� ��� ���� ���
� 
� ���
 �� ��%
������� ��� 
� ���

� ����� �� ���� 
� ���
 ��

�������� ����� �� 
� �
���� ����� ��� ���� ����� �� 	�
	�
��� ��� 
� ���

� &��� '��� �����
	*��� ��� ���� ���
� 
� ���
 �� ��%
������� ���������� ��� 
� �)�� ���

� &���

6�� ��������� ���� 	���� ��	��� ��� ����
���� ���������� ��� ������� 
� 	�������� ��
������ (� ����� �����	�������� Ng �� Nf 
� ����� �� ����� ��� 
� 	*�� �� 	���� �� ���

���
������� �����	�������� �� ���

��� &�� ��� ���� ���	��� 
�� ����� �������� B Ng = 5, ..., 9 ��
���	 Nf = N2

g �� ��� ���� 	����� 
�� ����� �� 	�
	�
� (� ����� t2G �� t1G �����	��������

�� ����� �� 	�
	�
 �� 
� ���
���� ��� 
� ������ � ���� ���

�� �� 
� ���
���� ��� ��� ���
�
���

� 7
����������� �� ����	� �� 
����������� �� �����8� ��� ������ B

Ng × Ng ����� E × E V × V S × S L × L U × U

t1G 7�� ��	�8 LE�VJ CJV�TV EUS�UT KTSE�SE JCVE�JL

t2G 7�� ��	�8 LV�ET CJJ�KV ESV�LU KTDJ�UJ JDLJ�JD
|t2G − t1G|

t1G
7�� d8 � K�JU J�EC T�LV E�ES

���� E�K ^ #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� ������� �	���� ������ K �� ������

������ ��� 
� ������� ���� ���	��� Ng = 5� 
����
������ �� 
� ������ � ���� ���

�� ����� ���
���
� ������� 
� ����� �� 	�
	�
 �� 
� ���
���� ��� ��� ���

� ��� ��������� � 	�
�� �� 
� ���
�%
��� ��� ���� ��	������ � ���� ���

��� 6�� �������� �
�� 
��������	� ����� ��
��� ������
�
�� ����� �� ����� ��� ��)�� �� ���

��� ������� 	���� � ������ �� 
����

� ���� ��	������
�� ���
���� ����
� ������������ � ���
����� B Ng = 6. .� ���� �� ����� �� 	�
	�
 	�_� ���	

��		��������� �� Ng�
/�������� ����	� 
� 	�������� ��� ����� ����� �� �	���� 
�������� �� ����	� �� �� ����� 
�%
������� �� ������ .�� ���� �	����� ��� 
��������� .�� �	����� ��%
�������� ��� ����	�� �
��
	Y���� �� ����� �� 	�
	�
�

��%��
� �� 	���� ��
���� � �������� �� ���� �� ����� �� 	�
	�
 �� ���� ��	������ ��� ���%
��� � 
� ���
���� �� ���
 �� ��%
������� ��� ��� ���
� ���

� &��� '� �
��� �
�� � ��������

� ����� �� ���

��� �
�� 
� ���	������ �� ���� �� 	Y� �� 	�
	�
 	�_��

#��������� 
� ���� �� ����� �� 	�
	�
 ����� ��� ��������� #�	� ���� �����
����� ��� 
� ����
��� 	���� ��� ������ �� ���
���� ������ �� �� ������ Z� ��� �� ���
���� 
��F	�	��� ��
���� ��	������ � ���� ���

�� ���� 
� 	���� �� 
� ���
���� �� ���
 �� ������ ���� �� �����
7	� ��� ���� 
����� �� ���� ��	����� ��	���8�

�
�	(� '/�/� 9�����-��������� �	�-
�)	� �	 ���-�� (1.39)7(1.42) � ��	6 �
������ �
����-

KSJ
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���� �
����"
� ����� ��� ���� �� )	� ����� �� ����� �� ����	� �	
 ��
�
���� 2��� �; �� % � ������� �	 ��
�� �� �������������� )	� ��	� ���-
���� �� ��	�� 9� 
-���	����
�� �� �
���"�� (1.39)7(1.42) ���3���	� ��
 �� �-����� ��� ��
���-
����)	�� �	
 �� �
���� �
����"
��
�-����� )	� �����
�� ���
�
� �� �����
����� �� ���� �����
 �	 ������

�!�!& /������� ��	���� # 
��� $������

'/�/$/� ���	��������

-�� 
����
������ �� 
� ������ � ���� ���

��� � ����� 
� �)�� �	���� ��� 
� ���

�
����� ��� -�� 
� ���
���� ��������� �� ���
 �� 
�������� ��� 
� ���

� &��� ��� �����
���
����� ����� 
� ������ ��� 	���	����������� ��� ���� ������ ��������� �� ����� �� 	�
	�
 	�� 
�
�����	� ��� ���������� ��&��� ������� �� 
�������
��� �� ����� un+1

H ·∇un+1
h ����� ��� ��	��������

.�� 	���	����������� ��� 	�
	�
��� ��� 
�� un+1
H , �

��%�)�� 	�
	�
��� � 
������ ���	������ 	����%

�%���� � 
������ ����� ��� '��� 	� 	�� �� ���
����� � ��� �� ������ ��������� �� ����� ��
	�
	�
� 6�� ���
��� ��	 
� ���
 �� (G.G(1)) ��� ��� ������ 
������� � ��� 
� ������
��� 	���	����������� �� (G.f (1)) ��� 
� ������ ��� 	���	������������

'/�/$/� � 	�!������ ��
 	�(� � ��		�	 � �
�� � � ����

.�� ������ ���������� ��� �� ��� ����� 	���������� � ��� ���

���� �������� 	������� Ng =
4, ..., 9 ����� ��� ��)�� �� ������ �� ��	 
� ���

��� &� �� 	������ Nf = N2

g .
6�� ��	������ ����� 
�� ������� �������� � h ������
� �� ∆t = h = H2 �� ��	��� �� ��� ����%
��	�� .�� ������ ��� 	����� ������� ��� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2 �� L2(0, T ;H1(Ω)2)
�� ��� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [) ��� �����	�������� K�KLJC� K�JEVU �� K�SSTK�
.�� 	����� �������� E�CJ� E�CT �� E�CE ��� 
�� ��������� B
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Deux grilles. Erreur L2(L2)

Log (h)

���� E�CJ ^ (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ����� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1�

KST



D�0� /-���	���� �	 �
���"�� ���
�
� 	� �� �����

Lo
g 

(e
rr

eu
r)

-1.6
-1.5
-1.4
-1.3
-1.2
-1.1

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5

-2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2

Deux grilles. Erreur L2(H1)

Log (h)

���� E�CT ^ (����� L2
t (H1

x) �� 
� ������� �� ����� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1�

Lo
g 

(e
rr

eu
r)

-3.8

-3.6

-3.4

-3.2

-3

-2.8

-2.6

-2.4

-2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2

Deux grilles. Erreur p L2(L2)

Log (h)

���� E�CE ^ (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ����� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1�

KSE



=�����
� D� /-�	����� �	�-
�)	��

'/�/$/% ��
��	����� � �
�� � ������

6�� ����� ����� ����� 
� 	�������� �� ����� �� 	�
	�
 ����� 
� ���
���� �� ���
 �� ��%

������� ��� ��� ���

� &�� ���
����� �� 
� ���
���� ��� 
� ��	������ � ���� ���

��� .�� ������
���������� ��� ����� ���	 
�� �)��� ������ ������ ��� 
� 	�� ���	������ (� 	�������� 
��
����� �� 	�
	�
 ������ ��� 
� ���

� &�� ���� 
� ���
��� E�K� ��� ��������� ��� 
� ���� ��
����� �� 	�
	�
 ��� �
�� ������������ .� 	�������� ��� ����� ���� 
� ���
��� E�C�

Ng × Ng ����� E × E V × V S × S L × L U × U

t1G 7�� ��	�8 LE�VJ CJV�TV EUS�UT KTSE�SE JCVE�JL

t2G 7�� ��	�8 EU�DE KJL�LTT TDU�DTS KDVK�KV CTTL�JT
|t2G − t1G|

t1G
7�� d8 TE TK�C JK�E CL�DU CE�DC

���� E�C ^ #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� ����� �� �	���� ������ K �� ������

.� ���� �� 	Y� �� 	�
	�
 ��� 	���� ���
����� ���� ��� 
� ���
���� ��� 
� ������ ��� 	���	��%
��������� ��� 
� ���

� &�� \ 
�� 	���	����������� �� 	�
	�
��� ����� �� 
� �
���� ����� ��� ���
��������� ���

��� ��� 	�
�� �� 
� ���
���� �� ���
 �� ���	������

&!� ���������� �� ���/� �� �)����� ���� �� �����

�!�!� ����	
����	�

'��� 	������� �����
�� ���������� 
����� �� �� ����� �� ��F� ���� =
 ���� ��	 �� ����� ���
��� �	����� ������ ���������� �� 
�		����	� ������ ���� ���� ���� 	��� '��� 	���� ����� ��
��	���� ��� ��������� ��� ����
���� ���������� �� ���
 �� � ���� ���

�� \ 	����� ����� ���
������ ���� �� ����� (4.1)^(4.4)� -�� 	� �	����� ��� ���
���� 
�� �
������ &��� �� +��
�%
1� P2 − P1 �� ��� ������ 
� �)�� �
���� �������� (u, p) = (rot ψ, p) ��� 	�

� ���� 
�
	�� �� ���
 �� ������ �� �� ������ ��� �� ������ 	�����

�!�!� �������� 
� ������ �� 0	����	� 
� �����

����� ��������� 
�� ���������� ��������� ��� ���� ����&� ��� ���� ���
 �� ��� ����
��
-�� 	�
�� ��� ���� &�� 
� ���

��� ������� 	������� Ng = 9 ����� �� ��� 
� ������ ����
���

��� &� 	������ Nf = Ng3/2 = 27 ������ 6�� 	�������� T = 100 �� ��	 
� ����� �����%
������ ��� nbiter = T × Nf = 2700. 6�� ������� ��	� ���	 	�� 	���� 
���
���� ��� ����
	�������� �� ����� �� 
������ 500 �� ��	��� �� ������ 	����%�%���� �� ��	��� �� �����
������������ 6�� ������ ������ ���� 
� &���� E�CV� 
�� 	����� ��� ������� �����	��������

���
���� �� 
� ����� �� �� �� 
� ����� �� 	�������� �� ����� �� 
������ 500 �� ��	��� ��
����� B

KSV
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6�� ���� ����� ��� 	�������� 7&����� E�CL �� E�CU8� ����� 
�� �
����� �������� �� ����%

������ ��� Ng = 25 �� �� ����� &��
 T = 1 �� ���	 N2
f = Ng3,∆t = h =

1
Nf

�� 
� ������� �� ��


� �������� .� &���� E�CL �������� ��� ����������� �� 	���� ��� �������� ���	�� �� ���������
� 
�������� t = T � �� 
� &���� E�CU ���������� 
�� ����
���� ��� �������� ���	�� �� ��������� �

�������� t = T, 	��	����� ���	 
� &���� E�CL ��� �������� �� �)�� ��������

Vec Value
0
0.00438367
0.00876733
0.013151
0.0175347
0.0219183
0.026302
0.0306857
0.0350693
0.039453
0.0438367
0.0482203
0.052604
0.0569876
0.0613713
0.065755
0.0701386
0.0745223
0.078906
0.0832896

Vec Value
0
0.00438353
0.00876707
0.0131506
0.0175341
0.0219177
0.0263012
0.0306847
0.0350683
0.0394518
0.0438353
0.0482189
0.0526024
0.0569859
0.0613695
0.065753
0.0701365
0.0745201
0.0789036
0.0832871

���� E�CL ^ #���� ��� �������� �� ����� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������

IsoValue
-0.349447
-0.312663
-0.275879
-0.239095
-0.202311
-0.165527
-0.128743
-0.0919596
-0.0551758
-0.0183919
0.0183919
0.0551758
0.0919596
0.128743
0.165527
0.202311
0.239095
0.275879
0.312663
0.349447

IsoValue
-0.349595
-0.312795
-0.275996
-0.239196
-0.202397
-0.165598
-0.128798
-0.0919987
-0.0551993
-0.0183999
0.0183996
0.055199
0.0919984
0.128798
0.165597
0.202397
0.239196
0.275995
0.312795
0.349594

���� E�CU ^ =���
���� �� 
� ������� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������
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�� ���������� ��������� ��� ���� ����� 
� ��	��� ����� ���� 
� 	�� �� ���
 ��
�� 6�����%,�<�� �� ��� 
����� ������� ��� 
� ������ 	����� 6�� ���� 	������� 
�� 	�� \
Ng = 4, 9, 16 �� 25 ���	 Nf2 = Ng3, T = 1 �� nbiter = T × Nf.

.�� 	����� ��
������ ��� ���������� �������� �� 
� ������� �� 	�

� ��
����� � 
� ������� ��
��� �������� B �� �	��

� 
������������ 
� ����� �� 
� 	���� ������������ 
������� �� 
� �������
�� ���� L2(Ω×]0, T [)2 ��� �� 
����� �� 2.9674 �� 	�

� �� ���� L2(0, T ;H1(Ω)2) ��� 1.9769,
	� ��� ����� 
�� ����
���� ��������� �� 	�

� �� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [) ��� �� 
�����
�� 2.0199�
.�� ������� E�JD� E�JK �� E�JC ������������ 	�� ������� � h ������
� �� (∆t)2 = h2 = H3 ��
��	��� �� ��� ������	��
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.� ��� �� 
� ������ � ���� ���

�� ��� 
� ���� �� ����� �� 	�
	�
 B ���� 	� ����������
������ ��� �

�� ������ ��� 
� ���
���� �� ���
 �� �� 6�����%,�<�� ��� ���� ���

��� 
����
����� �� TH �� 
������ &�� Th, ��� ���� 	Y����� ��� 
� ���
���� �� ���
 �� ��� ��� ������
���

� &�� Th�

(� ����� �����	�������� Ng �� Nf 
� ����� �� ����� ��� 
� 	*�� �� 	���� �� ���

���
������� �����	�������� �� ���

��� &�� ��� ���� ���	��� 
�� ����� �������� B Ng = 4, 9, 16 ��
25, �� ���	 N2

f = N3
g , ��� ���� 	����� 
�� ����� �� 	�
	�
� (� ����� t2G �� t1G �����	����%

���� 
�� ����� �� 	�
	�
 �� 
� ���
���� ��� 
� ������ � ���� ���

�� �� 
� ���
���� ��� ���
���
� ���

�� ��� ������ B

Nf × Nf ����� L × L CS × CS VT × VT KCE × KCE

t1G �� ��	���� S�CE JDT�UEJ KJJTV�DK JVJTDC�DLJ

t2G �� ��	���� T�LU KUV�CE SJTD�JT KSTTJJ
|t2G − t1G|

t1G
7�� d8 JC�E JE�VT TE EC

���� E�J ^ #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� �	���� ������ C �� ������

6�� ��������� ��	 ��� 
� 	Y� �� 	�
	�
 ��� 
� ��	������ � ���� ���

�� �� 
� �
���� �� ��%
�
 �� �� 6�����%,�<�� ��� ������ ��� ������ � 	�
�� �� 
� ���
���� �� ���
 �� ��%
�������
��� ��� ���
� ���

�� #� ���� �� ����� �� 	�
	�
 ��� ������ 	����� � 	�
�� �� �	���� ������
�� �� ������

(� ���	����� 
� 	�������� �� ����� �� 	�
	�
� ��� 	������ ����� 
����� �� 	�������	�
�� 
������� �� 
� ������� �� �� 
� �������� 6�� ���	���� �
�� 
�� ���������� �������� �� 
�
������� �� 	�

� ��
����� � 
� ������� 	�
	�
��� ��� 
� ���
���� ��� ��� ���
� ���

� B �� �	��

�

������������ 
� ����� �� 
� 	���� ������������ 
������� �� 
� ������� �� ���� L2(Ω×]0, T [)2

��� �� 
����� �� 2.95001, 	�

� �� ���� L2(0, T ;H1(Ω)2) ��� 1.97329 �� 	�

� �� 
� ������� ��
���� L2(Ω×]0, T [) ��� �� 
����� �� 2.0029� 6�� ��������� ��� 
����� �� 	�������	� ���
����
��
� � 	�
�� ����� ���� 
� ������ � ���� ���

���

6�� ����������� �
�� ���� 
�� &����� E�JJ� E�JT �� E�JE ��� 	�������� ����� 
������� 	�
	�
��
��� 
� ��	������ � ���� ���

�� �� 
������� 	�
	�
�� ��� 
� ���
���� �� ���
 �� ��� ��� ���
�
���

�� .�� ������� ������������ ��� �����	�������� �� ����� L2(Ω×]0, T [)2 �� L2(0, T ;H1(Ω)2)
��� 
� ������� �� �� ���� L2(Ω×]0, T [) ��� 
� �������� �� ��	��� �� ��� ������	��
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�� 	��� �� 	���� �� ��� � � ����� �� ������� �	����� � ���� ���

�� ��� 
� ���
����
�� ���
 �� ����
���� �� 6�����%,�<�� ��	��������
�� .� ��� �� 
� ������ � ���� ���

�� ���

� ���� �� ����� �� 	�
	�
 �� 
� ����	��� �� 
� 	��
����� �� ���
 �� ��%
������� �� 6�����%
,�<���
'��� �� ������� ������ ��� ���� ������ �� �	���� � ���� ���

�� ������ �� �� ����� ��
��� ���� �� ����
�� 
�� ���������� ��������� �� 
� �
���� �� 
������ ����� ��� �������� �����
������� 
� 	�������	� �� ���� L2, ��� �� �������� �� ���
���� �� 
� �
���� ��������� ����

� �
���� ���	�� ��� �������� �� 6�����%,�<��� � ������ ��� ���������� �������� 	�
	�
��� ���

� ���

� ����� ��� ��� ���� ����
� 
����� �� 	�������	� �� 
� �
���� ��������� 	�
	�
�� �

������ &�� ���� 
� �
���� ���	���
'��� �� ����� �� ������ ��� ���� ������ �� �	���� � ���� ���

�� ������ ���� �� �����
�� ��� ���� ����� �� ���� �� ���� �� 	�������	� ��� ������ �� �	���� ������ �� �� ������

=
 � � �� ��������� ���������� =
 ��� ������������ ����� ����� ��������� 
� �	���� � ����
���

�� 	���������� �� ���
 �� ���
�	��� �� ����%���������� ������ �� �� ������ .� ����%
���	� ����� 	� �	���� �� 	�
�� �� ����� �� 	������� ��� ���������� 
� ����� �� �����
�������
#�	������ 
������ ��� ���������� ��������� �

� ����� ��� � ������� �� ������ > �� ����� �
 ���� ���
��� ����
������ ��� ��������� � ����� �� 
� �
���� �� 
� ����� �� ����� �� �	���� ���� ��
��������� �������� �� ����� #�	������ 
��������� �� ���
���� �� ����
 ��� ���� ��� 
� ���
 ��
�� ,�<�� ���������� �� ����� ����� ��	������� '� 	� ����� �
 �� ��� ����� �
�� ���� �������

������� �� 
� 	��������� ��%
������� �� ��	 ���� ����
�� �� ����
��� �� �����	�������	� ���
����� 	��
���� ���� ������ 6�� ����� �������� 
����	��� �� 
� �
���� �� 	� �	�����
����
��� 	
�������� �� ��� ��� ����� �� �������� &���� ���� 
� ��F	�
�� ����� ���� 
� ��%
��������� �� 
��������	� �
��
� �� ����� �� 
� �
����� .����� H �� ∆t ��� �� �)�� �����
� ���� ������ 	���� �������	� �
��
� �� ������ ���� 	���� �� ���
 �� ����� ���� ���� 	��
\ H ��� �� 
����� ��

√
∆t.

'��� 	���� �� ��� ��� ����
�&��� ��� ���� ���� ������ 
����
��� �� �	���� ��� 
� ���

�
����� �� �� ������� 	�

� �� �	���� ��� 
� ���

� &�� ���� ����� 	���� �� ���� ����� ��������

�� ���� ������ ��� �����	�
���� 	� ��� ������ ��� ����
���� �
�� ���	�� ��� 	��� ����	�� ���

����
���� .����
��� �������� ��� ���� ������ �����	�
��� ��� �
�� ���� � ������ �� 
� ���� ��� 
�
�
���� � 
������ ���	������ ��� 	�

� �� 
� ���

� &�� �� �� �� 
� ���

� ����� ��� �� �

� �������
	�������� ��� ��	����� ����� �� 	� ������
�

'������ ����� �
 ������ ����������� �����
����� 	� 	�	��� � �������� ���
 ��� ��%
�������� B
��� �����
�� ��� ���� ��� ����������� ��%
�������� 75�����%,��������<�� "��;����%.������
#���%1�

����� /��	���%�������� 4������� ��	8 ��� ���	������ ���� �� ����	� �� 1�
���� H

KLS
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���� B
du
dt

+ Au + B(u) = f,

u(0) = u0,

\ u ��� ��� ��	��� �� R+ ���� H �� A ��� �� �������� ���%������� ������ ��� 
� ������
�� ��&����� D(A) ��� ����� ���� H �� ��
 ��� A−1 ��� 	���	�� (�&�� B ��� �� �������� ��

��������
'� �
��� 
� ���
���� ��� ���
 ��� �� �������� ��%
��������� 
� ���� �� �� !
���%-���� ��

�� 
�� �� 	��������� �	�
������ ����_� ����������
� ��� 
� ��	������ �� ���
���� � ���� ���

���

'��� 	���� �� ��� ���� ����� ����� ��� 
����
������ �� ���� ����� ���
������ &��� 	���%
��� B 
� ����%�
����� �� 
��
����� &�� �� +��
�%1�� =
 ������ ����������� �� ��� 	� ��� �� �����
���� 
� 	�� �� 
����
������ �������� ����� ���
������%&��� 	��� ��� �����
�� 
�� �
������ &���
���	������� 
��
����� &�� �� #��;���%/������� ��	���
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'��� 	���� ������� ���� 
� ��� �� ��	�
���� 
� 
�	���� �� 	� �����	���� ��� ����� 
��
������������ ��� ����
���� ���������	� �� �����	��� �� 
� �
���� ��� �������� �� 6�����%
,�<�� ���	�� ���� 
� 	������� K� #�� ������� �� ��� ����
��� ��� $�%.� .��� WTTX� /� +����
WVTX �� !� "����
� �� -�%�� /������ WJKX �� ��� 
�� ���������� �	��

2!	 ������ �� ����� �� �)��������� 	!�!	

-�� 
� ������������ ��� ���������� �� 	�

����� .�����	� (Hs(Ω))2 ��� ���� �� ��%
���� �	�
���� ��
�������

((u,v))s =
2∑

i=1

(ui, vi)Hs(Ω). 7��K8

��	�����	 �/�/� .� ���
 �� ���	���


((w,v))s = λ(w,v), ∀v ∈ Vs = V (Hs(Ω))2
7��C8

����� ��� ����� �� �
����� �� ��

�� wj 	���������� � ��� ����� �� ��
���� ������ λj B

((w,v))s = λ(w,v), ∀v ∈ Vs = V(Hs(Ω))2
, λj > 0. 7��J8

.� ����������� ���� ������� �� ������ ��������

7�8 ,
����� ����	�����

6�� ���
���� 
� `����` w1, ...,wm, ... ��������� ���� 7��J8� 6�� ��&������ um(t) �
����
`����	���` ������ m ���

um(t) ∈ [w1, ...,wm],um(t) =
m∑

j=1

gjm(t)wj,

(u′
m(t),wj) + νa(um(t),wj) + b(um(t),um(t),wj) = (f(t),wj), 1 ≤ j ≤ m 7��T8

um(0) = u0m,u0m ∈ [w1, ...,wm],u0m → u0 ���� H. 7��E8

KUK
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#� ���� �� ���������� ����������

�� �� 
�� gjm(t) ��&��� um(t) ���� [0, tm]; 6�� ������ ���
��� ����� ������� tm = T.

7��8 (��������� � ����� 7=8�

��
���
��� (A.4) ��� gjm(t) �� ����� �� j; 	��� b(u,u,v) = −b(u,v,u), ��� ����
b(um,um,um) = 0, ��� �� ��������

(u′
m(t),um(t)) + νa(um(t),um(t)) = (f(t),um(t)),

���
1
2

d

dt
|um(t)|2 + νa(um(t),um(t)) = (f(t),um(t)), 7��V8

�
1
2

d

dt
|um(t)|2 + ν ‖um(t)‖2 ≤ C ‖f(t)‖2 +

ν

2
‖um(t)‖2 ,

	���� � ����

1
2

∫ t

0

d

dt
|um(σ)|2dσ + ν

∫ t

0
‖um(σ)‖2 dσ ≤ C

∫ t

0
‖f(σ)‖2 dσ +

ν

2

∫ t

0
‖um(σ)‖2 dσ,

��\

|um(t)|2 + ν

∫ t

0
‖um(σ)‖2 dσ ≤ |u0m|2 + C ′

∫ t

0
‖f(σ)‖2 dσ. 7��S8

(� ���
����� (A.5), ��� �� �������� ��� tm = T �� ���

um ������� ���� �� ���� �� L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H). 7��L8

7���8 (��������� � ����� 7==8�

.� ���
 �� ���������
 ��� �� ������ ���

u′
m ������� ���� �� ���� �� L2(0, T ;V ′

s ). 7��U8

#���� 	� ��� ��� �

�� ����� �����������
,�� Pm 
� ����	���� �� H → [w1, ...,wm] 7��� Pmh =

∑m
i=1(h,wi)wi). (� ���
����� ���

a(u,v) = (Au,v), A ∈ L(V ;V ′)

�� ���
b(u,u,v) = (g(u),v),g(u) ∈ V ′

s

���	
‖g(u)‖V ≤ C6 ‖u‖2

(Lp(Ω))2 . 7��KD8

6�� �������� �� (A.4) ���

u′
m = −Pm(g(um)) − νPmAum + Pmf. 7��KK8

����� ��2	� �� 	��� �� wj, ‖Pm‖L(Vs;Vs)
≤ 1, ��	 ��� ������������ �� 	��� P ∗

m = Pm :

‖Pm‖L(Vs;Vs)
≤ 1. 7��KC8

6�� ���������� 
� 
���� ������� B

KUC
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3

 �/�/� ,�� u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H). �
��

u ∈ L4(0, T ;Lp(Ω)n), � ���� ���
1
p

=
1
2
− 1

2n
, p < q \ q;

1
q

=
1
2
− 1

n
, � &�� ���
	���� �� n = 2.

7��KJ8
6�� �������� ��	 �� (A.8)� (A.10)� (A.13) ��� g(um) ������� ���� �� ���� �� L2(O,T ;V ′

s )
�� ��	 Pm(g(um)) ������� ���� �� ���� �� L2(0, T ;V ′

s ). �
��� 	��� Aum ������� ����
�� ���� �� L2(0, T ;V ′) ��	 �� L2(0, T ;V ′

s ) �
��� (A.9) ����
�� �� (A.11).

7��8 -������ � 
� 
������

(� ���
����� 
� ���� �� �� 	���	��� ���	 
�� ������ ��������� B B0 = V, p0 = 2, B1 = V ′
s , p1 = 2

�� B = H. 6�� ����� ��	 �������� ��� ����� uµ �� um ��

� ���

uµ → u ���� L2(0, T ;V ) ����
�� 7��KT8

uµ → u ���� L∞(0, T ;H) ����
� f� 7��KE8

uµ → u ���� L2(0, T ;H) ��� �� ��� ���� Q� 7��KV8

uµ → u ���� L2(0, T ;V ′
s ) ����
�� 7��KS8

6�� �������� ��	 �� (A.14) �� (A.17) ��� uµ(0) → u(0) ���� V ′
s ����
� 7��� �����
�8 ��

��	 u(0) = u0. '���� � 
� 
���� ��K�C� uµiuµj ��� ���� ���� L2(0, T ;Lp/2(Ω)) �� ��	� ���
����� ������� ���

uµiuµj → χij ���� L2(0, T ;Lp/2(Ω)) ����
� 7��KL8

���� ��2	� � 7��KV8� ��� ����

χij = uiuj 7��KU8

	�� uµiuµj → uiuj ���� D′(Ω) : �� �����
∫

Q
uµiuµjϕdxdt →

∫
Q

uiujϕdxdt, ∀ϕ ∈ D(Q), 	��

uµi → ui ���� L2(Q) ����
�� �� uµijϕ → ujϕ ���� L2(Q) ����

(A.18) �� (A.19) ���
������ ���

b(uµ,uµ,wj) → b(u,u,wj) ���� L2(0, T ) ����
�� 7��CD8

�� ����� �� ψ ∈ L2(0, T ), � �
∫ T

0
b(uµ,uµ,wj)ψdt = −

∫ T

0
b(uµ,wj ,uµ)ψdt ���� ������� � 
�


����� �� ���
����� (A.18).

-�� ��

�����

(u′
µ,wj) → (u′,wj) ���� D′(Ω) ��� �����
�

�� ��	 (A.4) 7��� m = µ8 ���� � 
� 
�����

(u′,wj) + νa(u,wj) + b(u,u,wj) = (f ,wj), ∀j.

6�� �� �������� 
�������� �� (P ) ∀v ∈ Vs ���� ∀v ∈ V ∩ (L2(Ω))2). �

KUJ
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2!� ������ �� ����� �� �)������� 	!�!�

-�� 
����	��� �� 
� �
����� ���� 
� 	�� �� 
� �������� ������	� 2� ��� ���
���� ���
����

������

�	�� � :�/�2=

=
 ��F� �� ������ 7K�KD8 ��� v ∈ D(Ω); ��
������ v ��� 0 ��� �� Ω� (1.10) ����
����
�
�� ��

‖v‖L4(IR2) ≤ 21/4 ‖v‖1/2

L2(IR2)
(

2∑
i=1

‖Div‖2
L2(IR2))

1/2. 7��CK8

(� ����� ��� ������ ��

v2(x) = 2
∫ xi

−∞
v(Div)dxi,

��\
v2(x) ≤ 2v1(x2) �� v2(x) ≤ 2v2(x1),

\

v1(x2) =
∫ +∞

−∞
|v||D1v|dx1 �� v2(x1) =

∫ +∞

−∞
|v||D2v|dx2.

'�	�∫
IR2

v4(x)dx ≤ 4
∫ +∞

−∞
v1(x2)dx2

∫ +∞

−∞
v2(x1)dx1 ≤ 4

∫
IR2

|v||D1v|dx1dx2

∫
IR2

|v||D2v|dx2dx1

≤ 4 ‖v‖L2(IR2) ‖D1v‖L2(IR2) ‖v‖L2(IR2) ‖D2v‖L2(IR2) ≤ 4 ‖v‖2
L2(IR2) (‖D1v‖L2(IR2) ‖D2v‖L2(IR2))

≤ 2 ‖v‖2
L2(IR2) (2 ‖D1v‖L2(IR2) ‖D2v‖L2(IR2) ≤ 2 ‖v‖2

L2(IR2) (
2∑

i=1

‖Div‖2
L2(IR2))

'�\�

(
∫

IR2
v4(x)dx)1/4 ≤ 21/4 ‖v‖1/2

L2(IR2)
(

2∑
i=1

‖Div‖2
L2(IR2))

1/2.

��� (A.21). �

3

 �/�/� *� n = 2 �� u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), ���
�

2∑
i=1

uiDiu ∈ L2(0, T ;V ′). 7��CC8

�	�� 7

,� ϕ ∈ V, ��� ���� (
2∑

i=1

uiDiu, ϕ) = −(
2∑

i=1

uiDiϕ,u),

'�	�

|(
2∑

i=1

uiDiu, ϕ)| ≤ C1 ‖u‖2
(L4(Ω))2 ‖ϕ‖V ≤(L1) C2 ‖u‖ |u| ‖ϕ‖

KUT
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�� ��	� ∥∥∥∥∥
2∑

i=1

ui(t)Diu(t)

∥∥∥∥∥
V ′

≤ C2 ‖u(t)‖ |u(t)|

�� t �→ ‖u(t)‖ ��� ���� L2(0, T ) �� t �→ |u(t)| ��� ���� L∞(0, T ) ��\ (A.22). �

6�� ���N�� ���������� 
� ������ �� ���� �� �����	��� K�J�C �� 
� �
���� B

,���� u �� u1 ���� �
����� �� ��� w = u− u1. �
���

(w′,v)+νa(w,v)+b(w,u,v)+b(u,w,v)−b(w,w,v) = 0, ∀v ∈ V ( 	�� V ⊂ (L2(Ω))2!) 7��CJ8

Z�� w′ ∈ L2(0, T ;V ′), ��� ����� ��	 ������� ���� (A.23) v = w(t) �� �������� �� t; �
 �����

1
2
|w(t)|2 + ν

∫ t

0
a(w,w)dσ +

∫ t

0
[b(w,u,w) + b(u,w,w) − b(w,w,w)] = 0 7��CT8

���� b(u,w,w) = 0, b(w,w,w) = 0 �� ��	� (A.24) ����

1
2
|w(t)|2 + ν

∫ t

0
‖w(σ)‖2 σ = −

∫ t

0
b(w,u,w)dσ. 7��CE8

Z��

|
∫ t

0
b(w,u,w)dσ| ≤ C3

∫ t

0
‖w(σ)‖2

(L4(Ω))2 ‖u(σ)‖ dσ

≤ 7��� 7K�KD88C4

∫ t

0
|w(σ)| ‖w(σ)‖ ‖u(σ)‖ dσ

≤ ν

∫ t

0
‖w(σ)‖2 dσ + C5

∫ t

0
|w(σ)|2 ‖u(σ)‖2 dσ,

��	� (A.25) ����

|w(t)|2 ≤ 2C5

∫ t

0
‖u(σ)‖2 |w(σ)|2dσ. 7��CV8

��\� w = 0. �

KUE
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�����	 �� ��� %�	���& �������� ��

�����	����

K� -���� �� ���� 
	�
� B
∂ρ

∂t
+ ∇ · ρv = 0

C� ,�	��� ���� 
	�
� B
dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0

J� -���� �� ���� ��	��	����� B
∫

V

∂ρ

∂t
dV +

∫
A

ρv · ndA = 0

T� ,�	��� ���� ��	��	����� B
d

dt

∫
V

ρdV +
∫

A
ρ(v − w) · ndA = 0

���� 4�K ^ R������ �� 	��������� �� 
� ������

K� 3��� 
	�
� B ρ
d

dt
V = −∇p + ρg + ∇ · τ

C� 3��� 
	�
� 	���������� B
∂

∂t
ρv + ∇ · ρvv = −∇p + ρg + ∇ · τ

J� !������� �� 
� ���� 2 B
∂

∂t
ρv + ∇ · [ρvv + pδ − τ ] = ρg

���� 4�C ^ R������� �� 	��������� �� 
� �������� �� ���������

KUS
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� �� ����
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K� 3��� 
	�
� B ρ
d

dt
V = −∇p + ρg

C� 3��� 
	�
� 	���������� B
∂

∂t
ρv + ∇ · ρvv = −∇p + ρg

J� !������� �� 
� ���� 2 B
∂

∂t
ρv + ∇ · (ρvv + pδ) = ρg

���� 4�J ^ R������� �� 	��������� �� 
� �������� �� ��������� �	�
������ �� [�����
������ 7�������� ��(�
��8�

τxx = 2µ
∂vx

∂x
− 2

3
µ(∇ · v)

τyy = 2µ
∂vy

∂y
− 2

3
µ(∇ · v)

τzz = 2µ
∂vz

∂z
− 2

3
µ(∇ · v)

τxy = τyx = µ(
∂vx

∂y
+

∂vy

∂x
)

τxz = τzx = µ(
∂vx

∂z
+

∂vz

∂x
)

τyz = τzy = µ(
∂vy

∂z
+

∂vz

∂y
)

���	

∇ · v =
∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
+

∂vz

∂z

���� 4�T ^ #�������� �� ������� ��� 	��������� ��� 
�� [����� ��]������ �� 	�������
��	�����
����� (x, y, z)�

KUL
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3!	 ������� �� ������� ���4����

����� 
� ���
 �� ����	�� ������� B{
+����� Φ ��
 ��� B
AΦ = F,

7#�K8

���	 A ��� �����	� n × n ���������� ��&��� ������� �� F �� ��	���� �� ���

� n B

Aij =
∫

Ωh

∇ψi · ∇ψj , Fi =
∫

Ωh

∇ · uhφi,

Φ 
� ��	���� �
���� B Φ = (φh(qi))i∈1,...,n �� {ψi}1..n ��� �����

-�� ������� 
� ���� �� 7#�K8� � ���
��� ��� ������ �� �������� 	������ ��� 
��
�%
������ ��� 
� ������� B

K� =�����
������ B

#����� ��� ������ �� ���	������������ C ∈ Rn×n 7C ��� )��� ���������� ��&���
�������� 	��� �����
� �� ���	����������� � ���� 	���� 
� ������
� �� 
� �����	�� ��
���	������������ �� ���� LU � �� 	��� �� �����)� ε 7�g�� �� ����� ������� �������%
����8�
-��� g0 = h0 = C−1(AΦ0 − F ) �� m = 0. hm 	������� � 
� ����	��� �� ��	���	���

C� #�
	�
�� B

ρm =
〈gm, hm〉C
thmAhm

,

Φm+1 = Φm − ρmhm,

KUU
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����)	��

gm+1 = gm − ρmC−1Ahm,

γm =

∥∥gm+1
∥∥2

C

‖gm‖2
C

,

hm+1 = gm+1 + γmhm,

���	 〈a, b〉C = ta C b �� ‖a‖C = 〈a, a〉
1
2
C �

J� ,�
∥∥gn+1

∥∥ < ε, Φn+1 ��� 
� �
���� ����	��� �� ���
 ��� ,���� � ��	������� m �� �
������� �� 2.

3!� ������� ��� ��������������

-���� 
�� ��F	�
��� ���	���� � 
� ���
���� ��� �������� �� 6�����%,�<�� ��� 
� ����� ��
	���� �� ����� ��%
������� B (u · ∇)u. �&� �� �������� 	���� ��F	�
��� ��� ���� 	���� ��
���	������� 	� ������ �������������� ��� 
� ������ ��� 	���	����������� > �
 ������ ���� ������%
���� 
��������� �� 
� ������� ���
� B

Du
Dt

:=
∂u
∂t

+ (u · ∇)u, 7#�C8

����
�� ���
����� ������� �����	�
�����
-
�� ���	�������� 
� �����	���� ����� �����	�
� [���� ���� �� �	�
����� ����� ��� �������

u(t, .) �� �� ������� � 
� ������ x �� ����� s ��� ���� χ(t, s;x) 7!�� 
� &���� #�K8�

tt n t n+1

n+1,n

n+1,s

n+1,n+1

���� #�K ^ .���� 	���	�����������

χ ����� ��&��� ��� ��	 �
���� �� 
�������� ����������

� �������� B

CDD
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⎧⎪⎨⎪⎩
dχ(t, s;x)

dt
= u(t, χ(t, s;x)), t ∈ [0, s],

χ(s, s;x) = x.

7#�J8

Z� ��� χn+1,n(x) = χ(tn, tn+1;x).

Z� ���
��� 
������������ �������� ��� 
� ������� ���
� �� ����� B

Du
Dt

� u(tn+1,x) − u(tn, χn+1,n(x))
∆t

. 7#�T8

CDK
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�����

�������� �� ���
���� S� CJ� JT� VC� LT� KCU

��

� 73�	��� −8� TV

#���	����������� 7������ ��� −8� V� CDD
#��	��%,	�]��; 7=����
��� �� −8� SU
#3. 7	������ −8� JL
	����

����� 7#�������� �� −8� J
	��������� �� 
� ������ CU� KUS
	��������� ��� ������� CU
	��������� 7+������ ��� −8� J
	���	��� 7+���� �� −8� CL
	����� 73�	��� �� −8� KEV
#-9� KSJ� KSV� KLK

��������� 7+��� �� −8� J
������� ���� [����� J� L
�������	�� &���� 7������ ��� −8� V� TT
������� 7+���� �� −8� CL
'���	�
�� 7#������� �� −8� L� CL
���
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K #� 6����� �� "�"� ,�<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � T
C (����� L2

t,x �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1� � � � � � � � � � � � KV
J (����� L2

t (H1
x) �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1� � � � � � � � � � KS

T (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 1� � � � � � � � � � � KS

E (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 2� � � � � � � � � � � � KU

V (����� L2
t (H1

x) �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 2� � � � � � � � � � KU
S (����� L2

t,x �� 
� ������� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 2� � � � � � � � � � � � � CD
L (������ L2

t,x �� 
� ������� ��� ���
 ��� ������ 2 � ��� �� � ���� ���

��� � � � � � CK
U (������ L2

t (H
1
x) �� 
� ������� ��� ���
 ��� ������ 2 � ��� �� � ���� ���

��� � � � CK

KD (������ L2
t,x �� 
� ������� ��� ���
 ��� ������ 2 � ��� �� � ���� ���

��� � � � � CC

C�K (����
� ��� ��������� ρκ �� ηκ. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TE
C�C .� ����%�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ED
C�J 9� ����� ����%�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � EK
C�T (
����� +��
�%1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � EC
C�E (�����
� Ωi ��� �
������ κ �� Tη. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � EV

E�K "������� 	����� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KES
E�C R�
���� ��� ����� �� �� ����� �� 	�������� �� ����� �� 
������ 500 ���

������ �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KEL
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���� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVK
E�L #���� ��� �������� �� ����� t = T % ,
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E�U #��	
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t (H1

x) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVJ
E�KK #���� ��� �������� �� ����� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������KVT
E�KC =���
���� ��� �������� �� ����� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
�

�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KVE
E�KJ (����� L∞

t (L2
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1
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� ������� �� ���
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500 ��� ������ �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KSS
E�CL #���� ��� �������� �� ����� t = T. % ,
����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� ��������KSL
E�CU =���
���� �� 
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����� �� ���	�� �� ��������� �� 
� �������� KSL
E�JD (����� L2

t,x �� 
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�� ������ 2� � � � � � � � � � � � KSU
E�JK (����� L2

t (H1
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E�JC (����� L2
t,x �� 
� ������� �� ���
 �� � ���� ���

�� ������ 2� � � � � � � � � � � KLD

E�JJ #�������� �� 
������� L2
t,x �� 
� ������� ��� ���
 ��� � ��� �� � ���� ���
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t (H
1
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������ 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KLC
E�JE #�������� �� 
������� L2

t,x �� 
� ������� ��� ���
 ��� � ��� �� � ���� ���
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#�K .���� 	���	���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CDD
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K #�������� �� ����� #-9 �� 1�� �� 2��� �	����� ������ K �� ������ � � � � � � KL
C #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� �	���� ������ C �� ������ � � � � � � � CD

E�K #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� ������� �	���� ������ K �� ������ � � KSJ
E�C #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� ����� �� �	���� ������ K �� ������ � KSV
E�J #�������� �� ����� �� 	�
	�
 #-9 �� �	���� ������ C �� ������ � � � � � � � KLK

4�K R������ �� 	��������� �� 
� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KUS
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4�J R������� �� 	��������� �� 
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4�T #�������� �� ������� ��� 	��������� ��� 
�� [����� ��]������ �� 	���%
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