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Motivation

Motivation

%(x7 t) — vAu(x,t) + u(x, t) - Vu(x, t) + Vp(x,t) = f(x,t)

convection non-linéaire
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Motivation

—(x, t) — vAu(x, t) + u(x,t) - Vu(x, t) + Vp(x,t) = f(x, t)

convection non-linéaire

o Caractere non-linéaire
= difficulté de résolution théorique
= résolution numérique
= Méthode a deux grilles
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@ Réduire la complexité du schéma
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Motivation

Motivation

—(x, t) — vAu(x, t) + u(x,t) - Vu(x, t) + Vp(x,t) = f(x, t)

convection non-linéaire

@ Caractére non-linéaire

= difficulté de résolution théorique
= résolution numérique
= Méthode a deux grilles

@ Réduire la complexité du schéma

@ Conserver I'ordre de convergence
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Motivation

Motivation

—(x, t) — vAu(x, t) + u(x,t) - Vu(x, t) + Vp(x,t) = f(x, t)

convection non-linéaire

Caractere non-linéaire
= difficulté de résolution théorique
= résolution numérique
= Méthode a deux grilles

Réduire la complexité du schéma

Conserver |'ordre de convergence

Gagner en temps de calcul
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Probleme de Navier-Stokes (N-S)
Existence, et r de la solution
Historique & Id

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Plan

Présentation du probleme & Technique a deux grilles
(%) p q g
@ Probleme de Navier-Stokes (N-S)
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me de Navier-Stokes (N-S)
nce, unicité e la solution
que & ldées émas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Probleme de Navier-Stokes (N-S)

Etude du comportement d’un fluide incompressible dans un
domaine Q C IR?, borné de frontiere assez réguliere I = 0Q et de
normale extérieure n.

Figure: Domaine de travail
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Probleme de Navier-Stokes (N-S)

Existence, unicité et régularité de la solution

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Historique & Idées schémas a deux grilles

Probleme de Navier-Stokes (N-S)

> Equations de Navier-Stokes:

%(x, £) — vAu(x, £) + u(x, £) - Vu(x, £) + Vp(x, t) = f(x, ),
dans Q x [0, T]
(1)

>> Condition d'incompressibilité:

divu(x,t) =0, dans Q x [0, T] (2)
> Condition de Dirichlet:

u(x, t)|ao =0, sur 9Q x [0, T] (3)
> Condition initiale:

u(x,0) = 0 sur Q. (4)
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Probléme de Navie
Existence, unicité et ré,
Historique & Idées hémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Plan

@ Présentation du probleme & Technique 3 deux grilles

@ Existence, unicité et régularité de la solution
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Présentation du probléme & Technique a deux grilles Prostme e Neveeseles (NH9)

Existence, u égularité de la solution
Historique & ldées des schémas a deux grilles

Existence de la solution

Soient
V = {w e D(Q)?;divw = 0 dans Q},

V = {w e H}(Q)9;divw = 0 dans Q},

H = {w € H(div; Q);divw = 0 dans Q},

ot H(div; Q) = {w € 2(Q)?;divw € L2(Q)}.
Soient

fe 20, T;HYQ)9) et up € H.
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Probléme de Navier-Stokes (N-S)
Existence, unicité et régularité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Existence de la solution

Théoreme d’existence

Soit d =2 ou3et T <oo. Pour fe L2(HY),upe Hetv >0
donné, 3 au moins une solution de (1)—(4) u € L2(Vy) N L (Hy) et
P e Wt_lpo(l-%x)-

Sid=2,ueC0, T];H) et si d =3,u est continue de [0, T]
dans H muni de la topologie faible de L2()3.

Y 1200, T: V') sid =2 ou L43(0, T; V') si d = 3.

De pl
e plus, ™
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Probléme de Navier-Stokes (N-S)
Existence, unicité et régularité de la solution
Historique & ldées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Unicité de la solution

Théoreme d'unicité

Si d = 2, le probleme (1)—(4) a une unique solution u telle que
u€c Ll?0,T;V)NL®0,T;H).
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Probléme de Navier-Stokes (N-S)
Existence, unicité et régularité de la solution
Historique & ldées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Unicité de la solution

Théoreme d'unicité
Si d = 2, le probleme (1)—(4) a une unique solution u telle que
u€c Ll?0,T;V)NL®0,T;H).

Probléeme Ouvert

En d = 3, question ouverte d'unicité!

Hyam Abboud - LJLL & FS - Schémas a deux grilles pour Navier-Stokes évolutif



Probléme de Navier-Stokes (N-S)
Existence, unicité et régularité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Régularité de la solution

On se restreint a la dimension d = 2.

Théoreme de régularité...

Si f € L2(L3/) alors g'“t' € L2, ue (W) et p e (W)

t,x>

Si en plus Q convexe et f € L2, alors u € L7(HZ) et p € L3(H}).

2,4/3

Si f € Lo(L°) alors u € L(W5*°) et p € Li(Wg ).
Si de plus Q convexe et f € L3°(L2) alors u € L°(H?) et
p € L3°(Hy).
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Probléme de Na okes (N-S)
Existence, unicit ité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Plan

@ Présentation du probleme & Technique 3 deux grilles

@ Historique & Idées des schémas a deux grilles
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Probléme de Nav <es (N-S)
Existence, unicité rité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Historique & travaux précédents

> Quinzaine d'années

> Equations elliptiques semi-linéaires stationnaires (Xu,
Niemisto)

> Probleme de (N-S) stationnaire (Fairag, Layton, Layton &
Lenferink et Girault & Lions)

> Probleme de (N-S) instationnaire, semi-discret (Girault &
Lions)
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Probléme de Navi (N-S)
Existence, unici gularité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Idées des schémas a deux grilles

Pour Navier-Stokes stationnaire:

—vAu+u-Vu+Vp=Ff, divu=0, ulspo=0.

o L'idée:

> Discrétisation de (5) sur une grille grossiere de pas H.

(5)
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. . N . R . Probléme de Nav N-

Présentation du probléme & Technique a deux grilles ’O,) &m? ae vt _( S,J .
Existence, unici gularité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Idées des schémas a deux grilles

Pour Navier-Stokes stationnaire:
—vAu+u-Vu+Vp=f, divu=0, ujpg=0. (5)

o L’idée:
> Discrétisation de (5) sur une grille grossiere de pas H.

o> Discrétisation de (5) sur une grille fine de pas h en
linéarisant u - Vu par uy - Vuy,.
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Probléme de Nav <es (N-S)
Existence, unic rité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Idées des schémas a deux grilles

Pour Navier-Stokes stationnaire:

—vAu+u-Vu+Vp=Ff divu=0, ulspo=0. (5)

o L’idée:
> Discrétisation de (5) sur une grille grossiere de pas H.
o> Discrétisation de (5) sur une grille fine de pas h en
linéarisant u - Vu par uy - Vuy,.
@ Résultats:
Discrétisation d'ordre 1, I'erreur sur u en norme H! est en
O(H), en norme L2 est en O(H?). La contribution du facteur
u dans l'erreur de u - Vu est en norme L2, donc en O(H?).
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s (N-S)
ité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Idées des schémas a deux grilles

e But:
> Ordre 1 (resp. 2) Si h = H? (resp. h?> = H3), I'erreur a la
fin des deux étapes est O(h) (resp. O(h?)).
> Diminuer le temps de calcul, i.e gagner en colit de calcul.
> Conserver la précision et réduire la complexité du schéma.
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s (N-S)
té de la solution

Présentation du probléme & Technique a deux grilles :
Hlstorlque & |dées des schémas a deux grilles

Idées des schémas a deux grilles

e But:
> Ordre 1 (resp. 2) Si h = H? (resp. h?> = H3), I'erreur a la
fin des deux étapes est O(h) (resp. O(h?)).
> Diminuer le temps de calcul, i.e gagner en colit de calcul.
> Conserver la précision et réduire la complexité du schéma.
o Difficulté: Estimation d'erreur en norme L2 basée sur un
argument de dualité.
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Probléme de Nav <es (N-S)
Existence, unicité rité de la solution
Historique & Idées des schémas a deux grilles

Présentation du probléme & Technique a deux grilles

Idées des schémas a deux grilles

e But:
> Ordre 1 (resp. 2) Si h = H? (resp. h?> = H3), I'erreur a la
fin des deux étapes est O(h) (resp. O(h?)).
> Diminuer le temps de calcul, i.e gagner en colit de calcul.
> Conserver la précision et réduire la complexité du schéma.
o Difficulté: Estimation d'erreur en norme L2 basée sur un
argument de dualité.
@ Outils: — Discrétisations:

@ spatiales: pas d'espace H et h.
@ temporelle: pas de temps At = % avec intervalle de temps
[0, T] et t" = nAt,0 < n<N.
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

© Schéma d'ordre 1 en temps
@ Schéma a deux grilles d'ordre un
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Grille Grossiere: probleme non-linéaire

1
—(uft —uf,vy) + U(Vu"Jrl Vvy) + (u"le Vu"Jrl H)

n u 1 o n n n
—(ppy™, divvy) + E(dlv ulthul ™ ovy) = (F vy, (6)

(qu, divuft) =0,

ou (-, -) produit scalaire de LZ(Q)
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

Grille Fine: probleme linéarisé

(u”+1 —uf,vp) + v(Vultt V) + (uf ™ Vul T vg)

( n+l dlvvh) (f"“,vh>, (7)

(qn, divuptt) = 0.

0 _ 0 — n— R(u"). of ot
avec up; = u; =0 et u; = R(uj), ol R est une restriction

adéquate de X}, dans Xy.
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Espaces des E.F & Condition inf-sup

P;+ “bulle”

N
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Espaces des E.F & Condition inf-sup

E.F "mini-élément”: P1+ “bulle” /Py

N

Réle de la bulle : Assurer la condition inf-sup.
Espaces des E.F:

Xy = {v, € CO(Q)%; Vk € Ty, vy, € [P1 @ Vect(b,)]*,vy),, = 0} et
My = {a, € C°(Q); Vk € T, qy, € Py, Jo aydx =0}
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d’ordre 1 en temps - .
Etude numérique

Espaces des E.F & Condition inf-sup

Condition "inf-sup” de Babuska-Brezzi :

/qn(divvn)dx
inf  sup Q > 5", (8)

€My v, eX,, ||q77||/_2(9) ||VV77||L2(Q) B
ou §* > 0 est indépendante de 7.
Dans la suite, f(t"*1) est approchée par la moyenne:
1 tn+1

f11(x) = At/ f(x, t)dt, p.p. x € Q. (9)
tn
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Schéma a de illes d'ordre un
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

© Schéma d'ordre 1 en temps

o Etude théorique
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Erreur de base de (N-S)

Théoreme 1: A chaque pas de temps, solution ugﬂ unique de (6) si At
assez petit. Siu € L°(HL) N L2(H?), u’ € L2(H}) et p € L2(H}), alors
da, B, C et kg > 0 indép. de n et At t.q pour At < kp :

N—-1
n _ |2 n+1 n+1 _ n __ n 2
R Cel PR Ol s G R GO

N—1
14 n n
+5 > Aturt —u(t™) Fpg) < CP + (A1), (10)
n=0
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théori

Schéma d’ordre 1 en temps Etude numé

Erreur de base de (N-S)

Théoreme 1: A chaque pas de temps, solution ugﬂ unique de (6) si At
assez petit. Siu € L°(HL) N L2(H?), u’ € L2(H}) et p € L2(H}), alors
da, B, C et kg > 0 indép. de n et At t.q pour At < kp :

N—-1
n _ |2 n+1 n+1 _ n __ n 2
R Cel PR Ol s G R GO

N—1
5 2 At —u(e" ) < COP (A7), (10)
n=0

Sous I'hypothese At > an?

SUp‘UZ‘Hl(Q) S C. (11)
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d’ordre 1 en temps Bl e

Quelques estimations de Stokes

L'estimation d'erreur d'ordre 2 en temps dans L?(2x]0, T[)? est
basée sur un argument de dualité pour le probleme de Stokes
dépendant du temps.

C.l

ov .
E(x, t) —vAv(x,t)+Vq(x, t) = g(x, t),divv(x,t) = 0+ { CL
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Quelques estimations de Stokes

L'estimation d'erreur d'ordre 2 en temps dans L?(2x]0, T[)? est
basée sur un argument de dualité pour le probleme de Stokes
dépendant du temps.

C.l

ov .
E(x, t) —vAv(x,t)+Vq(x, t) = g(x, t),divv(x,t) = 0+ { CL

Régularité (Grisvard, Temam)

> Sigel?, alorsve L2(W23) A Lo (HY), v € L2, et
g e L2(WH*3).
> Si Q est convexe alors (v, q) € L2(H2) x L2(H}).
> Sans la convexité, si g € HX(H 1) et g(0) € L2(Q)?
alors v/ € L°(L2) N L2(HY).
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Probleme de Stokes rétrograde

(S) discrétisé

1 n n n n H n
E(vn+1 —v),2,) + V(Y Vz,) — (g7 divz,) = (8", 2,),

(A, div V;+1) =0.

Hyam Abboud - LJLL & FS - 0 Schémas a deux grilles pour Navier-Stokes évolutif



Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude t que
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

Probleme de Stokes rétrograde

(S) discrétisé
1

E(vg+1 -V, z,) + V(VVZ“, Vz,) - (qf]“,div z,) = (g",2,),

(A, div V;+1) =0.

> Argument de dualité basé sur le probleme de Stokes rétrograde

(Sret):
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théori

Schéma d’ordre 1 en temps Etude numé

Probleme de Stokes rétrograde

Estimations a priori:

N Wn+1 —w" 2
o "LX(L2)" " L2(H})" et (Z At ||——— )}/ majorées
= At e
N 2
par: (Z At va - v(t")HLQ(Q))l/z.

=0
" wn+1 —w"
@ (Syet) pb de Stokes stationnaire avec second membre Ar

+(v(t") — v]). Quand Q convexe, w” € H?(Q)?, A" € H}(Q) et

N , , 1/2 N s 1/2
(ZAf(|W"\H2(9)+|/\"\H1(9))) = C(ZAtH"Z_"(t")HLZ(Q)) :
n=0 n=0
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Schéma a d grilles d’ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Estimation L?(2x]0, T[)?

Théoreme 2: H.A, V.Girault, T.Sayah
Si Q convexe, g € L7,,8' € L3(H, ') et g(0) € [2(Q)?, alors 3C t.q

: n |12 1/2 >
(ZAtan _V(t )HL2(Q)> < C(77 +At).
n=0

N
Idées de la preuve: Prendre ZAt((S,et),e") ou e’ =vp —v(t"):

n=0

N—1 N

N
n 2 n n n n n
D Atfleg) = Y (W e" —e") — v Y Ay(Vw", Ve”)
n=0 n=0 n=0
N

+> AN = A", dive")
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Résultat de superconvergence

Rappel du but: Estimation d'ordre 2 en norme L? de up —u(t"): une
contribution linéaire et une autre non-linéaire:
> Linéaire [[vyt! — u(t"t1)]]2(q) estimée d'apres le Théoreme 2
avec g™t = 1t (¢t . V().
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

Résultat de superconvergence

Rappel du but: Estimation d'ordre 2 en norme L? de up —u(t"): une
contribution linéaire et une autre non-linéaire:

> Linéaire [[vyt! — u(t"t1)]]2(q) estimée d'apres le Théoreme 2
avec g™l = 1+l — y(t"1) . Vu(t"1).

> Superconvergence: H.A, V.Girault, T.Sayah

Pour la non-linéaire ||yt — uf || -

"1°(L2)" et "L12(H})" sont en O(7? + At).
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

Résultat de superconvergence

Rappel du but: Estimation d'ordre 2 en norme L? de up —u(t"): une
contribution linéaire et une autre non-linéaire:

> Linéaire [[vyt! — u(t"t1)]]2(q) estimée d'apres le Théoreme 2
avec g™l = 1+l — y(t"1) . Vu(t"1).

> Superconvergence: H.A, V.Girault, T.Sayah

Pour la non-linéaire ||yt — uf || -

"1°(L2)" et "L12(H})" sont en O(7? + At).

oy n n||2 1/2 2
(ZAtH"(t )_”n||L2(Q)> < C(n" + At),
n=0

ou C est une constante indépendante de 7 et At.
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grilles d'ordre un

Schéma d’ordre 1 en temps z - P
Etude numérique

Estimation d’erreur de la pression

(N At ||p"+1 - rnp(t"+1)HL2(m)l/2 < ﬂ*{cm +At)
n+1 u(tn+1)) (u” n
+S (3N 2 ”2}
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Schéma a grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d’ordre 1 en temps
Etude numérique

Estimation d’erreur de la pression

(SN e[ = (e [, )2 < ﬂ*{cm +At)
N_ 1 ( ntl_ (tn+1))7( " (t") 1/2
+5(30, A |, (Q)>/ }

> Hyp. de régularité suppl. 7, : ppin > 15, ol Prin = |nf Dr-

77

= sup fup|psg) < C
n
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Schéma a grilles d'ordre un

Schéma d’ordre 1 en temps
Etude numérique

Estimation d’erreur de la pression

{C1(77+At)

)%}

(o At [Pyt — rﬂp(tn+1)HL2(Q))1/2 S 5

P () n
+52(ZN 1 (ul ™ —u(t g)t (uy —u(t"))

12(Q)

> Hyp. de régularité suppl. 7, : ppin > 1%, Ol Poin = |nf Dr-

77

= sup fup|psg) < C
n

= (- )? < Cn+ VAL).

Hyam Abboud - LJLL & FS - 0 Schémas a deux grilles pour Navier-Stokes évolutif



Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théori

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Estimation d’erreur de la pression

>
N—1 2 1
(S50 Btlpy ™ = rap(t7 )12 < oA Gl + A1)
N—1 (up™ —u(t™))—(u] —u(t")) 2 1/2
+5:(30 At A o)

> Hyp. de régularité suppl. 7y, : prin > 71°, OU prin = inf p.
k€T,

= sup fup|psg) < C
n

= ()Y < cn+ VAL).
D'ou

N—-1
(D" At[|p(E™!) = ppt )2 < Cln + V).
n=0
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d’ordre 1 en temps - ’
Etude numérique

Estimation d'erreur de la vitesse fine

Théoreme 3: H.A, V.Girault, T.Sayah
Siou e [°(Hy) N LE(H) N CRWe*) o € Li(Hy), p € LE(Hy),
"el? fFel?, f e 2(H 1), f(0) € L2()% Q convexe et si At

t,x? t,x?
sufflsamment petit, alors 'unique solution de (7) satisfait |'estimation

1/2

sup Juh = u(t")[l 2(q) + f( Z Atjut — u(t n+1)|H1(Q )

(ZH "“))—<uz—u<r"))!|L2m>)1/2sC(H2+h+m),
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Estimation d’erreur de la pression fine

Théoreme 4: HA, V.Girault, T.Sayah

= n+1 n+1|2 1/2 2
(Z)At”p(t )= i ) < Clh+ H2+ At),
=
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Schéma a d grilles d’ordre un
Etude théorique

Schéma d'ordre 1 en temps Etude numérique

Estimation d’erreur de la pression fine

Théoreme 4: HA, V.Girault, T.Sayah

= n+1 n+1|2 1/2 2
(Z)At”p(t )= i ) < Clh+ H2+ At),
=

Sous I'hypothése: 3 o’ et 4/ > 0 indépendantes de At et H t.q

o H?> < h<~'H?, (12)

alors

= n+1 n+1/|2 e
(Z;Apr(f ) = Py HL2(Q)> < Ch.
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Schéma a deu illes d'ordre un
Etude théoriq
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

© Schéma d'ordre 1 en temps

o Etude numérique
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théor

Schéma d’ordre 1 en temps Bl mmETe

Implémentation numérique

> Avec FreeFem-++

> En imposant f = f(t, x, y), on trouve

(u(t, x,y), p(t, x,y)) = (rot ¥(t,x,y), p(t,x,y)) avec:
Y = te ) y2(1 — y)2sin?(nx), p = te~t cos(2mx)sin(27y).

> 2 résolutions 2G:
1
Q@ G.F:u}-Vuit! 4 5 divu] - uft?
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théor

Schéma d’ordre 1 en temps Bl mmETe

Implémentation numérique

> Avec FreeFem-++

> En imposant f = f(t, x, y), on trouve
(u(t, x,y), p(t, x,y)) = (rot ¥(t,x,y), p(t,x,y)) avec:
Y = te ) y2(1 — y)2sin?(nx), p = te~t cos(2mx)sin(27y).
> 2 résolutions 2G:
1
Q@ G.F:u}-Vuit! 4 5 divu] - uft?
@ G.F: méthode des caractéristiques
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théoriqu

Schéma d’ordre 1 en temps Bl mmETe

Stabilité par rapport au temps

0.002 "BOLI(500) == 0.0001 BOL2(500) o=
0
-0.0024 -0.0001]
= 0.004 =
g 20,0002
£ 000} g 0.0003]
e BE
a3 -0.008; 3
8 ot 50,0004
0,012 -0.0008
-0.014! -0.0006
-0.016 «
0 50 100 150 200 250 300 00007 55 o0 150 200 250 300
Temps Temps
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Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 1 en temps

Stabilité par rapport au temp

DDL1(500) <~ DDL2(500) &~

DDL1(500)
DDL2(500)

0 5 10 15 20 25 h 0 5 10 15 20 25
Temps Temps

Schémas a deux g



Schéma a deux grilles d'ordre un
Etude théoriqu

Schéma d’ordre 1 en temps Bl mmETe

Comparaison exacte et numérique
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illes d'ordre un
]

Schéma d’ordre 1 en temps Etude T

Comparaison exacte et numérique
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Schéma a deux grilles d'ordre un
. , Etude théorique
Schéma d’ordre 1 en temps N
Etude numérique

Comparaison en temps de calcul

| Ng x Ngpoints [5 x5 6x6 [| 7x7 [ 8x8 | 9x9 |
| tic (ensec.) | 85.63 | 236.46 || 597.94 [ 1475.75 || 3265.38 |
| 1° tyg (ensec.) || 86.54 || 233.16 | 576.89 || 1403.93 || 3083.30 |
lecticl (en %) | 1.39 3.52 4.86 5.57
2’ rgc (en sec.) || 59.05 | 138.844 || 409.047 || 1061.16 || 2448.34
|lec-tcl eno%) | 45 || 412 | 315 | 2800 || 25.02 |

tig

Table: Comparaison en temps CPU des 2 schémas d’'ordre 1 en temps.
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

@ Schéma d'ordre 2 en temps
@ Schéma a deux grilles d'ordre deux
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique

2 . Etude numérique
Schéma d’ordre 2 en temps ude numeriqu

Grille Grossiére

o (Bul ™t — aud, +ult vy) + v(Vul Vvy) — (p divg)

1
+(uft - Valt vy) + 2 (d|v uf L ulovy) = (FT vy,

(g, divuf ™) =o0.

(13)
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

Grille Grossiére

o (Bul ™t — aud, +ult vy) + v(Vul Vvy) — (p divg)

1
4—(u”+1 Vu"+1 vy) + = (d|v u',1,+1 u",_,+1 Vy) = <f”+1,VH>,

(gu,divugt) =0.
(13)

Grille Fine

sz (Ul — 4ul + up 1t vy) + v(Vultt Vvy)

1 1
- Vuptv) — (ot divug) = (74T, ), (14)

(qn, divui™) = 0.

avec u%, = u? = 0, u}, et u} obtenus par une itération du schéma d'Euler

en temps: erreur est donc en O(At?).
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique

2 . Etude numérique
Schéma d’ordre 2 en temps ude numeriqu

Espaces des E.F & Condition inf-sup
E.F Taylor-Hood: P /Py

Espaces des E.F:
Xy = {v, € C°(Q)%; Ve € Ty, vy, € P2,vy,, =0} et
M, = {q77 € C°Q); Vk € Ty, nl.. ePl,/ q,,dx_O}.
Q
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Schéma a de illes d'ordre deux
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

@ Schéma d'ordre 2 en temps

o Etude théorique
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théori

. . Etude numé
Schéma d’ordre 2 en temps ude na

Erreur de base de (N-S)

Théoreme 5: Siu € L2(H3),u’ € L2(H2),u® € L2, et p € L2(H?), il
existe C et kg > 0, indép. de n et At t.q, pour tout At < ko,

n n - 2/..n n 2 1/2
sup Hun —u(t )HLZ(Q) + (Z H5 (un —u(t ))HLZ(Q))
n=1

1<n<N
N—-1
n+1 n+1y\(2 1/2 2 2
Vo (3 Atupt —u(E g ) < CP + (At).
n=1

avec
5%a" = a™! —2a" a1t
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

Quelques estimations de (S)

(S) discrétisé
1

2At(?»v’”’:l — 4] vl z)) + (Vv Vz,) — (gp T divz,)

= (gn+17 Zn)7

(A divvpthy =o0.

> Argument de dualité basé sur le probleme de Stokes rétrograde

(Sret):

w™tl — 4w 4 3wt

AL +rvAw"l -Vl = v;]’_l —v(t" ),

divw™ ! =0, w" 1|pq = 0,wN Tt =wlN = 0.
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théori

. . Etude numé
Schéma d’ordre 2 en temps ude nu

Probleme de Stokes rétrograde

Estimations a priori:

N nl_qwn 4 3wl )?
° //Loo(L)2()II7// LZ(H):(L)// et ( At w )1/2
t t nzz:o 2At 12(Q)
N
majorées par (Z At|v) — V(t")Hiz(Q))l/Z-

n=1
@ (Sret) pb de Stokes stationnaire avec second membre
v(t" ) — vt — ('t — 4w + 3w 1) /2A¢t. Quand Q
convexe, w" € H2(Q)%,\" € H}(Q) et

N ) ) 1/2 N 1/2
(ZAt(|W"\H2(Q)+|)\"\H1(Q))) < C(ZAtH"Z tn)HLZ(Q)) ‘
n=0 n=0
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

Estimation L?(2x]0, T[)?

Ces estimations permettent de déduire

Théoreme 6: HA, V.Girault, T.Sayah

Si Q est convexe, g € L3,,v € LZ(H}),q € LF(HZ) et V' € L3(H7)
alors il existe C t.q

N

O Al - V(e )02 < COP + (A2 + n(AL)2).
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

Estimation L?(2x]0, T[)?

Ces estimations permettent de déduire

Théoreme 6: HA, V.Girault, T.Sayah

Si Q est convexe, g € L3,,v € LZ(H}),q € LF(HZ) et V' € L3(H7)
alors il existe C t.q

N
(; At v - V(tnil”ﬁ?(ﬂ))l/2 < C(n? + (At)? +n(AL)?).

Rappel du but: Estimation d'ordre 2 en norme L? de up —u(t"): une
contribution linéaire et une autre non-linéaire:

> Linéaire [[vyth — u(t"*1)[|12(q) estimée d'apres le Théoreme 6

avec gn+l — fr+l _ u(t"+1) . Vu(t"'ﬂ).
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique

2 . Etude numérique
Schéma d’ordre 2 en temps ude numeriqu

Résultat de superconvergence

> Superconvergence: H.A, V.Girault, T.Sayah

Pour la non-linéaire HVZJrl — UQHH :

"L(L2)" et "L2(HL)" sont en O(n® + (At)? 4 n(At)?).

N n n||2 1/2 3 2
(S atfuen) ~upllfg, ) < C0P+ (2,
n=0

ot C est une constante indépendante de 7 et At.
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique

2 . Etude numérique
Schéma d’ordre 2 en temps ude numeriqu

Résultat de superconvergence

> Superconvergence: H.A, V.Girault, T.Sayah

Pour la non-linéaire vaﬂ — UZHH :

"L(L2)" et "L2(HL)" sont en O(n® + (At)? 4 n(At)?).

N n n||2 1/2 3 2
(S atfuen) ~upllfg, ) < C0P+ (2,
n=0

ot C est une constante indépendante de 7 et At.
Et

N 3
n+1ly _ _n41]|2 1/2 2 3/2 n
(2 Aellp(em) = P i) < COF + (802 + 7).
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique

2 . Etude numérique
Schéma d’ordre 2 en temps ! umeriqu

Estimation d'erreur de la vitesse fine

Théoreme 7: H.A, V.Girault, T.Sayah

Si At suffisamment petit, I'unique solution de (14) satisfait

['estimation
N—1 )
SUP ”Uh —u(t" )”L2(Q + (Z H52 (tn))HB(Q))l/z
n=1
n—1 n—1
N [[2(uf = u(t") = (up™" = u(t" )| 2
ZAﬂuh (t")agy) 2 < C(H? + 1 + (A1),
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique

2 . Etude numérique
Schéma d’ordre 2 en temps ude numeriqu

Estimation d’erreur de la pression fine

Théoréme 8: H.A, V.Girault, T.Sayah

= n+1 n+1(|2 LR 2 3 2
(Z:lmnp(t )= i ey ) S CUPP + H + (A)2).

Sous I'hypothése: 3 o’ et v/ > 0 indépendantes de At et H t.q

o' H? < (At ~ B <A'H?, (15)

alors

< n+1 n+1](2 12 2
(X Al =i ey ) < €1
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Schéma a deu illes d'ordre deux
Etude théoriq
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

@ Schéma d'ordre 2 en temps

@ Etude numérique
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théoriqu

Schéma d’ordre 2 en temps Sl mumar)I

Stabilité par rapport au temps

0.002 "BOLI(500) o= 0.0001 BOL2(500) o=
0
-0.002 -0.0001]
= 0.004 =
3 20,0002
£ 000 g 0.0003]
e BE
a3 -0.008; 3
8 ot 50,0004
0,012 -0.0008
-0.014! -0.0006
-0.016 r
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

Stabilité par rapport au temp

DDL1(500) <~ DDL2(500) &~

DDL1(500)
DDL2(500)

0 5 10 15 20 25 h 0 5 10 15 20 25
Temps Temps
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> illes d'ordre deux
Etude

Schéma d’ordre 2 en temps Sl mumar)I

Comparaison vitesse exacte et numérique
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> illes d'ordre deux
Etude

Schéma d’ordre 2 en temps Sl mumar)I

Comparaison pression exacte et numériqu
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Schéma a d
Etuda— th :
Etude numerlque

grilles d’ordre deux

Schéma d’ordre 2 en temps

Ordre de convergence

Ng = 4,9,16 et 25 avec N? = N3 = 1et nbiter = T x N.

‘ mailles ‘ N¢ ‘ L2 ‘ Ht ‘ L2 pression ‘
H=1/4,h=1/8 8 -1.9665 | -.0392877 | -1.91479
H=1/9,h=1/27 27 | -3.91066 | -1.78782 -2.99626

H=1/16,h=1/64 | 64 | -4.91066 | -2.44335 -3.74569
H=1/25h=1/125 | 125 | -5.50908 | -2.75303 -4.32621
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>5chéma e illes d'ordre deux
Etude théoriq

. . E éri
Schéma d’ordre 2 en temps Gl MU

convergence

15 Deux grillés. Erreur L2(L2) —o—

Log (erreur)

52 2 18 16 14 12 1 08

Log (h)
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>5chéma e illes d'ordre deux
Etude théoriq

. . E éri
Schéma d’ordre 2 en temps Gl MU

re de convergence

0 Deux grillés. Errelr L2(HI) ——

Log (erreur)
iR
(%]

2.2 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -0.8
Log (h)
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>5chéma illes d'ordre deux
Etude théoriq
. . E éri
Schéma d’ordre 2 en temps Gl MU

re de convergence

-15 Deux grilles. Erreur p L2(L2) ——

Log (erreur)
[

2.2 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -0.8
Log (h)
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Schéma a deux grilles d'ordre deux
Etude théorique

Schéma d’ordre 2 en temps Sl mumar)I

Comparaison en temps de calcul

| Nfx Nfpoints [ 8 x 827 x 27 || 64 x 64 || 125 x 125 |
| tig ensecondes | 7.25 || 304.953 | 13346.01 || 363402.083 |
|t ensecondes | 4.89 | 196.25 [ 7340.34 || 174433 |

thg — t
hctild(en %) | 325 | 35.64 45 52
1G

Table: Comparaison en temps de calcul CPU.
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>5chéma e illes d'ordre deux
Etude théoriq

. . E éri
Schéma d’ordre 2 en temps Gl MU

: 2
Comparaison Ly,

15 -
X ol AtE: Erelr B3] ==
2.5
~ -3
=1
2 -35
.
=
S 45 /
-5 /r
551 @
-6,
-2.2 2 -18 -16 -14 -12 -1 -0.8

Log (h)
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illes d'ordre deux

Etude
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

Comparaison L2(H})

° ol Enedr BB =

Log (erreur)
AN
(%]

22 -2 -18 -1.6 -14 -12 -1 08
Log (h)
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illes d'ordre deux

Etude
Etude numérique

Schéma d’ordre 2 en temps

: 2
Comparaison p L,

e oS B R B

Log (erreur)

>4'§2.2 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -0.8
Log (h)
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Conclusion
Perspectives

Conclusion & perspectives

Conclusion

@ On a bien montré que si h = H? (resp. h> = H3) et At = h
alors I'erreur finale du schéma a deux grilles est

N
(37 At — u(t™ ) Ragy)? = O(h) (resp. O(H)).
n=1

@ La précision de la méthode sur la grille fine est la méme que si
le champ advectif est traité non linéairement.

@ La comparaison en temps de calcul montre les potentialités de
la technique a deux grilles.
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Conclusion
Perspectives

Conclusion & perspectives

Perspectives

@ Schéma a deux grilles correspondant au probléeme implicite
non anti-symétrisé, d’ordre un en temps.
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Conclusion
Perspectives

Conclusion & perspectives

Perspectives

@ Schéma a deux grilles correspondant au probléeme implicite
non anti-symétrisé, d’ordre un en temps.

@ Analyse théorique des deux étapes grossiere et fine intercalées.
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Conclusion
Perspectives

Conclusion & perspectives

Perspectives

@ Schéma a deux grilles correspondant au probléeme implicite
non anti-symétrisé, d’ordre un en temps.

@ Analyse théorique des deux étapes grossiere et fine intercalées.

@ Application du concept a d’'autres problemes non-linéaires:
aux systemes dissipatifs non-linéaires (Kuramoto-Sivashinsky,
Ginzburg-Landau, Cahn-Hilliard, Réaction-diffusion, Burgers,
etc).
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Conclusion
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Conclusion & perspectives

Perspectives

@ Schéma a deux grilles correspondant au probléeme implicite
non anti-symétrisé, d’ordre un en temps.

@ Analyse théorique des deux étapes grossiere et fine intercalées.

@ Application du concept a d’'autres problemes non-linéaires:
aux systemes dissipatifs non-linéaires (Kuramoto-Sivashinsky,
Ginzburg-Landau, Cahn-Hilliard, Réaction-diffusion, Burgers,
etc).

o Utilisation d'autres types d'éléments-finis: discontinus,
["élément fini de Crouzeix-Raviart, etc.
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