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Introduction générale

Rechercher les liens entre le génotype d’un individu et les caractéres physiques qu’il ex-
prime est un des enjeux scientifiques fondamentaux de la biologie actuelle. Chez 'homme,
la découverte de génes liés & des maladies partiellement héréditaires est un atout consi-
dérable dans la lutte contre ces maladies. Dans le domaine de I’agriculture, la connais-
sance des génes controlant certains caractéres agronomiques d’intérét (masse musculaire
ou production laitiére d’un animal, résistance d’une plante aux aléas climatiques ou aux
maladies, ...) permet notamment de mieux sélectionner les espéces.

Au cours de ces derniéres années, la biologie a connu une véritable révolution avec
I’essor spectaculaire de la génomique, qui a notamment conduit au séquencage et a ’an-
notation du génome humain. Des travaux similaires sont également en cours pour plusieurs
espéces animales telles que la souris, le cochon, le beeuf, le lapin .... Pour autant, la dé-
tection systématique de tous les génes d’un génome ne donne pas d’information sur leur
fonction. Cette information est apportée par d’autres méthodes. Par exemple, les mé-
thodes de réseaux métaboliques tentent de comprendre les interactions entre protéines et
autres molécules au niveau cellulaire. Les méthodes de cartographie génétique s’in-
téressent quant a elles a des fonctions plus globales. Ce sont des méthodes statistiques
qui permettent, pour un caractére donné, d’identifier les zones du génome qui sont im-
pliquées dans I'expression de ce caractére. Une fois qu'une zone suffisamment petite d'un
chromosome a été identifiée, les données de séquencage pour cette zone peuvent alors étre
utiliséees et des analyses biologiques plus pointues permettent de détecter exactement la

séquence d’ADN qui a une influence sur le caractére.

Le principe général des méthodes de cartographie génétique est d’observer différents
individus de la méme espéce et de confronter, pour chaque individu, le génotype avec la
valeur du caractére étudié. Un traitement statistique est alors nécessaire pour estimer, a
partir de ces informations, la position des génes influant sur le caractére. La cartographie
génétique existe depuis plusieurs décennies et était traditionnellement basée sur ’étude

de familles d’individus au cours de plusieurs générations. Mais depuis une dizaine d’an-
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nées, une nouvelle approche a été proposée. Cette approche est basée sur I'utilisation du
déséquilibre de liaison, que I'on peut définir comme la corrélation, au niveau d’une
population, entre les génotypes observés a diférentes positions du génome. Les méthodes
de déséquilibre de liaison étudient des individus non apparentés. L’information portée par
un tel échantillon est potentiellement plus importante que celle apportée par I’observation
d’une famille, ce qui permet d’estimer plus précisément la position des génes. A 1'origine,
cette approche a été proposée dans le contexte de la génétique humaine pour localiser
des genes de maladies. Ces maladies étaient modélisées comme des caracteres discrets.
L’utilisation du déséquilibre de liaison pour localiser des génes influant sur des caractéres
quantitatifs (QTL) est beaucoup plus récente. L’objectif de ma thése est de développer

de telles méthodes.

Deux types de stratégies sont possibles pour cartographier, par déséquilibre de liaison,
les génes impliqués dans I'expression d’un caractére. La premiére consiste a utiliser, s’ils
existent, les résultats d’études précédentes qui fournissent des zones du génome ou il y
a tres certainement un ou plusieurs de ces génes. L’utilisation du déséquilibre de liaison
permet alors d’estimer plus précisément la position du ou des génes dans chaque zone.
Dans ce cas, on parle généralement de cartographie fine par déséquilibre de liaison. Les
principaux résultats que j’ai obtenus dans ce domaine sont exposés dans les parties II et
[T du manuscrit.

L’autre stratégie consiste a analyser directement un trés grand nombre de positions sur
I’ensemble du génome et a tester, pour chaque position, si son génotype a une influence
sur le caractére. Cette approche, trés en vogue actuellement, est apparue a la faveur de
récents progreés technologiques qui ont rendu possible le génotypage intensif des individus.
Les méthodes utilisant ce type d’approche sont appelées des études d’association. Ma

contribution a cette question est présentée dans la partie IV.

Un des objectifs de ce manuscrit est de donner une vision globale du domaine de la
cartographie de génes par déséquilibre de liaison. Pourquoi utiliser ce genre de stratégies
pour cartographier des génes? Quels sont les problémes statistiques a résoudre? Quel
genre de méthodes sont généralement employées ? Je tente de répondre a toutes ces ques-
tions dans la partie I du manuscrit. Cette partie est une compilation de résultats classiques
de génétique mathématique, que j’ai réorganisés de maniére & introduire progressivement
les notions et les modéles nécessaires a la bonne compréhension du domaine.

Le chapitre 1 permet de comprendre ce qu’est la cartographie de génes. J'y explique

comment le génome d’une espéce peut étre représenté par une carte munie d’une certaine



distance et comment I'influence des génes sur un caractére peut étre modélisée. Les notions
d’haplotype et de taux de recombinaison, fondamentales dans la suite du manuscrit, y sont
également définies.

Les méthodes de cartographie par déséquilibre de liaison sont en grande partie basées
sur des modeles probabilistes de génétique des populations. Je présente donc ces modeéles
dans le chapitre 2. J’insiste particuliérement sur ceux de ces modéles qui permettent de
représenter I’évolution des fréquences d’alléles ou des fréquences d’haplotypes au sein
d’une population, car ils seront au coeur des travaux présentés dans la suite du manuscrit.

La notion centrale de déséquilibe de liaison est I’objet du chapitre 3. Aprés avoir défini
cette notion, je re-démontre un résultat classique qui illustre pourquoi cette notion est
importante pour la cartographie de génes. J'essaie également, en m’appuyant sur divers
résultats connus, de lever certaines ambigiiités au sujet de la loi stationnaire du déséqui-
libre de liaison. Pour compléter cette partie, un article de revue auquel j’ai contribué est
fourni en annexe du manuscrit.

Je donne finalement au chapitre 4 une description précise du cadre statistique de
la cartographie fine de génes par déséquilibre de liaison et des hypothéses qui seront
faites dans les partie suivantes. Je décris ensuite les différentes méthodes d’estimation
existantes. Mon travail se situe plus particuliérement dans celle de ces approches que 1’on
nomme généralement approche fréquentiste. Dans cette approche, la vraisemblance de
la position du géne recherché est calculée en intégrant par rapport a la distribution de
probabilités des fréquences d’haplotypes dans la population. Les travaux présentés dans
les parties II et III permettent de calculer la vraisemblance de maniére plus précise que

cela n’est fait actuellement dans la litérature.

Dans les méthodes fréquentistes, la vraisemblance de la position du géne est généra-
lement approchée par un développement limité d’ordre 1 (exceptionnellement 2), car la
distribution de probabilité des fréquences d’haplotypes pour des modéles a plusieurs loci
avec recombinaison est mal connue. L’idée directrice de la partie II est de remédier a ce
probléme en décrivant plus précisément cette distribution.

Dans le chapitre 5, je m’intéresse donc a la distribution de probabilité des fréquences
d’haplotypes pour un modéle de diffusion & deux loci bialléliques avec recombinaison.
Le générateur de cette diffusion est connu depuis longtemps. Pourtant, contrairement
au modéle & un locus (ou de maniére équivalente & plusieurs loci sans recombinaison),
I’expression de la densité n’a jamais été trouvée et seuls certains moments de la distribution
ont pu étre obtenus sous des hypothéses particuliéres. C’est donc un probléme difficile et

dont la portée dépasse largement le cadre de la cartographie de génes. Je propose dans ce
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chapitre une méthode numérique approchée, basée sur les différences finies, pour résoudre
les équations de Kolmogorov associées a ce processus de diffusion. Appliquée a I’équation
projective de Kolmogorov, cette méthode me permet de calculer la densité de transition
f(y°,y,7) du processus, pour un temps 7 et un vecteur de fréquences initiales y° fixés,
et pour tous les vecteurs de fréquences finales y tels qu’il n’y a eu fixation & aucun des 2
loci. Pour tester la précision de la solution ainsi obtenue, j’étudie certaines propriétés de
la distribution pour lesquelles des résultats théoriques ont été démontrés. Ceci me permet
d’identifier les valeurs des parameétres pour lesquelles la méthode est efficace et les valeurs
pour lesquelles elle I’est moins. Je montre également que la complexité algorithmique de
cette méthode est inférieure & celle d’autres méthodes classiques auxquelles on pourrait
penser pour résoudre le méme probléme. Tout ce travail est présenté sous la forme d’un

article qui a été soumis en juin 2006 a la revue Theoretical population biology.

Dans le chapitre 6, j’étudie une application de la méthode numérique du chapitre 5
au probléme de la cartographie fine par déséquilibre de liaison. L’objectif est d’estimer
le taux de recombinaison ¢ entre deux loci bialléliques dans le cas oul on observe, parmi
un échantillon de 2N, haplotypes, les effectifs respectifs des 4 haplotypes possibles. Si un
de ces loci est un marqueur de position connue et ’autre un géne d’intérét de position
inconnue, on voit qu’il s’agit bien d’un probléme de cartographie. C’est cependant un
probléme un peu idéal car on suppose connu le génotype du géne & positionner, alors
qu’en pratique on ne dispose que d’un phénotype lié a ce géne. Je propose dans ce chapitre
trois estimateurs de maximum de vraisemblance pour ¢, ou la vraisemblance est intégrée
par rapport a la distribution de probabilité des fréquences d’haplotyes aux 2 loci dans
la population. La premiére méthode simule cette distribution et calcule la vraisemblance
par Monte Carlo. La seconde utilise une approximation d’ordre 1 de la vraisemblance et
utilise simplement les espérances des fréquences d’haplotypes. La troisiéme enfin utilise
I’algorithme présenté au chapitre 5 pour résoudre I'équation rétrograde de Kolmogorov
vérifiée par la vraisemblance. Je montre sur différents exemples que cette derniére méthode
donne des estimations d’une bonne précision pour un temps de calcul qui reste raisonnable.

C’est par conséquent une voie & explorer.

Le chapitre 7 peut étre vu comme un complément du chapitre 5. J'y propose plusieurs
pistes pour améliorer la précision de la méthode numérique. Ces pistes sont principalement
liées & une meilleure prise en compte des conditions aux bords associées aux équations de
Kolmogorov. J’évoque également différents types de problémes pour lesquels il serait sans
doute intéressant d’utiliser cette méthode. Ce chapitre ouvre donc diverses perspectives

pour poursuivre le travail de la partie II.
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Une autre voie a explorer pour améliorer la précision d’estimation des méthodes de
cartographie fréquentistes est ’augmentation du nombre de marqueurs qui sont utilisés
simultanément pour calculer la vraisemblance en une position de la carte. Je présente
dans la partie III une méthode de cartographie fine de QTL qui va dans ce sens.

Cette méthode a fait ’objet d’une publication d’équipe dans la revue BMC Genomics.
Cette publication constitue le chapitre 8. La méthode que nous avons développée permet
d’estimer par maximum de vraisemblance la position x d’'un QTL sur une carte géné-
tique. Pour chaque position x, on utilise I'information des deux marqueurs flanquants et
une approximation d’ordre 1 de la vraisemblance est calculée & 1’aide de cette informa-
tion. Une méthode similaire avait déja été développée dans I’équipe de recherche INRA
au sein de laquelle j’ai effectué ma thése, mais cette méthode ne pouvait tenir compte
que d’'un marqueur a la fois pour calculer la vraisemblance. Pour utiliser plusieurs mar-
queurs, on faisait le produit des vraisemblances pour chaque marqueur en supposant leur
indépendance. Pour permettre & la méthode de tenir compte des corrélations entre les
vraisemblances des marqueurs proches, j’ai dérivé une expression de ’espérance des fré-
quences d’haplotypes sous un modéle de Wright-Fisher & 3 loci avec recombinaison. Les 3
loci représentent le QTL et les 2 marqueurs flanquants. Pour faire ce calcul, j’ai supposé
toutefois que les fréquences alléliques aux marqueurs étaient constantes et en équilibre. Ce
résultat a été intégré dans le programme existant. Sur plusieurs scénarios de simulations,
nous avons observé que la nouvelle méthode obtenue, baptisée HAPim, était effective-
ment plus précise que ’ancienne. HAPim a également fourni des résultats aussi précis que
d’autres méthodes multi-marqueurs basées sur la notion d’identité par descendance. Ces
méthodes nécessitent cependant un temps de calcul bien plus important.

Le chapitre 9 apporte quelques compléments a propos des évolutions possibles de
HAPHim. Je reviens sur les hypothéses faites lors du calcul de 'espérance des fréquences
d’haplotypes, et explique comment étendre ces calculs pour intégrer plus de marqueurs

simultanément ou bien tenir compte de la mutation ou de la sélection.

La partie IV est composée du seul chapitre 10, mais j’ai souhaité le distinguer des
autres dans la mesure ot il traite des études d’associations et non de la cartographie fine
de genes. Je me suis interessé a ces méthodes a 'occasion d’un projet de détection de
QTL pour la qualité de la viande bovine du nom de GeMqual. Dans le chapitre 10, je
commence par présenter les méthodes d’association en général, et j’évoque plus parti-
culiérement les problémes liés & la présence d’une structure dans la population étudiée.
Cette problématique se retrouve dans le projet GeMqual, ot les animaux sont issues de

différentes races connues. Je présente ensuite une étude que j’ai réalisée dans le cadre du
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projet GeMqual, et dont le but est d’évaluer les propiétés asymptotiques d’un test de
type Transmission Desequilibrium Test (TDT) quantitatif dans le cas d’une population
structurée. J'utilise un modéle linéaire de régression des phénotypes par les génotypes qui
avait déja été proposé dans la litérature. Ce modéle suppose que les génotypes sont des
variables aléatoires dont la loi dépend de la sous-population, et que leurs effets sur les
phénotypes sont également différents dans chaque population. Dans le cadre de ce modéle,
je montre que le TDT, contrairement & ce qui est souvent avancé, est 1égérement libéral.
Je compare aussi la puissance de détection du TDT & celle d'un test qui tient compte de
la structure de la population. Ce travail a été intégré au rapport final du projet GeMqual,
mais quelques précisions ont été apportées depuis et ont donc été intégrées au chapitre
10.
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Chapitre 1

(zénes et caractéres : définitions et

modéles

L’objectif central de ce premier chapitre est de définir ce qu’est la cartographie fine
de génes. Il introduit pour cela les notions fondamentales de distance génétique et de
carte génétique, ainsi que les modéles mathématiques décrivant la relation entre identité
physique et identité génétique d’un individu. Les notions de génétique élémentaires utiles

a la compréhension des différents modéles sont également rappelées.

1.1 Le génome

L’identité biologique de chaque étre vivant est contenue dans la molécule d’ADN. Celle-
ci s’organise en plusieurs chromosomes dont le nombre différe d’une espéce a une autre. Sur
chaque chromosome, il existe des zones, appelées génes, jouant un role dans ’expression
d’un caractére particulier (par exemple la couleur des yeux ou le groupe sanguin chez
I’homme) ; chaque géne existe sous différentes versions appelées alléles. Tous les individus
d’une méme espéce possédent les mémes génes, qui constituent le génome de cette espéce.
Mais chacun posséde un ensemble d’alléles qui lui est propre et que I’on nomme génotype.
Chez les espéces diploides et a reproduction sexuée telles que la plupart des animaux ou
des végétaux, les chromosomes sont associés par paires : ces chromosomes homologues,
I'un provenant de la mére et ’autre du pére, possédent les mémes génes mais avec des
alléles a priori différents, si bien que ’expression d’un caractére dépend généralement de
la combinaison des deux alléles pour un géne donné. Nous reviendrons sur ce point dans
la section 1.4.

Pour traduire ces phénoménes biologiques, nous utilisons le modéle mathématique

suivant. Chaque chromosome est représenté par un intervalle réel. ’emplacement d’un
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géne sur un chromosome, appelé son locus, est alors vu comme un point sur cet intervalle
(la taille des génes étant en principe négligeable devant la taille totale du chromosome).
Les différents alléles d’un locus sont représentés par des étiquettes, généralement des
entiers (i = 1,...,1, I nombre total d’alléles) ou des lettres (A, B, C' ...). Le génotype
d’un individu diploide au niveau d’un locus est représenté par une paire non ordonnée
d’alléles que ’on note i1 /i. On dit que I'individu est homozygote pour ce locus si i; = iy
et hétérozygote pour ce locus si iy # is.

Pour I’étude simultanée de plusieurs loci, on appelle haplotype toute suite ordonnée
d’alléles formée en prenant un alléle de chaque locus. Nous adopterons ici la notation
j = (i1,42,...,ir) ou L est le nombre total de loci et i; 'indice de ’alléle au locus .
Au niveau de ces L loci, I'identité génétique d’un individu diploide est donc caractérisée
par la donnée de deux haplotypes j; = (igl), . ,ig)) et jo = (¢§2), . ,z'(LQ)). L’un de ces
haplotypes est hérité du pére et 'autre est hérité de la mére. La paire non ordonnée formée
par ces deux haplotypes est appellée son diplotype, et est notée j;/jo. Cependant cette
information n’est pas toujours disponible, et on utilise donc souvent la notion de génotype
pour L loci, qui est une extension de la notion de génotype pour un locus. C’est en effet
la suite ordonnée des génotypes a chaque locus, que I’on note k = (igl)/z’f), o Z(Ll)/z(Lz))

Dans la section suivante, nous allons compléter ce modéle par la définition d’une

distance sur les chromosomes.

1.2 Crossing-over et distance génétique

1.2.1 Crossing-over

Toutes les cellules d’un individu contiennent une copie de son génotype. Nous avons
vu que chez les espéces diploides a reproduction sexuée, cette information était consti-
tuée de n paires de chromosomes, soit 2n chromosomes. Les cellules sexuelles ou gamétes
constituent cependant une exception car elles ne contiennent qu’un chromosome de chaque
paire. Ainsi au moment de la reproduction, un gaméte du pére et un gaméte de la mére
fusionnent pour donner & nouveau une cellule avec des paires de chromosomes, qui sera a
I’origine de toutes les cellules du nouvel individu.

La production des gamétes est assurée par un processus de division cellulaire appelé
méiose qui crée quatre gameétes avec n chromosomes a partir d’'une cellule normale conte-
nant 2n chromosomes. Mais le plus important est que ces quatre gameétes ne contiennent
pas forcément un des deux chromosomes de chaque paire, mais souvent un mélange des

deux. En effet, au cours de la méiose, les chromosomes homologues s’apparient : il arrive
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Fia. 1.1 — Echange de matériel génétique entre deux chromosomes homologues lors de la
méiose. Deux crossing-over ont lieu en 77 et 75

alors qu’ils se cassent en plusieurs endroits et échangent leur matériel génétique. Ce phé-
noméne se produit de fagon aléatoire et se nomme le crossing-over (voir figure 1.1). Il est
essentiel pour la diversité d’une espéce car il permet la création de nouvelles combinaisons
alléliques.

Prenons en effet 'exemple d’un individu qui, pour deux loci donnés situés sur le méme
chromosome, posséde I’haplotype (1,1) hérité de sa mére et I’haplotype (2,2) hérité de
son pére. Si, au cours de la méiose, il n’y a pas de crossing-over entre les deux loci, ou
qu’il y en a un nombre pair, les gamétes formés seront également de type (1,1) ou (2, 2).
Mais s’il y a un nombre impair de crossing-over entre les loci, alors les gamétes formés
seront de type (1,2) ou (2, 1), qui sont des combinaisons nouvelles par rapport au parent.

On appelle tauz de recombinaison entre deux loci d’'un méme chromosome, et on note
¢, la probabilité qu’il y ait un nombre impair de crossing-over entre ces loci au cours de la
meéiose. On suppose que cette quantité est la méme pour tous les individus d’une méme
espéce et qu’elle est constante au cours du temps. On dit que deux génes sont liés si
¢ < 1/2 et indépendants si ¢ = 1/2, puisque si ¢ = 1/2 il n’y a aucune corrélation entre
I’alléle transmis au premier locus et I’alléle transmis au second locus. Pour deux loci issus
de chromosomes distincts, la notion de crossing-over intervenant entre les loci n’a pas de

sens. Par convention on prend donc ¢ = 1/2 car ces loci sont a priori indépendants.

1.2.2 Distance génétique

Deux loci qui sont physiquement proches ont une probabilité plus faible de recombiner.
Le taux de recombinaison semble donc pouvoir fournir une bonne mesure de la distance
entre loci. Mais cette distance n’est pas additive, car l'effet des crossing-over s’annule
quand leur nombre est pair. On définit donc plutot la distance génétique comme une

fonction du taux de recombinaison, de facon & restaurer la propriété d’additivité.

11
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Le choix le plus classique est celui de la distance de Haldane (Haldane, 1919), définie
par
i { (1 -2¢) si0<e<1/2

+00 sinon

Elle s’obtient en supposant que les crossing-over sont indépendants et que leur nombre
suit un processus de Poisson d’intensité 1. Quand ¢ tend vers 0, on peut constater que
cette distance est équivalente & c. Nous supposerons d’ailleurs souvent que d ~ ¢ dans
la suite de ce mémoire, car nous travaillerons avec des loci trés proches. La distance
génétique s’exprime en centiMorgans (cM) : 1 ¢M correspond approximativement a 1%

de recombinaison entre les loci.

Remarque 1 1 pourrait sembler naturel de choisir une définition plus physique de la
distance. En effet chaque chromosome est composé d’une longue chaine de molécules ap-
pelées bases, et le nombre de bases d’ADN entre deuz loci parait donc un choix logique.
Mais en réalité cette définition est peu pratique pour nous car a l’échelle ot on se place
elle est tres difficile a mesurer expérimentalement. Une distance basée sur la recombinai-
son demande beaucoup moins de moyens techniques et est en outre plus adaptée a des
applications statistiques. Dans les cas ou ’on travaille sur de trés petites distances phy-
siques (typiquement o lintérieur d’un géne), on utilise souvent des régles d’équivalence.
Chez ’humain par exemple, on estime que 10° bases = 1cM. Mais ce type d’équivalences
a été fortement discuté ces derniéres années, depuis que des travauxr ont mis en évidence
l’existence de hot spots, zones du génome ou le taux de recombinaison serait beaucoup
plus élevé qu’en moyenne (Jeffreys et al., 2001; Gabriel et al., 2002).

1.3 Marqueurs et cartes génétiques

Un marqueur génétique est un caractére controlé par un locus unique et dont I’expres-
sion n’est pas influencée par ’environnement. Pour un individu donné, I'observation de
ce caractére doit permettre de déterminer sans ambiguité le génotype au locus correspon-
dant. Par le passé, les seuls marqueurs disponibles étaient des marqueurs morphologiques,
tels que la couleur des yeux ou autre. Mails ils ont été progressivement abandonnés car
ils sont en général controlés par plusieurs loci et car leur expression est partiellement
influencée par ’environnement. Aujourd’hui, on utilise donc plutét des marqueurs molé-
culaires ou biochimiques. Au cours de la derniére décennie, de trés nombreux progrés ont
été réalisés dans ce domaine.

Il existe de nombreux types de marqueurs. Deux d’entre eux sont particuliérement uti-
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lisés aujourd’hui : les single nucleotid polymorphisms (SNP) et les microsatellites (MST).
Les SNP sont des loci constitués d’une unique base d’ADN au niveau de laquelle le taux
de mutation est trés faible. Ils sont donc le plus souvent bialléliques (il n’existe que deux
alléles distincts). Les MST sont des séquences répétées de quelques bases d’ADN. Ils sont
multialléliques (il peut exister de nombreux alléles distincts). Les génotypes des SNP et
MST sont directement observables par des expériences biologiques. Ces marqueurs pos-
sédent en outre ’énorme avantage d’étre présents en trés grand nombre et répartis tout le
long des génomes des mammiféres (environ cent mille MST et trois millions de SNP chez
I’homme).

La carte génétique d’une espéce est une représentation du génome de cette espeéce.
Elle contient les marqueurs que 'on a pu identifier sur chaque chromosome, ainsi que
leur ordre relatif et la distance génétique qui les sépare. Les marqueurs jouent donc le
role de "balises", de "graduations" sur ces cartes. Pour estimer les taux de recombinai-
son entre marqueurs, et donc les distances génétiques, I'idée naturelle est d’observer le
génotype d’un individu ainsi que celui de tous les gamétes qu’il produit. C’est ce que
I’on fait indirectement en observant les génotypes de couples de parents ainsi que ceux de
leurs enfants. Les procédures exactes de construction de cartes sont de simples routines
aujourd’hui, gérées par des logiciels rodés tels que MapMaker (Lander et al., 1987), Join-
Map (Stam, 1993) ou CartaGéne (Givry et al., 2005). Nous ne rentrerons pas dans les
détails des différentes étapes de ces procédures. Sachons simplement que pour I’homme
ou la plupart des espéces animales et végétales étudiées en agronomie, de telles cartes
génétiques existent, et que pour les régions du génome les plus intéressantes on dispose

souvent de marqueurs distants de moins de 1cM.

Remarque 2 Si, pour deuz loci donnés, un individu posséde les haplotypes (1,1) et (1,2),
les gametes issus d’une recombinaison entre ces deux loci sont également de type (1,1) ou
(1,2), et ne peuvent donc pas étre distingués des gameétes pour lesquels il n’y a pas eu de
recombinaison. On parle alors de recombinaisons non visibles. Ce type de recombinaisons
doit également étre pris en compte dans les méthodes d’estimation du taux de recombinai-

s0n.

1.4 Modélisation des caractéres

Un caractére dont la valeur est déterminée entierement par le génotype d’un seul
locus est dit mendélien. A une combinaison allélique de ce locus correspond exactement

une valeur du caractére, et le caractére est donc discret. L’exemple typique est celui
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de certaines maladies génétiques comme la maladie d’Huntington (Snell et al., 1989),
I’épilepsie (Lehesjoki et al., 1993) ..., ol une mutation génétique au niveau d’un locus
particulier a créé un alléle responsable du dysfonctionnement. On note souvent d cet allléle,
pour "diseased". Par exemple pour une maladie récessive, les individus de genotype d/d

sont malades alors que les individus ayant au moins un alléle différent de d sont sains.

Ce type de déterminisme est trés rare dans la nature. En général, les valeurs prises
par un caractére, aussi appelées phénotypes, sont plutot représentées comme des variables
continues dépendant d’un trés grand nombre de loci ainsi que de conditions externes
liées & I'environnement des individus. Pour modéliser I'influence d’un groupe de loci sur
un caractére, on suppose donc que, pour chaque individu, la valeur du caractére est une
variable aléatoire continue Z dont la densité v, dépend du génotype k aux loci considérés.

On obtient ainsi le modele de mélange

K
Z=3 louZy
k=1

ou K est le nombre total de génotypes possibles pour les loci considérés, G représente le
génotype et I o—y est la variable indicatrice valant 1 si G = k et 0 sinon. Chaque variable

Z, a une distribution .

Différents choix de modélisation sont ensuite possibles. Dans la grande majorité des
travaux, on suppose que conditionellement & la conaissance des génotypes, les phénotypes
sont des variables de loi normale de variance constante o? et de moyenne m;, dépendant

du génotype, ce qui conduit au modéle linéaire
Zk =m + €

ou my est effet du génotype pour ’ensemble des loci considérés et ¢ est une variable
gaussienne d’espérance nulle représentant les autres effets génétiques et environnemen-
taux. On suppose généralement que les effets des loci sont additifs. Avec la notation

k= (igl)/igz), . ,i(Ll)/z'(LQ)) introduite en 1.1, ceci donne le modéle

L
= E mil(l)/il(Q) + €
=1

Ol ™M, yc2) €st I'effet du génotype z'l(l) / il(Z) du locus [ et L est le nombre total de loci consi-
l 1
dérés. Signalons cependant que I'interaction entre plusieurs génes, aussi appelée épistasie,

est considérée aujourd’hui comme un phénomeéne important en génétique. Plusieurs tra-
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vaux récents ont donc étudié des modéles incluant ce genre d’interactions (Xu, 2003;
Marchini et al., 2005).

Pour modéliser I’effet d’un locus [ sur le phénotype, nous suivrons ’approche classique
décrite dans (Falconer et Mackay, 1996) : le locus est supposé biallélique d’alléles Q) et ¢

et m ) ;@ est paramétré de la facon suivante :
1 1

wta s iV =Q/Q
miz(l)/il(2) = W+ d; si il(l)/’il(Q) =Q/q (1.1)
w—a si iV /i? =q/q

ou u; est l'effet moyen du locus, a; son effet additif et d; son effet de dominance. Si
d; = 0, on a un modéle purement additif qui équivaut a un modéle de regression sur le
nombre d’alléles () dans le génotype du locus (0, 1, ou 2). Si ¢’est le cas pour tous les loci
considérés, et qu’il n’y a pas d’interactions entre loci, on peut écrire le modéle général a L
loci comme un modéle d’haplotypes additif (& condition évidemment que les haplotypes

soient connus). Avec la notation k = j;/ja, ceci donne
Zk = mj —|—ij +e€

Certains loci ont des effets plus importants que les autres. Si la distribution des phéno-
types observés pour un échantillon d’individus est bimodale, on dit qu’on est en présence
d’un géne majeur. Le cas des individus malades ou non malades constitue un exemple
extréme. Dans le cas contraire on parle de quantitative trait locus (QTL). Pour détecter
un QTL, il est nécessaire d’utiliser en plus des phénotypes l'information provenant de

marqueurs.

1.5 Cartographie génétique : approches classiques

La cartographie génétique consiste a rechercher des génes ou des groupes de génes
ayant une influence sur un caractére donné. On parle de cartographie de QTL quand le
caractére en question est continu. Considérant une zone plus ou moins étendue de la carte

génétique d’une espéce, on se pose généralement deux questions :

1. Y a-t-il dans cette zone un ou plusieurs QTL pour le caractére considéré ? En termes
statistiques, cette question se formule comme un test d’hypothése de type Hy : "Pour
tous les groupes de loci de la zone, la distribution v, des phénotypes est la méme

quel que soit le génotype k de ce groupe" contre H; : "Il existe au moins un groupe
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X (en centi Morgan)?

M1 M2 H M4

genotypes observables pour chaqueindividu

Fi1aG. 1.2 — Estimation de la position d’'un QTL sur une carte de marqueurs

de loci et deux génotypes ki et ky de ce groupe tels que ¥y, # ¥,".

2. A supposer qu’il y ait des QTL dans la zone, quelle est leur position la plus probable ?
Il s’agit donc ici d’un probléme d’estimation de paramétres, en I'occurrence les

positions des QTL sur la carte génétique (voir Figure 1.2).

Pour répondre a ces deux questions, nous disposons d’un échantillon de N, individus de
la méme espéce et nous observons leurs phénotypes z,, n = 1,..., Ny, et leurs génotypes
mu, n=1,..., Ny pour les L marqueurs de la zone. Pour autant les QTL peuvent tout a
fait se trouver entre deux marqueurs, et leurs génotypes sont alors inconnus.

Dans I’approche classique appelée analyse de liaison, les individus considérés forment
des familles de plusieurs générations dont le pedigree est connu. L’idée est alors de re-
tracer la transmission des alléles des QTL au cours des générations et donc en quelque
sorte de compter le nombre de recombinaisons par rapport aux différents marqueurs de
la carte. Cette approche est en particulier trés pratique pour des populations de plantes
ou d’animaux dans lesquelles on peut croiser les individus suivant des schémas spéci-
fiques (backcross, lignées recombinantes ...) de maniére a simplifier les inférences sur la
transmission des alléles. Mais sur des zones de faible distance génétique, la probabilité
d’observer une recombinaison au cours des quelques générations dont sont issus les indivi-
dus observés devient trés petite. Ainsi il semble difficile d’obtenir par I’analyse de liaison
des intervalles de confiance inférieurs & 5¢cM pour la position d’'un QTL (Bodmer, 1986;
Boehnke, 1994).

Les parties II et III de ce manuscrit sont consacrées au probléme de la cartographie
fine de QTL : on suppose que des méthodes telles que I’analyse de liaison ont déja permis
d’identifier une zone o il y a exactement un QTL, et on cherche & obtenir une estima-

tion plus précise de sa position. Cet objectif s’inscrit donc dans la deuxiéme des questions
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définies ci-dessus. Le probléme traité dans la partie IV reléve en revanche de la premiére
question, puisqu’il s’agit de comparer différentes statistiques permettant de tester si un
locus est ou n’est pas un QTL.

Pour améliorer la puissance de détection d’'un QTL (question 1) ou la précision d’es-
timation de sa position (question 2), il faut étre capable d’utiliser les recombinaisons
intervenues depuis de trés nombreuses générations. La notion de déséquilibre de liaison,

présentée dans le chapitre 3, peut étre exploitée dans ce sens.
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Chapitre 2

Quelques modéles de représentation des

populations en génétique

Les génotypes que nous observons aujourd’hui dans les échantillons d’individus utilisés
pour la cartographie génétique sont le produit d’une longue suite d’événements (muta-
tions, migrations, recombinaisons ...) intervenus au cours des générations passées. Re-
construire -dans une certaine mesure- ’histoire de ces événements est le moyen utilisé
par les méthodes de cartographie dites de déséquilibre de liaison pour estimer la position
des QTL. Avant de décrire précisément ces méthodes aux chapitres 3 et 4, nous présen-
tons ici quelques modéles classiques permettant de représenter I’évolution du matériel
génétique au niveau d’une population, et sur lesquels sont basés les développements des
chapitres suivants. Les modéles de la section 2.1 concernent les fréquences d’haplotypes
dans une population. Ceux de la section 2.2 décrivent la généalogie d’un échantillon de

chromosomes.

2.1 Evolution des fréquences d’haplotypes

En génétique, on représente souvent une population par les fréquences des alléles ou
des haplotypes portés par les individus de cette population. Différents modéles permettent
de décrire I’évolution de ces fréquences. Je commencerai par présenter les modéles a un
seul locus dans une perspective historique. Pour plus de détails on pourra se reporter a

(Tavaré et Zeitouni, 2004). Je décrirai ensuite les modéles & plusieurs loci.
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Chapitre 2. Quelques modeles de représentation des populations en génétique

2.1.1 Modéles & un locus
Modéles déterministes

Soit une population de taille infinie composée d’individus diploides & reproduction
sexuée. Cette population est supposée isolée, ce qui veut dire qu’elle ne recoit aucun
individu provenant d’une autre population. Elle se renouvelle entiérement a chaque géné-
ration ¢, t € N. On fait ’hypothése de panmizie, selon laquelle tous les couples d’individus
ont la méme probabilité de s’unir pour donner naissance & un nouvel individu (la notion
de sexe n’est pas prise en compte). On suppose enfin que la transmission des génes est

mendélienne, & savoir :

— un individu hétérozygote pour le locus étudié, c’est a dire de génotype i; /iy avec
i1 # 19, produit exactement 50% de gamétes i; et 50% de gamétes is.
— Pour deux parents donnés, toutes les combinaisons de gamétes ont la méme proba-

bilité d’étre choisies pour donner naissance au nouvel individu.

Soit un locus biallélique (I’extension & un nombre quelconque d’alléles est immédiate).
Notons II; 1 (t), I1;2(t) et IIy/5(t) les fréquences des génotypes 1/1, 1/2 et 2/2 a la gé-
nération ¢. Ces quantités sont des variables déterministes a valeur dans [0, 1]. Pour tous
les couples de génotypes parentaux possibles, le tableau 2.1 donne leurs fréquences et les
probabilités des différents génotypes engendrés. On peut en déduire les fréquences des
génotypes a la génération ¢ + 1

ILy(t+1) = Iy (8)? 4+ 10 (O () + %Hl/g(t)Q

= (M) + e

Et en suivant le méme raisonnement

Mya(t+1) = (M) + 5T () + Tapa(0)
1

Hypo(t+1) = (51_[1/2(75) + Iyys(t))?

On peut en tirer deux conclusions. Premiérement, la fréquence des alléles dans la

population est constante. Par exemple, si I1; (¢) est la fréquence de 1’alléle 1 4 la génération
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2.1. Evolution des fréquences d’haplotypes

t, on a

1
Mi(t+1) = Ihu(t+1)+ §H1/2<t +1)

= )+ 3T+ S (0) 4 ST T 2(0) + (1)
_ n1/1<t)+%nl/2(t)

= IL(t)

Deuxiémement, les fréquences des génotypes sont simplement le produit des fréquences

des alléles correspondants, puisque en regroupant les deux résultats précédents on trouve

H1/1(t +1) = (H1/1(t) + %H1/2(t))2 = H%(t +1)

Cette propriété porte le nom d’équilibre d’Hardy- Weinberg. Elle est importante car elle
nous permet de ne pas tenir compte du caractére diploide de la population et de la
modéliser comme un ensemble d’alléles. C’est ce que nous ferons dans la suite de ce
chapitre. De méme, pour des modéles a plusieurs loci, la population sera modélisée comme

un ensemble d’haplotypes.

Génotypes
Génotypes formés
des parents Fréquence /1 11/2] 2/2
1/1x1/1 I /1 (t)? 1 0 0

1/2 % 1/2 n(t)? 02505 025

TAB. 2.1 — Probabilité d’apparition des différents génotypes en fonction des génotypes
parentaux

On peut compléter ce modéle pour tenir compte des mutations entre alléles qui se
produisent parfois au cours de la méiose. Par exemple, imaginons qu’une fraction
d’alléles 2 se transforme en alléles 1 a chaque génération, et qu'une fraction ps d’alléles 1
se transforme de méme en alléles 2. La fréquence de ’alléle 1 évolue alors d’une génération

a I'autre selon ’équation

My (t 4+ 1) = (1 — po)IL (t) + paILo(2)
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Chapitre 2. Quelques modeles de représentation des populations en génétique

On obtient alors facilement une expression de II;(¢) pour tout ¢ en fonction de II;(0) et
des paramétres de mutation. Si p; + pe < 1 (ce qui est toujours le cas en pratique car
les taux de mutations sont des quantités trés faibles, au plus d’ordre 1073) les fréquences

tendent vers une valeur fixe quand ¢ tend vers l'infini. On a en effet

lim II, (t) = IT; (00) = —2
=00 M1+ 2
On peut enfin inclure des effets de sélection qui interviennent entre la création de
I'individu et sa maturité. Ici on considére a nouveau des individus diploides, en supposant
I’équilibre d’Hardy-Weinberg. On introduit les coefficients de viabilités wy/1, wi2 et wy/s
des génotypes 1/1, 1/2 et 2/2. Ces coefficient permettent de quantifier la capacité de

survie d’un individu en fonction de son génotype. On obtient alors la relation

H% (t)w1/1 + Hl (t)HQ (t)w1/2

ot w = I3 (t)wy /1 4211 (¢) 1o (¢)wy ;o +115(t)wo o est la viabilité moyenne dans la population.
Suivant les valeurs des coefficients de viabilité, on peut aboutir a la fization d’'un des deux
alléles (c’est a dire a la disparition de 'autre) ou a un état d’équilibre stable entre les deux
fréquences. C’est par exemple le cas si la sélection avantage les individus hétérozygotes,
c’est a dire si 0 < wy/1,wz/2 < wi/2. On parle alors de sélection balancée, et I'état d’équilibre
est donné par

Wa/2 — W1/2

lim IT; (¢) = II;(o00) =
t—o0 1) 1(o0) wi/1 + way2 — 2wi9

Les effets de mutations et de sélection peuvent évidemment étre cumulés. Pour sim-
plifier ’exposé, la présentation des modéles qui suivent se fera dans le cas ou il n’y a ni

sélection ni mutation.

Modéle de Wright-Fisher

Le modéle déterministe décrit ci-dessus suppose une population de taille infinie. Il ne
tient pas compte de la dérive génétique, c’est & dire du fait que dans une population de
taille finie, méme sans mutation et sans sélection, les fréquences alléliques puissent tout
de méme évoluer par le seul fait du hasard. Le modéle de Wright-Fisher (Wright, 1931),
introduit par ces deux auteurs dans les années 1930, remédie a ce probléme.

Les hypothéses générales sont les mémes que précédemment mais la population est
cette fois de taille finie et constante 2N (2N est le nombre d’alléles). Les alléles formant

la génération ¢ + 1 sont issus d’un tirage aléatoire avec remise parmi les alleles de la
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2.1. Evolution des fréquences d’haplotypes

ppopulation
de 21N alleles

sénération O

tirage aléatoire *
avec remise

Propulation
de 21N alleles

sénération 1

v

ppopulation
de 21N alleles

sénération t

F1G. 2.1 — Evolution d’une population sous le modéle de Wright-Fisher

génération ¢ (cf figure 2.1). Formellement, posons X (¢) le nombre d’alléles 1 présents a la
génération t. On retrouve la fréquence par II(¢) = X (¢)/2N. Sous le modéle de Wright-
Fisher, le processus {X(¢)}4en est une chaine de Markov a valeurs dans {0,1,...,2N}.
La loi de X (¢ + 1) sachant X (¢) est une loi binomiale B(2N,II(¢)). On a par exemple

E[X(t+1) | X(¢)] = 2NTI(t) = X (t)

et
Var[X (£ 4+ 1) | X (¢)] = 2NTI(¢)(1 — I1(t))

En utilisant les propriétés des probabilités conditionnelles, on obtient des relations de

récurrence qui conduisent finalement & Vt € N

et
Var(X(t)) = E[X(0)](2N — E[X(0)]))(1 — (1 — 1/2N)") + (1 — 1/2N)*Var(X(0))

La loi de X (t) est d’ailleurs entiérement calculable en utilisant I'expression de la matrice
de transition. Mais pour des grandes populations, la taille de ’espace d’états rend ces
calculs peu commodes. Prendre la limite quand N tend vers I'infini redonne le modéle
déterministe de la section précédente. Pour simplifier les calculs sans perdre D'effet de

dérive génétique, on utilise généralement une approximation par un processus de diffusion.
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Chapitre 2. Quelques modeles de représentation des populations en génétique

Modéle de diffusion

L’approximation du processus de Wright-Fisher par un processus de diffusion a été
proposée par Kimura (1964). Elle correspond & un changement d’échelle de temps. Dé-
finissons en effet, pour tout 7 > 0, YV (1) = [I([2N7]) = X([2N7])/2N, ou [ | désigne
la partie entiére d’'un réel. On montre -se reporter au chapitre 5 pour plus de détails-
que quand N tend vers linfini le processus {Y(7)},>¢ converge en distribution vers un
processus de diffusion {Y(7)},>0 & valeurs dans [0, 1]. Ce processus est caractérisé par les

coefficients )
b(y) = lim EE[Y(T +h)=Y(r)|Y(r)=y] =0

h—0
et

@(y) = lim ZE(Y (7 + )~ Y (1) | Y(r) =y] = y(1 ~ )

b(.) est la dérive infinitésimale du processus et a*(.) sa variance infinitésimale.
Le processus limite Y'(.) est utilisé pour approcher le processus de Wright-Fisher pour
N grand. Cela permet notamment d’obtenir des expressions explicites de ’espérance du

temps de fixation d’un alléle ou de la densité de transition de la fréquence 1° a la fréquence
y (Kimura, 1955)

+oo
POy, m) =" (1—y°) D Cre 2O TPl 9y pLl(1—2y) 0 <4’y <1, 7>0
n=0
ou C, = (2n + 3)(n + 2)/(n + 1) et ou les { P}, cy sont les polynéomes de Jacobi, qui
forment une famille orthogonale sur [—1, 1] par rapport a la mesure (1 — y)(1 + y). De

nombreux autres exemples d’applications sont proposés dans (Karlin et Taylor, 1981).

2.1.2 Modéles a plusieurs loci

Pour la cartographie génétique, I’évolution des fréquences alléliques a un locus isolé ne
suffit pas. Il faut s’intéresser a I’évolution conjointe des fréquences au niveau de plusieurs
loci. On étudie donc les fréquences des haplotypes, et on doit maintenant tenir compte

des recombinaisons entre loci.

Modéle de Wright-Fisher : cas général

Soient L loci (L > 2) d’une carte génétique, indicés en fonction de leur ordre sur cette
carte (le premier locus rencontré a 'indice 1, le second a l'indice 2 etc). Chaque locus [ a

I, alléles. On peut donc former J = HlL:1 I; haplotypes a partir de ces loci, et les effectifs
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2.1. Evolution des fréquences d’haplotypes

de tous ces haplotypes sont contenus dans le vecteur X (¢). Comme précédemment, on
introduit aussi le vecteur des fréquences I1(¢t) = X (¢)/2N. Pour [ = 2,..., L, on note ¢;_;
le taux de recombinaison entre les loci [ — 1 et [.

On a toujours un modéle de chaine de Markov ou X (¢ + 1) suit, conditionnellement
a X(t), une loi multinomiale (2N, p). p est un vecteur de taille J qui dépend de X(t)
et des taux de recombinaison entre loci. Pour L quelconque, il n’y a pas d’expression
générale simple de p. Mais on peut décrire la loi de X (¢ + 1) sachant X () par le schéma

de simulation suivant :
1. Initialisation : X (¢ + 1) est le vecteur de taille J identiquement nul.
2. Pour n allant de 1 & 2N :

(a) Tirer deux haplotypes h et h’' selon une loi multinomiale (2,11(¢)). On note
h = (iy,...,i5) et ' = (i}, ...,3}).
(b) Choisir I'alléle i; avec une probabilité 1/2 et I’alléle ¢} sinon.

(c) Pour [ allant de 2 a L :
— Si on vient de tirer ¢;_1, choisir ’alléle 7; avec la probabilité 1 —¢;_; et ’alléle
i, sinon.
— Si on vient de tirer ¢;_,, choisir 1’alléle i; avec la probabilité ¢;_; et l’alléle i

sinon.

3. Les L alléles tirés constituent ’haplotype d’'un nouvel individu. Incrémenter de 1 la

coordonnée de X(t+1) correspondante.

Ce procédé de simulation, itéré génération apres génération, permet d’étudier le processus
de Wright-Fisher dans le cadre le plus général.

Exemple pour deux loci

Le cas particulier du modéle a deux loci, défini par Karlin et McGregor (1968), a
été souvent étudié. Dans ce cas, la probabilité p;, ;, d’obtenir un haplotype (i,7;) a la

génération ¢ + 1 en utilisant I’algorithme ci-dessus vaut (cf annexe B.1)
Diiia = (]_ —C)Hihm(t)+CH2‘17_(t)H.7Z‘2(t) il = ]_,...,Il, ’ig = 1,...,]2 (21)

ou I, (¢) = ijzl L, 4, (t) et I ;,(t) = Ei[ll:l I1;, 4, (t) sont les fréquences marginales
respectives des alleles 7; au locus 1 et i au locus 2 & la génération ¢, et ou c est le taux
de recombinaison entre les loci.

Si ¢ = 0, les deux loci sont totalement liés et le modéle s’étudie comme un modéle

a un locus. Si ¢ = 1/2 les loci sont indépendants et on se raméne donc facilement a
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Chapitre 2. Quelques modeles de représentation des populations en génétique

I’étude des fréquences alléliques a chaque locus. Dans les autres cas (0 < ¢ < 1/2), étude
de {II(¢) };en n’est pas trés facile. Ceci est dii a la forme de la probabilité de transition
Diy i, qui, contrairement a ce qui se passait pour le modeéle & un locus, est non linéaire
et fait intervenir d’autres termes en plus de II;, ;,(¢). Aussi les résultats concernant ce
modéle concernent principalement des moments particuliers du processus, qui quantifient
la corrélation entre les deux loci. Nous y reviendrons dans le chapitre 3.

Comme dans le cas du modéle a un locus, il est possible d’approcher le processus de
Wright-Fisher par un processus de diffusion. Cette diffusion a été obtenue par Ethier et
Nagylaki (1989), et sera présentée au début du chapitre 5. L’objet de ce chapitre sera
de calculer, dans le cadre de cette diffusion, la loi des fréquences d’haplotypes pour un

modéle & deux loci.

Remarque 3 Nous utiliserons au chapitre 8 un cas particulier de modéle de Wright-
Fisher a trois loci, dans lequel le locus central est un QTL biallélique et les deux loci
ertremes sont des marqueurs multialléliques. Nous verrons que dans ce cas on peut égale-

ment obtenir une expression simple du vecteur de probabilités p.

2.2 Arbre de coalescence pour un échantillon

Pour I'analyse statistique d’un échantillon d’individus, il n’est pas forcément nécessaire
de retracer I'histoire génétique de toute la population dont est issu cet échantillon. En
effet les seuls événements génétiques ayant un impact sur notre observation sont ceux qui
se sont produits parmi les ancétres des individus de ’échantillon. Cette idée est a I’origine
du développement de nombreux modéles permettant de décrire I’ascendance, autrement
dit arbre des ancétres, d’un échantillon d’haplotypes. Quelques uns de ces modéles, basés

sur la notion de coalescence, sont présentés ici.

2.2.1 Modéle sans recombinaison

Soient N, haplotypes issus d'une population de taille 2V constante au cours du temps
et suivant le modele de Wright-Fisher sans recombinaison présenté en 2.1.1. Rappelons
qu’il s’agit d’'un modéle d’haplotypes; par conséquent dans toute cette section, les termes
"parent", "enfant", ou "ancétre" désignent des haplotypes et non pas des individus di-
ploides. Nous considérons cette fois les générations dans le sens inverse, c’est-a-dire en
direction du passé : t = 0 correspond a la génération actuelle, t = 1 a la génération des
parents, et ainsi de suite. Puisque & une génération donnée chaque haplotype est I'image

exacte d’un des haplotypes de la génération précédente, il est clair que le nombre d’ancétres
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2.2. Arbre de coalescence pour un échantillon

de nos N, haplotypes & t = 0 va diminuer de fagon aléatoire au cours du temps jusqu’a
ce qu’on ait plus qu’un seul ancétre commun & I’échantillon. Il y a diminution stricte du
nombre d’ancétres quand plusieurs ancétres sont issus d’un méme parent a la génération
précédente. On parle alors d’événement de coalescence entre les différentes lignées ances-
trales. Les instants de coalescence et le choix des lignées qui coalescent constituent 1’arbre
de coalescence de I’échantillon. La loi de ces arbres est généralement représentée par le

modéle de Kingman (1982a, 1982b), qui est présenté ici.

Sous le modéle de Wright-Fisher, le nombre d’enfants issus d’un parent donné suit
une loi binomiale de paramétre (2N,1/2N), car 1/2N est la fréquence de ce parent. Vu
dans l'autre sens, ceci revient a ce chaque enfant choisisse selon une loi uniforme un des
2N parents. Par conséquent, la probabilité ¢(n) que les n haplotypes (n = 1,..., Ny)
constituant les ancétres de I’échantillon a la génération ¢ n’aient pas d’ancétre commun a

la génération précédente vaut :

ON@2N —1)---2N —n+1) 7 i
IN" B g(l_ﬁ)
S P S

Et le nombre de générations G(n, V) nécessaires a ’obtention d’un événement de coales-

cence suit une loi géométrique de paramétre 1 — ¢(n). Soit :

PG, N) =) = (an) (1~ a(n)
= a-" D oY Loy

Le modéle de Kingman, comme le modé¢le de diffusion, est un modéle limite obtenu en
considérant le changement de temps 7 = ¢/2N et en faisant tendre N vers 'infini. Il est
important de noter que pour ce processus limite la coalescence de 3 lignées ou plus est de
probabilité nulle. Un événement de coalescence correspond donc & la fusion d’exactement
deux lignées, et les instants G(n) de ces événements suivent des lois exponentielles de

moyenne ﬁ La densité de G(n) vaut donc

n(n — 1) n(n;l)q_

fulr) = e

Ce modéle fournit un moyen simple et trés rapide de simuler I’ascendance d’un échantillon
de N, haplotypes issus d’une population trés grande.
Pour n allant de N, a4 2 :
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time
A
0
|
i

Ll

F1G. 2.2 — Arbre de coalescence pour un échantillon de taille N, = 5 haplotypes. Les
branches de I’arbre représentent les lignées ancestrales, et les cercles noirs les événements
de coalescence entre ces lignées. Les carrés noirs désignent les haplotypes de 1’échantillon.
L’échelle de temps a droite indique que I’événement de coalescence le plus récent s’est
produit au temps 7 = 1/10, c’est & dire il y a 2N /10 générations.

1. Simuler une loi exponentielle de moyenne ﬁ

n(n—1)

5— couples d’haplotypes qui coalesce.

2. Choisir uniformément celui des

Un exemple de réalisation du coalescent est illustré par la figure 2.2.
Les propriétés et extensions du coalescent ont été largement étudiées depuis les pre-
miers articles de Kingman. On pourra se reporter a (Nordborg, 2001) ou (Tavaré et

Zeitouni, 2004) pour plus de détails a ce sujet.

2.2.2 Modéle avec recombinaison

Une extension importante du modéle de coalescent concerne la prise en compte de la
recombinaison dans 'histoire des /N, haplotypes observés. Comme nous I’avons vu avec
I’algorithme de simulation de la section 2.1.2, ceci a pour conséquence qu’un haplotype
pris & une génération donnée n’a plus un mais a priori deux parents & la génération
précédente. La généalogie d’un échantillon d’individus ne peut donc plus étre représentée
par un arbre mais par un graphe. Deux lignées peuvent fusionner en une seule quand il y a
coalescence, mais une lignée peut également se séparer en deux quand il y a recombinaison.
A T'image de ce qui a été présenté dans le cas sans recombinaison, la limite du processus de
Wright-Fisher présenté en 2.1.2 pour 7 = 1/2N et N — oo est 'ancestral recombination
graph de Griffiths et Marjoran (1996). Il fait intervenir le taux de recombinaison limite

p = limy_2Nc, ¢ étant le taux de recombinaison entre les deux loci extrémes des
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haplotypes.
Sous ce modéle, le taux d’un événement de recombinaison est de p pour chaque lignée,

et on peut donc simuler la généalogie des N, haplotypes de la maniére suivante.

n = N,. Tant que n > 1 :

1. Simuler U, une loi exponentielle de moyenne n(f_l).

2. Simuler V| une loi exponentielle de moyenne np.

3. — Si U <V, choisir au hasard celui des @ couples d’haplotypes qui coalesce.
-SiU>V:

(a) Choisir uniformément celle des n lignées qui se sépare.

(b) Choisir uniformément sur ’haplotype le point de crossing-over.

La probabilité qu’il y ait deux crossing-over au cours d’'un méme événement de recombi-
naison est nulle.

Wiuf et Hein (1997) ont montré que I’état "un seul ancétre" était toujours atteint en
dépit du fait que le nombre de lignées puisse parfois augmenter. Mais le temps nécessaire
pour atteindre cet état est évidemment plus long que pour le modéle sans recombinaison,
et ce d’autant plus que p est grand. Une fois le graphe construit, on peut en déduire
I’arbre de coalescence pour chaque locus. Il suffit pour cela de partir des feuilles de ’arbre
(les N observations) et de suivre les branches en choisissant, quand il y a recombinaison,
celle des deux branches qui contient le locus étudié (cf figure 2.3). Cette distinction se fait
grace a I'information ajoutée dans I’arbre lors de ’étape 3 (b) de la simulation. Les lois

des arbres obtenus pour différents loci sont naturellement corrélées.
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Locus B Locus A ARG

F1G. 2.3 — Réalisation d’'un ancestral recombination graph pour un échantillon de taille
N = 5 chromosomes et arbres de coalescents marginaux pour deux loci A et B
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Chapitre 3
Déséquilibre de liaison

La notion de déséquilibre de liaison entre deux alléles situés & des loci distincts fait
référence a la corrélation entre ces alléles. Autrement dit il s’agit de savoir si ces alléles ont
plutdt tendance a étre hérités ensemble ou pas. L’objectif de ce chapitre est de montrer
pourquoi cette notion est utilisée en cartographie génétique. Nous commencerons par
définir précisément ce qu’est le déséquilibre de liaison et comment le mesurer. Puis nous
illustrerons par un exemple simple le lien entre taux de recombinaison et déséquilibre de
liaison, ce qui permettra d’introduire 'idée de cartographie génétique par déséquilibre de
liaison. Dans une derniére partie nous nous intéresserons a une question classique : la
présence de déséquilibre de liaison implique-t-elle que les fréquences d’haplotypes soient

en régime transitoire ?

3.1 Définition et mesures

L’expression déséquilibre de liaison traduit, comme on peut le penser, un écart par
rapport & une certaine situation d’équilibre, qui veut que pour deux alléles 7; et iy situés

a des loci différents, on ait :

Hi17i2 (t) - Hih- (t)H-Jé (t)

ou II;, ;,(¢), T, (¢) et II ;,(¢) désignent respectivement les fréquences de 1'haplotype
(i1,142), de lalléle 7; du premier locus et de ’alléle iy du second locus dans la popula-
tion & la génération ¢. La maniére la plus simple de quantifier le déséquilibre de liaison

est donc la mesure

Diw’z <t> = Hil,iQ <t> - Hi17~<t>H-,i2 <t> (31)
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On parle d’association positive entre iy et iy si D;, ;,(t) > 0, ce qui traduit le fait que les
deux alléles ont tendance & étre hérités ensemble ; ’association est au contraire négative
si Dil,iz (t) < 0.

Il existe aussi d’autres mesures du déséquilibre de liaison. Elles dérivent généralement
de D, ;,(t) mais y ajoutent un terme de normalisation. On peut citer notamment la

mesure ; Di21 i ()
T (f) = I, () (1 — T, ()T i, (8) (1 — T 4, (t))

qui correspond & la statistique de test du y? pour des tables de contingence 2 x 2.

Pour des loci bialléliques, on montre facilement que
D1,1<t) - —DLQ(t) — —D2,1<t) - D2,2<t)

Dans ce cas on peut donc parler du déséquilibre de liaison entre les loci sans préciser les
alléles concernés, et on note simplement |D| ou 72 les mesures correspondantes. Pour les
loci multialléliques, il existe des mesures permettant de définir le déséquilibre de liaison

entre loci, comme par exemple

I I

D2<t> = Z Z Dil,iQ (t)

i1=112=1

ou [; est le nombre d’alléles au locus 1 et I le nombre d’alléles au locus 2, ou

AQ(t) — ; D2<t) ;
(1 - Zz‘11=1 Hh,.)(l - Zi;:l H~7i2>

Signalons toutefois que dans la suite de ce manuscrit, nous parlerons généralement du
déséquilibre de liaison entre deux loci pour désigner en fait les déséquilibres de liaison

entre les alléles des deux loci, sans que cela fasse référence & une mesure particuliére.

Une revue détaillée des mesures de déséquilibre de liaison et de leurs propriétés est
fournie par Cierco-Ayrolles et al. (2004). Ce travail, auquel j’ai contribué, est inclus en

annexe.
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3.2 Influence du taux de recombinaison sur le déséqui-

libre de liaison

Plagons-nous dans le cadre du modéle de Wright-Fisher a deux loci décrit en 2.1.2. Le
taux de recombinaison entre les loci est ¢ et la population est de taille 2/N. La proposition

ci-dessous donne une idée de I’évolution du déséquilibre de liaison au cours des générations.

Proposition 1 Soit D;, ;,(t) la mesure de déséquilibre de liaison définie par ’équation
(8.1), et soit T € N. Dans le modéle de Wright-Fisher o deuz loci défini en 2.1.2 on a :

Le (ii) découle directement du (i) par récurrence. Pour prouver le (i), on commence par
établir deux résultats simples sur 'espérance et la variance des fréquences d’haplotypes

en utilisant les propriétés des lois multinomiales. On trouve que

BT, (t+1) | X)) = 5oEX (4 1) X(0)

= Diyig

= (1 - C)Hihb <t> + CHi17~<t>H-,i2 <t>
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Pour Cov(IL;, (t+1),IL ;,(t+1) | X(¢)), que 'on note ici p(t) pour alléger les formules,

on obtient
1
ot) = 2 s Cov(Xa, (14 1).X (1 4+ 1) | X(1)
= o (35 st 403 )00
J2=1 Jji1=1
1
= N pi17i2(1_pi1,i2)_ Z Piy,jaPj1 ia
(41,92)#(i1,i2)
1
= ON Diy iy — Z Diy,j2Pj sio
(j17j2)
1
= ﬁ Diy is _(ijl,lé)(zph,]é))
J1 J2
1
= ﬁ (ph,iz - Hil,-<t)H~7i2 (t))
1
= ﬁ(l_c)Dh,Zé(t)

d(t) = E[ll ;,(t +1) | X(0)] - E[IL, (£ + DIL;,
[

= (1 =) 4, (t) + I, (O 4, () — E

= (1 =¢)Dy, 4, (t) + (TL;, (DI 4, (¢) — E[IL;, (¢ I, (t+1) | X(®)])
= (1= 0¢)Ds 3, (1) + E[IL;, (¢ + 1) | X(O]E[IL:, (¢ + 1) | X(2)]

— E[IL, (t+ DIL,;,(t+1) | X(¢)]

= (1—¢)Dj,i,(t) — Cov(IL;, (t+1),I1 ;,(t+1) | X(2))

L’espérance de cette formule redonne bien la relation (i).

La proposition 1 montre que pour une population isolée de taille 2N sans mutation ni
sélection, le déséquilibre de liaison entre deux loci séparés par un taux de recombinaison
¢ décroit en moyenne géométriquement & la vitesse (1 — ¢)(1 — 55). A moins que ¢ soit
trés faible, on s’attend donc & observer peu de déséquilibre de liaison. La présence de

déséquilibre de liaison entre deux loci peut par conséquent indiquer que ceux-ci sont
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proches, et cette information est donc utile pour la cartographie. Nous présenterons au

chapitre 4 plusieurs méthodes de cartographie permettant d’exploiter cette information.

3.3 Déséquilibre et loi stationnaire

Pour étudier une chaine de Markov telle que celle décrite par le modele de Wright-
Fisher, on cherche généralement a caractériser sa loi stationnaire. Cela a t-il un sens dans
le cas du déséquilibre de liaison qui, intuitivement et d’apres la proposition du paragraphe
précédent, est un phénomeéne typiquement transitoire ? En se basant sur le cas plus simple
du modéle a un locus, nous verrons tout d’abord que le modéle de Wright-Fisher n’a pas
forcément une unique loi stationnaire. Partant de cette constatation, nous reviendrons
ensuite sur quelques résultats limites concernant le déséquilibre de liaison et nous nous

interrogerons sur le sens qu’on peut leur attribuer.

3.3.1 Loi stationnaire pour le modéle & un locus

Considérons le modeéle de Wright-Fisher a un locus décrit en 2.1.1. La chaine {II(¢) }1en
posséde deux états absorbants {0} et {1} tels que P(ITI(co) =0 | IT1(0) = 7°) = 1 — 70 et
P(II(o0) =1 | I1(0) = 7°) = 7. En effet on montre facilement (Tavaré et Zeitouni, 2004)
queVj=1,...,2N, on aP(X(c0) =2N | X(0) = j) = j/2N. La chaine {II(¢) };eny admet
donc deux lois stationnaires, qui sont les mesures de Dirac en 0 et en 1. En revanche le
processus {II(¢) | 0 < II(¢) < 1};eny admet une loi stationnaire unique. L’approximation
par le processus de diffusion présenté en 2.1.1 permet de montrer que cette loi stationnaire

est uniforme sur |0, 1]. En effet on a vu que pour ce processus la densité de transition s’écrit

“+00

F0y.m) =y° (1 —y") Y Cem 2N pLL() — 9y0) pLA(1 — 2)
n=0

Quand 7 — oo cette densité est équivalente a 6y°(1 — y°)e™" car c’est le terme en n = 0

qui 'emporte. Or Pol’1 est constant égal & 1 et Cy = 6. On peut montrer de méme que

“+00

! 0 0 0 An+3 i)ty plil 0
F'ymdy = 2°(0=y") ) 5= Py (1 =2y
0 n=0

w6yl =y )e "

On en déduit donc que
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Ajouter des mutations au modéle de Wright-Fisher en modifiant les probabilités de
transition implique que les états {0} et {1} ne sont plus absorbants puisque tout alléle
qui disparait peut étre recréé par mutation. On a donc également dans ce cas une loi
stationnaire unique, et la densité du modéle de diffusion correspondant est également
bien connue (Wright, 1949).

3.3.2 Loi limite du déséquilibre de liaison

Ces mémes nuances se retrouvent pour ’étude du déséquilibre de liaison entre deux
loci. Si on considére le modéle de Wright-Fisher sans mutation décrit en 2.1.2, il a plusieurs
états absorbants et admet donc plusieurs lois stationnaires. Par exemple pour deux loci
bialléliques, le processus considéré est I1(¢) = (11 1 (¢), 111 2(¢), II21(¢), [I52(2)) et il a quatre
états absorbants : {(1,0,0,0)}, {(0,1,0,0)}, {(0,0,1,0)} et {(0,0,0,1)}. La loi limite de
ce modéle quand ¢ tend vers I'infini n’apporte pas vraiment d’information pour I’étude du
déséquilibre de liaison car en pratique on ne s’intéresse jamais au déséquilibre de liaison
entre deux loci s’ils ne sont pas polymorphes. Par exemple la proposition 1 indique que

tli)rgo E[D11(t)] =0

Une formule similaire & celle de la proposition 1 a également été proposée pour E[D7  (t)]
(Littler, 1973). Elle implique que

thj?oE[D%J(t)] =0
Toutefois ce résultat reflete juste le fait que D;; = 0 dans chacun des 4 états absorbants.
Pour I’étude du déséquilibre, il est donc plus judicieux de considérer la loi du processus
sachant qu’aux deux loci aucun alléle n’a fixé. Cette condition est plus forte que le simple
rejet des 4 états absorbants. Par exemple pour deux loci bialléliques, les états de type
{(y,1—,0,0),0 < y < 1} doivent étre rejetés car ils correspondent & la fixation de ’alléle
1 au premier locus. Cette condition de non fixation est implicite dans les raisonnements

de Sved (1971) quand il montre que pour un modéle a deux loci bialléliques

1 1
lim E[r?(t)] = ~
t—oc0 ()] 1+4N0% 1+ 4Nc

En effet, la premiére partie de sa démonstration consiste & montrer que pour une popula-
tion donnée, la probabilité @); que deux loci soient IBD depuis ¢ générations (c’est a dire

qu’il n’y ait pas eu de recombinaison entre ces loci au cours des ¢ dérniéres générations)
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peut étre estimée par la mesure r2. Il est clair que ceci n’a pas de sens si il y a eu fixation
a un locus, puisque dans ce cas la mesure r? n’est méme pas définie.

Bien qu’on n’ait pas d’expression exacte de E[D; ()] sachant qu'’il n’y a pas encore
eu fixation, on peut penser que cette quantité tend vers 0 quand t tend vers l'infini car
la vitesse de convergence de E[D; (t)] vers 0 est beaucoup plus rapide que la vitesse de
convergence des fréquences alléliques (I1;1(¢), 11 2(%), Ils1(t), et II55(t)) vers 0. On peut
donc parler d’une loi stationnaire dans laquelle le déséquilibre de liaison, en moyenne
nul, se mesure par sa variance. La formule de Sved donne une approximation de cette
variance, et illustre le role de la taille de la population N et du taux de recombinaison c :
le déséquilibre de liaison est plus important dans les populations de petite taille, et pour
des loci proches.

Si le modéle inclut des mutations, il existe bien une loi stationnaire unique dans la-
quelle on peut calculer I'espérance de différentes mesures de déséquilibre. On trouve alors
effectivement que E[D;, ;,(t)] — 0 quand ¢t — oo (Griffiths, 1981), et on peut obtenir
d’autres résultats asymptotiques concernant les mesures des déséquilibres de liaison. Grif-
fiths (1981) a notamment donné la limite de E[D?(t)] pour deux loci multialléliques sous
différents modéles de mutations classiques. D’autres auteurs (Hill, 1975; McVean, 2002)
ont proposé des approximations pour la limite de E[A?(¢)]. Tous ces résultats ont été
reportés par Cierco-Ayrolles et al. (2004) et sont présentés dans annexe A.

Avec ou sans mutations, une meilleure caractérisation du modéle de Wright-Fisher a
deux loci semble nécessaire. La loi stationnaire, quand elle est unique, n’est pas forcément
adaptée pour décrire le comportement de fréquences d’haplotypes qui est souvent remis
en cause par des événements démographiques ou génétiques non pris en compte dans le
modéle. Dans le chapitre 5 de ce manuscrit, nous présenterons une méthode visant & mieux

évaluer le comportement transitoire du modéle de Wright-Fisher.
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Chapitre 4
Méthodes de cartographie fine

Nous avons vu au cours du chapitre précédent que le déséquilibre de liaison pouvait
étre utile dans le cadre de la cartographie génétique. En fait, une mesure du déséqui-
libre de liaison n’est autre qu’une statistique permettant de résumer l'information que
nous fournissent les observations au sujet de I'histoire de la population étudiée. De ma-
niére générale, on définit la cartographie par déséquilibre de liaison comme 1’ensemble
des méthodes utilisant 1’échantillon d’individus observés comme un témoin de I’histoire
de la population. Ce chapitre a pour but de présenter I’état actuel des recherches dans le
domaine de la cartographie fine par déséquilibre de liaison.

Depuis quelques années, la cartographie fine par déséquilibre de liaison est ’objet de
trés nombreux travaux de recherche. Nous essaierons de faire ressortir les différents types
d’approches utilisés. La section 4.1 introduit les hypothéses générales de la cartographie
fine par déséquilibre de liaison, et les hypothéses particuliéres du cas auquel nous nous
sommes intéressés. Différentes approches sont ensuite présentées. En section 4.2, il s’agit
de modéles linéaires simples visant & expliquer les phénotypes des individus par leurs
génotypes aux marqueurs; dans la section 4.3, les méthodes s’appuient sur des modéles
de génétique des population. En section 4.4, nous donnons finalement les raisons qui nous

ont conduits & étudier plus particuliérement 'une de ces approches.

4.1 Hypothéses générales

Soit un échantillon de N, individus non apparentés. On dispose de leurs phénotypes
Zn, 0 =1,..., Ny, et de leurs génotypes m,, n =1,..., Ny pour L marqueurs d’une carte
génétique. Nous noterons I’ensemble de ces données D = {(z,,m,),n =1,..., Ns}. Dans
la zone délimitée par les L. marqueurs, on suppose qu’il existe un unique géne ayant une

influence sur les phénotypes observés. Notre objectif est d’estimer la position x de ce géne
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sur la carte génétique. Suivant le probléme posé, plusieurs hypothéses sont alors possibles

concernant :

— les phénotypes : les z,, peuvent étre vus comme les réalisations de variables discrétes
(caractére mendelien) ou continues (QTL).

— l'origine des individus : on peut supposer qu’ils sont issus d’une seule population
homogéne ou bien de plusieurs populations. Cette structuration en populations peut
étre connue ou inconnue.

— D’échantillonage : les individus ne sont pas forcément tirés au hasard. Pour la re-
cherche de QTL, on sélectionne parfois les individus ayant des valeurs phénotypiques
extrémes. Pour les génes liés & des maladies rares, les individus malades sont tou-
jours sur-représentés par rapport a leur fréquence dans la population (sans quoi on
n’en aurait qu'un nombre trés faible). Ce type d’études porte le nom de cas-controle.

— les génotypes : si un individu est hétérozygote, par exemple 1/2, les procédés bio-
logiques connus a ce jour ne permettent pas de déterminer lequel des chromosomes
homologues porte I’alléle 1 et lequel porte ’alléle 2. Quand plusieurs marqueurs sont
analysés, on n’est donc pas toujours capable de déterminer la phase des génotypes,
c’est & dire la paire d’haplotypes correspondante. Par exemple si deux marqueurs
ont des génotypes 1/2, les haplotypes correspondants peuvent étre (1,1)/(2,2) ou
(1,2)/(1,2). Pourtant, il est fréquent de supposer que la phase est connue, car il
existe des algorithmes de plus en plus fiables pour reconstruire les haploypes & par-
tir des seuls génotypes (Niu, 2004; Marchini et al., 2006).

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons a des caractéres quantitatifs. De plus, les
travaux présentés dans les parties II et III supposent un échantillonage uniforme et une
population homogéne. Ils nécessitent également la connaissance des haplotypes. L’état
de D’art présenté dans ce chapitre est donc spécifique a ce type d’hypothéses, méme si
certaines des méthodes qui y seront évoquées ont été développées pour des cas légérement

différents.

Le travail présenté en partie IV sort du cadre de ce chapitre, car les individus observés
sont issus de plusieurs populations distinctes et s’organisent en familles nucléaires de
type pére-mére-enfant. D’autre part ’objectif n’est pas d’estimer la position d'un QTL
a l'intérieur d’'une zone délimitée mais de tester la présence d’'un QTL pour un grand
nombre de loci répartis sur le génome. Une bibliographie rapide des méthodes adaptées a

ces hypothéses sera proposée au chapitre 10.

40



4.2. Meéthodes d’association

4.2 Méthodes d’association

Une méthode d’association est une méthode qui, pour un marqueur ou un groupe de
marqueurs donnés, cherche & tester s’ils ont un effet sur ’expression du caractére étudié.
Pour estimer la position d’'un QTL, la premiére idée proposée a été de tester individuelle-
ment 'effet de chaque marqueur de la carte et de retenir celui ayant la statistique de test
la plus élevée (Boerwinkle et al., 1986, 1987). Pour un marqueur ayant [ alléles, on peut
par exemple adopter le modéle d’ANOVA

Zk7j:mk+€k7j,k’zl,...,K,jzl,...,Nk (M)

ou my est leffet du génotype k, N, le nombre d’individus ayant le génotype k, et
K = @ le nombre de génotypes possibles au marqueur. On teste alors dans (M)
I’hypothése Hy : "mq; = ... = mg". On peut également supposer que les alléles ont un

effet additif et on obtient ainsi le modéle de régression
I
Z, = Zaixm +éen, n=1,...,N, (M)
i=1

ou a; est l'effet de l'allele i, z,; le nombre d’alleles i observés chez l'individu n
(xn; = 0,1,2) et ¢, un bruit gaussien centré. On teste alors dans (M’) 'hypothése
Hy:"ay =...=a;". On peut noter que (M’) est un sous-modéle de (M).

Le lien entre la valeur du test et la position du QTL a été justifié par Nielsen et Weir
(1999) de la maniére suivante : supposons qu’il y ait un QTL biallélique quelque part sur la
carte génétique, et considérons un marqueur quelconque. L’ effet d’un alléle de ce marqueur
s’exprime comme une fonction simple de D'effet du QTL et du déséquilibre de liaison
entre cet alléle et les alléles du QTL. Si plusieurs marqueurs sont étudiés successivement,
ceux dont les alléles ont un effet important sont donc également ceux pour lesquels le
déséquilibre de liaison avec le QTL est le plus grand. Estimer la position du QTL par
la position du marqueur ayant la statistique de test la plus importante revient donc
indirectement a faire ce que Devlin et Risch (1995) appellent de la cartographie simple par
déséquilibre de liaison. Développée pour des génes de maladie pour lesquels I'observation
du phénotype d’un individu permet facilement de déduire le génotype de celui-ci, cette
approche consiste a estimer la position du géne par la position du marqueur ayant le plus

fort déséquilibre de liaison avec le géne.

Si on dispose de plusieurs marqueurs trés proches (dans le méme géne par exemple),

on peut naturellement étendre le modéle (M) en considérant tous les génotypes possibles
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pour le groupe de marqueurs et en attribuant un effet & chaque génotype, ou étendre
le modéle (M’) en attribuant un effet & chaque haplotype. Une autre solution consiste
a supposer que les effets des marqueurs s’additionnent, et & modéliser I'effet de chaque
marqueur & 'aide du modéle (M). Fan et Xiong (2002) ont étudié les propriétés d’un
tel modeéle dans le cas de deux marqueurs bialléliques, et Jung et al. (2005) ont étendu
leurs résultats a un nombre quelconque de marqueurs. Pour de nombreux marqueurs ou
des marqueurs ayant beaucoup d’alléles, on est néanmoins confronté & un probléme de
puissance dii au nombre trop important de paramétres a estimer. Une solution consiste
alors a regrouper certains haplotypes en utilisant des méthodes de clustering (Tzeng et
al., 2006; Molitor et al., 2003; Waldron et al., 2006).

4.3 Utilisation de modéles de populations

La structure de ’échantillon d’haplotypes observés (et non observés si on inclut 1’al-
lele du QTL) n’est pas uniforme. Elle découle de I'histoire génétique de la population
considérée. Quand un nouvel alléle au QTL apparait dans une population (par mutation,
migration, . ..), il est associé & un unique haplotype au niveau des marqueurs étudiés. Sous
I’effet des recombinaisons, cet haplotype initial va ensuite se dégrader au cours des géné-
rations, mais restera en principe plus fréquent que les autres, surtout pour les marqueurs
trés proches du QTL (Héastbacka et al., 1992; Jorde, 1995).

Modéliser cette histoire de maniére explicite dans les méthodes de localisation permet
de réduire le nombre de paramétres a estimer, et donc d’améliorer la précision des estima-
tions. Les modéles utilisés sont ceux qui ont été décrits au chapitre 2, et plusieurs types de
méthodes peuvent étre distingués. Dans toutes ces méthodes, le calcul de la vraisemblance
L(xz | D), ou x est la position du QTL et D est 1’ensemble des données disponibles, défini

en 4.1, joue un roéle central.

4.3.1 Meéthodes basées sur les fréquences d’haplotypes

Une premiére facon d’aborder le probléme est d’utiliser les variables cachées que sont
les fréquences d’haplotypes dans la population, pour les haplotypes comprenant a la fois
le QTL et les marqueurs. En effet pour un haplotype aux marqueurs h,,, le rapport de
fréquences HT?T’n" donne la probabilité d’avoir un alléle () au QTL sachant qu’on a I'haplo-
type h, aux marqueurs. Cette quantité est importante puisque c’est I'alléle au QTL qui
détermine la loi du phénotype Z,,. Si I1(t) est le vecteur de toutes les fréquences d’haplo-

types dans la population actuelle, il est donc facile d’obtenir la vraisemblance compléte
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L(xz | D,1I(t)). On calcule donc la vraisemblance incompléte en prenant I’espérance par

rapport a la loi de TI(¢) :
L(z | D) =E[L(x | D,1I(1))] = /P(D | TL())P(IL(2) | ) dTL(t)

{II(¢) }+>0 peut étre modélisée par un processus de Wright-Fisher et la loi de II(¢) dépend
donc de t, des fréquences d’haplotypes initiales et des paramétres de recombinaison, muta-
tion, sélection, ..., du modéle de Wright-Fisher. L’instant ¢ = 0 correspond généralement
a I'apparition d’un nouvel alléle au QTL. Une description plus approfondie des méthodes

basées sur cette approche est donnée au chapitre 8.

4.3.2 Méthodes basées sur I’identité par descendance

On dit que deux haplotypes sont identiques par descendance (IBD) s’ils dérivent du
méme haplotype ancestral sans qu’aucune recombinaison ne soit intervenue. Tout comme
les fréquences d’haplotypes dans la population, cette notion peut étre utilisée pour mo-
déliser la probabilité d’avoir un type d’alléle au QTL sachant qu’on a ’haplotype h,, aux
marqueurs. Supposons par exemple un QTL biallélique ou ¢ est 1’alléle d’origine et @)
un alléle mutant apparu plus récemment. On appelle haplotype ancestral I’haplotype de
marqueurs qui était associé a () au moment ou il est apparu. Si la zone délimitée par
les marqueurs inclut le QTL et si I’haplotype de marqueurs h,, est IBD avec ’haplotype
ancestral, alors il est clair que P(Q | h,) = 1 et P(q | h,,) = 0.

Pour localiser des génes de maladies, McPeak et Strahs (1999) et Morris et al. (2000)
ont proposé une méthode de calcul de vraisemblance basée sur cette notion. Ils intro-
duisent un vecteur caché w de taille L égale au nombre de marqueurs considérés. Chaque
coordonnée w; peut prendre deux valeurs : A si le marqueur en question est IBD avec
I’haplotype ancestral, et N sinon. Ce vecteur est modélisé par deux chaines de Markov
partant de la position du géne de maladie et allant en direction des deux extrémités de
la carte. En effet, le statut IBD d’un marqueur ne dépend que du statut IBD du premier
marqueur rencontré en direction du géne de maladie, et des éventuelles recombinaisons
qui ont pu avoir lieu entre les deux marqueurs.

Soit Z un vecteur contenant l’information IBD de w ainsi que d’autres informa-
tions cachées comme les fréquences alléliques, le temps ¢ depuis ’apparition de 1’alléle
mutant, ...Considérons, a chaque génération, un modéle de recombinaisons simple tel
que celui décrit en 1.2.2. Définissons également un modéle décrivant la relation entre le

génotype du géne recherché et le phénotype étudié (Morris et al. (2000) utilisent un modéle
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spécifique aux génes de maladie, mais pour un QTL on pourrait prendre 'un des modéles
présentés en 1.4). Il est alors possible d’obtenir une expression explicite de P(D | z,7) et

donc de calculer la vraisemblance par :
L(z|D)=E[L(z]|D,T)] = /]P(D | 2, )P(Z | z) dZ

En réalité, ’énumération de toutes les valeurs de Z est impossible, et la simulation de cette
intégrale par une méthode de Monte Carlo directe ne serait pas efficace. Pour estimer z,
McPeak et Strahs (1999) utilisent en fait I'algorithme EM, et Morris et al. (2000) ont
développé un algorithme MCMC combiné a un cadre Bayesien. Dans cet algorithme, la

distribution simulée par la chaine de Markov stationnaire est P(z,Z | D), dont on déduit
P(z | D) = /P(x,I | D) dT

en mesurant simplement le temps passé par la chaine dans I’état {x}. On simule la chaine
de Markov par ’algorithme de Metropolis-Hastings. Quand la chaine est dans I’état (x,7),

la probabilité d’accepter un nouvel état (z',Z’) dépend du ratio :

P(',T' | D) P(D|,T)n(z,T")

P(z,Z|D)  P(D|z,I)r(z,T)
ou m(.) est une distribution préalablement choisie. Or on a déja dit qu’une expression
analytique pouvait étre obtenue pour P(D | z,Z). Cette méthode a également été adaptée

par Pérez-Enciso (2003) pour la localisation de QTL.

Meuwissen et Goddard (2000) ont également développé une méthode basée sur la
notion d’IBD. Contrairement aux méthodes évoquées précédemment, elle utilise pour les
phénotypes un modéle linéaire mixte ot les effets des haplotypes sont aléatoires. Le modéle
simplifié s’écrit

z=Xh+e

ol z = (z1,...,2n,) est le vecteur des phénotypes, h est un vecteur de dimension J
contenant les effets des haplotypes, et X est une matrice d’incidence. € est un vecteur de
résidus de matrice de covariance 02 Idy,. La matrice de covariance des effets des haplotypes
est o7 H,, ou H, est la matrice IBD : pour 1 < j;, jo < J, (H,)

que les haplotypes de marqueurs j; et js soient IBD au QTL. Cette formulation n’impose

j1.j» Teprésente la probabilité

aucune contrainte sur le nombre d’alléles au QTL. La matrice IBD dépend de la position x
du QTL. Pour chaque position, H, est estimée par des simulations du processus de Wright-

Fisher pour un temps ¢ et une taille de population NV choisis arbitrairement. Meuwissen et
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Goddard (2001) ont également proposé une expression approchée de H, calculée a partir
d’un modéle de coalescent. Une fois H,, calculée, les autres paramétres et la vraisemblance

en r peuvent étre estimés par les méthodes standard du modéle linéaire mixte.

4.3.3 Meéthodes basées sur ’arbre de coalescence de 1’échantillon

La généalogie de 1’échantillon d’haplotypes observés est également une information
qui, si elle était connue, pourrait permettre de calculer la vraisemblance des observations.
Notons A cette information, dont le contenu exact varie d’'une méthode a I’autre mais qui

contient toujours au moins :

— L’arbre de coalescence de ’échantillon observé pour le QTL.

— Le ou les haplotypes ancestraux associés a ’alléle le plus récent du QTL.

— Certaines informations supplémentaires comme les mutations intervenues le long
des branches de I’arbre de coalescence, les haplotypes au niveau des noeuds de

I’arbre, ...

Ces informations sont en tout cas assez précises pour que le calcul de P(D | z, A) puisse
étre réalisé. Comme précédemment, ’espace dans lequel vit A est trop grand pour que ’'on
puisse énumérer toutes les combinaisons. D’autre part, on a vu qu’il était trés facile de
simuler des arbres de coalescence, mais les méthodes de simulation directe par Monte Carlo
seraient peu efficaces ici car pour la plupart des réplicats .A; la probabilité P(D | x, 4;)

est trés faible. Il faut donc simuler A conditionnellement a D.

Plusieurs algorithmes MCMC, fonctionnant sur le méme principe que celui décrit dans
la section précédente, ont donc été développés. La plupart visent & localiser des génes de
maladie dans le cadre d’études cas-controle (Graham et Thompson, 1998; Rannala et
Reeve, 2001; Morris et al., 2002). L’arbre de coalescence n’est alors reconstruit que pour
les individus malades. Plus récemment, Zollner et Pritchard (2005) ont utilisé ce type
d’approches pour la cartographie de QTL, en reconstruisant le coalescent pour tous les

individus observés indépendamment de leur phénotype.

Une autre option consiste a inclure dans A la généalogie des haplotypes entiers au
lieu de celle du seul QTL. On peut alors s’appuyer sur les propriétés de I’ancestral recom-
bination graph présenté en 2.2.2. La encore, la taille de ’espace a explorer est immense
et il faut trouver des méthodes de simulation efficaces. Pour la cartographie de génes de
maladie ou l’estimation du taux de recombinaison entre deux marqueurs, des méthodes
MCMC (Kuhner et al., 2000) ou d’importance sampling (Stephens et Donnelly, 2000;

Larribe et al., 2002) ont été développées pour calculer la vraisemblance. L’importance
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sampling consiste a calculer

P(A | z) 1 & P(A; | z)
D)= | P(D — ~— P(D ) ———
e | P) = [ RO |0 )75 P Q) ddx 37 3PP 5. A) g
en simulant A, ..., Ay d’aprés une distribution ()(.) bien choisie. En particulier, Q(.)

doit attribuer plus de poids aux arbres A pour lesquels la probabilité P(D | x,.A) est

élevée, afin que les simulations soient efficaces.

4.4 Conclusions

Comme nous venons de le voir au cours de ce chapitre, il existe de nombreux moyens
d’aborder le probléme de la cartographie fine de génes par déséquilibre de liaison. La
question reste pourtant trés ouverte, dans la mesure o beaucoup de méthodes ont été
congues spécifiquement pour les études cas-controle, et doivent étre repensées dans le
cas des QTL. D’autre part aucun consensus ne semble encore se dégager autour d’une
méthode particuliére, et toutes sont encore perfectibles. Le Tableau 4.1 fait un bilan des
principales méthodes déja existantes pour la cartographie fine de QTL par déséquilibre
de liaison, et résume certaines de leurs propriétés.

Dans le développement de nouvelles méthodes, on cherche naturellement & améliorer la
qualité des estimations de x, que ce soit en terme d’estimation ponctuelle ou d’intervalles
de confiance. Mais d’autres critéres nous importent, notamment :

— La capacité d’utiliser conjointement 'information de plusieurs marqueurs. En effet
les génotypes des différents marqueurs d’une carte sont généralement trés corrélés,
et on perd de I'information en les étudiant indépendamment les uns des autres.

— La prise en compte par le modéle de la complexité des phénomeénes génétiques.
Par exemple, dans les populations animales ou végétales utilisées en agriculture, les
individus sont fortement sélectionnés en fonction de leurs phénotypes. Ne pas en
tenir compte dans les modéles peut conduire a des erreurs d’estimation.

— La complexité algorithmique. Le volume de données disponibles pour la cartographie
est de plus en plus conséquent, tant au niveau du nombre d’individus étudiés que du
nombre de marqueurs analysés. Le temps d’exécution des méthodes de cartographie
doit donc rester raisonnable dans ce cas.

Comme le montre le Tableau 4.1, beaucoup de méthodes permettent déja, en théorie,

d’utiliser conjointement I'information de tous les marqueurs de la carte. En pratique, la

taille de ’espace a explorer augmente exponentiellement avec le nombre de marqueurs,
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Propriétés statistiques

Modele Méthode
Méthode de population  Approche d’estimation*

Fan et Xiong (2002) non - MV

Jung et al. (2005) non - MV

Tzeng et al. (2006) non - MV

Abdallah et al. (2004) oui fréquentiste MV
Pérez-Enciso (2003) oui IBD B

Meuwissen et Goddard (2000, 2001) oui IBD MV
Zollner et Pritchard (2005) oui coalescence B

* : Maximum de vraisemblance (MV) ou Bayesien (B)

Propriétés du modéle

Nombre
Méthode de marqueurs Dominance Mutations

Fan et Xiong (2002) 2 oui -

Jung et al. (2005) illimité oui -

Tzeng et al. (2006) illimité non -
Abdallah et al. (2004) 1 oui non
Pérez-Enciso (2003) illimité oui oui
Meuwissen et Goddard (2000, 2001) illimité non non
Zollner et Pritchard (2005) illimité oui oui

TAB. 4.1 - Récapitulatif des principales méthodes de cartographie de QTL par déséquilibre
de liaison et de leurs caractéristiques

et les méthodes essayant de parcourir cet espace par des algorithmes MCMC sont diffici-
lement applicables. En outre, les méthodes basées sur la reconstruction de la généalogie
de I’échantillon sont peu adaptées a des populations sous sélection. En effet bien que le
coalescent puisse étre étendu pour tenir compte de la sélection (Neuhauser et Krone, 1997;
Barton et al., 2004), on perd dans ce cas la propriété essentielle d’indépendance entre la
structure des généalogies et la composition en haplotypes de la population. Ceci rend le
modéle moins maniable.

Les méthodes que j’ai étudiées durant ma thése s’inscrivent dans I’approche fréquen-
tiste qui a été introduite en 4.3.1. Comme plusieurs autres, cette approche a ’avantage de
s’appuyer sur les modéles classiques de génétique de population pour exploiter au mieux
I'information fournie par les haplotypes. Toutefois le modéle utilisé -celui de Wright-
Fisher- est assez simple, de sorte qu’on peut espérer régler certaines questions de maniére
analytique, et éviter ainsi le recours intensif aux simulations. Ce modéle permet en outre

d’incorporer assez naturellement des phénoménes de mutation ou de sélection. Nous ver-
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rons que les méthodes existantes basées sur cette approche peuvent étre améliorées de
plusieurs maniéres : la vraisemblance £(z | D) peut étre calculée de maniére plus précise
grace a une meilleure prise en compte de la loi des fréquences d’haplotypes (cf partie II)

et le nombre de marqueurs utilisés simultanément peut étre augmenté (cf partie III).
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Résumé en francais

Caractériser la loi des fréquences d’haplotypes dans une population pour des systémes
de plusieurs loci liés est essentiel pour la cartographie de génes par déséquilibre de liaison.
Cela peut notamment permettre de mieux comprendre I'influence de paramétres tels que
la sélection, la mutation, le temps d’évolution, ..., sur les niveaux de déséquilibre de
liaison observés & travers les différentes mesures. Nous avons également vu au chapitre
4 que pour certaines méthodes de cartographie la vraisemblance dépendait de la loi des
fréquences d’haplotypes.

Il est généralement plus facile d’étudier le modeéle de diffusion que le modéle de
Wright-Fisher lui-méme. C’est ce que nous faisons dans cet article pour le modéle a
deux loci présenté en 5.2.1. Le générateur de la diffusion obtenue comme limite de ce
modéle a été donnée par Ethier et Nagylaki (1989). Nous considérons deux loci biallé-
liques, et les fréquences d’haplotypes a I'instant 7 sont donc représentées par le vecteur

Y (1) = (Y1.1(7), Y12(7), Y21(7)) qui est & valeurs dans l'espace
Fs={y 0,1, y1 +y2+ys <1}

Notre objectif est de déterminer, pour des fréquences initiales y° € F5 et un temps 7 € R
fixés, la loi de Y (7). Ceci revient a calculer, pour tout y € Fs3, la densité de transition
f(y°, y,7) du processus de diffusion. On sait que pour y et 3° a I'intérieur du domaine F3,

cette quantité vérifie ’équation projective de Kolmogorov

of _

or =L

ou L est le générateur du processus de diffusion.

Nous décrivons dans I’article la méthode numérique que nous avons développée pour
calculer la densité de transition & partir de cette équation et de la condition initiale
Y (0) = y°. Elle est basée sur un shéma de différences finies et des conditions aux bords
approchées. Nous utilisons ensuite certaines propriétés connues de la loi (espérance, loi
des fréquences alléliques marginales ...) pour tester la précision de la solution obtenue
par notre méthode en fonction des valeurs de 7, y° et du taux de recombinaison. Nous
comparons également la complexité algorithmique de notre méthode avec celle d’autres
méthodes permettant d’aboutir au méme résultat, comme les simulations de Monte Carlo
par exemple.

Nous en concluons que notre méthode est particuliérement intéressante pour des temps

d’évolution courts, des taux de recombinaisons faibles, et des fréquences d’haplotypes
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initiales pas trop proches de 0 ou 1. Dans ce cas I’erreur commise est trés faible. D’autre
part, pour des populations de taille importante, le temps de calcul est largement inférieur
a celui des autres méthodes considérées. Notre méthode semble donc un outil intéressant
pour I'étude des fréquences d’haplotypes, et notamment du déséquilibre de liaison, en

régime transitoire.
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Abstract

The probability distribution of haplotype frequencies in a population, and the way it is in-
fluenced by genetical forces such as recombination, selection, random drift ... is a question
of fundamental interest in population genetics. For large populations, the distribution of
haplotype frequencies for two linked loci under the classical Wright-Fisher model is almost
impossible to compute because of numerical reasons. However the Wright-Fisher process
can in such cases be approximated by a diffusion process and the transition density can
then be deduced from the Kolmogorov equations. As no exact solution has been found
for these equations, we developed a numerical method based on finite differences to solve
them. It applies to transient states and models including selection or mutations. We show
by several tests that this method is accurate for computing the conditional joint density
of haplotype frequencies given that no haplotype has been lost. We also prove that it is

far less time consuming than other methods such as Monte Carlo simulations.

Keywords

Wright-Fisher model, Diffusion processes, Kolmogorov forward equation, Finite difference

scheme
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

The mathematical study of the dynamics of allele frequencies within species is a central
question in population genetics. In this context, the model of random genetic drift intro-
duced by Wright and Fisher in the early 1920’s has played a major role, and many well
accepted results in genetics are based on it. We consider here a version of this model for
two linked loci, as introduced by Ethier and Nagylaki (1980). Let II(¢) be the vector of
the haplotype frequencies in the population at time ¢. We are interested in solving two

different but related problems, respectively denoted forward and backward.

The forward problem is rather theoretical: given the composition I1(0) of the popu-
lation at time 0, we would like to know the probability distribution of the composition,
I1(t), t generations later. We find typical examples of this problem in the classical stud-
ies about the fixation rate of an allele (Karlin and McGregor, 1968) or the properties of

linkage disequilibrium measures such as
Diw’z <t> = Hil,iQ <t> - Hi17~<t>H-,i2 <t>
or

2 R0
) = L 0~ T )L (1~ ()

(5.1)

where II;, ;,(¢), II;, (t) and II ,,(¢) respectively denote the frequency of haplotype (i1, i2),
of allele 7; at first locus and of allele i5 at second locus in the population. As illustrated
in several reviews about these measures (Devlin and Risch, 1995; Cierco-Ayrolles et al.,
2004), most studies focus on the expected value and variance instead of on the whole
distribution. They also require quite strong hypotheses, essentially neutral models at
stationarity (Ohta and Kimura, 1969; Sved, 1971; Griffiths, 1981; Hudson, 1985). Some
transient properties of the two-locus model were reported by Litler (1973), but his results
were biased by all the trajectories leading to fixation at one of the two loci. It seems
more relevant to study the distribution of haplotype frequencies given that no locus fixed.
This is the approach recently used by Mano (2005), who derived a formula for the condi-
tional expected value of the frequency of one haplotype under a two-locus neutral model.
Simplifications of the general problem are necessary because of the difficulty to obtain ex-
act results about the transition density of the two-locus model. An alternative solution,
which can apply to very general models, is to simulate forward the Wright-Fisher process
in order to study its properties. This approach is widely used in genetics. Unfortunately
it is quite inefficient for determining the whole transition density, due to the size of the

state space.
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The backward problem consists reversely in determining the probability distribution
of I1(0) given II(¢). It is more related to real applications because we generally observe
populations at present and try to infer their history. If we know for example that an
important demographic event (migration, bottleneck ...) occurred approximately ¢ gen-
erations ago, it can be useful to have an idea of the most probable haplotype frequencies
at that time. If we then select the density value of the most probable initial haplotype
composition, we get a likelihood value for the genetic parameters (recombination rate,
selection rate, mutation rate ...) used in the model. This objective of parameter inference
in a multi-locus context is central in population genetics. During the last decade, most
methods have been based on the ancestral recombination graph or approximations of it
(Nordborg, 2001).

Under the Wright-Fisher model, the haplotype composition I1(#) is a discrete Markov
chain evolving in a discrete state space of size %, where C' is the number of possible
haplotypes (2% for L bi-allelic loci for instance) and N is the population size. The com-
putation of the probability distribution of II(¢) at any time ¢, whereas straightforward in
theory, becomes quickly intractable for large population sizes. The first step is thus to
approximate I1(¢) by a diffusion process with continuous time and continuous state space.
The idea was introduced by Fisher (1922) and Wright (1931), and was later greatly ex-
tended by Kimura (1964). It provides partial differential equations for most quantities
related with I1(¢), thanks to Kolmogorov theorems. In the one-locus model, some of these
equations were solved and nice results were thus obtained, as illustrated by Karlin and
Taylor (1981) or Crow and Kimura (1970). In the two-locus model, the diffusion is multi-
dimensional and Kolmogorov theorems lead to partial differential equations that generally

cannot be solved in analytic form, especially during the transient period of the process.

To overcome this problem, we developed a numerical method based on finite differences
to solve this kind of equations. The Kolmogorov forward equation and the Kolmogorov
backward equation can then be used to solve the forward problem and the backward
problem respectively. In this paper we focus on the forward problem, and study an
approximation of the transition density of the haplotype frequency vector II(¢) with two
bi-allelic loci. We condition the density on the fact that all haplotypes are still present
at time . Our method applies to any transient state, and to models including mutations
between alleles or weak directional selection.

We begin with a short definition of the Wright-Fisher models with one and two loci
and their diffusion limits in Section 5.2. These notions, even the ones about the one-locus
model, will be useful in what follows. We then present the numerical scheme in Section

5.3. Section 5.4 is devoted to the accuracy of this scheme for computing the transition
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density of haplotype frequencies under the diffusion model. We then illustrate the interest
of our method in Section 5.5 by an example about the linkage disequilibrium measure 7“227 -
We also prove in Section 5.6 that the results obtained by this method could hardly be
obtained by direct methods based on the Wright-Fisher model. Finally in Section 5.7 we
discuss the advantages and drawbacks of our approach in terms of accuracy and domain

of validity.

5.2 Models

5.2.1 Wright-Fisher models

The Wright-Fisher model is the basic model for haplotype frequency evolution in isolated
randomly mating diploid populations of finite size. Generations are non-overlapping and
the population size N is held constant. Each generation is determined through a multino-
mial sampling of the previous one, where sampling probabilities depend on diverse forces
such as selection or mutation. Here we present the case with no selection or mutation,
both for one and two loci. One-locus models with selection and mutation can be found
in chapter 10 of (Ethier and Kurtz, 1986), and two-locus models are presented in (Ethier
and Nagylaki, 1980).

The one-locus model

Considering the evolution of one locus with [ alleles, let X (¢) be the number of copies of
allele 1 in the population at time ¢ € N. The Wright-Fisher model postulates that the

process { X () }1en is a Markov chain with state space {0, ...,2N} and binomial transition
probability
2N\ , = T
PX(t+1)=z|X(t)=2) = —)° N2
X+ =2 1 x0 =0 = () G- o)

The two-locus model

The two-locus model is based on the notion of haplotypes, that are the pairs of alleles
(i1,12) where iy refers to the first locus and i, to the second one. We denote X, ;,(t)
the number of haplotypes (iy,i2) in the population at generation ¢ (iy = 1,...,I; and
io =1,...,15) and define X (¢) = (X11(¢),..., X1, 1,(t)) the vector of haplotype counts.

The distribution of X (¢t + 1) given X (t) = & = (4,4, )1<iy<I1.1<in<I, 1S the multinomial
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distribution M(2N,py1...pr, 1,) With parameters

Liy io Liy,. T ig . .
= (1—c : c—= == iw=1,..., 11, 1o =1,....1 5.2
le,ZQ ( ) 2N 2N 2N 1 ) sy 41y 62 ) y 42 ( )
where x;, = ijzl Ti i, and z_;, = Zfi:lxilyiQ' ¢ € [0,1/2] is the recombination rate

between the two loci. If ¢ = 0, the two loci are totally linked and haplotype counts can
be studied exactly as allele counts in the one-locus model. Otherwise the distribution of
Xiy iy (t + 1) depends not only on X, ;,(¢) but on all other haplotype counts at time ¢ as
well. Due to the relation Zi[ll:l 522:1 X, iy (t) = 2N, we can skip the last component and
study the vector

(Xl,l(t)v T 7X11712*1<t>>

It is a Markov chain evolving in the state space
Frro1={ze€{0,-- 2N} oy 4o by, 1 < 2N}

From this point we use the notation X (¢) for this vector and no longer for the one with

all components.

5.2.2 Diffusion approximations and Kolmogorov equations

For large populations, the use of the transition matrix of the one-locus or two-locus Markov
chain to compute the distribution is not efficient because of the state space size. However,
we give in this section two theorems proving that as N — 400, Wright-Fisher processes

can be approximated by diffusion processes which are easier to handle with.

One-locus model

Let { X (t)}sen follow the one-locus Wright-Fisher model described in Section 5.2.1. The
superscript N is added here for the sake of clarity. Let us define, for all 7 > 0, YV (7) =
IV ([2N7]) = XY ([2N7])/(2N), where | | denotes the integer part. For any compact set
E, we also introduce the space Dg|0, c0) of all cad-lag functions f : [0,00) — E endowed
with the Skorohod metric (Billingsley, 1968).

Theorem 1 As N — oo, the scaled process {YN(7)},¢ converges weakly in Dy 1[0, 00)

to a Markovian diffusion process {Y (7)},r>0 with state space [0, 1] and generator Lf(y) =
2

The proof of this theorem can be found in (Ethier and Kurtz, 1986).
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For 0 < y < 1, the infinitesimal variance a*(y) = y(1 — y) is strictly non negative,
independent of time and twice continuous with bounded derivatives. Thus for 0 < 3%,y <
1, the transition function P(y°, y,7) of {Y(7)},>0 is strongly continuous with respect to
Lebesgue’s measure (Stroock and Varadhan, 1997) and its density f(y°, vy, 7) satisfies the

Kolmogorov forward equation

af(yoa Y, 7_) o * 0
aT - L f(y 7y77—)
1Py =) f(y°y,7)] 0
=3 o >0, 0<y’,y<l (5.3)

L* denotes the adjoint infinitesimal generator of {Y(7)}. The solution of this equation is
(Kimura, 1955b)

+o0o
—in n+2)T
F@ ) =1y (1 =y CpezT Pl — 0Pl (1—2y) (5.4
n=0

where C,, = (2n + 3)(n +2)/(n + 1) and {P}'},cn are the Jacobi polynomials (Erdélyi,
1953). f(y°, .,7) is not a probability density because fol f(y° y,7) dy < 1 (this comes
from the non zero probability of allele loss Y (7) = 0 or 1). In this paper we consider the
conditional density given 0 < Y(7) < 1, dividing f(°,y,7) by [y f(y°y,7) dy. Tt is a
probability measure.

Kimura (1955a) also found the joint transition density of allele frequencies for a model
with three alleles, and Littler and Fackerell (1975) extended it to an arbitrary number of
alleles. Griffiths (1979) provided an expansion in orthogonal polynomials for the transition
density in a multi-allele diffusion model with a particular model of mutations between
alleles. For models including selection, several approximations were proposed. Kimura
(1955¢) solved the Kolmogorov forward equation for a model with varying selection using
an approximation of the infinitesimal drift. Tier and Keller (1978) presented a general ray
method for obtaining short time asymptotic solutions of diffusion equations and applied
it to several genetical models with one locus or two independent loci. More recently,
Barbour et al. (2000) provided an exact but non explicit expansion for the transition
function of a model including mutation and selection. This expansion depends on the

distribution of a certain birth-and-death process starting at “infinity”.

Two-locus model

Let {X™(t)}sen follow the two-locus Wright-Fisher model described in Section 5.2.1 and
let us define, for all 7 > 0, YN (r) = X™([2N7])/(2N). For the sake of clarity, we now
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index haplotypes by j = 1...J, with J = 115 — 1, and we introduce the set F; = {y €
0,17, 91 + ... +ys < 1}

Theorem 2 Assume that p = limy_, o 2Nc exists. Then, as N — oo, the scaled process
{YN(1)}r>0 converges weakly in Dr,[0,00) to a Markovian diffusion process {Y () },>0

with state space F; and generator

:be

j=1 33/]

J
) 0
% > (y)if(y)

j1,j2=1 8yj18yj2
where b;(y) = p(=y; + Y1), Y.ns2) and af, 5, (y) = Yj, (15, — Ujo)-

h;(1) and h;(2) respectively denote the alleles at first and second locus of haplotype j,
and 0;,.;, is the Kronecker symbol equal to 1 if j; = j» and 0 otherwise. The proof can
be found in (Ethier and Nagylaki, 1989) and holds true for more complex models as well.

This diffusion process has the same good properties as the one obtained with one
locus. Thus for y° and y in the interior of F;, denoted ) 7, and 7 > 0 the transition

density f(y°, y,7) exists and satisfies the Kolmogorov Forward Equation

of (W y,7) .
ST = D0y, T)
or
- _ia S yﬂ-))—kl i 0% (a m(y)f(yo,y,f))
ay] 2 Ji,j2=1 8yjlayj2

No analytic exact solution for this equation has ever been found. In the next section

we present a numerical framework that we built up for computing the conditional density

f(go,y,f)
P(Y(r) € F; | Y(0) = ¢°)

9y’ y,7) = 7>0,0<y’y<1

In what follows, we generally omit the reference to ° and denote f(y,7) the transition

density and ¢(y, 7) the conditional transition density.

5.3 Numerical solution for the two-locus model

We developed our method in the case of two bi-allelic loci, which lead to consider J = 3

different haplotypes. The vector of interest, Y (7), is of dimension three and the forward
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equation to be solved, once developed, is

Of(y,7) = 7)1 Py T)
by - A .
5 = (=07 Z ayj +35 Z a; 5, () B2, (5.5)
j=1 J1,52=1
with
y1(1 - yl) —Y1Y2 —Y1Y3
a’(y) = 1y el —12)  —¥y2us
—1Y3 —y2ys  y3(1 —ys)
and

=4y + p(yr — (y1 +y2) (1 +y3))
bly) = 1—4y2+ply2 — (Y1 +y2) (1 — y1 — y3))
1 —dys+ p(ys — (L —y1 — y2)(y1 + 3))

The initial condition is f(y,0) = d,0(y), where d,0 is the Dirac delta function in y". So

far we don’t specify the boundary conditions. We will come back to this problem later.

5.3.1 Operator discretization

Equations like (5.5) where derivatives with respect to time and space are clearly separated
are called evolution equations. A natural approach to solve this kind of problems is
the finite difference method (Lucquin and Pironneau, 1995). We discretize [0, 7] with
N, + 1 equally spaced points and each dimension of [0, 1]*> with N, + 1 equally spaced
points. For n = 0,..., N,, we define the three-dimensional matrix f e Myo.... N33 (R)
by f,”m = f(kAy,lAy,mAy,nAT), where §, = 1/N, and A, = 7/N,. FO approximates
f(.,0),ie. fO(k,1,m)is 1 for the index (k,1,m) that corresponds to y° and 0 otherwise.
f) is the approximate solution of (5.5). It is given by N, iterations of the relation

f(n+1) — f(n)

= L*f™ (5.6)
Or
where
L*=(c—6 Id+Zb ® D’ (b Z a j, ® DI
Jj=1 Ji,j2=1

is a discrete version of the operator L*. In this formula:

.....

-----

kA, LA, mA,).

J1J2 ----- M T j1]2<
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e ® denotes the term by term product for matrix.
e DJ(b;) and D772 are operators on Myo,...n, 33 (R) such that for any A € My . n,33(R)

Aot 1,lm—Aelm 2
) { R T

(D (b1) M)k, W if (b1)kgm <0

1,1 _ Akt1,lm —2M ke mtAk—1,1,
- (D )\)k,l,m - o AZQJm (L

A - _ —Ak— FAk—1.1—
_ (DLQ}\)k,l,m — Mk4lit1m k41,1 LTZAgk 1,14+1,m k—1,1—1,m

Definitions of D?(by), D3(b3), D*?, D*3 and D712 with j, # j, are similar.

We thus approximate first order derivatives with an explicit Euler non-centered scheme
and second order derivatives with an explicit Euler centered scheme. This discretization
method is very classical. It leads to direct implementation, stability is proved for one
dimensional schemes with following stability conditions : A, < A, /v for convection
equations (with v velocity) and A, < A?/(2v) for diffusion equations (with v viscosity)
(Lucquin and Pironneau, 1995). We generalize to multi dimensional schemes by choosing
A; = Cmin(A,/||b()]], A2/ (2]la*(.)|]). Since ||a*(.)|]| < 1/2 the choice of A = A? is
suitable. Numerical results confirm this choice. The theoretical error caused by this
numerical scheme is of order O(A, + A;) = O(4,). Other discretizations of L*, as the
characteristics method, were investigated but didn’t provide better results in terms of
precision (results not shown).

After the N, iterations, f&7) is finally divided by e, fN)(y) dy to obtain the ap-
proximate conditional density g. The computation of the integral is performed by the

trapeze method.

5.3.2 Boundary conditions

Kolmogorov equation (5.5) only applies on the interior of F3 so boundary values of f
cannot be computed using (5.6). This is the case for points y such that y; = 0, y, = 0,
ys = 0 or y; + y» + y3 = 1. We are actually not interested in the density values at these
points -because we eventually focus on the interior density- but we need them to evaluate
the discrete operator L* at each step of the algorithm. Generally, evolution equations are
solved with Dirichlet or Von Neumann boundary conditions, stating respectively that f
vanishes or that its first derivative in a given direction vanishes. However, when consider-
ing the solution with one locus, for which we know the analytic solution (5.4), it appears

that none of these conditions holds.
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Determining the exact equations for the boundary points would be extremely difficult.
Part of the problem is the diversity of boundary natures (corners, edges and faces) and
the fact that Y (¢) can have different behaviors depending on the boundary. Indeed, the
loss of one allele (as Y1, = Y12 = 0) is non reversible, which with the terminology of
the Feller boundary classification is characteristic of an exit boundary. On the contrary,
a lost haplotype (as Y7, = 0) can be recovered later by recombination, and this kind of
behavior corresponds to a regular boundary. More details about boundary classifications
can be found in (Karlin and Taylor, 1981).

Consequently, we have chosen a pragmatic and approximate solution consisting in
vanishing the second order derivative of f in a direction orthogonal to the boundary.
The value at each point of the boundary can thus be deduced from the one of two close
points of the interior. This ad hoc method was tested using several accuracy criteria and
turned out to be efficient, more than Dirichlet or Von Neuman conditions for example.

We present some of these tests in Section 5.4.

5.4 Accuracy of the approximation

In order to compute the probability distribution of haplotype frequencies under the diffu-
sion model, we discretize the Kolmogorov forward equation and use approximate boundary
conditions. The amount of error created by this numerical scheme is evaluated in this
section for several values of 7, p and y°. As a control, we first consider a one-locus neutral
model, for which we are able to compute the exact diffusion density. We expect the results
found in this case to hold in the two-locus case as well. Then we try to investigate directly
the error made in the two-locus neutral model by studying the particular case of p = 0 or

Monte Carlo simulations.

5.4.1 Numerical solution versus exact solution for one locus

In theory, the error due to the numerical solving of Kolmogorov forward equation (5.3) can
be easily controlled through the discretization step A, since the precision of the solution
is of order O(A,). However the particular boundary conditions we chose could affect
this expected performance. Consequently we implemented for (5.3) a numerical scheme
similar to the one described in Section 5.3 (see appendix) and compared its result ¢ with
the exact solution g. This exact solution can be computed from equation (5.4). Except
for very small values of 7 which we don’t need to consider, the 30 first terms of the series

suffice to get a very high accuracy. For the comparison we used the Hellinger’s distance
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between probability densities

d(9.5) = / (Vo) — Vi) dy

Results are shown in Table 1. We used several values of time 7 (from 0.01 to 2)
and of initial allele frequency y° (from 0.01 to 0.5) leading to different density shapes,
and we took a constant discretization step A, = 1/100. The accuracy was always very
high. It increased as 7 increased, which might come from the fact that the boundary
gz? = 0 is satisfied as 7 tends to infinity. Unless 7 is very small, the coefficients
e~z DMHT in equation (5.4) actually imply that f is a low-order polynomial in y.

condition

Besides, the accuracy of our solution also increased as y° increased up to 0.5. This seems
natural because the density values near the boundaries, and therefore the consequences

of the approximate boundary conditions, are larger for small values of y/°.

5.4.2 Numerical solution versus exact solution for two loci

We now come back to the two-locus model. We remind that it consists in studying the

conditional probability density ¢ of the diffusion process

Y(r) = (Ya(7), Ya(7), Y3(7)) = (Y. (7), Y2 (7), Yian) (7))

given Y (1) € ng. The numerical scheme described in Section 5.3 provides an approxima-
tion ¢ of this density. For p = 0 (totally linked loci), the exact density g is known and
we can directly compare the two functions. In general, the two-locus solution is unknown
so we estimate it using Monte Carlo simulations and compare our approximation § with

this estimation.

Totally linked loci

With no recombination (p = 0), the two-locus model with bi-allelic loci can be described
as a one-locus model with four alleles. These alleles are the haplotypes of the two-locus
model. The joint conditional density g of haplotype frequencies can thus be deduced from
the series expansion in (Griffiths, 1979). For very small values of 7 such as 7 = 0.01, the
convergence of this expansion is very slow and the result cannot be used in practice. For
7 > 0.1, the convergence was quickly achieved and we could compare our approximation
g with the series expansion g for several values of time 7 and initial haplotype frequencies

y°. The results given in Table 2 show that the accuracy was generally very high, except
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for the case where 7 = 0.1 and y° = (0.10,0.01,0.30). As in the one-locus problem of
Section 5.4.1, the accuracy was lower for small evolution times and small initial haplotype
frequencies. The case of y° = (0.25,0.25,0.25), not shown in the table, provided even

better results.

To illustrate the good accuracy of our approximation, we also computed the marginal

density g, of the frequency of haplotye (1,2) by

1—y2 1-y1—y2
92(y2) = / dy, / 9(y1, Y2, y3)dys
0 0

We similarly obtained, from g, the approximation g, of this quantity. We did it for 7 = 0.1
and for several values of p from 0 to 10. As observed in Figure 5.1, the approximate curve
with p = 0 is very similar to the exact curve. As the recombination rate increases, the
approximate density curve is shifted toward large values of y5. This is natural because the
initial frequency of haplotype (1,2) (y9 = 0.05) was lower than the one expected under
equilibrium ((y9 + y9)(1 — v — ) = 0.12).

Monte Carlo simulations

For p # 0, the exact joint density g of haplotype frequencies is unknown and the quality of
our approximation g can thus not be evaluated directly. We can however estimate the true
density g using Monte-Carlo simulations of the two-locus diffusion model, or equivalently
of the two-locus Wright-Fisher model for a sufficiently large population size N. We chose
the latter option. Simulating the evolution of haplotype frequencies under a two-locus
Wright-Fisher model is straightforward : it consists in sampling with replacement 2N
haplotypes at each generation, where the sampling probabilities are given in equation
(5.2).

Estimating a density in dimension three with a small discretization step on each di-
rection would actually require a huge number of simulation replicates. To speed up the
computations and obtain more reliable estimates, we thus focused on two densities in

dimension one. The first one was the marginal density gp of
P(T) = Y1,1<7') + YLQ(T)

which is the frequency of allele 1 at first locus. The second one was the marginal density
go of the frequency of haplotype (1,2). We simulated the independent replicates I1()(.),

r=1,..., R, rejected the ones leading to the loss of at least one haplotype and computed
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the Monte Carlo estimates

) R (A (- ) T + TV < Ay (k+ 1))
gp(kA,) = A— 27{11 (IO (¢) € F3)

) X Ak - 1) <mle) < Ay(k+ 1))

ga(kA,) = A—y ST IO € Fy)

for k = 1,...,N, — 1 (we took N, = 50 in practice). The estimates for £ = 0 and
k = N, were obtained from the same principle, using the replicates leading to a frequency
included in the open intervals (0, %) and (1 — —, 1) respectively. We computed gp and
g1 for several values of the population size N and found that N = 200 was large enough
to get accurate estimates of the exact diffusion densities. The following results were thus
obtained for N = 200.

We compared the density estimates gp and g; with the approximate densities

/ dyl/ Gy, 0 —y1,y3)dys, 0 <p <1

and
1 1—y1—y2
92(y2) :/ d?h/ 9(y1,y2,y3)dys, 0 <y <1
0 0

These densities were obtained by numerical integration of the function g returned by our
algorithm. For a diffusion process with parameters p and 7, we used ¢ = 5% and t = 2N7

for simulating the Wright-Fisher process.

Hellinger’s distances between gp and gp and between g, and g, are presented in Tables
3 and 4 respectively. Several values of 7 (from 0.01 to 0.5), p (from 1 to 10) and y°
((0.15,0.05,0.25) or (0.10,0.01,0.30)) were tried. For each configuration of parameter
values, the result in Table 3 and the one in Table 4 were computed from the same joint
densities g and ¢ (in particular the same Monte Carlo replicates were used for both tables).
A graphical representation of the several densities we computed is provided in Figure 5.2
in the case of 7 = 0.1, p = 10 and 3° = (0.15,0.05,0.25).

Tables 3 and 4 reveal that our method provides a good approximation of the exact
diffusion density. The accuracy was very high for 7 < 0.1 and y° = (0.15,0.05,0.25). As
already observed and discussed in previous tables, the accuracy was lower when the initial
haplotype frequencies were taken closer to the boundary (y° = (0.10,0.01,0.30)) and it
was greater with initial frequencies in the middle of F3 (y° = (0.25,0.25,0.25), results
not shown). Contrary to what was observed in previous tables, the accuracy was here

lower for 7 = 0.5 than for 7 = 0.1. It is not surprising because the two-locus diffusion
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with p # 0 has a non zero drift b(y), which was not the case in the one-locus diffusion
studied in Table 1 or in the two-locus diffusion with p = 0 studied in Table 2. The
approximate boundary conditions are thus never satisfied here, even for large values of
7. For computational reasons, we could not test the accuracy of g for values of 7 greater
than 0.5, but it is very likely that the results would be worse than for 7 = 0.5. Given
these few observations, we could finally expect the accuracy of our approximate density
to decrease as p increases. It is actually what happens for the frequency of allele 1 at first
locus (Table 3). However, the pattern of errors observed for the frequency of haplotype
(1,2) (Table 4) is a little different. One explanation here may be that large values of p also
have a positive influence on the results because they contribute to create more haplotypes
(1,2) and thus attenuate the weight of the boundary points, as observed in Figure 5.1.

5.5 Example

Here we come back more precisely to the problem of linkage disequilibrium measures that
we introduced in Section 5.1, and focus more particularly on the measure 77;(t) given in
(5.1). In the case of two bi-allelic loci we actually know that r7,(t) = r{,(t) =73, (t) =
r5o(t) = r*(t). Sved (1971) provided an approximation of the expected value of this

measure as a function of NV, ¢ and ¢:
1 1

e (
1+ 4NcG=L 2N

E[r*(t)]

This equation holds under a two-locus Wright-Fisher model without selection or mutation
and under the hypothesis that there is no linkage disequilibrium at time 0, i.e. E[r?(0)] =
0. This formula quantifies the creation of linkage disequilibrium by random drift, and is
thus widely used by geneticists.

We compared Sved’s formula with the value obtained from our method for N = 100,
t = 20 and several values of ¢ from 0cM to 2cM. We chose an haplotype frequency vector
y° = (0.25,0.25,0.25) and studied the case without selection as well as one case with
selection. For this latter case we considered a simple model of directional selection, as
described in (Ethier and Nagylaki, 1989). The fitness of allele 1 at first locus was o = 20
(in the diffusion model) while other allele fitnesses were equal to 0. At first locus, allele
1 was thus conferred a selective advantage, while the second locus was assumed neutral.
Our numerical scheme could be applied exactly as in the neutral case, with only a slight
modification of coefficient b(y).

As we can see in Figure 5.3, Sved’s formula gives slightly larger values of E[r?(¢)] than
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our method with no selection. This is in good agreement with Monte Carlo simulations
of Sved (1971) himself, that showed that his formula was an overestimation of E[r?(t)] for
N =50, t = 50 and ¢ < 5¢cM. For the parameter values of Figure 5.3, our method is thus
more accurate than Sved’s formula. Moreover, contrary to Sved’s formula, our method
can also be applied with weak selection, and the case of ¢ = 20 shows that this factor is

not negligible.

5.6 Computational complexity

For most values of IV, the algorithm we proposed has a much lower computational com-
plexity than direct methods based on the Wright-Fisher model. Indeed the number of
iterations needed by our algorithm is 7/A, = (t/2N)/A2 = tN;/(2N) and each iteration
requires a number of operations of order NS since it computes the value at each discretiza-
tion point. The complexity is consequently of order tNy5 /N. In comparison, the direct
computation of the Wright-Fisher distribution would require to compute the power ¢ of
the transition matrix. Since the size of this matrix is of order N3, the complexity would
be at least of order (N?)%. As a value of N, = 100 is sufficient to get a good accuracy, our
method is clearly faster. Alternatively, we could also estimate the Wright-Fisher distribu-
tion by Monte Carlo simulations. To compare it with our method, we would estimate the
same number of probabilities, i.e. NS. Given that Monte Carlo schemes converge at speed
1/ VR, where R is the number of replicates, an accuracy of order O(A,) would require an
average of Ny2 replicates by point. Then each replicate consists in simulating a population
over t generations, that is simulating ¢ multinomial distributions with samples of size V.
It requires consequently ¢N operations, and the total complexity is of order ¢t N NS. The
advantage of our method for computing the density is thus obvious, and is increased for
large populations. If we are only interested in one specific moment of the density (as in
Section 5.5 for instance), the complexity of the Monte Carlo method is reduced to t N NyQ,
while the complexity of our algorithm is the same as before. But as soon as N > 1000
our method is still more efficient.

Actually for large values of N, simulating the whole population under a Wright-Fisher
model cannot be competitive. A reasonable alternative to our method would be to sim-
ulate the diffusion process, which requires about Nst/ (2N) operations for one trajectory.
For computing one moment of the distribution, Ny2 trajectories are generally enough and
this approach could thus be faster than ours. For evaluating the whole distribution our
method is still more efficient. Simulating the haplotype frequencies along the ancestry

graph of a given sample at time ¢ is an other way to reduce the complexity of the problem
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(Gasbarra et al., 2005). However, the result obtained by such methods cannot exactly be
compared to the result that we get, which is at population level.

All these complexity results are summarized in Table 4 and evaluated for two sets of
parameter values. Practically, the computing time needed for our method to obtain the
approximate joint density with 7 = 0.1 and N, = 100 was about 45 minutes on a Intel
XEON processor 4 x 2.4GHz.

5.7 Discussion

In this study we were interested in the probability distribution of haplotype frequencies
under the two-locus diffusion model with bi-allelic loci. We presented a method aiming at
approximating the conditional joint density of these frequencies given that no haplotype
has been lost. This method is based on a numerical solution of the Kolmogorov forward
equation. It can be applied to evaluate transient densities, and can deal with models in-
cluding selection or mutation. Several comparisons and tests were provided, that evaluate
the accuracy of this approximate method.

Results of Sections 5.4 clearly indicate that our numerical solution of the Kolmogorov
forward equation introduces no significant error for the conditional density of Y (7) if
we consider a model without selection or mutation, a diffusion time 7 < 0.1 and if our
initial haplotype frequency vector 3° is not too close to the boundaries of F5. For initial
haplotype frequencies very close to the boundaries of 5 or for larger evolution times,
this approximation remains reasonable but should be considered with more caution: in
that case Hellinger’s distances between the exact and approximate solutions can reach an
order of 1072, which may be problematic in some applications. The influence of selection
or of mutations between alleles on the accuracy of our method was not tested, essentially
because of the difficulty to find an exact result that we could use for the comparison.
Future studies based on intensive simulations could help to answer this question. However,
it should be noted that introducing mutation rates between alleles would make the fixation
probabilities vanish. The problem caused by the behavior at the boundaries would then
be reduced, and the accuracy would certainly increase.

In light of these considerations about the accuracy of the approximation, and of the
general assumptions made by the model, which are the situations where our method can
be used? First of all, the description of a population by a vector of haplotype frequencies of
fixed small size implies that no new allele can be created between times 0 and 7. Besides,
the diffusion approximation also has some consequences on the values that can be used

for the genetical parameters. Theorem 2 actually implies that the limit recombination
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rate considered is around 1, which in practice corresponds to closely linked loci. The same
remarks can be done concerning the selection and mutation rates, as pointed out by Ethier
and Norman (1977). For example, the most recent generations in many animal breeds
used in agriculture don’t satisfy this hypothesis because the selection pressure they are
subject to is too strong. Finally, our numerical solution is accurate provided 7 is at most
of order 0.1, which actually means ¢ of order 0.1N. This leads us to consider relatively

short population histories, typically shorter than the ones used by coalescent methods.

When the above conditions are reached, our method is a powerful tool for studying
the evolution of haplotype frequencies. It is particularly convenient for problems where
haplotype frequencies are still in transient state. The forward version, on which we focused
in this paper, is a competitive alternative to traditional forward simulation programs, as
underlined in section 5.6. The potential applications are numerous (see (Gasbarra et al.,
2005) for a short review). The backward version also opens many perspectives, and will

motive further papers.

Our method can be particularly useful, for instance, in the field of linkage disequilib-
rium gene mapping. Indeed, the small values of 7 we considered correspond to the ones
usually found in fine mapping studies of disease genes. In several of these studies (Kaplan
et al., 1995; Graham and Thompson, 1998; Morris et al., 2000), the population effective
size was estimated around 10000 and the number of generations since causal mutation
around 200, which gives 7 = 0.01. In this case the values we chose for p give ¢ = 0.005
centi Morgan (cM), 0.025cM and 0.05¢M. It corresponds to the order of distances con-
sidered in reality. One first example of result on the property of linkage disequilibrium
measures was provided in Section 5.5.

The major drawback of our method is the approximation we have to do about the
boundary conditions, which for some parameter values introduces significant errors. How-
ever, it is to be noticed that these errors mainly occur in the case of parameter values for
which the diffusion limit itself should not be used to approximate the Wright-Fisher pro-
cess: extreme initial and final allele frequencies (Biirger and Ewens, 1995) and large values
of p. Moreover, these errors are reduced in the backward problem, where the boundary
values are generally more fully determined. Last but not least, we observed that despite
the approximate boundary conditions our solution was convergent as 7 tends to infinity
in the one-locus model or the two-locus model with p = 0. These results are very encour-
aging and let us think that we could find boundary conditions which also provide better
results for p # 0. This topic will motive further investigations.

Extending our method to models with more than two loci would also be useful in

the present genetical context where more and more genomic information is available. In
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theory this extension would be possible, but from a numerical point of view it seems
more difficult. For solving evolution equations in dimension greater than 3, simulating

the diffusion process should be more efficient.
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Table 1: Numerical solution versus exact solution for one

locus

-
0 0.0l 0.1 0.5 1 2

0.5 9.90e-03 5.91e-05 5.66e-07 1.32e-09 2.09e-12
0.2 1.14e-02 6.82e-05 2.41e-05 3.29¢-06 6.06¢-08
0.05 3.20e-03 9.10e-04 5.34e-05 7.73e-06 1.37e-07
0.01 7.00e-03 2.30e-03 6.32e-05 9.26e-06 1.62e-07

Hellinger’s distance between the exact density g of the frequency of allele 1 under a one-
locus diffusion model and the approximation ¢ of this density computed by our method
for different values of the time 7 and of the initial allele frequency y°. A, = 1/100 and

A, = A? for the numerical scheme

Table 2: Numerical solution versus exact solution for

two loci with p =0

.
y° 0.1 0.5 1
(0.15,0.05,0.25) 9.41e-04 1.28¢-04 2.73e-06
(0.10,0.01,0.30) 6.80e-02 1.70e-03 3.20e-05

Hellinger’s distance between the exact joint density g of haplotype frequencies under a
two-locus diffusion model with recombination rate p = 0 and the approximation g of this
density computed by our method for different values of the time 7 and of the initial allele

frequency y°. A, = 1/100 and A, = A? for the numerical scheme.
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Table 3: Marginal allele density

Y (0.15,0.05,0.25) (0.10,0.01,0.30)
T T
p 0.01 0.1 0.5 0.01 0.1 0.5

1 4.54e-04 6.90e-03 1.41e-02 6.60e-03 1.82e-02 2.63e-02
5 1.00e-03 6.90e-03 1.66e-02 8.40e-03 2.23e-02 3.07e-02
10 9.00e-04 7.70e-03 7.12e-02 1.10e-02 2.64e-02 4.87e-02

Hellinger’s distance between the density gp of the frequency of allele 1 at first locus under
a two-locus Wright-Fisher model with population size N = 200 and the corresponding
density gp under a two-locus diffusion model. §p is estimated by Monte Carlo using 10°
replicates and gp is computed by our numerical scheme with A, = 1/100 and A, = Af/.
Several values of the time 7, of the recombination rate p and of the initial haplotype

frequencies y" were used.

Table 4: Marginal haplotype density

y° (0.15,0.05, 0.25) (0.10,0.01, 0.30)
T T
p 001 0.1 0.5 0.01 0.1 0.5

1 1.51e-02 5.10e-03 1.28e-01 4.21e-02 8.10e-02 2.32e-01
5  9.30e-03 7.36e-04 5.50e-03 7.20e-02  1.40e-02 1.36e-02
10 6.40e-03 1.60e-03 2.41e-02 1.37e-01 6.60e-03 2.24e-02

Hellinger’s distance between the density §o of the frequency of haplotype (1,2) under
a two-locus Wright-Fisher model with population size N = 200 and the corresponding
density g, under a two-locus diffusion model. g, is estimated by Monte Carlo using 10°
replicates and g, is computed by our numerical scheme with A, = 1/100 and A, = Af/.
Several values of the time 7, of the recombination rate p and of the initial haplotype

frequencies 3" were used.
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Table 5: Computational complexity

Method
Population parameters FD ™ MCWF MCD
Whole density
General case tN)/N N® tNN; tN;/N

N =1000, t = 100, NV, = 100 10° 1018 10t 1013
N = 10000, ¢ = 100, N, = 100 108 10% 1012 1012
One specific moment
General case tNy/N N® tNN; tN,/N
N = 1000, t = 100, NV, = 100 10° 1018 10° 107
N =10000, ¢t = 100, N, = 100 108 10% 1010 106

Computational complexity for different methods computing the distribution of haplotype
frequencies under the Wright-Fisher model. FD : our method (based on diffusion approx-
imation and finite differences). TM : direct method based on the transition matrix of the
Wright-Fisher process. MCWF : Monte Carlo simulations of the Wright-Fisher process.
MCD : Monte Carlo simulations of the diffusion process.

12

probability density

L L L -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
haplotype frequency

Figure 5.1: Exact marginal density g» of the frequency of haplotype (1, 2) for the two-locus
diffusion model with recombination rate p = 0 (solid line) and approximation g, of this
density obtained by our method with p = 0 (dash line), 5 (dotted line) and 10 (dash-dotted
line). The time is 7 = 0.1 and the initial haplotype frequencies are y° = (0.15,0.05, 0.25).
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04 06 08
haplotype frequency
allele frequency

(a) gp and gp (b) g2 and g-

Figure 5.2: Comparison between the density of the two-locus diffusion model with time
7 = 0.1 and recombination rate p = 10 (dash line) and the density of the two-locus
Wright-Fisher model with population size N = 200, time ¢ = 40 and recombination rate
¢ = 0.025M (solid line). The diffusion density is approximated by our method with
A, =1/100 and A, = Afj. The Wright-Fisher density is estimated by Monte Carlo with
N, = 50 and 10° iterations. The initial haplotype frequencies are y° = (0.15,0.05,0.25).
(a) marginal densities gp and gp of allele 1 at first locus. (b) marginal densities g, and
g2 of haplotype (1, 2).
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Figure 5.3: E[r};(¢)] under the two-locus Wright-Fisher model as a function of the recom-
bination rate ¢ for time ¢ = 20 and population size N = 100. Solid line : Sved’s formula.
Dash line : our method with selection rate ¢ = 0. Dotted line : our method with selection
rate o = 20.
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Numerical solution of the Kolmogorov forward equation

for one locus

Here is the MATLAB program we used in Section 5.4.1 to compute the approximate
diffusion density. Except for accuracy tests as we did, it is not very useful because the
exact solution is known. Nevertheless it gives a good idea about how our algorithm for
two loci works, and it is much shorter and easier to understand. The main program is

densite.m and it appeals the subprogram op.m.

function uT = densite(u0,T,Nt,I)

% this program computes the probability density of allele
% frequency at time T under a one-locus diffusion model

% without selection or mutation. It resolves the

% Kolmogorov forward equation by a finite difference scheme
% Boundary conditions : second order derivative vanishes
% uT : density at time T

% u0 : density at time 0

% T : final time

% Nt : number of discretization intervals for [0,T]

% I : number of discretization intervals for [0,1]

% vector index :

% index 1 corresponds to y=0

% index I+1 corresponds to y=1

h=1/I; % h is the discretization step for [0,1]
dT=T/Nt; % dT is the discretization step for [0,T]
u_av=u0;
for t=1:Nt

% at each iteration, u_ap is computed from u_av

u_ap=zeros(I+1,1);

% for interior points we apply formula (6)

for i=2:1

u_ap(i)=u_av(i)+dT*op(u_av,i,h);

end

% for boundary points we vanish the second order derivate

% y=0
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u_ap(1)=2*u_ap(2)-u_ap(3);
h y=1
u_ap(I+1)=2%u_ap(I)-u_ap(I-1);
%» for the next iteration we restart from the density
% we have just computed
u_av=u_ap;
end

uT=max(u_ap,0); % just to avoid artefact negative values
P J g

function y = op(u,i,h)

% computes Lu((i-1)h) where L is the discrete version

% of the KFE operator

% u : a real function

% i : index vector of the point where we apply the opeator

% h : discretization step for [0,1]

x=(i-1)*h; % computation of the point corresponding to index i
% the first term of the operator is a function of u
=-u(i);

% the second term of the operator is a function of

% the first derivative of u

b=1-2%x;

if b>0

y=y+b*(u(i+1)-u(i)) /h;

% (u(i+1)-u(i))/h is an approximation of

% the first derivative of u at (i-1)*h

else

y=y+b*(u(i)-u(i-1)) /h;

end

% the third term of the operator is a function of

% the second derivative of u
y=y+(x*(1-x) * (u(i+1)-2*xu(i)+u(i-1)))/(2*h*h) ;

% (u(i+1)-2*u(i)+u(i-1))/(2*h*h) is an approximation of

% the second derivative of u at (i-1)%*h
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Chapitre 6

Calcul de la vraisemblance par

I’équation rétrograde de Kolmogorov

Au cours du chapitre 4, nous avons vu qu'un moyen d’estimer la position d’'un QTL
était de calculer la vraisemblance de chaque position x en intégrant par rapport a la

distribution des fréquences d’haplotypes I1(¢) dans la population, ce qui donne
L(z | D) = E[L(z | D, 11(1))]

La méthode numérique présentée au chapitre 5 nous fournit désormais un moyen de calcu-
ler la densité de I1(¢), et on peut intégrer numériquement par rapport a cette densité pour
calculer L(x | D) dans le cas d’un modéle a deux loci. En réalité, on peut méme calculer
directement L£(x | D) en passant par 1’équation rétrograde de Kolmogorov. L’objet de ce
chapitre est de comparer les courbes de vraisemblance obtenues par cette méthode a celles

obtenues par d’autres approximations classiques.

6.1 Modéle

.....

d’intérét biallélique d’alléles () et ¢ et un marqueur biallélique d’alléles 1 et 2. Puisque la
position du marqueur est connue, estimer c revient a estimer la position x du géne d’inté-
rét. Pour simplifier, on supposera que la relation entre génotypes et phénotypes est déter-
ministe, de sorte qu’on observe directement les effectifs des haplotypes (@, 1), (@,2), (¢,1)
et (¢,2) dans I’échantillon. Ces effectifs sont notés ng 1, ..., n,2 et 'ensemble des données
disponibles D est simplement constitué du vecteur n = (ng1,...,n,2). Le vecteur des fré-

quences d’haplotypes dans la population a la génération ¢ est II(t) = (Ilg 1 (%), . .., I, 2(1)).
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Il suit le modele de Wright-Fisher & deux loci décrit en 2.1.2.
On suppose que les haplotypes observés dans I’échantillon sont issus d’un tirage aléa-

toire avec remise parmi les haplotypes présents dans la population a la génération ¢, si

bien que
P(n[1I(1)) = Cullga(t)"? () 22y (¢)" o g 2 (2)"
= G H H Hilﬂé (ig)nil’i2
i1=Q,q i2=1,2
ou C, = (2N:)! et 2Ny = ng1+ng2+ng1+ng2. N est la taille de I’échantillon,

ng,1'nQ,2'nq,1'ng, 2!

qui compte 2N, haplotypes. Or II(¢) est une variable cachée dont la loi dépend de c, t,
de la taille de la population 2N et du vecteur des fréquences d’haplotypes initiales 7°. La

vraisemblance de ces paramétres peut donc s’écrire

L, t, Na®[n)=E[ [T [] Haw®)" ] (6.1)

i11=0Q,q i2=1,2

On suppose en fait que ¢ et NV sont des constantes connues. D’autre part, conformément
aux hypothéses classiques de la cartographie par déséquilibre de liaison (voir section 4.3),
on considére que l'instant 0 correspond a un événement démographique ou génétique
créant un fort déséquilibre de liaison entre les 2 loci. En particulier, 1’alléle le plus récent
du géne d’intérét, disons (), n’est alors associé qu’a un seul des deux alléles du marqueur.

On a donc 7§ ; = 0 ou 7 , = 0

6.2 Estimateurs

Dans le cadre du modéle ci-dessus, on souhaite estimer c et 7° par les estimateurs de

maximum de vraisemblance ¢ et 70 tels que

L(¢,t,N,7° | n) = sup L(c,t,N,7° | n)

0 —
mH =0 U 1) ,=0

Nous comparons trois estimateurs, qui différent par la facon de calculer L(c,t, N, 7° | D).

6.2.1 Meéthode de Monte Carlo

Une premiére possibilité consiste & estimer la vraisemblance par Monte Carlo. Pour des
valeurs de N, t, ¢ et 7w fixées, on simule des trajectoires de fréquences II,,(.),

m = 1,..., M sous un modéle de Wright-Fisher & deux loci. A chaque génération ¢,

84



6.2. Estimateurs

on peut tirer le vecteur de fréquences I1,,(¢ + 1) a 'aide de I'algorithme décrit en 2.1.2.
On peut aussi utiliser un simulateur de loi multinomiale déja programmé puisque pour le
modéle & deux loci on a une expression explicite des probabilités de transition donnée par
I'équation (2.1). On en déduit

Lc,t, N, 7° | n,IL,,,(t)) (6.2)

M:

LM (et N, 7| n)

m=1

A priori, il faudrait effectuer ce calcul pour un grand nombre de valeurs de c et 7° afin de

chercher les valeurs qui maximisent £M¢). Cela serait extrémement long, et on se contente

donc en pratique de calculer cette vraisemblance pour 7° = (0, 7TQ , 70 STE 7?22 — 7r01)

et 7 = (7g ,0,7° — 7,1 —@°)), ou 7y, et °; sont les estimateurs de maximum de

vraisemblance des fréquences alléliques initiales 7() = 7m(, + mg, €t ) = T + T,

D’aprés 'étude du modéle de Wright-Fisher a un locus, il est clair que 7§, = w,;i;nw
b S

puisque ng = ng1 + ng2 est issu d’un tirage binomial B(2N;, 1 (t)) et que d’autre part

E[llg, (t)] = 75, . On obtient de méme que 7%, = n"?;i;\;n‘”

4 fréquences d’haplotypes doit étre égale a 1, les deux valeurs de 7° proposées ci-dessus

. Sachant que la somme des

sont les seules permettant de respecter les estimateurs des fréquences alléliques et les

conditions respectives ¢, ; = 0 et 7, = 0.

6.2.2 Approximation du premier ordre

Une deuxiéme méthode, proposée par Xiong et Guo (1997) dans le cadre d’études cas
controle pour localiser des génes de maladies rares, est de calculer une approximation au

premier ordre de la vraisemblance définie par ’équation (6.1). On obtient ainsi

LY, t, N7 |n)= ] [] EML, . 0)"] (6.3)

11=Q,q 12=1,2

Dans le cadre du modéle de Wright-Fisher, on sait calculer de maniére exacte les espé-
rances des fréquences d’haplotypes. On trouve
1— 0t+1
E[lL;, 5,(t)] = 70 . —ed) , ——— (6.4)

11,12 iz 1 _ @

ou df ;, =7, — Ty Ty, et 0 = (1—c)(1 -

11,12 11,12

). Ici le calcul de LW (c,t, N, 7 | n) est
trés rapide donc on peut se permettre d’essayer de nombreuses valeurs de 7° telles que
T, = 0 ou mg, = 0.

Pour une valeur de 7° fixée, on constate qu’estimer ¢ en maximisant £ (¢, ¢, N, 7° | n)
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revient a prendre I'estimateur empirique solution de I’équation

R ()
(-0 - 55) = =

N D(4) — Pl nQitng2 nQ1tng1
ou D(t) = ~ N N

temps ¢. Rappelons que pour le modéle & deux loci, D, ;,(t) ne dépend du couple d’alléles
Diy ,ip (1)
&0

R

est I'estimateur empirique du déséquilibre de liaison au
(71,42) que par son signe. Le quotient ne dépend donc pas du couple (iq,z), d’ou

la notation simplifiée (t).

6.2.3 Equation rétrograde de Kolmogorov

Dans la derniére méthode, la loi de II(¢) associée & un taux de recombinaison c est
approchée par la loi du processus de diffusion Y (7) décrit en 5.2.2, pour 7 = ﬁ et un

taux de recombinaison p = 2N¢. On utilise donc ’approximation

Lc,t,N,7° | n) =~ L(p,7,7° | n) H H Yi o (T) 102 (6.5)

11=Q,q 12=1,2

Or L(p,7,7° | n) vérifie I'équation rétrograde de Kolmogorov

oL 3 oL 1 & 9L
E:Lﬁ:;b( N = (x )+5 Y a1 (")

dy; = 9y, 0y,

ou L, b et a sont le générateur et les coefficients infinitésimaux définis en 5.3 et o1, comme

dans le chapitre précédent, on note
V(1) = (You(7), You(7), You(7)) = (Yi(7), Ya(7), Ys(7))

Pour des valeurs de p et 7 fixées, on peut utiliser I’algorithme présenté au chapitre
précédent pour calculer £(p, 7, 7" | n) pour tout 7 € Fs. Il y a quelques modifications
simples a opérer sur l'algorithme. Tout d’abord le générateur discrétisé L* est remplacé
par un nouveau générateur L pour tenir compte des différences entre les coefficients des

deux équations. D’autre part, la condition initiale devient

L(p,0,7° | n) H H Ty i), w0 € Fy

11=Q,q i2=1,2
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Enfin, si toutes les coordonnées de n sont non nulles, on a les conditions aux bords

L(p,7,7 | n) =0 pour W%V = 0,7?%7. = 1,7?91 =0 ou 7T91 =1
Cela traduit le fait que si & un moment donné un des alléles disparait, il ne peut pas étre
recréé et il est alors impossible d’observer tous les types d’haplotypes dans 1’échantillon
final. Les autres conditions aux bords -celles correspondant aux bords non absorbants en
fait- restent les mémes qu’au chapitre précédent.

On appelle LEBE) (p 7 70 | n) la vraisemblance retournée par cet algorithme. Comme
nous obtenons la solution pour toutes les valeurs de 7%, il est facile de prendre ensuite le
maximum sur 7T2271 =0 ou 7T2272 = 0.

Le tableau 6.1 récapitule les 3 approximations présentées dans cette section pour le

calcul de la vraisemblance (6.1).

Approximation Principe Référence
L) Processus de Wright-Fisher formule (6.2)
Approximation de Monte Carlo
LW Processus de Wright-Fisher formules (6.3)
Equivalent de la vraisemblance quand N — oo et (6.4)
L(KBE) Processus de diffusion section 6.2.3

Résolution numérique de I’équation de Kolmogorov

TAB. 6.1 — Récapitulatif des 3 approximations utilisées dans ce chapitre pour calculer la
vraisemblance L(c, ¢, N,7° | n) donnée par la formule (6.1).

6.3 Allure des vraisemblances

Pour N = 10000, ¢t = 100, 7 = (0.21,0,0.37), et un échantillon n = (29, 3,58, 59) (de
taille totale Ny = 75), la figure 6.1 montre la courbe de vraisemblance pour ¢ obtenue
par chacune des 3 méthodes. Nous avons volontairement pris un échantillon parmi les
plus probables, c’est a dire proche de 2N,E[II(¢)]. Les valeurs de ¢ ont également été
sélectionnées de facon & englober le maximum ¢. Enfin, pour éviter de manipuler des
valeurs de vraisemblance trop faibles qui pourraient étre a I'origine d’erreurs numériques,
la vraisemblance calculée n’est pas exactement celle de la formule (6.1) mais plutot

L'(c,t, N,z | n) =E] H H (M)n12]

ih=Qq ia—12 Piviz
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1.5

vraisemblance

. . . . . . . . .
0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28 0.32 0.36 0.40

FIG. 6.1 — Courbes de vraisemblance L) (¢, ¢, N, 7° | n) (ligne continue), L& (c, ¢, N, 7 |
n) (points), et LIEBE) (p 7 70 | n) (ligne en pointillés) en fonction de c. On a N = 10000,
t =100, 7° = (0.21,0,0.37) et n = (29,3, 58,59). Pour LM (¢, ¢, N, 7° | n) on simule
M = 300 populations pour chaque valeur de c.

ou p = 2N,E[II(¢)] = (0.18,0.02,0.37,0.43). Cela revient a calculer la densité de probabi-
lités du vecteur n par rapport a la mesure image de la loi multinomiale M (2Ny, p) plutot
que par rapport a la mesure de comptage sur N*. £’ est proportionnelle &4 £ donc cela ne
change rien pour I’estimation.

A condition de simuler suffisamment de fois I’histoire de la population, la vraisemblance
obtenue par Monte Carlo peut étre considérée comme la courbe de référence. C’est le cas
ici, et nous avons vérifié qu’il y avait bien convergence de la méthode. Mais le temps de
calcul nécessaire est trés important, et on préférerait pouvoir utiliser I'une des deux autres
méthodes.

Sur cet exemple, 'approximation d’ordre 1 donne le méme maximum que la méthode
de Monte Carlo, mais le pic de vraisemblance obtenu est beaucoup plus fort. Cela semble
se vérifier pour les quelques autres exemples d’échantillons étudiés. Ceci provient du fait
que la convergence de £ vers £ quand N tend vers l'infini est trés lente. Méme pour
N = 10000, il y a encore une différence importante entre les deux expressions. Pour les
mémes valeurs de 7°, ¢, n et le taux de recombinaison ¢ = 0.26cM qui maximise £V, Ia
table 6.2 montre qu’il faudrait une population de taille N = 500000 pour avoir une bonne
adéquation entre £V et LMY En pratique, I'utilisation de I’approximation d’ordre 1
conduirait sans doute & des intervalles de confiance trop étroits, car elle néglige d’une
certaine maniére la variabilité de I’histoire évolutive.

[’approximation par la diffusion rend mieux compte de cette variabilité évolutive. Cela

se retrouve sur la courbe de vraisemblance, dont I'incurvation est plus proche de celle de
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6.3. Allure des vraisemblances

N LM (et N, 70 | n)

10 000 0.71
20 000 0.94
50 000 1.21
100 000 1.29
200 000 1.36
200 000 1.40

TAB. 6.2 — Evolution de LM (¢, ¢, N, 7° | n) en fonction de N, pour ¢ = 100, ¢ = 0.26cM,
70 = (0.21,0,0.37) et n = (29, 3, 58, 59). Chaque valeur du tableau est calculée a partir de
200 populations simulées. Pour les paramétres de ce tableau, on a toujours E(l)(c, t,N, 70|
n) = 1.42

la courbe obtenue par Monte Carlo. En revanche, le maximum est atteint pour une valeur
de c légérement inférieure. Cette différence ne semble pas provenir de ’approximation du
processus de Wright-Fisher par un processus de diffusion. En effet, pour N = 100000,
et en modifiant simultanément ¢ et ¢ de maniére a ce que 7 et p restent les mémes que
dans la figure 6.1, la courbe de vraisemblance obtenue par Monte Carlo reste la méme.
Dans ce cas, ’erreur vient donc probablement de notre résolution approchée de I’équation
de Kolmogorov. Au cours du chapitre précédent, nous avons vu que notre méthode était
précise pour des temps d’évolution 7 entre 0.01 et 0.1. Le temps 7 = 0.005 est peut étre
trop faible ici. Le fait de prendre une fréquence initiale au bord du domaine (7mg 2 = 0)
est peut étre aussi un désavantage pour notre méthode, bien que les conditions aux bords
soient mieux définies ici que dans le probléme du chapitre précédent. Notons pour finir
que quand une des composantes du vecteur d’observations n est strictement inférieure a
3, le maximum de la vraisemblance £5BF) est toujours en ¢ = 0 (ceci a été vérifié pour
différentes valeurs de 7, 7° et n). Ceci pourrait aussi étre dii & un probléme numérique.
Nous avons également comparé les différentes vraisemblances pour des valeurs des pa-
ramétres plus proches de celles typiquement rencontrées en génétique animale, par exemple
N = 250 et t = 50. Pour de telles valeurs de N, la variabilité dans I’évolution des fré-
quences est beaucoup plus importante, et il est assez difficile d’obtenir une courbe de vrai-
semblance stable par Monte Carlo. En utilisant 2000 réplicats par valeur de ¢, nous avons
obtenu la courbe approximative représentée par la figure 6.2. Bien que NV soit plus faible
que dans I’exemple précédent, la courbe de vraisemblance obtenue par diffusion est assez
proche de celle obtenue par Monte Carlo, ce qui peut étre di a la différence d’échelle de
temps entre les deux exemples : 7 = 0.005 pour la figure 6.1, et 7 = 0.1 pour la figure 6.2.
En revanche, ’approximation d’ordre 1 est beaucoup plus fausse ici que dans ’exemple

précédent, et n’admet plus le méme maximum. Elle n’est pas représentée sur la figure 6.2.

89



Chapitre 6. Calcul de la vraisemblance par l’équation rétrograde de Kolmogorov

0.07

vraisemblance
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FIG. 6.2 — Courbes de vraisemblance LM (c t, N.7° | n) (ligne continue) et
LEBE)(p 7 70 | n) (ligne en pointillés) en fonction de c. On a N = 250, t = 50,
7 = (0.21,0,0.37) et n = (30, 5,65, 50). Pour LM (c,t, N,7° | n) on simule M = 2000
populations pour chaque valeur de c.

6.4 Reésultats de simulations

Les estimateurs de maximum de vraisemblance basés sur LEBE) et £0) ont été testés
sur un jeu de 50 échantillons de taille Ny, = 75. La vraisemblance obtenue par Monte
Carlo demande trop de temps de calcul et n’a donc pas été considérée. Chaque échan-
tillon a été produit en simulant une population d’haplotypes pour deux loci distants de
0.2¢M. Les simulations ont été conduites sous un modéle de Wright-Fisher de paramétres
N = 10000, t = 100 et 7° = (0.21,0,0.37) comme pour la figure 6.1. A I'issue de chaque
simulation, I’échantillon était choisi dans les proportions exactes de la population obtenue
(I'introduction d’un échantillonage aléatoire des N individus a peu d’influence sur les ré-
sultats). Les échantillons ayant une coordonnée strictement inférieure a 3 ont été rejetés.
Pour tous les autres échantillons, les vraisemblances £(5B) et £(1) étaient évaluées pour
différentes valeurs de ¢ comprises entre OcM et 0.6¢M. Comme cela a été expliqué en 6.2,
N et t étaient supposés connus mais 7° était optimisée pour chaque valeur de c.

La figure 6.3 montre les histogrammes des estimations obtenues par les deux méthodes.
Leur profil est assez similaire. Le biais est de 0.13cM pour I'approximation d’ordre 1 et de
0.07cM pour I'approximation par la diffusion, ce qui confirme les observations faites sur
la figure 6.1 & propos du décalage entre les 2 courbes. On peut constater qu’aucune de ces
deux méthodes ne permet d’obtenir une trés bonne estimation de c. Malgré le choix d’une
population large et d’'un temps d’évolution court, il semble que la variabilité historique

soit encore trop importante.
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12 T T T T T T T T 12

10

nombre d'estimations
>
nombre d'estimations
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Utilisation de £ Utilisation de £EBE)

F1aG. 6.3 — Histogrammes des estimations de ¢ obtenues par deux méthodes de maximum
de vraisemblance. Les paramétres des populations simulées sont N = 10000, ¢ = 100,
c=0.2cM et 70 = (0.21,0,0.37).

6.5 Conclusions

Pour calculer la vraisemblance L(c | D) = E[L(c | D, I1(t))], la solution la plus précise
est en théorie la méthode de Monte Carlo basée sur un grand nombre de simulations des
trajectoires II(.) (cf formule 6.2). Mais cette solution est difficilement applicable car le
temps de calcul nécessaire est trés élevé. Pour N de l'ordre de 100 ou 1000, II(.) est trés
variable et le nombre de simulations doit étre trés important. Pour N de I'ordre de 10000
ou plus, I1(.) est moins variable mais chaque simulation demande beaucoup plus de temps.

Pour aller plus vite, on peut utiliser une approximation d’ordre 1 de la vraisemblance
comme l'ont proposé Xiong et Guo (1997). On obtient alors Iexpresion (6.3), que 1’on
peut calculer grace aux résultats connus sur I’espérance des fréquences d’haplotypes dans
un modéle de Wright-Fisher. Nous avons vu en 6.3 que pour N = 10000, cette approxi-
mation peut étre efficace pour I’estimation ponctuelle de x, mais donne probablement des
intervalles de confiance libéraux. Pour N = 100, nos résultats suggérent que méme la
précision de I’estimation ponctuelle de x n’est pas garantie.

L’approximation du processus de Wright-Fisher par un processus de diffusion, com-
binée & l'utilisation d’un schéma numérique de résolution de I’équation rétrograde de
Kolmogorov, permet également de calculer une courbe de vraisemblance approchée. Pour
les différents cas étudiés ici (N entre 250 et 100000, 7 égal 4 0.005 ou 0.1), cette approxi-
mation parait assez fiable. Pour 'estimation ponctuelle, elle donne d’aussi bons résultats
que ’approximation d’ordre 1 (cf figure 6.3). Par ailleurs elle donne probablement de
meilleurs intervalles de confiance. Cependant elle demande un peu plus de temps de cal-

cul, et quelques problémes ont été constatés, notamment pour des échantillons comprenant

91



Chapitre 6. Calcul de la vraisemblance par l’équation rétrograde de Kolmogorov

des valeurs inférieures a 3.
Pour vraiment distinguer la part d’erreur qui reléve de I’approximation par un pro-
cessus de diffusion, et celle provenant de notre résolution numérique de I’équation de

(KBE) avec une autre méthode de calcul

Kolmogorov, il serait intéressant de comparer £
de la vraisemblance basée sur la diffusion. On peut par exemple envisager de simuler un
grand nombre de fois ’ancestral recombination graph (cf section 2.2.2) de I’échantillon ob-
servé en arrétant les simulations au temps 7 (Bob Griffiths, communication personnelle).

C’est une perspective possible pour la suite de ce travail.
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Chapitre 7
Perspectives

La théorie de la diffusion joue un role primordial pour I’étude de I’évolution des fré-
quences d’haplotypes dans une population. Le chapitre 5 a présenté une méthode nu-
mérique permettant de tirer parti de ce cadre d’études, et a donné les conditions dans
lesquelles on pouvait 1'utiliser. Le chapitre 6 a fourni quant a lui un exemple d’application
de cette méthode pour la cartographie génétique. Pour conclure cette partie, des pistes de
travaux futurs sur le méme théme sont proposées ici. Elles sont liées & des améliorations

de la méthode numérique, et a des applications possibles de cette méthode.

7.1 Amélioration de la méthode

Il existe de nombreuses méthodes numériques pour la résolution des équations aux dé-
rivées partielles. Comme cela a été dit en 5.6, une solution serait d’utiliser des méthodes
de résolution stochastiques, ce qui reviendrait & simuler le processus de diffusion repré-
sentant les fréquences d’haplotypes. Parmi les approches déterministes, d’autres schémas
que celui que nous avons adopté peuvent également étre essayés, et apportent en théorie
une précision supplémentaire. Cependant il ne fait aucun doute que dans notre cas le fac-
teur le plus limitant pour la précision est le probléme des conditions aux bords. Quelques

améliorations sont suggérées ici.

7.1.1 Conditions aux bords

Pour traiter de maniére moins arbitraire le probléme des bords, il n'y a pas d’autre
solution que de décrire précisément ce que deviennent les trajectoires de fréquences en
arrivant au bord. On doit donc introduire de nombreuses fonctions supplémentaires re-

présentant les densités de probabilités sur les bords. Pour résoudre le probléme, il faut
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ensuite trouver des relations entre ces différentes fonctions.

Notations

Replacons-nous dans le cadre du chapitre 5. Le vecteur des fréquences d’haplotypes,

dans un modéle de diffusion & deux loci bialléliques, est
Y(r) = (Yi(7), Ya(7), Ys(7)) = (Y1.1(7), Y12(7), Y21 (7))

Connaissant le vecteur de fréquences 3° au temps 0, nous cherchons a calculer la densité
de probabilité f(yi,ys2,ys,7) de Y(7) pour (y1,y2,y3) € F3. En plus de f, nous avons
besoin de différentes fonctions permttant de caractériser la loi de Y (7) sur les bords de
[F3, & savoir :

— fi12(y1,Y2, 7), densité de Y (7) au point (y1,y2,0) par rapport a la mesure de Le-
besgues sur R? x {0}. Cette fonction est définie sur la face y3 = 0. On définit de
meéme les densités f13 et fo3 sur les faces y, = 0 et y3 = 0.

— fi(y1,7), densité de Y (7) au point (y;,0,0) par rapport a la mesure de Lebesgues
sur R x {0} x {0}. Cette fonction est définie sur I’aréte yo = y3 = 0. On définit de
méme les densités f5 et f3 sur les arétes y; = y3 =0 et y; =y = 0.

— Py 0,0(7), probabilité de I’événement Y (7) = (0,0, 0). On définit de méme les proba-

bilités Py 00(7), Po.1,0(7) et Poo1(7) aux autres coins.

Remarque 4 Pour résoudre complétement le probléme, il faudrait également introduire
les desnsités sur les arétes y1 +yo = 1, 11 +ys = 1 et yo +y3 = 1. Mais cela ne sera
pas nécessaire dans ce chapitre, ot nous donnons simplement une idée des méthodes a

utiliser.
Probabilités aux coins

Pour calculer la probabilité au coin (0,0,0), on peut supposer la relation :

0

0
S Pasalr) = T (5 (Gt (n.0,0) (w1, 7) = bu(01,0.0) o, )

4l (Gada(0.15,0) ol 7)) = a(0. 32, 0) ol )}

+  lim {%(%ag,g,(o, 0,93)f3(ys, 7)) — 03(0,0,93) f3(ys, )}  (7.1)

Pour comprendre cette relation, considérons d’abord un processus de diffusion stationnaire

Y (7) en dimension 1, de coefficients infinitésimaux b et a®>. On suppose que ce processus
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est a valeurs dans [[, 7], ou les bords [ et r sont absorbants. Pour [ < y < r, on note f(y,7)
la densité de Y'(7) par rapport a la mesure de Lebesgues, et P(7) et P.(7) les probabilités

pour Y (7) d’étre en [ ou en r a I'instant 7. Pour [ <y < r, on a

P <Y(r) <y)= P(7) +/ly f(z,7)dz

et par conséquent

0

0 o [Y
5 U= Y(1) <y) =7 P(r) + E/z flz,7) dz

Si f est suffisamment régulier, on a aussi

o [Y Y0
E/l f(z,7) dz:/l Ef(Z,T) dz

et y
iig} o (2,7)dz=0
On en déduit donc que
2P()—lim E]P’(Z<Y()< ) (7.2)
87”—_@;467 =2y )

Pour un processus de diffusion dont les trajectoires sont continues, il est clair que le terme
%IP’(Z <Y (7) < y) ne dépend que des propriétés du processus en y, lesquelles propriétés

sont caractérisées par ses coefficients infinitésimaux. En réalité, on a

I <vir) <y)= 2 Eaw) fly. ) — by) fly. ) (7.3)

or dy (éa
A défaut d’une preuve exacte, on peut donner I’explication intuitive suivante. b(y) étant
un terme de dérive, il correspond au déplacement d’un flux de probabilité b(y) f(y, 7) en
direction de r. Par rapport a l'intervalle [0, y], ce flux est sortant si b(y) est positif, ce qui
explique le signe moins rencontré dans (7.3). En revanche a?(y) est un terme de diffusion
donc il correspond au déplacement d’un flux de probabilité %az(y) f(y,7) en direction de
[, et d'un autre flux de méme intensité en direction de r. Si 'intensité du flux est plus

forte en y+ € qu'en y — ¢, ot € > 0 et € — 0, alors I'intervalle [/, y] recoit plus de flux qu’il
n’en donne. Ceci explique le terme (%(%aQ(y) f(y,7)). On conclut finalement des équations
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(7.2) et (7.3) que
——Bi(7) = lim =—(5a*(y) f(y,7)) = b(y) f(y, 7) (7.4)

On peut vérifier que cette relation se vérifie exactement pour le modéle de diffusion a
un locus présenté en 2.1.1. Dans ce cas, Y (7) représente la fréquence d’un alléle donné, et
on est bien dans le cadre des hypothéses présentées au paragraphe précédent, avec [ = 0,
r=1,b(y) =0 et a*(y) = y(1 — y). On obtient donc

0 f£(0,7)
5. 1o(r) = — (7.5)

Or il se trouve que les expressions obtenues par Kimura (1955) pour Py(7) et f(0,7)

vérifient la relation (7.5).

Revenons maintenant au modéle a deux loci qui est ’objet de ce chapitre. Pour obtenir
I’équation (7.1), nous supposons simplement que ’augmentation de la probabilité au coin
(0,0,0) ne provient que de la diminution de la probabilité sur les 3 arétes touchant ce
coin : yo =y3 =0, y; = y3 = 0 et y; = y» = 0. On applique donc la partie droite de
I’équation (7.4) & chaqune de ces 3 arétes. Cette démarche a déja été utilisée par Tier et
Keller (1978) pour étudier un processus de diffusion en dimension 2, également dans le
contexte de processus génétiques. En utilisant les expressions connues de a?(y) et b(y),

I’équation (7.4) donne finalement

0 f1(077)+f2(077_)+f3(077)

P =
or 000 2

Densité sur les arétes

Ce type de raisonnement peut étre étendu pour obtenir une relation sur les densités
des arétes. Prenons par exemple 'aréte y; = y3 = 0. On suppose que la variation de
f2(yo, 7) est due & la variation de la densité sur les 2 faces voisines (y; = 0 et y3 = 0).

Mais il faut aussi tenir compte ici de la variation "interne" sur I'aréte. Ce qui donne :

0 0? 0
Efz - a—y%<a2,2(ouy270)f2) - a—y2<b2(07y270>f2)
) 0 0
+ ylllglo{a—m(am(yl, Y2, 0)f1,2) + 8—y2(a1’2(y1’ Y2, 0)f1,2) - b1<y17y27 O)fl,z}
. 0 0
+ lim {—(a273(0, Y2, y3)f2,3) + —(a373(0, Y2, y3)f2,3) - 53(07y27y3)f2,3}
y3—0 "~ QYo y3
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ol la premiére ligne représente la variation sur 'aréte y; = y3 = 0, la deuxiéme ligne
représente la variation sur la face y3 = 0, et la troisiéme ligne représente la variation
sur la face y; = 0. Pour alléger les notations, les variables des différentes densités sont
implicites dans cette formule. Une équation du méme type avait aussi été utilisé par Tier
et Keller (1978). On trouve finalement

1 —2y,
2

0 1-— 82 0, s —+ ,O,
a—nyz(yzaT) + M_ﬁ(y%ﬂ _ f12(0, 9, 7) ! f2.3(12,0,7)

2fo(y2, 7) — 2 003

Un raisonnement similaire peut permettre d’obtenir une relation entre la limite de f

sur les faces et les densités sur les faces f12, fi3 et fos.

Bilan

Malgré ces équations supplémentaires et une meilleure formalisation du probléme, on
voit qu’il manque encore de I'information pour étre capable de tout résoudre proprement.
Par exemple, méme si on est capable de calculer la densité f;, sur la face y3 = 0, cela ne
nous dit pas ce que vaut la limite de f quand y3 tend vers 0. Or ce sont ces valeurs limites
qui nous manquent pour calculer f. Il faudra trouver d’autres relations entre ces quantités
pour pouvoir avancer, comme des équations exprimant la conservation de la probabilité
peut-étre. On peut aussi penser utiliser des résultats connus issus du modéle & un locus,
mais on perdra alors I’aspect général de la méthode : en effet, on n’a par exemple aucun
résultat exact pour le modéle & un locus avec sélection.

D’autre part, les équations dérivées ci-dessus sont adaptées a des modéles pour lesquels
il y a une probabilité non nulle d’étre au bord. La question ne se pose pas pour le modéle
a un locus car tous les bords sont absorbants. Mais qu’en est-il ici pour les bords non
absorbants, tels que les faces par exemple? La densité sur ces bords-l1a doit-elle étre
uniformément nulle ? Si on fait cette hypothese, a savoir f1 2 = f13 = fo3 = 0, on aboutit

facilement aux expressions

f0,y2,93.7) = 2py2ys

f(y1,0,y3,7) = 2py1(1 —y1 — y3)
fWi,92,0,7) = 2py1(1 —y1 — y2)
fW1,y2,y3,7) = 2pyays siyi +y2 +ys =1

J’ai essayé d’intégrer ces conditions a la méthode numérique mais il ne semble pas y

avoir d’amélioration significative. Il est d’autre part assez étrange que ces fonctions ne
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dépendent pas de 7. Ceci semble donc indiquer que méme pour les bords non absorbants
il y aurait une densité de probabilité non nulle. La question reste donc ouverte pour

Pinstant.

Rappelons finalement que si on inclut dans le modéle la possibilité de mutation d’un
alléle & un autre, il n’y a plus alors aucune frontiére absorbante. On peut sans doute dans

ce cas régler le probléme de maniére un peu plus simple.

D’autres conditions approchées

Sans aller jusqu’a déterminer de maniére exacte toutes les conditions aux bords, on
peut sans doute adopter des conditions approchées tenant plus compte de la dynamique
des fréquences d’haplotypes. Considérons par exemple un point de la face y, = 0, de
coordonnées (y1,0,y3). Pour 'instant on calcule sa densité en annulant la dérivée seconde

de f dans la direction orthogonale au plan y, = 0, ce qui donne

1
f(ylaoay-?nT) = Qf(yla hay?nT) - f(ylazhay?nT)) h = j

ou [/ est le nombre d’intervalles de discrétisation. Mais quand on est dans la situation
ot Yio(7) = 0, la création des haplotypes (1,2) se fait nécessairement en combinant
des haplotypes (1,1) et des haplotypes (2,2). Cela a pour effet de nous amener dans la
configuration (y; — h, h,y3 + h). Une condition au bord plus judicieuse serait donc peut

étre
1
f(ylaoay?nT) :2f(y1_h7h7y3+ha7—)_f(y1_2h72hay3+2hﬂ7—)7 h = f

Je n’ai pas eu le temps de mettre cette idée en pratique.

7.1.2 Changement de variables

Dans le méme ordre d’idées, il peut étre intéressant de procéder au changement de

variables
P(r) = Yi(r)+Ya(r) = Yi.(7)
(

Qr) = W) +Ys(r) = Yal)
D(r) = Yi(r) — P(1)Q(7)
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et de résoudre I’équation de Kolmogorov pour la nouvelle diffusion ainsi obtenue, dont les

parameétres sont

p(1—p) d d(1—2p)
a*(p,q,d) = d q(1—q) d(1—2q)
d(1—2p) d(1—2q) pg(1—p)(1—q)+d(1—2p)(1—2q) —d
et
0
b(p,q,d) = 0

—d(p+1)
2

Cette formulation a l'avantage de présenter clairement le probléme sous forme des fré-
quences alléliques P(7) et Q(7) et du déséquilibre de liaison D(7). L’interprétation des
résultats est donc plus intuitive. D’autre part, les conditions aux bords sont peut étre plus
simples & exprimer car on n’a que 4 arétes, toutes absorbantes, et deux faces non absor-
bantes. Une certaine symétrie dans le probléme est également restaurée. En revanche, les

équations qui définissent les faces sont plus complexes : pour p et ¢ fixés, d varie entre

min(pg, (1 — p)(1 — ¢)) et min(p(1 —q), (1 - p)q).

7.2 Applications

La méthode que nous avons développée est originale car elle permet de caractériser de
maniére précise la loi des fréquences d’haplotypes en régime transitoire pour un modéle
a deux loci liés. De plus, elle peut facilement incorporer des phénoménes de mutation ou
de sélection. Jusqu’ici, les seules méthodes permettant de faire la méme chose sont basées
sur des simulations, ce qui, comme nous I’avons vu, peut étre extrémement long pour des
populations de taille importante (de Pordre de N > 1000 par exemple). Les applications

sont donc nombreuses. En voici quelques exemples.

7.2.1 Mesures de déséquilibre de liaison

Comme le montre 'article de Cierco-Ayrolles et al. (2004) présenté en annexe, ’étude
des propriétés des mesures de déséquilibre de liaison est un sujet qui a suscité et suscite
encore beaucoup d’intérét dans la communauté génétique. Parmi les questions les plus
classiques, on trouve notamment les suivantes :

— Quelle mesure a la variance la plus faible pour des distances génétiques "courtes" ?

Et pour des distances génétiques longues ?
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— Jusqu’a quelle distance est-il "normal" d’observer du déséquilibre de liaison pour
un modeéle sans sélection ?

— Y a-t-il des mesures qui soient plus robustes que d’autres & la présence de sélection ?

— Un taux de mutation fort peut-il avoir le méme effet qu’un taux de recombinaison

faible sur la structure du déséquilibre de liaison ?

Etre capable de déterminer rapidement la loi des fréquences d’haplotypes grace a la version
forward de notre algorithme devrait permettre d’étudier de trés nombreux cas de figure

et d’apporter des réponses a ces questions.

7.2.2 Estimation de paramétres

Nous avons vu au chapitre 6 un exemple d’application de la version backward de
notre algorithme pour l'estimation du taux de recombinaison entre deux loci & partir
de 'observation d’un échantillon d’individus issus de la génération actuelle. De maniére
générale, il existe de nombreuses méthodes pour estimer les paramétres génétiques que
sont le taux de recombinaison, de sélection, de mutation, de migration, ...La plupart
d’entre elles utilisent des algorithmes MCMC ou d’importance sampling basés sur les
arbres de coalescence des individus observés (voir section 4.3.3). Notre méthode n’est pas
forcément plus rapide que ces derniéres car il faut lancer une résolution numérique pour
chaque valeur des paramétres génétiques (encore que cette opération soit trés facilement

parallélisable), mais elle présente tout de méme deux particularités intéressantes :

— Elle permet ’estimation conjointe du taux de recombinaison et du taux de sélection,
ce qui assez délicat en utilisant des arbres de coalescence. D’ailleurs aucune méthode
ne le propose actuellement.

— Elle est treés adaptée aux cas ou on dispose de plusieurs échantillons issus de géné-
rations différentes, puisqu’elle calcule des densités de transition. Or des données de
ce type sont parfois publiées en génétique, par exemple quand des animaux fossiles

sont découverts (Mark Beaumont, communication personnelle).

La version forward de notre algorithme n’est quant & elle pas directement utilisable
pour l'analyse de données. En revanche, de nombreuses méthodes d’estimation Baye-
siennes ont recours a des distributions a priori pour les fréquences d’haplotypes dans la
population. Ces distributions sont souvent non informatives ou, parfois, correspondent &
des distributions stationnaires pour des loci indépendants. Si on a des connaissances par
rapport au temps d’évolution, a la distance entre loci, . . ., I'utilisation de notre algorithme

pourrait fournir une bonne distribution a priori.
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Chapitre 8

Article : Linkage disequilibrium interval

mapping of quantitative trait loci

Résumé en francais

Au cours du chapitre 6, nous avons pu comparer différentes méthodes pour calculer la
vraisemblance de la position x d’un géne. Les données utilisées pour le calcul en chaque
position x étaient issues d’un seul marqueur. Pour améliorer la précision des estimations, il
semble nécessaire d’analyser conjointement I'information de plusieurs marqueurs. L’article
présenté dans ce chapitre propose une méthode d’estimation de x dans laquelle le calcul
de la vraisemblance en un point x utilise I'information des deux marqueurs flanquants,
c’est a dire des deux marqueurs les plus proches de la position, I'un étant & gauche et
l'autre a droite de cette position (voir figure 8.1).

Comme au chapitre 6, la vraisemblance en z fait intervenir le vecteur caché II(t) des

fréequences d’haplotypes dans la population, soit
L(z | D) =E[L(z | D,I1(¢)]

Mais cette fois les haplotypes dont les fréquences sont représentées par I1(¢) correspondent
a un systéme de trois loci comprenant les deux marqueurs et le QTL de position présumée
x. Nous utilisons une approximation d’ordre 1 de la vraisemblance, ce qui nécessite de
connaitre 'expression de E[II(¢)] pour un modéle de Wright-Fisher a trois loci liés. Xiong
et Guo (1997) ont fourni une telle expression dans le cas ou le géne & localiser a deux
alléles dont un de fréquence trés rare. Nous étendons leurs calculs et obtenons une expres-
sion générale pour un géne d’intérét biallélique. Nous supposons toutefois -en justifiant

pourquoi- que les fréquences marginales des alléles aux marqueurs sont constantes.
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X (en centi Morgan)?

N\ N\ N N

% oL % 3 W

N\ N | |

F1G. 8.1 — Les deux marqueurs hachurés (M1 et M2) sont les marqueurs flanquants pour
le QTL quand il est dans cette position de la carte.

Le modeéle de relation génotype / phénotype est un peu plus évolué que celui considéré
au chapitre 6 : c’est un modéle de mélange, dans lequel le phénotype d’un individu est
issu d’une loi normale dont la moyenne dépend du génotype au QTL. Ce type de modéles
a été décrit en 1.4 dans le cas général de plusieurs QTL. Ici on suppose qu’il y a un
seul QTL dans la zone considérée. D’autre part, le calcul de la vraisemblance en chaque
position z est trés rapide. Contrairement aux méthodes étudiées au chapitre 6, la méthode
présentée dans ce chapitre est donc directement utilisable en pratique pour un échantillon
d’individus non apparentés pour lesquels les haplotypes aux marqueurs sont connus.

Sur plusieurs scénarios de simulations, nous avons calculé les erreurs quadratiques
moyennes sur ’estimation de x obtenue par notre méthode ainsi que par d’autres mé-
thodes existantes. Ces résultats montrent que notre méthode est plus précise que la mé-
thode d’Abdallah et al (2004), qui calcule la vraisemblance en = en multipliant toutes les
vraisemblances obtenues & partir d’un seul marqueur. Notre méthode est également aussi
précise que la méthode IBD de Meuwissen et Goddard (2000) qui a été décrite en 4.3.2

quand celle-ci est utilisée avec deux marqueurs.

Remarque 5 Nous présentons ici l’article sous la forme définitive adoptée par la revue
BMC Genomics. Il y a donc quelques différences de notations par rapport auz chapitres
précédents. Celles-ci sont présentées dans le tableau 8.1. Les notations de ce chapitre sont

par ailleurs étendues au reste de la partie I11.
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Variable Notation partie III Notation autres parties

Phénotypes Y Z
Probabilités de transition* (1) P
Fréquences alléliques (marqueur 1) I1;, I, .
Fréquences alléliques (marqueur 2) I1; I ;

<

* : pour le modéle de Wright-Fisher

TAB. 8.1 — Différences de notations entre la partie III et le reste du manuscrit
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Abstract

Background: For many years gene mapping studies have been performed through linkage analyses
based on pedigree data. Recently, linkage disequilibrium methods based on unrelated individuals
have been advocated as powerful tools to refine estimates of gene location. Many strategies have
been proposed to deal with simply inherited disease traits. However, locating quantitative trait loci
is statistically more challenging and considerable research is needed to provide robust and
computationally efficient methods.

Results: Under a three-locus Wright-Fisher model, we derived approximate expressions for the
expected haplotype frequencies in a population. We considered haplotypes comprising one trait
locus and two flanking markers. Using these theoretical expressions, we built a likelihood-
maximization method, called HAPim, for estimating the location of a quantitative trait locus. For
each postulated position, the method only requires information from the two flanking markers.
Over a wide range of simulation scenarios it was found to be more accurate than a two-marker
composite likelihood method. It also performed as well as identity by descent methods, whilst being
valuable in a wider range of populations.

Conclusion: Our method makes efficient use of marker information, and can be valuable for fine
mapping purposes. Its performance is increased if multiallelic markers are available. Several
improvements can be developed to account for more complex evolution scenarios or provide
robust confidence intervals for the location estimates.

Background

The detection and mapping of loci affecting quantitative
traits (QTLs) of interest in human, animal, and plant pop-
ulations have attracted considerable research interest for
several decades. This work has mainly concentrated on the
use of pedigree or family data, especially in animal and

plant populations where the structure of such experimen-
tal pedigrees can easily be planned and controlled. How-
ever, it is difficult to attain an accuracy of less than 5
centimorgans (cM) for the gene locations estimated by
such linkage analysis methods because of the small
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number of meioses occurring in only a few generations
[1.2].

More recently, linkage disequilibrium (LD) methods
based on the study of unrelated individuals from a given
population have emerged as a promising tool for refining
gene location estimates. These methods are based on the
following key hypothesis [3,4]: when a new allele is intro-
duced into a population, either by mutation or migration,
it exists in that population with a unique set of marker
alleles. The length of this characteristic haplotype is then
reduced along generations by recombination events, and
after many generations only the markers in the immediate
vicinity of the new allele locus are likely to remain on the
same strand. If the new allele has a particular influence on
a given trait, a strong correlation between this trait value
and a marker allele might thus indicate that the coding
locus is very close to the marker.

In practice, the earlier successes in mapping genes using
such strategies concerned simply inherited (Mendelian)
disease genes in isolated human populations [3,5-7], and
the many mapping methods that have been subsequently
developed for this kind of problem can be roughly
divided into two classes: (i) forward analyses of allele or
haplotype frequencies in the disease (case) and normal
(control) populations [8-13], and (ii) backward infer-
ences of the case sample genealogy using coalescence [14-
16]. Some of these methods are specifically designed for
populations divided into cases and controls, and take
advantage of the assumption that the allele responsible
for the disease is rare. Consequently, they are difficult to
extend to mapping QTLs or complex disease traits.

The association between a quantitative trait and a marker
allele can be exploited in QTL mapping. This was first pro-
posed in [17] through a simple analysis-of-variance
framework. We [18] and Farnir and colleagues [19] subse-
quently used a maximum-likelihood approach, based on
the same kind of allele frequency model as in [9] but for
the purpose of QTL mapping. Pérez-Encizo [20] provided
a method based on a hidden Markov model for marker
identity by descent (IBD) with the ancestral haplotype
[13]. Meuwissen and Goddard [21,22] integrated the LD
information in a mixed linear model through a matrix of
IBD probabilities for the sample marker haplotypes. They
used the so-called gene-dropping method and approxi-
mate theoretical expressions to compute these probabili-
ties. More recently, Zollner and Pritchard [23] developed
a Bayesian method based on backward simulations of the
sample ancestry using a local approximation of the ances-
tral recombination graph [24]. Encouraging results were
also obtained in practice. For instance, an allele substitu-
tion that has a major effect on milk yield and composition
was identified using LD information [25]. The present

http://www.biomedcentral.com/1471-2164/7/54

interest in finding new associations is fuelled by the
increasing number of new polymorphic markers available
on human and livestock genomes. However, QTL map-
ping remains a statistical challenge due to the weak phe-
notype-genotype correlation and the influence of
environmental or multigene factors. Furthermore, the
accuracy and computational efficiency of mapping meth-
ods still need to be increased.

Our method is an interval-mapping method designed for
unrelated individuals with no family information, and is
based on a maximum-likelihood calculation. Computa-
tions of the likelihood function at each postulated loca-
tion of the QTL rely on the expected frequencies of a three-
locus haplotype composed of the QTL and its two flank-
ing markers. We provide an approximate expression of
these expected frequencies at time t, assuming a Wright-
Fisher model for the population and a punctual creation
of LD at time 0, as described above. Due to this approxi-
mation the computation time required by our method is
very low.

In this paper, we first describe the model we use and
explain the differences between our method and existing
ones. We then report the results of a simulation study, in
which we test our method under various evolution scenar-
ios, and compare it with the composite two-marker
method in [18] and the multimarker methods in
[21,26,27]. Finally we discuss the advantages and draw-
backs of our method, as well as the potential improve-
ments that could be implemented.

Results

Maximum likelihood approach

We consider a single quantitative trait whose value is
partly controlled by a biallelic locus with alleles Q and g.
As usual (and following [28]), the probability density of
phenotype Y conditional on QTL genotype G is modeled
as follows:

buoa, 20) 1G=Q/Q
dP(Y =y| @) =14, () fG=4q/q (1)
boq, 2(1) i1G=Q/q

where ¢, is the density function of a normal distribu-

tion N (m, o2) a is the additive effect of the QTL, d is the

dominance effect, and g is the mean trait value for
homozygotes.

Our data contain N, unrelated individuals sampled from

the same population. We observe their phenotypic values
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Y 1 =1,..., N, and their genotypes m, for a given set of
markers. For the purpose of generality, we do not yet spec-
ify how many of these markers there are. Our aim is to
estimate as accurately as possible the position x of the QTL
on the known marker map, for which we use a multipoint
approach consisting of computing - for a large number of
positions x of the QTL - the likelihood function £ (x |
D), where D = {(y,, m,), n = 1,..., N;}. The value of x
that maximizes this likelihood function will be the esti-
mate of the QTL position.

Since individuals are unrelated, the pairs of random vari-
ables (Y,, M,) can be considered as independent. There-
fore, the likelihood function is

N, N
Le| )= Hdﬂ”ﬂ% =Yp My =M, | x) o< Hd (Y, =yn [M, =m,,x)

n=1 n=1

where o« means "proportional to", since the multiplicative
constant is independent of x. We exploit the parametric
model (1) by deriving the probabilities dP (y, =y,, M,,=m
.| %), n=1,..., N, conditional on the random variables G
, that denote the QTL genotype for individual n. We get for
all n that

dP@, =y, [My =My, x) = ¢ 20m) (G =Q/QIM, =m,,,)

t b 2P(Gy =q/q My =my, )
ki ¢/.A,ﬁd z(yﬂ)[P(Gn =Q/q‘Mn =mn,x)

Let us now assume that the haplotype phases are known.
Each genotype m, can thus be written as the diplotype

h}l / h% , where hL and h% belong to the set of all haplo-
types that can be found in the population for the L marker
loci. Let j} and j2 be their respective indexes in this set.
For any haplotype h of index j, we denote [T; as its fre-
quency in the population and [l as the frequency of
haplotype (Q, h) in the population. Conditionally on the
vector [] of all haplotype frequencies in the population
and assuming Hardy-Weinberg equilibrium, we can now

express the probabilities of QTL genotypes given the
marker genotypes as follows:

ok Mo Moz M Moz
. \_Qii Qi \_ddn i
L@| H M’ﬁ#ﬂ;(}'w n, . + o, 2m) M, .
n=1 n Jn o (2)
v b a0 )(HM’I o2 . Mo, nwi]
uad, XN My Mp My Iy
i

In In In
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However, the haplotype frequencies in the population are
random variables evolving stochastically along genera-
tions, and their values at the time that the data are sam-
pled are unknown. Thus the true likelihood is

LOLD =E[ (x| )] (3)

where the expected value is taken over the probability dis-
tribution of haplotype frequencies in the population. This
distribution depends on parameters such as the effective
population size and the recombination rates between loci,
and is specified by mathematical models of population
genetics. The general idea of computing the likelihood
conditionally on haplotype frequencies in the population
and then taking the expected value was first proposed in
[29], and was subsequently used in [10] and [8]. How-
ever, all these papers were dealing with dichotomous dis-
ease traits for which the form of the likelihood was quite
different.

Approximating the likelihood

Under classical models of population genetics, the likeli-
hood function defined by (2) and (3) cannot be easily cal-
culated, and so approximations are necessary. A natural
approach is to estimate (3) using a Monte Carlo method,
simulating a large number of population replicates for
one marker and one disease gene [8]. Unfortunately this
approach is very time consuming. In fact, a huge propor-
tion of replicates have to be dropped because the allele
frequencies at the final generation are not in good agree-
ment with the ones observed in the sample. A more direct
way of computing (3) is to approximate the overall
expected value by a expected values; i.e.,

N, E[M B[N
I, 1 Bl

] BT, ] BT, ]
a| ) = ]'[ a,“w (1) ) Qi Qi
n=1

@.r

.
BT, | BITL,] e () T, B |
+ ¢ (. ]E[nﬂrlrlw I ]E[nQr)i ] EIHQJ«]«I Elnﬂrﬁ: I‘

e TR TR TR

As a consequence of Taylor's expansion and convergence
in probability of [, (4) can be proved to converge to the
true likelihood as the effective population size tends to
infinity. Using this formula is equivalent to assuming that
the effective population size is infinite, or that changes in
haplotype frequencies along generations are determinis-
tic. This approximation can be refined by adding the sec-
ond term of the Taylor expansion, which involves second
moments of haplotype frequencies [, ;. This was done in
the context of a single-marker method by Xiong and Guo
[10], who concluded that introducing this second-order
term did not significantly improve the location estimates.
Therefore, in the following sections we focus on methods
using only the first-order approximation in (4).
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Mixture model
Using approximation (4), our model can be described as
follows. Each phenotype value Y, is randomly drawn from

the mixture of three normal distributions: ¢/1 2,

&a,
?

S . The probabilities of being drawn

, and ¢u

ed, °
from each of these distributions result from the genetic
history of the population. They can be derived under a few
assumptions on the population model, as illustrated in
the following sections. These probabilities depend on the

diplotype hl /h2 . At the first order, our method is thus

equivalent to fitting a linear model Y = X0 + ¢ where Y is
the vector of phenotype records, 8 is the vector of diplo-
type effects, ¢ is a vector of independent random noises
with variance o2 and X is a design matrix of size N, x D, D
being the number of diplotypes in the population. Each
component of #is a known function of a small number of
population parameters which model the LD creation and
the evolution process of the population. Each component
of @is also supposed to fit the phenotype mean observed
for one particular diplotype, so that each diplotype pro-
vides one equation. Our aim is to identify the population
parameter values that are optimal with respect to the
whole set of equations.

Using marker information

The simultaneous use of more markers should increase
the accuracy of the QTL location because the past recom-
bination events can be identified more precisely. How-
ever, increasing the number of markers makes the
computation of haplotype frequency distribution - and
consequently of the likelihood function in (4) -more
complex. We previously [18] provided two methods for
fine mapping of quantitative traits. The first one was a sin-
gle-marker method: for each position x on the map, only
one marker was considered and the expected haplotype
frequencies E [[1,,] and E [I1,;] were expressed for every
allele i of this marker as a function of the allele frequen-
cies, the time ¢ since the initial creation of LD, the recom-
bination rate ¢ between the QTL and the marker locus, the
allele initially associated with the mutation Q, and a het-
erogeneity parameter « that is described in more detail
below. Equation (4) could thus be computed. With only
one marker, parameters t, ¢ and « could not be estimated
independently of each others so they were combined into
a single parameter 4 = o(1 - ¢)t. The second method was a
composite likelihood method that used the set of L closest
markers at each position whilst assuming that these mark-
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ers were associated with the QTL independently of each
other:

L
LELD=T (x| )
=1

where £ (x | D) denotes the single-marker likelihood
function for the Ith marker.

The above assumption of independence is clearly violated
when markers are linked. To account for a correlation
between close loci, Xiong and Guo [10] determined an
expression for the expected frequency of haplotypes with
one disease gene and two markers. They computed the
likelihood function (4) using - at each postulated posi-
tion of the disease locus - the information from the two
flanking markers. Their method takes into account recur-
rent mutations and population growth since the initial
creation of LD. For several experimental data sets, Xiong
and Guo showed that their method provided better esti-
mations than those in [8] and [9]. However, their method
is based on the assumption that the allele causing the dis-
ease is rare, which allows the haplotype frequencies in the
healthy population to be modeled as a deterministic proc-
ess and thus simplifies the derivations.

The above assumption is not appropriate when dealing
with QTLs. Consequently, we extended the derivations in
[10] to the general case where all haplotype frequencies
are random variables following the three-locus Wright-
Fisher model. The allele frequencies at markers are still
assumed to be deterministic, time invariant, and in equi-
librium in the sense that if i; and i, respectively denote
alleles of the left- and right-side markers, IT; ; =TI; IT; .
We proved that the expected frequency of haplotype (i;,
Q, i,) after t generations is given by

Bl 0, (0] = MO, + (1= ) (T (0) = Mg (O)1T; T, + (1= e2)' (T, (0) = Mo (O)M;, I,
+ (1-a)' (1-0) (I 0, (O o(0) = Th;, ~Tg,;, (O, +Tlo(O); IT;,)

where ¢, and c, respectively denote the recombination
rates with the left- and right-side markers, and
I, ., (0).11; (0).I1q,;, (0), and [1;(0) are the frequen-
cies of haplotypes (i;, Q, i,), (i;, Q), and (Q, i,), and allele
Q at generation 0, respectively. The derivation of this for-

mula is given in the Appendix. At each postulated location
x, ¢; and ¢, are deduced from the marker map and the

expected value (5) can be used to compute the likelihood

(4)
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Initial creation of LD

Our method relies on the assumption that the haplotype
frequencies in the population were in equilibrium until a
genetic or demographic event suddenly created LD
between the QTL and a unique marker haplotype at time
0. Classical examples of such events are the introduction
of a favorable allele Q into an isolated population, by
mutation or migration. After this event, haplotype fre-
quencies evolve along generations as described by (5)
until the present generation denoted as t.

This model allows us to reduce the number of parameters
used to describe haplotype frequencies at time 0. Indeed,
following [9] and [10], we introduce a heterogeneity
parameter « in addition to allele frequencies T1;, T1; ,

and [](0). This parameter represents the proportion of
new copies of allele Q introduced at time 0 into the pop-
ulation. Note that a = 1 if Q did not exist previously in the
population. Assuming that new alleles Q are associated
with allele 1 of both markers, the initial frequencies of (5)
can be expressed as

l'[l-l'Q(O) = (1 = a)l'[il HQ(O) + al'IQ(O)Sil:l
Mg, (0) = (1-a)I;, To(0) +allg(0)5;,
Il i, (0) = (1-0)IT; TT;, T (0) + ol 3 (0);, 167,

where 6, _, is the Kronecker delta operator (equal to 1 if x

=y and 0 otherwise).

This model can even be used in a more general context
than the introduction of a new allele into an isolated pop-
ulation. Indeed, we know that many of the current iso-
lated populations in both humans and animals [30,31]
were initially created by a severe bottleneck in a wider
population, implying the underrepresentation of many
haplotypes and the over represent at ion of others. After
such events, it would not be surprising for an allele of
rather low frequency to become associated in the new
population with a very small number of marker haplo-
types. Our model thus applies to that case, provided that
time O refers to the creation of the population (while the
mutation occurred earlier). Parameter « then represents
the excess of the overrepresented haplotype including
allele Q. However, this is only a rough approximation
since the favorable allele may in general be associated
with more than one haplotype. Many animal breeding
populations have also been created by the artificial admix-
ing of two other populations (see [31] for a review), but
the amount of LD created between two loci depends on
the difference of allele frequencies at these loci between
the initial populations. Since this difference is not the
same for all loci, there is no reason why a single unique
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coefficient a should be used to model the initial level of
association of Q with all markers. Consequently, our
method appears to be unsuitable for such cases.

Simulation Results

As outlined above, one fundamental feature of a mapping
method is its ability to simultaneously use the informa-
tion from several markers. We have previously [18] pro-
posed a single-marker method (T1) and two composite
likelihood methods (T2 and T6) to map QTLs using LD.
Based on simulation results, our conclusions were that (i)
composite likelihood methods provide better location
estimates than single-marker methods such as regression
analysis or T], and (ii) among composite likelihood meth-
ods, the one using two markers (T2) generally performs
the best.

Starting from these conclusions, we first compare our new
method - which we have called HAPim - with T2. While
haplotype methods are generally considered to be more
accurate than composite likelihood ones, we considered it
important to evaluate the exact difference between them,
as well as the influence of parameters such as effective
population size, marker spacing, and time since the initial
creation of LD. We also discuss the behavior of both
methods in the presence of incomplete association or
phenocopies. We then compare the accuracy of our
method with that of the haplotype method in [21]. Both
of the following analyses are based on the simulation
framework described in the Methods section.

Comparison with a composite likelihood method

We first compared HAPim and T2 by reproducing simula-
tion scenarios similar to those in [18]. The QTL was sim-
ulated at position 3.6 <M on a 10-cM marker map. Two
effective population sizes (N = 200 and N = 400), two
marker-spacing values (0.25 and 2 cM), and both single
nucleotide polymorphisms (SNPs) and microsatelites
(MSTs) were tested. The time since the initial LD creation
was t = 100, and no copy of allele Q was present in the
population before that time, which ensured that complete
initial LD was present. The mean square errors (MSEs) of
both mapping methods under these various scenarios are
given in Table 1. Unsurprisingly, they both performed bet-
ter with decreasing marker spacing, increasing effective
population size and multiallelic markers. However, we
were more interested in the influence of parameters on the
difference in precision between the methods than on their
absolute precisions (which has already been widely stud-
ied). Table 1 indicates that the gain from using HAPim is
particularly significant with dense maps, irrespective of
the marker type and effective population size. This was
expected because T2 assumes independence between the
QTL-marker associations, which is increasingly violated as
the marker spacing decreases.
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Table I: General Comparison between T2 and HAPim.
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Marker type N Marker spacing MSE Difference in MSE P value
T2 HAPim
SNP(") 200 2cM 5.10 5.08 0.948
400 2cM 4.69 5.04 0.366
200 025 cM 2.00 1.24 < 0.001%*
400 025cM 1.34 0.92 0.005**
MST® 200 2cM 293 2.77 0.438
400 2cM 1.81 1.44 0.056
200 0.25cM 0.71 0.46 0.012*
400 0.25cM 0.49 0.30 0.033*

*:P<0.05%:P<0.0l
(): single nucleotide polymorphism
@ microsatellite

Mean square errors (MSEs) in cM2 of quantitative trait locus (QTL) location estimates obtained by the T2 and HAPim methods for various effective
population sizes, marker spacings and marker types, t = 100 and the initial association was complete.

Table 2 presents the quality of the estimates for all the
model parameters using SNP markers, an effective popu-
lation size of 400, and a marker spacing of 0.25 cM. The
QTL location estimate from HAPim was almost unbiased
and, as evident in Table 1, more precise than the one from
T2. The additive and dominance effects were also very
accurately estimated, again better than T2 for the domi-
nance effect. Both methods slightly underestimated heter-
ogeneity parameter ¢, due to it being constrained to be
less than 1. The time since the initial creation of LD was
very poorly estimated, which is the case with all LD map-
ping methods [16,21]. However, this does not affect the
estimation of other parameters because t has little effect
on the value of the likelihood function. The [],(0) esti-
mate is nearly the same for both methods. The large dif-
ference from the true value of []p(0) is due to the
simulation procedure that rejects the sample paths lead-
ing to the final frequency [1y(t) being smaller than 0.05.
Using the Wright-Fisher model described in the Appendix,
it can be proved that [1,(0) is equal to the expectation of

Table 2: Comparison of model parameter estimates.

Model parameter  True value  Empirical mean (standard error)
T2 HAPim
x (in cM) 36 3.73 (5.1e-2) 3.62 (4.3e-2)
[1,(0) 0.00125 0.13 (3.4e-3) 0.12 (3.0e-3)
a | 1.02 (2.5e-2) 0.98 (2.4e-2)
d | 0.87 (3.2e-2) 0.97 (2.7e-2)
t 100 57.9 (8.5) 53.4 (4.6)
o | 0.92 (6.3e-3) 0.92 (6.0e-3)

Empirical means (and their standard errors) of the model parameter
estimates under the T2 and HAPim methods. The single nucleotide
polymorphism (SNP) marker spacing was 0.25 cM, the effective
population size was N = 400, and the initial association was complete.

[1q(t). Therefore, the empirical mean of [,(0) over the
500 replicates is actually an estimate of the conditional
expected value of [[(t) given that 0.05 <[] (t) and [1,(0)
= 0.00125. Using a diffusion approximation of the
Wright-Fisher process and the corresponding probability
density given in [32], we found that this quantity was
equal to 0.105. The empirical mean of [1,(0) is in good
agreement with this theoretical value, and the slight
remaining bias might come from the selective advantage
given to allele Q in the first few generations of our simu-
lations, which is not accounted for in the diffusion
approximation.

Tables 3, 4, and 5 focus on a marker spacing of 0.125 cM,
because the results of Table 1 indicate that the gain from
using HAPim was greater with dense maps. We considered
only biallelic markers, since in practice MSTs are rarely
found with such a density. We investigated the role of (i)
effective population size N (Table 3), and found that as N
increases, the MSEs of both methods decrease but the dif-
ference between the methods becomes less significant; (ii)
sample size (Table 4), and found that for N = 400 and N
=800, the gain of HAPim over T2 appears to recover since
asample from the population is used instead of the entire
population; this gain was always significant, particularly
with small samples; and (iii) time since the initial LD cre-
ation (Table 5), and found that when this time is small,
the accuracy of both methods is limited; it is increased
with larger evolution times, in which cases HAPim per-
formed much better than T2; it is well known that short
evolution times result in the high LD area extending to
many markers around the QTL, which limits the accuracy
of LD mapping methods in general.

Elucidating the mechanisms underlying the results of such

simulations is extremely difficult, because parameters
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Table 3: Effect of effective population size.

N MSE Difference in MSE P value
T2 HAPim
200 0.63 0.44 0.00 [**
400 0.52 0.44 0.135
800 0.30 0.29 0.782
1600 0.15 0.13 0414
P <00l

Mean square errors (MSEs) in cM? of quantitative trait locus (QTL)
location estimates obtained by the T2 and HAPim methods for
various effective population sizes. The single nucleotide polymorphism
(SNP) marker spacing was 0.125 ¢cM, = 100 and the initial association
was complete.

share complex interactions - increasing a particular
parameter may have either a positive or a negative effect
on the accuracy, depending on the value of the other
parameters. Our model describes the decay in the LD from
an initial event. In this context, we know that the accuracy
of both LD methods mostly depends on the value of the
product ct [3], with ct » 2 being optimal. This may explain
the results of Table 5. However, this explanation is only
applicable to large values of N; for smaller values of N, at
least two phenomena affect this rule. First, the approxima-
tion of the likelihood (3) is worse than with large N (but
we do not know whether T2 or HAPim is affected the
most). Second, the LD created by random drift along gen-
erations is no longer negligible, and its amount depends
on the product Nc [29]. However, Tables 3 and 4 suggest
that unless the sample size is very large (which also
requires a very large effective population size), it is really
worth using HAPim instead of T2. HAPim models the

Table 4: Effect of sample size.

N N, MSE Difference in MSE P Power
value
T2 HAPm T2 HAPm
400 50 1.34 099 < 0.001%* 036 0.59
100 1.07 084 0.011* 0.66 0.88
200 0.74 0.56 0.013* 0.88 0.99
800 100 1.08 0.87 0.033* 044 0.69
200 066 049 0.008** 083 095
400 042 03I 0.006** 0.99 1.00

*:P<0.05%:P<0.0l

Mean square errors (MSEs) in cM? of quantitative trait locus (QTL)
location estimates and powers to detect the QTL obtained by the T2
and HAPim methods for various population and sample sizes. The
single nucleotide polymorphism (SNP) marker spacing was 0.125 cM,
t = 100, and the initial association was complete. The power was
computed for a type | error of 0.05.
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Table 5: Effect of time since initial creation of linkage
disequilibrium (LD).

t MSE Difference in MSE P value
T2 HAPim
50 0.69 0.64 0.495
100 0.52 0.44 0.135
200 0.41 0.26 < 0.001%#*
300 0.25 0.17 0.005**

* P <0.05 *:P<0.0l

Mean square errors (MSEs) in cM? of quantitative trait locus (QTL)
location estimates obtained by the T2 and HAPim methods for various
values of time t since initial LD creation. The single nucleotide
polymorphism (SNP) marker spacing was 0.125 c¢M, N = 400, and the
initial association was complete.

evolution of haplotype frequencies more precisely, which
balances the lack of information.

Table 4 also includes, for each effective population size
and sample size, the power of HAPim and T2 to detect the
QTL. This power was estimated from the same 500 repli-
cates as the MSEs, using an approximate threshold as
explained in the Methods section. As expected and
observed in [33], the power was greater with greater sam-
ple size and with lower effective population size. The
power results were also consistant with the MSE results:
they revealed an important gain from using HAPim, that
decreased as sample size increased. The number of repli-
cates in which the log-likelihood ratio test was higher with
HAPim than with T2 ranged from 80% to 90% depending
on N and N,. In Tables 3 and 5, this proportion was gen-
erally lower (even 50% with t = 300, Table 5) and the
power obtained with both methods was always around 1.
However the MSEs were still better with HAPim, which
indicates that this method also allows a better discrimina-
tion between positions.

To complete our study, we compared the robustness of
both methods to more complex evolution scenarios. In
the first scenario, LD was initially created in a population
in which allele Q already existed and was in linkage equi-
librium with other markers. Since the degree of the initial
association is strongly related to the number of alleles, we
included both MST and SNP markers. We took a marker
spacing of 0.25 cM and an effective population size N =
400, as previously done in Table 1. The results listed in
Table 6 indicate that the MSEs were smaller than in the
corresponding homogeneity scenario of Table 1, despite
that heterogeneity decreased the strength of association
between the QTL and marker alleles. This is probably due
to the frequency of allele Q being higher in the heteroge-
neity scenario, which increases the percentage of the trait
variance explained by the QTL and hence improves the
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Table 6: Incomplete initial linkage disequilibrium (LD) scenario.

Marker type MSE Difference in MSE P value

T2 HAPim

Initial frequency of Q = 5%

SNP() 0.99 0.68 0.031*

MST® 0.42 0.17 <0.001%*
Initial frequency of Q = 10%

SNP() 0.95 0.64 0.039*

MST@ 0.63 0.20 <0.001%*

*:P<0.05, *:P<0.0l

(): single nucleotide polymorphism

@ : microsatellite

Mean square errors (MSEs) in ctM2 of quantitative trait locus (QTL)
location estimates obtained by the T2 and HAPim methods for
various heterogeneity parameter values, t = 100, N = 400, and a
marker spacing of 0.25 cM.

mapping precision. HAPim strongly outperformed T2,
particularly for MSTs.

In the second scenario we introduced phenocopies. As in
the heterogeneity scenario, we chose N = 400, a marker
spacing of 0.25 cM, and both SNP and MST markers. The
MSEs with this scenario, given in Table 7, were much
larger than in the corresponding scenario of Table 1, par-
ticularly for SNPs. MSTs are less affected by phenocopies
because the number of possible marker haplotypes that
can be carried by a "false Q" individual is much larger

Table 7: Scenario with phenocopies.

Marker type MSE Difference in MSE P value

T2 HAPim

Phenocopy rate = 15% b

SNP() 2.65 2.03 0.021*

MST® 0.84 0.35 < 0.001%*
Phenocopy rate = 30%

SNP() 4.90 3.29 <0.001%*

MST@ 1.94 0.67 < 0.00**

*:P<0.05 *:P<00l

b: Phenocopy rate refers to the percentage of q alleles in the last
generation that have given the same phenotype as the Q allele

(0 single nucleotide polymorphism

@ microsatellite

Mean square errors (MSEs) in cM?2 of quantitative trait locus (QTL)
location estimates obtained by the T2 and HAPim methods for
various phenocopy rate values, t = 100, N = 400, and a marker spacing
of 0.25 cM.
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than with SNPs. The risk of the method producing a false-
positive error is thus reduced. Using HAPim instead of T2
also reduces this risk, because the allele frequencies at
flanking markers are modeled jointly. In this scenario,
HAPim clearly outperformed T2.

Comparison with other haplotype methods

Modeling the information from haplotypes consisting of
more than two markers may improve the precision of
location estimates. Therefore, further simulations were
carried out to compare our HAPim method with the IBD
method of Meuwissen and Goddard [21]. Their method is
one of the most classical full-haplotype methods, and the
similarity of their genetic model to ours makes the com-
parison easier than for coalescent-based methods such as
in [20,23]. We duplicated the simulation scenarios
described in Table 2 in [21]: 50 population replicates with
biallelic markers initially at equal frequencies with spac-
ings of 0.25, 0.5, and 1.0 cM, an effective population size
and a sample size of N = N, = 100, and a time ¢ = 100 since
the initial mutation. The QTL was in the middle of the
chromosome region. In order for the results to be perfectly
comparable, the mutant allele was not given a slight selec-
tive advantage after the mutation time (in contrast to pre-
vious simulation scenarios, as explained in the Methods
section). Table 8 presents the distribution of the devia-
tions (in marker intervals) in the QTL location estimates
from the correct bracket. The results can be directly com-
pared with those of Table 3 in [21]. A chi-square test of
equality between the deviation distributions of HAPim
and [21] revealed no significant difference (the smallest p

Table 8: Comparison with the IBD method of Meuwissen and
Goddart.

Marker spacing (cM) Deviation
0 | 2 3 4
frequency of allele Q > 0.1
1.0 16 17 9 5 3
0.5 12 20 10 26
0.25 12 18 8 6 6
frequency of allele Q > 0
1.0 15 14 6 8 7
0.5 10 17 12 7 4
0.25 I 14 I 5 9

Distribution of the deviations (in marker brackets) of the quantitative
trait locus (QTL) location estimates from the correct bracket for the
HAPim method under the default simulation scenarios (biallelic
markers with N = 100, N, = 100, and t = 100) described in [1]. A
deviation of 0 means the estimated position was in the correct
marker bracket, | means the estimated position was one bracket
away from the correct position, etc.
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value was 0.08), and a t-test on the MSEs of both methods
also did not reveal any significant difference.

We also tested our method under the simulation scenarios
used by Grapes and colleagues [26,27], who compared
single- and two-marker regression analysis with an IBD
method very similar to that in [21]. For the same number
of markers, the least-square mean absolute differences
(LSMDs) between the estimated and the true QTL loca-
tion were clearly smaller with the IBD full-haplotype
method ([26], Table 2), which confirms its superiority. A
subsequent study [27] revealed that mapping precision of
the IBD method could be increased by using a smaller
window of markers (four or six), and that using a window
of only two markers provided the same accuracy as using
the full haplotype (ten markers). We reproduced these
simulation scenarios using the same number of replicates
(1000) as they used. The results we obtained with HAPim
were similar to the ones given by their IBD method using
two-marker haplotypes: LSMDs of 1.36, 0.71, and 0.39 for
marker spacings of 1.0, 0.5, and 0.25 cM, respectively.

Discussion

The present simulation study focused on particular values
of model parameters, and hence the revealed good prop-
erties of HAPim may not hold for other values. However,
we consider that the range of parameter values explored
includes most of the situations where LD information can
be used efficiently for mapping. For instance, the largest
value of t we considered was 300 (Table 5), and whilst
many favorable mutations are much older than 300 gen-
erations, it is very unlikely for a population to satisfy the
strong hypotheses of the assumed Wright-Fisher model
(e.g., random mating and no migrations) over such a long
period. In many cases a strong founder effect occurred
quite recently, and this event then corresponds to time 0
in our method. In other situations, we know that recurrent
mutations or migrations have occurred continuously in
the population and consequently perturbed the LD struc-
ture. It is very likely that no method could exploit the LD
information for mapping in such cases [30,31].

We consider effective population sizes between 100 and
1600 to be realistic for most breeding populations, where
the high level of inbreeding reduces the effective size. The
effective size of the isolated human populations typically
used in LD studies (e.g., Finnish or Caucasian) is generally
around 10,000 [10]. We were not able to study such cases,
but extrapolating the results of Table 3 leads to the suppo-
sition that there is no difference between T2 and HAPim
for such large populations, provided that the marker spac-
ing remains larger than around 0.1 cM. Another specific
feature of such isolated human populations is their expo-
nential growth rate. It would be easy to include this in our
model, but it would have no effect as long as the first-
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order approximation of the likelihood (4) is used [10].
Another case that we did not study is that of very dense
maps (marker spacing smaller than 0.01 cM). In that case
the flanking marker haplotypes probably lose relevant
information contained in full haplotypes, and modeling
the information from more than two markers may
improve the mapping precision. Our method could be
extended by replacing - on each side of the QTL - the
flanking marker by a flanking haplotype, and then per-
forming the computations exactly as before. The exten-
sion is straightforward if we assume linkage equilibrium
between all markers, but an increased precision is not
guaranteed since background LD is not accounted for. As
an alternative to assuming equilibrium, one could model
marker allele frequencies along the chromosome as a first-
order Markov chain with parameters estimated from the
marker data at time t [12,13], but it would be more diffi-
cult to integrate this change in the derivations given in the
Appendix.

The model itself and its hypotheses can be criticized. For
example, we assume that the marginal allele frequencies
are constant and that markers are in linkage equilibrium;

ie, IT; ; =TII; I1; . Actually, the expression we obtained
1 2

1/i2
for E[I1; ¢, (¢)] would be the same if we only assumed

equilibrium at time 0 between markers. Considering only
the first moment of haplotype frequencies, as we do in
(4), this is the best we can do. Accounting for the LD
between markers would thus require consideration of a
second-order approximation of the likelihood and of the
variances of the haplotype frequencies. This may improve
the performance of the method, whereas no improvement
was observed in [10]. In our simulations the marker fre-
quencies were not constant and the equilibrium imposed
at the first simulated generation was randomly broken by
drift in the few generations until the time of the mutation.
Thus, at time 0 the markers were not in equilibrium. One
other strong approximation of the model is the absence of
mutations or selection. While the effect of mutations is
often negligible on the short evolution times we are inter-
ested in, they could be easily accounted for in the deriva-
tions of E[IT; o, (t)] using a stepwise mutation model
[34]. Selection advantages for Q or g would be more diffi-
cult to incorporate, because they make the expression of
B[ q;,(t+1)] (see (8) in Appendix) non linear in
[1(t). Finally, it should be noted that [I(t) was not

assumed to be constant in our model; this assumption
was made in [10] and criticized in [35].
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Knowledge of the haplotypes is required to apply haplo-
type-based mapping methods including the one described
here. In our simulations we used a true set of haplotypes,
but in the analysis of real data the haplotypes have to be
inferred from the data or using pedigree information. Sev-
eral algorithms have been proposed in the literature to
perform such inferences [36]. Combined advances in
both these algorithms and molecular haplotyping meth-
ods will enable this question to be solved more efficiently
in the future. Moreover, several studies [37,38] have
shown that the efficiency of fine mapping methods is not
greatly reduced by uncertainty of the haplotype phases. If
this did not hold for HAPim, the gain from using this
method rather than T2 would be low given that T2 is not
affected by the haplotype phases. This should be investi-
gated in the future.

In our simulation study the results obtained with HAPim
were similar to the ones given by the IBD method using
two-marker haplotypes. Nevertheless, there are funda-
mental differences between HAPim and the IBD method.
First, haplotype effects are modeled as fixed effects in the
former and as random effects in the latter. While it is well-
known that location parameters are easier to estimate
than dispersion parameters, it is not clear whether this has
a significant effect on the estimation of the QTL position.
Second, the IBD method doesn't include dominance
effects, while HAPim handles that very efficiently, as illus-
trated in Table 2. Third, the time ¢ since the initial creation
of LD and the effective population size N have to be
known before using the IBD method. Some simulation
results in [21] suggested that the default choice of t = 100
and N = 100 was almost optimal, whatever the true value
of these parameters. However the comparison of tables V
and VII in [22] indicates that the IBD matrix with N =
1000 is really different from the one with N = 100. Thus it
is not obvious why the IBD method assuming N = 100
should be accurate for a population of actual effective size
N =1000. On the other hand, neither t nor N are required
for the use of HAPim. Consequently this method can be
used in a wider range of populations. A nice advantage of
the IBD method is its ability to deal with haplotypes com-
posed of more than two markers. If used with caution, this
can provide more accuracy in location estimates [27]. As
explained previously, HAPim could also offer this possi-
bility in the future. At present, the several differences high-
lighted in this paragraph already justify the interest of this
method.

An important purpose of QTL mapping methods is to pro-
vide a confidence interval for the QTL location. Classical
pedigree linkage analyses have proposed log-odds (LOD)-
support intervals [39], similar confidence intervals [40],
and bootstrap confidence intervals [41]. The simplicity of
the bootstrap technique, its ease of implementation, and
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the accuracy of the coverage probability makes it an
appealing approach to use. In LD mapping methods, the
coverage accuracy of the LOD-support interval and the
credible interval in the Bayesian framework have been
studied only for disease traits [12,23,42]. Simulations
have shown that both intervals are either unbiased or only
slightly conservative. This issue has not yet been
addressed for QTL location. An anticonservative bootstrap
confidence interval was obtained when we ran a prelimi-
nary single simulation with HAPim, which may indicate
that the classical bootstrap scheme we used - sampling
with replacement of entire records - did not produce
enough variability of the QTL location estimate. Confir-
mation of this result may indicate that providing a correct
confidence interval for the QTL location is a challenging
and tricky problem.

Although our two-marker haplotype model was basically
designed for unrelated individuals, it can also be used in
situations where pedigree information is available. For
instance, in studies involving large half-sib families, our
model can easily be integrated in the combined LD and
linkage mapping method of Farnir and colleagues [19]. In
their method, LD information is contained in the proba-
bilities of Table 1 ([19], p. 277). These probabilities were
derived under a single-marker model, and could instead
be derived under our two-marker model using (5) with-
out changing the rest of the method. However, the use of
combined LD and pedigree information appears to be
more efficient in designs with many small families than in
those with a few large families [43]. Consequently a
promising strategy for future QTL mapping studies would
be to genotype and phenotype more unrelated individuals
and use the parental information (if any is available) to
infer the haplotypes. In this context the use of our method
could be fruitful.

Conclusion

We have presented a new method for the fine mapping of
QTLs, denoted HAPim. It is a likelihood method, whose
originality is in modeling the frequencies of haplotypes
comprising one trait locus and two flanking markers. The-
oretical derivations under this evolution model avoid the
intensive computations required to evaluate the likeli-
hood values at each location.

Our simulations have demonstrated the excellent proper-
ties of our method. Over a wide range of parameter values
(effective population sizes and sample sizes from 200 to
1600, times since LD creation from 50 to 300 generations,
and marker spacings from 0.125 to 2 cM), the MSEs
obtained with HAPim were almost always significantly
lower than those obtained with composite likelihood
method T2. Combined with a previous study [18], these
results show that HAPim is more accurate than single-
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marker methods and composite likelihood methods in
general. The power to detect the QTL was also greater with
HAPim. With approximately the same parameter values,
we observed that HAPim was as accurate as the classical
IBD method [21] used with two- or ten-marker haplo-
types. It also has several advantages over the IBD method,
as the ability to incorporate dominance effects and to deal
as easily with any value of ¢ or N. Finally, our simulations
suggested that the use of MSTs is very efficient if the anal-
ysis is performed with HAPim: the computing time was
longer than with SNPs but was still reasonable, and the
estimates were more robust to departures from the
assumed model. Given that more and more mapping
studies are being designed with SNP, this suggests that
close SNPs should be combined into groups of two or
three to build pseudo-multiallelic markers that avoid spu-
rious associations.

Our method could be improved in several ways, such as
by modeling mutations or LD between markers, and using
haplotypes with more than two markers, but it is unclear
whether these modifications would increase the precision.
Providing confidence intervals - in addition to the point-
wise QTL location estimates - will also be an interesting
challenge. The continuing advances in genotyping and
haplotyping technologies will increase the importance of
LD fine mapping methods, even in situations where ped-
igree information is available.

Methods

Likelihood maximization

The description of the model highlights that parameters
other than the QTL location x have to be estimated: the
time ¢ since the initial creation of LD, the initial frequency
[1(0) of allele Q, the initial associated haplotype j, and
the heterogeneity parameter . We take the values that sat-

isfy

max  L@,1To(0)ja| )
0t Tg(0),j.o

This maximization is carried out numerically using the
E04CCF simplex algorithm from the NAG library [44].
Marker allele frequencies IT; and II; also have to be

estimated. We use their empirical frequencies in the sam-
ple and thus do not need to include them in the likeli-
hood maximization.

We also tested a homogeneity method where a was arbi-
trarily set to 1. On the basis of simulation results (similar
to those presented in this paper), we finally dropped this
because it was not as robust as the more general method
to departures from the assumed model.
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Simulation procedure

We used forward simulations as outlined in [18,45]. The
baseline scenario was as follows. We initially define a
population of 2N haplotypes with L equally spaced mark-
ers, either biallelic (SNPs) or multiallelic (MSTs) with five
alleles. In both cases, all of the marker alleles have the
same frequency and the markers are in linkage equilib-
rium. Then, each new generation is created by sampling N
pairs of haplotypes at random from the current generation
and allowing random recombinations within these pairs.
The recombination rate for each marker interval is com-
puted using Haldane's mapping function. We let the pop-
ulation evolve for 20 x (N/400) generations in order to
break the linkage equilibrium between markers with a
random drift force that does not depend on the effective
population size. At time 0, a mutated allele Q is intro-
duced at the QTL location on a single haplotype, and
again we let the population evolve as previously. At time
t, a sample of N, individuals is collected, and phenotypes
for the trait are simulated according to the model in (1),
witha=1,d =1 (complete dominance) and ¢2= 1. In all
simulation scenarios but the one reported in Table 3, the
sample size N, was equal to the effective population size
N.

Two extensions of this scenario were also considered.
Firstly, some copies of allele Q were introduced into the
population from the first generation of the simulation,
with frequency [14(0) equal to 0.05 or 0.10. These earlier
copies of Q were in equilibrium with all markers, so at
time O the association created between Q and one partic-
ular marker haplotype was incomplete. Secondly, we
allowed the presence of phenocopies; i.e., phenotypes
that mimic the phenotype produced by the mutation. To
reproduce this effect, a given percentage of the individuals
carrying allele g (15% or 30%) were randomly drawn in
the last generation and were given the same genetic effect
as individuals carrying allele Q.

In all scenarios, replicates were discarded when fixation
occurred for the QTL or any of the markers, or when the
final frequency of allele Q was less than 0.05 or greater
than because rare QTL alleles account for a small propor-
tion of the trait variance and are not of interest in QTL
mapping studies. To reduce the number of discarded rep-
licates, the new QTL allele was conferred with a slight
selective advantage during a few generations after time 0.

The accuracy of QTL location estimates was evaluated
according to the MSE defined as

R
MSE = %Z(xr —x)2

r=1
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where R is the number of replicates (equal to 500 unless
otherwise specified), %, is the estimated QTL location in
the rth replicate, and x is the true location. The MSE con-
tains information of both the bias and the variance of
location estimates. Differences in MSE between methods
were tested using paired t-tests while assuming normality.

Power computation

Together with the set of optimal parameter values, HAPim
returns the log-likelihood ratio test between the null
hypothesis "a =d = 0" and its alternative. In order to com-
pare the power of T2 and HAPim we computed an approx-
imate threshold for any set of population parameter
values (N, t, marker spacing ...). This threshold was
obtained as the empirical 0.95 quantile of 500 replicates
under the null hypothesis.
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Appendix

Derivation of the formula for & [/], o(t)]

In this section we consider the segregation of one QTL and
one multiallelic marker, with a recombination rate ¢
between them. Let X; o(t) and X; (1) be the number of
haplotypes (i, Q) and (i, q) in the population at genera-
tion ¢, respectively, and X(t) = (X;q(t),.... Xjq(8), Xi4
(0, X;4(£)); we define also the vector of haplotype fre-
quencies

X(t)

M0=2x0

=L, (1) I 4 (1), I1;4(1))

These vectors are stochastic processes of time. We first
present a two-locus Wright-Fisher model [46,47] that
describes the distribution of X(t + 1) given X(t). From this
model and under the assumption that the allelic fre-
quency [Ii(t) = IT; (1) + IT; ,(t) is deterministic and time
invariant, we deduce a recursive relation between E [[1(¢
+1)] and E [T1(r)] that we use to determine the expres-
sion for & [IT; o()]-

In the two-locus Wright-Fisher model, the effective popu-
lation size N(t) is a deterministic function of time and the
vector X(t + 1) follows, conditional on X(t), a multino-
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mial distribution with parameters (2N(t + 1), 1y o(t),--., T
1ot rllq(t),..., rlyq(t)), where

1:0(8) = (1 - ) o(t) + cllo(OIT(1)

The two terms of this formula represent the probabilities
of choosing nonrecombining and recombining haplo-

types.

From the properties of multinomial distributions we have
E[X;o(t + 1) | X(t)] = 2N(t + 1)r; (1), and thus E [TT; o(t
+1) | X(t)] = 1,o(t). A classical result on conditional prob-
abilities yields

EfE ot +1)] [ Mg+ X
= Blrq(9]

(1= B[ o ()] + cB[Tq ()T ()]

We assume that [I;(t) = [1;is time invariant, which is rea-
sonable because allele i is supposed to be much older than
allele Q and consequently its frequency is much higher.
This leads to

EMiq(t+ D] = (1-) E[o(0)] + ¢ B [Mo()T;

and the entire vector [](¢) satisfies
E [I1(t + 1)] = E [T1(6)] (cA + (1 -¢)Id)  (6)

where A = (I1;,..., [1)) ® T, where ® is the Kronecker
product, 1,is the column vector of size I with all compo-
nents equal to 1, and Id, is the identity matrix of size I x I.

.- . I
A is idempotent since 21.:1 I1; =1, and so we can prove

by recurrence on ¢ that
EM®] = E[MIO)]((1-(1-)A+(1-c)ld)

Taking the ith coordinate we get
E M0 = (1 - T;(0) + (1 - (1-0)) Ho(O)1; (7)

Derivation of the formula for E[I1; o ; (t)]

We now consider the more complex case of two multial-
lelic markers flanking the QTL. We proceed as in the pre-
vious section, defining first a three-locus Wright-Fisher
model and then deducing from it a recurrence relation for
the expected value of haplotype frequencies. To do this we
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also assume that the markers are in equilibrium. From the
recurrence relation we finally obtain the expression for

B[ q.i, (O]

The three-locus Wright-Fisher model describes the segre-
gation of haplotypes composed of the QTL and two flank-
ing markers. The first marker has I, alleles and a

recombination rate ¢, with the QTL; the second one has I
, alleles and a recombination rate ¢, with the QTL. We
denote X; o, (1), iy=1,.... I, iy=1,..., I, as the number
of copies of haplotype (i;, Q, i,) in the population at gen-
eration ¢, and I, o ; (¢) as the corresponding frequency.
X(t + 1) has dimension 2I,I,, but still has a multinomial
distribution given X(t) with
@N(E+1)m1,01 (051,01, O g1 (O, 1y 1, (0)

where

parameters

5, iy (1) = (1= 1) (1= )Ty ., (6) + €1 (1= )T Ty, (1) + 62 (1 = )T, TT; o(8) + 1600 5, ()T (1)
» I, 11, , and [1(r) are the marginal frequencies of alle-
les i, at the left marker, i, at the right marker, and Q at the
QTL, respectively, and I1; (¢) and Ilq; (t) are the mar-
ginal frequencies of haplotypes (i;, Q) and (Q, i,), respec-
tively. The four terms in this formula correspond to the
different origins of haplotypes (i; Q, i,) at generation t +
1: nonrecombining, recombining between QTL and the

left-side marker, recombining between QTL and the right-
side marker, and double recombining.

As in the previous section, we can express the expected
value of the frequencies of haplotypes at time ¢ + 1 as

BEE o, (t+1)] = [ [,q4,+1) [ X(0)]]

= Eln 4 (1]

= (L=c)(1 = )BRT; g, ()] +a (1 -c)I [Mg,, (1)]
co (1= c)II, BATL ()] + ey [Ty 4, (O (1)]

+

Assuming that the markers are in equilibrium and that the
allelic frequencies are constant; i.e.,

I ;) (6) =10 (1, (1) = T0; T

iZ
we get

BEE, o, (t+1) = (1-c)(1-c) [ g (0]+a-ca) Mg, (T
+ o(l-c)BRL; (I, +cicy [Mo(0)IIT; I,
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Substituting E[I1; o(t)] and E[Ig; (t)] with the
expressions determined in the previous section gives

ERT; i, (t+1)] = (1-¢)1-c) Invl,q,vz(i)l*5@1(“@)”1+ﬁ152(1’51)l+1
+ (a(=ca)+ca(1=e1) + 169 (O)T; TT;

(8)

This is a recurrence relationship that can be solved easily.
We can prove that if (1,), 5, is a series in R defined by

Uy = au,+ botl + eyl + d
then for every t > 0,

t t t
B = 1=
u, =a'u +b2at saf/+62at S Spd—%
. = 1-a
s=1 s=1
Applying this result witha = (1-¢,)(1-¢,), b= fyc;, a=1
-Cy €= P16y y=1-¢, and d = (¢, + ;- €,6,)[1(0) I1; 11

yields

B[ ;0] = (1-a) (1-¢2) T g, (0)

t t
/3261(1*02)'[2(1*61)[’s ]+/31Cz(1*01)[(2(1*62]“5 ]

s=1 s=1

+

+ (ﬁ“z*flCz)HQ(O)% i I,

(1-a) (1-¢)' Ty 3, (0)
+ BBl-c) (1-(-cr) )+ 1(-a) (1-0-c)')
+ ToO)1-(1-¢) (1-¢)), 1T

i

Replacing f, and S, by their actual expressions gives

Bl 0, (0] = TQ(O); T, +(1-¢)' (1T (0) = Mg (O)L; )IT;, + (1-c3) (T, (0) = Mg (O)IT;, )IT;, ©)
+ (1-0) (1-6) (T q,,(0) =TT (0T, =Tl (O, +Tlo(O)1T; M;))
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Chapitre 9
Compléments et perspectives

L’un des points centraux de la méthode d’estimation présentée au chapitre 8 est I'ex-
pression que nous avons obtenue pour E[IL;, ¢ 4,(t)], ou I, g, (%) est la fréquence au temps
t des haplotypes composés des alléles i; et i3 des marqueurs flanquants et de I’alléle () du
QTL. Cette expression est dérivée dans la section "Appendix" du chapitre 8. Nous reve-
nons ici sur certaines hypothéses faites lors de ce calcul, et essayons de montrer comment
elles se justifient. Puis nous proposons quelques pistes pour étendre ce méme calcul a des

modeles de population plus généraux.

9.1 Hypothéses sur les fréquences des haplotypes aux

marqueurs

Le calcul de l’espérance des fréquences d’haplotypes présenté dans la section
"Appendix" du chapitre 8 repose sur deux hypothéses : les fréquences marginales des

alléles aux marqueurs sont déterministes, et elles sont en équilibre dans le sens ou
1Ly i () = 0y (8)10, (¢)

ce que I'on peut ensuite écrire simplement IT;, IT,,, puisqu’il est clair (cf section 2.1.1) que
dans un modéle déterministe et en ’absence de sélection et de mutation les fréquences
alléliques sont constantes au cours du temps. Les hypothéses ci-dessus nous permettent

donc d’écrire
E[IL;, 4, ())To(t)] = 1L, I1;, E[Tlg (¢)] = TL; I1;, 11, (0)

et on obtient alors plus facilement une relation de récurrence entre E[IL;, o, (t + 1)] et
E[HihQ,iz(t)]'
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Supposer que les fréquences des alléles aux marqueurs sont en équilibre n’est pas trés
grave car pour un modéle déterministe & deux loci séparés par un taux de recombinaison
c on sait que

I, 4, () = I, I, + (1 — ¢)*(11,, 4,(0) — 11, T1,,)

Ici ¢ = ¢1 + ¢9, Ol ¢; est le taux de recombinaison entre le QTL et le premier marqueur et
¢ est le taux de recombinaison entre le QTL et le second marqueur (on peut supposer que
ces taux de recombinaison s’ajoutent car ils sont trés faibles dans le cas de la localisation
fine de QTL). Cette formule montre que 1’équilibre des fréquences est de maniére générale
trés vite atteint, d’autant plus que les marqueurs sont éloignés. Ce probléme a déja été
discuté dans la section 3.2, quand nous avons montré la décroissance géométrique de
E[D;, 4,(t)] sous un modeéle de Wright-Fisher & deux loci.

L’hypothése du déterminisme des fréquences alléliques aux marqueurs est en fait plus
importante. Elle peut cependant étre justifiée par le fait que la fréquence de l’alléle le
plus rare d’'un QTL est généralement plus faible que la fréquence de I’alléle le plus rare
d’un marqueur, dans la mesure ou l’alléle le plus rare du QTL est supposé étre apparu
plus récemment. Or pour un alléle rare, le rapport entre la variance et I’espérance de
la fréquence est beaucoup plus important que pour un alléle fréquent. En effet, sous le

modéle de Wright-Fisher a un locus, on a (voir section 2.1.1)

Var(TI() = (1~ 2:2)Var(TT(0)) + TI(0)(1 ~ TH0))(1 ~ (1~ )"

Dans cette expression, supposons que le premier des deux termes est nul. On obtient alors

V/Var(Il(t)) 1 —1TI(0) I
EM@®] | 0 \/(1 TR

Prenons par exemple une population de taille N = 200. Pour II(0) = 0.4, ce rapport

vaut 0.19 au bout de 10 générations, 0.42 au bout de 50 générations et 0.58 au bout
de 100 générations. La variance n’est certes pas négligeable mais elle reste en tout cas
relativement faible pour des temps courts. Pour I1(0) = 0.1, le rapport est de 0.47, 1.03
et 1.41 pour les mémes temps. Les alléles rares ont donc des fréquences plus variables.
Cependant, se débarrasser de I’hypothése du déterminisme des fréquences alléliques aux

marqueurs constitue un objectif intéressant pour prolonger les travaux du chapitre 8.
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9.2 Extensions possibles du modéle

Dans la section "Discussion" du chapitre 8, nous avons évoqué plusieurs possibilités
d’extensions de notre méthode pour prendre en compte des modéles de population un peu

plus complexes. Nous revenons ici plus précisément sur certaines de ces possibilités.

9.2.1 Haplotypes flanquants

Etendre notre méthode pour tenir compte simultanément de I’information de plus de
deux marqueurs est en principe assez simple. Il suffit de considérer, en chaque position,
des haplotypes flanquants au lieu de marqueurs flanquants. Autrement dit, on remplace
dans 'expression finale de E[I1;, ¢4,(¢)] les termes II;, et II;, par 11, et II,,, o hy et ho
sont deux haplotypes définis pour un nombre quelconque de marqueurs, h; étant constitué
de marqueurs a gauche de x et hy de marqueurs a droite de x.

Le probléme est ensuite de calculer II,, et II;,. Si on suppose comme précédemment
que les marqueurs sont en équilibre, alors il n’y qu’a calculer le produit des fréquences
pour les alléles composant I’haplotype. Inversement, si les marqueurs sont trés proches, on
peut supposer qu’il n’y a pas eu beaucoup de recombinaisons affectant ces haplotypes au
cours de I'histoire. On estime donc la fréquence des haplotypes par la fréquence observée
dans 1’échantillon. Pour envisager des solutions intermédiaires, il faut représenter Il et
15, comme des quantités pouvant dépendre du temps. Ceci complique les équations de
récurrence entre E[Il,, o p,(t+1)] et E[Il,, o, ()], mais la résolution est peut étre encore
possible.

Il serait intéressant de tester si ces différentes options permettent d’améliorer la pré-

cision des estimations par rapport a la méthode actuelle.

9.2.2 Prise en compte de la mutation

Le modéle de Wright-Fisher a trois loci utilisé au chapitre 8 peut étre modifié pour
tenir compte de la possibilité de mutations entre alléles au niveau de chaque locus. Trouver
une expression pour E[II;, ¢ ,(¢)] devient alors plus difficile, mais le calcul reste sans doute
faisable moyennant certaines hypothéses sur la structure des mutations. Nous en donnons
un apercu en démarrant le calcul de E[I1; (¢)] pour un modéle & deux loci avec mutation,
étendant ainsi les calculs de la section "Appendix" du chapitre 8.

Reprenons donc les hypothéses et notations de cette section. Introduisons de plus, a
chaque génération, une probabilité ;o de mutation de l'alléle g vers D'alléle (), et une

probabilité y, de mutation de I'alléle () vers I’alléle g. Pour le marqueur, on introduit de
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méme la matrice de mutation 1 = (14, i )1<iy in<i> OU iy i, (i1 7 i2) est la probabilité de
mutation de I’alléle 7; vers 'alléle iy, et ol p;, ;, =1 — Zm;ﬁzl iy o

La probabilité de tirer un haplotype (i1, Q) & la génération (¢ + 1) s’écrit désormais
rinQ(t) = (1 = I, (t) + g (I ()

oil les fréquences I (t), II; (%) et 117 (¢) sont des fréquences virtuelles dans la population

aprés que les mutations soient intervenues. On a

I o(t) = D Hisir (Mg (t) + (1 — 1)Ly o(t)

=1

MH(t) = polly(t) + (1 — ) Mg(t)

I
Hjl(t) = Zui%hnm(t)

io=1

Dans le cadre du modéle de Wright-Fisher, on sait que E[Il;, o(t + 1)] = E[ri, o(t)]-
En supposant, comme dans le cas sans mutation, que les fréquences des marqueurs sont

déterministes, cela donne

Elllyo(t+1)] = (1=¢) Y i (1B (0] + (1 = 1) Ellli; 0(#)])

i9=1

+ (B ()] + (1 = o) B[O (D ptiain i (1))

io=1
On peut arranger cette formule en remarquant que II,(t) = 1 — Ilp(t) et que
I, ,(t) = 11, (t) — IL;, o(t). On obtient finalement
I
E[Hil,Q(t + 1)] = HQ Z /’LiQ,iIHiQ <t>
io=1
I
+ (1= )1 = pg = 1) () 1izn Bl (1))
iz=1
I
+ el = g = 1) (D Hiaia i (1)) E[g(#)]

io=1

Notons I1(¢) = (I, (%), ..., o(t)). On obtient alors I’écriture matricielle

E[II(t + 1)] = no(Ta(t), ... T () + (1 — g — p)E[I(E)](eA + (1 = ) Idp)u
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oun A = (Iy,--- ,II;) ® 1;, ® étant le produit de Kronecker pour les matrices, 1 est
le vecteur colonne de taille / dont toutes les coordonnées valent 1, et /d; est la matrice
identité de taille I x I. On retrouve bien ’expression de la section "Appendix" du chapitre
8si pg = g =0, pp = Id; et si les fréquences 11;(¢) sont invariantes au cours du temps.
Notons qu’ici cette hypothése n’est pas aussi naturelle que dans le modéle sans mutation.
Cependant, pour faciliter les calculs, on peut supposer qu’elle est vérifiée dans la mesure
ou les fréquences alléliques tendent vers un équilibre stable, comme I’a illustré la section
2.1.1.

Que I’on suppose ou pas que les fréquences des marqueurs sont constantes au cours du
temps, trouver une expression de E[II(¢)] en fonction de E[II(0)] et des autres paramétres
du modéle implique de pouvoir exprimer simplement le terme ((cA+ (1 — ¢)Id;)u)* pour
tout ¢ € N. On a vu au chapitre 8 que la matrice A était idempotante, ce qui facilite un
peu les choses. On remarque également que uA = A. Pour que le calcul soit faisable, il
faudrait cependant avoir une expression simple de p'. Un choix judicieux de la matrice u
doit permettre d’obtenir un résultat. Mais il reste encore du travail ensuite pour exprimer

I’espérance des fréquences d’haplotypes dans le modéle & trois loci.

9.2.3 Prise en compte de la sélection

Une autre extension intéressante serait de pouvoir traiter les cas ot le QTL est soumis
a des phénoménes de sélection. Comme dans la section précédente, reprenons le cadre
du modéle & deux loci utilisé dans la section "Appendix" du chapitre 8 et voyons ce que

change la prise en compte de la sélection. On a a nouveau
riq(t) = (1 = o)l o(t) + cllg (H)IL(?)

Mais cette fois les fréquences I17 ,(¢) et II§; () sont les fréquences virtuelles aprés sélection.
Les alléles du marqueur ne sont pas sujets a la sélection. Conformément & ce que nous
avions fait en 2.1.1, nous introduisons les viabilités wg /o, wo/q €t wy/q des génotypes Q/Q,

(Q)/q et q/q. Elles nous permettent d’exprimer

wq TG (1) + wo o (t)T,(?)
WQ/QHQQ (t) + 2wq/4llg ()L, (t) + Wq/qﬂg ()
wq /i) g (t) + wo/ellio(H)I,(?)
wqQITH (1) + 2wq/llg ()14 (1) + wy/el15(t)

5 (1)

io(t)
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Le fait qu’il y ait des quotients dont le dénominateur implique Il (¢) rend difficile le
raisonnement par récurrence que nous utilisions pour des modéles neutres. Il ne sera donc

pas trés aisé de tenir compte de la sélection dans notre méthode.
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Chapitre 10

Recherche d’associations dans une

population structurée

Dans les parties II et III de ce manuscrit, nous nous sommes intéressés au probléme de
I’estimation fine de la position d’'un QTL. Une autre approche, de plus en plus utilisée en
cartographie, consiste a tester directement, pour un trés grand nombre de loci répartis sur
le génome, si ces loci sont ou pas des QTL pour le caractére étudié. Pour répondre a cette
question, on utilise des méthodes d’association telles que celles présentées en 4.2. Dans
le cadre d’un projet de détection de QTL nommé GeMqual, j’ai eu 'occasion d’étudier
les propriétés d’une de ces méthodes, le Transmission Disequilibrium Test, qui est utilisé
dans le cas ou la population est structurée. Les résultats obtenus sont exposés dans ce
chapitre.

Nous précisons dans un premier temps le contexte de ce travail, & savoir les méthodes
d’association, les problémes rencontrés par ces méthodes dans le cas d’'une population
structurée et enfin les grandes lignes du projet GeMqual. Nous en venons ensuite au

travail réalisé.

10.1 Contexte du travail

10.1.1 Meéthodes d’association

Les méthodes d’association ont déja été introduites en 4.2. L’objectif était alors d’es-
timer la position la plus probable d’'un QTL. Dans le cadre de ce chapitre, nous nous en
tenons & leur usage initial, qui est de détecter les zones du génome ou il y a des QTL.
Nous rappelons ici le principe général de ces méthodes.

On observe, pour un échantillon de N; individus, les phénotypes z, pour un carac-
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tére quantitatif donné, et les génotypes m,, au niveau d’un marqueur. Supposons que le

marqueur a [ alléles; il y a donc K = @ génotypes possibles pour ce marqueur. On

considére le modéle linéaire :
Zk,j :mk+€k7j, k= 1,...,K, j: 1,...,Nk (M)

ou les ¢ ; sont des bruits gaussiens indépendants et o Nj;, est le nombre d’individus ayant
le génotype k. On cherche & tester si le marqueur est lié¢ & un QTL, c’est a dire s’il existe
un QTL dont le taux de recombinaison ¢ avec le marqueur est strictement inférieur a %
On teste pour cela ’hypothése Hy : "my = ... = mg". On dit que le marqueur est associé
au QTL si Hy est rejetée.

Si le marqueur est exactement le QTL, les phénotypes observés dépendent directement
des génotypes au marqueur, suivant le modéle décrit par I’équation (1.1). Hy est donc trés
probablement rejetée. De maniére générale, Hy est aussi rejetée s’il y a du déséquilibre de
liaison entre le marqueur et un QTL. En effet, supposons par exemple que 'alléle ) du
QTL donne des plus grandes valeurs de phénotypes. Dans ce cas, les alléles i du marqueur
qui sont positivement associés a l’alléle ) (c’est a dire pour lesquels D; o > 0, o D; g
est la mesure de déséquilibre définie par 1’équation (3.1)), correspondent plus souvent
que les autres & des grandes valeurs de phénotypes. Ceci engendre donc en principe des
écarts entre les moyennes des phénotypes observés dans chaque groupe de génotypes au
marqueur. D’autre part, nous avons montré en 3.2 que dans une population homogéne,
un déséquilibre de liaison important entre deux loci ne peut étre expliqué que par un taux
de recombinaison faible entre ces loci. Par conséquent le test de H, permet bien de tester

si le marqueur est lié ou pas a un QTL.

Ce test est généralement effectué successivement pour un trés grand nombre de mar-
queurs répartis sur le génome, de facon a repérer les zones du génome ayant une influence
sur un caractére donné. Ce type de démarches porte le nom d’étude d’associations. Un
probléme majeur de ces études est de controler le taux de faux positifs, puisque de I'ar-
gent et du temps de recherche sont généralement investis pour étudier plus précisément
les zones détectées par ces tests. Or, deux phénoménes majeurs sont a prendre en compte

a cet égard :

— la multiplicité des tests : le nombre de marqueurs analysés est souvent de 1’ordre
de plusieurs centaines, et peut aller jusqu’a plusieurs centaines de milliers pour les
études les plus importantes. Pour ajuster le seuil des tests, une solution classique
consiste a utiliser la correction de Bonferroni. Cependant la perte de puissance est

alors importante, car on sait que pour des marqueurs proches les tests sont corrélés.
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Parmi les alternatives couramment utilisées, on peut citer les méthodes de controle
du taux de faux positifs (Benjamini et Hochberg, 1995; Weller et al., 1998) ou
les méthodes de permutation (McIntyre et al., 2000). Plus récemment, différentes
stratégies consistant a identifier des groupes de marqueurs corrélés et a les tester
simultanément se sont développées. Dans chaque groupe de marqueurs, on peut par
exemple évaluer les corrélations entre tests en mesurant le déséquilibre de liaison
entre marqueurs (Nyholt, 2004), ou effectuer directement un test sur les haplotypes,
comme cela a été expliqué en 4.2.

— la structure des populations : si la population considérée n’est pas homogeéne, il est
fréquent de détecter qu’un marqueur est associé alors qu’il n’est en fait lié & aucun
QTL. Les causes de ce phénoméne, et les solutions adoptées, sont décrites dans la

section suivante.

10.1.2 Probléme de la structure

Revenons sur le modéle (M) décrit dans la section précédente. Nous avons vu que dans
ce modele, on observait des différences entre les moyennes phénotypiques p; a condition
que certains alléles du marqueur soient en déséquilibre de liaison avec les alléles d’un QTL.
Nous avons aussi rappelé que dans une population homogéne, ce déséquilibre de liaison
ne peut étre expliqué que par un taux de recombinaison faible avec le QTL. Mais dans
une population structurée, on peut observer du déséquilibre de liaison entre les alléles de
loci trés éloignés, simplement du fait des différences de fréquences alléliques entre sous-
populations (voir I'article de Cierco-Ayrolles et al. (2004) en annexe). On parle alors, un
peu abusivement, de faux positifs pour désigner les marqueurs associés au caractére (pour
lesquels H, est rejetée) alors qu’ils ne sont liés & aucun QTL. Pour contréler le nombre
de ces faux positifs, trois types d’approches ont été proposés.

La premiére approche porte le nom de contréle génomique, et a été proposée par
Devlin et Roeder (1999). Elle est a priori plutét adaptée a des caractéres discrets. Par
exemple, si on recherche les marqueurs liés & une maladie, on compare généralement les
effectifs des génotypes au marqueur entre les individus malades et non malades, et on
teste la différence entre ces effectifs a ’aide d’un test du chi-deux. Dans une population
hétérogéne, la distribution de la statistique de test sous I’hypothése nulle (le marqueur
n’est lié & aucun QTL) n’est pas le chi-deux attendu. Mais Devlin et Roeder (1999) ont
montré que sous certaines hypotheéses, cette distribution ne différait de celle attendue que
par un facteur multiplicatif A. Ils ont donc proposé d’estimer préalablement ce paramétre

en calculant la statistique pour un ensemble de marqueurs indépendants dont on sait
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qu’ils ne sont pas liés a la maladie.

Une autre solution peut étre d’estimer la structure inconnue de la population. La mé-
thode proposée par Pritchard, Stephens, et Donnelly (2000) est une des plus connues dans
ce domaine. Elle suppose que les individus observés sont issus de r populations distinctes,
dans lesquelles il n’y a pas de déséquilibre de liaison entre loci. Chaque population est
caractérisée par la donnée des fréquences alléliques pour L loci. L’observation des géno-
types au niveau de ces loci pour un échantillon d’individus permet d’estimer toutes les
fréquences alléliques, et les probabilités pour chaque individu d’appartenir a une popula-
tion donnée. Cette méthode s’appuie sur les similarités de génotypes entre individus. Elle
utilise un cadre Bayésien et un algorithme MCMC. Pour détecter les marqueurs liés & un
caractére dans le cas d’une population structurée, on peut donc commencer par estimer
ainsi l'origine de chaque individu en utilisant un ensemble de marqueurs indépendants,
puis tester I'association des marqueurs population par population. Pritchard, Stephens,
Rosenberg, et Donnelly (2000) ont mis en application cette stratégie pour détecter des
génes de maladie, mais on peut facilement ’adapter au cas des QTL. D’autres méthodes

similaires sont présentées par exemple par Kohler et Bickebéller (2005).

Une derniére stratégie consiste a génotyper également les parents des individus dont
on observe le phénotype, et & étudier la transmission des alléles des parents aux enfants.
On étudie donc des familles de type pére-mére-enfant communément appelées trios. Cette
stratégie a été initialement utilisée par Spielman et al. (1993) pour localiser des génes de
maladie & ’aide de marqueurs bialléliques. Elle porte le nom de TDT (pour "Transmission-
Desiquilibrium Test"). De nombreuses extensions ont été proposées depuis, permettant
d’incorporer notamment des structures de familles ou des génotypes plus complexes. Al-
lison (1997) a également étendu cette méthode a I’étude de caractéres quantitatifs, en
décrivant plusieurs tests basés sur le principe suivant. Soit un marqueur biallélique, et un
couple parent-enfant pour lequel le parent est hétérozygote 1/2. On note Z le phénotype
de I'enfant et 7" I’alléle qui lui est transmis par ce parent. Sous I’hypothése nulle d’absence

de liaison du marqueur avec un QTL, on a
E[Z|T=1=E[Z|T =2]

et ce indépendamment de la structure de la population. On peut donc rejeter ’hypothése
nulle si on constate parmi les observations un écart par rapport a ces résultats. Notons
toutefois que la seule liaison ne suffit pas a rejeter I’hypothése nulle : il faut aussi qu’il
y ait du déséquilibre de liaison entre le marqueur et le QTL (d’ou le nom de TDT). En

effet, notons @) et ¢ les alléles du QTL. et GG celui de ces alléles qui est transmis par le
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parent dans le couple parent-enfant présenté ci-dessus. On a

EZ|T=1 = E[Z|G=QP(G=Q|T=1+E[Z|G=qPG=q|T=1)
EZ|T=2 = EZ|G=QP(G=Q|T=2)+E[Z|G=qPG=q|T=2)

Si, dans la sous-population dont est issu le couple parent-enfant étudié, il n’y a pas de

déséquilibre de liaison entre le marqueur et le QTL, on a
BG=Q|T=1)=PG=Q|T=2)

et
P(G=q|T=1)=P(G=q|T=2)

Par conséquent on voit que
EZ|T=1=E[Z|T =2]

mémesiE[Z | G = Q] et E[Z | G = q] sont trés différents. Inversement, plus le déséquilibre
de liaison est important, plus la puissance du test sera importante.

Abecassis et al. (2000) ont proposé un modéle linéaire permettant de prendre en
compte l'idée de transmission contenue dans le TDT. Nous étudierons en 10.2 la puis-

sance d’un test d’association dérivant de ce modéle.

10.1.3 Projet GeMqual

Le travail présenté dans ce chapitre a été réalisé dans le cadre d’un projet européen
nommé GeMqual (http ://www.gemqual.org), dont le but est de détecter des génes ayant
une influence sur la qualité de la viande bovine. Pour cette étude, 450 trios issus de 15
races de bovins viande d’Europe occidentale (exactement 30 par race) ont été observés.
Pour chaque veau, une centaine de phénotypes liés & la qualité de la viande ont été
mesurés. Certains phénotypes étaient de nature chimique (taux d’un certain acide dans
la viande ...) ou physique (poids, taille de animal, ...). D’autres provenaient de tests
gustatifs réalisés sur des panels d’individus volontaires. Tous les animaux (veaux, vaches et
taureaux) ont été génotypés pour quelque 300 marqueurs bialléliques (des SNP) répartis
dans une centaine de génes candidats (c’est a dire sélectionnés par les biologistes car
susceptibles d’étre impliqués dans la qualité de la viande) répartis sur tout le génome
bovin.

Une des nombreuses questions soulevées par ce projet concerne naturellement le choix
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de la méthode statistique a utiliser pour analyser les données et détecter les loci ayant
une influence sur les phénotypes. Quand ce projet a commencé a se mettre en place il y
a quelques années, il était prévu d’utiliser une méthode de type TDT, et c’est pour cela
que la structure en trios a été choisie. En fait, beaucoup de parents n’ont pas pu étre
identifiés avec certitude, si bien qu’a l'issue des analyses le génotype des deux parents
a la fois n’était disponible que pour la moitié des veaux. D’autre part, les données de
GeMqual ont ceci de particulier que la structure en races, qui est probablement la structure
principale dans les données de génotype, est connue. Nous avons donc pensé qu'un modéle
tenant compte explicitement de la structure en races, et n’utilisant pas l’information
provenant des parents, serait plus approprié. Pour valider ce choix, nous avons donc
cherché a comparer de maniére théorique la puissance d’un test de type TDT basé sur les
450 trios, avec celle d'une méthode testant simultanément 1’association dans chacune des

races. Cette comparaison est 1’objet de la suite du chapitre.

10.2 Puissance asymptotique du TDT dans le cas d’un

échantillon de structure connue

Soit un échantillon de trios issus de r populations distinctes. On suppose que le nombre
de trios provenant de chaque population est le méme. Ce nombre est noté n, et la taille
totale de I’échantillon est donc rn. Pour le trio 5 de la population ¢, on mesure :

— le phénotype z; ; de 'enfant pour un caractére quantitatif.

— le génotype m; ; de 'enfant pour un marqueur biallélique d’alléles 1 et 2.

Z(lj) 52]) des deux parents pour ce méme marqueur.
A partir de ces observations, on souhaite tester si le marqueur est lié & un QTL pour le

— les génotypes p, ; et p
caractére. Le probléme est que la structure de la population n’est a priori pas connue,
ce qui implique qu’on ne sait pas de quelle population provient chaque individu. Notre
objectif est en fait d’évaluer les conséquences de cette absence d’information pour la
détection de la liaison.

Nous commengons pour cela par présenter le vrai modéle que sont supposées suivre
les variables Z; ;, M, ;, PZ(;) et PZ(? Puis nous décrivons trois tests utilisés pour détecter
la liaison. Le premier, qui nous sert de référence, est construit a partir du vrai modéle et
suppose que la structure de la population est connue. A I'inverse, les deux autres tests
sont des tests utilisés quand la structure de la population est inconnue. L’un de ces tests
est de type TDT, c’est a dire qu’il utilise les génotypes des parents. Nous insisterons plus

particuliérement sur celui-ci.
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Dans un cadre asymptotique local, et sous le vrai modéle, nous donnons ensuite la
limite en distribution des trois tests quand n tend vers I’infini, ce qui nous permet d’étu-
dier les erreurs de premiére espéce et les puissances de ces tests. Les démonstrations de
convergence sont présentées en fin de chapitre. Bien que le modéle utilisé soit trés proche
d’un modéle linéaire classique, il différe de celui-ci dans la mesure ol les régresseurs M, ;
sont considérés comme des variables aléatoires. Ces variables sont de plus corrélées aux
P, ;, qui interviennent dans I'expression de la statistique du TDT. C’est ce qui fait la

difficulté de la démonstration.

10.2.1 Vraili modéle

Soit un trio pére-mére-enfant, d’indice 7, pris au hasard dans la population 7. Si 7; est
la fréquence de l’alléle 1 du marqueur dans cette population, on suppose que le génotype

d’un parent prend les valeurs :

1/1 avec probabilité w2

1/2  avec probabilite 2m;(1 — ;)
2/2 avec probabilité (1 — m;)?

Pour former le génotype de ’enfant, on choisit le génotype de ses deux parents selon la loi
décrite ci-dessus, et on tire un alléle de chacun d’eux avec les probabilités % / % (on suppose
donc que la transmission des génes est mendélienne). On montre facilement (Abecassis
et al., 2000) que la loi marginale du génotype de I’enfant est la méme que celle décrite

ci-dessus pour les parents..

Si le marqueur est lié au caractére, le phénotype de cet enfant peut étre représenté

par le modéle (VM) (comme vrai modéle)

Zi,j:,Ui‘FCLZ'(MZ"j—MZ‘)—FEZ"j, izl,...,T, jzl,...,n

ou p; est la valeur moyenne des phénotypes pour la population i, a; est I'effet additif du
marqueur dans la population i et ol ¢ ; est une variable de loi N'(0,0?). Les ¢ ; sont
indépendantes entre elles ainsi que des M; ;. Dans cette formule, les génotypes sont codés

de la maniére suivante :

1 sile génotype est 1/1
M;; =< 0 sile génotype est 1/2
—1 sile génotype est 2/2
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et M; = %Z?Zl M; ;. Le modéle (VM) est donc un modéle additif pour l'effet du mar-
queur. Nous avons fait ce choix afin de simplifier un peu les calculs qui vont suivre mais
on pourrait tout a fait ajouter un terme de dominance. En revanche, il est important
de supposer a priori un effet génétique a; distinct pour chaque population, et ce pour
deux raisons. Premiérement, 'effet du QTL sur le caractére peut dépendre de I’environ-
nement des individus, et donc de la population. Deuxiémement, nous mesurons ici ’effet
du marqueur, qui peut étre vu comme une fonction de 'effet du QTL et du déséquilibre
de liaison entre le QTL et le marqueur (Nielsen et Weir, 1999). Il n’y aucune raison pour
que ce déséquilibre soit le méme dans les différentes populations. Dans le modéle (V M),

I’absence de liaison entre le QTL et le marqueur correspond a I’hypothése (Hy)
ag=...=a, =0
Sous 'hypothése (Hp), les phénotypes sont simplement décrits par le modéle
Zij =i +e , 1=1,...,r, 7=1,....n

Le modéle (VM) suppose que le génotype des parents n’a pas d’influence directe sur le
phénotype de I’enfant. Cependant, un des tests que nous allons étudier utilise les génotypes
des parents, c’est pourquoi nous avons aussi décrit leur loi. La variable utilisée par le test

PN+ PO

est en fait P;; = 5=, oll PZ(;) et Pz(i) sont les génotypes des deux parents, codés de

la méme maniére que M, ;. Pour le calcul de la loi asymptotique des tests, on utilisera

notamment les propriétés suivantes :
E[M; ;] = B[P ;] = 2m — 1

Var(Mm») = 271'2(1 — 7Ti)

Var(PM) = COV(MZ‘J‘, Pi,j) = 7T2(1 — 7Ti)

10.2.2 Modéles d’analyse et statistiques utilisées
Structure de population connue

Si on connait la structure de la population, on peut construire un test de liaison a
partir du modéle (VM). 11 s’agit du test de ’'hypothése Hy : "a; = ... = a, = 0", basé

sur la statistique de Fisher
~ (SCRQ—SCRl)/’I"

- SCRy/(rn —1)
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ou SCR; est la somme des carrés résiduels sous ’hypothése (H;) et SCRy est la somme
des carrés résiduels sous 'hypothése (Hy). Nous utiliserons par la suite les notations
vectorielles

(H) Z=X0+c¢

et
(Hy) Z=X0+e¢

ou Z = YZ11, 210, Zrp), € = Hera, €10, 6mm), 0 = Hpa, ..o piryan, ... a,) et
0 = "(u1,..., ). X et X sont des matrices d’incidence de tailles respectives rn x 2r
et rn x r. On suppose qu’elles sont réversibles, ce qui implique que dans chaque race ¢
(1 €1,...,r)il y ait au moins deux génotypes différents.

Introduisons enfin Px et Py, les projecteurs orthogonaux sur les espaces vectoriels
engendrés par les colonnes de X et les colonnes de X. Ces espaces vectoriels sont notés
Ex et Ex. Avec ces notations on a :

SCRl - HZ—P)(ZH2

et

Ce test est un test standard, et on sait que sous (Hy) et quand n tend vers I'infini rE

suit une loi du chi-deux & r degrés de liberté. On rejette donc (Hy) pour

ol gs et ¢1_g sont les quantiles § et 1 — 5 de la loi X2.

Structure de population inconnue

Supposons maintenant que la structure de la population est inconnue. Autrement
dit on ne sait pas de quelle sous-population provient chaque individu. Dans ce cas, une
premiére idée est d’utiliser le modéle d’analyse (M A;)

Zi,j:MO‘FCLQ(MZ"j—M)—FEi’j, ’izl,...,T, jzl,...,n

ou po est la valeur moyenne des phénotypes, ag est leffet additif du marqueur et
M = % Yoy 23;1 M; ;. Ce modele n’est utilisé que pour construire le test de liaison

entre le marqueur et le QTL. 11 s’agit ici du test de I’hypothése H : "ag = 0" basé sur la
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statistique de Student

. ao - _
T1 = (Mz, — M)2
ou . . o
G = Zi:l j=1 Zi7j(Mi7j B M)
0 — T n AT
Zi:l j:l(MiJ - M)2

2 est Pestimateur des moindres carrés

est I'estimateur des moindres carrés de ag et ol &
de 0. Si (M A,) était le vrai modéle, T serait, sous Hy : "ay = 0" et quand n tend vers

linfini, de loi normale A/(0,1). On rejette donc ici (Hy) si
Tl ¢ [—2’1—%,2’1—%]

oll z_a est le quantile 1 — § de la loi N'(0, 1).

Si on pense que la population est structurée, mais qu’on ne connait pas pour autant
cette structure, une deuxiéme solution consiste a utiliser les génotypes des parents pour
obtenir un test plus fiable (nous préciserons dans quel sens dans la section suivante). Par
exemple, Abecassis et al. (2000) ont proposé le modéle d’analyse (M A :

Zz‘,j:M0+ﬁb(Pi,j_F)+ﬁw(Mi,j_Pi,j)+€i,ja t=1,...,7, 7=1,...,n

ou P=-L%" > -1 Pij- By représente Ueffet entre familles ("b" comme "between") et

B Veffet intra-familles ("w" comme "within"). En notation vectorielle, ce modéle s’écrit
(MAs) Z=X0+¢

ot § = "o, By, Bw) et ou X est une matrice d’incidence supposée inversible. On pose
X = (
n’est utilisé que pour construire le test de liaison entre le marqueur et le QTL. 1l s’agit

ici du test de I’hypothése Hy : "3, = 0" basé sur la statistique de Student

o> X8> XBw)s 00 Xy, Xp, et Xg, sont des vecteurs de taille rn x 1. Ce modéle

TQ — Bw
V& \Jes(tXX) (tes)

ot e3 = (0,0, 1) et ou 3, et 5% sont les estimateurs des moindres carrés de (3, et o dans
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le modéle (M) :

By = es((XX) (' XZ)
o 1Z-PzZ|P

rn— 3

Si (M A,) était le vrai modele, T} serait, sous Hy : "3, = 0" et quand n tend vers linfini,
de loi normale N (0, 1). On rejette donc ici (Hy) si

Ty ¢ [—21—%, 217%]

Dans la suite, nous appellerons souvent TDT, pour "Transmission Disequilibrium Test", le
test Ty. Tout comme le vrai TDT décrit a lorigine par Spielman et al. (1993), il s’intéresse

en effet, & travers le prédicteur P; ;— M, ;,  la transmission des génes des parents a I’enfant.

7.7’

10.2.3 Loi asymptotique des statistiques de test

Pour étudier les qualités des trois tests que nous venons d’introduire, nous présentons
ici un résultat de convergence en distribution pour le trois statistiques quand r est fixe
et n tend vers 'infini. Pour obtenir cette convergence, nous considérons le modéle local
(VM)

Zm:,ul-—l—u—;(Mi,j—Mi)—i—ei,j, i=1,...,r, 7=1,...,n

7

qui est identique a (V M) mais dans lequel les effets du marqueur dans chaque population
sont d’ordre ﬁ Il s’agit du modéle local classique utilisé dans le modéle linéaire pour

obtenir des puissances de tests qui ne tendent pas vers l'infini.

Proposition 2 Si les variables M, ; et P, ; suivent la loi décrite en 10.2.1 et si la loi des

variables Z; ; est déterminée par le modéle (V M,,), alors :

1.
pL 102 - 2
F= x5 ;Uﬂi(l —mi))
ot x? est un chi-deuz décentré a r degrés de liberté.
2. A moins que 1 = ... = [, OU T = ...= T,

T1£>+oo
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3.

- S jum(l—m) S mi(l—m)(uf + o?)
N e Sty e D))

ol
l]. = 1 r 2
- E o

2 = Zm

Ez V(a2 — 1)) — (T ) (30 (27@—1)))

13 = ( =
i (2m = 12 4 2 3 w1 = m) — (0 (2m — 1))

La preuve de cette proposition est donnée en section 10.2.6.

10.2.4 Interprétation

Sous le modéle (V' M,,) dans lequel la population est structurée, la statistique T} tend
vers l'infini aussi bien sous (Hy) que sous (H;). Ce test n’est donc pas valide puisqu’il
conduit asymptotiquement a toujours rejeter I’hypothese nulle. Ce résultat n’est pas nou-
veau, c’est méme ce qui a motivé 'utilisation des tests de type TDT. Dans la preuve de
la section 10.2.6, il apparait clairement que ce probléme de convergence vient de 1’hé-
térogénéité des fréquences et des valeurs moyennes des phénotypes entre les population.
Intuitivement, cela peut se comprendre simplement de la maniére suivante : si dans une
sous-population les valeurs de phénotypes sont importantes (sous l'effet de I’environne-
ment ou de génes indépendants du marqueur) et si parrallélement la fréquence d’un alléle
du marqueur dans cette sous-population est supérieure a la fréquence moyenne dans la po-
pulation globale, une analyse qui ne tient pas compte de la structure en sous-populations
va croire que cette corrélation est due au fait que le marqueur est 1ié & un QTL. Une autre
facon d’expliquer ce phénoméne a également été donnée en 10.1.2.

Sous I'hypothése (Hp) (ug = ... = u, = 0) du modele (V' 1M,,), la statistique T3 tend
en revanche vers une loi normale de moyenne 0. Ce résultat a été prouvé parAbecassis et
al. (2000), qui en ont conclu que cette statistique était valide pour tester la liaison entre
le marqueur et le QTL quelle que soit la structure de la population. En effet la région ou
'on accepte (Hp), & savoir [—z;_a, 2 _«], est effectivement centrée en 0. Mais pour que
le test soit vraiment de niveau «, il faut aussi que la variance soit inférieure ou égale a 1.

Abecassis et al. (2000) supposent implicitement que c¢’est le cas mais n’ont pas étudié de
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maniére théorique la variance du test. Le résultat de la proposition 2 est donc intéressant
car il montre que cette variance n’est en général pas égale a 1. Elle est en fait souvent

supérieure.

Pour le montrer supposons, comme Abecassis et al. (2000), que

Z pi =0
=1
Sous I’hypothése (Hy) du modéle (V M,,), on a alors

VaI‘(TQ)>1<=)>Z7T,1—7T, ZQZZ (1 —m)l

=1
avec

= EZ/LZ— (; Yoimy mi2m — 1))
P T I e P I ml - m) - A(i - D)2

Or d’aprés le théoréme de Cauchy-Schwarz

T

= Z (2m; — ! (2(27“ —1))2>0

i=1

et donc
1 T
[ < = 2
< T;m

D’autre part, pour certaines configurations de m;, il est clair qu’on peut avoir

T

Zm(l — )l > Zﬂ'@'<1 — 77—2)(% ZN?)

i=1 i=1

Dans ces cas 13 Var(Ty) > 1 et le test basé sur Ty est donc libéral. La correction de cette
variance nécessiterait de connaitre la structure, ce qui n’est pas le cas. Ce résultat va a
I’encontre de I’idée recue selon laquelle les modéles de type TDT ne présentent pas d’exces

de faux positifs.

Sous I’hypothése alternative, la variance de T ne change pas et cette erreur peut nuire
a la puissance du test. Mais il y a également dans ce cas un probléme sur la moyenne de

Tg, qui vaut
> i wimi(l = m)
V(e +0) 3 mi(l—m)
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La surestimation de o2 et le fait que les effets u; puissent se compenser d’une population
a l'autre tendent & diminuer la moyenne du test, et donc sa puissance. Pour mieux com-
prendre I'influence des différents parameétres, nous considérons dans la suite quelques cas

particuliers. Nous supposons toujours que

ZM‘ =0
i=1

Une seule population

Prenons d’abord le cas extréme d’une seule population, avec les paramétres u = 0, u

et m. Pour la statistique de Fisher, on trouve

Pour le TDT, on al =0 et

et donc

2
A~ L u
13 £ 3 (51 - )

Dans ce cas le TDT n’a pas de probléme sous (Hy), et son comportement sous (V' M,,) est
correct. Cependant sa puissance n’est pas optimale (la moyenne de T 2 est deux fois plus
faible que celle de F car Ty utilise les variables explicatives F; ; qui ne sont pas nécessaires.

Fréquences homogénes entre populations

Supposons maintenant qu’il y a bien r populations distinctes, mais que les fréquences

dans chaque population sont les mémes : 1 = ... = 7w, = w. On trouve dans ce cas que :
1,2 3
5L
P (Sr-m Y )

Pour le TDT on a cette fois | = L 37| 4iZ et

A

Ty 5 oo %Zui,l)

c’est & dire
o L (1l —7)
15 5 (G O w)?)

(o +1)
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Si les fréquences des alléles au marqueur sont relativement homogénes entre populations, le
TDT n’a donc pas de probléme sous (Hy). Mais la puissance peut étre fortement diminuée

selon les valeurs des wu; et des p;.

Moyenne des phénotypes constante entre populations

Si les fréquences des alléles du marqueur sont inhomogénes, mais que la moyenne des
phénotypes est la méme dans chaque race (u; = ... = p, = 0), on a toujours | = 0 pour

le TDT, et
(Do wimi(1 — Wi))Q)
o? 22:1 (1 — ;)

Il n’y a donc toujours pas de probléme sous (M0), mais la puissance dépend cette fois

~o L
15 = Xi(

d’une combinaison entre les u; et les m; dans chaque population. A titre de comparaison,

on a .
pL 1o 2 2
F=—x(— ;Uﬂi(l — 7))

si la structure est connue.

Effet additif commun entre populations

En général, les fréquences m; et les moyennes p; sont différentes d’une population a
I’autre. Le terme [ a donc son expression la plus générale, et T, n’est pas de variance 1. En
revanche, ’hypothése u; = ... = u,, = u est assez commune : cela revient a supposer que le

marqueur est exactement le QTL, et qu’il n’y a pas d’interaction génotype-environnement.

\/Ez (1 —m)
o2 +1

et la perte de puissance due & la structure ne provient que de la surestimation d’amplitude

Dans ce cas

[ de la variance résiduelle 2.

10.2.5 Résultats numériques

Pour avoir une idée plus précise de I'erreur de premiére espéce et de la puissance du
TDT, nous I’avons calculé pour différentes valeurs des paramétres du modéle. Nous avons
comparé les résultats de puissance & ceux obtenus par le test de Fisher. Pour obtenir des
résultats a échelle finie, nous nous sommes placés dans le modéle (VM) pour un n fixé,
et avons approché les lois des tests sous ce modéle par celles obtenues sous le modéle

(VM,) avec u; = y/na;. Conformément aux zones de rejet qui ont été définies en 10.2.2,
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on calcule alors la puissance du test de Fisher sous (VM) par

1— flq-2) + f(q2)

ou f est la fonction de répartition de la loi x?(% >_;_, na?m(1 — 7;)). La puissance du

TDT sous (VM) est quant a elle évaluée par

1 —p(zi-2) +p(—21-2)

ol ¢ est la distribution de la loi normale donnée par la proposition 2 avec u; = /na;. Pour
obtenir I'erreur de premiére espéce de ce test, on prend la loi normale de méme variance
et de moyenne 0 dans la formule ci-dessus.

Nous avons évalué les puissances des deux tests, et ’erreur de premiére espéce du
TDT, pour différentes configurations des paramétres a;, m; et u;. Pour ces calculs, nous
avons pris 7 = 15 et n = 30, ce qui était le cas dans le projet GemQual, et 02 = 1. Les
coefficients f; dans chaque population ont été simulés & partir d’une loi N(0,v,). Les
coefficients a; ont été simulés a partir d’une loi N (m,,v,). Enfin les fréquences 7;, qui
doivent étre entre 0 et 1, ont été tirés dans une loi Beta. Les deux coefficients ¢; et ¢y de

cette loi ont été fixés de maniére & avoir

et
ma(1 —my,)

A+1

Afin de mesurer I'influence sur la puissance de la valeur moyenne et de la variance inter

Var(Il;) =

populations des parameétres a;, ; et ji;, nous avons fait varier m,, v,, m,, A et m,. Pour
chaque configuration de ces cinq méta-paramétres, nous avons simulé 100 fois les vecteurs
a, ™ et p et calculé la moyenne des puissances (ou erreurs de premiére espéce) obtenues

sur ces 100 configurations. Quelques résultats sont présentés ci-dessous.

Erreur de premiére espéce pour 75

Pour calculer I'erreur de premiére espéce commise avec le TDT, nous avons généré les
vecteurs 7 et p pour m, = 0.5 ou 0.3, A entre 2 et 8 et v, entre 1 et 5. Pour un seuil
nominal o = 0.05, ’erreur moyenne observée sur 100 populations était toujours entre 0.05
et 0.06. Le test est donc bien libéral, mai I’erreur est généralement faible, méme pour des

fréquences et des moyennes phénotypiques fortement inhomogénes entre populations. Ceci
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explique peut-étre que le probléme de variance de T n’ait jamais été souligné auparavant.

Puissance des deux tests

Va
2 2 2
m; /4 m; dm;;

e T2 F T2 F T2 F

0.1 0.12 0.08 0.11 0.12 0.13 0.33
0.2 029 032 030 0.55 0.33 0.93
0.5 091 1.00 0.88 1.00 0.81 1.00

TAB. 10.1 — Puissances moyennes au niveau o = 5% du TDT et du test de Fisher obtenues
sur 100 populations suivant le modéle (V' M). Les populations ont été simulées pour r = 30,
n =15, v, =1, my = 0.5, A = 4 et différentes valeurs de m, et v,.

Les puissances du TDT et du test de Fisher sont comparées dans la table 10.2.5 pour
différents types de distribution des a; dans les r = 15 populations. Nous étudions les cas ou
la moyenne des a; dans I’ensemble des populations vaut 0.1, 0.2 et 0.5. Pour chacun de ces
cas, nous examinons trois différents niveaux de variabilité entre populations : /v, = a/2,
Vs = aet \/v, = 2a. D’autre part, les fréquences 7; dans chaque population sont toujours
tirées dans une loi Beta de moyenne 0.5 et de variance 0.05 (ce qui correspond a A = 4).
On prend enfin v, = 1, ce qui signifie qu’en dehors de I'effet du marqueur la variance
des phénotypes inter-populations est égale a la variance des phénotypes intra-populations
(62 = 1). Pour un effet génétique de moyenne faible (m, = 0.1), la puissance des deux
tests est mauvaise. Si la variance v, des effets génétiques est petite, le TDT semble aussi
performant que le test de Fisher, mais la comparaison n’est pas trés juste car le TDT
ne respecte pas le niveau «, et 'impact de cette erreur est d’autant plus grand qu’on
s’approche de (Hp). De maniére générale le TDT est naturellement moins puissant, mais
c’est surtout si les effets génétiques sont trés variable de population en population que la
différence est énorme. Pour des effets relativement homogénes entre populations, le TDT

donne des résultats corrects.

vy, 0.5 1 2 3
Puissance 0.96 091 0.79 0.61

TAB. 10.2 — Puissances moyennes au niveau o = 5% du TDT obtenues sur 100 populations
suivant le modéle (V M). Les populations ont été simulées pour r = 30, n = 15, m, = 0.5,
v, = m2/4=0.06, m, = 0.5, A = 4 et différentes valeurs de v,,.
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La puissance du TDT est également affectée par I'hétérogénéité des pu;, ce qui est
illustré par la table 10.2.5. Nous avons repris dans cette table une des configurations de la
table 10.2.5 les plus favorables au TDT (m, = 0.5 et v, = m2/4) et avons fait varier v,,. Les
résultats montrent que la puissance diminue assez vite quand la variance des p; augmente,
alors que cela n’a pas d’influence sur le test de Fisher. Pour le projet GemQual, et plus
généralement pour la recherche de QTL en agriculture ou élevage, c’est un probléme a
prendre en compte. En effet, au sein de chaque population, les individus sont souvent
fortement sélectionnés par rapport & certains caractéres, ce qui tend & augmenter les

différence entre les races vis a vis de ces caractéres.

Rappelons enfin que les fréquences des alléles ont également une influence qui peut
étre importante sur la puissance des tests, pour le TDT comme pour le test de Fisher.
Nous avons pris ici des fréquences relativement homogénes et proches de 0.5, ce qui est
le cas idéal pour la détection des QTL. Pour des fréquences plus proches de 0 ou 1 les

résultats seraient moins bons.

10.2.6 Preuve de la proposition 2

Revenons a présent sur la démonstration de la proposition 2, qui donne la limite en loi
des statistiques ﬁ’, Ty et Ty sous le modéle (V M,) quand n tend vers I'infini. La démarche
utilisée est & peu prés la méme pour les 3 statistiques : nous essayons d’obtenir, & partir
des définitions données en 10.2.2, une expression assez simple de la statistique en fonction
M,

des variables Z; ij, Pij (s'il y a lieu) et ¢ ;. Nous remplagons ensuite Z; ; par son

7-]7
expression dans (V' M,,), & savoir

U; —_—

W(Mi,j — M;) + €,

Finalement nous appliquons la loi des grands nombres ou le théoréme central limite en

Zij = i +

utilisant les moments des M, ;, F; ; et €;; donnés en 10.2.1.

Pour la limite de ﬁ’, on pourrait en fait déduire le résultat de travaux classiques sur
le modéle linéaire, dans la mesure ou F est la statistique de Fisher utilisée naturellement
pour rejeter (Hy) dans le modéle (VM) et qu’il s’agit simplement ici de donner sa loi
sous une hypothése alternative locale. Le résultat n’a donc rien de nouveau en soi, mais
nous avons toutefois jugé intéressant d’en donner une preuve directe. En revanche le cas
de T} et Ty est plus singulier. Puisque ces statistiques proviennent de modéles d’analyse
différents de (V' M), elles n’ont aucune propriété particuliére sous (V M). Leur loi doit

donc étre étudiée "a la main".
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Limite de la statistique de test F

Rappelons que
. (SCRy— SCRy)/r

a SCRy/(rn—1)

avec
SCR, = ||Z — PxZ||?

et
SCRy = ||Z — PxZ||?

Tout d’abord il est clair que SCRy/(rn —r) & o2 En effet on sait que Z — PxZ =
¢ — Pxe. D’autre part les ¢; ; sont de moyenne nulle et indépendants des ), ; donc € est

asympotiquement orthogonal & Ex. Par conséquent

1
SCRy/(rn—71) = TTL—T‘||€||2
n T 1 n )
e Srp Bl
=1 7=1

T

p 1
RN _§ :0_220_2
r<
=1

D’autre part, on a

SCR, = ||Z— PxZ|]?
= [|1Z - PxZ||* +||PxZ — PxZ||?

puisque Fx est inclus dans Ex. Par conséquent SCR; — SCRy = ||PxZ — PxZ|>. On

introduit la notation X = (X,,,..., X, , Xu,,..., Xy, ), ot les X, et X, sont des vecteurs
de taille rnx 1. Ces vecteurs sont tous orthogonaux entre eux. Comme X = (X,,,,..., X}, ),

on obtient donc

SCRy —SCRy = ||Y_ Px, 2|
=1

! XT: E?:nl Z; j(Mi; ;Mz‘)

i=1 Ej=1<Mi,j - Mi)2
_ i (> i1 Zij (M —_Mi))2
> i1 (M — M;)?

j=1

i=1
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Or on sait que

1 1 U
7 Y Zig(Myy = M,) = 7n > (i %(Mm — M;) + €5)(M;; — M;)
j=1

Uj — 1 — —
= 4N (M;; — M;)? —§ M;; — M;)e; ;
n jl( J )"+ Jn jl( J )€i;

Le premier terme tend en probabilités vers u;Var(M; ;). Le second tend en distribution
vers une normale A(0, c*Var(M, )). En effet

Elei (M1 — E[M;1])] = 0

et
E[E?,I(Mi,l - E[le])Q] = CTQVar(MM)

Sachant que Var(M; ;) = 2m;(1 — ;) et que les variables sont indépendantes d’une popu-

lation & une autre, le résultat est ensuite immeédiat.

Limite de la statistique de test T

On a

T, = 20 SOS v - M2

i=1 j=1

g
[N}

avec

. D it 2o Zig(Mij — M)
0 — r n T
Ei:l E]’=1<Mi,j - M)2

L’idée est ici de montrer que ag ne tend pas vers 0. En effet on a d’autre part

s n

SN My - M2 4o

i=1 j=1

o o . ~9 P
et on voit bien, sans avoir & rentrer dans les détails, que 6% — [ > 0.
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Or dans le modéle (V M,,)
— _ U; _ _ _

(Mi; — M) = pi(My; — M) + W(Mz‘,j — M;)(M;; — M) + €;;(M;; — M)

Comme ¢, ; est indépendant de A/ j, on montre facilement par la loi des grands nombres

Z;

7j

que quand n tend vers 'infini

S Sz, T B B - (3 (Y EM)

i=1 j=1 = ; i=
T 1 T T
= > w2m—1) - ;(Z ) (O (2m — 1))
i=1 i=1 i=1
On a de méme
1 T n o
(L
D’ou le résultat.
Limite de la statistique de test Tg
Nous avons défini .
r ﬁw

Va\Jes((XX) A (tes)
ou
B = es((XX)'('X2Z)
o 1z Per)p
rn —3
On remarque tout d’abord que %(t)? X ) est asymptotiquement diagonale. En effet Xz,

est orthogonal a X, et a X, quand n — oo, puisque

% "X, Xy = %Z > (Mij—Py) %Y E[M;; — Py
i=1

i=1 j=1
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et
1 _
- X5, Xp, = - > (Mi;—Py)(P;—P)

EN ZE i1 — 21 21__ZE 11 ZE i,1 ll)

Or les formules présentées en 10.2.1 permettent de déduire que E[M,;; — P;;] = 0 et
E[(M;1 — P1)P;1] = 0. D’autre part on sait que X, est toujours orthogonal & Xg,.

Quand n — oo, on peut donc écrire

A

es(L X X)L X Z) Lix, 7
2 = =

vn /n

Val\Jes( IXX)M(tes) VAL X, X,

+ 0p(1)

ot la notation o,(1) désigne une variable aléatoire qui tend en probabilités vers 0.

Or on a
%tXﬁwXﬁw Z Z ij = Pij) ﬂ)ZE[( i1— P Zﬂ-zl_ﬂ-z

Il ne reste donc plus qu’a étudier la limite de f tXp, 7 et de 62. Ces limites sont présentées

sous la forme de deux lemmes.

Lemma 1 S les variables M;; et P;; suivent la loi décrite en 10.2.1 et si la loi des

variables Z,; ; est déterminée par le modéle (M1,,), alors :

DI, I S

Preuve : On sait que

3

\/—tXﬁwZ Z l] ZJ l]

Or sous (V M,,) on peut écrire

\/—Z ij — Fij) mZ\/—Z i~ M+e”)+ZZ(MZ-J—PZ-J)(MM—M,)

152



10.2. Puissance asymptotique du TDT dans le cas d’un échantillon de structure connue

Pour trouver la limite du second terme de cette expression, on calcule

E[(M;1 — Pia)(Miy — E[M;1])] = E[(Miy — E[P1]) (M1 — E[M;1])]
— E[(Pi1 — E[Pa])(Miy — E[M;4])]
= Var(M;,) — Cov(P;1, M, 1)

car E[P,; 1] = E[M;,]. En utilisant les expressions données en 10.2.1, on aboutit finalement
a n
n

j=1

Pour la limite de 'autre terme, posons U, ; = (M;; — P;;)(i; + €;). On a

et
Var(U; ;) = E[(M;; — P ;)"JE[(1i + €5)%] = mi(1 — m) (uF + 0°)

On en déduit que
1 < .
T 2Oy = Pt ) S N O m(L =m0 + )
j=1

D’ou le résultat.

Lemma 2 Si les variables M, ; et P;; suivent la loi décrite en 10.2.1 et si la loi des

variables Z; ; est déterminée par le modéle (M1,,), alors :

a1 —12-13

ol
1 T
= -) u
.
i=1
J NN
2 = T,—Q(ZM)
i=1

(2 2 i (pa(2m = 1)) — 5 (i i) (i (2mi — 1)))°

13
IS @m =12+ 15 m(l—m) — 500, (2m — 1))?
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Preuve : On utilise la décomposition Z = X6 + € issue du modéle (M1,), qui donne :
1Z = P 2| = [|Z]]* = | Px 21" = [|1 X0 + €| |* — [| Px (X0 + €)||*

D’apreés les hypothéses du modéle (M1,,), les € ; sont de moyenne nulle et indépendants
des M;; et des P;; donc € est asympotiquement orthogonal aux espaces Ex et Eg. Par

conséquent on a

. 1
ot = 5l - Peal?
1
= KO + 11l = [P (X)I) + 0,1

= 0%+ —(< X0,X0 > — < Pg(X0), Pg(X0) >) + 0,(1)

HOJZH

= 0’4+ —(< X0,X0 > — < Pg(X0), X0 >) + 0,(1)

=

On trouve d’abord que

S1 = — < X60,X0>

p
- = My

2
a;

puisque les termes en % et -+ sont négligeables. On obtient ainsi le terme /1. D’autre

part, on a vu que les vecteurs X, , Xg, et X3  étaient asymptotiquement orthogonaux,

donc on a .
ﬁs < P)?(XH),XQ >= 52+ 53+ 54+ 0,(1)
avec
1
S2 = E<PXLL0(X9)’X9>
1
S3 = E<Pxﬁb(X9),X9>
1
S4 = E<Pxﬁw(X9),X9>
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Ces trois termes tendent respectivement vers [2, [3 et 0. En effet :

52 = Ni ZZ (i + M — M) X, X6 >
=1 j=1
1 r n u L
= 2<ZZ<m+f<MM M;)))?
S =1 j=1
1 T
= T,—Q(ZM)Q
=1
r_ n_ z_'_ ﬂ MZ _MZ PZ ?
sy = L T Bt GO MR D)
N Zz:l j:l(PZJ_P)
(X E] (i ﬁ<MH—M@>><PZ,j—P>>2
NS Zz IZ] 1( F)Q
5312
832
avec
1 T 1 r T
S31 = - Z(MZE[Pll]) - ﬁ(z Mz)(z E[Pi ])
= —ZILLZQWZ—l Z'LLZ 227“_1))
et
S32 2 1TEP2 1 TEP 2
= —Z 2m; — 1)? Zm 1—m) — (Z(Qm— 1))
=1
Enfin

T S f(M “T) (M P
S S (M — Puy)?
(0 Y (i + ﬁ<M T, - )P
S ST

Xg,, X0 >

S4 =

l
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car E[M;,; — P,;] = 0. D’ou le résultat.

10.2.7 Conclusions

Nous avons dérivé dans ce chapitre la loi asymptotique de trois statistiques d’associa-
tion dans un modéle de population structurée. La premiére statistique F , qui nous servait
de référence, supposait connue la structure de la population, alors que les deux autres, T
et TQ, partaient du principe qu’elle était inconnue. Comme ’avaient déja souligné plusieurs
auteurs, nous avons pu vérifié que le test T, nest pas fiable dans le cas d’une population
structurée. Par la suite nous nous sommes plutot concentrés sur le test Tg, qui est un test

de type TDT proposé par (Abecassis et al., 2000).

Les résultats obtenus pour T, sont intéressants. Bien que ce test soit de moyenne nulle
sous I’hypothése (Hj,) d’indépendance entre le marqueur et le caractére, nos résultats
montrent qu’il est libéral car sa variance est généralement supérieure & 1. Nous avons
cependant constaté sur des populations simulées que 'erreur de premiére espéce n’était
que peu supérieure au niveau du test. Le fait de connaitre la distribution sous I’hypothése
alternative nous a également permis d’étudier la puissance de ce test. Sur ce point, les
résultats obtenus sont conformes & ce qu’on pouvait attendre. Ils indiquent que pour
des populations trés hétérogénes (grands écarts entre les y; et les a; d’'une population a
lautre), la perte de puissance du TDT par rapport a F peut étre trés importante. Mais
pour des populations relativement homogeénes, le TDT reste compétitif. L’intérét de notre
travail est qu’il permet de quantifier la perte de puissance due & la structure en fonction

du nombre de sous populations, des fréquences alléliques dans les populations ...

Pour une population qui se présente sous forme de sous-populations distinctes et
connues, comme dans le projet GeMqual par exemple, on peut malgré tout avoir en-
vie d’utiliser le TDT pour se prémunir d’une éventuelle structure interne aux sous-
populations. Dans ce cas il peut étre utile d’avoir une idée de la puissance qu’on peut
espérer obtenir avec ce test. Si la structure de la population est a priori complétement
inconnue, on peut toujours essayer de 1’estimer, par exemple a l'aide de la méthode de
Pritchard, Stephens, et Donnelly (2000). Nos résultats peuvent alors permettre de décider
s’il est plus prometteur d’utiliser cette estimation de la structure et un test de Fisher, ou

bien directement un TDT.
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Conclusion générale

J’ai présenté dans ce manuscrit les différents travaux de recherche que j’ai effectués
dans le domaine de la cartographie de QTL par déséquilibre de liaison. Voici pour finir

un résumé des principaux résultats que j’ai obtenus et des perspectives qu’ils ouvrent.

J’ai proposé dans la partie II un algorithme numérique permettant de calculer de
maniére approchée la densité de transition des fréquences d’haplotypes sous un modéle
de diffusion & deux loci bialléliques avec recombinaison. C’est un probléme classique de
génétique des populations, dont la solution exacte n’est pas connue. La solution que je
propose est assez générale, puisque l'algorithme peut étre aussi utilisé pour des modéles
incluant sélection et mutation. Cette solution est certes approchée, mais j’ai réussi a
identifier les cas oul elle n’était pas assez précise, et j'ai proposé des pistes d’amélioration.
Celles-ci constituent un axe de recherche possible pour I'avenir.

Connaitre la loi du processus de diffusion a deux loci liés a non seulement un intérét
théorique important, mais aussi des applications extrémement nombreuses. Certaines ont
été évoquées a la fin de la partie II. J’ai présenté notamment des résultats préliminaires
qui montrent que ma méthode pourrait permettre d’améliorer la précision des méthodes
de cartographie génétique fréquentistes, pour un temps de calcul qui resterait tout a fait
raisonnable. Je m’étais cependant placé dans un cadre assez idéal : le génotype du QTL
était directement observable, I’age de la mutation et la taille efficace de la population
étaient connus .... Beaucoup de travail reste a faire pour pouvoir utiliser cette méthode

dans des situations concrétes, et la comparer dans ces cas & d’autres méthodes existantes.

La méthode présentée dans la partie III est quant tout a fait concréte et applicable.
C’est une méthode de cartographie fine de QTL, qui présente 'avantage d’étre extréme-
ment rapide tout en utilisant 'information d’haplotypes. Pour I'instant ces haplotypes ne
sont constitués que des deux marqueurs flanquants pour la position & évaluer, mais les
performances sont déja preque au niveau de celles obtenues par des méthodes utilisant un
nombre quelconque de marqueurs. Une perspective évidente est d’étendre notre méthode

pour lui permettre d’utiliser plus de marqueurs a la fois et de rester valide dans des mo-
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déles de population plus généraux que ceux considérés jusqu’a maintenant. J’ai proposé

en fin de partie III des pistes pour aller dans ce sens.

Enfin, j’ai étudié dans la partie IV la loi asymptotique d’un test de type TDT quan-
titatif dans un modéle de population structurée assez général. Cela a permis de montrer
que ce test était légérement libéral, contrairement & ce qui souvent avancé. Mes résul-
tats permettent en outre de calculer la puissance de ce test en fonction de la valeur des
vrais paramétres de la population structurée. Cependant, je fais I’hypothése que les indi-
vidus observés sont répartis de maniére égale dans toutes les sous-populations. Il serait
intéressant de relaxer cette hypothése. D’autre part le raisonnement employé dans cette
partie pourrait également servir a étudier d’autres tests d’associations que ceux que j’ai

considérés.
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Annexe B

Compléments de démonstration

B.1 Probabilité de transition pour le modéle de Wright-

Fisher a deux loci

Soit X (t) le vecteur des effectifs au temps ¢ sous un modéle de Wright-Fisher a deux
loci. I a été dit en 2.1.2 que la loi de X (¢ + 1) sachant X(¢) était une multinomiale
M(2N, p) avec

pil,iQ = (1 — C>Hi1,i2<t) + CHil,_(t)H.JQ(t) le = 1, ey [1, iz = 1, ey [2

Nous montrons ici que cette loi est bien cohérente avec le processus de simulation décrit

en 2.1.2 dans le cadre général.

Pour cela suivons pas a pas le déroulement du procédé de simulation. On tire d’abord
deux haplotypes selon une loi M(2N,II(t)) (étape 2a). Soient U et V les variables aléa-
toires correspondant a ces deux tirages. Soit également H la variable représentant I’haplo-
type formé a l'issue du processus de simulation. On note H = (H;, Hy), ou H; représente

I’alléle au locus 1 et Hs 'alléle au locus 2. La loi de H est décrite par les probabilités
ph,ig = ]P(H = (il,’iQ))7 il = 1, .. .,[1, ’i2 = 1, cey [2
Pour un couple (i1,i5) donné, cette probabilité peut s’écrire

Piria = Z Z ]P)<U = (mh m2))]P><V = (nh n2))9i1,i2:m1mm ni,n2

(m1,m2) (n1,n2)

= Z Z Hml ;M2 (t)thVLQ <t>9i1,i2:m1,m2 n1,n2

(m1,m2) (n1,n2)
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ol 0i172‘2:m17m2‘n17n2 = ]P)(H = (’il,ig) | U = (ml,mQ),V = (TLl,TLQ)). A l’étape 2b de la

simulation, on choisit au hasard le premier alléle de H entre m; et ny. Cela se traduit par

1 .
i1 ivimy malnine = §5i1,m1P(HQ =iy | U= (m1,me),V = (n1,n9), V1 = my)
1 .
+ ééil,nlIP)(HQ =12 | U = (m17m2>7 V = (n17n2)7 ‘/1 = nl)

A T’étape 2c¢ on choisit enfin ’alléle H, entre moy et ny en tenant compte de la recombi-

naison. On obtient donc les 2 équations
]P<H2 = i2 ‘ U = (m17 m2)7 V= (n17n2)7 Hl = ml) = (1 - C)(Sl'Q,mQ + CéiQ,nQ

et
P(Hy =iy | U = (m1,m2),V = (n1,n2), Hi = n1) = (1 = ¢)0iy,ny + COiymy

On aboutit finalement &

Piria = % Z Z HM1,m2(t)Hn1,m(t)

(m1,m2) (n1,n2)

* [5i1,m1 ((1 - C)5i27m2 + 05i2,n2) + 5i17n1((1 - C)5i2,n2 + 05i27m2)]
= (1=, (1) + O iy s (1) Y Ty i (1))

= (1 - C)Himé (t) + CHih-(t)H-,Zé (t)

On retrouve bien la probabilité voulue. Et comme dans la simulation on itére 2N fois ce

processus de maniére indépendante on aboutit bien & la loi multinomiale M (2N, p).

B.2 Développement de I’équation projective de Kolmo-

gorov

Nous montrons ici comment passer, dans le cas de deux loci bialléliques, de la forme
compacte de I’équation projective de Kolmogorov & la forme développée présentée en 5.3.

Les notations sont les mémes que dans cette section. Pour simplifier on écrit seulement f
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pour f(y,7). On a
of
v - g

B le 83/] Z

3 22 3 3

d%a Ll a»A(y) of 1 Df
+52 25+ oY a5
j:1 Jj=1

1 Z?’: 0*(a? ;,(1)f)

ay] 9yj, 0yj,

Jj21

_l’_ —
Z dy;  Oy; ayj

11]2 1 a]l]z()a Jljz()a

]175]2 Jlayj2 jl#jz ayjl 8?/]2 6%2 6yj1
IO
+ o 1 2
317&]2 s 6%18%2
3 3
= 1 &a 2 - Z ]1 J2 Z 8bj (y) ¥
2= ayﬂ 27 8%18%2 = %
3 2 2
daz, i (v) da, 1, (y) of
+ —a ) — ()
jlzl ( 8yj1 j;I 6yj2 ’ 8yj1
3
I~ o 2f
+ 5 aj, + 1, 2
= liaQ aj; - Z 0%a 31J2 Zabj(y) ¥
2j:1 8y J#J 02 Yo j=1 %
3
00 ,(4) < 06 ,(0) ’s
4 1,41 i 31,52 — b, + - 2

Il reste donc & calculer les termes en f et g—yf_. Puisque :
J

—t1 + (y1 +y2) (y1 + us3)
b(y) = b(ylay%yi’)) =p —Yo + (y1 + yz)(l — Y1 — ys)
—ys+ (1 —y1 —y2) (Y1 + y3)
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nous trouvons :

ob,

R — 2 —1
o, P2y +y2 +ys — 1)
by _ (—y1 — y3)

8y2 - p yl y3

Obs (—y1 — ys)

8y3 - p yl ?/2

et donc E = —p. D’autre part rappelons que :

Jj= 18y]

(1 =) —Y1Y2 —Y1Y3
GZ(CU) = a2(y1, Y2, ?/3) = —Y1Y2 yz(l - y2) —Y2U3

— Y193 —1ys  y3(1 —ys)

Donc on a

80’?,3’ (y)
yj
aQQ?,j(y)

= 1-2y;

—2

aa?m(y)
9Yj,

a3, 5, (y)

9y;,0y;,

= Y

= -1

Le terme en f vaut par conséquent :
1 1
g *3*x(=2)+ 5 xb6x(-1)+p=p-6

et les termes en g—yf_ valent :
J

1 —2y; —y; —y; — bi(y) = 1 —dy; — b;(y)

Et on retombe finalement sur :
3

f(1,y) 1
) > Gl

8
Yi J1,J2=1

8f(87) (p—6)f(1,9)

HMw
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B.3. Modéles de Wright-Fisher et de diffusion avec sélection

avec :
] L—=dyr+p(y1 — (1 +92) (11 + 43))

b(y) = b(y1, y2,y3) = | 1 —4dys + p(y2 + (1 +y2)(1 —y1 —y3))
1 —4ys+ plys + (1 —y1 — y2) (Y1 +y3))

B.3 Modéles de Wright-Fisher et de diffusion avec sé-

lection

Au cours du chapitre 5, nous nous sommes principalement intéressés a des modéles
neutres, c’est & dire sans sélection. Cependant nous avons dit que notre démarche pouvait
s’appliquer de la méme maniére & des modéles avec sélection et nous avons d’ailleurs utilisé
un modéle avec sélection pour I’exemple de la section 5.5. Nous montrons ici comment la
sélection est intégrée au modele de Wright-Fisher, et quelles sont les conséquences de ce

changement pour la limite diffusive.

B.3.1 Modé¢le de Wright-Fisher & deux loci avec sélection

Le modéle que nous présentons ici est un cas particulier de celui décrit dans (Ethier
et Nagylaki, 1989), ce qui nous assure la convergence vers un modéle de diffusion. Nous
considérons deux loci bialléliques. Le premier locus a pour alléles @) et ¢, I’alléle () ayant
un avantage sélectif sur l'alléle q. Le second locus est neutre et a pour alleles 1 et 2. On
note X (t) = (Xg.1(t), Xoa(t), X;1(t), X,2(t)) le vecteur des effectifs d’haplotypes a la
génération t. Comment pour le modéle neutre, nous définissons aussi le vecteur des fré-
quences d’haplotypes I1(t) = X (¢)/(2N). Nous supposons que la sélection s’applique aux
niveaux des génotypes. Ainsi, nous introduisons pour chaque génotype (my, ms)/(n1,n2)

un coefficient de viabilité wy,, m,|n, n, qui s’écrit sous la forme

Wmy,ma|ni,me = 1— Smi,malni,ney M1, M1 = QaQ7 ma, Ny = 172

Puisque la sélection n’agit que sur le premier locus, on prend V msq, no

5Qma|Qnz = 0
SQ,malgmnz T Sqma|Qne T &S
Sqgmalgne T S
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Annexe B. Compléments de démonstration

ous > 0et ol 0 < a < 1 correspond au degré de dominance de 'alléle ¢q. La loi de

X(t + 1) sachant X (¢) est une loi multinomiale de paramétre p = (pg.1,PQ.2; Pg.1; Pg2) OU

thm%nhm 9i1,i2!m17m2|n1,mwmhm2 \m7n2HM1,m2 (t)thnz (t)

7
Zml ,m2,mn1,n wml ;12 |n1 ;12 Hml ;M2 <t> Hnl , N2 (t)

Piq i = 1 = Q7Qa Iy = ]-72

Le dénominateur correspond a la somme des coefficients de viabilité pour tous les géno-
types parentaux possibles. 0; i,:m; mo|ni,n, €St la probabilité de former un gameéte (i,is) a
partir du génotype parental (mq,ms)/(ny,n2). Nous avons vu en B.1 que cette quantité

vaut

eil,i21m17m2|nl,n2 = 5i1,m1 ((1 - C)5i2,m2 =+ 65i2,n2> + 51'1,“1 ((1 - C>5i2,n2 =+ 65i2,m2>

Si s = 0, alors Wyy, my|n; e N dépend pas du génotype (my,ms)/(n1,n2) et on retrouve le

modeéle neutre auquel nous avons plusieurs fois fait référence dans ce manuscrit.

B.3.2 Limite diffusive

Soit { X (#)}sen le processus de Wright-Fisher a deux loci défini dans la section pré-
cédente pour une population de taille N. Le vecteur X7 (¢) est ici le vecteur de toutes
les fréquences d’haplotypes moins la derniére. D’autre part, on attribue aux haplotypes
(@Q,1), (Q,2) et (g,1) les indices respectifs 1, 2 et 3. On définit, pour tout 7 > 0,
YN(r) = XM([2N7])/(2N). On pose également Fs = {y € [0,1]7,y1 +y2 +y3 < 1}

Theorem 3 Supposons que p = limy_. . 2Nc et 0 = limy_., o, 2Ns ezistent. Alors
quand N — oo, le processus {Y ™ (7)},>0 converge en loi dans Dy, [0, 00) vers un processus
de diffusion {Y (7)},>0 @ valeurs dans Fs et de générateur
3 3
1 0*f
Lf(y) = bi(y) ay] t3 2 Gl 5w
Ji,J2=

8yj 1 8yj 2

avec

bQin(¥) = P(=YQis + Y0, Y.iz) + TYq, Y@ (Vg + (1l —2yq.)), d2=1,2
bain(¥) = P(=Yqin + Ya.Y.in) = OYQ, Ygyin(Yq,. + (1 = 2y,.)), i2=1,2

et
2 _
@y ety (U) = Yin,in Qi ia)st i) — Vit iy)
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Comme dans le cas neutre, on peut appliquer ’équation projective de Kolmogorov a la

densité f(y,7) de Y (7). En développant cette équation on obtient

a | B a , 1 3 62 )
f(a?i 7) =d(y)f(y,7) —I—ij@) f(yT) T éjjzlail’jg(y)ﬁ

L =4y +plyr — (1 +y2) (w1 +y3) —oyi(L—y1 —y2) (1 +y2 + a(l — 2y — 2y2))
L—dys + p(y2 + (1 +y2) (1 — y1 — y3)) — oy2(L — y1 — v2) (Y1 + y2 + (1 — 2y1 — 2y5))
L—dys +plys+ (1 —y1 —y2) (v + ) +oys(yr +y2) (1 —y1 — yo + (=1 + 2y1 + 2y5))

et
d(y) = p—6+ (1 —2a)(y; +y2)* — 20(2 — 5)(y1 + y2) — 200
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Annexe C

Processus de diffusion

Nous rappelons ici les quelques définitions et propriétés utiles pour comprendre les
travaux de la partie II. Pour plus de détails sur le sujet, on pourra se reporter par exemple
a (Karlin et Taylor, 1981; Ethier et Kurtz, 1986; Stroock et Varadhan, 1997).

C.1 Définitions générales

On se donne dans tout ce qui suit une espace probabilisé (€2, 7, P) muni d’une filtration

{F: ez

Définition 1 Un processus stochastique de [0,+oo[ dans R est dit de diffusion si et

seulement st :
1. il posséde la propriété forte de Markov

2. ses trajectoires sont presque stirement continues

Définition 2 Un processus stochastique X posséde la propriété forte de Markov relative-

ment o {F.} si et seulement si :
1. il est adapté a {F.}
2. VT temps d’arrét par rapport a {F.} et YVh >0 :

LX(T+h)|Fr)=LX(T+h)|Xr)

Proposition 3 Si X est un processus de diffusion il vérifie notamment, Yo € RY,
Vi,j=1,...,d, VT >0 et Ve >0 :

1. Condition de Dynkin : tP(|X;(T + h) — X;(1)| > € | X(7) = 2) — 0 quand h — 0,

uniformément sur tout compact pour x et .
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Anneze C. Processus de diffusion

2. tE[X;(T 4+ h) — X;(1) > € | X(7) = 2] — bi(z,7) quand h — 0, uniformément sur
tout compact pour x et 7. b;(x,T) est appelée la dérive infinitésimale du processus.

3. E[(Xi(r + h) = Xi(m))(X;(7 + h) — X;(7)) > € | X(7) = 2] — ai(z,7) quand
h — 0, uniformément sur tout compact pour x et T. (12(3:, T) est appelée la variance

infinitésimale du processus. FElle est symétrique définie positive Vo € R% et T > 0.

Le générateur du processus X est l’opérateur différentiel :

Lef@) = Yot 1 25 (e 1D

1=1 1,7=1

Le processus est dit homogeéne si a et b ne dépendent pas de 7.

C.2 Cas particulier

Sous certaines hypothéses sur les coefficients a et b, les processus de diffusion possédent
des propriétés supplémentaires qui en font des outils particuliérement intéressants. Nous
décrivons ici ces conditions et leurs conséquences.

Soit X un processus de diffusion homogéne dans R¢ tel que a?(z) et b(x) sont des
fonctions C? a dérivées bornées sur R?. Supposons de plus que pour tout x € R?, la

matrice a*(z) soit strictement positive.

Proposition 4 Sous les conditions énoncées ci-dessus, il existe une unique probabilité de
transition P(7,x,y) correspondant & une diffusion pour a® et b. Cette probabilité admet

une densité f(7,x,y), que nous appelons densité de transition, telle que pour tout T > 0 :
P(rad)= [ frag)dy
yeA

f(r,2,y) est C° et strictement positive sur [0, +oo[xR? x R4, C? en x et C* en 7. Elle

vérifie, en tant que fonction de T et x, [’équation rétrograde de Kolmogorov :

8f(T7 x? y)

57 = Lf(r,z,y) 7>0

et en tant que fonction de T et y, I’équation rétrograde de Kolmogorov :

of (t,2,y)

57 =L"f(1,z,y) >0
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ou L* est 'opérateur adjoint de L défini par :

Lf)=-3 a@i@;f@» L 13 201 6)

0 2 i1 8y10y]

i=1
Remarque 6 Une conséquence directe de [’équation rétrograde de Kolmogorov est que
pour toute fonction g : RY — R bornée et continue par morceauz, la fonction u(t,z) =
E.[g(X)]] vérifie I’équation :

ou(r, )

5 = Lu(r,z) Yo € R, Y7 >0
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