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Introduction

Les composites a fibres longues prennent une part croissante dans les structures &ro-
nautiques, avec I’introduction de ces matériaux dans des parties de plus en plus cru-
ciales des structures, comme la poutre ventrale du prochain A380 d’Airbus. Ce choix
de matériau est notamment motivé par le gain de masse totale qu’il génere ou encore leur
excellente résistance a la fatigue. Cependant, leur emploi amene de nouvelles difficul€s,
liées a leur tolérance aux dommages. En effet, un point sensible des structures en com-
posite reste leur tenue au choc, que ce soit pour en déduire leurs propriétés résiduelles
apres un Iéger incident, I’effet d’un impact, par exemple d’oiseau ou d’aube de moteur
sur I’intégrité de la structure, ou encore I’absorption d’énergie lors d’un crash.

Compte tenu des applications citées plus haut, il est nécessaire d’envisager des modeles
permettant de décrire le comportement jusqu’a rupture, ce qui pose encore de grandes
difficul€s. Il est vrai que les modeles statiques pré-pics ont fait I’objet de nombreuses
études et peuvent €tre considérés comme relativement fiables aujourd’hui, nméme si leur
utilisation a I’échelle d’une structure complete demandera de développer des techniques
de résolution adaptées. Ils permettent, d’ores et déja, des prévisions fines des dommages
d’une structure composite, [Allix et al., 2000].

Cependant, il n’en est pas de méme de leur extension au comportement dynamique
et a la rupture, deux points qui seront nécessaires a des simulations pertinentes de crash
ou d’impact. Ce dernier point explique pourquoi un nombre croissant d’études porte sur
ces questions pour les composites, [Nemes et Randles, 1994, Harding, 1996, Coutellier
et Rozycki, 2000, Johnson et A.K. Pickett, 2001]. Ces difficul€s sont notamment dues
aux problemes de caractérisations expérimentales en dynamique qui ne bénéficient pas
du méme recul que celui qui existe dans le cas des matériaux métalliques, ainsi qu’aux
difficul€s numériques associées a ce type de probleme. De plus, les phénomenes a prendre
en compte étant assez fins, I€chelle de description du comportement doit étre compatible
avec les moyens de calcul tout en conservant une précision suffisante. Un des enjeux de la
recherche actuelle est donc I’extension des modeles pour les composites aux sollicitations
dynamiques et a la description de la rupture, dans le but d’employer la simulation dans le
développement de ces structures, afin de €duire le nombre d’essais.

Dans ce cadre général, I’étude s’appuie plus particulierement sur I’exemple des ab-
sorbeurs de choc en composite développés pour la survie au crash, en particulier utilisés
pour les hélicopteres. L’industrie aéronautique est amenée a développer ce type de struc-
ture, notamment du fait des normes de sécurité toujours plus contraignantes. Ceci explique
donc que les absorbeurs de choc soient I’objet de nombreux travaux et leur développement
passe encore principalement par les essais. Dans le cadre de cette application, on retrouve
les mémes difficul€s li€es a la grande complexité des mécanismes mis en jeu. Celles-
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Introduction

ci sont accrues du fait de la grande sensibilité de la ruine aux défauts et aux conditions
expérimentales.

Dans ce contexte, cette étude s’inscrit dans la continuité de travaux antérieurs menés
au LMT-Cachan. Ceux-ci ont permis de développer des modeles de comportement pour
les composites, les mésomodeles de stratifiés [Ladeveze, 1992], qui se placent a I’échelle
du pli pour décrire les phénomenes dissipatifs. Ces modeles, qui s’averent pertinents en
statique, sont utilisés aujourd’hui dans de nombreuses études, par exemple [Phillips et al.,
2001, Remmers et de Borst, 2001, Johnson et A.K. Pickett, 2001], et donnent lieu a des
simulations de plus en plus complexes. La généralisation de I’utilisation de ces modeles
pour le calcul réside tout d’abord dans le choix d’une échelle de description qui est un bon
compromis entre description fine des prénomenes et capacité actuelle de calcul. D’autre
part, un point-clef des mésomodeles est de posséder une démarche d’identification de
leurs parametres bien établie et raisonnablement simple. Les mésomodeles de stratifis
fournissent donc un modele statique solide comme point de départ de cette €tude. Il reste
alors a'prendre en compte la description de I’endommagement jusqu’arupture et des effets
de vitesse.

La description de la rupture est un probleme délicat et fournit un terrain propice a bon
nombre de recherches [Sluys, 1992, de Borst et Muhlhaus, 1992, Espinosa et al., 1998,
Oliver et al., 1999]. L’une des difficul€s majeures est de réussir a gérer les problemes de
localisation des déformations que I’on rencontre pour des comportements adoucissants et
qui demandent une régularisation du probléme continu. Les modeles sont alors enrichis
avec une complexité variable et de nouveaux parametres sont ainsi introduits. Leur iden-
tification exgérimentale souléve de nombreuses questions, comme nous le verrons dans la
suite.

Pour les stratifis, [Ladeveze, 1991] propose une approche basée sur la mésomodélisa-
tion @ endommagement retardé. L’étude précise de cet effet retard a 6té€ menée dans [Allix
et Dedi, 1997], ce qui a conduit a introduire une vitesse d’endommagement maximale, &
rapprocher des vitesses de fissuration borrées. Ainsi modifis, les mésomodeles de stra-
tifEs permettent donc de décrire la rupture numériquement, de fag on touta fait adaptée
a la dynamique et a leur implantation. Ces modeles fournissent donc des éléments de
réponse aux questions soulevées précédemment. Partant de cette base, ce travail s’inter-
roge sur les possibilités d’identification de la partie du mocEle gérant la rupture, c’est-a-
dire des parametres de retard. Une premiere démarche d’identification avaitété appliquée
dans [Allix et Deli, 1997], pour les composites carbone-carbone, en se basant sur des
essais de type plaque-plaque.

Ce type d’essai n’est pas imaginable dans le cas des stratifis, du fait de leur géométrie,
et I’idée premiere de cette €tude était de se baser sur des essais de rupture dynamique
menés a EADS-CCR, afin de carac€riser le modele. Les difficul&s rencontrées lors du
dépouillement des essais [Feissel, 2000, Thévenet, 2003], li€es a la maitrise des conditions
aux limites et accentuées par la rupture, nous ont amenés a pousser la réflexion sur la
problématique inhérente a ce type d’identification. Pour cela, plusieurs questions peuvent
€tre soulevées:

— Est-il raisonnable, d’un point de vue théorique, de vouloir identifier le comporte-
ment post-pic des composites en dynamique? (les problemes sous-jacents étant la
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faible durée de la phase post-pic, les phénomenes de localisation qui interviennent
sur des zones tres fines)

— D’un point de vue pratique, quels essais doivent €ire utilisés et quelle confiance
faut-il accorder aux mesures? Quelle stratégie d’identification est-il possible d’ap-
pliquer?

Le fait de vouloir identifier un mockEle développé pour gérer la rupture nous oblige a nous
baser sur des essais a la fois dynamiques et hétérogenes, ce qui n’autorise pas une ap-
proche directe standard, mais dirige plutot vers des approches inverses, basées sur la com-
paraison essai-calcul. Le deuxieme point mis en avant précédemment souligne I’impor-
tance du dialogue entre les essais et le calcul et souléve la question de la prise en compte
des données expérimentales dans la démarche. Ainsi, il faut s’interroger sur la confiance
a accorder aux différentes quantités tant du point de vue théorique qu’expérimental, ainsi
que sur la maniere de traduire cette confiance au cours de I’identification.

Sur ce point, il paraissait crucial d’avoir a notre disposition une méthode permettant de
traiter des problemes ou I’incertitude sur les données expérimentales joue un role central.
De nombreuses méthodes sont proposées dans la littérature pour prendre en compte le
caractere incertain des données [Andrieux et Voldoire, 1995, Orkisz et Skrzat, 1996, Ci-
metiere et al., 2000, Corigliano et Mariani, 2003] ; cependant, le niveau de perturbation
qu’elles sont capables de traiter semblait limité par rapport a celui auquel on s’attend a
étre confront€ ici. Le pari de I’étude est donc de mettre I’accent sur cette prise en compte
des incertitudes pour des niveaux €levés de perturbation, afin de rechercher une méthode
mécanicienne robuste.

Les pistes de réponse qui ont €té explorées se basent sur le principe de I’erreur en
relation de comportement. Celui-ci, qui est appliqué au domaine de la validation depuis
une vingtaine d’années [Ladeveze, 1983], cherche a prendre en compte dans le calcul le
caractere fiable des grandeurs qui interviennent de fag on naturelle. Ainsi, il 6pare dans
I’ensemble du probleme d’identification les grandeurs théoriques et expérimentales en
quantités fiables et non fiables et cherchea tenir compte des connaissances a priori. Dans
le contexte d’identification qui aété pose ici, le doute portera donc sur le modele de com-
portement ainsi que sur I’ensemble des données expérimentales, considérées incertaines.
Ceci nous a conduit a utiliser I’erreur en relation de comportement modifie, jusque la
utilisée pour le recalage de structures en vibration, [Ladeveze, 1998]. L application a nos
problemes de la ligne de pensée développée dans ces travaux conduit a une formulation
spécifique, demandant de dsvelopper des techniques de résolution différentes.

Le travail reprend donc cette problématique selon I’organisation suivante :

— Le premier chapitre présente le contexte général de I’étude et de la simulation des
absorbeurs de choc en composite multicouche. L’accent est finalement mis sur les
mésomodeles de stratifés développés au LMT-Cachan.

— Dans un second chapitre, la question de I’identification de mocles de rupture, et
plus particulierement du modele a effet retard, est abordée. Le premier point tudié
est de discuter I’importance de cette partie du comportement dans les essais. Pour
cela, une étude théorique est menée sur la dissipation li€e a'la localisation ; elle est
comparée aux autres énergies mises en jeu dans un essai simple de traction, pour un
modele unidimensionnel. Cela permet de conclure a'I’identifiabili€ des parametres,
dans une certaine mesure. Dans un second temps, le choix de la stratégie d’identi-
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fication est discu€. Celui-ci se porte sur la famille des approches inverses, du fait
du caractere hétérogene et dynamique des essais. Une premiere méthode, basée sur
I’Ecart entre solutions [Rota, 1994], est alors testée sur un exemple en €Elasticité. Il
en ressort un manque de robustesse vis-a-vis des incertitudes de mesure.

— L’échec de cette premiere méthode dans notre contexte d’identification nous invite,
dans un troisieme chapitre, a proposer une méthode basée sur I’erreur en relation
de comportement [Ladeveze, 1998]. Celle-ci est testée sur les mémes exemples que
précédemment et démontre une grande robustesse. Cette robustesse est alors étudiée
en introduisant des stratégies d’identification alternatives.

— La méthode proposée au chapitre précédent présente une grande robustesse en tant
que stratégie d’identification. Cependant, elle demande de i€soudre des problemes
de propagation d’onde avec conditions initiales et finales. Cela obligea utiliser des
techniques de résolution particulieres, qui doivent faire face a des probleémes de
stabilité intrinsegues au systéme a résoudre. Le quatrieme chapitre présente donc
les différentes méthodes de résolution qui ont ét€ étudiées.

— Dans le dernier chapitre, la discussion s’ouvre sur I’application de la méthode au cas
des modeles a effet retard. Une premiere €tape dans ce sens est franchie en traitant
I’identification des raideurs d’une poutre €lastique hétérogene. Puis, est présentée
la démarche d’identification dans le cas de I’effet retard et les questions qu’elle
souleve.
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Chapitre 1l

Simulation du crash des composites

Ce premier chapitre présente le contexte général de I'étude, a
savoir les questions soulevées par la simulation du crash des
absorbeurs de choc en composite. Aprés une présentation de
ces structures, les principaux types d'essai disponibles pour
leur étude sont analysés, ainsi que les grandeurs étudiées et
les modéles gu'ils permettent d'identifier. La fin du chapitre s’at-
tarde d’avantage sur la présentation des modeles développés
au LMT-Cachan.
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1. Simulation du crash des composites

Ce premier chapitre présente la problématique inhérente a'la simulation du comporte-
ment dynamique jusqu’a rupture des structures en composite. Cette question se pose pour
un grand nombre d’applications, la plupart étant reliée au domaine aéronautique. A titre
d’exemple, citons I’impact d’oiseau ou encore d’aube de moteur. L’étude se base plus
particulierement sur les absorbeurs de choc en composite, qui ont €té le point de départ
de I’6tude. Apres une présentation de ces structures, celles-ci servent de fil conducteur
pour aborder les différentes questions liées a I’étude, la modélisation et la simulation de
la rupture dynamique des composites.

1.1 Absorbeur dechocen composite multicouche

1.1.1 Problématique de I’absorbeur de choc

Dans le domaine du transport de personnes, les normes de sécurité deviennent de plus
en plus strictes, poussant les industriels a développer des structures spécifiquesa I’ab-
sorption d’énergie lors des crashs. Ces développements ont lieu tant dans le secteur du
transport terrestre que dans celui du transport aérien, avec, cependant, des particularités
inhérentes a I’orientation de I’impact (en général, horizontal pour un véhicule terrestre et
vertical pour un aéronef). Dans le cadre du transport aérien, le principe de telles structures
est de permettre aux passagers de passer de leur vitesse de chute a I’arrét sans dépasser
une accélération qui leur serait fatale. Comme la figure 1.1 le montre, cette acc&lération
admissible dépend de la durée pendant laquelle elle est appliquée, ainsi que de I’orienta-
tion de la sollicitation.

. O, HUMAN A
A [ —
20 N RE"I&Z‘:?BERA” 8" Hog TS‘EOPPING
A CHAMPANZEE | FORCE
w0k ARER OF ALL SURVIVABLE EXPOSURES
80 Uu SEVERE MAX. BODY SUPPORT 1N ALL CASES
ABIRY_ LIRAITS UPON WHICK UPWARD
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ACCELERATION @W&W A TS IO omuenn 1 rigHy
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Figure 1.1 — Tolérance du corps humain au choc

On voit tout de suite que ce cahier des charges ne pourra pas &tre vérifEe si la vitesse
de chute est trop importante vis-a-vis de la taille de la structure située sous le passager,
susceptible de s’écraser afin de permettre la cEcélération. Ainsi, dans la chaine qui sépare
I’usager du ventre du véhicule, les différents constituants participent a la dissipation de
I’énergie du choc. C’est le cas, par exemple, du siege, comme des structures auxquelles
on s’intéresse ici, spécialement dédi€es a I’absorption du choc, que sont les poutres sinus
en composite situées entre la carene et le plancher de I’appareil. Ces poutres, initialement
développées pour les hélicopteres, sont constituées d’un empilement de plis a matrice
organique comprenant des fibres de carbone et d’aramide, cet empilement formant un
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1.1. Absorbeur de choc en composite multicouche

mur vertical de base sinusoidale afin d€viter le flambage global. Le choix du composite
s’explique par le fait qu’il possede en général une tres bonne énergie spécifique Energie
dissipée par unité de masse). La dissipation d’énergie se fait alors par ruine de la structure,
contrairement aux structures métalliques ou'la dissipation est principalement due a'la plas-
tification. Par ruine, on entend I’ensemble des mécanismes irréversibles de dégradation,
parmi lesquels on trouve principalement la fissuration matricielle, les ruptures de fibre,
le délaminage entre plis adjacents, la fragmentation, les frottements. La figure 1.2 donne
une idée des processus de ruine, en présentant une poutre sinus apres un essai destructif.

Figure 1.2 — Poutre sinus aprés un essai de crash

L’efficaci€ de ces poutres va dépendre de la maifrise du scénario de ruine. En effet, les
mécanismes mis en jeu entrainent notamment des phénomenes d’instabilité de la struc-
ture, qui, s’ils ne sont pas maitrisés, peuvent entrainer une rupture localisée de la structure.
Dans ce cas, la poutre dissipe tres peu d’énergie, puisqu’une faible part de la structure par-
ticipe a la dissipation. C’est pourquoi, il est nécessaire d’introduire des défauts lors de la
fabrication. Ceux-ci jouent le role d’amorce de rupture dans le but de favoriser un mode
de ruine progressive, favorable a I’absorption d’énergie. Or ce scénario de ruine, dont la
maifrise constitue un enjeu majeur, dépend fortement du type de défauts introduits, des
matériaux et des empilements choisis ainsi que de la géométrie; il est également forte-
ment sensible au chargement qui malheureusement n’est pas complétement connu.

Ceci met en avant la difficul€ de I’étude expérimentale de ce type de structure ainsi
que I’intérét qu’il y aurait a pouvoir simuler le comportement tres complexe de ces struc-
tures et tester leur aptitude numériquement en fonction des sollicitations. Dans la suite, un
certain nombre de moyens d’étude expérimentale est présenté, ainsi que les modélisations
possibles et certaines simulations de crash de structures en composite.

1.1.2 Essais sur structure

Les essais sur structure s’intéressent le plus souvent a des informations qualitatives,
permettant une meilleure compréhension des phénomenes, ou a des quantités qui restent
assez globales. Selon le type d’essai, on recherche également une représentativité des
sollicitations par rapport a celles de la situation réelle.
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1.1.2.1 Différents types d’essais

Les essais qui sont certainement les plus impressionnants sont les essais sur structure
réelle ou sur trong on de structurea I’échelle 1. Du fait de leur colt non négligeable,
ces essais sont assez rares et sont le plus souvent des essais de validation, menés par de
grands groupes comme NASA, ONERA, EADS, DGA, qui possedent les moyens d’essai
nécessaires. Ces moyens peuvent étre des tours de chute ou encore des portiques tels que
celui de la NASA présenté figure 1.3. Ce sont le plus souvent des essais servanta valider
le scénario de rupture, permettant de prendre en compte les effets de structure. Ils sont
€galement utilisés afin d’obtenir des chargements repi€sentatifs, pouvant servir pour les
simulations ou pour définir des essais de plus petite taille.

Figure 1.3 — Portique pour essai de crash d’aeronef NASA, [Thornton et Edwards, 1982]

Parmi ces essais de taille plus réduite, on trouve les essais sur éprouvette structurelle,
avec notamment les essais sur tube composite qui ont fait I’objet de nombreuses études,
dont [Thornton et Edwards, 1982], en statique ou encore [Schmueser et Wickliffe, 1987]
en dynamique. Ces essais permettent notamment d’€étudier I’influence des matériaux, des
empilements et des géométries. On peut également citer les essais sur plagque comme ceux
étudiés dans [Daniel et al., 2000].

Enfin, les essais par similitude sur des composants a échelle réduite, comme ceux
présentés dans [Simitses, 2001, Dormegnie et al., 2003], permettent de réduire les codts
expérimentaux. Il s’agit ici de proposer des empilements de plis équivalents a ceux de
I’Echelle 1. Il faut, pour cela, choisir un critere d’équivalence, comme la proportionnalité
de I’énergie dissipée ou de la courbe de réponse globale de la structure. Les mécanismes
fins menanta la rupture ne seront donc pas nécessairement les mémes que ceux mis en
jeu al’échelle 1.

1.1.2.2 Grandeurs étudiées

Les intéréts de ces essais sont multiples : d’une part, ils servent a accroitre la compré-
hension du scénario de ruine, mettant en jeu I’interaction matériau-structure, d’autre part,
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1.1. Absorbeur de choc en composite multicouche

ils permettent d’étudier I’influence des différents parametres sur ce scénario, [Mamalis
etal., 1997].
Les grandeurs étudiées pour caractériser I’efficaci€ de ces structures sont principale-
ment des grandeurs globales de la réponse au choc:
1. L’énergie spécifique:
Il s’agit de I’énergie dissipée par unité de masse. [Schmueser et Wickliffe, 1987]
montrent que les tubes composites possedent de meilleurs réponses que les tubes
métalliques, notamment les tubes a’base de plis a fibres de carbone. De plus, I€nergie
spécifique sur un essai dynamique est suggrieure a celle de la méme structure en
statique, du fait notamment des effets d’inertie.

2. La courbe de réponse globale au choc:

Elle représente la force mesurée lors de I’essai en fonction de I’écrasement de la
structure. Le scénario de rupture stable comporte trois phases, (figure 1.4), une
premiere d’initiation, ou I’effort maximum est atteint et déclenche la rupture, sou-
vent a I’aide d’initiateurs de rupture, une seconde de propagation stable de la ruine
au cours de laquelle I’ensemble de la structure dissipe I’énergie au fur et a mesure
jusqu’a atteindre la rupture finale. Le caracere progressif de la ruine est mis en
évidence par I’évolution de la force d’écrasement, qui peut éire caractérisée par son
efficaci€, définie comme le rapport entre I’amplitude des oscillations autour de sa
valeur moyenne et cette valeur moyenne. Ceci montre que la ruine correspond a une
succession d’instabilités.

N peak load o e
Lok, kN max ses. crushing boad
sustained crushing load /

>

I ave 7 . Fil \

L cyele min. sus crieshing Load
region of sustained crushing
- .
A Displacement, oie g Cross-head displacerment

Figure 1.4 — Courbe de réponse globale schématique

3. La description qualitative du scénario de rupture :
Grace aux €tudes sur les tubes composites, il a ét€ possible de dégager des tendances
et de définir les modes de ruine principaux, comme cela est p€senté dans [Farley
et Jones, 1992]. Farley sépare les scénarios en trois groupes, selon que la ruine est
plutdt gouvernée par :
— le cisaillement transverse, donnant lieu a' de la fragmentation et qui se retrouve
notamment dans les tubes formés de plis a 90° avec des fibres fragiles. La
dissipation se fait par rupture des plis et principalement des fibres;
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— I’effeuillage des plis, ou une fissuration paralEle aux fibres se propage et ar
les fibres cassent assez peu. Dans ce cas, la friction entre les plis joue un ©le
important dans la dissipation ;

— le flambage local, qui induit du délaminage, et que I’on retrouve pour les tubes
possédant des fibres ductiles, comme c’est le cas des fibres aramide.

D’autres modes de ruine sont possibles, qui peuvent étre vus comme la superpo-
sition de ces modes fondamentaux. Pour ces différents scénarios, les plis carbone,
qui possedent une énergie spécifique €levée dans le cas d’un scénario favorable,
sont d’avantage sensibles aux instabilités globales rendant inefficace la structure.
De plus, des études comme [Thornton et Edwards, 1982, Wolff, 1991] s’intéressent
aux effets de la géométrie des tubes (section circulaire, rectangulaire ou carrée), des
séquences d’empilement, ou encore du nombre de plis. Dans [Thornton et Edwards,
1982], les auteurs discutent de la stabilité de la ruine en fonction de ces criteres dans
le cas statique. Ils mettent notamment en évidence I’apparition de phénomenes de
flambage pour les tubes a fibre aramide, conduisanta une rupture prématurée du
tube. Ces phénomenes se retrouvent en dynamique, cependant I’effet stabilisant de
la sollicitation dynamique peut permettre du micro-flambage et non une rupture
catastrophique de la structure.

[Schmueser et Wickliffe, 1987] ont mis en avant les différences de scénario de ruine
selon le matériau, en particulier en expliquant que les plis a fibres de Kevlarétaient favo-
rables au micro-flambage, alors que les plis a fibres de carbone consommaient 1€nergie
par rupture de fibres. Dans le cas de la poutre en composite multicouche étudi€e, ce
contraste de comportement est utilisé de fag ona ce que les plis de Kevlar aient un ef-
fet stabilisateur sur la structure. [McCarthy et Wiggenraad, 2001] synthétisent le scénario
attendu pour ce type de structure :

— effeuillage ;
— micro-flambage des plis a fibres de Kevlar (stabilisant la structure) ;
— fragmentation des plis carbone, a 0° principalement.

1.1.3 Modélisation et essais matériau

A une échelle inférieure & celle de la structure et du scénario de ruine global, un
grand nombre d’études s’intéresse a la description et a la modélisation du comportement
matériau, pour I’application au crash. Les points généraux qui sont étudi€s et qui peuvent
servir a nourrir des modeles fins pour la simulation peuventétre schématiquement classés
comme suit :

1. modele statique, nature du comportement ;

2. effet de vitesse pré-pic;

3. phénomenes de localisation et comportement post-pic ;
4. fragmentation.

Pour chaque point, nous allons essayer de présenter les caractéristiques du comporte-
ment, sa modélisation et sa prise en compte numeérique, ainsi que les essais disponibles
pour leur étude.
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1.1. Absorbeur de choc en composite multicouche

1.1.3.1 Modéle statique

L’étude du comportement des composites en statique a donné lieu a de nombreux
travaux depuis une trentaine d’années. C’est donc un domaine tres avanceé, tant au niveau
expérimental qu’au niveau des modeles.

Expérimentalement, les phénomenes qui entrent en jeu lors de la sollicitation de struc-
tures composites ont €té mis en évidence. Les phénomenes irréversibles, responsables de
la dissipation, sont principalement :

— la fissuration matricielle, diffuse ou non;
— la décohésion fibre matrice;

— la rupture des fibres;

— le délaminage entre des plis adjacents.

Ces points ont pu étre mis en évidence grace a des observations expérimentales au
cours ou a I’issue d’essais matériau, comme des essais de traction-compression ou des es-
sais DCB. Ces observations sont obtenues a partir de mesures de jauge de déformation ou
cellule d’effort pour le comportement homogénéisé, et de mesures plus finesa I’échelle
micro, pouvant &tre des mesures optiques, accessoirement au microscope €lectronique
a balayage, ou encore par des techniques ultrason ou rayon X €galement utilisées en
contrdle non destructif.

Cela se traduit par une réponse homogénéisée non linéaire. Pour la modéliser, I’uti-
lisation de modeles macro s’avere insuffisante si I’on veut ccrire avec suffisamment de
finesse les prEnomenes. Il faut donc se placer a une échelle inférieure ou plusieurs ap-
proches sont envisageables, selon le choix de I’échelle de description:

1. approche micro et micro-macro : de nombreuses études se basent sur les phénomenes
micro pour décrire le comportement des composites. Ces modeles, repris dans [Nairn
et Hu, 1994], proposent alors des champs de contraintes micro et décrivent I’évolution
de la microfissuration, en se basant sur la mécanique de la rupture. Ils permettent
alors de remonter aux échelles supérieures par homogénéisation, comme [Hashin,
1987, Perreux et Oytana, 1993] ;

2. les modeles bi-phase [Pickett et al., 1990, Coutellier et al., 1998], pour lesquels le
comportement du pli est vu comme la superposition du comportement des fibres et
de la matrice, décrits séparément. Ce type de modele demande un nombre relative-
ment important de parametres, méme si des démarches simplifies d’identification
ont été proposées [Coutellier et al., 1998]. Ces modeles statiques ont notamment
été utilisés dans le cadre de la simulation du crash, voir [Johnson et A.K. Pickett,
2001];

3. la mésomodélisation des stratifigs sur laquelle la partie 1.2 reviendra et qui a €té
développée par Ladeveze, [Ladeveze, 1986, Ladeveze, 1992]. Le choix de I’échelle
est celle du pli élémentaire, dans lequel les mécanismes irréversibles sont modélisés
par un endommagement constant dans I’épaisseur. Dans cette approche, le délami-
nage est pris en compte par I’introduction d’une interface interlaminaire, constituant
une entité mécanique a part entiere. Des études récentes permettent de baser les
comportements méso sur les phénomenes micro et de renforcer ainsi les fondements
du modele, [Ladeveze et Lubineau, 2003].

De ces différents modeles, il semble que la tendance actuelle soit a I’emploi des
mésomodeles de stratifis, dont I’'usage se retrouve dans un grand nombre d’€études [Phil-
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1. Simulation du crash des composites

lips et al., 2001, Remmers et de Borst, 2001, Johnson et A.K. Pickett, 2001]. Cela s’ex-
plique par le fait que les approches micro restent encore trop cotteuses a utiliser numéri-
quement, tandis que les modeles bi-phase possedent un grand nombre de parametres,
délicat a identifier. De plus, les mésomodeles offrent la possibilité de prendre en compte
le délaminage.

1.1.3.2 Effets de vitesse pré-pics

Une fois le comportement statique décrit, il reste a savoir s’il est modifé par des
effets de vitesse, pour des sollicitations dynamiques. Ces effets peuvent &lre séparés en
deux groupes :

— les effets de vitesse liés a la viscosité des constituants, pour des taux de déformation
faibles, typiques de ceux rencontrés dans le cas du crash ;

— les effets de vitesse li€s a la rupture, qui apparaissent pour des taux de déformation
beaucoup plus importants.

Ce deuxieme type d’effets de vitesse ne jouera pas de role dans la phase pré-pic, ou
les taux de déformation sont guidés par ceux de la sollicitation. Ils devront &tre pris en
compte lors de la description de la phase post-pic. Cette partie n’en traite donc pas.

Dans la gamme de sollicitations typique du crash, le taux de déformation est considéré
comme intermédiaire, de I’ordre de 102s~1. Un grand nombre d’études s’est intéressé
aux effets de vitesse dans cette gamme de sollicitations, ce qui a permis de développer
des essais spécifiquesa cette caractérisation. Ce sont des essais délicats, demandant des
moyens d’acquisition spécifiques.

Projectile Barre entrante Barre sortante
| | /..—A ﬁ 7 |
v = Jaugel Echantillon Jauge?

Figure 1.5 — Schéma du montage aux barres d’Hopkinson, d’aprés [Gary et Zhao, 2000]

Dans ces essais, on retrouve les essais aux barres d’Hopkinson (Split Hopkinson Pres-
sure Bar, SHPB), qui sont devenus des essais répandus, notamment pour la compression
dynamique, et dont les grands principes et quelques applications sont repris dans [Gary
et Zhao, 2000] ; ils ont ét€ appliqués aux composites a fibre de carbone notamment dans
[Harding, 1993, Zhao et Gary, 1997, Tsai et Sun, 2002]. Le principe de ces essais est de
solliciter I’éprouvette par une onde de choc générée par un impacteur, figure 1.5, les me-
sures se font alors a I’aide des barres d’entrée et de sortie, dans lesquelles, en considérant
le jeu des trajets des ondes, il est possible de remonter a I’état de contrainte et de vi-
tesse sur la frontiere de I’éprouvette. Une hypothese souvent acceptée est de considérer
I’éprouvette a'I’équilibre, ce qui permet d’obtenir les courbes matériau directement a par-
tir des mesures. Si ce n’est pas le cas, une approche inverse est nécessaire et possible
[Rota, 1994]. L’avantage majeur de ce type d’essai réside dans la propreté et la relative
richesse des mesures. En revanche, la sollicitation est passive et dépend de la réponse de
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1.1. Absorbeur de choc en composite multicouche

I’éprouvette au train d’onde de sollicitation. Il est donc délicat d’imposer, dans ce type
d’essai, une vitesse de déformation constante. L’essai dynamique simple sur ce type de
machine est I’essai de compression, mais des adaptations de ce montage ont été proposées
pour tester les éprouvettes en traction ou en cisaillement.

Dans le cas des composites testés en compression, les essais aux barres d’Hopkinson
posent un certain nombre de difficul€s, du fait des dimensions mémes de I’éprouvette.
En effet, les barres possedent une section circulaire qui est bien plus importante que celle
rectangulaire de I’empilement de plis qui est testé; typiquement, le diametre des barres
fera 20mm, tandis que le stratif& aura une section de 20 x 2mm?. Ainsi, un grand rapport
d’impédance mécanique existe entre les barres et I’éprouvette, ce qui rend le charge-
ment sévere. De plus, comme I’a montré I’étude [Thévenet, 2003], menée sur I’exper-
tise numérique d’un essai type SHPB, la transmission des efforts a I’éprouvette via les
systemes d’attache est difficilement modlisable. Il s’avere donc difficile de remontera
ce que voit I’éprouvette a partir des mesures sur les barres. Des lors, le dépouillement
propre de I’essai demande sans doute un passage par un calcul complexe de I’ensemble
du moyen d’essai, ce qui retire I’intérét d’un essai au départ matériau.

Un autre moyen d’essai utilisé est la machine de traction dynamique a vérin hydrau-
lique [Wolff, 1991, Pardo et al., 2000]. Du fait de la mise en charge, il est possible de sol-
liciter I’éprouvette a taux de déformation moyen constant. Les mesures se font en général
a I’aide de jauges collées sur I’éprouvette pour les déformations (ou par extensométrie
laser), et @ I’aide d’une cellule d’effort permettant de remonter aux contraintes. Les me-
sures sont donc a priori moins fines que pour un essai de type SHPB, et I’hypothese d’ho-
mogeénéité doit &tre faite pour dépouiller les essais. Cela demande un travail préalable de
dimensionnement des éprouvettes par le calcul pour valider cette homogénéité de I’essai,
[Pardo et al., 2002], sans laquelle les courbes obtenues ne sont pas des courbes matériau.
Remarquons toutefois que ce montage est en général dédié a des taux de déformation
inférieurs a ceux caractéristiques des essais SHPB, ainsi I’homogénéité peut s’obtenir
plus facilement. D’autres montages peuvent &tre adaptés sur ce type de machine, comme
des essais de flexion trois points [Behler et al., 1990], ou des montages de type DCB
(Double Cantilever Beam), pouvant servir a caractériser le délaminage.

Des mesures optiques sont également possibles mais demandent I’emploi d’une caméra
rapide, encore assez couteuse. Cependant, elles permettent I’obtention de champs de
déformation par corrélation d’images.

Ces essais permettent une observation des phénomenes micro mis en jeu. Une question
importante est de savoir si les phénomenes sont changés par rapport au cas statique. Si
les mécanismes sont globalement les mémes, il semble que leur importance respective
peut changer [Hug et al., 2003]. Ceci se répercute notamment sur le pas de fissuration.
Une maniere d’étudier cet état micro est d’utiliser des essais interrompus, comme cela est
fait au LM3 de I’lENSAM-Paris, [Pardo et al., 2002]. Ces essais permettent d’€tudier des
éprouvettes endommagées mais non rompues, ce qui est un point délicat en dynamique.
L’idée est de placer en série avec I’éprouvette un fusible mécanique qui rompt a un effort
donné€ et ainsi interrompt le chargement.

Des observations sont également menées sur la réponse globale du matériau, a I’aide
de la courbe contrainte-déformation, notamment sur la raideur initiale, la contrainte maxi-
male atteinte ou encore la déformation a rupture. L’effet du taux de déformation sur ces
différentes quantités va dépendre des propriétés de la matrice, qui est visqueuse, ainsi
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1. Simulation du crash des composites

que des fibres dans le cas des fibres de Kevlar ou de verre. En revanche, de possibles ef-
fets de structures et d’inertie peuvent entrer en jeu dans ces essais, il est alors nécessaire
de les prendre en compte avant de déduire des mesures les effets de vitesse proprement
matériaux.

a) Carbon/Epoxy Specimens

600 -

Impact test

b) Glass/Epoxy épecimens

400~ 400~
Slow-speed Impact test
test,

300 300

Siress (Mraj

200

test
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s L n n 1 1 ! s 1
0 0 20 300 0 20 3C
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Figure 1.6 — Effet de vitesse sur composite, d’aprés [Harding, 1996]

D’apres Harding, [Harding et Li, 1992, Harding, 1996], les effets de vitesse sont as-
sez faibles dans le cas des composites a fibres de carbone, pour les gammes de sollici-
tations envisag€es. La figure 1.6 montre qu’en effet la viscosi€ est faible et n’induit pas
d’augmentation de la raideur initiale entre le statique et le dynamique. En revanche, il
semble qu’il y ait une répercussion sur la contrainte et la déformation a rupture. Celle-ci
s’explique peut-€tre par des effets de structure qui retardent la ruine en dynamique. Les
changements apparents micro n’ont donc pas I’air d’avoir une répercussion majeure sur
le comportement macro. D’autres études comme [Nemes et Randles, 1994] présentent au
contraire des effets de vitesse non négligeables pour les plis carbone. Ces conclusions qui
semblent contradictoires dépendent, sans doute pour une bonne part, des moyens d’essai
utilisés. L’étude des effets de vitesse pour les composites restent donc une question ou-
verte. Ceci étant, les effets de vitesse sont d’avantage marqués sur les plis a base de fibre
de verre ou aramide [Harding, 1993, Pardo et al., 2002] et sont donc mis en évidence plus
facilement, du moins qualitativement.

Ces tendances ayant été€ mises en avant, un certain nombre de modeles, ayant pour
but d’€tre utilisés dans des simulations dynamiques, permettent d’en rendre compte, par
I’extension des modeles statiques :

— les modeles dont le but est de rendre compte uniquement de la courbe enveloppe
du comportement. Ainsi, un modele de plasticité de type Johnson-Cook peut &tre
utilisé pour décrire la non-linéarité du comportement ainsi que les effets de vitesse.
Un défaut majeur de ce choix, parfois guidé par I’absence d’alternative dans les
codes de calcul, est que la dissipation du modele n’est pas représentative de celle
du comportement réel ;
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1.1. Absorbeur de choc en composite multicouche

— laprise en compte des effets de vitesse dans les modeles bi-phase ou les mésomodeles
a notamment €t€ effectuée dans [Rozycki et Coutellier, 2001, Johnson et A.K. Pi-
ckett, 2001]. L’approche, issue des modeles de fluide visqueux, consiste aintroduire
une fonction de viscosité, dépendant de la vitesse de sollicitation, qui vient modifier
les lois d’état et d’évolution du modele statique.

1.1.3.3 Phénomeénes de localisation et comportement post-pic

Les modeles précédents permettent de décrire la dissipation survenant lors de la phase
pré-pic du comportement en prenant en compte de possibles effets de vitesse. Cependant,
les absorbeurs de choc en composite sont sollicités jusqu’a leur ruine ultime et de plus, la
ruine se propage petit a petit dans la structure si le scénario est stable. La simulation de
la réponse de ce type de structure demande donc de pouvoir rendre compte du compor-
tement jusqu’a rupture. Or, selon le choix du comportement post-pic, schématiquement
représenté figure 1.7, la dissipation et la redistribution des efforts ne sera pas la méme. Il
est donc important de pouvoir caractériser cette phase du comportement qui semble jouer
un role prépondérant dans la dissipation.

o dissipation

>
€

Figure 1.7 — Différentes phases post-pic possibles

Cependant la description du comportement post-pic des composites demeure délicate
puisque la rupture entraine des phénomenes de localisation des déformations et de I’en-
dommagement. Cela signifie qu’apies avoir atteint le pic du comportement, les déforma-
tions se concentrent dans une bande de faible €paisseur, entrainant la ruine locale, tandis
que le reste de la structure a tendance a se décharger. D’un point de vue expérimental,
cela correspond a la rupture brutale de I’éprouvette. Ceci signifie notamment que la lo-
calisation est un phénomene intrinsequement dynamique et instable, intervenant sur des
temps tres courts.

Du point de vue des modeles continus classiques, c’est-a-dire locaux et indépendants
du temps, la localisation est caractérisée par des problemes de bifurcation, c’est-a-dire
de perte d’unicité de la solution. Les modeles continus standards permettent de détecter
la localisation a partir de criteres de bifurcation [Hill, 1962, Benallal et al., 1991]. Pour
aller plus loin dans la description du comportement, comme c’est le cas ici, il faut ajouter
des ingrédients supplémentaires au modele, qui reviennent finalementa introduire une
longueur caractéristique de localisation.

D’un point de vue numeérique, cette perte d’unicité de la solution se traduit par une
dépendance de la solution au maillage, dans le cas de simulation jusqu’a rupture em-
ployant des modeles continus classiques. Cela signifie que le choix de la solution cpendra
du défaut numeérique et que la localisation se concentrera dans une zone de largeur de la
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taille des éléments. Ainsi, plus la maille sera petite, plus I’énergie dissipée sera faible.

Pour résoudre ce probleme, il faut donc intervenir sur le modele, en introduisant une
longueur caractéristique de localisation, soit au niveau du modele continu, soit au ni-
veau du modele numérique. Plusieurs démarches sont alors possibles pour régulariser le
probleme :

1.

Modeles a conservation d’énergie:  [BaZant et Oh, 1983, Hillerborg et al., 1976]
Cette méthode utilise une dissipation qui dépend de la taille de I’élément dans le-
quel la localisation a lieu. Ainsi, I’énergie redevient indépendante de la finesse
du maillage. Elle agit donc au niveau du modele numérique et possede des in-
conveénients de ce fait. Il n’y a pas de réelle justification physique des paranetres,
et cette méthode ne fait plus aujourd’hui I’objet de recherches.

Modeles non-locaux : [Pijaudier-Cabot et BaZant, 1987]
Les lois d’évolution ne sont plus données uniquement par les variables internes en
chaque point, mais dépendent des variables internes dans un voisinage du point.
C’est la taille du voisinage qui introduit la longueur caractéristique, nécessaire pour
la régularisation, et elle est justifie par des considérations sur la microstructure.
D’un point de vue numérique, il faudra donc prendre en compte plusieurs €éléments
pour définir les variables en chaque point d’in€gration. Une difficul€ soulevée par
I’emploi de ces modeles concerne les conditions aux limites qui, sans aménagement
particulier, comprennent une partie li€e aux variables internes.

Modeles a gradient : [Lasry et Belytschko, 1988, de Borst et Muhlhaus, 1992]
Il s’agit d’enrichir le modele continu en faisant intervenir des termes dérivés d’ordre
supérieur, soit au niveau des déformations, soit au niveau des variables internes.
L’utilisation d’un gradient d’ordre supérieur implique I’introduction d’une longueur
caractéristique et de lois de comportement supplémentaires, rendant plus difficile la
mise en ceuvre ; cela explique que cette approche soit peu utilisée au niveau indus-
triel. De plus, on retrouve les problemes au bord de la structure, pour la prise en
compte des conditions aux limites.

Modeles a discontinuité: [Oliver, 1995, Oliver et al., 1999, Jirasek, 2000]
La cinématique du modele continu est enrichie de fag ona introduire des champs
de déplacement ou de déformation discontinus. Ainsi, la localisation peut se faire
sur des bandes d’épaisseur nulle, et la dépendance au maillage est donc perdue.
Ces modeles sont actuellement tres étudiés et de plus en plus utilisés pour gérer les
problémes de rupture.

Modeles a viscosité : [Needleman, 1988, Sluys, 1992]
Un effet de vitesse est introduit dans les lois d’évolution. Celui-ci, combiné a la
propagation des ondes, introduit une longueur caractéristique. Si I’effet de vitesse
n’est pas borné, la régularisation du probléme n’intervient que pour une gamme de
vitesse de déformation.

Modeles a effet retard : [Ladeveze, 1991, Allix et Deli, 1997]
Ce modele fait partie de la famille des modeles a effet de vitesse. Il consiste a
introduire une viscosité dans les lois d’évolution de I’endommagement. De plus,
une vitesse maximale d’endommagement est introduite, elle permet de régulariser
completement le probleme. On retrouve ici I’idée que la propagation de fissure
n’est pas un phénomene instantané, mais possede un temps caractéristique qui lui
est propre.
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1.1. Absorbeur de choc en composite multicouche

Les modeles a viscosité semblent les modeles les plus naturels pour régulariser les
problemes en dynamique. De plus, ils ne nécessitent aucune intervention en profondeur
pour leur implantation dans un code de calcul, puisqu’il n’agit que sur la relation de
comportement. S’ils sont pertinents, leur utilisation est donc tres intéressante dans le cadre
de la rupture dynamique des composites.

L’ensemble de ces modeles introduisent de nouveaux parametres permettant de gérer
la taille de localisation. Cependant leur interprétation physique n’est pas nécessairement
évidente. Le probleme de leur identification reste tes largement ouvert.

1.1.3.4 Fragmentation

Une fois la phase post-pic convenablement décrite, il reste a rendre compte de ce
qu’il se passe apres. Or, lors de I’écrasement d’un absorbeur de choc en composite, une
part non négligeable de la dissipation a lieu par frottement entre plis délaminés ou avec
les fragments des plis rompus. Cependant, la description de ces phénomenes reste un
probléme numériquement trés délicat. En effet, une approche Eléments Finis simple n’est
pas adaptée a la fragmentation, puisque cette derniere demande de pouvoir séparer le
maillage en sous-entités. Une premiere fag on de prendre ces pfénomenes en compte de
fag on globale est de conserver un plateaua contrainte non nulle au-dela de la phase post-
pic, comme cela est fait dans [McCarthy et Wiggenraad, 2001]. Cette méthode permet de
retrouver une dissipation équivalente, mais sa description reste tres globale.

Parmi les pistes envisageables pour obtenir une description plus fine, on peut citer les
travaux de Hild, qui proposent des criteres de fragmentation a partir de modeles continus,
[Hild et al., 2003]. 1l est alors possible d’introduire des interfaces permettant de gérer la
séparation du maillage, comme dans [Espinosa et al., 1998]. On peut enfin imaginer de
coupler une approche continue avec une approche discrete ou encore sans maillage pour
la description de la rupture, la transition de I’'une a I’autre restant a définir. Cependant ces
questions restent encore largement ouvertes et dépassent le cadre de cette €tude.

1.1.4 Simulation

Le paragraphe précédent a permis de mettre en avant les points qui semblent essen-
tiels pour un modele matériau, en vue de simuler le comportement au crash d’une struc-
ture en composite. Il en résulte que le comportement a utiliser est fortement non-linéaire.
Actuellement, tous les points évoqués ne sont pas encore intégrés dans les codes commer-
ciaux dédiés au crash. Plusieurs études ont toutefois permis I’implantation des modeles
bi-phases ainsi que des mésomodeles avec effets de vitesse pré-pics dans ces codes, [Ro-
zycki et Coutellier, 2001, Johnson et A.K. Pickett, 2001, McCarthy et Wiggenraad, 2001].

De tels codes, comme Radioss, PAM-Crash ou encore LS-dyna, utilisent un schéma
d’intégration temporelle explicite. En effet, ce type de schéma est particulierement adapté
a la simulation dynamique prenant en compte des non-linéarités géométriques et matériau.
L’avantage majeur est I’absence d’assemblage et d’inversion de la matrice de rigidité
globale de la structure €tudié€e, permettant des gains de temps de calcul importants. La
contrepartie est la nécessité d’un pas de temps petit, li€ a la stabilité conditionnelle du
schéma temporel utilisé (condition de Courant). Ceci n’est pas un réel handicap, dans la
mesure ou les temps caractéristiques du chargement sont du méme ordre.

Parmi les études numériques des absorbeurs de choc, [McCarthy et Wiggenraad, 2001]
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comparent un essai mené sur une éprouvette structurelle et deux versions de la simulation
correspondante, 1’une avant I’essai et I’autre en modifiant les parametres du calcul pour
une meilleure corrélation essai-calcul. Le modele utilisé est le modele biphase implanté
dans un élément coque multicouche, sans introduire de délaminage. De plus, le modele
possede un plateau apres la phase post-pic pour représenter les frottements entre les plis
fragmentés. Parmi les corrections nécessaires pour que le calcul représente mieux les
essais, les conditions aux limites du calcul ont diétre redéfinies, ce qui met en avant les
difficul€s a définir les conditions aux limites du calcul a priori.

Finalement, les simulations ne sont pas prédictives méme si elles permettent de re-
trouver les réponses globales, une fois celles-ci connues. Elle peuvent &tre utilisées pour
étudier I’influence des parametres afin d’obtenir des tendances. Cependant, il est difficile
de se baser sur elles pour une €étude quantitative, ce qui est dd, tout d’abord, a I’utilisation
de codes de dynamique explicite qui ne possedent pas d’estimateur d’erreur et dont il est
difficile d’estimer la quali€. D’autre part, les mécanismes mis en jeu expérimentalement
sont assez fins et instables, donc ties sensibles aux détails de structure et de chargement.

Il apparait donc qu’il reste de nombreux problemes a résoudre avant d’aboutir a des
simulations réellement représentatives des phénomenes mis en jeu lors du crash des struc-
tures composites.

1.2 Meésomodeedestratifie a endommagement
retarde

Jusqu’ici, ce chapitre a présenté la problématique générale des simulations des ab-
sorbeurs de choc en composite. Ces simulations posent encore un grand nombre de diffi-
cultés et les différents points qui nous semblent nécessaires aux modeles ont &té€ présentés.
Il ressort notamment le besoin d’une description suffisamment fine, permettant d’obte-
nir une dissipation pertinente. La fin de ce chapitre s’attarde plus pcisément sur les
développés depuis une dizaine d’années présentent un certain nombre d’atouts, ce qui
explique leur emploi par de nombreuses équipes, par exemple [Phillips et al., 2001, Rem-
mers et de Borst, 2001, Johnson et A.K. Pickett, 2001]. Le premier est qu’ils permettent
d’obtenir des simulations statiques pertinentes, permettant la prédiction des dommages
dans des cas raisonnablement complexes, [Allix et al., 2000]. Le second est que leur est
associée une démarche d’identification bienétablie, pour leur partie statique, a partir d’es-
sais simples.

Le choix du mésomodele est de se placer a'l’échelle du pli, ce qui permet une descrip-
tion suffisamment fine tout en restant compatible avec le calcul de structure. Le modle
présenté ci-dessous prend en compte le comportement statique du stratifié ainsi que les
effets de vitesse liés a'la rupture, c’est-a-dire qu’il permet de décrire la phase post-pic du
comportement de maniere objective. En revanche, une possible prise en compte des effets
de vitesse pré-pics n’est pas présentée, ceux-ci ne semblant pas majeurs dans le cas des
plis a fibre de carbone. Une telle prise en compte, comme cela aété fait dans [Coutellier
et Rozycki, 2000], ne pose pas de probleme théorique.
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1.2. Mésomodele de stratifé a endommagement retardé

1.2.1 Modélisation du comportement statique

La description des stratifigs par les mésomodeles a fait I’objet de nombreuses études
[Ladeveze, 1986, Ladeveze, 1992, Allix et al., 2000].

Le choix du mésomodele est de se placer a I’échelle du pli, dite également échelle
méso a laquelle les mécanismes micro de dégradation du composite sont pris en compte
par I’introduction de variables d’endommagement. Tout stratifi sera alors modélisé comme
un empilement de plis €lémentaires et d’interfaces, ces derniers permettant de décrire le
délaminage, comme cela est schématisé figure 1.8.
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Figure 1.8 — Méso-constituants du composite stratifié

Des études récentes au LMT-Cachan, [Ladeveze et Lubineau, 2003], permettent de
créer un pont entre les modeles méso et les phénomenes micro.

1.2.1.1 Modéle du pli élémentaire

Chaque pli €lémentaire est supposé homogene dans I’épaisseur, et son comportement
est décrit dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles. L’état du pli
sera donc décrit a I’aide d’un certain nombre de variables internes ou d’état. Typique-
ment, pour un pli €lastique endommageable, I’état est décrit par la déformation €, par sa
variable duale, la contrainte o, ainsi que par les variables d’endommagement d;, dont le
nombre dépend de la complexité du comportement, et par leur variable duale, les forces
thermodynamiques associ€es Y;. Il reste alors a définir les relations reliant ces dif€rentes
variables. C’est ce qui est fait au travers des lois d’état et d’évolution :

— les lois d’état sont définiesa partir du potentiel d’état, qui définitégalement I’énergie
libre:

W(o,{di}), {d;}étant le vecteur des variables d’endommagement (1.2)

et du potentiel dual défini comme la transformée de Legendre-Fenchel du potentiel
d’état:
W*(e{Yi}) = sup {o.e+{di}.{Yi} —W(o,{di})} (1.2)

Gv{di}

Elles sont alors données par :

e 2 o.10) o= (e.0n)
ov <~ oW (13)
() = 577 (0.(6) (0} = gy E00)
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1. Simulation du crash des composites

— les lois d’évolution sont définiesa partir du potentiel de dissipation :

({di}; {di}) (1.4)
et du potentiel dual défini comme la transformée de Legendre-Fenchel du potentiel
d’évolution :

¢*({Yi}; {di}) = ?g? {{di}.{¥i} — o ({di}: {di})} (1.5)
Les lois d’évolution sont alors données par :
AL ATV
{di} = m({\ﬁ}’ {di}) (1.6)

Remarque :
On peut noter que la dualité des potentiels de dissipation n’est pas compléte
du fait de la présence de la variable d comme parametre de ¢ et de ¢*. Ceci
peut Etre corrigé en introduisant une variable d’écrouissage supplémentaire
comme cela a été fait dans [Douchin, 2000].

La dissipation est alors donnée par :
D = {¥i}.{di} (L.7)

Ce formalisme général peut s’appliquer au cas des plis unidimensionnels [Ladeveze,
1992], ou des plis tissés [Hochard et al., 2001]. Dans le cas des plis unidirectionnels, les
directions 1, 2 et 3 sont définies respectivement comme la direction des fibres, la direction
transverse et la direction hors-plan. Des études précédentes ont permis de mettre en avant
les points suivants dans la mésomodélisation :

— le comportement differe en traction et en compression ;

— le rapport "E—lf est quasi-constant ;

— le comportement du pli est identifié sous I’hypothese des contraintes planes. Le
comportement hors plan du pli peut €ire pris en compte par I’extension tridimen-
sionnelle des lois d’évolution, permettant la prédiction de dommages complexes
[Allix et al., 2000].

Ces considérations permettent d’exprimer I’énergie libre comme :

17 (ow)d | e((—ow)s) | (o2)f | (-022)F
2 |[EQ(1—dy) E? EJ(1—dy) E?
(o33)3 | (—oms)3 VY, vis
+ —2=5011022 — 2 =5 011033
ES(1—dp) ES E? E?
VO 0-2 0-2 0-2
—2£0_220'33+ 12 + 13 23 (18)
= G, (1—dp) Giz(1—dip) Gy

ou:
— dj est associ€ a la rupture de fibres et aux fissurations perpendiculaires aux fibres ;

20 These de doctorat - P. Feissel - 2003



1.2. Mésomodele de stratifé a endommagement retardé

— dy est associ€ a la fissuration transverse et di» aux dégradations liées au cisaille-
ment, dégradations diffuses des liaisons fibre-matrice ;

— ()4 est la partie positive de x et permet de tenir compte du caractere unilatéral du
comportement ;

— @ permet de prendre en compte les non-lin€arités du comportement des fibres en
compression.

Les forces thermodynamiques associées aux variables d’endommagement sont alors :

(

< W¥> < {(011)2 >
ady |5 2E0(1—dyp)?
W 2
Y, I<W>| <« 0<022>+ > (L.9)
v d<Y> < 0%, >
27 T 0dn |, 2G%(1-dp)?

OU < X > désigne la valeur moyenne de x dans I’épaisseur d’un pli.
Les lois d’endommagement sont de la forme:

([ d1=f1(y/Y1) sidy <1, di=1sinon
do = fa(y/Yi2+bY2) sidy<1, dy=1sinon ouYil =supYilr  (1.10)

<t
\ di2 = f12(4/Y1i2+bY2) sidiz <1, dip=1sinon

Les fonctions f; sont identifées a partir d’essais quasi-statiques avec décharge. Un
choix usuel et assez simple est de prendre des fonctions du type:

f(VY) = <%> (1.11)

ce qui permet d’introduire un seuil Yo, li€ a un €état initial endommagg, et une force ther-
modynamique critique Y correspondant & la valeur a rupture.

Les lois d’évolution introduites ici présentent un couplage entre les variables d’en-
dommagement de cisaillement et d’endommagement transverse. Ceci s’explique par le
fait que le méme réseau de fissures intervient dans les deux types d’endommagement.

Le modele est présent€ ici dans le cas d’un comportement €lastique endommageable,
mais il peut étre complété afin de prendre en compte les dformations anélastiques par
des variables de type déformation plastique, méme si les phénomenes ne sont pas a pro-
prement parler des phénomenes de plasticité.

Enfin, I’identification du néssomodele se fait a partir de peu d’essais pré-définis de
traction ou compression sur des éprouvettes avec des plis d’orientation variée.

1.2.1.2 Modéle de I’interface

Un modele de la méme nature que celui du pli est utilisé pour décrire le comporte-
ment de I’interface interlaminaire, [Allix et Ladeveze, 1992]. Ce comportement relie la
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1. Simulation du crash des composites

contrainte normale au saut de déplacement et permet de rendre compte du délaminage via
des variables d’endommagement. En absence d’endommagement, I’interface assure donc
la continuité des déplacements. On définira ses directions d’orthotropie, no€es N1 et N,
comme les bissectrices des directions des fibres des plis adjacents. La direction N; est
alors la troisieme direction de I’espace, normale aux plis, son orientation définira le pli
supérieur indicé ™ et le pli inférieur indicé€ ‘~*, comme la figure 1.9 I"illustre.

ply +

interface
ply ~

Figure 1.9 — Directions d’orthotropie de I’interface interlaminaire

Le saut de déplacement est défini comme :

[Ul=U"-U" =[U1]N; + [U2] Np + [U3] N3 (1.12)
L’interface possede alors la relation de comportement suivante :
ki 0 O
oN;=K.[U] ot K=|0 ky O (1.13)
0 0 ks
L’énergie de déformation s’€écrit :
1 (0:)F | (—0m)} 0% 9%
0.N3,{d; 1.14
PONAd ) =3 8ty T K 1-dg)  KR-d)]

ou ont €t€ introduites trois variables d’endommagement associ€es aux trois modes d’ou-
verture de fissure selon les directions principales de I’interface. De plus, le caracere uni-
latéral du mode | est pris en compte par I’introduction d’une €nergie différente en traction
et en compression.

Les forces thermodynamiques associ€es aux variables d’endommagement dérivent du
potentiel d’état comme suit :

( Y, — O_LIJ _ 0%3
YT adr|,  2K9(1—dy)?
ow 02
Yo— — | — 28 1.15
2T 0dy |, 2k0(1—dp)2 (1.19)
oo ¥ _ lom)i
| ® 7 odsl, 2K (1—da)2

Il reste alors a définir les lois d€volution reliant ces forces thermodynamiques aux
variables d’endommagement. Un choix simple permettant une simulation raisonnable des
phénomenes de délaminage, utilisé dans [Allix et Ladeveze, 1992], est le suivant :

— la variable pilotant I’évolution des endommagements est donnée par :

Y=Y3+vY1+Y2Y, avec Yilt=supYil (1.16)

<t

ou'yz et y» sont deux parametres de couplage ;
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1.2. Mésomodele de stratifé a endommagement retardé

— les lois d’évolution sont alors :

{d3:d1:d2:Wi) sid< 1 VY — Yo
1

7\/\TC—¢TO>+ (1.17)

De plus, une procédure d’identification aété proposée dans [Allix et al., 1998], pour
un modele généralisé, développé sur le principe de celui présenté précédemment.

Pour ce qui est des simulations en dynamique, cette partie du modele a €té implantée
dans LS-DYNA dans [Dedi, 1997], ou sont présentés notamment des exemples de char-
gement dynamique de plaques trouées. Cependant, il n’a pas encore ét€ utilisé dans les
simulations présentées au 1.1.4, traitant des absorbeurs de choc en composite, y com-
pris dans le cas de I’utilisation du mésomodele. Ceci est diau choix d’€léments de type
coques multicouche pour représenter la structure, choix qui est fait d’une part, pour des
raisons de codt de calcul et, d’autre part, en raison du fait que les codes n’offrent pas
nécessairement en standard la possibilité d’introduire des €léments d’interface.

sinon

avec w(Y)= <

d3=diz=dx=

1.2.2 Effet retard

Le mésomodele statique a €té étendu au cas des chargements dynamiques en vue de
pouvoir décrire la rupture de maniere objective. Il ne s’agit pas de modéliser des effets de
vitesse de type visqueux, comme ceux présentés au 1.1.3.2, mais de type effets de vitesse
liés a la rupture. Ainsi les lois d’évolution de I’endommagement sont modifies, ce qui
permet de régulariser les problemes de localisation évoqués au 1.1.3.3. Cette modifica-
tion a fait I’objet d’études précédentes [Allix et Dell, 1997, Deli, 1997] et est €galement
employée dans [Suffis et al., 2003].

L’introduction de I’effet retard dans le mésomodele consiste amodifier les lois d&volu-
tion, en cherchant a:

— conserver les lois d’évolution statiques lorsque le chargement est quasi-statique et

I’endommagement progressif;

— introduire une vitesse maximale d’endommagement, a relier aux vitesses bornées
de fissuration et qui jouera un iBle lorsque les taux de déformation deviendront im-
portants. Le temps caractéristique associ€ a cette vitesse maximale, coupl€ avec la
vitesse des ondes dans le milieu, permet d’obtenir une taille de zone de localisation
indépendante du maillage.

Afin de ne pas alourdir les notations inutilement, I’effet retard est ici psenté dans le
cas unidimensionnel. La loi d’état est alors :

o=E°%(1—d)(e)y —E°(—g)4 (1.18)

Le modele est défini par sonénergie de déformation W, qui prend en compte le ca-
ractere unilatéral de I’endommagement, différenciant le comportement en traction et en
compression :

1] (0% (-0}
W:E E0(1—d)+ £0 (1.19)
Le taux de restitution d’énergie associ€ ad est:
Y — a_LP _ <0->§r — E0<8>i (1 20)
ad |, 2E9(1-d)? 2 '
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1. Simulation du crash des composites

L’évolution de I’endommagement est gouvernée par Y. Typiquement, pour un grand
nombre de composites a fibres longues et pour de I’endommagement progressif, la loi
d’évolution quasi-statique de I’endommagement est donnée par :

d=(f(VY), sid S A

= Y sid<1 <t

{ d=1 ' sinon avec f(\/V):M (1.21)
Voo

L’introduction de Y rend I’endommagement dépendant du maximum du taux de resti-
tution au cours d’un chargement non-monotone.
L’introduction d’un effet retard modifie les lois d€volution qui s’écrivent alors :

d:JA{L—HRf@N)—th}ﬂd<:L d = 1 sinon. (1.22)

Tc

OU T est un temps caractéristique du modele et H une fonction a définir.
Dans le cas d’une sollicitation quasi-statique, on souhaite retrouver les lois statiques

connues: _
d~0=d=f(\/Y)

Cela impose @ H de vérifier: H(0) = 1. De plus, on suppose que H < 0 et, afin
d’assurer dpax = 1/T¢, on impose :

lim H(x) =0

X— 400

©

©
o N A O KB

H(x)

e ©°

Figure 1.10 — Allure de H en fonction du paramétre a

Il est bon de noter que plus H tend vers 0 rapidement, plus I’effet retard est faible et
plus le comportement devient fragile. Un choix simple pour H est le suivant :

H(x) = exp[—a.X] (1.23)

Pour cette famille de fonctions, le caractere plus ou moins fragile de I’évolution de
I’endommagement dépend donc de a (figure 1.10).

L’effet retard est présenté sur la courbe contrainte-déformation (Figure 1.11), qui
représente la réponse matériau. Un accroissement important de la contrainte peut €étre
observé lorsque le taux de déformation augmente. Cependant, il faut bien remarquer que
dans la gamme de sollicitation typique du crash, les effets de vitesse sont tres limités. Les
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1.2. Mésomodele de stratifé a endommagement retardé

x 10°

Stess (MPa)
o = N
N I ST

0 0.01 0.02 0.03
Strain

Figure 1.11 — Courbe contrainte-déformation pour des chargements a différents taux de
déformation

effets n’interviennent que dans la phase de localisation, lorsque les taux de déformation
deviennent localement tres importants.

Il est bon de remarquer que la partie post-pic de cette réponse matériau ne peut pas
s’obtenir directement sur la courbe de réponse d’une éprouvette, du fait des phénomenes
de localisation. Un calcul simple d’une éprouvette en traction quasi-statique jusqu’a rup-
ture en utilisant le mésomodele a effet retard permet de montrer qu’une réponse matériau
de ce type aboutit a une réponse de type rupture brutale au niveau de la réponse globale
[Allix et De, 1997].

35}
13U ob. b Material
| £ - low modulus fibers
b h - high modulus fibers
IS o e e et e i 30+ hp - high modulus fibers, high porosity
140 |- Stress Location
7 & Front face - matrix
/C—U\ 135 5 v Rear face - matrix
o - o Front face - fiber bundles
E 130 o Rear face - fiber bundles
~— EZOV-
O m o
2 g
S 10 S
= 3
© s «
10
110
103 sk
100
0
0 05 1.0 15 20
Pulse Width (usec)
(a) Simulation avec I’effet retard [Allix et Del;, (b) Essais plaque-plaque [Goeke et
1997] McClintock, 1975]

Figure 1.12 — Rupture de composite carbone-carbone

Enfin, les parangtres de retard peuvent €tre vus comme des parametres liés aux ef-
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1. Simulation du crash des composites

fets de vitesse de rupture, a rapprocher des vitesses bornées de fissuration. Leur identi-
fication doit donc se faire sur des essais faisant intervenir ces effets de vitesse, qui ap-
paraissent pour des taux de déformation élevés. Ces effets sont mis en évidence dans

[Goeke et McClintock, 1975], sur des essais plaque-plaque pour des composites carbone-

carbone. Ainsi, une premiere démarche d’identification aété mise en ceuvre dans [Allix

et Deli, 1997, Allix et Sen Gupta, 2002], dans le cas des composites carbone-carbone.

Elle se base sur la réponse du modele a un créneau d’effort, en reliant la contrainte

appliquée au temps minimum d’application pour atteindre la rupture. Ces courbes (fi-
gure 1.12(a)), qui dépendent des parametres du modele peuvent alors &tre comparées

aux courbes expérimentales obtenues grace aux essais de type plaque-plaque, comme

ceux figure 1.12(b) de [Goeke et McClintock, 1975]. On voit sur la figure 1.12(a) que le
temps critique T¢ se retrouve au niveau de I’asymptote verticale des courbes, tandis que

a gere effectivement bien le caractere fragile du comportement. Ces essais correspondent

a des sollicitations extrémement séveres, avec des taux de déformation bien supérieurs

a ceux correspondant aux essais de crash, ce qui rend les effets de vitesse de rupture

prépondérants. De tels essais ne sont pas envisageables pour les stratifiés, en raison de la
géométrie de ces derniers. La question de I’identification des parametres de retard dans

ce cas n’est donc pas résolue.

1.3 Conclusion

Cette partie a permis de mettre en avant les problématiques de la simulation des ab-
sorbeurs de choc en composite multicouche. Afin de garantir un minimum de pertinence,
sinon de prédiction, de la part du calcul, les modeles utilisés doivent &tre suffisamment
fins pour rendre compte de la dissipation e a la ruine de la structure de fag on Ealiste.
Le mésomodele de stratifé a effet retard permet notamment de décrire convenablement
le comportement statique ainsi que la rupture, qui joue un rdle prépondérant dans I’ab-
sorption d’énergie. Ce modele, de plus, est adapté a I’implantation numérique, tant pour
le choix de I’échelle de description que pour son objectivité numérique.

La question qui se pose a présent est de savoir comment identifier ce mocEle. Il a
€t€ vu que des procédures d’identification standards existaient pour la partie statique du
modele. En revanche, I’identification de la loia effet retard pour les stratifiés reste une
question ouverte. La suite de I’étude cherche a apporter des €léments de réponse tout
d’abord en essayant de poser le probleme de cette identification puis en proposant une
stratégie d’identification adap€e.
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Chapitre 2

Remarques sur I’identification de
modeles d’endommagement jusqu’a
rupture en dynamique

Dans ce second chapitre, on pose le probleme de l'identifica-
tion des parametres associés a I'effet retard du mésomodéle
de stratifie. Dans un premier temps, le caractére identifiable
du modele est discuté a partir de considérations analytiques et
numériques. Dans un second temps, on présente le contexte
d’identification et les méthodes envisageables. Une premiére
méthode basée sur I'écart entre solutions est alors testée sur
un exemple numérique.
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2. Remarques sur I’identification de mockles d’endommagement en dynamique

Le mésomodele a effet retard a été présenté dans la partie 1.2.1. L’idée qui le sous-
tend tient dans I’introduction d’une vitesse maximale d’endommagement qui permet de
résoudre les problemes numériques de dépendance au maillage. De plus, ce temps cri-
tique se veut €ire une caractéristique matériau et non une astuce numérique. Cela sup-
pose donc qu’il puisse €tre identifie expérimentalement. Or, un obstacle a I’identification
pourrait étre le fait que les parametres de I’effet retard n’interviennent que lorsque des
phénomenes de localisation li€s a I’endommagement apparaissent. Comme la zone de lo-
calisation est souvent tres petite devant les tailles caractéristiques de I’éprouvette, il n’est
pas certain que les mesures expérimentales soient suffisamment sensibles pour permettre
une identification de ces parametres. Cela signifie qu’il faudra probablement dsvelopper,
d’une part, des essais adaptés a cette identification, de fag ora ce que ces phénomenes ne
soient pas marginaux et, d’autre part, des méthodes d’identification.

Une démarche d’identification aété mise en ceuvre dans [Allix et Dell, 1997, Allix et
Sen Gupta, 2002], pour les composites carbone-carbone 3D. Il a €t€ vu dans le chapitre
précédent qu’elle se basait sur des essais plaque-plaque qui ne sont pas envisageables pour
des stratifEés tels que ceux qui sont étudiés ici. C’est pourquoi, dans la présente €tude, on
s’interroge sur la possibilité d’identificationa partir des essais de caractérisation utilisés
pour les applications telles que le crash, par exemple un essai aux barres d’Hopkinson
(SHPB). Les deux points étudiés dans ce chapitre sont alors :

— dans un premier temps, de savoir si le modele est identifiable sur ce type d’es-
sai. Pour cela, une étude analytique est menée pour un scénario simplifi d’essai a
rupture, dans laquelle sont quantifiges les différentes énergies mises en jeu. Puis,
I’influence des parametres de retard sur les conditions aux limites de I’essai est
analysée sur un exemple numérique ;

— dans un second temps, de s’interroger sur les stratégies d’identification envisa-
geables, une fois le cadre d’identification po€. Une premiere méthode est alors
testée sur un exemple numérique.

2.1 ldentifi cation desparanetresd’ effet retard

2.1.1 Caractere identifiable : considération énergétique

L’idée de cette partie est d’estimer les différentes €nergies mises en jeu dans un essai
a rupture, du point de vue du modele, pour avoir une idée du role jou€ par les différents
phénomenes. Ainsi, si le modele est identifiable et qu’il rep€sente bien la réalité, on aura
posé€ certaines frontieres pour son identification, [Allix et Feissel, 2003].

L’étude est menée avec le modele unidimensionnel aeffet retard présenté au 1.2.2 avec
comme caractéristiques matériau, celles donn€es par le tableau 2.1, qui correspondent a
un composite Sic-MAS [Dei, 1997]. Ce choix est fait afin de pouvoir effectuer des com-
paraisons avec des études précédentes, sachant que I’étude simplifiée unidimensionnelle
qui est menée sert de premiere approche.

On peut notamment remarquer que le seuil d’endommagement est pris €gal a zéro.

. . . 0 P .
Nous verrons que la taille de la zone de localisation est de I’ordre de % résultat qui
avait déja été mis en avant dans [Del, 1997]. Ceci nous a conduits a choisir une valeur
par défaut de 1 de 2ps, afin de retrouver une taille de zone de localisation de I’ordre de

I’€paisseur du pli.
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2.1. ldentification des paranetres d’effet retard

Elasticité Endommagement
Module d’Young EV =57 GPa Seuil Yo =0 MPa
Densité p% =2280kg.m3 Force critique Y. = 0,23 MPa
Déformation critique & =2,81073
Célérité des ondes C°=5000m.s~?! Constante de retard a=10
Impédance Z9=1,14-10"kg.m~2.s~1 | Temps critique Te =24

Tableau 2.1 — Propriétés matériau

2.1.1.1 Déroulement schématique d’un essai jusqu’a rupture

Si I’on considere une poutre soumise aun chargement quasi-statique de traction, I’état
est homogene dans toute la poutre au cours du chargement jusqu’au moment ou le com-
portement adoucissant du matériau entraine une instabilité conduisant ala rupture brutale
de la poutre. Cette rupture se fait par localisation des déformations et de I’endomma-
gement dans une petite partie de la structure, le reste de la barre se déchargeant. La
réponse globale de la structure est donnée par une courbe de comportement présentant
une chute de rigidité soudaine, typique d’un essai mené jusqu’a rupture. A partir du pic,
cette réponse n’est plus une réponse matériau, du fait de I’hétérogénéité de I’état dans la
poutre. Une telle réponse globale peut alors tres bien correspondre a une réponse locale
du type loi a effet retard dont les courbes caractéristiques sont données figure 1.11.

Cet exemple permet de montrer que, de maniere générale, la structure est soumise a
deux régimes distincts :

— en dehors de la zone (spatio-temporelle) de localisation, le taux de déformation est
gouverné par le chargement et I’endommagement suit les lois d’évolution statiques ;
— dans la zone de localisation, la rupture étant un phénomene rapide, de forts taux
d’endommagement et de déformation sont atteints.
Ce point est confirmé par I’exemple numérique suivant, qui est celui d’une poutre en
traction ayant un comportement endommageable a effet retard.

x 10" (/s) x 10° (/s)
l T T T T T T T T T T T T T T
strain rate: St damage rate:
o5} — inthe localization zone 4| — inthe localization zone
- - in the rest of the beam - - in the rest of the beam
3l
0 TTTTT e~
S 21
-05 1l
, 0 U
-1 | | | | | | ! time (S) | | | | | | | time (S)
0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4

x107° x 10
Figure 2.1 — Taux de déformation et d’endommagement dans la barre
Avant localisation, le taux de déformation moyen est de I’ordre de grandeur du pa-

rametre de chargement €, et comme € < % on retrouve dans la barre le méme endomma-
gement que pour la loi statique classique. En revanche, apres le pic, I’endommagement
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se localise dans une bande de largeur notée h, dans laquelle le taux d’endommagement
tend rapidement vers % et ou le taux de déformation prend €galement des valeurs plus
importantes.

Cet exemple numérique est fourni par un calcul explicite a partir d’un pré-chargement
statique, simulant une barre en traction avec un défaut de rigidité initiale de 1% en son
milieu pour initialiser la localisation. Le pré-chargement est choisi de sorte que la locali-
sation apparaisse au bout de quelques pas de temps (environ 1000). La figure 2.1 compare
les taux de déformation et d’endommagement dans la zone de localisation et dans le reste
de I’éprouvette.

La zone de localisation €tant de petite taille devant la taille de la structure, la ques-
tion se pose de savoir si des mesures peuvent permettre de caractériser ce qu’il s’y passe.
L’idée ici est de dire que cela sera possible si les phénomenes mis en jeu ne sont pas
négligeables d’un point de vue énergétique. C’est pourquoi, on souhaite évaluer la dis-
sipation liée a la rupture, et la comparer aux autres énergies mises en jeu. Pour cela, il
faut:

— évaluer la densité de dissipation dans cette région ;
— évaluer h, la taille de la zone de localisation.

2.1.1.2 Densité de dissipation : évaluation

Pour évaluer la densité de dissipation dans les différentes zones, on part de sa définition

sur tout intervalle [tq,tp] :

t2 .
wg= [ Y.dot (2.1)
t1

Le scénario de I’essai est celui décrit au 2.1.1.1, ou on introduit I’endommagement
d, correspondant a I’endommagement provoquant la localisation. En pratique, d; est de
I’ordre de 0,5. Hors localisation, I’endommagement suit la loi statique (1.21), avec pour

f:
f(VY)= <£> = (<8>+)n avec: Ye= E%e (2.2)

& 2

ou, sauf indication contraire, le parametre n sera pris égal a 1.
La densité de dissipation, en dehors de la zone de localisation, est donc indépendante
du temps et est donnée par :

E0.&2
6

. d
atic — / 'y od = = g3 2.3)
0

Dans la zone de localisation, la densité de dissipation est donnée par :

woe /t'“f E0.g2 Q5 avec t; I’instant de localisation
R 2 t la durée de la rupture
| (2.4)
tr 0 g2 .

= ———.dd&t enchoisissant: t =0.
0 2

Cependant, I’histoire de €(t) n’est pas connue a priori, puisqu’elle dépend du charge-
ment et de la réponse du modele. Le choix est fait ici de prendre un taux de déformation
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constant dans la zone de localisation, ce qui est une hypothese forte. Elle revient finale-
ment a étudier la réponse du modele a un chargement a taux de déformation constant et
on néglige notamment I’influence du modele sur le chargement. Le taux de déformation
représente le taux de déformation moyen dans la zone de localisation. On considere donc
que I’histoire dans la zone de localisation est donnée par :

EC.(g +£t)?

Y(t) ==

Dans ce cas, la densité d’énergie dissipée s’exprime:

tr E EO re(e) :
_/ s|+st 2.d(t)st = 2—8/ e2.d(g)de (2.5)
g

Pour évaluer m°° il reste donc a évaluer &, ainsi que I’histoire de detle temps a

rupture en fonction de €.
Afin d’avoir une premere idée de cette dissipation, faisons I’hypothese que le taux

d’endommagement est constant et vaut % Le temps de rupture t, est alors donn€ par :

La figure 2.2 montre que cette estimation n’est valable que pour des taux de deformation
suffisammentéleves.

3 X 10_5‘

— time to rupture

2.5 T

1.5,

0.5}

0 0.0020.0040.0060.008 0.01 0.0120.014

Figure 2.2 — Temps de rupture en fonction de tc€

Estimation du taux de déformation dans la zone de localisation
Il reste a présent a évaluer le taux de déformation dans la zone de localisation c’est-a-
dire la valeur & partir de laquelle d(€) ~ T—lc ou encore la valeur des taux de déformation

compatibles avec la localisation. _ _
Connaissant tr, on peut déterminer d|g—1(€) = d(t) :

d(tr):r—lc.{l—exp (—a[étr—(l—dﬂ]) } (2.7)
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On définit alorsemini tel que d(tr) >(1- a)%, lorsque € > €niini . On prendra comme
valeur typique, a = 5.10~%. Cela permet d’obtenir une valeur de £yini donnée par :

. & (. Ina
Emini = & (1 4&(1—d|)) (2.8)
Avec t, = Tc.(1—dj), pour avoir d(t;) > %(1—3.10*4), il faut que € vérifie:
) 1
Tc€>ec(1+ §> (2.9)

L’expression (2.7) permet de conclure que le taux de déformation dans la zone de
localisation est donné€ par :

. 16
Tt =gc(1+ ) ~ 7.1073 (2.10)

La figure 2.3 montre que cette approximation est touta fait satisfaisante, puisqu’elle
permet de retrouver I’ordre de grandeur des taux de déformation a partir duquel la vitesse
maximale d’endommagement est atteinte.

Estimation de la densité d’énergie dissipée

Ayant une premiere approximation des différents termes intervenant dans la densité
de dissipation (2.4), il est a présent possible d’en donner une estimation dans la zone de
localisation:

EO Te(1-d) .
app 2
Wy _—Z.Tc'/o (& +et)° ot

B EO.(£1¢)? €| 2 € (211)
== .(1—d|)3.{1+3(7‘%10(1_@)) +37é10(1—d.)}

Sachant que d; ~ 0.5, et que £.T¢ est donné par (2.10), il est possible d’avoir un ordre
de grandeur de w;":

EQ. (EminiTc)? a a?
app minite)” (4 3
W 48 ( * (a—z.lna+(a—2.lna)2>)

N EO. (éminil'c)2
o 18

(2.12)

Validité de I’approximation (2.12)
Afin de valider I’approximation de la densi€ de dissipation donnée par (2.12), une
analyse plus fine est merge, ou'la vitesse d’endommagement n’est plus supposée constante.
Pour conserver une expression relativement simple, on peut constater que, pour de
forts taux de déformation, d — d; devient négligeable devant f(v/Y) — f(\/Y}), (pour n =
1), ce qui conduit a I’approximation suivante :

d:T—lC.{l—exp[—a,s;:']}:T—lc.{l—exp[—ai—':]} (2.13)
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€=000/s
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€=700/s
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— €= 400is

. a=10 T.=2e-6s
= c
— €= 1005 _

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Tox strain

€ >3000/s

damage rate

closeup

Figure 2.3 — Taux d’endommagement en fonction des déformations: effet du taux de
déformation

La figure 2.3 compare cette expression avec I’expression exacte, pour difrentes va-
leurs du taux de déformation. Dans cet exemple, pour un taux de déformation supérieur a
300051, les deux expressions conduisent pratiquement aux mémes courbes.

Remarque :

On peut noter que pour des taux de déformation plus faibles, d n’atteint pas
la valeur limite <.

Il nous faut alors estimer le temps a rupture t,. L’équation (2.13) intégrée entre 0 et
€ = &.t; fournit I’expression suivante :

1—d = g { A+ %. <exp [—a.as'—tr] —1)} (2.14)
C C

ou n est petit devant 1; ceci permet d’approximer I’expression (2.14) par :

B €c €Tc.(1—d)) €Tc.(1—d))
1_1+n+m. [exp {—a.T] (1—a.Tn) —1} (2.16)

En notant,

Ce qui permet d’avoir une expression approchée de n, dont on peut encore ne conser-
ver que le terme d’ordre le plus faible:

&

&
~ ~ Te.(1— — 2.17
ate.(1—d))e et b =Te(1-d)+ ae (2.17)

n

Vérification de la quali€ de I’approximation

Les figures 2.2 et 2.4 pésentent respectivement la valeur exacte de t;(€) et I’erreur
relative pour t, évalué par (2.16) ou par son approximation au premiere ordre (2.17). Pour
les valeurs de € considérées, I’erreur relative est de I’ordre de 1%.

Le taux de déformation dans la zone de localisation peut alors €tre estimé a partir de
(2.8) , avec cette expression de t;.

La figure 2.5 pésente la valeur de €mni en fonction du parametre de modéle a, pour
différentes valeurs de n, exposant de la loi puissance choisie comme loi d’état. Pourn =1,
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10
— approximation

- ——— first order
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Figure 2.4 — Ecart relatif entre le temps de rupture et ses approximations

— n=1
-= n=1,(28)
. n=1,(2.10)
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Figure 2.5 — Taux de déformation minimum &qini pour atteindre %

les courbes approchées calculées a partir de (2.8) et de (2.10) sont également tracées sur
la figure et sont une bonne approximation de la courbe exacte. Toutefois, le choix de a
(ici 1.1073) influe sur la qualité de I’approximation, sans &tre néanmoins critique.

Il est alors possible d’obtenir une nouvelle estimation de wgq. Pour cela, on prend
les valeurs déterminées de €mini d’apres (2.8), d d’apres (2.13) et t, d’apres (2.17). 1l en
découle une forme de wy :

0 0

EO t _ EQO [t . et
asy 254 2 .
Wy _—Z-TC/O (& +et)” ot —Z.Tc/o (g +€t)exp a.—SC ot (2.18)

En négligeant le second terme et en développant le premier a I’ordre 1 par rapport a
n, cette expression peut alors étre approximée par :

.a EO.(éTC)Z 3 ) 2 &l
g ~0g = (1—d) '(1+(é1c(1—d|)> Teea—ay )0 @1
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x 10°

—— modele
5 - -- 7, (2.18)

w,”, (2.19)
...... W'’ (2.10)
Wi’ (2.12)
loi statique
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oL_ 1 I | Xlo_
0 4 . 8 12
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Figure 2.6 — Energie dissipée en fonction de Tc£

La figure 2.6 compare la valeur exacte de uy et son approximation a partir de (2.11),
de (2.18) et de (2.19). On peut également remarquer que la valeur ponctuelle donnée par
(2.12) est une bonne approximation de (2.11). Cette derniere expression, relativement
simple, sera, par conséquent, retenue pour I’estimation de I’énergie dissipée dans la zone
de localisation puisqu’elle fournit une estimation raisonnable de la dissipation pour un
coat faible.

2.1.1.3 Estimation de la taille de la zone de localisation : analyse unidimensionnelle
de propagation d’onde

Le paragraphe précédent a permis d’estimer la densité de dissipation lie a I’effet
retard dans la zone de localisation. Afin de pouvoir calculer I’€nergie dissipée, il reste
donc a estimer la taille de la zone de localisation. L’approche suivie a notamment €té
exploitée par [Sluys, 1992] ou [Comi et Perego, 2001] pour d’autres types de modeles ;
elle consiste, a partir d’une analyse unidimensionnelle linéarisée, a estimer la longueur
caractéristique de concentration d’énergie des solutions.

Considérons une barre de longueur infinie, constitiée d’un matériau suivant la loi a
effet retard. On suppose que la barre est soumise a un chargement statique uniforme, et
on caractérise son état homogene par: (d,€), avec € = dec pour le modele considéré.

On considere ensuite, comme dans [Sluys, 1992] ou [Comi et Perego, 2001], I’€quation
constitutive lin€arisée autour de I’état de déformation statique (g,d):

Ox=pV avec G=E[(1-d)é—dg] (2.20)

et, en notant que € x = V x (OU'v est la perturbation en vitesse) :

Co® [(1—d)vyx— d'7xg} =V avec Ccp= \/E (2.21)
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En linéarisant la loi d’évolution de I’endommagement pres de I’état de chargement
statique, on obtient :

- a/f& . 1 /¢ . Tc
d_T_c<€_c_d)_T_c<8_c_d> avec Tc_g (2.22)

On recherche a présent des perturbations sous forme harmonique :

V = Vg exp [i(oot—kx)} 293
d = do exp [i(wt—kx)} 229)

ou k est complexe du fait de la viscosité introduite par I’effet retard.
L’introduction de cette forme de perturbation dans les équations du probleme lin€arisg,
amene au nouveau systeme :

a-0e-Zlwriked =0
ik N I (2.24)
[Tcsc] Vo + [T—C+Iw] 0 =

Le systeme précédent ne possedera des solutions non-triviales que si son déterminant
est nul. Ceci impose que I’équation de dispersion suivante soit vérifiée :

2(1-2d)+ (Tew)?(1-d) —idTew
(1-2.d)>+ (Tew)?(1-d)?

(coTek)? = (Tew) (2.25)

Cette expression impose les parties réelles et imaginaires du vecteur d’onde. Dans la
suite, on note w et k respectivement la fréquence et le vecteur d’onde adimensionneés :

w=T.w

2.26
k=coTck=B+ia ( )

ou o représente le taux de décroissance de la solution et son inverse la longueur adimen-
sionnée de concentration d’énergie pour un w donné.
L’équation (2.25) implique :

BZ:P(\/m+a>

(2.27)
(xz =P (\/m_ a)
avec .
p_! o
2 (1-2.d)2+w?(1-d)? (2.28)

a=(1-24d)+w(1-d)
b=-dw

On peut alors en déduire la valeur de la vitesse de phase adimensionnée, ce, de la
vitesse de groupe adimensionnée, cg, ainsi que la taille de localisation adimensionnée %
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en fonction de w. Enfin, on peutégalement exprimer leur valeur limite (lorsque w — o)
en fonction de d :

1 2(1-d)? (2.29)
0 (o) d

Ces fonctions sont représentées sur les figures 2.7 pour d = 0.6, qui est une valeur

plus importante que la valeur critique dans le cas purement statique, correspondant a un
changement de régime.

Phase velocity — 5
Group velocity ----

wle o,
0.25050.75 1 12515175 2 025 05 075 1 125 15 1.75 2 ¢

(a) Vitesse (b) Longueur de décroissance

Localization length

1.75
15
1.25

0.75
0.5
0.25

0.5 0.6 O.7d 0.8 0.9

[
L.a/CO.TO (adimensional)

(c) Longueur de localisation

Figure 2.7 - Evolution des fonctions issues de (2.29)

Si on applique ces résultats a notre exemple, cela mene a une estimation de la taille de
la zone de localisation de :

le=v2coTe~1mm (2.30)

Ce développement constitue une premiere approche, basée sur une analyse a I’ordre
1. Elle s’appuie donc sur I’initialisation de la localisation et, vu ce cadre, ne permet
pas de décrire une croissance du taux d’endommagement jusqu’a Tc. Elle permet tou-
tefois d’avoir une premiere idée, que des développements futurs pourront compléter, tout
comme la démarche numérique présentée dans la suite.
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2.1.1.4 Dissipation dans une poutre

Comme il a €t€ vu dans I’exemple de la poutre en quasi-statique, il y a deux zones
distinctes dans la structure : la zone de localisation et le reste, qui se comporte a peu pres
comme en statique. Grace aux résultats des parties précédentes, il est a présent possible de
fournir une évaluation de la part des différentes zones dans la consommation d’énergie,
en fonction des parametres du modele.

On considérera donc que la dissipation en dehors de la zone de localisation est la
méme qu’en statique. Puis, pour évaluer la dissipation dans la zone de localisation, on
utilise les résultats de la partie 2.1.1.2 qui fournissent la densité d’énergie dissipée et ceux
de la partie 2.1.1.3 pour obtenir la taille de la zone de localisation.

Enfin, il faut noter que le taux de dgformation n’est €leve, dans cette partie de la barre,
qu’a partir du début de la localisation, ce qui correspond a un endommagement critique
ded = % pour nos parametres. Il faut donc estimer cette dissipation a partir de cet instant
critique et non avant.

taille de la zone de localisation

.k Dissipation, zone de localisation (2.12) 3
5 100 Dissipation, zone de locdisation (2.5) 4 i 7
= g —-—- Dissipation hors localisation 081 g
5 - Energie &lastique 4 i |
§ N Energie extérieure E
<10 T 06} ,
] E 5
& < L i
=3 -
8 e 04| i
5
2 10 E L i
[=2] E
Ecj 0.2} i

10*5: O
10° 10° 10" 10° -4 -2 0 2 4 6
a (echellelog) loga

Figure 2.8 — Approximation de I’énergie dans une poutre

Avec ces approximations, la figure 2.8 compare I’ordre de grandeur des difrentes
énergies en fonction de a pour une poutre de 15cm de long. Avec le modele, la dissipation
dans la zone de localisation est du méme ordre de grandeur que les autres énergies mises
en jeu, dans une certaine gamme de valeurs du parametre a, correspondant aux valeurs
usuelles, a entre 1 et 10. Ainsi, cette approche assez simple est encourageante quant au
caractere identifiable des paranetres de la loi a effet retard.

2.1.2 Influence des parametres sur les champs aux limites

Apres I’étude sur le modele théorique du paragraphe précédent, on regarde ici, dans
un cas particulier, si la valeur des champs aux limites dépend des parametres de retard, a
et 1c. Ceci semble un point important si I’identification se base sur des essais type SHPB
pour lesquels les mesures sont les conditions aux limites de I’éprouvette. 1l faut donc étre
capable de dire, avant de mener I’identification, si les mesures sont suffisamment sensibles
aux parametres recherchés.
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Afin de mener cetteétude, une démarche numeérique est adoptée. Pour celle-ci, on re-
prend un calcul présenté dans [De, 1997], avec les parametres matériau utilisés précédem-
ment et présentés dans le tableau 2.1. La structure est une barre unidimensionnelle de sec-
tion S = 1mm?2, de longueur L = 100 mm, sollicitée &ses deux extrémités par des efforts de
traction. Ceux-ci sont constitués d’une rampe de chargement, suivie d’un plateau d’effort.
Le temps de montée est de 10us et le plateau est choisi de telle sorte qu’il provoque la
rupture au centre de I’éprouvette, Frax = 10 3EYS N. Le temps d’étude total est de 80 ps.
La barre est découpée en 100 éléments linéaires a deux nceuds, de taille égale. Le calcul
est mené en utilisant un schéma explicite pour les déplacements, et une théta-méthode,
avec 68 = 0,5, pour I’intégration du comportement endommageable a effet retard.

Dans la partie précédente, Tc = ¢ était le parameétre permettant de déterminer la taille
de localisation. On regardera ici I’influence de a et de T sur les conditions aux limites.
Pour cela, les efforts étant imposeés, plusieurs calculs sont menés pour plusieurs jeux de
parametres matériau différents et les champs aux limites en déplacement obtenues sont
comparées.

x16°%

8,

—_— .
T = 4ps
T e Ioks
R Te=1ps
E 4 a=1 o
17 -
’ 0.6
:O v‘l E
8 0.4
T
4
0.2F
0 400 800 1200 1600 0 01 2'0 20 60 80 “'100
pas de temps numéro des éléments
(a) Conditions aux limitesen x=0 (b) Endommagement & I’instant final

Figure 2.9 — Influence de T sur la réponse de la barre

La figure 2.9 p€sente I’effet du parametre Tc sur la réponse au chargement. Seuls les
déplacements a I’extrémité x = 0 sont représentés, ceux a I’extrémité x = L étant simi-
laires, vu la symétrie du probleme. On observe une influence du parametre avant rupture,
qui est accentuée apres rupture, lorsque les deux morceaux séparés de la barre s’€loignent
I’un de I"autre, I’instant de rupture dépendant de Tc. La figure 2.9(b) p€sente I’état d’en-
dommagement dans la barre a la fin du temps d¥€tude ; celui-ci dépend également de T,
comme on pouvait s’y attendre d’apres I’étude menée au 2.1.1.3.

La figure 2.10 pésente I’influence du parametre a sur les champs aux limites, le
parametre T, étant fixé. La encore, une influence des parametres peut €tre remarquée.
Cependant, il est intéressant de noter que, pour ce choix de T, ce chargement et des
valeurs de a inférieures a 10, on observe un phénomenhe de saturation de I’influence du
parametre a. Cela s’explique en considérant que, pour a petit, il est possible d’effectuer un
développement limité a I’ordre 1 de la loi a effet retard, comme celui effectué au 2.1.1.3.
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Figure 2.10 — Influence de a sur la réponse de la barre

Dans ce cas, seul le rapport % = Tic joue un role dans la loi d’évolution de I’effet retard.

Ce premier exemple a donc montré qu’il était possible d’observer un effet des pa-
rametres de retard sur les champs aux limites de la barre. Cependant, la différence était
visible surtout apres rupture, lorsque les deux morceaux de la barre se sont séparés. Un
deuxieme exemple est traité, dans le but de se rapprocher du cadre des composites, de
telle sorte que soient évités ces mouvements importants de corps rigide. Pour cela, on
considere une barre formée de deux matériaux en parall€le, comme présenté sur la figure
2.11.

F
F F [
|

| t

Figure 2.11 — Poutre composite et son chargement

Un des deux matériaux est le méme que celui considéré précédemment, le second
est un matériau au comportement élastique linéaire simple de module E* = E?/2. Le
rapport de la section des deux matériaux vaut 1. Cela peut schématiser, dans une premiere
approche, un pli a fibres carbonea 0° entre deux plis a fibres aramide qui maintiennent la
structure en place, lorsque le pli central rompt. Afin d’obtenir une rupture au milieu de la
barre, le plateau d’effort appliqué est de Fyax = 1.3 (E®+E)S10—3N.

Les figures 2.12 et 2.13 permettent d’aboutir, sur cet exemple, aux mémes conclu-
sions que sur I’exemple précédent : il est possible d’observer un effet non négligeable des
parametres sur les champs aux limites. De plus, la figure 2.12(b) rep€sente la courbe
contrainte-déformation au centre de I’éprouvette (x = %), la ou le pli central rompt. 1l est
intéressant de voir que le taux de déformation dépendant du chargement et de la réponse
de la structure, la réponse est loin de ressembler & une courbe a taux de déformation
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constant. Ceci peut donner une id€e des difficul€s qui peuvent survenir pour identifier un
modele visqueux par une approche directe a partir de mesures expérimentales.
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Figure 2.13 — Influence de a sur la réponse de la barre composite

Cette étude numérique de I’influence des parametres de retard sur les champs aux
limites a permis de montrer que, sur un cas simple, la modification de la valeur des pa-
rametres avait un impact sur la valeur des champs aux limites. Cela conforte dans I’idée
que ce modele puisse €tre identifiable. La question qui se pose alors est de savoir si cette
influence des parametres est suffisante dans le contexte incertain dans lequel I’identifi-
cation devra sans doute se faire. Il est difficile de donner une €ponse tranchée, celle-ci
dépendant en partie des méthodes envisagées pour trouver les parametres. Il est toute-
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fois probable que ces variations ne soient pas noyées dans les perturbations, d’autant plus

que les méthodes qui ont été€ €tudiées au chapitre 3 permettent de bien séparer la partie
perturbation de la partie pertinente des mesures.

2.2 ldentifi cationa partir d’ essais hétérogenes
et dynamiques

2.2.1 Stratégie d’identification : possibilités
2.2.1.1 Contexte d’identification

La partie précédente a montré que d’un point de vue théorique, les parametres de
retard intervenaient de fag on non régligeable dans des essais a rupture. Il faut a présent
s’interroger sur la mani€re dont ces parametres peuvent €tre identifis, et dans cet objectif,
définir une cmarche d’identification qui associera les essais et la méthode d’identifica-
tion.

En ce qui concerne les essais, ils doivent évidemment faire intervenir la partie du
comportement ou I’effet retard entre en jeu. Cela implique donc des essais de rupture
entrainant des phénomenes de localisation, ce qui a plusieurs conségquences, a commencer
par I’hétérogénéité des essais ainsi que leur caractere dynamique. D’autre part, comme
nous y reviendrons au chapitre 3, le caractere brutal de la rupture et les difficul€s de
dépouillement des essais dynamiques entrainent de grandes incertitudes de mesure. Il
faudra donc en tenir compte dans I’approche choisie, ou tout du moins en €tudier les effets.
Ce sont ces deux points qui motivent la suite du travail, ou a €té recherchée une stratégie
d’identification pour les essais dynamiques dans un contexte de donrées expérimentales
incertaines.

Le caractere dynamique et hétérogene des essais interdit d’avoir une approche clas-
sique ou'il est possible de considérer que les mesures globales fournies par I’expérience
permettent d’obtenir directement la courbe de réponse matériau, comme c’est le cas sur
un essai de traction simple. De maniere générale, lorsque les essais ne sont plus ho-
mogenes, les approches directes ne sont guere possibles, car elles demandent le plus sou-
vent une connaissance forte de I’état de contrainte, afin de le reliera I’état de déformation.
Cette connaissance peut &tre analytique. Citons, toutefois, la méthode des champs vir-
tuels [Grédiac, 1996] qui propose une méthode directe pour les essais hétérogenes a partir
de mesures de champs de déplacement ou de déformation, obtenues, par exemple, par
méthode optique [Berthaud et al., 2001]. Cette méthode se base sur le principe des puis-
sances virtuelles, ou elle injecte les mesures dans les champs réels et choisit judicieuse-
ment les champs virtuels de fag ona obtenir des équations sur les parametres a identifier.
Une extension de cette méthode vers le cas de I’endommagement des composites est pro-
pos€e dans [Chalal et al., 2003]. De plus, nous n’avons pas connaissance de son extension
au cas de la dynamique transitoire.

Les approches directes ayant €t€ écartées, il reste alors les approches inverses, qui
vont utiliser la comparaison entre essai et calcul.
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2.2.1.2 Utilisation d’une approche inverse

Un probleme inverse peut se définir comme un probEme ou sont recherchées des
quantités permettant de définir le probEme direct correspondant. A titre d’exemple, il
peut s’agir de la recherche::

— de conditions aux limites manquantes sur un bord inaccessible a la mesure ;

— de fissures dans un milieu, ce qui revienta rechercher la frontiere du domaine ;

— ou encore de la relation de comportement.

C’est cette recherche de parametres matériau qui va nous intéresser ici. Elle est pos-
sible du fait d’une certaine redondance des données expérimentales vis-a-vis du probleme
direct, comme la mesure des efforts et des déplacements sur une méme partie de la
frontiere. Cela signifie que le probEme direct avec un jeu de quantités candidates a la
solution du probleme inverse devient, en général, mal posé.

En définitive, tout probEme d’identification peutétre vu comme un probleme inverse
et les approches dites directes le sont dans la mesure ou elles résolvent de fag on tri-
viale, ou tout du moins analytique, le probléme inverse. A titre d’exemple, dans I’essai
de traction simple, les hypotheses communément admises sur I’état de contrainte ho-
mogene permettent une connaissance analytique de la contrainte et de la déformation dans
I’éprouvette, ce qui permet d’obtenir directement la courbe de comportement matériau, a
partir des mesures.

On peut formaliser la démarche inverse, comme cela est fait dans [Bui, 1993, An-
drieux, 2001]. Ayant un modele physique dépendant d’un certain nombre de parametres
X, appartenant a'un espace X, on cherche atrouver les parametres de X, tels que la réponse
du modele corresponde a la réponse expérimentale. Celle-ci est déterminée par les me-
sures et données expérimentales que 1’on peut regrouper dans d, élément de I’ensemble
des données expérimentales D. Le probleme inverse est alors :

Pour d € D, trouver x € X tel que:
A(x) =d, Areprésentant la réponse du modele (2.31)

Ce probleme peut &tre mal pos€, dans un premier temps du fait qu’il n’est pas certain
qu’il existe des parametres du modele permettant d’obtenir les mesures expérimentales,
ce qui s’exprime par: d ¢ A(X). Ceci peut étre dd, par exemple, a une trop grande pau-
vreté du modele qui n’est pas capable de représenter les phénomenes physiques ou a de
possibles perturbations sur les mesures. C’est pourquoi, le probléme inverse consistera le
plus souvent a rechercher non pas les parametres qui vérifient exactement (2.31), mais
ceux qui vérifient au mieux cette relation. Ceci peut s’exprimer :

Pour d € D, trouver x € X tel que:
X = Arg mi)rg IAX) —d|| (2.32)
X e

C’est encore trouver le jeu de données expérimentales compatibles avec le modele,
A(x), le plus proche des mesures au sens d’une certaine norme. Remarquons que le
probléme inverse ne se met pas nécessairement sous cette forme. Plus généralement, il
fait intervenir une fonction implicite du modele et des données, du type ||A(x.d)|].
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Pour pouvoir résoudre le probleme (2.32), que I’on prendra comme définition du
probleme inverse, il reste a définir || e || et A(e).

On peut citer, a'titre d’exemple, comme dans [Andrieux, 2001], les problemes inverses
basés sur une fonctionnelle des moindres carrés, ou il est possible d’écrire le probleme
inverse sous la forme (2.32). Le plus souvent A sera définia I’aide d’un probleme direct
basé sur le modele et ses parametres, ainsi que sur une partie des données expérimentales
redondantes. On compare alors les données expérimentales restantes a leur équivalent ob-
tenu par la résolution du probleme direct, grace a une norme a choisir. Une autre famille de
fonctions cout est la famille des fonctionnelles de Kohn-Vogelius, initialement appliquées
au cas de la thermique [Kohn et Vogelius, 1984]. Dans ce cas, A est défini de fag on im-
plicite en séparant les données expérimentales et les champs du probleme direct en deux
espaces duaux, dépendant des parametres du modele. On cherche alors les parametres du
modele du probleme direct qui minimisent une certaine distance entre ces deux espaces.
D’un point de vue pratique, ces parametres sont trouvés en estimant la fonctionnelle a
partir d’€léments successifs des deux espaces duaux, jusqu’a trouver ceux qui minimisent
la distance.

D’un point de vue pratique, I’identification par approche inverse de parametres matériau
peut encore étre schématisée par deux étapes :

1. définition du probEme de base : a partir des données expérimentales, on définit un
ou plusieurs calculs pour un jeu de parametres donn€;

2. minimisation d’une fonction codt: a partir des champs solution des problemes de
base, une fonction colt des parametres matériau est définie. Les paranetres iden-
tifEs sont ceux qui minimisent cette fonction codt.

Les deux étapes sont en fait tres liées, la définition de la fonction cait influeng ant
le choix du probleme de base. D’ailleurs, on peut remarquer que le découpage en deux
étapes propos€ ici ne correspond pas a celui qui est fait dans (2.32) entre || e || et A(e).

Remarque :

L’identification par approche inverse variationnelle directe, comme celle
présentée ici, €tant un probleme de minimisation de fonction positive, il ad-
met toujours au moins une solution. Cependant celle-ci n’est pas forcément
unique et de plus, elle fournit une solution méme si le modele dont les
parametres sont recherchés n’est pas du tout réaliste. Il peut donc Eire
intéressant d’utiliser une méthode capable de quantifier I’erreur qui est faite
sur le modele.

Une partie importante de I’identification inverse revient donca chercher le minimum
d’une fonction codt. Les algorithmes permettant cette minimisation peuvent se classer en
deux grandes familles :

— Les algorithmes exploratoires, parmi lesquels les algorithmes génétiques, [Gold-
berg, 1989] :
Il s’agit d’obtenir le minimum en évaluant la fonction colt en un grand nombre de
points. En fin d’algorithme, on garde le meilleur candidata la minimisation. Afin
de limiter le nombre d’évaluations, la technique des algorithmes génétiques revient
a faire évoluer une population de jeux de parametres selon des criteres issus de
la s€lection naturelle. Le critere de performances des individus €tant donné par la
fonction codt, on itere sur la population les opérations suivantes : disparition d’une
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partie de la population par pression sélective, croisement et reproduction des survi-
vants avec possibilités de mutation pour permettre d’explorer des zones nouvelles
de I’espace des parametres et permettre une diversité suffisante. L’avantage de ces
algorithmes est qu’ils permettent de trouver plusieurs minima locaux, s’il y en a,
mais demeurent assez coteux puisqu’ils demandent un grand nombre de calculs.

— Les algorithmes de descente::
Il s’agit, partant d’un jeu de parametres de descendre le long de la nappe de la
fonction codt, de fag ona en trouver le minimum; cela revient d’une certaine fag on
a estimer son gradient. Pour cela, de nombreuses méthodes existent (méthode du
simplex, méthode de Newton, méthode du gradient conjugué, méthode de I’état
adjoint, [Andrieux, 2001]). L’avantage de ce type de méthodes est le codt de calcul
relativement limité. Cependant, le risque est d’obtenir un minimum local, dépendant
du choix du premier point. C’est pourquoi, certaines méthodes couplent les deux
approches, exploratoire dans un premier temps, puis de descente une fois que le
bon minimum est sélectionné.

On peut enfin citer les algorithmes bags sur les surfaces de réponse. Il s’agit, a partir
de I’évaluation de la fonction codt en quelques points et d’une forme supposée réguliere
et connue analytiqguement de celle-ci, d’obtenir le jeu de parametres minimisant la fonc-
tionnelle pour cette forme réguliere. 1l est alors possible d’itérer I’opération autour du
point obtenu, ou de la coupler a une méthode de descente.

2.2.2 Premiere approche, basée sur I’écart entre solutions

L’effet retard n’intervenant dans le comportement que lors des phases de localisation
et de ruine, les essais sur lesquels peut se baser son identification doivent faire intervenir
le phénomene de rupture. Si I’on souhaite une analyse fine de ces prEnomenes, il faudra
prendre en compte leur caractere dynamique. Le paragraphe 2.2.1 a permis de mettre en
avant les points clefs de la stratégie d’identification des paranetres de I’effet retard :

1. une approche inverse pour des essais hétérogenes en dynamique transitoire ;

2. du fait des difficul€s expérimentales, une prise en compte des incertitudes sur les
mesures.

Pour le premier point, la méthode proposée dans [Rota, 1994] semble tout a fait
adaptée. Afin de la confronter au second point et pour la pi€senter dans un cadre simple,
elle est ici illustrée sur le cas simple d’un essai sur une barre €lastique homogene dont
on cherche a identifier le module d’Young, probEme qui sera présenté plus en détail
au 3.1.2.2. Les mesures sont les efforts et les déplacements aux deux extrémités (fi-
gure 3.2). Cela peut correspondre aux mesures issues d’un essai aux barres d’Hopkinson,
considéré comme unidimensionnel. La méthode et ses fondements théoriques étant large-
ment développés dans [Rota, 1996], on se contentera, ici, d’en donner le principe dans le
cas particulier étudié.

2.2.2.1 Probléme de base

On considere le probleme mécanique défini par la figure 3.2. Il existe toute une par-
tie de la frontiere comprenant des données redondantes. Le probleme ainsi défini est un
probleme de mécanique mal posé puisqu’il n’admet une solution que si les conditions aux
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limites duales sont compatibles avec le comportement. Cela signifie que, sauf cas particu-
lier, ce probleme n’admet pas de solution. C’est pourquoi, a partir du probléme de départ,
sont redéfinis deux probEmes duaux qui ne reprennent qu’une des deux conditions aux
limites par extrémité. Typiquement, on choisit un probleme en déplacement et un en ef-
fort. Ceci aboutit a deux solutions, I’une dite Statiquement Admissible (SA), puisqu’elle
vérifie les conditions aux limites en effort, et une Cirématiquement Admissible (CA),
vérifiant les conditions aux limites en dgplacement. Si les parametres matériau du calcul
correspondent a ceux de I’expérience, les solutions des deux problémes seront identiques
(deux problemes duaux I’un de I’autre, le passage des conditions aux limites de I'un &
celles de I’autre se faisant par la transformée de Dirichlet-Neumann (DN), ou son inverse
(ND)). Si les parametres matériau different, ces solutions ne seront pas les mémes, et il
est alors possible de définir unécart entre ces solutions qui quantifie la quali€ de la re-
lation de comportement. L’identification consiste alorsa minimiser cet €cart par rapport
aux parametres matériau.

2.2.2.2 Définition d’un écart

Il reste encore a choisir un €cart entre les solutions des deux calculs, Ssa et Sca, ce qui
peut dépendre de différents parametres, notamment du type de loi de comportement que
I’on cherche a'identifier. Unécart doit vérifier les propretés suivantes :

— e(Ssa,Sca) = e(Sca,Ssa) (symétrie)

— e(Ss,Sca) > 0 (positivité)

- e(SSA,SCA) =0= SSA = SCA

Dans le cas €lastique, on peut citer :

— Ecart quadratique sur les conditions aux limites:

C’est le plus simple, qui compare les conditions aux limites du calcul avec celles
de I’expérience :

Ag; = Fsa—Fea || + || Usa — Uca |2

— Ecart au sens de Drucker :
Il ne convient que pour des matériaux stable au sens de Drucker, [Drucker, 1964],
sans quoi sa positivité n’est pas assurée.

1
Dy :/O (Osa—0Oca) : (éSA—éCA)dt

— Ecart en Relation de Comportement :
Il utilise le potentiel d’état thermodynamique qui définie la relation de comporte-
ment. Celui-ci doit alors €tre un potentiel convexe pour que les résultats suivants
soient valables. Dans le cas de I’élasticité, celui-ci est donné par :
1

W(o) = > TK~1o, avecK le tenseur élastique (2.33)

La transformée de Legendre-Fenchel de W est alors définie par :

W*(e)=0'e—W(0)

1+
= —¢ Kg
2

(2.34)
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L’inégalité de Legendre-Fenchel assure alors la positivité du résidu de Legendre-
Fenchel défini par:
nW(G78) = LIJ(0-> + LP*<8) - <07€>

ou (0,g) est le produit scalaire associé a I’énergie €lastique.
Notons que c’est sur cette méme propriété du résidu de Legendre-Fenchel que la
stratégie d’identification p€sentée au chapitre 3 se basera. On définit alors I®€cart
par :

AY = nw(ocaEsa) +Nw(0sa.Eca)

De plus, en faisant I’hypothese que les calculs fournissent des solutions exactes (au
sens de la précision de I’identification), on remarque que :

Nw(ocagca) =0

Nw(Os,Esn) =0

On peut alors montrer que I’écart s’écrit encore :
Ay = — —
« = (Oca—0sa).(Eca—€sa)

Pour chaque €cart, on vient de définir la contribution instantarée et locale. Il sera utile
de définir, la contribution instantarée de I’ensemble du volume puis I’écart sur I’ensemble
de I’intervalle de temps. Celui-ci peut tre choisi comme le Sup ou I’intégrale sur le temps.

On peut remarquer que cette méthode s’étend simplement au cas des comportements
non-linéaires, puisqu’il suffit de cEfinir un écart adapté, les calculs pour résoudre les
problemes de base restant des simulations standards. Dans notre cas, pour I’identifica-
tion de I’effet retard, I’écart au sens de Drucker ne conviendrait pas, a cause du caractere
adoucissant de la phase post-pic. En revanche, I’écart quadratique ou un écart basé sur les
résidus de Legendre-Fenchel des lois d’évolution sont envisageables.

2.2.2.3 Robustesse vis-a-vis des perturbations de mesure

La méthode présentée dans le paragraphe précédent impose de maniere forte les me-
sures comme conditions aux limites du calcul. On peut alors se demander si cela ne risque
pas de créer une incompatibilité des conditions aux limites duales non pas due ala relation
de comportement mais simplement a I’incompatibilité des perturbations en déplacement
avec celles en effort. Ceci pourrait alors perturber le processus d’identification.

Afin d¥tudier ce point, la méthode a été testée avec des conditions aux limites succes-
sivement exactes et perturbées. Pour cela, on prend comme exemple le cas d’une poutre
€lastique encastrée a I’un de ses bords et subissant une sollicitation de type demi-sinus en
effort a son autre extrémité, représentée figure 3.2. Afin de simuler les mesures exactes,
on effectue un premier calcul avec ces conditions aux limites, duquel on ressort les efforts
et les déplacements au bord. On peut ensuite, perturber les mesures, par exemple par des
fonctions sinus de fréquence plus haute ou encore des réalisations de bruit blanc.

La figure 2.14 piEsente la valeur de la fonction codt en fonction du module d”Young
adimensionné a identifier. Elle p€sente le cas des mesures non perturbées et celui des
mesures perturbées. Dans chacun des cas, sont représentées les fonctionnelles de type
g€cart quadratique et écart en relation de comportement. Elle montre bien que la méthode
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Figure 2.14 — Fonction co(t selon le type d’écart, méthode issue de [Rota, 1996]

est efficace pour des mesures non perturk®es. En revanche, elle semble mettre en exergue
les limites de la méthode pour des mesures fortement perturbées. Des €tudes de cas in-
termédiaires en terme d’amplitude relative de perturbation indique que pour le type de
perturbation choisi, I’identification devient impossible au-del de 10% de perturbation.

On peut tenter de I’expliquer par le fait que, la relation de comportement étant vérifge
de maniere forte dans les deux calculs, les perturbations ont une certaine influence sur les
champs au cceur de la barre. Ainsi, I’écart entre les calculs est artificiellement important,
du fait de I’incompatibilité des pertubations des conditions aux limites avec la relation de
comportement.

Cette illustration nous conforte dans I’id€e que la perturbation doit &tre prise en compte
d’une maniere ou d’une autre dans la formulation.

Bilan sur la méthode :

Cette étude a permis de confirmer I’aptitude de la méthode pour I’identification dans
le cas de mesures certaines ou faiblement perturbées. On peut remarquer également la
relative facilité de mise en ceuvre, puisqu’elle ne fait appel qu’a des calculs standards. En
revanche, I’exemple a mis en avant les lacunes de la méthode lorsqu’elle est confrontée a
des perturbations de mesures importantes. Ceci peut trouver son origine dans le fait que,
d’une part, aucun traitement particulier n’est prévu pour prendre en compte les incerti-
tudes. D’autre part, on effectue deux calculs séparément, cette séparation étant arbitraire,
quant au choix des conditions aux limites que I’on conserve dans chaque calcul.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons essay€ de dresser un tableau de la problématique liée a
I’identification des paranmetres du modele a effet retard a partir d’essais. Dans un premier
temps, il a €té possible de donner des limites a I’identification des parametres du point de
vue du modele.

Dans un second temps, les possibilités pour le choix d’une méthode d’identification
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ont été€ discutées, et une premiere méthode, issue de [Rota, 1996], a €té testée sur un
exemple simple. Il ressort de ce premier exemple, que cette approche est tout a fait adaptée
dans le cas d’essais bien maitrisés, ou les perturbations sur les mesures ne sont pas trop
importantes. En revanche, dans le cas de mesures perturbées, comme on s’attend a en
avoir dans les essais d’identification des paranetres de retard, la méthode est mise en
défaut. Dans le prochain chapitre, nous tentons d’apporter une réponse a ce probleéme en
proposant une méthode qui prend en compte le caractere incertain des mesures.
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Chapitre 3

Stratégie d’identification et prise en
compte des perturbations de mesure

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle stratégie
d’identification, basée sur les principes de I'erreur en relation
de comportement et prenant en compte les incertitudes sur les
mesures. Tout d’abord présentée dans le cas général, elle est
ensuite étudiée dans le cas d'une barre élastique sollicitée en
dynamiqgue. Sur cet exemple, nous étudions notamment la ro-
bustesse vis-a-vis des perturbations.
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3. Stratégie d’identification et prise en compte des perturbations de mesure

3.1 Strategied’identifi cation: casdel'@asticité
lingaire

La méthode mise en ceuvre au 2.2.2 était une premiere approche inverse susceptible
de s’appliquer a I’identification de loi de endommagement jusqu’a rupture. Un exemple
simple a montré que I’absence de prise en compte des perturbations rend cette méthode
insuffisamment robuste pour les perturbations de mesures ti€s importantes auxquelles on
s’attend. Apres une breve €tude des possibilités de prise en compte des incertitudes, une
nouvelle méthode basée sur I’erreur en relation de comportement est proposée.

3.1.1 Prise en compte des incertitudes de mesure

De fag on gnérale, les problemes inverses sont des problemes qui peuvent étre tres
sensibles aux perturbations des données expérimentales. C’est pourquoi de nombreuses
techniques existent pour essayer de régulariser ces problemes. Malgré tout, beaucoup
de ces méthodes fonctionnent pour des niveaux de perturbations assez limités. Un des
problemes, dans le contexte dans lequel nous nous sommes placés, est le manque d’infor-
mation sur I’amplitude des perturbations, qui est a priori tres €levée.

Ayant cela a I’esprit, un certain nombre de démarches offertes par la littérature sont
regardées.

Une premiere approche, qui est sans doute la plus simple, consiste a agir directement
sur les mesures par des techniques du traitement du signal, afin de filtrer les perturbations.
Ces méthodes sont notamment efficaces dans le cas ai les perturbations proviennent d’un
bruit non corrélé et d’amplitude raisonnable. Il faut de plus pouvoir caractériser le bruit
correctement pour le traiter efficacement.

Une voie différente consiste a imposer fortement la régularité sur les champs ou les
propriétés recherchés, par des méthodes de troncature. Il s’agit, en fait, de réduire I’espace
de recherche, en en proposant une base de taille limitée. C’est notamment ce qui est
proposé dans [Rota, 1996], pour traiter les perturbations des conditions aux limites.

Cependant, ces deux types de méthodes ont une efficaci€ limitée, car elles ne changent
pas la nature du probleme inverse, qui reste sensible aux perturbations ; elles essayent juste
d’éliminer les perturbations. Loins d’€tre inutiles, ces méthodes ne seront sans doute pas
suffisantes.

Ce premier jeu de méthodes agit, finalement, en amont du probEme d’identification,
sans modifier la dmarche en tant que telle. Pour gagner en efficacig, il faut sans doute
intégrer cette prise en compte du caractere perturbé de certaines données dans la stratégie
d’identification, cela dans I’espoir que les améliorations apportées aux mesures seront en
meilleur accord avec le probléme atraiter.

C’est notamment ce qui est fait dans les formulations basées sur le filtre de Kalman.
Celui-ci est une approche basée sur des principes probabilistes, et plus particulierement
sur les propriétés du meilleur estimateur [Kalman, 1960]. Il permet, en enrichissant les
données expérimentales au fur et a mesure du processus, de déterminer I’état d’un systéme
ou les parametres qui le régissent. La prise en compte des incertitudes se fait donc par
une approche statistique, et la méthode fournit notamment une mesure de I’incertitude
sur I’estimation des parametres identifis, grace a la matrice de covariance de ceux-ci.
Cette méthode, initialement prévue pour les systemes lin€aires, a 6t€ étendue au cas des
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3.1. Stratégie d’identification : cas de I€lasticité lin€aire

problemes non-linéaires. Une présentation de cette extension est notamment reprise dans
[Corigliano et al., 2000], ou une mise en ceuvre numérique de la méthode est proposée.
La démarche a récemment été étudiée dans [Corigliano et Mariani, 2003], dans le cadre
de I’impact dynamique.

Une autre approche de régularisation du probleme d’identification est celle de Tikho-
nov, [Tikhonov et Arsenin, 1977]. Elle consiste a venir ajouter un terme dit de régularisa-
tion a'la fonctionnelle qui doit &tre minimisée, dans les approches inverses variationnelles.
Ce terme est typiquement une distance a une valeur raisonnable des quantités cherchées ou
un terme imposant une certaine régularité, par exemple, la norme de la dérivée des champs
recherchés. En conséquence de I’ajout de ce terme, les solutions en absence de perturba-
tions sont d’autant changées que I’on donne de I’importance au terme de régularisation.
La minimisation de deux termes simultanément pose donc la question d’une pondération
judicieuse de chaque terme par rapport a I’autre. Plusieurs criteres de choix de ce poids
existent, repris dans [Bui, 1993, Andrieux, 2001], qui se basent sur une connaissance
a priori des amplitudes de perturbations. Ceci est, dans le cadre que I’on s’est fixg, un
probléme puisque cette connaissance a priori n’est pas accessible. De plus, ce type d’ap-
proche donne de bons résultats tant que les perturbations ne sont pas trop importantes.

Si on essaye de dresser un bilan sur ces deux méthodes, elles permettent, pour des per-
turbations raisonnables, d’obtenir des solutions régularisées et pertinentes. Elles agissent
donc sur les sorties du probleme d’identification. Notre probEme, pour appliquer ces
méthodes, est qu’il n’est pas possible, dans notre contexte d’identification, de cEfinir un
probléeme a partir de mesures ou de données fiables, c’esta-dire que d’une certaine fag on
les entrées du probleme d’identification sont toutes non fiables. Or ce sont bien elles que
nous aimerions régulariser pour qu’elles ne perturbent pas le processus d’identification,
sachant qu’un filtrage s’a\rerait insuffisant.

Certains travaux proposent de traiter le caractere incertain des données du probleme,
en cherchant a I’intégrer a la démarche. Citons tout d’abord [Andrieux et Voldoire, 1995],
qui proposent une régularisation au sens de Tikhonov dans une premiere étape du probleme
d’identification. L’in€rét principal est de pouvoir imposer des conditions aux limites plus
régulieres dans la suite.

Dans ce méme esprit, les travaux présentés dans [Cimetiere et al., 2000, Delvare et al.,
2003] n’imposent pas de maniere forte les mesures perturbées aux calculs nécessaires a
I’approche inverse. D’autre part, une régularisation supplémentaire est possible grace a
une démarche itérative de minimisation de problemes successifs, dont le comportement
est sain. Ces applications portent sur le probleme de Cauchy, ou les conditions aux limites
sur une partie de la frontiere sont recherchées. La démarche revient a rechercher une suite
de champs solution qui vérifieront fortement leséquations d’équilibre (ici, Au = 0) et qui
minimiseront une erreur formeée d’une distance aux conditions aux limites expérimentales
et d’un terme évanescent li€ a la stratégie itérative. Ce terme est une distance entre les
champs rechercheés et les champs solution de I’étape précédente. 1l permet & I’algorithme
de converger sainement vers la solution du probleme sans second terme, qui reste un
probléme régularisé vis-a-vis des mesures. A notre connaissance, la méthode n’a pas ét&
étendue a des problemes en dynamique.

Dans [Magieraetal., 1996, Orkisz et Skrzat, 1996], les auteurs proposent une démarche
d’identification de champs de contraintes €siduelles, dans laquelle ils cherchent a mini-
miser une fonctionnelle comprenant deux termes, I’un représentant I’expérience et I’autre
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la théorie. L’ensemble des données expérimentales peut &tre pris en compte dans un seul
calcul, ce qui semble un point important pour la réussite de la méthode. Un soin particu-
lier est apporté au choix du poids du terme expérimental devant le terme théorique. Il est
choisi le plus petit possible tout en vérifiant que la distance entre les mesures et les quan-
tités obtenues correspondantes ne dépasse pas les marges de précision expérimentales,
détermin€es au préalable.

L’ensemble de ces méthodes cherche a'traiter les perturbations au cours de I’identifi-
cation. Certaines méthodes demandent de connaitre a priori les caractéristiques du bruit,
mais I’idée qui semble ressortir est que, pour €étre efficace, il faut recfinir le probEme
d’identification en in€grant la prise en compte des incertitudes dans la démarche, avant
méme tout traitement explicite des incertitudes de mesures. De plus, [Orkisz et Skr-
zat, 1996] insistent sur I’importance de la prise en compte de I’ensemble des données
expérimentales en une seule fois dans la démarche.

Ces idées se retrouveront dans les travaux présentés dans la suite, grace au concept
d’erreur en relation de comportement qui met justement I’accent sur la séparation des
grandeurs entre quantités fiables et non fiables, avant d’englober toute I’information dans
la définition d’un unique probEme.

3.1.2 Probleme de référence
3.1.2.1 Cas général

Afin de proposer une premire mise en ceuvre des méthodes, dans un cadre d’étude
simplifi, on se propose de se placer dans la problématique d’identification inverse sui-
vante:

o)

aqu

94 1Q

Figure 3.1 — Probleme direct 3D associé au probleme d’identification

On considere une structure dont le comportement est €lastique lin€aire, homogehe ou
non, et dont on cherche a identifier les carac€ristiques matériau. L’ identification se fait
sur le probleme suivant : la structure est soumise a un chargement dynamique transitoire et
les déplacements et les efforts sont connus sur deux parties non disjointes de la frontiere,
a chaque instant. Pour définir le probEme direct correspondant, schématisé figure 3.1, on
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a donc sur la frontiere a chaque instant :
— sur 0yQ = 0y, 1 Q Uyt Q, déplacements imposes.
— sur0tQ =9 QUL Q, forces imposeées.
— ennotant que: dyt Q = 0yQ N+ Q n’est pas vide.
Remarque :

Ce probleme direct est, en regle générale, mal posé pour au moins deux
raisons:

— laredondance des conditions aux limites sur une partie de la frontiere,
0ufQ a pour conséquence, le plus souvent, la non existence de la
solution, & moins que les conditions aux limites redondantes soient
compatibles avec la relation de comportement. Pour illustration, cette
compatibilité signifie que les Eplacements imposés correspondent
aux déplacements obtenus par la résolution du probleme ou ne sont
conserves sur dys Q que les efforts ;

— I’absence de conditions aux limites sur une partie de la frontiere 0pQ
peut avoir pour conséquence, la non-unicité de la solution. Ce sera le
cas, notamment si dy¢Q = 0, puisqu’alors toute condition aux limites
en effort ou en déplacement imposée sur dpQ complete le probleme
en un probléme bien posé qui admet une unique solution. La prise en
compte de cette partie de la frontiere est donc un probleme délicat
et il existe des méthodes afin de compEter les conditions aux limites
manguantes de fag on optimale visa-vis d’un certain critere. De fag on
générale, on essaye de limiter cette partie de la frontiere sans informa-
tion, car elle rend plus délicat le probleme d’identification, en appau-
vrissant les incompatibilités des conditions aux limites redondantes.

Dans le cas général ou coexistent les parties de la frontiere dysQ et 0pQ,
il semble délicat de dire laquelle des deux parties rend le probleme mal
pos€. Ce que I’on peut toutefois dire, c’est que si 0pQ rend le probleme mal
pos€ pour une famille de comportement, alors les données expérimentales
ne permettront pas d’identifier la relation de comportement de fag on unique.
Dans les exemples d’identification trai€s dans la suite, dpQ n’existe pas.

On peut noter que ce cadre ne prend pas en compte les mesures de champs de déplace-
ment qui se développent beaucoup actuellement. Ce choix est fait, d’une part, pour fixer
un cadre simple d’identification et, d’autre part, parce qu’il semble que d’un point de vue
Eléments Finis, il n’y a pas de réelle différence entre des mesures de frontiere ou dans
le volume (méme si les données expérimentales dans le cas de mesures de champs sont
beaucoup plus riches). De plus, comme il a été dit I’acquisition d’images en dynamique
rapide pour reconstruire des champs de déplacement est encore un point délicat.

Ce probleme direct modélise donc I’expérience a partir de laquelle on cherchera a
identifier les parametres de la relation de comportement. A priori, le matériau de la struc-
ture n’a pas de raison d’éfre homogene, et on peut vouloir chercher & identifier un champ
de propri€té. Cela donne lieu en général a des problemes d’identification mal po€s, no-
tamment dans le cas statique [Andrieux, 2001], et il faut, en général, imposer des connais-
sances supplémentaires sur le champ de propriété, afin de €duire le nombre de parametres
aidentifier, ce qui peut permettre d’obtenir un probEme d’identificationa solution unique,
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méme s’il peut conserver des minima locaux. Cette question de I’identification de struc-
ture hétérogene sera abordée au chapitre 5.

Dans les premiers exemples, on se basera sur le cas unidimensionnel présenté ci-
dessous au 3.1.2.2, ou la structure est homogenhe et ou les mesures sont suffisantes pour
permettre I’identification en absence de perturbation.

3.1.2.2 Cas unidimensionnel

La plupart des illustrations de la méthode présentée ici et de celle présentée au 2.2.2
traite de I’exemple unidimensionnel présenté ci-apres.

La structure €tudi€e est une barre de longueur L, dirigée selon I’axe x, sollicitée en
traction-compression a ses extrémités et libre d’effort linéique.

Les mesures expérimentales sont du type de celles que I’on obtient lors d’un essai aux
barres d’Hopkinson, il s’agit donc des efforts et des déplacements aux deux extrémités de
la barre, d’abscisse x = 0 et x = L. En reprenant les notations de la figure 3.1, on a donc:

- 0ufQ={x=0,x=L};

- au\fQ:Q);
- af\quo;
- 00Q = 0.

Le probleme direct modélisant I’essai est représenté figure 3.2.

~e ~S
td E? td
I B
fd fé

Figure 3.2 — Probléme 1D d’identification a partir de conditions aux limites redondantes

Les équations du probleme direct sont alors:

Equilibre: p.li—ox=0
Relation de comportement: o =E.uy

Conditions aux limites: u(0t) =0o, u(Lt)=0. (3.1)
0(0,t).S=—Fy, o(Lt).S=FR
Conditions initiales: u(x,0) =up, u(x,0) =uo

Mesures expérimentales :

Afin de disposer de mesures exgérimentales pour appliquer les différentes stratégies
d’identification, une simulation numérique du probleme direct (3.1) est effectuée avec un
parametre matériau de référence Eo, que I’on cherchera a identifier par la suite. La barre
est, comme I’indique la figure 3.3, encastiée al’une de ses extrémités et sollicitée a'l’autre.
Un calcul Eléments Finis est mené en utilisant un schéma temporel explicite. A la fin de
la simulation, les efforts et les déplacements aux deux extrémités de I’éprouvette sont
récupérés . Puis, il est possible de rajouter des perturbations a ces conditions aux limites
«exactes », par exemple en y ajoutant une réalisation de bruit blanc gaussien ou encore
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un sinus de fréquence €levée, dont on pourra faire varier I’amplitude. Pour quantifier le
niveau des perturbations, plusieurs possibilités s’offrent a nous:
— I’ordre de grandeur des mesures peut €tre quantifié par la valeur maximale de
chaque quantité, par sa moyenne ou encore sa moyenne quadratique ;
— I’ordre de grandeur des perturbations peut de la méme fag onétre qualifg par son
amplitude (valeur maximale ou pic a pic) ou son écart-type.
On choisit ici de prendre le rapport de I’amplitude au sens de la valeur maximale de la
perturbation sur la valeur maximale du signal perturb€é (pour I’encastrement, on conserve

la valeur maximale des conditions aux limites de I’autre extrémité pour définir I’amplitude
des perturbations, sans quoi celles-ci seraient nulles).

T

Figure 3.3 — Essai numérique

3.1.3 Approche basée sur I’erreur en relation de comportement

Ayant fix€ le cadre d’identification dans lequel on souhaite travailler, il est possiblea
présent de présenter la méthode qui a t€ employée ici.

3.1.3.1 Contexte et philosophie

La méthode présentée dans la suite se base sur le concept d’erreur en relation de com-
portement, développé par Ladeveze, qui est appliqué au domaine de la validation depuis
1983 [Ladeveze, 1983]. L’approche a €té tout d’abord appliquée au recalage de structures
en dynamique vibratoire, sur la base de I’analyse modale, afin de corriger les erreurs de
masse et de raideur des modeles [Ladeveze et al., 1994]. Puis elle a été étendue au reca-
lage de I’amortissement et des non-linéarités dans les structures ou les liaisons, [Chouaki
et al., 1998]. Enfin, de €cents travaux ont permis d’appliquer la démarche en vue du
controle actif de structures contenant des €léments piezo-€lectriques, tant en régime mo-
dal que transitoire, [Formosa, 2002]. De plus, la prise en compte des incertitudes a €té
introduite dans le probleme de recalage, conduisant ainsi au concept d’erreur en relation
de comportement modifie, [Deraemaeker et al., 2002].

Par ailleurs, on peut noter que le concept d’erreur en relation de comportement a
€galement ét€ appliqué au domaine de la vérification, pour I’estimation a posteriori de
la qualité des calculs. Ceci a donné lieu a de nombreux travaux dont certains ont pris en
compte le modele a effet retard [Ladeveze et al., 1999].

L’idée maitresse de I’erreur en relation de comportement est de considérer I’ensemble
des données du probleme, tant théoriques qu’expérimentales et de séparer les quantités
fiables des quanti€s non fiables, afin de dvelopper la démarche a partir de cette séparation.
Il semble donc que cette stratégie soit applicable dans notre contexte d’identification.
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3.1.3.2 Formulation

On peut des a présent remarquer que la redondance des conditions aux limites rend
le probleme de la figure 3.1 mal po%, c’est-a-dire qu’en regle générale il n’admet pas de
solution. En fait, il n’en admettra une que lorsque la loi de comportement sera compatible
avec les conditions aux limites. L’identification va, en fait, se baser sur une quantification
de cette non-compatibilité des parametres vis-a-vis des conditions aux limites pour les
identifier. Afin de pouvoir dfinir le probEme de base nécessaire a I’approche inverse, il
faut relacher un certain nombre d’équations du probleme de référence tel qu’il est posé
au 3.1.2.1. Dans la méthode présentée au 2.2.2, le choix était fait de relacher un certain
nombre de conditions aux limites dans chaque probleme de fag onale rendre bien pose€.
Ici, le parti pris de I’erreur en relation de comportement est de séparer les quantités en
quantités fiables et quanti€s non fiables, et de rehcher les quantités non fiables pour
simplement les vérifier au mieux. Dans notre cas, la €paration est la suivante :

Fiable Non fiable

Equilibre: p.U—divo =0 | Relation de comportement: o=E.c

Conditions initiales: u(x,0) = ug Conditions aux limites : {q et g
U(X,O) =Ug

Tableau 3.1 — Quantités fiables et non fiables dans le cas élastique

Le probleme de base devient donc :

Trouver les champs u, o, uq, fg minimisant :

T1 . 3
J(o,u,ud,fd):/o E/Q(o_E.s).E1.(c—E.e)+/aQ df(fd,fd)+/aQ du(Ug, )
f u

sous les contraintes :
U€ Und(Ud), O € Dad(fa,u) 3.2)

ou les espaces introduits sont définis par :
— Upg(ug) = {u € HY(Q)/u =ug suraQy et ul—o = Up, Ult—o = uo}; on dira
encore que u est CA, c’est-a-dire Cinématiquement Admissible ;
— Dag(fg,u) = {0 € Hgiv(Q) /o.n= fq sur Q¢, p.li—divo=0sur Q} ;ondira

encore que o est DA, c’est-a-dire Dynamiquement Admissible ; de plus, les champs
u et o devant vérifier I'€quilibre dynamique, ils sont liés.

D’autre part, ds représente une distance entre les mesures fy et les conditions aux
limites du calcul fgq. Typiquement, on prendra:

. B 3
df(fg,fa) = 5-(fd— fa)?

dy est défini de fag on analogue :

- A -
du(ug,lq) = E-(Ud —g)?
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A et B jouent un role de pondération entre le terme d’erreur en relation de compor-
tement portant sur le modele et le terme d’erreur sur les mesures. On verra au 3.4.1,
comment ces poids sont choisis. Une définition plus ¢gnérale des distances aux mesures
est également possible, permettant de définir une distance plus globale entre les condi-
tions aux limites et les mesures. Cela peut permettre notamment de ne pas imposer cette
minimisation en chaque point, mais d’introduire une certaine régularité des conditions
aux limites. Ainsi, il est possible de définir la norme sur les efforts ou les dEplacements
& I’aide d’une norme H* ou L?, basées respectivement sur I’énergie de déformation et
I’énergie cinétique des prolongements dans Q des conditions aux limites. Pour cela, on
pourra se référer, par exemple, aux travaux menés en recalage, [Barthe et al., 2003].

Remarque :

— Si la zone mixte de la frontiere n’existe pas, c’est-a-dire si dytQ = 0,
et que les mesures sont exactes la formulation retombe sur une for-
mulation classique. De méme, si les conditions aux limites duales sur
duf Q sont compatibles avec les relations de comportement. On re-
marque alors que le minimum prend pour valeur zéro, ce qui signifie
que la relation de comportement est vérifie.

— En revanche, si la frontiere mixte n’est pas de mesure nulle, ce
probleme possede une solution alors que le probleme classique est
mal posé€. Si, de plus, I’incompatibilité des mesures vis-a-vis des rela-
tions de comportement est due au bruit sur les mesures, celle-ci pourra
€tre estompée grace au second terme.

— Pour lazone 0¢Q, on peut remarquer que les conditions aux limites so-
lution du probleme minimisent I’erreur en relation de comportement,
et ainsi ne sont pas quelconques. Cependant, I’influence de cette partie
de la frontiere n’a pas €té étudiée dans la suite, puisqu’elle n’apparait
pas dans les exemples traités.

Une fois le probleme de base déterminé, il reste a définir une fonction cait pour
évaluer la qualité des parametres matériau. On a vu que la fonctionnelle utilisée pour le
probleme de base fournissait une évaluation de la qualité de la relation de comportement
choisie. 1l semble donc justifié de conserver la méme fonctionnelle pour I’identification
des parametres matériau. La formulation de I’identification revient donca:

mEin ‘](G(E)vu(E)7ud(E>7fd(E)7E) (3.3)

ou la fonctionnelle J est définie dans (3.2). On note encore:
9(E) = J(a(E),u(E),uqa(E),fa(E).E) (3.4)
avec (o(E),u(E),uq(E),fq(E)), solution de (3.2) :
(o(E),u(E),uq(E),fq(E)) = Argmin  J(o,u,ug, fg,E) (3.5)
U € Ung(Uq)

0 € Dad(fq,u)
Ud, fq
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On peut donc voir le probleme globalement comme :

min J(o,u,uq, fg,E) (3.6)
E,Ud, 1:d
U € Ung(ug)
0 € Dad(fq,u)

D’un point de vue pratique, cette derniere forme du probléme n’est sans doute pas ex-
ploitable, puisqu’exprimer la stationnarité de cette fonctionnelle d’un bloc conduirait aun
probléme fortement non lin€aire. En revanche, il est tout a fait envisageable de procéder en
deux €tapes comme annoncé précédemment, avec un calcul de base servant pour évaluer
la fonctionnelle que I’on cherche a minimiser.

Remarque :

Cette formulation possede des similitudes avec une formulation utilisant
une fonction codt de Kohn-Vogelius. Ceci étant, deux différences majeures
existent: tout d’abord, du fait de I’équilibre, un couplage existe entre les
déplacements et les contraintes, ainsi, le découplage en un probleme sur
I’espace Uag(Ug) et un sur I’espace Dag(fg,u) n’est pas possible. De plus,
un terme de distance aux mesures a €t€ introduit ici pour prendre en compte
les incertitudes expérimentales.

3.1.3.3 Expression du probléme de base

La premiere étape pour appliquer la stratégie d’identification est donc d’exprimer le
probleme de base (3.2) puis de le résoudre. Ce probleme étant un probleme de minimi-
sation sous contrainte, on introduit le Lagrangien suivant, avec un multiplicateur pour
chacune des contraintes :

T
L(o,u,ug, fg,u™ A,WE) = J(0,u,ug, fd,E)—/ /a (u—ug).A
o Ja,Q

_/OT/Q(p,u—divo).u*—/OT/an(CF-n—fo|)-lJ

Afin d’obtenir le syseme différentiel que doivent vérifier les champs solution, on
exprime la stationnarité de L :

(3.7)

oL=0 (3.8)
avec OL qui a pour expression :
T
6L:/ /60.E‘1.(0—E.8(u+u*))+ do.nu* — d0.ny
0o Jo a0 31 Q
T
— €(0u). (o —E.g(u)) + Al u*+/ 6u.}\}
[ { [0 oty saupurs [
T
—/ /6u*.(pU—div0) (3.9
0o Jo

o a0t (14 5 ) + e (04 )}
_/()T{/mgép(o.n— fd)+/auQeSA(u—ud)}
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3.1. Stratégie d’identification : cas de I€lasticité lin€aire

Ce qui permet d’obtenir la forme forte des équations a vérifier suivante en injectant
(3.9) dans (3.8), et apres intégration par partie sur le temps du terme en dU :

[ SurQ, o=E.g(utu®)
pl—divE.g(u+u*) =0
pu* —divE.g(u*) =0
conditions initiales : u(x,0) = up, u(x,0) =Up
conditions finales: u'(x,T) =0, U*(x,T)=0
Sur 0:Q, u=u"
o.n= fy
R 610
d
SuroQ\o:Q, u*=0
Sur 0,Q, A+ (0—Eg(u)).n=0
U= Ug
ady
A+ 3g (ug) =0

| SuroQ\auQ, (o—Eg(u)).n

0

En ne conservant que les champs u et u*, le systeme devient :

( Sur Q, pli—divE.€(u+u*) =0 +conditions initiales en u
pu* —divE.€(u*) =0 + conditions finales en u'
SuroysQ, —Eg(u).n+ %(ud) =0
ad aud
u*+—f(E g(u+u*).n)=0
ot ad
Surdy ¢Q, —Eg(u).n+-—(ug) =0 (3.11)
6ud
u =0
. 0d¢ .
SurdqyQ, U+ —(E.g(u+u”).n)=0
dfq
Ee(u*).n=0
SurdgQ, u*=
L Ee(u*).n=0

ou la partition de la frontiere est celle de la figure 3.1.

Le systeme a résoudre est donc un systéme couplé de propagation d’onde, dans lequel
le champ u doit vérifier des conditions initiales et le champ uf, des conditions finales. Il
s’agit donc d’un probleme couplant un probleme direct et le probleme adjoint associ€.
Toutefois, contrairement a ce qui est fait lorsque le probleme adjoint est introduit, en
vue du calcul du gradient d’une fonction codt, une fois le probleme direct défini [An-
drieux, 2001, Bonnet et al., 2002], le probleme direct ne peut pas &tre résolu avant le
probleme adjoint. Il ne suffit donc pas de €soudre deux problemes successivement. Les
méthodes de résolution classiques utilisant un schéma incrémental en temps ne pourront
donc pas €tre appliquées directement pour obtenir les solutions numériquement. Le cha-
pitre 4 est consacré aux différentes méthodes qui ont été envisagées. La difficul€ majeure
réside dans le fait que le probléme adjoint et le probleme direct doivent étre résolus en
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3. Stratégie d’identification et prise en compte des perturbations de mesure

méme temps. De plus, dans le cas d’une formulation pour un comportement non lin€aire,
I’équivalent du probleme adjoint ne sera pas un probleme lin€aris€, comme c’est le cas
dans I’application de la méthode de I’état adjoint.

3.2 ldentifi cation sur I’exempled’unebarreho-
mogene

3.2.1 Probleme de base en 1D

La stratégie d’identification aété présentée dans le cas général au 3.1.3, elle est ici
précisée dans le cas unidimensionnel présenté au 3.1.2.2. Le probleme d’identification
est donc la recherche du module d’Young de la barre a partir des mesures d’effort et de
déplacement a ses extrémités. Le probléme de base se pose donc comme :

Trouver les champs u, o, ug, fg minimisant :

1,7 L L - L
J(G,U7Ud7fd)=§/ {/ E‘l(c—E.up()2 dx+A.‘(ud—Ud)2’0+B.’(fd—fd)zlo}
0 0
sous les contraintes:
ue€ Und(ug), 0 € Dag(fg,u) (3.12)

L
ou, pour toute fonction f, f(x)‘O = f(0)+ f(L).

De fag on analoguea ce qui a été fait dans le cas 3D, les équations que doivent vérifier
les champs solution du probleme de base sont obtenues en introduisant un Lagrangien
dont on exprime la stationnarité. Cela permet d’aboutir au systéme suivant dont on donne
la forme forte et la forme faible:

1. Forme forte
Sur ]O,L[:
0=E.(ux+U*y)
P.U—E.Uyxx—E.U xx=0 (3.13)
p.u*—E.U* xx=0

Conditions aux limites:

E(uct U 0n— 30, — | o

oL ou:n(0)=-letn(L)=1

E,* _ (3.14)
U= R x|o = )ud oL
2. Forme faible
L TS L
/ (P.USU" + E.(uyx+uk)du’y) dx — ’ <fd — §> du* = 0
0 ) )
(3.15)

L L

/ (p.U*du+E.u%dux) dx — ’A. (u—0y) 6u‘0 =0
0 co

0=E.(ux+uy)
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3.2. ldentification sur I’exemple d’une barre homogehe

avec, dans les deux cas, les conditions initiales et finales en temps :

u(x,0)=up et u(x,0)="uo
{ u'(x,T)=uy et u"(xT)=uz (3.16)

La forme faible du probleme servira lors de la résolution du probleme par une méthode
numérique. Pour cela, le choix est fait d’utiliser une méthode Eléments Finis pour laguelle
il est nécessaire d’avoir une forme faible des équations d’équilibre. Celle-ci est donc ob-
tenue en ne conservant sous forme faible que les deux équations d’équilibre du systeme
de départ provenant de la stationnarité de L. L’élimination des autres inconnues se fait en
utilisant la forme forte des autres équations.

Une fois le probleme de base pour un parametre fix€ défini, I'6tape d’identification se
fait a nouveau par :

E =Arg mEi/nJ(o(E’),u(E’),ud(E’), fq(E"),E") (3.17)

ou le quadruplet (a(E"),u(E"),ug(E"),fq(E’)) est solution de (3.12) pour E’.

Dans la suite, la méthode est tout d’abord illustrée en présentant les champs solution
du probleme de base dans différents cas de figure, puis I’identification en elle-néme est
€tudiée ainsi que sa robustesse vis-a-vis des perturbations sur les conditions aux limites.

3.2.2 Champs solution, carte de contribution a I’erreur

Le probleme de base peut €tre résolu numériqguement, comme cela est expliqué au
chapitre 4. 1l faut toutefois remarquer que cette résolution n’est pas triviale du fait des
conditions initiales et finalesa prendre en compte lors de la résolution du systeme couplé.
On présente ici les champs solution du probleme de base (3.12), dans différents cas de
figure, selon le module d’Young utili€ et les perturbations sur les mesures.

déplacement contrainte

—0.2
—0.4
A00 —0.8

—0.8

pas de temps
pas de temps

—=1.2

—.a

—1.6

—1.8

50 (s} 50 A [I)Cl
numéro de nceud numéro de nceud

Figure 3.4 — Déplacement u et contrainte o dans le plan abscisse x temps

Les mesures sont fabriquées a partir du calcul direct défini au 3.1.2.2, avec un mo-
dule d’Young de référence Eq. Des perturbations peuvent &fre ajoutées afin de tester la
robustesse de la méthode (figure 3.5).
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3. Stratégie d’identification et prise en compte des perturbations de mesure

La figure 3.4 p€sente les champs de déplacement et de contrainte du calcul fournis-
sant les mesures. Dans le plan x x t, on observe I’onde de la sollicitation du bord x = 0 se
propager dans la barre et se réfléchir sur I’encastrement, en x = L.

Displacement boundary conditions Displacement boundary conditions
0.08 i e (perturbed)
: [ 0.12
! - — p \ \WJI “ MM
i [ == displacementatx =0 0.1 wf‘ WM N Aﬂ“ HM M
0061 y | — displacement atx =L > M ! *‘ l ’1,”'4!‘]
i 0.08 ‘
0.04} | !
04r 4 0.06 (‘
i |
H 0.04
0.02f - 1
; 0.02 i
oH 0 .
0 05 1 15 0 0.5 1 15

time (ms) time (ms)

Figure 3.5 — Conditions aux limites en déplacement exactes et perturbées

3.2.2.1 Mesures exactes - Module d’Young exact

La résolution du probléme de base (3.12) dans le cas de mesures exactes et du mo-
dule d’Young de référence, c’est-a-dire celui qui a servi a fabriquer les mesures fournit
les champs solution du calcul représentant I’expérience. En effet, les champs de ce calcul
vérifient exactement la relation de comportement et les conditions aux limites. lls sont, de
plus, bien cinématiquement et dynamiquement admissibles et vérifient I'€quilibre. Ainsi
la fonctionnelle définie dans (3.12)évaluée a ces champs a une valeur nulle, cela corres-
pond donc bien au minimum (la fonctionnelle étant positive ou nulle). On a donc bien
exhibé les champs solution. Il reste a remarquer que, comme 0 = E (u+u*), u* est iden-
tiguement nul (il correspond a un mouvement de corps rigide, qui sera détermin€é par ses

conditions finales nulles et I'€quation d’évolution).

Remarque :

Il peut €tre bon de préciser ici la notion de mesure exacte au sens numeérique.
En effet, la résolution du probleme de base se faisant numériquement, des
mesures correspondant a la solution analytique du probleme de référence
conduisent a un champ u* non nul, c’est-a-dire a une valeur non nulle de
la fonction codt. Cela peut s’interpréter comme une erreur de résolution du
probleme de base, liée a la discrétisation. Cependant, les mesures étant fa-
briquées par un calcul direct, on raisonne finalement sur le probEme d’iden-
tification discetisé€ et on s’attend a trouver un champ u* nul. Ceci est vrai
si on prend garde aux points suivants pour les conditions aux limites, no-

tamment dans le cas de I’utilisation d’un schéma d’intégration explicite ou

les masses ont été concentrées aux nceuds. Tout d’abord, les masses étant
concentrées aux nceuds, il en résulte dans le cas 1D que la frontiere du do-

maine n’est pas de masse nulle.

64

These de doctorat - P. Feissel -

2003



3.2. ldentification sur I’exemple d’une barre homogehe

Ainsi, I’équilibre avec les forces extérieures ne sera pas 0.n = Fey, N €tant
la normale sortante a la barre, mais,

o.n+m.l = Fe¢, oumestla masse du nceud frontiere (3.18)

Il faut donc en tenir compte lorsque I’on récupere les mesures du calcul de
référence et également lorsque I’on reconstruit les conditions aux limites
obtenues par la résolution du probleme de base.

D’autre part, si des schémas temporels différents sont utilisés pour fabriquer
les mesures et résoudre le probléme de base, cela génerera également une
erreur.

Toutefois, ces erreurs restent tres faibles si on les compare a celles générées
par une erreur de module ou une réelle perturbation de mesure.

3.2.2.2 Mesures exactes - Module d’Young plus raide

Dans le cas de mesures exactes mais d’un module d’Young E plus raide que Eo, les
conditions aux limites ne sont plus compatibles avec la relation de comportement. Cette
non-compatibilité€ se comprend puisque, la vitesse des ondes dans la barre étant supérieure
ici a celle de la barre de référence, les conditions aux limites en vis-a-vis le long du trajet
des ondes ne se correspondent plus. Il ne sera donc pas possible de vérifier exactement les
conditions aux limites et la relation de comportement. Le minimum de la fonctionnelle de
(3.12) ne sera donc pas nul. Les champs solution sont présentés figure 3.6.

déplacement u multiplicateur u*

600
500
400

00

pas de temps
pas de temps

200

100 [

50
numeéro de nceud numéro de nceud

Figure 3.6 — Champs solution dans le plan abscisse x temps, E = 2.Eg

Il est alors possible d’étudier la carte de contribution a I’erreur représentée figure
3.7. Le champ Eg(u*) représentant I’erreur en relation de comportement, on définit les
contributions a I’erreur suivantes :

— Contribution a I’erreur instantanée de I’élément k :

o 1 it *\ T *
L= g [ Lew)TEe) oxat (3.19)
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3. Stratégie d’identification et prise en compte des perturbations de mesure

— Contribution a I’erreur intégrée sur le temps de I’élément k :

F = T—lle /OT /ks(u*)T E (u*) dxdt (3.20)

0.025

500

0015

pas de temps

0.005

0 10 20 30 40 50 B0 70 80 a0 100

numeéro de nceud

Figure 3.7 — Carte de contribution a I’erreur, %, , dans le plan abscisse x temps

La figure 3.7 pesente le champ %, i, dans le plan espace x temps. On voit clairement
que la relation de comportement a ét€ relachée le long des trajets des ondes, du fait des
conditions aux limites incompatibles. De plus, le temps d’étude étant assez court (moins
de deux allers d’onde dans la structure), on remarque que la contribution aI’erreur devient
plus faible aux extrémités, notamment vers x = L. Cela s’explique de la fag on suivante:
par chaque point du plan x x t passe une onde dans le sens des x croissants et une onde
dans le sens des x décroissants. Pour les points ou I’erreur est plus faible, une seule de ces
deux ondes met en vis-a-vis des conditions aux limites incompatibles, puisque le temps
d’étude s’arréte avant que I’information n’arrive a I’autre extémité.

effort déplacement

0.2

. AN e m ~

Figure 3.8 — Comparaison des mesures et des conditions aux limites du calcul, E = 2.Eg

Enfin, les conditions aux limites obtenues par la €solution du probleme de base
different des mesures, comme le montre la figure 3.8. Une partie de I’incompatibili€
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3.2. ldentification sur I’exemple d’une barre homogehe

entre les conditions aux limites et la relation de comportement a donc €té prise en compte

dans le second terme de I’erreur.

3.2.2.3 Mesures perturbées

Module d’Young exact

05-‘

n—

N~
O o o e o e e e e g S o e e P

S ——

- Mesures exactes, E = 2.Eg

mesures perturbées (sinus), E = 2.Eg
mesures perturbées (sinus), E = Ep

| === mesures perturbées (bruit blanc), E = Eg

7

0 10 20 30

40

numeéro des nceuds

50 60 70

80

90

100

Figure 3.9 — Contribution a I’erreur Eyx de chaque élément intégrée sur le temps

Dans le cas des mesures perturbées et pour un module d”Young correspondant au mo-
dule d”Young de référence, la figure 3.9 donne la distribution de la contributiona I’erreur
pour différents types de perturbation. On peut remarquer que pour une perturbation de
type réalisation de bruit blanc, d’amplitude 10%, la contribution a I’erreur est localisée
aux extrémités de la barre. En revanche ce n’est pas le cas pour une perturbation de type si-
nusoidale, d’amplitude 20%, ce qui peut s’expliquer, d’une part, par le niveau plus €levé
des perturbations et, d’autre part, par le fait que son contenu fréquentiel est d’avantage
basse fréquence, ce qui correspond a de plus grandes longueurs d’onde.

1.8

1.4

it
!
‘\."‘.."

0.2

0. N \l "

sinus, période T (~ 1)
sinus, période 7T
sinus, période 10T

A
A L]
VE N NA LMY
\/ YAVAVAY \_j“”/»\J\'.'v 4

Yig
¥

J

20

20
numéro des noeids

60

80

Figure 3.10 — Contribution a I’erreur ‘E, effet de la fréquence

Ce point est confirmé par I’exemple de la figure 3.10 qui p€sente la contribution
de chaque élément a I’erreur pour des perturbations sinusoidales d’amplitude 20% de la
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3. Stratégie d’identification et prise en compte des perturbations de mesure

valeur maximale, de fréquences différentes. Toutefois, il est intéressant de noter que la
méthode ne propage pas systématiquement les perturbations dans les champs au cceur de
la structure.

La comparaison des conditions aux limites du calcul avec les mesures permet de
mettre en avant le role du second terme de I’erreur en relation de comportement mo-
difie. Dans le cas d’une réalisation de bruit blanc uniforme de moyenne nulle pour per-
turber chacune des conditions aux limites, les conditions aux limites en effort n’ont pas
6té représentées car elles sont superposables avec les mesures & 10~ prés. Ceci peut
s’expliquer en considérant que les contraintes apparaissent dans le systéme régissant le
probleme de base uniquement a I’ordre zéro en temps, contrairement aux déplacements
pour lesquels intervient la dérivée temporelle d’ordre deux.

displacements

measurements boundary conditions from the formulation

0.2+

0.1t J‘

0 It

Figure 3.11 — Déplacement : mesure et conditions aux limites, réalisation de bruit blanc
de premier moment nul

Ainsi, les déplacements ont d’avantage tendance a €étre lissé€s. C’est effectivement ce
que I’on observe sur la figure 3.11, ai les conditions aux limites en déplacement different
notablement des mesures, et ont été lissées par la formulation. On peut noter, de plus,
que la différence de lissage entre effort et déplacement au bord va avoir une répercution
sur les champs a I’intérieur de la poutre, et donc introduire une erreur en relation de
comportement li€e aux perturbations sur les mesures (on peut toutefois remarquer que
cette erreur n’a pas de raison d’étre plus importante que si les conditions aux limites
€taient toutes perturbées comme les mesures).

Enfin, dans le cas d’une perturbation de type bruit blanc de moyenne non nulle, il
est intéressant de constater que toutes les conditions aux limites different des mesures.
Ainsi la figure 3.12 p€sente les déplacements au bord de I’éprouvette, en comparant les
mesures, les conditions aux limites de la formulation et les conditions aux limites qui ont
servi a créer les mesures (calcul de référence).
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3.2. ldentification sur I’exemple d’une barre homogehe

Remarque :

Dans le cas de la résolution du probleme de base avec le module d”Young
Eo de référence et des mesures perturbées, les champs solution different des
champs exacts, qui ont servi a fabriquer les mesures et qui représentent donc
les champs expérimentaux. En effet, pour ces champs-1a, I’erreur en relation
de comportement est nulle et toute I’erreur est concentrée sur les termes de
distance aux mesures. Dans le cas de perturbations importantes, la somme
de ces deux termes est supérieure a'la valeur obtenue par la fonction codt aux
champs solution du probleme de base. Il ne s’agit donc pas du minimum.

measurements boundary conditions from the formulation

0.3 0.3

0.2

0 0.5 1 15

Figure 3.12 — Déplacement : mesure et conditions aux limites, réalisation de bruit blanc
de premier moment non nul

Module d’Young plus raide
Dans le cas d’un module d’Young différent de Eq et de mesures perturbées, les champs
solution sont qualitativement la superposition des deux cas pris séparément, (figure 3.9).

3.2.3 ldentification
3.2.3.1 Fonction co(t

La partie 3.2.2 vient de présenter les champs solution du probléme de base (3.12),
dans certains cas particuliers, afin de voir I’influence du module d’Young choisi et des
perturbations sur les conditions aux limites. Il est possible a partir de ces champs d’évaluer
la fonction codt que I’on cherche a minimiser pour I’étape d’identification (3.17).

Pour cela, le probleme de base est résolu numériquement pour tout un jeu de pa-
rametres matériau, ce qui permet de représenter la fonction colt qui ne dépend ici que
d’une seule variable. Il est donc aisé a partir de sa représentation graphique d’obtenir
la valeur de son minimum. Afin de tester la robustesse de la méthode, ceci est effectué
pour des mesures perturbées a différents niveaux. La figure 3.13 pi€sente les courbes
d’identification pour les némes perturbations que celles utilisées pour tester la méthode
présentée au 2.2.2 (figure 2.14). Le module d’Young identifé correspondant au minimum
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(b) Somme des trois termes

Figure 3.13 — Fonction co0t pour différents niveaux de perturbation

de la courbe d’identification, dans les trois cas, la méthode permet d’obtenir une identifi-
cation de bonne qualité (moins de 3% d’€cart). Ceci met donc en avant la robustesse de
la méthode.

La figure 3.14 pEsente le terme d’erreur en relation de comportement seule, ainsi
que celui de distance aux déplacements mesurés, dans le cas d’une perturbation par des
réalisations de bruit blanc uniforme a différentes amplitudes. On peut remarquer que les
perturbations ont tres peu d’influence sur la valeur du terme d’erreur en relation de com-
portement, ce qui est en accord avec les observations faites sur la figure 3.9.
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(b) Terme de distance aux déplacements

Figure 3.14 — Fonction codt - perturbation : réalisation de bruit blanc uniforme

P

En revanche, comme il avait déja été remarqué, le terme de distance aux déplacements
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3.2. ldentification sur I’exemple d’une barre homogehe

mesureés est le plus affecté par les perturbations. Enfin, les trois termes sont du méme ordre
de grandeur, en moyenne sur I’ensemble de la courbe, ce qui s’avere assez sain. Il n’a pas
été précisé comment le poids entre les différents termes de la fonction coGi, déterminé par
les constantes A et B dans (3.12), a €té choisi . L’étude du choix de ce poids sera détaillée
au 3.4.1, précisons ici qu’afin d’obtenir des termes de néme ordre, les différents termes
ont été adimensionnés par I’ordre de grandeur des termes dont ils sont la différence.
Remarque :

Sur la courbe du terme d’erreur en relation de comportement seule (figure

3.13-(a)), on peut observer pour des modules d’Young faible que les va-

leurs ont tendance a diminuer, ce qui se traduit par une perte de convexité

de la fonction cout et I’obtention d’un autre minimum pour E tendant vers

0. Ceci s’expligue par le fait que, le module d”Young diminuant, la célérité

des ondes dans le milieu, elle aussi, diminue. Or, le temps d’€tude est le

méme pour tous les calculs (utilisation des mémes mesures) et est assez

faible, puisqu’il correspond amoins d’un aller et retour d’onde dans la struc-

ture pour le module d”Young de référence. En conséquence, plus le module

est faible, moins I’information des conditions aux limites d’une extrémité

n’a le temps d’arriver a I’autre extrémité, ce qui a pour conséquence de

diminuer I’incompatibilité des mesures et donc d’appauvrir les données

expérimentales vis-a-vis de I’identification. L¥tude sur des temps plus long

permet de se débarasser de ce probléme, en enrichissant les mesures, comme

ce sera illustré au 4.3.3.2.

3.2.3.2 Gradient

L utilisation de la méme fonctionnelle pour la définition du probEme de base et pour
I’étape d’identification permet une estimation immédiate du gradient a partir des champs
solution du probleme de base. L’étape d’identification revienta la minimisation suivante :

min 3(6(E).u(E).ua(E), fa(E).E) (3.21)
ou J est défini dans (3.2). On note encore :
9(E) =J(a(E),u(E),ud(E),fa(E).E) (3.22)

avec (0(E),u(E),uq(E),fq(E)) solution de (3.2).
En remarquant que:
L(a(E),u(E),ua(E),fa(E),u"(E),A(E),u(E),E) =g(E) (3.23)

ou L est le Lagrangien introduit dans (3.7).
Le gradient de g dans la direction g sera donné€ par :

oLds  OLou oL ow oL dug 0L ofg 0L
~ 90 0E auoE T auaE 9 dug o 1 o1y oE 1T oE”
De plus, (o(E),u(E),uq(E),fq(E)) étant solution de (3.2), on remarque que :
oL_oL_o_o_o

00 odu ou* oOJuy Ofy

Dg(E).q q (3.24)
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Remarque :

La notation = est abusive, les différentes quantités n’ayant pas la méme
dimension.

D’ou une expression plus simple du gradient :

oL

Dg(E).q= 3"

q (3.25)

ou le terme de droite est une dérivée partielle d’une fonction de variables indépendantes,
qu’il est donc possible d’exprimer de maniere analytique relativement simplement, pour
ensuite I’évaluer a partir des champs solution du probleme de base. Ceci peut notam-
ment servir si I’algorithme de minimisation de la fonction colt d’identification est un
algorithme de descente, comme un algorithme de type Newton.

Cette remarque sur le calcul du gradient de la fonction colt sera mise en ceuvre au
5.1, dans le cas de I’identification d’une distribution de module d’Young dans une barre
hétérogene.

Une illustration du calcul du gradient est donnée figure 3.15, dans le cas OD qui sera
présenté au 4.1.2, ¢’est-a-dire pour I’identification de la raideur d’un sys€me masse res-
sort dont on mesure les déplacements et les efforts appliqués.

Figure 3.15 — Calcul du gradient dans le cas 0D

L’exemple de la figure 3.15 montre que I’€valuation numérique du gradient donnée
par la formule (3.25) en est une bonne estimation. En effet, chaque segment a pour pente
la valeur du gradient estimé de la fonctionnelle au point.

De ces premiers exemples, il ressort que la méthode s’avere tres robuste vis-a-vis des
incertitudes de mesures. Ceci trouve sans doute son explication dans I’introduction d’un
terme de distance entre les mesures et les conditions aux limites du calcul, qui permet de
régulariser celles-ci. La suite de ce chapitre étudie plus précisément ce terme, et son rdle
dans la robustesse de la méthode.
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3.3. Formulation sans terme de distance aux mesures

3.3 Formulation sanster mededistance aux me-
sures

3.3.1 Formulation
3.3.1.1 Motivation

Les exemples précédents ont montré que la méthode proposée permettait I’identifica-
tion dans des cas ou la méthode présentée au 2.2.2 n’aboutissait a aucun résultat pertinent.
Afin de comprendre cette difErence de comportement entre les deux méthodes, notons les
particularités de la seconde méthode par rapport a la premiere :

— tout d’abord, les incertitudes sur les mesures ont €t€ prises en compte en introdui-
sant un terme de distance entre mesures et conditions aux limites du calcul. Cela a
pour effet de régulariser les conditions aux limites;

— de plus, la méthode basée sur I’erreur en relation de comportement traite toute I’in-
formation expérimentale en un seul probleme, et il n’est pas nécessaire de faire
un choix arbitraire parmi les conditions aux limites pour définir deux probEmes
disjoints.

Les méthodes différant a deux points de vue, il peut €tre intéressant de faire la part
des deux spécificigs dans la robustesse de la méthode. Pour cela, cette partie €tudie une
formulation basée sur I’erreur en relation de comportement, ou n’est pas introduit un
terme de distance aux mesures expérimentales. Celles-ci seront donc imposées de maniere
forte au calcul.

3.3.1.2 Formulation du probléme d’identification

On considere toujours le méme probleme unidimensionnel d’identificationa partir de
mesures redondantes au bord d’une poutre :

~e ~S
td E? td
I B

fd f§

Figure 3.16 — Probléeme 1D d’identification a partir de conditions aux limites redondantes

On reprend la méme formulation qu’au 3.2, mais en imposant de maniere forte les
conditions aux limites mesurées. Ainsi, lors de la définition du nouveau probEme de
base, seule I’erreur en relation de comportement doit &tre minimisée, les autres relations
étant vérifées exactement. Ceci amene donc a la formulation du probleme suivant :

Trouver les champs u, g minimisant :

T1 (L
Jo(o,u) :/ 5/ (0—E.uy).E™1.(0—E.uy) (3.26)
0 0
sous les contraintes: N
ue Und(0g), 0 € Dag(fg,u) (3.27)
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Le probleme d’identification s’exprime alors sous la forme:

mEingz(E) = mEing(o(E),u(E)) (3.28)
ou (a(E),u(E)) est solution de (3.26-3.27).

3.3.1.3 Expression du probléme de base

On cherche arésoudre (3.26-3.27), qui est un probleme de minimisation sous contrainte.
Comme précédemment, afin de prendre en compte les contraintes, on introduit trois mul-
tiplicateurs de Lagrange A, p et u* et ainsi le Lagrangien L, défini par:

L= /{O (60— E.uy)? (p.U—qx).u*—‘(u—ud).)\’:—’(o.n—Fd).u‘:}
(3.29)

ou n est la normale sortante a la poutre.

La minimisation sous contraintes revient alors a la stationnarité du Lagrangien (3.29).
On exprime donc la stationnarité de ce Lagrangien qui, comme pour la formulation avec
le second terme 3.2, permet d’aboutir a un systeme d’équations différentielles que doivent
vérifier les champs solution :

L
oL = / (0—E.uy).(d0—E.buy) —/ (p.li—0y).0u" + (p.0li—d0 x) .U
0 . (330)

—‘(u - ud).é)\‘; - ‘Bu.)\’: - ’(o.n — Fd).6u): - ‘60.;1‘0

ou I’intégration sur le temps est sous-entendue afin de ne pas alourdir lesécritures.
Afin de faire disparatre les termes dérivés des différentielles, on effectue les transfor-
mations suivantes :

L L L
/ (0—E.uy). 6ux_[(0—E Ux). 6u} _/o (0x—E.Ux).0u
/péuu p&]u*} [péuu +/ pou ™ (3.31)

/ d0 xU* = 60u / 60u

La nullité de la différentielle du Lagrangien permet d’€crire a chaque instant :

( L L
/ (p.U" — 0 x+E.Uxx) dudx+ ) ((c—E.ux).n+A) 6u)o =0

L
(0 —E.ux—E.u%) dodx+ ‘ (U +p) 60‘: =0

-

(p. l'j—ox) du*dx =0 (3.32)

S—5S—3

o0—Fy) 6u =0

(
(u—ug) 6)\‘ =0
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3.3. Formulation sans terme de distance aux mesures

Avec des conditions initiales et finales similairesa celles déja obtenues :

{u(t:O):uo, i(t = 0) = g

U(t=Ts) =0, U*(t=Tf)=0 (3.33)

Pour le probleme continu, le systéme (3.32) peut s’€crire de maniere locale :
Sur ]O,L],
0=E.(ux+uy)
P.U—E.(Usxx+Us) =0 (3.34)
p.U* —E.(U5) =0
En 0,

u(0) = lqo
{ E-(U,x‘f‘ U:kx) (0) = —% FdO (3.35)

EnL,

{ u(L) = Uar (3.36)

E.(ux+us) (L) = 1f,.

En revanche, pour obtenir la formulation Eléments Finis du probleme, il faut repartir
de la formulation faible obtenue au départ. En effet, dans ce cas, le découplage entre les
termes de bord et les termes intérieurs relatifs a la méme différentielle (par exemple, du)
n’est plus possible, comme on le verra au 4.1.1.2.

3.3.2 lllustration : champs solution

3.3.2.1 Mesures non perturbées

déplacement u multiplicateur u*

pas de temps
pas de temps

0
0 10 20 EY 40 50 60 70 80 %0 100

numéro de nceud numeéro de nceud

Figure 3.17 — Champs solution dans le plan abscisse x temps, E = 2.Eq

Comme dans le cas de la formulation avec second membre, pour des mesures non
perturbées et un module d’Young exact (E = Ep), les champs solution du probleme de base
vérifient exactement la relation de comportement. Ainsi, les contraintes et cEplacements
correspondent aux champs du calcul de référence ayant servi a fabriquer les mesures. Le
champ du multiplicateur u* est donc identiquement nul, ce qui se traduit numeériguement
par des valeurs de I’ordre de 101,
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Lorsque le module d’Young est différent de Eo, le multiplicateur u* n’est plus nul
et la relation de comportement n’est plus exactement vérifige. La figure 3.17 pésente les
champs u et u* dans le cas ou E = 2.Ep. On peut remarquer une similitude avec les champs
obtenus dans le cas de la formulation avec terme de distance aux mesures ; cependant,
il ne s’agit pas des mémes champs, puisqu’ils vérifient exactement les conditions aux
limites. Une conséquence de cela est qu’ils vont également vérifier moins bien la relation
de comportement (sinon, ils seraient solution du probleme de base (3.12)). La figure 3.18
présente la contribution al’erreur en fonction du pas de temps et de I’€lément. On retrouve
ici également une erreur principalement le long des trajets des ondes qui mettent en vis-
a-vis des conditions aux limites incompatibles.

B00

400 @

300

016

pas de temps

200 :
mog : 05

0 i o
0 10 20 20 40 b0 B0 70 80 a0 100

numeéro de nceud

Figure 3.18 — Carte de contribution a I’erreur dans le plan abscisse x temps

3.3.2.2 Mesures perturbées

——— = Mmesuresexactes, E = 2.
30 mesures perturbées (sinus), E = 2.E,
mesures perturbées (sinus), E = Eg

20

N NG
10 ~.\.._"_"—_.—

Ig_—#
0 0 20 j 40 60 80 100
numéro des noeids

Figure 3.19 — Contribution a I’erreur de chaque élément intégrée sur le temps

La figure 3.19 pésente la contribution de chaque élément intégrée sur le temps, dans
différents cas. Les perturbations sont de type sinusoidal de fréquence €levée, d’amplitude
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3.4. Terme de distance aux mesures

20% de la valeur maximale de chaque signal perturbé. Il s’agit donc de perturbations qui
ne sont pas trop fortes comparées aux perturbations sinusoidales utilisées pour la figure
3.7.

Dans le cas ou le module d”Young est exact, on retrouve le fait que les erreurs sont
principalement sur le bord de I’éprouvette, proche des perturbations. En revanche, pour
un module d’Young plus raide, le champ d’erreur est d’avantage perturbé que dans le cas
de la formulation avec terme de distance aux mesures. La méthode provoque donc une
plus grande pollution des champs a cceur par les perturbations de mesures.

3.3.3 Fonction co(t

A partir des champs solution du probléme de base (3.26-3.27), il est possible de tracer
la fonction codt g, définie par (3.28) pour des mesures perturkées a différents niveaux,
afin de tester la robustesse de la méthode.

0.05
mesures :
[ \ K 0.4 e NON perturbées
0.04f /| I ——ua.  perturbées: 10%
perturbées : 40%
o 0.3}
(5]
(og 0.03} s
c 8
£ Loz 5 0.2}
g YUY 35
: 5
0.01} 0.1}
0l 0
0.5 0.5 1 15
Module d”Young relatif Module d”Young relatif

Figure 3.20 — Fonction codt g» en fonction du module d’Young

Les courbes d’identification sont pesentées figure 3.20. En I’absence de perturbation,
I’identification mene a des résultats tout aussi pertinents que ceux obtenus par la méthode
avec distance aux mesures. Ceci s’avere sain, puisque dans ce cas, le doute porté sur
les mesures n’est pas justifé. Pour des niveaux de perturbation relativement faible, la
méthode continue a €tre pertinente. En revanche, pour des niveaux de perturbation €leveés,
la fonction colt aboutit a une erreur plus importante et la courbe d’identification pos€de
un minimum moins marqué. Cependant, on peut remarquer que pour cette méthode, la
fonction codt possede une convexité plus marquée que celle proposée au 2.2.2. Ainsi,
il semble que la prise en compte de I’ensemble des données expérimentales en un seul
calcul contribue a'la robustesse de la méthode.

3.4 Termededistance aux mesures

La partie précédente a montré que la prise en compte de toute I’information expérimen-
tale en un seul calcul n’est pas suffisante pour traiter I’identification dans le cas de mesures
fortement perturbées. C’est dans ce cas que I’introduction du terme de distance entre les
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conditions aux limites et les mesures trouve tout son intérét. Le probléme de minimisa-
tion (3.12) devient alors la minimisation d’une somme de deux termes, le choix de la
pondération de chacun des termes intervient alors selon I’importance et la confiance que
I’on accorde aux différentes quantités.

3.4.1 Choix du poids et valeur relative des termes

Le terme de distance aux mesures peut &tre vu comme un terme de régularisation.
Cependant, il est nécessaire a la définition du probEme, sans quoi, les conditions aux
limites ne sont pas définies et la €solution du probleme aboutit a des champs identique-
ment nuls qui minimisent I’erreur en relation de comportement en I’annulant. Toutefois,
comme dans le cas de la régularisation, le choix du poids entre les différents termes de la
fonctionnelle que I’on minimise dépend de la confiance que I’on accorde respectivement
au modele et aux mesures. Ainsi, pour un poids €levé sur le terme de distance aux me-
sures, une grande confiance est attriblEe aux mesures et les champs solution les vérifieront
d’autant mieux que le poids est important. A I’extréime, pour un poids infini, on retrouve
la formulation sans terme de distance aux mesures, celles-ci étant vérifées exactement.
A Iinverse, plus le poids sur les mesures est faible, plus on autorise les conditions aux
limites a s’€carter des mesures. Dans le cas d’un poids sur les mesures qui tend vers 0,
les champs solution vérifient exactement le mockle et ne sont pas influencés par les me-
sures. Dans notre cas, comme le probleme sans mesures ne possede pas de conditions
aux limites, on retrouve effectivement des champs identiquement nuls, qui n’ont que tres
peu de pertinence. Il faut donc déterminer un poids intermédiaire entre ces deux valeurs
extrémes, pour que la stratégie d’identification donne de bons €sultats.

La premiere idée pour choisir le poids des différents termes est de les adimensionner
par I’ordre de grandeur des quantités qu’ils font intervenir. D’un point de vue pratique, les
termes de distance aux mesures sont donc divisés par I’intégrale sur le temps des mesures
respectives, et le terme d’erreur en relation de comportement par I’intégrale sur le temps
de I’énergie élastique du probleme de référence. Dans le cas d’un essai réel, ou'il n’est pas
possible d’avoir acces aux champs de contrainte et déplacement expérimentaux, ce poids
peut tres bien s’obtenir a partir d’un calcul utilisant certaines mesures comme conditions
aux limites.

A partir de cette pondération de départ, il est possible de choisir une pondération
supplémentaire plus adaptée au cas €tudié, dans la mesure ou il est possible de quanti-
fier les niveaux d’erreur attendus sur le mocEle et les mesures. Des techniques de choix
de pondeération dans le cas de la régularisation de Tikhonov sont alors applicables, [Bui,
1993, Andrieux, 2001]. Dans [Barthe et al., 2003], les auteurs se basent sur une approche
probabiliste [Tarantola, 1987] pour déterminer les poids optimaux. Leur conclusion, dans
le cadre du recalage en vibration, est que le choix du poids adimensionné sans modifi-
cation supplémentaire est un bon compromis, la méthode €étant alors sensible aux deux
termes de I’erreur, qui sont alors du méme ordre.

Dans notre cas, la connaissance sur les niveaux d’erreur étant difficilement quanti-
fiable, le choix d’un poids adimensionré semble le plus raisonnable. Dans I’exemple qui
suit, deux poids différents sont testés, dans le cas de perturbations fortes, pour discuter la
pertinence de ce choix.
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3.4.2 Stratégie d’identification selon la connaissance des perturba-
tions

L’étude de la formulation utilisant I’erreur en relation de comportement sans second
terme a introduit deux nouvelles fonctionnelles, J2 et gp, dans (3.26) et (3.28). Or, le
probleme de base et le choix de la fonctionnelle étant en partie indépendants, on peut tres
bien imaginer une méthode ou le terme de distance est présent dans le probleme de base
mais non dans la fonction codt servant a I’identification, ceci d’autant plus que c’est a
priori le premier terme d’erreur en relation de comportement qui donne une estimation de
la qualité du modele. Finalement, trois méthodes sont donc a notre disposition (tableau
3.2).

Méthode Al B|C
Fonctionnelle du probleme de base || J | Jo | J
Fonction codt d’identification gl @ | 02

Tableau 3.2 — Les trois méthodes envisageables

Les méthodes notées A et B dans le tableau 3.2 correspondent aux deux méthodes déja’
étudiées au 3.2 et au 3.3. La troisieme méthode, notée C, possede donc le méme probleme
de base que la premiere, permettant de régulariser les conditions aux limites et la méme
fonction codt que la deuxiéme, qui mesure a priori la qualité du modele. L’exemple qui
suit tente d’étudier la pertinence de cette troisieme méthode, comme cela avait €té fait
dans [Feissel et al., 2003].

3.4.2.1 Exemple sur un grand nombre de tirages

La méthode B n’étant pas adaptée au cas des mesures perturbées, on souhaite compa-
rer les méthodes A et C quant a leur efficaci€ face aux perturbations de mesure. Afin de
pouvoir effectuer cette comparaison sans se limiter a un cas particulier pouvant €étre arbi-
trairement plus favorable a lI’une ou I’autre des méthodes, on veut qualifier les méthodes
par leur réponse a un bruit blanc gaussien servant pour perturber les mesures. Ce bruit
étant décrit par sa densité de probabilité, la réponse de chaque méthode sera également
une densité de probabilité, qui correspondra a la distribution des modules d’Young iden-
tifes. Afin d’obtenir cette densi€ de probabilité, on utilise une méthode de Monte-Carlo,
c’est-a-dire que I’on applique les deux stratégies d’identificationa un grand nombre de
cas pour chacun desquels les perturbations correspondent a une réalisation du bruit blanc
décrivant les perturbations. Ainsi la distribution de modules d’Young identifiés sur I’en-
semble des tirages donne une estimation de la réponse de la méthode, en terme de densité
de probabilité.

La premiere et la troisieme méthode sont donc testées sur I’exemple de la barre en-
castrée, déja présenté figure 3.2. Les perturbations sont ciéées en effectuant un tirage de
bruit blanc gaussien d’écart type 20% de I’amplitude maximale pour chaque condition
aux limites (et pour chaque piquet de temps), figure 3.21. Cette perturbationétant impor-
tante, on peut se poser la question du choix du poids. Pour chaque tirage, on identifie le
module d’Young par la méthode A et la méthode C, et pour deux poids différents, un poids
de 1 puis de 0,1 devant les distances aux mesures, une fois les termes adimensionnés.
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‘H;"\‘w‘
f l
0‘0: ' ot ‘ Hh\umtl “ “"‘\L
v

L L
0 0.5 1 15

Figure 3.21 — Conditions aux limites en déplacement perturbées

Les figures 3.22 (a) et 3.22 (b) p€sentent la distribution de modules d’Young iden-
tifEs pour 1200 tirages de perturbations. Le tableau 3.3 reprend la valeur moyenne et
la variance de ces distributions. Ceci permet de montrer que les méthodes sont robustes,
puisque la moyenne est proche du module d’Young de référence, avec un léger biais et que
I’Ecart type ne dépasse pas 2,8% dans le cas le plus défavorable. On remarque également
que la méthode A est améliorée par un choix judicieux du poids entre les différents termes
de la fonction codt. De plus, la méthode C se montre meilleure que la méthode A dans le
premier cas, et semble assez peu affectée par le choix du poids.

Poids 1 1/10
Méthode A C A C
moyenne | 0,987 0.997 0,998 0.999
variance | 6,7.107% | 7.3.107° | 1,69.10 % | 9,34.10 >

Tableau 3.3 — Données statistiques sur les modules d’Young identifiés

3.4.2.2 Stratégie vis-a-vis de la connaissance sur les perturbations

Cet exemple permet de mettre en avant deux points. Tout d’abord, il confirme que le
choix du poids entre les différents termes influence I’efficaci€ de la méthode. De plus,
choisir d’effectuer la minimisation sur la fonction cout sans distance aux mesures donne
de bons résultats, et ce avec une plus grande liberté sur le choix du poids. Cette tendance
demanderait a étre confirnge sur d’autres exemples, cependant, cette méthode hybride
reste une option intéressante dans le cas ou le niveau de perturbation est difficilement
quantifiable. Il faut toutefois noter que le choix de minimiser g plutdt que g, a partir de
champs solution du probleme de base utilisant J ne permet pas d’obtenir une expression
analytique du gradient directement.
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Figure 3.22 — Distribution de E identifié (1200 tirages de bruit blanc gaussien d’écart-
type 20%)

3.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté la méthode développée dans ce travail. Apres une présentation
théorique dans le cas général, la méthode a été appliqué au probléme d’identification
du module d’Young d’une barre sollicitée en dynamique transitoire, sur des exemples
numeériques. L’étude de I’influence des perturbations sur les mesures a permis de mettre
en avant la grande robustesse de la méthode. Dans un second temps, certaines variantes
de la méthode ont été étudiées, afin de mieux I’app€hender. Ceci a permis de montrer
que les deux ingrédients rendant la méthode robuste sont la prise en compte de toute I’in-
formation expérimentale en un calcul et I’introduction d’une distance entre les mesures et
les conditions aux limites du calcul. Enfin, la question du choix du poids entre les termes
d’erreur en relation de comportement et de distance aux mesures a ét€ abordé. Cela a per-
mis de montrer son influence et il a ét€ proposé des guides pour ce choix. Une méthode
d’identification alternative a notammentété mise en avant.

These de doctorat - P. Feissel - 2003 81

1.06



3. Stratégie d’identification et prise en compte des perturbations de mesure

82 These de doctorat - P. Feissel - 2003



Chapitre

4

Méthodes de résolution
du probleme de base

Dans ce quatrieme chapitre, on s'intéresse a la résolution du
probléeme de base de la méthode d'identification étudiée au
chapitre précédent. Les méthodes étudiées doivent notamment
prendre en compte la présence simultanée de conditions ini-
tiales et finales. Plusieurs voies ont été explorées. D’une part,
des approches globales en temps, permettant de résoudre le
probléeme complet sur le temps. D’autre part, des méthodes
locales cherchant a compléter les conditions initiales man-
guantes. Enfin, une méthode basée sur des techniques de I'au-
tomatique et sur la résolution de I'équation de Riccati a été ap-
pliquée.
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4. Méthodes de résolution du probleme de base

Dans ce chapitre, la résolution numérique du probleme de base de la stratégie d’iden-
tification p€sentée au 3.1.3 est abordée. Comme il a été vu, la résolution de ce probléme
aboutit aun systeme d’équations aux dérivées partielles en espace et en temps qui possede
des conditions initiales et finales en temps. Cela empEche d’utiliser une méthode de
résolution classique en temps, c’est-a-dire incrémentale, sans travail préalable. Diverses
méthodes ont été étudiées. Afin de €soudre le probleme numériquement, une premiere
€tape est de le discrétiser, tant en espace qu’en temps.

4.1 Problemedebase

4.1.1 Formulation Eléments Finis

La difficul€ majeure de la résolution du probleme de base réside dans la présence de
conditions initiales et finales en temps, le probEme en espace restant relativement banal.
Une discrétisation Eléments Finis du probléme en espace a donc été effectuée, en partant
de la formulation faible du probleme. Pour cela, la barre de longueur L est discrétisée en
Ne €léments de longueur notée le.

4.1.1.1 Formulation avec distance aux mesures

L’expression du probleme sous forme Eléments Finis consiste a projeter la forme
faible des équations d’équilibre sur un espace ElIéments Finis ou les champs de déplacement

sont donnés sous la forme :
u(x) = [®(x)]U
u*(x) = [D(x)]U*

o [®(x)] est la matrice des fonctions de forme et U et U* les vecteurs des inconnues

nodales, associ€s aux champs u et u*.
On introduit &galement la matrice [B(x)] telle que::

e(u(x)) = [B(x)]U
La forme faible du systéme donnée par (3.15) s’écrit alors sur I’espace Eléments Finis :
/OL (5U*T ()] p[@(x)]U +8U*T [B(x)] "E[B(X)] (U +u*)) dx
~8u T (Fy—gnur) =o
/OL (3uT [@()] "p[@(x)].U* +8UT [B(X)] "E[BX)]U*) dx=A8UT (MU - Uy)

(4.1)
cela, pour tout t, avec toujours les conditions initiales et finales:

{ U(0) =Up U(0) =Ug
U*(T)=0 U*(T)=0
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4.1. Probleme de base

ou on aura pose :

Uy (alo falo
0 0

MU=|..|, Ug=] .. et Fg=1 ..
0 0 0
UNe UalL falL

On note a présent :

M) = [ [o0]"pleco]ax et [k] = [ [B0]"E[B00)] ax

Le systeme devient, en I’écrivant sous forme matricielle :
M O]fU] [ K K+gh[U]_[ F
0 M| |U*|"|-ANn K U*| — |—ANUq
Remarque :

Cette forme du probleme peut s’obtenir en traitant directement le probleme
discrétisé d’identification suivant :

. 1 ~ ~
min ~(U—-V)TK(U —V)—i—g(ﬂuu—Ud)z-‘r-E(an—Fd)z
UV,F 2 2 2
MU +KV =F
(4.2)
ou'V est le vecteur des degrés de liberté du champ de déplacement v tel que
o =E.g(v).

Afin de rendre la p€sentation des méthodes de résolution homogene sur les différents
exemples, on note encore :

-1 1 -1 =
MO0 K K43N M 0 Fq |V
[Ma}__{o M} [—An K ] [Sa]_[o M] {—Anﬁd}et [x]_[u*
Le systeme s’écrit alors sous la forme:

X =Ma.X +Sa (4.3)

avec les conditions initiales et finales:

X5 (0)=Xx7 X5(0)=xJ
{XD(T)zod XD(T):OO (4.4)
ou,
XD
[x}:{xu} ,avec X" =U et X" =U" (4.5)

Une fois cette forme discrete en espace écrite, il restera pour résoudre numériquement
a effectuer une discrétisation du probleme en temps, avec deux possibilités : utiliser une
approche Eléments Finis ou introduire un schéma d’intégration numérique reliant les
grandeurs aux piquets de temps de la discrétisation.
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4. Méthodes de résolution du probleme de base

4.1.1.2 Formulation avec conditions aux limites fortes

De la méme maniére, il est possible d’exprimer la formulation Eléments Finis du
probleme de base associ€ a la méthode étudiée au 3.3. Pour cela, la démarche utilisée est
de partir du systeme (3.32), dans le but d’obtenir des équations d’évolution de u et u* au
sens des EIéments Finis. Dans un premier temps, on élimine donc o des équations, grace
a la forme locale de la deuxieme équation du systeme (3.32) :

0=E.(ux+uy) (4.6)

On obtient donc le systeme suivant :
( L L
/ (p.0" —E.U%y) dudx+ [(E.u*er)\) 6u]o =0
0 ; :
L
/0 (Pli—E.(uxx+Uky)) du"dx=0
L
| (E-(uxctus) —Fg) Bu] =0
\ [(u—ud) 6)\] =0

que I’on remet sous la forme suivante par intégration par partie, en injectant la troisieme
€quation dans la seconde :

(4.7)

L
0

(

L
/(p.u*6u+6u,X.E.u*,x)dx+[Aéu} =0
0 :

L
L ° L
/0 (p.GdU" + U’ .E.(ux+u)) dx = [Fd 6u*} o (4.8)

[(u—ud) 6)\}:=0

\

Afin d’utiliser le mEme formalisme pour tous les exemples, on peut mettre ces équations
sous forme matricielle avant de les projeter sur I’espace EIEments Finis:

A e e A DR AT I

[(u—ud)é)\}::O

0 E

On peut & présent exprimer cette relation au sens des Eléments Finis. On note X, le
vecteur des inconnues nodales, défini comme :

avec: H = [E E}

ui
uj
X=1.
UNe
UN,
ou Ne est le nombre de nceuds. On obtient donc:

MX+KX=S
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4.1. Probleme de base

m| 0 |0]| .. |0]
0O/2m|0| ... |0
Avec, M= | ... | ... | .| .. | ..
O ..|0|2m|O
Of..|0| 0 |m
ou, m= p'g"e est la masse d’un demi-€lément, que I’on concentre aux nceuds
" H|-H|[ 0| 0] .. |07 (Fa(0)]
“HI2H|[-H|[ 0 | .. [ 0 )‘%0)
I e o i s v i i B
O|..|0]|-H|2H|-H E(L
0 ../ 0|0 |H|[H | _)\d<(|_))_

Il reste encore a vérifier que u = uq(0) et un, = ug(L).

A priori, les degrés de déplacement imposé peuvent &tre pris en compte en introdui-
sant des multiplicateurs de Lagrange relatifs a cette liaison. 1l faudrait alors modifier le
vecteur inconnu en augmentant sa taille. De la méme fag on, A devrait aussi figurer dans
le vecteur inconnu. Compte-tenu du fait que 1’on veut conserver un cadre de présentation
et de résolution unique pour tous les exemples, ceci semble compliquer la démarche. Le
maillage étant simple et les nceuds a degrés de liberté (ddl) imposés étant ainsi facilement
identifiables, on a p€féré éliminer les ddls imposés du vecteur inconnu, ainsi que les
équations faisant intervenir A. Celles-ci seront remplacées par les relations de conditions
aux limites, a priori:

U1 = Ug,
uNe:udL
E (Up—ug,+us—u3) = —1F
ro-(U2 —Udy +- Uy —Uy) = —5Fdy L
* * —
ro-(Ug, — UNe-1+UNe — UNe-1) = 5Fa,

(4.10)

Cependant, on peut remarquer que, du fait de la formulation Eléments Finis, la frontiére
du domaine possede une masse, ainsi son équilibre n’est pas 0.n = Fe¢ Mais m.Ui+o.n =
Fex. Cela revient, en fait, a remplacer les deux dernieres équations de (4.10) par les
équations d’évolution de Uy et Uy, qui ont été éliminées du systeme. Ainsi, toutes les
€quations se retrouvent bien dans la formulation.

On va donc définir le vecteurX des ddls intérieurs & la poutre par la relation :

e
uj
0
X=X+Y o0:Y=]..
0
UNe
| UNE]

Remarque :

X comporte des zéros aux ddls imposés, simplement par commodité
d’écriture.

These de doctorat - P. Feissel - 2003 87



4. Méthodes de résolution du probleme de base

On définitégalement les matrices de taille 2.Ng x 2.Ne dans lesquelles les deux premieres
lignes et les deux derniéres sont remplacées par des zéros, K, et My = M~ 1.K.

Le systéme peut donc s’écrire a présent :

X =X+Y
Y=DX+Yq sit<T
Y(T) =Yq(T) (#.11)
X = MaX
r0/0]0|0]0]..[0] .
0[0[1[1]0]..[0 E<Fd0_”:)“d0)_“do
avec, D= 0/0/0/0/0/..10 et,Yg =
0/..]0J0]0O]|0]O U
0[..[0[1[1][0]0 . o
) ) | € (Fg, — Mg, ) — Ug, |
Cette forme est utilisable directement pour un schéma explicite :
’anxvnj‘Yn
Yn=D.Xn+VYq, Sin<N
T = Yo 4.12
Xn_MaXn - e (l )
).(n+1:Xn+At>zn+m2)zn
)?n+1—xn+ (Xn+Xn+1)

Pour conserver le formalisme commun aux différents problémes, on peut encore mettre
le systeme sous la forme :

X =MaX +Sa, aveC Ma=Ma.(Id+D) et Sa=MaYq (4.13)

Afin d’exprimer les conditions initiales et finales simplement, les ddls sont éordonnés
par permutation circulaire, de fag ona regrouper ceux relatifs au champ u, d’une part, et
ceux relatifs au champ u*, d’autre part. Les mémes permutations circulaires doivent étre
effectuées sur les différentes matrices introduites. Cela permet d’obtenir des conditions
initiales et finales du type:

(4.14)

Finalement, le systeme est bien sous le formalisme commun qui sera utilis€ lors de la
présentation des méthodes de résolution.
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4.1. Probleme de base

Remarque :

— Cette méthode introduit les termes de vitesse dans le vecteur d’état
et nécessite I’accélération relative aux déplacements imposes, elle de-
mande donc de dériver les mesures par rapport au temps. La méthode
de résolution risque donc de poser des problemes pour des mesures
fortement perturbées. Néanmoins dans les exemples qui suivent, il ne
semble pas que ces problemes aient €té rencontrés.

— Le passage a la forme faible doit se faire avec prudence, si I’on part de
la forme forte. En effet, celle-ci possede des €quations a I’intérieur
du domaine et des conditions aux limites sur la frontiere du do-
maine. Cependant, pour introduire les termes de bord en partant de
la forme faible de I’équilibre (Equations intérieures), il faut injecter
dans chaque équation, les conditions aux limites correspondant & la
méme différentielle dans SL. Si ceci n’est pas respect€, lors du pas-
sage & la formulation Eléments Finis, le probléme & résoudre ne sera
pas le bon, car termes de frontiere et termes intérieurs interviennent
de fag on similaire et on ne peut pas les dissocier comme dans le cas
continu (c’est-a-dire que les contributions liées au champ test du, par
exemple, du terme de bord et du terme intérieur de I’élément de bord
interviennent au méme endroit dans les matrices du probleme).

4.1.2 Probleme 0D

Afin d’illustrer la méthode de résolution, un cas simple a également ét€ traité sur
I’exemple d’une masse attachée a un ressort, figure 4.1.

7 k?

Figure 4.1 — Probléme 0D d’identification a partir de mesures redondantes

Les €quations régissant le systeme sont :

X+a.y = f(t)
y =k.x
X(0) =xo, Xx(0)=Xo (conditions initiales)

Dans un premier temps, on considere que la fonction f est nulle et que I’on a acces aux
mesures de x et de y. Celles-ci, notées respectivement X et §, peuvent €tre perturbées. Le
probleme d’identification est alors la recherche de la raideur k du ressort qui correspond
aux mesures. De maniere analogue a ce qui a été fait dans le cas du probléme volumique,
on introduit une formulation ou I’on recherche le minimum de I’erreur en relation de
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4. Méthodes de résolution du probleme de base

comportement associée a ce probleme sans second membre :

: 1 o ~
min —. (kx— y)2 4 dy(x,%) + dy(y.y) (4.15)
X+ay=0

Typiquement, on prendra pour les distances aux mesures :

7\_

a.

dy = —.(x—%)? (4.16)

dy= . (y—9)? (4.17)

2
B
2.k’
ou a et 3 sont des coefficients permettant de choisir la ponceration des différents termes.
Il faut, en fait, choisir une formulation sur I’ensemble de I’intervalle de temps. Pour
cela, on a le choix, entre autres, entre prendre le Sup ou I’intégrale sur le temps. Le
Sup pouvant poser des problemes lors de la différenciation, le choix se porte plutdt vers
I’intégrale sur le temps. Le probléme est donc:

t
min / ( 1 (kX —y)? 4 dy(x,%) +dy(y,y)) dt (4.18)
XJy . 2 k "

X+ay=0 e

que I’on note: 1(x,y) (4.19)

Comme dans le cas 3D, la recherche du minimum sous contrainte de | revient a la
recherche du point de stationnarité€ d’une nouvelle fonctionnelle L ou les contraintes dis-
paraissent en introduisant le multiplicateur de Lagrange A :

t
L(GyA) = 1(xy) — /O A (X+ay) (4.20)

L’expression de la stationnarité de L (8L = 0) permet d’aboutir au systéme suivant,
apres intégration par partie :

K(l+a)x—y—A=ka
—x+HBy_anx %B (4.21)
X+ay=0

avec les conditions initiales et finales:

{ X(O) = Xo, X(O) = Xo.

Remarque :

— Pour a = 3 =0, on retrouve la solution classique et A est identique-
ment nul.

— Il en est de méme si les mesures sont exactes et que a # 0 et 3 #£ 0.
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4.1. Probleme de base

On introduit les nouvelles constantes suivantes :

A=(1+a)k ; B= likB
X=akf ; Y= E.y
ce qui conduit au systeme suivant :
Ax—y—-A=X
—X+By—aAr=Y (4.22)
X+ay=0
qui peut encore se mettre sous la forme :
X+ay=0
A (F—A) x+8A=—(X+3Y) (4.23)

en conservant toujours les mémes conditions initiales et finales.

En notant X = Bj , le systeme s’écrit :
X +KaX =S, (4.24)
avec:
[ : —] S
Ka — 1 et a— — |:"' 1 ’“’:|
-4 3 X+ b

En posant X" = x et XY = A, on obtient les conditions aux limites en temps::

X5(0) =x§ X5(0) =XxJ
{xD(T):o XE(T)=0 (4.29)
Les méthodes seront illustrées sur I’un ou I’autre des problemes, dans le cadre général
donné€ par I’équation (4.3), le formalisme restant le méme, les scalaires étant changés par
des vecteurs.

4.1.3 Solution analytique et remarques sur le systeme
4.1.3.1 Solution analytique du probleme 0D

Le systeme d’équations linéaires avec second membre a coefficients constants, (4.23),
possede une solution analytique qu’il est possible d’expliciter a partir de la solution de
I’équation homogene associée et d’une solution particuliere obtenue par variation de la
constante.

— Equation homogéne associée :
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4. Méthodes de résolution du probleme de base

Le couple (x,A) est cherché sous la forme:

-+

Pour &tre solution, s doit vérifier :

det (Ka+s%1d) =0 (4.26)

\f (8055 +150.D) (4.27)

=VAB—1, D=/ (g8p) e {-11}°

qui a pour solution :

avec,

On prend pour valeur des &; (i € {s,D}), pour les quatre racines de I’équation :

S1|1S2|S3 | $4
&s -1 1]|1]|-1
5o 1]-1]1 -1

De plus, p et g sont li€s par une relation linaire traduisant I’appartenance du vec-

p

teur au noyau de K, +s21d.

— Une solution particuliere, obtenue par la méthode de la variation de la constante est

donnée par :
2 ¢ (5) eV/EBH-2D Cos\/7
~fiks :
/ / <X+ ) \/g.%.(em 27) cos

La solution générale est finalement donrée par :

EJ

[0+t —2.1)dddt

—.D.(0+t —2.1)dddt

R

( a w
X(t) =xo(t) +e VEzb1, (pl.cos %D.t+ p2.sin %D.t)
teVE bt (pg.cos 2Dt 4 pasin, /2Dt
B B
< _ ] (4.28)
A(t) = Ao(t) te VBBt (ql.cos ED.t+q2.sm §D't>
+e\/§%~t. (Q3.COS %D t+gg.Sin %Dt)
\

avec les quatre relations entre les coefficients:

__a _a
P1= wﬂz P2 = wﬂl
a

a
P3 = 8(14 Psa = —8(13
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4.2. Méthodes de résolution globales en temps

Ainsi, pour des conditions initiales ou finales donrges, il est possible de déterminer
analytiquement la solution.

D’un point du vue pratique, la solution analytique sera calculée par intégration numé-
rique des différents termes qui la composent. Elle permettra d’avoir une solution de
référence pour valider les différentes méthodes numériques, dans le cas de I’étude du
systéme masse-ressort.

4.1.3.2 Remarque sur la stabilité du systeme continu

L’expression analytique de la solution du probleme de base en 0D donnée par (4.28)
comprend des termes exponentiels positifs et négatifs, tant pour x que pour A. Ceci signifie
que le systeme est instable aussi bien dans le sens des temps croissants que dans le sens
des temps rétrogrades. Méme si les solutions physiques du probleme restent bornées,
cela pose un probleme dans la résolution numeérique, qui risque d’€tre tres sensible aux
perturbations sur les conditions initiales et finales.

Ceci s’observe également dans le cas du probléme de base en 1D. Il s’agit en fait
d’une caractéristique du probleme.

4.2 Meéethodes derésolution globales en temps

Afin de €soudre le probleme en temps avec ses conditions initiales et finales (4.3),
une premiere famille de méthodes consiste a considérer le temps de fag on analoguea
I’espace pour lequel il est usuel d’avoir des conditions aux limites a toutes les extrémités
du domaine d’étude. La méthode consiste alors a assembler le probleme sur I’ensemble
du temps, et a’inverser la matrice obtenue pour aboutir a la solution. Différentes manieres

d’opérer pour obtenir la matrice assemblée ont été étudiées, soit en assemblant un schéma
aux différences finies, soit en utilisant une formulationEIéments Finis en temps.

4.2.1 Assemblage d’un schéma temporel

On se donne le systeme d’équations (4.3) en X, avec ses conditions initiales et finales
(4.4), ainsi qu’un schéma d’intégration numérique sur le temps.

Premier cas : schéma explicite

Prenons pour commencer un schéma d’intégration de type explicite, différences cen-
trées ; ce choix se justifie par I’application que I’on veut faire de la méthode générale a
la dynamique transitoire. En discrétisant I’intervalle de temps, il est possible d’exprimer,
a chaque piquet de temps, le systeme d’équations. On remplace alors, dans celui-ci, les
dérivées temporelles par leur expression en fonction des variables au pas de temps et aux
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pas de temps adjacents :

>.<.n — Ma.Xn + San
SR Xni1— X
XnJrl:Xn—i—Azt.Xn—i—T.Xn Xn+%:%
. . At . . . Xne1 —2.Xn +Xn— 4.29
Xnt1 = Xn+ - (Xn+Xnt1) | Xny1= e Atzn L (4.29)

X{ =Xg X =X{
Xg =0 Xy=0
En injectant cette forme de I’accélération dans le systeme, on obtient pour chaque
piguet de temps, une relation du type::

E.Xn+1 + FXn + G.Xn_]_ == Sn (430)

avec:
Sh=A0t%Sy, E=G=Id, F=—(21d+At*M,) (4.31)
ou Id représente la matrice identité.

On peut remarquer la symétrie par rapport au temps due a I’utilisation du schéma des
différences centrées.

La relation (4.30) est vérifiée pour tout instant intérieur alI’intervalle de temps discréti-
sé. Il reste a exprimer les relations aux bords du domaine, celles-ci feront intervenir les
conditions initiales et finales. Afin de dterminer la relation faisant intervenir les condi-
tions initiales, on utilise I’équilibre, que I’on injecte dans I’expression des déplacements
en fonction de ses dérivées temporelles:

¢ _ 2 - At? A2
Xn = 75 Xnt1 — Xn — Bt.Xn) & Xny1— (1d + —-Ma) Xn — At Xn = —-Sa,
A _ 2 2 (4.32)
noté H

Puis on injecte les conditions initiales, X[’ = X et X' = X{, dans les équations
directes en temps du systeme ci-dessus ; elles correspondent aux équations d’évolution de
X5 (qui posséde des conditions initiales) :

X0 Hiox3 = Hig XD o At A_tz ~ 4 |Hu Hi2
2 12X1 = HuXy +AtX + > Sa; ,OU H= Hoi Ho (4.33)
On pose donc:

2

. At
Fir=—Hp, Gi=1d, 81=H11XdD—|—AthD+T

De la méme fag on, on dtermine les équations faisant intervenir les conditions finales,
& I’aide des équations rétrogrades en temps (qui régissent I’évolution de X ).
On obtient finalement le syseme suivant sur I’ensemble du temps :

Sa; (4.34)

F1 G X1 S1
E F G
E F G . .
EF G =1 (4.35)
E F G
I En vl [Xn] [Sn]
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Deuxieme cas : schéma de Newmark quelconque

On peut faire la méme chose avec un autre schéma, comme un schéma implicite que
I’on ne cherche pas a'inverser. Pour cela, on enrichit le vecteur d’€état a chaque instant, en
y ajoutant les quantités dérivées.

Ainsi, on part toujours du systeme (4.3) a chaque pas de temps, et on utilise a présent
un schéma de type Newmark quelconque. Afin de prendre en compte le caracere rétrograde
de I’évolution de X", un schéma rétrograde lui sera appliqué, reliant le pas n-1 au pas n,
de maniere analogue au schéma direct entre n+1 et n.

Le schéma direct est, pour X" :

: At? . .
Xpk1 = Xg + ALK + = ((1 —2.8).XD Z-B)-Xn%)

Xely =X+ At (1= y) X +yXELy)
Le schéma rétrograde pour X" est similaire, et cela permet encore d’é&crire pour X"
et XY

Gp.Zi +Hn.Z7 =0
Go.ZY +Hn.Z). . =0

avec,
1 0 —p.At2] 1 At 4% (1-2.p) %0 ]
G _ —P. H _ — — —7 — L. ZD: )‘(D
- [O 1 —yat] ° {0 —1 —At.(l—y)} n >'<'nD
L'
1 0 BAt2] 1 A -2 a-2p) %o
. [0 1 oyar] {o ~1 —At.(l—y)} N
LN
XD
Enfin, en posant |, = X”D} et en prenant en compte I’équation d’équilibre (4.3), on
n
obtient une relation du type:

ou I’on peut préciser les matrices. Comme cela a été fait pour le schéma explicite, il reste
alors aassembler sur le temps puis a remplacer les termes de bord pour prendre en compte
les conditions initiales et finales.

La résolution se fait alors par inversion de la matrice globale sur le temps.

4.2.2 Eléments Finis temporels

Une autre méthode pour résoudre cette équation globalement en temps consiste a utili-
ser des Eléments Finis temporels, c’est-a-dire & faire du probléme une formulation faible
sur I’ensemble de I’intervalle et a choisir une approximation des différentes quantités
entre les piquets de temps. D’autres auteurs ont appliqué cette méthode pour résoudre des
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problemes similaires [Constantinescu et al., 2003]. Le choix s’est porté sur I’approxima-
tion linéaire. 1l faut, de plus, une formulation qui permette de prendre en compte les condi-
tions initiales et finales, &quivalents temporels des conditions aux limites des Eléments
Finis en espace. On remarque ici qu’il y a des conditions initiales en X et X au méme
instant, ce qui serait I’équivalent de conditions aux limites en effort et en déplacement sur
la méme partie de la frontiere. Pour permettre toutefois, de prendre en compte ces condi-
tions aux limites et de formuler le probleme, on va choisir un vecteur d’état dans lequel
apparaitront les quantités et leur dérivée temporelle d’ordre 1, dont I’approximation sera
€galement lin€aire, ce qui est possible du fait de la formulation faible.
Le systeme a résoudre est donc du premier ordre et s’exprime :

X =V
{3 o Maxsse @31)

avec les conditions aux limites en temps:

X2(0)=Xg V2(0)=Xg
{XD(T)zo vE(T) =0

-l

Mo.T 4+ Ko.T = Bg (4.39)

0 Id Id 0 0
MO:{Id o} KO:_{O Ma] Boz{sa]

En intégrant I’équation (4.39) entre deux piquets de temps, on obtient :

(4.38)

On pose donc:

qui va vérifier I'€quation :

avec,

t2 .
/ (Mo.T +Ko.T —Bg) V* =0 (4.40)
t1
t2 . t2
@/ V*.Mo. T +/ (Ko.T —Bp) V*=0 (4.41)
18} t1
avec une approximation pour chaque quantité du type :
U(t)=U (1 t >+u !
U T A T

On a pour le premier terme :
t2 . V¥l 1 [-Mo Mo] [T
Vi Mo T = [ 1.2 | ° 0].{11
et =[] [ [
et pour le second :
2 Vil (Ot [2Ke Ko | [Ti] At[2.0d Id ] [Bor
_ | V1 - _=
A(KO'T Bo) V {vz*}(e{r(o 2Ko| |T2) 6 | 1d 2.1d] [Bo
Remarque :
Notons que cette équation n’est pas symétriqueenV et T.
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Finalement, on a sur chaque élément, une relation du type:

Vi To| VS Bo1
{Vz*} Pe H - M Ce [Boz]
avec,

1 [—Mo Mo]+At {Z.KO Ko} C_ [Z.Id Id]
6

De=7- {—Mo Mo Ko 2.Kg ~6|1d 21d
En introduisant pour chaque quantité le vecteur assembl€ sur le temps :

U

On obtient la formulation assemblée sur le temps:

V*.D.T =V*.C.Bg (4.42)
ou D est la matrice assemblée sur le temps.

Enfin, il reste a prendre en compte les conditions initiales et finales. Pour cela, il
faut remarquer que les vecteurs V* de départ appartiennent a un espace équivalent au
cinématiquement admissible &0 des Eléments Finis en espace, c’est-a-dire que leurs co-
ordonnées sont nulles la ou les variables correspondantes sont imposées. D’un point de
vue discret, cela signifie que vgl = VD*1 = 0 et que Vg, :VSM =0, en ayant noté:

T vH Ve
O *
T= F = ;/(D et V*= xa (4.43)
O 0
U= XU A&

Il est donc possible de remplacer ces lignes dans le systéme par des lignes du type :

U ¢ U
Ton=Xg To, =X (4.44)
Toy =0 Tgy =0

On obtient finalement un syseme a résoudre, du type:
DX=B

Cette formulation donne de bons résultats, comme on le verra au 4.2.3. Cependant,
elle rajoute une dimension supplémentaire au probleme Eléments Finis, donc augmente
d’autant la matrice du systeme. Pour un probleme sur un domaine 3D, on récupere donc
une matrice équivalente a un probléme 4D, qui peut vite devenir de tres grande taille et
poser de lourds problemes numériques.
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Remarque :

Numériquement, on observe une équivalence des résultats entre la méthode
des Eléments Finis temporels et celle qui utilise un schéma explicite as-
semblé sur le temps. Cela peut se comprendre si I’on exprime I’accélération
au piquet de temps par les deux schémas ; on s’aperg oit que I’on retombe sur
la méme approximation. Cette équivalence a €té mise en avant, par exemple,
dans [Gravouil, 2000]. Cependant, on peut remarquer qu’elle n’est valable
qu’aux piquets de temps, puisque les Eléments Finis fournissent une fonc-
tion du temps prenant des valeurs en chaque instant, alors que I’utilisation
d’un schéma d’intégration se contente de valeurs aux piquets de temps.

4.2.3 lllustration et commentaires

Les différentes méthodes sont illustrées sur I’exemple 0D du systeme masse-ressort
de la partie 4.1.2. Le systéeme a résoudre est alors le systéme (4.23). On prendra comme
mesures, des mesures non perturbées, données par la solution analytique de I’équation
régissant le systéme masse ressort, pour des raideur et masse de référence, respectivement
Ko et ag. Ainsi, les mesures seront données par :

vt e [0,T], .
X(t) = XpC0S ot + X—U; sin uot (4.45)
Y(t) =koX(t) avec: wp=+/koao

On prendra pour valeur: ko =1, ag = 1, Xo = 1 et Xo = 0. La résolution est faite par
les deux méthodes présentées : Eléments Finis temporels et assemblage d’un schéma ex-
plicite sur le temps. Les deux méthodes €tant équivalentes, elles donnent bien les mémes
résultats.

La figure 4.2 p€sente les champs x et A, pour k = ko, et un temps d’étude T = 15?,
pour 600 pas de temps. On sait que la solution analytique, dans ce cas, correspond a A
identiqguement nul et x =X. L’erreur est donc raisonnable. La méthode donne une précision
comparable dans le cas d’une raideur k différente ou de mesures perturbées.

La méthode permet donc bien de trouver une solution approchée du probléme. Cepen-
dant, comme il a été€ remarqué plus haut sa mise en ceuvre numérique est un peu lourde,
méme si la matrice en temps a une petite largeur de bande (chaque pas de temps n’est
reli€ qu’a ses voisins). De plus, le passage a des problemes non-linéaires, comme ceux
qui nous intéressent a terme, n’est pas évident, puisque la dépendance a I’histoire des
variables internes aboutit a un probleme largement non local en temps.

4.3 Methodesdereésolution locales en temps

La partie précédente a proposé des méthodes globales en temps pour résoudre le
probleme de base. Cela a I’avantage de prendre en compte les conditions initiales et fi-
nales de fag on naturelle. Toutefois, d’un point de vue pratique, cela peut conduirea devoir
inverser des matrices de taille importante, puisque cela revient a rajouter une dimension
au probleme. De plus, I’extension au cas non lin€aire semble poser des difficul€s, puisque
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X(t) x 1072 A(t)

N

(@]
|
]

Figure 4.2 — Déplacement et multiplicateur par les méthodes globales en temps

la dépendance du comportement au passé conduit a des problemes fortement non-locaux.
C’est pourquoi des méthodes locales en temps ont également été étudi€es. Celles-ci vont
utiliser un schéma incrémental en temps, qu’il faudra adapter pour prendre en compte
conditions initiales et finales. Cette adaptation peut se faire de deux mankres:
1. en traitant successivement des problemes directs et rétrogrades en temps, pour les-
quels les conditions initiales sont connues;;
2. en estimant les conditions initiales manquantes avant d’appliquer le schéma tempo-
rel.

4.3.1 Meéthodes itératives

Le systeme (4.3) peut s’écrire sous la forme :
XD Mall Malz XD SE
| = . 4.4
{X Dl |:M321 Mazz X H * SE ( 6)
avec les conditions initiales et finales :

X50)=x5 xP0)=x}
{xD(T):od XD(T):00 (4.47)

4.3.1.1 Différentes possibilités

Il est possible de résoudre le probleme (4.46)-(4.47) de fag on i€rative en parcourant
le temps successivement dans le sens direct et dans le sens rétrograde, en utilisant les
résultats du calcul précédent. Il est possible de procéder de deux manieres :

1. en résolvant I’ensemble du systeme (4.46), successivement dans le sens direct, puis
dans le sens rétrograde. Dans ce cas, les conditions initiales (ou finales) manquantes
sont déterminées par la valeur au dernier pas de temps du calcul précédent, qui s’ef-
fectuait dans le sens inverse. En itérant, on espere converger vers les bonnes condi-
tions initiales et finales, donc vers les bons champs solution. Le couplage entre le
probleme direct et rétrograde ne se fait donc que par les conditions initiales et fi-
nales. Il faut initialiser les conditions initiales pour le premier calcul, par exemple en
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prenant des valeurs nulles pour X (0) et X" (0), correspondant & celles nécessaires
pour que la relation de comportement soit vérifie ;

2. en résolvant I’équation relative & I’évolution de X dans le sens direct, puisqu’elle
posséde ses conditions initiales, et I’équation relative & I’évolution de X" dans le
sens rétrograde. Pour chaque résolution, le champ qui n’est pas calculé est passé
au second membre du systeme et prend les valeurs qui ont été trouvées lors de la
résolution précédente de son probleme d’évolution. La encore, I’initialisation peut
se faire avec un champ X", par exemple nul en tout point et & chaque instant, dans
I’équation d’évolution de X .

Ces deux méthodes étant des méthodes itératives, il faut choisir un critere de conver-
gence, par exemple I’erreur faite sur les conditions initiales et finales connues ou bien la
variation des champs d’une itération a la suivante.

D’autre part, le systeme (4.46), €crit sous cette forme, peut étre vu comme un probleme
couplé, liant un probléme direct en temps a un probléme rétrograde en temps. Il pourrait
donc €tre envisageable d’utiliser des méthodes de résolution globales en temps traitant de
problemes couplés, comme c’est le cas de la version multiphysique de la méthode LATIN,
[Dureisseix et al., 2003]. Cependant, cette piste n’a pas été€ mise en pratique, car elle ne
prend pas en compte le caractere instable du systeme couplé, et elle aboutirait sans doute
€galement a des phénomenes de résonance entre les équations, comme cela est expliqué
ci-dessous.

4.3.1.2 lllustration et commentaires

Ces deux méthodes ont &t€ testées sur les mémes exemples que les autres. Cependant,
les résultats ne sont pas présentés ici puisqu’il s’avere que ces méthodes ne convergeaient
pas. Ceci s’explique par la présence d’exponentielles croissantes dans les solutions du
systeme homogene associ€ a (4.3). Ceci tant dans le sens des temps croissants (exponen-
tielles positives) que dans le sens des temps décroissants (exponentielles négatives). Ces
exponentielles sont alors excitées lorsque I’on n’est pas sur la solution physique exacte,
les itérations ne stabilisant pas ce probleme.

Une autre interprétation de I’échec de la seconde méthode est la suivante : on résout
deux problemes couplés, qui font intervenir la méme matrice (Ma,, = Ma,,), donc les
mémes fréquences propres. Ainsi, il peut tres bien apparaifre des phénomenes de résonance,
lorsque les solutions de I’'une passent au second membre de I’autre. Ainsi, de fag on
itérative, le systeme finit par exploser.

4.3.2 Utilisation de la matrice de transition, méthode de gradient
4.3.2.1 Principe

On se propose ici de résoudre le systeme (4.3) en X, en construisant une approxi-
mation de sa matrice de transition a partir d’un schéma d’intégration de type explicite,
puis en résolvant le systéme qui relie les conditions initiales aux conditions finales afin de
déterminer les conditions initiales manquantes en X . Une fois celles-ci déterminées, il
est possible de reconstruire par un calcul direct la solution sur I’ensemble de I’intervalle
de temps, en utilisant le schéma choisi. C’est une méthode numériquement beaucoup plus
Iégere que celles assemblées sur le temps. Toutefois, elle risque de présenter une plus
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grande sensibilité a la précision numérique.

Dans le cas du choix d’un schéma temporel explicite, le systeme est celui donné par
(4.29).

Cela permet d’établir une relation de récurrence :

)_(n+l _ )_(n
]k ] a0

avec,
2
ld + &°.M, At.ld
2 2
3 (2Ma+ B M2) 1d+ M,

At? S
=~ .Sa,
Rn: 2

2
% (10 + 4 Ma) Sa, + 5 Saia

(4.49)

En posant T, = K”} , On obtient par récurrence :
n
n .
Th=KIiT+ ZiKgani, en convenantque: Rg=0 (4.50)
i=
En notant : "
M=KMT et Rr= ZKglRMi (4.51)
i=
La relation reliant valeurs initiales et valeurs finales s¥crit :
0 0
o o
M1y M X R
S e+ I e N I L 4.52
XNDt LV'Zl Mzz} Xlg [RTj (452)
X5, X3
dont on déduit,
] v (] v 3] )
Ll =My L[ [N —Ma. | DL —R (4.53)
0 22 21 0 T:
[Xl XN X1 ?

Cette relation permet bien d’obtenir une relation entre I’état a I’instant initial et celui
& I’instant final. On peut donc en dsduire la valeur de X" et X" pour t = 0, puisque 1’on
a quatre équations a quatre inconnues.

Cette méthode peut encore €tre vue comme une méthode de gradient reliant les condi-
tions initiales manquantes aux conditions finales donrées. Dans le cas présent, le systeme
étant lin€aire, la méthode converge en une itération, et on a directement les conditions
initiales manquantes.

Remarque :

Cette méthode a également €té appliquée pour un schéma de Newmark quel-
conque. Pour cela, partant d’un schéma quelconque, il suffit de remettre le
systeme sous la forme du systeme (4.48). Cela suppose d’inverser une partie
du systeme discrétisé en temps au préalable, ce qui ne se fait pas usuellement
avec un schéma de Newmark implicite (autre que différences centrées).
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4.3.2.2 lllustration et commentaires

La méthode est illustrée sur le méme exemple que les méthodes précédentes, c’est-a-
dire sur la résolution du probleme de base pour le systeme masse-ressort, avec des mesures
non perturbées et la bonne raideur de ressort k = ko.

. X(t) X105 A(t)
0.4
04 2
0.4
0.9 0
0
-0.2 -2
-0.4
-0.6 -4
-0.9
o 2 4 6 8 /10 % 2 4 6 8 10

Figure 4.3 — Déplacement et multiplicateur par la matrice de transition

La figure 4.3 pésente les solutions x(t) et A(t), pour un temps d’étude T = 10/w,
pour une discrétisation avec 600 pas de temps. On peut remarquer que le résultat obtenu
est tout a fait similaire a celui obtenu avec les méthodes globales en temps, notamment
pour ce qui est de I’ordre de grandeur de A. Cependant, cette méthode est beaucoup plus
rapide. La figure 4.4 p€sente le résultat de la résolution par la méthode basée sur la
matrice de transition pour un temps de calcul a peu pres équivalent a celui que nécessite
la premiere méthode avec 600 pas de temps. On voit alors que la précision est améliorée.

X(t) x107 A(t)

1 4
0.8 3
0.6 2
0.4 1

0.2
0

0
-1

-0.9
-0.4 -2
-0.6 -3
-0.4 -4
_l / o

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figure 4.4 — Déplacement et multiplicateur par la matrice de transition

Enfin, il est inEressant de constater que le multiplicateur n’est pas identiqguement
nul, contrairement a ce qu’il devrait €tre s’il s’agissait de la solution exacte. Ceci est
évidemment dia la discrétisation du probleme, mais il est intéressant de noter qu’en met-
tant des mesures exactes au sens du schéma numeérique (c’est-a-dire fabriquées en utilisant
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le méme schéma en temps), on retrouve un multiplicateur numériquement nul (son ordre
de grandeur est de 10719).

La méthode permet donc de résoudre le probleme de base, sur des temps courts. Ce-
pendant, pour des temps d’étude trop longs, la méthode explose. Ceci est encore di'a la
présence d’exponentielles croissantes parmi les solutions du systéme homogene associ€ a
(4.3). En conséquence, les erreurs d’évaluation des conditions initiales manquantes sont
amplifies sur ces modes. Ainsi, méme avec une erreur de I’ordre de 10~1° au départ, ce
qui semble déja bon numériguement, pour un temps d’étude suffisant, les champs solution
vont exploser.

D’un point de vue discret, cela se traduit par une matrice de récurrence entre les pas
n et n+ 1 qui possede des valeurs propres a la fois supérieures et inférieures a 1. Ceci a
pour conséquence que le conditionnement des matrices M et M2, de (4.52) est d’autant
plus mauvais que N est grand. Ainsi, cela risque d’ajouter des problémes pour I’inversion
numeérique de Moo, qui vont donc dégrader la précision des conditions initiales estimées
et dégrader d’autant la méthode de résolution.

70

Neumark time scheme:
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Figure 4.5 — Conditionnement de la matrice M2, en fonction de Ny

Toutefois, la stabilité du systeme discret dépend en partie du choix du schéma d’inté-
gration. Si les considérations sur le systeme continu fournissent un temps d’étude maxi-
mum théorique, le temps d’étude numérique sera inférieur. On peut, toutefois, I’améliorer
en changeant de schéma. La figure 4.5 pésente le conditionnement de la matrice M2, en
fonction du nombre de pas de temps, la taille des pas de temps étant constante, pour le
schéma aux différences centrées et celui de I’accélération moyenne. Ceci confirme que la
stabilit€ de la méthode est améliorée dans le second cas.

Cette derniere méthode est donc intéressante d’une part, pour sa relative simplicité
et son extension aux problemes Eléments Finis de grande taille et d’autre part, du fait
qu’elle pourrait s’étendre au cas non-lin€aire des lors qu’elle est vue comme une méthode
de gradient. Toutefois, sa limitation majeure demeure, comme pour les autres méthodes,
la limitation du temps d’étude, du fait de la présence d’exponentielles croissantes parmi
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les solutions. Le paragraphe suivant propose une amélioration de la méthode dans le cas
0D permettant de ne traiter que des problemes stables.

4.3.2.3 Proposition d’amélioration

Afin d’améliorer la méthode précédente, on s’inspire de ce qui a été fait dans [Vau-
ghan, 1969], ou I’auteur propose une méthode robuste pour la résolution de I’équation
transitoire de Riccati associée a un probleme de contrdle optimal linéaire, de fag on analy-
tique. Ici, on applique la méme démarche, mais dans le cas discret. L’idée est de ne traiter
que des systemes qui ne possedent pas d’exponentielle croissante parmi les solutions du
systeme homogene associé€. Il faut donc changer de base, pour séparer les exponentielles
croissantes des exponentielles décroissantes et traiter les premieres de fag on Etrograde
et les secondes de fag on directe. D’un point de vue pratique, on part de (4.48), que I’on
réordonne de fag ona I’avoir sous la forme :

TnD+1 _ TnD . o_ X" o_ XU
{Tnal =A. 10 +Bn avec: T- = NE et T- = NE (4.54)

ou A et By, correspondent respectivement a K, et R, réordonnés.
Puis A est diagonalisé de telle sorte que soient séparées les valeurs propres dont la
partie réelle est plus grande que 1, des autres :

D, 0
0 D_

ou on a introduit la matrice de changement de base W et ou Re(x) représente la partie
réelle de x.

A=W.DW™? avec:D= { } oURe(D,) >1etRe(D_) <1 (4.55)

% 4 [TH _
En posant A =W 10 , dans la nouvelle base, on a:
Vn+1 _ D+ 0 A -1 BnJr
{Anu] = { 0 D_|'|a, +W™ B (4.56)

que I’on réécrit de la fag on suivante, en passant leséquations instables en sens direct, dans
le sens des temps rétrogrades :

[A\r{il] B {D+01 DO} ' [VZ?] + Eﬂ (4.57)

On obtient donc le systeme suivant :

Vn=D, tVp1+S7F
4.58
{ Ani1=D_.A+Sy (4.58)

Ce systeme ne possede plus de valeur propre menant a des termes divergeants. 1l reste
toutefois a déterminer les conditions initiales de ce systeme, a savoir V, et Ag. Pour cela,
on dispose des conditions initiales en T et finales en T, que I’on peut exprimer dans la
nouvelle base. Puis, pour avoir le bon nombre d’équations, on complete avec les relations
entre conditions initiales et finales des deuxéquations de (4.58) :

T1D =W11.V1 +Wi2./Mp
T,\E :W21.VN[ +W22.AN[
Vi =D, My +D;
Ay =D N1 A 4Dy

(4.59)
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ou D; et D, sont fonctionsde D, D_, S, etS_

Il est alors possible, a partir de ce systéme, de déterminer les conditions initiales man-
quantes puis de résoudre le systeme (4.58) directement.

Cette méthode est illustrée sur le probleme de base, dans le cas du systeme masse-
ressort. Il est résolu pour des mesures exactes au sens numeérique, en prenant comme
raideur k, celle de référence, notée ko, ayant servi a fabriquer les mesures. On s’attend
donc a obtenir un multiplicateur A identiqguement nul. Pour que la méthode présente un
intérét, le temps d’étude est choisi relativement long, Tmax = %(, de telle sorte que les
autres méthodes ne permettent pas de résoudre le systéme. La figure 4.6 p€sente, tout
d’abord, le multiplicateur obtenu par la méthode telle qu’elle a été exposée. Il est alors de
I’ordre de 10715, et peut donc &tre considéré comme numériquement nul. La figure 4.6
présente €également le calcul du multiplicateur, en utilisant le méme systeme (4.58), mais
en choisissant les conditions initiales égales a 0. L’idée est de dire que le systeme traitant
des solutions homogenes décroissantes, I’influence des conditions initiales devrait se can-
tonner aux extrémités de I’intervalle d’étude, si celui-ci est assez grand. C’est bien ce que
I’on observe, méme s’il faudrait des temps d’étude plus longs pour que cette méthode soit
réellement pertinente.

.10 avec le calcul des Cl
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Figure 4.6 — Multiplicateur A(t), pour un temps d’étude Tyax = %(

Cette méthode suppose que I’on puisse diagonaliser la matrice de récurrence, notée
ici A. Dans le cas 0D, c’est bien le cas, en revanche, ce n’est plus vrai dans le cas unidi-
mensionnel. Il faudrait alors réfléchir a une extension de la méthode pour des matrices
non diagonalisables, qui permette de séparer la partie stable de la partie instable du
systeme (I’utilisation de la réduite de Jordan serait une possibilité si elle s’avérait robuste
numériquement).

4.3.3 Passage par I’équation de Riccati

4.3.3.1 Formalisme de I’automatisme

Lors de travaux précédents au LMT-Cachan sur le recalage de structures actives [For-
mosa, 2002], des problemes similaires a (4.3)-(4.4) ont dd &tre résolus. L’approche alors
choisie est de reformuler le probléme comme un probleme de contrdle optimal [Lions,
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1968, Bourgeois, 1998]. Il s’agit dans un premier temps de réécrire le probleme sous
forme de systeme d’état. Le choix qui est fait est de partir du probleme d’identification
exprimeé sous forme discrete en espace (4.2).

Ainsi, on cherche a mettre le probleme (4.2) sous la forme générique d’un probleme
de poursuite suivante :

Trouver (g,e) sur [0,T] tel que:

1= Aq-+Ge+Bu
{ 3:03 (4.60)
qui minimise :
107+
E/o e' Re+¢€Q¢ (4.61)

ou, dans le formalisme de I’automatique, A est la matrice d’état, B et G les matrices
d’entrée, C la matrice d’observation, u et e les vecteurs de commande d’excitation, g le
vecteur d’état, et € =y —, le vecteur d’€cart. Notons que, vu leur sens dans le probleme
qui est traité, G est également notée matrice d’incertitude, et e le vecteur d’erreur, dans
[Formosa, 2002].

Afin d’obtenir cette forme pour le syseme, on pose donc:

( U V-U .
q:|:U:|7 e:|:r||:—|£;j:|7 U:[Fd},
0 1 0
A= —~M~1Ko ) B= |:Ml|—|T:|7 C= [rl O}’
0 0 K 0
\G:[—M_lK M_ll‘IT]’ R:[o Bldz}’ Q= |Ald;)

Mis sous la forme (4.60)-(4.61), le probleme revient a un probleme de recherche de
commande optimale a critere quadratique [Lions, 1968]. On peut alors montrer que la
commande optimale est donnée par :

T=RIG"A (4.62)
Le systeme optimal étant gouverné par les équations :

{ G=Aq+GR 'G"A+Bu

A=CTQCq—ATA-CTQy (4.63)

avec les conditions initiales et finales :
q(0)=0
AT)=0
Remarque :

On peut noter que le systeme obtenu est le méme que celui obtenu par la
différenciation de L (3.8), avec d’autres notations et en ayant ramen€ le
probleme a un systeme d’ordre 1. Ceci est fait de fag ona retrouver le for-
malisme habituel de I’automatique, de fag ona appliquer les méthodes de ce
domaine sans travail supplémentaire, notamment en utilisant les outils de la
toolbox Simulink de Matlab.
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4.3. Méthodes de résolution locales en temps

Afin de pouvoir cEcoupler I’équation directe de I’équation rétrograde, le changement
de variable suivant est fait :
A(t) =K(t).q(t) +d(t) (4.64)
Puis on injecte cette forme de A dans le systeme (4.63). On a alors trois €équations
pour quatre inconnues. On rajoute donc une €quation en choisissant K de telle sorte que
les autres équations d’évolution soient découplées. On obtient ainsi :

A(t) =K(t).q(t) +d(t)

qg—[A+GRIGTK]g—GR1GTd-Bu=0
d+[KGR™G" +ATjd +KBu+CTQy=0
K+KA+ATK+KGRIGTK-CTQC =0

(4.65)

avec les conditions initiales et finales: q(0) =0,d(T) =0et K(T) =0.

La derniere équation correspond a une équation matricielle de Riccati. Pour résoudre
le systeme il faut commencer par résoudre cette équation matricielle, puis, connaissant
K, I’équation d’évolution de d se résout directement. Enfin, on peut finir par la ésolution
de I’équation d’évolution de q. A partir des solutions, on peut alors reconstruire, la com-
mande optimale, puis les quantités qui nous intéressent du probleme de départ.

La résolution de I’équation de Riccati a fait I’objet de nombreux travaux. Si le temps
d’étude T est suffisamment long, il est possible de faire I’hypothese que la matrice K est
constante, il suffit alors de €soudre I’équation algébrique de Riccati :

KA+ATK+KGRIGTK-CTQC =0 (4.66)

Les deux autres équations d’évolution du systeme (4.65) sont alors a coefficients
constants, ce qui facilite la mise en ceuvre de leur résolution. C’est cette méthode qui
a €té utilisée, pour résoudre le probleme de base sur des temps plus longs, comme cela a
été fait dans [Formosa, 2002].

Remarque :

Notons que c’est la matrice K(0) qui a ét€ calculée dans la méthode utilisant
la matrice de transition du systeme (c’est d’ailleurs une autre fag on d’abou-
tir aux équations (4.65)). Le fait que la méthode présentée ici fonctionne est
li€ au fait que I’on suppose K constant, on évite donc ainsi les problemes
d’évolution instable. D’ailleurs, [Vaughan, 1969], utilisé pour améliorer la
méthode basée sur la matrice de transition, propose une méthode initiale-
ment prévue pour résoudre I’équation d’évolution de Riccati.

4.3.3.2 lllustration et commentaires

La méthode est appliquée au méme exemple unidimensionnel d’une barre encastrée
a un bord et sollicitée en dynamique par un demi-sinus en effort. On cherche toujours
a identifier le module d’Young de la barre, cette fois, sur des temps d€tude plus longs.
Ainsi, c’est cette méthode qui est la plus adaptée pour résoudre le probleme de base.

La figure 4.7 donne la carte de contributiona I’erreur dans le plan espace-temps, pour
un module E = 2.Ey, et pour 600 pas de temps. Pour ce temps court, on peut effectuer une
comparaison avec les résultats obtenus par la méthode basée sur la matrice de transition,
figure 3.7. Du fait de I’approximation supposant la matice K constante, les champs sont
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Figure 4.8 — Carte de contribution a I’erreur, E = 2Eq, 3000 pas de temps

mauvais sur les derniers pas de temps, et en conséquence ne vérifient pas les conditions fi-
nales imposées. Pour des temps d’étude plus longs, comme I’exemple a3000 pas de temps

de la figure 4.8 correspondanta 7 allers d’onde dans la structure, ce probléme persiste

mais devient relativement moins important. Pour le calcul de I’erreur, il est donc possible

de tronquer les champs avant la fin de I’intervalle d€tude pour éviter une contribution in-

cohérente a I’erreur. Cependant, si le temps d’étude est suffisant, cette contribution reste
faible par rapport a'celle des autres instants. Si cette méthode n’est pas satisfaisante, il doit

€tre possible de coupler cette méthode de résolution avec une réanalyse locale aux instants

finaux, a I’aide d’une méthode permettant la vérification des conditions finales. Sur ces
exemples encore, I’erreur se trouve le long des trajets des ondes mettant en vis-a-vis des

conditions aux limites incompatibles.

La figure 4.9 montre alors la courbe d’identification tra€e a partir de mesures sur
I’intervalle d’étude précédent, la fonction coli étant évaluée par la méthode présentée ici
(les autres ne permettant de toute fag on pas de Esoudre le probléme). Il est intéressant
de noter que, les mesures €tant plus riches, la courbe ne rechute pas pour les modules
faibles, comme elle le faisait sur des temps d’€tude courts. D’autre part, on peut remarquer
que la courbe d’erreur en relation de comportement présente une allure tres saine pour
I’identification, remettant en avant la question du choix de la fonction cait.

108 These de doctorat - P. Feissel - 2003



4.4. Conclusion
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Figure 4.9 — Fonction coQt, mesures non perturbées, temps d’étude long

4.4 Concluson

Ce chapitre s’est intéress€ a la résolution du probleme de base de la stratégie d’identi-
fication pEsentée au chapitre 3. La particularité de ce probleme de base est qu’il possede
des conditions initiales et finalesa prendre en compte lors de la résolution du probleme
couplé. Plusieurs méthodes ont €t€ testées dans deux grandes familles, les méthodes glo-
bales et les méthodes locales en temps. 1l est apparu une difficul€ lors de la résolution par
toutes ces méthodes, li€e a'la présence d’exponentielles croissantes parmi les solutions de
I’€équation homogene associée au probleme de base. Ainsi, les méthodes locales itératives
se sont avérées instables, tandis que le domaine de validité des autres méthodes est limité
a des temps d’étude courts. Une derniere méthode basée sur des techniques de contrdle
optimal a enfinété testée. Elle donne de bons résultats si le temps d’étude est assez long,
sans quoi les hypotheses simplificatrices de €solution entache la solution d’erreur.

La question de I’extension au cas non-linéaire a également da étre gardée a I’es-
prit, puisque I’intérét de cette stratégie d’identification €side dans son application a des
comportements plus complexes que I’élasticité linaire. Dans ce contexte, la méthode
basée sur la matrice de transition du systeme semble la plus facilement étendable au cas
non-linéaire, tandis que I’extension de celle basé€e sur I’équation de Riccati associ€e au
probleme de base demande d’étudier le contrdle optimal dans des cas fortement non-
lin€aires.
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Chapitre5

Vers I’identification de lois
d’endommagement

Dans ce dernier chapitre, des extensions vers l'identification
des paramétres d'effet retard sont proposées. Il est composé
de deux volets. Dans un premier temps, I'application de la
méthode précédente au cas d’une poutre hétérogene est pro-
posée. Elle permet la mise en ceuvre du calcul du gradient.
Dans un second temps, la démarche envisagée pour I'identi-

fication des paramétres de retard est présentée sur I'exemple

d’'un systéeme masse-ressort. Les difficultés rencontrées sont
notamment mises en avant.
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5. Vers I’identification de lois d’endommagement

Les chapitres précédents ont présenté la stratégie d’identification envisagge dans ce
travail pour prendre en compte les incertitudes des données expérimentales. Elle a t€ ap-
pliquée au cas simple de I’identification du module d’une barre homogene et s’est avérée
tres robuste sur les exemples numériques traités.

Ceci €tant, cette problématique d’identification en dynamique pour des donrées in-
certaines était motivée par I’identification de mocles d’endommagement jusqu’a rupture
pour la simulation du crash des composites. L’objet de ce chapitre est d’examiner les dif-
ficul€s inhérentes a des problemes plus complexes, afin de se rapprocher du probEme qui
nous intéresse a terme. C’est pourquoi ce chapitre propose deux extensions de la méthode.

La premiere consiste a traiter le cas d’une barre €lastique dont les propriétés ne sont
pas homogenes. Cela constitue un premier pas vers les essais fortement hétérogenes que
sont les essais a rupture. De plus, cet exemple permet une mise en ceuvre de I’estimation
du gradient, utile pour I’identification de mocles comportant plusieurs parametres.

La seconde discute la démarche a adopter pour I’identification de I’effet retard en
conservant I’esprit de la méthode. Un premier exemple OD est traité, qui permet de mettre
en avant les difficul€s inhérentes a cette extension et notamment la prise en compte de
conditions finales pour €soudre un systeme non-lin€aire.

5.1 Elasticitée hétérogene
5.1.1 Probléme d’identification

Cette partie s’intéresse a I’identification des proprétés matériau d’une barre hétérogene
sollicitée en dynamique transitoire. Le cadre d’identification est le méme que précédem-
ment, les mesures sont les déplacements et les efforts aux deux extrémités de la barre. On
se base sur cette redondance pour permettre I’identification. Dans ce cadre ¢ggnéral, on
peut dissocier deux cas de figure pour I’identification :

— Cas A la distribution géométrique des propriétés est connue et on cherche uni-
quement la valeur des propriétés. Cette hypothese assez forte permet de faciliter
I’identification qui ne se fait que sur un nombre €duit de parametres.

— Cas B: Aucune hypothese sur la distribution de propriété n’est faite, un champ
de propriété E(x) est donc a priori recherché. En statique, ce probléme est mal
pos€, car il admet une infini€ de solutions [Andrieux, 2001]. En dynamique, le
probleme subsiste, mais, du fait de la propagation des ondes, d’avantage d’infor-
mation est ramenée sur les frontieres, ce qui facilite I’identification. La richesse des
mesures vis-a-vis de I’identification cEpendra de la durée du temps d’observation
d’une part, et d’autre part, du contenu fréquentiel de la sollicitation. Ainsi, pour une
longueur d’onde donnée, on ne peut pas descendre au-dessous d’une certaine taille
d’hétérogénéité. Cette question de I’identifiabili€ n’a pas été d’avantage regardée
d’un point de vue théorique. De plus, on se contentera ici de champs de propriétés

o

discrétiseés, la taille de I’hétérogénéité étant alors donnée par la taille de maille.

5.1.2 Mise en ceuvre de I’identification

Dans les deux cas (A et B), la stratégie d’identification appliquée est celle présentée au
chapitre 3. La résolution du probléme de base se fait de la méme maniere que précédem-
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ment, simplement en utilisant dans les calculs des propriétés €lastiques définies parélément.
De la méme fag on, IEtape d’identification se fait par minimisation de I’erreur en relation
de comportement modifie par rapport a I’ensemble des parametres a identifier. On note
E(x) le champ de parametres & identifier. Selon le cas de figure (A ou B), E est constant
par intervalle ou est fonction de la variable d’espace.

Afin de trouver la solution de ce probEme de minimisation, une mise en ceuvre simple
de la méthode est proposée qui utilise I’estimation du gradient a partir de son expres-
sion analytique donnée par (3.25). Pour cela, on utilise un algorithme de descente a pas
constant, utilisant I’estimation du gradient. L’algorithme est loin d’€&tre efficace, mais il
s’agit d’une premiere mise en ceuvre. La démarche suivie est schématisée sur la figure
5.1.

Itération k :
Champ de module : E® (x)
Pas de descente : a (k)

Résolution du probléme de base pour E ¥ (x)
Obtention des champs solution u et u*

L ~

Evaluation de la fonction codt Evaluation du gradient Og(E ) (x)
g(EX) & partir de u et u* & partir de u et u*

Correction du champ de propriétés:
Ek+D) — gK) —O((k)Dg(E<k))

Figure 5.1 — Algorithme d’identification utilisé

Compte tenu de la forme de la fonction cout dans le cas unidimensionnel, le gradient
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a pour expression :

Dy (E)(3E) = oF ()

6J (6E)

_// ( (0— Eux))Bdedt

—/ / ?X(u*x+2u7x)6dedt
o Jo ’

5.1.2.1 Identification dans le cas A

(5.1)

Dans le cas de I’identification de champs de propriétés dont on connait la distribution
spatiale, il est nécessaire d’avoir acces au gradient relatif au parametre de chaque zone.
Celui-ci est donné€ par:

E)(3E) :Z/OT/Q (_ZLX) (u%+2u ) dxdt 3E;

Cigi (E) (5.2)

= Z Ogi(E) OE;

ou: Qj={xe[0,L]/E(x)=E;} avec E;constant

E;q E> Es E4

Figure 5.2 — Poutre élastique hétérogene par bloc

La méthode est alors mise en ceuvre sur I’exemple d’une poutre formée de quatre
parties de taille égale, et de module d”Young différent, comme représenté figure 5.2. Les
mesures expérimentales sont fabriquées a partir d’un calcul direct sur cette barre. Celle-
ci est encastrée a I’extrémité correspondant au module E4. Un effort formé d’un demi-
sinus est imposé a I’autre extrémité, comme c’était le cas dans les exemples précédents,
schématisés figure 3.3.

Les résultats d’identification sont p€sentés figure 5.3. La figure 5.3-(a) pésente la
valeur du module des quatre parties au cours des itérations. On peut observer deux phases
dans la convergence, qui correspondent a deux pas de descente différents. La convergence
devenant trop lente, le pas a effectivement été réduit. La figure 5.3-(b) illustre la conver-
gence en trag ant la restrictiona I’espace E3 x E4 de la courbe de la fonction colt au cours
des itérations. Il est alors clair que la lenteur de convergence avant la réduction du pas de
descente est a associer a un pas trop grand qui fait osciller d’un c6i€ a I’autre de la vallée
de la nappe d’identification. Une partie de celle-ci est tracge a proximité du minimum. La
méthode permet bien de retrouver les modules recherchés.
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Module d' Young

itérations
(a) Module d”Young des blocs en fonction (b) Descente du gradient dans I’espace Ez x

des itérations E,4

Figure 5.3 — Identification par blocs, mesures non perturbées

Un deuxieme exemple est traité avec des mesures perturbées par une réalisation de
bruit blanc uniforme d’amplitude 5%. A la fin du processus d’identification, I’erreur faite
sur les modules identifEs est faible, comme on peut le voir figure 5.4.

3.
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8 14 |
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0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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itérations
Figure 5.4 — Identification par blocs, mesures perturbées

5.1.2.2 Identification dans le cas B

La méthode est ici mise en ceuvre dans le cas ou on ne suppose rien sur la distribution
spatiale des propriétés €lastiques. L expression du gradient est alors donnée par :

Og(E)(x) = /0 ! (_‘;TX) (U +2u) dt (5.3)
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L’exemple est le méme que précédemment, et I’algorithme de descente a pas constant
est a nouveau appliqué en partant d’un champ de propriétés homogene tel que la célérité
moyenne soit conservée. Ce champ correspond a celui qui serait trouvé, en supposant
la barre homogene, lors de I’étape d’identification. Le champ de proprgtés a différentes
itérations est présenté figure 5.5.

3[ [ == jteration 1
iteration 10
iteration 50
iteration 500
258 |— iteration 1800 i
. — = reference

N

=
13}

module d”Young

=

0.5

0 10 20 30 4‘0 5;0 éO 7‘0 80 90 100
numéro de nceud

Figure 5.5 — Champs de module a différentes itérations, mesures non perturbées

A la fin du processus d’identification, la distribution ne correspond pasa la distri-
bution exacte, mais en possede I’allure. Notons que la minimisation est stoppée avant
d’étre arrivée au minimum. Cependant, la figure 5.6 repiésente les conditions aux limites
obtenues par le calcul servant a fabriquer les conditions aux limites, avec les propriétés
matériau obtenues au cours de I’identification. On remarque donc que I’encastrement et la
sollicitation en effort a I’autre extrémité correspondent aux mesures. Les deux conditions
aux limites restantes, permettent d’avoir une idée sur I’incompatibilité des mesures avec
les parametres obtenus. Ainsi, a la fin du processus d’identification, il ne reste plus gere
d’incompatibilité.

Cela signifie donc, que la méthode a convergé vers une solution du probleme, mais
que celui-ci est mal posé et possede plusieurs solutions. Pour améliorer I’identification,
il faudrait donc enrichir les mesures, par exemple en augmentant la taille de I’intervalle
d’étude ou en changeant de type de chargement. Enfin, on peut remarquer que c’est &4 qui
est le plus difficilement identifiable, ce qui s’explique par le fait que la zone de la poutre
correspondant a ce parametre se trouve du coté de I’encastrement. Elle est donc la moins
sollicitée par le chargement.

Sur cet exemple, on voit donc que I’identification d’un champ de proprités est effec-
tivement un probleme délicat, de part la nature méme du probleme. Ce type de probleme
inverse a, en général, besoin d’étre régularisé, pour parvenir a une solution acceptable.
Cecli peut se faire en rajoutant de la connaissance a priori, par exemple sur la distribution
spatiale des propriétés ou lors de la démarche de minimisation, en minimisant par rapport
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Figure 5.6 — Identification par champs,Conditions aux limites reconstruites

aun nombre réduit de parametres ala fois, pour faciliter I’identification. Deux possibili€s
viennent alors a I’esprit :

— utiliser la démarche de minimisation employée pour le recalage de structures com-
plexes avec I’erreur en relation de comportement, [Ladeveze, 1998]. Il s’agit de se
baser sur la carte des contributions a I’erreur, et commencer par corriger les zones
les plus fausses. Le danger d’une telle méthode dans le cas de la dynamique tran-
sitoire est que I’erreur se propage le long des trajets des ondes, ainsi, des zones
pouvant &tre justes peuvent contribuer a I’erreur du fait de la pollution ;

— partir de la remarque suivante : pour une barre formée de deux parties, chacune d’un
module d’Young donné, I’identification en supposant que le module est homogene
dans toute la barre aboutit aun module d”Young homogénéisg, tel que la vitesse des
ondes sur I’ensemble de la barre soit conservée. Ainsi, on peut imaginer une tech-
nique itérative basée sur une dichotomie de la barre, partant d’une barre homogene,
que I’on coupe plusieurs fois en deux. A chaque nouvelle découpe, I’identification
se fait en initialisant avec les valeurs trouvées a I’itération précédente. On peut ima-
giner doubler le nombre de parameétres par rapport auquel la minimisation est faite
ou bien n’identifier que les deux nouveaux parametres de chaque trong on, les autres
€tant constants.

Cette partie a permis d’exploiter I’expression que I’on a du gradient pour I’appli-
quer a un probleme d’identification. Sur cet exemple simple, mais Eja plus riche que les
précédents, la méthode semble se comporter tout a fait sainement vis-a-vis des perturba-
tions de mesure. De plus, la mise en ceuvre du calcul du gradient ne pose aucune difficul€,
une fois le probleme de base résolu. 1l peut donc servir facilement pour des algorithmes
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de descente plus complexes qu’une descente a pas constant. Ces différents points positifs
encouragent a vouloir I’étendre au cas des comportements non-linéaires.

5.2 ldentifi cation delaloia effet retard

5.2.1 Formulation du probléme d’identification
5.2.1.1 Principe

Le passage de la stratégie a I’identification de I’effet retard du nmésomodele de stra-
tifEé demande de reprendre la démarche en tenant compte des spécifici€s du probleme.
L’ idée maifresse de I’erreur en relation de comportement est de séparer les quantités qui
définissent le probEme d’identification en deux groupes, un groupe fiable et un groupe
non fiable. Dans le cas p€sent, il est clair que les équations d’équilibre continuent d’ap-
partenir au groupe fiable tandis que les mesures, ties incertaines, ne quittent pas le groupe
des quantités non fiables. En revanche, la discussion est récessaire pour les relations de
comportement. En effet, le but de la démarche est d’identifier les paranetres d’effet re-
tard a partir d’un essai propice a cette identification. Cela signifie notamment que les
relations de comportement statiques ont €t€ identifiges sur des essais au préalable, et que
I’on peut donc les considérer comme acquises pour I’identification de la deuxeme partie
du modele. Les lois d’évolution, qui font intervenir I’effet retard, quant a elles, seront a
mettre dans le groupe non fiable. Ainsi, il en €sulte la partition suivante des quantités :

Fiable Non fiable

Equilibre : p.i—diva=0 | Loid’évolution: d= f (({%}%—d2>+>
Conditions initiales: ug, Ug ~

Loi d’état: o=E.(1—d).€ | Mesures: Uq et fq

Tableau 5.1 — Quantités fiables et non fiables dans le cas de I’effet retard

Remarque :
Les lois d’évolution different de celles qui avaient €t€ données au 1.2.2. Ce
choix a ét€ fait afin d’avoir une expression plus simple des potentiels de dis-
sipation, comme cela avait été fait dans [Douchin, 2000]. Ceux-ci pourront
jouer un role dans I’expression du probleme de base pour I’identification.

Cela conduit a définir un nouveau probEme de base :

Trouver les champs u,0,d,Y, ug, fg minimisant :

T ) 5
J(G,U,d,Y,Ud,fd)Z/ /Q)(d,Y,d)+/ df(fd,fd)+/ du(ug,lq)
0 Ja FloY aQ,
sous les contraintes :

2
UE‘uAd(Ud)7 O'GQ)Ad(fd,u), O-ZE-(l—d)s, Y:E.E(U)

2

(5.4)

ol D(d,Y,d) est une distance entre le taux d’endommagement et les lois d’évolution.
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5.2.1.2 Choixde D

Résidu de Legendre-Fenchel

Pour choisir D, une premiere possibilité est de se baser sur les potentiels de dissipation
associés aux lois d’évolution, comme cela a €t€ fait dans le cadre de I’estimation d’erreur
dans [Ladeveze et al., 1999].

Les potentiels de dissipation ¢ et ¢* sont alors définis par:

Y —Yo—d?(Ye—Yo) Y’
0" (1) = Boca. | () ) v 55)
0 Yc —YO

et,
§(d.d) = Wic oy +d-Wacr +d.Ya(d) - 0 (Ya(d).d) (5.6)

avec,
Ya(d) = Yo+ (Ye—Yo) (f~*(d) +d?)
et ou Oqey est la fonction caractéristique de V et W,y est la fonction indicatrice du
convexe V.
Le résidu de Legendre Fenchel associ€ aux lois d’évolution, ng, est alors défini par :

Ne(d,Y,d) = ¢(d,d)+¢*(Y,d) —Y.d (5.7)

Une propri€té importante de ce résidu est qu’il est toujours positif, il convient donc
pour &tre utilisé pour D.

Moindre carrés

Un choix plus simple, mais dont le contenu mécanique est moindre, consiste a prendre
pour D une distance quadratique entre le taux d’endommagement et la loi d’évolution qui
lui est associ€e. Dans ce cas, D est donné par :

1

D(d,Y,d) = = (d —D(Y,d))? (5.8)

N

oU la fonction D est définie par:

D(Y,d) = f <<:C:1‘; —d2)+)

Dans le choix de © sous forme d’un moindre carré, il faut toutefois modifier le
probleme de base, pour prendre en compte deux points qui semblent importants : d’une
part, I’endommagement ne peut que croifre, d’autre part, I’endommagement ne peut pas
dépasser 1. Ainsi, il faut rajouter dans les contraintes de minimisation :

d>0
{dgl (5.9)
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5.2.2 Expression du probléme de base
5.2.2.1 Probléme d’identification en 0D

On considere ici I’exemple 0D d’un systeme masse-ressort endommageable. Les équations
qui régissent le systéme sont:

équilibre : X+ay=g(t)
conditions initiales: | x(0), x(0), d(0)
loi d’état : y=k.(1—d).x
y = k< (5.10)
loi d’évolution: d=D(Y,d) si d<1
d=0 si d=1
mesures : X(t) et y(t)

avec,
DY, d)=f|(———d
)=t (¢ )
Pour la stratégie d’identification, le probEme de base nécessaire a I’évaluation de la
fonction cout, dans ce cas, est:

Trouver les champs x,y,d,Y minimisant :
T

0y ) = [ (DY) + 5002+ -2
sous les contraintes :
y=k.(1—d).x
y = k£ (5.11)
X+a.y=g(t) + Conditions Initiales

5.2.2.2 Obtention des équations du probléme de base

Pour trouver les équations qui régissent le probleme de minimisation sous contraintes
(5.11), on introduit des multiplicateurs de Lagrange pour les contraintes, définissant ainsi
un Lagrangien L :

- A, B, k.x? §
L= Q)(d,Y,d)JrE(x—x) +§(y—y) —a(y—k.(1—d).x)—B(Y — T) —AX+ay—g(t))
(5.12)
ou I’intégrale sur le temps est sous-entendue afin de ne pas alourdir I’&criture.

La minimisation sous contraintes devient alors équivalente a la stationnarité de L. On

exprime donc la différentielle de L :

oD _. 0D 0D o .
6L_£6d+6—YE>Y+a—d6d+A(x—x)6x+B(y—y)6y
k.x?
—oa (y—k.(1—d)x)—0B(Y — —)—OA(X+ay—g(t
Y-kL=d)N-3BY - =) - K+ay-g0) o

—o (dy —k.(1—d)dx+k.xod)

—B(8Y —k.xX)

—A (0X+ady)
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Il reste a transformer les termes faisant intervenir des différentielles de dérivées tem-

porelles:
T : T T
a_ayéddt:{a_ﬂ?éd] _/ E(d_@) od dt
o ad od o Jo dt\ad

t,
¢ T T ofoaT T.
/ Nkt = (\3K(] — [Adx +/ Aot
0 o Jo
Ainsi, la stationnarité de L, oL = 0 aboutit au systeme:

(

3 : —%(%—?)Jr%—g—kax:o

& : L -p=0 )

ox: A(XX—X)+k.(l—d).a+kBx—A=0

d: B.y—¥)—a—ar=0 (5.14)
oo : y=k(1-d)x

5 Y=k

O\ : X+4ay=g(t)

\

ce qui peut encore s’€crire, en €liminant les inconnues a et 3:

( d /0D 0D ~
_a(£>+a—k(8(y—y)—a)\)x_0
A=A k(1 d).(Bly ~5) - ad) + koo
X+ay=g(t) 19
k.x2
Y=
[ y=k.(1-d)x

avec les conditions initiales et finales :

X(O) = Xo, X<O) = XO, d(O) = dO
MT)=0, A(T)=0, ‘2_?:0 (5.16)

5.2.2.3 Particularités selon le choix de D

Précisons ici les différents termes faisant intervenir D, selon le choix qui en est fait.

Résidu de Legendre-Fenchel :
Il reste a exprimer les dérivées du résidu de Legendre-Fenchel ng :

Ny _ 00 _y
ﬁ — % d (5.17)
e _ o5, av°
d — ad " ad
Ne s’exprime:
Mo = °(Y.d) = 0" (Ya(d).d) +d.(Ya(d) = Y) + Wi [g g +dWacs  (5.18)
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Il reste alors trois quantités a préciser :

ony - - : B Y-Yo
e D(Y,d)—d avec, D(Y.d)=f <<Yc—Yo —d9) 4 (5.19)
ong _ 0Y1 09" oY1
a4 ad oy (Ya(d),d) +Ya(d) =Y +d.—= 34 +adwd>0+adwd<d +Wa<1 (5.20)
Mo _ 00" gy 00" i M 00T oY
De plus, ona:
o0p* -
aq:{ (Y(d),d) =d (5.22)

On en déduit donc les expressions suivantes :

a .

% =Y1(d) =Y +04Wo 0+ 0gWacdym + Wa<1

a (5.23)
% =2.d(Ye—Yo)(d — D(Y,d))

On peut encore préciser I’expression des sous-différentielles 94W;-q et 04W4q, ..
Dans le cas général, de I’indicatrice d’un convexe V défini par:

V ={x/f(x) <0}

ona:
Wy =0 sif(x)<0 ousi f(x)=0etf(x)<0
M=0/ AWy =A. ‘;—f sif(x)=0etf(x)=0
Dans notre cas, les expressions deviennent donc:

0gWi=q=0 si d>0 ousi d=0,d>0
=—1 sid=0,d=0, avec I >0

L L . (5.24)
0i%¥4<d, =0 sl d<dmax ousi d=dmax,d<0
=J si d=dm,d=0, avec J>0
En posant alors Y2 = Y1 — | +J, on obtient le systéme suivant pourd < 1:

(d=D (Yz,d) _
Y2=Y +2.d(Ye—Yo)(d —D(Y,d)) —k(B(y — ) —a)x
A=AX—X)+k(1—d).(B(y—y)—aA)+k(D(Y,d)—d)x (5.25)
X+a.y=g(t) '
[ y=k.(1—-d)x
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Moindre carrés :
Dans ce cas, il faut rajouter des multiplicateurs de Lagrange pour prendre en compte
les deux contraintes supplémentaires (5.9). Ces multiplicateurs, notés y et y, sont positifs.
Il reste alors a préciser I’expression des dérivées partielles de D :

( a_@ .

- =d—-D(Y,d
= (v.d)
0D o oD
= _(d- - 5.26
o (d=D(v.d)) 54 (5.26)
0D . oD
ou "—D et "D s’expriment facilement & partir de D, avec deux cas, selon le signe de
=l
On obtient alors le systeme suivant :
(. dD. D . :
d__WY —ED—f—k( (y—y)—aA)x—y—u=0
yd=0, y>0, d>0
H(l—d)=0, p=0, d<1
7\:A(x—i)+k.(1—d).(B(y—)7)—a.)\) k%—i)x (5.27)
X+ay=g(t)
k.x2
="
| y=k.(1—-d)x

avec toujours les mémes conditions initiales et finales (5.16).

5.2.3 Piste de résolution et illustration
5.2.3.1 Piste de résolution

Les systemes (5.25) et (5.27) qui viennent d’€tre explicités possedent, comme c’était
le cas en €lasticité des conditions initiales et finales. Une difficulé supplémentaire réside
dans le fait que les systemes sont, de plus, fortement non-linéaires. Cela a pour consé-
quence que les méthodes développées dans le cas lin€aire, sont, pour la plupart, non ex-
ploitables directement ici. Il reste la méthode basée sur la matrice de transition qu’il est
possible d’étendre au cas non-linéaire, des lors qu’elle est vue comme une méthode de
gradient. Cette méthode est donc explicitée sur un exemple simple dans la suite.

On se donne donc le probleme suivant :

X1k (1—d)x = f(t) -
d:inf(lsup<X Xs) ) (5.28)

avec les conditions initiales et finales: % = x(0) et xt =x(T).
Apres avoir choisi un schéma temporel, on souhaite calculer la solution en parcourant
le temps uniquement dans le sens direct. Pour cela, on choisit une méthode itérative, ou
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ayant une condition initiale en x on cherche a la corriger selon la valeur que 1’on trouve
pour la condition finale en x. On cherche donca'relier la correction a faire dx(0) a I’erreur
faite au calcul précédent, &x(T) =X(T) — Xt

Dans un premier temps, on ramene le probleme a un probleme du premier ordre en
introduisant A tel que A = X et le vecteur inconnu :

()

Puis, on choisit un schéma de type Euler, du premier ordre, et on réécrit le probleme
discrétisé en temps, décrit par la relation de récurrence entre deux pas consécutifs:

1 At
Xni1=AnXn+Bn avec: Ap= <_At k.(1—dn)) 1 )

5 (5.29)
et Bn=(pr1)
Il est alors possible de différencier cette relation :
6Xn+1 - 6An.Xn + AnéXn—f— 6Bn (530)

=0

Compte tenu de la forme de Ap, on peut encore mettre cette relation sous la forme::

0 0
0Xni1 =Cn.0Xy avec C,=Ap+ (At.k%.xn O) (5.31)

Ainsi, par récurrence, on exprime la différentielle au temps final en fonction de celle

au temps initial :
Ne—1
OXny =C.0Xp avec C= I_L Cj (5.32)
J:

Enfin, on exprime la correction en A(0)a effectuer a partir de I’erreur faite, en notant
que x(0) étant imposé, il en résulte que : dx(0) = 0. D’ou la correction :

3A(0) = AT —A() (5.33)
Ca2
On fait donc un nouveau calcul en initialisant A(0) avec:
A+D(0) = A (0) + 371 (0) (5.34)

La méthode de gradient est alors illustrée sur ce cas simple, pour lequel on initialise
X(0) avec une valeur ne conduisant pas a celle attendue au temps final. On observe sur
I’exemple qu’il suffit de quatre i€rations pour converger vers la solution recherchée. Ceci
montre la faisabilité de la méthode. Cependant, dans certains cas, le systeéme d’équations
(5.28), avec ses conditions initiales et finales, ne posede pas nécessairement une unique
solution. On peut donc soulever la méme question dans le cas des systemes que I’on
cherche arésoudre, (5.25) et (5.27). Ce probleme est a associer au changement d’équation
différentielle qui survient lorsque d = 1. Outre ces problemes d’unicité de la solution du
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deplacement vitesse

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
nombre de pas de temps: 4000
endommagement gradient
1 3
*
0.8 2
1
0.6 1t ©
*
2 * Ok Kk ¥ 3
0.4 3 0
4
0.2 -1 *¥* 0 O O O O
o
0 2
0 1 2 3 4 0 2 4 6 8

Figure 5.7 — champs solution au cours des itérations

probleme, ce premier exemple nous encourage a appliquer la méthode a'la résolution du
probleme de base (5.11).

L’application de cette méthode a la résolution du probleme de base pour une fonction
D de type moindre carré, a été effectuée. Dans ce cas, le probleme a résoudre est plus
complexe que (5.28). Cela amene donc de nouvelles difficul€s. La méthode converge
dans certains cas vers les bonnes conditions initiales, mais non systématiquement. Des
problemes proviennent notamment du fait que la nappe des conditions finales en fonction
des conditions initiales n’est pas convexe. Dans ce cas, une méthode de gradient n’est
pas suffisante. La comp€hension de la méthode et du probleme a résoudre doit donc étre
poursuivie.

5.2.3.2 Exemple

Il ressort du paragraphe précédent que la méthode imaginée pour résoudre le probleme
n’a pas pu étre mise en place dans ce travail. Toutefois, il peut &tre intéressant de tester la
méthode d’identification sur un premier exemple. Comme aucune nméthode de résolution
du probleme de base raisonnable en non-linéaire n’a été développée dans ce travail, le
probleme de base est résolu par un algorithme exploratoire. Afin de tracer la courbe
d’identification p€sentée figure 5.8, le probEme de base, pour une distance aux lois
d’évolution du type moindre carrés, est résolu de la fag on suivante :

— pour chaque jeu de parametres matériau, le systeme (5.27) est résolu en faisant
varier les conditions initiales manquantes dans un intervalle ;

— puis, a partir de I’ensemble de ces solutions, il est possible de choisir celle qui
minimise la fonction codt qui définit le probEme de base ;

— lafonction codt est alors évaluée en cette solution, ce qui permet d’évaluer la qualité
des parametres.
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Numeériquement, on observe que la solution obtenue selon ce critere n’est pas celle qui
minimise la distance aux conditions finales. Cela met en avant les difficulés numériques
rencontrées et pose la question de la caractérisation la plus pertinente de la solution du
probleme de base.

La figure 5.8 pésente I’allure de I’erreur en relation de comportement pour des me-
sures non perturbées fabriquées par un calcul direct de (5.10) avec des parametres de
référence ag et ko. La courbe est tracée en fonction de 2, avec k = ko. L’identification par
minimisation de la fonction codt mehe donc au bon parametre. La méthode parait donc
assez saine.

Figure 5.8 — Courbe d’identification de a

5.3 Conclusion

Ce chapitre a proposé deux extensions de la méthode, afin de se rapprocher des ob-
jectifs premiers de I’étude. Dans un premier temps, I’étude de I’identification d’une barre
€lastique hétérogene a confirme les performances de la stratégie d’identification. De plus,
elle a permis de mettre en ceuvre I’estimation directe a partir des champs solution du
probleme de base du gradient de la fonction colt. Dans un second temps, la discussion a
porté sur I’application de la méthode au cas de I’effet retard, en s’appuyant sur I’exemple
d’un systeme masse-ressort. Cela a permis de faire ressortir un certain nombre de diffi-
cultés inhérentes a la formulation. D’un point de vue pratique, la plus grande difficul€ de-
meure la résolution du probleme de base qui, dans ce cas, possede des conditions initiales
et finales, tout enétant fortement non lin€aire. Malgré cet obstacle majeur, un premier
résultat d’identification aété présent€, afin de \érifier la pertinence de la méthode.
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Ce travail est parti d’une étude sur les absorbeurs de choc en composite, ou'il s’agis-
sait, dans un premier temps, d’identifier les effets de vitesse de rupturea partir d’essais
menés a EADS-CCR. L’objectif d’EADS aterme est I’implantation de modeles pertinents
et bien identifés dans des codes de dynamique pour €tre @ méme de diminuer les codts
liés a'la conception des absorbeurs de choc en composite.

Cependant, les efforts mis en ceuvre pour le dépouillement des essais, utilisant des
barres d’Hopkinson courtes, dans [Feissel, 2000], ont montr€ les difficul€s d’obtenir des
mesures fiables. La question €tait alors de savoir s’il serait possible de tirer parti de ces
essais pour I’identification qui nous in€ressait. Ce constat a donné naissance a la question
centrale de ce travail :

Est-il possible d’identifier le comportement dynamique d’un matériau
en présence de données trés incertaines?

La these que nous avons suivie est qu’il était possible d’aboutir a des méthodes tres
robustes a partir d’une formulation traitant globalement I’ensemble des informations et
en relachant totalement les conditions aux limites incertaines.

Cette these a ét€ inspirée par les travaux sur le recalage de modeles dynamiques en vi-
bration, ce qui nous a naturellement conduits a vouloir étendre la démarche de I’erreur en
relation de comportement [Ladeveze, 1983] au probleme traité. Cette extension possede
certaines spécifici€s, notamment le fait que toutes les données du probléme sont incer-
taines. De plus, I’application non pas en vibration mais en dynamique transitoire amene
des problemes peu regard€s jusque la en recalage. Avant d’appliquer la démarche au cas
fortement non-lin€aire de I’identification des pararetres de I’effet retard, il nous a semblé
important de comprendre le comportement de la méthode sur un exemple académique.
Cela a permis de vérifier la pertinence de la néthode et d’appréhender les problémes
qu’elle pose.

L’exemple de I’identification du module d’une barre €lastique homogene a permis
de montrer que la démarche répondait a la question de départ. L’étape suivante a €té
de I’appliquer au cas d’une barre hétérogene. L’identification se fait alors par rapporta
plusieurs parametres, ce qui a permis la mise en ceuvre du calcul direct du gradient de la
fonction cout.

Finalement, la méthode proposée est effectivement tres robuste et ce travail a permis
de souligner les deux raisons principales de cette robustesse :

— la méthode traite I’ensemble des données expérimentales en un seul calcul ;

— une distance entre les conditions aux limites du calcul et les mesures expérimentales

est introduite ; elle permet une régularisation des données numeériques, au travers
d’un filtre mécanique.
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Cependant, cette robustesse de la stratégie d’identification s’accompagne d’un manque
de robustesse numérique des techniques de résolution. Ceci est di, méme en €lasticité, a'la
confrontation a des problémes nouveaux pour nous de propagation d’onde comportant des
conditions initiales et finales. Le choix aété fait d’envisager des techniques de résolution
dans I’optique de leur extension au cas non-linéaire. En particulier, les Eléments Fi-
nis temporels, qui permettent de traiter le probleme en €lasticité, ont été abondonnés
car ils conduisent a des problemes tres fortement non-locaux pour I’endommagement.
Cette étude a permis d’aboutir a des résultats intéressants. Cependant, la compréhension
complete des difficul€s n’est probablement pas suffisante pour les E€soudre, et des tra-
vaux en cours permettront sans doute de consolider ces méthodes et de les étendre aux
problemes non-linéaires, ou beaucoup reste a faire.

En outre, ce travail a suivi la démarche adoptée, en s’y tenant et sans prendre en
compte d’autres techniques susceptibles de gérer les incertitudes. Ce choix a été fait pour
bien cerner les potentiels de la stratégie, avant de la coupler &d’autres méthodes. A présent
que sa compréhension est avancée, I’étude de son couplage avec d’autres techniques de
filtrage des perturbations, comme les filtres de Kalman, est envisageable, afin de voir s’il
est possible d’en accroitre encore les performances.

Finalement, c’est évidemment un regret que la méthode n’ait pas pu &tre appliquée
a un essai réel pour fournir les parametres de retard recherchés. Cependant, la route est
encore un peu longue avant d’en arriver la. On se sera toutefois pos€ la question de I’ex-
tension de la méthode a ce cadre, d’une part, en posant des gardes-fous quant a I’identi-
fication des moctles et, d’autre part, en vérifiant dans une premgre application, encore
une fois tres académique, la pertinence de la méthode. Celle-ci s’avere tres certainement
prometteuse.
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Résumé

La simulation dynamique des structures composites jusqu’a rupture pose des diffi-
cultés liées a'la description fine des pfFEnomenes de ruine, notamment numériquement et
demande donc d’utiliser des modeles adaptés.

Cette étude s’appuie sur des travaux antérieurs menés au LMT-Cachan, qui ont permis
de développer des modeles pragmatiques, les mésomodeles d’endommagement, permet-
tant de rendre compte du comportement complexe de structures composites en statique,
ainsi qu’en dynamique par I’introduction de lois d’évolution permettant une description
objective de la rupture, les lois a effet retard.

L’objet de ce travail est de discuter I’identification de ces paranmetres de retard, cette
derniere soulevant la problématique plus générale de la prise en compte de conditions
expérimentales fortement incertaines.

Cette étude a donc pour but de développer une méthode d’identification inversea par-
tir d’essais en dynamique transitoire. La stratégie envisagée cherche a prendre en compte
le caractere incertain des mesures, des sa formulation. Elle se base sur le principe d’erreur
en relation de comportement et a été développée, dans un premier temps, pour des com-
portements élastiques. Cela amene a résoudre des problemes dynamiques non standards
et a conduit a mettre en ceuvre des méthodes de résolution adaptées. L’étude a permis de
mettre en avant les points clés de la robustesse de la méthode face aux incertitudes de
mesure.

Mots-clés : Dynamique transitoire, identification inverse, composites, incertitudes de me-
sure

Abstract :

The dynamic simulation of composite structures up to rupture is still a challenging
task and leads to unsolved problems when dealing with the description of the phenomena
responsible of the dissipation, in particular numerically. This involves the use of suited
models.

This study is prolonging previous works led in LMT-Cachan, that allowed to develop
pragmatic models, the damage mesomodels, which are able to describe the static beha-
viour of composite structures under complex loadings. In dynamics, the introduction of
modified evolution laws, the delay effect laws, leads to an objective description of the
rupture.

The aim of this work is to discuss the identification of these delay parameters, leading
to the more general problem of the taking into account of corrupted experimental datas.

This study focusses on the development of an inverse identification strategy from tran-
sient dynamic tests. The proposed method takes into account the uncertainty of the measu-
rements from the very begining of the formulation. It is based on the error on constitutive
relation principle and has first been developed for elastic behaviour. The method involves
the resolution of non standard dynamic problems and dedicated methods have been stu-
died. The study pointed out the key points of the robustness of the method, with respect
to the uncertainties.

Key words : Transient Dynamics, inverse identification, composites, corrupted measure-
ments



La simulation dynamique des structures composites jusqu’a rupture pose des difficul€s,
notamment numériques. Dans ce cadre, les mésomodeles d’endommagement ont €té déve-
loppés au LMT-Cachan, tant en statique qu’en dynamique, par I’introduction de lois a
effet retard pour la description objective de la rupture.

Ce travail discute I’identification de ces parangtres de retard, soulevant ainsi le probléme
de la prise en compte de conditions expérimentales fortement incertaines. Cette étude
propose une méthode d’identification inversea partir d’essais en dynamique transitoire,
basée sur le principe d’erreur en relation de comportement. Elle a été développée, dans
un premier temps, en €lasticité. Cela amene a résoudre des problemes dynamiques non
standards demandant des méthodes de résolution adaptées. L’€tude a permis de mettre en
avant les points clés de la robustesse de la méthode face aux incertitudes de mesure.

Abstract :

The dynamic simulation of composite structures up to rupture is still a challenging task.
In this context, the damage mesomodels have been developed in LMT-Cachan, both in
static and dynamics by introducing delay effect laws, leading to an objective descrition of
rupture. This work discusses the identification of these delay parameters, leading to the
more general problem of the taking into account of corrupted experimental datas. This
study focusses on the development of an inverse identification strategy from transient dy-
namic tests. The proposed method takes into account the uncertainty of the measurements
from the very begining of the formulation. It is based on the error on constitutive rela-
tion principle and has first been developed for elastic behaviour. The method involves the
resolution of non standard dynamic problems and dedicated methods have been studied.
The study pointed out the key points of the robustness of the method, with respect to the
uncertainties.

\ers une stratégie d’identification en dynamique rapide
pour des données incertaines

Towards an identification strategy in transient dynamics
for uncertain datas

transient dynamics
inverse identification
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corrupted measurements
dynamique transitoire
identification inverse
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